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ELEMENTI DI ‘GEOMET‘RIA‘.

.Y

"LIBRO PRIMO.

Definizioni.

r L La Geometria ¢ quella parte delle Ma-
tematiche , che serve a trovare la misura, o il
rapporto di qualunque siasi esteusione paragonata
ad un’ altra della medesima specie. Il suo nome
dtriva dal greco, e significa misura della terra;
forse dalle prime operazioni dalle quali ebbe origine
questa scienza. :

a. I’ estensione.o lo epazio occupato dai corpi
& dotato di tre dimensioni, lunghezza cioé, lar-
ghezza, ed altezza o profondita. Nessun corpo pud
essere privato d’ una qualuoque di queste dimen-
sioni, poiché tale privazione porterebbe necessaria-
mente seco I'annientamento del corps medesimo,

3. Lo spazio occupato. da un corpo qualunque
si distiogue dallo spazio indefivito, perché quello &
circoscritto ‘da certi limiti, i quali gli danwo la
forma, e senza dei quali non si potrebbe nemmeno
concepire. Questi limiti, che:-cadono immediatamente
sotto i nostri seusi, e che non hanno profondita
alcuna, si dicono superficie. Le estremitd o i limiti
delle superficic, che non hanuo né profondita 1
larghezza, si chizmano Znce. 1 limiti delle linee,
&he non hemno né profondita, né larghezza, ng
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langhezza , s dicono punti ; di '
matematics s pud dirps chs o "
. 4. IL Tl corpa o il'solido & quelto, ehe riunisce
in se stesso tutte tre le dimensioni. :

5. III. La superficie & upa estensione in seme -
plice lunghezza e larghezza. - -

6.1V. La linea & uua estensione in sola lunghezza,
7- V. H punto ¢ un segno indivisibile mella
quantita senza dimensione alcana.

. 8. Noon avendo il punto matematico alcuna
dimensione, ¢ quindi essendo percettibile al sola
intelletto, e non” potendosi d’ altronde eseguira
nessuna operazione meccanica senza ) intervento di
_cose corporee, cosl si & convenute di Tapprusentare
il punto matematico: col punto fisico; come - pure
si & stabilito. di rappresentare la -linea -mstematica
colla ligea fisica, dla guale per quanto sia settile
non pud a menq 4 avere qu !
fpnde}:'si visibile.q e wlche !31‘511%33; onde

. 9 Le superficie e le linee non posseno esistere
indipendentemente -dal solido, ‘ma ¢ sempre per-
messo di separarnele col ensiero ;¢ di comsiderarle
isolatamente. Cosi si par{; dela lunghezea d’ una
strada senza occuparsi della sua larghezza; si parla
della grandezza d’ un lago senza occuparsi della
p.rof‘undt»té delle sue acque ; si discorre dell’ altezza
di un monte, o della profonditd di una voragine
senza imbarazzarsi- della rispettiva larghezza , nd della
lciro lunghezza ; lo che won succede della capacita
'd( un rec:‘p;gaxte » ove @& necessario d’ aver cura di
tutte tre le dimeusioni, , RN
. .. 1o. VL. La linea retta, o semplicemente la retta
¢ il pid certo cammivo da un pynto allaitro. -

 Biccome poi la strada pid breve da.un. punte

ol aliro ¢ wnica , cosl fra dye punti-noo i poirk
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condurre che una sola retta, e conducendone di-
verse esse necessariamente dovranuo tutte .confon-
dersi colla prima. Ogui retta si indica con due let-
tere poste alle sue estremita. e agn a
. a1, VII. La lLinea curva & quella, che .non &
retta, né composta da linee rette. ..

.. ‘42. AB 2 una linea retta; ABC upa linea spez-
zala o composta da linee rette ; AFG & upa curva
(fig. 1.). La linea curva AFG. considerata nell at-
tpale sua giacitora, dalla parte superiore & couvessa,
dalla parte inferiore & concava ; se questa. curva si
Q,quvolggsae,‘ la convessita sarebbe rivolta in basso
e la sua eoncavitd in alte. . . . .

13. VIIL 1l piano o superficie piana ¢ una‘ su--
perBicie vella quale presi dei puuti a piacere, e

wmediaote delle rette, queste rette giacciono -

tutte, iiin.tutta la loro estensione pella superficie
medesima. . 1 R

. 14. IX. Ogui saperficie, che noa é piana, né
composta da superficie piane, & una superficic curva.
.. La syperficie curva gsservata dalla. parte rilevata
0 sporgeste & gonvessa,.veduta.dglla parte incavata
o rientrante & concava. T I
" 15. A & una superficie piana ( fig. 2. ); B &
una superficie curva, che nella attuale positara pre-
senta la_sua convessitd; C é una superficie curva,
che presenta Ja sua concavita. - ,
. 16. X. L’angolo piano ¢ l'inclinazione reciproca
di due linee AB, Cg ( fig- 3.), che si iocontrano

in uo punto B. II runto del loro incontro B dicesi

il vertice dell’ angolo , e le linee AB, CB ne sone
" 17. L’ angolo pud crescere o diminuire, sinp
ad. un determinato punte, a wmisura che uno de’
.ougi lati AB ruotandesi. imtoruo al vertice B ai

4
allontenx o0 si avvicina all’ altre- lato GB supposte
mmobile, L 40 TR ewpposte
' 18, Quando I’ angolo ¢ unige si pud nominave’
colla sola lettera B del vertice , ma se diversi' ans’
goli “hanio” il vertice nel medesimo. punto , -allors
bisogna indicarlo con {re lettere ABC, o CBA, di:
marniera che la lettera: di ‘'meszo0 sia sewmpre quella
del vertice, ~ - S
" 19. L*angole formato dal concorso di due rette
dicesi angolo rettilineo ; quello formate dal concorsg
di"due’curve, si-nomina angoly curvilinea, ed -g‘ngﬁﬁi'
mistitineo quello formato da una retta e da una carya.
‘20. B & un angolo rettilineo; D curvitjuéo , ed’
E mistitineo (fig. 3.). ‘ S
“21. Dalla definizione dell* angolo si ved¢ eon
facilith, che la'sna grandersa non dipende % modo
alcano dalla lunghezza de’ snoi lati ;  cosicthe se
p: es., si prolungassero i lati AB, CB delt’ angola
rettilineq, B versu E ¢ D, quei lati quantunque
divenuti pid luuqhi conserveranna sempre [’ ung
rispetto all' altro la medesimm jaclinazione o situa-
zione , @ formerannp quindj vsem{m Io ;teséq:mgblo;
cid vale del pari anche per gli angoli eurvilimei,
e mistilinei. AR AL
“7az: XL Quando una retta AB (fig. 4.) cade
sopra di un’ altra CD in maniera di essere egaal-
mente inclinata’ si dall’ aoa ‘che dali’ altra ‘parte
rispetto alla CD, quella linea chiamasi perpendica-
lare alla sottoposta , e gli angoli eguali %B’A » DBA
si dicono angoli retti. -~ st
23 X1 L' angolo maggiore ‘ dell’ angola retto ,
come DBE dicesi angolo oituso, e I’ n;‘rgql,b minoré
dell’ angola retto , come CBE', acuto gﬁg. 4 )
- 24. XIIL: Due ‘angoli qaalunque ! nmx§ nati da ung

| yetta, che cade sopra di un’bltra; si chiamune ‘ans



goli ndiacenti o conseguenti, o anche angoli &, sup-
plemento. Gl angoli, per esempio DBE , EBC
(fig- 4.) sono angoli adiacenti o conseguenti, come lo
sono anche gli angoli DBG, GBG. Se poi vn an-
- golo retto, come DBA, viene diviso in ‘due qua-
lunque DBG ;" GBA , questi angoli si - chiamano
angoli di complemento. ‘ P
35. XIV. Quelle linee le quali quantunque situate
hel medesimo piano per quarto venghino prolua-
gate da qoalsivoglia parte, non possono mai incon-
trarsi si dicono parallele. Le reite AB, CD (fig. 5.)
possono rappresentare due parallele. - :
26.-XV. Figurd piana & una superficie piana

circoscritta da nna o pid linee. Se essa & terminata

da linee rette dicesi figura rettilinea, o semplice-
mente figira; se ¢ termivata da una o pit linee
tutte curve dicesi figura curvilinea; e se da linee
alcune rette ed altre curve, chiamasi figura misti-
linea. La figura ABCDE (fig. 6.) & rettilinea; FHG
e curvilinea; MNP & mistilinea. ,
27. XVL Il complesso delle linee, che concorrono

a formare una figura, dicesi condorno o perimetro.
*38. Per chiudere definitivamente upa superfi-

cie , sono necessarie almeno tre linec rette, o lati
{cosi si sogliono nominare quelle rette, che forma-
no il contoroo delle figure). : Co e
~a9. XVIL Se la figura ¢ rinchiusa da tre lati,
essa prende il nome particolare di figura trilatera
o ¢riangolo. Se da quattro lati chiamasi tetragono
© quadrilatero, se da ‘cingue pentagono, se da sei
Jati, esagono, ecc.; ed in generale dicesi poligono
tina ifigura rinchinsa da un namero qualungue di lati.
30. Essendo necessario il concorso di due li-

nee per formare un angalo piano (16), e ciascun
lato 4’ un poligono qualimque servendo di lato a-due

.
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arigoli contigni , ne viene che il numero degli an-
goli di un poligono qualunque & sempre eguale al
nomero de’ suoi lati. i o :
~31. XVIH. Dicesi equilatero quel triangolo, che
ha toutti i suoi lati eguali, come A (fig. 7.).
- 32. XIX. Chiamasi isoscele o equicrure quello,
che ha due lati eguali, come B. T
33. XX. Scaleno & quel "trianéolo , il quale ha
tutti i suoi lati disuguali, come C. L
34. XXI1. Triangolo rettangolo & quel triango-
lo, che ha un angolo retto, come ¢ B. '
35. XXII. Triangolo ottusangolo ¢ quello; che
ha un angolo ottuso come C. ,
36. XXHI. Triangolo acutangolo & quello, che
ha tutti tre i suoi angoli aeuti; come A. o
34 XXIV. Tiiangolo equiangole & quel ‘trian-
golo, che ha tutti i suoi angoli eguali. ‘
- 38. XXV. In qualunque triangolo rettangolo B,
il lato GD opposto all’ angolo retto F prende il
nome particolare di ipotenusa, eéd i due lati GF,
¥D, cge'lo comprendono si dicono cateti.
39. XXVI. Paralielogrammo o romboide & quel

‘quadrilatero, che ha i suoi lati opposti paralleli.

Fra i parallelogrammi si distinguono o
‘4o. XXVIL Tl quadrato, che & quello, il quale
ha tutti quattro i suoi angoli retti, ed i lati eguali,
- 4v. XXVIL II rombo, i di cui lati sono egua-

li, e gli angoli non retti,

§2. XXIX. II' retrangolo, che ha gli angoli retti,
senza avere totti i lati eguali. ]
- 43. XXX. 1l trapesio & un qoadrilatero il quale

~ha ‘due soli lati, paralleli {a).

" (@) Euclide ¢ molti altri dammo il nome di traperio ad un quadsilatero

- qualungue , che non Wa un varddlelogramino. o



La Bgura  ABDC (fig.- 8.) & un Hparallehgrammozl
B ¢ uo quadrato; G un rombo; D un spettangolo;
E un trapezio. ‘ .

44. XXXL 1l lato CD, sopra il quale un paral-
lelogrammo- ABDC o un triangolo ACD. (fig. 8.) &
supposto che si appoggi, si chiama la base del pa-
rallelogrammo o del triangolo, e la perpendicolare
AF; o BE, che da un angolo cade sopra la- base
o lato opposto all’ angolo medesimo, o sul. prolun-
gamento del lato stesso, ¢ 1 altesza si dell’ uno che
dell’ altro. Nel parallelogrammo rettangolo 1’ altezza
¢.il lato stesso, e nel triangolo rettangolo, qualora
si consideri per base uno dei cateti, I’ altro cateto
ne sara )’ altezza. ' ,

. 45. XXXIL. Poligono equilatero & guello, che
ha tutti i suoi lati eguali. Poligono -equiangolo &
poi . quello, che ha tutti i suoi angoli eguali.

46. XXXIIL Poligono regolare & quello, che &
equilatero, e nello stesso tempo- anche equiangolo.
~ 47. XXXIV. Due poligoni si dicono equilatert
fra di loro quando rispettivamente hanno i lati
eguali. Cosi pure si chiamano equfangoli Jra di loro
quei poligoni, che hanno gli angoli rispettivamente
eguali. ’

- 48. XXXV. Dicesi diagondle qualunque retta

condotta ia un. poligono da un angolo ad an altro -

angolo non adiacente. La retta AD (fig. 8.) ¢ una
diagooale del parallelogrammo ABDC. o
 49. XXXVI. 1l circolo o cerchio & una figura
piana curvilinea, determinata da una linea cuiva
rientrante in se stessa, la quale ha la proprieta di
avere tulti i suoi punti egualmente distanti da uu
puato iiterpo. . '
50. XXXVIL Circonferenza o periferia é la care
va FMHDG che determina il circolo (fig. g.).

e

8 . :
. 51. XXXVHL Centro ¢ il punto C.che & egnal-
mente distante da tutti i punti F, H, D, ecc. della
circonferenza. ,

52, XXXIX. Raggio ¢ una retta qualunque

" CD, che dal centro C va alla circonferenza.

53. XI. Diametro-¢ una retta FD, che passa

pel centro, e termina da ambe le parti alla pe-
riferia. - "
- Dalla definizione del cerchio e dalle due prece-
denti si vede chiaramente che tutte le rette CD,
CH, CF, ecc., che dal suo centro C venno alla
circonferenza sono eguali. Dunque i raggi dello slesso
cerchio o di cerchi eguali sono tutti fra di loro
eguali, come lo sono fra di loro i diemetri d’ uno
stesso cerchio, o di cerchi eguali, essendo ciascuno
4’ essi composto da due raggi. Co

54. XLL Corda o sottesa & una retta qualunque
FH, che congiunge due punti della circonferenza
senza ?assare pel centro. ' S

55. XLIL. Arco & una porzione qualunque HD
della periferia. - . N
; 56. XLIIL. Settore & wna superficie mistilinea
HCD' chiasa fra due raggi HC, CD e I' arco HD.

57. XLIV. Segmento ¢ uno spazio mistilineo
FHMF rinchiuso fra una corda FH eg un arco FMH.

58. XLV. Semicircolo 0 mezzo cerchio ¢ un
segmento di cerchio FDGF contenuto dal diame-
tro FD, e dalla' parte di circonferenza FGD 'da
esso segata. - ‘ SO :

59. Alcumi sogliono dare il nome di circolo
slla periferia, nominando area circolare lo spazio

piano da essa chiuso. i ‘
. 6o. Fra le curve la Geometria elementare mon
8t ‘oceupa che del cerchio.” T

. , R ] :.'k,"’;,
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61 Proposzzzone comprende tutto cxé clme s

deve dimostrare , o si deve fare.

6a. Assioma & um propaslzlené evwdenta dav

se stessa. A
63. Zeorema é una verith che davume eviv

dente per mesgo di ‘un ragwnameuto clfmmm-

dimostrazione, '

-~ 64. -Problema & una qmmone proposta s Ia

quale esige soluzione. :
65, Lemma ¢ une verith impiegata sussidias

riamente per la dimostrazione d’ un teorema o per

la soluzione d’ wn problema. - -

66. Corollario @& unRa conseguenra ‘necessaria ,
che deriva da una o piu proposizioni.

67. Scolio ¢ una osservavione ‘seprd uma o pint
Fropommoni precedenti , diretta ‘a far conescere -il
oro legame, la loro: uuhta, Ia loru estensione o
restriziene.

68. Ipotesz & una- suppomzione fatul 0 nell’ e
nunciato d' una . proposxzxone, o nel corso d' una
dimostrazione,

6g. 1l segno = ¢& il segno dell eguaghanza,
cosi A==B, indica che A ¢ eguale.a B."

70. I segno > indica che la quantita, dre lo

precede ¢ maggiore di qnelin, che "lo segne‘ Gost

A>B, vunl dire che A @& pit grande di B

71. 1 segno < indica tutto all’ opposws L
-+ '92. Il 'segno ~~; ‘che si pronuncia pik . indica
r ad izione delle (ﬁanm& cui & frapposto: il se-
gno — ne indica Ja sottrazione. Cost A+«}+B rap-
prescnta la somma delle ‘due quantita A e B, ed

A—B la loro differenza,
e

fe.

3. Il segtio X indica la moltiplieazione. Cosi

33 rappresenta il pmdottu di. A per B, Alle
volte a questo segio 8i sostituisce un punlo di modo
che A X B==A.B:

74. L' espressione A X (Ba}-C D) mdwca it

prodotto di- A per la quantith B4-C—D; se s:

dovesse indicare la moltiplicazione di A 4B
A4 B-=C, si scriverebbe (A+B) (A+B-——C), op-
pumgA-d-—B) X (A+B—+-C)
Una cifra numerica posta d’ avanti ad vox
qnnntrt& qnslf@nqne serve di moltg:hcatore a questa
uantita ; e dicesi il coefficiente; Gosi per esprimere
qkz x imd- AB si deve prendere due volte, si
serive: 2AB. Per indicare la meta di un dato M-"
golo A, si scrive A,
76 11 qmdnto formato: sopra unﬁ retta MN si

indica con MN . Il sto ctibe ¢on MN . Si vedra 2
suo luogo cosa si deve intendere propriameate pel
quadrato , o pel cubo d’ una linea. :

7%, 1l segno y posto avanti ad una qumtlth
qualungue. indica la. radice. quadrata della guantita

cui sta avanti; “cosi V’A X B & la radice del pro-
dotto di A X B La radice cubnca d’ una quantitd

qualunque AXBx G si serive \/AXBXC
78. Se diverse quantith si troveraono congiunte
lmeme «col* segno  di eguaglisnza o con qualche
algio seguo, le conclusioni, che se ne dovranno- de-
dufre varrapmo dalla prima all’ vltima. Cosi -
AﬁmﬂEmFG:—:ﬂK significherd che AC=HK ,
glze AB > CD >FG>HE, tn&wheri esserd
> j ece. P )
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79. L Due quantitd eguali ad una terza sono

eguali fra_di loro.
~ 8o. II. Il tutto é maggiore di qualunque  sud

parte, ed & eguale alla somma delle pari nells.

quali é stato diviso. ‘ IR e T
81. 1. _Aggiungendo o togliendo' a quantiti

eguali la stessa quantitd , oppure quantita eguali, 3

risultamenti o i residui- sono quantiti eguali.

82. IV. Se a quantita ineguali si_aggiunge o0 g
toglie una medesima quantitd, o quantiti eguali, ls:

somme o le differenze sono ineguali come prima.
83. V. Tutti/gli angoli retti sono eguali. -
- 84. VL. Due grandezze sono eguali allorquando
si possono collocare I’ una sull’ altra in modo che

coincidano in tutia la loro ‘estensione. Viceversa_due:

grandezze eguali poste I'una sopra I’ altra coingidono
esattamente. : A : N

85. VII. Due rette, che si tagliano mon vanno
insieme per nessun tratto di lunghesza, ma immedia-
tamente si separano Vuna dall’ altra..

l)imand@ a ". ‘ , A

86. 1. Che ¥ pbssa da qualunqua pu:ntd a qua&

sivoglia altro tirare una linca retid. .~ -

87. I Che si pessa prolungare a pia cere. -

retta qualunque, tanto da una che dall’ altra parl
88. 1II. Che da. qualunque punto come centro ,

con un intervallo qualunque , che ne determini i
raggio , si possa descrivere ‘una circonferensa. .~ -

84 )

s
DELLE LIXKEE RETTE E DEI TRIANGOLL
Proposizione 1. Problema. :

i 39. Date due rette AR, CcD (fig. vo. disugua-
8, dalla. pin . grande.. CD ta’g!iarigc gund Lm‘te %F
rguale alla piis piccola AB. . C
“Fatto centro in-D con raggio DE eguale ad AB
(88)_si descriva il cerchio FHG, il quale taglieri la
DCin F. La DF sark eguale alls AB, poiclid DF=DE
ﬁ' essere taggi dello stesso cerchio FHG (53); ma

==AB per tostrusione; danque DF == AB (790
; " . Propesisione II. Problema;
9> Da un punto date C ( fig. 1t. ) tirare und
retta CD , che sid -eguale ad und rettd data AB.

~ "Dal punto C.si coridiica I’ indefinita CF (86) , ¢

sopra di essa partendo dal punto G si itdd
gl i e 4 o
. Proposizione 111, Teoremd.

[} 8 Iﬁ-qualunque triangolo ABC ( fig. 12.) la
somma BA + AC di due de’ suoi lati cgudlunq‘ue é
Essendo la ligea retta BC il pit brevé cammino
B in C (tp), ne vieae che BO & minore di BA+AG:

Iy P B :

s Se e o pud D (g, 33 press doir
an ‘triangolo qualunque ABC, si. conducono alle
esiramitd di uno de’ suoi lati BC le rette DB, Do,



. 13
{a somma DB 4 DC di queste linee sand';minarewdé'

quella degl’ alri due tat Bid 4 AC.

" 8i prolunghi BD sino ad incontrare il late AG
nel punto F, p si avrd BP <C'BA + AF, pec-ha
proposizione precedente; aggivngeado ora dall’ nna
e J:;l’ altra gavte FC"'(82§3, ‘u::‘br& BF «4» FC < BA
+ AF «+ F(}, ciod 'BR4-FC < BA +AG; si ha del
Fari' (9:) DC LDF4FC, od aggiungerido da. ambe
le parti BD, si avrd BD 4-DC ‘(‘7])1%4‘-" FC+BD,
ossis BD o D€ < BF 4 FC; ma st & trovato
BF + FG & BA'+- AC, dunque a pit forte ragions,
sarda DB + DCLBA +AC, ~ ~  ©

ﬂgmpﬁﬁdom ¥, Tem.

93 Due triangoli BAC, DEF (fig. 13.) somo
perfettamerite eguaki (a) quando due lati, e I’ angolo
du essi compresv nell' yno eguagliang rispestivaments
due lati , ¢ ¥ angolo compreso pell’ altro, -
- Nei “triangoli proposti sia Fan ‘A == all'angolo
E, il lato AB=ED, il lato AC==EF ; dico che
il triangolo BAC sara perfettamente eguale al trian-
golo DEF. - -~ A

Si intenda sovrapposto il triangolo DEF al triane

golo BAC di maniera che il lato ED si adatti esat- -

tamente sopra il suo eguale AB((84), per lo che il
punto E cadrh in A, ed il puato D) cadra in B; per
essere pai "angolo E==A, per dato del teorema
egli dovrd coprire’ esattamente 1’ angdlo A, odh

lato EF prendeg*g qﬁindtla &rézmﬁe del Jato C3

43
| @) Per epuagiiansa_pegfistae completa’ di diie Ggwon joi;dnbende. s
egueglisnzs - tatale di dimensioni;. di:Jati ded, di; augoli, ‘di snperlici

. Quasdo dus figure sano cgual penmp che gl aogoliy 2é 3 at sieno rispetie

4 '
‘ma per ipotesi EF ==AC , duaque il piinto F cadrk
in C, ed il terzo lato DF del trisngolo DEF coprira
esattaménte il terzo lato -BC del triangolo BAC (10);
dunque il triangolo DEF sard perfettumente eguale
al trisogolo BAC , perché questi triangoli sévrappo-
#ti coincidesio esattemente (84). . *
© . g4, -Corollario. Si rticiva da. questo teorema ,
‘che anche ha base DF del triangolo DEF ¢é eguale
alld: base BC del triatigalo BAG , € che gli angoli
D ed F del secondo triangelo sono rispettivameunte
eguali agli angoli B, G del primo: trisvgolo. -
' 05. Seolio. Nei triangoli -perfettsments eguali
sono egnali quei lati, che si oppongono ad angoli
eguali, e viceversa; cosi mei triangeli BAC, DEF
proposti , il lato AB era per dato del teorema
eguale ad ED; ¢ 'si & 'dimostrato essere eguali gli
angoli C ed F opposti e questi -lati egusli. Il lato
‘AG era == EF , e si ¢ dimostrato essere Pangolo B
eguale sl suo corrispondente D.- I lati BC e DF,
che 'si” oppongono agli angoli A, E eguali, ai sonO
-dimostrat egunali,” RIS S 5

Pmpostzumc V1. Teorema.

.. @b. Due triangoli DEF, B4C (fig. 13.) sono
_eguali ;- guando hanno . un law eguale adiacente a
- e ﬁhgoﬁ#:i.gpéﬂimmn&q;;@ga{& L bt oA

~ Sim # lato DF =BC, ¢ I'pogolo D=8 ; I’ an-
ighlo F:==C aera il triangole DEF = BAC.
" $i. intehda - poste i lato DF sopra il suo eguale
_BC di.maniers che il punto D siain B, ed il pun-

+ ‘to F sia in@. Poiché | angolo D: é eguale. all’ an-

golo B, it1até DE - prénderda mecessariainen »“i‘ ha
“ qualche pusto della BA o~ dél sus' prolungamento.
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Cost essere " angolo F = C dovra la FE prear

dere la direzione 'di CA, ed il punto E dovri tre-
.varsi su qualobe ponto della CA o del sao: prolun-
-gamento, 1l punto E nel tempo stesso deve trovarsi
quindi salle due rette BA, CA, cadrd -dunque . pel
punto A:di loro interseziane (85), per cvi i dus

triangoli- DEF, BAC coincideranno 1 wip coll’ al

tro, quindi saranno perfettamente eguali,
Proposizione VII. Teorema.

- Se il triangolp ABC (fig. 14.) avrd i due
lati .2%‘, AC i'iquts;ivamente eguali ai due lati DE s
DF del triangolo: DEF , ¢ se. I angolo C;IBI.‘,JM
primo triangolo compreso da questi bati, sard minore
dell’ angolo  FDE del secondo, anche il lata \BC
del primo triangolo opposto all’ angolo. minore, saré
minore dgl lato FE del secondo triangolo. opposto
all’\angelo maggiore, = =~ . . - P
.Si intenda sovrapposto il trinngelo ABC al trian-
‘golo DEF, di modo che il lato AB coincida col
lato DE, <id sposto il vertice C del triangolo ACB
cadra o deatro il triangolo DEF in un. punto qua-
lunque C', o cadra in € sul lato FE de ‘medesimo
triangolo, o cadrd’ fuori del triangolo stesso in C".
1,° Caso. Se il vertice C cadra in C si avra (92)
DC' - CELDF + FE; wa per essere il trian-

golo DC'E eguale.al triangolo -ABC, anzi il mg-

desimo, ‘sara DG ==AC; CE=RC; dnde sosti-
" tuendo si avrh AC~}-BCDFW-FE, e toghg@%o
da una parte AC, e dall’ altra DF ad esso eguala
per dato del teorema, rimarrd BC < FE-
.2’ Caso. Se il vertice G cadra_in C* sard (80)
C'ECFE; ma C'E==BC; dungue BCL EE.
-, 82 Laso. Se il vertice G cadra in €, in allova
8 avrd - DFK DG + FG' (g1) ;. come -pure. sark

e
i

36 ,

EC"C CE 4 C'CY, o sommando - queste disu-
ﬁgii&m_‘ﬁéenim per ‘membro, si aved -

] %E@w@)cq;ge" +C' E4+GC”". Ma si ba
BC' 4 C"C"=DC", -ed FC' 4+ C'E=FE. , dun-
Ytie sestitwendo DF 4~ EC" < DC" 4~ FE; ma -
DF =%AC=DC", ed EC":=BC, dunque fualmente
PF 4 BCG< DF 4 FE, ossia BCS FE.

Proposizione V111, Teorema.
98, Due “triangoli - sono’ perfetiamente  eguali
lo hanno tutti tre i lati rispettivamente eguali.

g

58l lato AB (‘fig. 15.) del -triangolo ABC

ftggb al lato ' DE del triangolo DEF, il lato BC
=2EF, ed il lato AC=DF; sard auche I’ angelo
‘C=F, I’ sngelo A=D; e I angolo B—=E, e tutto
il trisngole ABC eguale al triangolo DEF. o

Impercioeché se I'angolo C fosse maggiore dell’an-

golo F, siccome i lati BC', AC, sono rispettiva-
‘mente egwali af lati EF s DF , ne seguirebbe per Ia
“pf&ceﬂeﬂé‘?“ﬁﬂl}fasiﬁme ; che il lato AB' sarebbe
‘maggioré di- PE; e se ¥ aﬁniolo C fosse minore
‘dell’ angolo- F, anche il lato AB, che vi si appoue
~sarebbe minore di DE; ma er dato del teorema
AB=DE, dungue I angolo non pud essere né
“raggiore né ‘minore dell’ angolo F, dunque: egli &
“Wd ess6 ‘egnale. Nello stesso modo si- proverehbe
“estere I"atigolo A=D, e I"angolo B=L, e per
“gonseguenta il triangolo ABG=DLF (g3).

. ‘Pmpa;éiziem IX. ’:Prob;emc;.- o

99 Dd ul* punto’ 5qualzméue C preso ab;ora
‘una retta data: AB ( fig. 16.) innalzare una perpens

“ditolare alla rotia medesima, - X
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- Sopra Ia data retta AB si prenda nn punto. qua-

lungue D, e dall’ altra parte del punto C, un punto
E,mzh maniera che sia CD==CE; indi dai punti D,

edE, come ceotri,e con raggi eguali, maggiote’ cia-
scuno del segmento CD o'CE, si descrivano daoe archi
di cerchio, che si taglino in un' punto F; congivato

il puato F col punto G, la FC sarﬁ_la .pcrprendico-'

lare richiesta. . -
Poiché¢ condotte le rette FD, FE i triangoli

DCF, ECF saranoo eguali, per avere rispettivamente.

tutti i loro lati eguali; cioé FD==FE perché ragsi

di circoli eguali (53); CD=CE per costruzione ,

éd FC comune -ad ambidue i triangoli; oude T au-

golo DCF & eguale .all’ angolo ECF (g95): percid

FC, formando el punto C colla AB dall’una e
dall’ altra parte angoli eguali, le & perpendicolalfe (22).

. Proposizione X. Problema.

- 100. Dividere una retta AB ( fig. 17. ) in due

parti eguali mediante una perpendicolare

Falto eentre sudcessivamente negli ‘estremi A e
B della retta data, con un raggio arbitrario, ma
maggiore della metd di AB, si descrivano due archi
di cerchio, che si taglino in F_al dissopra della
AB; cogli stessi centri, e con raggio egualmente arbi-
trario al dissotto della retta data, si descrivano ¢
archi di cefchio, che si taglino’ in_D; copgiunti i
puati F, D delle intersezioni mediante.la FD, -essa
dividera in 'C -per meta la data linea AB, e le
sara perpendicolare. . - o :

Fmperciocch tirate le rette FA; FB; DA, DB;
. i- triangohi FAD, FBD, che ne risaftano sono eguali,
perché  AF ==FB, siccome raggi di circoli. eguali ;
AD==DB per la stessa ragione, ed FD comune. ad

2
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smbidue i triangoli; dungue suche. gli nugoli AFD,
D4 Oppast g\k}}ﬁﬂ, A - "!iggaﬁt sono eﬂﬂaii’,comﬂ
pure jo sonogli angoli ADF, BDF per siwmile ragione (g5),
Ore i due_tiisugoli AFC, BFC sqoe eguali, aveudo
B -(g3), onde AC=CH’ e I augolo. ACF= BCF ,
per cui FC & perpendicalare sopra la meta di_ AR,
" 101, Corallarig. Essendo FD perpendicolare ad
AB, =wchg‘ AB sara - rpendicolare .ad. FD.. Poichd
avendo dimostrata 1'.eguaglianza dei .due angoli
ADG, BDC, i triangoli. ADC.,, BDC sonq. eguali
per ayere un angola eguale compresq. tra lati ri-

speltivamente. eguali , onde gli f\rzﬁdi ACD, BCD

sono eguali e retti, Easendo quindi.retto I angolo
BCD, e rettq pure V mgqfe}mf; la yetta AB &
perpendicalare ad FD (as), , -~ . ~.' .-

,. Seolia. .-S;c»vla ‘retta’ AB venisse prolungata
dall’ una o dall'pltra parte, essa ‘conserverebbe nulla
estaiite la medesima posizione rispetto alla FD, e
le sarsbbe quindi sempre. perpendicolare. Ne deriva

cada pq:pgndicolgmepw sopra un’altra retta. CD in
un_suo punto qualunque B, anche la' GD sari per--
pendicaore sl 4G, 1 b
. Proposizdans XI, Pipblema. -
11402 Do un punto dato C (fig. 18.) fueri. d una
reth AB ahbassare. upa perpendicolare sapra questq
I'C&tg- » :3";,,3“,;, Sdee BT S P 'l R
. Dl punto. @ come gentra, e con raggio. ahba~
slanza grande , si descriva un areq di cerchia, che
tagh }a ,data_m(;,agz a il suo 'praluagamntd nei
ﬁpn,np; ed B; & divida fw -metd ig F s corda
DE ﬁm},a conginoga il punto F col punto.dalg
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‘Poichd ; tirate Te ‘rette CB, OE, ne rissltanc i

due. triangoli DFC, EFC; che souo eguali, per avere
rispettivamente tutti i lati wguali; ciog DE —=TFE
per costruzione; DE==EC perché raggi dello stesso

cerchip . F€ comutie ; per lo che, ancbe gliangeli

DFC, EFC sono eguali, onde CF & perpendicolare
ad AB, ed 2 culata -sppra di essa .dal “puato dato C.
BRYEE ’ Proposizione XII. Teorema, = . "
. 103.-Da urn punto date.C sopra ‘una data retta
'JB‘»‘-gﬂvg: 19.), non si pud elevare nello” stesso pia-
no che una sola perpendicolare CF, = '~ =

Poich?, supposto che LC essa pure sia perpendi-
colare in C sopra la AB nel ‘medesimo piano in
‘eui giace la perpendicolare CF, essa dovra -trovarsi
o dentro 1" angolo ‘retto FCB o fuori di esso, eiod
pell’ angolo rette FCA, altrimenti si confonderebbe
colla FC contro I ipotesi; tanlo in un caso-che
pell’ altro, I’ angols’ retto FCB, o FCA sarebbe
eguale all angole acuto LCB o LCA, "cid ehe 2
impossibile' (a8).~ -~ - T T

s

. .. Proposizione ',‘II’I.“Teoremav,,\. .
" to4. Se da un punto F preso fuori d una retta

JIB (fig- 20.) si' guidane a diversi punti della medesi-

ma varie rette FC, FD, FE , FG, ece. 1.° 8ard la per-
pendicolare FC la minima di tutte. 2. Le oblique' D,
FE egualmente distan®i dalla perpendicolare sorto sghin <
li. 35 Di die oblique FD; FG inegualmente distantt
datla ‘perpentdivolare é maggiore la FG-, che piis del-
‘% D si allontara dalla_perpendicolare FC.' -

L 12 Si prolunghila perpendicolare FC sino. in' i
 di“thodo’the -sia: FG==CH), ‘e si titino ‘le - retly
" DH, GH, EH. 1 triangoli FCD, DCH (93), sono eguslf
avendo' essi'i lati ¥C; “CH ‘eguali: per cesiruzione ,

i‘ .
“a0 ‘

DC comune, @ gli sogoli DCF; DCH retti (1a1); otide
il lato FR ==DH; uello siesso-modo si dimiostra essere
anche FG=GH; ma {a FH & un lato del triangolo -

- FDH, dunque {g1) FACFD4-DH. Ora FH=FC +

CH= 2FC ed FD -+ DH = aFD, dunque sostituende}
sard aFC < akD, e __};rer -conseguenza FC LFD; dua-
gue la perpendicolare FC ¢ pid piccala dell' obliqua FD,

2.° Sia DC = GE, come si & supposto, in tal casa
il triangolo - FCD sard eguale' al ‘triangolo FCE,
svende ambidue un angolo eguale compresa fra lati
rispetlivamente eguali, onde anche DF=FFE; diun.
que le due oblique DF, FE equidistauti-dalla per- -
pendicolare FC sono eguali, . .~ - o

3.° Nei trianﬁ’oli FDH, ¥GH si ba(g2) FD+DH< -
FG 4 GH; ma FD=DH, come si & dimostrata, ed .
FG-=GH, essendo lati di due triangoli FCG, GCH'
eguali, dunque aFD< aFG, ciod FD& FG; dunque
delle due oblique FD, FG ¢ minave quella- FB',
che meno si scosta dalla perpendicolare FCG.

105, Stolio. Siccome la - perpendicolare. 3 piu
gorta di qualunque retta, che da un punto si possa
condurre sopra-una retta data, cosi questa serve a
misurare la ‘vera distansa da un pumto ad vaa retta.

196.° Corajlario 1. Da qui ne segue che da un
punto preso fuori d’ una retia. man si pud sulla
medesima ‘abhassare che. una ‘gola perpendicolare ;

‘che da wo punto. mon i possana, egndurve. sulla
edesima ,tet;a pfu‘g, di duerette ﬂqau, o o
107. Carollarjo . Se: upa perpendicolare FC

¢adrd sulla meta di AB, toiti i snoi puoti saranno

equidistanti dalle estremiti A e B della AB, essepdo

evidente che guello, che si & detto pel punto F si
pud ?W&iﬁﬂfg 6. Wﬂiﬂn@ﬁ sltro.: punto R:;’hperw
: ? T B S . e P e 23 t JRER )

g by AT % A T PN LT Lo T
- 108, Corollgrie/ Tk, Qualangue punko K (fig- 21:)
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preso fuori della -perpendicolare FC ; che cade sulla
meta di AB, ¢ disugaaimente distaote dalle estremity
A e B della retta AB. In fatti esseado il panto F
ggualmente distante dai punti A e B si ha FA==FB, e
sicesme nel triaagolo FKB si ha il lato BESFK+4-FB,
cosi e nhsce BK < FK 4 FA, ciod BR< AK.: -
- 'tog. Corollario IV. Accid una retta sia perpen-
dieblare :ad un™altra basterd che essa passi per due
punti , cisscubo deéi quali-sis egualmente distante
da dee punti presi sopra quest’altra. - .

RN

N .ilé. Due tnagolz rdiqngdi soro eglidli quando A

hanno I ipotenusa ed un lato rispettivamente eguale.
Sia I’ i»[{:)tenusa AG=DF (ﬁg.p:i.) , il 1ato AB=DE,
il triangolo rettangolo ABG sarh eguale al triangolo
rettangolo DEF. ~ )
Potendo dimostrare che auche il terzo lato BC
& éguale al terio lato EF ; sard dintostrata la pro-
£osiziox,ie-. Supponiamo , se & possibile, che questi
i non sieno egualij é che sia BC SEF. Presa
BG = EF, ¢ condotta la AG, ne risiltéra il
triangolo_ réttarigolo ABG , che fard egusle a DEF;
avendo essi.gli angoli B, ed E éguali compresi fra
i lati AB, é, BE,EF fispettivamente éguali, dan-
que ariche AG =:DF; ma DF per ipotesi & eguale
‘ad AG, dunque AG =AC, ¢id clie -& impossibile ,
éssendo AG < AC (i04); dunque BC=EF , dunque
il triangolo ABU == DLF; . .
Proposizione XV, Teoremas =
tins Due triangoli pettdngoli song éguali quarido
hanno l’ipatenu:agzgmle, ed un angolo ad. esse
adiavente rispettivameivie eguale. ek

2z '

~ Sia T ipotennss 'AC==DF ( fig. 22."), e ' angolo
C=:F. §&i ponga DF -sopra 6A ' di modo ch“?’ il
punto D sia wel punto A ;ed'itpusto F 'im C-(84):
a- cagione dell” angolo F ==C, la FE.si troveri sulla
_miedesinta direzione della CB; cid. posto, dico che.
anche la DE ‘dovra confondersi. colla ' AB. Poiché
essendo il punto D in“A., ¢ dovendo ‘essere 'DE ,
ossia AE perpendicolare sopra la FE, o. CB, per
dato del teorema, se essa mon si confoudesse colla
AB, ne verrebbe che da uno stesso punto soprs-usa
medesima retta potrebbero essere’ sbbassate due
perpendicolari , ‘¢id’ che & impagssibile (106); onde
anche il punto E si trovera in B, e tutto il trian-
golo «TFE,DP; rraﬂ triangolo CBA, per lo che essi
saranno eguali (84). -~

113, Dividere un angolo BAC:(fig. 33.) in due
parti eguali. . - - o
“Sopra i lati AB, AC dell"angolo dato, parten:
do dal vertice A, si pren@ano le' rette AH, AO
eguali, ¢ dai punti H ed O, come centri_e “con
raggio maggiore della metd della distanza HO , si
déscrivano due ‘archi’ di cerchio , i quali’ si taglie-
raono in U, si tiri la AD, essa dividerd T angole
proposto BAC in- due eguali HAD, OAD. = = .
“Poiche guidate le rette HD, OD ne risultang
die triangoli HAD , OAD,, i-quali hanno per co:
struzione i lati rispettivamente eguali ; onde anche
gli angoli HAD; OAD saranno eguali siccome -op-

posti ai lati HD, OD eguali. -
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» Propesicione XV I1. Teokema: :
113 Quplungueretta LC (fig. t9.); che ne in-
tantra’ un’ altra 4B fa con questa due angoli. ton:
seguesiti BCL, LCA, ln di cui somma & eguale e
‘due angoli retti. p IR HE AR S
- Dal puntd di concorsg C si_alzi la perpendico-
lare CF .alla AB (90), e sarh ' angolo BGL=2BCF—
LCF; e I angolo LCA=2FCA + LCF, per lo che
sommatido st avrd, BCL + LCA= ACF — LCF +
FCA + LCF =BCF - FCA} ma ciascuvo degli an-
goli BCF, FCA & retts (23) per essere FG perpen:
dicolarg sopra AB; dingue la somma dei due .an-
gqli counseguenti BCL -:-qIﬂA é .eguale a due retti.
114. Corollario 1. Tutti_ gli angoli ; che &i fango
al punto C da una medesia parte della retta AB,
gualunque sia il numero dei medesimi, presi in-
" sieme equivalgono a due anpoli retti, essendo la
loro somma eguale a quella dei ddb angoli BCL+LCA.
115. Corollario 1L Se  una retta LC cade nel
punto G di concorso di due rette. BC, AG; e che
accia con esse in qilel punto due angolt la_dicui
somma sia eguale a due angoli retti,. gueste. dug
finee BC, AC satanno in una medesima . diresione,
e formefarimo una stessa retta Gontinuata. Poishe
facciano ess¢ se & possibile due rette diverse; pro-
lungando AC, in H;. ia allota. sarebbero gli apgoli
HCL 4« LCA=BCL 4= LCCA, ¢ togliendo. di- comune
L.CA, si. avrebbe HCL=BCL, ciot il tatto, eguale
ad ifna spa parte, Vc‘iétheké, impo’asibife..} RN
XL IH.. Teorema. .
3D« BE ( fig. 25.) opposti
ite zgﬁ'g,BE,éz’: si
tagliane in B, sono eguali. o I

&
.
.

24 ’ '
Stando la DB sopra la AC si ha (113) ABD4-DBC—
a due angoli retti; ma aoche :la somma dei due
‘“Sgﬁ :DBG +CBE mﬁ? “a -due ‘spgoli retti,
yer 1a stessa ragione; dung: g) sari ABD+-DBC =
%egc +/CBE ; ¢ levando ‘{;:’ c‘{)%)mne' DBC, rimarrd
- Nello . stessp modo si dimostra essere -V ar
- 117. Corollario Se pel punto B ( fig. 26. ) si
fard passare on namero qualungue di rette AC, FG,
DE, LH, ecc., Ia somma di tutti gli angqli formati
intorno a quel punto, sard eguale a quattro angoli
nm'}:m che lo spazio da essi occupato ¢ il mede:
simo di quello occupato da quattrp avgoli retti, che
venissero nel punto B formati da due linee fra di
loro perpendicolari. = :

R Pmposigioh& XIX. Teorema. o
118, Gii angoli CBA', CAB ( fig. 27. } sopra
lg basé d’ un_medesimo ' triangolo i.(msgel(?(“ag A’pﬁ’lg
sono eguali fra di loro, come pure lo sono quelli
BJB y ABE , che nascono -al dissotto della base me-
ﬁmg ilpmluugdmmto dei lati eguali CA, CB del

w&&a ¢ e

-5t divida T sngolo ACB in dne parti eguali me:
dizﬁ;tt: ?i:ff:é, cié fauoﬁﬁ (;;e. ‘triangoli *AgCF‘ , BCF
risaltant: saranmo eguali (93), avendo essi gli an-
goli' ACF , BOF eguali per costryzione, i lati AC,
CB 'eguali per dato del teorema, éd FC comune ;
onde anche 1'“adgolo CAF == CBF (95) ; -ossia
CAB = CBA. Inoltre poiché la somma degli .angoli

- CAB +-BAD = @ due retti (113), eome lo & del

o

" @ Per bese & o triangalo isoseele si suol intendere il suo lato din
'h::'"ﬁ“ el g e dwm;




pari anche 1a somma: dei due angoli CBA + ABE,
sara anche “CAB o~ BAD == CBA + ABE "(49): ma

si & dimostrato essere ‘CAB — CBA; sard dungue

(81) BAD==ABE. SEIE IR ;T

© 319 Corollario 1. L’ eguaglianza. dei-due trian-
goli CAF, CBF dd AF =FB (g5), e I angolo
CFA = CFB; onde la retta CF, ¢che divide I angolo
opposto ‘C per meth, divide per meta anche la base

sopra cui cade, e la incontra ad angoli retti, ciod

le & perpendicolare. 4
‘120. Corolldrio II. Se dalla meti della base
d’ un triangolo isoscele si innalzerd ana perpendico-

lare, prolungata quanto bisogiia, passerd pel vertice -

dell’ angolo opposto, e dividerd quest’ angolo per
‘metd. C(gmi : pt’xr!;punl.’ retta, che duiq vertic:ﬁe]l‘;,:
golo opposto alla base d’un triangolo -isoscele ‘cade
perpendicolarmente sulla base medesima , divide
per metd e 1 angolo e la base stessa. R
121 Corollarie NL. Un triangolo equilatero &
anche equiangolo. Imperciocche, potendosi prendere
~qualunque de’ suoi lali per base, esso potra consi«

erarsi come isoscele in ogni verso. '

Proposizione XX, : Teoremm.

122. S¢ due angoli CAB, CBA { fig. 8. ) d’ un
triangolo sono eguali; i lati CB; AC, che ad essi
% oppongono sono pure ‘eguali, ed il triangolo &
isoscele. i R : o a

‘Se i lati CB, AC nom’ sarsauo eguali, uno di essi
AG sard maggiore o minore dell’ altro CB; vaupl[;g—
nizmolo maggiore; si prenda AD = BGje si tiri DB.
" Biccomie & 'angolo CAB=CBA per supposizione , i
Tato ‘AD ==BC per costruzicae, AB comude; ‘i due
triangoli DAB, CBA sarebbero eguali (g93), .onde

il triangolo. ACB {soscele, -

26 ’ ,

snchie. ! sngolo BBA sarelibe eguale all’ angolo CAB;
ma CAB &.per sapposizione eguale all’ angolo CBA;
dunqnemnﬁe PBA=CBA, cioé la: parte: eguale

al tatto , ¢id che @ impossibile, ‘Nello' stesso modo

si dimostrerebbe olte- BC .non pud essere maggiore
di-AC ,-duaque i'lati AG, BC. saranno eguali, ed
123. -Corollarie. Ua: :ttianigéio 'eqdiax;gel)o}
snche equilatero.. - e e S
| Proposizione XX1. Pmblenta‘ |

124. Dite tre rette AB, CD, EF tuli che la
somma di due qualunyue CD~+EF sia maggiore della
terza- AB., ( fig. 2ag. ), costruire un triangolo. .

Presa una retta NP=—AB, e fatto.centro in N estre-
mita della NP, con iatetvallo NO ==CD, si descriva
il circolo MOH ; indi centro nell altta estremitd P
con iftervallo PO —EF si descriva il circolo GOH |
si congianga il punto O di loro intersesione - doghi
estremi N, P. della NP ; il usaugolo NOP sard il
ricercato , poiché NP =2AB per costrizione; il lato
NO==CD, ed il lato PO=EF (53). =

" 125, Sgofio. Se fosse CD'4-EF =—AB, i due

cerchi si taglierebbere sopra In stessa NP, e non

si-formevebbe triafgolo. E ¥e fosse CD + EF < AB,
i due cerchi non si- taglierebbero, giummaij e #a-
rebbe impossibile formar con le date linee -un triac-
golo., Se le tre linee date AB, CD, EF fossero’
eguali , il triangelo nisaihqu sarebbe equilatero.

: P@sﬁmvxm Problema.

-

Y In i dto ptmod(ﬁge. 30.) della retta A8

Jormare un angola eguale dd un angolo date GHL. -



e . . .
~ Si tagling i Iati HG ; HL dell’ angolo dato GHY,

con una. retta’ qualonque DM .per fo che of avra #

triangolo: DHM; con tre vetle AE, AF; EF rispet.

tivamente eguali "ai tre ‘lati: HD, HM, ‘DM del
triangolo. DHM , si costraisca ‘il triangolo: AEF,
per la precedente proposizione , il quale-{g8) sard
eguale al triangolo DHM, ed avra per eouseguentza
I'angolo EAF == DHM—GHL. . '~ '
Proposizione XXI1I. Teorema. .

129. Dei due lati AB, AC del iriangolo ABC
(65. 31.) & maggiore quello AB, che si -oppone
all’ angolo C maggiore , ¢ reciprocamente dei dug
angoli C , B d un triangolo ABC & maggiore quiel:
lo C, che si oppone al lato maggiore AB. o

42 In C si faeeia- I’ angolo DCB=B e si pro-
lunghi la CD ad incontrare. AB, nel triangblo"gﬁﬁ
si avrd (122) DC =DB. Ma la retta ACCAD+DC
(91), ed AD -+ DC=AD 4 DB==AB; dunque AC<
AB; o cid che & lo stesso AB >AC.
2 Se I angolo C fosse minore dell” angolo B,
ne segoirebbe che anche AB sarehbe minore di AC,
cid ‘che & contro I ipotesi; se poi I angolo.C fosse
egusle all’ angolo B, i lati AB ed AC sacebbero

eguali (122), Jo che & pure contro la supposizione; -

dunque ¢ mecessario che I"angolo C opposte a
lato maggiore AB sia maggiore dell’ angolo B. pppo-
sto al lalo minore AC. . . .

11398, Se-due retse 4B, CD-(Gig.32.) sono pere
ficotar d“ynawm',qwte due linee sa~

gl W stansa cose 8 prolunghino.c. i :.

e

28 ' ‘
_.Ppiché se prolurigate si incbutrissero in un pun-
to G, si mebhtmgd‘;i perpendicoliri GE , GF ab-
bagsate dii. udd stésso -punto G sopra tina medesima
.. 13g. Soolia. Sina a che le due Tette AB, -CD
8i_conservetanno ‘perpendicolari ad una terza EF;
giod sino 8 tanto che -ess¢ formeranno gli ‘angoli
BFE, DEF; AFE, CEF interni di qualsivoglia. par-
te retti, ésse non potranto mai incontrarsi, essens
do odlla la reciptoca loro inclinasione; ma se_uno
degli angoli, per esempio BFE sard minore di un
sogolo vetts, la tetta AB incliéra verso la CD e
tenderd # forharé un angolo, anzi lo formera éf+
fettivament#, gualora le due rette CD, AB verighi-
Do prolungate bastattemente dalla parté nella quale
I’ angolo BFE & minoie di un atigolo retto; per lo
the réndési ora mero difficile da concepirsi il se:
guente principio di Euclide. . .~ =~~~
© 130, Se due retes venghing segate da und ters
za in manlera che da una parte re risultio dué
angoli interni, che presi insieme asierto minori di
due angoli retti, e dall’ ditrd. pdrte mdggiori, pro-
dungate qudnto oécoive " dalla parte ove gli -angoll
sono_ninori dovranne incontrarsi. - - e
Propositivhe XX¥. Teoremw =
~ 13t. La retta EF swﬁg 34.) perpendicolare 4
CD ¢ endicolare anche alle sue parallele. =
. Poiche se Ia EF non fosse perpendicolare anche
ad una qualunqde sun paralléfa AB, uno degli -an=
oli EFB, EFA sarebbe aculo e ¥ altro dttoso (113)
govendo la lore somma eguagliare due - retti, € la

‘B 12g) prolangsta dalla parte , in cti forma .colla .
W&n:gmpmam&bc admmkmﬂon o
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posts OD; «id che & iinpossibile ; essendo per sup-
posiziode: ,30 due. rette AB 'QD?}’J:)ﬁé]lelgf;'r¥=‘éuuqu§i
EF _forma colla AB dall’ unx - o - dall’ altra * parte

angolo retto, dungue lo & ~p¢rPﬁudic&ﬁMn""z‘."w
\ P""Pmﬂ‘m XXVI Tearezma,1 -

. 1332..8e due linee parallele. {3, CD (Lﬂ%ﬂ:ﬁ
vengono segate da’ una terza qualungue: LM nei
panngt(:nﬁ edegz}lf'tf gﬁ'mgolijEFD‘;:zIE?';g:z%tanti , che
si dicono alterni interni., saranne -eguali.
- ‘Poiché se la secante LM sark perpen icolare ad
AB, lo sarh anche'a €D (131), e gli angoli EFD,
-‘AEF essendo retti saraono egualiy,_ c o

Se poi la LM sard obliqua rispetto alle due pa-
rallele AB, CD; divisa la parte EF intprcetta dalle
parallele per metd .in K, ed abbassata da questo
punto-la perpendicolare KH sulla. CD (102), che
prolungata dalla parte opposta sive all' incontro in
G della AB; ad essa pure sara perpeundicelare (131),
ne risulteranno i due triangoli rettangoli KHF, KGE
eguali (111); avendo questi le loro ipotenuse eguali-
per costrazione , e gli angoli FKH, GKE eguali,
perché. epposti al vertice; dungue KFH sard eguale
all’ asgolo KEG (g5); ma KFH=EFD, ¢ KEG=

AEF; dunque i due sogoli EFD, AEF alterai..in-

terni formati da due linee parellele segate da -una
terza sano eguali fra di loro. ' L
. 333.'Seolio. Gli angoli formati intorno ai punti
E ed ¥ paragouati-a due a due.prendone dei nomi

particolari in conseguensa delh_ rispettivu l_ér{)_ po~

+Gli sngoli AEF, EFD (fig 34.) gli abbiamo gii
minati 'ni interni; alterni perché giaccibno uua

per. paste-dalls secapte LM, interui " peroké - ambis

- MFC, giscende .

e SIS Sof L AT P T R e 3 . T T T R T,
‘i F i e = 4 ) W 3 ’%&1 i i

39 .
due sono deatro-de tetle AB, CD: Per'ta madesima
gone soug alterai juternianche gli angoli FEB, EFC,
- Gh angali-DFL ,: BEL si ‘dieone: dnterni- estersi
dalla” medesima . parte:;: perchd giacendo ambidue
dalla stessa parte della secante LM, il primo ¢ fra
le rette AB, CD, ed il secondo ¢ faori. Anche gli
angoli. DFM, BEM; CFL, AEL; CFM, AEM sono
sspetlivamente por la.medesima ragione angoli in-
toeai ssterni dalla medesima parte. .. < -
:&li angoli . DFE, BEF i ‘dicene. angoeli ‘interni
dalla medesima parte ,.giscendo smbidue dentro: le
mlt_e:Aﬂ, CD, e dalla stessa parte della LM. Gli an-
goli CFE, AEF sono essi pure angoli interni- della
medesima parte. . R R B
Gli-angeli, LEB, CFM s dicono -ungoli alterni
esterni, perché uno ¢ da una parte ¢ I’altro ‘dall al~
tre. della. secante LM, od ambidue fuori delle retts
AR, CD. Apche gli angoli: LEA, DFM sano. alterni
esterni, Foslmeate gli angali LEB, DFM si dicono
esicrni dalla MW, comie pure gli angoli LEA,
‘ a-stossa parte della secante LM
....434. Corallario 1. Esseado. ¥ angolo. AEF eguale
ul ' sua. opposto: al vertice LEB - (116),ed avendo di-
mostrato essere’ AEF==EFD, sari suche EFDLER,
cipg gli angoli -interni esterni dalla siessa: parte for--
mati da. due. parallele segate: da una terza saraane!
fra di lero.eguali. . o . e
135, Corallario I, Essendo AEF ==DFE(23a);
ed essando .la somma -degli angoli AEF 4 BEF
egn?le a due M@»ﬁ retti, sara . pure ‘eguale .. dus
retti anche la'somma dei due angoli DFE + BEF:
doude. si ‘veds, che. dae retie paraliels AR, CGD
ssgate. dalla LM formago ghi angoli Wd“qnﬂ*
sivoglia parie la. cui somma. & sguale &4 due vedti

L
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- 436 Mllgﬁonﬂl‘ Esgendo ALF==EFD ( 133),

ed essendo AEF=LEB, ed EFD=CFM. (16},

sark -anche LEB == CFM, cie¢ gli angoli .alterui
esterni farmahi. da:due parallele segate da uma terza
saranpo. egueli. - o Con e mmeaninon

' 137... €orollgrio 1V, .Esseado la somma -.degli
‘aogoli AEF + CFE intepwi. dalla stessa parte eguale
a. due retti (135), ed essende I’ angglo -AEF o= LE}
(116), e I' angolo CFE==DFM, pe viene che anchae,

la sommu LEB=4-DFM dei dus angali esterni dallaf
stessa parle formati. da due parallele. segate da una.

terza & eguale a due angoli.rett, . . . _
138, Scolia. Quando due’ parallele vengono se-

gate da un’ obliqua qualunque, tutti gli augeli aculi

che ne risultano sono fra di loro eguali;, come Jo

sano pure fra di lovo gl attusi,

. Propasisions XXVIL Tearema.

. 139. Se:;duc‘ rette AB,GB(ﬁg. V; 34) mmmro

segate dn una terza qualungue LM , in ‘manicra da
formare gli. angoli FE; AEF alterni interni egunli,
queste rette saranno paralcls. . .

Poiché, sia-se & possibile ,IIG';'eVkﬁo.nilliiip;éra"ela ‘

"a CD, allora I’ augolo HEF sarebbe. egusle a DFE;.
ma DFE per dato del teorema & eguale ad AEF,
duiique sarebbe AEF -=HEF, ciog la parte eguale
al tutto, cié che & impossibile; dunque AB & .pa-
rallella a CD, .« o o : ‘

v v4o, Comllazig. I Se ghangoh DFE, LEB
interai -esterni dalla madasinga parte .sono eguali-, le:

rette AB,;CD sogate dalia LM saranvo- pacalieles;

- poichd I'angolo LEB essonde. eguale ad ALF (118), -
saraipno gguali. anche gli- 4ngoli- AEF, DFE, e pes..
conseguensa lo retie AB, GR .paraliele (13gh-. - -

- - 14v. Corollario 1. Se la somma de' due sn-
golisinterni BEF -{-DFE dalla medesima .parte '3
pgﬁik -a due -angoli retti,, le linee AB, CD segate
dulle LM sevanno parallele. Poichd essendo anche
la. somma dei due angoli di supplemento BEF 4
'AEF ‘eguale a due-angohi retti, si- avra BEF + AEF=
BEF «DFE, e togliendo di comune BEF rimarrh
iEFﬁD?E;»msﬁ vette AB, CD (139) sarasno
% 14a. Corofiarie N1 Se gli angoli LEB, CFM
altorni’ esterpi sono eguali, le rette AB, e CD se-
gate dalla LM saranno paraliele. Poiché esseando
]%:ngalo (116) LEB2=AEF , e 'I' angolo CFM=<DFE;
sarh unche I’ angolo DFE==AEF, e le rotte AR,
CD parailale. - : »

143. Corollgria IV, Se la somma .dei.due an-
goli esterni dalla medesima ‘parte BEL --DFM &
-eguale a due vetti, le rette ,AE, CD - tagliate dalla
LM saranno parallele. Poiché essendo BEL =AEF,
¢ DFM=CFE, anche la somma dei.due angoli -
AEF 4 CFE interni dalla medesima parte & eguale
a doe engoli wetti, e per oconsegnenza -le rette
AB, CD segate dalla LM sono ‘paraliele (141).

R \,Mdzm.’xx?III.‘Téorem.

- 344. Due knee AB, €D (fig. 35.) parallelo
ad nna terza EF sono parallele fra di lore.

Si conducala secante PQR perpendicolare sopra
EF. Essendo AB parallela odp“ E'; “per -dato del
teorema , savk PR perpesdioolare ad AB (131); pa-
rimente essendo  CD, per ipotesi, parallela ad EF,
sarh PR perpondicolare .a CB; duuque AB. o Cchb
-sonp perpendicolari alla medesima retta PR ; -dan-

qag sone poraliede (428 . 0 -0l
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" Proposizions X‘XJX. Problema.

145. Per un punto dato E fuori della retta
#ata CD (fig. 34.) far passare una paraliela AB alla
retta daty. - - :

. Pel punto E si guidi nna retta LF che tagli
CD in un ponto' qualunque F sotto un anpolo

qualunque LFD; cid posto si faccia in E median-
te la AB dall’ altra parte della LF- un angolo

AEF —=LFD; la retta AB sard parallela-a CD (13§).
‘146. Scolio. Ciascuna delle altre proprieta delle
arallele, segate da una retta qualunque, somuinistra
En maniera di ¢ondurre una parallela da un puuto
deto ad una data petta, . ; :

Proposiziong XXX, Teorema,

147. Se le due rette AB, CD (fig. 36.) sono
parallsle , presi due punti qualunque P, e Q sulla
CD., ed innalzate da essi le due perpendicoluri PM,
QO sulla AB , queste sona eguali, : .

" Di fatto, condotta nel quadyilatero PMOQ la dia-
gonale MQ, pe risultano due triangoli MPQ, QOM
eguali, perché hanno il lato MQ comupe adiacente a1
due aogoli rispettivamente eguali, cioé QMP=0QM;
ed MQP = OMQ , perch¢ alterni interpi; dunque
PM=QO. ‘

" 148. Corollario. Le -rette' AB, CD parallcle
conservano fra di loro la medesima distanza, o

«*  Proposiziorie XXXI Tea‘rema.-v ' ‘ N
149, Le rette paraliele AB, CD (fig: 37.)

intercette da altre parallele AC, BD sqno eguak;
€ reciprocamente l¢ retic AB, CD eguaki 3&~pxrullﬁc

34 L
se vengono uei loro. estremi -dalla medesima parie
congiunte da altre rette, le cong’iungemi BD, 4C
sono_desse_pure lineg egyali ¢ parallele.

. 1. Di falto condotta la diagonale AD, essendg
eguali i triangoli ABD, CAD perché soprg il latq

comung AD, hapno gli. angali ADB, DAG; BAD,
CDA nispettivamente eguali (g6), si ba AB=CD,
«%° Essendo la AB egyale ¢ parallela alla CD;i due
tnangoli BAD,; ADC sono eguali, avendo ua angola
eguale comprese da lati eguali; dunque anche BD=AC,
ot angolo BDA==CAD, ond¢ BD parallela ad AC (139).

Pmpésrfaiér;; XXXIE Tegema.

150. Due angoli CAB, EDF (fig. 38.) son
eguali se hanno i lgti CA, BA4; ED , FD rispetti-
vamente paralleli , e posti mella medesima direzione.

P.ro!ungatq il lato ED sino all’ incontro in G del
lato BA, 'la EG sard secante’ delle due parallele
FD, BA, onde 1" angolo EDF==EGB (134). Simil-
mente esserido AB secante delle ‘parallele CA, EG,
I angolo EGB — GAB; dinque CAB—EDF (5g). |

151, Seolio.’Se gh angoli formati da' rette rispet-
tivamenie parallele "fosseto in direzione opposta,
essi si servirebbera reciprocamente di supplemento.

* Proposisione. XXX{IR'

... 152, La sommg BACA 4BC-+BC 4, (Gg 39.) dei

tre angoli d’ un triangolo rettfineo. qualunque ABG
¢ egnale a due angoli retti,

Pel vertige B, d' un angolo qualunque & faccia
passare la retta DE parsllela al lato opposto AG
¢ si avri I angolo DBA~=BAC 5!3@)}, comg . pure
T angolo EBC==BCA; e ssmmando sacd DBA+EBC

it

Z=BAC +BCA , o ‘aggiyngendo. di comuyne U qn;.
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golo ABC ; si avra DBA-4- ABC 4+ EBC=BAC 4
ABC 4 BCA y ma ‘DBA + ABC + EBC ¢ eguale a
due retti®114); dunque anche la somma degli an-
goli BAC 4 ABC - BCA d' un triangolo - rettilineo
qualunque ABC & efuale. ¢ due angoli retti:

. 153, Cerollario 1, Se 'uno dei lati."AC- 4’ un
triangolo ABC viene prolungato in F I’angolo BCF
esterna, che ne righMa, & eguale alla somma dei due
interni opposti BAG, ABC. Poiché I’ angolo BCF
con BCA ¢& eguale,b gue retti (113); ma a due
retti & eguale anthe Ia.somwa dei tre angoli del
triangolo ABC; sard dunque BCF -+ BCA =BCA +4-
BAC 4 ABC, e levando dall’ una e dell’ altra parte
BCA, si avr® BCF =BAC + ABC. :

154. CGorollario 1. I an;gblq esterno d’ un triacs
golo. rettffineo qlqunn({ue ‘¢ maggiore di qualsiasi
dei due inlerni opposti, pefché egli eguaglia la loro
somma. . . . | :

155. Corollario TII. La spmma di due angali
d' un triangolo qualunque ¢ sempre minore di due
angoli retti.. = L Cok

156. Corollaria IV, Se il triangolo -sard isescele
I’ angolo. esterno formato .da un lato, e dat pro-
lungamento del suo eguale sard doppio di ciascune
degfi intetni opposti.. . "

157. Corollario V. Se da un punle F preso
aovungne sopra un latp AC ( fig. 13.) del triangolo

BAC si conduce alla estremitd della BC la retta’

FB, P angolo BFC swi } BAF, Pe\'Ghé e e’sterno
al triangolo BAF. e DT o

: A;m&ggiar,,;rq.géone s¢ da un ‘punto D .preso den-
two il trangolo BAC si :condpoono le retie DB, DG,
alkﬁwmti‘udel SWM‘BC; l’, augok) BDG’ Che.
e pisulta, & maggioee dell’avgolo BAC; perché
‘ W)&ft@g wa BFC > 84C; dunque BDU S BAC,
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"158. Corollaria V1, Se due angoli d' un - trien.

golo somo-eguali a dve angoli (h ur altro giangolo 5
anche il terzo angolo sary eguale al terzo, ed i due
triangoli sarauno fra di loro equiangoli. oK
159, Corollaria V1I. @ue trisngoli, i quali hanno
rispettivamente due avgoli egudli-ed wun lato op-
posto ad uno di questi angoli eiu'a!'e, sono eguali;
poich¢ essendo anche il terzo~vangolo del prima
triangelo eguale al terzo angolo: del seconde (i58),
questo_caso si riduce’ a ‘quel Ja} ,(96), et
-+ 160, Carollario VHL. Due ‘ang‘cﬂi‘ 'd’ un triangola
essendo dati, o anche solamente la loro 3omma; si
conpscerd il terzo sotraendo-la somina loro da due
angoli retti. . : R
" 161. Corollario 1X, In- un triangola_nen pud
esservi che un sola angolo retto, poiché % ve ne
fosserg due il terza angdla. diverrebbe sullo. A pit
forte ragione in un (riangolo pon Pub esservi che
wa solo angalo gttuso. i ‘ ,
162. Corollario X, In un triangolo rettangola
la somma dei due angoli aculi & eguale ad uon an-
golo retto, per lo che uno di ‘questi & sempre com-
plemento dell’ altra. Nel triangolo isoscele e rettan-
golo gli angoli dcuti sono wemiretti. S
163. Corallario XI. In ogui triangole equilatera
eiascon angolp ¢ eguale alla terza parte della somma
di due angoli retti, o ci6 ¢he+é lo stesso, a dae
terze part d’ un solo apgole retto, - 1 -

. . N &
.Pro_po;riziané XXXI1V. Teorema,.
164. La sammd degli angoli interni di un poﬁgm

- qualunque ¢ eguale a tante volte dug angoli retti,

quanti sonq i lati del poligono meno quattrg Tetti.
- Pa un ggn‘ quelungue G presa dentrd il poli-
gone ABCDEF (fig. 4o.) tirate fe rétie GA, GB,




.
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GC, GD, GE, GF,a tutti gli angoli {el poligonz

medesimo, il poligono proposto verrd divise in tanti

‘trppgoli, -quanto -é il numero de’ snoi lati. Ora Ia

somma dei tre angoli di qualunque triangolo vale
due angoli retti (¥52); la somma aduaque .di tutti
gli angoli dei triangoli;in cui si & scomposto il dato
poligono & eguale a quella di due apgoli retti ripe-
tuta tante volte guanti sono i triaMgoli contenuti nel
poligono, ciod quanti sono i lati del poligono me-
desiﬁ;“di modo - che supponendo n :il numero
dei T del poligono, ed indicando con R un an-
gole 9elt§?,_las somma di tutti gli angoli dei trians
goli, in cui & stato decomposto il poligono, sarh
eapressa da » X 2R; ora la somma degli angoli in-
terni del poligono eguaglia quella degli angoli sopra
la base. di tutti i triangoli, oude se da n X aR i
togliera il valere di tutti gli angali dei triangoli che
sono intorno al puato G, sempre eguale a qaattre
angnli retti (v19), ¥ espressione n.2R — 4R sard
quella della somma degli angoli ioterni d’un po-
hgone Sxmlunque di un numero n di lati.

165. Corollario. La somma dei quattro angoli
d' un quadrilatero qualunque ¢ eguale a quattro
angoli retti. Quella d’ un pentagono- & -eguale a sei
angoli retti} guella di un esagono a otig. angoli retti,
Ciascun aungolo di un peatagouo vegoldre vale: sei
quinti d'two angolo retto; ed ogwi angolo di un
esagono regolare vale quattro terzi d*uu angolo retto.
166, Scolio. Gli angoli dei poligoni si dicone
salienti quando hanno il loro vertice al di faori
della figura, come & I’angolo ABC ( fig. 4o. ;e
ofre) poligono, che ba tutti i suoi angoli salieoti come
ABCDEF, dicesi poligone convesso. Rientranti sono
?mgli angoli, i di cui’ vertigi sono al di deatro della

igura, come $ I'angolo PQR (figi 41.). i o9

W
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‘ Proposizione XXXF. Teorema.

167. Se i lati di un poligono qualunque ven:
vesso si prolungano tutti nello stesso verso, la somma
di tutti gli angoli esterni risultanti & costantemente
eguale a quatiro angoli retti’; qualunque sia il nu-
mero dei lali del poligono (fig. 4o.).

Poiché ciascun®angolo esterno, come HAL, col
suo interno adiacente BAF, vale due angoli retti,
e tante se ne hanno in un poligono di;-’veste
somme, quant’ ¢ il numero de’ suoi lati; cosl no-
minando n il numero dei lati d’un dato poligono,
R il volore d’ un angolo retto, sard n X 2R il va-
lore della somma di tutti gli angoli interni ed esterni
del proposto poligono; quindi se da tale somma si
togliera la somma degli angoli interni del poligono
medesimo, che ¢ espressa da n X 2R—4R (164),
il residuo 4R sard I espressione della somma di
tutti gli angoli esterni di un poligono convesso
qualunque.

Proposizione XXXV'I. Teorema.

168. Due triangoli della stessa specie, cioe acu>
tangoli ambidue, o ottusangoli saranno cguali se
avranno rispettivamente due lati eguali, ed un angolo
non compreso eguale.

Sia il lato AC del triangolo ACB (fig. 42.) eguale
al lato DF del triangolo DFE, e sia CB=FE, e
Pangolo A=D; dico che i due triangoli ACB,
DFE sarantio eguali. : B

Supponiame in primo luogo che gli angoli B d
E opposti ai lati eguali AC, DF sieno acuti; ca-
late le perpendicolari CG, FH, sopra AB, DE dai
vertici C, F degli angoli opposti, ®sse cadranno




dentro i rispettivi triangoli, poiché gli angoli rettt
AGC , DHF essendo maggiori degli angoli acuti B
ed E quelli devono necessariamente essere angoll
esterni ai triangoli BGC, EHF. Ora perché I’ angolo
A=V, ed AC=FD, i due triangoli’ rettangoli
AGC, DHF sono eguali (111), onde sara AG=DH,
e GC=FH.

I triangoli rettangoli BGC, EHF sono essi pure
eguali, poiché hanno GC=FH; CB=FE (110);
dunque*GB =HE, e sommando AG + GB=DH +-
HE, ciot AB = DE; dunque¢ finalmente i triangoli
ACB, DFE, essendo equilateri fra di loro, sono
eguali (98).
8¢ gli angoli B ed E fossero ottusi, come mnei
triangoli ASC Del"; abbassando sopra i lati Ab;
Pe prolungati le perpendicolari CG, FH, che ca-
dranno faori dei triangoli rispettivi (161); i due
triangoli rettangoli AGG, DHF saranno eguali avendo
lé¢ ipotenuse AC, DF eguali, I' angolo A=D; dun-
que AG=DH, ¢ CG=FH Cid posto 1 triangoli
rettangoli €Gb, FHe sono eguali, perché Cb=Fe;
CG =FH; dunque 6G ==eH, dunque sottraendo
AG — G =DH — eH ; dunque A6=De; e percio
il triangolo AsC=DeF (98)- ‘

Proposfzi’one XXXV H. Teorema.

~ 16g.+Sé sopra un lato AB (fig. 43.) di un
tridngolo ABC si prendano & punti D, H egual-
mente distanti da un punto F preso sopra il 'lato
medesimo , e che: si tirino le reise DE, FG, A7 pa-
pallele alla base BC, le parii GE, GI, che esse ta-
glieranno sul lato AC, saranno pure aguali fra di loro.

o
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Condow’iﬁ‘?p@l&punlo G una parallela ad AB, ad
incontrarc in.M la reita DE prolungata, e la HI
in N; nei triangoli EGM, NGI gli angoli EGM,
NGI sono egtali (116), come lo sono anche EMG
GNI (132); inoltre (149) GN=FH=FD=GM,
dunque GN= GM; dunque i due triangoli EGM,
NGI sono eguali (g6), dunque EG=GL

170. Corollario 1. Se si divide un lato d’ un
triangolo in un numero qualunque di parti eguali,
e dai punti di divisione si conducono delle rette
parallele alla base , esse divideranno I altro lato in
uno stesso fiwmero di parti fra di loro eguali. Cosi
pure se queste retle dividono i due lati di un
triangolo in un medesimo pamero di parti egualis;
esse saranno parallele alla base. Da qui si ricava
la maniera di dividere una retta qualunque in
qualsivoglia numero di parti tra di loro eguali; o
di formare una scala a parti eguali. -

171. Corollario I Se due rette parallele FG,
HI taglino due lati AB; AC d’'un triangolo BAC,
gondotta la DE di modo che sia DF=FH ,e GE=G],
a DE sara parallela alle due precedenti

PrOposionne XXXV III, Problemd.

172. Dividere un dangolo retto ABC (fig. 44.)
in tre parti eguali. * :

Sulla BC si prenda a piacere la parte BD, e
sopra di essa si costruisca il triangolo eggilatero
BFD (124); indi si digida 1’ angolo FBD. per metk
(112) mediante la KB,

Pokhe I' angolo FBD del triangolo equilatero” &
eguale a due terzi d’ un angolo retto (163), il sya
complemento ABF sari lu terza parte d'un angole
retto. Ma I'angole FBD ¢ stato diviso dalla KB



per meta, dgnque i tre -an oli AB
quali & stato diwiso I'amgolo retto ABE, sono eguali. -

193. Scolio. I1 pfoblems di dividere nn angolo
qualunque in tre parti .eguali; non' & solubile ge-
neralmente col solo uso ‘della rigqy ¢ del compasso;
gl antichi ed i moderni“Geometri,si sono occupati
intorno all¥ soluzione di ‘questo problema, cono-
sciuto sotto il. nome di triseziang, dell’ angolo, ma
sempre inutilménte, o

Proposizione XXXTX: Pr ka”f@‘
174. zflld estr'evrtga A ddia réta 4B (fig. 45.)

innalzare una pgrpemdicolare senza prolungare la
reita datd. s 4

Solla ‘AB si prenda una parte qualunque AD, e so-
ra di essa si coptruisca ilabriangelo equilatero AFD
?1 a4). Si prolunﬁhi DF sinﬁl G di%h()d(}) chesia GF =
FD =FA: coagiungesi -il punto @ eol punto A; la
GA sara la -perpendiéflare richiesta. ® g

Poiché ‘K angolo kD del triahg]olo ‘equilaters
AFD & egublesa duc terzi & un angdlo retto, come
lo & anche I' angolo AFD; ma AFD esterno al tri-
ungolo isoscele GFA & doppio.dell’angolo GAF (156),
dunque I’ angolo GAF & @u- terzo di un angole
retto , dunque GAD —=GAF -{-FAD = ad un angole
retto dg”nqgne AG & ﬁet,,ﬁendicaﬁre ad AB nel
pu’ntoV A " f ' e,

¢
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Proposizione XL. Problema.
145. Dato che la_somma di due 1t ‘qualunque
sia eguale alla retta P. (fig. 46.), che la base sia
eguale ad M, e U angolo gad essa ‘wliacente eguale
all’ angolo O, costruire il ‘triangolo.

=

2 ey s .
i Presa una telfa AB -egualé alla data M, si faccia
in B un angolo: égdale all’ abgolo dato O (126), e
sulla retta indefiita BR si prenda la parte BE=P
somma dei due lati; ‘congiungasi il punto E cdl
punto A mediant# la EA, ¢ sopra la meth H della
medesitha si innalzi la pefpendicolare HE, il punto
F, nel quale timane tagliata la BE, st congiungd
tol punto A3 ilitriangolo BFA quindi risultaute
sara il ricercato. R

Di fatto il triangole FHE=AHF, perche EH=HA
per costruzione;, FH & eomune, e I aigolo retto
FHE=AHF; oade FA=FE; cié posto il trian-
golo FAB lia pé# costruzione” AB eguale alla data
base M, I’angolo adiacerite ABF eguale al dato O . &
la somma dei duet lati BF4+~ FA=BF 4-FE=BE=P:

?rdpgsizior;é?‘Ll'. Pﬁdbil@d;

£76. Dati due punti C, D -(8g. 47.) dalla medesimad
parte d una reita data AR, trovgre sopra quesita rela un
punto M, che congiunto coi punfi t, D datiy il cammino,
che conduce da € in D toceando la AR, sia @ minimo.
Dal punto C si tiri sopra.la AR la perﬁcndicolnrc CF la
quale si prolunghi al di dopra della AR & una quanlita
BF =CF; si congiungane i punti ‘B, D mediante la BD
che incomtrerd in M la AR#ibunito il punto M col punto C, il
cammino GM--MD sard il minimo. o
Prendasi un aliré punto qualunque N dall’ una, o dall’ altra
parte di M, sopra la AK ed’a qucllo si tirino le rette CN,
DN, BN, | triangoli ' BFM , CFM sono eguali, perché hannb
un angolo eguale compreso fra lati rigpettivamente eguali ;
dunque BM == CM. $etriangoli BFN, CFN sorio per la stessa
ragione fra di loro eguali, dunque BN =CN. Ora si ba (gt)
BD </ BN -+~ NB; ma BD=BM+-MD=CM -+ MD; B¥--ND=
CN4-ND, dunque CM-+MD CN--ND. Dunque qualunque
altra strada CN-}-ND; per andare da C in D, toccando la AR
& piu lunga di quella CM+4-MD; durque CM4<-MD ¢ ]a

minimna,
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177. Corollario 1. Preso un altro punto H sopra 1a AR,
tn M ed N, e condotte le rette BH, CH, DH, si ha
BH 4 1D < BN ND (92), ossia CH--HD<CN+-ND, onde
tanto meno ¢ lunga la strada per andare da C in D, tf)c.candn
la retta AR, quanto pihi il punto, che si tocca si avvicina al
unto M.
P 178. Corollario 1I. Essendo il triangolo BFM — FMC,
P angolo BMF = FMC, ma I’ angolo BMF ==DMN (116) dun-
que FMC=DMN; donde ne viene che la st::ada la pin brewxe,
che percorre un corpo per .andare da G in D toccando la
AR, & quella in cui le rette CM, DM formano «olla AR an-
goli eguali. ‘ L )
179. Scolio. Dai Fisici I'angolo AMC si dice .angolo l'l'm-
cidenza, ed il suo eguale RMD chiamasi angolo di riflessione.
Se un corpo elastico sara spinto da una forza qualunqufe
contro Postacolo AR nella dirczione CM, giunto im M, tornera
indietro per la sttada MD formando I’ angolo di riflessione
BMD eguale @ quello d' incidenza AMC.

it CO W
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LIBRO SECONDO

DEf QUADRILATERI,

180. Qua]unque rettangolo ABCD ( fig. 48.)
dicesi contenuto o compreso dalle rette AB, BC
che sono intorno all’angole retto B, in quanto che
esse ne determinano la sua grandezza. Tale rettan-
golo si suole esprimere alle volte in questa maniera
AB X BC, oppure in quest’ altra ABC. Cosi quando
sieno date due rette AC, BC distinte, oppure con-
giunte insieme, I’ espressione AB x BC, o ABC
indichera il rettangolo ABCD, fatto dalle linee,
o lati AB, BC congiunti insieme ad amgolo retto
B (fig. 48.), e compiuto dai due altri lati CD,
DA rispettivamente paralleli ai dve AB, BC {3q).
L’ espressione AC X BC, o ACB indichera il rettan-
golo conienuto da tutta la retta AC e dalla parte
BC; e I' espressione CA X AB, o CAB, quello com-
preso da tutta la linea CA, e dalla parte AB.

Proposizione 1. Tcorema.

181. In qualunque parallelogrammo ABCD
(fig. 49.) i lati oppoti sono fra di loro eguali,
gli angoli opposti sono pure fra di loro eguali, e
la diagonale AC divide il parallelogrammo in duc
triangoli eguali ABZ, DAC. ‘

Poiche essendo i lati opposti fra-loro paralleli (39),
sara 'angolo BAC==DCA (132), e 'angolo BCA=DA(;
il lato AC & comune ai due triangoli ABC, DAC;
dunque questi triangoli sono eguali (96); dunque
anche DC=AB, e BC=AD (y5), e 1" angolo




5

B=D, Ma si & dimostrato I’ angolo BAC—_:DC.i,
e 1 angolo DAC = BCA , dunque sommundo sara
anche BAC + DAC= DCA 4 BCA, cic¢ BAD=BCD,
182. Corollario, Da cid ne segue, che se in

un parallelogrammo vi & un angolo retto B (fig. 48.)

gli altri tre saranpo pure retti, perch¢ ‘essende
I angolo D=B, ptl teorema dimostfala, egli &
retto; la somma degli altri due A, C essendo eguale

a due angoli retti (165), ed essendo I’ angols ‘A=GC -

¢ evidente, che ciascuno di essi sard retlo. -
H

Proposizione Il. Teorema.

183, Qualunq;_w quadrilateroa ABCD (fig. 49),

che abbia { lati oﬁpo.m eguali & un parallelogramma,
Poiché tirata la diagonale AC, i triangoli DAC,
CAB che pe risultano sona fra di loro equilateri,
e per conseguenza anche eguali (98); dunque I au-
golo D=8, l’angolo DAQ =ALB; DCA=CAB,
e per conseguenza AD parallela a BC (139), ed AB
Parallela a CD; dunque ABCD ¢ un parallelogrammo,

Proposizione 1II. Teorema,

184, Se due lati opposti AB, DC d’un qua-
drilatero ABCD ( fig. 49. ) sono eguali e paralleli ,
gli altri due lati BC, AD saranpo parimente eguali
e paralleli, ed il quadrilatero ABCD sari un pa-
rallelogramma. ' I

Condotta la diagonale' AC; essendo AB parallela
a DC, gli angoli BAC, DCA alterni iuterui suno
eguali, il lato AC ¢é comune ai due triangoli ABC,
ACD; ed il lato AB=DC per dato del teorema;
dunque i due triangoli ABC, ACD seno cguali,

,w‘~
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dunque AD'=BG, e I' angolo DAC =BCA; dunque
(139) AD ¢ parallela a BC, dunque ABCD ¢ un
parallelogrammo (a).

Proposizione 17. Teorema.

.. 185. I parallelogrammi ABCD, ABEF (fig. 50.)
costruiti sopra la medesima base AB, e¢ compresi

- fra le stesse linee paraliele AR, DE sono equivalenti,

Poiche tanto nell’una che nell’ altra figura i
triangoli BCE, ADF, sono eguali, avendo essi gli
angoli CBE, DAF eguali siccome formati dalle rette
CB, EB, DA, FA rnispettivamente parallele;, e di-
rette nel medesimo versa (150), ed i lagi BG, BE,
rispettivamente eguali ai lati AD, AL, ‘perche lati
opposti -nei parallelogrammi ABGﬁ, ABLF. Ora se
dal trapezio ABLED st leva il triangolo BCE rimane
il parallelogrammo ABCD, e se dallo stesso trapezio
ABED si leva il triangolo ADF —=BCE, rimane it

arallelogrammo ABEF; dunque il Parallelogramma
ABCD = ABEF,

Preposizione V. Teorema.

186. Due triangoli DAB, FAB ( fig. 50.)
posti sulla medesima_base AB, e compresi dalle
stesse parallele AB, DE , sono equivalenti.

Poiché dal punto B condotte le rette BG, BE
rispettivamente parallele ai kati AD, AF dei trian-
goli DAB, FAB, ne risultane i due parallelogrammj
ABCD , ABLF egunali (485]: 'ma il triangolo DAB

). Tanto questa propesizione che la L, si sarchbero potute dedurre
dalla pagina 33. del 1. libro, cid che non si ¢ fatto non volendo in quek
libro trattare delie Proprictk dei quadrilutcz_i.




(181) ¢ la meta del parallegrammo ARCD; ed il !:riauz
golo FAB ¢ la meta del paraffeloirammo ABEF; dun-
que (79) i due triangali DAB; FAB spno equivalenti,

187. Corollarjo. ]I parallelogrammo ABCD, che
ba la stessa base AB del triangglo FAB, @ ehe &
disposto fra le medesime parallele AB, DE ¢ floppia
del detto triangolo ; poiché esso ¢ doppio del. tri-
angolo DAB =FAB. . R S

X LI
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"= Proposiziane P'I. Tearéma,

188.  Puc parallelogrammi  ABCD , GHEF
( fig. 51. ), che, essendo rinchiusi fra le stesse pa-
rallele AH , DE , hanno ke basi AB, GH eguali,
sono equivalenti. - . '

Condotte le rette AF, BE il quadrilatero ABEF
risultante € un parallelogramrmo , poiché essendo per
dato del teorema AB = GH; GH=FE  .perché lati
opposti nel parallelogrammo GHEF, sariy gnche AB—=
Fii; ma AB ed FE sanq patalleles, dunque (184)
ABEF ¢ un pamllgiogra?mm. Ora il parsllelograrﬁ-
mo ABCD ¢ equiyalente’ al parallelogrammo ABLF
(185), ed ABEY & equivalente GHEE; 'dunque i due
pavallelogrammi ABED, GHEF lqﬂﬁuq'uivalenti.

18g. €orollario. Essendo anche il rettangolo un,
parallelogrammo, ne vienc, che un parallelogrammo
qualunque ¢ eguale in superficie ad un -retlangolc ,
che ha'la stessa base e la medesima altezza, o che
ha una base egnale a quella del parallelogrammo ,
ed altezza eguale. '
Proposizione VII. Teorema.
190. Due triangoli DAB, EGH (fig. 51.), che

hanno le busi AB, GH eguali, ¢ che sono rinchiusi
Jra le medesime parallgle AH, DE sono equivalents
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Poiche dai punti B, & tirate le linee BC, GF,
rispettivamente parallele aj lati AD | HE dei trian-
gﬂi proposti, risultans i parallelogrammi ABCD,

HEF equivaleriti (188); ora il triangolo DAB ¢ lg
et de parallelogrammo ‘ABCD, ed il triangolo
| & Ta méta” di GHEP (3®), dunque essendo

E@i&i%ﬁl@uti i* parallelogrammi ABGD;, GHEF , la

sarapuo anche 1 trigngoli DAB, EGH,

19% Coroligrioy Due paratlelogramuori, o due
triangoli, che hamno’basi eguali, ed altezze eguali
sono equivalenti , poiché essi possono essere dispusti
fra le niedesime linee parallele.

Pmpos_izior;g VIil. Teercma.

192. Qualungue trapezio ABCD (fig. 51.) ¢
equivalente ad un retsangolo , che ha per base una
retta egualt alla semisomma dei “lati pdralleli 4B,
CD, e peraltezza ln perpendicolare DM , che mi<
sava la distanza dei lati paralleli,

Pel putto K meta di BC si guidi ON parallela
ad AD, e'si Pmlhnglu* C sing_al suo jncountro in
N colla’ ON, 4} A

Nei triangoli*CKN , OKB »i ha, per costruzione,
il lato CK=KB, I’angolo CKN=O0KB pefché angoli
opposti al vertice, I’ angolo CNK =KOB, perché
CN, OB sano parallele ; dunque questi triangoli
sono eguali (96). Ora se al trapezio ABCD si ag-
giungera il triangolo CKN, e da esse si levera nello
stesso tempo il triangolo OKB, tale trapezio si can-
gera nel parallelogrammo AOND , onde il trapezio
ABCD ¢ equivalente al parallelogramma AOND. Ora
si ha DN=AO, perché lati opposti vel parallelo-
grammo AOND; e poiche il triangolo CKN = OKB,
anche il lato CN = OB, Ma AB = AO + OB , €




DC=DN—CN; dunque sommando AB + DC f_g

AO + OB+4-DN —NC=A0 + 0B + A0 — 0B —
2A0 ; dunque AO equivale alla semisomma dei lati
paralleli AB, DC. :

Ora il parallelogrammo AOND & equivalente ad
un rettangolo che ha la medesima base AO, e la
medesima altezza DM (18g); dunque il trapezio
ABCD ¢ eguale ad un rettangolo, che ha per base

m , € per altezza DM.

la retta AO =

193. Scolio. Se pel punto K meta di BC si
conduce KL parallela alla base AB il punto L sara
pure nella metad di AD; poiché essendo per costru-
zione tanto ALKO , quanto DLKN un parallelo-
grammo , si ha DL=KN; AL=0K. Ma a cagione
deli’ egnaglianza dei triangoli CKN, OKB, si ha
KN = OK; dunque anche DL =KN — OK — AL.

AB4-CD

3

Ora KL = AO (18:1); dunque KL =

2
dunque il trapezio ABCD & equivalente ad un ret-
tangolo avente per base la linea KL, che congiunge
1 punti di mezzo dei lati non paralleli, e per altez-
za, 1" altezza DM del trapezio medesimo.

Proposiziane IX. Teorema.

194. In  qualunque parallelogrammo ABCD
(fig. 53.) preso un punto qualunque H sopra la sua
diagonale BD , e per questo punto condotte le rette
EL, GF rispettivamente parallele ai lati BC, AR
del parallelogrammo , si hanno quattro parallelogram-
mi, due dei quali AGHE, LCFH saranno equivalenti.
Che ciascuno dei quattro quadrilateri AGHE ,
Tom. 11,

50 .
LEBFH, LCFH, LDGH sia win parallelogrammo ¢
evidente per la costruzione, avendo oiascuno di
essi i lati opposti paralleli. Ora siccome tutto il
triangolo ABD (181) ¢ =BDC, il triangolo DGH =
DLH, ed il triangole BEH = BFH; sard anche
ABD — DGH — BEH =BDC — DLH — BFH , cioé
A GHE = LCFH. :

195. Scalio. 1 due parallelogrammi DGHL ;
BEHF si dicono parallelogrammi intorno alla diago-
nale, ed i ‘due parallelogrammi AGHE, LCFH sovo
chiamali complementi. 1 parallelogrammi di comple-
mento pel teorema dimostrato sono equivalenti. In
ogni parallelogramma rettangolo ABCD, preso une
dei rettangoli intorue alla diagonale BEHF con i
due complementi AGHE LCFH, }o spazio ABCLHGA,
che ne risulta, dicesi gnomone. '

Proposizione X. Problema.

106. Dati i due tati M ed N d*un parallelo-
grammo e U’ angolo O. da essi compreso ( fig. 54. )
descrivere il parallelogrammo. '

Condatta la retta AB==M, nel punto A, si faccia
un angalo GAB=Q, ¢ sopra AG si prenda AD=N;
dal punto D si conduca la DF parallela ad AB, e
dal punto B si guidi BC parallela ad AD, ad+incon-
trare la indefinita DF in C; il quadrilatero risul-
tante ABCD sara il parallelogrammo ricercato.

Poiché per costruzione i lati opposti essendo pa-
ralleli, sono anche eguali (181); dunque ABCD &
un parallelogrammo formato col lato AB=M,
AD == N, e coll’ angolo DAB eguale al data O.

197. Corollaria. S¢ I’ angolo data O sard retto,
la figura descritta sara un rettangolo (42). Se inol-
~tre 3 lati M ed N saranno eguali, essa sara un qua:
drato (40). ' )



Proposizione XI. Problema.

198. Fare un parallelogrammo equivalente ad
un dato triangolo ABC (fig. 53.) con un angolo
eguale ad un angolo dato O.

Dal vertice B del triangolo dato si conduca la
indefinita BL parallela alla base AC del triangolo
ABC (745); divisa la base AC per meta in D (100),
si faccia in questo punto I"angolo CDE eguale all’an-
golo dato O; dal punto C si conduca finalmente
CF parallela alla DE, il parallelogrammo EDCF ,
che ne risulta sara equivalente al dato triangolo
ABC: poiché condotta ta BD, essendo eguali le
rette AD, DC, i triangoli ABD, DBC (19o) sono
equivalenti, e percid tutto il triangolo ABC ‘& dop-
pio di DBC; ma anche il parallelogrammo EDCF
¢ doppio del ‘triangolo DBC (187), sara dunque il
parallelogrammo EDCF, che per costruzione ha
I angolo EDC eguale all’ angolo dato O, eguale in
superficie al triangolo dato ABC.

Proposizione XII. Problema. '

199. Sopra una data retta AB ( fig. 56. ) co-
struire un parallelogrammo, il quale abbia un angolo
cguale all’ angolo dato O, e che sia cquivalents ad
un triangolo DFE dato.

Si faccia il parallelogrammo GACF (198) equiva-
lente al triangolo dato DFE coll’ angolo GAC= 0.
Posta la AB pet dritto alla GA, si compisca il pa-
rallelogrammo CABP e si tiri la diagonale PA, che
prolungata concorrera col lato FG pure prolungato
‘in H; condotta HM parallela ad FP, si prolunghivo
le rette CA, PB sino ad incontrare la HM nei punt
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L, M; risultera il parallelogrammo ABML — GACF
(195), coll’ angolo LAB=GAC; dunque anche ABML
¢ eguale al dato triangolo DFE, coll” angalo LAB=O0,
ed e costrutto sopra la data retta ARB. :

Proposiziane X1II. Problema.

200, Sopra una data retta AB (fig. 57.) costruire
un parallelogrammo eguale ad un data rettilineg
MNPQ, con un angola eguale all’ angolo dato O. :

Si decomponga il dato rettilineo MNPQ, neij
triangoli MNP , MQP, indi sopra la AB si costrui-
sca, per la precedente proposizione, il parallelo-
gramma ABCD equivalente al triangolo MNP con
un angolo A eguale all’angolo dato O. Si prolun-
ghi AD, e sopra DC si formi il parallelagrammq
DCEF eguale all’ altro triangolo MQP ( e cosi di
seguito, se il rettilineo fosse composto d’ un mag-
gior numero di triangoli ). Ora per essere MNP =
ABCD, ¢ MPQ=DCLF, sara anche MNP 4+ MPQ=
ABCD 4 DCEF , cioé il rettilineo MNPQ eguale a
tutto il parallelogrammo FABE, il quale ha |’ an-
golo A eguake all’ angolo dato Q. ~

Proposizione XIV. Teorema.

201. Se una retta AB (fig. 58.) é divisa in due
partt AC, BC, il quadrato fatto sopra U intera li-
nea AB conticne il quadrato fasto sulla parte \/IC 3
pit il quadrato Jatto sull’ altra parte BC , pii _d“B
volte il rettangolo compreso dalle ﬁpar'ti medesime
AC, BC. ‘ ~

Sia ABGI il quadrato costruito sopra la AB (196),
€ sta ACFN quello costruito sulla parte AC, e si pro:
lunghino le rette CF, NF sino al rispettive lorg
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incontro colle linee 1G, BG nei punti M, E. Cid
fatto si vede, che il quadrato della AB & compeosto
delle qualtro parti ACFN, FEGM, CBEF , NFMI.
Ora ACFN, pér costruzione & il quadrato della parte
AC, FEGM & il quadrato fatto sopra BC, perche
AB = Al (40), AC=AN; la differenza AB—AC—
AI —AN; cioéd BC=NI. Ma a cagione delle paral-
lele , si ha BC=FE, IN=MF, dunque FE=MF;
ora tutti gli angoli di questa figura-sono retti; dun-
que FEGM ¢ il quadrato fatto sopra FE =BC. I
due rettangoli [')/'oi CBEF, NFMI, per avere i lati
BC, IN eguali, ed i lati CF, FN pure eguali, e
ciascuno di essi eguale ad AC, sono eguali, e con-
tenuti dalle linee AC; BC; dunque

—d p— —— 2

AB = AC 4 BC 4- 3AC x BG. _

203. Scoffo. Questa proposizioné combina con
quella dimostrata in Algebra per la formazione del
quadrato di un binomio, poiche fatto pella prece-
dente conclusione AC=—=a, BC=15, sara AB =—
AC+4-BC=a+ b, onde (a+ b)*==d* 4 2ab + b*.
203. Corollario. 1. Si vede da cid, che il qua-
drato d’ una retta & eguale a guattro volte il qua-
drato della sua meta, poiché si ¢ dimostrato, che
egli & eguale-ai quadrati delle due parti, ed a due
retlangoli compresi da quelle parti medesime. Ora
1a linea essendo divisa in due parti eguali, i due
quadrati, ed i due rettangoli devone essere tulti
fra di loro eguali. Dunque ecc. :
204. Corollario. II. Da cid segue ancora , che

se due quadrati sono eguali, i loro lati ( che si
chiamano le radici) sono eguali, e viceversa, poiché
le linee disuguali AC, BC hauno dei quadrati
disuguali. s

Proposizione XV'. Teorema.

205, Se la linea AB (fig. 59.) ¢ la differenza
di duc rette AC, BC, il quadrato Jatto sopra di
essa e cguale al quadrato formato sopra tutta la AC,
pit il quadrato & BC , meno due volte il retiangolo
contenuto dalle rette AC, BC.

Sopra la AC sia formato il quadrato ACDE (1g6),
e sopra la AB il quadrato ABGH, si prolunghi BG
sino in F, ed HG sino in L, e sopra EH si faccia
il quadrato EHKM.

Essendo AC=AE ; ed AB=AH per coslruzione,
sara anche BC=EH; ma EH= DL (i81); e
BC= GL; dunque GL=DL, e GLDF sara un
quadrato eguale a KIIEM: ma per essere i rettan-
goli BCLG , GFEH eguali perché gamtenuti da lati
rispettivarnente eguali, sara anche BCLG -+ GLDF
= GFEH +4- KHEM , cio¢ il rettangolo . BCDF =
GFMK = CD x BC =AC x BC. Ora se du tutta la
figura ACDMKHA composta dei quadrati di AC, e
di BC =EH si levano i due _rettangoli BCDF ,
GFMK, rimane ABGH, che ¢ il quadrato di AB,

dunque AB = AC + BC — 2AC x BC..
206. Scolio. Fatte in questa formola le mede-
sime sosliluzioni, che si souo fatte in quella del pre-

cedente scolio, si ha (a—&)*=a* —2ab - b*,
come appunto si insegna in Algebra.

Proposizione XV 1. Teorema,

207%. 1l rettangolo contenuto dalle somma di due
reite AB - BC, e dalla loro differenza AB — BC
(fig. 60.) ¢ egunle alla differenza dei quadrati fatii
sopi'a le lince date AB, BC.
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Sopra AB, ed AC si costruiscano i quadrati
ABIF, ACDE, e prolungata AB ' una quantita
BK == BC, si cowmpia il rettangolo AKLE. Cio
fatto sard AK —=AB +~ BK=AB + BC, ed AE =
AC == AB — BC ; dunque il rettangolo AKLE =
AK X AE=(AB+-BGC) x (AB—BC). Ma questo
medesimo rettangolo & composto dalle due parti
ABHE , BHLK, e la parte BHLK -=EDGF, perche
BH —=ED, BK=EF; dunque AKLE = ABHE -
EDGF; ora queste due parli formano il quadrato
ABIF, weno 1l quadrato DHIG, fatto sopra DH =
BC; dunque finalmente AKLE — ABIF — DHIG;

eioé (AB 4+ BC) (AB—BC)=12AB — BC .
208. Scolio. Questa proposizione coincide colla
formola d’ Algebra (a +%) (a—b)=a"*—b".

Proposizione XV II. Teorema.

209. Il quadrato ABCD (fig. 6(.) costruito
sopra. I ipotenusa di un triangolo rettangolo AGBH,
é eguale alla semma dei quadrati AGHL , BEFG
costrulli sopra i due cateti 4G, BG.

Dall’ angolo retto G, sopra I'ipotenusa AB, si ab-
bassi la perpendicolare GM, che prolungata sino
all’ incontro in N della DC ad essa pure sara per-
pendicolare (131), e si tirino le diagonali GD, LB.

L’ angolo LAB compoesto dell’ angolo retto LAG,
e dell’ angolo GAB ¢ eguale all’ angolo GAD, pure
composto d’ un angolo retto BAD, e dell’ angolo
GAB. La retta LA — AG, per essere ambedue lati
dello stesso quadrato AGHL ; ed AB=AD per Ia
medesima ragione; dunque il triangslo LAB =GAD
(93). Ora essendo retto I’ angolo AGB, e retto anche
I angolo AGH; le linee BG ¢ GH non fanno che
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una sola retta HB (115) parallela ad LA ed il trian-
golo LAB ¢ la meta del quadrate AGHL, poiche
appoggia sulla medesima base AL del quadrato ed
€ rinchiuso fra le stesse linee parallele LA, HB (18%).
Il triangolo GAD ¢é la meta del rettangolo AMND,
appoggiando entrambi sulla stessa base AD ed es-
sendo rinchiusi fra le medesime parallele AD, GN.
Sard dunque il quadrato AGHL doppio del trian-
golo LAB, ed il rettangolo AMND doppio del
triangolo GAD. Ma LAB == GAD , dunque anche il
quadrato AGHL ¢ eguale al rettangolo AMND. Con
un simile ragionamento si dimostra che il quadrato
BEFG ¢ eguale al rettangolo BMNC; dunque som-
mando sara AMND 4 BMNC — AGHL. 4 BEFG;
ma AMND + BMNC=ABCD (80); dunque ABCD =

AGHL + BEFG , ossia AB = AG -+ BG.
" 210. Corollario 1. Dunque il quadrato di uno
dei lati AG ¢ eguale al quadrato dell’ipotenusa meno

il quadrato dell’altro lato BG, ciog AG —AB —BG
211. Corollario 1I. 1l quadrato formato sopra

la diagonale AG ( fig. 62.) del quadrato ABCD &
doppio del quadrato medesimo, o ¢i6 che ¢ lo
stesso ¢ doppio del quadrato formato sopra umo
dei lati AB. Poiché il triangolo ABC & rettan-

golo in B, ed ¢ nello stesso tempo anche isoscele,
onde si ha Xﬁ = A-_Bz + 1—3“(-1a = :u’rﬁ‘.
Proposizione XV 'III. Problema.

212. Fare un quadrato eguale in superficie ad

un numero qualunque di quadrati presi insieme.
Sieno AB, BC, CD (fig. 63.) i lati di tre qua-
drati dati. Si tirino le due indefinite BM, BN ad
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Be
angolo retto B, sopra le quali, partendo da B o
prenda BF =AB, BE==BC; congiunti i punti F

ed I, sarad (200q) FE = ‘B—F’—}- EI—EZ:—I—B‘-J- _EE’
Si prenda indi sopra BN, la parte BH=FE, e
BL = CD, tirata la LH, sard ﬁlzz—ﬁl’—l—ﬁ‘:
FE'4- BL = 4B + BC 4 CD .

Proposizione XIX. Problema.

- 213. Fare un quadrato eguale alla differenza -di
due quadrati dati.
Sieno AB, AC (fig. 64.) i lati dei quadrati dati;
all’ estremita A della retta AC < AB, si innalzi la
erpendicolare indefinita AZ, indi centro in C con
1nlervallo = AB, si tagli la indefinita AZ in D; e
sia condotta la CD; essendo CAD un triangolo ret-
tangolo in A, sara (209) EBQ=K(_3’+ A—ﬁzg donde
AD =DC —AC =4B —A4C .
214. Scolio. Mediante queste due ultime propo-
sizioni si pud trovare un quadrato, che sia eguale
alla differenza fra la somma di un numero qualun-

que di quadrati dati, e quella di un altro numero
di quadrati bgualmente dati.

Proposizione XX. Teorema.

215, Se il quadrato del lato AB ( fig. 65.)
eguaglia la somma dei due quadrat: degli altri lati
AG , BG del triangolo 4GB, sara I angolo AGR
opposto al lato AB necessariamente un angolo retto,
e quindi il triangolo 4GB rettangolo.
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Poiché vondolta dal punto G sopra AG la per-
pendicolare GC =GB , e tirata la retta AC, sara

iC = E’«}— GG = X("}’+ ﬁ(?z, ma per dato del
teorema & anche AD — AG + B—ng dunque sard

AC — AB , e quindi AG=AB (a204). I triangoli

CGA, AGB saranno eguali, essendo AG comune
GC =GB, ed AC=AB; dunque anche I angolo
AGB opposto al lato AB ¢ eguale all’angolo AGC
opposto ad AG; ma AGC ¢ retto per costruzione
dunque sara retto anche I’ angolo AGB.

Proposizione XX1. Teorema.

- 216. Se sopra due lati AB, BC di un triangolo
gualunque ABC ( fig. 60.) si costruiscono due pa-
rallelogrammi qualunque ABFD , CBGH, e si pro-
lunghino i lati esterni DF , HG dei parallelogrammi
sino al loro incontro in O, indi si congiunga il
punto O col vertice B del triangolo dato mediante
la OB, la somma di quei due parallelogrammi sard
eguale al parallelogrammo formato col terzo lato
AC del proposto triangolo , e colla retta OB, con
un angolo eguale alla somma dei due angol: BA4C,
DOB. ‘ N
Si prolunghi OB sino in L, e pei punti A, C si

tirino le rette AM, CN parallele ad OL, si con-

giungano mediante la MN i punti M ed N in cui
quelle parallele segano le rette DO, HO. Cio fatto
si ha CN —= OB, per essere queste lince parallele
intercette dalle altre parallele CB, NO; cosi pure
AM=O0B; dunque AM=CN. Le rette AM, CN sono
anche parallele, essendo ciascuna di esse parallela ad
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OL (144); dunque ACNM & un parallelogrammo (184);
i due parallelogrammi ABFD, ABOM sono eguali,
avendo comune la base AB, ed essendo rinchiusi fra
le medesime parallele AG, DO: mail parallelogrammo
ABOM ¢ eguale anche ad ALKM, avendo amendue
la medesima base AM ed essendo rinchiusi fra le
stesse parallele AM, LO; dunque sara il parallelo-
grammo ABFD=—=ALKM. Nello stesso modo si di-
mostra, che & il parallelogrammo CBGH—=LCNK;
dunque sommando si ha ABFD + CBGH=ALKM
LCNK—=ACNM (80); ma ACNM & formato dai lati
AC, ed AM=O0B; e I’angolo MAC=BAC + BAM;
ma BAM=DOB (181); dunque MAC=BAC-+ DOB;
dunque il parallelogrammo ACNM fatto coi lati AC,
OB, e coll’ angolo MAC=BAC + DOB, & egnale ai
due parallelogrammi ABFD 4- CBGH.

217, Corollario. Se il triangolo ABC ( fig. 67.)
sard rettangolo in B, e se sopra i lati AB, BC sa-
ranno costruiti dei quadrati , anche ACGM sard un
quadrato.

I1 triangolo rettangolo ABC =BFO, poiché¢ AB=BF,
siccome lati del quadrato ABFD; BC=BN, ma BN=FO
(181); dunque anche BC—=FO; onde AC=0B; ma
OB=AM; dunque AC=AM. L’ angolo BCA=BOF ;
ma BOF — MAB; dunque MAB=—=BCA, per cui
BAC 4 BGA =BAC +~ MAB=MAC; ma BAC4-BCA
eguaglia un angolo retto {162), dunque ¢ retto an-
che MAC, ed il parallelogrammo ACGM ¢ un qua-
drato: dunque il quadrato formato sopra I'ipotenusa
,AC d’un triangolo rettangolo ABC & eguale alla
somma dei quadrati formati sopra i due cateti AB,
BC, come in altro medo fu dimostrato, colla pro-

posizione XVIL di questo libro.

.

Proposisione XXII. Teorema.

218, Se‘ UV angolo C di un triangolo BAC
(fig. 68.) ¢ acuto; il quadrato Sorinato sopra il
fato AB ad esso opposto & eguale alla somma dei
quadrati formati sopra i lati 4C, BC che lo com-
prendono , meno il doppio rettangolo contenuto da
uno dei lati BC, e dalla CD compresa fra il ver
tice C ¢ la perpendicolare AD calata "dall’ angolo
opposto A, °

Se la.perpeudi‘colaré AD cadra dentro il triangolo
ABC, si avra BD=BC—CD; e per coinisegnenza

— —2 —~—1 . - :
BD =BC 4- CD —aBC xCDy ed aggiungendo da
ambe le parti AD , sard @34_ H)zzﬁf—}a-}- CD +
AD —2BG X CD: ma BD + AD =AB (200), &
Ei)a o+ K]? = A_Cz; dunque sostituendo verra AD =
BC + AC — 2BG x CD. o

Se la perpendicolare AD cadra fuori del triangolo
ABC, si avra BD=CD—BC, e per conseguenza
BD =CD + BC — BC x CD, ed aggiungendo da
ambe le parti il quadrato della perpendicolare AD;
cioé bz_ﬁ.‘)z, si avra B_Di-l-;&—l)zz D + _B—Cz+ AD =
3BC X €D, ciot AB = BG +- AC' — 1BC x CD.

Proposisione XXII1. Teorema.

219. Se U angolo C di un triangalb ACB
(fig. 69.) sara oteuso, il quadrato formato sopra
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il lato opposto AB sard eguale alln somma dei qua-
drati dei lati AC, BC che comprendono 1 angola
C, piu il doppio rettangolo conteriuto da.l lato BC
e dalla retta CD , compresa fra il vertice 'C e la
perpendicolare 410 calata dal vertice 4 dell' angola.
opposto. S .
PZI[);(; perpendicolare AD wnon pud cader dentra
il triangolo, perché se cadesse, per esempio io E,
il triangolp ACE avrehbe ad un tempo stesso 1 an-
golo retto E e I angolo ottuso G, (;16 ch? & impos-
sibile (1G1); dunque essa cade fuori, e si ha BD=

BC + CD, quindi BD = BC + CD -+ 3BCXCD,
ed aggiungendo da ambe le parti X]-)?, si avri
BD + AD = BC +- CD + AD + aBC x CD,

osgia KI’:::E—CZ—-}— Es—i— aBC x CD,
Proposizione XXIV. Teorema.

220. Se dal vertice di un angolo qualunque A
di qualsivoglia triangolo ABC (fig. 70.), st con-
duce una retta AE alla metd della sua base BC,
sard la somma dei quadrati dei lati AB., dAC, che
comprendono U angola A eguale al do_pp\zo _quadrata
della metd della base CE o BE, pie il dappio
quadrato della AK. ' ‘ .
Si ahbassi la retta AD perpendicolare a BC, e

s1 avra A—Bd: BEZ-*,— Egﬁ- 2BE X ED (a1g), ed
AC = TE 4 AE — 2EC’x ED = BE + AE —
2BE x ED; dunque spmmando sara AB + AC =
aBE + 24,
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Proposizione XX V. Teorema.

221, Le diagonali AC BD , d'un paralleto-
grammo  qualunque ABCD (fig. 71.) tagliano
reciprocamente per metd nel punto E del loro in-
contra, e la somma dei loro quadrati, é eguale
alla somma dei quadrati dei lati del parallelogrammao
stesso. '

Poiche i triangoli AED, BEC sono equiangoli
fra di loro, ed hanno i lati AD, BC eguali (181),
questi triangoli sono eguali, onde AE=CE; Dk =
EB. Ora il triangolo ADC, in virtd del precedente

teorema dai :!A_Ea-}- aDE == AD + 5&2, ed il trian-
golo ABC da nA.El—}- :ﬂfﬁa, ossia 2&:‘-}- 251:7,:
BC +:&~B; dunque sommando sara 4.&-5)2 + 4D—Ea_—_-
XI—)z—{- lﬁx-}- B‘éa-I— :&Tiz; ma essendo AE la meta
di AC, si ha (203) 4&1‘?3—_-: “A—Ca, ed essendo pure
DE la metd di BD si ha del pari 4DE = BBS,
dunque AC + BD = AD + DC + BC + 4B
222. Corollario. Se il parallelogrammo ABCD
(fig. 72.) avra tutd quattro 1 suoi lati eguali, se
sa1a cioé un rombo o un quadrato, i triangoli AEB,
BEC saranno eguali, poiché essi avranno i lati
Tispettivamente egnali, per lo che gli angoli AEB,
BEC saranno eguali, e ciascuno di essi sara dunque
retto; donde si ricava che le diagonali d’un rombo

o di un quadrato si tagliano scambievolmente per
meta ad angoli retti.
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}’rOposiziorze XXVI Teorema.

. 223 Se i fati-di un guadrilatero - qualunque
EFGH (fig, 93.) saranno tutti divisi per meta , la

Jigura ABCD formata dalle rette condotte pei punti

di divisione sara un parallelogrammo,
Condotte le diagonali FH, EG, essendo ciascuna
delle rette AD, BC parallela ad FH (170); esse sono
arallele fra di loro (144); cosi pure essendo le
rette AB, DC parallele ad EG , sono parallele fra
di loro; dunque ABCD ¢ un paralielogrammo (39),

Propasizione XXPLI. Teorema,

224, Di tutti i rettangeli 4AC X BC , AD X BD {fig- 74.),
che st possono formare con due parti di una linea data 4B
divisa in C o 1n D, ecc., quello ¢ di.cu laii 4C, BC sono
eguali sara il massimo (a). e

Poiche essendo AD = AC -4 CD; e BD = BC — CD ==
AC — CD; sara il rettangolo { AC+CD) X (AC—CD )=

AD X BD: ma (207) (¥C +-CD) (AG—CD) = K(':a__cT)z;
dunqgne Ez—- (.]_D‘-z: AD X BD; ed aggiungendo dall’ una e
dall’ altra parte (Tﬁa, si- avrd Ez—'—-—t ADX BD +_CT);; ora

Rzz AC X AC = AC X BC; dungue il rettangolo AC X BC
supera qualunque altro rettangolo . AD X BD del quadrato di

——3
CD, cio¢ di CD; dungue egli & il pitt grande.
225. Corollarie. Da cid ne segue, che il quadrato & il
i grande di tutti i rettangoli, che si possona costruire sotto
il medesimo perimetro, ) .

. (@ La quantita piu grande di tuite quelle della medesima specie si
chiama massimo; la piu piccola dicesi minimo.

LIBRO IIL

DLLLI PROPORZIQONI DELLE RETTE E DELLFE FIGURE,
E DELLA SOMIGLIANZA DEI TRIANGQLI
E DEI POLIGQXNI. '

226. Tntte le grandezze della medesima specie
si possono paragonare fra di loro come i numeri,
poiché nella stessa maniera che ua namero & dop-
pio, triplo, ecc. di un altro vumera, una linea pud
essere doppia, tripla, ece. di un’ altra linea, wna
soperficie pud essere doppia, tripla, ecc. di un’altra
snrerﬁcie, un solido doppio, triplo, ecc. d’un altro
solido; di modo che la dottrina delle proporzioni
pei numeri pud applicarsi letteralmente alla Geo-
metria, mentre fissata che siasi una unita di misu-
ra, ogni quantitd di quella specie patra essere rap-
presentata dal numero , che indica a quante di quelle
unitd la quantitd proposta & equivalente.

Per non mandare pero i nostri lettori ai trattati
ordinarj di Aritmetica e di Algebra per la intelli-
genza delle proporzioni, e per readere indipendente
da quelle dottrine pit che sia possibile lo studio
della Geometria, rammenteremo loro le definizioni,
che si danno intorno alle proporzioni geometriche:
col soccorso delle quali e di alcuni assiomi, dedur-
remo quelle proprieta delle medesime che sono di
una immediata intelligenza ; riservandoci di dimo-
strare nel decorso di questo libro le proprietd pid
rimarchevoli delle proporzioni, delle quali avremo
bisogno nel seguito di quest’ opera. '



Definizioni.
\

227. L. Rapporto geometrico , o ragione geome-
trica ¢ il numero delle volte che una data quantita
conliene o & eontenuta in un’ altra della medesima
specie. '

228. M. La prima delle due quantita, che si
paragonano dicesi I antecedente del rapporto, la se-
conda il conseguente. } .

229. lIL. Due rapporti eguali formano una pro-
porzione. Se le due quantita A, B hanno lo stesso
rapporto delle due G, D, queste quattro quantita
sono in proporzione, e si scrivono nel mado se-
guente - A:B::C:D, oppure in quest’altro
modo A:B=C:D. - .

230.IV. Le quantita A, C sono gli antecedenti
della proporzione; B, D ne sono i conseguenti. Le
quantita A, D si dicono gli estremi; B, C i medii
della proporzione. La quantita D chiamasi poi quarta
proporzionale alle altre tre A, B, C.

331 I termini che formano un medesima rap-
porto devono essere della stessa specie; ma non
¢ necessario che in una proporzione i due rapporti
sieno fra quantitd tutte della stessa specie; anzi
una linea pud stare ad una linea, come upa supers
ficie sta ad una superficie, come un solido ad.un
solido ; mentre tali grandezze devono sempre con-
siderarsi come numeri di quella specie , che a cia-
scun rapporto conviepne. - ‘

232. V. Tre grandezze come A, 84 C sono in
proporzione, quando il rapporto della prima alla
seconda eguaglia quello della seconda alla terza,
Tale proporzione prende ¥ nome di proporsione
continua ; e si scrive in questa maniera A:B:C,

Tom. II.
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oppure, secondo il solito, A:B::B:C. La quantita
B chiamasi media proporzionale fra la prima A e la
teraa C; la quantitd C prende i! nome di terza
continuamente proporzionale alle due prime A, B.

233. VL. Due. quantita sono in ragione inversa
o reciproca di due altre quando la prima sta alla
seconda , come la quarta sta alla terza. :

234. VIL Due quantitad -si dicono 4n ragione
sesquialtera quando stanmo fra di loro come 3 a 2,
sussesquialtera poi quando stanna come 3 a 3.

235. VIIL Quelle quantita, nelle quali il rap-

rto della prima alla seconda & lo stesso di quella
della seconda alla terza , di quello della terza alla
quarta, e cosi di seguito, si dicono continuamente
proporsianali, o in proporziane continua. E

236. IX, In una serie di grandezze continua-
mente proporaionali A:B:CG:D:E: ece la ragione
della prima A alla terza C dicesi duplicata di quella
della prima A alla seconda B; la ragione della pri-
ma A alla quarta D triplicata, ecc. o

La ragione poi della prima alla seconda dicesi
sudduplicata di quella, che esiste fra la prima e la
terza , sutriplicata della ragione, che vi & fra la
prima e la quarta; eoc, ]

237. X. Una praporzione dicesi eomposta di
due o pilt proporzioni, quundo i swoi tlermini ri-
sultano dalla’ moltiplicazione dei termini di quelle
proporzioni. :

238. XL Figure rettilinee simili sono quelle,
che hanno gli angoli tutti rispetlivamente eguali,
e che d’ inte¥no agli angoli eguali hanuno i lati pro-
porzionali. : )

239. XIL Diconsi omologhi quei lati delle figure
simili, i quali sono intercetti da angoli rispettiva-
mente eguali. Sono poi omolaghi quegli angoli, che
si trovaue rispellivamente uguali nelle figure simili,
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a24o. XIIL Figure reciproche sono quelle neuz
quali va. lato dell’ una sta ad un lato dell’ altra,
come ‘un late della seconda sta ad un late della
prima. A
a41. XIV. Si dicono commensurabili fra di loro
quelle rette alle quali si pud assegnare uua comuue
misura, ed incommensurabili quelle delle quali non
esiste una misura comune.

Assiomti.

242. I Le grandezze, che hanno il medesimo
rapporto con uha stessa grandezza o con grandezze
eguali , sono eguali.

243. 1. Le grandezzc eguali hanno uno stesse
rapporto colla medesima grandezza o con grandezse
eguali. : : o

244. L. Le grandezze, alle quali una sola e me-
desima grandesza ha uno stesso rapporte, sono eguali.

245. IV. Se si paragonano due grandezze al nna
terza, sard maggiore quella delle due, che colla ter:a
avrd ure maggior rapporlo , e viceversa.

246. V. I rapporti eguali ad wn medesimo rap-
porto od a rapporti eguali sono fra di-loro eguall.
Cosise A:B2:C:D,ese C:D::E:F, cioc se
il rapporto di A a B é eguale a quelto di C a D,
¢ che quello di C a D sia eguale a quello di E ad
F , in allora il rapporto di A a B sara eguale a
quello di E ad F, si avrd cioe A:B::E:F.

Da quanto si & detlo si pud facilwente dedurre

247. 1. Che quando in una proporziene vi sono
tre termini rispellivamente eguali a tre termini di
un’ altra proporzione, anche il quarto termine della
prima proporzione & eguale al quarto termine della
seconda, diversamente in una delle proporziont vi
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savebbero dae rapporti disuguali, cid che ¢ contra-
rio alla definizione, che abbiamo data (229).

248. II. Se gli antecedenti di una proporzione
sono eguali, lo saranno fra di loro anclie 1 conse-
guenti, e viceversa , altrimenti la proporzione sa-
rebbe composta di due rapporti disuguali.

249. HL Sc gli antecedenti A e C di una pro-
porzione A: B :: C: D sono rispettivamente eguali
agli antecedenti di un’ altra proporzione A: Li:: Z} F
i conseguenti delle medesime, saranno in proporzio-,
ne, sara cioé B: D:;E:F. Delle due proporsioni
1:2::5:105 1:6::5: 30, che hanno comuni gli
autecedenti 1 e 5, i conseguenti loro 3, 10; 6, 30
sono in proporzione, poiché il rapporto di 2 a 10
¢ lo stesso di quello di 6 a 30.

250, IV. Se i termini di un rapporto si molli-
plicano o si dividono per una stessa quantita, il
rapporto dei prodotti o dei quozienti, che si otten-
govo & sempre quello delle quantita semplici. Poi:
ché dipendendo il rapporto di due quantita dalla
grandezza relaliva di una rispetio all’ altra, se una
di esse diverra doppia, tripla, ecc., la metad, un
terzo, ecc. di quello che era, purché nello stesso
tempo diventi doppia, tripla, ecc., la wmeta, il
terzo, ecc. anche I’ altra, una di esse accresciuta o
diminaita conterra o sara contemuta nell altra del
part accresciuta o diminuita lo stesso nvmero di
volte di prima. Da cid ne viene, che i termini
dell’ uno o dell” altro rapporto di una proporzione
qualunque, possono essere moltiplicati o divisi am-
bidue per una quantita qualungue.

~251. V, Se due rapporti si moltiplicano fra di
loro antecedente per autecedeme, consegm:nte per
€onseguente , e se due altri rapporti eguali rispet-
Uvamente ai primi si moltiplicano del pari tra di



loro, i due rapporti composti, che si ottengofg
sono fra di loro egunali. Se, per esempio, i rapporti
1 :2; 3:9 vengono moltiplicati fra di loro, i nu-
meri 3 e 18, che si ottengono, hanno il medesimo
rapporto dei numeri 10, e Go risultanti dalla mol-
tiplicazione dei due rapporti 2:4, e 5:15 rispetti-
vamente eguali ai due primi. Da cio si ricava, che
se due o pit proporzioni si moltiplicano termine
per termine, i prodotti che si ottengono sono in
proporzione : di modo che 'se 1:2::2:4, e se
3:9::5:145, sarh anche 3:18:: 10: 6o.

Proposizione I. Teorema.

252, I parallelogrammi ABCD , BFEC (lig.95.),
che hanno la medesima - altezza stanno fra di loro
come le basi DC, CE. -

Suppouniamo primieramente che le basi DG, CE
sieno commensurabili, e che sia, per esempio, la
DG U unita di misura, che si adatti esattamente a
ciascuna delle due rette DG, GE, e che uells pri-
ma vi stia an numero m di volte, e nella secouda
un numero n di volte. In tal caso la base DC stara
alla base CE, come il numero m delle uvaita di
mitara contepute in DC al numero n di unita di
misara conlenute .in CE, sara cio¢ DC:CE::m:n.

Divisa la DC nelle m parti di cui é composta, e
la CE in n parli, ciascuna eguale all’ unita di mi-
sura DG, e da ciascuno dei punti di divisione G,
K, ecc. guidata una parallela alla DA ad incontrare
la AF, il parallelogrammo ABCD conterrd un nu-
mero m di parallelogrammi DGHA , GKLH, ecc.
tutti equivalenti (188), essendo appunte me il. nu-
mero delle unitd di mispra lineari, che sono conte-
nate nella sua base, e sopra ciascuna delle quali
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appoggia uno di quei parallelogrammi; per una. si-
mile ragione il parallelogrammo BFEC ne eonterra
un numero n; onde s avrdh ABCD:BFEC::m:n;
ma ciaseuno dei due rapporti DC: CE; ABCD:BFEC
¢ eguale al rapporto m :n; dunque questi rapporti
sono fra di loro eguali'(246), dunque si avra
ABCD : BFEC::DC:CE.
Sapponiamo ora che le basi DC, CE sieno in-
commensurabili, dico che quei parallelogrammi  sta-
ranno ancora eome le basi. Poiché il ,parallelégr’am-
mo ABCD stia, se & possibile, al parallelogrammo
BFEC, non come la base DC alla CE, ma come
la base DC ad un’altra linea CX maggiore o mi-
nore di CE , abbiasi cioé la proporzione
: ABCD : BFEC : : DC: CX. » :
Sia CX>CE, e si prenda DGZEX, e tale che
sia contenuta esattamente in DC. Applicando la DG

‘anche sopra la CX; essendo per supposizione EX >

DG, un punto almeno di quelle divisioni dovra ca-
dere necessariagnente fra E ed X, per esempio in
Z ; eid posto si compisca il parallelogrammo BYZG.
Per avere i due parallelogrammi ABCD , BYZC le
loro basi DC, CZ commensurabili, essi staranno
come le basi, onde ABCD : BYZC::DC: CZ; ma,
per ipotesi ABCD : BFEG : : DC : CX ; dunque {24g)
sara anche BYZC :BFEC::CZ: CX. Ma CZ <L CX,
dovrebbe essere anche BYZC ¢ BFEC: ma invece

X . < . - = . .
‘¢ maggiore, dunque la proporzione ¢ impossibile ;

dunque ABCD:non pud stare a BFEC come BC sta
ad una linea CX'> CE. Con un ragionamento affatto
simile a questo si proverebbe che il quarto termine
dgﬂa’pmporziune non-pud essere neanche minore
di CE‘;’dunqu‘e esso sard esaltamente eguale a CE,
dunque qualunque sia il rapporto delle basi, i pa-




or
~ rallelogrammi - ABGD, BFEC dela stéssa . altezza
stanno .come le loro basi DC, CE. o .
- 253. Corollario. 1 triangoli, che hanno la' me-
desima sltezza stanno fra di loro come le basi, es-
sende rispettivamente la mela dei parallelogrammi ,
di egual base, e di eguale altezza (250). -

Proposizéone II Teorema. -

354, Due parallelogrammi ABCD , FGHK
(bg. 76.), che hanno le basi AB, FG eguali stanno
fra di loro come le rispettive altezze DL, KO.

Poiché sopra AB prolungata si tiri la perpeadi-

colare' CN==DL, sopra della quale si prenda MN =
KO ,. e si-compia il parallelogrammo rettangolo
LNMP. I due rettangoli LNCD, LWMP, avendo
comune I altezea LN staranno come le loro basi,
CN, MN (252), si avra cioé : :
LNCD : LNMP :: CN: MN; ma LNCD=ABCD (185);
LNMP == FGHK (1g1), essendo per dato del teore-
ma FG=AB; ma AB==DC=LN; dunque FG =
LN; CN=DL; MN=KO, dunque sostituendo sara
ABCD : FGHK : : DL : KO. : ;

255. Corollario. I triangoli che hanno la stessa
base o basi eguali stanno come le rispettive altezze.

* ?roposiziork I1]. Teorema.

:256. Due parallelogrammi qualunque ABCD.,
EFHG (fig. 57.) stanno fra di laro in ragione com-
posta delle loro basi e delle rispettive loro. altezze.,

0 cid che é lo stesso come i prodotti delle basi nelle
rispeitive altezze. ‘. e
- Si ‘costruisca un - terzo parallelograrnmo . KQPN,
il quale abbia la base KQ eguale alla. base AB del
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;Zrimo parstlelogrammo’; e I’ altezza NO egunale-all’al-
tezza GM del secondo parallelogrammo. Paragonando
ora il paralelogrammo ABCD; col parallelogrammo
KQPN, si avra (254) ABCD :KQPN::DL:NO;
paragonando i parallelogrammi KQPN., -EFHG di
eguale altezza, si avra (253) KQPN:EFHG::KQ:EF,
e moltiplicande termine .per lermine queste due
proporzioni, si avra o o ‘ .
ABCD x KQPN: EFHG x KQPN: : KQ x DL : EF x NO;
ma KQ = AB; NO = GM, sostitnendo questi va-
lori , e dividendo il-primo rappoerto della propor-.
rione composta per la quantita comune KQPE (250),
si otterra finalmente : i
“ABCD : EFHG : ::AB x DL : EF x GM.

257. Corollario L Due triangoli qualunque sta-
ranno come i prodotti delle loro bast nelle rispet-
tive altezze (250).. . - : S

258. Corollario 1I. Siccome Y-allezza di un ret-
tangolo , e di un triangelo rettangolo si confonde
col rispettivo lato, ne viene, :.che due rettangoli,
o due triangoli rettangali staranno fra di loro come
il prodotto dei lati rispettivi, che sono intorno al-
I angolo reito. a

Proposizione IV . Teorema.

,259. Se in un triangolo #pralunque ABC (fig.78.)
si conduce la retta DE parallela ad un lato BC,
essa tagliera gli altri lati 4B, AC nei punti D, E
in parti proporzionali ; viceversa, se-una’retta DE
taglia ¢ lati AB, AC del triangolo ABC in parti
proporzionali , essa-é paratlela a BC. - . .

Nel quadrilatero DBCE si guidino le diagonali

DC, BE;.i triangoli DEB, EDC risaltanti sono

equivalenti ; avendo comuue, la base. DE , ed essendo
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rinchiusi fra le medesime parallele DE, BC, dunqll;e
si_potra istituire la segueate proporziene AED:DEB
:: AED : EDC in cui sono eguali fra di loro gli .an-
tecedeati; come pure fra di loro anche i censeguenti.
Ora i due -triangoli AED, DEB, avendo il .vertice

nello stesso punto E, e le basi sulla stessa linea -
AB-, avranno la medesima altezza, e saranno pro- .

porzionali alle loro rispettive basi,’ stara cioé"
AED :DEB :: AD : DB ; cosi pure stara AED : EDG
:: AE 1 EC; ma essendo “eguali fra di loro i due
rapporti AED : DEB; AED : EDC, saranno eguali
anche gli altri due (246) AD: DB ; AE: EC, stara
cioé AD :DB:: AE: EC. -

¥ iceversa. Supponiamo che stando “AVD:DB ~AE:EC i

la DE non sia parallela alla-BC. Sia la DP paral-
lela a BC, e si avra, AD:DB:: AP : PC, ma per
supposizione AD : DB :: AE : EC, dungue “auche
AP :PC:: AE : EC proporzione impossibile, perclré
essendo AP < AE, hisoguerebbe che "anche PC fosse
minere di EC; ma invece & maggiore, dunque DP
non & parallela a BC; se la DP fosse tirata al dis-
sotto della DE, si cadrebbe in un simile assurdo ;
-dunque la parallela alla BC condotta dal punto D
non pud differire dalla DL; dunque DE ¢é parallela
- alla base BC. : ’ ’ ' ,
260. Corollario 1. Sard anche AB:AD::AC:AE;

poiche se a ciascuno ‘déi ‘due triangoli DEB, EDC

eguali si aggiunge il triangolo AED, si avranno i due
triangoli AEB, ADC. che saranno equivalenti-, per
lo che starda AEB:AED::ADC: AED; ma AEB:AED
::AB:AD, ed ADC:AED::AC: AE; dunque stard
anche AB: AD:: AC: AE. - R

- 261. Corollario 11 Stara del pari AB:DB::AC:EC;
perché AEB :DEB::ADC+EDG; ma AEB : DEB
:: AB:DB; ed ADC:EDG::AC:EC; dunque slara
anche AB:DB:: AC:EC.

" - Proposizione V. - Teorema.

.. aba. Se Pangolo € del t(rz‘a,ngo;lsd AGB'(ﬁﬁg.v';g'.)

si divide per meta mediante la CD., che cade “sopra
la ﬁz_zse AB, i segmenti 4D , DB della base saranno
proporzionali ai lati adiacenti AC, BC; e wvicewversa,
se t segmenti AD ; DB della base verranno dalla CD
segati in parti proporzionali ai lati adiacenti AC ,
BC, cssa dividerd anche U’ angolo C -per metd.

- Sopra AC prolungata si prenda CE =CB, e si
tiri la EB. Poich¢ CE=CB,, il triangolo BCE ‘sara
isoscele, e I'angolo E=EBC =;ACB =ACD; dun-

. que CD (14o) & parallela ad EB; dunque finalmente

(359) AD:DB::AC:CE; ma CE=CB, duuque
: : - +AD:DB:: AC: CB. '

- Se fosse AD:DB=::AC: CB, falta la medesima

costruzione ,- sard anche AD:DB:: AC:CE, ¢ la
retta DC sara per couseguenza parallela alla’ BE,
oude Pangolo CEB==ACD" (134), e Pangolo CBE=
BCD (132); ma !' engolo CEB = CBE ; dunque an-

" che I'angolo ACD =BCD.

Proposizione V1. Teorema.

263. Se i due parallelogrammi ABCD , CPGH

(fig. 80.) sono’ equivalenti elf-hanno gli angoli BCD ,
PCH eguali , intorno ad essi i lati saranno recipro-
camente proporzionali , e viceversa se intorno agli
angoli éguali BCD, PCH i lati saranno recipracamente

proporziorali i parallelogrammi saranno equivalenti.

Poiché essendo per dato del teorema I' angolo

BCD —=PCH,, posto il latoc BC per dritto a CH,

‘sard anche PC per' dritto a CD, ‘e le rette AD,

GH prolungate .concorrerauno in I, e ne risultera

P —
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1 lelagrammo. DCHI (39). Ora siccome pér date
:;ell)a;:lo}fez?:aé ‘ABCD — CPGH,, si potrd instituwe
la proporzione ABCD : DCHI : : CPGH : DCHI; ‘ma
il nipporto di ‘ABCD':‘D(\)HI -& quello delle lox-'q bag
BC :CH, ed il rapporto di CPGH DCHI & quello
loro basi PC: CD;, danque stara S
dellg lo:"O SI_ BC : CH,_: :PC:CD. & A 1‘«‘ .
S¢ sara poi BC:CH::PC:CD, spra anche
¢ A%CD : DCHI - : CPGH : DGHI,,
onde (248) ABCD=CPGH. . . - e

- Proposiziorie V. 1. Teorema..

64. I triangoli ABC , DBE cguali in superficie
(fig. 2814) , che hanno eguali gli angoli ABC, DBE,
avranno d’ intorno a questi angoli i lati reciprocamenie
proporzionali, e viceversa, se intoruo'agh angoliegualt,
i lati di due triangoli saranno rec.tpaféoc;z.meute _pro-
rzionali , i triangoli saranno equivalenti. .
POonli)ché "posto a;gr dritto il late A.B a BE:, a ca-
gione degh angoli ABC, DBE eguali, d.ovlm.vgsl?em
anche CB per dritto a BD. Tirata la AD, i lln.m—
goli ABC, ABD, che hanno la medesima altezza
staranno come le ‘loro basi CB.,;‘DB, stara cioe
ABC: ABD:: CB: DB, i triangoli DBE, ABD, cl‘lye,;
hanno la stessa altezza, darawpo DBE:ABD ::BE:
AB , dunque (246) CB:DB::BE AB S
Se poi stara CB:DB: :‘B}S;A'B ;- stara. anche
ABC: ABD :: DBE - ABD, ma 1 comseguenu di que-
sta proporzione sono eguali, lo saranno anche fra
di loro gli antecedenti, ciog ABC ;::DBE .
265. Corollario. Se i due angoli 'ABC; DBE
(fig. 82.) presi insieme saranno eguali @ dae relli,
e se i lali dei triangoli’ABC, DBE sarsmno interno
a quegli . angoli reciprocamente proporzional , se

sl
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sari ciod AB:BE ::BD:BC, i due triangoli saranno
ancora eguali in superficie. Poiché presa BF=BC, e
condotte {¢ rette FE, AF, AD; nella superiore pro-
porzione posto in luogo di BC la retta BF ad essa
eguale , stara AB:BE :/BD: BF onde la FE sara parals
lela alla AD (259), ed i triangoli AEF , DEF saranno
eguali ‘in superficie (186); aggiungendo a ciascuno di
essi il triangolo FEB, sarh il triangole AFB=DEB ;
ma AFB == ABC (190), dunque ABC — DEB.

- 366. Scolio. Le stesso riuscirebbe  nei paralle-
logrammi i quali intorno ad angoli la somma dei
quali eguaglia: due- retti, avessero i lati reciproca-
meate proporziouali, .

. Proposisione VI Teorema,

269. Due paralielogrammi , che hanno. un angolo
eguale, somo in ragione composta dei lati, che stanno

" intorno all’ angolo eguale , o come'il prodotto dei

i stessi. A
. Fatta la medesima’ costruziooe, che abbiamo fatta

: rer la proposizione VL nélla (fig. 8o.). Si hanno
e

due seguenti proporzioni ABCD :DCHI: :BC:CH;
DCHI: CPGH:: CD : CP; moltiplicando termine per
termine, queste due .proporzioni, e dividendo i due
termivi del primo rapporto per la quantita comune
DCHI, si haABCD : CPGH : : BC x .CD: CH x CP.
+268. Scolio. Lo-stesso dicasi di due triangoli,

che hango un angolo eguale.
yl"mlpo‘siz’ianc IX. Teorema.
. 269. Se quattro linee A, B, C, D (fig. 83.)

5010 -in proporgione , il retiangolo delle estreme é
eguale a quelto delle’ medie , ¢ viceversa se die ret-
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tangoli -sono- eguali , i loro lati saranno reciproca-
mente. proporsignali. - . '

Se A:B::C:D, fatto con.A e con Dl ,f&ttangolq‘

A XD, con B ¢ con C il rettangolo. B X C, questi
rettangoli, per avere i lati reciprocamente. propor-

zionali intorno agli angoli retti, sono eguali (263) ;.

dunque. A X D=B x C. Se poi i rettangoli AXx D;

B x € sono eguali , deveno avere i lau reciproca-

mente proporzionali (263); onde A:B::C:D.
270. Corollario. Se tre linee A, B, C. saranno

continuamente properzionali, cicd se A:B::B:C, .

il rettango’lo delle:-estreme A X C, sara eguale al

- )
uadrato B della media, e vicéversa se il rettangolo
fatto colle due linee A, C sarx eguale al  quadrate
formato sulla retta B, quelle tre liree saranno in
proporzione conlinua, oude A:B::B:C, S

Propasizione X. Teorema.

271. Se quattro linec 4, B, C, D (fig. 84.)
sono proporzionali, esse lo sargnno ancera alternan-
do, ed invertendo (a). - e

Se ‘stard A B::C: D, stara anche

alternando A : C :: B : D, Jed ‘ c

_ invertendo B : D :: A :C. ,
Sopra la prima A, e la terza G, delle quattro rette
proporzionali. date ; si facciano 1.rettangoli A XD,
C X D aventi la comune altezza D. Sulla seconda

B, e sulla quarta D si costruiscano i due rettangoli-

BXC,Cx® colla comune altezza C. Confrontando

(a) Si alternano i termini d'una proporzione quando si-cambia di posto
ai-medii, o agli estremi fra di loro;si'invertono poi quando i medii passana
wl cstremi; e viceversa, ’ ; ‘ .

~8

fra-di-lore i rettangoli AXD., CxD" per avere co-
mune- I’ altezza staranno come le basi, per lo® che
AXD:0xD::A:C; dal paragone degli altri due
si werh poi BXC:CxD::B:D. Me AxD=BXxC
(169), ‘danque i primi due rapporti delle trovate
proporzioni - sono eguali ’C déqgueb(mﬁﬁ)- stard anche

Si a del pari BxC:CxD::B:D,
come pure - - AxD:CxD::A:C;
quindi anche© = B:D:u:A:CG

- Proposigione XI.- Feorema.

aga. Se gquattro line¢ sono proporzionali, le
rette che si otterranno , componendo , dividendo ;
componendo e dividendo nel medesimo tempo saranna
in proporzione. o oo
- Se le quattro linee AB, BC, AD, DE ( fig. 85.)
saranno in proporzione, se starh cioé

AB: BC:: AD: DE, stara anche

., { AB4-BC:BC:;AD + DE : DE
componenda 3 AB~~BC:AB::AD + DE: AD "

dividend ‘AB— BG :BC::AD — DE: DE’

Heaenao. 3 AB—BC:AB ::AD—DE: AD
componendo , C. AR .. AD+-DE : DE
. (55’1. Hondo AB4-BC: AB—BC: .’AD’—t-DE : AD—DE.
., Pgl punto'A* si conducano._ due indefinite AZ,AY,
e sopra AZ partendo dal punte A si ponga la AB,
indi da B verso Z si porti la BG, e sopra la’ AY
si segnino le rette AD, DE; si prenda BM=—=BC
e DN=DE; e si tirino le rette BD, CE, MN. .

Stando per supposizione AB:BC::AD:DE, la
vetta BD sard parallela alla CE (25¢); stard quiadi
anche (261) AC:BG::AE :DE, oppure (200)
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AC:AB:;AE:AD; ma AC=AB 3 BC, ed AE =
AD+DE ; duoque stara AB + BC:BC;;AD+DE:DE
ed AB 3 BC:AB::AD -+ DE : AD. -

'Essendo BM=BC, e DN==DE anche la MN7

(25g) sara parallela alla DB, onde stara -
o " AM:MB;:AN:ND, ed anche

. AM:AB ::AN:AD; ma.AM — AB — MB —
AB —BC, ed AN==AD~ DN — AD —DE, dunque

sostituendo stara AB—BC:BC:: AD—DE:DE,
| ed AB-—BC:AB :: AD—DE: AD.

Essendo finalmente le rette MN e CE ambedue

rgra”elev alla BD , saranno parallele- fra di loro, rer
o che stavd - - : e
AC:AM:: AE : AN, e sostituenda
AB+4-BC: AB—BC:: AD4DE : AD—DE,

27.’5. C€orollaria. Se si avra una serie di’ linep
proporzionali;come A:B:: C:D::E:F::G:H:ecc,
sard la somma di tutti gli antecedenti alla somma
di tutti i conseguenti, come ug antecedente qxia;
- lunque sta al suo counseguente, di modo che sara

A~4-C+4E+ Ga-ecc.: BupD 4 F-+H+ ecc.:: A : B,

* 274. Seolio. ‘Le proprieta, che si sono dimo-
strate nelle tre precedenti proposizioni , rfguardo.\a
Quattro rette proporzionali, o a tre rette coatinua-
mente proporzianali, sono applicabili non solo a qua-
lunqug ‘siasi specie di grandezze , come superficié e
volumi, che sono I'oggetto della'Geometria, ma aneora
a forze, pesi, ecc., che interessano la fisica ed il com-~
mercio, potendosi sempre ‘prendére ‘onde rappresen~
tare tali grandezze' delle linee, che abbiine fra: di
loro lo stesso rapporto, che hanno le grandesze
proposte, R o

". Proposisione XII. Teorema.

a5, Due triangoli ABC, DCE (kg.-87.) equian-
goli fra di lore. hanno anche i-lati intorao agli angolé
eguali proporzionali, & per conseguenza Sono. stmili.

Nei triangoli ABC, DCE. proposti sia F angolo
BAC=: CDE; I’ angolo ABC—=DCE ; e P angolo
ACB=DEGC, sara anche BC:CE::BA:CD: :AC:gDE.

Il lato CE del triangolo DCE si ponga per dritto
al lato BC del triangolo ABC, e si prolunghine i
Jati BA, ED sino al lore incontro in- F. Poiché
BCE & una linea retta, e I'angolo AGB=DEC,
ne segue che AC & parallela ad FE (14o). Pari-
mente , poiché I’ angolo ABC=DCE’ la retta CD
& paralleia a FB; dunque il quadrilatero ACDF ¢
un parallelogrammo (3g): - o RE

Ora_nel triangolo BEF, esseuda la AG parallela
ad FE , si ha BC: CE::BA: AF (259). Ma AF =
CD (181); onde BC:CE::BA:CD. :

Nel medesimo triangolo BEF la CD & parallela a -
BF , dunque BC:CL::FD:DE; ma FD =AC,
dunque BC:CE::AG:DE; per esservi in queste
due proporzioui il rapporto comune BG:CE; si ha
anche BA:CB::AC:DLE. ,

. 276. Corollario. Per essere simili. due triangoﬁ
bastera -che abbiano rispettivamente due dei loro
angoli eguali , poiché anche il terzo. apgolo sard
eguale in eatrambi (158). Per istabilire poi la somi-~
gliauza di due _ triangoli vettapgoli bastera che un -
angolo acuto dell’ une sia eguale ad un angolo acuto
dell’ altro (162). - - L :

2777. Scolio. Nei due triangoli simili ABG, CDE
si sono trovati proporzionali quei bati cbe si op-
pongono agli angoli rispettivamente eguali,
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Proposizione XIII. Teorema.

278. Se dal punto M della retta MP (fig. 86.)
si tirano le rette MN, MR, e se da un altro punto
P della retta medesima si tirano le rette PQ., PV,
rispettivamente parallele alle rette MN , MR, e tali
in grandezza che si abbia la proporzione MN:PQ)::
MR : PV, le tre linee MP, NQ, RV condotte per
le estremitd di queste parallele anderanno a convenire
in un punto medesimo S.

Supponiamo che sia S il punto di concorso di
MP e di 31Q, ed s, se & possibile, il punto di con-
corso di MP ed RV. Per essere PQ parallela ad MN
i due triangoli MNS, PQS sono. simili (275), quindi
SM:SP::MN:PQ; per simile ragione dai due trian-
goli MRs, PVs si ha sM:sP::MR:PV; ma per sup-
posizione sta MN.:PQ :: MR : PV, stard anche (246)
SM:SP::sM:sP, dunque dividendo SM—SP:SP ::
sM— P :sP cioé¢ MP:SP::MP:sP, dunque a mo-
tivo degli antecedenti eguali saranno eguali anche
i conseguenti, onde SP—=sP, per lo che i punti S,
s si confonderanno, o cid che & lo stesso le rette

MP, NQ, RV prodotte concorreranno in. uno slesso .

punto S.
Proposizione XIV. Teorema.

279. . Due triangoli ABC, DEF (fig. 88.), i
quali hanno un angolo eguale compreso fra lati pro-
porzionali sono equiangoli, e per conseguenza simili.

Sia I angolo A=D, e stia AB: DE::AC:DF.
Presa AG =DE, e condotta GH parallela a BC,
sara 1’ angolo AGH=ABC, ed il triangolo ABC
sara . equiangolo al triangolo AGH, onde AB:AG
. +:AC:AH; ma per supposizione AB:DE::AC:DF,
Tom. 11, 6
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e per costruzione AG = DU ; dunque anche AH =
DF (247).1 due triangoli AGH, DEF, i quali hanno
un angolo eguale” compreso fra :lati eguali sona
eguali, onde aunche I'angolo AGH=DEF; ma
AGH = ABC ; dunque ABC = DEF, ed i triangohi
ABC, DEF sona equiangoli, e per conseguenza an-
che simili. ‘

Proposizione XV, Teorema,

a8a. Due triangoli ABC, DEF' (fig. 8q. ), che
hanno tutti i lati rispettivamente proporzionali , sono
aneohe equiangoli , e per conseguenzg simi -

Stia. BC: AB :: EF : DF,

\ BC: AC : : EF : FD, ecc,

Al dissotto della EF facciasi in E un angola
GEF =ABC, ed in F un angolo GFE=:BCA. Le
rette EG , FG concorreranno in G (130), e forme-
ranno I’ angolo G=<A ¢158), ed il triangolo EGF
sard equiangelo al triangolo ABC. Paragonando ora
i triangoli simili ABC, EFG si avra (275) BC: AB
:: EF : EG; ma per supposizione sta BG:AB:;EF:DE;

/dunque EG=DE (347). Dalla stessa somiglianza si

ricava anche BC :AC::EF : FG; ma per ipotesi
sta BC:AG::EF :FD; duoque FG=FD. I due
triangoli EGF , DEF sono dunque egmli, avenda
la hase EF eomune e gli altri lati rispettivamente
eguali; ma il triangolo EGF & per costruzione equian-
golo al triangolo ABC, sard quindi equiangolo anche
il triangolo DEF ad ABC, e per conseguenza essi
triangoli saranna simili. o '

281. Scolio 1. Nei due triangoli simili ABC ,
DEF sono eguali quegli angoli, che sono opposti
ai lati proporzionali. . o

a82. Seokio I. Nei triangoli I' eguaglianaa degli

- angoli & uoa conseguenza della proporzionality dei.
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lati, e reeiprocamente , di modo che una sola di
queste condizioni basta per assicurarci della somi-
glianza -dei triangali: non & lo stesso delle figure
contenute da piu di tre. lati, perché in esse seuza
cangiare gli angoli si pud alterare la proporzione
dei lati, o senza alterare i lati si pud cangiare la
grandezza degli angoli : cosicché la proporgionalitd
dei lati non pud essere, nelle figure che b&i‘mo pite
di tre lati, una conseguenza dell’ eguaglianza degli
angoli e viceversa, '

- Proposizione XV 1. Teorema.
283. Due triangoli ABC, DEF ( fig.go.), che

hanno i lati rispettivamente paralleli, sono eqaian-
goli, e per conseguenza simili.

Prolungata la EF a tagliare in H e G i lati del
‘triangolo ABC, per essere EF parallela a BC, anche
il suo prolungamento GH sara parallelo a BC, e
sarh quindi I'angolo AGH=ABC; ma AGH = DEF
(134), dunque I angolo ABC ==DEF. Sara del pari
)’ angolo AHG =—=ACB; ma AHG=DFE; dunque
ACB=DFE, ed i triangoli ABC, DEF sono equi-
angoli e percio simili,

Proppsizione XVIIL Teor‘énza.

284. Due triangoli #ABC , DEF ( fig. 91.), che
hanno i lati rispettivameite perpendicolari sono equi-
angoli , e per conseguenza simili.

Sia il lato ED perpendicolare ad AB, FE per-
peudicolare a BC, e DF perpendicolare ad AC.
Prolungato ciascun lato del triangolo. DEF ad in-
contrare il lato corrispondente del triangolo ABC,
le intersezioni di quei lati si faranno ad angoli retti.
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Cio posto, la somma dei quattro angoli del quadri-
latero BGEK & eguale a .(c{p:attro anggoli rclg , ma
gli angoli EGB, EKB sono retti per costruzione ,
1f' somma dunque dei due angoli rimanenti GBK

(JEKI. sm";‘aI eg}uale a due. retti; ma a dué»reui.é
eguale anche Ja sorhma dei due angoli conseguenti
GEK , GEF; dunque GBK +AGEK§—‘. GEK +%)EF

e tolto &i comune GLK , rimarra I angolo GBK —
GEF =DEF. Nello stesso modo si dimostra che
I angolo BCA ¢ eguale all’ angolo EFD, e che I an-
golo BAC=FDE; dunque i due triangoli ABG

DEF i quali haboo i lati rispettivam’ente‘perpeudi-,
colari sono equiangoli e simili.

285: Scolio. Nel -caso dei lati paralleli i lati
omologln_sono i lati wspettivamente paralleli, ed in
quello dei perpendicolari, lo sono. i perpendicolari.

.Se il triangolo DEF nen fosse posto dentro il
tr:angolq AB(.) , si dimostrerebhe I’ eguaglianza degli‘
angoli rispettivi, supponendo che deutro il triangola
?BC s fossltlz lcostmito un triangolo i di cui lati
ossero paralleli a quelli del triangole da paragonarsi
ad ABC, ed io allora la gdimostrgzione :Eiiadgerébha
nel caso, che si ¢ preso a considerare.

Proposizione XV I1I. ,Tcarer;za.

286. Se dall’ angalo reito A di un triangolo ret-
tangolo BAC (fig. 92.) si abbassa la perpendicolare
AD sopra I ipotenusa BG , .
o1f 'Cifz'scuno dei due triangali parziali BDA4, CDA4
in cui rimane divise il triangolo totale BAC sard
simile al triangolo totale BAC , ed essi triangoli sa-
ranno simili fra di loro ; v

2 ( v :
2 La perpendicolare 4D sari media proporzionale
Jra i due segmenti BD , DC dell’ ipotenusa.



85
3.° Ogni latb AB, 0o AC sard medio proporzionale
JSra UVipotenusa BC ed il segmento adiacente BD, o DC.
- Poiché 1.° i due triaugoli BDA, BAC hanno ['an-
golo comune B, gli angoli BDA, BAC eguali perche
retti, onde il terzo angolo BAD = BCA; dunque
questi triangoli souo simili-(275).
- Si dimostra parimente che il triangolo CDA &
equiangolo e quindi simile al triangolo BAC. Ora
essendo ciascuno dei due triangoli BDA , CDA
equiangolo e simile al triangolo BAG, essi saranno
equiangoli e simili fra di lora. = :
2.° La somiglianza dei triangoli BDA, CDA da
la proporzione BD : AD :: AD : DC, donde si vede
che AD é media proporziosale fra BD e DC.

3.° Dalla somiglianza dei triangoli BDA , BAC si

ha BC:AB::AB:BD, e quella dei triangoli CDA ,
BAC da BC:A_C‘::AC:DC, .

287. Corollgrio. Dalla prima di queste: propor-
tioni si ricava (269) BC X BD = AB, e dalla se-
conda si ottiene BC x DC:—:E: e sommando

—2

BCxBD+BCxDC=AB +4-AC , ossia BC(BD4-DC)

=AB + Aﬁ:.ma BD +DC=BC; dunque BCxBC

—— — 2 — 3
o BC=AB + AC, dunque il quadrato fatto sopra
I’ ipotenusa BC del triangolo rettangolo BAC &
eguale alla somma dei quadrati fatti sopra i due
cateti AB,; AG, come fa dimostrato con principj
da questi differenti nella proposizione XVIL del
secondo libro, ed anche nel Corollario della XXI.
proposizione del libro stesso. ‘

288. Questa ¢ una delle prove incontrastabili
dell’ esattezza dei teoremi di Geometria. In qualun-
que maniera si combinino le veritd geometriche ,
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purché si ragioni giustamente si ottengono sempre
de’ risultamenti. esatti. Non avverrebbe lo stesso se
qualche proposizione fosse falsa, o non fosse vera
che prossimamente , accadrebbe spesse volte che,
per mezzo della combinazione di-diverse proposiziont
fra di loro, I’ errore si accrescerebbe e diverrebbe

grandissimo.
Proposizione X 1X. Teorema.

28q. In gualunque triangolo rettangolo AGB s¢
dall’ ar?g)lo tz:to siqabbassa una perpendicolare sulla
ipotenusa ( Tav. IL fig. 61.); 1.° il qtfadrato.dell i-
potenusa sta al quadrato di uno det cateti come
U ipotenusa sta al segmento adiacente al cateto stesso.
2 I quadrati dei due cateti stanno come i segmenti
dell ipotenusa rispetiivamente adiacent: ai cateti stessi.
1.° Poiché essendo MN altezza comune del qua-
drato ABCD, e del rettangolo AMND, si ha ABCD
: AMND :: AB:AM; ma AMND —AGHL (a0g), dun-
que sostituendo sarh anche ABCD:AGHL::AB:AM.
2.° Poiche MN & aliezza comune dei due rettan-
goli AMND, BCNM, si ha AMND:RBCNM:: AM:MB;
ma AMND = AGHL , e BCNM =BEFG ; dunque
AGHL : BEFG:: AM : BM. :

Praposizione XX. Teorema.

ago. Le rette AD, AF, ecc. (fig. 93.) condobte

a piacimento dal vertice A d’ un triangolo ABC ,

dividono la base BC e la retta GH ad essa parallela
in parti proporzionali. '

Igjér eszerg GL parallels a BD, il triangolo AGL

¢ equiangolo.ad ABD, e da la proporzione GL:BD

:: AL : AD ; parimente essendo LM parallela a DF,
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si ha LM:DF::AL:AD, ed a cagione del rapporto

comane AL:AD, sard anche GL:BD::LM:DF. Si

trovera oello stesso modo che sta LM:DF::MH:FC,.

ecc.; dunque la retta GH é divisa nei punti L, M,
ecc. come lo & la base BC nei punti D, F, ecc.

. 2g1. Corollario. Se BC sara divisa in parti
eguali nei punti D, F, ecc., la sua parallela GH,
sara pure divisa in parti tra di loro eguali nei punti
L, M, ecc.

Proposizione XX1. Teorema.

ag2. Se dagli angoli 4, D egﬁah’ dei due trian- -

goli simili BAC , EDF (fig. 94.) si tirano le rette
AG , DH sopra i lati opposti BC, EI", in maniera
che facciano con essi degli angoli rispettivamentc egualli,
quelle rette saranno nello stesso rapporéo che i lati
BC, EF sopra dei quali esse cadono , e li divideranno
in parii proper:zionali.

I triangoli BGA, EHD sono equiangoli fra di loro,
come lo sono anche i triangoli GGA,FHD. I trian-
goli BAC, EDF , che sono simili, per dato del teo-
rema, danno la proporzione BC:EF ::BA:ED;
dai triangoli simili poi BGA, EHD si ottiene
BA:ED::AG:DH; onde BC:EF::AG:DH.

Dal paragone dei triangoli simili BGA, EHD si
ha BG :EH:: AG : DH; ma dai_triangoli simili
CGA, FHD si ha CG:FH::AG:DH, dunque (246)
BG :EH:: GC:HF., :

Proposizione XXII. Teorema.

293. I perimetri 'di due. triangoli simili ABC,
DEF (fig. 94.) stanno fra di loro come i lati omo-
loghi , ed i triangoli stessi stanno come i quadrali
dei lati omologhi. \
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1.° A cagione della spmiglianza dei triangoli ABC;
DEF, si ha AB:DE::BC:EF::CA:FD, e com-
ponendo (273) AB+BC - CA:DE + EF 4+ FD::
AB:DE; ma AB +BC--CA altro non & che il pe-
rimetro del triangolo ABC; e DE +EF 4 FD ¢ il
perimetro del triangolo DEF, dunque i perimetri dei
triangoli simili sono come i lati omologhi.

2° Nei triangoli simili ABC, DEF sia I’ angolo
B=E, e si avra (268)
' ABC : DEF : : AB x BC : DE x EF;
ma a eagione della somiglianza dei triangoli proposti
si ha anche AB:DE ::BC:EF, e moltiplicando
questa proporzione termine per termine per la pro-
porzione identica BC:: EF::BC:EF si avra

~ ABXBC:DEXEF::BC:EF,
dunque anche ABC:DEF::BC : EF . Dunque i
triangoli simili stanno fra di loro come i quadrati
rispettivi di due qualunque de’ loro lati omotoghi.

Proposizione XXI1I. Teorema.

‘294" Due poligoni simili ABCDE, FGHIK
(fig-95.) sono composti di un egual numero di trian-
goli rispettivamente simili e similmente disposti. Vice~
versa. Due poligoni composti di un egual numero di
triangoli rispettivamente simili e similmente disposti,
sono simili. ’ .

Da uno stesso angolo A del poligono ABCDE si
eonducano le diagonali AC, AD, agli altri angoli del
poligono medesimo, e nel poligono FGHIK dall’an-
golo F eguale e corrispondente all’angolo A si con-
ducane l¢ diagonali FH, FI agli altri suoi angoli.

1.° Poiché 1 poligoni sono simili, sara I’ angolo

ABC=¥GH, ed i lati AB; BC saranno propor-
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gionali ai lati FG, GH, cieé AB:BC::FG:GH,
onde i triangoli ABC, FGH sono simili (279), e per
conseguenza sono anche equiangoli; dunque I an-
golo BCA=GHF. Tolti questi angoli rispettivamente
dagli angoli eguali BCD, GHI dei poligoni, gli an-
goli residui ACD, FHI saranno eguali; ma a motivo
della somiglianza dei triangoli ABC; FGH , si ha
AC :FH::BC: GH, e per la somiglianza dei poli-
goni, BC: GH:: CD : HI, dunque (246) AC: FH ::
CD : HI; duoque anche i triangoli ACD, FHI, che
hanno gli angoli ACD, FHI eguali e d intorno ad
essi i lati proporzionali sono simili. Nello stesso
modo si pud dimostrare la somiglianza dei triangoli
susseguenti qualunque sia il pumero "dei- lati dei
poligoni proposti; dunque i poligoni simili sono
composti di un numero eguale di triangoli simili, e
similmente disposti. , o
2 La somigliapza dei triangoli ABC, FGH da
! angolo B=G, I’angolo BCA = GHF. La somi-
glianza dei triangoli ACD, FHI da I angolo ACD=
FHI; sard anche sommando BCA 4 ACD = GHF +
FHI , cioé I’ angolo BCD = GHL Di pid per la so-
miglianaa dei rvispettivi triangoli si ha la serie di
“proporzioni AB:FG::BC:GH:: CD:HI; ecc. Dun-
qué i due poligoni avendo rispettivamente gli an-
goli eguali, ed i lati intorno ad essi proporzionali,
sono simili. , :

Proposizione XX1V. Teorema.

295. I perimetri dei poligoni simili ABCDE,
FGHIK (fig. 95.) sono come i loro lati ofmologhi,
ed i poligoni medesimi come i quadrati degli stessi
lati omologhi. -

1.° Poiché per la natura delle figure simili sta

9 ) | 3
AB:FG::BC:GH::CD:HI::DE:IK::EA:KF,;
stara anche (293) T o
AB-+BC+-CD +DE--EA : FG4-GH+HI+ IK4-KF
::AB:FG; ma il primo termine di questa propor:
vione non & altre che il perimetro del poligono
ABCDE, ed.il secondo termine & il perimetro del
poligono FGHIK ; dunque i perimetri dei poligoni
simili stanno come i lati omologhi AB; FG.

“2.° Poich¢ i triangoli ABC, FGH sono simili, si

ha (293) ABC : FGH :: Eﬁ: ﬁﬁ‘, e per la somiglianza
dei triangoli ACD, FHI, 'si ottiene ACD:FHI::

K_G‘ : ﬁ’i’;ﬂunque a motivo del rapporto, comune
E_ . FH , starh ABC:FGH : : ACD : FHL

Con vh simile ragionamento si proverebbe clie
ACD : FHI:: ADE : FIK , e tosl di seguito, se vi
fosse un maggior numero di triangoli; dunque pa-
ragonando questi rapporti eguali si avra '

AﬁC :FGH:: ACD : FHI :: ADE : FIK, onde (273)
ABC+ACD+ADE : FGH+FHI+FIK :: ABC : FGH,
cioé ABCDE:FGHIK :: ABC : FGH; ma (293)

ABC : FGH : : AB : I"’_G‘; dunque stara anche
ABCDE : FGHIK : : AB : FG .

295. Corollario. Tre figure simili costraite.
sopta lati omologhi, i quali fossero eguali ai tre lati
d’ un triangolo rettangolo saranno tali, che la figura
fatta sul lato maggiore sard eguale alla somma delle
figure fatte sugli altri due lati. Poiché queste figure
s0no Sroporzionali ai quadrati dei loro lati omolo-
ghi. Ora il quadrato dell’ ipotenusa & eguale alla
somma dei quadrati degli altri due cateti; dunque
la figura fatta sul lato maggiore & eguale alla somma
di quelle simili fatte sopra gli altri due lati.
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Proposizione XXV. Problema. :

2g7. Sopra una data retta FG (fig. 95.) descri-
vere un poligono simile e similmente posto al polis
gono ABCDE. : o
Mediante le  diagonali AC, AD tirate da und
stesso angolo ‘A si decomponga il dato poligono nei
triangoli ABC,ACD, ADE, ed in altri se il numero
dei lati fosse maggiore, alla estremila F della retta
data FG si faccia I'angolo GFH=BAC, ed all’altra
estremitd G si formi I angolo FGH=B8; anche il
terzo angolo GHF del triangolo FGH sara eguale
al tergo angolo BCA del triangolo ABC. All' estre-
mita H della FH si faccia I’ angolo FHI=—=ACD, ed
all’ altra estremita si formi 1’ angolo HFI = CAD.
All estremita I della FI si faccia I'angolo FIK=ADE,
e finalmente in F si faccia I’ angolo KFI=EAD.
1l poligono FGHIK cosi costrutto sopra la data
yetta FG sarh simile al proposto poligono ABCDE.
Di falto questi poligoni per costruzione riescono
equiangoli. Per essere poi il triangolo ABC equian-
golo.ad FGH sta AB:FG::BC:GH, come pure
BC:GH::AC:FH; e per la somiglianza dei trian-
goli ACD, FHI si ha AC:FH::CD: HI, dunque

stara anche BC: GH : : CD : HI; e cosi degli altri; -

duaque il poligono FGHIK per essere equiangolo al
poligono ABCDE, e per avere i lati intorno agli
angoli eguali rispettivamente proporzionali a quelli
del poligono ABCDE, ¢ ad esso simile.

Proposizione XXV1. Teorema.
2g8. Se quattro linee sono proporsionali i reéti-

linei simili e similmente descritti sopra alle prime
due saranno proporzionali ai rettilinei simili. fra di

02
lore e similmente descritti sopra le altre due rette -
e viceversa, se quattro rettilinel simili a due a due
lee :.sjlz'pzllmente Posi -sqr.-anno'in proporzione , ancora
e ;Z;e:a;)pm le quali sono descritti saranno * pro-

Sopra le rette AB, FG (fig. i itti
~ Sop . g- 95.) sieno  descritt

i due pentagoni ABCDE, FGHIK simili ee:icr:mlil-'l

mente posti, che per brevita chiameremo P . p:

e sopra le due rette EF, LK ( fig. 96.) sieno7c’:):
struiti i dae quadrati CDFE, GHKL, che nomine-
remo Q, 4. Essendo simili per -costruzione i dae
pentagoni, essi staranno come i quadrati dei rispet-
tivi loro lati omologhi, onde P:p:: AB :FG, o

‘ ’
per la somiglianza dei quadrati, stara rq::EF LK
ma si ha per supposizione AB': FG::QEIZ':'LK,.~ dun.
gue molhrhcandopquesta proporzione per un’altra ad

essa egua e’__tfrT_].n.e per termine, sard anche (251)
AB:FG::EF: LI}) , € per conseguenza (246)

o ) tp o t q.

Viceversa se starh P :p::Q?q; siccome (295)
.P &_:A.EzFEJ’ e_? 1 q :: EF :ITI.(R, sara an-
che AB : FG ::EF‘: LK, & quindi AB:FG::EF :LK.
aell 299. Corollario. Per essere (a11) il quadrato
de a_diagonale AC (fig. 62.) del quadrato ABCD
_o]zpl_o_zdel quadrato fatto sopra il lato AB, si ha
A‘i :]Al‘ii.::nr I, per lo che AC:AB::/a: 1. Dun-
201 8;10 ll:tg:nale d’un qqadrato é in_c‘om;rngnsurabile

Proposizione XXVl Problema.

3 3 . "y - . .
oo. Date due figure simili , costruire una figura

il ,
;Z%ﬂé ;; r:lz‘fz .cssc ed eguale alla loro somma o alla toro
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Sieno M, ed N i due lati omologhi delle figure
proposte; si cerchi un quadrato eguale alla somma,
o alla differenza dei quadrati fatti sopra M ed N
(212 e 213), e sia Z il lato di questo quadrato;
sara 7 nella figura cercata il lato omologo ad Me N
rispettivamente . nelle figure date. .Si costruira in
seguito (297), sopra Z una figura simile alle date,
che sara eguale alla loro somma, o alla loro dif-
ferenza.. )

Poiché le figure simili stanno fra di loro come i .
quadrati dei lati omologhi, ed il quaarato, formato

sopra la retta Z & eguale alla somma o alla diffe-
renza dei quadrati fatti sopra i lati omologhi M ed
N; dunque la figura fatta sopra il lato Z & eguale
alla somma o alla differenza delle figure simili fatte

sui lati M, ed N,
Prapesizione XXV IIL. Problema.

3ot. Trovare la somma , la differenza, e il
rapporto di due figure rettilinee qualunque date
EPGH, ABC ( fig. g7.).

Sopra la AC si descrivana due parallelogrammi
rettangali ACMN (200), ACLK (199), rispettivameate
eguali alle figure EPGH , ABC date, da una stessa
parte della AC, se si domanda la differenza , e da
parti opposte, se si vuole avere la somma. Nel pri-
mo caso KLMN =—ACMN—ACLK =EPGH —ABG
sara la differenza, e nel secondo caso KLMN ==
ACMN4-ACLK=EPGH + ABC sary la loro somma,

Inoltre, per avere i rettangoli ACMN, ACLK la
stessa base AC staranno come Je loro altezze, onde
ACMN ; ACLK : : AN : AK, ossia EPGH :ABC ::
AN : AK ; onde il rapporto delle due figure date &
quello di AN: AK, :

Propésizionc XXIX. Problema.

*302.. Trovare una quarta proporzionale alle tre
rette date AB, BC, AD (fig. 98.). :
Si tirino due indefiuite AZ, AY sotto qualunque
angolo A, e sopra la AZ, Paﬂ‘eudo dal punto A,
si prenda AF=AB, indi FG=BC, e sopra la AY
si prenda AK=AD; tirata la FK, si guidi dal
punto G la GH parallelamente ad FK, la retta KH
sard la quarta proporzionale richiesta, Poiché essendo
FK paraltela a GH si ha (25g) AF :FG:: AK:KH,
e sostituenda AB : BC :: AD ; KH. '

Proposisione XXX. Problema.

303. Trovare una terza proporzionale alle due
retic dale 4B, BC (fig. 99.).

Sopra le ‘indefinite AZ, AY, congiunte ad angola
qualungue A, si prenda AD=AB; DF —=BC, ed
AG =BC; condotta la PG, e guidata la FK ad
essa parallela, si avrd (259) AD:DF:: AG:GK,
ossia AB:BC::BC:GK; dunque GK ¢ terza pro-
porzianale alle due rette AB , BC.

* Proposizione XXXI. Proélemg.

3o4. Tugliare una retta AB ( fig. 100. ) nei
punti P, Q nella stessa proporzione , nella quale &
divisa la AC nei punti M, N,

_ Congiunte le rette date ad angole qualunque A,
st guidi la BC agli estremi punti B, C; e dai punti
M, N si tirino le MP, NQ parallele alla BC, e si
avranno le seguenti proporzioni (25g) AP:PQ::
AM:MN; AQ:QB::AN:NC; PQ:QB::MN:NG;
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AP:PB:: AM:MC, dunque la AB ¢ divisa nei punti
P e Q nella medesima proporziose in cui € di-
visa Ja AC nei punti M ed N. _ '

305, Corollaria. Se AM sard una. parte aliquota
di AC, per esempio la sua terza parte, anche la
AP sara la terza parte di AB. Da qui si ricava Ia
maniera dt-prendere una qualunque parte aliquota
di una retta data. Se poi la AC nei punti M ed N
fosse stata divisa in parti fra di loro eguali, anche
la AB risulterebbe divisa in parli pure fra di loro
eguali; donde si ricava la maniera di formare sopra
nna data retta una scaly divisa in un pumero qua-
Junque di parti eguali, ‘

Proposizione XXX]I, Teorema,

80G. I massima retiangolo EFGH (fig. 101.), che s
ossa inscriveré in un triangolo dato (@) ABC & quello la di
cui altesza DI & eguale alla meta dell altezza CI del trian-
golo dato. : :
" Nei triangoli- simili ABC , HGC formanda la perpendicolare
€D colle hasi AB, HG degli angoli rispettivamente eguali, per-
che retti, stara (292) AB: CD :: HG :ClI; ma HG:Cl:: HG X
PL: CIL X DI (250} dunque HG X DI:CIXDI;: AB : CD; ossia
EFGH :Clx DI:: AB:CD, quei rettangoli ciaé sono nelly
ragione costante di AB:CD, donde si vede che il rettangolo
EFGH sard massimo quando CLXDI sard pure nn massimo; ma
€1 x DI & massimo (224) quando CI==DI, dunque il massima
rettangolo, che possa inscriversi in un dato triangolo & quella
la di cui altezza ¢ eguale alla metd di quella del data triangolo,

Proposiziane XXXIII. Feorema.

507. Di tutsi i triangoli ABC, ABD (fig. 102.}, che
hanno la medesima base AB, e la somma degli altri lati eguale,

il massima & quelly ABC i di cui lati AC , BC sono eguali,

(@) Una figura diccsi inscritta in un’altra, quando cen tutti i suol an:
goli tocea i lati della tigura che la coniene. ’

Sia CH ;;sfpendicolare ad AB, ¢ DF paralelta ad AB, che
tagli in E la CH. Condotte le rette AE, LE saranno eguali
gh angoli AEF, BED, poich¢ a motivo delle parallele AB, D
essi sonp egunali rispettivamente agli angoli EAB, EBA (132),
i quali sono eguali fra di loro (118); dunque la somma (178)
AE 4-EB < AD DB AC 4 BC, ad essa eguale per suppo-
sizioue , cosicché il triangolo AEB, & rinchiuso in ABC. ed &
di questo minore; ma ABD = AEB, perch® sulla stessa base
AB, e fra le medesime parallle AB, FD; dunque deve
essere anch’ esso minore di ABC. ’

{

: “Proposizione XXXIV'. Teorema.

308, Di cutte le figure rettilinee date contenute dal me~
desimo perimetro e dallo stesso nuwmero di lati la massima é
ABCDE (fig. 103), i lai della quale sono fra di loro
tutti eguali. . ~ )

Poiché se ABCDE @ il piti gran poligone possibile, il trian-
golo CDE, deve essere maggiore di qualunque altro triangolo CFE
fatto sopra la medesima base CE, e collo stesso. perimetro; ma
il massimo triangolo , quando-la base, e la somma dei lati &
la stessa, @ appunto quello i di cui lali sono eguali (307) 5
danque CD==DE ; si dimostrera-del pari che DE deve esswre
eguale ad. AE, onde ecc.
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LIBRO 1V,

PEL CIRCOLO, E DPELLA MISURA DEGLI ANGOLT.

Definizion.

309. L Si chiama segante o secante del circolo
qualunque retta, che taglia la di lui circonferenza,
e che in parte ¢ al di fuori del circolo stesso. La
segante prolungata , se occorre, taglia sempre la
circonferenza in due punti. La retta AB (fig. 104.)
¢ segante del circolo GFEG.

31o. IL Dicesi tangente ¢ toccante di un circolo
qualunque retta MN (fig. 104.), che tocca la circon-
ferenza in un sol pusto G, e che prolungata eo-
munque non pud segarla.

Il punto G comune alla circonferenza ed alla
retta dicesi punto di contatto , e I’ angolo mistilineo
NGIE o MGF formato dalla tangente e dall’ arco
corrispondente chiamasi angolo del contatto.

31 1. 1L Due circonferenze AGBA, DGFD {fig. 105.)
sono tangenti I'una dell’altra allorché si toccano in
un sol punto G, o cid che ¢ lo stesso, allorcheé la
retta MN cle & tangente di uno dei due circoli nel
puunto G ¢ tangente anche all’ altro nsl medesimo
punto.
312. IV. Due circoli DGFED, DHFMD (fig. 106.)
si segano quando cadono reciprocamente parte al
di dentro e parte al di fuori I’ uno dell altro.

313. V. 1 circoli MNPM , FEGF (fig. 106.) che
hanno ceutro comune O, si chiamana circoli con-
centrici, ed i circoli DGFED , DHEMD , ehe banng
centri diversi G, O si dicono cirgoli eccentrici,

Tom. 11, 7
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X 314. VL L’ angolo ABC ( fig. 107.), c¢he ha il
suo vertice B alla -eirconferenza,ge che & formato
da due corde AB e CB dicesi inscritfo nel segmenta
ABCA. Lo stesso angolo si dice che {nsiste sopra I'arco
circolare opposto ADC abbracciato da’suoj lati.
315. VIL Segmenti simili sono quelli, i quali
sono capaci da contenere angoli eguali, formati da
rette tirate da qualunque punto dell’ arco circolare
alle estremita della rispettiva sottesa. Sono simili
poi due archi di cerchio e due settori quando cor-
risponidono ad angoli al centro eguali.
~ 316 VIL Linea inscritta nel circolo & qualun-
que retta o corda AB (fig. 107.), le di cui estremiti
A, B sono alla circonferenza. ‘ ‘ ;
317 IX. La perpendicolare DE al diametro AB
(fig. 108.), che da un“punto qnalunque D del dia-
metro stesso, va alla Egéo:1ferenza dicesi,.ordinata
del circolo rispetto al diametro AB; e le parti AD),
DB del diametro stesso sono le ascisse corrispondenti‘
a_]l’ ordinata DE, . ‘ o

Proposizione I. Tegrema.

318 F circoli ABDA, FGHF (fig. 109.) descritti
con raggi eguali CA , OF sono eguaii, ¢ viceversa
i circoli cguali ABDA , FGHF sono descritti con
raggi CA, OF eguali. o
Si intenda sovrappasto il circolo FGHF al circolo
ABDA di maniera che il gentro Q sia in C, ed il
raggio OF sia sul raggio CA, essendo i punto F
sul punto A, anche tutti gh aliri punti della peri-
feria del circolo FGHF doyranno trovarsi sulla peri-
feria_del circolo ABDA, altrimenti se non vi cades-
sera, cadrebbero o dentro o fuori di essa, donde
ne nascerchbe 1" assurdo che i raggi di ‘u‘no stessq
circolo sarebbero disugnali , onde ecc,



Sc poi i due sircoli saranno eguali, essi dovraunno
combaciare esattamente (84), e quindi i loro raggi
si confonderanno, e saranno percio eguali,

Proposizione II. Teorema,

319. Qualunque diametro AB ( fig. 108.) divide
il circolo e la circonferenza AHBFA in due parti
eguali. »

Si supponga che il segmento inferiore AFBA si
ponga sopra il superiore AHBA cooservando la base
comune AB, sara necessario che 1’ arco circolare
AFB cada esattamente sull’ arco AHB, altrimenti vi
sarebbero nell’ uno o nell’ altro arco det puoti dis-
ugualmente distanti dal centro, cio che ¢ contrario
alla definizione del cerchio (49).

Pro}’)o.sizione IIT. Teorema,

320. Una retta qualunque GK (fig. 108.) non
puod incontrare una circonferenza in piu di due
punti G, K.

" Poiché, se la incontrasse in pit di due punti,
tutti quei punti sarebbero’ egualmente distanti dal
centro C (49); vi sarebbero dunque piu di due li-

nee eguali condotte da uno stesso punte C sopra’

una medesima retta GK, cid che & impossibile (106),
- Proposizione IV Tearema.

3a1. Nellg stesso circolo AHBK A4 (fig. 110.) ,
o in circoli eguali AHBKA, EGFNE gli archi egaali
AMD , EIG sottendona corde eguali AD, EG,
£ reciprocamenle a corde eguali A, EG, corrispot.

dono archi eguali AMD , EIG,
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Essendo il diametro AB eguale al diametro EF
(319) il semicircolo AHBA potra essere applicalo
esattamente sopra il semicircolo EGFE , e la semi-
circonferenza AHB si adatterd esattamente sopra la
semicirconferenga EGF. Ma per supposizione I’ arco
AMD ¢ eguale all’ arco EIG, dunque se il puuto
A cade in E, anche il punto D cadrd in G, e la
corda AD si confonderd colla corda EG e per con-
seguenza le sard eguale.

Se poi sara la corda. AD = EG , tirati i raggi
CD, OG, i due triangoli ACD, EOG saranno fra
di loro equilateri, e per conseguenza auche eguali,
ounde sara 1'angolo ACD=EOG. Pouendo ora il
semicircola AHBA sopra il suo eguale EGFE di ma-
niera che il punto A cada in E, per esscre I"angolo
ACD =LEGG il raggio CD cadra sul rvaggio OG, ed
il punto D nel puuto G, e I'arco AMD coincidera
coll arco ElG , e sard ad esso eguale.

Proposizione V. Tegrema.

322. Nel medesimo circolo 4HBKA (fig. 110),
o in circoli eguali U arco AMH maggiore di AMD
sottende da una corda AH maggiore di AP, e re-
ciprocamente. ’
Condotti i raggi CD, CH. 1l triangolo ACH ha
i lati AC, CH eguali a quelli AG, CD del triangolo
ACD; ma l’angolo ACI del primo triavgolo, com-
preso da quel lati, & maggiore dell'angolo ACD;
dpnque (97) anche A >AD; dunque la corda AH,
«che & sottesa dall'arco maggiore AMH & maggiore deily
corda AD, che & sottesa dull' arco minore AMD,
Se poi sarh AH>AD, anche I’ angolo ACH sary
maggiore di ACD, e percid I' arco AMH > AMD.
323. Scofio. Questa proposizione ¢ sempre yera
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guando gli archi che si considerano sono minori
della semicirconferenza; quando essi sono maggiori
accade tutto il coatrario, in tal caso aumentando
Y arco, diminuisce la corda e reciprocamente. Cosi
essendo 1" arco AKBD > AKBH la corda AD del
primo ¢ minore della corda AH del secondo. -

Proposizione ¥°I. Teorema.

3a4. In qualunque circolo ABDEA (fig. 111.)
se la retta CE, che passa‘pel centro C & perpendi-
coldre alla corda AD, divideri questa corda e I’ arco
AED ad essa sottoposto per metd; se poi la corda AD
sard divisa per meti dalla retta CE, che passa pel
centro , essa sar@ divisa ad angoli retti, e I arco
AED suri diviso per meta in E. J

Condotti i raggt CA, GD; e le corde AE, DL,
per essere CA=CD, il punto G della perpendico-
lare CE ¢ egualmente lontano dai punti A, D,
anche tutti gli altri punti della perpendicolare CE
godranno della medesima proprietd , sara quin-
di AF =FD, cioé la AD, divisa dalla perpendicolare
CE per meta in F, e la corda AE=DE, e per
conseguenza anche I'arco AGE (321) sara eguale
all’ arco DHE, onde I' arco AED sard diviso dalla
CE per mezzo. - )

Se poi sarhd AF=FD, la retta CE avrh i due
punti F, G egualmente lontani da A e da D, dun-
que sard perpendicolare ad AD (tog); di piu sard
AE=DE, e quindi anche I’ arco AGE=DHE.

Nello stesso modo si proverebbe, che se la retta
CE che passa pel centro divide per meta I’arco
AED, questa retta ¢ perpendicolare alla corda AD,
e la divide per meta. \
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Pfoposizione ViI Teoréma‘

325. Se la corda AD (fig. 111.) & divisa in F
per meta dalla perpendicolare EB, questa linea pas-
sera pel centro C.

In fatti essendo il punto F della perpendicolare
EB egualmente distante dai punti A, D, anche tutti
gli altri suoi punti devono avere la medesima pro-
Brieté; dunque siccome C & equidistante da A e
D, la perpendicolare EB deve passare per questo
punto (107). o

326. Scolio. 1l centro C, la meth F della corda
AD, e la meta E dell’ arco AED che la sottende,
sono tre punti situati sopra la medesima linea retta
perpeundicolare alla .corda. Ma per determinare la
posizione d’ una linea retta bastano due punti; dun-
que ogni linea, che passa per due dei punti nomi-
nati, passera necessariameunte anche per il terzo, ¢
sara perpendicolare alla corda.

3279. Corollario 1. Per dividere in due parti
eguali un arco qualunque di circonferenza AED,
bastera congiungere i suoi estremi mediante la corda
AD, ed alla meta della stessa innalzare la perpen-
dicolare FE. '

328. Corollario 11. Per trovare il centro di un
circolo ADGFLA o di un segmento. di circolo DALD
(fig. 112.) si tirino due corde qualunque DA, AL
e sopra le rispettive meta si innalzino le perpen—
dicolari BF, EG, il punto € di loro intersezione
sara il centro ricercato! poiché appartenendo egli
alla perpendicolare BF & equidistante da’ punti A,
D, ed appartenendo anche alla perpendicolare EG
¢ equidistante da A e da L; dunque essendo G
I’ unico punto, che appartiene nello stesso tempo
ad awmbedue le perpendicolari BF, EG, ed essendo
CA=CD=CL, egli sara il centro richiesto.
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3a9. Corolldrio M. Per far passare una circon-
ferenza di circolo per tre punti dati D, A, L, che
non sieno in linea retta, congiunti questi pudti me-
diante le rette DA, AL, e divise queste rette rispet-
tivamente per metad dalle perpendicolari BF, EG
dal punto C di loro intersezione come centro e con
raggio CA, la circonferenza cosi descritta passera
pei tre punti dati D, A, L: poiché  CA=CD=CL:
330. Scolio I T tre punti D, A, L non possond
mai essere in linea retta, peiché se si potesse far
passare una circonferenza di cerchio per tre punti
in linea retta, da uno stesso punto C si potrebbero
condurre sopra una medesima retta due perpendi-
colari CB, CE, cid che & impossibile (106).

331. Scolio II. Siccome tre punti D, A, L
bastano per determinare la posizione di ud cerchio
ADGFLA, bisogna conclndere, che per tre punti dati
non si pud far passare che uua sola circonferenza;
onde ¢ impossibile che due circonferenze di cerchio
si seghino in pit di due punti, perché se si taglias-
sero in tre puuti, esse si conlonderebbero, e non
formerebbero che una sola e medesima circouferenza.

Proposizione VI1II. Teorema.

33a. La retta CD (fig. 113.), che congiunge

i centri C, D di due circonferenze AEBA, AFBA,
che si tagliana é perpendicolare sulla meta della corda
AB, che unisce i punti d’ infersesione delle due cir-
conferenze.. i ‘ S
Poiché la linea AB, che unisce i punti d' inter-
sezione ¢ una corda tomnne ai due circoli AEBA,
AFBA, se sopra la meta della medesima si innalza
una perpendicolare essa d&#e passare per ciascuno
dei due centri C, D (325); ma pet due punti dati

ro4

- C, D non pud passare che una sela retta (10);

dunque la lipea retta CD, sara perpendicolare sulla
meta della corda comune AB,

Proposizione 1X, Teorema.

333. Le corde AB, ED (fig. 114.) equidistanti
dal céentro G sono eguali; viceversa le corde eguali
sono egualmente distanti dal centro. :

Dal centre C sieno condotte le rette CF, CG
rispettivamente perpendicolari alle corde AB, ED;
tirati i raggi CB, CD, i due triangoli rettangoli
CFB, CGD che ne risultano sono eguali (110), es-
sendo per supposizione la perpendicolare CF=CG;
CB=CD petché raggi dello stesso cerchio; dunque
BF=DG; ma AB ¢ doppia di BF, ed ED doppia
di DG, dunque anche AB=—=ED.

Se sard pei AB=ED, sard anche BF=DG, ed
i triangoli rettangoli CFB, CGD saranno eguali (110)
dunque anche CF =CG

Proposizione X. Teorema.

334. Tra le rette AB, DE, HK , ecc. inscritte
nel cerchio (fig. 115.) la massima € il diametro AB
e delle altre e maggiore quella DE, che € piu vicin
al centro C. ‘ :

Dal centro C .condofte le perpendicolari CM;
CL sopra le corde DE, HK si prolunghi CM in
sin che sia CI=CL, ¢ pel punto Isi faccia passare
la FG parallela a DE, che sara eguale ad HK (333):
sondotti i raggi CD, CE, CF, CG, nel triangolo
DCE sara (9t) DC4+CE>SDE, ossia AC4CB >DE;
ma AC 4+ CB=AB, dunque AB >DE.

I lati DC, CE del igamgolo DCE, sono eguali ai
lati FC, CG del triangolo FCG, e I' angolo DCE
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i i : i I’ angolo FCG
del primo triangolo & maggiore de golo .
d(eel fecondo triangolo, dunque (g7) anche DESFG
ma FG==HK; dunque DE >HK.

Proposisione XI. Teorema.

5. La perpendicolare AB ( fig. 116.) coﬂdo‘{l?
all esi:j‘:mitg % 5él mig;gio CD é toccante della cir-
erenza nel punto D. .
cOIIL)/g;ﬁhé qualulleque obliqua _CG_,VCEL ecc., chg gai
centro C si conduce sopra la AB K magglc:ire ABe‘
raggio CD, il quale’ 'é. perpendmolarg\ ? dei
dimque ciascuno dei puati, G, H, ecc. & uori del
circolo EDKE; dunque la retta AB ha comune’'c 2

circonferenza il solo punto D; e per conseguenza

& toccante in questo punto.
Proposizione XII. Teorema.

336. Se dal centro C del circolo EDKE i con-
duce al punto di contaito D il raggio CD,t( CSJSDO
sara perpendicolare alla toccante AB nel pun d) m;

Poiché tatte le altre linee CH, GG, ecc. con ot g
dallo stesso punto C sopra la AB dgvog? us;uil
dal circolo per arrivare sopra Ia_ AB; u::xlqu !
raggio CD & la retta piu breve di tutte, unqu

esso ¢ perpendicolare alla AB (104).
Proposizione XIII. Teorema,

337. Se dal punto di contatto D si mnajzerg.
alla toccante AB una perpendicolare essa dovi
passare pel centro C del circolo EDKE. s

Poiché se non passasse. pel centro G, ma.lpas's e
invece per un altro punto F, condotto 1l ragg

~sola retta CD, che unisce i centri
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CD, esso piire farebbe angolo retto colla AB (336),
e gli angoli retti ADC, ADF sarebbero eguali, onde
la parte ADC riuscirebbe eguale al tatto ADF | c¢ig
che ¢ impossibile; dunque la perpeundicolare DC alla
toccante, AB innalzata dal punto di contatto D,
Passa pel centro C.
~ 338. Srolio. Da un purto qaalunque D préso
sopra la circonferenza del cerchio EDKE, non si pud
condurre che una sola toccante AB; poiché se
si potess¢ condurne un’altra da questa diversa ;
essa non potrebbe essere perpendicolare al raggio
CD, dunque per rapporto a questa nuova toccante
il raggio GD sarebbe un’ obbliqua, ¢ la perpendico-
lare abbassata dal centro sopra quella lodcaute sa-
rebbe minore di GD; dinque quella immaginata
toccante entrerebbe dentro il cirdolo e sarebbe in-
vece una segante (30g). , »
339. Corollario. Ounde tirare tuna toccante ad
tn circolo EDKE in un puato qualunque D, si con-
giungerd il punto dato D col centro del circolo
ed alla estremita D del raggio CD si iunalzera la
perpendicolare AB, che sara la toccante richiesta (335).

'Prop‘osizione X1V, Teorema.

340: La retta CD (fig. 119.), che congiunge i
centri C, D di due circoli ABFA, FGHF, che si
toccano in F al di dentro o al di fuori, passa pel
punto di contatto. - .

Poiché condotta TV toccante comune in F ai
due circoli ABFA , FGHF , essa riesce perpendicolare
ai raggi CF, DF condotti al punto di contatto F
dei due cerchi, dunque questi raggi formano una

e i %, D, e passa ne-
cessariamente pel punto di coutatto F.
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Proposizione XV. Teorema. :

341. Due rette parallele AB DE;.AB, Fiy
FG, KH (fig. 118.) intercettano sulla circonferenza
degli archi eguall. .

Possono accadere tre diversi casi.

12 Se le parallele sono due seganti come AB,
DE, si conduca il raggio CM perpendicolare alla
corda QS , che sard nello stesso tempo. pefpeudx—
colare anche alla sua paralleli PR, e lVlde\I‘H tanto
I’ arco QMS, quanto I arco PMR per meta 1n M
(324) ; sard dunque I’ arco QM=5M;, e I arco
PM —=RM, e sottraendo wsara I’ arco QM ——PM =
SM —RM, cio¢ QP =SR. , i ‘

2° Se delle due parallele una AB sard segante e
I’ altra FG tangente, condotto il raggio CM al punto
di contatto M esso sara perpendicolare alla tangeute
FG in M (336), ed alla sua parallelg AB in N. ()r:\l
poiché CM ¢ perpendicolarea PR, I arco PMR sara
diviso in M per metd, dunque gh arelil PM,‘.BM,
compresi fra le parallele AB, FG, sono eguali.

3. Se le parallele FG, KH sono ambedue tan-
genti 'una in M, e Paltra in L; condcitm uha
segante AB parallela alla tangente FG, sard paral-
lela anche a KH, e tirato il diametro LM perpen-
dicolare ad AB, lo sarh anche alle parallele FG, I\H‘,
e passera pei punti di contatt_o‘M, L, sard. percio
I arco PM==RM, e I' arco PL=RL, ‘e sommando
PM4-PL =RM 4+ RL, sara ciog I arco MPL=MRL,

ciascuno dei quali & una mezza circonferenza.

Proposizione XVrL Teorema.

*

342. L' angalo ACB (fig. 119.), che ha fl suo
vertice al centro, e che insiste sull’ arco AB, é dop-
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pio di qualsivoglia angolo AEB, ADB, AFRB , che
ha il vertice alla circonferenza e che appoggia sul-
U arco medesimo. '

Condotte pel centro le rette DH, FG

1.° L’ angolo ACB esterno del triangolo BCE ¢
eguale alla somma dei due interni opposti CEB,
CBE (153); ma gli angoli CEB, CBE sono fra di
loro eguali perche il triangolo BCE ¢ isoscele; dun<
que V' angolo ACB & doppiv dell’ angolo AEB —CEB.

2.° L'angolo ACH esterno del triangolo isoscele
ACD ¢ doppio dell’ angolo ADC; parimente I’ angolo
BCH & doppio di BDC, sara sommando, anche
I’ angolo ACB doppio dell’ angolo ADB. )
3. L’ angolo GCB & doppio dell’ angolo CFB, e
Y angole GCA & doppio dell’angolo CFA; e to-
gliendo I’ angelo GCA dall’angolo GCB, e dall’ an=
golo CFB, levando I’ angolo CFA, I’ angolo residuo
ACB sara doppio del residuo AFB. ,

343. Corollario. Tutt1 gli angoli, come AEB,

ADB, AFB, ecc. che hanno il vertice alla circon-
ferenza, e clie insistonc sul medesimo arco AB, sono
fra di loro eguali, poiché ciascuno di essi & la
nieta dell’ angolo ACB, che ha il vertice al centro,
e che appoggia sullo stesso arco AB.

Proposizione XVII. Teorema.

344. Nello stesso circolo ADBA (fig. 120.), o in
circoli eguali ADBA, EGFE, gli angoli eguali ACB,
EOF, che hanno il vertice al centro, insistono sopra
archi AB, EF eguali, e reciprocamente , se gl
archi AB, EF sono eguali, gli angoli ACB, EOF
saranno pure eguali. , ’

Si immagini sovrapposto I’ angolo ACB al suo
eguale EQF, di modo che il lato AC copra esatta-
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mente il suo eguale EO, 'ed.il. lato BC i_‘l lato FO,
il punto A si trovera quindi in E,, ed il punto B
in F, e I'arco AB coinciderd coll’arco EF, poi-
ché se i due archi AB, EF non si confondessero,
vi sarebbero o nelluno o nell’altro dei punti disu-

ualmente distanti dal centro, cio che €& impossi-
iile; duaque I’ arco AB ¢ eguale all’ arco I‘}F.'

Se poi sarh I'arco AB=EF, anche I’ angolo
ACB sara eguale all’ angolo EOF, Polcb_é se ques{;
angoli nou saranno eguali, uno sara magglore del-
¥ altro, suppongasi dunque. ACB > EOF, e si pren-
da I" angolo ACG=EOF, per quello, che supe-
riormente abbiamo dimostrato, sara I arco AG:"‘;EF;
ma per ipotesi ¢ I’ arco AB=EF; dunque 1"arco
AG =AB, dunque la parte sarebbe,, eguale al tutto,
cid che ¢& impossibile ; dunque ) angolo ACB é
eguale all' angolo EOF. : o .

345. Corollario. Per essere eg_ua!x gl a_rcln AB,
FF saranno eguali anche 1 settori crrcolar_l ACBA,
EOFE, che sopradi essi appoggiano, poxfzhe con-
dotte le corde AB, EF, esse riescono eguali, e sona
pure eguali i segmenti che sopra di esse appoglgla-
no; poiché essendo compresi .da. archi egualt 1‘?
da corde eguali, sovrapposti cc.n_ncu?ono. .I t'rlaugo_f
ACB, EOF sono fra di loro equilateri e (}\a;ud} eguali;
dunque il settore ACBA , che nsulta"dal unione del
triéugolo ACB e del segmento determinato dalla co.rda
AB sara eguale al settore EOFE composto del tf‘lanu
golo EOF e dal segmento segato dalla corda EF.
' 346. Scolio. La superiore Proposn_zmue"é esten=
sibile anche agli angoli, che ‘lianno il vertice all?
circonferenza , essendo essi rispettivamente la meta
di quelli fatti al centro, e che appoggiano. sullg
slessa arcq,
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- Praoposizione XV III. Teorema.

347. Nello stesso circalo ABK A (fig. 121.), o
in circoli eguali ABKA , DEID ; gli angoli al centro
ACB , DCE stanno come gli archi sqpra i quali
essi insistona. - : ‘

Sieno primieramente i due angoli ACB, DCE
fra di loro commensurabili, e supponiamo che I’ an-
golo O serva loro di comune misura, e che sia
contenuto nell’angolo ACB un numero m di velte,
ed un numero n di volte nell’ angolo DCE , per lo
che stard I’ angolo ACB all’ angolo DCE, come il
namero m di angoli ACF, FCG, ecc. eguali, contenuti
in ACB, al numero n di angoli DCP, PCQ, ecc.
del pari eguali, contenuti in DCE, stara cioé
angolo ACB : angolo DCE ::m : n. Gli angoli ACF,
FGG, ecc.; DCP, PCQ, ecc. essendo tutti eguali fra
di loro, gli archi parziali AF, FG, ecc.; DP, PQ,
ecc. saranno pure fra di loro eguali (344); dunque
¥ arco. intero AB stara all’ arco intero DE, come il nu-
mero m di archetti eguali in esso contenuti al numero
n di archetti pure eguali contenuli in DE, si avra,
cioé arco AB: grco DE::m: n; dunque starh anche

ang, ACB : ang. DCE :: arc, AB: arc. DE. -

Se poi i due angoli ACB, DCE fossero fra di
loro incommensurabili, nello stessa mnodo che si &
ragionato nella proposizione I. del terzo libro ri-
guardo ai parallelogrammi, che hanno le basi in-
commensurabili, si diwmostrerebbe, che essi stanno
nulla di meno come gli archi sapra dei quali
appogguano, ) )

348. Corallario. Gli angoli fatti alla circonfe-
renza nello stesso circolo o in circoli eguali stauna
cawe gli archi sopra dei quali insistono, essendo
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essi rispettivamente la meta di quelli, che sono al
centro, e che appoggiano sullo stesso arco.

349. Scolio 1. Poiché I angolo al centra del

circolo, e I'arco intercetto fra i suoi lati hanno un

tal legame, che quando I'uno aumenta o diminuisce

aumenta o diminuisce anche I’altro nello stesso rap-

porto, cosi si pud prendere una di queste quantit}
per misurare I altra. Volendo valersi degli archi per
misurare gli angoli, ¢ d’uapo osservare nel paragone

degli angoli, che gli archi, che loro servono di mi-

sura devono essere descritti con raggi eguali.
350. Seolio 1. Piv le bbe il riferi
350. Scolio II. Pit naturale sarehbe il riferire

gli angoli da misurarsi ad un altro augolo presa

per unitd di misura, mentre il rapporto in tal caso
sarebbe fra quantita della medesima specie, ma
questa maniera di esprimere gli angoli non sarebbe

la pid camoda per I uso. Se la misura degli angoli.

per mezzo degli archi di cerchio & in qualche modo

indiretta, & perd molto sémplice, e #i- pud anche da.

questa dedurre con facilita Ja misura diretta ed
assoluta di qualsivoglia angolo; poiché se si paragona
I’ arco, che serve di misura ad un dato angolo colla
quarta parte della circonferenza, che ¢ I’arco ab-
Bracciato da un angolo retta, si avra il rapporto
dell’ angolo dato all’angolo retto, che & la sua mi-
sura assoluta, o S

351. Scolia III. * Quanto abbiamo dimostrato
nelle due precedenti proposizipni intorno al rap-
porto degli angoli cogli archi, vale egualmente pel
rapporto dei settori gogli archi; pmché 1 settori
sono eguali quando lo sono gli angoli (345), ed i

generale sono proporziopali agli angoli; dunque. due-

settari presi nel medesimo circolo o in circoli eguali
sono proporzionali agli archi, che loro servono ri-
speltivamente di”base. Si vede da cid che gli arghi
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di circolo, che servono di misura agli angoli, pos-
sono parimente servire di misura ai settorl d’ un
medesimo circolo o di circeli eguali.

352. Divisione della circonferenza. La circon-
ferenza di cerchio si suole dividere cowunemente
in 3Go parti eguali chiamate gradi; il grado poi si
divide in 6o parti eguali dette minuti primi, o sem-
plicemente minuti; il minuto primo in Go minuti
secondi., ecc. Queste 'quantita si sogliono indicare
rispettivamente coi seguenti caratteri °, ', ", ecc.,
messi al luogo degli esponenti, di modo che, I'es-
pressione 35° 18 54" ci indica un angolo di tren-
tacinque gradi, diciotto minuli € cinquantaquatiro
minuti secondi , a per meglio dire un angolo, il
quale co' suoi lati intercetta un arco di circonfe-
renza espresso da qu_el numere di gradi, minuti,
¢ secondi,

Siccome I' angolo retto, che ha il sua vertice al
centro abbraccia fra i suoi lati la quarta parte della
circonferenza , cosi egli sara misurato da an arco
di go® gradi, essendo appunto go° la quarta parte
di tutta la circonferenza espressa da 360°. I, angolo
semiretto sard espresso da 45°. Un angolo che abbia
per misura yn arco maggiore di go° sara ottuso, ed
un angolo la di cui misura sia minare di un arco
di go° gradi sara acuta, :

Proposizione XIX. Teorema,

353. Qualunque angolo ADB (fig. 119.) che
ha il vertice alla circonferenza ed & formato da due
corde AD, BD | ha per misura la metd dell’ arca
AB compreso da suoi lati.

Poiché I’ angolo ACB al centro ha per misura
V' avso AB comproso da suoi lali, ma esso e doppio
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dell'angolo ADB, che appoggia sullo stesso areo(342),
danque I" angolo ADB ayra per misura la meta del-
I arco AB compreso da’ suoi lati. -

Propésiziéne XX. Teorema.

'354.-L' angolo ADB (fig. 123.) che ha il ver-
tice alla circonferenza, ¢ che & formato dalla tangente
AD e dalla corda BD , ha per misura la meta del-
U arco BD determinato dalla corda stessa. R

Poiché condotta dall’ estremita B della corda BD
la BE paralela alla tangente AD, I’ angolo proposto
ADB sara eguale all’ augolo DBE (132), ma I’ an-
golo DBE ha per misura Ia meta dell’arco DE (353),
e I'arco DE=DB (341); dunque I'angolo ADB
avra per misuta la meta dell’ arco DB. .

Proposiziene XXI. Teorema.
355. I’ angolo ADR (fig. 123.), formato alla

cirsonferenza da una corda DB e da una segante AD,
ha per misura la metd dell’ arco BD che sottend: la
corda , pine la ‘meta dell’ arco DF determinato dal pro-
lungamento della’ segante AD. 3 P

. Poiché condotta la BF , T angolo. proposto ADB
esterno al triangolo’ DFB ¢ eguale alla somma dei
due interni opposti (153) DFB, DBF; ma I’ angolo
DPB ha per misura la meta dell’arco DB, e I an-
golo DBF ha per misura la metd dell’ arco D¥F,
~ duoque 1 angolo ADB avrd per misura la meta del-
Y arco DB pit la meta dell” arco DF.

Proposizione XXII Teorema.

356. L’ angolo ADB (Bg. 124.), che ha il
vertice in un punto qualunjue D dentro il cireolo
Tom. 11,
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ha per-misura la metd dell arco AB eompreso dd
suoi lati , -pits la meta delt arco.FG compreso dal
prolungamento de’ lati stessi.. B .
Condotta ta AF, I'angolo ADB proposto, essende -
esterno al triangolo ADF., ¢ eguale alla somma dei
dué interni opposti AFD, FAD; ma I’ angolo AFD
— AFB ¢ misurato dalla meta dell’arco AB, e I'an-

~golo‘FAD:=FAG & misurato dalla metid dell’ arco

FG; dunque I angolo ADB, ha per misura la meth
dell’ arco AB pit la metd dell’ arco FG.

Prc;posiziom XXIII. Teorema. .

*357. L angole ADB (fig. 125.), che ha il ver-
tice in un punto qualunque D fuori del circolo, ha
r misura la metd dell’ arco concavo AB, meno la
meta dell’ arco convesso GF abbracciati da’ suoi lati.
Dal punto F si guidi Ia corda FH paraliela a
DA . e I'angolo BFH sar eguale all’ angolo proposto
ADB ; ma BFH ha per misura la metd dell’arco BH
6 cio che & lo stesso la meta di AB, meno la meta
di AH; ed AH=GF (341); dunque }’angolo ADB =
BFH , avrd per misura la metd dell’ arco concavo
AB, meno la meta dell’ arco convesso GF. )

358. Scolio. La stessa dimostrazione -vale per
far vedere che I'angolo formato ‘da .due tangenti ha
per misura la meta della differenza dei due archi
intercetti dalle tangenti medesime. - '

359. Coroliario 1. Qualunque angolo ABD, AED
(fig. 126.), inscritto nel semicircolo, & retto, poi-
ché ha per misura la meta della semicirconferenza
AFD o la quarta parte della circonferenza ABEDFA;
da qui si pud conchiudere, che i semicircoli sono
segmenti simili, peich¢ somo capaci di .contenere

angoli eguali (315).
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360. Corollario 1. Qualunque angolo (fig. 126.)
ABO inscritto: nel segméato ABOX minore del semi-
circolo 'HBLH, ¢ ottuso /Perché ha per misura la
meta di un arco ADO maggiore della meta della
semicirconferenza HDL. Qualunque angolo poi ADO,
inscritto ig un segmento ADOA maggiore del semi-
circolo HDLH , & acuto, poiché ha per misura la metd
dell’arco- ABO minore della semicirconferenza HBL.

’ Proposiziog_e XX1v., Teoroma.

36t. Due corde AB, FG (fig. 127.) di un cer-
chio , che si tagliano in un punto D, si tajliano in
partt reciprocamente proporzionali , di modo che si

DG : 4D ::DB: FD.

Condotte le-rette AF, BG, si hanvuo i due trian-
goli ADF , BDG che sono simili , poichg gli ahgoli
in D sono.eguali, come opposti al vertice, I’angolo
A=G, perché ciascuno di ‘essi. & misuratq dalla
metd dell’ arco FB su cui appoggia; per la-medesima
ragione I'angolo F =B si avra dunque la prepor-
zione DG : AD :: DB : FD.

363. Corollario 1. Sara anche (a6g9) ADXDB=—=
FDxDG; duaque il rettangolo delle due parti della
corda AB, & eguale al rettangolo delle due parti
dell’ altra corda FG. v '

363. Corollario 11, Se FG diviene un diametro,
ed AB diventa perpendicolare a questo diametro,

¢ essere AD=DB (324), la proporzione superiore
DG :AD::DB:FD, si cangera nella seguente DG : AD
. AD :FD, donde si vede che I’ordinata AD, ¢ me-
dia proporzionale fra le due ascisse di quel diametro.
“ '364. Da qui si ricava la mapiera di trovare la
media proporzionale fra due. date linee FD, DG.
Posta la DG per dritto alla FD sulla composta FG

p)
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come diametro si déscriva la semicirconferenza FAG,
e dal punts D di riuniope si ionalzi I'ordineta AD,
la quale sard media proporzionale tra le due rette
‘date FD , DG. - ‘ '

Siccome poi (269) si ha AD =FD x DG, cosi
se fosse proposto di.formare un quadralo equiva-
lente .ad un rettangolo contenuto dai lati FD, DG,
si determinerebbe la media proporzionale AD fra i
due lati del rettangolo dato, e sopra di essa si
formerebbe un quadrato, che sarebbe il ricercato.

365. Se dal punto A alle estremita del diame-
tro FG si conducono le corde AF, AG,. il trisu-
golo FAG, che pe risultera, sara rettangolo in A (359),
e dara le seguenti proporzioni (286)

. FG:AF :: AF : FD
0 FG:AG::AG:GD
‘donde si vede che qualunque corda AF o AG ¢
media proporzionale fra il diametro FG, ed il seg-
:mento FD o GD ad essa adiacente, determinato
dalla perpendicolare calata dall’estremita-della corda
sul diametro medesimo.

Un’ altra maniera di trovage una media propor-
'zionale fra due rette date FG, FD si & quella di
prendere sopra la retta maggiore FG la “parte FD
eguale alla minore, descrivere sulla FG come dia-
_metro un semicircolo , el#vare in D I ordinata
DA, e congiungere finalmente i punti A, F, la retta
AF sard la media proporzionale fra le due rette
date FG, FD. o S

Proposizione XXV'. Téoremq.

. 366. Sé due rette AB, CD (fig. i38.) si segano
‘in un punto qualunque E dentro o fuori del circolo
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ad angolo retto, la somma dei quadrati delle refte JEI,
ED, CE, EB equivale al quadrato del diametro.
~ Dal punto C si tiri la corda CF parallela a BA,
si_guidino le corde AF,BG, e si conducano le rette
AD, FD. Per essere I’ angolo AED retto, sard retio

anche I angolo FCD , e per conseguenza FD sara
un diametro (359), e I'angolo FAD inscritto nel

semicircolo sard retto, e percid FD —AaD +ﬁ;
ma AD —AE + ED , e per essere le corde AF,
BC eguali (321), si ha AF =BC --_::'f-.iis +-lf—:Ba ; dun-
que sommando A—E‘-{- -E-I; -+ Eﬁ-i— El—i; ISTDa +Xf“a
=FD. "+
Proposizione XXV'T. Teorema.

367. Se da wun medesimo punto A (fig. 129.)
preso fuori del circolo DBFED si guidano le seganti
AB , AF , che terminano all’ arco croncavo BF,
queste seganti saranno reciprocamente - proporzionall
alle loro parii esterne , di modo che si avrd '

' AB: AF: : AE : AD. Co

Condotte le rette DF, EB i triangoli ABE,. AFD
sgno simili, poiché hauno I’angolo A comune, e gli
angoli ABE , AFD eguali perche insistono sullo stesso
arco DE, onde stara AB: AF :: AE: AD. ,

.368. Corollario. Sara anche (26g) AB X AD ==
AF X AE, onde il rettangolo di tutta la segante AB
nella sua parte esterna AD & eguale al rettangolo
della.segaate AF nella parte esterna -AE. ~

Proposizione XX¥II. Problema.

i

369. Da un punto dato A (fig. 130.) fuori di
un circola FDEF condurre yna tangents @l ircolo
medesimo. ‘ ‘

ns . : . .

Si congiunga il punto dato A col centro C del
circolo, e si divida la AC per meth in H, dal
unto H come centro, con raggio HA si descriva
I; semicirconferenza ‘ADC, che tagliera in D la cir-
conferenza del circolo dato, si tiri la AD, che sard
la tangente richiesta; poiché condolto il raggio CD,
il triangolo ADC sara rettangolo in D (359), e per
conseguenza CD sara perpendicolsre. sopra AD;
dunque AD sard la tangente ricercata.

' Proporsizione XXV 111. Teorema.

390. Se da uno stesso punto A (fig. 131. ) preso
fuori deb circolo BDTB si conduce una tangente AT,
ed una segante AD, la tangente sard media propor-
zionale fra tutta la segante AD , e la sua parte esterna
AB, di modo che si avra AD : AT : : AT : AB.

Coadotte le rette DT, BT, i triangoli ADT,
ABT, hauno di comune 1 angolo A, e gli angoli
ADT, ATB eguli, perché misurati ‘ambidue dalla
meta del medesimo arco BT, dunque sono simili ,
e danno la proporzione seguente AD : AT :: AT : AB.

371, Corollario 1. ‘Sarh quindi anche AT =
AD x'AB; dunque il quadrato della tangente ATs2
egusle al rettangolo di tutta la secante AD nella
sua parte esterna AB. ' '
" "39a. Corollario 1I. Se dallo stesso punto 4 si
condurrd un’ altra tangente AK allo stesso cerchio

o & ¢ tol e B D v

sara anche :AK“a—..AD x AB; dunque AK = AT ,

e quindi anche AK=AT; duanque 1e tangenti gui-

datelda uno stesso punto ad un dato circolo sono
eguali. »

Da uno stesso punto A mon si possono guidare

al circolo ehe due sole tangenti, poiché condotta la
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KT, due sole sono le linee eguali che dal punto A
si possono condurre sulla KT (106).

. Proposizione XXIX. Teorema.
373. Se il rettangolo ADX AB d una segante AD
( Gg. 131.) nella sua parte esterna AB sara eguale
al quadrato della retta AK, che condotta dallo stesso
unto arriva alla circonferenza del cerchio , questa
retta AK tocchera il cerchio. o
Condotta dal punto A la tangente AT, il di cai
qeadrato 2 pure eguale al rettangolo AD X AB, sara
AK=AT} guidata la retta AC, ed i ragg CK, CT,
i due triangoli AKC, ATC sono eﬂﬂllﬁ(@ﬂ fra di
lore e per conseguenza anche eguali (§8), onde an-
che T angolo CKA & eguale all angolo CTA; ma
T angele CTA & retto (336), duaque sard retto
auche I’ angole CKA, e la AK sara tangente (335).

I".mposizionc' KXX~ Teoreiha.

3n4. In qualungue triangolo ABC { fig. 132.),
se du Zia de;i auggt?e si abbassa una perpendicolare
sul lato epposte; stard sempre il lato AC, sopra il
quale o sul prolungimento del quale cade la perpen-
dicolare BD, alla semma AB +- BC. degli altri due ,
come la differenza AB —BC dei lati stessi, sta alla
differenza o alla somma delle rette AD, DC, se-
condo cke la perpendicolare cade dentro o Sfuori det
triangolo ABC. - ] B(‘

Poiché fatte .centro ia B, con raggio egu_ale a BG
sidescriva il cerchioCFEC, e si proluaghi il lz\it,()..AB
sinché incontri la periferia in E. Civ fatto siavra \362)
AC: AE::AG: AF; ma AE=AB-+BC; AG=AB—BC(;
AF=AD—DF=AD—DC, nel caso che la.-perpendico-
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lare cada dentro il triangolo, ed AF —=AD +- DF =
AD 4 DC se Ia perpendicolare: cade fuori, dunque
nel primo caso sostiluendo si avra AC: AB+ BC.::
AB — BC: AD —DC, e pel secondo AC:AB - BC::
AB—BC:AD + DC. ‘

Prokosizibne XXXI. Problema.
345. Sopra una data retta AB ( fig. 133. ),

descrivere un segmento di cerchio .capace di un angolo
eguale all’ angolo dato O. . :

Colla retta data AB e colla indefinita AH sj faccia
in A Fangolo HAB eguale all’angolo dato O (126),
¢ divisa AB per metd in D; si innalzi DC perpen-
dicolare ad essa, e dal punto A, si tiri AF perpen-
dicolare ad AH; dal punto C in eni queste per-
pendicolari si tagliano con raggio CA si descriva
un cerchio, il quale passera anche per B; poichd
condotta CB essa sard eguale ad AC, essendo que-
ste relte le ipotenuse dei trisngoli rettangoli ADC,
BDC eguali. Essendo poi AH perpendicolare ad AF,
essa sara tangente del circolo AFBA ; e condotta FB
I angolo AFB sard eguale all’ augolo (333, 354)
HAB , egnale cio¢ all’angolo dato O. -

Pmposiz’iene XXXII. Problema.

376. In un dalo cerckio DFGD ( fig. 134. ).
inscrivere una retta DF eguale .ad una retta dala
AB minore del diametro del cerchio. o

Centro in D con intervallo DF eguale alla retta
data AB si descriva I arco- di cerchio MFN, che
seghi in F la circonferenza del circolo dato, con-
dotta la DF, essa per costruzione sarh eguale alla
retta data AB. - . R - .
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Proposisiéhe XXXIII. Problema.

399. Dividere la retta data AB (fig. 135.) in
un punto D tale, che il quadrato della parte mag-
giore BD riesca eguale al rettangolo di tutta la
retta AB nella parte minore AD.. )

Al estremita ‘A della retta data AB si innalzi la
perpendicolare AE eguale alla meta di AB; fatto
centro in E con raggio EA. si_descriva il cireolo
AFGA, si congiunga il punto B col centro E, e si

olanghi la BE sino in G, finalmente si pl"enda

D — BF. Ll

Poiché AB ¢ tangente al circolo nel punto A e
BG ¢ scgante si ha (370) BG:AB:: AB:BF e di-
videndo, BG—AB : AB : : AB—BF : BF, e siccome
per costruzione si ha AB=GF , poich¢ ciascuna di
queste rette & doppia del raggio EA; e BF=BD,
si avrd sostituendo BG—GF : AB:: AB—BD:BD,
cio¢ BF :-AB:: AD: BD ossia BD: AB:: AD: BD,

donde BD = AB x AD. o
398. Scolio. Una retta divisa in quesla maniera
dicesi divisa in media ed estrema ragione.

Proposizione XXXIV. Problema.

379. Costruire un triangolo isoscele ABC
(fig. 136.) in cui ciascun -angolo  alla base - ABC,
ACB sia doppio di quello al vertice BAC .

Presa una retta AB si divida in D in modo che
il quadrato di AD sia eguale al rettangolo ABX 8D
(377). Centro in A con raggio AB, si descriva I'arce
circolare FBCG, nel quale parteado da B si inscriva
una retta BC==AD, e si congiungeno i puuti A,
C; il triangolo ABC cosi formato sard il ricercate.
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Poiché condotta la CD, si faccia passare pei punti
A, C, D una circonferenza di-cerchio (329), la
retta BC le sara tangente, per essere il suo quadra-
to, come quello di AD, eguale al rettangolo della
secante AB nella parte esterna BD, e I’ angolo
BCD=DAC (353, 354); aggiunto di comane I'angolo
DCA, sard tatto I’ angolo BCA=DAC+4-DCA ; ma
BCA=ABC.(118), e BDC=DAC+DCA (1523); dun-
que ABC=BDC, dunque ‘il triangolo CBD ¢ isoscele
(122), dunque BC=DNC; ma BC per costruziene &
eguale ad AD , dunque AD=DC, e quindi isoscele
anche il ‘triangolo ADC, onde -I' angolo esterno
BDC, & doppio dell’ angolo BAC (156), dunque an-
che ciascuao deghi angoli ABC, ACB, sari doppio
dell’ angolo BAC. ‘ .

- Proposizione XXXV, Teorema.

380. Se nel semicircolo AGBA (fig. 137.) si
inscriverd il triangolo rettangolo AGB., e sopra i
cateti AG , GB, come diametri, si descriverannd i
semicircoli AEGA, BNGB, gli spazj circolari AEGH A,
BNGMB saranno equivalenti al triangolo rettangolo
AGB. ' o .

Poiché i semicircoli sono figure simili (339); il
semicircolo descritto sopra I'ipotenusa AB del trian-
golo rettangolo AGB, sard eguale alla somma dei
semicircoli - descritti sopra i cateti AG, BG (a9b)
sarad ciod AGBA —=AEGA-4-BNGB, e togliendo di
comune ‘i segmenti circolari AHGA , BMGB rimarra
il triangolo rettangolo AGB eguale in superficie ai
due spazj circolari AEGHA +-BNGMB. - :

Quegli spazj circolari si dicono le lunule d’ Ippo-
crate, essendo stato Ippocrate da Chio, che scopd
una tale proprieta. o ‘
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Proposizione XXXVI. Problema.

- 381, Formare un rettilineo ABCE (fig. 138.)
simile al rettilineo dato AGFD , ed eguale al retti-
- lineo pure dato R. R

Sopra AG si costruisca il rettangolo AGHK equi-
valente al rettilineo dato AGFD (200), e sopra AK
si formi il rettangolo AKLM=R. Sopra AG si prenda
AB media proporzionale fra AG ed AM (364, 365)
sulla quale si descriva il rettilineo ABCE simile al
rettilineo AGFD (ng7), il quale sard eguale al retti-
limeo dato R. Poiché sta (252) AGHK : AKLM::
AG : AM, ossia AGFD:R::AG:AM; ma AG:AM::

AG :AB (236), dunque AGFD :R:: AG : IB:; i
rettilinei simili AGFD , ABCE stanno come i qua-
drati dei loro lati omologhi, cioé AGFD : ABCL : :

AG :XB, dunque (246) stara anche AGFD :R::
AGFD : ABCD; dunque (248) R=ABCD.

Preposisions XXXV II. Teorcma.
382. Se da due punti A e B (fig. 139.) presi sopra la

circonferenza & un circolo ABCA , si conducono diverse reile
AC, BC; AF , BE, di-modo che si incontrino a due a due
sulla tangente PQ , quelle che si incontreranno nel punto C
di contalio comprenderanno il massimo angolo. - - '

Poich® cadendo la AE fuori del circolo ABCA, essa taglierd
la sua circonferenza in qualche punto Dj; condotta la BD, Ian-
golo BED — BEA , sard minore dell’ angolo esterno BDA ; ma
BDA & cguale ACB (343); dungque ACB > BEA. '
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LIBRO V.

PEI POLIGONI , DELLE FIGURE INSCRITTE E CIRCOSCRITTE
AL CERCHIO, E QELLA RETTIFICAZIONE DELLA CIR-
CONFERENZA, E QUADRATURA DEL CERCHIO.

Definizioni.

- 383. L Si dice simmetrica quel poligono., che
ba i lati opposti eguali e paralleh. Un poligono non
puo quindi essere simmetrico se non ba un numero
pari di lati. Il parallelogrammo ¢ il poligono sim-
metrico di qualtro lati.

384. I1. Poligono regolare & quello, che ¢ nello
stesso tempo equiangolo ed equilatero (46). Vi sono
dei poligoni regolari di Tm]unque numero di lati.
Il triangolo equilatero & il poligono regolare di tre
lati , il quadrato quello di quattro lati. o

385. Il Una figura rettilinea qualunque dicesi
inscritta in un circolp , quande ciascun suo angolo
tocca la circonferenza del circolo stesso, circoscritta
al circolo quando con ciascun lato tocca la di lui
circonferenza. . :
386, IV. Un circolo dicesi inscritto in una figura
rettilinea , quando la sua circonferenza & toccata da
tutti i lati della figura medesima, circoscritto ad
una figura quaado la sua circonferenza ¢ toccata da
tutti gli angoli della figura stessa. ‘

Proposizione 1. Teorema. -

387. Se da ciascun angolo di un poligono sim-
metrico ABDEFG (fig.14o0. ) si conduce la diagonale
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all’ angolo opposto , i triangoli ACB FCE ; ACG,
DCE , ecc., opposti al vertice sono rispettivamente
eguali e simili. 4

Poiché essendo , fer supposizione , il ‘fate AB
eguale e parallelo al lato FE, sara anche (132) Pan-
golo CBA=CFE, e I'angolo CAB=CEF, ed 1
due triangoli ACB, FCE saranno eguali e simili (96);
dunque AC=CE; BC=CF. ‘
~ Essendo, per supposizione , il lato AG eguale e
parallelo a DE , gli angoli CAG, CGA, saranno
rispettivamente eguali agli angoli CED , €DE, ed
i triangoli ACG, DCE saranno eguali e siwili, dun-

ae anche CG = CD; ‘e cosl' degli ‘altri- triangoli

CD, GCF. o :

388. Scolio 1. I punto C nel quale ciascuna
delle . diagonali AE, BF, DG rimane divisa per
meta si chiama il centro del poligono simmmetrico
ABDEFG. - : ' ’
" 38g. Scolio I Onde descrivere un poligono
simmetrico di un dato numero di lati, per esempio
‘di sei, per un punto 'gndotte le rette AE,, BF,
DG, che facciano fra"deMoro degli angoli qualun-
que, si prenda AC=CE; BC=CF; DC=CG, e
si congiungano gli estremi di  qtelle rette mediante
le linee AB, BD, DE, ecc., le rette congiungenti
saranno ‘i lali del poligono simmetrico richiesto.
Poiché i triangoli ACB, FCE, avendo due lati ris-
pettivamente’ eguali , e gli angoli da essi compresi
pure eguali, siccome opposti al vertice, sono eguali
e simili, onde AB & eguale e paraliela’ ad FE;'e
cosl degli altni. '

3go. Corajlario 1. Qualunque diagonale AE coun-
dotta da un angolo ‘A all’ angolo opposto E in un
poligono  simmetrico qualunque , divide il peligono
“miedesimo in due parti ABDE, AGFE eguali e si-
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mili; poiché da' ciascana ' parte della medesima
diagonale vi ¢ un numero eguale di triangoli eguali
e simili (294). :
~ 3gr1. Corollario 1. Qualunqué retta KH, che
passa pel centro C e che termina dall’una e dall’al-
tra parte al perimetro d’ un_poligono simmetrico,
rimane divisa per metd in G, e divide il poligono
in due parti KABDH , KGFEH eguali e simili.
Poiché i triangoli ACK, ECH sono eguali e simili,
avendo essi gli angoli in C eguali, perché opposti
al vertice , gli angoli CAK, CEH eguali (132), ed i
lati AC, CE pure eguali, onde CK=CH. Per le me-
desime ragioni seno eguali e simili anche i triangoli
G(:JK, DCH: ma & stato dimostrato (387), ‘essere il
triangolo ACB=FCE, ed il triangolo BCD=FCG,
sard anche sommando
ACK +ACB 4+BCD+4DCH=ECH4-FCE +-FCG 4~
GCK, ciot KABDH eguale e simile a KGFEH.

’ Prdpmizionc II. Teorema.

392. I poligoni regethri- ABCDE , FGHLM
(fig. _141.) di une stesso numero di lati sono simili.
. Poiché la somma degli angoli ¢ la medesima si
nell’ uno che npell’ altro poligono , ed in questo
caso essendo i poligoni proposti. due pentagoni re-
golari tale somma & di sei angoli retti (165), e I'an-
golo -A sara quindi la quinta parte di questa somma,
come pure 1 angolo ¥ ; dunque I angslo A =F,
lo stesso dicasi degli altri angoli. Siccome poi per
la natura dei poligoni regolari i lati AB, BC, CD,
ecc. sono eguali fra.di loro, come lo sono pure fra
di loro i lasi FG,:6U, HL ,secc. , 1o stesso rap-
porto, che vi & fra il lato AB ed il lato FG, vi
sard anche fra tutti gli altri lati; dpnque i due
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poligoni: proposti ABCDE , FGHLM, henno gli ‘anz
goli eguali. ed i lati .intorno ad essi proporzionali,
dunque sono simili. - - o

393. Corollario. Dunque i perimetri di due
poligoni regolari di un medesimo numero -di lati
stanno come i loro lati omologhi, -ed i poligoni
stessi , comie i quadrati di questi lati (295).

Proposizione {11. Teorema.

394. Un poligono regolare qualunque ABCDEF
‘(fig. 143.) & composto di tanti triangoli isosceli ed
eguali, quantfﬁit numero dei lati del poligono medcsimo.
Mediante le rette AO, BO sieno divisi i due an-
goli contigui A, B, rispettivamente per meta, e dal
punto O d’ intersezione di quelle rette a tutti gli
altri angoli del poligono proposto sieno condotte
rispettivamente le rette OC, OD, OE, OF. Cio
fatto, i triangoli AOF, AOB sono eguali, poiché
hanno di comune il lato AO, il lato AF=AB,
perché lati del medesimo poligono regolare, e I'an-
golo FAO ==BAO per costruzione , dunque il lato
BO =FO, e I' angolo AFO =ABO. Per una-simile
ragione il triango®’ AOB ¢ eguale al triangq] i,
dunque anche I angolo BAO ¢é eguale alP gngolo
BCO, ed il lato CO = AO; ma [ angolo BAO
¢ la meth dell’ angolo BAF del poligono, dumn-
que anche I’ angolo -BEO & la metd dell’ angolo
BCD, onde unche I’ angolo DCO =BCO, ed il
triangolo BCO =DCO, e quindi il fato DO =BO;
ma BO=AO, perché il triangolo AOB ha gli .an-
goli sopra la base AB eguali, esseudo ciascuno di
essi la meta d' un angolo del poligono regolare,
dunque AO=B0=CO=D0=EO0=FO; dunque il

poligono proposto & composto di tanti triangoli iso-

sceli ed cguali, quant’ ¢ il numero de’ suoi lati
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. 395. Scolio 1. Il punto O in cui tutti quei
trisngoli si trovano avere i.rispettivi loro veitici,
si chiama il centro del poligono regolare. .

" 3¢6. Scolio Il Essendo eguali tutti i triangoli
che compongono un poligono regolare, se il poli-
gono sara composto di un numero pari di lati sard
anche simmetriéo. In questa sorta di poligoni rego-
lari avranno luogo tutte f& proprield, che apparten-
gono ai poligoni simmetrici. -

 3g7. Corollario 1. Esseado tutti eguali ed iso-
sceli 1 triangoli AOB, BOC, COD, ecc. di cui &
composto un -poligono regolare qualunque, ne viene
che le perpendicolari OG, OH, ON, ecc. calate
dal wﬂ.ice»ge di ciascan triangolo sulla propria base ,
saramno eguali. La perpendicolare calala dal ceotro
O del poligono regolare sopra uno dei lati del
poligono stesso si chiama apotema. :

398. Corollario Il Essendo fra di loro eguali
le rette OA, OB, OC, OD, ecc. fatto centro iu O
con intervallo OA descritto un circolo egli passera
per tutti i panti A, B, C, D, ecc., del poligono re.
golare , e sara quindi ad esso circoscritto (386).
" 'Per essere poi tatte eguali fra di loro le perpen-
displa#.0G, OH, ON, ecc. fatt8fcentro in O con
rhgpi@ OG, il circolo cosi descritto passerd per
tolti i puoti G, H, N, ecc., e sar2 quindi inscritto
nel dato poligono regolare. Il punto O centro del
ligono regolare, & ancheitentro comune dei circoli
inscritto g circoscritto al poligono medesimo.

i 3gg. -Scolf I Ad un poligono regolare qua-
lanque si pud sempre circoscrivere un circolo, ed
ingcrivervene un altro; ed un poligono regolare
y{;iquiudi essere inscritto e -circoscritto ad un

1FC010. ;

& o
Per circoscrivere ad un dato poligono regolare
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di un numero qualunque d&i lati, un eerchio, si di?
videranno per meth -due qualunque de’ suoi argoli
contigni , per esempio, A e B, mediante le rette
AO, BO; indi fatto centro nel punto O di loro

intersezione con intervallo AO, il circolo cosi de- -

scritto sard circoscitto al dato poligono.

Per inscrivere poi un circolo in un dato poligono,

regolare qualpaque, dal punto O in cui si tagliano
le rette AO¥ BO, che dividono due angoli contigui
del dato poligono per meta, abbassata la perpendico-
lare OG sopra un suo lato qualunque AB, e fatto
centro in O col raggio OG; il circolo cosi descriito,
sard inscritto nel poligono proposto. '

4oo. Scolio 1V. 1l lato di un poligono regolare

di un numero qualunque n di lali inscritlto 1n un
: 0

cerchio & la corda di un arco di

, cosi il lato

di un triangolo equilatero inscritto in un cerchio
360°

¢ la corda di un arco di circonferenza di —— =

3
120°, la terza parte cioé della circonferenza. .

Il lato 4’ un quadrato ¢ la corda di un arco di
360° '

=go’, o della quarta parte della circonferenza;

quello di un pentagono & la corda d’ un arco di
3? :7293 quello di un esagono ¢ la corda d’un
360°

arco di

= =60";. quello di un ottagono ¢ la
corda di. un arco di,%‘-—: 45%; quello d’un de-

cagodo ¢ la corda di un arco di -Tg——_: 36";»»3?@'110
0° T

del dodecagono ¢ la corda d’ un arco di -;-;-:30;‘3(50
Tom. 1I. 9
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" Per inscrivere quindi un ‘Eolig.uno regolare di un
dato buwmero di lati in un eircolo »dgt,o,kbas.tera dl-...
videre la sma circonferenza in tante parti eguali
quant’ ¢ il nomero dei lati del poligotio, che ia
osso s vuole inscrivere, poiche essendo eguali gli
archi AB, BC, CD; eac. sono eguali anche le corde
(321) AB, BC, ‘CDf, e‘kl:c.ll :t,riaug;)h AOB, BO?é
COD, ccc. essendo fra di loro equilater}, sono anch
égua'li,‘pg\r conseguenza 5“ q?ggﬁ ABC, BCD, CDE
saranno eguali, risultando clascuno di essi dalh}
somma di due angoli eguali sopra le basi di quet
wriangoli eguali, dunque il poligono 'AI}CDEF ¢ un
Ppliggp_q equilatero ed equia‘n_g'olo,, cio¢ regolare.

Proposizione I¥V. Teorema.

4or. I perimetri di due poligeni regelari simili
A4BCDE, FGHLM (fig 14.) stanno come gli
apotemi OK , PQ , ed i poligoni sono come i qua:
drati degli apotemi stessi.
" Poiche condotte dai centri O, P, le rette OA,
OB, ecc. PF, PG, ecc.; vei triangoli sinili AOB,
¥PG essendo gli apotemi OK, P _.rlspet‘nvameutq
pecpendicolari ai lati AB, FG, si ha (aga)
AB: FG::OK: PQ, come pure AB:FG::0B:PG,
¢ moltiplicando i termini di ciascuna di queste pro-
pm"zibni,_ pei' termini di a0’ altra rispetlivamente

esq_ale.; stara anche E’: @’: : OK : 152—2 , ed

| Eazfé?::(_jgé?a.
'Ora nominande P il perimetro ‘del poligono
Al?ﬁfg , p 4quello de[l poligono FGHLM stari
(23) P:p::AB:FG, e per couseguenza P:p::
0. :PQ, oppure P.p:: OB : PG.

4y
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Siccome poi (3g5) sta ABCDE :FGHLM: AB:FG,

cost stard aoche ABCDE : FGHLM : : OK : 13.Q' ,

oppurc'ABCDE-:VFGHLM::QB PG, '

""" 40a. Corollario. Siccome poi OK, PQ’ verreb-
bero ad essere raggi dei circoli, che yenissero in-
scritti rispettivamente nei poligoni ABCDE , FGHLM,
e le rette OB, PG i raggi dei circoli, che ad essi
si circoscrivessero: cosl 1 perimetri di due poligoni
regolari simili staranno fra di loro come i raggi
dei circoli inserilti o circoscritti, ed i poligoni
medesimi staranno come i quadrati dei raggi stessi,

Proposizione V. Teorema.

§03. Qualunque poligono regolare ABCDEF
(fig. 142.) é equivalente ad un triangelo PRQ,
_che ha per base la retta PQ -eguale al perimetro
del poligoro , e per altezza una retta RS eguale
all’ apotema OG del poligono medesimo.

Di fatto dal centro O del poligono proposto a
ciascuno de’ snoi angoli si conducano rispettiva-
mente le rette OA, OB, -QC, ecc., ed il poligono
- rimarra diviso in tanti triangoli eguali, quant’e il
numero de’ suoi lati (394); civ fatto, stara il poli-
gono ABCDEF al triangolo AOB, come il oumero
m di triangoli eguali ad AOB contenuti nel poligono
medasimo sta ad t; stara ciot ABCDEF:AOB::m:1.

- Paragonando .ofa i triangoli PRQ, AOB, che
hanno eguale altezza, (352) si ha PRQ : AOB::
PQ: AB; ma PQ contiene m volte AB, dunque
‘stara PRQ:AOB::m: 1, dunque stark anche

ABCPEF : AOB.::PRQ:AOB, duaque essendo in que-
sta proporsione fra di loro eguali i conseguenti, lo sa-
ranno aoche gli antecedenti; dunque ABEDEF:-—PRQ;
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Proposizione V. 1. Problema, . o

404. In un dato cerchio ABCA (fig. 143.) in«
serivere un triangolo simile ad un triangolo dato FGH,
*-Ad on punto qualuique A della circonferenza del
c¢ircolo dato si tiri Ia tangente TV, e si conducano
a quel punto le corde BA, CA tali che facciano
gli angoli BAT, CAV rispettivamente eguali agli
angoli GFH, GHF del triangolo dato, condotta la
BC, il triangolo BAC cosi formato sard il richiesto,

Di fatte Pangolo ACB=BAT , paiché" ciascuno
¢ misurato dalla metd delf arco AB; ma I"angola
BAT & stato formato egamale all’angolo GFH , dun-
que I’angolo ACB = GFH. L’ angolo €AV = ABC,
perché misurati ambidue dalla metd dell’arco AC;
ma CAV = GHF; dunque GHF = ABC, onde il
triangolo ABC cosi inseritta mel proposto cerchia
P equiangolo al triangolo dato FGH, e per conse-
guenza ¢ ad esso simile (275), -

405. Corollario. Se il triangolo GFH  fosse
equilatero sarebbe: equilatero anche il triangola ABC,

Proposizioné VII Problema,. .
. .406. In un dato cerchio ABCDEF (fig, 44 )

inscrivere un esagono regolare, .

Condotto un diametro. AD, agli estremi A, D
del diametro stesso si imscrivano nel semicerchio
ABCDA le corde AB, DC, ciascuna delle ‘quéli sia
eguale al raggio AO , e dai puati B, C si tirino i
diametri BE, CF, condotle finalmente, le corde
BC, DE, EF, FA, I'esagona ABCDEF riscltante
sara il ricercato, - e :

- Poiche i triangoli AOB, COD sona equilateri ed
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eguali per costruzione, gli angoli quindi AOB, COD
sono eguali, e ciascuno di essi & la terza parte
di- due angoli retti (163), dunque 1’ angolo BOG
sara ancl’ esso ‘una tlerza parte di due angoli retti,
ed eguale a ciascuno dei due angoli AOB, COD,
come lo_sono anche gli angoli DOE, EQOF, AOF
opposti rispettivamente coi loro vertici agli adgoli
AOB, BOC, COD, dunque- tutti gli angoli formati
intorno al punto O sono eguali, e per conseguenza
sono eguali anche gli archi su dei quali essi appog:
giano, e le corde sottese da quegli archi sono pure
eguali , onde I esagono ABCDEF ¢ equilatero :
siccome poi ciascun angolo ABC, BCD, ecc. di que-
sto esagono insiste sopra un arco composto da quat-

tro di quegli archi eguali, cosl egli ¢ auche equi--

angolo, e per consegueuza & regolare. .

4o7. Scolio, Si vede quiudi che il lato di un.

esagono regolare inscritto in un cerchio, o la cor-
da sottesa da un arco di 60° gradi, & -eguale al
‘raggio del cerchio in cui ¢ inscritto. -
408. Corollario 1. Se si usiseono alternativa-
mente gli angoli dell’ esagono . inseritto nel circolo
mediante le rette BF, BD, DF ne risvltera il trian-
golo equilatero inscritto nel circolo medesimo, poi-
ché ciascun suo lato sara una corda appartenente
ad un arco di 120° (foo). S
Se poi ciascun arco AB, BC, ecc. sara diviso
per metd in M, N, ecc. si avrd il dodecagono re-.
golave inscritto nel cerchio, poiché ciascuna di quelle
corde sara sottesa da un arco di 30°. Continuaudo
a Dbipartire successivamente gli archi, ‘si avranno i
poligoni regolari -di 24 lati, di 48 lati, di g6 lati,
ecc. inscritti nel dato cerchio. ' - , (
4og. Corollario II. Essendo OB=BC=CD=DO
il quadrilatero OBCD sara un rombo; la sowwa
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quindi dei quadrati delle diagonali sard eguale alla
somma dei quadrati dei lati (221), sara ciod s

B’ OC — OB 4 BC + €D + 0D = 40B =40C,
¢ quindi togliendo OC dall' uma e dall’ altra parte,
rimarrh,'ﬁ-[;:: 30C ; onde il quadr,ato del lato del trian-
golo equilatero inscritto nel cerchio & triplo del

drato del raggio, o del quadrato del lato detl e-
ﬁlgaotlt: :'egolate g«i%lsc’ritto_nel cerchio medesimo. Onde

a BD:0C::3:1, e péi- conseguenza anche
;St;)r: 0C::y3:1; don:ie si. vede che il lato d?l
triangolo equilatero & incommensurabile col raggio
o col lato dell’ esagono regolare inscritto nello stesso

¢erchm: * Proposizione V. 111, Problema.

41o. In un dato cerchio ABCDA4 (6g. 145.) in-
jvere un quadrato. . _ o
mgie;znduc‘ino due diametri ACI, BID fra ? lo_rtg
rpendicolari, e si coogiungano le loro estremi

P e corde AB, BC, CD , DA, il quadrila-
tero cosi risultante sard il quadrate richiesto.
" Poichd essendo, ‘per costruzione tutti retti gh
angoli fatti intorno al punto 0, sono eguali gli archi
sopra dei quali essi insistono, e per conseguenza
enche le corde AB, BC, CD, DA sono eguali ;
ciascun angolo poi ABC, BCD, ecc. di gqel;quadwjt—
latero & retto, poiché & inscritto 1n un _sgmx‘pqgchtgyl
(359); dungue ABCD & un quadrato ioscritto ne

erchi to. L oL
cerc}l;?:?“g»g’olkﬁo 1. Essendo il t.rigng'oio- A}OE
rettangolo ed isoscele , si vede ch'é il lato- A.B l:iiel
quadrato inscritto nel ciroolo. ¢ incommensarab: le
col raggio del circolo stesse , poiché (299) sta.




BD:AB:: va:1; ma (365:) BD:AB::AB:BO;
dunque ancora AB:BO::va: 1. )

413, Se 'si dividerd per retd ciascuno deghi
archi AB,BC, ecc., e si condurraino le corde AM,
MB; BN, NC, ecc., si avra I’ oltagono “regolaie
inscritto, e cosi di seguito snddividendd, si potranno
ton questo metodo ottenere i poligoni regolari di
i6 di 32, di 64 lati, ecc. inscritti hel cerchio:

Proposizione 1X. Teoreiid.

413. La somma ADC - ABC degli dngoli op-
posti in un quadrilatero qualunque ABCD (fig. 146.)
inseritto in un cerchio é égudle @ due angoli retti,
ed il réttangolo AC x BD délle diagonnli & eguale
alla somma AD X BC + 4B x DC dei rettangoli
Jatti cot lati opposti. ' ; '

12 Poiché T angole ADC, che ha il vértice alla
tirconferenza- ¢ misdrato dalla meta dell’ arco ABC,
e I angolo ABC, clie pure ha il vettice alla cir-
conferenza, & mistrato dalla metd dell” arco ADC;
ma questi dué archi cbt}tiuﬁst\:‘bné la circonferenza ;
dunque i due angoli ADC, ABC, opposti nel qud-
drilatero inscritto nel circdlo , auno per thisura la
meta di tutla la circonferenia, dunque sorhmati in-
sieme equivalgono a due angoli rétti. Lo stesso dicasi
degli angoli BAD, BCD. . ~ - =

2° Dall’anfolo B si guidi ld retta BF, che factia
col lato BC I’ angelo %BF\-—:-ABD. 1 due triangoli
CFB, ABD sono simili, poictié hanto per costru-
~zione gli augoll CBF , ABD eguali, gli angoli BCF,
BDA pure ‘eguali, perclié appoggiano entrambi sallo
“stesso arco AB, ed harho i loro vertici alla circon-
fereniza , styra dunque BC:FC::BD:AD; & quindi
S BD x FC==BC x AD:
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I due triangoli BCD, AFB sono pure simili,
poich¢ levando dagli angoli eguali CBF, ABD lo
stesso angolé FBD., gli angoli residui CBD, ABF

sono eguali, come lo sono fra di loro anche gli
angoli BDC, BAF,.i quali hanno il vertice alla

circonferenza , ed appofgiano sullo stesso atco” BC,
dunque stara AB : AF: : BD : DC, e quindi
BD x AF = AB X DC, e sommando membro per
membro le due equazioni ritrovate sara

BD x FC-4-BD x AF=BC x AD + AB.x DC,
ossia BD (FC+4 AF)=BC x AD + AB x bBC,
ma FC 4 AF=AC, dunque :

BD x AC=BC x AD 4 AB x DC.

414. Scolio. Se la retta BF in luogo di etadere
dalla parte sinistra della BD cadesse sulla BD, o
cadesse dalla parte daestra, avrebbe luogo un simile
ragionamento e la medesima conclusione. ~

] Pmpoaizione X. Pmblema.

415, In un dato cerchio ABCDEA (fig. 147.)

‘inscrivere un pentagono regolare. :

_Si faccia uf triangolo isoscele FGH, che abbia
ciascuno_de’ saoi angeli alla base doppio di quello

al wertice (379), e nel circolo dato s1 inscriva poi

il triangolo EBD ad esso simile (404), il quale avra

pure i suoi angoli alla base eguali, e ciascuno di

essi doppio dell’angolo al vertice. Mediante le corde
CE, AD si divida ogni angolo BED, BDE, sopra
la base di quel triangolo per meta, per.lo che gli
gngolf EBD, BEC, CED, BDA, ADEP ah*xfanno tatti
eguali, e per conseguenza anche gli archi, sopra i
quali insistono, saranno eguali, e quin'di,eguaii lutte
le corde AB, BC, CD, DE, AE (321}, ed il pen-

tagone inscritto sard equilatero: ma questo penta-
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gono & anche ‘equiangolo, poich¢ ciascuno de’ suot

augoli ABC, BCD, ecc. & misurato dalla metd di un

arco composte da tre archi eguali; dunque egli &
regolare. AT

416. Corollario. Se ciascun arco AB, BC, ecc.,
verra diviso per metd in M, N, ecc., ¢ se dagli
estremi delle corde AB, B&, eec. ai rispettivi punti
di divisione, si condurranno le rette AM, BM, BN,
CN, ecc., il poligono, che in questa maniera si ot-
terrd, sara un decagono regolare inscritto nel circolo.

Continuaudo a suddividere, si potranno avere i po-

ligoni regelari di 20, di 4o, di 8o lati, ecc. in-
scritti nel circolo. o ’

Proposizione X1. Teorema.

417. Il guadrato del lato del pentagono regolare
inscritto in un circolo ABFGHA (fig. 148.) & eguale
al quadrato del lato dell esagono, regolaré piti il qua-
drato del lato del decagono pure regolare inscritle
nello stesso cerchio.

‘Sia AB il lato del pentagono , ed AO il raggio
del cerchio, il quale é eguale al lato dell’ esagono
inscritto (4o07). Diviso I'arco AB per meta, in G
sardAC il lato del decagono regolare inscritto. Si di-
vida indi per meta in D lu corda AC, e si guidi il rag-
gio OE, che dividerd in E per meld I"arco AEC
(324), e sara perpendicolare ad AC; finalmente dal
punto C si conduca la CR al punto R in cul la
OE incontra il lato del peatagono. Il triangolo ACR
risultante & isoscele, perché essendo OD. perpendi-
colare sulla meta di AC, il punto R & equidistante
dalle estremita A, C della corda AC (107), onde
AR == CR; cid posto, il triangolo- ARC ¢é simile al
triangolo ‘ACB , il quale & pure isoscele per costru-
zione, ed ha I''angolo RAC sopra la base comune
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col triangolo ACB, dunque anche I'angolo RCA=CBA;
e per conseguenza anche il terzo angolo CRA=BCA,
e quindi (275) AB : AC : :AC : AR, '
donde AB x AR=AC. - :
I 'tria'ngoii ‘ADB , BRO setio simili, poiché sonoc
isosceli entrambi ed eqgiangoli. Di fatto nel triari-
golo AOB ‘¢ il lato AO—_—(%B, perché raggi dello
‘stesso cerchio, e quindi I'angolo BAO — ABO; ma
Pangolo BAO ¢ misurato dalla meta dell’ arco BFG
‘su cui insiste, aoche I’ angolo ABO ad €sso egualé
avrd per misura la metd déllo stesso arco BFG;
ma BFG & doppio di BCE, perché egli & composto
da tre archi ciascuno eguale a BC, o di sei archi
ciascuno eguale a CE, meuntre BCE ne contiene tre;
dunque I angolo ABO, che ha per misara la meta
di BqFG, avra per wmisira | inteto arco BCE , ma
dall’arco BCE ¢ misurato anche 'angolo BOB=EOB ;
dunque i due angoli ROB , RBO sond eghali, dun-
gue il triangolo BRO é isoscele ed & simile al
triangolo isoscele AOB, avendo qitesti triangoli co-
Jmune I angelo sopra le basi ABO, duoque stara
"AB: BO::BO : BR, onde AB X BR=BO ; e som-
mando questsa equazione colla superiore membro
per membro, si avra o

AB x AR + AB x BR=AC + B0 ;
ed  AB(AR+BR)=1IC + B0,
ma AR 44 BR=—AB; dunqne n:’:‘-—'-E”-‘{—lB—G’:
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' Pfopdsizionc xtf. Problema.

§18. In un dato cerchio ABCDA (fig- 149:)
tnscrivere un pentedecagono regolare. S
Si inscriva nel dato cerchio il lato AB - dell’ esa-
'gouo regolare, e partendo dal punto A stesso, si
fpscriva una corda AG, la quale sia’ eguale al lato
del - decagono pure” regolare , sard quindi I’ arco
spettante alla corda AB, la sesta parte di totta la
circonferenza, e 1’ arco determinato dalla corda AG
sara la decima parte di tutta la circonferenza, onde
Y arco GB, differenza fra i due archi AGB ed AG
viene ad essere la quindicesima parte della circon-
ferenza medesima, e percié la corda GB & il ‘lato
del ‘pentedecagono regolare o poligono di quindici
~ lati inscritto nel circolo proposto. .

Proposizione XIII. Problema.

~ 419. Dato un  poligono regolare ABCDEF
( fig. lgo.), di un numero qualunque di lati, in-
scritto in un cerchio , circoscrivere al medesimo cer-
- chio un poligono simile al *inscritio. \ ‘
Alla meta N dell’ arco ANB si conduca una tan-
gente, che sara parallela alla corda AB (128), essendo
ambedue perpendicolari al raggio ON condotto dal
centro O al punto di_contatto N. Si faccia la stessa
costruzione per tutti_gli altri archi BKG ,» CRD,
‘ecc. Le tangenti cosi condotte formeranno colle foro
intersezioni il poligono circostritto FGHLMQ simile
ail’ jnscritto. - ; ‘
- Dal centro O a ciascun angolo del poligono cir-
coscritto, siano condotte le retie 0G, OH, OL, ece.
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I’ triangoli fettangoli ONG, OKG sono eguali avendo
T ipotenusa OG comune, ed i lati ON, OK eguali
(110), dunque 1’ angolo NOG = GOK , ¢ per-conse-
guenza 1a.OG divide I"arco NBK per mezzo nel puns
to B, nelqugle si congiungono i lati AB e CB del poli-
gouo regolave inscritto, dunque i punti O, B, G sono
nella medesima linea retta- OBG ; per simile ragioue
il publo C ¢ sulla retta OH, il pusto D sulla OL,
scc. Siccome poi FG & .parallela. ad AB, e GH ¢&
pa:allglmh BC, gli angoli FGH,; ABC sobo eguali
(150), e per la stessa ragione sono eguali fra di loro
ghi .angolx GHL, BCD; GFQ, BAF, ecc.; dun-
que gli angoli del poligouo circoscritto sono eguali
a quelli del poligono inscritto. Iuoltre a motivo delle
medesime parallele sta (a95) FG: AB::0G: 0B,
;&a edel -pari GH:BC:+OG :OB; dunque stara anche
G:AB: iQH:BC; mu AB =BC, perché¢ lati dello
stesso poligono regolare; dunque anche FG=GH, "
per la stessa ragione FG=FQ, ecc., dunque i lati del
pohgono‘ FGH MQ cifcoscritto sono tutti eguali,
dunque ¢é equilatero: ma & anche equiangolo; dun-
que ¢ regolare e simile all’inscritio,

. 420. Scolio 1. Si sarebbe del pari ottenuto un
poligono circoscritto simile all’ inscritto , se ‘tutte
qge}l‘ee tangenti’ fossero ‘partite frispe‘ttfvamcmte dai
punti A, B, C della circonferenza, nei quali essa & toc-
cata iirterbamente dagli angoli del poligono inscritto.

.. 421" Corollario. Se fosse dato un poligono
FGHLMQ circoscritto ad un. circolo, e che si trat-
tasse di inscrivere nel circolo stesso un poligono ad
esso simile, congiunti i vertici degli angoli. del -po-
ligono eircoscritto col centro O, mediante le rette

Fo, GO.,)HO_,V ece., che incontrerauno ‘la circonfe-
renza nei punti A, B, C, ecc., ed uniti Txesti punti

mediaute le corde AB, BC, ecc., il poligono cosl

formato sara simile al circoscritto.
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" Se si unissero invece i punti di contatto P, N4,
K, ecc., mediante le corde PN, NK, ecc. ne risul-
terebbe del pari un poligono inscritlo simile al cir-
coseritto. ‘ ‘ : ‘
Ad un dato cerchio si vede quindi che si possona
circosgrivere tutli i poligoni regolari, che si sanna
inscrivere , e viceversa, ‘

422. Scolio 1. Si credeva, che i poligoni di.

cui abpiamo parlato fossero i soli, che col mezza
della geometria elementare, o colla risoluzione delie
equazioni del primo e secondo grado si potessero
inscrivere in un dato cerchio, ma il'Sig. Gauss di
Brunswik Professore nell’ Universita di Gottinga in
una sua opera intitolata Disquisitiones  arithmeticae
Lipsiac 1801, ha provato che, con dei simili mez-
zi, si pud inscrivere nel circolo un poligono regolare
di diecisette, ed in generale quello di 2" 4 x lati ,
pur'ché tale numero sia un pumero primo.

Proposizione XIV. Problema.

24a. Conoscendo il raggio C4d (fig. 151.) dun
circolo , ‘ed il lato AR di un poligono regolare in
esso inscritto, trovare I apotema CM del poligono
medesimo. . . T
Siccome I’ apotema CM (325) divide per meta la
corda AB, si ha AM =—; , © pér conseguenza’
m’z -1}-42- Il triaﬁgOlo- rettangolo AMC da (209)

CM = 4G —.Hf;ﬁe«éﬁ; onde CM =

(7)o (EE=T )y (),

Votn (10— 2 Y 5 22 v2) =

¥42 . )
4Se AB sarh il lato d'un esagono regolare, si awrd,

'AB—AC; onde CM=1y(4AB — AB )=1%y 34B

A8 3 Se poi fosse AB=1, si avrebbe CM=1v3,
_Proposiziane X¥. Problema.

' 424 Conascendo il raggio AC di un circolo ,
ed il lato AB &’ un poligono regolare iascritto., tro-
vare il lato AE d un poligono regolare pure inscritto
di un numero doppio di lati. ~ -

Si prolunghi EC sino in G ad incontrare la cir-

" couferenza’ dalla parte opposta , e s avra
——

. (e AB
¥M=EC—~CM=—EC— \/(EC. — —z-) .Ma si ha
(365) E‘::EG x EM =3EC X EM , -onde sosti-

tuendo AI‘:: aEC [" EC—y (E'é‘__ Z:i)] , (;d

anm [ x (o5 2) ]

Supponiamo , ‘per esempio, che AB sia il lata
&' un esagono regolare, sard AB =EC, ed AE =

\/(K-B’ (a— \/3))=AB V(3—V3); valore del lata
del doflscagona inscritto nel medesimo’ cerchio.
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425. Scolio. Col mezzo di quesla lato si caicg-
lera nello stesso modo quello del poligono di 24 lati;
con guella di 24 lati si trovéra Quello di 48 lati, e
cosi di seguito. ; ' N
Trovato poi il valore di un lato, esso si moltiplichera
pel numero dei lati del poligono regolare a cui deve
appartenere, e si avia cosi 1l valore del perimetra
del poligono stessa, : , R
Suppongasi , per esempio, che il raggio del cer-
chio sia’ I’ unitd, sara aunche il lato AB dell’ esagono
inscritto eguale all’ unita , ed il lato del dodecagona
regolare sara AE= y‘(n—f\IS)'zo;Si76380902<§,§‘
nella formola (a) faremo il raggio EC=1, ed inwé¢e
di AB porremo AE, chiamando AE'il lato del potigono
di 24 lati, avremo s '
AL = V[2— V(4 —AE )]= 0,26105238444o0.
1l lato del poligono di 48 lati sara ~

AE' = y[a— V(4— AE )]=0,130806258459.
Quello del poligono di 96 lati :

AE"=y/[2— V(4§ —AL" )] = 0,065438165642.

Moltipljcanda poi 0,065438 165643, che & il valore del
lato di un poligono rcgolare' di g6 lati inscritto in un
gerchio; il cui raggio ¢ 1 per g6, si ha 6,282063g017,
che & il valore di tutto il contorno di quel poligono.

_ Proposizione XV E Problema.

436. Conoscendo il lato AB di un poligono re-
golare inscritto in un cerchio , trovare il lato DF
del poligone simile circoscritto. ‘

Coundotto dal centra G al punta di contatto E il
raggio CE, la corda AB, e I'arco AEB saranoo di-
visi per meta. 1 raggi CA, CB condotti alle estre-

-

&

24
nfifé del lator AB prolungali passeranno per gl
estremi D, F del lato DF (41g) del poligono circo-
scritto; ed 1 triangoli DEC, ACM -saranno simili,
essendo ambidue rettangoli ed -avendo. I’ angolo C
comune, onde - - ’ OF
CM:CE:: AM : DE : :—}?— P

:: AB : DF,
ende DF X CM=AB x CE, e quindi

T UCE . AC

B alp del poligono-circoscritto é dun(jue una quarta
pﬁ)brziéuale dopo 1" apatema ~CM‘, il lata‘AB Qel
paligono iuscritto ed il raggio CE o AC del 9erclno\.
Se AB=CE, come nell’esagona regolare inscritlo, sara

—

DF':::E%, ¢iod CM, CE, DF saranno continua-
i

mente proporzionali. ] o
4a7. Scolio. 1l contorno 1ntera del poligono cir-
coscritlo si avra meltiplicande il valore numerico del
suo- lato DF pel numero dei lati, che egli deve avere.
.. Volendo, per esempio, il valore del lato del
poligono regolare di g6 lati circoscritto al cf:vclllo,
si incominciera a determinare il valore dell’ apote-
ma CM di un tale poligono mediante la formola (423)

. 3 v )

CM=vy (X-Cm-—ﬁf—) , la quale diverra in tale caso
CM =1 v[4§ — (0,065438 165642)> |=0,9994645875;
questo valore poi posta nella formola DF=ABX M

- @
in duogo di CM, e fatlo in essa AC=1, ed
AB = 0,065438163642 , si ha '
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0,065438165612 .

F= s

0,9994645875

che sara quindi il lato del poligono cireoscritto di
96 lati, il di cui perimetro sara espresso da
0,065473320825 X 96 =6,285419199o0.

Oude trovare approssimatameate la rettificazione
della cireonferenza e la quadratura del cerchio giova
stabilire i seguenti principj. :

428. 1.° Di due linee curve , come ABC, AFC
( fig. 152.), o di duc linve una curva AFC, e U al-
tra spezzata ADEC . oppure di due linee spezzate
ADEC , AGHC , le quali tetminano agli stessi estremi

= 0,065473220825,

4,C, e rivolgoue lua lore convessiti dalla medesima

parte, & maggiore qu:lla, che comprenlde I” altra.

Da cid ne deriva 1.% che il contorno di un poli-
gono ABCDEFA (fig. 150.) inscritto in un cerchio
& minore della circonferenza del cerchiv medesimo,
poich¢ ciascun suo lato AB & minore dell’ arco ANB
da esso solteso. 2.° che il eontorno di un poligouo
FGHLMQ circoscritto ad un cerchio & maggiore
della circonferenza del cerchio wedesimo, poiché
Ja somma delle due rette FP4-FN & maggiore del-
I"arco PAN, potche essa comprende un arco , il
quale ha le medesime estremitd delle rette stesse.
Siinilmente la somma delle rette NG -+ GK ¢ mag-
giore dell’ arco NBK, ecc. :

429. 2.° Due quantita A, B, la di cui differenza
¢ minore di qualunque piir piccole quantit’, che st
posst immaginare , sono eguali fra di loro.

Onde reodere vie pid chiuro questo priucipio
giova osservare, che siccome I'idea della disugua-
ghunza si rviduce a quells dell’ eccesso di nna quun-
tita sopra altra, egli & iwpossibile che si trovi

Tom. 11 10°
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alcuna disuguaglianza fra quelle quantita. delle quali
non si pud assegnare differenza.

430. Se da una quantita qualanque AB (fig. 153.)
si levera la quantita - AF maggiore della sua metd ,
e dal residuo FB si levera la quantiti FG maggiore
della metii del medesimo , e se lo stesso si continuerd
a fare con tutti i residui, si arriverd finalmente ad
un residuo minore di qualunque data quantita , per
quanto piccola essa si possa immaginare.

Proposizione XVII. Lemma.

431. In un dato cerchio ABDEFGHL A (fig. 134.)
si puo inscrivere un poligono regolare , che differisca
dal circolo di una quantits minore di ogni quantitd
ussegnabile. :

Inscritto nel circolo proposto il quadrato ADFH,
si inscriva indi P ottagono regolare ABDEFGHL, il
quale differira dal circolo di una quaotita minore
della meld della differenza, che vi & fra il quadrato
ed il circolo medesimo; di fatto, se pel punto B
wetd dell’arco ABD si fara passare una parallela
ad AD, e si prolungheranno i lati FD, HA, sino
all’ incontro in P ed I della retta tirata da B pa-
rallelamente ad AD, sara il triangolo ADB la meta
del rettangolo ADPI (187); ma il rettangolo ADPI ¢
maggiore del segmento ABDA, dunque anche il trian-

olo ADB sara maggiore della meta del segmento
ABDA; nello stesso modo si provera che ogui triangolo
DEF, FGH, ecc. ¢ maggiore della metd del segmento
corrispondente, onde anche la somma di tutti i trian-
goli sard maggiore della metd della somma di tutti i
segmenti circolari, dunque la differenza tra I’ otta-
gouo ed il cerchio & minore della meta della diffe-
renza fra il cerchio ed il quadrato; onde colla
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iscrizione dell’ ottageno regolare si & levata pit della
meta della differenza , che passava fra il circolo ed il
quadrato inseritlo. Nella stessa maniera si dimostrera,
che, inscrivendovi un poligono regolare di sedici
lati, si leveri pit della -meta della differenza, che vi
& fra il circolo, e I’ ottagono, onde continuando a
bipartire gli archi, si insceiveranno nel cerchio "dei
poligoni regolari, nei quali il numero dei lati andera
sempre raddoppiandosi ad ogui nuova inscrizione
e si levera sempre pit della metd della differenza,
che si trovava fra il circolo ed il poligono antece-
dente, e continuando cosi, si giungera ad inscrivere
un poligouo regolare, il quale dilerira dal circolo
di una quantitda minore di ogni quantita assegnabile:

432. Scolio 1. Con un simile ragionamento si
dimostrerd , che ad un d-to cerchio si pud sewpre
circoscrivere un poligeno regolare il quale differisca
dal circolo stesso di una quantita minore di ogni
quantitd assegnabile ; di modo che il circolo si pud
chiamare il limite dei poligoni mscritti, e ciscoscrit-
ti, conservandosi esso sempre maggiore di qualan-
que poligono iuoscritto , e minore di ogm poligono
circoscritto (428). .

Nello stesso modo poi che i poligoui inscriti e
circoscritti al cerchio, nella maniera sopra indicata,
‘differiscono dal cerchio stesso di una quantita minore
di ogni assegnabile, anche i loro perimetri differi-
ranuo dalla circonferenza di una quantita minore
di ogni assegnabile, cosicche la circonferenza sara
il Jimite dei perimetri dei. poligoni inscritti e circo-
scritti al cerchio; mentre essa sard maggiore ‘del
perimetro di ogni poligono inscritto , e minore del
perimetro di qualunque poligono circoscrilto.

433. Scolio L. 1l perimetro del poligono rego-
Jare di g6 lati inscritto nel circolo supposto il rag-
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gio =1 (4a5) si & trovato essere == 6,282063g017;
Quello del, poligona circoscritto: di un pari uumero
di kati (427) si & trovato =6,2854a91ggo; la circonfe-
renza, che trovasi compresa fra questi due perime-
tri, puld vslotarsi prossimamente eguale a
6,283-4655035 , che ¢ la media ariimetica fra quei
due valori. Se il diamelro del cerchio si farh eguale
ad uno; la sua circonlerenza, si trovera prossima-
mente eguale a 3,14187327517. Da questo valore si
deduce il rapporto di Archimede, che & di 7 a a2,
cioé se il diametro contiene 7 unita la ¢irconferenza
ue coutiene prossimamente 32, o

Questo rapporto ¢ molto in uso, poiché essende
assai prossimo al vero, ha il vantaggio di esscre
semplicissimo, v o

Con questo metodo il Sig. Nicole ( Memoire de
U Acalemie de France année 1747.) ha trovato,
supposto il diametro =1, che il contorne di un
poligono regalare di 393216 lati inscritto nel circole
¢ rappresentato dal numero 3,141592653692928 , e
quello di un poligono regolare circoscritto d’ un
pari numero di lati, da 3,1415926537¢95158. La
media aritmetica fra questi due coatorni &
3,141592653744043 , valore prossimo della circon-
ferenza del cerchio, ed in cui non solo evvi con~
tenuto il vapporte di Archimede di 7:22, ma quello
di Adrisue Mezio di 113:355; ed altri anche pin
prossimi. Veggasi la mia Algebra (197 e 108).

434. Scolio 1L, Fivora unon si & potuto deter-
minare questo rapporto che per approssimazione,
mu- I’ approssimazione € stata portata a tal segno
che la cognizione del rapporto esatto noa avrebbe
alcun vantaggio sul rapporto approssimativo; percid
questa ricerca conosciula sotte il pome di retiifica-
zione ddla circonferenza, che ha-molto occupato i
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Geometri , allorché i metodi di approssimazione

erano men conosciuti, attnalmente & riposta fra le
ricerche infruttuose e di nessuna importanza.

Proposizione XVIII. Teorema.

435. Le circon:ferenze dei circoli ABDEFGA
HKLMNIH (fig. 155.) stanno come i loro raggi
AC , OH, ed i circoli stanno come i quadrati dei
raggi medesimi. :
~ Per brevita si indichi la cireonferenza descritta cnl
raggio “CA con circ. CA, e la circonferenza descritta
col raggio OH con cire. OH; e dico che si avra
primieramente CA : OH ::circ. CA : circ. OH. Poiche
sc questa proporzione non sard vera, stara .CA:OH

::cire. CA: ad una circonferenza maggiore o minore

di circ. OH. Supponiamo che stia, se & possibile,
CA : OH : :circ. CA :circ. RS, essendo cire. RS <&
circ.OH | e che sia superata d’una quantita T. Cio
posto, si inscriva nel circolo HKLMNIH un poligono
regolare tale, che differisca dal cerchio d'una quan-
tita minore di ogni quantita assegnabile (431), an-
che il perimetro di quel poligono, che lo nowminere-
mo p, differira dalla circ. OH d’ una quantita minore
d’ ogni assegnabile,, e per conseguenza esso sara
maggiore di circ. RS. Nel circolo ABDEFGA siin-
scriva indi un poligono simile a quello inscritto net
circolo HKLMNIH, ed il suo perimetro si chiami P.
Da ci¢ si avra P:p::CA:OH (402); ma per suppo-
sizione si ha CA:OH::circ.CA:circ. RS; dunque si
avra anche P:p::circ. CA:circ. RS; 'ma & circ.RS<p
er costruzione, dunque dovrebbe essere anche
circ.CA < P; ma invece circ.CA>P, poiché la cir-
conferenza di un circolo ¢ sempre maggiore del
perimetro di qualunque poligono in esso inscritto
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(428), dwmque & impossibile, che stis CA: OH ::
circ. CA sta ad una quantita minore di circ. OH;
si dimaostrerebbe del pari che CA non pud stare ad
OH, come circ.CA ad una quantita maggiore di
circ. OH, dunque le circonferenze dei circoli sone
proporzionali ai raggi coi quali furono descritte.

Con un ragionamento ed una costruzione total-
mente simile si giungera a dimostrare, che i circoli
stanno fra di loro come i quadrati dei rispettivi
raggi.
436. Corollario. Gli archi simili AB,HK (fig. 155.)
stanno come i raggi AC, OH; ed i settori simili
ACBA, HOKH stanno come i quadrati dei raggi me-
desimi. Poiché gli archi simili sono proporzionali
alle circonferenze intere, a cui appartengono, e le
circonferenze stanno come i raggi; dunque ‘anche
gl archi simili stanno come i raggi. Siccome i set-
tori simili seno proporzionali ai circeli interi, e
questi stanno come i quadrati dei rispettivi raggi,
dunque anche i settori simili sono proporzionali ai
quagrali dei raggi medesimi,

Praposizione XI1X. Teorema.

437. Il cerchio GHLMNQG (fig. 156.) ¢ eguale
ad un triangolo PQR, che ha per altez:a il raggio,
e per base la circonferenza.

Sia, se & possibile, il circolo maggiore del trian-
olo PQR, e lo superi d’ una quantita Z. Si inscriva
in questo - cerchio un poligono regolare (431), che
differisca dal cerchio di una quantita minore di Z,
tale poligono sara ancora maggiore del triangolo
PQR, poiché la differenza fra questo poligono ed il
cerchio ¢ minore della differenza Z fra il triaugolo
PQR, ed il cerchio stesso, la qual cosa & assurda.
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Poiché se dal centro O si couduce in quel poligono
Iapotema OK ; esso sara minore dell’altezza RS del
triangolo PQR, che & eguale al raggio OH: ma il
contorno del poligono inscritto & ancora minore
della base PQ dello stesso triangolo, poiché tale
contorno & minore della circonferenza (428), che si
& supposta -eguale a PQ; dunque il poligono inscritto
(403) ¢ minore del triangolo PQR , e non maggiore
come si & trovato, suppouendo il circolo maggiore
del triangolo PQR.

Sia, se & possibile, il circolo minore del trian-
golo PQR, e lo sia d’ una quantita Z. Circoscritto
ad esso un poligono regolare, il quale differisca
dal cerchio d'una quantita minore della quantita
data Z; questo poligono sara pure minore del triav-
golo PQR, che differisce dal circolo della quantita
Z, la qual cosa & assurda, perché quel poligono &
maggiore del triangolo PQR. Infatti il suo apotema
OH & eguale all’ altezza RS del triangolo PQR, ed
il suo contorno & maggiore della circonferenza, e
quindi anche della base PQ del triangolo medesimo.
Non potendo adungue il circolo essere né maggiore
né minore del triangolo PQR, sard ad esso eguale.

438. Corollario. Da qui ne viene, che un set-
tore di cerchio & eguale ad un triangolo, che ha
per base I’arco di cerchio, su cui appoggia, e per
altezza il raggio del cerchio medesimo.

439. Scolio. Il problema della quadratura del
cerchio consiste in trovare un quadrato egovale ad
un cerchio, di cui & noto il raggio. Ora si @

rovato, che un circolo & eguale ad un triangolo,
che ha per base la circonferenza e per altezza 1l
raggio , e questo triangolo si pud converlire in un
parallelogrammo (198), ed indi in un quadrato (354),
quindi & che il problema della quadratara del cir-
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colo si riduce a trovare la circonferenza eonoscendone
i ragg:io o il-diametro; ma siccome un tale rapporlo
non si ottiene che per approssimazione (434), cosi
anche la quadratura del circolo non si pud ottlenere
che approssimativamente.

Proposizione XX. Teorema.

440. Il- massimo triangolo ABD (fig. 157.), che :

SJormarsi con due rette A B,gBD date, cgi fma Zcr?z; A DP‘,:;:
congiunge le loro estremita , é quello che si _forma quan:lo le
due rette date sono. poste ad angolo retto.
] Si costruisca il triangolo rettangolo: ABD , i di cui cateti
sieno !e rette date AB, BD, indi fatto centro in B con raggio
BD , si descriva il semicircolo MDNM, e si conduca un raggio
qualunq_ue BD‘ +e da IV una corda D'D parallela ad ABi final-
mente si guidi il raggio BD". Essendo le rette BD, BIY, BD" raggi |
di uno stesso semicerchio MDNM esse sono eguali, la retta data
AB poi ¢ comune a ciascuno dei triangoli ABD, ABD', ABD",
dnnﬂue ciascuno di essi ¢ formato coi due lati dati.

S‘l con‘duca ora AF, i triangoli AFB, AD'B, AD"B sono
tutti equivalenti, perche essi hanno comune la base AB e sono
compresi fl":'l le medesime parallele AB, e D'D"; ma il tian-
golo ADB & maggiore di AFB; dunque esso sard' maggiore an-
che di ciascuno dei triangoli AD'B, AD"B.

Proposizione XXI. Teorema.

441, Il maseimo di tw'ii i poligoni formati con dei lati
dati Juori che I ultimo , ¢ qu.eélo ,gdi r{i ittt i suoi angoli
restano inseritti in una mezza circonferenza, il di cui late
mcggmg;ré D']l? I:gal??lro. , :

Sia ABCDFF ig. 158. ) il massimo. dci poligoni formati
coi lati dati AB. BC, CD,DE, EF, el ultinl)):thF ingleter-
minato , che congiunge i punti A ed F: condotte le diagonali
AD, DF s s¢ P angolo ADF non sara retto, si potrd , conser-
vando intatte le parti ABCDA , DEFD , aumentare il triangolo
ADF', e per conseguenza il poligono intero, rendendo I angolo
APF rette ; ma questo poligono non pud essere aumentato di
piu, paiche si suppone giunto al suo massimo , dunque I an-
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golo ADF 2 gia retto. Lo stesso dicasé degli angoli ABF, ACK,
AEF, dunque tutti gli angoli A, B, C, D, E, F del poligono
massimo sono inscritli in una mezza circonferenza , di cui il
lato indeterminato & il diametro.

Proposizione XXII. Teorema.
442. Di wiii i potigoni ABCDEF , PQRSTO (fg. 159.)

Jormati con dei lati dati, il massimo é quello , che pud es-
sere inscrilto in un circolo, ‘ .

Si conduca il diametio Al, e si tirino le rette CI, DI, AE,
Ef, e sopra RS si costruisca il triangolo RMS—=CID, e si
conduca PM. L’angolo AEI & retto (359), dunque pel teorema
precedente il poligono AFEDIA & maggiore del poligonoPOTSMP.

Si provera del pari che ABCIA >PQRMP, dunque tutto il
poligono ABCIDEF sard maggiore di tutto il poligono PQRMSTO,
e se da questi due poligoni si levano i triangoli eguali €ID,
RMS , rvimarra il poligono ABCDEF > PQRSTO. - =

' 443. Corolario. Il poligonb regolare & il massimo di tutti
i poligoni , che avendo ﬁ)ostesso contorno sono composti d’ un
eguale numero di lati; poiche, *secondo il teorema XXXIV.
del 3. libro, il poligono massimo , fra quelli dello stesso con-
torno, e dello stesso numero di lati & I’ equilatero, e secondo
il teorema superiore & quello che & inscrivibile nel cerchio .,
dunque il fregof:re ¢ il massimo : .

Il triangolo equilatere & adunque i1 massimo di tutti i trian-
goli dello stesso perimetro. ‘ 4

LIBRO VL

DEI PIANI E DEGLI ANGOLI POLIEBRI.

444. 1L Il piano, come gia i & detto (f3), ¢
una superficie nella quale presi dei punti a piacere,
e congiunti mediante delle linee rette, queste rette
giacciono in tutta la loro estensione nella superficie
medesima. Si vede quindi che una linea retta non
pud essere parte in un piano, e parte fuori del
piano stesso. , o .

445. 1L Una linea retta AB dicesi pfzrpendzcolare
ad un_piano MN (fig. 160.), quando essa & egualmente
inclinata in ogni verso rispetto_al piano stesso; onde
la retta AB sard perpendicolare a tutte le rette BG,
BD, BE, ecc., che possono -condursi n.el piano MN
dal punto B, nel quale essa incontra il piano me-
desimo. 1l punto B chiamasi poi il piede della per-
pendicolare AB. o B

446. IL 1l piano MN dicesi pqrpe(adtGQIw-e al
piato PQ (fig. 161.), quando la sua inclinazione sul
piano PQ ¢é eguale in ogni verso. L

447. IV. Ritengasi per ora, e si dimostrera in se-
guito, che la comune sezione PM (fig. 162.) di duc

iani MN, PQ, che si incontrano & una linea retta.

448. V. L’ inclinazione di una retta AB al piano
PQ & misurata dall’ angolo ABF, che la retta AB
fa colla BF, che dal punto B va al piede della per-
pendicolare AF calata dal punto A sul piano PQ.

449. VL. L’ inclinazione reciproca di due piani
PQ, MN & misurata dall’angelo ABC, che fanno fra di
loro due perpeudicolari BA, BC alla comune 1nter-
sezione PM condotte da un medesimo punto B nei
rispettivi piani MN , PQ.
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450. VIL. Due piani sono fra di loro egualmente
inclinati , come lo sono due altri, quando I’ angolo,
ehe misura I’ inclinazione dei due primi é eguale
all' angolo, che misura I’inclinazione degli altri due.

451. VIIL. Una linea retta & parallela ad un
piano, o due piani sono paralleli fra di loro, quan-
do la linea non pué giammai incontrare il piano,
o quando i piani non possono incootrarsi a qoa-
lungne distanza si suppongano prolungati.

452. IX. Dicesi angolo diedro o angolo a due
facce I inclinazione reciproca di due piani, che si
incontrano (a). Tale angolo si suole nominare con
quattro lettere , delle quali le due di mezzo indi-
-cano la comune sezione dei piani o lo spigolo del-
I' angolo diedro. Cosi I’ angolo diedro formato dal-
I incontro dei due piani MN, PQ ( fig. 162. ) si
indichera con NPMQ, o con QMPN.

453. X. Angolo poliedro o angolo solido & lo
spazio angolare compreso fra pil piani, che si riu-
niscono in un medesimo punto. Il piti semplice di
tutti gli angoli poliedri & quello formato dal concorso
di tre angoli piani, oppure dal concorso degli spi-
goli dei tre angoli diedri. Tale angolo chiamasi
angolo triedro. L’ angolo B (fig. 163.) & un angolo
solido triedro, perché é formato dal concorso dei

(a) 1 angolo diedro dalla comune degli Scrittori si suole nominare an-
golo piano ; ma tale espressiome non mi sembra troppo esatta, offrendo
dessa I'idea di tn angolo disegnato in un piano, e per conseguenza d’un
angolo formato da due linee.

Sarebbe bene quindi, con aleuni moderni Serittori, di chiamare angolo
pisno quello, che & formato da due linee (16), e dare il nome di angela
diedro a quello formato da due’ piani, massime essendo un tale nome deri.
vante da due parole greche, una delle quali significa due , I'altra faccia o dase,
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tre angoli piani ABD, CBD, ABC; o dalla riunione
di tre spigoli il primo dei quali & determinato
dall’ inclinazione del piano ABD sul piano CBD; i
secondo dall’ inclinazione del piano DBA col piano
CBA, ed il terzo dalla reciproca inclinazione dvi
due piani ABC, DBC. w

Proposizione I, Teorema.
454. Due piani MN , PQ (fig. 163.), che si

tagliano , si tagliano in modo, che la loro comunc
sezione PM é una linea retta.

La intersezione PM deve essere necessariamente
una linea, perche i due piani MN, PQ non avendo
grossezza alcuna la loro sezione non pud non essere
che una linea; di pill essa deve essere anche una
linea retta, mentre, se fra i due punti P, M| con-
siderati come appartenenti al piano MN,si conduce
nel piano medesimo una retta, e tra i medesimi
punti, considerati come appartenenti al piano PQ,
si conduce nel piano PQ pure una retta, quelle due
linee si devono necessariamente confondere non po-
tendosi fra due punti P, M condurre che una sola
retta PM (10); dunque PM comune seziope dei
piani MN, PQ, & una linea retta.

Proposizicne II. Teorema.

455. Due rette AB, CD (fig. 164.), che si
segano in punto qualunque F, sono in un mede-
simo piano MN , e ne determinano la sua posizione.

Poiché si pud sempre immaginare , che il piano,
is cui giace la retta AB, si faccia girare intorno
alla AB finche passi pel punto D, nel qual caso la
linea CD avra due de’-suoi punti F, D in quel
piano , e per conseguenza sara in. €sso totalmente
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contenuta (444); dunque la posiziove di un piano ¢
determinata dalla condizione di passare per due rette
‘AB, CD, che si lagliane'in uwn punto qualunqgue F.

456. Corollario 1. Condotta la retta DB; il
triangolo DFB risultante, o i tre punti D, F, B
noon in linea retta sono. in uno stesso piano MN, e
ne determinano la sna posizione; danque tre punti
pon in limea retta non possono essere comuni a
duc piani differenti; ma due .piani, i quali avessero
comuni tre punti oon in linea retia, dovranno con-
fondersi. -

457. Coroltario .- Anche due rette AB, CD
(lig. 165.) parallele sovno_ in uno stesso piano MN,
¢ ve determinano la sua posizione, poiché condotta
la retta FG, il piano delle due rette AB, FG ¢&
pure quelio ‘delle dae rette CD, FG, e per counse-
pucnza & anche quello delle due parallele AB, CD.

Proposizione 111, Teorema.

458. Una retta AP ( fig. 166.) sara perpendi-
colare al piano MN , Qualora essa sia nello stesso
tempo  perpendicolare a due rette BP, CP poste
nello stesso piano, che passano pel suo piede P
e che non sono nella medesima direzione.

Per lo stesso punto P e nel medesimo piafo
MY si conduca un’ altra retta qualunque PF, dico
clie AP sara perpendicolare anche alla PF, e per
conseguenza perpendicolare al piano MN (445).

Si prenda sulla PF au puoto D a piacere; si
faccia GD=PD, indi da G si conduca GB paral-
lela a CP, si uniscano i punti B, D e si prolunghi
BD sino in C; a motivo dell’ eguaglianza dei trian-
goli BDG, CDP (96) surh BD=CD: cid fatto si
guidino all’ estremita A della perpendicolare AP

b4

;csarettc BA, DA, CA. Poiché la base BC del trian-
golo BAC ¢ divisa per meta in D, sard (230) lal
somme dei quadrati dei lati AB, AG egual(;: a
doppio quadrato della AD, piu il doppio 3“ _rff(’

di BD, che & la metd della base, sard cio AB +AC=

24D + 2BD . Per essere la base BC del tf'iangolo
BPC pure divisa per metad in D, si avra (220)

BP + PC = 2PD + 2 BD, e sottraendo quest’ equa-
zione dalla prima, membro per membro, si avra

TA—B.—}-T(:) --_B—l;—- -ﬁb" = :zA—ﬁ-i—,zBT) —aPD —
2 BD=2AD —aPD. Ma per essere AP perpen-
dicolare a PB, il triangolo rettangolo APB da (209)
AP = AB — BP , e per la medesima ragione il
triangolo rettangolo APC da A?:: :}5 — PE_,2 onde
sostituendo, si avra AP 4 AP =2 AD_: 2P2,30551a
2AP = 2 AD — aPD, cioe AP=AD —PD; ed

_aggiuogendo dall’ una e dall’ altra parte PD , sara

finalmente AD = AP + PD; dunque anche il trian-
golo APD sarh rettangolo in P (215), e quindi ‘la
AP perpendicolare auche alla PF, e/pper conse-
guenza perpendicolare al piano MN (449)

459. Corollario 1. Da un p!mto‘P. dato sopral
un piano MN (fig. 167.) non si puo lpuﬁzarepzu
piano medesimo che una sola perpendl.co r;iN s
poiche se dallo stesso punto P del piano p si
potessero elevare due perpendicolari PA, PC a
piano medesimo, la comune sezione del piano MN
col piano DG, in cui giacciono le ‘du;a Perpe?d;co-
lari supposte, sarebbe una retta FG (454), che pas-
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serebbe pel punto P, e ne verrebbe per consse?
guenza, che da uno stesso punto preso sopra la
retta FG si potrebbero innalzare nello stesso piano
DG due reite PA, PC perpendicolari, cid che ¢&
impossibile (103). .

460. Corollario 1I. Da uno stesso punto A dato
fuori del piano MN non si possono abbassare sullo
stesso piano due perpendicolari; poicheé,se AP, ed AH
fossero ambedue perpendicolari al piano MN, il
triangolo APH verrebbe ad avere due angoli retti
la qual cosa & impossibile (161).

461. Scolio. Poiché la perpendicolare AP ¢
I' unica, che dal punto A si possa abbassare sopra
il piano MN, e poiché la perpendicolare & pid
corta di qualunque obliqua AB (fig. 166.), essa
adunque servira per misurare la vera distanza dal

punto A al piano MN.
Proposiziene IV. Teorema.

462. Le oblique AD, AC, AB (fig. 168.), che
cgua’mente si allontanano dalla perpendicolare AP sono
egnali fra di loro, e di due oblique AB, AE disu-
gualmente lontane dalla perpendicolare AP, é mag-
giore quella AE, che pin si allontana dalla perpen-
dicolare medesima.,

“Tu fatti, essendo AP perpendicolare al piano MN ,
essa ¢ perpendicolare a tutte le rette PD, PC, PB,
ecc., che nel piano MN passano pel suo piede P
(458) , onde sono retti tutti gli angoli APD, APC,
APB. I triangoli rettangoli APD, APC, APB, che
banno cowune il lato AP, ed eguali i lati PD,
PC, PB, per costruzione, sono eguali, e per con-
seguenza le ipotenuse o oblique AD, AC, AB sono
eguali. Siccome poi, per supposizioue ¢ PE > PB,
e le rette AP, AB, AL sono tutte nel piauo del
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triangolo APE (456), cost sark aache (104) AE >
AB, e quitidi maggiore anche di qualunque altra
retta AD, AC, eguale ad AB. *

- 463.. Corollario. Essendo le rette PD, PC,
PB, tatte fra di loro eguali, ne vieue che, fatto
centro in P con raggio PD, la circonferenza del cer-
chio DCBHKD cosi descritto passera per tutti i punti
D, C, B, ecc.; onde tutte le obblique eguali tirate da
uno stesso punto A sopra un piano MN terminano
tatte sulla circonferenza di uno stesso cerchio, il di
cui centro & nel piede della perpendicolare.

464. Scolio 1. L’ angolo ADP chiamasi angofo
d’ inclinazione dell’ obbliqua AD sul piano MN. Tale
inclinazione & egunle per tulte le obblique AD, AC,
AB, che egualmente si scostano “dalla perpendico-
lare AP; poiche, avendo dimostrato I’ egnaglianza di
tutli i triangoli rettangoli APD, APC, APB (462),

tutti gli angoli ADP, ACP, ABP riescono fra di
loro eguali. - . :

~ 465. Scolio II. Questa proposizione ci sonmi-
nistra il mezzo di abbassare sopra di un piano MN
da un punto A, dato fuori del piano medesino, una
perpendicolare AP. A tale oggetto sul piano MN si
determinino tre puati D, C, B, egnalmente lontani
dal punto dato A, e per essi si faccia passare una
circonferenza di cerclio , del quale si trovi il
centro P (329), che si congiungerd col punto A.
La congiungeute AP sard la perpendicolare richiesta;
poichié, prolungato il raggic BP sino in K, ed il
raggio DP sino in H, e condotte dal punto A le
rette AK, AH, queste rette sono eguali (463). Ora
la retta AP divide per etk la base KB del trian-
golo isoscele AKB, duaque & ad essa perpendico-
lare, ma & perpendicolare auche alla DH, perché
divide per meta la base DH del triangolo isoscele



161
DAH, dunque AP & perpendicolare alle due rette
KB, DH, che passano pel suo piede P; dunque &
perpendicolare al piano MN (458), in cui esse

giacciouo,
Proposizione V. Teorema.

466. Se dul piede P (fig. 169.) di una retta AP
perpendicolare al piano MN si abbassa la PE per-
pendicolare sullu retta DF situata nel piano mede-
simo , la retta AE condotta dal punto E al punto
A , saré perpendicolyre alle DF.

Si prenda ED=EF, e si conducavo le rette
PD, PF, AD, AF, i triangoli rettangoli PED, PEF
sono eguali (93), onde PD=PF, ¢ per conseguanza
anche le due oblique AD, AF, che egualmente si
aHontavano dalla perpendicol‘ﬁ{'el AP sono eguali;
la retta AE ha duuque due de’ suoi pantt A) K
equidistanti dal punto D e dal punto F, essa &
adunque perpendicelare sulla meta della DF (109).

467. Corvllario. Siccome poi la retta DF &
perpendicolare alle due rette PE, AE, che giacciono
nel piano APE, e cade nel loro punto d ioterse-
zione K, cosi essa ¢ perpendicolare al piano mede-
simo APE (458). ‘ | |

468. Scolio. Questa proposizione ci somministra
un altro modo di condurre una perpendicolare AP da
uu punto A dato fuori del piano MN al piano mede-
simo. A tale oggetto nel piano MN si guidi uua
reltda qualunque DF, e sopra di essa dal punto
A si tiri AE perpendicolare, indi dal punto E el
pitano MN si ianalzi EP perpendicolare a DF | o
dal punto A si abhassi la retta AP perpendicolare
alla LP, sara la retta AP perpeudicolare al piano MN,

Tom. 11 1t
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Proposizione V1. Teorema.

469. Se la retta AB (fig. 170.) & perpendico-
laré a we rette BC, BD, BF nel punto B di loro
comune intersezione , quesle tre rette sono tutte nel
medssimo piano MN. :

Poichié se esse mon fossero in uno stesso piano
MN, e si supponesse che una BF fosse in un al-
tro piano, il piano KB, che passa per le due
rette AB, BF, segherebbe il piano MN nella retta
B, comune sezione dei piani KB ed MN, ed es-
sendo AB perpendicolare alle rette BC, BD, per
supposizione, e per conseguenza al loro piano MN
(458), & perpendicolare anche alla comune sezione
BI, di modo che I' angolo ABE ¢ retto, ed eguale
all’ angolo ABF, che pure ¢ retto per supposizione;
onde nel piano KB#sarebbe I’ angolo ABF=ABE,
cioé la parte eguale al tutto, cié che & impossibile;
dunque anche la retts BF ¢ nel piano MN; in cui
giacciono le rette BC, BD.

Proposizione VII. Teorema.
470. Se due piani MN , EG , (tig. 171.), che

- si tagliano in LH sono ambidue perpendicolari ab

piano sottoposto PQ, la comune sezione LH di que-
$ti piani, sura perpendicolare al piano medesimo PQ.

Poich¢ la LH sara perpendicolare alla comune
sezione MI dei due piani PQ, MN, ed anche per-
pendicolare nello stesso tempo alla sezione comune
AG dei piani- PQ, EG, altrimenti se nel pisno MN
fusse la HF perpendicolare ad MI, e nel piano EG
fosse la HK perpendicolare ad AG, le rette HF,
HK giacendo rispettivameunte nei piani MN, EG per-
pendicolari al piano PQ, sarchbero smendue per-
pendicolari al piano medesimo, nel quale giacciono
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le rette MI, AG e sarebbero elevate da uno stesso
punto H, cié che & impossibile (459), dunque la
comune sezione LH dei piani MN, EG & perpen-
dicolare al piauno PQ.

Proposizione VIII Teorema.

® 5:,"’ °

471. L’ angole diedro m{) (fig. 162.) for-

mato da due piani PQ, MN , che si incontrano in
PM , ka la medesima misura detl’ angolo rettilineo
ABC formato da due perpendicolari AB, BC, con-
dotte in questi piani dal medesimo punto B, preso
a piacere nella comune loro sezione Pi.

Si supponga primiergimente che il piano MN giac-
cia sopra il piano PQ in modo che le rette AB ,
BC, supposte eguali, non formina che una sola retta
perpendicolare alla comnune . sésfigie .PM nel punto
B, si supponga dappoi che il piamo PQ rimanga
fermno, e che il piuno MN si elevi sul piano PQ,
aggirandosi sulla comune sezione.-PM, per formare
I"angolo diedro NPMQ. E ehiaro che con questo
moto le rette AB, BG rimarranno costantemeunte in
‘uno stesso piano ABC perpendicelare a PM, e che il
punto A descrivera un arco di cerchio CDA, il
quale indichera la quantita, di cui il piano MN si &
allontanato nella sua rotazione dal piano PQ, oude
formare 1’ angolo diedro NPMQ, e misurera per
conseguenza |’ angolo stesso. Ma il medesimo arco
CDA. ¢ la misura anche dell’ angolo rettilineo ABC;
dunque )’ angolo diedro NPMQ ha la medesima
misura dell’ angolo rettilijpeo - ABC formato dalle
due rette AB, BC condotte mei due piani da un
medesimo punto B della loro comune intensezione
PM e ad essa perpendicolari. '
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* 472, Corollario, Ne segue da cid, che negli
angoli diedri avranno luogo tutte le proprieta, che
st sono dimostrate per gli angoli rettilinei,

Praposizione IX, Teorema.

473. La inglinaziepe di una retia AB (Gig. 162.)
rispetto ad un piono PQ si determina dall’ angolo che
essa fa . colla retta, che congiunge i punta in. cui lg
retta data o il suo prolungamento incontra il piano
col piede della perpendicalare calata da un punto qua-
lunque dell’ obliqua' 4B sul piano medesimo PQ.

In fatti se da un punto valunque A ‘della retta
AB si abbassery la  perpendiculare AF sul piana
PQ (465 ,468) , © & condurrd la FB, I' angolo ABF
deterwinera I’ mclinggione della retta AB rispetto al
piano PQ, .poich_é»ﬁqno stessq punto A preso
faori di un piano PQ, non potendosi abbassare
che una scla perpendicolare AF sul piano stessqg
(460) ; € chiaro che ia retta AF, e quindi I’ angola
ABF, esseudo unico per la retta AB, sara quello ,
che fara distinguere la retta medesima da qualun-
que altra, che non awra la medesima posizione ri-
guardo al piano PQy queHo ciog, che misurgra lg
sua inclivazione. ' :

Proposiziene X, Teorema.

474 Se la retta AB (fig. 1 73.) € perpendicolare
al piano MN, qualunque rettq I;C ad essa parallela
sara perpendicolare al piano medesimo. '
Per le rette AB, DC parallele si faccia- passare
il piano PQ, Ia di cui intersezione col piano MN
sia PG; e nel piano MN si conduca EF perpendi-
colare a CP, o a BC, cendotta la AC, la retta EF
sara perpendicolare anche alla AC (466) , e per
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conseguenza sard perpendicolare al piano PQ delile
- parallele, dunque I’ angolo DCE sara retto, ma &
pure retio anche I' angolo DCB, perché¢ BC & per-
pendicolare ad AB, e per conseguenza anche alla
sua parallela DC; dunque la retta DC & perpendi-
colare alle due rette BC, CE nel punto C di doro
intersezione, dunque essa & perpendicolare al piano
MN, nel quale queste rette giacciono (458).
475, Corollario. Se le rette AB, DC sono per-
pendicolari ambedue allo stesso piano MN saranno fra
di loro parallele; poiché se DC non fosse parallela
ad AB, dal punto C condotta CK parallela ad AB,
la CK sarebbe perpendicolare al piano MN (4-4),
¢ be verrebbe quindi, che da uno stesso punto C si
potrebbero elevare due perpendicolari CD, CK al
medesimo piano, cid che & impossibile (459).

476. Scolio. Questa proposizione ci insegna la
maniera di innalzare da un dato punto C sopra un
piano MN una perpendicolare GD al piano mede-
simo; poiché da un pgnto A qualunque abbassata
la perpendicolare AB al piano stesso, e congiunto
il suo piede B col punto dato C, la retta CD, con-
dotta dal punto G parallelamente alla AB nel piano
PQ, che passa per le rette AB, BC sara la per-
pendicolare richiesta.

Proposizione X1I. Teorema.

477. Se la retta AB (fig. 172.) é perpendicolare
al piana MN, qualunque piano PQ, cle passa per
guesta retta, & perpendicolare al medesimo piano MA.

Sia GP la comune sezione di questi piani; da
qualonque punto C della medesima si conduca la
retta CD pargliela ad AB nel piano PQ, la CD
sara anch’essa perpendicolare al piano MN (474); dun-
que il piano PQ sara perpendicolare al piano MN(457).
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Proposizione X1I. Teorema.

478. Due rette 4B, CD (fig. 173.) parallele
ad una terza EF fuori del lore piano, sono paral-

- lele fra di loro.

Da un punto qualunque G preso sopra la EF,
nel piano delle rette parallele AB, EF, si conduca
GH perpendicolare ad EF la quale sard perpendi-
colare anche ad AB (131), e dallo stesso punto G
nel piano delle parallele EF, CD, si tiri GI per-
pemﬁco]are ad EF, che sara anche perpendicolare
a CD. Ora poich¢ la TYE ¢& per costruzione per-
pendicolare a ciascuna delle due rette GH, GI,
essa sard perpendicolare anche al loro piano HGI
(458), a cui sard. perpendicolare anche ciascuna
delle sue parallele AB, CD (474). Le rette AB, CD
essendo ambedue iperpendicolari allo stesso piano

HGI souo parallele fra di loro (475).

Proposisione XIAI. Teorema.

479. Se la retta AB (fig. 174 ) é perpendico-
lare a due piani MN, PQ, questi piani sono paralleli.
Poiché, supponiamo che essi non siano paralleli,
ma che prolungati si incontrino nella retta PM,
preso un punto qualunque C in questa retta, e
condotte nei piani rispettivi le rette. CA, CB, ne
risulterebbe un triangolo CAB, il quale avrebbe i
due angoli CAB, CBA retti. cidé che & impossibile;
dunque i due piani MN, PQ sono paralleli.

Proposizione XI¥. Teorema.
480. S¢ la retta AB ( fig. 195.) & parallela alla

retta CG. condotla nel piano PQ, essa sard paral-
lela al piano medesimo. S ,
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Poiché se la AB, che ¢ nel piano AG incontrasse
il piano PQ essa non potrebbe incontrarlo che in
quaiche punto della @8 comune sezione dei due
iani AG, PQ; ma la"retta AB non pud incontrare
a GG, ‘perché ad essa ¢ parallela, dunque non in-
contrera nemmeno il piano PQ; dunque la AB sara

parallela al piano PQ.

Proposizione XV. Teorema.

481. Se due piani MN, PQ (fig. 175.) paral-

leli vengono incontrati da un altro piano AG, le
intersezioni AB, CG sono paraliele. .
- Poiché, se non fossero parallele le rette AB, CG,
prolungate converrebbero in qualche punto, e per
conseguenza couverrebbero. anche i piani MN, PQ,
vei quali esse giacciono, ma tali piaui non possono
conveuire, perché sono paralleli, dungiie non con-
verranno neanche le rette AB, CG; dunque sa-
ranno parallele. '

Propasizione XVI Teorema.

482. La retta AC (fig. 175.) perpendicolare al
piano MN .é pérpendicolare anche al piano PQ pa-
ratlelo ad MN. -

Poiché condotta qualunque retta CG nel piano
PQ, e per AC, CG condotto il piano AG, la di
cui intersezione col piano MN sia AB, sara AB
parallela alla CG (481); ma la retta AC, perpen-
dicolare al piano MN , & perpendicolare anche alla
AB, dunque essa sara perpendicolare altresi ‘alla
sua parallela CG (131), e siccome la retta AC &
perpendicolare a qualunque retta GG condotta pel
suo piede C uel piano PQ ; ne segue che essa ¢

perpeadicolare al piano PQ.

i
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Proposizione XV'Il. Teorema.

483. Le parallele AC , ¢Biz (fig. 175.) inter-

cette fra due piani paralleli MN, PQ sono eguali.

Si faccia passare. per le parallele AC, BG il piano
AG, e le comuni intersezioni AB, CG dei piaui
MN, PQ con questo piano saranno parallele (481),
ma sono parallele anche le rette AC, BG, per sap-
posizione,, dunque ABGC & un parsllelogrammo),
dunque AC—=BG.
" 484. Corollario. Se le rette AC, BG saranno
perpendicalari ai due piani MN, PQ, saranno fra
di loro parallele ed eguali, dunque la distanza di
due piani paralleli é da per tutto eguale.

- Proposizione XV III. Teorema.
485. Se due angoﬁ' ABC, DEF (fig. 176.), non

situati nello stesso piane , hanno i lati rispettiva-
mente paralleli , e diretti nel medesimo verso, essi
sono eguali , ed i loro piani sono paralleli.

1.° Poiché presa AB=DE ; BC=LF, e coundotte le
rette AD, BE, CF, AC, DF ; essendo AB eguale e paral-
lela alla DE | il quadrilatero ABED ¢ un parallelo-
grammo (184); dunque AD @& eguale e parallela
alla. BE; per una simile ragione CF & eguale
parallela alla stessa BE; dunque le reite AD,
CF sono_eguali e parallele, dunque anche ACFD &
un parallelogrammo, e quindi AC=DF, dunque i
triangoli ABC, DEF, che hanno tutti i lati rispet-
tivamente eguali souo eguali, dunque anche I an-
golo ABC — DEF. : .

2.° Se il piano MN dell’ angolo ABC non sara
parallelo al piano PQ dell’ angolo . DEF, si ‘sup-
ponga che il piano parallelo .a PQ., condotto pel
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punto A incontri le linee EB, FC in punti diversi
da B e da C, per esempio nei punti G, 'ed H,
in tal caso le rette AD, GE, HF saranno eguali (483);
ma AD, come abbiamo dimdsteato ¢ eguale a BE ed
anche a CF; dunque sarebbe BE=GK; CF=-HF,
cid che & impossibile, dunque il piane MN dell an-
golo ABG @ parallelo al piano PQ dell’ angolo DEF.
" 486. Carollario. Se i piani paralleli PQ, MN
sono incontrati da altri due piani ABED, ACFD
tra di loro concorrenti, gli angoli BAC, EDF for-
mati dalle loro intersezioni coi piani paralleli sono
eguali, perché I’ intersezione AB ¢ paralela all’in-
tersezioé)e DE, e I'intersezione AC & parallela .al-
I’ intersezione DF; dunque I’ angolo BAC =EDF.

Proposizione XIX. Teoremad.
48%. I triangoli ABC, DEF (fig. 196.) situati

in piani diversi, e formati dalla congiunzione degli
estremi delle tre rette AD, BE, CF parallcle ed
eguali, sono eguall, ed i piani di questi triangoli
sono paralleli. S )
Di fatto, essendo AD eguale e parallela a BE, il
- quadrilatero ABED ¢ un parallelogrammo, e quindi
~AB ¢é eguale e parallela a DE; per una simile ra-
gione i lati BC ed EF sono eguali e paralleli, ‘come
lo sono fra di loro anche i lati AG, DF; onde i
triangoli ABC, DEF , sono eguali. I piani di quei
triangoli si dimostrano paralleli, collo stesso ragio~
namento tenuto nella precedente proposizione.

Proposizione XX. Teorema.

488. Le parti di due rette AB, CD (fig. 197.)
comprese dai  piani paralleti PQ, MN , RS sone
proporzionali: di modo che sturd AE:EB::CF:FD,
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Poiché, condotta la AD, per essere il piano MY
parallelo ad RS, le comuni sezioni EF, BD sono
due Tefte parallele (481), e per conseguenza la EO
sega’i lati del triangt¥e® ABD in parti proporzionahi ,
per cui si-ha AE :EB::AO7QD; per essere il
piano MN parallelo a PQ, i Jati del triangolo DAC
sono dalla FO segati proporzioualmente , onde
CF:FD::A0:0D, ed a motivo del fapporto co-
muane AO:0D, si ha AE:EB:: CF:FD.

Proposizione XXI. Teorema.

489. La somma ASC4-BSC di due d li piani
qualunque ( fig. 178.), che compongano u “angolo
triedro S ¢ sempre maggiore del terto angolo A4S8.

Nel caso che tutti e tre gli angoli piant, che com-
pongono I angolo triedro fossero fra di loro eguali,
¢ manifesto, che la somma di quei due angoli supera
il terzo. Se poi uno di essi come ASB é maggiore Ui
ggsccuuo degli altri due, sard sempre ASB< ASC +

Poiché condotta la SD di modd che 1'angolo
BSD sia eguale all’angolo BSC, e presa SD=SC,
per due puati Be D si conduee la BD protratta sino
1n A, e si guidino le rette AC, BC. I triangoli BSC, BSD
Bopu‘{)erfettamentew eguali, avendo di comune il lato
$B, il lato SC=SD, e I angolo BSC =BSD , per
costruzione, onde anche BC=BD. Ora nel triangolo
ABC si ha AB<KAC+BC, ossia AD+BDZACH-BC,
¢ levando le quantita BD, BC eguali rimarra
AD < AC. I dne triangoli ASC, ASD hadno il late
AS comune, ed i lati SC, SD eguali, e la base
AD del triangolo ASD minore della base AC del
triangolo ASC, duaque anche I angolo ASD< ASC.
Aggiungendo BSD— SC, sara ASD +BSD<ASC +
BSC, ossia ASB < ASC + BSC.



Proposizione XXII. Teorema.

4go. La somma ASB+- ASE+BSC+ESD+DSC
(fig. 199.) degli angoli piani; ehe concorrono a for-
mare un angolo poliedro S & sempre minere di quattro
angoli retti. ' " .

Si seghino con un piano - qualunque ABCDE i
piani concorrenti a formar I’ angolo solido S, e da
un punto qualunque O preso dentro,. questo piano
a ciascun angolo si conducano rispettivamente le
rette OB, OA, OE, OD, .OC. La somma di tulti
gli angoli dei triangoli ASB, ASE, BSC, ecc., i
quali hanno il vertice nel punte comune S, & eguale
alla somma di tutti gi angoli “dei triangoli AOB ,
AOE, EQD, ecc., che hanno il vertice rispettiva-
mente nel punto O, essendo il numero di questi
triangoli eguale al numero di quelli che vanno al
punto S. Ora la somma dei due angoli SAB. SAL,
che unitamente all’ angolo BAE formano I angolo
triedro A ¢ maggiore dell’ angolo BAE (489), -cosi
la somma §FA 4+ SED >AED, ecc., dunque anche
la somma degli angoli sopra le rispettive basi di
totti i triangoli SAB, SAE, ecc., che vanuo al
punto S, & maggiore della somma degli angoli
sopra le rispettive basi di tutti i triangoli AOR,
AOE, ecc., che vanno al punto O, dunque & duopo
che la somma di tutti gli angoli formati intorno al
punto S sia minore della somma di tutti gli angoli
formati intorno .al ponto O; ma la somma degli
angoli formati intorno al punto O & sempre eguale
a quattro angoli retti («17), la somma quindi di
tutti gli angoli formati intorno al punto S, la
somma cio¢ di tutti gli angoli piani ASB 4+ ASE +
BSC + ESD 4- DSC , che compongono I'angolo so-
lido S, & minore di quattro angoli retti. .
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7 491. Scalio. In questy dimostrazione si- ¢ wup-
posto che I’ angolo solido 8 sia convesso, o a spi-
goli saglienti ;. tale ciod che- il piano d' una faccia
prolungato non possa mei tagliare I angolo solido;
se fosse alirimenti la somma' degli angoli piani non
avrebbe alcun limite, ¢ potrebbe essere di wna
grandeaza ¢amalunques «

Proposizione XXITI. Teoremd.

. 492. Se due angoli triedri 8, s (fig. 180.) sono formati
tda eré angoli piani rispeliivamente eguali ; e disposti nel
medcsinmo oidirie ; éssi sono eguali e sovrapponibili. .

Dal punto A preso ad-.arbitric syl lata SA, si canducano le
retté AB, AC rispettivamente perpendicolari alle reite SB, SC,

e dal punto sfésso A sul piano BSG si cohduca Ia perpendi-
tolate AP, ed il piede P di questa perpendicolare si conginnga
toi puiti B, C, si pxnda Indi sa==8A; e si faccia la stessa
costruzione per I angolo s, che abbiamo fatto per I angolo S.
I- triangoli SBA ; sha rettangoli sono eguali; per avere SA=—=sa,

‘e gli angoli BSA ; bsa eguali per supposizione. Sono pure

ali anche i triangoli rettangoli SCA ; sca , onde SB=14b
gCS“ = sc; AB_:_‘:‘a%o ; AC ﬁg::l; in oltré %ang(ﬂi SBP,
sbp somo retti; cid ‘posto- sono eguali i due quadrilateri
SBPC , #bpc ; poiché, ponendo 1’ angolo BSC sull’ angolo bse
ad esso egnale, a cagione di SB==eb, e di SC==sc; il
unto B cadrl in b, ed il punto C in c; nello stesso tempo
BYP perpendicolare ad SB, cadri sopra bp perpendicolure ad
sb, € parimente PC sopra pc; dunque il punto P cadrd el
punto p, ¢ si avra BP==/p; ma i triangoli BPA, bpa ret-
tan?:li in P, p sono eguali avendo le ipotenuse AB, ab eguali,
ed i cateti BP, bp pure eguali; dunque I'engolo ABP=afp;
ma P angolo ABP misura I’ inclinazione dei piani BSA ; BSC
parimente I’ angolo abp misura I inclinazione dei piani bsa
bsc, duaque queste due inclinazioni sono eguali; dunque i
due angoli triedri sono eguali e savrapponibili.
4g3. Scofio. Questa coincidenra Ea luogo mel solo easo 4
in cui gli angoli piani some disposti nells medesima maniera
nei due angali solidi , paiché se gli angoli pisni eguali fosserc
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disposti in un ordine inverso, o cid che & lo stesso, se7le
perpendicolari AP, ap in vece di essere dirette nello stesso
verso per rapporto ai piani BSC , bsc fosera dirette in verso
contrarjo , allora syrebbe impossibile di far coincidere i due
angoli solidi I' uno coll’ altro. Cepformemente al tegrema di

mostrato , i piani nei queli sono gli angoli eguali] -sarebbera-

nulla di meno egualmente fra di loro inclinati; di modo che i
due angoli solidi sarebbero eguali in tutte Je loro parti- costi-
tuenti , quantunque non sovrapponibili. Una tale specie di
eguaglianza , che non ¢ assoluta, o di sovrappesizione, & stata
dal celebre Sig. Legendre detta eguaglianza per simmeiria, Cosi
i due angoli solidi S, s supponendoli formmgfl da tre éngoli
rispettivamente eguali, ma disposti in un ardine Inverso, si
nominerchbero -angoli eguali per simmetria, o solamente angol
Q‘”lmﬂ,ﬂq? bt . T - x

-

~]
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A B:RO V.

Lo . " DEI POLIEDRL

Definizioni.

. 4o4. L, Ig poliedro & uno spazio rinchiuso da
ogni parte da. piani, oppure, un solido o volume
terminato da superficie o fucce tutte piane.

I poliedsi prendono delle denominazioni -gartico-
lari tanto per riguardo al numero, quanto eqper ri-
spetto alla forma, e disposizione delle facce , dalle
quali ‘sono”terminati.

495. 1L Onde rinchiudecte definitivamente uno
spazio vi vogliono almeno quattro piani, ed il solido
che ne risulta prende il nome d&i tetraedro; tale &
SABC (fig. ‘wB1. ) .

Dicesi peptaedro il poliedro rinchiuso da cinque
facce , esaedro quello conten#ito da sei facce ,
eptaedro quello da sette faccg, ottaedro quello da
olto , deciedro quello da dilei, dodecaedro quello

da dodici, icosaedro quello “contenuto da venti

facce, ecc. . :
496. L. Chiamasi spigolo , lato, o costa di un
aliedro I intersezioue di due J)iemi contigui del po-
Eedl‘u stesso. L’intersezione.'SA (fig. 181.) dei
due piani SCA, SBA & uno *spigolo o lato del te-

Jtraedro SABC. '

497. 1V. Due poliedri sono eguali quando sono
contenuti da un pumero eguale di piani rispetliva-
mente eguali, e disposti col medesimo ordine.



. 75

498. V. Due poliedri sono simili quando eZsi

sono contenuti da un namero cguale di piani ri-
spettivameole simili} e similmente disposti (a).

- 499- YL Ul poliedro regolare & quello, di cui
tuite le facce sono poligoni regolari eguali, ed i
di coi angoli solidi sono tutti eguali. - = :

500, VII. Chiamasi piramide *ogni poliedro
SABCDE ( fig. 182.) contenuto da un poligono quas
lunque ABUDE, e da tanti triavgoli quanti sono i
lati del poligono aventi tutti il vertice in uno stesso
punto S. II tetraedro SABC (fig. 181.) & adunque
una piramide. , .

"Sot. VIIL Il punto S dicesi il vertice della pi-
ramide, ed. il poligouo ABCDE ne ¢ Ia base. L’ al-
fezza di una piramide & la perpendicolare SG ab-
bassata dal suo vertice S sul Piano, su cai appoggia.

502. IX. La piramide dicesi poi triangolare
quadrangolare , pentagona , ecc., secondo che la
sua base & ua triangolo, un quadrilatero, un pen-

tagone, é,;:
503K, Il complesso dei triangoli laterali SAB,
SAE, SED, SDC, SBC - costituisce la superficie la-
terale o convessa della _piramide.
504. XL Dicesi retta uoa piramide (3), quan-
do essa ha per base un peligono regolare, e che

Fid

(@ Le definizioni IV, e V sone quelle, cie Euclide ha date nell’ XI.
Libro d¢’ suoi Elementi. - )

Sulla legittinita delle medesime vi sono state diverse quistioni, ed ¢ stata
finalmenle a tutto rigore dimostrata dalP Illustre Geometra Frapcese 'Sig.
Cauchy in una sta memoria presentata all’ Lstituto di Francia pochi anni sono.
Vedasi a tale uopo la_nota X1, posta nell’ undecima edizione degli elementi
del celebre Siz. Legendre a pag. 32a.

(4, Dalla massim parte degli Scrittori di Geometria a tale piramide si
da il name di picanide regolare; ma questa defiuizione sembrami impropria

~8
:n/zllo, stesso tempo la perpendicolare SG calata dal
suo vertice S sul piano della base cade el centra
del poligono stesso. L’altezza SG in questo caso
srende il nome di asse. La perpendivolare SK, che -
dal vertice S va sapra uh lato qualunque AE della
base della piratnide retta dicesi apotema (.lella
piramide stessa. Qualunque altra ﬁiramlde ¢ pl{ilc;tza:
Quella fra Ie "(Firamidi rette, che ha toti ‘i suot
spigoli eguali, dicesi piramide equilatera.

E chiaro che tutti i triangoli SAE, SAI%, eco.
laterali della piramide retta sono fra dl. loro ggualg
ed isosceli; poiché hanne le basi eguali, ed i lat
SA, SE, SB, ecc. eguali, per essere tutte rette ch-
blique, che egualmente si allontanano dalla perpen-
dicolare SG (463). E del pari chiaro ohe tutti ght
apotemi appartenenti alla medesima piramide retta
SUNG egua{i‘, essendo essi le laltezze apparlenenti a
dei triangoli eguali ed isosceli.

505.gXII. lgl prisma & nn poliedro ABCDEFGHNM
(fig. 183.) compreso da pil facce parall‘elo,&punglchg
terminate da u":i parte“e dall’ a‘{;:r;x_ da due poligoni
ABCDE , FGHNM eguali e paralleli, o

506. XIII 1 poliggoni CDE, FGHNM si .cbxa-z
mato le basi del prisma, ed il complesso dei pa-
rallelogranmi laterali ABGF, BCHG, ecc. si dice
la superficie laterale o convessa df:l prismna medesimo.

507. XIV. L’ altezza del prisma ¢ la distauza
delle sue basi, es¢a si misara dalla perpendicolare
LG calata da un punte qdalu.nqug L della base sue
periore sul piano della base inferiore.

ed in opposizione diretta a quella (499>, ché si da dei poliedii regolari
¢ssa non potrcbbe eonveniré, rigorosamente parlands, che al solo tetracdro,
contenuto da quattro triangoli equilateri ed cguali.
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508. XV. 1l prisma ¢é retto, quando i suoi spigél’]i
AF, GB, ecc. sono perpendicolari ai piani delle
sue basi, in tal caso ciascuno de’ suoi spigoli &
eguale all’ altezza del prisma (507). In qualunque
altro caso il prisma dicesi obliquo , ed i suoi spi-
goli sono sempre maggiori della sua altezza.

509. XVIL. Aunche il prisma, come la piramide
€ triangolare, quadrangolare , pentagono, ecc , se-
condo che la sua base ¢ un triangolo, un quadri-
latero, un pentagono, ecc.

Sto. XVIL Fra i prismi si distingme il paral-

lelepipedo , che & quello che ha per base un pa-

rallelogrammo , e che per conseguenza ¢ terminato
da sei facce tutte parallelogrammiche. ABCDGEFH
(fig. 184.) & un parallelepipedo.

5vi. XVIIL T parallelepipedo rettangolo ¢ quello,
che & contenuto da sei facce tutte retlangolari,

513. XIX. Dicesi esaedro regolare o cubo il pa-
rallelepipedo coatenuto da sei quadrati eguali.

513. XX. La diagonale di un poliedro ¢ la retia
FC (fig. 183.), che coungiunge i vertici di due an-
goli solidi F, C non adiacenti.

514. XXI. Se una piramide qua]unque SABCD
(fig. 185.) viene tagliata da un piano qualunque
EHOF, la porzione ABCDFEHO chiamasi tronco
di piramide o piramide troncata. Se poi il piano
EHOF che sega la piramide SABCD, sara parallelo
alle base ABCD, il solido ABCDFEHO, che ne risul-
ta, dicesi tronco di piramide a basi paraliele. Lo stesso
dicasi d'un prisma segato da un piano qualunque.

Proposizione I. Teorema.
515. Li poliedri regolari non ve ne sono che

cinque.

Tom. 11, 12
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Poiché, per:la costruzione. di- un angolo solido
non si possono impiegare meno di tre angoli piani
(453), e la somma di tutti gli. angoli piani, qua-
lunque sia il numero dei medesimi, che concorre a
formare un angolo solido deve essere minore di quat-
tro angoli retu (4go), ne viene che con tre angoli
di un esagono regolare, o di un poligono regolare
d’ un nuomero di lati maggiore di cinque , non -si
potra mai formare un angolo solido, essendo la
somma di tre angoli di ciascuno di quei poligoni
maggiore e nou univore di quaitro angoli retui: onde
con soli triangoli equilateri, quadrati, e pentagoni
si potranno formare dei poliedri regolari. ‘
- Se. per formare un angolo solido si impiegheranno
tre angoli di triangoli equilateri il solido risultunte
sara un {etraedro regolare. Se se ne impiegheranuo
quattro, st avra I ottdaedro regolare, sé cinque, I'ico-
saedro regolare. Siccome poi la somma di' sei angoli
di triangoli ‘equilateri non & minore di quaftro an-
goli relti, cosi con sei, o pid’ angoli piani appar-
tenenti a triangoli equilateri non si pud costruire
un angolo solido. o

Per formare un angolo solido, non si potranno
impiegare che tre angoli di quadrati, ed il poliedro
cosi risultante sarad I’ esaedro regolare. Un angolo
solido non potra del .pari formarsi con pia di tre
angoli di pentagoni regolari, ed il . poliedro risul-
tante sara il dodecaedro regolare. ‘ : '

Proposisione II. Teorema.

- 516. In qualunque parallelepipedo ABCDGEFH
(g, 184.) le fucce opposte sono eguali e parallele.
1l parallelogrammo ABCD ¢ eguale e paralielo ad
EGHF in virtd della definizione XII. (505). Per
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essere ABCD un parallelogrammo, si ha AD egua/lg
e parallela a BC, cosi pure essendo ABFE un paral-
Jelogramimo (184) si ha AE eguale e parallela a BF;
dunque I’ angolo DAE = CBF, poiché questi angoli
sono contenuti da linee rispetlivamente parallele,
- dunque anche il piano DAE ¢ parallelo al piano GBF,
e in oltre il parallelogrammo DAEG = CBFH. Si-
mile ragionamento servirebbe a dimostrare che il
parallelogrammo ABFE ¢ eguale e parallelo a DCHG.

517, Scalio 1. Siccome 1l parallelepipedo ¢ con-

tenula da sei facce, di cui le opposle sono eguali
e parallele; cosi ciascuna faccia del parallelepipedo
potra pren-ersi per base. '
‘ 518. Scalio 1I. Per costruire un parallelepipedo
sopra tre rette date, che si riuniscono in un mede-
simo punto ad angoli dati, dall’ estremita di ciascuna
relta si faccia passare un piano parallelo al piano ,
che passa per le.alire due; questi piani coi rispet-
tivi lovo incontri determineranno il parallelepipedo
richiesto, '

Proposizione I1Y. Teorema.

519. Il piano BDGF (fig. 184 ), che passa per
te diagonali FG, BD di due parallelogrammi qua-
lungue EFHG, ABCD opposti in un parallelepipe-
do ABCDGHFE, sega il parallelepipedo stesso , in
due prismi triangolari BDCHGF , ABDGFE egunli.

La sezione o faccia comune BDGF, é un paral-
lelogrammo , giacché sono fra di loro parallele le
retle F'G, BD, siccome giacenti nei piani ABCD,
EGHF paralleli, come lo sono fra di loro le rette
GU., FB giacendo esse nei piani paralleli ABFE,
DCHG (481). 1 triangoli BDC, FGH sono. eguali
e paralleli,avendo i loro lati risPelti‘vamenitge egqalj
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le faccie laterali BDGF, BCHF, DCHG sono pa-
rallelogrammi, onde il solido BDCHFG € un prisma
triangolare ; dicasi lo stesso rispetto  al solido
ABDGFI‘Z: Ma i triangoli BCD, ‘ABD sono eguali

essendo ciascuno la meta (el parallelogrammo ABCD;
il triangolo FGH = EI'G Per una simile ragione; il
paru]leloglrammo“DlCHG::ABFE, siccome facce (7)p-.
poste nel parallelepipedo proposto . ;) arallelo-
grammo LCHF == ADGLE perP lap stessa ratgione la
faccia BDGF & comune ad ambidye i pris?ni tr’ian-
golari BDCHFG, ABDGFE, dunque questi due prismi
e:ss,end.o contenuti da un numero eguate di facce
rispettivamente eguali e disposte nello stesso ordine
sono egualé (497).

. 20. Corollario. Dunque il prisma trianeolse

BDCHFG ¢ la meta di un p;]rallelep}i)pedo ABCI)(“:?JII‘?I?
?Ixe ha'la medesima allezza, e la di cui base ABCD
¢ doppia della base BDC de] prisma medesimo,

Pmposi;ione IV, Teorema.

53t In un prisma quatungue ABCDENFG H.

( ﬁg 186.) le sezioni Péﬂié'l/q, .XI’Z]{]I; }altl(f}{/,;
piani paralleli sono egual;. R
.P(.)xché': i lati PV, XT sono paralleli, essendo se-
ziowi dei duve piani parallel; PQRSV | XYZKT . col
piano XTVP: per essere AF, EN Jparuﬂele ,siic-
come opposte nel parallelogrammeo AENF, anche le
parti PX, VT sono parallele, onde PVZI“&' ¢ uon
parallelogrammo, per cui PY=XT; nello sles;o moda
si dimostra, che gli altri lai VS, SR RQ, QP

del poligono PQRSV songe u‘ispeu{vamc;ue eénali e
Val;z:Heh a1 lati 1K, Kz, ZY, YX del peligono
<Y ZKT. Per esscre pPoi i lati del primo poligono ri-
spetlivamente paralleli 4 quelli del secondo “ne vies
e che anche gli angolj PYS, VSR, ecc. del primg
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-poligono sono- rispettivamente eguali a quelli XTK,

TKZ . ecc. del secondo poligono, onde il poligono
PQRSV ¢ egnale ad XYZKT.

522. Carollario. Se tali sezioni saranno parallele

alla base, esse saranno eguali alla base medesima.

Proposizione V. Teorema.

523. Due parallelepipedi BCHGF ADE ,
BCHGKMNO (fig. 187.), che hanno la medesima
base BCHG , e che sono contenuti tra i medesimi
piani paralleli BH, AM, ¢ che Sra le stesse lince
parallele AN, FM hanno le loro basi superiori
ADEF , ONMK | sono equivalenti.

Possono accadere tre casi, secondo che FK &
maggiore, eguale, o minore di FE, ma la dimo-
strazione & sempre la stessa in ogni caso.

Essendo GII ed FLE lati opposti nel parallelo-
grammo GHEF, sono eguali, per una simile ra-
giove ¢ GH=KM; dunque FE=KM, ed aggiunto
di comune la retta EK, sara anche FK =EM. Le
rette G, EH sono eguali, perché lati opposti nel
parallelogrammo FEHG; GK = HM per una simile
ragione; dunque i triangoli FGK, EHM sono eguali
(98). Collo stesso ragionamento si dimostra che @&
anche il triangolo ABO = DCN. 1 parallelogrammi
ABGF, DCHL sono eguali perché facce opposts
nel parallelepipedo FC (a). -

I parallelogrammi BOKG, CNMH sono pure

(@ Per visparmio di serittura alle volte nomineremo i solidi eon sole due
lettere paste agli angoli solidi opposti, posendovi avanti il nome particolare
stel solido, oppure scvivendo invece di parallelepipedo abbreviazione sua paral. |
in Juogo di prisma pris., invece di piramide pir., ed in luogo di poliedro pol,
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eguali, " perche “opposti nel parallelepipedo GN. I
parallelogrammi finalmente AOKF , DNME sono
eguali, poiché formati sopra hasi FK , kM eguali,
e contenuti dalle stesse parallele AN, FM; dunque
i due prismi triangolari. ABOKFG, DCNMIH , es-
sendo contenuti da cinque facce rispetlivamente
eguali e disposte nel medesimo ordine, sono cguali
(497)- Ora se da tutto il solido FN, si leva il
prisma friangolare DCNMEH : rimane il parallelepi-
pedo FC, e se dal medesimo solido FN 'si leva il
prisma_triangolare ABOKFG, rimune il parallelepi-
pedo GN; dunque i due parallelepipedi FC, GN

sono equivalenti. _
Proposizione FI. Teorema.

524. Due parallelepipedi BCHGF ADE ,
BCHGKMNO (fig. 188.), che hanno comune Id
base BCHG , e che sono contenuti sotto [ medesimi
piani paralleli BH, AM, quantunque le basi superiori
ADEF, ONMK non sicno comprese fra le medesime
linece parallele 45, FP, sono nulladimeno equivalenti.

Poiché, sopra la base comune BCHG | si innalzi
i1 parallelepipedo BCHGQPSR, che sia contenuto
sotto 1 medesimi piani paralleli BH, AM, e che abbia
la base superiore fra le medesime linee parallele KR,
MS che coutengono anche la hase KMNO del pa-
rallelepipedo BCHGKMNO, questi duoe parallelepipedi
saranno equivalenti (523); ma il parallelepipedo
BCHGQPSR ¢ equivalente anche al parallelepipedo
BCHGFADE; donque i due parallelepipedi
BCHGFADE | BCHGKMNO sono equivalenti.

525. Corollario 1. Se sopra la base ONMK , ¢
fra i medesimi piani paralleli BH, AM si costruisse
un altro parallelepipedo, esso sarebbe equivalente
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al parallelepipedo BCHGKMNO ) € per consegueuza
anche equivalente a ciascuno degli altri BCHGFADLz
BCHGQPSR; onde i parallelepipedi, che hanno basi
eguali , € sono compresi fra i medesimi piani pa-
ralleli , sono equivalenti. )

526. Corollario 1. Due parallelepipedi, che
hanno basi eguali, ed altezze eguali sono ‘equiva-
lenti, mentre possono sempre disporsi fra i mede-
simi_ptani paralleli, i quali da per tutto sono
egualmente distanti (48%). .

527. Corollario 1II. Dunque un parallelepxpedp
qualunque pud essere trasformatq in un parallelepi-
redo vettangolo avente la medesima altezza ed uua
Lase equivalente. ) )

528. Scolio. Siccome qualunque prisma trian-
golare & la meta di un parallelepipedo della‘mede—
sima altezza e di base doppia (520), cosi tutto
quello che si & dimostrato nelle due .pre.ced.eﬂn
proposizioni & applicabile non solo ai prismi trian-
golari, ma anche ai prismi di base p(_)hgo_na,' atieso
che tali prismi sono divisibili in tanti prismi triau-
golari della medesima altezza, quanti triangohi sono
contenuti nelle rispettive basi dei prismi stessi.

Proposizione VII. Teorema.

529. Due par‘allelcpép(,’a’t}2 /IkBCDE{" GH '
THEMNOL ( fig. 189.), che hanno la medesima
ggga stanno ﬁ('a db: lort? c)omc le basi BCHG, GHLO.
Onde dimostrare questo teorema, supponiamo
che i due parallelepipedi proposti abbiano le loro
basi adiacenti comprese fra le medesime parallele
BO, CL; avendo essi la medesima altezza saranuo
anche contenuti sotto i medesimi piani paralleli
BL N Al\i ) .
Supponiamo primierameute , che le lore basi
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BCHG, GHLO sieno commensuorabili, e che six,
per esempio, il parallelogrammo BCPQ, I’ unita di
misura superficiale , che si adatti esattamente a
ciascuna delle due basi medesime, e che nella base
BCHG vi stia un numero m dj volte, e nella base
GHLO, vi sia contenuto un numero n di volte, in
tal caso si avra la proporzione BCHG : GHLO :: m : n.
Per ciascuna delle divisioni PQ, cb, ecc. si faccia
passare un piano PQSR, bcad, ecc.” parallelo alla
faccia ABCD; cosi il parallelepipedo AH rimarra
diviso in un numero m di parallelepipedi AP, Sb ,
ecc. lutti fra di loro equivalenti (536), essendo m
appunto il numero delle basi. Con una simile co-
struzione il parallelepipedo FL rimarrd diviso in n
parallelepipedi Fg, eq, ecc. tutti fra di loro equi-
valenti, ed equivalenti rispettivamente a quelli con-
tenuti nel parallelepipedo AH; cosicché si avra
paral. AH :paral. TL::m:n, ma a cagione del
rapporto comune m:n, che vi & fra le due pro-
porzioni trovate , stara anche

paral. AH : paral. FL : : BCHG : GHLO.

Si supponga ora che le basi BCHG, GHLO sieno
fra di loro incommensurabili , dico che quei paral-
lelepipedi staranno ancora come le basi medesime.
Poiche, stia se & possibile parat. AH: paral. FL : ;
BCHG : GHTV essendo GHTV > GILO; cid posto
si prenda BCPQC OLTV, e tale che sia contenuto
esattameote nella base BCHG; applicando questo
parallelogrammo anche sopra Ja base GHTV, una
almeno di quelle divisioni cadra dentro il paral-
lelogrammo OLTV | perché si ¢ supposto BCPQ <
OLTV , eada adunque in XY; per la retta XY pa-
rallelamente alla faccia ABCD i tiri il piano XYKZ;
1 due parallelepipedi AH, FX, avendo le loro basi
commensurabili staranno come le basi- medesime ,
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cioé paral. AH : paral. FX::BCHG: GHXY; ma
per supposizione, sta anche paral. AH:paral. FL::
BCHG : GHTV, dunque, a motivo degli antecedenti
comun a queste due proporzioni , stard
paral. FX : paral. FL:: GHXY : GHTV, ma GHTV>
GHXY'; dunque dovrebbe essere anche paral. FL>
paral. FX , ma al contrario esso ¢ minore, dunque
la supposta proporzione non pud aver luogo; si
cadrebbe del' pari in assurdo, se si supponesse
GHTV < GHLO; dunque due parallelepipedi AH,
FL , che hanno la medesima altezza stanno sempre
comesée riCspettive loro basi BCHG, GHLO.

0. Corollario 1. Siccome poi i parallelcgrammi
B.CHG', GHLO, per essere cofr)npres? fra legmede-
sime lu‘lee parallele BO, CL, hanno la stessa altez-
za, cosi essi staranno come le basi CH, HL (252);
dunque i parvallelepipedi AH, FL staranno come i
loro spigoli CH, HL.

531. Corollario 1. Due parallelepipedi
LMNOCABD, LMNOGEFH ( fig. 1go. ), che hanne
la medesima base, o basi eguali, stanno fra di loro
come le rispettive altezze AK, IK. Poiché & stato
dimostrato (530), che sta paral. AN :paral. EN ::
AL : EL; ma a cagione delle parallele EI, LK, si
ha AL: EL::AK:IK, dunque stard anche

paral. AN : paral. EN :: AK : IK.

532. Corollario IlIl. Dunque anche i prismi
della medesima altezza staranno come le basi, ed i
prismi della stessa base staranno come le altezze.

Proposizione ¥ III. Tcorema.

 533. Due parallelepipedi, ed in generale due
prismi qualunque LMNOCABD Imnocabd (fig. 190.)
stanno fra di loro in ragion composta delle loro
basi e delle loro altezze. ’ |

186 . : :
Dall altezza AK del prisma AN si tagli la parte
IK =uak, che & !'altezza del prisma an; e per 1 =i
faccia passare il piano” EFHG parallelo alla base
LMNO, del prisma AN, il prisma EN che ne risulta
ha la base LMNO comune col prisma AN; e I al-.
tezza 1K eguale a quella ak del prisma an. Parago-
nando-ord il prisma AN col prisma EN, della me-
desima base , si avra (532) pris. AN: pris. EN ::
AK : IK; paragonando i prismi EN-ed an di eguale
altezza , si avra .pris. EN : pris. an i : LMNO: Imno,
e moltiplicando fra di’loro queste due proporziont
termine per termine, si otterrd pris. AN X pris. EN :
pris. EN-X pris.an :: LANO x AK:imno X 1K , e
dividendo il primio rapporte di questa proporzione
per la quantita comuue pris. EN; e ponendo nell’ ul-
timo terminc della proporzione inedesima ak in
luogo di IK, si otterrd o
pris. AN : pris.an : : LMNO X AK : Imno X ak.

534. Corollario. Due parallelepipedi retti e ret-
tangoli, stanno in ragione composta dei tre spigoli
rispetlivi che stanno intorno agli angoli triedri cor-
rispondenti. Di fatto le basi rettangolari sono fra
di loro in raglone composta dei lati rispetlivi , che
sono intorno agli angoli retti (258) , che altro non
sono che gli spigoli, che concorrono a formare que-
gli angoli, le altezze rispettive poi dei parallelepi-
pedi (508) sono il terzo spigolo; onde, ecc.

- Proposizione IX. Teorema.

- 535. Due prismi equivalenti LMNOCABLD ,
Imnocabd ( fig. 19o. ) , hanno le loro basi in ragion
reciproca delle altezze, e viceversa i prismi, che
hanno le basi in ragione reciproca delle loro alte:ze
sono equiyalenti. :
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Nel prisma AN 'si faccia la medesima costruzione,
che si ¢ fatta pel teorema precedente, e si avrd
pris. AN : pris. EN : : AK : 1K :: AK : ak. Si avra del
pari pris.an :pris. EN :: Imno : LMNO; ma per sup-
posizione pris. AN=pris.an; dunque i due primi
rapporti delle trovate proporzioni sono eguali ,
dunque stara anche imno : LMNO : : AK:ak. Se poi
si avrhd Imno: LMNO :: AK : ak, siccome sta :
Imno : LMNO : : priscan : pris. EN ,
ed AK : 1K :: AK: ak:: pris. AN : pris. EN ,
stara anche pris.an : pris. EN:: pris. AN : pris. EN,
ed essendo in questa proporzione eguali i conse-
guenti, si avrd anche pris. an = pris. AN.

Proposizione X. Teorema.

536. Gli spigoli o lati omologhi di due prismi
simili BCDEGAHF , bedegahf (fig. 191.) sono fra
di loro rispettivamente proporzionali , e sono pro-
porzionali anche alle rispettive altezze AK | ak dei
prismi medesimi. '

1.° In fauli, se si paragonano successivamente !e
facce omologhe ABCH, abch; BCDE, bede ; DEGF,
degf, ecc., si ha la serie di rapporti eguali -

" AB:ab::BC:bc::CD:cd::DF :df, ecc.

2.° Per essere poi simili i prismi proposti, le
facce ABCH, BCDE, sono fra di loro egualmente
jnclinate, di quelle omologhe abch , bede, onde se
dai vertici dei due angoli solidi A, a corrisponden-
ti, sui piani delle rispettive facce omologhe BCDE,
bede , si abbasseranno le perpendicolari AK, ak, e
si condurranno le rette BK, bk, i triaugoli rettan-
goli BKA | Lka, avranno eguali gli angoli ABK , abk,
e saranno per conseguenza simili (276), per lo che

stara AB :ab:rAK :ak.
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Propostone XI. Teortma.

537. Le superficie di due prismi simili BCDEGAIF
bedegahf { fig. 191.) stanno come i quadrati dei lati
o spigoli omologhi , o come i quadrati delle altezze,
ed i prismi medesimi sono come i cubi dei lati o
spigoli omologhi stessi, o come i cubi delle rispettive
altesze. :

1.° La somiglianza delle facce omologhe ABCH,

abch , d (293) ABCH : abck ::I?CQ:T;; per la so-
miglianza delle facce omologhe BCDE, bcde, si ha

—_—a .2
BCDE : bcdei : BC : bc ; onde si ha anche
ABCH : abch : : BCDE : bede : BC - bc; continuando

cosi a paragonare le facce omologhe fra di loro,
a cagione dei rapporti comuni, che si avranno
nelle proporzioni risultanti, si otterrd la serie di
quantith proporzionali ABCH : abck :: BCDE : bede : :
CDFH : cdfh:: DFGE.: dfge : : FGAH : fgah :: ABEG:

abeg::BC : be ; donde componendo, stard la somma
delle facce del primo prisma, alla sommma delle facce
del secondo prisma, come il quadrato di uno spi-
golo qualunque BC del primo prisma, al quadrato
dello spigolo ¢ corrispondente del secondo prisma;

—3 —2

©0 come AK : ak .

2.° Siccome poi si ¢ dimostrato superiormente che
b 2 e 2 ——— 2 — 3

sta BCDE : bcde :: BC : bc:: AK:ak , e che (536)

AK:ak::BC:bc:: AK:ak, cosi wmoltiplicando queste

due serie di quantita proporzionali termine per termine

3 ——3 —3 —3
si avra BCDE x AK:bode X ak::BC : b : AK :ak ;
ma si & dimostrato (533), che sta anche :
BCDE x AK : bcde X ak : : pris. AD : pris.ad; dunque

—3 — —_—3 3
stara finalmente pris. AD :pris.ad:: B03 : bcs: <AK 3: ak .
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538. Scolio. Siccome tutti i cubi sono solidi
simili, cosi se si fosse proposto di fare un cube dop-
pio di un cubo dato, bisognerebbe che il lato del
cubo cercato stasse al lato del cubo dato, come la
radice cubica di due, sta all’ unita. Se mediante la
Geomeltria elementare si potesse determinare il valore
della radice cubica di due, si risolverebbe con essa
il problema della duplicazione del cubo , che fu tanto
celebre fra gli antichi Geometri; problema che sivo
ad ora mon si & potuto risolvere, se non che col
soccorso di princip] superiori di quelli, che ci
somministra la Geometria elementare.

Propasizione XII. Teorema.

539. La superficie convessa di un prisma qua-
lunque ABCDENFGHL (fig. 186.) e equivalents
a quella di un rettangolo, che ha per base uno de’
swoi spigoli AF', e per altezza il contorno della se-
zione PQRSV fatta nel prisma wedesimo con un
piano perpendicolare allo spigolo stesso.

Poiché il piano PQRSV & perpendicolare, per
costruzione , allo spigolo AF, egli sara perpendico-
lare anche a tutti gh altri spigeli BG, CH, ecc.,
del medesimo prisma, essendo questi tutti fra di
loro paralleli. Cid posto, il parallelogrammo AFGB
¢ cquivalente ad un rettangolo contenuto dallo spi-
golo AF , e dalla retta PQ ad esso perpendicolare;
il parallelogrammo BGHC ¢ equivalente ad un ret-
tangolo contenuto dallo spigola BG, e dalla retta
QR che le ¢ perpendicolare, ecc., onde la super-
ficie convessa del prisma proposto, che altro non
¢ che la somma di tutti i parallelogrammi laterali,
sara espressa da AF X PQ 4 BG X QR~4-CH X RS
~+DL X SV4EN x VP, ossia, per essere tulli eguali
fra di loro gl spigoli, AF, BG, CH, DL, EN,
tale superficie sara espressa da

Qo
A%‘ (PQ+QR4-RS+SV4VP) Ma PO+ QR4RS
=SV 4 VP, non ¢ altro che il contorno della sezione
PQRSV, dunque la superficie convessa d’ un J)risma
quatunque & eguale al reltangolo cuntenuto da uno
d¢’ suoi spigoli AF, e dal contorno della sezione
PQRSYV fatta nel prisma perpendicolarmente allo
spigolo medesimo. :
540. Corollario. Se il prisma sarh retto, la se-
zione PQRSV sara egnale, e parallela alla base
ABCDE del prisma stesso (522), e lo spigolo AF
sara eguale all’ altezza del prisma medesimo; onde
Ja superficie convessa d’ an prisma retto & cquiva-
lente ad un rettangolo coantenuto da due retie,
mna delle quali sia 1l contorno della base del pri-

-sma medesimo, e I’ alira la sua altezza.

Proposizione XII1. Tcorema.

541. -Se una piramide SABCD ( fig. 185.)
viene segata da un piano parallelo alla sua buse
ABCD | la sezione EHOI , che ne risulta e simile
alla base medesima. :

. Poiché, essendo il piano EHOF parallelo al piano
della. base ABCD, le comuni sezioni EH, AB col
piano ABHE sono rette parallele (481). Per una
simile ragione sono fra di* loro parallele auche le
rette EF , AD ecc., dunque stara (259) AB: EH ::
SA:SE; ma sta anche AD : EF :: SA:SE ::SD:SF
ed SD:SF::DC:FO; ecc., dunque a cagione dei
rapporti eguali SA, SE; SD, SF, starh AB:EH::
AD: EF ::DC:FO, ecc., e poiché gli angoli BAD,
HEF ; ADC, EFO, ecc. sono rispettivamente egua-
}i, siccome formati da rette parallele e dirette nello
stesso verso (485), dunque i due poligoni ABCD,
EHOF, avendo i lati rispettivamente proporzionali,
iutoruo agli angoli eguali, sono simili, ‘



' 54a. Cor'ollar-’ig I. Siccome sta SA:SE::SB-\‘;%;'
e siccome pure sta SA:SE::SD:SF, cosi stara anche
SA:SE::SB:SH::SD:SF ecc., onde i lati o sp?;:cl:l‘ei,
SA, SB, ecc. della_piramide proposta sono tagliati
dal piano’ EQOF parallelo alla base in parti pro;
romogaly nei -punti E, H, ecc. Se la porpendico-
are 5G al piano della base ABCD incontrera il pia-
no dellg.sezmne EFOH nel punto K : essa rimarra
segata in quel punto nella medesima 'pro'po'rzione
- degli -spigoli SA; SE; poiché, essendo AG ed EK
parallele ) si ha (259) SA:SE::SG:SK.
543. Corollario 11. Se sta. SA: SE::SG : SK

stara anche S?C ?Lz .- SG :'S—I—{z: TB’ :E‘le-' 1;13 sta
. , ) '
anche (295) ABCD : EFOH : : AB : E_Hz; dunque

ABCD : EHOF : : SG : SK ; donde si ricay
sezione LEHOF parallela alla base ABCD‘Z”u(r;l;e ]:
ramide qualuuque sta alla base medesima comepil
qqndralo della sua distanza dal vertice d,ella ira-
r_{nde, al quadraio della distanza della base alpver-
tice medesimo. Se nella piramide slessa, si imma-
gina fatta un’ altra sezione parallela alla’base , ue-
sta pure avrd colla base lo stesso rapport'quéi
quadrati delle rispettive distanze dal vertice; onde
ai pu(} stabilire, che le sezioni parallele all; base
iau,e. in upa piramide sono proporzionali ai qaa;
drati delle rispettive distanze dal vertice della’ pi-
ramide medesima. . - P
544. Corollario IIL Per essere le rette EH
EF, ecc., rispettivamente parallele alle rette AB.,
AD, eec., i triangoli SEH, SAB; SEF, SAD; »eccz
sono rispettivamente simili; ma anche la -seai
E}_]OF ¢ simile alla base Ai}CD, dunqnealasez;y?rl:
mide SEHOF ¢ simile alla piramide SABCD (498);
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dgude si vede, che la piramide SEHOF, che viene

determinata segando la piramide "SABCD, con un
iano parallelo alla base, & simile alla piramide
SABCD, dalla quale & stata segata.

545. Corollario IV. Se due piramidi avessero
comune il vertice, e le basi fossero nello stesso
piano, per lo che verrebbero ad avere la medesima
altezza, venendo ambeduc tagliale da uno stesso
piano parallelo al piano su cui appoggiano, le se-
zioni risultanti da questo piano sarebbero propor-
zionali alle rispettive bast; poiché (543) la sezione
fatta nella prima piramide starebbe alla base della

iramide stessa, nello stesso rapporto dei quadrati

delle rispettive distanze dal vertice; nel medesimo
rapporto starebbe anche la sezione fatta nella se-
conda piramide colla sua base, poiche le distanze
comprese da piani paralleli sono rispettivamente egua-
li; e quindi eguali anche i loro quadrati; dunque
tali sezioni sono proporzionali alle rispettive basi.

Proposizione X I¥. Teorema.

546. Se si sega wna piramide triangolare FACZ
(fig. 192.) con dei piani paralleli alla sua base ed
equidistanti fra di loro, in ciascun segmento di que-
sta piramide si potrd inscrivere ed a ciascun segmenio
circoscrivere un prisma , in modo che la somma di
tutti i prismi inscritti nella piramide differisca dalla
somma di tutti i prismi circoscrit!i di una quantit&
minore di ogni quantitd assegnabile Y.

Si divida I altezza AF della piramide proposta
in un numero qualunque di parti AB, BG, GF fra
di loro eguali, e condotte pei punti B, G le se-
zioni BLP, GDN parallele alla base AZC, si formi-
no sulle sezioni stesse i prismi triangolori BEPMAO,
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GDNKBQ, i quali saranno inscritti nella‘piramige
FACZ. Prodotte queste sezioni al di fuori della
piramide medesima; sopra le basi ACZ, BPE,
GDN , si fofmino' i prismi triangolari ACZIBR ,
BPEXLG, GNDHFS, i quali saranno circoseritti
alla piramide medesima. Cio posto, dieo che - la dif-
ferenza fra da semma dei prismi circoscritti, e la
somma dgi prismi inscritti, & egouale al prisma cirs
coscritto ACZIBR. Di fatto, il prisma HG & eqai-
valente al prisma BD (528), e per conseguenza il
prisma HG col selido XK equivale al prisma XB;
ma il prisma XB é eqbivalente al prisma EA; dunque
i prisma XB col solido IM equivale al “prisma
ACZIBR ; onde la -differenza fra la somma dei prismi
circoscritti alla piramide FACZ, e la somma’ di
quelli in essa lnscritti & espressa d¢l prisma ACZIBR.
Cid posto ;e I ahezza AF si dividera in un nu-
mero estrembmente grande di parti tntte fra di
loro egnali, in modo che il prisma ACZIBR; formata
sulla base .AZC Jella piramide aveute per allerza
una di quelle parti AB; sia lale da essere minore
di og’n’i'.quagtité asseguabile Y, siccome quel prisma
esprimera sempre lu differenza. fra la somma -de’
prismi eircoscritti e la- semma degli inscritti nella
piramide FACZ; cosi talé- differenza sarad minore
di ogui quantita assegnabile Y. : S
547. Scolio. Siccon®® pei la piramide FACZ &

contenuta dai prismi cireoscritti, e contiene i prismi-

inscritti, essa sara minore della somma- dei prismi
circoscritti, e maggiore della somma dei prismi
Cinscritti, e differica si-dall’ una, che dait’altra di
queste -somuwme- di una quaritith minore di ogni us-
_segnabile. La piramide FACZ sard quindi il limite
dei prismi circoscritti ed inscritti nella medesima,

Tol;n. 11 | 13
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L Proposizione X¥V. Teorema.

L S F
- 548. Ze piramidi iriangelari: SABC , sabc
(fig. 193.), % di cui altezze SC, sc sono - eguali
stanno jfra di loro gome le basi CAB, cab. -
Si dividano le altezze SC, s¢ in eguale numero
di purti eguali ¢ sommamente piccole, e per ciascun
unto di . divisione si faccia passare un piano pa-
vallelo alla base rispettiva di queste piramidi, e si
immagini, che in eiascuna porzione risultante da
tali sezioni siavi inscritto il cerrispondente prisma.
Cio fatto; poiché i prismi triangolari EC, ec hanoo
le altezze CG, cg eguali, staranno come le rispettive
basi (528) CPQ, cpg, o come le basi CAB, cab,
atteso che, per essere le rette PQ, Pq rispettiva-
mente paraliele alle rette AB, aby i tsjsngoli PCQ;
peq 5 sono simili ai triangoli CAB, cab, ed hanoo
quindi la medesima ragione di questi triangoli. Per
lo stesso motivo i prismi DG, dg di- eguale altesza
GK, gk stanno fra di loro come le basi GRT, grz,
o come le basi CAB, cab; ed i prismi LK, %
stanue anch’essi come le Joro basi KXY, kxy, o
come le basi CAB, cab; dunque anche la somma di
tutti i prismi inscritti neMla piramide SABC, stara
alla somma di tutti i pris inscritti nella piramide
sabc , come la base CAB ddlla prima piramide, sta
alla base cub dela seconda piramide; e poiche
ciascuna di queste piramidi differisce dalla somma
dei rispettivi prismi in essa inscritti d’una quantita
minore di ogni assegnabile (42g), anche le piramidi
SABC, sabc, di eguale altezga staranno’come le ri-
spettive loro basi CAB, cab. , ‘ \
549. Se le basi CAB, cab di queste piramidi
saranuo eguali, esse piramidi saranno equivalenti ;
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ohde due. piramidi di cgual base e di altezza eguale
sono equivalenti. ' :
Proposizione XVI. Teorema.
550. Qualungnz prismt triangolare DEFCAB
(g 194.) & compasto di tre piramidi triangolari

ra di loro equivalenti. ,
~Nelle facce parallelogrammiche ABED, CBEF,

del- prisma proposto si condacano le diagonali BD,

BF, e per queste si faceia passare il piano BDF,
quest® piano - segherd )il prisma proposto in wuna
piramide triangolare BDEF', ed in usa piramide
~quadrangolare BACFD. La piramide triangolare
BDEF ha la stessa ‘base ¢ la -stessa altezza del
prisma proposto, poiche essa appoggia. sul medesimo
triangolo DEF, su cui appoggia anche il prisma -,
ed il suo vertice B & collocato nel piano superiore
del prisma medesimo. Si seghi la pivamide quadran-
golare BACFD col mezzo di un piana condotto
dal vertice B della piramide stessa per la diagonale
BC del parallelogrammo ACFD, che le serve di ba-
se , e ne risulteranho cosi due piramidi triangolari
BACD , BCFD, le quali saranno equivalenti, avendo
le basi ACD, CDF eguali, ed i vertici .nello stesso
punto B. 'Ma la piramide. triangolare BACD ¢ equi-
valente anche alla piramide: triangelara BDEF , poi
ché si pud concepire, che il triangold, ABG sia la
base della piramnide BACR,.e D-ne sia d sertice, per
lo-che le due piramidi BDEF, BACD avraano le basi
DEF, ABC egudli, ed egali’'anche: le altezze, perché
comprese dai pian{ paralleli DEF, ABC. Onde i pri-
sma triangolare l;}FCAB é composto di tre piramidi
triangolari equivalenti BDEF , BACD, BCFD, per
cui egli € triplo della piramide BDEF, che ha la

loro altezze. = -

- w
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mz\desima' base. DEF, e 'la medesima altezza “del
prisma slesso. ‘ s S R

551. Corollurio 1. Dnnque woa piramide trian-
golare qualunque & la terza parte di un prisma di
cegual base e di eguale altezza. = o

532. Corollurio 1I.- Auche qualungue. piramide
poligona, ¢ la terza parte di un prisma della me-
desitua base , e della medesima: altezza; -poicheé si
pud sempre concepire un prisma qualungue, come

~ compesto di taunti prismi triangolari; ed una pira-

-anide come composta di altrettante piramidi trian-
‘golari, quanti triangoli possono esservi nel pofgono,
che serve di base si all’uno, ¢che all’altra; e siccome
ciascuna di quelle piramidi triangolari sara sempre
la terza. parte del corrispondente prisma triango-
lare, cosi adche la piramide totale sara la’ terza
parte del prisma eretto sopra la sua base ‘alla” me-
desima altezza. : o : e
553. Scolio. Tutle' le proprieta, che abbiamo
> dimostrate riguardo ai ‘prismi, sono applicabili anche
alle piramidi, poiché il rapporto, che’ regna fra
due quantitd intere,” esiste anche fra le - rispellive
Joro - terze parti (250): Dungue ! o
- 1.° Le piramidi “della stessa base, o di+ basi
~eguali staranno ‘come le rispettive loro altezze.
2.° Due jaramidi qualunque saranno ‘in ragione
composta dalle vispettive loro basi ed altezze.
3.° Duet piramidi equivalenti avranno le loro basi
ia ragiowe’ seciproca aelle saltezze. SR
4.° Quelle piramidi,ded cui. basi saranno in ra-
gione reciproca-delle: altezde, saradho equivalenti:
- 5° Le pirowidi simild staranng comre ‘i cubi dei
loro lati o spigoli emologhi, o .come i -cubi delle

: i
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554. Due. paliedri simili possono essere divisi

in -un medesimo  numero di piramidi triangolari ri-

spettivamente . simili e similmenté disposte. o
Poiche , se nelle facce omologhe di ciascuno. dei

poliedri proposti, si congiungono gli angoh omo-

loglii mediante le diagonali occorrenti, sopra quelle
facce , si-verra a formare un medesimo. numero di
triangoli simili e similmenle disposti (294). Cid pe-

sto, t#tti i triangoli, che compongone le superficie
di quei .doe poliedri, eccetto quelli, che concor-
reng a formare due angoli solidi omologhi nei .pa-

liedri propostiy -possvono essere considerati- come.

altrettante basi di piramidi "triangolari, aventi i
vertici rispettivameate negli angoli solidi omologhi
sopra nominati, e siccome il numero de’ triangoli
rispettivamente simili, che servono di base -alle sad-

deite piramidi-é lo stesso. e nell’ una -e. nell’ alira.

- delle-saperficie dei due poliedri, cosi il namero dele
piramidt & eguale in ambedue i poliédri.. Quelle -pi-
ramidi triangolari sone- poi rispettivamente .simili,
poiché -hanao, per hase dei tri,an"goli',simﬂ‘i , ed

hanno per facce {atsrali dei triangoli sitnili, e simil-
mente - disposti_ appartenenti. alle superficie .dei .po-.

liedri, o alle secioui similmeute faite nei poliedri
medesimi. . ’ ' '

A}

come i cubi dei loro.spigali omeloghi.

555. Corollario. Dungque- i poliedti simili stauno

Ploposzzlone XF 111, Teoi’eMat-

556. Qualunque tronco di piramide -ABCLEF

(fig. 195.) a busi parallele ABC , EFD ¢ equiva-

1 ,97
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lgz?zle alla somma di tre piramidi, che hanro per
comune altezzu quella del. tronco proposto , una
delle quali ha per base,la base inferiore ABC del
tronco , U-altra la base superiore EFD , e la terza
una media_proporzionale éﬁ-a ueste due basi. -

Pei. tre ponti A, F, C si ficcia passare il piane
AFC, che tagliera dal tronco ; la piramide triango-
lare- FABC. Taule piramide ha per base la base infe-
riore ABC del tronco, ed ha la stessa sua altezza,
poiche il suo vertice F & nel .piano - della base su-
periore EFD.- - - - o : ,
< Nella piramide guadrangolare residua FEBCA,

ei tre punti E; F, C si faccia passare il piano
EFC, il quale dividerd la piramide quadrangolare
nelle due piramidi triangolari. FAEC, CEDF¥. La
piramide CEDF ha per base la. base superiore EFD
del tronco, e -per altezza I’ altezza del tronco . me-
desimo, poiche il suo vertice C & nel piano della
base iunferiore ABC; cosicché si hanno' di gia: due
delle tre piramiili, delle  quali deve essere composto
il tronco. Rimaue. la terza FAEC a compimento- del
tronco. Ora coundotta la FG paralicla alla EA, e
tirate le rette EG, CG, se si immagina una nuova
piramide. GAEC, il di cui vertice sia in G, e la
base sia AEC, le due piramidi FAEC, GAEC avranno-
la. medesima base AEC, e la stessa.altezza, poiche
i-loro vertici F, G sono posti sopra una stessa linea
FG parallela ad EA, e per conseguenza parallela
al piano della base , dunque queste -piramidi sono
equivalenti. Ma la -piramide GAEC pud esserc con-
sidersta come avente il suo vertice in E, per cui
anch’ essa .avra la medesima aliezza del troneo.
La sua base poi AGC ¢é media proporzionale fra
le due basi ABC, EFD; _poiché i triangoli AGC,
EfD, avendo gli angeli CAG, DEF eguali, danno
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(268) AGC: EFD :: AG X AC:EF X ED, ed a ca- .

gione di AG=EF ; per essere queste rette parsllele
intercette da altre parallele, stark anche AGG:EFD::
AC: ED. Sii ha del pari ABC -AGC::AB:AG":
AB +EF; ma' i triangoli .simili ABC, EFD dannro
AB:EF:: AC2ED; dunque, a cagione dei rapporti
eguali AC:ED; AB:EF, stari finalmeote ABG :
AGC :: AGC : EFD; onde si vede che la base AGC
¢ media proporziounale fra le basi ABC, EFD.
557. Scolio. Siccome un tronco di piramide
. qualunque a basi poligone & ‘divisibile. iu tangl
trouchi di piramidi trlangolari quaati triangoli sono
contenuti -nella sua. base , cost Ju - proprieta di-
mostrata per il tronco di- piramide : triasngolare &
estensibile a qualunque trouco di piramide ‘a “basi
parallele. : - e

. Proposizione XIX. Teorema. -

558: La superficie  convessa di una piramide
retta: S ABCDE (fig. 182.) ¢ equivalente al un trian-
golo , che hi per base il perimetro del poligono. re-
golare ¢he serve di bidse “afla piramide, e per altezzd
¥ apotema SK della piramide medesima. ’ .
In una piramide- retta- qualunque sono tutti eguali
ed isosceli ‘i triangoli daterali, e le adltezze dei trian-
goli medesimi , eguagliano 1" apotewa -SK (504). Cio
posto. stard il triangelo SAE alla’ somma di ot
triangohi. laterali, o- alla superficie convessa- della
piramide proposta., che nominercma S, come 1:n,
supponendo che sia n il numero di quet Atripagoli
eguali, di cui ¢ formata la superficie convessa. Se
ora i immagina fatto un trizugolo , che nomiuere-
mo T, la di cui base siz una retta eguale al coun-
torno del poligono ABCDE , e la di cui altezza sia

B
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eguale all' apotema SK. della piramide, si avrd
SAE:T::AE; nX AE:: 1:n, onde a cagione del
rapportv. comune 1:7, che esiste nelle due trovate
proporzioni, stava anche SAE:S ::SAE:T, onde
per.essere-<eguali ilij antecedeuti, di questa .pr-o;')olt"»
zioue, lo souno. auche i conseguenti, per cui § =T,

o P@bosz’zi@zic XX. Teorema.

559 La superficie convessa di un trongé

D ABEFGH & piraniide retta a basi parallele ( ﬁg/.} 96.)
e ‘equivalente ad un rettangolp , che ha. per. base la
porzione- PQ dell’ apotema dell’intera pimmid,é - .car-
g*gsgquenseualatronoo » € per altezza :il conterno della
sezione -LMNO faita nel tronco medesimo ﬂ%ﬂé&éiW
mcente alle basi, ed equidistante dalle basi medesime.

“Poxc‘hé essendo il tronco di. piramide . retta prb-
posto termivato da basi parallele ABCD , HGFE |
tqt;te.l,e sue fucce laterali sono altretlanti- tr’,apeé;
eguali (504). Le_altezze percié di tutti questi tra-pezi:/
seno eguali a PQ. La superficie del trapezio ABGH
€ equivalente al rettangolo PQ X LM ( '19';};1 quella
gel tf‘apeszo BGFC ¢ -equivalente 3l ;}euang‘olo
. Q. X MN, quella del trapezio CFED @ ‘equivalente
al reltangolo PQ x'NO, e guella finalaiente del
trapezio DEHA equivale al rettangolo PQ x OL ;
quindi la somwa PQXLM--PQxMN + PQx NQ+
I QXQ]:J di dutti .quesli retlangoli .eq,ixi_v:akrif alla
superficie convessa de! tronco diﬂ'p_iranil‘cflé;prdpbstb,

“ma PQXLAPQ X MN4-PQ x NO+PQ X OL, _equi-

vale a PQ (LM 3- MN £ NO +OL): ma LM-LMN
oW . ¢ oo A T WA ma- ¢ +Hh"+‘
NO+OL altro non. & che il ci ‘)? AR
LMNO; . dﬁhgh e oo ‘e ':{‘c‘ofz\tox m.; \deu..fn'seu‘o‘.nf -

l
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560 Dato un troncp . JBCDFEHO ( figi 185.)
di ptmmzde retta a_basi parallele , trocare ¥ altezza
SK della piramide SEFOH, che manca.

Tutte le: facce laterali di quel tronco di- pu‘amlde
si intendano pmlungate sino al loro incontro in S,
per cui ne risulterd Piptera. pirainide SABCD; dal
vertice S si intenda abbassata la perper;dwolare SG
alla. base delia piramide. stessa, che incontrerd la
base superiore EFOH mel ~punte K., e -sieno con-

dotte- dagli augoll A, E ai puni G K le -retie

AG, EK; cid posto, per essere. EK- parailela alla
l)ase AG, i lati del trlanaolo SAG ‘saranso i segau
proporzionalmente nei- punu E, K, e sarauno’ pro-
porzionali anche alle loro basi AG EK , onde stam
AG:EK ::SG: 5K, e dividendo AG—EK : EX :
SG—SK : SK . ossia AG—EK : EK:: KG+ SK
onde si vede che I altezza SK della- pu‘amnde mau-
cinte SEFOH & quarta proporzionale dopo- le tre
rette: AG—EK ; EK, KG tutte conosciute. Da
EK x KG

queﬂa proporzwne si pu@ rlca‘are SK_.AG K

. 561, G’orollarzo L’ altezza totale SG de]la pira-
:mlde SABCD & _pure conosciuta,, poiche si ha

EK x KG
S6—KG+SE~K0+ 152 p

&
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LIBRO viL
- oEL C!LINMD, m CONO, E BELLA SFERA

Deﬁnzzzdm

-~ 562, 1 Il cllmn‘roe an solido contenuto da due'

circoli eguali e parallcli ADBEA, GHLMG (fig. 197-),
€ da tma »superﬁme curva ALGB che si puo cons
cepire ‘come generita dalla retta AG ‘appoggiata alle
periferie dei- due. circoli, nel rivolgersi parallela-
mente a'se medesima tutt all’ mtomo deﬂe due
périferie medesime. .

563. 1. La snperﬁcle cosi - veﬁernta da AG d!-
cesi supérficie convessa del’ utmdro :

384, IIL T circoli ADBEA , GIFLMG sono Te: bf-.s't
del cilindro. La retta FC; che congiunge i eentri
deﬂe ‘dué basi- chiamasi asse del cilmdro La retia
AG. nominasi gencratrue L ‘
© 5651V, Il -cilindro & retto quando tl sto'asse Fe
& perpendicolare alle basi ADBEA, GHLMG ed & obli-
quo, qnando 1’ asse suo non é per’pendxcolnre alle
basi stesse.

566. V.,I’ altezza di un cnlmdro é la perpen-
. dicolare FORabbassata dal pxano 'di una - delle basi
sul piano dell’ altra, -

«  Nel cilindro retto I’ asse evuawha ’ altezzw e nel
cilindro obhquo I' asse & magglore dell altezza '

© 567. VL Qualunque reita LB, che trovasi nella
snperﬁcxe cilindrica e che eanglunge i punti estre-
it di due raggi paralleli CB FL delle basi diceési
lato del cilindro. La generatnoe AG ¢ dunque an-
¢k’ essa un lato de!l cilindro. ' -



N

sol ,

B cilindro retto pud considerarsi anche come ge-
nerato .dal moto di rivoluzione di un rettangolo
ACFG intorno al suo lato immebile FC.

I lati AC ;" GF eguali, rimanendo sempre. per-
pendicolari al lato FC, descrivono dei eircoli eguah
e paralleli. Lo stesso succede di- qualungue altra
retta PT eguale ad AC, e perpendicolare ad" FCj

donde ne viene c¢he qualunque sezione fatta wel:

cilindre retto perpendicolarmente al syo asse ¢ um
circolo eguale e parallelo a ciascuna delle . basi'
del cilindro medesimo. Qualanque ‘sezione HDEM
fatta nel cilindro retto.con ua piano HE, chi passa
per I'asse FC, & un -rettangolo doppio del rettan-
golo ACFG geveratore, poiche la- sua base DE, @
doppia di AC, e V’alterza FC & comune. ~~ .
568. VIL. Nl ¢ono & un solido contévuto da . un
cerchio ADBEA (fig. 108.), e da uua superficie car-
va, che si pud concepire generata dalla -vetta SA,
che con una sva estremitd sia fissa vel punto. S
.preso fuori del piano del circolo, e coll’ altra vada
totto all.interno radendo la circonfereunza del circolo
medesimo ADBEA. La superficie generata da SA
dicesi superficie .convessa del cono, ¢ la retta SA
- generatrice. S oy B
.. 569. VIIL 1l punto S chiamasi il wertice del
cono; il tircolo ADBEA ne € la dawe. . :
570, 1X. La retta SC; che dul vertice va al
centro della base si momina asse del coro. . :
571, X. I’altezza di un cono & la perpendico-
lare S{‘“cakua dal suo vertice sul piauo della base.
" 572, XL Il cono & retto quando I’ asse SG
¢ perpendicolare alla base, ed & obligno, o scaleno,
quando 1’ asse suo & obliquo alla base. R
Nel cono retto F asse & eguale all’ altezza, e nel
cono obliquo I’ asse & maggiore dell’ altezza. Quando
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il diametro della bas¢ di un cono telto eguaglia
il suo lato, il cono-dicesi cquilatero.. .
573. XII. Qualunque retta SB, che dal vertice va
alla. circonferenza della base de] cono retto dicesi./ato
o gpotema dael cono, La generatrige. SA @ ',dun‘(;ué
un:late dek cono SADBE; onde tutii i lati del cono
refte sowo per .costruzione. eguali, = . -
. H cono retto. SADBE pud -considerarsi - anche
come gencralg. dalla rivolazione del “triangolo , ret-
tangolo SCA intorpo al sue late immohile SC. I
late” AC , rimamendo sempre perpendicolare all’ asse
SC. deseriverh un cerchio perpendicolare ad SC, e
che per conseguenza sard la base .del tono retto
SADBE: -Qualunque reita .poi GH perpendicolare
all’asse SC  deserivera un cerchio; che sari {mﬁ
rallelo alla base del eono rvette, domde si vede
che qualunque piano che sega um- cono retto per-
pendicolarmente_al sue. asse, & un circolo parallelo
alla base del cono medesimo,- =~ R TR
- 574 XHL Qualungue sezione. SDE fatta per
I’asse di-un. cono retto SADBE & un triangolo iso-

- scele .doppio del triangolo gepératore SCA, e di-.

cesi triangolo per 1 asse. S R
5%5. XIV. :Se medintite una sezione GLMNG
paralléla alla base del cono SADBE si .taglia dul
cono, stesso 1l .cono SGLMN , la parte -residua.
ADBEGLMN: prende ii nome di tronco di cono, o
di gono trenco. 1 vircoli ADBEA ; GLMNG- sano le
basi del ‘tronco di cono , la reita GA & il lato. La
retta HC- &. 2 asse ed anche I’ altezza nel tronco
di cono. retto. e . R
. 51 pud imnaginare che il troghco di- cono relto
siasi generato-dalla rivaluzione del. trapezio ACHG,
i-di coi-angoli ACH, GHC sieno retti, intorno
alla- retta HC supposta immobile. -
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- 576 XV. Si dxcono simiti i cifindvi o 4 eoni )
qnaudo avendo gl assi egualmenle inclivati hando i
raggi o i d'ametn delle Lom bdbl’ proporzxonah :u
nspeuwl assi.

- 557. XVL Se nel circolo ABCDA che éerve dx
‘base al cilindro ABCDEHGF ( fig. 199) si - ioscri-
verd un poligono regolure ABCD, e sopra di esso
si innalzera un prisma avente ‘1’ asse comude ecol
cilindro. alla medesima altezza del cilindro stessg, il
prisma cosi innalzatlo dicesi-inscritio nel cilindro yed
il ciliadro dicesi circoscriito al prisma. Se il cilindro
sara retto, anche il prisma indcritto sard retto..

Le’ lmee o spigeli- AH, BG, DE, CF del pnsma
passando . per la cxrconferenza dellﬁa ‘base, ed essen-
do paralleli all’ asse, sono_per costrazions contenuti
nella.superficie convessa del cilindro, € sonb qumdl
lelte di contatto_del prisma e del cxlmdm. C

578, XVIL " Se al circolo LANOL (fig. 200 )
base di un cilindro LONMQPSR- si circoscrivera un
‘pollgono regolare ABCD, e su ‘di esso si innalzera
un prisma alla medesxma altezza del cilindro, avente
I assz comune col cilindro, il prisma suara circo-
scritto -al cilindro ; e quindi il cilindro restera in-
scritto nel’ pmsma Se ‘il cilindro sara retto, anche
il. prisma circoscritto sara retto. Le rette LP, OS,
MQ, NR, che uniscono i pnnti di contatto del due
pohgom ABCD HGFE co1 rispettivi circoli inserit-
ti,, passando, per costruzione, per le -circonferenze
delle basi.opposte del cilindro, “ed “essendo paral-
lele all’ asse comune, saranno nello stesso' tempo
‘¢ nella supgrficie del cilindro inscritto ed in quelle
del - prisma retto: cwcoscntto ‘onde - ésse samhno
rette di contatto di queah due solidi.

Smg. XVIIL Se in un circolo, che 'serve di- haqe
ad un cono si inseriverd un poltgono ABCD (fig. 201.)
¢ sopra di esso si lunalzera unva pirawide col mede-
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simo vertice del eona, la piramide’cosk formata sara
inscritta nel couo stesso,, ed il cono sard ad ¢ssu
cirgoscritio ; gl spigoli poi SA, SB, ece. della. pi-
ramide ipscritta saraono nella auperﬁcue eonvessa
del cono, e serviraono al codtatto dei due- solidi.
580. XIX. Se sopra un pohgono ABCD. (fig. 202.)
Gwcoshnlbo alla base d’ un eono s"innalzera uoa pi-
ramide col medesimo vertice del cono, la piramide
saFd circoscritta al cono, ed il couo -sard inscritto
in quella piramide. Le rette poi, che dai puati di
coutatto -del poligona col ecircolo saranno coandotte
al vertice S, saranno comuni  alla superficie coa-
vessa del cono e a quella della piramide, ed i due
solidi si toccheranno mediante le 'lmee .medesime.
Tanto in un caso che nellaltro, se il cono “sard
xette, anche la piramide inscritta o circoscritta saxk
retta, se avra per. base un. poligono regolare.
581, XX. La sfera & un solido terminato da
upa superﬁcxe curva, ehe ha la pmprxelé di avere

tutti i suoi punti equxdlstanu da un puato inleeno.

che dicesi il centro della sfera.

La sfera pud concepirsi come generata dalla ri-
voluzione di un semicircolo ADBA ( fig. 203.) in-
torno al suo . diametro. AB, supposto immobile,
mentre la supezfmne cosi generata dalla. semicircon-
ferenza. ADBA avra la proprietd d’ avere i suoi punti
equidistanti dal punto C; centio comune . della sfera
e del semicircolo ADBA; queste semicircolo, chia-
masi semicircolo. oenemtore della sfera, ed il suo
diametvo AB - dicesi asse.della sfera.

. B882. XXL Si da il nome di raggiq delln .sfam
a qpalunque. retta CA, CM, ecc. condotta dal céntro
C della sfera a qualunque punto della ‘di lei super-
ficie. Ogni retta poi AB, DE, ecc., che da un punto
gealunque della snpcrﬁme va ad un punto opposto.
passando pel ceniro, dicesi diametro deila sfera.
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Tulti i vaggi.di una stessa sfera sono fra di lorq
cguali; tutti 1 sooi diametri pei sono anch’ essi
eguali, e ciascune € deppio del raggio. - .
. Se sopra il diametro AB del semicircele genera-
‘tore ADBA si intendono elevate delle perpendicolari
FM, CD, GL , ece., mentre il semicircolo geuera-
tore. rivolgendosi sull’ asse immohile AB. generera
la sfera, ogni retta perpendicolare .a questo gene-
rerda un, circolo; donde pe wiene che tutte le . se-
zioni fitte nella sfera perpendicolarmente -al dia-
metro AB. del circolo. generatore somo circoli.
Potendosi poi prendere pcr asse della sfera qua-
lunque altro diametro MO, e quindi- per semicir-
cola geueratore il semicircolo MLOM deseritto sullo
stesso diametro, cosi si vede chiaro, che, mentre
il semicircalo si rtivolgera sull’ asse- MO, tutte le
perpendicolari ad MO. descriverannog, dei’ circoli ;
obdegsi pud stabilire 1.° che tutte le sezioni fatte
nella sfera saranno circolari; 2° che .quelle se-
zioni, che passano pel centro della sfera saranno
fra di loro tutte eguali, non essendo che circoli
descritli con ragei eguali, siccome appartenenti alla
medesima sfera; 3.° che le sezioni fatte ad eguali
distapze dal centro della sfera souo ‘eguali , poten-
dosi considerare come circoli deseritti eon raggi
eguali, siccome semicorde di circoli eguali, ehe egual-
mente si scostauo dal centro (333); 4.° finalmente
tanto pid grandi sono le sezioui, quanto pid si av-
vicinano al centro della sfera, poiché tanto piat
grandi seno le semicorde. dello stesso circolo o de’
circoli eguali, dalle quali possono considerarsi come
generate, quanto pit si avvicinano al centro (334).
- 583. XXIL. Tutti i circoli, che passano pel
ecutro della sfera si dicono circoli massimi; quelli
che non passano pel suo centro sono eicoli minori,

-
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I circoli massimi i tagliano: reciprocamente "per
meti, poichd la loro comune intersezione passando
per il centro della sfera & wn diametro. .=~ ~
~Ogni eircolo - massimo divide ‘poi la sfera, e la
soperficie sferica .in due parti eguali , ‘poiché se le
due parti in-cui la 'sfera si suppone segata da un
circalo massimo st intendano applicate sopra la base
comune facendo rivelgere la loro: convessita dalla
medesima paste, le-due superficie sferiche dovranno
necessariamernte coiocidere , altrimenti vi sarebbero
in.esse dei punti pid lontani dal centro gli_uni
deghi -altri, cid che & contrasio alla definizione
della sfera (581). s e
- 1l centro .di qualonque cerchio minere, e quello
della sfera 'sone in una medesiina retta perpendi-

colare: al. piano - del circolo minore, poichd si pud

sempre immaginare che esso siasi generato da uma
semicorda- perpendicolare all’ asse della sfera, -

584. XXHI. Un piano dicesi- tangente’ ad una
sfera quando egli ba un sol punte comune colla
sfera stessa. : Lo o

585, XXJIV. H polo di un cerchio della sfera &
un-punto della superficie della sfera medesima, che
& equidistante da tutti i punti della  circonferenza
del cerchio stesso. S e e .

I poli del circolo massimo AEBDA ‘(fig. 204.) si
travano- alle.estremitd del diametro Pp perpendico-
lare .al cireolo medesimo. R
_ In generale. i poli di un circolo gqmalanque sono
sopra una relta perpendicolare al cerchio stesso, e
che passa pel suo. ceatro. N = -

I eircoli minori- hauno i- lore poli comani coi
circoli massimi ad essi- paralleli.. =~ ~ a

. 886, XXV. 1l fuso sferico & una porzione di
superficie sferica PApQP terminata dalle semicir-
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conferenze di due circoli massimi, che si tagliagg
nel diametro’ comune Pp. = o

II' solido eontenuto dal fuso sferico, e da  due
semicircoli massimi , che si tagliano nel diametro
comune digesi.unghia, cona , o spicchio sferico (a).

589. XXVL 1l triangolo’ sferico ¢ una porzione
di superficie sferica Lerminata da tre -archi - di cir-
coli massimi. Tali archi si dicono i lati del trian-
gola  sferico. Questi lati si suppongono sempre
minori della semicirconferenza.a cui appartengono.
Gli angoli, che iloro piani fanno fra diloro, sono
gli- angoli del triangolo sferico. - :

I triangola sferico pud essere equilatera , isoscele,
scaleno , come il triangolo piano.

- 588. XXVIL 1I poligono sferico & una porzione
di superficie sferica contenuta da pit archi appar-
tenenti a circoli massimi della sfera medesima.

589. XXVIIL, La piramide sferica & una porzione
di sfera cootenuta dai piani di un angolo solido,
il di cui vertice & nel centro della sfera, e la di
cui base & il poligona sferico determinato dai piant
medesimi. : ‘

5go. XXIX. La zona sferica ¢ una porzione di
superficie sferica determinata da due piani paralleli,
che ne sono le basi. Uno di questi piani pud es-
sere tangente alla sfera, ed allora la zona prende
il nome di derretta o calotta sferica. «

5g1. XXX. Il segmento sferico & una porzione
di sfera contenuta da due piani paralleli uno dei
quali & tangente alla sfera medesima. L' altezza poi
taoto della zona, che del segmento sferico ¢ la dis
stanza dei due piani paralleli medesimi.

(«) Sembrami che ad un tale solido convenga di pid il nome di :Ei«lx;ig
sferico a molivo: della sua forma,

Tom. I, , | 2
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592. XXXL. Il setiore sferico & una porziane
di sfera, che pud considerarsi come generata dalla
rivoluzione di un settore circolare .sopr,a' uno de’
suoi raggi ;. ovvero una . specie di cono avente il
vertice nel centro della sfera,; ¢ per base la calotia
sferica. - e e , ;
~ 593. XXXIL Un poliedro. dicesi- inscritto niella
sfera, quando con-tutti i suoi -angoli- solidi tocca
lIa superficie della sfera, e la sfera in tal caso &
circoscritta al poliedro. Una sfera poi-& inscritta in
vn. poliedro , guando la di lei superficie: ¢ toccata
da tutte le facce del poliedro., il ‘quale dicesi cir-
coscritto alla sfera, S

Assioma.

504. Di due superficie curve, o ung cyrva ¢
I aitra composta di superficie piane o di sapérﬁcia
piane ‘e curve , o tutte due composte di superficie
piane , tali che rivolgano la loro convessity dalla
medesima parte , e che terminino agli stessi estremi,
¢ maggiore quella delle due , che racchiude entro &
se l’ a{,tl"a, : . L, ' : SRR ‘ v
D’onde ne deriva 1.° che la superficie convessa
di un cilindro sard maggiore della s’upérﬁcié con-
vessa del prisma-in esso inscritto , e sara ‘minore
di quella del prisma ad ‘esso circoscritto : 2.° che
la superficie convessa di wn cono sara waggiore
della superficie epnvessa delfa piramide ixiscrit&, e
minore.di quella della piramide circoéérilta; 3.° che
h{ superficie. di nuna sfera sard méggiqre di 'quella
di qualunque poliedro in essa inscritto, e winore dj
yuella di qualsiasi poliedro gircoscritta. ST
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595. Ad yn dato cilindro si ponno sempre inscri-

" vere e circoscrivere dei prismi tali che differiscano
fra di loro di una quantitd minore di ogni assegnabile.
. Iy fattt sopra il circolo ABDEFA ( fig. 206.) si
immagiui eretto .un cilindro, e sopra i poligoni re-
golari e simili uno de’ quali & inscritto e I’altro cir-
coscritto al medesimo, s1 immaginino eretti alla stessa
altezza -coll’ asse' comune, due prismi; avendo questi
prismi. la medesima “altezza ‘saranno proporzionali
alle loro basi (532), ossia ai quadrati di CN- e CM
raggi dei cireoli inscritti in quei poligoni (402). Ora
coll’ inscrivere € circoscrivere conlinuamente dei
poligani di un numero doppio -di lati, le rette CN,
CM giungeranno al puato da differire fra di-loro di
una quantitd minore di ogui asseguabile, dunque i
loro quadrati, non mene che i due prismi eretti
sopra tali poligoni differiranno del pari di una quan-
tita minore di ogni asseguabile. - : ,
5g6. Coroliario L Siccome le superficie tonvesse

di quel due prismi di eguale altezza sono propor-
zionali ai contorni- dei poligoni delle rispettive basi,
e quei countorni sono proporzionali ai raggi CN,
CM (4o3), cosi anche le superficie convesse dei

medesimi differiranno di una quantith minore di

agui assegnabile. -

Lo stesso dicasi di due piramidi, e délle loro
superficie convesse , che nel modo sopra indicato
venissero inscritte e circoseritte al cono. N

5g7.. Corotlaria 1l. Siccome ‘il cilindro si trova
fra il prisma inscritto e quello circoscritto, cosi-s¥
potra sempre in un dato cilindro inscrivere uvu
prisma, che da esso differisca di una quantita minore

-
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di ogui assegnabile, o circoscrivere ad esso un ‘prisma
che differisca dal medesimo di una. quantith minore
,d.' ognl assegnabile. Lo stesso dicasi di un cono
rispetto alle piramidi inscritte o circoscritte. Il ¢i-
;wdr.o,.é quindi il limite tanta dei prismi in -esso
nscritti, quanto di quelli ad esso -circoscritti ed il
cono €il /imite delle piramidi inscritte ¢ circoscritte,

Anche le superficie convesse dei solidi inscrite
Q ,gnrqoscritti al cilindro, o al cono‘potran'ho-esseie’
tali di differire rispettivamente da quellev del cilin-
dro © _del cono di uva guantitd minore di ogui as-
segnabile ; donque la superficie convessa di un ci.
h_u.dro..c}, {I_limite tanto delle superficie convesse".
del‘pmsm.l n esso imscritti, quanio, di quelli -al me-,
demmg plrcoscritti; e la. superficie convessa di un
cono ¢ il limite delle superficie. convesse delle pi-
yawidi 1nscritte e circoseritte. SRR

Proposizione FI. Teorema.

. 598. La superficie convessa di un cilindro resto:
e equivalente ad un retiangolo contenuto da due rette,
una delle quuali sia eguale alla circonferenza dell;
base del cilindro , e I altra alla sua altesza. .

Pe,n: -brcvité‘ nominerema § la superﬁcie c‘on.v-essa
del cilindro ‘proposto, A la sua altezza, e C la cir-
conferenza della base del cilindra stesso. :

Se la superficie convessa S del cilindro proposta
von sara eguale al retlangolo Cx A, sara amaggiore
o munore del medesimo, Supponiamola -‘maggiore\
e lale cheh superi il rettangolo CX A di una quauu'ti;
data Z. C]Q posto si immagini iuscritto nel cilindro
dato un prisma retto tale, che ly di lui su;pwer‘ﬁcie
convessa differisca da quela del cilindro di una
quantita minore di ognj assegnabile (596), tale su-
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perficie sard anch’essa maggiore del rettangolo C x A,
poiché essa differisce da quella del cilindro di una
quantith minore di Z, la qual cosa & assurda ; di
fatto la superficie convessa del prisma cesi inscritte
equivale ad un rettangolo, che ha per base il peri-
metro del peligono, sopra del quale il prisma ap-
poggia, e per altezza l’altezza del prisma medesimo,
o I'altezza A del cilindro ad esso circoscritto (540);
ma il perimetro di un tale poligono, che nomine-
remo P & minore della circonferenza G del circola
nel quale & inscritto, dunque ‘anche il rettangolo
PxALCxA, e non maggiore, come si era trovato,
stando alla fatta supposizione. : '
Supponiamo , che la superficie convessa S del
cilindro , sia minore del rettangolo CxXA, e lo sia
di una quantita Z. Al cilindro dato si immagini
circoscritto un prisma retto tale, che la di lai sn-
perficie convessa differisca da quella del cilindro di
una quoanotitd minore di ogni assegnabile, anche la
superficie di quel prisma sard minoré*del rettangolo
CxA, cid che & falso; poiché la superficie di ua
tale - prisma’, chiamato P’ il perimetro della -sua
base & equivalente ‘al rettangolo P' X A; ma es-
sendo il perimetro P’ del poligono cireoscritto ad

un cerchio. maggiore della circonferenza del cerchio,

cui & circoscritto, sard anche P'XA>CXA, e non
minore , come si era trovato, stando alla fatta sup-
posizione. Noa potento adungue la superficie cou-
vessa di un cilindro retto essere né maggiore , né
minore di un rettangolo contenuto dalla circonfe-
renza del. circolo, che gl serve di base, e dalla
sua altezza , sard ad esso eguale. -

- 599. Seolio. Le superficie convesse dei cilindri
retti, essendo rappresentate da rettangoli, le di cm
basi sono le rispettive cireonferenze dei circoli, che
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servono di base af cilindri stessi, & le altezre somo
le altezze medesime dei cilindri, cosi le proprieta
attipenti ai rettangoli saranno comani ' anché a
gueste superficie, onde . : -
1.° Le superficie convesse dei cilindri retti di eguale
altezza saranno proporzionali alle circonferenze dei
circoli delle loro basi, e quindi proporzionali anche
ai diametri o raggi delle -basi medesime (435).
. 2.° Le saperficie de’ cilindri retti di basi egnali
staranno come le altezze rispettive, - ‘

3. Le superficie dei cilindri retti saranno in ragione
composta delle circonferenze delle lore basi, e delle
rispetltive loro altezze, o anche in ragione composta
dei diametri o dei raggi delle basi e delle altezze.

4.° Le superficie eguali dei cilindri retti avranno le
altezze in ragione reciproca delle Gireonferenze delle
loro basi, o dei diametri o raggi delle basi mede-
sime, e se le altezze dei cilindri saranno in ragione
reciproca delle circonferenze delle Ioro basi, o det
raggi o diametri delle basi stesse, le saperficie con-

_yesse dei medesimi saranno eguali.

5.° Le superficie di due cilindri reiti e similt ,

staranno come i quadrati delle periferie delle loro

basi, o come i quadrati dei diametri o dei raggt
d.eHe basi* medesime, 6 anche ‘come i quadrati delle
rispettive altezze o lati. '

Proposizione II1. Teorema.

6oo. Un cilindro. retto. ¢ equivalente ad- un
prisma_rette, il quale abbia - per base un poligono
regolare eguale in superficie al circolo che serve di
base al cilindro, e per altezza quella. del cilindro
stesso. - C s

 Sia B la base del cilindro prop/bsto,— ed A la sua
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altezza; il prisma, che devesi dimostrare equiva-

lente al dato cilindro, si nomini P. .

. Se il cilindro proposto non sara eguale al prisma
P, sarh maggiore o miuore dé¢l medesimo. Supponiamo
che sia maggiore ; e che lo superi di una. quantitd
Y. Come nella precedente proposizione, si immagiai
inscritto nel cilindro dato un prisma retto tale, che
differisca dal cilindro di una quantita minore di
ogni assegnabile, questo prisma che chiameremo P’
sara per conseguenza anich’esso maggiore del prisma
P, cid che é assurde; poiche la base del prisma P
inscritto nel cilindro, che nominerémo B, ¢ minore
della base B del cilindro, nella quale trovasi inscritto,
g per conseguenza & minore anche della base del

prisma P, che per supposizione, ¢ equivalente a B.

Ora siccome i due prismi P', P hanno comune
I' altezza A, essi sono proporzionali alle loro basi,
dunque il prisma P’ ¢ minore de] prisma P,e non
maggiore, come si éra trovato colla assunta ipotesi.
Supponiamo che il cilindro dato sia minore del
prismavP: si immagini ad ésso circoscritt’o un prisma
retto di eguale altézza , che vomineremo P”, tale
che differisca dal medesimo di una quantilk minore
di ogni assegnabile , anche questo prisma sara minore
del prisma P, cié che & assurdo manifesto; poiché
la base del prisma circoscritto, ché nomineremo B”,
& maggiore di B, essendo circoscritta al circolo, che
serve di base al cilindro, onde il prisma retto P”
¢ maggiore, e non minore del prisma retto P, come
si era trovato; dunque il cilindro proposto non po-
“tendo essere né maggiore né minore di un_ prisma
retto, il quale ha per base un poligomo regolare
equivalente al circolo, che serve di base -al t;‘i)lindkro,
e per altezza quella del cilindro stesso,. sary ad
esso eguale. o
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6o1.-Scolio. 1 fiiin’dri potendosi rappreseatare
con <‘iel prismi, cosi ad -essi saranno comuni le pro-
prieta dei prismi, onde ‘ '

0 (3 L . - A :

12 I cilindri di eguale altezza saranno propor-
.zlonall_all.e lo.ro basi circolari; ma ‘queste sono come
1'_»qua’drat1. dgl loro raggi o diametri, dunque i ci-
!mdrl retti di eguale altezza staranno anche come
i quadrati dei raggi, o dei diametri delle rispettive
loro basi. E / . :
_2.° I cilindri. di egual base staranno come le
rispettive altezze. ) ‘

3. T cilindri_saranno in ragione composta delle
loro basi e delle loro altezze o anche in- ragione
composta dei quadrati dei raggi o dei diametri delle
basi e delle loro altezze. . )

4° L cilindri equivalenti avranno le basi in ra-
gione ' reciproca 'delle altezze; e se le busi di due
?,h.nf]n.?aranno n ragione reeiproca delle altezze
i cilindri saranno equivalenti. e

5.° I cilindri simili staranno  ¢ome.i cobi delle
loro gltgzzfs, o come i cubi delle circonferenze dei
circoli, sui quali appogglano, o anche come i cubi
dei raggi,-o diametri dei circoli medesimi.

Proposizione 1¥. Teorema.

602. La superficie convessa di un cono retto &
equivalente ad un triangolo, che ha per base la cir-
conferenza del. circolo , che serve di- base al cono . ¢
per altezza U apotema o lato_del cono medesimo. ’

Per brevita si ‘nomini C la. circonferenza della
léas,e del cono, e sia T il triangolo che ha per base
» @ per altezza il lato del cono, che nomineremo A.
Se la superficie canvessa del cono proposto non
sara eguale al triangolo T, sara o maggiore o mi-
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nore del triangolo stesso. Supponiamola meg'gi.or‘ez
e tale che superi il triangolo T di una quantitd Z,
Cid " posto , si. immagini -inscritta nel cono proposte
una piramide retta avente il vertice comune eol
dono medesimo, tale che la di-lei superficie cou-

vessa differisca da quella del.cono di una -quantita

minore di oguoi assegnabile, la superfieie convessa
di quella piramide sard anch’ essa maggiore del
triangolo T, il quale per supposizione differisce
dalla superficie convessa del cono di una quantity
Z, cid che & assurdo; poiché la superficre cous
vessa di quella piramide inscritta- & equivalente ad
tn- triangolo, che ha per base il-contorno del poli-
gono ; sopra del quale essa appoggia; e per altezza
I apotema o-lato della piramide -stessa (558), ora
P apotema della piramide regolare inscritta nel cono
¢ mionore del lato del cono circoscritto , poiché
¢ minore di ciascuno degli spigoli della piramide
stessa, che sooo eguali ai lati del cono (580); il
perimetro del poligono della sna base & pure miuore

di C (428), dunque anche il triangolo ; che ha per

base il perimetro di quel poligono e la di cui altezza
¢ minore dell’ apotema A, & pit piccolo del trian-
golo T,  danque anche la superficie convessa della
piramide inscritta nel cono ¢ minore e non maggiore
del triangolo T, come si era trovata, .
Supponiamo ora che la-superficie convessa del

cono retto sia minore del triangolo T di una quan-

tita Z. Si immagini circoscritto al cono una pira-
mide retta avente il vertice comune ¢ol cona, e
tale che la di lei superficie convessa differisca da
quella del cono di una quentits minore di ogui as-
segnabile ; la superficie convessa di quella piramide
sard anch’essa winore del triangolo T, la qual cosa
¢ impossibile ; poiché la sua superficie convessa &
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equivalente ad un triaugolo , che ha per hidsé ; il
perimetro del poligono ; su cui appoggia ¢ per al-
tezza l'apotema della piramide medesima (558); ora
I'apotemd della piramide circoscritta al ocno retto,
@ 'egu‘ak al lato o apotema A del cono inscritto
(580) , ed il perimetro del poligono; che sefve di
base-alla piramide & maggiore della circonferenza
€, a cii €sso & circoscritto, ~dunque la superficie
eonvessa della [piramide'. circoscrittd. & maggiore e
non. minore. del triangolo T, come si ers trovata
secondo I ipotesi assunta; dunque uon potendo es-
sere la superficié convessa di un como rvetto né
maggiore, né¢ minore del triangolo T, che ha per
base la circonférenza del circolo; che serve di base
al cono, e per altezza il lato del €ono; sara ad
esso eguale. T . :
603. Scolio. Potendo ' lé superficie’ convesse dei
coni retti esser¢ rappresentate dai triangoli aventi
per base le rispettive circoriferenze dei circoli 5 80~
fra dei quali .appoggiano i coni, e per altezza i
lati rispettivi dei coni medesimi; cosi lé superficie
di-tali coni séguiranno. le leggi dei triangoli, onde
-1:°. Lie superficie dei coni retti; che hanno lati

eguali saranno proporzionali alle circonferenze delle

rispettive basi, o anche ai diametri; o raggi detle
basi medesime, _— o :
3% Le spperficié dei coni refti , che hanno basi
eguali , staranno come i Joro rispettivi lati.
- 3.° La superficié di due coni retti qualunque sa-
ranno ir ragione composta dei loro apotewi, e delle
circonferenze delle rispettive. basi, o anche in ra-
gione composta degli apotemi, € dei diametri o
raggi delle loro basi. , _

4° Le. superficie eguali -appartenenti a déi comi
retti avranno gli apotemi in .ragione reciproca delle
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circonferenze , o' dei diametri o raggi delle loro
rispettive basi; e se gli apotemi di due coni retti,
savanno io ragiooe reciproca delle circonferenzq
delle basi dei coni medesimi, o in ragione rgelprot.ia
dei- diametri , o dei raggi delle basn_i!xledellmﬁ , le
1 . l- K

loro superficie couvesse saranno eguali. . .
5.2 Lg'sﬂu-perﬁcie simili di .due coni. retti, st?ranno,
come i quadrati dei loro apotemi, o.come i qua-
drati delle circonferenze - delle loro b.asl 50 ancﬁe
come i quadrati dei diametri, o .dei raggi delle
basi stesse. . con

Proposizione V.- Teorema.-

604. Un cono retto & equivalente ‘ad una_pird-
mide retta , che ha per base un poligono regolare
equivalente al circolo , che serve di base al cono ; e
per altezza U altezza del cono medefs“lmo., . p

Si nomini B la base del cono proposto, e sia .
la piramide, che ha: per bas,e “un. poligono _eqm:‘la;
lente a B, e per altezza, I’ altezza. medesima de

“cono, che nomineremo A. SRR

Se il cono non sard equivalente alla .piramide P,
sara maggiore o minore della piramide nle-dc(la_sima;
Supponiamolo maggiore, e tale che lg saperi di uni
quantith Y. Come nella precedente proposizione, s
immagini ioscritta nel cono anw pxryaml‘de crelta |
tale che differisca dal cono di una quantita minore
di ogni assegnabile, questa- piramide sara a:cl?.essa
maggiore della piramide P ; che differisce dal-como

di una quantith Y ; la qual cosa & assurda ; poichd

ta ‘piramide bha comune I altezza' A. colla pi-
g::xsidz fsr;a ed ha la sua base minore dgl!a base B
della piramide medesima, onde essa ¢ minore e no
maggiore dela piramide P. - o

§1T.

Suppotiamio- che, il cono sia midore" della jiira-

~mide P, e ‘ché' da éssa' sia superato di una quan-

tith Y. Si immagini circoscritta al cono una pita=
mide reétta, talé che differisca dal cono di tna qtian:
tita minoré di ogni assegnabilé ; questa piramide
8ard anch’ essa minote della piraniide P, ci§ che é
assurdoj perché avendo essa 1a medesinma altezza
della piramide P ; &d una - base maggiore di quella
della piramide medesima; la pifamide circoserit-
ta. al como & maggiore ¢ mnen mdidore della
piramidé P, come si era trovato. Non potendo
adaaque il coro rétto proposto -ésseré né inaggiore
né minore della. piramide P, che ha per base un
poligono regolaré equivalente al circolo, che serve
di base al eono; € per altezza 1’ -altezza medeésima
del cono, sard ad essa eguale. '
- 605 Corollario. 1l ‘cono tetto & la terza pafte
di ua cilindro retto- costruite sopra la medésima
basé e colla medesima altezza; poiché il cono retto
& equivalente ad una piramide retta della medesima
dltezza; e di base equivalentd quella del comno §
il cilindro retto & équivalente ad un prisma retto
della stessa alteézza, ¢ di base equivalente alla- base
del cilindro; ma la piramide & la terza parte di
un prisma di egual base e di eguale altezsa; dun-
que anche ‘il cono retto sara la ‘terza parte di nn
cilindro retto della medesima base , e della stessa
altezza. Siccome un prisma obliquo qualuoque ¢&
equivalente ad un prisma retto che ha la medesima
base e la medesims altezza, cosi anche ua cilindro
obliquo sara equivalente ad un cilindro retto della
stessa base,.e della stessa altezza , ¢d ua cono obli-
quo sard equivalente ad ua cono retto della stessa
base e della medesima altezza. a :
606. Scolio. I coni potende esscre rappresen-
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tati con delle pirzamiQi? saranno ad essi comuni le
proprieta delle piramidi medesime; onde | :
12 1 coni di eguale altezza staranno ‘come le
basi, o come i quadrati dei raggi o dei diametri
delle rispettive basi. : ) L
- 3.° I coni di base eguale staranno come le Ioro-f
altezze. SR 7 ‘

3.°1 coni saranno in ragione composta delle loro
ba‘si(, e delle altezze, 0 anche in ragione composta
dei quadrati dei raggi o dei diametri delle ba,s;g, e
delle loro altezze. o o g
4.° 1 coni equivalenti avranno ltf basxi in ragione
reciproca delle altezze; e se le basi loro sa‘rax]m(’).m
ragione reciproca delle altezze saranno equivalenti.
g B N i cubi dci-loro
5° I obni simili staranno come i cu p )
assi o allezze , 0 come i cubi delle c:rgog_erenz:
delle loro basi, 0 anche_ come 1 cgb; ~det diamet
p raggi delle basi medesime. : :

Proposizione V1. Teorema,

- 60g. La .su erficie convessa di un tronco di
cono reth AEBIgF HGM (fig. 307.) a basi parallele
é .equival‘ente ad-un rettangolo , che ha per altezza
il suo late GB, e per base la semisomma delle cir-
conferenze -

' di ¢ono. ; . :
tra&tgz plia(uo SAB, che passa per I asse SC, per-
pgndicolarmente ad SB st cpuduca_ la retta BQ
e'guale alla circanferenza del CI'r,col(-) _A-EBDA', 81 tiry
la retta SQ, e dal punto G si guidi GT parallela

a BQ. A cagione dei triangoli simili SC3, SLG,-

tarh CB: LG :: SB:8G, ed a moti_vo della somi-
glianza dei triangoli SBQ, SGT, si-avra BQ: GT

:; SB:8G; dunque CB:LG::BQ:GT; ma (435)

e delle due basi AEBDA , FHG»MF" del

giz ‘

sta CB :LG.:: ¢irc.CB : circ. LG; dunque starh
anche BQ : GT:: cite.CB ; circ. LG. Ma per: costru-
zione si ba circ. CB=BQ; danque - sarh anche
cirg. LG = GT; ¢id posto il ‘trinogolo SBQ & equi-
‘valente alla superficie convessa del cono  retto
SAEBD (603), il triangolo SGT & equivalente alla
superficie convessa del cono retto SFHGM , dunque
1a” superficie” del tronco di ‘cono proposto , sard
eguale alla differenza SBO—SGT di questi triangoli,
¢guale ¢ioé al trapezio BGTQ; ma il trapezio BGTQ
(r92) & eguale al rettangolo di o :
o BUECT_ e 00+ et

608, Corfolliam'.o,’ Se pel i:unto O mell dil BG
si fary passare um piano ON parallelo alle basi del.

tromco di cono, la sezione risultante sari un cer-
chio (573); condotta la OR parallela & BQ si dimo--

“strera, come superiormente che & OR = ¢ire. PO;

ma OR=BQ_+GT
circ. CB<}-girc. LG

T .
circ. PO , donde si ricava che la superfici® di un
tronco di' cono retto a basi paraliele , & equivalente
ad un rettangolo, che ha per altezza il suo {ato-

BG, e per base la circonferenza di una sezione
fatta nel tronco medesima parallelamente alle sue
basi, ed equidistante dalle basi stesse.

" 609. Scolio. Potendosi rappresentare le super-
ficie "eanvesse dei tronchi di cono retti a- basi pa-
rallete, con dei rettangoli, -eosi-le proprietd dei
rettangoli saranno comuni anche alle superficie con~
vesse di questi tronchi di cona. SR

(195); ’ du‘n.que circ. PO =

» onde il trapezio BGTQ = BG x-
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. -‘»Pnopdsifz.iélw VII. Problema.

610. Dato un tronco dj cono retto ADBEFLHG
( fig. 208.) a basi parallele travare U altezza del cona

ant . . -
maél!c imiagiﬂi compita il cona SADBE, e condotta
il suo asse 8C, e tirati i raggi CB, OH dai centri
delle. due basi del cono tronco, ne! piano del trian-
goio,per I"asse SAB. I raggi CB, OH :saranno pa-.
valleli, perch¢ giaeciopo nel'lo ,s,tesso piano SAB, e
sono entrambi perpendicalari al! asse , ed' 1 tnaugol;
SCB, SOH sarauno simili, ed xlloro lati ‘omologlp
i)x'opo;zionali , onde starx CB:OH::8C:50, e di-
videndo LB — OH:0OH :; SC — SO: ‘SQ,. cioé
CB — OH:0H; :0Q:8Q, donde si ricava .che
P altezza SO del cono mancante € quarta propor-.
zionale , dope la differenza dei raggi CB, QH delle
basi del tronco di cono proposto, il raggio della
j)asg syperiore, e I’ altezza del tronco .Cll cono. Sa
;}omiuer,emo R il raggio della base inferiore, r
quello della hase superiore , ed a I’ altezza del tronco
di cono avremo R—r:r::a: 80, o,ndex(zﬁg)
’ C axr

SO(R—r)=aXr, ed SOszr

. 611. Carollario 1. L altezza SC .del cono totale

SADBE ¢ pure conosciuta , poiché si ha - ,

SG:SQ{_-,,{,OQ__. R+ a= g

612. C'orolla‘r’iokH.' Stando CB:OH::5C:SO,
§taré> anche (-fl_;; CTIJZ~S_C3.S_(—), ma sta -a‘nche_ (435)
ADBEA :FLHGF::CB : OH ; dunque stara ADBEA :
FLHGF : : S_-(._.2 S‘(jl; dxgnquq le basi dei due coui

23§ ,

retti SADBE , SFLHG, sono proporzionali ai qua-
drati delle rispettive: loro “distanze. dgl verticg co-
mune S? @ come i quadrati _dei loro assi,

S Prjopasizfdne yir T vorema.

613. Un tronco di couo retto ADBEFLHG
{fig. 208.) & equivalente ad un tronco di piramide ,
be d& cui basi sono rispettivamente parallele ed- equi-
valenti a quelle del cono, e I.altezza. ¢ ‘eguale a
quella del tronco di cona medesimo. N

Sia TMNP ‘una piramide, la di cui altezza TX &

- eguale all altezza SG del cano-. SADBE ; e la hase

MNP sia equivalente alla. base ADBEA del ¢ono
medesimo. Supponiamo, che ‘queste basi sieno dis-
poste sopra un medesimo prano , per lo <che i
vertici 8, T -saranoo ad. eguale ~distanza dal piano,
delle basi, - Cio posto se it piano- FLHG , verry
;)rolqngalo a tagli\are la piramide, fara nella ira-
mide stessa una sezione QRK paratlela alla Ease-
MNP, ed equivalente al circolo FLHGF. Infatii le
basi ADBEA, FLHGF stanno fra di loro come §

quadrati delle distanze SC, SO (612), e le basi
MNP, ‘QRK . stanno fra di loro come. i quadrati
delle rispettive distanze dal vertice (543), cioé come
1 quadrati di TX, TZ, 0 come i quadrati di S€, SO;
dunque i circoli ADBEA , FLHGF staranno come le basi
MNP, QRK; ma per supposizione la base MNP della
piramide ¢ equivalente alla hase ADBEA det cono, dun-
queanche la base QRK & equivalente al circolo FLHGF.
Ora il cono SADBE & ‘equivalente alla piramide
TMNP, che ha la medesima altezza del cono, ¢d una
base equivalente a quella del cono (604), ed il cone,
SFLHG per simile ragione & equivalente alla pira-
wide TQRK, dunque il tronco di-cono ADBEF LHG
¢ equivalente al troncq di piramide MNPQRK,
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614. Corollario. Siccome un tronco di piramide
a basi parallele & equivalente (356) a tre piramidi
aventi lutte la medesima altezza del tronco dato,
una delle quali ha per base la base inferiare del
tronco stesso, |’ altra la base superiore , e la terza
una base media proporzionale fra quelle due basi
medesime , ¢ siccome poi-ciascuna di quelle pira-
midi eguaglia un cono di base equivalente, e di
altezza eguale (Go4); cosi si puo conchiudere, che
un trouco di cono retto a basi parallele ¢ equiva-
lenle a tre coni aventi tulli per altezza I altezza
del tronco, e per basi rispettive, la base inferiore
del tronco stesso, la base superiore, ed una media
proporzionale fra quelle due basi.’ :

G15. Scolio. Le superficie dei cilindri obliqui,
dei coni obliqui e det tronchi di cono a basi non
parallele, non possono essere determinate colle sole
cognizioni della geomelria elementare, e quesio &
il motivo per cui non ce.ne siamo occupati.

Proposizione IX. Teorcma.

616. Qualunque piano FAD (fig. 209.) per-
pendicolare all’ estremita A di un raggio CA della
sfera AHBPA é tangente alla sfera stessa.

Poiche, preso un altro punto N qualunque sopra
il piano FAD, e congiunto colle estremita del raggio
CA mediante le rette NC, NA, I'angolo CAN sard
retto, e quindi 1”ipotenusa CN sard maggiore del
cateto ‘o raggio CA; onde il punto N si trovéra al
di fuori della sfera; e siccome ‘succede lo stesso
per qualunque altro punto preso sul piano medesi-
o, ve segue che il piano FAD non ha colla sfera
di comune, che il solo punto- A, dunque egli &
tangente alla sfera medesima.: ' T

Zom. II. 15
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Proposizione X. Teorema.

' 6'12. L’ angolo LAM - ( fig. 209.) , che formano.
due archi LA, MA di cerchj massimi, & eguale all’ an-
golo DAF formato dalle rispettive tangenti di questi
archi al punto A, ed ha per misura 1 arco GH
descritto dal punto A come polo fra i lati L4, MA
prolungati se occorre. . ‘

Poiché la tangente FA condotta nel piano dell’ arco
LA ¢& perpendicolare al raggio CA nel punts A; la
tangente DA condotta nel piano dell’ arco MA &
perpendicolare anch’essa al raggio CA nel medesimo
punto; dunque quelle rette essendo perpendicolari
pello stesse punto A preso sulla comune intersezione
dei due piani CAL, CAM, che si segano , 1’ angolo
DAF da esse formato & eguale all’angola formato
dai piani medesimi, cioé all’angolo LAM (471).

Se poi- ciascuno dei due archi fosse eguale ad ua
quadrante , cioé alla quarta parte della circonferen-
ze, come GA, HA, le rette CG , CH saranno per-
pendicolari a CA, e I"-angolo GCH sara eguale
all’ angolo dei due piani CAL, CAM (471); dunque
Iarco GH, che & la wisura dell’ angolo GCH, sar
Ja misura anche dell” angolo LAM o dell” angolo
formato- dai piani CAL, CAM.

- Proposizione XI. Teorema.

, ,
618 1l fuso sferico AHBGA- (fig. 109.) sta
alla superficie della sfera, a cui appartiene ,.come
I*angolo HAG di questo fuso sta a quattro angoli
etti, o come Uarco GH , che misura quest’ angolo
sta_alla circonferenza HGPEH. :

Sisupponga che I arco GH stia alla circenferenza
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HGPEH in un rapporto commensurabile, per esem'l-’
pio come m : n. Divisa la circonferensa in n parti
eguali, I arco GH conterrd m di quelle parti; dal
polo A a ciascun punto di divisione segnato sulla
circonferenza si conduca un quadrante, mediante
una tale costruzione la superficie della semisfera
saia divisa in n triangoli sferici eguali fra di loro :
‘i det ‘quali saranno contenuti ne! mezzo fuso
GHA, e la superficie quindi di tutta la sfera con-
terra an di quelle parti, mentre il fuso sferico pro-
posto ne conterra am; onde il fuso AHBGA stara
alla soperficie della sfera come 2m : 21, o0 come
m:n; ciod come I arco GH sta alla circonferenza
HGPEH, o come ¥ angolo GAH del fuso sta a
quattro angoli retti.

Se I' arco GH non sara commensurabile - cella
¢irconferenza , si dimostrera come si & fatto per la
proposizione L del Lib® IIL° (252), che quelle
quantith saranno ancora nel medesinro rapporlo.

619. Corollario. Quindi due fust apparlenenti
alla medsima sfera o a sfere eguali stanno fra di
loro, come gli angoli rispettivamente formati dai
piani dai quali i fusi sono determinati.

620. Scolio. L’ unghia, o spicchio sferico, compresa
dai piani AHB, AGB sta a tutta la sfera AHBPA,
eome I angolo HAG, sta a quattro angoli:retti;
poiclié i fusi essendo eguali sono del pari eguali le
unghie sferiche, ed essendo eguali le superficie
sferiche , sono eguali anche le sfere, dunque I'un-
ghia sferica colla sfera ha lo stesso rapporto del
fuso colla superficie sferica , dunque ecc. Due un-
ghie poi appartenenti alla medesima sfera staranne
fra di loro come gli angoli formati dai piani dai
quali sono comprese. ' ‘
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Proposizione X1I. Lemma.

. 621, Essgnda dati due circoli - concentrici , si
puo sempre inscrivere nel piu grande un poligono
regolare, zrdz cui lati non incontrino la circonﬁar%nza
del piu piccolo, e si pud anche circoscrivere al
circolo pii Riccolo un poligono regolare simile all’ in-
scritlo nel.cu'colo maggiere , i di cui lati non incon-
trino ‘la circonferenza del circolo medesimo ; di modo
cke, sl nell’ uno che nell’ altro caso’i lati del poligono
descritto saranno rinchiusi fra le due circonferenze.
4 tS}t&!nc; CA, CD (fig. 210.) i raggi dei due circoli

ati, al punto A si conduca la taugente FE, che
terminj alla circonferenza del circolo maggio;e' e
nel circolo maggiore si inscriva un poligono re’go-
lare, si dividano in seguito per meta gli archi deter-
minati dalle corde o lati di quel polivoxio. e si ti-
rino le corde dei. mezzi archi, per cuoi si ’avr%s un
poligono regolare di un doppio numero di Jati; si
contlinui a bipartire quegli archi sino a che si giujnga
ad avere un arco minore di FDE. Sia quest’ arco
MDN, la di cui meta sia supposta ‘in D, egli &
chiaro che la corda MN sard piu lontana dal,centro
che FE, e che il poligono regolare di cui MN g
un Jato nouv potrd incontrare la circonferenza del
circolo, il di cui raggio & CA.

Date le medesime cose, si tirino le rette CM
CN,:‘che ncontreranne la tangente FE in P. e ),
La retta PQ sara il lato del poligono circoscritto al
. ta F il gono circoscritto al
circolo minore simile al poligono inscritlo nel cir-
colo maggiore, il di cui lato ¢ MN, Ora il poligono

. circoscritlo, che. ha per lato PQ, non potrd incon-

gf)re‘ la ‘circonferenza del circolo maggiore , poiché
CP- ¢ minore di CM. Dunque con questa costruzione
4
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si pud descriveré un poligono regolare, che sia in-
scritto nel eircolo maggiore, ed un poligono ad esso
simile, che sia circoseritto al circolo minore, che
avraono i loro lati compresi fra lg due circonferenze.

P/'opoa:izione XII}. Lemma.,

622, La superficie di un solido circoscritto alla
sfera , generato da un mezzo poligono regolare
ADEFGB ( fig. 205. ) nel rivolgersi sopra il suo
asse AB, é equivalente al rettangolo contenuto dalla
circonferenza di un circolo massimo della sfera in-
scritta , e dall’ asse' AB del solido circoscritto.

Dal centro C al punto di contatto Q del lato DE
si conduca il raggio CQ,-e dai punti D, Q, E si
guidino le perpendicolari Dy, Qr, Ex all’ asse AB;
finalmente dal punto D si tiri la Dg perpendicolare
ad Ex. Cio fatto si vede che il solido generato dal
trapezio DExy & un tronco di cono retto a basi
parallele ; la superficie convessa di questo solido
generata dal lato 'DE ¢& efjuivalente al retlangolo
DE X ¢ir.Qr (607); ma essendo i due triaagoli QrC,
DgE simili (284), si ha DE:Dq::QC:Qr; ma QC: Qr::
circ. QC: circ. Qr (435); dunque sara anche DE: Dg
::circ. QC:circ. Qr, onde DE X circ. Qr =
Dg x circ. QC=yx X circ. QC; donde si vede che la
superficie descritta da DE & equivalente ad un rettan-
golo contenuto dalla circonferenza di un circolo massi-
mo della sfera inscritta, e della porzione xy dell’asse del
solido circoscritto. Si dimostrera del pari che la saper-
ficie descritta dal lato EF sara espressa da xz X circ.QG,
ecc.; dunque la superficie totale del solido circoscritto
alla sfera sard equivalente alla somma dei rettangoli
contenuti dalla circonferenza di un circolo massimo
della sfera, e da ciascuna delle parti Ay, yz, xz,
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zb, B dell’ asse, eguale cioé al rettamgolo conte=
nuto dalla circonferenza di un circolo massimo della
sfera, e dall’asse del solido circoscritto alla sfera stessa.
623. Corollario. Da qui ne segue, che la su-
perficie convessa di una porzione qualunque di quel
solido, come queila generata da EDA & equivalente
ad un rettangolo contenuto dalla circonferenza di
un circolo massimo della sfera; e dalla porzione
Ax dell’ asse ad esso competente, ~

Proposizione XI1¥. Teorema.

634. La superficie di una sfera di raggio AC
(fig. 211.) & equivalente al rettangolo contenuto dalla
circonferenza di un circolo massimo della sfera stessa
¢ dal suo diametro AB.

Se il rettangolo di AB X circ. CA non sard equi-
valente alla superficie della sfera proposta sara inag-
giore o minore. : ‘ -

- Sia se ¢ possibile il rettangolo AB X cire. CA
equivalenle alla superficie di una sfera maggiore,
per esempio, della sfera, che ha per raggio CD: al
eircolo, il di cui raggio & CA si circoscriva un po-
ligono di un numero pari di lati, tale che non
incontri la circonferenza di cui GD ¢é il raggio (621).
Sieno M ed S due angoli opposti di questo poligono;
intorno all’ asse MS si faccia girare il sempoligono
MNPQRS, e la superficie da esso descritta sara
equivalente’ al rettangolo di MS X circ..CA (622);
ma MS'¢ maggiore di AB; dunque anche la superficie

.descritta da MNPQRS sara maggiore di AB X circ. CA,

e per conseguenza maggiore della superficie della-
sfera il di cui raggio ¢ CD. Ora, al contrario, la

~ -superficie della sfera di raggio CD & maggiore della

‘superficie descritta dal poligono, poiche la prima
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rinchiude entro di se la seconda; dunque il rettan-
golo contenuto dalla circonferenza di un cu*co!cr
massimo della sfera, e dal suo diametro, non puo
essere equivalente alia superficie di una sfera maggiore.

Sia, se ¢ possibile, il rettangolo AB X circ. CA,
equivalente alla superficie di. una sfera minore della
sfera, il cui raggio & CA. Al circolo generatore di que-
sta sfera, il di cui raggio sia CI", si circoscriva,
come si ¢ fatto superiormente Gn pohgopo di un p:{rl
numero di lati, e lale che non incontri la circonfe-
renza del circolo il cui raggio & CA La su\perﬁci.e
del solido generato da questo poligono sara equi-
valente al rettangolo HL X circ. CF, e quindi HL X/
circ. CF sara maggiore di AB X circ.CA; ma AB SHL,
¢ cir. CA > cir. CF; dunque HL X circ. CF ¢ mi-
nore e non maggiore di AB X circ. CA, come st era
trovata; dunque AB X circ. GA, non puo essere
equivalente alla superﬁcie_dl una sfgra‘ ne¢ maggiore
né minore di quella, il di cui raggio & CA; duque
la superficie di upa sfera s.aré,equwalent.e »ad fn
rettangolo contenuto dalla circonferenza di un cir-
colo massimo della-sfera stessa, e dal suo diametro.

625. Scolio. Potendosi rappresentare le super-
ficie sferiche con dei rettangoli, cosi ad esse su-
ranno comuni le proprieta dei rettangoli stessi; le
superficie quindi di due sfere staranno come 1 qua-
drati dei loro diametri o raggi, o anche come i
quadrati delle circonferenze dei rispettivi circoli
massimi. . ] : » L

626. Corollario 1. Siccome poi la superficie di
un circolo & equivalente ad un triar}golo, la di cui
altezza & il raggio, e la base ¢ la circonferenza del
circolo medesimo, o ci6 che & lo stesso, ad un
rettangolo, la di cui altezza & la meta del raggio, e
la base & la circonferenza; cosi la superficie di una
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sfera sard equivalente a quella di qualtro circoli
massimi appartenenti alla sfera medesima.

627. Corollario 1. La superficie della sfera &
equivalente a quella di un circolo, il di cui raggio
e il diametro della sfera. Di fatto stando i cerchj
come i quadrali dei raggi, quello che ha raggio
doppio sard quadruplo dell’ altro; onde ecc. :

628. Scolio. Nello stesso modo che abbiamo
dimostrato che la superficie di una sfera & equiva-
lente ad un rettangolo contenuto dalla circonferen-
za di un circolo massimo, e dal suo diametro; si
dimostra, che la superficie di una zona sferica, ad
una o due basi, ¢ equivalente ad un rettangole
contenuto dalla circonferenza di un‘cireolo massimo
della sfera, a cui essa appartiene, e dall’ aliezza
della zona medesima.

Proposizione XV. Tedrema.

. 629. Una sfera & equivalente ad un cono, la
di czu'base eguaglia la superficie della sfera, e I ai-
tezza il raggio della sfera medesima.

Per brevita nominiamo S la sfera di cui si tratta,
C il cono, ed R I'altezza del cono o il raggio della
sfera.

Se la sfera non sard equivalente a questo cone
sara minore o maggiore del copo medesimo.

Siq, se & possibile, la sfera S minore del cone
C, di una quantita Z. Cié posto si immagini circo-
scritto alla sfera un poliedro tale, che differisca
dalla sfera di una quantitd minore di ogni assegna.
bile, anche un tale poliedro sara minore del cono
C, poiché la differenza fra esso e la sfera & minore
della differenza Z, che passa fra il cono C, e la
sfera medesima. Si immagini ora che le facce del
poliedro circoscritto alla sfera sieno altrettante basi
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di piramidi aventi il vertice nel centro della sfera,
per lo che avranno tutle I’ altezza eguale ad R.
Stando le piramidi di eguale altezza come le basi
(548), la somma di tatic quelle piramidi, o cid
che ¢ lo stesso, il poliedro circoscritto alla sfera
sard equivalente ad una piramide, che nomineremo
P, che avesse per base un poligono equivalente alla
superficie del poliedro circoscritto, e per altezza il
raggio R della sfera, e questa piramide sarebbe
eguale ad un cono C' della stessa altezza R e di
base equivalente a quella della piramide P; ma il
cono C' & maggiore del cono G, avendo questi coni
eguale altezza , ed essendo la base del cono €' mag-
giore di quella del como C; dunque il cono € oil
solido circoscritto alla sfera ad esso equivalente , ¢
maggiore e non minore del cono G, come si era
trovato, stando alla fatta supposizione; dunque la
sfera S non pud essere minore del cono G, Ia di
cui base eguaglia la superficie della sfera, e la di
cui altezza ¢ 1l raggio della sfera medesima. Si di-
mostrerebbe del pari, che la sfera non puo essera
maggiore del cono C; dunque gli sard eguale.

630. Scolio I Nello stesso modo si dimostra
che un settore sferico é equivalente ad un cono,
la di cui base & equivalente alla calotta su cui ap-
poggia, e la di cui altezza & il raggio della sfera.

631. Scolio 1I. Potendosi rappresentare le sfere
con dei coni, cosi ad esse saranno comuni le pro-
prietd dei coni; onde le sfere staranno come i cubi
dei loro raggi o dei loro diametri. ,

Proposizione XV'11. Teorema.

632. 11 cilindro retto circoscritto alla sfera sta
alla sfera inscritta, come la superficie totale del ci<
tindro medesimo sta alla superficic della sfera.
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P_oiché il cilindro retto AEBDFGHM ( fig. 212.)
e triplo del cono retto LAEBD della medesima base
e della siessa altezza; ma il cono LAEBD & doppio
del cono CAEBD, il quale ha la medesima base del
cono LAEBD, e I'altezza CK eguale alla meta di
LK ; dunque il cilindro retto circoscritto alla -sfera
¢ sestuplo del cono CAEBD. La sfera LNKOL &
eguale ad un cono, la di cui base sia quadrupla di
un circolo massimo NPOQN, e | altezza sia il raggio
della sfera (626,629) ; ma il circolo NPOQN & eguale
al circolo AEBDA (567); ed un tale cono & qﬁad?up]o
del cono CAEBD, poiché ha la medesima altezza ed
una base quadrupla di AEBDA; dunque sta il cilindro
alla sfera inscritta::6:4::3: 2, cioé in ragione
scsquilatera. A »

La superficie convessa del cilindro retto circo-
scritto ¢ eguale ad un rettangolo contenuto dalla
circonferenza AEBDA della sua base, e dal suo asse
LK; o cid che & lo stesso & eguale a quattro circoli

-ADBEA , o a quattro circoli massimi NPOQN, poiché

I asse LK ¢ eguale al diametro della sfera, Ma a
quattro .circoli-massimi & eguale anche la 'subperﬁcie
della sfera, dunque la superficie convessa del cilin-
dro retto circoscritto alla sfera & eguale alla super=
ficie della sfera stessa.

Se alla superficie convessa del cilindro si aggiun-
gono le (!ue basi, ciascuna delle quali & egualz ad
un cerchio massimo della sfera, la sua superficie
totale sard eguale a sei circoli massimi, mentre
quella della sfera ne eguaglia qualtro; onde queste
due superficie saranno nel rapporto di 6: 4, oppure
nel rapporto di 3:2, ciod sono anch’esse in ragione
§esquilatera; ed a cagione del rapporto comune 3:2
il cilindro circoscritto stara alla sfera, come la su-
perficig. totale del cilindro retto circoscritto alla
sfera sta alla superficie della sfera medesima,

NP |
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LIBRO IX

DELLA MISURA

‘Y
| SOLIDITA .
DELLE LINEE , DELLE SUPEREICIE, E SOL
Definizioni.

633. 1 Misurare una quantita vuol dire de-
terminare il numero delle volte 'che ‘}altq‘uzzlt:]t;:)a
i ¢ contenula in un’altra -
roposta conticne od & co Bata A0, ilira quan-
i i ercio le misure g
tita della- medesima specie. b’ ‘ €0
metriche sono di tre qualitd, cioé di lunghezza? di
superficie, e di solidita. o |
P 634. IL Dicesi unitd di misura quel modz:tlg ]::
termine di paragone, a cul s1 riferiscono tu |

altre, onde misurarle. i X
La distanza che vi & fra dne dati punti essendo

determinata dalla retta, che li congui,nge , 'eib::e:é
misurerd mediante un’ altra retta _scellla aOl}ze ere
per unitd di misura, ed il numero delle v e e
questa retta sara in quella contfa\nlut;a_n:; dord
misura della proposta d|§tan,za. Cosi le ; e relte, Je
linee spezzate, i contorni de’ poligoni, gli archi o cir-
conferenze de’ cerchj, ed altre linee 1'curv epor aneo
misurarsi per mezzo di un modulod i;leeagnee e
lineo, qualora si possa assegnare eil_ama e,
che le rappresentino, cid che si chi _

1 inee curve. L
zmneﬁ?c)l;}lelllll.n L’ unita di misura, che si lmpligaa‘
ordinariamente per valutare le superﬁcxe.le 3:&;}”0
drato, e la ragione per- cul sl \pregenicef;rga lrato
a qualunque altra figura, st e che la
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la pitt semplice, avendo il quadrato la lunghezza
eguale alla sua larghezza, per cui ciascuna di que-
ste dimensioni pud essere rappresentata dall’ unita
lineare , mentre il quadrato. esprime I unita di su-
perficie. o

Quando adunque si vuol misurare una superficie,
si tratta di trovare quante volte essa conliene un
dato quadrato, preso per unita di misura, e perché
appuato € un quadrato la misura a coi ¢’ ordinario
si riferiscono le superficie da misurarsi, cosj la va.
Iutazione di una superficie qualunque in quadrati,
8i chiama quadratura. \

636. IV. Siccome il cubo & quello tra i solidi,

che ha tutte e tre le sue dimensioni eguali; cosi
per essere il pit semplice si suol prendere per unita
di misura solida ; mentre si ha il vantaggio che preso
questo solido per unitd, ciascuna delle sue facce
rappresenta I’ unitd di misura superficiale, ed ogni
suo spigolo esprime I'unith di misura lineare. I’ ope-.
razione, mediante la quale si trova il numero delle
volte, che un solido ‘qualunque contiene il cubo
scelto per unita di misura solida, dicesi cubatura,

Proposizione I. Teorema.

- 637. La quadratura di un reltangolo qualunque
BCD (fig. 213.) si ottiene moltiplicando il numero
delle unitd lineari contenutec nella sua base 4B, per
quello delle unitd contenute nella sua altezza AD.

Poiche i parallelogrammi, ¢he hanno un angolo
rispettivamente eguale sono in ragion composta dei lati
che stanno intorno all’ angolo eguale (267), cosi stara

ABCD : abcd:: AB X AD : ab X ad ; donde ABCD =

AB x AD AB  AD -
ab X ad X abed = X 2 % abed, e siccome
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-A—:i "éA un ;'ép’porto numerico , come lo & anche
a
éP—, cosi la misura della superficie del rettangolo
ad

ABCD sara espressa da abcd.moltiphca\to pel '}21m~
dotto di questi numeri. Sfa‘ poi abpd sard un l(}l;;—ja-
- to, e verra preso per unila di misura saradaf_ __.re,
Ja sua base ab==1, e la sua altezza a E_x,,l
quindi sara ABCD =AB X AD; donde si vede che
il prodotto AB X AD & un numero astrattoaa t(-“]n
si intende applicato il fattor.e abcd.-—_: 1, on ed dile
prodotto sara atto ad esprimere il nuniero e (_3'
unith di superficie contenate nel rettangolo Pmpo
e AG]?’)(SI.D.Esempio. Supponiamo che ab stia 4 voltte
in AB, e che ad stia 5 vol\te in AD; sxc,cor!r;;a) Ea_n5o
ab , quanto ad & = 1, cosi sara A?::.L‘;,d. =2
e quindi ABCD=4 X 5==120. Se | um‘la.l i)mlsp
lineare ab , di cui ci siamo servilL sara 1 .racmc:“;
il rettangolo ABCD conferr('ia. ]207t quadrati, ciascu
e i avra un braccio di lato,

dqu:rolxl'aa:lia tuite le divisioni fatte, nella baz;z) AB
venghino condotte delle para]’lele all alteziq , €
da tutte le divisioni fatte nell’altezza venghino cor:-
dotte delle parallele alla base, ad incontrare rispet-

tivamente i lati opposti; si vedra dalla semplice

ispezione della figura che il rgttango}o “[’)ro.posto
ABCD conterra 20 quadrati tuttn eguali all’ assunta

ita di misura abcd. o
mma(ig;.!??colio I. Alcune volte giova valersi ’pell'
unita di misura di un rettangolo ; per avere In ta
caso la misura della superficie di un re'ttangolo espres-
sa in rettangoli eguali all’unith di mlStxrzileprlop(ii::;
si moltiplicherd il numero delle volte, che la :
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del rettangolo da misurarsi contiene la base del ret
tangolo , preso per unita, pel numero . delle volte ,
che I’ altezza del retlangolo medesimo contiene
I’ altezza appartenente all’ unita di misura.

640. Scolio M. Se ABCD fosse anch’ esso un
quadrato sarebbe AB= AD, onde Ja valulazione
della sua superficie sarebbe espressa da AB X AB =

—3 —__a
AB ; oppure da AD X AD=AD, onde essa si otter-
rebbe, facendo il quadrato delle unity lineari di
misura, contenute in uno qualanque de’ suoi lati,

641. Corollario 1. La quadratura di un paral-
lelogrammo qualunque sard espressa dal prodotto
della sua base per la sua altezza; poiché egli &
equivalente ad un rettangolo di egual base e di
eguale altezza (18g).

64a. Corollario 1I. La quadratura di un trian-
golo qualunque ABC ( fig. 214.) si ottiene, pren-
dendo la metd del prodotto della sua hase AB per
la sua altezza CD, oppure moltiplicando la metd
della base' per tutta I altezza, o anche facendo il
prodotto di tutta la base, per la metd dell’ altezza;
poiché un triangolo qualunque & sempre la metd
di un parallelogrammo di egual base, e di eguale
altezza (187). ' K

643. 'Esempio. Supponiamo che la base AB del
triangolo ABC sia di 6 metri, e la sua altezza CD
sia di 4 metri, la di lui superficie couterrd 12 gqua-
drati, ‘ciascuno. dei quali avrd un metro per lato.

Se il triangolo fosse rettangolo, la quadratura

della sua superficie sarebbe espressa dalla meta del
prodotio de’ suoi -due cateti ; servendo ‘questi uno
per base, e 1’ altro per altezza, ‘ ‘

644. Scolio. Per base di un triangolo si pud
sceglierc a piacere uno qualupque de’ suoi lati,
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I’ altezza poi del triangolo medesimo & la perpen:
dieolare , che parte dall’ angolo opposto alla base,
e cade sopra la base, o sul prolungamento della
base stessa. o '
- - 645. Corollario- 1II. La quadratura di un tras
pezio ABCD ( fig. 215.) si ha moltiplicando la sémi-
somma dei lati paralleli AB, DG per la distanza
DF dei lali stessi; poiché un trapezio qualunque
ABCD ¢ equivalente ad un rettangolo conteunuto 'da

, . ‘A
due rette, una delle quali sia eguale ad -f-t—DCJ

e I’altra sia eguale a DF (i1g2). )
646. Lsempio. Sia AB==6 piedi; DC=14 pie-
AB+DC _

di; DF =35 piedi, sard ABCD = — X DF =

6+ 4

X'5 =25 piedi quadrati.
2

647. Corollario 1V. La -quadratura di un poli-
gono qualunque ABCDE (fig. 216.) si oltiene som-
mando 1 valori delle superficie di tutti- i triangoli,
nei quali il poligono proposto si decompone.

648. Esempio. Da uno de’ suoi angoli qualun-
que , per esempio dall’ angolo C, a tutti gli altri
angoli non adiacenti di quel poligono si tirino le
diagonali, per cui il poligono ABCDE verra in que-
sto caso diviso nei tre triangoli ABG, ACE, CED,
e sard ABCDE = ABC 4- ACE + CED; e la sua

c ) - ACXBF CExAR
quadratura sard espressa da A -+ P

CE x DG
T2

. Se sara poi AC=5, BF =6; CE=6,
- 5x6
- -

ol A

AH=4; DG=3, si avh ABCDE =

-~

N

aje .
6 f 4+ §_§.§.=15 + 12+ 9=136, il poligono pro-

posto conterra cio¢ 36 quadrati, ciascuno dei quali
avra per lato I’ unita di misura, assunta per misu-
rare le basi, e le altezze di quei triangoli.

Se il poligono sara regolare la sua quadratura si
otterrd piu facilmente, prendendo la meta del pro-
dotto del suo perimetro per I’ apotema (403).

649- Corollario V. La quadratura di un circolo

. qualunque AFEA (fig. 217.) si ba moltiplicando la

circonferenza per la meta del suo raggio AC; poi-
ché un circolo & equivalente ad un triangolo, la
di cui base sia la circonferenza del dato cireolo, e
I’ altezza sia il raggio (del circolo medesimo (437).

650. Esempio. Sia il raggio AC del circolo pro-
posto di sette braccia, valendosi del rapporto di
Archimede , e nominando C la circonferenza di un
circolo qualunque, il di cui raggio sia R, si avra

7 :22::2R:C; onde la circonferenza di un circolo

., . 22
qualunque sara generalmente espressa da C=-— X 2R,
‘ 7

. R 22 .
e nel nostro caso sara = — X 2.7 =44 braccia.

La quadratura poi del circolo AFEA sara di
-4—4—————57 =154 braccia quadrate.

651. Scolio. Siccome il rapporto fra la circon-
ferenza ed il diametro non si pud avere che per
approssimazione , cosi anche la quadratura del cer-
chio e delle sue frazioni, non si ha che per ap-
prossimazione (439). i

. 652, Corollario V1. La quadratura di un settore
circolare ADCA si ha dal prodotto della meta del;
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I’ arcp ABD; pel raggio AC; poiché un settore qua-
* lunque «& equivalente ad un triangolo, cbe ha per
base una reltd eguale all’ arco sopra del quale egli
appoggia, € per altezza il raggio (438) del cireolo,
a cul apparvtiens, . o ST _
653, Esempio. Sia, come nel precedente corollario,
il raggio del cireolo, a”cui appartiene il séttore pro-
posto, di- sette braccia, la circonferenza di quel
circolo sara di 44 Dbraccia, sia I arca ABD di 6o
gradi; onde trovare la grandezza progsima dell’ arco
ABD “espressa in braccia si instituird la seguente
proporzioue; come la circonferesza C sta all’ arco
ABD , cosi 360°:60°, cioé G:ABD::36a’:60°,

L i . S 60° ‘ AR . .
donde ABD=C X == G X 5= 4—! La super-

B T 6 6 ‘
perficie adunque ‘del settore ADCA espressa in braccia
quadrate sard .. Geres sexeteonsunrsane sen bR RRRLS e dbmninn atat

IR & SO A L SR i Y N Y
“ = -6— x 2*'— 3 X 7"" 3 ;.—" 25+‘3 32‘5"067'
654. Corollario VIL La quadratura . del segmento.
circolare ABDA, corrispondente al settore ADCA si
otterrh sottraendo dalla superficie del settore ridatta
a <quadrati, quella del ‘triangolo ACD. La " quadra-
" tura di wva porzione di circolo’ ADFGA determinata
da due corde parallele AD, GF , si otterra soitra-
endo dal valore del segmento FBGF quello. del
segmento DBAD. .~ . S
655. Scolio. -Qualora fosse proposto un segmente
di circolo da. misurarsi, e ehe pon st conuscesse
. la geandezza del raggio del circolo a cui apparliene,
bisogocrebbe prima di_ tutto trovare il ceirtro ded
circolo , di cut 3 segmento & parte (328), onde po.
terne conoscere il raggio; dopo di che si potrd v
lutare facilmenle la di lui superﬁci&
Tom. 1L, 16

242 '
656. Carollario VIIL La quadratura della -
rona 'ADEFKBGH ' (fig. 219.) conteunta da due cir-
conferenze concentriche, si oltiene sottraendo dalta
superficie " del circolo maggiore ADEFA. valutata in
quadrati , ggxeﬂa del circolo minor¢ AGHKB.
. 657, Corollario IX. La quadratura della superfi-
cie convessa di un prisma qualunque ABCDENFGHI,
(fig, 186.) si ottiene maltiplicando il contorno della
sezione PQRSY fatta perpendicolarmente ad una
de\guol*sptgoli, AF, per lo spigalo medesimo, poi-
ché (53g) tale superficie ¢ equivalente ad un vet-
tangola, contenuto da quelle due vette. Se il prisma
proposto fosse retto, si atterrebhe la quadralura
della sua superficie convessa, moltiplicanda il peri-
metro della sua base per la sua altezza. Se'p.oi alla
superficie, convessa si aggiungery la spperficie delle
due basi_del prisma, o cid che & lo stessa ‘il doppio
del valore della superficie di una delle sue hasi,
si avri;t la quadeatura di tutta la superficie del prisma
proposto. o ; s - -

658, Corallario X. La quadratura della super-
ficie convessa di una piramide vetta SABCDE
( fig 182.), si ha maltiplicando il contomo del po-
ligono ABCDE,-che le serve di base per la meta
dell’ spotéma SK della piramide stessa; peichs (558),
tale superficie & equivalonte gd un triangole, la di

cui base & il contorno del poligono,su cui appoggia
la piramide, e I'altezza ¢ l’apotem; della p?:gnfigdq
medesima. S - o

Se poi alla superficie convessa della -piramide
retta proposta valutata in quadrati si agginngera la
musurgd@(e;la superficie del poligono ABéﬂE, che le
serve di base, si avrd la quadratura della superfici
totale della piramide atessqa. = ~a su?er«_cu,

.- .
7 S
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659. ‘Corollario. X1. La- quadratura della super-

ficie convessa di un tronco di piramide retts’ a basi
parallele ABCDEFGH (fig. 196. ), si ottiene molti-
plicando il contagno della sezione LMNO fatta nel
tronco parallelamente alle basi, ed cquidistante dalle
basi-medesime, per la porzione PQ dell’apotema cor-
rispondente al tronco, poiché tale superficie & equi-
valente ad un rettangolo contenuto da. quelle linee
(559). La quadratura della sua superficie totale ri-
sulta dalla samwa del valore della superfiecie con~
~ vessa, eon quello delle due basi. '

660. Corollario XIL La ‘quadratura della sa-

perficie di un poliedro*qualunque , si ottiene: dalla
somma delle quadrature parziah delle facce, che lo
couteogono. Se il poliedro poi sard regolare, bastera’

determinare la quadratura di una delle sue facce, e

moltiplicarne il valore pel numero delle “facce, di
cui la sua superficie & composta. : ‘
- 66t. Corollario 'XIII. La quadratura dela su-
perficie convessa di uu cilindro retto AHED (fig, 220.)
si_ha meltiplicaudo la circonferenza del circolo, su
-cui egli appoggia, pel lato AH del cilindro medesimo, o

per la sua altezza; giacche tale superficie & equivalente
ad un rettingolo contenulo da quelle due linee (5g8):

. 66a. Esempio. Sia il raggio AO della sua base
di 4 opce, il lato AH di 8 once; La circonferenza

della sua base sarh espressa da %?- X 8= -I-:;ﬁ, )

la supérﬁcie conflessa del cilindro proposto sari ‘di

..I.ZE X 8= l'—-—-4?8 == 201 +% ==201,143 once qualr.lrgt.e’:

La quadratura delle due basi del cilindro medesimo

eguagliando quella 'di due triangoli, le di- cui

- 1 altegza & il rag%
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basi sono le circonferenze dei cifcoli medesimi, e
i0’ AO, eguaglierd anche queha

di vo' rettangolo, Ia di cui base & la circonferéuza,

e Ialtezza & AO, onde sara in questo caso espressy

da 1%?,\( 4-_—_~'xoq:{~-§— == 1900,571. La superficie

totale del cilindro .proposto, essendo composta deHa
sua superficie convessa, ¢ di quella delle basi, la
sua_pnsura safa di o o '

201,143 + 100,571 = 301,714 once quadrate:

663. Corollario XIV. Ta quadratura della sy-
perficie convessa di un’ cono tetto SAEBD (fig. 207.)
si otticne prendendo la mety del predotto d.e!}l'a cir-
conferenza della sua base ADBEA per. I"apotema SA;
poiché essa equivale ad un’ triangolo, la di cui base
¢ quella circonferenza, e Paltezza &I apotema SA (6o2).
_ . G@g-w Esempio. Sia il raggio AC=3 palmi, e .
sia SA =10 palmi; la circonferenza sara eguale a
2 x {9=%~;’—(”f 1L prodotto 1,:—" x 2=

. e

, | T T
167 + - = 157,143 indicherd i} pumero dei pal-
7+ =1 | umero dei p

mi’ quadrati contenuti nella superficie convessa del

coao ‘proposio. La superficie - della base dd cono
o : 220 5 4

ftesso sard espressa da -a—— X-;’—::';S-}-»j— = 178,571

élmi quadrati, ¢ Ja superficie totale del cono retla
SAEBD. sara di o -
T 157,143 + 78,571 = 235,714 palmi quadrati.

© 665. Corollario XV. La quadratura della su-
perficie convessa di un tronco di cono retlo a bask
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parallele ADBEFHIGM (fig: 20%.), si trova moltipli-
cando la semisomma delle due circonferénze delle
basi ADBEA, THGMT pel lato AF deltronco di ceno,
6. moltiplicando la circonférenza della seiione NO ;
fatta parallelamente “alle basi ad eguali distanze dalle
Jsasi stesse pel lato AF; poiché (607,608) es¢a & équi-
valente ad.un rettangolo contenuts da quelle linee.

G66.. Coroflario XVI. La quadratura della su-
perficie della sfera si oltiene moltiplicindo la cip-
conferenza di un cerchio massimo della sfera stessa
pet sno diametro, poich@ essa & eqdivalente ad .un.
rettangolo contenuto da quellé linee (624).

607. Esempio. Se il raggio AC della sfera ADBEA ,

{fig. 203.) & eguale a 7 ©once; la circonferenza di an
circolo massimo della sfera medesima sara di 44
ohce (650); la misura della siperficie di quella sfera
sard espressa da 44 X 14 =6i6 onicé qnadrate.
-668. Corolfario XVII. La quadratura di una
bértetta, o calotia, ed anche di una zona sferica ;
si otterra moltiplicando la circonferenza di un eer-
chio massimo della sfera, a cui la calottd o la zona
appartiene; per la sua altezza; poiché uda tale su-
perficie & equivalénte ad dn rettangolo conteénuts
da-quellé linee (628). La superficie poi di-un set-
tore sferico “risultande dalla somma della superficie
della berretta sferica ad esso appartenente, ‘e della
superficie - convessa del cono, clie ha il vertice nel
centro della sfera, e per base quelli del segmento,
cui appartiene la- Berretta sferica, se ne avra la
quadratisra , sommiatido quella delkn berretta colla
guadratura délla superficie couvessa del cono. - .
. 06g. Corollario , XVIIL La quadratura di . un
fuso sferico AGBHA ( fig. 209.) si ottiene moltipli-
cando la misura della superficie della sfera APBHA ,
a_cui esso appartiene pel rapporto, che vi & fra Ja
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circonferenza . EHGPE , ‘e 1’ arco.- GH che misora
4’ angolo HAG appartenente al fuso medesimo. -

... 670. Esempio. Supponiamo che. I angolo HAG
del faso sferico AGBHA sia ‘misurato da un arco GH
di 40°% e che la sfera, a cui cgli appartiene, abbia
7 once di raggio, per cui avra (667) 616 once qua-~
drate di superficie. Moltiplicando quésto namere pel
rapporto di 40°:360°, ossia di 1:9, la misusa
della- superficie del fueco sferico sara

=616 X é—=68 + —g— = 068,444 once quadrate,

- Proposizione II. Tecorema.

671. La misura della solidits di un prisma retto
ualunque ABCDEFGH ( fig. 218.), ¢ la sma cu-
atura € eguale al prodotio del numero delle unitd

di misura superficiali contenute nella sua base ABCD,
pel numero delle unitd lineari contenute nella sug
altezza AF. " TR :

- Poiché¢ i prismi sonoin ragione composta delle
loro basi e delle loro altezze (533) , cosi stard.
pris.FC : pris. o :: ABCD x AF : abed X af. Se il
prisma fc & un cubo, e che sia I unita di misura
solida, ciascuna delle sue facce esprimeri I’ unity
di misura di superficie, ed ogai suo ‘spigolo indi-

- ¢herd I unitd di misura lineare, onde sara prisfo=t;

abcd=1; af=1, e quindi star¥ pris.FC:1::ABCD
X AF: 1, donde si ricava pris. FC = ABCD x AF.
Con un ragionamento analogn a quello, che si &
fatto al (637), si vedra che il prodotto ABCD X AF &
un numero astratto, a cui si deve intendere - appli-
cato il futtore cubo . fo=1; onde un tale prodotto ¢
atto ad esprimere il numero dei cubi unitarj cons
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tenuli nella solidith, ‘o nel yolume del Pprisma prﬁz
osto. ’

b 692, Esempio. Se la base ABCD del prisma
proposto conterrd 25 unitd di misura supeificiali =
abcd, ¢ la sua altezza AF conterri 5 unith di misura
lineari =df; il numero delle unita di misura solide
sar espresso .da 25 X 5==125; il prisma proposto
adunque conterrd cento e venticinque cubi tatti
eguali al ‘cubo abedefgh assunto per unitd di misora.

673. Scolio. Se la base del prisma retto fosse
un rettangolo , la misura della di lui solidita si ot-
terrd _moltiplicando fra.di loro i tre spigoli, che
concorrono a formare uno qualunque dé’ suoi angoli
solidi. Se poi fosse un cubo, avendo questo tutti i
suoi spigoli eguali, la misura della sua solidita si
troverebbe moltiplicando due volte per se medesimo
il numero delle unitd di misira lineari contenute in
uno qualunque de’ suoi spigoli, o cid che ¢ lo stesso,
facendo il cubo del numero delle unita medesime.

674. Corollario 1. Lia ‘misura della solidita di
un prisma qualunque obliguo si otterra moltiplicando
Ja sua base per la sua “altezza; poiché un prisma

ualunque obliquo & equivalente ad un prisma retto
3i egual base e di eguale altezza (527). -

675. Corallario L. La cubatura di una piramide
si ottiene prendendo il terzo del prodotto deHa sua
base per la sua altezza; poiché una piramide qua-
lunque ¢ la terza parte (K un prisma di egual basg
e di eguale altezza (552).

676. Esempio. Sia la misura della superficie
della base ABCD della piramide SABCD ( fig. 185.)
di 30 piedi quadrati, e la sua altezza SG sia di -
piedi , la misura della sva solidita sara di - :

30 X g
3

=go piedi cubici.

Nl
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4‘16';'7. Corollario TI1. T.a misura della .solidity dt
un tron¢o di piramide ABCDEFGH (fig. 196.) a
basi parallele; si clierrd moltiplicando "la. somma
delle misure delle basi ABCD, EFGH, ¢ di una
media properzionale fra le basi -medesime, per la
terza parte dell’altezza del tronco; poichd un tronce
di piramide a basi parallele & equivalente alla som-
ma di tre piramidi unua delle quali abbia per base
la base inferiore del tronco, I"altra ld base supe-
riore, e la terza una base, che sia media ropor-
zionale fra'le basi stesse, e ciascuna ‘delle quali
abbia poi per altezza 'altezza stessa del tronco (556).

678. Esempia. Sia ABCD = 16 braccia quadrate
ed EFGH=4 braccia quadrate; la media proporzio-
nale fra quéste due basi & di 8 braccia; 1 altezza
del “tronco di piramide proposto sia di .g brac-
cia; la misura’ della soliditd del tronco medesimo

sard el'spressav dal prodotto (16 +‘4+8) X —3— :=184

braccia cubiche, g : R
679. Corollario 1V, La misura della solidity di
un poliedro qualunque si otterra scomponendo il -
poliedro proposto in piramidi, e sommando ie. so-
lidita di tutte le ‘piramidi’ dopo d’ averne trovata la
rispettiva. cubatura. . - '
680. Corollario V. La misura della. solidita .di

‘un cilindro ADEH (fig. 220.), si ottiene moltiplican-

do la sua base per la sua altezza; poiché (6oo)
un cilindro ¢ equivalente ad un prisma retto; che
ba la base equivalente a quella del cilindro, e
I eguale altezza. - R
681. Esempio. Sia il raggic AQ della base del
cilindro preposto di 7 .once, e la sua altezza di
10 once. La circonferenza del circolo, che gli scrve
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di base sard di 44 orice (650), ¢ li ntisura della
superficie “della base medesima sard 154 once qua-
drate ; e quella- della solidita - del cilindro ADLEH
sard di 154 X 10==1540 once cubiche. o
Sia il raggio BO del cilindro concentrico BCFG
di 3 once e mezzo'; la di lui solidita valmtala came
abbiamo fatto superiormente ‘¢ di 385 once cubis
che. Ora se dalla misura della solidity del cilindro
ADEH, si sottrarra quella del tilindro -concentrico
BCFG di.eguale altezza, si avrd 14 misura della
- solidita del ‘tubo cilindrico ADEHBCFG; la quale
in questo caso sark di 1155 once cubiches ,
- 682, Corollario VI La misura della soliditx di
un covo SADBE (fig. 207:) si ottiene moltiplicando
la sua.base ADBEA per la terza parte dell’altezza
SC; poiché un cono & equivalente ad una piramide
di egnal base e di eguale altezza (604):
.. 683. Corollario VII. La misura della- soliditx di
un- tronco-di cono AEBDFHGM ( fig. 207.) a basi
arallele , si ha moltiplicando la somma delle basi
AEBDA , FHGMF , e di una media proporzionale
fra le ‘basi medesime, per la terza parte dcl’ al:
tezza LC del-tronco stesso ; poiché egli ¢ equiva~
lente a tre coni, uno dei quali ha per base la base
inferiore del tronco, I’ altro la hase superiore , ed
il terzo una media proporzionale fra quelle due
basi , avendo tutti I’eguale altezza del tronco - di
cono (614). _ : L
© - 084. Scotie. La misure della solidita di un
tronco di cono relto a basi parallele si potrebbe ot-
tenere anche calcolando ' la solidita del cono .intere
SAEBD, e da essa sottraendo quella del cono man-
cante. SFHGM: Lo stesso dicasi riguardo alla sua
superficie convessa, o v
" 685. Corollario VI :La-misura- della. solidila

della sfera si‘lis moltiplicando la di lei superficie pet
la terza parte del suo raggio; poich? la sfera equivale
ad un ocono, che ba per base la di lei superficie,
e ‘per allezza il raggio della sfera medesima (Gag).
.- 686. Esempio. Abbia la efera AHBPA (fig. 200.)
il raggio AC=7 once; la di lei supetficie sara di
616 once quadrate (667); e la sua solidita sari di

616 L= ié.‘l-_-_- 14374 5= 1437,333 once cub,

1687, Corollario 1X. La misara della solidita di
una crosta sferica, come sarebbe di una bomba, si
ottiene soltraendo dalla misura della solidita di tutta
la sfera esterna ADEFA (fig. 219.) la misura della
solidity della sfera interna conceatrica’ BGHKB.

688. Corollario X. La misura della soliditd di
un settore sferico si ottiene moltiplicando la super-
ficie della calotta sferica, che le serve di base; per
la terza parte dél raggio della sfera;a cui appar-
tiene, poichd egli ¢ equivalente ad un cono la di
cui base & eguale alla superficie della calotla, ¢
Y altezza ¢ il raggio della sfera (630). S

68g. Corollario XI. La misura della solidita di
tin segmento sferico, siottiene sottraendo dalla solidita
del -settore. ad esso corrispondente il cono, clie ha
il suo vertice mel centro della sfera, e che ha per
base- la base del segmento medesimo, Se il segmento
fosse maggiore di un emisfera, la misura della sua
soliditd si otterrd sedtraendo dalla misura della
sfera (quella del. segmento mancante. Se si volesse la
misura della soliditd di una porzicne di essa com-
resa .da due piani paralleli ; dalla misura della so-
idita del segmento maggiore, »i soltrarra la misura
della solidita del segmento minore , e la differenza
di quelle solidita ridotte a cubi, sari la misura della
solidita cercata.
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6yo. Corollario XII. La misura della soliditx di
un" unghia, o spicchio sferico si ottiene moktiplicando
Ia misura della solidita della sfera, a cui esso appar-
tiene ,; pel rapporto che vi & tra ld circonferenza, e
I'arco, che compete allo spicchio medesimo (626).
6g1. Scolio. Nella valutazione della superficie
e della solidita , in cui entra il rapporto fra il dia-
metro e la circonferenza, non conoscendosi questo
rapporlo, che per approssimazione, i valori ottenuti
non possono essere che approssimati; ma lo somo
in modo, che anche impiegando il rapporto di
‘Archimede di 7:22, cioé 1l meno esatto fra quanti
si conoscono, |’ errore & tale ehe eccorre ben di
Taro di doverne tener conto. .
692a. Scoliv generale. Sia R il raggio di un cir-
colo, x il rapporto del diametro alla circonferenza;
la circonferenza  C di un circole qualanque sard

espressa da . oo 21R,
La di lui superficie da ... ..o 7R2, -
La superficie di un settore circolare, il di cui arcé

: 0
sia di a°, lo sa@ da .....n.;a..m.;..t..;.;rrR' X -343-57.

Sia ‘R il raggio della base di un cilindro relto, &
la sua altezza, o lato; la sua superficie convessa
sard espressa da ... - . anR-X Ad
La superficie totale del cilindro medesimo. sara -

~amR X A+ anrR X R=27R (A 4+ R).
La sua soliditd ... ... cuen S vernas ounene nR* X A.

Sia R il raggio della. base di un cono. retto, A&
la sua altezza,; L il lato, la sua superficie convessa
sarh espressa da mR x L.

La superficie totale da aR X L 4 nR* =nR (L + R).

La solidita da .... —1R* X A.

3

] :ominan‘do_ R .il raggio della base inferiore di tin
tronco di cono retfo a basi parallele, . quello delld
base superiore, L il lato dél tronco di cono, A l4
sua altezza, la superficie convessa del medesimo sara
L amR +-amr .
espressa ‘da === X L=nL(R+7); ¢ la supérficié
totale da AL(R-+r) 1R *ofars s LR 4-)+-R* 4-52]
T siza solidith sard (- R =LA (R 5 4 o)
Nomindﬁdo R il raggio délla sfera, la sud super-
ficie sard espressa da wimimivisiinduibmsivsivmiin fTR? S
La sua soliditi da . Lamo
, La solidita di una crosta sferica contenuta fia
lue sfere concentrichie di raggi rispettivaniente R,

4

r, §ari',~qR3—4-34,nr§ :.—..3.. 7 (R3 .__,.3 s N

3 . SR
La superficie di un fuso sferico, il di cui arigolo sia
51 A%, Sard’ .osive i whTR? X 4 "v.
T Co : 4 'x";ib'o“ ,
La solidita dello spicchio sferico o ungliia sferica ,

aO

it cui ‘angolo sia di a°, sard —g—nR3x—3—W

Ta’ superficie di -una %ona; o di unk calottd sferica;

néminando A 14 sua altezza, sari espréssa da 2nR x A.
La soliditd di un settoré sferico, nominando s la
superficie délla sua base, ed S quella della’sfera, a
. 5 .'\ e + ‘ , s
cui appartiene; sara espredsa da ....a....,,,..;,..gnR3xS—-.

Fixe pELLA GEOMETRIA.



. ELEMENTI
DI TRIGONOMETRIA,
" PIANA O RETTILINEA,
Principj generaf, ‘
1. \ *uélunque triangolo & {compos&q’ldiﬂ sei

parti, di‘tre lati cioé e di tre angoli. =~ ° N
" 2 LI oggetto della trigopometria piana & quello
di risolvere 1 triangoli rettilinei; conoscendo in nu-
meri tre delle sei ‘parti, che costituiscono un trian~
golo, essa insegna a trovare i valori numerici delle
-altre tre. S . _ o
 Nelle tre parti date & necessario per{_a c.h_e Yi sia
almene un lato, mentre se fossero conosciuti 1 gofn_ trg
angoli di un triangolo, il _problema sarebbe inde-
terminalo, poiché quei dati converrebbero a tutti ell
triangoli simili al ;rivgolo _proposto, ed in "quel
caso non si potrebbefo avgre se mon i rapporti,
che esistono fra i lati del triangolo medesimo , e
non I’ asfoluta loro grandezza. . " =
3. Quando fra le cosc date vi & wno o pit
lati, si pud determinare tutto il rimanente fg:l
~triangolo, e non vi &, che I upico caso in cui fos-
‘sero conosciuti due lati e I angolo opposto ad uno
di questi lati, ove rimanga ancora qualche cosa di
indeterminato, cosi se nel triangolo ABG ( ﬁ% 1.)
fossero conosciuti i lati AB, BC e I’ atf_golq A op-
posto al Jato BC; non si potrd delerminare il va
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love dell’angole C, nd quelli delt angolo B .e del
lato AC,.se prima non si ‘saprd, se I'angolo C
debba essere aculo o pttuso; di fatto se dal punto
B qual ceutro con raggio BC si- descrivera I arco
di cerckio CD a.tagliare la AC o il suo ‘prolunga-
mento in D, condotta la BD, si avrd' il triangolo

- BAD, nel quale, per essere BD=BC, siccome raggi

dello stesso cerchio, si conoseerasne le medesime
cose, che erano note nel triangolo ABC; si avranno
quindi per determinare I' angolo ADB, i medesimi
dati, che si avevano nel tfiangolo ABC per deter-
minare I’ angolo C, In questo caso si puo assegnare
taoto il valore dell’ angolo C, quanto quello di
ADB, come avremo occasione di vedere in appres-
s0; la sola cosa, che resta indeterminata & di sapere
se I'angolo cercato debba essere acuto o ottuso ,
onde..potervi applicare quello dei due -valori, che
ad esso. conviene, . ’ o : :

4. Anche con semplici - costruzioni geometriche
o:grafiche, si possono risolvere i medesimi prable-
mi, -che si rispil)vono colla trigonometria, ma queste
costruzioni, chie sono esatte in teorica, non dareb-
bero che una discreta approssimazione in pratica a
motivo della imperfezione ‘degli strumenti, che deb-
bomi.-impiegar,ep Le riéoluzio%i trigouvometriche al
coutrario ; essendo indipendenti da tutte le costru-
zioni meccaniche, danuo delle soluzioni, $he sona
dotate del massimo grada di esattezza,

‘5. Le rizoluzioni trigonometriche ‘sono fondate
sulle. proprietd di certe linee, che si dicona JSunzioné
cireolari o trigonometriche, col mezzo delle "quali
si giuuge ad esprimere in modo. semplicissimo 1o
relazioni, che vi sono fra i lati e gli' angoli di un
dato triangelo qualunque: e

6. Siccome per misurave gli apgali si adope-
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rano gli archi di cerchio intersetti fra i loro lati

(349); cosi &' ord innanzi tanto gli archi che gli
angoli verranno indistintamente espressi cel numero
dei gradi, miouti, e secondi ad essi appartenenti;
di ‘modo che I' angolo retto sard espresso da. 90"'
due angoli retti da 180°, tre angoli retti da .fn';o""
quattro angoli retti da 360°, o gé tulta la circon.
ferenza; I angolo semiretto da 45°, ece. ,
7 Il camplemento di un angolo o di un arco
¢ ci6 che rimane sottraenda quest’angolo da un
angolo retto; cosicché, per esempio, %Pangolo, di
73° avrd per suo complemento I'angole di 15°, e

I angolo di 100° avrd per complemento un angola

di — 10", In generale essendo x un angola qua-
lunque , il suo complementa sard espresso .da
90" — . : |
8. 1 due angoli acuti di un triangola rettangola
qualunque, valendo unitamente un angolo retto ('l?in) R
&1 serviranno veciprocameate di complemento. -
9. W supplemento di un angolo o di vn areo
e cid che ¢i otticne sottraendo quest’angolo da due
angoli vetti, ossia da 180% Il supplementa, per
esempio, di un angolo di 145° sard di.35°, quello
fh un ‘apgolo di 200” sard di — 20°% In generale
il supplemento di un.-angolo x sara espressa da
180° — . . ‘ OO
. . 10, Siccome poi due angoli conseguenti presi
Insieme sono eguali a due angoli retti (113), ne viene
che essi si serviranno reciprocamente di supple-
mento; cost pure essendo la somwa dei tre aogoli
di un triangolo qualunque eguale a due angoli retti
{153) .uno de’ suci engoli qualunque sara supple.
mento degli altri due presi insieme, e piceversa. B

¥
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- Dlle funsioni circolari o lince ‘tyigonometriche.

« -~ 11; Supposto che B. sia I origine di un.arco BD

(kg 2.),a i luogo donde egli incomincia; la per-
¢ndicolare DC, abbassata dull’ altra estremita del-

Farco medesime sul diametro. BM, che passa per

T origine, dicesi seno wetto, o semplicemente seno

dell’ arco BD o dell’ angolo BAD da esso misurato,
i+ 13, La parte AC. del raggio AB compresa Afra

il .centro-ed it sena dicesi caseno dell’ arco BD , o

" dell’ angolo BAD: La parte BC del medesimo rag-

gio, compresa fra il seno e 1 origine, nowminasi
senaverso dell’ arco BD , o dell’ augolo BAD.
La retta BE , che dall origine B si iunalaa

' Ferpendicqlannen‘;e al raggio AB, pratratta sino al-

incoutro del raggio AD prolu,uga’m, che passa per
¥ altra ‘estremita dell’ arco BD dicesi tangente trigo-
uomelvica, o semplicemente tangente dell’ arco BD,
o dell’ angolo BAD. La retta AE, che parte dal
cenlro, passa pel punta D, e va ad incontrare la
tangente in E , dicesi secante trigomomctrica o sem~
plicemente secante dell’arco BD, o dell’ angolo BAD.
" Nella geometria ordinaria, le tangenti e le se-
canti si considerano solamente per rispetto allalora
posizione, qui.si considerano -angora: per riguacda
alla loro ‘lunghezza. ' ' T e

" 13, Se dal centro-A si innalza il raggio AG
'pgrpendicola’re ad AB, I’angolo GAB é retto, e per
conseguenza I arco GD , o V-angele GAD ¢ com-

lemento . dell’ argo. BD, o dell” angolo . BAD. (7).
gar& dunque GAD.=go®—BAD; L retta DH. per-

| pendicolare ad AG sara il seno: -dell’ arco GD, la

cui origine si suppone in Gj sarg AH il syo coseno;
GH il seuoverso; GL la tangente, ed AL la sccante
dellarvo medesimo G, 0 dell angolo GAD=00"—DBAD.
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14. Le linee trigongmetriche si sogliono’ scri-
vere per abbrevidkione nella seguente maniera.

In luogo di seno si scrive sen., in vece di coseno
cos., in cambio di senoverse semv., in luogo di tan-
gente fang., in vece di secante sec., di modo che,
nominando, per brevita, x I’ angolo BAD, sari
DC=sen. x  DH = sen. GD = sen. (go° — x).
AC —=cos.. x AH = cos. GD = cos. (90° — x).
BC =sew.x = GH= senv. GD = senv.(go° — x).
BE =tang.x  GL = tang. GD = tang. (9o° — x).
AE=sec. * AL =sec. GD = sec. (go°~+ x),

15. Per essere poi il quadrifatero ACDH un
rettangolo, si ha DH=AC, AH=DC; donde si
ricava sen.(Qo’—x)==cos x, e c0s.{g0’—ux)==sen.r;
onde il cosene di un angolo x won & aliro se non
che il seno dell’ angolo GAD, che serve ad esso di
complemento, ed il coseno di un angolo di com-
plemento di un dato angolo s, non & che il seno
dell’ angolo proposto.

Nello stesso modo, che al seno dell’ angolo di
~ complemento si & dato il nome di coseno; cosi al
senoverso , alla tangente, alla secante dell’ angolo
di complemento, si ¢ convenuto, per brevita di
espressione , di dare rispettivamente i nomi di
cosenoverso , di cotangente, di cosecante, di modo
che sara

sen. (90°— x) == cos. x sec. (9o®— x)== cosec.x.
cos. (90°— x) ==sen. x = cot. (Qo®— x)== tang. x
senv.(Q0°— x) == 6osv.x cosec.(Qo® — x) = sec. .

tang. (9o’ —x) = cot. x  cosy. (90°— x) = seny. x.

Tom. 11, } As 7

%’.Elﬁ H raggfo del xcircolo, in Blnfti del quale si
sogliono ~esprimere tutte le limee trigonometriche ;
&i_depomina colla sola lettera iniziale R} onde
AB — AD == AG = R. Alle volte pérd si usa eguas
ghisre il raggio all' unita , poiché tale suppesisione .
riesce assai. comoda. N Soee

17. Potenda gli archi aumentare o diminuire ,
¢d essendo essi pure soggetti a cangiare di posiziong
e quindi di segno, anche le linee trigobometriche
ad' essi appartenenti saranno soggelle a variazioni.

Onde conoscere tali variazioni, prenderemo i due
diametri fissi 0 assi BM, GN, che si segano ad
angdhi retti, e cqoverremo di far partire tutti gl
archi dalla stess# origine B, e caonsidererema come
positivi tutti gli archi, che partendo da B si poss
sono segnare sopra la circonferenza nel versa BGMNB,
e come pegativi quelli, clxe, si possano prendere
sulla cireonferenza medesima pel versq BNMGB con-
trario al prime, , -

18. Cansidereremo come positivi, totti i seni
collocati superiormente al diametro BM che pussa
per Porigine, e come negativi tutti quelli, che saug
al disotto del diametro medesimo. Prenderemo poi,
per positivi tutti i coseni, che sona dalla parte destra
‘S_cl*dia,ugegro_ GN, e per negativi quelli, che posti
sono dalla parte sinistra del diametro medesimo, dj
mode che un arco positivo, la di cui ovigine st in By
ge terminera dentro il primo quadrante, come in D,
avra positiva il seno ed il coseno; se (erminerd
dentro il secondo quadrante, come in O, avia it
seng pesitivo, ed il coseno negative ; se terwinerd
el terzo quadraute, come ip Q, saranno. negativi
e il seno ed il coseno; se finalmente termiverd nel

guarta quadrante , sarh negalivo il seno ¢ pasitivg

il saa coseno,
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19. ke tangenti si diranno positive, qp;md;‘gﬁ‘
lorp concorso” celle secanti accadra nella direzione
di B verso E, e negative quando un tal coucorso
accadrd uvella direziohe contraria, cioé¢ da B ‘verso
- K. Cosi g cotangenti si grenderanno per positive ,
quando il loro concorso colle cosecanti si fard uelh.
ditezione da G verso L, e negative quando egli
accadri nella direziane cootraria da G verso P
eosicché la tangeote dell’ arco BD, che termina ne!
primo. quadrante & posiliva, come lo é. anche ’lfx
sua cotangentg. La tangente dell’ arco BGO? clxe‘ finie
sce nel secondo quadraute € negativa, come e ne-
gativa anche la cotangente dell’ arco medesimd. La
tangente dell’ arco BGQ, che termina nel terzo qua-
draate & positiva, poiché il suo concorso colla se-
cante si fa in E, come lo ¢ anche la sua cotanw
geute. La tangente de!l’arf:o BGT, che termina nel
quarte quadrante & negativa, e la sua cotangentd
€ pure negativa, - . ‘
20. Prenderemo per positiva la secante, allor-.-
ché, ritenuta al solito ju B I origine dell’arco, di
cui si tratta, I’ altra estremitd dell’ arco stesso sard
posta- fra il centro ed il punto di concorso della
secante steisa colla tangente; sara quindi negativa
la secante, quando fra la seconda estremitd dell’ ag-
€o, ed il sopra nominato concorso cade 1} centro
del cerchio, Percié I arco BD preso uel primo'qua-
drante, avra la secante AE posiliva, poicl:é.l’estremo
D dell’arco BD giace tra A ed E. Per I'arco BGO,
che termina nel secondo quadrante .Ia secante &
megativa, perché fra I'estremo O ed il coucors‘ﬁhﬁ
“giace il .centro A, Per 1" arco BQQ y che termina
‘wel terzo quadrante, la sécante & negativa, perchq
fra V" estremita Q dell’ arco proposto ed. il puntd
di concorso E vi ¢ il centro A, Fiusliente pet

parti.
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I arco BGT, che termina nel quarto quadrante la
secante sard positiva, perché I'estremitd T delf’arco
BGT giace fra il centro ed il punto di concorso
K della‘tangente colla secante. _

“31. Le stesse considerazioni si possono fare
riguardo alle cosecanti. In generale la secante segue
sempre il segno del coseno, e la cosecante quello
del seno dell’arco, a cui quelle rette appartengono.
~ 23. 8i suppooga che I estremita B dell arco
BD vimanga fissa in B, e che I’ altra estremitd D
percorra successivamente tutta la circonferenza dal
punto B, passando pel punto G, al punto M, e dal
punto M al punto N, sinché ritorai in B, donde

23. Quando il punto D coincidera col punto
B, quando cioé V' arco BD o I’ angolo x sari zero,
i tre punti E, D, C si confonderanno col puuto
B; donde si vede facilmente, che la tangente ed
il seno dell’ arco zero sono zero, che il coseno
dello stesso arco & eguale al raggio, come & eguale
al raggio anche la secante; la cotangente e la co-
secante dell’ arco zero, non potranno nai incon-
trarsi, poiché, per essere perpendicolari ambedue
ad AG, sono parallele; onde queste rette si dicono
mfivite: sard duaque

sen. 0° =0 cos.0° = R cat. 0°=o

tang.o°==0 sec.o®=R  cosec.0® = wo-

- 24. A misura che il punto D si avanzerd verso
G, il suo seno si aumenterd , come anche la tangente
e la secante; ma il coseno, la cotangente, e la co-
secante diminuiranno, come facilmente si pud rile

vare dalla ispezione della figura, quando BD diviene
BD', BD", ecc. : < :
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25. Quando il punto D sard giunto in G, nel
gual caso I’ angolo x sard retto o di go°, in allora
il seno e la cosecanle si confonderanno col raggio
GA; il coseno, e la cotangente diverranno zero; la
tangente e la secante saranno infinite; onde'si avrd
sen. 90°=R cos. go°=o0 tang. go° =
cosec, go° =R cot. go°=0 sec. go®° =
Il seno dell’ angolo retto o dell'arco di gu° si
chiama seno tutto, o totale, o anche seno massimo,
per essere il pit grande di tutti i seni. .
26. Se il punto D continuera ad avanzarsi da
G verso M, i seni diminuiranno ed i coseni aumen-
teranno in grandezza, di modo che, per esempio,
I'arco BGO, o I’ angolo ottuso BAU, avra per seno
la retta OI, e per coseno Al; avrd per tangente
BK, e per secante AK, per cotangente GP, e per
cosecante AP. Ora tutte queste linee appartengono
anche all arco OM supplemento dell’ arco BGO. Lo
stesso si Himostrerebbe per un altro angolo ottuso
qualunque. Si pué quindi conchiudere che le linee
trigonometriche , che appartengono ad un angolo ot-
‘tuso appartengono anche al suo supplemento rispetio
alla loro grandezza. Condolta DO parallela a BM,
sard |’ arco OM=BD =z, onde il seno e la cose-
cante hanno lo stesso segno nell’ angolo ottuso BAO,
e nell’ angolo acuto BAD, che pud essere preso
qual ‘supplemeuto di BAO; il coseno, la tangente, la
- cotangente, e la secanle, hanno il segno contrario nel-
)’ angolo ottuso, atteso che quelle rette giacciono in si-
tuazione opposta a quella, in eui sono quelle che ap-
partengono all’ angolo x di supplemento; di modo
che nominando ¢ la circonferenza di un circolo il di
cui raggio sia R, ed x I"angolo acuto GAO, qualunque
angolo ottuso minore di 180° sara espresso da

c . . Co
——4 x, e si avranno le seguenti equazioni”

4

sen. - (-—/-—-l—x)z sen. (—-—-—-x)::a cOos. X.
- N4 N4 T '
A . ¢ -
€08, -2- -+ x } =—¢os. -;—'- x)=—~sen. xX.

c
tang. (—— -+ -x) = — lang. (_c_ - r)*—'-—-cot x
- ‘ i . L]
cot (__c + x)_.u— ¢ (——‘C —z )-—-._ :
R » — cot. . : O,
; { i tang.x

c ' ¢ .
sec. (T + x ) = — sec. (-4- —_— )::-— cosec.x,

. c c
cosec. (—&- + x ) ==  cosec. (-4———- x )= sec. &

Se poi diverrd x = go°, si avra
sen. 180" = - cos. Qo°= ‘o.
cos. 180° = —sen. go®=—R.
- tang. 180° == — cot. Q0° = == 0,
cot.  180° == — tang. 90" =— .,
sec.  180° == - cosec. go°==— R,
cosec. 180° = gse¢. Qo®= .
27, §LtpRoniamo che il punto D continui a pro-
gredire sinché giunga in Q. L’arco BGQ, che tro-

_vasi fra i limiti di 180° e 270° si polra generalmente

. ac
esprimere con 7{4—.1' , essendo conte superiormente

¢ la circonferenza ed x un angolo acuto, o I’ arco

da cui egli ¢ misurato. La retta QI sara il s

] ato, sara il seno
deif’ arco BGQ, Al, il suo coseuo, BE la tangente,
AE la secante ,- GL la cotangente, ed AL la cose-
cante. Ma ' queste medesimg_ linee appartengono
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tutte anche aﬂ"angelo QAMy(t) all’ areo OM, che si
¢ fatto =, il quale & supplemento negativo dels

! arco BGQ; sara dunque

S n 20 ) ;o
Sen. == e ) == Yo, X, .
4
[ 2¢ . .
cos. (—4— 4+ x § ==—v¢os. &

) 26 .
tang, (Z + x) = tang.xn
[ 2¢
4
{ 2¢
sec. (7—!— -x) = —= gpC. I

e

€otl. 4--;::): cof. an

2c ' ,
coseé. (—Z-—P- @x ) = < Chsee.x. .

Se sard @ =2 go°, si avrd
| sen.  2%0° == sen. go® = —R
cos.  270° = —=~cos. Qo°’ =~ 0.
tang. #70° == - fang. go’== .
cot. 270°= rot. go'= o
sec.  290° = — sec. o’ ===,
- gosed. 70° == — coset. go® = — R
48. Continui il punto D -ad avanzarsi, sin che
giinga nell’vltimo quadrante, per esempio in T.
L’ arco BGT, essendo maggiore di 270°, e minore
di 360°, polra genéralmente essere espresso da
i—?—.—i— &, ritenuti i medesimi valori di ¢ ed x,

come superiormente ; il coseno e la secante di

64

quest’ angolo sono rette positive, ¢ le altre linee
trigonometsiche ad esso appartenenti sono negative,
cié facifthente si pud vedere dalla lore posizione
rispetto agli assi BM, GN; ma queste medesime li-
nee appartengono anche all’ arco negativo BT, che
¢ complemento dell’arco NT =z, per cui si avra

(30 ’ e

sen. —,—J,‘-x):-—-sen. (—-—-.r):-—cos. x.

4 4 '

tos. (§E+x)3 €os. (—c—--—-x)= sen. &
4 4

: 3¢ _ c .

tang. (-Z- + a:) ==+—tang. (-Z- — x):-—cot. x,
3

cot. (-Zc o 4 ).-—:.-—-cot. (—“;— — )=—{ang.x.

( 3e ) ( c
sec. —4- -+ x }J= sec. -Z- —X ):: cosec.x.

oose (7 4 ) (7—=)
¢osec. -4--1-.2: == - C0Sec. -?—-x = -— $€C. X}

8e poi sara & = go°, si avrd
: sen. 360°=-—cos. go
cos. 360°= sen. go°= R.
tang. 360°=-—cot. ©o’=—o.
cot. 360°=-—tang. go°=-—.
sec. 360°= cosec.go°= R.
cosee. 360° = -—sec. 9o°=—ow. ‘
ag. Tutti i seni ed i coseni somo sempre com-
presifra i limiti i R, e —R. ~ '
Le tangenti e le cotangenti possono variare da
rero sino all’ infinito; e le secanti, e cosecanti da
R sino all’ 0. :
~Le tangenti, e le cotangenti degli archi o°, 9o°,

®r=—o.
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. abs
180?, 2707, 360°, divengono zero o infinite;de se-
canti, poi e cosecanti -degli archi medesimi sono
£guali al raggio, o infinite. ' N

‘Questi valori perd non sono che due limfiti, che -

separano le funzioni trigonometriche positive dalle
- negative, onde in quel modo che 4 o & sempre
=0, cost anche 4 o sarh =, onde potremo
considerare le funzioni trigonometriche quando
acguistano un valore infinito, tanto sotto I aspetto
posiivo che sotto il negativo; di falto la tangente
di ©o® gradi diventa infinita, perché diventando
questa parallela alla secante di go°, il concorso ideale
i queste rette si considera succedere a distanza infini-
" ta. Ma non essendovi ragione per cui si debba conside-
rare il concorso di due rette piuttosto dall’ una che
dall’ altra parte , quando esse divengono parallele, ne
viene che la distanza di questo concorso si pud
considerare tanlo positiva che negativa. Cid posto i
valori, delle linee trigonometriche trovati per I'arco
©°, ceincideranno con quelli trovati per I'arco di 3603,
- o’per Pintera circonferenza. Poiché le linee trigono-
metriche; che appartengono ad un arco, il di cut
valore sia la cir¢onferenza intera si confondono con
quelle dell’ arco rero; ne viene che se ad uvn arce
qualunque BD si aggiubgera una o pil circonferenze
si ricadra angora sul medesimo puynto D, ed all'arco
cosi aumentato” apparterranno le medesime linee tri~
gonometriche spettanti all’arco BD; onde sara, pee
esempio, sen. z=sen. (c4x)=sen. (204x) ...
. «z=sen. (nc-}-x), essendo n un mumero intero.

" 3. Da quanto abbjamo esposto si' vede chiara+
mente che le fuazioni trigonometriche appartenemti *
ad angoli ottusi gomufique, si possono esprimefd
con i convenienti segni, col mezzo di funzioni ch®
‘apparlengono ad-apgali. wcuti’ SRR

&

-

R . . o ) - _”»‘{“ a;‘v‘g‘, . M"
Proposicione 1. Teoremar = .

A

£

36bdl seno DC di un arco BD (Bg. 2) & ia met¥

Wella eorda appartenente ad. un arco doppio, ed. il

B0 .Goseno € la metad dellt corda dei supplermenid ,

dell’ arco doppio medesimo, . ‘ )
1.° Si prolunghi la retta DC sino al suo incontro

in T colla circonferenza; e la corda DT non meno

- che 'arco DBT da essa determinatg rimarranog ri-

rpettivamente divisi per meta -dak raggio AB pers
yendicolare alla corda stessa ({seom. 324.); dunque
Viarco DBT sara doppio dell’ 3gco BD, e la corda
DT doppia di DC; ma DC iﬁ seno dell’ arco BD,
dunque §l seno d’ un arco ¥ ln meta della corda
dell’ areo doppio. S B

. Do

2° Poicht s ha cos. BD-=AC=D=2C ¢

PO & la gorda dell’ areo DGO, il quale coll’ arce
' cofpisce due retti; ne. viene che il coséno
QC di uo arco BD & la meta’ delln corda del “lﬁ?&
plemgnto dell’ arco doppio. = 7 - ¥
© 32 Corollario 1 Se si conoseerd "adunque la
torda di an arco; si avra il “sého della metd di
guell’ arco preddendo la meth ‘della corda dell’ arco
tonosciuto. Gosi dssendo la corda appertenentes ad

ik

- bn arco di Go® egnale al lato dell’ eskgonto regolare

ihé.crit'to nel cerchio, o eguale 4l ragpio del cerchio
xedesimo ; il seno dell’ angolo di 30°; sara eguale

&llu metd del raggio;. ondegnm &“w%» Lacof%da

# o o fo A
di un arco di go°, essendod fpagenusa di un irien-
golo rettangolo, i di cui cateti, sgno due raggt dello
stesso cerchio, essa sagh espresds da v 2R*=Rya;
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o per eﬁfeymﬂza Cedry - e
. Sen, 457 = e = e = =BM/;
e o 2 2y/2 V2 Lk
‘Siccome poi il coseno.di un arcd eguaglia '%‘::de;
‘suo complemente  (15), e siccome il coniplemente
+ d'un arco di 45" ¢ pure di' £5°, cosi sari anche
cos 48° =—-—=R yLi
- . . \/2 . e . . X o
" 33, Corollario 11. Quando T angolo, BAD ¢ di
45° i punti E, ed L si confondono ed i triangofi.
ABE, GAL divengono isosceli.-ed eguali; onde la
- tangente BE dell’ angolo di 45° & eguale alla co-
“tangente GL dell’ angolo me,des‘mfo , €. a.mbedue
“eguagliano il raggio; la secaute si pmﬂfoade colia
cesecante ; onde fang. 45° = cot. 45°= R -
sec. 45° = cose 45° = yaR*==Rya."
- Proposizione Il. Teorema.

34. Il qualrato dcl’ raggio AD , apgarienente
"ad ‘un arco qualunque BD (fig. 2.) & ‘eguale &
quadrato del seno pis il quadrato del coséno dél-
‘d areo Resso. w0 , e e
g P‘?ch?é.‘il tri‘?ﬂgﬁlo DCA rettangolo” in. G di
AD = DC + AC; ma DC & il seno dell' arco BD
0 dell’ angolp x, AC & il suo coseno dunque no- .
minando al solito. R il raggio AD del tircolo a o
appartiene 1"arco BD, sard R* == sen.*x + cos. *z.-
35. Corvllario. Estraendo la radice guadrata
,fd%ambi i membri della trovata eguaziove, si ha
1¥ R=y/(seh* & + o0g.3x). Liberando in quell’ equa~
~giong sen.’¥y ed esteaéndnyi la radice quadrata, sis
ottiene 3.° senix s v (B2 ~r00s,* T); do_u_de sl M;
che il seno di un apgole.$ gguale alla radice .qpac
‘drata ;- del quadraie del ‘riggio, mgno il quadmio

%
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del caseno dell’ angolo medesimo. Operabhdo. in.una
maniera a questa analoga, si trava essere 3.3 cos, x —
V (R*-2en*x). Onde il coseno di un angolo qua-
lunque ® eguale alM radice quadrata del quadrato det
raggio, meno il quadrato del seno dell’angoalo stesso.
. 36, Scolio. Quando saranno conosciute due .
delle tre quantita, che costituiscono I’ equazione
R*=sen*x + cos> z, si_ potra sempre trovare la
lerza, poiché col mezzo di una equazione si pud
sempre determinare il valore di ?n’ incognita. -

Proposizione 111 Problema,

37. Dato il seno ed il doseno di un arco BD
(fig. 2.) trovare la tangente, la secante, la cotan-
gente , e la cosecante dell’ argo medesimo.

Siccome le due rette DC, BE sono parallele, perché
amendue perpendicolari ad AB, i triangoli CAD),
BAE song simili, e danno AC:DC::AB:BE, ossia
. R X sen.x ;

€05, X
di modo che la tangente di un arco quabunque x

eguale al raggio moltiplicato pel seno, e diviso
pel coseno dell’ arco medesimo; o cid che & lo stesso,
la tangente di un arco'? ‘quarta proporzionale dopo
& suo coseno , il seno , ed il raggio.” *

-1 medesimi triangoli simili danno anche AC:AD
2:AB:AE, ciod cos.x:R::R: sec. , donde '

cos.x:sen.x::R:tang.x, donde 1.2 tang.zx—

i'.'x.," see. x = — Per lo che la secante dell’ apco
"'z & eguale al quadrato del ?‘aggio diviso pel coseno
diY’ arco - medesimo y Oppure & tersza proporzionale
dopo il suo coseno ed il raggio, - - o

1 triangoli DAH, ¥AG sono simili perché HD
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& parallela 2’ GL, e danno AH:HD::AG: GL; ma .

per essere AH=DC, ed HD=AC, si avra DC:AC
::AG : GL, ossia sen.x:cos.x::R:cot. x; donde si
R X cos.x

sen.x &
di un arco x & eguale al prodotio del raggio nel
cosena, diviso pel seno dell’ arco medesimo, oppure
essa é quarta proporsionale dopo il seno, il coseno,
ed il raggio. L

I medesimi triangoli simili danno anche la pro-
porzione AH: AD:: AG:AL, ossia sen.x:R::R:cosec.r;

R*
sen. x
& quindi “eguale al quadrato del raggio diviso pel
seno dell’ arca medesimo , o & terza proparzionale
dopo il seno ed il raggio.

38. Il triengolo rettangolo ABE da
— — —

AL = AB + BE, ossia 12 sec.*x =R> -tang.*x.
Dal triangolo rettangolo AGL si ricava poi

—— — —

AL = AG + GL, ciod 22 cosec.*x=R* + cot.>x.

39. Scolio 1. I valori di cot.x, e di cosec.x
si sarebbero piu facilmente. ottenuti ponendo nei
valori di tang.x, e di sec.x in luogo di x il suo
complemento , cicé 9o’ — x.

4o. Scoltio H. Il raggio R pud essere di qua-
lunque grandezza, e le equazioni, che superiormente
abbiamo ritrovate seno vere qualunque sia la gran>
dezza del circolo, da cui esse si sono desunte. I
valore del raggio ¢ adunque arbitrario; ma stabilita
upa volta la di lui grandezza, essa debbesi con-
servare costante, dovendo tutte le: altre linge trigo-
nometriche , essere espresse in parti del raggio me,
desimo, S .

. Onde la cotangente

ricava 3.2 cot.x=—

. LEa cosecante dell’ arco x

onde 4.2 cosec.x =

270

4t. Se il raggio R si fard =1, le formole
. ggio ara == 1, le formole supe-
rioriente trovate si-semplificheranno, e diverrmx:xo

o ___
sen. 3,0o = §. sen’x + cos.*x =1, :
sen. 450-—-—- v ,: : ~ V(sen*x 4 cos.*x) =y/1=1.
cos. 450 =Vv3 sen,x ==/ (1t — cos.* x).
tang. 45 = 1 £0s. x — \f(: -— sen,’:r).
cot. 45°= 1 tang, x = sen. x
: " cos.x
° . -
sec. 45°=—+/ 2 cos. x
‘ . cot. Xr=—=e—
cosec.45° =/ 3 o
.
: Sec. L == » #
see.’x  =1--tangtx cos. &
. I
€osec.*r =1 4 cot.*x COREC. T == wer—ee,
sen. x

Si avrd anche cos. 30° =V (1 —sen.* 30°) =
gy

0
tang. 30° =— — =L1.2% S
5. 30 cos. 30" 2’ 2'V3_ v3 "
Siccome poi dall’ ispezione della ficura si -
essere BC—=AB —AC, ¢ GH ==AG-——ZH; czlsi-vs:?:
senv, xx = R — cos.x = 1 — cos. x -
cosv. x-=R —sen.x =1 = sen.x.]

.~ 42 Scolio TI. Queste formole sono di un gran-
dissiwio uso nella trigonometria. In quei casi, nei
quali si volesse attribuire al raggio un valore di-
verso dell’ unitd | .uelle equazioni trigounometriche
ricdvate per R =1, bisognera introdurre debita~
mente la quantita R, elevata a quella poteuza che
gzcorre, quale moltiplicatore o divisore , onde rie

. e s Y . PR .
cre tulli | termini dell equazione, di cui 4. yuole

o
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far uso ad essere QmoFenel, dopo di che vi si
porra per R il wvalore, che gli si vgole attribuire,

- Proposiziane [V, Teorema,

< 43. It seno- di‘un arco negativo BT (fig. 2.) &
eguale a meno ¥ sena dell’ arco stesso.presa Positi-
vamente, éd il coseno dell'arco negativo BT ¢ eguale
- a}] coseno- dell’ arco medesima Preso pasitivamente.
_Si prolunghi TC sino all’ incontro in D colla
plrponferenza, e le rette TG, DC saranno eguali
o grandesza, came lo saranno anche gli archi BT
BD ( Geom. 324. ). .Supponendo in B [ origine,
degli archi tanto positivi che negativi, sara (19)
arco BD=-— arco 8T, ¢ DC=-~TEC, ma TC & il
seno dell’ arco negativo BT, e DC ¢ il seno dell*arco
positivo BD=ux; sard dunque —sen.— x=sen,x
e cangiando i segni, si otterra 1.2 sen.——x:—-.sezi.xj
-1l coseno poi tauto dell’ arco vegativo BT, quanta
del suo ‘egualle pusi;ivo BD, ¢& AC, onde 2.2 cos.—x
= cos. x. l
44. CoroMario. Le due trovate equazioni danne

i valori ed i segni. convenienti alla ‘tangente, co--
tangente , secaute, cosecante di wa arca negativo

Zuahmque, di cui si conosca il seno ed il ocoseno;

b falto posti i trovati. valori nelle quattra formole,

del (37), si ha, fatto R =1

ke tang. — x = s‘en——w:——sen x:z-—.-.- tang.x.
- Ceos.x T @
4o pot. —p=20TTE L OONF ot
SR — X —sen.ax A
e seq. —x = ! — = - — = SeC. I
cos.— x cus. & '
1 1 '

8.4 C05EC. = X = == e cos
25 SeiL — X — . X COSGE.Xe

a73

Proposizione V. Teorema.

45. I rettangolo compreso dalla tangenic di un
dato -arco qualunque x, e dalla sua cotangente,
eguaglia il quadrato del raggio. i ,

Peiché¢” molliplicando fra di loro membro per

e . R .. sen. x
membro le due equazioni fang. x =
. , -~ cos. x
R.cos. = ’
cot. & == trovate al paragrafo (37),.si ha
sen. x N P § ( 7) !

tang. x X cot. x = R* =1 ; onde ecc.
46. Corollario 1. Da questa equaziene si ricava

R: 1
j.a tang. X == = .
cut. x, cot. &
R: 1

23 col. x = = - -
tang. lang. x

45. Corollario 1I. Siccome poi sard anche
tang. y X cot. y = R*; cosi paragonando si otterrd
tang. x X cot. x == tang. y X cot. y; cios il rettan-
golo formato dulla tangente di un arco , e dalla sua
cotangente , & eguale a quello formato dalla tangente,
- dalla -cotangente di un altro arco qualuntzge , il

raggio essendo lo stesso. #
Dalla equazione superiormente trovata st ricava la

properzione tang.x:tang.y ::cot.y :cot.x; donde si vede,
che le tangenti di due archi appartenenti allo stesso
cerchio some in ragions inversa delle loro rispettive
cotangenti.

Proposiziene V1. Teorema.

“ 48. Dati i seni ed i coseni di duc archi AP,
&
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BC (fig. 3.), trovare i seni ed i coseni della loZo
somma , e della loro differenza. v

Sia I’arco AB=y, e I'arco BC=a; sara
Y arco ABC=BCHAB=ux 4 y.

‘Dai punti B, G si abbassivo sopra il diametro AL
le perpendicolagi BD, CH; e dal medesimo gpunto
C si abbassi la perpendicolare CF sul diametro
BM, e dal punto I si conduca la FG parallela ad
AL, ed FL perpendicolare alla medesima AL. Cid
fatto sara (11, 12) :

CF = sen. x. CH = sen. (x +y),
OF = cos. x. OH = cos. (x 4-y).
BD = sen. 7. O = OA = R.
OD = cos. . ‘

I wiangoli OBD, CGF sono simili, perché hanno
i lali rispettivamente perpendicolari, e danno

OB:OD::CF:CG, ossia R:cos.y::sen.x: CG,
OB:DB::CF:FG, cioé¢ R:sen.y::sen.x:FG,

sen..x . cos.y

dalla prima delle quali si ricava CG; R

sen..x X sen.y

e dalla seconda FG = m .

I triangoli OBD, OFE sono similf, poiché FE &
parallela alla base BD, e danno le proporzioni

OG:BD:: OF : FE, cioé R:sen.y::cos.x:FE,

OB:0D::0QF : OE, ossia R:cos.y::cos.x:OE,

doude si ottiene FE = m T
Ma si ha (fig. 3.) CH=CG + GH=CG + FE,

ed OH=O0F — HE = OE — G, quindi sosti-

tuendo sard anche

Tom. Il - 18

Y . CO8. X . CO8.X.. 008y
SR O0T ed OE="22 2%

4 . ' _
S B sen.x .cos.y -+ sen.y . cos. ¥
12 sen. (x}-y) == - ) R 24 .

€0S.X . COS. ¥ — Sen.x . sen:y

2.2 gos. (.r-{-—y) =- T .

' Se'ora in éiascuna di queste due formole al luogg
di y porremo — y,, ayremo

sen.x . oS, — Y - sen.—y . cos.x.

o e = y)= R
cos. (.1' ___f)=cos’.x..'coy.--‘y —l-{- sen.x.sen,—-.y‘

ossia ponendovi in luogo di cos.—y, di sen.—y,
i rispettivi loro valori cos.y, e — sen.y datici dalle
gquazioni 1.2 , 32 (43), avremo

Sen. X . cos.y — Sen.y . cos. x

R

43 cos. (x—y) = €0s. x . cgs.j -; sem. x . sen.)r.
""Se ia queste formole faremo R=1 esse diver-
ragne piu semplici, e saranno :
12 sen.(x-}y) = sen.x . cos.y + sen.y . cos. x.
© 2* cos. (x4-¥) =cos.x . cos.y — sen.x . sen. y.
32 sen. (x—y)=sen. x . cosy — sen.y . cos. x.
4* cos.(x—y) = cos.x .cosy + sen.x . sen. 7>
¢he potranno comprendersi nelle due seguenti
sen. (x = y) = sen.x . cos:y + sen.y . cos. x. o
cos. (£ & y) = cos. x . cos.y F sen.x . sen. y.
49. Scoliv. 1l problema che abbiamo risoluto
vale qualunque sia la grandezza degli archi =, J.
Poich¢ costruite in wodo analoge alla figura 32 su

32 sen. (x—y)=
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della quale si & ragionato, le figure 42,52, 6.2, nella
prima delle quali la- somma z +y dei due archi
proposti sia > 90°, e < 180°, nella seconda sia
> 180°, ¢ < 270°%, ¢ nell’ ultima, tale somma sia
> 270°, e L 360°, in ciascuna di esse vi saranno
1 medesimi triangoli simili, che si sono trovati
nella fig. 32, dai quali si avranno le stesse propor-
zioni, che si sono riscontrate nella figura medesima ;
e per conseguenza anche ‘i medesimi valori, per
sen. (x4+y), e cos. (x<=y) in qualunque case ,
purché si abbia riguardo di esngiare i segni ai va-
bori di quelle rette, che si trovane in quella qua-
lunque delle altre figure in- direzione opposta a
quella, che esse hanno ‘nella fig. 32, sopra di cui
si ¢ ragionato. Nella fig. 42 si. ha CH = CG —
GH=CG—FE, ma CH=sen. (x+y), CG=

sen. x.cos. ¥ Semy.CoS X o CH e
—_— ;

R R
CG sono nella medesima direzione in cui si trova-
vano nella fig. 3.2, ed FE si trova in una diretione
opposta, dunque al valore di — FE si deve cangiare
Sen.x. cos,y -+ sen.y .cos.x

. R
Si ba pure HO=HE + EO =FG--EO; ma EO &
in direzione contraria, mentre FG & nella stessa
direzione di quella, che ha nella fig. 3.2, e sic-
come cos. (x+y ) == — HO; cosi sard )
COS. X . COS.y — Sen. X . Sen. y
B R .

51 faccia un simile ragionamento per le figure 5.2 e 6.2
50. Corollario 1. Le quattro equazioni superior~
mente ritrovale servono a, sviluppare i valori dei

senj e coseni della stmu‘a e della differenza di

, e —FE=w—

il segno, onde sen. (x+y) =

cos. (x—!—y):;
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qualsivoglia numero di" archi. Sia proposto, per
esempio, di trovare il valore di sen. (x4 y=z); si
faccia y-}-z=t, e si avrd sen. (x+;)=seﬁ.x.cos.t
~+ sen.t.cas.x ==sen.x. cos. (7+z) + sen.(y + 3).cos.x
== sen. x (£0g. 7 . COS.z—sen.y . sen.z) -+ (sen.y .cos. z
-k sen. 3 . cos.y) cos. x = sen. x . co,sﬁy . €0S. 3 —
sen. x . sen.y .sen.z -~ sem. y . cos. x . cos. z -+
sen. 3 . cos. x . cos. _z. - V )
: 51. Corollaria 1I.. Sommando (48) la 12 equaz
zione colla 3* membro per membro si ha -
1.2 sen. (Xx~+y) < sen. (x—y)== asen.x . ¢os.y, |
sottraeado la 3.2 dalla prima, si ottiene

22 sen (2 +y) — sen. (x—y)=2sen.y . cas. %,
sommando la seconda colla quarta, si ha

3.2 cos. (x—-l-y) + cos. (®—y )=1 cas. Z.Cos.y,
sottraendo finalmente la 2.2 dalla 42, si otliena
4> cos. (x—y) —cos. (x+y)=2 sen. x . sen. y.

Queste quattro formole servono per cangiare i
prodotti dei seni e coseni, in somme e differenze,
€ viceversa. ' . S

52.. Se in queste formole faremo x-ry=A,
- : A A+ B A—B
#—r=B, per cvisardx= —— , y = e

-

si otterra

B —
+ >ﬂ(cos.‘,A B

1.2 sen. A4 sen. B = 2. sen. -
2

A—B - A+B

22 sen. A—sen, B = 2. sen. e X COS.
5 X €0s.




A—B

X cos.

8 cos. A + cos. B=12.cos.

e 2
A—B

, A
42 cos. B — cos. A==2,sen. :-: X sen.

Queste formole servono molto utilmente nei cal-
coli trigonometrici per ridurre due termini ad un
solo. '

Proposizione VII. Teorema.

53. La somma dei seni di dué archi, 4, B, sta
illa loro differenza, come la tangente della semisom-
ma degli archi stessi sta alla tangente della loro se-
midifferen:a. v

Si divida la 1.2 delle formole trovate superior-
mente (52) per la 22, e si avra
. _A+B A—B
» 2. sen. X cos.
sen.A+senB 2 _ 2

sen.A—sen.B T A_B A
2, sen. - X COS.
2

Sopprimendo nel sécondo membro il fattor comune

: A+B
sen.

. 2
2, ¢ ponendo in luogo di ————— il suo valore
¢ P 8 A+B

COS.

2

A—B
cos.

: A + B . . 2 . N . e .
tang. ~——, ed invece di ————— il suo valore
Py A—B .
sen.

2

. Pt
SO 7

vy |
A—B '

<ot, ——— , si avri
2

s'én..A’i-i—Jen. B ?anv A4-B
sen,A—sen. B~ 9

co?A*B°ma;:0t A—B L
) ! Ta T A—B’

aullque

tang.

A4-B

tang.e——
sen.A + sen B . 2

sen.A — sen.B . A—B’
' tang.

2
o cid che & lo stesso

sen.A-}~senB : scn.A-- senB:: tang.A—:.B i tang A—;B .

‘54. Scolio. Dalle formole del (52), mediante la
divisione , se ne possono ricavare iolte altre, le
quali saranno altrettanle espressioni di teoremi di
trigonometria: per esempio, dividendo la prima per
la terza si ha

A4+B
sen. ,
1=sen.A+sen,B_;_ 2 i A+B-
AT s B T AxB LT
ros. :
2 ,
Dividendo la prima per la quarta, si ottiene
‘ A—B
cas.
Jcn.A-*—‘sgn.B 2 A—B
! cos B —cas. A . A—B 00t ~———.
gen.

2
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Dividendo la seconda per la terza, si ha 79
. sen.
. sen.A— sen.B 2 A—B
" cos.A + cos. BT A_B "8 )
© cos.

Dividendo l# seconda per la quarta, si cltiene
A4 B

COs.

A4 B
= = col. ———.
2

2
cos.B—cos. AT A-4+B
‘ sen. ——

, sen. A—sen.B

4

2
Proposizione V. II1. Problema.

55. Dati i seni ed i coseni di due archi =, ye
quindi le tangewti degli archi medesimi, trocare il
valore della tangente e della cotangente della loro
somma e della loro difféerenaa.

' sen-(x+7y)

Poiche (41) tang. (x+ ) =— =) e
sostituendo nel secondo membro di quest’ equazione,
i valori di sem. (x4 ), e di cos.(x +y) trovafi

\ sen.x . cos.y - sen.y . C05. X
(,48) - tang. (% +7) ~ cos. x . cos.y — sen. x .sen.y’
dividendo tutti-i termini del secondo membro per
€0s5. X + COS.y , si otterra

sen.x . 00s.y | sem.)y . Cos.T
COS- & . COS.y  COS-X . COS- 7 o
tang. (x+y) = cos. x .cos.y sen.x .sen.y’

, sara anche

Cos. x°. COS.J’ Cos. X . GOS(I
eseguendo nel secondo membro di quest’ ultima
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equazione le ofportune divisioni, e sostituzioni, si

" otterrd finalmente

tang.x +- tang.
1.2 tang. (x-}-y) = o SY .
- (1) g, tang.')" siccome poi &

1 1
tang. (x - J) _- tang. x + tang y ?
: x—-tang.x . tang:f

cot. (x +y) =

cosi sara anche
L —lang.x . tang. y

tang. x <= tang’. 7y ’

Ponendo in queste formole —y al luogo di 5,

avendo riguardo che tang. —y = —tang.y, si otterra

lang. x — tang. y
l+tang.x.tang.]' C
1 -}-tang. x . tang. y

4.2 cot. (x—y) = 2.,
(=) tang. x — tang.y

2t eoti (x +y) =

32 tang. (x—y) =

Proposizione IX. Problema.

56. Dato il seno ed il coseno di un arco e per
conseguenza anche la sua tangente e cotungente, tro-
vare il seno , il coseno, la tangente , e la cotancente
dell’ arco doppio , triplo , ece. °

Nelle equazioni 12 e 22 del (48) si ponga x in
luogo di y, e si otterrd o
1.2 5en.2x==5en.x . C05.X 4 sen.x . os.x == 2sen.x . cos.x.
2.2 €05.22==C0S.X.COS.X—SEN.T .SEN.2X==C0S.> I--Sen.* x.
ma si ha (41) sen.* x==1 —cos.* x; onde sostituen-
dovi questo valore al luogo di sen.2x, si ha anche
32 cos.2x = 2005.* X — 1. -

Nelle equazioni prima e seconda del (55), ponendo
x al luogo di y, si ha ‘ '



. a8t
tang = 4 tang.x 3w e
ang. x a”o-__&___:___**_ ang;g%._ . e

1 ——tang.ac .tang.x 1 ——ta/lg.“x ’

42 tang. axr =

1 —~}lqng.’.x‘_ ,

52 cot. 2 =

2 tang. x
Queste formole servono alla duplicazione de!*angolo.
Ponendo nelle medesime equazioni (48) 2x al
posto di y, si avri :
sen. 3x = sen.x . cos. 2T -+ sen. 3x . COS. X =
sen. x (cos.* & — sen.> x) -+ 2 sen. T . Cos. T . Cos. T
== sen. X . c0s.>*x — sen.3x 4 2 sen. & . cos.cx =
3 sen.x . cos.*x — sen.3x = 3sen. x (1 — sen*x) -
— sen.3x =3 sen.x—3 sen.* x — sen.’x, e ridacendo
6.2 sem. 3 =3 sen.x—aﬁéen.’ X
cos. 3x = cos. x . €os. 2x — sen.x . sen. 2x ==
cos. x (2008.*x — 1) — Sen. & X 2 8N X . COS. X ==
30052 X =~ cos. x — 2 sen.> x . Cos. x =
2 c0s.®  — cos. x — 2 cos. x {1 — c0s.* x) =
2008.3 & — cos. & — 3 6os. x Y 2 cos3x, onde

.

na cos. 3x = 4 cos.® x — 3 cos. x -

Se nelle formole 1.3 e 22 del (55), faremo la
medesima sostituzione di ax al lnogo di y, e nel
valori, ¢he si troveranno, vi porremo per fang. 2x
il suo valore superiormente determinato, avremo

3 tang. x — tang.’ x

8.2 tang. 3x = .
© 1 — 3 tang.* x

2

1 — 3tang*x

V3 col. 3x = -
9 3tang. x — tang.’ x

Queste formole possono servire alla triplicazione
dell’ arco non solo, ma anche alla sua trisezione ;
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poichd, se %!“ esempio nella equazione 6.2 faremo
sen. W&a,' den. x =z, otterremo a == 3z — 42,
ossia ordinando per rapporto a z, si avra I’ equa-

zione del terzo grado 33 -—-——f -+ fzo, mediag-

te la risoluzione della quale avremo il valore di
2, e quindi il mezzo analitico di dividere in tre
parti eguali un angolo dato. : '
Ponendo nelle formole medesime (48,55) in luogo
di y, successivamente 3x, 4x, 5x....... (m—1) x,
e facendo nelle equazioni, che si' ottengono le op-
portune sostituzioni, sviluppi e riduzioni, si - otter-
ranuo, i seni, i coseni, le tangenti, e le cotah-
geoti, dell’arco quadruplo, quintuplo, ed in generale
dell’ arco maltiplo di x: foemole, che potranuo ser-
vire alla moltiplicazione, ed alla divisione degli dtigoli.

Proposizione X. Problema.

57. Dato il seno ed il coseno, e per conse-

guenza la tangente e cotangente di un arco, trovare il

seno , il coseno, la tangente, e cotangente della metd
dell’ arco medesimo. .

Nella' formola 2.* (56) cos. ax ==cos.*x— sen.*z ,
ponendo in luogo di cos.*x il suo valore 1—sen>x,
81 otliene cos.ax =1 —2asen.*x, da cui si ricava

I —cos. 2x

. , .
802 X = e ed estraendo la radice

2
I —C0S. 2x

), e ponendo £ x in luogo

Sen.xz\/‘(

2

[ —cos. X
2 ) )
Dalla formola 3.2 (56) cos. 3z = 2ces.* x — 1, si

di x, si otierrd, 1.2 sen. -§x=\/(



. -
cos.ax 1 oo w '
ricava Cos.*x == 2.+ , donde estrdebdo la

cos. 22X - 1

radice si ha cos.x=vy ( p ) Si ponga in

ambi i membri di quest’equazione £ x al luogo di
cos. x + 1 )

2

x, e 8i avra, 22 cos.;x=V

Si possono ottenere i valori di sen. { x, e cos.
L, espressi anche per mezzo di sen. x. Questt
valori - sono » ’ . S
3asentz=2%y (1 +senx)—5V{(1—senx)
4rcos.tx =2V (1 +senx)++ty(1—sen.x )

In fatti se si innalza la equazione 32 al quadrato,
si avrd sen.* £ x=4%(1 + sen.x) — 3V (1 —sen.*x)
++(1 —sen.x)=1t—%ty/(1—sen*x); ma  (1—

sen.*x)==cos.x, dunque sen.* ;x=—% — }605. T =

1 —COs. T . g ' 1—€05.x
——————, € quindi sen. ;x—__—-\/( , come
2 ~ 2

superiormente si- & trovato. Nello stesso modo si
troverebbe anche cos.* Ltz =1+ % cos.x, donde si
{ 1+ cos. x )

ricava cos.i x =/ p

Si pud ora osservare che se fosse cos.x negativa,
il valore di cos. X ricadrebbe in quello di sen. ;=
e viceversa,

Se nella formola 3.2 (55), che ¢&
tang.x —tang.y

I+ tang. x . lang.y

tang. (x—y )= , porremo. | »

a8
in lqu%diky otterremo .

tdng. x — tan

oy
1 ¥-tang.x . tang.} x
tang. & 4 tang. x . larig.* L x == tang. x — lang. iz

o - ’ .

dotide si ricava tang.s Lty 4 2EMEEE o
‘ , ‘ tang. x
Rnsolv&gndo‘( questa equazione; si ha fang.ir=—
itV (14 tang x
: tang:" %) « Ma (41) 1 - tang.® x =

tang. x A
gec.* x5 e quindi v/ (1 + tang.* x )=sec. ; dunque

: , sec.t-—=1 cos. x - ;
X tang. ; x — = T = @s.x g ! —tos.x.
tang.x sen. x sen. x
cos. x

Moltiplicando poi tanto il numeratore che il deno-

minatore di questa frazione per 1 -+ cos.x, si avra
1 —cos. x ) (14 cos.x) . t—costx

sen.x (1 ~+cos.x)  sen.x (i cos.x)

. sen.tx , sen.x

sen. x (14 cos.x) 1+ cos.x

; onde sard anche

o sen.x
———— e

6.a tang.—; XX = .
143-cos.x

" . . , 1
Siccome poi (46) si ha cot. x = imien €OS1 82TA

tang. x
1 1
nacot.zxr= — = = famgx =
tang.z x §EC. T — | (8€C. X—1
—_——
| tang. x
sen. & 1 4 Cos. x .
I—cos.x sen.x
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Della risoluzione dei triangoli rettilinei,

Proposizione XI. Teorema.

| [ di ] i lunque
ti di un triangolo reftzlgneo qualu.
'JBCSB('ﬁé. l;l) sono propoiz_ion_al; ai seni degli an-
ol i ai Jati medesimi. o -
go{glofﬁgff;o?z l(;lalto ABC .si circoscriva un cErChS)I«:
e dal suo centro si tiriva le rette Old)) &,AC
verpendicolari rispettivamente alle corde B, p R
ECPqueste perpendicolari divideranno tan:,\o E:(géd;,
janto gl archi corri i per metd m.
i archi corrispondenti per met ;
guanto & at BG sarh 1l seno dell’ an-
4. ). Cid fatta, la retta BG sara 1 L ans
3214 %?;O'FEO(U), ,ma I” angolo BOF e eguale all atttl
g lq BAC, Vpoiché il primo ¢ mxsurat}o da ];;"C?Q
lg’(:n?éo BF ’ed il secondo della meta d3e5113 a)rcpd n_(-lué
I arco B esimo arco BF ( Geom. 353.); du
Bl&é—iiinmlggfgliosen. A. Nello stesso m,oo}o si_pras
verir-essere AK=—=gsen. B, ed AH=rsen. L.” li}sag:t-_
pando ora i lati del triangolo proposto colie rispets
ive loro meta, si avranno le seguenti proporzionl
BC T :AK ) iy {BG : AC :: sen.A : sen. B
BC:AC::BG:A cio ’
AC:AB::AK: AH AC :AB :: sen.B : sen. G
ABBCAHBG AB:BC :: sen.C : sen. A
donde si ricavano le equazioni
) 12 BC x sen. B = AC Xx sen. A
22 AC x sen, G = AB x sen. B
32 AB x sen. A = BC x sen. G .
Mediante queste tre equazion'i si posson_(}.nsg \::l::
tutti i casi, nei quali di un lt.rmggolo r;:attlcl)meopgure
Jun i dati due angoll ed un ,
ls?;?(:]e(iai;e[aZe 1l_ati ed un angolo non compresa
fra i lati dati.
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59.. 1.2 €Caso. Nel triangolo ABC (fig. 9.) sono.
conosciuti due angoli 4, C ed il lato 4B opposta
all’ angolo C,. trovare uno degli altri due lali.
Dall’ equazione 33 AB x sen.A — BC X sen.C, si
- AB x sen. A -
’ - sen. G " ‘ N
. Dall’ equazione 2.2 AC x sen. C ==AB x sen. B, si ha
AB x sem. B AB x¢ sen. (A4-C)
AC= =- :
sere. G sen. C
¢ supplemento di B, ed i seni degli angoli di sup-
plemento sono eguali. ' B
~ 60. 2.° Caso. Nel medesimo triangolo 4BC sono
dati i due lati AB, BC, ¢ I angolo 4 opposto al
lato BC, trovare I’ ango’o C opposto al lato AB.
. Dall’ equazione 3.2 AB X sen. A=BC x sen. C, si

AB x sen. A

h}a» sen. C. = BC -
61. Scolio. Se ¥ angolo cercato C sara opposto
al lato mivore dei due lati dati, I' angolo stesso
sara acuto, poiché dalla geometria si sa, che in un
triangolo rettilineo qualunque al lato minore si OF-
one I’angolo minore; onde se sara AB<BC anche
Faﬁgo!o GLA, per cui.-lavgole C sara necessa-
riamente acuto, poiché in un triangolo non vi pud
essere che un solo angolo ottuso. Se poi 1" angolo
cercato fosse opposto al lato maggiore dei due lali
dati, la specie dell’ angolo sara dubbia; di fatto se
AB>BC (fig. 1.), condotta BD=BC, si avra I'angolo
€=BDC, e quindi sen. C=sen. BDC=scn. ADB di
AB x sen. A AB x sen. A
BG T BD ’
que per saperé se P angolo cercato sia acuto come

Hcava RC =

,mentre A+ C

supplexﬁento =

dun-
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€, o ottuso come ADB, non basta conessere IZ
grandezze dell’ angolo A, del lato AB, e del lato
BC=BD; ma & necessario di sapere ancora, se il
lato minore, sia nella posizione di BC o in quella
di 'BD. Ordinariamente questa cognizione ci viene
somministrata dalle circostanze locali, senza di essa
¢ impossibile di conoscere quale si debba adottare
dei due valori ABC, o ABD pel terzo angolo, e
quale dei due valori AG, o AD pel terzo lato.

62. 3.° Caso. Nel triangolo ABC dati i due
luti AB, BC e Iangolo A opposto al lato BC, tro<
vare il terzo lato AC. ,

Dall’ equazione 3.2 (38) si ricava immediatamente,
come abbiamo fatto di sopra, sen.C =éP—XB—“§f—A;

canoscendo ora I’angolo C, sara noto anche I’ an-
golo B, perché supplemento degli altri due A, C;
cid posto dall’ equazione 22 AC x sen.C=AB x,
AB x sen.B - ABxsen. (A4C)
sen.C ~  sen.C. '
Anche in questo caso come nel superiore & neces-
sario conoscere di quale specie sia I'angolo C.
'~ 63. Corollario. Se il triangolo ABC proposto
fosse rettangolo in A ( fig. 8. ), in tal caso sara
sen. A=R. Siccome poi i due angoli B e C si ser-
viranno di complemeuto, cosi sara aoche ,
sen. C=cos.B, e sen. B=cos. C; e le proporzioni
superiormente BC:AC::sen. A:sen. B
trovate. (58) 3 BC:AB::sen. A:sen. G,

sen.B, si ricava AC=

diverranno 3 BC:AC::R:sen.B::R:cos. G
BC:AB::R:sen.C::R:cos. B,

donde si rvicava che in un triangolo rettilineo rettans
golo, sta U ipotenusa ad un cateto come il ruggio sta
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al seno dell’ angolo opposto a questa catelo., oppure

-come il raggio sta al coscno dell’ angolo -adiacente

al cateta medesimo. -
. 64. La proparzione poi AC:AB::sen.B:sen.C,
diverra AG: AB :: sen.B:cos. B, oppure AC: AB:;
cos. C; cos. B, donde si rileva, che in un triangolo
rettilineo reitangolo qualungue, sta un cateto ail als
ro_cateta, come il seno dell’angolo opposto al prime
cateta  sta gl coseno dell’ angolo medesimo , oppare
un catelo sta all’ altro cateto, come il coseno dell’ an-
golo adiacehte al prima catcto , al coseno dell’ an-
golo adiacente al seconlo cateto. ‘
65, La proporzione AC : AB : : sen. B : cos. B

o n. B sen. B tang.B
ci dd AC=AB x m o fang s
. X eos B ™ B R’

AB X tang. B

dunque AC —=- m , ossia AB : AC : :

R :tang. B, donde si ha, che in un triangolo resti-
lineo retiangolo qualunque sta un cateto all’ altro
cateto , come il raggio sta alla tangente dell’ angolo
opposto al secondo cutcto. ]

" 66. Le proporzioni, che si sono ritrovate nei
precedeniti articoli riguardo al triangolo rettangolo
si possono avere anche direttamente dal triangolo
rettangolo ABC ( fig. 8. ); poiché fatto centro in C
con intervallo CR=R descritta I arco di cerchio
RD, e dai punti D, R condotte le perpendicolari
DE , RT sul cateto CA, sara (12) RT = tang.C,
DE = sen. C =cos,B ; GE == pos. C == sen. B. "Cid
posto la somiglianza dei triangoli rettangoli BAG,
DEC da le proporzioni
BC:AB::CD:DE::R:sen. C::R:eos. B
BC:AC::CD:CE::R:cos.G::R:sen. BB .
AC:AB::CL :DE:: cos. C:sen, C:: sen. B : cos. B.
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La somiglianza dei triangoli rettangoli CAB, CRT

da la proporzione AC:AB::CR:RT::R:tang C.

67. Da queste proporzioni si possono otteuere

le seguenti equazioni, le quali servono all’ immediata
risoluzione dei triangoli rettangoli. .
12 R X AB = BC X sen.C = BC X cos.B.
22 R X AC = BC Xx sen.B = BC X cos.C.
32 R X AB = AC X tangC= AC X cot.B.

68. 1.° Caso, Data I ipetenusa BC ed un lato

AB | trovare gli angoli C e B , ed il ter:o lato AC.

Dall’ equazione 1.2 si ha sen.C = RI;/CAB . Cono-

scendo I’ angolo C, si conosce anche il suo comple-
‘mento go°— C=B. -
Il terzo lato AC si ha dall’ equazione 2.2 dopo di
aver trovato I angolo C, ed &
BCxsen.B  BC~ cos.C
AG = R - R ‘
Si pud anche averlo facendo uso della proprietd
del triangolo rettangolo (Geom. 209.), per lo che si
ottiene' AC=y{BC — AB )= y/[(BC+AB)BC—AB)}
69. 2.° Caso. Sono daii i due catéti AB, AC,
trovare gli angoli acuti, e I ipotenusa BC.
Si avra immediatameante ! angolo C dalla equa-

. R X AB .
zione 3.2, e sard fang.C—= G ; determinato 'an~

golo C, si ha anche B = go°— C. Dall equazioné
R X AB
sen. C

rettamente il valore di BC facendo wuso della pro-
prieta del triangolo rettangolo, per lo che

BC = v(AC'+ AB ).
Fom. 1. ‘V(‘ N ) 19

. Si pud avere di-

1.2 s1 olliene poi BC=
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90. 3.° Caso. Data ¥Fipotenusa BC, ed uro des
g/t angoli acuti, trovare i due cateti AB , 4C.
" Essendo dato un angolo acuto, si conosce anche
¥ altro; cid posto il valore di AB si avrhd immedia-
tamente dall’ equazione 1.2, e quello di AC dalla 22 3
BE X sen.C AC‘ BC X sen, B
._..‘R.‘.’ —-‘—R . .
71. 4.° Caso. £ dato il cateto 4B, ¢ I’ angolo,
gcuto B, trovare U ipotenusa BC, ¢ I altro cateta AC.
R AB
cos. B "
RXAB _ RXAB

all’ equaziope 3.2 si ri AC=-"2
Pall quaziope J.° 51 ricava A tang. €= Zor B

e sara AB =

. Dall” equazione 1.2 5i ha BC=

Proposizione XE Teorema.

93. In un triangolo rettilinco quatunque ABE
(fig. 9.) sta la somma BC + AC di due Inti, allg
loro differenza BC—AC , come la tangente della se-

. A . ,
misomma degli angoli Opposti a questi lali ,

sta alla tangente della loro semidifferenza 4—E

In fatti si & dimostrato (53) che

A ' —
sen A+ sen.B ;sen.A—senB:: tang. + B': tang.A‘ B.
‘ S 2 "9 a

8i & del pari dimostrato (58) che sta sen.A :senB::
BC : AC, stard anche sen A + sen.B:sen A — sen.B: :
BC + AC: BG— AC; dunqge a cagione del rapportg
comune gen.A 4 sen.B : sen A — sen, B, si avra

BC-AC:BC—AC:: tang. “A.:B‘ : t«ug.A ;BA .

»
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n3. Col mezzo di questo teorema si risol?'e

qualunque triangolo rettilineo, quaudo sono dati due
de’ snoi lati ¢ I’ angolo da essi compreso.

In fatti, se nel triangolo ABC conosceremo 1’ an-
golo C, si conoscera anche la somma A + B degli
altri due, poiche sara A +B=180°—C, sari nota
per conseguenza anche la semisomma degli angoli
A4+B 180° —C

=—7
porzione superiormente trovata, conoscendo i tre
primi suoi termini, si determinerd anche il valore

. Ora nella pro-

medesimi, cioé

—B
, dopo di

del quarto termine, cioé di tang.

che si conosceranno gli angoli A, B; poiché nella
supposizione che sia il lato BC>AC, sard anche
V angolo A >B, e quindi I'angolo A sara eguale
alla semisomma pit la semidifferenza, e 'angolo B
sara_eguale alla semisomma meno la semidifferenza
degli angoli medesimi. Conosciuti che sieno i tre
angoli del triangolo ABC, si troverd agevolmente il
terzo lato AB mediante la proporzione

AC X sen.C
AB:AC ::s¢n.C:sen,B, e sarta AB = X sen

sen. B °

Proposizione XII. Teorema,

=4 In un triangolo retiilineo qualunque ABC

(fig. 10.) il coseno di un angolo A qualunque, sta

al raggio, come la somma dei quadrati dei lati, che

comprendono quell’ angolo meno il quadrato del lato,

che gli si oppone ; sta al doppio rettangolo dei lati,

che compremdono I” angolo medesimo.,

X ) ;

Dal vertice dell’ angolo B sia abbassata la perpen-
dicolure BD sopra il lato AG,
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1.° Se la perpendieolare cadra dentro il triangolo

proposto, si avrh BT:".—; IB?_-}- E’m aAC x AD
iB 4-AC —BC
o 2AC
Dal triangolo rettangolo ADB si ottiene (66)

AB: AD::R:cos.A, per lo che AD—AB X cos.4
e paragonando i due valori di AD, si ha

A_]éXcos.A__K].S‘-}-Kif--—--.]_i-(’la - donde si
R . —2AC , donde si ricava

AB -+ AC — B‘c)
- 2AC x AB

2.° Se 1a perpendicolare BD cadra al di fuori del
triangolo ABC, si avrd (Geom. 21g.)

BC =28 + AC + 2AC x AD, e quiﬁdi AD =
ﬁ:"_ E‘_ ‘A._C_Z
2AC
AB:AD ::R:co0s.BAD; ma cosBAD==—cosBAC=

~—cos.A ; poiche i coseni degli angoli di supplemento
sono eguali (26), ma di seguno coatrario; dunque
AB:AD::R:—cos.A, e quindi AD=— D XR""“A ,
paragosando i due valori di AD, cangiando i ségni,
e facendo le medesime operazioni, che si sono fatte
superiormente , si avrd aoche in questo caso,
(A + &G —BC
e )
cos T 2ACXAB

{Geom.218.), donde si ticava AD==

*

2

‘cos, A =R (

. 11 triangolo rettangolo ABD di

]
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dalla quale si pud ricavare la proporzione

e 3 — L—, 3

cos.A:R:: AB 4= AC — BC : 2AC X AB,

75. Scolio 1. Questo teorema serve nella trigo-
pometria particolarmente per determinare gli angoli
di un triangolo qualunque rettilineo, quando ¢ data
la'grandezza ‘dei lati del triangolo wmedesimo, Egli
potrebbe da solo bastare a risofvere tutti i problemii
della trigonometria rettilinea , poiché scritte due
altre equazioni analoghe alla superiore, per gh an-
goli B, e C, si avranno cosi tre equazioni fra set
quantita, onde date tre delle sei cose che costi-
tuiscono un_ triangolo, purché fra esse vi sia almeno
un lato, si potranno sempre mediante quelle trg
equazioni deilerminare le tre quantita incosgnite.

76. Scolio 1L Se nella formola del (57)
‘ 1—cos.A\ . . .
sen. 2A =+/ 2 in luogo di cos.A vi pore

remo il valore superiormente determinato, avremo,

AR+ AC—TBC
fattovi sz,sen.éA'_:—"/ = 2AC < AB

2
2AC X AB + BC — AB—AC | __
= V( FAC > AB | )”“
(BC +4- AB — AC) (BC -+ AC — AB)
V( -4AC X AB T )

Si faccia BC + AB + AC = 2M, e si avra ‘
BC+AB—AC=2M—2AC, e BC+ACG—AB=2M—2AB

/ — M — 2AB
onde sen.; A= V((nM 2‘2%) ;Zg 2/ )) —

264
( (M— AC) (M — AB)
’/ AC x AB
omogenea mediante la moltiplicazione del 2.° mem=
. o M—AC)(M—AB
bro per R, diverra sen.&A:-:.Rl/(( ACI((‘AB — )),
e che servird a calcolare con molta facilita il valore

di un angolo qualunque di ua triangolo rettilineo ,
qualora si conoscano i suoi lati.

); formola cheé , resa

Della costruzione delle tavole trigonometriche.

7. La costruzione delle tavole trigonometriche
¢ fondata sui principj generali, che abbiamo dimo-
strati, servendo essi a- determinare i seni, 1 cosent,
le tangenti, ecc. in parii del raggio. Varj sono i
metodi, che possono condurre allo stesso fine; noi
ei accontenteremo di indicarne brevemente uno.

78. Le linee trigonometriche sono state calcolate
altre con 10, altre con 15 cifre decimali; le tavole
pill comuni sono ridotle a 7 decimali , perché pi
comode all’uso, e suflicienti in esattezza nella mag-
gior parte dei casi. ,

Supponendo il raggio = 1, si parta da un
arco, di cui si conosea il seno, per esempio, dall’arco
di 30°, e sard (41) sen. 30° = £ = o0, 5000000.
Dalla formola cos. x =/ (1 —sen.*x), si avra , po-
stovi per sen.> x il suo valore ora determinato,
cos. 30° =1/ (1—0,2500000) =V (0,7500000) ==

sen. x

0,8660254. Dalla formola tang x== ———, si ot~

cos. &
sen.30°  0,5000000
cus. 30°  0,8060254

terra tang. 30° = =0,5773503.



si avra

Dalla forniola sec.d =
. €o%. X

sei. 305 == = I .. 1,0000000 TP
sec. 30° = e T e T ;
cos. 30° 0,8660354

Dalla formola cot, x =

-, si oltérra

tang.x
L i,oovoboo L %
cot. 30° = -—--——,—i-—-— = -’-~————-—:-—~ = i,5732'05'0‘8‘o
tang. 30° 0,57-3503
g-] L]
Dalla formola cosec.x == = , 51 ayrd
sen.x
k . 10660000

cosec.30° = == 3, 6000000

sem. 30°  0,5000000
AR A 3 ey o f1—COS. T .
Mediante le formolée sen.%x—_—_v('___g__) S é

T 1 - cos.
cos.txr=V z

seni, e de’ éoseni degli archi compresi nella seguente
progressione geomelrica, e per conseguenza anche quelli
delle tangenti, cotangenti, ecc. degli archi medesimi
. o 30° 30° 306° 30° 30° 30° 30° 30° 30°. sce. <
> 9 Q . [ :___:-..-—:——h-:_,r;:“ . M 2
ﬁzo'ﬁ'ﬁ B 16 32 64 128 256 512 ?
bssia =2 30°: 15%: 7° 30 : 3°45' : 1°52'30" : 0°56'15"

), si avranno i valori del

0° 287" 30" : 0% 14’ 3" 45" : 0° 7 1" 52" 30" ece:

Cid posto si osserverd che quando gli_archi sone
piccolissimi, essi non differiscono sensibilmente dai
rispettivi Joro. seni, e la loro differenza non influisce
punto sulle 7 cifre decimali, alle guali ci siamo limis
tati, onde esprimerne i valori, ed essi potranne quindi

:;?gporsi proporzionali ai. seni medesimj, di modo .
che, per trovare il seno appirtenente ad un arco di
o°1’, si fard questa proporzione, come sta I'arco
di 0° 7' 1" 52" 30" all arco di o°1', cosl il seno
del primo arco sta al seno di o°1.

I primi due termini di questa proporzione si pos-
sonu determinare con facilita, atieso che essi sono
frazioni della circonferenza, il di cui valore espresso
in parti del raggio ¢ 6,2831853; il terzo termine si
ba dalla formola sen. £ x, si conoscerd per conse-
guenza anche il quarto termine, il valore cioé del
seno dell’arco di 0°1' espressa in parti del raggio.
Da o°t sino a 3° basterd moltiplicare il valore di
seno 0°1’ per 2,3, 4, 5,....... ecc. per avere i valori
dei seni di o° 2/, 0° 3, 0° 4; 0° 5 ...... sina a 3°;
poiché i seni degli archi compresi fra i limiti di-
0°1', e 3° non differiscono sensibilmente dagli archi
corrispondenti.

Per culcolare poi i valori dei seni degli archi al
di sepra di. 3° servirauno le formole del (56)

1.2 sen. 2x =12 sen. X.cos. x =<2 sen.x /(1 — senx).
5.3 sen. 3x =3 sen. x — 4 sen.3 x, e la formola
1.3 del (48) sen. (x+y)=sen.x . cos. y -}-sen.y .cos. 2.

Con tali mezzi, calcolati che sieno i valori dei
seni, si avranno facilmente quelli dei coseni, delle
tangenti, delie’ colangenti, ecc. impiegando le for-
mole del (41). :

Bastera perd calcolare i valori delle linee triganome-
triche in parti del raggio sino all’ arco inclusivamente
di 45°, perché sieno conoscinti anche quelli delle
linee. trigonqmetriche apparienenti ad archi di qual-
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sivoglia grandezza maggiore di ¢5°. Di fatto in virlh

dei teoremi dimostrati (15) sara, per esempio,

sen. 65° = cos. 35°, sen. 170° == sen. 10°;
cos. 83° = sen. 7°, tang. 75° = cot. 15°, ecc.

~ #9. Caleolati i valori delle linee trigonometriche
in parti del ruggio, si sono caleolati i rispettivi lo-
garitmi , nello stesso modo di quelli dei numeri.
‘Questi formano delle tavole, il di cui uso & assai
pid gravle delle precedenti. I logaritmi dei seui,
dei coseni, delle tangenti, ecc., si chiamano anco-
ra, seoi, coseni, tangenti, ece. artificiali, a diffe-
renza dei veri seni, coseni, tangenti, ecc. delle
prime tavele; che dicousi naturali. Quindi per far
uso di queste tavole di logaritmi, Dbisogna richia-
marsi alla memoria i principali teoremi sui loga-
ritwi, di cui si & parlato estesamente nell’ Algebra,
e per mezzo dei quali i calcoli trigonometrici ac-
quistane una singolare brevita e facilita, come avre-
mo occasione di vedere nelle applicazioni pratiche,
che fra poco aggiungeremo.

I primi Matematici, che hanno intrapreso il
peuosissimo lavoro di formare le tavole dei loga-
ritmi per le linee trigonometriche, hanno suppo-
sto che il raggio, in parti del quale esse si espri-
mono, fosse rappreseatato dall’ unitd seguita da
10 zeri e¢ioé da 10000000000, in couseguenza di
che il logaritmo del raggio viene ad avere 10 unith
di caratleristica; wa in seguito, siccome i calcoll
ordinarj non esigono una tale precisione, si sone
tralasciate nelle tavole attuali le ultime cinque cifre

dei valori numerici delle linee trigonometriche, di-

modo che quei valori, come sono attualmeute nelle
tavole, possonc differire ‘da quelli calcolati pel rag-

i

gio 10000000000 di unia quantith miniore di ——a=
ina mon mag?ioi'e‘ né eguale. Non si & fatto lo stesso
figuardo ai logatitmi di quelle funzioni, essendasi
questi conservati tali comeé si calcolarono nella sup-
posizione di R = 10000000000; ed & per questa
fagione che si trova per essi una caratteristica molto
maggiore di quélla corrispondenté al valore nume-
trico delle rispettive funzioni circolari; ma questa
abbreviaziotie non porta séco alcuni inconvenientej
poicheé la caratteristica dei logaritmi di tutli i seni;
toseni , tarigenti, ecc. & relativa alla caratteristica
del logaritmo del raggio, il quale tacitamente si
gorisidera = 10000000000: ‘ _ S

80. I Matematici Francesi hanno giudiziosaz
fénte messo in uso la divisione decimale anche per
la circonferenza del cerchio, ed hanno quindi divisa
la circonferenza in 4oo®, e ciascun grado in 100,
tiascun minuto in 100", ecé:, cid che porta molie
facilitazioni nei calcoli trigonometrici. Tale divisione;
che & la pitt natdrale ¢ pil consentanea al metodo
della nostra numerazione; avrei bramato io pure di
introdurla in questi miei elementi; ma pensaido
the fra noi non somo per anche bastantemente
sparse le tavole trigonometriche dei logaritini cal-
tolate secotido la nuova divisione, ho créduto mi=
glior partito di attenermi-per ora alla vecchia dix
visioné¢ sessagesimale della circonferenza:

Jpplicazione della trz:gonomctria rettilinea alld
soluzione di alcuni problemi di pratica.

. 8 F indispensabile nei problemi di pratica
di misurare delle luvghezze rettilinee sul ters
teno, e degli angoli Per le prime si fa uso di



una calena o di certe verghe riferite nelle lo?g
divisioni a qualche uniti di misura praticata uei
rispeltivi paesi; per misurare gli angoli si adopera
uno stromento chiamato Grafometro, o Goniometro ,
la di cui costruzione consiste in un cerchio, o se-
micerchio metallico, che ha la sua circonferenza di-
visa in.360°, ed a cui sono unite due lastre metal-
liche o Alidade munite di traguardi alle loro estremita,
oppure di due cannocchiali, uno dei quali ¢ fisso
nel centro del circolo in modo; che la linea visuale
da esso indicata corrisponde ad un diametro segnato
sul circolo metallico, e I'altro & mobile intorno al
centro del circolo medesimo, onde poterlo dirigere
verso gli oggetti, che si vogliono osservare. Ne
centro del grafometro e dalla parte del cannocchiale
stabile vi & aggiunto un piede a ginocchio portante
un pezzo di canna pure di metallo, nella quale si fa
entrare |’ estremita superiore del piede, che & desti-
nato a sostenerlo. .

Per eSplorare»poi se un terreno & orizzonlale ,
ci6 che interessa da sapersi nella maggior parte
delle pratiche operazioni, si fa uso del noto strumiento
chiamato Licello applicato sopra di un’asta rettilinea
tenuta covicata sulla superficie del terreno mede-
‘simo. Cid basta per indicare i principj sopra i quali
noi supporremo appoggiate le misure di cui avremo
bisogno; chi bramasse piii estese cognizioni sulla
pratica delle misure e sulla descrizione degli stru-
menti, cle si usano per ottenerle, le troverd nei
trattati pit ampj di Trigonometria, e particolarmeule
in quelli di Geodesia. '

Proposizione 1. Problema.

82. Trovare I altezza verticalc di un edifizio, i
di cui piede sia accessibile , per esempio della torre
AB (fig. 11)

de si ricava AE —
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Partendo dal piede della torre proposta si misuri
sul terreno, supposto orizzontale una retta BD ar-
bitraria, lale perd, che non sia né troppo grande
nd troppo piccola rispetto all’ altezza, che si vuol
misurare. Nel punto D si ponga verticalmente il
piede del grafometro, e col mezzo di un livello ‘st
disponga’ I’ alidada o il cannocchiale fisso orizzon-
talmente , e si diriga il wobile alla sommitah A del-
¥ oggetto, di cui si cerca I'altezza. Sopra il lembo
del grafometro si troverd la misura ‘dell’angolo ACE
formato dalla orizzontale CE e dalla obbliqua ACG,
Supponiamo che tale angolo sia di 50°, e che la
orizzontale BD = CE sia di 120 metri; cid posto
(66), nel triangolo rettangolo ACE sta
EC:AE::R:tang. C, ossia 20m:AE :R:zang.50°, don-

20™ X tang. 50° ; .
. Prendendo i

R

logaritmi, si avrd
log. AE — log. 20™ + log. tang. 50° — log. R.
Nelle tavole logaritmiche si troverd :

log. 20. vonsrapersens we = 1,30103
log. tang.50° =log. cot. 40°... = 10,07619

: Somma 11,37722
Zog. R.... . == 10,00000

Residuo 1,37722
Cercando nelle tavole il numero corrispondente a
questo logaritmo, si trova essere AE==23" 84 pros-
simamente. Aggiungendo ad AE I altezza CD=BE
del grafometro, che supporremo di un metro, I'al-
tezza tolale della torre AB sard di 24 metri, o
84 centimetri. : .
Se si volesse la lungheaza della visuale AC, si ot~
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terrebbe dalla proporzione AC : CE::R: cos. C,

CEXR__20mXR -

donde si ricava AC = ———+ = .
cos. C cos.50°

rando in un modo analogo a quello tenuto per de-
terminare AE, si avrebbe AC espressa in metri.

Proposizione 1I. Problema.

83. Determinare U altezza AB (fig. 11.) &i una
torre o di un altro eggetto qualunque , il di cui
piede sia inaccessibile. :
~ Si misuri sul terreno una orizzontale DG, tale
perd che da ciascuno de’ suoi estremi si possa ve=
dere la sommita A dell’ oggetto, di cui si cerca I'al-
tezza; -e mediante il grafometro si misurino gli
angoli FCA, CFA, che la orizzontale DG, o la sua
parallela ed eguale FC, fa colle visuali AC, AF;
cio posto, nel triangolo FCA sara conosciuta la
base FC=GD, e gli angoli C, F sopra la mede-
sima, e per conseguenza anche I’ angolo CAF ==
180° — C—F; per cul si potra determinarc a pia-=
cere la distanza CA, o FA, che dalla sommnita A vi
& a ciascuno degli estremi della retta FC. Onde
determinare FA, supponiamo che la misura dell’ an-
golo C sia di 50°, e che quella dell’ angolo F
sia di 106°, e la retta GD=VFC sia di 10 metri.
Dal triangolo obliquangolo CFA st avrd

CF : FA :: sen.CAF : sen. G, ossia -
10m: FA : : sen. (180° -—— 50° — 100° ) sen.50 , onde

1o™ X sen.5o° . v "

FA= X . Prendendo i logaritmi, si
: sen. 24° . 2
avra log. FA=log.10 4 log.sen.50° —log. sen.24° ; wma
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108, 10u vy spmgenesnsssismisenns == 1, 00000
log. sen., 50° =1o0g.c0s.40° w.. = ©0,88425

‘ Somma 10,88425

105, SEN. 34° v sorveerssessgenmnes. == G, 60031

e —————————————y

. Residno 1,27494
Passando poi dai logaritmi ai numeri si trova

cssere FA = 18», 83 prossimamente. Tenendo il

piano del grafometro verticale, si wisuri I’ angole

AFE, .che fa il suo diametro tenuto orizzoutale

colla v1§uale FA .mandata alla sommith della torre

e dal triangolo rettangolo FEA si avra FA : AE 02

A
. . FA x sen. AFE

R :sen. AFE, donde si ricava AL = X R

In questo casa essendo, I'angolo AFE di 74°; si

187, 83 x sen.m4°

avra AE = . Prendendo i loga-

R
ritmi si avrh log.AE=log. 18,83 +log. sen 74°—log.R,
Ma Zog. 18, 83unimrinrrirneri e == 1, 27494
log. sen. 74° =lag. cos. 16°.. = ,08284
Somma 11,25798
10g. Ruvvrronsstrmmsescssnisnsesssrareasnss. == 10 ,00000

) Residuo 1,25778
Questo logaritmo corrisponde nelle tavole al numera
18,10, onde & ALL=13", 10,

Se all’altezza AL si aggiungera I altezza dello stru-
mento DC=BE supposta di 1 metro, si avra I’ al-
tezza totale della torre AB=19", 10, al di sopra
del livello del terremo, nel (lualke fu condotta la GD,
che ha servito di basc per I operazione eseguita. '

84. Corollario 1. Questa problema serve anche
a [ar conoscere [ altezza di un monte sopra un datg

A4
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Yiano orizzontale, come sarebbe il livello di un

1igo o del mare, al quale oggetto si determinera

la distanza, che vi ¢ fra un punto qualunque presa.

ne! detto piano, e la vetta del monte indi I? angolo
che quella retta fa coll’ orizzonte, o

85. Corgllaria 1. Se stando sopra una torre
AE (fig. 12.) si volesse determinare la distanza,
che vi & fra la sua estremita A, ed an punto quna-
lunque D preso sul terreno, dal panto A al punto
D si manderebbe la visyale AD, e si misurerebbe
i angolo GAD formato da quella visuale colla ver-
ticale AE; da un altre punto G preso pii basso
che sia possibile al di sotto del punto A uvella ver-
ticale medesima AE, si masderebbe allo stesso
punto D la visuale GD, e s1 misurerebbe I’aungolo
AGD, formato dalla visuale GD colla verticale AE,
si misurerebbe finalmente la distanza verticale AG,
per lo che nel triangolo AGD si conosceranna due
angoli ed un lato, onde si potrd col sue mezzo de-
terminare tanto il lato AD, quanto il lato GD.

Se poi nel piano della visuale AD, e della vers
ticale AE immagineremo condotta |’ orizzontale DE
ad incontrare la verticale Als unel punto E, il trian-
golo rettangolo AED, di cui € conosciuta 'ipotenusa
AD, e I?angolo adiacente DAE, dara tanto la di=
stanza orizzontale, che vi ¢ dal punto D al piede
E della torre, quanto |’ altezza AE della torre me-
desima.

86. Scolio. Se stando sopra di un monte si
volesse sapere la sua allezza al di sopra di un
dato piano orizgoutale , si opererebbe nel modo

stesso, colla differenza che la retta AG si potrebbe

preudere comunque, purchd da’ suoi estremi si po-
tesse vedere il puuto D preso nel piano orizzontale

dato.
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Pl'oposfzione IIT. Problema.

87. Trovare la distanza fra due punti A, e B
(fig. 13.) situati sulle rive opposte di un fiume.
- Sul prolungamento della visuale AB si prenda ua
punto qualunque. E, dal quale si conduca una retta
qualunque ED, e da qualsivoglia punto D preso
sopra di essa si mandi una visuale al punto A, che
trovasi sulla opposta riva del fiume. Si avra in que-
sto modo un triangolo ADE, del quale si conoscera
il lato ED, e gli angoli D, E ad esso adiacenti, e
per consegueoza anche il terzo angolo A. Dalla ri-
soluzione poi di questo triangolo si ayra DE: AE::

___DE X sen.D

sen. A : sen.D; donde = ., Median-
~ , sen. A

te il grafometro si misurino gli angoli D, E, e sia
Y angolo D di 58° 3¢, e I' angolo E sia di 68° 33,
sara I'angolo A—180°—68° 33'—58° 30’ =52° 57/,
e la retta DE sia di 10 metri; fatte queste sostitu-
zioni, si avra in questo caso

AE=12"X Sen;58,30 . Prendendo i logaritmi sari
sen. 52° 59
log. AE = log. 10 + log. sen. 58° 30’ — log. sen. 52° 57’ ,
ma log. 10 venmessinses == 1 ,00000
log. sen.58° 30'=log.cos. 31° 30....... = 9,93077
Somma _—;6:;)56?;
log. sen 52° 57'=log ¢05.37° 3'eenes ... = Q,90206
, Residuo _ITO;ST;T
Passando dai logaritmi ai numeri, si ha AE=10",68
prossimamente.

Dalla retta AE si sottragga la parte BE, che ri-
mane al di qud del fiume, e che misurala si sup-
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ponga di 57,48, la distanza AB vichiesta sarad di

57, 20. : .
Prapesizione IV. Problema,

88. Trovare la distanza fra due oggetli A4,.e B
totalmente inaccessibili , come sarcbbe, per esempio ,
la distanza , che vi & fra due piante 4, e B poste
at di la di un fiume PQRS (fig. 14.),

Si misuri sal terreno al di qua (jlel fiume una
retta CD, tale che da cia_scu.uo.de suoi esiremi
C, D si possano vedere 1 pled'l delle pva(xjx}e Ai
B; dalla estremita della retta CD st mandine a
punto A le visuali CA, DA, e ‘cnl. Inezzo ficl gr;;-
fowetro si misurino gli augoli fatti dalla CD (.:ole
visuali medestme; ¢i6 fatto, _medlante la r:solq_zane
del triangolo. ACD, si trovi la grandgzza‘(hjna
delle due visuali nominate. Sia, per esempio, (‘D_E ‘o
metri, I"angolo ACD=93", e 1" angolo A@C—_;:‘S‘,
1 angolo CAD di supplemento sara di 2g°. isol-
vendo il triangolo ACD, onde trovare AD, st avrd
AD : CD :: sen. ACD : sen. GAD, ossia o
AD : 10™ ::sen.93° i sen.29°, donde si ricava
10m X sen. g3°
AD= -

Se€N. 29

20 o o,
log. AD == log. 10 - log.5en.93° — log.scn. 297 ; ma
10 10wt e == 1I,00000 *

o " - ' V4
log SCN. 93 = IO‘D’. Ccos, 3 vorsesres oo 91 99940

, Prendendo i logaritmi si avra

Somma 10, 99yfo
10g. S€1. 209 wurrivermnreercimrisieninns == 9.68357
v Residuo 1,31333
A questo logaritino co=‘|’33£uf)|n<lq~ prossimameute
AD = 207, vo.
Tomn. 11 g 20

—————

Bo6
- Dagli estremi stessi della hase CD si mandino ‘5l
puute B le visuali CB, DB. Misurato I’ angolo CDB
sia di 104°4 e I angolo DCB sia di 5o°; I’ angolo
CBD di supplemento sara di 26°. Cid posto, me-
diaute la risoluzione del triangolo CDB, si determini
la visuale BD; poiche nel trisngolo ACD ¢ stata
determinata la ADj se in quel triangolo fosse stata
determinata la AC, bisognerebbe ora trovare la BC,
per avere cosi on triangolo, nel quale sieno noti
due lati e P angolo da essi compreso. Onde avere BD
si faccia la proporzione BD:CD:: s¢n.DCB : sen. CBD,
ossia BD : 10™ :: sen.50° : sen. 26° ; donde si ricava
By 1O X sen.50°

. Prendendo i logaritmi sark

sen. 26°
dog.BD =log. 10} log.sen. 50° — log. sen. 26° ; ora
log. 10.u....... oo iuenacnsarars erensieranens i T= 1,00000

log. sen. 50° — log. cos. 4o° ........ — 9, 88425
o Somma W
10g. SeN. 26° woosvvsrstressessesasrrn, = 9, 64184
Residuo 1, 24241

a el prossimamente corrisponde BD — (748,

Si immagini condotta una retta dal punto A al
punto B, e mediante il grafometro si misuri I’ an-
golo ADB, che suppongo in questo caso di 46°;
si avrd cosi un triangolo, ADB in cui saranno co-
nosciuti i due Jati AD, BD e I'angolo ADB da essi
compreso, si conoscerd in conseguenza anche la
somma degli altri due angoli del triaugolo medesi-
mo, che sardh B~ A —=,80° —ADB — 180° — 46° =

: . 4. B4+A
134°, e quxndl—-—z; = 67°. Ounde risolvere il

triangolo ADB, si avra la proporzione (72)
) . ) B4+ A B———A,
AD 4+ BD: AD —BD :: lang. s tang.

4 <2




-307
Ja .quale nel. caso attuale diventa 207,60 +
B—A

19m, 48 : 20m, B0 — 19™, 48 - tang. 67° Hang. ————,

ossia 38" 08:3m q2::¢ung. 67° :targg.ls—-;——é—, donde
B—A  3m 12 x.tang. 67°

sl ricava fang.

38%, 08
Prendendo i logacitmi, si ha
—A : .
dog. tang.B —= log.3, 12 +1og.tang.67° —log.38, 08;
ma 108.3, 12 .. = 0,49415
log. tang. 67° =log. cot. 23°..... = 10,37215
Somma 10,86630
log. 38, 08 = 1,58070

Residuo 9,28560

-Trovato questo logaritmo - nelle tawole triganome- -

triche e fra le colonne delle tangenti, si vede che
.esso corrisponde prossimamente alla tangente di.un

B—A .
angolo di 10°56'; onde =.10°56..Conoscendo
B+A . .
‘ora la semisomma ——;:—=-67° degli angoli B,

A, e la loro semidifferenza,. I angolo maggiore,
‘quello cioé opposto al lato wmaggiore, sara .eguale
alla semisomma pit la semidiflerenza, e I angolo
minore sarh eguale alla .semisomma meno la semi-
differenza dei due angoli B, A; e siccome &
AD > BD, cosi sard I’ angolo B=067° + 10° 56’ =
777 56', e 1" angolo A = 67° — 10° 56 = 56" 4.
Ora poiché nel triangolo ADB si eonoscovo due
lati e tatti gli angoli, si trovera il lato AB, mediante
la proporzione seguente AB: AD :: sen.ADB : sen. B,
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ossia AB: 20m 6o : . 4G° - ==° 50
. » b0+ 2 sen. 46° = sen. =70 56,
- m °
oltiene AB — 2° -60 x sen. 46
sen. 77° 56’
garitmi si ha log.AB = o 20, 6o
’ = . log. sc
g ;m.77" 567 ma 520,00 - log. sen. 46°
0g. 20, 60....uvrn..., =
log. sen. 46° = 1o o 2 138
3. sen. 4 S €0s. 44°......... = 9,85693
Somma 11, 17056
o K ,
log.sen.77° 56 = log.cos.12° §.. — 9,9g030
. R S4EEL A LA
» Residuo 1, 18056.
assando dai logaritmi ai 1, si :
} at leg ! numeri, s1 trova 12
prossimamente’ AB = 15» 5, ’ e

dounde si

. Prendendo i lo-

Proposizione ¥, Problema.

Sg. anoscendo le distanze, che vi sono da un
punto A (fig. 15.) alle estremiti B, C di una retta

ZZ[: CBC , a((:atme .s:ar'ebb(’z la lunghezza dvlla Sacciata di
, asa ‘minar )y § ] 3

© casa elerminare I'angolo, sotto il quule si vede
quella linea stando in A.

Condotte dal Punto A agli estremi della retla
data BQ le rette AB, AC, si avra un triangolo del
quale si conosceranno  tutti e tre i lag. Sia
per esempio, BC = 10 metri, AB — jqn ed
AC = 19", Sostituendo questi valori nella for;nola

. o (A +3B—BC |
(,4) cos.A__R( ), si avra

‘ QI\CXAB
cos.A:R(289+ 144 — 100\ R x 333
2.17. 12 “———4-0-8"-") e

prem}endo i logaritmi | sara
0g.cos. A = log. R -4 log. 333 — log. 408; ma
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log. R..... wetresswinnieil == 10, 00000
10z 333w innsenssiins =2 a, 52244—_
Somma 12,52344
1T 101 SRO— w = 2,061066

Residuo 9,91178

Si cerchi questo logaritmo nelle tavole fra le eo-
lonne dei coseni, e si trovera che esso corrn‘sp?nde
al coseno di un angolo di 35° 18, oude sard I’ an-

golo cercato A = 35° 18
go. Scolio. Polreb!)e succedere che cos.A fosse
espresso per uoa quanlilé negativa, ne! qual caso
T angolo sarebbe ottuso. Oude avere il valore‘ di
queli’ angolo , si operera cowe si ¢ fatto superior-
mente, von avendo rviguardo alcuno al segno mnega-
tivo. Il valore cosi determinato saria quello del co-
seno del supplemento dell’ angolo A, atteso che gli
angoli di supplemeuto hanno cuseni eguali con segul
rarj.

CO(SI::, ;])er esempio, fosse nel trian.golo ABC il lato
BC =10, il lato AB =.5"‘., ed il la.to AC=n™,
.falle le opportune sostituzioni nella formola sopra

R x —26 .
citata, si avrebbe cos. A= o per cui sa-
rebbe log. Rt ssissssssssicans. == 10, 00000
lOg. 26 reue cevrerersrnesressssneasesesnene. == I, 4;497 .

Somma 11, 41497

10Z. 770 eorvscstnsensersmrmarsasuescsanianesss = 1,34510

Residuo 9, 5698’2
a cui corrisponde il coseno dell” angolo di (353“ 12,
il di cui supplemento & di 111° 48", onde I angolo
A cercato sara di 111° 49 ' _
t. Scoliv generale. E assolulamente necessario
nelle applicazioni della trigonometria al casi pratici,
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ed in generale nelle operazioni di geodesis di evi-
tare glt angofi troppo acuti, ¢, ‘dovendo costruire
dei triangoli, di cercare di farli pitt che & possibile
tendenti alla forma equilatera, per schivare doi gra-
vissimi errori, che in caso diverso possono succe-
dere. Se, per esempio, oude determinare la distanza
inaccessibile AB dclla figura 14., I’angolo ADB fosse
slato piccolissimo , come sarebbe di soli quattro o
cinque minuli, siccome nel misararlo si potrebbe
ingannarsi di un minuto, I'errore, che si commet-
terebbe nel determinare la AB sarebbe prossima-
mente della sua quarta o quinta parte, al contrario
se I"angolo ADB fosse di 50°, o Go°, inganoandosi
nella sua misura di an minato, I’ errore sarebbe
all’incirca di una tremillesima parte di quell’ an-
golo, e Perrove, che si commetterebbe nella deter-
minazione della AB, sarebbe estremamente piccolo.
Per dare un’idea del grado di precisione, di cni
i melodi trigonometrici sono sucettibili , citeremo
un solo esempio, scelto a sorte fra i molti che si
¢onoscono. I Signori Bouguer, La Condamine, e
Godin furono spediti all’ equatore, onde determi-
nare la grandezza della terra; ciascun di essi ha
misurato separatamente, con delle serie diverse di
triangoli, una lunghezza di 25 legle, ed il primo la
trovo di 56753 tese, il secondo di 56749, ed il terzo
di 56746; di modo che la seconda misura non diffe-
risce dalla prima che di 4 tese, e la secenda dalla
tersa di sole 3 tese, cid che & appena un piede
di differchza pér ogni lega.

Proposizione V1. Problema.

92. Conoscendo i lati AB, AC (fig. 10.) &t
un triangolo qualunque ABC, e I angolo A da essi
compreso trovare la misura duolla sua superfieic,
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Dall’ angolo B sopra la AC si immagini abbassata
la perpendicolare BD, e la misura della superficie
del mangolo ABC saré espressa ( Geom. 642. ) da

ACxBD
2

AB x sen. A '
R ;
sostituendo nell’ espressione superiore il valore di
BD, e nominando S la superficie del triangolo pro-
AB x AC . sen.A
‘ ) , 2R
che la misura dell’ area di un triangolo si ottiene
dividendo il prodotto dei due lati conosciuti e del senq
dell’ angolo da essi compreso pel doppio del raggio.
93 Esempio. Sia AB= 10 once, AC=38onue, ¢
Y angolo A = 40° , sard
' 10 X 8 X sen. 4o° __ 40 X sen. fo°
§ = 2R -— R
Prendendo i logaritmi, si avra
log. S = log. 4o —+ log.sen. fo° — log.R. ‘
Ora 108 40 cvsvscisrssscresssesrisssanssenns = 1,60200
10g. SEM. 40° qussensresprsstsmssssessssissonnns: = o, 89807
Somma 1i,41013
/7.0 { G p————— L T T T T
Residuo 1,41013
Passando dai logaritmi ai numeri, sara S :25,7;
once quadrate.

AB :BD-::R:sen. A, quindi é BD —

posto, si ayra S= , donde si rileva

Proposizione V1I. Probiema,
. Conoscendo il lato 4B del triangolo ABC
{ fig. 10 ) e gli angoli 4 e B ad esso admoent}] rgs
vare Ja misura della sug superficic &, -

. Ma il triangolo rettangolo ADB (63) di .
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Risolvendo mediante la trigonometria il triangolo
ABL st avrd (58) AC:AB ::s¢n.B:sen. C; donde si
ricava AC :_I}E_X sen. B
sen. G

nella formola superiormente trovata, e si avra

JU— }
" AB X sen.A X sen.B
ak x sen. C
95. Lsempio. Sia AB=10 once, I'angolo A=G6o",
e angolo B=755°, 1" angolo C’ sara di 65° , per
50 X sen. 60° x sen.55°
R X sen. 65°

doi Xog:mtml si avra log. § = log. D0+ log. sen. 60°—4
log. sen. 55° — log. R — log. sen. 65°.

. Si ponga questo valore

S =

lo che sard S =

. Prenden-

"Ma 10g. 50 vt csssassiens w=1,69897
log sent. 60% e ceviirnans J—— = ¢,93753
log. ser. 55° . vcvsinri s ssrcessirins == = 9,913 336
Somma~ a1, 5498()

1og. Rt « == 10,00000

log. sen. 65. v == 0.95728
Somma ....errrrirnns 10.95728

Residuo -—1—3(_)2_—
Passando dai logaritmi ai numeri, si ha S = 39,
once quadrate.

Proposizione VIII. Problema.

96. Trovare lu misura della superficie di un
quad:zlate/o qualungque ABCD (fig. 16.), di cui si
conoscano le diagonali AC, BD e I’ angolo BEC,
che esse formano colla loro intersesione.

Poiché il quadrilatero proposto risulta dalla som-
ma dei quattro triangoli ALB, BEC, CED, DEA,

»
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e siccome (g2) si ha ‘
o ,} ' AE x BE X sen. AEB
ALB = R
‘ BE x EC X sen. BEG
BEC = "

EC x DE X sen.CED
CED = R

DE x AE x sen.DEA
DEA — R .

Sommando queste quattro equazi.mfi mgmbr?. Per
membro, ed osservando che tutti i seni degli an-
goli fatti dalle diagonali intorno al punto E sono

eguali, poiché appartenenti ad angoli o Zgﬁzg,:
di suplplemento y 81 AVFD st =
AE xBE+BExEC4-ECXDE+DE XAL)sen BEG —
( 2R
(AE + EC) I({BE + DE) sen.BEC ; ma AE4EC=AC,
2
e BE 4+ DE =BD; dunque
AC X BD

= X sen. BEC;
ABCD = T 3

donde si ricava, che la misura della superf;'ae d; tltln
quadrilatero qualunque ¢& espressa dal proc otto' ete
due diagonali, e del seno dell’ angolo da esse Jormato

diviso pel doppio del raggio.
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Delio sviluppo in serie delle principali linee
trigonometriche.

g7. Sia x un arco qualunque di cerchio, e si ponga
1.3 sen. x = ax - bx3 - cx5 4~ dr? 4 ecc.
22 cos. x== 1 4 Ax?® 4+ Bxr4 4 Cxb 4 ecc.

T secondi membri di ueste due equazioni sono serie a coeffi~
cicati indeterminati ; nella prima delle qnali si & ommesso il
termine senza x, perché all’annullarsi delP arco si annulla anche
il primo membro di quell’ equazione, poich¢ quando & x= o
auche sen.x ==o (23), e quindi la guantith nota, che fosse
scritta nel secondo membro di quella prima equazione, diver-
rcbbe eguale a zero. Si sono poi da quella serie medesima
ommesse le potenze pari della x, perché nel caso che x divenga
megativa, ciod — o, il primo membro di quell’ equazione ,
cangia di segno, giacche sen, — x == — sen.x (43), e percid
deve cangiare di segno anche tutto il secondo, cid che non
saccederebbe, se vi fossero le potenze pari di x. Nella seconda
scrie poi si & posta 1’ unita per primo termine, perche tale di-
vicne il valore di coc. x, quando & x =0 (23). In oltre si sono
i essa ommesse le podesta impari della x, perché rimanendo
cos.x immutabile se x si cangia in — & {43), tale rimanga
anche il secondo membro di qudila equazione, Cio posto si fac
cia il quadrato di ciascuna di quelle due equazioni, e si avrd
sen.? x == atys ot 2abx4 J~ 28cx6 4= ecec.

+ b2 a0 4 ece,
€05 r = 1 +} 2Ax? - 2Bx4 4 2Cx6 ~+- ecc.
4+ A*x% 4 2ABx6 o~ ece.

Sommando queste due equazioni membro per membro, e
sostituendo al luogo di sen.* x4 cos.>x il suo valore, che 8
¥ unith (41), sara
I 4 a2x? o a2abx4 - 2acxb - ece,

+ 2Ax* 4 2Br4 4 b2xb 4 ece.
= A2zt 4 2Cx6 4= ecc
-+ 2ABx® -} ccc.
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Fauagliando fra loro i coefficienti delle fingole potenze (h x
{ Algeh. 546.) , si ottengono le tre scguenti-equaziont

a* 4 2A = o; 2ab 4 2B 4~ A? = 03
2ac 4 6% 4 2C 4 2AB = o.

Non potendosi queste tre equazioni risolvere , perche esse
contengono sei incognite, & necessario & averne altre tre cou-
tementi le medesime incognite, al quale oggetto nella equazione
1.% si. ponga 2x a luogo di x, e si avra

sen. 2x = 2ax + 8bx3 4 52cx> 4= 128dx7 -4 ecc.

Ma sappiamo essere sen. 2X == 25€M.X C05.X (56); dungue so-

stituendo nel secondo membro di quest’ ultima equazione 2l luogo
di sen.x, e di cos.x le corrispondenti serie, che si sono assun-

te, sard
sen.2x—=23 (mi;.lr.x3+cx5-{-dx7+..}( 1—-]—Ax“+Bx’*+C.r5+..)_§
Tguaghic a di loro i due trovati valori per sen.2x, svi-
%[:;?;11,(?: d(:ll {:l‘-’diﬁ:n'}go i prodo}ti indicati ncl ls)t:cuudo mcmbrf)
dell ultima equazione , si otterra {
' sax e 2bxd 4o 2025 4 2dx74-cee.
2ax-L-8ba3+32cx5+ oaAxd4 2bAxS | 2cAx? f-ece.
128dx? 4= ecc. = 4 2aBx5 4 20Br? -cce.
4 2qCx7 4-ece
Tguagliando fra di loro i coefficienti delle medesime potenze
di x si hanno le eguazioni seguentt
2a == 2a, ciot 0==0
86 = 2b 4 20A
Zac = ac - 20A 4 2aB
128d = 2d -+ 2cA -4 20B 4 24C,
e quali semplificate danno
56 == aA
15¢ = bA 4 aB
63d = cA -+ B + aC.
binate colle altre tre smperiormente

Queste tre equazioni com le al _saper ;
yitrovate ci somministreranno 1 valori dei coefficienti indetermi-

hoti appartenedti’ alle serie che si sono assunte. Di fatto dalla

3:6

N . . . a
equazione «* 4- 24 == o, si ricava A==-— —. Ponendo que-
2

sto valore al Juogo di A nell’ equazione 3b==aA, si ottiene
al a3

» @ quindi b= — —

L’ equazione 2ab - 2B - A2 == o, risoluta per rapporto a B

2ab -} A3

Zbh = —

¢i dd B=— » € soslituendo in essa per b e per A

i ritrovati valori, si ha

. al a4
) na e c— ———
B — X 2.3 4 a4
a T 2.3.4 °
Dall’ equazione 15¢ = bA 4 aB , si ricava
a’ as i
o o At 2.3.5+u.5.4 a5 as
— = —_—— L=
15 15 2.3.4.15 2.3%.4.5
Operando in simile guisa si trovera
a(’ a7
C= — —————— 3 de= — —_—
2.3.4.5.6° 2.5.4.5.6.7 ° ¢
Ponendo questi ‘valori nelle due serie assunte, si avra
adx? a5 x3 a? x7
sen. r = ax — — — + ecc,
2.5 2.3.4.5 25.4.5.6.7
ax? at x4 ab x6
cos. X =1 ~— —_ .
2 2.3.4 2.5.4.5.6+eec

In queste scrie non rimane indeterminato che il cocllsiente a;
cio che doveva necessariamente accadere. Di falto se si osserva
che ad un dato arco corrisponde un-solo seno, ed un solo co-
seno, ma poi quel seno, e quel coseno al contrario possono
convenire a ciascuno degli infiniti archi compresi ncila scrie x,
ctx, 2c-4x, 3¢+ x, ecc., essendo ¢ I’ espressione di un
intera circonferenza (20); si rileva facilmente che il coefliciente
a doveva rimanere indcterminato, acciocche I arco ax li potesse
tutti rappresentare. In fatti se si pone c==ma essendo m un
nurero intero , questo valore di ¢ posto uclla serie precedente;
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k=4 .,
essa si cangera in X, a‘?(m_—}—'l ), x(2m-1), 1‘(am—};'x”):ﬁ(;c. gﬁ:_c:(i
a pud rappresentare indistintamente € ,l.m'—,t—(f,‘ uesti, Smt
ecc. Scegliendo ora per maggiore semp lCltc; xqa 31 o e
minimo, che & quello nel quale ta=1;e fatta ta ee petitusions
nelle trovate serie rappresentan 1 valori di sen.x, X,

7
x3 x> x ecc.
avra sen.xcx———z'5+2_5‘4_5 2.35.4.5.6.7 +
6
x* x4 xX + ece.

cos.x:l—“z——+2‘3‘4——2.5.4.5.6

98. Onde sviluppare in serie la tangente dell’ arco x, si ponga
tang. x = X+ Ax? 4 Bxd 4 Cx? - ece.

sen. X . .
i & lang. x = ez (41) , cosi, sostituendo in questa
e siccome & lang. o '
i i ' rior -ovati
equazione i valori di sen.x, e di cos.x 'superiormente t a

ed a luogo di tang.x la seric assuuta , sara

,z'+A-Z‘3 +Bx5+Cx7 =

x?
x? ————-ID — - -+ ecc.
x— —rt 55775 2.5.4.5.6.17
6
x? z x -+ ccc.

T + 2.3.4 T T2.3.4.5.6 - e
i i o di 3 azionc pe -

iplicando il primo membxoldl questaequazio .
nn?:gllzlg):'zdndcl seL[:)om,lo, ed ordinando i prodottt secondo le

potenze d.dla x, st avra
x 4 Ax3 + BxS + Cx? - ecc.
x?
= e B e
- 2 2 2
5 Ax? \
s + ecec.
+2.5.4+ 2.5.4
x7
s e —— €CC.
2.5.4.5.6
a3 xS. x?
*— 5 2.5.4.5.6.

Fguagliando fra di loro i coeflicienti delle singoke potenze della

x, st ha

1 ¥ A ] 1
2 2.5 2 " 2.3.4 2.3.4.5
B A 1 1

E—c+ 2.5.4  2.5.4.5.6  2.5.4.5.6.7

Dalla prima di queste equazioni si ricava A=3i-; dalla secon-

da, sostituendo in essa per A il suo valore ; si oftiene
2

B = 5% :,e dalla terza . dopo d'avervi posti per A, e per

17
3.3.5.7

Sostitaendo questi valori di A, B, C, ecc. nella serie assunta
per fang. x, 5i ha

B i valoti che si sono trovati, si ha C= . ccc.

x3 axs 19x7
fang 2= x k=t by e

Con un metodo a questo simile si potranno esprimere -in seric
tutte le altre linee trigonometriche. *

99. Ora che si & veduto come le linee trigonometriche si possano
esprimere in serie, per mezzo degli archi cireolari loro cor-
mispondenti ; passiamo a vedere come viceversa gli archi si pos-
sano esprimere col mezzo delle linee trigonometriche.

Si nomiui ¢ la tangente &’ un arco x, e si faccia

r=t¢4 A3 +B5 - ecc

Se I’arco x+diverra doppio, cioé ax, la tangente di quest’ arco

sard espressa da (56), e si avrd percid

—t2
2¢ 8A 3 32B¢5
:x;: Y -zf-(‘_[z), +(| __tz)s-{-erc.
Colla scorta dei principj inscgnati (Algeb. 175.), si risolvano
scparatamente in serie le espressioni
2t 8As 32B ¢35
r— (f=e )Pt T—F)

=5 €CC.

-ed i valori che si ottengono si sommino, e si ordinino per rap-

porto a ¢, e si otterrd
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at 4 a3 4 ats - ecc
2x = -+ 8Af3 o~ 24AL5 + ecc
-}~ 352Bt5 4 ecc.
Si moltiplichi ciascun membro dell’ equazione da noi assunta
per 2, e si avra 2x= 2¢4~2A 23 }-2B¢5 +ecc., che parago-
nata colla precedente , dard-
20 4 263 4 25 4 ece
at -} 2A3 4= 2BE5 - ece.== < o BALS —}—; 'gi%ii 1 ZL::

i

Donde si ricava , facendo i soliti confronti, A = — 5

1
5

. 1 o s
B = —;siotterrebbe del parzC::———';-, ecc. € quindi ‘
o3 e 7

X =z { e e = —— -}~ ece

3 5

c . ) L
, se.sard ciod un arco di 45° gradi, im

100. Se sara x == —

<«

tal caso la tangente ¢ sard eguale al raggio (41), per cui t==1,
e si avra la serie Leibniziana

c 1 I 1 1 t .

— == f e — e — e — o —— — } ecc.

8 5 3 7 9 11

c . . ., T
Ponendo a == —— = all’ arco di 50°, la di cui tangente ¢ ’{/—;
12 .

{41), si otterrd la series pill convergente

--c _ ! ! ! -+ ! ———ecc.)
u“\/s("‘"a.s*‘s.sz 7.55 ' g.3"

per mezzo della quale Lagny caleold il valore flul!u dscum:lrcon-
: S S ; nlto
ferenza, con 127 decimali, le prime delle quuli ¢l dan
c - I
— = J, 141092
i ’ le altr
Con un simile metodo si potrd esprimere I’ arco per le €

sue funzioni.

Fing perrA TRIGOXOMETZRIA.
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INIZIAMENTI
ALLE SEZIONI CONICHE,

Definizioni,

1. L Dicesi sezione conica quella qualunque
figura piana, che nasce tagliaudo un cono wediaute
un piano. :

Il nowe di sezione conica perd si applica anche
al solo perimetro della sezione, cioé alla traccia
formata sorra la superficie convessa del cono dal

‘piano che lo sega.

Supporremo che il cono sia reito, per maggior
semplicita ; mentre le sezioni fatte nel cono obliquo
sono della medesima natura di quelle fatte nel cono
reito, e percid li convengono le medesime proprieta.

2. I In cingne diverse maniere un cono retto
puo essere segato da un piano.

1. Pud il piano scgante passare pel vertice del
eono e la figura , che ne risufta & uo triangolo.

2.° Pud essere parallela alla hase, e si ha un
cerchio ( Geom. 5-3.). :

3.° Pud il piano segante essere parallelo ad un
lato qualanque del cono, e la sezione, che ne ri-
sulta dizesi parabola.

4." Pud essere inclinato in modo da segare due

lati opposti del cono, e la sezione, che si otlicne

chiamasi ellisse. .
5. Puo finalmente il piano segante , essere dirello
i waniera da s:gare un lato del conu, ed 1l pro-
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lungamento del lato -opposto al di sopra del vertice
del cono stesso, e la figura, che ne nasce dicesi
iperbola. : \

Cosicché nel cono retto SABCD (fig. L) la se-
zione SAC ¢ un triangolo, GHOLG & un cerchio,
FBED & una parabolu; nel cono SATCX (fig. IL)
la sezione , PRQS & un ellisse, ed YXT & uu iper-
bola, come lo & anche yxt nel cono opposto Satce.

3. Si ¢ detto quanto basta nella Geometria
intorno alle proprieth delle prime due specie di
queste sezioni, cioé intorno ai triangoli ed ai cir-
coli, esporremo ora alcune delle principali proprieta

iutorno alla parabola, all’ ellisse, ed all’ .iperbola, .

considerando queste sezioni come descritte sopra
del medesimo piano segante, e facendo astrazione
dalla lero generazione nel solido.

In ciascuna di queste curve considereremo come
nota una delle sue proprietd , e dimostreremo poi
come queste proprieta sieno inerenti alle eurve me.
desime considerate nel cono.

( Della Parabola.
4. UL La parabola LAH (fig. ItL) ha la pro-

prieta di -avere deotro di se un punto fisso ¥, dal
quale tutte le rette FG, FG', ecc. condotte al suo
peritnetro souo rispettivamente eguali alle perpen-

dicolari GN, G'N' ecc., condotle dai punti G, G' della-

curva parabolica ad una retta CD data di posizione
fuori della-curva medesima.
5. La parabola LAH pud essere descritta sopra
di un piano nella maniera seguente.
Si prenda una squadra MNP, e si disponga in
modv che uno de’suoi lati NP possa muoversi libe-
tamente luogo una retta fissa CD, e si prenda un

Lom. 11, A 21

322

filo eguale in lunghezza all'altra lato MN della
squadra medesima , uva capo del quale si leghi
all’ estremita M del lato MN della squadra, e |'altro
capo si fissi in un punto F preso fuori della - vetta
CD nel piauo della squadra stessa, cid faito,
wediaote la punta di uno stile, si tenga costante-
mente teso il filo contro il lato MN della squadra,
meunlre essa scorre lungo la retta CD da € versa
D, la punta dello stile descrivera una parte della
parabola, Voltando la squadra, e ripetems’o la mede-
sima operazioue dalla parte opposta, si descrivera
P altea porzione; poiché essendo costantemente teso
i file, sara MN=FG + GM=GM + GN; onde
FG = GN, ‘

E chiaro che questa ourva pud estendersi ad ana
distanza dal punto F maggiore di qualungue siasi
distanza data, se si prendera MN maggiore della
data distanza.

- 6. 1V, La retta €D data di posizione si chiama
Ya direttrice della parabpla LAH, ed il punta fisso
F nominasi il foco della parabola medesima.

7. V. Qualunque retta MN perpendicolare alla
direttrice CD si chiama diametro; il punto G, in
cui il diametro entra nella parabola, si dice il ver-
tice del diametro MN. 1l diametro BK, che passa
pel foco F, si chiama I asse della parabola, ed il
suo vertice A dicesi il vertice delta parabola o ver-
tice primarip. ’

8, VL Dicesi paramesro dell*asse o di un dia-
metro qualunque il quadraplo della distanza dal
vertice dell’ asse- o0 del diametro al foco; cosi una
velta=4FA, ‘sari il parametro dell’ asse BK, ed una
retta == 4F&G, sard il parametro del diametro NM.

VIL Dicesi tangente qualunque retta S6
(fig- 1V-), e b un punto solo G ¢amune colla pas
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rabola e che prolungata per ogni verso giace fuori
della parabola medesima, e va ad incoolrare in S
YV asse pure prolungato.

to. VIII. La perpendicolare GE abbassata da
qualunque punto G della curva sopra I'asse AK
dicesi ordinata all’ asse medesimo. L’ ordinata  poi
ad un diametro qualonque GM. & la_retta NI ti-
rata da un punto qualunque N della curva sopra
il diametro medesimo parallelamente alla taogeutes
SG condotts al vertice del diametro stesso.

11. IX. 8i chiama ascissa di vna ordinata qua-
lunque la parte dell’ asse o del diametre corrispon-
deate compresa fra il vertice dell’ asse o del dia.
metro, e I'ordinata medesima; cosi le rette AL, GI
sono le ascisse corrispondenti alle ordinate GE, NI,

12. X. La parte. dell’asse o del diametro com-
presa fra un’ ordinata e la tangente al medesimo
punto della curva, da dove parte I’ ordinata, si chia-
ma sottotangente: cosi se le rette SG, NR saranuo
taugenti alla curva nei rispettivi punti G, N, le
reite SE, IR saranno le sottotangenti,

13. XL Se dal punto .di coutatto si tira alla
tangegte uoa perpendicolare, la parte dell asse o
del diametro compresa fra questa perpendicolare,
‘e I’ ordinata condotta dal medesimo punto all’ asse
o al diametro, si chiama sottonormale. Cosi suppo-
nendo GP perpendicolare alla tangente SG nel punto
G, PE sara la sottonormale. La perpendicolare poi
GP dicesi normule. -Qualunque retta FG, che dal
fuoco.F vien ¢ondatta al perimetro della parahola,
dicesi raggio vettore,

Proposizione I. Teorema.

14. La perpendicolare IR (fig. V.) conlotta
sop:a la direttrice CL da un punto qualunqyue 1

3af

preso fuori della parabola I, 4K » minore della di.
stanza IF | che vi Jra <t medesimo pum‘;) ed ;
ﬁfoco F;ela perpendicolare EO condotta so ra ;
d;';'e(flt;”fe ‘medesm'za dt un punto E preso den[tjro /:
,;:umoogal ;; lzc;zgg}(%re della distanzq EF del medesima

1.° Dal punto G, in cui Ia O
guf‘va, si condnca s?ulla direttri:zul:i I]E;rl;;:}:r?i:.:la:a'
IRN, e si tiri IN..Nel triangolo rettangolo IRN sarg
G IN, e nel triangolo IGN sara IN <1G 4 GN
dinque IR IG + GN; ma () GN = GF , danons
16 4+ GN=1G + GF =IF, quindi IR < IF. O
2 Da! foco F % conduca 15 reita FQ al . unto
Q. in cui la retta EO incantra la curva, e safé
OQ = FQ, ed“ aggiungenda ‘da una é datl’ altr
parte la EQ, si avrk 0Q +EQ=FQLEQ, riog
b LQ; £ ) ’

£O = E(Q)_; tg, ma FQ + EQ >EF, dunque sard
. 15 Carollaria. Da qui p g : ‘
f!lstanza da un - punto da?: al ef'os:(?nge;ll:!-)i rf:i) :a
& _eg'pnle alla distanza del medesimo puuto }a?la ?ii?
:'Ietl;uce CD,‘quel puato apparterra al perimetrd
ella pax:abohl. Se tale distanza sara maggipre o
:;::;{l)tre .dx quella, che vi»‘é dal punto medesimo alla
d Ltrice, /quel punto sl trovera nel primo caso
tueri della parabola , e nel secondg caso sara d
tro la parabola medesima, ' s de

Proposizione 1I. Teorema,

16 Il quadrato 4 ualun /i
( lﬁg\) all’ asse AK dellaqparab(?[l:le L‘Z’g"’ef"’” rf:z%
:’ 1), cxta‘r'z..«,fg./a Jatto col parametro 44F, e coll’ uﬁrnsm
L qou‘zspondenle all’ vrdinata mede.n"f;za. -
d:imhe condotta dal foco F al punto M la FM:
e dal punto M Ia perpeudicolare MT' alla direttricu’
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CD, sarh FM = BP, poiché¢ ambedue eguagliano

MT'; e per vconseguenza sara “anche F—Mzzﬁ’;
ma I-?—,\i‘_—f.*?l; 4-PM, e B_P":(AP + AB)* =
(AP + AF)* :El+ﬁ+ 2AF x AP : ora essendo
PF la differenza fra AP ed AF, si ha AP 4+ AF —
2AF X AP :P?: ed aggiungendo da una parte e
dall’ altea 4AF X AP, sard AP -+ AF + 2AF x AP
2= 4AF X AP 1-PF, onde (AP + AF)* — 4AF x AP
o4 ITFn, e per conseguenza B_P’::4AF x AP —|—,13~Fal;
patagonando si avrh adunque IBT?“+ PM = 4AF X AP

- PF, cios PM = 4AF x AP.

19. Corollurio 1. Nello stesso modo si dimostre-
vebbe . che PM' = 4AF x AP, quindi Pyl = PV
cioé PM=PM’, dondec si ricava che nella parabola le
ordinate ad un medesimo punto dell’ asse sono eguali.

18. Corollario . Per essere P_Mz._—:4AF x AP,

sard anche 4AF: PM::PM:AP; qualunque ordinata -

all’ asse sara quindi media proporzionale fra il pa-
rametro e | ascissa corrispondente.

Cosi pure se PM — 4AF X AP, e sara PM per-
pendicolare all’ asse AK il punto M si trovera sul
perimetro della parabola LAH.

19. Corollario III. Se dal foco F si condurrad
alla parabola I’ ordinata. FG all’ asse, sard

FG = 4AF X AF = 4AF , ed FG=2AF; onde I’or-
dinata FG condotta al foco & la meta del parametro.
20. Corollario 1V, Condotta all’ asse AK uv’altra

ordinata qualunque SX, sard S—}-£==4AF><AS,, onde
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PM: SX :: 4JAF x AP 4AF X AS, e dividendo i

termini del secondo rapporto pet 4AF ) si ayra

el

PM: S_i. : AP.: AS, donde si vede che nella para-
bola‘; qqadratl delle ordinate all’asse AK S0N0 pro«
porzionali alle ascisse corrispondenti.

Proposizione II1. Problema.

. 21. Descrivere una parabola LAH (fig. V), it
di cui asse sia la retta AK data di posizione , il
vertice sia nel punto A, ed il suo parametro  sia
eguale alla retta datn ZY. '

Sopra la AK si prenda la parte AF eguale alla
quarta parte della vetta data 2Y, e sul prolanga-
mento della AK si prenda AB—=AF, e si tiri CD
perpendicolare alla BK. Cio fatto, si descriva la pa-
rabola LAH (5), il di cui foco sia in F, e la direttrice
sta_ CD; la parabola cosi descritta sard la richjesta,
In fatti BK ¢ perpendicolare a CD e passa pe! foco
F, dunque essa ¢ asse della parabola; e per essere
FA=AB, il puato A ¢ sopra la curva, ed ¢ il
vertice 7;3{;imario; siccome poi per costruzione

AF = a cosi si ha il parametro 4AF = ZY.

Proposizione IV, Problema.

22. Condurre una tangente alla parabola LAH
(fig. VI.) in un punto dato sopra di essa.

Se il punto dato sara il vertice A dell’ asse BK
della parabola, dal punto medesimo all’ #sse BK si
lnvalzi la perpendicolare AM, che sara la tangente
richiesta. In fatti dal foco F ad un punto qualunque
M preso sulla AM, si conduca la FM, e dal punto
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medesimo M si tiri MN perpendicolare alla direz
trice CD. Nel triangolo rettangolo FAM sard FM >FA;
ma FA=—AB=MN , dungne sard anche FM >MN,
dunque il punto M sara fuori della parabola (i5).
Lo stesso si potrebbe dimostrare per qualunque aitro
punto preso sulla AM, proluogata da ambe le parti;
dunque la AM sara tangente alla parabola nel punio 4.

Se il punto dato non fosse il vertice A, ma un
altro punto qualunque E délia curva; da quel puote
sopra la direttrice CD si tiri la perpendicolare EG)
si conduca la FG, e divisa questa per meta in DT,
§i tiri pei punti P ed E la retta PE, che sara la
tangenté richiesta. Poiché da qualunque punto K
preso nella sua direzione, condotta la RI perpen-
dicolare alla direttrice CD, e tivate le rette Fil,
FR, RG, ne risaltano i triangoli EPF, EPG, che
sono eguali, poichd essi hanno i lati FP, PG egaali,
i lati FE, EG puare eguali, éd il lato PE comuune;
e percio gli angoli EPF, EPG, saranno eguali e retti.
I triangoli rettangoli RPF, RPG saranno pure -egnali,
avendo FP=PG, e PR comune; sard quindi }'il =
GR, ma GR>IR, dunque sard anche FR>IR, e per
conseguenza (15) il punto R sard al di fuori delix
parabola LAH. Lo stesso si potrebbe dimosirare per
gualunque altro punto della retta PER, diverso dei
punto E; dunque quella retta sard tangente alla
parabola nel punto E (9). )

23. Corollario 1. Se la GE verthd prolungata
in Q; sard I'angolo QER formato dal diametro i}
e dalla tangente PER eguale all’angolo FEP formato
dalla retta FE, che dal foco va al punto di contal-
to, colla tangente medesima PER; poiche, essends
eguali i triangoli EPF, EPG, sara l'angolo FLP ==
GEP, nia GEP ¢ eguale all’ angolo opposto al ver-
tice QER; dunque sara QLR = FEP.
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24. Corollario 1. Se Ia tangente PER si pro-
langhera sino al suo incontro in S coll asse, sarh
il raggio vettore FE=FS: di fatto per essere le
rette’ SK, EQ parallele, sara I’ angole FSE=QLR;
ma Pangolo QER =FES (23), dunque sara anche
¥ angolo FES =FSE, e per conseguenza FE =FS,

Proposizione ¥. Teorema.

a5. La sottotangente nclla parabola |
(fig. VL) é doppia dell’ ascissa corrifpo’ndente. Lan
Sia SE tangente alla parabola nel punto E, e la
retta £T sia I’ ordinata corrispondente all’ asse BK:
dal foco F della parabola si conduca al punto di
contatto la FE, e dal punto E si tiri la perpendi-
colare EG sulla direttrice CD, e si avrd FE =BT
percflé ciascuna di queste rette ¢ eguale alla EGJ
ma ¢ FE=FS (24); dunque FS=BT, e siccome
A}’:AB, sard sottraendo FS—AF—=BT — AB
cioé AS =AT, e per conseguenza ST = 2AT, ’
_ 26, Scolio. Per tirare alla parabola la tangente
In un punto qnalunque punto E, si condurra 1 asse
BK, e dal punto dato la ordinata ET, e sopra I’ asse
partendo dal punto T si prenderd TS = 2AT, la
retta SL, che congiunge i punti S ed E sara la
tangeate richiesta. ' ’

Proposizione V1. Teorema.

27. Se la retta EV (fig. VL) sard perpendi
lare alla tangente SR nel p%mto zh' cont,;ttg E 00;
la retta ET sard ordinata all’ asse AK corri.sponrle,rzte
al punto E, la sotionormale F' T sari .eguale alla
meta del parametro 4AF dell’ asse medesimo.
Essendo per costruzione I angolo SEV retto, ed es-
sendo ET perpendicolare sopra SV, stara (Geom. 286:)
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ST:ET::ET:VT, onde ,STxVT::E'-I";J ma (16)

ET = 4AF X AT ; dunque ST x VI = 4AF x AT,
e quindi 4AF :ST:: VT :AT; ma la sottotangente
ST & doppia dell’ ascissa corrispondente AT (25);
dunque ancheqil parametro 4AF sard doppio della
sottonormale VT | o cid che & lo stesso la soito-
normale sara la meta del parametro,donde ne de-
riva che la grandezza della sottonormale nella pa-

rabola & costante.
Proposizione V11, Teorema.

28. Il qualrato della tangente ES (fig. Vi)
comgresa fra il punto di contatto E, e Uasse , &
eguale a quattro rettangoli contenuti dal raggio vetlore
FE condotto dal foco al punto di contatto E,e
dall’ ascissa corrispondente AT. ‘

Sia al solito CD la direttrice, ed EG perpendi-
colare alla medesima innalzata dal puoto di con-
tatto E. Poiché il triangolo ETS & rettangolo ia

T, sara E—S_asﬁa-f— —S—'I_’a; ma E_T’-:I4AF X AT =

4AB x AT, ed ST = 4AT , perché ST = 24T (25);

dunque sara ES m{ABXAT +4AT —={AT(ABHAT)=
4BT x AT; ma BT=FE, perché si I’ una che
I altra di queste rette eguaglia EG; dunque final~

mente ES = 4FE x AT.
" Proposizione VIII. Teorema.
29. Se sopra una doppia ordinata qualz;nque' X¥

(fig. V.) all’ asse BK, si conducono delle perpendi-
colari GV , MT da qualunque punto della curva,
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queste perpendicolari saranno proporzionali rispeiti-
vamerite ai rettangoli VY x VX, TV x TX faui
coi segmenti -della doppia ordinala , in cui essa ri-
mane divisa dalle perpendicolari medesime.

. Poiche condotfa da M un’altra doppia ordinata MM/,
sara (17) SY=SX, ¢ PM=PM. Dalla Geometria (207)
si ha (SX + ST) (5X —ST) = §X — ST ma
SX 4 ST=8Y + ST=TY, ed 8X— ST ’:%ax;
dunque SX —ST=TY x TX, e quindi SX =
TY X TX 4 ST =TY x TX + PM; ma §X =

4AF x AS, e Fﬁ2=4AF X AP (16); dunque sai
> € ! . que sard
4AF X AS==TY X TX 4= 4AF x AP, e soltraendo

~da ambe le parti il rettangolo 4AF > AP, rimarrd

4AF (AS— AP )=TY x TX, ossia 4AF

%Y X TX; ma’ PS =MT; dunque 4AF x MT —
Y X TX: nel medesimo modo si dimostrera, che

4A‘1«; s>(< g\{lz-ivg ;5 V}é kdun‘_que 4AF x GV : 4JAF x MT

iy e : XTIX; cice GY:MT::VY x VX1

Proposizione 1X. Teorenia.

0. Nella parabola LAH (fig. VIL ) il quadrato
fl;‘qualun’qzle zrcgnatd MN al diametré EG eguaglia
il rettangolo dell’ ascissa EM nel Y '
del diametro medesimo. nel parametrs 45

Dai punti N ed E si tirino le ordinatée NK, ED
all’ asse z’&K, e dal punto A si guidi AQ perp"endf-
colare all’ asse medesimo, si conduca al puato E la
tangente S'l", che sara parallela all’ ordinata MN (10),
si prolunghi la MN sino .ad incontrare I'asse AK in V,
e finaknente si_prolunghi la AQ siuo ad incontrare
il diametro GEC in C. Per essere le reite KN, DE
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# el i & C o X
ordinate all’asse AK, sard (20) KN:DE::AK: AD;.
ma ( Geom. 252.) AK:AD:: AKGC: ADEC; duaque
KN :DE :: AKGC : ADEC. T tiangoli NKV , DSE
sono simili, perché hauno i lati paralleli; essi sta-
ranno adunque come i quadrati dei loro’latl 0ino-
loghi, si avra cioé NKV:DSE::KN:DE , e quindi
stard anche AKGC:ADEG::NKV:DSE; ma (25)
per essere SD = 3AD, il parallelogrammo ADEC
sarh eguale al triangolo DSE; dunque sava auch?
il parallelogrammo AKGC =NKV , e sottraendovi
il trapezio VMGK comune; rimarra AVMC=GMN ;
ma AVMC =S8VME , per essere eguali i trqnangoh
SAQ,ECQ; dunque sara il parallelogrammo Sj"Mb:
GMN; ma per la somiglianza dei lnangohaGMIj',
SDE, si ha MN : SE : : GMN:SDE, ¢ quindi MN :SE : :
SVME:ADEC::SV: AD, poiché i parallelogtammi
SVME, ADEC sono tomprési fra le medesime pa-
rallele ; ma sta SV:AD:: SV x 4FE: AD X 4FE;

dunque stard anche MN §E’::SV><4FE:ADX4FE;
ma abbiamo dimostrato {a8) che & SE =4FExAD,
dunque sard anche MN = 4FE x SV=4FE ><_E_M.

3. Corollario L Nello stesso modo si dimo-
strerebbe , che MN = 4FE X EM; dunque sard
m‘ = M—Na, ed MN'=NMIN, onde le ordinate della

parabola , corrispondenti ad up medesimo punto di
qualunque diametro, sono eguali.

 34. Corollario TI. Per essere MN =4FEXEM,
starh 4FE:MN:: MN : EM; dunque nella parabola
I’ ordinata ad un diamatro qualunque é qoed’m‘ pro-
porzionale fra il parametro, eI ascissa corrispondente.

332
 33. Corollaria II. Se OP sard parallela ad una
qualunque ordinata MN del diametro EG, e se sara

61-?3:-_:4FE X EO, il punto P dovra trovarsi sopra
la curva, e la OP sard anch’essa ordinata al dia-
metro medesimo.

34. Corollario 1IV. Siccome émzzziFEXET\i ,
ed Gﬁ’z 4FE > EO, cost stard I\ﬁaz G—P’:J:
4FE x EM: 4FE x EO, ossia MN: OP :: EM: EO;

donque i quadrati delle ordinate al medesimo dia-
metro di una parabola sono proporzionali alle ascisse
corrispondenti.

Proposizione X. Teorema.

35. La sezione FBD (fig. 1.), che risulta se-
gando un cono retto -SABCD mediante un piano che
passa per la retta BD perpendicolare alla base AC
del triangolo per T asse, € per la retta FE paral-
lela ad un lato SA del cono , sard una parabola ,
e la retta FE ne sara U asse.

Da un qualunque punto N della retta FE sieno
condotte le rette GO, HL, rispettivamente paral-
lele alle rette AC, BD; il piano GHOL, che passa
per le rette GO, HL , sara parallelo alla base ABCDA,
che passa per le rette AG, BD (Geom. 485.), e
per conseguenza la sezione GHOLG sarh un cerchio,
1l di cui diametro sard GO. Per essere le rette NL,
NG rispettivamente parallele alle rette ED , EA,
sara I’ angolo GYL=—AED; ma I'avgolo AED ¢ per
supposizione retto, dunque sara retto auche langolp
GNL , e per conseguenza la retta HL sara. divisa
per meta in N ( Geom. 324. ). Ora essendo le rette
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ED, NL perpendicolari ai diametri AC, GO, sara\/
’ ) 2 - -
FD — AE X EC, ed NL =GN x NO, donde si ri-

— e B . ) . lo
ta ED<NL::AF, x EC:GN X NO,' ma

::tvt?a (X‘E ,s(?rN sono eguali, perché sono lati opapo-
sti nel parallelogrammo AENG, dunque stard.

£D. NL, flela ad
:NL::EC;NO; ora essem}o NO para
gg nel triangolo I‘,’EC, stara EC:NO::FE:FN, dun-

——2 ___.__3 :
que stara anche ED uNL::FE:FN. Se YethE‘dqi
scritta una parabola, I’ asse della quale sia FE, i
vertice F, i punti L € D saranno sul perimetro

——d ————0
i i 4 ED: NL::
bola medesima , poiché sta
g‘%l?F&)?rlao stesso si pud (,iimostrare per qualuli?un];
altro punto della curva FBD, dunque la sezione

¢ una parabola, I asse della quale & FE.

Dery’ Errisse

Definizioni.

’

'36‘I.L ellisse AEBD (fig. VIIL) é‘ur:ia. 'super;
ficie piana curvilinea, che ha la proprieta (; :at\;ei'g
dentro di se due punti F, f, dai quali ;;;mdol  lo
rette FM, fM ad un punto qualunque 1 e Sue
perimetro, la sowrma FM4-fM d quelle rotte

costantemente la medesima, ) .
37. L’ellisse si pud descrivers sopra di un piano

odo segusanle. ) .
nel rxSlcz;ilti agpiacére due punti F,f neldplanz, ﬁll!;
cui si vuole descrivere I’ elhss?, si pren ul u £
di lunghezza maggiore della dls_ta\ﬂ;a lFf, <l:1e3i b
fra quei.due punti, una estremita del quale
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in F, e I'sltra estremity in £ indi col mezro di
uno stile si tenga costantemente leso quel filo, fa-
cendo girare la sna punta lungo tutto il filo medesimo
dall’ una e dall’ alira parte, sinché sia ritornata al
punto doude parli, la figura cosi descritta sard un
ellisse; percheé dovangue si trovi la punta dello
stile, sara sempre FM -+ fM eguale alla lungliczza
del fita, che si ¢ preso.

38. IL I punti F, f si dicono i focki dell’ elis-
ge, il punto C, che divile per meta la retta Ff,
che congiunge i fachi, si ohiama il centra dell’ el-
lisse; la distanza CF, o Cf, che vi & dal centro
dell’ ellisse a ciascuno dei fochi, dicesi cceentricita,

39. IIL Quaiunque'reua GH, che passa pel
centro ed ha i suoi estremi sul perimetro dicesi dia-
metra dell’ ellisse. T punti G, ¢ H comuni al dia-
metro ed alla curva diconsi i vertici del diametro
GH. Il diametro AB, che passa pei fochi F, £, si
chiama asse maggiore dell ellisse, ed il diametra
ED perpendicolare all’ asse maggiore dicesi asse
minore. 1 punti A, B si dicono 1 wertici dell’ asse
maggiore, o i vertici dell ellisse.

4o. IV. Qualuuque retta FM, fM, FE, ecc., che
da uno dei fochi va ad un punto qualunque del
perimetro dell’ ellisse, dicesi raggio veltore,

41. V. Doe diametri AB, ED si- dicano conju-
gati quando una retta GP condotta parallelameate
ad uno di essi ED, da un pusto all altro del peri-
metro, rimane dall’ altra diametro AB divisa per
meta, _

42. VL La terza proporzionale a due diametri
conjugati si chiama parametra del diametro, che
forma il primo termine della proparzione coutinya,

Le definizioni, che si souo date per la parabola

vispetio alla tangeule, sollatangeute, sormale , sots
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tonormale, ordinata, ascissa, ecc. sono le medesime
anche per riguardo all’ ellisse, '

Pr'olw.sizib,ue L. Teorema,

43. La somma di due raggi vettori FH ed fH (fig.
VIIL.) condotti dai fochi a qualunque punta H preso
sul perimetra dell’ ellisse é eguale all asse maggiore
AB; ¢ la somma delle rette FK, fK condotte dai fo-
chi a qualunque punto K preso dentro U ellisse é
minore dell’ asse magziare AB ; la somma finalmente
delle rette FN, fN condotte dai fochi « qualunque
punto N preso fuori dell’ellisse e maggiore dell asse
medesimo AB, N

1.* Poiché si ha (3G) FA + fA = FB 4 fB, to-
gliendo di comune Ff, sard FA 4 fA — Ff=
FB + fB — Ff, cioée aFA = 2fB, e quindi
FA = fB, per lo che anche FA 4 fA =AB: ma
FH4 fH=FA + fA (35); dunque FH +-fH=AB.

2.° Dal centro C al punto K si econduca la CK,
¢he si prolunghi sino ad incoutrare il perimetra
dell’ellisse in H, tirate le rette FH, fH, sara
FK 4+ fK < FH + fH; ma" FH + fH = AB;
dunque FK 4 fK < AB.

3. Condotta da G al punto N la retta CN, e le
rette FH, fH dai fochi al punto H, in cui CN in-
couira il perimetro dell' ellisse, sara FN + fN >
FH + fH, e quindi FN + fN > AB. »

44. Corollurio 1. Se sarda FH + fH=AB | il
punto H sara sul perimetro dell’ ellisse; se poi sara
FK+4-fK < AB, il punto K si trovera dentro I'el-
lisse; finalmente se si avra FN 4 fN >AB, il puate
N sara fuori dell’ ellisse. '

45. Corollario. 1. 1l centro C dell’ ellisse divide
- per metd | asse maggiore AD, poiché essendo
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FA = fB, ed essendo FC = fC, sard anche
FA 4 FC=fB + fC, cio¢ CA=CB:

46. Corollario 1L 1l raggio vettore FE condotto
8al foco al vertice E dell’asse minore ED & eguale
al semiasse maggiore AC; poiche se dall’altro foco
f si conduce al medesimo punto E il raggro vettora
fE, si hanne i triangoli rettangoli FCE, fCE eguna-
b, perché intorno agli angoh retti in C il lato
FC=fC, e CE ¢é comune, per lo che FE = fE;
ma- FE 4 fE=AB =2AC (45); dunque FE = AC.

47. Corollario IV. L’ asse wminore ED ¢ diviso
;er meta dal centro C; poiché¢ condotte . dal foco
F le rette FE, FD, esse saranno fra di loro eguali,
eguagliando ciascuna AC, e percid saranno eguali i
triangoli rettangoli FCE, FCD e ‘per conseguenza
sara CE =CD. ‘ :

‘Proposizione 1L Teorema.

4‘8. 1! guadrato del semiasse minore CE (fig. VIIL) é
eguale al rettangolo formato dai segmenti doll’ asse mag-
giore AB, compresi fra iveriici A e B edunode’ fochi F.

Essendo FE == AC, sard anche FE = Ez; ma
FE=FC 4 CE, e poiché AF=AC—FC, ed FB=
AC-FC, si ha (Geom. 207) AC —FC =AF XFB,
ed aggiungendo I"—'C2 da ambe le parti, si avrd
AC=FC + AF x FB; dunque sara anche

FC - CE = FC 2+ AF x FB, e quindi CE = AF x FB.
49. Corollario. Se la retta AL sard eguale al
parametro dell’ asse maggiore AB, stara AB:ED::

ED : AL, e per conseguenza ET)’—_: AB X AL; ma
LD = {CE=4AF X FB; dunque AB X AL==4AF X FB,
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Praposizione IIT. Teorema.

50. Se si conduge una ordinata qualunque HG
(fig. 1X.) -all’ asse¢ inwggiore 4B, e se dul punto H
al foco piti vicino si tira la FH, stard il semiasse
maggiore AC all’ eccentricita CF, come la distanza
CG, che vi & dal centro all’ ordinata, sta alla dif-
Serenza , che esiste fra il semiasse maggiore AC ‘ed
U raggio vettore FH. , '

Dal puuto H al’altro foco f si, tiri il raggio vet-
tore fH; e sopra I’ asse AB presa AK=FH, si de-
seriva col centra H, e con raggio HF il semicircolo
NFOM, il quale incontrera I’ asse maggiore AB.in un
altro punto O, ed il raggio vettore f1I prolungato
nei punti M, ed N. Poiché¢ Ff==2CF, ed FO=aFG,
sard unche, gbttraendo una dall’ altra queste equazioni,
J 0=12CG. Sicconie poi FH4-fH=AB ed FH=HN,
sara anche fN = HN + fH = AB=12AC, ed
MN = 2HN = 2FH = 24K, e sottraendo come si
¢ fatto superiormeute si avea fM=13CK E poiché
le rette fN, Ff sono secanti del cerchio NFOM,
cosi stara ( Geom. 368.) FN.Ff::f0:fM, e per
conseguenza stard anche AC:CF::CG: CK, poichg
Je meta sono nello stesso rapporto delle quantita
intere; ma CK == AC — AK = AC —FH, dunque
stara finalmente AC: CF :: CG:AC — FH.

51. Corollario. Poiché AC: CF::CG:CK, sari
anche ACX CK=CF x CG. © =~ .

Proposizione IV. Teorema.

52. Supposta la precedente costruzione il qua-
drato di quolunque ordinata GH (tig. IX\) ali’ asse
maggiore AB & eguale alla différenza dei rettangoli
AG X GB ed FK x Kf.

Tom. II. ‘ 32
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" Per essere laretta AC divisa in K, sara (Geom.201.)
AC'= AR + CK'+ 24K x C§, ed aggiungendo
dall’ nna e dall’altra parte EKt'si avra AC + CK::
8K + 3CK + 2AK X CK = AK +- aCK (CK 4 AK)
= 3K + 2AC X CK; ma AC X CK = CF x CG (50),
ed AK = FH = FG 4 Cli, dungue E—C‘—i- CK =
aCF x ‘CG+F-(_}=+ GTI: e poiché CF & divisa in G,
sard CF = CG + 1CG X FG + F_éz, ed aggiungendo
dall’ una e dall’altra parte (féa, e ragfonando come
superiormente, sara a"’—}- C6= aCF >§;.CG + FT;;
dun’que X(: +6K3=tl§ 4. (T,'-;- (ﬁia; “siccorne poi.
AG =AC—CG, ¢ BG=BC+CG=AC +CG,
cosl sard ( Geom. 3207.) AC — (G = \
(AC——C62 (AC +'CG)=_A~(3 X BG, e per conse-
guenza AC=AG X GB + CG, e per simile ragione
c_r"= FK X Kf + Cl_(: onde, sostituendo avremo
AG X GB 4 CG 4 CK == FK x Kf+ CK -k
€G +GH, ossia AG x GB=FK x Kf+ GH,
onde GH=AG x GB — FK x Kf

Proposi:ione V. Teorema.
83. Se si conduce un’ ordinata ad uno degli

'a.mf dell’ ellisse, stara il quadrato di quellf asse , al
quadrato dell’ altro, come il rottangolo formato coi
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segmenti dell’ asse , su cui ocade Vordinata al quadmig
dell’ ordinata medesima. ,
- Sia GH ordinata all’ asse maggiore AB nell’ ellisse
. AEBD (fig.X.), ed ED sia I’ asse minore dell' ellisse

medesima, dico che si avra A_ﬁ‘:l:fﬁ‘::'AGx GB:GH.
Si conduca il raggio vettore FH, e si faccia AK=
FH, per eui si avra (50) AC:CF::CG:CK, e

quindi’ anche AC: CF:: G : C_K: ed alternando
e dividendo AC:CF::AC—C€G:CF — CK. Ma R
essendo, come si & gia dimostrato (52); AC—CG =
AG % GB, ¢ CF —CK =FK x Kf, cosi stard
AC:CF::AGXGB:FK XK/, e dividendo di nuovo,
si avrd AC:AC —CF :: AGXGB:AGXGB—FKXK;
ma anche AC — CF = AF x FB, ed AG X GB —
FK X K f = GH (52), dunque stara AG: AF x FB
::AG X GB : GH; ma AFXFB=EC (48); dunque
AC:EC::AGX GB :T}Tf; e finalmente (Geom. 24q.)
stara -A—BS:EI;::AGXGB:GT'IQ. Se LH sara ordinata
all’ asse minore ED, si- dimostrerd con un simile

ragionamento, che ED: AB ::EL X LD : I:_l‘-{‘.
54. Corollario I. condotla un’altra ordinata GY
al medesimo punto G dell’ asse maggiore AB, si

— —
dimostrerd nel medesimo modo che sta AB :ED ::

AG X GB: (_}Ti’, onde GY = G_H: e per eonseguenza
anche GY =GH: oude a qualunque ascissa AG
presa sull’ as.e maggiore corrispondono due ordinate
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ég'uali, ! ona da una parte e I altra dall’ altra del-
I asse medesimo.
. Lo -stesso si dimostrerebbe rispetto alle ordinate
o1’ asse minere ED; dunque gli assi AB, ED sono
due diametri conjugati (41). '

55. Coroljario 1L Se la retta PQ sard perpen-
dicolare all’ asse maggiore, e se stara

v?ﬁ},: ED’ :: AP x PB FQa il punto'Q si trovera sul

perimetro dell’ ellisse ALEBD.

" 56. Corollario 1. Essendo il parametro AX
dell’ asse AB terza proporzionale dopo gli assi AB, ED,
sterd la prima AB alla terza AX, cowe il quadrato
descritto sopra la prima al quadrato descritto sulla

seconda, stara cioé AB:AX:: AB:ED; ma (53)

4 AB :ED :: AG x GB : GH , dunque stara

anche AB : AX :: AG X GB : GH. ,
57. Corollario IV. Se sopra I asse maggiore

AB come diametro si descrivera il semicircolo AZB,
e si prolunghera I' ordinata GH sino all” incontro

in Z della periferia, sad ( Geom. 363. ) GZ =

AGXGB ; dunque stara AB:ED::GZ: G.ﬁa, e per

conseguenza AB :ED:: GZ : GH ; donde ne risulta
che la perpeadicolare abbassata da qualunque punto
Z della circonferenza del circolo sull’ asse maggiore
AB dell’ ellisse sta all’ ordinata GH corrispondente
al punto G nel rapporto costante dell’ asse maggiore
all’ asse minore.

Proposizione ¥'I. Teorema,

58. 1 ‘quadmti delle ordinate ad uno qualunque

‘degli assi dell’ ellisse , sono in ragione dei rettangoli
8 ’ 8
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dei segmenti dell’ asse medesimo determinati dalle
ordinate slesse. '

Se le rette GH, PQ (:ﬁg. X.) saranno ordinate

all’ asse maggiore AB, dico che stara
GH:PQ :: AG x GB: AP x PB.

Poiché essendo (53) AB :ED :: AG x GB: GH
ed essendo anche E?ED?:APxPB:P‘Qa, a cagione
del rapporto comune AB:TD , stard Gﬁi PO

A KD, :PQ::
AG xGB: AP x PB. Nello stesso modo si dimostrgré,

che se le rette LT, MN saranno ordinate all’ asse.

minore ED, stard LT:MN::EL x LD:EM x MD.

59. Corollario I Se le rette GH , PQ s:
perpeadicolari all’asse AB, e se nello ,ste?sosatx::::;g

stards GH : PQ : : AGXGB : AP X PB, i punti H, e
Q saranno sul perimetro dell’ ellisse. ’

60. Corollario 1L Stando GH: PQ :: AGxGB :
APIXPB , stard anche GH : .I_’a‘:: AC — CG : AC —
Cp ;__p;erché (zGeom. 207.) AC —CG = AG x GB 5
ed AC—CP = AP x PB,

Proposizione FII- Teorema.

61. Se la reita FG ( fig. VIIL ) sard ordinata
all asse maggiore AB nel- foco F, essa sard la metd
del parametro AL appartenente all’ asse medesimo.

Poiché (56) sta AB:AL::AF X FB:FG, stard
anche AB x AL :KL—’:':'AF X FB: I-*“—(-}z; ma’ABxAI;
= 4AF X FB (48); dunque anche Eaz4ﬁ§a, ¢
per conseguenza AL = 2FG , oppure FG = ‘}—21:-
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| Proposizione P111. Problema.
‘6. Date due reite AB . ED (fig. VIIL) disti-

vali . che si tagliano rispettivamente per metd in
£ ’ p P

C ad angoli retti descrivere un’ ellisse , t di cut assi
sieno le rette date.
~ Fatto centro-in una delle estremita E della retta
minore ED con intervallo EF =AC, si descriva
} areo di cerchio F £, che tagliers in F, f I’ asse
maggiore AB, per lo che essendo CF == Cf, sard
soche AF=Bf; cio fatto, mediante un filo di lon-
ghezza eguale ad AB, gli estremi del quale sieno
ssi in F, f, si descriva I’ ellisse AEBD, che sara
la richiesta: poiché per costruzione essa ha per ]a;?:

_maggiore AB; e siccome FE=AC, ed fE=DL,
eos) sara anche FE + JE=AB, e quindi il punto

E sara sul perimetro dell’ ellisse, come sara sul

Agyﬁmetro medesimo , anche il puato D, poiché

D + fD = AB. Ora la retla ED ¢ perpendicolare
ulI’ asse maggiore AB, nel centro C, dunque ED @&
)’ asse minore dell’ellisse ALBD. Duuque ecc.

Proposizione 1X. Problema.

63. Dato un punto sul perimetro dell’ ellisse con-

 durre una tangente all’ ellissein quel punto medesimo.

1.° Se il puoto sard uno dei vertici B (fig. X.)

 dell asse maggiore AB, la perpendicolare BN ipnalzata

in quel punto all’asse medesimo sara la tangente
richiesta. Dai fochi F, f sieno condotte le rette FN,
/N a un punto qualunque N della retta BN. Per
essere retto I angolo FBN , serd FN > FB, ed fN
> fB, e per consegnenza anche FN + fN > FB +
fB, ma FB 4+ fB=TB + AF = AB, dunque
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FN + /N >AB, e per conseguenza il punto N ri-
mane al di fuori dell’ ellisse AEBD (44). Lo stesso
si dimostrera per qnalunque altro punto preso sulla
retta BN prolungata da ambe le parti quanto si
vuole; dunque BN & tangeote all’ellisse nel paato B.
2° Se il punto dato sara un altro punto D qua-
lunque della curva, dai fochi F, Fsi goidino le
rette FD, D al punto medesimo, si prolunghi FD
indelinitivamente , e si divida I'angolo fDK' per meta
mediante ia LD, questa retta sard la tangente ri-
chiesta. Poiché fatta DK'=/D, e condotta fK; preso
un puusto qnalunquc‘O sopra la retta LD, o sul suo
rolungameuto, st guidino d.ii fochi F, f le rette
0, 0, e dal puuto K’ al medesimo punto O si
tiri Ja OK', i triangoli DL, K'DL saranno eguali,
avendo per costruziove fD = DK', il lato DL co-
mune, e I angolo fDL=K'DL pure per costru-
gzione, onde sara anche il lato fL =KL, e gh
angoli fLD, K'LD saranno eguali e retti, sarauno
per conseguenza eguali anche i triangoli rettangoli
OL f, OLK', per cui fO=K'O, ed FO+4+f0 =
FO'+ K O; ma FO4KO>FK', ed FK=FD—+
DK =FD +4-fD=AB, dunque FO 4+f0>AB, e
‘per comseguenza il punto O ¢ fuori dell eilisse
AEBD. Lo stesso si dimostrerebbe per qualanque
altro punto della LO; dunque la retta LI é tan-
- geote all’ ellisse in D.

64. Corollario 1. Gli angoli FDO, fDL formati
dalla tangente LO e dai raggi vettori FD, fB coan-
dotti al punto di contatto D sofo eguali; poishd
essendo Iangolo FDO=K'DL, ed essendo, per
costruzione, I angolo K'DL = fDL, sard: aache
"FDO =fDL. ) :

65 Corollario II. La tangente al punto D ver-
tice dell’asse minore ED dell

ellisse; ¢ perpendico- .

544

Jare all’ asse medesimo; poichd essendo 1" angolo
FDO==/DL, e I'angolo FDC=fDC a cagfone
del!’ eguaglianza dei triangoli rettangoli FCD , fCD,
sara anche T angolo CDO=CDL; e percid la LO
perpendicolare ad ED. ' :

Proposizione X. Teorema.

) 66. Se la tangente DL (fig. IX.) incontrera in
E U asse maggiore AB prolungato, e se dal punto
c{t contatte 1 si condurrd sopra I asse medesimo
U ordinata DP, il seminsse maggiore CB sard me-
dzoPproporzionale Jra CY, e CP.

oiché condotta dal punto f la retta fM paral-
lela ad ED, sard I’ angolo DMf=SDE ,j; r a‘:xgolo
DfM=/DE; ma (63) I'angolo SDE =fDE, dun-
que sard anche I'angolo DMf=DfM, e per conse-
guenra anche il lato MD =fD. Ora essendo fM
parallela alla base dél triangolo DFE stara FE: fE::
FD:MD, ossia FE:fE::¥D:fD,-e componendo
stara FE4-fE:fE::FD +fD: /D, e prendendo la:
n{e@ degli antecedenti stara CE :fE::CB :fD; e
dividendo CE : CE — fE :: CB:CB — /D, ossia
CE:C/::CB:(EB—-—_fD; ma (50) si & dimostrato,
che CB:Cf::CP:CB—fD. E siccome in queste
due proporzioni sono eguali i conseguenti, gli an-
géé:dggl; :fg];n:er&?:lo proporzione, si avrd quindi
’ 67. Corollarl#Y. Se la tangente LD incontrerd
I asse minore Q'F prolungato in R, e dal punto
di cont.citto D si tirera I ordinata DV all’ asse mi-
pore, il semiasse minore QC sari di -
zionale fra CR, e CV. QO sard m ' BroRer

68. Corollarioc Mg Per essere CA = CB, stara
CE:CA::CA:CP, e componendo CE + CA : CA::



| 34
CA+-CP:CP, ossia AE:AC::AP:CP, ed’ alt:f-
na?do AL:AP::AC:CP, e dividendo AE—AP:AP::
AC—CP:CP, cioé PL:AP::BP:CP, ed alternando
sard finalmente CP:AP::BP:PE, donde si ricava,
che la s;)tt?ilaugeg;a PE nell’ ellisse ¢ quarta pm:
porzionale dopo , AP, B i ang
figrye CPE-)_—_-)AP BB, P, e che il rettangolo

Gg. Scolio. Conoscendo i valori della tangente e
della.sottotangente, si otlerranno, con tutla facilita
quelli della normale, e della sottonormale, vello stesso
modo, che si & praticalo per trovarle nella parabola.

Proposizione X1. Teorema.

70. La sezione PRQS (fig. 1) fatta nel cor
retto SATCX, pcrpendicgarn(;et:te al zr{z‘zngolo per l’a.:‘z
se in modo, che passando per PQ,e per una perpen-
dicolare al diametro BD del circolo BRDSB paralielo
alla base del cono, seghi due lati opposti SC, SA
del cono medesimo , sara un ellisse. T
Poiché preso sulla PQ un punto qualunque N,
e condotto per le rette NH, EN rispettivamente
parallele; alle rette KR, BK un piano, la sezione
EHYL risultante sa#. un circolo parallelo anch’ es-
so ‘alla base del cono, il di cui diaetro sara EY.
Cio posto si dimostrerd come nella parabola (35),

che HL ¢ una corda del circolo EHYLE divisa per
meta in N dal diametro EY; onde si avra KR —
BK x KD, NI = EN x NY, donde si ricava la
proporzione I-(—Ra: l\—ﬂ-’ BK x KD: EN- x NY. l\ﬁ
essendo nel triangolo BPK la retta EN parallela

alla base BK, stara BK:EN::PK:PN, ed essendo
nel triangolo QNY la retta KD parallclia alla base
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NY, si avrd KD:NY::KQ:NQ, onde (Geom. 250.),

stara anche BK xKD:ENXNY::PK x KO:PN xNQ,

e per conseguenza si avra KR :NH ::PK X KQ:
PP?X‘ NQ, donde ne viene che essendo nella sezione
PRQS i quadrati delle ordinate KR, NK proggyzio-
nali ai rettangoli delle ascisse corrispondenti, essa

sara un’ ellisse (58).
; : Dery’ hninou.

Definizioni.

’

n1. L L iperbola HAH (fig. XI) ¢ una su-
perficie piana, in cui & costante la differenza che vi
2 fra le rette fH, FH condotte a qualsivoglia punto
H del sno perimetro da due punti fissi F, f, uno
dei quali F & dentro Y iperbola, e Paltro & fuori,
ma nello stesso piano..

72. II. Le iperbole HAH, hBh si dicono opposte
quando la differenza, che vi ¢ fra le rette fH, FH
eondotte dai punti fissi f, F a qualunque punto H
dell’ iperbola HAH & eguale alla differenza, che vi
& fra le rette FA, fh condotte dai edesimi punti
a qualunque punto % dell’ iperbola ABA.

73. L’ iperbola si pud descrivere nel ‘modo

" . segnente.

In un puoto qualunquefsi fissi una estremita di

m regolo fY in modo perd che possa girare libe-

ramente intorno a quel punto; e si prenda un
filo di langhezza minore di fF, uno de’ suoi estremi
si fissi in Y, e I’altro in un punto qualunque F,
indi mediante la pudts di uno stile si. tenga costan-
temente teso il flo contro il regolo mentre il regolo
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stesso ¢ muove ruotando intorno al punto f néi
piano, in cui seno presi i punti f, F. Y. la punta
di quello stile descrivera I'iperbola HAH. Se poi
I estremita di quel medesimo regolo si fissera in
F, e I' estremita del filo in f, operando rel resto
come si & indicato precedentemente, si descrivera
I' iperbola opposta ABA. . )

E chiaro che le nominate iperbole potranno
estendersi ad una distarza dai punti F, f, maggiore
di qualunque data distanza, col preundere un filo,
la di cui lunghezza sia maggiore della distanza data.

o4. 1L I punii F, £ s1 dicono i fochi. I punio
C, che divide per metd la retta Ff, che unisce i
fochi, si chiama il centro dell’iperbola o delle iper-
bole opposte.

75 IV. Qualunque retta NQ., che passa pel
centro C ed & terminata sui perimetri delle iperbole
opposte , si chiama diametro trasverso, o principale
delle iperbole medesime; ed i punti N, Q, nei quali
incontra le iperbole, si dicono i vertici dell’ iperbola
o delle iperbole opposte.

6. V. Il diametro AB, che passa pei fochi F,
f, si dice asse trasverso, o principale dell’ iperbola
o delle iperbole opposte. »

77. VL Se dal centro C si innalza nna perpea-
dicolare indefinita all’ asse principale AB, e se col
centro A, e I’ intervallo CF si descrive un arco di
cerchio a tagliare questa perpendicolare nei punti
"D, E, la corda DE appartenente a quell’arco dicesi
asse secondario dell iperbola o delle iperbole opposte,

~8. VIL Se la retta RAG sara perpendicolare

all’ asse- trasverso AB in uno de’ suoi vertici A, ed
" eguale all’asse secondario DE e sard dall’asse tras-
wverso medesimo divisa per meta, le rette CP, CS
condotte dal centro C delle iperbele, per gli estremi
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R, G di quella perpendicolare, si dicono gli assin-
toti dell’ iperbola HAH. Quelle rette prolungate in
p, ed s dalla parte opposta sono gli assintoti del-
I iperbola /BA. '

79. VIIL Dicesi tangente dell’ iperbola qualunque
retta, che incontra I'iperbola in un sol punto, e
che prolungata da ambe le parti non la sega. :

'80. IX. La terza proporzionale dopo i due assi
dell’ iperbola si chiama parametro dell’ asse, che
forma il primo termine della proporzione.

81. L’ ordinata ad un diametro, o ad un’ asse,
I ascissa, la tangente, la sottotangente, i raggi
vettori, ecc. si definiscono come nella parabola. .

Proposizione 1. Teorema.

82. Nelle ipérbole opposte HAZ, PRQ (fig. XIL

1.°'L& differensa delle ’;'ette fa ,”FH gofzd(g)tte n(g
uno stesso punto H preso sul perimetro di una delle
iperbole dai fochi f, F eguaglia I’ asse trasverso AB.

2.° La differenza delle rette fR, FR condotte dal
punto R preso fuori delle iperbole medesime ai fochi
fs F & minore dell’ asse trasverso AB.

3.° La différenza finalmente delle rette fS, FS
condotte da qualunque punto S preso dentro una

. delle iperbole ai fochi f, F & maggiore dell asse

trasverso AB. :

L° 8i prenda AT = AF, e BV = Bf Siccome i
vertici A, e B dell’ asse trasverso AB sono posti
sni perimetri delle iperbole opposte, sard (71)
Af— AF =BF — Bf, cio¢ fT=FV, e togliendo
la parte comune VT si avrd fV=FT, ed eguali
saranno anche fra di loro le meta di queste rette,
2;& B{; Al;,f e per conseguenza sara anche
JH—FH; duuqnefH—{-FH = AB, / :
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IL* Nel triangolo fHR é il lato fR< fH +Hf4{9,
dunque sard anche fR— HR< fH, e sottraendo
da ambe le parti la retta FH, si avra YR—FR
JH — FH; ma fH — FH = AB dunque R —
FR < AB.
111.° Nel tnangolo SHS:s1 ha f§ +HS > fH, e
sottraendo dall’una e dali’altra parte la retta FH,
sara fS—FS >fH — FH, cioé /5 —FS > AB.
83 Corollario 1. Da uesto teorema si ricava.
° Che se sarh fH-£FH = AB, il punto H si
troveré sul perimetro dell’ iperbola HAZ,
2.” Se sard fR—FR<AB, il punto R sard fuori
deli’ lperbola
3.° Se finalmente sard fS—FS>AB, il punto S
si troverd dentro I'iperbola.
84. Corollario 11. 1l centro C trovasi alla metd
dell’ asse trasverso AB, perché essendo fC=FC,
e Bf=AF, sara anche CB = CA.

Proposizione I1. Teorema.

-

85. Il quadrato del semiasse secondario CE delle
iperbole opposte HAZ, PBQ (fig. XIl. ) é eguale al
rettangolo formato dalle rettc BF ed FA comprese
da_uno det fochi F e dui vertici dell’ asse trasverso.

Dal vertice A si conduca la retta AL., e poiche

(—'-) AE = CF, sard anche AE = LF ma
Ab.__AL +Lh e (Geom. 201.) CF :(FA-}—&C)’
-—-l‘A +2‘\C X FLX—&—A(,:I‘A (FA + :HC)—{-
AC=FA (F& -{-BA)-}-AL-——BF X FA+AL
dunque sard anche AC 4- CE = BF X FA + AC 5
e- togheudo da ambe le parl AL, rimarra
CL — BF x FA.
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85. Corollario. Se la retta AX sard il paramelro
dell’ asse trasverso AB, si avra ABX AX=4BF xFA,

poiché essendo CE = BF X FA, e siccome si ha

{Gceometria 203) PE = (a., cosl DL——-4BF><F/\
wa essendo le rette A DE AX continuamente

pmpon!onah si ha pure Db _-..AB X AX, dunque
ABXAK 4BF X FA.g

Proposizione T Teorema.

86. Se sopra I asse trasverso AB (fig. XII.)
prolungato si conduce una qualunque ordinata GH,
e dul foco F al punto H si guida il raggio vettore
FII, stara AC:FC::CG:AC + FH.

Dal punto H all’ altro foco f si guidi la retta
SH e si prenda AK=FH, indi fatto centro in H
con intervallo FIHI, si descriva il semicircolo MFON,
la di cui circonferenza segherd in un altro punto
O P asse trasverso AB prolungato, ed anche la retta
fH pure prolungata nei punti M, ed N. Siccome

poi fF=2FC, ed FO = aFG, sara anche fO =
3CG, e poiché¢ fM=fH—HM=fH —FH=AB,
sard anche fM=2AC; ed essendo MN = aHM —
2FH, sard anche MN=12AK, poiché si ¢& fatto
AK =FH; finalmente essendo fN=fM + MN,
sara pure fN = 2AC 4- 2AK = 2CK. Ora, poiché
le rette N, fO sono secanti del circolo MF ON, st
avra {( eom, 367. ) M:fF::fO:fN, e qumdx
anche 2AC:aFC:: 2CG : 2CK, e per conseguenza
AC:FC::CG: LK, ma CK=AC 4 AK = A0+
¥H; dunque stara finalmente AC:FC::CG: AC-I-FH

87. Corollario. Dalla proporzione AC : FC :
CG: CK si ricava AC X CK =FC ¢ CG.”
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Proposizione I¥. Teorema.

88. Supposta la costrusione della proposizione
precedente, il quadrato dell ordinata GH sard eguale
alla différenza dei rettangoli fK x KF, ¢ BG X GA.

Per essere la retta CK divisa in A (Geom. 201.)

sara CK=I6+ Rz-}- 2AC x AK, ed aggiun-
gendo da ambe le paf?('i» XE: sara C—Kz—{— KTIQ:::
2AC + AK 4+ 2AC x AK = 24C (AC 4+ AK) +

AK=3ACx CK+AK; ma AC3 CK=FC x CG (87);
dunque -(_ﬁ(z—k .A_Ca...—. aFC x CG + A_Ka; ma A_K’:-:
Fi = GH + f—‘—(-ia, dunque (-I-K’—l— AC = aFC X CG

Siccome poi la retta CG ¢é divisa in F, cosi; co?
me, superiormeute si ¢ dimostrato riguardo alla CK

divisa in A, sard cG + FC = aFC x CG + FT}:
dunque sara CK -+ AC = CG + l::(_:z—}- G_ﬁz; ma
essendo fK = CK 4 fC=CK4-FC, e KF =
CK — FC, sara anche (Geom. 207.) (:I—K3=fK X,
KF + FE’, per simile ragione sard ancl}e' E—G",'_—:
BG X GA + AC, dunque fK X KF + FC + AC=

BG x GA + AC +FC + G_lT: e levando dall’una
e dall’altra parte i quadrati di FC e di AC, rimarra

FK X KF =BG x GA -+ GH; e per conseguenza
sara GH = fK x KF — BG X GA.
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Proposizione V. Teorema.

89. Se da un punto H (fig. XIL) preso sopra il
perimctro di una delle iperbole opposte HAZ  PBQ
si tira Uordinata GH all’asse trasverso AB prolun-
gato, stard il quadrato di quest’ asse al quadrato

dell” asse secondario DE come BG x GA : GH.
Sieno al solito F, fi fochi delle iperbole oppo-

ste, si conduca la retta FH, e si prenda AK=FH,

e si avra (86) CK:CG::F€ : AC, e quindi anche

2 a3

CK:CG::FC: AC, e ragionando come si & falto
(53) per I ellisse, slard anche (K: CC: oppure
FC:AC: :fK X KF:BG X GAj e ‘dividendo si avra
FC—XC:AC:: fK x KF —BG x GA:BG x GA;
ma ( Geom. 207. ) FC — AC = BF x FA =CE
(85), ed (88) /K x KF —BG x GA=GH, dunque
stara CE:AC:: GH : BG x GA, ed invertendo
AC:CE:: BG X GA: _é-ﬁz, € quindi stara anche

| AB:DE::BG x GA:GH.

‘g0. Corollario 1. Condotta uu’altra ordinata GL

al medesimo punto G dell’asse trasverso AB pro-
lungato, si dimostrera nello stesso modo, che sta
3 -3 —_— —3 —_—3
AB:DE::BG x GA: GL, donde GH=GL , e
quindi GH == GL, donde si ricava che qualunque
retta LH parallela all’ asse secondario, che ha i suoi
estremi sul perimetro dell’ iperbola resta divisa per
meta dall’ asse trasverso AB prolungato.

gt. Corollario II. Se la relta 1Z sara perpendi-
colare all' asse trasverso prolungato e se stard
AB:DE::BIx IA:1Z, il punto Z sara sul peri-
metro dell iperbola HAZ.
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92. Corollario III. Essendo il parametro A)f

terfa proporzionale dopo AB, DE, stara (Geom. 236.)
AB:DE::AB; AX, ma sta ancht (8g) AB:DE" :
BG X GA:GH, dunque sara AB:AX::BG x GA:G—UX.

93. Corollario 1V. Se sopra I asse Ltrasverso
AB (fig. XIIL) come diametro si descrivera il semicer-
chio AIBA,'e_ se da qualunque punto G preso sull’ asse
trasverso A.“ prolungato si condurrd a questo semi-

cerchio la tangente GR, stara GR: GH:: AB: DE.
}[n fatti stando (89) BG x GA : GH 3:1—53‘13_13—2, ed
ess::ndoz (Geon:. 371.) BG x GA :—.{GTR-:,: stara anche
GR:GH::AB: I_)E, e quindi GR:GH::AB:DE,
Proposizione V1. Teorema.
94. Sela retta HL sard ordinata all’asse secondario
DE (fig. XIIL), stara DE : 4B : : €D + CL - AL.
Condotta I’ ordinata GH all’ asse trasverso AB
prolungato, sara (8g) AC: CD::BG X GA : G—ﬁ,, eti
invertendo CD : _A_C‘::‘(ﬁl;: PG X GA e quindi (Geom.
271.), stard anche EETEH:IG-{—BG X GA::CB?E:
ma (Geom. 205.) AC+BG X GA=CG—1IL, o
E_lf:(:L , :iunque stara anche CD + CL:HL :
CD:R::T)E:E: o0ssia ﬁi‘l’: A—I;::C_l-)-z—-}- (TI-:: IT!‘:.’
95. Corollario. Condotta alio stesso punto L un

a]l_ra .ordinata LN, stara I—)-i--;[fg.CT)--’-{-CT:l‘ﬁ:2
quindi HL=NL; donde si vede che I asse se-
condario DE divide per meta tutte le rette, che
cssendo parallele all’ asse trasverso AB, terminauo

ai perimetri delle iperbole Le.
Tom, II, P opposte 23
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Proposizione FII. Teorema.

o6. Se le rett KQ, HL (fig. X1IL) sono orlimate

all’ asse secondario DE delle iperbole opposte HAY ,

NBO, stara KQ:HL::CD4+CK:CD4-CL; e se

le rette PQ; GH, sono ordinate all’ asse trasverso
‘AR, stara PQ:GH ::BP X P4:BG X GA.

1. Poiche le rette KQ, HL sono ordinate all’asse

‘secondario DE, stara (94) DE K—B‘::EI-)’-L EKITQ',

e DE:AB::CD 4+ CL:HL, e per conseguenza
———D —— 3 — 3 — ———3 —— D
KQ:HL::CD 4 CK:CD + CL.

H. Per essere le rette PQ, GH ordinate all’ asse
trasverso AR, stard (8g) AB:DE:BP XPA:PQ, ed
AB:DE::BG X GA:GH, e quindi PQ:Gll::
BP x PA:BG X GA.

g97. Scolio. Per condurre una tangente all’ iper-
bola in un punto dato, si opererd nel modo, che st
& praticato per guidare una tangente all” ellisse (G3).

agionando come si & fatto per I ellisse (70) st
dimostrera , che la sezione praticata nel cono me-
diante un piano, che taglia un solo lato di esso,
ed il prolungamento del lato opposto & una iperbola.

Trattandosi di soli iniziamenti alle sezioni coni-
che, si & creduto conveniente di omettere le pro-
prieta dell’ ellisse e dell’iperbola rapporto ai diame-
tri, non che quelle dell’iperbola rispetto agli assin-
toti, non essendo tali proprietd di si frequente uso
nella fisica, come sono quelle della parabola riguardo
@ suoi diametri, di cui si & parlato bastantemente.

FINE,
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