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AVVERTIMENTO,

Tutti quei paragrafi che in quest Opera  sono
stampati in carattere minuto possono ommettér—l
sv . 3 ‘

i da chi bramasse di fare un corse puramente
¢elementare. | ’




PREFAZIONE,

‘Conuinto, e per U autorita di sommi scrittori,
¢ per la lunga esperienza da me fatta nell arte
d insegnare , che il buon successo di qualunque
stasi liberale istituzione dipende in gran parte
dalla maniera chiara colls quale si porgono i
primi ammacstramenti, mi sono determinato a
pubblicare questi Elementi destinati unicamente
ad iniziare nello studio delle Matematiche quet
Giovani , che di gia Pposseggono le prime regole
della comune Aritmetica.

Ho diviso guest opera in due volumi; nel
prinio stanno scritti. gli Elementi dell’ Algebra
quali furono da me pubblicati nel 1816, ridosti
pero a miglior lezione, mediante alcune utili
variaziont ; nel secondo Pol sono contenuti gle
Elementi della Geometria piana ¢ solida , quelli
della Trigonometria rettilinea , ed i principj delle
Sezioni Conicke.
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Ho posto in opera ogni cura per non perdere
di mira lo scopo principale che mi sono propo-
ss0; e tal fine ho distribuito nell” ordine il piu
maturale e conveniente , ¢ con la maggiore possibile
chiarezza ho estese le diverse materie , e coll ag—

gianta di molti esempj , e di alcune pratiche appli.

cazioni mt sono studiato d’ instruire fondatamente
I gioventi coltivatrice delle wtili scienze, e di
allettarln nel tempo stesso , onde dedicare si vo-
glia con alacrita d’ animo, e con una perseve
rante indefossa occupazione allo studio di que-
sta , che per la sua urilita tiene un posto cotanto
eminente nella classe delle scientifiche discipline-

Nello scrivere questi. Elementi mi. sono gio-
wato delle opere dei migliori  Autort si antichi
che moderni, e pariicolarmente di quelle dell’ Eu-
clide , dell’ Eulero ,.del Paoli, del Ruffeni, del
Bossut, del’ Latroix, del Legendre, del Simson,
€ del Giannini; ciascuno pereié vi riconosca Cig
" che gli appartiene , paghi essendo’ i miei voti
guand anche del mio null altro rimanesse, che
Ia scelta dei metodi, U ordine delle materie , e
le chiara loro esposizione.
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ELEMENTI DI ALGEBRA.

s~

CAPITOLO L

Prime nozioni e canvenzioni.

1. Si chiama quantiti o grandezza tutto cid che
& suscettibile di accrescimento o diminuzioue , se-
condo una determinata legge gualunque, o tatto cid
di cui si pud concepire o asseguare il doppio, o Ia
metd, il triplo o la terza parte, in generale ua suo
multiplo o summultiplo qu’alun?ue.

Cosi i numeri, il tempo, il peso, la velocita
sono quantita, perché si pud concepire che i pu-
meri , il tempo , il peso, la velocitd vadano conti-
nuamente crescendo o diminuendo secondo qualsi-
vogia rapporto. ,

on si pud dire lo stesso delle affezioni morali,
come sarebbero I attenzione, la diligenza, la gene-
rosita, e simili, poiché quantunque vi sia un’atten-
zione, una diligenza , una generosita maggiore di
uw’ altra , non si pud concepire che una sia dop-
ia, tripla, la meta, la terza parte di un’altra,
in generale non si possono né assegnare né conce-
pire i gradi di loro accrescimento o dimiouzione,
per lo che esse non possono annoverarsi fra le
quantita. v
2. Dalle diverse specie di quantita che esistono
hanno avato origine le diverse parti delle Matema-
tiche, ciascuna delle quali si aggira nella contem-
plazione di una specie particolare di grandezra.
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3. Le Matematiche in generale sono la scienza

delle. quantita, o per meglio dire la scienza che
insegna a misurarle: esse si dividono in Matemati-
che pure ed in Matematiche miste.

Le Matematiche pure comprendono 1.° I'Aritme-
tica o I’ arte di contare, 2.° I’ Algebra, ossia la
scienza del calcolo delle grandezze iu generale, 3.° la
Geometlria , che insegna a misurare I’ estensione,
4° finalwente la Geometria mista, una combiua-
zione cioé della Geometria coll’ Algebra.
¢ Nel vumero delle Matematiche miste sono la Mec,
canica, ossia la scienza dell’ equilibrio e del moto
dei corpi solidi, I’ Idraulica che considera 1’ equili-
brio ed il moto dei fluidi, ’Astronomia che riguarda
il moto:dei corpi celesti, I’ Ottica, ossia la teorica
dei fenomeni della luce, I'Acustica, ossia la teorica
del suono, ecc,

4. L'unico mezzo di misurare una quantitd qua-
lanque si & quello di riguardare come coguita e
fissa pn’ altra quantith della medesima specie, e de-
terminare il rapporto tra questa e quella, Cosi, se
i vorra determinare la grandezza di uua somma di
davaro , si-considerera come conesciuto uno zec-
chino , uno scudo, o qualuaque altra moneta, e
s’ indicherd quanti di questi pezzi sono contenuti in
quella data somma. Cosi pure, se avremo da deter-
minare una distanza, ci serviremo di una lunghezza
cognita, come sarebbe la tesa, il braccio, o il pie-
de, ed a quella paragoneremo la distanza da misu-
rarsi. Lo stesso -dicasi dei pesi, degli spazj, delle
velocita , ecc. : ,

. Questa quantitd che pud essere fissata ad arbi-
trio, - ed a cui si riferiscono tutte le altre della
medesima specie si chiama wunita di miswra o unild

di confranto.



Delt’ Algebra.

5. L’ Algebra, come si & detto, & la scienza
del calcolo delle quantith considerate generalmente.
L’ etimologia del suo nome non & peranche deter-
minata , quantunque a‘tale proposito si sieno dette
e scrilte molte cose ( Enciclop. Metodica pag. 51.).
Abbracciando questa scienza tutto cid che pud aver
luogo nella dottrina delle quantita, si & rYa alcuni
con giusta ragione chiamata col nome di aritmetica
universale. ‘

6. L’ Algebra fa sopra le grandezze considerate
generalmente delle operazioni analoghe a quelle che
I' Aritmetica fa sopra i anmeri, impiegando dei ca-
ratteri che sono generali ed indipendenti da qualsi-
voglia significazione particolare, e capaci di rappre-
sentare ogni sorta di numeri, secondo la natura
delle quistioni, alle quali vengorio applicati.

Le lettere dell’ alfabeto prese isolatameate for-
mano i diversi nomi con cui 1'algebra denomina le
quantita : si serve anche delle cifre arabe per alcuni
nomi particolari. Non significando le lettere alcun
numero particolare , le soluzioni dei problemi che
si ottengono coll’ Algebra sono generali e compren-
dono tutti i casi possibili, laddove I’ Aritmetica con-
siderando unm sol caso particolare , per ogni simile
caso, conviene che faccia un nuovo calcolo. Inoltre
fatta un' operazione sulle cifre numeriche , non ri-
mane piu alcun segno di questa operazione, meatre
le lettere conservano sempre ‘la traccia delle opera-
,zioni che si sono eseguite , per lo che facilmente
si possono ricavare dei metodi che inse§nano ad
ottenere I’ intento con operazioni pia semplici di
quelle portate dalla regola generale. Questo vantag-

»
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gio ¢ cosi grande, che I Algebra si rende capace
di. operazioni complicatissime , - alle quali non &
in alcun mode permesso di giungere colla comune
Aritmetica. ‘ :
7 7. Le quentita si distinguono in successive e
permanenti. Successive sono quelle per la. cai esi-
stenza abbisogna un certo dato tempo nel quale le
parti succedousi le une alle altre. Permanenti-sono
quelle le di cui parti esistono tutte nel medesimo
tempo. Le permanenti poi si dividono in quantita
discrete ed in quantita continue, Sono discrete quelle
quantita , le di cui parti si considerano tra di lore
disgiunte: cinque braccia, per esempio ¢ uoa quan-
titd discreta, poiché si considera, come divisa at-
tualmente in cinque parti, ciascuna delle quali &
un braccio. L’ ampiezza di un campo non diviso in
alcun luego, ci somministra un esempio di una
quentitd continua, :

8. Le quantita sono intere o frazionarie ; posi-
tive o negative.

L’ unith di confronto o I' aggregato di varie di
queste unita dicesi quantitd intera. Una o pit parti
di una upita stata divisa in un pumero qualunque
di parti eguali, dicesi quantita frazionaria. :

Le quantith sono, esseri astratti, e la -loro pro-
prieth essenziale e caratteristica si & I'aumento o la
diminuzione a cui vanno o possono arrdar soggette.
Il modo lero di esistere non dipende. dalla loro na-
tura, ma bensi dalla mente umana, che le considera
sotto diversi aspetti, i quali certe volte diveatano
fra di loro direttamente “contrarj.

- Una lira & sempre una lira, sia ch’ io la possegga
effettivamente, sia- che mi manchi, sia che mi si
debba da -quaicheduno, ovvero ch’ io glitla debba;
io -non considero nella lira che una quantita o va-
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lore , che potrebbe crescere o scemare diventando,
per esempio, doppio, triplo, quadruplo, ecc. la meta,
un terzo, ua quarto, ecc. Cosi lo spazio di uno-o piu
miglia & sempre uno spazio aumentabile, o diminuibi-
le , sia che si misuri dal Sud al Nord, o dal Nord al
Sud, o in qualanque altra direzione. Una forza &
sewpre una vera quantitd, o sia che essa spinga un
corpo in una direzione, o in un’altra qualonque. E
cosi d’ ogni altra quaatitd. :

Ma se vorremo considerare le quantita non solo
per rapporto al loro quanto ovvero grandezza, ma
anche per rapporto ad altre, il cui modo di esi-
stere si oppone alle prime, avremo I'idea di quan-
tita contrarie. Per esempio, Pietro deve a Paolo
due lire, e Paolo dal suo lato ne deve due a Pie-
tro, i due rispetlivi debiti sono in opposizione di-
‘retta, e si coﬁidono. Inoltre ci6 che ‘& debito di
Pietro verso Paolo, & credito di Paolo verso Pie-
tro, e viceversa. E dunque in nostro erbitrio ‘di
chiamare credito cid che si deve a Pietro, ed allora
cid che questi deve a Paolo si chiamerd debito. Ma
se questo secondo si vorra chiamar credito di Paolo,
quello di Pietro sari debito. Cid dunque-che si deb-
bono, .o che si danno reciprocamente due persone,
formano ‘due quantita contrarie; denominata una di
esse a nostro arbitrio. quantitd positiva, alla saa
opposta o coutraria si da il nome di quantita ne-
gativa. Danque se si vorta prendere per qunantitd
positiva il credito di Pietro, il debito del medesi-
mo , ossia il credito di Paolo sara una quantith re-
"gativa; e viceversa. Considerato il credito di Pietro
quale quantitd positiva, se questo supererd il suo
debito, o credito.di Paolo, fatti i conti, a Pietro
rimarrd una quantith positiva; se il sua_ dredite
sard minore dg suo debito, gh rimarrd una quan-
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tith in senso contrario o negativa. Se finalmente
il credito di Pietro eguaglierd il suo debito, o cre-
dito di Paolo,. cesserd ogni credito e debito reci-
proce , e nulla sard la rimanenza si in un senso
che pel senso contrario. 8i vede quindi che lo zero
¢ il punto, per cosi esprimersi, da cui si parte,
er separare le quantild contrarie, ciod le positive
dulle. negative. -

9. Comunemente colle prime lettere dell’ al-
fabeto I' Algebra denota le quantita che si conosco-
no, e colle ultime quelle che non si comoscono.
Quando in un ‘calcolo si sono impiegate tutte le
lettere .del nostro alfabeto, si ricorre alle lettere
dell’ alfabeto greco, oppure si impiegano le nostre
lettere contrassegnate con degli apici. Mediante
questi caratteri, I' Algebra forma un linguaggio
tutto proprio: e lo rendono preciso, chiaro, e spedito
le seguenti altre convenzioni.

10. Il segno +, che si legge piti, posto fra
due quantitd ¢ il carattere della loro addizione o
sommazione , cosi a + b, vuol dire che alla quan-
titd a si deve a‘slgiungere la quantia b.

Il segno—, .che pronunciasi meno frapposto tra
due quantith dinota la sottrazione della quantita
cui sta avanti, dalla prima; cosi « — b, vuol dire,
che la quantita b deve essere levata dalla quantita a.

Il segno X , che si pronuncia moltiplicato, indica
la moltiplicazione delle due quantity cui & frappo-
sto: cosi a X b vuol dire, che la quantith a deve
essere moltiplicata per la quantitd 5. Alle volte a
questo segno si sostituisce un semplice punto, come "
a.b, ed anche questo si sopprime, bastando lo
scrivere le quantita da .moltwlicarsi di seguito le
une alle altre senza segno alcuno come ab.
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L’ espressione %, oppure a:b, e che si pronuncia
a diviso per b, indica la divisione della quantith a
per la quantita b. ) ' o

Per denotare 1 eguaglianza di due quantitd si
usa il segno=; cosi ¢ = b, vonol dire, che la
guantita @ & eguale alla quantita b. . )

La maggioranza di a rispeito alla quantitd b, si
scrive in questo modo a > b, e la sua minoranza
rispetto alla stessa quaotita & si denota a < b,
proaunciando nel primo caso a maggiore di b, e
nel secondo a minore di b

Per indicare finalmente la differenza tra dae
quantita delle quali non si cenosca la maggiore si
adopera il segno v : cosi aw b, indichera che tra
a e b vi ¢ una differenza, senza precisare quale di
esse sia la maggiore o la minore. ' '

t1. Le quantita che sono solto un segno solo,

si dicono quantith monomie , semplici, o incomplesse.
Una quantita monomia si chiama anche col nome
di termine.

Le quautita composte di due termini si dicono
binomie ; trinomie sono quelle composte di tre ter-

mini ; quadrinomie quelle di quattro; quinquinomie .

quelle di cinque, e cosi di seguito. In generale
poi si chiamano polinomie, o complesse le quan-
tith che sono composte da un numero qualunque
di termini, ,

Del cocfficiente e dell’ esponente.

12. Il coefficiente & quella cifra numerica che
si pone innanzi ad una quantitd per denotare quante
volte essa deve essere ripetula positivameate o oe-
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gativamente; cosi 2a & I’ espressione abbreviata
di +a+a,—3b6 & quella di —b—b — b: nel
primo caso il numero 2 & il coefficiente di a, nel
seocondo caso il numero — 3 & il coefliciente di b.
Il primo coefficiente fa vedere che la quantita a
deve essere presa due volte col segno positivo, ed
il secondo dinota che la quantita 5 deve essere
presa tre volte col segno che esso si trova avere,
cioé¢ col segno negativo. .

L’ esponente ¢ ordinariamente una cifra numerica,
che si mette a destra della quantitd, un poco ele-
vata sopra di essa, la quale indiea (fuante volte la
guantilh a cui & soprapposta entra nel calcolo come
attore: cosl invece di scrivere a X a, si scriverd
a*, che si pronuncia a due, a innalzata alla seconda
potenza, o al quadrato. Iovece di a X a X a,
a*, e si pronuncia a inmalzata alla terza po-
tenza, a innalzata al cubo, o pid semplicemente a
tre, ece. :

Tanto il coefliciente, quanto I’ esponente sono
ventaggiosissimi per rendere il calcolo breve, e
spedito. '

Ofni quantitd ha il suo segno, il suo coefficiente,
ed il suo esponente. In principio di una espressione
algebrica, quando il primo termine & positivo, per
brevita si tralascia di scrivervi il segno: come pure
si tralaseia di scrivere il coefficiente, o I’ ésponente
di qualunque quoantita, quando esso non & che I’ unita.

.Avvertasi bene di non confondere il coefficiente
coll’ esponeante, il primo denota una somma; ed il -

. secondo una moltiplicazione. Si abbiano, per esem-
.pio, le due espressioni 3a, ed a3. La prima di
- esse ossia 3a==a-}-a}-a: la seconda, 0 a’*==a X a X a,

e smpponendo a=10; si avrh sostituendo il suo va-
lore in luogo di"a in quelle due espressioui 3 X 10
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=10~} 1t0-}-10=30, 103==10 X 10 X 10=1000. Se-
condo questa supposizione, si ha 3a=30, ed a*—=1000,
quantitd assai diverse.

13. Dalla’ somma degli esponenti che hanne

le lettere contenute in un monomio intero si desume-

il oumero delle diménsioni del monomio istesso.

Il numero delle dimensioni di un monomio fra-
zionario si_ha dalla differenza tra le somme degli
esponenti delle’ quantitd che formano i due termini
della frazione: cosi 3 mn* & di tre dimensioni:
4a*b% x & di sei dimensioni: :

' Smn3 \ .
P9’
7ab*

- 5pt .
14. E omogeneo quel polinomio, il quale ha
tutti i suoi termini ‘dotati dello stesso numero di

¢ di una dimensione:

¢ di meno una dimensione.

“rew

3 . . .
dimensioni: cosi 3 z* — -f-c—b;— -+ f* ¢ m poli-

nomio omogeneo di due dimensioni. .

15, Diconsi. simili qaei termini, che somo com-
posti di un egual numero di letiere eguali con eguali
esponenti,, nulla.importando la diversita del segno,
e del .coeficiente: cosi 3a, 2a,— 54, sone termiai
simili: 3a* b, — 4a* b, 5a* b sono pure: termini
tra di loro simili, ecc.: sono pei eguali quei termini
che oltre all’essere simili hanno anche lo. stesso

P

‘coefficiente, - .

2
%
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16. La - sommaziorie o addizione & quella opera-
zione mediante la quale -si cerca 1’ aggregato di
varie date quantitd. Queste quantith separate si
chiamano parti, e cid che si ottiene. dicesi somma o
risultamenta. C S ’

L’ addizione algebrica non &, propriamente 'Par-‘
lando, che una riduzione , né ha altro ufficio fuori
che quello di raccogliere tutte le quantita coi segni
che si trovano avere, riunendo in un termine solo
le quantita simili. ' o

‘1. Tre casi si possono dare pella riduzione::
1.° -quando i termini simili sono tutti positivi:
2° 'quando i termini simili sono ‘tutti negativi:
3.° quando sono in parte posilivi, ed in parte ne-
gativi. ‘ ERT e o

Quando ‘i termini simili somo tutti positivi si
sommano tutti. i loro coefficienti , ed il- risultamento
di- questa sommasgions forma il te. del ter-
mine ridotto, al quale si antepone il segno -+, sé-
gno appartenente alle quantita positive.. o

Lo stesso si fa quando tusti i segni sono negativi,
avendo solo riguardo di porre il segno negativo avanii
al termine risultante. Quando poi i termini simili
sono in parte positivi ed in parte negativi , in allora
si sommano i coefficienti dei termini positivi -da una
parte , e dall’ altra tutti i coefficienti dei termini
negativi ; indi dal coefficiente maggiore, si leva il
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minore , e si scrive il ‘termine vrisultante con un
cocfficiente eguale alla differenza dei due trovati
coefficienti, con quel segno che trovasi avere il ter-

mine dotato del maggiore di questi cocfficienti. Se

poi nella riduzione da farsi, si prescnlassero dei
termini eguali con segni opposti, si cancelleranno a
dirittura dal calcolo , giacché una quantita positiva
ne distrugge una negativa della siessa grandezza.

18. In Algebra non acquistando i termini alcun
valore dal luogo che occupano, & indifferente lo
scrivere prima un termine che I’ altro. Si ‘ama

erd di conservare I’ ordine alfabetico nello scrivere
e lettere di un termine qualunque, per cosi facili-
tare la ricognizione dei termini simili.

19. Da quanto si & detto, & ghigro, che in
Algebra la parola aggiungere, non significa sempre
aumentare. Quando si aggiunge un credito ad: un
credito si aumenta il credito: parimente quando si
aggiunge ad un debito un altro debito si aumenta
il debito; ma quande si unisce un credito .con uu
debito ; si diminuisce realmente e 1I'una.e Faltra
quanlita. :

20. Esemp. 1. Si abbia da sommare la quantita
na + 8b 4 4¢, con 3a—5b— 3c+ 2d. Disponiamo
queste ‘due espressioni in modo tale che le quantita
simili sieno le une sotto alle allre, come segue

na+8b+4¢c
3a—5b6—3¢c2d

Risultamento x'.o'a +3b+ c+a2d

a1, IL Si aeﬁhaho sommare le quaniith;,

5a 4 10bc 4+ 6cd + 8z, 3a -+ 4bc — 6x,

2b¢ 4 6cd — 4 x. Disponendo sara

12

5a410bc+6cd+8x
3‘a+ 4b¢ —68x
2bc+ 6ed~—fx

Bihultamentb 8a+ 16bc+ 12¢d— ax. -

212, III. 6a—ab+5¢—~8d46h
—5a+qb—3¢ ~ 4 h—3k
—3a—5b +8d+ ah —+-2in

Risnltamento—aa + ac +4 h-——3k+§m

Sottrazione.

. 23. La sottrazione ¢ quell’ operazione mediante
Ia quale si ottiene la differenza che passa fra due
date quantitd, la prima delle quali si denomina dimi-
nuendo, e la seconda diminutore. Dicesi residuo poi
la differenza che ne risulta. .

24. Si eseguisce la sottrasione aggiungendo. al
diminuendo le quantitdé contenute nel diminutore con
.;pgui opposti, e facendo indi la riduzione, se ha

Aoche qui ¢ facile il vedere, che sottrarre in
Algebra non porta sempre come in Aritmetica la
diminuzione della- quantita che soggiace alla soltra-
ziope, anzi alle  volte tale quantita per mezzo della
sottrazione si accresce, come succede nel caso, che
ad uno che- abbia un credito si sottragga, o si
tolga un debito. :

35, Esemp. 1. Dall’ espressione 6a-4-8b—3¢
si vool sottrarre 54—3b—c: si avra, eseguito il

- cangiamento dei segni nel sottrattore, ed ordinate

le qoantita.



13

Diminuendo 6a+86—3¢
Diminutore —5a + 364 ¢ coi segni cangiati

Residuo ‘a-11b—1c. .
26, 1L Da 52— 3m* 4 8r 4-n® sottrarre

.

nx—nm* —5r4y*, cengiando i segni al sot-
trattore ed ordinando, si avra = ‘

5x—3m*4-8r+n?
—gagmt45r

—2x—4-fm* - 13r4nd—y>.

27. La prova di questa operazione si fa, come
vell’ Aritmetica, agginngendo al residuo il diminu-
- tore, per il che fatta la riduzione opportuna, si
torna ad avere di nuovo il diminuendo, come &
facile di vedere. , »

38. Esemp. L. 81 debba dalla quantith a levare
la quantitd b. Secondo ci6 che si é detto, si avra
per residuo 'a—b. Per fare Ja prova, onde védere,
se questa operazione & eseguita a dovere, al resi-
duo a—b, si aggiunga il dimioutore b, e si avrd

a—b+b==a, che non & altro fuorché il proposto

diminuendo. . . :

-2g. IL Dalla quantita a, si leva la quantita — b,
scrivendo accanto della stessa questa seconda quan-
titd col segno cangiato: per il che il residuo sard
a + b. Unito a questo residuo il diminutore — &,
si avrd a+ b—b=—a, che altro non & che il di-

" minuendo, come si doveva trovare. o

14

o ‘Dglld.:mo!tiplicazione.

30. La moltiplicazipne & quella- oper,azione K

colla quale si ripete una data quanlita quasto @
imdicate , da un’ altra quantith gnalunque.
-~La quantita da moltiplicarsi chiamast moltiplican-
do , quella per cui i moltiplica. dicesi moltiplicato-
re , ed ambedue queste quantild con comune voca-
bolo.si nomivano i fattori della meltiplicazione, e
cié che si ottiene, il prodotto. »

31. Egli & facile vedere che ogni termine alge-
brico & composto .da quattro differenti parti, che
sono il segno, il coelliciente, le lettere, e gli espo-
nenti che queste lettere-si trovano -avere.

. Si rendera facile qualunque moltiplicazione, quando
saranao comoscinte le regole particolari per tutte le
parti componenti i termini algebrici. -

7. Regola pei segni.
32 1 fatﬁm‘.aﬁe hanno segni eguali danno som-

pre un prodotto positivo : quelli che hanno segni
diseguali lo danno negativo : si hanno quindi le se-

. gueati quattro combinasioni:

+ X + =4
e x — =
+ X — =
—_—X = — ,
ben inteso che questa moltiplicazione non si rife-
risce ai segni, ma .bensi alle quantitd alfette da

questi segni medesimi. La dimostrazione della verita
di guesta regola sara data pil} avanti.
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'Régola per le ClyﬁttEr‘e’. . *

33. Le lettere diverse, come si & detto (wfb&)‘-,
‘intendonsi moltiplicate quando . esse “sono. scritte. di
seguito senza segnp intermedio ; cpsi ab X cd =ubcd.

Regola pei coefficienti.. -.

34. I coeefficienti essendo ordinariamente numeri
si moltiplicana insieme come nell’ Aritmetica .. ed i
loro prodotto & il coefficiente del prodotto algebrico:
cosi 3mx 4p==12mp. Anche di questa regola si dara
la dimostrazione a suo tempo. :

Regola per gli esponenti.

'35, Quando s incontra la stessa lettera nei di-
versi fattori di unn moltiplicazione da -eseguirsi. si
scrive questa lettera nel prodotte una sela volia con
un esponente eguale alla somma dei singoli espo-
nenti (112). Cosi -

a*xa’ :—G%s-——: a’; a’b3Xab’c=a*b’c.

Alle volte gli esponenti delle quantita non sono
numeri, ma lettere: anche in gquesto caso si molti-
plicano le cLuantité simili fra di loro , facendo la
somma algebrica dei rispettivi esponenti. '

Cosi  ambnp? Xanbmpir = a""""b""f':'pwr. '

Moltiplicazione de’ monomj.

. .36. Per nmltiplicare ‘un morpdgzi,io per un altro
monomio , bastera per le quattro parii componenti

2§ .
indicate , avéndo Ngiardo di ‘raglonare egualmente
sulle parti sott’ intese , come se realmente vi fossero.

3. Esomp. L Moltip? Sab, I Moltip® — 5ab.
' Moltiplicatore 3od - Multips . 3ac.

Prodotto “tSabed . —rbabe
ML — 3abien g VIV.'-- ls'alf'b’c" )
C—sebed . aeef
T e TR pY

Moltiplicasione de” polinomj pei monomj.
38, Onde. moltiplicare un polinomio per un mos
Xomigp:si: moltiplicheranno tutti i termini del polino-
mio . wejtiplicando per il monomio moitiplicatore ,
osservomdn. de regole sapra indicate : la . somma dei
prodotti parsjali sard il prodotto totale cercato.

Hlﬂﬁpﬁcﬂom B o " —3a*be ; .

Prodotto 15a5bc — ga’b'c* + 2ga’brctr.

4o. 1L Molbplwmdo 3a’b* — 5@”-»04;3¢"b;‘ L
Mq!tip!;cnwrr . = aabc?

Prodotto --‘Ga“b“""és-{»- loay’bc4'+'6a""+'b’c’.

. 41.Ora ;:he 5i 8 insegqaio la _m;;iera di mol-
tiplicare i polinomj ‘per i monomj, prima di passar
Bg"e“’ii dard la ragione promessa al (32) sulla mol



tplicatione delle: quantita riguardo ei segni, da clji
sono precedute. o

E chiaro che due quantith “positive moltiplicate
fra loro danno un prodotto positivo: & del pari
manifesto, che una quantith positiva presa un certo
numero di vélte negativamente , oppure una quan-
tita negativa presa un numero qualgnque di volte
positivamente, deve dare un’ prodotto negativo: cosl
—a X + b= —ab, non fucendo con ¢id che
prendere la quantita a negativa dn numero b di
volte ; cosi pure sard @ X —b=-—ab.
 Per dimostrare .ora che una quantiti negativa
moltiplicata per un’altra quantithd del pari negativa
dd un prodotto positivo, si moltiplichi a—a, ossin
zero, per —b. Il prodotto risultante da questa
moltiphcazione deve essere necessariamente zero,
onde si avra (a—a) X —b=o. ‘

Ora sapendo che a X — b =-—ab, conviene che
Paltro prodotto parziale ciod —a X —b dia +ab,
perché il prodotto totale divenga —ab + ab==0,
altrimenti questo prodotto noa sarebbe zero, come
deve essere,

Moltiplicazione dei polinomj per polinomy.

%a. Il prodotto di un polinomio per un altro

linomio si ottiene eseguendo i prodotti parziali del
moltiplicando per ciascun termine del moltiplicatore ,
Sfacendo indi le opportune riduzieni , se esse hanno
- luogo.
- In queste moltiplicazioni sta bepe di mettere i
termioi simili sotto i simili,, perch¢ si rende pia
facile la riduzione.

Pol. 1. - : “a oo
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.~ 43. Esemsp. 1. Bin da moltiplicare la spmma
a+b di due quantitd per la loro differenza ¢ —&:-
si avra dispouendo per 1a moltiplicagione .

Moltiplicande a.-ai;b":.
Moltiplicatpre “a-—b

1.° Prodotto parziale a*-}-ab
2.° Prodotto parziale —ab—¥b?

.

Prodotto totale a*® —b*

Si vede quindi che la somma di due quantity
moltiplicata per la loro difféerenza di per prodotto
la differenza dei ({:‘ﬁdm‘i delle due date quantita.

"44- 11. Si debbanp moltiplicare fra di loro le

due quantita 2a ,,—.-‘rﬁb-,-»-?»c, a+—36+ 3¢; dispon-
gasi come - segue \ e
’Mohiplilci;gdo ‘23—-. 55 ;30 A‘

Moltiplicatore a— 3b + 3¢

1.° Prod. parz. 2a*— 5ab —3ac

2.° Prod. parz. ~ — 6ab 4 150* 4~ gbc

3.° Prod. parz. ~+6ac —i15bc—gc*

Prodotto totale 2a> —11ab+3ac + 156* — 6bc—ge?

45. IL Moltiplicando  Sm—3n +a®
Moltiplicatore 3 n—5m +p

" 15mn—gn®+ 3a* n25m*—5a* m+ 5Smp—3npt-a’p

+15mn : - Lo

P°3omn—gn® + 34" 5—35m°—5a* m4+-5mp—w3np+a’p.




" 46. Per dimdstrare ‘quanto si & promesso ai
(34), ciod che il prodotio -dei: coefficienti si ' deve
fare come in Aritmetica , si osservi, che 3m X 4p
¢ lo stesso che m-+m + m
da moltiplicarsi per p.+p<=p --p. Si eseguisca org
la moltiplicazio- :

ne, € si avra mpe=-mp-+mp
mp 4+ mp +mp
mpt-mp-+4+mp
mp+mp-+-mp

ossia riducendo 12mp; come fu gid asse-

rito (34)-

47. La moltiplicazione delle quantita palinomie
alcune volte non si ‘eseguisce, ma soltanto si ac-
cemma, cid che snol farsi n varj modi: 1.° col
racchiudere ciascun fattore tra due parentesi, frap-
ponendo tra esse il segno di moltiplicazione, op-
pure un punto, o nulla: 2° eol soprapporre a
ciascun faltore polinomio una lineetta orizzontale,
e collocare tra essi wno dei segni- di moktiplicazione.
La moltiplicazione da eseguirsi dei due -polinomj
2a—c¢, 4a—b5b, si scrivera in uno dei seguenti
modi : ’ :

(2a—c) X (4a—58) (2a—c) .(4a-§;56)
{2a—c) (4a—50).

- 24— x'. 4a-——5b ,.. oo 22——0-4“"—5.6

48. Per moltiplicare piu quan'ti&ﬁ iﬁa. di loro:
hisogna incominciare a moltiplicarne das ;. iad: il
loto prodottp si moltiplica per la terza, e: questo

.
per la quarta, e cosi di seguite. Si.vede poi facil
mente che ¢ indifferente 1l prendere i E:t)tdr: min
quellzordme che si vuole. .
9 Esemp. Sviluppare  la seguente espressione
(aetb) (a+b) (a-+b&)(a  b) Sarhp '
a -+ b et o
a<-b '
-“‘“
-+ ad
+ abd 4 b
adsad4 i
- a+b
" @ 4aarb4abt
L @tbebaa bt s
@ +3a°bd3ab 4ot
a4+ b
a"+3a3b+3a’b‘+.ab’
+ @bed-3a*b® +3ab% 4 b

@+ £a 04 6a bk abi b

Divisiane,

50. La divisione & gn‘ell’ operazione , mediante
la quale si scopre uno dei fattori di un dato pro-
dotto, allorquando & conosciuto I altro’ fattore: con
questa operszione si distrugge cid che si & fatto
cella moltiplicazione.

- Il fattore cognito  denominasi. divisore,, 1 altra
quantith data, che si ravvisa .come il prodotto dei




g
due fattori, dicesi dividendo , e cid che si ottiene
eseguendo la divisione, si chiame quoto. o
51. Da quel che si & detto ¢ facile vedere,
che il divisore moltiplicato pel queto deve ripro-
durre il dividendo, gualora la divisiene si sia po-
tuta eseguire esattamente: che se vi fosse rimasto
valche residuo, in eMora al prodotto di- questi
ve fattori bisoguerebbe aggiungere anche quel re-
siduo per avere il dividendo. Da ¢i0 si. vede come
la divisione possa servire di prova alla moltiplica-
wione, e viceversa. .
52. Poich¢ la divisione decompone cid che la

mdltiplicazione ha composto, le operazioni, colle
uai si trova un gquoto, devono essere tali da
gistmggem rispettivamente quelle che hanno servito
per fire un prodotto. C .

Aache qui prenderemo separatamente in comside-
razione le regole applicabili per la divisione a
ciascuna delle quattro parti componenti ogni ter-
mine della divisione da eseguirsi. :

Regola pei segni.

53. Incominciando dg segni, dico che le quan-
titd con segni eguali danno un gquoto positivo, e le
quantitd con segni diversi danno un quoto negativo,
di modo che si avranno le seguenti quattre com-

binazioni.
s—-‘-:—-—'_'—_-_+
+:——-=nf--

— e T e

In fatti la- quantita positiva ab divisa per la
quantita del pari pesitiva a dd la quantitd b per

2x .
quoto, pare:positiva; come ‘¢ manifesto. La quan-
titd negativa poi —a b divisa per la quantita del
part megativa — a deve dare per quoto la quantita
positiva &, ‘poiché il quote b moltiplicato -pel ‘divi-
sore — a -deve produrre il dividendo — a'b, ecid
che non si otterrebbe altrimenti. La quantita posi-
tiva a b divisa per la quandhty negativa — a deve
dare per quoto la ?nautité negativa — b, poiche
questo quoziente moltiplicato pel divisore — a da
appunto. a:b, che ¢ il dividendo preposto. Final-
mente la quantith negativa ~ a-f ﬁvis& per  la
quantita pesitiva a deve dare per queto — &, poi~
ché¢ a X = b= —alb. . .
‘Regoln per i coefficienti.

 54. Siccome il coefficiente del dividendo risulta
dal - prodotto del coefficiente del divisore per il
coefliciente del. quoto (51), cost si doord il coeffi-
ciente del dividendo dividere , appunto come nell' Arit-

metica , pel coefficiente del divisore gtesso , onde
avere il coefficiente del quoto cercato,

Regoia peryle lettere.

55. Siccome nella moltiplicazione tutte le let-
tere del moltiplicatore si scrivono a flanco di quelle
del moltiplicando per ottenerne il prodotto, cosi
nella divisione si toglieranno dal dividendo tutte quelle
lettere, che collo stesso esponente sono comuni anche
al divisore , e le residue formeranno il quoto.

Regola per gli esponenti.
56. Quando el dividendo e nel divisore vi &
la stessa lettera con esponenti diversi, per eseguire



a3
la divisione, dall’ esponente che ha la quantitd nel
dividendo , si leva ¥ esponente, che la stessa quantitd
si trova avere nel divisore, ¢ nel quoto si pone tale
quantiti ook I espomente risultante dalla differenza
dei duz esponenti dati: tost a®:a’=a’ " =a*. Infatti

s..y__ @ aadaa s
a’:a —.—:-—-;-:—-—-—-—-—:u-:::d.
a aga

51. Pid facilmente s potra eseguire una divi-
sione fra dee monomj, avendo prima riguardo di
scomporre in fattori eguali le quantita del dividendo
e d:r divisore, per sopprimervi indi l¢ quantita

: - 3a*ab? ‘

N i 3 53 . 3 — N
comuni: cosl 3a3b*:3ab’x 3o e o
gliendo ora le (iuantitk 3, a, b* che sono comuni

al dividendo ed al divisoré, si avrd per quoto a_.

bz

cosi puré si avrd ‘
15 md n* pt __5.5ri‘mn’p4p o Smp '

Sm A’ p* 3mtninp* = n

58 Acciocchd una divisiene fra due menomj sia
eseguibile esattamente fa d’ wopo, 1.° cké il coeffi-
ciente del .dividendo contengn esattamente il cocf-
Siciente del divisore, 2.° ‘¢h¢. il dividenddb contenga
tutte le lettere , che vi sono nel divisare oom espo-
nenti non minori di quelli , che le stesse letéere si
trovano avere nel. divisore.

Quando queste condizioni non hanno luogo la
‘divisione non pud che indicarsi, ed ordinariamente
sotto forma frazionaria; si eseguisce perd in parte,
quando & possibile.

" Divisione de’ monomj per monomj.

89. Per dividere un monomio per un altro mo-
nomio basterd, per le quattro parti componenti cia-
scun monomio , attenersi alle regole superiormente
indicate , avendo riguardo .di ragionare anche per le
parti sott’ intese nello stesso modo , che si ragiona
per quelle, che vi sono scritte. :

6o. Esemp. 1. Sia da dividere il monemio 15a%b
per il monomio 5ab. Disponendo I’operazione nello
stesso- modo degli Aritmelici , sara

Dividendo 15.a*b 5ab Divisore,
—15a%b 3a Quoto.
o

Per essere i segni tutti e due positivi, anche al
quoto scrivo il segno positivo: il coefliciente 5 del
divisore sta in quello 15 del dividendo tre volte:
dall’ esponente 2, che si trova avere la lettera a
nel dividendo, levo I’ esponente uno, che essa ha
nel divisore, per cui al quoto rimace a: la quan-
tita b per essere comune tanto al divisore quanto
al dividendo la sopprimo; per il che il quoto che
ottengo & 3a, il quale moltiplicato pel divisore
Sab, mi di appunto 15a*b, che sottratto dal di-
videndo mon mi lascia alcun residuo , indizio. certo
che I operazione & finita. o :

61. IL Dividendo 304’53 - | 6a* b. Divisore.
—30as 63'A 5a3b*. Quoto.

e Sy

o
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52. 1. Dividendo 74t bm=c nasbm® Div.c
.“7.a"b.m”"3+3c a*m"’c Qu’

' o ne3.}3
Si vede facilmente che 7a% bmnc é¢=7a*bm ‘ c
poiché fatta la riduzione nell’ esponente fh m in
questa seconda espressione , essa diventa indentica

colla prima. '
63. 1V. Dividendo 8a3b°cd 3a*df. Divisore
| 8ab3c

3f

Divisione dei polinomj per i monom.

. Quoto.

. 64. Per dividere un polinomio per un monomio ,
st divida ciascun termine del polinomio dividendo per
il monomio divisore, ¢ la somma_ di tutti i quoti
parziali ottenuti formerad il quoto totale cercato.

65. Esempio. Sia da dividersi il polinomio :
ja*x* —8a*bx*—24asx* c pel monomio fa* x*.
Si avra, disponendo ed eseguendo la divisione.

- ) 2 . e
Div. fa’x*—8a*bxé—2afa’x*c | 4a*x* Divisore

—badx* +-8a* bt 4 24asxrc |a—2bx*—batc Q7

0o ] o

Dividendo il primo termine del dividepdo , cioé
4 a3 x* pel divisore 4a* x*, si ha per primo quoto
parziale a, che si scrive al luogo del quoto; divi-

26

dends il setondo termine per lo stesso divisore
si ha al quoto — 2 bx*, ed eseguendo la stessa
operazione anthe sull’ vltimo termine del divi-
dendo, ottiensi al quote i terse termine — Ga’c.
Moltiplicando finalmente il quoto totale pel divi-
sore, e sottraendone il prodotto dal dividendo,
mon si ha pid alcan residwo, come doveva essere.

- Della divisione dei polinomf pei polinom;.

66. Prima d’incominciare la divisione di due
polioomj tra di loro, bisogna ordinarli. Si dicono
ordinati due ‘polinemj secondo una certa data let-
tera, quando i termini del dividendo, e del divisore
sono scritti in modo’. che gli esponenti di questa
lettera sieno sempre decrescenti sino all’ esponente
pit pictolo, Per esempio le due espressioni seguenti

x—apxrd-fxtytax’,3x*des’ —axy
ordinate 3i scriverebbero
fxty+x' +a2x*—apx, 2?3 xt—axy.

Quest’ ordine nou solo si deve stabilire nel dato
dividendo, e divisore, ma ben anche nei residui
successivi che ne risultano, i quali costituiscono al-
trettanti- dividendi. :

67. Le seguenti regole dedotte dalle osserva-
zioni fatte intorno alla moltiplicazione servomo
benissimo a facilitare la divisione.

1.2 Dopo aver ordinate i due polinemj, si divida
il primo termine del dividendo per il primo termine
del divisore , e scrivasi nel luogo destinato il quoto
di tale divisione. ‘

2.2 §i mottiplichi questo quoto per tutto il divisore,
ed il suo prodotto si sottragga dal dividendo.

32 Ordinato il naovo dividendo, dividasi nuova-



te il primo ‘termine di esse per quello del
:’:;: :e ald g Ruovo quoto si scriva a camto d_z quelle
| gid ottenuto. o e
& f: ;S?i moltiplichi pel nuove quoto tutte il Jzyzsore ’
ed il prodotto si sottraggs dal dividendo. .. = -
52 Avendosi un nuove -residuo, tornisi ad erdi-
nare , se fa bisongo , a dividere , a meltiplicare ed a
sottrarre come sopra ., sinché si arrivi f'd wn r:e.nduc:
nullo , se & possibile , nel qual caso U operazione &
m't g . Y
ﬁ»l ¢:nanmenti esempj rischiareranno quanto si & detto.
68. Esemp. L Sia da dividersi il Eolmm-rmo
a* + 2ab + b*, pel polinomio a + b. La prima
operazione, come si ¢ detlo, sarebbe guella di
ordipare i due polinomj rignardo. ad una delle let~
tere in essi contenula: ma os§ervmdo che questi
olinomj sono di- gia ordinati per rapporte alla
ettera a, non fo che disporli per la divisione.
Div.’ a* +2ab4b* I a. 4 b. Divisore
—_at* —- ab' .
ab+ b
S —ab—br,

a+ b. Quoto.

%

o [+

- Divi il primo termine a* del dividendo pel
prgrl;‘c’)ldtgi‘;ne lil) del divisore, ottengo per qupth a
che scrivo nel lnogo ad esso destipato, molupvacg
questo - quoto parziale per tutto il divisore, per o
ottengo a* -~ a b, che sottratto dal dividendo mi
lascia per residuo ab + b*. Dividendo orail primo
termine del nwovo dividendo pel primo »tg::qe
del divisore, ho per quoto la quantita.b. M pivl
cando questo secondo gquoto parziale per tutto i

a8

divisore a -}~ b, ottengo ad J-b*, che sottratto dal
dividendo non mi lascia pit alcun residuo, cid che
fa vedere che I’ operazione & finita,

Per verificare se questa divisione & stata ben
eseguita, si faccia il prodotto del divisore pel quo-
to, e si avrh a® + 2ab - b>, che & appuato . il
dividendo , come doveva essere. '

Se questi stessi polinomj si fossero ordinati
invece per rapporto alla lettera & si sarebbe otte-
nuto lo stesso quoto, ma scritto in ordine inverso ,
cioé b -+ a, come & facile da verificarsi: da cid si
vede, che ¢ indifferente ordinare i due polinomi
per rapporto a quella lettera, che si vuole,

70. Dovendosi il dividendo considerare come
un prodotto del divisore e del quoto, & manifesto,
che il termine del divisore, ove una data leltera
ha I’ esponente il pid grande, entrerd come fattore
nel termine del dividendo, ove essa sale egual-
mente .all’ esponente massimo. Quindi ne viene che
incominciando I’ operazione da questi termini si
avra sicurezza di scoprire tosto una parte del quoto,
mentre non- attenendosi a questa pratica si arrischie-
rebbe di far molti inutili tentativi col mettersi a
dividere una quantita per un’ altra non concorsa
come fattore alla formazione della prima. Ecco la -
ragione, per cui si_ devono ordinare le quantita
prima di eseguire la divisione. -

~71. 1L Dividere il pelinomio

1255¢* —6b4c% 4-8b°¢® — fb3c4 4 557 — 22b6 ¢
per 4b*c* 4554 —abd¢.

Ordinati ,. e disposti, ciuesti polinomj per la di-
visione sar} : o
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Div®° 5b7——nnbﬁc+tabsc* -465403——4b3¢4+8b’05
—5b7 4 3bS c—4b%c* | Sbi—abictfbie?. De
oa—ﬁob‘c+855'c’~ﬁb‘c3 b'—4b*c-+ac’. Quoto
PR —4b3ce 8o '
+ 20bse—8bSc>+1604¢?

2R’ 10b4cd—4b3c4-}-8b2cs
— 10b*ci4-4b3ct—8b*c?

0 0 o

Dopo di avere ordinati i due polinomj per rap-
orto alla lettera b ho diviso il primo termine 567
del dividendo pel primo termine 55% del divisore,
per cui ho ottenuto al quoto 5°. Ho moltiplicato
il quoto &° per tutto il divisore, e ne ho sottrat-
to il prodotto dal dividendo,-per cui fatta la op-
portuna riduzione , ho ottenuto il primo residuo
superiormente indicato. Considerando questo primo
residuo come un nuovo dividendo, I’ avrei ordinato,
se vi fosse stato il bisogno, ma trovandosi egli di
gia ordinato per rapporto 'alla. .medesxma letlera b
per cui & or(finato anche il divisore, ho continua-
ta la divisione , dividendo il suo primo termine
—20b%¢ pel primo tefmine 55* del divisore, per
cui ho ottenuto per secondo termine del quoto la
quanita — 4 6*c. Ho moltiplicato questo ; quoto
parziale per tutto il divisore , ed .ho sottmtto l!
prodotto risultante dal secendo d.lv.lden.do, per cui
mi & rimasto il secondo residuo ivi scritto; ¥ quale
consideralo come un ouovo dividendo ha dato per
quole 2¢%, che moltiplicato pel divisore, e sottratto

3o

dal dividendo il suo prodotto, non ha lasciato pid

alcun residuo, cid che 'ha fatto vedere che la divi-

sigpe ‘erd ridatts a termine. o
Moltiplicando ora il quoto totale ottenato pel di-

visore s1 avea il dividendo. ' .

73. Succede alle volte che Ia quantit , per
rapporto alla quale 'si ardina , si trova elgvata alla
medesima potenza in varj termiai sia del dividen-
do, sia del divisore. In questo caso hisogna mettere
nella stessa colonna verticale , Oppure scrivere im-
mediatamente quei termini gh uni dopo gh altri,
avendo riguardo di ordinarli per rapporto ad un’al-
tra lettera. L’aggregato poi di questi termini si
considera come un medesimo tatto » ma clascun
quoto parziale si determina sempre nella maniera
ordinaria. . - - :

93. Esempio. Bividere

10xi—19%y3 + U432yt —1522 518y 5y
per 3xy 4 5x*—5y3. '

Ordinando per la divisione, e dispanendo le
quantitd nel modo sopra indicate , si avea :

- Dlriox3rixiy— Sx*z4-3xy* —19xyz415r5° 5y

—ioxi—6xy+100y3 S -3uy—Ahyz. Dee

;-'n-";"s"’; H3zy b 15ys —5ys| ax+ y—-32. Quot,
A=15x*z_gays
| —Sx2y—3xy? 4597
2.R.%~1 Sx*z_gay‘_*_i 5_}"3 a
1 5x’2+gz]'z--x 5yz*

o 0 )
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74. Accade pure alle volte, che nella moltipli-
cazione dei differenti termini .del quoziente pel dj-
visore nascono dei termini, che non si trovavano
pel dividende : esgi devono essere trattati nello
stesso modo, come se fossero termini di gia esi-
stenti nel dividendo proposto. Questi termipi sono
quelli i quali si sono distrutti, allorquande il divi-
dendo si ¢ formato colla moltiplicazione dei due
fattori divisore e quoto. Daremo alcupi esempj di
queste divisioni. :
5. Es. L. Si abbia x° —y3 da dividere per x—y.
Sara ordinando , ed eseguendo la divisione .

Divisione. -Moltipligazione. |
Div.® x3—y3 | x—y Dive | Moltip.® x—y
—x}+xy — I Moltip.s 2y 4 1*
x*4xyty " - —r
1.Res.” z2y—y? et Y 4 ’
—x’ytzy | + 2ty —ay
a2.Res.? xji;ys - +xff"".7‘
—xy ey’ Prodotto x° —)*
o o '

76. Per ben intendere il meccanismo di questa
divisione basta gettare gl occhi sulla moltiplicazione
del quoto x* + xy--y* pel divisore 3y, ove
si vedrd che tutti i termini riprodotti nelle suc-
cessive divisioni. parziali, non sono altro fuori che
quelli, che si sono distrutti vel risultato della mol-
tiplicazione, -

77. 1L Si debba dividere x¢—y4, per x—j.
Si avra eseguendo la divisione.

-~
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Div.® x*—¢* | x—y. Divisore.
—xt iy

_ x + 2y + 2yt 4y Quota
y—yt ‘
—xy4xty?

xn].a __3,4
—x*y* 4 ay

xy?—y*
‘_‘xjé + 74

(1] (]

S rh-;s.‘ IH. Sia da dividere x° *—]5', per x — .
a - .
Div’ a3 —y3 | x—y. Divisore.

— xi -2ty x4+ 2%y +2°y* +xy 4. Quote.
xry—y®
___x.'.],_’_x!].:
xyr—y
—x3ytatyt
x:fS ___jS
—x'yifxyt
xy.4__y3
—xy4 4y

Q o
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ng. E facile, apalizzando i quosienti ottenuti
colle superiori
essi regna quando si tratta di dividere la differenza di
due qusotita elevate ambedue ad una stessa potenza
per la differenza delle stesse quantitd elevate all’u-
nitd, onde risparmiare la fatica della divisione ,
qualora si presentassero simili divisioni da eseguire.
Una legge consimile si troverebbe , dividendo la
somma di due quantitd elevate ad eguale potenza
dispari; per la somma delle quantitd semplici; non
vi sarebbe altra diversita che i quoti, che si ot-

terrebbero, sarebbero alternativamente positivi, e
negativi.

80. Succede alle volte nel fare le divisioni, che
nascono sempre dei nuovi termini, per lo che la di-
visione non finisce mai, ma progredisce con una certa
legge, che rendesi manifesta , sino all’ infiaito.

" 81. Esempio. Sia da dividere a per 1-—x.

Si avra
Dividendo a 1 — x. Divisore.

—d - ax

ax a + ax+ax®+ax®+ax* +ecc.
—ax-+ax?

—————————— e

ax?

—ax?® - ax?
”—
ax?

—ax?+axt
4

ax

—ax* +ax’
S ————

ax’> ecc.
Pol. L 3

divisioni di scoprire la legge, che in .

34

. Questa dlvxsiqne won finisce mai, e progredisce
in modo, che ciascun termine ¢ eguale al suo an-
tecedeate moltiplicato per .

col qﬁow -

Per avere esatta eguaglianza di a
1

fa d'wopo di aggiungere al quota stesso la quantity

axs

= la quale terra luogo di tutti gli altri iufi-.

niti termini : cosiechd sara
a
I—x

S
=a-}ax -+ ax*+ ax’4 axt- Bl
1—ux’

- ;32; Q,ual.uuqn,e quandity divisa per se steésa &

Zsuae all’ unitd , come & manifesto. Cid poslo io

I(E(I, che una .qua,nu_ti} elevata ad una potenza

qand unqlue egu;algha V' unitd divisa per la quantita

stessa alzata allo stesso esponenle

e p , ma col segna
'83. Abbiasi in primo luogo a—m, dico che essa

f
sard eguale —_— 1mos
gu ad — Per dlmostrare questa propo-

sxz_l*fme si divida la quantith 4 per Ia quantity
attm, . . .
: in due maniere diverse si puo eseguire questa

divisione. Impi i i
< v;vxgxe [inpiegando la regola degli esponenti (56),

a

an+77:=“"_"_7’"‘=a—"‘-
tchmponendo il divisore a*+m pe’ suoi due fat-
ori , ed eseguendo la divisione (57), si avrd
a" an I

pr il Rl Ora per essere tante
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P . 4
a~m, quanto —= due quoti ottenuti da una

stessa divisione, saranno quantita eguali , dunque

—_— , come si era propoSto di dimostrare.
m . N

fl -

84. Abbiasi ora a™; dico che sara egualel ad

_' s divida in fatti a=» per a—m—™ nei due
a-—m

modi sopra indicali, e st avra

a-—-ll Y
— a--n+n+m = a™: CcOsl pure
a.—"_-m N

— —-—1 1
e’ : ——, donde paragonando

a—m

I

q—n—m - “——nxa—m
| §

si otterrd a" = ——g.

85. Qualunque quantil§ innalzata a zero egua-

. . am . h a'll
. T . . s . ‘
glia I'unita; poiche & ——=1; ma ¢ anche —==

am—m —q", perché m—m = o; dunque confron-
tando sara a°= 1 , come si doveva dimostrare.

. 86. Da qui ne viene , che occorrendo s po-
tra moltiplicare qualunque quantita- per qual.llmque
altra elevata a zero senza punto alterare il suo

valore. . . .
817. Qualunque quantita finita divisa per zero

¢ eguale all’ infinito. ' o
‘Nella divisione eseguita al (81), si faccia x==1,

e si avra

t —a+4a+ a4 atat e
—3 , :

e . K

vy Wb i
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- a a
all ivfinito, Ma —— = & g
—— rut duoque =
essendo il segno il simbolo dell’ infinito.

88. Lo zero po: diviso per una guanti
¢ ita qua-
lunque finita di sempre per quoto zgr‘o, cio qclm

chiaramente apparisce : cosi A o,
a

CAPITOLO 1IL

Della separazione o raccoglimento dei fattori comuns,
e della ricerca del massimo comun divisore.

89. Per separazione , o raccoglimento dei fattori
si intende quell’ operazione , mediante Ia quale st
toroa ad indicare una moltiplicazione di gia ese-
guita, o ; scompone un predotto ne’ suoi fattori :
guesta operazione serve alle volte a facilitare la
ivisione , ed & di un gran vantaggio nell’ appli-
cazione del calcolo algebrico alla soluzione dei
problemi. R
- 8i eseguisce la separazione de’ fattori col dividere
tutti i termini di una data espressione per quel fat-
tore ad essi comune ,- racchiudenda il quota totale ,
ottenuto mediante questa divisione , tra parentesi , e
scrivendo fuori di esse come -wmoltiplicatore il comun
Jattore sopra indicato. ‘
go. Alle volte il fattore non & comune a tutti
i termioi di una data espressione, ma ad aleuni
solamente , in tal caso si separa da quei soli ter.
mini che lo contengono. RS '
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1. Non si possono assegnare delle regole ge-
terali per eseguire il raccoglimento parziale dei fat-
tori, che si trovano alle volte in una data espres-

sione: in varie maniere si ginnge a trovare gli stessi

fattori comuni: alcune osservazioni perd fatte sulla
formazione dei prodotti possono facilitare questa
importante operazione. _ .
Essendo i prodotti parziali, che si ottengono
moltiplicando un polinomio per un altro polino-
mio , composti tutti di un egual pumero di termi-
ni, cosi nella ricerca dei fattori comuni sara hene
dividere il totale dei termini del proposta polino-
mio in altrettante espressioni, composte tutte di
un egual pumero di termini, per raccogliervi par-
zialmente quel fattore comune che vi potesse essere.
Siccome poi nell’ eseguire le moltiplicazioni hauno
luogo alle volte delle riduzioni, cosi in tale caso
non si potranno ritrovare i fattori comuni senza
prima rimettere il prodotto nello stato, in cui si
trovava prima delle riduzioni stesse.
~Alle volte succede che dopo raccolti parzialmente
alcuni falteri comuni, se ne incontrino di quelli che
sono comuni a tutta |’espressione; in questo caso
si raccolgono di nuovo nel modo sopra indicato.

g2. Quando si porta fuori un fatior comune-

parziale, bisogna aver riguardo di portarlo fuori
col segno posilivo, o col segno negativo , secondo
che & necessario, acciocché Je quantitd , che ri-
mangono tra le pareotesi nei' diversi raccoglimenti
parziali, nel caso che esse fossero eguali, possano
avere anche gli stessi segni, onde assoggettare di
nuovo I'espressione ad un altro raccoglimento di fat-
tori, cid che diversameute non si potrebbe dseguire.

. "93. Esemp. I. Raccogliere i fattori comuni nel-
I espressione p*—mp® ~-p.

38

Dalla ispeziohe dei termini ¢ facile vedere essere

il solo fattor cowune a tutta questa espressione.
l‘at«\ta la divisione adunque pel fattor comune P, s
avra per quoto p*—mp*+1; il quale moltiplicato
per p da p (p*—mp* 4 1), quantitd che non diffe-
risce dalla superiore, che nella forma, essendo di
egual valore della medesima. ,

_94. II. Per raccogliere il fattor comune ai ter-
mini dell’ espressione abc—ab*x, si avra, ope-
rando nel modo sopra indicato, ad (¢ ~b.r).’

95 I Sia ora 3a*bx—6a°b*x*— ga*bS 2} y.

- Osservaudo essere 3a*bx il fattor comune, ed
operando nel modo indicato superiormente si otterra
3arbx(1—2abxz—3a*bixy). |
. 96. IV. Raccogliere i fattori parziali nell’ espres-
sione fbx +cx*—3az+5by*—10b,

Per eseguire questo raccoglimento osservo, che
Bei tre primi termini vi & la quantitd x per fattor
comune, e negli altri due si trova per fattor co-
mune. 5b. Eseguendo si avra

z(4b+cx—3a)+56(y*—1ab).

. 97- V. Raccogliere i fattori parziali nell’ espres.

sione a*—ab-t-ac —be. .

_ Incomincio a raccogliere nei primi due termini
il fattor comune a, e negli altri due il fattor co
mune o, per coi ho a(a—b) +c(a—>b). :

Siccome poi in questa espressione trovo di nmovo
un faltor comune in a — &, cosi lo raccolgo, ed
ho finalmente (a—5) (a-c). '

. 98. VL Raccogliere i fattori comuni nell’ espres-
sone am®-—am* xd-bm*—bm* x—a+4-ax—b+ bx.
~"Nelsp§'!mi due termini raccolgo il fattor comune
am?®, nei due seguenti bm?, negli altri- doe — a ,



e negli ultimi due finalmente taccolgo il fattor ce-
mune —b: per cii vengo ad avere ‘
nm’(i——x)+bm’(l——x)-—n('c——x)___b(;__x).}
ossefvo che in tutti guattro questi termini vi ¢ il
fattor comune 1 — x,; lo raccolgo ; ed ho -
(v—x)(am* 4+ bm*—a—1b).
Esaminando di nuovo ' questa espressioue, vedo
che nei due primi termini del secondo fattore vi &
m* fattor comune, e negli altri due si trova il
faltor comune — 1: torno a raccogliere, ed ot-
tengo (1—x)[m*(a+b)—1(a+5)} Raccogliendo
finalmente anche il fattor comune a + 6, si evrd
(t—x)(a+b)(m*—1)

Del massimo comun divisore.

9o. F massimo comun divisore di due quantitd quel
divisore , mediante il quale éseguita la divisione sulle quuntita
medesime non lascia fra esse pia alcun fattor comune.

100, Si trova il massimo comun divisore di due espres-
sioni algebriche in upa maniera analoga a quella,  che si
fmpiega in Aritmetica per trovarlo tra due dati numeri. . :

Ordinate le espressioni , delle quali si. vuole il massimo
coman divisore, per rapporto ad una medesima lettera, st
divida quelld éspressione; in cus questa lettera ha U esponente
wmaggiore per la secondd , e questa operasione si spinga sino
w che ¥ esponente della leitera s per ‘sui si_somo: ordinwee
quelle espressioni , sia nella prima di esse divenuto minore 4
o taed al piis eguale all’ esponente délle stessa letlerd . nella
scconda. In seguito si divida la quantiliv che precedentemente
ha servito per divisore pel residio della’ divisione : indi al
primo residuo si divida pel secondo ‘reviduo , ¢ cost di se-
guir , sino a tanto che $i giunga ad ‘unas divisione esatta; in
allora U ultimo divisore impiegato  sard ‘# ' massimo - comun
divisore ceércato. - i e g

to1. La determinazione sua @& appoﬁi:ta al seguente
principie: .qualunque divisare. .comune 4 due. quanlily deue
dividere il resto della loro divisione. i -

4o

Infatti rappresentando colle dus "quantith ‘A e B .due polis
nomj, dei quali si voglia il massimo commn divisore, e suppo-
nendo A< B, si faccia la divisione di B per A, e sia C il
quoto e P il residuo.

_ Dovendo essere il prodatto del quoto pel divisore pinn il re-
siduo eguale al dividendo (51), avremo B=A X C4{-P.

Ora supponendo che la quantits R sia un comun divisore
. . B AXxC P
diBed A, — e — — ivi

i Be avremo — e -+ 7 perche dlvvldeﬂdo
due quantid eguali per la medesima quantitd i quoti sono

eguali.
B
Ma tanto " quanto

C
: , sono quantitd intere ; essendo
R comun divisore di B, ed A; dovrd per conseguenza essere
P .
una quantith intiera anche 7 ossia il residuo della divisione

anch’ esso essere divisibile pel comun divisore R delle due date
quantits B ed ‘A. Cid posto, sard lo stesso per avere questo
comun divisore , lo scomporre A e P, chie scompore B ed A.
Dividasi adunque A per P, e sia D il quoto e Q il residuo:
con un ragionamento analogd a quello superiormente fatto, st
vedra, che anche Q deve contenere lo stesso divisore R, di P
edi A, ossia di B e di A. :

Continuando sempre a dividere nello stesso modo tutti i
residui, che si olterranmo, si troverd essere‘in essi sempre
luel medesimo divisore ,. che si cerca. Ma con queste coatinne
ivisioni i residui, che di mano in mano si otterranno, ande-
ranno sempre diminuendo, di maniera tale che, o tosto o
tardi si giungera ad un residuo nullo, nel gual caso ¢ mani-
festo che P ultima quantith, che ha servito di divisore, sard
un comun divisore delle due quauntith B ed A, e supponendo
in questo caso che la divisione di Q per R si faccia esatta-
mente , e che si ottenga F per quoto, si avrd Q=R XF: la
divisione sara allora finita, ed R sara divisore di Q e di P, ¢
per conseguenza anche di B e di A. :

Se nei valori di B e di A si faranno le opportune sostituzioni,

supponendo che -g- dia E per quoto, ed R per: residuo, si
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vedrd, che fo totti 1 termini-delle due espressioni vi sard
contenuta la quantitd R.- ; i
" to3. Per provare poi, che tra tutti i divisori comuni
che le dette due quantits B ed A possono avere, R sia. ne-
cessariamente il massimo, supponiamo, se & possibile, che
ve ne sia un altro S pit grande di lui: sard dunque S >R e
nello stesso tempo divisor comune di B e di A: ripighiandp il
ragionamentb precedente, . conchinderemo dover  esser 'S _comun
divisore anche di A e di P, di P e di Q, ¢ finalmente di Q
e di R; la qual cosa & manifestamente assurda per se stessa,
giacche essendo S >R, non @ possibile che una guantita mi-
nore R si divida esattamente per una quantith S di-essa mag-
giore,, per lo che conchinderemo che R & il massimo comun
divisore delle due quantita A e B. _ _

103. 11 massimo comun divisore di due guantitd non
viene punto alterato, moltiplicande o dividendo una di esse
per una quantitd qualunque, purché non sia guesta fattore
dell’ altra. Per esempio A B, ed AG hanno per comun divisore
la quantith A: moltiplicando questa prima espressione per D,
diverra ABD, espressione che mon ha con AC alcun altro
comun divisore , che la quantith stessa A, che era vomune
alle due quantith AB ed AC. Lo stesso sucvederebbe, se la
quantita A B si fosse divisa per D. Ma non sarebbe eguale se
si_ moltiplicasse , o si dividesse questa quantitd per un numero
che fosse fattore di AC, come sarebbe C, in allora il divisor
comune non sarebbe pin A, ma AC. Conchiudiamo da cio:
1.° che nel caso dell operasione volla qnale si cerca il
massimo comun divisore di due guantity, si polranno riget
tare quei fattors , che moltiplicano solamente una delle due
espressioni: 2.° che si potra moltiplicare I una delle due
quantiti per quel numero che si vorra, purché - questo non
sia fattore dell’ alira. )

104. Se le quantith, di cui si cerca il massimo co-
mune divisore, non avranno alcun fittor comune, I’ ultimo
divisore che si lroverd, sard I’ unita,

Facciasi qualche esempio.

105. Esemp. 1. Per trovare il massimo comun divisore
delle due quantith a*—b4, ed a5—a3b*, incomincio ad os-
servare che @3 & un fattor comune ai due termini della se-
conda espressions senza esserlo a quelli della prima: .non po-
tendo egﬁ percid far parte del massimo comun divisore che si

42

cerca, pud essére sopptesso {103), per lo. chié si otterranno l¢
due espressioni a*—b4, e a> —b2, le quali avrantio lo stesso
n}a!ﬁino comun divisore delle prime - due. Eseguendo colle so-
lite vegole la divisione si osservay.che a2+—b2 divide a4-—b4,
€ da per quoto a* 46> ‘sensa residno, - onde che si corichius
derd essere & <-b* il massimo eomun divisore delle due pro-
poste ‘quantitd. - - o S
* Divise infatti queste due quentith per @*-—54%; la prima di
esse da per ?uto a*$b?, e la seconda @3, quantitd, le
quali, come ¢ facile di vedere, non hanno pii alcun fatror
comune tra di Joro. : /

" " 106. 11 Si domanda il massimo comun divisore delle due
quantith a*—5ab-~24%, 4*~—ab--242. Disponendo queste
due quantitd per la divisione ed eseguendola, si avra

Dividendo a* —3ab+ 2b% | a* —ab-— 24 mvis;
—a*4 ab-2b? — .

Besiduio a3 ab 4 450

‘1 Quote,

Blwgna ora dividere la quantita a?—ab—ab?; che ka
servito di divisore nella prima divisione pel residuo —aab4-4b*
della divisione stessa: prima perd di eseguire questa divisione,
osservo , che il divisore ha per fattor comune 25, quantity
non comune a tulti i termini del dividendo, per cai (}o sop-
primo, ed effettuando tale divisione, ho

2.° Divid.® @ — @b — 26* | —a--2b. 2.° Divisore.

ka -.}eza‘b —a— b 2.° Quoto
ab —g 2
—a6+ab‘
o o

) DOﬂd_e:‘QOl:ldlin.do che il massittio _comun divisbre dei due
mﬂ"m P"“m»f"‘lq 8 ——a42b: se essi si divideranno pel
:‘.‘;_"blmlmo or t;]OmmcI[ d}’ViSOI‘g,lsi ‘otterranno i due quoti
a0, ¢ —a-b,i quali non hanno piti" alcun comune
divisore , éorie & faeile il vedere. = ° - 8 S T,



dei quali si voglia il massimo comun divisore. s
Siccome won si pud dividere il 5, coefliciente del primo ter-

utine del primo polinomio, per 7, e d'altronde il 7 now & un

fattor comune di tutti i termini della seconda quantitd , percid

ncltiplico i termini del primo polinomio per 7 , per cui vengo

‘ad avere il : o '

Div.o 3523 — 126x* y o 77X ¥ — 42 y3 :

—352% 4 11522 y — Jox y* |jx*— 232y 4-6y2 De

Res.® —11x®y 4 47 x 92 —fay3 5x.  Quoto.

Continuo ancora a dividere questo residuo pel medesimo di-
visore moltiplicandolo perd prima per 7, ed ommettendo il
suo fattor comune y, per lo che ho

2.% Div.°— 77x24-3209xy —2094y* | 72> —23xy 6> De
77x*—253xy 4 66y* |

—11. 2.° Quoto

2.° Res.® 76xy — 228y

Esdgna ora dividere 7x*—23xy 4-6y3 per 76xy—228y2,
o piuttosto per. 3y, sopprimendone il divisore comune 76y,
il quale non & comune al dividendo, per lo che si verrd ad
avere

5.2Div.? 9x2—25%5xy 4652 , x-—-3y . 2.° Divisore.

B 3
Ay T e Qe
— axy+6y? _—
+ 2xy —6y* :
’ 0 ‘0

Ounde si rileva facilmente che I massimo comun divisore
delle due quantitd proposte & x — 3y. 1 due qaoti che si
ottengono, mediante la. lovo divisione per x — 3y, ‘sono

S5x2 —3xy 42y, 9x—2y.

108. Se i ,vol:isseAileagdmo comun divisore di fre
quaatita per esempio di A, B, C; si giungerebbe a scoprirlo 4
cercandolo - col ‘metods insegnato , fra dnugequanﬁta‘x A‘:B, €
chiamato questo X, si cercherebbe il massimo comun divisore
tra X e C: I ultimo risultamento ottenuto, essendo massimo
comun divisore di X. e di C, lo sard evidentemente anche
delle tre quantits proposte A, B, C.

- 109. Se le quantita fossero quattro, come A, B,C,D;
trovato il massimo comun divisore X delle due A e B, e
poscia il massimo comun divisore delle due X e C, che dird
Y, troverd il massimo comun divisore tra Y e D, i quale
sard il massimo comun divisore di tutte le quattro quantita
proposte A, B, G, D. Si ragioni in uti modo analogo , quando
si tratti di trovare il massimo comun divisore di un numere .
qualunque di quantita. '

CAPITOLO 1V,

Delle frazioni , e del modo di ealcolarle;

110. Supponendo I'unith di confronts divisa int
un nomero qualunque di parti fra loro eguali, una
di esse, o la riunione di aleune & ci6 che forma
una quantitd frazionaria , ossia una frazione o rotto
di quantita.
11i. In una frazione si devono rilevare due
cose assai distinte, ciod il numero delle parti egua-
li, in cui ¥ unitd principale & stata divisa, ed il
numero di quelle parti che si soro prese; il primo
di questi numeri dicesi il denominatore della fra-
zione , ed il secondo il numeratore : tanto poi il
numeratore , quanto il denominatore si chiamano
con comune vocabolo i termini della frazione.
I termini di una frazione si separano mediante
una linea orizzontale, che si. frappone tra il nu-
meratore , ed il denominatore : cosi, se una quan-
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tith considerata come unitd di misura sard ‘divisa
in b parti eguali, e se’preénderassi di ' queste ‘un
numero a, si avrd la ' ‘frazigne %-,,dove‘ a sara il
numeratore , e 4 il denominatere della medesima.

113. Il quoto di nna divisione da eseguirsi si
suole indicare ordinariamente colla forma fraziona-
ria; e siccome molte volte si incontrano di queste
divisioni indicate , nelle quali il dividéndo eguaghia,
o supera il divisore, cosi le espressioni risultanii
da tali indicazioni pon si possono dire vere frazio-
ni, ma frazioni improprie.

Se il numeratore d’una frazione impropria &
eguale al suo denominatore , oppure ¢ un multi-
plo del denominatore medesimo , in allora tale
espressione dicesi frazione apparente , non avende
essa che la sola apparenza di frazione , essendo in
realta una quantila intera; se il numeratore della
frazione impropria & maggiore del denominatore
senza essere un suo multiplo, la frazione ia questo
caso dicesi mista, contenendo essa e degli interi

' T . a .
e delle parti d’intero: cosi la frazione — sara pro-

b

pria sino a tanto che a<b: sard apparente se
a="b, oppure se a==rs.b, indicando con m um

numero Intero qualunque : finalmeate sara mista se

a>b, ma non un multiplo della stessa b.

113. Sulle frazioni tanto proprie, che rmpro-
prie si possono, fare tutte le operazioni , che st
sono eseguite sulle quantitd intere, ma per con-
froutare le loro rispettive grandezze fa d’uope, che
esse sieno tutte della medesima specie, motivo per
cui, prima di passare al calcolo delle quantita fra-
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zionarie ;.81 inglituiscona sopra. di esse .alcune »oge’-z
razioni .preliminari, che servong a cangiare le fra-~
zioni in altre frazioni equivalenti, le quali non dif:
feriscona dalle prime che nella forma. L
114. Tutte queste  operazioni preliminari si
appoggiane. sopra due evideali principj, e sono -
1’ Una quantitd. non cangia di, valore moltiplican-
dola , e dividendola per .un’ altra - quantita qualun-.
que ; poichd cio che si. fa colla moltiplicazione vie-
ne distretto dalla divisione. e R
- 2.% Una -quantité non cangia di valore, se le si
da I’ aspetio frasionario sottopanendole per denomis
natore ' unila. : :

- Qperazigne - 1.2

115. Dare ad una quantita intera ¥ aspetto fras

zionatio , senza che il suo valore ne sia alterato.
In due maniere cid pud farsi, o sattoponendole:
per divisore I unita , oppure maltiplicando , e divi-
dendo la data quantita per una stessa quantita qua-
lunque, Bisognera servirsi del secondo metodo, qua-
lora si voglia dare ad ana data quantita un deter-
mivato denominatore : cosi se alla quantita a si
vorrd dare il denominatore &, moltiplicandola e

T . .oa
dividendola nello stesso tempo per &, si avra 5

espressione equivalente alla prima, ma di forma
diversa, Se alla stessa quantitd a si volesse dare
3¢ per deoominatore , si moltiplichera, e si divi-

3ac
C 3 T
qualupque altra denominatore, che si dovesse dare

; cosi dieasi di

dera per 3¢, per cui si avrd



" L 47
alla: medesima quantita a. Da cid si rileva,, che
una quantita qualunque pud essere esgre_ssa‘in .un
numero infinito di maniere, conservando essa sems
pre il suo primo valore. , B

116. Lo stesso succede, se i1 termini di wuna
frazione si moltiplicano per qualsivoglia quantita;
., ab fab abc*
cosl —— == -4-— = 13—

d 4d 7o*d 4
sempre il suo primitivo valore, pud prendese infi-
pite forme tutie-fra loro diverse. -

: la frazione conservando

Operazione 22

119. Semplificare quando & possibile le fraajo-
ni, o cid che é lo stesso ridurre le frazioni a’ mi-
nimi termint.

Si dividano a tale uopo tutti e due i termini della
Jrazione che si vuol semplificare pei fattori comuni,
che essi si trovano avere , e si avra cosl ura nuova
frazione piu semplice , e del medesimo valore dolla
prima; cid & manifesto, poiché se i termini di una
frazione possono essere maltiplicati per una quan-
tita qualunque, potranno anche essere divisi senza
che ai alteri il valore della frazione medesima.

3b6d?
3d*g *
Toglienda da’ suoi termini il fattor comune 34> s

118. Evemp. 1, Semplificare la frazione

. b s . :
avremo la frazione —é-, pitt semplice dellz} prima ,
e dello stesso valore,
' 5a2b—15ab*

119 Il Semplificare la frazione ———-mrpp .

- 2a(2a—3b)—3b(2a—3b)

Raccogliendo prima in tutti ¢ due i termini della
frazione it comun fattore 5ab , si avrd =
5abla—3b) a—3b . - . o

K ) , fragione assai pit semplice
S5ab(1<~2a)  1—3a’ " o
della proposta. ,

~ 120, laveee di trovare i fattori comuni dei due termini
di vmu data frazione da ridursi 2* minimi termini col mezzo
del raccoglimento dei fattori, si pud eercare il wassimo comun
divisore «.¢i due termini della frazione stessa , e dividere 1 ter-
mini medesimi pel massimo comun divisore trovato, »

£
4az_,xgab+gb , da
4a’-——gb’
ridurre a* minimi termini. Cercando il massimo comun divis

sove appartenente ai due termimi della proposta “fraziome, si
trova essere 2a-— 5%, col quale divisi i due termini della

aa—73b . . .
2807 ta
et 3h’ frazione piu semplice della proposta ,
ed equivalente alla- medesima,
Si siungera allo stesso risultamente col metodo
del raccoglimento dei fattori. Infatti essendo
4a*—12ab + gb? 4a*—6ab—6ab+gb*
fa* —gb* 4a*—gb* ¢
si avra, raccogliende nei primi due termipi de!
numeratore il fatlor comune 24, € negli altri
due il fattor comune — 3b,

‘32t. Esemp, Sia la frazione

frazione , si ha

e raccogliendo di
fa*—qb* ? & .
nouovo nel numeratore il faltor comune za‘-——.3b, e
sostituendo al  denominatore, il quale esprime la
differenza dei quadrati delle due quantita 2a, e
34, il prodotto della loro somma per la loro dif-

_ferenza (43), st otterra
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(2a—3b) (2a—3b) — aa—3b
(3a+3b)(2a—3b) 2a-4-36"°
come appunto si & trovato coll’ altro melodo.

Qperazione 3

122. Lévare gli interi contenuti in una frazio~
pe mista.. . . .
- Non essendo una frazione mista altro, che una
divisione indicata (112), si leveranno da -essa gl
interi col dividere il numeratore pel denominatore
della frazione stessa, s[/:mgendo questa operazione
. 3 0
sine a tanto che & passibile. ) )
123. Esemp. 1. Levare gli interi dalla frazione
3a*—6ab+c
-
3a
Eseguendo la divisione del numeratore pel denos
minatore della proposta frazione, si avra per quoto
la quantitd intera a—2ab, e per residuo ¢, onde

. 3a*—6ab-+c c
sara 3a =a—2b-}- T
124. Esemp. II. Levare gli interi dalla frazione
. .
a*—a2abt-d4-b*
: po .
Eseguendo la divisione del numeratore pel soo
denominatore, si avrd a—b& per quoto, e d per
residuo, per lo che sara

a*=—2ab+d4b> ' d -
‘ a-——b—i =a—b+ a—b
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125. Ridurre due, o piu frazioni al medesimaq
denominatore.

St riducono due frazieni allo stesso denominatore
moltiplicando il numeratore ed il denominatore della
prima per il denominatore della scconda, il nume-
ratore ed il denominatore della seconda pel deno-
minatore della prima: in questo modo, " dietro il
principio stabilito al (116), si vengono ad _avers
due frazioni collo stesso denominatore, ed equivas
lenti alle frazioni proposte.

126. Esemp. 1. Ridurre le frazioni —:—», 710- ad
avere I’ egual denominatere.
Moltiplicando i termini della prima frazione pel
denominatore d della seconda, ed i termini della
seconda frazione pel denominatore’ & appartenente

. . ., ad bec
alla prima frazione, si avra 33’ B3
127. Ridurre le frazioni a_b P9 ad

; cr—d ’ 1—x
aver lo stesso denominatore. ,

Indicando prima I operazione, si avra
(a=b)(1—2) (p—g)(c—d)
(c—d)(1—zx)’ (c—d)(1—x) "’
le moltiplicazioni , sard ’ ‘

a—ax—b4-bx - cp—dp—cqt-dg
¢—cx—d4dx’ c—cx—dtdx

ed effettuando
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128. Per ridurre tre, o pit frazioni allo stesso

denominatore , si moltiplica il numeratore, ed il de-

nominatore di ciascuna pel prodatto dei denomina-
tori di tutte le altre frazioni,

129. Esemp. 1. Ridurre le tre frazioni —;-,. RS
allo stesso denominatore. ‘ §
Seguendo la regola insegnata, si avra
adg  beg  bdf . .
Tdg’ Bdy’ Bdg’ frazioni che eqmvalg.ono alle
tre proposte, ed hanno cemune il deuomiﬁatore.

2a—b x4y
)

2

130. IL. Ridurre le frazioni

’

d—z
o allo stesso denominatore.
Indicando I'operazione, sara
(2a~b)(d—z)(av—x) c(aty*)(20—x) ac(d—:z)
c(d—z)(2v—a)  o(d—sz)(2v—zx) ® o{d—z)(av—x)’
e sviluppando, si avra
;iadu-—zbdv—;4avz + 2bvz—~2adxr 4 bdx+ 2axz—bxz
2 lv—~—cdx—20vz 4-cz ?
3cvx—cx 4 200) 2 —cxy® acd—acs

2cdv—cdax—20vz4-ccz ’ acdv—cdx—acvicxz

131. Quando le frazioni hanno dei fattori co-
muni nei loro denominatori, la lore riduzione allo
stesso devominalore si fa pii compendiosamente-,
moltiplicando i termini delle frazioni cold’ ordine sopra
indicato ; ma pei soli fattori non comuni.

5a

132. Esemp. L Ridurre allo stesso demominatore
L. '
le due frazioni — , —f;
, cd ~ dg ‘
Siccome d & di gid fattor comune dei due dene-
minatori ; cosi basterd maltiplicare i termini della
prima frazione per g, e quelli della seconda per ¢,

ef

. .. . abg
¢ si avranno le due frazioni ——, —5— collo stesso

odg ' cdg
denominatore. : o
133. Esemp. 1L Ridurre all’ egual denominatore

a—b 3c m—n

le tre frazioni = T et
Osservando essere x* di gid divisor comune, e

facendo le opportune moltiplicazioni, si avrd

ax(a—b) 3cx  a(m—n)

ryd ?

e sviluppando
2.1'3 ] 2 21:3 ] ? Pp

sar—3abx  3cx am—-2n

28 H 2.1‘3 7 2x3

134. La verita della regola superiormente in-
segnata si rendera pit manifesta , se le quantita
di gia ridotte allo stesso denominatore si assog-
getteranno ad una operazione inversa, togliendo
cioé da ciascuna i fatlori comuni ai rispettivi pu-
meratori e denominatori, si vedranno in tal guisa
ricomparire le frazioni proposte. o

Questo esercizio sard di moltissimo vantaggio al
principianti, )

135. Le frazioni possono cangiar d’ aspello, e

rendere anche la forma di quantitd intere, senza
punto cangiar di valore, facendo passare i faltori
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dal numeratore nel denominatore ; e viceversa, cel
cangiare il segno agli esponenti delle quantita che,
si trasportano (83). Queste trasformazioni si usano
particolarmente, quando si trovano delle quantita
affette di esponenti negativi, '

5a—2b%
3p3x—"
in un’ altra ad essa equivalente cogli esponenti tutti
positivi,
Operando nel modo sopra indicato, si avra
5a—263%  5b'x

3;3;*‘ o 3a‘p3.

136. Esemp. L Ti‘asformare la frazione

3as b3

@

137. Esemp. 1L Dare -alla frazione

forma di intero.
Secongo il principio stabilito, si avra
3a° b3

Py 3atbic—mx—2.

Delle quattro operaziong principali sulle frazioni.
Sommazione o addizione.

 138. Per sommare le quantity intere colle fra-
zioni, o le frasioni con altrz frasioni; bisogna prima
ridurre queste quantita allo stésso denominatore: cid
Jatto é chiaro, che U addizione consistera in allora
nel farc la somma algebrica dei numeratori delle
frazioni stesse, sottoponendo a questa somma il de-
nominator comune; percheé in allora essendo tutte
composte di unitd frazionarie della medesima spe-

54 ’ ;

cie, la somma di quelle frazioni conterrd in un sol

complesso tante di' queste unitd frazionarie, quante

ve ne sono disgiuntamente in tutte le frazionm par-

ziali proposte. » ‘
13g. Esemp. I. Cosi per sommare I’ intero a—b

colla frazione p-i—q , riducendo prima anche I in-

tero ad aver lo stesso demominatore r, si avri.

ar—ér , pta , ed eseguendo I'addizione dei nu-
r r :

ar—br+p+q

meratori, sara ;

ax 2ax

i L )
140. Esemp. 1. Sommare le frazioni pprapet -

Riducendole al medesimo denominatore, sl avra
primieramente

ax(a—x) ga:l:(.a'-l"x)‘ , ossia sviluppando
(a+x)a—a)’ (d+x)(‘““"“’) ’

a*x —ax® 2a*x + 2ax?

, e facendone la somma-

a? —ax* 4 a®— x?
zione sara
arx —ax* 4 2a*x + 20x* Jatx frax®
a® —x? T et —axr

141. Esemp. 1L Sommaée Pintero a, colle due

.

. . b d—m
frazioni —,
¢’ St
Riducendo prima allo stesso denominatore le pro-
poste quantita, si avra
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"_{_Cf""d"g’ bf+bg , ed—cm ed ese u.end

c/eg ' ofteg ’ ofteg 0 o TR

acf+acg+ bf +bg+4cd—cm
cf+cg.

Sottrazione.

)’ addizione sara

142. Dopo che lé quantith, sulle quali si deve
operare, sono ridotte allo stesso denominatore , si
eseguisce la sottraziowe, cambiando i segni alle quan-
tita che sono nel numeratore della frazione diminu-
- tore , sommando queste guantiti col numcratore del
Wiminuendo , ¢ scrivendo sotto questa somma il deno-
minatore comune. Questa regola & appoggiata ai me-
desimi principj addotti per la somma delle fra-
wiori {138). _ ,

143. Esemp. L Dall'intero 2a* sottrarre la fra-

a’—b
a—x :
Riducendo prima queste quantity allo stesso de-
nominatore , si avra o

zione

20° —aa'x al—b .
- ) ; ed eseguendo la sottrazione
a—zx a-—x

nel modo superiormeate indicato sara

203 —aa*r—a’ + b _a@—oaa*x 4 b
a—x T a—x )

oy ' . a—3b

144. 1L Dalla frazione ppw—y sottrarre la fra-

. ad — be
gione ————— .
2
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Riducendo prima allo stesso denominatoreﬁle pro-
poste quantita , sard .
(a—3b)(m+n) (2d—bc) (c—d) . d
=D (m¥m) e (e—d) ? © PP
am -~ an — 3bm — 3bn acd — 2d* — be* - bed
cm4-cn—dm—dn '  cm<4-cn—dm—dn

Eseguendo poi Ja sottrazione , si avrd
am + an — 3bm — 3bn — acd 4 2d* + bc* -—-bgc_l_

cm + ¢cn—dm —dn . )
145. Queste due operazioni si servono recipro-
camente di prova, come nelle quantitd intere. Al
residuo di una sottrazione bastera aggiungere il di-
minutore per avere il diminuendo: da una somma
poi levando una o pil parti, si avra la somma
€elle rimanenti parti. L
146. Osserviamo di passaggio che, [t))er soltrar=
re una frazione da un’ altra frazione, abbiamo can-
giati i segni al solo numeratore della frazione di-
minutore ; poiché se nello stesso tempo si fossero
cangiati i segni anche al denominatore, la frazione
sarebbe rimasta la stessa, ed invece di soltrarla
dalla prima, si sarebbe con essa sommata ; in fatti

B

a . axX—1 —a
7 ¢ la stessa c?sa che T = b (116)
4 Mpltiplicazione.-

147. Per moltiplicare un intero per una fra
zione o una frazione per un intero si moltiplica
Vintero' pel numeratore della frazione, ed il pro-
dotto che ne risulta, si divide pel denominatore della
Jfrazione medesima.
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In fatti dalla natura della divisione segue, che: sz
una quantild @ sarh moltiplicata prima per ¢, ed il
prodotto verra diviso per &, si otterra il medesimo
risultamento , come se si dividesse prima a per &,
¢ poi se ne moltiplicasse il quoziente per c: quin-

. ac ., .. . 9. ..
di 5 indica , tanto @ moltiplicata per ¢, e divisa

per b, quanto a divisa prima per b e poi moltipli-
. . a ..
cala per ¢, cio¢ la frazione 5 moltiplicata per c:
3 3 v a s k> »
se adunque la frazione - dovra moltiplicarsi per
. ., ac ooy e i ‘
¢, il prodotto sard ——, quantita risultante dal mol-

b

tiplicéfé il numeratore della. frazione pel dato nu-
mero intero. , :
. e e B db—c¢
148. Esemp. 1. Moltiplicare S5a per ———.
Operando secondo la regola insegnata, si- avra
‘5a(3b—c) _ 18ab—5ac A

m-—n m—n

»

149. II. Sia ix:;:%:;_z_ da moliiplicarsi per
/ — A
y Bx* —2xy) Ba—x) _,

7a — 2b

3a—ax, e si avr

gax® —6axy = 3x3 4 22y .
na— 2b v
150. Per moltiplicare una frazione per un’altra
frazione , si moltiplicano i numeratori tra di loro
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ed i denominatori pure fra di loro : questi dué pro:
dotti somo i termini della frazione risuitante dal pro-
dotto delle proposte frazioni. 1n fatti & chiaro che
avremo il medesimo risultamento , se divideremo ad
un tratto = per bc, o se lo divideremo prima per

b poi per ¢, cioé se divideremo la frazione -g— per

a

¢: ne segue da cid ché la frazione 7 si divide per

. a . I .
¢ scrivendo +—, cioé¢ moltiplicando il suo deno-

bc

. . . a i
minatore per ¢. Onde se la frazione — si dovra

b
nello stesso tempo moltiplicare per d, e dividere
per ¢, ossia se si dovra moltiplicare per la frazione

d . ad
o il prodotto sara —, ove soio tra'di loro mol-

bc
tiplicati i numeratori ed i denominatori.
ad

P ed

Si rileva ancora , che le due quantita

a d . ;

7 X = sono eguall, dall’ osservare , che la prima
moltiplicata per bc da ad per prodotio, € la se-
conda moltiplicata per bc, ossia prima per b indi
per ¢ da lo stesso prodotto ad. »

b 2
151, Es. I Debbasi moltiplicare Eﬁ per iy
J mrn

Secondo quello che si & detto, si avra
3z x a2bc*  6bc’x
T mn  mny
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152, IL. Abbiasi ﬂ‘:::jb da moltiplicare per
2c—d )
3a—b"

Operando secondo la regola inse,ghata s Si avra
{2a—3b)(2c—d) _ fac—2ad—6bc+3bd

(¢—d)(3a—b6) =~ 3ac—3ad—bc+bd
153. IIL Sia i}p? da moltiplicarsi per Z— 7‘;’..
Disponendo ed eseguendo la meoltiplicazione, si
avra Z - £
n q
n_P
n q
m*  mp
n* nqg
L
. nq q9*
o
n® qa *

154. Da qui si vede, che la proposizione di-
mostrata al paragrafo (43) si verifica anche per le
frazioni. , '

155. Per moltiplicare un numero di frazioni qua-
lunque tra di loro, si fa il prodotto di tutti i nume-
ratori, e si divide per quello di tutti i denominatori:
questa regola & appoggiata alla superiore, poiché po-
tendo di due frazioni formarne una -sola, meltipli-

- candole nel modo insegnato, ne viene che il pro-

dotto di un pumero qualunque di frazioni si pud
ridarre alla moltiplicazione di due frazioni risultan-
ti, il quale si eseguisce moltiplicando i numeratori
tra di loro ed i denominatori pure tra di loro (150).
o a ¢ f
-~ peér — per -—.
p PP
Indicando ed eseguendo poi la moltiplicazione nel
modo sopra indicato, si avra
@ e L _aof _of
b d a abd ™ bd
15?. E da osservarsi, che il fattore a coinune
tanto al numeratore, quanto al denominatore della
frazione otlenuta, si poteva togliere prima di ese-
guire la moltiplicazione, con che piu fac‘ilmeme si.

of
. d‘

Questa osservazione si estende a tulti i casi, nei
quali si debbavo moltiplicare pid frazioni tra di
loro; per lo che quando mei faitori della moltipli-
cozione da eseguirsi si trovano delle quantita comuni
a qualche numeratore e denominatore, St possono
levare da essi, sostituendovi U unita. :

158. Esempio. Abbiansi da moltiplicare fra di

156, Esempio. Moltiplicare

sarebbe avuto lo stesso prodotto

loro le frazioni -‘-;—’:—, .—;3-, -j—, mpx" , mf—n'
Secondo quello che abbiamo detto, si avra
am c b m—n po
T;;sz"d—x P Xm-—-n_.
I.m c 1 I 1 . cm
TR T T TE
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Divisione.

159. Si divide una frazione per un intero,
moltiplicando il denominatore della frazione pel dato
intero (150), conservandovi il dato numeratore.

160. Esempio 1. Sia da dividere la frazione

i;—%’—z- per 4d. Operando nel modo indicato, si avra
3mn 4d— 3mn. _ 3mn
ab "t T Tabx4d T 8bd°

161. IL Per dividere 3a—ab per 2a —b
0—x ?

81 avr} :

3a—ab pe 3a—2b — 3a—2ab

—=z T —x)(aa—b)  3ac—bc_zaxibz

162. Per dividere uvn intero per unafrazioune

si moltiplica il dato intero pel denominatore delfa

Jrazione, ed a questo prodotto si sottopone ‘il nu-
meratore della frazione medesima. La dimostrazione
di questa regola & appoggiala al principio stabilito
al (51), cioé, che il quoto moltiplicata pel divisore
da il dividendo.

163. Esempio 1. Si debba dividere la quantita

-a per la frazione —,
c

Secondo quello che si & detto, sard

b _axe _ac
a.—c-—— b - b!
b
In fatti %—Xizﬁb—;—za.

6a
: Jx—

. IL Divi *b— 2xX—r,
164 Dividere 3a*b—a per o

Disponendo ed eseguendo ¥ operazione enunciata,

3x—y _ {(3a*b—=x) (m—+n)

: m4n Sx—y

_ 3a*bm-3a*bn—mx—nx
3x—y :

163. 8i otterrebbe lo stesso quoto revesciando
la frazione divisore; e wmoltiplicando questa fraziore
pel mumero intero. ‘

166 Per dividere una frazione per un’ altra
frazione i moltiplica il numeratore della frazione
dividendo pet denominatore della frazione divisore,
indi si moltiplica il suo denominatore pel numeratore
delta frasione divisore; il primo di questi due pro-
do#ti forma il numeratore , ed il secondo il denomi-
natore del quoto ricercato. Anche 'questa regola &
«ppoggiata al medesimo principio del (51).
< 169 8i ottiene il quoto di una frazione per
un’ alira wovesciando la frazione divisore, e melti-
plicandola per la frazione dividendo; questa non é
in sostanza che la regola antecedeute, espressa in
:erming pi& brevi. )

sx avrd 3a*h—ua:

.8

168, Esemp. 1. Sia '—g— da dividere per —2—
Operando nel modo sopra descritto, si avr‘ix
a ¢ __a d ad

b d b c be
Per rendere manifesta la veritd di quest» processo,

ad

be

. sy e s . .. c
si moltiplichi il quote ottenulo pel divisare —,
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e si otterrd adxc‘-'”cd**-afhé t

i otterrd 5= X — == 5= ===, che ¢ appunto
la frazione dividendo , come doveva. essere,

. " 3m—an 2a—x
. IL Divid .

-16’39 ividere ppn per ——
Eseguendo la divisione sard o
dn—an sa—x  (3m—an)(a—b*)
¢c—¢ "~ a—b* " (c—q)(2a—x)

3am —3b*m-—aan+ 2b*n

28c—cxr—2aag4-qxr ;

“170. IIL Sia la frazione polinomia ——-—ZT
da .divibdersirper Ja frazione del pari polinomia
m  p v

n q : , (
Ordinando, ed eseguendo la divisione, si avrd
Divid® — — £ Z — 2. Divisore
n* o q 2 q R

_m L me T

- * “na e — Ot : *
L M n q Quote.
Comp_p
. nq q°
—m P
nq q°
) o

Colla regola data ai (166, 167) ho diviso il primo

termine —— della frazione dividendo pel primo

64 .
termine -.'g- della frazione divisare, ed ho ettenuto
i)er éuot,o la 'frazi‘qn:e; -:1::: sottratto dal dividendo
il prodotto di questo guoto pef tutto il 'divisore',
indi fatta la divisione del primo ~t§?mine ;:-f-. del
residna p.el primo termine del divisore, ho avuto

per quoto la frazioﬁe —sn, che ‘hé upita all’ altro

m ..., .
quota parziale - di gia ottennto; questa_frazione

moltiplicata anch’ essa pel divisore , e sottrattoée il
prodetta dal dividendo, non ha lasciate pit alcun
residuo, cid che mi ha fatlo conoscere che la di-

. visione era termipata.

178, Le tre regole insegnate supertormente
per la divisiane delle frazioni per. quantitd intere,
delle quantita intere per frazioni, e finalmente delle
frizioni per altre frazioni, si possono ridurre ad
una sola, che & la seguente. Sottoporre U unita per
divisare alle quantita intere quando ve ne siano ,
rovesciare la frazione divisore , e moltiplicarla cost
rovesciata per la frazione dividendo.

172. Siccome I’ esercizio nel calcolo suggerisce
molli mezzi di abbreviazione nei casi particolari,
cosi sard bene, che i principianti per rendersi
esperti nel calcalo, procurino di verificare tutte le
eperazioni, che si sono fatle , mediante operaziouni
opposte,
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CAPITOLO V.

Dello sviluppo in seric delle quantits frazionarie ,
e delle frazioni continue.

175. Sia da dividere la quantita p per m--n. Disponendo,
ed eseguendo la divisione , si avrd:

Do p m--n Divisore
mp np - . s p
—_
" " 3 4 ms
P .nP+"’P__nP+ﬂP,_4 X
np . m? m3 m4 " wms mf-n
1. Res.® e =T
m
mnp | n'p
m? m3
n*p
. Res.® —
a. B m?
mn3p ndp
L AM—————— S, SA——
m? m3
nip

. Res.® v —
3 m3

mnip  ntp
il

mé m4
n4p

d ——

4. Res. o

m3 s
adp
5. Res,® — —=.
m

Vol. I 5

©y
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Non potendo dividere il dividendo p per m, primo termine

del divisore, indico questa divisione nel quoto, serivendovi N4 .
: m

moltiplico questa frazione pel divisore, ed il prodotta lo sot-
traggo dal dividendo , .faceio la opportuna riduzione , osser-

vando che il termine — = distrugge il dividendo p, per es-
m

sere allo stesso eguale come rendesi manifesto, togliendo dai
termini di quella frazione il fattor comune m; divido in se-

P . n . . ..
guito il primo residuo — -'—;i pel primo termine del divisore ’

ed oftengo — :": » che scriva al quoto; moltiplico anche questa

frazione i)cl divisore , ed il prodotto che ottengo lo sottraggo

.. . . n2
dal dividendo, per cui vengo ad avere per 2.° residuo P 3
m?

divido anche questo per lo stesso divisore m, ed ottengo per

P te i nip \ di seeni
guoto i’ e per lerzo residuo — 3 > € cosi di seguito ,
continuando la divisione , otterrei sempre dei nuovi termini; e
la divisione non finirebbe mai. Il quoto totale potrd esprimersi
i1 questa maniera.

n?

2 - nd
igf P B _BP L mp mp L omp
Y mdn T m m2 m3 m4 mns "2

assia per essere —5‘— fattor comune di tutti questi termini

. 3 3 .
P P (1 n n2 n n4
— e = ——— — i — —— — .
m-n m m m? ms m4

Se. per primo termine del divisore si fosse presa la quantitd
7, s sarebbe trovata mediapte la divisione , in-vece della su-
periore , la seguente espressione,
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B p mp m-p m ]) m# l)
’75.-,-)—:——’——-—-—-;—-{- T e 3 — €CC. ,
me-n n n n n n :
mn + m2 m3 + m¢ )
085ia o == | [ e ——— — — ecc.
m-+n n n n? n3 n# )
176. Si vede pertanta che la stessa frazione P e
. e % "

diante la divisione pud essere syiluppata all’ infinito in due. di- .
verse maniere. : B i ’

Le espressioni sopra indicate si intendono continuate sina
all’ infinito : volendole terminare , per esempio , dopo il quinto’
termine , accid le superiori eguaglianze si verifichino, conviene
aggiungervi i residui delle vispettive divisioni (81), per il che
si avra

: nsp
T p p np + n2p ndp n4p m5
el SR S - e ——
m4n m  m? m3 m* m>  m-n’
ossia
NS

‘ n n? n’ n4 m4
1a=F =L(l—~—-+~—.——~—3‘+'—;‘——- ~———)
m m m-n
AU . . mS

P m a m3 m# n4

,,a_f_=L(,_.~+1*T~_3_+_T~ ___)
m-=n n n n n n m--n

177. Queste espressioni , come tatte quelle che sono com-
poste di un aggregato di termini, che. crescono, o scemano
con una legge manifesta qualunque, si chiamano serze. Le
serie finite sono quelle composte di un numero finito di ter-
mini ; tali sono le espressioni dei numeri (75, 77, 78), le
infinite sono quelle , che si suppongono continuate all* infinito ;
di tal natura sono le due superiori espressioni. )

178. Le serie sono poi convergenli, divergenti, o paral-
lele. Diconsi serie convergenti quelle , i di cui termini vanno
successivamente diminuendo di valore ; divergenti quelle, i di
cui termini vanno successivamente aumentando, parallele q‘uel-
le, che sono composte di termini tutti di egual valore: cosi la
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serie 1.3 sara convergente 'sino a tanto che m >n, quando
m < n, sara divergente. Nella serie 2.a succedera tatto il con-
travio: essa sard convergente quando m<n, e divergente
quando m >n: tulle due saranno poi parallele nel caso di
m=n, : -
In fatti nella serie 1.2 , facendo astrazione dai segni, e sup-
ponendo m >n, si vede che il secondo termine ¢ una vera
frazione, e per conseguenza minore (el primo, che & I' unita;
il terzo termine & minore del secondo, poiché essendo m >n;

. . mn n? ) ; D e e
sara anche - > <, 1 mentre due quantith disuguali molti.

plicate per la stessa quan'tité 1, e divise per m?, cobservano
la stessa disuguaglianza di prima; levando ora dai termini della

. . . n n?
prima frazione la quantity comune m, sarh — > —, come
m - m

si. & asserito. Nello stesso modo si  dimostrerebbe essere
n? n3

— -;:-;, e cpsi di seguito. Tutto il contrario succederd

nella serie 2.2, poiché nella supposizione di m >n sara il se-
condo termine - della serie stessa una frazione mista, quindi

maggiore del primo termine, che & I'unith. Con un ragiona.
mento analogo a quello superiormente impicgato si dimostre-
rebbe facilmente, essere il terza termine maggiore del scconda,
il quarto maggiore del terzo, e cosi di seguito all’infinito.

" 179. Le serie convergono , o divergono pih o mena rapi-
damente , secondo che & maggiore , 0 minare la differenza, che
vi & fra i loyp termini. Quanto pili una serie sard convergente,
tanto meno termini occorreranno per rappreseiitare prossima-
mente il valore della frazione, dalla quale essa procede.

Le serie divergenti, e parallele non sono di alcuna utilita ,
ma le convergenti divengono utilissime , quando og¢corre massi-
me di determinare qualche valore non determinato, né deter-
minabile per altra via, cdme succede molte volte Well* analisi
subline. : o ‘

_ Quanto pili ‘termini si prendono di una serie convergente,
tanto pih si avvicina al suo vero valore; in una serie diver-
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gente al contrario sempre pii si allontana del vero valore col
prenderé n miaggior numero di termini: la serie convergente,
come la divergente di il valore della frazione generatrice,
purch® si tenga conto del residuo.

180: Tanto la 1:a clie la 2.a delle sopra indicate serie
pud servire egualmente per convertire qualynque quantity fra-
tionaria, sia numerica o letterale, in pna serie infinita ; per
cid fare bisogna eguagliare il numeratore della frazione pro-
posta alla quantita ; € scomporre il denominatore in duc
parti; una delle quali si eguaglierd ad m, ¥ altra ad n.
Siccome poi ih un numero inlinitd di maniere’ pilb"decmh'porsi
uha quantitd in due altre, cosi ne viene che una frazione potra
svilupparsi in un numero infinito di serié diverse.

. : . . 3ab?*

181. Esemp. 1. Sviluppare iii serie la quantita b

- Fatto p=>3ab*, m=22c, n=—4{d, sostituisco questi va-
fori in una delle due serie trovate, per ¢seuipio nella prima,
ol ho L6 due ¢ : PE ¢SEIERI0 nel
Babs __ 3ab? . 4d | 18d> . 64d3 | 256d4 )
2c—4d 2c ([+—2?+ fec? +v§é3 Jp’lﬁc“ Fec
Riducépdo poi a minjmi termini, e tenendo copjo anche del
residuo; si avrd

64d5

Sab? BSabsf . =24 | 4d4* | 8d3 | 1644 c4
26—4d ~ 3cC (‘+ c + e* + cd + c* +2C-—4d

Ponendo meinte a questo sviluppp i vede facilmente,
come uh termine qualunqug deriyi .S‘}?.l sup auteycgt%elftp mol-

tiplicandolo per 22, wd i scondo pesmine @ stato de-

[
' o maltplicandolo per 2%, il ¢ ine &
dotto dal primg moltiplicandolo per —2=, i terzo fgrmine €
. ' v t _ 3d
* dedotto dal secondo moltiplicando il secondo per ——: lo stes-

so dicasi degli altric Conosciuta la legge di derivazione , senza
passare per la strada da uoi superiormente seguita, si potra

7o

49 .

sviluppare quelungue frazigne in serie infinita colla semplice
mioltiplicazione. ‘ '

2k*®

_ fa—3y "
faccia a tale wopo p==2k?, m=jx, n=— 5y. Prevalendosi
ora della seconda delle due trovate formole, si pongano in
essa, a loogo di p, m, ed n, i rispettivi loro valori, ¢ si avrd

Esemp. 11 Sviluppare in serie la frazione Si

ak3 2k* ¢ 4 16x? 643 2564
foeens I —
4x—3y ~—5.r( * 5y + oy? + 2773 + Biy4

to24x

8iy4
+ ).
fax—3y ‘
In questo sviluppo si osserva, che ciascun termine deriva da

quello che immediatamente lo precede moltiplicandolo per é—f .
Y

-

182. HI. Sviluppare in serie infinita —i-
1t

Fatto p=3, e scomposto il denominatare 11 in due parti,
per esempio in m==10, ed n==1, sard sostituendo nella prima
setie questi valori

I

5 3 1 G t . 10000Y\
— e T 1 ._.—.+-—..__-_.+ i
1041 10 10 ' 100 1000 ' 10000 1

e sostituendoli nella seconda, si avra

3 : 100000
5({ 1—10- 100 — 1000}~ 10000 — ).

—

1041 1t

_Tanto dalla 1.2 che dalla 2.2 di queste serie si potra me-
diante la somma di tutti i termini rispettivi, compresi anche j

residui, riavere la frazione generatrice —, cid che potra far
1

si per. esercizio,
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Delle frazioni continue.

183. Una frazione, il di cui denominatore &
composto di un numero intero e di una frazione ,
ed il denominatore di questa & pure composto di
dn numero intero e di una frazione , e cosi di se-
guito, si chiamna frazione continua. Di tal patura
sono le seguenti espressioni

I 1
— [OOSR
1 1
b+ T 2+
s 3 s
¢+ T+ ec. Tatec

184. Per ridurre una frazione ordinaria in fra-
zione continua, bisognt scomporre il denominatore
della frazione in due parti, la prima delle quali sia
il multiplo maggiore del suo numeratore, ¢ la se-
conda il vesiduo del mcdesio -denominatore :  cio
fatto si divids tanto il numeratore che il denomina-
tore della frazione pel suo numeratore , € si verra
cost ad avere I unith divisa per una quantitd intera
pits una fiazione; questa frazione si traiti nello
stesso modo della precedente , e si avrd anche per
essa un’ espressione analoga alla prima, e cost di
seguito. Se la frazione non fosse pura in allora st
avrebbe per “primo quozienle un ndmero intere
segnito da una frazione, che si tratterebbe nel
modo sopra indicato. ‘

185. Esemp. 1. Sia la frazione -'%—‘da sviluppare

in frazione conlinua: : :
o) 4 [ . (Y
bupponendo questa frazione vera, sara alb cio

VES
posto si divida b per a, e sia ¢ il quoto, ed r il
residuo di tal divisione ,’ per lo qche Ei avra "

b=aq+r (51), e la frazione 22 o0
=9 F =t r
(ae

Si divida ora la quantith a per r, e sia ¢' il quoto

7

ed 7' il residuo, si avrd quindi a=rq' 41':
a 1 1
onde — = =
b . 1
I+ sy 9+
- q+ -

"

Dividendo r per v, sia ¢ il quoto ed »" il resi-
duo, si avra r=r'¢"4r", ed

a.___  § 1
—— - = - 1
g+——7 q- -
9+ Ty A —

2 r
9+
Dividendo finalmente r' per r" sia ¢" il queto, ed

1

7" il residuo, sard ¥=r"q9" +r", ed

a_ 1 1
b I = 1
.9+ " q-+ '
: Y e e "
T+ s T+
q '*",'.7'-’

e cosi di seguito. ' ‘
Questa divisione verra terminata quando 7' sard

u 3 4 1t . ) -
al[;u:ul!::x‘i)g:w di 7, per non esservi in allora pid
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23

/

. . . . . . . . 3 )
186. 11. Ridurre in frazione cobtinua -
‘ > TRl

Secondo quanto & stato detto , si avra

i: 3 p— ! . Operando in un modo
1 3.342 3+_3_
3

. 2
analogo sulla frazione 3 sara

3 I .

11 2 1
3+
2t x+—--;

18;. Ponendo mente all’andamento di questa operazione
¢ facile di vedere essere la stessa che quella, colla quale si
trova il massimo comun divisore, che esiste tra due date
quantita, ‘

Infatti per trovare il massimo comun divisore fra 3 e 11 st
sarebbe diviso 11 per 5, per cui si avrebbe avuto 5 per quoto

3 . . .
e 3 per residuo, e la frazione - sarebblesi cangiata in

1
——

3 +-§-; dividendo in seguito il divisore 3 pel primo tesis

duo 2, si sarebbe ottenuto 1t per quoto ed 1 per residuo:
seguitando a dividere il primo residuo 2 pel secondo residuo
1 si avrebbe per quoto 2 senza alcun residuo : onde la fra-

. t . . N
zione = == —————, come appunto si ¢ trovato suncrior«

1 1
St
1+—2-

mente,
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18&. Potendosi le frazioni ordinarie cangiare in
frazioni continue, si potrd del pari risalire dalle
frazioni continue alle frazioni- ordinarie: vediamo
ora come cid possa eseguirsi nei sopra cilati esempj.

da ri-

189. Esemp. 1. Sia la frazione -
q+';f'
dursi in frazione ordinaria. 4

’Si avra, riducendo la quantita ¢ ad avere an-
ch’ essa il denominatore ¢’

* . ¢

I _~ 1 — q -
PR IR
: q q'

19o. I Sia ora la frazione continua di tre

termini, cioé da ridursi a frazione or-

q-+ "
- dinaria._ q -+ 7

" Riducendo primieramente ¢' ad avere il denomi-
natore q", sard

x .
: = _....!_._.. = -———I-——-7,- ; e ri-
q+ g +———— g+
gt 99+ qq"+t
q+ qll . qu ]
ducendo anche la quantith q ad avere lo stesso
denominatore , che ha Ia frazione — ‘,’, , 81 avra
q4q -+ 1
1 . . 3 __ q'q'+1
I N ik a M T L v E
q —t . q + - 7] T
o 99 +1 9941

q
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1g1. IIL Ridurre a frazione ordinaria la frazie-

PRSI

_ne continua -
R q+—
\ 9+ ;
It . ..
q +
9
Procedendo analogamente a quanto abbiamo futlo
superiormente , si avra ‘

- # ,
q+ — [ g+— g+
q+"+¢_ I+ T+
q . 114 qlll
I . i _
1 +——~ 'Lm"f“ _—
q + qlqthlll+qJ+q'll q q!ql/qll'+ql+q'l
.q”q"l-’t-[ . A
1 .
999°9"+99+499 + 99+ "
999" +9+9 C e
q,q‘lq”,,—*—ql_-*;q,”‘ »

o i

999'9"+99+q99"+q99 +
Si procedera in simile guisa per le frazioni con-
tinue composte di un maggior numero di termini.
192. Osservando con  attenzione I andamento

di questi risaltamenti, si vede, che il numeratore
dell’ ultima frazione non & altro che quello deila
penultima moltiplicato per ¢"', aggiuntovi il nu-
meratore -dell’ antipenultima: il denominatore si for-
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ma aneh’ esso in-una maniera analoga a questa. Quel-
lo che si ¢ detto di questa frazione vale per qua-
Jungne altrs frazione di simile natura, di-modo che
si pnd conchiudere, che qualunque sia il numero dei
termini, di cui sia composta una frazione continua,
la fravione ordinaria, che la rappresentera, si for-
merd id una maniera analoga alla sopra indicata.
193. 1V. Ridurre in frazione orgiuaria la fra-

R 46 i
zione continng —m8——

341
1-{-—‘-—
2
Secondo cid che & stato detto, sari
1 1 i .t 3
I - " 2 o*ra a1
3 _— _ 2
+ 3+9+1 34 3 3
T S »

. :

194. Quando per ridurre tma frazione conti-

nua ad una frazione ordinaria non si prendono
tatti i termini, che la compongono, allora la fra-
zione ovdiparia, da cui. procede la fraziome conti-
nua, non ¢ eguale esattameute alla frazione conti-
pua, ma sempre pil vi si accosta, quanto pid
termini si prendene. Questo avvicinameuto si fa in
tal maniera, che le successive frazioni ordinatie,
che si trovano, prendendo uno; due, tre, quat-
tro,, ecc. termini della frazione continua, sono al:
ternativamente maggiori, e miuori del valore della
frazione ordinaria generatrice, di modo tale che il

walore della frazione ordinaria si trova sempre com-

preso tra i valori di due frazioni consecitive , co-

~ me prima e secouda, seconda ¢ ‘herds, €oc.; € e



differenze vanno sempre sccmandp. ‘ Qu.estn,_, pro-
prietd ; che hanno le frazioni covtinue si- pud di-
i iera.
mostrare generalmen;te 1 _questa mamer o
195. Ai numeri ( 189 e 1go ) si & trovato

T

r 4 L e A
T g+t . qq9g+g
'q+—‘-il-. ' | 1 - V
q+‘q.u

D T
Ora se dalla frazione conﬁnua —_—, il di cul
| A
gt —r
~ , - 9
: lore esatto ¢ J‘_"_'.'.’*—-_-l-—;-, 81 sottrarrd il primo
v 799 F9+q
TP A5 S N
nine —, si -aVra—— —, —— =
suo lermine 7 y 51.8 prp Fqq rl

g +q—qqqd—q—9" _ .. 9 .
qqqq(qqq'q"iq+q“) T 9999 +a9+9)

Dalla stessa frazione si sottragga ora ,la,. somma
dei due primi termini dela frazione eontinua, e
| gq'+1 4§ .
9q'q'+q9+q" G +1 o
7999 +99 +4q +1—9999" 9 —9¢ _

(99’ +1X99'q" +q-+9")
o 1

si avra

(99 +1)(99'9" +9+9) |
Siccome dalla prima sottrazione si & ottenuto
un residuo negativo, cosi & manifesto, essere il
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primo termine rl maggiore di tutta.la frazione con-

Wrua, o della frazione ordimaria, che la rappresenta.
Dalla stessa quantila sottraendo la somma dei due
primi termini della frazione continua si & avuto
un. residuo positivo, cio che fa vedere essere que-
sta somma minore di tutta la frazione continua.
Astraendo poi dai” segni, la seconda differenza &
minore della prima, come facilmente si pud rilevare
riflettendo , c‘l):e per essere le quantita g, ¢, ¢"
tutte quantita iotere (185), il fattore qg¢'+1 & mag-
giore di g, e per eonseguenza il- denominatore del
secondo residuo ¢ maggiorc del denominatore del
primo residuo, il numeratore 1 del secondo residuo
non pud essere maggiore di ¢” numeratore del
primo residuo; onde la frazione seconda, o il se-
conde residuo, per avere il denominatore ma giore
di quello della prima, ed il numeratore egua?e, o
minore del numeratore della prima, deve essere
necessariamente pitt piccolo del. primo residuo ,
come si doveva provare. o o
196. Le frazioni continue servono molto van-
taggiosamente nell’ analisi per la risoluzione di varj
problemi. Si ricava da essa anche la maniera di
cangiare una frazione numerica in altre frazioni
molto pit semplici. di essa, le quali si avvicinino
costantemente in valore alla. dala. frazione: cid si
ottiene collo sviluppare primieramente la data fra-
zione in frazione continna, prendendo indi umo,
due, tre, quattro, ecc. de’ snoi termini, secondo il
grado maggiore di approssimazione che si brama,
e riducendo di nuovo questi termini in frazioni
ordinarie. - — , SELT e
- 197. Esempio. Si vuole una frazione pil sem-



-4 5o 26535 79
. 1415926535 .

lice di ——>———, il.di cui 'e. si af

P .dl 10000000000 ’ il.di cui valore si appros-
simi‘al valore della medesima. A tale oggetto si
cangi questa frazione nella seguente frazione con-

tinua mediante le regole insegnate..

1415926535 1 ;
$000000000 4 1 '
15
i
1 — -
t+—
tf—
) 6+ i
S
U
. ‘,3+_|‘ l.
ST S
aat
:3"

Prendendo il solo primo termine -—I-, si avrebbe
. . . 7 . « X N

una frazione maggiore della proposta, la di cui

e . . 8851455 . . .

diffe e : == ;
renza ¢ di m‘—f02®12644893? preo-

dendo la somma -dei primi. d@e ‘ vgeimini ~—15» si

106

avrebbe una frazione: minoré della proposta di
88aray1 PR
m = 0,6000832196 ;, prendendo la

somma dei primi tre termini, si avra T3 frazione
11

8o

T N -, 301545 o
maggiore * della proposta di ~Somstooonae
0, 0000002668; prendendo I’ aggregato dei primi

4686

quattro termini si 'ha'—-s—s—l-a-;, quantith minorg

del vero valore della proposta Trazione di
16157 )

331020000000000

si sono oltenute paragonando successivamente le

. e s . . 1 15 16 4687 .
frazioni ordinarie 7 706 113" 3Bioa colla® pro-

=0,0000000005 ; queste differenze

posta frazione , riducendole prima allo stesso de-
nominatore , e facendo indi la sottrazione dei ri-
spettivi numeratori. Ponendo Pocchio sulle successive
differenze si vede, come esse decrescano con rapi-
dita, onde volendosi fermare anche al solo quarto

termine, si ba la frazione % , che pud essere

sostituita in luego della proposta anche nei caleoli,
nei quali si esiga un grado assai grande di appros-
simagione, mentre 1a differenza non & che di circa
0,06000000005, come abbiamo veduto di sopra.
198. Applicazione. Chiamato 1 il diametro del
Circolo , Leudolfo di Ceulen ha trovato essere la
circonferenza prossimamente =3 ,¥415926535; a
questa frazione decimale, sostituendo la frazione
continua trovata (197),. sarh la circouferenza del
1
.‘ . l
7+~ T

l"f: €c.

‘

circolo prossimamente =3 +-




81
Prendendo ora i due primi termini di questa fra-
. . . s ns 1 211 23
zione continua, sl avra 3+—=T=_, fra-

zione -che pochissimo differisce dalla proposta; e

che esprime il rapporto trovato da Archimede fra

il diametro e la circonferenza di un circolo.
Prendendo tre termini’, sara

1 . 1’5

- ‘ R : . 4 .
ST = T e T

1
1+ 15 15

313+ 15 = 333 ; rapporto pil;l. approssimato di

106 1067 , :

quello di Archimede.

"Presi quattro termini, si ha

3+ =34 *3 4 =

B A e alY e aby sl AT

1

1 L

1
+-———.—-_—-
112-}-1

16

: 16 355 L
3 = 3+—;§ = Tl—:—s-:frazmng che espri-

me il rapporto approssimatissimo trovato da Adriano
Mezio, e che non differisce dalla proposta frazione
che di 0,0000002668 quantita minore di 27 cento mi-
lionesimi, mentre il primo la eccede di 0,0012644893,
ed il secondo & superato dalla proposta frazione di
0,0000832196 : se si prendesse un termine di pid,
si avrebbe un’ approssimazione ancora maggiore,
cidb poi che rendesi inutile in pratica.
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~ CAPITOLO V1.
Dclia ﬁrmnzfone delle potenze, d‘eli’ e&trézfone deIlc
radici dei monomj, e dsl vweola\dc;i .radicali e

- degli 'igam(zén'nmzv.f

N

199 Si ‘¢ veduto (13) essere a X a=a*,
aXaXa=a’, aXaXaXxaz=a* la quantith a¥
si & chiamata seconda potenza di a, o quadrato &
a; a® terza potenza di ay o cubo di a; a* sard la
quarta potensa di a ; a® ne sard la quinta, e oost
di segwto ,.di modo che a®, si ckiamera I’ emmesi-
ma potenga di a. Nello stesso modo che si sono ot-
tenute le successive potenze di a, si potré. avere

'qualsivo§|ia potenza di qualonque altra quantita:

non si dovra a tal wopo che moltiplicare la data
quantitt una ool , due velié., tre volte, ecc. m—1
volte per se medesima , secondo che se -ne vaglia il
quadrato, il cubo; la quarta potenza , ecc., o I'em-
mesima potenza, o cio ohe é lo stesso , scrivere la
quantitd data tante volte come fattore, quante unitd
i sono nell espenente , a €ui essa si vuole elevare.
200. Nello stesso modo si possono formare le
potenze dei vuwmeri. Le potenze dei ' nameri conte-
sule in questa tavola si sono trovete nel modo su-

periormente descritte,



TAVOLA

.Dclle prime sette potcnze dei numeri natumli
dall’ 1 sino al 10, :

Potenze
. jo Quadrati

a01. Per indicare che una data quantlth deve
essere innalzata a potenza, si suole racchiudere que-
sta quantita tra parentesi, e fuori di esse al luogo:
degli esponenti mettere P esponente, a cui deve
inoalzarsi.

202. Esempio L Innalzare al quadrato la qutm-

‘tith — 4a b

Operaudo nel modo sopra descritto 81 avra
(—4ab* )'@—4abf X — 4ab? = 16ab*.

| P’

3

303, 1. Elevare a qﬂadrat"o la frazione

‘84

Indicando prima, poi eseguendo questa opera-
ziope , sarh ‘
( _ (pPg) _ 3plqxaplq @4‘
(Bm)* 3mX3m gm®
204. 1L Ionalzare al cubo la quantita 3a* &
Operanda al solito, si avra
(3a%h)* = 3a*h X 3a*b X 3a*b=274°b’.
_205. IV, Elevare al cubo la quantita —4ab>..
. Eseguendo I enunciata eperaziene’, si avra
(— 4ab*)? = (— 4ab®)* X — fab* =
16a2b¢ x -——~4ab*~f—-—-64a36‘ ‘
‘Volendo elevare la stessa quantita alla quarta po~
tenza, si avrd
- (—4ab )“"'(-4“5‘)’>< —4ab* =
‘-—64a‘.b° X — fab* =2a56a*d®, -
Operando in una mamera a questa snaloga, si
trova essere .
(— 4ab*)3 z:(——ziab‘)" X — fab* =
256ab® X —4ab* = — 1024a°b*°.
(= §ab*) = (= hab*)* X = fab* =
— 1024a%h*° X — 4ab’ 4096a°b‘“‘
Cosi - pure sarebbe . IR
(éwq PR . o pqx ap’q . 8p%?
3m 3m Im 27m3'

(;ﬂfq) ( 2pq zﬂi,;
‘ M 3m
9q3 zp ﬂ IGP.”(]?
agm3 T T3m Bim+
o 306, Considerando 0rmat§entamen:e la maniera,
colla quale si sona formate. Ie diverse potenze delle

—_—"

3



tjuantita date pei proposti esempj, si ticava facil-
mente un metodo compendioso per eseguire qua-
lunque finnaléamento a potenza senza passare per-la

lunga, ¢ tediosa via della moltiplicazione: questo.

metodo coasiste nelle seguenti regole.
Regola per i segni,

207. Incominciando dai segni, si osserva, che
qualunque quantitd positiva moltiplicata per se stessa
un numere qualunque di volte da sempre un pro-
dotto positivo, onde si pud couchindere, che o
sviluppo di qualunque potenza di qualsivoglia quan-
¢itd pesitiva sari sempre affetto da segno posttive.

"Se la quantith da innalzarsi a potenza fosse ne-
gativa, in allora le potense pari di questa quantitd
saranno positive’, e le impari negative ; giacché una
guantila‘a negativa presa per fattore un nuwero pari

i volte da sempre un prodotto -positivo, e presa
al contravio come fattere un numero dispari di
volte , da costantemente un prodotto pegativo.

“Regola per i coefficients.

208: I coefficienti numerici si inmsaleano a po-
tenza , meltiplicandoli per se stessi tante volte meno
una , quante unitd i sono nell’ esponente della po-
temza, a cui si vogliono elevare. Alle volte, invece
‘di eseguire questa operazione, non si fa che indi-
carla -nello stesso modo appunto, che essa si indica
per le lettere. - : :

Regola per le lettere ; & per ght esponent.

dog. Se le lettere non hanno. esponente , pren-
dono ¥ esponente della petenza che si deve fare, ma
se sono di gid innalzate a qualche potenza, U espo-
vente che verranno ail -avere risultera dal prodotto
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8ol esponente che apevano 'da prima , pel miovo es-
ponenie della: potenza, a cui si vogliono elevare:
cosi. per innslzare all' emmesima potenza —3 a*b"c,
si -avra (— 3a’boc )™ == 4 3madmbmagm, A quest’ul-
tima "espressione si ¢ posto il doppio sefuo; perché
pon' si sa, se /s sia pari o dispari: nel caso di m
pari valerh il segno superiore, e nel caso di m
dispari , il segno inferiore (207). o

a10. Da quel che abbiamo detto si rileva fa-
cilmente, che I’ esponente di qualsivoglia quantitd
imnslzata al quadrato & doppio dell’ esponeate pri-
mitiva,, che I esponente di una quantita elevata al
cube ne 2 triplo, che vma quantiti elevata alla
qbarts potenza ha un esponente. quadruplo, ecc.,
ed in generale, che I’ esponente, che si trova avere
wne quantith stata inpalzata ad m, @ m volte pid
grande di 'Txelln che la quantith medesina aveva
prima ohe fosse elevata alla potenza emmesima.

a11. La quentita a da cui si sono desunte le
altre quantith a°, a, a* ... .a™ per mesz0 di suc-
cessive moltiplicazioni per se medesima, dicesi la
radice delle quantiti ottenute; essa’ poi chiamasi
radice seconds, o radice quadrata di a®, radice
terza , o cubica di a®, redice quarta di a*, ed in
generale radice emmesima di a™. .. .

212. Queste radici si sogliono esprimere col
simbolo v/ ‘posto avanti alle potenze, che chiamasi
radicale; il numero poi, che si colloca nell’ apertara
di questo simbolo, si denomina esponente, indice-

o grado del radicale: cosi \s/ a indica la ndace cu-
bica di a, ossia quella quantita, che moltiplicata due

wolte per se medesima produce a; v dinota

fa radice quinta & b?%; :l/d‘ Ia mdmmmenm di



, : 8
¢*. La vadice seconda delle quantita si suole indicarz.
col solo simbolo v/ omettendo I esponente 2. '

213. Da. quanto si ¢ detto (210) si rilesa facil-
mente , che un radicale di qualunque grado si pud
rappresentaré col dividere gli esponenti delle quan-
-tita soggettq a questo radicale pel grado del radicale
stesso; onde la radice quadrata di ana quantitd
qualunque si pud denolare , dividendo I'esponente
della data quantith per 2: di modo ehe sark

N ' i ve -t . T
Va=a* di fatto moltiplicando a® per se mede-
sima si ottiene per I appunto a. o

La radice cubica di una quantita qualunque si ha
dividendo
A 3 G
in fatti % X a® X.a® =a%==a*: la radice quarta si
ha dividendo I' esponente per 4, e cosi di seguito;
di maniera che ¢ol:dividere I'esponente. di una data

quantith per m, si indichera la radice emmesima di
N - .n

: . s 2
il suo .esponente per 3: cosi 'Va*=a’:
. ‘s . 6 K .

quella quantitd; per lo che sard v a%z=am :

~214. Da quanto si ¢ detto si raccoglie, che
siccome gli esponenti interi indicano alzamento a
potenza , cosi i fratli indicheranno estraziane di ra-
dice; questa radice sard del grade segnato dal -de-
nomioatoré dell’ esponente. S

- Dell estrazione delle radici de’ moromj. *

215. L estrazione delle radici & propriamente
P operazione inversa dell’ innalzamento a potenze,
nello stesso modo appuato, che la soitragione ¢
opposta all’ addiziene , la divisiene aa moltiplica-
ziope ; motive per cui, volendo -esirarre la radice
. di un grado qualunque da una data poteasza, biso-
gnerd distruggere cio che si fosse fatto, col elevare

88 :
1a ?inatitith “primitiva ad una potenza dello stesso -
grado della radice da estrarsi.

' Regola per le lettere e per gli esponenti.

216. Siecome ,- per innalzare una data quantitd
ad una data potenza, si moltiplica il suo espo--
nente per quella potenza , a' cui si ‘vuole ele-
vare (209); ‘cosi per estrarre qualsivoglia radice
da una data quantitd qualunque monomia, bastera

dividere il suo esponente per U indice del dato radi-
cale ; come si & di gid osservato al (213), ‘

Regola per i coefficienti.

~217. Riguardo ai coefficienti, si caverd da essi
la radice indicata coi metodi, che si insegnano
nell’ Aritmetica , qualora i coefficienti siano potenze
esatte di grado eguale all’ indice della radice, che
devesi estrarre ; in caso diverso si procurerd di scom-
porli, se & possibile in fattori, uno dei quali sia
una potensa esatta del grado sopra indicato , onde
estrarre da esso la data radice.

Regola per i segni. ,

218, Siccome uba quantit¥ qualanque positiva,
o negativa elevata ad una potenza pari da sempre
un prodotto positivo (307); cosl volendo estrarre
una radice di grado pari da,una quantitd, si dovrd
porre avanti alla radice il doppio segno + , potendo
avere la radice due valori uno positivo, e 1’ altro
negativo: cosl y/a*==-+a, poicht a* pud essere
nata tanto dal moltiplicare 4- a per se stessa, quanto
dal moltiplicare —a pure per se medesima; se il

grado della radice sara dispari .in questo cuso la

radice dovrd avere il segno della potenza, poiché
nella formazione delle potenwze (207) si & vsservato,



che il risultamento -positivo di una potenza di .grado
impari proviene costantemente da una quantita in
pit, ed il risultamento negativo' di una potenza
impari deriva sempre da una quantiti o radice
negativa. ' e
219. Le radici di grado pari delle quantita ne-
gative sono impossibili, giacché¢ non. vi & gqoantita
positiva, o negativa che presa un numero pari di
volte per- fattore dia un prodotto negativo: alle
radici pari delle quantiti negative per questa ragione
si da il nome di quantita, o simboli immaginary, e
I operazione non potendosi eseguire viene indicata,
_ Beuché queste specie di radici nulla rappresentino di
esistente, possono cié non ostante entrare nel cal-
colo, come le altre quantitd: poiché & proprieta
dell’ Algebra di operare tanto smlle quantitd, che si
conoscono , come su quelle, che non si conoscono.
' Di queste si parlera piu "avanti, essendo la cono-
.scenza delle medesime della massima importanza
nel progresso del calcolo. : v .
220. Esemp. 1. Estrarre la radice quadrata di«%b*.
Operando secondo le regole insegnate, si. avrd

6 2
Vatb*=ga*b*==+a’bd.
Di fatto tanlo + a’b, che —a®b moltiplicata
-per se medesima preduce a b*. :

221. II. - Estrarre la radice quarta da 8 a’lé“.

Eseguendo I’ enunciata operazione, si avra
4 . .
V8radb'* = 3a* b3, V
222. III. Estrarre la radice cubica dal monomio
8a’% b3 cb. :
Secondo quello che si & detto, si avra

© 3 . 9 3 ¢ .
vV8abict=2a¥b3c¥ =2a’bc".

L d

423, Operando nella stessa - maniera, 'si’ avrk
V—27ab3mc9=—23ab"c’; cosi pure sard
&356#‘5‘%::;&4‘1‘»6‘, ecc. - —_—

224. Gli esponenti delle lettere non sono sem:
pre, come in questi esempj, divisibili esattamente
per I indice della radice: cosl ' -

& L3 3 2 4 32
Vel=c*=cXo*; VeS=0e3=cX?} Vei=¢*,
ecc.; espressioni che lasciano indicata o in tutto ©
in parte la divisione degli esponenti, ¢ per conse-
guenza I estrazione della radice. Queste radici- quen-
tunque: inassegnabili, sono di un grandissimo uso
nel calcolo, e percid si devomo considerare c¢om
tutta I’ attenzione. - : .

225. Quelle quentith, delle quali non si pud
assegnare esattamente la- radice, chiamansi quantitd
irrazionali, incommensurabili o sorde; a differenza
di quelle; le-di cui radici soso assegnabili, che si
dicono gquantitd razionali o commensurabili. g

226. Quando I’ esponente di una data quantitd
¢ maggiore del grade della radice, che da essa si
vuole estrarre , ma non un suo multiplo , in
allora si scompone quella quantitd in due fattori,

‘uno dei quali. abbia un esponente, che sia il multi-

plo maggiore dell’ indice radicale contenuto nell' espo-
nente delle quantia data; eio fatto , si  eseguisce
mediante la divisione dell’ esponente U estrazione della
radice sulla parte commensurabile , lasciando indicata
la parte incommensurabile : di modo ‘che sara

Vatbs=va*ab*b=4ab*yab,
V—48a° b5 o=y —B.6a° b} b o == |
| —2al b v6bic,
4 . - - 4 ‘ -
V64a®b'S s =taa*bicviabic



o

s 229, Si estrarrh la radice da una quansitd mo-
nomia frazionaria, estruendola separatamente dal ni
meratore , ¢ dal denominators, awvertendo che i se-
gni delle radici delle frazioni sono appartenenti al
numeratore: cosi la radice quadrata della frazione

s ’ 6

%,—- sard £ —z-; e la radice cubica di — -;%—;sa‘
., 2a :
e 7O | | o
228. Nella stessa maniera, che una quantitd
soggetta ad un radicale si pud cavar fuori dal vin-
colo radicale, col . dividere il suo. esponente- per
P indice del radicale medesimo, si potra del pari
trasportarla sotto il vincolo radicale, qualora si
trovasse al di fuori, col maltiplicare il suo esponente
per D ‘esponente del dato radicale: con cid si libe-
rano i radicali dai coefficienti, da cui sono affetti.
22g.  Esempio. Liberare dal suo coefliciente la

quantitd 32 v/ b. |
Secondo quello che abbiamo detto, avremo
3a \3/ b= :/ 27a® b. Sard del pari

‘2a}y3m=v4a® X 3m=v12a°m.
230. Per innalzare a potenza un monomio qua-

lunque radicale , bastera moltiplicare ciascun espo-

nente del monomio sotto il vincolo radicale pel grado
della potenza , che si vuol fare: di modo che sard

(\’}ab’)n.—::/a’b“, In fatti pei (209, 213) si ha
2 L 2.3 2 4
.(i/qb’) =(a3b3) :a?-b?:i/a’b*. ‘

2.31. Per inoalzare una quantita radicale qua-
- lunque ad una potenza, il .di cui esporente sia lo

92
stesso di -quello del radicalé, basterd -levare du
quella espressione il segno radicale, Infatti- per in-
nalzare v/ a sl quadrato, si avra ' 3

o f.a o3 3 :
(Va)* =a*=a*==a: si avra del pari
(Va)y»=am =g, S ‘
d 232. Per estrarre una radice di qualunque gra-
lo da‘ una espressione radicale, bastera moltiplicare
¥ indice dgl suo primo radicale per I indice della
nuova radice da estrarsi , indi colle regole sopra in-
dicate s St eseguird totalmente, o parzialmente questa
operazione , quando vi sia luago: cosi la radice cu~

bica diva, sark v ya=v/a; poich¢ v'va = yas=

a‘l?—-u. é— 6 ?
=a®=v/a (213 e 214). ’ '
Si sarebbe buv:enutarla stessd quanlith estraendo

la’ ?adic.e quadrata da":/a; onde :/Va:.—\/\g/a‘

Di qui apparisce, che una quantitd qualunque
sozz,rget‘t;-z alraa;walt"] doppj si puod esprimere con um
sol radicale , " indice del ‘quale e, Ui il prodotto
degli indici dei radicali dati : »eosiqgﬁggsan‘i ‘ P .

.\/\/63=\/b’. Sara per la stessa ragione E

m i r . m np ' -
VWVar=yvgt =/ g+, ec.

- 233, Nella stessa maniera che una guantitd sog-
bgeua a pit radicali si pud cangiare in un’ altra
¢ ellg stesso valore aventé un sol vincolo radicale,
il dl_cm indice risulti dal prodotto degli indici ra-
dxc:al‘l dati, si potrd del pari da un radicale, il di.
cui indice sia composto di due o piis fattori ; risa-
dire ad un radicale di radicale avente tanti vincoli,



.9
Yuanti sono i: fattori nell’ indice del dato radicale.
r'CosAi ';/’a'»bv::’\?ab—_—\a/\‘/arbz:/va,b:;:/VVab.
- m np ' : o

Comie pure |/ g=v VVg.

234. Prima di passare al calcolo delle gnantita
‘radicali insegnerd la maniera di presentare queste
uantitd sotto una forma, che le rende suscettibili
ei medesimi calcoli, ai quali si assoggettano le
quantitd raziomali. .. : S
235. Nella stessa maniera che le quantitd intere
possono prendere la forma frazionaria, e le frazioni
presentarsi sotto diversi aspetli senza che il loro
valore sia alterato: cosi gli esponenti senza cangiar
di valore potranno prendere diverse forme, e le
potenze in conseguenza diverso aspetto: cosicche
( ' 2 '3 &4 s moom
si avrd, p.e., a—a*=—a’=a*=—a’=a" =a"? = ec.
Siccome poi (214) i divisori degli espenenti €spri-
mono dei radicali del grado da essi denotato, co-
3 3 5 menp
si sara a=—y/a*=ya}=vat=ya’=yam=ya",
' : 23 oam m
Si avrd del pari a*=a 3 =a ™ =y aS=yamm,
Per lo che si conchiuderd, 1.° che le quantita ra-
zionali si potranno ridurre a radicali di quel grado
che si vorra , moltiplicando , e dividendo nello stesso
tempo gli esponenti delle date quantits per I espo-
nente del radicale proposto: 2.° che una quantita
radicale caonserverd il suo valore, se il suo indice
radicale , e nello stessa tempo U’ esponente, che “la
data quantita si trova avere verranno moltiplicati,
o divisi per una stessa quantitd qualunque.
.. 236, Da cid si vicava una facile maniera di

{

o care i radicali, col togliere da essi mediants
la divisione i fattori comuni all’ indice radicale, ed
agli esponenti delle quantitd sotto il radicale y come
pure di ridurre tutti i radicali allo stesso grado, ri-
ducendo i loro esponenti a frazioni dello stesso de-
nominatore, o cid che & lo 'stesso, moltiplicando
¥ indice radicale ‘di ciascuna espressione , e nello
stesso tempo anche gli esponenti delle quantiia chs
si: trovano  sotto i rispettivi radicali pel prodotto di
tutti gli indici radicali delle. altre -espressioni. 1 se-
guenti esempj rischiareranno quaato si ¢ dett;;. ,
237. Esemp. 1, Semplificare I’ espressione ya 353,
Divideado per 3 tanto I’ indice radicale, quanto
gli esponenti delle quantita sotto il radjcale , si avra
6 ; . ,' T oam mp ‘
Vadbhi==vab. Si avrd del pari yvb"¢Td" =
v b* & @& dividendo per m. : [
238. Ridurre le due espressioni radicali yvb, e

'3 : . .
v a* allo stesso indice radicale. . :
Secondo quanto si ¢ detto superiormente , sard

\.’b':-..-\ﬁ/b.’),; j/a’.—.:&a‘. S
239. Per ridurre'poi i tre radicali Va, Vb°,

s .

v ¢?® allo stesso nome, moltiplicheremo il primo in-
dice radicale e nello stesso tempo I’ esponente di a4
per 15, che & il prodotto degli altri due indici ra-
dicali: il secondo radicale e %’ esponente di b per
10, che & il prodotto. degli ‘indici radicali delle
altre due date espressioni, ‘moltiplicheremo final-
mente il terzo radicale e I’ esponente di ¢ per 6,
prodotto degli indici radicali delle prime due quan-
tita, ed avremo, operando in questa maniera, lé

" . . 3o 30 30 . i
seguenti espressioni -V.a'S, V b*°, V¢'?® equivalenti



alle prime tre, tutte soggétte a radicali dello stesso
radg, . - L e
s Ragionando nella medesima ‘mauiera, si vede ,
N - I T Ot
che le espressioni va', Vb , ve, 3d', ridotte
allo stesso indice radicale si cangeranno nelle se-
3Imnp Smnp * 3mnp 3nmp R
guenti, l/a“m; Vb3"'l"', ch ,Vd"’"ff
24o. Quando le espressioni che si devono ri-
darre. allo stesso radicale sono affette da iadidi ﬂtail.,»
che uno di essi sia un multiplo dell’ altro .0 degh
altri, basta in allora per ridurli allo stesso grado ,
moltiplicare ciascun indice summultiplo pel numero
delle volte , che egli std nell’ indice maggiore: cosi
&
le due espressioni vVa, ¢ V& si ridurranno allo
stesso indice radicale moltiplicando per - 2 tanto
I’ indice radicale, quanto ' espouente della ?uautlth
sotto il primo radicale, per oui si avrd V'a“,[, in
luogo di V a, radicale dello stesso grado di \{’ b.
4
Le tre seguenti espressioni radicali Va, Vb, Ve
si ridurranno allo stesso indice radicale moltiplican-
do per 4 tanto I'indice radicale della prima espres-
sione , quanto !’ esponente di @, e per 2 I :adace
radicale della 22 espressione, non meno che I'espo-
nente di b, onde si avranuo le tre seguenti espres-
. ) P P E s . . TR i ,
sioni radicali va*, yb*, vc tutie dello stesso
nome, ed equivalenti ai radicali proposti.

a41. Se gli indici radicali non seuo multipli,

in allora si sceglie il pin picecolo numero., che sia
divisibile per tukli gli indici radicali delle date espres:
sioni ;. € tanio I’ espanente di ciascup radicale , gusnito

Aol

-

gl espomenti delle quantita ad esso soggeite si molti-
Plicano pel numcro delle volte che il suo indicey ra-
dicale & contenssto nel numero che si & presa: cosi
se fossero proposti i-tre seguenti radicali va,

Vb ','v;;'\?cs ,da ridursi allo stesso grado, , osser-
verei , che;'il 12 & il numero pid piccolo divisibile
_pei.tre indici radicali delle proposte espressioni ,

“(vedi Ia mid arite N. 225 ) per ¢i6 moltiplicherei

gli esponenti della prima espressione radicale per
G, giacche il swo indice radicale sta appunto 6
volte nel ‘13 ;. moltiplicherei gli' esponenti della
seconda -espressione per 4 , e .quelli della terza per
3, per oui' avrel le tre espressioni seguenti dello
. Poe g - 3 13 13
stesso valore delle prime , Va¢, vb*, v¢°.
- Delle quattro operazioni sulle quantitd radicali,
» Addizione; e sottrazione.

24a. L’ addizione , e la sottrazione delle quan-
tita radicali si fa unendo queste quantita coi segni
indicati dall® operazione , che su di esse si deve ese-
guire , quando le quantitd” proposte sono dissimili; se
poi queste quantita sono simili, si fa sommando , o
sottraendo ¢ loro coefficienti', come nell’ addizione ,
e sottrazione delle quantita simili razionali: cosi per

G 3
sommare le due espressioni radicali Va, e V4*,

L .3

si scriverda vVa + Vb°*. '

: ; 8 6
.. Per sommare poi le due gquantita vb*m, 3vbim?,
si ridurranno prima allo stesso indice radicale
onde osservare se sono quantith simili , per cui si
: 3 3 .
avra Vé6*m, 3vVb6*m, ed eseguendo I’ enunciata



97
operazxone N sara \/b’m <+ 3\/b4m’ = \/b'm+
3 \/b’ m=4 \/b’ '

Sottraendo da 5 b\/ m la quantitd 3Va, si avra

55 \/m —3Va.

Da 8 \/ m* sottraendo 5Vm, si otlerra

8\/m ——-5\/m.—8\/m—-5\/m—3\/m
Della Moltiplicazione , e della divisione.

243. Per moltiplicare o dwné‘gre le quantita
radicali dello stesso grado si opererd nel medesimo,
modo sulle quantiti come se non vi fossero i radi-
cali , ed al prodotto, o al quoto si anteporra il
radtcale comune ; se poi i radicali fossero diversi,
prima di eseguire o I’ una o U altra di queste ope-
razioni , converrd ridurli allo stesso grado , indi
sulle quantita ridotte si proced‘:r-& nella maniera
sopra indicata.

Esempj di moltiplicazione.

244. Moltiplicare v a per V b.
Disponendo, ed esegueudo la moltiplicazione, si avrd

Vax \/b—-a Xb‘ (ab)‘—\/al) (214).
Per moltiplicare 3 \/b’ per 2 V3a, si avrd
,3\/b’x 2\/3(1“3\/1’7")(:1\/27a3~6\/:v7a31,v4
Esempy di divisione.
245. Dividere v a per vb.

Disponendo , ed eseguendo la divisione, si “avra
\/q:\/b:a :b‘.—:(—b—)=::\/-5..‘
Vol 1. 7

g8

Ounde dividere Ss/a" per:.a Va’b, si avrd, ri-
dueendo prima allo stesso mdme radicale qneste

due espressioni, 8 va, 2\/a b, ed eseguenda
la dwlsmne, sara

246. La moluphoazmne e la divisione del po-
linomj radicali si eseguiscono nello stesso modo,
come si & eseguita sulle quantitd razionali, avuto
perd riguardo alle regole insegnate per la_moltipli-
cazione , e divisione dei meonomj radicali. I seguenti
esemp] serviranno a rischiarare quanto si @ detto.

24y. Esempio 1. Per molnphcare tra “di loro i
polinomj radicali segueuti, si avra

dmyvad-2bsy/ab —vVm—bya
" 3ve—2bvadym

gm\/ac+6b\éabcf——3\/cm—3b\7m ,
~— 6bm ya* — 4b* va*h + 26 yam + 2b* a?
+ 3m yam - 26 y abm — Vm’—-—-bv‘am

o m Vac-+ 6byabc— 3ycm— 3by/ac—6abm — fab* yb
"+ byam + 2ab* + 3myam + abyabm —m.

 Osservagione. In quest esempio nel fare la ridu-
zione delle quantita simili, ho nello stesso tempo
liberate dai radicali quelle quaatita , che erano su-
scettibili di questa operazione.
248. 1L S:eno da moltlphcarsx i due polmom]

» m—--3\/a-- sb3\/o : € ‘/a—-—m\/b'o, clle ridotti

a contenere radicali dello stesso grade, diventano



 me—3va—sbyet
, _:/Ji" — m,\s/?»f‘c’
o T——
— mS&b4Qs + 3m:/aab“c’ + 2b’m:/b405 ’

e riducendo a minlmi termini tutti i radicali, che
pe sono suscettibili, si avra per prodotto totale
. 6 3 6
mya—3a— abdyaic* —m*vb*c + Imya’bic® +

S :
abicmyb®.
Osservazione. Pil brevemente si poteva eseguire
gues‘ta moltiplicazione , moltiplicando a dirigtara i
ne polinomj proposti, avendo riguarde nel fare i
prodotti parziali di ridurre i radicali ad avere: lo
stesso grado. Lo :
24g. Esempio L Dividere a® 4~ 2abyab -+ b°
per aya + bvb.
" Ordinati questi due polinomj per rapporto alla
quantita a , e disposti per la divisione , si avra

a’® + aab  ab + b* avatbyvb
«—a3 e aby/ ab
: | avad-bybd
aby ab+ b3 o
—ab\ ab—b?
. [¢] o

Per eseguire questa divisione ho considerata a?
come composta di due fattori, cioé di a*, e di a,
ossia di a*, e Vaya, dividendo a*>y a ya per
aya, ho ottenuto per quoto ava, che moltiplicato
i

pel divisore, e sottratto dal dividendo mi ha laseiato
residuo ab Vab-~6*; ho divise indi questo re-

160

siduo per aya, ed ho ayuto per quoto bvb,

che moltiplicato pel divisore .mi ha dato un pro-

dotto, il quale sottratto dal dividendo non mi ha

lasciato. pid alcun residuo; indizio che la divisione

era finita. - _
250. I Dividere

| 6bvab—4br Vb ¢t —gm Vg ¢t + 6bm V"
ger 3va—abye. '

i avra, disponendo, ed eseguendo la divisione
65 \/ab—-tib':/ b3¢* —gm \6/a3c' +6'bm,«\,/c‘

6

—6bVab+46* Vbier |3 Va—ab Ve

——gmg/'a%'-i—ﬁbm\s/*c' -Fb\/bw&m '\a/c R
+9m\/a3c’——66m\3/'c‘ ' '

o 0 .

Ho diviso primieraments 65 v ab per 3Va, ed
ho avuto 25 v b per quoto, il quale moltiplicato
pel divisore, e sottratto il suo prodotto dal divi-

dendo, mi ha lasciato il residao —gm \?/a3c’+
3 :
6bm v ¢*: ho diviso quindi il primo termine di
questo residuo per 3va, ossia per 3€/a3, ed ho
6 3

avato per quoto — 3mV¢*=-—3mVc, che molti-
plicato pel divisere, ed il prodotto sottratto dal
dividendo ba dato zero per residuo.

. 251. Se le quantita da moltiplicarsi, o da
dividersi fossero soggette a radicali unmiversali, che
abbraeciassero cioé tutto il polinomio, si ridur-
rebbero, occorrendo , prima questi radicali allo
stesso grado , tollo poi il radicale universale,
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si opererebbe sui dati polinomj, come se il ra-
dicale universale non vi fosse, ed il prodotto, o
il quoziente ottenuto si riporrebbe sotto il radicale
universale proposto: . . .

252, Es. Moltiplicare y/(a-+bva) per V (m—nv/b):

Si avra, togliendo per ora il vincolo radicale,
che nei due fattori & dello stesso grado, ed ese-
guendo la moltiplicazione

a+b\3/a
m—nyb

: - i ,
. am + bmya—anv/b—bny/a*b*; e rimettendo
questo prodatto sotto il radical universale , sara
3 -3 3 A
V{at+bya)x v(m—nvb)=
3 3 ]
V{(am4+bmy/a-—anv/b—bnvab?).
‘ 253. Siccome il valore di una frazione non
viene a.terato moltiplicando i suoi termini per una
medesima quantith qualunque; cosi alcune volte si

potranno togliere i radicali esistenti nel pumeratore, -

o nel denominatore di una data frazione monomia,
moltiplicando ambi i termini della fra:ione pel radi-
cale, che si vwol far smarrire, innalzato ad una
podesta eguale all’indice del radicale medesimo dimi-
nuito dell’ unitd. -~
- . = /
254. Esempio. Dalla frazione : L far. sparire
. 3 : Vb
il radicale contenuto nel suo numeratore.
" A tale oggetto moltiplico ambi i suoi termimi per
Va,ed ho :
va VaXVa _  ya* a
—_ T - Ik 3 - 3 .
vad x Vbt Vadb*

==

X = o
vb? vaxvb*

.

1oz
285, 1L Libei-ara“.h st:es_sn . espressjiéné, -*-:—/-i——
dal radicale contenuto nel suo denominstore.-
, Moltgplicaudo ambi i termini di questa frazione
per (v b*)*; si avra SRR :
Va Vax (vb*)*  vaxvbt
3 3 3 - 3 -
vér  vbrXx (Vh*)* (vo)
Vaxbvh _ Vad xbyb* _ bya's _ ya'b*

a———
S s . .

2 & BT B

Delle quantits immaginarie e del modo

- . - di calcolarle. .

256. Si dicono immaginarie, impossibili, o as-
surde quelle quantita, che essendo negative, si pre-
sentano sotto un radicale di grado pari (a19), come

LR i an .

sarebbero le espressioni. y—a?*, y—b, y=—c™, ecc.

Non esiatendr:) queste quantita, che nella imma-
ginazione, sembrerebbe , che non se ne dovesse far
conto alcuno, e che esse non dovessero essere fram-
anischiate colle quantith reali: ma siccome dalla
¢ombinagione di quantith immaginarie nascono in
certi casi delle quantitd reali, cosi I’ analisi prende
a considerarle, ed insegna ad operare sopra di esse,
coame -si opera sulle quantitd: reali; nel calcolo pero
di queste quantiti succedono delle variazioni di-
pendenti dalla loro natura; le quali & necessario di
esporre. Le quantith immaginarie servono assai util-
mente nella soluzione dei problemi a far conoscere
colla loro presenza )’ impossibilita della soluzione
quando il problema sia di tal patura,
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257. Qualunque monomio immaginario pud es-

sere rappresentato da due fattori, uno reale, e I'al-

tro immaginario, cosi V —a’*=va*.y—1=
4

4 ay — 1. Come pure \/-3d’b=&3a3b,'\7— 1,
ecc. , )

Delle quattro operazioni sulle quantitd immaginarie.
Sommagione , e sottrazione.

158. Queste due operazioni si fanno sulle quan-
it immagioarie pella stessa maniera, che si ese:
guiscono sulle quantita reali: cosi '

ay—14by—1,ed ay—1—by—1

fa vedere nel primo caso, che la quantita by —1
¢ aggiunta, e nel secondo caso & sottratta dalla

quantitd ay—1. .
Moltiplicazione.

359. Prima di passare ad eseguire quest’ ope-
razione si osservi, che dovendo estrarre da una
quantitd qualunque, per esempio da a?, la radice
quadrata, e non conoscendo. il modo, col quale a*
si & formata, alla sva radice a. si dovra anteporre
il doppio segno =+, perché a* puo tanlo esserst
formata dal moltiplicare + a per se stessa, quanto
—a pure per se stessa (218); ma quando_si cono-
sce quale  delle .due quantitd ¢ stata m'glti licata
per se medesima per formare a*, non. & piu per-
messo, ritornando sulle proprie tracce, di pren-
derne un’ altra. Questo caso & evidentemente quello
dell espressione y—aX y—a=ya*=c-a: sapendo,
che la quantitd a* sotto il radicale quadratico pro-
viene da —a X —a, 'ambiguitd del segno cessa, e
per ritornare alla radice ¢ necessario di scrivere —a.

§ g

10
gcr‘ la stessa ragione sard Yy — i1 X V—1=—1.
. L 1 2

In fatti v—1 X y—1=(—1)* X (—1)*=(—1)*z=—1.
_ Ritenuto questo principio il calcolo delle quentith
immaginarie uon presenta pii 1a minima digicolth.

260. Il prodotto di una quantits reale per una
immaginaria'y o di una quantitd immaginaria per una
reale sard immaginario, e la regola dei segni sard
la solita. Cid & manifesto, perché con tale opera-
zione non si fa che ripetere una quantitd immagi-
naria tante volte, ¢ nello ‘stesso senso, quante ne
indica la quantitd reale: ‘cosi ‘meltiplicando 3va
per amy —n, si avra 3Iva X amy—n=0my —an.

261. Non si possono stabilir canoni generali,
onde scoprire se il prodotto di due quantith imma-
ginarie sia reale, o no. Solo possiamo avvertire, che
sard utile il trasformare il fattore — 1 sotto-
posto ad un radicale d'indice pari-in una potenza
fralta di — 1, conservaudo sempre il segno ne-
gativo inpanzi all’ uniti. Con cid si tratteranno
queste moltiplicazioni , come quelle di quantita
innalzate a potenze. I seguenti esempj saranno di
porma ai gymmpianti.

263. Esempy. Moltiplicare aby—1 per cv—1.

Dispoaendo , ed eseguendo I operazione, si avra

a_b\/-—x Xecy —1 =‘abov—— I Xv—1. Ma
1 Kl 3

Vet Ve = () (m 1) = () =1 (a5g);

dunque aby—1 X cy—1=abc X —1=+—abc. Lo

stesso sarebbesi ottenuto, se i segni di tutti e due

i fattori fossero stati negativi. - '
‘Moltiplicando aby—1 per —gy—1, si avrd

aby—1 X ~cy/— i =— abcy/ —1X V — 1 = abc.

Lo stesso accaderebbe , se il primo dei due fattori
fosse stalo negativo invece del secondo.
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Moltiplicando -—Bav —a per aab \}—— a’c , sar
—Bay—aX aaby/——a*6==—Say—a* X saby/—a’c=
——xoa’b\l’/a’cxc'-—x‘x‘\;—d:'
—10a* b:/af'c . (-—-r)“" . (—-1)* = xm’b;@‘é;(——-x)%
= —10 a’b:/a"'c.(——_l)% = — xoa#:/ac\!& I.

263. Posti questi principj , 8i eseguisce con
tutta facilita la moltiplicazione delle quantita poli-
nomie contenenti degli immaginarj, come si vedrd
nei seguenti esempj. AT .

264. L Moltislicare a+by—i1 per a—bv—1.

l:;lsponendo , ed eseguendo la moltiplicazione , si
avr P
a .+ bV—1 "
a — bv—1

-—-.—_,.J—H—a—-‘- .
a* + aby—1 >
Y e gl N 1 = b2
" a* + b*

265. 11 Moltiplicare
3a—2yv—34cy—1

- per 2a—3cy/—1+ /—a

6a—fav/—34 2acy/—1 .
o —gacy—1—6¢y/34-3c*

-+ 3a\/{—a + :‘/3a—g\/a

L 6d*— jay/~ 3—nacy—1—66y/343c*43ay—a
~4-av3a—cVa -

106
266, IIL Moltiplicare la seguente espressiane
—rhy=3 bV YT oluipli-
a 2 2 DENL A
cando fra di loro i primi duve fattori, si avra
—i+y=—3 | —ibV—3 _ 1—y—3—y—3-3_
2 T a - 4 T
_2——;;‘/*3 = s’gr-—-;/-—.'& . Moltiplicando questo
prodotte per il 'tqrmlfsttere , sard .
——y—3 —1+y—3  1—y—34y—=3+3
2 . a2 : C 4
4 , ‘

—_—==1,

4

Si otterrebbe I unita anche moltiplicando

::;‘f__?l due volte per se medesima.
Divisione.
~ 369. La divisione di una quantitd immaginaria
per una reale si fa osservando le stesse regole , an-
che per rapporto ai segni, che si sono usate per la
divisione delle quantitd reali. » :
268. Esempj. Dividere aby —1 per a.
Disponendo , ¢d eseguendo la _divisione , sl avra
aby —1:a=by—1. Se i segni di tutte e due le
date qnantitd fossero stali negativi, si sarebbe del”
pari ottenuto o stesso quoto positivo. _ )
_Divideado poi —aby—1 per a, s avra
—aby —1.:a=—>by—1. Lo stesso quoto F‘{l
medesimo segno si sarebbe ottenuto se il solo divi-

sore fosse stato negativo.-
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- 28g. Dividendo una quantita reale per uma im-
maginaria , comparira al quete - U immaginario. .come

denominatore , ma si potra sempre far passare nel.

numeratore con facile pipi o :
270. Esempj. Dividere ‘la quantitd reale ab,
per, la ‘quantita immaginaria v —1. o
Operando nel modo sopra descritto, si avrd
b'b‘ . ab  a
BVTI= = T V=
i termini di quest’ ultima frazione per v -—1, sard
~ab ay—1  ay—1 )
_ = -
by —1 VeI X Y1 =
Lo stesso risultamento si sarebbe ottenuto, se i
segni fossero stati tutti e due negativi,
Dividere —.ab per by —1. ,
Eseguendo la divisione nel modo sopra indicato,
si avrd o

, e moltiplicando ambi

) .-...:.‘f.l.)._._ a  ay—1i
wavb'b‘/—‘!—b\/-—l— V—1 —

_ay=-1. Lo stesso sarebbe avvenuto, se il divi-

»

sore in luogo del dividendo fosse stato negativo.

, . e 4
. Abbiasi ora da dividere ab per ay—1, e sard

Sl | |
——— il quoto. Moltiplicando numeratore , e deno-

Vi o
H(V—1)?

minatore per (:}-——1)3, si ha ———:_—;—-—-=‘—"‘b:/—"

291, Per dividere una quantitd immaginaria per

una del pari immaginaria , valgono avvertenze affatio

simili,

=—ay—1I.

108 ’

a3, Esempj. Divideve aby/ =1 per by/— 1.
- Disponendo, Ld -eseguende la- divist‘?;:e;»si avrd
S UPRNY.  3 Vivert. WP P S
ab\/-—-x.vbY-—J_. bVt 4. Se i »segni fos-

sero stali tutti e due negativi, si savebbe del pai‘i

ottenuto un guoto pesitivo. _ '
Dividende —aby—1 per by/—1, sard
—aby—1
by —1 ,
gativo, ed il dividendo positivo, il quoto sarebbe
stato affetto egualmente (fal segno negativo. Vogliasi
ora divideré aby/—1 per b:l—l; Si avra
aby —1 a ——1':' a 4—i'%
vor ()t ety
bv—1 (—1)? (—1)*
a \} —1. o R
273. Siccome poi qualunque quantith monomia
immaginaria pud essere rappresentatu dal prodotto di
due fattori uno reale, e I' altro immaginario (257); cosi

le regole superiormente insegnate si potranno con
tutta facilith applicare alla moltiplicazione, ed alla di-

=— a. Se il divisove fosse stato ne-

——
=

s

-’.:»ai-—-—ll )

'visione di qualunque monomio reale o immaginario,

per un altro monomio immaginario: cosi volendo
dividere 2ay/ 3 per 2v/ —a, si avra
2aV3 aV3 Va3  y3a.y—1 V—3a.
2a  vV—a  v—1  —1

274. La verita delle regole ‘sopra insegnate si
p.ot.ré riconoscere , moktiplicando i quoti oltenuli pei
rispettivi diyisori, o dividendo i prodotti per uno
dei fattori, e cid secondo le circostanze.
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Dopo questi priocipj , la divisione dei polinomj,

contenenti delle quantith immaginarie, non reca pii

alcuna difficolta, come facilmente si vedra dai se-

guenti esempj. ‘ , i

- 295, Esemp. L Dividere a* 4 b* pera-f-by —1.

Si avra disponendo, ed eseguendo colle“Solite re-
gole la divisione. ' S

a* 4+ b* a+bV——-l
—at—aby —1 a—by—1
—aby — 1+ b* o

aby — i1 —b?

° 0

276. 1. Dividere il polinomio
6a> —4ay—3—facy—14+3av—at2via
—4cy3—cvVa-+2c?, per 3a—ay—34-cy—r1.
" Disponendo, ed ¢seguendo la divisione, si avra
6a“—-4‘av——3—-‘i4acv——-t+3av-a+n\/3a
—40\/3—0{_4!—!-20»’ :
~—6a* 4 fjav+-3—a2acv—1 ‘ 3a—ay—3+cv—1

—6acy —1-43ay —at-2y3a l 2a—20Y — 14V —a
—4cv3-h—cya+nq* .
+6acy— 1 Hfey3—ac

3av'--:"a 4 ay3ai-cya
—3ay—a—avat-cva

0 0 L0
2q7. 1L Dividere —a* v3-+5ay 3a~ab + 5ZVa

per avV—34-by—1.

1o

- Disponendo, ed npwrando al solito, si-svrd

—a*v348ay3a—abFSbya
a*y3 +ab | ay -——3+6\/—— l :
Sa\/ga-g—S‘bg/q -t ay—1—5yV—a ~

—3ay3a—5bya ‘ R ‘

o - o :
Innalzamento a potenze dele quantitd
monomie immaginarie.

278. Mediante la successiva moltiplicazione di
vV —1 per se medesima, si ottiene la seguente ta-
vola contenente le potenze di y — 1 dalla prima sino
alla sedicesima. ;

(V—1)=vy—1 (V1) =Y —1
(V—1)=—1 . (YV—)t=—r
(V—1p=—v=—1 (V—1)=—y—1
(V—a)r=t (V=1)yr=1
(V1P =y —1 (V1) =y =1
(V—1)=—1  (V=1)t=—1
(V—1) =—y—1 (V—1)*e=—y—i
(V—1)t=1 (V—1)o=1 -

- 279. Osservando questi risultamenti si vede facil-
mente, che tutte le potenze pari delle quantitd monomig
immaginarie di questa specie sono reali , e le. dispari
sono immaginarie ; delle potenze pari sona .poi posi-
tive quelle, il di cui esponente.é divisibile esatta-
mente per qualtro; fra le immaginarie sono positive,
oltre la prima,stutte quelle , il di cui esponente di-
minuito dell unita ¢é divisibile per 4. .

280. Considerando- I' unita’ come un: quadrato,
si vede che essa ha due radici quadrate €iot ~= 1,
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e — 1. Considerando -} unitd: €ome un cubo,. essa
ha tre radici cubiche, una delle quali & reale, e le

. P —14y—3
altre due immaginarie, ciod 1; —--—-—;‘-/-—---;
—_—1—y—3
2 .

se stessa qualsivoglia di queste quantitd, si ottiene
sempre per prodotto I’ unita (266). Se I unitd poi

; poiche, moltiplicaﬁdo due volte pef

viene considerata come quarta potenza, essa si trova.

avere le quattro seguenti radici quarte, 1, — 1,
+V—1,—y—1, quantita tatte che moltipli-
cate per se stesse tre volte danno I unita per pro-
dotto, come facilmente si pud verificare,

‘CAPITOLO - VIL

Della _formazione delle potenze dei polinomj ,
dell’ estrazione delle doro radici.

. N .
281, Avendo riguardo a quanto abbiamo detto,
che le potenze di qualsivoglia quantitd pascono
dalla successiva moltiplicazione della data quantita

per se medesima, si vede che si potrd giungere

con questo mezzo ad ipnalzare qualunque gquaatita
a qualsivoglia potenza. \
~ lncowminciando dalle quantiti binomie, che seno
le pid,semplici dopo le monomie, abbiasi, per
esempio, da iunalzage a<- & al quadrato, e sard
(a+b)*=(a-4b) (a-b)=a* +ab-t-ab+b*=a* -
aab + b*.

Abbiasi—a — b da innalzarsi al quadrato, e si
avy {(—a=b)*=(—a—b) (—a—b)=a*--ab-}-
ab 4 b =a® = 2ab - b*.
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8ia a—>b da elevarsi al quadrato, e sard

(a—b)* =(a—b) (a— b)=a*—ab—ab+ b>=
a* - aab-}- b*. Abbiasi finalmente —a-}-& da in-
nalzarsi al quadrato, e si otterrd (—a +5)*=
(—-a4—b)(—-q+b)=:a'-—ab—ab+b’=a’-—Mb+b’.

" 282. Esaminando attentamente tutti questi risul-
tamenti, si vede, che il quadrato di un binomio &
sempre composto di tre termini, cioé 1.° del qua-

" drato della £rim parte del binomio proposto, 2.° del

doppio prodotto della prima parte per la seconda ,
3.% del quadrato della seconda parte del binomio stesso.
 Quaudo poi i segni delle due parti del binomie
sono eguali, sieno essi positivi o negativi, lo svi-
luppo & tutto positivo; se i segui sono disuguali, &
il solo doppio prodotto, che porta il segno negativo.

-283. Dietro quanto si & detto, & facile formare
il quadrato di quﬂmﬂ;ue binomio: il quadrato quindi
di 2a—3b sard 4a* —12ab+ gb*; essendo 4a* il
quadrato della prima #parte 2d, — 12a6 il doppio
prodotto di 2a per —3b, e gb* il quadrato etla
seconda parte — 34. :

284. Si osservi che per rendere completo il
quadrato di un binomio, del quale si abbiano i due
primi termini, bastera agginngere ad essi il quadrato
della metd del 2.° termine_divisa per la radice del 1.%;
cosl per rendere completo =* + 2ax, si prendera il
2° termine 2ax,si dividera per x, che & Ja radi-
ce del 1° termine x*, e 5i avrd 22, si preadera di
questo la metd a, e se ne fara il guadrato a*, the og-
giunto ad x*+a2ax, compira il quadrato x*-+aax+ta®,
che & appunto il quadrato di x + a. Per rendere

compléto x* + ax, si preadera -‘—;—- , che ¢ la meta
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el secondo termine ‘ax, diviso per x, ed aggiunto
. . - a*. . '

il suo quadrato T ai due termini dati, si avra
) 2

, a - :
x* +aa:+-—z~, che ¢ il quadrato di x+ Z.
2

) 2?5. Abbiasi ora da elevare a4 al cubo ;. €
si avra sepoudo quello che si & detto
(a+8)? = (a+b) (@ b) (a + )=(a + B)*(a+ b)—
‘(n‘I +2ab+b*)(a+b)=2a®+ 2a*b + ab* -
a*b 4 2ab* 4 b*=a’4+3a* b + 3ab* + b3,
Se fosse —a—b6 da elevare al cubo,‘ si avrebbe
(—a—b)*=(—a—b)* (—a—b)=(a*+2ab+b*)(—a—b)

=-—a’—2a*b—ab*—a*b—2ab* — b3 =

—a3—3a*hb—3ab*—b3 Si avra del pari

(a—b)*=(a—b)* (a—b) = (a* —2ab + b*) (a— b) ==

a®—aa*h + ab* — a*b + 2ad® — b3 —=qa% —3a* b

-+ 3ab* ' —b%: cost ‘pure sard (—a-}b)d =

(—a+-8)(—a4-b)=(a>—2ab+b*)(—a+b)=
—a® -2a*b—ab’ +a*b—2ab* +-b*=
—a®+ 3a*b—3ab* + 5.

286. Si rileva dall’esame di questi risultamenti
che il cubo di un binomio contiene quattro termini
cioé 1.° il cubo della prima parte del binomio, 2.° il
triplo del quadrato della prima parte moltiplicato per
la seconda, 32 il triplo del quadrato della seconda

d:l binomio. stesso moltiplicato per la prima ,

parte ‘
4° finalmente il cubo della seconda parte.

I segni , da cui sono affetti questi termini ; sone

tuiti positivi quando ambi i segni del binowmio seno.

positivi , sono tutti megativi se il hinomio ha segni
FPol. 1
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negativi; quando poi il binomio si trova avere ua
termine positivo, e I'altro negativo, i lermini dello
sviluppo sono alternativamente positivi e negativi,
appartenendo' il segno negativo a quei termini, che
contengono le potenze impari di quella parte del
bisomio che & affetta dal segno negativo.

287. Esempio. Innalzare 2a—3b al cuho,

Dietro quanto é stato detto, sard

(2a—3b)% = 8a® — 36a*b -}- S4ab* — 27b°.

288. Per innalzare a + b alla quarta potenza ,
si amd (a+b)*=(a+b)(a4b)=
(a® + 3a*b - 3ab* + )(ad-b)=
a* + 4a’h 4 6a*b* 4 4ab’® 4 6%, avendo nel pro-
dotto fatte le opportune ridazioni.

289. Se.a + b si volesse inn
potenza, si avrebbe : .
(a+b) = (a+b)* (a+b)=(a*}4a’b+6ab’
+ 4ab’ 4-b%) (a 4-b) = a5 + 5a*b -} 10a*h?
=+ 10a°b% + 5ab* + b° , e cosi di seguito,

~ age. Se il binomio a +b, o qualunque altro

si dovesse innalzare sd una potenza molto alta,
¥ operazione diventerebbe lunghissima , e penosa
nell’ esecuzione di tante moltiplicazioni,; dovendo
passare’ per tutte le potenze intermédie -per. giun-
gere alla potenza ricercata. Onde evitave gaesto if-
comodo gl Analisti si- sono applicati per trovere
un metodo , che 1i - guidasse al risultamento finale
con una sola operazione: questo metode 8i scoprira
facilmente se :si osserveri ‘con sitenziowe I ordme,
che regoa nei diversi termini delle: potenze del bi-

|zare alla 'qninta

“nomio a &, che si trovano:pella seguente ‘tavola.



Contenente le prime sctte potenze
del binomio a-}-b0.
(atb)'==a +b '

(@b =a>+2ab+b°
- (a+d)’=a’43a’ b 3a b* + b3
(a+b)*==a’+4a*bp6a*b* + 4ab’ +b*

(a+b)>=a>+Datbyr0a’bh’Lioa*b3+ 5ab* b

(a48)8 =a®+B8a5b15a%b >t 20a3b +15a%b* + 6ab® b6

(ad)'=a"5a’b21a°b4-35a%b3+-35a> b 42 12> b3 +7ab® b7 .

Questa tavola & stata formata colla successiva
moltiplicaziobe di a 4 b per se medesima.
agt. Dall ispezione di questa tavola si vede,

che uno sviluppo qualunque in essa contenulo &
composto di tanti termini pii uno , quante unita vi
sano nell’ esporrente della potenza che si vuol formare; di
rrodo che la seconda potenza di a 4+ & & composta
di tre termini, il cubo di a5 di quattro termini,
la quarta potenza di cinque termini, e cosi di se- |
guito. - Il primo termine di ogni sviluppo & sempre
la prima parte del dato binomio , con un esponentc
eguale a quello del binomio stesso , cosi nella terza
potenza di a + &, il primo termine dal suo sviluppo
¢ a’, quello di (a +-b)% & ab, ecc.; Pultimo termine
di qualsivoglia ‘svituppo non é che la seconda parte
del binomio elevata all’ esponente del binomio medesi-
mo; cosi I ultimo termine di (a-4-5)® & 63, guello di
(a-+-b)S & b%;ecc. Il secondo termine & composto della
prima parte del binomio ( fatta astrazione dai coefficien-
&) innalzata atla potenza del binomio diminuita delt’ u-
nitd, e moltiplicaia per b ; nel terzo termine la prima
parte del binomio vi & innalzata ad una potenza mix

-
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nore di due unita della potenza del binomio , ed é
moltiplicata per b*, e cosi di scguilo; di modo che
gli esponenti' della prima parte del binomio , passando
da un termine all altro , vanna continuamente dimi-
nuendo di una wniti , e Guelli della seconde parte
vanno crescendo di una unita , in maniera che la som-
ma degli esponenti delle due parti del binomio si con-
serva in ciascun termine dello sviluppo sempre eguale
all’ esponente della data potestt del binomie proposto.
2g2. Dietro quanto si & delto & facile I’ ottenere
lo sviluppo di qualsivoglia potenza di un binomio
qualunque. Onde travare, per esempio, lo sviluppa
di @ 4 b elevato all’ ottava potenza; chiamati A, B,
C, D, «cc. i coeflicienti dei successivi- termioi inter- -
medj, si avri: (a+b)*=a’~+-Aa’b+Bidh*-{-Ca’h?
+ Da*b* A-Ea®b’ 4 Fa*hs 4 Gab? + b%.

Per conoscere poi il valore di ciascuno di questi
coefficienti, si osservi nella tavola del (2go) I’ anda-
wmento di tutti i coefficienti dei termini, che si-sono
ottenuti negli sviluppi successivi del binomio a+5,
elevato alle diverse potenze, e si vedra, 1.° che il
cocfficiente tanto del primo quante dell’ ultimo ter-
mine di agni.sviluppo € sempre U unita , 2.° che il
coefficiente di qualsivoglia termine intermedio si forma
costantemente col moltiplicare il coefficiente del ter-
mine antecedente per U esponentc cheé la prima parte
del binomio si trova avere in quel terminre, e col
dividere questo prodotto pel numero dei termini , che
precedona il termine , di cui si vuole il cocfficiente :
cosi se si volesse il coefliciente del quartp terinine
nello sviluppo del binomie (a-}-8)°, & .moktipliche-
zebbe il 10, coefficiente del terzo termine, per 3 espo-
neote di a nel termine stesso, ed il prodetio’ 3o si
dividerebbe per 3, che ¢ il numero dei ternrini, che

b
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precedono quello di cui si cerca il coefficiente, e si
avrebbe 10 pel coefficiente cereato, come in fatti
deve egsere (290).. s ,
~ 293. Osservando poi che in qualsivoglia svilappo
di vo dato binomio vi & un cocflicieute massimo
quando la potenza del binowie ¢ pari, e due ve
ne sono di egual grandezza , quando la polenza &
dispari, indi ad eguali distanze di questo o di (ue-
sti coeflicienti ritornano i coefficienti precedeute-
mente trovati, si potri risparmiare molta fatica;
poiché quando nelle potenze pari si sarh trovato il
coefliciente del termine medio, che & il massimo,
e nelle dispari il primo dei due termini di mezzo,
si. otterranno gli altri coeflicienti collo scrivere i
coeficienti di gia trovati coll’ ordine sopra iudicato :
cid si rende evidenie riflettendo, che se si' fosse
preso il binomio b + a invece di a + b, si sareb-
bero ottenute le medesime potenze scritte in ordine
inverso, di modo che I’ ultimo termine diverrebbe
il primo, il penultimo diverrebbe il secondo, ecc.;
i coeflicienti di b--a sono gli stessi di quelli di
a—+b uclla stessa potenza, perché questo si cangia in
quello, purché si muti @ in b, e b in a: duuque
in qualunque potenza del binomio a5, I’ ulimo
terwine deve avere lo stésso coefliciente del primo,
il penultimo lo stesso del secondo, e cosi di seguito.
Dopo la sopra indicata osservazione sara facile il
deterwivare i coeflicienti dei termini dello sviluppo
di (a+4=0)* (292). - ‘
294. 1l coefliciente del . secondo - termine sara
eguale al prodotto del coefficiente 1 del primo ter-
mine per I' esponente 8, che la quantitd a si trova
avere wello stesso termine, diviso per 1, che esprime
il numero dei termini che stanno avaanti al secondo
‘1.8 R

= 8.

termine: onde sard A —

I
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Determinato cosi il coefliciente del secondo ter-
mioe , si avrd subito quello del terzo, moltiplican-
dolo per 7, che ¢ I esponente di a nel termine an-
tecedente, e dividendone il prodotto per 2, numero
dei termini precedenti: sard quindi

B == 8 x 7 == 28.
. 2 .
- Operando in una maniera « questa analoga, si avra
a8 x 6
C = 3—-—5—)-::565 D= 56 % 5 =70

3 o 4
E=56, F=28, G=38, ,
_ 295. Se si volesse una podesta qualunque m del

%nnomlo-a-&-‘b, essendo ;2 un numero intero, ed
indeterminato ; secondo la regola precedentemente
insegnata, chismando A, B, C, D, ecc. i coeffi-
¢ienti. d?l termmini successivi, che si otterrebbero
nelle sviluppo di tale podesta, si avrebbe
(a4 bym=u™ 4 Aa™—1b & Bam™2b* 4 Cam—3 b3 +
Dam—i b4 F-Ea™=5b5 ... ... o bm

T.m
O‘VEA.:::

_=m

m(m—r1)

R 2
. C:___m m— 1) (m—2) i
2,3 o
D ~oom(m—1)(m—2) (m—3)
T 2.3.4 ;
s W(m—1)(m—2)(m-—3) (m—4)
x Bl — 33)25 ed,

La legge di questi coefficienti essendo imanifesta,
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si vede come si dovrebbe procedere, volendone
degli altri. Sostituendo ora per A, B, C, D, ecc i
trovati valori, s avra
m (in—1)

(@b b= amsbm a™' b = "

m (m— 1) (m— 2) 233
2.3 .
i m(m*—-—-x)(m—‘*—-z{) (m—3) a,'m-/,b,,-
: 2.3 .4
p ) —2) =3 D) sy ece,
2.3.4.5 '
di mode che il coefficiente di &, che come sappia-
mo, deve essere |’ unitd, perché abbia una forwa
analoga ai precedenti si suole scrivere nella seguente

maniera -

m(m—1) (m—2) . .ive. s '(’n‘ﬂlq‘l)am—'—m b
2,304 0ese . (—2) (m—1x)m

per cui

'(u—i—b)"’-::_a'" dma™ b 4 _______m(m-——- ) a" 2 p*
+ m(m—1) (m—2) am-—3bg
2.3
o m(m—1) (m——a) (m—3) 2 pa
2.3.4
m(m—1) (m—a2) n—3) (in—4) s b5 4 ...
+ 2.3.4.5 “
m(m—1)(m—2)....(m—m<+x) ,__ o
sas - - a .
) 2.3 .4.:..(m=2) (m—1)m 7
Questa clegantissima fbijmola ¢ chiamata il bino-
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mio di Newton per essere stata ritrovata da. questo
sublime Geometra. La dimostrazigne che abbiamo
data essendo "appoggiata all’ indusione non ha vera-
mente tatlo il rigor matematico, non per altra ra-
gione, che per il modo, con cui si & desunta; una
maggiore accuratezza si potrd ottenere col seguente
ragionameuto.

2g0. Supponiamo che la legge, che seguono
gli esponenti, ed i coeflicienti di un dato binomio
siasi verificata sino ad una data potenza n, come
I” abbiamo veduta verificarsi per le prime otto po-

. tenze del binomio a + &; per cui si abbia

(N
nin—ri) —pa

297. (a+b)'=a"+na""' b 4

o n(n—1) (n—2) —3p
) 2.3
desima legge avra luogo anche .per la potenza sus-

seguente , cioé per n4-1, per cui sard (a+-b)" 1t =

a”"‘l‘l+(n+l)aub -+ ‘(-’::_t'-l'ziz'a"—'ba'+

<+ ecc., dico che la me-

(n+1) n (n—1) 21 s
2.3 ' _

di questa legge in questo caso, si moltiplichi lo

sviluppo di (a + )" per a 46, e si avra

+ ecc. Per provare la verita

@by = (@) X (@k-B) = @ pna™ b 4

n("“x)au—zb,+ n(n—_‘l)(n—n)an—-
2 L]

%3+ ec.g(a+b)=
an+l-¥-’ld"b+ n(n;l)am-lbz +_’Kn’"l)(n"‘3)an—ab3+ ec.

2.3

n(n—. ‘
(» ! )a”"’b-?-;- ec.

“+a"p+ na"lpr 4
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Raccogliendo i faltori comuni in quest’ ultima

espressione , e paragouandola coll’ espressione. del
numero (297) , si avra

a"’i"+_(_n+l)a”b+~(—{z—;i;-2'£-a"—’b’+

(n—l—l)n("f—l)am—-a b3 + ecc.=a”+'+(n + 1 )a"b

2.3
{ nin—r) n—t7a n(n—i)(n—a2)
+(’”’T”"+")" b+ 23
+__n(_n;—_—__x_)_) aﬂ"“’b-"’ -+ ecc.

Infatti i primi due termini di questa kegu'aglianzka«

sono identici, come manifestamente si vede, gli altri
sono del pari tra di loro rispettivamente ideutici;
n(n—r1)

di fatto sviluppando il coefliciente ——-—2———+n del

terzo termine nella seconda parte dell’ eguaglianza ,
n*—n-+an n*+n  nln+1)
2 B

si ha z(n—;——l-)-}-n—_:.

espressione identica col coefficiente del terzo ter-
inine della prima parte dell’ eguaglianza. Cosi pure
si ha - _

n(n—r1)(n—a) - n(n—1) __[p*—n)ln—2)+-3nln—1)

2.3 S 3 2.3
n3—-3n’—-n°+:m+3n’-—3h____n3-—n__f_n(n‘—-—l) .
2.3 2.3 7 2.3
e+ 1(n—t) ~per cui si vede che anche i due

2.3 d

quarti termini della sopra scritta espressione’ si

raa .
eguagliano: lo stesso succede degli altri, di modo
che si pud conchiudere, che verificandosi la for-
mola newtoniana per una dala polenza, €ssa avra
luogo anche per la potenza susseguente ; e siccome
¢ vera nelle prime potenze, lo sara egualmente in
tatte le altre. ‘

298. Se in vece di elevare il binomio a-+b alla
potenza emmesima, si volesse inunalzare il binomio
a—b alla stessa potenza, si giungerebbe al risulta-
mento , seguendo-lo stesso metodo, che abbiamo
tenuto per trovare le diverse potenze di a--b:
ma pilt brevemente si potra dedurre lo sviluppo di
(a—b)= dalla formola trovata al (295); al quale og-
getto bisogna ricordarsi, ‘che tutte le potenze pari
di —b sono quantith positive, e le potenze dispari
s0n0 quantitd negative; doende ne viene, che can-
giandosi b in —b, le podesta pari di & non soffri-
ranno alcuna mutazione, ma le dispari diverranno
negative: onde sard

299- (d—é)m::am_..]na”,‘—" b - m (m:[) a2 pe

__m(m—1)( m—-‘:z) a—3p3 +m(m—-1)(m—(n)(ma—3) g4
2.3 2.3.4

. m(m-——l)(m—-—-:})' (m—3)(m—4) s, s
2.3.4.5 o ’5b e
m(m—1)(m—2) ...... o (i—mn) b,

2.3.4.....(m—2)(m—1)m
Le due formole trovate per I emmesima podesta
dei due binomj ¢ + b ed a—b si possono riunire
in upa sola, che é la seguente.
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m(nz-f'r) e

2

doo. (ab)r=am —_l-vma’“""b-l—‘

o i]l (l”-"l) ("“"’2) am——3 b3

- 2.3
m(m—1) (m—2) (m—3) a4 b4
2.3.4 ‘
o "’(m.__[)('n—Q) ("173) (m_—4)am—-5b5 A e
2.3.4.5
jn(nz—-—!)(le—-'!) e (m—m—-1) o . b,

T T2 3 4. (in—2) (m—1)m
nella quale dei due segni si dovré, prendere il su-
periore quando b & positiva, e I inferiore ‘qu'ando
b & negativa; nell’ ultimo termine poi va]erz,x il se-
gno negativo pel solo caso che &, oltre all’ essere
negaliva, fosse anche elevata ad una potenza dispari.
“301. Mediante questa formola si possono avere
tutte le potenze di un binomio qualunque, parago-
nando il binomio proposto col 'bmomxo (a & b)=
termine per termine, e facendo in esso le oppor-
tune sostituzioai. o N
302. Esemp. Innalzare al cubo il binomio 2c—3d.
Si avra, paragounando , prendendo i segni inferiori,

a==ac¢, —b==—23d, m=3, e facendo le debite sostituzioni

_:D’—(“?_’_:—’l(ac) =2 34)

{20—3d)*=(ac)’—3(2)*"".3d+

e s

3.2

8c3—3. 4¢c*. 3d + .26 X gd*

2

e

3. 23'—-}— X 27d3=8¢*—36¢*d +54cd*—274d".
2.
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La formola newtoniane vale non solo per ele-
vare i binomj a qualunque potenza, ma anche per
formare le potenze dei polinomj. '

303. Esemp. Ionalzare al quadrato il trinomio
a--¢c+d. Nella formola generale del (300) si ponga
¢+d in luogo di b, ed in vece di m il numero 2
e si avrd prendendo i segni superiori
(a-c4d)* =a*+2a(c+d)+ i(—?——-i-za’-*(c-l- d)*=

2
2.1
2

a* 4 2ac¢ + 2ad-}

(e* + acd+d* )=

"~ a* +aac--aad 4 c* + acd 4+ 4.

304. Se lo stesso trinomio si volesse elevare
al cubo, alla quarta potenza, o ad una potenza
qualunque, noa si farebbe altro, che nella formola
generale sostituire ¢+ d in'luogo di b, ed in vece
di m il numero, a cui si vuole innalzare il dato
trinomio, ¢ prendere della sopra nominata formola ,
incominciando dal primo termine, tanti termini pit
uuno, quante unitd vi sono nell’ esponente della po-
tenza, a cut si vuole elevare il trinomio proposto.

305. Se si volesse innalzare il quadrinomio
a+c--d+f ad una potenza qualunque, iu luogo di
b si metterebbe nella formola geuerale ¢+ d + f,
ed in vece di m il grado della potenza, a cui’ si
vuole elevare il dato quadrinomio. Si vede ora
come si potrebbe innalzare col mezzo del binomio
di Newtou un polinonrio qualunque ad una potenza
qualunque intera e positiva.

306. La foraiola newtoniana non vale sola-
mente oel caso in cui m sia intero e positivo , ma
anche quando m & intero e negativo, quando &
frazionario e positivo, e quando & frazionario e
negativo.
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307, Per dimostrare la veriti della prima di
queste proposizioni si ponga nel binomio pewto-
niano — m in Juogo di m, e si avra la formola

legittima
(a + b)w_wm—mam*'b—ﬂi%t—ia—Mb=

m(—me—1)(—m—3)
- 2.3

~m—3 b3 . ece, ==

m(m+ 1)

a—ma—m—i b 4 a—m— pa -

_m{m+ );m-}-‘-n) a3 b3 -} ecc.

2.
Difatto si moltiplichi questo sviluppo per quello
di (a-}-b)™, e si avra, gsegnendo I’ operazione,

m(m-41)

a"-""-—ma""’"""b—}--—;——- a—-m—-’zb 3_ "_’_@_’_’E_‘z("fi'_f_)a-m—ab 3+ cc.

2.3
m{m—1)(m—-2)
.3

m(m-—!)

am - mam—t b a2 -

2 .

a*3b3 4+ ec.

a“—-—ma‘"b+ ;1.3

R 2 +
+ ma—' b —m? a— b* ‘+m (m ’)"

2 .

m(.m———l)_a__2 m* {m — 1)

+ b —
| _m(m—1) (m—2) a—3
2.3

Facendo ora le opportune riduzioni, si vedra
essere —ma—'b 4+ ma—b=o

m(m;-}-n)a_2 ‘b’ _ﬂ_m(m-{-!)(m—}—?) a3 b +ec.
a

—3 b! — ec,

a3 b -ec.

b3 —ec.
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(._"L_j.,,,z__,,, _,,1";&2';;_'_2)“.2,,,___,9 |
.2 : ,

(___ m(nz-i;x)gm+2) 4 m*(m~-1) _ ne*(m—1) .

2 2

m(m—-;) gm*"ﬂ ))a—3b3=0; e cosi di tutti gli

altri termini, che in tale prodotto vi fossero. Per
cui il prodotto di quei due sviluppi rimane =—a°—1.
Percid dovrd essere (a4 4)—m x (a+b)yr=1,
com’ & infalti, giacche

(a+bymx (a4 byn= L2 +b)"

m ==1 N (83} :
dunque lo sviluppo assunto per (a-+b)m (307)

¢ il vero-

308. La’ formola del fxumero precedente pué
essere cangiata nella seguente (83).
o - mb’+m(m+x)b’
(a+b)» = am T g

m(m-+1)(m+4-2)b> ~, )
— P -+ ecc., espressione che
2.3a

si estende sine all’ infinito, e che serve per svilup-

are in serie le frazioni della forina —————-.
P (d 4 b )m

- Facendovi m=1, si ha
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1 | - b 3&'2 (’[I/‘ -* '
i e R i - ece., ==
a8 a a? 2al ba*
1 b b b}
— ==+ — — —+ecc. =
a I Coald i

1 b b 1A
—\{— 4+ =0 — =3 -+ ecec. );e
a a -a a

molhphcando ambi i termini di quest’ esprcsalone
per ¢, si avra \

c ( b l)’ ks

P —af" PR —"+°C°)

che & appunto la stessa serie (rovata al (mﬁ'} me-
diante la divisione, cangiando perd ¢ in p, a in
m,ebin n

309. Se in- luono di m nella fm'mo!a del (295) si

. - m ) . .
mettera la frazione — , dico che si avra la for-
' i

mola pure legittima
»n ; n:-a-‘n - . by,

(a+ b)n__aq + ——(l n b—}—ﬁ _"1_1):‘ . b2
- 2.8/ '

m—3n

m— m-—2an e o
( ) ) 1 " 63 4 cce. all’ infinito.
. 3.n

. -m. b w{ o — {)2
Di fatto .posto ¢ = ".'1;"____+ : B Lm 5 ) -
n ' 2.1 S a®

m(m—n)(m-—oan b3 .
(m—n) ( ) 2

: cc. :dimosireremo
2.3.nt a

. b .
primieramenie essere (: 4 — )" = (1 ~+c¢ ) Poi-
a

che dalla formola newloniaga si ha -

g

. b s m(m—n) & m(m—-—n)(m—-an) b3
(.+c)n—‘+m-a—+——§—l—z— a* 2.3.n “a? e
+m__(__2’ -n._‘x .£+ (m»——n) (n—d) & — +ec.
© 2.a a 2.n®

T R g f
128
n(n—1) (n—2

(1+c)“*'-l+nc+n(n c* 4 ( 2)(3 )c’-{—ec.
Facendo le potenze successive del valore di ¢, per
sostituirle in quest’ espressione , si avra

m® b3 am*(m—n) b’

c, == . o — ecec. —

n* a* an a’ +

m* b*  m*(m—n) b3 m® b’

-_— b T ——————— S e s=_'— c.
o < +ec,c — + e

e sostituendo-, come abbiamo detto, sara

m*(n—1) (rz——a)‘ b3

+ ‘o o— - €C,

2.3.n* al
All’ oggetto di semplificare questa espressmne rac-
colgo in uan solo termine tatti quelli, che conten-
b
gono la stessa potenza di —, ed mcommcnaudo
a

. b ,
dal separare — fattor comune, ho
a® ;

m(m—n m*(n—1 3 .
( ) 4 m ) . b , ed eseguendo gli
an ? an a’
m*—mn + m*n— m* b’
indicati prodoth S—, -
an re
m3 — a2

ducendo, e dividendo per n, ————.—, € se-
2 a

parando il fattor comune m, si ottiene
i .
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2 3
M.%i raccolgo ora =3, ed ho .
2
(=) —an) | (m—m) (1)
2.3.n* a.n?
. 3 o — ) 3
mi(n—1) (n 2)).-5—,3—, riduco anche il 2.°

+ " a2.3.n?

termine al defominatore 2.3.n°, ed ho

m(m-—n)(m-—an) + 3m*(m—n)(n—1)"

32.3.n° 2.3.n*

mi(n— — 3
m}(n—1)(n 2)) Z’ -eseguendo i prodotti

2.3.n%
(m’-—zm n—-m®n+4-2mn® 3m3n—3m3-—3m>*n*+3m*n
2.3.n* 2.3.n°
3,8 __mpy3 3 3 b®
m3n®* —am3n-—m3n-4-2am )
-+ + . —, riducendo
2.3.n* a
m3n® — 3m®*n> 4 amn* b3 ‘o ..
+ ,—— , dividendo tulti i
a.3.n* a’

termini della frazione per n*, e separando il fat-

. m(m* —3 b3
tore m , si ha (m? . 3m+a) =3 e posta in

luogo dx m* — 3m 3 [ espressione equlvaleute\

i — _ b3
(m—l)(m——z), si avrd —— ;)gm A 2) o ol

s%tituiti pertanto questi coeflicienti delle potenze

.di : , cosi semplificati, nello sviluppo di (14-c)*,
a : '

m olterra
Pol. I 9
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: m(m——r) br

(x-(-c)"—*-x-#m“-i- —+
2 Ta*
m(m—x)(m—-a) b3 ‘ « ‘
33 —— - ecc.
Ora dalla formola newtomana, si ha
(14.—-) —~|+m M.ﬁ:—-{-
3 a
m(m—)(m—a) b3 ’
73 .——+ecc dunque (14-¢)"=

( 1 +-—) CIO posto moltrphcando queste due

quantita per a™, sard

(] +c)n a"——( l+ ) (a-‘—b)m'an;:
(a+4b)m i
e a"'—-—(a +b), ed estratta- la radice. en-

nesima , cid che s: fa dmdendo gh esponenti di

bed .
ambedue le esl)ressmm‘per n,siavrd (a+ b=

(x +c)a', e ponendo per ¢ il valore da noi

assunto , sara (a+b)n—-
a“(z-;-'" b "’<”‘"‘) & g elm—n)(m—an) b3+ec)
Tant 2.3n3 gt
man b m(m—-n) an - b
n.a ' n.sn.a®
"‘("’“'-n)(m—-an)a':E’
n.an,3n.al

, m
= q” 4

-+ eec., e facendo passa-
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re (135) 1a quintitd o dal denominatore nel nume-
ratore ‘delle tispettive frazioni che la contengono
eldvata & diverse potenze, sarh . :

n

(a+ by =at—d b+
m(m—n) ’"T'-—z .y m(m—n)(m—an) :—:'—
a.an b+ noan.3n

m— ( ) m—=2r
- m(m—n -
n
b a b3
+ n.an
C m—3n
— —an) -
m(m—n) (m )a " b3t ecc,
n.2n.3n
come superiormente si era supposto. R
310. Con un ragionamento simile a quello da
i i trare  la .verita del ca-
noi fatto al (307) per dimostr . d_ .ca
none newtoniano anche quando I esponente iatero
era negativo, si dimostrerebbe , essere egli vero
b
anche nel caso che I'esponente oltre all’essere ne-
gativo, fosse anche fratto , ¢id “che darebbe

3
b3 +ecc.==

m
- m
a* + —a
n

.m m ——m——ni —m—1n
._u__ n m n _ﬂ —m )q‘ n b?
(a+d) "=a na - b n\ 2.n /"
S —m—in
R 4 . —a-.;3n‘ - PO
m(—m n)l(-n-m : ~)a " B3 ece. ==
n 2n . 3.m
m P T ) + . D £ an” 113
~n m mf{m n\ =n
a "—=a " 6+—( )a b
n n\ 2.n
4 . =—m~=3n )
mf{m-+n m<4an\ T . . .
i e + )( L ‘)u b3 + ecc.
n 2.n 3.n
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Tanto nella formola del (309); quanto in questa,.
se invece di lasciare scritta la. quantitd n come di-
visore degli esponenti di a, si scrivera avanti alda
‘medesima qual indice radicale, si avra (214).

31t V(a+b)n=yam jmme by g™
. n )

m(m—n) B>y am—n ). m(m"”)("“"’") b3 va"—3" 4 ecc.
n.an n.an.3n

m,n m(m4n\, . » .
C(a_’_b)—m:__\"/a—m___bc/adw—-n + ___( )baVa-m an
. n n a.n

m(m-n\ (m+ 2n n 3 .
I i )(++ )b’va " 4 ecc., ossia
n\ 2.n 3.n

n
1

V(a%)“:fo‘%bVa":ﬂ

. n
m m+n) V I
n an am-|-an

n
1
_m(m+tn )(M)b 3 I/ ~am + ece.
n\ a.»n/\ 3.n a

31a. 8i I'una, che I’ altra di queste due for-
mole va all’ infinito ; e pud*servire per I estrazione
approssimata delle radici ‘'di quelle quantitd , che
non sopo potenze perfette; ma essendo queste serie
espresse per altrettanti radicali ennesimi, quanti sono
i termini che le compongono, sembra a prima vi-
sta, che poco vantaggio ricavare si possa “dalle
stesse, ma ¢ facile vedere, che questi radicali spa-
riscono prendeado per a una qualunque quantitd
elevata alla potenza eunesima. In fatti posto a=p~,
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m m
f — n. e
. n m n___ . n - m
sara vat=—a =p =p™,
m—n .
n .n Mttt
— o
va =a =P ’
m—23n
n g n m—an
M2t —
va —=a =P >
m—3n
n n m—3n
Va""‘?’"::a =p N
ecc. ecc.

Questi valori sostituiti pella formola del (311)
danno v
m(m — n) me—an

V(- by =pr "

m(m—n)(m—an) m—3n
n.an.3n P

b2

n.2n

b3 + ecc.

313. Se adesso vi faremo m—=1, ed n=2,3,
4 , ecc. avremo le serie seguenti- per I estrazione
approssimata della radice quadrata, cubica , ecc.

. b b, B
|/ O =p+ o — g+
3 :
b b? 553
; 3 — e )
2.8 ,/(P +b)—p+3p2 9’35 + 81p8 e,/c‘

. 4 N
b 362 7b3
a 4 — e — .
) (0 0 =p+ py— g+
Volendo. estrarre la radice ennesima da una data
quantith , conviene dividere questa quantita in due
parti, una delle quali sia una potenza dell’ espo-
nente 5, e poi far uso delle serie precedenti, come

134
avremo oceasione di vedere, dopo che avremo par-
lato dell’ estrazione delle radici delle potenze esalle
dei polinomij. '

314. Se nelle formole dei (295, 2gg)-in luogo di 5
metteremo la quantitd imwmagioaria by —1, avremo

(a+by—1)"=a4+ma" by—1— m______(m—l)a”"—’bz —

P o oy D)
o m((n-n)g(mgn)(l;n—:)(m—zi) a";—'sob5 V—1— €cC..

m(m—1) S e

315. (a-fbvé )"=am—ma"  by—1~—

m{m—1)(m—2)(m—3) m—i ,,

, ‘ 2.3.4 “ b

__ m(m—1) (m—23) (m—3) (m—4) i
o 2.3.4.5

316. Osservando ora con attenzione questi due
sviluppi si scorge, che essi sono composti di un
egual sumero di termini egnali ciascuno a ciascuno,
colla sola differenza, che i termini immaginarj del
secondo. sviluppe haono i segni cootrarj a quelli
che gli stessi termini si trovano avere nel primo;
di modo che chiamando R la somma delle quantita
reali in -ciascuno di essi, ed lyv—1 quella degli
iinmaginarj, st avrd ,

(a+by—1)"=R4-Iv—1,ed
(a—bv—1)y»=R—Iv—1.

andc si scorge che (a4+bv— 1)"'+(a-—-b_\/.-v—‘l)”“
==aR, poiché 1 termini immaginarj dei due svi-

e ) gy

b°y~—1—ecc.



135
luppi si distruggono & vicenda, per avere segni con-
trarj, ed i reali si duplicano tutti perché si nell' une
che nell’ altro caso vengono ad avere rispettivamente
gli stessi® segni. Di qui si ricava, che la somma
delle due proposte quantita immaginarie (a-by-—1)™
ed (a—bV—1)" é una quantita reale.

317. Prendendo la ‘differenza tra quei due bi-
nomj avremo (a+dbv—i1)* —(a—by—1)"
== alv—1; poiche le quantita reali si distruggono
a vicenda per avere in (uesto caso segni opposti,
e le immaginarie si doplicano per essere quelle del
secondo sviluppo identiche con quelle del primo.
Oade la differenza che esiste fra i due binomj im-
maginarj proposti é una quantita immaginaria.

Dell’ estrazione delle radici dalle quantita polinomie.
Dell' estrazione della radice quadrata.’

318. Conoscendo il modo col quale si pud for-
mare una potenza qualunque di o dato polinomio,
facilmente, data la potenza, si potra ritrovare un
‘metodo, onde avere la radice del grado della po-
‘tenza medesima. ; '

-319. Incominciando a considerare la formazione

‘del quadrato di un binomio qualunque, abbiamo ve-
duto (282) esser egli composto sempre di tre tev-
‘mini, il primo dei quali ¢ il quadrato della prima
-parte del binomio, il secondo @& il doppio della pri-
ma parte moltiplicata per la seconda, ed il terzo ter-
wine ¢ il quadrato della seconda parte del binomio
stesso : cid* posto, la radice quadrata di un trino-
mio il quale sia un quadrato perfetto, si troverd,
dopo onrdinati i suoi termini, come rnel seguente.

320. Esemp. 1. Dal trinomie a* - 2ab 4 b*,
estrarre la radice quadrata.
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Disponendo , ed eseguendo I operazione, si avra

a* <4 2ab - b* a -+ b Radice -

2

—a
aa+ b

Res. aab + b2
— 2ab—b*

o o

Non essendo il primo termine a* altro che il
qnadrato della prima parte della radice, ho da esso
estratta la radice quadrata, e cosi ho ottenuta la
prima parte a della radice del dato polinomio, che
ho scritta al luogo destinato per le radici: éollratto .
indi il quadrato di questa prima parte dal dato
polipomio ho avuto il residno aab 4-b2; il quale
contiene il doppio prodotto della prima parte della
radice per la seconda, non meno che ir quadrato
della seconda parte della radice stessa. Diviso il
primo termine di questo residuo per 2a doppio

della prima parte della radice, ho ottenuto per

quoto la seconda parte b della radice medesima,

che ho pure scritta al lnogo delle radici in seguito

alla-prima parte. Ho moltiplicato . indi questa se-

‘conda parte & per il doppio della prima, e per se

stessa, e sottrattone il prodotto dal residuo, non
ho avuto alcun avanzo, cid che mi indica, essere

‘¥’ operazione terminata, ed a-}b la radice richiesta.

Operando nello stesso- modo, si potrd trovare la
radice quadrata di un trinomio qualunque, purché
€ss0 sia un §oadrato perfetto. , L

3a1. Esempio IL Estrarre la radice quadrata dal

-pelinomio 4n¢ 4 gm?* — 1amn’.

Ordinando ed operando nel modo sopra indica-
to , sara .
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" 4nb—r12mn* 4 gm* ‘ an® — 3m. Radice
—4n® | | And—3m
‘Res. — 1amn? +-gm* ~
tamn® —gm* e

o o ;
323. Qui si osservi, che se il trinomio, da cui
si vuole’ estrarre la radice si®fosse ordinato per
rapporto a m, si sarebbe ottenutB.la radice 3m—2n?
quantita eguale alla radice che ‘abbiamo gid trova-
ta, ma con segni opposti. Cid dipende dalla ma-
niera: colla quale il quadrato di un binomio si for-
ma quando una delle sue parti & affetta da seguo
negativo (281). S .
" 3a3. Per trovare la radice quadrata di un po-
linomio qualunque, il quale sia un .qx.ladra-to per-
fetto, dopo di aver trovati due termini dglla_radn-
ce, operando nel modo superiormente indicato,
_ questi due termini si devono considerare come for-
wanti la prima parte della_radice, e sul residuo,
da cui devesi cavare la seconda parte della radice,
si opererd nella medesima memiera, colla quale si
¢ trovato il secondo termine della radice stessa. Gli
esempj seguenti renderanno chiaro #l processo indicato.
324. Esempio 1. Estrarre la radice quadrata

dal sestinomio ‘

a ’—Fﬁab—};aac—l;-b’ +abetc® | a+b +c. Radice

-—a

1. Res. nlab+2ab+b’+2bc—§-c‘ na-Eb L
— 2ab —b* 28+ 2b-4c
2.Res. aac +-abc-+-c?

— 24C —abc—c*

0 (3] ]

W
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Dopo di avere colla solita regola oltenuti i due
termini a-}-b- della radice, considerando questi due
termini come formanti la sola prima parte della
radice, gli ho duplicati, e mi sono servito di que-
sta prima parte cosi, duplicata per dividere il se-
condo residuo, per cm ho ottenuto per seconda
arte della cercata radice la quantita c;. il prodotto
della quale pel doppio della prima parte, ciod per
2a 4 2b, e per se medesima, sottratto dall’ ultimo
residuo avendomi dbto rero, mi ha fatto conoscere
essere a-4b + ¢, la radice richiesta.

3325. I Sia a*—4a’b4-6a°b*—4ab? 404, da

cui si voglia estrarre la radice quadrata. -

- Operando nel modo da noi descritto, sara

a%—4adb+6a*b*—4ab® +-b* | a*—aab+b*. Rad.

—a* : . | 2a*—aab.

1. Res.-—4a3b+6a’ b* —4{163 464 gaz;4ab+b2
4adb—fab? |
2.Res.2a*b*—4ab3 + b

—da?b? 4 4ab3—b
"o o o

» . m '™ ’
-326. TH: Estrarre 1a radice quadrata dal polinomio

T h’-{-;ab——aag—aad-#b’——-:bo—‘-nbd-{-c’ -+ acd + d?

a® ) a4b-c—d. Rad.
. Res 3 2ab—aac—2ad4b>—abc—2bd |2a+b N
T +c* +acd+d®* - - |aad4ab—c
—2ab b2 a4 2b—2c—d
-'2, Res, —9a¢—2ad — abc— abd + ¢* + acd-}-d*
aac -+ abc —? ‘
3. Res. —a2ad =~ —~abd + 2¢cd +d*
2ad -+ 2bd —acd —d?
o ) e e
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© In questo esempio dopo disaver trovati i ‘primi
tre termini' @ + b -—c della radice, gli ho duplicati
tutti e tre ed ho operato per avere il quarto. ter-

mine —d in un modo analogo al precedente. Si -

agira pella stessa maniera per qualunque altro. po~
linomio , purcheé egli sia un quadrato perfetto.

327. La radice di un polinomio frazionario si
ottiene estraendo separatamente la radice e dal suo
nuweratore e dal suo denominatore , perché il qua-
drato di uoa frazione si forma moltiplicando il suo nu-
meratore per se medesimo, ed il suo denominatore
pure per se medesimo; di modo che sara

m* —fmn~+4n*  /(m*—4mn+4n*)
4m*—4mn+n® Y (4m*—4mn+n?) -
m—2 an—m
n—am

n .
-;;;—_—:;- oppure (146) ==

Dell’ estrazione della radice cubica.

328. Considerando che il cubo di un binomio
¢ composto di quattro termini, cioé del cubo della
prima parte della radice, del triplo del quadrato
della prima parte per la seconda, del triplo del
quadrato della seconda parte per la prima, e final-
mente del cubo della seconda parte (286), facil-
mente si lrovera il metodo onde estrarre la radice
~cubica da uo dato polinomio commensurabile.,

329. Sia per esempio proposto di estrarre la
radice cubica dal polinomio

a3 —3a*b4-3ab*>*—0b3 | a—b. Radice
—a’® 3a®
A ‘ a
Res. —3a*b-3ab>—b3
3a2b—3ab® + b°

4] [ ]

ke
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. Essendo di gid questo polinomio ordinato per
rapporto alla lettera a, e sapendo quindi (3a8),
che il primo suo termine a®.& il cubo della prima
parte della radice del polinomio proposto, vi estrag-
go- la’ saa radice .cubica a, che scrivo nel lnogo de-
stinato per le radici, e ne sottraggo il suo cubo
dal dato polinomio; cio fatto osservo, che il primo
termioe del residuo- essendo un prodetto di due
fattori, il primo dei quali & il triplo del quadrato
della prima parte dela radice di gida determinata,

ed il secondo & la seconda parte della radice cu-

bica del dato polinomio, cosi divido questo primo
termine pel triplo del quadrato della prima parte,
cioé per 3a*, ed -ottengo — b, che & la seconda
parte della radice cercata; per assicurarsi poi che
essa ¢ veramente la seconda parte della radice ri-
chiesta, sottraggo.dal primo residuo ottenuto il
triplo del quadrato della prima parte della radice
per la seconda ciod —3a*b, il triplo del quadrato
della seconda per la prima ossia 3ab*, e finalmente
il cubo — b3 della. seconda parte della radice, e
siccome tale sottrazione ‘non mi lascia avanzo, cosi
conchiudo: essere a—b la radice cubica del polino-
mio proposto. Un’ altra prova sarebbe stata quella
di innalzare a—>b al cubo, con che si sarebbe ot-
tenwto il polinomio. a®—3a*b+ 3ab*—b3, che
fu ‘de prima proposto. :

330. II. Estrarre: la radice cubica dal polinomio

27a%b® —135a4b*m +- 2252 bm* — 125m? .
—27a6b3 - . 3a“b—5m. Rad.

Res. —1 35a*b*m4-225a*bm>~125m3| 27a*b°.
135a “b’m—,225a“b,m’-}-i 25m3

o o o

.|
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La radice cubica del polinomio proposto & adun-
gue 3a*b—5m. In fatsi, fatto il cubo di questa
radice , si otliene per 'apgunto il dato polinomio. -
" 331. Se la sadice cubica di an dato polinomio
fosse composta di tre o piti termitilf in questo caso,
dopo che se ne sono trovati due, operando nel modo
da noi insegnato, essi si considereranno, come for-
manti la prima parte della radice, per cuni, faltone
il quadrato, si triplichera , affine di valersene per
divisore del residuo nel modo appunto da noi spie-
gato. Cosi pure trovati tre termini, per avere il
quarto termipg della radice cubica, se vi fosse , si
considererebbero essi come formanti la prima parte
della radice stessa, e nel rest® si opererebbe total-
mente nel .modo da noi indicato. ‘
332. IIL Estrarre la radice cubica dal polinomio

ad +3a*b+ 3a*c4-3ab* +-6abe 4 3ac* 4 b3
+ 3b%c 4+ 3bc* + ¢

a+b+e¢. Rad.
-——(la %

- Bes| Ba*br-da%ot-abt+ babe 0%
N ‘3+300’+b3+3i7’c+3bc‘+\c3 3a*4-6ab+ 3b*
—3g°p—3ab* — b3

2. Res. 3a’c+ 6abc + 3ac* 4 3b*c + 3bc* =3
~ 3a*¢ — 6abc ~3ac* — 3b*c— 3be* — 3

0 . o o o L o

Dopo di aver trovati i due termini a-4-b della
radice cubica del dato polinomio, e fatto il triplo
del quadrato di questo binomio, ho diviso il primo
termine 3a*c del secondo residuo per il primo
termine 3a® di questo triplo quadrato , per cui ho
otteuuto il terzo termine ¢ spettante alla radice

g s i gy e o

132 . ,
cabica del polinomio: proposts. Da " quests residuo
ho poi sottratto il triﬁlb det ‘quadrato della prima
gm»deﬂs radice ‘mo irlica;oeper v, ciod 3ac®~~
abec 4 3 b* ¢, i) driplo del quadrato di ¢ per la
gﬁnu parte delMradice medesima, ossia 3ac® +
3bc*, e finalmente il cubo ¢ della seconda parte,
per cui non ho avuto pid alcun residuo.

333. La radice cubica®di un polinomio frazio~
nario si ottiene estraéndola separatamente da ambi
1 termini , che costitoiscono la frazione (327). Di
modo che sard - ., T
17,81::3 — 13m*n + 6mn* —n3 __: "

9pi—27p*g4+-8pq* —gq* —
3 S S
V(8md—ram*nd-6mn®—nd) - am—n
3 ] 3 o N - » - - = _3P._q .
V(37p —a7p* g +9pq" —¢*) TPT

Estrasione della radice guarta. -

334. Al (288) si ¢ veduto, essere la quarta
potenza di a--b espressa dal polinomio
a* 4 4a*b 4 6a*b* 4 4ab® 2 b*;
dei cinque termini, di cdi essa'& composta, i primi
due soli possono bastare per istabilire Ia regola, che
cerchiamo. o o R
Il primo termine di questo Formomio € la quarta
potenza del primo termine del binomio, che ' ne &
a radice quarta; il secondo termine ¢ il quadrupla
del cubo di questo medesimo primio termine mol-

- tiplieato pel secondo “termine deMa radice stessa}

per avere adunque il primo tevmine della radice
querta di-questo polinomio, bisogna, dopo di aves

&
Ed i
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ordinati tutti i termini della data polenza ( qualora
ve ne sia il bisogno ), estrarre la radice quarta dal
primo termine della potemza medesima: per avere
poi il secondo termine della radice, fa d’ uopo. di-
videre il secondo termine del polinomio dato, per
il quadruplo del cubo della radice trovata mediante
la prima operazione. Di fatto & evidente, che la
radice quarta di a* & a, la quale & il primo ter-
mine del binomio, di cui a* 4 4a3b 4 .ecc. & la

4a3'36 ™

a )
b, che ¢ il secondo termine di quel binomio; ‘ma
siccome potrebbe accadere, che la quantita proposta

non fosse una quarta potenza perfetta, cosi, dopo
di averé nel modo indicato trovato il secondo ter-

quarta polenza; & del pari evidente, che

mine della radice , bisogna verificare questa radice-

innalzandola alla quarta potenza, onde vedere se
essa eguagli il polinomio proposto.
335. Esempio. Si domand;; la radice quarta di
16a4 —32a3b -} 24a* b —8abd L b4
—16a+ , -« | 2&8—b. Rad.

Res.—32a3b - 24a® b> — 8ab’ + b* | 3243,
‘Ho estratta la radice quarta da 16a*, la quale

¢ 2a, che ho scritta al luogo delle radici; ho in- -

nalzato quindi 2e alla 4. potenza, ed ho settratta
la quantita 16a* dal polinomio proposto, per cai

ho avuto il residuo — 32a3% + ecc. .Ho innalzata -

la radice trovata al cubo,: per cai ho ottenuto 8a3,
che quadriplicata mi ha dato 3243, quantita, che he
scritta sotto Ja radice; di- questa quantith mi sono
poi servito per dividere il primo termine —3za% 4
del residuo; fatta.una tal divisione, -bo . scritto it
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woziente b della medesima alla radice, di modo

the per la radice cercata ho ottenuto 24 —b. Ma
per assicurarmi, se veransente 2a—b era la cercata
radice quarta, ho innalzato questo .binomio alla
quarta potenza, ed ho ottenuto s

 36a* —33a3b + 24a*b* — 8ab3 + b,
che & appunto il polinomio proposto ,. per lo che

conchiudo, essere 2a—b la radice quarta domandata,
" Se pella radice vi dovesse essere ancora un altro

termine, dopo questa operazione, considererei 2a—6&

come una sola quantita , colla quale opererei per

trovare il terzo termine , come he operato con 2a

r trovare -—b.
336. Cid che ho detto riguardo all’ estrazione
delle radici quadrate, cubiche , e quarte dei poli-

‘pomj , pud bastare per conoscere il modo da se-

guirsi per l'estrazione delle radici'dei gradi'a questi
superiori. ‘ .c

Dell’ estrazione delle radici per approssimdzioﬁe.

337..Allorquando il polinomio proposto non &
una potenza perfetta del grado, di cui si domanda
la radice, non potendosi avere una radice esatta,
fa d’ uopo limitarsi ad ottenerne una approssimata,
alla quale si potrebbe sempre giungere seguendo il
metodo da noi esposto per le potgnze perfette: si
avrebbe cosi una serie di termini frazionarj, il va-
lore dei quali diminuendo coatinuamente , lasce-
febbe luogo a limitarsi #d un-certo npmero di ter-
mini, trascarando gli altri senza commettere errore
sensibile ; ma questa operagioae:, che .sarebbe .assai
lunga e penosa, non si eseguisce mai, potendo
giungere allo stesso risultamento per una via mollo



pit breve, impiegando le formole del (313) desuute
dal binomio newtoniano ad esponente frazionario.
La formola 1.2 basta per estrarre la radice quadrata
per approssimazione da qualunque -polinomio; la
24 serve per Je radici cubiche, e la 3.2 per le
radici quarte, ecc. Facciamo alcuue applicazioni
in proposito. :
338. Esempj. Estrarre la radice quadrata per
approssimazione dal polinomio ¢* +d—f.
Paragonando questo polinomio con quello della
formola 1. sopra citata, si avra p*=c*,b==d—f:

sostituendo poi per p* e per b questi valori nella’

formola medesima, si otterra
2 | d—f _(d—f)*  ([d—N)*
V(e*+d—f)=c+ ac 8¢S e T
Se del medesimo polinomio ¢? + d —f si volesse
la radice cubica per approssimazione, basterebbe

aragonarlo colla 22, per cui sarebbe p?==c*,
=d —f, e sostituendo si avrebbe

ecce.

\3/(ca+d__f) ::30’—‘- d;—'f — (d—"f)a

3\/64 9\7010
-+ —-—————-5(6_’;_‘”3 ——ecc.z\s/c’-lr d:‘f - (d__g):
81yc't Jeye gclye

—F)3

-+ Eii—-;f;)—-

8ictye ‘

~ Se dallo stesso polinomio, o da un altro poli-

‘nomio qualunque si volesse cavare la radice quarta,

‘basterebbe confrontare il dato polinomio con queilo

della 3.2 formola, e fare in essa lé opportune &o-
stituzioni e riduzioni, onde giungere all’ intento.

FPoal. L 10
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. CAPITOLO VIIL
Dei probleaii ¢ delle equasioni in generale.

339. Lo scopo principale delle Matematiche si ¢
quello di determinare. il valore delle quantita inco-
goite col mezzo. di quantita conosciute; tutte le
operazioni che si sono falte sino ad ora ne offrono
dei chiari esempj. , S

Di fatto, per trovare la somwa di due o pil
%gauuu‘a, 81 & dovuto cercare uu pumero - iugognito,
il quale fosse eguale alle quantith date prese insie-
ame: oolla sottrazione non si & fatto che cercare
una quantith incognita eguale alla differenza tra due
qusntta conosciste. Una moltitudine di altri esempj
81 S0n0 a noi presentati nella mpltiplicazione, vellp
(divisione, nell’ elevazione a potenze, nell’ estrazione
delle radici: la domauda si riduceva sempre a tro-
vare eol mezzo di quantiti conosciate un’ altra
quantita sino alora incognita. Tulte queste, e simili
quistioni, nelle quali col mezzo di alcune cose co-
guite si devono scoprire altre cose, che non si
conoscono, si chiamano problemi. Le quantita co-
nosciute si denominano le date del problema, ed i
rapporti pure conosciuti, che esistono fra le quan-
tita cognite e le quantitd incognite, si dicono le
condizioni del problema. L’ arte poi di sciogliere i
problemi col mezzo dell’ Algebra chiamasi analisi
matematica. - ,

340. 1l rapporto d' eguaglianza, che esiste fra
le quantith cognite ed incoguite, comanque mesco-
late.insieme, si chiama equazione, e si divide in
due.membri per mezzo del . seguo d' eguaglianza =; -
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le quantitd, che sono scritte alla sinistra di questo
segno formano il primo membro dell’ equazione ; €
quelle a destra ne formano il secondo. Le equazioni
poi rappresentano le condizioni dei problemi tra-
dotie in linguaggio algebrico. .

341. La varietd infinita dei problemi condu-
cendo ad una infinitd di equazioni di forma diversa,
ha fatto nascere agli Algebristi il pensiero di diyi-
dere le eguazioui in diverse specie o gradi, i ?’qah
traggono I origine ed il nome dall'esponente dell’in-
cognita, o dalla somma degli esponenti flelle inco-
gnite. Le equazioni ad una sola incognita dlc?r.m
di primo grado quando il pit alto esponente dell’ in-
cognita & I mmita; diconsi di secondo grado quando
I incognita ba per massimo esponente il due, ed
in generale chiamansi di grado ennesimo ql:e'lle
equazioni , nslle quali il maggiore’ esp_onenbe.d?l'l in-
cognita & n, Se poi I equazione contiene pid ineo-
gnite, in allora daba massima somum degli esponenti
delle incognite esistenti in-un termine si dedurra il
grado della medesima.
Cosi le-equazioni

s0n0 cii 1.° grado

:;1“;;"_222 { sono del 2.° grado
x“]‘i ;:-:j:;; b‘tl —;*-? ..;icig ( sono del 3.° grado,
e cosi di seguito; di modo che I’ equazione

xn 4 axt +b£'_*-n.-}- N i
& del grado enpesimo,

. .

Un’ equazione si dice ordinata quando, -pesti i
termini fatli in un membro in manicra eha do po-
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tenze: dell’incognita vadano di mano in mano dinii-
nuendosi sivo 'al ‘termine tutto. moto, pel’ atire
mewbro si scriva lo zero, ed il primo terniné della
medesima altro coefliciente non abbia, che. ¥ unity
positiva. Dicesi poi completa quella equazione, nelld
quale si trovano tutte le potenze ‘dell’ incognita
gaila massima fino alla mivima, cioé fino al termi:
ne tutto cognito. Se I’ equuzione & incompleta , in-
vece dei termini che mauncano, si scrive talvelta it
segno . Quindi I’ equazione incompleta
x® + 524 4 3x* + x —10==0 si scriverebbe
x% e S5xt w32 ~vin=0.
342. Accid il problema sia generNlmente solu-
bile o determiinato, fa ¢’nopo che contenga nel sua
enunciato tante condizioni quaute souo le incoguite,
ossia ehe, tradotto in linguaggio algebrico, sommi-
pistri taute equazioni, quaote sono le incegnite da

“determinarsi: quei problemi, i quali ei sommini-"

strano- mena equazioni del nuwero delle incoguite ,
che si devouo determinave , si dicono problewi in-
determinatiy pin che determinati chiamansi poi queb
hi, il di cui oumero di equazioni supera il numera
delle incognite. La- considerazione dei primi appar-
tiene all’ Analisi determinaia, e la consideraziove

" .degli altri forma un altro ramo di analisi malema-

tica che dicesi #nalisi indeterminata. Anche le equa-
zioni diconsi. determinate a indeterminate , secendo
che il loro numero eguaglia od & superato dal nu-
mero delle incognite da determinarsi. :
343. Un’ equazione dicesi risoluta, quando si
arriva ad avere I incogoita , di cui si cerca il va-
lore , sola e positiva in un membro, ‘senza coefli-
‘eiente , senza esponente , e’ seniza divisore , mentre
“nell* altro membro’ vi' sono tutte le quantitd: cono-

’
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sciue , poicke I ineognita cessa di -esser tale dal
momento, che é eguale ad yn risultamento composto
tutto 'di quantitd note, : ,
344. Tutta I’ arte di risolvere le equazioni &

appoggiata ai seguenti assiomi, .

1.° Aggiungendo- o Jevando da quantita eguali la
stessa quantiti, oppure quantitd eguali , i risulta-
wenti , o i residui sono tra di loro eguali. .

2.° Moltiplicando o dividendo quantity eguali pe
la stessa quantiti o per quantitd eguali , i prodotti,
o i quoli, che si ottengono sono quantitd eguali.

3.° Inpalzanlo alla stessa potenza, od estracndo
la radice dello stesso grado da quaniita eguali, si
ottengono pmre quantiti eguali. i

4.° Due guantite eguali ad una .terza sono eguali
Jra di lovo. .. . :

5.° La somma delle parti é eguale al tutto.

Della  risoluzione delle equazioni, e dei problemi
determinati di primo grado ad una se'a incognita.

. 345. Sia.in primo luogo data I equazione
x—a==b, ove Lutto & conosciuto fuori che la
quantity x. Egli & facile ad accorgersi che questa
-equazione sara risoluta, quando col mezzo di qual-
che artificio dji calcolo si sard mandata via la quan-
tit cognita —a dal primo membro: a tale oggetto
si aggiunga ad ambi i membri della proposta equa-

sione la quantita @, ma con segno opposto a quello,:

che essa si trova avere .uel primo membro della
data equazione, e si avra x-a—a=b 4 a, ossia
riducendo & =b+-a. Questo valore di x, che dicesi
radice dell’ equazione , messo nell’ equazione mede-
sima, vi soddisfa, rende ciod i suoi membri iden-
dici, Dj fatto, mediante tale sostituzione, I eguazione
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proposta diverrd b 4-a—a==8', ossia riducendo

—
—_— .

Se 1equazione da risolversi fosse x+a=b, les
vando da ambi i membri la quantita a, si avrebbe
x+a—a=b—a, da cui we=b—a: radice che
soddisfa all’ equazione proposts,* A
"~ 346. Esaminando con atténziome T andamento
del processo seguito nella risoluzione delle superiori
equazioni, e paragonando le equazioni proposte colle
equazioni risolute, si vede, che per far spatire una
quantita dal primo membro di ut’ equazione, senza
punto turbare I' eguaglianza , basta scriverla nel se-
condo membro col segno opposto a' quello , che
essa aveva nel primo: lo stesso sarebbe accaduto
se una quantitd appartenente al secondo membro
si fosse dallo stesso fatta scomparire; -sarebbe essa
ricomparsa nel primo membro col segno cangiato ,
di maniera che si pud stabilire la seguente regola.
Si potra a piacere senza punto turbare Veguaglians
za trasportare dd un membro dll altro di una data
equazione dei termini, purché ad essi si cangino i
segni: in questa maniera si potrd liberare I inco-
gnita contenuta in un’ equazione , da quei termini,
che dad essa fossero uniti o da essa sottratti.

347. Sia ora daty Iequaziove axr=2>5 da ris
solvérsi. Dividendo ambi i membri di questa equa-
zione pel coe‘ﬁihieni?’;}a dell’ incognita x, si ayrd
2z == —, 088ia &==-—, Se si avesse invece da ri-
a a T a , )

solvereé I’ eqiiazione Z =b; si otterrebbe, moltipli:
a .

eando ambi i membri per a, gai =ab, e quindi
Z==ab. Per 1o che si pad stabilire questa seconda
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regola:.che un moltiplicatore d’ un membro di una
dnta equazione pué passare per divisore all’ altro
membro , e viceversa, che un divisore di un mem-
bro di un’ equazione pud passare ad esser moltipli-
catore dell' altro, restando inalterabile P eguaglianza.
Di modo che con quasto mezzo, quando I'incognita
¢ sola in un membro, si potra liberarla dal suo
coefliciente dividendo I'altro membro pel coelficiente
medesimo, e si libererd dal divisore, moltiplicando
Y altro membro per questo divisore istesso.

348. Se I’ incognita in un’ equazione si troverd
sparsa in pil termini, la prima operazione, che si
dovra fare, sara quella di trasportare tutti i termi-
ni, che la contengono , nel primo membro, ed i
termini noti nel secondo, cid che potra facilmente
eseguirsi in conseguenza di quanto si & detto al
(346), eangiando alle quantita che si trasportano i
rispettivi segni. Fatta questa prima operazione si
separera P incognita da tutli i termini, come fat
tor comune , indi si ‘dividera il secondo membreo

dell’ equazione pel coefliciente dell’ incognita stessa.

(347), ed in questa maniera si giungerd ad avere il
valore dell’ incognita, come si pud vedere nel se-
guente esempio. ' '

349. Sia proposta I’ equazione nx—3a=b+mx
da riso?versi. ’

Trasportando nel primo memhro mx, e nel se-
condo — 3a, si avra nx—mx—>b-}3a, e se-
parando il faltor comune x, satd (n—m) xr=
b+ 3a, dividendo pel coeflicieate n—m di x, si
otterrd - finalmente x:ﬁ—?ﬁ-.

, n—m
350. Quando i due membri di una stessa equa-
zione -hanno un comun moltiplicatore, o un comune

i eEe T AT L el - i [ R e
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divisore , questo pud essere soppresso senza turbare
I eguaglianza, per I'assioma 32.° da noi enuaciato
(344) ; se adunque un’ equazione da risolversi con-
tenesse dei termini frazionarj, prima di passare alla
di lei risoluzione, si ridorranno tutte le quantita,
che la compongono, allo stgsse denominatore, e
quando ques{o denominatore -sard comune ad ambi
i membri della proposta eguazione, in allora si
sopprimerd, e I'equazione, onde risolverla, si trat-
tera vella maniera superiormente indicata: cosi per
risolvere I’ equazione '

- b:z:-‘.:—--w—;--i, si avrd, riducendo prima
‘a m o »
allo stesso denominatore tutte le sopra scritte quan-

mpx —abmp __ acp-~ampx -+ adm,

amp ' amp g

e sopprimendo il comun. divisore , sard
mpx— abmp = acp —ampx ~}-adm, '
separando ora i termini cogniti dagli incogniti,
mpx ~ampx = acp + adm + abmp , .
raccogliendo il fattor comune =z,
(mp + amp )x = acp + adm + abmp ,
dividendo finalmente pel coefficiente di x,
acp+ adm 4 abmp

T mptamp |

351. Succede alle volte che alla fine dell’ ope-

razione I’ incognita si trova esscre negativa , in "al-
lora, per renderla positiva, si cangiano i segni a
tutti i termini del secondo memwbro dell’ equazione,

avendo sempre di mira perd di cangiarli al solo
‘numeratore nel case che il valore dell’ incoguita

tita ,

si ottiene & ==
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fosse espresso da: uma. frazione, e cid in conse-
guenza di quello che abbiamo detto al (146). La
sopra indicata operazione & appoggiata totalmente
all’ assioma 2.° del (344), perché con cid non si
fa che moltiplicare ambi 1 membri dell’ equazione
per la stessa quantita - 1. ) X

Se, per esempio,. fosse proposta I’ equazione
2z-+a=3x+ 1 darisolvere, si avrebbe 2x—3x
== -a, o8sia —x=1—a, e cangiando i segni
a tutti- i termini dell’ equazione, si otterrebbe final-
mente x=—da—1I. ‘ B ,

352. In qualunque equazione il valore dell’ in-
cognita & tale, clie, sostituito in luogo dell’ inco-
gnita stessa nell’ equazione proposta , rende un
membro perfettamente eguale all’ pltro, per cui si
ha con cid un’ equazione identica, come abbiamo

di gid osservato (345). Mediante questa sostituzione -

si verifica se il valore trovato per | incognita &
giusto, o no. . X o ‘

Coi principj da mnoi superiormente stabiliti, e
colle regole insegnate si pud giungere alla risolu-
vione di qualunque equazioue di primo grade ad
una sola incoguita, per guanto complicata essa sia.

353. Esempio. Trovare il valore di x uell’ e-
x(3—a) ¢ ax 3x—a ‘
e —g g T Ty
Riducendo primieramente tutti i termini del pri-
mo membro allo stesso denominatore, & quelli. del
secondo membro pure al medesimo denominatore,
sarh N o ’
3mx (3 —a)4-(em—3ax) (5—r) 3zx—atep
) 3m(b—r) - b
moltiplicando .ora il primo membro . pel divisore p
del secondo, ed il secondo membro per quello del

quazione

;inixio”'l'Sm (5— r), e sopprimendo il comun divisore,:
si avrd [3mz(3—a)+(cm—3ax)(5—r)]p=
3m(3x—a-tep) (5 —T),
ossia eseguendo i prodotti indicati, »
gmpx — 3Jampx 4 Scmp — empr — 15apx + 3apra=
45mx — gmrz — 15am 4 3amir 4 15¢cmp — 3cmpr |

e separando i- termivi, che eontengouo FPincognita
(348) , fatte le opportune”riduzioni, si etterra,

gmpx — 3ampx — 15apx + 3aprx — §5mx
+gmrx == 3amr + 10cmp — 15am — acmpr ,

separande poscia 1’ incognita x come fattor comu-
ne, e quindi liberandola dal suo cvoefliciente si giun-
gera finalmente ad avere o : :
- " 3amr + 1ocmp — 15am — acmpr _
- gmp — 3amp — 15ap + 3apr — 45m + gmr
354. Passiamo ora alla risoluzione dei problemi
determinati del primo grado ad una sola incognita.
~ La maggiore difficolta, che s’ incontra nella riso-
luzione dei problemi consiste nel modo di peterli
ridarre in equazione, ossia nel trovare il rapporto
di eguagliansa fra le quantitd conosciute o le date
del . problema, e .1 incognita; a quest’ oggetto non
si possono assegnare delle regole generali, e non
vi ¢ che un lungo esercizio ed un’ attenta riflessio-
ne, per acquistare quell’ avvedutezza, mediante la
quale si giunge con facilith all’ equazione del pro-
blema; i seguenti precetti perd giovano a renderci
agevole I’ intavolazione dei problemi.
1.° Leggendo atteptamente il problema, e riflettendo
sulla domanda’del problema stesso, si distinguano le

X ==
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quantitd cognite dalle incognite, e si notine le prime

coi numieri, o colle prime lettere dell' alfabeto a, b,

¢, ecc., e le incognite colle ultime lettere x, y, z, ecc.

2.% Seguendo parzialmente I enunciato del preblema ,
si traducano le varie sue condizioni in linguaggio alge-
brico, e con attente considerazioni si procuri di tro-
vare due espressioni deilo stesso valore , e di aspetto
diverso , per cosi formare U equazione del problema.

355. Quando poi il problema é messo in equa-
zione , la soluzione dell’ eqnazione , che lo esprimeé
porta con se la risoluzione del problema. Il valore
dell’ incognita in questo modo trovato "deve, se &
giusto , soddisfare alle condizioni del problema, e
quindi rendere identica, mediante la sua sotituzio-
ne, I equazione del problema stesso.

356. Problema 1. La terza parte di wn .esercito
disfatto ¢ stata uccisa, la quarta parte fatta prigio-
niera, e diecimila uomini fuggirono: si domanda di
?uanti soldati fosse composto quell’ esercito, quanti
furorio gh uccisi,, e quanti i prigionieri?

Al primo aspetto le incognite in questo problema
sembrano tre, cioé il numers dei soldati compo-
nenti |’ esercito, il numero degli uccisi, e quello
dei prigionieri ; ma riflettendo attentantente sulle
¢ondizioni del problema, si vede, che quando sara
¢enoscinto il numero totale dei soldati, che compe=
nevane I’ esercito, dividendo questo numero per
3, ¢ avrd il numere degli uccisi, e dividendo il
humero stésse per quattro, si avra il numero dei
prigionieri. ‘ ’ TR

Soluzione. Chiamando pertanto .x il numero in-
cognito di tutti i soldati, che formavano'l’ esercito,
sard — il numero degli uncclsi, ed %

3 ‘ qu‘éllb de?
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prigionigri. E facile. ora vedere per le. condizioni .
del problema, che la somma degli uccisi, dei pri-
gionieri e dei fuggiti costituisce il numero totale
dei soldati dell’ esercito, per cui si avra per equa-
sione del problema ~ .

-
4
giacche la somma delle parti egnaglia il tutto.

_ Per risolvere. ora questa equazione, si riducano
prima tutti { suoi termini allo stesso denominatore,

3T 4+ 32120000

. . o N
e si avra
‘ S & 12

x=T+ «}~ 10000,

, Ossia soppri-

mendo il.divisor comune 12, e sommando
120 == x -~ 120000, trasportando

" 12x—79x==120000, ¢ riducendo
§5x=120000; dividendo finalmente per il coef-

. . o 120000 - :
ficiente di x, sard i == —f = 24000,

L’ esercito in discotso era composto di 24 mila
vomini. La terga parte di 24 mila, osgia 8 mila
furono gli uccisi, e la quarta parte del medesimo
nomero, cioé 6 mila nomini i prigioneri; come si
Ppud verificare facilmente sostituendo. uvell’ equazione
proposta in luogo di x il suo valore 24000, cid
che rende I equazione soddisfatta. ‘

357. Problema 1. Dividere il numero n in due
parti, la prima delle quali superi la seconda di una
quantita d. .

- Soluzione. Chigmando x la parte maggiore di
questo numero, sara x—~d la parte minore: ora
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la somma delle due parti per condizione del pro-

blema deve eguagliare it numera n, si avrd dun-

que I’ equazione x 4 x—d=n, ossia ridacendo e
trasportando , ax==n-}-d, da cui si ricava

n--d - n+4d net-d—ad

- =

n—id

- donde si vede che la parte maggiore é eguale

alla meta del numero proposto, pit la meta della
data difftrenza, e la parte pit piccola é eguale alla
metd del numero stesso , meno la meta della differenza.

Per dividere lo stesso numero » in tre parti, di
maniera che la prima superi la seconda d’ uoa quan-
tith d, e la seconda superi la terza d’ una quantita
f; posta la prima parte =x, sard la seconda
x—d, e la terza x—d—f La somma di tutte
tre queste parti dovendo essere eguale al dato nu-
mero n, ci dard I' equazione seguente ‘

r+rxr—d+a—d—f=n, ossia

3z-—2ad—f==n; donde si ricava
n+2ad+4f
3

Per dividerlo in quattro parti, ed in modo <he
la differenza fra la prima e la secenda sia d, tra
la seconda e la terza £, fra la terza e bs quarta g;
posta la prima parte = z; si avra I equazione

x4+ x—d+x—d—fArx—d—f—g=n,

. n+3d4-2f+ '

donde trovasi x—"~ _4’— 4 g,

Nella stessa guisa se la -quantita n si. dovesse
dividere in cinque parti, le di cui differenze inco-

. Le altre parti si avranno facilmente.

38 :
mincidndo - defla prima sieto per ordine’d, f,g; &
fatto il calcolo, si trovera essere la prima parte, cio

s B 4d+3ft2g+h
i

Se le 'parti fossero sei, e-la quinta’ differenza
fosse I, s1 troverebbe )

n+5d 3 b ;
X == —— +4f-6’_ g’ ‘t‘l,'ecosidisegnito;

di modo che, rivnendo insieme i valori trovati di
&, si pud formare la seguente tavola

Numero delle parti, - La massima delle
nelle quali n é stata parti = x.
divisa. , .
a ="+
' , 2
3. ze=D tadtf
-3
4 x'—"+ 3d+aft+g
I - i
5 x_n+4d+:§f+zg+h
) - 5
6. ¥=n+5d+4f+3g+yzlz+l
: 6
ece. : ecc.

Dall’ ispezione di questa tavola si rileva, che il
denominatore di ciascun valore di x ¢ eguale al
numero delle parti, in cui n & stato diviso: nel
numeratore poi il coeficiente del secondo -termine
¢ minore di una unita del denominatore, e gli altri
vanno sempre decrescendo di una uunita fino al
eoefficiente dell’ ultimo ‘termige , che & 1 ; onde se



il vumero delle parti sard m,, avremo la forﬂlf‘osg
generale cosi espressa . :

2 n+ (m—1)d=}-(m—2) f+-(m—3)g--(m—4 )k +-ec.
m
Facciamo un’ applieazione della formola smperiore
alla soluzione der seguente problema. -

358. Problema 1I1. Un padre ha lasciati morendo
10000 zecchini da dividersi fra i suoi tre figli, in
modo che il maggiore dovesse avere 2000 zecchini
di pit del secondo, ed il secondo 3000 pii del
terzo , si cerca la porziome di ciascuno? .

Soluzione. Paragonando (uesti dati con quelli che

hanuo servito alla soluzione del problema generale,
‘avremo n ==10000, m=3, d==12000, f=3ooe. "

Questi valori sostituiti nella formola generale danne

__ 10000--4000 + 3000 __ 17000 .

x = 3 =——= 5666 + %.
La porzione adunque del primo figlio 'sara di
" gecchini 5666 -}~ 3; quella del secondo 5666 - 3 —
2000=23666-4%, e quella del terzo 5666 + § —
2000 — 3000=666+3; le quali porziomi sommate

insieme danno appunto i 10000 zecchini proposti.
359. Problema IV. Due fontane, la prima delle
quali sgorgando sola un' numero a di ore riempia d’ac-
qua un certo bacino, e la seconda riempia lo stesso
bacino sgorgando sola un numero b di ore, si do-
manda quanto tempo impiegherauno per riempire lo
_stesso bacino sgorﬁando'tutte e due ad un tratto?

Soluzione. Prendendo la capaciid del bacino per

nnitd , si vede subito che la prima fontana, la quale
da sola sarebbe capace di riempirlo in un numero
a di ore, vi verserd in un’ ofa ufia quantita d’ ac-
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qua ‘espressa da —2—, e per conseguenza sommini}
strerd in un numero x di ore una quantitd d’ ac-
qua espressa da x X —::-: %-. La seconda fontana
per una simile ragione somministrerd in x ore la

quantita d’ acqua espressa da % La quantita totale

- d’ acqua somministrata dalle due fontane nel tempo

N T ’ x x
x sard quindi espressa da -+ 3 ma dovendo

essa eguagliare la quantita d’acqua, di cui & capace
il bacino, stata presa per unita, si avra I equazio-
<z x : ...

ne— 4 — ==1; da cui si ricava ax + bx =—=ab,

a b
. . ab .
ed (a-}-b)x=ab, per cui L= Donde si
pud avere la seguente semplicissima regola, la
quale serve alla soluzione di tutti i problemi simili
al proposto.

Dividendo il prodotto dei due numeri, che indi-
cano il tempo impiegato particelarmente da ciascuna
fontana per riempire dasolail bacino , per la somma
dei numeri medesimi , il quoto dard il tempo neces-
sario alle due fontane per riempire simultaneamente
il dato bacina. Cosi se la prima fontana lo riempisse
da sola in 8 ore, e la secanda in 4 ore, si avrebbe

8 x 32 2
x =v8+§ = -I-;#n +-§-pel numero delle ore, che

esse impiegherebbero a riempirlo sgorgando insieme.
360. Problema V. Un negoziante trae ogui anno
dal capitale impiegato nel negozio per spese di fa»
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migiia una somma espressa dalla quantitd a, ed adla
fine d’ ogni anno trova che il residno del suo oa-
pitale si & aumentato del terzo, e cid per tre anui
consecutivi, alla fine dei qoali il suo capitale si &
raddgppiato : si- domanda quanto fosse - questo ca-
pitale ? TP B

Soluzione, Chiamando x il capilale, esso Fimarra
x—a dopo d’avervi levata la quanti(d a , ma alla
fine del primo. anno ;essendosi questo eapitale au-

mentato del terro, sard diveuuto x—a -+ .xa_a =
€Z - f‘; . " . . ' - : LY .
4 34 - Levandovi di nuovo la quantita a, si

A 41'—4(1 e fx—=a .

3 3 ,
second’ anno , essendosi questo eapitale anmentato
del terzo, sara espresso in allora da

 4x—na . 4x—f7a __ tir—28a

avr ma alla fine del

3

, 3 9 9
il quale, diminuilo ancora della quantita a, rimarra
16 — 28 ' —3n

z a-—azM; alla fine del terze

9.
anno, aumeatatosi del suo terzo, diverra
16x—37a + 16x—37a G4z —148a .
9. 277 ay
ma per la condizione del problema alla fine di tal
tempo il ¢ Eita!e. primitivo deve essersi raddoppia-
to, percié I' equazione del problema sara

64z —148a

== 2x, ossia 6fx — 148a == 54z, e

27
Vol 1. 1

v

163, )
trasportando 64z — B4x = 148a , ciod . .
Al : o 1484 : o

10x ;‘;148“,‘ ed X = - lQ o

Supponiama . per esempio, che il negoziante abbia
levato per spese di famiglia mille lire all’ anno, ed
andiamo a vedere , dietro guesta ipotesi , quanto
era il capitale da lui impiegate in negoszio. A tale

148000 .
-—%—;:3!4809-

oggetto avremo a==1600, ed’x ==

361. Problema VI . Per impegnare un operajo
negligente a terminare una data opera, si & pattuite
seco lui che egli avrebbe ricevuto a lire per ogm
giorno che avesse lavorato, e pagato & lire per
ogui giorno d’ozio : alla fine di » giorni ha termi-
nata la sua opera, e gli sono state pagate a saldo
del suo credito ¢ lire. Si domanda il numero d.ex
giorni , che ha lavorato , ed il numero dei giorni ,
che & stato in ozip? , o

Soluziong. Chiamendo = il numero dei giorni che

uesto operajo ha lavorato, sara n—x i numero
3ei giorni, che egli & stato in ozio. Per ogni giorno
di lavoro guadagnaodo a lire, avra guadagnato in
tutto ax lire, ed avra perduto b(n—x) lire, giacché
doveva pagare b lire per ogni giorno di ozio. Ora
per avere ¢ lire, ossia la somma, che .alla fine dei
cooti ha ricevuta, si deve sottrarre dal suo guadagno
la sua perdita, per cui I' equazione del problema
sara ax—b(n—zx)=c, e sviluzpnndo.
dx—-bnfﬂ-bx =c, ossia (a4 Jx=c+ bn,
da cui si ha x..——:-c—i—lin— pel numero de’ giorni

a+b

. . » . -—'————-—c+bn
di lavoro, e quindi n3—z=n— a+6
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antbn—c—bn _ an—g pei gif;rni di ozio
a-t+b T a+b )
Per fare un’ applicazione di questo problema ge-
nerale , supponiamo
n=60,a=3,b=2, c=2=80, e sita
_B80o+2.60 8o+ 120 200

3+a . 5 5§
__3.60—80 __ 180 — 8o __ 100

== 4o0.

=

== 20.

362. Problema VIL Due corrieri partono I’ uno

da Milavo, I'altro da Brescia per Vienna, seguendo.

ambidue la stessa strada. Il secondo eorriere parte
quattro ore dopo il primo. Il primo corriere fa 8
miglia all’ora, ed il secondo ne fa 6. Dopo quante

ore ed a qual distanza da Milano essi si troveranno

insieme, supponendo che la distanza tra Brescia e
Milano sia di 6o miglia? ‘ :
Soluzione. Si rappresenti la strada colla sottoposta
linea, e si noti in essa con M Milano, con B Bre-
scia, con V Vienna, e con I il punto di riunione

M_ B 1V

-

Sia x il numero delle ore impiegate dal corriere
di Milano per giungere al punto I, x—4 sara il
numero delle ore, che ha viaggiato il corriere par-
tilo da Brescia per arrivare allo stesso punto I di
riunione. Il primo facendo 8 miglia all’ ora avra
percorso uno spazio espresso da 8x, cio¢ dal pro-
dotto risultante dal numero x delle ore per quello
delle miglia fatte in un’ora; ed il secondo avri
percorso uno spazio espresso da (x—4)6. Ma lo spa-
zio- percorso dal..secondo corriere ‘per giungere al
punto di riunione, unito alla distanza, che vi & tra
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Brescia e Milano, eguaglia lo spasio percorso dal
primo corriere, poiché Ta somma deghi spazj MB+-BI
eguaglia lo spazio MI; dunque si avra per equazione
del problema -

8xr=(x— 4 )6+ 60=6x—24+460=6x+ 36,
ossia 8xr—6x=36, da cui siricava prima ax=36,
indi ==18. Dopo 18 ore di viaggio il corriere di
Milano raggiungera quello partito da Brescia, ed
alla distanza di 144 migha da Milano, oppure alla
distanza di 84 miglia da Brescia ; come si pud rile-
vare. moltiplicando il numero delle ore di viaggio
di ciascun corriere pel rispettivo numero delle mi-
glia fatte in on’ ora. "

- .. Per risolvere questo problema si & assunto per

incognita il numero delle ore impiegate dal corriere
di Milano, e |’ equazione ‘& stata formata da due
espressioni equivalenti allo stesso spazio MI; si po-
teva assumere in vece per incognita il numero delle
ore impiegate dal corriere partito da Brescia, e si
sarebbe ottenuto lo stesso risultamento finale, for-
mando ' equazione del problema cdn due espres-
sioni equivaleunti allo spazio Bl—=6x=8(x + 4 )—6a.

Si pud assumere per incognita anche la distanza
MI, e formare |’ equazione con due espressioni equi-
valenti allo stesso tempo, per esempio, a quello
impiegato dal corriere di Milano: questo tempo
verra espresso dallo spazio MI=ux diviso pel nu-
mero delle miglia, che il corriere di Milano fa in

un’ ora, cioé da -'g—, nello stesso modo quello del

. . . ., o x—bo
corriere di Brescia si esprimerd da ————; mastan-

6

te le condizioni del problema questo tempo ¢ mi-
nore dell’ antecedente di 4 ore, per eonseguenza
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y equazidne del problema sara %—-: _.r_%f_o__'_ 4,

dalla quale si ricava x=144, che & il cammino
fatto dal primo corriere per giungere al punto di
rinnione, ed &£ — 6o = 144 — 6o = 84, che & il cam-
mino fatto dal secondo corriere, e cid come & stato
appunto da noi superiormente trovato. ' -

363. Supponiamo ora che i due corrieri viag-
gino in senso contrario, I’ uno partendo da Milano
per Vienna, e I"altro da Vienna per Milano, e si
voglia , salde tutte le condizioni eununciate nell’ an-
tecedente problema, sapere dopo quante ore, ed in
gnal punto i due corrieri si inconlreranno, suppo-
nendo di 500 miglia la distanza tra Milano e Vienna
M I : v

-

Sia il tempo, espresso in ore impiegato dal

corriere di Milano per giungere al panto I & in~

coutro, sara x — 4 quelo impiegato dal corriere di
Vienna per arvivare allo stesso punto. Lo spazio
MI. percorso dal primo sard espresso da 8x, e lo
spazio VI percorso dal secoudo sard espresso da
(x—4)6=06x—24.

Cid posto, si prendano, onde formare I’ equa-
zioue, due spazj equivalenti ad MV. Si ha primie-
ramente per dato del problema MV—=>500, e per
essere il tutto eguale alla somma delle sue parti,
si ha anche MV =NMI + IV=8x-}6x— 24, per
cui 8x + 6x — 24 == 500, ossia 14x==524, ed
x==37 4+ #; succedera adunque il loro incontro,
dopo che il corriere di Milano avra viaggiato treo-
tasette ore e-tre setlimi di un’ ora; e siccome poi
per ogoi ora egli percorre 8 miglia, cosi quest’ in-
contro si fard alla distanza da Milano di. miglia

s

166
(374 4)8==1299 + }; oppure alla distanza di mi-
gha 200 + % da Vienna, come si pud verificare col
moltiplicare il numero 33 +- 3 delle ore impiegate
dal corriere di Vienna per giuugere al punto d’ in-
contro per 6, che ¢ il pumero delle miglia, che
percorreva ogui ora, o pit facilmente sottraendo
dalla distanza totale MV =500, la parle MI=
299 + # superiormente determinata.

uesto problema si poteva egualmente risolvere
anche prendendo per incognita lo spazio MI, come
precedentemente si & praticato.

Se il corriere, che & partito da Brescia nel primo
caso, e da Vienna nel secondo, fosse stato il primo
a metlersi in cammino, in allora bisognerebbe can-
giare il segno al numero delle ore, di cui egli ha
{)receduto I"altro, di modo che nel primo caso
’ equazione sarebbe 8x=6(x + 4) + 6o, che da
x=42 ore, ed MI=2336, e pnel secondo caso
I' eqhazione sarebbe 8x + (x -+ 4)6 =500, dalla
quale si cava x=34, ed Ml=272. = . :

364. Questo problema pud risolversi general-
mente , per avere delle formole capaci di servire
per qual si voglia caso simile al precedente.

Supponiamo primieramente che i due corrieri
camminino nel medesimo senso, e che MV sia la
strada , che percorrono. L’ intervallo MB dei punti di
partenza sia =a, I il punto di riupiobe, b il nu-
mero delle ore, ossia delle unita di tempo, di cui
Y un corriere precede I’ altro; ¢ e d il numero delle
miglia, che ‘ciascan corriere fa in un’ ora, ossiano
le velocita rispettive, essende ¢>d, x I intervallo
MI, sard per conseguenza I intervalle Bl—=x—a.
L’ equazione del problema. s formerd -con due
espressioni equivalenti al tempo -impiegato dallo
stesso corrierc. Ora il tempo- impiegato dal corriere
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partito da M & -':- , quello dell’ altro & %—-—-, se.
poi, come nell' esempio precedente, quest’ altimo &

2 —

minore del primo, si avra Y 4 per ilusecondo
valore dello stesso tempo impiegato dal corrierg
partito da M. Dunque x;a +b=—':—,;donde, fatte

. . . . . c(a___bd)
le opportune operazmm, s1 ricava X —= c__d’ ,

che & il valore di ML Quello di BI sard
c(a—bd) —g— d(a—bc)

c—d T c—d

Se il corriere che parte da M fggse il secondo a
mettersi in viaggio,,ﬁ{:er esprimere questa condi-
zione basterd cangiare il segno a quel termine, in cui
b & fattore, per cui I intervallo MI, ossia

X—a==

V bd ‘ __d(a-bc)
.=G(Zid ), e BI, oppure xT—a= ==,

365. Suppopiamo che i corrieri viaggino in
senso contrafio, e sian rilenute tutte le altre de.
nominazioni , _

M I v
MV=a, Ml=x, VI=a—ux.
Si avranno quindi le due espressiom
x a—x
—e
c ) d . - - -
supponendo che il corriere partito da V sia stato il
X _aT X 4o .
i ire; — ~—b; da dove si
primo a partire; onfie — =—7—"b;

-

—b-equivalenti al medesimo tempo ,

ricava , mediante le opportune operazioni,

c(a—bd) d(a=-bc)
X = —

c+d ’ ed ¢ = c+d

e
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Se il corriere partito da M fosse il primo a met-
tersi in moto , basterebbe cangiare il segno a-quel
termine , in cui b ¢ fattore, e si avrebbe

. c(a+bd) __d(a—bc)
a:==-—c—--¥:?—-, ed 8 X == Questo can-

giamento di ‘sggno proviene dall’ essere la seconda
- . R a—x
espressione del lempo contrassegoata da —— b,
a—
d

x R
e non .da — b, come nel primo caso.

Della risoluzione delle equazioni ¢ dei problemi
determinati di 1.° grado a due e pit incognite.

366, Qua'nﬂc;,;iin _problema_contiene due inco-
gnite , per essere determinato , deve in se racchio-
dere: due diverse condizioni; dalle quali si possano
derivare due equazioni conlenenti ne’ loro termioi
i rapporti , che esistono fra le quantitd conosciute,
e le quastiti incognite, mediante le quali si ricava
il valore dele incognite contenute nelle medesime.

In diverse maniere si giunge a determinare questi
valori; tutti i metodi, che si conoscono convengono
perd a fare in modo, che da:due equazioni conte-
nenti due incognite, se ne possa ricavare una sola
con una sola incognita, mediante la quale si inco-
mincia a determinare il valore di questa incognita;
dopo di che si determina cop tutta facilita anche il
valore della seconda, sostituendo in una delle due
equazioni proposte, in luogo della prima incogoita,
il suo valore di gia determinato. ‘

367. I metodi ordinarj per la risoluzione delle
equazioni a due o pil incognite si possono ridurre
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a tre, i .quali prendono i loro differenti nomi dal
principio, sul qualé ciascuno di essi appoggia, e
sono i seguenti; 1.° Metodo di confronto o di para-

gone, 2.° Metodo di sostituzione , 3.° Metodo di ad-

dizione e soltrazione. '

- 368. Risolviamo con ciascuno dei tre- sopra in-
dicati metodi le seguenti due equazioni generali a
due iocoguite ax by =c, dx+by=c.

Incominciando dal metodo di paragone, si cavera
da tutte e due le proposte equazioni il valore della
medesima incognita , trattando I altra , come se fosse
ura quantita conosciuta: quei due valori cosi de-
terminati si paragoneranno fra di loro, con che si
otterra una cquazione con una sola incognita , me-
diante la quale si potra determinarfz il valore dell’ in-
cognita medesima. Ricavando quindi nel presente caso
il valore di x, dalla prima -equazione si avry

| c—by

X = , e dalla seconda si otterrd x =—=—__7.
. R a

ora che si hanno due valori eguali di =, paragonati

ds ' bl __

fra di loro. daranno la nuova equazione ~

c—by

:

» la quale non contiene che la sola inco-

gnita 5. Risolvendo questa equazione per rapporto
ad y, si ha primieramente a'c—a'by=—ac' —ab'y,
ossia ab'y—aby=—ac'—a'c, donde si cava
(ab'—ab )y =ac —ac, e finalmente
ac—a'c
V= w—ab "

Per trovare poi il valore dell altra incognita, si
potrebbe da capo procedere nel modo stesso, cavando
dalle due proposte equazioni it yalore di y, e para-
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gonando tra loro i due valori eguali trovati; I’ equa-
zione , a cui con questo mezzo si giungerebbe, con-
terrebbe -la’ sola incogrita x, che si potrebbe determi-
nare , come si fece superiormente della y: ma piu
brevemente si ottiene il valore della suddetta inco-
gnita, sostituendo in‘una delle prime due equazioni ,
che si sono ricavate, il valore di y. Operando in
questa seconda maniera, e mettendo nell’ equazione

c —_— br ) . : . .
= il valore trovato per y, si avri
ac'—a'c
c-b _’——l_) ! ! ‘ ! ’
ab'—a'b ab'c—a'bc—abc' +abc

- a — a(ab'—a'b)
abec—abc - a(bc—bc) __be—bc
a(ab'—a'b)™ a(ab—ab) ab—a'b’

_ 369. Per risolvere le medesime equazioni col
metodo di sostituzioue, 1.° da una si ricaverd il
valore di una delle due incognite, considerando ¥ altra
come cognita; 2.° si sostituird il valore trovato nel-
V altra equazione, per cui si avra una gola equa-
zione con una sola incognita, 3.° si risolvera questa
equazione per ottenere cosi il valore di un’ incognita,
4° finalmente si sostituird questo valore in una delle
due equazioni ritrovate , affine di determinare anche
il valore della seconda incognita: di modo che per
risolvere le due equazioni generali

ax-by =c, dx+by=c,

, §i so-

cavato dalla prima il valore di x=

stituisca nella seconda , per cui si avra

i -—b . ] . ) l
f‘%‘f!'-)'+b"y,-=c’ ,08siaa c—a by +ab'y=ac,
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e separando i termini contenenti I incognita da
quelli, che unon la contengono, sard N
aby —a'by =ac' —adc, oppure
1 1
f . ac'—ad'c
(ab — a'b)y = ac — ad’c, per cui y=-——,-.
( )i4 » P Y= —ab

Per avere il valore di x si potrebbe ripetere
uello che si & fatto rapporto ad y, avendo solo
riguardo di. cavare il valore di y in luogo di quello
di x da una #delle due proposte equazioni per so-
stituirlo nelt’ sitra. Pid speditamente perd lo si ot-
terra sostituendo nel valore di x espresso per y il
valore di y come antecedentemente abbiam fatto.
370. Volendo impiegare il metodo di addizione:
e sottrazione; fa d’ uopo 1. rendere eguali in ambe
le equaszioni i coefficienti di- quell’ ingognita , che si
vuole eliminare, e cio si ottiene col moltiplicare tutti
i termini della prima equazione pel coefficiente, che
si trova avere U incognita, che si vuole mandar via
nella seconda , ¢ moltiplicando la seconda equazione
pel coefficiente , che la stessa incognita si trova avere
nella prima , 2.° ridotta che sia U’ incognita ad avere
lo stesso coefficiente in ambe le equaszioni , se il se-
gno da cui é affetta nella prima é contrario a quello ,
che ha nella seconda, le due equazioni si sommano ,
e se in entrambe ha lo stesso segno , in allora si

sottrae un’ equaszione dall’ aitra ; operando in tale

guisa ne risulterd una equazione ad una sola inco-
gnita , la quale si risolverd colle note regole. 4 fine
poi di determinare I altra incognita si pud da capo
procedere collo stesso metodo , oppure al solito ado-
perare la sostituzione. :
Dalle equazioni generali
ax + by=c, ax 4+ by=¢c
volendo eliminare la x, si moltiplicheranno tutti i

W
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termin della prima equazione per a', e quelli della
seconda per a, e si avra

aax+aby=dc, adx+aby=ac,
dalla seconda po1 soltraendo la prima, sara
aby —adby=ac —a'c, d onde si ricava

y ac'—de
—— T ————
- ab’-——q'b_ .

Se si volesse eliminare la y per avere il valore di
x, sl opererebbe in un modo a questv-analogo.

Con uno qualunque di questi tre metodi si po-
tranno sempre risolvere due equazioni a due inco-
guite per complicale che esse siano: la pratica poi
fa conoscere quale sia nei diversi casi il pit utile
da impiegarsi per potet pit brevemeute giuugere
a!lo scopo ; generalmente parlando perd, il metodo
di paragone ¢ il pid lango.

. 371 Paragonando le due equazioni proposte
cot trovati valori delle due incognite, si pud osser-
vare la seguente legge riguardo alla formaziome dei
valori stessi, ‘

21 numeratore della frasione, che esprime il va-
lore di x, si forma moltiplicando il coefficiente b’
di ¥ nellu seconda equazione per la quantits nota
¢ della prima equazione , moltiplicando indi il coef-
Jiciente b della stessa incognitn nclla prima - equa- -
zione pel valore noto ¢ della seconda equazione , e
sottraendo in fine i secondo prodotto dal primo: il
dcnqmmatore poi & eguale al prodotto del coefficiente
a di x nella prima equazione pel coefficiente b' di y
nella seconda equazione , meno il prodotto del coeffi-
ciente a di x nella secondr equasione pel coefficiente
b dz. J nella prima equazione. F nameratore della

Jrazione esprimente il valore diy si Jorma dal pro-
dotto del cocfficiente a di x nella prima equdsione

&
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pel termine noto ¢’ della secondn , meno il pradaz‘lm
del coefficiente a' di x nella seconda equazione :pel
valore -noto ¢ della prima. Il suo denominatore élo
stesso di quella di . : :

Col mezzo delle due equazioni geﬁera‘li cnpefior-v,-

mente risolute si pud avere la soluzione di due
equazioni qualunque di primo grado a duc incogni-
te, con una semplice sostituzione da farsi nei valori
delle i_ucognite,dalle medesime ricavati. :
372. Esemgp. Siano le due equazioni da risolversi
fx—3y= 7 h ‘
52 4 y =23

Paragonando termipe 'per termine queste equa=
ztoni colle due equazioni ‘generali

ax—4-by=e¢ ) =§£§% ’
S le cui radici sono € — de
a.r—}-bf:c' =‘a~b‘,_a',"b‘.
Si avra a= 4 a= 35 '
V b=-—-3 b= 1
c= 7 ¢ = 23

Sostituiti questi valori nei valori generali di x,

e di y superiormente trovati, si avra ‘

: 7 + 69 92— 35
X ='—-—--—-—::34 y ) e—————— e
4415 19 B
Valori che soddisfanno alle proposte equazioni, co-
me facilmente si pud verificare sostituendoveli in
luogo delle incognite medesime.

373. Se le due equazioni proposte contenessero
in diversi termini la medesima incognita, in allora,
per servirsi delle formole general; per la risoluzione

3.
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delle medesime , bisognerebbe in ogni equazione
raccogliere .in una sola espressione tutte le quantita
contenenti la medesima incognita , trasportande nel
secondo membro, si in una, che nell altra equa-
zione , tutte Je qoantith conosciute : cosi se fossero
date le doe equazioni
: mz~+y43r—n=fr+4-d
ax—p+ay=q-+py R
Operande nel modo sopra indicatogsarh primiera
mente mx ~4=3x + y—fyr=d-+n
3x + ay—pyr=p—+4q,
e raccogliendo i fattori comuni ,
(m+3Nx+(1—f)y=d+nr
az+(3—ply=p+q
Paragonando queste equazioni colle equazioni gene-
rali, si avra

; a=m-+3 d=2
b=1—f b=2a—p
c=d-+n c=p-+4q,

e sostituendo , sard
(a—p)(d+n)—(1—f)(p+9) _
T m3)G—p)—2(—F)
ad4an—dp—np—p—qg+fp+fg -
am—mp+46—3p—a4-af
ad+ an—dp—np—p—q+/fp+fq
2m-—~mp+4—-—3p+3f.
_(m+3)(prq)—a(d+n) _
T ) (a=p)—a (i)
mp~-nmq+3p4-3q—ad—an
sm—mp+4—3p +f

x
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374. Se una delle due equazioni contenesse h‘?xa

sola incagnita , in allora nell’ equazione generale si

eguagliera a zero il coefliciente della corrispondente

incognita s eosi se si avessero le due equazioni
5.«4:..-,,:83}@:—4—}:9, sarebbe paragonando

a=5, d=3, b=o, b=1, c=8, =g,

e sostituendo xu%,j::i 45__5—.34 = 251 "

Applicheremo ora questa dottrina alla soluziene
di alcuni problemi di 1.° grado a due incoguite.

Prima peré di passare alla soluzione di questi pro-
blemi si osservi che, allorquando si deve intavolare
un problema a due incoguite, oltre i precetti, che si
sona indicati (354), per render facile questa operazio-
ne si deve avere I'avvertensa di separare le due di-
stinte condizioni, che essenzialmente vi devono es-
sere pell’ enunciato del problema , da cui risultar
devono le due equazioni. N ,
- .375. Preblema 1. E data la mlﬁma di due quan-
tith =a, e la lora differenza”=24; si domanda il
valore di ciascuna delle quantita ? -

Saluzione. Sia x la maggiore di queste quantita ,
J la minore, si avranno le due equazioni

: X +y=a
. X — g = b,

Procedendo quindi col ‘metodo di addizione e sot-
trazione, si avra, sommando queste due equazioni
membro per membro, 2x—=a+ b, quigdi

a-t-b -
N 2 *
Dalla prima di quelle due equazioni sottraende

poi la seconda, si avra 2y=a—1b, ed ]=a—;gi

Da cié si ricava la seguente regola generale.
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"Che data la somma, e la differensa di due quan-
titd, la maggiore eguaglia e metd della somma pits
la metd della differenza, ¢ la minore eguaglia la
meti della somma , meno la metd delle diffeienza;
come di gik si & osservato (357). Med%t: questa
regola si possono sciogliere tutti i peshlemi, nei
quali sia data la somma, e la differenza delle quan-
tith, che si cercano. -~ )

Se si domandasse, per esempio, I’eth di Newton,
¢ quella di Cartesio, sapendo. che '!‘a;%omma}‘ delle
due etd & di 139 anhi, e che Cartesio era pihl gio-
vane di' Newton di 31 anni, si troverebbe essere
Peta di Newton eguale alla meth della somma 139
pitt la meta della differenza 31, ossia ‘

i L
139131 =85, e quelld*di Cartesio = 139;3‘1‘ = 54.

—
——

.~ 376. Problema W. Due facchini portano dei ca-
richi espressi in_guintali. Uno-di essi’ lamentandosi
del suo peso *éqﬁliam'o ; se o avessi mucera un
quintale del tuo “earicd; savei casicato il doppio di
te. L’altro risponde,’'se tu me ne dessi un quintale
del tuo,.io avrei il triplo dite; si domanda quanti
quintali ciascuno portava? o )

Soluzione. Supponiamo che il carico del primo
facchino sia di x quintali, e quello del :secpndo
sia di y quintali: se il primo - facchino dard al se-
condo un quintale del proprio carico, egli- rimarra
con x—1 g el il secondo verrd ‘ad ‘averne y+4-1,
e poiché im questo caso- il carico d}al ’secoudp é
doppio di quello del primo, si avra I’ equazione
Yx—1)=y + 1, 0s8ia ax—2=y + 1; ma se
ppecondo facchino dara un quintale del sao carico
o $rimo, egli rimarra eon y 1, ed il primo verra
ad awerne x + 1, ed essendo in questo caso il ca-
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rico del primo triplo di quello’ del secondo, av\ren:a

x41=3(r—1), ossia x4 1=3y—3 ~che-

¢ la secouda equazione del problema. .
Dalla prigia di queste due equazioni si ricava
x = ‘L—?-* e dalla seconda x =3y — 4, dal pa-l
ragone delle quali ne risulta I equazione :
3 . - € -
1—-:—-‘--‘=3f———4, ossia y + 3=6y — 8, e quindi
5y =11, da cui si ricava j:;-%l-'za‘-f- 5! so-
stituendo questo valore di y nell’ equazione x —
3y — 4 superiormente trovata, si avra g

__ 33 33—-—:@0_13_:_ 3
TEg A== =t

Il primo dei due facchini portava *due quiatali- e

tre quinti, ed il secoudo ue: portava due ed an-

quinto ; carichi che soddisfanng alle condizioni de}
problema. 1

~ 377. Problema L. Un eperajo, che ha lavorato
un numero a di giorni in uana casa, tenendo seco
li la moglie per un numero & di giordi, ha ‘gua-
dagnato una somma c; egli ha lavorato in seguito
nella stessa casa un numero 4’ di giorni, e questa
‘volta ha avuto seco lui la moglie per un numero
b di giorni, ed ha ricevuto uua somma € ; st do-
manda quanto egli guadagnava® al giorno ;e quanto
era il guadagno di sua moglie duarante: o stesso
tempo ? B

Soluzione. Sia x il preazo della giornata delf’ opeg.
rajo, y quello della moglie; per un namero a é
giorni egli avra guadagnato ax, e sua moglie per:
un pumero b di giorni avrh guadagnato by; di medo

Fol. 1. 12

.
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ohe la prima equazione di questo problema sary
ax+ by ==a La seconda si trovera ragionando
in un modo analogo a quello da noi seguito per
trovare la prima equazione, e sard a'g -+ by =d
Queste due equazioni gia visolute al (38) danna
' __ He—dc _ ad'—ao
T uTa T o=
. Per fyre un’ ppplicaziove di questo problema ge-
nerale , supponiamo che l2 prima volta ahbia I’ ope-
rajo lavorata 13 giaroi, e 7 giorni la moglie, o
che abbia ricevuto 74 lire; “che la seconda volta
egli abbia lavorata 8 giorni, e la maglie 5 giorni,
¢ che abbia ricevato 50 lire. Paragonando si avr} -
=13,  a=18§ . 4
b= o ¥=5 -
o e=14 ¢'="5a, |
Messi questi vajori pelle due equazioni- genmerali,
ssse diverraomo , o o o

&="'?;—p--'_---,j-é—-=5,t edy::;-—-—'-.-—‘-ia-- — = 12.

' 398. Problema IV. Si & mischiato insieme una
certa quantita di. due differenti materie: tuito il
miscuglio fa up volume di a pollici cubici e pesa
b once. Un pollice cuhico della prima materia pesa
¢ ouce, un pollice cubico della seconda materia
pesa d once: si domauda quanto sia la qoantita
di ciascuna-delle materie mescolate ? =

Soluzione. Sia x il numero dei pollici cubici della

‘ﬁima‘ wateria, e y il numero dei pollici cubici
o0k
L

Ila seconda, e si avranno le seguenti , equazioni
PR ex - dy ==b



b—ad IZQ
P . : . ~—a ac —
dalle quali si- ricava &= ——p; y= o—d"

. Esaminapndo questi valm:_i si ri_Cave'r‘é una regola
semplicissima per la soluzione di tudi i problemi
di questa Bpecie. . e
Per avere il numero delle parti della prima ma-
teria , che entra nel Miscuglio, si calcola quanto pe-
serchbe il volume del miscuglio , se egli fosse composto
tutto della seconda materia, cio che si ottiene molti-
icando il volume a pel peso specifico d; questo
peso si leva dal peso totals b del miscuglio; ed il
residuo si divide per la différenza - c—d dei dus
esi specifici ¢, e d, . .
P Perpave{l?e po,i il numero delle parti della seconda
materia , si calcola quanto peserebbe il volume del
miscuglio, se tutto fosse della pf'ima materia, e d'a.
esso si leva il peso totale del miscuglio, ed il resi-
‘duo si divide per la differenza dei.pesi specifici.
379. La soluzionp fh questo Qro]_)lecpa serve a
sciogliere tutte le quistioni che si riferiscono alla
regola aritmetica di alligazione. L
Giova perd qui avvertire che le soluzioni dei
problemi, che preseatemente si considerano , nou
sempre corrispondono con esattezza a1 rlsglltamenu‘,
che realmente ottengonsi in natura; e cid perché
allorquando due o pii sostanze, per esempio, due
o pid metalli si uniscouo fra di loro per affinita di
composizione, il volume della sostanza tersa, o della
lega, che ne risulta nou suole eguagliare la somina
dei volumi delle sostanze componenti, onde nel
cago, per esempio, dei due metalli suol divenire
inesatta I equasione x4 y==a. Perd se col mezzo
dell’ esperienza si potesse conoscere il rapporto del
volume a cogli altri &, y, ecc., e se 81 cunoescesse

180
‘quindi essere nel caso precedente X4y=m.a;
allora servendoci di questa nuova equazione in vece
dell’ altra x+y=a, potressimo col calcolo ottenere
un risultamento eguale a quello, che ottiensi in
natura. T - : e 3
Passiamo alle equazioni ed ai problemi a tre e
Pit incognite. , ,

380. I metodi, che si swno insegnati per la
risoluzione delle equazioni di primo grado a due
incognite,, sono applicabili alla risoluzione delle
equazioni di primo grado cootenenti un numero,
qualunque d’ incognite: di fafto sieno da risolversi
le seguenti tre equazioni can tre incognite

x+ 2y 4 z=8
x4 gy z==7
- Seguendo il metodo di paragone, cavo. il valore
della medesima incognita, per esempio di x da tulte .
tre le equazieni, ed ho
 dalla 12 2= 8—ay—s=,
“dalla 22 x:J:.f_ti,
dalla 38 =6 4+ y — 7a.
Paragonando ora queste tre equazponi fra di lora
si verranno a formare due nuove equazioni, le quali
conterranno le dae sole incognite y, e 3; se si pa-
ragonera la prima colla seconda, si ricaverd .
8— 2j-——-z=v7—.—_-‘§-:_—f-, dal paragone della pri-

m.coﬂa terza, si olterrh 8 —ay —z=6-4y— 5z.
Qui ¢ da osservarsi che si otterrebbe lo stesso ri-
sultamento finale, se si fosse in vece paragonata la
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seconda colla terza. Adesso che la quistione si &
ridotta a risolvere due equazioni con due incognite,
continuando' col metodo di paragone, si cavi dalle
'due equazioni il valore di una stessa incognita , per
esempio della y, & si avra dalla prima
16—4y —22=9—y 412, ossia 3y—=9 — 3z,
da cui y=3 —z, dalla seconda 3y=4z+ 2,
4z4-2 I

3

ciog¢ y=—
Eguagliando ora questi due valori di ¥, si ottiene

3-—z=—4—?-?—-2—; donde 9 —3z=4z+ 2,

ossia 7z==17, e z==1.
Ora che si conosce il valore di z pongasi questo

in una delle due equazioni esprimenti il valore di.

y per mezzo della z, per esempio, nella prima, e
si avrd y ==3 — 1==2. Mettendo poi i valori tro-
vati per y e per z in una qualunque delle tre
~eqnazioni esprimenti il valore di x per mezzo di y
e di 3, si avrd in questo modo anche quello di =.
Ponendolo in fatti nella prima di esse, sara
" xr=8—4—1=23. .
Sostituendo nelle equazioni proposte 3 in luogo
verificheranno compiutamente. .
381. Se tutte tre le incognite non si trovassero
nello stesso tempo in ciascuna delle equazioni pro-
poste, il calcolo per la loro risoluzione riuscirebbe
assai piu facile. Se, per esempio, si dovessero- ri-
solvere le tre equazioni
12 x+2z=10
22 3x— y= 3
32 x4+ y— z=1

di #, 2 in luogo di ¥, ed 1 in vece di z, esse si
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impiegando il mietodo di addizione e sottrazioney
osservo che sommando la a* equazione colla 32,
si elimina la y, e si ba fx—3=4, equazione,
che contiene le stesse due incognite contenute pella
1.2: onde eliminare poi la z, si moltiplichi questa
equazione pel coefficiente 2, che ha la 3 nella 12
delle tre equazioni proposte , dal che si avrd
8x — 22 =28; che sommata colla 1.2 di
9or=18, per cui r=2

Questo valore, messo in luogo di = nella 1.2 delle
10—2

proposte equazioni; darda 2= = 4.
Sostituito poi lo stesso valore nella 22 ci di
J’ = 6 — 3 == 3. :

Volendo risolvere le medesime equazioni col me-
todo di sostituzione, si cavera il valore di una
delle tre incognite in una delle proposte equazioni,
€ si sostituirh nelle altre: cavando, per esempio,
dalla 1.2 il valore di x, si avra x==10—2z, me-
diante questa soslituzione le altre due equazioni
diventeranno 30 —6z—y=3

10—3z+y=1
dalla " seconda delle quali cavando il valore di
y=3z—9, e meltendolo pella prima, si avrd
3o—6z—3z2+9=3, ciod

93 =36, da cui z=4: come si ¢ di gid trovato
coll’ altro metodo.

38a. Si abbiano ora quattro equazioni con quat-
tro incoguite, e siano le seguenti

x4+ y+ z4 t=1
ax+ y+ z— t=
3z—ay—3z+4t=
fxtay+ z—at=

W Dw o
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Procedendo col metodo di paragone, cave da
ciascuna cquazione il valore @i x, ed ho,
1° r=10—~y—z-—¢
. 3 Dad i
2.° x:..__.z.____.z_-ti
- 2

50 o= 6+'2f43-:3z~4t

3—ay—z+4at
Ca .
4
Eguagliando ora il primo di questi valori di ®
suceessivamente con ciascuno degli altri, si avranne
le tre equdzioni seguenti '

42 x=

3__4.' .._;z+t
Io.—-y_a.z——-t;:__.._ur_____“’
2 .

6+ay-+3s—4¢
ks :
10— gz = 3—_2~f;z+2t s

continuando il calcolo, e cavando da tutte tre que-
ste equazioni il valore di y, si avrd
12y =19 —g—3¢
24 —6z+1¢
5
‘ 397 —32—6¢
3.2 == - 2 .
Paragonando la prima di queste equazioni colla

seconda, e la seconda colla terza, si ottengono le
due equazioni seguenti :

10— ) ~= % — t==<

22 ==
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P * . B 3 ’
agea—st= 2 g“‘ ,
2f— 634t _ 37—3i— 8¢
5 T .2 -

dalla prima delle qﬁali si ricava
z2=16t— 61, e dalla seconda
137—3az
3= .

queste due equazioni, si giungerd ad avere I’ equa-

Confrontando finalmente

137 — 3at
3
incognita, dalla quale si ricava £=4. :

Mediante poi le opportune sostituzioni si troverd
essere z=3 ,y—2, ed x =1 ; valori, che sod-
disfanno pienameote alle quattro proposte equazio-
ni, come facilmente si pud verificare , facendo nelle
equazioni medesime le debite sostituzioni.

383. Se in generale si avessero n equazioni
con un egual numero d’ incognite, per. risolverle
col metodo di paragone sarebbe d’ uopo, 1.° risol-
veré ciascana equazione per rapporto ad uma stessa
incognita , dal che si avrebbeéro n equazioni espri-
menti tutte lo stesso valore, 2.° eguagliare questi va-
lori fra di loro combinandoli a due a due, dal che
si verranno ad avere n— 1 equazioni con n—1 in-
cognite , 3.° trattare queste equasioni derivate nell e-
gual maniera, olie si- sono trattate le primitive , e

zione 16t — 61 == - contenente una sola

“cost di seguito ; in tale maniera il numero delle

equazioni, e delle incognite andra sempre del pari
diminuendo , sino a tanto che §i giungerd ad una
equaziene - con una sola- incognita, dalla quale si
desumera ’ﬁxcilmente{ il valore dell’ incognita medesi-
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jna. Mediante poi e opportune sostituzioni si aoran-
no di mano in mano i valori delle altre incognite.

384. Velendo- adoperare il metodo di sostita-.
vione, L° si.caverd de una dele n. equazioni da ri-:
solversi il valore di una qualunque delle. n incognite
in esse contenute, 2.° si sostituird questo valore in
luogo di quell incognita.in tutte fe .altre equazioni,
le quali mediamte - questa -operazione i ridurranno

ad n——1 con n— 1 incognite ; eliminandosene una

per mezzo di questa sostituzione ;- 3.° ‘da: una qua-
lunque di queste. n— 1 equazioni .si -cavera il valore
di una qualunque delle incognite , che vi saranuo
contenuie , e si sostituira in tutte le altre equazioni,
per cui si verranno ad avere n— 3 equazioni con
n— 2 incognite , e cosi di-seguito, procedendo sem-
pre con questo metodo, sino a tanto che si giungera
ad un’ equazione con una sola incognita, dalla quale
si caverd il valore dell’ incognita stessa. Sostituendo
pot_questo valore in una delle antecedenti equazioni,
si determineric una seconda incognita ; mediante la
sostituzione di questi due valori, nell equazione ap-
posita , si avra il valore d una terza incognita, e
cosi di seguito, continuando ad operare, si giungera
a determinare i valori rispettivi di tutte le n inco-
gnite appartenenti aolle n equazioni proposte.

385. Volendo impiegare il metodo di addizione
e sottrazione & necessario 1.° moltiplicare ciascuna
equazione pel prodotto dei coefficienti , che si trova
avere quell’ incognita, che si vuol eliminare in tutte
le a'tre equazioni, 2.° combinare in seguito la prima
equazione cosi ridotia con ciascuna delle altre in'via
di somma o soiirazione , accid scomparisca I’ incogni-
ta, che si vuol eliminare , con che si otterranno n-— 1
equazioni con n—1 incognite , 3.° operare in un
modo analogo sulle equazioni, che di mano in mand
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si ottengorio--5in0’ a tanto che- si' giunga ad avere
una sola ‘equazione con una sola: incoguita , ln quale
risoluta daré il valore dell’ incognita stessa ; per ave-

- 1e le altre incognite vale il processo indicato su-

periormente. na : :

- -386. Alle. wolte succede, che nel combinare
con uno -qualanque dei . sopra. descritti metodi le
equazioni, si eliminano ad un tratto diverse inco-~

guite, cid ‘che fucilita Ja risoluzione delle equazioni,

come si pud vedere nel seguente esempio.
‘Debbansi risolvere le tre seguenti equazioni

12 x4 ay-—- z=t

2t ax—ay+ z=21

.32 ax—3y+4+2z=6
sommo la 14 colla 224, ed ho
3x=3, da cuoi x=1.

Dalla 32 sottraggo la 22, ed bo 5==4. Sostituiti
nella prima delle proposte equazioni in luogo di x
e di 2.i valori trovati, si ha 1 +ay—4=1;e
quindi y =a2. o R )

Passiamo alla risoluzione di alcuni problemi con-
tenenti tre incognite. :

389. Problema 1. La polvere da schioppo ¢&
composta di salnitro, di solfo, e di carbone. La
mistura ¢ tale che in roo libbre il triplo del peso
del salnitro impiegato & eguale a tredici volte
quello del csrbope, pilt cinque volte quello dello
zoifo, e che cingue volte il peso del salnitro vale
trentasette volte il peso dello zolfo, meno sette
volte quello del carbone. Con qual proporzione si
fa dunque la mistura? : '

. Soluzione. Sia z il peso del salnitro, y quello
dello zolfo, e z quello del carbone, essendo z, ¥,
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valutati: in libbre. Ta prima- cendizione da
¥ equatione x + y +z=t100, :
la seconda dd 3x=5y 4-132.

e la terza 54=239y—#ys.

Dalla prima equazione si ricava

: T=x 100 — ) —12,

5y +132
dalla seconda =L f;‘ ,
e dalla terza x=: 37];72‘.

Paragonando il primo col secondo valore di x,
indi il primo col terzo, si trova
57 4132 t

100-—,'-‘-—25 3

RPN ¥ e K.
100 —y — g —ipte
dalla prima delle quali si ricava
y= 300-; 162 — 75 — 42 , e dalla seconda
— p
_ 500 4 22 — 250 + 3 . Paragonando ora gue-

nb—4z 25042

y=- " 4a at
sti due valori di y, si 'be\\: — - &
tolti i divisori, 1595 —842==500 +_5:xz, da cui si
R, 10 1
cava 86z=1075, e ’qulndx z=-——8—g—= 124+ —.
Sostituendo in y espresso per z, in luogo di z il
'suo vafore , si ha S . :
75 —4(12+3F) 7550
r= - =t

I
== 12 =} —,
=124 —

138 o
Mettendo finatmente i valori di 5, e di z nel ‘primo
valore di x, si ha ~ - - SRR RE
Z=100~—(12+ %) = (13~ £)=r10b— b =15,
Vi sono adanque settautacinque libbre di salwitro,
12 libbre ¢ mezzo tanto di zolfo , che di carbone
in cento libbre di polvere. Di modc che nella com-
posizione della ‘polvere da schioppo vi entrano
-g— di salnitro ; —-8-'~ di zelfo, ed -;— di carbone.

© 388. Problema . 8i & comperato della tela di
tre qualita in tre diverse riprese. La prima volta
per averne 3o braccia defta prima qualita , 20
della’ seconda, e 10 dela tetza, si sono spese
230 lire. La seconda velta per averne 15 braccia
della prima qualith, 6 della seconda, e 12 della
terza si sono spese 138 lire. Finalmeute per averne
10 braccia della prima qualita, 5-della seconda, e
4 della terza, si sono sborsate 45 lire: si domanda
quanto importi el braccio la tela di ciascuna
qualita ? » - o

Soluzione. Chiamo x il prezzo di un braccio di
tela della prima qualita, 7 quello della seconda
qualita; e z ?uello della terza. - .

Per soddisfare alla prima condizione si vede ,
che de 3o braccia di tela della prima qualita im-
porteranno 3ox, le 20 della seconda qualita, 20y,
e le 10 braccia della terza qualita importeranno 10z.

Ma queste tre somme rianite insieme danno ap-
punto 230 lire, dunque la prima equazione del
problema sari 30x =20y + 1035=230. Ragionando
nella stessa maniera, si otterranno le altre due

equazioni 1524 6y4-12:=138
1ox + 5y 4 4z= 75.
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‘Le due prime equazioni possono semnplificarsi- di-
videndo la prima per 10, e la seconda per 3, onde
le tre equaziani del problema proposto, saranng.

18- Je 2y z==23 -
2.3 5x + 2y o 4z =46.

: 32 1oz -5y 4-4z=15. e
~ Procedendo col metodo di sostituzione, cavo dalla
prims z=233—3x—ay, e lo meito neue,f’ .altre

due, dal che ho _ . ;
Sx 423y +4(a3—=3z—ay)=s46-
10x+ 5y +4(23—3x—2ay) = 75,
ossia sviluppande
S5x+3y+4ga—1ax—8y—=46 _
10x + 8y 4+ 92—12x—8y=175, e riducendo
77 + O =446
aEt =17
@avo il valore di x = —lj—;—?i dalla seconda , ¢
lo p&ngﬂ nella prima, onde ‘ho
Z—-(-—I—Z:—-?Z-)— <+ 6y =46, e sviluppando
2 .

119 — 21y 4 12y =93, da cui si ricava

‘ ' 9 )
Mettendo questo valore nell’ equazione superior-

19— 3y

y 8 ha

mente trovata & =

@

Sestiteendo  finalmente tanto 41 valore dt x che ‘di .
¥ in una delle tre primitive equaziont , si ott¥éne ,
fatte e -opportane ridwzioni, 3==5. La tela adurique

della prime qualitd valeva £ lire al braccio, quella .

della secounda 3 lire, e quella della terza qualita 5
lire al braccie.- . o

. .38g. Oltre a questi metodi vi sono degli artificj
particolari, mediante i quali alle volte s giunge
con ‘maggior pronterza ad ottenere il valore dells
incogriite contenute nelle proposte equazioni: sw tale
argomento si potra consaltare il Sig. Cramer, il
quale alla- fine della sua ZIntroduziane all’ analisi
delle linee curve iusegna wna bellissima regola per
determinare immediatamente , e senza passare per
1 metodi ordinarj, il valore delle incognite, qua-
luaque ne sia il numero. Col seguente problema si
potrd prendere un’ idga di siffatta abbreviazione.

Problema. Un uomo dabbene morendo ha la-

sciati gor zecchini da distribuirsi ai poveri di tre
diverse Parracchie nel modo seguente : ciascun po-
vero di quella Parrocchia, che per la prima chie-
derd I esecuzione di questa benefica isposizione,
ricevera uno zecchino, ed il rimanente verra distri-
buito per pgual porzione ai poveri delle altre due
Parroochie. Ora se i primia fare una tile domanda
sono i poveri della prima. Parroochia , ogni povero
delle altre due Parrocchie riceve un nmezzo zecchi-
no; se soho 1 poveri della seconda Parrocchia, che
la fanno pei primi, ogni povero delle altre ricgve
un terzo di zecchino; se finalmente sono i poveri
della terza Parrocchia, a ciascun povero delle alire
non tocca che uo. quarto di zecchino: si domanda
quanti poveri vi erano in ciascuna Parrocchia ?

Soluszione. Sia x il numero dei poveri della prima
Parrocchia, quella della seconda Y . € quello delta

2
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terza 3. Facciamo in oltre x 4 y 4 3=y, essendo
pure s una quantitd incognita. Nel primo . ocaso -es-
sendo x il numero de’ poveri, ei quali tocca upo
zecchino per uno, il nomero dei poveri delle altre
due Purrocchie, a . ciascuno de’ quali. toeca “ua

mezzo zecchino , sard y + 3 =5 — »; 'di-mwodo

. N - 5 »
che si avrd I equazione s12 & + m zm ge1 ,

si trovera del pari, che se sono iponﬁ,&cﬂé se-
; cond.a Parrocc!ua quelli che fanno'la domauda, le-
quazione corrispondente sarj :

Aty + S;‘r %gox;

e se sono quelli della terza, si avra I equazione

§—32

.3.};‘ z +-————-qgc 901.

Dalla prima di queste tre equazioni fatte le appors
tune riduziouni, si avra : .
x==1802 —3s,
dalla a8 2y == 2703 —s, -
dallg 3.2 33 = 3604 —s,
riducendo le tre incognite ad avere lo stessa coef-
ficiente in queste equazioni, si avry
6xr=—10812—6s -
6y= 8i0g— 3s
6z= 9208—ays,
e sommando sari ’
6(;; +r+4z ):26[29 — 113, ossia
s4-11s=26129, donde si ricava primieramente

17s==1236129, indi s:——;‘-ﬁ;’;——-_——_ISST

L]

Il namero totale flei poVeri ¢ 1537. Co]‘ mezzo di
questo numero si trova poi
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o't 1802 — 1537 =265 Cva

2y = 970F = 1537 = 1166 , ed y =583

3.;"::3 g&f =153y ==2069 ,e . g ==68g. ~
¥.poveri: defla prima Parrecchia erano adunque
9653 ; ‘quelli della seconda 583, e quelli della terza

Parcocchia 68g.
. S ! '
Cast is. o i problemi proposti sono indeterminati ,

quantunque si abbia un egual numero si di -
_ eqquazioni che d incognite , e casi nei quali essi
. sone impossibili. ~

3go. Accade alle volte. che , scbbene si abbia

un egual numero $1 di equazioni che d’incognite
il problema sia nualla di meno indeterminato, a
impossibile : nel primo caso I’ equazivne finale, a
cut si giunge pud verificarsi con uoa infinita di
numeri, e nel secondo nessun pumero & capace di
soddisfarla , perchd essa contiene qualche assordita:
nel primo caso alcune condizioni del problema sono
in sostanza le medesime., quantunque diversameute
enunciate , e le equasioni, che se ne deduceno,
sono derivate le une dalle altre: mel caso pui d’im-
sibilith, alcane coadizioni del probiema sono tra

di loro contradditorie, o :
J91. Un esempio del primo casa si ha uelle

due equazioni 6x—15y=3

y Cax— by=1,
risolvendo le quali, si otliene
3+ 15y ’ .
6
1+5 R . -
x = — A , paragonsade questi due valori di

x, si ottiene I equazione
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-3—-—1_ 'EZ:::_’_*‘__%Q_’__’ dalla. quale si ha
6 2
34 15y=3+ 15y.

Egli & facile vedere come questa equazione si
verifichi per qualunque valore si dia ad y positivo
o negativo , intero o frazionario , raziomale o irra-
zionale, Questo succede, perché la seconda  delle
proposte equazioni pon ‘¢ in sostanza che la v.prima
moltiplicata per 3; per cui con essa mnon-si pud
rappresentare una nuova eondizione del prob!er.na_;
onde countenendo esso due incognite, e sommini-
strando ana sola equazione , o cid che & lo stesso
due equazioui eguali in sostanza, quantunque di-
verse in apparenza , egli ricade nella classe dei
problemi indeterminati. )

392. Un esempio del secondo caso si ha nelle
seguenti due equazioni 3Jx— y= 7
6x —2y=12
Risolvendole per rapporto ad x, si ha

74y 2413y 64y
=S, xr= 6 ==
74y 64y
3 73
dalla quale se ne dedurrebbe 7 =6, risultamento
manifestamente assurdo, per cui & impossibile sod-
disfare contemporaneamente alle due equazioni pri-
mitive , per qualunque valore si dia ad x= e ad 3.
Ponendo meunte alle proposte equazioni, si vede
che la seconda-& stata dedotta col mohiplicare il
primo membro della prima equazioue per 2, ed il

X

paragonando , ossita 7+ y=06+y,

£ 12 . x. .
secondo membro per ——, moltiplicazione , che
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distrugge I’ eguaglianza, per lo che vi ¢ una mani-
festa contraddizione supponendola sotto tale aspetto.

393. Un’altra specie di impossibilitd s’incontra
quando si trovano dei valori frazionarj, o negativi
per- le incegnile, meutre il problema ¢ di' tal na-
tura da esigere numeri interi e positivi; in questo
caso si puo soddisfare alle equazioni coi valori, che
si ritrovano, ma non gid alle condizioui del pre-
blema. Cosi se si dicesse: vi sono 50 commensali
ad un gran pranzo seduli a due tavole ; in una di
esse ve ne sono 5 di piu che nell’ altra: mediaante
la risoluzione delle relative equazioni si troverebbe
27 +.4 pel numero dei commeansali in una tavola,,
¢ 22 -+ 5 per quelli nell’ altra. Questi due numeri
soddisfanno beosi alle condizioni numeriche del pre-
blema , poiché la loro somma & 50, e la loro dif-
ferenza 5; ma non soddisfanno alla natura del pro-
blema, il quale esige de’ numeri interi.

Similmente se si supponesse, che i numeri dei
luigi contenuti in due borse fossero tali, che se ne
avessero 100 prendendo tre quarti -di quelli conte-
nuti nella prima borsa, e la meta di quelli conte-
nuti nella seconda, e ‘che se ne avessero poi 120
prendendo ¢ di quelli contenuti nella prima, ¢ 3 di
quelli contenuti nella seconda. Mediante la risolu-
zione delle equazioni di questo problema, si trove-
rebbero i numeri 200, e — 100, i quali soddisfanne
bensi alle condizioni numeriche del problema, ma
non gia alla natura del medesimo, il quale non pud
ammettere numeri negativi.

Delle equazioni, e dei problemi indeterminati
del primo grado.

394. Abbiamo detto (542), *the sono indeterminati quei
problemi , i quali ci somministravo un numero di equazioni
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minore del niimero "delle incogmite: quella parte  d>Algebra,

che intorno alla soluzione dei médesimi si occupa, si chiama
analisi indeterminata, a differenza di quella , di cui abbiamo
parlato, che dicesi analisi determinata. - .

Per essere il numero delle incoguite nei problemi indetermi-
‘nati maggiore del numero delle equazioni , che da essi si pos-
sono ottenere , ne viene che, trattando queste equazioni nel
modo ordinariv da noi seguito per la risoluzione delle equazioni
determinate , si giange ad un’ equazione finale , la quale con-
tiene due o pih iocognite, per lo che si pud determinare ad
arhitrio il. valore di una qualunque delle incognite in essa con-
tenute, prendendn per ciascuna delle alire quabsivoglia numero
sia intero o frazionario, positivo o negativo , razionale o irra-
zionale : onde ne viene, che i problemi indeterminati sono ge-
neralimeate suscettibili di un numero infinito di soluziori; ma
siccome poi- vi si aggiunge d’ ordinario la condizione, che i nu-
meri cercati sicno interi e positivi, o almeno razionali ; cosi il
numero delle loro soluzioni per lo pit. viene ad essere da tali
condizioni limitato, di modo che spesso si hanno poche solu-
zioni , alle volte non ve n’& alcuna ed altre volte il loro nu-
mero si mantiene con tulto cid ancora infinito: egli & percio,
che questa parte d’analisi, per le varie condizioni , alle quali
conviene soddisfare , esige soventi molta accuratezza, e parti-
colari artifizj di calcolo. ‘

395. Per facilitare I’ intelligenza ai nostri lettori di questo
importante ramo d analisi, prenderemo a risolvere primiera-
mente il seguente semplicissimo problema.

Si cercano due numeri interi e positivi, la di cui somma sia 127

Soluzione Chiamando x il primo di questi numeri, ed y
I’ altro, avremo, secondo I’ enunciato del problema, I’ equa-
tione x-}y==12, equazione indeterminata, perche essendo:
unica contiene due incognite. Da quecta equaziome si otticne
Xz=12~—y, ove y pud avere qualunque valore interoc e po-
sitivo minore di 12, perche se egli fosse eguale a, 12 sarebhe
x=z0, conlro la supposizione, e se fosse maggiore di 12, :i
avrebbero per x dei valori negativi, i quali devono del pari
essere esclusi; di modo che del proposio problema avremo le
sole undici soluzioni seguenti,

facendo y== 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
8 ha x=11,10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1
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()?servanﬂo poi clic le ultinte cinque sono identiche colle prime
cinque, si vede chiaramente che il proposto problema nou puo
risolversi in numeri interi, e positivi che in sole sei maniere.

Se si fossero chiesti tre numeri, la di eni somma fosse 12,
non si avrebbe chie a dividere in due parti uno dei numeri da
woi trovati nella soluzione del problema. prececente, Fd i
questa maniera si otterrebbero le soluzioni appartenenti a sl
fatto problema. : )

Colln stessa facilith, colla quale abbiamo risoluto questo
problema , si potranno risolvere -tutti que‘lli , che’ cqn}enendo
due incognite, una di esse abbia per coelliciente i unitd.

806. Problema, Dividere il 12 in duf: numeri :x:tel'x e
positivi, di inaniera che uno di essi sia divxsi‘balc per 5!

Soluzione. Sia & il primo di questi numeri, ed il secondo
sia 353 I equazione del problema sard x4=3y=12, da cui
si ha xr=12—3y: donde si vede chiaramente che 3y deve
essere < di 12, altrimenti per & si avrebbero dei valori negativi

Fatta adunque y=1,2,3,
per lo che 3y =3, 6,9,
si ha x=g9, 6,3,
e qoindi si haono le seguenti tre soluzioni 3

9-+3=12

6+ 6=12

54+g=12
le quali si riducono a due, essendo
prima, . ) )
Si osservi che per y non si sono potuti prendere che i va-

'la terza identica colla

LR C T
lori < di ~» ciod valori minori del quoto, che si ottiene

dividendo la quantitd data pel coeflicientc della y.
Nella stessa muaniera si potrd risolvere equazione x by =c,
dalla quale si ba x=c—by; ma per y npon si potranno

c
prendere che i pumeri intefi e positivi minorl di A

597. Tatti i probleini indeterminati di primo gr?do a 'due
incognite possono generalmente essere rappresentati _dall equazione
+ax-by=-c, essendo a, b, ¢ numeri interi e couosciuli,
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xed y le incognite da determinarsi. Di fatto & clraro che
con —-a si pud rappresentare la riunione di tutte le quantitd,

che moltiplicano x, eon b quelle, che moltiplicano y, e

con —=c il risultamento .di tutte le quantita, che mnoa -sono

affette “dalle incognite. .

5g8. Un proposto problema conduca all’ equazione . inde-
terminata e genevale ax—by==c, ove x ed y debbano esseve
numeri interi e positivi , essendo tali anche le quantita a, b, c,
e maggiori dell’ nnita: a fine di risolvere guest’ equazione con-
verra ridurla alla forma di quella del (396), in cui a & =1:
sarebbe lo stesso se in vece di a fosse b = 1. Si osser-
vi ¢he se i numeri @ e b non fossero primi fra di Joro,
ma che avessero un comun divisore d maggiore dell’ unita ,
bisognerebbe che anche il pumero ¢ fosse un multiplo di
d . acciocchd I’ equazione potesse sussistere in numeri interi,
r-l qual caso si potrd togliere mediante la divisione il fat-
tor comune d por ottenere un’ cguazione pit semplice, ed
in eui @, e b sieno primi tra loro; infatti se i due vu-
meri a, b avescero un fattore d , non comune a ¢, e fosse

a=md, b=nd, si avrebbe I’ cquazione dmxddny=c, la

quale divisa per d davebbe mx—}—nyz—:—;-, in cui la quantitd

c
intera mx-t-ny savebbe eguale al rotlo - o manifesta-

mente impossibile; se. un problema adunque conducesse ad
un’ equazione come la seguente 6x4-9y = 15, in cui i coef:
ficienti, 6, e g, hanno ambidue il comun fattore 3, non co-
mune al 13, la sna soluzione in numeri interi sarebbe im-
possibile. :

Ritornando all’ equazione proposta ax--by==c, in ecvi «
e b sieno numeri primi fra di lero, per cui queste’ quantith
non avranno altro comnne divisore fuoriché I unitd, e suppr-
nendo b >a, colla regola insegnata (100) per la ricerca del
massimo comun_divisore , si divida b per @, indi a pel primo
residuo di tal divisione, poi il primo residuo pel secondo re-
siduo, il secondo pel terzo, e cost di seguito sino a tanto che
¥ ultimo residuo, che serve di divisore , sia_ 1.

Supponiamo che dividendo & per a si abbia m per quoto ¢
b per residuo, che dividendo a p<r &' si abbia per guoto ',
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e &' per residao, che dividende .5 per 3", si abbia m" ver
quoto, e 5" per residuo, e cosi di seguito. D’ altronde supjo-
niamo, che dividendo ¢ per a si abbia ¢ per quoto, ed r per
residuo, che dividendo r per &' si abbia g per queto, ed »
per l‘eslfiuo. che dividendo r' per 5" si abbia per quoto ¢”, e
‘per_residuo r', e cosi di seguito. Nel caso che sia c <, si
avrd g==o0, ed r==c, e cosi anche per le altrc divisioni. Per
la supposizione fatta si avranno le seguemti equazioni

b==am -} b e=aq+4r

a==bm' 4 b" re=bq-r

Ue=b"m" 4 b"' r=b'q"4+r"
ecc.  ecc. . ecc. ece.

Sostituendo per & e per c nella proposta equazione
ax - by =c i rispettivi loro valori, essa diverra
a.t—}-(am-!‘b')y_::aq-}—r, ossia 1
ax 'cfmy + by=aq 4 r, donde si ricava
r—=by

x=qg—my -+
a

sta_eqnazione deve essere un numero intero ¢ positivo, dunque
la totalita del' secondo membro dovrd pure essere un numero
intero e positivo: cosicch® per essere i termini ¢ —my numeri

r—=¥&y
a

. Ora il primo membro di que-

interi , anche la parte

deve essere un numero in-

’

tero. Sia adunque
L4

e positivo ; da quest’ equazione si otliene by ==r—as; met-
tendovi per r e per a i rispettivi loro valori, si avra
Vy=0bg G r—bnms—>b's, osia . -

=35, essendo s un numero intero

) ) r'——b"si
y=q —m £-+—-bi——' Ma dovendo anghe y essere un

1)
r—>bs

- ot bl
mero intero , poiché ¢ —m's .& una. quaptita intera. Sia

numero intero e positivo, bisogna che sia un nu-
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=u,e si avrd b's=r —Nhu, oppure,

(. b” s

b
mettendo };er Y e per r i loro valori,
bl,s =bll qll + rl’ -—bll mll u._ blllu’

dunque

g 1"t :
r'—b"u . R
donde si cava s =¢' —m"u-4 7 . Ragionando " nella

ru — blll u

stessa maniera , si vede che la parte 7 , deve essere

0 o
. r'—b"u
un namero intero, per cui chiamato z, sard — =%

e continuando I’ operazione come abbiamo fatto sino ad ora
per le parti analoghe delle seguenti equaziomi , si giungerd
sempre , per essere |’ vltimo dei residui, che servono di divi-
sore ==1, ad va’ equazione finale della forma @ =+ B Az,
la quale contenendo una delle indcterminate. dotata dell’ unith
per coefliciente si risolvera col metodo del (3g6); dopo di chey
mediante le opportnne sostituzioni , si giungera gradatamente
a determinare i valori delle incognite z, 4, s, y, -

Per esempio, supponiamo che sia il residuo &' =—g; si

3

r—u . )
avea allora =% donde si cava u=r"'—b"z, equa-

zione , alla quale si soddisfari prendendo per z tutli i valori

i1

. r .

interi e positivi minori di o (3g6). Conoscendo z ed u, si
. N I‘”'—" bm n ;‘
avrd s dall’ equazione s—=g¢" —m"u - % =g

m"(r"—b"2)4~z. Conoscendo s , u, e z, si otterrd y dal-

. r—10"s
I' equazione y =gq'—m's |- 5 , e finalmente cono-

scendo y , si avrd anche x dall’ equazione
r—by
~ .

x=q~fn¢‘y+

399. Problema 1. Dividere il numero 25 in due parti,
una delle quali sia divisibile per 2, e )’ altra per 32

00
avSo!uzione. Una di queste parti sia ax, e Ialtra 55
converra che sia ax 4 5y == 35, e per conseguenza
25 —3y
% 2 '
Ora siccome i valori di & e di ¥ devono essere numeri interi
e positivi, bisogmerk in primo Juogo che sia 3y < 25, e per

2x=§5.—'3y, ed x=—

consegnenza ¥y < -3-5- ; farh d’ uopo ancora che 25 —3y

sia esatlamente divisibile per 2 ; per lo che cavando da quella

frazione tutti gli interi possibili, si avrd x==12—y 4 7
2

donde ne segne che 1— y deve essere divisibile per 2; fatio

. '— - -

adunque —-—;—";zzz, sard y == 1 -— 23, e per couseguenia

== i3—1-4 23 =2 =< 11} 32. Ora poiche » non pud esser
25

maggiore di -2,— » ossia di 8, non si potranuo prendere per z
o

dei numeri, i quali rendano 1—2z>8, per cui z non potri
essere positiva , né < — 3; donde si ricavano le seguenti
quattro soluzioni :

fatto z==._3, . _2,.—1, o;

= 5
si lm;y 7> ’ 3, 1,
r= 2, 5§, 8, i;
onde Je parti del numero 25, che si cercano, POssono . essere
23e3,16 e 9, 1o e 15, §e 21

4o0o. Problema 11. Si cerca un numero, il quale sia divi-
sibile tanto per 5, che per 77
Soluzione. Chiamato N guesto - numero, ed x il - numero
delle volte, che il 5 sta in N, sma N=35ux; si avra del pari
N=7y, supponendo essere y il quote, che si ottiene dividendo
N per 7. Paragonando fra di loro i due valori eguali di N, si
avra I equazione Sx==7y, dalla quale si ricava

-1':‘—--25‘7-’-; ‘ora siccome-il. 7 non @ divisibile per 5, biso-
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gma che lo sia y; fatto adunque y==5z, si avrd

P oS

5

N==5.72==552: e siccome per z si pud prendere qualungue
intero, purche egli sia positivo; cosi, fatto z=1, 2, 3, §,
ecc. eqc., si avranno per N i corvispondenti valori 35, 7o,
105, 140, 175, ecc. sino all’ infinito, capaci tutti di seddisfare
alle richieste coudizioni del problema proposto.

Se oltre a quanto fu annunziato, si volesse aggiungere la
condizione, che N fosse divisibile anche per g, si farebbe
N==qu: ma superiormente fu trovato N=353, dunque para-

.

z .
, ove & chiaro, che =

gonando sard gu==35z, ed u = -

5
deve. essere divisibile per g, poich %— non & un numers

intero: sia dunque z==q®, ‘e si avrk u==35w, per cui sard
N—qX 5350=3150; fatto quindi =1, 2, 3, ecc, si otter-
ravmo per N i nameri 315, 630, 045, ecc., i quali tuui
saranmo divisibili esattamente per 5, per 7, e per 0.
fo1. Problema WI. Si voole un numero, il quale diviso
per 6 dia 3 di residuo, e diviso per 7 dia 5 per residuo?
Soluzione. Sia N questo numero, x il numero delle volte,
che il 6 sta'in N, ed y il numero delle volte, che in N vi
stail 7,si ardh N=6x-3; N=7y-+5 (51), e parago-
nando 6x+43="y-5, ossia 6x=="y + 2, donde si ottrene

x =yt ‘71—2 , fatto "/:,_2 =3z; si cava y=06z—2,

per lo che x=6z—2-}32=72—2.
Fatto = s==1, 2, 3, §, ecc,
y=4, 10, 16, 22, ecc.,
si avra .
: = | x=5, 12, 19, 26, ecc.

donde si vede, che continuando ad aumentare z sino all’ in-
fmito, si potranno avere per y e per x infiniti valori. H pid
piccolo numero cercato & adungue N=6.543=33. si
avranno per N infiniti valori, fra i qualiil 75, 117, 159, ecr

~

.53 : ) . .
7 e 7z; di modo che il numero cercato sarh

2072

di:e il numero ril:emzant«lwl d(gwsé soddisfare ad una nneva con«

lizione, per esempio , che diviso per 8 dovesse dare 7 per re-

siduo , si avrebbe N==8u 4~ 7, chiamando « il quotopedi N

divisa per 8 , prendendo poi per' N il suo valore 6x4-35=,

6(7z2—3)+3=4az—g, e paragonandolo con gquesto, si

avra "8{4—}-7::42:-——9 > onde Bu=— {2z 16, ed
u=5z-<.a+i;-=.-52_m+-z-;

4 z

fatlo ~4—-=1, si ha z==4¢, onde

N=4az——9=42.4t—-—9= 168¢ g ;

fatto t= 1, 2, 3, ecc.

si ba N =159, 327, 495, ece.
numeri, i quali tutti soddisfanno alle condizioni del problema.
. 4oa. Pf'o_élema 'IV.. Si deve pagare una cambiale di 1254
;n;i mxlzneslx. in pezzi d:b Spagna da lire sette ed in scudi di
ilano da lire sei; si da i i i i
poen soddisf'arlas‘;l" 8l domanda ia quante maniere diverse si
) Soluiu'one. Chiamo x il numero degli scudi di Milano , che
;1 devra a :ale oggetto imlpiegare, y il numero dei pezi di
pagna , e I’ equazione del problema sara 6 y == .
Da questa equazione si lmP F = s

.z':._—zog-——y——-%—; fatto %—.:z, si trova

y =06z, per cui I =209 — 62—z = 209 — 7.
Dando ora az diversi valori si vede, che per essa si potranno
prgnd\ea'e tutti i numeri naturali positivi dall’ unita sino al 29 ,
poiché, se si prendesse per z un numero maggiore del 29 , si
avrebbe per x un valore negativo, contro la supposizione ; e
se per z si prendessero dei valori negativi, sarebbe in .allora
negativo il valoze di y , il che & pure contro I’ ipotesi.

Fatto adunque z2== 1, a......... 29.
s ha ;yz 6, 12......... 174.
=202, 195 .. ... ... 6.

Val(zri che tut.li soddisfanno alle condizioni del problema : in
vemi?e{ee maniere diverse si potra dunque pagare la proposta
cambiale, ; ‘



403. Problema V. Con cento lire si vogliono . comperare
100 uccelli , cie2 delle beccacce a 5 lire I una , delle guaglie.
ad nna lira, e delle passere ad un soldo I una: si domanda
il numero delle beccacce , quello delle quaglie , e quello delle

passere da comperarsi ? -
Soluzione. Sia x il numero delle beccacce , y quello delle

quaglie, e z quello delle passere; le equazioni del problema
saranno x-+y - z =100
z
5x “+r -} —:;;- == 100.

ed eliminando il divisore dalla seconda equazione , essa si can-
gerd in 1o0x - 20y -}~z = 2000 , dalla quale sottratta la
prima equazione , si ottiene g9 x - 19y == 1900, donde poi

.. x x
si ricava y = xoo—Sx———{;;fa_tto -13-=t,

¢ . T 3¢
ha x—_:—':q-—-= ot —, fatto ———=—
4 4 —?-‘ 4 b 4 3

2.

si ha t=u+%~, ¢ posto finalmente —;—:u;
8 trova u==3w, per lo che, mediante le opportume sosti-

tuzioni, si ottiene '
t= 304+ &= o
x= 16w} So=190
y=100 — Q50— 4@ =100 —ggw
3 ==100 — Ig@— 100~-}-g9#="S8ow.
Fatto @#= 1
x=19
si ha ry= 1 )

z == Bo. )

Se per @ prendessi un numero maggiore dell’ unith, avrei per
» un valore negativo, e, se per essa prendessi dei numeri nega-
tivi, otterrei per x e per z dei valori negativi, risultamenti,
che devono esser esclusi. In un sol modo adunque si pud sod-
disfare al proposto problema, comperando cio2 19 beccacce,
una quaglia, ed 8o passere. .

4o4. Cid che si osserva in questi problemi, si &, che i

504

diversi .‘falori s che si ottetigono per- x formano costantemente
una serie di numeri, finita o infinita, la di cui. differenza
costante’ & il cocfficiente, che si trova avere la y nell’ equazione
indeterminata del problema; i valori poi della  y formano
aonch’ essi una serie, la di cui differcnza & espressa dal coef-
ficitnte della 2 nell’ equazione medesima; -cosi appunto , deve
s?eeedere, perche i valori. di ciascuno di queste due. incognite
c vengono dali da una quantita, nella quale vi entra I’ inco-
gmt.a', .che ad arbitrio si determina, in numeri perd interi e
positivi, ripetuta tante volie, quante. unita vi sono nel coef-
ficiente dell’ altra incognita.

405, Quando P enunciato di "un problema indeterminato
contiene qualche assurdo, I’ ultimo risultamento del calcolo lo
fa conoscere , conducendo ad unna frazione , il di cui nume-
ratore & un numero dispari, ed il denominatore un numero
pari, oppare il nameratore & un numere minore del denomi-
natore, cid che assolutamente non pud mai dare, per quoziente
un antero, come si esige in'simili problemi; un esempio si pud
riscontrare risolvendo I equazione 6x 4-gy =13 citata al
(598) , dalla quale si ricava primieramente

l-—;5y , e fatto 15y

y==—23z}1, il qual valore non pud soddisfare all’ equazione
proposta perché frazionario.

406. L’ Algebra ci_avverte sempre delle assurdity, che
possono essere negli enunciati dei problemi ad essa affidati per
la lovo soluzione, abbiamo di gt veduto uno de’ suoi odi,
mediaute i quali ci avverte di una tale impossibilitd nell’ espres-

=3z, si ha poi

T=3—y

an

sione immaginaria y/ — 1 (219); un secondo modo P abbiamio
ora incontrato nella frazione a cni siamo giuati risolvendo
un’ equazione, la quale per le sue condizioni deve esser risoluta
In quantitd intere. In avvenire avrems occasione di vederne
anche degli altsy. '
. 407. Vediamo ora come si possano risolvere le equazioni
indeterminate del primo grado con trc incognite, operando
sopra dei casi particolari onde facilitarne P intelligenza.

Problema 1. Si domanda in quante -maniere si potranno
fm'e '50 lire, con tre qualitd di monete, la prima delle quali
valga 5 lire il pozzo, la ‘seconda 8 lire, e la terza 7 live ?
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- Solizione. Chiamando. x il numere delle moncte da 5 -live,
¢he vi vogliono, y il numero di quelle da 8 live, e 2z il nu-
mero di quelle da 7 lire, si av:d 1 equazione :
Sx 48y 73=">50. ,
Onde risolverla si faccia x -y =¢, e sard 3(=5x +5y
per lo che I’equazione superiove diventerd 5¢4-3y 47 5="130,
avendo in essa scomposta la quantitd 8y in 5y 4+ 3y; fatlo
poi y 4 e=1¢, si avd 3/ 4204 “r==50, e posto
¢4 =1¢", si avrd 2’ 47+ 7z="0, donde si ricava
f ==hKo~—2t'—93, e siccome si & supposto (=<4 sard
anche t=={0"—/{={"—50420'}+7:=30"F"72—350; ed
y=(—t=50—2t—75—50'— 754 50=100— i fs—50";
e finalmente 1’:l~;—y= 304 j3—"0— 100145430 =
8¢/ 4- 212 —150. Prendendo ora per z dei valori tulti interi ¢
positivi, e per £ tutti gli interi, che combinati coi valori di =
rendono x ed - interi e positivi, si avrauno tntte le soluzioni
possibili del proposto problema. Onde semplificare poi quista
operazione, si faccia ¢ == 20 —a2z-—u, si avra
y=100—1js—100+ 102+ Su=5u—4z,
ed x=8(20—2z—u)-4 213—150 =
160 — 163 —8u 421z — 150 =r10- 55— 8u.
Ora accioeche i valori di X e di y riescano positivi conviene pri-

5u 8n—10

i, che « sia positiva , e pei, che siaz <-—;;—, e - )
t

5
perché se u non fosse positiva, per y si avrebbero dei va-
lori negativi contyo la natura del problema proposto, e se
: L P prop >
s . . Se - .
z non fosse minore di — i valori di y riescirebbero del
4
S . . . . Su— 10
pari negativi, se poi 3 non fosse .maggiore di - ’
. 9

riescirebbero negativi i valori di .
- 5u Su—1o0
E poiche deve essere = < — e > 5
4 .

) 3
5 Sara

8u—1o0

5

x

Su s el :

unche -—/-~> > ossia 251> 32u— 4o ; ¢ levando da
A :
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ambe le parti 25u, ¢d aggiungendovi il 4o, sard fo > Ju, e
dividendo per 7, —%?—->u, cid che da w 6.
Cid posto si troveranno le seguenti soluzioni
o Fatto wu=—1,2, 3
x=7,4,1
si ha y=1,2,3
z==1, 2, 3.
Se si facesse u==4 oppure z==5, si troverebbe una delle in-
determinate x, 0 y==o, soluzione da noi esclusa , ogni altra
combinazione da dei valori negativi per x, o per y.

In tre maniere adunque si possono formare cinquanta lire,
prendendo per le rispettive incognite il numero delle monete
indicate in ciascuna delle colonne verticali.

. Si potrebbe giungere pilt brevemente alld soluzione del pro-
posto problema nella seguente maniera: si faccia a tale oggetto
X - y 4 z==¢, e sard sostituendo .

5643y 4-a2z="50, fatto poi 2ttty tz=1, si avrd
a2l y-4 t=>50; cavando il valore di y da quest’ ul-
tima equazione, sard y =50 —(—2al, e
z={l-—~a2l—y=3{—t—5o,

==l y-——2z== 58—, ossia posto 3{— ¢ =u,

L=u,
ry=>5% —7t4+2u
=8¢— 3u — 50.

In queste tre ultime equaziouni si devono prendere per u e per
¢ i numeri interi e positivi capaci di rendere positive le tre
altre: indeterminate.
Fatto adunque

=1, e 4=} ;u=sxf,==8; u==7,1=9,

si ha =1 r=4; x=17
y=3; "y==2; y=1
z2==3; z==12; z=1.

Tutti gli altri valori presi per u e per ¢ non soddisfaano alle
condizioni del problema. ’
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408. Problema. 11.' Vi sono tre qualith di vi ima
delle quali vale 15 lire alla brenta, la s:ezo:éav?zﬁé lfirgn:l:.

€ la terza 9: si domanda quante brente di ciascuna qualita se

ne potranno comperare con lire 87 i
o Bowanuo co 7 » escludendo secondo il so-

Soluzione. Chiamo x il numero delle b i vi

. . - t |
lire, z} numero delle brente di vino da “f‘zl (ii:il v;noz dauellls
da g lire, I’ equazione del problema sara ' new
1.5.1:-{‘- xz;y-{- 92:==87, e tolto da essa il comun futtore 5 »
st avra  Sx 4y 4 5z==29. Fatto x +r=¢
quest’ equazione diventera :
41_-’— x~+35z3==pg, donde si ricava
X ==29—4(—3z, per cui
{):.7 ((-j—.r-.;—t—29+4l+5z:: 5¢4 53— aq.

ovendo poi queste equazioni essere soddisfatte in numeri in-

teri ¢ positivi, fa @’ uopo che sia 4.4-32<29, € 5(4-32>1q
] Ry £

" dalle quali si ottiene z < 29 —4¢ e > 29— 5¢ iog
5 —3 , ciod
20— 46 >29—5¢, ossia >0, e ¢t —2-3-,0531;1 (<8
4 ?
altrimenti il valo i i
re di z diverrebbe i
dondo per t omor _ diverr negative. Dungue pren-
dendo t1 1 numeri interi dall' un si i
iii;?:'irlssporxdsntx valori di z, j quali sono st‘:;iachn’lpsr"e:iv l';!:::m
st 3 l-]-i— l?n’, i& -z— 2. 5Fra gl'i 4otto interi positivi comi')resi ﬂ‘:;
= Z==f, z=2 T == i
tro, che soddisfanno alle condizioni di guests pochir oI
: li e condizioni di questo i
;n::}:e a::dzor:mpcngienti valori di 7= S,qtz.—zi Ptr (:E’-l%m: .!Tt(a;t
o éle lo in ffiﬂl. questi valori per ¢, unit:;mente dl corri
poudenti valori di z nelle due equazioni -
=39 —ft—3z
y=5¢(+43z2—29, sard
. (=3

i

E =2 ,y==1

¢ L

:4€ =3 , y==3

3]

108

=5 x=3,y=2
z-::zg
l:—_Gz
z.—-’.::’) x_.Z,J'-—lf-

'Omde il problema proposto ha yuatiro soluzioni , 'ed i bhu-
mero delle brente di vino pud estere otto nei primi due casi ,
e sette negli altri due, e debbono questi numeri risultare dalle
tre qualita di vino combinate- neMo. stesso modo , come sono i
valori. di x, y e z nelle superiori file orizzontali.

Con tutta facilita si possono estendere i ragionamenti da noi
fatti per la risoluzione dei problemi indeterminati a due o tre
incognite , alla risoluzione dei problemi di primo grado conte-
nenti nelle rispettive loro equazioni finali vy numero qualun-

que ¢’ indeterminate.

4og. Per esercizio dei principianti porremo qui

alcuni problemi colle rispettive loro soluzioni , le
quali serviranno di norma per verificare quelle, che
essi otterranno, eseguendo minutamente 1 calcoli
delle equazioni, da cui sono rappresentatt 1 pro-
posti problemi.

Problema 1. 1 luigi che ha Tizio sono la terca

rie di quelli di Sempronto: se a ciascuno di essi
si tolgono 6 luigi, il numero de’ luigi di Tizio ri-
marrd la quarta parte di quelli di Sempronio. Quanti
luigi ha Tizio, e quanti ne ha Sempronio?

Risposta. Sempronio ha 54 luigi e Tizio 18.

Problema 11. Al meszo giorno la lancetta de’ mi-
nuti di un orologio si trova sopra quella delle ore.
Quale sara il punto , nel quale si fara il primo in-
coutro delle due lancette ? R

Risposta. Allorché sard 1 ora 5 minuti e 75 di
minuto,

Problema TII. Un servitore percepiva dal suo pa-
drone 12 lire al mese ed uma livrea per ogni anuo;
dopo otto mesi venne liceuziato, e le furono date
66 live, e la livrea; si domanda il valore della
livrea ? ‘
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Risposta. 11 valore. della livrea & di lire go. %9

- Problema IV. Vi sono due tazze d’ argento con
ub sol coperchio servibile per tutte e due, la pri-
ma tazza pesa 512 once, e se vi si mette il coper-
chio, essa pesa due volte pit della seconda: ma
se si copre con esso la seconda, questa pesa il
triplo della prima: si domanda il peso della seconda
tazza, e quello del coperchio? .

Riposta. La seconda tazza ¢ di 16 once, ed il
coperchio di 20 once. ‘

Problema V. Uno ha due gqualifh di tabacce;
quello della prima qualita vale g lire la libbra, e
uello della seconda qualita vale sette lire la libbra.
3uanto deve égli prenderne di ciascuna specie per
formarne un pacco di 100 libbre, il quale sia. del
valore di 840 lire? : ) :

Risposta. 7o libbre della prima qualitd, e 3o lib-
bre della seconda. ‘

Problema VI. Si.-& riempiuto un vaso contenente -

39 secchi d’ acqua in 12 minuti facendo sgorgare
successivamente due fontane, una delle quali dava

uattro secchi d’ acqua per minuto, e I'altra’ ne
gava tre, si domands per quanti minuti ciaseuna
fontana ha versato acqua?

Risposta. La prima per 3 minuti, e la seconda
_per 9 minuti. _

" Problema VII. Si sono comperati tre orologi, i
di cui prezzi sono tali, che il primo colla meta
del prezzo del secondo e del terzo vale 25 zec-
chini, il secondo con un terzo del prezzo degli
altri due costa 26 zecchini, ed il terzo finalmente
aplla meta del prezzo degli altri due eosta 2% zecchini,
Si domanda il preszo di ciascun orologia
" Risposta. Il primo orologio valeva- 8 zecchini, il
secoudo 18, ed il terzo 18 zecchini. “
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Problema VIII. Quattro compagnie di soldati com-
pongono in ‘tutte Goo womini, Nella prima compa-
goia vi sono duve volte tanti soldati, quanti ve ne
sono, nella guarta: il numero dei soldati della se~
conda e della terza riunite ¢ eguale a quello. dei
soldati della prima, ¢ della quarta compagnia pure
riynite: nella terza vi & poi (% del namero dei sol-
dati, di cui & composta la seconda compagnia,
Quanti soldali vi sono in ciascuna compagnis ?

Risposta. Nella 12 300, nella 2 175, nella 3:a
125, e nella {2 100, ' -

Problema 1X. Un pegoziante ha comprati nello stesso
tempo dei cavalli e dei buoi per la somma di 1770 seudi. Per
ogui cavallo ha .speso. 31 scudi, e ar scudi per ogni- hue,
Quanti cavalli, e quanti buoi ha egli comprati? o

Risposta. g cavalli e 71 buoi, oppure
30 cdvalli e 40 buei, o auche
51 cavalli ¢ g buoi,

CAPITOLO IX.

Delle equazioni e dei problemi di secondo gﬂuﬂ) 2
e di quelle equazioni , cke si riducono al secondo
o, o

Equazioni determinate del secondo grado.

410. Onahmque equagzione determinata del secondo,

grado ad una sola incognita pud essere rappresen-

tata dalla formola generale™ o a
x*+axr+b=o,

il primo }ex;mine della quale ¢ il quadrato dell’ ip-
cognita, il seconde & composto. dell’ incoguita mok

-
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tiplicata per una quantith nota qualunque positiva

o .negativa rappresentata da a, ed il terzo termine

b esprime una quantita nota, o un aggregato qua-
lunque di' quantita -conosciute; in fatti se fosse
.data, per’ esempio, I’ equazione _—
., ex . x
_ mx’+T+n=dx“ —f+'§_’
raccogliendo in un sol termine tutte le quantita
moltiplicate per x*, in un altro termine le quan-

tita moltiplicate per x, e trasportando tutto nel
primo membro, si avra

‘(_m-fd)'x'—!- (—g——--;—) z+f+n=o0,
e dividendo tutti i termini dell’ equazione per il

coefficiente m—d di x*, sari

=0 ,

(—+)
P 3/ f+n
m—d Tt m—d

x* 4
nella quale , fatto (—,-f—-—- -;—) (m—d)=a, ed
n-}-f '

m—d

=b, si avrd I’ equazione generale
. x*4axrdb=o.
-Se fossero date le due equazioni
d -
X+ -—=n
x
x+ Vyx=m,

Tliberando la prima dal divisore, mediante la ridu-
sione di tutte le quantitd, che la compongono al

ara
medesimo denominatore, ¢ 1a seconda dal radicale,,

eoll’ isolare primieramente. il radicale in essa con-

tenuto, ed innalsare poi al quadrato i due membri
dell equazione , ghe ne risulta, esse si .cangeranno
nelle seguenti :

X —nx+d=o , .
' ‘x* —(am 1) x + m* =o,
che sono della forma dell’ equasione generale
x* +ax + b=o.

Qui & da osservarsi, che per gindicare esatta-
mente del grado di una equazione proposta fa
d’ uopo, che i membri dell’ eqnazione medesima
sieno ridotti a polinomj interi e razionali.

Dopo quello che abbiamo detto ; 8i vede facil-
meunte che, ottenuta la soluzione della formola ge-
nerale superiormente proposta, si avra la soluzione
di qualunque altra equazione di secondo grado col
sostituire nel valore dell’ incognita generalmente de-
terminato, io luogo di a, e di &, i corrispondenti
valori. ‘ .
411 Potendo essere a, e b quantith qualun-
que, pud accadere che sia a=o), oppure puo suc-
cedere ‘che sia b=0: pel primo caso I’ equazione
generale si ridurrd ad «* + p=o0, che chiamasi
equazione pura del secondo grado, e la di cui ri-

soluzione dipende da una semplice estrazione di ra-

dice; di fatto si avra in questo caso Zr==—p,
ed estrando la radice quadrata da ambi i membri,
sarh x=+ y —~b, donde si vede che due sono
i valori di &, uno positivo e I altro negativo , il
che suceede per la natura delle radici quadrate
delle quantita (218). Si potrebbe mettere il doppio.
segno anche avanti alla %, ma ¢i0 noo produrrepbe

‘
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alcuna ‘variazioue. I valori dell’ incognita, o le ra-
dici -dell’ equasione soddisfanno all’ equaziene pro-
posta qualora in essa vengano posti in luogo del-
P incognita. stessa: in questo caso i valori di x
sono ambidue immaginarj: ma se, ‘nell’ equazione

proposta, b fosse stata negativa in luogo di essere
posttiva , si sarebbero per x ottenuti due valori

reali. : :

Nel secondo caso, cioé quando b=o, I equa-
zione generale si riduce ad x* + ax ==o, oppure,
raccoglienda il fattor comune z, ad x (xz+4a)=o0,
la quale divisa per x+-a, da x =0, e divisa per x,
dd x+4a=o0, cioé x=-—a. Taunlo il ‘primo, che

il secondo di questi valori di x soddisfanno alle-

quazione x*=-ax==0, € De sono per conseguenza
radici. ‘ i ‘ : ‘

"412. Passiamo ora alla risoluzione dell’ equa:
vione generale e completa del secondo grado

x*~f-ax+ b=o0, ossia x* + ax=—2é.
Per avere i valori dell’incognita in quest’ equazione
¢ d’ uopo che il primo membro della medesima sia
un quadrato perfetto, al quale oggetto aggiungo ad
ess0 una qnaotitd m tale da renderlo. un vero qua-
drato, e per conservare I eguaglianza I aggiungo
anche al secondo membio, onde vengo ad avere
xreax - m=m-—b. ‘
Cavando ora la radice quadrata da ambidue i mem-
bri di quest’ equazioune,” ottengo :
z4ym=x:2y(m—b), e quadrando,
x* 422\ m+m=m — b, paragonando questa
colla superiore equazione; ho S
e daxr+m=ux=3xym+m, ossia

f‘axll , A v . L.
ax=axy m, dividendo per x, ottenge a==2y/'m,
quadrando e dividendo™ per 4; ho finalmente

= —%—- . Donde rileﬁ) che h quantitd m, ;th

.a rendere il primo mgmqu dell’ eqt;azioae

a‘

x* 4 ax==-—b un quadrato peri’étzo",_. éA'—Z—-,-. cioé .-

il quadrato della meta del “coefficiente a del se-
condo termine della data' equazione; posto adun-

_que in essa in vece di m il sup valore. —=~ , ‘avrd

’ ’ a* a* ;T
Xt +ax+—z-=-z--—b, dalla quale ottenge me.

diante I' estrazione della radice ,
a . a® .
x - — == V(—é-u-— b) , ossia trasportando la

) s a
quantita nota Y nel secondo- membro,

=S/ (5—1)= =2 2V (s =h),

Paragonando ora I’ equazione proposta colla riso-
luta , st vede che nell’ equazione del secondo grado
completa ed-ordinata, I’ incognita € eguale alla metd
del coefficiente del secondo termine preso col segno
cangiato , pite © meno la radice quadrata .del qua-
drato della stessa meta con uggiunta la quantita tutta
nota pure col segno cangiato. :

. 413. Le equazioni complete del secondo grado

-si possono risolvere, anche -trasformandole prima
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in equazioni pure dello stesso grado. Questa trasfor-
magione si fa sostituendo nella data equazione , in
luogo dell’ incognita , nn’ altra incognita accresciuta
del coefficiente del secondo termine col segno can-
giato, e diviso pel grado dell’ equazione: eosi nel-
I equagione proposta

. ) a
It +axr+b=o, fatto £ =y — —, sard
P 2 .

,~.a 2 . . 4
(_7“-—--;—) -?-A-a(\]*-—:—)—i—bﬁo, ossia

y* —ay 4 ifz- tay — an +b=o, e riducendo
* a’ . » cs e ‘ a*
Y -—~Z—+bj.:':o, donde si ricava y* = —— b,

ed y =4 l/(%-—-—b) mettendo poi per y il
: . o : a - a* .
suo valore, ‘sapé- x + ?=il/(7—b) , gd
a a* ) s ey s
x_.~——-;- d;V(T“b)’ come di 'gna si era

trovato coll’ altro metodo.

Ponendo occhio sulle trovate radici, osservo che

Ca o, cat a* s
esse sono reali se & < T, se' b == «—svanisce il

o4

.

radicale, e le radici oltre all’ essere reali sono an-

che eguali; se fnalmente >—£- le radici in allora

4

sono immasginarie. Se perd b nell éq’uazidne proposta

n6. o , ‘
fosse stata negativa, in allora, qualungoe fosse h
sua grandezza., le radici sarebbero sempre reali,

- perché cowparirebbe nel secondo membro -sotto il

=5V (-

ossia

az

4

radicale "ool. seguo positivo: di modo che .dopo
queste osservazioni si pud .conchiudere , che le ra-
dici di una equazione completa ed ordinata del se-
condo grado saranno- sempre reali fin tanto che la
uantitd nota sard negativa, o essendo. positiva non
superera il quadrato della meta del coefficiente del
secondo termine dell’ equazione stessa -
414. Tanto Pona, quanto Paltra delle due tro-
vate radici. soddisfa all’ equazione proposta; met-
tendo di fatto in luogo di x il primo de' suoi va-

lori; ciod —%+V(-‘;‘—‘--'-—b),~fi ha

I+ 45/ (G frsn

Yty 5mim (i) o

. 2a®* ‘a° . 2a? 2qa?
e riducendo, —— 08818 e = o.
4 3 4 4

Lo stesso sarebbe dell’ altra radice.

. 415. In qualynque equazione completa, ed or-
dinata del secondo grado , la somma delle sue radici
é sempre eguale al- coefficiente del secondo ' termine
_preso col segno contrario, ed il loro prodotto egua-
glia il terzo termine o il termine tutto noto.

In fatti sommando le due radici dell’ equazione |

poposs, s — S+ /(- =8),
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e*_n—_'-l/(_{ ,b), i ha =, ¢
: . f. Ca® _Laa : . S

moltiplicandole si ottiene “-Z‘—-T-E b=b; come
fu asserito. - Cosicche se dell’ equazione - generica
x* 4 Ax 4B =0 le radici fossero a, e.b, sareb-
be —A—a-+b, e B=ab. _ , ]

_ 416. Sia ora proposta da risolvere- I’ equazione
completa del secondo grado _ :
, x*—(a+b)r+ab=o.
Secondo quello che superiormente & stato detto,

isi avra ::-Ei—b- :!:V;(a.’ b)";“bi*# | ,

2

a4 b iV(a‘ +2a.b +'b‘—-'4a'b')=

2 4

Ladd :i:i:;-l-’—. Prendendo il segno superiore, sard
2

=a,

a+b-ta—b  3a
, T T a
e prendendo il segno inferiore,
at+-b—a+b _ 2b:__b
2 T2 T 7 :
Le due radici dell’ equazione proposta sono adun-
que x=a, x = b. Trasportando ciascun valore
dell’ incognita, nello stesso membro, in cui trovasi
I incognita stessa, si avranno le dme espressioni
x—a=0, x—b==0, che chiamansi equazioni
- lineari, i primi membri delle quali diconsi fattor:
di primo grado, o fattori lineari della proposta
equazione, .

X ==

L% f’-.i‘t
Sk

s () sy ()

" proposta
™ p A 4 Br™ - Cx™ . 4 S & T&pj,

18 : :
Siccome poi moltiplicando x—a=60 per x—bh=—o,

B

si ottiene x*~-(a+b)x~-ab=0, ne viene che essa.

risulta dal prodotto delle due equazioni lineari
x—az==0, *—b=—e. Questa proprieti. & comune a
tatte le equazioni del sécondo grado, di miodo che
anche P equugione generale x*-ax+ b=—0 risulta
dal prodotto delle sue due equazioni lineari

eIVt ety (§ —0)s

come facilmente si pud verificare eseguendo I’ op-

" portana moltiplicazione. Di qui ne. viene che cono-

scendo una delle radici dell' equazione del secondo
grado, quest’ equazioue si potra ridurre ad essere
di primo grado col dividerla pel fattor lineare co-
nosciuto, onde trovare con facilitd I’ altra radice.
417. Questa proprietd appartiene non solo alle
equazioni del secondo grado , ma anche alle equa-
zioni di irade qualunque. Per cid dimostrare sia
"equazione di grado emmesimo

Se a sara una radice di questa equazione, essa potra
dividersi esattamente pel fattore lineare x—ua, poi-

ché¢ ponendo nella medesima x=a, si ottiene

a" 4 4d™ " = Ba™ - G 4 Sa+ T=o.

Il primo membro di questa equazione ¢ nullo , per

1 q qua: s per

essere nullo anche il secondo. Se ora dall’ equazione
proposta wttrerem_o questa, avremo . :

4 (" a4 B )
' C(x""'a———am_'s) cor =4 S(—~a)=0,

equazione che non ¢ diversa dalla proposta che nella

forma , giacché questa & nata col ‘sottrarre dalla
prima lo zero; dunque sara ' :

TR ET T
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x4 A™ +,BwH'-'f-’C.r"“’3. oSz T=a"—a™
| +J(a}m—i *--a.”—l)u'—B( x-—au am-—z)
O™ —ad") L - S(a—a).

H secondo membro di questa equazione , come. @

facile di vedere (75, 77) & divisibile per x —a,

dunque lo' sard anche il primo, lo sard ciod 'equa-

zione proposta. : :

Se poi b,c,d....t, saranoo altre m — 1 radici,

della proposta equazione, si provera con simile ra-
gionamento, che dessa sard divisibile anche per
xr—b, Lo, X—d....2—1t, € i)er proprieta
della divisione essa potra essere rappresentata dal
* prodotto di tutti, i suoi fattori lineari, sard ciod

" 4+ Ax™ 4 Ba™ T 4 C,z;”—\‘,’-..'.+S.;r,"+ T=—
(x—a)(x—b)(x—r¢) (x—d) . .. . (x—t)==0.
418. Giova ‘osservare che divisa la proposta

equazione pel fattor lineare x—a, si ottiene una
equazione del grado m—-1, la quale sard soddis-

- fatta da tatte le radici della proposta equazione -

tranne la radice a, cio? da ciascuna. delle radici
b,c,d....t;difatto dividendo I eguaglianza
£” A2 e BT 4 C™ L+ T =
(x—a)(@—b)(x—c)(x—d).... (x—t) per x—a,
si otterrh 2™ '+ L™+ Ba" o+ T =
(e—b)(x—c)(x—d)....(x—t), ove il primo
membro rappresenti il quoziente della divisione del
polinomio x” 4 42™ ' 4 Bx™ - C2™ . ... 4+ T
per x—a. Si vede guindi che per oguni radice co-
nosciuta, mediante la divisione, si pud abbassare
d'an grado I’ equazione proposta , € che per cid il

i
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numero delle radici appartenenti ad una data equa-
zione qualunque non pud mai superare il numero
indicante il grado dell' equazione medesima.
419. Tutte le equazioni di grado pari riducibili
a tre termini, il cui secondo termine contenga I'in-
cognita con un esponente, che sia la meta del grado
dell' equazione, si dicono derivative del secondo
grado; € si_possono risolvere col metodo insegnato. .
" Abbiasi I' equazione generale ~ '

x4 qxm 4 b = 0. Si faccia .z“"zv_y; per lo

m
che x=vyy, e si avra

r*+ar4+b=0, la quale risoluta (412), da

.

r =—'§'i‘/-(%~lf); ossia '

a

x’" = -+ V (-Z:— — b) , ed ?straendo da ambi

i membri la radice emmesima, si ha

' " a f a*
“‘”==*-'V§"“;i V(T"‘”) Z |
Il doppio segno posto avanti al radicale emmesi-

mo avra luogo solamente quando m sara pari.
420. Esempio. Sia proposta I’ equazioue

x*—5x* 4+ 4=o0.

Paragonandola colla generale, sard m=—2, a==—75,
b=4, e per conseguenza

e/ B (Bl () -

=+ V (—o— =+ 1) Dalla diversa combinazione dei se-
2 2 , ,
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gni si ricavano per x i saguenti quattro valeri

z:_—j:l/(—i— +%)=_.—‘4;{:\/4ﬁ:jj;2, ed

‘ 5 3\ . ‘
’”=:’=V(‘a‘,"';)=i_"‘=i"

valori tutti, che soddifanno alla proposta equazione.
Risolveremo ora alcuni problemi relativi alle equa-
zioni del secondo grado, che serviranno nello stesso
tempo e di esempio, e di schiarimento alle cose
superiormente spiegate.
421. Problema 1. Si cerca un numero, la di cui

terza parte moltiplicata per la quinta parte del me-

desimo dia 15?

.. . . x -
Soluzione. Questo numero sia = x. Bisogna che 3

moltiplicato per-—%— sia eguale a 15, per lo che
Y equazione del problema sara 3 X 5= 15, cioé

L]
?—5-—__-:15, e moltiplicando per 15 ciascun membro
della medesima, si' avrd x*==225, e cavandovi
la radice, sard x = 4 v 225 = 4 15. Tanto il
pumero 15 quanto il —15 soddisfa al proposto
problema, come facilmente si pud verificare me-
diante I’ opportuna sostituzione.
422. Problema 1. Se dal triplo del quadrato
di un bumero si leva il sestuplo del numero me-
desimo, non si ha alcun residuo: qual & questo
namero ! ,
Soluzione. Se z & il numero cercato, I’ equa-

2332 ’
zsione del problema sard 3x* — 6x =0, ossia

6 . ..
z’—-——-gf-._—.o, e dxvxdendol_a per x, si ha
x — F=0; donde ricavasi z‘::-g--:n. L’ al-

tro valore poi dell’ incognita & x =10 (411).

423. Problema 1IL Per 180 luigi‘un negoziante
ha comperati diversi cavalli; se per la stessa som-
ma ue avesse presi tre di pid, ciascun cavallo gli:

" sarebbe costato tre luigi meno. Quanti cavalli ha
egli comperati? : ‘

Solazione. S_ia x 1l numero cercato. Ciascun ca-

: .. 18
vallo sard costato realmente —_— luigi ; ora.se il
x

compratore ne avesse acqnistato 3 di piu, ciascun

. - 8
ccavallo gli sarebbe costato .z: 4:)3 luigi > e perché
questo prezzo ¢ minore di tre luigi del prezzo rea-
le, si avrd I equazione ;?:3 = lio — 3, dalla

quale facendo sparire i divisori, si ottiene
180z = 180x + 540 — 3x*— gx, ossia riducen-
do, 3x* +-gx—>540=0, e dividendo per 3,
si ha x* 4+ 32— 180 =0, donde si ricava

B (G 3 ()

3 3 L
—— _-_{:V-Z-Z-g.= — =% -22-27—. Prendendo il segno

. . . 3 2
superiore , s ottiene == ~—— -4« 27 = 12, €

32 2
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prendendo 1’inferiore, 2 — — 3_2 == — 15,
2 2 _

- Per 180 luigi ha comperato adunque 12 cavalli a
quindici lnigi cadaano. 1 seconde valore —15 tro-
vato per I’ ineogoita, soddisfa bensi all’ equaziohe
ma unon gia alle condizioni del problema, il qual!;
esige delle quantita positive, T :

_ 424. Problema 1V. Si vuol dividere il numero

. 8 in due parti, il di cni prodotto sia 20: quali

sono queste parti? » '

Soluzione. Chiamando x la parte maggiore, I’ altra
sara 8 —ux, ed il loro prodotto x(8—x), ossia
8x—x?, che per le condizioni del problema dovendo
essere eguale a 20, di I equazione' 8x—x* =20,
rossza,ordmgudo, x*-——8x + 20=0. Risolvendo ora
quest’ equazione, mediante le regole insegnate, si avra
x=4 =4 V(16—30)=4+ y—4. Donde si vede che
tutti e due i valori dell’ incognita, o le radici della
groposta equazione sono immaginarie, cid che ci in-
dica I impossibilita o I'assurdita del problema; anche
da cid si scorge quanto vantaggio rechi I’Algebra:
essa si presta alla soluzione di qualunque quistione
la da quando & possibile, e quando & impossibile’

rende manifesta la sua impossibilita. o

A . c B C

c e s g8 o b .

 435. Problema V. Sopra la retta AB, che con-
f}mnge due corpi luminosi, uno de’ quali‘¢ in A, e
altro in B, trovare il punto C, in cui essi ill’u-
mmauoveglhlalmente un medesimo'oggetto?
La soluzione di questo problema & appoggiata al
seguente fatto di fisica: che se I azioue della luce

224 4
sepra un dito oggello alla distanza di 1 & espressa
da 1, alla distanza di 2. & espressa dal guadrato

dl—!—*, ossia diav-%-, alla distaln‘za di 3 dal quadrato

di -:;;— ciod da ~—é-'-, e cosi. di seguito.

_ Soluzione. Sia a la distanza nota tra i due lumi,
x la distanza incognita AC, che vi & tra I’ oggetto
illuminato ed il lume pid forte, che suppongo es-
sere in A: sard ‘a—a la distanza dall’ oggetto al
secondo lume posto in B, suppomendo I oggetto
fra A e B. Alla- distanza 1 I illuminazione prodotta
da A sia m, € quella prodotta da B sia:n. Secondo
il citato principio di fisica I illumivagione prodotia
dal primo lume alla distanza x sara espressa da

m . quella prodotta dal secondo. lame sara .
x3 x? ’ .
‘ s
.n n T ) L . .
! = : ora queste due illumiba-

a=z)7 — (a—a)r,

 zioni devono essere eguali; dunque I equazione del

m n
problgma sara == =3k

. Si potrebbe ridarre

quest’ equazione alla formola generale, ma piu facil-
meate se ne avra la sua soluzione, col cavare da
ciascun mewbro della medesima la radice quadrata,

per cul sara

—\{-rﬂ-: i.‘!—\é-';, ossia (a—-x)\/mzd:x\/'h

donde si ricava aym—xym=zxVn, ossia
ix\/"—hx\/mza\/m,edx(\/m;t\/n)=a\/m,
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e ﬁgalm'ente x = \/:;\:;:m T S@ndo alle supposi-
zioni fatte, del doppio segno si deve prendere il
‘ . aym

superiore , per cui & == ————— altrimenti, se
periore P Va--vn’ ’

si prendesse I inferiore, si avrebbe r= —;-‘-l—‘-,-"—z-—,
’ T ym—y/n

e siccome si & supposto m > n, sarebbe in questo

caso & >a, o cid6 che & lo stesso, il punto cercato

si troverebbe fuori della retta AB in C', contro la
nostra supposizione: :

Se i due lumi fossero di eguale intensith, sarebbe

avm_
aym
che il punto dovrebbe essere collocato ad eguali
distanze dai due corpi luminosi.

Per fare un’ applicazione si supponga a== 125
braccia , la forza della luce del corpo luminoso
osto in A, alla distanza G sia m =35, quella del
ume posto in B alla stessa distanza sia n=16,
sostituendo , si avrd

_1a5.vas 125.5 635
= VBV 5+4 544

x= %i =69 -~ §; il qual valore indica che Ia

a .
m=n, ed z= =7 ci6 che fa vedere,

. Onde

distanza, a cui deve essere posfo il corpo tra AeB,
¢ di 69 braccia e 4 partendo dal corpo luminoso -A,
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' ‘Delle equazioni e dei problemi determinati
di seconda grado a due incognite.

426. Le equazioni complete a due incognite
del secondo grado. della forma
x* +ay' +bxy +ex+dy=m
x* + fr* +gxy +hx +ly=n

conducono generslmente parlando ad equazioni di

varto grado; ma alle volte succede che la natura
oro & tale da poter dedurne una equazione di se-
condo grado ad una sola incognita.

~ 4a7. Esempio 1. Abbiansi le due equazioni

x4yt =34 V
2* — y* =16

che sommate daono ax*==50, ed x* == 25, ossia
x=r\25=+5, oude x=5 ed x=-—75. Sosti-
tuendo ora in una delle due equazioni propeste per x
uno de’ suoi valori trovati , si avra il valare di 7.
Ponendo, per esempio, 45 in luogo di x, si avra
y?=3f—x*=34—a5=9, onde y=tvg==43;
ciod y=3, ed y=—3; gli stessi valori si sarebbero
trovali sostituendo per x, —5. Le due equazioni
proposte saranno soddisfatte in quattro diverse ma-
niere ; sostitvendovi nello stesso tempo x =75, ed

=3, oppure x=5, ed y=—3, o anche
x—__————g, ed y==3, o finalmente x=-95, ed
Y =+~ J. .

428. 1I. Sieno proposte le due equazioni

3xy =ax + 2y
3xy =2x* —r*
Paragonandole tra loro, si avra I’ equazione
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2z + ay==x*—y*; dslla quale, raceogliendo ne7l

primo membro il fattor comune 2, e sostituendo

nel secondo , in luogo della differenza dei quadrati
di x, e di y, il prodotto della loro somma per la
differenza, si ha 2 (x-y)=(x#yy) (x—y), ossia
a==x-—y, da cui si cava x + y; postes ora
questo valore in una delle due equazioni proposte,
per esempio nella seconda, si avra

3y(a+y)=(247)"—y", ossia
6y 4 3y* =4 + 4r +y*—y*, donde ne viene
3r*+ay—4=o, oppurej‘-l--g-y—-sd-':o.\'

Risolvendo ora questa equazione, si ottiene
1 i

y=—g* x/(é—-a—'-i;—):—--;-;p: \/(—é+-9"- =

-—-;:-:t \/-195’.-_-.'.‘”:&;‘/‘13.Messoqmsto valore in

loogo di x nella trovata equazione x==3--y, si

avrh £=23 + --1?\/13 = 6_1?\/'3 =

5413

3
- 4a2g. Lo stesso problema che tradotto in lin.
guaggio algebrico conduce s due equasioni complete
del secondo grado, la risoluzione delle quali poi
porta ad un’ equazione del quarto grado, sommini-
stra talvolta due equazioni, che hanno il pregio di
ridursi ad una sola equazione del secondo grado
con una sola incognita, e cio dipende dalla maviera
di istituire la ricerca dell’ equazione del problema.
Ne somministra una prova assai-manifesta il seguente.

228 ‘
430. Problema. La, somma dei guadagni di due
Negozianti sottratta dai_quadrati dei guadagni stessi
‘da %8 luigi, ma upita al loro prodotto da 3g luigi.
Quali sono gquesti guadagni?

Soluzione. Chiamando x i} goadagno del primo,

.y quello del seciydo, si- avranno le seguenti equa-

zioni del problema x*4y*—x—y=18
: xy+ x + y==39.
Cavando da quest’ ultima il valore di y, si avra
; - .

y(14x)=3g—a, per lo che y= 319+x : che

sostituito nella prima da

‘ .1':’ + | 39-—1‘) —_—T 39—=x =78 , ossia

\ 1z 1+x
. 1521 —78x 4 x* 39—z
* + 1427+ 2x? —* 1+x—_78‘.' €

" yiducendo tutto allo stesso denominatore

x*tax? 4 xt 41831 —98x 42t —x—22® —x?
— 39 + & —39% + x* =784 156z + 78z , e r1i-
ducendo si avra 2=’ —772° —273x-}-1404=0>
equazione completa del quarto grado. .

Ma se in vece delle denominazioni da noi assucte

recedenteménte, si chiamera ax la somma dei guada-
gni, e 27 la loro differenza, sara (375) il uadagno del

* primo negowiante , - che supporremo il maggiore ,

x+y, e quello del secondo x —y, e le equazioni
del problema saranvo _
12 (x4y) 4 (x—y) —2x=78
a2 (z4+7) (z—y) daz=39;
oppure sviluppando, e riducendo, sard
12yt — x=39.
3.8 4’-"——']' + 2$=39,
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le quali sommate danno 2x* 4+ x =48, "ossiu

x* + %;39_—.—.'0; *équizione del secondo grado

ad una sola incognita, che risoluta da
i (! L8, —_—JL ! +__._6__2..4 s
= 4:E\/(16+39‘—’ 4i‘/( 16 )_—.
1 625 1 25 e
""'Z"i'-\/—;g‘=—‘2:i: Vi donde , preso il ée-

. . 1 25 .
gno superiore, si ha x=-—--z- + —=6, per cui

4
yr=39g—az*4x=39—36+6=9, ed y=3.
I guadagni cercati saranno adunque ‘
x4+ y=6-+3=g pel primo, ed x—y=6—3=3
pel secondo. : ]

431. Problema. Si cercano due nomeri p, ¢,
dei quali @ data la somma =n, ed il triplo della
radice cabica del loro prodotto =m.

- Soluzione. Seguendo I’ enunciato del- problema, si
avranno per rappresentarlo le due seguenti equazioni

' 12 p+q=n

3
a2 3ypg=m.

Si faccia il quadrato della prima equazione, ed il
cubo della seconda, e si avranno le seguenti altre
equazioni 32 p* + 2pq +.¢* =n* -

4* 27pq=m’; da quest’ ultima si ricava

pqz%, e mdﬁplicando ambi i suoi membnper

3 . s
; questa equazione si sottragga

4,3 ha fpg= im

27,

ale )
membro per membro dalla 32, e si avr}

3
p*—apq-tgqr==n*— 4:; -, ed estraendo da ambi
i membri la radice quadrata |

: ., 4m ) : ’
-_—g ==t B e comeetnees 4 .
P—gq ——-\/(7{ ~ a7 ) sommando ora quest e-

quazione colla 1, si avrd

m3 L
2p=n:t\/(n=..._‘§;';_), per lo che

m!
n'_t‘\/(n‘-—-é——-— . .
_ AN 27 "‘2:1:\/ nt __mlh
P= 2 " a 4 a9 /?
sottraendola dalla stessa , fatte le opportune ridu-
. n n® mdy
zioni, S1 @VrA g === —— OF 4y (—-—--—-_...... JO
o 9 n+"/‘4. g/

Nei qudli valori di p e di q bastera prendere i
segni superiori, perché se si prendessero i. segni
inferiori si avrebbe la stessa soluzione cangiandosi
p in g, e viceversa. Onde i valori che soddisfanno
alle condizioni del proposto problema sono

n n® m3
p=7t ()
" m nt miy
e=5—v(7T—5)

come facilmente si pud verificare sostituendo in
luogo di p, e di ¢ nelle due equazioni del proble-
ma questi valori medesimi. '

432. Nella risoluzione delle equazioni del se-
conido grado succede molte volte di dovere estrarre
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ta radice quadrata di un binomio composto di una
arte razionale, e di un’ altra irrazionale, come sa-
rebbe a -+ b, cerchiamo ora di determinare un
carattere , mediante il quale si possa conoscere in
ogni caso, se una tale radice possa o no aver luogo.
Si prenda a coonsiderare il binomio genera-
le a+vb, e si supponga la sua radice ciod
V(ia4vb)=y x4 Vy, dove a e b sono quan-
tith date, x ‘ed 7 quantith da determinarsi. Qua-
drando ciascun membro di questa equazione, sard
a+vVb=x+y~42yxy; e siccome questa egua-
glianza non pud reggere che fra le qadautita razio-
nali , e le irrazionali separatamente, alrimenti ue
verrebbe , che un aggregato di quantita razionali sa-
rébbe eguale ad uno di quantita irrazionali, cid che
¢ impossibile; cosi si avra x4-y=a, e ayxzy=vb,
ossia quadrando I'una e I'altra di queste equazioni, sara
x* +axy +y*=da*, e {xy=>, sottraendo dalla
prima .di queste equazioni la secooda si avra
x? —axyfy*=a*—b, la di cui radice qua-
drata ¢ *x —y =V (a*—b); e siccome si ha
x 4y =a, cosi (375) sara

a-}v/(a*--b) a-—v/(a*—b '
-——-—%—-———, ed y= \/i ), e per

x =
conseguenza sard y(a-fvd)=vyx -+ Vy=
Va—l—\/(a‘”-—b) +.‘Va-—-\/'(a'-—b) .

2 2

La formola trovata diverra assai semplice quando

a®* —b sard un quadrato esatto; se non si verifica
questa coudizione, in vece .di semplificare il valore
di y(a-vb), se ne otterrebbe un altro piu com-
plicato; e quindi questo metodo sarebbe inopportuno.

232 .
Sia adunque a* —b==xc*, e si avrd sostituendo

o= /2,
si. avrebbe  del pari o
 We—ve =)/t - /2 E,

ambidue i casi saranno dunque rappresentati dalla
formola '
a+-c¢ a—~¢C

Vs v/ L et

433. Esempio 1 Si domanda la radice quadrata
di 49+ 12V5. Paragonando questa formola colla

generica a = vb, si ha a=49; vb=1ay5, e
quindi a* =2jo1, b==720; a*— b=1681, il

al pumero, non essendo altro che il quadrato di
z‘:‘-ci avvisa, che questo caso & dotato della condi-
viome richiesta; sara quindi ¢* == 1681, e per con-
seguanza c==41; e sostituendo si avrd

V(49+12y5) = V_‘_‘?_;:_i‘_ " Vfi?:zi: _

\/454— Vi=a3+ Vs =12+ 3v5.
484. Esempio 11. Si domanda la radice quadrata

di é_é_‘_:.—;z.-’ fatto il paragone colla formola ge-

nerale si trova a=4%, £Vb==2 ‘/:7 , e quindi

a'=%,b=—%, e percid a*—b=3+1=4,
e. siccome quest’ ultimo pumero ¢ un vero quadrato,
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P estrazione ricercata @ possibile, e si avrd per
sostituire ¢®* = 4, cioé ¢=2, e quindi

il Al

.‘./_Zt_..__‘,"""
2 2.

.

1l metodo proposto & adunque applica}bilé‘ anche
al caso, in cui il binomio proposto sia in parte
reale ed in parte immaginario. =

Un simile metodo si puo estendere anche per

I estrazione della radice cubica, e quarta: a noi
basta d’ averlo indicato.

Dei problemi indeterminati del 2.° grado.

435. Se fosse data un’ equazione indeterminata del se-
condo grado a due incognite x ed y , sarebbe facile il
soddisfarvi, -qualora fosse permesso di prendere per x ed y
qualungue quantith ; poichd prendendo per wna di quoeste un
valore -arbitrario, non si tratterebbe, per averne P altra, che
di risolvere un’ equasione determinata del secondo grade ad
una sola incognita: ma se le quantitd x ed y dovessero essere
espresse in numeri interi, o essendo frazionar), dovessere essere
almeno razionali, in allora il problema & qualche volta diffi-
cile, e soveate anche insolubile. Le principali regole per risol-
verlo in aumeri razionali, quando cid & possibile, consistono
nell’ esprimere le incognite per mezzo delle date del problema,
e di una nuova ineognita tale , che le equazioni cosi risultanti
abbiano le incognite che si cercanc elevate alla prima potenza,
per cui esse si possano determinare , mediante le regole per la
risoluzione delle equazioni di primo grado. ~ .

Siccome poi la teorica generale di queste equazioni si tratta
con tutta I’ estensione nei corsi di introduzione al calcolo su-
blime; cosi io mi limiterd a darne un cenno col mezo di al-
euni esempj, i quali serviranno benissimo a facilitare I’ intelli-
genza dei precetti generali, ed astratti, :

Supposto =4, si avrd y =
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:436. . Problema 1. Divider to i
qimdfati? ’ videre un quadrato in due altri
Soluzione. Sia a* il quadrato dato, x ed y sieno le radici
dei due quadrati cercati; 5i avrd I equazione x?-4y3 =242,
Cid posto, si ‘prenda una nuova incognita z in modo, che
sa y==a-—zx , oppure y==zx—a, per lo che sara '
J*=a®—2azx-}-2* x*, posto questo valore nell’ equazione
del problema in luogo di y2, si avra
x?* a*—aazx 422 x* =a*, ossia Z? — 2a2X 4232 =0,
e separando il fattor comune x , sard x(x—aaz4-z*x)==0:
doode (§11) si ricava 1.° x==0, e per conseguenza y==a,
2.° ¥—2az-4-2* r==0, ossia ¥ 43%x =24z, per lo che
a2az

Prendendo ora y==a—zx, si ha

{1432 )==2a3, ed T==

2az a--az? —2az® a—az?

y=a—z X = : = =
1422 142 142*

a(l-—-z’) a(z’.h..l’

——— den SRZL i = -

TR Pren do y==3x~—a, viene y== s mprrall

Tutte"e due le trovate soluzioni soddisfanno al problema, ma
quest’ ultima dando tanto per x, che per y dei numeri_positivi

¢ quella, che veramente si cercava. :

Per fare un esempio, sia g% = 100, quindi a=<10, pren=

dendo =2, s avra

10(4—1)

IETSEroEs
x::-:y+'a-— 6+!0 =8')
z 2

dunque »% = 36, ‘ed' x* == 64: in ‘fatti 56 - 64 == 1o00.
Supponendo z==73, si avra in tal caso 464

810
3

10(9g—1)
1

= =8, r= =
~ o R 6,

soluzione identica colla prima,

150

i3’

ed x=-?%5pa lo che



pre= (:501‘ =20 el ozt

" 289 289

Co s pa . 3350046400
Qufmd: k4 -}-.zi =g
e cost di seguito per gli altri valori, che si attribuissero a 3.

" 4§37, In conseguenza di quello, che abbiamo detto, si pud
stabilire una regola generale, onde trovare un numero qualun-
que di quadrati, che presi a due a due sieno eguuli ad un
dato quadrato. A questo oggetto nelle equazioni superiormente

== 100 ,

: _. %as __a(zr—1) N
trovate x == el ed y= o > sifacdaa==1,

. Caz ozt 1.; N
e si avré x:—l—_*;; y=m;. Mol hphcapdo i ‘seco_ndx

membri di queste equazioni per 1432, essi diventeranno 2z,
¢ z®—1,id cui quadrati sono 4z%, e 2*—a2z3}1, la
loro somma §z? 424222 1==z%~4-22241 & appunto
il gquadrato di 22 1. Siccome poi la grandeza di ¢ & inde-
terminata, cosi per essa potremmo prendere qualonque nu-
mero , purché il suo quadrato sia maggiore dell’ unita, mentre
se ci0.non fosse, z%——1 sarebbe eguale a zero mel caso di
2==1, e sarebbe una quantitd negativa se & fosse minore di 1.

‘Supponendo .z==1a e sostituendo per z questo valore nelle
radici 22z, € 331, si avraono i numeri 4, e 3, i di cni qua-
drati sono 16, e 9, i quali sommati insieme danno 28, che &
un altro quadrato. o

Supponiamo. z==3, ed avremo, fatte le opportune sostituzioni
nelle gia citate radici, i numeri 6, e 8, i di cui quadrati 56
€64 famno 100, numerp, che & pure un quadrato perfetto. -

Facciamo zx=={, e si avranno i-numeri 8 ¢ 15, i cyi.qua-
drati 64 e 225 sommati danno appunto 28¢, che & il qua-
drato di 1%. ‘

In generale prendendo per z qualunque numero sia intero,
sia composto d’interi e di frazioni, si troveramno sempre due
quadrati, la di cui somma sara eguale ad un terzo quadrato;
e siccome infiniti valori si possono asscgnare a z, cosi si potra
determinare una infinit di quadrati, i quali presi a due a due
formino un altro quadrate. .
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438. Di qui si pud ricavare. una bellissima propricts dei
bumeri, ed &, che qualunque pumero si mdﬂp;’i}:‘ intero,
sia dg;ompodo di interi e di frazioni, che nomineremo a, il
qua&:m del suo doppm,mé di‘aa, che & 4a*, sommato col
g:; to del quadrato diminuito dell unitd del pumero me-
Mo, ciod c0n (a*—1)*, viene sempre a formare un nuovo
quadrato, la di -cui radice & a* -, ¢ il quadrato del
Bumero proposto aumentato dell’ unita, Di fatto = .

4d’+(¢'~—-t)’==6¢’+a‘-—u’+xma4+na'+r==(a’+')"-
Cosi, per esempio, se per a si prenderd il 5, si vedra su-

~ bito che il quadrato, il quale sard eguale ad altri due qua-

drati, avrd per radice 941, ciod 1o i i
A ; I, ¢ > e che uno di quei
m& avr&u pt\m per radice il m@imo quedrato 9-311‘ s
Che se il quadrato grande fosse determinato, e che fosse un
:::gr:nxltem, per lowec:::pxo il. 100, vi si caverd la sua radice
0= 1, per e a* =<g: e siccome g & t
perfelto, cosl si vede, che il qmgrato di ‘100 ,gpubunegue:edr :li(:
viso ih ‘due quadrati, ciascino de’ quali sard un numero in-
tero : di fatto cavando la radice quadrata dal o, si-avria==3,
o per comseguenza 2426, ed a* ==g— 1 ==8; cosicchd
36 s-: g‘qhmno‘d i ,dnedégnadraﬁ cereati. . -
¥ quadrato graunde, essendo un numero intero come
esempio, il 64, dalla di cui radice 8 avendo I‘eéato 1, si,x
vasse il sesiduo a%=17, quantitd , che non & un quadrato
perfetto, si potrebbe agire egualmente, e.si avrebbe g =— v 7
© per conscguentza 3a=:2\/7, ed 4% 1 ==7-— 1 =6; donde
quadrando avrebboosi i numeri 28 e 36, la di cui somma a

deiquadr.u',ledicuimdicisienocom ili i

at i mensurabili iun-

gere al dxvua.m 8copo, in vece di servirsi d:l“ Lmem’dbp-':u-s‘;?a
> bisoguerd impiegare le formole -

3az

. 1 -z2 ? ' 1 4-z%
superiormente da noi trovate, determinaudo z nel modo inse-
gnato ; cosicchd supponendo , per ‘esempio, z==3, 'ed avendo -
3.8.1a 5a ‘24

a=8, si r = == ; :
» 51 avrebbe x == Y —f—s—,ed,;f:.--é-f,g per
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034 K76 C

~ conseguenza x’—_-: 12;4, ed y2 =-;7?-, e quindi
_ 10244576 _ 1600

By =—— = =6

~

come appunto doveva essere.
439. Problema 1i. Trovare due quadrati, la cui differenza
sia eguale ad un quadrato dato?
Soluzione. Sia a* il quadrato dato, x ed y sieno le radici
dei quadrati cercati. Supponendo y > x, si avrd y? —x*=a%:
‘fatto poi y==a-}-zx, e per conseguenza y2==a?-faazx-4-z*x?,
I equazione precedente , eseguita I' opportuna sostituzione e ri-
duzione, diventa 2azx +3*x* —x* ==o0, ossia
x(2az--23x—x)==0, da cui si avrd 1.° X==0, e per conseguenza
2a3 - a (1432
od y= (1 —j- z* )

— o —
y=a, 3" ==,

Si vede quindi che, se si vogliono i valori di x, e di y posi-
tivi, si devono prendere per z dei numeri minori dell’ unita.

Si vogliano, per esempio, due quadrati , la cui differenza
sia 16, che & pure un quadrato. _

Paragonando si avra a*=16, per i a==4, e preso

| §
= sara -

243 _ % WL I
x == — =—2—-==5,y=—-—8———=7=5.
3 g 9 :

Per.ylo che x>=g, ed y®=125, quadrati, la di cui. diffe-

renza & appunto 16, che & il quadrato dato.

44o. Problema III. Dividere la somma di due quadrati in

due altri quadrati?
Soluzione. Sieno a® e

due nuovi numeri -z, e ¢ tali, che si abbia
xr=—=a—z, y=zt—b,

e per conseguenza

x?=—a® —aazt3zd, yd==z3¢2 —a2bztfbo.

Mettendo questi valori di x> e di y* nell’ equazione fondamen-

tale ' del problema, sard

5> i due qtla&raﬁ dati, x* ed y? i
due quadrati ricercati. Si avrd a? -b2 =x* - y*. Prendansi

a38
. a% 4 b2 x=gr naz+z°+ﬁ'l’-abzl+b’
ossia zs+zzla——aaz~abét—.=o, oppure e
3(z3 - 2¢3 — 2a—25¢y=o0; donde si cava
1.° z==0, cid che da Xz=a, y=—=-—b;

a—]—
2.° z.._*-.':’...__.iﬁi i at? —a—abe
1 :F PEE per cul X = e
. l+lz ?

od vy = 2at b — 5 . .o :
Y= wpraseet Prendendo ora per ¢ un numero
razionale qualunque, si avranno per \ i ’
B ranno per x e per y dei mumeri -
fioni de]0 i e:n ;{uadrau dei quali soddisfaranno alle econdi-
-Sia per esempio a* = 100, 43 =64 |
er - ==100, b*==64; sard a==10, b =38.
fi‘:i?ioi = loSr; deg;e,f} il pi piccol numero, il quale renda po-
: a zediy, ed eseguite nelle due equazioni trovate
¢ oppartune sostituzioni, si avra
e ,?.95.5'—_2.8.‘5‘_”90—-:0*-,48 32
149 10 , 10
2.10.54-8.9—8 - 60472 —8 13§

y==
A+9 io 10
Onde x* 33 )* 1034 124\ 2 5%
TE\W) T o J"=( ‘04) = lxozs
i 3 F "’24.4‘ ’5576 16400
per cui x2 -}~ g3 =x — = lno~=!6"m

dayev& per appunto essere.

1. Problema V. Trovare due numeri tali aggia

gendo il quadrato dell’uno al prodotto del quat;;at?e dell® ak:;
r un pumero da i

g:oposh us ;:ro to b, la somma sia eguale ad un quadrato
Soluzione. Sieno x ed y i numeri cercati i

B} _ e vra I*

zone x2 +4-by* =a>. Fatto r=a-—zy, oiypu:; ;::;-?-T‘

e g;i conseguenza x* ==g* —2azy =32 y*, I’ equazione dél,

pl; ema mediante la sostituzione nella medesima del valore di

x* diventera ¥(2*y—2azby)==0, donde si ricava

1. #==0, ¢ per conseguenza T==a, 2.° yz= — o0 __ 4

b4-3zx ?

.
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, —a(t—z%) . :
per conseguenza ¥ == BTt Prendendo ora per zun

numero razionale qualunque, si .avranno per « e per x pure
dei numeri razionali, che soddisfaranno alle condizioni del

‘problema. :
Sia, per esempie, a*==g, b=12, fatto z==1, si avra

= e, X Tm e rocui 2 =1 ed y3 = 4:
7 T3 5 ke

onde z* +-by>=14-4.2==9g, come fu pfoposto.
6

Se a*® fosse == 16, b=5, e z==2, sarebbe Yy == —

ed -t==-g-: onde x3 a-ég-, ed l’=~285"§ » quindi

. R ..f. , 236 - 1641280 1296
byt bt TR P
come doveva essere, ' .

Prendendo 5 col segno negativo le formole superiori dareb-
bero la soluzione del problema, nel quale si cercassero due
quadrati tali, che levando da uno di essi il prodotio dell’ altro
pel numero dato 3, il residuo fosse eguale ad un quadrate
egualmente dato.

443. Problema V. Trovare due numeri, il primo dei
quali aggiunto al quadrato del secondo, ed il secondo aggiunto
al quadrato del primo, diano due quadrati perfetti®

Soluzione, Sia y il primo di questi numeri, ed x il se-
condo. Per le condizioni del problema, x4~y ed y* 4 x
dovranno essere due quadrati * perfetti. Suppongasit che x-}-¢
sia la radice del primo di quesli quadrati, e che y 4o sia la
radice del secondo; -fatti i quadrati di queste due radici, si
avranno le seguenti equazioni ’

T2 a2zt 2 =g -y
y*+a2yo-wr =y 4 x
Si cavi dall’una e dall’ altra il valore di y, e sara
T — o2

Y=, y= - 5 & paragonando , si ottiene

240
Bxl - 2=

X — 0*
20

et , valore , che soddisfa alle’ condi-

s ossia fxlwe3i*e=X— w2,

zioni del problema. Ie due quantith ® ‘e ¢ somo arbitrarie ;
sma a motivo del denominatore 1 ——-.4:0, .bxsog_nf:,.che sia
1> 4t@, qualora si vogliano per x dei valori positivi; cosic-
ché , dividendo per £, sard -;;- > tw; cid che fa vedere, che

Ie indeterminate devono essere tali, che il loro prodotto sia mi-

nore di -i- » e per conseguenza bisogna che tutte e due sieno
vere frazioni, o che, essendo una delle due un numero intero,
questo sia taie che Ja di lui combinazione coll’ altra indetermi-

; ' . : 1
nata verifichi la condizione superiore, ciet f® <-‘-‘— Suppo-

: X LI
niamo eheaiat:—s-‘,ed-::—;, e si avrd

| S | 1 1 1 _l_§_
Tyt T _3tT_w_us
T = P S - 2 - 1 12
=Ty 'TF O3
i3 x
12§ _ 35 5 _ 10 conseguenza
Y= 1 12 2 aa o &P
69 __ 100 ;

16¢ s 190,
.1:3‘=————‘44,0d.‘)’ ‘44

1694120 _ 389 _ /17\*

oty ke o,

5 1004156 256 _'_’.
poprmtma 2 a® == (3)
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443. Seguendo il metodo du noi. tenuto per la risolusione
dei proposti problemi indeterminati , si potra con tulta facilita
risol’:’eme un gran numero d’altri ad essi- simili s che .jo mon
propengo per brevitd. Questa ricerca si potrebbe es(cndére an-
che ai problemi indeterminati del 3.° ¢ del 4.° grado ed an-
che dei gradi superiori analoghi a quelli da noi misolati pei
primi due gradi ; ma essendo tale ricerca molto complicata , e
non servendo d’altronde che di semplice curiositi » stimo oppor-
tuno il non parlarne.

CAPITOLO X.

Delia risoluzione delle equazioni determinate
del terzo grado. ‘

444. Tuue le equazioni determinate del 3.° grado
ad una sola incognita possono ridursi alla formola
geverale * X} —px* —mxr —n=—g¢
essendo x Pincoguita, p, m, n quantita date: in
fatti i termini di qualunque equazioue del 3.° grado
si polranno scrivere tutli in un membro , si potra
dividere tutta I’equazione pel moltiplicatore di x3,
qualora vi sia, indi rappresentare per p il coefli-
ciente di x*, per m 1l coefliciente di x, e per n
I aggregato dei termini noti. A :
445. Essendo p, m , ed n quantita date qua-
lunque , possono succedere sei diversi casi.
Supponiamo in primo luogo che sia nello stesso
.tempo p==o0, m=o0 ed n=1, iu allora I’equazione
geuerale si ridurra ad x3—1=0, ossia ad x3=1,
per risolvere la quale basterd estrarre da ciascun
membro della medesima la radice cabica; di fatto

: 3
e:eguendo tale operazione, si avrda x=+v1, ma

Vi=1 (280); oude x==1. Essendo I’ unita. una ra-

Vol I. 16
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dice della proposta equazione-z?—i1==aq, essa sard
divisibile pel fattore haeare x—1 (417). Effettuata

- tale divisione , si.otliene per quoziente I’ equazioné

del secondo grado. x* + x 4 1==0, che risolata
(412) fornisce altri due valori di = che sono

- s X == N
2 2

Tre adunque sono i valori di = nell’ equazione
x3— 1=0, 0 cio che torna lo stesso tre radici
cubiche ha P’ unita, e sono le seguenti

T =

I,

—14+y—3 —1—y-3
= \/ - L (266) 2
, 2 2
Volendo ora risolvere I equazione x3 =n, sj
vede che il secondo membro della medesima pud
considerarsi come composto di due fattori, cioé
di 2, e di 1, per cui si ha x¥=1.n; onde
3 3 . .
x=y 1.y n.Ora.si & trovato che i tre valori
della radice cuobica dell’ uniti, sono

—i4+y—3 3 — 11—y —3
. ’ a2

y Vi=

s 3,
Vi=t1, yi= p .

) 3
Sostituendo adunque ad uno ad wno i valori di y !
nella superiore equazione, si avranna le tre seguenti

espressioni .

' 3 3

x=1.\Vn=vVan
—1+4+y—3 3

X == .V
: 2
—_—fe—y —3 3
X = . \/ =,V n,
2

dn soro le tre radici dell’ equazione, pura del terzo
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grado x*—n==0, come & facile I assicurarsene s
mediante la sostituzione di una qualunque di e
nell” equazione in luvogo dell’ incognita.
446. Suppomiamo in 2° luego n=0, e I'e-
‘quazione generale diventera 3 —px*—mxr=o,

da cui, separando il fattor commoe x, si avri |

I equazione x(x* — px — m)=o0, la quale ri-
sulta dal prodotto di x=o per P equazione del
2° grado x* —px—m=o0; quest’ ullima - equa-

. . P | p* .
zione risoluta da = — (——- )
nsog x = -+ l/ Z + m). Di

modo che I’ equazione x* —px* —maxr=0 si trova
avere le tre radici seguenti

=20

x=€-+V(P4" +m)
=2/ (%)

le quali tutte soddisfanno all’equazione stessa, come
facil.mer.)te‘si puo verificare mediante le opportune
sostituzioni,

447. Supponiamo in 3.° luogo, che sia nella
stesso tempo m=—=o0 ed n==0, e si avra
x} —px*=o, ossia x> (x—p)=o0, dalla quale
si ha z*=0, ciot x=%yo=xo0, ed x—p=a,
per cvi x=p: onde le tre radici di quest' equa-
zione sarapno x==o0, r==0, ed x=p.

448. Supponiamo in 4.° luogo p=o, e pello
stesso tempo anche n=o0, e I’ equazione geuerale
si ridurra ad x° —mx=—o, dalla quale’ si ricava
&(x*—m)=0: onde x=o0, ed x* —m=x0;

cive x*==m, e quindi x=H v m. Le tre radici
adungue della superiore equazione sono ==,
x=vm, x=—v/'m, - - - =

449- Suppooiamo in 5.° luogo p=o, e I'equazione
geuerale si ridurra ad 2’ —mx—n=o, 0ssia ad xr’—ma=n.
Nella risoluzione di questa equazione consiste quasi
totta la difficolta, che presenta la: teorica della ri-
soluzione delle equazioni del 3.° grado. Onde giun-
gere colla minore difficolta possibile allo scopo bra-

3 3
mato , supponiamo che si abbia x=vyp4-vq;
facendo il cubo dell’ uno e dell’ altro membro di
questa equazione, si avra

3 3
23=p+3Vp q+3Vpqg*tq=
3 3 3 3
p+3Vvpq.Vp+3Vpq.yq4q, e raccoglien-

dovi il fattor comune 3:/p q, sarh
3 3 3
x?=p+q+3Vpq(Vp+Vq)=
3

. s 3
p+q+3xVpq, ossia 2’ —3xVpg=p+gq;
equazione del 3.° grado mancante del secondo ter-
mine, una delle cui radici & certamente

3 3 v
x=y p 4+ q, perché essa fu da noi formata fa-
cendo il cubo di questa equazione. Paragonando om
I’ equazione proposta x3 —mx=n, coll’ equazione

da noi formata x’-——‘3x\s/pq-_—..p+q, termine per

3
termine, si vede essere m=3ypq, n=p+1q,
onde si scorge, che con tutta la facilita si potra
avere una radice di quell’equnazione, qualora si possa
dividere la- quantita n in due parti p e g, tah che
il triplo della radice cubica del loro predotto sia m;
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. s ‘
ciod che sis 3V pqg=m. Questo problema si @
risoluto al (431), e si & ottenuto ’

n +V(n’ m"') ‘ n l/(n’ m3
R A VERETVAE e A A
estraendo poi la radice cubica da ambi /i membri
&1 ciascuna di queste equazioni, si avra

Vo=V [2+v(5-2]
Vei=V[E—vE-m]

3
Ora siccome v/ p + \3/q ¢ una del® radici cubiche

della proposta equazione x’ —mx=n , sarh sosti- .

tuendo x= [3/[% +‘/(.{£__..?_;_>]

3 a 3

Vv -]
.3 4 27

450. Questa formola generale, che comune-
mente si attribuisce a Cardano, e che dicesi fors
mola cardanica , perché egli fu il primo a pubbli-
carla colle stampe, & dovuta a Nicold Tartaglia
bresciano, il quale la ritrove in conseguenza di un
problema statogli proposto da Scipione Ferveo, co-
me di leggieri si pud rilevare dalla corrispondenza
fra esso ed il Cardano' registrata nella- storia del-
P Algebra del celebre Cossali~ =
- Le altre doe. radici dell’ equazione proposta si
troveranno facilmente , considerando essere

246 . | ,
Vr=V[Z+vE—2] ", «
Vo=V vE -

~ VI PR
dalle quali, sostituendo per v 1 i tre suoi valori
~ 3
(445) , si avranno .tre diverse espressioni per p,
. .
e tre per Vg, che saranno le seguenti

3 3 2 -
e r=l 5 +vG-2)

&."VP = ‘3/[—54?4- \% (%:’——:L; : x= ";\/—-3

e r=V [y =
Vo=V~ G5
A e

s . N v —13
3.'°13/‘7=V['3'““’ T"'.';“nyi;x =

§ .3 .
" Ora la somma di un valore di yp con uno di

! ;74 essendo eguale ad x, dovrebbe essere radice

dells proposta, ma dovendo i due valori, che si
sommano insieme , soddisfare anche all’ equazione
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3 :/ pg=nm, le sole tre somme :eguenti , e risul-
" tanti, la prima dal 1.° valore di v p 3col_' 1.° valore
di ‘3/q, la séqonda dal 2.° valore :ii vV p col 3° di
:/ g, e la terza dal 3.° valore di v p col 2.° valore

di \3/ g sono radici dell’ equazione proposta , per
cui si ha

we= v (G- 5)]
: +‘7 .
3

_-'}—-v(z-—-’f;)]
Al R

wa=|/[LevE-2)] x =

Per assicurarsi' poi che ciascuna di queste radici
3

soddisfa all’ equazione 3V p g =m, si faccia -prima

. na ma
il prodotto "di -’-;- + v (-Z-u— -3—-'-7- p‘er‘

Byl = —===)), il quale (43) ¢
3} ‘/( 4 , q

n® m3
27

B s m —1 4y —3
+Y[E—v (G5 x —H5—

W e - S Fey

oty
BE

148 o |

n* - n*. . m} ' m o ‘ .
i v e it Zmta. . da questo  prodotto si
4 A 1 - !P N
estragga la ridice cobica, e di essa si prenda
il- triplo, per lo che si avra o

. |
m? 3m
WVoarsm =

cid che serve per dimostrare la verita della prima
delle tre radici superiormente determinate. Si faccia
una simile operazione riguardo alla s?conda radice;
e siccome le quantita da moltiplicarsi, sono ambe-
due composte di due fattori, cosi per brevita si
incominciera a moltiplicare fra di loto i primi due
fattori di ciascuna di quelle due espressioni, il di
. e ) m3
cui prodotto, per I antecedente operazione, & vt
. ;

moltiplicando indi gli altri due fattori, cioé
—14y—3 e —p—y—

2 7 2

fra di loro, si avra

‘13

(43) per prodotto

= 1. I due prodotti otte-

puti moltiplicati insieme danno poi-
m? ' m3 y
— 5 X 1= —; per lo che anche in questo caso,
27 27
: : s

come si & trovato superiormente, sard 3y pg—=m
Vale lo stesso ragionamento anche per I’ altra ra-
dice, esseudo essa composta di. fattori identici con
quelli della seconda.

Ciascuna delle trovate radici sostitnita nell’ equa-
zione proposta in luogo dell incognita , soddisfa
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all’ equazione medesima, come favilmente si pus.
vedere effettuando tale sostituzione, che io tra-
lascio per brevita,

451. Ritornando alle trovate radici, si vede
essere reale la 12; quando & reale la quantith

n* m? n* _m?
—~— —), cioé¢ quando — - > —; 1e alt
l/( 4 '27) 1 7% "

due sono poi immaginarie a motivo del fattore

—14v—3

immaginarip — » che vi si trova; ma
2 .
' n? m? . L
quando —— — —) ¢& immaginario, cio quan-
4 27 .
n* _m?

do._.<-_2..'}_, in allora quantunque tutte le radici

4

si freseutiuo sotto aspetto immaginario, pure sono
reali; in fatti si faccia per brevitd la quantita

n iy .
reale —==a, e la quantitd immaginaria

2
n? m3\ - . ..
V(T__? ==by —1, e questi valori si so-

~ stituiscano nelle tre radici trovate, avendo riguardo
nello stesso tempo di far passare |’ indice  del ra-
dicale cubico ad esser divisore dell’ esponente (213),
e si avra o

10 x=(a+by —1)F + (amby—1)F
2.° x-_:(a-*-b\/__;)_;'x-:‘_—*;n\/.:‘?_

+4.(a—-‘_b V— x,)’:r x —— V- —;/_3

‘—-".-'ex;,;?e ’ y&* E ? a"“‘ . A

a50 ’ P , 3
3° x=‘(¢.{lbs7ff-»+’x)§'x'—————~—*'“;‘/‘.’

a2

. N | \'x
Ma (316) si ha (a-l-b\/—‘—;‘x)a—t—(a-,-t\/-f-; =
R4+Iy—1+R—1y — 1 =2R; dunque
x =2R, che & una quaotita reale. Medianttf,
poi la sostituzione di R4+ Iy — 1 in luogo di
(a+by—1)",edi R—Iy—1 in luogo di
(a—by—1 );, le altre due radici diverraono
—14-y—3
2

-

=(R+Iv—1)X

—i—y—3
c+(R=1y—1) X 3
—1—y—3
(R4 Ty—i)x =Y
—14y=3
+ (R—Ty —1) X ————,

dalle quali, fatte le opportune moltlpllcaz-lo:x e
riduzioni , si- oltiene x:=;—t- ﬁ—-—i—elal\i/ 3, ¢
= — Iy 3, quantita tutte _—

* 452.B Q+uest:)/ ca,soq, in cui tutte le radici quan-
tunque reali si mostrano sotto fo‘rma immaginaria
si chiama caso irrcducibile, perché _ad alcupo sino
ad ora non & mai riuscito di esprimere algehn.ca-
mente tali radici sotto aspetto reale. ‘La.ﬁgura im-
maginaria generalmeote nou pud togliersi da quelste
radici che sviluppandole ia serie lgﬁ_uxte, ;) valu-
“tandole per approssimazione , dissi generalmente ,
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perché accade alle volle, che le parti delle radici
comprese sotto i radicali cubici sono cubi perfetti ,
nel qual caso gli immaginarj si distruggono, cavan-
do da esse le radici cubiche. ‘

La ragiooe per la quale il metodo da noi impie-
gato ci faccia giungere ad espressioni immaginarie ,
anche nel caso di radici reali non puo farsi ora
conoscere , richiedendo ulteriori coguizioni d’ ana-
lisi; basta il sapere per ora che un tale inconve-
niente proviene dallo spezzamento, che si & fatto
della quantita n uvelle due p e g.

453. Per fare un’ applicazione di questa teorica
geoerale, supponiamo che sia proposta I’ equazione
x% ~4-x =12, la quale per essere anch’ essa man-
cante del secondo termine si potra _paragonare col-
I equazione generale x3 —mx=n da noi risoluta:
da un tale paragone, si otterra m=—1,n=2.
Sostituendo , ora, guesti valori nella 12 delle
trovate radici (450), si avra ’

3 3
s Vv 2+ Vel =
3

V('+"§)+[3/(1—-\/;—§), e moltipli-

. . . . 28 -
cando i termini della frazione a7 per 3, scompo-

nendo il ‘numeratore 84 che ne risulta, wei due
suoi fattori 4 e a1, ed estraendo la radice quadrata
tanto al 4, che al puovo dencminatore 81, sara

, V§'+V("+315)§+[731—v(1+;%)‘é___ _

A SR A SR

39-&-2\/21 39' Sv;l '
R VLA e - A Sl ltipli-
V = + V — , € mo rpvl'
caudo ambi i termini di queste frazioni per 3, indi
estraendo la radice cubica dal denomiunatore riaui-;

tante 27, si avrd o

. 3 3 . .
1 .1

t'm._.--—-‘,—‘)—‘/(;17 +.6\/nl)+-3—l/(27—-,6\/2:)«—-.-_

-f-x 3.4_:\/21. +;__t_x 3—7\,121

37 a 3 2
3+var+3—var | , atteso che
2.3 :
s - 34V S 3
l/(27+.6‘/31)=-——;—-—-, e l/(27-—-6\/2l)—_.-
3—van , come si pud verificare, facendo i cubi
2

di ciascun membro di queste equazioni. Le altre
due radici della proposta equazione saranno poi

x=3+\/2t % -—l+\/-—3+ 3—y21 X —1—y—3 _

2.3 2 2.3 2
—6-+2y—63 . ed
2.6 '
=3+\/2: 5 -—-x-——_\/—-3+ 3-—-\{21 x--—-—l+\/-—+3 —
- 2.3 2 3.3 2

6 ,- e dividendo- per 6 tutti
termini di queste frazioni, sarh
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LR 1 ’ : : 63) B
~'“l+~§\/‘f‘63 ="—I+\/("’§' —14y—g
- a2 . a2 T T 3 )
—i—gv—63  —1—v(-%)
X = 3 == ( 9 =~ .—I—_v—_7-
2 2 2

La prima delle trovate radici & reale , e le altre
due sono immaginarie, come dovevano essere, per
b 2™ ot <
cne ~—— — - C10€ =—— .
a9 4’ 27 |
454. Supponiamo in 6° ed ultimo luogo che
I equazione generale del terzo grado

3

L’ —px* —mx —n=—o

sussista interamente, ed andiamo a vedere come si
possa in questo caso risolverla.: onde giungere
all’ intento bisogna cercare una equazione Lrasfor-
mata, la quale sia mancante del secondo termine,
¢ per conseguenza della forma x3 —mx =un.
Onde trovarla, nell’ equazione proposta
X3 —pzx* —mx—n=o,"

si_ponga in luogo di x la quantita y +-§—, e

si avra

(o) =r (45 —n(r8)rme

ossia sviluppando, e facendo le .opportune ridu=

: 3 : 3
zioni,g”—-(m +l%—))~=n+f§.+ 22’;

y equa-

zi9ne del terzo grade mancante del secondo ter-
mine , e per conseguenza risdlubile col ‘metodo
insegato ‘(449 , 450). T ,,
fovati per mezzo di questa equazione trasfor-
mata i valori di 7 ( col mettere nelle tre radici de-
terminate (450) per I’ equazione x*® — mx = , in
Juego ‘di m il coefliciente di 7, ed in luogo di n i
termini contenuti nel secondo membro’ di quell’ e-
z?azione), se ai medesimi si aggiungera un terzo
p, si avranno i valori di x, avendo supposto
— P
r=y + 7

455. Sia proposta I’ equazione completa del

terzo grado =3 —6x® + 132 — 12=—0, da ri-
solversi.
Per avere la sua trasformata, si faccia

‘6 |
z-.—::y-}--i- ==y -+ 2. Sostituendo ora nell’ equa-~
zione proposta per x il suo valore, fatte le'oppor~

tune ridusioni, si ottiene la trusformata richiesia
r+y=a, eguazione da noi risoluta per rap-

porto ad x 3); onde

—.—]-’_V_— — [ — —
]=11]= 2 7‘,]'—:*——————-'2\/. 7_
Ma & =y + 2; dunque sara aoche r=1-2=23,
x:—.li.t?..{.z: 3+‘/-7,

. A ,
X = _l_—‘/—7 +a2= 5—-‘/_7. y
a - ' 2

456. Sia proposta I'equazione del 3.° grado
23 Az 4B+ C =0 , le di oui radici
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sleno 2, &, c. Il coefficiente del secondo ‘termine
col segno cangiato sara eguale alla somma deille
radici dell’ equazione; il coefficiente del 3.° termine
col proprio segno, sard eguale alla sommsg dei pro-
dotti, che si possono fare, moltiplicando le sue ra-
dici a due a due, e finalmente jl termine tutto
voto col segno cangiata eguaglia il prodotio di
tutte le radici, .

Di fatto (415) abbiame dimostrato, che pell’ equa-
zione generale del 2.° grado x* - Ax 4 B=o,
le di cui radici sono a, b, il coefficiente del se-
condo termine col $egno cangiato & a5, ed il
termine nato & ak, si ha Ci0é — A==a -4 ,
B=ab Si moltiplichi ora questa’ equazione per
la nuova equazione lineare r—c=o,"e si.avra
P equazione del 3.2 grado :
x"——-(ﬂ-—sA—)-_c)x‘ + (B-—-Ac)x-—Bc.::o,
la quale, paragonata colla proposta, da
—A=—Adc=a4 by
B=B—Ac=a} + (a + b)e=ab+ac+ b
— G =Bc=abe, come si doveva dimostrare.
Di qui ne viene che mancando in upa equazione
del 3.° grado il secondo termine, sard la somma
delle radiei positive eguale alla somma delle radici
negative , dovendo il complesso di tutte le radici
essere zero; .che mancando jl 3° termine , sard
indizio che |la- somma dei prodotti delle radici
rese a:due a due sarj =0, 0 cio che & lo stesso
4 somma dei prodoLti positivi = alla somma dei
negativi, ' :

457. Risultando I equazione

Az B4 =o0
dal prodotto delle sue equazioni lineari x —q = o,

. grado qualunque sara

2)56 ! . - . B
‘ = G =x 0, N viene C ) '
fm—;l?f:szr"axdisisibi!e ;’)er ciascuno di’a:;xoo‘:efaétiqg ;
_ { . ‘
eerlo qualuague qm:(‘:i:of(:iu‘::aun: delle su;. ra;
ici i essa si potra abbassare | iu
dw:i’ P;irvi?l?:dg;z 4;1 fattor lineare xr—-a iﬁ':gi)le"'
ﬁ? 'oodi che, essendo ridotta al secondo, sar
di ptrovare le altre due radici. coussione so-
458. Siccome le radici di una qye ne so-
ituite in ludgo dell’ incoguita rendono q\‘ hoge
Stl‘: : cosi quelle quantita ; che mt;sse r:ii uogo
E;llv’jucognita in una data equazione ad::ima. :
— o, saranno radici dell’ equazione me lesiea, -
—”Lé’ cousiderazioni da noi fatf.e superma}te S lbo
mettono in istato di poter glyggfrg oo per
alla risoluzioue delle equazioni | esan; grado per
una via assai piu breve di quella n ke che
hoi seguita. A tale oggetto st osser B0 e
;:Olltiugxo ‘termine col segno cangiato eguagli sempre
il p dotto delle tre radici dell equazilonj p(mf sta
:lelprl‘}o" grado; se l'equazione data avra a ::si  una
ualcilé radice raziopale, essa sai‘?i co;np esa fra s
ﬂivisori dell’ ultimo termine, e l?ver u,Mioue o
dell” incognita, rendere tutta q ne =
luugo“sg Esempio 1. Sia proposta ¥ equa

23 —6x* +11x—6=0.

he il suo primo

' o . . . adici
Se essa avra delle rad}ca .F?ZIOPQII, ;;uegst: g et
saranno comprese fra i divisori 1, 2, epative
:,a Itimo termine, presi PQSI‘u“mm‘:'t:irvi Rative-
e, te. Incomincio in luogo 91 x a sostitul v
:;eﬂe ‘siccome trovo I’ equazione esse;g e“:i s pro-,
cosi conchiudo che I unita & __ul'n.\":;?é ic  della pro-
posta, per 'cui ‘essa sard d}(vlfa{zfcnep L e per
escguendo di [itto una tale divisione,
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quoto x* —5x + 6 =0, equazione di secondo

grado, che da

5 (25 ) 5 | 1 |
—_ m— N — — TIT amme ——
=7 = l/ — | + -, onde le ’a]tre.

2

due radici della proposta equazione sono x =3,
ed x-=—2a: per lo che sara anche

2} —6x* +11xr—6=(x— l.) (x—2)(x—3),

come si pud facilmente verificare eseguendo gli in.’

dicati prodotti. ‘

Su di questa equazione si possono verificare con
tutta facilita le proprieta, che generalmente abbiamo
dimostrato aver luogo riguardo ai coefficienti (456).

460. Esempio 1. L' equazione ‘
x? 4 8x* 4 17z -+ 10 =0 essendo soddisfatta me-
diante la ‘sostituzione dell’ unita negativa in luoga
di x, sara divisibile per x + 1: in fatli eseguita
una tale divisione, si ha per quoto I'equazione del
2.° grado x* 4 x4 10=o0, le di cui radici sono

__1 (_42_' )___1 3
x= ziV 4 )= 'niz’

cioé x=—2, ed x=—>5: onde
¥ 4 8x* + 17+ 1o=(x~+1)(x+2)(x+5)
461. Esempio 1L Sia proposta I equazione
&3 — 1gx -+ 30 =0 mancante del secondo termi-
ne. Tra i divisori dell’ ultimo termine 3o osservo,
che il pumero 2 soddisfa all’ equazione, per cui
conchiudo che egli ¢ una delle sue radici. Divi-
do quindi I equazione proposta pel fattor lineare
x — 2, ed ottengo 1’ equazione del secondo grado
x* 4 2x— 15 =0, dalla quale ricavo le altra
due radici dell’ equazione proposta, che souo

Vol 1 17
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x=—14 V(1 +15)=—1 %4; cioe x=23,
ed x=—275; dove la somma delle due radici po-
sitive eguaglia la radice negativa, come fu general-
mente dimostrato al (456). o A

_ 463. Si osservi di' passaggio che quando le
radici di un’ equazione completa del 3. grado sona
tutte positive, I equazione a cui appartengono ha
i segni allernativi, come si ¢ veduto nel primo
esempio ; ¢ quando le radici. sono tutte negative ,

~come nel 2.° esempio, I' cquazione a cui apparten-

gono ha tulli i segoi posilivi.
463. 11 metodo da noi insegnata per- risol-
vere le equazioni del 3.° grado ¢ estensiva a tulte

le equazioni della forma I g M —bgn—c=0,
poiché ponendovi a#=sy; si ha la trasformata
¥ —ay* —by—c = o, equazione del 3.° grada

simile affatto a quella risoluta al (454). Conoscenda
poi y, si trovera subito x, mediante r equaziouo

n
rT=vy E
CAPITOLO XI,
~ Pella pisaluzione delle gqua;iaﬁi determinate

del quarto grade. o

464. Tulle’le equazioni determinate del 4.° grada
possono rappresentarsi colla formola generale

~34"‘qx3—px*——m,r—én=0; x essendo I in-

‘cognita 19, p, m,n quw;ité gonosciute POSiti've
0 negative, . ’
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465. Supponiamo in primo luogo, che sia nellg
stesso tempo g==o0, p==0, m=0,ed n=1, e
Y equazione proposta diventera x*—1=o0, ovvero
x*=—=1, estraendo la radice quadrata da ambi i
membri di questa equazione, si ha x*=H4 1, cio¢
x* =1, ed z* = — 1. Estraecndo-da queste nuove
equazioni pure la radice quadrata, si ottiene per la
prima x =41, e per la seconda x=+y —1;
dunque, quattro sono i valori di x nell’ equazione
x*—1==o0, e guattro percié- anche i valori della
radice quarta dell’ unita, giacché dall' equazione

x*=1, si olliene anche x==y 1; questi valori
sono i seguenti 1, — 1, y—1, —y—1

Se ora !’.equazione proposta fosse x*—n=o,
che dicesi equazione pura del quarto grado, si

4 4 4 . A
avrebbe x=yn=yn.yV 1, e posti per y 1 i pre-
cedenti valori, si avrebbe : :

4 4 4 4
x=1.yn=yn, x=—1yn=-—yau,

“ 4 .
x=y—1.Yyn, x=—y —1.yn Di queste
quattro radici, le prime due sono reali, e le altre
due immaginarie.

466. Sia in secondo luogo m=o0, e g =o,
e si avrh x*—px*—n =o0, equazione che si
riduce a quella del 2° grado (§1g), e che di

xs_—_.,—f;-;};-_‘/(-%—‘-+n),per cui |
xr=+ V(%:*:V(—?-i—:;)); doﬁde 51 rica~

vano  le quattro seguenti radici

%60 == ”»[/(-'-’3-+\/(%'—+.n)\v, )
= (EvE)
= V(5= v,
=&+ v(Zwn)).

. 467. Sia in terzo luogo m=o0, n=o0, e si
avrd x* — qx® — px* = o, donde ¢i otliene
x*=0, ed x*—qr—p=o0, ossia x==4vVo==%o,

ed x-—-vg- :tl//(gz—‘l' P ) . Onde le ‘I““"“"O ra-

. . ! a
dici sono x=o, x=—o, x-:..gz_ +V(-,-‘JZ,- + P

7 q? e ..
E== ,-Z—,{-p ) radici tutte reali; se p
3

nell’ equazione superiore fosse stata positiva e > EZ—,
le ultime due radici sarebbero immaginarie. Si ra-
gioni in un modo analogo, se nello stesso tempo
in cui n=o0, m=o fasse anche p==o: in allora
tre radici dell’ equaziome risultapte sarebbero eguali
tra di loro, perché tutte eguali a zero; la quarta
poi sarebbe x =gq. B ' '

468. Sia in quarto luogo » = o, e I’ equazione

generale diventerd z* —gx® —px®* —mx = o0,
cioe x(z’—qa*—px——m)=o0, donde si ri
cava =90, ed x° —qx* —pxr —m = 0., Sic=
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come quest’ ultima equavione, che & del 3.° grado,
lia per lo meno .una radice reale (§51) potendo
essere le altre due reali o immaginarie, cosi I’ equa-
zione proposta avendo una radice = o0 ne avra uua
seconda reale, e le altre due potranno essere reali
o imwmaginarie. .

469. Sia in quinto luogo g=o0, per cui I’e-
quazione generale si ridurrd ad
x4 —-px*— mx—nz=o0, equazionse che & man-
cante del solo secondo termine.

Onde giuugere alla risoluzione di quesl’ equazio-
ne faremo uso dell’ elegantissimo metodo di Eule-
ro, da lui esposto nel 6.° volume degli antichi
commentarj di Pietroburgo. Si sapponga a tale og-
getto che la radice di una equazione del quarto
grado abbia la forma 2= ya+ vb- V¢, in cui le
lettere ¢, b, ¢ rappresentino le radici dell’ equazio-
ne di 3" grado a3 —px® —mx—n =o; di
modo che (456) si abbia

p=a+b+c,

—m' =ab + ac + be

n = abec. ‘
Cid posto, si faccia il quadrato della supposta eqoa-
zione, e SI avra
r*=—=a4btc+2yabd2ayac+2vybc; e poi-
ché a 4+ b4-c=p', sard anche
x?—p =2vyab+2avac-+2V bc; si quadri di
‘nuovo quest’ ultima equazione, e si‘avrh
x4 —2px* +pr=4ab+ fac+ 4bc+ 8ya*be
+ 8Vab*c+ 8vyabe* =4 (ab 4+ ac+ bc)
+ 8vabc.ya+ 8yabc.yb+ 8vabe. ve; ma
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ab +ac ¥ b =—m, Vaboc=vyn, e Va4 b
- Vc==x. Dunque sostituendo questi valori nella
superiore equazioue, dopo d’ aver separato il fattor
comune 8 vabe, si avrd Lo SR
xt—ap'x® +p =—4m'+ 8ayn, ed ordinando
xt—apx* —8x yn' + p’ 4 4m =0, equazione
del 4.° grado mancante del secondo termine, una
radice della quale & certamente x=v a4 vy b ve,
essendo a,. b, c radici dell’ equazione del terzo’
grado 3 —p'x* —m'x—n'=o.

Paragoniamo ora la superiore equazione colla pro-
posta, onde determinare una delle radici di quest’ ul-
tima,% si avrd ap =p, 8\/rz.'=m,p'1 + 4m'=—n;
mediante queste equazioni, determinando i coef-
ficienti p', m', a' dell' equazione
&) —px* —mr—n =0, che dicesi ausiliaria
del terzo grado, si avra \

' , m?
= - N =
p 2 b 64 b
. n P" Il . pa
—m=s4 b= e

4 4 4

e P equazione superiore diventera

x . +(4+l°“r 64_..0.

Risolvendo col metodo noto quest’ equazione, si
avranno le tre radici ad essa appartenenti; e se
queste’ si suppongono x=—a, x=b,xz=c, bi-
sognerd che una delle radici della proposta equa-
zione del 4° grado x*—px*—mr—n=o0, sia
=va+ Vb4 yec.
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470. A prima ?iunta pare che questo metodo
non dia che una sola radice della proposta equa-
eione, ma_se si riflette che ciascun radicale pud
essere preso tanto positivamente che negalivamen-
te, si vedrd al momento che questa formola con-
tiene tutte quattro le radici; anzi se ammettere si
volessero tutti i vangiamenti possibili dei segni, si
avrebbero otto valori per x, mentre che soli quat-
tro possono aver luogo; ma rammentandosi che il
prodotto di quei tre termini, che & yabc deve

essere eguale (456) a yn' = -

5 conchiuderemo ,

m . _ . .
che se 5 & una quantild positiva, il prodotto dei
termini ya, yvb, vc deve del pari essere bositivo,

, m .
e se - & negativa, tale deve essere anche quel

prodotto: escluderemo quindi dagli otto valori di x,
che si possono avere, tutti quelli, che nel primo
caso non rendono il loro prodotto positivo, e nel
secondo caso tutti quelli, che non lo rendono ne-
gativo ; per lo che avremo

1° #= " va-vyb—+ yc | Nel caso che
2° x= Va—vyb—vyec | m .
3.° x__:___\/a__‘\/b‘}’_\/c 8 sia pOSI
4° x=—vya+vVyb—yc | tivo.

1° o= vya+yb—yc } Nel caso che
x= Ya—vbivg [ m .
3° x=s—va+vb+yec [ 8 & DBV
S x=—vya—yVb—yc ] tivo.
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Questa osservazione ci melte in grade di determi-
nare le quattro radici iu (Lnalungue‘ caso. Il ses

‘guente esempio servira di schiarimento.

471. Esempio. Sia proposta |’ equazone del 4.°
grado mancante del secondo termine

x4 —122* — 16xy3 — 16=0.

Onde risolverla si paragoni coll’ equazione del (469),

e sl avra

— 2 '——'12-——
p=1a =5=6
m=— 16\/3> onde n = l66l463 =13, |
16 144 ;
—_— P ,__——:,.._ s — 3.
n=16 m= + =% b+9=1

Sostituendo ora i valori di p', n', m', nella equa-
zione ausiliaria del 3.° grado
2} —px*—mx—n'=o0, essa diventerd

x3—6x* 4 13x—12=0, le di cui radici (455),

chiamate 2, b, ¢, sono a=3, b= 3+\2/A__7 .

c= 3~ \/_—‘7, i valori delle quali, sostituiti nelle
2 :
formole del (470), danno le quattro radici della

m 16y 3

L

" proposta. Siccome poi 5= = 2y3 ¢ una

quantitd positiva, cosi le radici della proposta
saranno '



4
4

' 2G5
!'.axz:' \/3+[/___3+\2/“"“2 +V3—-\:__7’
32 == Vig’_;,/.?’-*;/—*-g____VBu;/...‘q B
3.3:1:_'—:_.\/3_‘/_3"‘;/'“7+I/3——;/._7"‘

34+ v— 3—V—7
b x=—y3 o [ T
e poichs si ba (434)
V3+\/—7 A A\ e

2 2 2

]

—

2 2 2

l/a—_\./‘;-"7 —Y7_ V=t ; cosi mediante le

opportune sostituzioni di questi valori velle tro-
vate radici, esse si cangeraniio nelle seguenti

1

12 x—= \/3+l/_7+l/_'_”__'_+,‘_/_2__l/;1:—; V3+v 7,
2 2 2 2 -

are= 3TV VIV g3y,

2 2 a2 2

3.2 x=_.\/3__‘./52_ vt 4,_}./2 —_ \/:—I ____—...._..\/3__.\/__; ,

2 2
. V7 V=1 V7 y=1__ _
4+ xz*—-\/?)—i-—i——}-“—'—'*z *—-;—+-—;H—-e-'—-\/3+\/ I,

due delle quali sono radici reali, & due imma-
ginarie. : ; oo

“472. Sia finalmente. proaposta da risolversi I’ e-
-quazione completa & —gx® — px* —mx —n=0;

onde rtisolverla bisogoa trasformarla in un’ altra
equazione. pure del 4.° grado, ma.mancante del 2.2
termine, e per conseguenza della forma di quella
da noi risoluta (46g). Per cid fare, in luogo di x

si ponga nella proposta j‘ + L, esiavna I equa-

4 k4
zione : '
4 3 6g*r* ‘qsf q* 3q%p°
A A T “"356‘ gt
_ 3¢y ¢t . Py pq
16 B4 24 a2 a6 7

m ) 0 [y D (3 4
— P9 __n—o, dalla quale, i termini coblenenti
3 ;R e
le terze potenze di 7 distruggendosi vicendevol-
mente, si ottiene un’ equazione della forma

yr=pyt—my—n'=o

paragonabile con quella del (469g) gia risoluta.
Determinati i quattro valori di y in questa equa-

zione , basterd a ciascuno di essi aggiungere % per

avere quelli di x, ciod le radici dell’ equazione
completa del quarto grado stata da noi proposta.
Le radici trovate messe in luogo delle incognite
nelle rispettive equazioni, a cui appartengono, le
rendono soddisfatte. -
473. Nell’ equazione completa del 4.° grado

.m4 + A“.I’a + Bux, + C”mv-"‘ Dn — o,
le di cui radici sieno a, b, ¢, d, sara il coefli-

ciente del secondo termine col segno mutato eguale
alla sommea. delle radici ; il coefficiente del 3.° ter-
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mine col proprio segno eguale alla somma dei proi
dotti delle radici a due a due; il coefficiente del
querto termine col segno cangiato & eguale alla
somma dei prodotti delle radici a tre a tre; e T ul-
timo termine col proprio segno sard egnale al pro-
dotto di ‘tutte quattro le radici. Al (456) si & di-
mostralo , che essendo a, b; ¢ le radici dell’ equa-
vione del 3.° grado x*+A'z*4+Bx+C'=o0, si ha
—A =a-+b+c

B =ab + ac + b¢
— C =abec.
Moltiplicando ora quell’ equazione del 3.° grado per
la nuova equazione lineare xr—d—=—o, e nel pro-
dotto raccogliendo in un sol termine tutte le quantita
moltiplicate per x*, in un altro termine quelle
moltiplicate per z*, e finalmente in un termine
solo anche quelle moltiplicate per x, si viene ad
avere |’ equazione del 4.° grado ‘
x* 4+ (A —d)x’ + (B —Advx? 4 (C —Bd)x—Cd=o,
la quale paragonata colla proposta di
—-A":——A'+d=a+b+c'+d' ‘
B'=B —Ad=abtac+ bc+(a+-b+c)d=
ab4-ac + be+ ad + bd + cd.
—C'=—C +Bd=uabc + (ab-4-ac+bc)d=
abc 4+ abd <+ acd 4 bed.
D' = — Cd == abcd, come fu proposto. ,

474. Questa legge ha luogo non solo per le
equazioni del 2.° grado, del 3.° grado, e del 4°
grado, come si dimostrd ai (415, 456, 473), ma
anche per le equazioni di qualunque grado, come
facilmente si-pud provare con un ragionamento ana-
logo a quello-da noi impiegato superiormente. Di

. a‘&!
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modo che si pud conchiudere che in una equaziene
completa ed ordinata del grado “ennesimo ; il  cogffi-
ciente del secondo termine col segno cangiato ¢ eguale
alla somma di tutte le radici, il coefficiente del terzo
termine col proprio segno & eguale alla somma dei pro-
dotti; che con tutte le radici si possone fare prese
a due a due, il coefficiente del quarto termine col
segno cangiato & eguale alla somma dei prodotti, che
colle radici si posson jare combinandole a tre a tre,
il coefficiente del quinto termine col proprio segio e
eguale alla somma dei prodotti delle radici a quattro
a quattro, e cosi di seguito , e U ultimo termine col
proprio segno, se Iequazione é di grado pari, o col
segno cangiato , se essa & di grado dispari, eguagha
sempre il pro 0:10 di tutte le rad:'loi. .

Appoggiati agli stessi principj da poi esposti per
le eggafigoni'degl 2° e dell) 3° pérado, si vedra fa-
cilmente che una equazione qualunque del quarto
grado risulta dal prodotto de’ suoi quattro fattori
lineari, per cui sara divisibile per ciascuno di essi;
mediante poi una tale divisione si minorera il suo
grado. Questa proposizioné si & anche dimostrata gene-
ralmente per una equazione del grado emmesimo (417)-

" 475. Esempio 1. Sia data I' equazione

x4 — 1023 + 35x* —Soxr 424 =0

da risolvere: si osservi primieramente che essa ¢
soddisfatta ponendo I unita in luogo dell’ incognita,
per cuni x==1 sarid una delle sue radici, ed in
conseguenza 1’ equazione proposta sara divisibile pel
suo fattor lineare x— 1. Eseguendo una tale divi-
sione si ottiene per quoto I equazione del 3. gra-
do % — gx® - 26x — 24 =03 la 3uale, essen-
do soddisfgtta da x=12, si riduce mediante la sua
‘divisione per x—3, all’ equazione del 2.° grado
x* —7x 4+ 12 =o0; le di cui radici sono
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g a/(49 o o
xz.l..ki ‘/(i/‘-—i—-—xn):-z_i——r,cméngf,ed
2 4 27 2 N

x=3; onde le quattro radici della propoéta, ‘equa-

zione del quarto grade sono x=1, x=na, x=3,
=4 = o
476. Questa equazione, ed in generale qualunqué
equazione di grado superiore al secondo, ¢ divisibile
Pel fattore di secondo grado risultante dal pradotto di
due gualunque dei fattori lineari appartenenti all’ e-
quazione medesima. Dividendo in fatti la proposta
equazione x* — 10x% 4 352> ~ Soxr 4 ad = o
per il fattore di secondo grado x* —3x 4 2, ri-
sultante dal prodotto dei due fattori lineari x—1 ,
x—2, 8i ha per quoto la stessa eqnazioue

x* —n9x 4 12==0 da noi trovata, e risoluyta su-
periormente.

477. II. Abbiasi I equazione
z* 4 122° 4= 4g>* + 78x 4 fo=s o,

Onde risolverla, osservo che fra i divisori dell’ ul-
timo termine 4o di questa equazione il — 1, ed il
—2 vi soddisfanno, ne conchiudo quindi che questa
equazione sard divisibile per x 41, e I’ equazione
del 3° grado risultante, sara poi divisibile per
Z + 2 per cui si giongera all’ equazione -del 2.°
grado x* + gx 4 20 =o, la quale risoluta da

2l (Fw)=m2e

ciod x=+—4 ed x=—>5 di modo che le radici
di questa equaziane sono tutte negative, e sono
E=—1, T=-—2, £=—4, £==—"5 P
brevemente si sarebbe trovata I’ equazione ,
& 4+ gx + 30 =0 del 2.° grado dividendo a di-

e i SN Y TS T

ety ione pel. fattore del se-
rittura la propasta equazione pel- {alto |
condo grado x* + 3z + 3 visaltante dal prodotto
dei due fattori lineari x + 1, .:c-l-’-a.‘ o

478. Cade in accoucio anche qui d os‘sxervai'ltz_,
che nella prima delle proposte equazioni., della
q&ale tatte le radici sono positive, 1 segm sono
alternativameute positivi e negativi, e nella sccon-
da, le di cui radici sono tulte ‘megative, 1 segul

tutti positivi. 4 ’ . . o
’00047; Iip wetodo spiegato per la }‘is,O]u?J_Dﬂi .ilelle
equazioni . genevali del 4.° grade ¢ applicabile a
tutte le equazioni della forma

) n ) .
xh——axan——bxm——cx """d:(,."

iché fattovi x"==y; la proposta si cangia in
"3'2‘:}—» a]?__—b -2 ——cy{-,~d=o -equazione del quarto
grado simile a quella da noi risoluta al (473). Tro-
vati i quattro valori di y si avranuo pure _qugll’: di

&, poiché essendo x* =y, si ha anche x=V7.

'CAPITOLO XIL

Dei divisori aommensurabih'. , € .dol modo di trovare
le radici per approssimazione delle equasion)
numeriche. :

. Le uazioni di grado superiore al-quarto non si _pos-
fk?l?o genex-:ﬁneuw risolvere: vi sano pexd dei mctodi , l.!!edll({l)t:
i quali si giunge con facilith a scoprire le radici vasionali A
commensurabili, che possono essere contenute 4n que.:stcbequ. -~
zioui, conosciute le quali, mediante la divisione si la ba%adid
ranno di tanti gradi le date equazioni, v‘guani? sono ‘; b dic
Faeionali trovate, di mbdo che molte volte si giupgera u:i (o
durle al quarto grado ed anche a minor grado; ¢ quindi 8
polrauno wrere tulte le altre radici, ,



Parlando dell iopi del 3.0 e
clle. equazioni del 5.° e del 4.° grado abbia?no

fatto osser e
vare (458, tﬁijz,l che I oltimo termine di una equa-.

siope qualunque risul ' i
bone g prodotto di tutte 1 jei
:]lndle messup numero gub “essere radiee cn;r;‘;ismd‘;il::w
Pf equazione, s¢ non & divisare esatto dell’ ulti S nine.
es:; e ‘P:{nfix i divisori commensurabili, che ;5;‘;‘;?,
; Menuti in una data equasi i ,ehbe e
ta i 1t ] X eq. . one, st tr: itui
illml?lf:n P:iu]’l:c,he In meno tutt: i divis,o,ni cl:l:)ll’ u]ti::o soitup .
‘luaﬁ lgore:d incognita rella proposta equagione , e ue’ll;;m'3
posta equazio,e ssero soddisfatia sarebhero vore radici deﬁa :
vente lun{;hiss;;a',n: SI::cr:ime(aaE:;&t:e Qpc;:fii o anecbbe dipzz
ave, ‘ tice ando I' ulti :
re ;;; m(;lu -‘d'v'“’f" cost si rende nc(rl:essario I ave‘:-w te";"m
terglerel szlle insegni s;i;)ito a rigettare i divisori inuﬁfi (_g;a ch.e
tore amente quell: 4 . v rie
equasione. quelli che possono soddisfare alla propasta
.QUale‘ixS!l')i)il: 3::652:‘)& oggetto sia proposta I equaziove E=o, la
lineare sard x : a; ta radice intera e razionale a. Up suo fattor
dere la PI‘OP‘)sl.a ;r&upponeud? Q ll~ quota otienuto dal divi-
sentare per ( x—-I;)Qx: @, I' equazione data si potra rappre
e Pt (£—a)Q=o, ed il numero a si troverd fra i
o suQ l.lltlll](.) termine. Ora se in questa ultima oo
si otterra ll]:g:ra(:} et porrd y 1, per cui sard J"':"‘ziq"u?’
sue radici eguali Ol‘mdt“jéy—a-{—l ) ¢ =0, la uale avra l;
Se Ia pro §ta a que del}a proposta diminuite dcH? unita,
oy 'Per‘ !;‘):dioeaveva per l;adn({e la quautitd a; la trasformata
- y a—i, e I' ultimo suo termine sard divisibil
Per 6= 4}, Quost o termine poi non & alvo che la. pro-
» nella quale siasi cangi i i .
o b 5 1 e & e T
y’ =GI$U?ZIOIR_']: E=o in luOgQ di x si ponga ¥Y'—1, onde
yorohas o la proposta diverra (' —a—1)Q'=o. Un
de di isori dell ultimo termine di questa equazione sa?O' no
termin‘z :i :t‘t]i?:n: aﬁﬁe i de;l. quﬁ.lione ‘dat,a, : quest(? tltn:(;
» t cangiando , nclla pro; =0. % i .
Da quanto si & detto si rilev’:z c};epsé.POSt‘a E=o, xR
quazione proposta E —s 3 se. @ ¢ una radice dell* e~
avra pcl i~ad!i) =0, la trasformata i Yy aossia in z—
avra per r d.cﬂ a1, ¢ la trasformata in ', ossia in x +‘
3 cim radice a+x i 0 cid chie & lo stesso I* ultimo termi .
ciascuna equaziome in X—1, in x, ed in e
ﬁsse:le rispettivamentc divisibile per @ — l" d X~ 1 deve
onde i ricava la seguente régola, ‘3 POF 4y per &1;

P |
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‘si Saccia nel primo membro della proposta equasione suc-
cessivamente: LT3, XTI, X=—1, € si -otterranno lre
atitis che nomineremo B, D'y’ D', la prima deile quali
non & che U wltimo termine, ossia la quantith tutia nota della .
wrasformata in x—1, la seconda & U ultime termine della
proposia, © la terza & ¥ ultimo termine della trasformala in
X +-1; cid posto si irovino i dwisori di questi tre numeni,
e si dispongana in tre lince onizzontali : fra i divisari di D’
non si- ritengano che quelli , che si Irovano nello stesso
tempo in D diminuiti dell’ unith, ed in DY aceresciut del-
¥ uniti , o viceversd; twiti gli atri divisori di D' si ri-
gcm"h‘o come inutili; ¥ pumenri rilrovati nel primo di questi
confronti possono essere radic’ rasionali positive, e gli aliri,
radici rasionali negative della proposia equazione =03
quelli poi tra i divisori, che saranne dowti di questa pro-
prieta , e che sostituiti nell’ equazione proposta vt soddisfa-
ranno, saranno altrettanie radici commensurabili della mede-
sima: se poi nessuno di questi valori rendesse soddisfatta la
proposta equazione, sarebbe segno ménifesto che P equazione
data. & mancante di radici razjonali. Quasto elegantissimo ime-
todo & dovuto a Newton, o ‘

Facciamo alcuni esempj.
482. Esempio 1. Sia proposta 1’ equazione del terzo
grado x3 — x> — 18x - 7250, di cui si vogliano le
che in essa fossero contenute, Fatto nella

yadici razivnali, ,
Ko ; fattovi

medesima == 1, si ha D==1==5—18+72==
x=o0, si ha D'=73, @ finalmente postovi r == -— 1,

viene D' = — 1 --.5>—{—-'18+72=:.84, onde si ha

D =50 n,2,5,1o,35i5q.
1
1,2,5,4,6,8, 9, 12, 18, 24, 36, 72

DI'?—-"‘-84 132> 5;4:6:7551954211/,181 42:843

Prendendo ora in esame i divisori di D', seeondo quello che

¢ stato detto al numero antecedente, rigetto *unith , perche in
he in D vl & 1, edin D" si

D non vi & zero, ritengo 2 perc

trova il 3, rvitengo del pari 5, perche in D vi & il 2,.edin
D vi & il 4, cos ritengo il 6 per una simil ragione, e rigetto
tutti gl alti. Prendendo poi i divisori di D négativamente 1y

D= '72
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rigetlo tutti eccetto il — 4, perchd egli & il solo, il qusle di-
minuito di 1, per cui diviene — 5, sia divisore di D , ed

accresciuto di 1, per il che diveota — 3, sia divisore di D". -

Sostituendo ora scparatamente ciascuno di questi quattro valori
nella proposta equazione , essd si lrova soddisfatfta dal 3, dal
6, e dal —4 , onde questi numeri sono le radici ricercate ,
per cui essa pud essere rappresentata dal prodolto dei tre fat-
tori lineari *x—3, x—6, ed x-+4; onde
3 —5x* —18at72 =(x—3) (2—6)(x+4);

come facilimente si potrebbe verificare, mediante la moltiplica-
zione dei fattori medesimi.

483. Esempio Ul. Sia x3 — 102* +31x—30=0, di
cui si vogliano le radici razionali. .

Fatto in questa equazione x=1, indi x==o0, e final-
mente =1, si ha D=—8§, Dx=—30, e
D'==-— 172, onde

3

D=-— 8Y1,2,4,8

D=— 30 1,2,3,5,6, 10, 15, 3o.

D”-';'-"”“'Jz 1,2,3, 4'3'6:‘85 9 '3: 18, 34:; 36, 72.
Fra i divisori di D' presi positivamente sono il 1, il 3, ed il
5 quelli che si possono ritenere , e fra i negativi il solo — 5.
Sostituiti ad uno ad uno questi quattro divisori trovo che Ia
proposta & soddisfatta dai primi tre, per cui conchiudo  che
il 25il 3, ed il '5 sono le radici razionali ricercate; e sic-
come essa per-essere di 3.° grado non pud avere che tre sole

radici, cosi risultera dal prodotto dei tre fattori lineari x—a,
X3, x5, per lo che sard

x3—102% + 312 — o =(x—3) (z—3)(x—5)

484. Esempio WI. Si vogliono le radici razionali. dell’ e-
quazione del "5.° grado

x5 — 6zt 4 g’ 4+ 1232® — 53z 448 =0.
A tale oggetto pongo suceessivamente xr==1, r=o0, x=—1,

ed ottengo D==12, D'==48, D"==9g6: i di cui divisori
“son0 i seguenti : o

vo.I. 18

T
T

A oo R

D:—‘m.‘ 1,335’4565‘?! } .
D' 2= 48 ';,g',S,",B,‘S,!5,?6,2‘,4&-'
D'=96 ) 1,2,3,4,86,8,13,16, 24,32, 48, 96

fnidiviaeri&l)‘ritécguilz,perf:héinl_)n & l,qd_
gml)" vi &l 5, cost ritengd 5, pemhé in D vie a,':}d in
D" si trova § , rigetto totti gli altri, perchd non soddi :inno
alle condizionj necessarie (381). Prendendo i divisori negativa-
mente- riterigo 1 — 3, ed il —3, perché in Dsi trova -;!—3,
¢ —4, ed @ D’ si incontra — 1, —2; rigetto tutli gh dt:’l,:
perch'é non hanno le necessarie qualitd. Di questi quattro cb;
sori i primi tre somo’ radici n:gn fah'dglla proposia , Per‘id
mediante la sostituzione cliui lgedul(m eosa @ »wdduﬁltta 5 C

he non acrade rispetto al ~— 3. )
chemvidem ora lﬁ::azione sta per I'equazione
x3 —5x* —fx — 12=0,

- oy o 3
i " dal prodotto dei tre fattori lm?au x—1, £—3,
&m:a_?_tez ’ chepsi sona trovati , si ottiene I'equadione del a.°
' | T

grado x* — 3x 4-4==0, che risoluta dd F= ——F—"}

. I3 » - . . ahre m

i valori di x sono immaginarj, e somo le _due
radici ?‘&a praposta equazione del 5. grado. Saremmo gisati
olla medesisna  oqussione del 2.° grado abbassande di un gra.
‘do alla veita I' equasione proposts, mediante le successive di-
visioni per ciascuno dei dre fattori lin’em-i. trovali. Smn}e ra-
gionamento si fa per qualunque equasione di quabivoglia

. o jone 1 2 equasi ediante
85. Osservazione 1. Se una propests equatione, m \
la so?liluzim:: di x==1, oppure di xr=-—1. 8 am:milasslcl‘,
sarebbe in aflora segno che 1, ovvero — 1 @ radice della
proposta; onde toita tale radice medimite la divisione per
T~ 1 ‘,’ oppure per x - 1 , si operersbbe “da gupo yulla
equazione di ‘quoto nel modo spiegata, per avere le altre ra-
s P s s e m e‘e.

G Tl e T, Poamde el frmasione
delle ‘equasioni , mediante 1o sviluppo dei rispettivi fattori
peari, ¢be le col no, molte volte si potranno risparmiare
';\agli ’mnhh tentativi, che si fanuo per trovare le radici com-
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mensurabili delle equazioni. In fatti; 1.0 quando i termini 7&«
una data equazione somo alternativamente positivi e negativi, o
.wcever;a, essa avrk tutte le sue radici positive, per cpi sara
inutile il tentare i divisori negativi. Ai (462, 478) si & veduto ve-
rificarsi_questa veritd per le equazioni del 3.°, e del 4.° grado.
(a.e Quando i terwini di una data equazione somo tutti po-
sitivi, tutte le radici della proposta seranno negative, per lo
che sard inutile il tentare i divisori positivi. T '
3.2 Nelle equazioni prive del secondo termine la somma
delle radici positive eguaglia quella delle raditi megative (456).
4.° Visono in una equazione tente radici reali positive,
quante sono le variazioni dei segni . e tante radici reali
tive quante sono le permanenze. Dicesi esservi una vanag:g:
di segni, quando i due termini consecutivi hanoo segni di-
versi, una perinanensa qnundo essi hauno lo siesso segmo: cosi
nell’ equazione , '
x4 — 523 4 5x3 4 5x—6=o0

vi somo tre variazieni ed una permanenza, e quindi vi po-
tranao essere tre radici reali posilive, ed una sola negativa.

Onde dimostrare questa verith prendiamo I equaziene del
terzo grado

x~"+(c-—-a-—b).r’+(ab—ac—~bc)z+a5c=o, |

la quale ha doe radici positive a, e 5, ed nna negativa —c

?ub sucoet.lene che ma ¢ >a-+45, ovvero e<s:tl}—6; nel
primo caso il secoudo termine & positivo, ed il terso & me-
gativo , percht essendo ¢ >a b sard anche moltiplicando:
dall’ una e dall’ altra parte per a5, actbe>(a4b)>
el a piu forte ragione ac-bec >ab, e siccome I ulti-
mo termine & positivo, si vede che dal primo al secondo
vi € una permanenza di segni, che dal secondo al terzo vi
¢ una _variazione , che .dal terzo al quarto vi & amcota
una variazione, di modo che in tutto vi sono due variaziom
cdxum} Peltrzl_a.nenu di segni, ciod tante variazioni quante sonu.
le radier positive, ¢ tante permanenze gnante somo le radici
negative: nel secondo caso, supponendo ciot c<L a5, il se-
ound? termine ¢_iell' equazione & negativo, ed il terzo pub essere
pocitwq © peguiivo, se questo ‘termine sark positivo, vi sard
dal primo al secondo termine una variazione di- cegai,;daf
secondo al terzo ancora wuna variasione; ¢ dal terwo al
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qxjarto nna permanenza , cid che fa . in tutte due varia«
zioni ed una permaucnza; se il terzo termine & megalifo, vi
sata una variagione di segni dal primo al secondo, una per«
sanenza dal secondo al terzo, ed una variazione dal terso al
quarto, cip che fa ancora due variazioni ed una permanenza,
3l numero delle variazioni dei segni @ adunque in questo caso,
come nel prima, lo stesso che quello delle radici positive, ed
il numero delle permauenze, lo stesso ‘che quello delle radici
negative. Quests ragionamento, che si pud estendere alle equa-
zioni tutie, e di qualunque grade, & dovuto a Cartesia. .

487. Da quanto si & detto si rileva a prima vista quabte
sieno le radici positive e quante le negative di una data equa~
sione gnalungue, Ja quale non cootenga che delle radici reali;
Lo.detto delle radici reali, poich® I esistenza delle radici iw-
maginarie rende inesatti i criterj sopra esposti.

488, Osservazione 1. Se ' equazione proposta fosse ine
completa bisognerebbe prima. completarla col supplire ai ter-
mini mancanti con zeri preceduti dal segno -, senza di che
non vi si potrebbero applicare i ragionamenti superiormente
fatti.

. 489. Osservazione 1. L'equasione
x4 —5x3-5xr2f5xr—6=o del (486), la quale contiene
tre variazioni, ed una permanenza di segui, risoluta sommi-
pistra auche tre radici posilive che sono xr==1, *==12, x=3,
ed-una negativa che & r==—1, {):rdxé in essa mon vi sono
yadici immagivaric; non succede la stesso rapporto all’ equa-~
siong 2 4 204 5==0, perche le sue radici sono immaginarie,

Della risolusione delle equazioni numeriche
.. per a;)p/msimziane.

490..In mancanza di radici esatte, bisogna- accontentarsi

_ determinarne i valori per approssimazione, ciog con mezzi ,
; uali fanno avvicinare sempre pib al vero valore delle ra-
. € sino a che I errore per la somma sua piccolezza possa
Ave considerato cape nullo. Fra i diversi metodi che souo
ocen, PTOPOSH @ questo fine noi faremo un breve cenno di
A .:lo di Newton, nel quale si suppone che di' gid si conosca
% nmero, il quale sia prossimo ulla radice, e dal quale si

"“é. onp poi dei valori sempre piu prossiini.

S vnon
dran
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Procarerema di far conoscere questo método prima ’SO{?Pi/i
un esempio fucile, per indi passare ad altri piit complicati.
4g1. Esempio. Si. vaole per approssimazione la radice
dell’ equazione x* == 20. : :
Si vede subito che x deve essere maggiore di {4 e minore
di 5: si faccia adunque X.= 4-{-—]], n cut P esprima una
vera frazione; futto il quadrato di questa espressione, si avrad
x*=16-4+8p 4-p?, e trascurando p*, quantita piccola per
essere il quadrato di una frazione, si avra approssimatamente
x* = 16 4 8p, ossia 20=16-4+8p, donde si ricava

L -
=-—:onde xr=4-4 — = 4,5, valore molto piir pros
2 2 ,

simo a y/ 20, che 4. Per avvicinarsi vieppit al vero valore
di y/ 20, si faccia x=4,5-}-p', in cui p’ significa una fra-
zione assai. pilt piccola della prima, e si avrd per determinare
. 2 . .
/I equazione x* = 20,25 -+qp 4 p'~, ossia trascurando
la . . . P » .
P, e ponendo nell’ equazione in luogo di x2 il suo valore
20, sarda 20 == 20,25 -} 9p’, dalla quale si ricava
Py o= — 0,25
9 . .
ragionare nella medesima wmaniera, c¢i avvicineremo sempre
pitn al vero valore di x, ossia dalla radice dell’ etluazione pro-
posta, a segno di differire da essa di una qoantita minore di

ogni data quantita. ~

Onde generalizzare quanto abbiamo esposto , supponiamosche

P equazione proposta sia x* ==a, e si sappia essere
; si faccia percid x = i ;
x>n,e<n+:,’ cia percio x nﬁ—{:—p,e‘sx avaé
per detcrminare p P equazione a=n2'~k anpJ-pi, ossia
trascurando p*, giacche trattasi di approssimasione , a=~f%;;]—2up,

" a-—n3 . a—ni n2d-g
onde p = ———, ed x=n-4 = =+ . Per

2n 2R 2n

avvicinarsi vieppil al vero valore di y/a, 3i faccia

n*t-a.

an

Y
== — 0,0278 prossimamente. Continuando a

+ p'; sostituendo questo valore di x nella prog

xX ==

. 2, N : . v
ta equazione, e trascurando 2/ , si avra I’ equazioue 33

ci dari il valore di p', il quale aggiunto al di gia trovato

B e — - -

1
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valore di x, dari una radice pitt prossima delln prima : da
questa radice poi, operando nella stessa guisa, rica-
varne un’ eltra pit prossima ancora, e oosl di seguito; di
modo che avremo in tale maniera i seguenti valori di x, i
quali anderanno di mano in mano sempre pitt approssimando-
si al giusto valore della radice dell’ equazione proposta

x=n

x=n+p

x=ntp+tp

x=n4p+p +p"

g=tntptp p 4 p

ecc. ece.

Egli & faclle poi vedere, che anche senza fare queste suc-
cessive sostituzioni, si pud avere a dirittura p’', mettendo
n-4-p in vece di n mel valore di p, per lo che si avra
b A (np)?

P 2 (nFp) ; per avere p'' basta sostituire n--p4p
L . Y 4 ( ')2 > 1

d = 2=\n +pp
nel valore 1 p, ¢ sara K ) y e cost di

seguito. Questa osservazione abbrevia moltissimo il metodo ,
anzi senza determinare i valori di p', di p”, ecc. se faremo

. n*-4-a

n o
an

. . 3 ]

L F , n' +-a G
.f:..n+~p-}fk r= py » & facendo n S iarvant si
avrd per quarta *approssimazione

"3
z2ndp+p +p = n”j’—a ; ¢ eosi delle altre, ecc.
493. Esempio. Sia proposta I’ equaziane x2=2, di cui
si voglia una radice per approssimazione. ,
. . . 1 3

_S',’PP““’ nxzp1, si avra x=n+pa-.:[+—;===.-z—-:

n’4a —

”a‘;’—’“‘- x=atptp = an’

» la terza approssimavione sara
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9
_..+ 2
4 =2F8 _ 7 pao wr =1,
3 4.3 12 R I
2 X -;-' .
17)"
Tk v + 2
, , n" 4-a 2]
x=n-p-4p -+ p = v == =
‘ 17
2 X —=
12
289 - 288
43
ll_’; = ZZ; . Quest’ ultimo valore & tanto prossimo
6 , C
. X . . 51!
?\l vero valore di x, o di y/ 2, che il suo quadrato _13’61%2%.
. : . . . . L .
non differisce dal 2 che della picoolissima quantith W’dl

cui lo sorpassa. . S

493. 11 metodo sopra descritto s’ impiega collo sthseo suc-
cesso onde trovare per approssimazione le radici di qualunque
equazione. Prendiamo per ‘

Esempio 1. L’ equazione generale del 3.° grado
x3 faxr - bxr-4-c==0, e supponiamo che la quantita. n
sia un valore prossimo di una delle sue radici. Facciamo, se-
condo quanto si & dettv, T==n--p, e siccome p, per. sup-
posizione , deve essere uma quamtita piccola, giacchd ¢ la
differenza tra la vera radice ed il valore &, cosl potremo tras-
corare le potenze di p superiori alla primw; ed avremo in tal
maniera x?*==n®*-}anp; x? ==n3 4 Snsp; fagle queste
i

soslituzioni nel’ equazione proposta, avremo
nS -Sn*ptean® L2anpt-bn 4 bptc=xo,
3 s
ndtantfbude o

e quindi p = —

35n2 4-2an4b }
Te=n— ndd=an®4bnd-c _ 3nd4an®—c iﬁg w
#*,
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Collo stesso ragionamento che abbiamo fatto al (4g1) si di-
mostrerd, che si potrd avere una radice di questa anche pii

prossima , ¢iod & =n--p-}p', se dopo di aver rappresentato
per n' il ritrovato valore di x, si prenderd

3 . >
an” J-an’.—e

X == —— . Similmente eguagliato questo valore
- 3n" 4aan'+b , .
di x ad n", ci approssimeremo maggiormente alla vera radice
us : "
an” ~ean’ —c

- pomendo x = » ¢ cosi di seguito.

3a"% t-2an"+b .
494. Esemp. 1. Sia I'equazione x3 +4-a2x*-4-3x—50=0,
dl cui si voglia una radice drr approssimazione. Paragonandola
coll’. cquazione generale numero precedente, sard
a==2,b=23, ¢=-—>50, ¢ per conseguenza
and 4+2n* 45 . . o
x = Ty Ponendo ora in luogo di n il 3,
che éﬁ&n valore prossimo di x, sard

w 2-2743.9450 123 61
3.9%4..3+3 42 a1’

Sostituendo. poi nel valore di x, in vece di n, g—:—, si avrebbe

una'&gggiore approssimazione, e cosi di' seguito.

- 495. Esempio HI. . Per avere una radice approssimata
dell’ equazione x? —2x — 5 =0, si paragoni questa col-
P equazione generale del (493), e sard a=o, b==—2, c=—13,
per lo ghe faite le opportune sostituzioni, si avra
‘an3 45 N
Br* — 3
n, per essere questo numero prossimo alla radice proposta

x =t - Ponendo, nel valore di x, 2 al luogo di
sam X = % = 2,1. Mettendo ora per n il trovato valore
*dff?&z,x, si avrd, falte le opportune ridugioni, x==2,09456 ;

3



281

%e in lnogo di n si penesse: 2,00456 nel valore di x, si avrebbe
una approssimazione ancora maggiore, e cosi di seguito. ;
4ob6. Per le equazioni superiori al quarto grado daremo

il seguente 5

Esempio. Sia proposta I' equazione del '5.° grado .

x5 — 62— 10==0, di cui si voglia una radice per ‘approssi-
wazione. Si vede facilmente, «che 1 & troppe piccolo, ¢ 2@
troppo grande per essere radice della proposta; prendasi per
¢id x==n<p, e mediante un ragionamento analogo a quello

del (491), si avrd x5 =n’~5n4p, e per conseguenza

nS 4 5n%p==6n-+46p + 10, donde si ricava

_ Snkro—n gnstro
P = Bnt—b6 ed x = St —6 , si facria quindi
n=2, e sard x ::._4__'__52._.4.—_2_.___._‘_59_’ valore die" .

5. 1()——6 5']
scosta dal vero. Se adesso al luogo di n nel valore di x si

sostituisse -g—?— , si avrebbe un 'valore ancora pili approssimato

della radice x.

497. Onde determinare poi un valore di =, dal quale in-
cominciare le approssimazioni, si suole trasformare prima la
proposta in un’ altra, le di cui radici eguaglino quelle dddla
medesima diminuite di una data quantita k; Prendendo, per

un esempio, I’ equazione del 3.° grado x* +ax* ybx+-c=o,
i coefficienti della quale possono cssere positivi o negativi, si
ponga in essa x==y -k, per cui sard y=x—k; e si
avra la trasformata :
73 (e 3k)y* + (b4 aak3k)y
4c 4 bk-4ak® 4 k3 =o. Facendo poi in essa
A=a+ 3k
B=bw4-2ak-} 3k*
C=c+bk+ak* 4 k3, sard
y34+Ay2 By C=0.

Si prenda ora per k un numero, il quale renda le quantita

A, B, e C tutte positive, per cui la trasformata in » avra

9
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in allora tutte le sme radici negative (§78): cid posto indicando
con —r une delle radici della tnsfofi?at!t, avremo ym=—r,
per cai sard x:—:k-—-—r;i onde me conchiuderemo che %k sara
un numero maggiore della massima radice positiva della pro-
posta , ginechd qualunque valore di x, ciod di k—r 2 sempre
wisere di k. Egli & apponto dalla quentith k, che si deve in-
onmindiare ; per avere di -mano in mano i valori pit approssi-
mati delle radici delle proposte equazioni. »

- 498. Per fare um esempio abbiasi 1" equatione

x3 —gx - 7=o0, la quale paragonata colla equazione ge-
nerale del numero precedente dd a==o, b==—17, c==17, per
coi A==3k, B==— 745k, C=7—7k'4-k*, donde si
vede facllmente che il minimo valore di k, il quale renda le
quantita A, B, ¢ C tutte positive, & il 2. Per trovare adunque
una radice prossima della proposta equazione, jucowinceremo
3 supporre = ==2, ed avremo per prima approssimazione

-9
x=-—5-=l+;§-5, per seconda approssimazione

583 243
| B T

E’ da osservarsi che se I’equazione proposta avesse tutti i
segui positivi allora le di lei radici sarebbero tutte negative,
per lo che ponendovi — x in Juogo di x essa si trasformerebbe
in un’ altra, nella quale le radici sarebbero tutte positive. In
questa nuova equazione poi si cercherebbe il valore di k, e
quindi una radice prossima della medesima, la quale, col
segno cangiato savebbe la radice negativa della proposta. -

Non mi trattengo ulteriormente nella teorica delle egmazioni,
essendo._essa destinata a formar parte dell’ introduzione all’ Ana-
lisi Sublime : quel poco che ho detto basterd , io spero, per
invogliare i principianti ad approfondirsi in questo importan-
tissimo ramo d’ Analisi.
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CAPITOLO XIIL
Dei Logaritmi.

409 Se alla quantith costante & intera e maggiore
‘dZ?l’ unith si dard un esponente variabile x, si
avranno altrettanti valori y, quanti sarapno i va-
lori dati ad x, e questi saraono maggiori dell’ unita
per tutti i valori positivi di x, e minori dell’ unita
per utti i valori negativi di = (83, 84): vicever-
sa, ad ogni valore di y dovra corrisponderé un va-
lore di x tale, che sia sempre b=—y. Gli espo-
nenti che successivamente s danno alla quantitd
costante b si chiamano i logaritmi delle quantita,
che di mano in mano si ottengono; mentre la
quantith b dicesi la base di questi logaritmi: di
modo che x sard generalmente il logaritmo di y.
Per denotare i logaritmi si adopera la lettera L.,
o la sillaba log., onde sard x=L.y, oppute
x = log.y.

I logaritmi dei numeri che si sono ottenuti me-
diante la stessa base, formano un sistema di lo-
“garitmi, e siccome pud la base variare all’ infinito,
cosi infiniti possono essere i sistemi logaritmici;
onde si vede facilmente che uno stesso numero
pud avere diversi logaritmi appartenenti pero a di-
versi sistemi logaritmici: in qualunque sistema perd
il logaritmo dell’ unita & sempre —o, e quello della
base = 1. Di fatto elevando qualsivoglia quantitd b
a zero, si oltiene sempre I’unith (85), e dando a
qualunque quantith I’ esponente 1 si ha costante-
mente la quantith medesima (1g99).
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500. Abbiansi ora le seguenti due equatio-
ni, cio¢ ‘ )

12 bm=—gq
2.2 b" =c,
secondo la convenzione fatta, sard -

) m=log.a; n=log.c. N
Moltiplicando ora le due eqnazioni 1.2 e 22 l'una
per Paltra si avra 8™ =ac, e per la gia citata
couvenzione , sard m -+ n=1Ilog.ac; pouendo in
quest’ equazione i valori di m e di n, si otterra
finalmente ’

3.2 log.ac=log.a + log. c.
Se ¢ fosse —=df, si avrebbe, sostituendo oppor-

tunamente in q‘uesl.’ equazione in luogo di ¢ il suo
valore , o ;
log.adf=1log.a + log.df=log.a -+ log.d ~+ log.f.
Da cid si raccoglie , che il logaritmo. di un pro-
dotto & eguale alla somma dei logaritmi dei fattori ,
che lo compongono. )
Si divida ora la 1.2 per la 2. equazione, e sard

a S
™" =—, e per la convenzione fatta, sara
c «

m—n—.'.f’logf’% ) ponendo ’éoi in quest” equazione

pe;‘ m‘, e per n i rispettivi loro valori, sara
4 Iog.-g- = log.a — log.c;

ciot il logaritmo di un quoto é eguale al Iogéritmo

del dividendo meno il logaritmo del divisore , 0 cio
che & lo stesso il logaritmo di una frazione eguaglia
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il logaritmo. del numeratore meno il logaritmo del

denominatore. .
Si ionalzi una delle due date equazioni alla po-

tenza p, ed operando sulla 12, sard )
b™=a"; onde mp=log.a" , e mettendo per m il
suo valore, sard '
, 52 log.a" =plog.a. T
Donde si scorge che il logaritmo di una quantitd
elevata ad una potenza qualunque é eguale al loga-
ritmo della sua radice moltiplicato pel grado della
sua potenza. ]
Si estragga finalmente dalla 1.2 la radice peims,
supponendo sempre p, ed m numeri .interi e posi-
L/ P . '1: P .
tivi, e sard y b™ = v/a, ossia b’ = \/a, per cui

P )
Z= log. v a , e mettendo per m il suo valore, sara

P log.
- 62 log. \/a=—'2§—‘-‘-.

. Donde si ricava, che il logaritmo di una qQuan-

titd radicale é eguale al logaritmo della quantita
sotto il radicale diviso pel grado della radice , a cui
é sottoposta, <

501. Supponiamo la base b= 10. Dando a que-
sta base diversi esponenti tanto- positivi , che ne-
gativi, si avranno i seguenti valori :

10° =1
10 = 10 101 == m——
) Io
R ’ 1
' = 100 100™2 == e T e
10 o " lo° 100

N.i
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s 1 x
10° == 1000 1073 == e e
. . 103 1000
4 3 4 H
107 == 10000 10 = e T

10* ~ 10000
Disponianio i numeri superiormente trovati in
vna fila orizzootale, ed in un’ altra fila pure oriz-
zootale i logaritmi ad essi corrispondenti; per cui
o1 1 1 H V
70000 Teoah To5 5 12 10, 100, 1000, 10000

Li—g, —3, —a2,—1,0,75, 3, 3, 4

Di qui si rileva, che pella base 10, come suc-
cede in qualunque altra base maggiore dell’ anita i
logaritmi negativi appartengono a quantita. positive
e minori dell’ unitd, ed i positivi appartengono a
quantita pure positive, ma maggiori dell’ unita,
onde si pud conchiudere 1.° che i numeri maggior:
dell’ unita avranno per logaritmi dei numeri positi-
vi, € quelli minori dell’ unita avranno per logaritmi
dei numeri negativi. 2.° Che i logaritmi delle quan-
tita negutive saramno immaginarj , non petendo essi
essere mé quantitd posilive , né quantitd negative.

502.'Le proprieta dei logaritmi da noi gene-

ralmeote dimostrate al (500), possono di gia veri-
ficursi sulle precedenti serie. Di fatto sommando,
per esempio, i logaritmi di 10 e di 1000, che sono
1 e 3, si vede che la Joro somma 4 corrisponde
nella serie superiore a 10000, numero che eguaglia
appunto il prodotto dei due numeri 10 e 1000.

Sottraendo il logaritno di 100 che & 2 dal lo-
garitmo di 1000¢- che & 4, si ha il 2 che cor-
risponde nella serie superiore a 100, qupto dei
due numeri 10000 € 100 proposti.



28
Moltiplicando il logaritmo di 100 che & avpez
2, si ha 4, numero che nella serie superiore cor-

risponde a 10000, il quale ¢ appunto il quadrato
di soo0. : ’
Dividendo finalmente il logaritmo di 10000, ,che
¢ 4, per 2, si oltiene 3, il quale corrisponde a
100, che ¢ la radice quadrata del numero proposta,
Se si potessero quindi avere di tutti i pomeri i ri-
spettivi logaritmi, i calcoli aritmetici verrebbero a
semplificarsi in modo singolare, meatre. le moltipli-
cazioni si cangerebbero in somme di logaritmi , le
divisioni in sottrazioni di logaritmi, gl’ innalzamenti
8 potenze, in moltiplicaziom di logaritmi, e le estra-
zioni delle radici, in divisioni di logaritmi. '
" 503. Dalle cose precedenti si rileva , che nessun
nomero’ ha logaritmio razionale, eccettuati’ quelli,
che sono potenze perfette della base 6. Se il nu-
mero a noo & potenza della base 4, non avra lo-
garitmo razionale, ma non lo avra neppure irrazio-
nale, poiché chiamato P questo Jlogaritmo irrazioe
nale, sarebbe &” ==a, cid che non ¢ possibile, se
i numeri b ed a sono razionali, essendo che nna
quantita razionale b elevata ad una potenza irrazio-
nale non pué che produrre un numero irrazionale ;
non potendosi ‘adunque i logaritmi in generale espri-

mere n¢ razionalmente ng¢ irrazionsalmente si sonoQ

posti- con ragione fra.le quantity trascendenti.
-504. Attesa I’ utilitd dej logaritmi nei calcoli
aritmetici, con indicibile fatica j Signori Brigg , ed
Ulacq si sono presi la cura di esprimerne i valori
per approssimazione , formando delle tavole di lo.
garitmi per la base 1o. ', , I
Vediamo ora come per approssimazione si possa
trovare il logaritmo di un numero compreso  bra
l'una e I alira successiva potenza della base. Vo-

TG BT - .

-

3 o
' il pot
- denominatore , ‘-lé;>log‘ 3 ,>:|2' Si po

v 88 : L .\' B p e .
;Liasi per €sempio, il logaritme 'di 2 nelh_l’bas:
10. T’mnndosi il 2 compreso fra 1 e :lml’ lritsu‘;o
logaritmo deve essere > di o, che & il ogal °
di 1,e < di 1, che ¢ il logaritmo di” 10, egt
sard ’pdunque una vera frazione: tnommandp questo
logaritmo colla lettera x, di modo che sia log. i:x,
dovrh il valore di x essere tale da dare 107=12.
Egli ¢ facile il vedere che x deve essere minore

di — , o i> che & lo stesso che 10* > 2. Poiché
2

facendo i quadrati di queste quantitd si ha da ]xfna‘a
parte 10 e dall’altra 4; la prima deljle quali &

inol'to'magg"iore della seconda. Del pari 3 ’e troppo

ér;nde per essere il valore ‘di x, mentre 108 > 1,
essendo che il cubo di 103 & 10, € quello di 2 @ |

solamente 8. Preso -‘-;—, si vede che questo valore

e ﬁoppo p,ic’colo‘:,per_ x, perchd 10% < 3; infatti
% ¢ 10, ¢ quella di 2 & 16.

rta nza di 10* & 10, e quella -

lSai gzerva?;:‘& che .x, o il logaritmo dl'ﬂ ¢ com
‘ b ed = <L L. o'cid che
preso tra -.;’-ed-z,~edé‘<-—3-'eh>4,
é‘ loy;st;ss(; ,i rniducm:endd queste frazioni allo stesso

ranno ades-
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- 60 provare le frazioni comprese fra — e — per
, 12 12

vedere quali sono le maggiori e le minori di log. 2.

Si tenti primieramente il — , frazione compresa

1 1 . 4 3 . 2
fra 3 ed —4—, ossia fra = e o Perché — potes-

se essere il vero logaritmo di 2, bisognerebbe che

2

107 fosse eguale a 2, o cid che & lo stesso bise-

a2

goerebbe che la settima potenza di 107, ossia 100,

\ 2
jfo‘sse ‘eguale a 27; ma questa & 128, dunque —
non & abbastanza grande per essere il logaritmo

. . . 3 2
di 2. Si prenda ora la frazione-— compresa fra —
10

'ed -;-, ed operando in un modo analogo a quello

da noi sino ad ora seguito, si trovera, facendo le
rispettive decime potenze, da una parte 1000, ¢

“dall' altra 1024 ; dunque anche -1-3; & troppo pie-

colo per essere il logaritmo di 2, ma si approssima
it di tutte le altre frazioni, essendo la differenza
delle due decime potenze assai piccola. Il logaritmo

di 2 & quindi compreso fra -13; ed —%-; ossia tra

2 é s, ed & > della prima di queste frazioni

3o 3o’ ' 4 1 : o
Vel. L 19
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¢ < della seconda : prendenda ora ‘wna frazione’
9 10 .

compresa fra =~ @ -, ¢ continuando sempre a ras
gionare pello stesso modo, anderemo sempre pid
ristringendo i liwiti, tra i quali si trova il valore
di x, di modo che si potra giungere ad una diffe-
renza fta i due limiti minore di qualunque data
quantita, ed il valore di x si confoudera coi limiti
stessi, per lo che si potrd prendere uno di essi
pel logaritmo di 2. II valore prossimo di ¥ in que-
sta maniera trovato, ridotto in decimali ¢ 0,3¢1030,
di modo che si pud conchiudere essere assai pros

simamente 10°701% — 2.

505. Lo stesso si dica dei logaritmi degli altri
numeri che non sona potenze di 10. Qui perd &
da osservare, che per formare le tavole di- un si-
stema di logaritmi non & necessario di trovarli tutk
con questo modo cotanto laboriose, basta trovare
in tal maniera i logaritmi dei pumeri primi per
dedurre da essi i logaritmi di tutti gli altri na-
meri, mediante la giusta applicazione dei teoremi
dimastrati (500). ‘ :
Cosi trovato log.a==x, si avra log.20=log.10. 3==
log. 10 + log.2 == 14 x; log. 200 == log. 100.3=
log.100 + log. 2 ==3 + x; log.2000==10g.1000.2==
bog.1000+log.a=3 4 x ( 500. 3* ); log. 4=
log. 2* = a2 log. 2 = ax; log. 8 = log. 23 =
3.log.2 = Jx; log.6f = log.2* = 6.log.2 = 6x
(500. 52 ); log. 40 = log. 10.4 =1log. 10 + log. § =
¥ + 225 log.4o0 == log. 106.4 =log. 100 + log. 4 =
2+ 3x; log. 4000 ==lgg. 10004 =l0g. 1000 3 log.4 =
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YA-a2x; log.80 = log 10.8== log. 10 +-log. 8=

1 + 3 x ; log. 800 =log.100.8 =log. 100} log. 8 =
2 3x; log8ooo=log.1000.8==l0g.1000-- log. 8 =

100 .
34-3x; log 50 = log. —;——-z_—log. loo-—~Iog.z-—'-.

S

' 1600 A : o
a—x; log 250 ==log. Z =log.looo—log.4==:‘

100
3 —ax; log 35 = log. ——==log. x00— log. 4 =

4

log. — =l log.a==1—x
2—3x; log.5 = log. — =log.1o—log.a==

&

(sl*(l,:;n?ina)ndo questi risultamenti si vede , cl:ig il
logaritmo appartenente ad un numero, ?hedmf lufar('::
volte pit grande di un altro & maggiore de .<ho'°.§i
ritmo di questo secondo . uumero di una um(ti (;
logaritmo di un numero 100 volte pil grande di
un altro ha due. unita di pid, quello di vo. numero
1000 volte pilt grande ne ha tre, e cost di seguito;
di modo che si pud conchiudere, che |’ aggiungere
ad un- logaritmo appartenente ad un dnt.o» nu'm‘eroé
o sottrarre da esso un certo numero di unitd,
lo stesso- che moltiplicare o dividere il numero co;‘-
rispondente , tante volte per dieci , quante sono le
unita agginate o sottratte dal suo.logaritmo. .

Operando in questo modo si possono tr.o:l:-}re i
logaritmi di tulti i’llufne?l: Egli e .facxle pm{} ve-
dere, come i logaritni dei numeri compresi ria r
e 10 sieno espressi da vere frazioni, 1 logaritini
eompresi tra 10 @ 100 sieno espressi da una 9gltk
piu una frazione , que!h de:-l‘ numeri compresi tx?
760 € 1000 da due unitd pit una frazione , quelh

FEEY

2.
Sgi numeri compresi tra 1000 ¢ 10000 da tre unitd
pil una frazione, e cosi di seguito. La parte fray
zionaria che si suole ridurre in decimali, si chia-
ma la mantissa del logaritma, mentre il numero
iutero si nomina la caratteristica del logaritmo. Da
quello che si & detto si vede facilmente che il lo-
garitmo di un numecro qualunque ha tante unitd
nella sua caratteristica, quante cifre vi sono nel
dato numero meno una. Quando adunque sara dato
un numero, si conoscera quanite unitd dovrd avere
il suo logaritmo, e dato un logaritmo, si sapra di

quante cifre sard composto il numero a cui questo

logaritmo appartieune. 7
Brigg ed Ulacq sono -stati i primi, che hanno
formate le tavole dei logaritmi ordinarj, scegliendo
la bas¢ decupla, perché serve di fondamento alla
ordinaria nostra numerazione. Le grandi tavole di
Ulacq si estendono dall’ unita sino al 102000, conm
dieci cifre decimali. Quelle di Gardiner giungono
allo stesso numero, quelle di Calet arrivano sino
108000 , quelle di Lalande al 10000, altre al
20000 , ecc. :

In tulte queste tavole vi sono scrilti progressi-
vamente in colonne verticali i numeri natut‘aﬁ, la-
teralmente a ciascuno de’ quali vi & posto il rispet-
tivo logaritmo. :

Dopo le osservazioni, che abbiamo fatte & facile
di supplire alla caralleristica di un numero. qualun-
que, quando essa non siavi nelle tavole, come per
esemgio in quelle di Gardiger.

: 06. I logaritmi che hanno per base. il 10 si
chiamano logaritmi ordinarj , o logaritmi tavolari;
1 Jogaritmi maturali hanno per base 3,71828183;
questi logaritmi sono quelli che per i priwi furo-
no dai sommo genio d¢l Barone Nepero Scozzese
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scoperti mel 1614, Fasi' si chiamano “anche ipg‘-
bolici , perché col mezzo loro si esprime la qua-
dratura degli spazj dell” iperbola equilatera riferita
agli assintoti.

507. Dai logaritmi calcolati per un sistema si
possono facilmente dedurre i logaritmi per qualun-
que altro sistema. Sia la base di un sistema = &,
e dell’ altro sistema =a, ed il logaritmo di un
pomero qualunque 7 sia nel primo sistema =p,
e nel secondo = ¢, sard &’ —=pn, a’ =n, per lo
che 8’ = a7, e per conseguenza, estraendo la ra-

dice quesima da ambi i membri di quest’ ultima
' P

——

equazione, si ha b7 =a. Prendendo ora i loga-

ritmi pel sistema di base b, sara L. log. b:log. a,

o verameunle a motivo di log. b =1 (499) , sara
P R L
p =log.a, da cui g = Tog =p log quindi

ne viene, che conoscendo il logaritmo p di un nu-
mera qualunque n pel sistema di base 4, si avra il loga-
ritmo ¢ dello stesso numero pel sistema di base a; molti-
plicando p per una-frazione, che abbia per nume-
ratore I unita e per denominatore il logaritmo della
‘base a preso nel sistema di base b, e viceversa: cosi dai
logaritmi calcolati per la base 6 = ro si potranno
dedurre quelli calcolati per la base a=2,71828183,
ossia dai logaritmi tavolari si potra passare agli
iperbolici, moltiplicandoli per

1 7 .
m:n,SonSSSog ..., 0vvero =12,3025851,
yolendogli* dare un valore approssimato e finito

a2 .
cgﬁ‘ sette sole cifre decimali, essendo appinto
043420448 ...., ossia 0,4343945 il logaritmo della
hase a preso nel sistema di base b. Volendo poi
dai logaritmi naturali, o di base a passare ‘ai loga-
ritmi tavolari, o di base &, si moltiplicheranno

. 1
L =] Che s i 4 &
el T 0,43429448 .. pros

simamente = 0,4343945; poiché 3,3035851 ¢& il lo-
aritmo della base b nel sistema di base a; di modo che
indicando colla sillabx log. il logaritmo di base b,
e colla lettera L. quello di base a, si avranno le
seguenti due equazioni

12 L. n=1log. 1 (3,3025851)

12 log. n=L. n (0,4342945),
colla prima delle quali si trova il logaritmo iper=
bolico col mezzo del tavolare, e colla seconda si
trova il logaritmo tavolare col mezzo dell’ iperbo-
lico. Cosi essendo il logaritmo di 2 nel sistema ta-
volare = 0,301030, pel sistema iperbolico sard

L..a = 0,301030 X 2,3025851 == 0,6931472. Nel si-
stema iperbolico essendo L. 5 = 1,6094379, nel si-

stemna tavolare sara :

log. 5 == 1,6004379 X 0,4343945 = 0,698970.

508. Alle volte si ha bisogno di avere i loga-

_ritmi di certi numeri che non sono compresi nelle

tavole: come sono quelli che eccedono I estensione
delle tavole medesime, i numeri composti di interi
e di frazioni, ed i numeri puramente frazionarj.
Indicheremo cid che bisogna fare nei diversi casi,
e per maggior facilith ragioneremo su degli esempj.

509. Esempio 1. Supponendo di avere tra le
mani le tavole di Lalande, le quali non giungone
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che al 10000, sia proposto di trovare il lngaritc?us)
del numero 587657 ; il quale eccede I’ estensione
@i queste tavole. Dil proposto numero si separino
a destra tauté cifre, sino a che la parte che rimaune
a sinistra sia compresa nelle tavole, cosl in questo
caso si taglino le ultime due, per lo che si avra
5876,57 , numero che & 100 volte minore del pro-

osto: cid fatto, si prenda la_ differenza dei loga-
ritmi dei due numeri 5846, 5877, che & 0,00008;
al logaritmo del numero 5876, che si trova essere
3.76908, si aggiunga 0,00004 quantith risultante dal
prodotto della differenza 0,37 fra i due numeri
5876,57 , e 5876 per 0,00008, e si avra prossima-
mente 3,76912 pel logaritmo di 5876,57; aggiun-
gendo poi due unita alla caratteristica di questo
jogaritmo (505), si avrd 5,76912 pel logaritmo del
numero 587657 stato proposto. .

A suo luogo si dara la dimostrazione di questa
regola, come di quella del (513). . :

; . . , " 2 B i U

510. Sia il numero 13 -+ 3 composto di ur
intéro e di uoa frasione, di cui si voglia il loga-
ritmo. Riducendo primieramente anche la parte 10

tera a frazione dello stesso denominatore, che ha la

P . . 2 8 ;
parte frazionaria, sard 12 + =3 Osservando

’ 3
indi essere iog. 38 = 1,57978, ® sottraendo da
esso il « i .. log. 3=0,47712, si avra per re
5iddo .oivon i 1,10266 , che ¢ appunto il
logaritmo del numero groposto.
51y. Es¢mp. 1IL. Abbiasi un numeéro puramente

frazionario, e sia per esempio, =, di eui si vo-

;ﬁg il logaritnia. Dal logaritmo di 3==6.47713 (500)
si sotlragga il logaritmo di ... 8==o0,g030g9 , e

. . 3 - > .‘
siavid ....,...... log §=——o,42597,
quantitd negativa, come di fatto doveva‘ essere
(501).

512. Se si volesse il logaritmo di un numero
accompagnato da decimali, o puramente decimale,
si farebbe astrazione dalle cifre decimali, e si tro-
verebbe il logaritmo del numero proposto come se
fosse un numero intero, dal logaritno cosi trovato,
si leverebbero poi tante unitd di caratteristica,
quante fossero .le cifre decimali appartenenti al
proposto numero: cosi per-trovare il logaritmo di
3,589, si cerca sulle tavole il logaritme di 3589,
che & 3,55497 , e da esso si levano tre unita di

_caratteristica , per lo che rimane 055497 pel loga-

ritmo del numero proposto 3,58g. Cosi pure per
avere il logaritmo della frazione decirna‘)e 0,53 ,
trovato il logaritmo di 53, che & 1,72428 vi levo
due unitd di caratteristica, ed ho pel logaritmo di
0,53 la quantitd negativa — 0,27572.
513. Dato un legaritmo che non sia sulle ta-
vole, determinare il numero ad esso corrispondente,
Supponendo in primo luogo che la caratteristica
del logaritmo del numero, che si cerca- sia sulle
tavole, se il logaritmo non differisce che di una
unita decimale dell’ ultimo ordine, questa differenza
si deve considerare come nulla, perché I ultima
cifra dei logaritini pelle tavole non & esatta, che
ad una mezza unitd all’incirca di quell’ ordine,
cosicch? il naumero, che corrisponde - al logaritme
delle tavole il pid prossimo al dato logaritmo potrd
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essere considerato ¢ome quello, al quale appaiﬁeﬁ%
il logaritmo proposto.
* Supponendo poi che un logaritmo differisca di
piu parti decimnali da un logaritmo preso uélle ta-
- vole , come sarebbe per esempio, il logaritmo
376912, e che si tratti di determinare il numero,
al quale egli appartenga: cercando sulle tavole si
trova , che quésto logaritmo cade fra i lo%aritmi
dei due numeri consecutivi 5876, e 5877. Per lo
che si conchiude, essere il 5876, il numero interdo
formante la parte principale del numero cercato,
per avere poi la parte frazionaria, che bisogna ag-
ginagere a questo numero intero, si prenda la dif-
ferenza dei logaritmi dei due numeri 5876, e 5877,
la quale & 0,00008; si trovi quindi la differenza
tra il logaritmo proposto 3,76912, ed il logaritmo
del pumero 5876, che & 0,0000456, questa diffe-
renza si divida per la prima, e si avrd

0,0000456 456
0,0000800 800

numero 5876, dara 5876,57 numero corrispondente
al proposto logaritmo 3,76912.

514. Se il logaritmo di cui si volesse il nu-
mero corrispondente , non avesse che una sola unita
nella di lui caratteristica , come sarebbe 156749,
in allora si cercherebbe questo logaritmo nelle ta-
vole con tre unitd di caratteristica, a cui, prossi-
mamente si troverebbe corrispendere il 3694 , in
questo casp si avrebbe a dirittura il numero cer-
calo espresso prossimameute sino alle centesime

= 0,57 frazione, che aggiunta al

parti dell’ unita, separando dal trovato .numero le.

ultime due cifre (505); il numero corrispondente
al proposto logaritmo sard adunque 36 g4. Volendo

oltenere con maggior esatlezza il numero corrispon-,

2

dente al dato logaritmo bisognerd servirsi della re-
gola da noi data al numero precedente.

- Se il logaritmo fosse privo di caratteristica, comé
0,56749, in allora bjsogneérebbe cercare il numero
corrispondente al dato logaritmo ma aumeitato di
tre hnith di caratteristica ; separando indi dal me-
desimo tre cifre decimali, si avrebbe per numero cor-
rispondente al logaritmo dato 3,694, prossimamente
espresso sino alle millesithe parti.

Se poi il logaritmo, di ¢wi 8i cercasse il humero
corrisppndente eccedesse 1’ estensione delle tavole,
si incomincerebbe a dimiouire la sua caratteristica
sino a ridurlo pei limiti delle tavole; trovato indi
il pumero corrispondente al npuovo logaritmo, si
trasporterebbe verso la destra la divisione decimale
di tante figure quante sono le unitd di caratteristica
soppresse: cosi, per esempio, avendo trovato che al
logaritmo 3,71214 corrisponde il puméro 5155,136,
si conchiudera che ai logaritmi segnenti corrispon-
deranno i npumeri; che rispettivamente vi si ve:
dono posti al fianco

4,71224 51551,36

5,71224 5155136

6,711324 §155136
ecc. ecc.

Finalmente s¢ si avrd un logaritmo tiegativo tomé
sarebbe — 1,20412, cercato il numero al quale cor-
risponde questo logaritmo preso positivamente, e

I
trovato essere il 16, se ne conchiudera essere -5

il numero corrispondente al proposto logaritmo,

. < ana 1 1
poiehd (83) 10—V =y =T
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' Dietro qianto abbiamio détto possiamd eonchiu-

dere, che dato un oumero qualunque si potra sem-

pre avete il siuo logaritmo, e viceversa dato un lo-

garitmo qualungue si potrd sempre assegnare il nu-
mero ad esso corrispondente.

Uso delle tavole logaritmiche per i calcoli
numerici.

515. Incominciando dalla moltiplicazione, si ve-
de che due numeri si moltiplicheranno tra di lovo,
cercando nelle tavole i rispettivi loro logaritmi, e
sommandoli insieme: la somma trovata sard il lo-
garitmo del prodotto cercato ( 500, 32 ), di modo
¢he prendendo nelle tavole il pumero a cut cor-
risponde il nuovo logaritmo, questo sard il pro-
dotto dei due numeri proposti. '

516. Esempio. Per moltiplicare 258 per 38, si
operi nel modo seguente:

Trovato il log. di 258 =.... 2,41162
Quello di 38 =.... 1,57978

La di cui somma & =.... 3.g9140;

cércando nelle tavole, si trova al logaritmo 3,99|4p
corrispondere il namero ¢804, che & appunto 1
prodotto dei due numeri proposti 258 e 38. ]

519. Per dividere un numero per un altro si
cercano nelle tavole i logaritmi del dividendo e del
divisore, dal primo logaritmo si leva il secondo, ed
il residuo, che si ottiene &,il logaritmo del quoto
( 500, 42 ), dal quale, mgdiante le tavole, si ha
facilmente il numero cercato.

'
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518. Esempiv. Abbiasi da dividere 8525 per 25.

Trovato il logaritmo di 8525 = 3,93069
Quello di 25 ........ .:_—.V|;39794

La differenza di 4ues\i logaritmi & = 2,53275

a cui corrisponde il numero 34t, che & appunto
il quoto ricercato dei due numeri proposti.

51g. Per elevare ad una potenza qualunque un
dato numero, si moltiplicherd il logaritmo del pro-
posto numero per I’ esponente della potenza, che
si vuol formare. Il numero corrispondente al nuovo
logaritmo in questa manijera trovato, sard il bu-
mero ricercato ( So0. 5.2 ).

520. Esempio 1 Sia proposto da elevare il 15
al quadrato; trovato il sno logaritmo = 1,1760g,
st moltiplichi per 2, onde si avra 2,35218. Cer-
cando sulle tavole il numero corrispondente a que-
sto logaritmo, si trova essere il 225, che & ap-
punto il quadrato di 15. . o

521. Esempio 11. Per innalzare il 15 al cubo,
bisogna moltipﬁcare per 3 il suo logaritmo 1,17609,
per cui si ha 3,52829, logaritmo che corrisponde al
numero 3375, che & il cubo del pumero proposto.

522. Per elevare al quadrato la frazione deci-
male 0,5 bisogna moltiplicare il logaritmo di 5,
cioé 0,60897 per 2, e dal prodotto 1,39794 de-
trarre 2 unitd di caratteristica, poiché il quadrato
di 5 & 100 volte maggiore del quadrato- di o,5;
cid fatto si avrd log. (0,5)* ==—0,60206. Passando

. . - M g . . l
poi dai logaritmi ai numeri sara (0,5)* = :‘—-"'—: 0,25.

‘Per avere il logaritmo della stessa duantit& ele-
vata al cubo, bisogaa moltiplicare il logaritmo di



. 301
5 per 3, indi detrarre dal prodotte oftenuto tre
unith di caratteristica.

Trovato cosi il logaritmo di (0,5)%, si ha subito
anche il cobo del numero medesimo.

1l logaritmo di (0,5)* si avgebbe moltiplicando
il logaritmo di 5 per 4, levando indi dal pro-
dollo quatlro unjta di caratteristica; e cosi di
seguito,

Se la frazione decimale da elevarsi a potenza
fosse composta di due cifre, come sarebbe 0,35,
si avrebbe il logaritmo del suo quadrato moltipli-
cando il logaritmo di 25 per 2, e levando poscia
da questo prodetto quattro unita di carattéristica,
essendo che il quadrato di 25 & 10000 volte mag-
giore del quadrato di 0,25, Il logaritma del suo
cubo si otterrebbe moltiplicando il logaritmo di a5
per 3, e levando dal prodotto 6 upita di caratte-
ristica, cosi dicast della quarta, della quinta, e
delle altre polenze. ' '

Il logaritmo del quadrato di una frazione deci-
male avente 3 cifre decimali, si ottiene moltipli-
caudo. il logaritme del numero, che esprime questa
frazione per a2, e levando dal prodotio 6 umta di
caratteristica. Il logaritme del suo cubo si otter-
rebbe moltiplicando il logaritmo del numero pro-
posto per 3, e levando ¢ unita di caratteristica,
e cosi di seguito. Di modo che si pud stabilire,
che per trovare il logaritmo di una potenza qualun-
que di una qua'sivoglia frazione decimale, bisogna
trovare il logaritmo del numera, che esprime la fra-
sione decimale, moltiplicarlo per U esponente della
potenza-, e dal prodotto che ne risulta, levare tahte
unita di caratteristica, quante ne esprime il pro-
dotto del numero delle cifre decimali per I esponente
della potenza a cui si vuale elevare il decimale.
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523: Per estrarre la radice da un numero qua-
lunque ; trovato il logaritmo del numero proposto,
si divida pel grado della radice, il logaritmo in
questa maniera ottenuto , sard il logaritmo della
radice cercata ( 500. 6.2 ), mediante il quale si de-
termina la radice richiesta,

524. Esempio 1. Per avere la radice quadrata
di 625, divido 2,79588, logaritmo di 635, per 2,
ed ottengo per quoto 1,39794. Cercando sulle ta-
vole; si trova che quest’ ultimo logaritmo corri-
sponde al 23, per lo che si oconchiude essere
V625 == 35.

525. Esempio II. Per avere la radice cubica di
1728 divido 3,23754 logaritmo del numero pro-
posto per 3, ed ho 1,07918, logaritmo corrispon-
deote al numero 12: onde la radice cubica di
1728 & 123, :

" 526. Esempio lII. La radice Tnarta di 81, si
trova dividendo primieramente il suo logaritmo
1,90849 per 4, onde si ha a,47712, indi cercando
sulle tavole il numero corrispondente a quest’ ulti-
mo logaritmo, che si trova essere il 3; per lo che

:/8::3. Si ragioni in un modo analago per le
radici di qualsivoglia altro grado.

527. Mediante i premessi principj si giunge a
calcolare agevolmente qualunque espressione nume-
rica per quanto complicata essa sia. )

528. Esempio 1. Sia primieramente proposto da

6o x5

determinare il valore dell’ espressione x = =

Secondo quello che abbiamo detto ( 5oo. 32 42);

sl avra

log. x = log. —q?—;f;——i == log 6a -+ leg. 5— lag. 25,



Ora Iog. 60 & ...\iivyen.iynye.y LHBIS
log. 5 & veerassrranayeetenaeenas 060897

Laloro somma & ......0cq0000v00.. 2,477'12
log.:l§ é ,.,._..,..._.,_,.v..,......i.,., 1’39794A
11 logaritmo di & sard .........., .‘4‘;,07918,

Cercando ora n.el}e tavole il numero corrispandente
a questo logaritmo, si trova essere il 12: onde
__6ox5
- a5 o ,
529. Esempio H. Sia proposto da determinare
mediante i logaritmi il valore di x nella seguente
egpressions '

 B4Y(58)* X 35254

_ T - ey T
~ 3ov/(528)* X 7v/(54)*
Prendeado i logaritmi, si avra

3
54v/(58)° x35y254

fog. x = log. — ——— =%
' 30V/(528)* X 7v/(54)*

.
Tog 54 + 5 log. 58 + log.35 + _;_ log. 354

=i,

3 ' '
- log. 30 — Z log. 528 — log. 7 — %. log. 54..
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Ox: 1*54 Creeeane Ceeiensienans == 1,73239
3 10g.58 .. \ovviviiiiin. == 1,17562
2og. 35 ... == 1,%{409
—log.a84 ..o = 1,20241
Somma dei l‘ogar:itm'i positivi ....... 5,65449
log. 30 = 1,47713
-;-log.S:B B = 2,04196
10. 7 evvviavnencnonenans = 0,84510
‘-,E-Iog.54 N ‘;1,15492"
Somma dei logaritmi negativi ...... 551910,

Sottraendo poi 5,51910 da 5,65449, si ottiene
0,1353g , logaritmo che corrisponde prossimameate
al pumero 1,366, per cui si ha - :

_ S4B X35VISE _ | e
30v(528)° X 7V(54)"

530. Si possono evitare i logaritmi negativi
nél ealcolo delle frazioni coll’ aumentare il loga-
ritmo del numeratore della frazione data di un certo
numero di unitd di caratteristica: questo numero &
arbitrario e dipende dal grado di precisione che si
vuole mettere nel calcolo; deve essere perd grande
abbastanza da potervi levare il logaritmo del deuo-
minatore ; falla quesla sottraziooe, si avrd il loga-
ritmo di un numero, il guale sard eguale al pro-
dotto della fraziope proposta moltiplicata per 10,
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per 100, per 1000, ecc., secondo il nuwgmro delle

unitd aggiunte alla caratteristica del numeratore

(505). Giuati al risultamento del calcolo, si faran-
no in esso le convenienti modificazioni. Cosi per

- 3 - * ,
~ la frazione 5 cerchera il logaritmo del suo Bu-
meratore 3, il quale & o,47712 i ao "
‘sua caratleristica, per észenz;i)io,’ :}i 5,3 a::}a“e?udl:
si avra 3,4&712 s da questo logaritmo si ﬂ.;ttrarrh
(?,90309, che ¢ il logaritmo di 8, il residuo 3,57403
sara il logaritmo del prodotte della frazione %per
moo::x Cid poéto, se si volesse valutare la fragio-
ne = in parti decimali, si cercherebbe nelle. ta-

vole il numero ‘esatto o prossimo a cui cortisponde

il logaritmo 2,57403, e si troverebbe essere il 375,

e siccome egli & piﬁ grande 1000 volte di‘%), si

renderd 1000 volte pufx piccolo, o eguale a -—Z—-k, col
separare verso la destra 3 figure decimali, e cosi
si avra il vero valore della i"razibne -g—- espresso
dalla frazione decimale 0,375. . o

- 531. Collo stesso metodo si possono avere con

somma facilith i prodotti delle frazioni ordinari
espressi in.decim:;‘li. Debbasi , per esempi: : :1:3?:

. . 5
plicare la frazione T per g per averue il pro-
Pol. L e

: Rl F

.dotto cespwusso in’: decimali. Alla somma dei' logs-
yitmi diz§ e di 3 éspressa‘ da 1,1760g aggiungo 4

unita di caratteristica, per cui ho 5,17609; da que-

sto legaritino sottraggo 1,44716, che @& ‘la’ somma

dei logaritmi di '{ e di 4, ed ottengo per residuo
3,72893 , ¢che & ‘il logaritmo di us pumero 10000
yolte maggiore del prodotto delle due frazioni pro-
poste " (505). 1l nurmero corrispondente all’ uitima
ogeritmo & prossimamente il 5357, il -quale diviso -

r 10000 da 0;5357, frazione decimale, che sen-
sibilmente eguaglia il pradotio delle " due frazioni
proposte , non arrivande I errore n¢ anche ad
. ; e

" :
10000 ! : : .

53a. Colla medesima facilita si estrae qualsivo-

glia radice per approssimazione dalle frazioni, ‘e
sino a 'q_pell’ ordive di decimali, a cui si brama di
giungere. Per estrarre la radice quadrata, cubica,
quarta, ecc. da una frazione qualanque, si aumenta

la caratteristica del logaritmo del suo numeralore

di due volte, di tre volte, di quattro volte, ecc.
tante unitd, quante sono le cifre decimali, che si
vogliono. avere pella radice. Dal logaritmo del nu-
meratore cosi preparato, si-sottrae quello del de-
mominatore , si prende la- weta, il terzo, il quarto,
ecc. del residuo, si cerca nelle tavole il numera,
al quale corfisponde questo nuovo logaritmo , ed
alla’ destra del medesimo si separano tanle figure
decimali, quante se ne volevauno avere; il numero
cosi risultante sard la radice cercata.
'3533. Vogliasi, per esempio,’la radice quadrata
di § espressa in millesimi. Stando a questa con-

diziope, la radice cercata devg coutenere tre figuré
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decimali ; e vgar conseguenza il quadratesdeve uanz
‘tenerne: 6; bisogna adunque cangiare la frazione

3 SN -3,000000 c I
) ‘nella frazione __,—i—— Ora aumentando , se-

condo le rego*le proposte, la caratteristica del lo-
garitmo di 3, di 6 unitd, e levando da questo lo-

~ garitmo il logaritmo di 8, si ha il logaritmo della

it

3000000
. [ 8 )
La wmeta di questo logaritmo & quello della radice

frazione Y3 moltiplicato per 1000000, cioé di

di 3 moltiplicata per 1000; dunque separando verso

la destra con una virgola 3 figure decimali dal nu-
mero a cui corrisponde questa meld, si avra la
radice prossima di e la di cui differenza dalla
vera radice sard mincre di ——. Operando in que-
) R ) 1000 L

o L 3
sta guisa, si trova essere prossimamente y — =—

0,612, ' : ,
534. Per avere la radice cubica della stessa

frazione § espressa in millesimi, giova asservare

che secondo "questa condizione, la radice cercata
deve. contenere tre decimali, e per conseguenza il
cubo deve contenerne g. Cid posto si cangi la fra-
. 3 . 3,000000000 ‘
zione — in ‘

8 8 ,
la nota regola, la caratteristica del logaritmo di 3,
di 9 unita, si sottragga indi il logaritmo di 8, per

. . . . 3000009000 .
oui si avra il logaritmo della- frazione. 2.

8

, e si aumenti , secondo

[ S ol B o e

M . L) - .
La tersasparte del logaritmo in. questo modo eite-

nuto & il Jogaritmo della radice cubica di 5 mol-}

tiplicata per 1000: e siccome a questa lerza parie
vi corrisponde prossimamente il numero 731, ©
alla radice eubica di -—8— corrispondera la frazione

. - |
decimale 0,931, di modo che sard v T 0,721-

'535. Tutte le ‘operazioni che si sono fatte sulle
frazioni ordinarie si rendono aneora pin facili ope-
yando sulle frazioni decimali. L . :

Debbasi, per esempio , moltiplicare il 36 per la

frazione decimale 0,75. Sopprimendo la var_gola ae}
moltiplicatore , egli diventera 100 volte pit gran-
de, e per conseguenza anche il suo prodotto
er 36 sard 100 volte maggiore del vero. Cid
posto trovo che il ' ) -
log. 36 & = 1,55630, quello di 95, ciod
log. 75 & = 1,87506 :
Ja somma & = 3,43136; a (questo logarxl‘;t‘n'o cor-
risponde 2700, numero che & 100 volte piu grand.e
deFvero, separando quindi da esso due cifre deci-
mali, si trova essere 6x.n,3‘5,=27,oo._ o

Se tutti e due i fattori di una moltiplicazione
contenessero dei decimali, hisognerebbe dopo di
aver trovato il logaritmo del loro prodotio, come
se i fattori non contenessero delle parti decimali ,
separaré nel numero corrispondente a quel lpgg:
ritmo tante figure decimali, quante ve ne sono nei
due dati fatpory, ,

s




’

| ' - 30d
536, Per dividere il 36 per o098, si trovi

il logaritmo di 3600 ....... = 3,55630, e da
essosileviillog.di 75 . . .. ... = 1,87506

7

il residuo.........oviavnn .. 1,68124

viene ad essere per I’ appunto il logaritmo del
quoto ricercato. A questo logaritmo corrispendendo

il numero 48, ne viene che or = 48.
537. Volendo la radice quadrata della frazione

decimale 0,582 , che non differisca dalla vera che

. iy . e

di una quantita minore di ——, alla destra della
' 100600 ;

proposta frazione decimale si scriveranno degli zeri
sino a tanto che in essa si abbiand tanti decimali,
qluant’ ¢ il deppio delle figure decimali, che si vo-
gliono pella radice; in questo caso si ridurry la

‘ rropom frazione ad aver 8 figure decimali, per

o che si avrd 0,58200600. Cid fatto, si intenderd
soppressa la virgola, e si cerchera il logaritmo del
numero 38200000, che si troverd essere 776492,
la di cui meta ¢ 3,88246. A quest’ nltimo logaritmo
corrisponde prossimamente il nemero %639 , il quale

¢ 10000 volte maggiore della radice del numero-

0,583 proposto: separando quindi da esso quatir6
figure decimali, si avrd approssimatamente

V 0,583 = 07629, - .

- 538. Se "si volesse la' radice cubica di 0,08
espressa in millesimi, si aggiuugerebbero alla’ data
frazione decimale taiiti seri, quanti ne abbisognas-
sero, perch® essa cootenesse tre volte taute figure
decimali , quante ve pe dovessero eésseré nella radice

5

3r0 i .
euhica rieercata; in questo caso bisognera sggiungerne
sette, per lo che si avrd 0,050000000. Trovato il lo-
aritmo di 50000006, che & 7,69897, se ne prenda’
g terzo, e si avrd 2,56632.-A questo logaritmo cor-
risponde il numero 368,4. Separste da questo pu-
mero altre tre figure decimali, si avra 0,3684 per
valore approssimato ‘della radice cubica della ro-
posta frazione decimale, di modo che sark

V0,05 = 0,3684.
Dell’ uso dei -complementi aritmetici.

539. Vi & un metodo facile onde risparmiare

anche le sottrazioni dei logaritmi, e ridurre ogni

calcolo a somme di logaritmi: cid si eseguisce
col mezzo di certi numeri cosi detti complementi
arilmetici.

L’ eccesso del numero 10, del numero 100,
1000, ecc. sopra un dato numero, di una, di due,
di tre figure, ecc., si chiama il complemento arit-
metico del pumnero proposto. Cosi il complemento
aritmetico di 8 sara 2, il complemento aritmetico
di 67, sara 33, quello di 589, sard 411, ecc.

1l complemento aritmetico di un numero qualun-
que si trova sottraendo dal g ciascuna cifra del nu-
mero proposto, fuori che I ultima a destra; che
deve esserc sottratta dal jo. Se il numero proposto
terminasse con dei zeri, allora converra levare dal 1o
Y ultima cifra significativa, e nel complemento arit-
metico porre alla.sua destra. tamti zeri, quanti ne
contiepe il numero proposto. '

Ponendo mente  ai - complementi -aritmetici , si
vede facilmente che. se in..vece di sottrarre- da wn
dato logaritme un aliro logaritmo si. aggiungera ad
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ssso’ il complemento aritmetico del secondo loga-.
* ritmo , si verrd ad avere lo stesso logaritmo , come
s effettivamente si facesse la sottrazione, ma au-
rwentato di 10 unitd nella sna caratteristica: cid
posto si potra. in luogo di sottrarre i logaritmi da
upa data somma di logaritmi aggiungere ad essa-i
loro rispettivi complementi aritmetici, purché dalla
somma - finale si abbia riguardo di levare tante.
volte 10 unitd di carattetistica, quanti sono i com-
plementi aritmetici aggiunti. o

540. Esempio 1. Per determinare il logaritmo
75 X 4o

5
dei logaritmi di 75 e di 4o il complemento arit-
metico del logaritmo di 5, e dalla somma risul-
taote si leveranno 1o unita di caratteristica, ecconé

il calcolo.

della frazione , si aggiuogera, alla. somma

log. 76 ... . ... . ceie e = 187506
log. 40 . . . .. e e e = 1,60206
Complementoe aritmet. di log. 5 = ;30103 -

L  Somma  12,77815.
Onde log. 75>5<40 ==2,77815. Passando poi dai lo-
garitmi’ai numeri si trova, che quest’ ultimo cor-
risponde a Goo: onde 75§4° = 6oo.

541. Esempio II. Determinare il valore di x
nella seguente espressione, col mezzo dei logaritmi.

= 350\3/(35)’ X V175
76 V (351)°

/

,&m:v , e
Prendendone i logaritmi, si avrd g
. . 8 - - . . .
Ioé,x:log. 350v(35): xV75.

f

8 \4/ g =1log. 350 +-;— log 35
-3-?:- log. 75 — log. 76-——-;- log. 351. Ora
g. 35 - veevi i pereaes = 2,54405
-.-;—"log‘. 35 ...... [T = 1,02938
< log. 75 e, R = 0,93753
GComp. arit. dilog. 76........... = 8,11919
Comp. arit. di 3 log.351 ........ = 8,09161 ’

4

Somma 20,72118,
Siccome poi in questo calcolo si sono presi due
complementi aritmetici, cosi dalla caratteristica del
logaritmo risultante si devono levare 20 unitd, onde

350V (35) X V75
06 y/(351)2

a ecui corrisponde prossimamente 5,262: onde

_ 350y(35)* X V75
76V (351

log. x = log. = 0,72118,

— 5;262-



SR 3.3

Delle equazioni espomenziali.

542. Mediante I’ uso dei logaritmi si risolvono
le equazioni, che hanno I' incognita per esponente,
e che si dicono per cid esponenziali. Varie sono le

- - . ’ 3 ) X
specie di quantita esponenziali, come a*, y*, ',

‘ ’ : - ' -
yb,y* , ecc, secondo che & variabile il solo espo-
nente, o anche la quantita, che si eleva a poten-

2a, o I’ espovente medesimo & anch’ esso una quan-

tith esponenziale. Considerando particolarmeme le

x :
due quantita esponenziali a* ed ab , abbiasi in pri-
mo luogo I equazione a*=¢ da risolvere. Pren-
dendo i logaritmi di ambii membri di gnesta equa-
vione, si avra xlog a=log.c, da cul si ricava

log.c . . -
XL 2 e . S r esempio, a==2, c =8, e si
log.a . s pe P’? ’ ’

i

log. 8 . Cercando il logaritmo

R log. 2 )
di 8 sulle tavole, si ha log. 8 = 0,90309, e divi-
dendolo per o,30103, che ¢ il logaritmo di 2, si

log: 8 --°’90309= 3. In fatti 23 = 8.

log. 2~ o0,30103
543. Sia ora proposta I equazione esponen-

avra 3’=8 , ed x =

avra * =

. . x v . - - - . ..
ziale a® = d da risolvere. Presi i logaritmi, si avrd

b= log.a =log. d, e dividendo ambi i membri per

log. d

7 log. a

log.a , sara b* = . Prendendo di puove i lo-

X

314 -i' #
garitmi , si avra Jdog. b — - 1 Pte
ri x.log. b= log Toga” donde si ri

tog. log.d
v log.a
' log.b
_ Per fare un esempio, sia a==2, =3, d=>513;
fatte le opportuue sostituzioni, si otterra .
' log. 512

cava x —

: | 2,70927
I A "y ———————

o8 ——log 0,30103  log.g

"= T log 3 T g3 T lg3=
o, : : '

__Q_Séié_:l Onde x==2, come appunto deve es--

0,47712 o

x =

i

sere , perché 23°= 29 = 512

544. In una maniera a questa analbga, si giun-
gerebbe a trovare i valori dell’incognita nelle equa-

a

zioni b , @, ecc.’
Vogliasi, per esempio, il valore di x nell’ equa-
zione 2t 565536." Prendendone .i logaritmi, sara
2°" log. 2 = log. 65536, da cui si ricava
. 103.65536  4,81648
27 == i = - = 16.
0g. 2 0,3o0103

- Presi di nuovo i logaritmi, si avra arlog.2=log.16,
log.16 . 1,20412
' log.2 ~ 0,30103 .
logaritmi anche. di ambi i* membri di questa- ulti~

per cai 27— — 4. Prendendo i -



A . 35,
M4, equazione , sard ficalmente xlog.2 =1log. 4,

. log.4 _ 0,60206 o falti
ol x= log.a ~ o0,30103 > In '

]
8

a* :‘—'-'72" =2'% =65536.
545. Se fosse proposta I equazione a* =
bas—m

da risolvere , prendendone i logaritmi, si

avrebbe xlog.a=(3x — m)log.b — 2.1_:Iog.d =
3xlogb—mlog.b—2xlog.d, per cul :
(log.a—31log.b + 2log.d)x = — mlog.b, ed
o mlog.b . mlog.b .
log.a—3log.b~+alogd ~ 3log.b—2log.d—loga
Se si volesse il valore di = nell’ equazione
Aa’”-}-A'a"*;"-F A"aﬂ"‘-}—ecc. «.e....=d, posta
essa sotto la seguente forma
a” (A + ‘al 4 A"q" H€ce . . .-
‘avrebbe prendendone i logaritmi
zlog.a=1log.d— log.(A + A'a™ 4 A"a" + ecc.), per
. log.d—1log.(A + A'a™-}-A""+ ecc.) '

lo che x=- Tog.a

X =

. ...)=d,' si

" Del calcolo dei logaritmi col mezzo delle serie.

546. Per far vedere come col mezzo dglle serie si possa
ritrovare con somma rapidita il logaritmo di un numero qua-
lunque , oppure determinare il numero corrispondente ad un

dato logaritmo , premetteremo la teorica dei coefficienti inde-’

terminati, sulla quale deve appoggiarsi quasi tutto il nostre
ragiomamento.

3.6

. Questo metado; ‘clie ¥ dovato & Cartesio, & mohtissimg ussts

dai .Geometg-i la somma sua utilita, ed & in ‘grande esti-
mazionc per lo spirito  d’ invenzione, che in esso regna. Lo
scopo suo si & di far conoscere le serie dei termini, che si
possono  dedurre da certe quantita algebriche. Per renderlo
maggiormente intelligibile noi ragioneremo su degli esempj ;
ma prima si osservi che data P equazione
A+Bx4-Cx*Dad 4 ecc. =a-ebrd-cxs $-dix’d + ecc.
ove x & una quantitd veriabile, ed A, a, B, 4, C, c, D, 2,
‘ecc. sono quantith costanti, saranno eguali tra di loro i coef-
ficienti delle medesime potenze di x, di modo che si avra
A=ga,B=5,C=c,D=xd, ecc. Infatti dovendo I’ equa-
zione data aver lnogo qualunque sia il valore di x, sussistera
anche quando sard x==o. Medjante una tale sostituzione,
tutti i termini dell’ equazione contenenti la x si annulleranno,
e rimarrd A==a. Tolte dall’ una, e dall'altra parte le quantita
eguali A, a, I"equazione proposta divisa per x diventera
B+ Cx - Dx* + ecc. = b -+ cx 4 da® 4-ecc. ove col me-
desimo ragionamento si dimestrerd essere B =5, e cosi di se-
guito per gli altri coefficienti delle rispettive potenze di .
547. Cid posto suppongasi che si voglia ridurre in serie

. c . .
hﬁ-nwaea+x, a tale oggetto si faccia
acx=A+Bx+Cx’+D.t3+Ex4+e;:c.,

nella quale A, B, C, D, E, ecc. sieno quantitd capaci di ve-
rificare questa equazione; una tale supposizione & pernsessa,
stante che queste quantita sono per anche indeterminate, e suscet-
tibili quindi di prendere qualunque valore esiga il calcolo. Tutta
la difficolta si riduce a determinare i valori di questi coeffi-
cienti, al qnal fine si moltiplichi I’ equazione proposta pel de-
nominatore a 4~ x del primo membro, e si avrd dopo ordivati
i termini - o :

3 aA 4-aBx 4 aCx* 4 aDx’ + aExt 4 ecc.

€= + Az Bz2 4 Cx? 4« Dxt i~ ecc
Paragonando. ora i coefficienti- defle diverse potenze di » in

ambi i membri di questa equazione, sard (5{6) ¢=aA,
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aB_+A‘=o,’aC+B===O, aD4-C==0, aE}-D=o. Dalle

prima di queste equazxom si ricava A =-—Z-‘, sostituendo poi

questo valore nella seconda, si ha B—_—;_.ﬁ =,
. R a . a?

Sostituendo del pari il valore di B nella terza equ;nione, st
c )

B
trova C e——==—
a a

. Operando egualmente , si avrd

D ==-~‘-:7, E;f;,ewsdi moda che fatte le epportane

sostituzioni , I’ equazione supposta diventerd

c ¢ cx cx? cxs  ext
— Ty s s E 2 — ecC. .
atx a a* a3 at ' a’ ?

ove la leggo della serie & cost manifesta, che si potrebbe  con
somma facilith avere quanti termini si vogliano.
$48. Sia ora proposta la frazione
c’
€% & 2cx — x?
Supponiamo che sia

= A-Bxr-+4 Cx?® 4 Dx3 | ecc.,

da ridurre in serie,

cl
c* 4+ 2¢cx — x*
ed avremo .
¢*=(c*+42cx—x*)(A4Bx+4Cx> +Dx3 -} ecc.),
Zsesli: s::iluppando, ed ordinando i termini secondo le potense

€3 A c® Br e G 4= ¢ Dxd - ece.
€ = " va2cAx +acBx® 4 a¢ Ca? f-ecc.,

. = Ax*—  Bx3—eoe,
donde conchiuderemo essere (546) c® ==c2 A, ossia- dividenda
per ¢*, A=—1; come pure ¢* B-liacAc==0, da ‘cui
B=— =X, ¢2CtacB—A=0, onde -

. c . .

c?

318 o ; .
c == 2 = lj:4 =-c§; Nello stesso modotroverelv -

c* -
. " 1a . R ‘, C, N e ae
sim6 D = — —, e cosi se vi fossero degli altri coeflicienti
, - .

indeterminati, di modo che potremo conchindere essere

e’ ’ 2x -, 5x? 1223
: —_—— -} ecc.
T e3

—————————— T ]t s
ettacr—xr e T et , .
54g. Se il numeratore della frazione da sviluppare in
serie conterrd diversi termini, questi si dovranno egnagliare
rispettivamente ai termini omoleghi della serie - gia moidplicata
suo denominatore; cosi -per avere la serie esprimente il

I —X-—x3
1--ax
T 7
1ax=(1 —x—z*)(A$Bx-Cx? +Dx3+ééc.),
e sviluppando .

valore di e » si supporrd essere

=A 4Bz Cx* 4 Dad 4 ece., per cui

A+ Br4Cx* +Dx3 4 ece

12x = — Ax —— Bx?* — Cx3 — ecc.

— Ax* — Bx3 — ecc.,
jndi paragonando, si ard A=1, B—A=2, quindi -
B==2-4A=3, C—~B—A=z=o0, per lo che C=B4-A={,
nello stesso modo'si deterrhinerebbero anche gli altri coefficienti ,

che vi fossero, per cui si’ avra

%: 143442t 472341124 41825 -ecc.,
serie, che facilmente pud essere continuata, atteso che 'ciascun
coefficiente di x incominciando dal terzo termine & uguale alla
somma dei due coefficienti, che lo precedono, ed 'x si trova
elevata successivamsente &, tutte le sue potenze intere e po-
sitive. Questa serie ¢ una di quelle, che si dicono ricorrenti,
atteso che per formate i suoi termini s ba ricorso ai
precedenti. - Co
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550. Coll’ eguale facilita, colla quale abbiamo sviluppato in
serie :le frazioni, potremo estrarre per approssimazione dai
polinomj le radici di qualsivoglia grado. :
Sia , per esempio, proposta da estrarre la radice quadrata
‘dal bimomio p* - x. - : : y
Poniamo v/ (p*+x)==A-++Bx - Cx* 4 Dx3 4 ecc. , ¢
fattone il quadrato, si avra :
sz 3 A*+2ABxr4-2ACx? 4 2ADx3 - ecc.
P = ’ <+ B2x? . aBCx3 + ece.
Onde p2 = A2, ciod A=p, 3AB=1 5 per lo che

B-.:-—t-—-:—z-lp-—.,, ‘2AC+B“.=0, donde - si cava

B2 L : ’
C:-——«-;—A——=—-—é?-, 2AD+2BC:O, Ol!dc
N ) 4 : 4
___BC T ap T gy T
=—— — =‘6P5, ece. ,
per cui sard -
. RO x x* x3 .
\/(p’ +x)=p- 2p B -+ T —ece. Nella me-.

desima maniera si calcolerebbero i successivi coefficienti F, ,F,G,
ecc., se si_bramasse di avere un maggior numero di termini.
551. Dopo quanto si & detto sara facile il risolvere. il
seguente
. Problema 1. Essendo dato .un numero qualunque, trovare
una serie’infinita, Ja quale esprima il suo Iogaritwo. -
Soluzione. Supposto 1 ~~x il humero dato, si elevi alla po-
tenza emmesima e con cid si avra o
mim—i1) + m(mwl)im——-z)

(t+x)"=1 +tmyt e

2 2.9

x3 |

'

m(m—. __- _..;5 h ) .
( 1)2(”; 42) fm )x‘* -+ ecc. (come si pud rilevare po-

vendo nella formola del (30g) - in luogo di ¢, ed m in vece
di n); ora si faccia per brevita

. Paragonapdo ora i termini omologhi , s avrd

%3
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s=mx 4 "‘”;“";::’-},- m("ff—;‘);mf’) x3 -
’P‘”"*":”';?("‘*—” x4+ ecc. , ‘

e sarh (14T ==143; prendendo poi i ,bgﬂ"ihnildi

ciascun membro di questa eqhiszione , si' otterrd

miog.(1-x)=log.(1+43);

e sapposto - o
log.(1+4x)= A.1:+Bx’+C.1c3+D.z4.-1-ecc.
log.(14z2) == Az 4 Bz 4= Cz% 4 Dz4 |- eco.

li si @ ommesso il termine senza x , poiché nel caso
::ll‘:g:: :;ducz:ldosi il primo membro a log. 5, il qualeb;:
ogni sistema & sempre =0 {{gg), esso pure_si trovere
==o0; si avrk sostituendo

mAx + mBx* 4+ mCx? 4 mDx* +ecc. = |
Az 4-Bz* 4 Cz3 4Dzt Jecc, e ponendo nel secondo
membro il valore di z, Pequazione diverra
m(m—rt) .
.mAx}-mBz®* 4-mCx3 4-mDx4 t-ecc. —.:mAx-{--—z—-Ax
m(m—1)(m—2) Ax 4 m(m—x)(&:)(m—!v)u"*.m
—}-mBx*
m*(m—1) (m—2) Brétece.
+ 2 +

+ m'(m:“):n:‘t.{-ecc:

+ 3m a(,: —1) Caxc4}-ece.

- 2.5 2.35.4

+m3 (mb—-!)BI’

4 m3Cx3 .

4 m* Dx4--ecc.

mA=—mA, ossia A==A" ~




TR ¥ ot g - E s o g
;"N‘ Vugf‘ ’ 2] [P ; o =

3ax’

m{m 1)

mB = A Jm*B, osmia div}idendo per m

m—1 i, .
A, da ¢ui si ricava

mB — B =~

m—1
T AT T
m(m—1){m—a)

2.3
videndo per m, si ha

Adem?*(m—1)B4m3C, e di-

mC =

(m-—1)(m—

3 2)A-*-m(rrz--—é1)]35-4--"1"(], ciod
3.

C=

m(m——1)B-- (m-——li(‘rng).&

Co=om =

. m? —x
6m(m—1)B4(m—1){m—2)A —
2 3(m-41)(m—1)
6mBA4-A(m—a) 5mA—mAd-2A
2.5('m+1) 2.3(m—41)
2A A(m~1) A .
:";?mix)= 5:”1:1:1) = ?-uoverebbe, operando

, A A N .
in simile modo , D=— —, E==—, € cost di seguito

1

p——1

4 5 >

di modo che sostituendo nell’ equazsione a’ coefficienti indeter~
minati i valori dei coefficienti medesimi da noi trovati, e rac.
cogliendovi il fattor comune A, si avra

x®  x3 x4 x5 b
13 L.(l-+~(t)==A -I—*-:-2-+-5—--~T+—g—-—--g-+ecc)
Se in luogo di x si porrda —x, si avrd
x* x¥ x4 x "4“:.1:6
2.2 L(l*l):A(wlm‘;—'T"'T——s‘fiﬂv— iwecc)
FPol. 1. at ‘

312
e sottraendo’ questa dalla. precedente seric , :si- otlerra
’ L{t+x)—L(r—x)= ‘
3 - g5 N
sap LT =2A( T4t 55—+,ecc.)

11—

Tutte queste serie per essere convergenti suppongono X non
maggiore di 1; senza questa condizione esse sarebbero diver-
geoti (178), e non farebbero pel nostro caso. Siccome poi in
queste formole la quantithi A rimane indeterminata; cosi si vede
che lo stesso ;numero 1~} pud avere uoa infinitd di logaritmi
diversi , potendo A prendere una infinita di valori.

Questa quantita dicest il modulo del sistema dei logaritmi.
Supponendo il modulo A = 1 le tre serie, che abbiamo supe-
riormente trovate divenleranna

: X2 x3 x4 x$ xb
Lt4x)mx — — —— e e o e e e - €L
L. (1 4)s TRt e
L ) x* x3 x4 x$  xb

QI L) S e L o o e et e St S oy et s ©0C
LA ’ T a 3 4 5 6

14-x
1 —x
ranno i logaritmi appartenenti al sistema Neperiano o i loga-
ritmi naturali, que!EPzioé che sono stati calcolati dietro la sup-
posizione di A=1. Egli fu in questa specie di logaritmi, che
& incontrd il Geomewra Scozzese quantunque seguendo una
strada assai diversa , come si pud vedere nella sua opera
{ Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio ), o
552. Ora & facile di vedere che qualunque sistema possi-
bile di logaritmi puq essere ridotto a quello 'dei logaritmi na-
turali, essendo in qualunque sistema il logaritmo di 14
eguale al prodotto del suo logaritmo natur:E per la quantita
gostante A. Cosicche tutta la difficolth del ealcolo dei logaritmi
si riduce a calcolare i logaritmi naturali, o iperbolici.
Per avere il logaritmo del numers n, si supponga essere

L.

3 N
= (e k) e

14x . n—x N ..
R =~————, per cui sard x== » questi valori si so-
I —x n-t1 . '

stituiscano nella 3.3 serie da noi trovata, e si avrd

a — n—1 (rn—1)3 {n—1)*
4.~ L.u-g—:?A,(vnA_f_; -{-5("__}.!)3 +‘5(n+1)5+ecc.),‘
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553. Col mexzo di questa formola si-pud determinare il
modulo A incognito di un sistema qualunque logaritmico,
purché si conosca la base del sistema stesso. Supponiamo che
sia & la base di un sistema di logaritmi; fatto n==<é si vede
facilmente essere L. n=L.b=1 (499), e la serie 4.2, me-
diante le opportune sastituzioni, diverra
- b— (b—1)3 (b—1)°
r=3A {7 LETCEE RETEE ‘*“’“‘)’

dopde si ricava
. ' .
" D1 {b__[)_g (b—el)5 "3
T TG E o TR

5a A =

+_ecc. )

formola, che da il valore prossimo di A per mezzo di quello
di b, che insegna ciog a trovare il modulo, che conviene ad
un sistema di logaritmi quando & conosciuta la base ~del si-
stema medesitno. Se faremo & = 10, avremo

1
A= p 9 g5 T = 0x 4542945
g (’:T+ NTERNTO e ece

antita, che coincide esattamente col modulo dei logaritmi
tavolari o Briggiani. -

Se in luago di A nell’ equazione 4. si metterd il suo va-
lore 0,451%2945, si-avra una formola comoda ed espeditiva
onde calcolare i logaritmi tuvolari di un numero . qualunque .

554. Per avere una formela assai - convergente per calco-
lare i logaritmi iperbelici di un numero qualungue:, al primo
membro dell'equazione 3,2 si aggiunga e si sottragga nello. stesso
tempo L.b, e si avrd o L

1 ‘ b(14x) . b4-bx
Lb—Ld+4L — =L. T T—7) =L, Ty yte

a(o S ot e,

d ‘

-'Si faceia bx =23, per cui x‘—‘—'“i‘a,ﬁ s avrd

ke

/
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by (s, w 25 o
b—7 T ‘(T‘* A IO 767 + ecc,);
2z z* z4 z6 :
- (;+ 55 537 o+ 7ge o+ e ).Seriesemprcm
vergente, Poiché bisogna che 3 sia < did, acek‘)_:+z iy
upa quantita it i btz l
na qu positiva. Suppopiamo Ora v == — per
—3 ne—3}
.31 . . 4 b
gui == rymuratil mettendo i valori -di TE—, e di%

nell’ ultima equazione, sard

L.-:—f;-zl..n-—-l.. _— )= 2 ( }
T Ry ’ (n—1) Ane=—1 ‘l +5(ﬁ.n-—-’l)i

)
Tt '7(2,:_1)6 F oo )’ da eui of ba

es L""z::‘L"_"""») + zn': 1 ( 1+ 5(571‘—-'1),:'?3

1 I
+ﬁ2u-‘-'1)4 +j(2rz—:)6i +.ec¢. )

wa allorquando si cerca il logaritmo del numero » si suppone

di conoscere quello di »— lo;ssi avra dunque il lo;:ritmo &

n» espresso-da uba serie convergentissina , pértico}a:rmenle.

quando n sard un pumero alquanto grande; si pud giudicarne

gfi caso il pitr sfavorevole, calcolando il logaritmo iperbolica
2. Fatto adunque n==2, dalla seric 6a, si awa

1
) 1

-—-—‘ 2 x‘ )
L""’L"+?(‘+'5.3“ +5 T575% +°°‘=)=‘*

2 ot 1 1

"'5,'(_ et by b e ) =0, 6057,

von calcolandong che sette termini, Volendo il logaritmo, di
’ T L p } o, di

5, nell equazione 6.2 si ponga il 5 in luogo di n, e sard
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“‘5*“"““3(;-;‘*‘:" tgrb e )=

3.9° 7-9¢

-i-ec'c)—-’—*

_ 1
32805 ' 3720087

| | 2 N S T
3L13+3‘(x+243+ +
o " Y ( H "y LI
gxo,695t47’+_9‘( I +-;4_3—+ 32805
L 4

- m <+ ecc. )—:_.- t ,6094379:

Questi logaritmi moltiplicati poi per o,4342945,; ossia pel
modulo appartenente ai logaritmi tavolari, si cangeranno in ¢
logaritmi tavolari. Cos) moltiplicando ©,6931472, cge & il lo-
garitmo_iperbolico di 2 per 0,4342945, si ha per prodotto
0,5%01030; che & approssimatamente il logaritmo tavolare del
bumero 2. _ ’

555. Problema 1. Essendo dato un logaritmo, trovare il
numero ad esso corrispondente.

Soluzione. Se il logdritmo proposto appartenesse ai logaritmi
ordinarj o tavolari, si incomincercbbe a rivyurlo iperbolico moltipli-

candolo per 2,5025851 (507), o cid che & lo stesso dividendolo

per 0,4342945, dopo- di che tutta la difficoltd si ridurrebbe
a trovare il numero corrispondente ad uh dato logaritmo
iperbotico.
~ Si facvia

o v ) / ) x* . x3 x4 .
'(a}z_——-'L.(x+-t)=A(x——;-+—g--r-T + e“-)’

dove sard z =0, quando x=o0; e supponiamo che si abbia

U’) $#Bz+Cz’ 4 Dz3 4 Ez4 |- ecc. ; per tui si a¥fd
x* == Baz2 4 2BC3z3 + 2BDz4 4 ecé. ‘

. 4 GC*z4 feecc
@d = o B333 L 3B2Cat fecc:
T4 4 B4zt Feeco:

Bostituendo nell’ equaziohe (a) per x, x? ;5 x3 gtxf‘ , ecé i
tispettivi valori; e moltiplicando per A, si avra
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ABz4-ACz* 4 AD3* o AEZ™4 ece.

AB2 32
AR ABCsd — ABDz* — ece.
2 ,
AB3z3 AC2z4
2 == — — ecC.
‘ + 3 2 ¢
’ <} AB2C 24 -~ ecc.
AB4 24

—

— ecc.
4 .

Paragonando ora i cocficienti delle potenze omocloghe di 3,
si avraono le equazioni ‘

AB®

. AB3
AB=1, AC—— :

3

=0

—~o0, AD—ABC+

‘ : 18 AB4 .
AE — ARD — AC +AB’C~—~-—4——=.~0; dalle quali
.2 .
si ricavano i seguenti valori
1 t 1 1
m— — TN e = E o= s |
B=—1.C 2A2 "’ D 2.5A% 7 2.3.4A%

Ponendo questi valori in luogo delle indetermin?te' B,C,D,E,
ecc. nell’ equazione (), e L.(1 4 x) in vece di z, ed aggiun-
gendo I’ unita dall’ una e dall’ altra parte , si avrd

. L(i-+x) , L.2(s4x) L.3 (14x)
() 1+x=1+ A + 2A3 + 2.3A3

+ _Iig% 4 ecc. Se in questa serie si porrd n al luogo
2.3. :

di 14>, si avra . )
L.n L2n L3n L.4n
@) n=1+—=+ -ty s ges T e

e se A—1, sard finalmente -

L2n L3n L.4n .
—— ——————— C. m
n=1-4Lnt -+ —3 -+ W + ecc. , serie

ogni caso convergente , e per consegnenza. propria a risolvere
generalmente il problema proposto. o ‘

3
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Ter applicare questa formola alla ricerca della base dei lez
garitmi iperbolici , ciod per trovare qual & quel numero ; il di
eni logaritmo iperbolico & =1, si fara L.n==1, per cul sara
anche L3n=1, L3n=1, L4n=1, ecc., onde

L 1 I ‘
n=x+x+—2-+T§-+m 4 ece. == 2;71828:8
prossimamerite. ‘

536. Se nella équagione (c) metteremo in luogo di 1 +x
la quantitd ¢, ed in luogo di L. (1 x ) metteremo y.L.c;
avremo

. y . yLe  yL’c y3L3e , yilidc ,
(e) " =1+ ==+ S T

formola ; che di lo sviluppo in serie della quantitd esponen?

giale ¢ .

Se c & eguale alla base @ dei logaritmi, chie si prendono ;
smt L.e==1 (4g9), ed avremo per conseguenza

y Ly o L 7t ey
a’ =1+ A + 2A* + 2.5A3 + 2.3.4A% +ece

facendo poi y =1, sard .
. 1 1 r oyt .
a=1+4+omHE PIE A Teces

Per mezzo di questa serie, dato il modulo A d’un sistema di
logaritmi, si pud ritrovare la corrispondente base a.

'S¢ a & Ja base dei logaritmi iperbolici, che in avvenire
chiamererhv sempre colla lettera e, a motivo di A=1,; si avra

| S : 1 . .
e ==1 +_l_+_§.+.__'_—+____.—+ecc, serie chie goin-’

2.3 2.3.4
cide esattamente con quella del numero precedente , € che da
e =2,7182818 prossfmamente; Si avra anche; suppouenda A=t

: x* x? x4 »
ru: R — PR . P 1 in
e P44 : 4—2.5 +2.5.4—|-ecc onendo poi in

questa equazione ~— X in luogo di x sard
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e—t = ) e —‘r—z-.—.. ‘rs xé )
1—x - = —;3-+m—-ecc. Sommande que-
ste due eguazioni s si ha
x — x4
e e =a- x* +-;.-Z-+eec., ossia dividendo per 2
ambi i. membri
e xs 4
— x
s ottty
Sottraendo poi la seconda dalla pri a di
- - e ma dl 3
zioni , e dividendo la nuova equgzione per q:e’ll esag:e o
er e ¥

———— — x3 x5
2 -,—J+ 2‘5‘+ 2.5-4.5+em'

-
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CAPITOLO XIV.

Delle proporsioni e delle progressioni in generale.

557. Il risultamento , che si ottiene confrontando
due quantith della stessa specie dicesi rapporto, o
ragione delle quantita medesime. >

In due maniere si sogliono paragonare fra di loro
due quantitd; o consideraudo quanto una di esse
superi od & superata dall’ altra, o considerando
quanto una delle due quantita date, contenga, o
sia contenuta nell’altra.” La differenza che nel pri-
mo caso ne risulta dicesi rapporto o ragione arit-
metica o di differenza; il quoziente, che si ottiene
nel secondo caso prende 3 nome di rapporto o ra-
gione geometrica o di quoziente. o

558. Quantunque i nomi di rapporto di diffe-
renza, e di quoziente sieno assai pii proprj ad
esprimere la natura delle operazioni che si devono
fare , nulla di meno ci serviremo delle espressiont
di rapporto aritmetico e geometrico, per esscre tali
denominazioni consacrate dall’ antichita dell’ uso.

559. Le due quantita che si preudono a para-
gonare acquistano il nome di termini del rapporto.
1l primo termine dicesi I’ antecedente del rapporto,
ed il secondo il conseguente. _ :

L' unione di due rapporti eguali chiamasi pro-
porsione. Le proporzioni sono aritmetiche o di equi-
differenza, oppure sono geometriche o di equiquo-
siente , secondo che il rapporto che si prende a
considerare fra quelle quantita & aritmetico o geo-
metrico. , .

Sembra che il nome di proporzioni geometriche

- .-mm@

o inepen s g A

e T e

g o Rl 5

s e

[ o) W“v*’: R it e
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attribuito dagli antichi alle proporzioni ad equiquo-
viente sia derivato dalla applicazione ; che Euclide
nel quinto libro de’ suoi Elementi di Geometria ;
fa delle proporzioni alle linee. S
560. Le quattro quantitd 4, b, ¢, f, forme-
rapno una proporzione aritmetica, se la differenza
che esiste fra f ed a sara eguale a quella che passa
fra f e ¢. Tale prgporzione si scrive nella maniera
seguente a.b:c.f, & si legge cosi;a sta a b, come
¢ sta ad f.

Le quattro quantita a, b, ¢, f, formeranne poi
uina proporzione geometrica , se il quoziente che si
otterra dividendo b per a, sard eguale a quello ;
che si avrd dividendo f per.c. Questa proporzione
si sérive nel seguente modo a:b::c:f, e si pros
nuncia come la precedente.

561. Osservazione. Meglio sarebbe lo sctivere
le proporzioni aritmetiche in quest’ alira maniera
b -—a=f—c, mentre cosi si ravviserebbe imme-
diatamente P eguaglianza dei due rapporti. Per si<
mile ragione le proporzioni geometriche si potreb-
b
a
come gid da alcuoi si-pratica. Noi perd seguiremo
anche in cid la notazione generalmente adottata.

564. Di qualanque proporzione il primo e I’ gl
timo termine si chiamano gli estremi; mentre il
secondo ed il terzo si dicono i medj. ‘

Quando i termini medj di una proporzione sono
disuguali , essa dicesi praporzione discreta, o sem-
plicemente proporzione. Quando i termini medj sopo
eguali , quando ciod il conseguente del primo rap-
porto serve anche di antecedente al secondo rap-
porte , in allora la proporzione prende il nome di

bero scrivere €osi — = *—, ovvero a:b=1c:f;
c’ o
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proporzione continua: cosi la proporziene aritmetica
a.b:b.c ¢ una proporzione continua, e si suole
scrivere pid brevemente in questo modo +a.b.c.
La proporzione geometrica a:b::5:¢ ¢ pure una
proporzione continua, che si_usa scrivere in questa
maniera 22 a: b:c. Il secondo termine di qual si
voglia proporzione continua si chiama medio pro-
porszionale , aggiungendovi la parola aritmetico o geo-
metrico , secondo la qualita della proporzione. A
563. Quando due ragioni geometriche si para-
gonano fra di loro, se V'antecedente del primo rap-
porto sta al suo conseguente , come I antecedente
del secondo rapporto sta al conseguente del rap-
porto medesimo , la proporzione dicesi diretta ; ma
se |’ antecedente del primo rapporto sta al suo con-
seguente , come il conseguente del secondo rapporto
sta al suo antecedente, in allora la proporzione
‘prende il nome di proporzione inversa o reciproca,
oich¢ gli ultimi due termini della medesima sono

In una ragione opposta a quella dei primi.

564. Vi sono due altre specie di proporzioni una delle
quali dicesi armonica ; e I altra contrarmonica.
. Se quattro quantitd sono tali, che geometricamente stia la
prima alla quarta, come la differenza fra la prima e la se-
conda, sta alla differenza fra la terza e la quarta, quelle
quattro quantitd si dicono essere in proporzione armonica:
cost i quattro numeri 4, 5, 65 8 sono in proporzione armo=
pica, giacché geometricamente si ha 4:8::1: 2. Il nome di
queste proporzioni si & desunto dall’ osservare , che quattro
corde , }Je quali in un minuto secondo fanno delle vibrazioni
proporzionali ai numeri 4, 5, 6, 8 formano un’ armonia,
che dai Filarmonici viene distinla eol nome di accordo per-
feto. E piaciuto poi ai Matematici di estendere questo mome
al complesso di quattro quantita qualunque aventi fra di loro
la medesima relaziorie geometrica dei sopraccitati nuuteri: cosic
che i numeri 24, 16, 12, g costiluiranno una proporzione
wrmonica s poiché si ha geometricamente 24:9::8; 5. Se poi
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di quattro date quantitd y la uarta stard geometricamente olld
prima, come la differénza fra la prima e la seconda sta alld
differenza fra la terza e la quartd, quelle quantita si dicorio it
proporzione contrarmsnica, )

Allorché. tre quantitd sono tali; che ld priha stid -dlla terda;
come la differensa fra la prima ¢ la seconda sta alla diffes
Tena fra la seconda e la terra, quelle quantith sono in pro-
porzione armonica continua. ln tale proporzione sono i numeri
2, 5, 6, poiché geometricamente si ha 2:6::1:5. Se poi
di tre quantits date, la terza stia alla prima; come la diffes
renza fra la prinia e la seconda, sta alla differeniza fra la ses
conda e la terza, in allora tali quantid dicodsi in ptoporziong
contrarmonica conlinua: cosi i numeri 3, 5, 6 sono .in pros
go:jzsmne contrarmonica continua, perch® geometricamente sta

. $120 K )

. B65. Paragonando diverse ragioni eguali, si ots
tiene una serie di quantitd proporzionali: cosi se si
paragoneranno le ragioni aritmetiche eguali

‘ a.b; ¢.f, g.bh, ecc., .
si avrd la serie di quantitd aritmeticamente propor:
zionali a.b:c.f1g.k: ecc '
~ Dal paragone delle ragioni geometriche eguali

a:b, C!f’ g:h, ecm, '
si avri la serie di quantity geometricameute. propors
zionali a:b:ic:f::gihi:ecc '

566. Una- serie di quantitd contindamente pro-
porzionali, prende il nome di progressione. La pro-
gressione poi € aritmeticda © geometrica , secoudo
che la ragione che in éssa regna & di differenza o
di quoziente. : ' :

Le quantith @, b, ¢, f, g, A ; ecc. saranno in
progressione aritmetica ; se la differenza che passa
fra b ed a, passerd anche fra ¢ e b, fra f e ¢, ecc.
Le progressioni aritmetiche si scrivono nel modo
seguente  +a.b.c.f.g.h. ecc.
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" 'Lé ‘quantita 4, b, ¢, f, g, b, ecc. saranno in
progressione geometrica , se il quoziente che si ot-
terra dividendo b per a, sard eguale a quello che
si ha dividendo ¢ per b, dividendo f per ¢, ecc.
Le progressionl geometriche si scrivone nella seguen-
te maviera ta:b:¢c:fi1g8:4&: eco.

Le progressioni poi di qualunque siasi specie si
enunciano dicendo a sta a b, come b sta a ¢, come
¢ sta ad f, eco, -

589. Una serie di quantith tali, ehe la prima stia alla
terza, come la differenza fra la prima e la seconda, sta alla
differensa fra la seconda e la terza; che la seconda stia alla

quarta, come la differenza fra la seconda e la terza, sta alla
differenza. fra la terza e la quarta, ecc, chiamasi progressione

] X ¥
» =, ecc, formano una

3% 8

. . . . ¥
armonica, cosi le frazioni e
progressione armonica, .

Una serie di quantitd tali che la terza stia alla prima, come
la. differenza fra la prima e la seconda, sta alla differenza fra
la seconda e la terza; che la quarta stia alla seconda , come
la differenza fra la seconda e la terza, sta alla differenza fra
la terza e la quarta, e cosi di seguito, quella serie prende il
pome di progressione contrarmanica. ’

_ 368. Noi distingueremo due sorta di progres-

sioni I’una erescente allorchd i sunoi termini van-
no aumentando, I’ altra decreseente allorché i ter-
mini vanno diminuendo. '

Delle proporsioni ¢ progressioni aritmetiche.

569. Sia a I’ antecedente di un rapporto arit-
metico, & il suo conseguente, d la differenza addi-
tiva o sottraltiva, che esiste fra a e b, si avra
b=a+d Sia ¢ I antecedente di unm altro rap-
porto eguale al primo, ed f il suo conseguente,

i, i g8
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dovri essere f=— c¢-d. Ora dall’unione di- questi
due rapporti eguali risultandone una proporzione
aritmetica (559), si avrd a.b:c.f, ossia sosli-
tuendovi per b e per f i rispettivi valori,
a.a td:c.c 4t d; donde si ricava 1.* che qua-
lunque conseguente di un rapporto aritmetico pud
essere sempre rappresentato dal suo antecedente pit
o0 meno la ragione, secondo che egli si trova essere
maggiore. o ininore dell’ antecedente stesso, 2.* che in
una proporzione aritmetica -qualunque lu somma de-
gli estremi & eguale non selo, ma anche identica
colla somma dei medj. In fatti dalla proporzione
a.a+d:c.c4d siricava ad¢ct+d=—a+c+d
Cosi pure dalla proporzione 3.5:7.9 si ha

J4+9g=5+4+ 7, cied 13=<12.

570. Potendo da uwna proporzione ‘aritmetica
cavare una equazione, col fare la somma degli estre-
mi e de’ med] suoi, e mediante una.equaziove: de-
terminare il valore di una incognita, ne viene che,
dati tre termini, di una proporzione aritmetica, si
troverd il quarto ad -essi proporzionale sottraende
dalla somma dei due medj- U estremo cogniio; di
modo che se di una proporzione: aritmetica si aves
sero i.primi tre termini, @, b, ¢, chiamato x il
quarto ' praparzionale, si avrebbe la proporzione

a.b:c.x, dalla quale a4 x=b+¢, ed x=b+c—a;

se fossero pui dati i due estremi a ed f, ed il
nmiedio b, chiamato = I’ altro medio, si avrebbe

a.b:x. f, per cui b+ax=e+f, ed r=a-+f—b,

surebbe , ciod , il media incognito -eguale alla somma

degli estremi meno il medio cohresciuto. - -
Viceversa, se quattro quaulita a, b, o, f seno
tali, che la sommma a 4 f degli estremi sia eguale
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a quella det medj b +4-c, queste quatiro quantit

formeranno una proporzione aritmetica. :
571. Se la proporzione aritmetica sara conti-

pua , 10 _allora la somma degli estremi sara doppia

del medio; in fatti avendo in questo caso a.b:b.f,

. ) a-+

sard anche a4 f=525, per cni b= ,-—-f, donde
) 2

si ricava che un medio proporzionale  aritmetico ¢

egc{ale al{a semisomma dei due estremi. Chiamando

x il medio proporzionale aritmetico fra 5 e 11, si

Co ' 5411
avra 5.x:x.11, onde = ——o.=28: in fatti
2

~53.8,11,
) Se dat? due termini di una proporzione aritme-
tica -continua si volesse il terzo proporzionale, chia-
matoﬂx, si avrebbe a.b:b.x, onde- x =23b—a;
da cid si ricava che il terzo termine di una propor-
sione: aritmetica’ continua & eguale al doppio del
t{;ed{a meno il primo. Con uwn simile ragionamento
51 dxmci?lrerebhe » essere il primo termine di una
_}frap.orzmne arilmetica continua eguale al doppio del
media. meno il terzo: : C :
572. Determinate cosi le principali proprietd
delle proporzioni, passiamo ora ad investigare quel-
le delle. progressioni aritmetiche. Sia percid  data
la progressione .
~a.b.e.f.g. k.1, ecc,
la. quale generalmente serve ad esprimere . qualun-
que progressione aritmetica; se .d sara. la ragiong
-additiva di questa progressione., si avra (569) ,

- .
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e b=—add -
=b+d=a+t+2d :
f=c+d=a+3d
g=f+d=as4id
h=g+d=a-+5d
l=—h+d=a- 6d
ecc, ecc. :
per lo che la proposta .progressione si potrd tras-
formare "pella seguente ’
~a.a+ d.a4 2ad.a-3d.
a+ 4d.a + 5d.a + 6d ecc.

- Copsiderando ora I’ andamento dei termini di
questa progressione , si vede facilmente, che unm
termine gqualunque della medesima & eguale ad un
altro qualunque ~pit la differenza additiva delia
progressione: ripetuta tante volte , quante unite W
sono nel mumero dei termini, che si trovana , ins
cominciando a contare dall’ uno inclusivamente si-
no all’ altro esclusivamente. In fatti, si osser-
va in questa progressione che il quioto termine
a + 4d & eguale al seconde a4-d, aggiuntavi la
differenza d ripetuta tre volie, essendo tre per
P sppunto i termini compresi fra il secondo inclu-
sivamente ed il quinto esclusivamente; lo stesso

dicasi di qualunquoe altro termine. \

573. Da cié che si & detto si ricava, che co-
noscendo un termine qualunque, e la ragione di
una progressione aritmetica, si_potra determinare
un altro termine qualunque, purchd sia conosciuto
il suo luogo, sensza essero obbligati a calcolare gli
altri, che lo devono precedere; cosi il ventesime
termine, per esempio, di una progressione aritme-
lica' crescente sara eguale al primo piu 19 volte



la differenza o la ragione della progressione -&-
sima. Il termine ennmesimo, che nomineremo u sard
eguale al primo termine a pil la differenza d ripe-
tuta 2—1 volte, di modo che si avrd I’ equazione

l.iluz.-:a +J{n_ (),

Questo termine si suol chiamare il formine geme-
rale, perche , mettendo in esso per n dei valori
particolari, s pessono. ricavare tutti quei  termini
della progressione, che si desiderano: cosi, per
esempio, fatto 2—4, si ha '

=atd(n—1)=a+d{§—1)=a+3d,
che & appuato il quarto termine della - proposta
P"%57% Gon quatiro termini di usa progresion

. 37 quatiro termini di uaa ione
aritmetica prest di seguito o ad eguali -distanze
dagli- estremi 'si pudé sempre formare uma p
Tione aritmetica: ©osi coi quattro primi termini
q,c-{-d,aﬂu:td,u-{s?sd defla data progressio-
ue aritmetica generale, si forma la' proporrione
g.a+d:ad-ad.a+3d h .

1} primo ed il terzo termine della data progressio-
ne, sono aritmeticamente proporziouali col tery’ ul-
limo , e coll’ ultime, e aarponendo, per ‘esempio; che
la progressione termini al settimo termine a-}-6d, sard

a.a +2d:a+ 4d.a}-6d.

. _Sji5. Sn_ vede anche che la somma di due ter-
mini di una progressione aritmetica eguslmeate di-
stanti dagli estremi 3 costantemente eguale alla
somma degli estremi stessi. In fatti nel’ esempio
sopra citato la somma degli estremi 2a + 6d della

data progressione eguaglia la somma del sacando ¢

ol. 1, 22
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del penultimo non solo, ma anche del terzo e del
terz’ ultimo, écc. poiché 4+ d + a+ 5d=12a + 64;
a+ 2d +a+ 4d=2a+ 0d, ecc. o
578, Quando la progressione & composta di
un numero dispari di termini, come in questo
caso, il termine medio & eguale alla semisomma
I L e “ 2a 4 6d .
degli estremi: in fatti a - 3d = -—-;:—H-— Da qui
si ricava che la somma dei termini di una progres-
sione aritmetica qualunque é eguale alla somma degli
estremi moltiplicata per la metd del numera dei ter-
mini della data progressione. Lo

In fatti essendo generalmente la somma degh
estremi espressa da a + u, chiamando « 1 ultimo
termine, -¢ di- queste somme essendovene in una
progressioue un numero eguale alla metd del nu-
mero dei termini stessi, quando la progressioue &
composta di un numero pari di termini, chiamato
n questo numero, ed S la somma di tutti i ter-
mini della progressione , si avri generalmente

22 S=(a+u) =

Se il numero dei termini fosse dispari, in allora
si avrebhe, ritenute le stesse denominaziom,

(a+u) (n— 1) per la somma di tutti i termini

2 .
eccetto il termine medio, il quale si trova essere
a4 u - ) .
= -: -. Dinque la somma totale in questo caso

-

sarh espressa da
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=

(a-i—-'u). : n

\— .(-n-- 14 x):(a-l-u)—;, come supe-
rio;;;nente& abbiamo trovate.

- Per avere la somma dei termini dell

. . ! ' ‘ a res-
‘slxone fnmrnea = 3.5.7.9.11.13.15. 17'P;?)§1 Zi
’evie ar altro ‘che’ sostituire 3 in Inogo di a, 1
lflf n?fgo di u, e 8 in vece di r, per lo che ’sarZ

— 8
=(3417) - =120 x §=8.

577. T termini di uha i ri ,
progresstone aritmetica sommati a
:un: a due, a tre a tre, e genéralmentc ad m ad m mdzt:nt
o nwova progressione aritmetica, la di cui ragione ¢ eguale
o 4 e, el oo 1
e sommati: cosi se d 2 i :
della data progressione, dm?- sard quella della nnovadlpmgreﬂ'emn:
n:ime,' (Irbe na.scerebbe sommando i termini della prima ad m
ad m. In fatti, sommando a due a due i termini della pro-
gressione generale pe
ma.at+d.atad.a$3d...... .. atd{n—4)
ad-d{n —3). — : .
. (n )-atd(n 3}).ad{n—1),
2a+-4d, 2g4-54 .. ... ‘
- cm, -+ 1 2a+2dn—73d, aaf-2dn—3d,
;;O:gm—{-'-d-:u]z—t;Sd «+.2a42dn—7d.2af 2dn—3d,
ressione i cui ragione & i i
Grossione, ahls;:;:a mgp:f)one & r:::festamente 44, ossia 23d.
- a.a+d.a+zd.q+‘5d.a+4d.a+5d ......
atd(n—6). a4d{n—5}). at-d(n—4).
a~d{n—3). at-d(n—a). a+d(v,n-—-x)A,

sommandene i termini a tre a tre, si avra

Sa4-5d, 3atr1ad....... 5a 4 3drn—15d, 3a-+t3dn—6d,

‘34.

guantith in progressione aritmetica, la di ceni ragione o diffe-

Tenza @ appunto 9d, ossia 3°d. Sommati i termini a quattro

a quattro, si avrebbero delle quantith in progressione aritme-
tica, la di cui ragione sarebbe 4> d, e cosl di seguito: onde
per indusiope si pud conchiudere, che, sommati quei termini
ad m ad m, pe risulteranno delle quantita in progressione
aritmetica , la di cui ragione sard upzwa.dn‘n‘:‘:f

578. Se in luogo di d si porra —d, tutti i
ragionamenti fatti per le progressioni crescenti var- -
ranno anche per le progressioni aritmetiche decre-
scenti: cosi se, per esempio, si volesse determinare
I ultimo termine della progressione aritmetica de-
crescente, il primo termine della quale fosse 17, la
ragione 2, ed il numero dei termioi 8, uell’ equa-
zione 1.4 posto —d in luogo di d, si avrebbe
u=a—d(n—1)=17—23.7=23; come in
fatti deve essere.

579. Dati tre dei cinque elementi, dei quali si
pud intendere composta una progressione aritmetica
qualunque, e che souo il primo_termine a, I' ultimo
termine %, il numero dei termini n, la ragione d,
e la somma dei termini S; mediante le due equa-
zioni da noi determinate (573, 576)

iu=—=a+4d(n—1)

22 S=(a~u) -;f-

si possono sempre trovare glt altri due.
" " 580. 1.° Conoscendo a, u, ed n, trovare d ed S.
La 12 equazione ci dad(n—1)=#—a, donde
si ricava d = :—‘: Il valore di S & di gia de-
terminato dall’ équazione 20 .
581. La formola 4 = U2 somministra il

~1
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modo di inscrivere un numero qualungue m di medj
proporzionali aritmetici fra a ed u, o cio che ¢ lo
stesso, di formare uwoa progressione aritmetica, il
primo termine della quale sia a, I' ultimo u, ed il
pomero de’ termim n==m -+ 2; per cui d u—a
— o == .
ermit & CrTy

Conosciuta in questa maniera la ragione della ri--
chiesta progressione, si determineranno (573) facil-
mente tatti i svoi termini, ed -essa sard

u—a u—a u—a

< a.a-- A2 e 3 —————.
m-+ 1 m—+ 1 m—-1
©w—a o (m+1) (u—a)
g o= s s 00 st av e «a
+4 m+1 + m+ X

dove si vede che I' ultimo termine & eguale ad u.
Per fare un esempio, suppongasi di voler inscrivere
tra 5 e 4o sei medj proporzionali aritmetici, nel’
qual caso si avrd a=35,u=40, m=6; onde
40—5
6+ 1
2 5.10.15.20.25.30.35. 40.

582, 2.° Conoscendo a, d, n, trovare u éd S.

L’ equazione 12 da a dirittura il valore di .
Sostituendo questo valore nell’ equazione 2.2 , si ha

5 = (a,+a+d(n;;-l))%—.:(aa'-;;dn_—d)_:;h,

d= =5, e la progression¢ domandata sard

583. 3.° Conoscendo =, d, n, trovare a ed S.
L’ equazione 12 dd a=u—d(n—1). Sostituito
questo valore nell’ equazione 2.2, si ha

S =(u——dn‘—{-_d_—j‘—_vu)-§-=(2u——dn+ d)-’—;— 7

34a . ’
584. 4.° Conoscendo a, u, d, trovare n ed S.

g—a-f=d
=

L’ equazione n= i
‘equazione 1.2 dA 5= . Sostitajto

questo valore nell’ equazione 21 , 8si ha
S — - (atu)(u—a+d)  uw*S-du+ad—a>
ad - ad :

585. 5.° Conoscendo u, d, S, trovare a ed n

~ Ordinato per rapporto ad « il valore di S, otte-
nuto al numero precedente, si ha I’ equazione del

secondo grado a® —ad —du — u* 4 2dS =o
dalla quale si ricava ’

| d a )
(4:::) a = -;_-_I:\/ T+da+u’-—-—ad5), ossia

n=—‘;—:|: v 3(;-4—::)’ — ad$S z Onde avere poi

n, si ponga il valore di a=u—d
dalla 12, nella 22, e si avr'; nhd cavto

_ n . N
S__(au—dnj-d)-—z-, ossia 3S=2nu—dn*-}-dn.
Questa equazione, ordinata per rapporto ad n,

. . . 2u+d a$S
diviese 7 -——( y )u +—=o, da cui si

20 +d 3 ‘au+d\* aS
.cava n= + —
, v (] e
+ 586. 6.°, Gonoscendo a, n, S, trovare u e d.

. : a8 —
L’ equazione 2* da u = __S___az

. Sostituendo

questo valore nell’ equazione 1.2, si ha
- 28 —2an :

—

——
n{n—u)’
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587. 7.° Conoscendo u, n, S, trovare a e d.
. . 28 —nu .
Dall’ equazione 2. si cava a = ———. Sosti-
tuito questé valore nell” equazione 1.2, si ha
aS—nu ' 2nu—28
; n(n—1u) ‘
588. 8.° Conoscendo a, z, §, trovare n, e d.

U=

+d(n—1), da cui d =

. . a§ ST
L’ equazione 22 da n=-——" sostituendo poi

_ , adu
questo valore nell’ equazione 1.+, si ha
d — (u+a)(u—a)  u*—a’
2S—a—u ~ 2S—a—a _
589. 9.° Conoscendo n, d, S, trovare u , ed a.
2S—an

Dall’ equazione 2.2 si ha u= ; posto

n
questo valore in luogo di u nella 12, sard
2S —dn* 4+ dn

a = — - : ‘sostituendo poi questo valore
2n

) - S a .

di a nella 1.2, si troverd subito u::--"—2—1-‘12-,-;—-—1’j .
5go. 10.° Conoscendo a, d, S, trovare n ed
Il valore di u=a+d(n—1) dato dall’ equa-
zione 1. , si ponga nella 22, e si avra ‘

S=(2a+dn—d) -’;l-_, sviluppando ed ordinando

secondo la lettera n, si avra I equazione del 3°
2da~—d ) a8

;gl-ad_o n=+( — ) — =0 dalla_ quale

d—2a | d—2a\* 2S
n=""2d iV§ 2d + dg'

384
Questo valore di », posto nella 1. equazione, dark

591. Per eserciio dei principianti .sarh bene il
veriicare tutte lo formole m?‘ trovate applican-
dole ad una progressione numerica comoscinta in
tntie le sue parti. A tal fine si sono riwnite tutte
Je formole nella seguente tavola,

FORMOLE.

a==n ._..J(n__ l).

a=-—;:‘;‘/§({-+"u '—:dsz.

. 28 —
o= nu .

n
a— 2S—dn* 4 dn
- 2an

|n=a-t-d(n—1)

2S—an

P
pommand

B
— 28 +dn*—dn




__(v+a)(x—a)
- a2S—a—u

v—a-d
i

n—
2
2

d
S

=y

4

g

“"_."-'( 2“+Jn—-d)-;-.
n

S:-;.—(:u-—-dn—l-d);- .

 S=

ad

u* +du-+ad—a*

i B e e

e
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592. Per verificare alcune delle formole , che
8i sono trovate prendasi, per esempio, la progres-
sione .numerica <= 3.5.7.9.11.13.15.17, la quale

‘Ze, da cui si sono desunté
due equazioni fondamentali

v=a4d(n—1), s=(a+z£)-§-, dara

a=3,u= 17, d=2,n=28,8 = 8o.

- _d—a2a [ d—aa\? 25]
Nella formola n — — :I;V v ) +—]

messi per a, d, ed S i rispettivi valori; si avra

Y (R .

—t+9, onde n=8, ed n=-—10. Il primo di
questi valori soddisfa all’ equazione ed alla progres-
sione , ed il secondo non soddisfa che all’ equazione,

Per verificare la formola

o= 32 [(§+ )= 2a5]

fatte le opportune sostituzioni, si avrd
a=1*V[(1417)*—4.80]=1%V(324§—320) =
142 Onde a=3, ed a= — 1. Anche qui il pri-
mo valore di a soddisfy alla domanda, mentre il
secondo soddisfa alla sola equazione. Operando ‘in
un modo a questo analogo, si potranno verificare
anche tutte le “gltre formole contenute nella pre-
cedente tavola, ’
593. Applichiamo ora alla soluzione di alcuni
problemi le dottrine insegnate.
Si sa dalla fisica che an corpo, il guale cade li-
beramente dall’ alto, fatta astrazione dalla resistenza
dell’ aria, percorre nel primo minuto secondo di




tempo uno spazio espresso prossimamente da 1%
piedi parigini, nel secondo minuto secondo uno di
45 piedi, nel terzo uno di 75 piedi, e cosi di
seguilo sempre in progressione aritmetica crescente,
il di cui primo termine & 15 piedi, la differenza
3o piedi, che ¢ uno spazio doppio del primo, e che
é I’ effetto della forza acceleratrice.

594. Problema 1. Determinare I’altezza di una
torre mediante la caduta di un grave dalla torre
medesima. :

S_uppgn?t!si, per esempio, che una pal.la di piom-
ho impieghi a cadere dalla sommitd di una data
torre sino a terra quattro miunuti secondi. Cid posto,
si_avrd a=15,d=230, n=4: sostituiti questi
valori nella formola ‘

S=(2a+dn-——d)—;i, si avrd

S=(2.15 + 30.4 — 30)«-‘2—:240 piedi per I’ al-

tezza della torre.

5g5. Se, date le medesime cose, si volesse sa-
pere lo spazio percorso nel quarto minuto secondo,
messi questi valori nell’ equazione n=a +d(n—1),

si avrebbe =15+ 30.3 = 105 piedi.

: 596. Se si domandasse quanto tempo impie-
gherebbe un corpo a cadere da una torre, la di
cui altezza fosse di 240 piedi; dalla formola

d—-,—ﬂd [ d—-—na 2 QS | .. '
"= =]/ ("ZT g ] st avrebbe

" 30(—5-(;30 4 V[( 30;30)“_*_- 2 .;)40 ]__:

+ V 21450 =4y 16=24. Impiegherebbe adun-

que quatiro minuti secondi di tempo

g £ T )*‘w’u:

TR WS et L e
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597. Se si volesse sapere lo spazio descritto
nel primo minuto secondo da un corpo, il quale
in 4" & caduato dall' altezza di 240 piegi colla ?orzn
acceleratrice di 3o piedi: fatte le opportune sosti-
aS—dn*3-dn

an

tuzioni nella formola a —

2.240—30.4* + 30.4
2.4

de che nel primo minato secondo avrebbe dovuto
percorrere uno spazio di 15 piedi.

5¢8. Se finalmente , conoscendo lo spazio per-
corso nel primo 1", il numero dei minuti impiegati
a cadere, e I'altezza della caduta, si volesse determi-
nare I effetto della forza acceleratrice ; dalla formola
d = 28 — aan

n(n—1)’
2.240—2.15.4
4(4—1)

fetto della forza acceleratrice domandata sarebbe di
30 piedi.

599. Problema Il Si & comperato un cavallo
a condizione di pagare 10 soldi pel primo chiodo,
15 soldi pel secondo, 20 soldi pel terzo, e cosi di
seguito, sempre 5 soldi di pid per ogni chiodo
successivo. Il cavallo ha 32 chiodi ne’ suoi ferti;
si domanda quanto sia il suo valore?

Soluzione. Egli & chiaro che quivi non si tratta,
che di trovare la somma dei termini di unma pro-
gressione aritmetica, il primo termine della quale
e 10, la differenza 5, ed il numero dei termini
32. Messi adunque gli opportuni valori di a, di d,

, 8i avreb-

be a = =15; donde si ve-

si avrebbe d — =30. Onde I'ef-

¢ di n nella formola S &= (3a + dn—d)%, siavra
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S$=(2.1045.32 --:5)—?—::175)( 16=12800. .

Onde il cavallo costa 280e soldi, ogpure 140 lire.
600. Problema III. Un uomo ¢ incaricato di
innaffiare ad una ad uno 100 alberi situati sulla
stessa linea a 5 braccja di.distanza I’ uno dall’ al-
tro: egli prende I acqua a 10 braccia di distanza
dal primo alhero sul prolungamento della linea de-
gli alberi stessi. Quanto cammino egli fa‘ré i Lutto,
nella supposizione che egli parta ‘e ritorni ogni
volta alla fontsna? o
Soluzione. Si vede facilmente che questo uomo
dovra percorrere 20 braccia per innaffiare il primo
albero, 30 pel secondo, 4o pel terzo, e cosi di
seguito, di modo che gli spazj vengono a formare
una progressione aritmetica, il di cui primo ter-
mive ¢ 20, la differenza ¢ 10, ed il pumero dei
terinini é 100. Dalla formola

S={(aa +dn-—d)-§—-4 si avrd

S = (40 4 1000 — 10 ) 50 = 51500.
Nl cammino totale sard espressp adunque da 51500
braccia. :

6o1. Probdlema IV. Un uomo tanto nell’ andata,
che nel ritorno ha percorso 13750 braccia per in-
nalliare ad uno ad uno un numero x di alberi si-
tuati sopra una medesima livea a 5 braccia di di-
stanza ' uno dall’ altro. Per innafliare I’ ultimo al-
bero ha dovuto percorrere 520 braccia; si domanda

santi alberi sono, ed a quale distanza dal. primog
albero & la sorgente , che si suppone sulla medesi-
ma -linea degli alberi ? - o

Soluzione. Si assuma per incognita il solo cam-
mino percorso o nell’ andata o nel ritorno, e si avra

e s R e S

-
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13750
2 —
}nr P ultimo albero. In tal caso gli spazj percorsi
oFmano uwa progressione aritmetica, in cui la dib-
ferenza @ d=5, P ultimo termive u==260,.¢ Ja
somma dei termini $=6875. Il numero dei ter-

6875 braccta per tutti gli alberi, ..%’_2;,._ 260

mini sara C
- au+d [( :m-i—d)’ 2S 525 4-25
B= ad \d:V ad .—T =T
doude, prendendo il segno superiove, si avra
: 525 4 25 :
n= — == 55, e preodendv I inferiore
525 —
= 2 25 = 5o0.
10

Preso quindi n=50, dalla formola a=xuy—d(n—1)
51 trova a==260—5.49=15. Di modo che vi
sono 50 alberi, e I’ acqua ¢ a quindici braccia di
distanza dal primo albero. L’ altro valore di n non
puo risolvere il problema, perché se si prende
7n=55 i trova a = — 10. '

Delle proporsioni e progressioni geometriche.

- 6o2. La proporzione geometrica , formandosi
dall’ unione di due rapporti eguali (55g), cousiste
m ‘quattro termini tali, che il secondo .diviso per
il primo, o viceversa, da lo stesso quoto, che da
il .quarto diviso per il terzo, o viceversa: cosi se

=g, e nel medesimo tempo —=q, le quattro

quantith a, b, ¢, d sarauno in proporzione geometri-
ca;, la di cui ragione sara q, € si avrd a:b::c:d
I quattro nemeri 2, 4, 5, 10 daranno la propor~
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vione geometrica 2:4::5:10; poiché il quoto a;

che si ottiene dividendo il 4 per 2, si ricava anche
dividendo il 10 per 5. ,

603. In una proporzione geometrica si ha che

un conseguente qualunque é sempre eguale al suo

antecedente moltiplicato per la ragione: infatti nella

proporzione a:b::c:d si ha pel numero precedente

-aiz q,-:—l-::q, donde si ricava b—=aq, e d=cq.

604. In una proporsione geometrica qualunque
a:b::c:d, il prodotto ad degli estremi & sempre

éguale a quello dei medj bc. Poiché, essendo ﬁ:..—-q,
a

— =9, paragonando queste due equazioni, sard
anche —==—, ossia ad = b¢. In npumeri, se
2:4::5:10, 51 ha 2 X 10=4 X 5. -

605. Potendo sempre da una proporzione geo-
metrica ricavare una - equazione, moltiplicando i
medj fra di loro e gli estremi pure fra di loro, si
potra del pari 1.° data una equazione formare cou
essa una. proporzione geometrica, avendo riguardo
di scomporre ciascun membro dell’ equazione in
due fattori: I fattori del primo membro dovrauno
formare gli estremi nel caso che quelli del secondo
formino 1 medj, o viceversa. Cosi essendo ad=bc¢,
st avra ab::c:d, se fosse am=n, si avrebbe
a:n::t:m; se finalmente fosse ab==1, si rica-
verebbe a:1::1:54; 2.° si potrd, dati tre termini
di uuva proporzione geometrica, trovare il quarto ad
essi proporzionale. Poiché, chiamato x il termine
iucognito, si avranno le quattro seguenti proporzioni

S N o s 4

b, ————— - i &
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a:b::e:x a:b::x:d
x:b::0:d a:x::¢:d
dalle quali si ricavano le equazioni
ax =b¢c - bx = ad
dx=bc " ex=ad,
che danno B S
be _ be ad ad
a:::-——, ':—2-,:]::7,3:—_:&—0——.

Doade nengnedu‘uacmmmmpmpo\derzio;c_
geomelrica qualunque é eguale al otto dei medj
&d@wmam,q&emrnaﬁo:gmk
al prodotto degli estremi diviso per U altro 0.
Cosl I’ estremo x della proporzione 2:4::5:x

sard = i’-:—S-s:: 10. Il medio x della proporsione

2:x::5:10, sard egd’ale a ,xsw =4

" E qui siamo in grado di dimostrare quello che
abbiamo promesso ai (509, 513 ). o
Nelf’ esempio 1.° del (509), trattandosi di trovare
il logaritmo di 587657, si ¢ moltiplicata la diffe-
renza tra il numero 5876, ed il wumero 5876 ,5,7_,
la quale ¢ 0,57, per la differenza, che vi & tra il
logaritmo di 5876, e quello di 5877, la quile &
0,00008, ed il prodotte di queste due dillerenze
0,00004 si & aggiunto ol logaritmo di 5876: e cid
rchd la differenza de’ numeri, i quali poco -tra
oro differiscono potendosi supporre sensmbilinente
proporzionale a quella ‘dei loro logaritmi, st pue
istituire la segueate  proporzione
< 1:0,59::0,00008: 2,
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dalla quale si ha x=0,0000456, ossia prossima-
mente x=0,00004 pet la differenza fra i loga-
ritmi dei due wumeri 5876, e 5876,5v , onde
log. 5876,57 = log. 5876 + o ,00004 =

3,76908 + 0,00004 = 3 ,76912.

Parimente al (513) ove trattasi di trovare il no=
merq_corrispondente al logaritmo 3,76912, che non
& sulle tavole, si disse. che al numero 5876, it
quale ¢ quello; a cmi corrisponde pill prossima-
mente il logarilmo dato, si doveva aggiungere la
frazione 0,57 risultante dal dividere o0,0000456, che
¢ la differenza fra il logaritmo proposto, e quello
del numera 5876, per 0,0000800, che & la differenza
dei logaritmi dei due numeri consecutivi 5876
e 5897, € cid perché potendosi in questo caso
oonsiderare la differenza dei logaritmi proporzionale
a quella dei numeri, si pud istituire la properzione

0,0000800 : 0,0000456 :: 1 :x,
0,0000456 456
0,0000800 800

Quello che si & detto in questi casi particolari
pud estendersi a qualunque altro caso analogo.
606. Se la ragione di a:b fosse inversa di

quella di ¢ & x, si avrebbe (559) a:b::x:¢ s

quindi x == = 0,57.

o a . A X .
oppure, cid che ¢ lo stésso a: b:: — : - , don~'
A R T

e ac
de si ricava L == .

607. In qualunque proporzione geometrécn con--
tinug a:b::b:c, ossia 2 a:b:c il prodotte degti
estremi é cguale al quadrato del medio. Infatti ;;6-

Fol. 1. ‘ 23 : :
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tendosi la proporzione continua considerare -come:
una propoizione discreta nella quale i due medj
sono eguali, ne deriva che il prodotto degli estremi
debba eguagliare il medio moltiplicato pel medio
stesso, ossia il quadrato del medio medesimo. Ese-
guendo in fatli tale operazione si ha 6* = ac-
Estraendo ora la radice quadrata da ambi i mem-
bri- di questa equazione , si ottiene b=—=vac, da
cid si ricava, che un medio proporzionale geometrico:
tra due quantitd date é sempre eguale alla radice
quadrata d:l loro prodotto: cosi il medio proporzio-
nale geomelrico x fra 2 e 8, nella proporzione con-
tinua 2:x::x:8, sard =/ 2.8=4. »
" Il terzo proporzionale di una proporzione geome-:
trica continua é eguale .al quadrato del medio diviso
pel primo termine della proporzione. Infatti, dati i
primi duoe termini @, & e chiamato x il terzo pro-
porzionale, si avrd :

. b _
a:b::b:x, per cui & = —. 1l terzo termine con-
a

tinuamente proporzionale ai due numeri 4 e 8 sara
dunque x = %i = 16.

Per una simile ragione si vedrd essere il primo
termine di una proporzione continua eguale al qua-
drato del medio proporszionale diviso pel terzo.

608. A quattro gramdezze geomelricamente pro-
porzionali si potranno far subire tutte quelle varia-
zioni o cangiamenti, che si vogliono, purché nelle
quantita che si oltengono si verifichi .Ya proprietd
fondamentale , che regna nelle proporzionm: geome-
triche, cioé che il prodotto :degfi estremi sia eguale
a quello de’ medj. Si pud disnque senza distruggere
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la proporzione geometrica 1.° far cangiare di posio
ai termini medj fra loro, o agli estremi pure fra
loro , oppure mettere gli estremi al posto dei medj
e viceversa. 2.° Si pud moltiplicare , oppure dividere
per una. medesima quantita tutti- i termini della
proporzione , o i due antecedenti, o .i due conse-
ﬁteuti,, o anche i due termini di uno dei rapporti.

el primo caso i due prodotti risulteranno sempre
dai medesimi fattori, e nel secondo caso non facen-
do altro che moltiplicare o dividere per una stessa
quantitd i fattori, o un fattore di ciascun ‘prodotte ,
e per conseguenza i prodotti medesimi, essendo
essi da prima eguali, tali devono- rimanere anche
dopo la moltiplicazione, o divisione per una me-
desima quantita. : ‘

Prendiamo ad esempio la proporzione

a:b::¢:d, ed in ,conseguenza di quanto ab-
biamo detto, avremo < :

12 a:b::e:d i
Cambiando di luogo ai
28 a:¢::b6:d . ) . .
, med) o agli estremi ,
32 d:b::¢c:a :
ossia alternando.
42 d:c::b:a
52 b:a::d:¢ .
' .Ponendo i medj al posto
62 b:d::a:c J e . :
' -~ degli estremi e vicewer-
7.‘c:a::d:b
sa , assia invertendo.
82 0:d::a:b o . ;
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ma: mb ::.mc: md
ma: b::mc: d
ga:mb:: ¢: md . ge : ‘
. : Moltipticando -divi«
ma:mb:: ¢c: 4 }- P » 0 vl
a: b::mc: md dendo tutti i termini.
a b ¢ d della proporzione per
m  m ' m  m una stessa quantitd ; 0
R S i soli antecedenti, o ¥
o e . . [ 4
aid R m | soli conseguenti , op-
. d . L.
@ leme 1t G T ieem pure -i termini di wn
m m
a b rapparto.
i ¢ : d
a : b : —?-:i . )
m m
| Elevando tutti i termini
adl 1 . e m, -
a & ::" 4" alla stessa potenza , o

;a: :/b': . ’\'/c: C’d estraendovi la radice
. del medesimo grado.

L‘egnagli:n.za, che esiste fra il prodotto dei medj
:sgru:llp degli estremi i:h ciascuna delle soprascritie
Bsioni ci assicura -
zioa_i g-eometriche. » €he ease sono tuite propor
. Si giungerebbe alle medesime conclasioni ponende
4 proporzione proposta sotto la forma dell’ equa-

. a_ ¢ .
giene T poiché le frazioni che sono eguali



]
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. timangono tali, sia che si moltiplichino o si dsz
vidavo i loro pumeratori o denominatori, o i due
termini di una di esse per una stessa quantith, o
che si ianaleino ambedue le frazioni ad una stessa
potensa , o che vi si estragga la radice di uno
stesso grado. ‘ ‘
. Bog. Da quanto si & detto ne deriva, che due
quantita qualunque sono proporzionali alle loro mul-
tiple , ‘ed anche alle rispettive parti aliguote ;. foicllé
se, per -esempio, si ha la proporzione identiea
a:b::a:b,sard anche (608) a:b::am: bm,

a b
come pure a:b::—:—.
m m

610. Se si pércorrono le diverse operazioni
che si possono far subire ai termiai delle frazioni

eguali -9-—, e -3- senza che la loro eguaglianza ven-

b
ghi distrutta, si vedri che esse possono essere
accresciute dell' unita, e che ciascana pud anche
essere sottratta dall’ unitd, ed avere’ in questa ma-
niers delle frazioni ancora eguali. Eseguendo adun-

. . - a ¢
que qu‘esu cangiamenti si ha 1+—5-._: + 7

ossia riducendo ciascun membro di questa identitd

. . " b+a d+c “
al medesimo denominatore, pn eyt cost

a e . b—a i d—c¢
pure 1 -5 =  p— = ossia == ——y

. Po-

nendo poi queste frazioni eguali sotto forma di
proporzione 51 avra .

'
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: b+a:bi:ddec:d

V_ ... b—a:b::d—c¢:d
Gonfrontando queste proporzioni colla proporzione
@a:b::¢:d dalla quale.si sono desunte, si rileva,
che la somma o la differenza dei termini del primo
rapporto , sta-al conseguente del rapporto medesimo,
come la somma o la differénza dei termini del secondo-
rapporto sta al consegucnte di questo rapporto.

Se i t’nedf di quelle proporzioni si alternano, si
ottengono le proporzioni .

b+a:dd-c;:b:d
b—a:d—v¢::b:d
Siccome poi queste due proporzioni hanno di co-
mune il rapporto b:d, ne viene che gli altri due
rapporti saranno fra di loro eguali (344.ass.24.°%), e
che con essi si potra formare la nuova proporzione
b+a:b—a::d+c:d—c,
la quale alternata da :
b+a:d+c::b—a:d—c
Paragonando ora queste proporzioni colla proporzione
primitiva @: b::c:d, si vede che sta la somma dei
termini del primo rapporto alla loro - differenza ,
conie la somma dei termini del secondo rapporto sta
alla differenza dei medesimi, e che la somma dei ter-
mini del primo rapporto sta alla somma déi terming
del secondo rapporto , come le rispettive differenze
dei termini medesimi. .

Se i ragionamenti che si sono fatti sulla pro-
porzione a : b::c:d si faranno sulla- proporzione
a:c::b:d, che nasce dall’ alternazione che in
quella si & fatta de’ medj, si dedurrano per questa
proporzione Te medesime conseguenze che si sono
dedotte per la proporzione primitiva, per lo che
si avranno le proporzioni seguenti

-



adc:b+d::a:b

a—c:b—d::a:b

a+c:btdiia—c:b—d
le quali confrontate colla proporzione primitiva
a:b::c:d fanno conoscere 1.° Che in una pro-
porzione geometrica la somma o la differenza degli
antecedenti sta alle somma o differenza dei conse-
guenti , come un antecedente al suo conseguente- 2.°
Che la somma degli antecedenti, sta alla somma dei
conseguenti , come la differenza degli antecedenti sta
alla differensa dei conseguenti.

611. Osservazione. Quando i termini di. uba
proporzione si sommano per avere una nuova pro-
porzione, una tale operazione si suole comune-
mente denominare composizione; e scomposizione o
_divisione quando si scltraggono.

"612. Da due proporzioni che hanno comune wn

rapporto, oppure gli antecedenti, o i conseguenti st
pud ricavare wuna terza proporzione paragonando fra
di loro le quantitd non comuni. Cosi se si avranno
le due proporzioni a:b::c:d; a:b:rm:n sara
anche c:d::m:n, poiché come gia si ¢ fatto
osservare (610), essendo le due ragioni c:d; m:n
eguali alla ragiene a:b, devono essere eguali fra
di loro, e per conseguenza formare una propor-
zione. Se si avessero poi le due proporzioni

a:b::c:d , a:m::¢:n,
alternando si otterrebbe
a:¢c::b:d , a:c::m:n

e quindi b:d::m: n, riducendosi questo al primo
caso. Nello stesso modo si ragionerebbe, per dimo-
strare che gli antecedenti di due proporzioni, che

-
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hanno comuni i i
) conseguenti so i
pormionai gu sono fra di loro pro-
613, Due o pid iomi i
. . 0 piu proporzionl moltiplicate tere
‘x;;me per termine danno una nuova -prop‘»orzioue, la
deﬂ:u:! a:‘:glone eg_naghadﬂ prodotto delle ragioni
. roporzioni.; di f; S pro-
borsion prop omi 3 4 fatfo sieoo le due
S a:bh:re: d
B ‘ m:n::g:hy
moltiplicate termine per termioe danno
. . am:bn::cg:dh,
Sia ¢ la ragione, che regna nella prima proporzio-
ve, ed r«quellz{ della seconda, si avrd mediante le
opportune sostituzioni (603) .

am:aq)(mr::og:cq X gr;

pwporzi_oge.evidentememe vera, la di cui ragione
ie qr, cioé }l;}.xﬂ:ldouo delle due ragioni semplici.
e proporzioni di tal sorta si chiam opor-
ajoni composte. = . a?m propar-
614, S'e.la ragioue fosse la medesima nelle due
proporzm’m in allora, per essere g==r, si avrebbe
am:amq®::c3:c2q*, proporsione, il di cui rap-
porto & eguale al quadrato del rapporto, che re-
gna nelle -date‘gropox'zioni. In questo easo dicesi
che am:amg* & In ragione duplicata.di am :amyq.
lQuando la ragione di una data proporzione ri~
sulta dal prodotto di tre ragioni eguali, in allora
dxces& ragione triplicata, '
15. La ragione duplicata di « i
g ' dupl. tag e di..m:m
e la stessa di quella dei quadrati diquna qualunq«

- que di queste ragioni, e la triplicata ¢ la medesi-

wa di quella dei cubi; di fatto la ragi i
) . gione dupli-
cata di a:agq, ecc. & g*: quella dei ql?adrati dI; q

&
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e di ag & pure “—;—?-::q’.(QuéiHa dei cubi & g7,

come ¢ ¢° anche la ragioame triplicata delle tre ra-
gioni eguali o - »
. a:aq, m:mq,n:ny » e
616. Dividendo due proporzioni termine per
termine , si ha una nuova proporzione, la di cui
ragione & il quoto delle ragioni appartepenti alle
date proporzioni; cosi se si avranno le due pro-
porzioni .

a:br:c:d

m:n::g:h

dividendo cisscun termine della prima per il cor-
rispondente della seconda, si avra la proporzione

a b ¢ d . a aq ¢ ¢q
el e, OBB1A o femta 1} I ene
m n h mr 8 8"

pella’ guale si vede chiaramente regoare la ragiorne

9. Se le date ragioni fossero eguali, in tal caso

=1, sarebbe cioé la ragione della ‘nuova pro-

1]-: %]

porzione eguale all’ unitd.

~ 617. Da due o pilt proporzioni si possono ri-
cavare: delle nuove proporzioni, moltiplicando o
dividendo con un certo ordine i termini dell' una

per quelli dell’ altra o delle altre: cosi “dalle pro~

porzioni
a:b::¢c:d
m:n::g:h
i possono dedurre le seguenti- :
an;bm::ch:dg ag:cm::bh:d

%
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618, Se si avrh un numero qualunque di pro-
porzioni tali, chie T eonseguenti della prima sieno
antecedenti della seconda, i conseguenti della se-
conda antecedenti della terza, e cosi successiva-
mente, gli antecedenti della prima proporzigne coi
consegnenti dell' ultima formeranno una ‘proporzio-
ne geometrica:. cosi date le quattro proporaioni
‘ a:c::b:d gik::h:l
. c:gi:d: Rk kim:i:l:nm,
si avrd anche a: b ::m : n; di fatto moltipli-
cando insieme le quattro proporzioni dale termine
per termine, si ha la nuova proporzioue

acgk: cghm : : bdhl : dhin;
e dividendo i termini del primo rapporto di questa
proporzione per cgk, che & ad essi comune, ed i ter-
mini del secondo rapporto per la quantita loro co-
mune dhl, si-avid a:m::b:n, ed eltecnando sard
: o aibiim:in
61g. In una serie di rapporti eguali
a:b::c:d: :f:g:‘:mé"nv
1.° la somma di tutti gli antecedenti sta alla som-
ma di tulti i conseguenti, come un antecedente al
suo. consegugnte , 2.° la somma di un numero gna-
lanque di antecedentli sta alla somma de’ loro con-
seguenti, come un antecedente sta al suo conse-
guente, oppure come una somma di antecedenti sta
a quella de’ rispettivi conseguenti: poiché, essendo
a:b::c:d,si ha pure (610) a+c¢c:b+d::a:b::c:d;
ma c:d::f:g, quindi anche ac:b+d::f: g,
e percid sard ancora a +c~-f:b4-d--g::f:g,
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ma f:g::m:n, dunque o4 f:b4-d+g::m:n,
e componendo, si aviha+cH4f+m:b+d+g+n
:m:n::fig:re:d:za:b. La proporzione .
a--¢:b-4-d::f:g superiormente trovata, dalla
quale, componendo, si ricava poi-. -
adc+fibtd4g:iadc:b4-d, ci sommi-
nistra la- dimostrazione della seconda parte del

teorema enunciato,® - : .

Lo stesso teorema si puo dimostrare ‘anche for-
mando , secondo I’ emmciato suo, le corrispondenti
proporzioni, sostituendo in esse al luege dei con-
seguenli i rispeltivi awotecedenti ‘nela  propria ra-
gione., e facendo in fine il prodotto dei. medj e

degli estremi, prodotto, che risnltando identico ,

fa conoscere la veritd dell’ enunciata proporzione.
In vece di scrivere le serie di rapporti eguali,
come si & falto superiormente, si vsa alle volte
per maggior comado. scrivere prima tutti gli ante-
cedenti, indi tutti i conseguenti in ‘questa maniera
a:c:frm::b:d:g:n.

620. Dimostrate le principali proprietd delle
proporzioni geometriche, passeremo ad indagare
quelle delle progressioni: a tale oggetto sia pro-
posta la progressione o

Habicidie:figioo iU

Se g ¢ la ragione, che regna in questa progres-
sione, sara- ‘ SR

b=uaq, © e=dq=agqg*
¢ =bq = aq’ S=eq=ag’

d=cq=aq’ §=/q=aq’
Co : o ecc.
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e quindi la data progressione si cangerh nella -se-
guente $5a:aqg:aqg’:aq®:aq*: ag’iags : ecc
Ove si vede che un termine qualunque della mede-

. Simn. & eguale ad un altro qualunque - dei termini

precedenti ‘moltiplicato per la ragione elevata ad una
potenza indicata ‘dal ‘numero dei termini compresi
dall’ uno inclusivamente sino all’ altro -esclusivamente.
In fatti il terzo termiuve, per esempio, aq* & eguale
al primo termine a moltiplicato per la ragiove ¢
elevata ‘al quadrato, il settimo termine agt ¢ eguale
al secondo termine aq moltiplicato .per la ragione
q elevata a 5; e cosi degli altri. o '
631, Segue-da quanto si & dette che, cono-
acendo solamente il primo termine e la ragione di
yna progressione geometrica, si potrh formare que-
sta progressiope col moltiplicare il primo termine
dato per le successive poténze della rugione, di.
modo che il secondo termine -di uma progressione
si otterrd moltiplicando il primo per la ragione, il
terzo termine moltiplicando il primo pel quadrato
della ragione, il quarto moltiplicando pure ;Il primo
pel cubo della ragione e cdsi di seguito, di modo
che un termine qualunque enkesimo si otterrd mol-
tiplicando il primo termine per la ragione’ elevata
ad un esponente indicato dal numero dei lermibi,
che lo précedono; per lo che nominando u questo
termine, n il luogo che deve occupare nella pro-
gressione , si avra I’ eqaazione 1.3 u=aq—'. Que-
slo termine ennesimo si suole chiamare ‘il termine
generale delle progressioni geometriche, poiché fatto
in esso, pz=1,n=2, n=3, ecc., si ha il pri-
mo, il secondo, il terzo termine, ed in generale
il termine corrispondente al wumero, a cui n si
eguaglia. : : : : '
622. Nella progressione generale fatto a =1,



si ha &2 v:iq:g®igd:qgéiqtigt ... : e
poiché -1 = ¢°, sard anche T
.. et o9 . 03 s o ph e 4. 06 . o . 4
.'__._,qoy.q qhiq’iq%:q7:q q”—
Dove si vede, che le potenze successive intere di
una medesima’ Tuant‘iték g formano una progressioné
grometrica, e gli ésponeiti della ragione formano
lIa progressione aritmetica dei numeri naturali

—0.1.2.3.4.5.6...n—1. Non si pud dire
lo stesso delle potenze successive frazionarie, per-

. . . 4 ) 4 | S 1 P .
che gli esponenti > 3 T3 ecc. non sono

in progressione aritmetica. Si pud adunque con-
chiudere cke se gli esponenti di diverse potenze di
una medesima quantit formano una progressiore
- aritmetica, i termini affetti da questi esponenti for-
mano una progressione geometrica : cosi le quantita
a®, a*, a’, a®, ecc. saranno in pregressione geos
metrica, perché gli esponenti 2, 5, 7, g, ecc. sono
in progressione aritmetica. T

623. In una progressione geometrica: qualunque
si ha il prodotto di due termini qualangue egual-
mente distanti dagli estremi -costantemente eguale
al prodotto degli estremi stessi. In fatti, suppo-
pendo la progressione generale (6a0) terminata
dopo il 7.° termine, si ha

a X aq* =aq X aq-" =aq® X aq‘:ecc.

Dalle cose qui sopra esposte ne segue, che il
termine medio di una progressione geometrica , com-
posta di un numero dispari di termini, sarid medio
proporszionale fra il primo termine e I ultimo della
data progressione : cosi il termine medio ag® della

. @

progressione +ia:aq:aq*:aq’:aq*:aq’ :aq®, com-

posta di sette termini @ medio proporzionale tra
@, aq®: in fatti a:aq3::aq®:aq’.
. ~Con quattro_termini di una progressione geame-
trica presi consecutivamente, o ad eguali distanze
dagli estremi si pud formare sempre una ﬂ'Opor—'
zione geometrica: di fatto supponiamo che la data
progressione fivisca dopo il settimo termine. Presi
1 quattro primi termini della medesima, -questi
formeranno  evidentemente la proporziene
aiaq::aq®:aq*, poichd siha a*q®=aq*. Preso
i ‘primo ed il terzo, il ters’ ultimo e I ultimo, si
avra del pari la proporzionea: ag® :: aqg* :ag®, poi-
ché (6o5) a* g8 ==a* 45 . '
634 In una progressione geometrica '?‘ualune
ue il dpt'imor‘te‘rmme sta al terzo, come il qua-
rato del primo al quadrato del secondo: il primo
termine sta al quarto, come il cubo del primo al
cabo del secondo; ¢ generalmente il primo ters
mine di una progressione sta ad un termive qua-
lunque n della progressione stessa; come il primo
al secondo elevati ambidue ad n — 1 ; infatti
a:aq®:at:aty®, dd atgt = atq*,
iag? i2ad catgt, dd atq =atg?,

sagr=t i gnt ; gne qn-—'x , dé a}nqn—l — au ,rx-- : v,

(635. Se i termini di una progressione geomelrica. si som-
mano a dve a due, a tre a tre, ed in generale ‘ad m ad m,.
si ha una nuova progressione geometrica, la di cui ragione &
eguale alla ragione della data innalzata ad una potenza egaale
al. pumero dei termini, che si sommano. Per dimostrase. que-
sta proposizione , si ripigli la progressione  generale, e si .scri-
vago nella medesima alcuni termini cansecativi precedenti I'ul-
timo, per lo che si avr R

B i



“-a:aq:aq®:agd:aqt:aqs .. ,;4;7»-'6 tagn—>5:agn—4
agn—3 : agn—2 ; agn—i.

I termini di questa progressione sommati a due a due, e da

queste somme separati i rispettivi fattori comuni , daranno la

progressione ‘ S

nella quale regna evidentemente la ragione ¢*. Sommati a:tre
a tre, si ha . ~ -
Fa(14+g4+qg*)iagi(1dg4qgr) ...
seeeeniiagn=b (1 Lgdg*)iaqgm3 (14-g+q*),
progressione, la di cui vagione & g3, e cosi di seguito, di
modo che, sommati i termini della proposta progressione ad
m ad m, si ricaverd una progressione, la di cui ragione sara
gm, ciod la ragione della proposta elevata ad m, che & il pu-
mero dei termini sommati come fu enunciato, A

626. In una progressione geometrica qualunque

Lt abicidie:figi.iiiinin
il primo termine sta al secondo, come la somma
di tuiti i termini meno I’ ultimo, sta alla somma
di tutti i suoi termini meno il primo; di modo
che, chiamando S la somma totale .dei termini
della data progressione , dico che si avra la pro-
porzione a:b::8 — u:8—a. Di fatto una pro-
gressione geometrica non essendo altro che una
serie di rapporti geometrici eguali, i termini della
quale sono tulti antecedenti fuori che I’ ultimo, e
tutti sono couseguenti eccettuato il primo, essa
- dovra dare (619) la proporzione a:b::S—u:S—a
Da questa properzione si ricava I equazione
a(S—a)=>5b(S—u), ossia, mettendo in luego
di & il suo valore aq, e dividendo poi pel fattor co-
mune a, si ha 8 —a=q(8—u) = gS—uq, e traspor-
tando, g5 —S=uq—a, da cui si sicava final-

9 "2 che & I espressione gene-

‘mente 24 S = —

fale della somma dei termini di upa progressione
eometrica qualunque. - ) ’ o _
¥ 627. Pgr fare un esempio, sia data la progres
siobe numerica 3% 1:3: 4 :8:16:32: 64 Parago-
pata colla generale, sard a=1, q=12, a—;ﬁﬁ s
n=7. Questi valori messi nella superiore equa-
' 64.2—1
sione daranmno §= —%—_—_—_—-—-—: 127 per la somma
i i ini gressi desima. La
di tatti i termini della progressione me L
somms dJdei termini della progressione geometrica
| .. ST T SR AU DU R
L - s ¥ s . 2 . 5
decrescente 33 1 TIF I8 3 6

otterrd mettendo , nella a® equazione , § im luogo

cﬁn,—}in luogo tﬁq,g—z;inveeej di u,:e‘ sa&

I —127 .

. ottt § mn——— 5 ‘2 65

64 2 138 354 2 23,
S$==4 D ‘—'s28:=64

I a2 2 .
'. i dell equazione &=—=ag*— trovala
ol ((:g’z:;:z:iopz?ﬁ aveig I’ ultima termine di usa
progressione qualungue geemetrica ; se, per egem;.
pio, si velesse I’ eltavo termine. della progression
erescente -:-e'::a:4:&:16:32:64,‘ k,
550 it ' zione 1 im logo & @, 2
g“i%c? (gue;h: qumﬁ al poste di 7, st avsl

w==1 .27 =138 ~-
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628. Allorquando la progressione va diminuéndo sino al-

P infinito , il suo ultimo ‘termine puo essere considerato come
nullo in confronto del primo, per lo che in guesto caso

: —a a
P equatione 2.2 si ridurrd ad S :..'-—--::—l——-; La somma
q—1 —

dei termini  della pmgressione decrescente

e 1 1 1 1 1 1 1
[:_-_.;.....;——:-—7:-:— :-—;-—:-—-r—:ecc.
' a 4 8 16 32 64 128
all’ infinito sard prossimamente espressa da
1
§ = — = 2

1

2
Da cid si rileva essere la somma di tutti gli aliri termini,
eccetto il primo, = 1. Quésta proprieta & comune a tutte fe
'pmgressioni' di tal natura: di fatto, se fosse data la progressione

' d - d

Far (A4 (1) (At oo

all’ infinito, paragonata colla generale , darebbe

a = _(-t—-_—-i-—[-, q = d—;-'l , € per conseguenza
d d
s_ a - E—_T d+l ""-‘-l-—l
=T=q 1 dri1—t 4
!_—T-f-_x- d-4t
Ciascuna delle progressioni
| LR A2 e,

59278::1'5

I NP B B B
) "8 64 512 fogb
all’ infinito ha per somma rispettiva I unita.
629. La somma dei termini di una progressione geome-
trica della’ seguente forma :

Vol. 1 ‘ 24

ecC. '
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. : . § . | I .
2n+lv - ‘2n+2 i 2n+3 : 2n+4
nilo eguag]ner& sempre il doppio del primo termine. Di fatto

: ecc. all’ infi-

nella formola § = —mm — ! —=1
T rp facendo a = an-l-l ’q_n’
1 .
si ha § = . =2n+1 L N S
P —_— L 2"+ a”.a 2t
. X 2

-
n+

quantitd doppia di : cosi la somma dei termini della

2

. 1 :
progressione decrescente - — : — : — : — : ecc. all’infi-
2 .

. i . :
nito , sard espressa da-—;x 2 =1, come di gia si & ve-

duto. Quella della pr jone - L : L : I -2
progressione - 6% 6 1aB ece.
all’ infinito & egpressa da — X a2 == -
: 16 8’
630. Col mezzo delle due formole fondameutali

uqg—a
g—1
(621, 626), nelle quali a indica il primo termine
della progressione generale, « I ultimo termive, n
il numero dei termini, g la ragione, ed S la som-
ma di tatti i termini della progressione, date che
sieno tre di queste cinque quantita si potranno
determinare le altre due. ‘

631. 1.° Conoscendo a, u, n, trovare 4 .ed S,

2 g — R o : 1 11
12 u=agqg"™"'; a2 S= , da noi ritrovate
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Dividendo I equazione 12 per a, ed estraendo la
' / . ot
) u.
radice n—1 da ambi i membri, si ha 4 = VT

Questo valore sostituito nella 22

e ]
u.u
n—1 3 —a
173 —_——a au-—i
a
dd S= — = - =
_l-‘-. — 1 n—1
a u
—— e ]
1
Ne==|
a
-1 1 ne—1 L ” n
u! X un.—l —at! % a™ W —
7 » " —_ " 1 »
un—-l — an—-l ' . un-—-l —_ an—-l

. R w
632. Col mezzo dell’ aquaziote g == V — trey

vata al numero precedente si pud inserire fra due
date quantith ¢ ed u un numero m qualunque di
medj proporzionali geometrict, oppure .formaxj? una
progressione, il di cui primo termine sia a, P ulti-
mo termine %, ed il numero dei termm.lbnzm_-ifn,
Mettendo in essa m--2 in luogo di n, si ha

q = V(_‘_".) per esprimere la ragioné della pro-

gressione , che devesi formare. Conoscendo cosi la

372

1 . - . -

ragione dela progressione, si avrd subito (621) la
cercata progressione, che sard’

m+1 4 met-1.
sael/ (9 V) V()
V) V) V)
. " -ZT : . -‘T— : ...".a W )

nella quale I’ ultimo termine ¢ evidentemente egua-
le ad w. ' ‘

Sieno, per esempio, da inserirsi cinque medj
proporzionali geomdtrici tsa 1 e 64. Sard in que-
slo caso a=1,m=0>5, u==64, per cui la ra-
gione della progressione, che si deve formare, sara
q=:/64=2; onde si otterra $21:2:4:8:16:32:64.

633. Volendo inserire tra i lermini conseculivi
di. una progressione geometrica un pumero m di
medj- proporzionali , bastera inserire tra gli espo-
nenti comsecutivi de’ termini stessi un numero m di
mwedj proporzionali aritmetici; poiché (622) i ter-
mini, i quali.avranno per esponenti quei medj
aritmetici saranno i medj proporzionali geometrici
cercati: cosi per inserire due medj proporzionali
geometrici fra termive e termine della progressione

‘++ araq:aq®:aq®: ecc., si scriverd
, 42 £ 3 r &
;‘-—%aiaq’:aq“:aq:aq3:aq3:aq’:aq3:aq3:aq3:ecc.
Se si volessero inserire tre medj proporzionali geo-
metrjci‘ fra i termini della progressione ‘
+%2:32:512:8193. Essendo in questo caso =16,
4==3, u==32, chiamando ¢ la ragione, che deve

%
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. - 4
regnare nella nuova progressione, sarh §=vyi6=12.

Si avrd in questo modo ‘
H2:4:8:16:32:64:128: 256 : 512 ; 1024 :
: 2048 : 4096 : 8192. -
634. 2.° Conoscendo a, g, n, trovare u ed S.
L’equaziene 1.2 presenta il valore di u. Mettendo
poi per u il suo valore mnella 22, si avra
§—2""'qg—a _ aq"—a — a(q®—1)
q—1 qg—1 g—t
635. 3.° Conoscenudo u, q,n, trovare a ed S.

. . . u
Dall’ equazione 1.2 si ricava a=—

=1

do questo valore nell’ equazione 2., si avra
) w o

w =

S=

. uqu___u _ }73 qn R I)
q___l - qn—-l(q__[) Mq"‘_l » qg—1 *
636. 4.° Conoscendo a, u, q, trovare S ed n.
Il valore di § & dato dall’ equazione 2.2. Per
avere n ¢ d'uopo ricorrere ai logaritmi, poiché
egli é esponente di g nell’ equazione 1.2 . Operando
‘mel modo insegnato (543), si avra
log.u=log.a 4 (n—1)log.q =1log.a+n.log.q —log.q ,
da cui si ricava

n.log. g =log. q -} log.u — log. a, e finalmente
log.u —log.a

=1t log.q

637. 5° Conoscendo a , u, S, trovare q ed n
L’equazione 22 da Sq — S =uqg —a, percid

. S‘b’gﬁtuep- .
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q:-g-_—-}:-:-. Mettendo questo valore nella  :.' si
S—ay™ dendo i logaritmi

avrd wza(s__u) , ¢ prendendo 1 log 5

S—a

S—u

—
—_—

s:;!’% Ioé.u = log.a + (n-—-l’) log.

S—a S—a

— log. ossia
CH S

log.a 4 n.log.

S—u

S—a == log. S—a

—u S—u

n.log. -} log.u — log.a , e di-

§¥’ S —a

videndo per log. J—
log.u—log.a __ log.u — log.a _

n=1-+ S—a | + log.(S—a)—log(S—u)
log. ryu— ‘ :

« 638. 6.° Conoscendo n, ¢, S, trovare a ed u.
L’ equazione 2* da Sq — S=uq —a, dalla

, sara finalmente

Sq —S+a , sostituendo que-

quale si ricava u —

9
sto valore nell’ equazione 12, si avrd
Sg—S+a _ agn—, ossia Sq—S+a=aq",
q
Sqg—S qg—1
donde si ricava' a = -(;g:-T =8 ?‘—__-:-1— . Per

avere u, il valore di a=uq-+4-S—S5q cavato
dalla 22 si ponga nella 12 e si avrd
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u=(uq+8—5q) ¢ =uqr+Sqg~ — Sq",
da cui u— M:Sqn—t (i__—_l..)

qn,___ I

639. 7.° Conoscendo a, g, S, trovare u ed n.
Sqg—S+a

L’ equazione 2.2 , da u = ; sostituen-

do questo valore nella 12, si avrd
Sg—S+a o
q
log. (Sq —S-+-a)— log. g =log.a + nlog.q — log.q,
log.(Sq —S +a) ~lbg. a
log.q )

=aqg"', e prendendo 1 logaritmi

donde si ricava n —

640. 8.° Conoscendo u, q, S, trovare a ed n.
L’ equazione 22 dd a=uq —Sq+ S, metten-
do questo valore nella 1.2, si avrh
u={(uq—Sq+S)q*', e prendendo i logarit-
mi, sara log.u=Ilog. (uq—Sq+S)+ nlog.q—Ilog.q,
log.u—Ilog. (ug—Sq+-8)
log. q )

da cui si ricava n=—1 +

641. 9.° Conoscendo a, n, S, trovare q, ed u.

Sqg—S8--a

L’ equazione 22 di u= . Questo va-

—S
lore messo nella 1.2 da Sa—=%+a agr—', os-

sia S —S~4a=uag", ed ordinindo per rap-
' Sq . S

porto a g,'si avrh I’ equazione g"— —~ 4 ——1=0,
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che per essere del grado ennesimo generalmente
non si pud risolvere. Per avere poi u, dalla prima
equazione si cavi il valore di g, e sara

1

—

[z g i
' n==1 u e e e s .
qg = V"E‘:—‘-"‘ Si ricavi il valore di ¢ anche
¢ =

S —
dalla 22, per cui g = 3

a - . R
; questi due valori

paragonati danno I’ equazione

Loy ' t
n~1 S __a . To—t n—t
p— —_— =(S—a)a
=g, ossia (S—u)u ( )

r—1% »

a
equazione anch’ essa generalmente non solubile.
Se si conoscesse g, il valore di u sarebbe

Sqg—S+a

q
trovata.
642. 10° Conoscendo u, n, S, trovare ¢ ed a.
Nell' equazione 2 per a si metta il suo valore

=
qn—-l —
q — 1
ql:q"’-;—:' , ossia Sgn~—Sg™ =uq*—u, ¢ rac-
cogliendo il fattore g», sard
(S—u)gn —Sq—"+u=o0, ed ordinando per
rapporto a g, 'sard finalmente '

superiormente

dato dall’ equazione u =—

u

u L . .
——, cavato dalla 12, esiavra S =
g 4
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-5 g - S, =9°) equazione che‘P.e::
essere del grado ennesimo & geperalmente insoln-
bile. Per avere poi a, bisogna eliminare q dalle
due equazioni fondamentali, per lo che si giunge
all’ equazione ' ~ '

(S-—u)u"::: (S_-—a)a"—:?’ di gia trovata, la
guale ¢ generalmente insolubile , come.si & gia
etto (641).

643. Sara utile agli Studiosi I applicazione di
tutte Je formole trovate a degli esempj pumerici,
al quale oggetto si sono raccolte le formole stesse
nella seguente tavola.

S—w)u""" = (S5—a)a""". Equ. insolub. |
— Sqg—S+4+a ‘
q -
q—1

U= Sq"""(——————qn__ =)

u

S |
qn— _;‘.’. +Tl__l == 0, Equ. insolub. |
S—a

1=3—%"

qn____s___ W 2 _ —o. Eq. insol. }
U S—u



log.u—log.a .
- log.q
: log.u—1Ilog.a )
n=1-+ log.(s__;a)._'-log,(s—u)
log.(Sq—S+a)—log.a
n= log.q )
\ log.u—log.(uq—S4q--S) N

n=l+

_ 644. Onde verificare alcune delle ritrovate for-
mole , si prenda per esempio, la progressione
numerica

se1:2:4:8:16:32:64,

che paragonata colla generale,, da cui si sono
ricavite le due equazioni fondamentali, da

a=1,q=2,u=64, n=7,S=137.
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, Se si volesse, per fare un esempio; il primo ter-
~mine di una progressione, I ultimo termine. della
quale fosse 64, la ragione 2, e la somma di tutti
i suoi termini 127. Dalla formola a=uq —Sq + S,
si avrebbe in questo caso "
a=64.2—127.2 4 137 =128— 254t 127=1.
Se date le medesime cose si bramasse sapere il
numero dei lermini della progressione stessa. Dalla

formola n=—1 4 log.u — log.(ug —Sq4-8)

log.q .
. o 64 — log. g .
avrebbe n—=14 log 64— log. « =1 +.I_OCL6_‘.4_ —
log.2 log. 2
1,80618 ,
odores — ' TO=7

Se si volesse determinare la ragione di una pro-
gressione, il di cui primo termine fosse 1, I' ulti-
mo 64, e la somma 127. Dalla formola

S—a . 127 —1 136
9=5— 8 avrebbe‘q_. 127—64 — 63 =2,

Il numero dei termini della medesima progressione
si otterrebbe mediante le opportune sostituzioni dei
valori di a, u ed S nella formola

. log.u —log.a ebbe i
P e S —a) —log (S—wy * © tarebbe in
log.64 — log. 1

questo caso. n =1 + log. 126 — log. 63 =

log. 6 .
‘+—L‘L"‘! +%;§f"=7. |
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~Operando i un modo simile a questo, si po-
trasno con tutta fucilitd verificare "tutte le¢ altre
formole: contepute pella precedente tavola.

_Applichiawo ora le trovate formole alla soluzione

di-alcani problemi. ’
. 645. Problema 1. Un giuocatore ha guadagnato
in varie partile 60500 lire: nella prima partita ha
gu?dagn.ato 500 lire, nell’ultima 4o500: i guada-
gni fatti nelle altre partite sono medj proporzio-
nali geometrici fra questi due estremi. Cid posto
si cerca il numero delle partite?

Soluzione. 1 guadagni parziali formeranno una
progressione geomelrica, in cui a==500, u==40500
ed S =60500. Questi valori sostituiti nella for-

log.u—1log.a
log.(S—a)—log.(S—u)

log. {0500 — lng. 500
log. 60000 — log. 20000

mola n=—71 -

denno n=1-4-

B 40500
log: 200 log. 8
1 +.—-—-é-————_—__—1+-;i_[_=[ +iqi{?-r—§:-=
1og. 0000 0g.3 log.3
20000
4.l0g. 3 . ‘ y
1+ A% . + 4=25: onde le partite furo-

log.3
no cinque. Per avere poi il rapporto dei guadagni,
—l
u .
nella formola q..-—-_‘/ aE s pongano i val_ori di

@, u ed n dati dalle condizioni del problema, o
determinati, e sara .

382 ,
q= l/i'%'f-=:/&=3=~ond° si vede che in

ogni partita il giuocatore triplicava la posta. -

646. Problema 1I. Un generale , per trionfare .
del suo inimico, ha dovuto dare otto combatti-
menti , nell’ ultimo dei quali tra morti, feriti , e
prigionieri ha perdutor 65536 uomini, Facendo il
calcolo dei soldati perduti, ha trovato che le per-
dite fatte nei diversi combattimenti formavano una
progressione geometrica, la di cui ragione & 4; si
domanda la perdita fatta nel primo combattimeanto;
e la perdita totale ? . -

. o .
Soluzione. Metlendo nella formola a == p—g in

luogo di u, 65536, in fece di g il suo valore 4,
536
ed 8 in luogo di n, sard a=6545736,=?g3:4=4,

u "] . .
(2 -} , sostituendo i

e nella formola S=
,‘ g\ qg—1
' 65536 (4 —
medesimi valori , sard S= 7 (44 —- ; ):::

65536 —1\ 4 X 65535
4( 3 ) = 3 = 87380.

Nel primo combattimento ha perduto qnattro uo-
wini , ed in tutto 87380 uomini. : o
647. Problema 1I1. Sessa Dehir inventore del
giuoco degli Scacchi avendo avuto da Scheramo Re
delle Indie la scelta della ricompensa, che deside-
rava per si bella invenzione, domandé nn gravo
di frumento’per la prima casella” dello scacchiere ,
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due grani per la seconda, 4 per la terza, 8 per la
quarta casella, e cosi di seguito raddoppiando sem-

pre sino alla sessagesima quarta ed ultima casella.

Quauti grani di frumento addimandé egli ?

. Soluzione, 1l numero cercato si ha dalla somma
dei termini di una progressione,, in cui a=1,
g =1, n= 064 Questi valori di a, q ed n sosti-

tniti nella formola § = f-g-:’,—n:-;—l—)-, danno
==3"*-—-1=18’446'744})'33,709'551,615

o (264 — 1
S=—(-—————)-
22— 1

pel numero ricercato. :
Ora, per formare il peso di una libbra di fru-
mento , vi vogliono all’ incirca 13050 grani: vi sa-
ranno adunque 1413543607180808 libbre di fro-
mento , le quali “valutate a’ soldi 2 I’ una, danno
lire 141354360718080 e soldi 16, somma di denaro
estremamente grande.
648. La teorica delle proporzioni e progres-
- sioni geometriche ¢ la pil vanlaggiosa e la pid
importante parte della Matematica elementare: le
proporzioni mon solamente trovano di continuo delle
utilissime applicazioni in tutte le parti delle scienze
Fisico-Matematiche, ma ne incontrano ognora nel
commercio stesso della vita comune: vi- & sempre
proporzione tra i prezzi e le mercanzie, tra le dif-
ferenti specie di monete, tra gli spazj, le velocitd
ed i tempi, ecc.; tutto si riduce sempre a determi-
nare il rapporto tra due ¢ pil quantita. Le princi-
psti regole d’ avitmetica dipeudono tutte da questa
teorica.
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Delle proporsioni armoniche , & contrarmoniche.

). T conseguenza di quanto si & detto al (564) si potrd
63g. 1n conse cnzad:quarfto:n:%‘éetbﬁ 564 c ’
con tuzt?a facilith trovare uno dei termini di ona p:oporw;
armonica o contrarmonica, dati che sieno gli- altri tre, come
ptire si potrd avere uno dei termini di um .propomo:ehu:lno-
mica © contrarmonica coutinua, dati che gli_altri due.
Cosi se fossero dati gli ultimi tre termini b, ¢, d di una pro-
porzione armonica, chiamato x il' primo, si avrebbe {564)
geometricamente z:d::x—bic—d, donde
' bd :
: = ’ > se S8
f“’—'-“‘?:‘.’:x"","": ed x= T Come purc e
volclse la qu‘art:; proporzionale armonica alle tre (uantita as
b, c, si avrebbe geometricamente @ : X : r@~bic—x, ossia

i Lamdtaar-

2a—b

ac —ax =—ax—>bx, per cui x =

mo;ximmente proporzionale \alle Mue latetquantild a e ¢ si avra
| : 34c

dalla pruporzi'oﬁe a:c::a—x:x—c,da sui ¢=‘—‘-‘m

i d d
* La pri roporzionale  alle tre quantita date b, ¢,
uni‘a lgr?;mpnw contrarmonica si avrd dalh proporziong
d:x::x—bic—d, dalla quale si ricava

3\
b m— .
R AGa
' sroporzion inua contrar-
jonale di una proporzione continua comtrat-
l;xaon?:a aiie due date quantith a, b si otlicne dallg .'pr_op:ra
zrione geometrica x:@::a—b:b—x, dalla quale ‘& rica®

=t/ (em0et)

Tutte queste proporzionali i hanno facilmente pouendo ‘mea.‘e
a quanto si & detto al (564). ) e
650. Se tre quantitd a, b, c sono in proporzione ritine-
tica continua, i prodoiti ab, a.c,_bc formeranno ubm:bp r;p "
zione armonica pure continua. Poiche, essendo a . .c,
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ar anche a-dc==ab » e moldiplicando ambi i membri di

questa  equazionc per abre, si olliene
a* bc4-abe* ==a3ab2 ¢, ciod
a"be‘-—:—- ad¥e ==ab3c — abe>, assia
- a»b{ac-&bc‘):lm(ab-r—ac),
da cui ricavasi la proposzioné geometrica
ab:be::ab—ac iat - be, ove sivede chiaramente essere leo
quantith ad, ac, be proporzione armanica conlinua (564).
651, 1 quozienti , che “si oftengono dividendo una stessa
‘quantity per tre alire, che siano in proporzione armonica con-
tinua , sono in proporzione aritmetica continua. Poiché supposte
essere le tre quantita a, b, c in proporzione armonica conti

' e 2ac S ..
nna, sard (649) b =— » € quindi quelle tre quentita si
\ aac Loy .
CANGEranmo 10 @, ————, c. Se ora si divide la quantita &
> as-c

per ciascupa di queste, si avraono le tre’ frazioni

d d d . d ad4cd d

b 5> Ty 0851 — > T, — 3

a 2ac¢ ) C ! a z2ac c

a-}-c
le quali sono in proporzione aritmelica contir.nué; ‘paiche
’ ald-cd adi-ed

2ac¢ ac

N

d ' d
THT=ax

633. 1 quozienti, che si oltengono dividendo -una data
quantitd per tre altre in proporzione aritmetica continua, sono
in proporzione armeonica parimente continua; ‘giacchd date le
tre quantits a, &, ¢ in"proporzione aritmetica continua, sara

. _atc . .
atc=12b,e b =", per cui le quantity date saranno
2
a-}c C e e . .

@, == ¢; se poi si divide d per ciascuna delle medesime s
. : ‘ oo d ad d .
si_avranno le tre frazioni — 6 ——__ ~—, le quali sono

. a at-c c

Vol. I 25

-

in proporzione armonica continua, giacché

da esse si ricava la
proporzione geometrica . '

d d . ad  ad -——‘-i—,cioé‘
@ atc  adc ¢ :

c ,

d ad4cd—aad : acd-—a_d—cd’ ossia
T T a(ate) c(ad¢)

d

cd—ad cd—ad

‘

, come pud verificarsi fa-

d
a
d
a
d

@

p . a

.cendo i otto dei medj e degli estremi.

; 65’15‘})3: quello che si & esposto, ne segue, che una t?r‘s;:
jone armonica continua, si cangerd in un alui? co'lt‘a in

aritnetica , oppure questa in quella, se si fhw:erti ll:num pl::-

ciascun’ termine di quelle proporsiomi: cosi, da p!

1 L

—

o
zione ‘aritmetica -~ 5.7.11",letreﬁ'w§nn 3 ';7-, -

formeranno una proporzione armonica continua, poiche si ba

v 1 4 4

! ! ! LI SN IS X S e A
TTT T T T T g
53 11 3 7 7 11 -
pure dalla proporzione armonica continua 50, 20, .15 si avr
1 1

Ja proporzione drinneﬁcg continua =~ 5w r
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CAPITOLO XV.

DIl uso delle proporzioni e progressioni geometriche,
e dei logaritmi per la dottrina degli interessi si
semplici, che eomposti.

654. A motivo del vantaggio, che col mezo dcl danaro
P uomo. pud procurarsi impicgandolo nelt’ acquiste di terre, nel
commercio, o in laveri produttivi, ne segne ehe uno, il quade
prenda ad imprestito una somma di danaro debba, nel resti-
tuirla dopo- un delerminato tempo, aggiungervi una ricompensa
per indennizzare il prestatore degli utili, che si surchbe pro-
curati, se egli stesso I’ avesse impiegata. Tale & I’ idea che
dobbiamo formarsi dell’ interesse del danare. Onde determinarlo
poi si_suole riferire la somma presa ad imprestito a quella di
100 lire, assunta per unith, e si conviene quanto debba ren-
dere di utile-alla fine di un determinato tempo preso pure per
unita, e che ordinariamente suole essere un anno.

Onde prendere la cosa uella maggiore sua geveralita, si sup-
ponga che alla fine di un aono la somma 1 debba produrre
un interesse espresso da f, essendo f una frazioue vera. L’ in-
teresse di una somma 100 per lo stesso tempo sard espresso da
100 f come facilmente si pud rilevare dalla proporzione
1:f::100:x; quello di una somma qualunque ¢ sara espres-
s0 da cf; donde ne deriva che un capitale ¢ impiegato ad inn
teresse in ragiobe di f per 1 diverrd, indicando con S ¥ am-
montare totale e del capitale e del frutto, alla fine di un
anno S=ccf . ‘

Mediante questa relazione egli & facile di trovare I’ interesse
di una data somma qualunque allora che & noto I interesse
di 100 lire, oppure di qualunque altra somma, per mn deler-
minato tempo ; cosi supponendo, come ordinariminente si usa,
che un capitale di 100 lire alla fine di un anno dia 5 lire di
interesse, I’ interesse di un altro capitale qualonque, per esem-
pio, di 2300 lire si ricaverd facilmente dalla seguente propor-
zione : se 160 lire di capitale danno 5 live o’ interesse, 2500
lire di capitele daranwo x lire di interesse, ciod
100: 5 :: 2300 :x, da cui si vicava x==r1:15: onde alla fine

388 ,

i un anno dovra il debitore restituive al prestatore 2415 live
Questa stessa somma si sarcbbe immediatamente ritroyata, po-
nendo nell’ equzione S = ¢ 4- ¢ f in luogo di ¢, 2300 lire, ed

' LT o .
in vece di f,—— di lira, per essere 100/==5 secondo I’ ipo-
> B 20
tesi: di fatto facendo una tale soslituzione, si ha

S == 2300 +4-'2300 X —— = 2300 4 115 == 2415,
V 20

Questo problema appartiene alla regola d’ interesse semplice.
655. Dicesi che un capitale & impiegato ad interesse com-
posto allorquando il prestatore, invece di ritirare alla‘ fine
dell’ anno 1 interesse del capitale , lo lascia tra le -mani del
debitore per unirlo al capitale fruttifero, o ritirandolo fa un
nuovo impicgo e del capitale, e del frutto per I’ anno succes-
sivo, e cosi di seguito per un numero n qualunque &’ anni ;
sempre in ragione di f per 1. ) .
-G536. Problema. Dietro questa ipolesi formare una eqoa-
zione , la quale esprima la relazione tra il capitale primitivo ¢
dato ad imprestito , il frutto f, che si ricava da‘ tna sormama
1, e la somma S, che devesi rendere alla fine di n anni? ‘
Soluzione. Dovendo la somma 1 produrre un interesse f in
un aono, il capitale ¢ produrrd un interesse cf nello stesso
tempo, e la somma data ad imprestito alla fine del primo

anno sard espressa (654) da ¢ 4-cf=c (1 + /). Ora 1 in-
feresse del capitale ¢ (1 4-f) per un auno, essendo cf(1-}+/ )
il capitale primitivo alla fine del second’ anno sard espresso da
clidNFefi+N=ci+f) 1+ ) =c S

Questo nuovo. capitale producendo in un anno un frutto  rap-

" presentato da ¢ f (1 - f)2, ne verrd che il cngitale primitivo

alla fine del terzo anno sara

e (14 ef(chf)=c(1+])
Ragionando scmpre nel medesimo modo, & facile vedere , che
il capitale ¢ diverrd alla fine del quarto anno ¢ (1 +f)4 R
alla fine del quinto anno, sard ¢ (1 /)5, ¢ cosi.di seguito;
di modo che, alla fine di un numcro n di anmi; esso sava

espresso da ¢ ( 1 ~f)" =S. Per lo che il fondo principale,
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¢ le somme da rendersi alla fine del primo, del secondo , de
terzo , dell’ ennesimo anno formeranno la seguente piogl es-
sione gcometm a.

ere (L) e ln S e (1SS e re (1 41T

nella quale n indica il numero degli anui passati dall’ istante

dell’ imprestito, 1 4~/ la ragione, e ¢ (14 f)" il termine

generale. '

Coll' equazione ¢ (1 4 f )* =S, date che sieno tre delle
quattro quantita ¢, /', n, S, che la compongono, si pot.a
sempre determinare la quarta. .

657. 1.° Caso. Date le quantita ¢, f, ed n, trovare S.

L’ equazione. superiore plesentd immediatamente il valore di
S espresso per le qudnmn date.

Per fare un esempio , si supponga di voler sapere cosa di-
verrchbe una. somma di 1ooo lire -dopo dieci ‘anni data ad in-
teresse composto al 5 per cento.

. .
Si avrd in questo caso ¢ = xoqo s = et n==10, e per

21 o
conseguenza mon( 1 - -—-) =8, ossia !000 ) =S,
20

21
e prendendo i logaritmi sard log S_.Iog xooo+ mloa, —
3, 0000000 - 10 ( log. 21 — log. 20 ) =

3 ,0000000 4 10 ( 1,3222195 — 1, 3010300 ) =

% ,0000000 -}~ 0, 2118930 = 3, 2118g50.

Passando ora dai logaritini ai numeri, si trova essere S == 1628,89
prosmnnmente
658. Se il frutto convenuto fosse il 6 per 100, in allora

3
sarchbe 100/ =6, e per muscguenza S= o’ e I’ equazione

generale in questa supposizione diverrebbe ¢ ( ) =—=S. Si ra-

‘gioni in simile modo per qualunque altro interesse.
65g. 2.° Caso. Conoscendo c, S, n trovare f.°

T

-

quumhe genera\e c(:-}-}) =8 d) in questo caso

“ x+f——[/——, per cui f= V-——-:

Se n=10, S=1628,89, c = 1000; sard

10
f=V..I_6.?;3;";9_ ;_\/;,63889—1__: o —i1=<
5 1 .

0,00 = it mma

660. 3.> Caso. Conoscendo S, f, n, trovare c.
Dividendo ambi i membri dell’ equazione generale c (1-{-f)"=S
S
(r+S)"
Se si volesse sapere il valore di un cnpitale ‘da impiegarsi

perche alla fine di 1o anni, mediante I’ interesse composto del
5 per 100, divenisse 1000 lire, si farebbe S == 1000,

£ f o 1000
== -—, R == 10, € per conseguenza ¢ ==
20’ > ¢ pe gl 21 \'°
v 20

‘dendo i logaritmi sarebbe log. ¢ = log. 1000 — 10 log. o
20

per (l+f)",si avra subito ¢ =

. E pren-

3, 0000000 — 0, 21:8950 = 2, 7881070. Passando poi dai lo-
gautml ai numeri, si avrebbe ¢ = 613,9 ad un di presso.
661. 4.° Caso. Conoscendo S, c,f, trovare n.
Prendendo i logaritmi di ambedue i membri dell equazioue

generale ¢ (1 4-f)"=S8, si ha log.c4-n log. (14 f) =log.S:
log. § —log. c
log. (1 +S) "

Volendo determinare il tempo, che un dato capitale debba
rimaner impiegato al 5 per 100, per, divenire doppxo, si porrd

donde si ricava ‘n =

nella superiore equazione 2 c, in luogo di S, ed — in vece di

f, per lo che sar&



x

: . 1
by = log.2¢c —log.c __ log. 2 0;3010500
- log. 21 - tog. 2 ~ 0,021189% 7 -
L _ qu' 20.

14,2066 = 14 anni, 2 mesi , 14 giorni e g ore ad un
di presso. ' }

662. Ponendo nel valore di n superiormente determinato
5¢, ¢, 5¢........mc in luogo di S, e facendo sopra
di esso le opportane operazioni, si scoprird con tutta facilita il
tempo necessario, perché un capitale qualunque impiegato nel
modo sopra indicato diventi tre, quattro, cinque , ed in gene-
rale m volte maggiore. Facendo poi S eguale ad una data
somma qualunque , si troverd il tempo necessario , perché .un
capitale ¢ divenghi eguale alla somwna proposta.

Se, per esempio, si volesse sapere il tempo necessario, per-
ché un capitale di 1000 lire impiegato al 5 per too diventi
1000000 di lire, fatte le opportune sostituzioni nel “valore ge-
nerale di n, si avrebbe '

" log. 1000000 — log. 1000 log. 1000

log. 2! log. i'['
20 20

-
5, 0000000
=1

o onriBos — 41,80 = 141 auni, 6 mesi, 29 giorni, e

3 ore prossimamente.

665. Problema. Ritenuto quanto si & detto nel problema
precedente, se il prestatore alla fine di ogni amno, oltre 1
frutti decorsi, aggiungesse una nuova somma al capitale di
quell’ anno, e cio per z anni, si domanda quale sarebbe alla
fine dell’ nltimo anno P ammontare di tutte quelle somme coi
loro interessi composti? ‘

Soluzione. Chiamando ¢, ¢/, ¢', ¢ ... ... D e
somme rispeltive somministrate dal prestatore il primo, il
secondo , il terzo, il quarto anno, ecc., la somma ¢ alla fine

di 2 anni (656) diverrebbe ¢ ( 1 4+ f)", la somma ¢ alla fine

di n—1 anni diveirebbe ¢ (1 4f)""", la somma c¢" alla
fine di m— 1 anni diverrebbe ¢ (‘1 +4-f)"""; e cosi delle

altre sino all’ ultima somma ¢ la quale non rimanendo

P

o
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_ - impiegala, che per un solo istante, resterd la medesima. Ora

ﬂg;uime'sjfl'ammonwre df tutte queste somme, si avid
§:c( ) e () T e ()T .
Calcolando ciascun termine del secondo membro di questa

equazione separalamente, Ja somma di tutti i ri i
b ' t _ utti i risultamenti, che
st otterranuo ci dard il ricercato valore di S. ’

664. Questa operazione vi \ i

‘ . 4 > viene molto scmplificata, s
nendo costa ignta § capitale prims
. nte la s.omma aggiunta , ed eguale al capitale primi-
tivo, supponendo ciot es=c¢' =c¢' '==¢"...... = ¢V nel
qual caso si viene ad avere ‘ o"

;‘;ozc!(+[)"+c(x N AN 2T (E ™ 2 A Fe(1f)+c.
ve il secondo membro & una progressione geometrica scritta
A rovescio, il di cui primo termine & ¢, Pultimo i
ragiont 14 f, ed il numero d¢’ termini & n -?- .c,(;ﬂ 50::
seguenza la somma della medesima (626) &

S — c(x+f)" (r4f)—c =c[( x+f)"'*‘l__l]‘

S

. Questa equazione presenta pure quattro (Iin;fx‘si quesiti cor.
rispondenti a quelli dell’ equaziene ¢ (1 -}~ f)" = S (656) )

Per fare un esempio, sopponiamo che ad un ca itale " di
1000 scudi, dalo ad interesse composto del 5 rp:o , s
aggionga aunualmente un altro capitale pure di P:ecooo s‘:n:diﬂ
oltre i vispettivi interessi , e questa aggiunta si faccia per trc.:
21

——-—-’e

a“"]’" avra i q esto cas ‘——IUUC, n 3, I lf'.

: 21 \*4 j
1000 { {——}
20

L

20

per comseguenza S ==

Prendendo i

ogaritmi , si avra

log. S = log. 1000 - log. g(%)‘ — f — log. LI
20

log. 1000 + log. (——1-2-4-59-'— — :) ~+ log. 20 =

160000 -
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Hog. 1000 - !og.'3448( — log. 160000 - log. 20.

Ora log 1000 ... . ... .. e e e e e =" 5,0000000
log. 3448y . . . .. DI I == 4,5575799
log. 20 . ... ... ... .. ... C v o . == 1,3010500
e
. 8,8386099

log. 16c000 .. ... e e ¢+ .. = 52041200 -

onde log. S . .. .. ....... ... - o v = 56344899
Passando poi dai logaritmi ai numeri, si trova S = 4{310,12

prossimamente.

665. Se fossero eguali tra di’loro solamente le somme
aggiunie dopo il primo anmo, se fosse ciod

It H (n-—l)

' =c"="....=c¢

T equazione del (663) diverrebbe

S=clitS) 4+t FeGH

co o1 4 f) 4. Dove si vede che il capitale totale
consiste in dee parti, la priia delle quali & espressa da
c(14£)", e la seconda scritta a rovescio forma la progres-
sione gcometrica ‘

i) ) el ) T (YT,

composta di n termini, la di cui somma. & evideniemente

" ) — ¢ o =]

S S

n
Onde S=c(i4f)"+¢ U_’ﬂ%:‘_] .

Se al capitale , per escmpio, di 1ooo scudi impiegato al 3
per 100, si aggiungerd alla fine di ogni anno un altro capi-
tale di roo scudi, oltre gli interessi decorsi , ¢ cid per anni
25 si determineri il valore totale del capitale alla fine dei 25
anni , ponendo in questa formola

I -
c=1000, n=25, ¢ =100, f=—=. Per cui
\ 20

X
#
T
-
i
¥
k3

o T

ey

e i B

il

21 \35
S == 1006 (-;:) o ~e . Calcolando ora
il primo termine aepmtgmente , si ha
log. 1600(3'— * == log. 1060 —~ 25 lok. 2=
) \ 20 20

% ,0000000 4 0,5297325 = 3,5297325 , ¢ passando dai lo-

S ‘ as
garitmi ai numeri, si ha 1000 (—;é-) = 5586,36 ad un

di presso.
Caleolando il secondo termine, si ha
21 \35 . i
;(-2? -1 f ‘ a1 \235
log. 100 - — == log. 100 ~}- log. ;(—;—;-) ——|£
20

-—-log.-;[; = log. 100 -~ lpg. (5,38636 — 1 ) - log. 20 =

log. 100 + log. 2,38636 ~~ log. 20 =
2,0000000 + 0,3777359 + 1,3010500 = 3,6787659.
Passando dai logaritmi ai numeri, si trova essere

)3 =]

20
onde S = 3586,36 + 4772,72 = 8159,08 ad un di presso.

666. Il valore di n ricavato dall’ equazione del numero
precedente indicherebbe il “tempo necessario perché una duta.
somma ¢ impiegata ad interesse composto, coll’ aggiunta di

= 4772,72 prossimamente :

" un’ altra somma ¢ anoua_nello stesso modo imPiegut‘a, dive-

nisse doppia , tripla, ecc., oppure eguale ad un’altra somma
qualunque data. In tal caso nella formola sopraccitata mon si
dovrebbe far altro, che § =2¢, S=5c¢, ecc., $= ulla data
somma qualunque. :
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667. Se si supponesse che qualeuno, in vece di aggiungere
al - capitale ¢ da prima impiegato, vi levasse alla fine di ogni
anno la somma ¢';. il valore del capitale residuo dopo un nu-
mero n di anni, impiegato all’ interesse composto di f per 1,
sarebbe espresso formola

S=c(t14f)'—¢ [(I+CZ?-—!}, la. quale diﬂ'éri‘speda’

quella del (665) nel solo segno posto al- secondo termine del
secondo membro, come appunto deve essere atteso che, stando
a quell’ ipotesi, si doveva in quel caso aggiungere ogni amio
la stessa somma ¢, che adesso si leva.
Se poi in essa si farA S=—o, si avra

of (x +f)n=c'{( 14" —1], dove si potrd prendere
alternativamente per incognita il capitale primitivo ¢, la som-
ma ¢, che si deve levare ogni aano, la quantith £, che @
P interesse convenuto , e finalmente il tempo n. Volendo tro-
vare quest’ ultimo bisogna. necessariamente ricorrere ai loga-

ritmi. Liberando primieramente (1 +7), si ba

4

n_ €
nlog. (1 4-f) = log.c' — log. (¢’ — cf), per cui
log. ¢' — log. (¢’ —cf) |
Tog. (1 +7)
_Se si volesse sapere il tempo necessario, perché un capitale
di 10000 lire impicgato al 5 per 1oo abbia da estinguersi,

medm'nte il pagameato annuo di 1000 lire s si farebbe ia questa
equazione

, e prendendo i logaritmi,

n —

— I 2t
¢ === 10000 c = 1000 T — + T —
? ’f 20 > ! f 20 ’

per cni si avrebbe

) 10000 °
log. 1000 — log. ( 1000 ~— )
20
n == - ==
21
log. —
og 20

sigrsabs

T

—

gy

log. rovo — log. 500 %" Boo _ log. 2
. 21 21 21
log. —2-8 : -log. ; log. =
0, 3a10500 oo i W
m: 14 anni, 2 mesi, 14 giorni, e g ore pros
simamente.

- 668, Da]].’teqnazion'e cf(r S =c[(1 4 —1]s

n
ricava ¢ = —c-f-(-i—ﬂ-}——, cid che indica il valore della
(1) =1 '
somma annuale necessaria per estinguere un dato capitale co’
sgoi frutti in un determinato . tempo. ’
Per determinare la somma da pagarsi ogni anno onde estin-
guere un capitale di 10000 lire o’ supi interessi al 5 per 100
in 12 anni, si porra nella formola superiore ¢ = roooo,

i 21 . \
n=12,f=—, 1+ f=-—, e si avra
20 20

S ——

20 20
¢ = ==~ Calcolando ora separatamente col mczzo

21 ra
— —
20

, . . ar\!» |
dei logaritmi I’ espressione (.....) , si trova essere
» 20

10000(21 12

21 \!2 N . 500 X.1,79586
_2.;-) = 1,79586. Onde ¢ = 2278
Si dovranno adunque pagare annualmente 1128, 26.
669. Dall’ equazione cf (1 /) = fl (141 ) —1]
' n
il [( ) ], che & il valore di una
§ n
S+S)
somma da impicgare ad un dato interesse, perehé si possa,
duyante un determinato tempo, avere annualmente upa data
somma.

==1128,26.

s ricava ¢ ==
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650. Problcma. Trovare uma formola mediante la qu?lz
si_possa determinare il, valore attusle di vna rendita o pensione
annnale S esigibile per un pumero determinato n- di- amni,
supponendo che 1’ interesse annuo sia f per 1?

" Soluzione. L’ equazione ¢ = del (660)-, fa cono-

(1)’ ,
sceve il valore attuale di una somma S di danaro pagabile
S

(140"

medesima esigibile dopo n — 1 anni,

sara il valore della

dopo un numerp n di anni,

quello della

S
(147

stessa esigibile dopo n— 2 anni, e cosi di‘seg‘uito; di modo

che sara il valore della rendita stessa esigibile dopo

il primo anno. Questi valori formano evidentemente la pro-
gressione geometrica

8 S s s
TS (EN T G T e
: S — S — composta di n termini, la di cui
{++S) (r+S)
ragione & —:—j Sommando ‘ora i termini di questa pro-
1 .
gressione, e nominando §' questa somma, si avra
S 1 - S
B i ST AL -
1 .
1 +f ! ) '
S 1 I 1 ) (14
n " T i+1) .
(( t+-f) ' +jjf S —— , dalla quale

e

S . '
o 5«’%(2[ ls—l}
s = ‘ ',—2;_,‘

3g8

siha § == (/' +f}ﬂ it 5 Chie & il valore ricercato.
Per fare un esempio, sapponiamo che si' voglia sapere il va-

love altfxde ‘di una’ rendita anndal¢' di' 300 kire esigibile per

15 anni consecutivi, scontando gli interessi in ragione del 5

per 100, si- avrd in tal caso : :

‘ 1
8§ == 300, u=15?f=;;, x‘;+f{==-:£-, € per conseguenza

. Calcolando separatamente col

20

20

1
00(2,07892 - ‘)

: L5
mezzo dei logariuni I' espressione (-ﬁl—) , si trova essere

prossimamente 2,07893. Onde §' = - =
. B
x—-—-z,o7892) . __ 500 X 1,07892 X 20
o (e ) X TS T

Prendendone i logaritmi, si avra log. §' = log. 300

4~ log. 1,07892 4 log. 20 — log. 2,07892 ==

2,4777212 - 0,0329568 -~ 1,3010300 — 0,3178378 =
5,8111080 — 0,3178578 == 3,4932702; e passando dai lo-
garitmi ai numeri si trova 8’ == 3113,655 ad un di presso.

1
] ——1 )
(4]
ministra il modo di determinare una qualunque delle quattro
quantita §', S, f, ed n, purch® sieno conosciute le altre tre.

¢i som-

671. L’ equazione §' =

" Un tale esercizio potsa essere utile ai giovani studiosi.
»



672. I limiti che mi sono prescritto. non mi

di trattenermi ulteriormente su questi quesiti: fard ,gerbosser- ,

vare, prima di por fine a questo capitolo, che per paragonare
-il valore di diverse somme, rapportp a chi le deve pagare o
ricevere , bisogna ridurle alla medesima época, cercare ciod
quanto darebbero di capitale esigibile nello stesso tempo. ;

Onde fate un esempio si supponga, che un banchiere debba
una somma S pagabile dopo n anpi, e che per liberarsi di
questo debito offra in pagamento un effetto §' esigibile dopo
un numero n’' d'anni. Riportando la prima -somma al me-

mento , in-cui si effettua I' operasione, nella supposizione che’

: ‘ ]
lo sconto sia di f per 1, essa (660} non varra che — -
| Y
dovendo questa considerarsi. come il valore primitivo di un ca-
pitale divenuto S, dopo un numero n di anvi. Alla’ stessa
s
———
()"
nella supposizione che sia in questo caso lo sconto di f' per 1.

La differenza S n — S = indichera , secondo che
(1" s o

essa sard positiva o negativa, cid <he dovra dare il banchiere

o ricevere a compimento del suo - zambio.

epocx; il valore di S’ sard per una simil ﬁgi’one

A I
Sia, per esempio, S = (000, n =10, f=-—,
20

ar | , 3 : 53
1 +f‘=;;)s =700, 7 =5, f = 32 l‘+f:?;)-’

o 1000 " 700 ) .

e si avra RN TRl Dal (660) si ha
20) 50

. 1000~

— ==613,9 : per valutare poi il secondo termine della
(__ Y e
20 ’

superiore espressione, si prendano i logaritmi, e si avra

* eguaghiore i

effento; ‘e ha’ dato in pagamento , dovrd al mon;enw del

cambi wngere go lire ed otto decimi di unma lira , per

; e ﬁw due offetti -valutati ‘alla stessa epoca.
695. |1 espressione -

‘((z‘-ﬁ_‘jr‘ ) RN (A
‘serwiry pei cambj, che si possono fure con due dive'rs.e rén-
di%,smgessdiﬁ’,hprm delle quali sia decorrxb,n}e pex
un oumero z di anni, e la seconda per un numero n' pure
teressi convenuti per lo sconto ‘rispettivo. :
Molti altri problemi si possono ridurre a gquesta classe,
" 674. Problema 1. Una popolaione di 100000 abitanti,
aumeatando ogni anno della sua trentesima parte, si domanda
a gquel numero essa ascenderd dopo un secolo ?
" Sobuzione. Per poco che si rifletta, si vede facilmente, cln?
quiesto problema pud - cangiarsi nel seguente. Una somma di,

u;onm lire impie%ﬁta ad interesse composto di -?;I_o per 1, st

domanda a ‘quanto ascenderd dopo um seclo?
Richiamando (656) la formola §#=c (1 4-f)" e paragonan-
dola coi datndelpropmw prqb!eng}a,\, g_i avrd ¢ = 100000,

3 3!‘,100
1
J = 3=, n==106} ¢ per conseguenza 5= 100000 =

¢ prendendo i logaritmi, sard
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+ 1,4240439==26, 4240@59, S~3854871L
Vzunnnoadnnqmdupoxoom,dmmhmmwm
taquattro mila ottocento settantaquattro abitant.

35 Problema 1. La terra non essendo stata Tipopolata
dduv:ochedmtmﬁgh&ﬂoé,edq&hotremogh,

quale rapporto avrebbe dovato crescere 1a P
pokuoncogm per&éwmdmmdannnﬁlmeﬁ

'uomxmdnpuaoom?

Soluzione: Nella formola S=c(14f)" ¢ dovrd fare in
questo cuso S==1000000, ¢ ==6, n==200, per cui esss diverrd,
xoooooo—-ﬁ(l-{-f)'“ Ricavando ora il valome 1~ f, sard

200

= (Y e s

wﬁmir. i avid log. (1 4S) = o log. ~'———-“°°W =

""" Uos mooouo--log 6)-— —-—-.5,:218487-—09361093.
0nde1+f_ 1,0625, ¢ per conssguenza

F = 0,0625 = <. Donde si vede che sarcbbe stato necesse
rio che il genere umano si fome aumentato ogni anmo di

--s-smbchehsalutefamn,ehlmghmdelhvmdegh

antichi nostri padri rende assai vetisimile. ‘ ’
Conasmﬁ&iﬁdmmmmeﬂ necessario

perch® una data popolazione sumentando o diminuendo ogn

annoeunnneeﬂuhgpbrm dxvengh: a,
&“Phdmsamle enipla, oppure s Mgmm qm-
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