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Qualunque scrittore che si fa guida agli studiosi
d’una scienza, mosso forse da certo sentimen-
to di timida verecondia a giustificare I ardito
proposito, suol discorrere le cagioni che lo
trassero a divulgare per le stampe i proprj in-
segnamenti. Simile costumanza consiglia me pu-
re a far palese come chiamato da vero amore
di logica precisione a dilucidare gli Elementi della
Geometria, venni poco a poco nella fiducia che
i miei tentativi avesser fruttato opera né priva
di novita né difficile ai prin;iipianti, la quale po-
tesse loro tornare gradita e utile ad un tempo.
Avvalorava tal fiducia il voto di alcuni miei ami-
ci, buoni ed operosi cultori delle matematiche,
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i quali fatto esame del disegno dell’ opera non
meno che de’suoi particolari mi animarono d'of-
ferirla senz’ altro alle scuole. Ora pero che a tanto
mi avanzo reputo convenevole fare aperto il mio
divisamento , ed accennare per quali novita d’or-
dine, e di principj questi miei Elementi differi-
scano da quanti m’avvenne prenderne a esame.

Innanzi a tutto io fui d’avviso che in nove
sezioni necessariamente si dovessero partire gli
Elementi della Geometria ; perocché dovendo per
consuetudine oggimai inveterata esser loro ma-
teria la linea retia, le superficie da essa conter-
minate, il circolo, il piano, i corpi solidi ai quali
¢ superficie, infine i tre corpi rotondi, sei divisio-
ni apertamente ne venivano. Ma riflettendo che
le superficie facevano luogo a due speculazioni
d’indole differentissima, I'una su le ragioni di
equivalenza, I’altra su la misura, la quale poi
si risolve nelle proporzioni delle figure, e che i
solidi oltre la misura, e I’'equivalenza addiman-
davano eziandio I’ essme delle ragioni di simme-
tria, percio nove sezioni o libri risultarono, i
quali sono appunto quelli che il lettore nell’ in-
dice riscontrera. ‘

In questi nove libri si troveranno gli Ele-
menti veri ¢ proprj della Geometria, liberi da
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ogni minimo calcolo, e quali debbono essere ,
a mio avviso, per servire d’introduzione a ogni
maniera di studj, non che a promuovere lo svi-
luppo delle facolta intellettuali.

Coloro perd che destinati a piu larghi studj

di Matematica non potranno ignorare alcuni ri-
levanti teoremi su i quadrilateri, e sul circolo
omessi ne’libri suddetti, né la dottrina geome-
trica de’ massimi e minimi, né il trattato de’ trian-~
goli e poligoni sferici, come quello pure dei po-
liedri regolari , si varranno dell’appendice dove a
siffatte particolarith , e ad altre eziandio si ¢ dato
pieno sviluppamento. Queste peréo suppongono
nello studioso alcuna istruzione ne’ rudimenti
del calcolo.

Ma oltre ai nove libri, e a quelle parti del-
I'appendice di che facevamo parola, tre serie di
problemi completano il piano prefissomi. La pri-
ma posta a seguito del libro quarto, ultimo della
Geometria piana, offre alcune applicazioni della
linea retta, e del circolo alle pin semplici ope-
razioni da farsi pel mezzo del compasso, e della
riga. La seconda posta a seguito del libro nono
puo aversi qual supplemento alla Zeoria dei pia-
ni perpendicolari, e paralleli : in essa esponendo
succintamente. le proprieta delle projezioni si fa
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cenno del modo di rappresentare su la carta le
varie posizioni del piano, non che quelle della
linea retta comunque situata nello spazio, po-
nendo per tal maniera i principj della Geome-
tria descrittiva. Valgano le poche cose che ne ho
toccate ad invogliare per tempo dello studio di
questa bella parte della Geometria i giovani, cui
¢ caro far fruttare le Matematiche a profitto delle
arti. Finalmente i problemi della terza serie posti
a principio dell’appendice si offrono agli studiosi
nell’ oggetto di far loro pit efficacemente sentire
I'importanza dei teoremi,ammaestrandoli ad un
tempo nel metodo di ricerca; la cui cognizione,
che solo per via di esempio si acquista, é ri-
levante abbastanza perché non venga negletta
siccome si vede nella piu parte dei libri di Geo-
metria elementare. Per servire a tal metodo il
ragionamento della soluzione di ogni problema
fu diviso in due parti denominandole Analisi,
e Sintesi. La prima parte, cioe I'Analisi, sup-
pone il problema risoluto, e per quella virtu
di raziocinj di cui sarebbe malagevole indicare
il magistero 8'insinua nel fondo della quistio-
ne, fa chiara la mutua dipendenza di tutte le
parti della figura ipotetica, e accortamente svol-
gendone le proprietid perviene a ritrovarne una
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che ne inchiude la regola della costruzione.La se-
conda, cioé la Sintesi, muovendo da questa regola
prescrive le operazioni da farsi per costruire di
fatto la figura medesima; dipoi con forma di
ragionamento inversa all’analisi, prova per qual
modo tal costruzione soddisfaccia alle condizioni
del problema. Ma come questi problemi io pro-
pongo solo ad esercizio dei principianti, per-
cio dell’ #nalisi o della Sintesi- ho accennato
semplicemente i punti principali, e talora ho
perfino interamente soppresso I'una o I’altra in
considerazione, che i principianti stessi a meglio
comprendere il metodo d’ invenzione si faranno
di buon grado a distendere su quella mia traccia
tutte le particolarita del ragionamento.
Tanto, e non piu della divisione della materia.
Rispetto al metodo seguito nell’esporla, mi attenoi

a quello che meglio sembro condurre alla chiarez-

za. Percio posi le proposizioni nell’ ordine della
loro piu semplice derivazione per guisa connetten-
dole, che manifesta apparisse la correlazione di
ogni teorema col suo antecedente.

Volli ritenere certe forme del metodo degli
antichi geometri reputandole caratteristiche della
Geometria, e veramente annesse al rigore delle
dimostrazioni. Non per questo il mio metodo &
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riuscito sintetico: perocché, tacendo del resto,
avvertird quanto alle definizioni essermi scostato
affatto da Euclide che le poneva in capo a cia-
scun libro, collocandole invece a’ luoghi oppor-
tuni, e facendo loro strada negli scolj, con ren-
dere manifeste le figure da prendersi in esame
innanzi d’ imporre loro un nome.

Vengo ad alcune particolarita delle Zeorse.
Nel primo libro sl troveranno le definizioni del
piano, e della linea retta, che ho sostituite alle
usate fin qui per meglio servire al rigore delle mie
dimostrazieni, e perche mi é sembrato che con-
tribuiscano a rendere assai piu agevole la teoria
della linea retta : oltre di che esse concordano al-
quanto col significato volgare di quelle voci, e
non peccano del vizio delle comuni loro defini-
zioni; ad evitare il quale farebbe mestieri dimo-
strare, innanzi a tutto, la possibile esistenza
d’ una superficie cui possa combaciare una linea
retta comunque posta, e descrivere la figura
della linea rappresentante la piu breve distanza
fra due punti. :

Alla definizione della linea retta consegue
quella dell’angolo, essa pure assai diversa dalla
nozione ordinaria, e piu vicina all'idea che se
ne ha volgarmente.
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Per servire a quella chiarezza che parmi ave-
re nel resto raggiunto, ho allontanato dalle no-
zioni primitive I'idea delle dimensioni riservan-
dola a miglior luogo, quando cioé essa sponta-
neamente derivava dal misuramento dei corpi.
Proponendomi poi di non subordinare la
scienza dell’ estensione alla scienza de’ numeri, e
per giovare eziandio a coloro che bene stimano
doversi nello studio delle Matematiche prender le
mosse dalla Geometria, non presupposta nello
studioso la cognizione dell’ Aritmetica, mi son
fatto carico di esporre le proprieta delle propor-
zioni con modi puramente geometrici, nulla attin-
gendo per altro dai ragionamenti di che gli antichi
geomwetri si valevano, i quali a dir vero sarebbero
riusciti soverchiamente gravi. Io mi confido che
piuno avra per superflua questa cura, se ponga
meute alla incommensurabilita in che talora si
trovano le quantita continue, per cui non sem-
pre ci ¢ dato sostituir numeri alle linee in propor-
zione ; né basta il caso nel quale i quattro termi-
ni d’ una proporzione possono divenire numerici
per inferirne che sempre - tali termini potranno
considerarsi come numeri, mentre nel caso della
incommensurabilita noa v’ha modo di calcolo che
valga a somministrarli. Né pero si ba diritto di
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attribuire alle proporzioni delle linee le proprieta
pertinenti alle proporzioni de’numeri, sul solo
fondamento delle prove aritmetiche. Queste ragio-
ni mi hanno indotto a svolgere tutta la teoria
delle proporzioni, muovendola dalla primitiva no-
zione del rapporto di due quantita geometriche,
che mi sono studiato di esporre con ogni possibi-
le diligenza ; ed ho fede che I'opera non sia tor-
pata vana, perché da questa nozione e discesa
I altra dell’ uguaglianza dei rapporti commen-
surabili o incommensurabili, di cui senz altro
principio mi sono giovato ad evitare in tutte le
dimostrazioni concernenti all'incommensurabilita
quell’ arido criterio della riduzione all assurdo.
Quanto ai solidi non molte cose notero, ab-
benche molti sieno i cangiamenti introdotti, sem-
pre nell'intendimento di giovare come meglio
per me potevasi alla chiarezza. Avrei voluto nel
sesto libro, senza toglier nulla alla teoria dei
poliedri uguali e simmetrici ivi esposta, ridurre
a minor numero le proposizioni ; perocché ma-
nifestamente i teoremi VII e XV sono inclusi
nel teorema XXV, ed i teoremi VIII e XVI lo
sono nel teorema XXVI. Pure a maggiore in-
telligenza delle dimostrazioni piu generali ho
stimato riuscir profittevoli alcune delle speciali
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che meglio manifestavano lo stato della figura.
Taluno avra per inutile questa sovrabbondanza
di teoremi che di nulla avvantaggiano la teoria,
ed io pure la riputava tale; ma I'esperienza- mi
ha convinto che siffatta prolissita non riusciva
inutile ne discara ai principianti.

I libro IX si aggira su i tre corpi rotondi;
in esso le proposizioni attinenti alle superficie ed
ai volumi loro vengono dimostrate pel cosi detto
principio de’ limiti, il quale ( forse piti pel modo
del suo uso nelle dimostrazioni della geometria
elementare che per la sua indole)da alcuni valenti
geometri fu ritenuto come non confacente al ri-
gore del ragionamento; ma avendolo posto sotto
I’ enunciato che due quantite si debbono avere
per uguali quando sono contenute fra due mede-
simi limiti, che possono per loro natura differire
& una quantita piccola quanto vuolsi, si avra
luogo di conoscere come i ragionamenti che ne
dipendono nou potrebbero per alcun altro crite-
rio di dimostrazione riuscire pi convincenti ne
pit semplici. |

Bastino queste poche avvertenze a fare aperto
il mio disegno. Lungi poi dal volere con questo
mostrare irreverenza a quei geometri insigni che
non sdegnando piegare la mente alle cose elemen-
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tari promossero grandemente la scienza, e pro-
curarono a loro stessi durevole celebrita, dird che
a tutta ragiene le scuole fanno plauso agli Ele-
menti che al bene di esse dettarono, e specialmente
a quelli del celebre Signor Legendre che mi sono
tenuto a onore di seguitare nelle mie pubbliche
lezioni, e da cui ora mi diparto (non senza te-
ma di errare), solo per servire al desiderio di
educare gli studiosi a piu facili speculazioni non
che a piti accurato rigore di ragionamento.
Chiudo col fare manifesti i sensi d’ animo
grato verso il Signor Dottor Fabio Andreini, cui
piacque con caldo amore, e rara intelligenza
curare |’ edizione del presente libro.
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Il metodo con che la Geometria si
A si suole es consist.
p:l;c'pah.nente fzel formare di tatte le verimle q‘t::lei
questa scieaza risulta, altrettante proposizioni cui si danno
) nomi di assioma, teorema » lemma, corollario, second
Ia loro specie. ' reonde
L’assioma & una verith che iveni
R divenire evideate
richiede altra spiegazi Sella dei i i
riohiede a a spicgazione, che quella dei voceboli con cai
La Geometria si vale degli assiomi i
. gli assiomi ti:
x.o :: tutto & maggiore della sna pa:::m l
2.° 1l tutto & ugual i i
ety uguale alla somma delle parti nelle quali &
3.° Due quantith uguali ad una
. terza sono uguali fra loro.
4.:‘ Sea dut'z quantith aguali si aggiungono :8si deu-aggon:-
qm;t:t;eugnaln » ue risultano somme o residui uguali
«* S¢ a quaatith disuguali si aggiungono o si detnggon.
qnlmta ugun!i. la somma o il residuo proyeniente dlll:
quantith maggiore, sark maggiore della somma o del residuo
pm\lvlemenle dalla quaatity minore.
teorema ¢ una proposizione la quale divi i
» M d
per Il;leuo d’un ragionamento, che lp:elllsi m&xe
lemma ¢ una proposisione appositamente premessa ad
un t[eloremo;l per facilitarae la dimostrazione.
coroiario € una proposizione che consegue immed;
ume':le' ad ua’altra gid dimostrata. lcorollﬁil‘:i“;:g;:o
percéo ldnl 'ufm:io alle proposizioni da cui derivano.
itolo di problema distioguesi poi ogni ito, i
: pm ogm quesito, il
g:;lge ?tbbxa per oggetto la determinazione dioﬁna?) pi\‘: '::osle
nite per mezzo di una o pit i i diconsi
dati del problewa. P cote cogeite, I qualid

)

La spiegazioue del significato d’ un vocabolo, o I'indica-
zione della cosa o dell’ idea che violsi con esso significare
appellasi definizione. .

Sotto il nome di scolio si comprende qualunque osserva-
zione sopra una o pilt proposizioni diretta a dimostrare il loro
legame, le loro applicazioni, la loro generalitd, ovvero la
loro restrizione. Talvolta lo scolio servirh di preparazione
alle dimostrazioni dei teoremi ad esso susseguenti ; talvolta
sarh, diretto a legittimare o a dichiarare viemmeglio uo qual-
che principio.

All’ oggetto di abbreviare il discorso faremo uso dei segui
qui appresso : ,

1.2 11 segno == il quale si pronunaia uguale indicherh
)’ uguaglianza tra due quantith ; cosi A me B esprimerh che
le quantith A e B sono uguali.

2. Il segno > indicherh la disuguaglianza; cosi essendo
A maggiore di B, scriveremo A > B, e leggeremo ¥ |
maggiore di B ; ovvero scriveremo B < A leggendovi allora
B minore di 4.

3.2 1l segno -+ il quale si pronunsia piis, indicherh Pad-
dizione; laonde A -+ B rappresenterh la sommadi 4 e B.

§4.° 11 segno — che si propunzia meno, indicherh la sot-
trazione; 4 — B esprimerd la differenza di Ae B, ovvero
1’ eccesso di A sopra B.

5.2 11 segno >< oil punto . indicherh Ia moltiplicazione;
A >< B, ovvero A . B rappresenterh il prodotto di A per B.

6.2 I due punti esprimeranno la divisione; A . B espri-
mer il quoziente di 4 diviso per B; lo stesso quoziente

potrh pure rappreseuuui cos1 B
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1. L estensione ¢ quella proprieth dei corpi per cui
appare che essi sieno formati di molte parti unite insieme
senza seusibile interruzione.

2- | termini o limiti della estensione propria d’un corpo
sono le sue fucce , le quali ve costituiscono la superficie.

3. Questi limiti determinano la forma del corpo.

4. L’ impressione poi che la forma d’ un corpo produce
sull’ organo della vista appellasi figura; il qual vocabolo si
attribuisce perci anche all’ immagine, o rappresentazioue di
qualsiasi oggetto.

5. 11 {uogo occupato da un corpo pud dirsi che sia un
vuoto avente la sua siessa forma , e differente da esso per la
sola ragione che un tal vuoto & penetrabile mentre il corpo
non I¢. Or poiché tutti i corpi vccupano un luogo ¢’ imma-
giniamo che essi sieno collocati in un vuoto indefinito, il
quale viene denominato spasio.

6. La superficie d’un corpo separa dal rimavente dello
spazio quella porzione che da esso & occupata Laonde se

vorremeo concepire un corpo, o lo spasio che occupa, diviso -

4 FLEMENT! DI GROMETRIA
in due parti, ci figureremo la separazione delle medesime
come rappresentata da una superficie: la quale non formerh
parte del corpo, ma servirh di limite comune alle due parti
in che esso si suppone diviso,

7. 1 limiti o termini d’ una superficie si chiamano linee,
Cosi dovendo immaginare una superficie divisa in due parti
ci figureremo la loro separazione come rappresentata da uoa
Jinea : la quale nou formerh parte della superficie; servirh
solé di comune limite alle due parti in che essa si suppone
divisa.

8. 1 limiti d’una linea ovvero le sue estremith si chiamano
punti. Percid 1a separazione di due linee contigue , o di due
parti d una stessa linea verrh rappresentata da un punto : il
quale non sarh parte di tal linea; servirh solo di limite
comuoe alle due parti nelle quali si suppone divisa.

9. Adunque poiché ogni linea pud esser divisa in due
parti, e ciascuna di esse pud esser suddivisa in altre due, e
cosi di seguito, ne sarh dato di supporre situati sopra una
stessa linea quanti punti si vogliono. Nello stesso modo
potremu immaginare quaate linee si vogliono giacenti sopra
una stessa superficie , e quante superfici si vogliono deatro
uno stesso corpn.

10. Una linea considerata relativamente alla grandezza
soa prende il nome di lunghezza. Cosi tra le due voci
lunghezza e linea ¢ da notave questa differenza, che la pri-
ma va unila all’ idea della quantita di estensione, I'altra a
quella soltanto della spa figura ; lo che meglio si scorgerd in
appressq. '

" 11. Si pud por mente ad un punto prescindendo dalla
licea su cui ¢ situato; alla figura ed alla lungbezza d’una
linea senza pensare alla superficie che la contenga; alla
figura ed alla grandezza d’ una superficie senza considerare
il corpo cui appartiene , in quella guisa che si pud por mente
alla forma ed alla grandezza d’ un corpo prescindendo dalla
sua impenetrabilita.

13. Tali astrazioni sono la prima base della Geometria,
la quale & scienza che considera U estensione rispetto alla
figura ed alla grandesza. E proprio di questa scienza il
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tonsiderare i panti indipendentemente dalle finee, 1¢ linee
indipendentemente dalle superfici, e le superfici indipen-
dentemente dai corpi.

13. E qui & da avvertire che questo vocabolo corpo o
solido , viene talora preso dalla Geometria in an concetto
ben differente dal concetto volgare ; perocche la Geometria
non dovendo considerare nei corpi che la figura e la gran-
dezza, attribuisce eziandio il nome di corpo geometrico o
solido geometrico ad uno spazio comuanque limiitato , e pe-
netrabile o vuoto.

14. Eppercid I’ uguaglianta ossia la perfetta identith di
due corpi quanto alla loro estensione si dimnstra geometri-
camente mediante la sovrapposizione , ponendo ciod in evi-
denza che i due corpi ove fossero convenientemente posti
uno dentro I altro coinciderebbero perfettameute , e non ne
formerebhero che uno solo. Anche I'identith di due superfici
o di due linee pud dimostrarsi per lo stesso principio ; che in
generale due figure qualunque sono necessariamente uguali
quando cvincidono in tutta la loro estensione.

15. Avvertiremo che il punto, sebbene privo di figura e
di grandezza, suole rendersi sensibile per un minutissimo
segno (. ), chiamato male a proposito punto; stanteche esso
€ veramente un corpo fisico, avente figura e grandezza. La
linea pure si rappresenta mediante la traccia che lascia dietro
di se un punto fisico nel muoversi da luogo a luogo. Ma ben
si comprende che dalla materialith di tali punti e linee, noi
dovremo prescindere considerando il punto come privo di
ogni estensione , e la linea estesa solamente in lunghezza.

16. Si chiama piano quella superficie di cui una parte
qualunque, posta sopra una parte qualunque della superficie
che resta , potrh combaciare con questa perfettamente, ove
anche la sovrapposizione si faccia rovesciando una delle parti
sull’ altra,

17. Ogoi superficie che non sark piana in veruna sua
parte si chiameri superficie curva.

+8. Ogni figura poi descritta sopra un piano dirassi figura
piana. E tali saranvo quelle che cousidereremo ne’primi
quattro libri seguenti.

Fig. 1.

Fig. 2.

Fig. 3.

Fig. 4.

6 ELEMENT! DI GEOMETRIA

19 Da cio risulia che una figura piana trasportata sopra
qualunque pisuo e ruvescista eziandio, combacerh con esso
perfettamente. .

a20. Percid essendo A4 B C D una liuca descritta sopra un
piano, potremo immaginare che essa veuga rovesciata sul
piano medesimo dando lungu alla livea abcd, la quale
sarh identica alla linea primitiva; talmenteché se una di esse
si porrh sull’ altra in modo che il punto a cadain 4, e d in
D, avremo una figura piana ove ogni punto, per es., B della
linea 4 BCD avrh il suo corrispondente b sull’ altra linea
Abc D. Or supponiamo che la figura giri sopra i punti A4,
D fissi sul piano. E chiaro ck+ abbassaudosi il puato B al
di sotto di esso piano il punto b salirh, e viceversa, e lo
stesso avverrh di aliri due punti corrispondenti C, ¢ ec.
Adunquc ogni punto come M comunc alle due linee £ BCD,
AbcD non poteado ad un tempo portarsi al di sotio ed al
di sopra del piano dovrh necessariamente rimanere fisso sul
medesimo,

E siccome pué facilmente immaginarsi una linea 4 BC D
che dia luogo ad una figura analoga alla figura 3 con mol-
tissimi punti d’incontro M , N, ec., percio € pur facile con-
cepire che tra A e D sieno qoanti punti si vogliono tali che
per il rivolgimento della linea sulla quale si trovano non
sieno rimossi dal loro sito.

Tal rivolgimento pué farsi sopra due qualunque di questi
punti; poiché se Ja figura 3 girasse sopra i punti A ed.M,
si dimostrerebbe come sopra , dovere i punti N e D rima-
vere immobili. ‘

a1. Si dirsnno punti poss nella medesima diresionc
quelli che non cambierebbero di sito quando la linea sulia
quale si trovano girasse sopra due qualunque di essi suppo-
sti fissi. :

Tali sono i punti 4, M, N, D.

22. Questa nozione ne poria a considerare i punti posti
nella medesima direzione, sempre situati sopra uno stesso
piano. i

23. Una linea si chiamerd retta quando tutti i suoi punti
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sarauno nella medesima direzione. Cost la linea A D‘ ove
essa sia linea retta non cambierh di sito allorche si aggirera
intorno a due punti fissi presi a piacere sopra di essa. '

24. Ogni linea che non sarh retta in veruna sua parte si
chiamerh linea curva.

25. Linea convessa o concava si dirh quella linea curva
di cui tre punti presi a piacere non si troveranno giammai
nella medesima direzione. Diciamo convessa o concava pe-
rocché ’una si cambia nell’altra cambiando il lato dal quale
viene osservata, Tale essendo 4 C D B & manifesto che essa
non potrd essere iucontrata fh una livea reuta in pia di due
punti.

26. Frauanto al §. 22 consegue che una linea retta AD
come quella di cui tutti i punti sono in dit_-ezimle ugtfale
si deve considerare situata tutta intera sopra uu wmedesimo
piano,

TEORFMA 1.

29. Da un punto ad un altro non si pud condurre che
una sola linea retta.

Sia A B una linea retta condotta dal punto A al punto
B. Se un’altra linea retta si potesse condurre da £ a B, essa
dovrebbe passare per un puato C almeno oou situato su la
linea A4 B,

Si uniscano i punti A, C, B colla linea qualunque 4 C B;
cssa costituira colla retta A B il contorno d’una superficie
piava, la quale percid potrh sempre essere rovesciata, ed
in modo che tenuti fissi sul piano i punti A e B essa diventi
A ¢ B, Ora ¢ chiaro che la linea A B la quale sappiamo essere
retta rimarra fissa sul piano essendo fisse le sue estremitd *;
percid rovesciandosi la superficie dovrh cambiare di sito la
livea ACB, e con essa il suo punto C; dunque tal punto
non sarh nella medesima direzione di A e B; dal che si vede
essere assurdo che pel punto C possa passare una linea retta
aveute le medesime estremith della linea 4 B; dunque dal
punto A al punto B non si pud condurre che una sola linea
retta, °

Fig. 4.

Fig. 5.

Fig. 4.

Fig. 6.

* 23.

Fig. 7. -

» a3,

¥ 2s.
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28. Scolio. La distanza d’un punto ad un altro é misurata
dalla linea retta che congiunge questi due punti; perocché
essa & distinta da ogui altra linea che si puéd condurre fra i
dae punti medesimi.

TEOREMA II.

29. Due linee rette che hanno due punti comuni coinci-
dono U’ una coll’ altra in tutta la loro estensione , e non
Jormano che una sola ¢ medesima linea retta,

Sieno i due punti comuni £ ¢ B; & chiaro cheda A in B
le due rette coiucideranno. Or se potessero disgiungersi in
seguito una di esse passerebbe per un qualche punto F si-
tuato fuori del prolungamento B C dell’ altra; frattanto
F ed un punto qualunque D di questo prolungamento si
troverebbero nella medesima direzione di A e B; cioé sareb-
bero nella medesima direzione iquattro punti 4, B, F, D,

Cio posto si uniscano i punti B, F, D colla linea qualnnque
B F D, esi rovesci la superficie B F D tenendo fissi sul piano
i punti B, D; non potendo cambiar di sito BD, la quale
sappiamo essere linea rettg*, cambierd di sito }a linea BF D
€ con essa il suc punto F; perloché & assurdo che F sia
nella medesima direzivne di B e D; ovvero ¢ assurdo che
una delle linee, le quali hanno insieme convenuto per tutta
la lunghezza A B, passi per un pusto F non situato sul pro-
luogamento dell’ alira,

30. Scolio 1. Prolungare una linea retta 4 B vuol dire
determinare de’ nuovi punti nella medesima direzione delle
sue estremith 4 e B; i quali saranno nel piano stesso dove si
trova la stessa Jinea £ B *,

31. Scolio II. Scorgesi frattantor che una linea retta
qualunque A4 B non pub avere che un solo e medesimo pro-
lungamento ne’due sensi B D, A d situato nel piano di 4 B,
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TEOREMA 1if.

.

3a. Se una linea retta avrs due punti A € B sopra un gig. 4.

piano, combacera col piano medesimo in tutta la sua esten-
sione.

lofatti sul piano di cui si tratta si-potrh tirare una linea
rettada 4 in B*, e si potrh avere sopra questo pianp anche
il suo prolungamento *. Ond’ & che un’altra linea retta
aveate due punti 4 ¢ B sopra esso piano dovendo coincidere
colla retta precedente in tutta la sua estensione * combacerd
perfettamente col piano medesimo.

33. Scolio. Sieno AB ed AC due linee rette poste
sopra un piano aventi una comune estremith A; la lon-
tananza reciproca di queste due linee diminuirk quando
A C girando intorno ad A, senza discostarsi dal piano, pren-
derh la posizione di 4 D compresa tra 4 Ced AB, e potrh
sempre diminuire finché A4 C non coincida con 4 B. Tal
lontananza poi crescerh se A C prenderd la posizionedi A E,
e potrh sempre crescere finché¢ A4 C non coincida col prolun-
gamento 4 b di 4 B,

34. Definizione I. La lontananza reciproca di due linee
rette che hanno una comune estremita chiamasi angolo; le
due rette medesime dicousi lati dell’ angolo, ed il punto ad
esse comune appellasi vertice dell’ angolo stesso.

35. Definizione II. Due angoli si dicono adiacenti
quando hanno un lato comune, e gli altri due in linea retta
per modo che uno sia il prolungamento dell’altro. Tali sono
gliangoli BAC, CAb.

36. Definizione 111. Due angoli si dicono opposti al
vertice , allorquando i lati dell’uno sono i prolungamenu
dei lati dell’ altro. Tali sono gli angoli BAC, b Ac.

37. Scolio I. Gli angoli sono suscettibili di addizione e

di sottrazione. Chiaramente si vede essere 1’ angolo B 4 C rig. 8.

la somma de’ due angoli BAD, DAC; 1’ angolo BAD
la differenza dei due angoli BAC, DAC.
38. Scolio 11. Due angoli sono uguali quando ponendo

* 26.

* 3,

Fig. 8.

Fig. 9.
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convenien. smente uno di essi sull’altro i loro lati coincidono.
Or se i due angoli B A D, C A D saranno uguali ciascuno di
essi sark uguale alla metd dell’ augolo B 4 C, ciot la reuta
A D divider in tal caso 'angolo B 4 € in due partf uguali.

- ‘TEOREMA IV.

-

" 39. La somma di duc angoli adiacenti ¢ uguale alls

. Fig. 10, somma di altri due angoli adiacenti qualunque.

'29.

*»38.

Fig. 9.

* 3g.

* Ass. 4.

Sieno leretie A B, F E respettivamente incoutrate dalle
rette DC, HG; dico che la somma dei due angoli adia-
centi ACD, DCB sarh uguale alla somma degli altri
due angoli parimente adiacenti FGH, HGE.

Si prendano le due distanze ugtsli 4C, FG; 4 C s
potrd situare sopra F G in maniera che il puuto £ cada in F.
ed il punto Cin G ; essendo queste due linee cos\ situate 4 £
coinciderh con FE in tutta la sua estensione*. Quindi la
CD, oxconverrh colla GH, o prenderh altra direzione
G K. Nel primo caso essendo gli angoli ACD, DCB
respettivamente uguali agli angoli FGH, HGE* ¢ ma-

nitesto che la somma de’due primi sara uguaie alla somma
degli altri due. Nel secondo caso essendo 4 CD+ DCB
s FGK+ KGE, ¢e KGE = KGH -+ HGE, sari
ACD +~ DCB = FGK + KGH -+ HGE ovvero,
poiché FGK + KGH == FGH, ACD + DCB ==
FGH—+H ‘GE , come dnvevast dimostrare.

TEOREMA V.
4o. Gli angoli opposti al vertice sono uguali.

. Sieno Bb, Cc due linee retie che si taglianoin A;
gli angoli BAC, & Ac saranno adiacenti al medesimo
angolo & 4 C; dunque la somma b A C+ B A C sarh uguale
alla somma b A C -4~ b Ac”; or togliendo da tali somme
uguali lo stesso angolo & 4 €, resterh 'angolo B A (' uguale
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‘sl suo opposto b Ac. Si dimostrerebbe nello stesso modo -

essere 1 augolo b 4’ C uguale al suo opposto BAde.

41. Scolio. La somma bAD -+ D AB di due angoli
adiacenti puo supporsi divisa in due parti uguali dalla
retta A C; in tal caso 1'angolo C.A B sarh ugusle al suo
adiacente C A b; ma gliangoli CA b, B Ac sono uguah
come opposti al vertice, dunque I’ angulo C A B & uguale a
ciascuno de’ suoi angoli adiacenti B Ac, C Ab.

4. Definizione 1. Ogni angolo il quale & uguale al suo
adiacente chiamasi angolo rettn. Ogni angolo minore d’ un
retto si chiama angolo acuto. Ogni angolo maggiore di un
retto chiamasi angolo ottuso.

43. Definizione 11. Dicesi che due angoli sono comrl -
mentari , ovvero uno di essi chiamasi complemento dell’altro,
allorché la loro somma equivale ad un aungolo retto. Dicesi
poi che due angoli sono supplementari ovverc uno di essi
chiamasi supplemento dell’altro, allorché la somma loro equi-
vale a due angoli retti.

44. Definizione I11. Quando due rette che ¢’ incontrano
formano un angolo retto, ciascuna di esse & detta perpendico-
lare rispetto all’ altra. Quando poi formano un angolo acuto
o ottuso, ciascuna di esse relativamente all’ altra & detta
obliqua.

Adunque la retta 4 C sari perpendicolare sopra la reuta
Bb, se gli angoli adiacenti CA B, C A saranno uguali,
o ambedue retti; 4 D sarh obliqua sopra Bb se i due au-
goli adiacenti DA B, D Ab uou seranno uguali, essendo
I’ uno minore, 1’ altro maggiore di un angolo retto.

TEOREMA VI
45. Gli angoli retti sono tutti uguali fra loro.

La sowma di due angoli adiacenti ¢ uguale alla somma
di altri due angoli adiaceati qualunque ; ma essendo uguali
le somme sono pure uguali le loro meth, le quali vengouo
rappresentate da angoli retti * ; dunque gli angoli retti sono
sempre uguali fra loro.

Fig. tt.

Fig 11,

o Ass. &,

Fig. 32,

Fig. 13,

* 48.

*Ass. 1.
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46. Corollario I. Per un puato A dato sopra una liges
retta B 4 oon si pud condurge che una’ sola perpendicolare
A C a questa linea. Perocché se un’altra se ne potesse inalzare
A D, Pangolo B.A D sarebbe retto come lo ¢ BAC, ela
parte sarebbe uguale al tutto, assurdo evidente *.
- 49. Corollario I1. La somma di due angoli adiacenti &
sempre uguale a due angoli retti, cioé uuo ¢ supplemento

dell’ alwro.
48. Corollario I11. Due angoli che respettivamente rap-

presentano i complemeati o i supplementi di angoli uguali
sono uguali,

4g. Corollario IV. Tutii gli angoli consecutivi BAC,
CAD, DAb formati da una medesima parte della linca
retta Bb, presi insieme equivalgono a due angoli retti.
lafatti la loro somma ¢ uguale a quella di due angoli adia-
centi BAC, CAb.

50. Corollario ¥, Tuti gli angoli consecutivi BA C,
CAD, DAE, EAB formati da piu rette che s’ incon-
trano nel medesimo punto A presi insieme equivalgono a
quattro angoli retti. Perocché prolungando B 4 in b si vede
che la loro somma comprende le due somme BAC+ CAD
+DA4b, bAE + EAB, ciascuna delle quali ¢ uguale
a due angoli reti.

TEOREMA VIIL

51. Se la somma di due angoli ACD, D C B aventi
un lato comune CD equivarra a due angoli retti , gli altri
due lati AC, CB saranno in linea retta.

Perocche se C B non fosse il prolungamento di 4 C lo
sarebbe , per esempio, C F; quindi D CF sarebbe il sup-
plemeato di 4 CD; ma é dato che il supplemento di 4 CD
sia D CB, dunque avremmo D C B uguale a DCF*, as-
surdo evidente®. Dunque C B & il prolungamento di 4 C;
ovvero 4 C e CB sono in linea reua,

5a. Scolio 1. Tal dimostrazione ¢ del genere di quelle
conosciute sotto il nome di dimostrazioni per assurdo. La
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Geometria si vale di questo mado di raziocinia ogniqualvolta
dimostra che una propmi:imne & vera, per la sola ragiene
che il non ammetterla ne indurrebbe in una manifesta impos-
sibilith. Cost il principio di contradizione & il criterio di
verith delle dimostrazioni per assurdo; le quali percid ven-
gono chiamate dimostrazioni indirette. Al contrario si chia-
mano dimostrazioni dirette quelle che hanuo per fondamento
il principio della identith, il quale coasiste nel rendere
evidente la derivazione d’una proposizione dagli assiomi , e
dalle proposizioni gik dimostrate.

53. Scolio 1. Alira avvertenza & da farsi, cioé che ogni.
proposizione consta d’una ipolesi, ¢ d’una conclusione. L' i-
potesi ¢ una condizione che si pone in principio, la conclu-
sione & la conseguenza che ne deriva La condizione richiesta
nella precedente proposisione é che la somma dei due angoli
ACD, DCB equivalga a due angoli reui, questa ve &
Dipotesi: Ia conclusione & cheilati 4C, CB son0in tal
caso disposti in linea retta,

Talvolta la conclusione e 1’ ipotesi d’ una proposizione
sono respettivamente I’ ipotesi e la conclusioue d’un altra;
allora questa si chiama proposizione reciproca, o inversa
della prima. La proposizione summentovata ha la sua inversa
in quella enunciata al §. 47. Lo che si vedrd chiaramente
" quando si richiami la definizione degli angoli adiacenti *.

54. Scolio I1F. Due linee rette posie sopra un piano
non determinano alcuna parte di questo piano; perocche
esse o hanno un puanto comune , 0 non ne hanno veruno ; in
ambedue i casi comprendono una estensione indetermina-
ta. Quando perd le due rette come 4 B, A C haovo un
puato comune A ; uu’altra retta soltanto che upisca un
punto B della prima con un puato C della seconda, basts a
determinare una parte A4 B C del piano su cui sono situate.
Questa parte 4 8 C sarh un piano terminato da tre linee
rette A B, BC, A C congiunte ne’ punti 4, B, C, i quali
sono i vertici dei tre angoli formati da esse rette.

55. Definizione I. Un piavo terminato da tre linee rette

dicesi triangolo,

Le tre rette medesime si chiamano lati del trinngolo.

Fig. 14

Fig. 15.

* 14
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Gli angoli poi formati dai lati diconsi angol: del triangolo.

56. Dcﬁruuom' I1. Un trisngolo appellasi equilatero
q.mndo ha i tre lati uguali; isoscele se ha due soli lati ngua-
li; scaleno quando ha i tre lati disuguali.

57. Definizione 111. Triaugolo rettangolo dicesi quello
che ha un angolo retto. 1l lato opposio all’ angolo retto
chiamasi ipotenusa .

58. Deﬁr:mom- I¥7. La perpendicolare CD abbassata
da un vertice C del trisngolo sopra il laro opposto si chiama
altezza del triangolo; questo lato poi prende il nome di
base del triangole. :

‘ Ogni l.ato del triangolo pud esser presu per base; ma ai
diversi lati considerati come basi corrispondono generalmente
diverse altezze,

Nel triangolo isoscele si suole considerare come base il
lato cle differisce dagli altri due.

Fertice del triangolo si chiama piis particolarmente quel-
lo dell’ angolo opposto alla base ; Pangolo medesimo prende

: ;::‘aead;:;folo al vertice ; gli altri due si chiamano an-

TEOREMA VIII.

59. Due triangoli sono uguali quando hanno un angolo
uguale compreso fra lati respettivemente-uguali,

Sia I"angolo A del triangolo A B C uguale all” angolo
D del trisngolo DE F, il 1ato A Bae DE, ed il lato AC
== D F; dico che questi due triangoli saranno uguali.

Infatti questi due triangoli , pouendo convenientemente
Y'uno sull’altro, coincidersono perfettamente ; poiché se DE
si porrh sal suo uguale 4 B il punto D cadrdin 4, ed E in
B; ed essendo I’ angolo Da= A lareita D F coaverrh con
AC; ed il punto F cadrh in Cpoiché DF == AC; dunque
1| feuu lato F K coinciderk esattameste col terzo lato CB .
e i due triangoli ne formeranno un solo; dungne questi
triangoli sono uguali *,

6o. Scolio 1. ln ogni triangolo si considerano sei cose, tre
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angoli, € tre lati Nel precedente teorema si suppone che nei
due triangoli tre di tali cose sieno respettivamente ugoali ,
it Aea D, AB=DE ,  AC=DF, e se ne inferisce
I’ uguaglianza totale dei due triangoli, e conseguentemente
quella delle altre tre cose, ciot Bam E, Cwm F, BC=EF.

61. Scolio II Si osservi cbe gli angoli uguali sono
opposti ai lati uguali.

TEOREMA IX.

6a. Due triangoli sono uguali quando hanno un lato
uguale comune a due angoli respettivamente uguali.

Siaillato AB= DE, Vangolo Ae=D, e I’ angnlo
B = E; dico che i due triangoli saranno uguali.

Avendo posto D E sul suo uguale 4B in modo che il
punto D cada in A, ed il punto E in B, per P’uguaglisnza
degli angoli 4 e D, Ia retta D F converrh con AC, ed il
punto F si troverh su qualche punto della retta AC; per
I’uguaglianra poi degli angoli B ed E, laretta EF con-
verthcon BC, edil punto F* si troverh su qualche punto
della retta B C; dunque il punto F dovendosi trovare ad un
tempo su le due linee 4C e BC cadrk su la loro unica
intersezione C; dunque i due triaugoli coincideranno, e sa-
ranno perfettamente uguali ™.

63. Scolio. Qui pure dall’ uguaglianza di tre cose cioé
Aw=D, Bam E, AB==DE si deduce I’ uguaglianza
totale dei due triangoli, e conseguentemente quelle delle
altre tre cose ciot Coux F, ACwm DF, BCex EF. -

TEOREMA X.

64. Duc lince rette AB, CD perpendicolari ad una
tersa HI non possono incontrarsi ancorché si prolunghino
fino a qualunque distanza.

Prolungando A B ¢ CD avremo al di soitodi H1 la
stessa figura che si ha al di sopra; infatti i prolungamenti

’

Fig. 15.

Eig. 10,

* 4o.

* 237,

Pig. 17.

t“.
v 45.
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Ab, Cd formerauno colla retta HI angoli retti come for-
mano angoli retti colla siessa HI le due rette date 4B,
CD*; ciot A5, Cd saranno perpendicolari ad HI,
come sono perpendicolari alla stessa H I le due date rette
A B, CD; laonde se le linee A B, CD prolungate sufhi-
cientemente potessero inconirarsi in un punio M, anche le
linee 45, Cd prolungate s’incontrerebbero in un punto N;
quiodi da M ad N si potrebbero condurre due linee rette,
lo che é assurdo * ; dunque le linee 4 B, C D non possono
mai incontrarsi ancorché si prolunghino sino a qualunque
distanza.

65. Definizione. Due linee rette che non possonc incon-
trarsi benché prolungate sino a qualunque distanza, e che
000 situate nel medesimo piano, dicousi parallele,

66. Corollario I. Due linee reute perpendicolari ad una
terza saranno parallele. _

67. Corollario I1. Da oo punto M dato fuori d’una
retta non si pué condwrre che una sols perpendicolare a
questa relta.

TEOREMA XI.

68. Se una linea retta CD sari pa'ﬁendicolaread HI,
ed un’ altra linea retta A B sara su la medesima H I obli-
qua queste due linee A B, CD prolungate sufficientemente

s’ incontreranno. °

1.° Sia I’ angolo H A B ottuso. Primieramente si conduca*
la perpendicolare A F ad HI; la linea A B sarh conte-
nuta fra i lati 4 F ed A dell’ angolo retto FAI, Quindi
sopra AI si prenda CE wm AC, e ¢ inalzi la perpendico-
lare E G; rovesciando la striscia F A CD su la striscia
D CE G con mantenere il lsto comune CD, la C A dovrk
convenire colla CE poiché I'mgole DCE « DCA"*, il
punto A verrd in E poicht CE == AC, ¢ la linea A F
converrh colla E G essendo angolo FAC= G E C*; laon-
de la striscia F A4 C D combacerh in tutta la sus estensione
colla striscia DCEG.
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Cid posto, poiché su la linea retts indefinita A I si posso-
no prender quante parti si vogliono CE, EK, ec., uguali
ad A C senza giungere giammai al suo termine, potremo
pure formare quante strisce si vogliono uguali ad FACD
senza giungere a coprire con esse |’ estensione indefinita
compresa fra i lati dell’ angolo retto F A 1.

D’ altra parte aggiungendo angolo FAB a se stesso
un numero sufficiente di volte portandelo successivamente
in BAM, MAN, NAP, ec., perverremo sempre a
formare uo angolo F 4 Q maggior dell’ angolo vetto F 4 1.

Da cib segue che I’angolo FA B comprende co’ suoi
lati una estensione maggiore di quella della siriscia F A4 CD.
Dunque non potendo 1’angolo F A B coutenersi dentro i
limiti della striscis F 4CD, la linea 4 B prolungata suf-
ficientemente incontrerh C D,

2.° Sia I'angolo H 4 B acuto; ve risulterh I’ angolo
H A b ottuso ; percio in virld della dimostrazione precedente
le due linee 4 B, C D ¢ incoutreranno dalla parte dei loro
prolungamenti 45, (d. -

69. Corollario I. Ogni linea retta perpendicolare ad
una delle parallele sark perpendicolare anco all’altra.

0. Corollario I1. Per un puato A noo si pud condurre
che upa sola parallela 4 F allaretta CD.

Infatti una sola perpendicolare A C si pud abbassare da
A sopra CD, ed uoa sola retta A F si pud condurre che
faccia con A € un angolo F AC rewto. |

71. Corollario I11. Due linee rette 4 B, C D parallele
ad una tersa E F sono parallele fra loro.

Perocché G H perpendicolare ad E F sarh pure perpen-
dicolare ad /B, ed a CD"; laonde A B e CD perpen-
dicolari alla stessa G H saranno parallele fra loro.

23. Definizione. Quando due linee rete A B, CD
vengono incontrate da una secante H I, degli outo augoli,
che ve risultano, quattro sono fmterni ciod compresi fra le
ree 4 B, CD, e guattro esterni cioé formati al di fuori
delle rette medesime. Or due di tali angoli, sieno essi esterni
o interni, si chiumano allersi quaudo non seno sitnati dalla
medesima parte della secante.

2

Fig. 18,

n

Fig. 17.

Fig. 19.

Fig. 20,

N
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. Cos\ gli angoli £ EF, E FD si dirauno alterni-inter-
ni; BEH s CFI alterni-esterni; AEF, CF1 interni-
esterni. Gli angoli interni-esterni si appellano ancora angoli
corrispondenti.

TEOREMA XII.

' 73. Due triangoli rettangoli sono uguali quando hanno
U ipotenusa , ed un angolo respettivamente uguali.

Fig. a1, Sia I'ipotenusa B C uguale all’ipotenusa E F, e 1’ an-

*67.

3! P punto E

Fig. 20.

'69'

¢ 23

golo B == E; dico che i due triangoli 4BC, DEF sa-
ranoo uguali.

Aveudo' posto E F sopra BC, per I'ugusglianza degli
angoli B ed E, il lato E D converrh col lato BA, ed il
ponto D si troverh su qualche punto di B A4; inoltre la
Perpendicolm F D converrh colla perpendicolare C 4 *, ed
il punto D si trovera su qualche punto di C4; dunque il
dovendosi trovare ad un tempo salle due linee
B A, CA cadrb sull uvica loro intersesione A; dunque i
due triangoli coincideranno, e saranno uguali,

TEOREMA XIII.

74. Due linee parallele AB, CD incontrate da una
secante H1I formano sempre angoli alterni-interns uguali.

Se la secante fosse perpendicolare ad una delle paral-
le!e sarebbe perpendicolare auco all’alira *, ed in tal casa
gli augoli alterni-interni sarebbero manifestamente uguali.
Supponiamo percid che la secante non faccia angoli retti
colle parallele ; e dal punto € messo di E F si abbassi una
perpendicolare G M sopra A B, il suo prolungameato G N
sarh pure perpendicolare a CD; ialmenteche si avranno
flne triangoli rettangoli EGM, FG N uguali; infati le
ipotenuse EG, GF sono uguali per costruzione, e gli
angoli EGM, F G N sono uguali come opposti al vertice;
dunque * il terzo angolo # E G del primo triangolo sark
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uguale al terzo angolo N F G del secondo triangolo; dauque
gli angoli altervi-interni A EF, E F D saranno uguali.

95. Corollario. Quaudo sia I’angolo /1 E F = EF D
tutti gli augoli acui 4 EF, EFD, BEH, CFI sa-
rauno ugoali fra loro; ed uguali fra loro saranao pure gli
angoli otwusi AEH, DFI, BEF, CFE. Di pit un
angolo ottuso qualunque CFE, e qualunque angolo acuto
AE F presi insieme formeranno una somma uguale a due
angoli retti. Dunque essendo due linee parallele incontrate
da voa secante, 1.° gli angoli alterni-interni A EF, EF D,
oppure BE F, CF E saranno uguali; 2.° gh angoli alterni-
esterni HEB, CFI, oppure AEH, DF1, saranno
uguali; 3 © gli angoli interni-esterni o corrispondenti 4 E F,
CFI, oppuwre AEH, CFE, saranno parimente uguali;
4.° la somma degli angoli interni da una medesima parte,
oppure quella degli angoli esterni da una medesima parte
equivarrad a due angoli rew.

TEOREMA XIV,

76. Due lince rette A-B, CD che incontrate da una
terza HI formano angoli alterni-interni uguali sono pa-
rallele.

Sia I’angolo A E F wes E FD. Dal punto G meszo di
E F si abbassino le perpendicolari G M, G N I'una sopra
A B 1’ alira sopra C D. Si avranno due triangoli rettangoli
EGM, FGN uguali; perocché le ipotenuse EG, G F
sono uguali per costruzione, e gli angoli MEG, NFG
sono uguali per ipotesi * ; dunque il terzo angolo £ G M del
primo triangolo sard uguale al terzo angolo FG N del se-
condo. Ma la somma degli angoli FGN, EGN ¢ uguale
a due angoli retti; percid anche la somma degli angoli
EGM, EGN sarh uguale a due angoli retti , cioé i lati
M G, G N sarannv iu linea retta*. Adunque le linee A B,
C D essendo ambedue perpendicolari alla linea reua M N
saranno parallele.

77- Corollurio. Dall” aguaglianza di due qualunque de-

* .

Fig. 22.

* 90,

¥ 75.
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gli angoli acuti AEF, EFD, BEH, CF1I, oppure
da quella di due qualunque degli angoli otwusi 4 EH,
DFI, BEF, CFE, o finalmente dalla coundizione che
la somma di uno degli angoli acuti con uno degli ottusi equi-
valga a due angoli retti, si potrk sempre dedurre P ugaa-
glianza dei due angoli alterni-interni A E F, EF D, Danque
due linee rette saranno parallele quando, essendo esse in-
contrate da uua secante, 1.° gli angoli alterni-interni risul-
teranno vguali, 2.° uguali gli angoli alterni-esterni, 3.°
uguali gli augoli interni-esterni, 4.° ¢ la somma di dae
angoli interni da una medesima parte, o la somma di due
angoli esterni da una medesima parte sarh uguale a due
angoli tetti. ‘

TEOREMA XV.

78. Due angoli BAC, DEF aventi i lati respetti-
vamente paralleli, e diretti nel medesimo senso saranno

Wt.

Laretta EF prolungata sufficientemeate dovra incon-
rare 4 B in qualche punto G, perché la parallela E D
€ I'unica linea che passando pel punto £ non incontri 4 B*;
pertanto risultera I’ angolo BG F e B A C, poiche GF &
parallela ad 4 C*, e Vangolo BG Fe=DE F poiché 4 B
¢ parallela a D H, dunque V’angolo BAC= DEF,

79- Corollario I. Prolungando DE sarh GEH wm DEF,
equindi GEH == BAC; cos\ due angoli saranno uguali
anche uel caso in cai i loro lati sieno paralleli, e diretti due
a due in senso cootrario.

8a. Corollario 11. Quando poi si osservi che I angolo
DE G supplemento dell’ angolo DE F ¢ pure il supple-
mento di BA C, concluderemo finalmente che due angoli i
qaali banao due lati paralleli e diretti nel medesimo senso ,
e gli altri due paralleli e diretti in senso contrario sono sup-
plemeatari. -

81. Scolio. Segue da cid che due angoli aventi i lati
respeui'vamente paralleli, o sono fra loro uguali, o supple-
mentari,
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TEOREMA XVI: TEOREMA XVIL.

8a. La somma degli angoli d’ un triangolo qualunque é 88. In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati -
uguale a due angoli retti. uguali sono uguali.

Prolunghisi il lato 4B del triangolo 4 BC in D, Fig. 33 Fig, 34- Sia il lato 4 C == BC; dico che sarh P'angolo A= B.
‘e conducasi la parallela BE ad AC; gli angoli 4CB, Conducasi CD in modo che divida I’angolo al vertice C
CBE saranno nguali come alterni-interni rispetto alla se- in due parti uguali; i due triangoli 4 CD, BCD avendo
cante CB; e gli angoli CA B, E BD saranno uguali il lato CD comune, il lato /C= BC, e l'angolo ACD
come interni-esterni rispetto alla secante 4 D; perloché la _ *59. == D CB saranno uguali *; dunque sarh I’ angolo £ = B.
somma dei tre angoli del triangolo sard uguale alla somma ‘<. #g. Corollario. Dall’uguaglianza dei medesimi triangoli
dei tre angoli ABC, CBE, EBD ciot uguale a due si ricava che 4/ Dwm D B, ¢ che I'angolo A D C == BD C;
angoli retti. dunque questi due angoli son reui; dunque la linea che

83. Corollario I. Due vétte CA, CB, che s incon- divide I’ angolo al wvertice d’ un triangolo isoscele in due
trano in uo puato C, formeranno con una terza 4 B due parti uguali risulta pefipendicolare alla base, e passa pel
angoli CAB, e CB A la cui somma sarh minore di due suo punto di meszo.

angoli retti. Viceversa due rette che formeranno con una
terza A B due angoli tali che la somma loro sia minore di TEOREMA XvIIL.
due angoli retti prolungate a sufficienza s’ incontrerauno : go. Se in un triangolo due angoli sono uguali, i lati
infatti BE é la sola linea che non incontri £C*. *ro. opposti saranno uguali , ed il triangolo saré isoscele.
84. Corollario I1. 1a un triangolo rettangolo la somma
dei due angoli acuti & uguale ad un retto. .
83. Corollario I11. Se due angoli d’un triangolo sono sard il lato A C= BC.
respettivamente nguali a due angoli d’ an altro triangolo, il Conducasi la perpendicolare C D sopra 4 B; i triangoli
terzo dell’ uno sarh uguale al terzo dell’ altro. A C’? » BCD avendo il lato CD comuue, “"B"ij’"" =B
86. Corollario IV, L’'angolo esterno C B D formato dal per ipotesi, Pangolo 4D Ce BDC per t>g:-mione ,
lato CB, edal prolungamento del lato 4 B ¢é uguale alla *#5. ¢ conseguentemente 1’ angolo 4 CD w= D CB*," satanno
somma dei due interni opposti BC A, CAB. ‘ *63. uguali®; dunque ACem BC.
89. Corollario V. La somma di tuti gli angoli esterni 9!. Corollario 1. Dall’ uguaglianza dei medesimi trian-

CBD, ACG, BAF & sempre uguale a quatiro angoli goli si ricava the A Dewms DB, ¢d ACD = BCD; dun-
reuti. que la perpendicolare abbassata dal vertice d’ un triangolo

isosccle sopra la sua base divide I’ angolo al vertice in due
parti uguali, e passa pel punto di mezzo della base me-
desima.

92. Corollario I1. Un triangolo equilatero sarh nel tem-
pe stesso equiahgolo cioé avrh tutti i suoi angoli uguali; e
reciprocameute un triangolo equiangolo sarh equilatero,

Abbiasi nel triangolo 4 B C I’angolo A4 = B; dico che
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TEOREMA XIX.

93. Di due angoli d’ un triangolo il maggiore é quello
che trovasi opposto ad un lato maggiore , e reciprocamente
di due lati d’ un triangolo il maggiore & quello che trovasi
opposto ad un angolo maggiore.

1.° Sia AC> CB, dico che sarh I'angolo CB A >
CAB.

Si prenda una parte CD == CB, e siconduca BD,
nel triangolo isoscele B C D sarh I'sngolo CD Bwe CB D;
ma considerando il triangolo 4 B D si ha I’ angolo esterno
CDB=DAB+ DBA* dunque CD B ovvero CBD
> D AB, ed a pit forte ragione CBA > CAB.

2.° Sia CBA> CAB, dico che sarh A C> CB. In-

faiti non potrebbe A4 C essere uguale a C B né minore di-

C B; ammenoché non fosse I'angolo C B A4 vgualea CA B,
oppure minore di CA B, lo che ¢ contro I’ ipotesi ; dunque
sath AC> CB.

TEOREMA XX.

94. In ogni triangolo un lato qualungue é minore della
somma degli aliri duc ¢ maggiore della loro differenza.

1.° Prolunghisi il lato 4 B del triangolo 4 BC d’ una
quantith BD e= BC, e conducasi CD; avremo il trian-
golo CBD isoscele e I’angolo BCD == BDC, e con-
seguentemente I’ angolo A CD > ADC; duoque nel
triangolo ACD il lato AC opposto all’ angolo 4D C
sarh minore del lato 4 D opposto all'angolo 4 C D *, ovvero
AC< AB- BC.

2.° Per la stessa ragione sarh A B < AC + BC;
cosicché supponendo 4/ B> BC, e togliendo da ambe le
parti BC*, ne dedurremo A C> AB — BC.

95. Scolio. Potremmo aggiungere la condizione B C <

Fig. 25.

Fig. 26.

lﬁ.

* Ass. 5.

Fig. 37,
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A B + AC alle due precedenti ; ma dessa ¢ superflun to-
stoché colla seconda si pone I ipotesi 4 B> BC; dunque
re rette A B, BC, AC potrannn essere i tre lati d'un
triangolo quando uua di esse sia minore della somma delle
alire due , ¢ maggiore della loro differenza.

TEOREMA XXI.

96. Se da un punto A situato fuori d’ una retta B C si
conducono sopra questa retta la perpendicolare A P, e dif-
Jerenti oblique A B, AC, AD; 1.°la perpendicolare A P
sara pii corta &’ ogni obliqua AC; 2.° le due oblique AC,
AD i cuipiedi Ce D, sidiscostann ugualmente da una
parte e dall’ altra dal piede P della perpendicolare saran-
no uguali; 3.° di due oblique qualunque AD ed AB, o
AC ed A B quella, che pit si allontana dal piede della
perpendicolare saré la pit lunga.

1.° Nel triangolo 4 P C essendo I’ angolo P retto, Van-
golo C sarh acato; perlocht avremo C < P, e quindi

. AP < 4C*.

2.° Supponendo P C wm P D i due triangoli 4 PC,
A P D i quali hanno inohtre il lato 4 P comune, e gli an.
goli in P uguali come retti, saranno uguali; dunque 4 C
=AD" .

3.2 Nel triangolo 4 D P I’angolo 4 D P & acuto ; percid
nel triangolo A D B Vangolo 4 D B sarh stiuso, e ’angolo
ABD acuto; donque 4ADB> ABD, ¢ consegaente -
meote AB > AD, ovvero AB> AC.

g7- Corollario. Da un medesimo punto non si possono
condurre sopra una linea retta che due rette uguali, le quali
saranoo equidistanti dalla perpendicolare abbassata da quel
punto su la retta stessa. Una terza retta sarebbe necessaria-
mente pid 0 meno distante dalla perpendicolare delle due
precedenti, e percio sarebbe pit o meno lunga di esse.

98. Scolio. Dovendo la distanza d’un punto ad una retta
esserc distinta per una sua proprieth da tutte guelle che si
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possono condurre da esso punto su la medesima retta, & na-
turale che tal distanza venga determinata dalla perpendico-
lare abbassata dal puuto dato sopra la retta stessa.

TROREMA XXII

99. Se pel punto C mezzo della retta AB si conduce vig. 18.

una perpendicolare D E a questa retta; 1.° ogni punto
d: essa perpendicolare sari ugualmente distunte dalle due
estremits di A B; 32.° ogni punto situato fuori della per-
pendicolare sara pit prossimo a quella estremita di A B che
si trova dalla medesima parte di tal punto.

1.° Sia D un punto della perpendicolare; le distanze
DA, DB saranno rispetto ad A4 B due oblique ugual-

mente distauti dalla perpendicolare; dunque saranno uguali*. * ¢6-

2.° Sia F oo punto situato fuori della perpendicolare
D E dalla parte della estremith B; le distanze FB, F A
saranno due oblique disugualmente distanti dalla perpendi-
colare F G abbassata da F sopra 4 B; e poiche GB <
GA sath FB < FA.

100. Corollario I. Ogni punto equidistante dalle estre-
mita d’ una retta appartieve alla perpendicolare inalzata nel
mezzo di questa retta; lo che si esprime dicendo che la
perpendicolare inalzata nel mezzo d’una retta & il luogo
geometrico di tutti i punti ugualmente distanti dalle sue
estremita.

101. Corollario I1. Poiché due punti bastano a determi-
nare la posizione d’una linea retta segue che essendo D ed
E due punti respettivamente equidistanti da altri due punti
A e B, laretta DE che unisce i due primi risulterh per-
pendicolare alla retta A B che unisce gli altri due, e la divi-
derk in due parti uguali.

ab ELEMENTT DI GEBOMETRIA

TEOREMA XXII.

102. Essendo due lati &' un triangolo uguali ai dw
lati d’un altro triangolo, e I’ angolo compreso dai primi
maggiore dell’ angolo compreso dagli altri due, il terzo
lnto del primo triangolo sara maggiore del terso lato del
secondo.

Fig. 29. Supponiamo che i due triangnli 4 BC, BCD abbiano

il lato comune BC, il latoc 4 B=BD, Vangolo ABC
> D BC; dico che sary £C> DC. Conducasi D A4, e
la retta BE iu modo che divida Pangolo DB A in due
parti uguali; avremo il triangolo 4 B D isoscele, € la retta

* 8y. BE perpeadicolare sul mezzo di 4D *. Ora essendo 4 BC

> D BC, Vangolo 4 B E, semisomma degli angoli 4 BC;
D BC, sarh minore di 4BC, perlocheé la perpendicolare
BE sari compresa fra B A e B C, dunquei punti D, C
s troveranno dalla medesima parte della perpendicolare ,

* 49 per cui avremo CA > DC*.

103. Scolio. Reciprocamente essendo due lati 4 B, BC
del triangolo A B C, uguali ai due lati DB, B C del triao-
golo D BC, ed il terzo lato A C del primo triangolo mag-
giore del terzo lato D C del secondo, 1’ angolo 4 BC del
primo triangolo sarh maggiore dell’angolo D B C del se-
condo. .

Perocche essendo C A > DC i punti D e C saranno
dalla medesima parte della perpendicolare B E; ma P’angolo
DBE e ABE; dunque ABC> DBC.

TEOREMA XXIV.

104. Due triangoli sono uguali quando hanno i tre lati
respettivamente uguali.

Sia il lato / Bam DE, ACw= DF, BCe== EF;
dico che avremo l'angvlo A == D, Be== E, Ce= F.
Infatti se 1" angolo A fosse maggiore dell’ angolo D,
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siccome i lati di questi angoli sono respettivamente uguali,
il lato BC opposto ad A sarebbe maggiore del lato E F
oppostea D*; e sel angolo A fosse minore di D, il lato
B (' sarebhe minore di EF; ma B C == E F dunque
I"angolo A non pubd esser maggiore ni: minore dell” angolo
D, cive 4= D. Dimostrasi nello stesso modo che Be=E,
e C=F,

TEOREMA XXV.

105. Due triangoli sono uguali quando hanno due lati
respettivamente uguali , ed un angolo uguale opposto al
maggiore di questi lati.

Siaillato CA = FD, il latc CB= FE, I’angolo
CABex FDE,e CB> CA, ovvero FE > F D; dico
che i due triangoli saranno uguali, cioé sarh il lato 4 B=
DE, Vaugolo A/ CB=DFE,Vangolo A BC=DEF.

Essendo FE > F D necessariamente F E sara obliqua
sopra DE, e conducendo I’ obliqua Fe=FE, la FD
dovrh esser compresa fra FE ed Fe, senza di che FD
non potrebbe esser minore di F E. Cio posto pongasi A C
sopra D F; stante I'uguaglianza degli angoli CAB, FDE
il lato 4 B converrh con D E; inoltre CB dovrh coinci-
deve con FE uou potendo coiucidere con Fe la quale ¢
fuori dell’angolo FD E, né con altra obliqua la quale sa-
rebbe maggiore o minore di F E; dunque il triangolo 4 BC
coincide col triangolo D E F; dunque quesd due triangoli
sono uguali.

TEOREMA XXVI.

106. Due triangoli rettangoli sono uguali quando hanno
U ipot>nusa ed un lato respettivamente uguali.

Sia I"ipotenusa B C uguale all’ipotenusa E F, ed il
lato CA == FD; i due triangoli A BC, D E F saranuo
uguali,

* 102,

Fig. 3o.

rig. 21,

Fig. 31,

23,
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lofaui quando si osservi essere gli angoli opposti alle
ipotenuse BC, E F uguali come retti, e le ipotenuse me-

. desime maggiori dei lati CA, FD*, apparich che questo

teorema & un caso particolare del teorema precedente.

TEOREMA XXVII.

109. Se la retta A D divideri in due parti uguali Van-
golo BAC; 1.° le perpendicolari abbassate da un punto
qualungque della AD sopra i lati dell’ angolo medesimo
saranno uguali ; 3.° delle due perpendicolari abbassatc
sopra i lati da un punto posto fuori di A D la maggiore
sara quella che tagliera A D.

1.° Sia D un ponto qualungoe della retta A D; si
abbassino sopra / B, ed AC le perpendicolari DB, DC:
3 due triangoli rettangoli A 8D, A C D avendo I’ ipotecusa
AD comune, I'angolo BAD <= CAD per ipotesi, sa-
ranno uguali*; dunque avremo DB = D C.

2.* Sia E un punto non situato su la retta AD; s
abbassino sopra 4 B ed A4 C le perpendicolari EF, EG
e supponiamo che A D sia tagliata da E G. Immaginiamo
condotta A f per modo che risulti l'angolo EA f== EAF,
€ si abbassi la perpendieolare E f sopra A (f; questa per-
pendicolare nou potra confondersi con E H, poicheé essendo
retto Pangolo /G H, I'angolo AHG, ed il suo uguale
E Hf sarh acuto, ed E H sarh obliqua sopra A f; dunque
avremo F H > Ef, ed a piu fotte ragione E G > Ef;
ma poiché 4 E divide in due parti uguali I’ angolo F A f
per la precedente dimostrazione avremo E f=EF, e qun-
di EG> EF.

108, Corollario. Poiche le perpendicolari che abbiamo
condotte misurano le distanze del punto donde si partono
dai lati dell’angolo *, concluderemo che tutti i pusnti ogual-
mente distanti dai lati d’ un angolo si trovano su la retta da
coi & diviso in due parti uguali; lo che si esprime con dire
che tal retta & il luogo geometrico di tutti i punti equidi-
stanti dai lati dell’ angolo medesimo,
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TEOREMA XXVHI.

109. In ogni triangolo A B C le rette che dividono gli Fig. 3a.

angoli in due parti uguali s incontrano in un medesimo
punto ugualmente distante dai lati di esso triangolo.

Sieno A D, BE le rette che dividono respeu‘iivamente
1 e parti uguali gli angoli CA B, CB 4; esse dovranoo
;:ci:lrfrsi i:g un pguto 50 dentro sl triangolo. SI. abl?assmo
dal punto O le perpendicolari OF,0G,OHsuilai 4B,
BC, AC; poiché O ¢ un punt
¢ poiché Opé pure un punto di BE sarh O.l". = QG; e
quindi O H =0 G. Dunque la retta C1I che dlvnder? in du?
parti uguali I’angolo 4CB, su la quale sono tutti i punu
equidistanti da C 4, e C B, necessariamente passerh Rd. pun-
to O. Dunque le tre rette 4D, BE, .Cl , che dividono
respettivamente in parti uguali gli angoli C.AB ,CBA,
ACB del triangolo s’ incontrano vel medesimo punto o
ugualmente distante dai lati del triangolo medesimo.

110. Scolio. 1l punto O & I’ unico punto equidistante
dai lati del triangolo 4 B C; infatti se ne gsistesse un altro
questo mon potrebbe trovarsi fuori della linea 4O senza
essere disugualmente distante dai lati 4B, A4 .C-, per la
stessa ragione esso non potrebbe esser fuori.deHa linea BO;
dunque sarebbe nel tempo stesso su le due linee 40, BO;
ora queste due linee non possono avere alro punto comune
che quello della loro unica intersezione ; .dnnque non V' ha
che un solo punto equidistante dai tre lati 4’ un triangola.

TEOREMA XXIX.

111. In ogni triangolo A B C le perpendicolari inat- ¥iz.33.

zate sopra i mezzi dei lati ¢ incontrano in un medesimo
punto ugualmente distante dai vertici di esso triangolo.

Sieno D ed E i mezzi dei lati 4B, BC; § inalzino
le perpendicolati DG ed EH su i medesimi, e s) conduca

odi ADsathOF=0H"; * 107,

'%'

Fig. 34.
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DE. Essendo reui gli angoli GDB, HE B, gli angaoli
GDE, HE D saranno acuti; cosicché le perpendicolari
DG ed E H dovraono incontrarsi in un punto O. Cid po-
sto. poiché tutti i punti di D G debbono essere equidistanti
da AdeB*, sarh OA=0B; parimeate, poiché tuuti i punti
di E H debbono essere equidistanti da B e C, sarh O Cem
O B ; laonde avremo pure O A == O C; eppercid la perpen-
dicolare F I inalzata sul mezzo del lato 4C, su la quale si
trovano tulli i punti equidistanti da A e C passerd necessa-
riameute pel punio O. Adunque le tre perpendicolari DG,
E H, F[ ioalzate su i mezzi dei lali del triangolo 4 B C
s’ incontrano nel medesimo punio O ugualmente distante dai
vertici del triangolo medesimo.

113. Scolio. 11 punto O & 1" unico punto equidistante
dai tre vertici del triangolo 4 BC; infatti se un altro ne
esistesse questo non potrebbe essere fuori della linea DG,
poiche aliora sarebbe 'disuguaimente distante da 4 ¢ B; non
potrebbe neppure trovarsi fuori della linea E H per la stessa
ragione ; dunque esso si troverebbe a un tempo su le due
linee DG, E H; wa queste linee uon banno altro punto
aomune che quello della loro unica intersezione O; dunque
pon v’ ha che un solo punto equidistante dai tre vertici 4’ un
triangolo,

TEOREMA XXX.

113. Se il triangolo ABC sark rcttangolo ambeduc
le perpendicolari inalsate su i mezzi deilati AC, BC
dell’ angolo retto , passeranno pel punto di meszo dell’ ipo-
tenusa.

Si conduca la perpendicolare F O sul merzo F del
late A4 C; poiché I’angolo A & acuto tal perpendicolare
incontrera I’ ipotenusa in un qualche punto O, e sardh 40
= CO, e Vangolo ACO = CAO; ma poiche iu un
triangolo rettangolo la somma de’ due angoli acuti & uguale
ad un angolo retto”, sarh pare Pangolo BCOenCB O, ¢
conseguentemente C O =ma BO*; dunque la perpendicolare
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E H inalzata sul mezzo E del lato CB dovrh passare per
lo stesso punto O mezeo dell’ ipotenusa.

114. Corollario. Di qui risulta che in ogni triangolv
rettangolo il mezzo della ipotenusa ¢ ugualmente distante
dai tre vertici.

115. Scolio. La reciproca di questa proposizione ¢ ugual-
menta vera cioé un triangolo A B C sara rettangolo quando
il punto di mezzo O d’ un suo lato si trovera ugualmente
distante dai tre vertici, ¢ questo lato sara U ipotenusa.
Infatti posto 4O =CO, e BO=CO,sihal angolo
CAO == ACO, elangolo CBO == O CB, doude con-
segue CAO ~+ CBO es ACB; cosi ACB dovrh essere
un angolo retto.

- TEOREMA XXXi.

116. Due paraliele A B, CD intercetic fra altre due
parallele A C, B D sono uguali.

Conducasi la retta CB; i triaugoli A BC, BCD
avrauno il lato CB comune, gli angoli A BC, DCB
uguali come alterni-interni rispetto alle parallele 4 B, ' D,
e gli angoli 4 CB, C B D ugaali come alterai-interni -
spetto alle parallele 4 C, BD; dunque questi triangoli
saranno uguali; per cui avremo A Be=CD, AC= BD.

119, Corollurio I. Le perpendicolari abbassate da due
puati qualunque della retta C D sopra la sua parallela 4 B
saranno parallele fra loro, e quindi uguali; or queste per-
pendicolari misurano le distanze di due punti qualungue
della CD dalla A B; dunque due parallele sono ugual-
mente distanti in tutta la loro estensione.

118. Scolio. E maaifesto che A4 BCD ¢ una porzione
del piano ove sono situate le parallele terminata dalle quat-
tro livee rette 4B, BD, DC, CA.

119. Definizione I. Un piano terminato da livee retie
chiamasi poligonn. Queste linee o lati formano il contorno o
perimetro del poligono, Se i lati sono uguali il poligono di-
cesi equilatero; se sono ugaali ghi angoli dicesi equiangolo,

Fig. 35,

rig. 3.

Fig. 38.

Fig. 36.
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11 poligono di tre lati ¢ quello che abbiamo chiamato trian-
golo; il poligouo di quattro lati chiamasi quadrilatero ;
quello di cinque chiamasi pentagono ; quello di sei esago-
no, ec.

130. Definizione I1. Poligono regolare dicesi quello il
quale & equilatero ed equiangolo.

131. Definisione I11. Due poligoni che hanno i loro lati
respettivamente uguali, e disposti nel medesimo ordine di-
consi equilateri fra loro. Essi diconsi poi equiangoli fra
loro se hanno gli angoli respettivamente uguali, e disposti
nel medesimo ordine.

123. Definizione IV. 11 quadrilatero che ha i lati oppo-
sti paralleli, dicesi parallelogrammo. Tale & il quadrilatero
ABCD.

11 parallelogrammo che ha gli angoli retti prende il nome
di rettangolo.

L’ altezza d’un parallelogrammo & la perpendicolare che
wisura la distanza di due lati opposti, ciascuno de’ quali si
chiamerh base del parallelogrammo. Nel rettangolo I'altezza
¢ uguale al lato contiguo alla base.

123. Definizione F. 11 quadrilatero poi di cui due soli
lati sono paralleli si chiama trapesio.

L’altezza d’ un trapezio ¢ la perpendicolare che misara
la distanza de’due lati paralleli, i quali si chiamauo dasi del
trapezio.

124. Definizione ¥V 1, Si chiama diagonale 1a linea retta
che in un poligono qualunque uaisce i veitici di due angoli
non contigui al medesimo lato,

TRoREMA xXXII.

135. 1 lati opposti d’ sm parallelngrammo sono uguali
come pure gli angali opposti.

Sia A BC D un parallelogrammo ; essendo 4 B paral-

Fig. 35. lelaa CD, ed AC parallelaa BD, AB e CD saranno

due parallele intercette fra le due parallele 4C ¢ BD;
dunque sarh A Bam CD ed ACw= BD".
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Gli angoli opposti poi, peres., CAB, CD B sarauno
uguali, avendo essi i lati respettivamente paralleli e diretti "~

ambedue in sensi contrari *. Per la stessa ragione sarh |’ an-
godo ACD = ABD.

126. Corollario. Se fosse A Bem A C, i quattro lati del
parallelogrammo sarebbero uguali.

127, Definizione I. 11 parallelogrammo i cui lati sono
uguali chiamasi losanga.

128, Definizione 11, 1] rettangolo i cui lati sono uguali
dicesi quadrato. 11 quadrato adunque é un quadrilatero il
quale ba i lati uguali, e gli angoli retti.

TREOREMA XXXIIL

129. Se in un quadrilatero ABD C i lati opposti o gli
angoli opposti saranno due a due uguali, la figura sara
un parallelogrammo.

128ia ABwm CD, AC == BD; conducendo la dia-
gonale CB i due triangoli 4 BC, B CD saranno nguali
come aveuti i tre lati respettivamente uguali; dunque gli
angoli 4 BC, B CD opposti a laui uguali, saranno uguali;
ma questi angoli sono alterni-interni rispetto alle linee £ B,
CDj; danque queste linee sono parallele. Provasi nello stesso
modo che lo sono pure le due linee £ Ce BD.

2.° Sia I’angolo BAC = BDC, ed ABD = ACD.
Agginngendo ai primi due gli altri due, avremo BAC +
ABD wm BDC+ ACD; ma la somma di questi quattro
angoli, & uguale a quatiro angoli retti, poicheé essa & uguale
alla somma di i gli angoli dei due triangoli 4 BC,
BCD; dunque la somma B AC + ABD & uguale a dae
retti, perloché le rette 4 C, B D saranno parallele *. Nello
stesso modo si prova che lo sono pure 4B, ¢ CD.

Fig. 35.

* -3,
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Fig. 35.

Fig. 36.

Fig. 37.
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TEOREMA XXXIV.

130. Se in un’ quadrilatero due lati apposti AB, CD
saranno uguali e paralleli, gli altri due AC, B D saran-
no uguali e paralleli , e la figura saré un parallelogrammo.

Conducasi la diagonale BC; i due triangoli A BC,
CBD avrauno I'angolo A BCem BCD come alterni-in-
terni, poiché 4B e CD sono per ipotesi parallele, inolire
AB == CD, edil lato CB comuae; dunque questi trian-
goli saranno uguali; perloché avremo A C= B D, e 1'au-
golo ACB = CBD, cio¢ AC parallela a B D,

TEOREMA XXXV,

131. Le due diagonali AD, B C d'un parallelogram.
mo si tagliano scambievolmente in parti uguali ; nel ret-
tangolo queste diagonali sono uguali; nella losanga una
di esse & perpendicolare all’ gltra.

1.° Esseudo 4 B D C un parallelogrammo, i triangoli
AO B, COD saranno uguali; infatti il lato 4 Be= CD,
Pangolo OA B ODC, ¢ Pangolo OCD =0BA;
dunque O 4 = ON, OB == OC,

3.° Essendo 4 B D C un rettangolo, i triangoli 4B D,
B A4 C saranno uguali, poiché avranno un angolo retto com-
preso fra lati respettivamente uguali; dunque CB = 4 D.

3.° Essendo A BDC una losanga, i pusti A, e D
saraono equidistanti dai punti €, e B; dunque la rena
A D risulierh perpendicolare » CB*. ’
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TEOREMA XXXVi.

333, La somma di tutti gli angoli interni d’un poligono
¢ uguale a tanti angoli retti quante unith sono nel doppio
del numero de’ suoi lati meno quattro.

Da un punto qualunque K preso dentro il poligono si
conducauo delle linee rette a tutli i suvi vertici; questo po-
ligoao risulterh diviso in tanti triangoli quanti sono i suoi
lati. Togliendo dalla somma degli angoli di questi triangoli ,
la somma degli angoli che hanno il loro vertice nel punto
K, cioé quatiro angoli retti *, il resto indicherh la somma
degli angoli del poligono: ma la somma degli angoli d° un
triangolo ¢ uguale a due angoli retti, dunque raddoppiando
il numero dei wiangoli, nvvero prendendo il doppio del nu-
wero dei lati del poligono, e 1ogliendo da esso quatiro uanita,
avremo un numero che indicherd quanti angoli retti sono
nella somma degli angoli del poligona.

133. Corollario 1. Adunque nel quadrilatero la somma
degli angoli & uguale a 4 augoli retti; nel pentagono & ugua-
le a 6 augoli retti; nell esagono & uguale a B angoli reii ec.

134. Corollario 11. Quando il poligono sarh equiangolo
potremo avere il valore di ciascuno de’suoi angoli dividendo
il valore della somma di essi per il loro numero. Quindi si
troveranno i valori degli angoli del poligono equiangolo di
tre, qualiro, ciuque, sei ec., lati, respettivamente uguali a
3 ¥ 53 4> €cC.

135 Scolio. Volendo applicare il precedente teorema* al
poligono A BCD E F il quale ha nn angolo rientrante C,
converrh considerare questo angolo come uguale all’ eccesso
di quattro angoli reui sopra I’ angolo B C D, eccesso che si
troverh maggiore di due angoli retti. Cid posto ad un angolo
considerato ra i limiti di 2ero e di § angoli reiti competerd
o il nome di angolo rientrante , o guello di saliente , secon-
doche esso sard inaggiore o minore di due angoli retti. Ond’ &
che un poligono si dirh convesso quando tutti i suoi angoli
sarauno salienti, ¢ st divh concavo quando alcune de’ suoi

Fig. 38.

* 5o.

* 5.

Fig. 3g.

¢ a5,

Fig. 33.

* 89,

Fig. jo.
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angoli sarh riemtrante, 1l perimetro del poligono convesso &
tale che non pué essere in alcuna mauniera segato dai prolun-
gawmenti dei suoi lati, mentreché quello del poligono conca-
vo pubd esser segato in due o pi punti quando ne venga
prolungato un qualche lato sufficientemente ; cioé il perime-
tro convesso & tale che tre punti di esso presi a piacere, ma
non sopra uno stesso lato, non sono mai nella medesima dire-
zione ; doude si vede che esso non differisce per tal proprieth
dalla linea curva convessa’. Intenderemo adunque che una
linea curva o composta di piu linee rette sia convessa ogui-
qualvolta non potrh essere incontrata da una linea retta in
pitt di due puanti.

TFOREMA XXXVII.

136. In un poligono convesso quclunque A BCDE la
somma degli angoli esterni a BC, bCD, cDE ec., for-
mati da ogni lato , e dal prolungamento del suo contiguo é
uguale a quattro angoli retti,

E manifesto che ad ogni vertice del poligono v’ha un
angolo esterno ed un interno adiacente, i quali presi insieme
formano due angoli retti. La somma adunque degli angoli
esterni ed interni sarh uguale a tanti augoli retti quante aniti
souo nel doppio del numero dei lati; togliendo da questa
quantith la somma degli augoli interni, cioé tanti retii quante
unith sono nel doppio del numero dei lati meno quattro, il
resto ¢ evidentemente di quattro angoli reti; la somma degli
angoli esterni & adunque uguale a quattro angoli retti.

137. Scolio. Si vede che il corollario V. del teorema xv1,
L. 1. " & un caso particolare del teorema precedente.

TEOREMA XXXVIII.

138. La linea retta ¢ il piti breve cammino da un punto
ad un altro.

Se il pit breve cammino ds 4 in B non ¢ la linea retta
A B, esso sarh un’altra linea, per es., 4 F CG B di cui un
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qualche punto non dovrk essere in direzione uguale con A
e B; sia un tal punto C; potremo tirare le rette AC, CB
e dar luogo al wriangolo 4 CB. Prendasi Ac == AC, ri-
sulterda Bc < B C*; perloche facendo girare A C intorno ad
A finché couvenga con A B la linea A F C verrh in Afc,
e facendo girare BC intorno a B finché convenga colla
stessa 4B lalinea BGC verrhin Bgc’; e le due linee
Afec, Bgc' necessariamente si segheranno nel punto K.
Posto cio se A F'C G B fosse il piis breve camminoda A in B
anche A fc+ Bgc' lo sarebbe; ma AfK < Afc, BgK
< Bgc', dunque AfK+ BgK < Afc+ Bgc'; dal
chie risulta essere Ja linea 4K B minore dell’ ipotetico piu
breve cammino A fc -+ Bgc’; dunque il pii breve cammi-
noda A in B non pud avere un punto C che non sia in
direzione uguale coi punti 4 e B, o in altri termini il pia
breve cammino da 4 in B avra tutti i suoi puonti nella me-
desima direzione di A4 ¢ B; adunque la livea reua * & il
pit breve cammino da un punto ad un altro.

139. Scolio. La figura 41. rende ragione del caso in cui la
linea A fc viene al di sotto della 4 B; allora rovesciando
la linea A fc si avrh la linea A f'c, e quindi avra luogo
come nel caso contemplato il punto d’incontro K di questa
linea colla linea Bgc'.

140. Corollario I. Un lato d’ un poligouo é minore della
somma di tutti gli altri,

141. Corollario 11. La linea retta misura adunque la
vera distanza d’un punto ad un altro. La perpendicolare
condotta da un punto ad una linea essendo piu corta di qua-
lunque obliqua che parte dallo stesso punto & il pit breve
cammino di esso punto alla linea. Cid legittima le conven-
zioni che abbiamo fatte ai §§. 28 ¢ g8.

TEOREMA XXXIX.

143. Essendo una linea convessa circondata da una
estremita all’altra da un’altra linea , la linea circondante
sara pit lunga della circondata.

1.° Prendiamo primieramente a dimostrare che la linea Fig. 42.

* a3,

Fig. 43.
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spezzata A D L é maggiore della linea spezzata A CB, 2
tal uopo si prolunghi A C tinché incontri B in F: fe due
linee spezzate A D B, 4 F B hanno una parte comune F' B,
la parte spezzata A D F della prima é maggiore della parte
vetta A F della seconda; dunque la linea spezzata A D B
¢ maggiore della linea sperzata A F B. Parimente le due
linee spezzate A F B, A C B hanno una parte comune A C;
la parte spezaata CF B della prima & maggiore della parte
retta C B della seconda, dunque la linea spezzata A F B
¢ maggiore della linea spezzata A CB. Laonde delle tre
linee ADB, AFB, ACB la prima eccede la seconda, e
la seconda eccede la terza; a piu forte ragione la prima ec-
cederi la terza.

32.° Dimostriamo in secondo luogo che la linea convessa
AFGHD ¢ maggiore della linea spezzata A BCD da
essa circondata. Si prolunghi 4 B in G, ¢ BC in H. La
livean AFGHD ¢ maggioredi 4 BGHD; ABGHD ¢
maggiore di A B CD; duaque a piu forte ragione 4 FGHD
e magginre di A BCD. 1l medesimo ragionamento potra

* farsi anche nel caso in cui la linea spezzata circondata sia

Fig. 41

composta d’ un maggior numero di linee rette, ove perd essa
sia couvessa, aflinché i prolungameuts BG, CH, ec., in-
contrino la linea circondante in punti successivamente pia
prossimi alla estremith D, e non cessi della linea couvessa
di essere circondata da tutte le linee di cui i medesimi pro-
lungamenti fanno parte.

3. Dimostriamo finalmente che una curva convessa
A D B & maggiore della curva convessa 4 CB, 1l piu corto
cammminoda A in B quando non si debba percorrere una
linea circondata dalla linea A CB & la stessa ACB; peroc-
ché se nello spazio che separa le due linee 4 DB, AC B si
conduce una retta F'G che von incontri la seconda, o solo
Ja tocchi, avremo una vuova linea 4 F C G B circondante
A CB pit corta della prima 4 D B, sianteche la retta F G
¢ minore della linea F D G, Tirando dipoi HI nel mede-
simo modo, cioé in guisa che non incontri la linea 4CB o
solamente la tocehi avremo uva terza linea A HIG B cit-
coudante 4 CB pin cortu della seconda £ F CG B Prose-
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guendo in tal modo otterremo delle linee circondanti 4CB
le quali diverranno successivamente piii corte della circondan
te A D B; veruna di queste circondanti adunque non ¢ il piat
corto cammino richiesto, imperocché qualunque sia quella
a cui ne piaccia fermarsi, sarh sempre possibile ottenerne
una pil corta di essa; la circondata 4 CB adanque, come
ultimo loro limite € la pid corta di una qualunque di esse;
dunque A DB> ACB.

Questo ragionamento non avrebbe luogo se la circondata
non fosse convessa; infatti rispetto alla linea amenb, si
osserverebbe che la parte rientrante mca pud esser circon-
data dalla retta mn pia corta di essa.

143. Scoliv. La stessa dimostrazione pué farsi per pro-
vare che una linea convessa chiusa 4 B C ¢ piu corta d’ogni
altra linea D E F da cui fosse circondata interamente ; pe-
rocché si potrebbe far vedere mello stesso modo che il pia
corto cammino per girare intorno alla linea A4 CB, tornando
al punto da cui si parte, é la stessa linea A CB.

Fig. 45.
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LE SUPERFICI EQUIVALENTI.

NOZIONT PRELIMINARI.

144. Ijm superficie considerata relativamente alla sua
grandezza prende il nome di area. Cosi tra le due voci
area, e superficie & da notare questa differenza; che la
prima vh unita all’idea della quantith di estensione d’una
superfieie , I’ altra a quella soltanto della sua figura. Laonde
si dirh correttamente superficie, e non area, curva o pia-
na ; perocché in tal caso si vuol significare qual sia la figura
della superficie, escludendo )’ idea della sua grandezza,
cioé lasciando indeterminata la quantith della sua esten-
sione,

Si vede di qui che arca & vocabolo analogo a quello di
lunghezza usandosi il primo rispetto alle superfici nel me-
desimo significato che ha il secondo relativamente alle linee.

145. Due superfici che hanno la medesima area si dicono
superfici equivalenti. Perocché la denominazione di superfici
uguali si attribuisce unicamente a quelle che essendo appli-
cate 1’ una sull’altra, possono coincidere in tutta la loro
estensione,

146. Chiameremn dimensioni del parallelogrammo la sua
base e la sua altezza. 11 medesimo nome attribuiremo ancora
alla base, ed all’altezza d’un triangolo.

147. Ogni reutangolo si dirh contenuto, o compreso da
quei due lati, che insieme formano nno de’ suoi angoli.

Questi lati saranno le dimension:i del rettangolo dovendo,
se uno di essi ne & la base, 1'aliro esserne I’ altezza.

Fig. 45.

Fig» ,;,6.
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1§8. Ogni quadrato si dirh fato, o cnstrutto sopra una
linea, quando questa linea ne sarh il lato. Per esser pitt brevi,
direino pure quadrato di 4, per indicar qdelle che avesse
per lato A.

LEMMA

149. I rettangoli ABCD, abcd che hanno basi ugua
& , ed uguali altezze sono uguali.

Si conducano le diagonali BD, bd; essendo per ipotesi
AB =ab, AD = ad, il triangolo A B D sarh uguale

. al triangolo abd*; ma il primo & la meth del rettangolo

ABCD, Valiro & la meth del rettangolo abecd; dunque
questi due rettangoli sono uguali.

TEFOREMA 1.

150. Ogni parallelogrammo A BC D ¢ equivalente al.
rettangolo A E FD, che ha la medesima base AD, ela
medesima altezza D F.

Poichte ABe=DC, AE=DF, el angolo BAF =
CDF, iriangoli A BE, D CF saranno uguali. Ma se dal
quadrilatero A ECD si woglie il triangolo 4B E, resta il
parallelogrammo A BCD, e 3e dallo stesso quadrilatero
A E CD si wglie il triangolo D CF resta il rettangolo
A E F D; dunque quesio rettangolo é equivalente al paral-
lelogrammo A BC D.

151. Corollario. Tutti i parallelogrammi della stessa
base e della stessa altezza, sono equivalenti fra Joro,

Infatti essi sono equivalenti ai retiangoli che avranno
basi uguali ed uguali altezze’.



LIBRO 1. 43

TFOREMA 1.

152, Ogni triangolo A B C ¢ la mety del parallelo-
grammo A B FC, che ha la medesima base A B, e la me
desima altezza CD.

) l_l triangolo 4 BC ¢ uguale al triangolo BCF*; dunque
il triangolo 4 B C é la meth del parallelogrammo A B F C.

153. Corollario I. Ogni triangolo ¢ adunque equivaleute
alla meta del rettangolo che ha la medesima base , e la me-
desima altezza *.

1 34 Corollario I1. Tuui i triangoli che hanno basi
uguah ed altezze uguali, sono equivalémi fra loro. Infaiti
ciascuno di essi & equivalente alla meth del rettangolo avente
la sua medesima base, e la medesima altezza.

TEOREMA III.

155. Ogni trapezio A BCD ¢ equivalente al paralle-
logrammo che ha la medesima altezza EF, ed una base
uguale alla semisomma delle sue basi parallele A D, BC.

Pel punto G mezzo di CD conducasi I H parallela al
lato AB, e s prolunghi BC finche incontri I H. Nei
triangoli IGD, CGH siha DG e GC, per costruzio-
e, I’angolo HCG = G DI, poiché BH ed A D sono
parallele, e I'angolo C G H m= I G D; questi triangoli sone
adunque uguali, ed il trapezio 4 B C D & equivalente al pa-
rallelogrammo A BH I,

Or Valtezza di questo parallelogrammo & la stessa altez-
2 EF del trapezio, ed A1 ne & la base; e poiché nei
triangoli uguali /G D, CGH si ha CHwx I D, sara
aA.I e=Al+ BHe= AD + BC, cioé 41 uguale alla
semisomma delle basi A D, B C del trapezio. Dunque il
trapezio 4 B C1) & equivaleate al parallelogrammo che ha
la medesima altezza E F, ed una base uguale alla semisom-
ma delle sue basi paraliele 4D, BC,

Fig. 17-

Fig 48.

Fig. 49.
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\%6. Corollario. Poiché nei triangoli CG H , IGD %
ha pure GH = G 1, quando il punto K sia il mezzo di
B A, avremo A K meth di A B vguale, ¢ paralleln ad I G
meth di I H; dunque sara K G == A I; dunque il trapezio
¢ equivalente al parallelogrammo che ha la medesima
altezza, ed una base uguale alla distanza dei due punti di

mezzo dei lati non paralleli .
TFOREMA 1V.

15+. La somma di due, o pits rettangoli aventi la mede-

. sima altezza & uguale ad un rettangolo, che abbia Ualtezza

stessa dei rettangoli dati, ¢ la base uguale alla somma dellc

loro basi.

Supponiamo che le basi dei due rettangoli dati si riuni-
scano in un punto B sopra una stessa linea reta AC;
avendo essi per ipotesi la medesima altczza, ie basi superiori
DE, EF siriuniranno in an punto E, sopra una medesi-

" ma linea retta D F parallelaad 4 C; dunque il rettangolo

Fig. 50.

A D F C sarh uguale alla somma dei due rettangoli dati, ed
avrh I'altezza E B comune altezza dei due rettangoli mede-
simi, e la base A4 C uguale alla somma delle loro basi.

La stessa dimostrazione avrebbe luogo ove i rettangoli
dati fossero in numero maggiore di due.

TEOREMA (V)

158. Il quadrato ABDE della linca AB somma
delle due linee AC, CB & uguale al quadrato di A cC,
piu il quadratodi CB , pits il doppio del rettangolo com-
preso fra AC e CB.

Prendasi A F == AC, e conducasi F G parallela ad
AB, e CH paraliela ad AE. Le linee 4B, FG, ED
risulteranno parallele fra loro; tali risulteranno pure le li-
nee AE,CH,BD. Dipiu essendo A Ee=AB, ed AF
== AC, sarh FE=CB; laonde per le proprieta delle
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parallele avremo 4 C == F | == EHw AF=CIl=B8GC,
e CBwns I G om HD == E F 22 H I = D G; inoltre tutti FEHI; ora, poiche EF em CB, questi retiangoli si
gli angoli della figura saranno retti ; adunque 4 CIF sard potranuo considerare come aventi la medesima altezza CB;
il quadratodi AC, 1G D H sarh il quadrato di CB, ed ond’¢é che la loro summa sarh un rettangolo avente la stessa
FIHE, CBGI saranno due rettangoli ciascuno de’quali altezza CB ed una base uguale alla somma delle loro basi
si pud dire compreso fra 4 C e C B; dunque il quadrato di *15. BD, FI*; ora CB==AB—AC, BD + Fl= AB
A B & uguale al quadrato di A C, pii il quadrato di CB, =+ AC; dunque la differena dei quadrati AEB, AFIC
pit il doppio del rettangolo compreso fra 4 C, e CB. delle due linvee 4 B, AC & uguale al reutangolo compreso
dalla somma A4 B + AC, e dalla differenza 4B — AC

159. Corollario Se AC= CB, ciot sela linea A B Fig. 5.
¢ il doppio della linea A C, il quadrato di CB & uvguale al
quadrato di A C, e ciascuno dei due rettangoli compresi fra
AC e CB & ugiale al quadrato di AC, donde si rileva

di queste linee.

TEOREMA VIIL

essere il quadrato di A B uguale al quadruplo del quadrato
di A C; dunque il quadrato fatto sopra una linea ¢ il qua- ¥ig. 53. 162, 1} quadrato BCFE faito su la ipotersa B C
druplo del quadrato fatto su la sua meta. d’ un triangolo rettangobo & equivalente alla somma dei
quadrati ABHI, ACGL fatti sopra ghi altri due lati

TEOREMA VI : AB, AC.

160. Il quadrato A FIC della linea A C differenza
delle due linee AB e CB ¢ uguale al quadrato di 4B, Si abbassi dal vertice 4 dell’ angolo retto una perpen-
pii: il quadrato di C B, meno il doppio del rettangolo com- diculare 4 D K sopra E F; e si conducano le linee A F,
CH. Gliangoli CBH, ABE sono uguali, poiché ciasca-

preso fra AB e CB.
no di essi contiene un angolo retto piu I’ angolo ABC;

inoltre 4 B w= BH come lati del medesimo quadrato, e

B C == BE per la stessa ragione ; da cib risulta che i trian

goli ABE,, CBH souo uguali. Ma il triangolo ABE,
avendo la medesima base B E, e la medesima altezza B D

» 53, del rettangolo B D K E ¢ la meth di questo rettangolo *, ed
il triangolo CB H aveudo la stessa base BH, e lasiessa

« altczza A B del quadrato A BHI & Ja meth di tal qua-
drato; dunque il rettangolo B D K E ¢ equivalente al qua-

Infauti il quadrato 4 F1C & uguale al quadrato A ED B Fig. 50.
meuo il rettangolo CBD H, e meno il rettangolo EFIH;
ma in luogo di togliere il rettangolo E F 1 H si puo togliere
il rettangolo E F G D, purché quindi si aggiuoga tutta la
quantith di cui questo supera E FIH, cioé il quadrato
1 H D G; dunque il quadrato di 4 C ¢ uguale al quadraio
di AB pia il quadrato di C B, meno il doppio del retian-

golo compreso fra 4B, e CB.
drate A B H1. Dimostrerebbesi nello stesso modo essere il
TEOREMA VII. rettangolo CD K F equivalente al quadrato A CG L. Ora
161, La differensa dei quadrati AED B, AF1C Fig So. i due reitangoli BDKE, CDKF presi insieme formano
delle due linee A B, AC & uguale al rettangolo compreso il quadrato BCF E; dunque il quadrato BCFE fauo su la
ipotenusa equivale alla somma dei quadrati ABHI, ed

dalla somma e dalla differenza di queste Linee.
A CG I fatti su gh aliri due lati,

Infatti togliendo dal quadiato 4 ED B il quadrate
AF1C il resto sarh la somma dei rettangoli CHD B,
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TEOKEMA 1X.

163. In un triangolo A B C il quadrato del lato B C
opposto all’ angolo ottuso A, equivale alla somma dei
quadrati degli altri due lati AC, AB pii il doppio del
rettangolo compreso fra uno di essi A B, ed AD ; esscndo
A D la distania del vertice A dalla perpendicolare C D
abbassata sopra lo stesso lato A B prolungato

1l quadrato di B C uguaglia la somma dei quadrati di
CDeBD'; malalinea BD ¢ uguale alla somma delle
due linee A D, A B, ed il quadrato di B D é percid uguale
al quadrato di 4D piu il quadrato di 4 B piu il doppio
del rettangolo compreso fra 4 B, ed 4D *; dungque il qua-
drato di B C equivale alla somma dei quadrati di CD, di
AD, edi AB, piu il doppio del reutangolo compreso fra
AB, ed AD; e poiché i quadrati di CD e di 4D presi
insieme equivalgono al quadraio di 4C, ne segue che il
quadrato di B C equivale alla somma dei quadrati di 4C,
edi 4 B, piu il doppio del rettangolo compreso fra 4 B,
ed 4D,

TFOREMA X.

164. In un triangolo A BC il quadrato dvel luto BC Fig. 54.

opposto ad un angolo aculo A, equivale alla somma dei
guadrati degli altri due lati AC, A B meno il doppio
del rettangolo cumpreso fra uno di essi AB, ed AD;
cssendo A D la distanza del vertice A dalla perpendico-
lare CD abbassata sopra do stesso lato 4 B prolungate
ove occorra.

1 quadrato di B C uguaglia la somma dei quadiati &
DB, edi CD; ma poich¢ D B & la differenza di 4B,
ed A D, ed il quadrato Ji D B ¢ percid uguale al quadraio
di AB, pi il quadrato di A D, meno il doppio del ret-

Fig. 53.

* 62,

* 158,

* 160.

Fig. 55.

Fig. 56.
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tangolo compreso fra 4B, ed 4 D*; dunque il quadrato
di B C equivale alla somma dei quadrati i 4 B, di 4D,
e di CD, meno il doppio del rettangolo compreso fra 4 B,
ed A D; e poiché i quadratidi 4 D, edi CD presi in-
sieme equivalgono al quadrato di 4C, ne segue che il qua-
drato di B C equivale alla somma dei quadrati di 4 B, e
di 4C, meno il doppio del rettangolo compreso fra 4B,
ed 4D.

Se la perpendicolare cadesse sul prolungamento di A B
avrebbe luogo la medesima dimostrazione, come la figura
comprova,

165. Corollario. Non v’ ha che il triangolo rettangolo
nel quale abbiasi la somma dei quadrati di due lati uguale
al quadrato del terzo; perocché ove 1’'angolo compreso da
questi lati sia ottuso la somma de’loro quadrati sark mi-
nore del quadrato del lato opposto, ed ove sia acuto essa
sarh maggiore.

TEOREMA XI.

366. In un triangolo qualunque A B C, la somma dei
quadrati dei due lati AC, CB equivale al doppio del
quadrato della mets A K del terzo, pii il doppio del qua-
drato della linea CK condotta dal mezzo di questo terzo
lato al vertice dell’ angolo opposto.

Si abbassi la perpendicolare CD; nel triangolo A KC
il quadrato di 4 C equivale alla somma dei quadrati di CX
e di 4K, piu il doppio del rettangolo compreso fra K D,
ed AK; e nel triangolo BKC il quadrate di CB equi-
vale alla somma dei quadrati di CK, e di BK ossia
A K, meno il doppio del rettangolo compreso tra K D, e
BK ossia 4 K; dunque la somma dei quadratidi AC, e
di C B equivale al doppio del quadrato di CK, pia il dop-
pio del quadrato di A K. '
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TEOREMA XIIL

167. In ogni parallelogrammo A B CD la somma dei
quadrati dei quattro lati equivale alla somma dei quadrati
delle diagonals.

Si conducano le diagonali 4 C, B D. Esse si taglieran-
no in parti uguali nel punto K; percio nel triangolo 4 BC
la somma dei quadrati di 4 B, e BC equivarrh al doppio
del quadrato di B K piu il doppio del quadratodi 4K, e
nel triangolo A C D la somma dei quadrati di CD, e D A
equivarrh al doppio del quadrato di K D, ossia B K, piu il
doppio del quadrato di 4 K; dunque la somma dei qua-
dratidi 4B, BC, CD, DA equivale al quadruplo del
quadrato di B K pilt il quadruplo del quadrato di A K;
ma il quadruplo del quadrato di B K ¢ uguale al quadrato
di BD*, ed il quadruplo del quadrato di 4 K & uguale al
quadrato di A C; dunque la somma dei quadrati dei quat-
tro lati equivale alla somma dei quadrati delle diagunali.

Fig. 57.

409,
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LE PROPORZIONI DELLE FIGURE.

NOZION! PRELIMINARIL,

168, Sieno A ¢ B due quantith della medesima specie,
cioé due linee , o due superfici, ecc., e C una terza quantith
anch’essa della loro specie contenuta un esatto numero di
volte nella prima, e nella seconda; per esempio 5 volie in
A, 6 volie in B: dividendo A in 5 parti uguali, B con-
terrh 6 di queste parti; laonde A sarh ugualea  di B,
ossia B uguale ai $ di 4,

1 numeri 5 e 6 in quantoché rappresentano le quantith
4 e B giovano dunque a far conoscere la loro grandezza
relativa.

16g. 1l rapporto , o la ragione , di due quantita 4 ¢ B
s’intende che sia il quozicute dei numeri dai quali queste
‘juantith vengono rappresentate; questo quoziente indica
qual parte I’ una e dell’ altra.

Il uumero { ¢ il rapporto di A a B; il numero £ & quello
di B ad A; lo che si suole indicare in questo modo

4 5 B _ 6
B~6' 4%
t70. | numeri 5, e 6 sono essi pure i respettivi rapporti
delle quantita 4, e B, paragonate a C'; puiche essendo A,
¢ B, rappresentate dai nomeri 5, e 6, la quantita C &
d uopo che venga rappicsentata dall’ unith ; per cui si ha
A 5 B

- e ), —=Tu=6

C C

¥ 168.
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171. Misurare una quantith vuol dire trovare il suo rap-
porto con altra quantith nota della medesima specie, cui si
da il nome di unita di misura.

172. Cosi misurare una linea N significherd determinare
il suo rapporto con altra linea di conosciuta grandezza, la
quale sarh I'unitd di misura delle linee cioé 1’ unita lineare.
Questo rapporto rappresentera la lunghezza della linea N.

173. Misurare una superficie M significhera parimente
determinare il suo rapporto con altga superficie di nota gran-
dezza che sard I'unitd di superficie. Tal rapporto rappre-
senterd I area della superficie M.

174. Chiameremo misura comune di due quantith, una
terza quantith della medesima specie contenuta un esatto
numero di volte nell’una, e nell’alira. Tal ¢ C relativa-
mente alle quantith 4 e B*,

175. Due quantith si diranno commensurabili , o incom-
mensurubili fra loro , secondoché ammetteranno, o non
ammetteranno una comune misura. Nelle medesime circo-
stanze il loro rapporto si dirh esso pure commensurabile , o
incommensurabile.

176. Di due quantith 4 e B tra loro incommensurabili
nou ci ¢ dato avere iu nuweri il lorn esatto rapporto; in
questo caso ci contenteremo di determinare i limiti fra i
quali questo rapporto deve essere contenuto,

A tale oggetto supponiamo B divisa, per esempio, in
100 parti uguali, ed A4 contenuta fra 45, e 46 di queste
parti; prendendo per unita la ceatesima parte di B, B sarh
rappresentata da 100, ed 4 da un oumero che non sari
minore di 45 n¢ maggiore di 46 ; laonde il rapporto di 4 a
B oon sari minore di ;3% pé maggiore di A5 ; e percio tali

frazioni saranno i limiti del rapporto .

In generale rappresenti n il numero delle parti in cui B si
suppone divisa, ed A sia coutenuta fra m ed m~+ 1 di queste

C e . A m m-a .
parti ; 1 limiti del rapporto v saranno P i quali

o o g :
flifferiscono della quantith : che puo diventar piccola quanta
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vuolsi , potendosi il uumero n delle parti di B farsi grande
quanto ue piace , e supporsi maggiore di qualunque quantith
data.

A a
"B‘ > Z saranno ugua-
i quando verranno rappresentati da numeri uguali.

177. Due rapporti commensurabili

178. Due rapporti incommensurab:li %, % si avran-
no per uguali quando saranno contenuti fra due medesimi
limiti, che possano per loro natura differire d’una quantita
piccola quanto vuolsi.

Infatti in questo caso ¢ chiaro che la differenza dei due
rapporti contenuti fra i medesimi limiti, ove potesse esiste-
re, dovrebbe riuscire minore di qualunque quantita data ;
ma se non v'ha quantith di cui questa differenza ipotetica
Dol possa riuscire minore ¢ manifesto che ad essa non si
pud attribuire alcun valore; aduuque tal differenza sark
nulla,

179. Due quantita A e B hanno il medesimo rapporto
delle loro meta , dei loro terzi , come purc dei loro doppi ,
dei loro tripli , ed in generale dei loro multipli , e dei loro
summultipli.

R

Infatti 1.°sia il rapporto L‘ commensurabile , -g: -5

B
dividendo B in sei ‘parti uguali, A conterra 5 di queste
parti; ed il doppio di B ne conterra 12, il doppio di 4

2ad o 5

. 10
ne conterrd 10; Cioé sarh ~— @w~—; ma - ==-—:; dungue
? 3B 2’ 6 12’ que

A ad

Y s 11 qual ragionamento puo estendersi a qualunque
woltiplicatore, ed a qualanque divisore di A e B.
2.° Sia il rapporto -I-! incommensurabile , e compreso fra

B

cqe ..M M
i imiti —, +
n

; dividendo B inn parti uguali, A sarh

compresa {ra m ed m -+ 1 di queste parti; ed in conseguen-
2a 3 B conterrd un numero di esse parti doppio di n, 2 .4
sarh compresa fra Jdue numeri che saraono i doppi di m ed

* 78,
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m —+ 1 ; dunque i rapporlu-:-% si troverd fra due limiti re-

spettivamente nguali ai limiti fra i quali é compreso = ;

. A 24 -
dungque =38 E lo stesso si dirh per qualunque altro

moltiplicatore o divisore.

180. Se due quantits A, e B saranno uguali, i loro
rapporti con una comune units C, risulteranno pure uguali.

181, Ficeversa, se i rapporti di due quantits A , ¢ B,
ad una comune unith C risulteranno uguali , queste quan-
tita saranno pure uguali.

Le quantith 4 e B che vengono paragonate alla mede-
desima unith C saranno necessariamente della stessa specie.
Cid posto, 1.° sieno i rapporti commensurabili ; per esempio
A 7 B

=1 Z=1; dividendo C in 8 parti uguali, poiché

%a%, la quantith A dovra comprendere 7 di queste par-
ti ; ma, poicheé anche —g-%. la quantith B comprenderd

pure 7 delle parti medesime ; dunque A == B.
3.° Sieuo i rapporti incommensurabili ; dovendo essere
m~-

uguali saranno compresi nei medesimi limiti - R

dove n potrh farsi grande quanto vogliamo; dividendo C
in n parti nguali le quantith 4 e B si troveranno ambedue
comprese fra m ed m +- 1 di queste parti; la loro differenza
adunque, seppure esistesse, dovrebbe esser minare di una
di esse parti; ma & in nostro potere che tal parte riesca
piccola quanto vuolsi; dunque nou potendosi a tal differenza
ipotetica attribuire alcan valore essa sarh nulla, cioé sarh
A=m B,

183. Due rapporti uguali costituiscono una proporzione.
La quale verrh indicata per I’ uguaglianza

4.3
BTE
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dei rapporti medesimi, oppure in quest’ altro modo
A:B :ab
dove si legge che £ sta a B, come a staa 5.

_ Cosi la proporzione si comporra di quattro termini, dei
quali il primo, ed il terzo si chiamano antecedenti » il secon-
do, ed il quarto conseguent;.

183, }l primo antecedente, ed il secondo conseguente
formano i termini estrem: della proporzione ; il primo con-
seg:.eme. ed il secondo antecedeute ne formano i termini
medi,

184. Quando i termini medi sono uguali tra loro, cioé
sono'una stessa quantith replicata la proporzione si chiama
conlinua, le tre quantith diconsi continuamente proporzio-
nali, e la quantith replicata dicesi media proporzionale.

CO!‘I. le tre quantith 4, B, C saranno continuamente
pmmnonali » cioé formeranno una proporzione continua,
ove s abbia A B::B:C; edintal caso B sarh il ter-
mine medio proporzionale.

. .185. Duce proporzioni aventi un rapporto comune som-
ministrano sempre una tersa proporzione , che si ottiene
uguagliando i due rapporti non comun:.

Sia A:B :: as,
C:iD ;; ab,
avremo 4B ::C:D;

. . . .4 C
fatti essendo i rapporti 7, D ambedue uguali al terzo

rapporto =, debbono essere uguali tra loro *.

TEOREMA 1.
186. Due rettangoli ABCD, AE FD della mede-

sima base A D, stanno fra loro le 2
P 3 ¥ come le respcttive altezze

Supponiamo primieramente che le altezze sieno commen-

* Ass. 3.

Fig. 58.

Fig. 59.
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suabili, ¢ che la loro comune misura sia contenuta, per
esempio 7 volte in AE, e 3 volte in A B; dividendo 4 £
in 7 parti uguali, 4 B conterrd 3 di queste parti; talmen-

. AB 3
teche sarh AE™=Y

Or pei punti di divisione di 4 E si conducano delle pa
rallele alla base 4 D; ne risulteranao dei rettangoli parziali
wtti uguali fra loro avendo essi basi uguali, ed altezze ugua-
li; frautanto uno di questi rettangoli diverri comune misura
dei due rettangoli A BCD, A E FD; e poiché tal misara
sarh contenuta 3 voltein A BCD, e 9 voltein AE F D,
ABCD 3
AEFD ™ 7

Donde segue che

ABCD AB
AEFDT 4E

Supponiamo in secondo luogo che le altezze sieno incom-
mensurabili. Dividasi 4 E in un numero n qualunque di
parti uguali; il punto B cadrh fra due punti di divisione se p
consecutivi ; talmenteché supposto che in A's sieno conte-
nute m parti, ed m—-1 ne sieno conteaute in Ap, il
AB 4 ..M m—n
7E sarh compreso fra i limiti 'L n

Or se pei punti di divisione di 4 E si condurranno delle
paralele alla base 4 D, BC cadrh fra due paraliele con-
sccutive s, pq, ed il rettangolo 4 E F D risulterh diviso
in n rettangoli parziali; dei quali m we saranno coutenuti
nel rettangolo AstD, ed m =1 nel rettangolo Apgq D}
cosi il rapporto ABCD sarh compreso esso pure fra i li-

PPorto S D P! P
.. m m--1
mity — , -
n n

otlerremo

rapporm

Dunque avremo

ABCD AB
AEFD™ AE’

cioé sussisterh la proporzione
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ABCD:AEFD ::: AB: AE,

qualunque sia il rapporto delle due basi.

189. Corollario 1. Due rettangoli della medesima altez
za stanno fra loro come le respettive basi.

Infatti se A D si prende per comune altezza dei rettan-
goli le loro basi saranno A B, AE.

188. Corollario I1. 1 parallelogrammi della medesima
base stanno fra loro come le altezze ; ed i paralielogrammi
della medesima altezza stanno fra loro come le basi.

Infatti tali parallelogrammi sono respettivamente equi-
valenti a rettangoli che avranno dimensioni respettivamente
vguali alle loro *; eppercié la medesima base , o la medesi-
ma altezza secondoché i parallelogrammi avranno essi pure
la medesima base , o la medesima altezza.

189. Corollario III1. 1 triangoli della medesima base
stanno fra loro come le loro altezze, ed i triangoli della
redesima altezza stanno fra loro come le basi.

Infatti* questi triangoli sono le meth di parallelogrammi
che avranno dimensioni respettivamente uguali alle loro*; i
gnali parallelogrammi avranno la medesima base, o la me-
desima altezza secondoché i triangoli avranno essi pure la
medesima base , o la medesima aliezza.

TEOREMA H.

1go. Se U’ unita di superficie saré il quadrato della
uniti lineare, l' area del rettangolo avra per misura il

prodotto delle sue dimensions.

Sia ABCD unrettangolo, ed M N P Q il quadrato Fig. Go.

che ha per lato I'unith lineare; E F G H sia un’altro rettan-
golo, ove immagineremo che abbiasi il lato £ Fem 4 B, ed
il lato EH == M Q.

In virtu del teorema precedente i due rettangeli 4BCD,
E FGH, che hanoo la medesima altezza, stanno fra loro
come le respettive basi 4D, EH; ed i due rettangoli
EFGH, MNPQ che hanuo la medesima base, stanno

* 149

* g

*1ha.

* 173,

»

169
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come le respettive altesze E F ossia A B ;ed NM. Laon-
de avremo ———ABCD::Q— EFGH— 4B
EFGH  EH' MNPQ™ NM
Cid posto sieno X, ¥ i numeri che rappresentano le
aree dei rettangoli 4 BCD, EF G H*, cio¢i loro respet-
tivi rapperti colla unith superficiale ¥ NP Q; al rapporto

EFGH tremo sostitui y* ia ¥, ed al rapporto
mp‘) sostituire -’— 0881 N ppo!

ABCD il o'eteX- loché do si osservi essere
EFCH 1quoziente ; perloché quando si osse
EH=x NM = 1, avremo %—i‘g, Y-nfzg; e poi-
ché¢ due pumeri uguali moltiplicati respettivamente per
numeri uguali somministrano prodotti uguali, il prodotto
-4—'2)(%2 sarh uguale al prodotto -‘;x Y, il quale ¢ X;
dunque

rd2y 22,
donde si rileva essere |’ area del rettangolo A BC D, ossia
il rapporto di questo rettangolo al quadrato dell’ unith li-
neare , uguale al prodotto dei due rapporti delle sue dimen-
sioni 4D, AB alla medesima unith lineare. Ma siccome
questa unith & arbitraria , percio per esser brevi si pone

ABCD == AD X AB,

¢ si dice che P’area del rettangolo ha per misura il prodotto
della base per I’ altezza. Avvertendo perd che enunciando in
tal modo i} teorema deve sottintendersi, che, qualunque sia
la linea presa per unith lineare , purché si prenda per unith
di superficie il quadrato fatto sopra la linea medesima , 1" a-
rea del rettangolo vien espressa dal prodotto dei numeni che
rappresentano le sue due dimensioni.

1g91. Corollario 1. Viceversa qualunque prodotto AXB
di due linee 4, B dovra comsiderarsi come esprimentc
I’ area d’un rettangolo compreso daile linee medesime. In-
fatti potremo sempre concepire tal rettangolo che abbia una
di quesie linee per base , I’ altra per altezza.
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Cos) i prodotti 4 X B, A X b esprimeranno due ret

rangoli di coi A rappresenta la medesima altezza, oppure
la medesima base. In guisa che sark

AXB:AXb::Bb.

192. Corollario 11. L’area d’un quadrato £ BCD, F¥ig. 6:.

il quale & un rettangolo le cui dimensioni sono uguali®, avrd = 128.

per misura la seconda potenza del suo lato.
Questa seconda potenza espressa dal prodotto 4B X 4B

s’ indica generalmente cosi A B .

193. Corollario IIl. L’ area d’un parallelogrammo
avrh anch’ essa per misura il prodotto delle sue dimensioni.
Infauti qualunque parallelogrammo ¢ equivalente al rettan-
golo che ha la medesima base e la medesima altezza *.

194. Corollario I¥. L’ area d’ un iriangolo avrd per
misura la meth del prodotto delle sue dimensioni. Infatti
ogni triangolo ¢ la meth del rettangolo che La la medesima
base e la medesima altezza *.

E poiché la meth d’un rettangolo si ha prendendo la
meth della sua base conservando la stessa altezza, o la
meth della sua altexza conservando la stessa base, percio
I’ area d’ un triangolo sarh pure espressa dal prodotto della
meth della base per I’ altezza, o della meth dell’ altezza per
la base.

195. Corollario ¥'. L'area del trapezio avrh per misura*®
il prodotto dell’ altezza per la semi-somma delle due basi”,
ossia il prodotto dell’ altezza per la distanza dei due punti *
di mezzo dei lati non paralleli.

* 855,
* 193,
* 156.

* g,

* 185,
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TROREMA M.

196. Una proporzione A B .. C; D frale quattro
linee 4, B, C, D non verra alterata quando alle due
prime , o alle duc ultime, si sostituiranno due rettangoli ,
o due parallelogrammi , o due triangoli , di cui esse sieno
le basi, ed una linca qualunque F sia la loro comune
altezza,

tnfatu
AXF.BXF;:4:8B";
ma per ipolesi
A:B.:C.D,
dunque *
AXF;BXF::C.D.

dove i due termini del primo rapporio rappresentano i ret-
tangoli, o paralielogrammi suddivisati, e prendendone le
meth , Jo che pub farsi senza alterare la proporzione~, ver-
ranno essi a rappresentare ancora i suddivisati triangoli

197. Scolio I. Per esser beevi questa proposizinve si
suole enunciare dicendo, che senza alterare una proporsione
i due termini d'uno stesso rapporto possono essere moltipli-
cati per una medesima linea.

1g8. Scolio 11. Viceversa potremo ricavare dalla pro-
porzione AX F.BX F ;. C.D ValiwraA ;B :C. D
con sopprimere il fattore F comune ai due termini del pri-
mo rapporto. Poiché al rapporto dei due reutangoli 4 X F,
B X F, considerati come aventi la medesima aliezza F, s
pud sostituire il rapporto delle due basi 4 e B.
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TFOREMA V.

199. Se quattro linee A, B, C, D formeranno la
proporziont A:B:;C: D, il retangolo A X D com-
preso dalle estreme , sars equivalente al rettangolo BX C
compreso dalle medie.

Si conducano le due linee perpendicolari BC, DE
su le quali prenderemo le parti ACe=Ad, AB==B,
AE == C, AD == D; quindi compiremo i rettangoli
ADGC, ABFE, e prolungheremo i lati GD, FB
finché s’ incontrino in H.

I due rettangeli ADGC, A B H D, avendo la medesi-
ma altezza A D, stanoo fra loro come le basi AC, AB;
parimente i due rettangoh 4 BFE, ABHD, avendo la
medesima sliezza A4 B, stanno fra loro come le basi A F,

A D; laonde sarh

ADGC _AC ABFE AE
ABHD AB® ABHD™ 4D’

na per ipotesi

AC _AE
AB AD’

dunque
ADGC ABFE
ABHD  ABHD’

dunque il rettangolo 4 D G C ¢ equivaleute al rettangolo
ABFE"*,

200. Scolio 1. Reciprocamente se due rettaugoli ADGC,
A B FE sono equivalenti, la base del primo sta alla base
del secondo, come 1’ altezza del secondo sta all’ altezza del
primo; lo che si esprime dicendo che le basi sono inversa-
mente proporzionali alle altezze,

Infatti qualunque sieno i due rettangoli 4DGC, ABFE
essi potranno disporsi in modo che gli angoli in A sieno
apposti al vertice; essendo questi rettangoli equivalenti [ra

Fig. 6a.

*18s.

* 180.

* 190,

* 201,

* 202,

*179.
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loro sarh —-—————A b6 ('—e A————B FE" ma il primo ra ¢

ABHD™ ABHD'® P pporte €
quello di 4C ad 4B, ed il secondo quello di A E ad
AD; dunque —;—;-——;—g, ciot AC: AB:: AE: AD.

201. Scolio 11, 1 due rettangoli equivalenti verranno
talora espressi pei due prodotti uguali 4 X D == B X C*;
quindi i fattori del primo prodotto saranno inversumente
proporzionali a quelli del secondo; dimodoche si avrh
A:B.C.D.

TEOREMA V.

202. Se quattro linee A, B, C, D, saranno propor-
zionali , in guisa che abbiasi A% B ;. C. D, lo saranno
pure alteruando 4 : C B D, ed invertendo B[ A4 :°
D:C.

1.° Essendo A:B::C.:D siha AXDe= BXC;
ma il rettangolo BX C non muta rappresentandolo con CX B,
dunque A X D= CX B, equindi* 4;C B D.

2.9 Essendo BX Ce== AXD, sarth B, A .. D:C.

203. Corollario I. In generale potranno farsi nell’ ordi-
e dei termini d’una proporzione tutte le permutazioni che
si vorranno, purché il reitangolo o prodotio dei medi si
mantenga uguale al rettangolo o prodotto degli estremi.

Cnl vocabolo alternando si sogliono indicare le permu-
tazioni dei termini medi, o degli estremi; col vocabolo in-
vertendo le sostituzioni dei medi agli estremi, e viceversa.

20f. Corollario II. Senza alierare la proporzione
A B :: C: D si possono moltiplicare o dividere per un
medesimo numero i due antecedenti, o i due conseguenti.

Infatti alternando* avremo A :C:: B D; quindi
moltiplicando o dividendo per un numero qualunque i due
termini del primo rapporto o quelli del secondo, lo che puo
farsi senza alterare la proporzione *, e nuovamente alternan-
dn , apparirh chiara la proposizione enunciata.

20%. Corotlario I11. Se in una proporzione i conseguenti
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saranno uguali, saranno pure uguali gli antecedenti; e vice-
versa ove sieno uguali gli antecedenti, saraono eziandio

uguali i conseguenti.

Sia A:B::C: B alternandosarh 4 C . B B, e
conseguentemente A == C.

SiaA:B:*4:C; alternandosarh C B;.: 4.4, ¢
percido C== B.

206. Corollario I¥. Se due proporzioni avranoo tre
termini comuni , cioé avraano i due antecedenti, e il primo,
o il secondo conseguente, oppure i due conseguenti, ed il
primo o il secondo antecedente,, respettivamente uguali, i
due termini rimanenti saranno anch’ essi uguali fra loro.

Per esempio, sia A B ::C: D, ed A:B:2C:d;
primieramente avremo*, C; D ;:Cd;e quindi® De=d. * .sg.

* 205.
TEOREMA VI,

207. Se due proporzioni avranno i medesimi antecedcn-
ti , i conseguenti saranno respettivamente proporzionali tra
loro.

Tufatti si abbiano le proporzioni

A:B..C.D,
A b5::C d;
alternando avremo
A4:C;.B.D,
A:C: b d;
dunque B:D::b:4d,
ed anche B:b:..:D;d

208. Corollario. E poiché invertendo, gh antecedenti
divengono conseguenti, e viceversa, percio se due propor-
zioni avranno i medesimi conseguenti, saranno proporzionali
tra loro gli antecedenti.
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TEOREMA VII.

209. S¢ quattro linee A, B, C, D formeranno la
proporzione A B::C. D, ed altre quattro a, b,c, d
Jormeranno pure la proporzione a (b ::c:d, moltipli-
cando i termini della prima pei termini corrispondenti
dell’ altra , i quattro rettangoli risultanti costituiranno essi
pure una proporzione.

Infatti dalla proporzione

A4:B:C.D

* 196, siha” AXa:BXa::CXc:DXc;

dall’ altra proporzione
azb:ic:d
si ha pure
BXa:BXb::DXc:DXd,
ovvero invertendo

BXb.:BXa.:DXd:DXc;

* 208. la quale paragonata alla precedente dara *

AXa:BXb::CXc:DXd.
210, Corollario I. Se la seconda proporzione fosse iden-
tica alla prima , avremmo
AXA:BXB.:CXC.:DXD,
cioe AL B C Dy
donde segue che allorquando quattro linee formano una

proporzione, i loro quadrati formano pure una proporzione.
a11. Corollario 11. Se la seconda proporzione fosse

F ;.. F:a
ayremmo
AXF,B..CXF.,D,
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dove conviene sottintendere che i conseguenti B, I sieno
moltiplicati per 1 unith , onde non apparisca 1" assurdo che
un rettangolo venga paragonate ad una linea.

Posta la inedesima avvertenza avremo pure

A BXF ;. C.DXF:

per la qual cosa stabiliremo che senza alterare 1a proporzione
A B . C: D siposwono i due antecedenti, o i due con-
seguenti moliiplicare per una medesima linea F.

Viceversa ogni fattore comune agli antecedenti, o ai con-
seguenti d’ una proporziane si polrd sopprimere, senza alte-
rare {a proporzione medesuna,

TEOREMA VI,

212. Se nel triangolo 4 BC la retta D E sara paral-
lela al lato B C, gli altri duwe lcti A B, A C risulteranno
divisi nei punti D, ed E in parti proporzionali; recipro-
camente la retta D E, che dividera in parti praoporgionali
ilati AB, AC sara parallela al terzo lato B C.

1.° Si conducano le rette BE, CD; i due wiaugoli
DE B, DEC avendo la medesima base DE e la mede-
sima altezzu, poiché i lore vertici B e € sono situati sopra
una parallela alla base, saranno equivalenti. Perloche si
avra

ADE.DEB ., ADE.DEC;

ma* il rapportoc ADE | DEB & uguale al rapportn
AD; DB, ed il rapporto A DE DEC é uguale al
rapporto AE  EC, dunque

AD.DB:: AE.EC,
dunque i lati £ B, A C sono divisi nei punti D ed E in
parti proporzionali,

2.° Essendo

AD DB ::AEEC,

smhpure ADE.DEB ., ADE.DEC.:
5

Fig. 65,

v |9§,A

Fig. 64.
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nella qual proporzione, poiché gli antecedenti sono uguali ,
i conseguenti aucora dovranno essere ugnali, cioé¢ dovra il
triangolo D E B essere equivalente al triangolo DEC;
ma questi triangoli hanno una base comune D E, dunque
hanno ancora la medesima altezza; dunque DE & parallela
s BC.

213. Corollario 1. Aggiungendo a ciascuno dei due
triangoli equivalenti DEB, DEC il triangolo ADE
concluderemo essere il triangolo 4 BE equivalente al
triangolo 4 D C; perloche si avranno le due proporzioni

ABE:ADE :: ADC.ADE,
ABE :DEB:: ADC.DEC;
dalle quali agevolmente si ricavano le due seguenti,
AB: AD : AC. AE,
AB:BD::AC:CE;
ovvero , alternando 1 medi,
AB: AC:: AD. AE ;. BD: CE,
duoque quando D E ¢ parallela ad un lato o base B C del
wriangolo 4 B C gli altri due lati 4 B, AC stanuo fra loro
come i loro segmenti A D, AE dalle parte del veriice, o
come i loro segmenti BD, CE dalla parie della base.
a14. Scolio. Se nel triangolo A4 B C dopo aver condotta
DE purallela a BC, condurremo D F parallela ad A4C,
avremo AC: AE oppure AB; AD ::BC:CF*; ma
la figura F D E C, essendo un parallelogrammo, dd CF =
DE, dunque
AC: AE ::AB.AD .. BC.DE.

Di piu sarh 'angolo D AE w= BAC, I’angolo ADE
= ABC, I'sagolo 4 ED == ACB: perloch¢ i due trian-
goli ABC, ADE avranno gli angoli respettivamente
uguali, ed i lati opposti agli angoli uguali proporzionali.

315, Definizione. 1 poligoni che hanno gli angoli respet-
tivamente uguali, ed i lati omologhi proporzionali, si chia-
mano poligoni simili. Lati omologhi diconsi quelli che nei
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due poligoni sono comuni ad angoli uguali; questi stessi
angoli diconsi angoli omologhi.

I triangoli ABC, ADE i quali sono equiangoli fra
loro, ed hanno i lati respettivamente proporzionali sono
simili. Il lato D E del primo ¢ omologo al late BC del-
I’altro, perocché D E & comuue ai due angoli ADE,
AED, e BC & comune ai due angoli ABC, ACB
respettivamente uguali ai due precedenti. Ma trattandosi dei
trisngoli , si vede chiaramente essere i lati omologhi opposti
ad angoli uguali.

TEOREMA IX,

216. S¢ quttro lince A, B, C, D formeranno la
proporzione A B .. C: D, la somma o la differenza
delle duc prime, termini del primo rapporto , stara ad A,
oa B, ciot all’ antecedente , o al consegucente di tal rap-
porto , come la somma o la differenza delle altre due , ter-
mini del secondo rapporto, sta a C, oa D, cioé all’ unte-
cedente , o al consegucnte del rapporto medesimo.

Supporremo che gli antecedenti A, e C, sieno maggiori
dei conseguenti B, e D; cid posto, si descrivano due rette
indefinite M G, M H che facciano un angolo qualungue
M, e sopra di esse si prendanc leparti M Ewe A, EG ==
EA:=B, MFumC, FH wu FC= D; quindi si con-
ducano le rette 4C, E F, G H. Avendosi per ipotesi le
proporzioni

ME.EG.:MF:FH,
ME EA;:MF:FC,
lerette G H, ed AC saranno parallele ad E F, eppercio
aviemo *
MG:ME::MH:MF,
MC.EG.:MH:.FH,
MA.ME . MC:MF,
MA.EA.:MC; FC;

Fig. 65.

® a0,
PTRE
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ovvero
A+ B:A::C+D:C,
A+ B ;B;.C+ DD,
A—B:B::.C—D:.D;
come’ dovevasi dimostrare.

219. Corollario I. Poiché si ricava dalla proporzione
A:B::C:D,Valwa A;C;:B.D, applicando a
questa il precedente teorema ‘sarh facile concludere, che in
ogni proportzione la somma, o la differenza degli antecedenti
sta alla somma, o alla differenza dei conseguenti, come un
antecedente qualunque sta al suo conseguente.

218. Corollario Il. In generale abbiasi una serie di
rapporti uguali A B I CI D E:FIGIH; I
somma di tutti gli antecedenti A+ C+ B~ G stard alla
somma di tutti i conseguenti B-+D —+ F4-H, come un
antecedente qualunque sta al suo conseguente.

TEOREMA X.

219. Due triangoli A BC, DE F sono simili, quando
hanno gli angoli respettivamente uguali.

Sia P angole A = D, Be=E, Ce= F; dico che

questi due triangoli ABC, DEF hanno i lati omologhi
oporzion li, e sono simili

g Suppon‘ilmo che de' due lati omologhi A€, DF il
maggiore sia AC, prendnsi CG = FD, e si conduca
GH parallela ad 4B. Risultera 1'angolo CGH wm A=1D),
e per conseguenza avremo il triangolo GHC uguale al
triangolo DEF*; e poiche *

CG:CA::CH:CB::GH:AB,
sarh pure
FD:CA:*FE:CB.,.DE, AB,

come dovevasi dimostrare.
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130, Corollario. Afiuché due triangoli siano simili basc.a
adunque che essi abbiano due angoli respettivamente uguali.

TEOREMA Xl

a21. Due triangoli ABC, D E F sono simili, quando
hanno i lati respcttivameate proponionali.

Sia FD:CA*':FE:CB..DE; AB; dico che
gli angoli opposti ai lati proporzionali saranno uguali: ‘

Supponendo che de’ due lati FD, CA il maggiore sia
CA, s prenda CG= FD, e si conduca G H parallela

ad A B. Outerremo
CG:CA:*CH:CB:.GH: AB,

ma per ipotesi
_FD:CA::FE:CB::DE:AB,

dungue, poiché CG=F D, sard* CH=FE,e GHe= *206.

DE, ed i triangoli GHC, DEF come equilateri fra loro
saranno uguali; inguisache avremo Pangolo D=CGH= A4,
V'angolo E==CHGe= B, ¢ Pangolo F=GCH=C,
come dovevasi dimostrare.

222, Scolio. Dai due teoremi precedenti rilevasi che nei
triangoli le due condizioni della uguaglianza degli angoli, e
della proporzionalith dei lati sono intimamente legate insie-
me , per cui una qualunque di esse, non potendo aver luogo
senza |’ altra, & hastevole ad assicurare la similitudine dei
triangoli E facile convincersi non potere tal legame esistere
nei poligoni simili d’un maggior numero di lati.

TEORFMA XIL

233. Due triangoli A B C, D E F sono simili, quando
hanno un angolo uguale compreso fra lati proporzionali.

Sia ’angolo C=F, ed FD:CA FE; (?B,
dico che questi due triangoli 4 BC, DE F sono simili.

* 206,

Fig. 67.

* 85.

Fig. 68,
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Supponendo che de’ due lati 4 C, D F il maggiore sin
AC, siprenda CG=F D, e siconduca GH parallela a
AB. Ouerremo CG; CA;; CH:CB; ma per ipotesi

FD:CA:: FE:(CB;
dunque, poiche CG == FD*, sarth CH == FE, ed il
triangolo G HC sarh uguale al triangolo DE F; ora i
triangoli 4 BC, G HC sono equiangoli fra loro, dunque i

wiangoli A BC, DE F sono pure fra loro equiangoli, e
simili.

TFOREMA X1if.

2a4. Due triangoli sono simili quando hanno i lati
respettivamente paralleli.

Sieno i latit A B, BC, AC del triangolo A BC re-
spettivamente paralleli ai lati DE, EF, FD; dico che
sarh 'augolo A =D, Bam E, Cu= F.

Infatti due angoli che hanno i lati respettivamente paral-
leli, o sono nguali, o sonv supplementari ; or non si puo
supporre che tutti gli sngoli 4, B, C sieno i supplementi
degli angoli D, E, F, perocche i sei angoli formerebbero
sei angoli retti, assurdo evideute; né si pué supporre che
due soli angoli 4, e B sieno i supplementi degli angoli D,
ed E, poiché questi quatiro angoli lormerebbero quattro
angoli retti, assurdo anch’ esso evidente ; adunque ¢ neces-
sario che due angoli del primo triangolo sienc uguali a due
angoli dell’ altro ; per conseguenza i due triangoli debbono
essere equiangoli fra loro *, e quindi simili.

225. Scolio. 1 lati omologhi sono i lati paralleli.

TEOREMA X1V,

226, Due triangoli sono simili quando hanno i lati
respeltivamente perpendicolar.

Sieno i lati EF, FD, ED del triangolo DEF,
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respettivamente perpendicolari ai lati 4 B, BC, AC del
triangolo A B C.

Dal triangolo A CE rettangolo in C si deduce che
I’angolo C A E ¢ il complemento di A EC: ma lo stesso
angole CAE & pure complemento di B AC, dunque®
I’angolo BAC = E : nello stesso modo, ponendo mente
al triaugolo A B F reuangolo in 4, ricavasi che I’ angolo
A B C = F: doode consegue ancora essere I’angolo 4C 8
= D. Dunque i triaugoli 4 BC, DE F essendo equian-
goli fra loro sono simili.

229. Scolio 1. 1 lati omologhi sono i lati perpendicolari.

2a8. Scolio I1I. 11 triangolo D E F presenterh talvolta
una situazione diversa da quella che gli viene attribuita dalla
figura; qual’ &, per esempio, quella del triangolo def.
Ma sempre sarh sempre possibile supporre costrutto tal trian-
golo DEF con tre linee EF, ED, FD respettivamente
perpendicolari ai lati 4 B, 4C, CB, e cousegueniemente
parallele ai lati ef, ed, fd del triangolo def; e si di-
mostrerebbe che i triangoli 4 B C, def come simili ambe-
due al triangolo D E F debbono esser simili fra loro.

TEOREMA XV.

2ag. Due rette AB, CD incontrate da quante paral-
lele si vogliono AC, EF, GH,B D sono divise in parti
proporzionali , talmenteché si ha AE:CF .. EG. FH
‘*GB:HD,

Lofatti sia M il punto d’ incontro delle due rette 4B,
€ D; dal triangolo M E F uel quale A C ¢ parallela alla
lnea EF siavrh

ME MF:.: AE; CF;
dal triangolo M G H si avrh pure

ME:MF..EG.FH,;
dunque AE:CF ::EG.FH.

E nello stesso modo potrh dimostrarsi che

* 48,

Fig. 69.

Fig. 70.

»

79 ELEMENTI DI GEOMETRIA
EG.FH::GB: HD.

Dunque la linea A B & divisa nei punti £, G .
la linea CD nei punti F, H. punti £, G, come lo ¢

. 23?. Coro.llar:io. Danque se la linea A4 B fosse divisa
in ;?arlr uguali uei punti E, G, la CD sarebbe anch’ essa
divisa in parti uguali nei punti F, H.

TEORKMA XVI.

231. Lelinee AB, AD, AE, AC condotte a piaci-
mento da un punto A sula retta B C dividono questu retla,
ed ogni sua parallela F1 in parti proporsionali ; talmen-
teché si ha FG:BD :: GH: DE::HI:EC.

Infatti dai triangoli simili 4 F G, ABD si ha

AG 4D : FG:BD,;
dai triangoli AGH, ADE siha pure
AG:AD::GH:DE;
dunque a cagione del rapporto comune 4G : AD,
FG:BD;:GH:DE,
Si wroverh nello stesso modo
GH:DE::HI ' EC.
Duanque la linea F I & divisa nei punti G, H, come lo ¢
la linea B C nei punti D, E.
a(?a. .Caroll.an'o. Dunque se BC fosse divisa in parti
n.gl{alllnea panti D, E, la parallela F1I sarebbe essa pure
divisa in parti uguali nei punii G, H.
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TEOREMA XVIL

233. La retta CD che divide in due parti uguali Fig. 7:.
U angolo ACB d un triangolo dividera il lato opposto
A B in due segmenti AD, DB proporzionali ai lati
contigui.

Pel punto A conducasi 4 F parallelaa CD, e prolun-
ghisi B C finché incontri 1a parallela medesima ; otterremo
il triangolo 4 CF, nel quale gli angoli CAF, CFA
essendo respetlivamente uguali agli angoli 4CD, BCD
stante le parallele CD, FA, saranno uguali fra loro,
come lo soun questi ultimi ; quindi sarh CA == E F. Ma
dal triangolo B F A si ha

BD.:DA;:BC.CF,
dunque

BD:;DA:.BC:CA.
TEOREMA XVIII

234. Se dal vertice dell’ angolo retto A d'un triangolo Fig. 72-
rettangolo si abbassa la perpendicolare A D su la ipotenusa,
i due triangoli parsiali ABD, AD C saranno simili Jra
loro , ed al triangolo totale ABC.

1 due triangoli B A D, BAC banno I angolo comune
B; gli angoli 4 DB, BAC sono uguali come retti; epper-
¢id il terzo angolo BA D dell’ uno sarh uguale al terzo an-
goltf ACB dell’altro; dunque questi triangoli saranno
equiangoli fra loro, Si dimostrera nello stesso modo che il
triangolo D A C & equisugolo col triangolo B.A C. Dunque
Clascun triangolo parziale ¢ equiangolo col triangolo totale ;
dunque i tre triangoli sono equiangoli, e simili fra di loro.

a35. Corollario I. 1 triangoli simili BAD, CAD
avranno i lati omologhi proporzionali. Ora il lato B D del
primo ¢ omologo al lato 4 D del secondo, poiché essi sono
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opposti agli angoli uguali BAD, ACD; ed il latc 4D
del primo é omologo al late DC dell’ aliro, ché questi
pure sono opposti agli angoli uguali A BD, CA D; dun-
que si ha

BD;AD;.AD:DC;

dunque la perpendicolare abbassata dal vertice dell’ an-
golo retto su la ipotenusa & media proporzionale fra i due
segmenti della ipotenusa medesima.

236. Corollario I1. Nei triangoli simili ABC, BAD
le ipotenuse B A, B C sono lati omologhi; il lato B D del
triangolo B A D ¢ omologo al lato B A del triangolo 4 BC,
essendo essi opposti agli angoli uguali BAD, BCA;
dunque

BD:BA::BA:BC;
dai triangoli poi 4 BC, CA D si ha parimente
DC:A4C;: AC: BC;

dunque ogni lato dell’ angolo retto & medio proporsionale
fra U ipotenusa ed il segmento contiguo.

237. Scolio. Le due ultime proporzioni, facendo i pro-
dotti dei medi, e degli estremi, danno

BA=BDXBC, AC=DCX BC,
e quindi

BA+AC=BDXBC+DCXBC,
ma poiché il secondo membro si riduce a (BD+DC)X BC*,
ciota BCX BC o BC, dunque

BA+4C=BC;

. donde si rileva che la proposizione del quadrato dell’ ipote-

nusa* si pub considerare come upa conseguenza della pro-
porzionalith dei lati nei triangoli equiangoli.
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TEOREMA XIX.

238. Le aree di due triangoli ABC, ADE che hanno
un angolo uguale o comune A, stanno fra loro come i
rett-ngoli dei lati che comprendono U angolo uguale o

comune,

Si abbassino le perpendicolari BF, D G sopra AC; i-
triangoli 4/ B F, A DG essendo equiangoli fra loro danno
la proporzione

BF:DG:.:AB: 4D,

moltiplicando gli antecedenti per 4 C, ed i conseguenti per
AE*, avremo

ACxBF:AExDG::ABxAC:ADxAE;

ma la meth dei termini del primo rapporto esprimono le
arec dei triangoli 4 BC, ADE, dunque

ABC; ADE ;: ABX AC. AD X AE.

TEOREMA XX.

239. Due poligoni simili sono composti d’ un medesimo
numero di triangoli respettivamente simili, ¢ similmente
disposti.

?i.eno ABCDE, abcde due poligoni simili; dai
vertici omologhi A, a si conducano le diagonali omologhe
AC, ac; quindi A D, ad. Poiche i poligouni sono simili
l’_angolo B=104; dipia AB:ab=BC:bc; danque i
triangoli ABC, abc hauno un angolo uguale compnéso
fra lati proporzionali e sono simili *.

Passiamo ai triangoli 4CD, acd; dalla similitadine
de’ due precedenti si ricava essere I’angolo #CB e ach,
e d:a quella dei due poligoni si ricava pure essere 1’ angolo
BCD =bcd; sottraendo dagli angoli uguali BCD, bcd,

Fig. 73.

Fig. 4.

* 233,
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gl angoli ugnali ACB, ach resterk I'angolo ACD = acd:
di pitt la similitudine de’ primi triangnli db 4C 7 ac ! BC
¢bc, e quella dei poligoni CD - cd?tBC:bc; donde
viene AC:ac?: CD: cd; perloché i due triangoli
ACD, acd hanno comei due precedenti un angolo uguale

compreso [ra lati proporziouali , e sono simili.
Proseguendo in tal modo potremo dimostrare la simili-

tudine de triangoli susseguenti qualunque sia il loro numero.
TEORFEMA XXI.

a4o. Reciprocamente due poligoni sono simili, quando
sono composti d’un medesimo numero di triangoli simili , ¢
similmente disposti.

Dall’ uguaglianza degli angoli dei triangoli si deduce
V'uguaglianza degli angoli dei polizoni; poicheé gli angoli dei .
poligoni sono o i semplici angoli dei triangoli come B, b, ©
le somme di angoli respettivamente uguali come 4, a.

Di piu essendo per la similitudine dei triangoli 4 BC,

abe
AB:ab::BC,bc,.:4C ac, .
e per quella dei triangoli ACD, acd,
AC.ac::CD; cd,
concludesi che
AB:ab ' BCbc.:CD cd.

‘Nello stesso modo si pud provare che tatti gli altri lati
omologhi de’due poligoni sono proporzionsli: questi dne
poligoni adunque avendo gli angoli aguali, ed i lati propor-
zionali sono simili.

TEOREMA XXII.
241. Due poligoni regolari d’ un medesimo numero di
lati sono simili.

Un poligono regolare & equiangolo ; dunque il valore di
uno de’ suoi angoli sarh uguale alla loro somma divisa per il
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loro numero. Or la somma degli angt‘tli e in a{nbedueﬂ:e]:z (;-l
goni ]a stessa, stanteché avendo essi il medesimo l(;u e
lati, il oumero degli angoli & pure lo s‘lesso;l u:u}alom
valore d’ ua angolo del primo polig.nnn sarh uguale :o ore
d’ un angnlo dell’ altro; cioé questi due poligoni sono eq
'“8‘;:: f:ol:;:.luogo un poligono regalare & pure equila;ero;
adunque il rapporto d’un lnto. del primo pollg?c)ooai d:l:
lato del secondo sarh il medesimo qu?lum.lue sne:o | ue
lati che si paragonano; ciog i dufe ‘p.olugom avran
proporzionali. Dunque essi sono simili.

TEOREMA XXIIL.

14a. I perimetri di due poligoni simili stanno fra loro
come i lati omologhi.

Essendo i poligoni ABCDE, a bcde simili, avremo

queste serie di rapporti uguali
AB:ab::BC bc..CD . cd cc.,

donde si pud conchiudere che la somma degh an.t.ecedel;.u
AB 4+ BC + CD ec., ossia il perimetro del_ pnm:; poli-
gono, sta a quella dei conseguem'i ab—+bec—+ cam::;
ossia al perimetro del secondo poligono, come u;x oo
deate sta al suo conseguente, ovvero c?me un .ntol. i
sta al sno omologo ab*; dunque i perimetri dei poligon
»imili stanno fra loro come i lati omologhi.

TEOREMA XXIV.

243. Le aree di due poligoni simili stanno fra loro
come i quadrati dej lati omologhi.

Si considerino in primo luogo i due triangoli ABC,

. abe. )
Essendo A B, A C vespettivamente omologhi ad a b,

ac avremo
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AB:ab c:AC:ac

¢ quindi moltiplicando gli autecedenti per AC, ed i conse-
¥ a1, guenti per ac*®,

ABXAC:abXac::;!—Z'.Iac.

‘Ma i due prodotti 4 B X AC, ab X ac come quelli dei

lati che comprendono gli angali uguali 4, a, stanno come
* 238, 'le aree dei triangoli *, danque

ABC:abc:: 4C: ac,
cioé le aree dei triangoli simili 4 BC, ab¢ stanno fra loro
come i quadrati dei lati omologhi 4C, ac, o come quelli
di altri due lati omologhi qualunque.

Cid posto passiamo ai poligoni simili 4’ un pumero qua-
lunque di lati, e sieno 4B CDE, abcde; essendo essi
simili potrannn decomporsi in un medesimo numero di trian-
'goli simili, e similmente disposti mediante le disgenali A D,
AC, e ad, ac condotte dai vertici 4, a di due angoli
¢ 23g. uguali *. Ora i due primi trisngoli 4 BC, abc stanno fra

loro come i quadrati dei lati omologhi 4C, ac; i due

-susseguenti triangoli 4CD, acd stanno pure corae i qua-
drati dei medesiwmi lati; adunque si ba

ABC . abe:: ACD ' acd.
Cen un simile ragionamento si proverebbe che
ACD: acd:ADE: ade
€ cosi per (ulti i triangoli corrispondent ; per cui sarh
ABC abc:: ACD acd:: ADE: ade ec,

Frattaoto da 1al serie di rapporti uguali si ricavera che la
somma di tuti gli antecedenti, cioé |’ area del poligone
ABCDE , sta alla somma di i ; conseguenti, cioé all’a-
rea del poligono abdode, come un antecedente 4 BC,

———

Fig. 74.

* 8.

* 218, al sun conseguente abc”, o come A8 sia ad E.; adun-
que le aree dei poligoni simili stanno fra Joro come i qua-
drati dei laui vmologhi.

Fig. 75
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TEOREMA XXV.

244. Se si costituiscono tre poligoni simili i di cui lati
omologhi sieno uguali ai tre lati d’ un triangolo rettangolo
ABC, larea del poligono P costrutto su la ipotenusa B C
sara uguale alla somma delle aree M, N degli altri due.

I poligoni P, M, N essendo simili, staranno {ra loro
come i quadrati dei lati omologhi BC, A B, AC*, ma
abbassando ia perpendicolare A D sulla ipotenusa i trian-
goli ABC, ABD, ADC, essendo anch’essi simili *,
staranno fra loro come i quadrati dei medesimi lati; dunque
avremo le proporzioni

P.ABC.:M:ABD:.:N:A4ADC,
e conseguentemente *
P:ABC.: M+ N.:ABD+ ADC;

ma ABC=ABD+ ADC, dunque P =M -+ N,
dunque il poligono fatto su la ipotenusa ¢ uguale alla som-
ma dei poligoni fatti su i lati dell’ angolo retto.

245. Scolio. E di qui si rileva che la proposizione del
quadrato della ipotenusa * uon ¢ che un caso particolare del
teorema precedente,

Fig. 73-

* 243,

* 234.

* N7,

* 163,
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1L CIRCOLO.

NOZIONI PRELIMINARI,

246. La circonferenza ¢ una linea curva piana, i cui Fig. ;6.

punti sono tutti ugualmente distanti da un punto interno A,
che & detto centro.

Facile & convincersi della possibile esfstenza di 1ale
linea curva, esseudoché essa & quella che si descrive dalla
estremith B d’una linea retta, la quale, stando ferma coll’al-
tra estremith A, gira sopra un piano intorno al punto 4,
finche sia tornata alla situazione 4 B donde incomincia il
giro. 1l punto immobile 4 & appunto quello cui si da il
nome di centro.

247. La superficie piana terminata d’ ogni intorno dalla
circonferenza appellasi circolo.

248. La retta condotta dal ceuntro ad un punto della
circonferenta si chiama raggio.

1l raggio & la stessa retta 4 B presa in qualsivoglia delle
situazioni in cui si & trovata nel suo giro, come in 4 B, in
AD, in AC. Oad’ é manifesto che tutti i raggi nel mede-
simo circolo sono uguali.

349. Diametro si divh ogni linea retta come B che
passaudo pel centro C avrh le sue estremith su la circoufe-
renza. Ogni diametro é doppio del raggio; conseguentemente

tutti i diametri sono uguali.
250. La circonferenza non pud essere incontrata da una

linea rettain pits di due punti; perocché se essa potesse essere

incontrata in (re punti vi sarebbero tre raggi, o tre rette uguali
6
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coudotte da uno stesso punto su la stessa retta; la qual cosa
¢ assurda ; dunque la circonferenza é una linea convessa °.

251. Qualsivoglia porzione BE D della circouferenza
dicesi arco.

253. La corda o sottesa dell” arco ¢ la linea che unisce
le sue due estremita.

253. Segmento ¢ la superficie, o porzione di circolo ,
compresa fra I’ arco e la corda.

E da notare che alla medesima corda B D corrispon-
dono due archi i quali presi insieme formano la circonferenza
intera; vi corrispondouo pure due segmenti che presi insieme
formano I’ intero circolo.

354. Settore & la superficie, o porzione di circolo com-
presa [ra an arco e i due raggi condotii alle estremity di
ess0.

255. Uua linea indefinita che taglia il circolo dicesi se-
cante,

256. Una linea indefinita che ha un solo punto a comune
col circolo dicesi tangente ; e questo punto comune appellasi
punto di contatto.

259. Chiamasi linea iscritta wel circolo quella le cui
estremith sono alla circonferenza.

258. Angolo iscritto & quello il cui vertice ¢ alla circon-
ferenza , e che ¢ formato da due linee iscritte , o pitt gene-
ralmente da due secanti.

259. Angolo circoscritto & quello il cui vertice ¢ fuori
del circolo, e che & formato da due tangenti.

260. Un poligono dicesi iscritto nel circolo, o nella
circonferenza, quando tutti i suoi angoli vi sono iscritti,
cio¢ hanno i loro vertici su la circonferenza medesima ; ed
allora il circolo & circoseritto ad esso poligone.,

261. Un poligono s intenderd poi circoscritto ad un
circolo quando tutti i suoi angoli saranno ad esso circoscrit-
li, cioé tutti i suoi lati ne saranno altretiante tangenti; ed
in tal caso il circolo sard iscritto nel poligono medesimo.

262. Angolo al centro intendesi quello il cui vertice &
nel centro d’ una circonferenza . ed é formato conseguente-
meute da due raggi,
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TEOREMA 1.

263. Ogni diametro divide il circolo, ¢ la sua circon
Jerenza in due parti uguali.

Si applichi la figura B E C sopra B FC conservando
la base comune BC; la cirva BEC coinciderd colla
curva B FC, senza di che si avrebbero nell’una o nell’alira
dei punti disugualmente lontani dal centro; lo che & contro
la definizione della circonferenza.

264. Corollurio. Dei due archi, ne’ quali resta divisa la
circonferenza da uua linea iscritta che non passa pel centro”,
'uno & maggiore I’ altro é minore della meta della circon-
ferenza medesima ; parimente dei due segmenti, ne’ quali
resta diviso il circolo da essa linea, 1'uno & maggiore I’altro
¢ minore deila meth di tal circolo; nel seguito, non avver-
tendo il contrario, intenderemo che una corda compela al-
Varco, o al segmento minore,

TEOREMA I1.

265. In un medesimo circolo, o in circoli uguali , gli
angoli al centro uguali BAC, hac intercettano su la
circonferenza archi uguali ; reciprocamente agli archi
uguali BDC, bd e corrispondono angoli al centro ugualsi.

1.2 Essendo ugvali i raggi 4B, ab, se I'angolo BAC
sarh uguale all’ angolo bae, dicoche arco BDC savd
uguale all’arco 8d c; situando il lato a4 sopra il laio 4 B,
il lato @ ¢ converrh col lato AC, ed il punto ¢ cadri in
C; laonde tutto V'arco bdc coinciderd coll’ arco BDC,
senza di che i punti di questi archi non sarebbero tutti equi-
distanti dal centro; dunque gli archi BDC, bdc sono
uguali,

2.° Se 'arco B C sarh uguale all’arco ddc, dico
che I'angolo B A C sarh uguale all’angolo bac; priche ,
ove questi angoli non sieno uguali sia BA C il minore ; si

Fig. =6,

Fig. 77.

Fig. 78.

Fig. 77.

* 265.
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supponga B 4 Ew=bac; per la dimostrazione precedente
sarh I’ arco BDE == bdc; ma per ipotesi I'arco Bl/C=bd,
dunque si avrebbe BDE == BDC, assurdo evidente;
dunque I’ augolo BAC=bag.

266. Corollario. Se gli angoli formati dai due diametri
B C, DE saraauo retti, e percid uguali fra loro, anche
gli archi BD, DC, CE, E B saranno uguali. Dunque
due diametri perpendicolari dividono la circonferenza in
quattro parti uguali.

267. Definizionc. La quarta parte d” una circonferenza

appellasi quadrante.
TEOREMA HI.

368. In un medesimo circolo o in circoli uguali gls
archi uguali sono sottesi da corde ugunali ; reciprocamente

le corde uguali sottendono archi uguali.

1.° Essendo uguali i raggi 4 B, a b se gli archi BD (',
b d ¢ saranno uguali, dico che le corde BC, bc saranno
esse pure uguali. Poiché I'arco BD C== bdc, avremo
P angolo BA C—=Dbac*; inguisaché i due triangoli 4 B C,
abc avendo un angolo uguale compreso fra lati uguali su-
ranno uguali ; e conseguentemente BC = bc.

2.2 Se le corde BC, bc saranno uguali, dico che gli
archi B D C, bdc saranno essi pure uguali. Poiché B (==
bc, idue triangoli 4 BC, a bc sarauno uguali come equi-
lateri fra loro; dunque I’ angolo BAC == bac, e couse-

. guentemente I’arco BDCw=bdc”,

269. Scolio. Ma poiché ogni corda sottende due archi

. differenti *, se, posta I’ uguaglianza delle corde vorremo

inferirne quella degli archi, converra che d’alira parte si
sappia se questi archi sono ambedue minori, o ambedue
maggiori della mezza circonferenza.
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TEOREMA 1V,

290, In un medesimo circolo , o in cireoli ugnali gli
angoli al centro BAC, B AD stanno Jra loro come gli
archi BC, B D compresi fra i loro lati.

Sia primieramente il rapporto degli archi BC, BD
commensurabile; essendo, per esempio, la comaune loro
misura contenuta 3 volte in BC, e g volte in B D, potre-
mo supporre B D diviso in 5 parti.uguali, 3 delle quali

. ) B 3-
saraono contenute in B C; talmenteche sard D=z -

Conducendo dei raggi a tutti i punti di divisione di BD,
ne risulteranno degli angoli parziali tutti uguali fra loro”;
cosicché uno qualunque di questi angoli diverrh comune
misura dei due angoli BAC, BAD; edovendo tal misura
esscre contenuta 3 volie in BAC, e 7 volie in BAD,

svremo —{E— 3, donde segue
BAD 4’
| BAC BC
e BADTBD

in secondo luogo sia il rapporto degli archi BC, BD
incommensurabile. Supponendo B D diviso in un numero n
qualunque di parti ugoali, il punto C cadrh fra due panti
di divisione s, e ¢ consecutivi; lalmenteche, supposto che
in Bs sieno contenate m parti, ed m -+ 1 ne sieno con-

tenute in B¢, il rapporto % sark compreso fra i limiti

m m-a*
" n )

Or se pei punti di divisione di B D si condurranno dei
raggi, AC oudrh fra i due raggi tonsecutivi As, At e
Vangolo BA D risulterh diviso in n angoli parziali, dei

uali m ne saranno contenuti nell’ angolo B As, ed m—-1
q g

nell” augolo B At; cosicche il rapporto z—:g sarh esso

Fig. 79.

* 16g.

* 265.

Fig. 8o.
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m~+ 1

. e .. M
pure compreso fra i limiti —, ; dunque avremo
n

. B4C BC*

54D ™FD ' cioé sussisterd la proporzione

.BAC.BAD ;:BC:BD

qualunque sia il rapporto de’ due archi BC, B D,

271. Scolio I. L’ angolo retto & la naturale unith di mi-
sura degli angoli; e I’arco intercetto fra i lati dell’ angolo
retto, cioé il quadrante, quella degli archi aventi il mede-
simo raggio di esso. Cid posto sia B A D un angolo retto,
e l'arco BD sia descritto dal vertice A con un raggio qua-
lunque 4 B; si conduca il raggio 4 H a piacere. In virta
del teorema precedente avremo

BAH BH

BAD™ BD’
efatto BAD w1, ¢ BD = 1, risultera

BAH BH

X y

dove si vede che il numero con che si pud rappresentare un
angolo, cioe il rapporto di questo angolo all unith di misura
angolare, ¢ uguale al numero che rappresenta " arco inter-
cetto fra i lati dell’angolo stesso, cioé al rapporto di guesto
arco all’ unitd di wmisura degli archi. Ma per brevita alla
precedente ugnagliauza si sostituisce questa puramente con-
venzionale

BAH -~ BH,

per la quale si viene a stabilire che la misura d’ un angolo
qualunque A ¢ data dall’ arco descritto dal suo vertice
come cenlro con un raggio qualunque ; dovendo questo
raggio maulenersi costante per tutti gli angoli che dovrauno
essere paragonati ad A wmediante gli archi compresi fra i
loro lad.

272. Scolio I1. Poiché nel medesimo circolo o in circoli
ugnali i settori stauno come i loro angoli al centro, si con-
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clude che questi settori stanno ancora come gli archi che
servono loro di basi,

273. Scolio III. Considerando gli archi BH, &k
corrispondenti al medesimo angolo al centro BAH, si ve-
drh che in virth del teorema dimostrato *, ciascuno di essi
sta alla circonferenza di cui & parte come I'augolo BA H,
sta a 4 angoli retti; questi archi adunque stanno fra loro
come le circonferenze cui appartengono.

Counsiderando poi i setiori BAH, b Ak si vedrh pure
che ciascuno di essi sta al circolo di cui fa parte come 1’ an-
golo BAH sta a § angoli retti; questi settori adunque
stanuo come i circoli cui appartengono.

274. Definizione. Gli archi, o i settori, che in due cir-
coli differenti corrispondonn ad angoli al centro uguali, si
chiamano archi, o settori simili. Gli archi simili stanno fra
loro come le circonferenze cai appartengono ; ed i settori
simili stanno come i circoli.

TEOREMA V.

295. Il centro, il mezzo d’ un arco , ed il mezzo della
sita corda si trovano sopra una medesima linea per| ico-
dare ad essa corda.

Essendo il punto F il mezzo dell’ arco B C avremo la
cwda BF we CF*, ed F sarh equidistante dai punti 8
e C; ma tulli i punti equidistanti da B ¢ C si trovano
sopra la perpendicolare inalzata sul mezzo della corda B C;
dunque il centro 4, il mezzo F dell’arco, ed il mezzo D
della sua corda si trovano sopra una medesima linea perpen-
dicolare ad essa corda.

276. Scolio. Due punti bastano , come sappiamo, a de-
terminare la posizione di una Jinea retta, dunque ove una linea
retta passi per due dei tre pmtid, D, F passerh anco pel
terzo e riuscirk perpendicolare alla corda. Come pure se da
uno di questi punti verrd condotta una perpendicolare alla
corda, tal perpendicolare medesima passerd per gli aliri
due punti; di qui i tre corollari seguenti.

* 279,

Fig. f1.
* 268.

Fig. 8a.

* 256.
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297. Corollario 1. 1l raggio condotio al mezzo d’un
arco & perpeudicolare alla sua corda, e la divide in due
parti uguali.

278. Corollario 11. Il raggio che passa pel mezzo d’ una
corda risulta perpeadicolare a questa corda, e ne divide
1"arco in due parti uguali.

299. Corollario 111. 11 raggio perpeudicolare ad una
corda divide quesca corda in due parti uguali, e divide in
due parti uguali anche I’ arco sotteso.

TEOREMA VI,

280. La retta perpendicolare all’ estremita del raggio
A B & una tangente del circolo ; reciprocamente ogni tan-
gente B C ¢ perpendicolare al raggio condotto al punto di

conlatto.

1.2 L’ obliqua A4 D coudotta a piacere dal centro sopra
B C & maggiore della perpendicolare 4 B, o della sua
uguale 4 F; douque I’ estremith D di questa obliqua &
fuori del circolo; dunque la linea B C non ha a comune
col circolo che il solo punto B, ove lo tocca; percid essa &
uua tangente di tal circolo *.

2.° Reciprocamente se la linea B C tocca il circolo nel
solo punto B, ogni linea, tranne 4 B, condouta dal centro
supra BC passerh fuori del circolo; dunque 4 B & la piu
corta linea che dal centro possa abbassarsi sopra B C; dun-
que A B & perpendicolare a BC.

a81. Corollario I. Per un pante B della circonferenza
non si pud coudurre che una sola tangente ; infatli una sola
perpendicolare si pué condurre al raggio nel medesimo
punto B.

2832. Corollario II. Ogni circolo che tocca una linea
retta in un punto solo, ha il centro su la perpendicolare
coudotia per esso punto alla retta medesima.

&’
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TEOREMA VI

283. Ogni angolo formato da una tangente ¢ du una
secante, o da due secanti, che si tagliano su la circonfe-
renza ha per misura la meta dell’ arco compreso fra i suoi
lat:.

1.° L’ augolo formato dalla tangente e dalla secante che
s’incontrano su la circonferenza sia CB D, oppure UBE.
Conducasi il raggio 4 B al punto di contatto, ed il raggio
A G, ossia il diametro G H perpendicolare a B C; poiche
A BD ¢ un angolo retto, I’angolo € B D sarh il comple-
mento dell’ angolo 4 B F; e poiché il triangolo 4 BF ¢
reitangolo, 1’augolo F 4 B sarh esso pure il complemenio
dello stesso angolo 4 B F'; perloché avremo CBD = G AB;
¢ I"arco BG, wisura dell’ angolo G4 B, sarh pure la
misura dell’angolo CBD; ma BG ¢ la meta dell’arco
BGC*; dunquel angolo CB D avra per misura la meta
dell’arco B G C. Lo siesso dimostrasi relativamente all’an-
golo CBE, il quale essendo uguale all’ angolo BAH ,
avrh per misura |’ arco BH, cioé Ja meth dell'arco BHC.
Dunque |’ angolo formato dalla tangente, e dalla secante
che si tagliano su la circonferenza ba sempre per misura lu
meth dell’ arco compreso fra i suoi lati.

2.° L’ angolo formato da due secanti vhe si tagliano su
la circonferenza sia 4 BC. Supponiamo che pel punto B
sia condotta uoa tangente D E al circolo; ne risulteranno
due angoli 4 BD, CBE i quali per la dimostrazione pre-
cedente avranno respettivamente per misura le metd degh
archi A B, C B; ma tali angoli sommati coll’angolo A B C
formano due angoli reuwi, e la misura di due angoli retti
dece formare due quadranti o la mezza circonferenza, dun-
que la misura dell’angolo 4 B C sarh necessariamentc la
meth dell’ arco 4 H C. Dunque anche I’ angolo formato da
due secanti che si tagliano su la circonferenza ha per misura
la metd dell’ arco intercetto fra i suoi lati.

284. Corollario I. L’ angolo iscritto e 1" angolo formato

Fig. ¥3.

*aryg.

Fig. %4

Fig. 85.

* nb.

Fig. 8,;.
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da una taugente e da una corda hanno per misura la meth
dell” arco intercetto fra i lati; poiché ogni corda ossia ogni
linea iscritta prolungata diviene una secante del circolo.

383, Corollario 11. Gli angoli ABC, AF C iscritti
nel medesimo arco 4 B F C o in archi uguali, sono uguali:
stanteche tutti hanno per misura la meta di un medesimo
arco A H(C o le meth di archi uguali.

286. Corollario 111. Ogni angolo A B C iscrivto nella
mezz2a circonlerenza é retto; avendo esso per misura la meta
dell” alira mezza circonferenza 4 HC compresa fra i suoi
lati cioé il gquadranie. D altra parte si vede che essendo il
punto O uguaimente distante dai punti 4, B, C il trian-
golo A BC dev’essere rettangolo in B*.

287. Corollario IV, Ogni angolo A B C iscritto in un
arco 4 BC maggiore della mezza circonferenza é acuto,
perché ba per misura la meti dell’arco 4 H € minore della
mezza circonferenza.

Ogni angolo A H C iscritto in un arco 4 HC minore
della mezza circonferenza é ottuso , avendo esso per misura
la metd dell’arco 4 BC maggiore della mezza circonfe-
renza.

288. Corollario V. L’angolo al ceatro & doppio dell’an-
golo iscritto quando essi nella medesima circonferenza o in
circonferenze uguali intercettano archi uguali. Cost I’ angolc
A O C sarh doppio dell’angolo 4 BC; perché Parco AHC
¢ la misura del primo, e la sua meth é la misura del secondo.

28g. Corollario ¥ 1. Gli angoli opposti B ed H d’un
quadrilatero iscritto 4 BCH sono supplementari ; perche
la somma dei due archi che misurano questi angoli ¢ uguale
alla meth della circonferenza.
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TEOREMA VIII,

ago. Due rette parallele A B, CD intercettano su la Fig. “6.

eirconfercnza archi uguali; reciprocamente due rette che
interceltano su la circonferenza archi uguali sono parallele.

Le rette AB, CD possono essere ambedue secanti, o
I’ una secante |’ altra tangeate , o arbedue tangenti ; ma la
dimostrazioue seguente si applica ugualmeute a tutti i casi.

1.° Conducendo M N gli angoli AMN, MND come
a.lterni-imcrni saraono uguali; or questi angoli sono respet-
uvamente misurati dalla meth degli archi MPN, M QN
dunque questi archi sono uguali.

2.° Sieno gli archi MPN, MQN ugaali; le loro
meth saranno pure ugoahli, e I’ angolo AMN=MND;
conseguentemente 4 B é parallela a CD.
~agn. Scolio. E evidente che ove le due linee 4B, CD
steno tangenti la retta M N sarh diametro della circonfe-
renta,

TRORFMA IX.

292 Ogni angolo BAC il cui vertice ¢ fra il centro e
la circonferenza ha per misura lu semisomma de’ due archi
BC, DE ! uno compreso fra i suoi lati, I’ altro fra i
loro prolungament.

,Conducendo DF parallela ad EB, avremo BFuw DE ‘Y
¢ Paugolo BAC=FDC; ma FDC ha per misura la
meth dell'arco CF*; ¢ CF == B C+BFeBC+ DE;
du‘nque Pangolo B A C ha per misura la meth della somma
de’ due archi BC, DE.

¢ a83.

Fig. S7.
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TFOREMA X.

ag3. Ogni angolo B A C il cui vertice ¢ fuori del cir-
colo ha per misura la semidifferenza de’ due archi BC,
DE compresi fra i suoi lati.

Conducendo D F parallela ad A B, avremo qui pure
BFe=DE, el'angolo BAC=FDC(C; ma FDC ha
per misura la metd dell’arco CF, ¢ CFet BC— BFum
BC — ED; dunque |'angclo BAC ha per misura la
meth della differenza de’ due archi BC, DE,

Se 1’angoln fosse formato da una tangente e da una
secante o da due tangenti avrebbe pur luogo lo stesso teore-
ma, lo che dimostrasi nel medesimo modo.

294. Scolio. L’ angolo EAC formato dalle due tan-
genti A B, A C che partono dallo stesso punto A & quello
cui abbiamo dato il nome di angolo circoscritto”.

E da osservare che le parti A E, AD diqueste tan-
genti comprese fra i punti E e D del loro contatto colla
circonferenza, ed il vertice A4 sono uguali. Infatti condotta
E D i} wriangolo A E D avendo gli angoli AED, ADE

uguali, come misurati dalla meta dell arco ED*, ¢ iso-

secle,
TFOREMA XI.

295. In un medesimo circolo , o in circoli uguali di due
archi ambedue minori d’ una mezza circonferenza il mag-
giore ¢ sotleso da una corda maggiore , e reciprocamente
la corda maggiore sottende il maggiore arco

1.2 Sia ’arco BC > A B; condacendo A C avremo il
triangolo 4 BC nel quale sarh 1’angolo 4 > C, poiché
la misura del primo ¢ maggiore di quella del sccondo ;

dunque il lato B C opposio all’ angolo A sark maggiore

. del lato 4 B opposto all’ angolo C*; dunque |" arco mag-

giore & solteso dalla corda maggiore.
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2.5 Sia la corda BC> A4 B, ' angolo A opposto alla
prima sarh maggiore dell’ augolo C opposto alla s?condell;
dunque P'arco BC, la cui meth serve di misura all. angolo
A sarh maggiore dell’arco 4 B la cni meth serve'dl misura
all’ angolo C; dunque la maggior corda sottende il maggior
arco. . ' ]
ag6. Scolio. Conviene perd che questi ‘arcln non s:en}o
maggiori della mezza circonferenza aﬁincife le loro mf;“
possano servire di misura agli angoli opposti alle loro corde.
L’arco B A C maggiore di una mezza circonferenza circon-
da I’angolo A4, e non lo misura, ed & ch.iaro ch‘e ?uanto piit
& grande 1’ arco circondante tanto pi puc.col'o ¢ I’ angolo in
esso iscritto ; cosicche, ove gli archi di cui si tratta fossero
maggiori della mezza circonferenza , avrebbe luogo la pro-
posizione contraria.

TEOREMA XII.

3gy. 1l diametro d’un circolo ¢ maggiore di ogni
corda.

Sia AC un diametro, ed 4 B una corda condolta a

iacere , dico essere A C> A B. .
’ Tirando B C otterremo il triangolo A B C, nel quale

I’ angolo B sarh retto, e per conseguenza C acuto; dunque
il lato 4C oppostoa B sarh maggiore del lato 4 B oppo-

stoa C. o
2g8. Corollario. Ne consegue che la maggm{lufea retta
che si pud iscrivere in un circolo & uguale al di lui diametro.

TEOREMA XIIL

a9g. Due corde uguali sono ugualmente distanti dal
centro, e di due corde disuguali la minore ¢ la pii distante

dal centro.

1.° Sieno le corde B C, D E uguali; si abbassino da!
centro le perpendicolari A F, A G, e si conducano i raggi

Fig. #85.

g g3
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Fig. g3.
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AB, AE. Poiche le perpendicolari A F, 4G dividono
le corde BC, DE parti uguali, sarh BF la metd &i
BC, EGlamewrndi ED, e percid B F we EG ; laonde
i due triangoli rettangoli A BF, 4 E G avendo un lato, e
I’ ipotenusa respettivamente uguali, saranno uguali*; dun-
que A F= AG; dunque le perpendicolari che misurano
le distanze del centro dalle corde sono uguali.

2°Sia la corda BH maggiore di DE, arco BMH
dovrh esser maggiore dell’arco DN E; perloché potrh farsi
BMC==DNE. Cib posto si conduca }a corda BC, esi
abbassino le perpendicolari £ K, 4 F sopra le corde BH,
BC;sivedthche AF> Al; maAdl> AK*, dunque
a pid forte ragione 4 F> AK. Ma essendo per costruzione
gliarchi BMC, DN E uguali, le corde loro BC, DE
sono pure uguali, ed equidistanti dal centro; dunque 4 F
= AG, epercio AG> AK,; dungue di due corde disu-
guali la minore é la pit distante dal centro.

TEOREMA XIV.

3o0. Ad ogni triangolo puo sempre circoseriversi un
cireolo.

Poiché in ogni triangolo le tre perpendicolari FA, EA,
H A inalzate su i mezzi dei lati s’ incontrano nel medesimo
punto A equidistavte dai vertici B, (', D* segue che la
circonferenza descrivia dal puato A come centro con raggio
A B passerh pei vertici medesimi , e risulteth circoscritia al
triangolo.

3o1. Scolio I. Osservando che 4 ¢ 1’ unico punto che
sia ugualmente distante dai tre vertici B , C, D*, concla-
deremo che ad un triangolo dato non pud circoscriversi che
una sola circonferenza,

303. Scolio 11. Per tre puunti dati non disposti in linea
relta pub sempre passare una circonferenza, ma non ve ne
puo passare che una sola.

303. Scolio 111, Due circonferenze non possono tagliarsi
in pitt di due punti, perché se avessero re pusti comuni si
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confonderebbero, e nou fargbbero che une sola e medesima
circonferenza,

TEOREMA XV.

304. In ogni triangolo pud sempre iscriversi un circolo. Fig. 94.

Poiché in ogni triangolo le tre rette B4, CA, DA
che dividono in due parti uguali ciascuno de’ suoi angoli
s’ inconlreranno in un punto A equidistante dai tre lati

BC, CD, DB”, segue che abbassando da questo punto * iog.

le tre perpendicolari A F', AG, A H sopra i lati medesi-
mi, e descrivendo dal punto A4 come centro, e con raggio
uguale ad A F una circouferenza, essa passando pei punti
F, G, H risulterh iscritta uel triangolo; infatti il lato BC
perpendicolare alla estremith del raggio 4 F ¢ una tangeu-
te, e per la stessa ragione sono pure tangeuti gli altri due
laai CD, DB.

305. Scolio. Qui pure osservando che A ¢ I'unico punto
equidistante dai tre Jati ne verrh che in un triangolo dato
non pud iscriversi che una sola circonferenza.

TEOREMA XVIL.

306. La linea retta che congiunge i centri A, B di Fig. g5.

due circonferenze che hanno due punti comuni C, D ¢
perpendicolare alla retta che unisce questi punti, e la divi-
de in due purti uguali.

Poiché i punti C, D appartengono alla circouferenza il
cui centro & A, sarh ACwem AD; e poiche i medesimi
punti C, D appartengono pure alla circonferenza il cui
tentro & B, sarh B C = B D; adunque i punti 4 e B sono
respettivamente equidistanti dai punii C e D; adunque
la linea retta 4 B che congiunge i centri ¢ perpendicolare
8 CD, e la divide nel punto I in due parti uguali *.

307. Corollario 1. Essendo A I perpendicolare sopra
CD aviemo AC> AI, e per la stessa ragione BC> B/;

Fig. 95.

Fig. 96,
e g7.

Fig. 98.
Fig. 99.

Fig. 96,
¢ g7.
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dal che risulta essere ciascun circolo tagliato dalla circon-
ferenza dell’altro; adunque due circonferenze aventi due
punti comuni s’ intersecano, e si tagliano in essi punti

308. Corollario II. Sia AC> B C; il triangolo 4 B C
darh AB<AC-+BC, AB> AC— BC, Jdonde
segue che quaudo due circonferenze si tagliano la distanza
de’centri & minore della somma dei raggi, e maggiore della
loro differenza.

TEOREMA XVl

3og. Quando duc circonferenze si toccano in un sol
punto , i centri ed il punto di contatto sono sulla medesima
linea retta.

Sieno 4 e B i centri delle due circonferenze; suppo-
nendo che il punto ad esse comune sia in C fuori della
linea de’ centri avrebbe luogo il triangolo A BC, nel quale
A C, BC sarebbero i raggi delle due circonferenze, Rove-
sciando questo triangolo ne otterremmo un altro 4B D, e
sarebbe 4 D e A C, BD wa B C; cosicche anche il puuto
D si truverebbe sopra le circonferenze medesime. Adunque
toccandosi le due circonferenze in uan punto solo non dee
aver luogo il triangolo 4 B C, cioé la linea de’centri dee
passare pel punto di contatto.

310. Corollario I. Due circoli si possono toccare in un
phnto € esternamente, ed internamente ; e poiché la linea
che congiunge i centri dee sempre passare pel punto di con-
tatto, nel 1.° caso sard la distanza de’ centri uguale alla
somma de’ raggi, e nel 1.° uguoale alla loro differenza,

Quando due circoli non si toccano, ed uno di essi & fuori
dell’ altro la distanza de’ centri é maggiore della somma dei
raggi; wfatti AB> 4C+ BD.

Quando due circoli non si soccano, ed uno di essi €
dentro I’ altro la distanza de’ centri é minore della differenza
de’raggi; infatti 4B < AC— BD.

311. Corollario 11. La perpendicolare D F inalzata
sulla linea retta de’ ceatri nel punto di coutatto C, sark una
tangenie comune ai due circoli *.
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Adunque tulte le circonferenze che hanno i loro centri

sopra una medesima retta 4B, e che passano per lo stesso

punto C di questa retta sono tangenti fra loro, cd alla

perpendicolare D F inalzata nel punto del comune contatto
su la linea dei centri.

TEOREMA XVIIL.

312, Se la distanza de’ centri di due circonferenzc &
minore della somma de’ loro raggi, e nel tempo stesso
maggiore della loro differensa, queste due circonferenze
si taglieranno. ,

Perocché se non si tagliassero, o si toccherebbero in un
punto solo, o non s’incontrerebbero in verun punto; nel 1.°
caso la distanza de’ centri esser davrebbe uguale alla somma
d¢’raggi, o uguale alla loro differenza *; nel 2.° caso la
distanza de’ centri sarebbe maggiore della somma de’raggi ,
o minore della loro differenza *; in ambedue i casi ne verreb-
be una conseguenza contraria all’ ipotesi.

TEOREMA XIX.

313. Se la distanza de’centri di due circonferenze &
uguale alla somma de’loro raggi , queste due circonferenze
si toccheranno csteriormente ; se tal distanza ¢ uguale alla
differenza dei raggi le due circonferenze si toccheranno
interiormente,

Perocché se non s’ incontrassero, o si tagliassero ne con-
seguirebbe una manifesta impossibilith contraria alle ipotesi®.

TEOREMA XX.

314, Le parti di duc corde BF; D E che si tagliano

nel circolo sono inversamente proporzionali.

Couducendo BE, ¢ DF si avrauno i due triangoli

-
4

Fig. 100,
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ABE, ADF simili; mfaui gli angoli in A sono uguali
come opposti al vertice, e gli angoli B ¢ D sono uguali
come misarati dalla metd dello stesso arco E F., Danque sarh
BA:A4AD ;. AE: AF;
donde si rileva che una parte della corda B F sta ad una
parte della corda DE, come |’ altra parte di questa sta
all’altra della prima; lo che si esprime cob dire che le parti
di due corde BF, DE che si tagliano nel circolo, sono
inversamente proporziunali. .
315. Corollario I. Dalla precedente proporzione si ri-
cava che BAX AFe=AD X AE; dunque il rettan-
golo delle due parti d’una delle corde é equivalente al
rettangolo delle due parti dell’ altra.
316. Corollario I1. Sia E D una corda perpendicolare
sl diametro BF; avremo BA: AD :: AE: AF, ov-
vero, poiche A D we AE”,

BA.AE . AE AF,

donde segue che la perpendicolare E A abbassata da un
punto della circonferenza sul diametro & media proporsio-
nale fra i due segmenti BA, A F del diametro stesso.

317. Scolio. 11 triangolo B E F rettangolo in E som-
ministra anch’ esso la medesima proporzione *; e pia que-
st altra

BF:BE..BE.:BA",
dalla quale risulta che ogni corda BE ¢ media propor-
sionale fra il diametro ed il segmento adiacente.

TEOREMA XXI.

318. Duc secanti AB, AD che partono dal medesimo
punto A, e terminapo alla circonferenza , sono inversa-
mente proporzionali alle loro parti esterne AF, AE.

Conducendo BE, DF i triangoli ABE, ADF sa-
ranno simili; infatti essi hanno un angolo in A4 comuue,
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¢ gli angoli B e D uguali come misurati dalla meta dello
stesso arco E F, Dunque avremo

AB:AD . AE AF,

come si doveva dimostrare, '
31g. Corollario. Rilevasi di qui essere il rettangolo
-A@ X A F equivalente al rettangolo AD X AE,

310. Scolio. Le due proposizioni XX, e XX1 costituiscono
veramente un solo teorema che pub enunciarsi cosi; se due
secanti s’ incontrano nel circolo a fuori del circolo, le
quattro parti loro, comprese fra il punto d’ intersezione ¢
la circonferenza , sono inversamente proporsionali.

TEOREMA XXI.

321. Se da un punto A preso fuori del circolo si con-
duce una tangente A F, ed una secante A D, la tangente
sar& media proporzionale fra la secante A D e la sua parte
esterna A E.

Si conducano le corde FE, FD; ue risulteranao i
triangoli 4 FD, A FE simili; poiché essi hanno I'angolo
A comune, e 1’angola 4 F E formato dalla taugente 4 F
e dalla corda F E, uguale all’ angolo iscritto 4 DF*; dun-
que questi triangoli daranno la proporzione

AD: AF ; AF; AE,

32a, Corollario. Laonde il quadrato AF della tangen-
te sarh equivalente al rettaugolo 4D X AE compreso
fra la secante e la sua parte esterna,

TEQREMA XXIH.

3a3. Ogni poligono regolare pud essere iscritto e circo-
scritto ad un circolo.

1.° Sia ABCD ec., un poligono regolare ; dividend.o
in due parti uguali ciascuno degli angoli £ e B avremo il

Fig. 104,

* 284.

Fig. 103.
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triangolo A4 O B isoscele ; quindi condutendo O C i trian-
goli AOB, BOC poiché hanuo un angolo uguale in B
compreso fra lati respettivamente uguali, saranno uguali;
dunque OB == 0OC, e I’angolo C sarh esso pure diviso
in due parti uguali dalla retta O C. Ora conducendo O D
si proverd nello stesso modo essere O C == OD e cos) di
seguito. Adunque il punto O essendo uguaimente distante
da tutti i vertici del poligono, sarh il centro del circolo,
che avendo il raggio O A4, si puo circoscrivere al poligono
medesimo. Dunque il poligono regolare puo iscriversi in un
circolo.

2.° Le corde uguali /B, BC, ec., sono equidistanti
dal centro; dunque le perpendicolari abbassate dal centro
O su le corde medesime saranno uguali; percio la circonfe-
renza descritta dal centro O e col raggio uguale ad una di
esse perpendicolari toccherd tutti i lati del poligono; di pia
i punti di contatto saranno i punti di mezzo degli stessi lati.
Dungque il poligono regolare pud essere circoscritto al circolo.

324. Scolio 1. 1l punto O centro comune del circolo
iscritto, e del circolo circoscritto, si considera pure come
centro del poligono ; cosicché Vangolo 4O B formato da
due raggi del circolo circoscritto condotti alle estremita di
un lato 4 B, chiamasi angolo al centro del poligono.

Poiché tutti gli angoli al centro del poligono sono uguali
fra loro, e la loro somma ¢ uguale a quattro angoli retti
manifesto che il valore dell’ angolo al centro si trovers
dividendo quattro angoli retti pel numero dei lati del po-
ligono.

325. Scolio 11, La perpendicolare O 1 abbassata dal
centro sopra uno dei lati del poligono, divide I’angolo al
centro 4 O B in due parti uguali. Infatti essendo il triangolo
A O B isoscele la perpendicolare O I abbassata su la base
A B, divide I’ angolo al vertice in due parti uguali *. La
perpendicolare medesima, che & quanto dire il raggio del
circolo iscritto, si chiama talora apotema del poligone
regolave.
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TEOREMA XXIV.

326. Se si divide la circonfercnza in un numero qualun-
que di part: uguali; 1.° unendo progressivamente i punti di
divisione A, B, C, ec., con altrettante corde , si avrés nun
poligono iscritto regolare ; 2.° conducendo pei punti di di-
visione altrettante tangenti, si avré un poligono circoscritto
anch’ esso regolare.

1.° lufatti nel poligono iscritto gli angoli 4, B, C, ec.,
saranno uguali come iscritti in archi uguali*, ed i lati 4 B,
BC, CD, ec., saranno uguali come corde di archi uguali.

2.° Rispetto al poligono circoscritto & da osservare che i
triangoli isosceli* A HB, BIC, CKD, ec., sono ugua-
li, avendo essi un lato uguale contiguo ad angoli tutti aguali
fra loro, come misurati dalle meth di archi uguali ad
AB*; percio gli angoli H, I, K, ec., saranno uguali,
ed AHem HB=B1I ec., ciot ilaii GH, HI, IK, ec.,
saranno essi pure uguali.

THOREMA XXV.

339. L’ area d’un poligono 4 B C D circoscritto ad Fig. 10-.

un circolo ha per misura il suo perimetro moltiplicato per
la meti del raggio del circolo iscritto. :

Dal centro O del circolo si conducano le rette O A4,
OB, OC, ec.; il poligono risulterd decomposto in tauti
triangoli quauti sono i suoi lati; e prendendnsi i lati del po-
ligono per basi di questi triangoli il raggio O I del cir-
colo iscritto sark la lore comune altezza; cosicché le loro

N . o1
aree avranno per misura i prodotti 4 B . -O?{- » BC.—,

DX 9_‘—{, ec.; la somma dei quali ¢ espressa da

(AB4+BC+ CD—+ec) X -O;-{ ; cioé dal perimetio del

Fig 1066,
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poligono moltiplicato per la meth del raggio del circolo
iscritto; dunque I’ area d"un poligono circoscritto ad uvu
circolo ha per misura il proprio perimetro moltiplicato per
la meth del raggio del circolo iscritto.

338, Corollario 1, L’ area d’un triangolo pud essere
espressa dal suo perimetro mioltiplicato per la meth del rag-
gio del circolo iscritto ; infatti in ogni triangolo pud sempre
iscriversi un circolo *;

3ag. Corollario I1. L’ area del poligono regolare ha per
misura il suo perimetro moltiplicato per la meth del raggio
del citcolo iscritto, cioé per la meth della sua apoterna *.

TEOREMA XXVI.

330. I perimetri dei poligoni regolari d’ un medesimo
rumero di lati stanno come i raggi dei circoli circoscritti,
ed anche come i raggi dei circoli iscritti; le loro superficic
stanno come i quadrati di questi medesimi raggi.

Sieno A B, ed ab i lati di due poligoni regolari simili;
O ed o i loro respettivi centri; 40, ed ao i raggi dei
circoli circoscritti, e le perpendicolari O D, ed od abbas-
sate dai centri sopra i lati i raggi dei circoli iscritti. Avendo
i poligoni il medesimo numero di lati gli angoli al centro
AOB, adb saranno uguali; e conseguentemente anche ghi
angoli AOD, aod essendo le meta degli angoli al cen-
tro*, saranno uguali; dunque i triangoli 4 DO, ado si-
nili, ed i triangoli 4 B O, abdo anch’essi per conseguenza
simili , daranoo le proporzioni

AB.ab;:04.0a.:0D:od;

ma i perimetri dei due poligoni, poiché essi sono simili,
stannn come i loro lati A B, ab, ele loro superfici come
i quadrati di questi lati, dunque i perimetri dei poligoni
staranno pure come i raggi O 4, oa dei circoli circoseritti,
o comei raggi O D, od dei circoli iscritti, e le loro super-
fici come i quadrati dei raggi medesimi.
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331. La differenza dei perimetri di due poligon: rego-
lari I uno iscritto in un circolo, U altro circoscritto, ¢
quella esiandio delle loro superficie , possuno riuscire mi-
nori di qualunque quantith data.

Si conducano due diametri perpendicolari ; essi divide- ¥ig. 106,

ranuno la circonferenza in quattro archi uguali; dividendo
ciascuno di tali archi in due parti uguali, divideremo la
circonferenza in otto parti uguali, e cosi continuando inde-
finitamente la bisezione degli archi, potremo perveanire a
dividere la circonferenza in un numero di parti grande
quanto vogliamo. Ad ognuna di queste divisioni della cir-
conferenza corrispondono un poligeno iscritto, ed un poligo-
no simile circoscritto *; i perimetri di tali poligoai staranno
fra loro come le respettive apoteme O X', O 4, e le loro
superfici come i quadrati delle apoteme medesime* ; ma ¢ da
osservare che quanto pin I’arco 4 B & piccolo tanto pia &
grande I'apotema O X’, essendo essa la distanza della corda
di quest’arco dal centro; cosicché moltiplicandosi il numern
dei lati dei poligoni I’ apotema O X tenderh ad uguagliare
Papotema O A, la quale & costanie per tutti i poligoni
o . 0X OX .
circoscritti, ed 1 rapporti 04— il primo uguale al
04

rapporto dei perimetri, I’ altro uguale a quello delle super-
fici si approssimeranno continuamente all’ unith; dunque i
due poligoni si possono determinare in modo che la diffe-
renza dei loro perimetri, e quella delle loro superfici riescano
minori di-qualunque quantith data.

332. Scolio I. Poiche la circonferenza ed i perimetri dei
poligoni regolari sono linee convesse *, ne viene che una cir-
conferenza & minore del perimetro di qualunque poligono
ad essa circoscritto, e maggiore del perimetro di qualunque
poligono in essa iscritto *; i perimetri adunque P e P’ di
due poligoni regolari simili I'uno circoscritto, P’altro iscritto

* 3a6.

* 330.

* a9y-

“135, ¢
a50.

* 331
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in un circolo, comprenderanno la circonferenza C di questo
circolo; ¢ poiché la loro differenza P — P’ puod supporsi
minore di qualunque quantith data, questi perimetri si po- .
tranno considerare come i limiti della medesima circonfe-
renza.

333. Scolio II. Parimente la superficie § d’un circolo
¢ evidentemente minore di quella di ogni poligono circo-
scritto, e maggiore di quella di ogni poligono iscritto ; dun-
que le superfici s ed s’ di due poligoni regolari simili I’uno
circoscritto, 1” altro iscritto in un circolo comprenderanno
la superficie § di questo circolo; e poiché la loro differenza
s — s’ pud supporsi minore di qualunque quantith data,
queste superfici si potranno considerare come i miti del
medesimo circolo §. '

334. Scolio 111. Sia R il raggio della circonferenza C
cui € circoscritto P ed iscritte P’; r sia il raggio della cir-
conferenza iscritta in P’;

sark P.P:*R:r
ma E:C;;R'r-
2 2 . b

dunque , woltiplicando queste due proporzioni termine a
termine, avremo

R
PX-:PXIuR:P
2 2
e poiché O X, ora rappresentato da r, moltiplicandosi i

lati dei poligoni si approssima continnamente ad OA ossis ad

R, percio il rettangolo P’ X g si approssima continuamen-

R
te al rettangolo P X T del che ci rendeva indiretta ragio-

ne anco il lemma dimostrato *, essendo questi rettangoh
respettivamente equivalenti alle superfici 5, 5'; dunque la
diffcrenza di questi due rettangoli potrad riuscire piccola
quanto vuolsi,

Ma poiché la circonferenza & winore di P ¢ maggiore
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di P, ed R & maggiore di r; dunque il rettangolo C X I;
costituito dalla circonfereuza C e dalla meth del suo raggio ¢
minore di P X g, e maggiore di P’ X '—; In conseguenza
di tutto cié questi due rettangoli si possono considerare come
i limili del rettangolo C X -?

TEOREMA XXVII1.
335. Le circonferenze dei circoli stanno fra loro come
i ruggi , e le loro superfici come i quadrati dei medesimi
raggi.
1.° Sieno C e ¢ due circonferenze , R ed r i loro raggi,

dico che i rapporti %, —:— sono uguali. Rappresentande P e

p i perimetri di due poligoni regolari d’un medesimo numero
di lati circoscritti alle due circonferenze , e P’ e pi peri-
wetri di due poligoni iscritti simili ai precedeati, la circon-
ferenza C sarh compresa fra i perimetri P ¢ P, e la cir-
conferenza ¢ lo sarh fra i perimetri p e p'. Da cid segue

Y

. . . c ..
che i rapporti comprendono il rapporto R ed i rap

R R
porti é, é comprendono essi pure il rapporto ,f . Ma

P s !«
7 ’—:, 1-1; a’% , dunque i rapporti g. ; sonu ambedue
compresi {ra i limiu —Z‘, 1}—;; i quali, per la natura dei loro
numeratori *, differivanno fra loro d'una quantitd, che poird
riuscire minore di qualunque quantith data, stanteché il
loro comune denomiuatore R qualunque sia il numero dei
lati dei poligoni P e P’ rimane sempre lo stesso; duuque *
S
L) ;:,

2.° Sieno § ed s le superfici di due circoli; dico che i
rapporti s —s; sono uguali.

R’ r

13

* 350,

* 35:.

Fig. 109,

* 274,

* 333.
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Ponendo mente allo Scolio 11. del Lemma*, la dimostra-
zione potrh farsi in un modo analogo al precedente.

336. Corollario 1. 1 raggi di due circonferenze stanno
evidentemente come i loro diametri ; dunque due circonfe-
renze di due circoli stanno anch’ esse, come i loro diametri
¢ le loro superfici come i quadrati dei medesimi dismetri.

337. Corollario I1. | tre circoli descritti coi tre lati d'un
triangolo A B C retlangolo presi per diametri staranno fra
loro come i quadrati dei medesimi lati ; ma il quadrato della
ipotenusa A B equivale la somma dei quadeati degli altri
due lati 4C, BC; dunque il circolo descritto su la ipote-
nusa equivale alla somma dei circoli descritti sopra i due lati
dell’ angolo retio.

Conseguentemente il semicircolo 4 ECG B equivarrh
alla somma dei due semicircoli 4 DC, CF B; ‘donde si
ricava che il triangolo rettangolo £ CB equivale alla som.
ma dei due spazi curvilinei /A DCE, BFCG i quali sou
dewi lunule. :

338. Corollario 111. Poiché gli srchi simili stanno fre
loro vella ragione delle circonferenze cui appartengono , ed
i settori simili stanno come i circoli *, ne consegue che ghi
archi simili stanno pure come i respettivi raggi , ed i settori
simili come i quadrati dei raggi medesimi.

TEOREMA XXVIII.

339g. L’area del circolo ha per misura il prodotio della
sua circonferensza per la meth del suo raggio.

Sia R il raggio del circolo, C la sua circonferenza, §
1a saa superficie ; P e P’ sieno i perimetri di due poligoni
regolari 1' ano circoscritto, Paltro iscritto ad esso circolo, ed
s, & le loro superfici ; tinalmente sia r il raggio del circolo
iscritto nel poligono P’.

Le superfici s, &' dci poligoni sono i limiti del circolo S*.

D’ alira parte i rettangoli P X—g. PX 2 sono i limiti del

rettangolo C )(;t costituito dalla circonferenza C e dalla
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meth del suo raggio R*. Ma :—ng—, s’_ng;

dunque il circolo 8, ed il rettangolo C xg si trovano

ambedue fra i medesimi limiti, cioé¢ fra i due poligoni
P, P la cui differenza pud riuscire minore di qualun-
que quantith; dunque i rapporii del circolo §, e del

rettangolo C X-I; ad una comune unith superficiale, si

trovano ambedue fra i rapporti dei due poligoni P, P’ alla
medesima uniih, la differenza de’ quali potrh considerarsi
minore di qualunque quaatith dais; dunque il rapporto del
circolo S all’ unith & uguale al rapporto del rettangolo

CcX -ii all’ unith medesima; dunque il circolo & equivalente

al rettangolo costituito dalla sua circonferenza € dalla meth
del suo raggio, o in altri termini il circolo ha per misura la
sua circonferenza moltiplicata per la meth del suo raggio.

34o0. Scolio. Rappresentando colla greca letiera » il
rapporto costante della circonferenza al diametro, come si
pratica dalla pio parte dei geometri, una circonferenza
qualuoque di cui D sia il diametrn, ed R il raggio, potrh
rappreseutarsi colla formula * X D, oax XA

Laonde, poiché la superficie del circolo ha per misura
la sua circouferenza moltiplicata per la meth del raggio,
ossia pel quarto del diametro, moltiplicando # X D, o
an X R, per } D, oper kR, avremo le formule } = D?,
o 7R* delle quali la prima rappresenterh il circolo di cui
D & il diametro, | altra rappreseater il circolo il cui rag-
gio & R.

.33,



PROBLEMI

RELATIPT AI QUATTRO PRIMI LIBRI.

PROBLEMA I

341. Trovare un punto le cui distanze dal punto A e Fig. 110,

dal punto B sieno uguali ad una distanza data CD.

Fatto centro in" A e con un raggio ugnale alla distanza
CD si deseriva an arco , fatto centro in B e col medesimo
raggio si descriva un altro arco che tagli il prec.edezeme;
I’intersezione F di questi due archi sara il punto richiesto.
Infatti le distauze di F' dal punto A, e dal punto B sono
uguali alla distanza data CD. .

34a. Scolio. 11 punto F sarh situato sopra la perpendi-
colare EG inalzala sul mezzo E della reita 4/ B*. E
siccome A E & la pid corta distanza del punto A ‘dalla
perpendicolare medesima , percid onde abbia luogo I’ inter-
sezione F degli archi conviene che il loro raggio, ossia la
distanza data C D, sia maggiore della meth di 4 B.

PROBLEMA II.

343. Trovare un punto che sia nella medesima direzione
di altri due punti dati A e B.

Dai punti 4 e B come centri si descrivano col medgsi.
mo raggio o con raggi differenti due archi che s’ incontrino
in C, ed in D. Ogni punto K equidistante da Ceda D
sarh nella medesima direzione dei puati dati 4 e B.

Infatti la retta che congiunge i centri di due circonfe'renz?
che s’ incontrano & perpendicolare alla reita che unisce t
punti d’ intersezione ¢ la divide in due parti uguali; dunque

¥ 100,

Fig. 111,

* 101,

Fig. 113,

* 101,
Fig. 113,

Fig. 114.
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ogui punto equidistante da C e da D si trova sopra la per-
pendicolare che si potrebbe inalzare sul mezzo della retta
che congiungesse il panto C col punte D; dunque i punti
4, B, K trovandosi tutti sopra questa perpendicolare ,
saranno uella medcsima direzione.

344. Scolio I. Come si & trovato il punto K cosi se ne
troveranno molti altri nella medesima direzione di £ e B s
ed é chiaro che tra essi potrh mettersi la necessaria continuith
onde la linea che si pud far passare per tutti questi punti
non presenti alcun sensibile seno, cio¢ non devii seusibil-
mente dalla linea retta.

345. Scolio I1. Ma troppo lunga sarebbe guesta pratica
per la descrizione di una linea reta, e percio si fa uso della
riga, della cui esattezza si pud giudicaré facendone scorrere
il lembo su tre punti 4, K, B che sieno rigorosamente
nella medesima direzione.

PRORLEMA I1I.

346. Condurre una perpendicolare ad una linea retta
data.

1.° La perpendicolare debba dividere in due parti uguali
la retta data A B. Si cerchino due punti M, N respettiva-
mente equidistanti da £ e da B, e si tiri la linea retia
M N, questa sarh perpendicolare ad A B e la dividerd in
in due parti yguali .

2° La perpendicolare debba inalzarsi sul punto dato C.
Fatto centro in C, e con un raggio qualunque si descrivano
i doe archi 4 e B; dipoi si cerchi un punto M equidi-
stante da 4 e da B, e si conduca M C; questh sarh la
perpendicolare richiesta. Infatti il punto M essendo ugual-
mente distante da 4 e da B appartiene alla perpendicolare
inalzata sul mezzo di BC. '

3.2 La perpendicolare debba inalzarsi su la estremith A
della retia 4 B. Da uo punto arbitrario € come centro e
col raggio C A si descriva un arco che iocontri 4B in D,
pei punti C e D si conduca la retta CD, la quale dovrh
esser prolungata sino all’ incontry F de}l’ arco uedesimo ;
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Ia retta FA sarh la perpendicolare richiesta. Infatti F D &
un diametro, e I’arco FA D & una mezza circonferenza,
e siccome A ¢ un punto di questa circonfereuza I’ angolo
iscritto £ A D sarh retto”.
4.° La perpendicolare debba abbassarsi dal punto M
sopra la retta A B. Dal punto M come centro e con ug
raggio sufficeniemente grande si descriva un arco che tagli
la linea A B nei due punti C, D; quindi si segni un
puato N uguaimente distante da C e da D, e si conduca
M N ; quesia sarhk la perpendicolare richiesta. Infatti i puati
M ed N sono respettivamente equidistanti dai puati Ce D,

PROBLEMA 1V.

349. Nel punto A della linea AB fare un angolo ugua-
le all’ angolo dato M.

Dal vertice M come centro e con un raggio qualunque
8i descriva un arco FE le cui estremith sieno su i latj
dell’ angolo; dal punto 4 come centro e col medesimo
raggio si descriva I’arco indefinito CE ; dipoi con raggio
uguale alla corda E F e dal punto C come centro si descri-
va un altro arco che tagli in D I arco indefinito CE, e si
conduca 4 D; I'augolo D A C sarh uguale all’angolo dato
M. Imperocché i due archi F E, DC haono raggi uguali
e corde ugnali *; dunque essi sono uguali; dunque gli angoli
M ed A cui essi servono di misara sono parimeate vguali®,

PROBLEMA V.

348, Dividere un arco o un angolo dato in duc parti
uguali.

1.° Debbasi dividere in due parti uguali ’arco BC. Si
cercheranno due punti 4 e¢ D respettivamente equidistanti
dalle estremith B, C dell’ arco dato, e si condurrh la retta
A D il mezzo dell’arco sarh il punto F ove tal retta in-
contra I’ arco medesimo. Imperocché la retta 4D risulia

* 286.
Fig. 115,

Fig. 116,

* 268,
* 265,

Fig. 1 17,

* 275,
Fig. ui8.

Fig. 119,

Fig. 130,
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Fig. 128,
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perpendicolare alla corda B C, e divide questa corda ed il
suo arco in due parti uguali *.

2.° Debbasi dividere I'angolo B A C in due parti uguali.
Primieramente si descrivera dal vertice £ come centro I’ar-
co BC, quindi si cercherd un punto D equidistante dolle
estremith B e C dell’ arco medesimo, e si condurrh la retta
A D, la quale dividerh 'angolo dato 4 in due parti ugua-
li. lofatti quando si osservi che A é un punto equidistaute
da B e C, comelo ¢ D, si vedrh come il punto F sia il
mezzo dell’arco B C, cosicché essendo uguali gli archi
BF, FC gliangoli BAF, F AC sono essi pare uguali.

PROBLEMA VI.

349. Per un punto dato E condurre una parallela alla
linea retta data A B.

Preso un punto K a piacere da esso come centro, e col
raggio K E si descrivano due archi 'uno E C, 'altro D G
indefiniti ; dipoi si prenda del medesimo arco indefinito una
parte DF == E C, e siconduca EF, che sarh la parallela

. richiesta*,

PROBLEMA VIL

350. Costruire un triangolo essendo dati tre de’ suoi
elementi, purché fra essi trovisi almeno un lato.

3.° Sieuo dati i tre lati. Condurremo A B uguale ad
uno di questi lati; dal punto A4 come centro, con raggio
uguale ad un secondo lato descriveremo un arco, e dal
punto B come centro, con un raggio uguale al terzo lato
descriveremo un altro arco, quindi dal punto C, ove gnesti
archi s’ incontrano, condurremo le rette QA » CB, perle
quali si aved il richiesto triangolo 4 BC. E da notarc che
tal costruszione suppone che A4 B sia minore della somma e
maggiore della diffcrenza di 4C, e CB",
2.° Sieno dati due angoli ed un lato, Se il lato sarh
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comune ai due angoli dati, descriveremo questo lato 4 B,
ed alle sue estremith faremo gli angoli DA B, E BA wguali
ai due angoli dati conducendo opporiuvamente le rette 4D,
BE, le quali incontrandosi in C, determineranno il trian-
golo richiesto.

Se il Jato A B dovesse essere opposto ad uno dei due
dati angoli, si farh 1" angolo DA B uguale all” angolo datn
contiguo ad A4 B, el’angolo D AE uguale all’ aliro an-
golo dato e si condurrd B C parallela ad AE*; ABC sarh
il triangolo richiesto. Infaui I'angolo 4 CB opposto ad
A B & uguale all’ angolo DAE.

3.° Sieno dati due lati ed un angolo.

Se I’ angolo dovrh esser compreso fra i lati dati forme-
remo un angolo A uguale all’angolo dato, e sopra i suoi
lati prenderemo le parti 4B, 4C respellivamente uguali
ai due lati dati, e condurremo B, con che avremo il
triaugnlo richiesto,

Se uno dei lati dovrh essere opposio all’ angolo dato,
fatto I’ angolo A4 uguale all’ angolo dato, e presa sopra ano
de’ suoi lati la parte A C ugnale al lato dato cantiguo all’an-
golo medesimo, dal puuto C come centro ¢ con raggio uguale
all’altro lato dato si descriverh un arco, il quale taglierh
A B io due punii B e b. Or se avverrh che questi due punti
sieno dalla medesima parte del vertice 4, lo chie avra luogo
quando sia CB < CA, due sarauno i triangoli che risol-
veranno il problema, cio¢ 4 CB, ACb.

Se poi uno dei puuti d’intersezione B, sarh alla desira
di A, 'aliro & alla sinisira, nel qual caso dovremo avere
CB > CA, il solo triangolo A CB' corrisponderh agli
elementi dati.

Beu si comprende che tal costruzione non potrd aver
luogo quando si abbia il lato opposto all’ angolo A minore
della perpendicolare abbassata dal punto € sopra A4 B.

Fig. 123,

* 349.

Fig. 123,

Fig. 174

Fig. 125.
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Fig. 126.
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PROBLEMA VIII.

35:. Costruire un parallelogrammo essendo dati un
angolo , e i due lati che lo comprendono.

Avendo fatto Pangolo 4 uguale all’ augolo dato si pren-
dano su i suoi lati le due parti 4B, A C uguali ai due lau
dati ; quindi dal punto B come centro, e con raggio uguale
ad A C si descriva un arco, e dal punto C come centro con
raggio uguale ad A B si dcscriva un aliro arco che incoutri
il primo in D; e conducausi le rette DB, DC; la figura
ABDC sarh il parallelogrammo richiesto. lufatti CDax 4B,
BD = AC".

35a. Scolio. Quando I'angola CA B fosse reuto la figura
A BDC sarebbe un rettangolo; e se di pits i lati 4B, AC
fossero uguali la figura medesima sarebbe un quadrato. Per
I’ indicata costruzione potrh adunque farsi un rettangolo di
cui sieno date le dimensioni, e costruirsi un quadrato sopra
una data linea.

PROBLEMA IX.
3583. Trovare il centro d’ un circolo o d’ un arco dato.

Si prendano su la circonferensa tre punti a piacere A,
B, C; sicongiungano questi punti o si suppongano con-
giunti per le rette 4B, BC; su le quali s’ inalzeranno due
perpendicolari, da cui esse rette sieno divise in parti uguali®;
il punto d’incontro O di queste perpendicolari sarh il cen-
tro richiesto *.

354. Scolio. Si pud far uso della medesima costrazione
per far passare una circonfereuza per tre punti dati 4, B,
C’; come pure per circoscrivere una circonferenza ad un dato
triangolo 4 B C,
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PROBLEMA X.

355. Per un punto dato condurre una tangenic ad un
circolo.

1.2 Sia il puato dato su la circonferenza ; condurremo
un raggio al punto medesimo ; ed alla estremith di questo
raggio inalzeremo una perpendicolare , la quale sarh la tan-
genle cercala *.

2.° Sia il punto fuori del circolo, per esempio, i A. Fig. 127,

Uniremo il puato A4 ed il centro colla retta 4 B; dividere-
mo A B in due parti uguali nel punto O; da questo punto
come centro e col raggio O A4 descriveremo una circouferen-
za che tagliers 1’ altra circonferenza vei due punti C, D; i
quali congiunti col punto A determineranuo le due tangenti
AC, AD che si possono condurre da questo punto A al
circolo dato. Infatti conducendo i raggi BC, B D si vedrd
che gli angoli 4CB, ADB, I’ uoo iscritto nel semicircolo
AC B, Y aliro iscritto nel semicircolo 4 D B, sono retli;
dunque A4 C, A4 D sono ambedue perpendicolari alle csire-
mith dei raggi BC, BD; dunque esse sono tangeuti al
circolo dato.

PROBLFMA XI.

356. Per le due estremita della linea duta A B far vig. 122

passare al di sopra di questa linca un arco tale che tutti
gli angoli in esso iscritti sieno uguali ad un angolo dato;
ciot deserivere sopra A B un scygmento capace di tale
angolo.

Al di sotto di A B si faccia un angolo A4 B F uguale
all’angolo dato; pel punto B si conduca una perpendicolare
BG a BF, la quale si dovrh porre al di sopra o al di sotto
di 4 B secondoché 1'angolo 4 B F sark acuto, o ottuso; di
poi sopra AB s’ inalzi la perpendicolare /K che la divida in
due parti uguali nel punte 1*; il punto O ove /K e BG

* a8o.

* 346,

¥ig. 12g.
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Fig. 130.
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& incontreranno sarh il centro, donde col raggio OB =04
dovrh descriversi al di sopra di 4 B 1’arco richiesto. Impe-
rocché BF, perpendicolare all’ estremith del raggio, sarh
taugente, e ’angolo 4 B F costitnito da una tangente e da
una corda avrh per wmisura la meth dell’arco £ HB; ma
ABF ¢ per costruzione uguale ail’angolo dato; dunque
ogni angolo iscritto nell’arco 4 M B, avendo anch’ esso
per misura la meth dell’ arco 4 H B, sarh uguale all’ ango-
lo dato.

PROBLEMA XII

359. Dividere una linea in un numero dato di parti
uguali , o in parti proporzionali a piis linee date.

1.° Debbasi dividere la linea 4B in sette parti uguali.
Dall’ estremith £ condurremo a piacere una linea indefi-
nita 4G, su la quale prenderemo sette parti uguali di
quella grandezza che si vorrh, partendo dal puoto 4; uni-
remo I’ ultimo punto di divisione € col punio B; e quindi
pel primo punto di divisione E condurremo una parallela
ED a €B; AD sarh la settima parte di 4 B*.

2.° Debbasi dividere la linea 4 B in tre parti proporsio-
nali a tre linee date. Dall’ estremith 4 condurremo la linea
indefinita 4G, su la quale prenderemo tre parti AC,
C D, DE respettivamente uguali alle tre linee date ; uni-
remo il punto E col punto B, e pei punti Ce D condur-
remo le parallele CF, DH ad E B, le quali determiae-
ranno i punti di divisione F, H della linea 4B, e conse-
guentemente le sue parti AF, FH, HB proporzionali
alle tre linee date *,

PROBLEMA XIII.

358. Trovare una quarta proporzionale dopo tre kinee
date.

Sopra una medesima retta prenderemo le parii 4 B,
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B C respettivamente uguali alla prima ed alla seconda delle
tre linee date; e sopra una seconda retta condolla a piacere
dal punto 4, prenderemo la parte A D uguale alla terza
linea data ; uniremo il punto D col punto B, e pel punto
C condurremo una parallela CE a BD, la quale deter-
minerh il panto E, e la parte DE che sarh la quarta pro-
porzionale richiesta. Perocché per la parallela condotta
abhiamo A B: BC.: AD . DE".

. 359. Scolio. Nello stesso modo si troverh una terza pro-
porzionale dopo due linee date A, B; poiché ¢ terza pro-
porzionale dopo le due linee 4, B quella che ¢ quarta
proporzionale dopo le tre linee 4, B, B.

PROBLEMA XIV.

360. Trovare una media proporzionale fra due linee
date.

Sopra una medesima retta si prendano le parti /B, BC
respettivamente uguali alle due linee date; e sopra 4 C
cume diametro si descriva una mezza rirconferenza ; quindi
dal punto B s’ inalzi sul diametro medesimo una perpendi-
colare prolungandola fiuché incoatri la circonferenza in D;
B D sarh media proporzionale fra 4B, BC*, cioé sarh la
media proporzionale richiesta.

ln altro modo; si prendano le parti 4 B, A C respetti-
vamente uguali alle due Jinee date ; e sopra la maggiore di
esse, 4 B, come diametro si descriva una mezza circonferen-
za; dipoi dal puate C s’ inalzi su questo diametro una per-
pendicolare CD, e si conduca la corda 4 D ; questa corda
sarh media propnrzionale fra /B ed AC*, cioé sarh la
media proporzionale richiesta,

* 2113

Fig. 132,

*3:16.

Fig. 133.
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PROBLEMA XV.

361. Dividere la linca data A B in media ed estrema
ragione, ciod in due parti per modo che la parte maggiore
sia media proporzionale Jra la linea intera e Ualtra parte.

Fig. 134. All estremith B della linea 4B s’ inal la perpendico-

lare BD uguale alla metd di 4B, quindi si conduca 4D,
e dal punto D come centro col raggio B D si descriva una
circonferenza che tagliera AD in E; AFE sarh la parte
maggiore richiesia di 4 B; e portandola sopra AB, per
mezzo dell"arco EC, sarh AC media proporzionale fra
CB ed AB.

Infatti prolungande 4 D sino all’incoutro della circon-
ferenza in F', poiché A B perpendicolare all’ estremita del
raggio D B & tangente, avremo

* 3y, AE* AB:: AB: AF*,
€ conscguentemente
” 216, AB— AE: AF—AB:: AE"* A B*

ed osservando che E Fax A B, AE == AC sarh
CB:AC;.:AC. 4B;

¢ome si doveva dimostrare.

PROBLEMA XVI1.

363. Fare un quadrato equivalente ad un paralielo
grammo o ad un triangolo dato.

Sieno 4 e B I’altezza e la base del parallelogrammo o
del triangolo,

Si cerchi una media proporzionale X fra A e B; X
sarh il lato del quadrato equivalente al parallclogrammo ;
infaui dalla proporzione A£: X :: X - B, ricavasi che
AX Bum X X X 2= X,
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Si cerchi una media proporzionale ¥ fra la meth di 4

e B; Y sarhil laio del quadrato equivalente al triangolo ;
infattiessendo § 4 ; ¥ ;. ¥ ; B, avremo § AX B=7Y".

PROBLEMA XVII.

363. Fare sopra una data linea C un rettangolo equi-
valente ad un rettangolo dato,

Sieno A4 e B I’altezza e la base del rettangolo dato.
S8i cerchi una quarta proporzionale Z dopo C, 4, B;
Z sarh I altezza del rettangolo richiesto. Poiche dalla pro-
porzioe C: 4 B Z ricavasi I’ uguaglianza 4 X B =
CXZ.
PROBLEMA XVIIIL.

364. Trovare due linee il cui rapporto sia uguale al
rapporto di due quadrati dati , o di due dati rettangoli.

1.° Costruendo un triangolo rettangolo coi lati 4B, 4C
dei due quadrati dati, ed abbassando dal vertice A la
perpendicolare A4 D sopra I’ ipotenusa i segmenti BD,
L C staranno fra loro come i quadrati dati. Infatti es-

sendo AB = BD X BC, ACe= DC ¥ BC*, avremo
AB : AC :: BDX BC: DC X BC, ovvero*
AB:AC::BD:DC.

2.° Sieno i due rettangoli espressi dai prodotti 4 X B,
€ X 04 si cerchi una quarta proporzionale X dopo B, C,
D; le due linee 4 ed X staranno fra loro come i rettan-
gvli dati. Perocché essendo B: C:: D : X avremo B X ‘XT
= CX D; percuisath AX B, CXD:AXB:BXX
14X

365. Scolio I. Ben si comprende che mediante la me-
desima operazioue potrebbe trovarsi in linee il rapporto di
due triangoli.

366. Scolio Il. Trovate due linee il cuai rapporio
sia uguale a quello di due quadrati o di due retangoli

Fig. 135.

* 23,9,

* 101,

Fiz. 136.

* 3000

Fig 137.

* 163,
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dmi € cosa facile trovarue alire due che abbiann lo stesso
rapportd; di pit pud uva di queste esser data che allora
I" alira si determinerh colla costruzione della quarta propor-
zionale.

PROBLEMA XIX.

369. Trovare due quadrati il cui rapporto sia uguale a
guello di due linee date.

Si prendano le due parti BD, DC uguali alle due
Jinee date, e sopra B C come diametro si descriva una oezza
circonferenza; quindi s inalzi la perpendicolare D A; le
corde 4B, AC sarammo i jali dei quadrati richiesti *.

368. Scolio. Couducendo fra i lati dell’ angols BA C
una paralicla qualunque b¢c a BC, anche i quadrati delle
Liuee Ab, Ac savanno proporzionali a BD, D C; lo che
offre il mezzo di prendere uno dei quadrati a piacere.

PROBLEMA XX.

369. Fare un quadrato equivalente alla somma o alla
differenza di due quadrati.

1.° Dovendosi trovare un quadrato equivalente alla som.
ma dei quadrati Jati, coi lati 4B, AC di essi si formi un
tridngolo rettangofo; I ipotenusa B C sarh il lato del qua-
drato richiesto *.

2.° Dovendnsi trovare un quadrato equivalente alla dif-
fercoza di due quadrati dati, si formi un triangolo rettangolo
d: cui 4B, lato del quadrato minore, e sia un latn, e
B C, lato del gquadrato maggiore ne sia I ipotenusa ; il terzo
Tato AC di questo triangolo sark il lato del quadrato richie~
sto, Infatti essendo il quadrato di BC uguale alla somma
dei qoadeati di 4B, e di AC, sarhil quadrato di BC
mcno il guadrato di 4 B uguale al quadrato di AC.

370. Scolio. Con (juesta costruzione potrh trovarsi un
quadrato uguale alla somma di quanti quadratl si vorrd ;
priche come a due ¢i ¢ dalo sostilyirne uno, cos) a ire
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potremo sostituirne due, e quindi uno solo ad essi; é cosi
potremo proseguire qualunque sia il aumero loro.

PROBLEMA XXI.

371 Trasformare un poligono in un triangolo equiva-
lente.

Sia il poligono 4 BCDE; condacasi la diagonale 4D
che separi dal poligono il triangolo A D E; dal veriice E
si conduca una parallela a questa diagonale che incontri in
F il prolungamento di BA; quindi si conduca DF: i
triangoli ADE, AD F saranoo equivalenti, avendo essi
la medesima base 4 D, e la medesima altezza, poiche i
vertici loro E, F sono ambedue sopra la linea E F paral-
lela ad A D percio se al triangolo .4 D E sostituiremo il
triangolo A4 D F, il nuovo poligono ¥ B (D sarh equiva-

Fig. 138.

lente al poligono 4 BC D E ed avrh un lato meno di que-

sto. La medesima costruzione applicata al secondo poligono
F B C D 1o wasforimerk in un terzo ad esso equivalente ed
aveute un lato menn; cosicché qualunque sia il numero dei
lati del poligons dalu , proseguendo 1" operazione indicata,
agevolmeate perverremo ad un triaugolo equivalente al po-
ligono medesimo.

392, Scolio I. Per esprimere in linee il rapporto di due
poligoni Ii trasformeremo primierameate in due triangoli
equivalenti, e dipoi ridurremo in linee il loro rapporto *.

393 Scolin 11. Abbiamo veduto che ogui triangoln pud
esser cambiato in un quadrato equivalente’; laonde potremo
sempre trovare un quadrato equivalente ad un poligono
dato, cioé sempre potremo quadrare il poligono; ché questa
opevazione ¢ quella cui si di il nome di guadratura delle
figure.

1l problema della quadratura del circolo, si famoso
nella storia delle Matematiche, consiste anch esso nel tro-
vare un quadrato equivalente ad un circolo di cui sia noto il
diametro. Ma avendo dimostrato essere il circolo equivalente
al retiangolo compreso fra la sua civconfereuza e la meth

* 36

* 362.
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* 539. del suo raggio *, il lato del quadrato equivalente al circolo

* 340.

sarh uca media proporzionale fra la circonferenza e la metd
del raggio medesimo; cosicché il problema della quadratora
del circolo si riduce a quello della rettificazione della circon-
ferenza, che ¢ quantodire alla determinazione della lunghezza
d’una circonferenza per mezzo del raggio; lo che suppone
che sia noto = * rapporto della circonferenza al diametro.
Ogni tentativo diretto ad esprimere in numeri razionali questo
rapporto riuscirebbe inutile, poiché & stato rigorosameute
dimostrato essere la circonferenza incommensurabile col suo
diametro, e non potersi per couseguenza assegnare ad esso
rapporto che dei valori numerici approssimativi; ragione per
cui la soluzione del problema della quadratura del circolo
non é conseguibile in numeri.

Archimede dimostro che essendo il rapporto della circon-
ferenza al diametro compreso fra 3 ;2 e 3 ;2, il namero
3 3, ovvero ** & assai prossimo a quello che abbiamo
rappresentato con 7, Adriano Mezio trové un valore pin
prossimo nel wumero 3%, Dipoi, col lume de’ moderni
metodi, 1’approssimazione & stata portata si lungi che la
cognizione del rapporto esatto non avrebbe alcun vantaggio
reale al di sopra di quella del rapporto opprossimativo {*).

Ne basti avvertire che si & trovato

x == 3,14159265358979323846 ec.,

oumero, il quale con mirabile opera di calcolo & stato con-
dotto sino alla centoquarantesima cifra. Nelle occorrenze
ordinarie della geometria pratica, di tutta la parte decimale
di questo numero si ritengono le tre prime cifre solianto,
perloche esso si riduce a 3,141; a suo luogo si dirh per
quali metodi elementari si possa giungere alla cogaizione di
questo rapporto.

%) Legendre Geom. Lib. §V.
; Leg
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PROBLEMA XXII.

394. Sopra una data retta descrivere un poligono simile
ad un poligono dato.

Dovendosi descrivere sul lato ab omologo ad 4 B, un
triangolo simile al triangolo 4 BC faremo 'angolo cab=
CAB, e V'angolo cha==CBA; lelinee rette ac, bec
si taglieranno in ¢, e abdc sark un triangolo simile ad
ABC*,

Dovendosi descrivere sopra ab omologo ad A4 B, un
poligono simile ad A BCDE condurremo le diagonali
AC, AD; quindisopra ab omologo ad 4 B, faremo il
uiangolo abc simile ad 4 BC; sopra ac omologo ad AC,
faremo pure il triangolo acd simile ad ACD; e sopra
ad il triangolo ade simile ad ADE; e cost continue-
remmo ove il poligono date avesse un uumero maggiore
di lati; il poligono abcde risulierd simile al poligono
date ABCDE".

PROBLEMA XXIiI.

475. Essendo dati due poligoni simili, costruirne un
terzo uguale alla loro somma o alla loro differensa.

Sieno A4 e B due lati omologhi dei poligoni dati; si
cerchi I’ ipotenusa X d’un triangolo retiangolo di cui A e
B sieno gl altri lati ; oppure si cerchi il lato ¥ d’un trian-
golo retiangolo di cui il maggiore dei lati dati A, B, sia
I"ipotenusa, I’altro sia il terzo lato; X e Y saranno i lat
dei poligoni I’ uno uguale alla somma, 1’altro uguale alla
differenza dei due poligoni dati *; e poiché X ed ¥ debbono
essere omologhi ai lati 4 e B la costruzione dei poligoni
richiesti si compirh ricorrendo al problema precedente,

Fig. 75.

* 219,

Fig. 74-

* 340.

Fig. 13g.

Pig. 140,

Fig. 141,

124 PROBLEMI

PROBLEMA XXIV.
376. Iscrivere un quadrato in una circonferenza.

Si conducauo due diametri 4B, C D che formino an-
goli retti, e si nniscano le loro estremith colle corde 4 C,
CB, BD, DA; lafigara ABCD sarh il quadrato ri-
chiesto. Infatti i suoi angoli sono retti ed i suoi lati uguali.

PROBLEMA XXV.
377. Iscrivere un esagono regolare in una circonferenza.

1 lato dell’ esagono iscritto dico essere uguale al raggio
O A. Infatti sia la corda 4B ugnale al raggio 04, il
triangolo 4 O B sarh equilatero, e percid equiangolo, ed
il suo angolo 4 O B sara uguale ai due } 0 4 d’un retto;
dunque I'arco 4 B & la sesta parte della circonferenza , e
la corda A4 B & il lato dell’ esagono regolare. Quindi é che
per iscrivere |’ esagono dovremo portare il raggio sei volte
su la circonferenza, con che torneremo sul punto stesso donde
saremo partiti.

378. Scolio. Essendo cos iscritto I’ esagono ABCDEF,
unendo alterpativamente i vertici dei suoi angoli con linee
rette,, formeremo il triangolo equilatero 4 CE.

PROBLEMA XXVI.
349. Iscrivere un decagono in una circonferenza.

11 lato del decagono iscritto dico essere uguale alla parte
maggiore del raggio diviso in media ed estrema ragione.
Si supponga il raggio O A4 diviso in media ed estrema ra-
gione nel punto C; si prenda la corda A B uguale alla
parte maggiore O C e si conducano le rette BC, OB.
Siccome per costruzioue si ha 0A4:0C;:0C;CA,
sustituendo 4B ad OC otterremo OA . AB . AB, CA,
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donde si vede che i triangoli O4 B, CAB, avendo un
angolo comune compreso fra lati proporzionali sono simili*;
ma il triangolo OA B é isoscele, dunque il triangolo CA4 B
lo sarh pore, per lo che avremo A Bum B C== O C; don:le
si ricava essere 1" angolo CBO = COB, e l’angolo 4CB
esterno rapporto al triangolo CO B, doppio dell’ interno
O; ora 'angolo ACBwux OAB== OBA, dunque il
triangolo O A B ¢& tale che ciascuno degli angoli alla base &
doppio dell” angolo al vertice; dungue i tre augoli di quesio
triangolo presi insieme equivalgono all’ angolo O preso cin-
que volte, cioé I’ angolo O ¢é la quinta parte di due angoli
retti o la decima di quattro; dunque I'arco 4 B ¢ la deci-
ma parte della circonferenza, e la corda AB ¢ il lato del
decagono regolare,

380. Scolio I. Se dopo avere iscritto il decagono unire-
mo alternativamente i vertici de’suoi angoli formeremo il
pentagono regolare.

381. Scolio 11. Osservando che }— <5 == % si vedrh che
la quindicesima parte della circonferenza & I'eccesso della se-
sta su la decima ; dunque posto che le corde 4 B, 4 b sicno
respettivamente uguali ai lati dell’ esagono, e del decagono
regolare, la corda B & sarh il lato del poligouno di quindici
lati altrimenti detto pentadecagono,

38a. Scalio I11. Se dopo avere iscritto in un circolo un
poligono regolare divideremo gli archi sottesi dai suoi lati
in dne parti uguali, e condurremo le corde dei mezzi-archi
avremo un poligono regolare iscritto d’ un doppio numero
di lati. Laonde avendo noi iudicato il modo di iscrivere in
un circolo i poligoni di §, 6, 10, 15 lati potremo facilmente
iscrivere in un circolo un poligono quando il numero dei
suoi lati sia un termine qualunque delle seguenti progressioui

4, 8, 16, 33, ec
6, 13, 24, 48, ec.
10, 20, 4o, 8o, ec,
15, 30, 60, 120, ec.

* 213,

Fig. 140,



LIBRO QUINTO

I PIANIL

NOZMONI PRELIMINARIL.

383. Poiché , come abbiamo veduto®, una linea retta la
quale ha due punti sopra un piano combacia col piano me-
desimo iu tutta la sua estensione, segue che una retta ed ua
piano non possono incontrarsi che in un punto.

384. Cid posto supponiamo che due punti 4, B d’un
piano sieno fissi ; questo piauo potra nondimeno girare libe-
ramente intorno ad essi; ma se incontrerhd nel muoversi ua
terzo punto fisso, non situato nella medesima direzioue deéi
punti 4 ¢ B, allora il piano si rimarrh immobile ; cio¢ la
sua posizione riuscirh determinata. Quindi & che per tre
punti non situati nella medesima diresione non pud passare
che un solo e medesimo piano.

385. Or si uviscano i tre punti medesimi con tre linee
rette ; ne verrh un Lriangolo 4 B C che sarh situato sopra lo
stesso piano; sul quale saranno pur situate le due rette 4 C,
BC che s’ incontrano nel punto C, come anche la retta
A C ed ogni sua parallela, e per conseguenza quella eziandio
che potrebbe passare pel puato B. Dunque tre punti non
situati nella medesima diresionc, oppure un triangolo, o
due rette che &* incontrano , o finalmente duc parallele de-
terminano la posizione d’ un piano

386. L’ intersezione di due piani che si tagliano non pud
essere che una linea; poiché se fosse una parte della loro
«superficie i due piani coinciderebbero, e ne formerebbero uno
solo*. Di pid questa linea sard retta; poiché se tra i suoi

* 32,

Fig. 142
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punti se ne trovassero tre soli che non fossero nella medesima
direzione i due piani passando ciascuno per questi tre punti,
combacerebbero, cioé non si taglierebbero come si suppone;
dunque sc¢ due piani si tagliano, la loro comune interse-
2ione sard una linea refia,

389. Una reua saris parallela ad un piano, o un piane
sarh parallelo ad una retia quando la retia ed il piano noa
potranno incontrarsi ancorché si prolunghine sino a qualun-

" gue distanza,

Fig. 143,

» o8

* g01.

388. Due piani poi saranno paralleli qnando prolungati
anch’ essi fino a (qualunque distavza non s’ incontreranno.

TEOREMA 1.

38qg. Se una linea retta AP ¢ perpendicolare a due
altre P B, P C condotte pel suo piede in un piano M N ,
essa sari perpendicolare ad ognri altra retta P D condotta
anch’ essa pel suo piede nel medesimo piano.

Si prolunghi AP al di sotto del piano d’ una quantith
Paw= PAy su le livee PB, PC si prendano due punti
B e C a piacere; si conduca BC, e D sia il suo punto
d’ incontro con P D; finalmente si conducano le rette 4B,
AC, AD, aB, aC, aD.

Cio posto poichée A Bema B, ed ACemaC*, i trinn.
goli ABC, aBC sono uguali, e per conseguenza I'angolo
ACB=aCB, el'angolo 4CDemaCD; inguisaché i
triaugoli 4 C D, aC D avendo un angolo uguale cunpreso
fra lati uguali sona essi pure uguali, ed A/ D = a D; dun-
que D P avendo due punti P, D, respetiivamente equi-
distanti dalle estremith della linea Aa & perpendicolare a
questa linea*, ciod AP & perpendicolare a P D come si
doveva dimostrare.

3go. Definizione. Una linea retia & perpondicolare ad
un piano quando essa & perpendicolare a tutte le linee che
passano pel suo piede in questo piano. Lo che si verificherh
ogniqualvolia essa sarh perpendicolare a due rette soltanto
condotte nel piano, '
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391. Corollario I. Da un puato P dato sopra un piano
non si pud inalzare ‘che una sola perpendicolare a questo
piano. lufauti supposto che due se ne possano inalzare e che
I’ intersesione del piauno che si pud condutrre per esse, col
piano M N sia PD, esse sarebbero perpendicolari alla
linea PD nel medesimo punto e nel medesimo piano, lo
che ¢ assurdo.

393. Corollario 11. Parimente da un punto 4 date
fuori d’un piano non si pud ahbassare che una sola perpen-
dicolare al piano medesimo. Poiché se due se ne potessero
abbassare AP ed 4B, il triangolo 4 BP avrebbe due
aogoli retti ; assurdo evidente.

393. Scolio. La retta 4 B che non soddisfh alle condi-
zioni cui dovrebbe soddisfare per essere perpendicolare al
piano M N & detta obligua a questo piano; viceversa il
pisno & obliguo-alla retta. La reita P B esprimente la di-
stauza fra il piede della perpendicolare ed il piede della
obliqua chiamasi projesione dell’obliqua medesima. E Pan-
golo ABP che fa I’obligua colla sua projezione appeHasi
inclinuzione dell’ obliqua sul piano.

TEORENMA 1I1.

394. Se da un punto A situato fuori &’ un piano M N
si conducono sopra questo piano la perpendicolare AP e
differenti oblique AB, AD, AE, ec.; 1° la perpendi-
colare AP sara pias corta d’ogni obliqua A B; 2.° le obli-
que AB, AD icui piedi B, D si discostano ugualmente
dal piede P della perpendicolare saranno uguali; 3. di
due oblique qualungue AE, 4D quella che pis si allon-
tama dal picde della perpendicolare sari pii: lunga.

1.° La retta 4P essendo perpendicolare al piano MN

sark pure perpendicolare alla retta PB che passa pel suo

piede, ed & situsta vel piano medesimo; dunque il triangolo

ABP sarh rettangoloin P, ed AB sopra la medesima
9

Fig. 144

Fig. 145.
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reita P B sarh obliqus; danque AP < A B; ciot la per
pendicolare ¢ pia corta di ogni obliqua. ,
- 2.° Essendo P B == P D i triangali rettangali 4P B,
A P D avrauno un angolo uguale compreso fra lati uguali,
e saranno uguali; dunque 4 B == 4 D, ciot le oblique
che si discostano ugualmente dalla perpendicolare sono
uguali. .
3.9Essendo PE > P D potremo fare PBams PD, e.
condurre A B; esarh ABex AD; ma AE> AB,
dunque A E > 4D, cioé di dye oblique quella che pii si
discosterh dalla perpendicolare ¢ pis lunga.

395. Scolio . La perpendicolare essendo la pii corta
linea che si possa condurre da un punto sopra ug piano misura
la vera distanza di esso panto dal medesimo piano.

~ 3g6. Scolio 11. Poiché ogni panto della perpendicolare
A P sarebbe ugualmente distante da tutti quelli d’ uua cir-
conferenza il cui centro fosse P, segue che da un punto qua-
lunque A della perpeadicolare ad un pigno si pud descrivere
una circonferenza il cui centro sia il piede della perpendico-
lare medesima. La retta CP perpendicolase ad un circolo,
e che passa pel suo centro si chiamg asse del circolo.

397. Scolio 111. E mauifesto che da un medesimo punto
situato fuori d’un piano s# possono condurre quante retie
uguali si vogliono sul piano medesimo.

TEOREMA 1I1.

398. Se da un punto A della reta AB obliqua al
piano M N si abbassa la perpendicolare A P a questo
piano, e si congiungono i punti B e P con una reita, la
retta CD condotta nel piano M N perpendicolarmente a
P B sari pure perpendicolare ad A B,

Si faccia BC= B D, e si conducano le rette .PC,
PD, AC, AD; poiche BC e BD, avremo I’ obliqua
PCe= PD; e rapporto alla perpendicolare A P poiche
PC== P D, avremo ) obliqua A C = A D"*; dunque la
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linea AB ha due dei suoi punti 4, e B ugualmente di-
stanti dai punti C e D dunque CD ¢ perpendicolare ad
4B.
399. Corollario. La retta CD essendo a un tempo pet-
pendicolare alle rette PB ed 4B & perpendicolare al
piano A BP che passa per le rette medesime.

TFOREMA IV,

§oo. Sela linca AP & perpendicolare al piano M N
ogni linea E B parallcla ad AP sard perpendicolare al
pianc medesimo

Ul piano su cui si suppongono sitnate le parallele 4P,
E B incontrerh il piano M N secondo la retia PR, el’an.
golo PB E sarh retto, senza di che £ B non sarebbe p2-
rallela ad 4 P. Cid posto se nel piano M N si conduce la
perpendicolare CD a PB, e s tira 4B, la retta CD
dovendo essere perpendicolare al piano £ BP*, il quale &
quello delle due parallele 4P, EB, sarh pure perpendico-
lare ad E B; dunque E B ¢ perpendicolare alle due retie
PB, e CB; dunque essa & perpendicolare al loro piauo
MN.

§oi. Corollario I. Reciprocamente due rette perpendi-
colari ad un medesimo piano sono parallele fra loro. lmpe-
rocché se noun lo fossero dal piede di una di esse si potrebbe
condurre una parallela all’altra, la quale risulterebbe per-
pendicolare al piano. Quindi ne verrebbe che sopra un piano
in uno stesso punto si potrebbero inalzare due perpendico-
lari, lo che & assurdo*.

4oa. Corollario 11. Due linee A, e B parallele ad
una terza C, sono parallele fra loro ; infauii s’ immagini clie
un piano sia perpendicolare alla linea C; le linee d, e B
essendo parallele a € saranno perpendicolari al piano me-
desimo ; dunque saranno parallele [ra loro.

Qui si suppone che le tre linee non siano in un medesimo
piano, senza di che la proposizioue sarebbe identica a quella
dimostrata al § 7..

* 399

*39:.

Fig. 146.

Pig. 147,

* 390

Fig. 248.
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TEOREMA V.

403. Se una retta AB :ituataﬁwn’ddpiano. MN &
parallela ad una retta CD coadotta m. questo
piano, la retta A B sari parallela al pigno medesimo.

Le rette 4B, CD essendo parallele sono nel medesi-
mo piano A4 BCD; percid s la linea 4B prolungats in-
contrasse il piano M N 1’ intersezione non potrebbe aver
laogo che in qualche punto della linea indefiuita CD; ma
AB e CD come parallele non possono incontrarsi ;
dunque 4 B non potrh neppure incontsare il piano M N,

cioé 4 B sarh paraliela a questo piano,
TEOREMA YA

of. Due piani M N, P Q respetiivaments perpends-
cotai’admﬁ:laim retta A B sono paralleli.

Infatti se non fossero paralleli prolungati sufficentemente
s’ incontrerebbero, risultandone I’ intersezione EF. Essendo
O un punto della intersezione medesima si conducann le
rette /O, BO; 40 essendo nel piano M N sarh per-
pendicolare ad A B*, e BO essendo nel piano P Q sarh
anch’ essa perpendicolare ad A B ; laonde si avrebbero due
perpendicolari abbassate dal medesimo panto O su la me-
desima retta ; lo chie & assurdo ; dunque i piani M N, PQ
non potendosi incontrate sono paralleli.

TEOREMA VII.

§05. Lg intersezioni AB, €D di due piani paralleli
MN, PQ con un terzo piano B C sono parallele.

Infatti se le linee 4B, CD, le qualisi trovano ’rfel
medesimo piano BC, non fossero parallele pn:oln.mg.nle s in-
ceutrercbbero ; € con esse s’ incootrerebbero i piani ¥ N,
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P Q ove sono situate ; lo che & impossibile esser.xdo questi
piani paralleli; dunque & pure impossibile che le linee 4B,
CD ¢ incoutrine ; dunque queste linee sono parallele.

PEORFMA VIIL

§06. Ogni linea A B perpendicolare al piano M N & Fig. 147.
pure perpendicolare al piano P Q parallelo ad M N.

Si conduca nel piano P Q aparetta 8D a piacere pur-
ché passi pel punto B, e quindi per le livee 4B ¢ BD
si conduca un piano; il quale incoutrerd il piano M N
secondo la retta A C, che sard paraliela ad 4 B*. Ora *4od.
AB essendo perpendicolare al piauo M IN & pure perpen-
dicolare ad A4 C che si trova in questo piano e che passa
pel suo piede, e couseguentemente & perpendicolare a BD.
parallela’ad 4C*; dunque A B & perpeadicolare ad ogni * a3.
retta condotta pel suo piede nel piano P Q; dunque essa &
perpendicolare a questo piano. )

§07. Corollario. Due piani A, B respettivamente paral-
leli ad un terzo C saranno paralleli fra loro. Infatti per un
punto qualunque del piano C si conduca una perpe'ndico:
lare & questo piano ; essa risultera perpendicolare ai piani
A e B; questi adunque come perpendicolari alla medesima
retta saranno paralleli fra loro’. * 404

TROREMA IX.

§o8. Le paralicle AC, B D comprese fra duc piani Fig. 148.

paralleli M N, P Q sono uguali.

lafatti il piano delle due parallele 4C, BD incoutrerif
i piani M N, PQ secondo le rette 4 B, CD le quali
saranno paraliele®, e la figura 4 CD B sara un parallelo- * 405.
grammo ; dunque A B w= CD. » o

4og. Corollario. Le parallele intercette fra i due.pmm
potrebbero essere perpendicolari a questi piani; ed in tal
caso misurerebbero le distanze dei piani medesimi; si pud

Fig. 149.
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adunque scabilire che due piani paralleli sonn ugualmente
distanti in tutta la loro estensione.

§10. Scolio. La pits corta linea che si possa condurre fra
due piani parallcli & manifestamente la loro comune perpen-

dicolare.

TEOREMA X.

411, Se due angoli BAC, DEF non situati nello
stesso piano avranno i lati respettivamente paralleli ¢ di-
reiti nel medesimo senso, 1.° questi angoli saranno uguali,
2.° i loro piani saranno paralleli.

1.°Sifaccia £ B == ED, AC= E F e si conducano
le ree 4E, BD, CF, DF, BC. E manifesto che i
due quadrilateri 4 BDE, ACFE sono due parallelo-
grammi; perloché le rette 4E, BD, CF souo uguali
e parallele fra loro, e la figura BCF D & essa pure un
parallelogrammo, ¢ B Cw= D F; dunque i triangoli 4BC,
EDF come equilateri fra loro sono uguali; dunque I’an-
golo BAC == DEF.

2.2 Il piano M N che passa per le due rette 4B, AC
sarh parallelo al piano PQ che passa per le due rette ED,
EF; infati se questi due piani non fossero paralleli si
potrebbe condurre pel punto E un piano parallelo ad M N
il quale dovrebbe incontrare le rette BD, CF, oppure
i loro prolungamenti, in due punti d ed f differenti dai
punti D ed F; e si avrebbe A Ewm Bd =.Cf, e quindi
BDwmBd, CF um Cf, assardo evidente. Dunque i pani
MN, PQ, sono paralleli fra loro.

412, Corollario. Se due piani ABDE, ACFE iun-
coatreranuo i due piani paralleli M N, P Q secondo le
rette ACed EF, AB ed ED gliangolilBAC, DEF
saranno uguali, Perocché questi angoli avranno i lati respet-
tivameate paralleli e direti nel medesimo senso.



LIBRO V. 135

TREOREMA XI.

413. Setrerette AE, BD, CF non situate nel me-
desimo piano sono uguali, e parallele, 1. i triangoli
ABC, EDF che si formano da una parte e dall’ altra
congiungendo le loro estremiti saranno uguali , 32 < loro
piani saranno paralleli.

1.° Le figare ABDE, ACFE, BCFD sono ma-
nifestamente tre parallelogrammi; e perioc A Bm= E D,
ACex EF, BCes DF; dunque il triangolo 4 BC ¢
uguale al triangolo ED F.

2.2 Che il piano 4 BC sia poi parallelo al piano EDF
si dimostrerd come nella proposizione precedente. '

TEOREMA XI{.

§14. Due rette qualungee se non sono situate nel mede- ¥ig. 150.

simo piano , sarafino sempre situate in piani paralleli.

Poiché posto che le due rette 4/ B, EF non sieno
situate nel medesimo piano pel punto A della prima si
conduca A C parallela ad E F, e pel punto E della se-
conda si conduca E G perallela ad A4 B; i piani dei due

angoli BAC, G EF saranuo paralleli*; dunque le due * 411,

rette A B, EF non situate nello stesso piano, saranno
situate in piani paralleli.

415. Scolio 1. Questo sistema di due piani paralleli nei
quali sono respettivadiente contenute le due rette 4B, EF
¢ unico. lnfatti ogpi altro piano che passasse per la retta
AB e facesse parte di un tal sistema di piani paralleli,
dovrebbe contenere anch’esso tutte le rette parallelead EF
che incontrano 4 B; per conseguenza questo ipotetico piano
non pué differire dal piano 4 BC. '

I piani A BC, E FG si distinguono col nome di pinni
paralleli delle due rette AB, EF.
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TROREMA X1

§16. Due rete 4B, CD comprese fra tre piani
paralleli M N, PQ, RS sono tagliate in parti propor-
zionali,

Sieno 4/, I eB,C,KeDi punti ove i piaui RS,
P Q ed M N sono incontrati dalle rette 4B, CD; si tiri
A D che incontrerh il piano P Q in H, e si conducano le
vette AC, IH, HK ¢ BD. Le rette IH e BD rap-
presentando le intersezioni dei due piani M N, P Q cul

. piano A BD sarannc parallele *; dimanieraché avremo

A1 1B.; AH: HD. Parimente AC ed HK rappre-
sentando le intersezioni dei due piani RS, PQ col piano
A D C saranno esse pure parallele, ed avremo CKX: KD : ¢
AH: HD, Dunque stante il comune rapporio sarh
A11B;;AH:HD::CK:KD.

417. Scolio. Quando due piani AC, AE s incontrano
e si tagliano secondo una retta 4 B, alla loro reciproca lon-
tananza pud in qualche modo competere il nome di angolo;
nome gia autribuito alla lontananza reciproca di due rette
che hanno una comune estremith ; perocche i due pisui fanno
per cos dire 1’ ufficio di lati, e la Joro intersezione fa quello
di vertice; inolire la lootananza dei due piani pud crescere
o decrescere come quella delle due rette facendo girare ciod
convenientemente uno di essi intorno alla loro intersezione.
Beasi a distinguere le due specie di angoli chiameremo
angolo diedro quello che verrh formato dai piani, ritenendo
il wome geucrale di angolo per indicare esclusivamente quel-
lo di due rette ; benché talvolta per maggior precisione que-
sto si chiamerh angolo redilineo , o angolo piano.

418. Definizione I. La reciproca lontananza di due piani
che si tagliano si dirh angolo diedro. Questi dne piani si
chiameranno facce dell’ angolo, e la loro comune interse-
zione costola o spigolo dell’ angolo stesso.

L’ angolo diedro si euuncierd con quattro lettere avendo
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curs di porre nel mezzo quelle che indicano la costola del-
I’ angolo. Laonde I’ angnlo formato dai piani 4C, AE la
cui intersezione & A B s indicherh colle lettere FA4 B D.

419 Definizione 11. Per angolo piano corrispondente
ad un angolo diedro s’ imenderh quello che formano due
perpendicolari condotte respettivamente in ciascuna delle
due facce dell’ angolo in un punto qualunque della sua
costola.

Percio se pel panto G della costola 4 B si condurranne
due perpendicolari G H, G1 alla costola stessa I’ una nel
piano 4 C, I'alua el piano 4 E; 1'angolo /G H sarh
¥’ angolo piano corrispondente all’ angolo diedro ¥4 B D,

L’ angolo piano corrispoudente ad un angolo diedro ¢ il
medesimo in tutti i punti della sua costola; per esempio,
se le perpendicolari si condurrauno dal punto g earh |’ an-
golo ighw= 1 G H, poiche questi angoli hanno i lati re-
spetlivamente paralleli e volti uel medesimo senso °.

TROREMA XIV.

§30. Ad angoli piani uguali fra loro IHG, ihg
corrispondono angoli diedri uguali anch’ essi fra loro
FABD, fabd.

Si faccia H [ = hi, quindi ponendo ki sopra HY in
modo che il punto k cada in H ed i in I queste due rette
caincideranno e la retta hg converrh con HG stante I’ n-
guaglianza degli angali JHG, ihg, ed il piavo ihg
combacerd col piano JHG e la perpendicolare a4 converrd
colla perpendicolare A B; laoude i piani 4 E, ae si con-
{oaderanno dovendo ambedue passare per le rette HI, AB
che si tagliano, e si confondouo colle retic ki, ab*; per
una simile ragione lo stesso avverrh dei piani AC, ac;
duaque i due angoli diedei FABD, Sabd ne formeranno
uno solo; dunque questi angoli sono uguali.

) 421. Scolio. E superfluo dimostrare che la proposizione
tuversa ha ugualmente luogo ; poiché si vede chiaramente

¥ 4o8.

Fig. 53,

* 385.

Fig. 154
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che ove gli angoli diedri fossero uguali fra lore, gli angoli
piani corrispondenti lo sarebbero parimente.

f"h

TEOREMA XV,

42a. Due angoli diedri qualungue FABD, fabd
stanno fra loro come gli angoli piani corrispondenti 1HG ,
ihg o come gli archi I G, ig che misurano questi angoli

piani.

® 4200

Sia il rapporto degli angoli piani JHG, ihg, ossia
quello degli archi /G, ig commensurabile; ¢ssendo, per
esempio, la comune misura di essi contevuta 3 volte in
IG, e qvolteinig, potremo supporre i g diviso in 7 parti
uguali, 3 delle quali saranno contenute in { G ;3 talmente-

tg

Coaducendo dei raggi a tatti § punti di divisione degli
archi, e quindi dei piani pei raggi medesimi ¢ per le costole
A B, ab ne risulteranno degli angoli diedri parziali tatti
uguali fra Joro®; cosicché uno qualuaque di guesti angoli
diverrh comune misura dei due angoli diedri FABD,
fabd; e dovendo tal misura essere contenuta 3 volie in

FABD, e 9 volte in fabd, avremo %-TB-‘?D——:-:-;
dond 1 r48D _1¢, vvero la proporzione
onde segue che —7 = =05 ovy propo

FABD:fadd ; IHG : ihg.
La quale avrh luogo ove suchie il rapporto degli angoli
1HG, ihg sia incommensurahile, come si dimostrerebbe
con un ragionamento consimile a quello del § 270.

423. Scolio I. Avendo preso Fangolo retto per uunith di
misura degli angoli piani sarh opportuno preudere 1’ angolo
diedro corrispondente al medesimo, cioé 1'angolo diedro
retto per unith degli angoli diedri. Percit se nella precedente

proporzinue
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FABD [HG
fabd"= ;'Ig

supporremo che |’ angolo pigno ihg sia retto, I’ angolo
diedro fadd lo sarh pure, talmenteché fatto

thg==1, fabdx=,
avremo

F/IBD‘IHG'
1 I

doude s’ inferisce che il aumero con che si pud rappresentare
un angolo diedro, cioé il rapporto di questo angolo alla sua
unith & uguale al numero che rappresenta 1" angolo piano
che gli corrisponde 01" arco da cui & misurato. Ma per bre-
vith alla precedente uguaglianza vien sostituita questa , pu-
rammeule convenzionale ,

FABD=IHG;

per la quale si stabilisce che un angolo diedro qualunque sia
misurato dall’ angolo piano corrispondente, cioé dall’ arco
che serve di misura all’ angolo piano medesimo.

§24. Scolio 11. Da questo teorema apparisce che gli
angoli diedri godono in geaerale delle medesime proprieth
degli angoli piani, da cui sono determinati; le quali pro-
prieth si possonn fratianto riepilogare nel seguente modo;

1.° Quando due piaai si tagliano gli angali opposti alla
costola sone uguali.

2.* La somma degli angoli adiacenti dalla medesima
parte d’ uno stesso piano equivale due angoli retti.

3.2 Se uuo dei quattro angoli formati intorno alla coma-
ne costole & retto gli altri tre sono parimente retti, ed i piani
sono fra loro perpeadicolari.

§.° La somma degli angoli diedri formati da va namero
qualunque di piani che hanno la medesima intersezione &
aguale a quattro angoli retti

3. Si aggiunga, che due piaai paralleli tagliali da uuo
siesso piano formano degli angoli diedri alterni-iuterni,

Fig. 155.

* 4a3.
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alterni-esterni, corrispondenti, le cui proprieth sono identi-
che a quelle gih dimostrate rispetto alle linee parallele.

TEOREMA XVI1.

425. Essendo la retta A B perpendicolare ad un piano
M N, ogni piano E H condotto per A B sara perpendi-
colare al medesimo piano M N.

Pel punto B della iatersezione si conduca nel piano
M N laretta BD perpendicolare ad E F; la retta 4 B
essendo perpendicolare al pisno M N, sarh perpendicolare
alle rette E F e BD che passano pel suo piede in questo
piano; dunque I’ angolo piano 4 BD misura I’ angolo dei
due piani M N, e EH*; mal’ angolo ABD ¢ retto,
dunque il piano E H é perpendicolare al piano A7 N.

426. Scolio. Quando tre linee come BA, BE, BD
sono perpendicolari fra loro, ciascuna di queste linee & per-
pendicolare al piano che passa per le altre due; cosicché ne
vengono tre piani perpendicolari fra loro,

TEOREMA XVII.

437. Quando due piani M N, EH sonn perpradicolari
Jraloro, ogni linea A B condotta nel piano E H perpen-
dicolarmente all’ intersezione E F & perpendicolare all’al-
tro piano M N,

‘Nel piano M N si conduca la reta BD perpendicolare
all’intersezione E F'; I’ angolo 4 BD misurando I’ angolo
dei due piani perpendicolari sarh retto; dunque la retta 4B
& perpendicolare alle due rette £ F e B D; dunque essa ¢
pure perpendicolare al loro piato M N.

428, Scolio. Reciprocamente quando due pisni M N,
E H sono perpendicolari fra loro , ogni linea BA inalzata
in un punto B della loro comune intersezione sopra uno di
questi piani M N, sarh situata nell’ altro piano E H.

Poiché se non vi fosse situata si potrebbe condurre in
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questo piano E H pel punto B una perpendicolare all’ in-
tersezione E F, la quale in virtd del precedente teorema
risulterebbe perpendicolare al piano M N, Vi sarebbero
duuque nel punio B due perpendicolari al medesimo pia-
no*; lo che & assurdo,

TEOREMA XVIIL

429. Quando due piani EH ¢ D G sono perpendico-
lari ad un terso M N la loro intersesione A B & pure

perpendicolare a questo terzo piano.

Poiché se pel punto B si conducesse una perpendicolare
al piano M N questa dovrebbe trovarsi ad un tempo nel
piano EN e nel piano DG; essa dunque converrebbe
colla loro intersezione 4 B; dunque questa intersezione &
perpendicolare al piano M N.

TEOREMA XIX.

4§30. Se due rette non saranno situate nello stesso piano,
i piani ad esse respettivamente perpendicolari si taglieranno.

Poich¢ questi pisni non possono confondersi che in tal
caso le rette proposte sarebbero, contro I’ ipotesi, parallele*;
€ non poussono i piani medesimi essere paralleli che allora
ciascuna delle rette stesse sarebbe perpendicolare all’ uno ed
all’ altro*, e couseguentemente anche in questo caso sareb-
bero parallele fra loro. Dunque necessariamente i due piani
& incontreranno,

431. Scolio. Poiché ciascuno dei due piani perpendico-
lari dei quali si tratta & perpendicolare a un tempo ai piani

* 3g1. ‘

* 4o,

* 4ob.

paralleli delle due rette *, segne che I intersezione de’primi * 45.

sarh una perpendicolare cumune a questi.

Fig. 156.

* 430.

Fig. 157.

® 43,
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TEOREMA XX.

432, La pit corta distanza di due rette A B, EF non
situate in uno stesso piano & una perpendicolare comune
alle duc rette medesime , ¢d al sistema dei loro piani pa-
ralleli.

Supponiamo che la piii corta distanza delle due retie 4B,
EF siauna terza reua GO, obliqua ad EF. Dal punto
G si abbassi la-perpendicolare GP sopra EF; avremo
CP < GO; dunque GO non sarh la pil corta distanza
delle due rette; dunque la pia corta distanza non pud essere
obliqua ad alcuna di esse. SRR

Sia dunque guesta pia corta distanza rappresentata da
M N perpendicolare comune alle rette 4B ed E F; con-
ducendo pei punti M, ed N due piani respettivamente
perpendicolari alle rette stesse, questi piani dovrauno ta-
gliarsi *, e dovranno ambedue contenere la retta M N °,
dunque questa retta rappresenta la loro intersezione ; di pia
essa & perpendicolare ai piani pasalleli delle due rette,

433. Scolio 1. Per fissare la posizione della perpendico-
lare comane si osscrvi che se per 4 B e per E F si condu-
cono respeitivameute due piani ANB, EM F perpendi-
colari ai piani paralleli delle due reue, questi due pisni
perpendicolari dovranno a un tempo contenere la retta
M N, la quale per couseguenza sarh la loro comune juter-
sezione, ,

§34. Scolio 11, Quindi si rileva che la perpendicolare
comunc a due rette 4 B, E F non situate in un medesimo
piano ¢ unica. . ‘

435. Scolio II1. L’ angolo di due rette non situate in
un medesimo piano s’intende che sis quello di alire due
rette respetiivamente parallele ad esse, e condolte per un
punto qualunque dello spazio; ovvero I’angolo che fa una
di esse con una parallela condotta da un suo punto qualun-
que all’ altra retta. Quando quest’ angolo ¢ retto, le rette
proposte sono dette perpendicolari fra loro, Pertanto due
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rette possono esser perpendicolari fra loro, o fare qualunque
angolo senza incontrarsi.

436. Scolio 1¥. Avenda distinto col nome di angolo
diedro, |’ angolo a due facce, cioé formato da due piani,
siamo indoiti a chiamare angolo tricdro quello formato da
tre piani ciascuno de’ quali incoutra gli aliri due. Tali sono
i piani 4SB, BSC, CS 4 i guali si tagliano scambievol-
mente secondo le rette §4, SB, SC che si riuniscono
unecessatiamente in un punto § comnne ai tre piani medesi-
wi. Parimeute potremo chiamare angolo tetraedro, quello
formato da quattro piani ciascuno de’ quali incontra gli altri
tre, passando tutti per un medesimo puato.

433. Definizione, ln generale appellasi angolo poliedro
Vindefinito spazio compreso fra pii piani che si tagliano due
a due & si riuniscono tulli in un medesimo punto. Questo
punto si chiama vertice dell’angolo ; le intersezioni dei piani
che in esso si riuniscuno si dicouo costole ; e gli angoli che
queste costole formano sopra ciascun piano sono gli angoli
piai costituenti I’ angalo poliedro medesimo. L’angolo po-
liedro prende il suo nome speciale dal numero di questi
angoli piani; e cosi chiamasi come sbbismo detto angalo
triedro , tetraedro , pentaedro, ec., secondoché tre, quat-
tro, cinque, ec., sono gli angoli piani che lo costituiscono.

Per indicare un angolo poliedro si enuncia la letiera del
suo vertice ponendo di seguito tutte Je altre respettivamente
situate sopra le sue costole.

TEOREMA XXI.

438. In ogni angolo. triedro SA BC wno qualungne
de’ suoi tre angoli piani & minore della somma degli altri
due , ¢ maggiore della loro differenza.

1° Non v’ha luogo di dimostrare la prima parte del
teorema che rispetto all'angolo 4 S B maggiore di ciascuno
degli altri due angoli 4SC, BSC; in questa ipotesi dico
cssere ASB< ASC+BSC.

Fig. 158,

* g03.
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Nel piano 4.8 B si conducs a piacere la retta 4 B e si
faccia I'angolo BSD wm BSC. Quindi avendo preso SCw= SD
si conducano le altre rette 4C, BC. 1 triangoli BSD,
BSC sono uguali, poiché il lato '$ B & comane, il lato
SCe=SD, e 'angolo BSD = BSC; dongue BD==BC.
Ma AB < AC~ BC; dunque togliendo da ums parte
B D, edall'alira la sua uguale BC, resterh AD < AC.
Percid avendusi nei due triangoli 4SD, ASC il lao 4S8
comure il lato SD ==8C, edil latn £ D < AC, sar2
P angolo ASD < ASC*; perloché sggiungendo da ona
-porte ’angolo DSB, e dall’ alira il suo ugusle BSC &
avrh ASB < ASC+ BSC. )

3.° Dico in secondo luago che il medesimo angolo £4S5C
¢ maggiore della differenza degli altri due /8B, BSC s 8t
osservi che in virti dello stesso teorema 4SC< ASB—+ BSC;
cosicché supponendo A4S C> BSC « togliendo do ambe le
parti BSC, avremo ASB> ASC— BSC.

439. Scolio. In ogni angolo triedro si considerano sei
cose tre angoli piani, e tre angoli diedri. ‘

In generale un angolo poliedro avrd sempre tanti angoli
diedri quanti sono i suoi angoli piani, o le sne facce. Or se
avverra che il piano di ciascuna faccia prolungato a pracere
non possa mai tagliare I’ angolo poliedro quest’ angolo avrd
tutti i suoi angoli diedri salienti, e si chiamerk angolo
poliedro convesso. Nel caso coutrario , quando ciod Vangolo
poliedro potrh esser tagliato da una delie sue facce, Fangolo
diedro cui questa faccia compete sarh rientrante e 1 angolo
poliedro medesimo sark come suol dirsi concavo.

L’ angolo puliedro & regolare quando ha tutti gli angoli
pisoi uguali, e tatti gli angoli diedri parimente wguali: in
tal caso ess0 & necessariamente convesso.
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TEOREMA XXII.

440. In ogni angolo poliedro convesso la somma degli
angoli piani che lo costituiscono é sempre minore di quattro
angoli retti.

L’ angolo poliedro sia §; si conduca un piano che in-
contri tutte le sue costole; le intersezioni di questo piano
colle facce dell’angolo medesimo formerauno un poligono
convesso A BCDE, il quale per le reue 04, OB,
OC, OD, OE, condotte dal punto O preso su la sna
superficie a tatti i suoi vertici, si potrh decomporre in tanti
triangoli AOB, BOC, ec., quaoti sone i triangoli 4S5,
BSC, ec. Orlagsemma degli angoli dei triangoli 4O B,
BOC, ec., che hanno il comune vertice O, sara uguale
alla somma degli angoli dei triangoli /SB, BSC, cc.,
che hanuo il comune vertice §; ma poiche per gli angoli
triedri A BSE, BCSA, ec.,siha®* ABC<SBA+SBC,
BCD<SCB+SCD, ec., segue che nei triangoli il
cui vertice & in O la somma degli angoli contigui ai lati del
prligono A BCDE ¢ minore della somma degli angoli
contigui ai medesimi lati nei triangoli il cui vertice ¢ in §;
dunque la somma di wtti gli angoli piani dell’angolo polie-
dro sarh minore della somma degli angoli formati intorno
al punto O, cioé minore di quattro angoli retti.

441. Scolio. Agevolmente si vede che la precedente di-
mosirazione non potrebbe aver luogo ove 1" angolo poliedro
nou fosse convesso.

10

Fig. 15g.

* 38,

Fig. 160.
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TEOREM A XXIIf.

443. Se due angoli triedri S, s, sonmo composti di
angoli piani respettivamente ugnali , gli angoli diedri for-
mati dai piani di questi angoli saranno essi pure uguali.

Sieno gli angoli piani 4SC, A SB, BSC dell’an-
golo triedro S respettivamente nguali agli angoli piani
asc, asb, bsc dell’ angolo triedro 5. Da un punto B
qualunque della costola S B si abbassino le perpendicolari
BA, BC soprale costole 4, SC, la perpendicolare
B P sul piano 4 SC, e si conducano le rette P4, PC;
queste rette resulteranno perpendicolari alle medesime co-
stole S4, §C*. Fauo poi sb =SB si ripeta nell’angolo
triedro s la medesima costruzione. Due casi possono avve-
nire, cioé che le perpendicolari BP, bp cadano rapporio
alle costole $A4, sa dalla medesima parte delle costole
S§¢C, sc, oppure che cadano dalla parte opposta; nel
1.° caso agli angoli diedri BSA C, bsac corrisponde-
ranno gli angoli piani BAP, bap™; nel 2.° caso vi
corrisponderanno i loro supplementi. Cosicché ove si dimo-
stri essere ’angolo BA P ww bap potremo inferirne 1'ugua-
glianza degli angoli diedri BSAC, bsac in ambedue i
casi medesimi,

Essendo 1’angolo A/ SB ==ash, edillato SBwmsh
i triangoli rettangoli SA B, sab saranno uguali ; dunque
SA=3sa, ed AB = ab, Nello stesso modo per mezzo
dei triangoli SCB, sch potrh dimostrarsi essere SCemsc,
e BC = bc. Pertanto i quadrilateri ASCP, ascp sa-
raono uguali; perché ponendo 'angolo asc sul suo uguale
ASC ipunti a, ¢ cadranno respetlivamente su i punti 4,
C; ap perpendicolare ad sa converrh con 4 P perpendi-
colare ad §A; cp perpendicolare ad sc¢ converrh con C P
perpendicolare ad S C; ed il punto p cadrh in P; dunque
AP = ap. Dunque i triangoli rettangoli 4B P, abp,
avendo le ipotenuse A B, ab uguali, edi lati AP, ap
anch’ essi uguali , saranno uguali ; dunque I’'angolo BA P ==
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bap, come si doveva dimostrare. E cosi potrh dimostrarsi
essere anche ghi altri due angoli diedri respettivamente
vguali.

443. Scolio. 1l precedente teorema avrebbe pur luogo
ove gli angoli piani dei due augoli triedri fossero disposti in
un ordine inverso ; cioé si avesse 1'angolo ASCum £8C,
ASB=A'S B, BSC== B S C. Inlatti preso § B' =
§B e ripetuta nell” angolo solido & la stessa costruzione
fatia nell'angolo S dimostreremmo nello stesso modo che

I'augolo BAP eu B'A'P',
TEOREMA XXIV,

444 Due angoli triedri composti di angoli piani re-
spettivamente ugwali , sono uguali fra loro.

Possono avvenire due casi, cioé che gli angoli pini
respettivamente uguali sieno disposti ne’ due angeli triedri
nello stesso ordine , o che sieno disposti in ordine inverso.

1.° Sieno S, s due angoli triedri aventi gli angoli piani
respettivamente unguali e disposti nello stesso ordine ; ripe-
tute la costruzione indicata nella dimostrazivne precedente ,
otterremo i quadrilateri 4SCP, ascp uguali; el uno
8i potrh porre sull’ altro in modo che coincidano, e clhic ncl
tempo stesso P B perpeudicolare al piano 4SC convenga
con p b perpendicolare al piano asc; e poiche PB=pb
in virtd della nguaglianza dei triangoli 4 BP, abp, 1
punti B, b coincideranno; laonde anche la costola $ B
converrh colla costola S&, ipiani 4SB, BSC comba-
ceranuo respettivamente coi piani asb, bsc, e i duc au-
goli triedri non ve formeranno pia che uno solo.

2.2 Sieno §, § due angoli triedri aventi gli angoli
piani respeitivamente uguali e disposti in ordine inverso;
tuttavia si avranno i quadrilateri ASCP, A'S' C'P’ uguali;
ma pouendo 1’ uno di essi sull’ aliro in maniera che coinci-
dano PB perpendicolare al piano ASC non potri convenire
con P'B’ perpendicolare al piano A'S'C’, vedendosi chiara-
mente che queste perpendicolari avrauuo direzioni coutrarie,

Fig. 161.
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In questo caso adunque il principio di sovrapposizione non
sarh sufficiente a dimostrare I’ identith de’due angali solidi;
motivo per cui ci limiteremo a dire che due angoli triedri, i
quali hanno gli angoli piani respettivamente uguali e dispo-
sti in ordine inverso, souo uguali ira loro per la sola ragione
che i loro elementi costituenti, angoli piani, ed angoli
diedri , sono respettivamente uguali,

445. Scolio I. Ne’solidi adunque due specie d’uguna-
glianza st debbono distinguere ; perocché, come lo vediamo
nel precedente esempio, ove anche due solidi abbiano tutte
le loro parti costituenti respettivamente uguali, avvieue
talora, cioé guando queste parti sono disposte ne’ due
solidi in ordine inverso, che 1’ uno di essi non possa porsi
nell’ altro in modo da formare un solido solo; la qual cosa
non avviene nelle superfici , perché quando in due superfici
i lati uguali fossero disposti in ordine inverso, per mezzo
del rovesciamento, ciascuna di esse potrebbe acquistare uu
perimetro identico a quello dell’ altra, 1 due casi d’ ugua-
glianza nei solidi, vengono distinti con due diversi nomi ,
chiamandosi uguaglianza per identith o semplicemente
uguaglianza quella assoluta o di sovrapposizione , e I’alira
uguaglianza per simmetria o semplicemeute simmetria. Per
consegnenza due angoli triedri costituiti di tre angoli piani
respettivamente uguali, ma disposti in ordine juverso, si
diranno angoli nguali per simmetria , o pia brevemente
angoli simmetrici. lu generale due angoli solidi potranno
chiamarsi simmetrici quando essendo costituiti di angoli
piani respettivamente uguali e disposti in un ordine inverso,
gli angoli diedri formati dai piani vei quali si trovano gli
angoli uguali saranno essi pure respettivamente uguali.

446. Scolio II. Essendo dato un angolo solido § po-
tremo sempre formarne il simmetrico prolungandoue le
costole SA, SB, SC al di 1a del vertice §; infatti 1.°
gli angoli piani aSc, aSb, bSc saranno respetti-
vamente uguali agli angoli 4SC, ASB, BSC e disposti
in ordine inverso; 2.° |’angolo diedro dei piani dove st
trovano due qualunque degli angoli 4SC, ASB, BSC

sarh manifestamente uguale all’angolo diedro dei piaui dove
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si trovano gli angoli respettivamente uguali nell” angolo
solido opposto.

TEOREMA XXV,

447. Due angoli poliedri S, s sono uguali fra loro
quando sono costituiti di un medesimo numero di angoli
triedri respettivamente uguali, e disposti nel medesimo
ordine,

Sieno gli angoli triedri SABC, SACD, SADE
che costituiscono I'angolo policdro § respettivamente uguali
agli angoli triedri sabc, sacd, sade che costituiscono
I'angolo poliedro s. Gli augoli triedri SA BC, sabc, po-
nendo convenientemente 1'uno sull’altro, coincideranno ; lo
stesso avverrh degli angoli triedri SACD, sacd, e di
tutti gli altri angoli triedri omologhi susseguenti; dunque i
due aogoli poliedri proposti §, ed s coinciderauno essi
pure , e saranno per consegnenza uguali,

448. Scolio. Due angoli poliedri sono simmetrici fra
loro quando sono costituiti d’'un medesimo numero di angoli
triedri simmetrici e disposti in ordine inverso. Infatti questi
angoli poliedri saranno costituiti di angoli piani respettiva-
mente uguali, disposti in ordine inverso, e gli angoli diedri
formati dai piani nei quali si trovano gli angeli uguali,
saranno essi pure respettivamente uguali,

Fig. 162,
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1 POLIEDRI; 1 CASI DELLA LORO UGUAGLIANZ 4,
E DELLA LORO SIMMETRIA.

NOZIONI PRELIMINARI.

449. Si chiama poliedro ogni solido le cui facce, civé
le superfici dalle quali & terminato, sono piane. Per molti
modi si rende sensibile l'esistenza di questi solidi, e sarebbe
superfluo dimostrarla.

Le facce d'un poliedro sono evidentemente dei poligoni;
perché I’ intersezione di due piani che si tagliano ¢ voa linea
retta. Or queste intersez.oni, o linee, le quali sono i lati
de’ varj poligoni di che ¢ costiwuita la superficie del polie.
dro, si chiamaune lati, o costole del poliedro medesimo.

450. Sono necessarj almeno qualttre piani per formare un
poliedro; peroccheé tre se ne richiedono almeno per costitui-
re un angolo solido, ed un quarte per chiudere il vuoto
compreso fra questi tre piani medesimi. 11 pia semplice po-
liedro adunque & quello che ha quatiro facce; il quale si
chiama tetraedro ; di poi viene il pentaedro che ha cinque
facce ; I’ essaedro che ne ha sei ; ec. L' ottaedro ne ha ollv;
il dodecaedro ne ha dodici ; I’ icosaedro ue ha venti.

451. Si chiama diagonale &' un poliedro ogni reuta, la
quale peoetrando vel suo interno, congiunge i vertici di due
augoli solidi non consecutivi. Per analogia si chiama piano
diagonale ogoi piano che taglia un poliedro secondo due
diagonali che partono da uno stesso vertice.

Fig. 16a.
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45a. latenderemo che un poliedro sia convesso quando
la sua superficie non potra essere intersecata da una linea
retta io pit di due punti: cosicché prolungando in tuti i
sensi una sua faccia qualunque il solido non verra tagliato,
ma resterh tutlo dalla medesima parte di tale prolunga-
mento.

453. Conducendo ad una certa distanza dal vertice di un
angolo solido § un piano che ne incontri tutte le costole,
la sezione sara un poligono il quale avrh tanti lati quante
sono le facce di esso angolo solido; e per tal modo verrh
determinata una parte dello spazio contenuto fra queste
facce; cioé verrd determinato il solido cui si da il nome di
piramide. La piramide aduuque & un solido compreso fra
pitt piaui triangolari che partono da un medesimo punto S,
e sono terminati ai differenti lati d’un medesimo piano poli-
gowo ABCDE.

11 poligono A BCDE dicesi base della piramide ; il
punio § ue & il »ertice il complesso de’ triangoli S4B,
SBC, cc., forma la superficie convessa o laterale della

iramide.

L’ altezza della piramide & 1a perpendicolare abbassata
dal vertice sul piano della base prolungato ove occorra.

La piramide dicesi poi triangolare, quadrangolare, ec.,
secondocheé Ja base & un triangolo, un quadrilatern , ec.

454. La superficie convessa della piramide si pub conce-
pire come prodotta dal movimento d’ una linea retta indefi-
nita fissa in un punto S e soggctta a rasentare il perimetro
d’un poligono qualunque A BCDE. 1l punto S ¢ il
vertice della piramide ; la linea indefinita e fissa nel punto
$ dall’ufiicio suo ha nome di generatrice della superficie
che dal suo moto risulta; per brevith si chiama talora gene-
ratrice della piramide.

455. Dato il poligono A/ BCD E ed un punto S fuori
del piano di questo poligono facilmente si vede potersi de-
terminare una piramide la quale abbia il medesimo poligone
per base, ed il suo vertice in §, conducendo le rette SA,
$B, §C, cc., dal punto § ai vertici di esso poligono s le
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quali rette diverranno costole della superficie laterale della
piramide,

456. Oguni piramide poligona pud essere decomposta in
piramidi triangolari. Infauti si conducano nella base /BCNPE
della piramide le diagonali 4 C, A4D; questa base risulterh
divisa in triangoli i quali potranno essere considerati come
basi di altrettante piramidi aventi il comune vertice in §*;
lé quali sono quelle nelle quali si divide 1a piramide poli-
gona mediante i piani diagonali S4C, SA4 D. E manifesto
che queste piramidi parziali sono in numero ugnale a quello
delle facce triangolari della piramide poligona dimiouito di
due unita,

457. Abbiasi un poligono qualunque A BCDE; pei
punti 4, B, C, D, ec., si conducano delle rette A4 F,
BG, CH, DI, ec., perpendicolari, o oblique al piano
ABD, ma wite uguali fra loro e pacallele ; e si congiun-
gaao le loro estremiti perlerette FG, GH, HI, ec.
Manifestamente le figure ABGF, BCHG, HCDI, ec.,
saranno dei parallelogrammi®, ed i poligoni 4 BCDE,
FGHIK saranno uguali, ed i loro piani paralleli *; il
solido compreso fra queste facce si chiama prisma. Cioé il
prisma ¢ un solido compreso da piu piani parallelogrammi
terminali da una parte, e dall’alua da due piani poligoni
uguali e paralleli. 1 due poligoni uguali e paralleli si chia-
mano basi del prisma; le facce parallelogrammiche ne
costituiscono la superficie laterale o convessa.

L’ altezza d’ un prisma ¢ la distanza delle sue Jdue basi,
ciot la perpendicolare abbassata da un punto della base
superiore sopra il piano della base inferiore,

11 prisma prende il nome di trinngolire, quadrango-
Iru:e, ec., secondo che le sue basi sonn triangoli, quadrila-
teri, ec.

458. Un prisma dicesi retto quando le costole della
superficie convessa sono perpendicolari alle basi ; nel qual
caso le cnstole medesime sono uguali all’altczza, ed i pa-
rallelogrammi costituenti la superficie convessa sono rettan-
goli. Obliguo & il prisma quando i lati sono obliqui alle
basi ; essi lati sono allora maggiori dell’ altezza.

* 455.

Fig. 163

* 130.

* 401,
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Fig 165.
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459. La superficie convessa del prisma si pud concepire
come generata dal movimento d’una retta A F che si man-
tiene parallela a se stessa e di costante lunghezza meuntre
descrive colla sua esiremita 4 il perimetro d’ un poligono
qualunque ABCDE. Per questo medesimo movimento |’altra
estremith F descrive il perimetro del poligono FGHIK
uguale e paralielo al poliggno A BCDE. La retta A F
si chiama generatrice del prisma. Le costole della superficie
couvessa uon esseudo che la generatrice considerata nclle
sue varie stazioni nei punti 4, B, C, D, E, saranno
tutte uguali alla geueratrice stessa. I} prisma retlo é mani-
festamente quello nel quale la generatrice & perpendicolare
al piano del poligono descritio dalla sua estremith,

46o. 11 prisma la cui base ¢ un parallelogrammo ha tutte
le facce parallelogramme ; esso chiamasi parallelepipedo.
Tal & quello rappresentato dalla figura 164 ; dove suppo-
nendo che Ja base del parallelepipedo sia la faccia ABCD
essa dovrh essere uguale alla faccia opposta, o base superiore
EFGH.

Nel parallclepipedo retto quando la base & un rettan.
golo tutte le facce sono rettangolari; donde vieae il suo
wome di parallelepipedo rettangolo.

TFORFMA L

461. Se in una piramide la base ABCD ec., ¢ un
poligono regolare e le costole S4, SB, ec., della super-

ficie laterale sono uguali fra loro 1.° gli angoli solidi alla

base saranno uguali 2.° U altezza S O della piramide ca-
dra sul centro della base.

1.% Poiché SAmmSBmec , ed AB=BC mec., i triangoli
ASB, BSC, ec., saranno isosceli ed uguali fra Joro; e poi-
ché gli angoli FAB, ABC, ec., dcl paligouo regolare
ABCD ec., sono uguali, segue che gli angoli solidi trie-
dri 4, B, ec., alla base della piramide come composti di
angoli piani respettivamente uguali, saranoo {ra loro uguali.

2. Conducendo le rette OA4, OB, ec., dal piede
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dell’ altezza SO ai vertici 4, B, ec., ne risulteranno i
triangoli S40, S BO, ec., manifestamente rettangoli®,
ed uguali fra loro, avendo essi le ipotenuse S4, SB, ec.,
uguali ed il lato SO comune*; laoude O A4 == OB = ec.;
dunque il piede O dell’ altezza della piramide & il centro
della sua base.

§62. Definizione. Una piramide dicesi regolare quando
1a sua base & un poligono regolare, e nel tempo stesso I’ al-
tezza cade sul ceatro di essa base. Tale ¢ SABCDE.

L’ altezau medesima prende allora il nome di asse della
piramide. Una retta qual’é ST abbassata perpendicolar-
mente dal vertice S sopra un lato della base si chiama
apolema.

TEOREMA 1II.

463. Sc una piramide S ¢ tagliata da un piano abcd
parallelo alla sua base ABCD, 1° U altezza SO e le
costole S A, SB ec., saranno tagliate ne’ punti o, a,
b, ec., in parti proporgionali; 2.° la sezionc abcd sara
un poligono simile alla base A B CD.

1.° Poiche i piani A BCD, abcd sono paralleli, le
loro intersezioni col piano § 4 B saranno paraliele*; cosic-
ché i triangoli SA B, Sab svno simili; tali sono i trian-
goli SBC, She, ec., finalmente lo sono pure i triangoli
8§40, Sao stantecht ao ¢ parallcla ad 40: dunque
avremo

$SO:50::84:8a::8SB.S8b:.5C;S5c::ec
dunque I"altezza SO e le costole S4, SB, ec., sono
tagliate in parti proporzionali.

2° Essendo a b parcallela ad 4B, bc a BC, cd a
CD, ec., evidentemente I’angolo abce=ABC, bed=
BCD, ec; dalira parte dai triangoli simili S4B, Sab
si ha

AB ab . SB;Sh,

e dai triangoli simili SBC, Sb-, siha pure

* 390.

Fig. 166.

* 405.
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BCbc.:85B:5b;
percid ABtab .2 BC:be.
Nello stesso modo si otterrebbe

BC:bc::CD;cd,

e cosi di seguito. Laoude i poligoni ABCD, abcd avendo
gl angoli respettivamente uguali, ed i lati omologhi pro-
porzionali, sono simili. )

464. Corollario I. In qualunque piramide le sezioni
fatte da piani paralleli fra loro sono poligoni simili. Infatti
una di queste sezioni si potra sempre considerare come base
d’una nuova piramide cui sia parallela ' alira sezione.

465. Corollario 11. Poche i poligoni A BCD, abcd
sono simili, le superfici loro starauno nella ragione dei
quadrati dei lati omologhi 4B, ab; ma

ABab;;54.8a=580:So,

percio avremo
ABCD'abed::50: So .

Cio posto sia TM NO altra piramide dove abbiasi 1'altezza
T'Q=S50; faito T'qe= So si conduce pel punto ¢ un
piano parallelo alla base A N P, e la sezione sia map;
qui pure avremo

IIINP:mnPZZS—.O.:E:.
Conscguentemente
ABCDabcd; MNP mnp;

dunque le basi di due piramidi aventi ln medesima altezza
stanno fra loro come le sesioni fatte dai piani condotti
nelle due piramidi parallelamente ad esse basi ad uguale
distanza dai vertici.

Dunque se le basi A BCD, M N P sono cquivalenti,
le sezioni MNP, mnp fatie ad uguale altezza saranno
equivalenti, e viceversa,
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TEOREMA M.

§66. Due piramidi triangolari sono uguali quando kan- Fig. 167.

no tre _facce respettivamente uguali € similmente disposte.

Sieno 1@ facce SAB, SAC, SBC della piramide S
respettivamente uguali alle facce sab, sac, ‘sbc' della
piramide s, e similmente disposte; gli angoli triedri S, s
saranno uguali * e gli angoli diedri SA: SB, SC saranno
respettivamente uguali agli angoli diedri sa, sb, sc. Gio
posto poniamo la faccia snb sopra la fagcua SAB; ess.end‘o
)’ augolo diedro sa uguale all’ angolo diedro S 4 la faccia
sac combacerh col piano della faccia SA4 C; ma queste
due facce sono uguali e disposte ncl medesimo modo, dun-
que esse coincideranno perfettamente, ed il punto ¢ cac.lri.s
in C, e la costola sc si confonderh colla costola SC-t cioé
le due piramidi coincideraunno in tutta la loro estensioue ;
dunque esse sono uguali, ) )

467. Corollario. Due piramidi triangolari sono .“g“.!l
quando hanno tutte-le costole respettivamente uguali e si-
milmente disposte,

TFOREMA IV,

468. Due piramidi triangolari sono uguali quando
hanno un angolo diedro uguale compreso fra due fucce
respettivamente uguali ¢ similmente disposte.

Sia 1’ angolo diedro S A4 uguale all’ angolo diedro sa,
ele facce SAB, $A4C sieno respettivamente uguali alle
facce sab, sac e similmente disposte; situando la ffux_:ia
sa b soprala faccia SA4 B con ragicnamento in tull&t smn.d(f
al precedente, potremo dimostrare che le due puramu-h
coincidono in tutta la loro estensione , € sono percio uguali.
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TEOREMA V.

Fig. 167. 469- Due piramidi triangolari sono uguali quando

hanno una faccia uguale contigua a due angoli diedri
respellivamente uguali , e similmente disposti.
.

Sia la faccia A B C uguale alla faccia abc; e gli an-
goli diedri A B, AC respettivamente uguali sgli angoli
diedri ab, ac e similmente disposti ; avendo posta la
faccia ubc su la faccia 4 BC stante | uguaglianza degli
aogoli diedri 4 B, ab, lafaccia sad combacerh col piano
della faccia S4B, e lacostola as si troverh sopra questo
piano; e stante I’ uguaglianza degli angoli diedri 4 C, ac
la faccia sac combacerd col piauo della faccia SAC, ela
costola as si troverd sopra queslo piano; percid as doven-
dosi trovare a un tempo sopra i due piani S4B, SAC
cadri su la loro uica intersezione 4 S; e poiché la costola
A8 =as, acagione della uguaglianza delle facce 4/ 5C,
asc, il punto s cadrh in §; laonde le due piramidi coinci-
deranno perfettamente ; adunque esse sono nguali,

§470. Scolio. Prolungando al di la di un vestice qualun-
que S della piramide triangolare S A4 B C le costole che in
esso si riuniscono, e prendendo dei prolungamenti le parti
Sa, Sb, Sc respettivamente uguali alle costole S,
SB, SC, e conducendo il piano abc, ne risulterh la
piramide triangolare Sa bc, nella quale le tre facce che si
riuniscono nel vertice § saranno respettivamente uguali alle
tre facce della piramide S4B C che si riuniscono nel ver-
tice medesimo ; inoltre gli angoli solidi che banno il vertice
comune § saranno simmetrici,

4§71. Definizione. Due piramidi triangolari si dicono
sitnmetriche quando hanno un angolo simmetrico compreso
fra facce omologhe respetlivamente uguali.
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TEOREMA VI.
473. Due piramidi triangolari simmctrichc. hanno
tutte le facce omologhe respettivamente uguali, e.gh angoli
diedri omologhi essi pure respettivamente uguali.

Sieno le due piramidi SABC, Sabc, nelle quali i Fig 161.

due angoli che hanno il vertice S comune sono fra loro sim -
metrici; il primo compreso fra le facce u-iangolari. §A4 B,'
SAC, SBC respettivamente uguali alle facce triangolari
Sab, Sac, Sbc che comprendono il secondo Per Fugua-
glianza dei triangoli S4B, Sab sarh AB==ab; per
quella dei triangoli SAC, Sac sarh AC =ac; e final-
mente per quella dei triangoli SBC, Sbhc sarh pure
BC == bc; dunque i triangoli A B C, abc saranno equi-
lateri fra loro e percid uguali; dunque tutte le facce della
piramide S A BC sono uguali alle facce omologhe della
piramide Sabec. ' ]

Pertanto essendo uguali le facce omologhe, gli angoli
piani omolnghi di quesie facce saranuo respettivamente
uguali ; e gli angoli solidi triedri omologhi saranno costituiti
di angoli piani respettivamente uguali; dunque I’ angolo
diedro di due facce contigue qualunque in una di queste
piramidi & uguale all’ angolo diedro delle facce omologhe
nell’ altra, . o

4§73 Corollario I. E da osservare che in due plr.an‘udt
simmetriche gli angoli omologhi sono simmetsici; ml':uu
prolungando al di la del vertice C le costole CA, CB,
CS$ avremo un angolo solido Csa’ ¥ simmetrico all'angolo
CSAB della piramide SABC e tale che potrebbe coinciden?
coll’angolo cSaé della piramide Sabc; essendoc.hé‘ glf
angoli triedri Csa’d’, cSab sono‘stituiti fii angoli piaui
respettivamente uguali e similmen®disposti ; duuqa‘ne ghi
angoli CSA B, ¢ Sab sono simmetrici fra loro; tali sono
pure gli angoli BSAC, bSac; wligli angoli 4SBC,
aSbhc; ec.

§94. Corollario II. In due piramidi simmetriche. tutti
gli elementi omologhi, le costole, gli angoli piani, le facce
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e gli angoli diedri, sono respettivamente uguali; nondimeno,
poiche gli angoli triedri omologhi sono simmetrici, non v’ ha
modo alcuno di sovrapposizione in virta del quale le due
piramidi vengano a coincidere perfettamente in tutta la loro-
estensione ; infatli qualunque sia la faccia della piramide
Sabe che ne piaccia far combaciare colla faccia corrispon-
dente ed uguale della piramide $4 B C uua delle piramidi
si_collocherh al di sopra del comune piano di queste facce,
I altra al di sotto come si vede nella fig. 168.

§75. Corollario I11. Una piramide triangolare non
ha che una sola piramide simmctrica. Verameute ai quattro
vertici di una piramide triangolare corrispoudono quattro
piramidi simmetriche alla piramide medesiia ; ma esse sono
uguali, e poste convenientemente |’ una sull” altra potreb-
bero coincidere in tutta la loro estensione. Iu fatti facendo
CaesCA, CO'wm CB, Cs=uCS si compisca la pira-
mide Csa’l’; essa sarh simmetrica alla piramide SABC
come lo é¢ Sabc; ma poicheé gli angoli wriedri Csa’d’,
cS8ab posti convenientemente I’ uno nell’ aliro combaciano
perfettamente in tutte le loro facce, percio, ove si osservi che
queste facce sono respettivamente uguali, si vedrh che le due
piramidi Sabc, Csa'd’ debbono esse pure combaciare in
tutta la loro estensione ; lo stesso potrebbe dimostrarsi ri-
spetto alle piramidi corrispondenti agli altri vertici A e B;
dunque una piramide triangolare non ha che una sola pira-
mide simmetrica.

476. Corollario IV, Le propasizioni IIT, IV, V * hanno

- pur Juogo, quando gli elementi dati come respettivamente
" uguali nelle due piramidi, sono in esse inversameute disposti;

infatti se si suppone costrutla una piramide simmetrica ad
una delle due proposte;, essa in virti delle proposizioni
medesime dovra risulggre uguale all’altra piramide propo-
sta; dunque le due pW¥midi proposte saranso simmetriche
fra loro. Cost alle tre propusizioni preindicate conseguono
tre facili criterj di simmetria relativi alle piramidi triango-
lari ; quello perd cui da luogo la proposizione 111, se bene
si osserva, ¢ lo stesso criterio contenuto nella definizione
che abbiamo data delle piramidi simmetriche.
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§77. Se pel punto- C meszo della retta A B si conduce
un piano P Q. perpendicolare a guesta regta ; 1.° ogni
punto di esso piano saré ugualmente distante dalle due
estremitd di AB; 2.° ogni punto situato fuori del piano
sards piis prossimo a quella estremita di 4 B che si trova
dalla medesima parte di tal punio, ,

1.° Sia E un punto del pisno P Q; conduesnsi le rette
AE, BE, CE; CE sarh perpendicolare sul mezzo di
A B*; conseguentemente A E —= BE".

2.* Sia ‘F un punto situato lueri del piano P Q; cou-
ducansilerette 4 F, BF; quindi, D essendo il punto
dove B F incootra il piano P Q, conducasi 4D ; sarh
ADwmBD; ma AF<ADe-DF; dunque A F<BF.

§78. Corollario I. Ogni puuto aduuque ugualmente
distante dalle estremith della retta A B appartiene neces-
sariamente al piano perpendicolare a questa retta, e che la
divide in due parti uguali; sio¢ il piano perpendicolare
condotto pel merzo d’una retta & il luogo geometrico di
tutli i punti equidistanti dalle estremiti di essa retta. Questo
piano chiamasi piano di simmetria.

479. Corollario II. 11 piano che passa per tre punti
A, B, C respevivamente equidistanti da aliri due S, s
taglia la retta §s da cui sono uniti io due parti uguali, e le
risulta perpendicolare. lofatti se pel punto O mezzo della
retta Ss si conducesse un piano perpendicolare a questa
retta, esso piano dovrebbe passare pe punti A, Be C;
ma per tre punti non pud passare che un solo e medesimno
piano, dunque il piano che passa pei punti £, B, C sarh
quello stesso che taglia la retta 85 in due parti.uguali risul-
tandole perpendicolare,

al

Fig. 169

Fige 168,

477
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TEOREMA ViI.

480. Se due piramidi triangolari simmetriche hanno
una faceia A BC comune e sono costrutte I'nna al di sopra
U altra al di sotto di quesia faccia, la retta Ss. che
unisce i vertici degli angoli solids omologhi S, ed.s saris
perpcndicolare al piano della faccia mdeuma e da esso
divisa in due parti ugu.li,

Poiche Je piramidi sono simmetriche, le Joro custole omo-
loghe sarapuo uguali, per coi ASewe 45, BSe= Bs,
CSwmCs; ond’&cheiwe punti 4, B, C svuo vespelli-
vamente cquidistanti dai pumii §, s; dunque il piano 4BC
& perpeudicolare alla reita S5, e divide questa reula in
due parti uguali *.

481. Corollario. Qunndo si conndeu la faccia ABC
come la base comane delie due piramidi le reite SO, Os
rappresenteranuo le loro respettive aliezze; donde si rileva
che le altezze omologhe di due piramidi simmetriche, cioe
le altezze corrispondenti a due facce omologhe sono uguali.

TEOREMA VIIL

483, Due piramidi triangolari SABC, s A B C sono
Jra loro simmetriche quando avendo una comune faccia
A B C, sono costrutte similmente l'una al di sopra U alira
al di sotto di questa faccia in modo che la retta Ss, la quale
unisce § vertici degli angoli omologhi S, ed s sia perpen-
dicolare al piano della faccia medesima, e du esso divisa
in due parti uguali.

Tofatti se il piano A B C & perpendicolare alla retia Ss
e la divide in due parti uguali nel punto O, sark ASw= A3,
BS =w Bs, CS==Cs; dunque le facce S4B, SAC,
SBC della piramide SA B C saranno respettivamente ugua-
li alle facce sd B, sAC, s BC della piramide s 4 BC;
dunque watti gli angoli solidi omologhi delle due piramidi



Lmo v, 163
sono respettivamente simunetrici , @ compresi fra facce omo-
loghe uguali; dunque le piramidi SABC, s A BC sono
fra Joro simmetriche.

TROREMA IX,

483. Due piramidi poligone SABCD, sabcd sono
uguali quando hanno un angolo solido compreso fra tre facce
omologhe respettivamcnte uguali , e similmente disposte.

Sieno gli angoli solidi 4, a compresi fra facce omo-
loghe uguali, e similmente disposte; & facile vedere che
essi avranuo i loro tre angoli piani respettivamente uguai e
similmente disposti , e che per la sovrapposizione potranno
coincidere perfettamente ; percid posta la base abcd su la
hase A BC D, la cosiola as converrid colla costola A4S;
e siccoine queste costole sono uguali, il punto s cadrd in §,
e la piramiide sabcd coinciderh in tutta la sua estensione
colla piramide S4 B CD.

-484. Definizione, Due piramidi poligone s’ intende che
sieno. simmetriche quaando si pussono:decomporre in un me-
desimo numero di piramidi triaugolari simmctriche, e dispo-
ste in ordine inverso,

TEOREMA X.

485. Due piramidi poligone simmetricke hanno le facce
omologhe respeltivamente uguali , gli angoli diedri omolo-
ghi, essi pure respettivamente uguali , e gli angoli solidi
omologhi simmetrici fra loro.

Questa praposizione consegue alla definizione delle pira-
midi simmetriche, lo che agevolmente si dimostra.

486. Corollario I. Dalla stessa definizioue delle pira-
midi poligone simmetriche e dal §. 475, segue che una pira-
mide poligona qualunque non ha che une sola pirawmide
simmetrica.

§89. Corollario II. Bene si scorge aver luogo rispetto

Fig. 170,

480 [ ]
483.

Fig. 171,

Fig. 173,
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alle piramidi poligone i’ teorémi ‘VII, VII™, dimostrati
relativamente alle punlmdn triangolari. - :
488. Corollario IFI. Le altezze di due pinnndl poli-

gone simmetriche sono uguali.
TEOREMA XI.

489. In qualunque prisma la sezione abcde fatta da
un piano parallelo alla sua base ABCDE 2 un pol&gouo
uguals alla basc medesima.

Tofatti i 1sti 4B, ab sono oguali fra loro come paral-
lele comprese fra parallele ; per la stessa ragione sono ugnali
ilati BC, bc} lo sono parimente i lati CD, cd, ec
D’altra parte sono uguali gli angoli 4 BC, abc avendo essi
i lati respettivamente paralleli e direuti nel medesimo senso;
tali sono pure gﬁ angoli BCD, brd, ec; danque la
sezione abcde & un poligono ugoale al pohgono ABCDE
base del prisma.

4go Corollario. In qualunque prisma le sezioni faue
da pnam paralleli fra loro sono uguali. Infatti ana di quoste
sezioni si pub considerare come base d'un prisma cwi ¢
parallela | alira sezione. :

TEOREMA XII.

491. Due prismi ABCDEF, abcdef sono uguali
quando hanno un angolo solido copreso fra tre facce
respettivamente uguali, e similmente disposte.

Sieno gli angoli solidi 4, a compresi fra facce omeloghe
vguali, e similmente disposte; si vede che essi avranno i
loro tre angoli piani respetiivamente oguali e similmeute di-
sposti , e che per la sovrapposizione potranno perfettamente
coincidere ; percid posta la base abcde sula base ABCDE
la costola a f converrd colla costola 4 F; e siccome queste
costole sono uguali fra Joro, come lo sono le costole B G,
bg, elecostole EK, ek, i punii f, g, k cadranuno
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respettivamente su i punti F, G, K; dunque la faccia
J§ hik coinciderh interamente colla sua uguale F G HIK,
e le costole ch, di coincideranno esse pure colle costole
CH, DI; duuque i due prismi coincideranno perfetta-
mente ia tutta la loro estensione.

§92. Corollario. Due prismi retti sono uguali quando
hanno basi uguali, ed uguali altezze. Perocche essendo in
tal caso le altezze uguali alle costole dei prismi *, avremmo
A F = af; e siccome slante I’ uguaglianza delle basi si ha
AB=xab, AE == ae, ircettangeli ABGF, AEKF
sarebbero respettivamente uguali ai due rettangeli abgf,
aekf; e per 1al modo i due prismi avrebbero un angolo
solido compreso fra tre facce respettivamente uguali; dun-
que i due prismi sarebbero uguali,

493. Scolio. Ogni prisma poligono potrd sempre decom-
porsi in prismi triangolari i quali avranno la medesima al-
tezza del prisma, e le loro basi saranno i vari triangoli
ABC, ACD, ADE, ec., ne qualisi pud decomporre
la base 4 BCD ec., per le diagouali AC, AD, ec.

494. Definizione. Due prismi s’ intende che sieno sim-
metrici quando sono composti di un medesimo numero di
piramidi simmetriche, e disposic in ordine inverso.

Sieno ABCDEF, abcdef due prismi triangolari ;
essi si reputeranno simmetrici fra loro quavdo le due pira-
widi ABCE, ACFDE VI una iriangolare, |’ altra
quadrangolare di che si compone il primo, saranno respetti-
vameute simmetriche alle piramidi abce, acfde dclle
quali & composto il secondo.

Ben ¢ chiaro poi che a soddisfare alla condizione richie-
sta dalla definizione , onde due prismi poligoui sieno sim-
metrici, basterk che sieno composti d’un medesimo numern
di prismi triangolari simmetrici disposti in ordine inverso ;
dovendo poi i prismi triangolari omoleghi esscre composti
di piramidi respettivamente simmetriche.

* 458.

Pig. 163.

Fig- 173.
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TROREMA XIIL,

495. Due prismi simmetrici hanno le facce omologhe
respettivamente ugnali , gli angoli diedri omologhi essi
pure respettivamente uguali , e gli angoli solidi omologhi
simmetrici fra loro,

Le facce omologhe dei due prismi saranno composte
di facce omologhe ed uguali delle piramidi costituenti;
dunque le Tacce omologhe dei due prismi saranno uguali

Due angoli diedri omologhi dei due prismi o saranno
angoli diedri omologhi delle piramidi costitnenti o si com-
porranuo d*un medesimo numero di angoli diedri nmologhi
delle piramidi medesime; in ambedue i casi gli angoli diedri
omologhi dei due prismi saranno uguali.

Finalmente gli angoli- solidi omologhi nei due prismi
saranuo composti degli angoli solidi triedri omologhi delle
piramidi costituenti, e disposti in ordine inverso, essendo
queste stesse piramidi disposte in ordine inverso; ma ghi
angoli triedri omologhi delle piramidi sono simmetrici;
dunque gli angoli solidi omologhi dei due prismi saranno
essi pure simmetrici,

498. Scolio. Dalla definizione dei prismi simmetrici e
dal §. 486 seguc che un prisma qualunque non ha che ua
solo simmetrico,

TFOREMA X1V,

497. Due prismi sono simmetrici fra loro quando hanno
un angolo solido simmetrico compreso fra_facce omologhe
respettivamente uguali,

Infatti un terzo prisma simmetrico ad uno dei prismi
proposti sarcbbe uguale all’altro *; dunque i prismi proposti
sono simmetrici fra Joro,
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TEOREMA XV.

498. Se due prismi simmetrici hanno una faccia
ABCDE comune e sono costrutti I'uno al di sopra Ualtro
al di sotto di questa faccia, le rette Hh, Ti, ec., che
uniscono i vertici degli angoli omologhi, sono perpendico-
lari al piano della faccia medesima, e da esso divisi in due
parti uguali.

Essendo i prismi simmetrici le facce omologhe debbone
essere uguali ; percid i parallelogrammi BCHG, CDIH
saranno respettivamente uguali ai parallelogrammi BChg,
CDik; i lati omoleghi di questi parallelogrammi e le loro
omologhe diagonali saranno adunque respettivamente ugua-
li; cosicché avremo HCwa hC, HB == hB, HD == h D,
dunque il piano A BCDE & perpendicolare alla retta Hh
e divide questa retta in due parti uguali *.

Sarh superfluo ripetere la dimosirazione sopra le rette
Ii, Kk, ec., quando si osservi che essendo TH, K1, ec.,
respettivamente uguali e parallele ad ik, ki, ec., anche
Ii, Kk, ec., sono uguali e parallele ad H A,

4g9. Corollario. Due prismi simmetrici hanuo la mede-
sima altezza.

TEOREMA XVI.

500. Due prismi ABCDEF, ABCDE(, sono fra
loro simmetrici quando avendo una _fuccia ABCDE co-
mune sono costrutti I’ uno al di sopra l’ altro al di sotto di
questa faccia in modo che la retta Hh, che unisce i vertici
H, ed h di due angoli omologhi qualunque sia perpendico-
lare al piano dclla faccia medesima, ¢ da esso divisa in
due parti nguali.

lofatti se il piano 4 BCDE ¢ perpendicolare alla retta
Hbh e la divide in due parti aguali, siha DHe Dh,
BH == Bk, CH a= Ch ; percid i wiangoli CDH, CBH

Fig. 174.

* 477,

* 97

Fig. 164.
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sono respettivamente uguali ai trisngeli CDh, CBh;
dunque i parallelogrammi DCHI, B CHG sono respet-
tivamente uguali ai parallelogrammi DChi, BChg e
disposti in ordine inverso ; duoque i due prismi ABCDEF,
ABCDE/f avendo un angolo solido simmetrico compreso
fra tre facce respettivamente uguali seno simmeétrici *.

" TEOREMA XVII.

. 501. In ogni parallelepipedo le facoe opposte sono
nguals e parallele,

La proposizinne non ha bisogno di prova che per le facce
della superficie laterale del parallelepipedo. Supponiamo
pertanto che le basi del parallelepipedo sieno 4 BCD,
EFGH, prendiamo a dimostrarc ' uguaglianza delle facce
ABFE, DCGH. Essendo ADHE un parsllelogram-
mo le rette A E, D H sono uguali e parallele fra lora; ed
essendo auche 4 BC D un parallelogrammo, le rette 4B,
D C souo parimente uguali ¢ parallele fra loro; dunque
I"angolo BAE, é uguale all’angolo CD H*, ed il piano
B AE ¢ parallelo al piano CD H; dunque anche i paral-
lelogrammi A BFE, DCGH sono uguali e paralleli.

502. Corollario I. Poiché il parallelepipedo é un solido
compreso da sei facce di cui le opposte sono uguali e paral-
lele , segue che una faccia qualunque, e la sua opposta pos-
sono esser considerate come le basi del parallelepipedo.

503. Corollario Il. Le costvle opposte d’ un parallele-
pipedo sono uguali e parallele. Quindi ¢ che tre costole con-
tigae d'un parallelepipedo 4 B, 4D, A E, determinano il
parallelepipedo medesimo ; eppercio essendo date tre rette
AB, AD, AE che partono da uno siesso punto A, e che
formano fra loro dei dati angoli si potrh agevolmente co-
struire un parallelepipedo di cui le medesime rette sieno tre
costole contigue. Perocche counducendo dal punto B due
linee BC, BF respettivamente parallele ed uguali ad
AD, ed AE; dal punto D e lince DC, ¢ DH respei-
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tivamente uguali e parallele od 4 B ed 4 E; dal punto E
le linee EF, EH respettivamente uguali e parallele ad
AB ed AD; e poi- da un punto dove s’ incontrano due
delle parallele condotte, per es. C, una linea CG parallela
ed uguale alla costola opposta A4 E; si avranoo tutli i ver-
tici del parallelepipedo.

504. Corollario I11. In ogni parallelepipedo la sezione
fatta da un piano che passa per due costole opposte & un
parallelogrammeo.

505, Scolio. Se le tre costole contigne d’ un parallelepi-
pedo sarauno uguali le facce del parallelepipedo saranno
altrettante losanghe ; se le tre costole medesime oltre essere
wguali formeranno fra loro angoli uguali, tutte le facce del
parallelepipedo saranno losaughe uguali; finalmente se le
tre costole saranno uguali, e formeranno scambievolmente
degli angoli retti le facce del parallelepipedo saranno al-
trettanti quadrati.

506. Definizione I. 1| parallelepipedo compreso da sei
losanghe uguali si chiama romboide.

509. Definizione 11. 11 parallelepipedo compreso da sei
quadrati si chiama cubo. Questi quadrati sono necessaria-
meale uguali.

TEOREMA XVIIL

508. In ogni parallelepipedo le quattro diagonali si
tagliano scambievolmente in due parti uguali nel medesimo
punto,

Per le due costole opposte BF, DH si conduca oa
piano; la sezione sard il parallclogrammo B F H D*; dun-
que le diagonali BH , ed FD si taglieranno scambievol-
wente in due parti ugnali nel punto O. Per le due costole
opposte .4 D, FG siconduca un altro piano ; la sezione
AD G F sarh essa pare un parallelogrammo, ¢ la diagonale
4 G aglierh in parti uguali la diagouale F D passando per
cousegueaza pel punto O; lo stesso si pud dire deHa diago-
vale EC; duoque le quattro diagonali BH, FD, 4G,

Fig. 175.

Fig. 176.

Fig. 164.
* 504.

» 323,
* 41,

* 510.
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E C si ugliano scambievolmente in parti uguali nel mede-
simo punto. : :

50g. Scolio. Il punto O si chisma centro del paral-

lelepipedo. .
TEOREMA XIX.

510. In ogni parallelepipedo gli angoli solidi opposti

sono fm loro simmetrici.

Paragoniame 1'angolo solido A al suo epposto G ;
I'angolo EAB uguale ad EFB* & pure uguale ad
HGC*; I'angolo DAE w= DHE wua CG F5 ¢ I’ angolo
DAB=DCB = HGF; dunque i tre angoli piani che
formano }’ angolo solido A sono respettivamente uguali ai
tre angoli piani che formano 1" angnlo solido G ; ma prolun-
gando le costole dell” angolo solido G al di 1 del suo ver-
tice si di luogo ad un angolo triedro simmetrico all’ angolo
solido G, e che potrebbe coincidere perfettameute coll’an-
golo solido A4; dunque gli angoli solidi opposti 4, ¢ G

sono simmetrici.

TEOREMA XX.

511, Il piano che passa per due costole opposte B F,
D H divide il parallclepipedo in due prismi triangolari
ABDEFH, BCDFGH simmetrici fra loro.

11 solido /A BDEF H & un prisma perché i triangoli
ABD, EFH sono uguali come equilateri fra loro, ed i
loro piani sono paraileli ; ed inolire percheé le facce laterali
ABFE, ADHE, BDHF sono paraliclogrammi. Lo
stesso & del solido BCD F G H. Questi due prismi hanno
poi le facce 4 B FE, GHD C uguali come facce opposte
del parallelepipedo ; hanno pure uguali le facce ADHE,
GCBF, e le facce ABCD, GHEF per la stessa
ragione ; ma gli angoli solidi 4 e G sono simmetrici *,
dunque i due prismi haano un angolo selido simmetrico
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compreso fra facce omologhe respettivamente uguali; dua-

que essi sono simmetrici °. * 497-

TEOREMA XXI.

512 In ogni parallelepipedo rettangolo il quadrato Fig.177.

d'una diagonale O G & uguale alla somma dei quadrati
delle tre costole contigue.

—— — o
Infatti conducendo O F avremo OG e= OF + FG ,
ma 6;-":‘-0_[3“-&- BF ., dunque OG —6§'+ﬁ‘.+ FG ,
ovvero -O_é.s: b-z—l.-l- E—B‘ -t -0—6 N
513. Corollario. Dunque le diagonali ¢’ un parallelepi-
pedo rettangolo souo uguali.

TEOREMA XXIL

514. Un poliedro qualunque pud sempre decomporsi in

piramidi triangolari.

Primieramente un poliedro qualunque pud decomporsi
in poliedri convessi; lo che si ottiene conducendo conve-
nientemente un certo numero di piani secanti secondo le
costole degli angali solidi rientranti.

Ci limiteremo pertanto a cousiderare un poliedro con-
vesso. Supponiamo che da un punto qualunque preso dentro
il poliedro si conducano delle rette a tutti i suoi vertici:
verranno cosi determinalti tanti triangoli quante sono le co-
stole del poliedro, le cui respettive basi saranno le costole
medesime; il punto interno sarh loro comune vertice. E cosi
il poliedro risnlterh decomposto in piramidi le quali avranno
guesti triangoli per facce laterali, per basi le facce del po-
liedro, e per comune vertice il punto iuterno. E poicheé ogni
piramide poligona si pud decomporre in piramidi triangola-

; segue che il poliedro potrh esser diviso in piramidi * 456.

trlangohn
Il vertice comune delle piramidi, ove uon si volesse
dentro il poliedro, potrebbe ben anche situarsi sopra una
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sua faccis, o sopra uns sua costola, o ancora sul vertice .
*d’un angolo solide del poliedro stesso. Sia A il vertice .
d’ un angolo solido del poliedro ; dal punto A si conducano
delle rette a tutti gli altri vertici del poliedro, e s’ immagi-
ni fatia una costruzione analoga alla precedente: il poliedro
risulterh deecomposto in piramidi Je quali avranno per basi
le sue diverse facce,, quelle eccettoate che si riuniscono in
A ; in questo caso il numero delle piramidi sarh uguale al
numero totale delle facce del poliedro diminuito del numero
delle facce dell” angolo solido, vel di cui vertice si trova il
vertice comune delle piramidi.

515. Scolio I. Due poliedri uguah posmuo decomporsi
in un medesimo numero di piramidi uguali e similmente
disposte. Reciprocameate , due poliedri sono uguali quando
sono divisibili in un medesimo numero di piramidi respetti-
vamente vguali e similmente disposte.

516. Scolio 11. Due poliedri uguali hanno necessaria-
mente le facce omologhe respettivameute uguali e similmente
disposte , 1" angolo diedro di due facce contigue in uno di
questi poliedri ugnale all’ angolo diedro delle facce omolo-
ghe nell'aliro, e gli angoli puliedri omologhi respettivamente
nguali,

Reciprocamente due paliedri sono uguali quando hanno
le facce respettivamente uguali e similmente disposte, e
qualunque angolo diedro di due facce contigue in uno di
essi uguale all’ angolo diedro delle facce omologhe nell’ al-
tro. Infaui considerando nei due poliedri due piramidi trian-
golari esterne omologhe si vedrh che esse snno uguali avendo
un angolo diedro uguale compreso fra facce respettivamente
uguali, e similmeste disposte. Togliendo ai due poliedri
queste piramidi si avrauno altri due poliedri nei quali le
nuove facce saranuo respettivamente uguali, e saranno pure
respettivamente uguali i nuovi angoli diedri : potremo adun-

que operare sopra questi nuovi poliedri come su i preceden-
ti, e cosi procedendo potremo decomporre i due poliedri in
un medesimo numero di piramidi triangolari ugusli e si-
milmente disposte; dunque questi poliedri sono uguali, E
d’uopo osservare pero che questa proposizione contiene varie
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coiidizidni superflue ; pntendosi inferive V-ugusglisnza dei
due poliedri da un numero di condizioni minore di quello
che tale proposizione suppone.

519. Definizione, Due poliedri s’ intende che sieno sim-
métrici fra loro quando si possono decomporre in.un mede-
simo numero di piramidi triangolari simmetriche , ed inver-
sameote disposte. o

TEOREMA XXIII.

518. Due poliedri simmetrici hanno le facce omologhe
respettivamente uguali , gli angoli diedri omologhi essi pure
respettivamente uguali, e gli angoli solidi omologhi sim-
metrici.

La dimostrazione ¢ analoga 2 quella del teorema X1Ii. *

TEOREMA XXIV.

519. Due poliedri sono simmetrici quando hanno le
Jacce respettivamente nguali, inversamente disposte , e gli
angoli diedri omologhi essi pure respettivamente uguali.

Infatti ove un terzo poliedro fosse simmetrico ad uno
dei proposti, esso sarebbe necessariamente uguale allaltro ;
perche le oro facce omologhe sarebbero respettivamente
uguali e similmente disposte, e gli angoli diedri omologhi
sarebbero essi pure respettivamente uguali *. Dunque i due
poliedri proposti souo simmetrici fra loro. Questa proposi-
zione contiene perd delle condizioni superflue.

520. Scolio I. La costruzione d’ un poliedro simmetrico
ad uno dei proposti, suppone che questo si decomponga in
piramidi triangolari; ora qualunque sia il modo di tale de-
composizione il nuovo poliedro costratto sarh sempre uguale
all’ altro dei proposti; stanteche le facce e gli angoli diedri
omologhi saranno sempre in essi poliedri respeltivamente
uguali; di qui risulta che un poliedro qualunguc non puo
avere che un solo poliedro simmetrico.

* 495-

*5:8.

Pig. 178,

* 480. ¢
498.
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5a1. Scolio I1. E da cid rilevasi pure, che le pirsmidi
triangolari uelle quali si possono decomporre due poliedri
simmetrici, conducendo le reuie che determinano i piani di
divisione da due vertici omaloghi H, h, sono sempre
respettivamente simmetriche ed inversamente disposte, qua-
lungue sieno essi vertici omologhi,

52a. Corollario Adunque le diagonali omologhe di due
poliedri simmetrici souo respettivamente uguali. Infatti sarh
scmpre possibile decomporre ) fattamente i poliedri che
due diagonali omologhe qualunque, sieno le custole omolo-
ghe di due piramidi triangolari simmetriche,

* . TEOREMA XXV, .

523. Se due poliedri simmetrici hanno una faccia co-
mune ¢ sono costrutti I’ uno al di sopra., ¥ altro al di sotto
di questa faccia le rette che uniscono i vertici degli angoli
omologhi sono perpendicolari al piano della faccia mede-
sima , ¢ da esso divise in due parti uguali,

Essendo i poliedri simmetrici le costale omologhe e le’
diagonali omologhe, debbono essere respettivamente uguali;
percid supponendo che i punti H, h sieno i vertici di due
angoli solidi omologhi avremo uecessariamente HBw= h B,
HC=hC, HD =h D ; dungue la rea Hh che con-
giunge i due vertici omologhi H, h & perpendicolare al
piano ABCDE ed & divisa da questo piano in due parti
uguali, :

524. Scolio. Questa proposizione comprende manifesta-
mente come casi particolari i teoremi Vil, XV, *
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TPOREMA XXVI.

526. Due poliedri sono simmetrici quando avendo una
faccia comune sono costrutti 'uno al di sopra U altro al di
sotto di questa faccia in modo che le rette Aa, Bb, ec.,
le quali uniscomo i wertici degli angoli omologhi, sicav
perpendicolari al piane della faccia medesima , e da esso
divise in due parti uguali nei punti P, Q, ec.

Si rovesci il trapezio A4 P Q B sul trapezio aPQ¥b fa-
cendolo girare intorno a P Q; le rette AP, aP uguali e
perpendicolari a P Q coincideranno, éome pure le retie
BQ, 5Q: percio anche A4 B coinciderd con ab; dunque
la linea reua che congiange due vertici del poliedro supe-
riore é uguale alla linea retta che congiuuge i vertici omolo-
ghi dell’ alire. Cost supponendo che d, e c sieno vertici
del secondo poliedro omologhi ai vertici D, e C del primo,
avtemo A C=mac, BC= bc; e conseguentemente il
triangolo A B C uguale al triangolo a bc; dunque il trian-
golo che unisce tre vertici qualunque del poliedro superiore
¢ uguale al triangolo che unisce i tre vertici nmologhi del-
Ialtro poliedro, Perlache i triangoli 4 DC, B D C saranno
respettivamente uguali ai triangoli adc, bddc; e sarh
Pangolo DCBe=dch, ACD =acd, ACB=ach.
Cibd posto

1° Se i triangoli 4BC, ADC, BDC sitroveranno
nello stesso piano avremn | angolo DCB == ACD—+ ACB
ma in tal caso dovendosi pure avere dcbemacd+ach
anche i triangoli abc, adc, bdc si troveranne in un
medesimo piano. Dunque se piu triangoli riuniti formeranno
una faccia del poliedro superiore, i triangoli omologhi for-
meranno una faccia dell’altro poliedro; dunque ciascuna
faccia triangolare o poligona d’ un poliedro corrisponde ad
una faccia uguale nell’ altro,

2.% Se i triangoli ABC, ADC, BDC non si trove-
raono nello stesso piano, ma formeranno un angolo triedro
in € aveemo Pangolo DCB < ACD + ACB; wa

Fig. 179-
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allora dovendosi pure avere dcb <acd +acb anche i
triangoli abc, adc, 8dc formeranno in ¢ yn angalo
triedro; e questi due angoli triedri, come costituiti di angoli
piani respettivamente uguali, saranno nguali; l'sugolodiedro
adunque formato dai piani ABC, ADC sarh uguale
all’angolo diedro formato dai pisni abe, ade; ma pi‘ pnb
supporre che le costole 4 C, ae di questi angoli diedri

. sieno costole omolnghe dei poliedri, dunque gli angoli die-

dri omologhi dei due poliedri somo uguali. Dunque i due
poliedri proposti sono simmetrici. . )

« 536, Scolio I, Questa proposizione , com’ ¢ chiaro, in-
dica un facile mezzo di costruire un poliedro simmetrico ad
un poliedro daw,, sopra una eua faccia qualuuque.

527, Scolio II. £ manifesto che nella proposizione

* 482, ¢« medesima sono incluse le due proposizieni V1II, XV1* come

50e.

casi particolari di essa.
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I POLIEDRI EQUIVALENTL

NOZIONI PRELIMINARI.

528, Un solido geometrico considerato rispetto alla sua
grandezza prende il nome di volume. Inguisache tra i due
vocaboli wolume e solido geometrico & questa differenza;
¢he il primo si anpette esclusivamente all’ idea della quan-
o di estensiowe d’un corpo, I’ altro a quella specialmente
detla sua forma. Si dirh adunque solido, anziche volume,
ogniqualvolta volendo prendere in considerazione la sola
forma di un corpo escluderemo I’ idea della sua gran-
dezza, cioé lasceremo indeterminata la quantith della sua
estensione.

Per tal modo la voce volume & analoga alla voce area,
usandosi la prima relativamente ai solidi nel medesimo si-
gnificato che si attribuisce alla seconda relativamente alle
superfici.

529. Due solidi che hanno il medesimo volume si dicouo
solidi equivalenti; e si riserva la denominazione di solidi
uguali ad indicar quelli che per qualche modo di sovrappo-
posizione possono coincidere in tulta ia loro estensione.

530. Comprenderemo sotto il nome di dimensioni d’ un
parallelepipedo rettangolo, le tre rette che rappresenteranno
la sua altezza, e le due dimensioni della sua base. Queste
due dimensioni della base sono quelle cui talvolta si atribui-
scono i nomi di lunghesza, e larghesza del parallelepipedo.

12

Fig. 180.
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531. Ogni parallelepipedo rettangolo si dirk contenuto
o compreso fra tre costole, che concorrono nel vertice d’'uno
stesso angolo; queste tre costole saranmo evideatemente le
tre dimensioni del parallelepipedo. .

532. Ogni cubo si dirk fatto, o costrutto sopra una linea
quando questa linea ne sarh il lato. Si dice ancora cubo di
A volendo indicar quello di cui la linea 4 & il lato.

533. Per esser brevi indicheremo talora un parallelepi-
pedo per mezzo delle due sole lettere che si trovano ai ver-
tici di due angoli opposti.

TEOREMA 1.

534. Due parallelepipedi che hanno dasi uguali ed
uguali altezze sono equivalenti. .

Supporremo che i due parallelepipedi abbiano la base
inferiore comune , e le loro basi superiori situate sopra uno
stesso piano parallelo alla base medesima : or due casi deb-
bonsi considerare, secondoché ambedue i parallelepipedi sono
o no contenuti fra gli stessi piani paralleli di due facce late-
rali opposte.

Supponiamo che al primo caso corrispondano i due pa-
rallelepipedi 4O ed A C' ambedue lateralmente compresi
fra i piani A BB'M ¢ DCC P 1 due prismi triangolari
AMA'DPD, BNB COC saranno uguali fra loro;
infatdi i triangoli A M 4, BN B’ che loro servono di basi
sono uguali stanteche A M e BN, AA ¢ BB' sono
parallele, ed i parallelogrammi AP ¢ BO, AD e BC
sono essi pure uguali. Ma togliendo dal solido 4MPC'B'B
il prisma AMA'DPI resta il parallelepipedo A C, ¢
togliendo-in vece dal solido stesso il prisma BN B COC
resta il parallelepipedo 4O, dunque i due parallelepipedi
AC', 40 sono equivalenti.

L’ altro caso cui supporremo che corrispondano i due
parallelepipedi 4C ed AC”, si riconduce agevolmenie al
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caso precedente. Perocché prolungando lc facce A B, DC
del parallelepipedo 4 C, ¢ le lacce A D", B € del paral-
lelepipedo AC”, daremno luogo al parallelepipedo 4O che
risulta dallo scambievole incomro di essc facce ; or dalla
dimostrazione precedente couscgue esscre questo parallele-
pipedo A4 O equivalente a ciascuno dei due parallelepipedi
proposti AC', AC" essi adunque sono equivalenti fra
loro.

TEOREMA 11.

535 Qualunque parallelepipedo AG pud essere tra-
sformato in un parallclepipcdo equivalente il quale avra
la medesima altezza cd una base equivalente,

Si cambi il parallelogrammo AEFD, base del paralle-
lepipedo proposte 4 G, nel reuangelo equivaleute ABCD
‘conducendo dai punti 4, D lerette AB, DC perpendi-
colarmente sopra BF; quindi sul piano 4ABCD s'inalziuo
le perpendicolati 41, BK, CL, D M uguali all’aliezza
del parallclepipedo proposto, e si congiungauo le lcro estre-
mits mediante lerewe /K, KL, LM, M1, olierremo
il parallelepipedo retiaugolo A L il quale dico essere equi-
valente al parallelepipedo proposto 4 G. Infaui costruendo
un terzo parallelepipedo AH retio, la cui base sia AEFD
e 'aliczza A1, si vedrh essere tale parallelepipedo equi-
valeute al parallelepipedo 4 G ; essi hanno infatti la mede-
sima base AE FD ¢ la medesima altezza AJ: ma lo
stesso parallelepipedo rettc 4 H é ben auche equivalenie
al parallelepipedo rettangolo A L, perocché si pud dire
avere essi pure una medesima base 41 A7 D ed una mede-
sima altezza A B: dunque il parallelepipedo proposio 4G
& equivalente al parallelepipedo retiangolo AL, che ha la
medesima altezza A7, e la cui base 4BCD ¢ equivalente
alla base A E FD.

Fig. 182,

Fig. 182.

» 489_
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TEOREMA .

536. Un prisma qualunque ABCDE K & equivalente
al prisma retto AB'C D' E'K' avente la stessa costola

AF, e per base la sexione AB'C' D E' fatta nel primo
prisma da un piano perpendicolare ad essa costola AF.

Le basi del prisma retto 4 B'C' I’ E' K’ souo le sesioni
ABCDE, FGH I'K faue nel prisma obliquo da
due piani condotti pei punti 4 ed F perpendicolarmente
alla costola A F, le quali sezioni debbono essere poligoni
uguali®. Ora siccome le costole della superficie laterale d'un
prisma sono uguali, avremo nel prisma obliquo 4F == BG,
e nel prisma retto A F s B'G'; quindi BGe= B'G', ¢
conseguentemente B B == G G’; e per la siessa ragione
CC—=HH, DIV = II', EE' = KK'. Dunque si-
wuando il poligonoe FG' H'I'K' sul suo ugnale 4 B'C' D' E’
le rete GG, HH', Il', KK perpendicolari al piano
FG'HI'K' dovranno respettivamente coincidere colle rette
BB, CC, DD, EE perpendicolari al piano A B'CD'E’;
cosicche il solido FG'H'I'K’'K coinciderh in tutta la sua
estensione col solido 4 B°C D' E’E; donde risulta essere
questi due solidi uguali; ma se essi tolgonsi a vicenda dal
totale solido 4 HC i resti sono il prisma obliquo 4 H,
ed il prisma retto 4 H’; dunque questi prismi sono equiva-
lenti fra loro. ‘

537. Corollario I, Due prismi sono equivalenti fra loro
quando si riscontra essere una costola laterale dell’ uno
uguale ad una costola laterale dell’aliro, e le sezioni respet-
tivamente perpendicolari a queste costole uguali fra loro.

538. Corollario Il. I due prismi triengolari simmetrici
ne’ quali si pud dividere ogni parallelepipedo mediante un
piano diagonale sono equivalenti fra loro.

539. Corollario I11. Un prisma triangolare qualunque
¢ la meta di un parallelepipedo avente una base doppia e la
medesima altezza,
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TEOREMA IV.

540. Due prismi che hanno basi uguali ed uguali
altezze , sono equivalenti,

Supponiamo che i prismi sieno triangolari; i parallelepi-
pedi di cui essi prismi sono le meth avrauno basi ng}xalnwed
uguali altezze, e saranno percid equivalenti; i prismi adun-
que saranno essi pure equivalenti.

Suppouiamo poi che si tratti di due prismi qualunque;
essi poiche le Joro basi sono poligoni uguali, si potranao
decompoire in un medesimo numero di prismi triangolari
che avranno basi respettivamente uguali ¢ la medesima
altezza; questi prismi triangolari saranuo adunque respet-
tivamente equivalenti; dunque i prismi poligoni sarauno
anch’ essi equivalenti.

TEOREMA V.

541. Due piramidi triangolari che hanno basi uguali
ed altezze uguali sono equivalenti.

Sieno S4B C, sabc le due piramidi le quali hanno la
medesima altezza A Z, e le basi A BC, abc, che sup-
poniamo poste sopra uno stesso piano , uguali fra loro. Divi-
dasi 'aliezza A Z in un numero qualunque di parti uguali,
e pei punti di divisiove si conducano dei piani paralleli al
piano delle basi ; le sezioni DEF, GHI, ec., faueda
questi piani nella piramide §4 B C saranno re§peltivameme
uguali alle sezioni def, ghi, ec., faute dai piani medesi-
mi nella piramide sab ¢ *. Ound’ & che i prismi AC, DF’,
GI' ec., costrutti sopra i triangoli ABC, DEF, GHI ec.,
in modo che abbiano per costole le parti 4D, DG, GK ec.,
del lato S4, saranno respettivamente equivalenti ai prismi

Vig. 183,

* 465.

* 540.

182 ELEMENTI DI GBOMUITAIA

ac, df'. g’ ec., costruiti sopra i triangoli abc, def,
ghi, cc., inmodo che abbiano essi pure per costole le parti
ad, dg, gk, ec., del lato sa’. E parimente i prismi D E',
GH, KL, ec., costrutti al di sotto dei triangoli DEF,
GHI, KLM, ec., colle custole DA, GD, KG, ec.,
saranuo respetlivamente equivaleati ai“prismi de, gh',
kl, ec., costrutti al di sotto dei triangoli def, ghi,
kim, ec., colle costole da, gd, kg, ec. Conseguente-
wente la somma che chiameremo § dei prismi eccedenti sarh
in-ambedue le piramidi la stessa ; come pure sarh la stessa
la somma che diremo s dei prismi deficienti; e siccome ciascu-
na piramide & compresa (ra i prismi eccedenti e i deficienti,
percio titte ¢ due a un tempo saranno contenute fra i mede-
simi limiti S ed 5. Cid posto si osservi che in ambedue Je
piramidi i due prismi che si vedono costrutti I’uno al di
sopra I'altro al di sotto di ciascun triangole DEF, GHI,
cc., sono ugnali fra loro; per cui la differenza fra S ed s &
evidentemente il primo prisma eccedente A BCC, oppare
abced, la cui altezza é una delle parti velle quali si é di-
visa 1" aliezza A Z, delle piramidi; ma il numero delle
pari di A Z pud farsi grande quanto vogliamo, e piccola
quanto vogliamo pud in conseguenza divenire ciascuna di
essc parti ; dunque il prisma 4 BC C ossia abcc’, cioé la
differenza dei limiti S, ed s in cui sono comprese le pira-
midi proposte puo divenire piceola quanto vogliamo ; dun-
que queste due piramidi sono cquivalenti,

542. Corollario I. Due piramidi poligone sono equiva-
lenti quando haono basi uguali ed uguali altezze. Perocché
esse potranno dividersi in un medesimo numero di piramidi
respettivamente equivalenti.

543. Corollario II. Due piramidi simmetriche sono
equivalenti. Infatti nelle piramid: simmetriche le facce omo-
loghe sono uguali, ed alle facce omologhe corrispondono

* 434, e sempre altezze uguali®,
4

544. Corollario 111. Due poliedri simmetrici sono equi-

*517. valenti®,
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545. Ogni piramide ¢ equivalente al tergo del prisma Fig. 184.

della medesima base , e della medesima alterza.

Supponiamo primieramente che si tratti di una piramide
iriangolare A BC D. Pei punti B, C si conducano le rette
BE, CF uguali e parallele ad AD, esicompia mediante
le rewie. DF, FE, ED la costruzione del prisma ABCDEF
il quale avrh la medesima hase 4 BC, e la stessa alterza
della piramide proposta. Posto cio si conduca il piano CDE;
il prisma risultera decomposto velle tre piramidi triangolani
ABCD, BCDE, CDE F. La seconda di essc consi-
derata come aveote Ja base BCE ed il vertice D & equi-
valente alla terza, la quale si pud considerare come avente

la base CE F ed il vertice D*; ma questa di cui la faccia * 541,

D E F si pub prender per base, e C per vertice & equiva-
lente alla prima, considerata come avente labase 4BC

ed il vertice D *; dunque le tre piramidi di che si compone *541.

il prisma A BCDE F sono equivalenti ; duuque la pira-
mide A BCD ¢ il terzo di esso prisma.

Cid pasto si consideri una piramide qualungue ; essa si
potra decomporre in piramidi triangolari aveati tutte la me-
desima altezza di cssa, e per basi i varj triangoli. ne’ quali
piacerk dividere la sua base poligona; ora immaginando un
prisma costrutto su la base dclla piramide proposta, ed
avente la medesima altezza, ¢ diviso in quei prismi triangolari
che hanne per basi i triangoli costituenti la base della pira-
mide proposta, si vedrh che ciascuno di questi triangoli serve
a un tempo di base ad un prisma ¢ ad una piramide, la
quale ¢ il terzo di esso; dunque la somma di tutie le pira-
midi triangolari ¢ il terzo della somma di tutti i prismi
triangolari ; dunque una piramide qualunque & il terzo del
prisma che ha la medesima base , e la medesima altezza.

Fig. 185.

Fig. 186.
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546. Se una piramide triangolare & tagliata da un
piano parallelo alla sua base., il tronco ABCDE F che
resta togliendo la piceola piramide é equivalente alla som-
ma di tre piramidi la cui comune altezza fosse I’ altezza
del tronco , ¢ le respettive basi_fossero la base inferiore del
tronco, la sua bast superiore , ed una media proporsionale
Jra queste due basi.

Si conducano i piani BCD, CDE; il tronco risulterd
diviso in tre piramidi wiangolari A BCD, CDEF, ¢
BCED: 1a prima ha per base- 4 B.C, e per altezza »'quella
stessa del tronco : la seconda ba per dase DEF e per
altezza, essa pure quella del tronco: la terza puo conside-
rarsi come avente pér base BCE, e per vertice D; ma se
pel punto D, e nel piano della faccia A4 BED , conducesi
D G parallela a BE, alla terza piramide BCED po-
tremo sostituive la piramide BCE G aveote Ia medesima
base BCE e la medesima altezza; or questa piramide
B CE G ovesiprenda la faccia GBC per base avr il suo
vertice in E, e pereio la medesima altezza del tronco.

Posto cid sia G I parallela ad 4 C; il iriangolo BG I
sarh uguale al triangolo DEF; ma ABC ; GBC :*
AB.GB..BC:BI, e GBC;BGI::BC:BI,
dunque A BC ;GBC ::GBC ;BGI ossia DEF,;
donde si ricava essere la base G B C della piramide BCEG
media proporzionale fra le basi 4 BC, D E F del tronco.

TEORFNA VII.

547. Se si taglia un prisma triangolare di cui ABC &
la base , con un piano DEF non parallelo a questa base ,
il tronco A BCDE F sara uguale alla somma di tre pira-
midi i vertici delle quali sono D, E, F, ¢ la base comune
ABC.,

Si conduca il piaro BCD, ed il piano CDE; il tronco
ABCDEF risulterh diviso in wre piramidi A BCD,
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BCDE e CDEF. La prima ha per base ABC e per
vertice il punto D. La seconda ove si prenda per base BCE
e per vertice D pud trasformarsi in altra avente per base
BCE e per vertice 4, la quale si pud poi considerare
come avente per base A BC ¢ per vertice E. La terpa
piramide CDEF dicui CEF élabasee D il vertiee,
puo trasformarsi in altra che abbia la base CE F ed il ver-
tice A, oppure la base ACF e:l il vertice E; ma a
questa potrebbe sostituirsi quella pure che avesse la base
ACF ed il vertice B, oppure la base A/ CB ed il vertice
F; dunque le tre piramidi nelle quali si divide il tronco
sono respettivamente equivalenti a tre piramidi che avessero
per base comune 4 BC eper vertici i punti D, E, F,

*
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LE PROPORZIONF DELLE FIGURE SOLIDE.

NOZIONT PRELIMINARI.

548. M isurare un solido P significa determinare il
suo rapporto con altro solido di nota grandezza che si chia-
ma unita dei solidi , ovvero unita di volume. Tal rapporto
rappresenterh il voliune del solido P.

Nei solidi oltre I’ equivalenza dei loro volumi, si consi-
dera la similitudine delle loro figure, come nelle superfici.

549. Due poliedri si chiameranuo simili quando avranno
tutte le loro facce simili, similmente disposte, e gli augoli
diedri formati dalle facce omologhe respettivamente uguali.

530. Ponendo mente alla nozione della equivalenza e
della similitudine di due poliedri, o di due superfici, si vede
come la prima si trovi anaessa esclusivamenté alla quantita
di estensione di tali poliedri, o di tali superfici, e sia indi-
pendente dalla lovo figura, mentre la seconda anuessa esclu-
sivamente alla loro figura & indipendente dalla loro esten-
sione. Infaui le definizioni che abbiaipo date della equiva-
leuza e della similitudine si riducos® a considerare come
equivalénti quelle superfici o quei corpi che sotto diversa
figura haono la medesima estensione , e come simili quelle
superfici o quei corpi che sotto diversa estensione haono la
medesima figura.

Fig. 187.
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TEOREMA 1.

551. Due parallelepipedi rettangoli AM , A H della
medesima base A B CD stanno fra loro come le respettive
altezsse AK, AF.

Supponiamo primieramente che le altezze sieno commen-
sarabili, e che la loro comane misura sia contenuta per
esempio 7 voliein A F, e 3 voltein A K; dividendo A F
in 7 parti uguali, 4 B conterrh 3 di queste parti ; talmen-

. AK 3
teché sarh TF=

Or pei punti di divisione di 4 F si conducano dei piani
paralleli alla base 4 BCD; ne risulteranno altrettanti pa-
rallelepipedi rettangoli parziali tutti aguali fra loro avendo
essi basi nguali, ‘ed altexze uguali; cosiccht uno di essi
diverrk comune misura dei due parallelepipedi 4 M, A H;
e poiche tal misura sara contenuta 3 volie in 4M, e 7 volte

in AH avremo i!—]E---g
4 7
Dunqae
o AM AK
AHT AF

Sapponiamo in secondo luogo che le altezze sieno incom-
mensurabili.:Si dividla 4 F in un numero n qualunque di
parti uguali ; il punto K cadra fra due pouti di divisione s
e p consecutivi; talmenteché supposto che in A5 sieno
contenule m parti, ed m - & ne sieno contenute in Ap,
m—+a Or

i AK irh N frai lt .. m
i} rapporto ~F sarh compreso fra i mm;.

se pei punti di divisione di A F si condurranno dei piani
paralleli alla base 4 BCD il pigno KLM I cadra frai
due piani secanli conseculivi st e pq, ed il parallelepipe-
do A H risulterh diviso in n parallelepipedi uguali dei quali
m ne sarauno conteputi nel parallelepipedo 4¢, ed m+ 1
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M
nel parallelepipedo 4 g; cosl il rapporto -j‘—‘-ﬁ'mieon-
preso esso pure fra i limiti =, T,

n
Duoque avremo * v 378,
AM _ AK
AHT AF
ciod sussistera la proporziene AM ‘:.AH ** AK AF,
qualunque sia il rapporto delle due basi.

'TEOREMA II.

553. Se !’ unith di wolume sark il cubo della units li-
neare il volume del parallelepipedo rettangolo sari uguale
al prodotto delle sue tre dimensioni. .

Sopra una base A'CE'D' em ACED si concepisca
costrutto un parallelepipedo A'F' la di cui altezea A4'8
sia uguale all’ unith di misura lineare; e sopra una base
A"B'G'C"wm AB'G'C si concepisca costrulto un paralle-
lepipedo A”F" la cui altezza 4"D" sia essa pure uguale
all’ unith lineare. Essendo A”B”, A°D" uguali ambedue
all’ unith lineare la faccia 4"B"H"D’" sara il quadrato della
unith lineare, e percid uguale alla faccia MSTQ Frat-
tanto in virtd del precedente teorema avremo

AF A4C AF 4D AF _AB
MN T MP'. AF  AD' AF AFB’

E rappresentando con P, X, ¥ i volumi dei parallelepi-
pedi AF, A'F, 4'F", ciot i loro rapporti col cubo M N
il quale si prende per unith di misura dei volumi*, quando * 548
si osservi che 4"C' == A'C =AC, AD =AD, MP =
A'D’ xa A'B — 1, sarh
AC X AD P _AB

Y= P=r 2=}
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e siccome il quoziente moltiplicato pel divisore db il divi--
dendo, la prima e la séconda uguaglianza’ somministréranno

X=A4D, 4C
3

Donde si rileva che il volume del parallelepipedo 4 F,
ossia il rapporto di questo-parallelepipedo al cubo dell’unith
lineare & uguale al prodotio dei wre rapporti delle sue dimen-
sioni AD, AC, AB alla medesima uuitk lineare. Ma
sicoome questa unith ¢ arbitraria percio per brevith si pooe
AF = ADX ACX AB,

e si dice che il volume di un parallelepipedo rettangolo
¢ uguale al prodotio delle sae tre dimeusioni. Avvestendo
perd che enunciando in tal modo. il teovema, deve sottinten-
dersi, che qualuoque sia la linea presa per voita lineare,
purché si prenda per anitd di volume il cabo avente questa
linea per lato, il volume del parallelepipedo rettaugolo
viene indicato dal prodotto dei uumeri che rappresentans le
sue due dimensioni. :

553., Corollario I. Se delle tre dimensioni 4D, AC,
A B d’un parallelepipedo se ne prendono due a piacere, per
es., AD, AC si vedra che esse sono nel tempo stesso le
dimensioni di una faccia di questo parallelepipedo; la quale
avra per misura il loro produtto, E siccome prendendo una
faccia per base del parallelepipedo la terza dimensione 4 B
ne sarebbe 1" altezza, percio si pué dire che il volume d’un
parallelepipedo & uguale al prodotto della sua base per la
sua aliezza. ‘

554. -Corollario II. Viceversa, qualunque prodotto
AX BX C ditre linee 4, B, C o di un rettangolo
A X B per una licea C 5i dovrh considerare come espri-
meute il volume di un parallelepipedo rettangolo avente le
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dimensioni A, B, C, ciot il rettangolo A X B per base,
¢ la linea C per altezsa. : .

555. Corollario I11. 11 volume di un cubo A C il quale
¢ un parallelepipedo reutangoln a- dimeunsioni uguali sark
indicato dalla terza potenza del suo lato £ B; questa terza
putenza espressa dal prodotto 4 B X 4B X AB si tap-

presenta generalmente cos) .A_Bﬂ.

556. .Corollario I¥. 11 volume d’un parallelepipedo
qualunque é uguale al prodottc della sua base per la sua
altezza. Infatti un parallelepipedo qualunque ¢ equivalente
ad un parallélepipedo reuaugolo della medesima aliezza e
di base equivaleate . ' |

559. Corollario V. 1u generale il volume d’ un prisma
¢ uguale al prodotto della sua base per la sua altezza, Peroc-
ché 1.° un prisma trisngolare ¢ la meth di un parallelep’pedo
avente una base doppia e la medesima aliezza *; or se il vo-
lunse di questo & espresso dalla sua base moltiplicata per la
sua altexza, il volame del prisma dovrh esserlo dalla sua
base, meth di quella del parallelepipedo, moltiplicata per
la sua altesza ; 2.° un prisma poligono pud esser diviso in
tanti prismi triangolari della medesima altezza quanti sono

i triangoli ne’quali vuolsi dividere la sua base *; or se il vo- * 493-

lume d’ un prisma triangolare ¢ espresso dal triangolo che
gli serve di base moltiplicato per la sua altezza, il volume
del prisma poligono dovra esserlo dalla somma di tuuti i
triangoli che compongono la sua base, cio¢ dalla sua base
medesima , moltiplicata per la sua altezza.

558. Corollario P L. H volume di una piramide & uguale
al terzo del prodotto della sua base per la sua altezza, Infatti
essa ¢ sempre il terzo del prisma della medesima base e
della medesima altezza *.

559. Corollario ¥ 11. Due parallelepipedi, o due prismi
qualungue, o due piramidi sono equivalenti allorquando
hauno la medesima aliezza e basi equivalenti.

560. Corollario ¥ I11. 1 wonchi a basi parallele di due
piramidi sono equivalenti quando hanno la medesima aliez-
2a ¢ le basi inferiori , oppure le superiori equivalenti. Infaui

Fig. 176.

* 535.

65%

*5

45.

* 465.

* 546.

* 547.

192 ELEMENT! DI GEOMETAIA

si concepiscanodue piramidi della medesima altezza colle lo-
ro basi sopra uno stesso piano ; si CW un piano parallelo
a quello delle basi che tagli le due piramidi ; esso separerh due
piccole piramidi che avranno pure la medesima altezza. Or se
Je basi delle piramidi proposte fossero equivalenti le sezioni
cioé le basi delle piccole piramidi sarebbero anch’ esse equis
valenti; viceversa se fossero equivalenti le sezioui lo sareb-
bero pure le basi*; dunque le piramidi totali sono eqtivalenti,
ed equivalenti sono le piramidi piccole; dunque i due tron-
chi sono parimeate equivalenti fra loro,

561. Corollario 1X. Or supponendo che uno di questi
due tronchi equivalenti fra loro, sia triangolare, richia-
mando il teorema V1L.* sarh facile concladere che.il tronco
di una piramide qualanque & equivalente alla somma di tre
piramidi la cwi comune altezza fosse |’ altezza del tronco, e
le respettive basi fossero la base inferiore del tronco, la sua
base superiore, ed una media proporzionale fra le due basi
medesime. : .

56a. Corollario X. 11 volume d’ un tronco di prisma &
uvguale al prodotto di una delle sue basi per il terzo della
somma delle tre perpendicolari abbassate respettivamente
sopra questa base da ciascuno dei vertici della base opposta®.

- 563. Corollario X1. Un parallelepipedo qualunque, ed
in generale qualungue prisma, come pure qualunque pira-
mide potranno essere rappresentali dal prodotto dl tre linee;
due delle quali esprimeranno le dimensioni del rewtangolo
equivalente alla base di ciascuno di tali solidi, la terza ne
esprimerh 1’ altezza ove si trauti del parallelepipedo o del
prisma, ed il terzo dell’ altezza ove si tratti della piramide.

TEOREMA .

564. Il rapporto di due parauclcptpedc rettangoli P,
p potra sempre esser dalo in linee.

Sieno A, B, C le dimensioni del parallelepipedo Pt
ed a, b, c sieno quelle del parallelepipedo p. Si cerchi

»358. una quarta proporzionale X dopo le tre linee ¢, 4, B*,
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ed una quarta proporzionale r, dupo le tre linee C, a, b.
Dico che le due linee X, x staraano lra lore come i pa-
rallelepipedi P, p. ’
lafatti avendosi

Clal. b x,
sarh AXB=XXc,

donde si deduce che due parallelepipedi i quali avessero per
basi i rettangoli 4 X B, A X ¢ ed una medesima aliezza
C sarebbero equivalenti *; come pure sarebbero equivalenti
due parallelepipedi che avessero per basi i rettangali a X 5,
C X x, ed una medesima altezza c; perloche

Pu AXBXCe=XXcXC,
p=aXbXcemcXCXx

Ma i due parallelepipedi X X ¢ X C, ¢ X C X x avendo
una medesima faccia, o base ¢ X C, stanno fra loro nella
ragione dclle linee X', x dunque

P:p::X:x.

565. Corollario 1. Ond’ ¢ che il rapporto di due prismi
o di piramidi, cui si potranoo sempre sostituire due paral-
lelepipedi rettangoli ad esse respettivamente eguivalenti,
potrh esser ridotto al semplice rapporto di dne linee. Lo
che , come abbiamo veduto*®, si puo pure ottenere rispetlo a
due retiangoli, ed a due poligoni qualunque *,

5606, Corollario 11. Se quattro solidi, o quattro super-
fici formeranno una proporzione, saranno vere per essa tutte
quelle proprieth che abbiamo dimosirate nel Libro 11 rela-
tivamente alle propoizioni delle liuee, Imperacché i quattro
termini della proporzione si potranno sempre considerace
come rappresentati da quattro linee delle gnali le prime due
avranno la medesima ragione dei primi due termini della
proporzione data, le due ultime avranno la medesima ra-
gione degli altri due termini della proporzione stessa,

13

» 3n.
372,

*5
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FEORENA (V.

567. Due prismi qualunque , stanno fra loro come le
respettive altezae quando hanno la medesima base , e stanno
JSra loro come le respettive basi quando hanno la medesima

allezza,

Supponiamo in primo luogo che i due prismi abbiano
una medesima base equivalente al rettangolo 4 X B; C, ¢
sieno le loro respettive altezze ; i due parallelepipedi retian-
AX BX C, AX BXc saranuo respeitivamente equiva-
leuti ai prismi medesimi ; ma questi parallelepipedi avendo

. la medesima base 4 X B stanno come le altezze C, c*;

dunque due prismi della medesima base stanno fra loro
come le respettive altezze.

In secondo luogo supponiamo che i due prismi abbiano
la medesima aliezza €', essendo le loro basi equivalenti ai
rettangoli 4 X B, a X &; i due parallelepipedi rettangoli
AX BX C, aXbX C saranno respettivamente equiva-
lenti ai prismi medesimi. Cid posto si trovino due linee X,
x in modo che abbiasi

sarh
AXBm CX X, aXbmm CXx;
€ conseguentemeante

*186. ma AXB.:aXsiCXX:CXx:.X 2,

s551.ed AXBXC : aXdbXC:CXCXX:CXCXx 2t X x;

dunque
AXBXC,aXbXC.. AXB.aXh,
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Dunque due prismi della medesima-altczza stamno fra loro
come le respettive basi. o

568. Corollario I. Due piramidi di qualunque nowe
stanno fra loro come le aliezze quando hanno la mcdesima
base , e stanno fra loro cume le basi quando hauno la
medcsima altezza,

569. Corollario II Da cib risulta che una proporzione
non viene alierata quando al rapporto di due linee si sosti-
taisce il rapporto di due parallelepipedi, o di due prismi
qualunque, o di due piramidi di cui ésse linee sieno le altezze,
ed un poligono qualunque sia loro comune base,

590. Corollario 111. Come pure uon si altera una pro-
porzioue quando al rapporto di due rettangoli o di due poli-
goni qualunque vi si sostitvisce quello di due prismi, o di
due piramidi di cui essi poligoni sieno le basi, ed una linca
qualunque sia loro comune altezza. .

591. Corollario 1¥". Due parallelepipedi o due prismi
qualunque le cui basi K, r sono inversamente properzionali
alle altezze A4, a sono equivaleati. Infauti dalla proporzione

== L}

R
r

ala

questa purc deriva *

RXx A rXa.
rX AT rXA

donde si ricava essere i rapporti dei due parallelepipedi
RX A, rXaal parallelepipedo r X A4 ugnali fra loro;
dunque il parallelepipedo R X A ¢ equivalente al paralle-
lepipedo r X a”*; cioe

RX AmarXa.

Per questo risultato si puo stabilire che nella proporzione
R{rita: 4 il prodotio dei termini medj ¢ uguale a quel-
lo degli estremi; il qual teorema gid dimostrato relativa-
mente alle proporzioni delle linee , potrebbe qui pure com-
provarsi mediante una figura di semplicissima costruzione.
572. Corollario ¥, Sia il rapporto dei due poligoni

* 569, ¢
5:0.

* 181,

o
~3
(=}

Fig. 166,

* 549.

Fig. 189.
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R, R’ uguale s quelio delle due linee A, A4'; ed il rap-
porto dei due poligoni r, r’ uguale a quello delle due liuee
a, a'; dico che melliplicando termine a termine le propor-
zioni

R:R .44,

aya ;.r;: r,
i quattro prodotti R X a, BRXa, rXA, rXA
formeranne essi pure una proporzioue.

Infatti dalla prima proporzione si ricava

RXa RXaiidXr i AXr%
e dalla seconda la quale pud ben anche scriversi cosi
dia.rir,
si ricava parimente ‘
RXad RXalidXI 4'Xr%
ora, osservando che queste due proporzioni haono i medesi-
mi conseguenti , avremo

RXa:RXa:::AXr AXT.
LEMMA

5+3. Se si taglia una piramide SABCD con un pia-
no abcd parallelo alla sua base, la piramide Sabcd
sara simile alla piramide intera SABCD.

Infatti tatte le facce dell’ uma sono simili alle facce
dell’ altra; gli angoli diedri sono respettivamente uguali .

TEOREMA V.

594. Due piramidi triangolari sono simili quando
hanno un angolo diedro uguale compreso fra duec facce
respettivamente simili , e similmente disposte.

Sia I’angolo diedro S4 uguale all’angolo diedro sa; ¢
le facce SAB, SAC che compreudono il primo sieno
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respettivamente simili alle facce sab, sac che compren-
dono 1’ altro, cnsicché abbiasi :

SA:sal.:SBisb::AB:ab.:S5C.sc:.: AC: ac.

Supponendo che la costola $A sia maggiore della” costola
sa, facciasi SA =sa, e pel punto A’ conducasi un piano
A'B'C parallelo ed 4 BC; la piramide risultante SA'B'C
sach simile alla piramide SA BC"; e une verranno le pro-
porgioni

SA: 84 8SB:SB 2 ABL AB ::8C:8C :: AC; AC;

paragonando queste proporzioni colle precedenti, poiche
SA == sa, concluderemo essere SB w=sb, A'B' = ab,
8§C == sc, A'C == ac; dunque i triangoli SA'B’, $4'C
sono respeltivamente uguali ai triangoli sad, sac; dunque
le piramidi §4 B'C', sabc sono uguali fra loro*; dunque
la piramide S4 BC é sififle alla piramide sabc”.

5-5. Scolio. Sieno $O, so le aliezze delle piramidi
SABC, sabc, e supponiamo che SO incountri il piano
A'B'C’ nel punto O’: siccome la pivamide sa b ¢ ¢ uguale
alla pitamide SA'B'C’, sarh SO’ == so; dunque due pira-
midi simili hanno le loro costole omologhe proporzionali
alle altezze*.

TEOREMA VI
L ]
596. Due piramidi triangolari sono simili quando
hanno le loro costole respettivamente proporsionali.

Poste le proporzioni

*5-5,

* 468.
* 573,

* 468.

Fig. 18g.

S4:s5a;:SB.sb; AB :ab; SC . sc::AC" ac’ ' BC: bc;

da esse risulta che i triangoli o facce S4B, §A4C sono
simili alle facce sad, sac e similmente disposte ; ed
inolire che il triangolo .4 BC ¢ simile al triangolo abc;
ragione per cui i tre angoli piani che formano ' angolo
solido C saranno uguali respeutivamente agli angoli piani
che formano 1’angolo solido ¢; donde segue che 1’ angolo

* 594.

Fig. 190.

* 574.
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diedro SA4 formato dalle facce SAB, SAC ¢ uguale
all’ angolo diedro sa formato dalle laro owologhe sa 3,
sac, e che percid le due piramidi SABC, sabc sono
simili . :

529. Scolio. Da questa proposizione, ¢ dalla precedente
eziandio, raccogliesi che la definizione dei poliedri simili
contiene delle condizioni superflue allorché essa special-
mente si applica alle piramidi triangolari; bastando come
vediamo a comprovare la similitudine di due piramidi triau-
golari 1'uno o Ualtro dei criterj espressi dalle proposizioni
medesime ; ciascuno de’quali comprende cinque soli dati,
cioé assegna cinqne candizioni solianto cui debbono soddi-
sfare le piramidi triangolari onde sicno simili. In generale
quando il poliedro & d" una specie determinata le condizioni
della similitudine si riducono a numero tanto piu piceolo
gnanto pia piccolo ¢ quello degli clemensi che si richie-
dono per determinare un tal polie‘).

TEOREMA VII.

5¢8. Due poliedri simili sono composti d’ un medesimo
numero di piramidi triangolari simili , e similmente di-
sposic.

Le facce omologhe dei due poliedri proposti, essendo poli-
goui simili , st pogranno dividere in un medesimo nuniero di
triangoli simili, e similmente disposti; avendo eseguita que-
sta partizione supponiamo che dai vertici omologhi §, s dei
due poliedri si conducano delle rette a tutti ghi altei vertici;
essi poliedri risulteranno divisi in un medesimo numero di
piramidi. Ogui piramide del primo poliedro avrh la sua
omologa nell’ aliro, ed i vertici di due piramidi omolaghe
saranno sempre vertici omologhi dci due poliedri. Cio
posto osservando che per la natura dei poliedri simili gli
angoli diedri S12,-sd sono uguali, e che i triangoli SDC,
8D G sono simili ai triangoli sdc, sdg; potremo con-
cludere esserc la piramide SCD G simile alla pirawmide
scdg®. Or si supprimano dai due poliedri queste piramidi;
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i due poliedri risultanti saranno essi pure simili; perocche
le facce SCG, SABC, SFIG, CGP OM sono simili
respettivamente alle facce scg, sabe, sfig, cgpom;
altre delle loro facce sono le stesse facce dei poliedri primi-
tivi: oltre a cid uei due nuovi poliedri gli angoli diedri

§C, CG, GS sono respettivamente ugnali agli angoli-

diedri sc, cg, gs, come agevolmente si vede,

Or nel modo con cui vei due poliedri primitivi st & di-
mostrata la similitndine delle due piramidi SCDG, scdg,
cost in quelli che abbiamo ottenuti per la soppressione di
esse piramidi si potrh dimostrare la similitudine delle due
piramidi SCG M, scgm; laonde procedendo nella stessa
guisa riscontreremo essere tutte le piramidi in che abbiamo
divigo il primo poliedro respettivamente simili alle piramidi
omologhe dell’ altro ; come st doveva dimostrare.

TFOREMA VI

549. Reciprocamente due poliedri sono simili quando
sono composti d’ un medesimo numero di piramidi trian-
golari respettivamente simili , e similmente disposti.

Le superficie dei due poliedri sono evideatemente compo-
ste di triangoli respettivamente simili, e similmente disposti;
essendoché questi triangoli sono facce di piramidi triangolari
simili, e similmente disposte ; cost il triangolo CGD &
simile al wriangolo cgd, il triangolo CGM é simile al
triangolo cgm, ec.

Di pit se i triangoli CGD, CGM fossero in uno stesso
piano, avremmo l'angolo MCD = MCG +GCD, e
conseguentemente 1'angolo mcd =mcg -+ gcd, cioé
anche i triangoli c gd, ¢ g m sarebbero in uno stesso piano;
dunque se pib triangoli CGD, CGM, B GO, OGP
sono in un medesimo piano, e formauo una sola faccia
CDGPOM, iloro omologhi cgd; cgm, mgo, ogp
saranno anch’ essi in un medesimo piano, e formeranno
pure una sola faccia cdgpom simile a CDGPOM;
dunque ogni faccia poligona nel primo poliedro corrispon-

Fig. 190,

Fig. 100.
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derh ad una faccia poligona simile uell’ alro ; dunque i due
poliedri saranno compresi da un medesimo numero di piani
simili, e similmente dispostj. Dico di piu, che gli angoli
diedri oiologhi saranno ugmali; infaiti nelle piramidi trian.
golari simili, gli angoli diedri formati da facce simili, sono
uguali ; or gli angoli diedri omologhi dei due poliedri o sono
angoli diedti omologhi delle piramidi costitueati, o sono
somme di angoli diedri omologhi di queste stesse piramidi;
dunque in ogni caso essi sono uguali.

TEOREMA IX.

580. Nei poliedri simili le costole omologhe , le dia-
gonali omologhe delle facce omologhe, e le diagonali
interne omologhe sono proporzionali.

Sicno OP ed AE due costole qualunque del primo
poliedro emologhe alle costole op, ae dell’altro; poiche
lc facce omologhe nei poliedri simili, sono poligoni simili,
aviemo OP.op :.CD.cd, AF .ae ;. A8 as,
CD;cd. 4S5 .as; e percib OP.opi:AE aec;
le costole omologhe snno adunque proporzionali.

Sieno O G ed SE le diagouali di due facce qualunque
del primo poliedro, omolaghe alle diagonali og ed se;
avremo OG.og :OP.op, SE.se;. AE ac;
maOP op..AE ae; dunque OG og::SE ;se;
dunque le diagonali omologhe dclle facce omologhe, sono
anch’ esse proporzionali,

Sieno SP ed NA due diagonali del primo poliedro omo-
loghe alle diagonali sp, na; avremo SP ; sp ; OP ; op. Ma
poiche le piramidi costituenti aver potrebbere nel primo polie-
dro il comune vertice non in &, ma sibbene in N, e nell’al-
tro poliedro in n, percid sark pure NA ; na ;:: AE ; ae;
ora OP jep ;. AE ; ae; dunque SP;sp ;: NA na;
dunque le diagonali interne omologhe, sono esse pure pro-
porzionali,
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TEOREMA X.

584. Le superfici dei poliedri simili stanno Sfra loro Fig. 1go.
come i quadrati delle costole omologhe.

Siccome le aree dei poligoni simili stanno fra loro come
i quadrati dei lati omologhi, sarh
SABCD : sabed ;4B * ab,
SAEF:saef 154+ 3a,
SDGIF ; sdgif 1. 5D sd,
e cos} di seguito; couseguentemente
SABCD : sabcd ; : SAEF ; saef . SDGIF : sdgif ec.;

dunque la somma di tutte le facce del primo poliedro stard
alla somma di tutte le facce del secondo, come una faccia
qualunque dell’ uno sta alla faccia omologa dell’ altro,
oppure come il quadrato di una costola del primo sth alla
costola omologa del secondo : dungue le superfici dei polie-
dri simili stanno fra loro nella ragione dei quadrati delle
costole omologhe.

TEOREMA XI.

58a. I wolumi dei poliedri simili stanno fra loro come rig. 18g.
i cubi delle costole omologhe,

Si considerino in primo luogo le due piramidi triangolari
simili SABC, sabc; avremo

$O0:s0..:ABab"; ) ¥ 463,

ABC:abc :: AB . ab,
epermscguenn

—

t ABC:}abe:i AB: ab,

Fig. 190.
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percid, moltiplicando queste due proporzioni termine per
termine, avremo

1ABCX SO abe Xso=AB: ab,

dunque le due piramidi triangolari simili SABC, sabe
stanno fra loro nella ragione dei cubi delle loro cnstole
omologhe. ’

Cid pnsto passiamo a considerare due poliedri simili
qualunque ; le piramidi omologhe respettivamente simili
ne’ quali essi si decompongono daranno le proporzioni

3 ey

SCDG:scdg:: CD:cd,
SCGCM:scgm::CM:cm,
SGOM:sgom::0M: om,
e cosi di seguito; conseguentemente
SCDG ; sudg 32 SCGM - scgm © 3 SGOM * sgom ecs

dunque la somma di tntte le piramidi costituenti il primo
poliedro starh alla somma di tuite le piramidi costituenti
il secondo, come una piramide qualunque dedl’uno stk alla
piramide omologa dell” altro, oppure comc il cubo di una
costola del primo stk al cubo della costola omologa del
secondo ; dunque i volumi dei poliedri simili stanno fra lora
nclla ragioue dei cubi delle costole omologhe.
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I TRE CORPI ROTONDI.

NOZIONI PRELIMINARI.

583. Ohre i poliedri di che abbiamo tenuto proposito
ne’ libri precedenti la Geometria elementare considera altri
tre corpi, il cono, il cilindro , e 1a sfera cui si da il nome
di corpi rotondi; le forme de’ quali noi definiremo accen-
vande prima le forme di quei corpi del di cui genere essi
sono casi particolari.

584. Sotto il nome di superfici coniche comprendonsi
tatte quelle che si concepiscono come - prodotte dal movi-
mento d’ una retta generatrice fissa in un puunto , e soggetta
a percorrere una linea qualunque, che chiamasi direttrice.
La direttrice quando € una linea piana prende il nome di
base ; e quando tal base é una circonferenza di circolo la
superficie conica corrispondente dicesi particolarmente super-

Sficie conica circolare. Finalmente secondoche il »ertice
della superficie conica cioe il punto fisso della generatrice
¢ situato fuori dell” asse oppure sopra l'asse della base circo-
lare *, la superficie conica é chiamata circolare obliqua , o
circolare retta.

Percio la superficie laterale della piramide ¢ una super-
ficie conica; ¢ quella cui serve di base e conseguentemente
di direttrice il perimetro di un poligono piano.

585. 11 corpo o solido terminato da una superficie conica
si chiama cono. L’ altezza d’un cono & la perpendicolare
abbassata sul piano della sua base.

* 396.
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Nel cono circolare la retta che congiunge il vertice col
centro della base si dice asse,

Nel cono.circolare retio 1’ asse & uguale all’ altezza.

Le figure 191, € 192, rappresentano respetlivamente un
cono circolare obliquo, ed un como circolare retto; il loro
asse ¢ indicato dalla retta SO.

586. 1l cono circolare rettn si pud anche considerare
come risultante dal rivolgimento d’un triangolo rettangolo
A SO intorno ad uno dei lati dell’ angolo retto preso per
asse, mentre | ipotenusa serve di generatrice. La ipotenusa
medesima si chiama talora lato, o apotema del cono.

Questo ¢ il solo cono che si consideri negli Elementi
della Geometria.

. B%7. Sotto il nome di supcrfici cilindriche si compren-
dono tutte quelle superfici, Je quali si concepisconn come
prodotte dal movimento d uma retta geueratfice che si
mantiene costantemente parallela; a se stessa, percosrendo
una linea direltrice.qualunque. Questa linea direttrice, quan-
do & piana, chiamasi base ; e quando é la circonfevenza d’'un
circale, la superficie cilindrica chie le carrispende appeliasi
superficie cilindrica circolare Quindi secondocheé-la gene-
ratrice & ohliqua oppure perpendicolare al piano della base
cireolare, la superficie cihndrica & detta respeltivamente
circolare obliqua o circolcre retta, Si vede manifestamente
che la superficie laterale de} prisma & anch’ essa una super-
ficie cilindrica cui serve di base, ossia di direurice il peri-
metro d’ un poligono piano,

588. 1 solido terminato da uua superficie cilindrica
chiamasi cilindro. La superficie laterale d"un cilindre cir-
colare ¢ limitata nella sua Junghezza da due piani. circolari
paralleli. Questi piani paralleli sono le basi del cilindro;
la distanza che li separa ne é I’ altezza; e la retta che con-
giunge i centri delle due basi ne & 1" asse.

Le figure 193, € 194, rappresentano respctiivamente un
cilindro circolare obliguo, ed un cilindro circolare retto;
la retta OO ne indiga I asse.

58¢. 1l cilindro circolare retto si pui anche coosiderare



LIBRO 1X. 205

come prodotto dal rivolgimento d’ un rettangolo 4 0 0’4’ Fig- 194

intoruo ad uno dei suoi lati O (¥ come asse ; in tal caso
il lato opposto A4’ sarh la generatrice della sua superficie
laterale. Questo ¢ il solo cilindro chie venga considerato
uegli Elementi della Geometria,

5go. Or tutte quelle superfici le quali si possono imma-
ginare come generate dal rivolgimento d'uua linea sopra due
suoi punti, o intorno alla reuta che congiunge questi punti
medesimi si chiamano superfici di rivoluzione; \ali adunque
sono le superfici del cono circolare retto, e del cilindro
circolare retto; tale quella prodotta da una meeza circon-
ferenza che gira intorno al proprio diametro.

591. Ogni superficie prodotta dal rivolgimento d’una
mezza circonferenza intorno al proprio diameiro chiamasi
superficie sferica. Or peiché tutti i punti della mezza circon-
ferenza sono ugualmente distamti dal centro, percio una
superficie sferica & quella di cui tutti i punti sonv ugual-
mente distanti da un punto ‘intetno, che prende esso pure
il nome di centro della superficie stessa.

592. 1l solido terminato da una superficie sferica si
chiama sfera. W raggio della $fera & ogui linea retta con-
dotta dal centro ad un punto della sua superficie; il dia-
metro o asse ¢ ogni linea che passando pel centro termina
da ambe le parti alla supecficie. Tutti i raggi della sfera
sono uguali tutti'i diametri sono uguali, e doppj del raggio.

TEORFMA 1.

593. Se un cono circolare retio & tagliato da un piano
parallelo alla sua base A BC, la sezione A'B'C' sard un
circolo.

Sieno O, B, C le respettive intersezioni del piano
A'B'C coll’asse SO e coi due lati qualunque SB, SC del
cono. Evidentemente A B sarh parallelaad 4B, e CD
lo sarh a C'D; per cui avremo le proporzioni

S$O:850'::0B:O0OF
SO;80;:0C:0C;

Fig. 192.
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dalle quali, poicht OB = OC, si ricava O'B' == O'C;
dunque tutti i panti del perimetro 4'B'C’ sono eqpidistanli
dal punto O'; dunque questo perimetro & una circonferenza
di cai O & il centro.

594. Scolio I. La sezione ASB di un cono circolare
retto con un piano condotto pel suo asse SO ¢ un triangolo
isoscele doppio del triangolo generatore SO B. L’ angolo
A SB si chiama angolo al centro del cono; 'angolo OS B
del triangolo generatore é la meta dell’ angolo al ceotro.

595. Scnlio 11. Pertanto il solido SA'B'C’ sarh esso pure
un cono, che si pud concepire generato dal triangolo SO'B%
i due coni SAB'C', SABC sono adunque generati dai
triangoli SO'B’, SO B simili; e siccome questi triangoli
somministrano la proporzione SO’ : SO :: OB ; OB, se-
gue che nei coni medesimi SAB'C’, SA4 B C gli assi stauno
nella ragione dei raggi delle loro basi.

596. Definisione 1. Dae coni circolari retti sono detti
simili quando sono prodotti dai rivolgimenti di due trian-
goli rettangoli simili intorno a lati. omologhi ; quando cioé
i loro assi stanno nella ragione dei raggi delle loro basi.

597. Definizione 11. La parte d’ un couo compresa fra
la sua base , ed un piano ad essa parallelo si chiama tronco
di cono. Tal’ & il solido ABCA'B'C’; il quale si pué consi-
derare come generato dal trapezio OBO'B), i cui angoli O,
O sono retti, girevole intorno al suo lato 00", Questo lato
O O si chiama asse o altezza del tronco; i circoli ABC,
A'B'C’ ne sono le basi ; B B’ ue &1l lato.

5¢8. Dcfinizione 111. 1 tronchi di due coni circolari
retti sono detti simili quando sono generati da trapezj simi-
Ii; quando cioé i loro assi sono proportionali ai raggi delle
basi corrispondeati.
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LEMMA 1.

599. L’area della superficie laterale d’ una piramide
regolare SA B CDE ¢ uguale alla meth del prodotto del
perimetro ABCDE della sua base per la sua apotema ST.

L’ area del triangolo° S 4 B ¢ uguale alla meth del pro-
dotto 4 B X ST'; ma la superficie laterale della piramide
SABCDE ¢ costituita di tanti triangoli uguali ad S A B
quanti lati ha il perimetro della sua base ; dunque prenden-
do la metd del prédutio 4 B X ST tante volie quanti lati
ha la base della piramide, il resultato esprimeri |'area della
superficie laterale della piramide. Or poiché prendendo il
lato A B tante volte quanti lati ha I base ne risulta il
perimetro di essa base; dunque I’area della superficie late-
rale d’ una piramide regolare ¢ uguale alla meth del pro-
dotto del perimetro della sua base per la sua apotema.

600. Definizione I. Ogni piramide avente il verlice
stesso di un cono e per base un poligono iscritio nella base
di questo cono & detta iscritta nel cono medesimo ; reci-
procamente il cono & detto circoscritto alla piramide.

" 601. Definizione I1. Ogui piramide avente il vertice
stesso di un couo e per base un poligono circoscritto alla
base di questo cono ¢ detta circoscritta al cono; recipro-
camente il cono & detto iscritto nella piramide. E facile
vedere che in tal caso le facce della piramide sono tangenti
al cono, cioé ciascuna di esse ha di comune colla sua super-
ficie una linea reita, la quale & appunto il lato del couo
medesimo. -

LEMMA 1L

60a. La differenza delle superfici di due piramidi
regolari U una iscritta in un cono U altra circoscritta , €
quella eziandio dei loro volumi possono riuscire minori di
qualunque quantita data.

1.° Sieno p, p’ i perimetri delle basi delle due pira-
midi I’ una circoscritta ad un cono , 1 alua iscritta; L , L

Fig. 65,

Fig. 195.
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sieno le apoteme loro; le superfici di queste Qinmidi sa-
ranno respettivamente rappresentate dai prod?lu ipX L,
§p' X L. Or Papotema SGumL della piramide circo-
scritta ¢ il lato stesso del covo. Inoltre quanto pid &
piccola la corda ad, tanto piu grande ¢ la sua distanza
O g dal centro O, e tauto pii grande ancora ¢ I’ apotema
Sgw= L' della piramide iscritta, come obluﬂ{?a che allon:a
pia si discosta dalla perpendicolare S (?. CON,CCl’Ié molti-
plicandosi il namero dei lati dei perimetri p, p | apotema
Sg tenderh ad uguagliare I’ apotema SG seuza giammai
superarla, e nel Lempo stesso il perimetfo;.p;l tenderd ad
uguagliare il perimetro p; dunque il valore™del prodotio
3 p'X L' siapprossimerh continuamente al prod'ouo i pX.L;
dungque il primo potrd differire dal secondo d’una .qulnl!tk
minore di qualunque quantith data; duanxe la differenza
delle superfici di due piramidi una circoscritta ad un cono,
Valtra iscritta, potra riuseire minore di qualunque quantita
data. )

2.% Sieno b, &' le superfici delle -basi delle due'plra-
midi medesime; A la comune altezza di esse; iv.olumn loro
saranno respeltivamente rappresentati dai prodt.nu X A,
4 & X A4%; la differenza de’ quali come bene s scorge potra
riuscire minore di qualunque quantita data; !a dnﬁ‘e‘renza
dei volumi pud sdunque riuscire anch’ essa migore di qua-
lunque quantith data. )

603. Scolio. La superficie conica ¢ tolta racc!nusa fra
le superfici della piramide iscritta e della circofcrllta: (.)r.a
moltiplicandosi i lati dei poligoni iscritti e circoscritti il
numero delle linee di-contatto della superficie comca'colle
superfici della piramide iscritta, e della eircoscriua.sl f.lrh
sempre pii grande, mentreché il volume della _pxramude
iscritta e la sua superficie eziandio cresceranno, ed i} volume
della piramide circoscritta e la sua superficie decresccrann?.
Ed & da osservare che nel tempo stesso in cui la superficie
del poligono iscritto, il suo pevimetro, e I’ a‘po.!cma Sg
crescono, il punto g si approssima alla snperﬁcntz del cono,
e nel tempo in cui la superficie del poligono cu:coscnfto,
ed il suo perimetro decrescouo , 1’ apotema SG si mantieue
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sempre costante. Da cio si fa manifesio che la piramide cir-
coscritta e la iscritta tendono a confondersi col cono; che la
superficie della prima & maggiore, quella dell’altra ¢ minore
della superficie del cono ; finalmente che le superfici con
vesse di queste piramidi si possouo considerare come due
limiti conteneoti la superficie convessa del cono, i quali
possono per lore natura differire d una quaatita piccola
quauto vuolsi ; ed i volumi loro come i limiti del volume di
€580 cono,

TEORFMA 11

60f. L’ area della superficie convessa d’ un cono circo-
lare retto ¢ uguale alla meta del prodotto del suo lato per
la circonferenza della sua base.

Sia § la superficie convessa del cono, L il suo lato,
C la circonferenza della sua base; p, p’ sicno i perimetri
delle basi delle due piramidi I’ una circoscritta al cono,
1"altra in esso iscritta. Le superfici s, s’ delle piramidi
’una circoscritta , F'altra iscritta sono i limiti della superficie
$ del cono®. Draltra parte i rettangoli § p X L, § p" X I
sono i limiti del rettangolo § CX L. Mas=4p X L,
s’ n=§ p X L', dunque la superficie S, ed il rettangolo
i1 C X L si trovano ambedue fra i medesimi limiti ; cioe
fra le due superfici s, s’ la cui differenza puo riuscire mi-
nore di qualunque quantith data; dunque S=4§ C X L.

605. Corollario 1. Conducasi pel puuto A4’ mezzo del
lato $4 un piano parallelo alla base del cono indicando
con circ. 0 A, circ. O'A’ le circonferenze i cui raggi sono
04, O'A', avremo la proporzione

circ. OA circ. O'A' :: 04 . O'A ;. 84 84,

dalla quale, poiché¢ SA4' ¢ la metd di $.4, si deduce essere
circ. O’ A’ la meth di circ. OA, ed S==circ. 04 X $4:
dunque &’ area della superficie convessa d’un cono ¢ uguale

al prodotto del suo lato per la circonferenza della sczione
equidistante dal vertice , ¢ dalla basc.
14

¥ 003,

Fig. 1ga.

* 603,
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606. Corollario 11. Si conduca pel punto A una per-
pendicolare ad SA prolungandola fino all’incontro dell’asse
del gono nel punto H; i triangoli A'O'H, AOS avendo i
Joro lati respettivamente perpendicolari saranno siwili ; per
cui avremo

SA4:80:: AH 04
e couseguentemente
S$A4:80:: circ. AH : circ, 04,

ovvero

S = circ. OA' X §4 == circ. AH X SO;

dunque ¥ area della superficie convessa del cono ¢ uguale
ab prodotto della sua altezza per la circonferenia di rag-
gio ugule alla perpendicolare A'H, inalzata sul mezzo
d’un lato S B, e termincta all’asse.

607. Corollario 111. L’area della base del cono é ugua-
le al prodotto della sua circonferenza per la meth del raggio;
dunque la supcrficie convessa del cono sta alla sua base
come il lato del cono sta al raggio della base medesima.

TROREMA IIlL

608. Il volume &' un cono circolare retto ¢ uguale al
terao del prodotto della sua base per la sua altezza.

Sia # il volume del cono, A la sva aliezza, B la sua
base; &, & sieno le basi delle piramidi I'aoa circoscritta
al cono, I altra iscritta. I volumi v, v’ di queste piramidi
sono i limiti del volume P del cono. D’altra parte i
prodotti 35 X A, $5 X A sono evidentemente i limiti
del prodotto § BX A*. Mavem $ 5 X A, v w= } b' X A;
dunque ¥, ed 3 4 X B sono quantith contenute fra i me-
desimi limiti, cioé fra i due volumi v, ¢ la cui differenza
pub riuscire minore di qualunque quantith data *; dungque
F=4BXA

60g. Corollario I. Un cono qualunque si pud conside-
rare come equivalente ad una piramide che abbia la mede-
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sima altezza, e per hase uw poligono cquivalente al circolo
che serve di base al cono.

6 o. Corollario II. Segue da cit che i coni della me-
desima aliezza stanno fra loro come le respettive basi, ed i
coni della medesima base stanuo fra loro come le respettive

altezze”,
611. Corollario 111. 1 coni simili stanno fra loro come

i cubi delle loro altezze 4, A', o come i cubi dei raggi
R, IV delle loro basi Infatti, i coni essendo simili, avremo
A AR R;

ma B.B ;. R R,
dunque
BXA.BX4.R RS
€ per conseguenea
IBXA (BXAL IR R 144

TEOREMA IV,

612. L’area della superficie convessa del tronco di cono
ABA'D & uguale al prodotto del suo lato AA perla
semisomma delle circonferenze delle sue due basi.

Nel piano §A4 B il quale passa per I'asse SO si cou-
duca la retta A C perpendicolare ad S 4 ed uguale alla
circonferenza di cui 4 O é il raggio; quindi si condaca SC;
e finalmente A'C' parallela ad A C. L’ area del triangolo
rettangnlo $4 C essendo espressa dal prodotto § 4/C X S4
sarh equivalente all’area del cono §A4 B*. Di pii avendosi
dai triaugoli simili $4C, §4'C' la proporzione

AC . £C ::84: 854",
quando si osservi che
circ. OAd ; circ. O'A’ ;. OA: O :: 84 S4,
ne risulterh
circ, OA circ. OA :: AC: AC;

. *568.

Fig. 196.
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e poiché circ. 04 == AC, segue che circ. O'd’ == A'Cy
ragione per cui |’ area del triangolo S A'C’ espressa dal
prodotto § A°C' X 84 sarh equivalente a quella del cono
SA'B ; dunque 1’area del trapezio 4 CCA’ & equivalente
all’area del tronco 4 B B'A’: or |’ area del trapezio mede-
simo, poiché la retta 44" ne ¢ I’ altezza, ¢ uguale al pro-
dotto

§(AC+ A4C) X 44,

dunque I’area del tronco di cono & fiualmente uguale al
prodotto

4 (circ. OA + circ. O'A') AA'

come si doveva dimostrare.

613. Corollario I. Conducasi pel punte A" mezzo di
AA' uu piano parallelo alla base del cono, € 1a retta A4'C
parallela ad A4 C; si dimostrerh come qui sopra essere
A"C = circ. 0"4". Ma A"C'= § (AC + A'C") dunque
1’ area del tronco risulta uguale a

circ. 0"A" X AA
dunque ! area della superficie convessa del tronco di cono
& uguale al suo lato moltiplicato per la circonferenza della
sezione fatta ad uguale distanza dalle basi.

614. Carollario 11. Si abbassi dal punto A’ la perpen-
dicolare A'P sopra A B, e pel punto 4” si conduca una

perpendicolare ad AA4', prolungandola sino all’ incontro
dell’asse del tronco nel punto H; i triangoli 44'P, A"O"H

avendo i lati respettivamente perpendicolari saranno simili;
per cui avremo

AA' 2 AP A"H: 40",
e conseguentemente
AA' * AP :: circ. A”H  circ. A0,

OVVEro

circ. A0 X AdA'=s circ. A’H X A'P.

Dunque I’ area della superficie convessa del tronco di cono
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¢ pure uguale al prodotto della sua altezza per la circon-
ferenaa di raggio uguale alla perpendicolare 4°H fnalzata
sul mezzo A" d’un lato AA', e terminata all’ asse OO

TEOREMA V.

615. 1l tronco di cono ABA'B' a basi parallele ¢
uguale alla somma di tre coni, che avessero per altczza
comune U altezza O O del tronco , e le cui basi fossero la
base inferiore AH B del tronco, la sua base superiore
AH'B, ed una media proporzionale fra queste due basi.

Sia TCD £ una piramide della medesima altezza del
cono SA B, la quale abbia una base CDE equivalente
alla base del cono. Supponendo queste due basi situate
sopra un medesimo piano, ed immaginando il piano della
base superiore del tronco A'H'B’ prolungato finche tagli la
pivamide TCD E otierremo una nuova piramide TC'D'E’
della medesima aliezza del cono SA'B’. Di pil indicando
con sup. OA, e sup. O'A’ i circoli i cui raggi sono OA,
ed O'A’, avremo

sup. OA ; sup. O'A" (T;l.; 5’_:4" 3 E'; —.9—6";
ed iuoltre
CDE;CDE ::TP: TP,
e quindi
sup. OA ; sup. 0’4’ . CDE ; CD'E;

ma per ipotesi sup. Od=CDE , dunque sup O'A'=CDE"
Dunque le piramidi TCDE, TCDE' sono respetliva-
menle” equivalenti ai coni S4B, SA'B'; ed il wonco di
piramide CDECDE' ¢ equivalente al tronco di cono
ABA B'. Da cio risulta che la somma delle tre piramidi &i
che & costituito il tronco di piramide * € uguale al trouco di
cono 4 BAB'; ‘le quali tre piramidi sono equivalenti a tre
coni della medesima altezza di esso tronco avendo respeti-

vamente per basi, la sua base inferiore, la sua base supe-
riore , ed una media proporzionale fra queste due basi.

Fig. 197.

* 546.

Fig. 194
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TRORTMA Vi.

616. Ogni sesione fatta in un cilindro circolare retto
da un piano parullelo alla basc 2 un circolo ugucle a que-
sta base.

Sieno OA, OC due raggi qualunque della base, ed
0", A", C” le intersezioni respettive dell’ asse O O, e dei
due lati 44, CC col piano secante A"C’'B" parallelo
alla base. Le rette 44”, C(”, O () sono evideniemente
uguali e parallele; dunque 40 = 470", CO == C’0', &
per conseguenza A' (" = C’0"; donde segue che tutti i

- puoti del perimetro della sezione A’C'B" sono equidistanti

Fig. 198.

*ib7.

dal punte 0% duuque questa sezione & un circolo di cui

O~ & il centro.
617. Scolio. Ogni sezione fauta in un cilindro circolare

retto da un piano condotto per l'asse € un rettaugolo doppio
del rettangolo generatore.

618. Definizione. Due cilindri circolari si dicono simili
quando sono generati dai ravvolgimenti di due rettangoli
simili intorno a lati umologhi; cioé quaudo i loro ass1 sonu
proporzionali ai raggi delle loro basi.

LEMMA L.

619. L'area della superficie convessa d’un prisma retto
¢ ugnale al prodotto del perimetro della sua base per la

“sua altezza.

La superficie laterale del prisma retto ABCDEF ¢
composta dei rettangoli ABGF, BCHG, CDIH, ec.,
le altezze dei quali sono uguali all’ aliezza del prisiua, e le
loro basi AB, BC, CD, ec., prese insieme formano il
perimetro della base del prisma medesimo, Dunque la som-
ma di questi rettangoli *, o la superficie convessa del prisma

-é uguale al prodotto del perimeiro della sua base per la sua

altezaa.
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620. Definizione I Un prisma ¢ detto iscritto in un
cilindro quando ha per base un poligono iscritto nella base
del cilindro, e le sue costole parallele ed uguali all’ asse :
reciprocamente il cilindro & detto circoscritto al prisma.
621. Definivione 11. Un prisma ¢é detto circoscritto ad
un cilindro quando ha per base un poligono circoscritto alla
base del cilindro, e le sue costole parallele ed uguali all'as-
se : reciprocamente il cilindro & detto iscritto uel prisma.
In questo caso le facce del prisma sono altrettanti piani
" tangenti della superficie convessa del cilindro; essendoche
le perpendicolari inalzate sopra il piano della base ne’ punui
di contatto dei lati del poligono colla circonferenza iscritta
sono comuni alle facce del prisma, ed alla superficie con-
vessa del cilindro.

LEMMA 11,

62a. La differenza delle superfici convesse di duc pri-
smi regolari I’ uno iscritto in un cilindro , U altro eirco-
scritto , e guella eziundio dei loro volumi possono riuscire

minori di qualunqgue quantita data,

Sia A4 I’ altezza di un dato cilindro; &, &' sieno 1 due
poligoni regolari 1" uno circoscritto, I’ altro iscritto alla sua
base; e p, p' sieno i lore perimetri. 1 prodotti p X A4,
P’ X A rappresenteranno le aree s, s’ delle superfici con-
vesse di due prismi regolari 1'uno circoscritio alwro iscritto
al cilindro dato*. Or poiché la differenza p — p’ puo riu-
scire minore di qualunque quantith data®, maunifestamente
anche la differenza p X 4 — p' X A. quella cio¢ delle
superfici dei due prismi suddivisati pourd riuscire minoie di
qualunque quantith data.

In secondo luogo i prodotti & X A, &' X A rappre-
senteranno i volumi dei medesimi prismi ; e poiché la difie-
renza b — b’ pud divenire piccola quanto vogliamo, cosi
anche la differenza b X 4 — &' X 4, cioe quella dei
volumi di essi priswi, pourd riuscire minore di qualunque
quantith data.

Fig. 199.

* Gy,

* 3.

* 623.
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623. Corollario. Fratanto ove si ponga mente alle
ragioni sviluppate al § 603 si potrh stabilire chie la superficie
ciliudrica § ¢ minorc della superticie convessa & del prisma
circoscritto, e maggiore della superficie couvessa s' del
prisma isctillo ; e, poiché s — 5 pud diveuire minore di
qualunque quantith data, s ed s si polrauno considerare
come i limiti della superficie §.

Evidentemente poi il volume ¥ del cilindro ¢ minore
del volume v del prisma c:rcoscritto, e maggiore del volume
v’ del prisma iscritto ; ragione per cui v, ¢ si potranuo
considerare come 1 limiti del volume #'.

TEOREMA Vil

624. L’ area della superficie convessa d’ un cilindro
circolare retto ¢ uguale al prodotto della circonferenza
della sua base per la sua altezza.

Sia § la superficie convessa del cilindro, A la sua altezza,
C la circonferenza della sua base; p, p' sieno i perimetri
delle basi dei prismi regolari I' uno circoscrilto, 1" ealtro
iscritto nel cilindro medesimo. Le superfici 3, s di questi
prismi sono i limiti della superficie § del cilindro®. D alura
parte i prodotti p X A, p' X A sonoi limiti del prodotto
CX A Mas=pX A, ed s =p X A; dunque S, ¢
C X A sono quantith contennte fra i medesimi limiti, cioé
fra le due superfici s, s’ Ja cui differenza puéd riuscire mi-

nore di qualunque quantith data ; duuque S = C X 4.
TEOREMA VIIL

625. Il volume d’ un cilindro circolare retto i uguale
al prodotto della sua base per la sua alivzza.

I volumi ¢, ¢ dei prismil ane circoscritto, 1" aliro
iscritto nel cilindro sono i limii del volume ¥ del cilindro
medesimo ; di pid ove &, & rappresentino le basi di wah
prismi, i prodotti b X 4, & X A saravao i limiti del
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prodotto BX A. Ma vem b X 4, v'= V' X A; dunque
V=BXA.

626. Corollario I. Un cilindro qualunque si pud consi-
derare come equivalente ad un prisma che abbia la medesi-
ma altezza, e per base wn poligono equivalente al circolo
che serve di base al cilindro.

627. Corolldrin 11, Segue da cib che § cilindri della
medesima altezza satuo {ra loro come le respetiive basi,
ed i cilindri della medesima base stanno fra loro come le
respettive altezze.

628. Corollario 111. 1 cilindri simili stanno fra loro
come i cubi dclle loro altezze , o come i cubi dei raggi delle
loro basi.

TEOREMA IX.

639. Ogni sezione fatta in una sfera da un piaro & un
circobo.

Sia EG FH il perimetro della sezione fatta da un piano
vella sfera di cui O ¢ il centro. Dal punte O si abbassi la
perpendicolare O P sul piano della sezione medesima ;
quindi si conducano a differenti punti de} perimetro EGFH
iraggi OE, OG, OF, elerewe PE, PG, PF,
Poiché¢ le obligue OFE, OG, OF sono uguali come
raggi della sfera, lerette PE, PG, PF saraono esse
pure uguali*; dunque i punti E, G, F del perimeuo
della sezione sono ugualmente lontani dal punto P; dunque
questo perimetro € una circonferenza di cui P ¢ il centro.

630. Scolio. Quando il piano di sezione passa pel centro
della sfera, il circolo che ne risulia avrd il medesimo cen-
tro, ed il medesimo raggio della sfera medesima. Scgue da
cio che tutti i circoli i quali passano pel ceutro della sfera
sono uguali. Di piti ogni circolo il quale non passa pel eca-
tro della sfera sarh minore di essi; infatti OF > OP,

631. Definizions. Gran circolo d'una sfera dicesi quello
che passa pel centro di essa slera; piccolo circolo dicesi
quello che non vi passa.

Fig. 200.

1‘94.
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TEQREMA X,

632. Ogni gran circolo divide la sfera , e la sua super-
Jicie in due parti uguali,

Iofatti se dopo aver separate le due parti in che viene
divisa la sfera una di esse si porrh nell’alira per modo che

- le loro basi combacino, tutti i punti della superficie convessa

di una di esse coincideranno coi punti dcll’ altra, poiché
gli uni e gli altri si troveranno ad uguale distanza dal centro
della comune base.

633. Definizione I. Ciascuna delle due parti uguali
nelle quali risulia divisa la sfera da uno dei suoi grandi
arcoli si chiama emisfero,

634. Definizione I11. Un piano indefinito che ha un solo
punto a comune colla superficie di una slera dicesi piano
tangente della sfera medesima,

635. Dcfinizione I11. Si chiama zona la parte della
superficie della sfera compresa fra due piani paralleli; i
circoli che rappresenterauno le sezioni dei medesimi piani
colla sfera si chiamano basi della zona,

Uno di questi piani pud esser tangente alla sfera; allora
Ia zona non bha che una base, e pu) auche chiamarsi calota,

636. Definizione IV . Dicesi segmento sferico la porzio-
ne del solido della sfera compresa fra due piani paralleli;
le cui sezioni colla sfera sono le dasi del segmento stesso.

Se uno di questi piani & taugente alla stera il segentn
sferico non ha che uua sola base.

637. Definizione F'. L’ ultczza d’ una zona, o d’un
segmento & la distanza dei due piani paralleli che souo le
basi della zona, o del segmento.

638. Definizione F'1, Si chiama settore sferico la por-
sione del solido della slera compresa fra una calotta, ed una
superficie cunica avente per base il cireolo base della calotta
medesima, e il suo vertice nel centro della sfera,

639. Scolio 1. Segue da cio che un settore ¢ la somma
di un segmento EAF, e di un cono OE F, Ma il settore
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sarebbe al contrario la differenza di un segmento ¢ di un
cono, ove la calotta che ne ¢ la base superasse la meta
della superficie della sfera. Cosi il settore OECBDFO
¢ uguale al segmento ECBD FP E meno il cono OEF.
Inoltre si vede che il setiore diverrebbe un emisfero quando
la base della calotta fosse un gran circolo della sfera.

640. Scolio 11. Una calotta EAF pud considerarsi
come generata dal ravvolgimento di un arco EA intorno al
diametro 4 B che passa per una delle sue estremith.

Un settore sferico si pud esso pure considerare come
generato dal rivolgimento di un settore circolare O E 4
intorno ad uno dei suoi lati 04, OE.

TEOREMA XI.

641. Ogni piano M N perpendicolare all’ estremita
d’ un raggio O B & un piano tangente della sfera ; reci-
procamente ogni piano tangente & perpendicolare al paggio
condotto al punto di contatto.

12 L’ obliqua O M condotta a piacere dal centro della
sfera sopra il piano M N ¢ maggiore della perpendicolare
OB, o della sua nguale OQ; dunque I’ estremita M di
questa obliqua ¢ fuori del circolo; dunque il piano M N
non ha a comune col circolo che il solo puato B ove lo
tocca ; percid esso ¢ un piano tangente alla sfera.

2.* Reciprocamente se il piano M N tocca la sfera nel
solo punto B ogni linea, tranne O B, condotta dal centro
sopra M N paeserd fuori della sfera; dunque O B ¢ la pitr
corta linea che dal centro possa abbassarsi sopra M N ;
dunque O B é perpendicolare ad M N.

642. Corollario. La perpendicolare al piano tangente
inalzata sul punto di contatto passa pel centro della sfera.

Fig. 201.

*614.

* 159.

Fig. 203.

Fig. 203.

C o
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LEMMA 1.

643. L'area della superficie generata dal rawolgi-
mento d’ una linea A BCD , porsione di poligono rego-
lare, intorno ad un asse M N che passa pel suo centro
senza tagliarla & uguale al prodotto della circonferenza
iscritta in esso poligono moliiplicata per la parte A'D
dell’ asse compresa fra le perpendicolari AA', DD ab-
bassate sull’ asse medesimo.,

Dal centro O si conducano le rette OP, OQ, OR
respeltivamente perpendicolari ai lati 4B, BC, CD le
quali divideranno in mezzo i lali medesimi ; quindi dai punti
B, C si abbassino le perpendicolari BB, CC sull’asse.
Il wrapeziv 4A'B'B ravvolgendosi intorno ad A'B’ produr-
rh un tronco di conn, la cui superficie convessa sard quella
generata dalla retts A4 B, Dunque ( rappresentando }’ area
di tal superficie cou area 4 B), avremo

area A B wm circ. OP X A'B*,
come pure area BC == circ. 0Q X BC,
area C D == circ. OR X CD

donde si ricava , osservando che OP = O Q == OR*,
area ABCD wmcirc. OP X A'D',
644. Scolio 1l lato 4 B, ove la sua estremith fosse

sull’ asse,, produrrebbe una supeificie conica; e se alcuuo
dei lati della linea ABCD » per es. CD, fosse parallelo
all’asse, esso lato produrrebbe una superficie cilindrica; ma
pertanto non sarebbe meno vera la proposizione precedente
avendosi sempre area AB == circ. OP X AB', area CD ==
circ. OR X CD'.

645. Corollario. Dunque se ABCDE F fosse la meth
del perimetro d’ un poligono regolare d’ un doppio numero
di lati inguisaché A F congiungesse duc vertici opposti A,
F di esso poligouo, e passasse pel suo centro O, 1’ arca
della supesficie gencrata dal rivolgimento di A BCDEF

o
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intorno ad A F sarebbe uguale al prodotio della circonfe-
renza iscritta nel poligono stesso moltiplicata per 4 F.

LEMMA Il
4

646. La differenza di due superfici generate dalle por-
zioni di due poligoni regolari I’una ABCD circoscritta,
U altra abcd iscritta in un arco ad, le quali girano
attorno a quel diametro di tale arco, che passa per una
sua estremiti a, pud riuscire minore di qualunque quan-
tits data.

Sia OM un raggio dell’ arco abcd condotto al punto

Fig. co4.

di contatto M del lato A B coll’ arco medesimo; questo

raggio sara pure perpendicolare ad ab; DLV, dd sieno
due perpeadicolari abbassate dai punti D, d sopra O4;

avremo

area ABCD = circ, OM X AD'
area abcd =circ. Om X ad';

cié posto si osservi che

circ. OM > circ. Om,
e che
AD wm Da+ad, ad = Da+d'D';

¢ siccome
aD:dD :.d0:d0,

quando si rifletta che d O > d'0, ne inferiremo essere D
ovvero aA > d'l), e conseguentemente A D' > ad'.
Donde risulta che dei due rettangoli circ. OM X AD, e
circ. Om X ad', il primo sarh sempre maggiore del secondo.

Ora & da avvertive che quanto pia I’arco a M b & pic-
colo, tanto pii & grande Om; cosicché, moltiplicandosi
il numero dei lati dei poligoni, Om tendera ad ugunagliare
O M potendo la differenza OM — Om ciot Mm, ed in
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conseguenza a4 divenire miuore di qualunque quantith
data; ma

OM:0Om::circ.OM; circ.Om,

dunque anche circ. OM tendery ad uguagliare circ. Om,
e la differenza circ. O M — circ. Om potrh essa pure di-
venire minore di qualunque quantith data. Juolire dalla
predetta proporzione

dD:d'D’::d0.d0

facilmente si dednce ( perocche d O, e d’O ne’ successivi
cambiamenti de’ poligeni non mutano mai) che &D’ dee
necessariamente decrescere mentre decresce dD ovvero
ad, poteado percid anche d&'DF divenire piccola quanto
vogliamo; donde segue che A D’ tenderh ad uguagliare
ad, e che la differecnza AD'— ad’' potra divenire mi-
nore di qualunque quantith data. Dunque finalmente la
differenza circ. OM X AD' — circ. Om X ad’ potrd
riuscire piccola quanto vogliamo, considerandn questa diffe-
renza come quella di due rettangoli i quali e nelle altezze e
nelle basi possono differire d’ una quantitk minore di qua-
lunque quantita data.

647. Scolio I. La zona sferica genersta dall’arco ad &
tutta racchiusa fra le superfici generate dalle linee ABCD,
abcd. Ora moltiplicandosi i lati che costituiscono queste
linee, il numero delle circonferenze di contatto della zona
colla superficie iscritta, e colla superficie circoscritta , cioe il
numero delle circonferenze descritte dai punti a, &, c, ec.,
M, N, P, ec., sifarh sempre pii grande, mentreche la su-
perficie iscritta crescerh e la superficie circoscritta decrescer.
Ed & da osservare che nel tempo in cui la superficie iscritta,
e la retta Om crescono i punti m, n, p, ec., si appros-
simano alla zona; e che nel lempo in cui la superficie
circoscritta, e la retta OA decrescono anche i punti A,
B, C, ec., si approssimano alla zona medesima. Da cio
si fa manifesto che la superficie circoscritta e la iscritta
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tendono a confondersi colla zona ; che ) una & maggiore,
I'altra & minore di essa ; finalmente che queste due superfici
si possono considerare come due limiti contencnti la zona
medesima, i quali possono per loro natura differire d’una
quantith piccola quanto vuolsi.

648. Scolio 11. Per la stessa ragione le superfici gene-
rate dai perimetri di due mezzi poligoni ABCDEF, abcdef
I’uno circoscritto 1" altro iscritto nel semicireolo a b fO si
possono cousiderare come i limiti della superficie sferica
geoerata dalla semicirconferenza ab f.

TEOREMA XII.

649. L’ area d’ una zona sferica qualunqgue é uguale al
prodotio della circonferenza d’ un circolo grande per la
sua altesza.

Sia Z la zona descritta dall’ arco ad. Le superfici
s, &, descritte dalle lince ABCD, abcd souo i li-
mitidi Z°, D alwra parte i rctangoli eirc. OM X AD',
circ, OmXad', sono i limiti del rettangolo circ. OM Xad'*.
Ma s=circ. OM X A D', § =circ. Om X ad’; dunque
la superficie Z, ed il rettangolo circ O M X ad' si tro-
vano ambedue fra i medesimi limiti, cioé fra le due superfici
s, s' la cui differenza puo riuscire minore di qualunque
quantith data ; dunque Z = circ. OM X ad'.

Passiamo a considerare una zona qualunque a due basi
generata dal rivolgimento dell’arco BC intorno al dia-
mewo AF., Si conducano le perpendicolari BB, CC’
sopra questo diametro; si vedrd che la zona descritta
dall’ arco B C ¢ la differenza delle due zone descritte dagli
archi AC, AB le cui aree sono respettivamente uguali
ai prodotti circ. 04 X A C, circ. 04 X A B'; dunque
I"area della zona descritta da B C sarh uguale al prodotio
circ. O4A X (AC — AB"), ovvero circ. 04 X BC.

Dunque 1'area d’una zona sferica ad una base o a due &

Fig. 2e6,

Fig. 204,

* 647.
* 646,

Fig. 205,

Fig. 205,

* 648.
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sempre uguale al prodotto della circonferenza d’un drcolo
grande moltiplicata per la sua altezza.

650. Corollario. Due zone prese in una medesima afera,
o in sfere uguali stanno tra loro come le respettive altezze.

TEOREMA XIIf.

651. L’ area della superficie d’ yna sfera & uguale al
prodotto della circonferensa d’un circolo grande pel suo
diametro.

Sia & la superficie della sfera il cui diametro & af. Le
superfici s, ¢ descritte dai perimetri dei mezzi poligoni
ABCDEF, abcdef sono i limiti di $°. 1 rettaugoli poi
circ. OM X AF, circ. Om X af sono i limiti del ret-
tangolo cire. OM X af. Ma swmeirc. OM X AF,
s =circ. Om X af; dunque S wmecire. OM X af;
dunque 1’area della superficie d’una sfera ¢ uguale al
prodotto della circonferenza d’un circolo grande pel suo
diametro.

652, Corollario I. L’ area d’ un eircolo grande & uguale
alla sua circonferenza moltiplicata per la meth del suo rag-
gio, ovvero per la quarta parte del suo diametro; dunque
la superficic della sfera ¢ quadrupla di quella d’ un suo
gran circolo.

653. Corollario I1. L’ area d’ una zona qualunque sta
a quella della sfera come I'aliezza di questa zoua sta al
diametro.

654. Corollario I11. Le aree di due sfere stanno fra
loro come i quadrati dei respettivi diametri o raggi.
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LEMMA 1.

655. Il volume del solido generato dal rivolgimento Fig. 207.
d’ un triangolo qualunque OA B attorne un asse ST con-
dotto nel suo piano da uno de’ suoi vertici O é uguale al
terzo della superficie generata dal lato AB opposto a questo
wvertice , moltiplicata per I altezsa O P del triangolo di
cui A B si prende per base.

1.° Supponiamo in primo luogo che 1’ asse S T si con-
fonda col lato OA. Dal vertice B si conduca la perpendi-
colare B B’ sopra I’ asse medesimo ; e dal vertice O altra
perpendicolare O P sopra la base 4 B del triangolo. Indi-
cando con vol. OA B il volume generato dal triangolo
OA B, con sup. AB la superficie generata da 4B, avremo

vol. OA B = vol. A B B’ + vol. OBB’
= , sup. BB’ X AB' s sup. BB’ X OB’
== 3 sup. BB' X AO.
Ma
sup. BB’ ; sup. AB ;. BB’ : AB*, * Gov.
ed inoltre, stante la similitudine de’ triangoli 4BB', APO,
BB :A4AB..,0P:40,
percio
sup. BB';sup. AB;:OP: 40,
donde si ricava
sup. BB' X AO wm sup. AB X OP;
¢ finalmente
v0l, OAB = | sup. AB X OP.
E da osservare che la perpendicolare OP potrebbe cadere
fuori del triangolo, o confondersi col lato OB, ma il risul-
tato non ne sarebbe in modo alcuno alterato.
32.° Supponiamo che I’ asse sia incontrato in un punto R Fig. 208
dalla base 4 B del triangolo safficientemente prolungata.

In virtt della precedente dimostrazione avremo
15
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vol, OAB = vol. ORB — vol. ORA,
== 5 sup. RB X OP — ; sup. R4 X OP,
w5 sup. AB X OP. iy

i-‘ig. 209, 3.2 Suppuniamo finalmente che 1’ asse sia parallelo alla

base A B del triangolo. Si abbassi in questo caso anche la
perpendicolare 44’ sopra I'asse ST'; sarh A A'=w BB'ms OP

per cui avremo
vol. OAB =—=vol. A’ ABB’'— vol. OAA’'— vol. OBF’,
we sup. OP X A'B'— § sup. OP X 0A'— } sup. OP X OF',
= sup. OP X A'B'— | sup. OP X A'B’,
or poiche
sup. OP ;sup. AB;: } OP ; A'F,
sarh
sup. OP X A'B wm § sup. AB X OP;

dungue
vol. OAB ==} sup. AB X OP.

LEMMA IL

Fig. 301, 656. Il volume del solido generato dal rivolgimento

d’ un settore poligono regolare OA4 B CD attorno un asse
ST che passa pel suo centro O ¢ uguale al terzo della
superficie generata dalla linea ABCD che serve di
base al settore moltiplicata pel raggio OP del circolo
iscritto.

Conducendo le perpendicolari OP, 0Q, OR dal cen-
+655 tro O soprailati 4B, BC, CD avremo*

vol, OAB == § sup. AB X OP,
vol. OBC == % sup. BC X 0Q,
vol. OCD wm § sup. CD X OR;

ma OP == OQ == OR, dunque
vol, OABCD = } sup. ABCD X OP.
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?57. Scolio. 11 lato A B ove la sua estremith A fosse

s'ull asse produrrebbe un cono, e se alcuno dei lati della

:mea ABCD per es- .CD fosse parallelo all’ asse questo

ato produrrebbe un cilindro, ma sempre si verifichercbbe
la precedente proposizione siccome ¢ facile dimostrare.

) 658. Corollario. Dunque il volume generato dal rivol-
gimento del semipoligono A BCDE F attornoad AF &
ugua.le ?Ha superficie descritia dal suo perimetro ABCDEF
moltiplicata pel raggio del circolo iscritto. |

LEMMA I

§591 La differensa de’ solid: generati dai due settori
;olzgom .nqoluri OABCD, Oabcd, I uno circoscritto
altro iscritto nel settore circolare Oad » che girano
alforno ad un asse che passa pel suo centro O puo riuscire
minore di qualunque quantita data,

Sia Om perpendicolare al lat
: o ab dell rei ;
poligono regolare abcd iscritta ; sarh 2 portione di

vol. O4BCD = | sup. ABCD X OM,
vol. Oabcd mm % sup. abcd X Om;

jaBaZblamo dimostrato che moltiplicandosi i lati delle linee
A 1,D ,ded abcd 3 sup. A B CD (enderh ad uguagliare
l’p. abcd, mentre I'apotema OM tenderd ad uguagliare
apotema Om, cosicche le differenze OM — Om, e
sup. 413.00 — sup. abcd, potranno a un tempo divel’lire
mmf)n di qualunque quantith data; dunque anche il prodot-
l.o s8up. ABCD X OM tendera ad uguagliare il prodotto
?sup. abed X Om , e la differenza ssup. ABCD X OM —
,rsup. abed )(Om » potrd riuscire piccola quanto vo-
golr:mo; l;ercht_: € chua:.'o che tal differenza & da considerarsi
ahc:zgu;ol;og:) («ili(txl;rg:::;?idi le qm.ili e.nellc l‘)asi e nelle
non e una quautith winore di qualunque
il 66‘0 Scolio 1. Manifestamente il setiore sferico & minore
el soiido generato dal settore poligano circoscritio, e mag-

Fig. 20a.

Fig. 203,

Fig. 204.

Pig. 206.

Fig 204.

* 6bo.

Fig. 105
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giore del solido geaerato dal settore poligono iscritto; dun-
que dal precedente lemma risulta che moltiplicandosi i lati
delle linee 4 BCD, abcd, il solido generato dal settore
poligono circoscritto, ed il solido generato dal settore poli-
gono iscritto tendono a coufondersi col settore sferico, e che
questi due solidi si debbono considerare come due limiti
contenenti il setiore sferico potendo questi limiti differire
per loro natura d’ una quantith piccola quanto vuolsi.

651. Scolio 1I. Per la siessa ragione i volumi generati
da due mezzi poligoni A B CDEF, abcdef I'uno cir-
coscritto 1 altro iscritto nel semicircolo abdf si possono
considerare come i Jimiti della sfera generata dal semicircolo

slesso.
TFOREMA XIV.

662. Il volume d’ un settore sferico ¢ uguale all’ area
della calotta che gli serve di base moltiplicata pel terzo

del raggio.

Sia 7 il volume del settore sferico generato dal settore
circolare Oad; Z lazona che gli serve di base; v, v
sieno i volumi generati da’ settori poligoni I'unc circoscritto,
I” altro iscritto nel settore circolare Oad; z, 5’ le super-
fici Puna circoscritta, I'altra iscritta alla zona Z; Rwm oM
P apotema di z, ossia il raggio della zona Z, r=0m
I’ apotema di z'.

1 volumi v, ¢ sono i limiti del volume V*. D alira
parte i prodotti 5z X R, % 2’ X r sono i limiti del pro-
dotto +Z X R. Ma vem ;2 X R, /=3 X r; dunque
il volume #* della zona, ed il prodotto ; Z X K espui-
mente il volume di una piramide di cui Z & la base, &
I altezza, si trovano ambedue fra i medesimi limiti v, ¢
la cui differenza puo riuscire minore di qualuuque quantith
data; dunque V== 3 Z X R.

663. Corollario. 11 volume del segmento sfevico gene-
rato dal mezzo segmento circolare ABB’ si otterrh togliendo
dal settore sferico descritto dal seutore circolare ABO,
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quello del cono descritto dal triangolo BB’O.' Rispfatto a.l
segmento sferico a due basi descritto dalla porzione di semi-
circolo B BCC dovremo osservare che esso é la differenza
de’ segmenti descritti dai mezzi segmenti circolari 4 CC,

ABPE,
TEOREMA XV,

664. 1l volume della sfera & uguale alla sua superficie Fig. ao6.
moltiplicata pel terzo del suo raggio,

Sia 7 il volume della sfers generata dal semicirco-
lo abf; § lasua superficie; v, v' sieno i volumi gene-
rati dai mezzi poligoni 1" uno circoscritto 1 altro iscritto nel
semicircolo a b f; s, 5 le loro superfici; Re=O M Vapo-
tema di 5, rem Om I’apotema di 5.

1 volumi v, ¢ sono i limili del volume F*. D’altra
parte i prodotti ;s X R, s’ X r sono i limiti del prodou.o
sSX R Ma vemis X R, vVam {s'X r; dunque il
volume ¥ della sfera, ed il prodotto ;S X R si trovano
ambedue fra i medesimi limiti v, v/ la cui differenza puod
riuscire mivore di qualunque gquantith data ; dunque
V=3;S8 XA

665. Corollario I. L' area della sfera abbiamo veduto
essere uguale al quadruplo dell’ area d’ uno dei suoi grandi
circoli ; dungue il volume della sfera & uguale ai quattro
terzi dell’area d’uno dei suoi grandi circoli moltiplicata
pel suo raggio. Ma poiché il raggio e uguale alla meth del
diametro sard il volume dellu sfera uguale ancora ai due
tersi dell’ area d’ uno dei suoi grandi circoli moltiplicata
pel suo diametro.

666. Corollario II. 1 volumi di due sfere stapnno fra
loro come i cobi dei loro raggi, o come i cubi dei lorn dia-
metri. Infatti le avee delle sfere stanno fra loro come i qua-
draui dei raggi* ; percid quesie aree moltiplicate pe’ raggi * 634
staranno fra loro come i cubi dei raggi; conseguentemente
staranno pure come i cubi dei diametri.

.
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TEOREMA XVI.

667. L’ area della sfera sta all’ area della superficie
totale del cilindro circoscritto come 2 sta a 3. I volumi di
} questi due solidi stanno fra loro nel medesimo rapporto.
iR
P

h’g 210. Sia CDFE un quadrsto circoscritto al circolo /GBH ;

s AB sia un diametro di questo circolo perpendicolarea CD;
dal simultaneo rivolgimento del semicircolo £ G B e del
semiquadrato 4 FD B iotorno ad 4 B potremo otienere
uaa sfera, ed un cilindro ad essa circoscritto,

La superficie convessa di tal cilindro & uguale alla saper-
ficie della sfera; essendo 1’una e 1’ alira espressa dal pro-
dotto circ. OG X AB. Mala superficie della sfera ¢ uguale

* 653. a qualtro circoli graudi*; dunque se alla superficie convessa
del cilindro si uniscono le due basi che equivalgono a due

'y

F circoli grandi della sfera, la superficie totale del cilindro

risulterh uguale a sei circoli grandi; dunque la superficie
della sfera sia alla superficie del cilindro circoscritto come
4 staa 6, 0 come 2 sta a 3.
Venendo alla considerazione dei volumi osserveremo esse.
*6065. re quello della sfera espresso dal prodotto § sup. OGX AB*,
mentre quello del cilindro lo & dal prodotto sup. OG X 4B;
donde rilevasi essere il volume della sfera i + del volume
del cilivdro; donque il volume della sfera sta al volume
del cilindro come 2 s1a a 3.
E da ci6 risulta che i volumi di questi due corpi stanno
fra loro nella ragione delle aree delle loro superfici,
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PRINCIPJ DI GEOMETRIA DESCRITTIVA,

668. La posizione d'un punto M situato sopra un piano
¢ nota quando sono date le sue distanze MM, MM dai lati
AB, AC d'un angolo retto fra i quali esso punto & con-
tenuto, Infaui sopra i lati 4 B, AC si prendano le parti
AM, AM" respettivamente uguali alle date distanze,
MM', MM' e dai punti M’', M" si conducano le linee:
M'M, M"M respettivamente parallele ad 4C, ed 4 B;
il punto proposto si dovrh trovare sopra M'M, perocché essa
é il luogo geometrico di tutti i punti che si trovano alla
distanza MM’ da AC; esso si troverh pure sopra
M"M come luogo geometrico di tutti i punti che si trovano
alla distanza MM’ da A B; dunque il punto proposto do-
vendo esser comune alle due rette M'M, M“M si troverd
nella loro intersezione M.

669. La posizione d’un punto M comunque situato
nello spazio & nota quando sono date le sue distanze MM,
MM, MM da tre piani BAC, BAD, CAD scambie-
volmente perpendicolari. Infatti mediante le distanze date
MM", MM determineremo sul piano BAC il puato
M’ dipoi da M’ condurremo una perpendicolare al mede-
simo piano, e prenderemo di essa una parte M'M uguale
alla terzo distanza; M sark il punto proposto,

690. 11 piede della perpendicolare abbassata da un punto
dato sopra un piano chiamasi projesione ortogonalc, o sem-
plicemente projezione di questo punto. Le projezioni del
puoto M sopra i piani BAC, BAD, CAD sono respet-
tivamente M', M", M'".

Fig. 211,

- Fig. 212,
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671. 1 piani sopra cui si projetiauo i punti dello spazio
si chismano piani di projesione, oppure piani coordinat:.

6732. La projezione d’una linea retta sopra un piano &
1’ intersezione di questo piano con un aliro, ad esso perpen-
dicolare, e che passa per la retia proposia. Percid la proje-
zioue d’ una liuea retta sopra un pisuo é una seconda livea
retta costituita delle projezioni di tutti i suoi puati; la quale
si puo agevolmente determinare congiungendo le projezioni
di due punti qualangue di essa.

673. Rette projettanti , piani projettanti dicousi le linee
rette, ed i piani mediante i qualisi [a la projezione dei punti,
e delle linee rette.

674. Un punto ¢ interamente determinato dalle sue pro-
jezioni sopra i piani coordinati. Perocché conducendo per
ogni projezione una perpendicolare al piano cui appartiene,
il punto dovrh trovarsi sopra ciascuua di esse perpendicolari;
conseguentemente questo punto sarh quello dove le perpea-
dicolari medesime s’ incontrano,

675. Una linea retta ¢ interamente determinata dalle
sue projezioni sopra i piani coordinati, Infatti inalzando
sulle projezioni di questa retta dei piani respettivamente
perpendicolari ai piani di projezione , ciascuno di essi con-
terra la retta medesima; dunque essa sarh la comune intes-
sezione di questi piaoi.

676. E manifesio che una delle tre projezioni d’un
punto , o d’una retta su i piani coordinati dipende necessa-

riamente dalle altre due; ragione per cui si considereranno
in appresso due soli piani di projezione, uno de’ quali si
chiamer} orizzontale , I'altro verticale , ritenendo percié la
denominazione di projezione orizzontale ad indicare ciascu-
na di quelle che avranno luogo sul piano orizzontale , e la
denominazione di projezione verticale per ciascuna di quelle
che si faranno sul piano verticale, ove anche esse non sieno
dirette verticalmeute ; perocché la parola verticale ¢ annessa
all’idea d’ una linea retta perpendicolare al piano orizzon-
tale , mentre la projezione verticale d una linea il piu delle
volte sarh rispetto al piano medesimo una obliqu a.

677. Cio posto suppowamo che il piauo verticale si
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abbassi sul piano orizzontale rivolgendosi a guisa di cerniera
intorno alla linea A4 B secondo la quale questi piani si
tagliano ; le projezioni orizzoutali e verticali delle linee
verranno tutte a siluarsi sopra un medesimo piano orizzon-
tale ; nondimeno la posizione di queste linee nello spazio si
potrd agevolmeute dedurre dalla stessa figura orizzontale

che se ne ottiene. Infatti supponiamo che nella figura in Fig. 213.

prospettiva M'N', M”N" sieno le projezioni della retta
M N, I'una orizzontale, 1'altra verticale; abbassando il
piano A C per applicarlo sul piaoo KL i punti M"”, N”
vecranno in M, N™ descrivendo gli archi M”M'", N"N*
ciascuno de’ quali sarh uguale alla quarta parte della circon-
ferenza; la projezione M“N' diverrs M“"N, e le rette
Mm, Nn perpendicolari ad A B diverranno M"'m,
N"n, e si troveranno sopra i prolungamenti di M'm, N'n.
Or se sarh dato sul piano orizzontale KL il trapezio
M"N"mn, & chiaro che rivolgendo questo trapezio intorno
ad A B, sinché isuoi lati M'“m, N'"“n abbiano descritta
la quarta parte d’ una circonferenza esso potrh riacquistare
la sua situazione primitiva; allora la posizione di M N si
determiuerh nel modo che abbiamo indicato *.

698. La licgea retta 4 B esprimente 1’ intersezione dei
piani di projezione si chiama linea di terra.

679. E facile vedere che nella figura piana K L le pro-
jezioni M, M" d'un punto M comungue situalo uello
spazio, si trovano ambedue sopra uua perpendicolare ML~
alla linea di terra, :

680. La projezione d’ ogni puuto situato sopra uno dJei
piani di projezione si troverd su la linea di terra.

681. Quando una linea incontrerd i piani di projezione
i punti d’incontro di questa linea con essi piani si chiame-
ranno tracce della linea medesima. Percio le tracce d’ una
linea sono due punti le cui projezioni si trovauo su la linea
di terra.

683. Quando un piano incontrerd i piani di projezione
le intersezioni risultanti si chiameranno tracce di esso piano.
Evidentemente le tracce d” un piauo sono due linee rette le
cui projezioni si trovano su la linea di terra.

* 675.

* 405.

* 403,

hd .‘6’5.

Pig. 214,

* 679.

Fig. 115,

* 405.

Pig. 316,

* 415,

334 PROBLEMI

683. Se uua retta & parallela ad uno dei piani di proje-
zione , la sua projezione sopra I'altro piano sara parallela
alla linea di terra .

684. Se una data reuta ¢ parallela a un tempo ai due
piani di projezione lo sarh pure alla linea di terra. lafaui
una parallela condotta da un punto dells linea di terra alla
retta data dovrebbe a un tempo troversi su i due piani di
projezione ; dunque sarebbe la medesima liuea di terra.

685. Le projezioni d’ una reuta parallela ai piani di pro-
jezione sono parallele fra loro”.

686. Quando una linea retta & in un piano perpendico-
lare alla linea di terra, le sue projezioni sono ambedue
perpendicolari a questa linea *.

687. Quando due liuee rette si tagliano le Joro projezioni
orizzontali M'N’, P'(¥ ¢ le verticali M"N", P'Q" dovranno
tagliarsi in due punti O, O” i quali si troveranno sopra
una stessa perpendicolsre alla linea di terra *, e saranno le
projezioni del puato d’ intersezione delle rette date. Ove poi
le projezioni soddisfacciano a questa condisione le rette
evidentemente si taglieranno.

688. Se due rette M N, P sono paraliele le loro
projezioni orizzontali M'N’, P'Q’ saranno parallele; lo
saranno pore le projezioni verticali M"N”, P“Q"*.

689. Recipracamente se le projezioni orizzontali M'N,
P'Q" di due rette MN, PQ sono parallele, e lo sono
pure le projezioni verticali M”N", P'Q" queste due rette
saraano parallele fra loro. Infatti se si suppone che per un
punto M della intersczione dei due piani M N, M N" si
conduca una parallela s P Q sarb facile il vedere come tal
parallela debba trovarsi a un tempo sopra questi due piani,
per cui essa non potrh essere che la loro medesima intersezione.

6go. Ma se due projezioni soltanto, per esempio le pro-
jezioni verticali M’NY, P"Q" fossero parallele, tali non
essendo le orizzontali M'N’, P'Q’, evidentemente le due
rette M N, PQ non si troverebbero in un medesimo piano,
e percié non sarebbero parallele; i loro piani paralleli sa-
rebbero orizzoutali*; ed il punto d’interseziope O’ delle
projezioni orizzontali sarebbe la prujezione della loro comune
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perpendicolare OO la quale é in 1al cuso perpendicolare al
piano orizzontale.

69:1. Se le projezioni si taglieranno due a due ne’ punti
O, 0” sopra due diverse perpendicolari O’'a’, O”0” alla
linea Ji terra, le due linee rette M N, P Q noo s’ incon-
treranno , non saranno parallele, e la loro comune perpen-
dicolare noo sarh perpendicolare ad alcuno dei piaui di
projezione

692. Potrebbe avvenire che le rette fossero respettiva-
mente situate in piani perpendicolari alla linea dj terra, o
che fossero ambedue situate in un medesimo piano perpen-
dicolare esso pure alla linea di terra: in questi casi la posi-
zione delle rette medesime non riuscirebbe completamente
determinata dalla loro projezione su i piani dati; ragione
per cui converrebbe ad essi sostituirne altri due.

693. Venendo alla cousiderazione d’ un piano avvertire-
mo che la sua posizione nello spazio sarh determinata quando
si conosceranuo tre punti suoi o due sue rette. Percit il pia
semplice mezzo con che si pud fissare la pusizione d’ua
piano consiste nell’ indicare le sue tracce coi piani di proje-
tione. Cosi nella fig, 218 le rette Mn, Pn rappresente-
ranno le tracce d’ un piano che chiameremo Mn P.

E da osservare che le wracce d’ un piavo hanao per pro-
jezione comune la linea di terra,

€94. La traccia orizzontale, ove fossc perpendicolare
alla linea di terra, sarebbe pure perpendicolare al piano
verticale * ; conseguentemente anche il piauo proposto sa-
rebbe perpendicolare al piano verticale medesime *.

695. La traccia verticale ove fosse perpendicolare alla
linea di terra sarebbe altresi perpendicolare al piano oriz
zontale *; ed il piano proposto sarebbe anch’ esso perpendi-
colare al piano orizzontale *.

696. Se le due tracce fossero a un tempo perpendicolari
alla linea Ji terra, il piano proposto sarebbe perpendicolare
a questa linea , e ai due piani di projezione *.

697. Se le due tracce fossero parallele alla linea di terra
anche il piano proposto sarebbe parallelo alla linea di terra*.

698. Facile & vedere che una di queste tracce non pud

Fig. 217.

Fig. :18.

* 437.
* 4a5.

* 437.
* 438.

* 436.

* 405.
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essere parallela alla linea di terva nou essendolo nel tempo
stesso anche 1" altra. . R

69g. Ogni linea retta situata in un piano, ove uon sia
paral‘lela alle tracce di questo piano, prolungata sufficien-
temente dovrh incontrare le tracce medesime.

700. Reciprocamente ogni retta sarh situata in' un piano
quando essa avrh due punti I’ uno su la traccia orizzontale ,

» 32. 1’ altro su la traccia verticale di questo piano”.

Fig. 218, 701. Un punto Q apparterrh ad un piano quando la

retta QM che congiunge questo punto con un punto A/

di una delle tracce di tal piano passeri per un punto P

dell’ altra traccia.

703. Ove una retta M N condotta in un piano MNQP
sia parallela ad una delle tracce di questo piano, per esempio
alla traccia verticale, la sua projezione verticale sarh pure

* o3, parallela a questa traccia *, e la sua projezione orizzontale
sarh parallela alla linea di terra. )

Fig. 2130, 703. Immaginiamo ora dne piani MnP, ?rS le cui
tracce corrispondenti si taglino respettivamente in due puult
H, K; questi due punti saranno manifestamente comuni
ai due piani, e couseguentemente la retta H K rappresen-
tera la loro intersezione. o

Fig.231.  704. Se le tracce orizzontali n M, rQ_ dei due piani
fossero parallele, e le verticali si tagliassero in un punto K,
i due piani si taglierebbero secondo una retta parallela al
piano orizzontale la quale passerebbe pel punto K. La pro-
jezione verticale K H” della intersezione sarebbe parallela
alla linea di terra, e la sua projezione oriszoutale K H' sa-
rebbe paraliela alle tracce n M, r Q.

Fig.332.  705. Se le tracce orizzontali n M, r Q fossero parallelg
fra loro , e tali fossero ancora le tracce verticali nO, r§ i
due piani sarebbero fra loro paralleli. Ma si esclude il caso

Fig. 223. nel quale le quatiro tracce ¥ N, PQ, RS, TU sono
tutte parallele alla linea di terra; potendo allora come.chv.u-
rameute si vede non essere altrimenti paralleli i due piani.

Fig.223.  706. Resta che si riferiscano ai piani di projezione un
piano ed una linea retta. Se una retta di cui § e Q sovo le
tracce sarh parallela ad un piano MnP converrh che questa

Fig. 3219.
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rella si possa situare in un piauo Qr S parallelo al piano
proposto; or poiche le tracce dei piani paralleli sopra cia-
scun piano di projezione sono paralleli, percis conducendo
pei punti S e Q due rette respettivamente parallele ad
nM. nP, quesie due rette si dovranno incontrare in uno
stesso punto r della linea di terra. Tale ¢ la condizione di
parallelismo della retta col piano ; ed infatti quando questa
condizione si verifichi le rette rQ, rS saranno le tracce
d’ ao pisno Qr§ parallelo al piano proposto Mn P su cui
sarh situata la retta data.

707. Se una retta ST sarh perpendicolare ad un piano
MnP ogui piano SS'H K condolto secoudo questa retta
dovrd essere perpendicolare al piano proposto M n P ; con-
seguentemente posto che SS’HK sia il piano projettante
della retta ST sul piano orizzontale esso sarh a un tempo
perpendicolare al piano proposto M nP, ed al piano
orizzomale 4 BM; dunque la comune intersezione Mn
de’ due piani MnP, ABM, ossia la traccia orizzontale
del piano proposto, sarh perpendicolare al piano projet-
tante SS'H K*; dunque la traccia orizrontale M n é per-
peudicolare alla prejezione orizzontale S'T". Si ragionerebbe
in ugual modo quauto alla projezione verticale Dunque
quando una retta & perpendicolare ad un piano le projezioni
di questa retia sono respetlivamente perpendicolari alle
tracce del piauno.

708. Reciprocamente una linea retta ed un piano saran-
un scambievolmente perpendicolari quando le projezioni di
questa linea sul piano orizzontale, e sul piano verticale, sa-
ranno respellivamente perpendicolari alle tracce del piano
proposto lufauti le tracce del piano proposto sonu allora
perpendicolari ai piani projettanti della retta, e questi sono
percio perpendicolari sl piano proposto; conseguentemente
il piano proposto & perpendicolare alla intersezione dei piani
projettanti, cioé alla retta stessa,

709. Se poi la retta ed il piano nou soddisferanno alle
condizioni del parallelisino né a quelle della perpendicolarith
la retta sarh obliqua al piano.

Fig. 224.

* 4ag.

Fig. 225,
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PROBLEMA 1.

710. Per due punti dati nello spazio condurre una
linea retta. '

. Ricercheremo le tracce di tal retta su i piani conrdinati;
ed a wle uopo sieno M', N le projezioni orizzontali, M”,
N” le projezioni verticali dei punti dati; le rette M'N,
M"N" saranno le projezioni della retta richiesta.

Osservando che le projesioni di tutti i punti d’ una linea
retta sono in linea retta, facilmente si vedrh che la traccia
orizzontale della retta richiesta dovrd essere un punto di
M'N’; inoltre essendo esso situato sul piano orizzontale la
sua projezione verticale si troverhk su la linea di terra; e
sictome questo punto deesi pur trovare sopra M”N" segue
frattanto che la projezione verticale della traccia orizzontale
¢ il punto p della intersezione di 4B con M*N”; dunque
la traccia medesima sarh il punto P della intersezione di
M'N’ colla perpendicolare condotta pel punto p ad 4 B.

Per la stessa ragione avendo prolungato M’ N' sino
sll’incontro della linea di terra nel ponto ¢ la traccia ver-
ticale della retta sarh il punto Q" della intersezione di
M”N” colla perpendicolare condotta pel punto ¢ ad A B.

PROBLEMA II.

711, Trovare la distanza delle due tracce d’una linea
retta, ossia la parte di tale linea intercetta fra i due piani
di projezione.

Questa parte & manifestamente 1’ipotenusa d’un trian-
golo rettangolo avente i lati dell  angolo retto respettiva:
mente uguali a pQ”, e p P, oppure a2 g P, ¢ qQ; co-
sicché se fatto centro in p descriveremo col raggio pQ”
I'arco s, la retta P's sarh la distanza richiesta.
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a determinare la posizione del piano; ciascuna delle alue

PROBLEMA 111 somministra il mezzo di verificare la costruzione,

713. Determinare la lunghezsa d’una linea retta es- Fig. 235, PROBLEMA VIi.
le projesioni M', M°, N', N, dell stre-
::':‘:o date le projeaion: s deese 717. Da un punto dato condurre una perpendicolare

ad una retta data.
Quel(a lunghezea , come facilmente si vede, & I’ipote-

nusa d’un triangolo rettangolo avente i lati dell’angolo retto Faceado passare un piano pel punto dato, e per la data
respettivamente uguali ad M'N' ed N”K differenza delle ‘ retta ll‘pro.blem.a proposto sara ridotto ad wu quesito di
rette mM', nN', oppure ad M'N” ed M'H differenza * 346. geomelria piana °.

delle rette m M’, n N'.
PROBLEMA VH.

PROBLEMA 1V. . . .
Fig.-236.  718. Trovare il punto &’ incontro d&’ un piano con una

713. Condurre un piano per due rette che si tagliano linea retta.
nello spazio. . . ¢ e . .
Cercheremo I’ intersezione d’ uno dei piani projettanti
La posizione d’un piano ¢ determinata dalle & del.la retta data col‘ piano proposto ; perocché questa inler:
questo piano su i piani di projezione. Percid dovremo ricer- mmnf,’do.vendon trovare a un tempo sopra i due piani
care le tracce delle rette date; lo che si farh nel modo mcd.en'nn., incontrerd la l loea d.“. ne.l punto dove essa
indicato nel Probl. 1.% la retta che congiungerh le loro * 710, uglla. il piano ;{roPos}o. Sia MnP il piauo p r'opo.uo; sH,
tracce orizzontali sarh la traccia orizzontale del piano richie- fK sieno le projeziom della reua; }?’ M sarh il piano pro-
st0; Ia retta che congiungerh le loro tracce verticali oe sard jettante verdicale della.rcua n':edeuma; M e P saranno
Ia traccia verticale, evidentemente dae punti della intersezione di questo piano
714. Scolio. Le tracce cost determinate del piano si o ! piano proposto ; e p.ercda Pm sarh h.p r.oiezxone e
debbono incoatrare su la livea di terra; cid somministra il ticale di questa mtemuon?, € Q' la projezione vertic ale
mezzo di verificare I esattezza della costruzione. del punto d’ incontro della intersezione indicata colla linea

data.
Ora abbassando sopra 4B la perpendicolare Q*Q’, essa
determinerh sopra s H il puato ' projezione orizzontale
5. Condur, . i dati, » del punto d’incontro suddetto.
" e Ul ptano per tre datt Adunque ', Q" sono le projesioni del punto d’incon-
tro d’ ua piauo con una ligea retta,

PROBLEMA V,

Pei punti dati presi due a due si condurranno delle rette;
ed a far cid avremo ricorso al Probl. 1; allora il problema
proposto sarh ridotto ai termini del Probl. 1V.

716. Scolio. Tre delle sei tracce dei punti dati bastane
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PROBLEMA VIII.

739 Per un punto dato condurre una retta perpendi-
colare ad un piano dato.

Se flalle projezioni H', H" del punto dato si abbassano
respeitivamente sopra le tracce nM, nP del piano dato
le perpendicolari H's, H"t, esse saranno le projezioni della
perpendicolare richiesta, .

730. Scolio. 11 punto &’ incontro della perpendicolare
ool piano si potrh trovare mediaate la costruzione indicata
al § 718. Quindi si potrh agevolmente determinare la lun-
ghezza della perpendicolare medesima.

PROBLFMA IX.

723. Costruire un piano essendo date le sue tracce , cioé
frovare i punti che in esso piano corrispondono a dei punti
dati del piano orizzontale.

§ieno g P, gR le date tracce del piano, ed A sin la
projezione orizsontale di quel punto M di esso piano che
deesi determinare.

Manifestamente ogni piano verticale condotto per A
dovrh passare pel punto M. Or si concepisca un piano ver-
ti'cnle pamllelg_’alh traccia g P; le intersezioni di questo
piano col piano di projezione verticale, col piano di projezio-
ne orizzoantale , e col piano da costruirsi saranuo respettiva-
mente rappreseniate dalle rette n N, nM', eJ NM Ia
prima perpendicolare alla linea di terra, le alire duc paral-
lele alla traccia ¢ P, Frauanto dovendo n N esserc uguale
ad M'M & chiaro che se dopo avere condotta M'n par:;llela
3{gP, ed nN perpendicolare ad A B, coudurremo da M’
una perpendicolare ad 4B, eda N una parallela ad A B
P incontro M di queste due rette sarh la projezione verti-
cale del punto richiesto ; cosicche m A7 rappresenteri la
sua altezza al di sopra del piano orizzontale.

16

Fig. 227.

Fig. 228,

Fig. 228,

Fig. 239.
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PROBLEMA X.

723. Trovare U angolo che un dato piano fa con cia-
scuno dei piani di projezione. :

Dal punto M si abbassi la perpendicolare M K sopra
gP, esitiri M'Ky Pangolo M KM sarh quello che si
cerca. Laonde prendasi an punto M’ a piacere sul piano
orizzontale, ¢ Ja questo punto si abbassi sopra ¢ P la
perpendicolare M'T; cerchisi come nel problema prece-
deate la projezione verticale M’ del punto di cui M’ ¢ la
projezione orizzontale, e prendasi sopra nX parallela a
gP laparte MK=mM' == MM, esitiri TK: ne
risulterd I’ angolo M'KT, il quale sarh I’ angolo richiesto.

PROBLEMA XI.

723. Per un punto dato condurre un piano parallelo
ad un altro piano dato.

Le tracce del piano richiesto, dovendo essere parallele
alle tracce del piano dato, si potrebbero facilmente condurre
ove ne fosse noto un punto; di pit se dal punto dato par-
tisse una retta, parallela alla traccia orizzontale del piano
dato, questa retta dovendosi trovare tutta iutera sul pisno
richiesto, incontrerebbe in un punto la sua traccia verticale.

Cio posto sia PgK il piano dato; M, M sieno le
projezioni del punto dato. Si conduca M'n parallela a ¢P,
e ¢’ inalzi n N” parallela ed uguale ad m M"; N” sari il
puato nel quale la linea condotta pel puuto dato paralle-
lameate a ¢ P incontrerebbe il piano verticale; questo
punto appartiene adunque alla traccia verticale del richiesto
piano ; dunque la retta 7§ condotta pel punto N” puralle-
lamente a gH sarh la stessa traccia verticale di questo piano;
e per cousegueuza r Q parallcla ‘a ¢ P nc sark la traccia
orizzontale.
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PROBLEMA XII.

724, Per un o dato condur: i ?
larcadmnaa% i anata -

Le projesioni della retta dats, e le tracce del piano che

Fig. 2%o.

si ricerca dovendo, sopra ciascun piano di-projesione, essere -

perpendicoleri fra loro, segue che ove si giunga a determi-
pare un punto solo di queste tracce, esse si potranno agevol-
mente descrivere,

Or sieno Ht, Ks le projezioni della retta data; M,
M quelle del punto dato: conducasi M'n perpendicolare
sopra qP; questa linea M'n sach parallela alla traccia
orizzontale del piano richiesto, e si potrh considerare come
la projezione sul pianc orizzontale di una linea ad esso pa-
r-all.eh » la quale passasse pel punto dato. Se qui adunque
si ripeterh la costruzione indicata al § 721, la traccia verti-
cale di questa linea sark N”; il qual punto N” appartercd
necessariamente alja traccia verticale del richiesto piavo.
'I‘aln!emeché questa traccia sarh appusto la retta N“R per-
pendicnlare ad s K; e la traccia orizzontale sarh allora la
reta ¢ P condotta dal puuto ¢ parallelamente ad n 37",

PROBLEMA XHI.

725. Essendo dati i tre angoli picni ASB, ASC,
8Ssc, ‘che costiluiscono un angolo triedro 8, trovare l'an-
golo diedro che due di questi piani formano tra loro.

Avendo abbassate da un punto qualunque B della costola
SB le perpendicolari BA, BC su le costole S4, SC,
e la perpendicolare BP sul piano AS5C, le rette B A,
B C risulteranoo anch’ esse respettivamente perpendicolari
all.e costole medesime ; inguisaché BA P, BC P saranno
G’.I angoli piani corrispondenti agli angoli diedri formati dai
piani ASB, CSB col piano ASC.

Cid posto si facciano sopra nu piano gli angoli ASB,
ASC, CSB" respettivamente uguali agli angoli 4S5,

Fig. 234,

* .38,

Fig. 271,
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ASC, CSB della figura in rilievo; prendasi §5 == SB'=

S B, edaipunti B', B" s abbassino sopra le linee A4S,

CS le perpcndicolari B'A, B"C che s incontreranno in P.

Dal punto A come ceutro, ‘e col raggio 4B -descrivasi la

semi-circonferenza B’6 D ; pel punto P conducasi sopra’
B'D la perpendicolare P&; allora tirando A% ne risulterh

1" angolo &4 P, il'quale sark uguale all’ angolo BAP, ¢

misuterd per conseguenza 1’ angolo diedro dei due piani:
ASB, ASC. Cib ¢ chiaro perocche il triangolo BSA &
uguale al triangolo BSA, ed il triangolo B*SC ¢ nguale al
triangolo BSC, ragione per cui il quadrilatero ASCP.
della figura piana & uguale al quadrilatero 4SC P della
figura in rilievo. Dunque anche i triangoli APb, APB
sono uguali fra loro, e Vangolo 6 A P = BA P. Se uvella
figura piana il punto P cadesse fra A e B Vangole 34D
sarcbbe ottuso; esso tuttavia misurerebbe 1’ angolo diedro
dei due piani ASB, ASC.

226. Scolio. Abbiamo dimostrato che la somma degli
angoli piani costituenti un angolo solido ¢ sempre minore
di quattro angoli retti *, e che in ogui angolo triedro uno
qualunque de’ suoi tre angoli piani & minore della somma
degli altri due, e maggiore della loro differenza’. Tre augoli
piani potranno adunque costituire un angolo solido ogniqual-
volia soddisfaranno a queste condizioni. D'alira parte si
scorge che I'indicata costruzione - riuscirebbe impossibile
quando il puoto P non cadessc fra B’ e.D; ovvero (essen-
do BH, DK perpendicnlari ad SC) quando il terza
angolo dopo i due B'SA, ASC nou losse minore di HSC ==
BSCom ASC+ BSA, ¢ maggiore di KSC == ASC—
ASD ma ASC — B'SA,

PRORLEMA XIV,

n29. Essendo dati due dei tre angoli piani che cosLitui -
scono un angolo triedro,, e Uangolo che i loro piani formano
tra loro trovare il terzo angolo piano.

1 due angoli dati sieno B'SA, ASC; dal punto B
preso a piacere sopra S B’ si abbassi la perpendicolare B A
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sopra 8$A4; quindi si faccia I'angolo 44D uguale all’angolo
dato dei due piani dati; e da 4 come ceutro, e con’raggio
uguale ad A8, si descriva un arco che dovrh essere pro-
lungato sinché incontri A5 in 4; allora conducendo da
questo punto b la perpendicolare 4 P sopra BD, e dipoi
dal punto P la perpendicolare PC sopra SC, e final-
mente tirando § B” in modo che abbiasi S B"==S B, 1’an-
golo CS B” sarh il terzo angolo richiesto.

Infauti se ai tre angoli B'SA, 4SC, CSB si appli-
casse la costruzione indicata nel precedente problema, trove-
remmo l'angolo 44D uguale all’inclinazione dei piani
BSA, ASC.



PROBLEMI

RELATI¥VI AI POLIGONI REGOLARI
. ED AL CIRCOLO,

NOZIONI PRELIMINARI

728. Si chiama quadrato d’ un numero il prodotto che
si otliene moltiplicando questo numero per se stesso; la
quale denominazione ¢ presa dalla Geometria, che c’insegna
come ad avere I’ area d’ un quadrato debbasi moltiplicarne
il lato per se stesso. 11 quadrato di 3 é g; lo che s indica
cost 3'== g; nello stesso modo con n* s’ indica il quadrato
del numero n, con (a—+ &) ed (a— b} s’ indicano quelli
della somma, e della differenza de’ numeri a, e 4.

739. La radice quadrata d’un numero & un secondo
numero, che moliiplicato per se stesso produce il primo. La
radice quadrata del 16 & 4; lo che s’ indica scrivendo
» 16 «= §4; nello stesso modo vV 1 == n; o/ (a + b)) =

a—+b
~ 930. Nozioui analoghe a queste si danno del cubo, e
della radice cubica. 11 cube 4’ un numero ¢ il prodotto che
si trova moltiplicandone il quadiato pel numero stesso; cioé
il prodotto che si trova prendendo esso numero tre volte
come fattore. La gual denominazione & presa essa pure dalla
Geometria come bene si scorge. Il cubo di 3 & 27; lo che
»’ indica cost 3’ wm 27 ; viceversa 3 ¢ la radice cubica di 27,

3 3
per cui si scrive 4/ 27 w= 3. Conseguentemente  n’==n.
731. L’ espressione & m X n indica la radice quadrata

del prodotto m X n, ossia una media proporzionale fra
m ed n.

248 PROSLEMI

732 Questi modi di scrittura appartengono all’ Algebra,
e noi li ricordiamo per-coloro che allo studio della Geome-
tria non avessero fatto precedere quello di tale scienza,
Bensi ne giova avvertire che e cose seguenti richiedono la
eagnizione de’ primi radimenti del calcelo.

PROBLEMA I.

733. Trovare il rapporto del lato AD del quadrato
ABCD al raggio OA4 del circolo circoscritto.

H triangolo A O D rettangolo in O dark
AD = 04+ 0D,
ovvero ADw=m3.04;
cosicchie sarh AD == OA . \/—3_ .
ed AD:04:: V221,

donde si rileva che la seconda potenza del valore numerico
del lato del quadrato & doppia della seconda potenza del
valore uumerico del raggio del circolo circoscritto, e che
percio il valore del lato sta al valore del raggio come
»/ 2 [ 1. Per tal modo il lato d’ un quadrato é incommensu-
rabile col raggio del circolo circoscritto.

734. Scolio I. Si ha pure

e cousegucntememe
AB:AD V2

per cui si pué stabilire che la diagonale d’ un quadrato é
mcommensarabile col suo lato.

735. Scolio I1. Se adunque si avesse A D a= 1, ciot si
prendesse A D pet unith di misura linesre , avremmo

AB =73
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donde si deduce che la radice quadrata del numero 2,
come quella di ogni altro numero ancorché non sia perfetto
quadrato, si pud esattamente determinare mediante uua
geometrica costruzione ; la Geometria concorre perd coll’ A-
ritmetica a dimostrarue 1’ incommensurabilita. .
Abbiasi infauti il quadrato 4 CBD. Da uno de’suoi
vertici B come centro, e con un raggio uguale al suo lato
descrivasi una mezza circonferenza che taghi la diagonale
AB in E, ed il suo prolungamento in F. Prendendo il
laio A D per unita di misura lineare avremo,

AB =14 AE.
Ma AE; AD ;. AD: AF,
ovvero AE 1134+ AE,
. 1
donde AE-—m.
dunque
) )
A==t mgE=t —
2+2+AE
- ) - ! = ecC.
2~ 3
2452-{--/15

Per tal modo si troverh sempre un resto comunque si pro-
tragga 1’ operazione, cosicché il valore di A4 B essendo
espresso da una frazione continua periodica ne da a conn-
scere I incommensurabilita della diagonale del quadrato
col suo lato. 1 valori che si trovano di essa frazione continua
secondoché ne piacera arresiarsi al _primo, al secondo, al

[

terzo termime ec., sono 1, }, 7, M, 4 ec.
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PROBLEMA IL

236. Trovare il rapporto del lato AC del friaugolo
equi'lalcro ACE, al raggio del circolo circoscritto.

Sia B il mezzo dell’arco 4 C; avremo la corda ‘A.B
uguale al raggio OA*; quindi supponendo che K sia il
punto d’ intersezione delle rette 4C ed O B, dallalosanga
A B CO ricaveremo,

o
—— —— Wn—

§AB«=AC~+OB=m AC+ AB"

¢ quindi 3.0B=mA4C;
donde si ha AC==OBWV3,
ed AC: OB ::¥3:1;

il lato del triangolo equilatero ¢ adunque incommensurabile
col raggio del circolo circoscritto.

PROBLEMA 111

737. Trovare il valore del lato AB del decagofto
regolare, prendendo il raggio OA del circolo circoscritlo
per unita lineare.

Avendosi
OA: AB:: AB:0A— AB*,
‘¢ manifesto che ove si faccia OA == 1, risulterd
1 AB:: AB1— AB;
¢ quindi , uguagliando il prodotto de’ medj con quello degli
estremi ,

ﬁ.z 1—AB,

ovvero 1_4—3-.-4- AB ),
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ed sggiungendo da ambe le parti la frazione |,

75"*‘ AB+ (==},
ovvero (AB 4§ e=$;
ed estraendo 1a radice da ambedue i membri

¢ finalmente ABwm § N5 —§.

PROBLEMA 1V.
i 738. .Emndo dati i raggi de’circoli U uno iscritlo , pig. 253
4 alln? circoscritto ad un poligono regolare, trovare i raggi &=
del.c«rcolo iscritto e del circolo circoscritto ad un altro
poligono dello stesso perimetro, e che abbia un numero
doppio di lati.

Sia A B il semilato del peligono dato, ed O ne sia il
centro; 04, ed O B saranuo rfspeuivamente i raggi dei
circoli l’u.no iscritto, I'altro circoscritio ad esso poligono; si
prolunghi 4 O sino all’ incoutro del circolo circoscriuo, in
C, e conducasi BC; il triangolo B O C sarh isosccle;
laonde abbassando la perpendicolare O D sopra BC, “
l.vri cD ?-g BC, ¢ conducendo DE parallela ad 4 B,
si avrh parimente DE = § AB, wma I’angolo iscritto €
emeth di /0B, dunquc ove D E fosse il semilato d"un
secondo poligono regolare avente per apotema CE I'angolo
al ceatro di questo sarebbe metd di quello del primo; dun-
que esso avrebbe un numero doppio di lati, e siccome cia-
scun lato sarebhe meth d’uu lato del primo, questi poligoni
avrebbero il medesimo perimetro,

Cio posto si osservi che

e.che dal tr?augolo rettangolo CO D dove il lato €D & me-
dio proporzionale fra O C e CE, oppure fra OB ¢ CE

si ha CDe=NOUOUXCE.

253 PROBLEMT -
Dunque rappresentando-con r, R i raggi-dei circoli I’ uno
iscritto, 1’ altro circoscritto nel primo poligono, con r,Ri
raggi relativi al secondo poligono, il quale ha un numero
doppio di lati, sark N
remj(r+R), Rem¥VEXT,

che & ynanto dovevasi determinare.
PROBLEMA V.

739. Trovare il ra,;porfo approssimativo della circon-

Fig. 233,
Serenza al diametro.

Sia il lato dell'esagono m= 1, il suo perimetro sarh = 6,
ed ove 4 B ne sia il semilato avremo O B 1, ed OA=
W~ (1 = %)==+ 1; se adanque nelle formule precedenti
porremo r == vVi.ed Rem, da esse avremo i raggi
relativi al decagono il cui contorno sarh esso pure — 6.
Valendosi poi delle medesime formule, mediante questi nuovi
raggi , otterremo i raggi relativi al poligouo di ventiquattro
lati, avente anch’ esso il perimetro == 6; ¢ procedendo in
tal modo il raggio del circolo iscritto tenderh ad uguagliare
quello del circolo circoscritto , e Ja loro differenza che sem-
pre anderh decrescendo, finirh con non manifestarsi che nelle
cifre d’un ordine molto elevato; e per conseguensa il peri-
metro di uno dei poligoni dell’ ultima coppia non differira
sensibilmente dalla circonferenza iscritta o circoscritta; allora
sarh noto il raggio del circolo la cui circonferenza & 6; lo
che dark il mezzo di determinare il richiesto rapporto.

Fcco il yuadro di queste operazioni dove i numeri r, R,
v, R, r’, R” ec., sono stali calcolati prendendo alternati-

vamente la semi-somma , & la media propm'zinmle.
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Numero r, ossia raggio R, ossia raggio
dei lati del circolo iscritto  del circolo circoscritto
] : 0,8660254 1,0000000
12 0,9330127 0,9659258
24 : 0,9494693 0,9576622
48 © 0,9535659 : 0,95561.8
96 0,9545887 0,9551001
192 - 0,9548444 0,9549723
384 0,9549o83 0,9549403
768 0,9549343 0,9549323
1536 0,954gaB3 0,954g303
307‘2 0.9549“'93 0,94’)9298
6144 0.9549296 0,9%49297

La differenza de’ due ultimi raggi si manifesta dopo la scsta
cifra decimale, per cui ciascuno di essi ne’ limiti di quesia
approssimazione , si pud considerare come ungzuale al raggio
d'un circolo la cui circonferenza é 6 ; talinenteche la formula
. C 6

C=1anR, dara x‘ﬁz_—_——_2x0,9549296= 3,14:592 ec.
Sviluppando questo valore di = in frazione continua, e
ricavandoue le frazioni coniergenti troveremo primiera-
mente la frazione % esprimente il rapporto trovato da Ar-
chimede; esso ¢ esatto sino alla seconda cifra decimale
inclusive ; di poi troverema la frazione 15 o rapporto dato
da Mezio esaito nelle setie prime cifre. Esistono delle vie di
calcolo assai pitt brevi per la determinazione del numero »
le quali si fauno palesi nello studio dell” Algebra s nosuo
ufficio era quello di additarne una che riuscisse agevole ai
principianti.

740. Scolio. Trovato il valore di = si possono considerare
come uote tutte le quantith dipendenti dalla circonferenza
alcune delle quali sono contenute nelle seguenti formule.

1.° Sia R il raggio di un circolo; la sua arca savh - K.*

2.° Sia R il raggio della base di un cono circolare retto,
1 il sno lato, 4 la sua altezza; la sua totale superficie
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sata "RL 4w R =xR(L+R); ed il suo volume
; *R*A.

2.° Sia R il raggio della base di un cilindro circolare
retto, A ne sia |’ altezza; la sua totale superficie sarh
37RA + 3xR emaxR (4+ R); ed il suo volume
xR°A.

3.2 Siano R, R’ iraggi delle basi d’ us trouco di cono,
L ed A pe siano respettivamente il lato ¢ 1’altezza; la sua
totale superficie sarh

7R+ xR* 4+ (xR + xR) Lamx (RB*+ R*+ (R+R) L),
ed il suo volume
$7RA+ 7R A+ ;7 RR' A v :x A(R*+R* 4+ RR).

4.° Sia R il raggio d’una sfera, D ne sia il diametro;
la sua superficie sarh 47 R* ovvern xD?; il suo volume
sarh § xR} ovvero ;x D3,
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1. PROBLEMI

CHE SI PROPONGONO 4D ESERCIZIO DEI PRINCIPIANTI

IN 4PPLICAZIONE DEGLI ELEMENTI DI GEOMETRI 4

PROBLEMA I

FEssendo dati due punti M, N ed una retta AB deter- Fig. 334.

minare sopra questa retta un punto X tale che conducendo
le rette MX, NX gliangoli AXM, B X N risultino
uguali.

Analisi. Supponiamo il problema risoluto; sia X il
punto richiesto ; sarh 1’ angolo AXMae= BXN; conse-
guentemente prolungando N X in C P’angolo A XC, il
quale ¢ uguale all’angolo B X N, sarh pure uguale all’an-
golo AXM ; quindi abbassando sopra 4 B la perpendico-
lare M D, e prolungsndola sino all’incontro di NXC in C,
avremo il triangolo M D X uguale al triangolo CX D, e
percid M D = DC.

Sintesi. Quest’ ultimo risultato comprende il modo di
risolvere il problema graficamente ; perocché ne consegue
1.° Che da uno dei punti dati , per es. M, conviene abbas-
sare una perpendicolare sopra A B. 32.° Prendere di questa
perpendicolare una parte D C uguale a D M. 3.° Tirare
la retta NC il cui inconiro X cou A B sara il punto ri-
chiesto. lafati in conformitd dell’analisi precedente sard
I"angolo 4 XYM = BXN.

Pis 235,

Fig. 236.
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" PROBLEMA 1I.

Essendo dati due punti M, N ed un angolo BAC
determinare sopra i lati di questo angolo i punti X, Y in
modo che conducendo lerette MX, XY, NY si ottenga
I’ angolo BX M uguale al AXY, e I'angolo CY N
ugualead AY X,

L’ analisi si farh come nel problema precedente; e ne
risulterh la seguente costruzione.

Sintesi. 1.° Si conducano M F ed NG respettivamente
perpendicolari ad A B, ed AC. 2.° Si prenda la parte
OF=OM, e la partie RG=NR. 3.° Sitiri FG. 1
ponti X, ¥ della intersezione di F G coi lati dell’angolo

dato, saranno i punli richiesti.

¢

PROBLEMA 1I.

Costruire un quadrato che sia triplo d'un quadrato
dato ABCD.

Analisi. Sia M NP Q il quadrato richiesto; doveundo
esso esser triplo dcl quadrato 4 BCD, avremo

M IV.- ﬁ -+ a 73'.
e percid MN=AF+BD"
dunque il lato del quadrato richiesio ¢ uguale alla ipotenusa
d’un triangolo rettangolo i cui lati sono 4 Be BD, ciot il
lqto del quadrato dato, e la sua diagonale.
Sintesi. 1.° Si conduca la diagonale BD, e D1 per-
pendicolare alla diagonale medesima, 2.° Quindi si prenda

DI= DA 3° Sitri BC 1 latodel quadrato triplo del
quadrato A BCD sariv B 1.
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PROBLEMA IV,

Costruire un qmadrato essendo dato U eccesso K
della sua diagonale sul suo lato,

Analisi. Sia ABCD il quadrato richiesto, di cui B D
¢ la .dagonale ; prendendo D F == D 4 » dovra risuliare
FBw==K; percid BF si potrh considerare come un lato
coguito del triangolo A B F. Di questo triangolo si conosce
di pid I’angolo FBA, meth d’ un angolo retto: quanto
all’ angolo A F B giova osservare com’esso sia il supple-
mento dell’ angolo 4 FD, il quale ¢ uguale ai 3 d’un retto,
poiché I’angolo 4 D F & meth d’ un retto, ed il triangolo
ADF éisoscele.

Sintesi, 1.° Si faccia Pangolo retto 4 B C, diviso da una
linea indefinita BD in due parti uguali., 2.° Si prenda
BF = K. 3.° Dal punto F ;i faccia partire la retta
FA, il di cui angolo con BF sia uguale ai } d’un retto,
ed in conseguenza uguale all’ angolo 4 B F accresciuto
della sua meth. Ne risulterh 4B lato del quadrato richie-
810 ; quindi sarh facile costruire il quadrato medesimo.

In aliro modo.

Sintesi. 1.* Si faccia un quadrato qualunque 4 BCD,
2.° Dipoi avendo preso della sua diagonale D B la parte
DF wu DA, i tiri AF. 3.° Prendasi B H e K, e dal
punto H conducasi HG parallela ad FA. U quadrato
G I K B, costrutto sopra G B, sarh il quadrato richiesto,
Infatti il triangolo G I H ¢é simile al triangolo ADF;
percid essendo A D= DF, sarhpure GI = IH, e per
conseguenza /B — I Huam I B — G I = K.

o

Fig. 237.

Fig. 238.

Fig. 239,

Fig. 240,
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PROBLEMA V.

Dal punto M dato fuori dell’ angolo BA C condurre
una retta M N in modo che le parti MN, M P abbiano
il rapporto di due lince date A, ¢ B.

Analisi. Sia M N la richiesta retta, dimodoché abbiasi
MN::MP ;. A;B. Conducendo MA, e quindi PD
parallela ad 4 B, avremmo MA: MD . MN: MP
:: 4B

S'ntesi, 1.° Condotta M A si divida questa retta nel
punto D in modo che abbiasi MA : MD :: A B. 2.° Pel
punto D conducasi D P parallela ad A B. La retta richie-
sta si sarh quella che passa pei punti M e P.

PROBLEMA VI

Dentro un angolo cognito HBK condurre la retta PQ
la quale abbia una data lunghezza A, ed in maniera che
U angolo P Q B sia uguale ad un angolo dato M.

Analisi. Sia PQ la retta richiesta ; se da P si condu-
cesse una parallela PS a BH, eda un punto § qualun-
que di PS si conducesse pure una parallelaa PQ, avrem-
mo SC=PQ=A, elangolo SCBe= PQB =M.

Sintesi. 1.° In un panto qualunque C del lato B H si
faccia 'angolo BCS w= M. 2.° Si prenda CS=A. 3.°Da
§ conducasi S P parallelaa BH. 4.° Da P finalmente la
retta P Q parallela ad SC. P Q sarh la rettamichiesta.

PROBLEMA VIl

Condurre dal vertice d'un angolo dato BAC una
linea A D in modo che le rette M P, M Q abbassate da
uno qualunque de’ suoi punti M , sopra ilati AC, AB, ¢
formanti con essi dei dati angoli M, N abbiano il rap-
porto di due rette date A, B.

Analisi. Sia A D la linea richiesta ; supponendo che le
reite M P, M Q abbassate dal punto M presv a piacere
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sopra i lati 4C, A B formino coi lati medesimi gli angoli
MPA =M, MQA = N dovrh aver luogo la proporzio-
uve MP:MQ::A.B, dove potra supporsi pur anco
MPemd, M Q== B. Or se dal punto A si condurranuo
lerette MG, M H parallele ai lati 4C, 4 B, ogoi pa-
rallela GE ad M P sarh uguale ad A4, ed ogui parallela
HF ad M Q sarh uguale a B. :

Sintesi. 1.° In un punto qualunque E del late 4C
facciasi 'angolo GEA — M, e prendasi EG=A. 2° In un
punto qualunque F del lato 4B facciasi 'angolo HF A=xN,
e prendasi F H == B. 3.° Dal punto G si tiri una parallela
ad 4C, e dal punto H uva parallela ad 4 B. Il puuto M
della intersezione di queste due parallele determinerh la
posizione della richiesta linea 4 M.

PROBLEMA VIII

Condurre pel punto M tal retta M B che tagli i lati di Fig »q1.

un angolo dato B AC in modo che A B risulti ugunle ad
AC.

Analisi. Sin A B la retta richiesta; il triangolo A B C
sara isoscele, e I’ angolo ABC sarh uguale all’angolo ACB;
or I’ angolo esterno CAF — ABC -+ ACB » dunque sc per
la retta AD si dividesse in due parti uguali 1'angolo CAF,
I’ augolo C A4 D risulierebbe uguale all angolo £ C B, ciut
la retta medesima sarchbe parallela a B C.

Sintesi. 1.0 8i divida I' angolo C A4 F in due parti uguali
colla retta 4 D. 2, Nel punto dato M si conduca la paval-
lela CB ad 4 D. Questa parallela determinery le part
ugusli £ Bed 4C.

PROBLEMA IX.

Costruire un triangolo rettangolo di cui ¢ duto un lato
A B dell’ angolo retto , ed il perimetro A F,

' ‘Analisi.. Sia‘ A4 B C il triangolo’richicsto ; prolungando
B C onde si abbia BG = B F, ¢ tirande 4G il triangolo

Fig. 242,

Fig. 243.

Fig. 244.
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A CG sarh isoscele ; dunque la perpendicolare inalsata sul
mezzo H della sua base passerh pel vertice C.

Sintesi. 1.° Avendo inalzata alla estremith dal lato dato
A B la perpendicolare B G == B F si tliri AG. 2.° Si divi-
da A4 G in due parti uguali mediante la perpendicolare HC.
L’ incontro C di questa perpendicolare con B G determi-
nerh il triangolo A B C richiesto.

PROBLEMA X.

Costruire un triangolo rettangolo di cui ¢ data I ipote-
nusa I , e la somma A D dei lati dell’ angolo retto.

Analisi. Sia A BC il triangolo richiesto, coll’angolo
rettoin C; avremo A B== I, ¢ B C== CD ; laonde con-
ducendo B D, il triangolo B CD dovrh essere isoscele; e
)’ angolo D meth d’ un angolo retto. Rilevasi da cio che del
triangolo A4 B D si conoscono i lati 4D, AB, e I’an-
golo D.

Sintesi. 1.° Si faccia all’ estremith D della retta data
A D un augolo A D B uguale alla meth d’ un angolo retto.
2.° Fatto centro in 4 e con raggio uguale alla data ipote-
nusa [ si descriva un acco, il quale tagli D B in B, e si con-
duce A B. 3.° Finalmente dal punto B si abbassi la perpen-
dicolare B C sopra A D ; A B C sarh il triaagolo richiesto.

PROBLEMA XI.

Costruire un triangolo rettangolo di cui é data U ipo-
tenusa I, e la differenza 4 D de’ due lati dell’ angolo
retlo.

Analisi. Sia ABC il triangolo richiesto, coll’ angolo
retto in C; avremo A B=1, ¢ B C == CD ; perloché con-
conducendo B D ue verrh il triangolo B CD isoscele ; dove
I’ angolo C D B sarh la meth d’ un angolo retto.

Sintesi. 1.° Si prolunghi 4 D, e si faccia 'angolo CD B
uguale alla metk d’ un angolo retto. 3.° Da 4 cume centro,
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e con raggio uguale alla data ipotenusa J descrivasi un ar-
chetto che tagli D B in B. 3.° Dal punto B si abbassi la
perpendicolare BC sopra A C. A B C sar il triangolo ri-
chiesto.

PROBLEMA XII.

Costruire un triangolo di cui si conosce la base A B,
U altesza A, e I angolo al vertice M.

Analisi. Sia A B C il triangolo richiesto ; avendo circo-
scritta ad esso la circonferenza 4 CC' B VY arco A C B sarh
capace dell’ angolo dato M ; di pitt il vertice C si dovra tro-
vare sopra una parallela CC' alla base 4B, la cui di-
stanza F G da essa base sia indicata dalla retta data 4.

Sintesi, 1.° Sopra la retta A B si descriva un arco capace
dell’ angolo dato M.* 2.° Sopra AB s’ inalzi la perpendico-
Jate G Fum A, 3.° Pel punto F si conduca una parallela ad
AB. I punti C, C dove questa parallela incontra 1’ arco
A CB sono i vertici dei due triangoli 4 BC, ABC che
risolvono agualmente il problema.

PROBLEMA XIII,

Costruire un triangolo di cui si conosce un lato A un

‘aar‘z‘.golo M ad esso contiguo , e la somma B degli altri due

Analisi. Sia ABCil triangolo dove si verifichi essere
BCam A ,BA+ AC==B, e Pangolo ABC w= M.
Prolungande B A onde abbiasi BD — B » € tirando D C,
avremo AD = AC, e conseguentemente il wiangolo DAC
isoscele, e I’ angolo 4 D Cw= A CD.

:Sintesi. 1.° Facciasi angolo D B C w= M. 2.0 Sopra i
suo lati si prendano le parti BCum A, BD = B. 3.° Si
tiri DC. 4.° Conducasi CA per modo che abbiasi 1" angolo
ACD = ADC. N wiangolo A4 B Crisolvera il problema.

Fig. 245.

* 356,

Fig. 246.

Fig 346.

Fig. 247.

Fig. 348.
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PROBLEMA XIV.

Costruire un triangolo di cui si conosce un lato A un
angolo M ad esso contiguo , ¢ la diffcrenza C degli altri
due lati,

L’ analisi si fark come nel problema precedente,

Sintesi. 1.° Facciasi 1’ angolo DBC == M. 2.° Sopra
uno de’suoi lati si prenda la parte BC == A, e sul prolun-
gamento dell’ altro la parte BF == C. 3.° Si tiri FC.
§.° Conducasi C 4 per modo che abbiasi I'angolo 4 C F u=
AF C; ABC sarh il wriangolo richiesto.

PROBLEMA XV,

Costruire un triangolo di cui si conoscono gli angoli
A, B, C ed il perimetro.

Analisi. Sia A BC il triangolo richiesto. Prolungando
AB da ambe le parti cosicche sia 4D = AC, BE — BC,
cio¢ D E uguale al perimetro del triangolo , e ynindi tiran-
do lerette CD, CE, avremo i triangoli 4DC, BEC
ambedue isosceli; 1’ angolo D sarh uguale alla meta di
CAB, ¢ I’angolo E ugusle allameta di CB 4.

Sintesi. 1.° Dalla estremith d’una retta D E uguale al
perimetro dato del trangolo si conducano le rette DC, EC
in modo che gli angoli D, E sieno respettivamente la metd
de’ duc angoli 4 e B del triangolo. 2.° Dal punto € incon-
tro di queste retie si conducano le rette C 4, C B in modo
che abbiasi I’angolo DC A==D, e ’angolo ECBw= E;
A B C sarh il triangolo richiesto.

PROBLEMA XVI.

Descrivere un circolo nel quale due corde respettiva-
mente uguali a due reite date A, e B sieno sottese du archi
U uno doppio dell’ altro.

L'analisi si rinverrh agevolmente riflettendo alla se-
guente costruzione.
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Sintesi. 1.° Descrivasi la retta 4 B uguale alla corda

maggiore 4. 3.° Dai punti 4 ¢ B come centri, e con raggio

uguale a B si descrivano due archi i quali si taglieranno

in C. La circonferenza che passerd pei punti 4, B, C sarh
la circonferenza richiesta.

PROBLEMA XVII.

Dato un circolo ed un punto K, dentro o fuori di esso Fig. a4g.

condurre una corda d’ una lunghezza data A.

Analisi. Sia A B la richiesta corda ; la quale passa pel
punto K, e la cui lunghezza & 4. Ogni altra corda CD= A
sarh uguale ad 4 B, Le perpendicolari O F, O G abbassate
dal centro O sopra 4 B, e CD saranno uguali; eppercid
una circonferenza descritla col raggio OF passera pel punto
G ; cioé una circonferenza aveate il suo centro in O, e cui
sia tangente C D, sarh pure tangente ad A B. Dunque de-
scrivendo in primo luogo la circonferenza F G sari facile
condurre la corda 4 B.

Agevolmente si potrh ritrovare la sintesi chie alla pre-
cedente analisi consegue.

Scolio. Si banno manifestamente due soluzioni A4 B,
A’ B'. 11 problema sarebbe assurdo ove la retia data A fosse
maggiore del diametro del circolo dato.

PROBLEMA XVIiil.

Date due circonferense concentriche, ed un punto qua- Fig. a5o.

lunque K, condurre una linea K B in maniera che la parte
C B intercetta fra le due circonferenze sia uguale ad una
retta data A.

Analisi. Sia K Bgla retta richiesta, la quale passa pel
puuto K, e di cui la parte C B == A. Ogui alira corda D F
uguale ad .4 B avrh la parte E F, compresa [ra le due cir-
conferenze date, uguale a CB ; perocché posto AB = DF,
ne consegue OG = OH, GBwm HF, CC = HE,
eCB =EF.,

1

Fig. 251.
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Sintesi. 1.° Fatto centro in un punto qualunque F dells
circonferenza maggiore,e cou un raggio A si descriva un ar-
chetto che tagli la circonferenza minore in E. 2.5 §i iri
FE D, 3. 8i descriva dal centro O con raggio ugaale alla
perpendicolare O H abbassata sopra F E D una circonfe-
renza. 4.° Fiualmeute dal punto X dato si conduca una tan-
geute K B alla circonferenza descritta. Questa tangente sarh
la retta che dovevasi determinare,

PROBLEMA XIX.

Essendo date due circonferense concentriche ed un
triangolo A B C costruire altro triangolo ad esso simile , e
tale che due snoi vertici sieno sopra la circonferenza mug-
giore , il terso sull’ altra.

Analisi. Sia DE F il richiesto triangolo, il quale ha i
vertici D, E sopra la circonferenza maggiore , ed il vertice
F su la minore ; e supponiamo D == A, E=B,F=C_C
Prolungando D F sinche incontri la maggiore circonferenza
in H vedremo che I’ angolo D ha per misura la meth del-
Parco EH ; per cui se da A come centro, e col raggio della
circonferenza maggiore descriveremo 1’arco GJ , sarhk Gl ===
§ EH. Inoltre I’ angolo E F H & mauifestamente il supple-
mento dell’ angolo C; perloche se sopra E H descriveremo
un arco capace dell’angolo B C 1, questo arco passera neces-
sariamente pel punto F,

Sintesi. 1.° Da A come centro, e col raggio della circon-
ferenza D E H descrivasi ’arco G I » © sopra la circonfe-
renza medesima prendasi ’arco EH =« 3G [, 2.0 Sopra la
corda E H di tale arco descrivasi un arco EF F H capace
dell’angolo BCI. 3° Uniscasi il puato F', dove esso arco
incontra la circonferenza minore , col punto E, e conducasi
HFD; quindi DE. DE F sarh il triaugolo richiesto.

Scolio. L’arco E F F' H incontra la circonferenza mi-
nore in due punti F, F'; ragione per cui anche il triangolo
D' E F soddisfaris alle condizioni del problema.
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PROBLEMA XX.

Determinare sopra la circonferensa A B C un punto A
tale che le corde da esso condotte ad altri due punti B, C
dati su la circonferensa medesima abbiano la ragione di

due rette date M , N.

Analisi. Sia A4 il punto richiesto; sarh 4B AC]
M : N. Or se s’ immagina che la retta 4 D divida I’ angolo
B A Cin due parti uguali, e conseguentemente anche I’ ar-
co B D C in due parti uguali nel punto D, cnnduceado BC
avremn AB: AC::BF:CF;:M:N. Diquisi rileva
agevolmente come possano determinarsi i punti D, F da
cui dipende la posizione della retta D 4.

PROBLEMA XXI.

Pel punto B ove due circonferenze si tagliano condurre
una retta , la quale abbia una data lunghezza A.

Analisi. Sia A C la richiesta retta, la quale passa pel
punto B ed ¢ uguale ad 4. Conduciamo una retta qualun-
que D F che passi essa pure pel punto B, cd uniamn E
con D, A, F,e C. 1triangoli EDF, EAC essendo
simili dsnno la proporzione DF.ED :AC.E A4;
duoque E A éuna quarta proporzionale dopo D F, ED,
ed ACem A,

Sintesi. 1.* Si conduca uua retia qualunque D F pel
punto B; quindi ED ed EF. 2.° Sopra questa retta si
prenda F K == A. 3.° Pel punto K si couduca K H paralle-
la ad F E. 4.° Fauo centro in E col raggio E H si descriva
Parco HA. La retita richiesta dovrh passare pei puati
Ae B

Scolio. L’arco descritto col raggio E H somministra
pure il punio 4" ; talmentech® anche la retta 4" B (' soddi-
sfarh alle condizinni del problema.

Fig. 253.

Fig. 353.

Fig. 254.

Pig. 255.

Fig. 256.
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PROBLEMA XXII

Trovare un punto X sul prolungamento del diametro
A B della circonferenza A I B tale che la tangente X Z
condotta alla circonferenza medesima risulti uguale ad
una retta data A.

Sintesi. Si conduca una tangente qualunque 4 D == A4,

e si prenda OX = OD; il punto X soddisfarh al pro-

blema.
PROBLEMA XXIII.

Descrivere un circolo B D X che tocchi la circonferen-
za data A CB in unpunto B, per modo che conducendo
da questo punto una secante qualunque B D C le corde
BD, BC stieno fra loro nella ragione di due lince date

P, Q.

Analisi. Supponiamo il problema risoluto; sia BD X
la circonfereuza richiesta ; il suo centro si dovrh trovare sul
diametro A B della circonferenza data; or conducendo BC
a piacere avremo la proporzione P:Q::BC.BD;:BA
: B X ; dalla quale si rileva come il diametro della circon-
ferenza incognita sia una quarta proporzionale dopo P,Q,
ed A B Di qui agevolmente ricavasi la sintesi che conduce
alla risoluzione del problema.

PROBLEMA XXIV,

Descrivere una circonferenza che sia tangente ad una
retta data A B , e che passi per due punti dati M, N.

Analisi. Sia MN X la circonferenza richiesta ; X il pun-
to di contatto di essa colla retia data A B; conducendo la

corda MN e prolungandola sino all’incoutro C della reuia
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AB,avremée MC;CX ;. CX: NC; Céun punto no-
to, e si vede che la distanza del punto X ignoto da C ¢ una
media proporzionale fra M C, ed N C.

Sintesi. 1.° Avendo congiunti i puati M, N mediante la
retta MNC, si descriva sopra essa come diameiro una mezza
circonferenza M D C, & inalzi la perpendicolare N D sopra
MC, e sitiri CD; CD sarh la media proporzionale fra
M Ced NC. 2.° Fauo centro in C e con raggio CD si de-
scriva un arco che tagli 4 B in X ; X sarh il punto di con-
tatto della circonferenza richiesta colla retta dala A B.
3° Si conducano due perpendicolari, 1’una ad A B nel
punto X, I’altra ad M N nel suo mezzo ; I’ incontro O di
queste perpendicolari sara il centro della richiesta circon-
ferenza.

Scolio. L’ arco descritto da C con raggio CD tagliera
la retta AB auco nel punto X”; lo che dimostra 1 esistenza
d"altra circonferenza M N X’ che soddis{t come la prece-
dente alle condizioni del problema.

PROBLEMA XXV,
Condurre una tangente a due circoli dati A C, B D.

Analisi. Sieno C, e D i punti di contatto di una tan-
gente comune ai due circoli ; i raggi AC, B D savanno per-
pendicolari a CD, e percio paralleli fra loro. Or dal centro
A del circolo maggiore, e con raggio AE uguale alla diite-
renza , come nella figura 257, oppure uguale alla sowma,
come nella figura 258, de’ raggi de’ due circoli dati, si de-
scriva la circonferenza 4 C; la quale supporremo che in-
contri il raggio 4 C in E. Dal centro B del circolo minore
siliti BE ; questa B E sarh parallela a CD; ed in conse-
guenza perpendicolare al raggio A E, cioé tangente al cir-
colo A E.

Sintesi. 1.° Dal centro A, e con un raggio A E uguale
alla differenza, come nella figura 259, o uguale alla somma,
come nella figura 258, descrivasi una circonferenza.
2.° Dal centro B si conduca una tangente B E alla circonte-

Fig. 257,
e 258.
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renza medesima , ed il raggio 4C che passi pel punto E del
suo cootatto. 3.° Dal centro B la parallela BDad A E. La
retta C D sarh la tangente richiesta.

Scolio. Quando i due circoli dati non si tagliano e I’uno
¢ fuori dell’altro, quattro sono le tangenti che soddisfanno
al problema; CD, CIY della figura 257, e CD, CD’
della figura 258. Quando i due circoli sono tangenti essendo
Y uno fuori dell’ altro, le tangenti saranno tre, perché due
di esse si confoudono in una sola, la quale passa pel punto
di contingenza di essi due circoli. Quando i due circoli si
tagliano le tangenti saranno due. Finalmente quando i due
circoli sono tangenti, essendo 1’ uno dentro )’ altro, non vi
sarh che la sola tangente condotta pel puato del loro con-
tatto,

PROBLEMA XXVI.

Dividere il triangolo A B C in tre parti uguali per
mezso delle rette KM, KN che partono da uno stesso
punto K della base AC.

Sintesi. 1.° Congiungasi K con B mediante la retta K B.
2.° Si divida la base 4 C in tre parti uguali ne’ punti D ed
F. 3.° Dai punti D ed F si conducano le rette DM, FN
parallele a X B. Le rette KM, K N divideranno il trian-

golo 4 B C in we parti uguali,



1. TEOREMI

RELATIVI AI TRIANGOLI, 41 QUADRILATERI,
ED AL CIRCOLO.

TEOREMA I.

Le perpendicolari abbassate dai vertici d’ un trian- Fig. a6o.

golo sopra i lati respettivamente opposti , s’ incontrano in
un medesimo punto.

Dai vertici B e C si conducano le rette BE, e CF re-
spettivamente perpendicolari ad 4C, ed A B ; quindi si con-
giunga il punto del loro incuniro M col vertice A mediante
la retta 4 M D ; dico che questa retta risulterh perpendico-
lare a B C. Sopra BC come diametro descrivasi una mezza
circonferenza ; altra circonferenza si descriva che abbia per
diametro A M ; queste due circonferenze passeranno su i
punti F ed E. Conducasi la corda E F. Gliangoli CFE,
CBE saranno uguali ; come pure gli angoli MFE, MAE.
Gli angoli CBE, M A E sono adunque uguali, e percio i
triangoli B M D, A M E sono equiangoli fra loro; or I'an-
golo MEA é retto per costruzione , dunque 1'angolo #/DB
€ anch’esso retto, ed A4 D ¢é perpendicolare a B C, come si
doveva dimostrare.

Fig 261,

Fig. 263,
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TEOREMA 11.

Se¢ da un punto M preso nell’ interno d’ un triangolo

A BC si conducono le perpendicolari MD, ME, M F

sopra i suoi lati, ciascuno di questi lati risulters diviso in
due segmenti tali che la somma dei quadrali fatti sopra tre
di essi , presi in modo che niuno sia consecutivo all’ altro
come AF, BD, CE, sara uguale alla somma dei qua-
drati_fatti sopra gli altri tre segmenti FB ,DC, E A.

Conducendo le rette M 4, M B, M C avremo

MFexMB—BFuan MA—AF.

MDw=MB—BDeamMC—CD.

ME=MC—CEe=MAd—4E,
donde st ha

AF —BF e MA—MB,

BD'— CD'm W — WC,

CE—AEmMC— M A,
e quindi , sommando,
AF 4+ BD+CE=FB+DC+ EA,
come si doveva dimostrare,

TEOREMA II1.

In ogni triangolo A B C il rettangolo di due lati AC,
C B & uguale al quadrato della retta C D che divide Uan-
golo compreso ACB in due parti uguali, pii il rettangolo
dei segmenti A D, A B del terzo lato.

Si circoscriva al triangolo A4 B C una circonferenza ; si
prolunghi C D sinché incontri questa circonferenza in F, ¢
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si tiri A4 F; ne risalterd il triangolo 4 F C simile al triao-
golo B'CD ; perocche I’ angolo A C F & uguale all’ angolo
BCD per costruzione , e Pangolo AFC & uguale all’ angalo
D B C essendo ambedue iscritti nel medesimo arco AFBC.
Questi due triangoli daranno percit la proporzioue

AC.CF;:CD:CB
ovvero AC.CD~+DF..CD:.CB;

per cui facendo il prodotto de’ medj, e quello degli estremi

avremo ACXCB=C~D'+CDXDF;
ma CDXDF=AD XDB;* * 314

danque ACX CB=CD-+AD X DB.

TEOREMA 1V.

Quando i tre lati d’ un triangolo ABC indefinitamente Fig. 463.
prolungati saranno incontrati da una secante quaiunqu:
D F, sopra ciascuno di questi lati si riscontreranno due
segmenti tali che il prodotto di tre di essi presi in modo
che niuno sia consecutivo all’ altro , come AE, BD, CF,
sar& uguale al prodotto degli altri tre EB, D C, F A.

Dal punto O preso a piacere si conducano lerette Od,
Oe, O f respettivamente parallele ai lao CD,AE , AF
del triangolo ; dal confrontn dei triangnli simili che risul-
tano da questa costruzione avremo le proporzioni seguenti,

AE Oe BD 0Od CF Of
FF—0j BE™0¢ CD— 0d’
le quali molliplicat’e termioe a termine , danno
ovvero _
AEX BDX CFamEBXDCXFA,

come dovevasi dunosirare,

Fig. 264.
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Scolio. La secante FD pub tagliare il triangolo, o essere
interamente fuori della sua superficie; ma in qualunque
caso sopre i lati del triangolo , o uon vi sarh alcun punto di
divisione, o ve ne saraono due; e percid sopra i prolan-
gamenti di questi lati vi saranno tre puanti di divisione o
non ve ne sarh che uvo.

TEOREMA V.

Quando da un punto O preso sul piano del triangolo
A BC si conducono lerette AD, BE, CF che passano
pei vertici e terminano ai lati, sopra ciascuno di questi
dati si riscontrano sempre due segmenti tali che il prodotto
di tre di essi presi in modo che niuno sia consecutivo
all' altro come AF, BD, CE sark uguale al prodotto
degli altri tre,

Dal triangolo ACD, cui si pud riferire la secante BOE,
in virta del precedente teorema avremo ,

AE X CBX DOe= ECX BD X 04;
parimente dal triangolo A B D, cui riferiremo la secante
CO F, ricaveremo

FBXCDXOAam AF X BCX DO;
cosicché moltiplicando membro a membro, e sopprimendo di
poi i fattori BC, DO, O A comuni ai due membri della
equazione risultante, avremo

AFX BDX CEw FBX DCX EA.

Scolio I. Di questo teorema pué darsi anche la dimo-
strazioue seguente.

Osservando che

CAF.CBF .. AF.BF,
ed OAF.:OBF .. AF.BF;
si ha

CAF.CBF :04AF.0BF;
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donde si deduce

CAF — OAF ; CBF —OBF;:CAF . CBF.: AF : BF,
ovvero C’OA:C’O?::AF‘: BF.
Nello stesso modo si prova che

AOB; AOC::BD.CD,
e che BOC:.:BOA:.:CE  AE.

Perloche moltiplicando termine a termine queste tre ultime
propm-zioni , Avremo una nuova proporzione nella quale i
pl’lﬂ'll due termini saranno manifestamente uguah e tali per
conseguenza dovraano esser gli altri due , cioé sarh

AF X BD X CEa=FBX DCX EA.

Scolio I1. 11 punto O pub indifferentemente prendersi
dentro, o fuori del triangolo.

Corollario I. Se uno dei lati del mangolo sarh diviso
in due parti uguali dalla corrispondente secante, come se
per esempio si avesse 4 F — F B, allora si otterrebbe

BDX CE=DCXEA,
e quindi CE.;CD:..EA:BD,

cio¢ la retta E D sarebbe parallela ad 4 B. Dunque se dal
vertice ( condurremo al mezzo del lato opposto la relta
C F, quindi dal vertice B la retta BE che incontri CF in
un punto O, ¢ finalmente dal vertice A la retta 4D che
passi per esso punto O, i punti E, e D si troveranno sopra
una parallela ad A B; cosd i punti £/, I determinati nello
stesso modo saranno anch’essi sopra una parallela ad 4 B;
cosi i punti E”, D", ec.; inguisache 4B, ED, E'D’,
E’ D" ec. saranno tutte parallele fra loro.

Corollario Il. Reciprocamente avendosi £ D parall( fa
ad 4 B, conducendo le rette A D, BE, le quali s” incon-
trano in O, e quindi CF che congiunga O col vertice C, il
lato 4 B risulterd diviso in duc parti ugwali nel punto F.

18

Fig. 205,

Fig. 266.

"4 ~vs FNDICE,
Tutatti poiché E D & parallela ad 4 B, sark

CE:CD:*EA:BD,
ovvero CE X BD—CDXEA

Ma ]e rette AD,BE,CF moontrandon tutte nel punto O
danno , pel teorema dimostrato, I’ uguaglianza

AF X BD X CEw FBX DCX EA,

dunque A F == FB,

Corollario I11. La retta CF passa dunque pei tre
puoti C, O, F; or siccome due di essi bastano a fis-
sare la posmone di AF, potremo stabilire che una retta la
quale congiunge il vertice C col punto di mezzo F del lato
opposto, passa per ogni punto O dove s’ incontrano le linee
A D, BE che taghano gli altri lati in parti proporzionali.

Corollurio IF . Le retie condotte dai vertici d’uu trian-
golo ai punti di mezzo dei lati opposti, s’ incoutrano in uno

stesso punto.
TEOREMA VI,

La somma dei quadrati dei quattro lati d’ un quadri-
latero qualunque A B C D ¢ uguale alla somma dei qua-
drati delle due diagonali A C, B D piii il quadruplo del
guadrato della retta E F che unisce i punti di mezzo delle
diagonali medrsime.

Conducendo le rette BE , D E i wriangoli 4BC, ACD
daranne
AB + BC= uE-Hﬁ,
AD+ D=2 AE +pp DE;
inoltre il triangolo B D E, raddoppiaudo i termini, darh

aBE+zDE—4BF+4EF
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ora sommando queste tre equazioni membro a membro, e
facendo nel risultato le opportune riduzioni , avremo

AB4+BC'+ AD + CD = § AE + § BF + 4EF ;
ma fAE ¢ quadrato di 14E, ossindi AC, ¢ 4BF ¢ il
quadrato di 2B F, o di BD, dunque

4B+ BC+ AD'+ CD = AC + BD + § EF.
TROREMA VII,

In ogni quadrilatero ABCD iscritto nel circolo, il
rettangolo delle due diagonali AC, B D ¢ uguale alla
somma de’ rettangoli de’ lati opposti.

Conducasi BK in modo che abbiasi I’ angolo 4 B D
== CBK; aggiungendo a questi due angoli, 1’ angolo FBK
si avrd pure l'angolo 4 B K == C B D. Or se si osserva che
Pangolo ADB == ACB, essendo ambedue iscritti nel
medesimo segmento , e che per la stessa ragione 1’ angolo
BAK = BDC, poremo concludere essere il triangolo
A B D simile al triangolo BCK, ed il riangolo BC D si-
mile al triangolo 4 B K. Frautanto dai primi due si ba la
proporzione

AD:BD:.:CK:BC,
e quindi ADX BC=BD X CK;
dagli altri due si ha pure

DC:BD;: 4K 4B,
e DCX AB=BD X AK;

sommando questi due risultati,ed osservando che 4K+ CK
= AC, ollerremo

AD X{BC~+ DCX ABeu BD X AC.

Fig. 267.

Fig. 268,

Fig. 267.
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Scolio I. Gli stessi triangoli 4 BD, BCK sommini-
strano pure la proporzione

AB.:BD::BK:BC,;
dalla quale si ha o
ABX BC= BD X BK.

Or se B D fosse un diametro, ’angolo B4 D sarebbe retio;
lo sarebhe aucora B K C; avremmo adunque B K perpendi-
colare ad A C. Laonde considerando il circolo come circo-
scritto al triangolo ABC, si pud concludere che in un trian-
golo qualunque il prodotto de’ duc lati 4 B, BC & uguale
al prodotto del diametro del circolo circoscritto per U al-
tezza che corrisponde al terzo lato A C preso per base.
Scoliv I1. Posta frattanto I’ equazione

AB X BCw= BD X BK,
e moltiplicandone i membri per A C, e poscia dividendo
per 2 BD, avremo

ABX BCX AC ACX BK.
a BD = 2 ’

donde si rileva che I’ area di un triangolo & uguale al pro-
dotto de’ suoi tre lati, diviso pel doppio del diametro del
circolo circoscritto,

TEOREMA VIIL

In ogni quadrilatero A B C D iscritto nel circolo, le
due diagonali stanno fra loro,come le somme dei rettangoli
de’ lati contigui alle loro estremita.

Essendo K il diametro del circolo circoscritto, sarh in
virti del precedente scolio,

ABX BCX AC

area A BC =

2K '
area ACD—ADXST?X AAC’
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amABn..ABx’:ngD,

BCXCD X BD
akK

area BCD =

e poiché la somma dellearee 4 BC, ACD & nguale alla
somma delle aree 4/ B D, BCD, percio sommando i valori
di queste aree, e sopprimendo il comune denominatore
2K avremo

ABXBCX AC+ADXDCX ACua ABX ADX BD+-BCXCDX BD,

ovvero
(ABXBC-+ADXDC) AC = (4ABX AD4-BC X CD)BD;
AC ; BD;: ABX AD+BC X CD ; ABXBC-+ADXDC.

TEOREMA IX.

Due angoli A, B al centro in due circoli differenti , Fig. 269.
stanno fra loro come gli archi CD , E F intercetti fm i
lati , divisi pei respettivi raggi AD, BF

Col raggio A F' == BF descrivasi I’ arco E' F' com-
preso fra i lati dell’ angolo A4 ; avremo

A:B::E'FEF*; * 270.

ovvero, dividendo i due termini del secondo rapporto per
AF == BF,
..EF EF
A BT FF

EF _CD* » 538,
AF ™ 4D

.CD EF |\
dunque A.B: AD T

Fig. 270,
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" TEOREMA X.

Se il raggio d’ un circolo sars medio proporzionale fra
le distanze del centro C dai punti Q, ¢ P situati sopra
una stessa retta CQ, lerette M Q, M P condotte da un
punto qualungue M della circonferensa ai punti Q, ¢ P
staranno fra loro nel rapporto costante di AQ, AP.

Poiché il raggio ¢ medio proporsionale fra CQ, e CP,
avremo CQ.CM..CHM:CP;

perloché i triangeli CM P, CMQ avendo un angolo ugua-
le compreso fra lati proporzionali saranno simili, e daranne
inoltre

MQ:MP:CQ:CM;
ma dalla precedeate proporzione si rileva che
CQ:CM::CQ—CM:CM—CP:: 4Q; 4P;
dunque MQ:MP;.4Q:.4P,
come si doveva dimostrare.

Corollario. Rispetto ad altro punto M’ della circoufe-

renza, avremmo pure
MQ:MP::4Q: AP;
e guindi
‘ MQ:MP:: MQ:MP.



1i11. MAXIMA £ MINIMA NELLE FIGURE.

1. Esistono dejle quantith, le quali possono indefinitamen-
te crescere, ed altre ne esistono che possono indefinita-
mente diminuire. Del primo genere sono la tangente A7, ¢
la secante B T'; perocché immaginando che BT si aggiri
intorno al punto fisso B preso su la circonferenza, I'iucon-
tro di questa retta colla tangente, avra luago in un punio T
che si allontanerh indefinitamente dal punto di contatto A;
per cui non vi sarh limite, in virtd del quale venga impedito
alla tangente AT, ed alla secante B T di ulteriormeute ac-
crescersi. Del secondo genere poi & la corda BC, la quale
per I’indicato movimento di BT si allontana successiva-
mente dal centro, e v di mauno in mano impiccolendo, e
puo per tal modo diventare pid piccola d’ ogni retta data,

2. Ma esistono pur anche altre quaatith,le quali giunie ad
un certo punto crescendo, di 1k iu poi decrescono, come ne
esistono di quelle che fino a un certo punto vanno decre-
scendo , e dipoi crescono. Infaiti la corda B C aggirandosi
intoruo al punto B cresce fino ad uguagliure il diametro
AB, e dipoi proseguendo il gire decresce: anche la parte OP
di una linea che gira intorno al punto fisso O, intercefta fra
questo punto, e la retta 4B, decresce fino ad uguagl?‘nt Ia
perpeadicolare O Q, e quindi proseguendo il giro indefini-
tamente cresce. Cié posto una quantith che fra tutte quelle
della sua specie é la pia grande, si chiama maximum ; ed
wia quantith che Nia tutte quelle della sua specie € la piu
piccola , si chiamea minimum.

3. Percid il diametro del circolo & un maxrimum fra
tuite le linee che si possono iscrivere nella sua circonferen-
2a, e la perpendicolare ¢ un minimum fra tutte le rete
coalotte da un puato dato ad una linea data.

Fig. 271.

Fig.1a7a.

Fig. 273

Pig. 274.
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4. &i chiamano figure isoperimctre quelle che hanno i
loro perimetri uguali,

TEORFMA |.

5. Fra tutte le linee che si possono condurre dal punto A,
preso dentro o fuori della circonferenza BDC, ad un punto
della circonferenza medesima, la reita A B che passa pel
centro O & un naxinvn , ed AC, la quale passercbbe pel
centro ove fosse sufficiensemente prolungata, é un MININUM.

Conducasi pel punto 4 altra linea qualunque 4 E D;
quindi si tirino i raggi O D, O E ; avremo
AD <O0A4A 40D,

ovvero AD < AB;
ed inoltre OC+CA <OE~+ AE,
ovvero AC < AE.

Lo stesso ragionamento avrh loogo, nel caso che il punio A
sia dentro la circonferenza.

TFOREMA Il

6. La somma delle due rette AC ,CB condotte dai punti
A, e B dati ad un punto C della retta GH , saré un MIN1-
nUN, quando gli angoli da esse formati con G H saranno
uguali.

Sia V’angolo 4 CG = B CH; prolungando A C sino
all’incontro E della perpendicolare abbassata dal punto B
sopra G H, avremo D E == D B ; ond’ ¢ che ogni punto di
G H sarh ugualmente distante da B ed E. lInguisaché se da
un punto qualungue © di G A condurremo le rette O A,
OB, OE avremo : )

AC + CB = AE , AO 4 OB == 10 + OF;
ma AE <A04 OE.
duaque AC+CB <A0+ OB,

come dovevasi ditnostrare.
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2. Corollario I. 11 sistema delle due reite AC, CB co-
stituisce il pili corto canrmino per andare da 4 in B, pas-
sando per un punto della retta G H.

8. Corollario 11. Fra tutti i wriangoli che hanno lg mede-
sima base A B, ed il vertice opposto sopra una retta dala
GH, quello il cui perimeiro ¢ un minimum sarh ABC, nel
tgn;}e gli aluri due lati 4 C, B C fanno angoli uguali con

9. Corollario I11. Fra wui i triangoli aventi la medesi-
ma base 4 B, e la medesima aliezza espressa dalla distanza
delle due parallele 4B, GH, quello il cui perimetro & un
minimum ¢ A B C, uel quale gli aliri due lati sono uguali.

TEOREMA 111

10. Di ttti i triangoli che hanno per base la corda d'un
arco AMB , ed i loro vertici sopra lo stesso arco , il trian-
golo isoscele ¢ quello nel quale la somma de’ due lati non
determinati é un MAXINUN.

Sia M il mezzo dell’arco AMB, ed E un puuto qualun-
que dello stesso arco; si conducano le rette 4 M, AE,
BM, BE; quindi sul prolungamento di A4 A si prenda
MC == M B, e sul prolungamento di 4 E si preada E D
== E B; finalmente si tirino le rente B C, B D. Poiché gli
angoli AM B, AEB sono uguali, le loro meth ACB,
AD B saranno esse pure uguali; e percio la circonlerenza
descritta dal puato M come centro con raggio M A, la quale
dee passare pei punti 4, B, C, passera eziandio pel puato
D ; adunque mentre A C é diametro, AD sarh corda d’una
circonferenza medesima ; per cui avremo 4 C> AD; ov-
vero AM + MB> AE - E B, come si doveva dimo-
strare., ’

|

Fig. 375.

Fig. 276.

Fig. 277«

Fig. 277.

Fig 278.

Fig. 279.

Fig. 280.
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TFOREMA 1V.

11. Di tutti i triangoli che hanno per base la corda d'un
arco AM B, ed i loro vertici sopra lo stesso arco il trian-
golo isoscele AM B & un Maxinvn.

Le perpendicolari M H, EK abbassate dai puati
M ed E sopra A B, ssranno le aliezze dei triangoli
AMB, AE B; ora E K & evidentemente minvre di MH,
la quale ove fosse prolungata passerebbe pel centro del cir-
colo; dunque poiché i triangoli hanuo la base 4 B comane,
si pud concludere che il triangolo isoscele 4 M B abbia una
superficie maggiore di 4 E B. Dunque il wiangolo isoscele
AM B ¢ un maximum.

13. Corollario 1. Fra tutti i triangoli rettangoli aventi la
medesima ipotenusa A B il triangolo isnscele ABC & un
maximum. Infatti la circouferenza descritta sopra 4 B co-
me diametro dovri passare necessariameuie pei vertici
C, C, C” di wdti i triangoli.

13. Corollario 11. Di tatti i rettangoli che si possono iscri-
vere'in un circolo, il quadrato AMBK & un maximum. ln-
fatti la diagousle 4 B ¢ evidentemente un diametro; ed i
triangoli rettangoli 4 M B, AN B sono respeltivamnente le
meth del quadrato 4 M BK, e del revangolo ANBK.
Ora il primo triangolo come isoscele & maggiore del secou-
do, duuque il quadrato 4 M B K & maggiore del rettangolo
ANBH.

TEOREMA V.

14. Di tutti i triangoli aventi un angolo comune B com-
preso_fra due lati la cui ‘somma ¢ duta, il triangolo M.4-
xinun & quello nel quale i due laic non determinuti sono

9

uguali.
Sia AB=m BCed AB -+ BC=m M B + BN. Siccone

i due triangoli 4 BC, M B N hauno un angulo comune in
B, avremo



APPENDICE. a83
BAC.BMN ::ABX BC*BM X BN,

laonde ove si osservi che A B ws BC, CN wu AM,
BN w= BC+ CN, BM wu BA— AM == BC — CN,
sarh pure '

BAC:BMN ;:BC:BC—CN,

ma BC> BC— CN, dunque BAC> BMN, come
si doveva dimostrare.

TEOREMA VI,

15. Fra tutki i triangoli della stessa base , e dello stesso
perimetro il triangolo maximon ¢ quello nel quale i due
lati non determinati sono uguali,

Sia AC=CB, AD> DB, e AC~+ CB==AD -+ DB;
pel vertice C, e pel punto F mezzo di 4B, si conduca la
retta CF, che proluagheremo sino all’ incoutro E della pa-
rallela condotta pel punio D ad 4 B. Manifestamente sari
CE perpendicolare ad 4 B; percid avremo AE = E B;
ma AE+EB<AD4+ DB*, dunque 4E+EB <
ACH CB; ciot AE < AC. Ora osservando che AE,
ed A (' sonorispetto ad A F due oblique, potremo conclu-
dere che EF < CF, e per conseguenza che il triangolo
scaleno 4 D B & minore del wriangolo isoscele 4CB.

TEOREMA Vi].

16. 1l quadrato avente per lato la mets d’una retta data
AB ¢ il naximvn di tatti i rettangoli che si possono co-
struire con due parti AD , D B della rette medesima.

Sia C il mezzo della retta 4 B; avremo

AC—~CD'= 4D X DB";

’

donde si ricava che il quadrato di 4 C supera il rettangolo

Fig. a81.

* 1L g.

Fig. 28a.

* 161,

Fig. 283.

* 111 16.
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AD X DB di una quantith indicata dal quadrato di*CD.
Dunque il quadrato di 4 C é un maximum fra tatti i ret-
tangoli che si possouo formare colle due parti nelle quali
ne piaccia dividere 4 B.

17. Corellario. Dunque fra tutti i rettangoli isoperimetri
il quadrato é un maximum. ‘

TEOREMA VIIL.

18 Fra uuti i rettangoli che si possono formare colle per-
pendicolari abbassate da un punto D del lato A B sopra
gli altri due lati del triangolo ABG, quello delle due per-
pendicolari corrispondenti al punto di mezso di esso lato
éun NAXINUM.

Sia Cil mezzo del lato 4 B, e D un punto qualunque
del lato medesimo; CK, e DF sieno perpendicolari ad 4G ;
CH , e DE sieno perpendicolari a G B. 1 triangoli ACK,
A D F essendo simili danno la proporzione

AC: 4D .. CK:;DF;
i triangoli BCH, BD E anch’ essi simili, danoo I’ altra
propotsione

AC:BD ::CHDE,;
moltiplicando queste due proporzioni termine a termine,
avremo

AC: AD X BD :: CK X CH: DF X DE;

ma essendo il punto Cmezzo di AB abbiamo AC> ADXBD"*,
dunque CK X CH>DF X DE, come si doveva dimo-
strare,
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— TEOREMA IX.

19 D tutti i triangoli formati con due lati dati A B, Fig. 2184,

AC, ed il terso a piacimento , il maximuw ¢ ABC, nel
quale essi lati_formano un angolo retto.

Si conduca la retta 4D wx AC, e di poi si tiri DB ; nel
triangolo 4 B D Y angolo B A C formato dai due lati dati
AB, AD aon sarh reito; percid abbassando dal punio D
la perpendicolare DF sopra AB, sarh DA > DF, ovvero
CA > D F; conseguentemente il triangolo 4 B C sarh
maggiore del triangolo £ B D, come si doveva dimostrare.

TEOREMA X.

20. Ditutti i poligoni isoperimetri, e d’un medesimo me- Fig. 285.

mero di lati quello la cui superficie & un MaxInvn ha tutti

i suoi lati uguali.

Sia ABCDE il poligono maximum ; conducasi la
diagonale 4 D, e costruiscasi i} triangolo ADP, che sia
ispperimetro al triangolo ADE. 1l poligono ABCDE
essendo un maximum, sarh maggiore del poligono ABCDP;
or poiché le superfici di questi due poligoni hanno una
parte comune 4 B C D, ne consegue che il triangolo 4DE
fra tutti i suoi isoperimetri descritti sopra A D debb’ essere
un maximum anch’esso, e percio maggiore del triangolo

AP D. Dunque il triangolo 4 ED ¢ isosccle, * cioé « gy, 5.

AE == E D. Nello stesso modo potremo dimostrare essere
ED aex DC, DCoa CB, CB == BA, BA »== AE. Dun-
que tatti i lati del poligono maximum sono uguali fra loro,

Fig. 286.

* 111, 1g.

Fig. 287.
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TEOREMA XL

21, Di wati i poligoni formati con dei lati dati, ed un
ultimo a piacimento , il Maxinun dev esser tale che tutti
i suoi angoli sieno iscritti in una semi-ci avenle
per diametro il lato incognito.

Sia A B C D F il poligono maximum fra watti qaelli che
s pouonoformarecoi latidati 4B, BC, CD, DF ed
un ultimo 4 F a piacimento ; tirata la disgonale B F se
I’ angolo A B F noo fosse retto si potrebbe, rimuovendo op-
woamente i lati 4B, -BF renderlo tale sensa alterare
la parte BCDF; per tal modo si accrescerebbe la super-
ficie del triangolo A B F, * e con eisa quella del poligono
A BCD F; ma questo poligouo esseado per ipotesi un ma-
Zimim nou pud essere aumentato di pit ; dunque I angolo
ABF ¢ reuo: lo siesso & degii angali - ACF, ADF; dun-
que tutti gli augoli del poligono maximum sono iscrivibili
in una mezza circonferenza avente il lato incoguito di esso
poligouo per diametro. '
a22. Scelio. Questa proposizione db luogo a ricercare se in
pit maniere si possa formare un poliguno con dei laui dati,
ed au ultimo a piacere che sia il diametro della mezza cir-
conferenzs nella quale gli altri lati sono iscriti. A cid ri-

spoude la seguente proposizione.
TEOREMA XII.

23. Non " ha che una sola manicra di formare un poli-
gono con dei lati dati, ed un ultimo incognito che sia il
diametro della messa circonferensa nella quale gli altri
lati sono iscritti.

Conviene premettere che se una retta A B fa I’ ufficio di
corda rapporto a pia archi AMB, AMB descritli con
differenti raggi 4C, AC, I'angolo al ceatro corrispon-
dente a questa corda sarh minore nel circolo il cui raggio
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¢ maggiore; cost A CB < ACB; perocché essendo la
somma degli angoli 4/ CO, C A C aguale all’ angajo ester-
no A C O, evidentemente 4 CO & minore di AC O, ¢ per
conseguenza il doppio 4 CB dell’uno & minore del doppio
A CB dell aluo. C e

Cib pusto supponiamo che abbiasi un circolo nel quale rig. 286,

avendo isceitti tutti i lati dati- 4B, BC,CD, D F,Vul-
timo A F da determinarsi a piacere , risulti uguale al suo
diametro, In sliro circolo maggiore le corde 4B, BC, ec.
corrisponderanno sd augoli al centro minori ; la somma
di questi angoli, che nel circolo precedente costituiva
due angoli retti, nel nuovo circolu sarh minore di questa
quantith, cosicché i punti 4 ed F non saranno aluimenti
estremitd d’un diameiro. Non lo saranno neppure in aliro
circolo minore , come si pud vedere mediaute un ragiona-
meato analogo al precedente. Dunque non v’ ha che un cir-
colo, cui possa corrispondere il poligono del quale si (raua.

24. Scolio. E mauilesto che ai lati 4B, BC, CD, DF si
potrh dare quell’ ordine che vorremo; perché qualunque
esso sia, il diametro del circolo circoscritto sarh sempre lo
stesso come pure la superficie del poligona.

TEOREMA XIIT.

25. Di tutti i poligoni formati con dei lati dati il a4xr- Fig. 288,

wUn & quello che si pud iscrivere in wn circolo.

Sia A BCDEF il poligono iscritio , ed A'BCUD'E'F
quello non iscrivibile avente i medesimi lati cioé 4'B'e= 4B,
B (= BC, CD'e= CD, ec, Conducasi il diametro 4 P;
dipoi si tirino le corde CP, DP; sopra C D' wm CD
st faccia il triangolo C'D'P ugunlé al triangolo CD P;
finalmente si conduca 4 P'. 1l poligono A B C P sara mag-

giore del poligono 4'B'C'P' *, ove perd questo pure noa sia * 1. 21,

iscrivibile in ua circolo avente per diametro A4'F, nel. qual

caso i due poligoni si uguaglierebbero.” Parimente il poligo- = 1, 13,

vo ABDEF sark meggiove del poligono A4'P'DYE'F', eccet~
tuato il caso  cui vi fosse uguaglianza. Dunque il poligo-
no intero ABCDEF ¢ maggiore del poligono 4'B'CD'E'F,

* 1L a3.

* 111. 20.

* 1. a5,

Fig. 289,
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ove perd non sieno perfettamente uguali; ma essi non lo
sono perché I’ uno & iscritto mel circolo, e 1'altro per ipo-
tesi nou & iscrivibile ; dunque il poligono iscritio & il mng:
giore. Togliendo i triangoli uguali CPD, C'P'LY resterb il
poligono iscrito 4 B C D E F maggiore del noa iscrivibile
ABCDEF. (

26. Scolio. Non v’ ha che un solo circolo, e per conse-
guenza che an solo polignno wuxswon che soddisfaccia al
quesito; lo che potrebbe dimostrarsi come nel Teor. XIL. *

* TEOREMA XIV.

27. n poligono regolare é un M4xINUM fra tutti i poli-
goni isoperimetri , e d'un medesimo numero di lati,

Sappiamo che di tatli i poligoui che hanno @no stesso
perimetro, ed un medesimo numero dj lati il pid grande &
quello nel quale questi lati sono uguali * ; inoltre sappiamo
che di tatti i poligoni che si possono formare con dei lati
dati, il pi grande & quello che si pud iscrivere in um circolo”;
danque il pit grande di tatti i poligoni isoperimetri, e d’un
medesimo numero di lati sarh,quello in cui questi lati saran-
no nguali, e che uel tempo stesso poird iscriversi in un circo-
lo ; dunque questo poligowo.sari regolare.

TEOREMA XV.

28. Di due poligoni regolari isoperimetri quello che ha
pite Lati & il maggiere.

1dae poligoni regolari sieno I’ esagone DFGHIK, ed
il triangolo D'G'1'; siccome essi si suppoogono isoperimetri
¢ manifesto che la superficie sarh maggiore di quella del
triangolo, ove I’ apotema O E del primo sia maggiore del-
I’ apotema O’E’ del secondo ; le quali apoteme si supporran-
mo situate sopra mna stessa reita P Q, cui per consegacnza
risulteranno perpendicolari i laui DK, D'’ dei poligoni ; di
pits questi Iati saranno divisi in parti ugoali nei punti £,
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ed E . E siccome gli angoli DOE, D'O'E’ meth degli angoli
al centro dei poligoni non sono uguali & manifesto che i
.rlggi OD , O'DY sufficieutemente proluogati, si dovranno
incontrare in un punto 4. Or da A si abbassi la perpendi-
colare AB sopra PQ, e quindi coi centri O, O, e coi raggi
O B, O'B si descrivano gli archi BC, B C'; avremo

. #, ! o w B C . B C‘- .
DOE : DOR :: 50 B0’
mwa I’ angolo D O E stk a § augoli reuti, come D E sia al
perimetro DFGHIK, e angolo IXO'E’ sth a § angoli
reiti, come I'E’ 51k al perimetro D'G'L’, dunque

DOE;DOE ;. DE:DE,

€ per conseguenza

. ..LC.BC
DE:DE i35 55

hY
ovvero

DE X BO:DE X BO:*BC:BC.
Or si osservi che il paragone dei triangoli simili ODE,
OA B, e quello dei triangoli O'D'E’, O'AB aunch’ essi
simili, somministra le seguenti proporzioui,
OE:DE:;BO:BA,
OFE .DE . BO':BA;
dounde si ricava
DE X BO=OE X BA,
DE X BO' wm OE'X B A;
e quindi
DE X BO:DE XBO==0OE:OF';
cosicché abbiamo |
BC:BC:::0E:OFE.
Cid posto si proluaghi I’ arco BC' d’una quaniith C'b==C'B,
19

* 1L Teor, 1X.
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¢ si congiungano i punti M, b coll’arco M b il cui raggio sia
uguale ad OB, cioé uguale el raggio dell’arco M B; la curva
B M b sarh maggiore della curva da essa circondate BC' b
e percid BM wmeth di BMb sorh maggiore di BC meth
di BC b; a pii forte ragione sarh B C> B ; dunque,
stante la proporaione che abbiamo ouenmg.nrh pure OE>
O’F’, cioé I apotema dell’ essgono maggiore dell’ apotema
del triangola; in generale I'spotema del poligooo che ha
pitt lati sard naggiore dell’apotema dell’ altro ; dunque di
due poligoni regolari isoperimetri quello che ha pia lati ¢
il maggiore.

TEOREMA XVI.
2q. 1! circolo & maggiore d’ogni poligono isoperimetro.

Basterh dimostrare essere il circolo maggiore di un po-
ligono regolare qualunque isoperimetro; perocche il poli-
gono regolare , & maggioré d’ ogni alwo poligono avente il
medesimo numero di lati. Sia D E la meth del lato del po-
ligono regolare , O E ue sia I’ aputema, ed EOD siala
meta del suo angolo al centro. Sia poi O’ il centro del cir-
colo isoperimetro; O'E’ ne sia il raggio : si faccia I’ angole
E'O'D’ = E O D; ciascuno di questi angoli sarh la mede-
sima parte aliquota di § angoli retti ; dunque le linee DE,
D’E’ saranno la medesima parte aliquota 1’ una del perime-
tro del poligono, ¥ alira della citconferenza del circolo;
dunque O E = D'E". Or se si prolunga il raggio O'D) sino
all’ iucontro K della tangente condotta pel punto E’ otter-
remo il triangolo O'E'K simile al triangolo OED, ¢ quindi
la proporzioune

OE;OF .. DE:KF,
ovvero OF:OFE ;. DE ; KFE’;
ed osservaudo che il triangolo O'E’'K wx § OB’ X KE' &
maggiore del settore O'E’D’' = § O'E’ X E’D’, potremo con-
cludere che K E' > E'D’, e conseguentemente che O'E’ >
OE ; ma il poligono sta al circolo isoperimetro, come P'apo-
tema O E del primo sta al raggio O'E’ del secondo. Dunque
il circolo & maggiore d’ ogni paligono isoperimetro.



V. I TRIANGOLI SFERICL.

———————

1. Si chiama fuso la parte della superficie della sfera
racchiusa fra due grandi semi-circoli che terminano a un
diametro comune.

3. Triangnlo sferico dicesi la parte della superficie della
sfera compresa fra tre archi di circoli grandi.

3. Due circoli grandi d’ una sfera ne dividono la super-
ficie in quattro fusi, e tre circoli grandi la dividono in sei
fusi, ove perd questi circoli si taglino secondo il medesimon
diametro ; perche tre circoli i quali non hanoo I intersezione
comune, dividono la superficie sferica in otto parti, le quali
sono triangoli sferici, essendo ciascuna racchiusa da tre ar-
chi di circoli graudi.

4. In generale une parte della superficie della sfera
racchiusa da pia archi di circoli grandi chiamasi potigono
sferico. -

5. Si possono concepire descritti su Ja superficie sferica,
triangoli , e poligoni sferici formati dagli archi de’ circoli
minori, ma di questi non faremo proposito. Oltre a cid in-
tenderemo che il triangolo sferico abbia ciascuno de’suoi
tre Jati minori della circonferenza d’ un circolo grande.

6. 1 lati &’ un poligons sferico sono gli archi che ne co-
stituiscono il perimetro. 1l fuso & un poligono sferico di
due lati.

7. Gli angoli poi d’un poligono sferico sono gli an-
goli dei piani in cni si trovano i Joro lati. Per tal modo
un angolo sferico sarh acuto, oretto, o ottuso secondo
la specie dell’ angolo diedro de’due piani, ne’quali si trova-
no i suoi lati.

8. Or siccome I’ angolo di due piani s intende che sia
quello delle due perpendicolari condotte nei medesimi piaui

Fig. ago.

Fig. 3g1.
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sopra un puato della loro comune iotersezione, percid un
angolo sferico qualunque sarh rappresentato dall’ angolo
che formano le due rette condotte pel vertice respettivamente
tangeati a’sunoi lati.

9. Sia D E F un triangolo sfevico descritto su la super-
ficie della sfera avente il suo centro in O; conducendn i
raggi O D, O E, O F determineremo uoa porzione D E F O
della sfera compresa fra i piani DOE, DOF,EOF, ed
il triangolo sfevico D E F ;questa porzione della sfera dicesi
piramidz sferica.

In generale chiamasi piramide sferica una parte della
sfera compresa fra i piani d’un angolo solido avente il ver-
tice nel ceatro della sfera, ed il poligono sferico intercetto
fra i medesimi piani, cui si dd il vome di base della pira-
wmide sferica.

10. E da osservare che 1’ angolo solido al vertice d’ una
piramide sferica coatieve tutti gli elementi del poligono
sferico che le serve di base; essendoche gli angoli diedri di
questo angolo solido sono evidentemente gli stessi angoli del
poligono, e gli angoli piani sono respettivamente misurati
dagli archi che fanno I’ ufficio di lati del poligono stesso.
Cid si paud apertamente riscoutrare nella piramide sferica
triangolare O D E' F,

11. Ond’& che due wiangoli sferici, ed in generale due
poligoni sferici avranno i loro clementi respettivamente
uguali ogniqualvolta gli angoli solidi cui essi corrispondono
al centro della sfera saranno uguali.

12. Se i piani di due circoli ABDC, AF DG si sup-
porranno perpendicolari fra loro la superficie della sfera
sarh evidentemeute divisa da essi in quattro fusi uguali,
ciascuno de’quali sarh percit il quario della superficie sle-
rica. Di pilt se il piano di un terzo circolo B F CG sarh
perpendicolare al diametro A4 D comune agli aliri due, cioe
perpeudicolare ai circoli ABDC, AFDG , ciascuno de’isud-
divisati fusi risulterh diviso in due parti uguali, come per la
sovraposizione si puo agevolmente dimos:rare; iuguisaché
la superticic della sfera risulters divisa in otto parti uguali
fra loro, le quali sarauao otio triaugoli sferici con tutti i loro
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angoli retti, cui percid bene si coaviene il nome di trian-
goli sferici trirettangoli. 1) triangolo trirettangolo & I’ottava
parte della superficie sferica,

13. Prendiamo a considerare i due fusi sferici opposti
che risaltano dai due grandi circoli BFB F ,BDB' D
che si tagliano secondo il diametro B B, e supponiamo che
la sfera avendo il suo centro sul piano della tavola venga da
essa divisa in due emisferi ’uno superiore, I’altro inferiore( 3
!e parti dei due fusi situate nell’ emisfero superiore saranno
! triangoli ' BF', e DBF, e le parti situate nell’emisfero
inferiore saranno i triangoli D' B'F', e DB’ F. Ponendo
meate ai triangoli I B’ F' ¢ DBF si vedrd che i loro
vertici D’e D, B'e B, F' e F sono punti diametralmeute
opposti della superficie sferica, dimadoche le rette da cui
essi sono congiunti formeranno nel centro della sfera due
angoli triedri opposti e simmetrici *, i quali bene dimostrano
avere i triangoli sferici D B F, I’ B’ F’ wtti i loro elementi
res!:euivameme uguali®. Ma quando si osservi che gli angoli
solidi ODE F, OD’E' F stante la loro simmetria non
possono coincidere si vedrh che per alcun modo di sovrap-
posizione neppure i triangoli D BF, D' B' F' non ostante
l"uguagliauza dei loro elementi potrebbero coincidere ; ra-
giove per cui si db loro il nome di triangoli sferici sim-
metrici. . .

14. Un triangolo.sferico non pud avere che un solo trian-
golo simmetrico.

1:’). Ne’ triangoli sferici isosceli non si di uguaglianza
per slmr.m.etria » ma sempre uguaglianza assoluta , e di so-
vrapposizione,

TEOREMA 1.

16 Due punti della superficie d’ una sfera determinano
un gran circolo, purche quest: punti non sieno le estremité
d’uno stesso diametro,

. lafatti pei due punti dati,ed il centro della sfera non
$i pud condurre che un solo piano, ¢ questo piano taglia
la sfera secondo un circolo grande, il quale passa pei

Fig. 292.

* 445.

IV, 1.

Fig. 200.
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due puoti dati. Ma i due punti, se fossero le estremith d’uno
stesso diametrn, si troverehbero in linea retta col centro,
ed il numero dei circoli grandi che passerebbero per questi
due punti sarebbe indeterminato.

17. Corollario I. Per due punti della superficie d’una
sfera che non sono le estremith d’uno stesse diametro non
pud passare che un solo arco di circolo grande.

18. Corollario 1£. 11 circolo circoscritto ad un triangolo
slerico non pud essere che un piccolo circolo della sfera;
infatti se questo fosse un gran circolo i tre lati del triangolo
sarebbero situati in un medesimo piano, ed il perimetro del
triangolo si ridurrebbe alla circonferenta di esso gran circolo.

TEORFMA I,

vg. Quattro punti non situdti in un medesimo piano
bastano a determinare una superficie sferica.

La circonferenza che passa per tre dei punti dati “pud
considerarsi come appartenente ad una infinith di superfici
sferiche aventi i loro centri sopra la perpendicolare condotta
pel centro, e sul piano del circolo’determinato dalla circonfe-
renza medesima; ma fra qaeste superfici sferiche non ve n’ha
che una la quale passi pel quarto punto, essendoché uno solo
¢ il punto della perpendicolare equidistante dalla circonfe-
renza, e dal guarto punto dato; dunque i quattro punti dau
bastano a determinare una superficie sferica.

TEOREMA IL

20. La perpendicolare AB condotta sul piano, ¢ pel cen-
tro d’un circolo qualunque EGFH descritto su la sfera passa
pel centro di essa sfera, e ne interseca la superficie in due
punti A e B, cinscuno de’ quali & ugualmente distante da
tutti § punti della circonferenza del circolo EGFH.

La perpendicolare A B dee passare per tutti i punti che
souo equidistanti dai punti della circonferenza EGFH;
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ora il centro O della sfera gode di questa proprieth , duu-
que esso dee trovarsi sopra 4 B. Inolire se dai punti 4 e B
che apparteugano a uu tempo alla superficie sferica, ed alla
perpendicolare 4 B si condacono delle oblique ai diversi
puati della circonferenza EGF H, quelle che partitanuo
dal punto A saranno uguali fra loro, e per la stessa ragione
uguali fra loro saranno pur quelle che partiranno dal punto
B ; dunque ciascuno dei punti 4, e B & ngualmente distante
da tauti i punti della circonferenza £ G F H.

21. Corollario 1. 1l punto O centro della sfera, il pnoto
P centro di uao qualunque de’suoi circoli, ed i punti £ e B
della superficie di essa sfera ciascuno equidistante dai diversi
punti della circonferenza EGFH, sono quattro punti situati
snpra una stessa reita perpendicolare al circolo che si con-
sidera; cinque pertanto sono le condizioni cui soddisfh que-
sta retta ; ma siccome il punto A gode della proprieth me-
desima del punto B, percid queste cinque condizioni si ri-
ducono a quattro realmente differenti. Ora & manifesto che
due di tali condizioni bastano a determinare la retta 4 B
percid ove due delle quattro suddette sieno date, le alire
due ne conseguiranno necessariamente; quindi il numero
delle comibinazioni binarie che possono aver luogo fra i
puati O, P, A, .pit quelle che risultano dall’ unire cia-
scuno di essi colla condizione del perpendicolo cui soddisfa
A B, sarh il numero appunto di altrettanti corollarj che
risultano dalla proposizione dimostrata. Ci limiteremo ad
enunciare i seguenti,

1.° La retta coudotta pel centro d’una sfera perpendicos
larmente al piano di uno qualunque de’suoi circoli passa
pel centro di questo circolo, e determina sopra-la superfi-
cie di essa due puati di cui ciascuno & ugualmeute equidi-
stante da wutti i puanti della circouferenza del circolo stesso.

2.° La retta che congiunge il centro d’ una sfera con
quello d’ uno qualuaque de’ suoi circoli & perpendicolare a
questo circolo, e determina sopra la superficie della sfera
medesima due punti ciascuno de’ quali si trova equidistante
da tatti i punti della circonferenza del circulo stesso.

3.2 La retta,che congiunge il centro d’ una sfera, ed un

lm_
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punto della sua supuficic ugusimente distante de tutti
punti d’ una circonferenza descritta su la sfera stessa , passa
pel centro di questa circonferenza , ed ¢ perpendicolare al
piano del circolo che essa determina.

22, Corollario 11. Tutti gli archi di circolo grande con-
dotti dai differenti punti d uua citconferenza EGFH a
uno dei punti A, B sono nguali fra loro ; infatti le corde
Joro sono uguali. Cost AE=AG=AF, ec.; ¢ pari-
mente BE «wx BG == B F ec.

Di pit i piani di questi archi sono perpendicolari alla
circouferenza £ G F H; perocché essi passano tutti per la
linea A B, la quale é perpendicolare al piano del circolo
determinato dalla circonferenza medesima. Se 1al circunfe-
renza fosse quella 4’ un circolo grande come C1 DK cia-
scuno degli archi di gran circolo condotti dai suoi diversi
punti a I’ uno dei punti A4, e B sarebbe un quadrante,

23. Scolio 1. In virta di questa proprieth i punti £ e B
si distinguano col nome di poli del circolo E G F H , men-
tre la retta 4 B, come sappiamo *, dicesi asse dello stesso
citcolo. 1 punti A e B, e la retta A B sono pure i poli, e
I’asse del circolo grande CI D K parallelo al piccolo cir-
colo E G I K. 1u geuerale |’ asse d’un circolo qualunque
della stera & il diametro della sfera condotto perpendico-
larmente a questo circolo, ed i poli di tal circolo sono le
estremith del diametro stesso,

24. Scolio II. 'Le distanze de’poli di due circoli
uguali descritti su la medesiwa sfera, o sopra sfere uguali
sono uguali.

25. Scolio I11. Poicht i poli d’un circolo si trovano
all’ intersezione degli archi di gran circolo condotti pei di-
versi punti della sua circonferenza perpendicolarmente al
suo piano, segue che 1’ intersezione di due di tali archi basia
a determinare uno dei poli.

Per trovare il poln d’un gran circolo CIDK si con-
duca un arco A4 di gran circole, perpendicolare alla cir-
conferenza CIDK ed aguale ad un quadrante ; I’ estremith
A di 1ale arco sarh il polo richiesto.

26. Scolio 1V, Per le proprieth dei poli riesce age-
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vole il descrivere su la superficie d’ una sfera una circon-
ferenza di cui sia dato un punto E unitamente ad uno dei
suoi poli A. Perocché facendo girare 1" arco AE, o qualun-
que altra linea dello stesso intervallo, intorno al puuto 4,
Vestremita E di questa linea descriverd la circoufercnza
richiesta.

:.\g?volmente poiremo pure descrivere una circonferen-
za di circolo grande della guale sieno dadi due punti Ced 1.
Perché in primo luogo potremo determinare il polo A me-
diante |’ intersczione di due archi descriuti dai punti C ed
1 come centri, con-un intervallo uguale ad uu quadrante ;
poi mediante il polo 4, e collo stesso inteivallo di un qua-
drante si descriverh la circonferenza CIDK.

Finalmeate se da un punto dato G dovremo abbassare
un arco perpendicolare sopra una data circonferenza CIDK
determineremo 1al punto D di essa la cui distanza da G
g.lguagli un quadrante, dipoi dal pelo D e col medesimo
iatervallo descriveremo I’ arco G 7, il quale sar il richie-
sto arco perpeadicolare a CID K.

TEOREMA 1V.

29. In ogm‘_ triangolo sferico un lato é minore della
somma degli altri due , e maggiore della loro differenza.

1.° Dai punti 4, B, C si conducano i raggi O 4,
0B, -OC; gli angoli 4OB, 40C, BOC avranno
respettivamente per misara gli archi 4 8, AC, BC;
ora AOB < A0C+ BOC, dunque

4B < AC+BC.

2.2 Suppongasi AC > BC; poiche BC+ AB > AC,
togliendo da ambe le parti BC sarh

AB> AC— BC.

Fig. 290,
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TEOREMA V.

a8. Se da un punto O preso dentro il triangolo sferico
A B C si conducono alle estremita di un lato B C gli archi
di circolo grande O B, O C, la somma di questi archi sa
ra minore di quella degli altri due lati AB , AC.

Sia prolungato B-O sino all’ incoutro del lato A4 B in
D; siccome OC < O D — D C aggiungendo da ambe le
parti BO, avremo BO - OC < BD <4 DC. Parimeute
BD < BA -+ A Dj; aggiungendo da ambe le partii DC
si aveh BD + D C < BA + A C. Dungue a pia forte ra-
gione BO4+0C <BA -+ AC.

TEOREMA VL

ag. Il piis corto cammino fra due punti A e B situati su
la superficie d’ una sfera & il pit piccolo dei duc archi
del gran circolo che passa per questi due punti.

A dimonstrare tal teorema convien premettere un assio-
ma; ed & che avendosi due circonferenze parallele il piu
corlo cammine di uno dei loro comuni poli alla circonte-
renza che o’ & piti lontana & maggiore del piit corto cammi-
o del medesimo polo all’ alira circonferenta.

Postocid se il pia breve eammino da A in B non &
I’ arco di circolo grande 4 B esso sarh un alira livea, per
esempio, AFCGB di cui un qualche punto C nou apparterrh
all’arco 4 B; conducendo gli archi di gran circolo 4C,
BC daremo lnogo al triangolo sferico 4 B C, nel quale
ciascuno degli archi medesimi 4 C, BC sarh minore di
AB; perocché se AC, per esempio , fosse maggiore di
AB i punti C, e B si potrebbero considerare come situati
sopra due circonferenze parallele aventi per polo comune il
puoto A, e delle quali la prima sarebbe piu lontana della
seconda da esso polo, quindi per I’ assioma prewesso il piu
corto cammino da A in C sarebbe maggiore del piu corto
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cammino da A4 in B contro I’ipotesi. Or poiché in ogui
triangolo sferico uu lato & minore della somma degli aluri
due, prendendo A ¢ w= A C,risulterdh Bc < BC, perlo-
che faceado girsre il piano dell’ arco A (' intorno al dia-
metro che passa per 4 finché esso arco convenga con 4 B
la linea AFC verrh in Afe, & facendo girare BC in-
torno a B finché convenga colla stessa A B la linea BGC
verrh in Bge', e le due linee A fc, Bgc' si segheranno
nel punto K. Posto cid se A FCG B fosse il suo breve
cammino da A4 in B anche Afc + Bgc lo sarebbe; ma
AfK < Afc, BgK < Bgc',dunque AfK-+ BgK <
Afc~+ Bgc'; dal che risulia essere la linea 4 K B mi-
nore dell’ ipotetico pin breve cammino A4 fc <+ Bgc'; dun-
que il pit breve cammino da A4 in- B non pué avere un
punto C che non sia su 1'arco di circolo grande 4 B, o
in altri termini il piu breve cammino da A in B avra wti
i suoi punti su I’arco A B ; quest’ arco & il piu breve cam-

miuo da A4 in B,

TEOREMA VIIL

3o0. La somma dei tre lati d’ un triangolo sfirico & mi-
nore della circonferenza d' un circolo grande.

Sia ABC un triangolo sferico formato dai tre archi
di circolo grande 4B, BC, AC : prolungando i lati 4B,
AC finché s’ incontrino in D, si avranno gli archi ABD,
ACD i quali saranno due mezze circonferenze; ma nel
triangoloe BCD si ba BC < BD + CD; dunque aggiuo-
gendo da ambe le parti 4B + AC avremo AB + AC +
BC << ABD 4~ ACD; doude si rileva essere la somma
dei tre lati d’un triangolo sferico minore d’una circon-
ferenza di circolo grande.

e

Fig. 295.

Fig. 296.
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TEOREMA ViIL.

31. Un angolo sferico B A C ha per misara U'arco M N
compreso fra i suoi lati,e descritto dal suo vertice come po-
lo alla distanza &’ un quadrante.

Difatti supponendo che ciascann degli archi 4 M, AN
sia nguale ad un quadrante, ambedue gli angoli 4 ON,
AON saranno retti; ingunisaché 1’ angolo M O'N corri-
sponderd all’ angelo de’ piani ne’ quali si (ovano gli archi
AM, AN*, e rappresenterd I’ angolo sferico B A C. Or
I’ angolo M O N & misorato dalP arco M N ; dunque I’an-
goulo B A C ha esso pure per misara lo stesso arco M N.

TEOREMA IX.

33. Essendo dato il triangolo sferico ABC se da ciascu-
nodei vertici 4, B, C come poli si descrivono gli archi EF,
F D, DE che forminoiltriangolo D E F, reciprocamen-
te i vertici D, E, F di questo sccondo triangolo saranno i

poli dei lati BC , A C , AB del primo.

1l puanto A essendo il polo dell’ arco EF, la distanza
A E ¢ un quadrante; il pumo C essendo il polo dell’ar-
co DE, la distanza CE é parimente un quadrante; in-
guisache il punto E trovandosi alladistanza d’ an quadrante
da ciascuno de’punti A4, e C sarh il polo dell’arco AC. Nello
stesso modo pud dimostrarsi essere D il polo dell’ arco BC,
ed F quetlo dell’ arco 4 B,

33. Corollario. Dunque il triangolo ABC potrh descri-
versi mediante il triangolo DEF , come il triangolo DEF
¢ stato descritto mediante il triangolo ABC.

34. Scolio. A cagioue della proprietd dimostrata i trian-
goli ABC, D E F si dicono triangols polarl.
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TEOREMA X.

35. Ciascun angolo d’ un triangolo sferico ha per misu-
ra il supplemento del lato opposto, preso nel triangolo po-
lare,

Si prolunghino gli archi 4 B, 4 C sino all’incontro
del lato EF ue’ punti G, ed H; essendo il punto A pelo del
lato E F I’ angolo A del triangolo A B C sarh misurato dal-
I'arco G H. Ma E H ¢ un quadrante, etal’¢ GF, poiché E
éil polodi AH, ed F quellodi 4G; dunque la somma
EH4+ GF, oppure E F 4 G H sarh una mezza circon-
ferenza ; duaque I’arco G H che misura I’ angolo A4 ¢ il
supplemento di E F.

In secondo luogo I’angolo D del triangolo DE F ha
per misura I’arco M I ; ma essendo Cil polodi DE, e B
quellodi D Fla somma M C + BI,0 M1 -+ BCé ma-
nifestamente una mezza circonferenza; donde segue che
M 1 & il supplemento di BC.

Per tal modo la proprieth di che si tratta & reciproca ad
ambedue i triaagoli A BC, DEF,

36. Scolio. Questa & la ragione per cui ai triangoli
ABC, DEF si auribuisce talvolta il uome ancora di

triangoli supplementary.
TEOREMA XI.

37. La somma degli angoli d’ ogni triangolo sferico &
minore di sei, e maggiore di due angol: retti.

Perocché essendo. gli angoli 4, B, C del triangolo
A‘BC respettivamente misurati dai supplementi dei lau
EF,FD, DE del triangolo polare D E F, la somma
4+ B+ C di questi angoli avrh per misura tre mezze
circonferenze meno la somma EF « FD -+ DE dei lau
del triangolo polare. Ma la somma EF 4 FD -+ DE
dei tre lau di un triangolo & minore di una circonfe-

Fig. 297.
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renza , dunque ove essa si tolga da tre mezze circonfereuze ,
il resto sarh sempre minore di tre mezze circonferenze, €
maggiore di una mezza, cioé la somma £ B+ C de-
gli angoli d’un triangolo sferico sark minore di sei, e
maggiore di due angoli retti.

38. Corollaria. Da cib si rileva che la somma dei tre
angoli d" un triangolo sferico non & costante come quelle
dei tre angoli d’ un triangolo rettilineo; essa varia da due
sino » sei angoli retti senza mai uguagliare né I’ uno e
P altro limite ; per consegnenza noun si pud essendo dati due
angoli d’ un triangolo sferico trovare il terzo,

39. Scolio I. Ub triangolo sferico pud avere uno , due,
o tre angoli retti cioe pud essere rettangolo , bi-rettangolo,
o tri-rettangolo. Se il-iriangolo 4 F C fosse bi-reitangolo,
vale a dire avesse due angoli retti 4 FC, A4 CF il vertice
A sarebbe il polo della base FC, e cisscuno de’lati
A F | 4 C uguaglierebbe un guadrante. Se inoltre I’ angolo
A fosse esso pure retto il trisngolo A4 F C sarebbe uri-ret-
tangolo, ed i suoi lati sarebbero tre quadranti.

4o Scolio II. Se bene si osserva nelle precedenti pro-

_posizioni si suppoce che i triangoli sferici abbiano i loro

lati sempre minori della mezza cisconferenza; allora ne
segue che gli angoli sono sempre minori di due angoli reuti;
infatti i lati 4C, 4B quando sono mivori della mezza
circonferenza debbono essere prolungati awmbedue onde
s’ incontrino in D, Ma la somsma dei due angoli 4BC, CBD
uguaglia due angoli retti, dueque il solo angolo A BC ¢
minore di due angoli retti. Per lo contrario ne’ triangoli di
cui qualche lato & maggiore della mezza circonferenza, co-
me in quello, per esempio, che si ottiene togliendo dall’e-
misfero il triangolo 4 B C, I’ angolo opposto ad un laio
maggiore della mezza circonferenza, qual’ ¢ il lato AEDC,
supera due angoli reuti della quantith indicata dall’ angolo
DBC.

Ora vedendosi chiaramente che la cognizione degli ele-
menti del triangolo 4 BC basta a determinare quelli del
triangolo 4 E D CB percib la risolusione di uno di tali
triangoli, cioé la determinazione delle loro parti, si riduce
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sempre alla risoluzione d’un triangolo avente tutti i suoi
lati minori della mesza circouferenaa.

TEOREMA XI1.

4§1. Se due triangoli descritti su la medesima sfera,o so-
pra sfere uguali sono equilateri fra di loro , saranno pure
equiangoli.

Sieno i due triangoli #BC, DEF descritti su le sfere i
cui centri sono O, e P ; ed abbiasi 4B = DE, BC =EF,
CA «= FD. Conducendo le tangenti Ac, A5 agli ar-
chi AC, AB, e le tangenti De, D f agli archi DE,
DF, dico che I’ angolo BAC sarh uguale all’ angolo DEF;
in fatti prolungando i raggi OB, OC, PE, P F sino al-
Iincontro delle tangenti che abbiamo condotte,e tirando le
rette bc, ef, avremo i triangoli 4 O%, DPe evideute-
mente uguali, per cui sard A b= De, Ob= Pe,edi
triangoli AOc, DPf anch’essi uguali donde si avra
Ac=Df, ed Oc == Pf;cosicché i triangali $Oe¢, ¢ Pf
aveudo un angolo uguale compreso fra lati uguali sono
uguali, per cui bc == e f; dunque anche i triangoli £bc,
De f sono uguali , I’ angole b Ac == e Df, econseguente-
mente 1’ augolo sferico 4 & uguale all’angolo sferico D.
Nello stesso modo si dimostrerebbe I’ uguaglianza degli an-
goli Bed E,Ced F.

42. Scolio. E da osservare che gli angoli uguali si trova-
no respettivamente opposti ai lati uguali.

TEOREMA XIII.

43. Se due triangoli descritti su la medesima sfera o so-
pra sfere uguali hanno un angolo uguale compreso fra lati
respettivamente uguali avranno ancora il terzo lato, e gli
altri duc angoli respettivamente uguals.

Sia I’ angolo A del triangolo 4 B C nguale all’ angolo
D del triangolo DEF, illatc 4B = DE, ed il lato

Fig. 299
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AC == D F; avendo ripelata la costruzione precedente-
mente indicata, dall’ uguaglianza dei triangoli 40b e
DPe, AOc ¢ DP fdedurremo che AbwxDe, ObwmPe,
Oc=Pf, Ac = Df, e siccome |’ angolo b A ¢ == eD f,
i triangoli 3 Ac, e Df saranno uguali fra loro, ¢ percio
tali saranno pure i triangoli Oc, e P f dai quali ricavasi
esser ) angolo 50c¢ «= ¢ Pf, e conseguentemente 1’ arco
B C == E F. Frattaoto avendo i due triangoli sferici i lati
respettivamnente uguali per la dimostrazioue della aguaglian-
za dei loro angoli si pué ricorrere al teorema precedente.

TEOREMA XIV.

44. Se due triangoli sferici descritti su la medesima
sfera o sopra sfere uguali sono equiangoli fra di loro, sa-
ranno pure equilateri,

Siano ABC, DEF i due triangoli dati; abe, def
i loro triaugoli polari. Poiché nei triangoli A BC, DEF
sono uguali gli angoli, ne’ iriaugoli abc, def dovrammo
essere uguali i lati ; or questi essendo fra Joro equilateri,
saranno pure equiangoli. Finalmente dall’ uguaglianza degh
angoli de’ triangoli a bc, def si deduce quella dei lati uei
loro polari 4 BC, D E F. Dunque i triangoli equiangoli
ABC, DE F sono nel medesimo tempo equilateri fra di
Joro.

45. Scolio. Questa proposizione non ba luogo nei trian-
goli rettilinei ne’ quali all’ uguagliauza degli angoli non
pud conseguire che le proporzionalith dei lati ; ma in due
triangoli sferici descritti sopra la medesima sfera, i lat