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GEOMETRIA ANALITICA

CAPITOLO I,
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1. Come I’ Algebra si applica slle quistioni pumeriche
cosi pure pud impiegarsi nelle ricerche di geometria . Io of-
fetti rappresentando con lettere le grandezze note ed igvote
che entrano in una ricerca di tal natura , e tiaducendo con -
venientemente in linguaggio algebrico le condizioni che vi
si rapportano , giovandosi ove occorra delle conosciute ve-
rita di geometria che vi si possono riferire, verranno a sta-
bilirsi delle relazioni tra le quantith cognite e le incogni-
te ; e cosi queste ultime diveranno’ note anch’ esse appli-
cando a quelle relazioni i processi per la-risoluzione delle ¢-
quazioni.

2. 1l ramo delle matematiche che insegna a far uso dell'al-
gebra nelle ricerche di geometria dicesi Applicazione dell’ al-
gebra alla geometria , o con nome meno esatto , ma reso or-
mai comune , Geometria analitica.

Lasciando perd da banda ogni astratta indicaziose noi pas-
seremo immediatamente a qualche esempio.
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i’ sOBLENMA L
3. Condurre in un triangolo ABC [fig- 1.} la retta DE per

modo che sia parallela alla base AC , ed eguale alla som-
ma dei due ssgmenti AD , CE.

Si' cominei dal rifleitere che per risolvere questo proble-
ma basta covoscere il punto D, o il punto E, e quindi la
Tunghezza di uno dei quattro segmgnli AD 3 DB, CE, El.}'
de’ unali percid potra prendersi per incogu.lto qual meglio
aggrada ; porremo adunque AD =z, edinolire AB=a,
AC =25 ,BC=2¢". Cidposto dovendo essere “a r.eua DE
eguale alla somma delle AD , CE | e lfOVBl.ldl’)Sl di queste
4re retle denominata la sola AD, che si & chiamata z,per po -
ter tradurre sillaita condizione in linguaggio alzcbrico & ne-
cessario-di esprimere le DE, CE uella stessa z, o come suol
dirsi in funsione di z . Ora per la condizione di DE parallela
‘ad AC si haone le due proporzioni

AB: AC :: BD: DE , AB: BC:: AD: CE, .

le quali , sostituendo i simboli alle rette , ed osscrvando che

 sihaBD =AB—AD=a—uz, si capgiano in

a:b::a—zx:DE | a:c:x: CEj
squindi per le rette DE , CE si hanno le seguenti espressioni

ba— bz cx

DE = , CE:-—;-;

a
dovendo adunque essere DE == AD 4 CE , rimpiazzando
ciascuna retta con la corrispondente espressione , tra le
«quantita coposciute a , b, ¢, e I'incoguita z, siavrh la
selazione

._-—-———._-—_x-,-_;—'

#n cui sono espresse tutte le condizioni del problema , ¢ che
gescid suol dirsi cquazions del problemu.
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4. Risolvendo - uest’ equazione ch’ & del 1°.grado si b

ab
x

=a + 64 ¢ ? ’
e nerisulta che 1l segmerito incogoito AD ==« gsugglia‘ K
prodatto dei due lati a , &, ciot di AB, AC, diviso per la
somma dei tre lati 5 in consegueuza se questi lati fossero
espressi in numeri si conoscerchbe il valore suwmerico di
AD , el problema sarebbe aritmeticamente ‘risoluto.

5 Ma i valori delle incognite nei problemi geometrici pos-
souo determinarsi, indipendentemente da valatazioni pumeri-
¢he , mediante processi somministrati dalla stessa geome-
tria . Cosi nell’ esempio recato & manifesto che AD =z @
quarta proporzionale in ordine alla somma dei tre lati
ed ai due lati AB, AC ; cercando adunque questa quaria
proporzionale come insegna la geometria siavrd in essa’ la
lunghezza del segmento AD, ossia della incognita .

6. Giova per tanto osservare , che non & necessario di for-
mare una nuova figura per trovare questa quarta proporzio-
nale , potendo delerminarsi immediatamente nel proprio si-
1o sulla stessa figura ch’ & il sogzetto del problema; in fatti
prendendo sulla base AC prolungata la CH eguale alla som-
wa degli aliri due 1ati AB, BC , e congiungendo BH , la
parvallela tirata da C a B determivers su di AB la AD=v,
giacche siha AH: AB AC:AD, ossina +5+4c:a
:: b : AD , e quindi

ab
AD=u+b+c=I

Quando un’ incognila nei problemi di geometria detor-
minata con somiglianti processi si dice geometricamente co-
struita ; o si vedr tra puco che qualunque sia la formola al-
gebrica , che la rappresenta, & sempre possibile di costruie-
la g cometricamente. :

Elements

7 :

“ProOBSLEMA L

Y. Inun triangolo ABC [fig. £.] iscrivere ur quadrato che,
abbia ux lato nella base AC. ’ '

- -Supponendo " che DEFG sia il quadrato che si cerca &
manifesto che la quistione si riduce a conoscere uno dei suoj
vertici , D per esempio , e quiudi la lunghezza di uno dei
segmenti AD , BB . Cio posto dovendo essere DE parallela
ad ACsi hatla proporzione AB : AC:: BD : DE; laonde
messo AB = a, AC =5 ,BD =, siavra io simboli a: §
:: 2 :DE,enpe risulta
DE = LEan
a
wa dev’ essere DE = DG , dunque si avrd puse
DG = —.
’ qa

Rimane ora ad esprimere la condizione che DG sia perpendi «
colare alla base AC; e pezcid si rifletta che se da B si condu-
ca BP perpendicolare alla stessa base, i triangoli ABP, ADG,
risultano simili , e quindi si ha la proporzione AB : BP
:: AD: DG . Essendo aduoque AD = AB — AD = 4 —z,
¢ ponendo di pia BP = A, la proporzioue precedenté divie-

re insimbolia: A:ia—z :»fai" € si ba quindi pe’l pro-
blema la seguente equazione
hz =h (a—=z),
ésgervando che per esser dato il triangolo ABC, anche la sua
altezza BP = % & una quantita data . Risolvendo per tante,
|" equazione oltenula si ha
al

_b+/{5~
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e-quindi si rileva che il segmento incognito BD = z #'quar-
to proporzionsle in ordine alla somma-dalla base e dell'al-;
tezza, alla stessa altezza , ed al lato AB, e si costruisce co-
me segue . Presy sulla base AG prolungata la CH = BP, st
tiri CD parallela s BH ; sara BD = z ; in fatti in virti-della
costruzione si ha AH: HC :: AB : BD, valea dire insim@+
bolib+h:h::q:BD e perciod sara L

ah
b4k

8. Nel risolvere questo problema siamo stati condotti ad
introdarre 1’ altezza BP del triangolo , 1a quale quastanque
sia data quando il triangolo & dato, pure uon & uno. dei dati
immediati della quistione . Del rimanente 2 chiaro che sia
lecito in ogni caso di ricorrere a delle costrazioni ausiliarié ,
come a tirare perpendicolari , parallele , ec. e quindi iatro-
durre nel caleolo le nuove linee che pe risultano ; e spessa
con tai mezzi la risoluzione di un problema si rende pia fa-
cile e semplice. '

BD =

Prosrrewa IIL

9. Trovare sopra una data reita 4B [ fig- 3. ] il pun-
to V tale che il rettangolo dei segmenti 4 V, VB sia eguale al
quadrato di un’ altra data retta PQ .

Si ponga AB = a, PQ =6, AV=1, sara VB =a — r;
g avra quindi AVVB=z(a—z); ma dev’ essers
AVYB=46"; adunque ' equazione del problema sara
:’—ax+b’=»0,'

¢ ne risulta che I’ incoznitaz ha due valori, cio@

1 '
x-—‘,—‘;a-l-\[(-—,;a —b)

=g (7o)

6 - Elementi:
In: consegusnze postovo delerminarsi due diversi sigmen-
ti come AV, AV tali che ciascuno dai puoti V, V' risolve-
rd la guistione. : ; R -
‘ Or si osservi che la qualuit.‘ar% a* — b* esistente sotto
it radicale equivale alla differenza dei quadrati -delle rette

4
S ae b, ossia di AM meta di AB e di PQ; percid il radica-
Ie \/ ( --:;- @’ — b ) sarh eguale al cateto di un triangolo

1
rettangolo di cui I’ ipotenusa sia quanto S = AM, e l'al-

tro cateto quanto b==PQ. Se d:'mque intorno ad AM si
descriva il semicerchio e vi si adatti la corda AD =4, T

sultera MD = \/ ( -;:- a*—b5' ). Dopocid @ mmife.sto,che

se dai due lati del punto M si prendano sopra di AB le
perti MV , MV eguali ciascuna ad MD , i due valori di =
saranno rappresentati da AV ed AV’ , mentre si ba

4 1
AVI=AM+ MV=—§—¢1+ ;\[(Ta‘-—b')

, 1 1 -, .

¢’ problema sari risoluto da eiascuno dei due punti V, v

"1 quali sono equidistanti dal puote M medio di AB, e

quindi anche dagli estremi B , B’ della data retta AB.
Importa di rimarcare, che dovendo pel semicerchio ADM

adattarsi la corda AD = PQ, la costrazione cade di difetto

se ¢ AD maggiore di AM , vale a dire qoando &5 >—;-a 3

ma io fatti in. questa ipotesi la quantita sotto il radicale &
uegativa ; quindi immaginarii i due valori di z, e perd in
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tal caso il problema'd impouibile. Che se lacorda AD, os-
sia PQ , fosse eguale ad AM , il punto D cadrebbe. nel pua-
to M, edidue segmenti AV, AV’, che in generale son
disuguali, per questo caso , si eguaglierebbero , riducendosi
ad AM , e pero i due punti V, V'si confonderebbero racco-
gliendosi nel puato M. Si rileva altrettanto dalle espressiom
1 A
di z , meotre si ba nella ipotesi attuale _.i-a:b, ed Ta'
= & ; quindi il radicale si anunlla , ed i due valori di &

1 .
si eguagliano riducendosi ad 54 vale adire ad AM.

10. Nel porre in equazione i problemi che precedono si &
fatto uso di una sola quautita incognita ; ma in generale, se
cid torni a grado , o a vantaggio del calcolo, si possono in-
trodurre anche piu incogite . Cosi nell ultimo problema
potrebbe porsi AV ==z, VB =1y ed allora & chiaro che
le condizioni del problema sarebbero comprese pelle due e-
quazioni
r+y=a , Ty =¥,
dalle gnali si dedurra poi mediante i processi di eliminazio-
ne |’ equazioue finalein r, 0 iny .

Quando il problema & determinato, ciot a dire quando am-
mette un numero limitato di soluzioni , come sono i prece-
denti , allora il pumero delle incogpite si trovera, com’ &
noto dall’ algebra , sempre eguale a quello delle equazioni
dalle quali dipende la sua risoluzione. Se poi le incognite
sorpassano il numero delle equazioni , allbra I' equazione fi-
nale conterra piit di una incoguita, el problema sara indeter-
minato , vale a dire ammettera una infinita di soluzioni. Che
se il numero delle incognite sia inferiore a quello delle equa-
aioni , allora il problema & pid che determinato , vale a dire
esso & proposto con delle condizioni eccedenti , ch’ & neces-
sario di sopprimere, perchd la quistione si possa risolvere
rendendola determivata, '

& o dilements-

44.Nei problemi recati finora #d esempio siamo stati cén-
dotti ad: equazioni finali di 1° e 2° grado; ma ve n'ha di quelli
pei quali esse si elerano a gradi superiori . Per tanto anche
io geometria , come in aritmetica diconsi problemi di 1°, 2*,
3%, grado ec. , quelli le di cui equazioni fiuali ascendono al
4%,2° . 3% grado ec. ‘

12. Si scorge assai bece dagli addotti esempii che la se.
Tuzione algebrica di un probléma di geométria costa di dus
porti distinte ; la prima riguarda il modo di tradurre I’ e-
sunciato in linguaggio algebrico , o, ch’ & lo stesso , il mo.
do di porlo id equazione 5 la scconda pol riguarda la costra-
zione di queste equazioni , vale a dire il modo di assegnare
geometricaments i valori delle incogoite, il che propria-
mente von & che.il ritorno dall’algebra alla geometria , os-
sia la interpetrazioné geometrica dei risultamenti algebrici.
_ Relativameate alla prima parte faremo riflettere che quan-
tooque i ragionamenti che ¢i hanno guidati allé equazioni
dei problemi risoluti , siano speciali ad essi , pure dee pre-
scatirsi che in ogoi easo convenga istituire dei ‘ragiouamenﬁ
consimili , da modificarsi a seconda dells condizioni delle

_quistioni ; ed aggiungiamo che basta anche un lieve esercizio

per ahituarsi a porre i problemi in equazione. Del rimasen-
te verranno esposte in luoghi opportuni altre norme ed altri
principii che grandemente facilitano siffatto scopo.

Per quanto poi riguarda la seconda parte , vale a dire la
costruzione dei valori delle incognite , esistono dei precetti
speciali,che brevemente andremo ad esporre; se non che per
ora dovremo limitarei i soli problemi di 1° e 2° grado , che
rientrano per cosi dire oclla parte elementare della geometria
analitica , mentre son dessi i soli ch’ & lecito di risolvere
col mezzo di linee rette e circolari , e che corrispondono a
quelli che diceansi piani dagli antichi geometri . Rispetto ai
problemi di gradi superiori , e specialmente a quelli di 3.
o 4° grado , chiamati sofidi dagli antichi , andremo ad oc-
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‘irparcene tsbtechd avremo fatto conascere alcune linee cur-:
ve diverse dal cerchio necessarie alla lore risoluzione.

Costruzioni geometriche delle formole algebriche.

13.Adoprandosi comunemente le semplici lettere a,5, c,ec.
per indicare lunghezze dilinee , i prodotti di due lettere ,
ossia di due fattori lineari , come ab , o, esprimeran-
no superficie , e quelli di tre lettere , come abec , o’ 4, a
espiimeranno volumi . I prodotti di piit ditre lettere non
hanno alcun significato in geometria , ma puse si debbono
ammettere éi calcoli, perche traggono origine da operazio-
ni legittime di algebra , come sarebbe dal ridurre una pro-
porzione ad egnaglianza ed altre simili.

44. Ora i prodotti di dae e tre lettere pe’l significato che
hanno in geometria sogliono anche dirsi di due e tre dimensio-
ni ; e per analogia diconsi pure di quattro , cinque dimen-
sioni , ec. quelli di quattro , cinque lettere , ec.

45. La dimensione di an termine frazionario razionale &
misurata per le ragioni, che or ora si vedranno-, dall’ eccesso
della dimensione del numeratore sk quella del denominatore ;
¢ 1a dimensione di un termine irrazionale, il di cui coefficienta
sia soltanto aumerico , & definita dal quoziente che si ottiene
dividendo la dimeasione della quantita sotto il segno per I’
indice del radicale . Gost sono di una dimensione i termini

b
—‘%- , _ b , Vet , \/a—c—, Va'h y ec;

sarebbero di due d:meusxom'
abe a’ b 3
— ,\/a’b, Vatd?, ec
E cosidi seguito . I termini di una dimensione diconsi ao-
cora lineari , poiché esprimono , come va a velersi, lua-
ghezze di linee. » 0 g

10 ¥ Element
- %6. Una formola slgebrica »i dice smogenes st'i suoi ter-
mini sono tutti della stessa dimensione ; ed b qeesta dimen-
sione che chiamasi grado di omogeneith della formola . Cosi
seno omogenee di 1°. grade, od anche lineari, le espressioni

bed b de
T a4 V) ot~ v "——(fg—+—-l

ee.

a+

Le seguenti
b bc
eV ) e

sono omogenee di 2° grado ; e cosi in prosieguo,.

A7. Egli & manifesto che le relazioni algebriche corrispon-
denti alle condizioni di un problema geometrico non posso-
no che censistere 0 in pareggiamenti di lince a linee , di
superficie a syperficie , e di volumi a volumi , od ancora in
proporzioni , che pur si riducono ad egnaglianze tra termi-
ai di eguali dimensioni. Segue da cio che queste relazioni ,
¢ quindi anche le equazioni finali dei problemi di geometria ,
non che i valori delle incognite che ne risultano , seno for-
mole algebriche necessariamente omogenee.

48. Ma queste conchiusioni suppongono che niuna delle
grondezze messe a calcolo sia stata presa per unita; men-
#re nel caso oppostc I’ omogeneila non pii si avveraagel-
le formole . Per esempio se nel risolvere un certo problema
senza aver preso per unila alcuna linea , il valore della in-
<ognjla x risuitasse dato dalla formola

_ @b 4 abe 4 e’
ab + ¢*
ove iavece si ponesie a=1 sitroverehbe
_bFbeed
b4c
l)el rimaente & sempre possibile di rendcre omogenee que-

]
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ste formole introducendo come fattori neitermini , che non
sono della piit alta dimeusione , le coavenienti potenze
della linea ch’ erasi assunta per unita . Cosi si vede che al
primo termive del numeratore convenga dare il futtore a’,
al secondo il fattore a , e lo stesso faltore @ anche al primo
termine del denominatore. ,

19. I termini componem.i il valore di un'incoguita linea-
re dedetto da un’ equazmne di 1°. grado non possono che
consistere in frazioni razionali di usa dimensione, come sa-
rebbero

_a_b_ a’ abe a* be ath »
ST e T TEaET

ed & chiaro che,sapendo costruirli separatamente , si ottereb-
be subito la lunghezza della retta nascente dall’ aggregato di
due , tre , o pit termini, .

. . ab .
Or la prima frazione —- si costruisce , come gia si &
veduto (n. 5. ), mediante la quarta proporzionale iv ordine

allerette ¢, a, b ; ed & chiaro che I'attra £ % costruita dalla
[H

terza proporzionale in ordine a ¢ ed a.La [razione a_;: si pud
¢

ab c
scrivere — X = ab
d ¢ ; ma 'y equivale ad una quarta pro-

porzionale che diremo [; dunque la frazione proposta si

. fc . .
riduce all’ altra — che si costruisce ancora mercd di una
e

C, . . atbe | .
quarta proporzionale . L’ espressione —io s pud scrivere
¢

a* be a’ fhe |
— X— ¢ quindi, ponendo — =, si riduce ad -
de d de

la- frazione ridotta si cestruirh poscia come la terza . Ma
scuza moltiplicare esempi ¢ chiaro che procedendo in ua

12 Elementi
modo censimile & sempre possibile di costruire qunlunq‘e
frazione il cui numeratore ¢ denominalore siano monomii .

Se fosse monomio il sobo denominatore , altora la frazio-
ne si pud scindere in tante altre frazioni per q_nanh sono i
termini del numeratore.

Che se il denominatore non & mononio vi si pud sem-
preridurce 5 avendosi per esempio la frazione

' a’b
Ftdeto
de
si troverh una reita & tale che sia do=ch , ossia b= —

cosi it denominatore si cangera dapprima inc( ¢+ 24 f),
¢ poscia in cg, prendendo la retta g egnale alla somma delle
treveitec , &, £
20. I valori delle incogaite npascenti da equazioni di 2.%
rado , oltre ai termini razionali, contengon poi sempre. dei

radicali di 2.° grado , riducibili mercd le costruzioni pre-

cedenti ad una delle tre forme.
Vab 5 V(@) 5 V(@ —d)

Egli & chiaro che \/ab si costraisce con la media propor-
zionale tra a e &. E par manifesto che \/(a’45°) rappresenta
) ipotenusa di un triangolo rettangolo che ha per cateti le
rette a, 4. Ed io fine & evidente che y/(a’—5) & costruito
dal cateto di un triangolo rettangolo di cui sia « I’ ipotenu -
1a e b I altro cateto (0.° 9 ) ; costruzione la quale diviens
impossibile nel caso di @<<6; ed in fatti in questa ipotesi
il proposto radicale & immaginario. Mettendo lo stesso radi-
cale sotto la forma \/(a6) (a-—b) si vede che polrebbe an-
cora costruirsi con la media proporzxonale tra 2-46, ed a—1b,
somma e differcuza delle rette ¢, 6.

21, Risulta da cio che precede, che il valore di un’ inca-
gnita lineare nascente da espressioni sia razionali sia irrazio-
nali pud sempre ridursi alla forma
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) a={atbtet....) — (g+htit-..)

ossia ad

z=p—yq,
essendo. p la somma di tutte le rette positive, e g quella del-
le negative. Prendendo poi la retta s eguale alla differenza
delle tettep e q si ha semplicemente

x=3s,-
el valore di x resta eosi definitivamente determinato.
Or sia XX/ [ﬁg. 4. ] laretia indefinita data di posizione
vella quale deetrovarsi il punto sconosciuto che risolve il
roblema, e questo punto siasi supposto in V.Sia inoltre A
il Puntq fisso dal quale si & contata I' incognita AV=z; ta-
gliando AV=:s si otterra I’ ignoto punto V.

Ma .qn‘l .si preseala una imPorlatile osservazione. Il valo-
re s di z si & tacitamente supposto positivo, ciod si & sup-
posto ‘ A \

=45,
cam’ & in effetti quando nell’ equazione z=p—q si ha j >4 8
ma se & invece p<q , allora si avrebbe
: &= -5,
vale a.dire il valore di = sarebbe negativo, e non sarebbe pia
co?truuo da AY: s, poiche ne verrebbes ==—s, ossia s=0,
ch’e cfox?lro r xPoteai. Si rifletta intanto chie il punto fisso A
.da cui si & contata I'incognita =, ciod AV, potea supporsi
in qualunque altro sito della retta XX', e per esempio in A’
da A verso X', alla sinistra di A ; allora Vincogpita sa-
Tebbe glata A’V ; e perd messo A'V=y , AA'=a , tra le due
incognite si avrebbe la relazione A'V=AA'+AV, ciod
y=a+taz, ‘
ma & r==—s;, dunque sarh

_?’=a,""3,, -

i3 ; Elementi
Questa equaziong determina il valore della nuova incogpita
y=A'V, e quiadi lo stesso paato V che si sarebbe otteauto
mediante il valore della prima incognita z==AV. Intanto per
costruire il valare di y convien tagliare da AA'acontare da A
1a parte AV'==s ; dunque sara V' enon V it punto che risol -
ve il problema , punto il quale percid dovrd trovarsi alla si-
pistra di A e non alla destra , com’ erasi sapposto nel porre
il problema in equazione.

Per verila se AA'=a b minore di s, si ritorna di nuovo ad
un risultamento negativo ; ma si pud evitare questa circo-
stanza prendendo il puato A’ per modo che AA risulti mag -
giore di s. '

Segue da tatto cid , che : il valore negativo di un’ inco-
gnita esprimente sopra una reila indefinitu la distanza da un
punio dato ad un punio sconosciulo si costruisce coms fossc
positive per cib che riguarda la sua grandesza assoluta ; ma
in quanto al silo conviene che si riporti sulla retta dal punto
dato non giis nel senso ch’ erasele altribuito nel calcolo , ma

recisamente in senso opposto.

. 22, Questo principio pud ancora enunciarsi come segue :
quando si riguardano come positive ke rotte contatc da un
punto fisso sopra una linea indefinita in una certa direzionc
debbouo riguardarsi come negalive quelle che si contano nella
diresione opposta. ‘

Cosirusioni direle delle equaziani di saconds grado.

93. Per costruice sacondo i principt esposti le due radici
di un’ equazione di 2° grado , si richiede la sma prevealiva
risoluzione ; ma qaesta costruzioas pud effettairsi senza ri-
solvere I’ equazione.

Si osservi dapprima che ogni equazione di 2° grado pud
ridursi alla forma z’+ az + p == 0. Ora supponendoti linearc
1 incoguita x , e che ninna delle lince messe 2 caleolo sia
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stats preaa per unith, anchs'a esprimerh ans lines, e p surk’
un pmdollo. di due dimensioni , riducibile percid ;d u’; ;ua-‘
dratr.) 1?‘ , Cid posto modificando in tutt’i modi i segni dei
termini dell’ equazione si hanno le quattro forme

fe...z —az4 b'=e
28... 24 az 4 b'=0
3o, .. 2'—ax— b =0
he,., .2 Fax—b =0

che andremo separatamente a considerare.

24. L'equazione 2*— ar + 6°=v, che ha positive entrambe
le radici purché non sieno immaginarie, i pud serivere
x(a—z) = b*, e cosi si vede che z ed a—z sono due linee
tali che la loro somma & eguale ad a, €'l prodotte eguale & &*
Ta conseguenza se intorno ad unaretta AB =a [ fig.5. ] s;
descriva il semicerchio, e sulla perpendicolare a d AB si pren-
da AE =5 ; indi condotta ED paraliela ala stessa AB , pel

punto F si abbassi la FV perpendicolare ad AB ur;npuo

AV‘,VB i valori delle radici della data equazione : si ba ia

f?lll AV X VB = FV" = AE*; ora facende AV = z, risulta

VB = a — z, ed & di piit AE == b; sostituendo si avri daoque

:c‘(a—— z)==b" ciot V'equazione proposia ; ¢ la stessa equazione
* si avrebbe se invece di AV, si ponga VB = =.

Qua‘n(.!o & AE="/AB ciot b="/sa,e quindib’="/ia",la retia
F:D diviene tangente del cerchio, ed i due segmenii A’V VB
risultano eguali tra loro e ad */: a = questo esso eorﬁipo;dga
quello, in cui le due radici dell’ equazione sono eguali. Se oi
?AE}‘/. AB , ossia 6*>'/i a* , laretta ED piit non inconl:n
il cerchio, e quest’ altro caso corrisponde a quello delle ra-
dici immaginarie. »

25. L"equazione z*+ax+4b*==0 ha negativele radici, quan-
cl'o non .sumo immaginarie ; sevi si cangia v in — x, si ha
1 equazione z'—az}b'=0", ch’ ¢ simile alla prccedlt:te e
le cui radici sono eguali a quelle della propesta, ma ::vi
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segui cambiati . Jo comseguenza le due radici dell’ equa-
ziane attuale si costruiscono come quelle della prima; ma
nella figura relativa al problema converra prenderle negativa-
mente. '

96. La terza equazione r° —az—b'==0 ha una radice
positiva, ed an’ altra negati7a, e sono sempre reali. Metten-
dola sotto 1a forma a(z—a)=b" si scorge che z ed z—d
sono due linee tali che la loro differenza & eguale ad a, €'l
prodotto egualea b’ e quindi si palesa la seguente costruzio-

“pe. Presa [fig- 6] laretta AB=a , sulla perpendicolare in A

si tagli AE= byindi si descriva il cerchio che abbia il centro
pel punto C wedio di AB, e per raggio CE; questo cerchio
seghera in ogpi caso 1a AB prolangata in due punti V,V', e
saranno AV,AV' i valori delle radici dell equazione propo -
sta, positiva la prima e negativa la seconda. o fatti si ba
AV AV'=AE"; ma facendo AV=~# risulta AV'=BV=AV.
— AB==z—a, ed ¢ di pin AE =b, percid sostituendo si aved
x(z—a)=b" b & la data equazione , € ne sezue che AV '@
1a radice positiva. Se poisi fa AV'=—2, essendo AV=AB
4AB'=a—2x , sostitucndo si avra —a(a—z)=zb" ossia
z(z—a) = b, ch’ e pure I’ equazione proposta ; quindi AV
% la sua radice negaliva.

97. La quarta equazione Goalmente , z"Far—b'=0, 8
cangia nella terza cambisndovi z in —2 ; in conseguenza le
sue radici si costruiranno nello stesso modo , ma converrd
prenderle o’ segni cambiali ; vale a dire sard AV la radice
positiva, ed AV la pegativa,

98. Si & gih potuto scorgere che le costruzioni delle in*
cognite nei problemi geometrici possono variarsi in molte

ma & naturale che le pia semplici sieno preferite s

guise 3
di operazioti

quelle cio? che richieggono un minor DUMEro
quanto pi semplici sono queste costruzio-

pometriche ;e :
di elegante la risoluzione del

pi tanto pit si liene in conto
prohlems. Le equazioni stesse dei problemi possono variare
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a seonda delle quanmh che si scelgono per incognite e deks
Je linee ausiliari che s’ introducono ; ed & chiaro che per
qnanto pia mnphcl sono queste equazioni tanto pili sara age-
vole di pervenire a soluzioni eleganti. Non possono dettar-
si a tal’ wopo delle norme assolute, e solo I abitudine e I' in-
gegno del geometra possono supplire a questo difetto ; pur
nondimeno v’ ha qualche precetto che spesso riesce utilissi-
mo di tenere in veduta, e che verremo dichiarando uel se-
gueate .
Paorrexa IV,

29. Da un punto P (fig. 7) dato sulla bisecante di un an~
golo retto XAY condurre una linea wetta per modo che la
parte VU intercesta tra i lati dell’ angolo risulti cquale ad
wna reite data d.

Si ponga AV=sz, e compiuto il quadrato PIAL si faccia
Plz=PL==Al=ALz=a.Pe’l triangolo rettangolo UAV si avra
UV'=AV'4.AU";
ma @ UV==d, AV==z, ed inoltre essendo simili i triangoli
UAV,PIV si ha AU: AV 1 PL: IV, cios AUz 2 il a : w—a,

dorde
z-a
sostitaendo si avra dunque

_de= 3

Tl
o
ovvero, facendo sparire il fratto , e sviluppando
a*—2az’4(2a’-d"Yz* - 2ad> x—d'a’=0

e ne risulta cke il problema dipeade da un’ equazioue di 4
grado.

30. Traducendo il problema in equazione la retta UV si &
supposta nell'angolo XAY; ma & ben chiaro che, céltre Ia retta
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UV, esiste in quest’ angolo un’ altra retta U'V’ che pur sod.
disfa alla quistione. Di piit nel problema si & richiesto che
questa retta dovesse trovarsi nell’ angolo compreso dalle
rette XX',YY' le quali formano non uno ma quattro angoli
retti ; ed & manifesto che evvi un'altra soluzione nell’ angolo
XAY', come U“V”", ed un'altra nell'angolo X'AY, qualsa-
rebbe U V', Quindi & che si pud soddisfare alle condizioni
della quistione in quattro modi diversi ; e si riconosce facil-
mente che le due soluzioni negli 3ngoli XAY', X'AY 'sono
sempre possibili, mentre le due pell'angolo XAY esigono per
esser possibili che la data linea d sia sufficientemente grande.
©4.8e invece di AV si ponesse AV’;0vvero AV"=z si per-
verrebbe alla stessa equazione di poc’ anzi ; ma se per l'inco-
gnita x si prendesse AV' si giungerebbe all’ equazione

at+t-202’+(2a’—d*)x’—2ad’x —da*=o0.

Gr cade sotto I' occhio che gnest’ ultima equazione si tras-
maka nella precedente cambiando z in — = ; percio le due
ecrecioni hanpo le stesse radici, ma co’ segni invertiti , vyl
dire che le positive dell’ una sono negative nell’ altra, e vi-
ceversa. Da ciod risulta che una sola di queste due equazio-
ni,per esempio la prima, basta per dare tatte le quattro so-
luzioni del problema, purché si wvverta di portare i valori
negativi da A verso X', qnandoche i positivi sono contati
da A verso X,

Per tanto le’quattro radici di ciascuna delle due equa-
ziopi in = saranno rappresentate nella figura da’ quattro seg-
menti AV, AV', AV” , AV"; ed & chiaro che dei quatiro
punti V., V', V' V" tre , come V, V', V" deggiono
trovarsida A verso X , ed un solo , V’" da A verso X'
percio la prima equazione, in cui I incogmta z sl & contata A
werso X, avri tre radici positive AV, AV, AV”, ed una pe-
gativa , <h'¢ AV, Per ¥ opposto la seconda equazione
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per la quale I’ incogpita & contata da A verso X' avwrebbe tre
radici negative , ciod AV, AV', AV”, el una sola posi-
tiva, ch’2 AV* ., :

d2. Dipeadendo il problema da un’ equazione di 4° .gra-
do i valori della iucognita non potrebbero costruirsi co’ mez-
zi finora esposti ; ma un esame pii1 accurato fara riconoscere
che puo farsi dipendere da equazioni di 2° grado. Adoprando
due incognite per porre il problema in equazione faremo
AV=z, AU=y, e come poc anzi Pl=u, UV=4 ;5 allora
avendosi AU: AV:: PL: TV, sara in simboli y: 223 a: z—a,e
De conseguita y(x —a)==az; inoltre essendo AV’ +AU=UV"
3td 2”4y"=d" ; e cosi tutte le condizioni del problema sa-
ranno comprese nelle due equazioni -

zy=a(s+y) M

2y =d’ SN C))
Se si elimina y si perviene alla medesima eqquazione di 4°
grado iii = ottenuta da priucipio, ed & chiaro che eliminando
 si avrebbe ancora la stessa equazione, cacgiatavi pero la
z in y. Segue da cio che i quattro valori di z sono eguali ai
quattro valori di y, il che del resto si rileva a colpo di oc-
chio dalla figura, mentre i valori di = essendo rappresentati
da AV, AV/, AV", A", e quelli di y da AU, AU, AU",
AU", si ha evidentemente AV==AU AV'=AU AV"'=AU",
AV"'=AU". '

Intanto senza eseguire queste eliminazieni si pud dalle
equazioni (1) e (2) rizavare un’ equazione capace di condur -
re alla determinazione del valore della somma delle ineogni-
te 24y= AV-AU. In fatti sommandole membro a membro,
dopo aver moltiplicato la prima per 2, si ha

(a4 ) =2a (x4y)=1"; {3)

¢ facendo z+4y=3 verra
5—2az=d" C(R)
Quindi & che la somma de'le igcognite La due valori wno=
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positivo, I’ altro negativo espressi da *
s=aty=atya+d?).

Se invece di VU si considera la solwzione V'U' & chiaro che
si perviene alle stesso risultamento, poichd si ha {\V-{-AU:
AU'4AV'.Volendo poi le equezioni corrispondenti alla solu-
gione VU’ bastera cangiare nelle (1) ¢ (2) , o solo pella
(3)layin—y, ecost siavrh
(z—x) +2 (2—y )= da,

equazione conduccntealla determinazione detladifferenza del-
le incognite z — y = AV" — AU"; diﬁ'erenza.ta quale det
resto non & che la somma algebrica delle incoguite z e — y.
Ponendo z = z — y si ha I’ equazione

2 —2z=d,

Ja quale & identica alla (4) ; e percid le due radict di que-
sta equazione esprimeraono una la semma AV 4 AU, ' e-
quivalente ad AV/'+AU, e laltra la differenza AV"‘-——AU’ e-
quivalente ad AV — AU" ; e poiché questa dlﬂ'erenza, &
‘quantith negativa , per essere evidentemente AV ( AU",
ne ségue che il valore di AV + AU & dato dalla ra.dme po-
siliva , e quello di AV” — AU” dalla radice negativa .

Per costruire le due radici dell’ equazione :.‘——:2 r{:.:d‘
si prendera AN=d , e poscia le IB, IB’ eguali ciascu-
pa ad IN, si avra cosi’ '

AB =a + V(& +d) = AV + AU
A =a — \/(a*+ &) = AV'— AU’.’.

Intanto per compiere la risoluzione del problema si sterv?
che essendo AB== AV 4+ AU siha BV.== AU ;orsedaV s
tiri VQ perpendicolare ad AB risulta AV=YVQ; .peltcu')
il triangolo BVQ sara eguale & simile ad UAV , e quindi e
gaule , simile , ¢ similmente posto a V'AU', Scgue da cio
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che la retta BQ & éguale e parallela a V'U' che pareggia la
rettad . Nel modo stesso conducendo V' Q' perpendicolare
alle stessa AB si riconoscera BQ' eguale e parallelaa VU , e
quindi eguale a BQ = d . In conseguenza il cerchio che ba
il centro in B e per raggio la retta'd passa pei punti Q, Q'
incontri di AP con le perpendicolari ad AB in V,V’, e
i raggi BQ,B(QY saranno paralleli alle- due soluzioni V'U',
VU.Si vedrebbe io simil guisa che il cerchio avente il centro
_in B',e d per raggio, passa pei punti Q",Q" segnati s di AP
dalle perpendicolari in V¥, V", eche i raggi B'Q”, B'Q",
son paralleli alle altre due soluzioni V"U",V'U". Ed in
riassunto il problema proposto si risolvera come segue.
Presa AN = d si taglino le IB, IB’ eguali ciascuna ad
IN. Indi co centri B, B’ si descrivano i cerchi che ab-
biano per raggi la stessad, e sianoQ,Q, Q", Qi
punti ov’ essi incontrano la AP. Le parallele condotte
da P ai quattro raggi BQ , BQ' , B'Q" , B’ Q" risolveranno
il problema, o o
33 L’analisi precedente ci ha condotti a considerare come
una sola incognita Ia somma delle rette AV, AU, e si & tro-
vato che questa incognita ha due valori dipendendo da un’
equazione di 2° grado ; ma cosi in fatti esser dovea , dapoi-
chi questa somma ha un valore unico per le due soluzioni VU,
V'U',come unico & per le altre due V'U",V""U".Per l'oppo-
sto prendendosi per incognila 'una o l'altra della rette AV,
AU I equazione ascende al 4° grado ;, mentre ciascuna di
esse ha quattro valori diversi . Or da cio si trae questa re-
gola importante , che : per determinarsi alla scelta della in-
cognita conviens esaminare qual ¢ . quella ehe deve avere un
minor numero di valori.
34. La stessa analisi ha fatto vedere che si ottiese wna
- medesima equazione di 4° grado prendendo per incogpita
o laretts AV,0 la AU, mentre poise si prende per incognita
la loro somma si perviene ad un’ equazione di 2° grado ; ma
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in simili easi pud conseguirsi lo stesso scopo adottando per
incoguita qualunque altra quantith che abbia una medesima
relazione con quelle che producono identiche equazioni, co-
me sarcbbe la loro somma , o differenza , o la media pro-
porzionale, o finalmente ogui altra quantith convenientemen.
te soelta,

35 La scelta della incognita dee certamente destare tatta
I’ attenizione del geometra se intenda di pervenire alla ri-

soluzione pit semplice ed elegante ; ma la pia propria

non sempre si presenta aprima vista @ senza un-accura-
to e diligente esame. Cosi nel problema risofuto evvi an-
cora 8 fare una scelta piun conveniente ; in fatti il geome-
tra esercitato vede ali'istante che la retta VE (fig. 8.) elevata
perpendicolarmente a VU, e la V'P sono egualmente incl'iuf—
te ad LP, mentrei triangoli VPE ,. LPU' risultano simi-
li, e pércio & I'angolo VEP =LPU' = V'PE. Ei quindi

_conchiude che VE sia-eguale a.V'P, e di seguito la VE

perpendicolare a V'U' : da cio poi risalta che la.d'u.:tanu
dal punto P al puato E & la stessa per le due soluzioni VU,
V'U' . Similmente si vedrebbe che la distanza dal:puato
P al punto E', segnato sopra LP dalla perpendicolare in
V" a V' U" sia la stessa anche per I’ altra soluzione
VU™ ; e ne risulta che prendendo per incognita o PE,
e PE' I’ equazione non possa essere di grado superiore al
9+. Altronde conosciutii punti E , E' & chiaro che si ot-
terrebbero i punti V,V, V", V" pelle intersezioni della ret-
ta XX’ co’ semicerchi descritti intorno alle rette PE, PE'
come diametri.

Pongasi adunque PE =z, e sidinotino ancora con tu
i cateti PV, VE del triangolo PVE, vale a dire i seg-
menti PV, PU della retta VU ; sara ¢+ y=d, ed es-
seado PE* = PV* 4 VE' , sara ancora z* =¢' +u; ma
¢ di pia PVXVE=PEX PI, ciot tu = ax, € qumd:
Q=2 ax; percid si avrd aucora ¥’ + 2 ax = (4u)
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valea dire si avrd I’ equazione di 2° grado in = '

2 4+ 25 =d',

Risolvendola si ha 1 |

) PE=—a4\(a' +d')
PE's — a— V(o' + '),

¢ quindi si ricava la-seguente elegantissima soluzione .

Si prenda PN =d; poscia le LE, LE’ eguali eia-
seuna ad LN, e si descrivano 1 cerchi che abbiano
per diametri le PE, PE'. Le rette condotte da P ai quat-
tro punti V, V', V', V' in cni questi cerchi segano la
retta AP risolveranno il problema. - . '

36. Spesso , essendo data la grandezza , ovvero le e-
spressioni algebriche di alcune parti di woa figura, e che
pos;ono.esser composte di elementi cogoiti, e ingogniti, &
necessario di conoscere le espressioni di altre parti , c’he
dipendono dalle prime, vale a dire che ne sono funzioni; e
cid sia per esser nel caso di porle a calcolo, sia per av:ar-
ne la valatazione numerica. Noi passeremo quindi a far co-
noscere nel seguente problema talune rimarchevoli espyes-
sioni di cui si fa un uso frequente. P

Prosreua V.

Datisi tre lati di un triangolo determinare le sequenti cose:
I .'Ie sue altezze 5 II° la sua superficie; III° il raggio del cer-
chio circoscrittibile 5 IV" il raggio del cerchio iscrittibile .

Supposto che ABC (fig. 9.) #ia il triangol i

- - 3 . . * o d i
trattasi, si dx?otlno cona, b, ¢ i suoi lati ogpost; rilsp(:::
tivamente agli nngqli A, B, C; vale a dire poogasi

BC=a,CA=14%, AB=c.
Si chiamino inotre &, £, v le altezaq corrispondenti ¢
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questi lati ; S la superficie del trinngolo 5 R il razgio del
cerchio circoscrittibile ; ed r quello dell’ iscrittibile .

37. 1°. Espressioni delle altezze &, B, 7 . Sia nella fi-
gura AA’ =« I’ altezza corrispondente al lato BC=za ; per
un conosciuto téorema di geometria &i avrd ’

AB' = AC* 4+ BC' — 2BC x CA’',
vale a dire -
) c=a +b —2aXCA;
¢ da cid risulta
' @' b —c
CA' = 2a

-
’

ma & AA” =*AC’ — CA" , sarh dunque
(a4 b —c) =lm‘b’—-(a’+b’—-c’}’.
ha® ha’ ’

AA"® = d;' = b

quindi per la’perpendicolare AA'==z si ha la seguente espres-
sione .

& = -2—1;\/ (lm’b' - (a* + b'— c’)’).

Ma la quantita sotto il radicale si pud cangiare in un pro-
dotto di fattori, il che specialmente & opportuno se deb-
ba valutarsi per mezzo dei logaritmi. In fatti osservando
b’ essa & la differenza di due quadrati , si potrd dapprima
porre sotio la forma . .

(2ab + a* + 8" — c*) (2ab-—a‘—b +c),

((a S ) (c‘ —(a— b)') ;

i si pud assoggettare

ovvero

e poiche ciascuno di questi due fattor
alla stessa decomposizione , si avrd infine

.= 5"; (atbde) (atbmeat e=b X bFo—a)
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Yo simil guisa possono otlenersi le espressioni .dellé
altre due altezze 8 e ¥ corrispondenti ai lali &, e c; ma
poiche la quantita sotto il radicale deve, com’ & chiaro,
rimanere identicamente la stessa , cosl & manifesto che non
& necessario di ripetere il calcolo , bastando di cangiare

nkl fattord Ok che moltiplica il radicale, la lettera o

in b per I altezza B, ed inc per ! altezzay .
Se si dinoti con 2p il perimetro del triangolo, cioé si
faccia

at+b4ec=2p,
si avra
(atb—e)=2(p—c);
- (ate—b)=2(p—b),
| " (bo—a)=2(p—a);
ed allora le espressioni delle tre altezze saranno coma

segae
. = =0 p—tp—)

2 -
£ = T Np(p—a)p—b)p—c)

. 2
v = ~=\p(p—a)p—L)(p—0).
38. 2°. Espressione della superficie S.Essendo, com’ & no-
1 .
to, S= —;—BC X AN'= = aq,inviri del precedente

valore di « risultera

S = Vp(p — 0) (p — 1) (p—)

ovvero
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39. 3. Espressione di R, ossia dcl raggio del cerchio
circoscrittibile. Dal centro O [fig.0.] si conduca ad un ver-
tice il raggio OB , ela perpendicolare OD ad un lato ?dja-
cente ; gli angoli BOD, BAC saranno eguali ; e percid se
dal vertice B si meni la perpendicolare BE al lato che gli
& opposto , i triangoli BOD , BAE risulteranno simili , e

i
siavra BE: BA :: BD: BO, va]eadirc,s:c::—.zazﬂ,

e quindi R = —:— ﬁ/?:i' Sostituendo all altezza g il suo va-

- L ) . X
lore poc’ anzi scritto, si avra pe 'l raggio Rla seguente es
pressione

abe

Ly p (p—a) (p—b) (p=e) °

E se piaccia di introdurre in quesla formola la superficie S
equivalente appunto al radicale , si avra ancora

R =

abe
5
40. 4. Espressione dir , ossia del raggio del cerchio iscrit-
ibile . Dal centro O [ fig. 117 si tirino ai vertici le OA, OB,
OC ; la superficie del triangolo essendo composta dat tre
ariangoli BOG , COA , AOB , i quali sono espressi da
1 1 1 -
- ""-‘[1'”’2’ cr, siavra

R=

—;—~ r(atb4e)=S,

@ quindi
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ovvero
S
= e—— 5
od ancora P

, =y (=) (p=8) (=),

P
o finalmente
= _“__ V(“—}-b——c) (atc—b)(b+4c—a ) .
2 atb+c

41 mestieri di rimarcare che oltre il cerchio che s'iserive
pel triangolo, se ne possono descrivere tre altri [fig. 12] che
adempiono egualmente alla condizione di tocearne i lati, se
non che questi cadono esternamente , e sogliono percio di-
stinguersi col nome di cerchi ex—iscritti; ma in genera-
le quattro cerchi deggiono considerarsi come iscrittibili in un
triangolo . Egli & manifesto che i centri A, B, € di que-
sti tre cerchi deggiono trovarsi tanto sulle bisecunii AO,
BO , CO degli angoli interoi del triangolo , quanto sulle
bisecanti degli angoli esterni , che sono alle prime perpen-
dicolari ; in canseguenza quei centri si otterranao ne’ verli-
ci del triangolo A’ B’ C' formato dagl’ incontri scambievoli
delle perpendicolari condotte ad AO , BO , CO. Cerchia-
mo ora le espressioni de'raggi di questi nuovi cerchi , e per
chiarezza dinotiamo con r il raggio del cerchio il di cul

centro A’ & sulla bisccante dell’ angolo interno in A , e cade
percid esternamente sal latoBC=a; parimenti dinoteremo
con 7 il raggio del cerchio che cade sul lato AC =4, econ

r quello del cerchio che cade sul lato AB=c. Cia po-~
c

sto & chiaro che si hanno le tre relazioni
triang.AA'B-{-h-iang.AA’C-—lh’ang.A'BC=[;~5(}r;g. ARC

* triang. AB'B4-triang. CB'B —triang B'AC=triang. ABC

" triang AC'Cttriang BGC—#riang G AD=(riang. ABC

28 Ebkementi;

Ie quabi si traducono nelle seguenti

r (b4c—a) =28
" ‘

n (ate—b) =28
r ( atb—c );QS;

¢ cosi le espressioni dei raggi de’ rimanenti tre cerchi risal-
teranno come 3ppresso,

28 28 28
- = F o e T emeee—————
y'a—b-{-c——af" b atc—b e atb—c:

42. Faremo in questo punto osservare che ogni for -
mola algebrica esprimente una relazione tra le diverse
porti di una figura pud dar luogo ad un teorema di geome-
tria , e per cid non si ha che a tradurla convenientemente,
in linguaggio geomelriqo". Cosi esaminando le espressioni or.
ora trovate d¢’ qualtro raggi dei cerchi tangenti i lati di uvli‘
triangolo si ha il seguente teorema :

Il raggio del cerchio interno & eguale al doppio della super-
[icie divisa pe’l perimetro 5 ¢ "l raggio di un cerchio esterno,
& cquale ancora al doppio della superficie divisa per la diffe-
vensa tra la somma dei due lati che comprendono U angolo in-
terno in cui cade il corchio, e’l lalo opposto a quest’ angolo .

43. Altri teoremi potrebbero dedursi combinando tra loro,
le espressioni dei quattro raggi ; cos'l‘facendo il prodotto di
tutti si ha '

‘ rrrr=2_§
“abe
e si traduce come segue : .

Il prodotto dc’ raggi de’ quattro cerchi ¢he toccano ilati di
un ’t‘riangolo ¢ eguale alla superficie quadrata dello stesso
srigngolo . ' ' )
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A4. Le espressioni dei quattro raggi divengono assai pin
gemplici quando il triangolo & rettangoelo. In fatti supposto
che sia retto I'angolo in A , si avranno la due relazioni .
W=be , a=b+c
Ora essendo
r(atbtc)=28,

v{adbtec)= bc;

$i avra invece

e passando al 2° membro il termine in a verrdy

r(btc)=bc—ra.
Elevando a quadrato, e poi riduceado in virty dell’ altra
relazione a® = §* + ¢’ , si trovera

2r(r+a)= be 4
e di seguito si avra
(r+a)=r(atbtc)
1
donde r =5 (bta—c).
Operando le stesse trasformazioni sulle relazioni che

daano i valori degli altri raggi si avra

-

1
rb=-§—(a-{:-b—c)

¢ quindi si ha la seguente proposizione relativa al trian~
goly, rettangolo : C
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1L raggio del cerchio’interno & equale alla meta della dif-
ferenza tra la somma dei cateli ¢ U ipotenusa ; il raggio del
cerchio esterno sull’ ipotenusa & eguale al semiperimetro ; ¢’
raggio di un cerchio eslerno sopra un cateto & mela dclla dif-
ferenza tra la somma dell' ipotenusa ¢ dello stesso caleto sul
catelo rimanente. .

45. Combinando i valori dei quattro raggi si hauno tra
essi altre rimarchevoli relazioni . Cosi si ba

rdr 4r +r =:a+b+c=‘2f-
a b c a

quindi
r=r-4r <4r
a b [
Inoltre
p—r=a=r +r,
a b c
rdr =& N rgr =cj;
b c
e di pin

Tra= o= be= rbrc.

Di qui le seguenti proposizioni.

La somma dei quattro raggi & cguale al perimetro del
triangolo.

1l raggio del cerchio esterno sulla ipotenusa pareggia la
somma degli altri tre raggi.

La differenza tra il raggio del ccrchio esierno sull’ ipote -
nusa e quello del cerchio interno é equale alla somma degli
altri due raggi , ed& eguale ancora alia ipotenusa.

La somma del raggio del cerchio interno ¢ del raggio di un
cerchio esterno corrispondenic ad un calcto & equale allo stes-
so calelo.

Finalmente il prodotio dei ragyi dei duc corchi csterni cors
vispondenti ai cateti cquaglin il prodete degh altri due rag-
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gi , e ciascuno di questi prodolti & quanto la superficie del
triangolo. ‘

46. Per tradurre in linguaggio algebrico le condizioni rela-
tive alle ricerche di geometria possono utilmente impiegarsi
le linee trigonometriche ; e cid specialmente quando & me-
stieri tener conto della scambievole situazione delle rette ,
che entrano nella figura che si considera. Nel problema 2°
in cui si & richiesto di iscrivere mel triangolo ABC [fig. 2.]
il quadrato DEFG che avesse un lato nella base AC, si &
subito per mezzo dei triangoli simili BDE,‘BAC espressa la
condizione di DE parallela ad AC , ed essendosi messo AB
=a, AC=b, BD =g si & trovato

DE:éf;
a

ma per esprimere la condizione di DG perpendicolare ad AC
& stato mestieri d’ introdurre I’ altezza BP del triangolo , e
quindi considerare gli altri triangoli simili ADG, ABP. Ia-
tanto poiche il triangolo ADG dev’ essere rettangolo , si ha,
com’ & poto dalla trigonometria , DG=AD X sen BAC, ov-
vero in simboli
DG=(a—=z)senA;
in conseguenza, dovendo essere DE = DG, si ha , senza che
siavi bisogoo di ricorrere all’ altezza del triangolo , 1’ equa-
zione del problema
b

%:(a-—ix) sen A,

che risoluta da
__a*sen A

=,
b4asend
Egli & ben facile di costruire geometricamente questo va-
lore di z. In fatti essendo a = AB,l'espressione a sen A in-
dica precisamente laltezza BP=£# del triangolo, e si ha perd
a sen A=1F,
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Quindi il valore precedente di 2 si cangia ia
ah
T=75

identico a quello trovato al §. 7, e che percid si costriiscé
nello stesso modo.

47. l problema 4° , nel quale si cerca di condurre per urt
punto P [ fig. 7] dato sulla bisecante di uh angoio retto XAY
noa reta tale che la parte VU intercetta tra i lati dell’ango-
Jo risultasse egugle ad una dataretta d si pud réndere piu ge-
nerale sostituendo all’ angolo retto un angolo qualunque.
1n questa ipotesi sara [ fig. 13 ]

VU = AV 4+ AU — 2AV X AU cos XAY;
laonde messo ancora

AV=zs,AU=y, YU=d

" risultera

&=z 4y —2aycosA.
Inoltre compiuto il rombo PIAL , e posto PI = Al=a;
poiche si ha PI1: IV ¢ AU AV, si avra in simboli
a:rT—a=iy:z,
e si olterra
gy=a(z+y)3
in conseguenza le equazioni del problema sarannio
aty —2zycosA= d:
ry=a(z+y)-
~ Egli & chiaro che queste due equazioni eondurrebbers
alla medesima equazione finale di 4° grado siain z siain y;
ma sommandole membro a membro dopo aver moltiplicato la

seconda per 2, e sostituito nella prima ad xy il valore, che si
ha nella stessa seconda equazions, si otterra la segucnte

equazione di 2° grado in = +y
(1'+_}')’—'2(acasd+a)(x+7)=d'
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T quate determioa il valore della somma delle ingognite
z4ym= AV + AU.

Si odservi intanto che essendo a == PI , e I’ angolo
A = PIK , V spressione a¢os 4 indica il cateto KI del
triangolo rettangolo PIK , che risulta tirando da Pla PK
perpendicolare ad 4X ; in conseguenza poichd si ha Al =
a , risulterd a cos A+a=A4K ; e Tacendo AK=p , si avrd
o cos A+a=p. Povendo adunque z 4y = 3 la precedente
equagione si cangerh in

3 — 2pz=ad,
¢ sard
' =p 2V (P +)
Per costruire questi due valori di. 5 si porra 4N per.
pendicolare ad 4X ed eguale a d , e quindi si prende-
ranno le KB, KB', eguali ciascunaa KN ; saranno 4D,
AB' i due valori di 2, positive il primo , e negativo
il secondo . Osservando poscia come al §. 32 che an-
che attualmente & B¥ e= AU si vede che la risoluzione
del problema si pud compiere esattamente come in quel
caso , e quindi in risssunto si ha la seguente costru-
viene ¢ ‘

Si tiri PK perpendicolare ad #4.X, ed 4N perpendi-
colare alla stessa 4X ed eguale alla data retta d . Si
taglino poscia le KB, KB’ eguali ciascuna a KN ;
si descrivano i cerchi che avendo per centri i punti B,
B' , abbianro per raggi la medesima retta d ; e siano
Q, Q, Q", Qi punti in cui questi cerchisegano la
AP; le quattro parallele condotte dal punto P o’ quat-
tro raggi BQ , BQ', B'Q", B' Q" risolveranno il pro-
blema .

b5}

3k - Elenvents
CAPITOLO 1I.

NOZIONI 8U kA GENERAZIONE DELLE LINRE CUARVYE
E LORO EQUAZIONI. '

48. 1 problemi recati finora ad esempio sono di quelli che
i dicono determinati perche ciascuno ha un pumero limitato
di soluzioni, e percio le loro equazioni fioali noo contengo-
00 che upa sola incogoita. Ma se il problema & indetermina-
10, vale a dire se ammette un numero infinito di soluzioni ,
allora la sua equazione finale conterra pia di una incogpita.
Quindi & che nell’imprendere a risolvere uo problema non
& gia pecessario di sapersi a priori se sia determinato o0 in-
determinato, dapoiche la sua nalura sara sempre definita dal-
1 equazione finale ; ma del rimanente I’ indeterminazione si
savvisa di ordinario fin dsll'enanciato della quistiene. Cosi se
sia data una retta AB [fig. 4] terminata nei punti A, Be si
<cerchi fuori di essa un'punto P tale che la somma dei quadrati
delle rette PA, PB risulti egoale al quadrato di AB, si vede
all’ istante che questo problema & indeterminato , dapoicht &
risolato dal vertice di qualunque triangolo rettangolo deserit-
to sopradi AB. Couoducendo adunque da uno dei punti A, B,
daA per esempio,delle rette in direzione arbitraria, come AQ,
AQ,AQY, ec., e poscia tirando sopra di ¢sse da B le per-
pendicolari BP, BP', BP", cc. i loro piedi P, P, P", ec. sa-
anno tanti puoti che risolvono la proposta quistione.
£49. Ma in un problema di tal natura & importante di consi-
_gerare] insieme dei punti che lo risolvono, valea dire la k-
Sinen-costituita dalloro complesso ; linea ehe s"immagina
ipih agevolmente rignardando il problema sotto altro aspetto
«iot suppenendo che un punlo si vada movendo ‘in un piano
modo chein ciascana delle sue posizioni sieno soddisfat-
ge le condizioni del problema, le quali costituiscono cid che
dicesi Lgge del movimento del pusio, Nell'esempio precedente
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% chiaro che il punto P descriverebbe la circonferenza del
eerchio che ha per diametro la retta AB.

50..Una stessa linea pud dunque supporsi generata in due
modi diversi ; vale a dire o riguardandola come il comples-
%o di una serie di punti costruiti uniformemente ; o come de-
scritta da un puato che si muove con legge determinata : il
primo di questi modi dicesi per assegnazione di punti , e I
altro per movimento continuo.

51.Noi chiameremo geometriche ( V. lc note ) le linee gene-
rate in siffatta‘guisa ; v’ ha dei casi in cui sono linee rette ,
ma in generale son linee curve. Le medesime sogliono anche
chiamarsi luoghi geometrici, luoghi cioé dei puoti costruilt
secondo la data legge.

2. Risulta per tanto da cio che precede che tutt’ i punti
di una stessa linea géometrica sono in generaie dotati di una
proprieta comuae, la quale non conviene che ad essi soltan-
to, facendo cosi distinguere i punti che le appariengono da
qu‘elli che non le appartengono ; ed & percid che questa pro-
prieta costituisce la natara o I’ essenza di quella linea. Tra-
duo?ndola in linguaggip algebrico la relazione analitica che
pe risulta & ¢id che chiamasi equazione della linea , mentre
Ia linea alla sua volta chiamasi luogo dell’ equazione.

53. Le linee geometriche inoltre si dividono in algebri.
che , e trascendenti secondochd le loro equazioni sono alge -
briche o trascendenti. )

‘ M.oh.i metodi possone adoperarsi per istabilire le equa-
zioni delle linee ; ma quello che pii opportunamente si pre-
sta a quest’ uopo si & il metodo delle coordinate rettilinee ,
del quale passeremo in conseguenza ad esporre i principii,

Principii del metodo delle coordinate retlilinee.

54.Sia P [ig.45] ud punto ovunque situato sur di ua piano,,
»el quale si traccino. ad arbitrio due rette indefinite Au, Ay
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soto qualsivoglia angelo, e da quel punto si tirine a queste
rette le parallele PT, PS. Seil sito del punto P 3 conoscit-
to si conosceranno anche le ungheaze delle PT, PS, o delle
Joro egusli AS, AT ; e per Y opposto , conoscendosi gueste

due rette, si conoscerd pure il sito del punto P , mentre esso

risulta dalla intersezione delle parallele condotte pei pusti
T, S ad Az, Ay rispettivamente.

1n tal guisa pud. dunque determinarsi 1a posizioae dei di-
versi punti che si cousiderano nelle ricerche geometriche
sul piano , ciod per mezzo delle distanze che ciascuno di essi
scrba da due rette fisse , contate parallelamente alte- rette
wedesime. ‘

Le due distanze PT , PS si chiamano coordinate det

unto P; Te rette fisse, arbitfarie,ed indefinite Az, Ay si chia-
mano assi delle coordinate , © assi coordinati , ¢l punto A
io cui si taghano si dice arigine delle coordinate.

55. H punto P pud ancora riguardarsi come I estremo
della retta SP eguale ad AT applicata al punto S parallela-
mente ad Ay ; ed & manifesto che le due rette AS, PS non
sono altra cosa che le stesse coordinate del punto P ; ma in
tal caso la AS che vien tagliata sull asse Az si dice piix
particolarmente ascissa. del punto P, mentre 1a PS. si chiama
ordinata corrispondente a quell’ ascissa. Quindi I"asse Az
prende it nome di asse delle ascisse 5 ed Ay quello di asse

delle ordinate.
56. Dinotando con & e 8 le coordinate AS, PS di un pun-

tc qualunque P la sua posizione sara dunque analiticamente:
determinata dalle due equazioni di condizione

ascissa == o » ordinata®=( »

ma questa scrittura si rende pid semplice sostituendo ded
simboli alle voci ascisse ed ordinata 5 cosi, adottando, come
ordinariamente si usa, x per le ascisse , ed )y per le ordina-
te, le due equazioni del punto sarango
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L T=a ’ y=_8a

57. Un punto cosi determinato suole anche indicarsi con

'la notazione (%, 8), scrivendo ciod tra parentesi le sue

coordinate, e prima I’ ascissa.
58. Seil punto & nell’ asse delle ascisse 1a sua ordinata

& zero, laonde sara espresso dalle equazioni £ =&, y=o. Per
I oppesto un punto dell’ asse delle ordinate avrebbe per
equazioni x==0, y=P. E finalmente se il punto coincide con
I origine le sue equazioni saranno =0 , J ==0.

59, Finora si & tacitamente supposto che il punto P cadesse
pell’ angolo yAz ; ma potendo trovarsi o in uno degli angoli
adjacenti [fig. 16] oin quello che gli & opposto al vertice, &
pecessario di esaminare quali modifiche subiscano le sue
equazioni. A tal effetto si prendano sugli assi le partiAS’,
AT, eguali rispettivamente ed opposte alle AS,AT, esi me-
nino pei punty§', T’ le parallele agli assi per modo da com-
piere il parallelogrammo PP' P’ P, i suoi quattro vertici
cadranoo appunto ne’ quaitro angoli formati dagli assi coor-
dinati; ed intanto le coordinate di ciascuno saranno, in quanto
a grandezza , eguali a quelle del punto P ; ma non cosi per

il loro sito. Ora considerando come posilive le AS,AT saran- .

‘no negative le AS, AT (§. 22); e percid il punto P’ sara de-
finito delle equazioni z=—=, y=183 il punto P" da 2=+a.,
y=—@; &'l punto P da z=—0u,y=—p. Pertanto & manife-
sto che le equazioni :
‘ T=0 > y=_8
valgono genericamente ad esprimere un punto ovanque 51"
tualo nel piano degli assi coordinati , ma nei casi particola-
ri dovra tenersi conlo dei segni che possono convenire a cia®
scuna delle sue coordinate. :
60. Considerando queste due equazioni separalamente &
chiaro che la prima di esse altro non indica che la distanza
dal puato P all’ asse y)' & eguale ad #, ciot ad AS; ma que:
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sta distanza & la stessa per tutt i punti della parallela mena-
ta per S ad yy', dunque questa parallela sard appuato rap-
preseatata dall’ equazione '

. z=a.
E cost si vedrehbe che I’ altra equazions

y=_8

@ quella di una parallels all’ asse delle =, esprimendo Bla
luoghezza di AT, ciot la distanza dall'origine al puato in cui
1a parallela taglia I’ asse delle y.

Quando & & zere la parallela all’ asse yy' si confonde con

€350 ; © percid '
a=o0
? P equazions dell'asse delle y. Si vedrebbe allo stesso
modo che
y =0
¢ I’ equazione dell’ asse delle z.  ~ .

61. Noi abbiamo riguardate come positive le ascisse con -
tate da A verso 2 ; ma era in nostro arbitrio di riguardar
come tali quelle contate da A verso z', ed allora sarebbero
negative quelle da A verso z. La stessa inversione potrebbe
operarsi rispetto alle ordinate ; ma importa di osservare che .
fissalo una volta in qualunque ricerca il senso positive delle
ascisse e delle ordinate, non & pi lecito d’ invertirlo.

62. Nel punto A origine delle coordinate ciascuno degli
assi & diviso in due parti indefinite , che possono chiamarsi
asse positivo , ed asse pegativo. D ora inanzi supporremo
che le ascisse positive siavo coatate da A verso la destra , o
Je ordinate positive da A verso la parte superiore 5 allora
sara Az I asse positivo delle ascisse ed Az’ il negative ;
Ay I’ asse positivo delle ordinate ed Ay’ il negativo.

63. Gli assi coordinati formano due angoli yAs, yAs', i
quali in generale son disuguali; ma va specialmente indicato
solte il noe di angelo degli assi ceordinati , © di angole




R

di Geometréa:-dnalilica. 39

dells coordimate. il primo - di. essi yAz compreso dagli aesi-

positivi. Que’ due angoli sono eguali rel solo caso che ghi
assi sieno tra loro perpendicolari , sistema che pitt comune.
mento si adotta, e che dicesi rettangolare o ortogonale ;
mentre quando formano ua angolo qualunque chiamasi 0b-
bliquo. ’

64. Quando son dati due punti , & dato egualmente il punto
medio della loro distanza , vale a dire della loro congiun-
gente, mia cid che spesso importa di conoscere sono le coor -
dinate di questo punto medio, date che siano quelle dei punti.
Or sieno P, P' [fig. 7] due punti qualunque , ed M il punto
medio di PP’ ; prese per assi due rette qualsivogliano Az ,
Ay , si compia la figura con tutte le coordinate dei punti P ,
M, P, esichiaminos, 8, eda’, g le coordinate dei
punti P, P/, ed o', y' quelle del punto M. Attesa la co-
struzione i puati F , E saranno medii delle rette S8, TT 5
percio si avaa

AS —AF=AF—AS' , AT—AE=AE—AT;

vale a dire

o—a' =g —0 ’ B—y =y —§g.
Traendo da queste due relazioni i valori di ' ed y' risul-
tera

7
o y= é-l:i,
e si rileva che : [ ascissa del punto medio della congiungen-
te di due punti é equale alla semisomma delle ascisse dei
punti medesimi ; ¢ Uordinala & eguale alla semisomma delle or-
dinate.

65. Anche 1a.distanza PP/ [fig. 78] di due puati P, P’ si
pud esprimere per mezzo delle loro coordinate,ma per trovare
questa espressions supporremo dspprima ortogonali gli assi
eoordinati ; allora vonducendo P! O parallela ad Az, si for-

.z,_¢+u'
2

%0  Elementi ST
iaa il triangolo rettangolo PDP, o sarh PP"=PP" + P’ n" 3
mad PD=pg—pg, e ¥ D==a—a', in conseguenza chia-
mando D la distanza PP', si avra

. De=(F—F)" +(a—2)"
ed estraendo la radice quadrata risulterd
p=V(E— )+ (e—)
dei punti, P’ per esempio, coincide con ¥ origi-
e -_-:.::‘,’ g ; 0 ; laonde per questo cuso si ha

ne, si hae'
semplicemente

AD=Vﬁ+a
67. Supponendo poi obbliqui gli assi coordinati , si avra
D =PP*=PD"+ PD —2PD4P'D X cos PDP.
Ora © manifesto che I angolo PDP' & supplemento dell’ an-

olo delle coordinate _yAx; percid ponendo !Af:m 0- sara
fo, PDP':——cos,G; sostituendo adunque 1 simboli alle

relte, € poi estraendo la radice verra
D=VF—F ) F (o ) +2 (A=) (a—s' ) oos 0:
E se il punto P coincide con I origine sara
p=VEFaFTspont.

68. Per applicare ad un esempio i principii e le formole
andremo a risolvere il seguente

precedenli ,

ProBLEXA

Dati due punti B, B' [ fig- 19 ] trovare un punto 4 :tqlc
che le congiungenti PB PB' sieno tra lore perpendicolari.

Prendendo per semplicith assi coordinati ortogonali si di-
notin con % , B, ed &' , £ le coordinate dei pusti dati B,
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B’ econ xy y quelle del punto incogoito P. Pe I triangole
veitangolo BPB' sari PB* 4 PB” = BB ; ma &(§. 656 )
PB = (y—p )+ (2—&)
PB" = (y—@ ) +(2—s' )
BB = (ﬁ_ﬁl ), + (a_“’): ;
in conseguenza sostiluendo e poi riducendo si avra
y b a— (B ) y—(ats ) o =—( B8 405" ).
Non essendovi a tener conto di alcun’ altra condizione, que-
#t’ eqnazione sarh Vequazione finale del problema proposto 5
e poiché vi si contiene piit di una incognita, vale a dire z
ed y, cosi questo problema &, come in faiti esser dovea,
indeterminato ; ¢ I’ equazione cui siamo giunti sarapercid
quella del luogo geometrico di tutti gl’ inoumerevoli punti ,
the risolvono il problema; o, in altri termini , sara I equa-
zione della linea , che passa per essis
69. E chiaro intanto c¢he qualunque di questi punti si
prgnda a considerare dovra sempre ritrovarsi la stessa equa-
viope; ma se le quantita cognite &, &', 8, @' vi conser-
vano costantemente lo stesso valore, quelli delle incognite’
%, y varieranno da un puato ad un altro ; quindi & che que-
ste ultime quantita prendono piit esattameute il nome di va-
y-r'abili y per opposizione alle prime che si dicono costanti
Ben vero & da rimarcare che in virth dell’ equazione che sus-
siste tra le variabili &, y & lecito di attribuire valori arhi.
trarii ad una soltanto di esse , che percid suol chiamarsi vas
riabile indipendente , rimanendo i valori dell altra in con-
seguenza determinati ; e di ordinario suol prendersi per in-
dipendente la variabile &, o meglio quella che figura 1’ a
Bcissa,
70. L’ equazione dell’ esempio precedente risulterebhe
molto pih complicata se invece di assi ortogonali si prendes-
sero assi obbliqui ; ma quella gia ottenuta puo divenire ans
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che piis semplice dando agli 2ssi una situazione piut conve-
piente. Tn fatti se I asse delle z si fa coincidere-con la retta
che nnisce i punti B, B', atlora siavia f=o0,8 =0, ¢
I equazione si riduce ad

]“-}-x' — (st )z =—an"
L’ origine delle coordinate & attualmente un punto qualan-
que della retta BB’ ; ma se si fa cadere nel suo punto di
mezzo C , allora « , ed &' ascisse dei pusti B, B’ saranoo
eguali e di segno coolrario , e percid sarh o == — o, ed
« +a' =0 ; quindi I'ultima equazione diverra ancora piu
semplice riducendosi ad
¥ =a

Da cid si rileva che ad una stessa linea possono conveni-
re diverse equaz ioni ; diversita dipendenti com’ & manifesto
dalla varia posizione degli assi coordinati , la di eui scelta &
interamente nel nostro arbitrio.

71. Per vedere iutanto in qual modo il contorno di uma
Yinea & rappresentato dalla sua equazione bisogna concepire
che I ascissa = , ch’ & zero all origine , vada crescendo per
{att’ i gradi possibili fino all' infinito tanto positivo che ne-
gativo ; o, in altri termini , che = varii in medo continuo da
= =o fino ad x = % co. Allora se per ogni valore diz¢'im-
magina determitiato il corrispondeate valore diy, si avra
uoa serie di coppie di valori di zed y, le quali costruisco-
5o le coordinate di tanti punti dotati della proprieta comu-
ne espressa dall” equazione ; e percio la linea che passa per
essi sara quella rappresentata dall’ equazione istessa. Che se
per ogoi valore di = si haowo pid valori di y , vi saranno al-
\reltante ordinate che corrispoudono ad una medesima ascis-
sa, ¢ lalinea in tal caso sara composta di altrettanti rami.

72. Si pud dunque in ogni caso costraire- per assegtazio-
e di paati il luogo geomelrico di una data equazione ; e
peccio non si ha che prenderc delle ascisse arhitrarie ,'e poi
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determinare mevcd la stessa equazioue le corrispondents or-
. dinate. Ora a misura che si da ad # un valore arbitrario con-
verrebbe ogni volta risolvere I' equazione in y ; ma allora
cid potra farsi una volta per tutte ( almeno quando & possi-
bile ) risolvendo da priacipio I’ equazione rispetto ad y , o
meglio rispetto alla variabile , che si riguarda ceme indi-
pendente. :

73. Applicando queste considerazioni all’ equazions

yt +1" =, .
la pii semplice di quelle ottenute nell’ esempio preceden-
te, si avra, risolvendola rispetto ad y ,
Ty=EV (¥ —2)

e si rileva: ‘

1°, che per ogni valore di zsi haano due diversi valo-
ri diy,iquali sebbene eguali in grandezza , sono perd di
segno contrario ; quindi per qualunque ascissa , come CS
[ fig. 20. ] si avraono per la curva due ordinate eguali
ed opposte SP , SQ.

2°. Che la massima di tutte le ordinate corrisponde ad
z = o, ciod all’ origine ; ma si bha in questa ipotesi
y =1k a; dunque prese le CD , CD' eguali ciascuoa ad
&, ossia a CB meta di BB’ la curva passera pe’ punti
D, D', e nel senso delle ordinale sara limitata tra le
parallele condotte per essi all’ asse delle &, dapoiché non
pud avere alcun’ ordinata maggiore di CD o CD".

3°. Che le ordinate decrescono a misura che cresce z ,
da 2= fino ad x = - &; nd pud essere ¥ >, per-
ch le ordinate sargbhbero immaginarie ; il massimo va-

Jore positivo dell ascissa & dunjue =z = + &, ipotesi in

cni sihay=o0; ma+aé I'ascissa del punto B, percio la
eurva passera per questo punto , ¢ nel senso delle = po-
sitive sara limitata dalla parallela condotta per esso al-
Vasse delle y.

¥ Eloments

4. Che per ogni ascissa compresa tra i hmitiz==o ,
x==4a, ciod tra i pusli C,B, le ordinage souo co-
stantemente reali e di grandezza finita 5 laonde tra i pun-
ti B, D, e B, D' vi saranno dae archi di curva con-
tinui , perfettamente eguali , e simmelricamente situatk

. Tispetto all’ asse delle z .

5¢. Che il radicale {/ (&' — z') conserva lo stesso va-
lore per due valori di eguaii e di segno contrario ;
quindi per due ascisse eguali ed opposte CS, CS’ saran-
no eguali tanto le ordinate positive sp, ¥ quafllo le
wegative SQ; S'Q'; eda cid risulta che la parte di cur-
ve esistente dal lato delle ascisse negative & esattamente
eguale a quella che si trova dal lato delle positive; iu
conseguenza la curva passera ancora per I’ aliro punto B! 5
etraiputiB,D,e B, D’ si avranno due altri ar-
chi eguali tra loro ed ai primi due. )

Danque in fine la curva intera costa di quattro 'archx‘
egwpli BD, BD', By, BD' simmetricamente situati rispet-’
to agli assi , e che riupiti nei punti B,B,D,D co-
stituisconc usa sola linea continwa , e chiusa da per ogni
dove a guisa del cerchio .

Ma da un altro lato esseado

V(r+a)=e«

e’l primo membro esprimendo la distanza dall origine ad
un puato. qualunque P della curva di cui trattasi , e’l se-
condo additande che questa distanza & costante ed egua-
Je ad & meta di BB'; si riconosce che guesta curva al-
tro in efietti non & che una circonferenza di cerchio , che
ha per centro il punto G preso per origine , vale a dire
il punto medio di BB', e per raggio la sua mela CB.
Ed ¢ in fauti gia noto negli elementi di geometria che le
reute candatta da qualungue punto di un cerchio agli es
sirewi di up sno diametro sono I'uoa all’altra perpendi-
colari ; come richiedeasi acl proposto problema .
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74. Abbiamo poc’ anzi riconosciuto i'puoti in cwi gli assi
coordinati incontrano la linea dell’ equazione y'4u*=0* ; ma
giova di osservare che questi punti possono in generale deter-
narsi piit immediatamente quulunque sia Ia linea di cui &
data I equazione . In fatti se si tratta di trovare le sue
intersezioni con I asse delle z, basta riflettere che le ot-
dinate di questi punti sono nulle , e.percid ponendo nel.
I equazione ¥ = 0, le radici della risultante equazione
in 'z esprimeranno le distanze dall’ origine ai diversi punti
io cui la linea pud tagliare V' asse delles . Per I opposia
posendo z =0, le radjci dell’ equazione in y dinoteran-
no le distanze dall’ origine ai punti in cui essa incontra
I'asse delle y. Cosi nell’ equazione precedente messo y — o
sihaz=ta; e percid, prese le CB, CB' eguali cia-
scuna ad &, saraono B, B"i puntiin cui il suo luogo geo-
metrico taglia I' asse delle . Facendovi poi z =20 , i
ha y = Fa, laonde prese le CD, CD’ eguali ciascuna
ad &, saraono D, D’ i punti in cai & incontrato dall asse
delle y,

Passeremo ora alla ricerea delle equazioni, e delle pro-
prietd principali di alcune linee, di cui si fa ud usa fre-
quentissimo sia nelle ricerche di geometria che nelle appli-
cazioni alla fisica matematica , E cominceremo dal consi-
derure la linea retta Ia di cui teorica dee riguardarsi come
la base ¢’l fondamento della geometria analitica .

A6 . Element:
CAPITOLO IIL

DELLA BETTA. .

‘75. Cercando I’ equazione di uoa lisea retta EF [ {!g,
£/ ¢ 28 ] giovera distinguere due casi secondoche 1 o-
rigige A delle coordinate si trovi sulla stessa retta o fuo-

! ;l e“a';ne della retta che passa per U origine. Siano AS,PS -
[ﬁgq;‘;z; le coordinate =, y di qualsivoglia puato P del-
Jaretta EF , il rapporto di PS ad AS avrd sempré. lo stes-
so valore ovanque prendasi sit di dssa .il puato P ; se dun-
que questo rapports si diooti con @, ciob si ponga
PS
asT

= a,
essendo
PS-
AS

2

ulx

trale coordinate x, y siavh la relazione

Yo —a,
X

la quale sara percid I equazione della retta EF, e che
facendo sparire il fratto prende la forma
y = az.

Secondo la figura la retta EF cade nell angolo degli
assi positiviy A z; ma se cadesse nel supplemento [ fig-
£2 | si avrebbe -

| »_ 2,

AS T —=

¢ la sua equazione sarcbbe in conseguenza

]—"-—-GJ.\
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76. Equazions della retta comunque situata rispetto agli
assi. Siano ancora AS , PS [ fig. 23] le coordinate =, y di
un punto qualunque P della retta EF . Tirando dall’ ori-
gine A ad EF la parallela che incontri in p 1’ ordinata PS ,
quest’ ordinata risulterh composta delle due parti p S
p P, I una variabile ed eguale ad a X AS , I’ altra costan-
stante ed eguale ad AB , ordinata di EF corrispondents
all’ origine ; percid si avra,

PS =pS + pP = a X AS +AB;

sara

y = az 4 b.

© . Nella figura che si &considerata la retta EF taglia in

B I asse delle y dallato positivo, ma selo tagliasse dal
lato negativo [ fig. 24] si avrebbe

PS=pS —AB =a X AS — AB,
e 1 equazione di EF sarebbe
y =az —b.

Inoltre nei due casi esaminati la parallela condotta ad
EF dall origine cade nell’ angolo degli assi positivi yAz;
ma se cada nel supplemento [ fig. 25¢ 26 ], I’ equazione
di EF sard .

: y=—az+35
ovvero .
. y==—ar —b
secondocelit taglia I’ asse positivo delle y o il negativo.
Quindi & manifesto, che qualunque sia la_posizione del-

la reita relativamente agli assi , la sua equazione avrd’

sempre la forma
- y=azx + b

mentre la sua varia posizione non influisce che sui segni
delle due costanti a, 6. '

ponendo adunque AB = & , I’ equazione della retta EF

[ &8 - Element:
77. Reciprocamente : Ogni equazione riducibile alla forinat
y=at + b

ha per luogo geometrico una linea reita.E dapprima si osservi
che per ogni valore di z & ha un_valore unico e rea-
le diy;ond & che , se gliassisieno Az, Ay [ fg. 27. 1]
ad ogoi ascissa AS corrisponderd sempre un’ ordinata PS
della linea rappresentata ‘dalla data equazione ; inoltre que-
sta ordinata diviene infinita con I’ ascissa , mentre per
z=1%w ,sihay = , e da cid segue che questa li
pea si estende all’ infinito tanto dal lato delle x positive ,.
che delle negalive ;- e percio essa avra due rami necessaria-
mente infiniti. : ‘

Cid premesso siano (2 , £), (d , ') due ponti qualuns -
que P, P/ della linea di cui si tratta ; e poiche la sua e-
quazione dev’ esser soddisfatta dalle coordinate di ogni suo
punto , si avranno le due relazioni

B=ao+b , P=ad+b,
pella cui differenza si ha 1’ altra
g— f =ala—2'),

¢ da quest’ oltima si trae

L=F
o — &
Or si conduca P’ D' parallela adIA z, saraPD = pg—p
PD' =« — &', e quindi f" II))‘ = a. Nella stéssa gui-
sa, se P'sia un terzo punto della stessa linea , si tro-
. PD" . PD"_ PD" _
verd W= a , e sarh percid oo =g - Si ri-

Jeva da questa relazione che i punti P, P’ sono per dritto col
punto P , e quindi-con qualunque altro punto appartenente
al luogo geometrico della data equazione, il quale in con-
seguenza ¢ una livea retta,
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78. Y equazione generale di 1°. grado a due vasiabili
Ay+Bz 4+ C=o
si pud sempre ridurre alla forma y = az + b, bastando
percid di risolverla rispetto ad y ; adunque : la retta &
‘sl luogo ‘geometrico di ogni equazione di 1° grado.

79. Essendo o , B, ed-a', 8’ le coordinate di due
punti ‘qualunqie della retta y = az +.6, si ha come
‘poc’ anzi

| g—¢
T =
in conséguenza : il rapporto della differenza delle ordina-
e di due punti qualsivogliano di guesta retla alla dif-
ferenza delle lovo ascisse & costante , ed eguale ad a cocf-
[ficiente di x. , '

80. Poiche due punti ‘bastaro per fissare la posizione
di una retta, cosi per costruire quella dell’ equazione
y = az + b si possono assegnarne due punti qualunque
mediante le norme generali gia date ( §. 72) ; vale a dire
prendendo due ascisse arbitrarie , e poi determinando per
mezzo dell’ equazione le corrispondenti ordinate ; ma spes-
so & pilt semplice di cercare i punti iv cui essa incontra gli
coordinati (§. 74), Oraperz = osihay =10, epery=o
sl x:——-—f;—, quindi presa AB =4, ed AC = — —~
la retta indefinita EF condotta pei punti B , C sard il luo-
go geometrico dell’ equazione proposta.

84. Modificando in tutt’ i modi i segni de’ termini
dell’ equazione y = az + &, si hanno le quattro seguenti
combinazioni

1 y= +ar+5b
9a, y o= — o + 1
32, y= + ax — b
Aty o= — ax — b

-{
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¢ si rileva dalla precedente costruzione : .

L. Che la retta corrispondents alla prima cade come BC
[ fig-28 ] segando positivamente I’ asse delle y , e negati-
vamente quello delle z.

11. Che laretta nascente dalla scconda ha la posizions
di BC' incontrando positivamente i due assi.

1iI. Che la retta della terza cade come B'C’ , tagliando
1" asse positive delle z , e’} negativo delle y.

IV. E che lareita della guarta sia situata come B'C
incontrando negativamente I’ uno el altro asse.

1.a stessa cosiruzione della retta y =ax -+ b fa vedere
inoltre , che : la costanie b esprime la distanza dall’ ori-
gine al punto in cui essa taglia U asse dclle y il che pur si
rileva dal§. 76. .

Se dungue questa distanza & nulla, ciot se & b=o,
1’ origine si tro verd nella retta; e percio 1 equazione

y=az
Tappresenla, com’ era gia poto ( §. 75 ) una relta passante
per I origine.

82. La retta EF [fig. 29] forma con I asse zz' due an-
goli FCx,FCa', che in generale son disuguali, e sono supple-
meoti ¥ un dell’ altro ; ma noi intenderemo per angolo che
la retta fa con U asse delle x quello propriamente che la
parte’CF della relta esistente nella regione delle y positive
comprende con la parte Cz dell’ asse delle = procedente nel
senso positivo, vale a dire 1 angolo FCz, e lo indicheremo
<on @, ciob porremo

¥Cz = ¢.
€0 posto si tiri da B ad Ar 1a parallela che incontri in D
un ordinata PS della retta EF 5 sard TD = y—0, BD =z,
ama & y—b=ax,si avid dunque PD=axBD, e
D
LD

=a.
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Ora se gli assi sono ortogonali, il triangolo PBD sara
rettangolo , e sarh

PD
gD = 49 PBD=tang FCa=tang ¢ ;

quindi si avra
tang ¢ =a. .
In conseguenza : se gli assi sono ortogonali la costante
8 nell equazione y=ax+b esprime la tangente trigonometrica
dell angolo che la resta corrispondeate fa con U asse delle x.
Percid quest’ angolo sara acuto, otiuso, reilo, o nullo sc-
condochd a & positwa , negativa, infinita, o nulla ; ed e
chiaro che nel caso di a==x» la retta & parallela all asse
delle y ; e sard invece paraliela all’ asse delle = nel caso
diga=o.

. sen ‘

Essenflo tang ¢=a, si avra pure zo—s-g:a; mediante que-
sta relazione e | altra sen’@+4cos’@=1, si possono calcolare
1 valori di sen @ € cos ¢ ; e sl trova

a 1
np=____ _— cOsPp—= ——,
V@a+1) Via'+1)
83. Se poi gli assi soso obbliqui si ha
R _P __seaPBD  senPBD
TBD  senBPD " seaPBy ’
lsonde in questa ipotesi : la costante a nell’ cquaz.y =az +b
esprime il rapporto tra i seni degli angoli che la retta corri-
spondente {d con gli assi delle x ¢ dello y rispettivamente.

Dinotando con 8 1 angolo yBD , ch’2 I'angolo degli assi

yAxz, poich® si ha PRy=yBD—PBD==i~—¢, si avra
o= sen®@
T sen(0—9) )

Sviluppando 1l denominatore di questi cspressione e tenca

34 . Blementi
do conto delle due-gelazion) sen’ @peos’p=atby sen*@+cos*d=1,
s1 deduira o
asen@ acosf 41

.s‘(",l?:\l‘:ua_fguco’o._.._ 1) ’ co_S?: V(aa+2a QOS& _*: l) ")
¢ di seguito,
i . ¢ - asenb
ang § mme———— .
gy acost+ 1

84. In questo caso degli assi obbliqui il seguo di a
won pia vale a far decidere sol esso se I angolo @ sia acu-
0 0 olluso ; ma rimane sempre vero che la retta & paral‘xle-_
la all asse delle 7.0 dellez a misura che si ha a=®% ,

sen @
ovvero «=o. In falti se & a=w , sard pure ——7——== s,
sen(0—@)

¢ ne risulta sen (0—@)==0 ; quindi 6—@ =0,e¢ 0=9;
percid U angolo degli’assi & lo, stesso che 1 angolo com -
preso dalla retta con P asse delle = ; laonde- fa retta sard
parallela alasse delle y. Se poi sihaa= o, sard benan-

sen @ :
sen(—¢)
guenza Ja reua sord parallela all’ asse delle x.

8. Risulta da cio che precede che qualungue sia il siste-
ma degli assi coordinali ka costanie a nell’equazione y=ar+b,
deterwina sempre ¥ angolo che la retta corrispondente forma
¢on i'asse delle z 5 per tal ragione uvoi chiameremo questa
costan\e delerpunante della inclinuzione della retta ovvero

che =o0; quindi sen @=o0,ep=0; in conse-

determinante della sua divezione.

86. L equazione della retta si modifica in diverse guise,
guando debba soddisfure con la sua posizione a determinate
condizioni , ed & mauifesto che in questi casi tutto si riducg
alla couveniente determinazione de’ valori delie due costanti
@, b, o diuna di esse secondoche debba soddisfarsi a
dee o wl una sola condizione. Nei probiemi che seguono
peicoweremo 1 L)i,‘u comuni di questi casi, ed gsportemo
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alcune altye formole di uso frequentissimo nelle ricerche
di geometria analitica.

rprOBLEMA L.

&7. Trovare U equaszione dolla retia assoggettata a pas-
gare per un punio ( &, B )

" Dinotando con a il determinante della direzione della
retta,, e con b I’ ordinata couisxmndcnte all’ origine la sua
gquazione sara dapprima '
y=azr+b
Jotanto pon essenda data alcuna condizione che influisca
sulla direzione della retta si vede che la costante a dee
rimanere indetermioata ; sicché mon resta che a determi-
pare il valore di 4. Ora poiché questa retta dee passare
pe I punto (&, B ), le coordinate s e f dovranno ve-
rificarne ' equazione , e percid si avra la relazione
) f=ac+b,
da cui si tfae
b=pf—as;
qnindj r equazioue della reita diviene

y=axz +pg—acx,
¢ Passando g al primo membro preade la forma
y—B=a(az—e).

88. Egli ¢ chiaro che lo scopo del calcolo eseguito si
¢ quello di eliminare la incognita 6 tra 1’ equazione as-
supta

y=az+b,
B=a¥*+b;

wa allera cio puo subite cflettuirsi soltraendo [ una daL

¢ la relazione
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Valtra, e cosi si perviene pifi semplicemente Ll equa-
zione

y—p=a(z—sa).

89. Del rimanente questa stessa equazione pud ollenersi
;mmediatamente dal principio del §. 79 , cioé che il rap-
porto tra la differenza delle ordinate di due punti qua-
Junque della retta e quella delle loro ascisse & costante
ed eguale ad a. Poiché dunque (&, B) dev essere un
punto della retta di cui trattasi , supposto che (z,7)
ne sia un altro punto qualuoque si avrd

—
I f—0,
Bt

¢ facendo sparire il fralto si ritorna all’ equazione prece-

dente

proBLEMA I

90. Trovare U equazione della relta assoggetiata a pas-
sare per duc punti (o, 3) ed (o', 8)
Si supponga che I' equazione della retta sia
y=az+b,
e poicht i due punti (&, 8), (&', £') deggiono tro-
varsi su di essa, si avranno cosi le due relazioni
g=a a4 b
B =ada+b
le quali determinano i valori delle incogoite a eh. Aven-
dosi per tanto da esse

g—£ b= o pg'—a
_— =
= g 4 et

sostituendo questi valori nell’ equazionc assunta 1 equa-
ziope cercala sard
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g—F ap—a'g ,

- —_— -
e i v

()
91. Questo problema si pud anche risolvere come se-
gue. Esprimendo con a il determinante della direzione della

reita , poichs la medesima dee passare pe 'l punto (&, 8 ),
la sua equazione in virts del problema precedente sa-
rebbe

y—B=a(z—as);
ma quest’ equazione dev’ essere verificata dalle coordinate
dell’ altro punto ( &', 8’ ), percio si avrd la relazione

f—p=a(a'—a),
da cui si trae
._p‘ .
a = i-—a’ 'y

e percid |’ equazione cercata sara in fine
o B=E 2
y—f =i (s—w). @

92. Se invece di far passare da principiola retta pe’l
punto («, 8) si faccia passare pe’l punto (&', £ ),
si perviene all’ equazione

o A
y—bf = é—_—% (z—a'); 3)
e cosi parrebbe che la retta di cui trattasi possa essere
rappresentata da tre diverse equazioni, ciot da (1), da (2),
e da (3) ; ma & chiaro che queste tre equazioni non sono
che una stessa cosa, mentre passando nelle due ultime 8
¢ £’ nei rispettivi secondi membri , le medesime si ridu-
cono I una e I’ altra alla prima.

93. Ma anche questo problema pud ricevere una solu-

zione pit immediata dal principio del §. 79. In fatti di-

56 Elementi
notando con ( z,y ) un punto qualunque della retta si haniio
subito in virti di quel principio le due equazioni

y—8_B—8 y—f _8—F

) @‘—-“‘ "——'Ur"

T — o — o'

le quali riproduconc, com’& manifesto , la (2), e la (3).

94. Se uno dei punti proposti coincida con I origi-
ne , e sia per esempio (&', 8'), si ha e'z=0,8= o3
ed in questa ipotesi le equazioni precedenti si riduco-
zo ad

y = »f—'x;

cosi quest’ equazione & quella della retta che passa per I’ ori«
gine e per un’ punto (&, B). _ )

95. Merita di esser notato il caso-in cui i due punti
dati si trovano sugli assi coordinati , e possono percio
dinotarsi con (x, 0), (0, B). L equazione della ret-
ta che passa per questi due punti sarebbe

O—ﬁ (3_"),

& - 0

y—o0o=

ma poi riducesi ad
oy +Pz=0af;

e qui &dJa por mente che « ¢ £ non sopo altra cosa che
le parti che la retta taglia dagli assi a contar dall’ o-

rigine.
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Prosrewa 1.

96. Delerminare le espressioni delis coordinale del punte
" incontro ‘di dus relie

y=az+b 5, y=a'z4d.

Si dinotino con 'y’ le coordinate del punte comune alle:

Jdue reite; e poiche le medesime deggiono verificarne le
equazioni, si avranno le duc relaziont

y =az'4b , y'=a' 4+ ¥,
Je quali determinane i valori delle incognite 2/, y'. 1a con-

seguenza le espressioni Tichieste saranno

- ___’i:‘__b_ I__ﬂb' —a'bt
“a—a ? ry= a—a'

97. Queste espressioni 8000 infiite se & zero il loro
Jdemominatore , cioé se si abbia a—a'=0; allora le rette
proposte mon potranuo incontrarsi e saranno parallele. Ma
in fatti essendo in questa ipotesi a=a’, le rette di cui
trattasi avrapno una stcssa direzione , ¢ saranno percid
parallele.

98. Quando le due relte s intersegano formano due
angoli che in geverale son disuguali, e sono supplementi
I' un dell altro. Ora di questi due angoli converremo per
ragion di chiarezza di chiamare angolo compreso dalle dus
rette, © lo designeremo in cio che segue col simbolo V,
quello propriamente contenuto dalle loro parti procedenti
nel senso delle ordinate positive ; in somma quello che
racchinderebbero le pati delle parallele alle rette istesse
condotte per Vorigine, ¢ procedenti dal lato superiote.

53 Flementi
ProsrLuma IV
angelo V compreso du due relfe

9. Peterminare U
_y:a.x-{-/» , J':u':c—{—b'.

Si dinotino con @ ¢ ¢’ gli angoli che le due reite for-
mano rispetlivamente con I asse delle - Coonducendo dal-

1 origine due retle parallele alle proposte , saranno egual -
mente ¢ e @' gli angoli ch’ esse comprendono con T asse
delle r; lacode, supponendo ¢ > ¢/, st avra

v=¢—¢

¢ sard quisdi ‘
tang @ — lang %'
A-ftang@lang @' ’

Cid premesso , distinguercmo per chiarezza due casi: 1°
coordinati sono ortogonali 2° Se sono obbliqui -
questa ipotesi si ha (§. 82)

tang @' = @'

langv=

se gli assi
" Yo, Per gli assi ortogenali. In
tang p=2a 1y
¢ quindi risulta
a-—a'

tang V =—— -
: 1+4aa
400. Essendo ancora

sen V= sen @ cos @ — sen @' cos @

cos V==cos ¢ cos §' + sen @ scN %'

e i pin (§ 82)
a a

— —
sen @ —V—————(“,+‘) , send —\/(a”+ D
—-—L— cod{;’-—*___‘__‘
eos @ ‘\/((L'+1) ’ N _V(ﬂ““l'")’
sostituendo questi volori in quelli disen Ve cos Vsiavia
a—na' 1+aa

RN e e B D CED)
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101. Si rileva da questi valori, e piu immediatamente
da quello di tanyg V, che ove sia a—a'=>, ciok a=a', sark
V=y ; laonde in questo caso le duc reite saranno , com’ &
gis voto (§.97) paraliele.

102. Se poi si abbia 1 faa'=0, I'angolo V sarhretio
in conseguenza affinche le rette proposie possano  esscre
1 una all’ altra perpen;\icolari si richiede che tra i determi-
pauti deile loro direzioni @ ed a sia soldisfatta la relazione

14 aa'=o.

103, Per gli assi cbbligui. Per questo caso dinotando con

I angolo degli assi si ha (§. 848)
asen 0 a sen 0

(an ] %= ———
a cos 041 ’ S &'cosh+ L’

iy P =
e ne conseguita
!

(a—a') sen 6
aa'4(a+a'yeosh+1 )

Iuolire sostituendo  nei valori di senV e cos V osenit-
ti pue anzi quelli che’ dal §. 83 si ollengono pc’ scoi 6 co-
scai degli angoli @ e ®' si avra ‘

tang V =

(a—a') sen B
T P e T )
ad' + (ata’)eos0 4V
\ @'+ 2acosh1) Va4 cos U+ 1y '
10%. Risulia da queste formole che anche net caso de-
gli assi obbliyui le due rette proposte saranno paralilele
so si abbia @—a’ = o; ma perchiz possano essere tea lovo

perp endicolari conviene che sia soddisfatta la condizione

wi' flata") cos 4 1=o.

.‘j("l\’:

eos V=

60 Elementi
Paosrewa V.

403, Trovare Vequazione della retia che passando per wit
punto (x,£) sia perpendicolare ad una reila

y=aztb.

Si supponga essere a'il determinante della  direziooe
della perpeodicolare ; e poiche la medesima dee pasiace
pe’l punto (3,6) la sua equazione sarcbbe (§. 87)

y—E8=ad (z —a).
€io posto :
I'. 8¢ gli assisono ortogonali sara (3> 10 2)
{1+ad =o0;
windi
q ' R

dm—

a
¢ ¥ equazione della perpendicolare alla retta proposta sard
in comseguesza :
4
y—f=—-=7 (z—3%)-
106. 11°, Sci poi gli assi sono obbliqui dev essere (§. 104)
aa'4{a+a") cosd41=0;
acosb 41
—_—
a+cos0
laonde I equazione della perpendicolare alla data retta
sara nel caso attuale

e ne risulta

a’z‘e_

acosb + 4

f— ).
d+cesh @ )

y—pb=—
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Proeruveua VL

107. Trovare I espressione della lunghesza della perpen -
dicolare condotia da un punto (,2) ad una retia

y=az+b.

1. Per gli assi ortogonali. Si dinoti con L la lusghezza
della perpendicolare, e con z',y’ le coordinate del punto
in cui essa incontra Ia data retta ; sara L la distanza tra i
due punti (2,8) ed (2';y") ; e percid si avra (§. 65)

L =\/(y'—B8)+(z'—a)" .
Ora I’ equazione della perpendicolare in virti del preceden-
te problema &

1
y—F == (a0

e poiché il punto (2,y) si trova tanto su questa perpendi-
colare che su la retta proposta, cosi si avrazno le due
relazioni

1
y—p=—t ()
Yy =ar'+b.

Traendune i valori di 2’ ed y' e sostituendoli in quello di
L siotterra I’ espressione cercala ; ma occorrendo in so-
stanza i valori dei binomi y'—g ed a'—a, giovera porre
I' ultima relazione solto la seguente forma

y—pf=a(a'—r)—ptanrtb,

€ cosi 51 trovera immedialamente

LR ﬁ_(aa"*'&) ' ﬁ—'(a“'*'b)
2 =0 —— — e ———— s
a’ 41 ) =8 o+ 1

62 Elements
Eseguendo ora la sostituzione , la lunghezza della perpendi -
colare risulterd espressa da

L= P—(astb)
Vo §1)

108.Ma questa formola si pud ricavare in un modo piit sem-
plice. Siano in fauti AS, PS [ fig.90.} le coordinate «, 2 del
puuto P, e PD = L la perpendicolare menata da essd sulla
xevta EF . Pe'l wiangolo rettangolo PDQ si ha

L = PD = PQ X sca PQD = ( PS — QS ) cos FCx ;

%

matPS=p,QS =ar 4 b; cos FCr = -\7—(—;’:*_—1—)— ,
sostituendo st avra dunque la stessa formola di poc’ anzi. .

109. Conviene intanto csservare che il radicale che entra in
questa formala ammette il doppio segno & ; perd siccome si
cerca il valore assoluto della perpendicolare dovra preferic-
si quello che rende positivo il numeratore . Ora se il puato
P cade al di sopradi EF siha PS > QS, e quindi B>an+b;
ma se cade al disotto si ha invece PS < QS, e quin-
di g < a’a + b in consegnenza si adottera il segno 4 01l —
secondoche il punto dato cada-akdi sopra o al di sotto della
data retta. ,

110. II°. Per gli assi obbliqui. Per questo caso le due re-
Jazioni vascenti dalla esistenza del punto (& , £) sulla per-
peadicolare e sulla data reila saraono ( §. 106 )

: acos O + 1
Vo B et e S e ),
Y P &+ cos 0 (@ )

y'-—[i:u(x'-——-%)v,?*f-(ll'{'6
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e se ne ricava

e (o) Lo

P (asth)

y—pg=—(acesb+1)
a + 2 acost +1°

Ma & attualmente (§-°66)

L=V(Jy—_8’'4(z"—a)y+2 (]"— B ) (a'—a)cost

sostituendo adunque i precedenti valori di 2'— 2 ,ed y'~—g
ed osservando che si ha 1 — cos*® = sen’0 , risultera ’

L= uﬁil:_). s
Va4+2acost 44

?\'la si giunge a questa formola in us modo assai pia sem-
plnce‘ segueado il metodo tenuto in secondo luogo nel cas
degli assi ortogonali. In fatti si ha °

en 6.

I.=(PS — QS )senPQD = (2 — a & —b ) sen (6—g)
posto che ¢ dinoti I angolo FCz ; ma essendo (§. 83)

sen
a = —rre ; 81 ha scn(()_.q,)_—_-“”&"

sen (6 — )

dunque si avra

L— f—(atb)
a

sen g 3

e sostituendo a sen ¢ il valore scri
scritto al §. 11
alla formola precedente, 5 39t itorms

(1 Elementt
rronremna VIL

114. Determinare la diresione della bisscante dell’ angole

sompreso da dus retie

y=aztb , j=a':t+b’.

Limiteremo la risoluzione di quaesto preblema al solo caso
degli assi ortogonali ; € perd sapposto che I equazione della
bisecante sia

y=prct1,

questa retta forma con ciascuna delle proposte
saranao rispeltivamente determioati { §- 99 ) da E—L’ €
ap

gli angoli che

—u. H M - -
PT—-i-ap ; dovendo adunque questi due angoli essere eguali st
avrh la relazione

4 4ap = 14ap

per mezzo della quale rimane determioato il valoredi pse
poiche la medesima da luogo all’ equazione di Z°. grado

aa'—1

2
P a+a'

mbe reali, cosi &che il proble-
ma in questo senso che men-
s0 dalle due rette (§°. 98 ),
al quale in effetti conviene

P—-':O

Je di cui radici sono entra
ma & risoluto da due rette,
tre upa biseca }' angolo compre
I altra biseca il supplemento,

]a stessa analisi.
112. Dinotando con p' e p” le due radici della prece-

dente equazione, ¢ con a',y' le coordinate del punto in cui
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s incontrano le rotte date, le equazioni delle due bisecan-
ti saranno (§. 87)

y—y'=p'(z—2') y—y'=p"le—a');

wa per lu teorica delle equazioni di 2° grado si ha p'p''=-—1
e quindi p'p'’+1=o, percio le due bisccanti saranno tra
loro perpendicolari (§. 102).

113. Scuna delle rette date, per esempio la seconda,
coincida con I'asse delle z o gli sia parallela, siha a'=o,
¢ T equazione di 2° grado in p riducendosi in tal caso a

2
Pt —p—t=o,

@

risullera
I V() a
P= T4 V(@)
y_TI=V@Fy _ e
_ _ S
’ . 1= Vw7,

prRoBLENA VIIL

Y44, Datc lc ascisse o le ordinate di due puati P, P
I Rg. 17.] situati sopra una retta EF di conosciuta dire-
sione trovare l'espressione della distanza dei punti medesinm;

Sia a il determinante della direzione della retta |, e si di-
notino cen (#,£) ed (o', 8") 1 due punti PeP’ : tra Ja djf-
ferenza delle ordinate e quella delle ascisse di qucsti due
punti si avra la relazione ( §. 79)

‘p’—iﬁ‘):a<x-—-z’)

¢ quindi

66 Elementi
o — “,=¢S-;!’ .
a

Cid posto si dinoti con D la distanza ues due puati, ed
essendo in generale

D=V (5 (T FE(8 R (e T e
se in questa formola si sostituisce il precedente valore di
B — A si avrd la distanza D espressa in funzione delle
ascisse dei due punti , e sostituendovi invece quello di

a—a' si otterra la distanza medesima espressa in funzio-
ve delle ordinate. Cosi nel primo caso trovasi

= {a—a") Va +2acosb + |

e nel sezondo
Dz(ﬁ_‘:——-i) Va' +2acost + 1.

115. Se da due puati si conducono due parallele che in-
contrano una relta qualunque la parle 'di questa retta in-
terposta tra le due parallele suol chiamarsi projezione della
distanza dei due punti sulla refta medesima.

Cio posto sieno PT, PS le coordinate o, 2 de! punto
P,ePT', P'S le coordinate o', &' del punto P'; sarh
S8' = a—a' la projezione della retta PP sull’ asse delle x,
e TT = g—F£' la projezione della stessa reila sull asse
delle y.

Or & indichi con & Vangolo che la retta EF forma con
Passe delle z; si avia ( §. 83 ). )

S — (i
X/a'+2ac019+1=am—n-— , = "%
sen P sen (0—@ )

e quindi

Va‘-j—?m:os@x | = 0 , v1"+2¢0056+1 ot b

———
a = sen @

se n’\ﬁ —8) —
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o virth di . . P )
- :: ti di questi valori le formole precedenti si cangia-

D=(a—o& __s(_n_ﬂ_-_ - ' 0
(.z “)M"(O—-ﬁ) ’ D“(ﬁ—ﬁ)z‘%;

e tradotte ia linguaggio geometrico si possono compren-
dere nel scguente enunciato : Una parie qualunque di una
retla & equule alla sua projesione scpra uno degli assi mol-
tiplicata pe 'l rapporto del seno dell angolo degli assi al
seno dell’ angolo che la stessa reua fbrm;z con I altro asse.

116. Quando gli assi sono ortogonali si ha cus § = o. Ia
tal caso le formole precedenti si riducono a

D={o—a') VI@ 1) = (a—s')secp

—_B .
D — p / 2 o !
. V@ F )= (8= )see (90°—¢) 5
€ possono comprendersi nell’ enunciato seguente : Una parte
qualunque di una retia @ eguale alla sua projezione sopra
uno degli assi moltiplicata per la secante dell’ angslo cli’
essa forma con I assc medesimo.

68 FElement;

Applicazione delle formole precedeati alla risolusione
di aleuni problem.

t17. Si e detto ( §. 7¢ ) che la teorica della retia dee
r.guardarsi come la base ¢’l fondamento della geometria ana -
htica , ed ora ci propeniamo di mostrare con degli e-
semnpii com’ essa grandemente faciliti la traduzione in lia-
guaggio algebrico delle condizioni relative alle quistioni
geometriche (§. 12.) . E perche meglio possa valularsi
F uso e-lo scopo delle formole poc anzi esposte , tro-
viamo opportuno di rilornare sulle stesse quistioni gia
trattate in alira guisa fin dalla introdazione all’ opera pre-
sente . Del rimanente le eose delle quali in appgesso a-
vremo ad occaparci non presenteranno che una continuata
applicazione delle formole medesime ; ed & percid che ia-
culchiamo. ai giovani a porre ogni studio onde rendersete ak
Pih possibile familiari.

Prosremar L
(Vedi il §. 3. )

118, Condwrre inun triangolo ABC T fig.1 ] la reta DE
che sia paralicla alla base AC ed equale alla somma dei ssg-
wieati AD , CE.

Si prendano per assi delte 2 ¢ detle y la base AC e la per-
pendicolsre in A, e si dinotino i punti dati B e G con
(a,8)ed (o ,0), ed ipuntisconoscinti D ed E con
(a',y") ed (&' ,x");sard (§. 65).

AD = (2" +y") , CE = \/(a.'—.v“)’-{-’y"' s
¢d inolire dovende cssere DE parallela ad AC si avra

DE = J'— 2",
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e di pia y” =y' . In conseguenza sar per la’condizione del

problema

VEI + VE= 4y = ()
Cid posto trovandosi i punti D ed E sulle rette AB, BC che
hagoo rispettivamente per equazioni ( §§. 94 ¢ 90)

oy yme B ()

- 3
o u,'—-ﬂ

Yy =

le medesime dovranno essere verificate dalle loro coordina-
te, e quindisi avrapno le due relazioni

(& — &)

X ,J’:—-

Y

7 _é_ ) '}
.2 oo

donde si ricava

'
2 = i‘.'.' , a'=a — —___—(u’—u.)y .
8 ‘ B

Sostituendo questi valori in (1) risulta I’ equazione

FNE )+ V(T — s S HF=op—dy,
1a quale risolve il problema, dapoiché non vi had’ incogoite
che la sola ordinata y', che rappresenta la distanza tra le pa-
rallele DE , AC, e si ha

- ol
= —
V(= +B)+5 + V=) +F
Per costruire questa espressione si rifletta che 1 tre ter-
mini del denominatore

esprimono ordinatamente i tre lati AB, AC, BC; lacade

i

Y

70 Llementi

dinotandoli rispettivamente con @ , 4, ¢ 1’ espressione pre-
cedente diverra

P b8
- a+b4c ?

e potrebbesi costruire mediante la quarta proporzionale
in ordine al perimetro del triaagolo , alla base AC=46,
ed all altezza rappresentata da 8 ; ma poiche 68 equi-
vale al doppio della superficie , cosi, indicandola con S,
si avra

28
a+b+4c ’
e si riconosce che y', distanza delle parallele DE, AC,
& quanto il raggio del cerchio iscrittibile nel triangolo
(§- 40.). Da cid risulta che il centro O di questo cer-
chio dee trovarsi sulla reita DE , e ne segue che il pro-
blema si risolve conducendo da O la paraliela alla base AC.

Del resto la geometria rende evidentissima questa ri-
soluzione , dapoiché congiungendo le rette AO, CO
gli angoli DOA ed EOC suranno rispettivameate eguali
ad OAC ed OCA , e quindi ancora ad OAD ed OCE;
percio i due triangoli ADO, CEO saranno isosceli , e ri-
sultandone AD = DO , CE = EO, si avida AD + CE=
DO 4 EO = DE.

y'=

ProsrLexa IL
(Vedi il §.7)

149, Inu un triangolo ABC [ fig. 2 ] iscrivere il quadrato
DEFG , che abbia un late nella base AC.

Presi per assi delle = e delle ¥ la base AC e la perpendico-
lare in A esprimeremo come poc’anzi ¢ (%, 3, ed (&', 0) i
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punti B¢ C; e con (z',y') ed (#",y") i punti Ded E ; siavra
cosi DE = z"—2' ; ma dev’ essere DE=DG=EF =y', sarh
percid

2'—a'=y'. )
Cid posto dovendo le coordinate dei punti D, E verificare

rispeltivamente le equazioni delle rette AB, BC, e queste
equezioni essendo

=B

=S, yE—g (e,

si avranpo le due relazioni

I=i ! e ﬁ ]
r=2+ @, =t (a"—a'), (3)

&'—a

le quali c_ongillmlamenle alla (1) determinano i valori delle
tr.e mcogmtf: a’,y' 2", Traendo dalla (2) il valore di 2 e so-
stituendolo in (1) si ha I’ altra relazione

y'= —a )

° que : i i

di::ms:laelt- ;z:m(i) 1c‘:i.etermmerebbem i valoridi 2" ed y', coor-
420. Intaoto si rifletta che se le relazioni (3) e (&) si ri-

gy‘ardano.separatamenle allora le coordinate 2" , y' non hanno

piu valori determinati ma diventano variabili ’e quindi esse

saranno le equ.uzioni di due luoghi geomelrici, i quali se sa-

p.esscro costruirsi darebbero nel loro incontro ,il unto defi

nito dalle coordinate z', ¢, vale a dire il EP e
Sotlo questo punto dj ’vedut 1 :l P asion

i possens pen ot a le due equazioni (3) e (&)

ggtor semplicita scrivere come segue

— B )
ym— g (x—a') (5) j:;—_f—ﬂz, (6)

Ciok i i T
togliendo gli aplci (alle variabili; ed & manj
18N

7 Elementi
festo che la prima altro non & che I' equazione del lato
BC, e la seconda esprime una retta che passa per I ori-
gine , e per un altro punto la di cui ascissa & « 48 ¢
g Vordinata (§. 94 ). Bastera dunque costruire soltanto
quest’ ultima retta dapoicht essa segnera sul lato BC il
punto cercato E. Or sia BP la perpendicolare menata da
Bad AC ; sara AP =&, BP=8; prendendo PQ=BP=¢,
risuliera AQ =« 48, e percid applicando al punto Q la
QK egusle e parallela » BP , sari K il punto che ha per
ascissa o -+ 3 , e § per ordinata, ¢ quindi AK sara laretla
dell’ equazione (6). Ma quesla costruzione si riduce evi-
dentemente a formare sulla perpendicolare BP il quadrate
BPQK, cd a congiungere la retta AK ; questa congiungente
segnera sul lato BC il vertice E del quadrato richiesto.
Ed in effetti risulta da questa costruzione che il rap-
porto di BK a KQ sia eguale a quello di DE ad EF ; e
perd essendo BK = KQ sara DE = EF, e quindi la fi-
gura DEFG sard un quadrato.

Proecema I
( Vedi i1§.29)

124. Da un punto dato sulla bisecante .di un angolg relio
condurre una reta per modo che le parte inlercetia tra i lali
dell’ angolo risulti equale ad una retta data d.

Si prendano per assi coordinati ghi stessi lati dell’ angolo ,
e si chiamino &', y' le parti che la retta cercata taglia da es-
s ; si avrd per tal modo I equazione di condizione

z" +y'I =d‘ (’1)
eI equadione di quella retta sara ( §. 95)
2y 4 yw =z )
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Trovandosi intanto il punto dato sulla bisecante dell’ angolo
compreso dagli assi, le sue coordinate saranno eguali in gran-
dezza, e potra quindi dinotarsi con (x.2) ; ma lo stesso punto
trovasi ancora sulla retta (2), percid si ha I altra equazione
di condizione

aty e=2zly,
ossia

w e +y)=2y; (3)
ed 1 valori delle incognite 27, 5’ saranno in conseguenza de-
terminati dalle equazioni (1) e (3). Queste equazioni coinci-
dendo evidentemente con quelle ottenute al §.32, la risolu-
zione del problema si potra compicre nello stesso modo.

Prosrema IV,

122. Trovare il centro del cerchio circoscrittidils ad un duto
triangolo.

Supporremo attualmente presi per assi coordinati due ret-
te qualunque tra loro perpendicolari , e dinoteremo i veriici
del triangolo con (%,8), (+',8, (»",2"), ¢ cou (¢'.y") il cen-
tro del cerchio che gli & circoscritto. Chiamando » la distan-
za comune da questo centro ai vertici , distanza ch’e il rag-
gio del cerchio, si avranno le tre equazioni di condizione

(= )+ (s—n)y =r

(]I_ﬁl )1 + ( xl—“’)‘ — r!

(‘yl_—ﬁ”): + ( w'__a”)! = r:
mediante le quali restano determinati i valori delle tre inco-
gnite =', ¥', ed r, ciot delle coordivate del centro e del rag-
gio. Ma da queste tre equazioni possono subilo ricavarsene

due con le sole incognite z', y' , bastando percid di sotirarre

una di esse da ciascuna delle altre due ; che in tal guisa spari-
10

74 Elementi
sce I'incognita r. Sottraendo per tanto la prima dalla secon-
da e dalla terza si baono le due seguenti equazioni

Al 0
3’(ﬂ«ﬁ')—€-zﬁ— =—(u—#) &' +
ﬂ'-——'ﬁ"’ oc’——;”’

Y=~ =) &

dalle quali possono ricavarsi i valori defle coordinate inco-
goite del centro 2'ed y'. Ma considerando separatamente
queste equazioni, e perd come variabili le 2/, y, si vede co-
me a§. 120 ch’esse rappresentano due rette , costruendo
le quali si avrebbe nella loro intersezione il centro (<, y').
Intanto ponendo le equazioni medesime sotto la forma

B+5' a—ao ata
—ER =S o
. ‘8+'3'l _ ol oot .
B ﬁ—ﬁ"‘m 5) @

si scorge <che fa retta rappresentata dalla (1) passa pe 1 pun-

to defivito dalle coordinate “-;“ , _ﬁj“l_ﬂ_( §°. 87) ; puote

rel quale si riconosce il mezzo del lato (§. 6%) che unisce i
vertici («,8), (#',2') ; e si ravvisa inoltre ch’ essa & perpen-
dicolare ad una reita lu di cui direzione & determinata da

'
£&=F,
&

— (§105) ed & percido perpendicolare allo stesso lato, il

qaale ha per cq;mzionc (5-91)
g

ol
= _—
J/ ﬁ'— a‘___..,.l (1: Dl),

$i vedrebbe egualmente che la retta (2) pussa pel punto me-
dio del lato che ha per vertici i punti (=, 8), (=", "), el &
dipia perpendicolare at lato medesimo, E ne risulta in fine
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ehe: il centro del cerehio circoscrittibile si ottiene nella interse-
zione. delle rette che passano pe’ punti medii di due lati def
triangolo e sono ad essi perpendicolari : costruzione esatta-
mente conforme a quella che insegna Ia geometria.

Prorrema V.

823. Determinare il centro del cerchiio iscrittibile in un trign-

golo ABC [ fig. 12].

Prendendo per asse delle z un lato BCe per asse delle y I
perpendicolare in un vertice B, gli altri due vertici A, B po-

tranno dinotarsi con (", 8), (#,0 ), ele equazioui dei lati
BA, AC saramno

s ;
y=—x= m , y:—-ml—'e_:—“-(x—x’). (2

€Cio posto s’ indichino con 2’ »¥' le coordinate del centro 5
le perpendicolari condotte da esso st questi due lati saran-
no eguali ciascuna ad y'; laonde cercandone lo espressioni
medisnte la formola del §. 107 | ed osservando che il centro.
¢ al di sotto di ciascuua delle rette BA | AC (5. 100) si
avranuo le due equazioni di condizione

*

' ‘[_J,‘LJ . 1},1 . 13“:__‘;3‘:.__(“r_m)f:
S — ) et vmssene—
V(*+8) V(a'—2) + 3

le quali determinano 1 valori delle coordinate 2/ ed 7, Foule
tima delle quali esprime ancora il raggio del cerchio . Li-
berarandole dui fratti e sommandole si hal equazione sol~
tantoiny’ ¢

INEFE)+ VT F 8 =pd =y (D
da cuisi trac

©

76 ' Elements

B!

TV PN () HE e
espressione identica a quella ottenuta, al §.118; e di se-
guito s; ha

CACETRELD)
(e TF) N
Dividendo y' per z' risulta

¥

TN ) e

¢ perd | equazione della retta che unisce I origine al cen-~

-

.’1,"

!

iro sara

YE T
Vi 4p) *++

wa quest’ equazione & anche quella della retta che bise -
ca 1" angolo ABC ( §.113) , dunque il centro si trove-
yi st questa bisecante . Riflettendo pot che ciascuno dei
vertici pud esser preso per origine si ha come dagli clemen-
ti di geometria che : il centro del cerchio iscrittibile in un
triangolo i trova nella intersesione delle bisecanti dei suoi
angoliy ¢ che queste retle debbono concorrere in un inedesime
punto.

124.Yn un wedo consimile potrebbero determinarsi 1 valori
dei raggi degli altri tre cerchi (§.41) che loccano esternamen -
1e i lati del triangolo, e si troverebbero espressioni uniformi
a quella di y/, perd con segui diversi ai radicali. Intanto se si
libera di radkeali | equazione (3) , si ha I equazione di &°
grado iny’

LI s
Bt dat —oat i pra”
Fom B T et sty sy =S =0,

E]
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le di cui radici saranno i raggi de’ quattro cerchi , o meglio
le coordinate dei loro centri ; e poiche tre di essi cadpno dal
lato delle ordinate positive, ed un solo dal lato delle negati-
ve,cosi Pequazione precedente avra tre radici positive ed uoa
negaliva, la quale appartiene al centro del cerchio che cade
esternamente sul lato BC opposto all’ angolo A.Dinotando a-
dunque queste quattro radici conr, R rasi avra per

la teorica delle equazioni —rr r r = ——- § a" , ovvero
abe

1 . . .
rr ,‘br = (-—-2 Ba') ,ene risulta che : i prodotio dei raggi
a

dei quattro cerchi iscrittibili in un triungolo & quanto la sua
superficie quadrala , come al §. 43.

125. Se il triangolo proposto abbia un angolo retto , e sia
per esempio I'angolo in A,allora le rette (1) (2) essendo tra
loro perpendicolari, si avra (§. 102) 1 —t

perpendicolari, (§. 102) )

sia 3° 4 &* — aa’ = o . Quindi 1 equazione di 4° grado si

=0, 0s-

riduce ad
1
y"—'“"y"-l-ﬁ%"r’——hﬁ’u"=a,
e poichs manca del 2° termine avvieae che la somma delle sue
radici negative & eguale a quella delle positive, cio si ha

1"=r+r+".
a b ¢

Tn conseguenza : il raggio del cerchio csterno sulla ipolenusa
¢ equale alla somma degli aliri tre raggi ; come al §. 45.
Dinotando con a, b, ¢, i lati del triangolo opposti rispet-
tivamente agli angoli A, B, C, si avra «'==a, e ga'=bc , da.
poiche ciascuno di questi due prodotti eguaglia il doppio
della superficie del triangolo ; quiudi I ultima equazione  di
A" grado si cangla in
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v"::a’ l:__abc l+ __1_ b’c’=(a f_—i bc)’ il
R 4 Y & =5 ’

od estraendo la radice si hanno le due equazioni di 2" grado

1
.y"——a]’-}-?j be=o )
1 :
yay'— be=e (5

L’ equazione (%) ha le radiei entrambe positive , e Ta (5)

ne ha una positiva e I altra negativa , la quale in con-

seguenza & rappresentata da r , ciod dal raggio del cer-
a

chio esterno sulla ipotenusa; ma & facile a riconoscere che
la radice positiva della stessa (5) & ! ordinata del centro del
cerchio interno al triangolo , vale a dire & il suo raggio r. In
fatti I’ equazione (3) che determina questo raggio equi-
vale ad y'(b4c )= be — ay' ; elevandone idue mem-
bri a quadrato, e riducendo in virti della relazione a*=b>}c*
nascente dal triangolo rettangolo , quell’ equazione di-
viene y”* + ay’ --—24— bc == o , coincidendo esattamente

con la (5). Percid le radici di questa equ'az.ione saran -
no r e — r ;e pe risulla che le due radici della (4)
a :

sono » ed r . Quindi per le proprieta delle equaziont
b ¢

si avranne le seguenti relazioni

rpr=a r— r=a
A At ,
dalla (4) = Lhe dalla (5) o= b,

le quali riproducopo gli alui teoremi enunciati a §. AN
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CAPITOLO 1V.

DEL CERCHIO.

126. L’ cquazione del cerchio gia trovata altrove ( §°. 68)
si otliene in un modo pit semplice riguardando questa curva
come il luogo de’ punti equidistanti da un punto fisso G
[fig. 19]. In fatli se si prendono per assi due rette tra loro
perpendicolari condotte per questo punto , e si dinoti con

(%, y) un punto qualuoque della curva, si avra CP=\/y*4z";
in conseguenza dinotando con r questa distanza , I’ equazio-

pe del cerchio sari \/y’+4a’==r, ovvero

y+a=r. )
427. Se un solo degli assi passa per G e sia per esempio

quello delle z, rimanendo Vorigine in un punte qualunque di
quest’ asse , I’ equazione sarebbe invece
«

Yt (@a)=r, @)
essendo « la distanza dal centro all’ origine. Che se I origine
si faccia cadere in un vertice del diametro che or fa da asse
delle x, sara #=r, e I’ equazione diviene in tal caso

y=z—z". 3)

Se poi si prende per origine un punto qualunque ¢ si divoti
il centro coa (&, 8), I' equazione del cerchio sara

(r—8r+z—oy=r',
ovvero, sviluppando le potenze ed ordinando
7'+ 228 (640 —1")=0 ; ®)

e dicesi equazione generale del cerchio in coordinate ortogo-
nali mentre da essa possono desumersi le equazioni che gli
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convengono per ogni particolare posizione di assi ortogonali:
Cosi ponendovi f=m0 si ritorna alla (2); se oltre a =0 si
faccia a=r si ritorna alla (3) ; ¢ ponendovi ad un tempo B=o
a=—o si ba di nuovo I’ equazione (1).

128. Qualora I origine cadesse in un pnnto qualunque
del cerchio sarebbe g'+a'==r", e ' equazione (4) perdendo
T ultimo termine , ciog il termine ipdipendente dalle variabi-
I, si ridurrebbe ad

' 7' ' —2py—2na=o0.

E quest’ equazione &, com’ esser doven,_ v.eriﬁcata dalle coor-
dinate 2==0, y=o, che definiscono 1’ origine , la qua.lf: e at-
tualmente un punto della curva. Del rimanente & chidro che
questa circ ostanza non ¢ gia particolare al cerchio , ma dee
verificarsi in generale per qualunque linea la cui equazione
manchi di termine noto. i .

129. Egli & ben chiaro che in tulte queste t.lx.verse for-
me 1 equazione conservera sempre i dl‘xe termm} n f ed
#”, mentre pell’ equazione generale essi ha[.mo‘ 1 uvita per
coeficiente , e quindi non possono aopullarsi 5 ed inoltre
& manifesto ehe questi due termini ridotti ad un membro

& o
avranoo i medesimi segni. Segue da cid che la forma ge-

perica dell equazione del cerchio in coordipute ortogenali @
¥4+ Dy+Eaz+F=o, (5)
oV Yero
Ay +As"+Dy+Ea4F=o

mentre I’ ultima prende la forma della prima col dividerne

tult’ i termini per A. .
Viceversa egni equazione riducibile a queste forme

ha un cerchio per luogo geometrico se gli assi sono or-
togonali. In fatti, se cid & vero, chlamand? B 'lc coor-
dinate del suo centro ed r il raggio, dovra lequazl?ne.(;))
essere identica alla (4), e quindi si avranno Je relazioni
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—2e=D , —2=E , B'4a’~—r'=F

dalle quali si ricava

1 1 R
g:;...‘.‘:. D , “=—"‘f E, r= VD.A+E .—F.

Ora il cerchio il cai cestroe '] raggio sono determipgti da
questi valori ha per equazione

e . . .
© quest’ equazione sviluppata coincide con la proposta
dunque quel cerchio sury il suo luogo geometrico.
130. Mediante i precedenti valori di 2, g, ed r pud
d.elermmarsn il centro el raggio di un cerchio del quale
, . o8, -
sia data I equazions, e quindi descrivere la curva; ma

¢ bene di tever presente che, essendo z= g , e
<

1
ﬁ=—7[ D, cosi : il centro si determina prendendo sugli assi

delle z e delle y le parii AN ed AM [fig.31] cquali alle metk
dei coefficienti dei termini in z edy a 1° grado co'sequi cam-
biati, ¢ poscia elerando agli assi lc perpendicolari NC,MC ;
il punto C sard il centro cercato. '

431. Se gli assi sono obbliqui e ad angolo 0 1’ equazio-
ne del cerchio sarebbe ( §. 66 ) .

(r—E/ +(z—2)+Ay—8) (z—2)cosb=r",

ossia

=0,

7 T2c0s0sy+2’—2(B4x cosd) y—2 (atBcos0) z
+ 842+ 2a8cosf—r }

¢ la sua forma generica sara

Y +2e0s02y 424Dy +Ex + F=o, (6)
: i

asst 3
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$orma ta -quale non differisce daHe (5) <he per 1mv‘lr‘v'rs:1
a di pibil termive in zy, moltiplicato per 2 cosh , ciod i
prodotto deils variabili moltiplicato pe’l doppio coseno del-
& angolo degli assi.

- 432.Per Vopposto ogni equazione ridacibile a questa 1f'ormf
ha un cerchio per luogo geometrico, se 6 sia I angolo deyli
e cid si dimostra come nel caso delle coordinate or-
togonali. Paragonaudo I uluma con la peaultima equuzio-

pe si hanuo le ire relazioni

S 1 -
£ +.1.cosﬁ=—%D;m+,’3c080=-—?Ea"fl'ﬁ'fi‘z"'ﬁ”‘e" =F,

dolle quali si troggono per a,8,r i seguenti valori

u:D cosf—E y :'E.:asO—VD\ '_~\/P_’+E'—Qlﬁcosb _F.
2(1—cos’6) 2(1—cos’0)*"= L(1—cos’0)

Perd il centro sipud costruire.come nel caso degli assi ortogo-
nali, ciok: prendendo sugli assi delle z ¢ delle y le parti AN

1

ed AM[fig.32], equali rispeliivamente a — %—E e — -E—D,
¢ poi tirando pei punti N ed M le perpendicolari NC,MC;
cosi sara 'C il centro del cerchio. In fauti dinotando coa
&', £'le coordinate CM', CN’ di questo punto, pei triae-
goli CMM/, CNN/, cbe hanno gli angoli ia M, N', eguali
28 31 ha MM'=x'cos, NN'=p'cos 0; ma & AMFMM'=AM,
ed AN' + NN' = AN, dunque si avra pure

1
ﬁ’+a’c056=-—-—§D , a'-‘*—ﬁ’cos@:-—-—% E;

e percid i valori di &', 8 saranno identici a quelli di =,
@ B poc ami scritti 3 quindi il punto G sara il centro del
cerchio rappresentato dall’ equazione (6).

433 .Ciascana delle diverse equazioni rappresentanti il cer-
hio pué dor luogo immediatamente a qualehe proprieta
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di questa curva. Cosl dall’ equazione y* + ' = r* traen~
dosiy'=r—z=(r+a)(r—z),sePS[ fig. 19 ]
sia un’ ordinata all’ asse delle =, ciod al diametro BB/, sa-
rar+x=8B", r—2=5B, e quindi
P§* =SB’ x SB;

vale a dire : Il quadrato dell’ ordinata ad un diamelro &
eguale al rettangolo de’ due segmenti .in cui quella lo di-
vide.

.Se si_considera I equazione y*z’==2rx , per la quale I'
origine & in un verlice B' del diametro, si ha y* 42" =
B'P*, 2r1=BB' X B'S ; e percid

B'P'=BB x B'S;
in conseguenza : la corda B'P & media proporsionale lra
sl diametro ¢'l segments B'S.

134. Consideriamo ancora: 1’ equazione generals ia coor-

dinate obblique

Y +2c0s0zy+2°+Dy+Ex4+F=0,
e supponiamo presi per assi due rette qualunque Az, Ay
[fig. 83] ; se si fa nell’ equazioue una volta y==o, ed una vol-
ta z==0, si hanno le due equazioni di 2° grado in = ed y
2+ Ex+4F=o0 y ¥ +Dy+F=0,

e da cid risulta che ciascuno degli assi pud solo in- due
punti segare il cerchio ; ma questi assi son due reile ar-
bitrarie , ad‘unqne: Uua retta mon pud incontrare un.ccrs
ehio in pi di due punti,

Ora le due reite Az, Ay seglieranno cffettivamente:
il cerchio se sono reali tanto le radici della equazio-
ne i 7 quanto quelle dell equazicae in y5 1l eheesige

che sieno soddisfatte le due coudizioni—:—;-E‘ > F,

i
T B*>F; e supposto che cid abbia luogo sieno B, B 5 peeid
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& incontro con As, ¢ D, D' quelli con Ay; saranno AB,
AB’ I¢ due radici della prima equazione, ed AD, AD' quelle
della seconda. Ma il prodotto deile due radici della prima
& eguale al prodoito delle due radici della seconda, perché
b loro uwltimi termini sono eguali , in conseguenza si avra

AB x AB'=AD x AD',

e da cio il conosciulo teorema : Se nel cerchio si sega-
o duc rette il prodotto dei scgmenti dell’ una @ eguale
al prodotto dei segmenti dell’ alira.

Ma non tatte le propriets del cerchio possono leggersi
immediatamente nelle equazieni che gli convengono , € per
alcune si richiede uno studio piir diligente ed accorato. lu-
tanto or ci faremo a sviluppare quelle che s imparano a
conoscere negli elementi di geometria.

135. Si & riconosciuto poc’ anzi (§. prec.) che una retta
ed un cerchio noa possono intersegarsi in pia di due pun-
ti ; ma questa eircostanza merita di essere rilevata in un
modo pik diretto . Sieno

y=pr+g ™

y+ = ®
Je equazieni di ursa retta e di un cerchio; se gueste due
lince baono wn punto di comune dinotando con 2 ed y
le sue coordinaie le medesime dovranno verificare le e-
quazioni di entrambe , e quindi si avrasno le due re-
lazioni

Y =pi+g

yr A E =
le quali determinano i valori delle incognite 2', . Ma
@ chisro che tulto cid equivale a supporre coesistenti le
equozioni (7) e (8); val quanto dire a supporre che
le vuriabili z, y abbiano rispettivamente nell noa e nel-
} alira i medesimi valori; ipotesi che da variabili le caa-
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gis in incoguite; ed allora sarh lacito di combinare le due
equazioni nel modo che si conviene affia di trarne quei va-
lori di = ed y che possono soddisfare ad entrambe. Ora
questi valori sono evidentemente determinati da equazioni
di 2° grado ; quindi v ha due coppie di valori di = ed y
che possono verificare ad un tempo le due equazioni , e per-
¢io due pucti che possone esser comuni alle due linee.

436. Eliminande y si ba I’ equazione di 2°, grado in =

(p+t)a+2pz=r—gq,
¢ le sue radici esprimeranno le ascisse dei due punti in cui

Lu retta pud segare il cerchio. Dinotando queste ascisse con
2’ ed x' siavra

s o Ak G
= P’+1 N , — P7+1
ed & poi manifesto che per avere le ordinate corrispondenti
a ciascuna ascissa convenga soslitvirle ad una ad una mel-
V'equazione della retta ch’@ di 1° grado, e cosi chiaman-
dole y' ed y" si otterra

R 0 O VI o i GV

= P TE T

Si scorge da queste espressioni che le due intersezioni
tra la retia e 'l cerchio saranno reali e distinte se la quantita
r(p*+4)— g* esistente sotto il radicale sia positiva ;
che se questa quactila sia negativa le due intersezioal
saranno entrambe immaginarie ; vale a dire in questo ca-
so le due linee non potranno incoatrarsi; e finalmente so
quella quantita sia nulla allora eguagliandosi tanto le a-
scisse delle due intersezioni quante le loro ordinate, le
due intersezioni saranno bensi redli , ma coincidenti ,
cio¢ raccolte e confuse in punto solo ; quindi la retta
potri solo in questo punto incontrare il cerchio , e pli sa-
ra percio lanzente. :

x

86 - Elements
43%. Perchi dunque la retta (7) possa essere tangente del!
eerchio fa d’ uopo. sia. verificata la reluzione
r =0,
ed in tal casole coordinate z', ' del punto di coutatto
sarauno espresse da

2= —prq "= q
1’_—’ 1 Y P
ovvero, per essere p’fi= -3—;—, da
a’=—-.1;_':’. , ¥y = -:q: :
s ne risulta :
z! r
== s 1T

Se questi valori di pe g si sostituiscono nell’ equazione
(7) ch’ esprime una retta comunque situata a riguardo del
cerchio , la medesima si cangera nell’ equazione della retta
che tocca il cerchio nel punto ( 2/, 5" ); laonde I'equazione:
della tangente in questo punto sarh
N xl

y=— 7 z+ 5

od encora, facendo sparire i fratti,

2

yy' + ' =1
Sotto la prima di queste due forms si vede che la tan-
gente & perpendicolare alla retta che ha per equazione

’
y= -v;L: (§. 105 ), ciod al raggio che passape’l con-

tatto ; in consegnenza se si tratta di condurre la tangente
al cerchio per un punto (', y' ) esistente sulla curva , non
si ha che a tirare in quel punto la perpendicolare al raggio-
corrispondente , com’ & gia noto,
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!%S. Se poi debba tirarsi 1a tangente per un punto (a,g)
esteriore al cerchio, le coordinate z', y' del contatto sau'al:-
mo incognite ; ma trovandosi questo punto sul cerchio
<l punto (x,8) sulla tangente, si hanno le due relazion;

Y =r , By'taz'=r

;da-He. quali si ottengono i valori delle incogoite 2/, y', I’
ehn’{gnazione per tanto condurrebbe ad equazioni di ﬁ;' .ra.
do in .:z’, ed y'; e ne risulta, com’ & gia noto, che gua
tangenti possono condursi al cerchio per un pu’nto dato
. .Se si c‘alimina y' e si risolva la risultante equaziooe di
2‘ gradf: in 2’5 indi le due radici si sostituiscano nell'equa-
zioue di 4° grado By’ + «y' =", si troveranno le ordinate
dei due contalti ordinatamente espresse da

i EEVETE—r L rpxa e

z=

-

o +p @48
Queste espressioni sono reali se si abbia & 4 8' > r, ovve
4 - " .
’ T . A

ro Va + 8 > r; e sono immaginarie nel caso opposto.

—_ .. .
Oa Va + B dinota la distanza dal centre al punto date
_Elo; » B )3 distanza ch’ & maggiore di » se il punto & fuori
el cerchio i é 031
: hio, ¢ minore sed dentro ; in conseguenza nel primo
«€aso si possono sempre condurre due {angenti; ma se il puato
& dentro della cu i
. lla curva le due tangeati sono, come bea si sape-
va , impossibili.

139. Del rimanente per costruire i due contatti non & ne
cessario di risolvere alcuna equazione , mwa possono otlenerst
nella iotersezione dei due luoghi geometrici che rappresen
tano le due precedenti relazioni (§.120 ) considerate isolata«
mente , ipotesi che rende variabili le incogaite &' y,e che‘
permette di scriverle e

. Yy 4= s Bytaz=r, . .
Or la prima di queste equazioni altro non indica che lo stesss
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cerchio , o la seconda esprime una linea relta; in conse
gueora costruendosi questa relta , la sue intersezioni ca
cerchio dato farehbero conoscers i due punti di contatto.

140. Intanto se le equazioni di questi due luoghi geome-
trici si combinano in un modo qualunque, ogai altra equa-
gione che me deriva sara verificata dalle coordinate dei panti
comuni alle due linee , e quindi rappresentera un luogo geo-
metrico che avra la propriéth di passare pei puoti medesimi.
Sottraendo la seconda dalla prima si ha I equazione

y " —By—az=0
che dinota un cerchio passante per I’ origine  §. 128), il cui

centro essendo determinato (§. 430) dalle coordinate +—;—

e + -’g— , 5i trovera nel mezzo della retta che unisce I origine

al punto (2, B8) ; in conseguenza descrivendosi questo cerchio
le sue intersezioni col cerchio dato saranno i due punti di con-
tatto. Quindi se Q [ 3. 34] sia il punto da cui si debbano
condurre le tangenti, si dividera la CQ in due parti eguali nel
punto E ; e’l cerchio descritto col ceatro E e raggio EG
seguera sul dato cerchio i due contatti PeP.

441. Se piaccia invece di costruire la retta

Bytor=r
che passa pei contatli si potrebbero determinare i due

punti in cui essa taglia gli assi coordinati. Ora facendo y =0
.

si ha 1::..., e percid prendendo CG terza proporzionale
@

~dopo CD e’l raggio del cerchio dato, sarebbe G il panto
in cui la retta trai contatli taglia asse delle z ; e nello
stesso modo si determinerebbe il puanto oV essa taglia I asse
delle y. Intanto & da rimarcarsi che se il punto Q cambia di

sito rimanendo perd sulla retta MDN, la corrispondeate retta
tra i contatti avrcbbe per equazione



’ & Geometria Analitica. 89

ﬁ’_)/-{-uxir“

® perd taglierebbe 1" asse delle « nello stesso punto G. Quin-
di la seguente proprieta del cerchio : Le corde tra i con-
tatti di tutte le éoppic di tangenti menate ad un ccrehio dai
diversi punti di fina stessa retla s intersegano in un nredesimo
’mntav. )
Quésto punto trovasi sul diametro perpendicolare alla
fetta , e la sua distanza dal centro & terza proporzionale
in ordine alla distanza dallo stesso centro allaretta ed al
raggio del cerchio. E poi manifesto “che se la retta cade
tutta al di Toori del cerchio, quel punto cadrh al di den-
tro ; e per I'opposto se la retta incontra i cerchio il pun-
to cadta fuori di esso. Nel primo caso il punto sta-
va tia il centro e la retta; e nel secondo & inve.
ce la retta che trovasi tra il punto e¢’l centre. Del ri-
manente , se sia data la retta MN [ [iz. 35 ] e debbast
costruire il punto G, potrebbero da due pusti Q. g sr-
bitrariamente presi in questa retta condursi le due coppic
di tangesti , ¢ guindi le corde tra’ risperiivi contatti T,
pp' 5 clie desse pélla loro intersezione determiverauno il
punto cercato G.

142.Egli ¢ ben chiaro,che la proposizione precedente am-
mette la sua reciproca, vale a dire che: Tutte le coppic di tan-
genti menate ad un cerchio per le estremita delle corde che pas-
sano per uno stesso punto G d:bbano concorrere sopra una me-
desima retta MN. Ma volendo comprovare questa proposiziofie
direttamente si dinotino con &, £ le coordinate del punto G da
cui si tirano fe corde , ¢ con 2', y' quele del concorso delle
tangenti negli estremi di una di esse ; 1 egnaxione di questa
corda, come quella ¢h' e tra i contratii delle tupgentd che par-
teno dal punto (27,)"), sara (§. prec. ) ’ '

=

12
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ma trovandosi il puato (x, 8) sulla corda istessa le sue coor.
d:nate deggiono verificarue I’ equazione ; in couseguenza tra
le coordinate a',7' si avra la relazione

ﬂ]"l‘&-”-":';.,

la quale percio sara I equazione della linea che passa pe I
concorso delle due tangenti nelle estremita di ciascuna delle
<orde condotte pel punto (2, 8) ; ¢ questa equazione esprime
in effetti una linea retta. *

E rimarchevole che I’ equazione di ‘questa retta & iden-
ticamente la stessa di quella che rappresenta la retta tra
i cfmtabti delle tangenti menate al cerchio dal punto (=,8),
e si costruisce in conseguenza nello stesso modo. Ma pos -
sono -aucora pe’l dato punto menarsi due corde arbitrarie
PP, pp', e quindi le tangenti nelle loro estremita, che
s’ incontreranno in due punti Q, q ; la retta MN condotta
per questi punti sard quella di cui si tratta; ed 2 chiaro
che dessa nen pud segare il cerchio se il punto & dentro,
e dovra invece necessariamente incontrarlo se il punto @
fuori.

Il punto intorno a cui circolano le corde trai contatti
delle tangenti menate al cerehio dai punti di una stessa
zetla suel chiamarsi per brevita polo di questa retta , la
quale alla sua volta dicesi polare di quel punio. I poli e
le polari costituiscono .attualmente una teorica imporlantis-
sima della geometria , ed in luogo opportuno ne faremo
-conoscere quanto basta per una istituzione clementare.

443, Passeremo ora a riconoscere alire proprieta del cer-
<hio :risolvendo il seguente problema : Dati sul cerchio due
punti 4, B[fiz. 36] trovarc sullo skesso cerchio un punto
L tale chc_l’ angolo in P contenuto delle duc rette PA, PB
wisultc eguale ad un angolo dato. Prendendo per asse delle
.z {a retta ¢he unisce i punti A, B, e per asse delle y la per-
@eadicolare in uno dei suoi estremi, A per esempio, e di-
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notando inoltre con’x, 3 le coordinate AN,CNdel centro C,
I’ equazione del cerchio sara (§. 128) -

Y+ —28—2azr=o.
Cio posto , essendo AB = 2, se si dinotano con z' ,j’ le

coordinate del punto cercato P, le equazioni delle due ret-
te PA , PB saranno

=L . 4
N4 ! T » Y= I,—-zﬂ(x-lza‘).

Ora supponendo il punto P pell'arco superiore APB si ha
ang.P == ang. PBx — ang, PAx
¢ quin(ii si trova (§. 99)
. 2 ay’

tang. P = fm >

ma il punto ( z', y' ) essendo sul cerchio si ha
Yt — 2 =28y,
si avra dunque
2ay’ o
28 78
e si vede che 'angolo P non dipende gia dal nostro arbitrio ,,
ma & costante per tutt’i punti dell arco APB.
Se in vece di supporre il punto P nell’ arco APB si
supponga nell’ arco iuferiore, come in P, sarebbe allora

tang. P =

ang. P' = ang. aAz — ang. iBz,
¢, si trovercbbe nel modeo di poc’ anzi.

tang P/ = — -

Da cio risulta che anche gli angoli uell arco AP'E sens

02 Elements
eguaki tra loro ; e di pia che gli angoli P e P sono sup.-
plementi I’ un deil'altra ; e si hanno io conseguenza le se-
guenti conosciute proprieti del cerchio :

Gli angoli che sono nello stesso segmento di cexchio sono e~

quali tra loro, X

I ogni quadrilatero iscritto nel cerchio la somma di dus
angoli opposti ¢ equale a due relti.

144, Se arco superiore APB & maggiore del semicerchio,
il centro C cadra al di sopra di AB; quindi la suaor-

- divata CN = £ sard posiiiva , e positiva sard percid, la

. 4 . . . .
frazione — ; se iovece quell' arco & minore del semicer-
e :
chio sara 2 pegaliva , e quindi anche negativa sara Ia fra-
. 3 . . "
zione — ; che se quell arco fusse eguale al semicerchio ,
fal
3

P
sarh f =0, € 1a frazione -——avrad 1n questo €aso up va-
lore infisito. Dunque : E acuto I' angolo nel scgmento mag-
giore del semicerchio 5 € otluso I' angolv nel segmento munore;
ed ¢ 1eita I anolo wel semicerehio.,

145 Essendo — = AN = tang. ACN, si vede che I'an-

3, B : =

golo ACN & egualea P ; ma ACN & metd di ACB ; percio :
L angolo al ceatrs & doppio di quello alla circonferensa.

8 )
_446.L'equazione del raggio AC essendoy = ;x,(lue\lq di

EF , perpendicolare ad AC sard y = -'-,-—:—.z; e quindi

g
o ) & o
si avrh tang. EAzx = =— 5 0 e lang. TAr = v 3

in conseguenza risulterd ang. EAx = gng. V', ed ang. FAz
== ang. P; ma la retta EF & tangente del cerchio in A
{.,-137); dunque : L angolo formalo dalla tangente ¢ dalla
spcunte & cguale wll ungalo [urmatv nclla porsione alicrng

del cerchiv,
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CAPITOLO V.
FONMOLE PER LA TRASFORMAZIONE DELLE GOORDINATE

147. Per essere nel grado di progredire ¢on maggior fran-
thezza nello studio di altre linee & necessario di premet-

tere le nozioni relative alla trasformazione delle coordina- -

te. Siégii veduto (§§. 70, 73, 427) che una stessa linea
pud essere rappresentata con diverse equazioni , e si & fatlo
rimarcare che queste diversita dipendono unicamente dalla
varia posizione degli assi cdordinati ; ma , data che sia ' e-
quazione di una linea per un certo sistema di assi, impor-
ta di ‘saper trovare | equazione che le convicne relativamen-
te ad un alto sistema di assi; ed & in cio che consiste la
trasformasione delle coordingaic,

148. E chiaro intanto che questa ricerca si riduce a risol-
vere il seguente problema : Supposto che x , y sieno le coor-
dinate AS, PS [/ig. 37¢ 38) di un punio qualinque P sict
sistema degli assi Az, dy , ¢ che ', y' siano le coordinate
A'S', PS' dello stesso punto nel sistema di duc aliri assi 4'z'
A y', di posizione conosciuta per rispetlo ai primi , trovare le
espressioni delle primitive coordinale x; y in funzione delle nuo-
ve 2', y'. Conoscendosi queste espressioni si sostituirebbe -
roin luogo di = ed y nella data equazione, el equazione ri-
sublante in ',y' rappresenterebbe la stessa linea , ma sarebbe
rapportata ai puovi assi Az, Ay,

149. Sapponendo in primo luogo che i nuovi assi sieno pa-
ralleli ai primi [fig. 377, si ha :

AS=A'S'4+AB , PS=PS4A'B;
in conseguenza, dinotando con * & 3 le coordinate AB ed A'B

della nuova origine A, ¢ poichd si ha AS=yr, A'S’=x', P3
=y, PS'=y" le formole cercaté per questo caso saranno

.
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e I A

Ma in queste formole, come in quelle che seguono , si
vuol notdre che i segoi di « e 8 deggiono esser modificati a
seconda della posizione della nuova origine A’ per rispetto
agli assi antichi. Per-esempio se la nuova origine fosse in A"
nell’ angolo adjacente ad yAz, le formole diverrebbero
xe=z'~—a, y=y'+8 ; e cosi-per altre posizioni,

150. Passando al caso generale si conduca da A’ [fig. 36]
la retta A'X parallela ad Az, e siano AB, A'B le eoordinata
a,8 della nuova origine , ed AC, S5'C quelle del punto §',
dal quale si tiri S'E parallela ad Az ; sara

AS=AB4BC+CS , PS=A'B4+S'D+PE

ovvero

a=x4+BC4+CS , y=p+S'D4PE. )
Intanto si dinotino con p e p' i determinanti delle direzioni
dei nuovi assi A'z’ ed Ay’ , vale a dire i determinanti degli
angoli z'A'X ed y'A’X, che chiameremo rispettivamente ¢ e
¢', e ¢ indichi con 6 I" angolo yAr compreso dagli assi anti-
chi ; si avrd per tal modo (§. 115)

5 — _sem8  pge gsx—m?
AS——BC X ‘en(o_?) b X sen (o_?l)
sen 0 . sen 0
A'S'=SD x Teeme . PS'=PEX —

mae AS'=z' ,PS' = y', quindisi otterra

—_ 6 — ¢
BG:un(O Q)z, =s¢"( ‘?)y,

sen » G scu 0
sD= "% o, pE=_"Y_ .
sen @ sen f
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Sostituendo ora questi valori nelle relazioni (1) si hapxo le
seguenti formole

_ sen(0—¢) |, . sen( 0—-—¢’)'
T Iy b ,
.—.Ie sen @ .‘L"+ . sen ¢I , (2)

j - + sen O . senb y

le quali risolvono nel modo il pi generale il problema della
trasformazione.

151. Se la nuova origine debba coincidere con 1’ antica
sara & =0 , 8= 0, ele formole si riducono ad

Sg(‘ﬂ_—g) o 4 sen(O—-g_') ,

I

sen 6 en 0
sen @ ?' (3)
— . J sen _ i
y= sen 0 © P

152.Percorrendo ora le ipotesi principali che possono farsi
intorno ai due sistemi di assi cominceremo dal supporre or-
togonali gli assi primitivi ed obbliqui i nuovi. In questo caso
si ha 0 =90, quindi sen 0 = 1, cos 6 = o, sen( 6—o¢)
== c0s @, sen ( 0—@' ) = cos @'. In virtir di questi valori le
formole precedenti, se I' origine & la stessa, si cangiano in
£=cos @' Hcos®'y , y==sen o +sen 'y ()
e se I origine & diversa non si ha che aggiungere « al
valore di = , e 8 a quello di Y5 il che valga in gene-
rale anche per le formole che seguono.

153. Se i due sistomi sono entrambi ortogonali si ha di piit
'—¢ =90 e¢' = 90° + ¢ ; quindi sen @'==cos ¢, cos @'
= —sen @, ¢ le ultime formole si riducono ad
r=cospa'—senpy , y= seng x’ -+ cosp y' ()

154 Finalmente, sc gl assi primitivi siano obbliqui , ed

ortogonali i nwovi sib
qu"\ndi sen '@’ = cos

cos (0—¢) €

i omuncmen
1a forma con cui vengono ¢

96 Flementi |
| sl gm0 =9 4 5
(pi; cos ' =—sen ¢, sen (6—¢)=—
le formole generali divengono

_ aen(0—8) cos (0—%) y

z scn O .
sen 6 o
Sen @ . s
y= sen 6 ¥ sen 0

ato Te formole di trasformazionc sotto
te adoperate ; ma ora
a alle

155. Abbiamo present

orle sotto allra forma che si prest :
nettezza e sempliciti. Poich p ¢ p.
i i [ ! che i nuovi
ti degli angoli ¢ e cp che 1 1 .
dono con Vasse antico della & st

passeremo ad esp vl
applicazioni con pit
dipotano i determinan
assi A'z' ed A'y' cumpren
ha ( §. 145)

1 sen § P
st me_ P
wnb \/p*+2p cosf+1 Tsen ¥ g/pA2peosdt |

1 sen @' 7'

s

sen(o—@i)_.___’________, =
Tan® Npqapeet 41 s 0 VP

m'a se si ponga per brevita )
Ne=p +2 cosd +.4 4 R=p' 4 2p' cos8 41 (T)
. ' - . . “-
oi si faccia la sostituzione dei preceﬂent} va\('m ne
e e i (2) .desime st canglano 1n
li (2) le medesime s g
le formole genera : ’
! /
' ' x P )
z=0+ xR +-1Z;,“a y=etry tr R

sono essere adoperate 1ovece

¢ pos
Queste formole adungue P o

delle (2), ¢ le applicazioni che ne faremo MoS!
e ’ N .y v -’
com’ csse sicpo di gran lunga preferibili
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456. Se la paova origine debba coincidire con I’ antica le
yove formole si riducono ad

I' ) yl xl /
=gt o r=PgpArE O
457.8e gli assi primitivi sono ortogonali ed obbliqﬁiz’ nuovi, si
tha cosf==o,il cheriduce i valori di RedR'ay/p"+1 ¢ \/p"-{—l .
Essendo per taoto questo caso di frequente applicazione per

distinguerlo dal caso generale dinvteremo i radicali con le
dettere piccole r ed +, ciod porremo

r= V(P 1) | p=VOEHD ;5 (10)
ed allora le formole per passare da assi ortogonali ad assi
obbliqui saranno ‘

U !

z Ly ‘ a' '
T &= ;—+7 Iy J/=p1.—+l)’:§,—l' (“)

158.8e i due sistemi sono entrambi ortogonaliysi avea cosf=o,
e p.p'-|-1=:o (§-102); quindi per passare da assi ortogonali ad
assi ortogonali si potra fur uso delle formole (14) congiun-
tamente alla relazione

. pp+1=o0. (12)
Ma si trae da questa #
1 q -
P =
P

ed allora sostituerdo questo valore di p'in quelle formo-
le, le medesime si renderanno indipendenti dalla relazione
¢ diverranno

! !

z+py pa—y

L omr e =07 ¢
" s 7 — (13)

Del nma}nenle, poiché nei caleoli & interessante di conser-
vare la simmetria per quanto & possibile, tornera sempre pin
,u.hle di ritencre le formole (11) congiuntamente alla rela-
zione (12).

13
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459.Finalmente se gli assi primitivi essendo obbliqui, i nuo-
vi debbano cssere ortogonali,tra i determinanti p e p' delle loro
direzioni dovra sussistere la relazione (§. 10%)

pp'+(ptp eosh+1=0; (1Y)

Yaonde in questa ipotesi potranno ritenersi e formole (9)
avendosi perd conto nel tempo istesso della relazione (1 4).
M. se piacesse rendere le formole indipendenti dalla relazione
basterebbe sostituirvi in Juogo di p' il valore che da essa si
deduce. :

160. Si comprende benissimo che unicamente per chia-
rezza si sono apposti gli apici ai simboli che esprimeno le
nuove coordinate ; ma nelle applicazioni, se piaccia , @
se ¢id non debba ingenerare confusione, possono per mag-
gior sewplicith sopprimersi gli apici, 1 quali , eseguita la
trasformazione , diventano perfettamente inutili.

161.mporta di rimarcare che in tutle le formole per la tras-
formazione delle coordinate le nuove coordinate z' ed y' vi
si trovano sempre a 1° grado; e ne segue che sostituendosi
in luogo di = ed y pell’equazione di qualunque linea, la tras-
Sormata sara necessariamente dello stesso grado della pri=-
ma. In fatii & chiavo che questo grade non potrebbe esser
maggiore ; ma appunto da cio deriva che non potrebbe
neppure esser wivore 5 -dapoiché rapportanido la novella
equazione agli anticbi assi , vale a dire ritornandosi agl
assi primilivi, dovrebbe aversi un’ equazione di grade mag-
giore, il che & impossibile. Da cio risulta adungue che ;
L cquazione di waa linca si conserva sempie dello stesso grado
qualungue siano qgli assi-coordinali ai quali si rapporta.

162. 11 principio chie abbiamo enunciato & Ji massimeo
interesse per la geometria analitica , ed & fecondo di ri-
Yevanti conseguenze ; ma in questo punto ci lim iteremo
a poore in veduta la segueate importantissima propost-
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zione , che immediatamente ne deriva ; ciod: Se ung lie
wea curva pud cssere rappresentaia da un’ equazione alge-
brica tra le coordinate dei suoi punti , questa curva non
pud esscre intersegata da una linea relta in un numero di
punti superiore al grado della sua equasione.

In fatti per determinare i puati d incontro della curva con
una retta qualunque, che possiamo rappresentare con I equa-
zione

y=pztq
eonverrd (§. 136 e 137) eliminare y tra questa equazione
e quella della curva ; e le radici " della risultante equa-
zione in z esprimeranno le ascisse dei punti comuni alle
due linee ; sostituendo poscia ad una ad una le espres-
sioni di .queste radici nell’ equazione della retta si avranno
Ye corsispondenti ordinate. Ora & chiaro che il grado della
eliminata io z & necessariament: eguale al grado dell’equa-
zione della curva, e sié veduto ( §.prec. ) che questo grado
simane immutato qualunque sia il sistema degli assi coor-
dinati ; dunque il numero possibile delle intersezioni cr-
muni all’ una ed all’ altra linea sarh precisamente eguale
al grade dell’ equazione della curva. Intauto & da rimar-
care che solo le radici reali dell’ equazione in 2 daranne
luogo ad ivtersezioni reali , mentre le radici immagina-
rie daranno luogo ad intersezioni egualmente immaginarie.

163. Inoltre se due delle radici dell'equazioni in a sieno
tra loro eguali anche eguali risulteranno le ordinate cor-
rispondenti , ed in tal caso le due corrispendenti inter-
sezioni won piit saranno separate e distinle , ma saraono
confuse e raccolte in un punte solo , il quale non per-
tanlo deve sempre esser considerato come la riunione di
due iuvtersezioni. Un punto di tal natura prende il nome

speciale di punto-di contatto ¢ la retta da cui risulta di-
cesi tangenle della curva nel punto medesimo. ( V. &
uele ).

109 = Elementi
CAPITOLO VL
PELL ELLISSKE.

+64. Sc un filo FPF' (fig. 39) fissato con gl’i_ estremi
in due punti -F,F'si tenga sempre teso € combaciaote cok
mediante uno stiletto che si fara muovere fino a

piano : ‘
a intera rivoluzione, la punta dello. stilelto. de-

Zompiere .un .
scrivera wna curva che si chiama ellisse. .

165. I punti F,F'si chiamano fuoch: delll e?lhs?e; CF,
o CF', mety di -FF’si chiama cccaut::icitd; e dicesl ramo o‘-
vaggio wvellore ogni retta come FP ticata da un fuoco. ad
un punte della curva. ' .

'Ir(’SGA. Egli & chiaro che la somma di due rami PF’,Plf'
appartenenti ad uno stesso }.mmo.P é' cos‘l.a‘nt.el ed egnak': al a
lunghezza del filo 5 e percid: Uellisse & lluog'jo:gconnlrwa,
dei vertici di twrt’ i triangoli che essendo  descritls sopra und
stessa base hunno costante la somma degli altri due lati.

167. Essendo dati i fuochi dell ellisse e la l.ungheua
del flo che dovrebbe impiegaxsk volendo. descriverla pc'm
movimento conlinuo, si po'triahancora q}1e§ta, cufvaldfasicrl‘
vere per assegnazione di punti. o fatti siano FF i .uo:-
chi, erappresenti la retta MN Ia.lunghezz:x del filo 3 s:o
questa retta si divida ad arbitrio in un punto K, e poi st
descrivano due cerchi che abbiano per ceatri 1 fl.lDBh,l .E,F R
e per raggi le parti KM, KN, quzsti, oet:ch.l sl tagl}erau.
po io due punti che apparterranno all’ ellisse ; e cosi can-
giando il puuto & divisione d‘e.zlla retta MN. si avranno
quanti altri punti si vogliano di questa curva.

168. Peravere un’ equazione dell’ ellisse prendeerepo pet
asse delle z la retta F¥' e per asse della y la perpendwo‘lare
nel suo punto di mezzo C ; allora dinotasdo con ¢ I’ ec-

Fed ¥ sa

. GIPRSS .
cenlricita,. cioé poneundo CF=CF' =¢, 1 puni
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r:n.mo espressi da (c, 0) e (—c, o) ; laonde chiamando 5 @
z'1 raggi vettori FP, F'P, e 24 la loro somma , si avran-
o le tre relazioni

=y Ha—e) , ety , #H'=243
ed elimipandon.e z e z' I equazione risultante in z, y sard
ql.:e“ﬂ dell’ ellisse. Ora la differenza delle prime due da
(s' +32) (3 —z)=4ex, e per la terza si avra 2’ —z =

2cx N TR :
— quindi in virti della stessa terza relazione verra

< cxr o
o4 =a—— , =a+$+—.
a -a

Eguagliando attualmente il quadrato dell’ uno o dell’ altro
di questi valori a quello di z* o di 3" si ha per 1 ellisse la
seguente equazione

@y Har—e) mala’ =),
la quale essendo di 2° grado fa vedere che : Unu retta non
puo incontrare Lellisse in pits di due punti (§. 162;)

169. Essendo 2c eguale ad FF'-base del triangolo FPF',
e Q_a eguale alla somma dei lati PF, PF', sara 24 > 2,
e di seguito @’ > c"; se dunque si costruisca una retta 6
tale che sia '

& —c=bh
I equazione dell’ ellisse diverra
ey +bar=abd,
e da cid che precede risulta che a” e & cocflicienti di y*
ed 2 sono essenzialmente positivi.

170. Ponendo y==0 si ha x==7F a; in conseguenza prese
!e CA » CA' eguali ciascuna ad @, saranno A, A'i punti
in cui la curva taglia I'asse delle z. Facendo poiz=y,
risulta y = # 4 ; e percio prese le CB, CB' eguali cia-
scuna a b, sarapno B, B’ i punti in eui la curvaincoen-
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tra I'asse delle y. E chiaro intaoto che si olterrabno  su
quest’ asse i punti B, B' descriveado un cerchio che ab-
bia il centro in un fuoco F e per raggio la FB egualead
a; che per tal modo le tre grandezze a, b, ¢ sono ordinata-
mente rappresentate dai lati FB, BC, CF del triangolo
rettangolo FBC e quindi si ha CB= Va—c=b5.

AT1. 1L corso e lu configurazione della linea ellittica si
palesano con mclta evidenza dalla sua descrizione , ma noi
dobbiamo trarre queste pozioni dalla sua equazione come
s¢ pulla ei fosse noto intorno alla sua figura. Risolvendo
atal fine (§§. 71 e 73) I’ equazione rispetto ad y si ha

¥y =:E%-V a’—%
e si rileva '

4°. Che ad ogni ascissa, come CS, corrispondono due
diverse ordinate SP, SQ, le quali , sebbene eguali in gran-
dezza, sone perd opposte per sito ; quiodi avviene chela
retta AA’ biseca tutte le corde che le sono perpendicola-
ri, ¢ percid la parte di curva sitoata da un lato di AA’
& esattamente eguale alla parte sitnata dall’ altro lato.

2°. che 4z e —z danno uno stesso valore per ¥, e quin<
di ad ascisse ed eguali. ed opposte , come CS, CS', corri-
ate. Da cid deriva che anche la
parte di carva esistente da ua lato della retta BB’ & esatla-
mente eguale a quella esistente dall’ altro lato ;. il che po-
trebbe rilevarsi eziandio riducendo I’ equazione alla forma

sponderanno eguali ordin

r= :‘:;—V b—y,
vale a dire risolvendola rispetto ad z ; mentre subito si dedu~
co che anche la BB' biseca le corde che le sono perpendi=
colari.

3°. che il valore piit grande di y corrisponde ad x=03

ipotesi che da y==k’; inconseguenza CB ¢ CB’ sono le mas-
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sime ordinate, e ne risulta che nel senso delle ordinate Ia
curva & limitata dalle parallele condotte ad AA’ pei punti B,
B’ ove dev’ esser toccata dalle parallele istesse. ’

4°.che i valori di y decrescono continuamente e sono co-
stantemente reali da z==0 fino ad z==xa, ciot fino ai punti

A. ?d A', ‘e poi divengono immaginarii al di la di questi li-

mm,.vale a dire per z>%a ; quindi & che CA e CA’ sono le

massime ascisse della curva, la quale percio nel senso delle

zscxsse-‘é limitata dalle parallele condotte a BB' dai punti A

A’, ed iviqueste parallele debbono necessariamente toccarla’

Dunque infine la curva ellittica & chiusa da per ogni dove:

a guisa del cerchio,ed ha la forma AB A'B’,rimanendo circo-

scritla nel rettangolo che risulta dalle perpendicolari alle
rette AA’, BB' ne’ loro estremi A , A, B, B, Essa inoltre &
divis;.\ da c.iascuua di questerette in due parti perfettamente

;?;;‘:]X?Ig?md] auche_ eguali saranno i quattro archi AB,AB,

172. L ellisse com’ & delineata von presenta veruna si-
nuosith e vedesi concava ad ogni istante verso la parte in-

,'e”m; ¢id non risulta i(x vero dall’ analisi precedente , ma
¢ conseguenza necessaria della prbprieu‘i dicuie dotat,a di
non ?oter esser tagliata da una retta in pia di due punti
(§-168) 5 il che non potrebbe aver luogo in generale slc: 0-
tesse avere archi spofgenli ed archi rientranti. (. le ﬁotf-’)

. 471.3. Si chiama diametro di una curva ogni retta che dl-
vhxda in parti eguali tutte le corde parallele in usa mede
sima direzione , e diconsi wertic; del diametro i punti ix;
cui esso incontra la curva. Un diametro poi si dice rine
rz:Pa.lc » 0 primario , oppure chiamasi asse della curvf sa
di piu le corde che divide in parti eguali gli riescono per ,e
dicolari ; ed i verlici di un asse prendono anche ill) nl; o
di vertici della curva; quindi Je duerette AA’, BB’ o
assi dell’ ellisse, ed i qualtro punti A, A’, B ’B’ son0
alreltanti vertici, ) >Ry Tnesone
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A74. Si chiama centre di una curva un punto che ab~
bia la proprieta di dividere ia parti eguali tatte le corde
che passano per esso e le meta di queste corde , ciot le
rette che uniscomo il centro ai puati della carva, soglio-
no, a somiglianza del cerchio, prendere la denominagione
di raggi. Risalta chiarameate dalla configurazione della li-
pea ellittica che ogni sua corda come PQ’ condotta pe'l pun-
to Cdebba rimanervi bisecata, dapoiche essa & interamente
simmelrica iatorno a questo punto ; ma in fatti sia y ==pz
¥ equazione della retta PQ'; eliminando. y tra quest’ equa-
vione e quella delle ellisse si ha I’ equazione pura di 2°

grado in &
a b

——alpl+bl

9,

le di cui radici esprimeranno le ascisse dei due punti che
possono esser comuni alle due linee ; e poiche I equa-
gione ha reali entrambe le radici e di segno contrario, cosi
si rileva in primo luogo che unaretta comunque condotta
pe’l punto C deve necessassariamente incontrar la curva in
due punti P, Q' separati e distinti. Ora & noto .che I ascissa
del punto medio della corda PQ’ equivale ("§. 64 ) alla se-
misomma delle ascisse dei punti P, @', e questa semisom-
ma nel caso attuale & scro perché I equazione precedente
io z manca del 2°. termioe , percid il puato medio della
corda PQ' cadra mell’ origine , vale a dire nel puato G, il
quale in conseguenza sara centro dell’ ellisse.
475. Essendo a > b sara CA > CB; quindi & che dei due
assi dell’ cllisse il maggiore & quello che passa pei fuochi.
Per tal motivo AA/ suol chiamarsi asse maggiore o prima-
rio, ¢ BB' asse minore 0 secondario.

176. Esprimendo con ( 2’ ,y' ) un punto qualunque del-
I ellisse , - ¢ dinotando con A il raggio coniisponde.te a
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qu«,sto punto sara A = \TTa + 5 5 ma & in victh dell'ellisse

w0
Y z_(“—'-" )3

percid verra sostituendo

B ——

l! +bl

o’

Ora essendo a > & si vede che guesta espressione ha il
minimo valore quando & # = o, ipotesi che riduce il
raggio ad A ==4. Quel valore va poi crescendo continua-
mente da z:=o0 fino ad z=a , cl’ & il massimo valore
di cui l'ascissa & suscettibile (§.471 n.° 4) ; e poiche in que-
sta ultima ipotesi il raggio si riduce ad e ; cost &, che:
Di i’ ¢ raggi dell ellisse il minimo & il semiasse minore ;
il massimo & il semiasse mm/qwr ;e degli aliri i pie vi-
cini al minore sono pii piccoli n’c pit lontani.

177. Cio posto s’ indichi con A’ il raggio corrispon-
dente al punto ( — z', y' ) ; si rileverh dall’ espressione di
A scritta poc’anzi che i due raggi A ed A’ sono tra lo-

ro eguali. Or siecno CP, CP' questi due raggi eguali;
N - - !
le loro equazioni sarsnno rispeltivamente y= 2z ed
!
x
!

A . . . .
y=— 7, e si riconosce che gli angoli PCa , P'Cx cl’

o

essi formano con l'asse delle = ( §. 82 ) sono supple-
menti Pun dell altro; donde avviene che sono eguali tra loro
gli angoli PCr, P'Cs', e quiadi anche gli altn PCy, P'Cy;

dunque : Due raggi dell ‘ellisse equalmente inclinati ad un asse
di figura sono vquali tra toro. E viceversa & chiaro, che: Due
raggi equali , se non si trovano per drilto, soro cqualmenie
inclinali @ ciascuno degli-assi *, Ma tutto cid del resto

* Se dpe rette QP,CP’ [£g-39] sono talmente inclinate ad una terza
AA'che sieno cguali tra Joro gli angoli PCA, P/CA’che formano con quella
14
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visalta con la massimaevidenza dalla stessa configurazione
della curva.

178. Segue dalle cose precedenti che se si descriva
un cerchio concentrico all ellisse queste due linee pon
polranno incontrarsi se il raggio del cerchio sia o pitt grande
del semiasse maggiore o pil piccolo del minore ; se poi
il raggio del cerchio abbia una lunghezza intermedia tra
quelle dei semiassi , le due lince si segheranno necessa-
riamente ed in quattro punti soltauto; ﬁnalmente se il raggio
sia eguale al. semiasse maggiore [fig. 407 il cerchio incon-
1rera |’ ellisse nei soli due vertici dell” asse medesimo ; e
tutti ghi altri punti dell’ ellisse cadranno dentro del cer-
chio; che se invece sia eguale al semiassc mioore vi sa-
ranno soltanto due incontri nei vertici dell’ asse istesso ,
ed in questo caso tutli gli altri punti del cerchio sta-
raano dentro dell’ e\hsse.

Del rimaoente si pud subito riconoscerc che un cerchio
el un ellisse comunque situali non possono inlersegarsi in
pi di quattro puoti. Imperciocché rapportando il cerchm
agli assi dell ellisse, e dinotando cona e 8 le coordinate del
suo centro ¢ con d il raggio, la sua equazione sard

(y—p) +(@—a)y = ;
Intante ragionando come al §. 135 siravvisa che le coor-
dinate dei punti che possono esser comuni alle du linee
si hanno nelle coppie di valori di z ed y capaci di soddi-
sfare ad un tempo all’ equazione del cerchio e dell ellisse;
ma queste coppie, com’ & noto dalla teorica dell elimina-
zione, ton possono essere pilt di quattro , glacche le due

a parti opposte, noi diremo per brevita che lo due rette sono egual-
enente inclinate all’ altra. Dopo questa dichiarazione ¢ mwanifesto ¢he,
trattandosi di coordinate ortogonali, le due rette y—=pz4-q ed y=—pz
-4¢' seno egualmente inclinate all’ assc dello «, o quindi ancora a
guelio delle y.
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equazioni sono entrambe di 2> grado ; dunque neppure ks
intersezioai tra le due linee potramno essere piir di quat-
tro ; e toccheranno esattamente questo numero. qualora. le-
quattro coppie sien tutte reali.

179. 1l cerchio concentrico che ha per raggio il se-
miasse maggiore suol dirsi circoscritto all ellisse ; e di-
gesi iscritto quello il cui raggio -8 eguule al semiasse mi-
pore. E da cio che precede si rileva , che : Un angolo:
qualunque APA' iscritto nell cllisse ¢ soiteso dall'asse maggio -
re & necessariamente oltusos ¢ che un angolo qualunque iscritto.
ancora nell ellisse, ma sotteso dall’ assc minore, & necessaria-
menle acuto.

180. 1 due assi e l'eccentricita di un ellisseson tre rette-
cos) collegate tra lovo mediante la relazione a’=6"4-c’ che-
date due di esse pud delerminarsi -la terza; e poichd le
quantita a,b, ¢ , sone ordinatamente rappresentate dai lati.
¥B, BC, CF | fig. 39 ] del triangolo rettangolo FBC, &
facile a rilevare le costruzioni a doversi -eseguire per la
determinazione di una di queste quantita date che ne siane
due. In particolare se son dati i due assi e si cerchi I’ ec-
eentricith si descriverd il cerchio che avendo il centro in:
un vertice B dell” asse minore abbia il raggid eguale al se-
mias:e maggiore CA ; questo cerchio segnera nell’ asse mag*
giore i fuochi F, ¥/, e CF=CF’ sara I eccentricita.

181. Iutorno ad uno stesso asse maggiore si possoao deseri-
vere ionumerevoli ellissi con eccentricita diverse, ossia con:
fuochi diversi : supponendo che questi fuochi si vadane
tra loro accostando, e quindi impicciolendo I eccentricita,
crescera invece |’ asse minore , come si rileva dalla rela.
zione a’=h"4c”; in questa ipotesi I ellisse rendendosi sem-
preppiin meno schiacciata si andra approssimando alla figu-
ra circolare ; ed in fine giungendo ifuochi a coincidere ,
percio ad aonullarsi " eccentricity, risulterh ’=)", el equa-
2jone dell ellisse s capgerd

i
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in a'y'tazr—aa =0 , ossis in y* + 2" =a’}
vale a dire in tal caso I’ ellisse si riduce al cerchio di raggio
a. Quindi & che il cerchio si rignarda come una specie parti-
colare di ellisse, e propriamente come un ellisse ad assi egua-~
1i o di eccentricith nulla. :

4182. Bapportando il cerchio eircoscritto agh stessi

assi coordinati ai quali & riferito 1 ellisse le equazioni delle

due curve saraono rispettivamente
b:
L L J— ‘_— T $=—_ a‘l x‘ «
y=a'—2z s y po ( — ) 3

laonde se si dinotino con x’,y’ le cordinate di un punto. qua-
lunque del cerchio, e con " Yordinata dell’ellisse corrispon-
dente alla medesima ascissa &', si avrd
— =t @
y'=\ (@—2") ’ J a ( )
e quindi stard
yiyliazhy
vale a dire - Le ordinate del cerchio circoscritto e dell’ ellisse,
corrispondenti ad una medesima ascissa , stanno tra loro nel
rapporto costante dell asse maggiore al minore. Da cid segue
che se le ordinate al diametro di un cerchio si dividauo in
uno stesso rapporto, 1 punti di divisione saranno situali so-
pra un ellisse ; ed in tal guisa si ha un altro modo da descri-

vere questa curva per assegnazione di punti.
483. Riducendo I equazione dell ellisse alla forma

b .
= (@)

si rileva, che : I/ quadrato di un’ ordinata all’ asse maggiore
sta al rettangolo delle due distanze del picde dell’ ordinata a
vertici dello stesso asse nel rapparto costante del quadrato del-
i asse minore @ quello del maggiore ; ma & chiaro che in
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questo teorema si puod I’ asse maggiore scambiare col minore
e questo con quello, mentre si ha pure

o =5 (=)

It rapporto di cui & parola nella proposizione enuncia-
1a divieue di eguaglianza nel caso particolare in cui gli
assi sono eguali, e si ritorna eosi ad una conosciuta pro-
prieta del cerchio (§. 133 ). Del rimanente essendo il cer-
chio una specie particolare di ellisse (§.181) si pud gia pre-
vedere che anche le proprieta dell’ una debbono essere casi
particolari delle proprieta dell'altra curva ; il che verra con-
fermato dalla esposizione che passiamo a fare di quelle tra
esse che meritano essenzialmente di essere conosciute.

Dei diametri dell’ ellisse.

484. Per meglio studiar I’ ellisse andremo a discuters
le sue intersezioni con una retta. Siano per tanto

ay + b a=ua b
y=prr+gq

le equazioni di queste due lisee . Eliminando y si ba

(a'p’+b’) z’42pgz + a* (¢°—b) =0
sostituendo le due radici di questa equazione in quella del-
laretta ( §. 436 ¢ 162 ), le coordinate dei punti in cui le
due linee possono incontrarsi si troveranno ordinata mente
epresse da
_ —apikabVa'p 1o —g _ bgEabp\a’p 1o — gt

'a:P:+ b Y= a=P:+ b

e si rileva , che le due intersezioni saranno reali e distinte »

reali ¢ coincidenti y o immaginaric secondoche la quantita
a’p’+ b — ¢ sia positiva ; nulla , 0 negativa .
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- 485. Conosciate le coordinate dei due puati in eui la re‘lta
incontra Pellisse, potra calcolarsi Ja loro distanza, valea dire
1a corda intereettata dalla curva sulla retta . Per.tanto se que-
sta corda si dinoti con 2X , e b ponga per brevita ( §. 457 )
»+ 1=r",
siavrd
abr a' b q
A [ (2% b — g )ed X' = ——;(i—-—-———-_—)
X—a’p’-{- o V(a PE—g ) a'p’4 b’ a'p +b
186.1 noto che la semisomma delle ascisse o delle ordina-
te di due punti esprime I ascissa o I’ ordinata del punto we-

dio della loro distanza ( §. 64 ) ; chiamando dungue z, y" le
¢ oordinate del punto medio della corda' intercettata dall’ el-

lisse sulla retta , si avra

b %PY T
= aapz_l_b: ’ r""‘a’P‘.*-b

Eliminaado ¢ si ottiene tra 2'ed y'la relazione
apy+ba=o0
ed & poi chiaro che la stessa relazione si ritroverebbe trale
eoordinate del punto medio di ogni altra cord:j\ perallela a
quella che si & covsiderata. Questa relazione in conseguen-
za & (§. 52 ) I equazione del luogo geometrico dei punti
medii di tutte le corde parallele alla retta proposta : equa-
xione che ora scriveremo
apy $ b’z =0,
ed esprime una reita passante per I’ origine , ossia pel cen -
tro della curva. Dunque : [ punti medii di tutlg le corde dell’
ellisse tra loroparallele sono situali sopra una rella che passa
pel eentro.Quesla relta in conseguenza & un diametro(§. 173),
il quale biseca le corde parallele la cui divezione & detemn?
vata da p ; ma p & suscetlibile di un suwero infinito di valqu
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reali, percid : E infinito il numero de'diametri dll ellisse, &

tulti s intersegano nel centro.
187. Mettendo I’ equazione precedente sotto la forma
: "

y=— e

si scorge che il diametro corrispondente fa con I’ asse delle

. b
zunangolo la di cui tangente & espressa da — — , angolo
a’p

che varia a misura che varia p ; ma questa espressione, dando
a p un valore conveniente , & sasceltibile di qualsivoglia va-
lore determinato ed arbitrario , 0, in altri termini, puo dive-
vire latangente di qualsivoglia angolo dato ; dunque : Ogni
retta condotta pe’l centro & diametro dell’ cllisse ; e percid
1 suoi raggi mon sono che semidiametri.

188. Le formole del §. 185 somministrano immediata-
mente | espressione della lunghezza del diametro rappresen-
tato dall’ equazione y = pz, bastando percio di porvi g=0o 3
per tal modo chiamando A il semidiametro o raggio si ha

.- a’br 2’0 [p 1)
= a’}l’-}-b’ — anpz_l_b,

Osservando che questa espressione conserva lo stesso valo-
re quando si cambia p in—p, si rileva, come gia si-& vedato
in altra guisa (§.177), che sono eguali due diametri aventi’
per equazioni y == pz ed y =— pz. Dunque : Due diametri
dellellisse equalmente inclinati ad un asse di figura sono equa-
li tra loro ; E viceversa : Due diametri equali sono equalmen «
te inclinati a ciascuno degli assi.

189. Due diametri si dicono conjugati se ciascano biseca
le corde parallele all'altro ; I’ asse maggiore e’l minore
sono evidentemente in questa condizione, e quindi essi for-
mano un sistema di diametri conjugati, Ma sieno in generale
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y=pz el y=p'z due diametri qualunque ;‘supp?nenilo che
il secondo bisechi le corde parallele al primo si avra

. ¥

p=— -l'- , ovvero @’pp'+b’==0 , od sncora p=2 — ap'
ap

L’ ultima forma fa vedere che anche il pr'im(') diametro b;:
seca le corde para\lele al secon.do, e' quindi saraooo con
jngat'\‘ Iu conseguenza: Due dmr.netrt qtfalun'qua ¥y '.:-; }l;;
ed _y—_—Plx saranno conjugati sc lra dc’tcrI:fotantu p» p' delle
loro diresioni sussista la relazione a’pp'+b =0 L,
In virta di quesia relazione data p'guo de!.ermu:!a'rsl {v;
e viceversa ; vale 2 dire data \a. posizione dl.u;l\. f:me‘:m
26 determinarsi quella del ‘ccfulugato . E poiche 1d :a ore
che risolta per p, 0 per p' & unico, reale, e sempre 'e‘ ert -
pabile, ne segue, che : Ogni diametro ha un sol conjug o
v hg;cﬁszfg‘:;:‘céi innumerevoli sistemi di diametri con-
] 1 i -'1 alesa immediatamente pella figura. Di fu.t,li‘ fia’
T 0 (fig- 41) di qual si voglia diametro si tirino
verte ’Q" N g!‘un ue P dell ellisse le corde QP,Q'P, ¢
. i i q‘:ri F?E’ DD’ paralleli a ciascuna ; egli @&
Fhtero ‘l‘:“;;“e rimo di, essi passa pe’l puoto medio della
o I(’”’ epl' altro pe’l punto medio di PQ; e ne av-
:;’::: ch% r,nenlre il diametro EE’ biseca le ycorde paralle-
‘ la sua volta biseca anch’ esso le corde
le a DDY, quenle ® ® = "+ due dismetri DD’ ed EE sono
< arallele ad EE'; percio 1 due diame \ :
P’““.* 1. ed & poi chiaro che a misura che cangia il Pun
con]l’“ga:s‘: sang'\s pure il sistema di diametri conjugati che
to C
H e. 4
HS:‘Q‘: d\zf‘:?ev‘:::\r:: :loal?n vertici Q, Q' di un diam?tro s'} tira:
no le rette Qg, Q¢ parallele a.due dlan.leL.n conJuga:[
1 DD' quelle rette -dovranno incontrarsi in un ‘pun o
ll‘:‘Ede,ll’ ellisse , dapoiché in virti della costruzione ciascun

dei lati PQ, PQ del triangolo QPQ' @ Disecato dal dia-
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metro parallelo all’ altro ; e quindi , essendo conjugati
i due diametri, 1 due lati saranno corde dell ellisse , e’1
punto P in conseguenza cadra sulla curva.

Ma volendo comprovarlo per mezzo dell’ algebra sieno
y=pz ed y=p'z le equazioni dei due diszmetri conjugati
DD'EE', e s indichi con («,8) il punto Q; il puato Q'
sari espresso da (—ax,—2), e percid le equazioni delle
rette Q'q'e Qq parallele rispettivameate a quei diametri
$4ranno

J/+43=lq<w+x) .7""1/3=})’<I_“)'
Cid posto si dinoti eon (z', y') il punto d’ incontro di
queste rette; dovendo le sue coordinate verificarne le
equazioni si avraono le due relazioni

Fe=p (@) y—pep(e—s),
le quali, moltiplicate membro a membro dan luogo al-
I altra '
Y —Pr=pp(a—a).
Or trovandosi il punto (=&, B) sull’ ellisse si ha "=

'y . . .o .
o (a’—="), ed essendo conjugati i due diametri si ha di

pilt pp'::——-;;; in conseguenza sostituendo questi valori

nella relazione precedente risultera

1):
),I: = ? (a:__xl:)’

e si rileva per tal modo che il punto («',5"), incontro
delle rette Qg, Q'q', si trova sull’ ellisse.

192. Due corde dell’ ellisse le quali uniscono un punto
della curva ai vertici di un diametro qualunque , ov-
vero che , mentre s incontrano sulla curva son parallele a
dm_; diametri conjugali , sogliono chiamarsi corde supple-
mentali. Cid posto sieno y = pzr 4 g ed y =p’ & + q

]

¥
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le equasioni di due rette qualunque ; le coordinate del
punto in cai o incontrano saranno espresse da

_§—3q — =P
£ = p—r ’ Y r—p'

Ora se questo punto & sull’ ellisse le sue coordinate do-
vranno verificarpe I equazione , e quindi dovea sussistere
1a relazione )
(a:ph_i_b:)qa_l_(a!p.+bl)ql-_2<aippl+b1)qql=a,ba(P_P1)v.
Se di pin quelle corde son parallele a due diametri conju-
gatisi avra a’pp' + 6" =0, ed allora la relazione prece-
dente si puo ridurre a

Ty 1 @b (p—p'y

PG @A @) (@ D)

ma per essere b* = — a’pp’ si ha

(a’P! + b:) (a!PII + bl) = aibl(p___pl));
in conseguenza : Due corde diun ellisse rappresentate dalls

equazioni y=pz+ q, y =p' z+q saranno supplemen-
ali se tra § loro determinanti sussistane le due relazioni

g9
a'pp'+b =0 5 —aT;'-{-b' +a:Ph+b/a,*1'
193. Cid posto si diootino con 2 Xe2Y le lunghezze

delle corde supplementali PQ' e PQ parallele ai diametri -

conjugati DD’ ed EE’, e si chiamino A e B i semidiametri

€D e CE; siavra (§. 185)

a‘b"" qs \ a'b’r" qll
e f —t —(— —
X =g O S )
ma 4 (§. 188)
ab'r s a’lbr’* nn
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percio verra sostituendo:

E:i-— T ’ T =1 ——ql‘——-

B ap” b
Sommando queste due eguaglianze membro a membro, ed
osservando che la somma degli ultimi due termini frazio-
narii equivale ad 1 ( §. prec. ), risultera tra le lunghezze
di due corde supplementali e quelle dei diametri che sono-
ad esse parallele la seguente rilevantissima relaziose

D. S
T

vale a dire: La somma dei quadrati di- dus corde sup«
plementali divisi pei quadrati dei rispettivi digmetri paralld-
l & costante ed equale all’ unita.

194. Poiché per due diametri conjugati Y=pE, y=p 'z,
siha a"pp'+ 86 =0, pep' saranno di segni contrarii,
e quindi di specie diversa gli angoli ch’ essi formano con
Vasse delle 2, ciot se uno & acato I'altro & ottuso ,
e viceversa . Supponendo p positiva, p' sara negativa,
e percio se DD’ ed EE rappresentano rispetlivamente i
due diametri y = pz ed y=p'z, I'angolo DCx sara acu-
to, ed ECz sara ettuso. Segue da cid , che :, Gli assi di

gura BB', AA' cadono uno per ciascuno de’ due angoli ECD,
DCE’ che fanno duc diametri conjugati , e che sono sup~
plementi Uun dell’ altro. .

195. Di questi due angoli converremo per ragion. di
¢hiarezza di chiamare angolo compreso da due diametri
conjugati quello propriameate in cui cade I’ asse minore
com’ ¢ ECD , ed allora il supplemento sara I angolo DGE!
in cui cade I asse maggiore Cio posto dinotando eon &
I angolo compreso ECD , si avra = EGzr — DCsr , ¢
quindi

!
tang @ Al i Y
I tpp

116 Elcment:
ma & a’ pp' 4 b =o0; in conseguenza sccondocht si eli-
mina p' o p verra

ll’ pa + bs a® Pl’ + b:
e t Q= e,
o ——-b,) » ovvero ang p’(a’—-b’)

Essendo p positiva e p' negativa , e di pia a>b, tang @
sara negativa ; percid : L' angolo ECD di due diametri con-
jugati & ottuso, e quindi acuto il supplemento DCE'.

Ma cio si rileva ancora esservando che se dai vertici
dell’ asse maggiore si tirano le corde supplementali AP,
A'P [ fig. 40 ] parallele ai diametri coojugati EE', DIV,
visulia I'angolo ECD eguale ad APA’ e si & veduto che
guest argolo & ottuso ( €2 179 )..

196. Nei soli due casi di p==0, e p== os si ha tang ©= o0;
quindi: Tra gl infiniti sistemi di diametri conjugati di un
ellisse i soli assi di figura sono tra loro perpendicolari.

197, Se due diametri y = px, y =p'z , oltre di essere
conjugati fossero anche eguali , si avrebbe non solo a’pp'+

*=0, ma anche p==—p' (§. 188); quindi i valori di p e
p', che determinano le direzioni di silffatti diametri, si

H

b .
avranno nelle radici dell’ equazione p’ —— =0, le quali

lang&! = -

-

sono espresse da p=1k ?[:— : adottando la positiva per p,

la pegativa apparterra a p'; percid i diamelri conjugati
ed eguali saranno dali dalle equazioni

b
)‘=+;-x ; y:-—:x
e sono evidentemeate costruiti dalle diagonali TT' ed UU!
(fig. 42 ) del rettangolo formato dalle perpendicolari ele-
vate ‘agli assi pe’ loro veriici , disgonali le quali passa-
vo altresi pei punti medii delle corde supplementali od
eguali. Dunque : Esiste nell cllissc un sol sistema di dig-
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melri conjugati eguali i quali passano pe’ punti medii delle
corde che uniscono ivertici degli assi della curva.

198. Per mezzo delle due formole scritte nel §. 195 si
ottiene I'angolo @ compreso da due diametri conjugati quan-
do & dato il valore dip o p’ ; e viceversa; laonde per es-
se si possono risolvere i due seguenli problemi :

1. Data la posizione -di un diametro trovare I' ango-
lo @ ¢k’ esso comprende col conjugato.

2. Dato I angolo ottuso  che dev’ esser compreso da due
diametri conjugati trovare la loro posizione. .

1l primo problema & sempre possibile ed ammette una

sola soluzione, giacche il valore di tang® & unico, e reale.
Rispetto al secondo problema , facende uso della prima
formola , si ha I equazione di 2° grado in p

ap flange(a>—b YpF b =o

da cui si traggono per p i due valori

-— tangco(a'-—b'):l:\/zang’m(a’—b’)’-—-—lpa’l;’_
2a’ ?
i quali sono reali se si ha tang’0(a’— 5°)
‘ a _b 4 27z :
maginarii nel caso opposto ; in 20 ( o ) ‘> wos ed im-
e osto ; nseguenza il problema sara
possibile ed ammettera due soluzioni se il valore asso

luto della ¢ " ang i
e angente dell’ angolo dato @ sia maggiore di
g7 1o questo caso adunque v? saranno due diametri

r=

che comprendono coi lore conjugati uno stesso angolo. Se
L. . 2ab

poi si abbia tang e <o il problema sara impossi-

bilc.. Intanto I'angolo & essendo ottuso per ipotesi & chiaro

che il piu piccolo valore della tangente, e quindi I’ angolo
2ab

a—p "

Quando i due valori di p sono® reali, sono entrambi - -

massimo, si avra per tang ® =
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sitivi, perché la tangente dell’ angolo » & negativa ; essi i
conseguenza determinano le posizioni di due diametri come
DD, KK' (fig.43) i quali formano angoli acuti conl” asse
delle 7 e pessono percid dinotarsi eon +p, e + p.. Sosti-
tuendoli ad uno ad uno nella relazione a’pp'4b*=osi tro-
vano ordinatamente per p', ciot pei determinaoti delle di-
rezioni dei corrispondenti conjugati EE', LL/, i due valori
negativi—p,e—p,; € percio i due sistemi di diametri
conjugati che risolvono il problema saranno espressi I uno
da y=+p.z,y =—Pp, % € ¥ altre da y=+p.z, y=—p.%.
Di questi quattro diametri il primo e quarto essendo egual-
mente inclinati a ciaseuno degli assi saranno eguali in
lunghezza (§. 4188); ed altrettanto avviene tra il seconde
e terzo; in conseguenza: KEsistono nell’ ellisse due siste-
mi di diametri conjugati che comprendono uno stesso ango-
lo; ed i quattro diametri sono @ due a duc eguali tra loro,
ed equulmente inclinali a ciascuno degli assi.

499, Se si verifica la condizione lang ® = % , che
ba luogo per I angolo massimo, i due valori di p siegua-
gliano al pari di quelli di pyesiha p:—i—,p':——bc-‘--
In questa ipotesi i due sistemi di diametri conjugati si

. b b C .
riducono al solo y =—z,y=— 7 ;  vi si riconosco-

po i diametci conjugati eguali (§. 197); dunque: Nel-
T ellisse i diametri conjugati equali comprendono il massimo
angolo ottuso , ¢ quind: il supplemento (§- 195) ¢& il mini-
mo degli angoli acuti. :

200. Quando Y ellisse & delineata i due problemi
di cui ci siamo occupali si possono risolvere con sempli=
cissime costruzioni geometriche mediante le propricta delle

corde supplementali.
Costrusione pe 'l problemas 4", Sia DD' (fiy. 41) il dia-
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metro dato, e condotto ad arbitrio un altro diametro QQ’,
da uno dei svoi vertici si tiri la corda QP parallela a
DD, e si congiunga PQ ; il diametro EE' parallelo a que-
sta congiungente sara il conjugato di DD'.

Costrugione pe’l problema 2°. Segnato ad arbitrio un
diametro QQ' (fig. 43) si descriva sit di esso un segmen-
to di cerchio capiente dell’ angolo dato ; questo cerchio,
segando gia I'ellisse in due pusti Q,Q’', dovra, se il
problema & possibile, incontrarlo ancora in due altri pun-
ti (§.178) come P, P'; e sarh risoluto tanto dai dia-
wetri paralleli alle corde supplementali PQ, P'Q, quanto da
quelli paralleli alle altre P/Q, P'Q'.

201. Supponendosi descritta I ellisse , la costruzione
del problema 2.° fa pur conoscere le ‘lunghezze dei due
diametri che comprendono I angolo dato ; vale a dire re-
sta con essa anche risoluto il seguente problema : Deter-
minare le lunghezze di due diametri conjugati, che com-
, prendono un angolo daio » ; ma se I ellisse non & descritta
¢ necessario di trovare le espressioni di queste lunghez-
ze. A tal’ effetto si chiamino A, B i semidiametri cer-
cali, e p, p' i determinanti rispettivi degli angoli uno
aculo e I' altro ottuso , ch’essi formano con I’ asse del-
le z ((§. 194 ). Per tal modo le incognite A , p saranno
determinate dalle relazioni ( §§. 188 e 195 )

A(a'p’+b)=at(p"H) 5 @'p+b=—tang, (a*—b")p,
¢ le incognite B, p' dalle altre

Brap+b')=a’b:(p"+1) , a'p"b'=tang, (a'—5)p'.
Traendo dalla prima il valor di p* e sostituendolo nella
seconda , dopo averne elevato a quadrato i due membri ,

. . sen® | . 2
e scrivendo inoltre in luogo di tang o , si avra
. Cos @ B

nella incognita A la segucote equazione di 4.° grado de-
rivativa del 2°, '
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a*h
At—(a’4b")A =0

otrebbe eliminarsi p’ tra le due ulti- \
{la sola B ; ma

identica a

Nello stesso modo p
. , .
me relazioni, € si avrebbe un’ equazione .ne

& chiaro che questa equazione deve risultare
A, ed avrd quindi le stesse radici. Dunque le

dici dell’ equazione in A, che sono eguali a du.e
trario , esprimono i quatlro semi-

gnella in
quattro ra
a due e di segno con rlo,
iametri , che risolvono il problema.

al;‘gl S,egue dalla natura dell’ equazidne precedente .che'
; valori di A’ e B* sono sue radici quadratichc? e quindi
per teoriche conoscinte si hanno le due relazioni

2 A4 B=a4b

92 ABsen © =ab.

Si rileva dalla 14, che : La somma dei quadrati di

* Abbiamo preferito la deduzione di‘ qq?ste relazioni,vanzln.c}.l'e d;n:;:l
strarle, percha il primo procedimento K P:u‘conforme all'ana :n. ;;nsieno
rimenente eccone ancora le dimostralzxomT bupponcndo. “h‘f’ B i
due semidiametri e P, ¢ i determinanti delle loro direzioni si av

a! b1 " B, _ al bl rlh .
A= Trar T =yt
ma se di pil} son conjugati , essendo b* = — a*p 5)" risulterd
@ > -a’p’r’ S a*prr .
A=y ; rp—7

Sommando queste espressioni si ha per numeratore .

(p—p)) (a—a pp') ., oOVVENO o —p')a>+b"),

i i lazione A*-4Br=a* 4 b*.

o ne conseguita la prima 1¢ re .
Faeendone invece il prodotto , ed estraendoBla ra ;ce r(:y

sostituito b* in luogo di — a'pp', verra AB=a Py

7= ¢

indi =¥ _ ab; ma il fattore frazionario equivale al
qmadlAB rr — ’ - .
geno dell’ angolo compreso dalle due rette y=p z, y=7p'2
{§. 400 ), val quanto dire al seno deil’ angolo ® , percid si (avra
ABsen w=a b, ci’¢ la 2% relazionc.
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thue diametri conjugati qualungue dell’ cllisse é costante ed
vgueale mila somma dei quadrati degli assi.

E risulta dalla 22, che : Il parallclogrammo ehe s
forma da dite semmidiametri conjugati & pur costante ed o-
yuale al vettangolo dei semiassi.
~ R03. Se pei vertici di ciascuno di due diametri con-
Jugati st conducano le parallele all’altro si forma un pa:
rallelogrammo quadraplo di quello che risulta dai semis
diametri, e che swol dirsi circoscritto all’ ellisse ; allora
I'ultima proposizione pud cost enunciarsi: I parallelo-
grammi civcoscritti all ellisse co* lati paralleli o due dia-
melri conjugati son tutti eguali tra loro.

L stessa proposizione si modifica evidentemente ans
che nei medi che seguono : { triangoli che hanno per la-
t die semidiametri éonjugaii som (utdi cguali . Ovvero :
Son tatti equali i parallelogrammi isetitti che hanno por
tertici quelli di due diametri conjugati.

_ 204, Indicando con ¢ e ¢' gli angoli, wno acuto ¢
Valtro ottuso , che due semidiametri conjugati A , B for-
mano con ' asse delle x , si hap = tang ¢ , p'= tang %'
percid sara a® tang @ lang @' + b = o, e di pil siavrd
= ¢' — ¢. In conseguenza tra i sette clementi
8,6,A,B,0,¢,¢
si hanno le quattro relazioni
o=¢ —¢
8 tang @ tang ¢' 5 =0
o' +br=A"4 B
ab= AB sen® ,

le quali valgono a determinarae quattro , dati che ne sieno
tre; e quindi per esse si potraono , in generale, risol-
vere 1 diversi problemi che possono occorrere intorno ai

16
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diametri conjugati . Abbiano gia risoluto due di siffatti
problemi , ma ad essi dobbiamo aggiungere il seguente
<h’ & il pit importante :

205. Dati di grandezza e posizionc duc diamelri cor-
Jjugati determinare {a grandezza e posizione degli assi .

Per cid che riguarda la grandezza degli assi pud su-
bito ottenersi dalle sole due ultime relazioni, nelle qua-
1i A, B, saranno elementi conosciuti, ed a, b incogpiti.
Se di esse si prenda or la somma ed or la differenza , dopo
aver moltiplicata I’ ultima per 2, si avra

apb=VA B¢ 2ABserw , a—b=\VA+E—2A Bsen o
< quindi risulteranno per gli assi le seguenti espressioni
2a = \/A*+B'+2ABseno 4 VA'4B:—2ABsen®

2b = \/A’-{-B"-]—‘ZABscn&——VA'+B’—2AB sen @y
fe quali si possono costraire in modo molto s_emp\ice:
Sicno in fatti CD, €CE [ fig. 44 ] i dati semidiametri
A, B nell’angolo ECD = elevando per C a2 CD la
perpendicolare MN , sara !’ angolo {[ECM complemento
di ECD, ossia di @3 e percid sen o = cos ECM ; inol-
we essendo I angolo ECN supplemento di ECM si ha
cos ECN == — cos ECM = — sen @ ; ma se st tagliano
le parti CM, CN eguali ciascuoa a CD si ha per un co-
poscinto teorema di trigonometria

EM’=CM"+CE’—2CM x CE X cosECM
EN'=CN*4CE'—2CN X CE X cosECN ,

in conseguenza sostituendo i simboli alle rette risultera

EM=\VA+B—2ABsens, EN=VA'4+B42ABscno

e quindi si avra
2a=EN+EM , 2I=EN—EM;
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vale a dire 1" asse ni:xggiore & quanto la somma:delle-con--
giungenti EN, EM, e L asse minore qnanto. la lore. dif:
ferenza. '

Rimarrebbe era a determinare la- posizione degli: assi,.
H che si otterrebbe determinando per mezzo delle. altre-
due formole I'angolo @, o ¢/, ma ci riserbiamo. di dare
da qui a poco una soluzione pit semplice; di questa se-
conda parte del problema, facendola dipendere da. altris
principii..

206. Abbiame fino a questo punto-considerato due: dia~
metri conjugati,, ed ora diremo. brevemente qualche cosa
di due diametri ortogonali..

E dinotando al solito con A, B [ fig. 45 1’ due semidia-
metri CD, CE, e con p, p' i determinanti delle lore dire~
zioni, se i medesimi formano un angplo retto sara pp! +1=o

(§. 100) ; quindi p’:—-}—:;; e percid sostituendo questo va-
lore di p'in quello. di B si avra '
A ___a’f’:(P +_1) , B=200+,
a’p’+b a’46°p?

dividendo. il prodotio di queste espressioni per la. foro-
somma risultera .

A’B‘ _ asbl

A +B: - a"—}-b“
€id. posto- si chiami &1 altezza CV del triangolo rettango-
lo ECD,e 21 ipotenusa ED;sara A’B*=a8, ed A*f:B'=2";
laonde sostituendo verra
abt
a._hb: »
e ne segue che: I triangoli rettangoli formati dun due se-
midiametri oriogonali di un ellissc hanno lutti una mede~
sima alicssa,

a' =

124 - Elementi
/207. 1l cerchio che abbia il centro in C e per raggio
CV tocea la ED in Ve percid : Le ipotenuse dei triango -
li che hanno per cateti duc semidiametri ortogonali son tutle
taugenti ad uno stesso cerchio concentrico all’ ellisse.

Altre equaszioni dell’ ollisse.

208. L’ equaziore con la quale si & finora rappresentata I
ellisse si dice rapporiata al centro ed agl assi della curva
perehe il centro & préso per origine ed i suoi assi son
pure quelli delle cordinate. Intanto da quest’ equazione po-
trcbbe subito dedursi I equazione dell’ ellisse rapportata a
due rette qualunque mediante e formole per la trasformuzio -
ne delle coordinate ; ma, se si traita di prendere per assi
due diametri conjugati , possiamo dispensarci dall’ impie-
go di quelle formole, dapoichg la relazione che gia cono.
sciamo tra le lunghezze di due corde supplementali (§.193)
da immediatamente I equazione deil’ ellisse per questo case.

Ed in vero sien presi per assi delle z ¢ delle y due dia-
wetri conjugati CDx, CEy (fiy. 46), e sieno PT, S le coor-
dinate z,y di un punto P dell ellisse ; saranno PT, PS le
meta di due corde supplemental: ; laonde chiamando a’, b
i semidiametri CD, CE si avra tra z ed y la relazione

Fre=t

la quale in conseguenza ¢ I equazione dell ellisse rappor-

jata al centro e a duc diametri conjugati. ,
Facendo sparire i fraiti quest’ equazione diviene

a"_y’-{-b”z".;a”é” ;

¢d ¢ marchevole che non solo ha in quanto alle variabili

la stessa forma dell equazione primitiva; ma di pi che

i semidiametri @', §' vi entrano precisamente come i semi-

#ssi @, & entrano in quella,
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1.’09. S.upponeudo che I equazione y==px-q sia rapportata
agli stessi assi coordinati CDx, CEy, la costante p, determi-
nante della direzione della retta corrispohdente non piit sard
la laf:gente dell’ angolo ch’ essa forma con I asse delle =z,
ma sivvero esprimera il rapporte tra i sem degli angoli
ch’essa forma con gli assi delle = e delle y rispettivamen-
te (§. 83) . Pur tuttavolta & manifesto che le espressioni
delle coordinate dei punti comuni alle due linee si com-
porrebbero esattamente come quelle ottenute nella ipotesi
d'elle coordinate ortogonali ( §. 184); e quindi & facile a
riconoscere le modifiche da apportarsi alle diverse formo-
le rilevate in quella ipotesi onde renderle applicabili al
caso attuale ; ma del rimanente & chiara che quasi in tutte
non evvi che a cangiare la rio R {§. 157), ciok la quan-
litd p’4-1 i p-h 2pcosf41, supposto che 8 disoti I' an-
golf) degli assi, Inaltre anche nella presente ipotesi degli
assi ?bbliqui due diametri y=pr ed y=p'z saranno con-
Jugali se tra i determinanti delle loro direzioni sussista la
rcl?zmrie a”pp' 4+ =0 (§. 189).

210. Da ora in.nanzi per maggior semplicith noi suppor-
remo che I’ e(gxazxone

Y+ =ad O)
sia rapportata ad un sistema qualunque di diametri con-
Jjugati 3 allora a dinotera il semidiametro che fa da asse
delle e & quello che fa da asse delle y.

E qui cade fin acconcio un’osservazione che tornera
~utile fli tener presente. Sia K un punto ovunque situato

mfl piano dell’ ellisse , . ¢ si congiunga CK, che incon-
tri la curva in P; sarh manifesto che se il,puntoK ca-
de fuori' di essa le sue coordinate che diremo &, 8 saran-
no m:'igglori gi qtl:elle del punto P, ed invece saranno
minori se eade al di dentro. Qra poi i :
cade sulla curva si ba e G ol se 3 puo £
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a4 =al,
¢osi se cade al di fuori sara
“:ﬁl+b=“1>a:bg i
¢ se cade al di dentro sard invece
@ P b ga b
244. Se gli assi coordinati sono i diametri eonjugati egua<
Li (5.197),sihaa=0, el equazione della curva diviene
‘ y+z= a,
prendendo cosi esaltamente la forma di woa delle equa-
sioni del cerchio ; ma mentre pe’l cerchio le coordinate
sono essenzialmente ortogonali , per I’ opposto trattandosi
dell ellisse le coordinate saranno essenzialmente ebblique.
242. Volendo trasportar I’ origine in uno dei vertici del
diametro DD', per esempio in D', conservando all’ asse del-
direzione del conjugato EE', il che equivale
a prendere per quest’ asse la DY parallela ad EE', al-
Jora essendo — a I’ ascissa del puato D', bastera can-
giare nell’ equazione ) la z o xz—a (§- 149), e per
tal modo la medesima si trasmuta in
@’y b a’—2 ab*z =0 ©0))
ellisse rapportata al veslice di un

le y la stessa

¢ dicesi equazions dell
diametro.
213, Ponendo nella (2) z = o le radici dell’ equazio-

me y =0 esprimeranno- le distanze dall’ origine D’ ai

due punti in cui la curva pud esserc incontrata dall’ asse

delle y , ossia dalla retta D'Y ; ma queste radici essen-
do y=o, y=26, sono pulle , e quindi eguali ; percio
quei due punti saranno raccolti e confusi nel solo pusto
D, il quale in conseguenza & un puato di contatto e la retta
DY sara tangete della curva ( §. 163 ). Da cid risulta ,
che : La parallcla condotta pe L vertice di ux diametro ak
suo conjugate & tangente dell ellisse.
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Ma cid si rileva ancora evidentemente dalla proprieta che
ha un diametro di bisecare ogni corda parallela al suo
conjugato . In fatti la langhezza della corda che passa per
uno dei suoi vertici & necessariamente nulla ; che se cosi
non fosse dovrebbe incontrar la curva in due altri panti; ed
allora una rstta segherebbe I ellisse in tre punti, ch’ & im-
possibile. Essendo adunque nulla la corda intercettata dal-
Vellisse sulla parallela condotta pe’l vertice di un diame-
tro al suo conjugato, essa incontrera la curva toccandola,
€ non gia segandola , come I’ algebra ha mostrato in altra
guisa. .

214, Per avere I equazione dell’ ellisse rapportata a due
vette qualanque VX , VY [fig. -#7], non si ha che a so-

stituire nell’ equazione (1) in luogo di zed Y i valori dati
dalle formole ( §. 155 )

xl xl
z = _R+% +a , r=erq+ P'%T-Fﬁ
nelle quali x, 2 sono le coordinate della nuova origine
V, ep,p ideterminasti degli angoli che i nuovi assi
VX, VY formano con I asse antico delle z . Eseguendo
la sostituzione , e poscia togliendo gli apici dalle varia-
bili (§. 160 ), I’ equazione cercata risulta come segue

CPAE L g SRR A @p b
R? Y +2—§1T,— zy +-_]-{.“—- z
a! (} 6: % s b’ .=
+2p—pl:--—-—y+2a ﬂ;‘l’ ax [}
+ap + b0 —a 5
ovvero ; serivendo in compendio i cooefficienti >
Ay’ + Bxy +Cx’+D}'+E¢:+F_—_0;
quindi si vede che la forma generica dell equazione
dell’ ellisse rapportata a due rette qualuaque ¢ quella del-
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I’ equazione generale di 2° grado a due ‘variabili. 'N:“t
or diremo intorno alla prdpo'sizlone_ reciproca l, cio ds‘
I equazione generale esprimia in ogni caso o el. isse , hae
poiche cid sard r oggem; di una';pe(::er:l‘;:‘;usuone y € .
i imandare in luogo piv oppo . .
dol;;l;.m Es;ﬁmmo atlualmefle ?alc\'me im?ortanti pm;::’xet‘:f
dellellisse, le quali , se derivano mmed:atamentelda uts
tima equatione , Do si palesano'cos.\ bene perYa tri hv.le(;
Supponendo che gli assi cno.rdmat'x VX, V ‘?e.a ;n‘
ciascupo la curva in due puoti y sieno P, Q g “mc x;e
tri col primo, ed R, S quelli col secondo j @ ora o
distanze VP, VQ, e le altre VR, Vs saratino rispe
tivamente espresse dalle radici delle due equazioni

C£3+E2+F=o 9 Ay,+Dj+F=o,
che risultano dall’ ultima equazione dell’ ellisse posendovl
oray==o0,edoraz=0. Si avra dunque -

F . F
VPxVQ=-—6 y \RXVS::A s

e quindi stard .' L4 e Re
VPXVQ : VBXVS B —C— : A R azpn+b. : ap+ b §
ma se le due espressioni che compongono I'ultimo rap-
orto si moltiplicano eotrambe per a* 'la’ esse allora dis
sengono quelle dei quadrati dei sem.idlamem Ch, CE
paralleli a VX, VY; percido stara pure
VP x VQ: VR x VS :: CD*: CE’,

e ne segue, che: Sodaun punto st ti:‘-ano d'ue seganti al:
I ellissé i rettangoli dei rispetlivi s'cgmcn.lz tr\.a il ‘In.mto c; I‘f
curva slaranno tra loro come i quadrati dei semidiamelri ri-

ttivamente paralleli. .
spefzinf)i. Qual(?ra si abbia A=C, o ch’ & lo stesso, qualora
siego eguali i semidiametri paralléli alle reute VX, VY,
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yueste relle saranno egualmente inclinate a clascuno de-
gli assi dell'ellisse ( §. 188 ), ed intanto i due rettan-
goli di cui & parola nel teorema saranno eguali ; quindi i
guattro punti P, Q, R, S staranno sulla circonferenza
di un cerchio ; e ne avviene che saranno eguali anche
i due rettangoli UR x UP, US x UO , noo che glialtri
ZP x 28 , ZR x ZQ. Da cid poi risulta che e corde
PR, QS sono anch’esse egualmente inclinate a ciascun
degli assi della curva, al pari delle altre PS, RQ; esi
ba in conseguenza che: Se un cerchio seqa ua ellisse in
quattro punti , due lati opposti qualunque del quadrilatero che
st forma con essi, saranno equalmente inclinati a ciascuno de-
gli assi, al pari delle due diagonali.

217. Quiodi si ba pure, che : Seun cerchio seya un ellicse
§n quattro punti gli assi di questa curva saranno paralleli alle
bisecanti dei due angoli supplementi U un dell’ aliro compresi
odadue dc'lati opposti del quadrilaters che si forma con
.e88i , 0 dalle duc diagonali *.

* Questo teorema conduce a risolvere in modo semplicissimo il pro-
blema di: Determinare la posizione deyli asst di un ellisse di cui son datd
due semidiamelr: conjugati di grandezza e posizione | §.205). In fatti
sieno CD, CE [fig.48] i semidiametri datia, baeil'angolo DCE = « ;
sia inoltre DQ il diametro doppio di CD ; il (ecchiv che passa pei
tre punti D, Q. E segherd Vollisse in un -quarte punto ; ¢,
supposto che sia P, si congiunga PE che tagii UQ in 8. In virta
del teorema gli assi deli’ ellisse sarammy paralieli alie 'b:semn L de-
gli angoli ESD, E3Q; laonids il poobema storiduee alla dotermi-
pazione del punto P : ed ecco Y andlisi per ques!’ eggutio.

Prendendo per assi coordinati i diametri CU 2, CEy sard

a'y’ 4 bzt = a*b*
I' equazione dell'cllisse. Quélla del cerchio poi avrd la forma (§.131)
y' 4 2cosvaxy+a2 +hy+Ex 4+ F=o0;

ma questo cerchio passa pe’ tre puati D, Q, E i quali sono espres-
side(a,0), (=a,0), {0,b]);cosl, sostituendo volta per vol-
17
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218. L'.equavione dell’ ellisse rapportata al centro d
a dne Jiamﬂgi conjugati ridotta alla forma

y=yla—)

—_—
ta Je voordinate di ciascuno, §i avranno per determinare i valori di

D, E, Fletre relazioni
a* +Ea+F=0,a*—~EatF=0, b 4+ Db+ F=o.

Risultando dalte prime due E =—o, si ha di seguito ¥ =—a*,

D P e per tal guisa I equazione del cerchio sara

=4 ’

a* — b*

y*+2 cos 2y 4+ £ —{-—-————b y—a'.

Ci3 posto moltiplicando quest’ equazions per b*, e sottracndola poscia
da quella dell’ ellisse , si ha | aitra equazions

(a> — b*)y* — 2b* cos = wy — blar—b'}y=o,
1a quale rappresenta una qualche Iinea'ch? hi lyf pr-:pr'mt;l (?( ‘pn!:
sare pei panti comuni al cerchio ed all cliﬁsu( 5 h_()) , cio¢ pe
punti D,Q, P, E. Intanto questa equazione si scinde nclle dus

2h? ¢S @
y=0 . V= e

a?

+h

esprimenti due relte ; e percid ciascuna di queste relte contc}'ré
due dei quattro punti; ma la prima ch’ é I'asse delle « conlieae
i punti D, Q; dunque Ia seconda conterrd i puaoti P, E., ta sard
quindi Ja retta PE. Per costituire questa retta , essendeche il pun-
to E & dato, basterd che si determini il puoto § i cui taglial'as-
se delle x; a tal” effetto si porrd y == o nella sua equazione, @

per tal modo risulterd

CS X cos =— —

a*—h*

20

Ora il 2° membro essendo nclla equazione del cerchio la metd
del coefficiecnte del termine in y a 1.° grado col segno cambiato
equivale alla parte dell’ asse delle y interposta tra I origine el pie-
duv della perpendicolare menatagli dal centro ( § 132), percid, so
OK sia questa perpendicoiare , risuiterd

€8 X% cos SCK = CK;
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fa vedere che : I! quadrato diun’ ordinata ad un diame-
tro qualunque sta al retlangolo dvi duc segmenti in cui
essa lo divide come sta al quadrato dello stesso diametro guello
del conjugalo 5 e resta cosi generalizzata una proprieta.
analoga cb’ erasi veduts appartenere agli assi della cur-
va (§. 183 )5 ma & poi ben chiaro che questa proprie-
ta & essa slessa un caso parlicolare del teorema relativo
alla segunti poc’ anzi enunciato ( §. 115 )-

219. Si chiama parametro di un diametro la terza pro-
perzionale in ordine allo stesso diametro ed al conjugalo 5
indicandolo con 2m si ha

¢ l'equazione dell’ ellisse introducendovi il parametro diviene:
m
2
r=g @)
Il parametro che appartiene alasse maggiore suole contrad-
distinguersi con la denominazione di paramciro principale,

Delle tangenti dell ellisse.

220. Prendendo per assi coordinali due diametri con-
Jugati dell ellisse , questa curva ed una retta qualungue-
polranuo essere rappresentate con le equazioni

quindi si vede che anche SK & perpenlicolare a CK, e percid if
punto S rimaue determinato sopra di DQ da! prolungamento di QK.

Trovato il punto 8 la retta ES sard quella che passa pe yuarto:
puuto. P comune al cerchio ed eliisse » el problema propsie sk,
risolverd come segue : Dal centro Q de! cerchio che passa pei pun~
1D, Q, E si meni a CE la perpendicolarc che incontrs in S ot
diametro DQ ; e congiunta ES, si bisechino gii angoéi ESD, ESQ -
le parailcle menale dal centro C alle due bisceanti sarannc gls ssis
dalt’ ollisss.,

132 Elcmenti

ayr 4 b’z == asks

Y¥=p*+9>»

o segue dal §. 184 che, ove si abbia

u:Ps_l_ 6' = q! R
lé due linee s incontreranno in duc puali reali, ma ce-
incidenti in un punto solo , il quale percjo sard un pusta
di contatto (§. 463) . In questo caso udunque la retta

sari tangente della curva, e dinotando con 2’ , y “le coor~
dinate del contatlo , siavra

l.;___""a,}”]____fif_’_ rr q .
T a'p+ 0 - q T T uwp +b’ q
Quindi si oiticue
b _ i’_
] = u ‘j i H 7 — _-y,' y

e per tal modo I equazione della tangente dell’ ellisse peld
punto (2 ,y') sara
) ‘ b 2 b,

y=——x4 —,"

a 3 f’ yl

* 11 punto di coufatto tra una retta ed una curva dovendo, con-
siderarsi come la riunione in una di due intersezioni tra le due
lines, se s immagina che una retta, segante la curva in due pun-
ti, circoli intorno ad uno di essi per modo che I’ altro se gli vada
continuamente avvicinando, & due punti dovranno finalmente con-
fondersi inp un sojo , ed allora la retta dasegante diverra tangente
in questo punto. L’ analisi pud benissimo imitare questo procedi-
mento , e ne risulta un metode molto semplice per trovar I’ equa-
uque della tangente : lo applicheremo. all' ellisse, ma pud unifor-.
mgmente applicarsi a qualsivoglia altra linea.

Esprimendo con (z', y'), (a”, ¢ ) due punli dell’ ellisse, lequa-.
-gigpe della retta che lo sega in questi due punti sara

yl — yn
y=y'="!

(x—a'). e
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ovvero , facendo sparire i fratti, '
ayy+bxi=ab.

B !
224. Ponendo p' = -;7-:- , sard y == p'z il diame-

tro che passa pe’l ¢contatto , ed intanto 1’ equazione della
tangente sotto la prima delle due forme si cangia in
__
Y 'a_-;l x yl ’

e si riconosce parallela al diametro yz._._‘_. zch’d
a’ g

il conjugato di y=p'z ('§.189 ) . Segue da cid che:

ed intanto per I' esisteuza dei due punti i due’
e Jntao i due punti sulla curva si hanno le due
a® !/n + b xll —a' b. . a? ylh + b! zlla =a* bl.
Prendeadone 1a differenza si ha
@y —y" )b (2" =) =0,

@ pe risulta

Y=y __ b (dear)

=T @ ()]
quindi I equazione della segante diverrd

b (2 4+ 2")

y—y=— ——
@ (y+y)
Cid posto supponendo che questa se; ircoli i

' gante circoli intorno al punto
(.:',y’) ; q:xando I' altro Punto {«",y") coinciderd con esso sipavri
at=a!, y'==y' ; basterd duoque introdurre queste ipotesi nell' e-
quazione della segante affinché si cambii in quella della tangents
pel punto (2/,y) ; e percid I equazione di questa tangente sard

(z=—z!).

Y=y =— 52 (o—a);

equazione la quale ritorna a quella di poc’anzi col portare y’ al
seconde membro, ed ospervaudo che si-ha a'y'* 4b°a''=ab".

184 - Flementi
La tangenta in un-punto qualunque. dell’ ellisse parallela
al conjugato di quello che passa . pe 'l conlalto ; propcsizio-
pe reciproca dell’ altra enunciata a §. 213 ; e ne risul-
ta, che : Le tangenti nei due vertici di un diametro son
tra loro parallcle. ‘

222. Quindi & menifesto che la tangente in yn punto.
dato dell ellisse. si. costroisce conducendo per quesio pun-
to la parallela al diametro conjugato a quello , che pas-
sa per esso ; ma.pud ancora costruirsi determinando la
parte che taglia da uno degli assi coordinati . Ponendo

. . a
y=o nella sua equazione si ha x——;- ; supposto a-

dunque che PQ [fig.49] sia la tangente nel punto P, e cs,
PS le sue coordinate z',y', siavra

a® CA’

Q=77 <5 H
in conseguenza prendendo CQ terza proporaionale dopo CS
¢ 'l semidiametro CA , sara PQ la tangente in P.

993. Sia PP’ la corda dell’ ellisse doppia dell’ ordina-
ta PS; laretta QP sara langente dell ellisse in P’ 3 quindi
o manifesto , che : Il diametro che passa pe 'l punto di con-
corso di due tangenti qualunque divide in due parté eguali la
corrispondente corda tra’ contatli.

994.0r sieno PE,AE (fig.50) due tangenti dell’ ellisse nei
punti P, A, e BB' il conjogato ad AA’, sara AE pa-
raliela a BB’ (§. 221) . Cid posto si tirino le- corde -PA,
PA’, e I’ ultima si prolunghi in K3 la retta CE dovendo ,
pe’l teorema precedeme,bisecare la corda PA , sari parallela
ad A'K., e quindi il punto E sara medio di AK. Da cio ri-
sulta la seguente semplicissima costruzione della tangente
in uo punto P dell ellisse, di cui si conesca la grandezza
e-posizione di un diametro AA' , e la sola direzione del
Conjugato . BB’ Dal punto P sitiri lu rettu PA' ad un dei

'y
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cortici -del dato diametro , ¢ si produca ‘fino ad incontra-
re in 'K la parallela condotta per U altro vertice ui conju-
gato 5 la retta PE che unisce il punto P al punto me-
dic di AK sara la tangente richiesta.

225. Essendo E, E'i punti in cui la tangente in P
incontra le tangenti parallele in A, A’, le lunghezze delle
parti AE, A’ E'»i avranno nei valori che risultano per ¥
dall’ equazione della tangente ponendovi ora z = +4a, ed
ora 2==—a. Si ha per tal modo

* (e ! s ,
ap=2lems) g Bt
a)’ ‘ a]

moltiplicando tra loro queste espressioni , e ricordanda
che si bha y"=:;‘ (a*—=2'"), risulterd

AE X AR’ =4,
e da cid il seguente teorema: Se wuna tangente dell’ el.
lissg incontra due tangenti parallele il rettangolo delle
varti che taglia sk di esse a contar dai contati ¢ equale
al quadrate del semidiametro paratlelo alle 1aagenti,

226. Vediamo ora come debba condursi M tangente
all cllisse da uwn punto Q , (@,8), non esistente sulla
curva [ fig. 57]. In questo caso le coordinate z' sy del
contatto P saraono incognite, e si-determineranno me.-
diante le due relazioni ( §. 138 )

&y bz = a'b* By dbar' —a* b,
le quali conducono ad equazioni di 2° grado , ¢ percid
due tangenti come QP , QP si posseno condarre all’ el.’

lisse da un puato non esistente sulla curva. Si trova intanto
per le coordinate de’ due contatti (5. 438).

g VEHEV(@ Bt —a'h)
T =R a'ﬁ'.‘.b‘“‘
Ipr “’ﬁ:F“V(“’ﬂ’-i-b'a'——a'Iz')
a'ﬁ'-’-b’g'
e poiché la quantith sotto il radicale @ positive, nulla, o ge.

Y

136 Element:
gativa secondo cheil punto (,8) & fu.ori, sopfa, o dentre la
curva (§.210), cosi el primc? caso si possono condurre due
tangenti, una nel secondo, e miuna nel terzo. o

227. Ragionando intanto come fal §. 43? si riconosce
che la secouda delle due equazioni poc’ anzi scritte , ossia

a‘ﬂ]+b‘¢x=a’b‘ .

esprime la retta che passa pei due contatti P, P’, i quali
percib s1 otterranno eoslruel.ldo‘ que.su'x ret}a , € .po‘ssom.y
all’ uopo determinarsi i puati G, H in cui essa incontra
gli assi coordinati.

Or sieso CD, QD le coordinate &, £ del punto Q;
a’ .
ponendo y = o risulta z= —, ossia

CA*
cp’ ‘
e si nvvisa come nel caso del cerchio (§ 1.41 .) cl.le il
punto G non cambia se il punto Q cambm. di sito rima-
pendo sulla retta MDN ; quindi si ha parimenti , che.:
Le corde tra i contatii di tulte ls coppic di mugelfz.z ’
menate all ellisse da’ diversi punti di una stessa retla & in-
in un medesimo punto. .
nm;ggthe si determina cfme pel cerc.hio ( §- 11;2' ) il
luogo dei punti di concorso delle coppie di tangenti nelle
cstremita delle corde dell’ ellisse che passano ?er uno stesso
punto (&, ) si ritrova 1" equazione di poc’ anzi
a'fytbazx=ad,
e si ha cosi la proposizione reciproca : Le coppie di tangenti
menate all ellisse nelle estremita.- delle cords clw. passano
per uno stesso punio concorrono sopra uua mcda:nm.a rbita.
229. Anche nell’ ellisse il punto intorno acui clrcolam?
Ie corde tra’ contatti delle coppi_e di tansenu condotte dui
diversi punti di una retta dicesi p.ola. di questa retta, la
quale prende il pome di polare di quel punto.

CG =
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Risulta da cid che precede che il polo G di una retta
MN trovasi sul diametro CD conjugato a quello ch’ & pa-
rallelo ad MN, e si determina preadeado GG terza pro-
porzionale in ordine a CD ed al semidiametro CA'. Ov.
vero possono da due punti Q,’q di MN condursi le due
coppie di tangenti ; ed allora le corde tra’ contatti PP’ ,
pp' determineranno nel loro incontro il polo P.

Reciprocamente la polare MN di un dato punto G &
parallela al conjugate del diameteo CD che passa per G,
e quindi per cosiruirla bastera conoscere il solo punto D,
il quale si determina prendendo CD terza proporzionale
in -ordine a GG ed al semidiametro CA. Ma possono an-
cora condursi pel polo G due corde arbitrarie PP, e,
e poscia le tangenti nelle loro estremita , che s’ iocon-
treranno in"due punti Q, g¢; la retta MN che passa per
questi punti sarh la polare del puato G.

230. Si rileva da queste costruzioni che se la polare cade
tatta fuori della curva il polo cadra dentro di essa e vi-
ceversa. Nel primo caso il polo stara tra il centro e la
polare ; e nel secondo la polare cadra tra il centro e’l polo.

Dclle normali dell' ellisse , ed espressioni delle quallro retle
denominate

tangentc , sotlangente , normale o sunnormale.

231. In cio che segue supporremo che I’ equazione
a’)" +bnx: —_ a:bl

sia rapportala agli assi dell’ ellisse ; di tal che le coor-
dinate saranno oriogonali , ed a , & saranno i semiassi,

232. Una retta si dice normale o perpendicelare ad una
curva in un punto del suo perimetro se ¢ perpendicolare alla
tangente in questo junto. L equazione della tangente dely
ellisse nel punto (+',)) essendo 18

138 . Elementi
. 6- .’.D, 6 2
F—— rt —
. 7 ey Y
T’ equaziope della normale nello stesso , anto sara (§.105)
— gy = a’ )" '
AR A (z—a').

233. Sia GII [fig.52] tangente dell'ellisse in P ; la retta
indefinita PL perpendicolare a GH sara la normale dell’ el-
{isse nel punté P. Cio posto siene CS , PS le coordi-
nate z', y' del punto P, e K il punto in cui la nor-
male incontra I asse maggiore AA’ , ch’ & quello delle
< 3 ponendo y == o nell’ equazione della normale, il valore
<he perisulta per = sara quello di CK, e si avra

a* — b*
a'.

= CK =

¥ssendo @ > b & chiaro che CK debba avere lo stesso segno
di o', ossia di €S, e di pit che sia CK minore di CS 5
in conseguenza il puato Ke’l punto S si troveranno sem-
pre da una stessa parte del centro ;5 ed inoltre il primo sta-
ra sempre tra il centro e 'l punto S.

234. Quando & 2'=o si ha CK=»; percid la normale in
un verlice B dell’ asse minore incontra il maggiore nel cen-
tro . Il valore di CK cresce a misura che cresce quello
di z', essia di CS , ed acquista il massimo valore quando
¢ z'=a=CA, cio2 a dire quando il punto P, cui corri-
sponde la normale, coincide col vertice A dell’ asse mag-
giore . In questa ipotesi il valore di x si riduce ad
a’ — p?

; e supposto che sia LT, sard T il puato ia cui

{a normale in A incontra 'asse AA’. Questo risultamonto
pud forse sembrar paradossale , mentre ognun vede che la
wormale in A si confonde con AA’, ma finisce ogni pa-
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radosso riguardando il punto T come un limite cui le
normali si accostano indefinitamente a misura che il punto
P si approssima ad A 3 di manierach I’ intervallo CT si
Ppud rendere minore di qualsivoglia dato prendendo il puato
P convenientemente vicino ad A. /

235. Per ogai punto di una curva si considerano dai geo-
metri le lunghezze di quattro rette » frequentemente ado-
perate , ed hanno i nomi di tangente , sottangente, norma-
le, e sunnormale ; la langente & le parte della retta in-
definita dello stesso nome iaterposta tra il punto del con-
tatto e1'asse dell’ z: Ia sottangentc & la parte dell’ asse
delle = interposta tra la tangente e I’ ordinata pe’l con-
tatto ; la mormale & la parte della retta indefinita di e-
gual nome interposta tra I asse delle z o I punto della
cursa al quale appartiene : e finalmente la sunnormale & la
parte dell’ asse delle = compresa tra I ordinata del pun-
to ¢ la normale.

236. Applicando queste definizioni al punto P dellellisse
sara PQ la sua tangeate , PK la normale , SQ la sottan-
gente e KS la suonormale . Del rimanente sezue dalle
stesse definizioni che le luaghezze di queste quatiro rette
non sono gis assolute , ma variano a misura che variano
gli assi delle coordinate ; pur tuttavolta nell’ ellisse , ec-
cetto la sottangente , esse sogliono comunemente riferirsi
agli assi principali ; ed & quindi rapporto a questi assi che
or passeremo a cercarne le espressioni.

237. Sunnormale. Si ba KS=CS—CK ; ma & CS =2,

a’ — b . .
CK = —~ ' ; sostituendo verrd dunque
a

bl
Sunnormale = — 7',
@

Quando & &' = o si ha pure surnorm. = o0 ; vale a dire
& pulla la surnormale di un vertice dell asse minore. 11 vale--

150 " Element

re della sunnormale cresce a misura cresce :'c' > @ dx.ven-

ta un massimo quando & 2’ == @ ; in questa ipotesi si ha
b s . e

sunnorm. == — 3 ¢ quindi si vede , uniformemente a. cid
a

che poc’ anzi si & detto (*§. 234 ), che la’lungbezza 'della.

sunnormale eorrispondente al vertice A dell’ asse maggiore @

finita , & non indefinita,

Esprimendo £z il semiparamento dell’ asse AA’ (§.219),
. a ) .
si ha , che : La sunnormale-apparienente ad un verlipe dell
i 4 del suo parametro.
asse magqiore & equale alla meta -
Si pud rimarcare che preodendo AT eguale al semipa
rametro --b:- , il puato T &, come dev’ essere, quella.stes-
“ a’— b,
so che si & costraito ( §. 234 ) prendendo CT = ——

a — b &

T

dapoiche risulta AT = CA—CT = a— ~
238. Normale . Essendo PK = ¢/ ( P§* 4 KS§* y =
V" + % z" ) ; poneado per y'* il valore che ne dal'e-

quazione dell’ ellisse , ed inoltre ¢* in luogo di @" — 6*,
(§. 169 ) verra

¢

b V ) o
Normale == — (a’— . ).
. . .
Questa espressione ha il massimo valore quande & z'=0 ,
! 31,
i i i o =1b; scendo a' il valore
ipotesi da cui vi trae norm. = by cre

.. .. .
della normale diminuisce , e diviene un minimo per &' = a,

b I i
an-
i i rm., == ~—— ; dunque. Le normali pit gre
ipotesi che da no o5 dung

di eorrispondono ai vertiei dell’ asse magiyiore , sono ctl la-
scuna equale al semiparametro principale , e quindi alie
vupeltive sunnormali con e quali si confondono.
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239, Soitangente. SihaSQ=€Q—€CS;ma ¢t €S= 2,
€Q= - (5. 222 ) ; quindi s aved '

»

a
Sottangente =— o,

240. Tangente . Essendo PQ = \/( PS'+SQ* ) =

V _y"+(.-:,-.- — z')*, sostituendo ad y"* il valore che ne

da I equazione dell’ ellisse , verra

Tangente =\/(a® ——-’b"')(-—;,’r —‘ET) .

244.Si pud rimarcare che di tutte queste espressioni quel-
lasolo della sottangebte conserva la stessa forma se si pren-
dono per assi due diametri conjugati qualunque.

Dei.fuochi dell’ ellisse .,

242.5i & gia veduto che i fuochi delVellisse som due punti
situati sull'asse maggiore ad egual distanza dal centro; e tali
che la somma dei raggi vettori condotti da essi a qualunque
punto della curva & costante ; ma questa proprieta sulla qua-
le abbiamo fondato la generazione dell’ellisse merita di esser
dedotta dalla sua equazione ; ed a taleuopo & necessario di
dar dei fuochi una definizione che permetta di far dipende-
re questi punti rimarchevoli della stessa equazione:

Sia F'[ fig. 53 ] un punto ovunque situato nel piano del-
Y ellisse ; I espressione della sua distanza- ai diversi punti
della curva & in generale una funzione irrazionale dell’ ascis-
sa = ; ma se esiste nel piano dell’ ellisse un-punto tale che
I espressione della sua distanza a qualunque punto della

curva sia funzione razionule di z , noi daremo a questo pun- -

to il nome di fuoce della curva.

v 142- Elemenii )

- 243. Cid premesso rapportando Vellisse agli assi principali
la sua equazione sara ,

a'y‘+ b a*=a"b.
Intanto sieno & , B le coordinate del punto qualunque F ,
e ¢ indichi con z la sua distanza da un puato (z, y) della
curva ; si avra dapprima
3 = V(z——a-)’ + (y-— B s

ma poscia, sostituendoad y il valore che ne da I’ equazione
dell’ ellisse , verra

a= V ?’—:-;—b:i;—ilﬂ\/ (a’—x‘)i—— Wb 4a* 4 B
a a

Or se si vuole che questa espressione sia funzione razionale
di z, laquantitasotto il radicale dev essere un quadrate
perfetto ; ma cid non sard possibile fino a che vi esista I al-

tro radicale 26 6\/u' — =« , il quale non pud sporire al-
a

trimenti che con ¥ annullamento di 3. Se dunque un fuoco
esiste nell’ ellisse , conviene che sia 8 =03 donde risulta
che pon pud trovarsi in altro luogo che nell’ asse delle = 3
¢’l valore della distanza z siridurra a

s =N e 2t @t e)

a:

rimanendo cost sotto il radicale un trinomio di 2°. grada
inz, il quale sara quadrato perfetto quante volte si abbia

i.‘-— bg .
— (Fte)=0
vale a dire , riducendo , quando sia ;
w=a -0, ciot o =% \a — b

Afiaché questo radicale possa essere rcale si richiede ehe.
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a sia maggiore di &; eda eio risulta che solamente sul-
I psse muggiore esistono due punti pei quali & soddisfat-
ta la condizione voluta pei fuochi ; essi sono determi-
pati dalle ascisse eguali e di segno contrario Va7 ’
—y/a* —b*, € percid si trovano ad egual distanza dal
centro ; inoltre in ciascuna di questeascisse si riconosce
I’ eccentricith ¢ = CF, mentre si ha ¢ = Vm; e
quindi i punti F, F' che pe risultano sono quei mede-
simi cui fa dato da principio il nome di fuochi.

244. E chiaro intanto che, per avere le espressioni dei
raggi vettori che partono dal faoco F, convenga porre 4 ¢
in luogo di o nell’ ultimo valor di z, e — ¢ pei raggi’ vet-
tori che partono dal fuoco F'. Quindi per un raggio vet-
tore s appartenente al fuoco F si avra

R PP . ez
»—V-———a’ -f-lc.z+a_:E(_;_._-a)’

e per un raggio vettore z' appartenente al fuoco F’

o= \/GE’S_+2cI+a’=:¥:(EE+ a).

Trattandosi di lunghezze assolute , del doppio valore che
presenta ciascuna di queste formole dovra ritenersi il so-
lo positivo. Ora essendo per tutt’ i puati dell’ ellisse z<a |
ed inoltre ¢ < a, con piil ragione sarh -z < a; da cid

risulta che nella prima formola converra ritenere il segno
— , el 4 nellaseconda ; di tal che si avra

cx ; cx
z=a~7 y 3= 4 o —

245. Se da uno stesso punto P della curva si conducano
ai fuochi i raggi vettori FP, F'P allora I’ ascissa x avra
nelle ultime due formole un valor comune ; laonde pren=
dendone Ja somma quest’ ascissa sparisce e siba.

14¢ Elementi
stz =23
quindi si ritorna alla proprieth gia conoseinta , che: Nel
T ellisse la somma dei due raggi vetiori condotti da qualun-
que punto della curva ai due fuocki é costante ed eguale al-
7 asse maggiore. ) ) ,
946. Occorrendo in molte ricerche di valutare I’ an-
golo QFF che la tangeote in un panto P dell’ ellisse forma
con uno dei due raggi vettori condotti per lo stesso pun-
to, cercheremo T espressione della sna tangente. Dinotan-
do ’adunqne con z', y' le coordinate del punto P, e
supposto che il raggio vettore sia quello che passa pe 1
faoco F esistente sull’ asse positivo delle z, il quale &

espresso da (cy0), le equazioni delle due rette PQ ,
PF saranno
a b! . yl
ym— ety Y=
e quindi essendo ang. QPF = PQz — PFz , si avra
. b 2 y
g T —
tang QPF = o y ” :
@y &—c

eseguendo in questa: espressione i convenienti sviluppi , e
poscia sostituendo , nel numeratore , a’5* in vece di
ay" + b*z" , e nel denominatore , c* in vece di a’—b* ,
verra mel numeratore e desominatore il fattor comune
a* — cz' , chie potra soppiimersi ; e cosi risultera
B
tang QPF = c—]—;' . 4
Nella stessa gnisa si troverebbe la tangente dell’ an.
gola QPF' formato dalla tangente PQ con I'aliro raggio
vettore PE' condotto al fuoco F' ch'& sull asse nega-
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tive delle z; ma si comprende che non & necessario di
ripetere il calcolo bastando di cambiare nella formola pre-
cedente ¢ in <~¢ ¢ di tal che si avra '
b
tang QPF' = — ——= |
¢y

247. Dunquei due angoli QPF, QPF sono supplementi
Vua dell'altro , ¢ ne segue che gli angoli QPF , Q' P I
wono tra loro eguali. Quindi : I due raggi vettori condotti
da wn punto dell’ elkisse ai due faochi sono equalimentc in-
clinati alla tangente nel punto medesimo.

248. Sia Ph la oormale in P; anche wvguali saranno gli
angoli FPL, F'PLs e quindi: La normale in un punto
dell’ ellisse divide in dae parti egiali I angolo compreso dai
due raggi vettori appartenenti allo stesso punlo.

249. Da unTuoco F si meni FH perpendicolare a PQ, od
fncontri in E I'aliro raggio vettore PF' ; gli angoli PFE.
PEF saranno eguali ( teor. prec. ), el triaagolo FPE sara
isostele. Aduaque FE sara bisecata io H ; ed & pure FI”
bisecata in C ; percid sars CH parallela ad F'E | ¢ quin-
di meta di questa retta. Ma per essere PF = PE , si ha
F'E = AA’ 5 in conseguenza sard CH = CA. Cosi, menan-
do F'H' perpendicolore a QQ' si rileva CH'==CA ; e ne
deriva che i punti H , H' si trovano sulla circonferensa
del cerchio che ha il centro in C e per raggio CA.
Dunque : { piedi delle perpendicolari cond.tte dai fuo-
chi dedl ellissc sopra le sue tangenti si trovano nella
circonferensa del cerchio concentrico avenle per raggio il
semiasse maggiore.

250. Le due polari dei fuochi cioé le rette sulle quali
conéorrono le due tangenli nelle estremita di ciascuna delle
corde che passano per quei punli , sono assai rimarche-
voli per I ellisse , ed haono ricevuto il nowme di direurici,
Prendendo sull’ asse maggiore a parli opposte del centro

15 Elemenli

le €D, CD' [ fig. 54 ) eguali ciascuna alla tersa propor.
Zianale jn ordine a CF e CA, le MDN, M DN’ perpen-
dicolari ad AA’ saranno le due direttrici, ele loro equa-

a® a’
ZIONL SATANNO T === = , T5— =,
[ [

2861. Cid posto da un punto P dell’ ellisse si mesi PK
perpendicolare ad uia delle divettrici , et raggio veulore

PF al fueco corrispondente ; dinotando al sclito con 2/, y' le
a’ a*— cx’

sue coordinate CS,PS;si avra PK = —— 2 = 3
[4 ¥
. cr' a* — cx' .
sua & (§.244 ) PF=a = — ==——"; stara percid
o [¢3

PF:PK:c:aj;esimilmente PF/ : PK’ :: ¢ : a.
Quindi si ha, che : Il raggio vettorc condotto da qualin-
gue punto del’ ellisse ad uno  del fuochi sta alla perpen-
dicolare menata dallo stesso punto alle direttrice corrispon-
deale come sta [ eccentricite al semiasse maggiore. Ed es-
seado [ eccentricita minore del semiasse cosi quel raggio
vettore sara sempre minore della perpendicolare. |

252. Sia GF I' ordinata dell' ellisse corrispondeate ad
un fueco F 3 st avra

S PO
GF —_a' (“ C ) = -;‘—:
éd estraendo la radice
b
GF__ -3
daaqac GF & eguale al semiparametro di AA’; e percio : La

covda dell’ ellisse o che pussando per un fuoce ¢ perpen-
dicolure all’ asse maggiors , € eguale al parametro di que-

& asse.
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CAPITOLO YI1I.

peLs’ IPERBORE.

253.8ia FG [ffy.55.) unariga la quale con una dele
estremith possa circolarmente aggirarsi in un piano- intor-
no al un puato fisso F', ed wo fito di essa piircorto.sin
fi«sato con un estremo al soo estremo mobile G, o con
Valiro in un dato punto F. Cid posto se- si di mnto alk
siga wediante uno stiletto che la spinga. tenendole il fil.r
sempre teso d'accanto, la penta dello-stiletto- descrivera.
wna linea curva PAQ chiamata Iperbole.

Dal modo onds F iperbole & deseritta. ei parrebbe cls
questa carva fosse limitata , ma potendo prendersi una ri-
ga pa longa e quindi an filo corrispondentemente p-irln-
g0, né cssendovi limitazione di sorta intornn a guesty
luaghezza , si riconosce che i due rami del® arco PY »
possono protrarsi quanto si voglia, e sono percid infiait.

Se il centro di rivoluzione della riga si traspoca (L
punto F"in ¥ ov'era I estremo immobite dal filo, e que~
slo si trasporti in qucllo | si potria descrivere nella ste.se
guwsa wn allio arco curvilineo che sard esattamente egpali
ed opposto al primo; ed & pereid che dess: soghiono. clua-
siarsi Iperboli opposte. Ma si vuole avvertire chs o dar
iperboli opposte deggiono riputarsi come costituenti 1
sola linea , il che verri messo tra poco in evidensy 3 o
perd sotlo la desominazione di iperbole bisugaa in geas-
rale inteoderle comprese amendue.

254.1 due centri di rivoluzione Fed F'si chiamono fisoelei
dell’iperbole ; CF, o CF' meta di FF' si chiama cceva-
griciia 5 e dicesi yramo o raggio vettore ogni rella lisska da
un fuoco ad un punto della curva,

255 Rappsceentn F G uva de!l:e posizioni della rigo, e T 32
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punto corrispondente dell’ iperbole ; la MN. rappfew’nh i-
woltre la dillerenza tralariga ed il filo, e si tagli FH o
guale ad MN ; per tal modo esprimera .GH la Iu'ngheua
del filo ; quindi sara PH=PF, e ne risulta PF - PE
= MN. Dunque & costapte la dilfferenza lra due raggi vet-
tori appartenenti ad uno stesso punio del.!a curva 5 e per-
cido : L iperbole ¢ i lugo geomelrico dei vertics di twit’ &
triangoli che essendo descrilti sopra una sissa basc hanno
costante la differenza degli altri due lati.

956.Essendo dati i fuochi dell’ iperbole,ed uva lunghezza

' cguale alla differenza tra quelle della riga e del filo che

doirebbero impiegarsi volendo descriverla per movimenta
conlinuo , si potra questa curva descrivere ancora per pun-
ti. In faiti sieao F, F i fuochi , ed MN la data diffe-
renza ; prendendo sul prolungamen,t.o di MN un punto qua -
lunque K , si descrivano coi ragg K]?l s KN due cerchi
che abbiao i centri in F, F'; i loro incontri P, Qsaran-
no due punti dell iperbole ; e cosi facendo wariare il punto
K., se ne avrapno quanti altri punti se pe wogliono.
257.Si attiene un’equazione dell'iperbole seguendo’ pat"ola
2 parola il metodo con cai fu trovata guella de“/l ellisse
(s- 168). Prendendo per asse delle =z la retta .Fl‘, e per
asse delle y la perpendicolare nel sue punto .dl mez20 C,
s indichi con ¢ eccentricita CK, con z, ?l L raggi .vetm.-
xi PF, PF, econ 2a la loro differenza PEF'—PF ; si avri

=) z’:j’r-[-('r-—c)' y ¥—3=2ay
quiodi si trova

or cx
f=—+a 3T~ By
y=gT i a

.o si ba per Piperbole I cquazione. di 2" grada

&yt (¢—rc’) =’ (@ —c') ,
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percid : Una retia nos pud inconlrare una iperbole in pid
di due punti . Ed un cerchio ed un’ iperbole non possouo
incontrarsi in pit di quattro puati (§. 178 )R

258. Questa equazione sembraa prima giunta identica a
quella dell’ ellisse (§.168 ); wa mentre per quest’ ultima
curva la guantita a>—c” & positiva, per I’ iperbole & ne-
gativa. In fatti nel triangolo FPF' si ha PF+FF'>PF ; ma
o per ipotesi PF'=PF+2q, sara percid PF4+FF' >PF{2a,
e quindi FF'>2q, vale a dire ¢>a e c’>a’. Gosi essendo,
se si prenda una rettad tale che sia

¢ —a'=bh,
Y’ equazione dell’ iperbole diverra
a’j’-—-—b’x':—-a’b‘.

In conseguensa , meotre pell’ ellisse a* e &° hanno segai
simili, per 1" iperbole avranne segni contrarii.

259. Ponendoy =0 siha 2= a , laonde prese le CA,
CA' eguali ciascuna ad a , sarasvo A , A’ i punti in eui
curva taglia U asse delle . Facendo poi z == o si -trovane
i valori immagisarii y = %5 V1, e percid I' iperbole
mon incontra ' asse delle y. :

260. Risolvendo I’ equazione rispetto ad y si ha

=
e si rileva .

1°. Che ad ogni ascissa come CS positiva, o negativa,
corrispondono due ordinate eguali ed opposte SP,SQ; e
pe risulta che I’ asse delle = biseca tutte le corde che gli
sono perpendicolari.

2°. Che4x ¢ —x danno uno stesso’ valore per y, e per-
cio ad ascisse eguali ed opposte CS, GS' corrispondono
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eguali ordinate. Quindi anche I’ asse delle y hiseca le eorde
che gli sono perpendicolari , com’& PP.

" 3¢, Chei valori di y sono immaginarii per ascisse mi-
pori di @, e che le pin piccole aseisse possibili sono
z=x%a. Quindi avviene che tra le parallele condotte ped
punti A, A’ all’asse delle y non esiste alcun punto di
curva. :

4°. Che per ogoi altra ascissa maggiore di CA e di
CA' si hanno due ordinate costantemente reali eguali ed
opposte,le quali crescono al crescere dell’ ascissa, e diven-
gono con essa infinite , mentre {anto per a==+ o0, quan-
to per 2=—  si ha sempre y=%co. Da cio st rileva
che 1'iperbole si compone di due archi PAQ, P'A’'Q' se-
parati e distinti i quali si estendono all' infinito coi loro
rami in direzioni opposte, e prendono percio il nome di
Tperboli opposte. Dunque [ iperbole ha quattro rami in-
fniti, e percid qualtro punti a distanza infinita.

261.Risulta da quest’acalisi che gli assi delle coordinate
son diametri primarii , 0 assi dell’ iperbole (§. 173) , e
sono di pii tra loro conjugati ; ma di essi soltanto il pri-
mo incootra la curva in due punti, ed & percid dotato di
due vertici A, A’, essendone Paltro sfornito.Quindi & che
mentre I ellisse ha quattro vertici , I iperbole ne ha due
solamente, uno per ciascuna delle iperboli opposte.

262. E ne risulta ancora che il punto € & centro del-
¥ iperbole ( §. 174 )

263. Dei due assi dell’ iperbole quello che iocontra Ia
curva cioz AA’, e che contiene i fuochi, suole anche chia-
marsi asse trasverso, o primario, o asse reale ; mentre quello
che non la incontra dicesi asse sccondario, 0 conjugato, ©
ancora asse immaginario.

264. Pur tuttavolta se si prendano si quest’ asse secon-

dario le parti CB,CB’ egusli ciascuna a b,0ssia a Vo —a®
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la veita BB’ si cousidera come la sua lunghezza , ed al-
lora i punti B, B’ ne sono i vertici. ] ’

265.Per tanto & manifesto che se dei tre elementi a,b,¢,
ciot semiasse primario , semiasse secondario, ed eccentrici-
ta dell iperbole ne siano dati due qualunque, si pud deter-
minare il terzo mediante la relazione

¢ =a 40,

e poiché a , b, c sono rispettivamente rappresentati dai
Jati CA, CB, AB del triangolo rettangolo ABG , & fa-
cile la determinazione di una di queste retie date che ne
sieno due. In particolare se sono dati gli assi AA, BB' e
si cerchi I'eccentricita si deseriverh il cerchio concentrico al
I iperbole che abbia il raggio uguale ad AB ; e supposto
che AA’ sia I asse reale, i punti F, F'segnati su di esso
dal cerchio saranno i fuochi dell’ iperbole, ¢ CF = CF’ ne-
sara I’ eccentricita.

266.Supponendo invece che I'asse reale sia BB' [fig.56]
‘i punti f; [’ saraono i fuochi di un’altra iperbole che ha lo
stesso cenlro , ed i medesimi assi della prima , perd inver-
titi, val dire che il reale dell’ una & immaginario per V' al-
tra, e viceversa , La nuova iperbole suol dirsi conjugata
della prima la quale allora prende il nome di iperbole prin-
cipale ed & chiaro che la sna equazione &

P—a’y'=—a’s’ |, ovvero a’y*—b'a’m= a’h’ ;
quindi si rileva che I' equazione di un’iperbole si tras-
muta in quella della conjugata cambiandovi &" in — a*
e b —b';0,ch’é lostesso,a ebinay/—1 e by/—1,

267.Essendo ¢* = a* 4 6" sarac > a, ossia CF> CA;
percid i vertici di un’ iperbole sono compresi tra i fuochi.
lnoltre essedo questa relazione compatibile con ciascuna
delle ipotesi « > &, a = b, a < & si vede che nell’ i-
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peibo\e Y asse primario pud essere maggiore, egtale,
more del secondario. N
268. Quando gli assi son disaguali I iperbole -s.uul eru
scalena ; e dicesi equilatera, o parilatera se .ha gli assi e-
guali : ipotesi per cul la.sua equazione si riduce ad

omi*

y' = zt—a’.

260. Avendosi dall’ equazione di un iperbole qualanque
. b’ . N
yr= -f-:.(x'-a-a' )= ?(z—a) CE X2

si ha nella figura
PS ¢ SA X SA' 1z 8 i a s

eiot: Il quadrato di an’ ordinata all'a'cSe pr‘in.vm‘t'a,sta al vetr
tangole delle distanze dal suo piede ai vertict ffall asse come
sta al quadrato di quest’ assé quello flcl conjugato.

Esiste nell ellisse una proprieta uniforme (§183), ma
in queﬁu curva il piede dell’ordinata (fad? tra_ i verlici de}-
Y asse, mentre nella iperbole cade fuori di essi . Inoltre ne's
I ellisse il teorema si applica all’ uno'ed all al.tro asse § ma
nell’ iperbole ha luogo soltanto per I asse primario, dap-

poiche , ridotta I equazione alla forma .
| x ==-Z; ( y’-:j—b’ )

non & p"xh suscettibile della stessa decompositione.

270. Del rimanente non deve sorprendere la rassomi-
' a tra V ellisse e I iperbole ; mentre la

i i l‘opﬂe\. cbol

gham.a di P! b e \

igli e loro equazion
tassomtnhanza comincia da q

a’y’+b’£’=a'b’ , a'yi-—b'z’::—a’b’
altro divario che nel segno di &*; ia

ui non evvi : ! B
i si trasmuta nell’ altra cangiandovi 4 10

guisa che I una
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wd , ovvero binby/—1. Anzi & chiaro che siffatto can-
giamento rende tutte le formole ottenate per I ellisse ap-
plicabili all’ iperbole ; ma esso ne modifica talvolta sif-
fattamente il siguificato geometrico da far ritrovare nella i-

_«perbole proprieta che non si rinvengono nell eliisse.

Degli assintoti dell iperbole.

271.Nell'ellisse ogni retta che passa pe’l centro incontra

la curva in due punti reali ; ma nell iperbole accade aluri-

menti. Sia y == pr una retta tirata pe 1 centro dell iper-

bole ; le coocdinate dei due punti comuni a queste due li-
pee si troveranno ordinatameate espresse ( §. 162 ) da

+ abﬂ_ + abp

PEEVS@r—n T V==

Or queste espressioni sono reali se & o' p'— b < oj im-

maginaric se & a’p’—6">0; ed infinite se si ha a’p*—b*=0.

. b
In conseguenza se , in valore assoluto , & p < - Ia retta

y = px incontrerd la curva in due punti reali; se & in-

vece p > — le due intersezioni sarapno immaginarie ; ed
a .

. b . ..
ove sia p = — le due intersezioni cadranno entrambe a
a

distanza infinita ; il che toroa a dire che la.retta e la
curva non s incontrano mai come avviene ¢op le parallele.
972.1, ultimo caso avra dunque luogo quante volte sia

b . . \ . .
p==% —;ene risulta che I iperbole & incontrata in due
a
puati all’ infinito solamente da ciascuna delle due retle
b S
y=4% > y=—75%

le quali esprimono le diagonali TT' , UU' [ fig. 56 ] del
rettangole ut u't' formato sopra i duc assi della curva,
20
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273. Intsato & manifesto che per tulte le reite eon-

dotte dal centro nell’ angolo TCU si ba r< i , méntre
a

per quelle che cadono nell'angolo TCU' si hap > —j— Quindi

e rel'te che cadono nell’angolo TCU segano I iperbole in due
puoti reali, ma le due intersezioni sono immaginarie per
quelle che cadono nel supplemente TCU'.

274.Le rette TT,UU' sono eguslmente inclinate a ciascu-
no dezliassi, e percio simmelricamente situale rispetio al-
YV iperbole , ma importa di rimareare che a ciascuna Jelle
due parti indefinite in che le divide il centro C corrisponde
un ramo di iperbole, con cui va ad incontrarsi all’ infinito.
‘ 275. Cid premesso sieno GS, PS le ordinate di una delle
due relte e del rame corrispondente d’iperbole appartenen:
ti ad una medesima ascissa CS ; ed essendo

b
GS:;-J,‘ ’ PS:""‘.L“——("
a

si avra GS>PS e di seguito HS>QS. Da cid risulta che I’
arco iperbolico PAQ cade dentro I'angolo 1‘éIT e u? :’le l
che ‘l’ opposto P'A’Q’ cadrd nel ven:Licale UC"I"q an que
negli altri due angoli TCU', T'CU non esiste ah:u Dt
di curva; ed in effetti, se fosse altrimenti, qua!cunna l:;”::o
retle c(.mdol»te.pe I centro in questi angoli avrebi)e c ; le
curvix‘lmersezloni reali, il che & impossibile (§ 27?; )

276. Essendo PG la differenza delle reite GS R .PS 'si)ila

?

b

a

Po = — (s - VT o @) ;

m 1CH Phcatd [+ dlvl&ﬂ a mpo
a questa espl essione mo]“ d un te
i P

e g v N ta 1
pez+ Vo—g s cangia in
ab

P

s+ Vg
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Quindi si vede che il valore di PG diviene piun piccolo
crescendo z , vale a dire a misura che il punto P si al-
lontana dal vertice A ; in aliri termini il ramo iperbolico AP
8i accosla continuamente alla retta CA , e mai la ragsiunge.

277. Ma la differenza PG pud ancora diventar minore di
qualunque retta data ¢ per quanio piccola si voglia suppor-
re; vale a dire si pud sempre determinare un valore reale
di x per modo che soddisf alla ineguaglianza

a —
" (o — V&' —a') ¢
meptre visolvendola si ha I’ ineguaglianza di 1.° grado

b:+$a
v >a 2s

In conseguenza supposto che CS sia un’ ascissa maggiore
di quella che risulta da questa espressione, la differenza PG
risnltera minore di ¢ per quanto piccola sia questa retta.

Dunque il ramo iperbolico AP non solo si accosta con-
tinuameute alla retta CT, ma la loro distanza puo divea-
tar minore di qualunque data; e pur tuttavolta le due li
nee non si raggiungon mai.

278, Ora, in gencrale, una retta si dice ass'ntoto di un
ramo infinito di curva se le duelinee si avvicinano ennti
nuamente per un intervailo minore di quatuaae Lol e

za mai iucontrarsi. Percio la retta TT' ¢ assinioio dob ra-
wo iperbolico AP me, cosi esseudo , lo sard ancora del
ramo A'Q’; e quindi anchic I altra retta UU' sara assinto-

to dei due rami AQ, A'P’ . Dunque infine le due rette
TT', UU' sono assintoli dell’ iperbole, ciascuna di due ra-
mi situati a parti contrarie della retta.

279. E conscguenza immediata di cid che precede che :
Qualunque parallela ad un assintolo incontra , ¢ necessa -
riamente, U'iperhole in un punto solo. In fatti questa paral-
lela dovendo altraversare I altro assintoto ; segherd pure uso
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dei due rami iperbolici che gli corrispondo.no. R:bpo:) K: :
esservi un secondo incontro ; che allora vi sare er ey
junti di uno stesso ramo iperbolico ad egual ‘()l;sé;nza .

i il e luoge (§. 276).
I’ assintoto , il che non pud aver luogo \) o

280.1 du,e assintoti formano due angoli TCU, TCUl.I:(j:
nerale disuguali , ma dicesi angolo compreso ¢liagl: assint ‘:
o assintotico, Vangolo TCU, o il verticale U C"l’ in :31“1(‘3:
dono le iperboli opposte. Ed essendo U'CT:U.C.;'—— s
sara tang U'CT = tang (U'Cz — TCx ).:, ma &

b
tang U'Czx = — _b;. , tangTCx= ot
si avra dunque, - ) 0t
tang UCT — —— ¢ perd tang TCU = "

retlo , ©

e . e e 10
Quindi si vede che I’ angole assintotico ¢ aculd, ]
e a dire

e si =b, ; val
ottuso secondoclie siaa>b, a=5b, a <b ,l P .
secondoché I asse primario sia maggiore , ¢gud e, P
ve del secondario . Ma cid del resto risulta ancora ev

te dalla stessa costruzione degli assintotl. -
981. Giova rimarcare che I equazione dell’ iper

pud porre solto la forma
(ar——bx)(ay+bx)=—a’b’, .
e le equazioni degli assintoti sono preci§amen\t‘: ‘.d"‘e fat-
tori del primo membro , eguagliati a zero, €08
ay —bx=o N ay + br=o. ]
282 Se si cercano le coordinate dei due punti comunt alla
retta y = pz ed all’ iperbole conjugata (3. 266 )

a"y'l —_— b:xl = a’bz

ole si

si trovano per le medesime le espressiont

ab : abp
g=t —— =+ T
Va'p'—0b Va'p'—

le quali non differiscono in altro da quelle ottenute per I'i-
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perbole principale che nei segni delle quantita sotto i radi-
cali 5 ma cosi in falti esser dovea , dappoiché quelle espres-
sioni deggiono cangiarsi in queste mutando a* in — a”, &
b* in — 5% (§. 266 ) . Da cio risulta che delle rette cou-

dotte pel centra quelle che incontrano I’ iperbole principale:

non incontrano la conjugata ; e viceversa . Dunque i due
archi opposti della conjugata cadono uno per ciascuno dei
due angoli TCU', UCT'; ed & poi chiaro che i loro lati TT?,
UU’ mentre sono assintoti della iperbole principale , lo sono
ancora della conjugata.

283, Chiamando 2A la corda intercettata dall’ iperbole
priscipale sulla rella y = px si.avra
_aby\p'+ 1 abr abr

V(—ap—b) N—(@p—b8) Viep—t—1
espressiane reale se la retta cade nell’angolo assinto-
tico ; ed immaginaria se cade nel supplemento . Suppo-
nendo che la retta si trovi in quest’ ultimo caso sarh invece
reale la corda che intercetta sb di essa I’ iperbole conjugata ;
ed & chiaro chela f9rmola per calcolarne la lunghezza & quel-
la stessa di pocanzi,sopprimendovi perd il fattore V—1.In
conseguenza di cid ses’ indichi con 2B la corda intercettata
dalla iperbole conjugata sulla retta y =pz si avra

B'-'—-‘-—_—_ﬁ-_r__——'
\/a’p’—&’

A

Dei diametri dell iperbole

284. Se si elimina y tra 'equazione dell’ iperbole, e quella

di una retta y=pr+q si ha 1’ equazione
(a’p—t") ©'+2a’pgr+a’ (b’ +¢*)=0 , ¢))
e le coordinate dei due puuti in cui possono incontrarsi le
due lince saranno ordinatamente espresse (§. 162, 184) da

158 Element:
_ —a'pgkabV(g'+b'—ap’) |
a')”-—-b'
_ —betkatp\ (g +b—ar)
Y ap—b
Quindi le due intersezioni saranno reali e distinte , reali'e
coincidenti,o immaginarie secondoche la quantita ¢"+4b*—a’p*
sia positiva, nulla , o negativa.
285, Dinotando con 2Xla corda intercettata dalla iper-
bole sulla retta si avra

—a’b*r’ q
X = — (‘ —_ - ,)
a’p’—b a’p™—b
ov & messo come al solito, per brevita, p* +1=r".
286.Le precedenti espressioni delle coordinate sono infinite,

.

oprendooo la forma illusoria%- se € 'a’p'——b’za ; ma allora,

supponendo ¢ diverso da zero, lequazione (1) perde il termi-

~ ne in z*, e dalla teorica delle equazioni si sa che in questi

casi delle due radici una & finita, e 1’ altra iofinita. Dacio
risulta che ove sia p:_-:l:—éa— Ia retta seghera 1’ iperbole in un

punto a distaza finita, ed in un punto all’infinito ; e si
ritorna cosi alla proprieta delle rette parallele agli assintoti
(- 279 ). Intanto 1 ascissa del punto a distanza finita sara
data dal valore di z risuliante dall equazione di1". grado
2pquHb+H)=0,

cui si riduce la (1) perdendo il termine in 2°, e I' ordinata
corrispondente si avra sostituendo questo valore di z nell
equazione della retta ; quindi le coordinate di questo punto
saranpo espresse da

b1+: bi__;‘
w=—'.—,-q— ’ J="-.-—q‘=
vy 2q

287.Ma queste espressioni diveogono anchesse infinite se &
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g=0, ciot se la retta passa pe’l centro; in questo caso adun-
que anche I'altra intersezione cadra all’ infinito ; e si ri-
S, b b
torna cosi ai due assintoti yEo B y=——a.
288.Da cio si ritrae ancora che due solamente sono gli as-
sintoti dell’ iperbole , mentre oltre di quelli gia riconosciati,
non esistono altre rette cui convengano gli stessi caratteri.
289. Siccome nell’ ellisse, cosi pure nell’ iperbole avviene
(§. 186), che : Il luogo dei punti medii di tutte le cor
de * parallele in una data direzione & una retla che passa pe'l
centro , dappoicht , supposto che p sia il determinante della
direzione delle corde, si trova per questo luogo I equazione
. b:
a’py—b'a=o ’ ovvero y=-—2x.

ap
290. E dopo cio & manifesto (§. 187 ) che: Ogni retta
condotta pe’l centro & diametro dell’ iperbole.
291. Se le corde son parallele ad uno degli assintoti, per

. b . b -
esempio ad Y=o, 8 ha p =—;e I equazione del dia-
metro che le biseca si riduce ad y = ‘—i— z 3 valea dire que-

sto diametro & lo stesso assintoto; e cosi in fatti esser
dovea, giacche le corde di cui si tratta, segando la curva
in un punto a distanza finita, ed in un altro puato a di-
stanza iofinita, sono di grandezza infinita, quiadi i loro
pusti medii son pure all’ infinito, e ne risulta che la retta

che passa per essi & parallela alle rette si cui si trovano.
Da cio segue che un assintoto & un diametro al pari di ogai

* Nell' iperbole si distinguono due- specie di corde ; ciod, lo in=
lerne, € sono quelle che congiungono due punti appartenenti entram-
bi all'una, o all’ altra delle due iperboli opposte, come sarebbe PQ,
e le esiernc che congiungono due punti esistenti amo per ciascuna
delle due iperboli opposte. :

160 ‘ Element:
alira retta che passa per lo centro ; se non che le corde pa+
rallele che biseca son quelle che gli soa0 pamllele.. o
993, Nell' iperbole sono da distinguersi due specie di dia-
metri ; quelli che la incontrano cadendo nell’ :.mgolo as-
sintotico, e sogliono dirsi diametri reali, o trasversi ; e que.lh
che non la incontrano , cadendo nel supplemento e sng.hoq
dirsi diametri immagigarii, o non trlasversi . Punque "sh s
sintoti dell’ iperbole sono i limiti di separazione tra i dia_
metri reali e gV immaginarii , ovvero tra i diamelri tras-
i i trasversi. i
verﬁs‘.;é.;;lin‘or::do con2A la lunghezza di un diametro y=px,
pe | semidiametro I’ espressioue ( §. 283 )
abr
G A

le & reale se il diametro & trasverso, ed immaginaria

si ha

la qual
se & non rasverso. o ] o
29/.0r quantunque sia immaginaria la lunghezza di un dia

melro pon Lrasverso y=pz, pure si consi.der‘a come l.ale quella
che si determina sit di esso, tagliandovi dai due l:‘m del cen~
tro due parti ciascuna eguale alla lunghezza,che si l:oslruI;ce
dalla formold di poc’ anzi, riguardata come reale, va.h? adc ;e
sopprimendo il fattore 4/ —1 3 allf)ra, lf: fiue esu:emxla ella
iotera retia cosi costruila saranno i verlici del dx,ametro. "f’n
trasverso, ¢ dinotandone con 2B la luoghezza pe’l semidia-

metro si avra |’ espressioue

abr
B=

—TTTT
Viap —b*)

ma questa espressione & ancora quella de.lla z |
centru e’l punto in cui la retta y=pz 1nconira \ lperhoe.
conjugata (§. 283 )5 dunque: I wertici di twtt’i duametri
non trasversi dell’ iperbole principale sono situati sulla iperbo-

le conjugata. E ' )
2951.Risulta da cio che precede che seA ¢ B sicno due se

distanza tra 1l
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midiamelri uno trasverso e Ialtro non trasverso rappresentati
dalle equationi y = psr ed y=p'zsi avrd \

b a’h 't
Ar=—20" B=___ _,
alp’—bl ’ \alPll_-_b‘

E poiche queste espressioni non cangiano se si cangia nel-
Vuna p in—p, enell'altra p'in — p', ne segue, che :
Due diametri dell’ iperbole della stessa specie , ciod enlram »
bi reali, o entrambi immaginarii, sc sono egualmenie incli-
nati ad un asse di figurs sono eguali tra lore ; e vicever-
sa : Se due diametri sono equali e della stessa specic saran-
- no eyualmente inclinati @ ciaseuno degli assi,

296. Applicando all’ iperbole la definizione dei diametri
conjugati data per lellisse (§. 189) si rileva, come per questa
curva, che: Son conjugati due diametri dell iperbole y=pzx,
y=p'z se sussista la relazione a’pp'==}*, E di pin che : Ogni
diametro ha un sol conjugato, e lo ha necessariamente.

297.Nel caso particolare dip =—3~ sihap'= b ; quindi
. a

& che il conjugato di un assiatoto si confonde con I' assintoto
medesimo , come in falli esser doveva (§-291)

298. Dovendo per due diamelri conjugali y=px , y=p'z,
aversi a’pp'==bh® , & manifesto che p e p' sono di segni simili.
Quindi se DD',EE' [ fig. 57 ] sieno questi diametri , glian.
goli DCx , ECx sarauno della stessa specie ; essi percio ca-
draono entrambi o nell’ angolo degli assi BCA , o nel supple-
mento BCA', e sara aculo I" angolo ECD compreso dalle loro
parti procedenti nel verso delle ordinate positive,

299. Inoltre essendo pp’ == =-§- X% avviene‘che, se

5
¢p< e sard per 1'opposto p'> -Z— » € viceversa, Da cio

risulta (§. 271 ) che se il diametro y=pz incontra I iperbo-
le, I altro y=sp’z non pub incontracla ; ¢ viceversa, In altri

21

162 - Elementi-
termini : De.due diametri eonfugati DD', EE' uno & trasverso
o reale y e I altro nen trasverso o immaginario.

300.Siecome ncll’ellisse, cosi pure nell iperbole si dicono
supplementali (§. 192) dae corde PQ, PQ' [fig. 58] e quali
uniscono an puntoP della curva ai vertici di un diametro tras-
verso QQ’, e sono conjugati i diametri che passano pei loro
punti medii. Qai pure avviene che le rette Qg, Q'g', menate
dai vertici di un diametrotrasverso parallelamente a due dia-
melri conjugsti, sincontrano sull’iperbole sicche ne risultano
te corde supplemeatali QP,Q'P; e viceversh sono sappl snon -
tali le corde PQ, PQ’ condotte da un punto P dell’ iperhole
parallelamente a due diametri conjugati. E due corde gvc:x:%
per equazioni y==px + ¢, y==p'z + ¢' saranno sopplemeutali
se sussistaso lé due relazioni . .
9 9

a’p’—b’ + a’p*—b’

app'=0
301. Se si dinotano é¢on 2X e 2Y le lunghezze delle corde
supplementsli PQ’ e PQ siavia

— b - g
X (1 — )
ap—p* o’ pt—b* ’

Y= T (1— i )-
a’p’—b° a’pt—uo
€io posto sieno CD, CE i semidiametri conjugati paraleli
rispettivamente a quelle carde; e supposto che di e si sia tras-
verso il primo , si dinotino con A e B ; sard per tal modo

e A 2 a*bry's
= s B=eee———
V a'p'— b ayp.___b:
 quindi le formole precedenti si cangerauno in
‘X. _ q- Ya ql,
A= T 'J-;:;-:;-

Settraendo la primauégqaglianza dalla éeconda, ed osservando
<he la somma degli ultimi due termini eqlii?ale ad 1, ri-
salieri tra le lunghezze di due corde supplementali e quelle
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‘dei diametri che sono ad esse parallele la seguente relazions
. S
T i

302. Indicardo con o I angolo ECD[ fig. 577 compresn
da’due diamelii conjugati y=pz,y=p'r, cioe DD EE’
che supporremo eatrambi nell’ angolo yCuz ( §. 298 ) , sard
ECD=EC:—-DC r, e quindi tung ECD_..tang (ECx—-—DCr),
maé Iung ECy =)', tang DCz = p , si avra percid
r—pr_,
1+4pp' ’

Ora per cssere conjngati i due diametri si ha a*pp'=b*; in
consegnenza secondo che si elimina p' o'p verrd

lang ® =

a’py’—b* _a p”—b’
—Pﬁ——-(ﬂ"i'b’) y O¥vero lang @ 1"(“"*‘5)

303.Solamente vei casi di p==9,e p= oo si ha tango=
percio : Tra gl inflniti sistemi di diametri conjugat dell iper-
bolc i soli assi di figura sono tra loro perpendicolari.

30%. Anche nell’ iperbole, siccome nell'ellisse, per mezzo
dell' una o I’ altra delle due formole poc’ anzi scritte per
tang @ si. possono risolvere i due seguenti problemi *:

1°. Data la posizione di un diametro y = px trovare I an-

lung & o=

golo @ ck’ csso comprende col conjugalo.

2. Duto Langolo @ che dev’ esser compreso da due diame-
tri conjugati trovare la loro posisione. .
Il primo, sempre possibile, ha una sola soluzioce .

Rispetto al secondo facendo uso della prima formola si ba
I' equazione di 2°. grado in p
a'p’ +iange(a* +8")p—0b' =o,
le cui radici sono sempre reali ; quindi il problema &
sempre possibile qualunqae siasi I' angolo dato ®, ed am.

* Questi due problemi, supponendo deseritta I' iperbole, si possone
risolvere mediante ls sfesso costruzioni dale per 1 ellisse | §. 200 ).

164 o Elementi’
melte due solusioni . E-, come per Vellisse (. 188 )
or pud conchindersi, che : Nell iperbole ezistono due si-
siemi di diametri conjugati, che comprendeno uno stesso an-
gole ; ed i quatiro diamstri sono a due a -due egualments
inclinati & ciascuno degli assi, e quindi eguali tra lora.

305. Uniformemente all’ ellisse { €. 201 ) si pud risol-
vere il ‘problema di : Determinare le lunghez ze di due dia-
metri comugati dell :perbale che comprendano un angolo
dato « ., Dinotando i semidiametsi cercati con A e B si
‘rilevera nello stesso modo che i loro valori quadrati sono
le due radici quadratiche dell’ equazione

T AM—(a -—6’)A’—”—b=o,‘

R ®

che seno di segni contrarii ; e percié uno dei semidiame-
wri sara , com’esser doveu, immaginario. Supposto che A
sia il reale, le radici quadratiche saraono A, e — B’ , e
si avranoo qmndn Je due relazioni ‘
48 B =g — &
2.9 AB sen @ =gb.

Risulta dalla 1.2, che : Nell’iperbole & costante la dif-
fererza dei quadrati di due semidiametri conjugati. Quindi
nell’ iperbole scalena non esiste alcun diametro che sia e-
guale al conjugeto ; ma, per I’ opposto : Nell iperbole e-
gquilatera ogni diameiro & eguale al suo conjugato.

Si rileva poi dalla 2.4 relozione, che : Il parallclogram-
mo che si compie da due scmidiametri conjugau é di gran-
dezza costante.

Quindi si ha pure che: I triangoli Pormati da due se-
widiametri conjugati son tutli eguali tra lovo.

Ed ancora : Son tutti equali tra loro i parallelogramm
formati da’ vertici di due diametri- conjugati.

3006. Se pe’ vertici di ciascano di due diametri conju-
gati DD', EE' [ftg. 58 ] si conducond le parallels al-
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Faltro , si forma un parallelogrammo quadraplo di:q;ul!o'c

che si compie dai semidiametri, e che pud dirsi circo-
scritto ( V. il §. 340 ) alle iperboli opposte ed alle conju-
gate . Quindi : Sow tutti eguali tra -lovo i parallelogrammi
circoscritti alle iperboli opposte ed alle conjugate , avents
i lati paralleli a due diametri conjugati,

307. Chiamando ¢ e @' gli angoli DCx, ECz che forma-
»o con I’ asse dells & due semidiametri ‘conjugati- A, B,
ed @ I’ angole da essi compreso , tra i sette elementi

a, b, A,, B, o, ?"?"
i hanoo (§. 204 ) le quattro relazioni
O=g'—¢ ’ &’ lang @ tang ¢'=b°
a—bp=A—B , ab = AB sen ®
mediaate le quali si passono risolvere le diverse quistioni
intorno ai diametri conjugati dell’ iperbole. Le ultime due
valgono sol’ esse a risolvere algebricamente il problema di ¢

Determinare la grandezza degli assi di un iperbole, di cui son.

dati due diametri conjugati di grandesza e posizione ; perd
la loro determinazione geometrica non potrebbe effettuirsi eo-
me nell' ellisse ; ma questo problema sara tra poco risoluto
in sltra guisa , e sara pure in un modo semplicissimo de-
terminata la posizione degli sssi.

308. 1 teoremi relalivi a due diametri ortogonali del-
I ellisse ( §§. 206 , 207 ) si verificano egualmente nell’ i-
perbole ; ma per questa curva si esige che essi sieno della
stessa specie ; quindi si ha che: Nell iperbole i triangoli
rettangoli formati da due semidiametri ortogonali della stessa
specie _hanno tulli una medesima altezza. Ed aocora : Le i-
potenuse dei triangoli formali da due semidiametri orioga:
nali della stessa specie son (ulls tangenti ad uno siesso cor-
ehio concentrico all’ iperbale,

166 Elementi )
dlire cquazioni dell’ iperbole.

309, Se si prendono per assi coordinati due diametri
conjugati CAz, CBy [ fig. 59 ], e si dinotino con a', &'
i semidiametri CA , CB, si trova mediante la relazione
tra le corde supplementali PRP , PSP” parallele a CA, CB
( §- 301 ) che ! equazione dell’ iperbole rapportata al centro
€ a due diameltri conjugati & :

a'* .}" —_— b g = — a* b
equazione in tulto uniforme alla primitiva. ,
310. Quindi /' equazione dell’ iperbole rapportata al ver-
tice di un diametro trasverso , ¢d alla parallele al conju-
gato sara ( §.212)
a” y'=b" (2’42a'z) , ovvero a"y =b" (z*—2a'z),
secondochd I’ origine @8 A, o A'; e pud dedursene, che:
La parallela condotta dal vertice di un diametro trasverso
al conjugalo ¢ tangente dell’ iperbole ( §. 213 ). '
311. Anche nell iperbole si chiama parametro di un dia-
metro la terza proporzionale in ordine allo stesso diame-
tro ed al conjugato, e dicesi principale quello dell’ asse
primario . Sia 2m il parametro del diametro 2 a' ; sara

(]

m = — ; e I equazione dell iperbole si potra scrivere
a
r =2 (2 —a" ovvero y’:zl-(x’:!:Qa’.ﬁ)
Y= (= ) a

secondoch si rapporti al centro o ad ua vertice del diametro.
312. Poiche I' equazione dell’ iperbole rapportata al cen-

“tro ed a due diametri conjugati & uniforme a quella rela-

tiva al centro ed agli assi, avviene che ai diamelr! con-
jugati competono le proprieta che competono agli assi, ove
siano indipendenti dalla inclinazione delle coordinate. "
' Cid i i oltenute nella

Per cid che rignarda le diverse formole
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ipotesi delle coordinate ortogonali & chiaro ch’ esse si a-
dattano alla ipotesi attuale degli assi obbliqui mediante le
stessc modifiche accennate per I ellisse ( §. 209 ) ; ma due
diametri y = px, y = p' z rapportati a questi assi saran-
Do tultavia conjugati se sussista la relazione o pp' =5,
ciod la stessa che ha luogo per le coordinate ortogonali.

313. E poi marchevole che cié che si & detto intorno
alle intersezioni tra un diametro e I iperbole nella ipotesi
delle coordinate ortogonali ( dal §. 271 4 279 ) regge pa-
rola a parola anche nella ipotesi delle coordinate obblique.
Quindi si riproducono le equazioni .

8 4
y=_=z »  r=—_a,
esprimenti due rette che hanno tutt’ i caratteri degli assin-
toti ; e percid sono gli stessi assintoti dapprima riconosciuti
(§. 288 ). Ma guesle equazioni son costruite dalle diagonali
del parallelogrammo circoscritto amn'm! [ fig. 601 , formato
sopra i dismetri conjugati AA', BB/ ; dunque : Gli assintot;
dell iperbole passano pei wvertici di tutt i parallelogrammi
circoscritti ¢d lati paralleli a due diametrs conjugati,

3i4. Risulta dalla costruzione del parallelogrammo cir-
coscritto nmu'm' che i punti medii dei suoi lati somo i
vertici del parallelogrammo iscritto ABA'B’ che ha . per
diagonali i diametri conjugati AA’, BB/ ; quindi i lati del-
I'ultimo sono paralleli alle diagonali del primo ; e ne se-
gue; che: Ilati dei parallelogrammi iscritti che hanno per
diagonali due diametri conjugati dell’ iperbole son tuti; pa-
ralleli tra loro ed agli assintoti.

315. Or sieno M ed N i punti in cui gli assintoti in-
contrano 1 lati AB, AB' del parallelogrammo iscritto ; Ia
figura AMCN sara un parallelogrammo eguale al triangolo
ACB ; ma questo triangolo & formato dai semidiametri con-
Jagati CA, CB; percio Varea di quello sari costante 4]

108 Blement:
peri deli’aren di questo ( §. 305.); e ne segue, che: T
poralelogramoi racchiusi dagli assintoti e dalle parallele
condotle ai medesimi da’ punti dell’ iperbole son tutli eguali
tra loro, ed alla mets del rettangolo dei semiassi.

316. Per mezzo di quests proprieti dell’ iperbole pud
subito aversi Ja sua equazione rapportata agli assintoti CUX,
CTY, mentre i lati AM, AN, o CN, AN del parallelo-
grammo AMCN sono , rispetto a questi assi, le coordinate
di un paoto A della corva. Chiamando V I angolo TCU,
il perallelogrammo AMCN sar ‘espresso da zysea 'V, e

si avrh quindi zy sen V = % ab ; ma essendo ( §. 280 )
- 2ab .
tang V = j—_‘i‘;b-; , si trova xch=.;-;—5_—z-;; percid
T equaziope dell’ iperbole rapporiata agli assintoli sarés
1 . .
ay = (a*+8).

La quantith che figura nel 2.° membro equivale, com’ &
chiaro, al quadrato della meth dell’ eccentricita dell’ iper-
bole ( §.265 ), ossia ad ( s/, ¢ )’, e suol chiamarsi potenza
dell’ iperbole ; il lato poi di quel quadrato, ciod v/, c, dicesi
aacora lato della potenza . Per tanto se questo lato s in-
dichi con k I equazione precedente diviene

h zy=F,
e‘pnb tradursi el seguente enunciato : Nell iperbole rap-
portaia agli assintoti il retiangolo delle coordinate ¢ di co-
stante grahdezza ed eguale alla potenza dell iperbole.

347. Rapportando 1 iperbole @ due retic qualunque VX,
VY [ Ag. 6/ ] si ha(§. 214') I equazione

Ay 4 Bay 4+ C* + Dy + Ex 4 F=o
yellx quale & messo per compendio o
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' ..._’ 2 _fr L] ' ‘ )
.A_...,;—;(ap -4) .D:~%(4fﬁp~=&'a)
. .

32 ,7(“’]’[)'—6') C , E'ﬁé'(d'“ﬁp'—-lr"m)
C =';;(ap‘—_b’) , F=a:ﬁ1_6:a,+a,b.,

ess_end?si. 'o[.)crala la trasformazione nella ipotesi -che gli
assi primitivi siano-quelli della curva. T

318. Se la nuova origine coincida con I antica, ossia
col centro , gli assi coordinati saranno due«diamct’ri qua-
lunque CD?(, CEY [fig. 58], e si avraa =0, B =o0.
In_questa ipotesi i valori diA, B, C rifnangono come so-
pra; ma quelli di D, E, F si riduconoa D.=o, E=»
F.= a’ b’ ; e perd I equazione dell’ tperbole rapportata a du;
diqmetri quulunque sara
. Ay 4 Bzy 4+ Cz+F=o

319. Cle se i diametri CDX, CEY siano conjugati , si
avea .a’pp’——b' = o+ §-296); in tal caso sara B=y, e l” e-
quazione della curva si riduce ad’ o

Ay 4+Czx +F=o;

ma la medesima non & che I -
X quella del §. 309 ; dapoich
chiamando ', &' i semidiametri CD , CE si ha b dapoiche

a’ b, 7‘“ &I —_—a’ b: r*
—— — p

LN - ) ——— 12
arp b a’p— b ’

quindi risulla
Aa=F
ed in virth di questi valori Iullima equazione si trasmula

in quella del §. 309.
320, Se i diametri CX, CY invece di essere conjugali si

P

. st riduce 8

4+  Elementi
ccnfondono con gl asintoti [fig.60], 5 ba (§.272)p = =~ ,
! =—"§' ; quindi a'p—b" =oeda’p” —b =0, ene

deriva C=0, A=o. In conseguenza I’ equazione del §. 318

Bay + F:ﬁ;
ma poiche si ha ’
[‘_ a? I)s

D) .
B:—;,)(a"?)'_b’)::—fm > F=ab,

si vede che I ultima & identica a quella del §. 316.
321.1’equozione generale del §.317 ch's quella della iper-
bole rapportata a due rette qualunque VX, VY [ fig-61]
da luogo a teoremi analoghi a quelli ottenuti per I’ ellis-
se (§. 215). Supposto-che queste due rette seghino cia-
scuna la curva in due punti , e che CD, CE sieuo i se-
midiametri paralleli alle medesime , si ha parimenti
VP x VQ: VR x VS :: CD*: CE*;
Se da un punto si lirano due seganti all’ ipcr-

e percio :
nli tra il punto e la cur-

bole i rettangoli dei rispettivi segme
va staranno (ra loro come i quadrati dei semidiametri ri-

spettivamente paralleli.

322. 1 due rettangoli VP x VQ, VR X VS saranno
eguali se sono eguali i semidiametri CD, CE paralleli alle
seganti ; laonde :Se un cerchio sega wn' iperbole in quaitro
punti y due lati opposti qualunque del quadrilatero  che si
forma con essi saranino cqualmente inclinati a ciascuno de-
gli assi al pari delle sue diagonali. Ed ancora : Se un cer-
<chio sega un’iperbole in quattro punti gli assi di questa curra
saranno paralleli alle bisecanti dei due angoli supplementi
P un delf’ altro compresi o da due deilati opposti del qua.
drilatero che si forma con essi y o dalle duc diagonali.
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Delle m'ngcnli dell’ iperbole.

'323. Bnpporlando I iperbole a due diametri conjugau

CAz,  CBy [ fig. 597 1a sua equazione sara

ay — P r=—ab.
Or sia (z',y") va punto P detla curva ; mediante le teo-
riche gia conosciute ( §, 220 & nota ) si trova per la tan-
geote in questo punto I’ equazione
y = 9—.—-]’-; z— —;—, , ovvero a*yy'— 0 xz'=-—a’ .
Quindi si rilova (4.221), che: La tangente in un punto de'l’ i-
perbole & parallela al diamctro conjugatv a quello che passa
pe 'l contatto. .

324. Segue dacid che la direzione di una tangente del-
I' iperbole & necessariamente qué!}a di un diametro non’tras-
verso ; e ne avviene che non pud tirarsi a questa curva
una tangente parallela ad an diametro trasverso.

325. La tangente in un punto’ P decll’ iperbole pud an-
cora costruirsi determinando una delle parti CQ , CQ' che
essa taglia dagli assi coordinati. Ponendo nell’ equazione
della tangente ora y==0 ed ora z =0 si la

. a? CA? , b CB'_
W=g=w » W=—F="r’

laonde tagliate le €CQ, CQ' terze proporzionali 1" una dopo
CS, CA, el'altra dopo PS , CB, la congiungente del pun-
to P con I' uno o I'altro dei punti Q, Q' sard la tangente
in P, Ma conviene avvertire che la parte CQ sull asse del-
le z sicgue sempre il segoo diz', cioe di CS ascissa del
punto dato P, mentre all’ opposto la parte CQ' sull’ asse
delle y & di segno contrario a quells dell’ ordinata PS, ove
vero di CR, supponendo condotta PR parallela a Ca.
326. Dunque !'incontro della tongente con un diametro
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_trasverso avviene tra 1l centro e I' arco lperbohco cui la

tangente nppnruene ;e percm questo punlo cade deatro I an-
golo assintotico in cui si trova I arco .medesimo , Ma il
punto del contatto e I'incontro della tangente ¢on un dia-
nietro non trasverso si trovano necessanumente a paru op-~
poste del suo conjugato. .

327. Si prolunghi PS-in P, sarh QP tangente in P’ 5
e se si prolunghi PR in P risultera parimeati Q‘P" taugente
in P"; ma & PP’ bisecata in S dal diametro CQ, ¢ PP"
bisecata in R dal diametro CQ’; dunque: JI diameiro che
passa pe’l punto di concorso di duc tangenti qualunque del-
U iperbole divide in duc parti eguali la corvispondente cors
da tra i contatti. ,

328. Risulta dalla espressione di CQ che il suo valore
dimiunisce a misura che cresce quello-di CS, e pud di-
ventar minore di qualungue retta data ; ma non sard mai
nullo fino a che CS sia di grandezza Ginita . Segue da
cid che la tangente PQ tende continuamente ed indefinita.
mente ad aecostarsi al centro ,” senza perd che possa rag-
giungerlo fino a che il punto di contatto si trovi a distanza
finita. Ponendo CS =0 , ciod considerando il punto P al-
1 iafinito, si ha CQ = 0 ; ma la reita che unisce il cen-
tro dell’ iperbole con un suo punto all’ infinito & un’ assin-
toto ; duaque gli assintoti dell iperbole possono riguar-
darsi come le sue taugenti nei punti all’ iufinito. Ed in ef-
fetti si & veduto ( §. 284 ) che una retta qualunque y ==
px + q & tangente dell’ iperbole se sussista la relazione

a*p* — b — ¢ =0 ; la quale, se laretta passa pe’l cen-
tro, si riduce ad a’p’—4&’ =0, ed & necessariamente venﬁ
cata nel caso degli sssiototi.

329,Conoscendosi la grandezza e p(mzlone dx un diametro
AA' [fig. 62.] dell'iperbole e la sola direzione del conjugato
Cy pud applicarscle la tangente in un punte P mediante la
stcssa costruzione indicata per 1 ellisse '('§. 224 ) ; valea
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dire: Da P si condurrs la retta PA' ad uno dei vertici dal
diametro, e posto che sis K il punto ov' essa incontra la pa-

ml.kla menata al conjugato per I altro vertice A s 8@ bise-
chi AKin E ; sura PE la tangente richiesta. '
330.. Sieno E, E’ i punti in cui la tangente in P incon-

tra le tangenti ne' vertici A, A’di un diametro trasverso

AA', ¢ CB il semidiametro conjugato, si avra (§. 225)
AEXA'E'=CR’; '

e ql-nndi t Se una tangente dell’ iperbole inéontrq dus tan-

genti parallele il rettangolo dede parti che taglia su di esse

@ contar dai contalli ¢ equale al quadrato del semidiametro

parallelo alle tangenti, C
~334. Per condurre la tangente all’ iperbole da un punto

Q (#,8) [ fig- 68. ] non esistente sulla curva pud seguirsi lo

stesso metodo tenuto per I’ ellisse (§.226 ) ; e perd le coor-

dinale incognite del punto del contatto P si avrauno nei va-
lori diz ed y comuni alle due equazioni -

&'y —=br=—ah’ |, a'py—ber=—a’b’.
Quindi'si conchiudera ¢he da un dato puato si possone con-
flurre due tangenti alla iperbole, le quali saranno possibili se
il punto & Tuori della curva ; impossibili se & deotro di es-
sa; e si riducono ad. una se il punto si trova sulla.curva.

332. Segue per tanto dal §. 326 che se il puato dato

Q [ fig- 59 ] cade dentro I’ angolo assintotico le due tan- .

geati QP , QP' cadraano sullo stesso arco iperbolico che si
trova' in quest’angolo . Se poi il punto dato cade in uno
dcs]i angoli supplementi degli assintotici , come in Q', le
due tangenti Q'P, Q'P" cadranno una sopra ciascuna delle
due iperboli opposte. Inoltre & chiaro che da un punto dato
sopra un assiototo non pud - condarsi che una sola tangen ~
te, duppoichd T altramon & che I assintoto istesso. E fi-
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nalmente se il punto coincide col cenlro le due tangenti si
riducono agli assintoti medesimi.

333. I due punti di contatto delle tangenti menate all’
iperbole da un puato (»,8) possono, come nel caso dell’
ellisse costruirsi mediante I intersezione dei due laoghi geo-
mbtrici che risultano dalle due equazioni poc’ anzi scritte,
la prima delle quali null altro esprime che la stessa iper-
bole. La seconda’ poi :

a'fy—b'ex=—a’h’
rappresenta (§. 227) la corda dei contatti PP'[ fig. 63 ] e pud
costruirsi determinando le parti, ch'essa taglia dagli assi coor-

dinati.Ponendovi y=30 si ha x:CG:% , & si rileva che il

punto G non cambia se il panto Q cambia di sito rima-
nendo sulla retta MDN parallela all' asse delle y. Quindi

.8i ha come per I ellisse, che: Le¢ corde tra i contatti di

tutte le coppie di lamgenti menate all iperbole dai diversi
punti di una stessa retta 8' intersegano in un medesimo punto.
E reciprocamente : Le due tangenti menats all iperbole
nelle estremits di ciascuna delle corde che passano per uno
stesso punto , concorrono sopra una medesima rella.
334.Anche nell’ iperbole il punto G intorno a cui circolano
le corde trai contalti delle coppie di tangenti condotte dai
diversi punti di una retta MN dicesi polo di questa retta
la quale prende il nome di polare di quel punto. E la

. costruzione del polo, data la polare, e viceversa si pud

effettuare esattamente nello stessu modo indicato per Pellisse.
Alcune propricte dell iperbole in rapporto agli assintoti.

335. Rapportando r iperbole a due diametri conjugati
CAz,CBy [/ig.60], e dinotando con @, b i semidiametri
CA, CB, le cquazioni degli assintoti CT, CU sono, come
si & veduio(§. 313)

.
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y=_7° ’ y=—_=

e dalla loro costruzione risulta che se si formano i due
patalh:lngramml ABA'B' , mn'm'n , il primo dai vertici dei
due. diametri , ed il sccondo dalle parallele condotte a cia-
scuno di essi dai vertici dell’ altro , gli assintoti saranno
paralleli ai. lati del primo., e passeranno pe vertici del
secondo ( §§. 313, 314 ) ; ma queste proposizioni si scin-
dono in altre che meritano di essere distintamente enunciate.
. 336. Si osservi dapprima che la retta mn & eguale e pa-

rallela a BB, e tocca la curva in A ov’ & bisecata ; ma il
punto A & arbitrario ; dunque : La parte di una tangente
intcreettata tra gli assintoli & cgualo al diametro conjugato
a quello che pussa pe’l conlatio ov' & divisa in parti eguali.

337.Essendo le rette AB, AB' bisecate da CT e CUin M
ed N, ed essendo di pia AB parallela a CU ed AB' a
CT ; ne segue , che : La congiungente i vertici di due dia-
metri conjugati & bisccata da un assinloto , ed é paralle-
la all’ altro.

338. Se sono dati gli assintoti di-un’ iperbole ed un suo
diametro , per mezzo delle propricta enunciale si determina
jmmediatamente la grandezza e posxzxone del conjugato.
In faui supposto che CU, CT sieno i dati assintoti , e CA
il dato semidiametro , bastera condurre sopra uno degli
assintoti la. AM parallela all’ altro e prolungarla in B sic-
chd ‘sia MB = AM ; per tal modo sara CB il semidiame-
tro conjugato a CA.

339.Egli & chiaro che con la risoluzione di questo proble-

ma si ha una costruzione molto semphce della tangente in un
punto dato di un’ iperbole di cui si conoscano gli assin-
toti ; dapoiché , supposto che A sia il dato punto , lamn
c-mdotla per esso parallelamente a CB sara la tangeate ri-
chiesta. Intanto, essendo Am = An, & pure Mm =CM ,
ed Nn=CN, di tal che la tangente in A si pud ancora

6 . Elementi

cosmm:e mengndo daA sopra uno degh assintoti la AM
pau"eh all’ altro , ¢ poscia prendendo sul primo la Mmn
eguale ed opposta a CM ; cosi la congmu,ente dei punti
A ,'m sarh'la tangente-in A

340, Se s rtgmdiuo gh assintoti come assi coorduml,

- alfora AM, AN sono le coordinate ‘del punto A § ed in tal

caso 1a retta Mm, o I'alira Nn & sottangente del punto
A (§.235), seeondoché si prenda come asse delle z o
T assintoto CT , o I’ aliro CU. -Si ha in conseguenza, che: -

"Nell iperbols rapportata agli assintoti la sottangeniec é e-

guale ed opposta all ascissa corrispondenle.

341, Poiche la retta ma & bisecata in A, il triangolo mCn
sarh doppio di ACm, e percid eguale al parallelogram-
mo ACBm , il quale , essendo formato .dai semidiametri
conjugati | CA,CB, ¢ di grandeun costante ( §. 305 ) :
dunque : I tnangsla che risulta dagli assintoti ¢ da una
tangente & di grandczsa costante ed cgualc al rottangolo det
semiassi.

342.8i tiri ad ma una para"da qualungque GII'; 1a quale
seghi gli assintoti in G, II, I iperbole in P, Q, ¢l dia-
metro CAz in 85 ed essendo ma bisecata in A, lo sara

anche GH in S ;. .ma S & pure il pusto medio di PQ ;

" percié sara PG = QU. Parimenti tirando ad mn' una pa-

rallela qualunque g %2, segante gli assigtoti in g, &, e l'i-
perbole in p, g, si conchiuderebbe pg=4/ ; e si ha in con-
seguenza , che : Se¢ una retta scgz gli assintoti ¢ U iper-
bole , i due segmenti intercetiati tra ciascuno assinlolo, ¢ 'l
ramo corrispondente d iperbole sono eguali tra loro.
343.Se si dinotano con ', y" le GS,.PS ordinate di unas-
sintoto edell’iperbolecorrispondeatiad un’ascissa comuneCS,

. 1 . b ; *
che indicheremo con z, si avrd y* = =3, Y=

¢ ne risuita _yf" —y"=b; ciot PG x PH=CB". In
un modp consimile si trova pg X ph=CA*; e si ha per-
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¢id il seguente teorema : Se una retia sega gli assmlau
e Uiperbole il rettangolo dei due segmenti compresi tra una
delle due intersezioni con la curva e gli assinioli pareggia
il quadrato del sémidiametro parallelo alla retta.

344. Quando son dati gli assintoti ed un puato di un’iper-
bole, si pud questa curva descrivere in un modo sempli-
cissimo per assegnazione di punti, Ed in fatti supposto che
CT, CU [ fig. 64] sieno i dati assintoli , e P il punto
dato , si condurranno per esso tra gli assintoti delle rette
arbitrarie, come GH , gk, ec. e vi si taglieranno le parti
QH, gk, ec. eguali rispettivamente alle PG, Py, ec. ; per tal
modo i punti Q, g, cc. apparterranno alla iperbole che
ha per assintoti le rette CT , CU, e passa’per P.

345. Ma del rimaneste la descrizione della curva in
questa ipotesi' si pud subito ricondarre ad uno dei metodi
da principio indicati determinandone i fuochi ed i vertici,
vale a dire la posizione e grandezza dell’ asse reale. Per
cio si osservi in primo luogo che dei due angoli TCU, TCU'
I’ assintotico & quello in cui trovasi il punto P ; laonde
nella Cz bisecante dell’ angolo TCU si avra la posizione del-
Y asse reale della curva. Cid posto si tiri da P tragli as-
sintoti 1a Pgh parallela a Cz, e si prenda CA media pro-
porzionale tra Pg, P/ ; sara CA il semiasse reale ; A¢ per-
pendicolare a Cz, esprimera la lunghezza del semiasse im-
maginario , e Ct sarh quella dell’ eccentricitd ; in conse-
guenza prese sull’ asse reale le CF, CF' eguali tra loro ed
a Gt , saranno ¥, F' i fuochi dell’ xperhole

346. Le proprieta d¢ll iperbole potrebbero fucilmente de.
rivarsi Jall’ equazione rappoitata agli assintoti

ay=k,

ma lasciamo quest’ assunto ad esercizio dei giovani. Solo
faremo osservare che in quesla ipotesi due diametri y =pz,
y==p'z saranno conjugati ove sassista la relazione p + p'=0;
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vale a dire che un diametro quolunque y=pz ha per suo
conjogato il diametro y = — pz. E di piit che I’ equazione

. della tangeate in un punto (', y') della curva &

. yrtay =2y -, ovvero  yr' 4 zy' = 2k
Alcupe propriela particolari all iﬁ;)'bolc equilatera.

1. 1 iperbole equilatera, oltre delle proprieth che ha
comuni con ogni altra iperbole, ne ha delle altre a se par-
ticolari, e giovera porne alcune in veduta. :

Si & gid detto che pell' iperbole equilatera ogni diame-
tro & eguale al suo conjugato ( §. 305 ) ; ma due diame-
tri eguali e di specie diversa , non sono necessariamente
tra loro conjugati. In fatti sieno CD, CE [ fig. 65 ] due
semidiametri conjn"au ; ciascuno ne avra un altro eguale
della stessa specie ( §. 295 ) ; laonde, se CL sia quello
cl’ & uguale a CD ¢ della medesima specie , i due semi-
diametri CE, CL saranno egusli e di specie diversa, ma
non saranno gia tra loro conjugati.

Iatanto, supponendo rapportata I iperbole agli assi prin-
cipali CAz , CBy , sia.y = pz I’ equazione di CD ; quelle

di CE, CL sarsnao (§§.295, 296) rispettivamente y = %x,

ed y = — pz, e pe risulta che i semidiametri CE , CL
soro tra loro perpendicolari : Dunque : Duc diametri del-
U iperbole cquilatera eguali ¢ di specie: diversa saranno con-

Jwgati se formano un angolo obbliquo ; e s¢ sono U uno al-

> aitro perpendicolari saranno conjugati nel solo caso che
sicno gli assi stessi della curva. :
Reciprocamente : Due diametri dell iperbole equilatera
sono eguali tra loro o se sono conjugati , o se comprendono
angolo retto,
348. Tra le molte conseguenze che possono trarsi da q.xe-
sto teorema accenneremo la seguente,la quale costituisce toa



di Geometria Analitica. 179
delle pid belle e rilevanti proprieta dell’ xperbole equila-
tera. Sia QRS [ fig. 66 ] un triangolo qua]unque iseritto
in una curva di tal natvra, e da un vertice Q si meni al
lato opposto la perpenduolare QV, la quale seghera di
nuovo la curva iu un certo pusio P; pel teorema pre-
cedente i diametri paralleli alle rette QV , RS saranno e-
guali , e quindi anche eguali saranno i rettangoli VQXVP
VR X VS (§.321). Risulta da cid che se il punto P si con-
gmngn agli altri due vertici S, R, le congmnvenh PS, PR
rinsciranno anch’ esse perpendwolan ai rispettivi lati oppo-
sti QR, QS; e si ha in conseguenza che: Le tre altesze
di qualunque- triangolo iscritto nell iperbole equilatera s in-
{erscgano in un punto situato sulla stessa curva.

349. Un’ altra proprieta dell’ iperbole equilatera, da non
doversi ignorare, si legge per cost dire immediatamente nel-
la sua equazione

y=z'—a,

che supporremo rapportata a due diametri conjugati CAr,
CBy [ fig. 67 ]. Quest’ equazione fa vedere che ua’ ordi-
nata qualunque PS & media proporzionale tra SA , SA’
e percid simili i triangoli PAS, PA'S. Quindi gli angoli
APS , PA'A saranno eguali, e ne segue che la differcuza
de’ due angoli PAA!, PA'A & egnale a PSA ; ma questo
angolo non varia comunque varii il puato P sulla curva ;
adunque : Iu tutt’ i triangoli che hanno per base un dia-
metro trasverso dell’ iperbole equilalera ed i vertici sulla
curva , la differenza degli angoli alla base & costante.

350. Se il diametro AA' sia Iasse reale siavra PAA'——
PA'A = 90°; ma & PAA' = 180° — PAS, sara percia
180°<- PAS — PA’'A = 90°, e quindi 90° == PAS4{PA'A";
in conseguenza: Se da un punto qualunque dell iperbola
equilatera si conducano le corde ai due veriici dell assa
trasverso , la somma degli angoli acuti , cl’ esse- [’omuma con
quest’ asse & costante cd equale ad un relto,
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Del resl.o qnest' ullimo teorema’ si rende quasi evidénte:
ricordando che le corde PA,PA sono supplementaln (§.300),
di 1al che se si disotano. con p e p' ideterminanti degli
angoli PAz, PA'z si avra pp' =1, donde risulta che i
dem anvoh sono complementi I un dell' altro,

Ddle normali dell iperbole , ed espressioni delle quattro rette
tangente , soltangenie , normale , sunnormaule.

351. In cio che segue supporremo rapportata I’ iperbole
agli assi di figura ed al centro; di tal che le coordinate
saranno orto«ronah, a e b saranno i semiassi, e I’ equazione
dclla curva sard : v

e’y Py =—ab.
Or l’équazigne della tangente in un punto della curva (2',y')
essendo

b b
y= ";;‘_-},l x —7 ’
quella della normale ncllo stesso punto sara

() I

y—y=—15 (”—I’)

Cid posto:sia. GH [ fig. 68] tangente in un punto P,
e CS,PS le sue coordinate z', 7' ; sia inoltre PL normale
in P, e K il punto ov essa incontra I asse delle . Po.
pendo nell’ equazione della normale y = o, si ha

a4+ 5 "

z=CK=

quindi & che il segno di CK sard sempre quello di 2/, vs-
sia di CS e ne avviene che i punti K ed S cadranno da
una stessa pacte del centro C. ‘
352. 1I piin piccolo valore di = ossia di CK si ha quando
I ascissa 2' ovvero CS ¢ la piu piccola possibile, e percid
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quando & £'=CA=za , vale a dire quando il punto P cni cor-
risponde la pormale commde col vertice A. In questa ipo-

5
tesi il valore di r i riduce ad -“—-—:s— ; e mppustp che

sia costruito da CT, sara T il panto in cai la normale

in A incontra I'asse reale , vale a dire il puoto T sarh

il limite ( §. 234 ) cui le normali si accostano indefinita-

mente a misara che il punto P si accostaal punto A; e.

poiche si ha

Asz_CA'—f—"'-’i—a=§,

ne Qégne che AT & quanto il semiparametro principale

( §- 237 in fige ).
353. Sia Q il punto in coi la tangente GH moontra Passe
reale ; sara (§. 235 ) PQ la tangente del puntoP5e QS

la sottangente 5 sara di pin PK la sua normale, e KSa -

sunnormale. Per tanto le espressioni di queste quattro rette

si troveranno come fu praticato per I ellisse ( §. 237 a

240 ), e si avra

Sunnormale KS = i %'
. a

‘Normale ?K = "b;" \/—(_'z__:"":::_j .

Sottangente QS =a’ — %

Taﬁgentsl’Q:'\/(x"—-—a‘)(-c—:—a—;)

354. La sunnormale appartenente al vertice A siavrh po-
nendo mella sua espressione z'= a ; ipotesi ‘che la rida-

b
cea — ; e pereid : La sunnormale appartenente ad un

S
& »"
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vertice deH' ipaioh é eguale alla metis del pammclm pnn-i
cipdle.

Essendo. 2’ = a I ascissa pin pwcola dl cui I’ |perbo!e
sia suscettibile , ne segue che la sunnormale di ha vertice..
& la pinn piccola di tatte ; dessa va poi crescendo a mi-
sura che cresce I ascissa , e diviene con questa infinita.

355. L’ espressione della normale ha anch’essa il minimo
valore quando & #/=a, e va poi crescendo fino all’ infi-
nito , crescendo I ascissa ; ma la ipotesi di o' = a lari-
ducea -—b— ; ia conseguenza : Le normali pid piccole dell’i-
perbole camapmdono ai due_ vertici della curva , e sono
ciascuna equale al semiparametro pnncq)alo , equindi alle
rispellive sunnormali con le quali si confondono.

Dei fuochi dell iperbole.

356."Applicando all’ iperbole la definizione del fuoco data
per Dellisse (§. 242 ) si trova in un modo affatto con-
simile che esistono sull’ asse reale due fuochi ad egual
distanza dal centro determinati dalle ascisse & 4/ a* - &%,
in ciascuna delle quali si ravvisa I’ eccentricita gia desi-
goata con c ; e percio i punti F, F' [ fig, 69] che ne ri-
sultano sono quelli stessi , cui veane da pnnclplo impo-
sto il nome di faochi.
_ 357. Se si dinotano con 3, 3' i raggi vettori PF , PF' ap-
partenenti ad uno stesse punto P dell’ iperbole si ha (§.244)

cx
2o = Zd=—<+a;
a ) a+ H

prendendo la differenza di 'queste espressioni verra
F—z=2a;

e sin e oost Ja proprieta gia nota dell’ ipechole ,
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che : La differenza dei_due raggi vetlori apparienenti ad

une stesso punto della curva & costanie ed eguale all asse

trasverso.

358. Sia PQ la tangente in P si avid

ang. QPF =PFz — PQz , ang. PQF' =PQz —PF'z..

“Intanto chiomando ', y' le coordinate del punto P, si’

trova , mediante le equazioni delle rette PF, PF’, PQ,
tang QPF = ;;—, sy  tangQPF' = %,

dunque gli angoli QPF , QPF’ sono eguali ; e pervid : La
tangente in un punto dell iperbole divide in duc parti equali
I angolo compreso dai due raggi veltori appartenenti allo
siesso punlo. - '

359.Essendo LPL/ la normale in P & chiaro che sono anche
eguali gli angoli FPL , F'PL’; laonde: I due raggi vettori
appartenenti-ad uno stesso punto dell iperbole sono egual-
mente inclinati alla normalé nel punto medesimo.

360. Conducendo dai fuochi alla tangente PQ le perpendi-

colari FH , F'H', si rileverh come al §. 249 che ciascuna

delle rette CH, CH' sia eguale al semiasse CA ; e per-
cid : Nell iperbole i piedi delle perpendicolari menate dai
fuochi alle sue tangenti si trovano nella circonferenza del
cerchio concentrico avente per raggio il semiasse trasverso.

361, Le due polari dei fuochi MN ed M'N’ [f15.70], le
. . a* a’
quali hanno per equazioni z = 1@ =——(§.333),

son pure chiamate direttrici dell’ iperbole , e sono costruite-
dalle perpendicolari all’ asse reale nei punti D, D' deter-
minati dalle ascisse eguali ed opposte CD , CD’, ciascuna
terza proporziosale in ordine a ¢ ed a, ossia in ordine
a CF e CA. '

Cid posto da un punto P dell’ iperbole si meni il rag-
gio vewtore PF, e la perpendicolare PK alla direttrice
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corrispondente , ¢ si dinoti con & la sua ascissa C
avid ’ : :

Sj s

a’® cx'—a®
Py c

b

qundi PF: PR 22 c:a5e si troverebbe egualmente PF' :
PK’ =2 ¢ : a: Dunque : {l raygio voltore condotto da qua-
lunque punto dell iperbole’ad wn fuaco sta alla porpendi-
colare menata dallo stesso punto alla direltrice corrispon-
dente come sta I eccentricita al semiassc trasverso.
“Ed essendo I’ eccentricita maggiore del semiasse , ne
gue che nell’ iperbole il raggio vettore h sempre maggiore
della perpendicolare , al contrario di cid che avviene nel.

I ellisse ( §. 251 ). )
362. éig FG I’ ordinata dell’ iperbole corrispondente ad

un fuoco F, si avrd

e se-

b b s O
'GF'=-§-,(c’-—-a’):-;—,,equmleF_—; 5

Nell iperbole il pa-

sercié , come nell’ ellisse , cost pure :
e ; | , passando per

rametro principale & eguale alla corda che
un fuoco, ¢ pcrpendicalarc all’ asse trasverso.
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CAPITOLO VIII.

DELLA- PARABOLA.

363. Un flo FPG. [ fig. 7/} lango quantd i {
di wea squwadra LKG sia ﬁunt:f) c:f ug ﬂ:el:ola:g (!}‘G
e con Paltre in wn date punto F ; se si fa mn&e l'
aqmdl?' qnl: lato KL lango una riga. fissa MM’ medi ta
wmo. stiletto che la. spinga tenendo il filo sempre tes:n:’
accanto a KG, la punta dello stiletto descrivera una 1i
curva PAQ chiamata Parabola. e

Questa curva & dunque situata tatta da qo
Mn riga MW it ouni trovasi il punto F ;e g)oi?d:‘::es -
dra fa.m scorrere dall’ una e dall'altra parte di questo .
ﬁ‘v s si vede che la parabola ha la forma di un arce copu: )
tinue P'AQ ,idicoi rami AP, AQ procedono nella dil:- N
zione di K verso G.; e poiche. KG, e quindi il filo, si B‘-
prendere di' qualsiveglia lunghezza , & manifesto che i 5“0
.rami dela pavabola sono infiniti. L

lnol.h'e & chiaro:che due punti di carva P, Q messi ad
gual d’fst.an:a , ed a parti epposte del punto F , sono anc ,
ra equidistanti dalla retta DFB perpendicolare ad MM ; (i)h
cons;g:enza ogni sua corda PQ perpendicolare a. DB i; birf
secata da questa ret i
secata (§,q:|73), ta, la quale percid & un asse della pa-

364. Or sia A il vertice di quest’ asse , vale a dire quet
punto di curva che si ottieae quando il lato KG della squ:-
d.m passa per F , e pongasi DB = KG ; per questa gosi-
sione della squadra rappresentera AF una parte del fil
ed AB la rimanente porzione , laondesara AF + AB-D;E,
¢ quindi AF=AD . Da cio si vede che il vertice dela pa:
:-:;OI;‘ ;;ge nel mezzo della distanza dal punto fisso F alla

365. Del rimanente essendo per qualunqne posizione del-

. 24

186 - Elements
la squadra PF 4 PG = PK 4 PG , sarh sempro PF=PK ;
e percid : La parobola & il luago geometrico dei punti equi -
distanti da un punto fisso , e da una data relta .

366. 11 punto fisso F chiamasi faoco della parabola ; si
dice ramo , © raggio veitore ogni reita FP tirata dal fuoco
alla carva; e chiamasi direttrice la retta MM

367. Egli & chiaro che la direttrice ed il fuoco sono ghi
elementi bastevoli a determinare compiutamente una para-
bola , ed & cosa molto agevole di descriverla per assegna-

In fatti supposto che sia F il fuoco, ed

goazione di punti .
I’ asse DB e si bisechera

MM la data direttrice, si segnerh
FDin A ; sars A il vertice della parabola . Dopo ¢id preu-

dendo sull’ asse qualunque parte DS>DA , si elevera da S
Ia perpendicolare HH', e fatto ceatro in F $i descrivera il
cerchio con un raggio FP eguale a DS; i punti P, Q se-
goati da questo cerchio sulla HH' apparterraono entrambi
alla parabola 3 e cosi, facendo variare il puntoS , se ne

avranno quanti altri punti se ne vogliano.
368. Prendendo per asse delle z I’ asse istesso DB della

parabola,e per asse delle y la direttrice MM’ si ha un’equazio-
ne molto semplice di questa curva. In fatti dette al solito

 , y le coordinate di un suo puuto P, e messa FD = asiba

TP =\/y’ 4 (z—a)’; M3 ¢ FP=PK=DS=z ; percid I' e-

quazione della parabola sard \y*4(z —z)* ==z, 0w ero
clevandone a quadrato i due membri e riducendo ,
Y= 2ax — a’ §

el essendo di 2° grado ne risulta che : La parabola non pud
cssere incontrata du una retia in pid di due punti.
369, Dandoa quest’ equazionc la forma

. 'y’:?n(x—-—-;—a)



[
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si vede ch'essa diverra pitn semplice cangiandovi: .z:-—-—;- a

in z 5 il che equivale (§. 149 ) a trasportare I asse delle
erdinate parallelamente a se stesso, ed a prendere per ori-
gine il punte A . In conseguenza I equazione della parabo-
Ta rapportata all’ asse di figura Az ed alla perpendicolare Ay
wel vertice A sara ’

¥y = 2ar.

370. Ei sarebbe.cosa facilissima di desumere da questa
equazione la figura, e’l corsodella linca , che rappresen-
ta, quando nulla di cid si conoscesse . Supposto che Ar,
Ay-sieno gli-assi coerdinati , poiehe per y ==o si ha 2ax=o ,
ciod x == o0, si vede che la curva incontra in un punto solo-
I asse delle ascisse, ciot nell’ origine A. Facendo poiz = o
si ha y* =0, e ne segue che I' asse delle y & tangente.
della curva nello stesso punto A ('§. 213.).

Gio posto risolvendo I’ equazione rispetto ad y si ha

y=*V2iau

a.81 sorge che ad ogni ascissa positiva AS corrispondono due
ordinate eguali ed opposte SP, SP’'; quindi !’ asse attuale
delle z biseca tutte le corde che gli sono perpendicolari, ed.
& percio an diametro principale, vale a dire un asse della pa~
rabola. Tuoltre essendo immaginari i vabori di y per valor
negotivi di z ne risulta che alla sinistra dell’ asse Ay nons
esiste alcun punto di curva, la quale in conseguensa & tutta
situata alla dritta di questa retta. In fine & a marcarsi ebe da
a==o fine ad ¥ ==+ oo le ordinate sono sempre reahi e cre~
seenli, e divengono infinite con I’ ascissa . E da tuite ¢id pob
segue che la curva si divide ne} puato A in due rame conti~
nui e perfettamente simmetrici, i quali si estendono all” in~
Gvito nel senso dell’ asse positive delle ascisse ; et @ misaen
che s inoltrang vieppil si allantapano da quest” asse,

371 Traducealo nella Brera U oqauzione 3 ° = 26z i b

188 Llement:
PS =24 x AS;
vale a diro ehe il quadrato di un’ ordinata qualunque PS alV’
asse della curva eguaglia il rettangolo della corrispondente a -
scissa AS nellaretta costante 2a.Questa retta costaute si chia -
n'ia, parametro dellasse della parabola; e quindi pud dirsi che :

/] ‘quqadrato di un’ ordinata qualunque all’ asse della parabola

é eguale alrettangolo dell ascissa corrispondents nel paramelro.
Dei diametri della parabola

372. Eliminando y tra le due equazioni
Y =2z ’ y=pz+gq
esprimenti ana parabola,ed una retta qualunque, si ha lequa-
zione di 2° grado in z
’ pet —2(a—pg)atg =0
mediante la quale le coordinate delle due intersezioni possi-
bili tra le due linee saranno espresse da

a—pqua‘—Qapq a¥Va'—2upq
= - yy=— 7,
P P
e si riconosce che le due intersezioni saranno reali ¢ distinte,

reali ¢ coincidenti, o immaginarie secondoche la quantita

X

a* — 2apq
sarh positiva, nulla, o negaliva.

373. I precedenti valori di z ed y divengono iofiniti , 0
preadone forme illusorie quando & p = o, ipotesi che riduce
¥ equazione della retta ad y = ¢, e diviene cosi uua retta
quelunque parallela all’ asse delle =, ciod all’ asse della pa-
rabola j ma in tal caso I equazione di 2° grado in z, perden-
do il primo termine, si riduce all’ equazione di 1° grado

. 2ar—q* =0
laonde delle due radici una diviene infinita (§. 286) , e non
ne resta che una sola finita e reale espressa da
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ze= L
20

Segue da cid che : Qualunque retta parallela ofl asse della
parabola deve incontrarla, ¢ necessaviamente y in un punto
sal.o a distanza finita. Quindi una retta non parallela all’asge
0 mcontra/la eurva in due puati, o non la ineontra affatto ;
e se nel. Primo easo i dae punti 3i riuniscano ia uno , aliora
questo incontro si cangerh in coatatto; vale a dire Ia retta

dwge;lza t;ngente dell curva, B
« Suppenendo ora che la retta y = pz i i
effettivamente la parabola in dae pun{i‘,si :inc:tn:lo ':;:l‘;e{; ‘l;rl
le c‘ooi-dinate del puato medio della loro distanza , ch’c‘: la
corda intercettata dalla eorva sulla retta » 8i avra eosh (§.186)

=22 =8,
P ’ b ’IT ’

e si troverebbero espressioni uniformi per le coordinate del
punt? medio di ogni altra corda paraliela a quella che sie
considerata , e che ha per equazione y = pz - g. B perd vs-
sem.lbila che, mentre per ciascuna eorda si avrebbe un valo-
re diverso per 1" ascissa &', percht contiene la q, che diver-
sifica una corda dall’ altra, all’ opposto quello dell’ ordinata
' conserva sempre lo stesso valore, giacche la sua espressio -

a . . .
ne r contiene le sole costanti a, p,niana delle quali eangia

divalore, Begue da cid che I’ equazione y' = = | o pit
semplicemente o
y==<
. , P ’
3 quella del luogo geometrico dei punti medii di tatte le
corde parallele , la cui direzione & determisata da p;ma
quest’ equazione esprime una retta parallela. all’ asse della

parabola ; adunque : Tpunti medii di utee lo corde dulla pa-
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rabola tra lovo parallels sono situati sopra una retta parallela
all asse. Ma una retta cost condizionata & diametro.della
eurva, e potendo inoltre darsi & p innumereveli valori , ve
sisulta che : I diametri dclla parabola sono in numero infini-
t0, ¢ son tutli paralleli ira loro. :

375.Segue ancora da cié che precede che: Ogni retla pa-
rallela all asse della parabola é un suo-diametro. lu fatti una
retta qualunque come parallela all’asse potra rappresentarsi
con I'equazione y==2; ma se questa retta pud essere

diametro dovra pure convenirle ¥ altra equazione y = -;—"— ,

esprimendo p il determinante della direzione delle corde pa -
rallele ch’ essa biseca ; cost si avra 8 = —;— ; 4 onde

poi si deduce p =2 ; ma questo valore i p & necessa-

2

riamente reale ; adunque necessariamente esiste un sistema
di corde parallele hisecate dalla proposta retta y =3 la qua-
le percid & diametro della parabola,

376. Si & visto altronde ( §. 333 ) che una retta pa-
rallela all’ asse incontra la curva in un punto solo a distanza
finita ; dunque : Ogni diametro della parabola ha un vextics
solo, ed é di lunghezza infinita.

377. Essendo di lunghezza infinita i diametri della para-
bola, e finite le corde ch’ essi bisecano, si. comprende che un
diametro di questa curva non puo avere un diametro conju-
gato nel senso della definizione data per U ellisse e per
Y iperbole ; ma pure si dice che un diametro della para-
bola & coojugato alle corde parallele chiesso biseca,o meglia
alla loro direzione.Ed ancora suol dirsi che una retta qualan-
que & conjugata ad un diametro della parabola, quando &
parallela alle-corde ch’ esso biseca. Risulta per tanto dal
§.375 che uoa retta qualunque ed un diametzo della parakola
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rappresentati rispettivamente dalle equlzmm y=pr+q,ed
J==£ saranno tra loro conjugati se sussista la relazione

8= %— equivalente a p 3 — a = 0.

378. Supposto che una corda rappresentata dall’ equa-
gione y = pz + ¢ sia conjugata al diametro y=4pg, V-
golo compreso da queste due rette sara lo stesso che I’ an-
golo formato da quella corda con I’ asse delle z ; e quindi
sara p la sua tangente trigonometrica. Or questa tangente
diventa iofinita nel solo caso che la corda sia parallela
all’asse delle y ; ma allera il diametro esso stesso diveata
I'asse delle x; e da cid risulta che un solo & il diame-
tro principale della parabola; o, in altri termini : La
parabola & una curva che ha un asse solo.

379. Considerando due diametri equidistanti dall’ asse,
ciot due diametri rappresentati dalle equazioni y = g,
y=-—f, risulta dal§. 375 che la direzione delle corde

conjugate al primo & determinata da __{as_ » € quella delle

corde conjugate al secondo da — 73- Quindi & manife-

sto (§. 177 ) che : L¢ corde conjugate a due diametri e-
quidistanti dall’ asse sono egualmente inclinate all' asse della
parabola.

Altre equazioni della parabola.
380. Volendo rapportare la parabola a due rette qualan-

que VX, VY, [fig. 727 bisogna sostituire nell’ equa-
zione y* = 2az in luogo di x ed y i valori

CRE !
=24l y=pZip e,
r r
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Eu-gm'h la sostituzione etolu gli apici si ha la seguente
equazione della parabola

(] 2
r y 4 2 PP‘

p'@ —_—a
-—_-.r'+2 Pﬁrl y +2Pﬁr z4
(B =2 ) =0,

lu quale , come vedesi, ha la forma dell’ equazione gene-
rale & due variabili

Ay’ +Bay 4G’ 4 Dy + Ez + F=o0.

381. Se la nuova origine V , ossia il punto (&, g) ca-
desse sulla curva [ fig.73 ] si avrebbe 2* = 2aa, ciok £ —
2a0=q; ed allora Vequazione precedente perderebbe,com’es-
ger doves, il termine indipendente dalle variabili. Se di pii
uno dei nuovi assi , quello delle 2 per esempio , fosse pa-
rallelo all’ asse primitivo delle ascisse , o, io altri’ termini
fosse un . diametro della parabola,in tal caso si avrebbe p==o,
+=1, e la trasformata, perdendo ad un tempo i due termini
in 7y ed in 3 diverrebbe

pB—
7

e
r_ Y+ pA — 2azx=».
”’ )
Fisalmente, se olise le precedenti coudizieni, il nuove as-
se delle y fosse conjugato al diametro ch’ & il nuove asse
delle z,si avrebbe (§.377) ancora p'8 — a=o, e l'eq uazione
della parabola st ridurrebbe a

y=2 e, ouinad 3 =%
ponendo per beevita
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o si ritorna cosi alla forma semplicissima dell’ equazione pri-
mitiva. Tal' ¢ danque I'equazione della par abola quando si
prendono per assi coordinati un diametro qualunque VX,e la
retta VY,che gli & conjugatase questa passa pel suo verlice.
382.Bisogna intanto rimarcare che si ginnge a quest'equa-
zione della parabola in virti delle due condiziosi p'A=a ,

£'=2aa, dalle quali si-ricava p* = 2%—; e percid risulta

a =a+ 2,
ossia , nella figura,
ad=a+2AC.

383. Si ricava dall’ ultima equazione della parabola che
VY, asse attuale delle ordinate, @ tangente della curva nel
punto V (§. 213 ) ; e ne risulta inoltre che il quadrato di
uo’ ordinata qualuaque PS & eguale al rettangolo della corri-
spondente ascissa VS nella retta costante 2a’. Questa retta
costante si chiama, come nel caso dell’ asse, paramstro del
diametro VX. E percid si ba in generale, che : Nella para-
bola il quadrato di un’ ordinata a qualunque diametro &
eguale al rettangolo dell ascissa corrispondente nel parametro.

384. Poiché ogni diametro della paraho'a ha il suo para-
metro , quello che appartiene all’asse si suol chiamare
parametro principale . Ora dinotando 24 il parametro * del-
Y asse AB, e 24’ quello del diametro VG, ed avendosi

24! = 2a 4 4AC ,

ne risulta che : Il parametro principale ¢ il pit piccolo di tur-
t'i parametri ; ed inoltre che : Il parametro di un diametro
supera quello dellasse pe’l quadruplo della distanza tra il ver.
tice dell’ asse istesso, e’l piede della perpendicolare abbassata-
gli dal veriice del diametro. Giova inoltre di rimarcare, che :
Due diametri equidistanti dall’ asse hanno cquali parametri,

. 25

-
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385. 1.’ equazione generdle seritta- al § 380  di luogo
a teoremi analoghi- » qdelk rilevati per I elisse e per
Iiperbole, In fatsi, supposto che lo rette VX, VY [fis.72.]
seghino ciascuona Ja- ewrva- in due punti, sarsmne VP, VQ
le radici dell’ equatiobe in «; che risulta da quella ponen.
dovi y = 0; ¢ VRy VB le radici dell’ altra in y nascente
dal porvi @ = 0 ; quindi verrh -

VPXVQ=.;_:(p=_2‘,u) , vnxvs=;_,:(@-_2aa);

e di seguito

. L. (Y 'J)“ ,,l "“
P : W=l =9 — 2 =,
VPxVQ:VRx PO ap a o

Ma i due termini del uNimo rapporto’equivalgonc® 4i pa-
rametri dei diametri eomjagati alle rette VX, VY (§. 381)';
adunque : Se da un panto s tirdno due seganti ad una
parabola, 8 rettdngoli del: tispeutir sequicdti tra il punto o
la curva saranno propersionali ai parametri dei' diametri
conjugati: vispettivaments’ aslle- divozion? dells dat sequnii.
386. Qualora sieno egushh: i patametei dei diadietri con -
jugati alle rette VX.; V¥, o, b’ 2 lo' stesso, se que-
sti diametri sieno equidibtenti dall’ asse ( §. 384 ), quelle
rette siraotio egaalmented inclibate &Il ssse miedesimo ; ed
intante i due retlangoli VP X VQ , VR X VS sararo e-
guali tra loro ; e quindi: ¥ quatiro punti P, Q , R, Ssi
troveranno sulla circonferenza di ua cerchio. Di qui poi
risulta il seguente leorema : Se un cerchio sega una pa-
rabola i quattro punti,due bali opposti qualunque del giiadsi-
lutero che % forma con essi suranno equalmente incliati alf ds-
se della eurva, al pari dell sue diagonali. Ed acors: Se un
cerchio séga una parabola i quattro punti, I assé d&i questa
curia saré parallelo alla bivécarite di wiio dei due aiigoli sup=
Plonenti T wn dell’ altro comptesi o di due dei luti opposti' del
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guadrilatcro che si forma con essi, o dalle due diagonals.

Dolle tangenti della parabola.

'387. L’ equazione della parébéla rapporiata ad uwe dia-
\mesro Cx {Ag. 741, ed alla retta conjugata Cy condoita
pe 'l vertice &, come si & visto (§ 384 )

. rY=2az,
dmoland? 2a il parametro del diametro. lo conseguenza
le coordinate dei puoti eomuni alla curva ¢ ad una retia
avesle per equaziene

=pzr+gq
saranuo tuttavia espresse ( §. 372 ) da

= a—pq 'l:\{a(a—-zqu) y y= ti* va(u——zl?(l} .
» 2

ma se la retta & tangente della curva, allora rionendosi
in una le due intersezioni, i due valori di z diverranno
eguali , al pari de’due valori di y; e percid dovendo an-
nallarsi il radicale sara

a=2pq.

Chiawando adunque ', y' le ceordinate del contatto sk
avraono le due relazioai

1 a
== T
P A
dalle quali si trae
a IIJ?I
p= }7 ’ g==7 3
¢ perp I equazione della tangente nel punto (', §') sasd
_y=% z 4 —;—, ', owero yy=a(xr+z)} (P

(%) Si pud giapgere a quosta equazione della Wp geute ol mede~
do sviluppato nella uola al § 220
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388. La prima di queste equazioni mostra che la tangente
nel puato (', y') & parallela alle corde conjugate al diame-
tre che ha per vertice lo stesso punto (§. 375) ; laonde co-
noscendosi la direzione di queste corde si avra in pari tempo
quella della tangente. A

389. Ma la tangente in un punto P della parabola si pud
costruire pii semplicemente determinando una delle parti
CQ, CQ' cly’ essa taglia dagli assi coordinati. A tal effetto st
porra nella sua equazione y=o, e risultando z=— &', vale
a dire CQ = CS, bisognera prendere sul diametro Cz la par-
te CQ egnale ed opposta a CS ascissa del dato puato P; e
per tal guisa la congiungente PQ sara la tangente in P.

390. Essendo QS la sottangente del punto P, segue da
questa costruzione,che : Nella parabola la soltangente & dop-
pia dell’ ascissa corrispondents.

391. Se si prolunga PS in P, e si congiunga QP sarh
questa retta aneh’ essa tangente in P', ma & SP=SP'; adun-
que : Il diametro che passa pe'l punto di concorso di due tan-
genti della parabola divide in due parti equali la gprrispon-
dente cordu tra i contatti.

392. Volendo condurre la tangente alla parabola da un
puoto Q, (, 8), non esistente sulla curva ( fig. 75 ), allora
Ie coordiuate del punto di contatto P saranno incogoite 5 ma
@ chiaro (§. 226) che le medesime si ottengono nei valori &i
z ed y comusi alle due equazioni

y =2z , By =a(z+$a);
e ne risulta agevolmente che da un dato puato si posso-
no condurre alla parsbola due tangenti, le quali saranuo
possibili se il puato & fuori della carva; impossibili se &
dentro ; e si riducono ad upa se il puato si trova sulla curva.

393. Egli & manifesto che I’ equazione

By=a(z+a)
esprime [a retta che passa pei due contatti P, P (§§. 139,
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227,333 ; i quali percid - si otterranno con la costruzione
della stessa retta. Or sia G il punto, in cai essa taglia I’ asse
delle z, e sieno inoltre CD, QD le coordinate a, 8 del puato
Q; ponendo ¥ = o nella sua equazione si ba
rT=—0 y ossia CG=CD;

e di qui si rileva che il punto'G rimane invariato se il punto
Q cambia di sito rimaneado sulla retta MDN parallela all’
asse delle y. Quindi anche per questa curva avviene come
per I’ ellisse e per I’ iperbole, che: Le corde tra i contatti
di tutic le coppic di tangenti menats alla parabola dai di.
versi punli di una stessa relta o intersegano tutte in un mede-
simo punto. ' ‘

E reciprocamente : Le due tangenti menate alla parabila
nelle estremits di ciascuna dells cords che passano per uno
#less0 punto,concorrono sopra una medesima retta. Questa retta
adunque & la polare di quel punto, il quale alla sna volta
8 il polo di quella retta.

Dvclle norguali della parabola , ed espressioni dells quattro rettc
tangente, sotlangente, normale, sunnormale.,

394. In tatto cid che segue la parabola sara tuttavia
rappresentata con I’ equazione y* = 2az ; ma le coordinate
saranno ortogonali ; vale a dire sard rapportata all’ asse di
figura Az [ fig.76 ] ed alla perpendicolare nel vertice A |,
e sara 2a il parametro principale.

Cid posto dinotando con z', y' le coordinate AS ’

PS di un punto qualunque P della curva sara 3-:- il deter-

minante della direzione della tangente PG in questo puato,
e quindi I' equazione della normale PL nello stesso pun-

to sara
J'—',}"=—-—“Z'(x——x') .

98 - Elemeiti .
Ponende y =2 0, 8i ha £ =1’ % a, osia AK=—=AS *a 3
& ne risulta cheper costruive la normale nel pusto P biso -
goa aggiungers alla sua asciepa A5 hpafteSeK ;eg"ulea!
semiparametro peincipale ; e cesl la.congiungente de’ panti
P, K sara la normele xichiesta, -

395. La retta SK- costruita jn sifiatta guisa -essendo
Ia susnormale del puato P, segue, che : Nellg perahole
la sunnormale ¢ .dj grendezaa costante ed eguslo al semipa-

ramelro principale. » o
Essendosi gia detto che nella parabols s sottangente i

un punto & doppia dell ascissa eorrisponde?t,e (§.390),
mon evvi altro ad aggiungere all'esprossione di quasta refta.

E si troverh poi facilissimamegte |
Tangente PQ = \,T-Fw = ;V?x'(a-{-zwr )
Normsle PK = ‘V r'te = V‘“'(“"kw')

‘Si pud rimarcare che la normale b il minimo valore quan-
dooz' ==0, o va poi crescendo fino all”infinito crescen-
do ] ascisaa 2' ; mal’ ipotesi di '=w Ia riduce ad m; perpi:
Lo normale piss piccoladella purabola § quella che corrispoude
@l wrtice della curnayed 4 eguale al semiparametso prigcipelc.

Del fuaso della parchala

996. Ritenuta per Is parabola la definidione del fuoco
data per Dellisse (§. 242) si trovain un modo consimile
(§.243) cheegsiste in questa carva un fuoco solo ¥ [fig.77}

determinato dell’ asdssa% e dall'erdinata zero ; wale a dire

esiste sull’ asse , e si otticae tagliando I ascissa positiva

AF egumale ad—g- ,ciot afla quarta parte del parametro
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privcipste . Questo puoto' 3 dunque quell istesso , cui
venne dlwf"apﬁmiﬂo:i{ oms: di l’now.qh e

897, Ghismasdo s um raggio vettore FP siba per tanto

o Vorteot LoV (o Zymsd caspar,

e qiindi: prosn AD = AF, risultery z — FP== DS ; ia
coiseghenza se pe 'l puito D i meni all’ asse la perpe:ldi-
e’tﬂﬁre-- mdeﬁeitt MBN, e poi da P si tiri PK parallela al-
1 me medesimo , risulterh ancora PF=PK:; vale a dire :
% faggr'o vettore FP¢ eguale alla perpendicolare condotta
;i: p:mo f_allf retta fissa MN. Cosi si ritoma alla- proprie-
m’,ﬁ; .°',”':: d¥ fggola alfa primitiva deserizione della pa-
c&dcll; :m; v::h ’ne‘lhle‘r?h MN ripsodotta la direttri-
ol e (63 9,3 : qeale altronde si riconosce Ia polare
398 Aiche in‘ questa curva merita i essere valutato I’ an-
golo FPQ compress da raggio rettore e dalla tangente ap-
portedenti 4d uno stssso punfo P. Ora essendo
FPQucPFS—PQS , sard tan. FPQ==tan. (PFS—PQS) ;
i detie 2 ; 3" le cosrdinste del punto P si ha ’

, .
dan PFS = —Lu i -, tan. d
" 1 ’ PQS=J" ’

— g

si avri dunguo

tam. ¥PQ == fam. { PFS — PQS )= —-
Jl

e percid
FPQ == PQS.
vale & dire : L’ angolo eomprese dal raggio vellore ¢ dalla

::m*gs‘nté ¥ equale all’ angolo comprese dalla tangente ¢ dal-
asse,
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399.- Sia PG il diametro corrispondeate al punto P,
sarh I angolo GPQ' = PQS = FPQ; in consegnenza : I
raggio rettore ed il diametro corrispondenti ad uno stesso pun-
to sono equalmente inclinati alla tangente nel punto medesimo.

Dopo cid & manifesto che la normale PL divide in due
pasti eguali I’ angolo FPG; e quindi : Lanormale in un
punto della parabola divide in due parti eguali I angolo com-

reso dal ramo e dal diametro corrispandenti allo stesso punio.

400. Dal fuoco F si conduca FH perpeudicolare alla
tangente PQ ; ed essendo isoscele il triangolo PFQ (§.398),
sara PQ bisecata in H ; ma & pure QS bisecata in A; percid
risultera AH parallela a PS e quindi perpendicolare all’ asse;
adunque il purto H si trova sulla tangente nel vertice della
curva, € ne segue , che: I piedi dells perpendicolari con-
dotte dal fuoco di una parabola sulle suc tangenti sono tutti
situati sulla tangente nel vertice della curva.

401. Si & vedato che nell’ ellisse , e nell’ iperbole la
corda condotta per un fuoco perpendicolarmente all’ asse
sii cui si trova & eguale al parametro principale ; ed al-
tz\mmto avviene nella parabola . In fatti I' equazione
di'qnesta curva estendo 7' == Z2az , pe’l caso del fuoco

2 3
.si ha z= —l— a, e quindi y* = g- = a";donde y =a;

percid I intera corda 2y egaaglia il parametro principale 2 a.
£402.Chiamando 24’ il parametro del diametro PG ed ' I'a-
scissa AS del punto P si ha (5. 382) a'=a+2z',e quindi

—;—a’=-7;-a+zl=AD+AS=PK=PF;

sarh dunque .

2a' = 4PF ;
ciot : Il parametro del diametro appartencnle ad un qualun-
que punto della parabola ¢ quadruplo del ragjio wit ore ap-
partcnente al punto istesso. .
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CAPITOLO IX.

RIAYVICINAMENTO TRA LE EQUAZIONI
PELL’ ELLISSE, DELL' IPERBOLE, E DELLA PARABOLA

403. Le tre curve finora esaminate, ciod I ellisse, I' iper-
bole , e la parabola, non ostante la loro diversa figura,
banno molte proprieta comuni, e si compren;ie che cid & una
conseguenza della quasi uniformita delle loro equazioni ; ma
ora andiamo a mostrare di pit che quests tre curve si
possono comprendere in una sola equazione.

Per cid che riguarda I ellisse e 1'iperbole si & gia ve-
duto che, quando si prendono pep assi coordinati due dia-
metri coojugati qualunque, I’ equazione dell’una e dell’al-
tra curva ha la forma

Ay +Co+F =04 1)

ed & manifesto che reciprocamente ogni equazione di - que-
sta forma non pud che rappresentare o un ellisse, o un
iperbole, In fatti & chiaro dapprima che, qualunque sia
questa carva, gli assi coordinati ne sono diametri, e con-
jugati tra loro, meatre risolvendola o rispetto ad y o ri-
spetto ad z si riconosce subito che ciascuno biseca le cor-
de parallele all’altro. Inoltre & pure evidente che I ori-
give delle coordinate & centro della carva, giacche ogni
sna corda condotta per quel puato debbe rimanervi bise-
cata (§. 174,). Noi abbiamo snpposto che le tre co-
stanti A, C, F avessero dei segni qualunque, ciok che sia-
no indistintamente positive, o negative ; ma ora porremo
questi segni in veduta, ed allora supposto, com’ e per-
messo, che A sia essenzialmente positiva, I’ equazione (1)
darh lupgo alle seguenti quattro equazioni distints

26
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I=. Ay +Cs —F=o0
1ie. Ay —Cz' +F=0
111s, Ay' —Cz*—F =0
IVe. Ay 4+ Cr’ +F=o
le quali meritano di essere separatamente esaminate.
404, Chiamando a, b i semidiametri conjugati che fanno
rispettivamente da assi delle = e delle y, risulta dalla
equazione I, ponendo ora y =0, ed ora z =0,

a=V_€_-_ ’ 6=V_l::—;

valori necessariamente reali, essendo tutte positive le co-

staati A, G, F. E poich® ne deriva :
F .

C=— ) A=

a?

o) vy

cosi I’ equazione Isi cangerd in
yi x’ _
Fta—t=°
‘e si riconosce appartenente all’ ellisse. Dunque I equazio-

ne (1) esprime un ellisse quando sieno entrambe positive
le due costanti A, C, e sia negalivo I’ ultimo termine F.

"“Qualora fusse A == C, e fussero di pii rettangolari le coor-

"dinate , si avrebbe a=¥5, e | ellisse si volterebbe in cer-
chio di raggio a.
405. Dall’ equazione IIsi ha poi

az\/tlz_(;— N b:\/-—-_{_

Pi questi due valori il primo & reale, e I'altro immagi-
nario ; ma costruendo anche questo come fusse reale, -ciod

# dire ponendo b = V _% » risulta egualmente
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F F
‘ C= = , A= 7
¢ perd I equazione II cangiandosi in
PA E-; +1=0,

b . a

si vede ch’ esprime un iperbole, in cui I'asse delle z &

diametro trasverso, o reale; ed & immaginario il conju-

gato, ch’ @ I’ asse delle y.
406, L’ equazione III, mutando i segni, diviene

— Ay 4+Czs*+F=0 , ovwwero Cz’—Ay'+F=o0,

e prende cosl la stessa forma della II. In conseguenza
anche V' equazione 111 esprime un iperbole ; ma per que-
sto caso & invece I’ asse delle x diametro immaginario, ed
¢ diametro reale 1" asse delle y. Dopo cid dobbiamo con-
chiudere che 1 equazione (1) esprime l'iperbole quante
volte i segni delle costanti A, C sieno contrarii, qualun-
que sia d’altronde il segno dell’ vltimo termine F. Ed &
poi chiaro che questa iperbole sarebbe equilatera qualora
fusse A=0C.

407. Fivalmente per cid che riguarda I’ equazione IV
cade sotto I’ occhio ch’ essa & impossibile , mentre, quali
che siano i valori di z ed y, il primo membro sara sem-
pre una quantita positiva, che pon pud mai essere egua-
le a zero ; e percid questa equazione non pud rappresen-
tare alcuna linea. Ma in fatti risolvendola si ha

y=tA{_C_F

A A
¢ si vede che i valori di y sono costantemente immagida-
rii , qualunque sia quello di z: Non esistendo adunque al -
cun sistema di valori reali di zedy capaci di soddisfare
all’ equazione IV, me segue che la medesima non pud dar
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luogo ad alcun punto di curva; ed in tal casg suol dit-
si cl’essa esprime una curva immaginaria , e proprimnente
un ellisse immaginaria ; dappoiche la costanti A, C, coef-
Geienti dei termini variabili, hanno gli stessi segui; ch'd
la condizione determinatrice dell’ ellisse.

408. L’ equazione (1), qualora sia F =20, si modifica
pelle. due

Ay' 4 Cs* =0 Ay —Co’ =0

ma niuna pin rappresenta una linea curva propriamente.
In futti, quantunque la prima sia generalmente impossibi-
le, pure essa & soddisfatta dall’ unico sistema di valori
reali y = 0, & ==0; laonde tutta la liea rappresentata
dalla prima equazione si riduce ad un punto, ciot all’ orie

gine delle coordinate,
Rispetto alla seconda, risolvendola si ha

y=%z ‘\/ L 3
A
e cosi si vede ch’essa esprime il sistema di due rette pas-
santi per |’ origine. ' )

Concorrendo nella prima la condizione che determina
I'ellisse, cioz I eguaglianza dei segni de’ coefficienti di
y* ed z*, pud dirsi in questo caso che la linea da essa
rappresentata & un’ ellisse ridotta ad un puato, e propria-
mente al suo ceotro. E per la stessa ragione pud dirsi che
la linea rappresentata dall’altra & ana iperbole ridotta a
due rette, cioé ai suoi assintoli.

409. Ma I ellisse e I iperbole si possono comprendere in
un altra equazione, che ha il vantaggio di racchiudere an-
che quella della parabola. In fatti se si prende per asse
delle # uo diametro qualunque trasverso 2a, e per asse
delle y la tangente in ano dei suoi vertici,e si dinoti di piit
con m il semiparametro dello stesso diametro,allora le equa-
ziopi dell ellisse e dell’ iperbole sono rispettivamente



| di Geometria Analitica 205
ymt(ts—s) , yul(klata)
ovvero
y’::l:?mz——:lar’ ’ y’=:l:2mx+aﬂz' 3
ancora se si fa
%'. m=n,

queste equazioni divengono
ye=t2m— , y=%2mr4n’;

e perd, supposto che i segni di m ed a sieno qualunque,
@ chiaro che ogoi equazione riducibile alla forma
y =2 mz 4 na’ ‘ 2

esprimera I ellisse, o I'iperbole, secondoche n, coefficien-
te di z°, sia pegativo, o positivo, qualunque sia d’ al-
tronde il segoo del coefficiente di = a primo grado. Per
questa equazione I'asse delle z & diametro trasverso della
curva, e quello delle y & tangente in uno dei suoi verti-
ei ; inoltre 2m vi esprime il parametro dello stesso dia-
metro, ed n& il rapporto del parametro al diametro.

410. Popendo pella (2) y = o risulta 2mz } na* =0,
e se pe traggono per z due valori eio

2m
re=0 3 D D e
n

i quali sono le ascisse dei due vertici del diametro tras-
verso, e perd | ultimo di essi esprime la lunghezza dello
stesso diametro. Adunque dinotando eon a 1 ascissa del
centro (ascissa ch’é pure la lunghezza del semidiame-
tro) si avra ’
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Se questo valore si sostituisca in (2) in vece di z, il ri-
sultante valore di 7 esprimera I’ ordinata della curva cor-
rispondente al centro , vale a dire il semidiametro conju-
gato al trasverso ; e perd dinotandolo con b verrd

= m
b=aAf— =,
espressione reale o immaginaria secondoch? n sia negativa,
o positiva 3 o, ch’ & lo stesso, secondoche I’ equazione (2)
esprime 1’ ellisse, o I'iperbole.
444. Supponendo che nella equazione (2) rimanga invaria-

ta la costante m,e che laltra n vada continuamente impiccio-
lendo, allora il valore assoluto del diametro trasverso 2a,

.. . 2m . o . .
vale a dire il valore della frazione -—'? si fara continua-

mente piu grande, e finalmente diverra infinito quando
n si & aooullata ; ma in questa ipotesi I equaziope (2)si
riduce ad
y =2mz

e si trasmuta in quella di una parabola , di cni I asse
delle z & diametro, che ha per parametro 2m. Adunque
la sola equazione

7= 2mz + nz’
comprende le tre curve ellisse, iperbole, € parabola : essa
rappresenta I’ ellisse quando = & negativa ; T'iperbole quan-
do n & positiva; e finalmente la parabola, quando & n = 0.
E quindi & manifesto che da questa sola equazione si po-
trebbero trarre le diverse proprieta che appartengono a
ciascuna delle tre curve,
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CAPITOLO X.

CLASSIFICAZIONE DELLE LINEE CURYVE.

412.Dopo la equazione della linea retta e circolare abbia-
mo creduto ben fulto di far conoscere ancora le equa-
zioni , e quindi la figura , e le proprieta di tre altre
linee curve di cui si fa un uso frequentissimo e nella
geometria , e nelle applicazioni alla fisica matematica .
E queste linee sono state da noi studiate con una cer-
ta accuratezza non solo per Ia loro importanza , ma an-
che per presentare ai giovani un competente esercizio nel
maoeggio dei principi piin necessarii ed elementari della
geometria analitica . Del resto & chiaro che il numero
delle linee curve & infinito , siccome infinite sono le leg-
gi con le quali si pud supporre che un punto si vada
movendo per generare una linea ; e pud ciascuno imma-
ginarge a sno talento creandosi di queste leggi a piace-
se. E qui dobbiamo aggiungere che qualunque sia que-
sta legge sara sempre agevole di ottenere I eguazione
della linea corrispondente ; ed in conferma di cio stimia-
mo opportuno di recare ancora alcuni altri esempii del-
la stessa natura, limitandoci ad enuasciare la generazio-
pe e I equazione di qualche linea che pud meritare di
€sser conosciuta,

443.Della Cissoide.Da un punto fisso A [fig.78] sulla cie-

conferenza di un cerchio si tiri quasivoglia secante cheincon-

tri in D la tangeote opposta ad A, e sit di essa si tagli
da D verso A la parte DP eguale alla corda corrispon-
de AG. Il luogo geometrico di tutt'i punti P determi-
nati in tal guisa & una linea curva cosi detta Cissoide
di greci geometri . Prendendo per assi delle z e delle
J il diametro AB  la perpendicolae in A, si trova fa-

clmente per questa curva T WBe di 3 gredo
| 1'(20-#-;}_::’, o
i 1o del corchio . Risulta dalla generazio-
0:“:‘1;": cl:ul:iﬁf, ed sgevolmente si rileye-rebbe an-
:ora dalla sua equazione, .ch’essa si compone di dne. ra-
mi iofiniti nel seaso delle ordinats positive e negative,
i quali si rianiscono nel puato Ae son0 simmetrici l;:
rispetto ad AB. E chisro “?‘t;:'ltrc d;ess| haungo per
i {a tangente .
"“;0:-10“: ‘:::li‘edelh G?ssoide sono dalineati per modo da
rivolgere costantemente fa loro cme?s'ft'n oll’ asse &a‘l:: .
z , il quale b taogente all’ uno ed alf -lu-o ;': uoa. "
sendo attustmente luogo da addm:ne 1e ragioni dmm:' :{m
soltanto osservare che per questa circostanza acca :,- :d,m
si riuniscono nel punto A formande ua nngol‘o c1 linen-
aoto di tal natora & unatra altre singolari
Onl"mopuer luogo nelle linee curve, & che punto aon pre-
A uelle di cui ci siamo precedentemente occypati.
;)enuimi,n?atﬁ si considerano come punti .:iny.olaral delle curve 5
e's: ' ha di diverse specie con momi diversi. ”
¢ ato A, costituito come quello della mn?:&?, ciod
pe\;A‘nxﬁ:o da ;isnllare dall’ incontro di due rami, i quali

‘ 0 f ;l -l- .
t-)
senza procﬁdel' o "le’ vl lormano un .an o curvilineo 3 8t

da il nome di puato di regresso 5 e si distinguono d:xe specie
di regressi dicendosi di I~ specic se i dqe rami per ;xln

i t: gt:!:m“qne piceolo si guardago con le loro. sonvassita
tra ogecade attaalmente ; ¢ di 2¢ :peoi? , s¢ i due rami
o trambi concavi, 0 entrambi convessi da da una stass.a
orte o ¢ un tratto comungne piccolo . Tale suebbfa il
P“::"Zf‘:‘h curva della figara 79 la quale ha per equazione

| ey ==

' Concoide. Daua punto fisso A
to t;::nnaxmnc: n;au retta MM’ sian condotle quante

;[ fig. 80] ;EW!-

pette
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i vogliano AP , e tegliste sopra ciascuna le parti EP,
EP' eguali e di grandesza costante . Il luogo geometrico
do? puoti P , P & una linea curva chiamata dagli aoti-
chi Concoide. Il punto fisso A si chiama polo della cou-
coide, e dicesi direttrice la retta MM/,

Risulta ben chiaro dalla geaerazione della congoide ch’'

eséa &i compone di due archi separati e cootioui situati
 poiti opposte della direttrice MM'; e di piit che i due
rami di ciascuno sono iofiniti , ed haono per assiototo
comune la direttrice.

Prendendo per. assi delle ¢ delle y la perpendicola-
re ¢ la parallela condotte pe’l polo A alla direutrice . e
delta « la distanza AB, b la lunghezza costante PE , o BC si
k.gva, f.'ncilmeute che I arco superiore e I’ inferiore bauno
rispellivamente per equazioni

bz = 4 N+ y@—a), br=-— \/.;’_-]:}T(z-——a);
ma readendo razionale o 1’ uaa o l'altra si ha sempre 1 equa-
vione di 4°. grado

2’ = (2" + y) (z — a)’,
clfe percid €onviene ad entrambi gli archi, i quali, co-
m' & per I iperbole, debbono’in conseguenza riguaI&hsi
come una linea sola,

Cade sotto I’ occhio che quests equazione & verificata
dal sistema di coordinate 2 =0, y=0, e da ci6 segne
che I origive A & un punto della concoide , quantunzue
non sembri che .cio debba risaltare dalla sua generazio -
ne. Il punto A & dunque un punto singolare della con-
cmc!e, ed & detto punto isolato, o conjugato, cosi chiaman-
dosi un punto di curva allorché le sue coordinate soddisfa.
no all’ equazione della curva, sesza pertanto che vi s
si alcuno dei suoi rami . B

Merita pero di essere osservato che la concoide @ propria-
mente conformata come nella figura 80 quando AB, distauza
dal po}o alla direttrice , & waggiore delia Iung!’;ezza co-

21

210 Elementi

wte BC , ciod quando & a > b. In questo caso I’ arco
superiore e I inferiore , dopo aver presentato fico ad wn
certo segno dsi due lati della retta AC la loro concavitd
alla direttrice , finiscono per rivolgerle entrambi la con-
vessita. Ora un punto di curva ove accada un cangiamen-
to di direzione, vale a dire che da concava divenga con-
vessa, o viceversa, chiamasi in generale puoto d’ inflessio-
ne, o di flesso contrario; e percid la concoide della figura
80 ha quattro punti d inflessione , ciod i due i, i nell’ arco
superiore,ed i due ', ' nell’ inferiore. X manifesto chela tan-
gente in un punto d' inflessione sega in pari tempo la cur-
va nello stesso punto.

Che se per I’ opposto AB sia minore di BC [fig. 87]
allora I’ arco superiore conserva lo stesso andameato, ma
spariscono dall’ inferiore i due punti d’inflessione, ed in-
vece si forma nel polo nna specie di nodo . Ma il polo
nel caso attuale non & pit un punto isolato della curva,
e deve anzi riguardarsi come risultante dalla intersezione
di due dei suoi rami. Ora, in geverale, quando pii rami
di una curva passano per uno stesso puoto, questo punto
prende il nome di punto multiplo, e dicesi doppio, triplo,

-ee. secondoche i rami che passano per esso sono due, tre,

ec ; adunque quando & AB > BG, il polo A & un puanto
doppio della concoide. .

Finalmente se sia AB= BC [ fig. 82], allora sparisce
il nodo, e’l polo A diventa un regresso di prima specie.

415 .Della Cicloide.Se un dato cerchio vada rotolando so-
pra una retta fissa, e si supponga gegnato sulla sua circonfe-
renza un qualche punto ; questo puoto pel movimento del
cerchio cangera continuamente di sito, ed il luogo geome-
trico delle sue diverse posizioni & una linea curva chia-
mata Cicloide, o ancora Trocoide ; curva famosa ed interes-
sante per utili applicazioni alla geometria ed alla meccanica.

Cosi supposto che AA' [ fig. 83] sia la retta fissa sulla
quale debba rotolare un dato cerchio AB, e sopposto inoltre,
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che il punto segnato sulla sua circonferenzasia lo stesso pun-
to di contstto A, questo punto dopo -una iotera rivolu-
zione del cerchio avra descritto la cicloide APFA'.

E manifesto che el detto movimeato del cerchio tutti
i punti della sua circonferenza si sono successivamente adat-
tati sopra quelli della retta AA’, la quale in conseguenza
sard eguale alla stessa circonferenza. Questa retta AA' che
sottende I intera ciclside AFA’ si chiama base della cicloi-
de; e percid: La base della cicloide ¢ eguale alla cir-
conferenza del cerchio generatore.

Dinoti EIF la posizione del cerchio generatore corri-
spondente al puato E, medio della base AA’; il puato
di cicloide pascente da questa posizione sara I’ altro ver-
tice F del diametro EF, il quale & perpendicolare ad AA'.
E chiaro che il punto F & il punto della cicloide pii distan-
te dalla base, e che ivi essa si divide in due archi eguali e
simmetrici FA, FA’, di talche ogni sua corda PP! perpendi-

colare ad FE resta divisa da questa retta in due parti egua- -

li. Adunque EF & usse della cicloide, ed il punto F & ver-
tice della curva.

Ora indichi CPD un’altra posizione qualunque del cer-
chio generatore ; sia C il cootattp con la base, e P il pun-
to corrispondente della cicloide ; & evidente che, per
giungere il cerchio dalla prima a questa posizione tutt’i
punti dell’ arco circolare PC hanno dovuto successivamen-
te applicarsi sui punti della retta AG; laonde sach per
qualunque posizione

arco PC = retta AC.

Da qualunque punto P della cicloide si conducano le
PS, PG perpendicolari alla base ed all’asse, e sia I il
punto in cui PG incostra la semicirconferenza FIE gia-
cente dalla parte del paato P ; la figura PCEI sara un pa-
rallelogrammo, e quindi saranno eguali gli archi PC, 1E ;
¢ percid lo stesso arco IE sari eguale alla retta AC; ma

212 Edchenti
& I intera ‘seinicirconfereaza FIE- ebuale dlla mi’buc AE,;
risa'térd dangie B

arco F1 = rotta PI.

Dopo aver accennaio queste pochissime tra le numero-
se ed xmportanu proprieta della cicloide passeremo a cer-
curne | equazione , e prenderemo per assi delle ascisse e
delle ordinate la stessa base AA’, e la perpend:co‘are in
A. Dette per tanto z ed y le coordinate AS, PS di un
punto qualunque P della carva, ed a il raggio del cere
clio generatore converra distinguere due casi secondochd
il punto P appartenga all'arco AF, che diremo ascendente,
ovvero all’ arco FA’, che chiameremo discendente. Ora per
qualunque punto P dellarco ascendente si ha

AS 4 PH=arco PC;

ma & ASz=z, ed @ PH={CUXHC—HC = {2ay—y*,
percio, ritenuto questo radicale come positivo , si aved

x 4 \2ay — y* = arce PC. lntento I’ arce PC & quello ¢he
b1 per cosena OH,cice a—y ; ed & poi mavifesto ¢he questa
espressione rimane sempre la stessa per qualsivoglia punto
P dell’ arco ascendente, giasche se il punto H cadesse al -
disopra del ceutro O, la sua espressione sarebbe nella
fisura y —a; ma doveodo allora il coseno riguardarsi
come negalivo, ne segue che la sua espressione & tutta-
via @ — y. In conseynenza 1’ equazione dell’ arco ascenden-
te della cicloide sura

z Viﬁ:amo eos (a—y)..
Considerando poi un pauto P’ dell’ arco discendente , ®
supposto per chiarezza che sia I’ estremo_della corda PP'-
purallela alla base, si ha
: AS' = A'S = AA' — AS.
.Or i dineting con z » y le coordinate AS', P'S' del
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pusto P, o ¢ iedichi con 2’ I'ascissa AS del puato P

la relexiote precedeste diverrh z = AA'—g'; ma av-
vertendo che 1’ erdinatay & la stessa pe punti P, P’ si ha

2 = —\f2ap — y* 4 arc. cos. (a==y )} in conseguenza
per qualsivoglia punto delf arco discendente si avrd

z == AA' + y2ay—y® —arc. cos (a—y).Ora essendo AA
eguale alla circonferenza del ceatro generatore, il di cui
raggio & a, si avra AA’e=2wa ; e percid l'equazione dell
arce disceadente della cicloide sara in fine

, z =2a + \/2ay—y" — arc.cos (a—y).

L’ equazione della cicloide non & dunque della natura
delle equazioni algebriche, dappoich® per determinare la
relazione tra le coordinate , y & mestieri di ridurre a retté
archi di cerchio, il che non saprebbe eseguirsi mediante
un pumero limitato e fisito di algebriche operazioni; e
si sa che queste equazioni vanno sotto la denominazione
di trascendenti ; quindi anche le curve cui competono di
siffatte equazioni son dette rascendenti, e perd tra esse
va annoverata la cicloide.

416.Di qui sorge pertanto una prima distinzionedelle linee
geometriche in due classi generali, ciod in algebriche, e
trascendenti, secondocht le loro equazioni sovo algebriche,
o trascendenti. Ed & poi chiaro che le une ele altre sono
in numero infinito, giacché senza stare ad immaginare che
un punto debba muoversi con una certa legge per avere
la generazione di una linea, basta scrivere a piacere un’ e-
quazione algebrica, o trascendente per avére una linea sia
dell’ una, sia dell altra natura.

Cosi per’esempio le equazioni algebriche

a'y=z', ay’=2’, y*—3azy +1' =0, (y’+2") '=a"(z"—y")
darebbero lince algebriche rappresentaterispettivamente dal-
le figure 84,85, 86, 87 ; lince le quali hanno ancora una
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certa ‘celebrith , e nomi particolari, chiamandosi la prima
prima parabola cubica ; \a seconda seconda parabola cubica,
la terza foglia di Cartesio ; e V ultima lemniscata. :

Si avrebbero poi linee trascendenti dalle equazioni tra-
‘scepdenti y = log. z, y==sen.z, ecc. nella prima dells
quali siha una livea egualmente famosa detta logaritmica,
ed & tale, com’ & chiaro, che ciascuna ordinata 3 il loga-
ritmo della corrispondente ascissa. .

417.Lasciando perd da banda le linee trascendenti, ag-
giungeremo rispetio alle algebriche ch’esse sono ancora
distinte per ordini, essendo I ordine di una linea definito
dal grado della sua equazione; vale a dire diconsi linee
dell' ordine 1°, 2°, 3°, ec. quelle le di cui equazioni sono
rispettivamente di grado 1°, 2°, 3°, ec. Ed in generale si
dice di grado n.esimo ogoi linea la di cui equazione & di
grado m.esimo . Quindi la retta sarebbe una linea di 1* or-
dine ; il cerchio, I’ ellisse, I’ iperbole, e la parabola sa-
vebbero del 2° ordine ; la cissoide, le due parabole cu-
biche, e la foglia di Cartesio apparterrebbero al 3° ordine ;
la concoide, e la lemuiscata al 4° ordine ; e cosi per al-
tre linee. Inoltre per ciascun ordine v’ ha delle altre sud-
divisioni in generi, specie, ec.

Si & gia veduto che uoa stessa linea pud essere rap-
presentata con diverse equazioni , diversita per altro di-
peudenti unicamente dalla diversa posizione degli assi
coordioati ; ma, quale che sia questa posiziove, il grado
dell’ equazione rimane sempre lo stesso ( §. 161); e cio
rende ragione della classificazione adottats, imperciocche
}a medesima non avrebbe avato alcun senso qualora il gra-
do dell’ equazione di una qualche linea avesse potuto rima-’
nere slterato col rapportarla a nuovi assi-

418. E noto che per ogni grado esiste una equazione gene-
rale tra due variabili composta di uas oumero finito, e de-
terminato di termini ; ed & chiaro ehe, qualuuque sia la
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data equazione di un certo grado, rapportandola ad un
sistema arbitrario di assi coordinati mediante le formole
stabilite a quest’uopo, la medesima si cangia appunts sel-
I’ equazione pii generale di questo grado. Quindi & che
ogni linea di 1°ordine pud rappresentarsi con I equazione

ay +bz +e==0;
ogni linea del 2° ordine con I’ equazione
ay’ + bay + ez’ dy + ex ff==0;
ogni linea di 3° ordive con I’ equazione

ay*+ by'z toyz® + da’ + ey’ +foy+ga’+hytirth=o
e cosl in prosieguo.

Ora tra le quistioni cui da Inogo cosiffatta classificazio-
ne sorge paturalmente quella di conoscere gmali, e quan-
te sono per ciascun ordine le linee essenzialmente diverse per
forma , per affezioni , per rami infiniti , ecc. ; quistione
vasta ed interessante , e la di cui risoluzione & intera-
menta riposta nella discussione completa ed accurata del-
Y equazione generale del grado corrispondente. S’inten-
de agevolmente che questa quistione dee rendersi tanto pii
difficile a misura che cresce il grado dell’ equazione ; ma,
che che ne sia,noi andremo uel capo seguente ad occupar-
ci dells sola discussione dell'equazione generale di 2° gra-
do , essendo cid bastevole pei limiti di una istituziope
elementare. ‘

419.Per cio che riguarda I’ equazione generale di 1° grado
la medesima & stata gia discussa (§. 77 ad 81),, e si vide
che ogni equaziope di 1° grade avea per luogo geometrio
una linea retta. Quindi ora possiamo aggiungere, che : Tut-
1e le linee del 4° ordine si riducono alla sola retta,

: o CAP‘ITGI‘:O_ XL
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216

ar .|‘-2$zy+oé3+2dy+2iw;+f—"l—ar‘(i)

420. L' oggetto della presente discussione &, come 8i 3
detto (§. 418), quelto di riconoscere tulte l'ev linee di-
verse cui pud dar luogo I equanieme soprasq.nttu,_vale a
dire tatte le linee del 2° ordise . Siffatta discyasione st
pud compiere in melte guise ; manoi troviama appartuno
di farla dipendere dalla trasformazione delle coordinate ,
cercando con tal mezzo di ridurre 1’ equazione (1) alle
forme pin semplici , di cui & suscettibile.

Per tanto qualuoque sia la curva rappr:asen@afa fh que-
sta equazione, se in lvogo di = ed y vi si sostitaiscano 1
valori dati dalle formole (§. 455) ** :

-‘==%’—+§—.+a a J=p§—+r’%+ﬁ

la trasformata in 2, y' esprimerd la stessa corva, ma sard
rapportata ad un nuovo sistema di assi coordinati; e 7‘f
ranno &, £ le coordinate della novelta origine, e p, p 1
determinanti delle direzioni dei nuovi assi, ciod p- pef

quello delle =/, e p' per quello delle y*2 €idb posto ri-
guardando come indeterminata la posizione dei nuovi assi,

* Nel maneggio di questa equazione torma utile di apporre ’il
coefficiente numerico ai termini in cui.le varia.biii conginnte o ser
parate hanno per esponeate I unitd, perchd le formale qui & per-
viene risaltano pid simmetriche. .

* Giova rammentare che in queste formole si ha
Ro=p*+42cosd - & , Ri=p*42p cosd -} 1,
dinotando 6 1 angolo dezli assi . Se gli assi sono ortogonali si ha
cos0 = o ; ma in questa ipotesi cangeremo le R grandi in r piccole,

ed avremo
rs=p i1 ’ =g 4 1.
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;?cix:‘ :nile(:rm'na!.e werauno le qufattro costanti o, 8, p, p',
o o unzioni,in generale, i coefficienti della trasfor-
gih;le’dwei e m::; o;-p.ropormmo ‘ed. esaminare se sia pos-
pradie S l:a; e in mode da nt!urre a zero qualcuno
bulpersgasnd 02 e:uml, nel fine di rettdere la trasfor:
onders, ¢ con la scomparsa dei termini corri-

E"g“e"dd la sestitazione indi .
vella. trasformata indicata , faremo per brevita

A
A= (o 42 4o)
B = 2 ! '
—m(ﬂPP +5(ptr)+c)
Cae 1 (ap’
' i P+ Up +¢c) .
D 2( :
= 57 (6‘+aﬁ+‘1)}"+0“+5ﬁ+‘)‘
2
E=T((50+aﬂ+d)1’+cm+5ﬂ+ef)

F=apg 4 %aptca 42 +2ea+f;
quindi, togliendo ancara per pii it gli apici
odi, piu semplicita gl
variabili, la trasformata istessa sara P gl apicl dlle
Aj‘+Bzy+Gx’+D_y+Ex+F=o; @)
© per procedere con maggior chiarezza andremo 1 vedere
se si possa f_arn.e sparire un termine qualunque scelto a
piacere, (foﬂ)lnc@ndo questo esame dall’ ultimo termine F
N If2i. Fx c?de sotto I’ occhio che il termine F & cio ch;a
(v:;ne'll primo membro dell’ equazione (1) cangiandovi
zedyimae 8; da cid segue che se la puova origige &
un punto della curva ch’essa rappresenta, si avra °

F==ap 4 2ap + c»’ + 2dB + 2ex + f=o.

Oﬁa se Ia curva esiste p()tra Se ar p Plae
) J cosiruirscne tl uato arla
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cere ; e preso questo punto per origine la sua quazione
risultera mancante dell’ ultimo termine. '

422. Ma bisogna osservare che, ove si mirasse unica-
mente alla scomparsa dell’ ultimo termize, sarebbe super-
flus la trasformazione generale che si & fatta, bastando
allora di far uso delle formole z=2a'+ o,y =y'+ £
per cui si passa ad un sistema di assi ‘paralleli agli an-
tichi, e per le quali la trasformata diviene

ay by o2 (betaBtd) y+2 (catbbte) z } —o,
+ ap* 4 2bgg + e’ + 2dy+42ex+f

acquistando lo stesso ultimo termine della trnsformata ge-
nerale. o

423. Questa trasformazione pit semplice sarebbe pur
sufficiente a far sparire I'uno o I altro. dej due termini
in z,ya 1° grado, i di cui coefficienti contengono entram -
bi le due costanti &, 3, e pud 1n conseguenza esser posta
I una o V altra delle due relazioni

cfbpte=o ‘ba 4 ap+d=o,
ciascuna delle quali pud essere separatamente verificata
in modi infinili.

424. Quindi & chiaro che, mediante Ja stessa trasfor-
mazione, i due termini in z edy a 1° grado possono anco-
ra farsi sparire contemporaneamente, supponendo che ab-
biano luogo ad un tempo le due precedenti relazioni ; ¢

perd quando si faccia

- ae—bd _ _cd—be
* = r—ac ? T g’

ma percid & necessario che la quantith b>—ac sia diversa da
zer0 3 che altrimenti 1 valori dia, e/ sarebbero infiniti, e
quindi inassegnabili. :

425. La scompsrsa o isolata, o simultanea dei due ter-
mini in z, y a 1° grado si & qui fatta dipendere dal solo
cangiamento di origine. Intanto la soomparsa isolata di
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uno di-essi pud ancora farsi dipendere dal cangiamento
* di direione dell’ asse corrispondente , mentre la simulta-
mea. & assolutamente subordinata al cangiamento di origi-
ne. In fatti ritornando alla trasformata generale si vede
che per far sparire I'uno o Valtro dei due termini in z, y
convenga porre I'ana o Ialira delle due relazioni

E=(ba+aﬁ+d)p+(ou+6ﬁ+e =0
D=(batap+d)p'+(catdfte)=o0
ed & chiaro che facendo, come risulta dalla prima, .

co 43 +e
ba o ap+d

sparirh il termive in z, e sparirebbe invece quello in y
attribuendo lo stésso valore a p’, sieno qualunque i va-
lori di « e g, vale a dire sia qualunque la nuova origine.
Se poi si vuole che questi due termini spariscano insieme,
le relazioni E=o , D=0 dovranno verificarsi ad un tempo.
-Ora, se siprende la loro differenza, risulta la relazione
(p—p') (6% + aB + d) =0, scindibile nelle due p—p'==o,
b2 4 084+ d=0; ma la prima & impossibile, perché ne
verrebbe p = p/, vale a dire i nuovi assi sarebbero coinci-
denti, il che & assurdo ; adunque la sola relazione possi-
bile che si ha in quella differenza & ba 4af+d=o;
-relazione la quale poi trae seco anche I altra cax+4b68-Fe=o.
Queste due relazioni indipendenti da.p e p' rimpiazzano
in conseguenza le due relazioni E=o, D=0 per la scom-
parsa dei termini in z,y, cui percid non pud in nulla
iofluire il cangiamento di direzione degli assi. Del rima-
nente & da osservare che le due relazioni bad-af-td=o,
cé4bp+e==0 altro non sono che quelle scritte nel §. 423.,
e percid ne risultano per x, e 8 gli stessi valori del §.424.

426. Dopo ci6 & manifesto che mediante il cangiamcolo

p=—
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simulteaneo dells direxione di ua.asse e dell’ erigine si pud
sempre far sporire uso dei due termini in £,y a {* grade
congiuntamente all’ ultimo F. E besta per cid di prendere
per origine an punto della curva, e dare a p il valore
di sopra scritto, se voglia farsi sparire il termine in z; o
darlo invecea p' se debba farsi sparire il termine in 7.

427. Riassumendo cid che si & detto istorno agli ulti.
mi tre termini della trasformata conchiuderemo :

1°. Che in ogni caso si pud la medesima ridurre ad
una di queste due forme ’

Ay 4Bzy4Cz'4Dy =0 , Ay'+Bzy4Cs’4Er=p0.

2°. E che nel caso in cui la quantita 4°—ac & diversa
da zero, la trasformata si potra ridurre ad

Ay +Bzy +Czs 4+ F=o.

428. In quest’ ultima ipotesi, ciod quando b*—ac & quan-
tita diversa da zere I espressione di F si rende suscetti-
bile di trasformazioni che giova di rimarcare. In fatti si ha

F = (ag+botd) g + (bftcote) s +dBteaf fs
ed essendo nulle le qaantita chiuse tra parentesi (§. 434),
il valore di F si ridurra ad

F=dpf+eastf,
ovvero ponendo per 8 ed & i loro valori, (§. cit. )’
ae* + cd' 4 [b* — acf— 2bde
F= - - .
b*—ac

429. Passando ora ad esaminare i tre termipi di 2% gras
do Ay, Bzy, Gz’ ossia _ . .

2 ! app'+b(p+p')+e ap” § 2p+tc
o -l:bp 40 . o PP R({;k}*)-k ay , %P +R’ PEC L
faremo dapprima osservare che i loro coefficienti A,B, €
contéugono le sole due costanti p, p', mon eotrandovi per
nulla le altre due @, £; pereid la scomparsa di guesti
termini non pud affatto dipendere dal cangiamento di ori~
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gine, ‘ma sclo dal cangismento delle divezioni deghi assi
430, Cit premessc se voglia farsi sparire il termine in
2y cotiverrh porre 1a relozione B o0, che ridacesi ad

app' +b(p+p')te=o.
Contenendosi in questa relazione entrambe le costanti p,
e p', sara lecito di attribuire valori arbitrarii ad upa di
esse, e quelli dell’ altra risulteranoo sempre reali.Segue da
¢io che, se si prenda qualunque reita per uno dei nuovi
assi coordinali, sard sempre possibile di determinare I’ al-
tro asse per modo che I'equaziope della curva risulti
mancante del termine in zy.

431. La scomparsa del termine in 2* esige la relazione
C=50, ossia ‘ o
o' +2p 4 =0,
la quale contiene soltanto p , ma a2° gradoj di tal che
la scomparsa in parola pud essere operata con due diverse
direzioni del nuovo asse delle ascisse, determinate da

p= —bEVE —ac .

a
Ma per cid si richiede che la quantith 5" — ac sia posi-
tiva; mentre, se fusse negativa, i due valori di p sareb-
bero immaginarii; ed allora sarebbe impossibile di far
sparire il termine in z°.

432. Ora & ben chiaro che la scomparsa del termine
in y* & subordinata alla stessa condiziene, mentre importa
la relazione A =0, ciod

ap” +2p' + c=o,
la quale pud essere soddisfatta da due valori di phledi
cui espressioni sono quelle stesse scritte poc’ anzi per p.
433. Adunque se la quantity &*—ac & negativa non sara
possibile di far sparire dall’ equazione della curva alcuno
dei termini i 2° ed y'; ma se invece questa quantity &
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positiva, potrd farsene sparire o uno, 0 entrambi. Benver
in quest’ ultimo caso & da osservare che préndendo perp
uno dei due soprascrilti valori converrd preudere Yaltro per
p’; e viceversa; giacchd se si adottasse uno stesso Yak.)-
re per p e p'y ne seguirebbe p=p', e quindi la coinci-
denza dei due ‘assi; il che & impossibile. v

434. 1 due valori di p prendono forme illusorie quando
¢ nulla la quantita b*—ac, ossia quando- si ha b>~—ac=o;
e quindi pii non reggono le conchiusioni che precedono.
Si sa per tanto che in questo caso i due trinomi'i “P’+.2[’P+‘f?
ed ap"+25p'+c sono quadrati perfetti ed in' fatti sosti-
tuendovi per c il valore che si ha dalla relazione b’—ac=0,

\? ! t)
(apjb) , (ap 1) Lnol-

a

si ridurranno sulpito alle forme

tre per la stessa sostituzione la quantita app'45(p+p))+e

si cangia ig W; e cosi i termini Ay*,Bzy, Gz
' a

si trasmutano nel caso attuale in
! L b ! 6 a +b)2 ,.
(ap'+8)' o o (P D) (D), (r“‘ -
aR” a RR a .
Cid posto, se voglia farsi sparire il termine in 2> dovra
porsi la relazione C=o, la quale or si riduce ad
ap+b=0;
ma allora si avrh pure (ap4b) (ap'+a) =0, e .qmm’h
anche B z=o; di tal che congiuntamente al termine in
a, sparira pure quello in 2y Ed & poi chiaro che se in
vece si volesse far sparire il termine iny’, a che si ri-
chiede la relazione

ap' +b=o,
sparirebbé, eghalmente con esso il termine in zy. Segue
per tanto da tulto cid che quando & b*—ac=0, & sempre
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possibile di far sparire dalla trasformata I'uso o I’ altro
dei due termini in 2* ed y° ; ma con questo termine spa-
risce, e necessariamente, anche il termice in zy. '

435. Riavvicinando ora i risultamenti otienuti intorno
agli ultimi tre termini della trasformata a quelli. relativi
ai primi vedremo immediatamente tutte le riduzioni di coi
essa & suscetlibile mediante una conveniente determinazio-
ne delle quattro costanti &, 2, p, p'. Si & gia veduto che
questa equazione si pud sempre ridurre ad una delle forme
scritte el § 427 o° 1°, ma & chiaro che desse non deggiono
riguardarsi come diverse ; giaccht I'una rientra nell’ altra
mutando 7 in y e viceversa; vale a dire riguardando I'asse
delle ascisse come quello delle ordinate ; e viceversa. Quin-
di & che basta di considerarne una, per esempio la seconda

Ay +Bry +Cr* +Ez=o 3
ove manca il termire iny e I'ultimo, scomparsi in virtit
delle due relazioni D=0, F==p, in cui non entra la co-
stante p. Si pud dunque alle medesime aggiunger I altra
B=0, contenente p € p’, e per la quale sparisce il termine
in zy. E da cid poi segue ch’ & sempre possihile di ridurre
la trasformata all’ equazione di tre termini

Ay 4+ C2* +Ex=o0;

ridazione la quale si effettua mediante le tre relazioni

B==o, ovvero app' +b(p+p)fc=o0

D=0, ovvero (bataB+d) p+(catbf+4e)=o

- F=o, ovvero ap'+2be84ca’+248+2e+f=o.
436. L’ultima equazione non @ suscettibile di ulterio-
ri riduzioni, eccetto il caso in cui si abbia §*—ac=o ;
“mentre allora nel far sparire il termine in zy, sparisce
da se anche quello in 2° ; e cosi la trasformata in questa ipo-

tesi si riduce all’ equazione di due termini

Ay’ + Ez=o. )

isogna owser | Jazione Boo
Bisoges osservare che wel caso -tt:&k/l.a.u ove |
o T equivaleste app/d (P“'{")W’ #i riduce atila fom:a
(ap'45) (ap4-b) =03 ma di questi due fattori & sele
il secondo ¢}’ & permesso di eguagliave a zero § Mé,
se si adottasse il prime, I equazione (3) .yerda‘ebbe c:::
termine in zy anche quelle ja y:, e si ridarrebbe cos
ad e’ equazione solo ia =3 il che @ unpou:hxk. Ri-
sulta da tutto cid che quando & b ~wac==0 b trufor:
mats si riduce alta forma (4) medisste le tre relezioni
. ap +b=0¢ B :
" Qetep4d)p (B +bB ) =0
of+20fton $2d B+ %% 4 [=0
© 437, Si & pur- veduto (§. 427 ) che quande ¥ —=ac
non & zero, la trasformata si pud ridurre ad
Ay' +Bay 4 €'+ F=0 ®)
medianie le due relazioni. ex - bpr==0 , ba-f-aﬁ-;-dt—;o.
funzioni soltanto diae . Si pud dunque a queste aggiun-
ger Valtra app'+b (p4p)re=o, che fa sparice 1} ter-
mine in zy; e cosi I equazione della cupva si riduce
all’ altra equaziope di tre termini. :
Ay' +C’  F=o0; (6)
riduzione che ha luogo medisnte le tre- relazioni
catbpte=o , batap-+d=o , app'+b(p+p')fe=o.
Ed & poi menifesto che quest’ultima equazione .non &
suscettibile di ulteriori riduzioni. _ .
438. Se la quantita b*—ac & non solo diversa da zcro
ma anche positiva, invece di far sparire dalla (5) il ter-
mine in zy, si potravso far sparire eotrambi i termini
im o', y* (§.433). Laonde in questa ipotesi la tpasffu-..
mata si poteh riducre invece all’ equazione-di due termini
Bry 4+ F=0; N
il che si consegue mediante le quattro relazioni
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Tig . e
A=0,C=o,D=0,E=op

439. Risulta per tante da cip che predede che ' o-
fuszione (1) si pud sempre, mediaate. una - cogveniens
te determinazione delle qualtrg costanti o, 8, p, o/, vale
a dire madiante un conveverele cangiamento di assi, tra-
sformore in wea delle tre seguenti cqgyazigni pilt semplici

fa. Ay' 4 €2 4 F =0, trasformazigne possibile s¢ ia
quantith 6> —ac ¢ diversa da zero.

He, Bry 4 F =0, trasformaziope possibile se 4 — ag
& quanlity positiva,

Iia, Ay* 4 Ez = o, trasformaziopg passibile se si la
U o= ac = q. ‘

Ma si égia veduto (403) che I’ eggazione L& hon pug
dar luogo ad altre linee che all’ ellisse o all’ iperlnf‘e ;
che la 1L.2 di luago all'iperbole (320); e che lalll.3
esprime la parabola (381) ; percio l’ec‘luazione (1) anch’essa
non pud esprimere che uva di quesie tre lineé ; e si ha
in conseguenza che: Tatie le lince di %% ordine consisto-
no néll ellisse, nell iperbole, ¢ nella parabola.

4%40. Si & visto .inoltre ($04 a 406) che la curva na+
scente dall’ equazione I.a & ellisse, o iperbple secondochy
A e C hsuno segni simili o dissimili. Ora quando ' equgé
zione (1) si riduce alla L.2, siha B==0, cioy ‘

. npp’-*-b(pj—p’)-{-c::o,
donde si trae
v bpte
T apte!
in consegucnza essendo
A= a‘p“-’-ﬂﬁ C_np‘+%p+¢
v ‘R" 2 Eaaliasnd : R- - '?
sostituendo nel solo numeratore di A* il va(:lo’fe precé-
deate di p', verrh

# Lo scopo di questa sopti»tﬁ_zﬁq:{e ,_:egsepd'o quello di riconescerp
¥ H 29,

- ¥ " Elementi
e (a) (oY)

R A o
Pirsgonsndo quests’ valore di A con f’pmﬂn di C .l ,sez:,l
osserva che i denominatori ‘sono quaulith esseanid wente
positive, si riconosce subito’ he i loro segui: souo sum!n
o dissimili’ secondochd b'—ac & quantith megativa o post-
tiva. Quindt segue che la curva eoslrni‘la .dull equyauot!e
(1) & ellisse se si ha &' — ac < a3 edi & iperbole se sia
invece &* — ac > 0. Ma si & giy detto (438) che gnesta
ourva & parabola ove sia b* — ¢ =05 adungne la. lflu‘\'ﬂ
nascenie dall’ equazione di 2° grado |

ay’  Way + cx* + Ay + ez [=0 {l)
sara o ellisse se & b'—ucCo, :
iperbole e @ b'—ar > o,
porabola  se & &'—ac==o0 .
§. Ah1. Qui giO\:a vimarcare che il lri’no:ﬁ'\'oj’
' ' ay' 4227 + ex'
formato con. tutt’ i tesmini di 2° grado dell’ equazione (1),
si pud scindere in due faton di 1° grade, ¢ decompor-

te pereid nel’ pro lotlo o
C b gfB? —ac ) ( b4 \Jbr—ac: )
e (y . ) r+t "7, =
Ora, se & b>—ac <o, i due f4ttori sono immaginarii ;
¢ soranoo reali e disuguali, ove sia b'—uac > o0 sepal

il segno di A, sirende. iautile la sostituzione in R, ossia in

P 2peoss + 1,
giacchd questa quantita & sempre positiva, : ¥
& ponga per /. Non cssendovi alcun dubbio pel caso in cui il
secondo termine del trinomio & positivo, nui andremo a provarlo
pel ‘caso in cui questo fermine & negativo. In falti u;ssendo pr—2p+1
quantitd essenzialmente positiva, perché quadratd perfetto, ed cssendo
cos & &) 1 sard in valore assoluto 2p > 2pcos b, o q!xindu na_r‘i
p*—2p1 & p*—3p cvs 01 { taopde # »oe=r" T vd oo piu

guaineque valore ¥i

ragion®
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& b’—ac=o0 essi saranno reali ed bcgua\i , talcheé -ellora
B ) .o b »
il produtio si Wrasformera nel quadrato a (]+ ~ )

Durque potrd auche dirsi che il Tuogo geometrico dell’e-
quazione (1) & o cllisse, 0 iperbole , o parshola a mi.
sura che i-due fattori di 1.° grado del trinomio ay” 4
2y 4 cx* sono 0 immaginaii , @ reali e disvguali, o reali
ed cguali. ‘

4472, Con «id rimone esauriio I oggetto che ci erava-
mo proposti fin dal principio del presente copitolo ; ma
yestano a cercarsi 1 determinanti .necessarii alla deseri-
ziowe della curva eorrispondente all’ cquazfone (1), coma
emebbe la posizione degli sssi, la loro lungliczza , it
centro, gli assintoli, ec. Noi dunque passeremo breveawea-
te ad ceuparci di tali ricerche ; ed a tol effetto andre-
1o ad esowivare con maggiore accuratezza le equazioni-
trasformate 12, 112, 1112,

Div le urve a centro nascenti da (1) trasformata in

La Ay + C' + F =0

443. Quando pud darsi lungo a siffatla trasformazions,
la curva ¢ ellisse o iperbole , e perd @ dotata di centro,
il quale ¢ la nuova origine delle coordinate (403); ma
(uesta origine & per 1ispetlo aghi assi autichi il punto che
ha per coordiuste i valori di «, # dati dalle reiazioni
D = o, E= 0 (437), ossia da

logag4i=o , rcatifte=o;
adunque le coordinale &, £ lel centro della cucya saranno
deteiminate dalle formole
, ae—bd __ ed—be
=1 -l—,—’-—_—:;l—‘; L+ B = b‘._;

A4%. Se pella Lasi fu y = o, il valore che e risulta

.

§‘28 v« Elementi

per « eéprimeri la lunghezza di quel semidiametro della

turga fa cui dirczione per rispetto all asse autico delle
x tdetermiaath dd Py ma per y = o si ba ’

el .. F
FdE—r)
in conseglienia chiamiindo o' il deniidisineiro sari
) R: P’42p cos + i

a":—.

’ap"+[:b+c‘:=— a}_;’-{—‘.![)p-‘{-c, )

» ove si 'bak (428) F=d3 + & + [, Ovvera

i:_:.ac’+cd’+,1b*_-—wf;_2ade A
b'—ae o

Se gli assi primitivi sieno origgonali, si avra cos 6 =4,
yuindi " =p* +1; ed iu tal caso verra
_ P+
ap $ Upe

445. Trasformandosi 'equazione (1) nella La, i naovi assi.
toordinati formano nella carva corrispondente un sislemd
di diametri conjugati: (403), il che, ¢om’ & thiaro , di-
pende unicamente dalla scomparsa del termine in zy ; vale
a dire dslla relaziese B = 0. Quindi due diswetri della
vurva (1) clie possono rappresenhrsi con le eymazioni

y—p=p (z—a) , y—p=p'(z—a),

a’ ="~—F

sarapng Lra loro comjugati ove sbssista la relazione

. app'+o(p+p)te=o.

446. Se yuesti diamelri, olire di essere conjugati fos-
sero. Ira loro perpeudicolari, essi allora sarebhero gli assi
delld curva ; supposto addn.jue per semplicita che gl assi
}n:in‘:]li'vi sisno orlogonali, le direzioni degli assi di ﬁgu-
ra sarguno delerminate dai valori di p e p' dati dalle due
velaziouni

wp' LEEP4Y ) oy, ppldt=o
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é"che‘espni,mcryﬁué fe tangeati degli. angoli. ch’ essi for-
m.lno emx P usse delle. 2. Si pud-essecysre. che o si cli-
mmf pira queste due relazieni , o si élimina v . er-
verra sempre alla stessa equazione - d

empercla i valori di'p.e' ¢ seranno le due radici di qué-
;‘7 -equazione , le quali sono evidentelhente sempre reali.
1solvendola , |otremo statuire

pe= ”—""l‘\/(”'—f)"i'l’b' , a—c—\J(a—-c) +40°
%% P = ?
26
& cosi resta determinata la direzione dei due ussi-di uma
curva a centro data dail’ equazione (1) (*).

() Se gli assi sono obbﬁqui—le due i i di :

N €t . relazioni da cui dipend

) valori di pep' saranno {10%) e o Gpendom
opp 5 (pdp) fe=0

| PV Heosb(ptp) f1=0

€l in tal gaso I'eqnazione di cui sono radiei sard

. . {b—a cos 6) p* — (a—c) p— (b—c cos 6) = 0
Risolvendola e mcsso per brevita

H= \/{d—-c}’-]-h(b—-a cost) (b—c voso)

risulterd
ML i A ILL Ll
2(b—acos b) 2(b—acos b)

7
Questi ch valori di p e p' sono necessariamente reali, Infatti il
prodotto {b—a cos 0) (b—é ces 6} Sviluppato divien dapprima

b*—b(a 4 c)cosd -accos* 6 ;

cos’ 8 ,

(ate)
"

ma poscia aggiungendovi, ¢ toglicndovi ad ua tempo

si cangia in ‘

(b - ‘.‘:;c cos 6 i)’’_(a....;...._d,m‘. o

f30 . Elemenli

4T, DA si - pud- oRenere lo sesso intenlo. per mexza

di-uow formola pitn semplice. Binotagdo coa « I'angolo che

uho: degli ussi i Sigura fa con 1 asse delle &, viha
e = tang 6= p;
cos ® et

tos! I’ equazione‘in p si trasmuta dapprima in

(a—r) sen wCOs B=— b (cos® w— son’ ®)
fe conosciute relazioni trigonometriche , in

e poscia ; per
(a—c) sen 2 o= — 2b cos2&; quindi si ricava
sen20 2%

cos2 @ "~ a—c
& da dltime
B
Dg A= e’

1 centro della ctirva ina retia che
angolo » cosi determinato ,
e I'aluo sara quello

Meosodo aduogue pe
formi con I asse delle z I’
sara questa retta uno degli assi ,
ohe gli & perpeadicolare.

448. Conosciuta la posizione
a determinarsi la loro lunghezza, A tal'effetto, ritenut

tavia I'ipotesi che gli assi coordinati ‘siave ortogonali , ¢
detti rispettivamente 5 ed &' i semiassi e di cui direzioni
sono determinate da p e p', si aved ( 444) ‘
& = .—______...___—F (F+) s z.:__l-‘ (p"+1)
ap* 42bp +¢ } ap” 4 2Wp'+ ¢
e sarh ad un tempo
app' +b(ptp)te=0 » wti=o

degli‘assi non resta che
a tot-

e perd, emdd { — cos® 0 = sen* 0, si olterra
1 =V{¢_¢'a“mo+h( b___"_‘;: cos b )'

Per tal modo si vede che il radicale & necessariameoto reale per-
chd la quantitd soltoposta al segno ¢ la somma di due quadratia
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Tsendo 8a questé dde dltime refavioni i-valori di p e p
# sostituendoli in quolli i 5 ‘ed 5", si avrsano le formole’
per Ta determinszione delle lunghezze dei semiassi . Ma
ad ottenerle con pik semplicita si osservi che al denomi-
ntore di s* si pud dar la forma p (ap +6) + (bp + ©),
e che la prima delle due relaziopi equivale 3 p'(aPH) +

(p + ¢) = o0, donde si trae an 4 b-—-:——-;T (bpc); e poi-

che dalla seconda relazione si ha p == — 1—, , Cosi verra
14

ap+b=p (bp+¢). H denominatore di s° si cangia adgyg-

gue in ( p°+1) (bpte); e me risulta,

bptec’
In un modo consimile si Lroverebbe
s L
R Er
E perd sastitaendo i valori di p e p' (448) si aveh
L —32F fr= - —2F
= eVt ko= () 4 ()

8 =

Ll

(") Quando gl assi sono obbliqui si ha { ¥4b, o uota 46 )
gAY P
ap*42bp ¢ o e @bpite
ppcostip4p')di==0 . epp'4-b(p-pp){-c =0
4ntanto i due termini della frazioue ch’ & nella espressione di s> equi-
valgono rispettivameote a ’
P (p4-vom)g-peoss -4, plap+b)bptes
o le due. relazioni danno i
. . poosti=—plipfoose) , dpte=—p'(ap4-b)-
Coxl saghitucndo i spcondi invece dei primi membri oei-due termini
suddetti, e trasformando allo stesso modo i due termidi della frazio-
ve ch’d nella espressione di &', si aved ’

We o Wlementi -

Si pud-dare’ s quedic «eaptessioni un’ altra forma, mol-
tip‘kﬂdb 4~ due termjni 'di cisscuna frazione  pe 1 pro-
yﬁo desominstore ;- -cambiate perd il sezno . al radicale.
Cost ot trova: . - . e

ade—y(a—o) 4B6 4 cedetyiue) 4 bl

P — ; — = -
=8 2‘(],‘—-—06) o ‘2(55-41:)‘
- %49. Se la curva. & allisse s’ ed 5' ayranng i medesi-
. Copensh P 00i0
= — F—— -, .».—-F-————-—-aﬂ+b.. . ’

ap4b’
Prindendo ora una velia la semma- ed una volta differenza di questi
volori di s* ed %, e riducends i risultamenti mediavte le relaziont
soprascritte, verra o
1 Bacst) (¥ —P)

a+c—%mso
§3 e 1]
vti=F b*—ac e bt —ac

Ma da’ valori gid trovati di p e p {nota al & 48) risults
(b—a gos 8} (F—p) =—H ;
jn gonscguenza, se delle quantiti s* - 5 od s* — s"* si prenda uny
voita {s rsomma, e¢ nua yolta la differenza, si aved
o 4-c— 2 cos ¢—H __‘a,;..c"_'z"hmé.;;"
e=F " gpay 1 1T Elb—e)
So la curva & cerchio dovrd essere 8?4, © quindi =0 ; ms

= - -+

esseudo ﬂz:‘l (a==c)® sen* 0 - & (b — —"—-;—f cos )*

si vede che la guantitd sotto il radicalp ncn pud espere nufla sen-

sacho lo sieno separstamente le radici dei duv quadrati. Cid dun-
+

e )
que da luogo atle dus condizieni a==f , b;i.;—,cos 0; ma ri-

ducendo 1a seconda in virtd della -prima , ne segue che il luggp
geometrico detl’ equazivne (1) & cerchio quando suseistong . le dug
relozioni a==¢, b=a cos 0 ; il che, -suppesta | vquazione di-
visa per @, coiucide con ¢cid chbe si disse _al,,s: 13[ o
Se poi la:curva & un’ iperbole equilatera, dovendo essere r=="—gl%,
comverra che sia pulla la parte razionste dei loro vatorii Dunquo
Y equeione (1) ayTh per, Iyogo geometrico ua’ iperbole .oquilaery
ove sussista la relazione @ 4 ¢ — 3 cos 8 =07 W
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mi segni, ¢ so di pih sono eguali, allora la cdtva'sark
“ceréhio; Ma, in quesia ipotesi |’ eguaglianza s’ 3= 5! tnae
“con se |' annullamento - del radicale , il quale pud solo a-
ver luogo quando sia ad un tempo b=o0 , a="c; per-
cio I equazione (1) ( gli assi- essendo ortogonali ) finche
contenga il termine in xy non pud mai rappresentarc un
cerchio’; mancando poi questo termine , il suoluogo geo-
metrico sard cerchio ove sia.a = ¢ j vale a dire.ove i coef-
ficienti dei termini in y* ed =* siano eguali e di segni
simili. e

"Se poi la curva & iperbole s* ed s” avranao segni con-
frarii ; e se di pi sono eguali in valore, I’ iperbole sa-
ra equilatera. Or I’ eguaglianza s* — — s'* conduce all’altra
@4 c=o0, ossia ad @ = — c; in conseguenza qaando nel.
¥ equazione (1) i coeflicienti dei termini in »* ed 2* sovo
eguali e di segni contrarii, il suo luogo geometrico &
un’ iperbole equilatera.

450. Evvi ora a soggiungere una osservaziore importan-
te intorno a cid che precede.  Si & detto che la curva co-
struita dall equazione (1) & un ellisse o un’ iperbole al-
lorche si trova che la quantith 8'—ac & diversa da zero ;
e cio perche in questa ipotesi quell’ equazione si pud
sempre trasmutare in un’ alira della forma

' Ay’ 4+ Cz* + F=o. -
Intanto posto che si verifichi la condizione §’—ac <0,
la_quale determina I ellisse, & ancora necessario di assi-
curasi che sia negativo I ultimo termine F* della trasfor-
mula ; giacche 1 ellisse sarebbe immaginaria ( 407 ) quan-
tevolte si trovasse F > o, ed ove fusse F=o0; tutta Ia
curva si ridurrebbe ad un punto, vale ‘a dire alix

* E qui si rawmenti ¢he la quantild F equivale  df + & + /0
_ovyere.ad ac* + cd + fb — acf — 2bde. 30

L s
W

onons ofgine della spordinata, o quindi 3l pasto il guale

per rispetto gh sesi primitizi & defiuito dalle cpordiate
‘ . ac—bd - p = Sdte '
= .

L eER ]

e .
6*—ac b*—ac

Veri ¢ ot I' alira condizigne 8" ——ac >0, la
Ve bole, pe:‘ch,h‘si ahbia effettivamen-
verra assicurarsi_che F sia diver-
allora la linea finisce di
duce - al sistema

quale determina. ¥ iper
te una ligea curva, ¢op
so da zero; mentre se t nullo,

pri va, @ siTi
essere propriamente una cu.r 'y ‘ ; ‘ :
& due rette, le:di vui equazioni per rispetto ai nuovi asyl

sarebbero’ . o
‘ . . G
e T

ma faremo or ora conoscere le equazioni delle slesse rette

per sispello agli assi antichi.

Pw; T ip;r&b‘fﬂc'ﬂaséﬂn‘l\o dull tquasiqite )]
v ‘lr/as[brm‘nla in

L. By +F=o

451. Questa trasformazione , ch"& subordinata alla con-
‘operandesi mediante le qualtro rela-

isious b'—ae > 0y ‘ X
g;oni A= ,C=0, D=0, E=o, ne risultano determinate

‘costanti ! indi compiata-

ile le guatir costanti &, B, p, p'y € quid |
ments Gssali i puovi assi. Le due prime, A=5, C=0 dan-
nd i v'alor;l ‘diﬁph ePi'“Ja cui dipende la 1or9 direzione,
talehi potra statuirsi (433) - -

—bt\br—ac -, —b—NE—
eopEm T AR FITT g

1o alice dut poi, D=e ), E=o, somministrano i valori “di
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« ¢ 2, coordinate della nuova ongme ¢ sl rlprodnwna
cosi le. espressioni (424, 4"u) :
ac—%d - ed—ds: " -
LR ] = —,
b'___ac b'__ac b
in cui si ravvisaso le coordinate del ceniro della iperbo-
le nascente dall’ equaziose (1). Ma in fatti lu trasformata
dimosira che questo ceniro & precisamente Ja nuova origine.
452 Si rileva dalla stessa trasformata che i nuovi assi
coordinati sono gli assintoti della lperbole (3’0) ; male
equazioni dei nuovi assi_per rispetio agli antichi sono
y—g=p(zr—a) , y—F=p(s—2);
percio le equazioni degli assintoli-dell’ iperbole costruita
dell’ equazione (1) saranno

cd—be -—-5+\fb‘-—ac(x__‘""—l'd)

b’—ac a b*—ac

y— ed—be '_'"b_—'\/m< . ar—bd)

b —ne = a 6 —ac

453, Queste equazioni dauno luogo ad un’ importante
osscrvazione. Se per I’ antica origine si lirano due rette
parallele agli assintoti, le loro equazioni saranno

—b\J)> U —b—\Jb*--ac
y — \i r=eo a)"""———-a——“‘x:o,

e ¢ e sotto V occhio che .iloro primi membri sono i due
fattori del trinomio ay® + 2bry + ea”, formato dai tre
termini di 2° grado dell equazione (1),

Or da cio segue che se 'espressione formata con tutt'i
termivi di 2° grado di ua’ equazione esprimente un’ iper-
bole si decomponga n.i suoi due fattori di {* grado,
questi fattori eguagliati a zero saranno le equazioni di due
rette parallele agli assintoti ; il che sovente facilita molto
‘a loro determinazione. A -questo proposito hisogoa .. w

236 Ehmmu

mentare (AM) che i detti faltori nel caso del¥’ aperbelo
sono necessariameste reali, laonde se la data equazione ab-

bia la forma »
(mpkaz) (niyis) + by + 1z k=0,
ed m, n, m,n siano quéfnilh reali, il suo luogo ‘geome-
trico sara un’ xperbolc , i di cui assintoli saranno paral-
leli alle rette pascenti dalle eqnauom ‘
myfax=o , my+ux=o,

E piv generalmente & manifesto che anche I’ equazione
(my+tnz+s) (my $ 0z s") by + la4 k=0
debba esprimere un’iperbole , i di cui assintoli saranoo

paralleli alle rette date dalle equazioni
my +nxds=o0 , wy+nz4s=o.

454. Conosciute le equazioni dei due assintoti si .pud
caleolare 1 angolo da essi compreso. Dinotandolo con V
si trova { supposto retto I angolo degli assi ) (*).

' /b -—ac

ate¢
Ove fusse a +r__o, ciot a=—c, I’ angolo assinlotico
sarebbe retlo 3 e si riproduce in tal guisa la condizione
che determina 1" iperbole equilatera (449).

455. Supponendo tultavia ortogonali gli assi si ba
app’+6 (p+p) e ,

\/p +1 \/p“-{-l

(*) Per gli assi obbliqui si ha
2sen 0\ b° —ae

tang V= 7;;: — 2 cas b

tang V ==

b=

o 1 iperbole sard cquilatera ove sia a - ¢ — 2b cos § =0 ; risulta~
meulo gid eonosciuto { uota 2 § #18 in fine ).
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mn“poscié-a' restituendo p e p'i loro valori soritti poo’
anzi ({45‘.’), o ‘meglio facendo aso delle ‘relazioni p4p'==—

b

1 c . ’
= PP = —, pascenti da che p, p' son radici dell e-
quazione ap® + 2p 4 ¢ — o , risulla

B— —2(b>—ac) .
V(a ey 446

Quindi la trasformata diviene

20— ac)zy — F V(a—o) +hb = 5
e cosi si rileva che la potenza della iperbole (31G) sia

espressa da

Fo/(a—cy +4b" .
2 (b*—~ac)

) 456. To riguardo alla trasformata Bzy 4 F == 0 bisogna
nmarcaAre che ove fusse F = o, essa si ridurrebbe ad zy=o,
ed e.ql{lvnrrebbe alle due equazioni 2=0, y==0 espri-
menti i nuosi assi coordinati. In tal caso aduaque I iper-
bole cesserchbe di essere propriamente una linea curva
l‘id.uccndosi al sistema di due rette, vale a dire ai suo:
assintoli. Segue da cio che quando pell equazione (1) ol-
lfc alla condizione 6° —ac > o0 si verifica anche 1’ alira
'l' = 0, essa allora esprime il sistema di due linee rette
il che era-gia noto (450); ma cra si scorge di piu ch;
le equazioni di queste retle rispetto agli assi primitivi
sono quelle stesse scritte per gli assintoti al §. 452,

Per la parabola nascente dall’ equazione (1)
trasformata in

111, A‘y" +Er=o0
457. La forma di quest’ equazione mostra (381) che

i1 nuove asse delle ascisse & un diametro della parabola
e poich? la.sua diresione 2 determinata dal valore di p
dato dalla relazione (436) ap +b6=0, ed & noto inol-
tie che tutt’i diametri della parsbola sono try loro pa-
ralleli (374 ); cosi & manifesto che i diametri della pa-
rabola costruita dall’ equazione (1) formano con I’ asse
delle z un angolo determinato da ;
b

P:"‘-—-

a
458, Da cid risulta che tutt i diametri della parabola

si possotio rappreséntare eon I’ equazione y = — -; ath,

ov & indeterminata la sola & , la quale variaa misura che
varia la posizione del diamétro ; e perd I’ equasione del dia-
metro che passa per L origine sarh y = — — T ovvero
4 bz = o. Faremo intanto rimarcare che il trivomio
ay*42bxy4cz’ formato con tutt’ i termini di 2° grado del-
I equaziove (1) & un quadrato perfetio a causa della re-
lazione b* == ac (441); eesicche la detta equazione si pud
serivere .
) —%(ay Foay 2y 42z 4 =05
e quindi avviene che la retta nascente dall’ equazione, che
si forma egusgliando a zero la radice del quadrato, & il
dismetro della curva che passa per I origine.
459, Dopo ¢id & manifesto che vn’ equaziose di 2° gra-
do data sotto I'una, o I'altra delle due forme
(my+ux)'+hf+1.x: +hk=o
(n{y+nx+s)'+hr+lx+lc=o
esprime una parabola, i cui diametri sono paralleli alla
retta dell’ uoa o dell’ altra equazione '
my + nz=o , my4 nx +s=o.
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460, ‘Rﬂornxndb ofa alla trasformata osserveremo che
essendo essa subordmala atle tre’ relazieni

apt+b=o o Ma

(eB+batd)p +(bp+cate)=0 2a

aft 4288 4 cx* 2B 4 2ex b f=0 . 3.,

contenenti le quattro costaati &, 8, p, p/, si potra tra esee

stataire anche I’ altra

pp'+1=o. ha

Ia qnale, nella ipotesi che gli assi primitivi sieno ad an-

golo retto, reade ancora i nuovi ortogonali, e quindi fara

si che quelle delle ascisse divenga dipmetre principale ,

vale a dire I asse della parabola. Allora la nuova orlgl-

ne, ch’é un _punto della cnrva, ne sara il vemce princi-

pale, e le sue coordinate si avranmo nei valori che per

« a f si traggono dalle quattro soprascntte relazioni. Ora

‘atendosi dalla 4o, p::——é-, la 4%, d.mp'... 55

;-
e perd la 2“ messovi ac in laogo di 5, si eangeri in
aﬂ(b+c)+bm(a+c)+ad+b“=o’

od ancora in
- aftbet+ ———
Inoltre & chlaro che alla 3 mlaaw@ si pad dar la forma
— (ﬂﬁ+5“)'+2ﬂ'ﬁ+2w+f—0 3
laonde se si faocla per brevita
S0,

la determinazione dej valori dia e 8 si vedra ridotta alla
risoluzione delle: due equnazioni

’ ;aﬁ +but M=o
4B+ en o (Mol Y=o

ad + Bc
c

\_“ —

e quindi, fiﬂk& ebn le. oomdmm de! vertice dellapara-
bola sono determinata dalle formole (*)

(M 4nf)—2M .0 £ = b/ M'+nf)——-2acM
W ’ ~ " 2a(ac—bi)
,Trovato il vertice, laposizione dell’ asse di fizura si avra

mella relia. che passa, per quusto puxto, @ fmm con | asse
b

delle ascisse un angolo determinato da p=— —.

461, Ma per des:rivere la curva & aocora necessano
2 wnoscersn il paramelro dell’ asse. Scrlvﬂmlo come segua

1a msformauy +-;v===o nhn(&83‘}p¢r -—E.
Ofa esséndo o
2 24 ’ A\ ; f 1
7?’)' _‘:3:-,: 4 , E=2 ‘(ap +ba+d) P 5,3-&&-]—3
Path P ; R » . o1 v’?-t»l R
ed P°i p=— -b; N = -b— , sostituendp questi va-

lori velle espressioni di A ed E, e poscia posendo . nei
risultati ac io’ loogo di b, verra )
Q(ae-——bd)

A=a+c , E=
‘ Va(a-{-::)
In conseguenza I equnmme della parabola rapportata al

sun asse ed alla tangente nel verlice sara .
2 (ae—bd)

(a+c)\/a(+a)

{*) Queste formole istesse si. possono “ritenere quando gli assi pri-
mitivi sono obbliqui ; allora pero. {a quantitd rappresentata jo com-
peudw con M ngn e pu‘x guella scritta di sopra, ma é invece

 ud 4 be—cost (aa+bd)
= a+c--% ¢os 6
Vi si perviepe con un procedimanto amnogon queho seguilo per gli
assi ortogomh , ed osservando che la relanone &." per gli assi obbli-

qui si cangia in {108
7 connlp ) F1=0

-

z==0,
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e quindi si avra
2(ae —bd)

parametro = — —— 7 _ ,
(a+4,)\/a(a+c)
Per tal guisa, conoscinta la posizione dell’ asse e del ver-
tice, e conoscinla la lunghezza del parametro, si hanno

tutti gli elementi pecessari alla descriziose della curva,

462. Evvi ora ad osservare che , ove fusse

aec—bd =o,

I’ ultima equazione si ridurrebbe ad y’=o, ossia ad y==1;
e parrebbe doversi conchiudere che in tal caso il luogo
geometrico dell’ equazione (1) ¢ una retta invece di una
curva ; perd gquesta conchiusione non sarebbe legittima ,
mentre evvi ancora a rimarcare che i valori dia e 3, coor-
dioste della nuova origine, divengono infiniti, e ne risulta
che la trasformazione precedeate & impossibile. Sono per-
cid incompatibili le due relazioni 14 e 22, ciot D=0, E=o,
da cui sono tratti 1 valoridiaeB, e non & quindi pos-
sibile, se & ae — bd=o0, di far sparire contemporancamente
dalla trasformata il termine Dy, e I’ ultimo F.

463 Se fosse permesso di farne sparire il solo termine
ioy a 1°grado e ridarla ad

Ay’ + Ez + F=,,
converrebbe porre la relazione D=0, ossia
(aP+bx+d)p' + b8 fca+e=o,
la quale moltiplicata per a, e messo 5 per ac , e bd per
ac, si muta in
(ap'+b) (ap $-hatd) =0
o solo in
af + ba . d=o, 5e

mentre essendo gia ap+b=o non pud supporsi ap’b=o,
poiché ne verrebbe p = p', il che & impossibile (425);
ma, cosi essendo, si avra pure

31
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B4 ca+e=o0. 64

Dangue la relazione D = o porta con 86 neceuari.nn'xeute
le due relazioni 52 e 62, le quali oon essendo distinte,
za dell alira , non valgono a de-

termivare i valori delle due indeterminate &, B. Quiodi
si pud prendere per origine un punto qualunque, e bas.ta
che tra le sue coordinate &, B sussista una dalle sopraserit-
te relazioni, perche sparisca dalla trasformata il termine
in y. Ma bisogna osservare che sparisce ad uu lempo anche

il termine in & , giacche si ha
E= %— (aB+batd) p+bg+ o + e) 3

ond’ & che la trasformata si riduce all’ equazioue
Ay + F=o, o
nella quale pin non figurala variabile z. Questa equazione

si scinde nelle due
kK =—af_ _ll
y=+A[—x 7 V%
esprimenti dae relte parallele ; ¢ percid nella ipotesi at-

tuale il luogo geometrico dell equazioue (1) si riduce sl

sistema di due rette tra loro parallele.
464 Segue per lanto da cid che precede che quando

si verificano le due condizioni
b —ac=o , ae—bi=no,

perchd I una conseguen

allora il luogo geometrico dell’ equazion-e (.‘l), che in v'ir-
tia della prima sarebbu una parabo|a, sl nduce. per vir-
tir della seconda a due reuie parallele; donde nsul.la che
equazione debba potersi scindere in due
Ma in fatti la detta equazione molti-
mediante le soprascrilte relazio-

in tal caso quell’
fattori di 1° grado.
plicata per a si cangia ,
ni, ia .
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a’y’+2abay 4’2" 4 2ady42bdzt-af=0 ,

ovvero in
( a'.r'+’7'.r’+d’+Qab$]+2“"7+2{’d‘" )—(d'—af)=0,
od ancora in

(oy + b - — (&'—a) =.

Quindi essa si decompone in

(ay+batd—yd'—af ) (ay+bat-d+V &'—af) =0,

e co-i nelle quantitd chinse tra le parentesi si hanno i
suoi due fattori di 1° grade. Le equazioni adunque delle
due rette , che risuliano dull’ equazione (1), rapportate
sgli assi primitivi, che possono essere o obbliqui, o orto-
gonali, saranco

a]+bx+d—VaIT:¢;7;o y aytbestdN L — a =0
e queste due rette sono evidentemente parallele.

Imporia perd di rimarcare che ove fusse d*—af < o, le
due equszioni, e quindi le dae rette sarebbero immagi-
narie. Sicch¥ in tal caso I eqouzione (1) & assurda, e non
pud costraire alenna finea.

Se poi si avesse d* — af = o, le due reite diverrebbero
coincidenti , e¢d in tal caso | equazione (1) prenderebbe
la forma

(ay + bx +d) =0, .
¢'ok il suo. prime membro sarebbe un quadrato perfetta.
Quindi il suo luogo geometrico sarchbe 1" unica retta data
dall’ equazione

ay +bzr + d=o,

Da cid risulta che quando neli’ equazione (1) si verificano.

le tre condiziont

b»—ac=o0 ,ac—bi=o0 ,d—af=0,
allora il suo primo mimbro & un quadrato pecfetto ; ed
il suo luogo geometrico & uwva retta la di cui equazioce
& la radice di guel quadrato equagliata a zero.

244 Elementi
CAPITOLO XIIL
Delle Sezioni del cone

465 Si sa dagli elementi che la lines nascente dalla
comune interselione della superficie di un cono retto con
un piano perpendicolare all’ asse & wna circonfercuza di
cerchio ; ed ora andremo a dimostrare che , se il piano
seganle ha qualunque altra direzione , questa linea & in
generale una curva di 2° ordine.

Ma qui, gencralizzando alquanto le nozioni elementari,
noi intenderemo per cono la superficie generata da una
reita indefinita che gira intorno ad un punto fisso, e fa
sempre uuo stesso angolo con una retta fissa wmenata per
quel punto. Questo punto sard il vertice del cono ; la ret-
ta fissa ne sara I'asse; e la mobile ne sara la generatri-
ce. E poiche la generatrice & illimitata dai due lati del
vertice , cost & che il cono si compone di due parti in-
dfinite perfertamente simili, situate a parti opposte del
vertice, ed alle quali suol darsi il nome di nappi.

Risulta dalla generazioae del cono che ogni piano per-
perdicolare all’ asse debbs tagliarlo secondo un cerchio ;
e di pit che ogni piano condotio per I usse istesso deb-
ba tagharlo secondo due generatrici, vale a dire secondo
due rette che passano pe’l vertice, e fanno tra loro un
angolo costante.

466. Oy sia Ih V' asse e B il vertice di un cano geoerato
nel moda preseritto; e sia KAK' [fig. 88] la sua comune
intersezione con us piano comunque diretio 5 per defiuire
la matuwa di questa bnea andiemo a cercarne I equazio-
ne. A tal' efictto si conduca per | asse wa piano per-
pendicolare a quello di KAK'; esso tagliera la superficie
scconco due geaeratrici GBy, G'By' , e tagliera il piano
pi KAK' sccoudo uua reva Ax, Inoltre da quelunque P
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della li‘nea‘KAK‘ si meni ad Az la perpendicolare PS, la
quale riuscirh perpendicolare al piano GBG'; ed inta:llo
presa la Az per asse delle ascisse con I origine in A sa-
ranno ’AS,'PS'Ie coordinate rettsngole del puuto P ; e co-
me .all ordinario le indicheremo con 2 ed y. Cid pz)slo si
;n;mnga .S la DE perpendicolare ad HZ; e per le rette
‘l : si faccw. passare un piano ; sard questo piano an-
ch eSslo perpendicolare ad Hi, e quindi seghera il cono
sec.ouuo un f:ercblo DPE, che avra per diametro DE, cui
;ara .‘per'pendiuolare la retta SP,ordinata della carva K[{K"
c;::::s sl ‘a\('ir'a g'sz DS x SE ; ma resta ora a cercare le’
iout di DES 1 i i
e ed SE in funzione di As, ossia del-
' Si lflelli BI p:-JrnHe!a ad Az, ed AQ parallela a DE, e
sia C il punto in cui AQ incontra BI; indi si pama’
o
BC=a,AC=5,AB=c, AQ=yq.
Pei triangoli simili BAC, ADS si hanno le due proporzioni

BC:AC=AS: DS, ossiaa: b =2 : DS, doade ps =%z

BC:BA =AS:AD,ossia @ : ¢ = 2 : AD, donde AD =;
Inoltre per essere AQ parallela a DE si ha ’
BA:AQ=DD:DE,ciot c: g==c+% : DE;

g(atz) )

a

SE=DE—-DS= q(atz) bz q—5
Sae =it e
a

sard e . e
a percid DE = ; e quindi risulta

L’ equazione ddlla linea KAK’ sars dunque
bq

. blg—b
J =_(‘(Iu,—“-).z’ +

ed ¢ percio rva di i
percio una curva di 2° ordine,
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467 Questa carva per taoto sard ellisse , iperbole , ©
ola secondocht il coefficiente di z* & negativo, posi-
vale a dire secondoch® b & maggiore,mino-
re, 0 eguale a g; e nella figura, a misura che AC & mag-
giore, minore, o eguale ad AQ, e quindi a misura che
la BI parallela ad Az cade o fuori dell'angolo GBG' [fig.88]
sso [ fig- 891 ; o coincida con uno dei suoi
BG cade fuori dell’ ango-
ue generatrici BG, BG'
; e cade invece al di
ed & poi manife-

parab

tivo, o nullo;

o dentro di e
lati [ fig. 907. Or si osservi che
lo GBG' quando la Az incontra led
da uoa stessa parte del vertice B

dentro se le incontra a parti opporte ;
sto che la BI coincide con una delle due generatrici nel
solo caso che la Az sia alla generatrice istessa paral-
lela. Duoque in fine possiamo conchindere che la linea
pascente dalla iotersezione di un piano con la superficie
di un cono relto & ellisse se la comune intersezione di
quello che gli & condotto perpendicolar-
del cono, incontra le due corsisponden-

stessa parte del verlice ; b iperbole
e final-

questo piano con
mente per | asse
t generalrici da una
se | incontro avviene a parti opposte del vertiee 5
rabola se la comune intersezione dei due pia-

la ad una delle generatrici.
piani e coni retti

mente & pa
ni suddetti sia paralle

468 Poiche le comuni intersezioni de’
sono linee di 2° ordine, queste curve sono indifferentemente
chiamate o linee di 2° ordine , 0 sezioni coniche ; ma vedre-
uogo riprodotte ancora le stesse curve nelle inter-

mo asuo |
liqui,ma ancora con

sezioni dei piani on solo con coni obb

alire superficie.
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CAPITOLO XIIIL

Centri , Diametri , Tangenti , ed Assintoti delle curve
considerati in generale,

CENTRO

469 Essendo il centro di una curva quel punto in cui
restano bisecate le corde che vi passano, si rende manife-
sto che non tutte le curve son dotate di centro ; e di pia
che, nelle curve algebriche propriamente dette, questo pua-
to & necessariamente unico.

Risulta ancora dalla definixione del centro che, ovesso
coincida con I origine, qualunque sia d’ altronde la dire-
zione degli assi, tott’i pusti della carva avranno due a
due coordinate eguali e di segno contrario ; laonde in que-
sta ipotesi la sua equazione non dovra soffrire alcun can-
giamento se vi si cangino simultaneamente i segoi delle due
variabili. E viceversa & chiaro che, se I’ equazione di una
curva rimane inalterata col cambiarvi ad un tempo la =
in—z, e la y in—y, allora I’ origine & necessariamente cen-
tro della curva. Gosi si riconosce che le curve ay*+bay+
cx’4f=0 , ay’+ex’+f=o hanuo per ceniro I origine delle
coordinate, al pari delle allre_y.::z’,(r’+x’)’=a’(z’-—]‘),

E qui faremo osservare che, se I’ equazione & di grado pari,
perche possa col detto cangiamento rimanere inalteraia ,
dovra sole contenere termini di grado pari, compresi tra
questi il termine costante, e quelli della forma 2™ y~, es-
sendo m ed n numeri entrambi pari, o entrambi dispari.
Che se poi I equazione sia di grado impari, dovra invece
contener soltanto termini di grado impari, compresi quelli
della forma z™ y", m ed n essendo oumeri uoo pari e laltro
dispari ; e non dovra in questo caso esistere termise co-
slante.
470 Se un’ equazione rimane alterata pel cangiamento di
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cui si & discorso, mon' bisogna gia conchiudere che la curva
te sia sfornita di centro, potendo accadere
unto manchi effettivamente ; ma potendo an -
che darsi che esista, e sarh allora necessariamente diverso
dall’ origine.Suppusto che esista e siano 2, ﬁ le su:e coor--
dinate , trasportandovi I' origine col sostitnire nell equa-
zione x4 ed y+@ in luogo dized y, la nuova equazione
pon dovra contenere che soli termini di grado pari, ,0 soli
termini di grado impari, secoudoche la proposta & di gra-
do pari, o di grado impari.
471.Da tutto cié risulia pertanto il seguente metodo per
riconoscere se una carva sia dotata di centro , ed asse-
gnare un tal punto. Si porra nell equazione d‘el?a curva
24 in luogo di x,ed y+8 in luogo diy 5 e poi si cerche-
ra di disporre delle indctermina.le ﬂ-,.ﬁ per modo da f;r
sparire tutt’ i termini di grado impari se la pr?pusta & ‘ i
grado pari, ed invece tutti quelli di grado pari,compreso
il termine costante, se la proposta & di grado m}pan.
472.Se si tratla, per esempio, di un’ equazione di 2° gra-

do, la traxformata avra in generale sei termini , Lre dei quali

di grado pari, e due di grado impari, ciod guelli in z ed r a
duoque i soli termini che in tal
elle due

corrisponden_
che guesto p

4° grado ; saranno questi a tert
caso dosranno farsi sparire, e la determinazione d .
coslanti o , § sara generalmente possibile , perche dipeu -
dente da due sole condizioni. Supposto pertanto ‘cbe la pro-
posta equazione di 2° grado sia come all’ ordinario
a_y’+?bxy+cz’+2dy+‘2cx+f=o, )
cangisndo z in 4o ed y in z+4-B, la trasformata sara
uy'+lbx]+cz"+2(uﬁ+bm -{-d)]-{-‘l(bﬁ-!-m-}-e) z }:o .
+ (ap’ 4 2Wep + ca’ +24p + 2ex 4+ )
e perd la determinazione delle due costanti & e 8 dipende-
ra dalle due condizioni :
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bptcote=o , apfbatd=o,
da cui si ricava

o ae—bd cd—be
=r—a = b'—ac

Dunque le curve nascenti dall’ equazioni (1) sopo in ge-
nerale dotate di centro ; ed in queste espressioni si veg-
gono riprodotte le sue conosciute coordinate.

Forma eccezione il caso in cui si ha b—ac=o, per-
ché allora i valori di « e B divengono infiniti e quindi
inassegnabili. Ma gia sappiamo che in questa ipotesi la
curva & parabola, la quale & sfornita di ceatro ; se pure
Bon piaccia di dire che per questa curva il centro & si-
tuato a distanza infinita.

473.8esi tratta di un’equazione di 3° grado, dovranno in
tal caso farsene sparire i termini di grado pari, ciot quel-
liin 2%, ¥, 2y, e’ termine costante ; e perd la determi-
nazione delle due indeterminate « e 3 dipendera da quat-
tro equazioni di condizione ; ma poiché due sono gia suf-
ficienti a questo scopo, cosi sara necessario che i valori
di 2 e Bricavati da due qualunque tra esse soddisfino an-
cora alle altre due. Verificandosi questa circostanza la
curva corrispondente sara dotata di centro, il quale non
potra esistere nel caso opposto. Questa eccedenza di condi-
zioni fa si che per le curve di 3° ordine quelle dolate di
centro costiluiscano unma eccezione molto ristretta a fronte
di quelle che ne sono sfornite ; e qesta eccezione si fa
manifestamente di pib in pia rara a misura che si eleva
il grado della curva, giaccht il numero delle condizioni
eccedenti a doversi verificare va sempreppitt diventando
maggiore del oumero fisso delle costanti disponibili, ch’ &
sempre di due. :

474.Porremo fine a queste osservazioni facendo rimarcare
che quando una curva di ordine dispari ammette un cen-
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tro, questo cehtro deve necessatiamente esistere sulla car-
va, dappoicht tra i termini da farsi sparire dafla trasfor-
mata v'ha in tal caso quello indipendente dalle due coor-
dinate. Se poi la curva  di ordine pari il centre pud tro-
varsi cost bene o fuori della curva, o sul suo perimetro,
come per esempio avviene per la carva dell’ equazione
(y+a")'=a’(s"—y"), che appartiene alla lemnicata.

Diametri

475.La definizione del diametro data al §* 173 & suscetti-
bile di maggiore estensione, mentre per una curva qullnn:
que si da il nome di diametro alla linea che passa pei
punti medii di una serie di corde parallele : linea, retta
qualche volta, ma cnrva in generale.

Nella curve di 2° ordine si riconosce quasi a colpo di
occhio I esistenza di diametri rettilinei. In fatti ordinan-
do la loro equazione generale rispetto ad y si ha

. bz4-d ez’ 2ez+f
r+2—yt——pr—=0
e le sue radici saranno le ordinate di due puoti della car-
va corrispondenti ad una medesima ascissa. Ma la semi-
somma delle due ordinate equivale all’ ordinata del punto
medio della distanza di que’ due punti (64 ); distanza
ch’ & attualmente una corda della curva parallela all’asse
delle ordinate ; e la semisomma delle due radici equivale

a-— botd ; percid tra le coordinate z, y del punto me-
a

ossia

dio di questa corda si avra la relazione y = —

ay bz td=o0;
e quest’ equazione , che appartiene ad una retta, ‘sarh in
conseguenza quella dcl diametro che divide io parti egua-
li le corde parallele all’ asse delle y. Ordinando invece ',
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¥ equazione della curva rispetto ad xsi troverebbe in ua
modo consimile che anche il diametro passante pei punti
medii delle corde parallele all’ asse delle & una retta data
dall’ equazione : '
bytcxteo=o"

Dopo cio riflettendo che le direzioni degli assi si pos-
seno cangiare a piacere, si ha subito la conchiusione che
i diametri delle curve di 2° ordine sono tutti rettilinei.

476.Ma la ricerca de'diametsi in generale mena al seguen-
te problema : Trovare il luogo geometrico dei punti medii di
un sistema di corde parallele di una data curva. Noi lo
risolveremo per le curve di 2° ordine date dall’ equazio-
e (1); ma il metodo semplicissimo di cui faremo uso )
ha il vantaggio di potersi estendere alle carve di qualsi-.
voglia ordive. Sia

‘ y=pr+q
¥ equazione di una delle corde ; 2', =" le ascisse delle sue
eslremita ; e 4, u le coordinate del suo punto medio ; si
avra cosi

U=z 42" , u—pl=g,
Cid posto eliminando y tra le equazioni della carva e della
corda si ba I’ equazione

(ap*+2bp+e)e+2(ap+b)pbdpte)otag+2pg+ f=s.
le cui radici sono i valori di 2, z"; e quindi si hanno
le due relazioni
(ap*+2bp-+0) 2" +2 ((ap+8)g+dp-+e)s’ +ag™+2dg + f=o.
(ap*428p4c) 242 ((ap+b)q+dp+c):c”+aq'+2Jq + f=o.

*E opportuno di rimarcare che lo due equazioni ay-tbr4-d=o,
by-f-cx +e==o, appartenenti ai diametr1 che pasano pei puoli med:
delle corde parailele rispettivamente agli assi delle yedello z vx
le due derivate dell’ equazione della curva prese I una rispettc.

c I'altra rispetto ad =,.
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Prendendone la differenza, il risultamento sara divisibile
per z'—a", e si otterrh , "

(ap+2p+0) (='+5") + 2 (apti)gtdpte) = 0.
Ponendo in five 2¢ in luogo di ='4x", ed u—pt in ‘luogo di
g, si avra pe’l luoge geometrico cercato I’ equazione se-
guente .

(ap4b) u + (o)t dpte=o
o, ch’ ¢lo stesso,
(ap+b)y + (bpte) z+dpte=o;
e si ritorna di puovo alla conchiusione che nelle curve
di 2° ordine ogni diametro & una linea retta. )
L’ equazione or ora trovala appartieoe adunque al dia-
metro, che passa pei punti medii delle corde parallele la
di cui direzione ¢ determinata da p. Scrivendola come
segue
p (aytbatd) + by +exte=o. ‘
si fa palese clf e”ssa,‘ qualunque sia P é soddisfatta dai
valori di z ¢  comauni alle due equazion
aytbrtdi=o , brtexte=o;
e da ci risulta che tut’i diametri passano pe I punta
' incontro delle due rette nascenti da queste (‘lue. equa-
zioni, le quali del resto esprimono esse stesse fd:amem
che bisecano le eorde parallele agli assi coor(!malf (475).
Ma era in falli gid noto che tutt'i diametri s’ interseca~
no nel centro della curva. Traendo dalle due ultime equa-
zioni i valori di z ed y si trova

ae-.-bd - Cd—'be
= b:__ac 4 y_ b*—ac *

2 si riproducone cosi le conosci'ule coort'lim.ll.e del cen-
tro. Quesle coordinate sono. infinite, e quindi in assegna-
bili se &b — ac=o, ciot se la corva ¢ pnral.mla 5 d9n-
que i diametri della parabola s’ incontrago a distanza in-
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finita ; il che equivale a dire, com’ & gia noto, ch’ essi
son tutti tra loro paralleli. Ma cid risulta ancora diret-
tamente dall’ osservare che I’ equazione generale dei diame-
tri_moltiplicala per a, ¢ messovi poscia 4° per ac si pud
mettere sotto la forma

dpte
ay+bazta s = o,

la quale dimostra che per questa curva la direzione d&

diametri & costante e determipata da --—b— .
a

Suppongasi ora che la curva sia dotata di centro , ¢
siano

y=pr4q...(d) , y=p'ztq....(d)
le equazioni di due diametri qualunque. Se uno di questi
diametri, per esempio il secondo, biseca le corde parallele
al primo, si avra tra p e p' la relazione

",=_bp+c s ossia app’+b (p+p' )+ c=o.

ap+b :

Traendone il valore di p risalta
bp'+c

p=— Py

Pt

e quindi i vede che anche il primo diametro (d) biseca
le corde parallele al secondo (d4'). Segue da cid che se
un diametro biseca le corde parallele ad un altro diame-
tro, questo alla sua volta biseca le corde parallele al pri-
mo ; e pero i due diametri son’ tra loro conjugati. Ed &
manifesto che due diametri di una curva a centro saranno
conjugati se tra ideterminanti delle loro direzioni pep
sussista la relazione .
app'+b (p+p') +ec=o.

la quale era gia per altre vie conosciuta.

5% Elementi
Delle tangenti

£77.Un metodo acconcio per trovare I equazione delta
tangente di qualungue curva & quello gia messo in uso per
le curve di 2° ordine date dalle Joro equazioni pi sem-
plice (nota al §.220), e che consiste nel supporre che
una retta, secante la carva in due punti, ?lfcoh intor-
po ad wno per modo che I'altro se gli avvicini continua-
mente, Qusade il secondo punto d giunto a comcld.ere col
primo , allora la retta da secante diviene tangente in que-
sto punte; e questa coincidenza sarh espressa Plgebuca-
mente col smpporre tra loro ugusli tanto le ascisse quan-
to le ordinate dei due punti. .
Sia (', y') il punto della curva cui debba condursi la,
tangente, e sia
y—y'=p—7)
la sua equaszione ; esprimendo con (z, y) un altro pnnto
qualunque della curva, I’ equazione della retta che lo con-
giunge al primo sara y
I e 4 ot
Y=y —-‘x'___;tu ( z 1‘)

e perd il valore di p, determinante della direzione della.
"

. -y -
tangente, sara quello che prende la frazione T quan

do vi si fa 2=y ed y'=y'. Ma prima & uopo di e‘sprif
mere che i due punti esistono sulla naova ; senza di che

. 0- .
la frazione prenderebbe la forma indeterminata g da cui

pulla sarebbe piir lecito di conchiudere. Or sia F{z,y)=0
I’ equazione della curva : equazione che supporremo s.:\ge-
brica, razionale, ed intera; I’ esistenza dé due punti so-
pra di essa dara luogo alle due relazioni F:(.z-' 1Y) =0

F(a", y'')=0 ; ed or vedremo che la relazione
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F(z',y") — Flz",y") =0

formata con la differenza di quelle, somministra una es-
yl__yll
o—a"
re determinato quando vi si fa z''=2' ed y'=y".
Bisogoa rifletiere che qualunque sia il grado dell’ e-
quazione F(z, y)=o , oltre al termine indipendente dalle va-
riabili, gli altri saranno di tre specie, o solo in x, o solo
in y, 0 in r edy insieme ; e poich® basta al nostro scopo
di porre in vista un termine generale per ciascuna spe-
cie, cosi supporremo che questa equazione sia
mz® + nyb 4 qa° yd 4 s =o.
Allora la relazione accennata di sopra sarh
m (2o—a"s) + n (yimy™) 4 q (0 yi—ie y'd) = 0;
ma essendo identicamente
,;'u? y'd—:c""' y"d=.v"" (J”d"‘]"'l) + 1.ld (zvc_xuc) s
Ja medesima prenderd la forma
m(.z’“--z"“)-*-n(]’b- _J,an_qxnc( ].ld__ynd> +gy’d(.z"’—z"c)=a.
E noto intanto che il binomio (2'a—z"a) si pud decom-
porre in un prodotto di due fattori, un de’ quali & il bi.
nomio di 4°. grado (2" —a"), e I aliro & il polinomio
(1:'“"+x'“" .’t"-i--l"‘"‘sx"’+ Ve +zlla_|); il di cui grado. d
a— 1 ; percid dinotando questo polinomio con Xa1, si
avra (z'o—z"a)e= (2'z') X ; ed applicando la stessa
decomposizione agli altri termini della precedente relazio-
ne, la medesima si muterd in
m(a-at X oty Vb1 gatic (' y¥!) Vd-* g y'd{at et 1) X e-tmp
Quindi si ricava I’ espressione cui si & poc’ anzi accennato
}'""}'" _ _mx,,_l +qy’dX°-'
Tt = T P
La legge onde i suoi termini derivano da quelli della

» e che acquista un valo-

pressione equivalente ad
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data equazione & ben manifesta . 11 numeratore si forma
da tutt’ i termini in cui trovasi la z, ciot da termini
mze , qx° _yd , cangiandovi = in X, e diminu?ndo i ri.spel‘.-
tivi esponenti di 4. Per I’ opposto il denominatore si for-
ma da tutt’ i termini-ove trovasi lay, cioé ny® , g2¢ y?,
cangiando pure y in X, e diminuendo di 7 i rispettivi es-
ponenti . Ma per compiere la trasformazione converrd an-
cora cangiare nel pnmeratore la y in 7'; e nel denomina-

&

tore la & in 2",
Resta ora a vedere qual sia il valore che prende la nuo-

M 3 1 [ J—— || I -
va espressione quando Vi si fa z'=s' ed y"'=y'; e per
cio si osservi che il polinomio Xa-', ossia .

xla..l + x’“-’ .’t" + xlﬂ_! zllz e zlla_. ,

essendo omogeno di grado a—*, nel caso parlicolnr? di
Z"=z', lult’ i suoi termini, che sono al numero dl. a,
divengono ciascuno eguale ad z'=' ; e quindi il poliso-
mio di riduce al monomio a z'e-r, che & il derivato del-
I’ sltro monomio z'@. Dopo cid & manifesto che quando nel-
I’ espressione precedente si fa z"=2z' ed y"=y', il pume-
ratore e denominatore divengono rispettivamente le due
derivate del primo membro dell’ equazione della curva,
Y upa rispetto ad =z, I’ altra rispetto ad y, e poi cangian-
dovi zed y in 2’ ed y’, coordinate del punto di contatto.
Cosi pell’ esempio proposto si ha
0 amza-t +cq y'd aic-r
P=3 =" b ybt  dgaz'c y'd-t :

Ma in generale , dinotando con X ed Y le due derivate
di F(z,y)=oVuna rispetto ad z, Ialtra rispetto ad y, e

" quindi con X' ed Y' cid che esse divengono quando si

cangiano le zed yin 2’ ed y, il valore di p sard deter-
minato dalla formola
: v <

P=—ry
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e I equazione della tangeﬂte' nel punto (, y') sara
y—y=-— %{- (é—x’)-p

478.Spesso & piit comodo di dare a questa equazione la forma
yY+2X =y Y 4+ X,

e bisogna avvertire che mediante la relazione F (#/, y' ) =0
il secondo membro sara sempre suscettibile di riduzioni.

479.Applicandu il metodo esposto consideriamo in primo
luogo il cerchio di equazione y* + z° — +* = 0 sara per
questa curva X'=2¢/, Y'=2y'; quindi si avra y'Y'4z'X'=2
2y"422!"=2r* ; e perd I equazione della taogente divisa
per 2 sard yy'dxr'=r".

Consideriamo in secondo luogo le curve di 2° ordine
date dall’ equazione geaerale

ay'+2bzytex’ +2dy42ex4f==0.
Ie questo caso si ha
X'=2by'tea'te) , Y'=2ay'+ba'+d);
quindi I’ equazione della taugente sara
bt +e
ay bz' +d (
Se piaccia di ridurla all’ stra forma (478), si troverh
(ay'+bz'+d} y+ (by'+ca'e) zdy' fex' =0
Da ultimo sia la curva di equazione

) r
x a:)

y—ry=

y’—zaay-{-x’:o;
sard X'=3(a"—ay) , Y=3(y'—ar),
e quindi per I’ equazione della tangente verra
(*—as') y+ (" —ayye=as'y'

33
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Degli -assintoti

480.Poiche I’ assintoto di una curva & uua retta che deve
avvicinarla indefinitamente senza mai incontrarla, ne se-
gue che le solo curve a rami iofiniti ne possono essere
fornite ; e che I’ assintoto & il limite delle tangenti ad un
ramo infinito di curva; ond’ & ch’ esso dev’ essere riguar-
dato come una tangeote per la quale il punto di contatto

cade a distanza infinita.

Ma I’ assintoto dev’ essere ancora considerato come una
retta, la quale ba comune con la curva due punti all’ in-
finito. In falti & chiaro io primo luogo che ogni parallela
condotta all’ assintoto da quoal si voglia punto della curva
ha comune con essa una intersezione all’ infinito ; se poi
si supponga che aoche quel puato si allontani all’ iofini-
allora la parallela dovra coincidere con I’ assintoto, il

'0, .. ye .
rva due iutersezioni all'infinito.

quale percid avrd con la co : .

Segue da cid che se y=pz+q sia I’ equazione di un 8s-
sintoto della corva F(z,y }=0, ¢ si elimini y tra le equazio-
pi di queste due linee, I’ eliminata in z dovra avere due'
radici infivite. Quindi se 1’ equazione F(z, y) =0 sia di
grado m, V' eliminata in 2 che pur sarebbe in generale di
grado m, dovrd, a causa delle due radici infinite, risultar
mancante delle due piii alte potenze di z,vale a dire dei ter-
mini in 2™ ed 27" Viceversa se si riguardano come indeter-
minate le costanti p e g nell’ equazione della retts y=pz+q,
e poi si determioano per mndo che eliminando ytra essa
e |’ equazione della curva F(z, y)=0, | elimivata in z ns:-:l-
ti mancante dei termini in 2™ ed 7™, la retta sarh assin.
toto della curva. Adunque supposto chel’ eliminata sia

Az 4Bz 4 Ca™ " f . ..+ K=0.

i valori di pe g che formano un assiatoto della retta y=pz-+q,
sarango quelli che si traggono dalle due relazioni
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 A=o , B=o.

Che se tali relazioni diano piis sistemi di valori dip e q,
questi sistemi diversi daranno luogo ad altrettanti assintoti.

481.Giovadi rimarcare che leliminazione di y tra le equa-
zioni y=pa+q e F(z,y) = o eseguendosi con la semplice
sostituzione di px + ¢ in luogo di y pella seconda equa-
zione, cosi A coefficiente di 2™ sara ‘funzione della sola P,
mentre B coefficiente di 2™~ conterra ad un tempo la p
e la g, Segue da cid che le radici dell’ equazione A =0
sono i determinanti delle direzioni dei diversi sssintoti ;
e perd se volessero solamente conoscersi queste direzioni
basterebbe di porre pell’ equazione della curva y=pz;
che in tal guisa el coefficiente di 2™ si avrebbe sempre
la stessa equazione A = o.

482.Come un’ applicazione del metodo esposto conside-
reremo le curve di 2° ordine date dall’ equazione geuerale

ay* + 2bzy + cz* 4 2y + 2ez 4 f=o.
Eliminando y tra questa equazione e I’ altra y=px+gq,
si ba I’ equazione di 2° grado
(ap*+2bp-+0)s" + A (ap+b)g+-dp-te)a+ag’+2dg+=o;
laonde le due equazioni A=o, B==o che determinano i va-
lori dip e g sarauno attualmente

ep* +bptec=o |, (eptb)g 4 dpfe= 0.
Dalla prima si ricavano per p i due valori

— —bk '\/b’-—-ac

o ———

3

e quindi dalla seconda si haono per ¢i due valori cor-
rispondenti

ac — bd d il
q‘— ﬂvb’-——ac - a *

Se la curva & parabola si avra &’ —ac=o0, ed in tal

" curva & ellisse, la quale,
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casoi due valori di p si eguagliano e si riducono al solo

d ; 1a curva adunque potrebbe avers un assi-

a——
p=— —

toto parallelo ai suoi diametri ; ma risultando inﬁnflo il
valore di g, avviese che questo assintoto -cnde a dlotan:
2a iofinita, ed & quindi come per noi inesistents. Se poi
si abbia §>—ac < o, i due valori di pe con essi quelli di
g saranno immaginarii ; laonde in tal caso la curva ?ari
ofornita di sssintoti . Ma & noto che in questa ipotest .l?
perché mancante di rami infiniti
non pud essere dotata di assintoti.

1 dne valori di p, e con essi quelli dig, st?no adunque
reali, disuguali, e fioiti nel solo caso che si abbia b*—ac>o

vale a dire quando la curva 3 iperbole ; ed era gia noto

che questa & la sola trale curvedi 2° ordine che sia for-
pita di due agsintoti. .

483.Gli assintoti paralleli all'asse delle y debbono,com &
ben chiaro , sfuggire a questo metodo , giacehd per essi
la zinvece di essere infinita , & necessariamente di gran-
dezza finita ; ma, cosi essendo, si comprende che essi 81
possono riconoscere quasi alla sola ispezione dell’ equa-
sione della carva, esseado determinati dai valori di z che
rendono y infinita. Quindi si vede a colpo di qcchio che
la curva di equaziove

(y—8) (z—s) =@’

la quale non & che un iperbole, ha per assintoto la retta
z—az=0 parallela all’asse delley. Ma osservando ohe an-
che gli assintoti paralleli all asse delle z debhono essere
determinati dai valori di y che rendono riofinita, si rav-
visa che anche la retta y—@=o & un assintoto Parallelq
all’ asse delle =,
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CAPITOLO Xxav.

DELLE CUARVE SINILI

4gh, ' 91] di ‘
mf:l& Dt!e curve l.lN, mn [fig. 91] diconsi simili se esi

tanc rfguardo di esse due punti P, p tali che i rag-
gnmzeldlolx": PQ, PQ, . ... memtida P ai diversi
lm; ¢4 prima siano proporzionali ai raggi veltori p
Py ey menati all’ altra dal punto ? parallelameZ:
te ;;1 primi , e diretti nello stesso senso.

ue raggi vettori paralleli e diretti nello
ste

sono adun.qn.e rette omologhe rispetto alle due :::v:enm
ponfmlo’ dirsi punti omologhi i loro estremi Qe ’:
pmm. &P poi donde partono i raggi vellori chiamq‘ i
eentri di similitudine , o di omologia. o

Dunque nelle carve simili e similmente

porto tra due raggi veltori i
dinotandolo con K si avra omologht & cos

poste il rap-
tante ; e peré

s i =.,..=K

- d. per t'anu.) (!un.si' evi.denle che se due corve ammet-
" ue ce.nm .dl similitudine P ¢ p, ne debbano am-
by-;:?ere una infipita di altri. In fauti, preso nell’una ad ar
itrio un punto P, si tiri nell altra |a pp' parallela a-

PP’ ’ d‘ll‘eua ]le"() 3‘0“0 Senso e 'ale che ]l rapporto
P! . !
——— 510 usna e a s Per a gll 8a 1 llang(l 1

. l K ) t l it t 1 r PQP' 'Y

LA
PQ'P', u'. saranno rispettivamente simili si triangoli
zgp s pq’r y €C.; qmndi.i nuovi raggi vettori P'Q, P'Q
¢y risalteranno paralleli e proporzionali agli aliri p!
P'qs ec. ; e pero i due punti P’ ¢ P sa ra:no centri ‘5113
similitudine delle due curve. e
Segue da cid che due curve simili e similmente poste
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ammettono una infinita di coppie di centri di similitodi_
ne , e che prendendosi un punto qualunque per centro
di ‘similitudine di una di esse si potra sempre determi-
zare il centro corrispondente per I’ altra curva.
486.Merita di essere osservato che il rapporto di due rag-
gi vettori omologhi rimane invariabile quali che siano 1
: 1 !
ceotri di similitudioe , mentre si ha — -_-='_’.’.’7 = K.
Py P
Questo rapporto costante “dicesi rapporto di similitudine,
ed & ugusle all’ unita nel caso che le curve siano uguali.
487.Supponiamo ora che una delle due carve cangi di si-
tuazione , & si trasporti in altro sito ; se nella nuova po-
sizione i raggi vetlori omologhi si coaservano paralleli ,
Je due curve non cessano di essere simili e similmeate
poste ; ma se questa condizione pon & adempiuta allora
Je due curve finiscono di essere similmente poste , e si
dicono soltanto simili.

488.La teorica analitica delle curve simili & fondata sa
tre principii segueati.

1.* Se in una equasione ¢ (%, y ) = o si cangiano
le variabili x , y in Kz, Ky rispeltivamente , la nuova
equazicne @ ( Kz, Ky ) =o esprimera una curva simile
¢ similmente posta a quella di ¢ (7, y ) =s0; le due curve
avranno Uorigine delle coordinate per ceniro comune di si-
militudine , ¢ sara K il rapporto di similitudine.

In fatti sia Ma (fig.97.) la curva di equazione @ (z,y)=0
rapportata agli assi Pz, Pr, e su’ raggi vettori PQ,PQ', .

. si prendano le parti Pg, Py, ... . taliche sia
%:;—’%: ... K; il luogo geometrico dei puati ¢
sara una corva mn simile e similmente posta ad MN, e le
due curve avranno il puato P per centro comune di simili-
tudine. O siapo =, y le coordinate del panto Q, ed
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# 5 quelle del punto g ; siavra manifestamente y=Ky',
a==Kz'; quindi I equazione della carva mn sar2 ¢ (Kz',Ky')
=o, ovvero, logliendo gli apici, ¢ (Kz, Ky) = o.

"L’ equazione ¢ (Kz, Ky)== 0, a misura che si da alla
costante indeterminata K un valore diverso, somministra
una curva diversa ; ma tutte saranno simili e similmente
poste a quella di ¢ (z, y) =0 ; e di piu avranno I ori-
gine per centro comune di similitudine.

489.1L° Se in una equasione ¢ (z,y)=o si cangiano
bkxedyin z2—a ed y—8, la nuova equazione espri-
merd una curva equale assolutlamente a quella di ¢(z, y) =o,
¢ similmente posta ad essa ; U origine delle coordinate, ed
il punte (a , B) saranno centri di similitudine delle due
curve.

Sia MN (f1g.92.) 1a curva di equazione ¢(z,y)==0 costrui-
tarelativamente agli assi Az,Ay; ed mn la carva nascen-
te dalla stessa equazione , pero. costruita relativamente a
due nuovi assi A'z", A'y’ paralleli ai primi; queste due
curve saranno eguali e similmente poste ; ed avranno i
puoti A ed A’ per centri di similitadine : Intanto serven-
do i simboli z ed y per le primitive coordinate, e z
ed y' per le puove, I equazione della curva mn dovra
rappresentarsi un ¢ (z',y')==0. Cid posto chiamando & ¢ g
Te coordinate della nuova origine A’, tra le primitive e le
puove coordinate avremo le relazioni

=z'ta, y=y'+8,
le quali risolute rispetto ad 2’ ed ' danno
d'=z—a, y'=y—B.
In conseguenza volendo I’ equazione della curva mn rap-
portata agli assi Az, Ay, converra sostituire i valori
trovati di 2’ ed y' in @ (2 y') = 0; e perd I equazio-
Be cercala sara @ (z—a, y—B) = o.
490.Combiuando questo principio col precedente i fa ma.

ST S,
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nifesto cho e in @ (=, y)==0 si cangiano le va'riah'ﬂiz od y
in K (x—~a) ¢ K (y-pB) la nuova equazione
¢ (K (o—a), K (z—f) )=0,
ove si hanno tre costanti indeterminate K, «, 8, ed alle
quali‘p‘ercis‘)‘ & permesso di dare valori arbitrarii , com-
prendera tutte ls curve simili e similmente poste a quel-
la di @ (z,y)==0. Ma attualmente questa curva, e (!n?“e_
date dall’ altra equazioge avranno per centri rispettivi di
similitudine I origine ed il punto (%, B). o
494.11L° Se in una equazione ¢ (7, y)=o si sostitwscano
in luogo di x ed y i valori che si oltengono per 7 ed y'
dalle formole generali per la trasformazione delle ‘coorfis-
nate , la nuova cquazione esprimera una curvd egua.!a e
quindi simile a quella di ¢ (z, y )= 0, senza perd rima-
nere similmente posta ad essa. oo
La dimostrazione & identica a quella del principio pre-
cedente, dovendo solo avvertirsi che I’ angolo dé.nuow‘asu
dev’ essere eguale a quello degli antichi; e poiché si ha
! ! y
s=t=l tay="c+ s
risolvendo queste formole rispetlo od 2/ ed y' risultera

PR3 P '_-_—__l;_z_(ﬁ?")z-
e.-:;:;,{rn (ﬁrf)}»y pet s

Qui pure I'origine ed il punto (x, 8) sono centri. ri-
spettivi di similitudine della curva data dall’ equazione
¢(x, r)=o0,c¢e di quella che si ottiene dal sostitairvi
in luogo di z ed y i precedenti valori di z', ed y'.

492 Segue da questo principio combinato col primo che
¥ equazione generale delle curve simili a quella data dal-
¥ equazione ¢ (z, ¥) == o si ottiene sostituendo nella equa-
zione ¢ (Kz, Ky) =0 ad z ed y gli stessi valori di &'
ed y' seritti poi anzi.
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© 493, Per fare qualche applicazione della teorica esposta
cerchiamo in primo luogo I equazione delle curve simil; ¢
similmente poste ad un ellisse dj- equazione @'y by’ =
a'6’, ed aventi I arigine per centro comune di similitu-
dine.Cambiando z ed yinKze Ky (§.488.) si ha Vequazione
Ky 45K’z = o7 esprimente ellissi concetriche alla
Proposta. Questa equazione divisa per K* diviene

L] s bz . a’ 6.
CSEA il O
e siravvisa che i semiassi della nuova curva so
5 . s
—]% > K » © %000 10 conseguenza proporzionali ai semiassi

della ellisse data.

Dunque due ellissi sono simili se hanno gli assi pro-
porzionali ; e viceversa -

5 © per essere ancora similmente

poste bastera che siano tra loro paralleli o gli assi mag-
giori, o i minori. Quindi Segue, in particolare, che tut-
t'i cerchi sono curve sim;l; » ¢ similmente poste,
494 ,Considerando Tiperbole @y —b = gp?
conjugata,a’y’—ph rz gt
ma qui avviene che per Ia
richiede che gli assi reali
immaginari ; e perché siano
che siano inoltre paralleli o
di & chiaro che le iperboli
tra loro.

Si perverrebbe ai medesim; risultamenti considerando
Viperbole tra gli assintoti 2y = a’; o la sua conjugata
Zy==—a’,mentre per le rispettive iperboli simili si trovago

no espressi da

, ola sua
si trovano risultamenti uniforuai;

somiglianza di due iperboli si
siano proporzionali agli assi
ancora similmente poste basta
i primi, o i secondi assi, Quin-
equilatere sono tutte simili

a*

. . a’ ..
le equazioni zy= o g=— i » dalle quali risulta

che sono simili le iperboli se sogo descritte in eguali

34

o
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H A
angoli assintotici. Cosi essendo ne conseglfma :tfcoraa,g ;:‘::ié
i ionalita degli assi reali agl’ imm.
;hlaf‘;: :hgmei?::;io che sono simili e sxmllmen.tet o;:?::e
t tf: le iperboli descritte nello stesso angolo ?‘s;mrve u..
’ 495.Per le curve simili alla parabola y*==24z 51 ha l'eq

i » = 2% .. ¢ ne risulta che tutte le parabole sono.
zione y* = X 5

imi avere i
curve simili, e per essere similmente peste dm'rammenso
PR <6050,
diametri paralleli, ed i rami rivolti nella stesso o
496. Tenineremo questo capitolo cercando in ge

i 1 & sl imili e si-
condizioni che debbono verificarsi pe;che smnol sim i e st
ilmente poste due curve di 2° ordine date dalle eq
mi

a_y’+2bxr+cx’+2d]+2ex+f‘=o U]
a'y'+ W'zy+ 'z’ 2d'y + 2z f=o0 @)
Se nella prima si ponga K (:v-‘-u) e K (y—p) in luogo
di z ed y (§. 490.) lanuova equazione
= 3
aK’y’+26sz+cK’x’+2Dy+2Ex+F—.-o (3)
" & messo per brevith ’
:)v- afK*—taK>4-dK , Ee=—ca K*'—3gK*4-cK
F = aK*g" + 2K'ap + eK’a* — 248K — 2caK + [ )
imili e simi te alla
a tatte le curve simili e slmlhflente poste alla
E“i’;n.l“';‘:l‘:;: :: le cfxrve date siano eﬁ'emv:‘medn;z s'm::;
imi 4 esser possibile di determin
e similmente poste , dovr ’ e B eaten
K tali valori da rendere I equazio i
l;:l; ‘(‘;fa e cid esige che dopo aver divisa la G)'l-pe:; a: ;
’ ienti de’ ini simili
*, i coefficienti de’ termini sir iano
: lak)(:)) el;‘al?‘.g (’zu;ndi per determinare ssﬁ'asu valori di
;aﬁ K si avranno le seguenti cinque relazioni
»y b 3 e _ _E_ } (4)
-3 =“‘; ] a a

al a
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¢ D ¢ _E S _F Vi
@ Tk P ad T KT a7 K ?

ma, essendo le tre ultime gid sufficienti a questo scopo,
ne segue che le due prime, che sono indipendenti da
«, 8, K, sono appunto le condizioni a doversi verificare
accid le curve date siano simili e similmente poste. Quel-
le due relazioni si possono mettere sotto la forma

b c

a .
a' - bl - C"

e cosi si vede che le due condizioni di cui si tratta e-
quivalgono a dire che : i cocfficienti de' termini di 2° gra-
do debbano nelle due equazioni essere proporzionali.

Resta ora a ricavare dalle tre equazioni (5) i valori
di «, B, K. Restituendo a B, E, F i loro valori si
vedra cha la prima e seconda contengono « ¢ 2 a 1°.
grado, mentre la terza le contiene a 2° grado ; ma pud
da esse dedursene un’altra in cui & e g si trovino del pari
a 1° grado. Bastera infatti liberarle dalle frazioni, e addi-
zionarle , dopo aver moltiplicata la prima per gK, ¢ la
seconda per «K; cosi in luogo della terza si avra la
seguente
ad' BK* 4 ac'aK’ + af K'4da’ gK4ea’ aK—fa' = 0. ()
Cio posto risolvendo le due prime rispetto ad = ¢ 8 si

trova
" = aK(ac'—bd")—a'(ae—bd) ﬁ_aK(cd’--b«»')-a'(cd be)
= y P=

a'K (b*—ac) a'K(b*—ac)
¢ quindi sostituendo questi valori pella (6) risultera
X =£f % ea'(ae—bd) + da'(cd—be) + uf (b*—ac) )

a ae'(ae'—bd") + ad'(ed'—bc') a'f'(6*—ac)

497, Questa equazione darebbe per K due valori sgual:
e di segoni contrarii ; ma di essi bisognerd ritcoere i solo
positivo, poiche trattasi di rapporto, vale a dirc di va-
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lore numerico. Inoltre essendo necessario che questo va.
lore di Ksia reale, quello di K* dovra essere positivo, e
perciod fa mestieri che il numeratore e denominatore della
espressione precedente siano quantith dello stesso segno ;
cosi essendo, anchei valori di 2 e 8 risulteranno reali. Se
poi queile quantita siano di segni contrarii, le due curve
date nop saranno piu simili, non ostante i coeflicienti de’
termini di 2 grado siano nelle loro equazioni proporzionali,
e pud dfrsi in tal caso che la somiglianza delle due curve
¢ immaginaria.
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t CAPITOLO XYV.

’ COSTRUZIONE DELLE EQUAZIONI DETERMINATE

498.Data un’ equazi
h ata o one P(z)=mo, d i
1o 98D | n » dove suppon
d‘; Incognita = rappresenti una lunghezza determina:zotcb?
d lasseg:xare il _valore.o i valori di questa incogaita s:ma o
1’(; ;::ez il equazione. E in cid chie consiste Ia t:ostrubr.ia:ea dr l;
equazione proposta ; ed & per lo appunto ci¢ ch’ y
glillprat'lca}o. per quelle di 1°¢ 2° g’a‘:i?o(‘:;: ‘1:]:13 X 23;“0
o principio che serve di fondamento alla quisgia ).
u le si & quello di.considerare I’ equazione F(z o oo
((; risultante  dall’ eliminazione dj y fra due )=°.00.’
fm; l_z)..‘io sy ¥z, y)=0; allora, descrivendo i ln:‘{:;az"’"‘
- inte:. ! queste due equazioni, le ascisse de;j lofo ie(t)'.
di Fsezmne saranno precisamente le radici dell’ cqmn.
dueee (a:{\:-..v-?.-Cosl la quistione si riduce alla ric.‘.er::e;l “;j
. el ?.;l;z;::mp (m)zed y l;ali » che eliminando tra esse lanl
; ultt ¥(z)=0; ed & poi chiaro ch
(z]xior:;f pud nsu!la‘re dall’ eliminazione di ;l:aq::::t: ?iqlfa-
¥ lvel:se qua.zm‘m in zed y; sicche la sua (.:ostn “_'t"*
potra eﬁ'e-umm mediante infivite diverse | Per
csempio se si tratta dell’ equazione di 2° grado e Ber
. '+ a6z 4 b=o,
si vede subito che la medes;
i o ¢ ) esima  pud iderarsi
risultata dall’ eliminazione di Yy ;rapllle S?z:sfqe::::mpome
) Y=0 5 Pt tazb=o,
ess
o ::e:)ricm :im oumero qualunque positivo. Ora il luo,
oot .;o della prima equazione non & altro che I’ .
delle. islusso_,; ’ ma.quello dell’ altra cangia a misura as;e
o f,e ! valore f" m ; ed intanto le due radici dell’ e :ae
2 Proposta si avrauuo sempre nelle distange dall’qori-
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gine ai due punti in cui una delle linee nascenti dalla
seconda equazione pud incontrare I asse delle ascisse.

499, Essendo perd conveniente di preferite le equazioni
pit semplici, o meglio quelle i cui luoghi geometrici sono
di ordive inferiore, cosi nell’ esempio recato potrebbe farsi
m eguale ad 1, ovvero a 2, perchd i luoghi geometrici delle
equazioni

y+z‘+ax+‘5=o ’ y‘+x’+ax+b=o,
nascenti dall una e dall’altra ipotesi , sono sempre di 2°
ordine. Il primo di essi rappresenta una parabola, e I altro
un cerchio ; ma essendo il cerchio la pi semplice tra le
linee di 2° ordine, deve in ogni caso esser preferito a qua-
lunque altra curva, Quindi la data equazione di 2° grado
poira essere costruita mediante le intersezioni dell’ asse
delle ascisse col cerchio di equazione
4y‘+x‘+a3+b=°" -

il di cui centro si trova(§.129) sull'asse dellezalla distanza—

g— dallorigine, €1 di cui raggio & espresso da /\/ (.Z_'_[,)

500. E qoi lnogo da far rimarcare che se si abbiano

due egnazioni simultanee
¢(z,y)=0 » ¥(z,y) =0

e siano F,(z,y)=0,Fi(z, z)=0, ¥ (z,y)=0, ec. altre
equazioni ricavate dal combinar tra loro le prime in qual-
sivoglia modo , i luogi geometrici di queste equazioni
avranno la propriets di passare per tutt’ i punti in cui
¢ incontrano quelli corrispondenti alle prime . In conse~
guenza trovate una volta le equasioni di duelince oppor-
tune alla costruzione dell’ equazione F (x) =0, potranno
facilmente assegnarsene delle altre , € sceglierne due a
piscere ; ma perd si esige che il prodotto dei loro gradi

sia eguale a quello di F(z)=o. Se mancasse questa condi,
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xiane, le due linee “corrispondenti s incontrerebbero in un
numero di punti maggiore di quello che si richiede per
costruire le radici di F(z)=0, e quindi sarebbe. uopo di
esaminare quali sono quelli che non soddisfano a quest’
equazione, e rigettarli. .

501. Poichd il grado dell’ eliminata tra due equazioni
@ in generale eguale al prodotto dei loro gradi ne segue
che per mezzo di due linee di specie data si possono co-
struire le sole equazioni i di cni gradi sono eguali al pro-
dotto de’gradi delle equazioni delle due linee. Quindi Ia
retta ed il cerchio serviranno soltanto a risolvere i pro-
blemi le di cui equazivni possono ridursi al 2° grado ; e
due linee di 2° ordine potranno unicamente adoperarsi pei
problemi le di cni equazioni non supererano il 4° grado,
Lasciando pertanto le geueralita or passeremo brevemente
2 mostrare come possano costruirsi le equazioni di questo
grado, e quelle del terzo, e per maggior semplicita sup-
Pporremo che queste equazioni sieno mancanti del secondo
termine , essendo sempre possibile di farlo sparire.

502. Sia in primo luogo I equazione di 4° grado

zhax’ fbadc=o0;

ponendo £’=Ky, la medesima potra esser costruita con
due delle linee corrispondenti alle tre equazioni
z*—Ky=0 , Ky'+az'4bzfc=o , K’y*+aKy+bzte=o
delle quali la prima ed ultima rappresentano parabole ,
e la seconda I ellisse, o I'iperbole secondocht a & posi-
tiva, o negativa. Quando a @ positiva si potra prendere
K'=a, ciod K=\/7, ed allora I ellisse si voltera in
cerchio ; se poi @ & negativa, non @ piir _possibile di
avere un cerchio allo stesso modo, percht A risulta im-
maginaria ; ma allora moltiplicando Vequazione della prima
parabola per K* ¢ sommandola con V'ultima si ha l'equazione

K'(y' +2') + K (a—K') ybhrtomo,
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che ‘rappreseatd un'cerchio, qualangue sisno K ed a ; laon-
de la data equezione potrh essére coslruita cun questo
cerchio’ e con ‘tna delle lince suddette ; e da taluni si
reputa pit semplice la sua combinszione con la parabo-
la z°—Ky ==0.I determinanti del cereltio corrispondente ali
I éyuazione sopra‘seritta;vale a dire le coordinate del centro
ed il raggio,si ottengotio agevolmente con le norme gia date
al §°. 129 ; ma & opportuno di avvertire che se in qualché”
caso particolare si sappia che il cerchio debba passare per
un punto conosciuto , allora per descrivere questa linea
basterd di assegnarne il centro, essendo superflua la deter-
minazione del raggio. .
503. Per I equazione di 3° grado
>4 azx4b==o0,
ponendo I equazione z* =Ky, ch’ esprime una parabola,
si avrebbe I equazioné zy+ ax + b ==0, che rappresenta
una iperbole, e da queste si potrebbero ricavare altre li.
nee ; ma senza pit dilangarci osserveremo che la costru.
zione di questa equazione di 3° grado & compresa in quel-
la del 4* giasché moltiplicata per z, si cangia appunto
nell’ equazione di questo grado
atfardbr=o,
mancante non solo del secondo, ma ancora dell’ ultimo
termine ; e perd la sua costruzione potra effettuirsi median-
te la parabola ed il cerchio di equazioni
2*—Ky=o , K*(y'+2")+K(a—K") y -} bz == 0.
le quali passano I una e I altra per I’ origine’ delle coor-
dinate. Queste linee si segano in generale in quattro pun-
ti, e quindi vi dev’ essere una intersezione che non risal-
ve | equazione ddta, la quale essendo di 3° grado non ha
che tre radici ; ma & chiaro che la intersezione da riget-
tarsi ora & per lo appunto I origine, che costruisce la ra-
dice 2==0, la quale, essendo stata introdotta per rendere
I equazione di 4° grado, & estranea alla quistione.
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Andremo ora a risolvere qualche problema onde appli-
care a degli esempi i precetti esposli.

Prosrema I,
Trovare due medic proporzionali tra due rette date

504. Chiamando a, 5 le rette date, ed z, yle medie cer-
cate, si avranno le due proporzionia:z:iz:y, ed z iy
Y :8, e quindi le due equazioni z*=ay,ed y*==bx.Eliminando
J si avrebbe per determinare l'incoguita z I’ equazione di 4°
grado 2é==a"4#"; ma questa equazione essendo divisibile per
= si abbassa al 3° grado, e diviene z’=a. E cosi per de-
terminare la y si avrebbe I’ equazione di 3° grado y* = ba.
Ciascuna di queste equazioni ha una sola radice reale ;e
cosi tra le rette date esistono, come era chiaro, due sole
medie proporzionali ; ma gui bisogna osservare che avrem-
mo potuto dispensarci dal cercare le due eliminate in
ed y, gincchd essendo date queste due incognite dai va-
lori di z ed y comuni alle due equazioni z'=ay, y'=fz
le medesime sono costraite dalle coordinate AS,PS (fi3.93)
dell’ unico punto in cui s’ incontrano i loro luoghi geome-
trici, che sono due parabole.

Sommando queste due equazioni si avrebbe il cerchio
Y&’ —ay—bz=o,che pud sostituirsi ad una delle parabole;
cerchio il quale incontra questa curva anche in un secon.
do punto, cioz pell’ origine, ma questa intersezione non
da luogo a nuovi valori delle incognite.

~Se si moltiplicano memhro a membro le stesse equazioni
#*==ay,y’ = b, e si sopprima nel prodotto il fattor co-
mune zy, si avrebbe I'iperbole tra gli assintoti zy = ab
che potrebbe impiegarsi alla risoluzione del problema con-
giuotamente ad una delle parabole, o del cerchio ; e cosi
combioando tutte queste equazioni in altra guisa, potreb-
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bero aversi ancora altri luoghi geometrici da adoperarsi
in luogo dei precedenti.

Prosrexa Il

Dividere un angolo o un arco di cerchio in tre parti eguali.

£05. Sia BC I’ arco dato [ fig. 94.] ed A il suo centro.
Si prendano per assi coordinati il raggio ACz e la perpen-
dicolare in A ; e, supposto che CP sia la terza parte del-
I arco, si chiamino z, y le coordinate AS, PS. del ?un(o
P, ed &, Ble altre AD, BD del punto B. E pm'chh l arco
BP & doppio di PC, sarh la corda BP doppl:a di PS';
ma & BP espressa (65) da A/((y—8)" 4 (#—=)"); percid
si avra la relaziose 2y=\/((y—B)" + (z—=2)*), la quale,
facendo sparire il radicale, diviene
by + 28y e =yt +E + o0
Inoltre, chiamando r il raggio del cerchm,‘ si .ba‘nno le
altre due relazioni y’a'=r", £ +a’=7", 10 virth delle
quali la precedente si riduce a ?y’+,3{y+ux:-._r. In conse-
guenza i valori di z ed y coordinate incognite del punto
P saranno determinati dalle due equazioni
2y + By fax=r , 4=,

e possono costruirsi mediante le inltersezio:i ;llei lloroth::;
i etrici, il secondo dei quali non & che lo ste
f::clﬁ?l:m ,’ed il primo & una parabols{ (440) c.he ha
i diamerri psra“e\i all'asse delle z (457), oss.uf al rnggl,o AC.

Sarebbe assai facile di assegnare la posizione dell’ asse,
il vertice, ed il parametro di questa parabola, mgrcé le
formole generali gia esposte a tale tiggetto (460 , 461),
ma ora preferiamo di tenere 'altra,vm per mostrare sem-
preppiu le risorse inesauribili dell Bﬂl‘l’SI. ' :

Si osservidapprima che,se si escluda dall equazione dellapa-
rabola il termine di 2°grado,si formera V'equazione di 1°grado
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Bytoaz=r,

la quale esprime 1a tangente del cerchio (137) nel puato
(0:‘,;3) » ciod nel punto B, E poiché soltraendo la sua equa-
Zione da quella della parabola si ha per risultato 2y’=»
dobb_lamo conchiudere che essa incontra la parabola in du;
puati riusiti in uno sull’ asse delle , ossia, in altri ter-
mini, che essa & pure tangente della parabola nel punto E.

Gid posto cercando i punti ia cui laretta BD incontra
la parabols, converra porre z=2 nell’ equazione di questa
curva ; e cosi, tenendo conto della relazione Btu=r,
troverewo I equazione di 2° grado in ¥

2y + fy=pg,
la quale risoluta da pery i due valori y =7§ y=-—p.

Segue da cio che se la BD si divida per meta in H, e la
.slessa BD si prolunghi finche incontri dj nuovo il cerchio
in G, la parabola passera pei punti H, G ; di tal che HG
sa'ri\ una corda di questa curva perpendicolare al suo asse
i figura . Quest’ asse adunque sary la retta KI menata pa-
rallelamente ad AC dal punto K medio di HG ; ¢ pud no-

tarsi che in tal guisa risulta DK = —:— DG.
+

Essendo IK I’ asse delle parabcla , e BET tangente ia
E, se tiriamo EL perpendicolare ad IK , sar lesoltan-
gente del ponto E. Quindi il vertice della parabola si avry
nel punto V medio di LI (390).

In fise menando EF normale in E, nel doppio della
sunnormale FL si avrebbe il parametro (393); ma se si
paragonano i triangoli simili ELF, BDA e si osservi ehe-
& EL=="% BD, si vedra ch's pure FL =14 AD; e perdil
parametro sari "+ AD. Del resto dalla stessa equazione sh
rileverebbe immautinenti, che il valore del parametro & pes:

lo appunto (461) 4 2, cioe '/ AD.
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Riassumendo per tanto cid che precede, la trisezione del-
I'arco CB mediante la parabola potra effettuirsi come segue.
Sul prolungamento di BD si prenda DK eguale ad '/i BD,
e da K si tri ad AC la parallela -KI che incontri in 1
la BE perpendicolare ad AB. Indi dal punio U medio
di El si meni UV perpendicolare a KI, ed intorno all asse
IK con un parametro eguale ad '/ AD si descriva la para-
bola che abbia per vertice il punto V, ed i rami rivolti da
¥ werso K. 1l punto P segnato da questa parabola sull'arco
BC pe determinera la terza parte CP.

506. La parabola descritta in tal guisa deve, come si &
veduto, incontrare il cerchio nel punto G; perd essa lo
incontra nel tempo stesso in tre altri puati P, P/, P, il
primo dei quali triseca I’arco BC; ma bisogna osservare
che anche gli altri puati P, P” risolvono il problema guar-
dato sotto un aspetto piit generale ; mentre se invece del-
Y arco BC volesso trisecarsi o il suo supplemeato BC', o
I’ arco CC'B, compimento di tutta la circonferenza, i dati
della quistione e I'analisi per I'uno, e per I'altro caso
sarebbe precisamente la stessa di quella istituita per la
trisezione dell’ arco BC ; laonde si perverrebbe ai medesi-
mi risultamenti. Quindi & che I"arco G' P’ sarh terza parte’
dell’arco C’P'B, e CGP" sara il terzo dell’ arco CC'B.

507 Se si elimini y tra le due equazioni della parabola
e del cerchio, e si ponga per maggior semplicita r==1,
si perverra all’ equazione di 4° grado

hat — haz® — 3z* 4 2ux b a' =0,

le di cui quattro radici saranno le ascisse dei quattro paati
comuni alle due linee. Tra questi quattro punti essendovi
il pusto G, che ha per ascissa x, I’ equazione dovrd es-
sere divisibile per z—a ; e si ha di fatli per quoziente esat-
to I equazione di 3° grado
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3 o
x -——-x-—.—._-—_p’

4 4

le di eai tre radici sono in consegwenza le ascisse dei tre
pusti P, P! P", ehe risolveno I problema. Si riconosce
facilmente che questa equazione riegtra nel caso irridutti-
bile, e perd che le sue tre radici sono sempre e necessa-
riamente reali. ‘

€hiamando ¢ I’ arco dato BG, si avra & =e0sQ, x =
cos s @ ; sostituendo questi valori pell’ equazione prece-
dente, la medesima si cangia in

4 cos® *h ®— 3 cos '/ ¢—cos@pz=o,

© coincide in tal guisa con la formola che da la trigono-
metria per determinare il coseno dell’ arco terza parte di
un arco dato.

508. Tra i molti luoghi geometrici che potrebbero an-
cora adoperarsi per risolvere il problema, di oui ci siamo
occupati, faremo notare quello dell’ equazione

y'——x’—}-py-}-az:a,

che risulta sottraendo I’ equazione del cerchio da quella
della parabola, e ch’® una iperbole equilatera di facilis-
sima costruzione . Essa in fatii passa per I origine , ciod
pe’l punto A il suo centro ha per coordinate le due
relle z =/, y=—". 8 ed & quindi situato nel pua-
to O [ fig. 95. ] medio del raggio AG ; e finalmeate i snoi
assintoti dovendo fare con I’ asse delle z due angoli, che
hanno per tangenti + 1 ¢ — 1 (453), si vede ch’ essi sono
egualmente inclinati a quest’ asse, e formano con lo stesso
angoli semiretti. L’ iperbole descritta con siffatti elementi
Ppasserd per gli stessi quattro punti G, P, P, P,

278 . Element;
 Prosremi III’

509. Dato un punto P ed un angolo retto zdy (g.96.),
condurre per quel punto una retta per modoche la parte UV in-
tercetta tra i lati dell ungolo risulti equale ad una data relta d.

Questo problema & pia generale di quello risoluto ai
§§- 29 e 124, mentre il punto P che ora si suppone ovun-
que avea allora una posizione particolare , poich? sitaa-
to sulla bisecante dell’ angolo zAy. Or vedremo quale in-
fluenza abbia nella quistione questa diversa posizione del
punto , ma & chisro fin da ora che anche attualmente il
problema deve ammettere in generale quattro soluzioni.

Si prendano per assi coordinati gli stessi lati dell'angolo,e
si dinotino con a,4 le coordinate AT PI del dato punto P.Sup-
ponendo risoluto il prohlema,e compinto il rettangolo AVBU,
Doi ¢i proporremo a determinare il vertice B di questo rettan-
golo, vale a dire prenderemo per incogpnite le sue coordinate
BU,BV,che indicheremo con z,y, e che equivalgono alle parti
AV,AU che la retta taglia dai lati dell’angolo a contar dal ver-
tice. Cid posto noi troveremo attualmente come al § 12
che i valori di  ed ¥ sono determinati dalle due equazioni

y4r'=d |, =ay+ps
e potranno costruirsi mediante i loro corrispondenti luo.-
ghi geometrici . Il primo di cui 2 il cerchio che ha il
centro nel vertice A dell’ angolo , e per raggio la retta
data d; Paltro poi & una iperbole che passando per lo
stesso vertice A, ha per centro il puato (2, B) (443) ,
ciod il punto dato P, e per assiatoti due rette parallele
agli assi- coordinati (453). Quindi il problema propos'to
potra risolversi con la seguente costruzione. S8i descriva
un eerchio che abbia per centro il vertics dell’ augo,lo' e per
raggio la dala retta 5 ¢ poscia descrivasi ancora un’ iperbo-
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s che, passando per lo stesso vertice , abbia per centro il
purio dato e per assintoti le rette menale per questo punto
parallelamente ai lati dell angolo. Queste due linee s’ incon-
t_re.ranno in generale in quattro punti, che saranno i ver-
tici di quattro rettangoli, che danno le quattro soluzioni
del problema. :

510. Se si elimina J tra le due equazioni

L rHe=r ) gmeptee
st ottiene I’ equazione di 4° grado in

24 202° f (8 fa® — d’) 2" — 2d's — da’ = ¢ y
le (!i.cui quattro radici sarebbero le ascisse dei quattro
vertici dei rettangoli poc’ anzi costruiti. :

Nel problema particolare risoluto al §. 29 I’ equazione
di quarto grado che somministra i valori delle stesse ascisse
& dedotta dalle due equazioni

Y Har=d . ’ =oy oz,

nella seconda delle quali si osserva I’ eguaglianza dei coef-
ficienti di y ed 2 a 4° grado, il che non accade nell’equa-
ziove xy=uay+tpx da cui dipende quella del §. preceden-
te. Cid nasce pertanto dalla situazione del punto dato, le
di cui coordinate a, B, quando trovasi ovunque, sono in
generale disuguali, mentre poi diventano eguali in valore
quando esiste sulla bisecante dell’ angolo . Or & questa
eguaglianza che allora permise di costruire le quattro radici
dell'equazione di 4° grado come quelle di 2° grado, vale a
dire con le combinazioni di sole rette e cerchi ;maseaef
son disuguali cid diventa impossibile, ed & necessario I'in-
tervento delle curve di 2° ordine. In altri termini adunque
il problema & piano quando il pusto & sulla bisecante ,
ed & solido nel caso opposto.

511. Qui cade in acconcid difar rimarcare che il pro-
blema particolare del §°. 29 potrebbe risolversi con la me-

desima costruzione data sttmalmente , vale a dire con Ia
combinazione di un cerchis, e di altra curva del 2° ordi-
ne ; ma questa risoluzione sarebbe difettosa e t.la ripro-
varsi, perchd lo impiego di lioeo rette, o circolari d.evi es-
ser sempre quando & possibile preferito a quello di lmee
diverse. Ed in generale la risoluzione di un problema di
qualsivoglia grado si terra come Ia pid pleusibile , quan-
do sia effettuita con I’ intervento di linee delle pit sem-

«plisi equazioni, che sia permesso di adoperare (499, 500).

;%5 esempi che abbiamo recati deggiono esser sufficienti
per un libro destinato ad istituzione; ma I arte di risol-
ver bene e con facilth i problemi geometrici, essendo,come
per gli aritmetici, tutta riposta nell’ abitudine e nell’ eser-
cizio, i giovani non potrebbero far di meglio che f.oruﬁ-
earsi con lungo esercizio in risolvere altri proble'm: c!:e
potranno trarre o dai loro Professori, o da buoni libri ,
o0 ancora escogitare di propria meate,
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- CAPITOLO XYVI,

Coordinate polari

B12 Oltre al sistema delle eoordinate rettilipee adotta.-
to per stabilire le equazioni delle carve, @ talvolta ado.
perato anche quello delle coordinate polari, il quale spesso
conduce a risultamenti piir semplici. In questo sistema la

posizione de’ diversi punti di un piano & determinata dalla’

distanza di ciascuno di essi da un punto- fisso, e dafi'sa-
golo che la distanza medesima fa con una retta fissa arbi.
trariamente condetta pe’l punto fisso. La distanza chiamasi
raggio veitore del puato ; il punto fisso chiamasi polo ; e
diremo asse polare la retta fissa terminata al polo. Il rag.
gio veltore ¢ I angolo corrispondente che esso fa con I’ agse
polare sono in questo sistema le due coordinate del panto.
Cost [ fig. 97.] preso per polo il punto A, e per asse
polare la retta Au, le due coordinste polari del punto P
saranno il raggio vettore PA, e I angolo corrispondente

543. Descrivendo un eerchio col centro in A e con un
raggio arbitrario, che porremo eguale ad 1, potremo agli
angoli contati dall’ asse polare sostituire gli archi rispet-
tivi di questo cerchio contati da G verso B; e quindi
potremo anche dire che le coordinate polari del punto P
somo il raggio vettore PA ¢ I'arco CB; siccome per un’
altro punto P’ sarebbero il raggio vettore P'A e I'arco CBB",

614, Fissato uma volta il senso verso cui si contano gli
angoli o archi, s'intende che non sia piir lecito 4’ inveg-
tirlo, e nel calcolo si riguarderanno come positivi ; qui];-
di saranmo negativi gli angoli o archi contati in senso
epposto da C verso B”, ‘

545. Segue dalle premesse definizioni che gli angoli
corrispondenti ' punti dell’asse polare (il quale, come si

3

& detto, termina al polo) son tatli nulli, mentre poi quel.
li che corrispondano ai punti del suo prolungamento son
totli eguali a «, ossia & 180°.

Ne segue ‘inoltre che tutt’i punti di una retta qualun-
que AQ terminata al polo sano determinati dallo stesso an~
golo o arco CB. Rispetto ai punti situati sul suo pros
lopgamento AQ', essi son pure determinati dallo stesso
arco CBB'; ma potrebbero sncora esser determinati dal-
P greo CB, perd riguardandosi in tal caso come positivi i
raggi veltori dei panti di AQ, saranno negativi quelli dei
punti appartenenti sl suo prolungamento AQ'. Da cid dua-
que siamo indotti a riconoscere che, potendo il raggio vet.
tore prendere valori positivi e negativi, i primi serviran.
w0 a determinare i punti della retta che, terminando al
polo, forma con I'asse polare gli angoli corrispondenti ,
ed i gecondi serviranno a determinare i punti del suo pro-
lungamento dall’ altro lato del polo.

516. Per cid che segue adotteremo la lettera greca p
per significare in generale il raggio vettore di un paato
qualunque , e la lettera latina u per I angolo corrispen-
dente. Quindi a dinotar que! punto potremo valerci della
votazione (p,u), scrivendo tra pareatesi prima il suo rag-
gio vettore, e poscia la sua coordinata angolare. Se faccia
d’ vopo considerar pii punti varieremo lo stesse letters
con accenti, o adotteremo encora alre lettere se torni
acconcio. .

517. Cid premesso la ricerca principale che gqui dob-
hiamo proporci. ‘Si & larisoluzione del seguente prohlema.
Data I equazione di una linea trale coordinate rettilinee z, y
trovure I equasione della medesima linea tra ls coordinate
polari p, u. Or questo problema riducesi, com’® chiare, a
trovare 1 valori di.z ed y in funzione di p ed u, meptre
basterh sostituire questi valori in luogo di » ed y nella
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data equazione per avere la trasformata in p ed w.
518. Il caso pit semplice per siffaila trasformazione (u
ch’® del resto quello che pit comunemente occorre) si &
quando le coordinate rettilinee sono ortogonali e di pi il
polo e I asse polare coincidono rispettivamente con I'ori-
gioe e con uno degli assi coordinati. Siano per questo caso
AS PS le coordinate rettilinee z, y del punto P,saranno PA
¢ l'angolo PAu le sue coordinate polarip, u; e perd dalla
considerazione del triangolo rettangolo PAS si otterranno
immantinenti pe’l caso di cai trattasi le seguenti formole
z==pcosu , y=psenu (a)
Se le coordinate rettilinee S, PS del puato P [ fig.98. ]
siano tattavia ortogonali ; ma il polo A diverso dall’ ori-
gine e I'asse polare Au parallelo ad Az, risultera subito
dall’esame ‘della figara che chiamate &, B le coordinate
OD, AD del polo A debbano aversi le formole

=a+4pcosu , y==f}psenu (b)
bene inteso che nei casi particolari convien dare ad « &8
coordisate del polo quei segni che loro convengono dipen.
dentemente dalla situazione di questo punlo rispetto agli
assi coordinati.

Che se le coordinate rettilinee siano obblique (fi.99.),e ad
angolo 6,il polo diverso dall'origine,e sia qualunque la dira-
zione dell’asse polare Au,disoteremo con ¢ I’ angolo uAz' for-
mato dell’ asse polare e dalla retta Az’ parallela ad Az,cost
avremo I angolo PAE=u+}¢, e I’angolo APE=) —u—9.
Quindi dal triangolo obbliqnangolo PAE trarremo

AE =p’”"_ﬁ:“___7’_). y PE=p M s
sen sen.0
¢ dopo cid siottengono manifestamente le seguenti formola

sen(f—u—@) . y=fep sen ( (»+¢) , (o

soco
e sen @ " send

che sono le piis generali per la trasformazione delle coor-
dinate rettilinee in ceordinate polari. :

Se I'asse polare fosse parallelo all’ asse de“e ascisse ,
si avrebbe ¢z==0, e le formole diverrebbero piui semplici,,

Se le coordinate rettilinee fossero ortogonali, ma qua-
luaque la direzione dell’asse polare, sarebbe 0 = 90°;
quindi sen 0 =1 , sen (0—u—) =cos (u 4 3} , e le for-
mole si ridarrebbero ad

zz==a4p cos (u+@). , y=P+p sen (utp).
Proseguendo a fare altre ipotesi ritorneressimo ancora alle
formole trovate pei due casi particolari trattati in princi-
pio ; mu abbiamo preferito di ricavarle direttamente, es-
sendo esse le pit comunemente adoperate.
Applicazioni delle formole precedenti

519. Equazionc polare della retta. Una retta rapportata
a coordinate obblique ha per equazione y =az + b, la
quale, chiamando ¢ I’ angolo che la stessa retta forma con
1 asse delle z, diviene
— sen o
r= sen(f—o)
Cid posto se prediamo I’ origine per polo, e I’ asse dell'z

per asse polare, allora nelle formole (¢) avremo & ==0,8 =0,
¢=o0; e quindi esse si ridurraono ad

x4 b.

sen(f—u) _ seno
sen 6 ’ ]—Pscno ’

Per siffatti valori I ultima equazione della retta si trove-
ra, dopo le debite riduzioni, cangiata nella seguente equa-
xioue in coordinate polari

b sen (6—-@)

sen (u-—q:)
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44 quale si pub rendére pin semtplice viservands che, es-
weudo 6o ¢ I angolu che M retta forma con 1’ asse delle
ordinate, e b la parte ch’essa taglhia su’ quest’ asse a con-
tar dall’ origine, sara & sew (8 —— @)1 espressions della per-
pendicolare mensta sulla retta medesima dald’ origine,cusia
dal polo ; in conseguenza , chiamando p questa perpendis
colare, I’ equazione polare della retta.sarh
-_P
sen(u—@)

risultando in tal guise indipendente dall’ ango!o deﬂe coor-
dinate rettilinee.

Del rimaneste cade sotto I occhio che quesla equazio-
3e altro non esprime che il noto rapporte tra I ipotennsa
ed un cateto di un triangolo rettangolo , vale a dire tra
il raggio vettore p di un punto gualunque della retta e la
perpendicolare p menatale dal polo, essendo manifesto che
¥ angolo opposto a p & precisamente u — .

© 520. Equazione polare del cerchio — Chiamando z,8
Ye coordinate ortogonali del centro di un cerchio , ed r
il raggio , la sua equazione sarh

(or—8) + (z—a) =r".
Cio posto,prendendo Forigine per polo, e l'asse delle & per
asse polare,e dinotando di pilt con o', o’ le coordinate polari
del centro del cerchio, in virta delle formole (A) avremo

y=psenu y aX=pcosu
B=psenw , a=plessu’,
e perd, soslituendo e sviluppando troveremo pa 'l cerchio
la seguente equazione polare
p'—2cos(u—u') pp’ + (p" — ) =0
521. Se il polo & sul cerchio si ha p’=r, e I' equazio-
‘sione polare di questa curva si riduce in tal caso a

p==2p" cos (u—u')
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522. Se di pih [ asse polare passa pe 1 centro; si b
sncora u==0 , & quindi risalta pe’l cerchio I equasione pos
lage assai pin semplice

p=2p"cosn.

823. Bquaszions polare dell’ ellisss. Chiamando a, & i se«
miassi dell ellisse I equazione di questa cnrva &

ay' 4 b's’ =a'd’

Qui trovasi pertanto opportuno di prenders per polo
wno dei fuochi ; laonde prendendo per esempio , quello
sull’ asse negativo della 2, le di cni eoordinate sono o,
e 0, essendo ¢ I’ eccentricita , avremo dalle formole (6)«

s=mctpeosu , ysspsenu.

: Sosmm&o questi valori nell’ equazione dell’ ellisse si ha

dapprima
a'psen’u 4 Bpcos’u = b (a*—c* ) — 2P cvsu 5
quindi ponendo nel primo membro a’—¢* in luogo di &°,
e nel secondo 5* per a’—c" , dipoi trasportando nel se-
condo il termine negativo che emerge nel primo, risulterh
a’p =(b‘1-—- ¢ p* cos u)’
ed estraendo la radice verrh
ap=154"—cpcosu.
In conseguenza I’ equazione polare dell ellisse sard
b
“a—ccosu
525. Equasione polare dell iperbole. Ia un modo pere
fettamente uniforme, e preso per polo il fuoco sull’ asse
negativo delle 2,si trova per questa carva I'equazione polare
e
a—coosu '
la quale in pulla differisce da quella dell’ellisse in quanto
slla forma; ma le figure delle due curve risultano diverse
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Per la circostanza che nella prima i ha a > ¢ y Mentre

Bella seconda & per I' opposto- & < ¢:
625, Dividefndo per a il numeratore e denominatore del

valore di p i facendo S i
i P, e poi facendoT = e, e ricordando inol-

6.
tre Y i i
e che - & I espressione del semiparametro Principale,

chismando m questo semiparametro , risulterh

. m
F= 1—ecosu ‘
lp;er l:equazione polare dell'ellisse edell'iperbole; ben vero pe
grzlgm Er& e < 1, e per la seconda viceversa sarh ¢ >Pl.
26. Equasions p.alars della parabola. Chiamando s i;
seémiparamelro principale I’ equazione della carva sark
r=2mz,

8 le coordinate del fuoco sarannom , e 0 quuuh lmt

—m P
z—.2_+9casu y JY==psemu,

sostitaendo , e cangiando sen® u in 4—cos® u » risalterd
¢*=(p cosum) ;
donde verrd per la parabola la seguente equazione polare

"0
p S Sin———— -
4—~Cos u

527. Dopo ¢id possiamo conchiudere che I equatione

0= e
f—ecosu

rappresentera un’ ellisse , un’ iperbole, o ana '
condochd sia ¢ minore , maggiors , o’ eguale mfmh -
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