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Introduzione.

0gni corpo occupa una estensione, ossia Uno spazio nel
quale hanno luogo ad un tempo le tre dimensioni lunghezza,
larghezza e profondits, ovvero allezza, o grossezza che dir si
voglia.

! Quantunque queste tre dimensioni si trovino sempre ri-
unite in tutti i corpi, col pensiero perd si possono conside-
rare o separatamente |’una dall’altra, o a due a due. Cgsi
p- e. si pud cercare la lunghezza di una strada senza chie-
derne la larghezza; e si pud misurare la larghezza e la lun-
ghezza di un lago, cioé la sua ampiezza, senza curarne la
profondita. Ma se si trattasse di determinare la capacith di
un vaso, in questo caso, come é chiaro, sarebbe &’ wopo aver
riguardo a totte tre le dimensioni di esso.

Considerando la sola dimensione della lunghesza, si ha
P idea della linea. Le estremita di una linea, si chiamano
punti: il punto adunque non ha alcuna estensione. Conside-
rando la lunghezza unita alla larghesza , si ha I idea della
superficie. Considerando finalmente tutte e tre insieme le di-
mensioni, lunghezza, larghezza e profondita, si ha I'idea del
solido. Ciascuna di queste tre granderze, con nome generico,
chiamasi quantith estesa; si hanno quindi tre specie di quan-
tith estese, ciod le linee, le snperficie e i solidi.

La Geometria & la scienza che ha per oggetto la misura
di queste tre specie di estensione, e ne eonﬁsra te loro pro-
prieta e i rapporti. Essa si distingue in feorica e in pratico.
Nella teorica si dimostrano per mezzo di un ragionamento le
veritd enunciate nelle proposiziont geometriche; nella pratica
8 insegna la maniera Xx applicare la teorica al fatto.

In questi nostri Elementi daremo le principali nozioni
della Geometria teorica, ed alcune anche di pratica, ove il
crederemo opportuno, e cid colla maggiore chiarexza e bre-

vitd possibile.
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Spregazione de’ termini che si usano m Geometria

Assioma & una verita evidente di per se stessa, cioé che
non abbisogna di dimostrazione.

Teorema & una verita che diviene evidente per mezzo di
un ragionamento chiamato dimostrazione.

Problema & una ricerca proposta, che esige una soluzione,

Lemma ¢ una verith impiegala sussidiariamente per ren-
dere piu facile la dimostrazione di un teorema, o la soluzione
di un problema.

Il nome comune di proposizione si attribuisee indi-
stintamente ai teoremi, ai problemi e ai lemmi.

Corollario & una conseguenza che deriva naturalmente
dalla dimostrazione di un teorema, o dalla soluzione di un
problema.

Scolio & una osservazione fatta sulle proposizioni prece-
denti per maggiore schiarimento, onde se ne conosca appieno
il loro legame, I’ utilita e I'espressione loro.

Assiomi.

4. Due quantitd, eguali ciascuna ad una terza quantita,
sono eguali fra loro.

2. Due quantita eguali si possono scsmbievolmente so-
stituire |’ una all’ altra.

3. Se due quantita eguali vengono o accresciute o di-
minuite , o moltiplicate o divise per una slessa quantita, o
per quantith eguali , le somme o i residui, i prodotti o i
quoti sono eguali. v

4. Se due quantitd contengono una terza, o sono in essa
contenute uno stesso numero di volte, sono egusli tra loro.

3. Un tutto qualunque & ugusle alla somma di tutle le
parti nelle quali puo essere diviso, ed & percid maggiore di
ciascuna di esse parti. -

6. Due grandezze qualunque, sieno linee, superficie, o
solidi, sono eguali, quando, soprapposte 1'una all’ altra, coin-
cidono in tutta la loro estensione.

7. A quantita disuguali aggiungendo o levando cose egua-
li, od una stessa ad entrambi comune, le somme o i residui
saranno come prima disuguali. «

8. Se si agbinno due quantjta che sieno una doppia del-
I altra, e si aggiunga o si levi dalla doppia una porzione che
sia il doppio di quella che si aggiugue o si leva all’altra, le
somme, o i residui rimarranno uno doppio dell’sltro.

SEZIONE PRIMA

CAPO 1

Della linea e superficie retta e curva, della formazione del circolo
e sua divisione.

4. Le linee e le superficie possono essere refte e curve.
La linea retta & quella che nel nostro pensiero rappresenta
la minore e vera distanza da un punto ad un altro (Fig."1),
come AB. Tuite le altre ACB, ADB, AEB, AFGB, che
dallo stesso punto 4 vanno a B, ma per diverse e piu lunghe
vie, diconsi curve ; e le due ultime propriamente ricevono
il nome di retle spezzate, perché composte di una retta che
cangia direzione.

2. Da cid ne segue: 4.° che una sola relta pudo condursi
da un punto ad un altro, perché una sola puo essere la linea
pit corta di tutte le altre, ed una sola la minore e vera
distanza fra due punti determinati; e percio qualunque altra
reita si conducesse fra i medesimi punti si confonderebbe
colla prima. Per lo contrario fra due determinati punti pos-
sono tirarsi infinite curve, perché infinite sono le vie pia o
meno lunghe che possono condurre dall’ uno all’altro; 2.° che
i due punli posti -alla estremits di una relta delerminano insieme
¢ la lunghezza e la direzione o posizione di essa.

5. £ poi chiaro che a determinare la sola direzione ba-
sterebbero due punti qualunque presi a qualsivoglia distanza
lungo la retta stessa, potendosi sempre la medesima imma-
ginare o pii breve di quello che & realmente, o indefinita-
mente prolungata a piacimento. Percid se due reite hanno
comuni due punti, avranno altresi una medesima diresione;
e se hanno comune un sol punto, avranno direzione diversa;
come all’ opposto se esse sono in direzione diversa, in ma-
niera che prodotte si taglino , non potranno avere che un
solo punto comune.

4. Piu punti 4, B, C, D....... (Fig.* 2) saranno nella
stessa direzione quando sieno cosi disposti, che uba retta ti-
rata per due qualunque di essi p. e. 4 e B, passi ancora
per gli altri punti C e D.

8. La superficie dicesi relta o piana, od anche assoluta-
mente piano, quando sopra di essa si possono condurre delle
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linee rette per ogni verso ; ossia quando , soprapponendovi

una retta, questa combacia perfettamente con essa in tutti i

punti. In caso contrario, la superficie dicesi curva.

6. Tanto le linee quanto le superficie curve poi, chia-
mansi convesse dalla parle esterna E (Fig." 3), concave dalla
parte interna I, e sono le une e le altre d'infiniti generi,
perché in infivite maniere si pud descrivere una curva.

7. La pia semplice tra tutte le curve, e insieme la pit

familiare ai geometri ¢ la piu nota, ¢ la circolare 4 B G F

( Fig.* 4), quella cioé che la retta C B, movendosi in giro
sopra di un piano intorno ad una delle sue estremita G, va
successivamente descrivendo coll’ altra estremita B.

. 8. La curva circolare intera ADBF (Fig.* ) chiamasi
arconferenza o periferia, e lo spezio da essa compreso dicesi
circolo o cerchio. Importa molto distinguere periferia da cir-
colo, benehé spesso mel comune parlare si prendsno promi-
seuamente. Il punto C in cui si suppose fissa la retia CB
che deserisse la periferia, e che percio ¢ egualmente distante
d.a tutti 1 punti di essa, chiamasi centro. Ogni retta CD, CF,
tirata al centro dalla periferia, dicesi raggio; il raggio AC
prolungato fino alla parte opposta B della circonferenza, vale
a dire una retta che tocchi la periferia in due punti, e passi
pel centro, chiamasi diametro if quale percio dividera si il
cerchio che la periferia in due parti eguali. E poi evidente
che tanto i raggi quanto i diametri di uno stesso circolo, o
di circoli eguali sono eguali tra loro, perché ciascun raggio
vien rappresentato dalla medesima retta che gevero il circolo,
e ciascun diametro viene espresso da un doppio raggio.

9. Una porsione qualunque della periferia p. e. 4B,
ogpure BDF ecc. (Fig’ 6) dicesi arco; la retta AB, 0 BF
che congiunge le estremitd dell’ areo, chiamasi corda o sottesa
deﬁ’gr}:'o 4B, o BDF, ovvero corda che suitende |'arco 4B,
o .

~ 8iavverta poi che ogni corda p.e. 4B, oltre I'arco 4B
sottende nl.tresi jl resto BDF A delll; cireox’aferenza, vale &
dire appartiene simultaneamente a due archi; ma quando altro
Bon @ dichiari, si deve sempre riferire all’arco minore.

. 40. Chiamasi segmento del cerchio la porzione di super-
ficie BD F, che vien compresa fra I'arco BDF, e la sot-
tesa BF. , la quale divide il cerchio stesso in due segmenti
disuguali. Infine dicesi ssore ( Fig.* ) quella porzione di
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superficie che & compresa fra un arco qualunque DB e due
raggi CB, CD condotti alle estremita di esso.

44. Mentre la linea CB (Fig." 7) fissa nel punto C si
aggira intorno sopra un piano, ciascun punto di essa B, D,
F, ecc. descrive altrettante circonferenze ABE, GDH, PF M,
aventi il centro comune, le quali percio chiamansi concentricke,
e concentrici si chiamano pur anco i circoli da esse periferie
compresi.

42. Nei circoli concentrici gli archi BE, DH, FM com-
presi fra gli stessi raggi CB, CE sono egual parte ognuno
della propria circonferenza, vale a dire: se I’arco B E nel
circolo maggiore & la terza parte della circonferenza ABE,
anche I'arco DH nel secondo circolo sara la terza parte della
sua periferia G DH; e cosi pure lo sara I’arco F M della cir-
conferenza minore P F M. Cio che si dice degli archi vale
altresi dei settori. Questa verita si fa chiara a chiunque vo-
glia riflettere che come le intere circonferenze ABE, G DH,
PF M sono tutte descritte nel medesimo tempo colla totale
rivoluzione della linea CB, cosi ancora gli archi BE, DH,
FM tutti nel medesimo tempo si descrivono mentre la CB
compie una certa parte del suo giro.

Il compasso & lo strumento ordinario con cui si de-
scrive il cerchio nella maniera a tutti nota.

43. Couvennero i geometri dai piit remoti tempi di
dividere qualunque circonferenza in 360 parti eguali, che si
chiamano gradi. Il grado poi fu diviso in 60 parti eguali
dette ménuli primi; ed ogni minuto primo in altre 60 parti
eguali dette minuti secondi, ‘e cosi via via. Quindi la semipe-
riferia sard composta di 4180 gradi, la quarta parte di 90,
I’ ottsva di 43. Per maggiore facilita di calcolare fu dai mo-
derni francesi sostituita la divisione decimale , cioé s intese
la periferia divisa in 400 gradi; ogni grado in 4100 minuti
primi, ed ogni primo in 400 secondi ecc. I gradi s’ indi-
cano con uno zero scritto in alto alla destra del loro nu-
mero; i minuti primi con un apice, i secondi con due apici
seritti allo stesso modo dei gradi ecc.; cosi volendo indicare
un arco di 43 gradi, 34 minuti primi, 23 secondi, si scri-
verd 4%°, 34!, 23° ecc.



CAPO I
Dell’ Angolo ¢ sua misura.

44. Quando due linee partono da due punti diversi, e
coincidono in un punto comune, che non sia posto nella di-
rezione degli altri due, formano una certa apertura, la quale
chiamasi angolo. Se le due linee coincidenti sono ( Fig.' 8,
9,40) ambidue curve, |’ angolo dicesi curvilineo; se una retts,
I’ altra curva, mistilineo ; se tutte due rette , rettilineo, e di
questo solamente noi intendiamo parlare.

45. 1l punto C (Fig.* 44) in eui s incontrano le due
rette, dicesi acume o vertice dell’ angolo, e le rette AC, BC
chiamansi lati o gambe dell’ angolo.

46. L’angolo si puo indicare o con una lettera sola che
si scrive vicino al verlice fuori o dentro della sua apertura
a piacimento, come I’angolo D (Fig." 41); oppure con tre
lettere, due delle quali si mettono alle estremita dei lati, e
Ialtra all’ acume, avvertendo perd nel nominar I’ angolo di
mettere sempre nel mezzo la lettera scritta al vertice di esso.
Cosi per nominare I’angolo della Fig.* 42 converra dire BAC,
ovvero CAB, non mai CBA, o BCA.

47. La grandezza dell’ angolo non si misura gia dalla
lunghezza de’ suoi lati, ma sibbene dalla maggiore apertura
di essi, vale a dire dalla maggiore o minore inclinazione
che hanno nel punto di coincidenza I'una su I'altra le due
linee che lo formano. Onde I"angolo C (Fig.* 44 ) sara mag-
giore dell’angolo BAC ( Fig.* 12), sebbene quest’ ultimo abbia
le gambe assai pii lunghe del primo, il quale pero ha una
apertura molto pia grande. Pertanto i lati di un angolo qua-
lunque potranno accorciarsi o prolungarsi secondo che richie-
dera il bisogno, senza che I'angolo cengi il suo primo valore.

48. L’ angolo rettilineo si misura dai geometri in que-
sto modo. Fatto centro nell’ accume C dell’ angolo BC D
(Fig.* 43) si descriva un circolo qualunque A B D, e si pro-
lunghino, se faccia d'uopo, le gombe dell’angolo, finché ta-
glino la periferia del cerchio descritto. L’arco B D compreso
ra i due lati CB, CD del’angolo, si prende per misura di
esso, e di tanti gradi appunto si dice essere I'angolo, di quanti
& composto I’ arco che lo misura. Quindi se I’ angolo aumenti
e divenga BCF, ovvero scemi e divenga BCG, |'arco BD
aumentera o scemera anch’ esso nello stesso rapporto. E

7

benché eol medesimo centro C e con vari raggi si possano
descrivere infiniti circoli concentrici aventi tulti un arco com-
preso fra i due lati BC, DC, tali archi perd sono parti si-
mili ogouno della propria ecirconferenza, ,vnle a dire sono
tutti composti di un egual numero di gradi (N."42). Onde
col dire che I’ angolo BC D ha per misura I’ arco BD, 8i
deve intendere sempre il numero dei gradi di BD, non gid
la sua lunghezza assoluta. o .

49. Un angolo composto di 90 gradi, dicesi retto. Gli
angoli retli percido sono tutti eguali tra loro, e le linee che
li formano, si chiamano perpendicolari I'una all’altra. Se I’an-
golo & minore di 90 gradi, dicesi acufo; se maggiore ofluso;
e in questo caso le linee da cui sono formali diconsi obligue
o -inclinate I'una all’altra vicendevolmente.

20. Lo stramento, che serve a misurare gli angoli sopra
la carta, & una lastra di metallo (Fig." 44) piegata in semi-
circolo e divisa in 480 gradi. Questo strumento si chiama
somicircolo graduato. Per eseguire la misura praticamente si
applica il diametro dello strumento sopra il lato AC dell’an-
gﬂﬁ) ACD, in modo che il centro del semicircolo cada sul
vertice di esso C (Fig.' 44). 1l numero dei gradi dell’ arco
AD compreso fra i due lali AC, DC, sard la misura dell’an-
golo. Nel nostro caso percid I'angolo AC D sara di 40 gradi.

24. Dicesi complemento di un angolo o di un arco la loro
differenza in pit o in meno coll’angolo retto, ossia con 90
gradi; e supplemento la loro differenza con due angoli retli,
ovvero con 480 gradi. Dunque se un angolo o un arco &
di 65° 43' avrd per complemento 24° 43' in meno; se di
98°, 45, 20, avra per complemento in piu 8°, 43', 20". Del
pari un angolo od un arco di 444°, 50', avra per supple-
mento 33°, 10'. Lo stesso dicasi degli altri.

22. Corollario Quindi due angoli aventi lo stesso com-
plemento o supplemento nello stesso senso sono eguali.

25. Quando una linea retta DC ( Fig.* 43) cade sopra
un’altra retta A B, essa forma due angoli ACD, BCD, i quali
si chiamano adiacenti o contigui alla stessa linea DC.

24. Teorema 4.° Gli angoli adiacenti alla siessa linea o
sono relli, o eguali alla somma di due relli.

Dimostrazione. Si faccia centro nel vertice comune G,
e si descriva con un raggio qualunque un cerchio che taghi
le gambe dei due angoli in 4, D, B. Fatto cid & chiaro che
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la livea ACB diventa diametro del circolo deseritto (N.* 8),
e percio I’arco o piuttosto la semiperiferia ADB sara di 480
gradi (N.°43). Gli sugoli adunque in essa compresi o da
essa misurali saranno auch’ essi, presi insieme, composti di
480 gradi ( N.° 48), ossia eguali alla somma di due retti,
come dovea dimostrarsi.

23. Corollario 4.° Se la linea DC (Fig.' 16 ) cadesse
perpendicolare sopra A4 B, dimodoché |’ angolo AC D fosse
retto , dovrebbe necessariamente essere retto anche I' altro
DCB, com’é chiaro.

26. Corollario 2.° Se nello stesso punto C (Fig.* 47) in
cui la retta DG cade sopra 4B couvenga un numero qua-
lunque di rette FC, EC ecc. provenienti tutte dalla stessa
parte della DC, gli avgoli da esee linee formati cioé ACF,
FCD, DCE, ECB presi insieme, formeranno la somma di
due relli, perché tutti compresi e misurati dalla semiperiferia
AFDEB.

27. Teorema 2.° Se due linee AC, BC ( Fig.* 45) pro-
venienti da parli opposie A ¢ B convengano colls terza D C nello
slesso punto C, ¢ formino § due angoli ACD, D CB eguali alla
somma di duc reits, quelle due linee AC, BC saranno sulla me-
desima direzione , ossia s polranmo comsiderare come mna sols
lines retla.

Dimostrazione. Si faceia ceatro in C o si descriva la
circonferenza A DBF. Giacché per supposizione i due angoli
ACD, DCB sono eguali alla somma di due retti, ossia di
480 gradi, sard pur anco di 180 gradi I'arco 4 DB che i
misura; che & quanto dire I'arco 4 D B & una semiperiferia,
e quindi le due rette AG, BC upite insieme costituiscono il
diametro ACB, ossia formano una sola linea wetta , come
dovea dimostrarsi.

28. Corollario. Se sopra un pisno i tivino diverse linee
rette. e tutte si faccianu coincidere nello stesso punto C
(Fig.* 48 ) in modo che formino all’ intorno di esso degli
angoli I’ un _d.ietro all’ altro, tali angoli presi tutti insieme
saranno eguali alla somma di quatire retti. Poiché faceado
centro nel punto comune C, e 3escrivendo una periferia que-
lunquo, saranno detli angoli tulti compresi e misurati da essa,
gioé composti di 360 gradi.

29. Quando due reite si tagliano in un ‘qualehe punto,

formano quattro angoli, i quali presi a due a due si dicono ,

9
angoli verticali, o opposhi &l verfice, 'Purché i confrontino in-
sieme quelli che non sono adiacenti alla stessa linea. Pertanto
{ Fig." 19 ) saranno opposti al vertice 4 ¢ B da una parte,
C e D dall’altra. :

50. Teorema 3.* Gli angoli opposti al vertice somo eguali
tra loro.

Dimostrasione. L’angolo C eell’ angolo 4 sono eguali
alla somme di due retti r‘emhb adiacenti; I’ angolo D collo
stesso angolo A formano la somma di due retti per la stessa
ragione ; dunque se dall’ una e dall’ altra somma dei due retti,
ossia di 480", si tolgs il numero dei gradi dell’angolo 4 qua-
lunque ei sia, i residui sarsano eguali, ciod sara G eguale
a D; cidb che dovea dimostrarsi.

La stessa dimostrazione vale per gli angoli 4 e B.

34. Corollario 4.° Se uno dei quattro angoli C, 4, D, B
¢ cognito, saranno coguiti anche gli altri tre; perche se sia
congnito C, si avra A sottraendo C da 480°; e si avra D eguale
e C, e B eguale ad A

53. Corollario 2.° Se uno dei quattro angoli C, 4, D, B
& relto, saranpo relti anche gli altri tre; puiche se C & di 90°,
il suo supplemento A sard esso pure di 90°; D egusle a C
sard di 990°, e parimeanti lo sark B che ¢ eguale ad 4 (N.° 24).

CAPO NI
. Délle linee Parallele.

83. Perch® meglio s'intenda la natura e la t:oria delle
linee parallele crediam bene premettere il seguente avverti-
mento. :

Preso un punto qualunque D fuori della retta AB
( Fig."20) e tirota da esso la perpendicolare DC, questa
misurerd la vera distanza che passa dal punto D alla livea
AB; onde tanta sarh una tale distanza, quanta la perpendi-
colare stessa D C.

34. Veniamo ora alle parallele. Due rette AB, C D
(Fig." 24) tirate sopra un medesimo piano diconsi parallele,
quando in tutta la loro lunghezsa sono egualmente distanti
'una dall’ altra. .

33. Da questa definizione necessariamente deducesi:

4.° che due rette parallele, sebbene si prolungassero
all'infinito, mai potranno incontrarsi e formar angolo, perche
Incontrandosi non sarebbero pit egualmente distanti.
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2. che sono tra lofo eguali tutte le perpeadiooteri
tirate da un punto qualunque di una delle due parallele al-
Valtra, p. e. AG, BD (Fig." 22), perche ciascuna di queste
perpendicolari misura la distanza fra le due parallele 4B, CD;

3.° ebe da un punto determinato 4 non potra tirarsi
che una sola parallela a C D; poiche se ciascuna delle due
rette AB, AF fosse parallela a C D, condotta dal punto A
la: perpendicolare AC sulla CD, ed alzata da qualunque punto
p. e. U la perpendicolare DB prolungata fino in F, ciascuna
delle due perpendicolari DB, D F sarebbe egusle ad AC; e
quindi, per |’ assioma primo, sarebbe DB eguale'a-DF, il
che ripugna, non potendo unma parte eguaglisre il tutto per
I’ assioma quinto; e

4.° che dovendo le parallele essere equidistanti fra
loro in tutti i punti, avranno altrest la medesima inclinazione
con una rella qualunque QE (Fig.* 23) che le seghi. Altrimenti
se una di esse, p. e. AF, inclinasse pit o meno verso QF
di quello che v'inclina I'altra €D, non conserverebbero tra
loro la stessa distanza, e non sarebbero percio perallele.

36. Dunque: Teorema 4.° L’ angolo n, che s dice esterno
fra le parallele equagliera I angolo s che dicesi swo interno cor-

; , perché appunto essi misurano la inclinazione di
queste colla stesss £ Q. E per la stessa ragione 1" angolo m
eguaglierd r, come pure {=4¢ e 9=p.

37. Teorema 2.° Gli angoli q ed &, che diconsi allerni
snlerni tra le parallele, sono parimenti equali.

Poiche I'angolo esterno n equagliando tanto I’angolo ¢
opposto al suo vertice, quanto I’ angolo s sue interno corri-
spondente , ne consegue che ¢ ed s sono eguali tra loro.

Lo stesso dicasi degli angoli r e p, come pure degli
allerni esterni corrispondenti m e v, ¢ ed n.

38. Teorema 3." Gli angoli s ¢ p, che chiamansi interni
alla stessa parte fra le parallele, equagliano, presi assieme, due
retli, ossia 180°.

Infalti # 4 p==480°" perch¢ sono due angoli adiacen-
ti; ma n=s, perché interno ed esterno; dunque sostituendo
¢ invece di » si avra p-+s=480". ln egual modo si prova
che ¢ ed r=1480°; come pure gli esterni dalla stessa parte
met,vedan

39. Egli ¢ manifesto che se la retta EQ (Fig."24) se-
gasse le due parallele perpendicolarmente. ogununo degli otto
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angoli che ne risultano sarebbe retto, e percid sarebbero tutti

" tra loro eguali.

40. Quindi appare il modo di condurre da un punto date
B (Fig.' 25) una parallela ad una data retta C D. Dal punto
dato B si tiri una retta qualunque BC, e poscia fatto centro
in B e C, e collo stesso raggio BC descritti gli archi AC, BD,
e preso AC=BD, la retta BA sara parallela alla C D. Perché
gh angoli = ed y alterni interni tra loro, essendo misurati da
archi uguali, sono tra loro uguali (N.* 48 ). "

44. Corollario 4.° Se le due linee rette, che si supposero
segate da upa terza, non fossero tra loro parallele, egli &
evidente che mon. potrebbero pidt sussistere le tre veritd an-
tecedentemente dimostrate. Sono dunque tali veritd necessa-
riamente dipendenti dalla condizione che dette linee sieno
parallele, e non pussono provenire da verun’ altra. Quindi,
siccome posta una tale condizione, ne conseguitano tutte le
proprietd degli angoli gia spiegate: cosi verificandosi una
qualunque di tali propriela, si potra, senza timore di errare,
conchiudere che le due rette segate sono parallele tra loro.
Pertanto dopo aver dimostrati i tre teoremi antecedenti, si
potra stabilire il seguente

42. Teorema 4.° Se una relta qualungue tagliando due linee
velle fara com esse o Uangolo esterno eguale al suo interno, o gli
angoli allerni eguali tra loro, 0 i due angoli interni alla stessa
parle eguali alla somma di due retti, le due linee tagliate saranno
necessariamente parallele tra loro.

43. Corollario 2.° Dalla proprieta che ha la retta E F

(Fig."23) segando le parallele A F, C D di cadere con eguale
inclinazione sulla prima e sulla seconda, ne segue che se
LM (Fig* 25) sard parallela ad una delle due parallele
PQ,GH, p. e. a PQ, lo sara ancora a GH.
. . 44. Due linee rette non parallele 4B, E F (Fig."26 ),
8i dicono convergenti considerandole verso G, ossia da quella
parte, nella quale, prolungate, si accostano maggiormente ; e
divergenti verso D, ossia da quella parte, dove, prolungate,
s scostano sempre piu I'una dall’ altra.
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CAPO IV. Lt
Delle figure piane ¢ particolarmente dei triangols,

45. Uno spazio qualunque chiuso tutto all’ inforno da
linee poste sopra di un piano, chiamasi dai geometri figura
piana o poligono. Lo stesso spazio poi considerato in tutta la
sua estensione, cio2 in Jungo ed in largo, dicesi superficic o
area della figura; e le linee formanti la figura, prese tutte
insieme , diconsi perimetro o circuito della figura.

46. La ra pud essere reltilinea, curvilinea e mistilinea,
secondoché le finee, che la formano, sono o tutfe rette, o
tutte curve, o parte rette e parte curve. La Geometria ele-
mentare non tratta che delle figure rettilinee, e tra le curvi-
linee e mistilinee considera quelle solamente, nelle quali entra
il circolo. In qualunque figura rettilinea le Finee del perimetro
diconsi lati dd(}a figura; e gli angoli formati da essi lati, angoli
of perimetro. Quando una figura rettilinea ha tutti i lati eguali
dicesi eguilatera; se ha eguali tutti gli angoli, equiangola; e se
eguali tanto i lati che gli angoli, regolare , ed irregolare se
tulti gli angoli e i lati di essa non sieno eguali.

47. La pia semplice tra tutte le figure & il triangolo. Esso
& uno spazio compreso da tre linee , che chiamansi lafi del
triangolo (Fig.* 27). Se il triangolo sia descritio sopra una
superficie piana, dicesi piano; e se le linee, dalle quali & for-
mato sieno tutte rette, dicesi reftilineo. 1l triangolo, che ha
tutti i lati eguali, chismasi equilatero o equicrure; quello che
ne ha due soli, isoscele; e quello che ba tutti tre i lati dis-

uguali, scaleno (Fig.* 28, 29, 30).

48. Egli ¢ manifesto che come il triangolo ha tre lati,
cosi ancora avri tre angoli, e percid ogni triangolo sara com-
posto di sei parti o elementi. Pertanto paragonando jusieme
due triangoli, spesso accade, che conosciuta I' eguaglianza di
aleuni dei loro elementi, si possa scoprire altresi 1’ eguaglianza
degli altri, cio? a dire quella dei triangoli stessi. Cid farem
chiaro nei quattro teoremi seguenti.

49. Teorema 4.° Se due triangoli ABC, DEF (Fig.* 31)
saranno lali che i due lati del primo AB, BC sieno eguali ai
due rispeltivi lali corrispondenti DE, EF del secondo; e inolire

I angolo B compreso das due lati A B, B C sia eguale all’ angolo E

compreso dai due lati DE, EF | § due triangoli saranno equali
tra loro.
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Dimostrazione. Il lato AR del primo triangolo & im-
magini soprapposto al lato DE del secondo, ¢ i dne’tnangolg
¢'intendano rivolti verso la stessa parte. Essendo que’ due lati
per supposizione eguali, combaceranno perfettamente. Di pia
essendo |’ angolo B eguale all’angolo E, dovra il lato BC del
primo triangolo cadere necessariamente sopra il lato E F del
secondo; e poiche anche questi due lati sono per supposizione
eguali, ne verrd di necessaria conseguenza che il punto, ossia
I'angolo A, combacera con D, B con E, C con F; che &
quanto dire: i due triangoli combaciano perfettamente tra
loro , e gli elementi dell’ uno corrispondono pienamente a

i dell’ altro. .

quelhmt)l. Teorema 2.° Se nei triangols Ayfﬁ, D‘Ef (:‘l:i: f:,).
1 angoli A ¢ C del primo, equali ai due
risponds 'iﬁl;ccdylg‘dd secondo; 'emiaolm il lato AC, al quale
sono adiacenti gli angoli A ¢ C sia cguale al lato DF, al quale
sono adiacenti gli angoli D ed F, saranno cguali ancora i due,
triangoli fra loro, ed ogni aliro cemento del primo sars cguale

ai rispethvi elements del secondo. )
Dimostrazione. S’intenda soprapposto il lato AC del
primo tiiangolo al lato D F del secondo, e i due triangoli
rivolti alla stessa parte. I due lati 4G ¢ DF, che si suppo-
sero eguali non potranno non combaciare tra loro perfetts-
mente. Per la stessa ragione essendo l‘angolo 4 eguale a D,
e C eguale a F, il lato AB cadra necessariamente sopra DE,
e CB sopra FE e percid combinandosi insieme il punto A
con D, e C con F, anchz il punto f non potrhlpon com-
binare con E. Dunque i due triangoli sono eguali.

B4. Teorema 5(?’ Se due triangoli ABC, PQB. (Fig. 52)
hanno i tre lati dell uno eguali ai tre lati corrispondenti dell aliro,
i due triangoli avranno ancke gli angoli rispettivi eguals, cioc ¢
iriangoli saranno in fulto tra loro egaali. .

Dimostrazione. Sia il lato A B egusle a PQ, il lato
BC eguale a QR, ed AC egusle a PR. Si prenda nel trian-
golo PQR uu lato qualunque, p. e. PR, e fatto centro nella
sua estremith P, si deseriva eol raggio PQ la cu:eonferenza
0S. Di poi fatto centro nell’ altra estremita R di esso lato,
col raggio RQ, si descriva la circonferenza Q7. Le due pe-
riferie si taglieranno nel punto comune Q. Ora # intenda
soprapposto il lato AC del primo triangolo al lato PR suo
corrispondente eguale nel secondo, e i triangoli sieno voltati
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all’istesea perte. i punto 4, com ¢ chiaro, combacera con
P, @ Ccon R. Essende poi per dato del teorema il lato 4B
eguale al lato P Q, Iestremita B del: bato AB dovra neces-
sariamante cadere in qualche punto della periferia 0S8, la
gnnle' fu descritta col raggio PO, ossia A B eguale ad esso.
er la stessa ragione la estremits B del lato C B eguale al
8uo corrispondente R (), cadrd in qualche punto della peri-
feria QT. Dovendo pertanto il punto B del triangelo ABC
trovarsi nell’una e nell’ altra periferia, dovra per necessita
cadere nel Ppunto O, che ¢ I'unico comune ad esce. Percid
i tre angoli del triangolo 4BC combineranno perfettamente
con quelli dell'altro PQ R, cioé i due triangoli sono eguali.
Cid che ecc.

32. Teorema 4.° Se due iriangoli ABC, DEF (Fig.* 35)
avranno i due loali AB, B C dd primo, eguali ai due DE, EF
del secondo; ¢ di pic nel primo U angolo C opposto al lato AB,

ache si suppone maggiore di BC, sia equale oll angolo F del se-
‘zdo, opposio :l”lgato DE, che suppomesi mb’mﬂ:aggim di
EF; saranno cguali, ¢ combineranmo percio in tuili i loro els-
‘Dimostrazione. Si faccia centro in E, e si descriva
la circouferenza D H col raggio E D. Poiché abbiam sup-
posto che il lato ED sia maggiore di E F, ¢ manifesto
che tutto il triangolo DE F sara compreso entro la descritta
circonferenza, la quale percid tocchera il detto triangolo so-
lameste nel punto D. §’ immagini ora sopsapposto il lato BC
del primo trisngalo 2l suo corrispondente eguale E F del se-
condo, in modo che’ il punto B combini con E, e C con ¥,
e tivolgansi i triangoli alla stessa parte, Siccome il lato BA
per dato del teorema & eguale al lato £ D, non pud il punto
8 combinare con E senza che il punto 4 ceda in qualche
punto della periferia DH deseritta col raggio E D, ossia BA.
Per I egyaglianza poi dei due angoli C ed F ¢ manifesto che
non pud il lato BC combinare col lato £ F, sensa che il lato
C4 combini anch’esso con FD. Perciv il punto 4 non so-
lamente dovrd trovarsi nella periferia D H, ma precissmente
el punto D, unico che sia comune o slla periferia e al
triangolo. Dunque combinandosi i tre punti 4, B, C del primo
coi tre D, E, F del secondo, i due triangoli saranno eguali.
Che & quanto ecc,
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CAPO V.. -

D aleune propriets dei triangoli.

. roprietd de’ trisngoli sono moltissime, delle,quah
noi nifenlx;zr‘;mopnsoltaMo le principali. Ma prima fa d’uopo
sapere che in qualsivoglia triangolo i geometri usm:u:i dll tpl:eﬁ-
dere un-lato a piacimento, che essi chiamano badu le . rian-
golo. Se perd il triangolo fosse isoscele, in cui due la blﬁ:m;
eguali (N.° 47), convennero di prendere sempre per d‘
lato disuguale. Determinato poi che sia il lato che icz [frenle
per base, I' angolo opposto ad esso chiamasi ve;'lt hc, e rg

rpendicolare abbassata dall’ angolo verticale sulla base sa

’ a del triangolo.

allo.z;“. In un trgi:ngolo ABC (Fig.* 54) pfolunglan%oat};l
lato qualunque, come sarebbe 4C verso D, I’angolo_ oD,
che mediante un tale prolungamento viene a formarsi uorlx
del triangolo, dicesi esterno, e gli altri due A e B dentroh'a
triangolo, dei quali niudo & a;diacente al detto esterno, chia-

st inferni relativamgnte ad esso.

'mau |55 Teorema 4.° qu:l::’mglia t_riauyqlo, prodolto un lalo,
eslerno ¢ uguale as fnlerni presi assieme.
rwgdoDimostrazioﬁa.lDal vertice C dell’ angolo esterno DCB
(Fig." 33) si conduca la retta CE paraliela all opposio :iato
AB del triangolo 4 BC. L’angolo esterno DCE tra edue
parsliele CE, AB, sard eguale al suo interno corrispon ené

*te 4 (N."36); e I’ angolo ECB eguale al suo al\'.emol
(N.*37). E percid tulto I’ angolo esterno DC B sard eguale
ai due interni A e B presi insieme, come dovea qmostmm.

86. Teorema 2.° I tre d(::;yoli di qualunque triangolo som-
¢ insieme , equival a relli. o )
e Dimoslz;ionmel triangolo ABC (Fig. ‘54) si pro-
lunghi il lato AC fino in D. L’angolo AGB coll esterno suo
adiacente D CB formano la somma di due retti ( N.” 24);
percio all’esterno DCB sostituendo i due interni 4 e B eguali
ad esso (N.° 33 ), questi stessi uniti ad AC B eguaglieranno
la somma dei due retti.dDunque i tre angoli di qualunque
iangolo so ali a due retti. ‘
tmng_" Co:o‘l)la:zgou. Se un triangolo avrd un angolo retto, op-
pure un angolo ottuso, gli altri due saranno. mecessariamente
acuti, dovendo tulti tre insieme eguagliare:due retti.
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58. Quando um ¢ lo ha un angolo rettoYdicesi rei-
tangolo ; quando ha unﬁ:n"né;lo ottuso mmmngdo-
golo, se 11 abbia tutti tre acuti.
59. Teorema 5.° Ss ne triangoli ABC, DEF (Fig.* 56)
:;Imm;doithd i A ¢C ded primo eguaki ai due D od
y il lerzo B del primo sare al
o , - primo eguale
Dimostrasione. Poich i tre angoli 4, B, C del tria
ABC, eome i tre D, E, F del triangolo DEF formano
somma di due retti (N." 37); nom possono i due sagoli
4 e C essere oguali agli altri dve D ed F, sensa che il terso
B sia uguale al terso E. La cosa & per se stessa chiarissima.
60. I triangoli di simil fatta, nei quali ciod gli angoli
dell’ uno sieno eguali agli angoli corrispondenti dell’ altro,
- diconsi eguiangoli, siccome chiamasi equiangolo quel triangola
che ha tutti tre gli angoli tra loro eguali. ‘
64. Teorema 4.° In ogmi triangolo tsoscels APQ (Fig.' 57)
gli angoli interni alla base A ¢  sono equali; ¢ prolungando
sollo di essa ambi i lati, gli angols che ne risullano esteriormente
CAQ, RQA somo pure tra di loro ggmali.
Dimestrazione. 4 * Parte. Nel® base 40 sia D il punto
che la divide in due parti eguali. Si congiunga il to B
con P mediante la retta DP. Ne nascono due triangoli AP D,
DPQ che souo tra loro uguali, perché il lato 4P ia
P Q per dato del teorema; A D eguaglia DQ, supponendosi
D equidistante da A e O, e DP & comune sll’uno e all'altro

%

trisngolo. Dunque (N." 34) gli angoli 4 e 0, i quali si cor-

rispondono nei due triangoli eguali, sono anch’essi tra loro
eguali, cioé a dire i due nng:Eualh base del triangolo iso-
scele sono egoali. :
Dim. 2." Parte. Prolungato il lsto PAin C, e PQin R,
sath Fangolo C 4Q col suo adiacente 0 4 P egaale alla somma
di due retti; o per la stessa ragione RQ4 con AQP ugusle
anch’ esso a due retti. Togliendo ore da queste due somme
oguali i due asgoli interni alla base 4 e 0, resteranno uguali
tra loro i dome angoli CAQ, ROA, come dovea dimostrarsi.
62. Teorema 5. Se un triangolo As due angoli A ¢ Q
(Fig." 58 ) eguali, sars isoscele, ossia avris equsli anche i loki
AP, PQ, opposti ai due angoli eguali.
Dimostragione. Dal terzo angolo P si abbasi la rette
P D perpendicolare all’ opposto lato .4 Q. Ne' due triangolt

1
APD, DPQ Y angolo A egusglia I' angolo Q per dato del
teorema; i due angoli PDA, PDQ sono egusli, essendo retti,
perché formati dalla perpendicolare P D; dunque anche il
terro APD ( N.° 59) eguaglierd il terzo DP Q, e percid i
due triangoli saranoo equiangoli. Inoltre essendo ad essi co-
mune il lato DP, al quale sono adiacenti due angoli eguali
nell’uno ¢ nell’altro triangolo, ne consegue di piit (N.* 50),
che i due triangoli saranno tra loro uguali, e percio anche
il lato AP egusgliera il lato PQ suo corrispondente. Dungue
il triangolo APQ & isoscele (N.° 47). Cid che ece.
63. Teorema 6.° In ogmi triangolo al lato maggiore si op-
pone ['angolo maggiore, ¢ al lato winore I’ angolo minore.
Dimostrazione. Nel triangolo 4BC (Fig.* 59 ) sia il
lato A B waggiore di B C. Si tagli da AB la porzione BD
eguale a BC, e st congiunga il puoto D a C colla retta DC.
Cio fatto I’angolo BC D sara vguale all’angolo BDC (N.* 47);
ma |’ angolo BDC esterno & maggiore dell’ angolo interno
BAC (N 83); dunque anche I'angolo BC D, e molto pid
poi BCA sara maggiore dello slesso BAC; ma BCA ¢ l'an-
golo opposto al lalo maggiore 4 B; dunque al lato maggiore
si oppone sempre I'anngo maggiore, e quindi al lato minore
BC si opporra I’'angolo minore BAC. Cid che ecc.
64. Teorema 7.° Viceversa all’ angolo moggiore 1n qualungque
triangolo si oppone il lato maggiore, ¢ ab minore il lato minore.
Dimostrazione. Nel triangolo ABC (Fig." 40) sia €
I'angolo maggiore, dico che il lato B A sard maggiore di BC.
Perché se BA fosse eguale a BC, anche I'angolo 4 egua-
glierebbe 1' angolo C { N.* 62), il che & contro la supposi-
zione ; se B A fosse minore di BC, I'angolo C sarebbe mi-
nore di A (N.° 64); dunque essendo G )’ angolo maggiore,
il lato AB ad esso opposlo sard il maggiore, e percid all’an-
minore A, si opporra il lato minore BC. Cid che dovea
imostrarsi. i .
83. Corollario. Nel triangolo ottusangolo adunque il lato
maggiore sard opposto all’angolo otluso, ¢ nel rettangolo al-
I'angolo retto. Nel triangole rettangolo il lsto opposto all’an-
golo. retto, chiamasi époleassa, e i due lati formanti I’ angolo
l‘etfo%;lm;m cateli. I ; C (F P ‘
66. Teorema 8.° I's ogni friangolo DBC (Fig." 44) dus
laﬁnqam DB, DC,: presi amieme, sono maggiori del ter-
20 ‘ i
14
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Questo teorema che si rende chiarssimo dalla sola no-
ziope della lipea retta, si dimostra nel modo seguente:

Si prolunghi BD, e si faccia il prolungamento D A
eguale a D C, e poscia si congiunga A con C mediantejla retta
AC. Nel triangolo ADC I’ angolo D C 4 eguagliera I’ angolo
A, essendo il triangolo ger costruzione isoscele. Ma I’angolo
BC A ¢ maggiore di DC 4, perchéfil tutto é maggiore della
parte (Ass." 5); dunque BC A sara anche maggiore dell’ ap-
golo A vguale a DC 4, e percio il lato BA opposto all’ an-

olo maggiore BC A, sara maggiore del lato BC (N.° 63).
issendo poi B 4 eguale a BD pia DC, perche il prolunga-
mento D A si fece uguale a DC; ne couseguita che i due lati
B D, DC sono maggiori del terzo BC.

67. Dalle proprieta dei triongoli fin qui dimostrate, si
possono ricavare e dimostrare alcune verita intorno alle linee
perpendicolari, e sono le seguenti.

68. Teorema 4.° Da un punto delerminalo P (Fig.* 42)
preso fuori di una reltc AB, non si polra lirar su di essa che
una sola perpendicolare PQ.

Dimostrazione. Imperocche se si supponga che anche
P O sia perpendicolare, allora nel triangolo Q O sarebbero
retti i due angoli PQ O, POQ, il che ripugna (N.° 56);
dunque la sola PQ pud essere perpendicolare.

69. Teorema 2.° Di tutte le rette PB, PC, PH, ece.

( Fig." 43 ), che dal punto P si possono abbassare sulla setta
QR, la pit breve sara la perpendicolare PB.
' Dimostrazione. Poicheé PB & perpendicolare a QR,
condotta I'altra retta PC, si avrh il triangolo BPC. rettan-
golo in B, e percio I' angolo PC B acuto, cioc minore di
PBC; onde il lato PB sard sempre minore di PC, perche
oppesto all’ angolo minore PCB. Dunque la perpendicolare
PB ¢ la pin breve di tutte. ,

70. Teorema 3.° Se da un punlo qualunque della retta PO
che cade obbliguamente sulla DF (Fig.* 44) si abbassi sulla
stessa D F la perpendicolare P Q, quesla necessariamente cadris
dalla parte ddl’ angolo acuto PO Q.

Dimostrazione. Nel triangolo O P @ I'angolo PQO &
retto perché fatto dalla perpendicolare PQ. Dunque & impos-
sibile_che I angolo PO Q sia oltuso ( N.° 57 ); e percid la
perpendicolare P () abbassala dal punto P dell’obligua PO,
cade dalla parte dell’ angolo acuto PO F, non dalla partc
dell’ angolo ottuso POD. Cio che ecc.
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CAPO VI
Dei Quadrilateri e delle loro proprieta.

74. 1l quadrilatero ¢ uno spazio compreso da quattro
linee: esso dicesi piano, quando & descritto sopra un piano,
e se le linee che lo formano sieno tutte rette, dicesi retlilineo.

72. Un quadrilatero avente i lati opposti paralleli, chia-
masi parallelogrammo, come sarebbe p. e. BD (Fig." 43), nel
quale suppongo esser tra loro paralleli ilati BC, AD come
pure AB e CD. Se ha due soli lati paralleli, dicesi trapezio.

73. Anche nel parallelogrammo, come si disse del trian-
golo, sogliono i geometri prendere un lato qualunque, che
chiamano base, ¢ quindi misurano 1'altezza di esso mediante
una perpendicolare innalzata dalla base stessa al lato opposto
del parallelogrammo. Una retta poi condotta da un angolo
qualsiasi all’ altro opposto suo corrispondente p. e. AC, di-
cesi diagonale del parallelogrammo.

74. Teorema 4.° La diagonale divide il parallelogrammo in

due parti equali.
' Dimsostrazione. Nei due triangoli ABC, DC A (Fig." 43)
I"angolo B C A & egusle all’ angolo DAC, perche alterni fra
le stesse parallele BC, A D (N.° 57); per la stessa ragione
I'angolo BAC eguaglia DC A. Di piu il lato AC a cui sono
adiacenti i due angoli eguali & comune all'uno e all’altro
triangolo , e percio i due triangoli ABC, DAC sono tra loro
eguali. Dunque la disgonale 4 C divide il parallelogrammo
BD in due parti eguali. Cid che ecc.

78. Corollario. Essendo eguali i due triangoli ABC, DCA
anche i lati BC, BA del primo saranno eguali ai loro cor-
vispondenti DA, DC del secondo, e I'angolo compreso B
nell’uno eguale all’ angolo compreso D nell’ altro. Inoltre i
due angoli BAC, CAD presi assieme, ciod |'angolo BA D,
saranno eguali agli altri due BCA, ACD, ciot all’angolo
BCD. Che & quanto dire: in ogni paralellogrammo i lati ¢ gli
angoli opposti somo rispettivamante eguali.

76. Teorema 2. Se due linee parallele ed uguali AF, DB
(Fig.* 46) verranno congiunte alle loro estremits dalle due retle
AD, FB, gueste due relte saranno anch’ esse parallele ed equali,
¢ quindi tulte qualtro insieme formeramno wun parallelogrammo.

Dimostrazione. Si conduca la DF, e nei due triangoli
che ne nascono si avra il lato A F eguale a DB per dato
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del teorema, e il lato DF comune a tutti due. Di pit I an-
golo DF A compreso da AF e D F eguale all’angolo BDF
compreso da BD e FD, essendo tali angoli alterni fra le pa-
rallele AF, DB. Dunque i due triangoli sono eguali (N.° 49);
e percid auche il terzo lato A D eguale ad FB, e I’ angolo
ADF eguale a BF D sue slterno corrispendente ; cioé eguali
e parallele fra loro le due rette che congiungono le estremita
di due altre rette eguali e parallele. Dunque AB sarh un pa-
rallelogrammo. Che ¢ quanto ecc.

77. Teorema 3. Se uno dei quctiro cngoli di un paralle-
logrammo ¢ retlo, saranno relli aiche gli allri tre.

Dimostrazione. Nel parallelogrammo A D ( Fig.* 47 )
si supponga retto I’ angolo A. Poichi AB & parallela a CD
sara retto altresi I’angolo € dovendo 4 e C, che sono inter-
ni alla stessa parte, formare la somma di due retli (N.” 38).
Quindi sard retto pur anco 'angolo D opposto ad 4, cowme
pure I'angolo B opposto a C (N.® 75). Duunque tutli qualtro
gli angoli del parallelogrommo saranno retti.

78. Un parallelogrommo avente tutti gli angoli retti, di-
cesi reilangolo ; e sc il rettangolo avra tutli 1 loti eguali, chia-
masi quadreto (Fig. 48). Un perallelogrammo poi che abbia
1 lati eguali senza avere gli angoli retti, dicesi rombo (Fig.*49);
e romboide se non avrd né gli angoli retti, ne i lati eguah
(Fig.* 50).

79. Se nella disgonale AC (Fig." 51 ) di un parallelo-
grammo ABCD si prenda un punto qualunque P, e si fac-
ciano passare per esso due rtte, cioe O R parallela agli op-
posti lati BC, AD; e TS parallela agli altri due opposti lati
AB, DC: tutto il parallelogrammo ABC D, eome é chiaro,
verrd diviso in quatiro parallelogrammi minori, ciot AQPS,
PTCR, e QBTP, PSDR. Questi ultimi due che non sono
traversati della dingonale AC, chiamausi complementi del pa-
rallelogrammo ABCD.

80. Teorema 4.° I complementi di un parallelogrammo somo
tra loro equivalenti, cioe a dire contengono spazio eguale.

84. Avendo finora chiamate eguali quelle figure che han-
po rispetiivomente eguali i lali, gli angoli e le superficie, di-
remo cquivalenti quelle che hanno eguali solamente le super-
ficie, ossia che contengouo eguale spazio.

Dimgstrazione. Nel parallelogrammo intero ABC D
jra loro i due trisngoli ABC, ADG (N." 74).
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Parimenti nel parallelogrammo P T C R sono eguali i due
triangoli PTC e PRC; come pure lo sono AQP, ASP nel
perallelogrammo piccolo 4 Q PS. Pertanto levando dal trian-
golo A B G i due triangoli AQ P, PTC; e dal triangolo
ACD i due triangoli AP S, PCR, cioé levando quantita
eguali dall’uno e dall’altro triangolo, rimarranno i due com-
plementi QBTP, PRDS, che saranno tra loro equivalenti;
dunque ecc.

82. Due parallelogrammi diconsi posti fra le medesime
parallele, ed aventi la stessa allezza, quando due lati opposti
dell’uno e dell’altro si combinano in modo da formare due
linee perallele. La distanza poi di queste parallele sara I'al-
tezza dei parallelogrammi. Lo stesso dicasi di due triangoli
che avessero la loro base sopra la medesima retta, e Iangolo
verticale in un’oltra retta parallela a quella della base.

83. Teorema 5.° I parallelogrammi che hanno la stessa base
¢ la stessa cllezza, sono tra loro equivalendi.

Dimostrazione. Sieno i due parallelogrammi (Fig.* 52)
ABCD, AP QD aveali la stessa base AD e posti fra le me-
desime parallele BQ, AD. 1l lato BC del primo eguaglia il
suo opposto 4 1); per la stessa ragione P () eguaglia lo stesso
suo opposto A D (N.° 75); percio BC e P () sono eguali tra
loro (Ass."4.°). Ora levando dall’ uno e dall’ altro la porzione
PC, restera BP egusle a CQ. Cio falto restano i due trian-
goli BAP, CDQ, che sono eguali; perché il lato B P eguaglia
G Q per cosiruzione ; B A eguaglia C D perche lati opposti
nello stesso parallelogrammo; e per la stessa ragione AP egua-
glia DQ. Dunque i due triangoli BAP, C D avendo tutti
tre i lali eguali (N.°54) sono tra loro eguali. Onde aggiugnen-
do a}l‘ uno e all’aliro il quadrilatero, ossia lo spazio APC D,
ne risultera (Ass.* 3.%) il porallelogrammo A BC D equivalente
al parallelogrammmo AP Q Iy, come dovea dimostrarsi.

84. Se i porallelogrammi fossero disposti come nella Fi-
gura 33, la dimostrazione sarebbe presso che la stessa. Poiche
essendo tanto B C che P Q eguali allo stesso lato A D, me
segue che BC eguagliera PQ; quindi aggiugnendo all'uno e
all’altro la porzione CP si avra BP egusle a CQ. Ora con-
siderando i due triangoli BAP, CDQ che ne risultano, sara
facile dimostrare essere tra loro egusli; infatti i lati BP e
C 0 sono per costruzione eguali, e gli altri due 4 B, AP
eguali a CD e DQ perché lati opposti nel rispettivo paral-
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lelogrammo. Onde se da questi due triangoli eguali si tolga
il comune triangoletto C PR, rimarranno equivalenti i due
quadrilateri ABCR, RPQD. E ad ogouno di questi aggiu-
goendo I’ altro triangoletto AR D, ne risultera il parallelo-
grammo A BC D equivalente all’altro parallelogrammo APQD.
Cid che ece.
83. Egli & facile comprendere che per arguire la egua-
Elianza di due parallelogrammi non & necessario che essi ab-
iano la base e I'sltezza comune come nelle Figure gia di-
mostrate, ma basta che in essi e I'una e I'altra sieno eguali;
imperocche i parallelogrammi che hanno egual base ed egusle
altezza, possono sempre considerarsi siccome aventi la stessa
base e posti tra le medesime parallele.

Si abbiano infatti i due parallelogrammi 4 BC D,
EFGH (Fig*54), nel primo de’ quali la base 4 D sia
eguale alla base F G del secondo. S’ intendano disposti in
maniera che la base A D prodotta, si congiunga nella stessa
linea colla base FG. Egli ¢ evidente che avendo i due pa-
rallelogrammi eguale altezza, anche i lati BC ed E H opposti
alle basi saranno necessariamente nella stessa direzione, ciodé
a dire producendo BC finché si congiunga con EH , sard BH
paralleln ad AG. Tirando ora le rette AE, DH, le quali
congiungono insieme le estremitd delle due linee A D ed EH
che sono eguali e parallele tra loro, saranno anch’ esse eguali
e parsllele (N."76 ), e percid AE H D sara un parallelo-

mmo. Perché poi i parallelogrammi ABC D, AEH D
ono la base comune 4 D, e sono i fra le medesime
parsllele BH, A G, saranno equivalenti tra loro. Per la stessa
ragione i parallelogreammi E FGH, E H D A avendo la base
comune E H ed essendo collocati tra le medesime parallele,
sono tra loro equivalenti. Percio anche i parallelogrammi
ABCD, EFGH equivalenti ambidue al terzo AEH D, sa-
ranno essi pure equivalenti tra loro. Che ¢ quanto ece.
86. Teorema 6.° I (riangoli che hanno la stessa base ¢ la
slessa allezza, somo tra loro equivalenti.

Dimostrazione. Il triangolo 4 BC (Fig.* 35) & la meta
del parallelogrammo 4 DCB, perche la diagonale divide il
parallelogrammo in due parti ogusli (N.° 74); per la stessa
ragione il triangolo A B £ & la metd del paralielogrammo
A E F B. Ora essendo tra loro equivalenti i due paralello-
grammi , perché aventi base ed altezza comune ( N.° 83 ),
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saranno altresi equivalenti le due metd, cioé i due triangoli
AGBS,7AE B, com; si dovea dimostrare. :

, Teorema 7.° I triangoli aventi egual base ed equale al-

Dimostrazione. Sieno i due triangoli ABC, DE F
(Fig.* 56) pei quali la base A C sia eguale alla base D F,
e la distanza degli angoli verticali B ed E da esse basi sia
pure eguale. Tirando dagli angoli verticali 3 ed E le rette
BR, E () paralelle alle rispettive loro basi AC, D F; e cosi
pure dai punti 4 e D tirando le rette A R, D Q paraliele
ai lati opposti BC, E F, i due parallelogrammi che ne ri-
sultano a base ed altezza eguali, saranno tra loro equiva-
lenti (N.° 83); ma poiché i due triangoli ABC, D E F sono
la meta ogouno del proprio parallelogrammo ( N.°74), ne
segue che anch’ess saranno tra loro equivalenti. Cid che ece.

88. Teorema 8.° S¢ un triangolo ABC ed un parallclo-
grammo EFGH (Fig." 37) avranno eguali le bosi AC, EH,
ed eguale inolire I’ aliezza, il triangolo sari la meta del paralle-
logrammo.

Dimostrazione. Si tiri la diagonale FH nel parallelo-
grammo E FG H. Poiché i due triangoli ABC, E F H hanno
egual base ed eguale altesza, sorsnpo tra loro equivalenti
(N."87); ma il triangolo E F ¥ & la meta del parallelo-
grammo EFGH (N."74); dunque anche il triangolo ABC
sard la metd dello stesso parallelogrammo, come dovea di-
mostrarsi.

89. Teorema 9.° Se due triangoli A BC, DEF cquivalenti
tra loro (Fig." 58) avrasno le basi AC, D F eguali, avranno al-
tress eguali le allezze.

Dimostrazione. Le due basi AC, DF si dispongano
nella medesima_ rette P Q, e si voltino i triangoli verso la
slessa parle. Dico che la linea BE che congiunge i due an-
goli verticali B ed E sara parallela a P Q. Se B E non ¢& pa-
rallela a PQ, lo sia B M. Si prolungbi il lato DE del trian-
golo D E F finche incontri 1aiB M in M. Condotta ora la
reta M F, sarebbe il triangolo J) M F equivalente al trian-
golo AB C, perché aventi egual base, e posti fra le stesse
porallele (N.° 87); ma poiché ABC per dato del teorema
eguaglia DEF, ne seguirebbe (Ass.'4.°) che anche il trian-
golo DEF eguaglierebbe il triangolo DM F, il che ri
uon potendo una parte eguagliare il tutto (Ass.3.°). Dun-



»

24
que neppure la B M potrd essere parallels a P Q, e pereid
?:esarb la sola BE, I:l?a ocongiunge gli angoli verticali dei
due triangoli, che & quanto dire: due triangoli equivalenti,
se hanno egual base, avranno ancora eguale I’ altezza. Cio
che ecc.

90. Teorema 40.° Tulti gli angoli di wn gqualungue qua-
drilatero presi assiome, sono equali a qualiro vethi. >

. Dimostrazione. Nel quadrilatero 4 B C D ( Fig.* 59)
condotta da un angolo qualsiasi A la retta A C all’ opposto
angolo C, pe risultano due triangoli ABC, CAD, i sei an-
goli dei quali sono precisamente formati dai quattro angoli
del quadrilatero. Ma i tre angoli di ciascun triangolo valgono
due retti {N.* 36); dunque essendo i quattro angoli del qua-
drilatero eguali a due triangoli, formersnno insieme la somma
di quattro retti. Che & quanto ecc.

94. Teorema 44.° Tutti gli angoli di una qualungue fgura
reliilinea presi assieme formano tanii relti quanti sono i lati della
stessa figura duplicali, meno quatiro. ;

Dimostrazione. Sia la figura data ABCDEF (Fig.* 60);
entro al di lei perimetro si prenda ua punto a piacimento P,
dal quale si tirino tante rette PA, PB, PC ecc. a tutti gh
;:goli di essa. Ne risultano tanti triangoli questi sono i lati

a figara. Ciascuno di questi triangoli & uguale a due retti
(N.* 56 ); e poiche il namero de’ triangoli eguaglia quello
dei lati, ne segue che gli angoli di talti i triangoli compresi
dalla figura sono eguali ad ua numero di retti duplo del nu-
mero dei lati. Ma i detti triangoli hanno’ gli sngoli intorno
al punio P, che unili insieme formano la somms di quatire
refti (N.*28). Quindi i rimanenti situsti all’intordo del pe-
rimetro, che sono compresi dngli stessi angoeli della figura
eguaglieranno tanti retti, quanto ¢ il doppio del numero dei
lati, meno quattro. Percid anche tutti gli angoli di un quatun-
que rettilineo eguagliano tanti retli quanto ¢ il numero dei
lati di esso duplicsti, meno quattro.

92. Corollario 4." Pertanto data una figura rettilinea que-
lunque, se si duplichino i lati di esss, quindi se ne tolgano
qostiro, si avrd il numero dei retti a cui essa equivale. E se
?euo ‘numero si moltiplichi per 90, si otterrd, come & chiaro,
il ‘numero de’ gredi a cui equivalgono tutti gli angoli della
figura dala. ~ : :

93. Corollario 2.° Se la figura, o poligouo dato, sara re-
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F)hro, ‘poiché in questo caso tutti gli angoli di esso sono tra
oro eguali, si avra facilmente il numero de’ gradi di ciascon
angolo, dividendo ciod la somma dei gradi di tutti gli angoli
insieme pel numero degli angoli stessi.

94. Teorema 42.° Tulti gli angoli esterni formati all n-
torno di un rellilineo qualunque dal prolungamento verso la stessa
parte di ciascun lato di esso (Fig.” 64), formano, presi assieme,
la somma di qualiro retii.

Dimostrazione. Ciascun angolo esterno p. e. O BC unito
al suo interno adiacente C B A, forma la somma di due retti
(N.” 24). Percid tutti gli esterni unitamente ai loro interni
equivalgono a tanti retti quanti sono gli angoli, o i lati della
figura duplicati. Ma tale pur anco era il valore degli angoli
formati intorno el punto P (Fig.* 60) uniti agli stessi angoli
interni del perimetro del rettilineo; dunque tanti retti valgono
gli angoli formati all’esterno del rettilineo, quanto quelli che
stanno- intorno al punto P, vale a dire la somma di quattro
retti ( N.° 28). Cio che ece.

93. Teorema 43.° Il quadrato ABCD (Fig.* 62) formato
sopra [ ipotenusa A B del triangolo rettangolo AQ B,z uguale ai
quadrati AMNQ, QBPF formali sopra i due cateti AQ), QB,
vale a dire comprende eguale spazio di essi.

Dimostrazione. Dall’angolo retto Q del triangolo 4B
si conduca la retta QO parallela ai lati opposti 4 D, BC la
quale tagli gli altri due lati 4B, DC pei punti R ed O, in
modo che il quadrato ABCD verra diviso ne’ due rettangoli
ADOR, BCOR (N.°78). Si congiungano ora insieme i due
gugm A. e P colla retta AP, come Q e C colla retta QC.

oiché i due angoli AQB, BQF sono retti, essendo I'wno
angolo di un quadrato, I'altro del triangolo supposto rettan-
golo in 0, ne segue che le due livee FQ ed 4 @, si potranno
considerare come una sola linea retta (N." 27). Essendo poi
QF., e percid anche A Q parallela-a -BP, il triaugolo 4B P
ed _1l quadrato BQF P avranno la basé comune BP e la me-
desima altezza; percid il triangolo A B P sara-da meta del qua-
drato B Q FP (N.°88). Per la stessa reghone il triangolo
C OB avendo la base BC comune col rettangolo ORBC, ed
essendo posto tra le stesse parallele 0Q, CB, sarh la metd
di esso rettangolo. Ma i due triangoli AP B, C QB sono tra
loro eguali, perché il lato B P del primo eguaglia il Jato B @
del secondo, come pure B A eguaglia BC, essendo lati rispet-
'k
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tivamentc dei medesimi quadrati. Di piti I'angolo A BP vom-

dai due lati 4B, BP nel primo & uguale all’ angolo
QBC compreso dai lati BQ, BG corrispondenti ed uguali nel
secondo, perché si 1'uno che I’ altro & composto di un an-
golo retto del rispettivo quadrato pi il comune angolo acuto
AB (. Percid se sono tra loro eguali i due tmngol.n che sono
la metd, il primo, cioé APB, del quadrato ?QF}’, it secondo,
cioc BQG, del rettangolo B COR, anche i tatti, vale a dire
il quadrato B Q FP ed il rettangolo BCOR saranno tra loro

hi.

N Nello stesso modo e con eguale costruzione si prova
che il quadrato 4 M N Q & uguale al rettangolo ADOR. Onde
ne conseguita che tutto lo spazio compreso dal quadrato ABCD
fatto sopra I'ipotenusa A B & uguale allo spazio compreso dai
due quadrati BQFP, AMNQ fatti sopra i cateti AQ e BQ,
come dovea dimestrarsi. ) )

96. Le figure aventi piu di quatlro lati, chiamansi con
termine generale poligoni; in ispecie poi dicousi pentagoni se
sopo composte di cinque lati; esagoni se di sei; elagoni se
di sette; oftageni se di otto, e cosi via via.

Il poligono poi chiamasi retlilineo, ed anche piano se
sia formato da linee rette. Ogai figura poi rettilinea avente
tutti i lati e totti gli angoli rispettivamente uguali, dicesi re-
golare, od ordinata e in caso diverso srregolave. 11 triangolo
equilstero adunque ed il quadrato saranno da noversrsi tra
le prime figure regolari. Ogni altro triangolo non equilatero,
e tutte le figure di quattro lati, le quali da alcuni chiamansi
anche col nome di frapezi, dovranno mettersi tra le figure

irregolari. :
CAPO VI
Di alcune proprieti del circolo.

97. Dalla formatione del circolo, che noi sbbiamo in-
dicata (N."7), & facile a comprendersi come esso possa de-
finirsi. 1l circolo & una figura piana, nella quale avvi un
punto egualmente distante da tutti i punti del suo perimetro,
oesia- circonferenza.

98. Se fuori del circolo sia tirata da un punto qualunque
upe reita in modo che essa tocchi la di lui periferia senza
punto intromettersi nel cerchio stesso, una tal retta chiamasi
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langente del circolo. Pertanto la retta A B (Fig." 63) sarh la
tangente del circolo DE F. La retta B E invece | dicesi se-
gante, perché s’ intromette pel cerchio segando la periferia.

poi chiaro che il punto del contatto della tangente colla
periferia deve essere uno solo, si percheé le linee non hanno
che lunghesza, si perehé la natura della curva circolare ¢ tale
che due punti di essa non possono mai trovarsi nella mede-
sima direzione (N.° 4 e seg.).

99. Teorema d .° Se all’ estremits B del raggio CB (Fig.* 64)
s innalzi la perpendicolare T Q, questa sari tangente del circolo.

Dimostrazione. Da un qualunque punto 4 preso a de-
stra o a sinistra della perpendicolare T @ si tiri una retta al
centro del cerchio. Il triangolo C BA che pe risulta sara ret-
tangolo in B essendo T Q perpendicolare a CB, e percid il
lato C A maggiore di CB (N.°63). E poiche CA perte an-
ch’esso del centro, dovrd pecessariamente sortire dalla peri-
feria e quindi il punto 4 si troverd sempre fuori del cerchio.
Il che verificandosi in tutti punti della retta TQ, eccettuato
il punto B, ne segue che la T'Q tocchera il cerchio nel pun-
to B solamente, e quindi sara tangente di esso. Cid che ecc.

400. Peorema 2.° Se la linea T Q (Fig.* 64) sia tangente
al cerchio , conducendo al punto di contatto B il raggio CB,
quesio sars perpendicolare alla tangente.

Dimostrazione. Si supponga che CB non sia perpen-
dicolare a T 0, ma lo sia invece C A. Poiche il punto del
contatto, da cid che si & detto (N.° 98), ¢ unico, ed & nel
caso nostro il solo B, necessariamente dovrd la retta CA in-
contrare la tangente T Q nel punto A fuori della periferia
del circolo. Percid nel triangolo CB A il cateto C A sarebbe
maggiore dellipotenusa CB, il che ripugna (N.° 63). Dunque
ripugnerd egualmente che il raggio C B condotto al punto
del contatto B della tangente TQ non sia ad essa perpendi-
colare. Dunque ecc.

_ 404, Teorema 5.° Fra la tangente TA (Fig.' 65) ¢ la
periferia. AB mon & potri tirave aloun’ aliva langente pel punto
di contatlo A senza che essa entri dentro ol circolo.

Dimostrazione. Se la retta Q 4 tirata al punto 4 in
cui la tangeate T'4 tocea il cerchio, non entrasse nel cerchio,
sarehbe anch’essa tangente di esso; percio condotte il raggio
CA, sarebbero retti ambidue gli ‘sngoli CAT, CAQ (N.°100),
€ quindi tra loro eguali, il che ripugna, perche QA C ¢ una

~
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parte di T A C. Dunque ¢ impossibile che (4 sia taogen-
te, onde necessariamente tagliera la periferia ed entrerd nel
cerchio.

402. Corollario. Determinato- che sia un punto nella pe-
riferia di un cerchio, non si potra condurre ad esso che una
tangente sola, dovendo tutle le altre necessariamente segare
il cerchio.

403. Teorema 4.° Se dal medesimo punio P si tirino due
tangenti PA, PB allo stesso cerchio (Fig." 66) -esse saranno ira
loro eguali.

Dimostrazione. Dal centro C si tirino al punto di con-
tatto delle due tangenti i raggi CA, CB, e si congiungano
i punti 4 e B colla retta 4B. Gli angoli CAP, CBP sono
eguali tra loro perche retti (N.” 400). Cosi pure gl angoli
CAB, CBA sono eguali perché posti alla base di un tnan-
golo isoscele. Percio se dall’ angolo C AP si tolga CAB, e
dall’ angolo C BP si tolga GBA, resteranno uguali tra loro
i due angoli PAB, PBA (Ass." 3.°) onde il triangolo BAP
sard isoscele anch’ esso, e quindi eguali tra loro i due lati,
ossia le due tangenti P A, P B, come dovea dimostrarsi.

404. Due circoli diconsi tangenti vicendevolmente I'uno
dell’altro, allorché sono disposti in modo, che o dalla parte
esterna o dalla parte interna le due periferie i toccano:senza
segarsi, come si vede nella figura 67 e 68. I poi manifesto
che il contatio non pud accadere che in un punto solo, non
avendo la linea delle due periferie che la sola dimensione
della lunghezza.

403. Teorema B.° La retla che congiunge i centri di due
circoli che si toccano o inlernamenie o esiernamenie, passerd an-
che, prodoita che sia, pel punto del loro contatio.

Dimostrazione. 4.° parte. 8i tocchino primieramente
i due cerchi dalla parte interna nel punto 4 (Fig." 67), e
sia C il centro del circolo maggiore, D del minore. Si sup-
ponga. che la retta CD condotta pei loro centri, cada fuori
del punto di contatlo A, seghi la periferia ABE nel punto
B e arrivi a toccare la periferia AF T nel punto F. Dei due
centri C e D si tirino al punto di contatto 4 i due raggi
GCA, DA. Nel triangolo CD A che ne risulta i due lati CD,
DA presi assieme sono maggiori del tergo CA (N.»66). Ora
CA egnaglia CF perché raggi dello stesso cerchio; dunque
anche G D, D A saranno maggiori di G F. Ma DA eguaglia
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DB porchd raggi dello stesso cerchio AB E; dunque essendo
C D e D A maggiori di C F, ne seguirebbe che C D'e DB
sarebbero anch’essi maggiori di CF, la quale cosa & impos-
sibile, non potendo una parte né eguagliare, né superare il
tutto. Dunque sard pur anco impossibile , che la retta C.D
che conginoge i ceutri dei due circoli tangenti non passi pel
punto del loro contatto.

2.* parte. Si tocchino ora i due circoli al di fuori
(Fig. 68). Fatta la costruzione , come nella dimostrazione
antecedente, avremo pel triangolo risultante BCR i due lati
CB, BR maggiori del terzo G R. Perché poi CB eguaglia CO,
ed R B eguaglia R D, essendo raggi dei loro rispettivi cerchi,
pe seguira che C O e DR saranno anch’ essi maggiori dello
stesso C R; il che ripugna , essendo patente che CO e DR
sono una parte soltanto di C R. Ripugna percid egualmente
che la retta CR che unisce i due centri dei circoli passi fuori
del punto di loro contatto B. Cio che ecc.

406. La corda, come si disse al N.° 9, & quella retta che
parte da un punto interno della periferia ¢ va ad un altro
qualunque di essa senza passare pel centro del circolo. Tale
si ¢ la retta DE (Fig.* 69), la quale divide il cerchio in due
segmenti I’uno. A maggiore, I'altro B minore.

407. Teorema 6.° Se la retta CB (Fig." 70) condotta dal
cetitro sulls corda DE la divide in due parti eguali, sard per-
pendicolare alla corda stessa. .

Dimostrazione. Dal centro C si conducano alle estre-
mitd della corda i raggi CD, CE. Nei due triangoli risultanti
CBD, CBE il lato CD del primo eguaglia C E del secondo,
perche raggi del medesimo cerchio, B D eguaglia B E per sup-
posto del teorema, CB & comune a tutti due; dunque i due
triangoli sono eguali, e quindi avranno eguali pur anche gli
angoli opposti a' lati eguali. Percid I’ angolo C B D nel primo
sard eguale al suo corrispondente C B E nel secondo (N.° 54 ).
Ma questi due angoli essendo adiacenti alla stessa linea de-
vono eguagliare la somma di due retti (N.° 24); dunque se
sono eguali , come si & dimostrato , saranno ambidue retti,
che ¢ quanto dire la retta CB, che condotta dal centro alla
corda la divide in due parti eguali, necessariamente sara per-
pendicolare alla corda stessa.

. 408. Corollario. Se la retta C:B non dividesse la corda
in due parti eguali , nemmeno i due triangoli DBC, GB £
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potrebbero essere tra loro eguali. Quindi perché si possa con-
chiudere che la GB & perpendicolare alla corda, & indispen-
sabile la condizione che la corda venga da essa divisa in due
arti eguali. Pertanto il teorema anteeedente si pud anche
mvertere nella seguente maniera.

409. Teorema 7.° Se la relta CB (Fig." 70) condolta dal
centro alla corda DE, sara ad essa perpendicolare, la dividera
aliress in due parti eguali. '

: Dimostrazione. Condotti i due raggi CD, CE come
nella dimostrazione antecedente, essendo CB perpendicolare
a DE pei due triangoli risultanti CDB, ECB saranno eguali
i due lati CD, CB del primo ai due CE, CB del secondo,
come & chiaro; di pin I’angolo in B opposto al lato mag-
giore eguale nell’ uno e neli’ altro perche retto ; dunque i
due triangoli sono eguali tra loro (N.’ 52); e percio anche
il lato D B eguagliera B E, cioé la cords sard divisa in due
parti eguali dalla perpendicolare C B. Cid che ecc.

440. Teorema 8.° Nel medesimo cerchio, ¢ in circoli equali
ad archi eguali corrispondono corde eguali: e viceversa & corde
eguali s oppongono archi eguali.

Dimostrazione. 4.* parte. Suppongansi eguali gli archi
AB, DE (Fig." 74). Guidati come sopra i raggi AC, CB e
cosi pure C D, C E tutli fra loro eguali , ne risulteranno
eguali altresi i due angoli da essi raggi intercetti, perché mi-
surati da eguali archi; dunque anche i due triangoli BAC,
C DE saranno eguali, e percio il lato AB eguagliera il suo
corrispondente D E; cioé le due corde AB, D E opposte ad
archi eguali saranno pur esse eguali. Cio che ecc.

2." parte. Sieno eguali tra loro le due corde 4B,
DE. Tirati i raggi CA, CB, come pure CD, CE alle estre-
mith di esse, i due triangoli risultanti A CB, DC E sa-
ranno eguali perché aventi i tre lati dell’uno eguali ai tre
lati dell’ altro, e percio anche i due angoli tra loro corri-
spondenti A CB, DCE egali (N.° 84 ); ma poiché angoli
eguali sono misurati da archi eguali, sard I' arco 4B che
corrisponde alla corda 4 B eguale all’ arco D E che corri-
sponde alla corda DE; e percid a corde eguali corrispondono
archi eguali.

444. Teorema 9.° Nel medesimo circolo, e in circoli eguals,
le corde eguali somo egualmente distanis dal centro; e viceverss
le corde che sono egualmentc distasti dal contro, sono ira loro
equali.
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~_Dimostrazione. 4." parte. Sieno eguali le corde AB,
DE (Fig"72). Dal centro C si conducano le perpendico-
lari €O, CQ alle corde stesse, le quali verranno percio di-
vise in due parti eguali nei punti Q ed O (N.° 109). Sic-
come poi erano eguali i tutti, ciod le due corde AB, DE,
saranno altrest eguali tra loro le due meta, cioe A0, D Q.
Ora si tirino i raggi C 4, CD; e poiché nei due triangoli
risultanti il lato €A eguaglia C D, il lato O A eguaglia D,
e di pii 'angolo AOC eguaglia I'angolo DQC perché am-
bidue retti, saranno essi triangoli eguali, e quindi anche il
terzo lato CO eguagliera C(, che ¢ quanto dire le due corde
AB, DE sono egualmente distanti dal centro.
: 2. parte. Sieno ora le corde AB, DE egualmente di-
stanti dal centro C, dico che saranno eguali. Posta la co-
struzione antecedente, i due triangoli ACO, DQC saranno
tra loro eguali, essendo CO eguale a CQ, CA eguale a CD,
e I' angolo A OC eguale all'angolo D QC. Percio anche il
terzo lato A O eguale al terzo D Q. Ma siccome A0 e DQ
sono le meth delle corde ( N.° 409 ), quindi anche i tutti
cioé le corde 4B e DE saranno tra loro eguali, come dovea
dimostrarsi.

442. Teorema 40.° Se la linea CD (Fig."73) sara per-
pendicolare alla corda AB, ¢ la divida in due parti equali AD, '
D B, essa passeri mecessariamente pel centro del circolo.

Dimostrazione. Suppongasi che il centro C non si trovi

nella linea CD, ma fuori di essa p. e. in E. Condotta la retta
E D, sard questa perpeudicolare ad AB (N.°107), e percid
formera I'angolo E DB retto; ma essendo per dato del teo-
rema anche CJ perpendicolare ad AB, sar relto altresi C DB;
e percid ne conseguiterebbe che i due angoli CDB, E DB
sarebbero eguali, il che ripugna, non potendo una parte egua-
gliare il tutto. Dunque non puo la retta E D passare pel cen-
tro del circolo; e resta quindi che vi pessi la sola C D, che
divideva la corda 4B in due parti eguali. ‘
. 443. Chiamasi angolo al centro o centrale quello che ha
il vertice al centro di un circolo, e le estremita delle sue gam-
lte a due punti qualunque della periferia, come sarebbe p. e.
Vangolo ACB (Fig."74). Chismasi poi eccenirico se sbbia il
vertice fra il centro e la periferia, come 4 DB: e dicesi cir-
coscritto ge abbia il vertice fuori della periferia, e le gambe
weislenti ad un arco qualunque, oppure tangenti al cerchio
stesso. Tali sono gli angoli AOB, QO P (Fig 74).
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444. Dicesi angolo alla periferia o insoritio alla periferia
quello, che ba il vertice alla periferia di un cerchio; e le
estremita delle gambe a due a)ltri punti qualunque di essa,
“come 'angolo ADB (Fig.'73). ] ‘
115, gl())ue o piu (angoli diconsi insistents allo stesso arco

di circolo, ovvero formats nello slesso segmento, uando tutte le
loro gambe si combinano alle due estremita della medesima
corda, come gli angoli 4, B, C (Fig. 76), i quali avendu E,l'
loro vertici alla periferia del segmento maggiere D ABC
insistono colle loro gambe 'alle e;)tr;:glth della corda DE,
ossia all’arco o segmento minore . o

Anche I’ angolo C al centro (Fig.* 77), dicesi insistere
allo stesso areo di cerchio coll’ angolo D alla riferia , e
le gambe dell’uno e dell’ altro si combinino alle estremitd
della stessa corda A B, il che pud accadere in tre differents
maniere rappreseniate dalle figure 78, 79 e 80.

446. Teorema 44.° L' angolo ol ceniro & sempre doppio

dell’ ongolo alls periferia insistente allo siesso arco di cerchio, oo

Dimostrazione. Sieuo primieramente i due angoli di-
sposti in modo, che la gamba 4B (Fig.* 78) dell'angolo alla
periferia si combini colla gamba CA dell’ angolo al centro.
L’ angolo esterno A C D eguaglia i due interni B e D (N.’ 33).
Ma i due angoli B e D sono eguali tra loro, perche situati
alla base del triangolo isoscele BC D, essendo CB egusle a
CD; dunque }'angolo ACD sara doppio del solo angolo B;
ciot I’angolo al centro doppio dell’ angolo alla penl:er:a.

Sieno ora i due angoli disposti come nella Fig. 79.
Dal vertice D dell’ angolo alla periferia si tiri_una retla che
passi pel centro C e che prodotta tocchi la periferia nel pun-
to Q. I due triangoli risultanti 4CD, BC D saranno isosceli,
com’¢ chiaro; percio I'angolo esterno QCA sar? doppio del-
Pangolo interno ADC; e per la stessa ragione l,esternoﬂcg
sara doppio dell’interno BDC; dunque tatto 3angolo ACB,
ossia I’angolo al centro, s;ar& doppio di tutto I'angolo ADB,
cioé dell’angolo alla periferia. )

Sieugo ﬁnalmenpt: i due angoli disposti in mamera’che
une gamba dell’ angolo alla periferia tagli una gamba dell’an-
golo al centro, come nella figura 80. e

Pei due vertici degli angoli si conduca la retla \
che prodotta tocchi la periferia in Q. Essendo il triangolo
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BCD dsoscele perché CB eguaglia CD, I'angolo esterno BCQ
sard doppio dell'interno BDC (N.°B3). Per la stessa ragione
essendo C A eguale a C D, il triangolo ACD sard esso pure
isoscele, e quindi I’ angolo esterno AClQ sara doppio dell’in-
terno A DC. Ora se dall’ esterno QC B doppio dell’ interno
BDC si tolga la porzione QCA, e dall'angolo BDC si tolga
la porzione CDA, che & la metd di QCA, restera, per I'as-

~ sioma ottavo, I’angolo 4 CB doppio dell’angolo ADB, vale

a dire I' angolo al centro doppio dell’ angolo alla periferia.
Portanto qualunque sia la disposizione di tali angoli
sempre si verifica che 1" angolo al centro ha doppio valore
dell’ sngolo alla periferia.
447. Teorema 412.° Gli angoli inscritti nello stesso segmento
di circolo, sono tults eguali tra loro, e ciascuno & composto della
mets dei gradi dei quali e composto Iarco di cerchio a cui in-
sistono.

Dimostrazione. Il segmento nel quale si formano gli
angoli ‘) essere O maggiore, O minore, o eguale ad un se-
micircolo. Suppongasi primierathente maggiore, p-e. EABDF
(Fig." 81), e in esso sieno posti gli angoli alla periferia A,
B, D iusistenti all’arco EGF. Si faccia I'angolo € al centro
insistente allo stesso arco EGF. Ciascun angolo A, B, D alla
periferia & la meta dell’ angolo C al centro; dunque sono
que’ tre angoli fra loro eguali. Essendo poi 1" angolo € al
centro misurato dall’ arco E G F, vale a dire costando di
tanti gradi di quanti costa I'arco stesso, ne segue evidente-
mente che ognuno dei tre angoli 4, B, D costera della meta
dei gradi dell’ angolo C al centro; ossia dell' arco EG F a
cui insiste.

Suppongesi in secondo luogo che gli angoli sieno for-
mati nel segmento minore FBG ( Fig.* 82 ), nel quale sia
formato I’ angolo FBG. Da esso angolo B si conduca il dia-
metro BCD, e si tirino i raggi C F, CG alla estremita della
corda FG. L’angolo interno FBC & la meta dell’esterno FCD,
e cost pure I'interno G BC & la mety dell’esterno GCD, che
¢ quanto dire: tutto I'angolo FBG ¢ la meta dei due angoli
FCD, DCG presi aggeme.

Si formi ora Hello stessy segmento FBG un altro an-
golo qualunque 4 insistente alla stessa corda FG, e dal punto
A4 si conduca il diametro 4 CE. Cio fatto sara I'angolo in-
terno FAC la meta dell esterno FCE, e I'interno GAC lo

15
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meta dell’ esterno GCE, ossia tutto I’ angolo FAG sard la
meta dei due FCE, EC G presi assieme. Ma i due angoli
FCE, EC G hanno lo stesso valore degli altri dve FC D,
DCG percht misurati dallo stesso arco di cerchio F DEG;
dunque resta che anche i due angoli FAG, F BG che sono
la meta di essi, sieno tra loro eﬁuali, e percid saranno tra
loro eguali gli angoli alla periferia , sebbene formati nel
segmento minore. :

Siccome poi tanto i due angoli FC D, DGG, quanto
gli altri due FCE, ECG valgono il numero de’ gradi del-
Parco FDG dal quale sono misurati: ne seguira che ciascuno
degli angoli formati el segmento FBG eguagliera la meta
dei gradi dell’ arco F DG a cui insiste, come dovea dimo-
strarsi.

La stessa dimostrazione vale, se il segmento nel quale
sono formati gli angoli fosse un semicircolo, il che & facile
a conoscersi.

A48. Corollario 4.° L angolo formato in un semicerchio,
sard retto, perché insistendo®ad un arco di 480 gradi, deve
valere la meta di esso, cioe 90 gradi ( N.° 447).

449. Corollario 2.° L'angolo formato in un segmento mi-
nore di un semicerchio, sarh ottuso, perché insistendo ad un
arco che vale pia di 480 gradi, esso angole che ne deve va-
lere la meta, superera necessariamente 90 gradi.

420. Corollario 3.° L’ angolo formato in un segmento
maggiore di un semicircolo, sara acuto, perché insiste ad un
arco che vale meno di 480 gradi; onde la meta che cosli-
tuisce il valore di esso, sard minore di 90 gradi.

A24. Corollario 4.° In qualunque quadrilatero inseritio
ad un cerchio, cioé che abbia tutti i suoi angoli alla peri-
feria di un circolo, saranno i due angoli opposti eguali alla
somnma di due retti.

Perché I’ angolo A (Fig.* 83) vale la meth dei gradi
dell’arco BCD a cui insiste (N.° 447 ) ; parimenti I'angolo C
vale la metd dei gradi dell’arco BAD; dunque tutti due in-
sieme gli angoli 4 e C equivalgono alla mety della circon-
ferenza, ossia formano 4180°, cioe dug angoli retti.

Lo stesso dicasi degli altri du® B e D. Sono dunque
i due angoli opposti di un quadrilatero avente tutti i suoi
angoli alla periferia di un cerchio eguali alla somma di duc
retti. Cio che ece. .
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422. Teorema 43.° L’ angolo eccenlrico ha per misura
b arco conipreso tra i swoi lati pis la mela dell’ arco compreso
tra i suoi lati prolungali oltre il suo verlice.

Dimostrazione. Sia I’ angolo eccentrico QxS (Fig. 84)
i di cui lati Oz, Sz si prolunghino fino alla periferia in VeP,
e si tiri la PQ. L'angolo z =r— o (N.” 33); ma I'angolo
r & misurato da %30S, e 'angolo o da s PV (N.° 147);
dunque I' angolo eccentrico QxS eguaglia la mety dell’arco
QS piu la mets dell’arco PV, come dovea dimostrarsi.

423. Teorema 44.° L angolo circoscritto ad un cerchio ¢
misurato dalla mela dell arco concavo meno la mela dell’ arco con-
vesso compreso (ra i suoi laty.

Dimostrazione. Sia I"angolo circoscritto QA4S (Fig."85).
Se dall’ estremita Q del lato A4 Q si tiri Qu al punto ove
I altro lato AS taglia la periferia, nel triangolo QuA si avra
I’ angolo esterno r eguale ai due interni 4 e 0, ciot r=0+ 4
(N.°53). Quindi sard ancora A=r— Q; ma r="130§,
Q==1)g6 z; dunque A= 1,08 —1uz; che ¢ quanto ecc.

La dimostrazione sarebbe la stessa se I'angolo invece
di esser formato da due segaoti, risultasse da una segante e
da una tangente come MOP (Fig.* 85), o da due tangenti
come MOT.

424. Se dal punto P (Fig.' 86) in cui la tangente T4
tocca il cerchio P O Q si tiri la corda P D, oguuno dei
segmenti POD, P QD dicesi alterno, se si paragoni all’an-
golo fatto dalla tangente e dalla corda alla parte opposta.
Percid il segmento PO D sard slterno relativamente all’ an-
golo DP 4; e cosi pure il segmento D QP sara alterno re-
lativamente all’ ungofo hPT.

425. Teorema 43.° L angolo fatto dalla tangente colla
corda ¢ sempre eguale all angolo fatto nel segmento alterno.

Dimostrazione. Dal punto di contatto P si tiri una
retta che passi pel centro C e vada a toccare la periferia
in 0, la qual retta, com’¢ chiaro, sard diametro, e percio
perpendicolare alla tangente T4 (N.” 100). Pertanto i due
angoli APD, DPO formano un agolo retto. Si congiunga
il punto D con O. Nel triangolo risultante P OD, 1'angolo
ODP & retto perche insile ad un semicircolo (N.° 418 );
onde gli altri duoe OPD, DO P presi insieme eguaglieranno
anch’ essi la somma di un retto (N:* 56 ), e percio saranno

eguali ai due primi DPA, DPO. Ora togliendo dagli unie
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dagli altri il comune angolo DP O, resterd I’ angolo DP 4
eguale all’angolo PO.D, cioé I’ angolo fatto dalla tangente
colla corda eguaglia I'angolo fatto nel segmento alterno.

Si faccia ora un angolo qualunque ( nel segmento
DQP, dico che esso sara eguale all’angolo DP T. Imperoc-
ché i due angoli Q ed O insistendo a tutta la periferia, co-
stano della meth dei gradi di essa, cioé di 180 gradi, e per
cio saranno-eguali ai due angoli DPA, DP T anch’essi e?lui—
valenti a 480 gradi perché adiacenti. Quindi se dai primi due
0 e (, si levi I'angolo O, e dai due secondi DPA, DPT
si levi D P A che & uguale ad O, rimarranno eguali i due
angoli Q e DPT, vale a dire I’angolo fatto dalla tangente
colla corda egualc all’ angolo fatto nel segmento alterno.
Essendo poi tra loro eguali tutti gli angoli fatti nello stesso
segmento, ¢ manifesto che cio che si disse dei due 0 e Q
vale altresi per qualunque altro.

CAPO VIIL

Di alcuni problemi, la soluzione dei quali ¢ appoggista
alle leorie finora spiegate.

426. I problemi di geometria consistono principalmente
nelle costruzioni; vssia in cerle operazioni necessarie a farsiy
onde si possa conseguire cid che st domanda. Sonovi alcune
costruzioni di lor natura si facili e semplici de non poterne
assegnare una ragione geometrica. Egli ¢ quindi che i geo-
metri ritengono potersi queste mettere in esecuzione a piaci-
mento, e quando lo richiegga il bisogno. Essi pero sogliono
cid domandare mediante alcune proposizioni, che ordinaria-
mente premettono ai problemi da risolversi, le quali propo-
sizioni 0 domande ricevouo percio il nome di postulati. I po-
stulati di cui si fa uso nella Geometria elementare a quattro
principalmente possono ridursi, ciod:

4.° Che dali due punti sia concesso di tirare dall'uno
all’altro upa linea reita.

2.° Che fissato un punto sia concesso di far centro in
ess0, e descrivere un cerchio che abbia il raggio eguale ad
una data relta,

5.° Che data una relta qualunque 4 B (Fig.* 87), essa
s possa produrre da qualsivoglia parte finché divenga eguale
ad un’altra linea data P maggiore di essa. Cid si ottieue,
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com'¢ chiaro, facondo centro p. . nell’ estremita 4 della data
AB, e coll'apertura di compasso eguale a P descrivende la
periferia FG, e poscia prolungando la AB per la stessa dire-
sioge finché arrivi a toceare la periferia descritta nel punto B.

4.° Che sopra una data retta C D (Fig.* 88) si possa
prendere la porgione C O eguale ad un’altra lipea FG mi-
nore della data; e questo si-ottiene facendo centro in una
delle estremita C della data maggiore, e col raggio CO eguale
alla minore FG descrivendo un cerchio, il quale tagliers la
porzione C O eguale alla minore FG, come si voleva.

Gid premesso, veniamo ai Problemi.

427. Problema 4.° Dividere una data retta AB (Fig.* 89)
8 duc parti eguali.

Soluziove. Si faccia centro nella estremita A , € con
un raggio qualunque AC, non minore perd della metd della
data retta, si descriva un cerchio; poscia facendo centro nel-
I'altra_estremith B si descriva col raggio stesso un altro cer-
chio. I due cerchi descritti si segheranno nei punti D e C.
Congiunti ora insieme questi due punti con una lines retta,
essa segherd la data A B in due parti eguali nel punto E.

Dimostrazione. Tirati i raggi AC, 4D, BC, BD, i
quali sono tra loro eguali, perché repgi di cerchi uguali, i
triangoli risultanti ACD, BC D avendo i due lati AC, AD
e BG, BD uguali, e il terzo CD comune, ssranno tra loro
eguali; e percid anche I'angolo AC D nel primo eguale al
suo corrispoudente BCD nel secondo. Quindi saranno eguali
ancora i due triangoli ACE, BCE perché aventi i due lati
CA, CE e CB, CE eguali, ed uguali pur anco gli angoli
rispettivi compresi da essi lati; onde il terzo lato AE egua-
gliera EB; e percid la retta AB & stata divisa nel punto E
n dt:ezs parlii %gluali, come dovea farsi.

- Problema 2.° Dividere un a reltilineo
i due parli eguali. ngolo rabages

Soluzione. Sia ACB (Fig.* 90) I’ angolo da dividersi.
Fatto centro in C si descriva un circolo qualunque che tagli
le gam_be dell’ angolo p. e. in 4 e B. Si tiri la corda AB,
e poscia si divida in due parti eguali nel punto D, dal quale
si_conduca una retta al centro o all'acume dell’ angolo. Dico
che la retta DC divide I'angolo dato in due parti eguali.

Dimostrazione. Si considerino i due triangoli AC D,
BCD. In essi il lato C 4 eguaglia C B perche raggi dello
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dtbsso cérchio; A D egudplia D B per costruzioné, 6 CD &
éomane ad ambidue; dunque i due triangoli sono-eguali; e
percio Pangolo A C D eguaglierh il suo corrispondente BCD,
che & quanto dire, I’ angolo dato ACB & stato diviso in due
parti eguali dala retta CD. Cio che ece.

429. Problema 5.° Sopra usa retia AB (Fig.' 91) al-
zare da un punto delerminalo A una perpendicolare ad essa.

Soluzione. Prendasi un puoto qualunque G fuori della
data retta, in cui fatto eentro si descriva col raggio CA un
circolo , 1a di cui periferia seghi la retta A B, prodotta se
faccia d’uopo, non solamente nel punto A ma anche in B.
Bal punto B si tiri pel centro C fino alla periferia la retta
BCD, e quindi il punto A si congiunga con D. La retta AD
sard la perpendicolare cercata.

Dimostrazione. Poiché BCD & diametro, I'angolo BAD
insistendo ad un semicircolo, sard retto (N.” 148); dunque
la retta AD & perpendicolare ad AB. Cid che ecc.

- 430. Problema 4.° Da un dalo punto qualunque fuori di
wna retla, tirare ad essa una perpendicolare.

Soluzione. Sia dato il punto, C (Fig.* 92).fuori della
retta AB. Fatto centro in € si descriva un cerchio con tal
raggio che la periferia di esso seghi la data retta in due punti
p- e in A e B La porzione AB compresa dalla periferia si
divida in due parti eguali nel punto E, e da questo si con-
duca al centro la retta EC, la quale dico essere la perpen-
dicolare cercata.

" Dimostrazione. La retta CE partendo dal centro € cade
sulla corda AB e la divide in due parte eguali nel punto E;
dunque (N.*407) sard perpendicblare ad essa, ciod alla data
retta AB, come si voleva. ‘ -

434. Problema 3.° Sopra wna dala retta AB (Fig.* 93
tirare da un punio determinato C wn’ alira vetla che colla prima
faccia un angolo eguale ad un angolo dato O.

" Seluzione. Fatto centro nel vertice O dell’angolo dato,
don un raggio ad arbitrio si deseriva un cerchio che mﬁi
le sue gambé in M e N, e si tiri la corda M N. Poscia collo
dtesso raggio, facendo centro nel punto C della data AB, si
descriva un altro cerchio DE, il quale segherd la data AB
nel panto D. Ora fatto centro in D col raggio M N si de-
scriva il cerchio EF, il quale segherd I'altro cerchio DE nel
punte E; condotta quindi la C £, dico essere DCE 1’ angolo
cercato.
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-+ -Dimostragions. Gondotta la corda DE; pei due trian-
goli DCE, MO N, souo i tre lati dell’uno eguali ai tre Jati
dell’ altro, perche DE eguaglia M N per costruzione, CU e CE
eguagliano O M ed ON essendo stati i due circoli formati con
raggio eguale; dunque i due triangoli sono eguali (N.°54) e
percio I'angolo DCE eguaglierd il suo corrispondente MON.
Cio che ece.

432. Problema 6.° Da un punio dato P fuors di una retia
AB (Fig.' 94) condurre ad essa una parallela. - ,

Soluzione. Dal punto dato P si conduca alla A B una
retta qualunque P(; poscia dallo stesso punto P si tiri un’al-
tra retta PR che colla P Q faccia da una parte I'angolo R PQ
eguale all’angolo PQ A fatlo dall’altra parte dalla PQ colla
AB (N.” 431). Dico che la retta PR sara la parallela cercata.

Dimostrazione. Essendo i due angoli 40P, RPQ egusli
per costruzione, ed slterni tra loro, perché posti col vertice
in parte opposta , non possono le due linee A B, P R non
essere tra loro parallele (N.° 42). :

433. Problema 7.° Dato un punto P fuori di una .y
AB (Fig." 95) condurre da esso una retia, che faccia colla AB
un angolo eguale ad un dato D. ‘

Solugzione. Dal punto P si conduca la retta P Q pe-
rallela ad AB; poscia dallo stesso punto P si tiri la PR la
quale faccia colla P Q 1'angolo RP Q eguale all’ angolo D).
Producasi la PR finche giunga a tagliare la 4B in O, sard
la retta PO la linea cercata.

- Dimostrazione. Poiche le due rette AB, PQ sono per
costruzione parallele , saranno eguali tra loro gli angoli al-
terni AOP, QPO (N.°37). Ma angolo OP Q per costru-
zione ¢ uguale al dato D; dunque anche 'angolo AOP egua-
gliera lo stesso angolo D. Cio che ecc. '

. 434. Problema 8.° Sopra una data reita AB (Fig." 96)
costruireTun (triangolo equilatero.

Soluzione. Si faccia centro in una delle estremita della

- data retta p. e. 4, o col raggio 4 B si descriva il cerchio

CR; poscia si faccia centro nell’altra estremita B e eollo
slesso raggio BA si descriva il cerchio € (@, che seghera il
primo nel punto C. Tirando ora le rette C4, CB, dico che il
triangolo risultante A C B, sard il triangolo equilatero cercato.
) Dimostrazione. I due lati AC, B C sono per costru-
zione eguali al terso 4B; dunque il triangolo ACB formato
sopra la data AB & equilatero. Cio che ecc.
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- 438. Problema 9.° Cosiruire wn triangolo avends i ire lati
éguali a tre linee date. '

Soluzione. Sieno le tre linee date AB, BC, AC
(Fig.* 97). Fatto centro nella estremith B della prima linea
A B con un io eguale alla seconda B C si descriva un
cerchio; pmir:gg‘tto centro nell’ altra estremita A della prima
con un raggio eguale alla terza 4 C, si descriva un altro
cerchio, che segherd il primo nel puato C. Dalle estremith
A e B si tirino al punto d’ intersezione dei due cerchi le
rette AC, BC, ed il triangolo risultante ACB, sard il cercato.

Dimostrazione. £ manifesto che il triangolo ACB ha
il lato A B identico colla prima linea data AB; il lato BC
eguale per costruzione alla seconda BC; e il lato AC eguale
per la stessa ragione slla terza A C; dunque ecc. ~

Si noti perd che la soluzione di questo problema sa-
rebbe impossibile, quando due delle tre linee date prese as-
sieme, non superassero in lunghezza la terza di esse, poiché
dovendo le tre date linee divenir lati del triangolo, si avreb-
bero due lati di esso minori del terzo, il che ripugna (N.° 66)
alla natura del triangolo.

436. Problema 40.° Sopra wna data retta A C (Fig.'98)
costruire un triangolo che sia equiangolo com um (riangolo dato
DEF in maniera che i due angoli A ¢ C adiacenti alla linea
dala sieno cquali agli angoli D ed F del dato triangolo.

Soluzione. Dall’estremitd 4 della data retta AC, si tiri
una retta che con essa faccia un angolo eguale all’ angolo D.
Parimenti dalla estremith C si tiri un’ altra retta che con C4
faccia un angolo eguale all’ angole F. Le due linee tirate
s'incontreranno nel punto B, e formeranno il triangolo ABC
che sard il cercato.

Dimostrazione. I due angoli 4 e C adiacenti alla data
retta AC sono per costruzione eguali agli altri due D ed F
del triangolo dato, e percio au£ il terzo B eguagliera il
terzo £ (N.° 39); dunque ecec.

437. Problema 44.° Sopra una data retia PQ (Fig.' 99)
cosiruire un quadrato.

Soluzione. Dalle due estremita P e Q della data retta
si alzino le perpendicolari PO, QR, le quali si facciano
eguali alla stessa P(), e poscia si congiunga O con R; dico
che il quadrilatero risultante sara un quadrato.

Dimostrazione. Poichd i due angoli interni alla stessa

M
parte P e () sono per costruzione retti, le due rette PO, QR
saranno tra loro parallele (N.° 42); di piu essendo le dette
linee PO, QR eguali, saranno altresi uguali e parallele le
altre due OR e PQ (N.°76); onde il quadrilatero PORQ
¢ un parallelogrammo rettangolo, il quale avendo inoltre tutti
i lati eguali, sard anche quadrato (N.°77). Cid che ecec.

438.- Problema 42.° Costruire un parallelogrammo eguale
ad un dato triangolo MNO (Fig* 98 ), ed avente un angolo
eguale ad un angolo dato D. :

Soluzione. Si divida in due parti eguali un lato qua-
lunque del triangolo dato p. e. MO in R, cosicche sia M R
eguale ad RO. Dal punto O s'inualzi la retta OP, la quale
faccia con MO I’ angolo MOP eguale al dato D; e dal punto
R si tiri la retta RQ parallela ad OP; e infine dall’angolo
N si conduca la NP parallela ad MO, la quale tagliera altre
due linee RQ, OP nei punti Q e P; dico che RQ PO sara
il parallelogrammo cercato. .

Dimostrazione. 1l quadrilatero RQ PO ha i lati op-
posti paralleli tra loro per costruzione, e percio safa un pe-
rallelogrammo. Quindi conducendo la retta RN, i due trian-
goli risultanti MN R, R NO che hanno le basi M R, RO
uguali e sono posti fra le medesime parallele, saranno tra
loro equivalenti (N.” 87), e percio RN O sara la meta del-
I’ intero triangolo M N O; ma il triangolo RN O ¢ la meta
del paralielogrammo R Q P O perche hanno base comune e
comune [’altezza; dunque anche il parallelogrammo RQ PO
sard equivalente col triangolo M N O. Di piu I'angolo ROP
eguaglia per costruzione I’angolo dato D; dunque il paral-
lelogrammo soddisfa a tutte F: condizioni del problema.

439. Problema 43.° Costruire un paralldlogrammo equiva-
lente gd un dato triangolo MNO (Fig.* 99), ed avente un an-
golo eguale ad un dato D, ¢ di pits un lato equale ad una linea
data A B.

Soluzione. Primicramente si coslruisca un parallelo-
grammo equivalente al triangolo dato, ed avente un angolo
eguale al dato, come s’ insegnd nel problema antecedente.
Poscia si produca il lato RO del parallelogrammo costrutto
fino in G, cio? fino a tanto che il prolungamento O € eguagli
la data retta AB. Dal punto G si conduca la G S parallela
al lato O P, la quale tagli in S-il lato Q P prodotto. Dal-
punto § si tiri la SO, e si produca fiuche s'incontri col lato

tb)
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@ R, prolungato anch’esso, nel punto C. Finalments dal punto
C si tiri la retta CT parsllela ad OG, la quale tagliera nei
punti Fe T i due lati prolungati PO, SG. Cid fatto si avra
il parallelogramme cercato, e sard FOGT.

Dimostrazione. Non si pud dubitare che FO G T sia
un parallelogrammo, poiche ha i lati opposti paralleli; di
pit ba il lato O G eguale alla duto AB, e I’ angolo FOG
eguale all’angolo ROP. con cui & opposto al vertice, e quindi
eguale altresi all’ angolo dato D. Essendo pui 0S e CT, come
pure C Q ed ST tra loro paralleli, & manifesto che CQST
¢ un parallelogrammo e che FOGT ed ROP(Q sono i suoi
complementi, e percid tra loro equivalenti (N.° 80); ma es
sendo il parallelogrammo ROPQ per costruzione equivalente
al triangolo M N O, ne conseguiterd che anche il parallelo-
grammo F OG T sara equivalente allo stesso triangolo MNO;
dunque soddisfa a tulte le condizioni del problema.

440. Problema 44.° Sopra una data vetta DE (Fig.* 400)
costruire un parallelogrammo eguivalente ad un dato rettilineo, ed
avente uh angolo equale ad un dato O,

Soluzione. Da un angolo qualunque del rettilineo dato,
si tirino a tulti gli altri angoli delle linee rette, e si divida
cosi il rettilipeo in tanti triangoli p. e. A, B, C. Poscia so
la data retta DE si costruisca secondo cid che s insegnd nel
problema antecedente il parallelogrammo FDEG equivalente
al trisngolo 4 ed avents |’ angolo E D F egusle all’ angolo
dato O. Parimenti sopra il lato F G si costruisea il paralle-
'logrammo MFGN equivalente al triangolo B ed avente I'an-
golo MFG eguale anch’esso ad 0. Lo stesso si faccia sopra
il lasto M N, e cosl via via finché vi saranno trisngoli nel
rettilivpeo dato. Egli é chiaro che tutti questi parallelogrammi
uniti insieme formeranno la figora SDET, la quale sard
appunto il parallelogrammo cercato.

Dimostrazione. Gli angoli EDF e GFM sono ambi-
due per costruzione eguali al dato O; sono dunque eguali
tra loro; ma I’ angolo EDF con DFG fommno“a somma
di due retti perchée interni alla stessa parte fra le parallele
DE, FG; dunque snche GFM collo stesso DFG formeranno
In somma di dwe retti, e percid le livee DF, FM costitui-
scono una sola linea retta (N.° 27). Lo stesso si dica degli
angoli FMN, NMS e delle livee FM ed SM, e di quanti
altri ve ne fossero, cosicché la DS, com’e evidente, ;1 pud
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considerare ed & realmente uma sola linea retta ; e per la
stessa ragione si potranso considerare come una sola retta ET
le linee EG, NG ecc. parallele a DF, M F ece.

Essendo poi DE eguale e parallela ad FG, e FG eguale
e parallela a M N, e cosi M N eguale e parsllela ad ST;
ne segue che DE sard eguale e parallela ad ST, e percid
anche DS ed E T che congiungono le estremita di esse, sa-
rappo pure tra loro eguali e parallele, onde DSTE sard il
parallelogrammo formato sopra la data D E, avente I’ angolo
EDS eguale al dato O, ed equivalente al dato reltilineo
forché equivalente per costruzione ai tre triangoli 4, B, C,
quali costituiscono come si vede anche ad occhio il retti-
lineo dato. Cid che ecc. '
444. Problema 43.° Costruire un triangolo equivalente ad
un dato rettilineo (Fig.* 100).
Soluzione. A norma del problema precedente si formi
il perallelogrammo equivalente al dato rettilineo, e sia p. e.
DS TE. Si prolunghi il lato DS fino in R, in modo che DS
eguagli SR, e dal punto R si conduca ad £ la retta RE. Il
triangolo risultante RDE sard il triangolo cereato.
Dimostrazione. Si conduca dal punto S la retta SE.
Egli ¢ manifesto che i due triangoli SDE, RSE sono tra
loro equivalenti perche hanno eguali basi DS, SR e sono
posti fra le stesse parallele DR, E T. Ma il triangolo SDE
¢ la meta del parallelogrammo SDET perche la disgonale
divide il parallelogrammo in due parti uguali; dunque due
volte il triangolo S DE, ossia tutto il triangole R DE egua-
glierd il parallelogrammo SDET, e quindi sarh attresi equi-
valente al retlilineo dato, come voleva il problema.
442. Problema 46.° Costruire un quadrato equivalente ad
un dato yettilineo.

. Soluzione. Sopra una retta qualunque AD ovvero A0
(Fig.* 104 ) si costruieca (N.° 58) un parallelogrammo uguale
al dato rettilineo ed avente un angolo retto. Un tale peral-
lelogrammo ADEQ sarh ua rettangelo (N.° 78). Si produca
il late 4Q in B, ciot fino & tanto che AB eguagli AD, e
diviso 4B in due parti eguali in C, si faccia centro in C e
col raggio CA, o GB si descriva il semicircolo ARB. Si pro-
duca inoltre il lato £ Q del rettangolo finche tagli il semi-
cerchio in R, e si tiri la corda AR. Il quadrato fatto sopra
la AR ciod ARPG sard il quadrato che si cerea.
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Dimostrazione. Si compia il rettangolo ABFD, il quale
avendo AB eguale per costruzione ad AD sara un quadrato.
Condotta la eorda R B, I'angolo risultante A R B sard retto
perche insistente ad un semicerchio, e percio il lato AB sara
ipotenusa, onde il quadrato fatto sopra di esso sary equiva-
Jente ai due quadrati fatli sopra i due cateti (N.° 95). Es-
sendo poi la retta ER “parallela per cestruzione a DA, & ma-

nifesto che,il quadrato ADFB vien diviso in due rettangoli -

ADEQ, EQBF, ciascun de’ quali & uguale al quadrato fatto
sopra il rispettivo cateto (N.° 93). Percio il quadrato ARPG
sara eguale al reltangolo AQE D, il quale essendo stato co-
struito eguale ad un dato rettilinco , ne segue che anche il
quadrato A R P G sara equivalenle al rettilineo stesso. Cid
che ecc. .

443. Problema 47.° Costruire un quadrato equivalente a
due quadrati dats.

Soluzivne. Sieno i due quadrati dati AF, CE (Fig*
402). In uno quslsivoglia dei due p. e. AF, si produca il
lato F B in O finche il prolungamento eguagli un lato C D
dell’altro quadrato CE. Si conduca 4 0, e sopra di essa si
formi un quadrato, il quale sard appunto equivalente ai due
dati AF e CE.

Dimostrazione. L’angolo ABO sara retto, perché adia-
cente all’ angolo retto ABF (N.° 24); onde il quadrato fatto
sopra I'ipotenusa A0, sard equivalente ai due quadrati fatti
soprz i due cateti AB e BO, ciot ai due quadrati dati A F
e CE. Cio che ecc.

444. Problema 48.° Cosiruire un quadrato «!uivalm ¢
piis gquadrats dati. AF, CE, RS, HG ecc. (Fig.' 102).

Soluzione. Dietro quanto si ¢ inseguato nel problema
precedente, si costruisca un quadrato equivalente ai due AF
e CE, e sia P(). Nella stessa maniera si costruisca un altro
quadrato equivalente a PQ e all'altro RS presi assieme ; e sia
questo P T il quale, come & chiaro, sarh equivalente ai tre
quadrali AF, CE, RS. Proseguendo la stessa costruzione si
giognerd infine ad avere un quadrato equivalente a tutti i dati,
il che & per se stesso abbastanza manifesto, né abbisogna di
ulteriore dimostrazione.

443. Problema 49.° Costruire un guadrato doppio di un

Soluzione. Sia 4B (Fig.* 103) il quadrato dato. Si

dalo.
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R:duca'un‘ lato di esso qualunque B C in D finche il pro-
gamento C D eguagli lo stesso lato BC, e si congiunga 4
con D. Dico che il quadrato fatto sopra DA sarh doppio del
quadrato dato 4 B.

Dimostrazione. 1l quadrato fatto sopra ' ipotenusa A D
eguaglia i quadrati fatti sopra i due catett AC, C D; ma AC
eguaglia DC per costruzione; dunque il quadrato di AD sard
doppio del solo quadrato fatto sopra A G, cioé doppio di 4B,
come si voleva. ,

446. Problema 20.° Costruire un quadralo che sia equiva-
lente alla differenza di due quadrati dati.

Soluzione. I due quadrati dati dei quali si cerca la dif-
ferenza, sieno DB ed EF (Fig.* 404). Il lato QB del qua-
drato maggiore D B si divida in due parti eguali in C. Fatto
centro in C col raggio CQ uvvero C B si descriva il semicer-
chio Q 0B. Di poi fatto centro in B col raggio EG si de-
scriva un arco di cerchio che segherd il semicircolo QOB nel
punto O. Si conduca ora la retta QO, e sopra di essa for-
mando il quadrato, sard desso equivalente alla differenza dei
due quadrati dati DB, EF.

Dimostrazione. Si tiri la BO. L’angolo risultante QOB
b retto, perche insiste ad un semicerchio ; dunque il quadrato
di 0B, cio¢ DB, sara equivalente ai due quadrati fatti sopra
00 e BO. Percid se dall’uno o dagli altri si tolga il qua-
drato fatto sopra OB, ossia il quadrato EF, si avra il qua-
drato DB, meno il quadrato EF equivalente al quadrato fatto
sopra Q0. Dunque il quadrato di QO sara la differenza che
passa fra i due quadrati dati. Cio che ecc.

447. Problema 24.° Trovare il centro di un arco di cer-
chio dato MP O (Fig.* 405).

Soluzione. Nell'arco dato si tirino due corde qualun-
que PM, PO purché non sieno tra loro parallele, e non lo
saranno se ambedue partano dallo stesso punto P. Queste si
dividano in due porli uguali nei punti Q ed R, e da essi si
innalzino le perpendicolari QC, RC, le quali si segheranno
nel puoto C, che sara appunto il centro cercato.

Dimostrazione. Ciascuna delle due perpendicolari OC,
RC deve passare pel centro (N.° 442) ; sara percid necessario
che il centro che si cerca si trovi nell’ una e nell’ altra di
esse. Ma il solo punto comune ad ambedue & C; dunque esso
eard necessariamente il centro dell’arco dato M PO.
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- - 448. Problema 22.* -Sopre ire dati- punti Q, O, P {(Fig.
406 ) che non.sieno nella stessa direzione far passare wna circon-
ferenza di un cerchio. ,

Soluzione. Si congiungano insieme i punti dati con le
rette QO e PO, le quali si dividano in due parti eguali in
M ed N. Da questi due punti s'innalzino le perpendicolari
MC, NG, che si taglieranno nel punte €. Si faccia centro
in esso e col raggio CQ, ovvero CO, oppure CP si descriva
un eircolo, la di cui periferia passeri sopra i tre punti dati
Q, 0, P. )

Dimostrazione. Tirate le rette CQ, CO, GP, i trian-
goli risultanti CN P, C NO saranno tra loro eguali, perche
hanno i due lati PN ed ON per costruzione eguali, il lato
CN comune e gl angoli intercetti CNP, CNO eguali perché
reiti; dunque anche il terzo lato CP eguagliera CO, e percid
la circonferenza descritta passa pel punto P ed O. Per la
slessa ragione essendo uguali i due triangoli CM O, CH Q,
sard CO eguale a €Q, e quindi la circonferenza passerd al-
tresi pel punto Q. Cido che ece.

449. Problema 25.° Da un punto Q ( Fig.* 407 ) dato
nella periferia condurre una tangenle al cerchio.

Soluzione. Si trovi il ceatro del cerchio (N.° 147), e
sia C, da cui s tiri il raggio-CQ, e alla estremita di esso () si
innalzi la perpendicolare QT (Probl.'3), la quale sard la tan-
gente cercata. Vedi la dimostrazione del Teorema 4.° (N.°99).

450. Problema 24.° Dato un pusto P (Fig.' 4108) fuori
di un cerchio condurre ad esso la tangente.

Soluzione. Dal centro C del cerchio si conduca a P
la retta CP, la quale si divida in due parti uguali nel punto
Q. Poscia si faceia centro in Q e col raggio QC ovvero QP
si descriva un semicerchio, il qusle taglierd il circolo dato
nel punto O. 8i tiri ora la PO, e questa sarA la tangente
dél cerchio. )

Dimostrazione. Condotto il raggio CO I'angolo COP
sarh retto perche insiste ad un semicerchio; dunque la linea
P O non solamente parte dal punto P, ma ¢ inoltre tangente
al cerchio pel teorema 4.° del N.° 99. '

434. Problema 25.° Dividere in due parti egnali wn dato
arco di cerchio.

- Soluzione. Sia ARB (Fig.* 409) I arco dato. Si tiri
alle estremitd di esso la corda AB, e si divida in due parti
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ugnali in O, da cui s'innalzi 8d AB la perpendicolare QR la
uale segherd I’arco dato in R, e sarh questo il punto che
ivide I'arco dato in due parti eguali.

Dimostraziove. Tirate le rette AR, BR, saranno eguali
i due triangeli AQR, BQ R nei quali sono per costruzione
eguali i fai 40, 0B, e il lato QR comune ad ambidue; e
di pit eguali gli angoli AQR, B QR rispettivamente compresi
da lati eguali; percio anche il terzo lato AR eguagliera BR.
Ma questi lati AR, BR sono corde rispettive degli archi AR,
BR; dunque essendo eguali le corde, saranno altresi uguali
gli archi, e percid I’arco ARB & stato diviso in due parti
eguali nel punto R. Cio ehe ece.

452. Problema 26.° Da un punto P dato nella periferia
di un cerchio (Fig.' 440) condurre una corda che sotienda un
un arco, o tagli un segmento, il quale comprenda un angolo eguale
ad un dato.

Soluzione. Per il pnnto dato P si tiri la tangente al
cerchio e sia PQ. Poscia dallo stesso punto P si conduca la
retta PO, la quale faccia con PQ I'angolo QPO eguale al-
I'angolo dato R. Dico che PO sara la corda cercata.

Dimostrazione. Perché I'angolo (P O é formato dalla
tangente colla corda, sard eguale all’angolo che puo esser fatto
nel segmenlo alterno OS P (N.° 4125). Ma I'angolo QPO ¢
uguale al dato R; dunque anche I'angolo compreso nel se-
gmento OS P sara eguale al dsto R. Cio che ece.

433. Problema 27.° Sopra una data retta RT (Fig.'444)
descrivere un segmento di cerchio che comprenda un angolv eguale
ad un dato O.

Da una quelunque delle due estremita della data linea
p. e. da R, si conduca la retta RS, la quale faccia con essa
I'angolo SAT eguale al dato O. Poscia dal punto R s'innalsi
RG perpendicolare ad RS, e dallaltra estremita T della li-
nea data, si conduca TC, la quale con essa TR faccia I’an-
golo CTR eguale all’angolo CRT. Le due linee RC e TG
prodotte che sieno, s'incontreranno, com’ ¢ chiaro, nel punto
C. Si faccia ora centro in Ce col raggio C R, si descriva un
circolo, il quale necessariamente dovra passare per le due
estremith della linea data, e nel segmento RQT formato sopra
di essa, sard compreso un angolo eguale al dato O.

Dimostrazione. L’ angolo CRT ¢ per costruzione eguale
all angolo € TR: dunque il triangolo RC T sard isoscele , e
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percid il lato CR egasglierh CT'; onde la periferia del cerchio

per Re T, e quindi il segmento RQT & descritto sopra
mtn RT. Essendo poi il raggio CR perpendicolare ad RS,
per la costruzione fatta, ne segue che RS sard tangente del
cerchio nel punto R (N.°99), e percid il segmento RQT
sard alterno relativamente all’ angolo SRT fatto dalla tan-
gente RS colla corda RT. Quindi il segmento RQ T com-
prenderd un angolo eguale ad SR T, percio eguale altresi
all’ angolo dato 0. Che & quanto ecc, )
- 434, Problema 28.° Descrivere un triangolo equiangolo ad
un aliro triangolo dato P QO (Fig.* 442), ed avente futti tre
gli angoli alla periferia di un dato circolo. o

Soluzione. Da uo punto qualunque 4 della periferia
del circolo dato si tiri la tangente ad esso, e sia RAT. Poscia
dallo stesso punto A si conduca la retta 4B, la quale faccia
colia tangente RA I’ angolo RAB egusle all’ angolo O del
triangolo dato. Parimenti dallo stesso punto A si conduca la
retta AD, la quale colla tangente AT faccia dall’ altra parte
P'angolo DAT eguale all’angolo P del triangolo dato. 1 due
punti B e D nei quali le due rette condotte segano la peri-
feria, si uniscano colla retta BD. Il triangolo risultante sara
il cercato.

Dimostrazione. Il triangolo BA D primiersmente ha
tutti gli angoli alla periferia come apparisce dalla costruzione
fatta. Inoltre essendo I'angolo D eguale all’ angolo B 4 R
perché D & formato nel segmento alterno, e BAR fatto dalla
tangente colla corda (N.® 423) me segue che esso sarh altrest
eguale all’ angolo O del triangolo dato, al quale lo stesso
RAB fu fatto eguale. Per la stessa ragione sara I' angolo B
eguale allangolo TAD, e percid uguale ancora all’angolo P
del triangolo dato. Ma quando in due triangoli sono due an-
goli dell’uno egusli a due angoli dell’sltro, anche il terzo
sard eguale al terzo (N.” 89); dunque anche I’ angolo BAD
eguaglierd Q; onde il triangolo BAD & equiangolo al trian-
golo PO, e di piu ha i tre augoli alla periferia del cir-
colo dato, come voleva il problema.
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SEZIONE SECONDA

CAPO L
Delle Proporzioni, e loro applicazione alle linee
e alle figure piase.

Lo cose delle quali ci dobbiamo occupare in questa
sezione suppongono la dollrina delle proporzioni, che noi
;sxiegammo nella prima parte di questi Elementi Capo IX

." 368 e seguenti. Quindi io giudico necessario di rammen-
tarne ora i principii succintamente , affinche quelli, i quali
cominciano il loro corso scolastico dalla Geometria possano
indipendentemente dall’ Algebra intendere le veritd che siam
per dimcstrare.

433. Premetto la spiegazione di alcuni segni, dei quali
in appresso faremo uso per abbreviare il discorso intorno
alle proposizioni.

=+ ¢ segno di aggregarione ossia unione o somma :
si pronuncia piii, e si scrive tra le quantita da sommarsi
p- e. A+ B+ C ecc.

— & segno di sottrazione ; si pronuncia meno , e si
melte tra una quantith e I'altra per significarne la loro dif-
ferenza. Cosi A— B significa che la quantits 4 ¢ stata dimi-
nuitd di B, ed A— B sara la loro differenza.

> significa I' esser maggiore di una quantita relati-
vamente sd un’altra, e si legge maggiore. Cost 4> B, vuol
dire che A supera B.

< siguifica I'esser minore di una quantita, e si pro-
nuncia minore. Cosi A< B vuol dire che A ¢ minore di B,

= significa uguaglianza, e si pronuncia uguale. Onde
A=B significa che A eguaglia B. Questo stesso $egno si usa
altresi per significare I’ equivalenza delle figure, cio¢ I’ ugua-
{;hanza delle loro superficie, non badando alla grandezza del
oro perimetro e dei loro angoli.

. .. X, sono segni di moltiplica. Cosi AX 3, ovvero 4B
significa che A deve moltiplicarsi per B. :

Per indicare la divisione di due quantita si scrivono

. . . A
m una di queste due maniere 7 A:B; e l'’una e |'altra

significano che la quanlita 4 ¢ divisa dalla quantity B.
16
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oo significa I’ infinito; p. e. %:oo, vuol dire che

la divisione di A4 per B da un quoto infinito.

156. Due quantita o grandezze qualunque possono pa-
ragonarsi tra loro in due maniere, cio¢ o soltraendo I' una
dall’altra, o dividendo una per I'altra. La differenza o il
quoto che ne risultano diconsi la loro rag.x'one , 0 il lo_ro
rapporto; e una tale ragione & aritmetica se si prende la dif-
ferenza, geometrica se il quoto. Cosi la ragione aritmetica di

6a2eé6—2=4; la geometrica & -g-:i’).

457. Le due quantita in tal modo paragonate chiamansi
termini della ragione, la prima antecedente, la seconda conse

; ed il pumero delle volte che la prima contiene la
seconda dicesi esponenie della ragione. Questa ragione poi si
indica o serive cosi 6 : 2, e si legge 6 sta a 2.

458. Pertauto supposta a : 6 una ragione, e falta d o

¢ la sua differenza o il suo quoto, si avra per I'aritmetica
a—b=4d, ovvero a==b-+d, e per la geometrica -%:::q,

ossia a=bg.

459. La ragione si dice composta se sia la somma o
il prodotto di piu ragioni. Si sommano poi o si moltipli-
cano piu ragioni insieme sommsando o moltiplicando I’ uno
coll’ altro i loro antecedenti, ¢ cosi pure i loro conseguenti.
Percio le ragioni 4:2, 6:3, 40 : 3 danno la composta
aritmetica 4 +6 +-40: 2+ 343, e la composta geome-
trica 4.6.40:2.5.3.

460. Se piu quantith a, b, ¢, d ecc. sono tali che la
prima di esse stia alla seconda conforme una data ragione
m : n; che la seconda stia alla terza secondo un’ altra data
ragione p : ¢; e che la terza stia alla quarta secondo un’altra
data ragione r : s ecc., vale a dire se

a:b=m:n

b:e=p:q

cid=rs
la ragione della prima alla terza ciot a: ¢ sard composta
delle due prime ragioni a :'6 e b : ¢, ovvero delle due eguali
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m:n e p:q. Cost pure la ragione della prima alla quarta
cioé a : d, sara composta delle tre prime a: 6, b: ¢, c: d,

o delle altre tre eguali m : n, p: g, r: s ecc.

4164. Se le componenti sieno due solamente ed uguali
tra loro, la ragione composta di esse dicesi dupla se aritme-
tiche eran le componenti, duplicata se geometriche. Cosi la
composta aritmetica di 4:2, e 5:3, cioe 4+5:2+3;
ossia di 9 : 3 =4, sard dupla di una sola di esse cioe di
4:204di5:3.

Parimenti la composta geometrica di 6 : 3 e 40 : 5,
ciot 6.40: 3.5 ossia 60 : 45, sard duplicata di una sola
di esse, vale a dire della ragione di6 : 3, o di 410 : 3. In-
fatti 2.2 =4=60: 15,

462. Quando le compenenti sono tre, quattro ecc. tutte
eguali, la composta aritmetica dicesi tripla, quadrupla ecc. e
la geometrica triplicata, quadruplicata ecc. il che & di per se
slesso chiarissimo.

463. Per lo contrario una ragione qualunque semplice
aritmetica o geometrica paragonata ad un’altra che sia du-
pla, tripla ecc., oppure duplicata, triplicata ecc. di essa, di-
cesi subdupla, subtripla ecc. oppure subduplicata , subiriplicata
ecc. di quella.

464. Se quattro quantita sono tali e talmente disposte
tra loro, che la ragione o aritmetica o geometrica delle due
Frime, sia eguale alla ragione delle due ultime, esse diconsi
ormare una proporzionc o arilmelica O geomelrica, Ovvero es-
sere drilmelicamenle o geomelricamenle 'proporzionali tra loro.
Cosi p. e. i quattro numeri 5, 2, 9, 6 sono aritmeticamente
proporzionali, perche la ragione di 5 : 2 eguaglia quella di
9 : 6. Questa proporzione si scrive cosi 5:2...9 : 6. Pari-
menti 8,4, 6,3 sono quattro quantita tra loro geometrica-
mente Iroporzionali y perché la ragione di 8:4 eguaglia
quella di 6 : 3. Una tale proporzione geometrica si scrive
cosl 8:4::6: 3. La prima e quarta quantita di una pro-
porzione qualunque diconsi érmini estremi, la seconda e la
terza termins medis.

. 465, Se la proporzione ¢ composta™di quattro termini
diversi, dicesi discreia; ma se i due termini medii sono eguali
tra loro, vale a dire sono una stessa quantita replicata, la
proporzione si chiama continua , le tre quantita costitueanti la

Proporzione diconsi continuamente proporzionali tra loro, ¢ la
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quantita replicata dicesi media proporzionale. Cosi 6, 4,2 sono
in proporzione. aritmetica continua perché 6 : 4.-.4: 2; co-
me 16, 8, 4 sono in proporzione geometrica continua, perche
46 :8::8: 4. :

466. Pin termini o quantith diconsi continuemente pro-
porzionali e in proporzione contisua tra loro, qusndo la prima
sta alla seconda, come la seconda alla terza, come la terza
alla quarta, e cosi via via. Tale & la serie naturale de’ nu-
meri 4, 2, 3, 4 ecc. per la proporzione aritmetica, e i nu-
meri 2, 4, 8, 46 ecc. per la geomelrica.

467. In qualunque proporziene, o serie di quantith pro-
porzionali, chiamansi lermini omologhi gli antecedenti fra loro,
e cosi pure i conseguenti.

468. Quando dei quattro termini di una proporzione il
primo sta al secondo, come il terzo sta al quarto, essa chis-
masi diretta; che se il primo stia al secondo come il guarto
al terzo, allora dicesi snversa o reciproca. Cosi 6, 5, 4, 4,
sono tra loro in proporzione aritmetica diretla, come in geo-
metrica diretta lo sono 8, 4,6,3. Ma 6,3, 4,4 ¢8,4,3,6
son tra loro in proporzione inversa, i primi aritmeticamente,
gli altri gevmetricamente.

In questo caso per formare una proporzione diretta
fa d’uopo o mettere il secondo termine n luogo del primo,
dicendo 53:6.-.4 : 4, e 4:8::3: 6; oppure il quarto in
luogo del terzo, dicendo 6 :3.-. 4:4 e 8:4::6:3.

469. Nella proporzione aritmetica discreta la somma degli
esiremi egquaglia la somma de’ medii, ¢ nella geomelrica il pro-
dotto degli estremi eguaglia il prodotto de' medii. Infatti da
a:a+d. . b:b+d siha a+b4d=—a-+d+b; e da
a:aq::b:bg si ha abg=uagqb. Percid dati tre termioi
qualunque, pud sempre aversi il quarto proporzionale z; poi-
ché se p. e. monchi il terzo nell’aritmetica, sard a—+6-4-4
==g-+d—+z, onde x==b; se manchi il secondo nella geo-
metrica, sarh abg==6bx, onde z==aq. Tutlo ¢id si fa chiaro
nei numeri.

470. Nella proporzione aritmetica continua la somma degli
esiremi eguaglia # doppio del medio, ¢ nella continua geomelrica
¢l prodotio degli estremi equaglia il quadrato del medio, ciot o
medio moltiplicato per se stesso. Infatti da @ : a—~d .. 6+ d
:6-+2d, s ba ¢+ 0-+2d=2(a+d)=2a+24d; e da
a6:agsiag:agd si ha a.agf==ag.aq, cice ad¢*=al¢’.
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{11 quadrato. di una quantith si esprime eon: mettere un 2
aslquanto elevato a destra della quantita moltiplicata per se

4)74. Quando piu quantith sono disposte in modo che
formino proporzioni tra loro eguali , sogliono i matematici
arguirne che I'eguaglianza di tali proporzioni non si turba,
sebbene quelle quantitd vengano disposte con ordine diverso
da quello di prima. Un tal cambiamento poi si puo fare in
sette maniere diverse , le quali potranno ritenersi come al-
trettante proprieta delle proporzioni.

472. La prima maniera cousiste in questo, che i termini
che ersuno anlecedenti pella data proporzione sieno messi in
luogo dei consequenti e viceversa. Cosi avendosi a: b:ic: d,
si verifichera ancora che 6 :a t:d: e Perche dovendo in
qualsivoglia proporzione il prodotto degli estremi eguagliare
il prodotto de’ medi (N.°469), le due accennate proporzioni
sussisteranpo, verificandosi in ambidue che ad=bc. Questo
modo di argomentare dicesi inverlere i termini della propor-
zione.

473. La seconda maniera, che chiamasi alternare 1 ter-
mini, & posta in cid che uella proporzione I’ antecedente della
seconda ragione passa in luogo del conseguente della prima,
e il conseguente della prima diviene antecedente della seconda
ragione. Percid se a: b::c: d, sard altresi @ : c::6: d, es-
sendo qui pure come nelle proporzioni del numero antece-
dente ad =bc.

474. La terza maniera dicesi argomentare per eguaglianza
ordinata. Si abbiano due serie di quantita a, b, ¢, d ecc.
¢. f, g, A ecc. continuamente proporzionali tra loro; sia
cioe a : b nella prima come e : f nella seconda; 6 : ¢ nella
prima come f: g nella seconda, e cosi via via. Cido essendo
ne arguiscono, che il rapparto-della prima quantita ¢ all’ul-
tima d nella prima serie eguaglia quello della prima e al-
I’ ultima & nella seconda serie , sara cioé a: d::e: 4. Che
poi sussista questa proporzione si prova cosi: La proporzione
o il rapporto di a: d & composta delle proporzioni di @ : 4,
di b:c, di c:d (N°460); ma la proporzione o rapporto
di a: b si & supposto eguale aquellodic: £, quellodié: ¢
eguale a quello di f: g, e in fine quello di ¢: d eguale a
quello di g : &; dunque il rapporto o proporsione di a: d
sard composta ancora dei rapporti e f, di f:g, di g: b,
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dei: quali & pure composta la proporsione di ¢ : A Percid le
proporzioni di a : d, e di ¢: A, che risultano da elementi
eguali, saranno tra loro eguali, e quindi si avra a : dile: A
Delle altre maniere di argomentare intorno alle pro-
rzioni diremo allorché parleremo della proporzionalita delle
inee al Cap. IV.
Poste queste poche nozioni intorno alle proporzioni,
passo ora all’ applicazione di esse alle figure piane.

Assiomi relativi alle proporzioni geometriche.

475. 4.° Le quantitd che sono eguali tra loro, banno lo
stesso rapporto ad una terza qualunque, e sard sempre lecito
di sostituir I' una in vece dell’ altra. Cosi se A eguaglia B,
potro sostituire la qusutita 4 alla quantita B, e viceversa; e
paragonandole ad una terza sard 4 : C::B: C. Cid ¢ persé
evidentissimo.

476. 2.° Le quantitd che banno lo stesso rapporto ad
una terza sono tra loro eguali. Quelle che vi avranno mag-
gior rapporto saran maggiori, e inversaniente.

477. 5.° Due ragioni eguali hanno lo stesso rapporto ad
ena terza qualuaque, e quindi potra sostituirsi I'upa all’altra.

478. 4. Due ragioni che abbiano un eguale rapporto ad
upa terza, sono tra loro eguali.

479. 3.° Due quantitd banno tra loro lo stesso rapporto
che le loro meta, i loro terzi, i loro quarti ecc., come pure
i loro doppi, i loro tripli ecc.; ed in generale i loro mul-
tipli, o i loro submultipli.

480. 6.° Percid se i termini di una ragione si moltipli-
chino o si dividano per una stessa quantita, la ragione non
cangia valore.

484. Le ragioni composte di altre ragioni uguali, sono
eguali fra loro. Cosl avendosi ac b3:c:d,e:fiig:hla
ragione composta delle due ragioni a: 6, ¢: f, sari uguale
alla composta delle ragioni c:d, g 4.

CAPO 11
Della maniera di esprimere le quantits per mezzo dei numeri
e delle linee.

482. Una quantith qualunque non pud giustamente ve-
lutarsi se essa non venga paragonsla ad un’ sltra quantiia
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dello stesso genere nota e determinata, che dicesi misura, ¢
s'intende sempre espressa dall’ unitd. Egli fu percio che si
convenne di paragonsre p. e. i pesi al grano, all’oncia, alla
libbra; le linee o lunghezze al palma, al piede, al metro ecc.
misure a tutti cognite, e di determinare il valore di tali quan-
tita dal numero delle volte che ciascuna di esse contiene ri-
spettivamente la sua unita di misura, vale a dire dal rapporto
che la quantitd da valutarsi ba con quella che si prende per
unita di misura. .

483. Quindi il p- e. di cinque libbre si esprime col
numero 3, il quale mll' unita la stessa ragione, che ha il
medesimo cinque libbre col peso di 4 libbra, la quale si
prende per unita di misura. Parimenti una linea della lunghezza
di quatiro quinte parti di un piede, si esprime colla frazio-

ne -; , la quale ha all’unita lo stesso rapporto, che ha quella

linea al piede, il quale si adopera come unita di misura.
Cosi pure uno spazio di tempo che contenga otto ore e pia
tre quarti di ora, verra espresso dal numero intero 8 e dal

fratto -;., perché questi due numeri uniti insieme hanno al-

I’ unith la stessa ragione che ha quello stesso spazio di tempo
all’ ora , a cui esso vien rapportato. Cio che abbiam detto
della misura dei pesi e delle linee, dicasi egualmente delle
superficie e dei solidi , come meglio si vedra a suo luogo.

484. Qui -perd tornerd bene avvertire, esservi molte
quantith che in niun modo possono esprimersi per mezzo di
?uei numeri che sono in uso presso gli aritmetici, il che
orse potra sembrare strano a taluni. Ma fa d’uopo sapere,
che oltre i numeri volgari da tutti usati, e che chiamansi
razionali , i matematici ne considerano altri che diconsi ir-
razionali 0 sordi , ¢ che essi dimostrano non potere essere
determinati da qualsivoglia numero finito di cifre aritmetiche.
Tale, secondoRessi, ¢ quel numero, che moltiplicato per se
stesso, dd 2 di prodotto. I numeri sordi s’ indicano dai ma-
tematiciJcon apposite cifre.

483. Corollario. Quindi se una quantity avra con quella
che si prende per unita di misura lo stesso rapporto che ha
un qualche numero sordo all’ units, essa non potra mai essere
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&s| da verun numero rasionale, ma da un numero sordo
solamente. Tale & appunto la diagonale del quadrato confron-
tata con un lato di esso, come vedremo el capitolo seguente,
dopo che avremo dimostrata la proporzione dei quadrati tra
loro.

486. Le quantita che possono esprimersi con numeri ra-
zionali, chiamansi commensurabili relativamente a quella che
loro serve di misura. Diconsi poi incommensurabili quelle che
possono esprimersi solamente con numeri sordi.

487. Se pil quantitd dello stesso genere vengano para-
gonate ad una misura medesima, e conosciuto il valore di
ciascuna di esse, questo si esprima coi numeri rispettivi, sieno
essi razionali o irragionali, egli & manifesto che sussistera
tra i medesimi lo stesso rapporto che esiste tra le quantit
da essi numeri rappresentate. E poiché un tale rapporto con
maggiore facilith si scopre trettandosi di numeri, usano per
cio i matematici piit comunemente di tradurre in numeri ogni
altra specie di quantita.

488. Sogliono anche sovente i matematici trasmutare le
quantitd da calcolarsi in linee, sia perché piu sensibile ne
riesce la cognizione del loro rapporto, sia perché esso piti fo-
cilmente si determina colla Geometria. Egli & poi chiaro che
le linee che si sostituiscono alle quantits devono avere alla
linea che si prende per loro unita di misura il rapporto me-
desimo, che avevano lo quantita stesse alla loro propria. Cosi
P. e. se da uua parte i tre pesi 4, B, C vengano peragonati
alla libbra, e dall’ altra le tre linee PQ, M N, RS (\Fig.* 143)
sieno paragonate alla linea FG, e si trovi che- il rapporto
dei tre pesi alla libbra & uguale a quello delle tre linee colla
linea FG che serve loro di misura: le tre linee PQ, MN,
RS potranno sostituirsi ai tre pesi 4, B, C.

489. Corollario. Da cid ne segue che si potra istituire
una proporzione con due ragioni esistenti tra quantita di di-
verso genere, purché le due ragioni sieno eguali fra loro; il
che sempre si verifica, quando le quantith paragonate abbiano
un eguale rapporto alla loro rispettiva unith di misura. Quindi
non ripugnerd p. e. che il peso A stia al peso B vome la
la linea C olla linea D.
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CAPO 111

- Della proporzione dei triangoli e dei parallelogrammi.

490. Teorema 1.° I triangoli ¢ i parallelogrammi aventi
guale altezza, stanno tra loro nella ragiome delle basi.

Dimostrazione. Sieno i due triangoli ABC, EDF (Fig.*
444) che abbiano o comune o eguale altezza, e sieno le loro
basi AC, E F; dico che il triangolo 4 B C sta al triangolo
E DF come la base AC sta alla base EF.

Supponiamo da prima che le due basi sieno commen-
surabili, cioé abbiano una misura comune, la quale presa per
unith divida I'una e I’ altra esattamente e sieno 4 le parti
della prima, 2 quelle della seconda. E manifesto che tirando
da ciascuna divisione delle basi all’angolo verticale tante linee
rette , ciascuno de’ due triangoli verra diviso in altrettanti
triangoli quante sono le divisioni della rispettiva base , la

uale percio potri rappresentarsi col numero corrispondente
g:2= AC:EF. E manifesto inoltre che tutti i piccoli trian-
goli formati dalle linee tirate sono equivalenti tra loro, perche
hanno base ed altezza eguale. Ora il triangolo ABC contiene
guattro di questi triangoletti, mentre EDF ne contiene due;
anque ABC:EDF::4:2 Ma due ragioni eguali ad una
terza, sono uguali tra loro, cio¢
ABCEDF::4:2
ACIEF::4:2,
dunque ABC:EDF:: AC.EF, cioé i due triangoli stanno
tra loro nella ragione delle basi.

494. La ragione dei parallelogrammi sara la stessa di
quella_de’ triangoli , perche quelli sono doppi di questi , e
la ragione dei tutti eguaglia quella delle meta (Ass." 5.°).
Inoltre & facile a comprendersi che il ragionamento fatto in-
torno alle basi de’ triangoli si pud applicare egualmente alle
basi de’ parallelogrammi, e che come si supposero divise
'una in 4, P'altra in 2 parti eguali, eosi possono intendersi
spartite in qualunque numero dv parti, e la proporzione sus-
sisterd egualmente. '

492. Se poi le basi AC, CF dei triangoli (Fig.* 4113)
fossero incommensurabili , ciod non esistesse in natura una
tal porzione di linea che esattamente le dividesse ambedue,
I triangoli seranno cid non ostante in ragione delle loro basi.

16
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Imperciocche si supponga che il triangolo ABC stia al trian-

golo CBF non gid come ACICF, ma come qualupqug.a!,
tra linea C D ( maggiore di AC) sta a C F, cosicche sia
ABC:CBF::CD:CF. Si divida CF in 2, 3, 4 ece. parti
eguali in modo, che una di esse EF sia minore di 40. Si
prenda C Q multipla di EF tanto, quanto ba:c;ta per essere
appena maggiore di CA. 1l puoto Q, com’e chiaro, cadra fra
D ed A, perche A Q sard minore di £ F, ed EF ¢ minore
i AD; si tiri QB.
. "Cio ‘post(c?: il triangolo Q BC stari al triangolo CBF
come la base QC sta alla base CF (N.°490); ma la ragione
del triangolo ABC:CBF & per supposizioue uguale a quella
di CD;CF, e questa ragione & maggiore di quella di QC.CF,
rche CQ ¢ una parte di GD; dunque auche la ragione di
ABC : CBF sard maggiore della ragione d‘n QC:CF. Ma
QC:CF eguaglia la ragione di QBC:CBF; dunque la ra-
gione di ABC:CBF sari maggiore della ragione QBC:CBF;
dunque il triangolo ABC sara anch’esso maggiore del trian-
golo QB C (Ass.*2.%), il che ¢ assurdo non potendo una
parte superare il tutto. E dunque del pari impossibile che i
due triangoli ABC, CBF aventi la stessa altezza‘ non stiano
tra loro come le basi AC, CF, sebbene queste sieno incom-
mensurabili. .
Collo stesso ragionamento si potrebbe provare che il
triangolo ABC non pud stare al triangolo CBF in una ra-
gione minore di A C:C F. Quindi sard indispensabile che
ABC:CBF::AC.CF. Cio che doveva dimostrarsi.
495. Teorema 2.° I triangoli e i paralldlogrammi aventi
le basi eguali stanno lra loro in ragione delle altezze. =
Dimostrazione. Sieno i due triangoli ABC, DEF (Fig.
446) nei quali la base AC del primo eguagli la base DF del
secondo , dico che essi stanno tra loro come I’ altesza B Q
dell’ uno sta all’altezza E M dell’ altro. Si conduea CR per-
pendicolare ad AC, e si faceia eguale a QB. Sulla perpen-
dicolare C R si prenda CN eguale ad E M, cio¢ egnale al-
I’altezza del secondo triangolo DEF, e si tirino le rette AR,
AN. Poiche il triangolo ABC==ARC, e il triangolo ANC=
DEF avendo base ed altezza uguali (N.° 190), la ragione di
ABC:DET spra eguale a quella di ARC:ANC; ma ARC:
ANC::RC: N C, cioe avendo comune |'altezza CA, stanno
tra loro come la base R C sta slla base N C, ovvero come
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QB EM, essendo per costruzione CR= 0B, e CN = EM.
Percid il triangolo ABC:DEF:: BQ:E M, cioé in ragione
delle loro altezze. Cio che ecc.

494. Corollario. Lo stesso rapporto sussistera tra i paral-
lelogrammi aventi basi eguali, essendo essi doppi dei trian-
goli (Ass* B.°).

193. Teorema 5.° I triangoli ¢ i parallelogrammi che hanno
disuguali tanto le basi che le altezze stanmo tra loro nella ragion
composia delle basi e delle altezze. .

Dimostrazione. Sieno i due triangoli ABC, CED {Fig.*
447) (che supporremo rettangoli in C ¢ D per maggior fa-
cilita della dimostrazione) aventi le basi AC, €D disuguali,
come pure disuguali le altezze BC, E D. Si cougiunga il
punto D con B mediante la retta DB. | due triangoli ABC,
CBD avendo la medesima altezza BC stanno tra loro come
la base AC:CD (N.° 490). Parimenti i due triangoli CBD,

.CED avendo ln medesima base € D, stanno tra loro come

I" sltezza BC : ED (N.° 493). Quindi essendo la ragicne di
ABC:CBD = AC;CD;
e quella di CBD:CED=BC:ED,
sard (N.°160) ABC:CED::AC:CD::BC:ED, vale a dire
i due triangoli stanno tra loro nella composta di AC:CD e
di BC; E D, ossia delle basi e delle altezze. Cio che ece.
La stessa dimostrazione vale pei parallelogrammi, es-
sendo questi doppi dei triangoli.

496. Da cio ne segue; 4.° che se tanto le basi che le
altezze dei parallelogrammi, rettangoli, triangoli ece. di cui
si vuol conoscere il rapporto, si tradurranno nei numeri equi-
valenti, e poscia si moltiplicheranno insieme ; i prodolti ri-
sultanti avranno tra loro il medesimo rapporto dei paral-
lelogrammi , rettangoli ecc. da essi prodotli rappresentati;
2.° che il prodotto di due quantita qualunque, p. e. AXB,
puod chiamarsi un rettangolo ; imperocché esso esprime un ret-
tangolo i lati adiacenti del quale sono linee proporzionali ai
fattori del prodotto, cioe aventi all'unita lineare lo stesso rap-
porto, che hanno i fattori del prodotto alla loro comune uni-
td di misura, ‘

. 497. Da cid ne segue altresi, che se si abbiano quattro
lmqe 4, B, C, D proporzionali tra loro, cioé sia A:B::C:D,
¢ 8 compongano in rettangolo le due estreme, e cosi pure
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le due medie; i due rettangoli msultanti saranno tra loro

equivalenti, giacché nella proporzione A:B3:C: D, il pro-
dotto degli estremi A- D & uguale al prodotto de’ medii B-C
N.° 469).

( 498.) Nella proporzione poi A:B:: C:D, il prodotto o
rettangolo B-C non muta valore scrivendo C* B in vece di
B-C; onde ssra ugualmente A-D=B-C, e percio A:C::
B:D; cioé si possono allernare i lermini, ossia confrontare
insieme gli antecedenti, e cusi pure i conseguenti senza che
si turbi la proporzionalita delle linee.

499. Essendo B'C ==4" D come si & dimostrato, sard
ancora B: A:: D:C, giacché questa proporzione da gli stessi
prodotti di prima B-C= A" D. Quindi le linee rimarranno
tuttavia proporzionali inverfendo i termini, cioc mettendo gli
antecedenti in luogo dei conseguenti, e viceversa.

200. Teoreina 3.° I quadrati QR, CD (Fig." 148) slanno
tra loro mells duplicata dei loro lati QB, ED.

Dimostrazione. 1 quadrati sono del genere dei rettan-
goli , e percid il quadrato Q R stard al quadrato C N nella
composta delle basi Q B, E D, e delle altezze Q0 4, E_C
(N.°193). Ma nei quadrati le basi e le altezze sono eguali,
e percid la composta di esse sara duplicata o delle basi, o
delle altezze solamente. Dunque la ragioné dei quadrati QR,
CD sara duplicata o di QB ED, ovvero di QA.EC, o di
due altri lati qualunque. Che & quanto ecc.

204. Quindi se si esprimeranno coi pumeri corrispon-
denti i lati OB, ED, e si moltiplichi QB per QA, ossia per
se slesso, il che torna lo stesso ; e parimenti si ‘moltiplichi
ED per CE o per se slesso: i due prodotli QB - QB = 0B?,
ed ED-ED = ED?, rappresenteranno i due quadrati OR, CD.
E da qui venne che i matematici chismassero guadrato il
prodotto nato da upa quantitd qualunque moltiplicata per se
stessa, esprimendo un tal prodotto il quadrato di una livea
proporzionale alla quantita moltiplicata. E siccome la ragione
duplicata dei lati QB, E D ¢ la stessa ragione dei quadrati
QR, CD; cosi conveunero ancora di chismare la ragion du-
plicata ragione dei quadrati. Onde tanto & dire la ragion du-
plicata di a : 6, quanto dire la ragione de’ quadrati delle
quantilh a e b. ’

202. Teorema 4.° La diagonale di un quadrato ¢ una linea
incommensurabile col lato di esso (Fig.' 148).

64

Dimostrazione. Nel quadrato QA RB sia AB la diago-
nale. Nel triangolo Q AB si avra AB*=AQ®+ QB® (N.° 95).
Si faccia AQ—QB=—a, onde si abbia AP =0B—=a.a
=a?. Cio posto sarda A Q3+ QB =a?—+ 0% =24q®; quindi
AB*=243; percio il quadrato della diagonale AB verra espres-
so dal pumero 2a%, e la diagonale verrd espressa da quel
numero che moltiplicato per se stesso dard 2a2; che & quanto

dire AB;:aV:Z. Ma non vi & numero né intero né fratto
che moltiplicato per se stesso dia 2 di prodotto. Dunque non
si potra assegnare in numero intero o fratto il rapporto che
passa tra la diagonale AB e il lato A Q; e percid queste due
linee sono incommensurabili.

203. Teorema 5.° I parallelogrammi ABCD, PQRS,
(Fig.* 449), ¢ i triangoli ABD, PQS aventi le basi AD, PS
reciprocamenle proporzionali alle altezze B G, Q N cosicche sia
AD:PS:: QN:BG, sono tra loro equivalenti.

Dimostrazione. Taoto i parallelogrammi ABCD, PQRS
quanto i triangoli ABD, PQS avendo base e altezza disuguali,
stanno tra loro nella ragion composta della base AD alla base
PS, e dell’altezza BG all’ altezza QN (N.° 493 ); vale a dire
avranno tra loro lo stesso rapporto che avranno i due pro-
dotti AD.BG e PS. QN (N.”496Y, ma questi due prodotti
sono eguali perche¢ AD.BG & il prodotto degli estremi, e
PS. QN il prodotto dei medii nella proporzione AD: PS::
ON :BG, ls quale forma la total base del teorema. Dunque
soranno equivalenti altresi i parallelogrammi, o i triangoli
espressi dai medesimi prodotti. Cio che ecc.

204. Teorema 6.° Viceversa s parallelogrammi, ed i trian-
goli equivalenti hanno le basi reciprocamenie proporzionali alle
loro allezze ( Fig.* 449).

Dimostrazione. Essendo la ragione tanto dei peralle-
logrammi ABCD, PQRS, quanto dei triangoli ABD, PQS eguale
alla ragione dei prodotli AD- BG, PS-QN, questi prodotti
saranno necessariamente tra loro eguali. Quindi dovra altresi
necessariamente sussistere la proporzione 4D :PS::QN:BG,
i termini wedii ed estremi della quale moltiplicati insieme
rispettivamente, danno i detti prodotti, vale a é)ire la ragione
delle basi & reciproca a quella delle altezze. Dunque ecc.
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CAPO IV.

Della divisione proporzionale dei lati mel triangolo,
e delle linee proporzionali.

205. Teorema 4.° La linea retts BD (Fig." 420 ) condotia
dentro al triangolo ACF, se sara parallela al lato AF, essa ta-
gliera gli altri due lati CA, CF in parti tra loro proporzionals,
¢ proporzionali altresi ai lali slessi, cosicche sara AB : BC::
FD:DC; AC: CF::BC:CD; ed AC:CF::AB:FD.

Dimostrazione. Si conducano le rette BF, D A. I trian-
goli ADB, BDC avendo la stessa altezza, stanno tra loro co-
me la base AB:BC (N.° 193). Per la stessa ragione i trian-
goli FBD, DBC stanno tra loro come FD:DC. Ma i due
triangoli AD B, FBD, avendo la medesima base B D, come
pure la medesima altezza, perché posti fra le stesse parallele
BD, AF, souo tra loro equivalenti, ¢ quindi ciascuno di essi
avra al triangolo BC D lo stesso rapporto (N.® 473). Dun-
que anche la base AB stara alla base BC come la base FD
sta alla base DC, cio¢ sard AB: BC:: FD: DC, che & quanto
dire: le parti dei lati AC, CF tagliate dalla parallela B D,
sono proporzionali tra loro.

Ora se a ciascuno dei due triangoli equivalenti ADB,
FBD si aggiunga il triangolo BCD, ne risulteranno parimenti
due triangoli equivalenti ADC, FBC, i quali avraono allo
stesso B C D un eguale rapporto. Ma i due triangoli 4 DC,
BDC avendo la stessa altezza stanno tra loro come la base
AC:BC; e per la stessa ragione i due triangoli FBC, DBC
staono tra loro come la base FC; DC. Dunque nei due primi
anche la base AC stari alla base BC, come nei due secondi
la base FC sta alla base DC; onde sarda AC: BC::FC: DC,
e alternando AC; FC::BC:DC. E poiché si & dimostrato
che AB:BC::FD: DC, alternando sard AB: FD::BC: DC.
Parimenti avendosi come vedemmo AC:FC::BC:DC, sard
ancora AC: FC :2 AB: FD, cioé i lati interi proporzionali
alle parti tagliate ne’ due lati del triangolo dalla parallela
BD, come dovea dimostrarsi.

206. Teorema 2.° La linea CQ (Fig." 121) condotia enéro
al triangolo AB D, se tagliera i lati AB, BD in parti o pro-
porzionali tra loro, o proporzionali ai lali slessi, essa sara pa-
rallela al terzo lato AD del triangolo.
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Dimostrazione. Non sia parallela GQ, ma beusi la QR.
Cio posto ne segue che AR:RB::DQ:0QB (N."203). Ma per
dato del teorema anche AC:CB::DQ: QB; dunque si avreb-
be ancora AR RB:: AC: CB; ed alternando AR: AC:: RB:CB,
il che ripugna come & chiaro, non potendo essere tra loro
eguali due ragioni in una delle quali I' antecedente & mag-
giore del conseguente, e nell’sltra & minore. Quindi ripugnera
egualmente che la linea CQ tagli i lati AB, B D in parti pro-
porzionali tra loro, e non sia parallela al terzo lato 4 D.
Nella stessa maniera si dimostra non potere la linea
CQ non essere parallela ad AD, se le parti da essa tagliate
sono proporzionali ai lati stessi, cosicche si abbia AB;BD::
CB : 0B, oppure AB:BC::BUD: BQ.

207. Dalle due verita antecedentemente dimostrate ne
siegue una facile applicazione di altre diverse maniere di ar-
gomentare iutorno alle linee proporzionali, senza alterazione
delle loro proprieta.

Sieno p. e. quatiro lince AB, BC, AD, DE (Fig." 122)
tra loro proporzionali, cosicche sia AB:BC::4D: DE. Dico
che sara altresi

AB~+BC: AB:: AD 4+ DE: AD, ovvero

4.° Componendo
AB-~+BC:BC::AD -+ DE ; DE.

\ AB—BC: AB::AD — DE: AD, ovvero
2.° Dividendo
| AB— BC: BC::AD — DE : DE.
AB : AB + BC::AD: AD + DE, oyvero
3.° Convertendo )
| AB:AB — BC::AD: AD— DE.

4.° Componendo | . . .
¢ Divideado | AB~+BC:AB—BC:: AD~+DE:AD— DE.

Dimostrazione. Da un punto qualunque A4 si condu-
cano due rette AG, AR formanti un angolo qualunque GAR.
Sopra i lati AG ed AR si prendano altrettante porzioni eguali
alle date retle, cioe AB=AB; BC=BC; AD=AD; DE=
DE; Be=BC; De=DE. Cid fatto si couducano le rette
cee BD CE.
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Essendo per supposizione AB:BC::4 D:DE, la retta
B D sard necessaprgamente parallela a CE (N.° 206). Per la
stessa ragione essendo BC=>Bc¢, e De= DE, sara c¢ paral-
lela a DB. Quindi si avra

AC ovvero AB-+-BC:AB::AE ovvero AD—+DE:AD;
'

AC ovvero AB—+BC:BC::AE ovvero AD~+DE :DE.
Ac=AB—~BC=Bc¢:AB::A¢=AD—DE=De¢:AD;

2°
Ac ovvero AB— BC:BC::Ae ovvero AD—DE : DE.

AB: AC ovvero AB+BC::AD;AE ovvero AD—+DE;
5° :
;AB:Ac ovvero AB—BC::AD :A¢ ovvero AD —DE.

AC ovvero AB—+BC.Ac ovvero AB—BC::AE ov-
4°

vero AD~+DE ;: A¢ ovvero AD—DE. Che ¢ quanto eco.

CAPO V.
Delle figure rettilinee simili.

208. Due figure rettilinee diconsi simili se abbiano uno
stesso numero di angoli, ed eguale ciascuno nell’ una al suo
corrispondente pell’altra, e i lati intorno agli angoli eguali
proporzionali tra loro. Tali saranno p. e. le due figure PQRST,
MNOFG (Fig.' 123), ognuna delle quali ha cinque angoli,
se ’angolo P sia eguale all’ angolo M; Q ad N; R ad O ecc.;
e di piu il lato PQ; QR:: MN:NO; e cost QR RS:: NO: OF
ecc. Per cio che risguarda i triangoli, si avverta che a de-
durne la loro somiglianza bastera il conoscere una sola delle
accennate condizioni perché se ne possa arguire anche 'altra,
cioe a dire: se avranno gli angoli corrispondenti uguali, avran-
no anche i lati intorno ad essi proporzionali, e viceversa.
Quindi )

209. Teorema 4.° I triangoli equiangoli hamno i lati in-
formo agli angoli eguali proporzionali tra loro. . .

- Dimostrazione. Sieno equiangoli tra loro i due trian-
goli POR, M NO (Fig.* 4126), nei quali si supponga che
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I'angolo P sia uguale ad M, Q=N, R=0. Dall’angolo P
del triangolo PQR sopra il lato PQ opposto all’ apgolo B si
prenda la porzione PC eguale al lato MN, che nell’ altro
triangolo MNO, si oppone al suo corrispondente angolo 0.
Parimenti sopra I'altro lato PR dallo stesso angolo P si prenda
la porzione PD eguale al lato MO del triangolo MNO, e si
cougiungano i due punti CD colla retta CD. oot

Essendo I'angolo P eguale all’ angolo M per suppo-
sizione, e i due lati PC, PD eguali a MN, ed MO, sara il
triangolo PCD== MNO (N 49), e I'angolo PCD eguale al
suo corrispondente N, il quale essendo per supposizione eguale
all'angolo PQR, ne segue che i due angoli PCD e PQR sa-
ranno eguali tra loro. E poich¢ I’ angolo PCD & esterno e
PQR interno, sari la linea CD parallela al lato QR opposto
ad essa (N.° 42). Percid si avra PQ: PR::PC: PD. Ma sic-
come PC=MN, e PD= MO, sara ancora PQ:PR:: MN:
MO, ciot i lati intorno agli angoli eguali P ed M sono tra
loro proporzionali.

La stessa costruzione e la stessa dimostrazione si faccia

intorno agli angoli Q ed R, e se ne ricaverd, come é chiaro
PQ QR :: MN:NO; e cost pure QR: RP :: NO:OM. Cio
che ecc. :
210. Teorema 2.° Viceversa se i tre lati del triangolo PQR
sieno proporzionali ai tre lati del triangolo .MNO (Fig." 126),
cosscche sia PQ : PR :: MN : MO;.PR : RQ::MO : ON; e
RQ:QP::ON:NM; i due triangoli saranno equiangoli in modo
che saranno eguali gli angoli opposti ai lati omologhi..

Dimostrazione. Facciasi la costruzione medesima del
teorema antecedente. Poiche supponiamo che PQ : PR:: MN

: MO, sara ancora PQ : PR::°PC : PD, essendo per costru-
zione M¥=PC, MO = PD. Percio la linea CD sara paral-
lela a QR e quindi I'angolo PCD = PQR, come pure PDC
= PRQ (N 42); onde i due triangoli PCD, PQR saranoo
tra loro equiangeli. Dunque pel teorema antecedente si potra
conchiudere che PR: RQ::PD: DC. Ma avevamo per sup-
posizione PR : RQ:: MO : ON; dunque sari anvora PD : DC
:MO: ON. E siccome i due antecedenti PD, MO sono per
costruzione uguali, saranno altresi uguali i due conseguenti
DC, ON; e percio i tre lati del triangolo PCD eguaglisndo
i tre aliri del triangolo M N O, ne segue che sara altresi
ciascun angolo dell’ uno eguale al suo corrispondente del-
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Valtro, ciot P=M, PCD=N, e PDC=0. Ma il triangolo
PCD, come si & provato, & equiangolo con P 0 R; dunque
anche il triangolo MNO sara equisngolo collo stesso FOR,
ed avrauno ambidue eguali gli angoli opposti ai lati omolo-

i. Cio che ecc. .
g (2:«H. Teorema 3.° Se due triangoli PQR, MNO_ (»'Frg.
426 )" avranno due Tati PQ, PR dell’ uno propor.zwnles‘ at due
M N, M O dell altro, ¢ I' angolo P compreso dai primi eguale
all angolo M compreso dai seconds, essi triangoli sono equiangoli
tra loro. ] .

Dimostrazione. Fatta lo costruzione del teorema 4.
(N 209), sard il triangolo PCD= MNO, e percio i due
angoli PCD, PDC eguali ai loro corrispondenti NV ed O. Mt:
supponendosi iuoltre che PQ : PR:: MN : MO, ovvero '!’Q,
PR::PC : PD, sard la linea CD parallela a QR, e percio gh
angoli PCD, PDC, ossia N ed O, saranno eguali agli angoli
POR, PRQ; onde i due triangoli POR, MNO sono equian-

i & quanto ece. , :
gol. gl; T;lorema 4.° Due triangoli simili MNO, PQR (Fig.*
A27) stanno tra loro nella ragion duplicata di un lato qualunque
MO del primo al suo omologo PR del secondo. -

Dimostrazione. Essendo i due triangoli simili saranno
ancora equiangoli, onde I'angoloe M eguagliando P, ;Y=Q,
ed O=R, siavri- MO: MN::PR: PQ (N.”209). Si pren-
dano per base dei triangoli i due lati omologhi MO, PR, e
dagli angoli verticali N e Q si abbassino sulle basi le per-

ndicolari N F, QG, che saranno’ le altezze dei triangoli.
I due triangoli risultanti MNF, PQG avendo I'angolo M =
P per dato del teorema; I'angolo MFN = PGQ perché am-
bidue retti, avranno anche # terzo MNF=PQG, e percio
saranno equiangoli, ed avranno intorno agli angn‘li uguali i
lati preporzionali tra loro. Sara dunque MNINF:PQ:QF.
Ma avevamo prima MO: MN::PR:PQ; dunque sard ancora
per eguagliauza ordinata MO ; NF::PR: ()Gé c n!lgnmndo
MO : PR:: NF : QG, vale a dire nei triangoli simli MNO,
POR la ragione delle basi MO, PR eguaglia la ragione delle
altezze NF, 0G. Ma i triangoli stanno tra loro nella com-
delle basi e delle altezze (N." 493 ); dunque i trian-
gol? simili staranno tra loro nella duplicata o delle basi, o
delle sltezze, cioé nella duplicata di due lati omologhi qua-
lunque. Cio che ecc. '
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243. Teorema 5.° Le figure reltilinee simili stanno tra loro
wella ragion duplicate di due lati omologhi qualunque.

: Dimostrazione. Sieno le due figure simili ABC IE,
MNOPQ (Fig.' 428 ), nelle quali si supponga I'angolo A= M;
B=Q; C=P; D=0; E=N. Dall’angolo 4 della prima
fligura si tirino le rette AC, AD agli angoli C e D; e pari-
menti dall’angolo M della secorrda si tirino le rette MP, MO
agh angoli P ed 0. Ciascuna figura, com’é éhiaro, verra di-
visa_in un numero eguale di triangoli ; e poiche I’ angolo
B=Q, e di pii per la natura della figura AB: BC:: MQ:
QP, il triangclo ABC sari equiangolo col triangolo MQP; e
percio Iangolo BCA eguaglierd I arigolo QPM. Quindi CA:
BC:PM 2 QP. Ma per la natura delle figure simili BC: CD
::QP:P0O; dunque sard ancora CA: CD::PM: PO.- Siccome
poi si suppongono eguali gli angoli BCD, QPO, se da questi
si tolgano rispettivamente BCA, QPM, i rimanenti ACD, MPO
saranno eguali; onde anche i triangoli ACD, MPO saranno
equiangoli tra loro. Collo stesso ragionamento si potra pro-
vare che ciascun triangolo componente il rettilineo ABCDE
¢ equiangolo e percio simile a ciascuno de’ suoi €oTrispon-
denti pel rettilineo MQPON. Cid- posto potremo argomentare
cosi: il triangolo BAC sta al suo simile OPM nella. duplicata
del lalo 4 C al suo omologo M P (N.° 214 ); parimenti il
triangolo CAD sta al suo simile POM nella duplicata dello
slesso lato 4 C al suo omologo M P ; dunque il triangolo
ABC : QMP::CAD : POM ; e alternando si avra BAC : CAD
$OMP:PMO; e componendo si avra: BAC + CAD, ovvero
la figura BADC sta al triangols CAD:: QMP + PMO, ovvero
la figura QHOP sla al triangolo PMO. Quindi alternando la
figura"BADC; QMOP::CAD :PMO. Ma il triangol8 CAD sta
al triangolo PMO npella duplicata del lato 4 D al suo omo-
logo MO; e nella medesima duplicata di AD: MO sta pur

anche il triangolo DAE col triangolo OMN. Onde il trian-

golo DAE ; OMN::CAD:PMO; e poiche di sopra avevamo
BADC : QMOP::CAD; PMO, sara altresi DAE:OMN ::BADC:
OMOP. E slternando DAE : BADC::OMN : QMOP ; e com-
ponendo DAE +- BADC, ossia ABCDE : DAE :: OMN + Q MOP,
ossia MQPON : OMN. E alternando di nuovo ssrd ABCDE:
MQPON :: DAE : OMN ; ma DAE : OMN nella duplicata del
lato AE al suo omologo M N ; dunque anche la figura ABCDE
stara alla figura MOQPON nella duplicata del lato AE al suo
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omologo MN. Cid che si dice di AE : MN vale regualmente
per tutti i lati omologhi BC : OP ecc. Che & quanto ecc.

- Se le figure simili di cui si vuol conoscere il rapporto
avessero un maggior numero di lati delle precedenti, si do-
vrebbe ripetere collo stesso ordine il medesimo ragionamento
fin a tanto che fossero esaurili i triangoli nei quali ciascuna
figura venne spartita. Ond’ & che la dimostrazione antece-
dente si applica a tutte le figure rettilinee simili di qualun-

que specie.
CAPO VI
Delle linee proporzionali nel circolo.

244. La perpendicolare RQ ( Fig.' 129 ) tirala da un
punto qualunque R dello periferia ARB sul diametro ACB,
chiamasi ordinata del cerchio, e le parti AQ, OB nelle quali
vien diviso il diametro, diconsi segmenti o ascisse del diametro.

243. Teorema 4.° In gualunque circolo I ordinala & media
proporzionale fra i segmenti del diameiro.

Dimostrazione. Dal punto R da cm parte I’ ordinata
RO si conducano alle estremita del diametro le rette RA, RB.

Nel triangolo ARB, essendo retto I’angolo ARB perche
insistente al diametro, gli altri due A e B presi assieme for-
meranno la somma di un retto. Parimenti essendo retto I'an-
golo ROA, perche fatto dalla Perpendicolare RQ, anche i due
angoli Q RA, RAQ presi assieme equivalgono ad un retto.
Dunque ARQ sara eguale all’angolo B; e percid pei trian-
goli AQR, RQB, oltre agli angoli in Q retli e quindi eguali,
saranno gltresi uguali tra loro I’ angolo ARQ e I'angolo B,
e per conseguente anche il terzo A eguagliera Q RB. Onde
si avrd (N.°209) QB : QR::QR: Q A, ciod I' ordinata RQ
media proporzionale fra i segmenti del diametro. Che & quan-
to ecc. -

'216. Corollario. 11 circolo pertanto si pud definire una
linea curva, nella quale I’ ordinata & media proporziopale tra
i segmenti del diametro. Una tale definizione spiege la natara
del cerchio al pari di quella che noi abbismo data al nu-
mero 7, né potrd esser vera I' una senza che lo sia anche
Ialtra.

Infatti non pud verificarsi che QB: QR::QR:Q 4
senza che sieno equiangoli i triangoli Q RB, Q RA, i quali
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banno gli angoli in Q compresi da-lati tra loro proporzio-
nali. Per la qual cosa necessarismente I'angolo BRQ= RAQ
e RBQ = ARQ, onde tulto I'angolo BRA=RAQ 4 RBQ,
ossia i due angoli A e B presi assieme. Quindi se da R si
conduca entiro I'angolo BRA la retta RC, la quale faccia
I'angolo BRC = RBC, essa formerd necessariamente anche
I’angolo ARC = RAC; onde lu linea CR non solamente sard
eguale a CB 1pa eziandio a CA, essendo i due triangoh iso-
sceli. Se adunque la curva ARB é tale che I’ ordinata RQ
abbassata perpendicolarmente da un punto qualunque R di
essa curva sulla linea AB, sia media proporzionale fra i cor-
rispondenti segmenti OB, QA, dovrd pecessariamente il punto
R essere tanto distante dal punto C, quanto lo stesso punto C
¢ distante dolle due estremntd della linea AB, ossia la metd
di essa, cioe CB oppure CA. E poiche la dimostrata proprieta
si verifica non solamente pel punto R, ma per quslunque
altro possa prendersi sulla curva ARB, ne conseguita che tutti
i punti di essa dovranno tanto distare dal punto C, medio
nella linea AB, quanto ¢ la metad di essa, e percio ne saran
tutti epualmente distanti, come appunto si disse al numero 7
di questi Elementi. '

247. Tcorema 2.° Se dalla estremita A ( Fig" 430 ) del
diametro AB s tiri ncl cerchio una corda qualungue AR, ¢ dal
punto R I ordinata RQ al diametro. sara la corda AR media
proporzionale fra tutto sl diametro AB e il di lui segmento AQ.

Dimostrazione. Condotta la corda RB, I’ angolo ARB
sari relto, perche insiste ad un semicircolo, e percio uguale
all'angolo AQR fatto dalla perpendicolare RQ colla 4Q. Con-
sidarando pertanto i due triangoli ARQ, ARB, si conoscera di
leggeri che essi sono tra loro simili.

Perche I'angolo ARB= AQR; 1I"angolo in 4 & co-
mune ad ambidue, onde anche il terzo ARQ = 8. Quindi si
avra AB; AR:: AR ; AQ, cioé la corda AR media proporzio-
nale tra I'intero dismetro AB e il di lui segmento AQ.

2148. Teorema 3.° Nel triangolo rettangolo ARB ( Fig.*
“l5l ) la perpendicolare RQ) tirata ddll’ angolo relto sull ipotenusa,
¢ media proporzionale fra i segmenti AQ , QB dell’ ipotenusa
slessa ; e ciascun catelo p. ¢. A R ¢ medio proporzionale fra
U ipotenusa AB ed il suo segmento corrispondente A Q tagliato
dalla perpendicolare RQ.

Dimostrazione. L’angolo retto ARB di un qualunque
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triangolo & formato nel semicircolo ARB sopra I’ ipotenusa AB,
e gli altri due A e B presi assieme equivalgono ad un retlo,
cioe sono eguali allo siesso ARB. Ora se dall' angolo R si
conduca sull’ ipolenusa la retta R C in maniera che faccia
I’ angolo CRB eguale a B, anche I’ angolo CRA sard eguale
all' angolo 4; e percio (N.°62 ), essendo i due triangoli
ARC, GRB isosceli, la retta RC eguaglierd tanto CA che CB,
che & quanto dire: i tre punti 4, R, B 'si trovano in una
periferia il di cui centro ¢ C nell’ ipotenusa o diametro AB.
Trovandosi poi il punto R in un semicerchio descritto sopra
Iipotenusa AB, si potrd appropriare alla perpendicolare RQ
cio che si dimostro della ordinata del circolo (N.” 245); e
cosi pure si potra appropriare a ciascun cateto AR, BR cio
che abbiam dimostrato nel teorema antecedente ( N.° 247 )
intorno alla corda condotta dall’estremita del diametro, vale
a dire: AQ: QR::QR: QB; ¢ AB: AR:: AR : AQ; e in fine
'BA : BR::BR : BQ. Cid che ecec.

219. Teorema 4.° Se in un cerchio qualungue due corde
AB, DC (Fig." 152) si seghino tra loro nel punto F, un se-
gmento dell una e un seqgmenio dell' altra saranno reciprocamente
proporzianali agli allri segmenti di esse.

Dimostrazione. Si congiungano insieme le estremita
delle corde colle rette AC, DB. Nei triangoli risultanti CF4,
BFD gl angoli CAF , FDB sono eguali, perche angoli slla
periferia ed iosistenti allo stesso areo CB. Per la stessa ra-
gione sono altrest uguali gli angoli ACF, DUBF insistenti al-
Iarco A D. Gli angoli pot CFA, BFD sono eguali perche
opposti al vertice. Dunque i due Lriangoli sono equiangoli e
percio simili tra loro; onde si aved (N.°209) A F: FC::
FD: FB. Che ¢ quanto ecc.

220. Teorema 5.° Se dallo stesso punto B ( Fig." 4133 )
fuori di un circolo si conduca ad esso la tangente BA, ¢ una
segante qualunque BC, che tagli la periferia eslrinsecamente in F,
intrinsecamente in C, sara la tangenie BA media proporzionale
fra tutta la segante B C ¢ la di lei parte BF che resta fuori
del cerchio , cioe : .

BC: BA::BA: BF; ¢
BF : BA::BA : BC.
Dimostrazione. Dal punto del contatto 4 si conducano
ai punti € od F le relte AC, AF. Nei triangoli FAB, ACB,
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I'angolo FAB=AC B perche I'angolo fatto dalla tangente
colla corda eguaglia I'angolo fatto nel segmento alterno (N.°
423); I'angolo B ¢ comune ad ambidue i triangoli, e percio
anche il terzo AFB =CAB. Dunque i due triangoli sono si-
mili, e quindi sard BF : BA::BA : BC. Cio che ecc.

224. Teorema 5." Se dallo stesso punio A ( Fig.' 454 )
fuori di un circolo si tirino ad esso due seganti AB, AC, sa-
ranno le intere seganti AB, AC reciprocamente- proporzionali alle
loro parti AD, AR, che rimangono fuori del cerchio, cro¢ si avra
AB : AC::AR : AD.

Dimostrazione. Dal punto 4 si eonduca la tangente 4Q.
Dietro quello che si ¢ dimostrato nel teorema precedente si
avra AD : AQ::AQ : AB; parimenti AR : AQ:: AQ : AC. Per-
cio sard AQ. AQ=AD.AB; el AQ. AQ=AR.AC; quindi
ancora AD.AB = AR. AC; dunque AB: AC:: AR : AD. Cio
che ecc.

222. Teorema 6.° Le periferic dei circoli sono sempre pro-
porzionali ai raggi (Fig." 4155). :

Dimostrazione. Sieno i due circoli PQR, M NO. Sup-
pongansi formati ai centri C ¢ D i due angeli PCR, MDO
eguali tra loro, e suppongansi iunfinitamente piccoli, cosicche
anche gli archi che li misurano, possano senza errore sensi-
bile considerarsi come linee rette. Cio posto ¢ manifesto che
i due archi PR ed MO compresi dai lati del rispettivo an-
golo, sono egual parte ognuno della sua circonferenza (N.°412);
onde la circonferenza POR stard all’ arco PR come la cir-
conferenza MNO sta all’arco M G. Essendo poi 1"angolo C
eguale all’ angolo D, e I"arco PR simile all’arco M0O; ed
uguali tra loro tanto i duc raggi CP. CR del primo circolo,
quanto ghi altri due DM, DO del secondo; ne siegue che
anche il settore PCR sara simile al settore M D O; cosieche
il rapporto, qualungue desso sia, dall” arco PR al raggio CP,
deve essere uguale al rapporto dell'arco MO al raggio DM
Quindi argomentando per eguaglianza ordinata si avra: POR
CP::MNO : DM ; e alternando POR : MNO :: CP : DM ;
ciot le circonferenze stanno tra loro nello stesso rapporto
dei loro raggi.

223. Teorema 7.° I circoli stanno tra loro nella ragione
duplicata dei loro raggi (Fig.* 435).

Dimostrazione. Posta la costruzione antecedente, i due
settori PCR, MDO sono parti eguali ognuno del proprio cir-
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colo, e percio M ecireolo POR stara al settore PCR come il
circolo M N O al settore M DO. Quindi alternando: il cir-
colo PQR stara al circolo ¥NO cowe il settore PCR .al set-
tore MDO.

Si conducano ora le corde PR, MO (Fig.* 136) Egli
¢ evidente che i due triangoli risultanti PCR, M DO sarsnno
simili tra loro, poiche hanno i lati C P, C R proporzionali ai
due altri DM, DO, e I'angolo C compreso dai due primi
eguale all'angolo D compreso dai due secondi (N.* 244). Es-
sendo poi simili anche i settori PCR, M DO ne segue che
il triangolo PCR comprendera in sé tanla parte del settore
PCR, quanla ne contiene il triangolo M DO del settore M DO;
onde il settore PCR sta al triangolo PCR come il settore
M DO al triangolo M DO; e alternando si avra: il settore
PCR sta al settore M DO come il triangolo PCR sta al
triongolo MDO. Ma il triangolo PCR sta al triangolo MDO
nella duplicata di un lato qualunque PC al suo omologo MD
(N.* 242), ossia del raggio CP al raggio DM ; dunque i due
seltori PCR, M DO stanno tra loro nella duplicata del rag-
gio CP al raggio D M. Siccome poi la ragione dei circoli si
¢ provata eguale a quella dei seltori, ne verrd per necessaria
conseguknza , che anche i due circoli PQR, M N O stsono
tra loro uella ragione duplicata del raggio CP al raggio DM.
Che ¢ quanto ecec. )

CAPO VII.

Dei problems relativi alle cose dimostrate
nella seconda Seziome.

224. Problema 4.° Date tre linee AB, AC, AD (Fig.* 157),
trovare la quarta proporzionale ad esse.

In molte maniere puo risolversi questo problema coi
due seguenti, ma ne indicheremo una sola. Colle due prime
delle tre linee date, cioé con AB ed AC si formi un angolo
qualunque BAC, e si congiungano le due estremith delle gam-
be di esso colla retta BC. Poscia dall’angolo A sopra 4B,
la quale si potrd ‘allungare, occorrendo, si prenda una por-
zione che uguagli la terza linea data 4 D, e dal punto D si
conduca D H parallela a BC, la quale incontrera la linea
AC, prolungata se occorra, nel punto H. Cid falto sara A H
la quarta proporzionale cercata.
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A Dimostrazione. Pel teorema 4.° (N.°203) si avra AB:
AC::AD : AH, ciot AH quarta proporzionale alle tre linee
date. Cio che ecc.
225. Problema 2.° Date due linee AB, AC (Fig.* 158)
trovare la lerza proporzionale.
Soluzione. Le due date linee si dispongano ad angolo,
e sia CAB, congiungendo le estremita G e B colla retta BC.
Sopra la prima linea 4B partendo dall’ angolo 4 si prenda
la porziene A eguale alla seconda AC, ¢ da Q si tiri QR
parallela a CB. Sara AR la terza proporzionale cereata.
Dimostrazione. Dal numero 203 si ha AB : AC::40°
AR. Ma AQ eguaglia per costruzione AC; dunque si avra
altresi AB: AC :: AC: AR, onde AR sard la terza propor-
zionale alle due linee date, come ecc.
226. Problema 3.° Trovare la media proporzionale tra due
linee date AB, BD (Fig.' 159).
Soluzione. Le due linec date AB, BD si dispongano
in maviera che formino una sola retta AD. Cid fatto si di-
vida I'intera 4D in due perti eguoli in €, ¢ falto centro
nello stesso punto C, col raggio C A, ovvero C D si descriva
un semicerchio sopra AD. Poscia dal punto B nel guale fu-
rono congiunte le linee date, s'innalzi la BO perpeadicolare
ad A D, e si produca finche incontri la periferia nel punto
0. Sara la BO media proporzionale fra le date AB, BD.
Dimostrazione. Essendo A D diametro del cerchio, ¢
BO ordinata, sard (N.° 243) AB:BO::BO:BD. Cid che ecc.
227. Problema 4.° Dividere una data retta RO ( Fig.*
140) in manicra che le suc parti sieno proporzionali a due linee
date PQ, QN.
Soluzione. Da uva delle estremitd della linea data RO
p- e. B, sl conduca la retta RG, la quale faccia con essa RO
un angolo qualunque. Dal punto R sopra RG si prenda la
porzione RE eguale ad una delle linee date PQ; similmente
}mrtendo dallo stesso puanto £ si prenda la porzione EG egua-
e all’altra linea data QN. Poscia si congiunga O a G colla
retta GO, e dal punto E si tiri £D parallela a 6O. Cio fatto
la linea ED dividera nel punto D la linea data in due parti
RD, DO, che saranno proporzionali alle due date, cosicche
sarda RD: DO:: PQ : ON. .
Dimostrazione. Nel triangolo ORG essendo DE" paral-
lela ad OG, si aved (N°205) RD: DO :: RE: EG. Ma
17
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RE = P() per costruzione, ¢ EG = QN; dunque sard altrest
R/D : DO:: PO : QN. Ciod ecc.
228. Problema 5.° Dividere una data relta PQ (Fig.*144)
in tre parti proporzionali a tre linee date PG, GN, NR.

Soluzione. Dalla estremita P della data P Q si con-
duca la PS che faccia con essa un angolo qualunque. Dal
punto P sopra la PS si prendano I'una dopo I’altra tre por-
zioni PG, GN, NR eguali alle tre linee date. Si congiunga
il punto R colla estremith Q della linea data, e Hai punti
N e G si tirino NE, GF parallele a QR. Cio fatto le due
rette. N E, G F divideranno la data P () nei punti F ed E
secondo le condisioni del problema. ‘

Dimostrazione. Essendo GF ed NE parallele si avra
(N.°205) PF: FE::PG: GN Dal punto G si conduca ora
GB parallela alla linea PQ; la quale GB tagliera EN e QR
in O e B. Da questa costruzione ne risultera GO = FE, come
pure EQ=0B, perche lati opposti del rispettivo paralielo-
grammo (N."72). Ma pel (N.°203) GO: OB:: GN : NR;
dunque sara anche FE : EQ :: GN : NR. Oade si avrd per
ultimo PF: FE:: PG: GN; FE: EQ::GN : NR, cio¢ la
retta data PQ divisa in parti proporzionali alle tre linee date.
Cio che ecc.

229. Problema 6.° Dividere una data retia AB (Fig.* 142)
in un sumero qualunque di parti tra loro uguali.

Soluzione. Dall’estremity A della linea data si tiri AQ
che faccia con essa un angolo qualunque. Dal punto 4 so
AQ si prendano I'una dopo I’ saltra tante porzioni AP, PD,
DE ecc. di qualsivoglia grandezza , purché sieno uguali tra
loro, quante sono le parti nelle quali si vuol dividere la li-
nea data. 1l punto 'C, cioé I’ estremith dell’ ultima porzione
FC, si congiunga colla estremita B della data AB mediante
la retta CB. Poscia dai punti F, G, E ecc. si tirino le rette
FO, GN, ES ecc. parsllele alla CB, le quali divideranno la
data in altrettante parti tra loro._eguali.

Dimostrazione. Primieramente & manifesto che la linea
A B con tale costruzione vien divisa nello stesso numero di
parti in cui & slata divisa AC; ma questa fu divisa in tante

rti appunto, quante erano quelle in cui i volea divisa la
inea data 4 B. E chiaro poi da quanto si disse fin qui, e
dal (N.* 203) che le parti AT, TR, RS ecc. sono propor-
soneli alle perti 4P, PD, DE ecc. ; dunque quelle saranno

)

li anch’esse tra loro, come lo sono questa, 8 percid la
data A B venoe divisa in un numero di parti eguali come
voleva il problema.

230. Problema 7.° Dividere la base AB (Fig.' 143) del
triangolo ACB in duc parti proporzionali ai lati rsspettivi AC, BC.

Soluzione. Si divida in due parti eguali I' angolo C
opposio alla base mediante la retta C D. Essa proluogata
finche arrivi alla base la dividera nel punto D helle due
perti ricercate, cosicche sara AD : DB :: AC : CB.

Dimostrazione. Dal punto B st condaca la BO paral-
lela alla DC; essa s'incontrera in O col lato AC prodotto.
L’ angolo O==ACD perché |'uno esterno, I'altro interno tra
le stesse parallele; e I’angolo CBO = DCB percheé alterni fra
loro. Ma gli angoli ACD, DCB souo per costruzione uguali;
dunque anche gli angoli O e CBO saranno tra loro uguali,
e quindi eguali pur anco i lati CB, CO. Essendo poi DC
parallela a B O, nel triangolo A O B pel (N."203) si avra
AD : DB:: AC : CO; dunque sara altresi AD: DB:: AC : CB,
poiche CO = CB. Cid che ecc.

234. Problema 8.° Dividere una linea data AB ( Fig.*
144) in esirema e media ragione in maniera che U intera AB
stia ad una sua parle, come quesia sua parte siessa sia oll alira

arie.
’ Soluzione. Sopra la linea data 4 B si costruisca un
quadrato 4 M PB. )l lato AM adiacente ad AB si divida in
due parti uguali in C, e si tiri la CB. Poscia fallo centro
in G, gol raggio CB si descriva uoa periferia di cerchio, la

uale passera per B, e tagliera il lato AM in O e Q, pro-
otto che sia dall’una e dall’altra parte; onde CQ = CO e
CA=CM; come pure AQ=MO ed AO=MQ. Cid pre-
messo si prenda sulla data A B la porzione A D eguale ad
AQ; sara D il punto della divisione che si cerca.

Dimostrazione. Dal punto D si conduca la DE paral-
lela ad AM, e che incontri il lato MP in E. Ne risultano,
com’e chiaro, due rettangoli AE, DP. Parimenti dal punto @
si conduca QR parallela ad 4B, e che incontri ED, prodotia
che sia, in R. E manifesto che MR sara un rettangolo, ed
AR un. quadrato. Ora siccome dal (N.°479) si ha O4 : 4B
$4B: AQ, ossia da cid che si & detto MQ: AB::4AB: QR
ne segue che il quadrato AP sard eguale al rettangolo MR
{N.°203); onde tolto il comune rettangolo 4 E, restera il
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rettangelo EB eguale al quadrato AR; e quindi pel (N.° 204)
si-avra BP : AD::AQ : DB; ossis AB : AD::AD : DB, essendo
AB=BP e AQ=AD. Cio che ecc.

232. Problema 9.° Costruire un triangolo isoscele, che abbia
gli angoli alla base doppi dell’ angolo verticale, ¢ sia tale che dei
due lati ugnali ciascuno eguagli una data retia AB (Fig*443).

Soluzione. Col mezzo del problema antecedente la li-
nea data B si divida in estrema e media ragione nel punto
D, cosicche sia AB : AD:: AD : DB. Di poi fatto centro in 4,
col raggio AB si descriva un cerchio, e in esso dal punto B
si tiri la corda BC eguale alla parte AD, e si congiunga il
punto € con A mediante la retta CA. Sarhd CAB il triangolo
cercato.

Dimostrazione. £ chiaro che il triangolo CAB ¢ iso-
scele perche i due lati AC, AB sono raggi dello stesso cir-
colo, e percio eguali cisscuno alla data retta A B. Essendo
poi per costruzione la retta CB eguale alla partc A D, sard
ancora AB: BC::BC : BD; quindi tirata la DC, i due trian-
soli BAC, BCD (N.° 241) saranno equiangoli, che & quanto

ire I’angolo BCD==BAC, onde si avrd BC: CD:: AB : AC
(N.° 209). Ma AC = AB; dunque anche CD = BC, e quindi
eguagliera altresi la parte 4D. Dal che si deduce (N.°61)
che anche I’angolo DCA eguaglia lo stesso BAC. Tutto I'an-
golo adunque BCA, e cosi pure I'aliro ABC eguale ad esso,
sard- doppio dell’angolo verlicale CAB. Che & quanto ecc.

235. Problema 10." Dividere la circonferenza di un cir-
colo in un dato sumero di parti cquali. .

Soluzione. Se il numero delle parti in cuwi si vuole
dividere la circonferenza sia uno della seguente serie geome-
trica 2, 4, 8,16, 32 ccc., la cosa & facilissima. Imperocche
condotto un diametro a piacimento nel circolo dato, ¢ ma-
nifesto che il cerchio e quindi anche la circonferenza verra
divisa in due parti eguali. Poscia condotto un altro diametro
perpendicolare al primo, la circonferenza sard divisa in quat-
tro parti egusli. Cib fallo, se ciascuno de’ quattro angoli retti
formati dai due diametri, si divida in due parti eguali, la
periferia verri divisa in olto parti eguali. E proseguendo, se
il bisogno il richie?ga, a dividere ciascuna ottava, sedicesi-
ma ecc. parte in altre due eguali, la periferia verra divisa
in trentadue, in sessantaquatiro ecc. parti cguali.

254. Che se il numero delle parti eguali in cui si vuole
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dividere la circonferenza, sia uno deila seguente serie 3, 6,
12, 24, 48 ece:, allora tirato nel cerchio il diametro AB
(Fig.* 146), e da una delle estremith di esso, p. e. B, con-
dotta la corda B D eguale al raggio C B, sara I'arco 4D la
terza, e I'arco BD la sesta parte dells circonferenza. Infatti
tirato il raggio DC, il triangolo DCB, com'¢ chiaro, sara
equilatero, e percid i suoi tre angoli eguali tra loro (N.° 60),
e quindi cisscuno di essi, p. e. DCB, sarh la terza parte di
due retti. Porcid I'arco DB, che misura I"angolo DCB, sara
la terza parte di due retti (N.°36). Onde |'arco U B che
misura quell’ angolo, sary la terza rarte della semiperiferia
BDA, ossia la sesta porte di tutta la circonferenza. Quindi
I'arco AD, che necessarismente deve equivalere a due terzi
della- semicirconferenza, sard la terza parte dell'intera peri-
feria. Ora se I'arco BD che & la sesta parte di essa circon-
ferenza si divida in due parti eguali nel punto E, I' arco BE
ne sard la duodecima parte. Dividendo parimenti la porzione
BE in due parti eguali, si avrd la vigesimaquarta parte della
circonferenza ; e cosi seguitando la divisione di ciascuns nvova
parte ottenuta, verra la periferia divisa in 48, in 96 ecc.
parti tra loro eguali, a norma della serie dei numeri proposti.
253. Sia anehe da dividersi la circonferenza secondo la
serie dei numeri seguenti, cioé in 5, 40, 20, 40, 80 ece.
perti eguali. Primieramente fa d'uopo dividere il raggio CB
(Fig.* 447) nella estrema e media ragione nel punto D (N.*
234 ). Condotta poscia la corda BE che sia uguale alla parte
maggiore CD, ne verrd che I’ arco BE sotteso da essa corda
sara_la decima parte della circonferenza ; poiché, tirato il
raggio C E, ne risulta il triangolo B C E isoscele ed avente
alla base gli angoli £ e B doppi ciascuno dell’ angolo ver-
ticale € (N.°232). Pertanto se la somma dei due retti, ossia
1 4180 gradi, cui equivalgono i tre angoli E, C, B presi as-
sieme, si dividano 1n cinque parti eguali, & chiaro che due
di queste toccherauno a ciascuno dei due angoli £ e B, ed
una sola all’ angolo G, il quale percid sard la quinta parte
di due retti, cioé 36 gradi. E poiché esso & misurato dall’ ar-
co B £, ne conseguila che anche I' arco medesimo sara la
quinta rarte della semiperiferia equivalente a 480 gradi , e
uindi la decima parte dell' intera circonferenza. Ora se dal-
Iestremita E dell’ arco BE si prenda sulla periferia la por-
zone Ef) eguale a BE, sard , com’ & chiaro, BQ la quinta
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perte della periferia. Be poi si divida i’arco BE in due parti
eguali in F, sard BF la vigesima parte della circonferenza.
Nella stessa maniera seguitando a dividere, si otterranuo le
40, le 80 ecc. parti eguali, come puo ognuno facilmente
conoscere da sé. .

236. Sia finalmente da dividersi la circonferensa in tante
parti uguali secondo che vieve indicato dalla serie det nu-
meri 43, 50, 60, 120 ecc. Si trovi prima di tutto, secondo
cid che si & insegnato superiormente ( N.° 234), la terza par-
le della periferia, e sia p. e. AB (Fig." 148). Poscia da essa
si sottragga la quinta parte A C della circonferenza stessa. La
differenza CB che pessa fra queste due parti, si divida in
due parli eguali vel punto D; cid fatto, sarh tanto BD che
DC la decima quinta parte della periferia. Infatti se tutta la
periferia si concepisca divisa in quindici parti eguali, cinque
di esse spetleranno all’arco AB, il quale per costruzione si
suppose essere la terza parte della periferia, e tre spelleranno
all'arco AC, che si suppose essere la quinta parte della cir-
conferenza; oude all’arco B C, che & la dillerenza che passa
fra AB ed AC toccherauno due parti; di modo che all’arco
B D ovvero DC che & la meth di BC ne tocchera una sola.
Percio tanto B D che DC sara la quindicesima parte dell'in-
tera periferia. Dividendo ora upo di tali archi in due parti
eguali, si avra la trigesia, e cosi successivamente la 60, la
420 ece., a norma della serie proposta. .

Qualunque altra divisione della circonferenza in un
pumero di parti che non sia uno delle serie antecedentemente
indicale, von si puo ottenere colla Geomelria pmua,‘nchxe-
dendosi, oltre la cognizione della livea retta e del circolo,
quella di altre curve delle quali la Geometria piana non tratta.

237. Problema 44.° Inscrivere in us dato cerchio un po-
ligono di dala specie, che sia regolare, e che abbia tulli 3 suos
angoli alls periferia di esso (Fig.' 449). o

Soluzione. Col mezzo del problema precedente si di-
vida la periferia del circolo dato in tante parli quanti sono
i lati del poligono da inscriversi, e sieno queste parti 4B,
B C, C D ecc. Dall’uno all'altro punto di tah divnanm si con-
ducano poscia le corde 4B, BC, CD ecc., e il poligono che
ne risulla sard il cercalo. )

Dimostrazione. Egli ¢ manifesto primieramente che il
poligono A BC DE ecc. ¢ di data specie perché la circonfe-
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rensa fu divisa in tants parti quanti dovevano essere i lati
del poligono, il quale & inoltre inscritto al dato cerchio, aven-
do tutti gli angoli alla periferia di esso. Di piut le corde AB,
BC ecc. formanti i lati del poligono, sono tra loro ugual
perché sottendono archi ugusli; gli aogoli roi 4, B, C-ece.
sono anch’essi uguali tra loro, essendo tutti alla periferia dello
stesso cerchio, ed insistende ciascuno ad um srco E DCB,
AEDC ecc. composto di uno stesso numero di quelle parti
eguali, nelle quali fu divisa la periferia. Sard dunque un tal
poligono regolare appunto perche has si i lati che gli angoli
tra loro eguali. Cio che ecc.

Se il numero dei lati del poligono da inscriversi non
sia compreso in nessuna delle serie che.si sono considerate
nel problema precedente, la formazione di esso non potrebbe
ottenersi colla sola Geometria piana, come gia si disse (N."
236) della divisione della periferia in parti eguali.

238. Problema 42.° Ad un dato circolo circoscrivere un
poligono regolare di delerminata specie, cioe descrivere un poli-
gono regolare i ds cui lati tocchino il circolo dato.

Soluzione. Si divida la periferia del circolo dato (pro-
blema 410) in tante parti eguali AB, BC, GD ecc. (Fig.* 430)
quanti sonv i lati del poligono da descriversi. Indi dai punti
A, B, C ecc. di tali divisioni si tirino le tangenti E G, 6H,
HM ecc., le quali prodotte che sieno si segheranno nei punti
G, H, M ecc. e formerannno il poligono EGH M N, che
sard il cercato.

Dimostrazione. 1l poligono descritto EGHMN primie-
ramente & di specie determinata , perché tanti sono i punti
A, B, C ecc. delle divisioni della periferia quanti i lati del

ligono. Inoltre esso & circoseritto al cerchio dato, perche
1 suoi lali sono per costruzione altrettante tangenti del cir-
colo stesso. Di piu esso & regolare; imperocché condotte le
corde AB, BC, CD ecc. ne risulteranno tanti triangoli isosceli
QEA, AGB, BHC ecc. (N.° 403). Questi triangoli poi avranno
gli angoli alla base EQ4, GAB, HBC ecc. eguali tra loro,
poiché ciascuno di essi & uguale ( N.° 423 ) agli angoli che
possono essere formati nei segmenti alterni QDCBA, AQDCB
ecc., i quali sono parimenti uguali tra loro, perché i loro
archi sono composti dello stesso numero di perti eguali nelle
quali fu divisa la circonferensa, e percio tali archi compren-
derauno angoli uguali. Inoltre le besi 04, 4B, BC ecc. dei
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triaogoli sono anch’esse tra loro uguali perché archi uguali
sono soltesi da corde eguali (N.° 440). Saranno dunque tutti
quei triangoli tra loro uguali, e quindi ugusli pur anco i
loro terzi angoli E, G, H, M, N, che sono appunto gli an-
goli del poligono. Eseendo poi uguali i loro lati QE, E A4,
AG, GB ecc. ne segue che ciascuno di éssi & la metd di un
lato del poligono, e percid anche gl’interi lati del poligono.
cioe NE, EG, GH ecc. saranno tra loro eguali, e quindi il
poligono sard di data specie e regolare, come si voleva.

Cid che si & detto dei poligoni inscritti al cerchio
(N.° 237) vale anche dei poligoni eircoseritti, cioé a dire
essi non potranno esser descritti col meszzo della Geometria
piana se non quando il numero de’ loro lati sia uno delle
serie che noi considerammo nel problema 40.° N.° 236.

259. Problema 43.° Inscrivere un cerchio ad un dalo po-

ligono regolare, cioe descrivere un cerchio la di cui periferia loc-
chi tulls i lati del poligono dato.

Soluzione. Sia il poligono dato ABCDE ecc. (Fig.*
451). Si dividano in due parti ugunali due angoli prossimi
qualunque di esso, p. e. AED, E DC per mezzo delle rette
EF, DF, le quali prodotte s'incontreranno nel punto F. Si
abbassi da F sopra E£D la perpendicolare FH, e poscia fa-
eeado centro nello stesso punto F, col reggio FH si descriva
un circolo che sard appunto quello che si cerca.

Dimostrazione. Si tirino le rette FC, FB, FA ece.
agli aamgoli, come pure le perpendicolari FO, FR ecc. ai lati
del poligono. Cio fatto, nei triangoli risultanti EDF, CDF
il lato DE eguoaglia DC, essendo il poligono per supposizione
regolare; il lato FD & comune, e gli angoli compresi FDE,
FDC sono per costruzione eguali. Dunque i due triangoli sono
eguali , ed eguali percid saranno altresi i due angoli corri-
spondenti FED, FCD. Ma { sngolo FED essendo per costru-
rione la metd dell’ angolo AED, e I'angolo DCB eguaglioudo
per supposizione |’angolo AED, pe segue che anche I angolo
FC D sia la metd di DCB. E poicheé nello stesso modo si
dimostra che le altre linee FB, FA, FC ecc. dividono io
due parti vgueli i rimavenli angoli del poligono dato , ne
verrd che nei triangoli EFD, DFC, CFB ecc. sarsnno uguali
tra loro tulti gli angoli adiacenti ai lati ED, DG, CB ecc.,
essendo ciascuno di essi la meld degli angoli del poligono.
Tali triangoli poi avendo inoltre eguali i leti stessi ED, DC.

84

CB ecc. ,:perché sono lati di' un:poligono regolare, ne con-

uita che essi saranno.eguali tra loro. E siccome hanno
uguali le basi ED, DC, CB ecec., necessariamente avranno
anche uguali le altezze FH, FO, FR ecc. (N.° 89). Quindi
il circolo descritto col centro F e col raggio FH non sols-
mente passeria pel punto H, ma ben anche per O ed R ecc;;
e poiche tutti i lati del poligono sono perpendicolari per co-
struzione ai raggi FH, FO, FR ecc., essi saranno altrettante
tangenti del circolo, che & quanto dire: # circolo ¢ inscritto
al poligono dato. Cio che ece.

240. Problema 44.° Gircoscrivere un circolo ad un dato
poligono regolare , cioé descrivere un circolo la di cus periferia
passi per tulli gli angoli del poligono dato.. »

Soluzione. Sia ABCD ecc. (Fig.'452) il poligono re-
golare dato. Si dividano, come nel problema antecedente, due
angoli prossimi di esso BCD, CDE in due parli uguali me-
diante le rette CF, DF, le quali 8 incontreranno nel pun-
to F. Fatto centro in F col raggio FC si descriva un cerchio,
e sard desso il cercato.

Dimostrazione. Essendo il poligono dato regolare, avra
tutti gli angoli eguali tra loro, e percid anche gli angoli
FGD, FDC che sono la meta dei due angoli del poligono
saranno eguali, e quindi eguali altresi i latt FC, FD. Il cir-
colo adunque descritto ool centro F e col raggio FC passa
pel punto D. Si tirino ora le retlte FE, FA, FB ecc. 1 trian-
goli risultanti CFD, EFD; oltre il lato comune FD, e i lati
CD, DE che sono eguali perche lati di un poligono regolare,
hanno anche gli angoli compresi FDC, FDE eguali per co-
siruzione; dunque i due (riangoli sono eguali, e parimenti
uguali i due lati corrispondenti FC, FE, e percid il circolo
passerd ancora pel puuto E. E poiché nei triangoli E FD,
DFG sovo eguali gli angoli corrispondeati FED, FCD, I'an-
golo FED sard la meta di AED, come pure FCD & la metd
dell’angolo BCD, il quale ¢ uguale ad AED, essendo angoli
di un poligono regolare. Si potrd quindi dimostrare con tutta
facilita che il circolo descritto deve passare altresi per gli
altri angoli del poligono , vale a dire che ¢ circoscritto ad
esso, come dovea dimostrarsi.

?41. Problema 15.° Sopra- usa data retia AB (Fig.* 153)
“WW";J“ poligono regolare - di ‘determinata specie.

ione. Si descriva umeircolo qualunque PQO, la
A8
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periferia del quale si divida in tante parti uguali quanti sa-
ranno i lati del poligono da descriversi, e una di esse parti
sia ’arco P Q. Si tiri la corda P Q, dalle cui estremita P
e Q si conducano i raggi PR, QR. Cio fallo si costruisca
sopra la data AB il triangolo ACB equiangolo all’ altro PRQ
in modo , ehe gli augoli in 4 e B sieno eguali a quelli in
P e (. Poscia si faccia centro in C e col raggio CA si de-
scriva un circolo, il quale dovra passare anche pel punto B,
perché essendo uguali i due angoli RPQ, RQP, saranno al-
tresi uguali CAB, CBA che per costruzione furono fatti eguali
ad essi; e percid anche le rette C A, C B saranno eguali,
perche loti di un triangolo isoscele. Ora nel cerchio descrilto,
tirando le corde BD, DE. EF ecc. eguali ciascuna alla dsta
retta AB, si avrd il poligono cercato.

Dimostrazione. Nei triangoli P RQ, ACB I’ angolo R
per costruzione ¢ uguale all’angolo C; onde I'arco AB va-
lerd un egual numero di gradi dell arco P Q. Quindi tanto
I’arco AB quanto I'arco PQ saranno egual porzione ogouno
della rispettiva periferia. Dal che ne conseguita che le corde
BD, LE, EF ecc. dividono la circonferenza AEB in altret-
tante parti eguali , quante furono quelle nelle quali fu di-
stribuita la periferia POQ, ciot in un numero eguale a quello
dei lati del poligono da descriversi. Pertanto il detto poligono
& formato sopra la linea data, & di specie determinata, e
finalmente & regolare, il che potri dimostrarsi nel modo stesso
del N.° 237 Probl." 44.°

' chiaro che questo problema sarebbe insolubile col-
la Geometria Piana , quando si volesse un poligono di un
sumero tale di lati, che non fosse compreso nelle serie del
Probl.* 40.° N.° 236.

242. Problema 46.° Sopra una data retia AB (Fig." 134)
costruire wna fiqura simile ad ww’ altva data MNOPQ, ¢ tale
che la linea AB divenga lato omologo ad wn lato dato MN della
fiwa dai. .

Soluzione. Da uno degli angoli adiscenti al dato lato
MN, p. e. dall’angolo N, si conducano agli altri angoli le
rette NO, NP ecc., e si divida cosl la figura in tenti trian-
goli. Indi sopra la data AB si costruisca il friangolo 4C B
equiangolo col triangolo MQN in maniera che gl angoli 4
¢ B eguaglino M ed N. Poscia sopra CB si formi il trian-
golo BC D equisngolo al triengolo N QP in guse, che gli
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angoli in C e in B sieno eguali agli angoli in Q e in A.
Similmente sopra BD si faccia il triangolo BDE equiangolo
con OP N cosicché gli angoli in D e in B eguaglino quelli
in P ed N, e cost via via. La figura BACDE che risultera
da questa eostruzione sara la cercata.

Dimostrazione. L’ angolo A eguaglia per costruzione
I’angolo M, come pure I’angolo ABC eguaglia MNQ; quindi
aoche |'angolo BCD essendo per costruzione eguale ad NQP,
ne segue che tutto I'angolo 4 CD sard eguale a tutto I an-
golo MQP. Nello stesso modo si pud dimostrare che I'an-
golo CDE eguaglia Q PO, e cosi dicasi degli altri. Ora dal
N.* 244 si ba AB: AC:: MN : M(. Dunque 1 lati che com
prendono gli angoli eguali 4 ed M sono proporzionali. Ma
per la stessa ragione si ha ancora AC: CB:: MQ: QN, e
CB: CD::QN : QP; quindi per eguaglianza ordinata si avra
AC:CD:: MQ:0QP, e perci(‘) saranno proporzionali altresi
i lati che comprendono 1 due angoli eguali ACD, MQP. Con
eguale raziocinio si dimostra essere tra loro proporzionali gli
altri lati posti intorno ad angoli uguali. Dunque la figura
descritta & simile alla data, & formata sopra la retta AB, e
di piu la stessa retta AB & lato omologo col lato MN dato,
come voleva ¥ problems.

243. Problema 47.° Date due figure M ed N (Fig.* 455)
descriverne uma lerza simile ad una di esse M, ed equivalente
all’ altra N.

_ Soluzione. So‘)ra uno dei lati AB della figura M si
costruisca il rettangolo AD (N.” 4140) equivalente alla stessa
figura M ; di poi sopra il lato BD si formi il rettangolo DC
equivalente all’altra figura N. Si trovi (N."226) la media
proporzionale fra le basi AB, BC dei rettangoli descritti, e
sian EF. Ora sopra EF si costraisca, come s’insegnd nel pro-
blema precedente la figura R simile ad M in modo, che il
lato EF sia omologo al lato AB. Serd R la figura cercata.

_ Dimostrazione. La figura M sta alla figura R nella
ragione duplicata del lato AB al suo omologo EF (N.°243),
ciod sard M : R :: AB: BC (N." 470 ). Ma anche il rettan-
golo 4D sta al rettangolo DC come la base AB sta alla base
BC (N.°490) ; dunque la figura M sta alla figura R come
il rettangolo AD sta al rettangolo DC. Ma il rettangolo AD
eguaglia per costruzione la g(g)nra M, e il rettangolo D C
eguaglia la figura N; dunque anche la figura M starh ad R
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come la figura M ad N. Dal che ne viene che la figura R
eguaglia-la_figura N. Di piu poi la figaira R & simile per
costruzione ad M: essa & dunque quella che si cercava.

- 244. Problema 48.* Costruire una figura simile ad un’ alira
data O (Fig." 136) e che abbia ad essa la medesima ragione o
vapporio che ha una data linea M ad un'alire data N.

- Soluzione. Si trovi (N."224 probl. 4.°) la quarta pro-
porzionale ad N, M e ad un lato qualunque A B della figura
data O, e sia questa CD, cosicche sia N : M::AB: CD. Si
trovi poscia la media proporzionale fra AB e CD, e sia EF.
In fine sepra E F si descriva la figura Q simile alla data O
(N.° 242) in maniera che il lato EF sia omologo al lato AB.
Sara Q la figura voluta.

Dimostrazione. La figura O sta alla sua simile  nella
duplicata del lato A B al suo omologo EF (N.°243), ciot
come AB sta a CD (N.° 470), ossia per costruzione como
N sta ad M. E invertendo si avra: la figura Q sta alla figura O
come la data linea M alla data N. E poiche la figura Q fu
costruita simile alla figura O, avrd peraio tutte le condiziom
richieste dal problema. :

243. Problema 19.° Date due figure M ed O (Fig."437),
costruirne una lerza simile ad una di esse M, e che abbia all'alira
O lo slesso rapporto che ha una linea data R ad un’ alira data S.

Soluzione. Si formi un rettangolo qualunque AC equi-
valente alla figura O. Poscia si protragga un lato di esso p. e.
AB fino in D in maniera, che il prolungamento B D sia la
quarta proporzionale dopo S, R ed AB onde si abbia questa

roporzione S : R::AB : BDj si compia il rettangolo C D. Cio
ﬁsuo si costruisca pel problema 47.° la figura P simile ad M
ed equivalente al rettangolo CD. Sara P la figura che si de-
sidera. : :

- Dimostrazione. La figura P primieromente & simile per
costruzione alla figura M. lnoltre essendo uguale al reilan-
golo CD, avra alla figura O la stessa ragione che ha il ret-
tangolo CD alla stessa figura O, ossia all’altro rettangolo AC,
il quale fu costruito equivalente alla stessa figura 0. Ma il
rettangolo C D sta al retlangolo A C come la base B D alla
base AB, ossia come la linea R alla linea S, essendo per
supposizione S : R :: AB: BD; e quindi inveriendo R: S ::
BD: AB. Dunque la figura P sta ad O, come la linea R
sta ad §, e percio soddisfa a tutte le condisioni volute dal
problema.
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246. Problema 20.° Date due figure simili M ed O (Fig.
458) costruirne una terza simile oll' una ¢ oll' altra di esse ed
equivalente ad ambedue prese insieme.

Soluzione. Si compongano ad angolo retto due lati
omologhi delle figure date, p. e. AB e BC, e sia tale angolo
ABC. Si conduca poscia I’ ipotenusa AC, e sopra di essa si
costruisca la figura P simile all’ una e all’altra delle figure
date M ed O in guisa, che il lato AC sia omologo al lato
AB, ovvero BC. Sara P la figora che si cerca.

Dimostrazione. Le tre figure M, O, P essendo simili
stanno tra loro come i quadrati dei lati omologhi ( N."243),
ciot come AC*: AB® : BC*; ma AC*= AB*~+ BC* (N.° 95);
dunque la superficie P= M <+ O, cio che ecc.

Da cio segue, che il semicerchio fatto sull’ipotenusa
AC (Fig.' 159 ), eguaglia gli altri due descritti sopra i ca-
teti, perche tutti i semicerchi sono simili tra loro, come lo
sono gl’ interi circoli. Laonde tolti di comune i segmenti
AGB, BHC, il triangolo A BC eguagliera i due spazi curvi-
linei, ciote BQGA—~+~ BDHC, che si chiamano lunule o lunette.

247. Problema 24.° Date due figure simili P ed O (Fig."
460 ) costruirne una terza simile ad ambedue, ed equivalente alla
differenza che passa tra Luna e laltra di esse.

Soluzione. Sopra va lato qualunque A C della figura
maggiore P si descriva un semicerchio ABC. Poscia dall’ estre-
mitd € si tiri la corda BC eguale al lato omologo della figura
minore O; come pure dall’ estremita 4 si tiri |’ altra corda
AB e sopra di essa si costruisca la figura M simile ad ambe-
due le date O e P in.modo, che il lato 4B sia omologo a
BC, ovvero AC. Ssra M la figura cercata.

Dimostrazione. Primicramente la figura M & per co-
struzione simile ad ambedue le date. Che poi sia equivalente
alla differenza di esse si prova in questo modo. Dalla dimo-
strazione del problema precedente M -+ O = P; dunque se
da queste due quantila uguali si tolga la figura O, si avra

==P—0; cio¢ la figura M equivalente alla differenza che
passa fra le due figure date P ed O, come si voleva. -
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CAPO VHI.
Della maniera di esprimere in numeri ossia misurare la
superficie delle figure piane.

248. Misurare la superficie o I'area di una figura, signi-
fica cercare quante volte essa contenga un’ altra data e de-
terminata superficie. Tra le superficie quella del quadrato sem-
bro ai Geometri la pid semplice, e fu percio stabilita per
unith di misura di tutte quante le figure piane. Da questa
maniera di valotare in quadrati le aree delle figure piane ne
derivd I’ espressione guadrare o determinare ls guadratura di
una figara data. H lato poi del quadrato che si prende per
unith di misura delle superficie, ¢ d’ ordinsrio quella retta
che si prende per unita nella misura delle linee o lunghezze,
cio¢ il pollice o I'oncia, il palmo, il piede, il braccio, la
pertica, il metro ecc., come gia si accennd al N.°482; e la
superficie valutata in quadrati si dice essere tante oncie, tanti
palmi, piedi, metri, quadrati ecc.

249. Per esprimere adunque in numeri una superficie
qualunque, fa d’uopo conoscere il rapporto che passa tra la
superficie da esprimersi e quel quadrato che si prende per
misura, e che s'intende sempre espresso dall’unita. _

250. Sia p. e. da esprimersi in numeri il parallelogram-
ma AB (Fig." 461), di cui la base & QB, I altezza CD. Si
applichi la misura lineare p. e. RS tanto alla base QB che
all’ altezza CD, e si noti il numero delle volte che si l'una
che I'altra contengono I'unita di misura stabilita AS. Si mol-
tiplichi poscia I'uno di questi oumeri per I'altro, e il pro-
dotto risultante esprimera in altrettanti quadrati il valore del-
lo stesso parallelogramma 48.

Dimostrazione. Sopra la misura lineare RS si formi il
quadrato RT. Poiché i quadrati sooo del genere dei paral-
lelogrammi, si potra qui pure applicare la dimostrazione, e
usare lo stesso raziocinio del N * 493 Teor. 3.°cioé il paral-
lelogramma AB starh al quadrato AT nella ragione composta
della base QB alla base RS, e dell’ altezza CD all’ altezza ST.
Siccome poi cid che si dice delle quantita esprimenti vale
egualmente delle espresse (N.° 487), percid anche il numero
che esprime il parallelogrammo AB stard al numero che espri-
me il quadrato RT nella ragione composta del numero espri-
mente ‘L base QB al numero esprimente la base RS, e dle
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numero esprimente I'aliezza CP al numero esprimente I al-
tezza S T; ciod ( N.° 459 ) sard la stessa ragione che ha il
numero esprimente il parallelogramma AB al numero espri-
mente il quadrato RT; e percio (N.° 487 ) anche il paral-
lelogramma stesso AB stari al quadrato RT come il prodotto
che risulta dalla moltiplicazione del numero esprimente la
la base QB pel numero esprimente I’ altezza CD sta al pro-
dotto che 'si oftiene dalla moltiplica del numero esprimente
la base RS pel numero esprimente 1'altezza ST. Ma il nu-
mero che esprime la base RS & I’ unitd, e I’unitad pur anche
& il numero che esprime I’ altezza ST = RS (I’ unita poi mol-
tiplicata per I'unita da sempre per prodoito I’ unita ); dunque
il rapporto che passa fra ilp parallelogramma 4 B e il qua-
drato RT, che ¢ la sua misura, eguaglia il rapporto che ha
I’ uoith el prodotto nato dalla moltiplicazione del numero
esprimente la base QB pel numero esprimente I’altezza CD,
che & quanto dire: il prodotto che si ottiene moltiplicando
il numero che esprime la base del parallelogramma pel nu-
mero che esprinie la di lui altezza, da il preciso valore del
perallelogramma medesimo (N.* 483). Cio che ece.

234. Corollario4.* Quindi un parallelogramma qualunque
verrd sempre espresso dal prodotto risultante dalla moltipli-
cazione del numero che esprime la base pel numero che
esprime I’ altezza. Lo stesso si dica dei rettangoli e dei qua-
drati; e riguardo ai quadrati , per ottenere il loro valore,
bastera moltiplicare un lato qualunque per se stesso, giacche
in essi la base eguaglia sempre la loro altezza.

252. Corollario 2.° Ogni triangolo essendo la meta di un
parallelogramma avente base ed altezza con esso uguali, verra
espresso, com’é chiaro, dalla meta del prodotto del numero
della base per quello dell' altezza.

233. Corollario 3.° L’area del trapezio (il quale si pud
sempre convertire in due triangoli di eguale altezza, perche
avenli le basi sui lati paralleli ) eguaglia il prodotto nato
dalla semisomma dei due lati paralleli nella perpendicolare
intercetla lra essi. .

Perché nel trapezio CABD (Fig.' 162) tirata la dia-
gonale AD, verra esso diviso nei due triangoli ADB, ADC.
Ora se dai loro vertici 4 ¢ D si abbassino le perpendicolari
Am, D, sary Am | altezza del triangolo ADC, e Dn I altezza
del triangolo ADB; me poiche Am=Dn ( N.°54 ), sard
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P sltessa dolt*umo o dell’ altro == Am. Dunque I ares del
triangolo ADbzi/”xAB, e I'area del trisngolo 4 D.C

( 2
= Q__;_(_C_?_D . Quindi sommando insieme I'una e Paltra, P’a-

rea del trapesio =(AB+C:) X 4=
strarsi.

284, Se la figura da valutarsi fosse regolare, p.e. ABCDE
(Fig.* 163), allora la cosa ssra piu spedita. Imperocché tro-
vato che si abbia il centro F del circolo o inscritlo o cir-
coscritto alla data figura, e condolto da F taole linee rette
a tutli i suoi angoli essa verra srartjta in tanti triangoli uguali
AFB, BFC ecc. quanti sono i lati della stessa figura. Onde
dal medesimo centro F sbbassandgq, sopra uno dei lati CD
della figura la perpendicolare FG, la quale suole chiemarsi
apotema del poligono, sara dessa 1’altezza del trlangolo CFD.
Quindi se il lato CD e I’alteraa o opotema FG vengano e-
spressi dal rispeltivo numero, cui sono equivalenti, e poscia
st prenda la meta del prodotto risultante dalla moltiplica del-
I'ono per I'altro, questa metd dara il numero che esprimerd
il valore del triangolo CFD. Un tale numero poi preso tante
volte quanti sono 1 triangoli nei quali fu spartita la figura,
ossia, cid che ¢ lo stesso, moltiplicato pei lati di essa, cioé
pel suo perimetro, dard il numero esprimente I’intera figura.

253. Corollario. 1l circolo potendosi riguardare come un
poligono regolare "di un pumero infinito di lati infinitamente
piccoli,  ne segue che la sua area o superficie sara eguale an-
¢h’ essa al semiprodotto della circonferenza nel raggio.

236. Archimede ricercando col mezzo del calcolo una
retta eguale alla periferia di un circolo di dato diametro,
trovd che il, diagetro sta alla sua rispettiva periferia pros-
simamente come 7 : 223, E Adrisuo Mezio matematico olan-
dese spingendo pil oltre questa ricerca, trovd il rapporto
piu prossimo di 443 : 383. 1 matematici sogliono esprimere
colla lettera  questo rapporto che ha la circonferenza al
suo diamelro, e che percio, secondo i calcoli di Archimede,

valerd ?_52’ e secondo quelli di Mezio sard %—g Onde con 7

, come dovea dimo-

*

intendono indicare quale sarebbe la lunghezza della circon-
ferenza rettificata, il di cui diametro fosse I'unita. In qua-
lunque circolo poi , supposto il diametro =1 , si avra T,
ossia la circonferenza reltificata =34445..... prossimamente,
il qual valore si ottenne dall’ inscrivere un cerchio in un
poligono regolare di 768 lati. E siccome un poligono di un
8l gran numero di lati coincide quasi col cerchio circoscritto,
cosl 34445 sard il valore approssimato della circonferenza
del cerchio il cui dismetro —=4. Quindi per indicare la lun-
ghezza della circonferenza , il cui dismetro in generale sia
2r, non avrassi ( N.° 222 ) che ad istituire questa propor-
gione 4 : #3321 : z; dallo quale si ricava z=2=r, che
dara il valore di quella circonferenza rettificata. Per avere
poi la superficie compresa da tale circonferenza, non avras-

8i (N.°233) che a moltiplicare 2%r per -é-:rr’, ed il

rodotto #r* jndichera appunto quella superficie. Si s dunque
5 superficie di un circolo col moltiplicare la sua circonferenza
vettificala per la mets del raggio, ovvero col moltiplicare il qua-
dralo del raggio pel numero costante x =3AM5.....

237. Corollario. L’ area di un settore in un circolo qua-

lunque & uguale al semiprodotto del raggio moltiplicato per
I’arco intercetto dai due raggi che comprendono il settore
medesimo. :
L’area di un segmento di cerchio, ¢ uguale alla dif-
ferenza che passa-fra I'area del settore, e quella del trian-
gplo isoscele formato dalla corda che sottende I' arco mede-
simo, e dai due raggi che comprendono il settore.

258. Per valutar poi le altre figure rettilinee , esse si
spartirenno in tsati triangoli , tirando da un angolo qua-
lunque di esse tante rette a tutti gli altri. Indi si troverau-
DO 1 pumeri esprimeati ciascun triangolo, e in fine si som-
meranno {utti iosieme : il loro risultato dara il valore di
tutta la Bgura.
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SEZIONE “TERZA
CAPO 1. °
Dei Solids.
La teoria dei solidi suppone alcune nozioni che noi
premetteremo in questo capitolo. o .
259. 1l solido, come gia si accennd nella introduzione
a questi Elementi, & quella grandezza geometrica che ha le
tre dimensioni lunghezza , larghezza e profondita , e che &
circoscrilta e terminata da superficie, le quali possono essere
piane o curve. . ' o
260. Si accenno pure altra volta, che la superficie di-
cesi piana , od anche assolutamente piaso, quando sopra di
essa condotte delle linee rette per ogni verso, queste com-
baciano perfettamente con essa in tutti i loro punti. In caso
diverso la superficie dicesi curva. o
264. Da queste nozioni ne derivano i seguenti corollari:
A.° Due lince rette formanti angolo sono sempre wel me-
desimo piano. In fatti si pud evidentemente immaginare uma
infinita di piani, che passino per la linea AB (Fig.* 164);
indi si pud far girare uno di questi piani intorno a detta
linea come sopra una cerniera, finche combacia colla retta AC.
2.° Comunque #i prendano nello spazio tre punti, essi so-
ranso sempre posti nello stesso piano. Di fatli dati i tre punti
A, Be C (Fig*'164) ed unito mediante rette uno di essi
p-e. A cogli altri due B e C si hanno due rette AB ed AC
che formano un angolo , e che sono percid ( N.* 264, 41.%)
nello stesso piano.
3.° Due linee pavallele essendo sempre nelloTslesso piamo,
necessariamente vi saranno anche tutle le vetle che le tagliano :
giacche ogni secante p. e. EF (Fig."163) con ciascuna delle
parallele 4B e GD sono pello stesso pieno perché formanti
angolo (N." 264, 4.°). Co
A.° Se due piani si segano, sari la loro intersezione, o
comune sezione dei piani, una linea retla : altrimenti pei punti
A e B (Fig." 166) comuni ai due piani FG, KD non s po-
trebbe tirare una retta A B che combaciasse ( N.° 260 ) in
tatti i suoi punti coi pieni stessi.
262. Le superficie piane che circoserivono un solido sono
unite insieme pei loro lati e pei loro angoli, e formano degli
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angoli piani, ¢ delle punte solide, le quali chiamansi angoli
solsds.
263. La linea retta AB ( Fig." 167) incontrandosi nel
piano EG in B, chiamasi perpendicolare ad esso piano, se io-
siste su di esso in maniera, che faccia un angolo retto con
tutte le linee BC, BL, BN, BD ecc. che si possono tirare dal
punto B nel piano medesimo. In caso diverso dicesi inclinata
od obliqua.

264. Corollario. Non possono essere ad un tempo perpen-
dicolari allo stesso piano duc rette AB ed SB (Fig.* 467) che
& incontrino nello stesso punto B di quel piano. Di fatti facendo
passare un piano (N.° 264, 4.°) per le due rette 4B, SB, e
supposta C M la sezione che fa questo piano coll’ altro EG,
23:1 pud essere ad un tempo la C M perpendicolare ad 4B

a BS.

263. Teorema 4.° Se la retta AB (Fig.* 168) ¢ perpen-
dicolare a due rette FE, HC, che si tagliano in B, sara anche
perpendicolare a qualungue altra retta, che , giacendo sul piano
di quelle due, passi pel punto B, ¢ quindi sard perpendicolare al
piano medesimo in cui si lrovano quelle due relte.

. Dimostrazione. Pel punto B si tiri nel piano LN una
retta qualunque GD: poi preso FB—=BE ¢ BC=BH, si
congiunga E con C, ed F con H; quindi si congiungano i

unti E, D, C, F, G, H mediaote rette con un punto qua-
unque A della perpendicolare 4B. Dietro i dati del teorema
e la costruzione eseguita, riescono eguali a due a due i se-
guenti triangoli FHB e BCE, FAB e BAE, HAB e BAC;
quindi riescono eguali i due angoli GFB e BED, come pure
riescono eguali a due a due le rette E4 ed AF, CA ed AH,
CE ed FH. Ma poste tali eguaglianze anche i triangoli EAC
ed HAF riescono eguali, come pure i triangoli FGB e BED;
quindi saravvi ancora eguaglianza (ra i lati GF ed ED, GB
e BD, e tra gli angoli AFG ed AED. Ma se si verifica questo
saranno tra loro eguali anche i due triangoli AFG ed AED,
e percio AG sard eguale ad 4D, e percid il triangolo ABG
sard eguale al triangolo ABD. Ora questa ullima eguaglianza
non si puo verificare se non sieno retti i due angoli 48D,
ABG, dunque se la AB ¢ perpeudicolare alle due FE ed HC,
lo sard anche alla terza qualunque GD tirata pel punto B sul
piano , e quindi lo sard al piano stesso come era a dimo-
strarsi.
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" 266. Teorema 2. Quando una rella AB ( Fig* 469 ) ¢
perpendicolare ad un piano RQ, anche tutls le relie a lei paral-
lele sono perpendicolars allo stesso piano.

Dimostrazioue. Sia ML una retla parallela ad AB. Si
unisca B con M mediante una retta. Si tiri nel piano RQ la
NM perpendicolare a BM, e la sua lunghezza NM si prenda
eguale ad A B; quindi mediante rette si unisca A con M e
con N, e poscia B con N. Il triangolo ABM posto nel piano
delle due parallele AB, LM (N.° 264, 3.°) eguaglia il trian-
golo BMN posto nel piano RQ; perch¢ BM & comune, e per
costruzione BA eguaglia NM, e I'angolo ABM eguaglia BMN:

indi sara BN egusle ad 4 M; quindi ancora i due trian-
goli ABN, AN M saranno eguali, per avere i lati eguali; percid
non solo I’ angolo N M B sara retto, ma sard retto ancora
I'angolo NMA; e quindi (N.°265) la NM sara perpendi-
colare sl piano del?e due parallele; e quindi anche I’ angolo
LMN sard retto. Ma eziandio I’ angolo LMB & retto essendo
LM parsllela alla perpendicolare A3; dunque LM fa angolo
retto con le due linee MB, MN tirate sul piano RQ; dunque
(N.°263) LM perallela qualunque ad AB sarh perpendicolare
dessa pure, come lo & AB, al piano RQ; come era a di-
mostrarsi.

267. Teorema 3.° Se due reite EF, GH (Fig.* 170) sono
perpendicolari allo stesso piano A C, saranno tra loro parallele.

Dimostrazione. Supponiamo che non sia EF parallela
a GH, ma che lo sia invece L E: allora non solo EF, ma
anche LE (N.°266) sarebbe perpendicolare al piano AC;
cioé cadrebbero su questo piano nel punto E due perpendi-
colari, il che (N.® 264) & assurdo. ;

268. Teorema 4.° Se ciascuna delle due vetie LM N O
(Fig.* 466 ), poste nello spazio, ¢ parallela ad wna terza AB,
quelle due rette saranno parallele fra loro.

Dimostrazione. Per le due parallele AB, LM, si faccia
passare un piano BD, e per le due B4, NO, si faccia passare
un altro pisno BF; quindi da un punto qualunque R della
AB, si tiri la RP perpendicolare ad LM, e la RQ perpendi-
colare ad N O: uniseasi il punto P col punto Q¢ mediante
una retta. Per costruzione la B4 sard perpendicolare (N.° 263)
al piano del triangolo PRQ, facendo angolo retio con cia-
scuno de’ due suoi lati PR od RQ: quindi alto stesso piano
PRQ saranno perpendicolari (N." 266) anche le due NO ed
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LM, ciascuna defle quali & per dato parallela a B4. Ma due
rette perpendicolari allo stesso piano, come lo sono LP ed
N Q, sono anche ( N.° 267 ) tra loro parallele ; dunque se
lLP ed N Q sono parallele ad AB, sono anche parallele fra
oro.
. 269. Nl piano BN (Fig.*4T4) tagliando il piano PG,
dicesi ad esso perpendicolare, se una retta EF condotta lungo
uno dei piani p. e. BN perpendicolare alla comune sezione
DC, riesca perpendicolare all’altro piano PG. E poi chiaro
che se la EF riesce perpendicolare al piano PG, riescira tale
ancora qualunque altra 0Q, ST condotta lungo il piano stesso
BN perpendicolare alla comune sezione: di fatto tutte queste
rette perche perpendicolari alla comune sezione saranno tra
loro parsllele ; e perché parallele, essendo una di esse, la
lEF’,‘ tperpendlcolnre al piano BG, lo saranno (N.° 266) anche
e altre.
270. Due piani diconsi tra loro paralldi, quando ciascun
punto_di uno dei due piani, sia egualmente distante dall'altro.
274. Da tale nozione dei piani paralleli ne derivano i
seguenti corollari:
4.° Prolungati anche oll infinito due piani eli essi
non 8’ iadoutreramg;a mai; fo piasi povalldi om
' 2.° Se una relta cada perpendicolare sopra uno dei due
piani paralleli, Mn?am che sia, cadri perpendicolare, anche
sull’ altro, sltrimenti i due piani si incontrerebbero in qual-
che punto;
3.° Viceversa se uma retta & perpendicol ani
essi c;;a;no tra loro paralleli. 4 ore @ due pians,
) . Problema 1.° Dato un punto A fuori del piano CD
;E:i 472), abbassare da quel punto una perpendicolare a deito

Soluzione. Sul piano C D tirisi una retta qualan
GH ; poscia dal punto A, che sta fuori di questaq“retta :]u;
abbassi la AM perpendicolare alla stessa GH; dal punto M
si innalzi lungo il dpiano CD 1a MB perpendicolare essa pure
a GH; finalmente dal punto A si abbassi la 4B perpendico-
lare ad MB: la AB sara la perpendicolare al piano cercata.

Dimostrazione. Pel punto B lungo il piano CD tirisi
‘lla NB parallela a 6 M. Essendo la GM perpendicolare alle
due rette MA ed AB, sard (N." 263) perpendicolare al piano
1o cw trovasi il triangolo MAB; quindi (N."266) anche la



o
N B parallela a @ M sara perpendicolare allo stesso piano:
rcid I'angolo ABN sari retto. Ma lo & pure per costruzione
F:mgolo ABM; dunque la AB sard (N."263) la perpendi-
colare al piano DG, che chiedevasi. N

273. Problema 2.° Dato un pusto C (Fig."' 473) nel piano
GF , innalzare da esso una perpendicolare a deilo piano.

Soluzione. Da un punto qualunque 4 preso fuori del
piano GF si abbassi (N.°272) la AB perpendicolare a questo
piano: si unisca mediante una retta il punto B col punto C,

indi nel piano (N.° 264, 4.°) delle due rette 4B e BC, si
tiri dal punto C la CD parallela ad AB: questa sard}la per-
pendicolare cercata.

Dimostrazione. La C D di fatti , come parallela alla
perpendicolare AB, sarh dessa pure (N."266) perpendicolare
al piano. .

274. Problema 3.° Per un punto A poslo fuori ds us piano
LN, tirare un altro piano a queslo paralldo.

Soluzione. Dal punto 4 si abbassi sul piano L N Ia
AB ad esso perpendicolare (N.° 272); quindi tirate dal punto
B lungo il piano L N due rette qualunque BS e B T, nel
piano formato dalle due AB e BS si tiri dal punto 4 (N.*452)
la AG parallela a BS; e nel piano formato dalle due AB e BT
si tiri dallo stesso punto 4 la AQ parallela 8 BT; il piano
in cui si trovano le due rette AG, AQ sara il cercato.

Dimostrazione. Siccome AQ é parallela a BT, ed AG
¢ parallela a BS la BA sard perpendicolare alle due AQ ed
AG, come lo & alle due BT e BS; quindi AB sara (N.° 263)
perpendicolare al piano che passa per le due rette 4 Q ed
AG, come lo ¢ al pieno LN; quindi (N.* 274, 5.°) quei due
piani saranno tra loro paralleli. '

275. Dalla soluzioue di questo problema apparisce an-
cora come si possa tirare una parallela ad una delerminata rella
BS (Fig." 474) da un punio A dato nello spazio; basterd di
fatti dal punto 4 abbassare una perpendicolare sopra BS; e

uindi nequ;iqpo delle due rette AB e BS tirare upa paral-
?ela a BS slessa dal punto A di questo piano.

Premesse queste cose veniamo ai principali solidi dei

uali tratta la Geometria Elementare. Questi sono il Prisma,
3-Cilindro, la Piramide, il Cono e la Sfera.
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- CAPO 1. :
. .Del Prisma.

276. Se si concepisca che il parallelogramma AF (Fig.
473 ) , od una figura rettilinea piana qualunqne con mote
paralielo al pisno sottoposto, e mantenendo ciascuno de’ suoi
lati parallelo a se stesso, trascorra lungo la retta AK, o nor-
male, od inclinata al piano stesso AE, e che scorrendo lasci
di sé tante traccie, o tanti piani BJ LC eguali, e paralleli
al piano AE, quanti sono, per cosi dire, i punti della retta
AK, il solido AM generato da un tale movimento si chiama
prisma, e le relte KA, AF, FE, EM ecc. che ne segneno gli
spigoli, diconsi lati del prisma. :

277. 1l prisma si dird triangolare se il piano generatore
¢ un triangolo (Fig." 476) ; parallelepipedo se il piano gene-
ratore sara un parallelogrammo ( Fig.* 175 ), poligono se il
piano generatore & un poligono (Fig.' 477). Se la retta 4B
(Fig.* 477) lungo la quale (come lungo ls AK Fig.” 175)
si suppone scorrere il piano generatore FASIE, sia perpen-
dicolare ad esso piano , il prisma generato si chiama retio;
e nel caso che il piano generatore FH (Fig.' 484 ) fosse un
quadrato , e che la?¥perpendicolare F 4, lungo la qusle si
suppone scorrere FH, fosse eguale ad un lato di qucl qua-
drato, allora il solido AH, che sarebbe della specie dei pa-
rallelepipedi, prende il nome di cwbo, ed avra percid tutti i
suoi lati eguali.f Quando (Fig.' 473) la retta AK non & per-
pendicolare al piano AE, il prisma dicesi inclinato, od obliquo.
Diconsi l)oi basi del prisma stesso le due faccie opposte AE,
KM ; e la perpendicolare fche misura la distanza di queste
due basi dicesi alfezza del prisma. <

278. Dall'indicata generszione del prisma se ne dedu-
cono molti corollari ; noi qui indicheremo quelli particolar-
mente dei quali si fard uso in seguite: ‘

4. Qualsivoglia priema Ao le due basi opposte AE, KM
(Fig.* 1T8) eguali ¢ parallele fra loro: essendo I elemento ge-
neratore, cd il piano scorrente 4 E, sempre il medesimo, ¢
semnpre ig)anrgllelo a se stesso nel suo movimento. .

- 2.°.Se un prisma qualunque venga laglialo da un piano
BL (Fig.* 473) parallelo alla sua basg, la sexione sara dessa
pure equale ¢ parallela alla base stessa ; non essendo questa se-
zione altro che la traccia, che ha lasciato di st la base AE,



allora che scorrendo parallelmente a se stessa lungo la AK
si & trovata nel la]:'unqt:d B. dlle faceio laterli 4
5.° Due lati qualungue accie i di wn prisma,
come (Fig.' 477) Ml ed AB, sono tra loro eguali ¢ paralleli;
riescendo evidentemente ciascuno dei due lati del prisma 4B
ed MI eguale e parallelo al terzo GS pel movimento sempre
parsllelo dei lati S4 ed SI lungo la GS.
. 4.° Nel parallelepipedo anche due lati opposts qualunque
delle basi, come (Fig." 478) RM od AS, sono tra loro eguals e
pevalldi; riescendo, per la generasione stessa del prisma, RM
#guale ¢ perallelo ad FE, il quale per dato & eguale e pe-
rallelo ad 4S.
5.° In qualungque paralldlepipedo le faccie opposte somo
fanti paralldogremmi eguali fra loro , perché composti di lati
rispettivamente eguali (N.° 278, 4.°3.°).
~ 6.° In qualimgue i le faccie opposte somo
anche tra loro parallele, gercbe (Fig." 475) dietro le cose dette
{N." 278, 1.°, 3.5, 4.5, 5.°) viene generalo lo stesso identico
solide, ossia che si supponga il parallelogramma AE scorrere
lungo la AK, ossia che si suppooga il parallelogramma AR
scorrere lungo la KG, ossia in fine che s supponga il paral-
mmo RE scorrere lungo la RK. .
7.°Pemiba'§qualu-!uepmvlldeppadoupubpmm
per bose quela faccia che psis aggreda.. )
. 279. Teorema 4.° S¢ per due lati ME, AK (Fig."173)
opposti ¢ parelleli (N.* 273, 4.°) di wus poralldepipedo AM, &
Joccis passare wm piano, quesio dividers w due parti eguali, od
o meala ¢l ; ldm MEAL ohe
Dimostrazione. Il piano passa per qoesti
due lati opposti, passerd anche per le due diagonali delle
basi KM, AE ; e ssch il piano stesso , che viene tracciato
dalla disgonale AE della base inferivre, mentre questa base
scorre lungo la AK: quindi delle due parti in cui viene di-
viso il solido AM con quel Yiano AEMK, uns sard generata
dal triangolo ASE, I'altra dal trisngole AFE. Ora questi due
trisngoli sono eguali fra loro, e scorrono con egual movi-
mento lunge il lato 4K, dungue anche le parti di solido da
essi generate saranno tra Joro eguali; e qninsiuil pisno AEMK
dividera a meta il parallelepipedo come era a dimostrarsi.
280. Corollario. Un prisma iriamgolare qualusgue E B M
(Fig.* 176) ¢ la metis del suo parallclepipedo corvispondentc, cio:
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del parallelepipedo , che sarthbe generato se lungo la A F
scorresse inveco del triangolo ABC il parallelogramma ABCG
doppio di quel triangolo.

284. Teorema 2.° Due parallelepipedi aventi la stessa base
ed eguale allezza sono tra loro eguivalenti.

Dimostrazione. Sieno i due parallelepipedi MC, MG
(Fig.* 478, 479 ), che hanno la base comune M N, e che
sono compresi tra gli stessi piani BH ed MN. Supponiamo
dapprima (Fig.* 4178) che la faccia ADKM sia nello stesso
piano della faccia MFHK: anche la faccia BONC sara in
conseguenza nello stesso piano della faccia ONGE (N.° 278,
6."); quindi prolungati i piani BD, MD, OC fino a congiu-
guersi coi pioni FG, MH, 0G, il solido MOEFAB sar eguale
al solido K NGH DC come perfettamente sovrapponibili; e
percio tollo da ambe le parti il solido QEFPDCG, ed aggiunto
il solido comune QOMPKN, riesciranno i due parallelepipedi
M C, MG equivalenti tra loro.

Nel caso che il lato EF cadesse dentro la faccia BD
la dimostrazione sarebbe analoga, come & chiaro.

Supponiamo in secondo luogo (Fig.” 479) che la faccia
ADKM non sia nello stesso piano della faccia M FHK: in
tal caso si prolunghino i piani 4K, BN, AC, FO, HN, EH:
dalle intersezioni di questi piani prolungati ne risultera il pa-
rallelepipedo OPQSRM KN : ora un tale parallelepipedo e
cquivalente ad M G, essendo il caso della Fig.* 178, perche
il piano M D & lo stesso del piano M S; ¢ anche un tale
parallelepipedo equivalente ad MG, essendo il caso della Fi-
gura 478, perché il piano O F ¢ lo stesso del piano O R;
dunque tanto MC, quanto MG sono equivalenti ad una stessa
terza quantita M Q; e percid anch’ essi sono tra loro equi-
valenti, come era a dimostrarsi.

282. Corollario 4. Due parallelepipedi che abbiano equale
la base ¢ ' altezza sono tra loro equivalenti. Una costruzione
analoga all’usata pei parallelogrammi (N.° 83) mostra a colpo
d’ occhio la veritd del corollario.

285. Corollario 2.° T prismi triangolari aventi eguale base
ed eguale altezza somo ira loro equivalenti; perché sono la meth
dei corrispondenti parallelepipedi (N.” 280).

284. Corollario 5.° I ‘priemi di qualunque specic avenli
eguali basi ed equali allezze, somo tra loro equivalenti; dacchd
{ Fig.* 477 ) , facendo passare pei lati paralleli ed eguali
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(N.° 278, 5.°) dei piani BMIA, CMIF, qualunque prisma
si divide in tanti prismi triangolari.

2835. Problema. Dato un prisma indinato EC (Fig.* 180)
costruire un prisma relo a lui equivalente.

Soluzione. Dai quattro angoli della base EH (N.°273)
¢ innalzino quattro perpendicolari alle base stessa, e si pro-
lunghino queste perpendicolari finché incontrino nei punti
K, L, N, M il piauo della base superiore AC prolungato: il
prisma E N risultante , avendo la stessa base e la stessa al-
tezza di EC, sard il prisma retto cercato equivalente allo
stesso EC.

286. Corollario. Trattando della solidits dei prismi basta
trallare della solidita dei prismi retli; essendo manifesto (N.°285)
il modo di trasformare un prisma inclinato in un prisma retto.

287. Teorema 3.” Due paralloepipedi aventi eguali le basi,
stanno tra loro come le altezze stesse.

Dimostrazione. 1 due parallelepifedi retti aventi eguali
basi, s’ intendano posti uno dentro I’altro come KF ¢ KC
( Fig.* 4184 ): le loro altezze saranno MF, MC. Ora possono
darsi due casi: 4.° che queste altezze sieno commensurabili;
2.° che non sieno tali.

Se le altezze sono commensurabili, .sia I’ unita di mi-
sura contenuta p. e. 4 volte in MF, e 7 volte in MC (ciod
divisa la MF in 4 parti eguali e la MC in 7 parti eguali,
ciascuna delle parti di M F eguagli ciascuna delle parli di
MC); facendo passare per ogni punto di divisione (N.°274)
un piano parallelo alla base KM, sard il parallelepipedo KF
diviso in quattro equivalenti fra loro (N.° 281 ); ed il pa-
rallelepipedo KC diviso in sette equivalenti pur essi fra loro,
e ciascuno equivalente ad ognuno di quelli 1o cui é stato di-
viso KF; laonde i parallelepipedi KF, KC staranno tra -loro
come 4 : 7; cioé come stanoo fra loro le altezze MF, MC.

Nel caso poi che le due altezze non sieno commen-
surabili, supponiamo che il parallelepipedo KF stia all’altro
KC, non gia come M F sta ad MC, ma come MF sta ad
una retta maggiore di MC, dp e. ad MO. Prendiamo per MF
un’unith di misura che lo divida esattamente, e tale che sia
minore di CO. Portando successivamente questa misura sopra
MO, cominciando dal punto M, cadra una divisione tra C
ed 0. Cada p. e. una divisione in P. Si faccia passare per P
un piano (N.°274) parallelo a KM, e prolungate le faccie
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laterali del solido K C, riescira il parallelepipedo risultante
KP di altezza MP commensurabile con MF. Percid avremo
Par. KP : Par. KF :: MP : MF, mentre per ipotesi avevamo
Par. KC : Par. KF;: MO : MF. Ora alternando queste due
proporzioni esse divengono :

Par. KP : MP :: Par. KF : MF
Par. KC: MO ::Par. KF: MF

e da queste si ricava

Par. KP : MP ;;Par. KC : MO,
ciot Par. KP : Par. KC :: MP : MO.

Ma il solido KP ¢ maggiore del solido KC, e la retta MP
al contrario & minore della retta MO; dunque quest’ ultina
proporzione vorrebbe dire che una quantita maggiore sta ad
una minore, come una quantita minore sta ad una maggiore.
Ma questo & un assurdo; dunque & assurda 1" ipotesi che il
Par. AF stia al Par. KC, come I'altezza MF del primo sta
ad una retta maggiore dell’altezza MC del secondo. Ma con
analogo ragionamento si prova ancora che & parimenti as-
surdo che 1l Par. KF stia al Par. KC, come l'altezza M F
del primo sta ad una reita minore dell” altezza M C del se-
condo; dunque & forza concludere che, anche quando le al-
%zze sono incommensurabili, Par. KF : Par. KC:: MF : MC;
ciod che i due solidi stapno tra loro come le altezze.

288. Teorema 4.° Due parallelepipedi che abbiano la stessa
altezza stanno fra loro come le basi.

Dimostrazione. S'intendano i due parallelepipedi retti

NC, KD (Fig.* 182) di egusle altezza, posti I'uno dentro
I'altro, e combaciantisi nello spigolo B 0. Si prolunghi il
piano MCQP fino a tagliare colla RH il piano AEFK; ne
esce fuori un nuovo parallelepipedo K C. Ora pei due KC
ed N C considerando come base BC Q O si ha ( N.° 287)
Par. NC : Par. KC:: NO : KO, parimenti considerando come
base dei due parallelepipedi KC, KD il piano AKOB, si ha
(N.°287) Par. KC : Par. KD:: KH od NP : KF. Ma da queste
due proporzioni si ricava (N.°460) Par. NC: Par. K D ::
NOXNP : KOXKF; e dalle proprieta dei parallelogrammi
rettangoli sappiamo (N.” 193) che OQPN : OGFK :: NO X
NP : KOXKF, dunque Par. NC : Par. KD:: 0QPN : OGFK,
ciot i parallelepipedi aventi eguali le altezze stanno tra loro
come le basi.
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289. Teorema 5.° 1 parallelepipeds che hanwo disuguali le
basi ¢ le altezze, slanno ira loro nella composta di queste basi ¢
di queste allezze. ‘

Dimostrazione. I parallelepipedi retti SQ, HB (Figura
183) s'intendano posti uno dentro I altro, e combaciantisi
nell’ angolo solido K. Si prolunghino i piani delle faccie TQ
e TO del pin piccolo fino che seghino il piano AC in GF
ed EF: ue escira fuori il parallelepipedo SG che ha la stessa
base col parallelepipedo S Q: quindi si avra (N.°287)
Par.SQ: Par.SG::KP: KA. Ma il parallelepipedo SG ha
anche la stessa altezza col parallelepipedo HB, quindi si avra
ancora (N.° 288) Par.SG : Par. HB:: SKMT : HKIL. Ora
combinate assieme queste due proporzioni risulta Par. $Q :
Par. HB:: KPX SKMT : KA X HKIL, risulta cioé che i
parallelepipedi aventi disuguali e lo basi e le altezze, stanno
tra loro nella composta di queste basi ¢ di queste altezze.

290. Corollario. Tutti ¢ prismi, di qualungque genere, stanno
tra loro nella composta delle basi ¢ delle altezze: daeche tutti i
prismi si possono dividere , come si accennd superiormente

N° 284), in tanti prismi triangolari; e questi essendo
(N.°280) la meta de’ corrispondenti parallelepipedi, hanno
evidentemente tra loro il ropporto che passa tra i parallele-
pipedi stessi. ° . _ »

294. Come per misurare I' estensione delle superficie
conviene prendere per unita di nmsura delle superficie, cosi
per misurare la solidita dei solidi convieno prendere per unith
di misura dei solidi. E siccome nella superficie si & convenuto
di prendere per unitd di misura il guadrato, cosd per la so-
lidita si & convenuto di assumere per unitd di misura il cubo,
ossia di valutare di quanti cubi sia composto un dato solido.
Di qui il misurare i solidi fu chiamato cwbare, o determinare
la cubatura dei solidi stessi. Siccome perd quel eubo che si
assume per unita di misura pud essere di grandezza variabjle,
a mm;;e della variabile lunghezsa: del suo lato (N.°277),

uvindi , onde avere una unitd di misura stabile , conviene

eterminare quale sia la lunghezza del suo lato. In generale
rrendesi per questa lunghezza I’ unita che serve per misurare

e linee, o lunghezze; ciod il pollice, I’ oncia, #l palmo, il piede,
il metro ecc.; e la solidita valotata in cubi dicesi essere tanti
po{)lici cubi, tante oncie cube, {anti piedi, palmi, metri ecec.
cubi. :
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. 292. Poste queste nozioni abbissi da misurare (Fig." 184)
il parallelepipedo retto PL. L’unitd di misura sia il pollice
cubo FC. Avremo (N.°289) Cubo FC: Par.PL :: AF X
FEOHG: P.K x‘PONQ; ms essendo FEH G un quadrato
(N."277) {l cui lato eguaglia A F %questa proporzione si
trasforma nella seguente Cugo FC: Par. PL:: (AF)5 : PKX
PQNQ. Ora, siccome il Cubo FC lo assumismo come unita
di misura della solidits, sard eguale ad 4 ; parimenti AF suo
lato; che sard I'unitd di misnra dei lati del parallelepipedo
(N.° 291 ), sard eguale ad 4: quindi quella proporzione si
trasforma in quest’altra 4 : Par. PL::4 : PKX PONQ; ciod
il parallelepipedo P L contiene tante volte il cubo unity di
misura , quante volte il prodotto P K X PONQ espresso in
numeri cohtiene "unith. Quindi onde avere espresso in numers
guanti pollici cubi sia us dato parallelepipedo PL, converri mol-
tiplicare il wumero che me gsprime in pollici quadrati la base
PONQ pel numero che ne esprime in pollici I altezza PK; ossia
come dicono pii brevemente i matematici, us paralldepipedz;
equwal'e alla sua base moltiplicata per la sua altezza. Cosi sup-
posto il lato PQ di 3 pollici, il lato PO di 2 pollici, il lato
PK di 4 pollici, e supposta Ia base PONQ un rettangolo,
avremo che questa base sard di 6 pollici quadrati; e molti-
p.h_cnt,o questo 6 per 4, che & il numero che esprime in pol-
lici I'altezza PK, il prodotto 24 esprimera che* quel parale-
lepipedo P L equivale a 24 pollici cubi. E di fatti apparisce
anche a colpo d’occhio dalla figura, che divisa in sei qua-
drati eguali ad FH la base PN, o KL, sopra ciascuno di
essi vi stard una colonna composta di quattro cubi eguali ad
FC, simile a-quella che & delineata sopra uno dei quadsati Q.
295. Corollario. Per avere la solidita di qualungue prisma
basta moltiplicarne nel modo anzidetto la base per U allezza. La
ragione & la stessa dell'accennata superiormente (N.° 290).
o 294. Rapporto alla superficie del prisma & facile vedere
4o essa sard eguale ala somma delle superficie dei singoli
g;:m di cui quel prisma & composto. Quindi per misurarla
terd a parte a parte, col metodo dato (N.° 248 e seg. )
per lo misure delle superficie piane, calcolare la misura di
f!lmox_mo di quei pisni di cui il prisma & composto. Se perd
§| prisma sard retto (Fig.* 477) la sua superficie eguagliera
il perimetro ‘della base moltiplicato per uno dei lati GS che
ne segnano |'altesza, piu la superficie delle due basi; perche
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cost (N.” 254 ) sarh brevemente misurata totta insieme la su-

perficie dei rettangoli che ne costituiscono le faccie laterali.

CAPO IIL

Del Cilindro. *

293. Suppongasi un piano circolare ANG (Fig.c 483)
il quale si muova sempre parallelmente a se stesso, in modo
che il suo centro trascorra lungo la retta RC. La traccia che
lascierd di 82 nel sao movimento quel piano, & un solido,
che appellasi cifindro. La retta RC, lungo la quale scorre il
centro, appellasi asse del cilindro. Se quest’ asse & perPendi-
colare al piana circolare generatere, come nella Fig." 485,
il cilindro chiamasi retlo; se & inclinato, come nelld Fig.* 486,
il cilindro chismasi inclinalo od obliguo. 1 due circoli poi
EMF, ANG, che dietro le cose detle dovranno essere A
diconsi basi del cilindro. La perpendicolare CR (Fig." 185),
FD (Fig.' 486), che misura la distanza delle due basi, dicesi
aliezza del eilindro. .

296. Rigorosamente parlando, dai matematici appellasi
cilindro qualunque solido sia generato in modo analogo al-
I’accennato superiormente, sebbene il piano generatore non
sia circolare, ma sia lerminato da una curva qualunque che si
chiuda. Noi perd non ci occuperemno che dei cilindri generati
dal moto paralielo di un piano circolare, alludendo a questi
soli quante volte diremo semplicemente cifindro.

297. 11 cilindro retto EG (Fig.* 483) pud anche inten-
dersi generato-dalla rivoluzione del rettangolo CRGF intorno
al suo leto CR: in tale rivoluzione di fatti la GF descriverebbe
una superficie curva radente precisamente il cilindro EG.

298. Per facilitare le dimostrazioni di varie proprietd
del cilindro e di altri golidi, noi considereremo i circoli come
poligoni composti di un numero indefinito di lati piccolissimi,
ossia come poligoni infinitilateri: e sebbepe questa considera-
zione non sia, secondo alcuni, del tutto rigorosa, noi perd
I’ assumeremo perché senza indurre in alcun errore facilita
d’ assai la via ai principianti, i quali d’ altronde fatti piu
esperti in queste teorie, da s¢ varranno ad intendere le dimo-
strazioni, che degli stessi teoremi danno tanti antori con me-
todi forse piir rigorosi. )

299. Considerato adunque il circolo ANG (Fig.* 485,
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486) come un poligono infinitilatero, ogni suo latercolo N,
col suo movimento, genererd una faccia parallelogrammatica
NM,e quindi & cilindro polrs considerarsi come un prisma
composio ds un numero indefinilo di tali faccie laterali strettissime.

. 800. Di qui ue deriva evideptemente il seguente corul-
lanp: Al ulmd:'o appariengono tulle le propriets dimostrate su.
periormente (N.” 284 e seg.) pei prismi; e quindi, anche per
avere la solidita del cilindro conviene moltiplicarne la base per
l altezzs. Onde essendo RG il raggio della base del cilindro
EG (Fig." 483), ed essendo RC la sua altezza, siccome la

. —2 -
base equivale (N.° 256) a ®#RG la solidity sard rRszRC;

quella poi del cilindro EG (Fig.* 186 ) sara rli‘;}2 X FD.

301. Considerato il cilindro come un prisma di un nu-
mero indefinito di faccie laterali (N.° 298) la sua superficie
sl avra essa pure collo stesso ‘metodo con cui si ha (N.° 294)
la superficie dei prismi. Percio se il cilindro & retto bastera
moltiplicare la circonferenza della base per I'altezza del ci-
lindro stesso, essendo, nel caso, tale altezza, |’ altezza istessa
degli eguali parallelogrammi laterali. Se poi il cilindro ¢ in-
clinato non pud la Geometria elementare dare altro metodo
che quello di misurarne a parte a parte ciascuna faccia late-
rale xuﬁnltemma;'il ehe riescendo in pratica impossibile , &
forza ricorrere a1 metodi, che presenta I' analisi sublime.
Tanto poi nel caso del cilindro retto , quanto nel caso del
cilindro inclivato per avere la superficie intera, conviene ag-
giugoere alla superficie laterale la superficie delle basi.

302. Dalle cose dette apparisce che la superficie totale
del cilindro retto £G (Fig.* 485) equivale a 20 RG X RC+

—2
27RG, essendo (N.°236) 24 RG 1a circonferenza della
base, quindi 24 REX RC Ia superficie laterale, ¢ (N.° 256)

—2
27 RG la superficie delle due basi. Se percio 1'altezza RC

eguagli il raggio RG della base, la superficie totale del cilindro
? quadrupla di quella di una base, iessia eguagliera (N.l'lil.’]56)
8 superficie di un circolo che abbia per raggio il diametro

della base.
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CAPO 1V.
Della Piramide. ,

503. Abbiasi la figura rettilinea piana DABC (Fig.'487)
se medianti rette si unisca un punto L posto foori di questo
piano, con i vertici degli angoli della Sigura stessa, e per le
rette LD ed LC, LC ed LB, LB ed LA, LAcd LD si facciano
passare fanti piani, ne risulta. un solido, che si appella pira-
mide. Il piano ABCD dicesi base della piramide, ll.puut«o Lap-
rellasi vertice ed LQ abbassata dal vertice perpendicolare sopra
a base, dicesi alezza della piramide. ‘

504. So la base della piramide & un triangolo essa di-
cesi friangolare, se un quadrilatero dicesi quadrangolare, in ge-
nerale se la base & un poligono dicesi poligona. Quando poi
la base ¢ una figura regolare, quella retta, che unisce il ver-
tice della piramide col centro della base dicesi asse della pi-
ramide; e se |’asse riesce perpendicolare alla stessa base la
piramide dicesi refta, o regolare, in caso diverso la piramide
dicesi obliqua. )

503. Per dimostrare con facilita'quel teorema da cui de-
duconsi le principali proprieta delle piramidi, conviene che
consideriamo in un modo alquanto differente dall’ esposto
(N.* 303) la generazione della piramide che ha per base un
parallelogrammo, quale sarebbe quella della Figura 489 del
resto questo modo che accenueremo di considerarne la gene-
razione, si pud applicare ancora a qualunque altra specie di
iramidi.
F Sia adunque (Figyra 188) il piano parallelogrammo
ABCD, che noi supporremo, per farcene un’idea maleriale,
cosi slegato ai punti B ¢ D che tullo I'angolo BCD possa
muoversi mantenendo le sue braccia BC, CD sempre parallele
rispettivamente ai due lati opposti BA AD; e cosi pure I’ an-
golo BAD possa muoversi mantenendo le sue braccia ?A, AD
sempre parallele rispettivamente ai due lati opposti BC ¢ CD.
Cio posto se noi nei due vertici degli angoli C, 4, o nel ver-
tice di uno solo di questi angoli concepiamo tale movimento,
che giungano essi vertici ad unirsi fra lore trasportando sem-
pre parallelmente a se stesse le proprie braccia, vediamo chia-
ramente che il parallelogrammo verra mano, mano numpicco-
lendosi fino a divenire nullo. Fermo questo: sia (Fig.'489)
il piano parallelogrammo ABCD: do un punto E posto sopra
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questo piano sieno tirate due rette a due angoli opposti 4 e
C: supponiamo che il parallelogrammo ABCD si muova verso
il punto E sempre parallelmente a se stesso, ed in modo che
anche i lati sieno sempre a se stessi paralleli; e supponiaino
in pari tempo che i vertici dei due angoli opposti Ae C si
vadano fra loro accostando, scorrendo uno sulla retta E 4,
un sltro sulla retta £C. E chiaro, dalle cose dette dianzi,
che il piano parallelogrammo ABCD verra mano meno rim-
piccolendosi divenendo dapprima A'B'C'D, quindi A*B*C*D
ecc. fino a ridursi ad un punto nella sommita E: parimenti
e chiaro che la traccia che lascierd di st quel piano paral-
lelogrammo, che sempre s'impiccolisce, sara appunto una pi-
ramide, che ha per base il paralielogrammo ABC D e per
vertice il punto E. Esposta in tal modo la generazione della
piramide, veniemo alla dimostrazione del seguente teorema.

306. Teorema 4. Se pel vertice E (Fig.* 489) e per i due
angols opposti A ¢ C della base si faccia passare un piano, questo
dividera in duc parti eguali la piramide.

Dimostrazione. Il piano che passa pei punti E, 4 e C passa
per le due rette £4, EC, quindi passa pei vertici degli angoli
opposti 4 e C, A' e C', A* e C* ecc. che ha quel piano ge-
neratore che salendo s'impiccolisce, quindi passa per la traccia
delle diagonali tutte, che lascia salendo il piano generatore,
quindi divide a meta tutte le traccie di questo piano genera-
tore che scorre parallelmente 2 se'stesso: ma queste traccie
costituiscono insieme la piramide, dunque divide a metd la
piramide, come era a dimostrarsi.

307. Corollario. Una piramide triangolare gualunque (Fi-
gura 490) ¢ la meta di quella, che avendo il vertice in B abbia
per base il paralldogramma ADEC corrispondente al triangolo
ADC. Esea diffatti non & che uoa delle due parti in cui ver-
rebbe divisa I’ intera piraride, avente per base ADEC, se fosse
segala con un piano che passi pel vertice, e per gli angoli
opposti della base.

308. Teorema 2.° Una piramide quadrangolare che abbia
per base un parallelogramma equivale in solidits alla terza parte
di us parallelepipedo che abbia la stessa base ¢ la stessa aliezza.

Dim. Abbissi il (Fig."494).parallelepipedo AD: si unisca
mediante relte il puoto 4 coi puti D, C, 8, F: quindi si
faccia passare un primo piano per le due rette AF, AD, un
secondo per le due retle AD, AS, un terzo per le due rette
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AD, AC: il prisma verrh cosi diviso in tre piramidi ABCDS,
ACDFO, ASEFD ciascupa avente per base un parallelogramme.
Queste tre piramidi per ché meglio si ravvisino dai giovani
i sopo seguate colle loro rispellive lettere attorno al prisma.
Ora se si prolungbi il piano ACD, essv passera lungo il lato
A E parellelo a CD, quindi dividera il prisma 4 D in due
parti eguali; quindi il prisma triangolare AEFDCO sard equi-
valente al prisma AESDCB: wa siccome il piano ACD pro-
lungato fino in £ taglia (N.” 306) in due parti eguali anche
la piramide ASDFE, quindi anche la piramide triangolare
ADFE sara equivalente all’altra piramide triangolare ASDE.
Percio se da ciascuno di quei due prismi triangolari equiva-
lenti toglieremo upa delle due piramidi triangolari; se dal
prisma cioée AEFDCO toglieremo la piramide AE FD, e dal
prisma AESDCB toglieremo la pirannde AESD i due residui
saranno tra loro equivalenti. Ma i due residui souo le due
pirsmidi AOFDC, ABSDC; dunque queste due Fimmidi sono
tra loro equivalenti. Se invece di-prolungare il piano ACD
prolunghiomo il piano AFD, con anslogo ragionsmento (es-
sendo anche in questo caso taglisto a mezzv e I'intero prisma
e la piranside ABCDS) proveremo che la piramide AOFDC
equivale anche alla piramide AS D F E; e percio lo tre
piramidi quadrangolari di base parsllelogrammatiea, che in-
sieme formano il prisma saranoo equivalenti tra loro, dimo-
strandosi una di esse equivalente a ciascuna delle altre due.
Dunque ciascune di esse equivarra alla terza parte del prisma
AD. Ma ciascuna di esse, secondo che si prende per base di
A D woa sua diversa faccia, ba con A D la stessa base ¢ la
stessa altezza, dunque una pirsmide che abbia per base un
parallelogramma, e che abbia base ed altezza eguale con un
perallelepipedo, equivarri in solidita alla terza parte del pa-
rallelepipedo stesso.

309. Corollario 4. Una piramide triangolare equivale in
solidita alla terza parte del prisma che ha con lei la stessa base
¢ la stewa aléezza. Perchd (N.°307) quella piramide & la metd
di quell’ altra che avendo lo slesso vertice avesse per base il
perallegrammo corrispondente al triangolo, della propria base;
e quel prisma ancora (N.°280) & la meta del suo paralle-
lepipedo corrispondente.

540. Corollario 2.° Qualungue piramide poligona (Fig." 142)
¢ la terza parte del prisma che ha con lei la stessa base, ¢ la
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slessa allezza. Perché fatti passare dei piani pei laj ralleli
AF ed LD, AF e CH, la piramide resg; divli’:a in tap;te pi-
ramidi triangolari, ed il prisme in tanti prismi trisngolari
di base e di altezza comune slle rispettive parti di pinmidae:

344. Corollario 5.° Per avere la solidits della piramide
basta moltiplicarne la base per la terza parte dell’ aliezza | nel
mdor:‘ngmctz nlcfmorm (N.°292). ’

. Corollario 4.° I rapporti che sussistono tra 5 prisms
(N.°‘2.81l e seg.) aumtono anche tra le piramidi, essendo gli
stessi 1 rapporti che sussistono tra gli interi e quelli che sys-
sistono tra le terze parti degli interi.

345. Se la piramide LADCB (Fig.' 493 ) venga in un
punto G segata con un pisno parallelo alla sua base, la parte
mfen'ox:e\ GOEFDCBA si chiama troneo di piramide. Per avere
la solidita di questo tromco bastera levare dalla solidity ddla pi-
rqmdc totale quella, che appartiene alla piccola piramide LFEOG -
ciod, abbassata dal punto L la LQ perpendicolare alla base.
la solidita del tronco sard eguale a ’

Lo LP
BODAX =5 — 0GFEX . (4)

Nel caso poi che non si conosca altro che I altezza PQ del
trooco, si pud averne egualmente la solidita nel modo se-
guente. La LQ cadendo perpendicolarmente sul piano AC,
sara perpendicolare anche al piano GE a luj parallelo, quindi
uniti, mediante rette, il punto 4 col punto @ il punte 6
col punto P, nel triangolo ALQ, la GP sara u’na reita pa-
rallela alla base 4Q; quindi (N.° 203) avremo LP: LP +
PQ:: LG : LA. Ma essendo anche GF parallela ad AD nel
triangolo LAD avremo ancora LG : LA :: GF : AD per cui
dedurremo LP : LP—+ PQ :: GF : AD; o quindi |
__POXGF
Y=rr—er

Siccome;) oni LO=LP+ PQ, avremo sostitvendo
X GF . PR X AD
L= = _____QX
0= Ip—gp+ PO, ciot W=0p—e
Sostituegdq percid nel valore (4) del tronco questi valori di
LP e di 10 avremo che 1a solidita di quel troneo sard
POX AD) PO X CF
BCDA! — _(PO X GF)
S(an—ar) ~ %FEsp—¢r)
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e quindi sard data non conoscendo altra altezza che la PQ

del tronco stesso. ,

344. Riguardo alla superficie della piramide, siccome,
toltane la base, ella & sempre composta di tanti triangoli che
hanno il vertice mel vertice della piramide, e che hanno per
base un lato della base della piramide stesss, quindi questa
superficie si avrd calcolando col noto metodo ( N.* 252) la
superficie di ogni triangolo. Se perd la piramide sia_di base
regolare , ed inoltre sia relta, allora, essendo eguah. tutti i
triangoli che ne formano la superficie, bostera moltiplicare
il perimetro della base per la meta della perpendicolare ab-
bassata dal vertice sopra un late qualunque della bace. In
ogni caso poi alla totale superficie dei triangoli laterali con-
viene aggiugnere la superficie della base. v

543. Riguardo alla superficie del tronco di piremide
converra (Fig.' 193) calcolare a parte a parte col noto me-
todo (N.°233) la superficie dei trapezii AGFD, EFDC ecc.
che lo chiudono all’ intorno. Che se la base del tronco fosse
regolare, e la giumide fosse retta, allora, riescendo eguali
totti i trapezi, bastera, come & chiaro, moltiplicare la semi-
somma dei perimetri delle due basi per la perpendicolare
abbassata lungo una faccia da un punto qualunque del pe-
rimetro superiore sopra il lato corrispondente della base in-
feriore. In ogni caso perd ad avere la superficie totale del
tronco conviene aggiugnere alla calcolata superficie le super-
ficie delle due basi parallele.

CAPO V.
Del Cono.

316. Se la base della piramide, invece di essere una fi-
gura rettilines, sia una curva chiusa, come un cireolo ( Fi-
gura 494 ) la piramide prende il nome di como. Noi non ci
occuperemo che di quel cono che ha per base il circolo.

517. La retta che unisce il vertice del cono col centro
della base, dicesi asse del cono: e se questo asse riesce per-
pendicolare (Fig." 494) alla base, il cono dicesi retto; al-
trimenti ( Fig.' 495 ) dicesi obligno. Nel coso retto percid
I’altezza & misurata dal suo asee istesso, nell’ obliquo da un’al-
:iml lretbta C L abbassata dal vertice perpendicolare sul piano

elia Dase.
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548. Il cono relto puod ancora concepirsi come generato
dal triangolo rettangolo BGC (Fig.' 194), che compie una
rivoluzione intorno ad un cateto BG.

349. Considerando anche nel cono il circolo base come
un poligono infinitilatero (N.* 298 ), il cono si riduce ad una
ru'amnde. poligona, quindi di esso pure si verificheranno tutte
e proprietd dimostrate superiormente (N.° 540 e seg.) della
piramide. Percio s cono sarés la terza parie del suv cilindro cor-
rispondente, ¢ per averne la solidita converra moltiplicarne la base
per la lerza parte dell altezza.

520. Dalle proprieta che banno i coni comuni colle pi-
ramidi, e quindi (N.° 342 ) coi prismi, si deduce evidente-
mente che due coni di eguale base ed altezza equivalgono in-
sieme ad un cono che abbia la stessa base ¢ doppia altezza;
perché cid si verifica anche nei prismi.

- 324. Se per un punto B del cono ACE (Fig." 193) si
faccia passare un piano parallelo alla base, la porzione di
solido BAED chiamasi ronco di como. Applicando alla gene-
razione del cono cid che si & detto per la generazione della
piramide , intendendo cioé¢ che il cono venga generato dal
movimento parallelo di un circolo col centro sempre sull’asse,
ed il cui dismetro vada mano mano impiccolendosi in modo,
da_essere sempre compreso fra le due rette CA, CE, apparisce
chiaramente, che il piano CAE che passa pel diametro della
base, passerh ancora pel diametro BD della sezione parallela
alla base. '

322. Per avere la solidith del tronco di cono BAE D
bastera dalla solidita del cono intero sottrarre la solidita del
{uccolo cono CBD tagliato dalla sezione. Quindi essendo CL
" altezza dell’ intero cono, e CH I altezza del piccolo, sara
(N.* 549, 256 ) la solidita del tronco

ot GL —* CH
TPE X5 —%GD X —. (B)

Nel caso che non si conoscesse altro che I'altezza HI
del tronco, allora, unito H con D, L con E, con ragiona-
mento analogo all’ usato superiormente (N.* 345) si trove-
rebbe CH : CH~+ HL :: CD : CE; e pei due triangoli simili
CBD, CAE si avrebbe ancora CD: CE :3 BD: AE ossia
CD:CE::GD: FE, quindi sarebbe CH:CH-+HL::GD; FE,



1Ho
c v gy HLXEGD B LXFE . I
—— - . t
quindi CE:aFE D ° ¢L FE—6D’ percid sostituiti

questi valori nell’ espressione (B), che da la solidita del tronco
di cono, si avrebbe che questa solidith equivale a
-3 HLXFE -3 (HLXGD
*FE re—en)— "2 3(Fi—cp)
dove basta conoscere I altezza H L del tronco , ed i raggi
delle due basi per calcolarne ls soliditd.

523. Aoche riguardo alla superficie, considerata la base
del cono come un poligono infinitilatero, si applicano a lui
totte le cose dette dP;la superficie delle pirsmidi (N.® 344).
Quindi per calcolere la superficie del cono obliquo CAE
(Fig." 4953) converrebbe moltiplicare ogni latercolo del pe-
rimetro della base per la meta della rispettiva distanza che
esso ha dal vertice del cono stesso; e parimenti (N." 543)
per avere la superficie del tronco di cono ABDE converrebbe
moltiplicsre la semisomma di ogni coppia dei latercoli pa-
relleli corrispondenti delle due basi, per la loro rispettiva
distanza: ma questo metodo noo pud praticarsi stante il u-
mero indefimto di questi latercoli: appartiene all’analisi su-
blime dsre vn metodo praticabile in questi casi.

Semplice perd e praticabile ¢ il metodo, quando si
tratta di un cono retto BAC (Fig.' 494) o di un suo tronco
BDECA. Per la superficie del cono retto difatti bastera mol-
tiplicare il perimetro della sua base ciot 24CG per la metd
del lato BC, corrispondendo tale lato all’ altezsa di tutti i
triangoli infinitesimi eguali di cui si suppone composta la
superficie. Pel tronco poi di cono DECA bastera moltiplicare
la semisomma dei perimetri delle due basi, cioé #(CG— FE)

pel lato DA, corrispondendo tale lato all’ altezza di tutli i’

trapezii infinitesimi eguali di cui supponesi composta la sua
superficie.

Sia poi il eono retto, sia obliquo alla superficie late-
rale conviene aggiugnere la superficie della base se parlisi
di un cono intero, e la mperﬁl;e delle due basi se parlisi
di un tronoo di eono.

1
CAPO VI

Della Sfera.

324. Se il semicerchio AFB (Fig." 496) si rivolga in-
torno al suo diametro AB fisso alle due estremita, fiache sia
giunto nella stessa posisione da cui parti, e lasci la traccia
del suo movimento, esso generera un solido, che si chiama
sfere, la di cui superficie, che dicesi sferica, & in ogni punto
egualmente distante dal punto C, che sara il centro della sfera
stessa. Il diametro 4B, intorno al quale si suppose aggirarsi
il semicerchio, chiamasi asse, ed i punti 4 e B estremi del-
I’ asse, diconsi poli della sfera. Tutte le rette poi, che pas-
sando pel centro termineranno coi loro estremn alla perife-
ria, si dicono dismeiri, e le loro meta raggi della sfera. E
poiché ogni puclo della superficie sferica, come dicemmo, ¢
egualmente distante dal centro C, si fa manifesto, che qua-
lunque diametro eguaglia 1'asse, come qualunque raggio ¢ la
metd di esso; e che percio tanto i diametri, che i raggi della
sfera saranoo tra loro rispettivamente eguali. Finalmente quei
circoli fatti pella superficie sferica, i quali hanuno il diametro
eguale all’ asse, si chiamano circoli massimi, dandosi il nome
di sminors & quei circoli, che hanoo un dismetro minore del-
l’agee della sfera. Quindi le sesioni 4B, EF, ¢f sarmino cir-
coli mossimi, e le sezioni z 2, 3"z saranno eircoli mioori,
e tanto minori quanto piu il piano che taglia la sfera si di-
scosti dal centro C.

323. Per dimostrare i vari teoremi riguardanti la sfera
conviene che ne concepiamo la generazione in un modo dif-
ferente dall’ accennato superiormente. Abbiasi il circolo AEBF

"(Fig." 496 ) e sia perpendicolare al suo diametro A B un

altro circolo ENF, che ha il centro sulla stessa AB. Sup-
poniamo che questo circolo ENF, tenendo sempre il centro
sulla 4B, seorra paralielments a se stesso, in modo perd che
il svo diametro varii di grandezza continuamente, eguaglisndo
sempro quella corda parallela ad £ F, che passa pel puato
istesso della AB dove allora si trova nel muoversi il circolo.
Cosl, per esempio, quando il circolo generatore si trova mo-
vendosi nel punto D ebbia per diametro le corda zz’ parsl-
lela od EF; (Auando trovasi nel punto O abbia per diametro
la cords 2"2"" parallela ad E F. £ chiaro che supposto un
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movimento con tali leggi in quel circolo, la traccia che egli

lasciera di sé scorrendo da A in B sard appunto una sfera.
526. Teorema 1.° La solidita della sfera eguaglia + due
terzi del cilindro ad essa sfera circoscritlo.

Dimostrazione. Suppongasi ( Fig.' 497 ) il rettangolo
ABFE, il cui lato BF sia la meta di AB: sul lato 4B sia
descritto il semicerchio QBA che sarh tangente in  alla FE:
il punto C sia unito mediante rette con F e con E, ed anche
il punto B sia unito per mezzo di upa retta ool punto E.
Se tutta la figura si rivolga intorno sl late fisso 4B, fino a
compiere una rivoluzione iulers, ne saranno geverati cinque
solidi. Una sfera ( N.” 324 ) dal semicerchio BQ4; un ci~
lindro (N.* 297) dsl rettangolo ABFE, che sara il cilindro
circoscritio a quells sfera; due coni di egual base ed altezza
(N.° 348 ) dai due triangoli BCF, CAE; e finslmente un
cono di base eguale a questi due, e di doppia altexza; quindi
(N.° 520) ad essi equivalente, dal triangolo BAE ; il quale
cono sarh anche il corrispondents sl cilindro circoseritto. Cid
posto da un punto R qualunque dell’'asse 4B tirisi alla cir-
conferenza del semicerchio la RU perallela a BF: questa retta
tagliera la CF in un punto z; e per essere la BF egusle a
BC riescira anche CR = Rz. Se ora intendiamo passare per
R un pisno, il quale parallelmente ad una delle basi del ci-
lindro circoscritto tagli il cilindro stesso, la efera ed il cono
SCF, la setione del cilindro sard un circolo di raggio BF,
o CU, la sezione della sfera sard un circolo di raggio RU,
la sezione del cono sard un circolo di raggio Rz, od RC.
Ora, siccome i circoli stanno tra loro come i quadrati dei
diemetri (N.° 223 ), diremo che quelle tre sezioni stanno tra

-2 -2 -3
loro come CU : RU : RC . Ma dal triangolo rellangolo CRU

o . - .
abbiamo CU == RU + RC , dunque (N.® 207) la sezione del
cilindre circoscritto equivale alle due sezioni unite della sfera
e del cono. Ma, qualunque sis il punto R, queste sezioni
sono appunto le traccie che lasciano di sb i cireoli generatori
del cilindro eircoscritto (N.° 295) del cono SCF, o CHE
(N.°321), e della sfera (N.°323), danque le traccie del
circolo che genera il cilindro eircoseritto , equivalgono alle
traccie insieme unite e del circolo che genera i due coni, e
del cireole che genera la sfera; dunque tutte le traccie che

) 4
formano 'iutero cilindro, ossia la solidita del cilindrolsZsso
equivale all’unione, e delle traceie tutte che formano i due
eoni, e delle traccie tuite che formano la sfera; equivale cioe
alla solidita dei due coni pui la solidita della sfera. Ora ;
due coni CSF, CHE equivalgono insieme al cono BH E
d.({nque il cilindro circoscritto equivale in solidita alla sfera
pit il eono corrispondente; cioe (il che torna lo stesso ) la
s?lfdlté de!la sfera equivcle alla differenza fra la solidita del
cilindro circoseritto e quella del suo como corrispondente
Ma la solidita di un tale cono & un terzo della solidita d:
quel cilindro ; dunque la sfera equivarra in solidita ai due
terzi del cilindro circoscritto come era a dimostrarsi,

. 321. Corollario. La sfera equivale in solidita ad un suo
circolo massimo moltiplicato pei due terzi del proprio diametro ;

cio¢ chiamato R il raggio di una sfera essa equivalc a irﬁ"'
s 7R,

Di fatto il cilindro circoscritto ad una sfera di ragpi 3

! el o R avr:
rer base 1! fn‘rcolo L 0(N." 236), e per altezza 25%, qu!iit‘;:l‘;
a sua solidita sara ( N.° 500 ) 27 R®; e percio Ja solidita

della sfera che ne ¢ i due terzi sara 4!’!&5.

e di?"sm g‘eorema 2.° Le sfere stanno [ra loro come i cubi
Dimostrazione. Abbiansi due sfere. una di raggi
I"altra di raggio r: le loro solidity saranno (N.‘ggé;’lk)’
AT RS Jays M AR Loes
B S a2kt R® : r®, dunque quelle
due sfere staranno fra loro come i cubi dei i
| ! el raggi.
(Fi ?29. Se si tagli la sfera con un piauo qnaglgnque PRQ
i ;_g. 198), il qgale_ non passi pel di lei centro, la porzione
mg lin:a APRQ. dicesi segmento sfgrico, e la porzione 40 di
segglen&e'rpendncolare al piano di sezione dicesi altezza del
330. Teorema 5.° Un s 1 ; : iditi
J. - UR segmento sferico equivale in solidita
::d un calz:dro,, cze abbzg per raggio della base I altezza di quel
gmenlo, ¢ per altezza il raggio dellg 2
oot d‘g alozsa 4 segm “ggtzm. sfera diminuito della terza
Dimostrazione. Essendo 4 (Fig.' 498) il to dell
superficie sferica in cui termina q(nelgmggio )cl:e g l;;r(iae;dif
20
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colare al piano di sezione, immaginiamo anche in questo caso

che il rettangolo ADMB, ed il triangolo ACD costruiti come
al N.° 326 facciano insieme coll’ areo 4 Q una rivoluzione

intorno all’asse AB. 1l piano P RQ prolungato tagliera con
sezione parallela alla base il cilindro circoscritto alla sfera
che viene generato da quel rettangolo, e taglierd pure con
sezione parallela alla base il cono generato da quel triangolo.
Collo stesso ragionamento usato al N.* 326 si provera che il
segmento sferico APRQ equivale alla parte di cilindro circo-
seritto generata dalla porzione di rettangolo ADLO meno il
tronco di cono generato dal trapezio AOGD: dacché anche
qui per ogni punto di A O altezza del segmento si verifica
che il circolo generatore del cilindro equivale alla somma
dei due circoli, uno generatore del segmento, I'altro gene-
ratore del tronco di cono. Laonde bastera, ad avere la so-

lidita del segmento, togliere da quella della parte corrispon-
dente del cilindro la solidita del tronco di cono. Ma la solidita

. della parte corrispondente di cilindro & 1;63 X A0 (N.°500),
e la solidita ( N.° 322 ) del tronco di cono retto ( essendo
(N.° 326 ) OG = CO = AC — AO), fatte le debite riduzioni,
riesce ani-C2 X A0 —xAC X A—Oa-o- E—Qs; dunque la soliditd

3
del segmento serd
-2 -2 -2 -3
#AC X AO—xAC X AO-+7xACX A0 — 2 AO |
3

~2 A0
sara ciot 7A0(AC— —5—), come appunto fu annunziato

nel teorema. -

331. Se una sfera venga tagliata da due piani paralleli
FNE, QUP (Fig.' 199) la porzione di sfera EQPF che ri-
mane intercettata tra questi due piani dicesi zoma sferica.

332. Corollario. La solidits di una zoma sferica equivale
alla differenza tra le solidils dei due segmenti EAF, QAP de-
terminali dai duc piani fra i quali sa la zoma.

335. Se noi supponiamo che non gia un iuter: ‘sfeimi—
cerchio ATB (Fig." 200), ma un solo settore ACT compia
:;! sua nvoluz;one intorno ad AC, il solido DTASC generato

1cesi setlore sferico; ed il segmento SDTA dices;
cormispondante g icest suo segmento

334. Teorema 4.° Un setlore sferico equi in solidita

3 . quivale in solidit
un cilindro, che abbia per base un circolo massimo dell:z ls;er‘:zd
e per altc.zza § due terzi dell altezza del segmento corrispondentej

. Dimostrazione. 1| seltore sferico DTASC (Fig." 200)
equivale al cono CSDT piu il segmento corrispondente SDTA.

-2 (AC—40
Dunque essendo #S 0 x ( 3 J la solidita del cono

.. —2 40
(N.°319), ed essendo x40 (AC—-—{) la solidita del segmento,

“a

quella del settore sara
—2  (AC— A0) y

S0 ) wAD
780 X —— +'rA0(AC-—5—,

Ma (N.° 215) 2AC—-A0:SO::SO:A0, cioe

-2 —2
SO =.2.ACXAO-—A0 , dunque, sostituendo un tale valore,
la soliditd del settore sferico sard, fatte tutte le debite ridu-

sioni A—.z 240
oni, wAC x-g—, come appunto fu annunziato nel teorema.

335. Teorema 5.° e di 1
quatire auoi- e 52 ”f;a supesficic di una sfera equivale a

) Dimostrazione. Immaginiamo la sfera come co
di un numero indefinito digpiccolissime piramidi re!llt?o s::
quali combinino coi loro vertici al centro della sfera, e ri-
empiano colle loro basi la di lei superficie. La solidita di
clalscuna di queste piramidi si ottiene moltiplicandone la base
mtetegobiell-?ltezzg; e siccome nel nostro caso I'altezza di
verrebb;e eI i Ir:aggno della sfera, per averne la solidita con-
orrebl moltiplicare la base di ciascuna pel terzo del raggio.
converreﬁr ave;‘q la sohdzt.ia di tutte queste Firamidi assieme
dulpr et e dml(; ti llqare I'intera superficie sferica che risulta
by tuttl ne delle basi, per il terzo del raggio. Ma la solidita
S e quesle piramidi assieme deve essere la solidita della
ra stessa che da esse risulta, deve essere ciod (N.°527)
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4ot

, dunque - sara il prodotto della superficie sferica

per il terzo del raggio. Diviso adunque questo prodotto per
il terzo del raggio, cioé per —;-, il quoto sard la stessa su-

. . Axrd
perficie sferica cercata. Ma r

diviso peré da per quoto

42, dunque 4772 & il valore della cercata superficie. Ma
4xs2 ¢ il valore di quattro circoli massimi della sfera stessa
( N.°256), dunque la superficie sferica equivale a quattro
de’ suoi circoli massimi.

536. Teorema G.° Le superficie delle sfere stanno tra loro
come i quadrati dei rispeltivi raggi.

Dimostrazione. Chiamato R il raggio di una sfera, r il
raggio di un’ sltra, le loro superficie saranno ( N.* 335 )
-2 -2 -2 -2 -2
4R, 4xr3. Ma 4w R: 47r: R: r, dunque le superficie
stanno tra loro come i quadrati dei raggi.

337. Teorema 7.° La superficie della sfera equivale alla
superficie laterale del cilindro a lei circoscrilio. . )

Dimostrazione. La superficie di una sfera di raggio r
¢ (N.° 333) 4 xr3. Ma la superficie laterale ancora del ci-
lindro circoscrillo (essendo 2# ¢ la circonferenza della sua
base , e 2r la sua altezza ) ¢ ( N.° 304 ) 4 7r®; dunque le
due superficie sono equivalenti.

338. Teorema 8.° La superficie della sfera sia all intera
superficie del cilindro a lei circoscritlo come la solidits della sfera
sta alla solidita del cilindro slesso. '

Dimostrazione. La superficie intera del cilindro circo-
scritto, compresa ciot anche la superficie delle basi, & (N."304)
6xr2; quella della sfera & 4o +*; dunque queste due su-
perficie stanno tra loro come 4772 : 67 r%, ciod stanno tra
loro come 4 a 6, ossia come 2 a 3. Ma (essendo la solidit

della sfera (N.° 327) %—r-x, e quella del cilindro a lei cir-
coseritto (N.°300) 2#r%) la solidith della sfera sta alla so-

lidita del cilindro come 11_,'—3 : 2o %, cioé come %— : 2, cioe
3 ,

M7
come 2 : 3; dunque le superficie totali dei due selidi stanno
tra loro come le soliditd rispettive.

339. Teorema 9.° La superficie di us segmenio sferico
equivale alla superficie lalerale della parte di cilindro circoscritlo
che gli corrisponde.

Dimostrazione. Il settore sferico CTASD (Fig.* 200)
pud considerarsi come risultante da tante piramidi infinita-
mente piccole, ehe abbiano tutte il vertice nel punto C, e
che colle loro basi formino la superficie del segmento sfe-
rico AT DS: quindi per un ragionamento analogo all’ usato
superiormente (N.°333) dividendo la solidita del settore per
un terzo del raggio, il quoto sara la superficie del segmento
sferico ASDT. Ma la solidita del settore sferico & (N.° 334)

2 -2 A
5 AO X% AC, dunque dividendo questa quantita per —S—C,

il quoto 24 ACX AO sarh la superficie del segmento. Ma
27 ACX AO ¢ sppunto la superficie laterale della parte del
cilindro circoscritto, che corrisponde al segmento, che resla
cioé tagliata dal piano stesso che determina il segmento, per-
ché anche questa superficie laterale ¢ 20 ACX A0 (N.° 304);
dunque la superficie del segmeunto equivale alla superficie la-
terale della parte corrispondente di cilindro circuscritto.

540. Teorema 40.° La superficic di una zona sferica equi-
vale alla superficie laterale della parte du cilindro circoseritto che
rimane inlercellala tra i due piani che comprendono la zona slessa.

Dimostrazione. La superlicie della zona EQPF (Fi-
gura 499 ) equivale , come ¢ chiaro, alla differenza fra la
superficie del segmento AQUP e la superficie del segmento
AENF. Ma la superficie del segmento AQUP & (N.” 339)
20 ACX A0, la superficie del segmenlo AENF, & 2w ACX AD;
dunque lo superficie della zona sara 24 AC(40— AD) sard
cioe 2 AC(DO); ma DO & |'altezza della parte TSRG
del cilindro circoscritto , che rimane intercettata tra i due
piani, dunque 200 AC X DO che ¢ la superficie della zoua
sard ancora la superficie laterale di questa parle di cilindro
circoscritlo. .

341. Teorema 44.° La superficic di un sellore sferico equi-
vale alla superficie laterale di una parte del cilindro circoscritto,
che abbia per altexza, U allezza del segmento corrispondente a quel
seltore piis la meta del raggio della base del segmento slesso.
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Dimostrazione. La superficie del settore sferico ASDTC
(Fig."200) non & altro che la superticie del segmento ASDT,
pit quella del cono CSDT. Ma la superficie del segmento &
(N°339)2%4AC x 40; quella del cono & ( N.* 323 )

2SO0 X %2; dunque la superficie dell’intero settore sara
AC

2rvACX AO+2fSOXT; sard cio¢ 24 AC (4 O+§§—0)
che & quanto si era annunzisto nel teorema.

342. Oltre al prisma, al cilindro, alla piramide, al cono
ed alla sfera sonovi altri quattro solidi regolari : noi senza
impeguarci ia dimostrazioni li accenneremo unicamente. Essi
sono i seguenti:

A.° Il Tetraedro terminato da quattro triangoli equi-
lateri ed eguali, e che si fub cousiderare come una piramide
triangolare ( Fig." 204 ), la di cui base, e le laterali super-
ficie sono triangoli equilateri eguali. Percio la solidith e la
superficie del tetraedro si calcoleranno nello stesso modo che
quello della piramide.

2.° L’ Ottaedro compreso da otto trisngoli equilateri
eguali (Fig. 202). e che puo decomporsi in due eguali pi-
ramidi quadrangolari rette, che abbiano per base AEC D,
avendo I'una il vertice in B e I'altra in F. Quindi anche
di questo solido apparisce il modo di calcolarne la superficie
e la solidita. ‘

3.° L’ Icosaedso compreso da venti triangoli equilateri
ed eguali (Fig." 203), e che pud ritenersi risultare dall’unione
di venti piramidi triangolari eguali, aventi le loro basi alla
superficie di essi, ed i verlici al centro. Dal che facile si
rende la maniera di calcolarne tanto la solidita che la su-
perficie.
4.° Il Dodecaedro circoscritto da dodici pentagoni re-
golari ed eguali (Fig.* 204), e che si considera come com-
posto di dodici piramidi pentagone eguali, combinate coi loro
verlici al centro, e colle E:si formanti I’ intera sua superficie.
Percio anche di questo solido riescird facile il misurarne
tauto la superficie, che la solidita.

343. Dopo i solidi regolari, dei quali parlammo fin qui,
avvi un’iofinita di altri solidi irregolari, i quali se sieno com-
presi da figure piane diconsi poliedri reltilinei, essendo in tél

119
caso i loro lati altrettante rette. per la misura della
solidith e della superficie dei solidi irregolari la Geometria
elementare non si presta; e spesso quando si prests, quando
cioé il solido & decomponibile in piramidi, il metodo riesce
assai lungo e laborioso: quindi gioverd moltissimo il dare (}ui
ai giovani un metodo di sicura pratica per determinare fa-
cilmente la solidith di tanti corpi irregolari di piccola mole.

Metodo generale. Abbiasi un pallelepipedo retto vuoto,
ossia un recipiente rettangolare FU (Fig.* 205). Dentro di
esso si metta il corpo che si vuole misurare, e poscia vi si
infonda dell’ acqua, o della sabbia fino a tanto che sopray-
vanzi al solido stesso. Si noti Ialtezza BE dell’acqua, o della
sabbia, prima bene appianata. Cio fatto se ne estragga il so-
lido, e si noti di nuovo I'altezza BM dell’ acqua, o dell' arena
appianata come sopra. Egli & chiaro che il volume, o la so-
lidita di detto corpo eguagliera il parallelepipedo EL: e percio
se si calcolera tale parallelepipedo moltiplicandone la base
M L per I’ altezza M E si avrd pel prodotto la solidita che
si_cercava. :

APPENDICE
Di alcune linee curve delle quali si fa speciale uso in Fisica.

Nello studio della Fisica, oltre il far uso della curva
circolare, spesso couviene ricorrere ad alcune altre curve che
godono di particolari proprieth. Le principali tra queste curve
sono la Parabola, I’ Elissi, ' Iperbola e la Cicloide. Di ciascuna
brevemente accenneremo il modo di generazione, e le
prieth che piil interessano, per cio che spetta allo studio m
Fisica. Per facilitare perd I intelligenza di cid che diremo
circa tali curve, crediamo bene premettere alcune nosioni
sulle curve in generale e sulle sezioni del couo.

CAPO L
Nozioni preliminari.
344. Fra tutte le livee curve, che i matematici pren-

dono a_considerare, non avvene alcuna, la quale’ in tutto il
suo andamento non proceda sempre colle stesse regole fisse,
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e con certo determinato ordine. Da cio ne viene che quella

proprieta, la quale determina la natura della curva, e a lei
conviene in un ponto, le debba necessariamente convenire
anche in tulti gh altri. Tale appuate & la natura del circolo
(N."243), in coi 'ordinata & sempre media proporzionale
fra i segmenti del diametro, non per un punto determinato
solamente, ma per qualunque punto del circolo stesso.

345. Sogliono i geometri in qualunque curva RS (Fi-
gura 206) immaginare upa linea relta, p. e. AT, la quale
chiamano asse delle ascisse. In quesio asse prendono sempre
un cerlo punto 4 da cui inlendono cominciare le reite AP,
AQ, tagliste pei punti P e Q dalle due reite parallele MP,
NQ condotte dalla curva sull’asse. Le dette paralicle M P,
NQ chiamansi ordinale della curva RS, pei rispetlivi punti
M ed N; e le due rette AP, AQ diconsi ascisse corrispon-
denti sgli stessi punti della medesima curva. 1l punto 4 poi,
da cui s’ intendono cominciare gueste .ascisse, dicesi origine
delle ascisse, o dell’ asse. Usano poi di reppresentare colla let-
tera y le ordinate tutte MP, NQ; e colla lettera = le asoisse
tutte AP, AQ.

346. Quella proprieta che determina (N.° 344) la pa-
tura della curva si riduce sempre ad un rapporto costante
tra le ordinate ¢ le ascisse della curva stessa, ossia tra'le y
e le z. Cosi nel circolo AMB (Fig." 207) essendo MN (N.°243)
media proporzionale fra i segmenti AN, NB del.suo dismetro;
contando le ascisse sul diametro 4B dal centro C, e pren-
dendo per ordinate le perpendicolari al diametro avremo che
qualonque ordinata & ‘media proporzionale fra il raggio piu
I’ aseissa corrispondente , ed il raggio meno I ascissa stessa,
avremo cioe AC+CN : MN :: MN : AC—CN ; e rappre-
sentando colla lettera r il raggio AC del circolo, diremo che
tra le ordinate e le ascisse di questa curva si verifica sempre
questo rapporto r <=2 : yily : r—zx; ossia che per un panto
qualunque del circolo si verifica sempre I'eguazione y® = r® -3,
la quale appunto si ricava da quella proporzione. Una tale
equazione, che si deduce dal rapporto che hanno tra loro le
ascisse e le ordinate di una curva,-dicesi dai matematici
equazione della curva siessa: e quindi la trovata yi=1® — 22
sapebbe. |’ equazione del circolo.

- $47. L utilita' di queste eguazions chn dai matematiei si
adoprano -per rappresentare le curve, si conosce particolar-
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meonte in quella parte di Matematica superiore che chiamasi
Geometria analitica. Ne vedremo perd un qualche esempio
in quelle poche cose che diremo in appresso sopra alcune
curve particolari. Anzi unicamente la maggiore facilita che
si trova nel dimostrare certi teoremi, usando di quelle equs-
sioni, piuttostoché usando le costruzioni semplicemente geo-
metriche, ne ba indotti a ricorrere in appresso alcune volte
alle equazioni slesse.

548. Dicesi retta tangente ad una curva, quella che tocea
la curva in un solo punto senza segarla; come sarebbe (Fi-
gura 208 ) la retta A B, che tocca la curva F R nel solo
punto T.

549. Se una retla SB (Fig.* 209) cada sopra una curva
GR in B, e si voglia misurare quanta sia I'inclinazione che
una tal linea incidente ha alla curva, fara d’ uopo condurre
f)el punto B la tangente BC alla curva; e I'inclinazione, che
a linea SB avra alla tangente BC, sard la stessa di quella
che ha la retta SB alla curva G B; cosicche I’ angolo retti-
lineo 4BS, che fa la BS colla tangente AC, & lo stesso del-
I'angolo mistilineo GBS, che la stessa BS fa colla curva GR
nel punto B,

350. La linea SB (Fig."209) che partendosi dal punto
S va ad un punto B della curva, si chiama spesso dai geo-
metri col nome di raggio; e supposto che la BF sia tirata
dal punto B in modo che I’ angolo C B F eguagli I angolo
ABS, la stesss BF, viguardo al raggio SB, prende il nome
di raggio riflesso; e dicesi p.c. dai geometri che il raggio SB
8i riflette nella direzione della BF, o che si riflette nel punto F.

351. In cinque modi differenti un cono retlo pud es-
sere segato da un piano; e cinque sono le linee di diversa
specie che derivano dall’ intersezione del piano segante colla
superficie del cono stesso. Primiersmente il piano segante pud
passare pel vertice del cono, ed allora la figura che ne ri-
sulta & un triangolo. In secondo Juogo il piano segante pui
essere perallelo alla base della sesione , ed allora la curva
ELNM (Fig' 240) che ne risulta & un circolo. In terzo
luogo il piano segante DFHG (Fig.* 210) pud essere paral-
lelo a 1uel lato BC del cono stesso, il quale passa per Iestre-
mita del diametro AC perpendicolare alla sezione FG, che
fa la base del cono col piano stesso segante: in tal caso la
curva FLDMG, che ne risulta, dicesi parabola. In quarto luogo

20"
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il piano segante N FV (Fig* 214) pud essere inclinato " in
modo da segare due lati opposti del cono, ed allora la curva
NFLVMG, che ne risulta, dicesi elisse. In quinto luogo final-
mente il piano segante FRG (Fig.' 242) pud essere diretto
in modo da segare un lato del cono AB, e da segare il pro-
lungamento dell’altro lato opposto BC al di sopra del ver-
tice B in Q, ed allora la curva FLRMG, che ne risulta
dicesi iperbole. Le figure, o le curve diverse, che risultano
da queste cinque differenti maniere di segare il cono, diconsi
sezioni coniche: autonomasticamente perd si chiamano sesioni
coniche le tre ultime, delle quali diremo ora partitamente,
avendo gia parlato a sufficienza altrove del triangolo e del

circolo.

CAPO IL

Della Parabola.

552. Abbiamo detto che se il piano segante FDG (Fi-
gura 240 ) & parallelo a quel lato BC del cono , il quale
ssa per I’ estremita del diametro 4 C perpendicolare alla
sezione F G, la curva, che risulta dall' intersezione di quel
piano colla superficie conica, ¢ una pavabols. La retta HD
tirata sul piano segante parallela al lato BC, e tirata del
unto H dove il pisno segante taglia il diametro AC della
se, dicesi asse della parabola; ed il punto D, in cui que-
st asse taglia la curva stessa , dicesi verfice della parabola.
Noi prenderemo ora |’ asse della parabola per asse delle
ascisse; ed il verlice D lo considereremo come I’ origine delle
ascisse slesse. Le ordinate poi della parsbola, relative alle
ascisse stesse, contate sull’ ssse HD, le prenderemo Perpendi-
colari all’ asse stesso. Siccome poi la base AGC e tutti gli altri
piani p.e. EMN a lei parallel, sono, per la qualita del cono
retto, perpendicolari al piano ABC, che passa pel vertice e
pel diametro della base, quindi ne deriva cbe le intersesioni
KM, HG ece. del piano segante coi pioni paralleli alla base,
saranno tutte perpendicolari all'asse DH (N.° 269) essendo
GH perpendicolare per dato ad AC, e quindi K M perpen-
dicolare ad E N. Percib K M, H G saranno ordinate della
parabola.
353. Teorema 4.° Nella parabola i quadrats delle ordinate

stanno tra loro come le ascisse rispellive.
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Dimostrazione. Supponiamo condolte per un t
qusluonque K (Fig." 210) dell’asse D H dellap parabolgl,mug

- piano - parallelo alla base AC. Per le cose dette ( N.° 355 )

sarsnno KM, HG due ordinate della parabola, e DK, DH
saraono le rispeltive ascisse. Ora per essere KM ed HG or-
dinate dei rispetlivi circoli EMN, AGC, abbiamo (N.° 215)

-2 -2
EM =EK X KN, HG = AH X HC, quindi

-2 -2
KM : HG :: EK X KN : AHX HC.
Ma KN = HC per essere DH parallelo a BC, ed EN pa-

—2 -—
rallelo ad AC; quindi sard ancora K M : HGzt: EK: AH.
Ma dal triangolo ADH abbiomo EK : AH :: DK : DH, dunque

-2 -—
sostituendo sara KM : HG :: DK : DH, ciot i quadrati delle
ordinate proporzionali alle ascisse rispettive.

354, Corollario. Il quadrato di un’ordinata qualungue, di-
viso per la sua ascissa corrispondente, di sempre il medesimo qt;ott)'
perché alternando la proporzione somministrata dal teorema

., —a -2 -2
precedente si ha KM : DK :: HG : DH, e quindi I‘—‘i: a6
DK  DH’

equazione, che indica appunto che il quoto & sempre lo stesso
. 583. Sia (Fig."243) la parabo‘lla GDF: dlz)ll punto M
sia abbassata I’ ordinata M K : si trovi (N.° 225 ) la terza
proporzionale della DK e KM, e sia la DO, cosicche si ve-
rifichi questa proporzione DK : KM :: KM : DO; questa retta

DO dicesi parametro della parabola.
336. Dalla proporzione DK : KM :; KM : DO si ricava

: —2

p—
KM =DK % DO; e quindi g.%’._-_- DO. Ma noi abbiamo

veduto (N.° 334) che il quadrato di qual i i

€ 54 ) | : qualunque ordinata di-

;m per la rispetliva ascissa da sempre il m?:iesimo quoto;

unque: questo quoto sara sempre il parametro DO. Laonde

rappresentando con y le ordinate della parabola, con = le

sue ascisse, e con 4p il suo parametro, diremo che in una
8 ;

tale si veri i io¢
carva si verifica sempre I' equazione == 4p , ciot
=1

y*=4p=x: e questa sarh percio (N." 346) la sua equazione.
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357. Sia (Fig." 214) |a parebola 6D F. 8o si prenda
dul punto D sull’ asse D H una porzione D F egusle alla
quarta parte del parametro della parabola stessa, ossia eguale
a p, quel punto F dicesi fuoco di essa parabola; la retta FM,
che congiunge questo fuoco F con un punto M qualunque
di tale curva, dicesi raggio vettore: e noi lo rappresenteremo
con r. Se poi sull’asse DH prolungato all’infuori se ne prenda
una porziove DO eguale essa pure alla quarta parte del pa-
rametro, e pel punto O si faccia passare la RS perpendico-
lare all’asse slesso DH, quella retta RS dicesi direltrice della
parabola. .
358. Teorema 2.° Nella parabola un qualunque raggio vei-
tore F M (Fig.* 214 ) & equale all' ascissa qom':‘pondqlc del
punto M piic la guarta parle del parametro, ossia pits la distanza
del fuoco dal vertice della parnbola. . )
Dimostrazione. Abbassata dal punto M I’ ordinata MA,

-3 -2 -3
dal triangolo rettangolo FM K abbiamo FM = KM+ FK ,
ossia 2 = y*~+ (2 — p)?; e meitendo a luogo di y* il suo
valore dato (N.° 536) dall'equazione della parsbola y*=4puz,
e sviluppando quel quadrato avremo r3= dpz +2* -2pz—+ p*,
ossia riducendo r3=2a%+42pz—+ p?; ed estraendo la radice
da smbidue i membri di quell’ equazione, avremo r = z-+-p;
cioe FM = DK~ DF, come era a dimostrarsi.

359. Teorema 3.° La dislanza di un punlo qualungue M
della parabola dalla direttrice R S , equaglia il raggio vetlore
corrispondente a quel medesimo punio M.

Dimostrazione. Tirata dol puoto M sopra RS la per-
pendicolare M P, essa evidentement_e ti.esce egnale ad O K:
ma OK eguaglia OD+- DK, egusglia ciot (N.* 357) p+2,
dunque anche la PM, che & la distanza del punto M dalla
direttrice, equivale alla ascissa corrispondente pidt la quarta
parte del parametro, quindi questa distanza eguaglia (N.*338)
il raggio vettore corrispondente allo stesso punto M.

360. Da quests proprieta della parsbola si ricsva come
corollario un modo meccanico di rivere questa curva
sopra un piano. Si prenda (Fig.' 243) una squsdra MNP,
e si_disponga in modo che uno de’ suci lati NP possa muo-
versi liberomente lungo una retta C D, e si prenda un filo
eguale in lunghezza sl altro lato MN della squadra mede-
sima, il quale lato perd pud essere lungo quanto si vuole;
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un eapo di questo filo si fissi nell’estremita M del lato M
della squadra, ¢ I'sltro capo si fissi in un punto F, distante
dalla retta CD della meta del parametro che si assegna alla
parabola da costruirsi: cio fatto, mediente la punta di uno
stilo, si tenga costantemente teso il filo contro il lato M N
della squedra , mentre essa scorre coll’ altro lato lungo la
retta CD da G vorso D; la punta dello stilo descrivera una
parte AGH della parabols, mentre per la lunghezza del filo
eguale ad M N, riesce costantemente nelle diverse posizioni
PNM, PPN'M', in cui sitrova successivamente la squadra
GF =GN, G¢' F= G'N' ecc. Voltando la spuadra e ripetendo
la medesima operazione dall' altra parte si avrebbe I’ altra
porzione A L di parabola. :

564. Teorema 4.° Ogni punto preso dentro alla parabola
& piit vicino al fuoco che alla direttrice ; ed ogni punto preso
fuori della parabola & pits vicino alla direttrice che al fuoco.

Dimostrazione. 4.° Sia il punto G preso dentro alla
parabola KDE (Fig."' 216) uniseasi il punto G col fuoco F,
e dal punto G si tiri la GO perpendicolare alla direttrice RS:
prolunglisi la FG fino a toccare la parabola in M; dal punto
M tirisi la MV parallels a GO, e dal punto G la GN pa-
rallela ad RS. Fatta questa costruzione avremo ( N.° 539 )
FM=MYV, e pel triangoto 6 N M rettangolo in N sara
(N"65) 6 M> M N, quindi evidentemente sara ancora
FM —GM <MV — MN, ossia FG<GO.

2. Sia il punto T fuori della parabola (Fig." 246);
uoito F con T, e tirate dal punto T la TR perpendicolare
alla direttrice, dal puuto Q, dove la TF taglia la parabola,
la OG parallela a TR, e la Q4 parallela ad RS, sara (N.° 339)
FQ=0G, e (N.* 63) OT> T4, quindi FQ+ QT > QG+ AT,
ossia FT>RT.

562. Problems. Data la parabola GDK (Fig.* 217) #-
rare una tangents al punto M dato di questa parabola.

. Soluzione. Si congiunga il fuoco F col punto dato M
mediante una retta : dal punto M si abbassi una perpendi-
colare MP sulla direttrice OS; si unisca P con F mediante
la PF; questa si divida a meth in R, e si faccia passare pei
ponti R ed M una retta BHQ questa sard la tangente cercada.

. Dimostrazione. Si unisea un punto 4 qualunque della
BQ coi oli P ed F; poscia si tin da 4 la 40 perpendi-
colare alla direttrice. Siccome (N.°359) MP eguaglia MF,
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e rer costruzione PR eguaglia RF, converra che i due trian-
goli PRM, RMF, sieno eguali, e quindi rettangoli in R: cio
posto anche i due trisngoli ARF, ARP saranuo eguali tra
loro, per avere RA comune, PR eguale ad RF, e I angolo
interposto eguale ; percio A F sara egusle ad A4 P. Ma pel
triangolo rettangolo POA si ha AP> A0, dunque sara ancora
AF maggiore di A0; e quindi (N.°364) il punto 4 della
retta Q M B si trovera fuori della parabols. Ma con eguale
ragionamento si dimostra egualmente che qualunque altro
punto della OB, eccettuato il punto M, & fuori della parabola,
dunque la QB tocca la parabola uvel solo punto M senza se-
garla, quindi (N.*348) essa & tangente alla parabola stessa.
565. Teorema 5.° Un raggio qualsiasi che pariendosi dal
fuoco vada ad un pusto M (Fig.* 247 ) della parabola, & ri-
fleste in direzione parallela all’ asse.

Dimostrazione. Tirata al punoto M la tangente B M
colla costruzione usata nel problema precedente, si prolunghi
la P M parallela all’asse. L’angolo Q M T & eguale al suo
opposto al vertice PMR; ma per | eguaglianza dei due trian-
goli PMR, RMF I angolo PMR eguaglia I’ angolo RMF,
dunque anche I'angolo QMT sard eguale all’ angolo RMF;
cioé I'angolo che la tangente fa da una parte col raggio MF,
lo fo dall'altra colla MT parallela all’asse della parabola;
quindi (N.°330) il raggio MF si rifletle peralleimente all’ asse.

364. Teorema 6.° Lo tangenie ad un punto M della po-
rabola ( Fig.' 218) s venga prolungata incontra [ asse ad una
distanza TS dal vertice eguale all’ ascissa SN, corrispondente allo
slesso punto M.

Dimostrazione. Il raggio vettore FA si riflette secondo
MQ parallelmente all’asse (N.° 363 ), quindi 'aogolo OMQ
eguaglia non solo I’angolo FMT, ma ancora I'angolo MTF,
quindi il triangolo M T F avra i due lati MF, TF eguali:
ma (N.°3358) M F =p-z, dunque anche T F=sp—+x:
ma (N.° 387) SF=p, dunque I'S=uz, ossia TS=SN,
come era a dimostrarsi. -

363. Teorema 7.° Il quadrato della parte di tangente (Fi-
gura 218) compresa tra il punto di costatio M ed il punta T
dage cssa inconira U asse eguaglia il quadruplo dell’ ascisa nel
raggio vetlore corrispondente allo stesso punio M.

*" Dimostrazione. Dal triangolo retlangolo T M N si ba

S
TM =MN + NT, cioé (essendo MN =y,ed NT =TS+
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SN = TS+ =z, ed avendo dimostrato (N.° 364) che anche

-2
TS =z) TM =y*-+ (22)*: ma |’ equazione della parabola
2

da y* = 4pz, dunque ™ =4pz—+ 422 cice ™ = dz (p-tz);
ma p—+ax (N.°358) eguaglia il raggio vettore FM, dunque

—a .
TM =4z X FM, come era a dimostrarsi.

366. Una retta qualunque MQ (Fig."248) parallela al-
I' asse della parabola dicesi diametro ; quindi pella parabola
infiniti sono i diametri , potendosi da ciascun suo punto ti-
rare una parallela all’ asse. Alcupe volte in Fisica occorre
prendere per asse delle ascisse non gia I'asse principsle della
parabola ma bensi un suo diametro ; in tal caso poi & uso
prendere le ordinate non gia perpendicolari a questo dia-
metro , ma sibbene parallele a quella retta che e tangente
alla parabola nel punto in cui il diametro taglia la curva
stessa. Cosi, a cagione d'esempio, se prendasi per asse delle
ascisse il diametro M Q, saranno ordinate dei diversi punti
le parallele alla tangente OM, come sarebbe GH, RV. Ve-
diamo in simile caso quale rapporto regni tra le ordinate e
le rispettive ascisse.

867. Teorema 8.° Prese, nel modo ora accennato, le or-
dinale e le ascisse, sempre si verifica che i guadrati delle ordi-
nale stanno fra loro come le rispellive ascisse.

Dimostrazione. Dal punto G si abbassi la GK perpen-
dicolare all’ asse della parabola, e indicando sempre GK con
y ed SK con z, chiameremo y' la nuova ordinata GH, ed
2' la nuova ascissa M H. Essendo il triangolo G H A simile
al triangolo TMN avremo le due proporzioni

GA:GH :: MN : MT
AH : GH :: NT: MT;

cio¢ GK— MN :GH :: MN : MT
SK—SN—MH: GH :: NT: MT;
quindi, essendo (N.”364) NT=2SN,

y—MN ¢y :: MN: MT
#—SN—2a':y 028N : MT.
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Percio avremo

YMN N =uN(L
,=W+MN_MN(MT+4)
__2y'SN _ 2¢
=+ SN2 = SN(5 +1) +4.
Ma dsll’ equazione trovata della parabola si ha y* = 4p=x,
quindi sostituendo per y e per z i trovati valori avremo

-3 3 2 2¢y'
MN( -+ —1—+4)=4P.SN i’—i,—+l)+4pz’:

MT NT

-2
ma per la stessa equazione della parabola si ha MY = 4pSN,
dunque sostituendo e facendo le debite riduzioni sard

y's
MT
e togliendo il fattore comune 4 p, ed essendo ( N.° 563 )
p— 3
MT =4SN X FM si avra 1—-’;’,—M=x', ciot y'2=4FM2;
il che vuol dire che fra i quadrati delle nuove ordinate, e
le rispettive ascisse vi & sempre un rapporto costante 4 FM,
e quindi che i quadrati delle nuove ordinate stanno sempre
fra loro come le rispettive ascisse, come era a dimostrarsi.
368. Teorema 9.° Nella parabola un diametro MQ (Fi-
gura 248) qualunque , taglic sempre a meta quella retta PG,
che ¢ parallela alla tangente corrispondente al punto M dove ha
origine il diametro.
Dimostrazione. Con una costruzione ed un processo
del tutto anologo all’ usato nel teorema antecedente si prova

—2
che PH =4 FM4a', quindi converrd necessariamente che sia

—2 —2 -2
PH = y'2, cioe PH =GH , ciot PH=GH, che & appunto
quanto era a dimostrarsi.
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CAPO I

Dell’ Elisse.

569. Abbiomo detto superiormente ( N.° 354 ) che se-
gando un cono retto ABC {Fig.' 244 ) con un piano NFV
talmente inclinato che tagli due lati opposti 4B, BC del cono
stesso , ne risulla una sezione N FVM che dicesi Efisse. I
piano NFV inclinato alla base del cono, e quindi a qualunque
sezione condolta parallela alla base, riescird necessariamente
perpendicolare a qualcuno dei tanti piani che si posseno con-
durre pel vertice del cono, e per un diametro della base.
Noi supporremo che il piano N F V sia perpendicolare al
piano condolto per B e pel diametro AC. La retta VN che
segnerd I'intersezione del piano dell’ elissi con questo piano
a lei perpendicolare ABC dicesi asse maggiore dell’ elissi, e
poi lo rappresenleremo sempre con 2a; le ascisse le con-
terremo su questo asse VN, e ne porremo |’ origine al punto
0, che & il punto dove questo asse VN viene diviso a meta
e che chiamasi centro dell’elissi. Se per due punti qualunque
H e K dell’ asse maggiore si facciano passare due piani pa-
ralleli alla base, le sezioni saranno due circoli, RLE, DFT,
che saranno essi pure perpendicolari al piano che passa pel
vertice B e pel diametro AC della base, quindi se dai punti
He K si innalzino le rette GH, MK perpendicolari al piano
ABC, queste rette dovranno essere (N.° 269) tanto sul piano
dell’ elissi V F N, quanto nel piano di uno dei due circoli
rispettivi, quindi queste rette prolungate saranno le interse-
zioni dei due circoli col piano dell elisse, e saranno perpen-
dicolari tanto ai rispettivi diametri RE o D T dei circoli -
quanto all’asse VN dell'elissi, per essere tali diametri. in-
sieme coll’asse, tulli sul piano ABC. Cio poste le relte MK
GH perdendicolari all’asse dell’ elisse noi le prenderemo pe;-
ordinate dell’ elisse stesso, e per essere ciascuna di esse per-
pendicolare anche al diametro del circolo corrispondente, sara
GH=FH, KM= KL, ed in generale {’ asse maggiore tagliera
& mez3o0 tulle le corde dell elisse, le quali sono perpendicolari al-
lasse stesso.

370. Teorema 4.° Nell elisse i guadrati delle ordinate sona
sempre proporzionali ai retlangoli che s formano coi rispettivi
segmenti dell’ asse maggiore.
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Dimostrazione. Essendo ( N.* 569) MK ( Fig.* 241)
perpendicolare ad RE, e GH perpendicolare a DT, avremo

-2 —2 . s
(N°215) MK==RK X KE, 6GH=DH X HT, ciot

-3 —3 . g
MK : GH :: RK X KE : DH X HT. Ma per la somiglianza
dei triangoli RKV, DHYV, e dei triangoli NKE, NHT si ha

’

RK : DH :: KV : HV
KE : HT :: KN : HN,
e quindi
RK X KE : DH X HT :: KV X KN : HV X HN, .
dunque sostituendo avremo
-
MK :GH :: KV X KN : HV X HN,
che & appunto il teorema enunciato.
574. Corollario. Nell elissi il quadrato di qualunque ords-
nata diviso per il rettangolo formato dai segmenti rispeltivi del-

I asse maggiore, dis sempre il medesimo quoto. Di {atli alternando
la proporzione del teorema antecedente si ha

—2
MK*: KV X KN :: GH : HV X HN,
-2 -2
MK _  GH
KEVX KN~ HV X AN

nata, e quindi qualunque sieno i segmenti rispettivi, il quoto
¢ sempre il esimo.

, cioé qualunque sia I'ordi-

quindi

572. Questo quoto -I—K—;—:-(%v che non varia al variare

dell’ordinata MK, e dei rispettivi segmenti poniamolo eguale
—2

a C; sia ciot ﬁhix{(ﬁ=cz essendo MK=y, KV=a—z,

KNe=a+zx, e quindi KV XKN=(a—2)(a+2)=0a*—2*
—2

I' equazione m E)I(KK N =C si poira trasformare oell’ altra
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F?::c, cioe y*=C (a®— %), e trovato che sia quel
valore costante che ha C, questa stessa equazione sara quella
(N.° 346) che rappresenta I’ elisse. Troviamo ora questo va-
lore di C: sia (Fig." 249) ADBO un’elisse il cui asse mag-
giore & AB. Pel centro G di questa elisse si conduca la DO
perpendicolare ad A B; questa DO, che si dice asse minore
dell elisse, poniamola eguale a 26, sara (N.° 369) DC=56.
Ora per essere anche DC ossia b un’ ordinata y dell’ elisse,
che ha per ascissa corrispondente z =0, dovra per tali va-
lori verificarsi I' equazione y® = C (a* — z) , cioé sostituiti
questi valori dovrd essere 62==Cqo2. Ma in questa equazione

6 . .
C=—, dunque il suo valore, che & sempre costante, sara
a3

2
3—;; e quindi I' equazione dell’ elisse sara y’:Z.; (a®— 22).

3735. Abbiasi ( Fig." 219) una elisse ADBO. Se fatto
centro nell’ estremitd D dell’asse minore con un raggio eguale
ad AC, ossia al semiasse maggiore, si descriva una cireon-
ferenza , i due punti F, F', dove questa circonferenza ta-
glierd I’asse maggiore, si chiamano fuochi dell’ elisse. Ciascuno
di questi fuochi, come & chisro, ¢ egualmente distante dal
centro riescendo per la costruzione CF=CF'. Il quadrato
poi di questa distanza equivale alla differenza dei quadrati
dei due semiassi , essendo pel triangolo rettangolo D C F,
-2 -2 _2
CF = DF — DC = a* — *. Noi d’ora innanzi rappresente-
remo la distanza di ciascuno dei due fuochi dal centro colla

lettera ¢, e percid sard ¢ = /a8 — 49

374. Teorema 2.° Nelf elisse la somma dei raggi vettori
FM, F'M condotti dai due fuochi ad un suo punto M qualunque
equivale all’ asse maggiore dell elisse stessa.

Dimostrazione. Abbessata dal punto M I’ ordinata M¥,
e L
pel trinngolo rettangolo FIMN si avra F'M =F'N «MN,

—2
ciot F'M == (c-+x)2+32, e sviluppando il quadrato e met-
tendo al luogo di y il valore dedetto dall’ equazione dell’ elisse
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—2 [V T ) )
sarh F'M = 3+ 2¢ 2+ 23+ 6* ---'-a—,— , ciot sostituendo il
valore di ¢ in ¢* si avra -

—2
F'M = a® — 2 443 +2cm+;; (a® —06%),
—2 2 . )

e quindi F'M = a*+2cx+ pr 2%; ora in questa equazione
estraendo la radice quadrata da ambidue i membri, siccome

. cxr .
il secondo membro é il quadrato perfetto di a+-; si ot-

tiene F'M =a~+ %, Pel triangolo poi rettangolo FM ¥ si
a

-2 -2 ~3 —2 o
ha FM=MN—+«FN, cioc FM =y3+(.0—-a:)’, quindi
operando come si ¢ fatto superiormente sara

- 2
FM2=b’—-—[;Tx2+c’—-—2cx+x‘=

2 2%
i: (6% —6%) 4+ a? — 62402 — 2c:c.-=¢-:.—a—’— “+a*—2cz,
a

. . x ..
ed estraendo la radice si ottiene F M.—...a--(-'-. Percio
FM+FM=a+24a—= ciot FM+F'M=2a, come

a a
era a dimostrarsi.

373. Da questa proprietd dell’ elissi si ricava un metodo
meccanico per descrivere I’ elisse. Scelti a piacere in un piano
due punti F, F' (Fig.*219) si prenda un filo di qualunque
lunghezza sempre perd maggiore della dlstun?a dei due _punt,|
scelti, un capo di questo filo si fissi in F, I'altro capo in F,

uindi col miezzo' di una punta tenendo continuamente teso
il filo, si faccia girare da una parte e dall’ altra quella punta
finche ritorni al lvogo da cui parli, la curva che essa de-
scrivera sarh una elisse, che avrd per asse maggiore la lun-
ghezza del filo adoperato, verificandosi di essa cl_xe lya somma
dei raggi vettori condotli ad uno stesso punto dai due fuochi
F, F' eguoglia sempre ii suo asse maggiore.
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376. Teorema 3.° La somma delle distanze di un punto
qualunque dai fuochi dell' elisse & minore dell’ asse maggiore , se
quel punto sta dentro U elisse stessa, ed ¢ maggiore se sla Juori.

Dimostrazione. Sia ( Fig.* 220 ) il punto N deotro
I'elisse, prolungata la F' N fino a toccare I elisse in 0, ed
unito F con O mediante una retta, ‘sard nel triangolo F NO,
FN<FO+ON; quindi FN+FN <F'N~+ NO +Fo0,
ciot F'N+FN<FO0+F0: ma FFO+F0=2a4 (N.°374)
dunque F'N +FN <2a.

Sia il punto M fuori dell’elisse, si unisca il punto O
dove F M taglia I'elisse con F', pel trisngolo F' M O sara
FPM+~ MO>F'O, quindi F'M + M 0+ OF >F'0 + OF,
cioc FM+~MF>FO+0F: ma F'O0+0F=2a, dunque
FM+~MF>2a.

377. Problema. Tirare una retta che sia tangente all’ elisse
in un suo punto M dato (Fig* 221 ).

Soluzione. Si tirino al punto M i due raggi vettori
FM, FFM, quindi diviso a meta colla retta M S I' angolo
F M F si tiri la RT perpendicolare ad MS, la RT sara la
tangente cercata.

Dimostrazione. Preso un punto qualunque 7' sopra
questa retts, si unisca col fuoco opposto F'; dal punto £'
si_conduca la F'R perpendicolare ad RT, e si prolunghi finche
incontra in V la FM prolungala essa pure; si unisca il punto
V col punto T; ed il punto T col punto F. Essendo S M
perpendicolare ad AT, ed essendo i due angoli SMF' SMF
eguali tra loro, anche I’ angolo F'M R eguagliera I’ angolo
FMT, e quindi egusgliera anche il suo opposto VMR, percio
i due triangoli ¥ M R, RM F' saranno eguali tra loro. Ma
FM + F' M =2a, dunque anche VM- MF, ossia VF=2a.
Ma dal triangolo VTF si ha VT + TF > V F, dooque
VI+TF>2a Ma per I eguaglianza manifesta dei due
triangoli VTR, TRF' si ha VT— TF, dunque TF'—+ TF > 2a;
ciot (N.°376) il punto T & fuori dell’ elisse. Ma con simile
ragionamento si prova che qualunque altro punto della RT,
eccetto M, sta fuori della stessa curva, dunque ( N.° 548)
RT & la tangente richiesta.

378. Corollario. Nell' elisse & raggi che si partono da uno
qualsiasi dei due fuochi si rifietiono nell altro; difatti si verifica
la condizione richiesta (N850 ), che ciot RMFF =TMF
qualunque sia il punto M, ¢ la corrispondente tangente.
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CAPO V.

Dell’ Iperbole.

579. Abbiamo detto (N.° 331) che se il piano segante
FRG (Fig.'242) sia diretto in modo da segare non solo un
lato del cono AB, ma da segare ancora al di sopra del ver-
tice il prolungameato del lato opposto BC, la curva che ne
riesce FLRMG dicesi iperbole. Se noi supponiamo che sl ver-
tice B cominci un altro cono capovolto DBE, il quale sia
formato dal prolungamento dei lati tutti che formano il cono
A BC, & chiorv che quel piano segaute FRG prolunyalo ta-
gliera pure I altro cono, e la curva VO N che ne risulta
dall’ intersezione della superficie di questo nuovo cono col
piano stesso segante sard essa pure una iperbole , e dicesi
iperbole opposta all’alira FLRMG. Anche per queslo piano

ante, che forma 1" iperbole, come pel piano, che forma
Velisse (N.° 369 ), devesi verificare che egli riescira perpen-
dicolare ad uno dei tanti piani che passano pel vertice B, e
per un diametro della base del cono retto ABC. Supponiamo
che riesca perpendicolare alla sezione 4 BC, che passa cioe
pel diametro AC, con un ragionamento del tutto analogo al
fatto per I'elisse si provera che le sezioni LM, FG del piano
dell'iperbole coi circoli paralleli alla base del cono sono per-
pendicolari tanto ai diametri PS, AC, quanto alla retta RH
che segna |' intersezione del piano dell’ iperbole , col piano
ABC. Quindi se si prenda RH per asse delle ascisse, KM, HG
saranno le ordinate perpendicolari dei rispettivi punti M e G,
ed inoltre RH taglicra a mezzo le corde LM, FG dell'iper-
bole a lui perpendicolari. E poi chiaro che I'asse RH pro-
lungato entrera nell’ipérbole opposta VQN pel punto Q,e
passera pel diometro DE segnato nella base de! cono capo-
volto dal piano BAC prolungato. La retta RQ che ¢ il tratlo
dell’asse RH prolungato, che rimaue fuori dell’ iperbole, di-
cesi asse resle o principale , e noi lo porremo eguale a 2a.
Diviso a meti quest’asse principale in O, lo stesso punto 0
dicesi centro dell’ iperbole , e noi porremo I’ origive delle
ascisse in questo centro.

580. Teorema 4.° Nell' iperbole i quadrati delle ordinate
stanno fra loro come & retangoli formati dall’ ascissa corrispon-
dente aggiunta al semiasse principale, nell’ ascissa siessa diminuila
dello stesso scmiasse. '

. M- 135
_ Dimosirazione. Essendo (Fig.' 242) KM ed HG per-
pendicolari ai diametri dei rispettivi circoli avremo (N.°213)

.—2 -2
KM = PK X KS, HG = AH X HC, quindi sara
-3 -2 )
KM : HG :: PK X KS : AH X HC.

Ma dai triangoli simili AHR, PKR, e dai triangoli simili
e e ai triangoli simili
PK : AH :: KR: HR
KS: HC:: QK : QH,
equindi PKX KS: AHXHC:: KRXQK: HRX QH,

-2 -3
dungue sara KM : HG :: KRX QK: HRX QH, cio¢
-2 -2

KM:HG:: (OK—a)(OK+a):(0OH—a)(0H-+a)
che & appunto il teorema annunciato.

~ 384. Corollario. Nell'iperbole il guadralo di qualunque or-
dinata diviso per il rellangolo formato dall’ ascissa corrispondente
aggiunta al semiasse principale, nella slessa ascissa diminuila dello
slesso semiasse da sempre il medesimo quoto. Di falli alternando
le proporzioni del teorema antecedente si ha

—2 -2
KM : (OK—a) (OK+a)3: HG : (OH —a)(OH +a)
-2 —2
. KM HG
e quindi = 10¢
9 " (0K—a)(0K+a) (OH=a)(0H+a)’ c10¢
al variare dell'ordinata, e quindi del rettangolo divisore non
varia il quoto.

KM
| (0K —a) (0K +a) ™"
niamolo eguale a C; avremo (sostituendo y a8 KM ed z a OK)
¥ ¢ cios L :
Py —— =C, cio¢ m’_a’=C, ciod y’==C(22—ad);
e trovato che sia quel valore costante che ha C, questa stessa
;qnanone sard (N.” 346) quella che rappresent,aql‘iperbnle.
cﬁr trovare quel valore di C sia ( Fig.' 2229 1'iperbole CBD
e ha la sua opposta EAF dal punto O si ab‘l)l:ssi la OG
gerpendlcolare ad 4B, e si prenda OG = OB: uuito il punte
col punte B medisnte la GB, si prenda sull'asse OH una

382. Questo quoto invariabile




4136
porzione ON eguale a GB dal punto N-si innalzi I'ordinata

-2 -2 -9
N M che chiameremo 6. Essendo GB=0G + 0B —=2q?

—3
anche ON eguaglierd 24?; quindi dovendosi per I’ equazione
dell’ iperbole y* = C(a®— a?), verificare che
—2 -3
MN =C(ON —ad),

sarhd b= C (2a? —a?), cioé 6* = Ca®; e quindi ng; ¢

quindi I'equazione dell’iperbole sara y’:%(a’—a’).

383. Dal centro O dell’iperbole (Fig." 222) innalzando
una perpendicolare OS eguale a quell’ordinata MN che ha per
ascissa ON = GB = |/ 2 a2, e prolungando questa perpendico-
lare al di sotto fino in T in modo che OT= 08, la retta 78,
che sard eguale a 26 dicesi asse secondario od immaginario
dell’ iperbole ; ed apparisce dalle cose dette come possa de-
terminarsi geometricamente qualora non sia dato.

584. Se, unita I’ estremith B dell’ asse secondario colla
estremita A' dell’ asse principale ( Fig.' 225 ) mediante la
retta BA', si faccia centro in O, e con un raggio eguale a
BA' si descrivi una circonferenza; i punti F, F' dove questa
circonferenza tagliera i prolungamenti di A A' si dicono fuochs
dell" iperbole. ¢

Per trovare il valore della distanza OF, od O F' di
cisscuno di questi due fuochi dal centro basterd Lrovare il
valore di BA' che per costruzione eguaglia OF ed OF'. Ora
pel triangolo rettangolo BOA' si ha

-2 -2 -2
BA' = BO —+ OA' == (® 4-a*,

-2 _3 .
dunque anche OF , ossia OF eguagliera 6%--a. Noi rap-
presenteremo per semplicith questo valore 6%*-+a* con ¢*
onde sara OF ed OF' eguale a c.

- 583. Teorema 2.° La differenza fra i due raggi F'M,
FM (Fig.' 225) endotti dai due fuochi ad uno stesso punto M
dell iperbole , equivale sempre, qualunque sia il punto M, all asse
principale A A'. :

Dimostrazione. Dal punto M si abbassi I'ordinata MN.

437
Pel triangolo reftangolo F M N avremo

—2 —2 -2

FM =MN+(ON—OF)* ossia FY =y*+ (z—c)®:
ora ponendo per y* il valore ricavato dall’ equazione (N.° 382)

I
y= = (22 —a?),
e sviluppando quel quadrato si avra
=3 {352
FM =~—&T—62+x’——2cx+cﬂ ;
ora ponendo al luogo di ¢* il suo valore e facendo oppor-
e =2 a2t
tune riduzioni si avra FM == (6% —+-a2) — 2 cz a2, ossia
=2 (823

FM = — 2cx-+a®, ed estraendo la radice da ambidue

i membri sard FM = %—-a. Pel triangolo rettangolo F'M N

-2 -2 -2 -2
avremo F'M =MN ~+ F'N ossia F'M =g*+ (z+ c)?; ed
operando come sopra, si ofterra
—~2 b!xﬁ
FPM =g b+ 22+ t=

22 c2
= (4 03)+2cz4at = ——-—a: ~+2cz+4 a?:

estraendo anche qui la radice sara FM =22 < a. Ora sol-
a

traendo dal valore di F'M il valore di FM si avra
cr cx
I"'M—-FM=—+a-—-+a=2a,
a a
‘ome appunto si annunciava nel teorema.

386. Di qui si ricava come corollario il metodo meccani-
co per descrivere sopra un piano un’ iperbole. Sieno fissi sopra
un piano due punti F, F' (Fig.'224): si fermi in F' un regolo
di qualunque lunghezza F'G, in modo perd che esso possa
Muoversi liberamente intorno al punto F'; si prenda un filo
0 lungbezza minore di F'G, e se ne fissi un capo all’estre-

24
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mith G del regolo e I'altro capo nel punto F, quindi con
una punta si tenga sempre teso il filo contro il regolo F'G
mentre questo , scorrendo intorno al punto F', si trasporta
successivamente in F'G', F'G" : la curva descritta dalla punta
sara I'iperbole M 4'M’, essendo sempre per qualunque punto
F'M —FM, ossia F'M'—FM' egusle alla differenza primi-
tiva tra la lungbezza del filo, ed il regolo FG. Fissando poi
il regolo in F ed opersndo egualmente dalla perte opposta
si descrivera I’ opposta iperbole PAQ come e chiaro per sé.

587. Teorema 3. La differenza dei raggi condotts dai due
fuochi di un’iperbole ad un punlo qualunque T (Fig.' 223), ¢
maggiove dell’ asse principale se il punto T ¢ dentro [ iperbole,
ed ¢ minore s il punto T ¢ fuori dell’ iperbole siessa p. e. in T'.

Dimostrazione. Sia il punto T dentro I’ iperbole, pro-
lungato F T fino a toccare I iperbole in M si conduca la
F'M: pel triangolo FMT, si avea FIT-+ TM > F' M ; quindi
F'T- FT+ TM > F M- FT, quindi FT—FT>FM-FT-TM,
ossia FT—FT>FM—FM: ma FM—FM==2a (N.* 385),
dunque quando il punto T & dentro 1'iperbole sard F'T—
FT >2a, come era s dimostrarsi.

Sia il punto T fuori delliperbole, p. e. in T', con-
dotta una retta dal punto F' al punto M dove FT taglia
Iiperbole, pel triangolo FTM si avia PFT'<FM—+ MT', e
quindi F'T'— MF<F M+ MT —MF, quindi FIT'— MT —
MF<FM— MF, ossia FT'—FT <F"M—MF, ma (N.°383)
F'M — MF =2a; dunque quando il punto T' & fuori del-
I'iperbole, sara F'T' — FT'<2a, come era a dimostrarsi.
588. Problema. Tirare una rella tangenle all iperbole in
un punto dato M (Fig." 225).

Soluzione. Al punto M si conducano dai fuochi i due
raggi F'M, FM: per mezzo della MS si divida a meta I'an-
golo F'MF; la MS sard la tangente cercata.

Dimostrazione. Dal punto F' si abbassi una perpen-
dicolare sopra M S, e si prolunghi fino che incontri in 0
la FM prolungata: quindi da un punio N qualunque della
MS si tirino le rette F'N, FN, NO. Per la costruzione fatta
riescirs F' M= M O essendo i due triangoli F' S M, osHn
eguali in causa della SM comune e degli angoli eguali in §
ed in M; quindi FO sora eguale ad F'M — MF ossia (N.° 385)
PO sard eguale o 2a. Ma anche i triangoli F' NS, SNO sono
eguali in causa del lato SN comune, dei lati SF' ed SO eguali,

. . - ‘59
e degli angoli in.S retti, quindi sarh F' N=N 0, ¢ perci
Nfﬂ——‘NF == F'N — NF. Ma dal triangolo O&Fp:i ill(i)l
NO< NF +F0; quindi sark NO—NF<FO, ossia F'N—
NF < 2a, percido (N.” 587) un punio N qualunque della
SM, eccettuato I.l punto M, sara fuori dell'iperbole, e quindi
quesl;sgﬂT(N. 54? slt}n‘a la taugente cercata. ’

389. Teorema 4.° Un raggio FM (Fig.* 226) che par-
tendosi da uno dei fuocki F veda ad incontfara r i;))erl)olep:rd
punto M si rifielte nella direzione M Q del prolungamento dd-
U altro rsggw condollo allo stesso punto M dal fuoco’F'

lmostruzione. Si tiri al puato M dell iperbol

tangente SR (N.' 388), e si prolunghi il raggio pF’ JI.GEE
sendo I'angolo F'MS eguale all’ angolo SMF, anche I’ sngolo
RM? _opposto al primo sara uguale all’angolo SMF; quindi
(N."350) il raggio F M si riflette nella direzione di MQ
ossia dlDF;IM pr;))ll;ugnto, come era a dimostrarsi ’

De “iperbole, e delle altre sezioni couiche‘ i -
bero dimostrare anche con questi soli principii elsel:n‘:(c):)rlzl:)'i
molte altre b.e‘lle' proprietd: siccome pero abbiamo dimostrate
quelle che piu interessano nello studio della Fisica, quindi
per brevita non parliamo delle altre.  Aune

CAPO V.
Della Cicloide.

390. Supponiamo d’a i
) vere un circolo ABC (Fig.' 227
;)ln quale sc'(lu'rul rotolando sopra la retta fissa ABS /l;"g.e 25;;))
niamo che il punto 4 del circolo lasci nel Jar
circolo stesso una traccia di st i i e o1
) se, egli prima di tornare ad
:::erg nel punto 4" a contatto colla retta fissa avra colla sua
ccn;gseguata la curva AA'A* che dicesi cicloide
G diL La proprieta principale di questa curva, per cui
o esiga speciale menzione in Fisica, & la seguente: Usn
pend ;;o, (:s ando per archi cicloidali, impiega in ogni oscilla-
Zione lo ';[“:; tempo qualungue sia ' ampiezza dell arco che per-
corre @ ct.¢;' o: alla dimostrazione di tale proprieta mecca-
cuper ;r.nc neggono teorie che appartengono alle matematiche
Super u:aq:lt:::adl in un libro elementare & impossibile dimo-
¢ L proprieta, e bastera I'
G gonors questa cull')va. ) astera I'avere accennato come
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§92. Gioverd perd conoscere un metodo pratico, che &

i analoghe dimostrazioni, dall’an_ah's? sublime, or}dg
}l::g, (;lslceitlli:re u:g pendolo per un arco cicloidsle. Vogliasi
p. e. fare oscillare un pendolo per un arco della cicloide
AHB (Fig* 228). Con upa lamina qualqnqge metallica si
formi un arco eguale precisamente alla_cicloide A’H B: I?
divida a meta nel punto H; quindi le due parti AH',.B‘;
rovesciate si fissino, come nella figura, in modo chah i 1;0
unti A' e B' si tocchino, e le loro estremita H' tocchino le
sstremith A e B della cicloide AHB dove si vuole' ch;_ suc-
cedano le oscillazioni: quindi preso un pendolo A' D di ;?la)
lunghezza eguale alla distanza A'H e che abbia un !i'llo y
flessibile, si fissi nel punto A': questo pendolo, oscillan czz
reorrera precisamente, come dimostrano gli analisti, archi

della cicloide AH B.

TRIGONOMETRIA PIANA

CAPO L
Nozioni preliminari.

1. La Trigonometria piana & una parte della Geometria,
che insegna a determinare o a calcolare tre delle sei parti
di un triangolo rettilineo per la conoscenza delle altre tre
parti di esso, quando cid sia possibile.

2. Ho detlo quando cid sia possibile; perché se in un
trisngolo non si conoscessero che i tre angoli, non sarebbe
possibile in questo caso poter determinare il valore dei lati.
Di fatti se preso ad arbitrio un punto P (Fig' I) sul lato
AB del triangolo ABC, di cui suppongo cogniti i tre angoli,
si conduca per esso la retta PE paraliela ad AC, si avra un
altro triangolo PBE, che avra gli angoli eguali a quelli di
ABC; e poiche si vede chiaramente, che si potrebbero, ti-
rando altre parallele, formare infiniti triangoli simili tutti ad
ABCG, cosi bisognerebbe, che il calcolo somministrasse ad un
tempo il valore dinfiniti lati differenti. In questo caso adun-
que il problema sarebbe assolutsmente indeterminato.

5. Apparisce pereid dal detto, che per determinare tre
elementi incogniti di un triangolo conviene che fra i tre dati
vi sia almeno un lato.

4. Qui pero ¢ 4 uopo osservare che vi ha un caso, in
cui , sebbene vi sieno tra i dati due latj , resta tultavia un
dubbio nella determinazione degli altri elementi. Il caso &
quando in un triangolo sono dati due lati ed un augolo op-
posto al minore dei due lati dati. E diffatti si vede anche
a colpo d'occhio (Fig.* 1) che i due triangoli M NS, TNS
possono avere benissimo il lato MN = N T, I'angolo § ed
il lato NS comune, e tuttavia avere differenti gh altri tre
elementi; cosicche dati quei due lati, e quell’ angolo resta in
dubbio se il triangolo sia MNS, oppure TNS. Peré vedremo
!0 appresso che in simile caso la Trigonometria stesss dara
da s ne’ suoi risultati una doppia soluzione possibile. Per-

locché si” pud stabilire generalmente che se fra i tre elementi
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dati, vi sia almeno un lato, la Trigonometria serve sempre

rinare gli altri elementi. . i
) det?’)‘.‘l]t‘lel calilolare i triangoli si sostituiscono agli angoli
alcune linee , le quali, sebbene non sieno pmwrzngnaiu a‘Q
essi, sono perd proprie o valevoli a rappresentare gii angoit
stessi. Prima di tutto adunque & Decessario di far_conoecere
queste linee, che dai Geometri chiamansi funzions c:rcolan(;
o linee trigonomelriche , e di far vedere come esse possan

usarsi invece degli angoli.
CAPO 1L
Delle linee trigonometriche.

. Sia un circolo qualunque FABG (Fig.* IiI): nella per:-
feria ?ii se‘sso si prenda ,q comi:?cinndo dal punto B ed andando
nel senso BAF, un arco AB compreso dai due raggi CA,CB. La
perpendicolare AP abbassata dalla estremita A di detlo e:irt.;o
sopra il raggio CB, che passa per I'altra estremita B del-
I arco stesso, dicesi semo reflo, o semplicemente seno, tanto
dell’ arco AB, che dell’ angolo ACB. ) :

La porzione BP de‘: raggio , compresa fra il seno e

ita dell’arco, si chiama semo-verso. )
. ewe'[l:a perpendicolare BD tirata all’ estremila del raggio
CB e prolungsta fino a tanto che incontn |l’ raggio CA pn:-
dotto fuori del cerchio, si dice tangente dell’ arco AB e del-
’ o ACB. _ .
" ange! La linea CD, che non ¢ altro se non )l’ raggio CA
prodotto fino alla tangente, chiamasi sccante dell’arco 4B, e
’ lo ACB. . '

aell ;(.,gge dal centro C si conduca il raggio CF perpendi-
colare a CB, e dall’ estremita F ¢ innalzi la perpendicolare
FE, che incontri in E il reggio CA prolungato, e finalmente
si tiri A Q perpeudicolare sopra C F, per cid che abbiam
detto, ssra AQ il seno, FQ il seno-verso, FE la tangente, e
CE la secante dell'arco AF e dell’ angolo ACF. ,

8. Siccome poi I'angolo ACF & qomplemento dell’ an-
golo ACB, formando, tutti due presi sssieme, un angolo rettqi
cosi si puo dire che AQ & il seno del complemento, th'o
seno-verso, FE la tangente e CE la secante del complemen
dell’arco AB e dell’ angolo ACB.

145

9. Per abbreviare queste denominazioni, si & convenuto
di dire coseno invece di dire seno del complemento; coseno-
verso, invece di dire seno-verso del complemento; e cosi pure
colangente e cosecanle invece di tangenle e secante del com-
plemento. Percid le linee 40, FQ, FE, CE sono chiamate
il coseno, il coseno-verso, la cotangente e la cosecante del-
I'arco AB, o dell'angolo ACB.

40. Parimenti le linee AP, BP, BD, CD potranno ap-
pellarsi il coseno, il coseno-verso, la colangente e la co-
secanle dell' arco 4 F e dell’ angolo ACF , essendo A B il
complemento di A F, siccome AF lo & di AB.

44. Per indieare queste linee , quando si tratta di un
arco o di-un angolo, sogliono i geomelri mettere avanti le
lettere, che servono a nominare o I'arco o I’angolo, le espres-
sioni sbbreviate sem. cos. fang. colang. sec. cosec., indicando
altresi I' arco o I' angolo con una lettera sola; cosi chiamato a
I’arco AB, o I'angolo ACB, che & misurato da quell’ arco,
Sen. a significa il seno dell’arco AB, o dell'angolo ACB; e
Cos. a indica il coseno dell’ arco AB, o dell' angolo ACB.
Il raggio poi s’indica sempre colla lettera iniziale R.

42. Da tutto cio si fa manifesto:

4.° Che il coseno AQ (Fig." lll) di un arco qualunque
AB, ¢ cguale alla parte CP del raggio, compresa fra il centro
¢ sl seno.

2.° Che il seno-verso B P ¢ eguale alla differenza fra
tl raggio ¢ il coseno.

3.° Che il seno di un arco qualunque AB ¢ la meta della
corda AG di un arco doppio ABG; poiche essendo il raggio
CB, perpendicolare slla corda AG, dividera si la corda che
I"arco in due parti eguali.

43. A misura che I'arco AB, ovvero I’ angolo ACB au-
menta, il suo seno AP cresce esso pure, e il suo coseno AQ,
ovvero CP diminuisce successivamente, finché I’ arco 4B sia
divenuto di 90°. A questo punto il seno AP si trasforma in
FC, ciot a dire eguaglia il raggio, e il coseno diviene zero,
perché il punto A cadendo in F, la perpendicolare AQ di-
viene zero.

44. Riguardo alla tangente BD, e sila cotangente FE,
egli & chiaro, che la prima aumenta continuamente, e che
la seconda, al contrario, dimiouisce ; ma 'una e I'altra lo
fa in maniera, che quando I'arco AB giugne ad essere di 90°,
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la sua tangente sard infinita, e la sus colangenie zero.DD}
fatto quanto pi cresce I'arco Al, tanto piv il punto D si
alza al di sopra di BC; e quando il punto 4 & inlinitsmente
vicino al punto F, le due quee CDe BiD sou0_quasi p}-
rallele, lo divengono quando il punto 4 & sopra il punto F,
ed allora uon sincontrano pid. Percid la: tangente BD sara
in tal caso infinita, ¢ la cotangente FE sard ridbtta a zero,

sse. o

come4 g. (.i‘,‘:iccome il seno di 90" & il piu graunde di tutti 1
seni, i geometri, per distinguerlo dagli altri seni, lo c.!nan:nn;(:
seno fotale ; quindi queste tre espressioni: il seno di 90°,1
raggio, il seno lolale, signiﬁcnu_o la meéesmm cosa. 00"
16. Quando V'arco BA (Fig.* 1V) e maggiore di R

il suo seno AP diminuisce. ed il suo coseno AQ, ovvero cp,
che allora cade al di la del centro rapporto al punto B, au-

menta fino a che I'arco BA sia giunto a 480°; nel qual caso

i ¢ zero, e il coseno eguaglia il raggio. Si vede mt:!tre
l(:‘b:e[i]losem) AP, eil cosem? C P dell’ arco B 4, o dell’sn-
golo ACB maggiore di 90°, sono altresi il seno e il coseno
dell’ arco AH, o dell’ angolo ACH minore di 90, e supple-
mento dell’arco BA. Onde per avere il seno ¢ il coseno di un
angolo, si puo prendere il seno e il coseno def suo supplemento;,
avvertendo pero sempre, che il coseno dell’ augolo oltuso ba
una direzione opposta a quella che ha il coseno di un ao-
golo acuto; onde indicando colla varisziope del segno questa
opposizione di direzione diremo che il coseno di un an-
golo eguaglia a mcno il coseno del suo supplemento , cioe
Cos. a = — Cos. (180" ~—a). . . 4

47. In quanto alla tangente, siccome essa viene eter-
minata dall’ incontro della perpendicolare BD (Fig. 1) cgl
raggio CA prolungato, se | arco BA e maggiore di 90° (Fi-
gura 1V), la tangente sara BD. Ma innalzando la_perpendi-
colare HI, & facile il vedere, che il trisngolo CBD eguaglia
il trisngolo CHI, e che per conseguenza BD=HI. Da cio
ne segue che la langente di un arco o di un angolo ¢ la nfi
desima che quella del supplemento dello stesso arco. Tutta la dif-
ferenzo sta in questo, che essa cade al di sotto del raggio
BC, cioe ha direzione opposta ; quindi auche qui diremo
Tang. a = — Tang. (480" —a). ‘ )

yl 8. lliguardi,) glla cotangente EF, essa ¢ la medesima della
colangenbe del supplemento, e cade essa pure dalla parte opposta

143
a quella, ove cadrebbe se I'arco BA o I'angolo ABC fosse
minore di 90°, onde anche qui avremo Colang.a = — Co-
tang. (480°—a). Si vede poi per la stessa ragione detta di
sopra, che per un arco di 480°, la tangente & zero, e la co-
tangente ¢ infinita.

19. Riguardo alla secante ed alla cosecante, dalla figura
stessa risulta che esse hanno in lunghezza tanto per I'angolo
BCA, quanto per I' angolo HCI supplemento, lo stesso valore
tutta la differenza stard nelle direzioni, e questa differenza
piucché dall’ispezione della figura appariri dalle formole che
daremo in appresso.

20. Se invece di prendere I'arco B A ( Fig.* Ill ) nel
senso BAF si fosse preso nel senso opposto BG, cominciando
sempre da B, allora I'arco BG == BA, o 1" angolo BCG, con-
siderato relativamente all’arco B4, od all’ angolo BCA, diviene
negativo. 1l suo seno GP, che va in senso opposto al seno AP,
esso pure diviene negativo; il coseno CP, all'incontro, rimane
positivo perche nello stesso senso. Onde chiamato a I arco 4B,
e quindi —a I’arco BG a lui eguale, ma in senso opposto,
sard — Sen.a==Sen. —a, e Cos.a = Cos.—a; ciot il semo
di un angolo negativo equaglia a meno il seno dello stesso angolo
preso positivamente ; ed sl coseno di un angolo negativo egquaglia
il coseno dello stesso angolo preso positivamente. Per le altre linee
trigonometriche, il valore si deduce pruntamente dalle for-
mole che vengono appresso.

CAPO IIL

Del valore delle linee trigonometriche
espresso in formole generali.

. 24. Sia I'angolo ACB (Fig." Ill), il di cui seno & AP,
il coseno AQ = CP, la tangente BD, la secante CD, la co-,
tangente FE, e la cosecante CE. Essendo il seno AP, ed il
coseno CP i due cateli del triangolo rettangolo CPA, di cui

il raggio CA & 'ipotenusa, si ayra
-2 - -3
AP +-PC =C4,
cio? il quadrato del seno piut il quadrato del coseno eguale
al quadrato del raggio. Facendo ora, per maggior chiarezza,
DY

-



P a:g‘o‘lo ACB=a, e il raggio CA= R, si avra:
Senta-Cosda = R3;
e trasportando
Sen.3a = R* — Cos.?a.
Ora, estraendo la radice quadra, si ha pel seno
4.* Formola. Sen.a= Vm

. .. -
22. Dall’ equazione Sen.*a-+Cos2a =K%, s ricava

d
trasportando Cos3a= R—Senta;

ed estraendo la radice come sopra si ottiene pel coseno
2.* Formola. Cos.a= J/ R* — Sen.*a.
93. Per la somiglianza de’ triangoli C P A, CBD si ba
CP: AP::CB: BD,
cioé Cos.a : Sen.a :: R: Tang.a;
quindi essendo
Tang.a X Cos. a= R X Sen.a,
si avra per la tangente

RSen.a
3." Formola. Tang.a =

Cos.a

24. Per la somiglianza de’ triangoli CQA, CFE si avrd
CQ:QA:uCF: FE,
cioé Sen.a : Cos.a :: R: Cot.a;
e operando come sopra si avra per la cotangente
RCos.a
4." Formola. Cot.a =

Sen. a

i 3 lore
Moltiplicando numeratore e denominatore di questo valor
della pcizlotangente per R; e dividendo numeratore e denomi-
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natore per Cos.a, si ha ancora Cot.g= .

=i e quindi

Cos.a
Formola 5.*

la formola 3.", Cot.a =
per la formola o6 =

25. Per la somiglianza dei triangoli CPA, CBD si ha
CP:CA::CB:CD,
ciot Cos.a: R::R: Sec.a;
onde qui pure si avrd per la secante

6." Formola. Sec.a =

Cos.a

26. Finalmente per la somiglianza de’ triangoli CQ 4,
CFE si ba
CQ:CA:CF: CE,

cio¢ Sen.a : R :: R Cosec.a;
e quindi si otterrd per la cosecante
7." Formola. Cosec. a = s .
n.a
CAPO Iv.

Teoremi fondamentali della Trigonometria piasa.

27. Teorema 4.° Tutte le funzioni di angols eguali, o ds
archi simili, ( ciot di archi tali , che conlengano egual numero
di gradi, sebbene sieno d altronde differenti in materiale gran-
dezza ) sono sempre in rapporto coslante coi loro raggi.

Dimostrazione. Sia I angolo 4C B (Fig." V') eguale
all’ angolo acé, come pure I arco 4 B simile all’ arco ab.
lo dico: 4.% il seno BD sta al seno bd, come il raggio CB
sta al raggio c6. Poiche essendo simili i due triangoli BCD
e bed si avra

BD:BC::bd:be,

e alternando BD:bd::BC: be,



che“ifsquanto dire: i seni degli angoli egu'ali C, ¢, 0di archi
simili A B ed a b, stanno nel rapporto dei ragg! CBech
2* Se prodotli i raggi CB e cb, si innalzino dai punti A
ed a le tangenti AF ed af, anche i due triangoli ACF, acf

saranno simili; quindi si avrd
At AF: AC:taf:ac

2 CF:CB::cf:cb

e slternando mnella 41.°
AF :af 2 AC: ac;

L 3
e alternando nella 2.

CF:cf::CB:ch,

le tangenti e le secanti degli archi simili 4B, ab,
i eguali C e ¢, sono propqmonah a loro raggi.
3.° I complementi poi di angoli eguali , essendo egqalcl au-
ch’ essi, se si suppounga che ciascuno dei ‘dug ung;ohd ec
sia p. e. di 40°, 1l loro complemento sard di 50°; dunque
i seni, le tangenti e le secanti dei complementi dei due an-
goli eguali C e ¢ stanno tra loro, nel rapporto dei raggl, come
vi stanno i seni, le tangenti e le sccanli degli angoli stessi
C e c. Ma i seni, le tangenti e le secauti dei complementi,
sono i coscni, le cotangenti e le cosecanti degli angoli stessi
C e c; dungque anche 1 coseni, le cotangenti e le cos:canbh
degli angoli eguali C e ¢, 0 degli archi simili 4B ed a6,
stanno tra loro nel rapporto dei detti raggt.

98. Corollario 4.° Da cid si fa manifesto che, cognito il
valore delle linee trigonometriche per un dato arco desc;g'nto
col raggio R=14, facilmente deducesi il valore delle mje
trigonometriche di un arco di egual numero di j;.radn quando
sia stato descritto con un raggio B di valore differente. Di
fatti detto M il valore della linea trigonometrica quundodxl
raggio eguaglia 4, e delto M' il valore che acqxtlsla qgnndo
il roggio ¢ R, si avrd la proporzione M : 4 :: M': R, donde
si ricava M'= M R'; ciot il valore che acquista uns linea h;-
gonomelrica al variare del raggio, equaglia il valore che ha quaﬁioo
il raggio ¢4, moltiplicato questo valore per quello del nuovo raggto.

ciod a dire:
o degli angol
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29. Dietro questo noi d’ora innanzi per maggiore sem-
plicita porremo nelle formole R= 4, e diremo p.e. (N.°25
4
D) —
e 26) Scc.a-coa p

, Cosec.a = ; e cosi cogoito il va-

1
Sen. a
lore del seno e del coseno di un arco a quando il raggio
eguaglia I’ unitd , dedurremo il valore corrispondente della
secanle e della cosecante dell’ arco stesso. Moltiplicando poi
il trovato valore per 2, per 3, ecc. avremo il valore che
avrebbe la secante e la cosecante dello stesso arco quando
il raggio fosse 2, 3, ecc.' Qui perd si avverla, che se dalle

noi volessimo de-

1 1
formole Sec.a=-—— a=
ormole Sec.a Cora? Cosec. ¢ = —

durre i valori di queste linee, cogniti i valori del seno e del
coseno quando il raggio non ¢ I’ unita, allora converrebbe
prima introdurre debitamente nelle formole I’ espressione R
del raggio. Questo poi si ottiene facilmente anche nelle for-
mole piu complicate rendendo i termini tutti del!’ eguaglianza
di un egual numero di dimensioni ( Alg. N.° 404). Diffatti
in un’ equazione che si applichi a cose geometriche, i termini
di una sola dimensione rappresentano linee; quelli di due
superficie, quelli di tre solidi; e non pud esservi eguaglianza
tra linee e solidi, tra linee e superficie, tra solidi e super-
ficie, ma solo tra linee e linee, tra superficie e superficie,
tra solidi e solidi.

30. Teorema 2.° I'n qualunque triangolo i lati sono pro-
porzionali ai seni degli angoli ad essi lati opposts.

Dimostrazione. Sia il triangolo ABD ( Fig.* VI) a cui

si_circoscriva il circolo AB D. Cid fatto i lati del triangolo
divengono corde del circolo stesso. Ora la corda AB ¢ doppio
seno della meta dell’ arco sotteso Ay B (N."42) e parimenti
la corda BD & doppio seno della meta dell’arco sotteso Bz D.
Ma poiche la meta dell’arco Ay B wmisura I'angolo D, e la
meta dell’arco Bz D misura I'angolo A, essendo questi due
angoli alla periferia del cerchio; cosi la corda AB sara doppio
seno dell’ angolo D, e la corda B D doppio seno dell’ an-
golo A. Quindi si avra

AB: BD ::2Sen.D: 2Scn. 4,
ossia dividendo per 2 i termini della seconda ragione, si avra

AB : BD :: Sen. D : Sen. 4;
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ciot i lati in qualsivoglia triangolo stanno tra loro come i
seni degli angoli ad essi lati opposti.

Qui si avverta che la dimostrazione vale egualmente
anche quando il raggio del circolo 4 B D non fosse quello
che si sssumesse per determinare i seni degli angoli 4 e D;
dacche in tal caso i seni che si determinerebbero per questi
angoli con un altro raggio, avrebbero sempre un rapporto
costante con quelli che si soho considerati (N.”27 e 28).

54. Teorema 3.° In ogni triangolo rettangolo (Fig.* VII)
un colelo qualsiasi eguaglia [ ipotenusa uel coseno dell’ angolo

compreso tra U ipotenusa ¢ quel calelo.
Dimostrazione. Nel triangolo rettangolo FCA preso per

raggio CM, che faremo eguale ad 4, ed abbassata la perpen-
dicolare M P dal punto M sul lato C4, per la somiglionza
dei due triangoli CHM P, CFA si ba CM: CP:: CF: CA4,
ossia 4 : Cos. FCA::CF:CA, donde ne deriva C A=
CF Cos. FCA, come doveva dimostrarsi.

52. Corollario. Siccome Cos. FCA = Sen. CFA per essere
uno di questi due angoli complemente dell’ altro, avremo an-
cora, sostituendo, CA = CF Sen. CFA; ci0¢ in un triangolo ret-
tangolo un catelo eguaglia [ ipolenusa nel seno dell’ angolo op-
posio & quel calelo.

33. Teorema 4." In ogni triangolo rettangolo (Fig." VII)
la tangente di un angolo aculo eguaglia il calelo opposio a quel-
[ angolo, diviso per [ altro cateto.

Dimostrazione. Ammessa la costruzione del teorema

antecedente si ha
MP:CP:: FA:CA,

ossia Sen. FCA : Cos. FCA :: FA : CA,

. Sen. FCA FA Sen. FCA .
ossia =g ™ Tun.FCA_.m (N.*23);

dunque Ton. FCA= g;’ come doveva dimostrarsi.

34. Teorema 5.° In gualunque triangolo MNO (Fig." V1iI)
un lato qualsiasi MO equaglia la somma dei prodolls che si of-
tengono moltiplicando ciascuno degli altri due lati pel coseno del-
I angolo rispettivo, che ognuno di essi forma col lato stesso MO.

Dimostrazione. Nel caso che ambidue gli angoli adie-
centi ol lato MO sieno acuti, sbbassata del punto N la NT
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perpendicolare sopra MO, si avra (N.°34)

MT=MN Cos. NMO, ed OT==0N Cos. NOM;
quindi MJ +OT = MO = MN Cos. NMO~+ ON Cos, NOM,

come appunto doveva dimostrarsi.

o Nel caso ehe uno degli angoli adiacenti al lato MO,

P- e. I'angolo NOM, sia ottuso, allora abbassata la NT come
sopra si avra

MT=MN Cos. NMO, ed OT=ONCos. NOT;
quindi MT — OT = MO = MN Cos. VMO — ON Cos. NOT;

ma Cos. NOT=— Cos. NOM (N 46); quindi sostituendo
avremo MO =M N Cos. N MO~ O N Cos. NOM, come ap-
punto doveva dimostrarsi.

_35. Problema. Date le linee trigonometriche di due archi
o di due angoli, trovare le linee trigonomelriche della loro somma
¢ della loro differenza.

. Soluzione. Sieno MP ed MN (Fig.* IX) i due archi
dati. Si prenda I"arco MNT doppio (di ﬁ!N e) I' arco MPIEZl
doppio di M P; si uniscano fra loro medianti rette i tre
pm’m M, Q, T Nel triangolo M Q T I’ angolo a equivarra
nllo areo M P, e I'angolo & equivarra all’arco MN (Geom.*
N> 447); di pia (N.° 42) QM=2Sen. P M = 2Sen. a;
TM =2Sen. MOi=2Sen.b, e QT=2Sen.(MP+ MN )=
2 Sen. (6 +b).” Ora pel teorema antecedente abbiamo
QT = QM Cos.b~+ MT Cos. a, e sostituendo in questa egua-
glianza a QT, QM, MT i rispettivi valori essa diviene

28Sen. (8 +-6) =2Sen. a Cos. b -+ 2Sen. b Cos. a,
cio¢ dividendo ambidue i membri per 2
Sen. {a~+6) = Sen. a Cos. b—+Sen. 6 Cos.a. (1.

Formola che da il seno della somma di due archi espresso
per {2 linee trigonometriche degli archi semplici.

. .. In questa formola che & generalissima e che deve
quindi verificarsi per qualuaque valore dei due archi a e 6,
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ponendo al luogo di 4, —& essa si cangia in quest altra

Sen. (8 — b ) = Sen. & Cos. —b -+ Sen. — 6 Cos. a.
Ma Cos. — b==Cos.b, Sen.— b = —Sen.b (N." 20)
quindi sostituendo questi valori si ba

Sen. (@ — b )=Sen. a Cos. b — Sen. b Cos. a (2.%)

i i 1 hi, espressa
la che da il seno della dxffgrenza _dn due archi, esp
:::ul‘: fincee trigonometriche degli archi semphc!. .
Nella 4.* e nella 2.* ponendo al luogo di a, 90°—a

si hanno le due equazioni seguenti
Sen. (90°— a - 6) =Sen. (90" -a) Cos. b+ Sen. b Cos. (90°-a)
Sen. (90°— a — b) = Sen. (90° - a) Cos. b - Sen. b Cos. (90°-a).

Ma per essere (N." 9) il seno di un angolo eguale al co-
seno del complemento, e viceversa, si ha

Sen. (90° —a—+06) = Sen. (90° — (6 —¥&)) ==Cos.(a—85),
Sen. (90° — a — b)==Sen. (90° — (& +-5) ) = Cos. (a =+ 6),
Sen. (90°— a ) = Cos. a, Cos. (90°—a) = Sen. a;
quindi, sostituendo questi valori, quelle due eguaglianze ri-

€scono )
Cos. ( a — b) = Cos. a Cos. b +Sen. bla (5.")

Cos. (@ =+ b) = Cos. aCos. b — Sen. 6Sen. (4.%).

le che danno il coseno della somma e della differenza

gio m archi, espresso per le linee trigonometriche degli archi

semplwli)ividendo la (1.) di queste formole per la (4.%) si ba
Sen. (a—+6) __ Sen. a Cos. b+ Sen. b Cos. a

Cos. (a+6)  Cos.aCos.b— Sen.bSen.a’

Sen. "y
Da questa eguaglianza, avverteudo che o= Tan., e divi

dendo numeratore e dominatore del secondo membro per
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Cos.a Cos. b, si ricava

Tan. a + Tan. 6 50
{ —Tan.aTan 5 )
con egual metodo dalla 2* ¢ dalla 5.* si ricava

Tan. (a+6) =

Tan.a — Tan. 6
Tan. (¢ —b) = !
an (a ) 4 4+ Tan.a Tan. 6 6
Formole che danno la tangente della somma e della diffe-

renza di due archi, espressa per le linee trigonometriche degli
archi semplici.

. . 4
Abbiamo gia veduto (N.°24) Cot. (a6 =
g (N224) Col-fo-rt) = gt
1
Cot. (a—b)=——"" . quindi i i i
ot. (a ) Ton (a—3%)’ quindi sostituendo nei secoud;
membri i valori che danno le formole superiori 5." e 6.,
si avrd

4 —Tan.aTan. b
Cot. b) — 7
ot (ab) Taw. a 4+ Tan. 6 ( )_
Cot. (a—6) 1 +Tan.aTan. 6 8.).

Tan.a— Tan. 6
Parimenti, essendo (N.° 23 e 26)
4 1
Sec. (a 44 =i Sec.{a—b)=—uv
) Cos. (a=+6) °° (a—=1) Cos. (a—b)’

Cosec. (a+4) = , Cosec. (a—-:b) = 1

Sen. (a -+ 6) Sen. (6 —b)’
St avra, sostituendo nei secondi membri i valori che danno
le formole 4.%, 2 3.1 4.

See-(a+6) = Cos. a Cos. b -4— Sen. aSen. b ®-)

Sec.(a—b) = Cos. aCos.bJ—Sen. aSen. (10
Cosec. (a+4) =Sen.aCos.b-:—Sen. bCos.a 419
Cosec. (a — ) = Sen. a Cos. 6 i Sen. 6 Cos. a (2

Forniole che compiscono la soluzione del proposio problema
.”Q
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56. Da queste formole e da quelle trovate superior-
mente (N.©21 e seg.) se ne deducono assai altre che non
di rado si adoprano nel calcolo superiore; noi qui dedur-
remo upicamente quelle di cui avremo d’uopo in appresso,
lasciando al giovane di dedurre, per suo esercizio, dalle pro-
poste, quelle altre che gli verranno segnate come pia utili

da chi lo guida nello studio di questa scienza.
Dalle formole 1.* e 4.* del paragrafo antecedente fa-

cendo b==a si deducono queste due
Sen. 2a=2Sen.a Cos.a (A)
Cos. 2 6 = Cos.2a — Sen.?a (B).

Ponendo in quest’ ultima 4 — Sen.%a al luogo di Cos2a, si
ottiene Cos.2a =14 —28en3a; cioe

Senta = "‘__%‘-’53—“ (©).

In questa formola ponendo 2a=¢, e quindi a:%c, ed
estraendo la radice da ambidue i membri si ha

4 l/4-—Cos.c
Sen.-‘-‘)‘-c;-. —s (D).

Nella 1.° e nella 2. del paragrafo antecedente, fatto
_A+B A—B

a= 5 b::-_é—_’ e quindi a+b=A,a—b=8,
si ha
(o (e (5 )

Sen. B= Sen.(’-‘-::—;i’})(los.(t;—g)— Sen.('i_‘;_{})cos.('%_.g :

quindi, sommando,
Sen. A+ Sen. B=2 Sen.("_.'.g_") Cos.(i}}f) (E)

sottraendo, invece,

Sen. A —Sen. B= 2Sen.("'2' B) cos.(i‘_“.é’_'—’) (FY.

Dividendo poi la (E) per la (F) si ha 158
A+ B A—
Sen. A +Sea. 8 5 (3 )C"S'( 3 :

Sen. 4 — Sen. B~ Sen. (A -?:- B) Cos. A_—_{-_g)

-

dalla quale, essendo (N.° 23)

A<+B
Si(._;{__). A+ B
Cos.(A:_B)=Tan. T)’
Cos.(i-_ll
) A—B\— ;—B ) si ricava
Sen.( 3 ) Tan.(T)
Sen. 4 +Sen. B Tan. (A;-B)
Sen.A—Sen. B Tan. /A—B (G).
(=)

A

37. Teorema 6.° In .
, . qualunque triangol, s
éﬁuﬁo'f:n';f;, "’ dla‘; sla alla loro dif, /erer?zao tMomNes ti I:«:ﬁ:qmtnl
rmisomma degli angoli opposti .
della semidifferenza de mZdaim?fn;d(:tl esst, sl alla tangente

Dimostrazione. Pel Teorema 2.° (N.°30) abbiamo
NS : NM ::Sen. M : Sen. S,
quindi componendo e dividendo (Geom.* N.* 207)
NS : 3
+NM: NS— NM::Sen. M~+Sen. S : Sen. M —Sen. S:
ma dalla formola (G) (N.° 36) abbiamo

Sen. M—+Sen. §° : ¥+$
en .Sen.M~Sen.S.:Tan.(- 5 :Tan.(%—);
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dunque concluderemo

.. M+Sy . M—S
NS—+NM : NS—NM :: Tan. (_.2._) : Tan.(__2_.)
proporzione che esprime appunto il teorema proposto.
58. Teorema 7.° In qualsiasi triangolo MNO (Fig.* VIII)
il ouadrato di un lato qualungue eguaglia alla somma dei qua-

drati degli altri due lali meno il doppio prodotto dei due lati

stessi molliplicato pel coseno dell angolo da essi_compreso.
Dimostrazione. Dal vertice N si abbassi sulla bhase

MO la pcrpcndicolare NT, possono accadere due casi: 4.° che
essa cada dentro la base; 2.° che essa cada fuori della base

medesima.
4.° caso. Dal triangolo rettangolo MNT abbiamo

-2 -2
MN =NT + (MO— OT)%,

ma dal triangolo rettangolo NOT pel teorema 5. (N0 31)

abbiamo
OT = NO Cos. NOM ,

e dallo stesso triangolo abbiamo ancora
2 -2 -2 =2 =2
NT = NO —OT = NO — NO Cos.? NOM;
dunque , sostituendo questi valori nella prima equazione,
avremo

e T
MN = NO — NO Cos.2 NOM + (MO— NO Cos. NOM )3,
cio¢, sviluppato che siasi il quadrato e fatte le riduzioni,

—2 —3 —2
MN =NO + M0 — 2 M0 X NOCos. NOM,

formola in cui si legge il teorema.
2.° caso. Dal triangolo rettangolo MNT abbiamo
MN = NT + (MO ~+ OT)*:
ma dal triangolo rettangolo NOT abbiamo
OT = NO Cos. NOT = — NOCos. NOM,
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e dallo stesso triangolo abbiamo ancora
-2 —2 -2 -2 —2
NI =NO — 0T =NO — NO Cos.2 NONM ;

l Val()l'l ne"a
’ ; rima equa-
. ?

—2 —2 —2
MN =NO+ MO —2M0 % NOCos. NOM

39. Per dare pitt semplicili

plicita alla fo i i si
::i(x)l‘ce q;wlstn teorema , desigueremo con (r)ml?l:ngl;zlgu;\’sbt;;-
¢ 1oost(1) l.;!o Y M opposto a quest’ angolo, con m il lato NO
pp all’angolo NMO, e con n il terzo lato MO 0pp(;‘t0

al terzo angolo M N O ;
M e ¢co . .
nella segucn’te: ’ 0 questo la formola si cangia

0 =m? 412 —2mnCos.0 (P);
e da questa isolando Cos. 0, si ha I’ altra formola
2
Cos.0 =" +n? ot Q
w0 o 2man )
. Egli & necessario dare un altro aspetto a questa

formo
la (Q), onde possa comodamente servire a quegli usi
i

1 —Cos. O=1 — (”_'3:""2“"2
2mn )’
cioé 4 — Cos. 0= 2MH =M — 12+ o2
o )
. amn
e )
dividendo I'uno e Paltro membro per 2, ed osservando che

2mn—m® — = (m—y)2

1--C05.0 o ——(m—n)2

ricaveremo
2 dmn
Ma dalla formola (D) (N.°36) abbiamo
4--Cos.0 -2
5 == Sen. 3 0;
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quindi sostituendo avremo
=24 o*—(m--n)?
Sen. -‘z 0= Imn .

Ma o*— (m-—n)?= (0o~-m —+n) (0 +m --n), come
si puo verificare eseguendo la moltiplica; dunque

-24 (o—-m—1n)(0-+m-—n)
Sen. -‘;0= Amn y
-2 (o+m—+n—2m)(0o+m-+n—2n)
ossia Sen. 5 0= Ton :

facendo poi in questa eguaglianza o~ m—+nu, la somma cioe

dei tre lati, eguale a p, avremo
-1 (p--2m) (p—2n)

Sen. —2‘ 0= Amn >
—29 9
. &)
ossia Sen. 5] 0= —
ossia finalmente ) ” )
(g
Sen.z-%0= 2 miz S),

formola che riesce comodissima al calcolo quando vi si ap-
plichino i logaritmi.

CAPO V.

Delle Tavole dei Seni, Coseni, ecc.

44. Onde far servire alla risoluzione dei triangoli le
formole stabilite finora, bisogna innanzi tulto conoscere 1 sem
degli angoli dali per introdurne i valori nelle formole ; op-
pure se da esse deduciamo i valori di un seno , di un co-
seno ecc., bisogna che siamo in grado di assegnare | ;rco
corrispondente a quel seno, a quel coseno ecc. Egliea uln—
que necessorio formare una tavola di seni, coseni ecc., che
dia queste linee quando si conoscono gli archi e reciproca-

mente.
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Immaginiamo dunque che dopo aver diviso il qua-
drante in gradi , minuli e secondi, ed il raggio in wn nu-
mero arbitrario di parti eguali, si sia trovato quante di queste
parti sono contenute in ciascun seno, coseno ecc. e che si
sieno scritli quesli numeri accanto a ciascun arco corrispon-
dente, in tal modo si sard formata una tavola trigonometrica
dei seni, coseni ecc.

42. Egli & poi chiaro che tutta la difficolta a trovare
quante delle parti in cui & diviso il raggio sieno coutenute
nel seno e nel coseno ecc. si riduce a trovarle pel solo seno;
mentre cognito il valore del seno dalle formole date supe-
riormente (N.° 21 e seg. }- con poca difficolta si trova il va-
fore delle altre linee trigonometriche. Di pid, anche riguardo
al seno, cognito il suo valore quando I arco & di un minuto
secondo, per le altre formole date superiormente (N.°33 for-
mola (1), N.° 36~ formola (A)) si trova quello di 2 minuti
secondi, quindi di 5, 4, ecc. Percio se noi prendessimo per
seno di 1 minuto secondo la lunghezza del suo arco stesso
( cosa che non ci condurrebbe ad errore sensibile , coinci-
dendo quasi rigorosamente un arco si piccolo col suo seno ),

2
se prendessimo cio¢ Sen.l’—_—‘?g?)’%m., ché appunto I'arco

di un secondo ¢ la 41296000*""* parte dell’ intera circonfe-

2

renza; noi avremo gid alle mani un metodo faticosissimo &
vero, ma perd sicuro per calcolare una tavola trigonometrica
procedendo di secondo in secondo. Ma non o<corre che noi
imprendiamo tale fatica. Le tavole ora si hanno gia costruite,
¢ poco a noi importa che esse fossero costruite con questo,
o con altri metodi piu facili, che si ricavano da dottrine su-
periori. Adesso non c¢i occorre che il saperue far uso.

Una cliara e distesa esposizione del modo pratico di
usare queste tavole non & cosa che possa aver luogo in questo
trattato elementare; ci restringeremo percid unicamente ad
alcune avvertenze indispensabili, le quali, congiunte all’eser-
cizio, serviranno per gli usi piu comuni.

43. Innanzi tutto osservera il giovane che le tavole tri-
genomelriche sono sufficienti quando arrivino all’arco di 45°
gradi. Di fatlo , per gli archi maggiori , dietro le relazioni
che hanno fra loro le linee trigonometriche dei complementi
e dei supplementi (N.°8, 9. 46 ¢ seg.), basta conoscere le
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linee trigonometriche di un arco minore di 45°. Cosi se io
dalle tavole voglio ricavare il valore di Sen.68°, vedendo che
il suo complemento & 22°, bostera che trovi il valore di
Cos. 22°, essendo ( N.° 9 ) Sen. 68° = Cos. 22°. Parimenti se
voglio sapere il valore di Cos. 150°, vedendo che il suo sup-
lemento ¢ 30°, bastera che trovi il valore di Cos. 30", es-
sendo (N.° 46) Cos. 130" == — Cos. 50"

44. Un’ altra avvertenza da aversi si & che le tavole di
cui si fa piti uso nei calcoli trigonometrici non danuo pre
cisamente il valore del seno, coseno, ece. di un dato arco,
ma invece danno il logaritmo di questo valore. La ragione
di questo si ¢ la grande facilitazione che inducono nei cal-
coli aritmetici i logaritmi, per cui torna assai pi comodo
caleolare colle debite regole dell’ Algebra i logaritmi dei va-
lori de’ seni, coseni, ecc., di quello che calcolare questi va-
lori stessi. Che se aleuno volesse sapere il valore preciso p. e.
del seno di un dato arco, e non gid il suo logaritmo , la
cosa sarebbe facile e spedita, bastando il cercare nelle tavole
logaritmiche a qual numero corrisponda quel logaritmo, che
nella tavola dei seni ¢ posto pel seno dell  arco dato.

45. Per 1'introduzione dei logaritmi nelle tavole trigo-
nometriche ¢ nato il bisogno di non fare il raggio R=1,
ma sibbene di fare R eguale ad un numero assai grande,
onde anche i seni degli archi piccolissimi fossero naggiori
dell’unita, altrimenti 1 logaritmi dei seni savebbero negativi,

erche logaritmi di frazioni (Alg.' 434), e quindi sarebbero
incomodi nel calcolo. Per questo si e fatto R= 10000000000,
sicche log. R=10.

46. Quondo adunque si vuol procedere mediante le ta-
vole al calcolo di una formola, in cui il raggio R si sia preso
eguale all’unita, converra introdurre debitamente nelle for-
mole I’ espressione R, come s'insegno superiormente al (N.*29).
Dietro questa avvertenza, avendo noi calcolate finora la mag-
gior parte delle formole nell’ ipotesi di R =14, nell’ applicarle,
come faremo or ora, alla risoluzione dei triangoli, sempre
v’ introdurremo 1’ espressione R.

CAPO VI ol

Della risoluzione dei Triangols.

g 1.° Triangoli rettangoli.
47. Sia il triangolo rettangolo ABC (Fig.* X) i cui laii

li segneremo colle lettere piccole &, ¢, a corrispondenti a

quelle che seguano gli angoli opposti. Pej i
: ! 7 . I t o o
(N.>51, 33) avremo le due equaz[i’gui a :bCo?(ge‘:l:i Tz:;d

introdotta in queste equazioni
] per quello che abbi
superiormente (N.*46) l‘espressione(}l esse divengo:lz:)m(?ﬂqg;)(;

Ra=16Cos.C 4*

Ra=cTan. 4 2,
E queste due equazioni unite all’altra

C=90"—4 35

che dipende dalla natura stessa del

stano per la risoluzione di qualunque problema possa occor

rere. Ecco di fatti i casi ibili
st possibili che compre
_ ndo -
que problema relativo a tale risoluzione P 0 quelun

48. 1.° caso. Sia data ¢ ipotenusa b con un cateto a.

triangolo rettangolo, ba-

Dalla 4.* equazione abbiamo Cos. ¢ — 1% e quindi
. b ’
applicando a questa i logaritmi | '

{ Algebra Cap.° *
avremo Log. Cos. C = Log. R + ng. a— If,ogxb-pag. )
e cosi viene determinato I'angolo C. o

Cognito C, dalla 3.* equazi . i
e cosi viene dete;'minato ml:I?e ;'.008 abbiamo 4 = 90° — ¢,

Cognito 4, dalla 2.* abbiamo ¢=—_ 8% .

Log.c =Log. R+ L T 4.
o o= - fi-+Log.a — Log. Tan. A.
€ cost viene determinato |’ altro catefo cg B

Se invece di essere d
at !
fosse stato dato il cateto ¢, iy

cioe

11" ipotenusa il cateto a,
allora si sarebbe presa per prima

equazione R¢= b . ;
teorema 53.° COS.A, che € essa pure } espre“ime del

23
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49. 2. caso. Sieno dati 3 due cateli a ¢ c.

Dall’ equazione 2.* abbiamo Tan.A_—.-Bc—g,

quindi  Log. Tan. 4 =Log. R—+Log. a —Log. c,

ed ecco cognito I'angolo A.
Cognito 4, dslla 3." avremo C=90°—A; e quindi

Ra
dalla 4." avremo b=?f5;C’

ciod Log. 6 = Log. R+ Log.a — Log. Cos. C,
e cosi sard nota anche 'ipotenusa b.

50. 3.° caso. Sia data [ipotenusa b con un angolo aculo C.
Dalla 3.* abbiamo I'angolo A=90°—C.

Dall’ equaziope 4.* abbiamo a = bc;:' C,

quindi  Log.a = Log. b+ Log. Cos. C — Log. R,
e cosi & cognito il catelo a.
Dalla 2. percid ricaveremo ¢= '[_‘—al_:fjd;
cio¢ Log.c ='Log. R + Log. s — Log. Tan. 4.
Ed ecco nolo I’altro cateto c.
B1. 4.° ed ultimo caso. Sia dalo wn caletr 8 ed_un an-

golo acuto C.
Dalla 3. abbiamo 1'altro angolo acuto A=90"—C.

Ra
Cos. C’
cioe Log. 6=Log. R+ Log. a— Log. Cos. C;
ed ecco cognita I’ ipotenusa.

La 4. ci dd b=

- Ra
A A 0 e
La 2.* poi ci dd ¢ Tond’

cioe L og. c=Log. R+ Log. a—~ Log. Tan. 4;
e cosi ¢ cognito anche I'altro cateto.

52. Perche il giovane si eserciti nell’ applicazione del
caleolo per la risolazione dei triangoli, daremo qui i valori

dei lati e degli aogoli di un triangolo rettangolo. Il g‘ifvine

fr.cudera per dﬁh quegli elementi che vorra: p. e. quelli del
.* caso, cioé I'ipotenusa b, ed il cateto a, ossi o ¥
operazioni accennate nel 4.° caso dovra tro o l?’ le oo
izioni ac 11°%¢ rovare gli ‘altri ele-
lx;:)einu, cl:l)e i due dangnh aculi A e C, ed il catetg c. ossi:I:
rendera per dati gli i , .
P P ti gli elementi del 2." caso, e cosi via via.

b=120" Log. 6 = 2,079181
a=41" 045 Log.a ==4,645233
c={42" 763 Log. c = 2,052166
C=70° Log. Cos. C = 9,334032
A4=20 Log. Cos. A=9.972986

Log. R=10 Log. Tan. 4=19,561066.

g 2.° Triangoli obliguangoli.

83. Sia il triangol i
33 ¢ golo obliquangolo M N 0 (Fig.* i
St;:“gntx li segneremo colle lettere piccole m n(a lgt.m?i{s”! :
det ": lq;l.el:e che segnano gli angoli oppos,li Ce la sorgon.
N a_!? a_'éies:gneremo con p. Pei teoremi 2.° 6. el’??’
- 90, 91, o8 e 59, formola S) | introdotta dov,e (;ccorr;a

I’ espressione del i o
sioni seguenti raggio R (N.° 46, 29) avrgmo le tre equa-

:"S_en__.M K
W N Sen. N
to ()= e (1)

1 y ,
1 (3r=m)(3p—)
Sen.’2 0= ~ ” 3

o CoL
queste equazioni unite all’ altra

M+N+0=180" 4*

gilgn:ot:i d:l:lq Geognetria elementare, bastano per la risolu-
gui problema possibile circa la risoluzione dei
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trisngoli obliquangoli ;
uno ad uno i quattro casi

problema possibile.
54. Qui perd & d’ uopo che il giovane avverta che le

tre prime equazioni ne comprendono altre in cui possono
trasformarsi cangiando convenientemente i Iati e gli angoli.
Cosi pell’ equazione (4.') ¢ compresa anche 1’altra

nSen. 0

°= Sen. N’
essendo questa pure espressione del Teorema 2.°;
equazione (2.") & compresa I’ altra
O0—N 0o—n 0+ N
A—)= Tan. { ——),
Tau( 5 ) (o+n) an( 5 )
essendo questa pure espressione del Teorema 6.°
58 4.° caso. Sia dato un lato m con duc angoli qualunque
del triangolo.
Cogpniti
angolo. S
Quindi dalla 4. s avri nem Tl

come sard manifesto esaminando ad
diversi ai quali si riduce ogni

e nella

due angoli, la 4.* fard conoscere anche il terzo
Y

, e parimenti

mS;HSefl.MO; ciot applicando i logaritmi
Log. » =slog.m -+ Log. Sen. N — Log. Sen. M,
Log. 0 = Log. m -+ Log. Seu. 0 — Log.Sen. M,

e cosi si avrapno gli altri due lati.
56. 2.¢ caso Siano dati due lati 0 ed m, ed un angolo
opposto ad umo di essi, p. ¢ M.
Dalla 4.* si avrh Sen. 0=

0=

oSen. M

b}

Log. Sen. 0 = Log. o+ Log, Sen. M — Log.m.

si avra il valore del-
mSen. N

I"angolo N; e quindi dalla 4.% si avra n= Son M’

cioe
Cogoito I’angolo O, dalla 4’

ciod Log.n:[‘og.m-i-Log.Sen.N——Log.Sen‘M,
¢ cost sard noto anche il terzo lato w.

o 16
Ma qui si avverta che due valori dell’ angolo Ospos-

oSen. M
p— per

sono soddisfare alla prima equozione Sen. 0=

le,ssere l(1\?.046) Sen. 0 =Sen.(180°—0), cioé potra essere
bang(x? tanto un angolo acuto, quanto I’ angolo ottuso
che ne & supplemento: e quindi (Fig.* XI) il triangol
cato ;:olru essere tanto il triangolo MNO, quanto il tg ngolo
MNQ', variando al variare di O il valore di Nedi f,':aﬂgﬂ‘o
:a] chiaro dal processo stesso della risoluzione. Questo éa(;gﬁég
d ‘:xepgolgzmr:gi d;x;srcz.,‘chf;a prss&;nla un problema con tali dalil
g ito lino dal principio della Tri ia
(N.° 4); e quante vol Bin Siom o converms
(N4 ambgdue . 80:3 z(i)(c"c](i)'rm un simile problema converra
Lo uan[(]inal?ero di queste due soluzioni diviene impossibile:
quando 1" angolo dato M sia ottuso; non potendo all
essere O altro che acuto ( Geom.* N.° 57 ). p§° y ad or:z;
latoddak‘)l m sia_maggiore dell altro o, che & pu;r ?i!;?: (:k;—
vendo allora (Geom.*N.°63) I'angolo O essere acuto, p::rché

minore dell’angolo M ; 3.° oSen. M i
! go oL ; 3.° quando —r=l{, ossia quando
og. o+ Log. Sen. M — Log. m = Log. R
essendo in tal = 90° indi egualoal s
memo(') 10 tal caso 0 =90°, e quindi eguale al suo supple-
Sono poi i - .
SSen i poi impossibili ambedue le soluzioni quando

>R, ossia quando

Log. o -+ Log.Sen. ¥ — Lo
o . g.m > Log. R,
perche in tal caso sarebbe Sen.0>;£, il chegé assurdo

B7. 5.° caso. Si ] ]
compren 0 teno dati due lati p. e. m ed n coll angolo
Dall’ equazione 4.* ricaveremo i
- » . .o 'l l
degli altri due angoli, cioé di M+ N ,w(: o(l]'le;i:;i"zni‘;:z"(;?

g~ » che ora rappresenteremo con B; quindi I'equa-

tione 2. c1 dara

M-N
1 —_
o Tan. (= )"‘L°g""‘")-L°g-(m+n)+Log.Tan.(£'§_’Y
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Cognito cosi anche il valore di

M; IY, che rap-

presenteremo con A, avremo le due equazioni
M+N=2B
M—N=2A4,;
quindi avremo M =B+ A4, N=B—A.
Noli cosi gli altri due angoli M ed N, dalla 4. avre-

__mSen. 0
mo 0= Sen. M ’

Log. o==Log. m -+ Log. Sen. 0 — Log. Sen. M,
e cosi diverra cognito anche il terzo lato o.

58. 4. ed ultimo caso. Sieno dati i tre lafi m, n, o.
Dall equazione 5., applicandovi i logarilmi, avremo

cioe

4
2Log.Sen-4§ 0 =2Log. R-+-Log.(-2—p—m)+
Log. (-‘5 p— n)—-Log. m— Log.n,

. | ,
e cosi, noto il valore di O, conosceremo | angolo 0.
-

Per avere gli altri si ricorre alla (1.%) e si avrd

Log. Sen. M = Log. Sen. 0 + Log. m — Log. o.

Noto poi O ed M si otliene N per mezzo della 4.-

59. Per esercizio dei giovani daremo anche qui i va-
lori dei lati e degli angoli di un triangolo obliquangolo coi
logaritmi che occorrono per I'applicazione delle formole

Log. m = 2,0969100

m=425" . . ... ... . ...,
n=440",569. .. .......... Log. n ==2,0436334
o==435~,633. ............ Log. 0 = 2,4323652
m—+n=235" 3569 ... ... Log. (m+1n)=23721178
m—n=A4" 434 . ... ... Log. (m —n)==1,1592064

1
%p—m:ﬁo-, 569 . ... Log.(i-p—-n).-:l,7824798
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1 - 4
FP—n=TS" 032. . . . Log. (5 p—»)=1,8752465
0=70°. .. .......... . Log.Seu. 0 = 9,9729858
M=e60c.. ... . . . .. .. . Log. Sen. M = 99373306
j}v’ ;_: }")vO" ............. Log. Sen. N = 9,8842540
- M+N
5— =355 ... .. Log. Tan. ( > ) =10,4547752
M S— ;’V — Mo M — y
L Log. Tan. (= %) = g ou19318
i
— — ° 4
5 0=35.. . . ... . . Log. Sen. — 0 = 9,758591 4
Log. R=140

2 3° Ap;.;licazionc delle esposte teoric alla risoluzione
di problemi pratici di uso [requente.

60. Problema 4.° Determinare I ayea di un tri

6 . triangolo A
(Fig. le) lsmza misurarne ['altezza 13D. g0l ABC

erche il problema sia risolvibile conviene che si po
. » s“
avere la misura di tre de’ suoi elementi, tra i quali un};ato.
N ‘)Essendo poi nel triangolo ABC I'altezza BD=—cSen. A
(N.°32), e quindi Ia sua superficie ( Geometria N.° 252 )

__bcSen. 4

5 la risoluzione del problema si riduce a trovare

nell trisngolo ABC ; tre elementi 6, ¢, 4, qualora qualcuno
lsi(l)emmen(‘e ?’I)CSSUI‘;O di essi fosse tra i dati; quindi il pro-

ma s riduce ad uno dei casi contemplat] superi
per la risoluzione dej triangoli. P periormente
61. Problema 2.° Trovare (g distanza di due punti D ¢d E

che sono inaccessibili.
_ Si misuri la distanza di due punli F, G accessibil;
. . !

.

duato si misurino pli i

[ gl angoli DGF, DFG che fa Ia F
clascuna delle sue visuali: cosi nel triangolo Dl“(;rl si Gco(l:x(::i
scera il lato FG ed i due angoli adiacenti; e cosi (N.° 83)
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MNC, NMC. Quindi traguardando i due osservatori da N
e da M al centro della stella S, si avranno i due angoli
SNA, SMB, che fanno le due visuali SN, SM colle dire-
zioni del filo a piombo ; quindi si conosceranno i due angoli
SNGC, SMC, che sono i loro supplementi. Dall'angolo SVC
detratto MNC, e dall'angolo SMC detratto NMC, si cono-
sceranno i valori dei due angoli SMN, SVM. che fanno le
due visuali colla corda MN. Cosi nel triangolo S M V sard
noto MN ed i due angoli adiacenti, percio (N.° 33) si de-
durrad il valore di SN. Finalmente essendo per tale processo
noti nel triangolo SNC il lato SN, il lato N C e I'angolo
compreso SNC, si dedurra (N.” 37) il valore del terzo lato
CS, che sard la distanza cercata.

SUSPPRPErD. . W P
Py MISURE NUOVE FRANCESI.
Misure linears.
Centimetri
Decimetri ._10 I
Metri 10 100
Decametri 10 100 1000
Ectometri 10 100 1000 10000
Kilometri _T(_)-_— _To_o,—— —_1—6;(;— _10—(;—0;. _;(;-!;0—0-0—
Miriametro{ 10 100 1000 10000 | 100000 | 1000000

—————————
Il Metro =25,078444 piedi di Parigi = 0,84145... Aune.
Il Piede di Parigi = 0,3248... metri.

Ecco come si devono itendere le suddivisioni fatte della
stessa unita di misura, cio¢ del Miriametro, secondo che sono
disposte in questa tavola.

Nella prima casella a sinistra & notato il pumero dei
Kilometri di cui & composto il Miriametro , il quale miria
metro & scritto a sinistra della casella medesima. Dove ¢ no-
tato Miriametro, Kilometri, Ectometri ecc. , si sotlintende um
Miriametro, un Kilometro, un Ectometro ecc. Si voglia p. e. sa-
pere a quanti metri equivalga un miriametro. lo prendo la
direzione della linea ove & scritto Miriamelro , e prosieguo
verso destra fincht giungo alla casella che corrisponde ad

23
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angolo colla linea verticale, ove & notato Melri; in essa ca-
sella troverd il pumero 10000, il quale esprimerd i metri
che vale il miriametro. Nella stessa maniera si trovera che
un metro equivale a 400 cenlimetri, e cosi via via.
Questa medesima regola si osserverd pur anco nelle se-
guenti tavole, relative alle misure di superficie, di capacila ece.

Mismre di superficie.

Centiare
o metri quad
[ JE
Deciare 10
YS FRSR Fp—
o decametro 10 100
quadrato
Decametro 1o 100 1000
Ectare | e | oo s | e s | e e
o Ectometro] o 100 | 1000 | 10000
quadrato
Kiloare 10 100 1000 10000 100000
Miriaro [ENEISPRIGN S p—
o Kilometro] o 100 1000 | 10000 | 100000 | 1600000
quadrato

L’ Ara =400 metri quadrati = 437,947 pied1 quadrati

di Parigi.

Il Piede qua

Misure di soliditi.

Deciare

Are o o mmaneee
Decametro 10

Decare 10 100
Folare 0 | | a comsemms | oo e

Ectom. eubo 1 108 1000

Kiloure 10 100 1000 10000
Miriamelro e ¢ i | s
o Kilometro 10 100 1000 16000 100200

cubo

]

dralo di l’ﬁigi = 0,40552 centiare.

Centiare
metri cubi

SO " . " - .
Il Centiara, o metro cabo = 29,4739 piedt cub[ di Parigi.
Il Piede cubo di Parigi = 34,2373 decimetri cubi.
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Misure di capaciti pei liquidi.
Ceutilitri§
Decilitri 10
Litri 0 | f—
Decim. cubsi 10 100
Decalitri 10 100 1000
Ectolitri 10 100 1000 10000
Kilolitro 0 |m— e e e
Metro cubo 10 100 1000 < 10000 | 100000

Il Litro o decimetro cubo ==0,029474 piedi cubi.

Pesi.
Decagrammi
Ectogramm: 10
Kilogrammi to 100
Miriagrammi 10 100 1000

Decigrammi
Grammi _—:o—-
T | reo
oo | wooo
“1000 | 10000
" 10000 | 100000

Il Grammo, ossia ua centimetro cubo di

= 48,8271 grani francesi.

grammi.

FINE.

»

acqua stillata

La Libbra francese composta di 9216 grani = 489,506
-»

AYYERTENZA

Per una piic comoda disposizione delle figure nelle
lavole, la Fig. 191 ¢ slala trasporiata dalla
tavola VII dlla tavola VIII.

&
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