


 PREFAZIONE

- Eeco il primo d'una serie di volumi sulle matematiche
'supemm, nei quah mi propongo di avviare i giovani alla

‘conoscenza delle varie discipline che andrd man mano in-
‘segnan: o liberamente nell'Universita di Napoli. Queste
chie oggi pabplico sono le lezioni che ho avuto I'onore di
o in sostituzione del Prof. G. Barraeum, durante I'anno
wﬁlasﬁoo .1892-93. Esse non contengono nulla di nuovo,
“':’«e nemmeno hanno la pretesa di cost:bulre un corso com-
“pleto sulls teoria matematica della ela,stlcxta ma vogliono
aoltaq;tw -essere considerate come una preparazione alla
lettura di tanti eccellen®i trattati ed allo studio delle me-
orie, specialmente italiane, che sono state pubblicate su
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I. CINEMATICA DEI PICCOLI MOTI

1. In un primo studio approssimato dei fenomeni che si manife-
stano in un mezzo qualsiasi, questo si pud paragonare ad un sistema
di punti vicinissimi fra loro. Qui ci proponiamo di studiare le de-
formazioni d'un tal sistema, limitandoci a quelle che sono trascu-
rabili rispetto alle mutue distanze dei punti, dimodoché, chiamati
O ed M due di questi punti, e rappresentate con 0’ ed M'le loro
posizioni, in seguito alla deformazione, sia lecito trattare gli sposta-
menti 00' ed MM come infinitesimi rispetto alla stessa distanza
infinitesima OM. Lo spostamento 00’ d’un punto qualungue & in-
dividuato in grandezza e direzione dalle sue projezioni su tre assi
ortogonali. Queste projezioni, che si chiamano giz spostamenti del
punto O, e si rappresentano con %, v, w, sono, evidentemente,
funzioni delle coordinate «,y, z di 0. Supporremo che tali fun-
zioni, gid obbligate a prendere valori piccolissimi, siano inoltre
continue, uniformi, derivabili una volta almeno, e che tutte queste
proprieth appartengano anche alle derivate parziali prime e seconde.
Nello studio cinematico delle piccole deformazioni hanno impor-
tanza le derivate parziali prime, considerate nelle seguenti combi-
nazioni :

__0u 1 {dw , dv 13w
=% f“é’(ay“””&) ’ ”—2(@_@3)’
v 1 dw _ 1 /du dw .
w g_§(65+0x) ’ q"i(&“'@*z)’
__dw 1 (30, du i ow
e=% » r=3(nty) » "=ilw"w)

— —

Presto vedremo perché le funzioni a,bd,¢,f, ¢, %, portano il
nome di componenti della deformazione, mentre a p, g, r si da
quello di componenti della rotazione del mezzo.

2. Analizzando upa deformazione si & naturalmente condotti a
studiare, innanzi tutto, I'allerazione delle distanze dei punti vici-
nissimi, & Yallrazione deghi angoll di due elemeiti lineari, con
un estremo comune. Se

OM=ds , OM =(+¢€)dos,

ll rapporto € fra I'incremento di do e lo stesso do & il coemciente

x dé allungamento nella direzione OM. Se gli ele-
menti OM ed ON fanno l'angolo 6 prima della
deformazione, e se 8—2@ &, dopo la deformazione,
I'angolo degli elementi stessi, che si son trasferiti
in O'M' ed O'N', si dice che 2¢ & lo scorrimento
mutuo degli elementi considerati. Per calcolare
queste due importanti quantitd, € e @, & neces-
sario stabilice alcune formole preliminari, che ten-
dono a far conoscere le variazioni da, dg, by subite
dai coseni direttori d’un elemento lineare qua-
lunque, per effetto della deformazione.

8. 8e dw, dy, dz sono le projezioni di OM sugli assi, quelle di
O'M' sono dx—+ du, dy + dv, dz -+ dw. Dunque
_ __ det-du
e=gz » oS+d=gTrog.
ciod
du
(t+e)atda)=a+ 5 ;

poi, trascurando eda nel primo membro, e scrivendo altre due re-
laziohi analoghe per 8 e v,

d do dw
da=Z—en, P=g —e, =g —er.
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In altri termini, se si osserva che

du_dudz | du wde _
e e S E =t (=BG +OT,

8i ha
da = — et + (g —78) -+ (aa + 2B +g7) »

B =—ep +(ra—pr)+ (a8 +1), 1)
| o7 = — er + (pB — qa)+ (g + B F-c¥) -

4. Cid premesso, si considerino due elementi, definiti in direzione
dalle terne di coseni (a, 8, 7) ed (o', 8, ¥'). Sia 8 il loro angolo,

dimodoché
cos0 = aa’ 4 B8’ 4+ ¥vv'.

Se 2p & l'angolo di cui @ diminuisce per effetto della deforma-
zione, si ha pure

€03 (0—20) = (a-+-da)(a’+-da") +(B-+0B) (B'+08")+ (r--dV) (r'+21") ,

ciod
2psend = (a'da |- B'd8 -+ 1dy) + (ada’ 4 BOB’ 4 ydY).

Ora le formole (1) danno
a'da - B'0B + ¥'dF
== €088 + p(BY — ¥B)) + ¢(ya’ — ar’) + r(af’ —Ba)
4 qao’ + 88’ + vy’ + By +18) +o(va’ +ar’) + h{af 4 8a').

Similmente, se si scambiano fra loro le due terne,

ada’ - OB’ + vdy'
= — ¢'c0s8 — p(BY’ — 18') — ¢ (vo! — ay’) — r(af’ — fa)

+ aau’ + bBE’ +ovy’ + F(BY + ¥8) +g(re’ + av) + A(af' + Ba’).
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Sommando si perviene alla formola generale

@send + % (€ + €")coso
= aae’ - bp’ +-cvy’ +f(BT'+Tﬂ’)+a(T0'+0T'H-h {af’ +Ba’).

5. Supponiamo che le due direzioni coincidano; allora si ha
a=a',B=p, y=v1, e=¢, 6==0, e la formola precedente
diventa

e=aa" 4 bB* + cv* + 2/Br + 2gva 4 2haf . @

Se le due direzioni sono fra loro perpendicolari, & 8 ..—:%, ela
medesima formola da

P=aaa'4-bpf'+-crr'+ f(Br'+v8) -+ (ra'+ar’) +A(ap'+-Ba’). (3)

In particolare, per a=1, §=0, y=0, & e=a, ecc. Par a=0,
B=1,v=0 ed o'=0, B'=0, =1, & @={; ecc. Dunque
a,b,c sono i coefficienti di allungamenlto det tre elementi li-
neart paralleli aglt asst, ed f,g,h sono le meld degli scorri-
menti mului det medestmi elementt.

6. Se i valori che le componenti della deformazione assumono
nel punto O non sono tutti nulli, 'eguaglianza (2), in cui si pone
€==0, diventa un’equazione omogenea di secondo grado in a, 8, ¥.
Dunque gl elementi, uscenti da O, che mon si allungano né &t
accorciano, sono collocati sulle generatrict d'un cono quadrico,
col vertice in 0. Questa superficie, che si chiama cono di scorrt-
menlo, pud essere immaginaria o reale. Se reale, essa dirime gli
elementi lineari, intorno ad O, in due classi: quelli d'una classe
si allungano tutti, gli altri si accorciano, poiché e. funzione con-
tinua di «, B, v, non pud cambiar segno senza annullarsi quando
a, B, v variano in modo continuo, ciod non & possibile passare dalla
regione degli allungamenti a quella degli accorciamenti senza attra-
versare la superficie conica. Se il cono di scorrimento & immagi-
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nario, cid vuol dire che ¢ eonserva sempre lo stesso segno, e perd,
intorno al punto considerato, gli elementi lineari si allungano tutti
o si accorciano tufti.

7. Pii generalmente, il luogo degli elementi lineari, che subiscono
uno stesso allangamento unitario, & un cono quadrico, perché la
formola (2) si pud scrivere cosi:

(@—€)a* + (b —€) B* +(c — €)1* + 2fBy + 2972 4 2haB=0. (4)

Ad ogni valore di € corrisponde un cono reale o immaginario, e
tutti questi coni hanno gli stessi assi del cono di scorrimento. Se
immaginiamo che gli assi coordinati siano gia stati sceiti paralleli
agli assi dei coni, l'equazione precedente deve aver la forma

(@—eo* +—p +(c—er'=0, ®)

vale a dire che per una particolare scelta di assi debbono esser
nulli gli scorrimenti £, g, k. Adunque, esiste sempre una lerna
ortogonale di elementi, ed in generale una sola, che resta orto-
gonale dopo la deformazione. Le rette sulle quali son collocati
questi elementi si chiamano le relfe principali, relative al punto
considerato.

8. Perche I'equazione (5) rappresenti un cono reale & necessario
che @a—¢, b—¢, c—¢ non abbiano lo stesso segno, e perd € &
sempre compreso fra la pit piccola e la pili grande delle quantith
a,b,c. Se, per fissare le idee, si suppone a > b>c, il minimo
valore di ¢ & ¢, il massimo & a. Per ¢ —a, come per e€=c, l'e-
quazione (5) non & soddisfatta da infiniti valori reali di «, B, v,
perché dev'essere, nel primo caso, =0, y=0, a=1, e nel
secondo a=0, B==0, y=1. Dunque intorno ad ogni punto esi-
stono due elementi, che subiscono ¥ minimo ed @ massimo al-
lungamento, e questi elementi sono sempre fra loro ortogonalt.
Quanto agli elementi, che sopportano I'allungamento unitario e=b,
essi stanno in una coppia di piani, intersecantisi lungo la terza

T
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retia principale {a =0, =1, v==0). 8i noli che, per elascumo
dei tre coefficienti di allungamento, secondo le rette principali, &
degenere il cono corrispondente. Dunque, ritornando ad up'arbi-
traria scelta di assi, i detti coefficienti debbono annullare il diseri-
minante della forma quadratica (4). Essi sono dunque le radici,
sempre reali, dell'equazione

a-—¢ h g |=0,
h b—e [
g f c¢c—e
ciod
e—(@+d+co)e+(c+oatab—r—g*—ne
— (abc + 2fgh — af* — by* — ch*) =0.

Ancora si osservi che i coefficienti di questa equazione, essendo
funzioni delle sole radici, le quali hanno un significato indipen-
dente dalla scelta degli assi, sono anch'essi indipendenti da tale
scelta, sono ciod #nvarianti. Ne segue, in particolare, che la somma
det coefficienli di allungamenlo df ire elemenii ortogonali non
varia quando gli elementi, restando fra loro ortogonali, ruotano
inlorno allestremitd comune. Fra breve si vedrd che cid si deve
all'importante significato meccanico della somma stessa.

9. Il variare di € si discute anche pilt facilmente ricorrendo alla
seguente rappresentazione geometrica. Sopra ciascun elemento OM
si porti una distanza OP = '—/—.1_;__— Le coordinate di P, quando O

€
si assume ad origine, sono ‘

&, y=_8 U S
VEe ' vee ' VEe

€T ==

Sostituendo in (2) si trova che il luogo dei punti P & la superficie
rappresentata dall'equazione

ax® + by* + 03 + 2fyz + 2p3x -} 2hwy = +1. 6



— 11 —
Gosl vediamo che # valore assolulo del coefficiente di allunga-
menio varia, intorno a ciascun punto, fn ragione tnversa del
guadrato del diametro d'una quadrica, che ha il centro nel punto
considerate, ed & assintotica al cono di seorrimento. Se quesio &
immaginario, la superficie rappresentativa & un ellissoide. Cid s
vede anche osservando che, in guesto easo, € conserva sempre lo
stesso segno, dimodochd in (6) il segno del secondo membro & ne-
cessariamente quello dei coeficienti a, b, ¢. Se il cono di scorri-
mento & reale, bisogna prendere, nel secondo membro di (6), il
segno - per una regione dello spazio, ed il segno — per laltra.
Allora la superficie rappresentativa & costituita da due iperboloidi,
ad una e due falde, con centro, assi ¢ cono assintotico comuni.

10. Presa, intorno ad 0, una particella, sia M uno dei punti in
essa inclusi. Continuando a tenere l'origine in 0, si noti che, nel
passaggio da O ad M, lo spostamento % diventa

u':u—}—xg—:—i—ygs—{-z%g.

. . . i ou du du
E questa un’eguaglianza rigorosamente esatta quando per -, W %
si mettono i valori che queste funzioni assumono in un punto con-
venientemente scelto nell'interno del segmento OM; ma, poiche le
dette funzioni si suppongono continue, & lecito prenderne i valori
nel punto O, trascurando, in ', infinitesimi di ordine superiore.
Allora, se si osserva che

du w__ . w__ )
’a‘é =a , ay =h r o, 3z g + q
si pud anche scrivere la prima delle seguenti formole :

W = (4 + gz —ry)+ (@ + hy +g3) = U, + %,
o= (0 +rz—ps)+Qr-t+by +13) =10 +7 )
W' = (w + py — q@) + (92 + fy + c3) =0, + 10,

Gli spostamenti u,, v, , %, si riferiscono all'ipotesi d'una particella
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rigida, sottoposta ad una traslazione (%, v, w) e ad una rotazione
(p, g, ). Per riconoscere poi I'indole degli spostamenti u,, v,, W,
basta orientare gli assi secondo le rette principali. Allora ,=ax,
v,=Dby, w,=c3, si hanno ciod semplici dilatazioni secondo gli
assi. Questi tre movimenti speciali (traslazione, rotazione, triplice
dilatazione) si possono anche x‘iguardaée come conseculivi se si
osserva che, da un punto all’altro della particella, gli spostamenti
e le loro derivate subiscono variazioni trascurabili. Adunque ia de-
formazione d'una particella st pud sempre, a prescindere da un
moto rigido, considerare come risullanie di tre diataztont secondo
le rette principali.

11. Presto vedremo che la mancanza, in tutie le particelle, del
terzo moto componente, che pud dirsi moto di pura deformazione,
caratterizza la rigidita dell'intero sistema. La mancanza del secondo
moto componente definisce una speciale deformazione, che dicesi
deformazione potenziale. Qui si noti che 'annullamento di p, g, 7,
in tutto il sistema, & necessario e sufficiente perché wdz+vdy-+wdz
sia un differenziale esatto. Dunque la deformazione potenziale & ca-
ratterizzata dall'esistenza d’una funzione, le cui derivate parziali
prime forniscono gli spostamenti in ogni punto del sistema. Se,
inoltre, a, b, ¢, f, g, h sono costanti, si ha la deformazione detta
omogenea da Thomson e Tait (7).

12. Tornando a studiare la deformazione generale d'una particelia,
osserviamo che, in virth delle formole (7), le coordinate a-4-u',
y+4v', 24w di M sono linearmente legate a quelle di M, e
perd ogni elemento piano o rettilineo d’una particella resta piano
o rettilineo nella deformazione, ¢ due elementi paralleli restano
paralleli, ecc. Dunque, se si considera un paralleleptpedo elemen-
tare, ciod un parallelepipedo costruito, col vertice in 0, sugli spi-
goli dz, dy, dz, paralleli agli assi, esso si trasforma in un altro pa- .

{*) Natural philosophy, § 190,
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rallelepipedo, generalmente obliquangolo, i cui spigoli sono (1+a)dz,
(1+b)dy, (1-+c)dz, menire gli angoli piani, intorno ad O, son
diventati 3 —2f, 5 —24, 3 —2n. Fra gli infiniti parallelepipedi
elementari, che si possono considerare, un solo resta rettangolo
dopo la deformazione. Ce ne serviremo per calcolare il coefficiente
d¢ duatazione cubica ©, ciod il rapporto fra l'aumento del volume
della particella ed il volume iniziale dS. Siccome & chiaro che, pel
suo significato, © & indipendente dalla forma della particella, si pud
immaginare che questa sia il parallelepipedo elementare costruito
sulle rette principali, dimodoché

dS —dxdydz , (1+0)ds=01+a) -+ b) (1 +c)dxdydz ,

e perd :
14+0=01+a)d+01+0),

cio®, trascurando infinitesimi di ordine superiore, © ==a+0b-+¢;
e poiché questa espressione & invariante, si pud, per qualunque
scelta di assi, scrivere '

— L du v, dw
9—“+b+°—a‘z+ay+ 57 ° (8)

Per dimostrare in altro modo questa importante formola, faremo
una breve digressione.

48. Avremo spesso occasione di servirci d'un teorema, che permette di trasfor-
mare un integrale esteso ad uno spazio § in un integrale esteso alla sola super-
ficie s, che limita §. La dimostrazione del teorema di cui si tratta @ inclusa in
quella d'un teorema pid generale, che daremo in seguito. Qui ci limitiamo ad
enunciare la relazione

ji‘;l'ds.—__jr'%as, )

in cui F @ uns funzione di z,¥,%, finita, continua ed uniforme. Inoltre g’z

rappresenta il coseno dell'angolo che la normale alla superficie s, considerata
come positive quando & diretta verso Vinterno di S, fa con P'asse delle x. Si
osservi che le condizioni imposte alla funzione F, indispensabili per la dimostra-
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gione dol teorema, non 0O strettamente pecdesarie, nel seaso che, se gqualche-
duna di esse viene & {mancare, non » impassibile che 1a formola (9) susaista. Bi
dimostra, per esempio, che quests formola  valida anche quando ¥ diventa in-
finite in un punto O, puxch?, indicando con r la distanza & O al punto in cud
si caleols F, e con p una costante compresa fra 0 ¢ 2, il prodotto Fv** si serbi
finito nel tendere di r & zero.

14. Ritornando al caloolo di o, proponiamoci di valutare 1a to-
tale diatazione subita da §, consideran-
dola come la somma dei volumi che gli
elementi superficiali ds generano trasfe-
rendosi sulla nuova superficie ¢'. Preso in
ds un punto O, il volume generato da ds
& misurato dal prodotto di ds per la proje-
Zione dello spostamento 00’ sulla pormale
alla superficie, diretta verso Pesterno di S.

dzx d; dz . .
Questa projezione & —ug—"? E%—w;‘—, e perd la dilatazione

totale & data da

ovvero, adoperando (9), da
du_ v w
5(ﬁ+ay+ M)ds'

Siccome questo calcolo & applicabile a qualunque porzione dello
spazio considerato, & chiaro che l'uitimo risuitato include la for-
mola (8): basta immaginare lo spazio S ridotto all'unica particella
dS. Con maggior rigore si pud ragiopare come segue. Siccome, per
]a natura delle deformazioni che ¢i proponiamo di gtudiare, © &
una funzione continua, altrettanto si pud dire di

”;4-1‘2).

du
3:9—-('55""—6' 3%

Intanto, poiché deS rappresenta manifestamente la dilatazione to-

tale, si ha §5as=o



g
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per qualungue porzione dello spario considerato. Ora, se in un
punto si avesse, per esempio, > 0, si potrebbe intorno ad esso

circoserivere uno spazio, nell'interno del quale si avrebbe sempre,
in virti della sontinuiti, $ > 0, dimodoché anche ISdS, esteso a

quello spazio, sarebbe positivo. Cid non pud accadere. E dunque
assurdo supporre che la differenza 3 possa, anche in un punto solo,
non essere nulla.

II. LE COMPONENTI DELLA DEFORMAZIONEC).

1. « Le condiztont
a=0, b=0, ¢=0, f=0, g=0, h=0

sono necessarie e sufficienti per la rigidila ».
Se il sistema si muove rigidamente, € dev’essere nullo in ogni

punto, qualungue sia la direzione («, 8, 71), @ perd debbono annul-

larsi identicamente a, b,c,f, g, k. Inversamente dimostreremo che,
se le condizioni :

9

) oo, EpF—o, an
9 3 9 7

(2) =0, T =0 @"
3 o [

3) =0, +H=0 @"

sono soddisfatte, le fanzioni %, v, w hanno necessariamente la forma
caratteristica, gid nota dalla Meccanica razionale, degli spostamenti

(*) In un primo studio & utile omattere questo capitolo.
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d'un sistema rigido. Derivando (3") rispetto ad y, ed osservando ),
si ottiene ’ a

e 3 M
0=1p Taaty =
Derivando poi (3") rispetto a z e (2") rispetto ad y ei ottiene, som-
mando e tenendo conto di (1),

w o, dv)__, O

g | 3 (0 v
=2+ (3 =2

Dunque, osservando (1),

d o % 0w __
B?cby"o ’ ayey’"o’ Sy 0

Ne segue che %-; 3 costante. Similmente si dimostra che %—: ¢ co-
stante. Inoltre, a motivo di (1), % non dipende da . Dunque

w=Il+ry+aes, o=m+pztre, w=nt+qgztoy.

Le nove costanti si riducono & sei. Infatti, per sostituzione degli

ultimi risultati in (1), (2"), (3"), si ottiene p +p'=0, ¢ +q' =0,
r + 7' =0. Quindi

u=Il+q—ry, v=m+trr—ps, w=n-+py—q.

2. « Una deformaszione é pienamente determinaia quando se
ne conoscono le componenti in tutlo @ corpo, e & ddnno, in un
punto, i valori deglt spostament? e tre relaziont lineart fra le
dertvate prime deglt spostamentt » (). »

Suppongasi, infatti, che alle condizioni enunciate possa soddisfare,
pon solo un sistema (%', v, w') di spostamenti, ma anche qualche
altro sistema (u”, v”, w"), e si considerino gli spostamenti residui

() Baxrm, Teoria della slasticitd, p. 8.

¥
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e~ v;zl:ii, -igf——v"::v, W' = w” =w. Siccome a,b, ¢, f,
‘ ‘ aﬁ ) s’ ’ i) ’y h
g as;egn in ciascun punto, dev'essere ,
du__ . dw :
d_dw_ . dw ) _
3 =%0=0, w+y=342
T 0y 0 =t 5 =ty =0,
o . .
perd, come si & dimostrato precedentemente
w=1 — |
+ gz —7ry . v=m+re—pz , w=n+py—qx

dove !, m
corpo. Ma,?n,ﬂ,q,r rappresentano quantitd costanti in tutto il
ed w. ¢ e v ll:; , pu!:;g, che si pud assumere come origine .;:

» B e debbono prender . y
e gli i s
;» v,tlo debbono annullarsi. Dunque l.:mf nie ZS ’Ovalzrx, -
. =n=0. Ora

w" qur? pu'nto, essere soddisfatte, tanto da ', o/, w' ebbono,
, ¥, w", tre relazioni come ia seguente: » ¥ W, quanto da

oy’

du’ P
o, ~—— w dv’
1 3z +a, Y +ar£_+a‘ 5

+a,—%':
ow' e

da, . +a 0w 3 o
be 0y F oy g e, =0.

Sc!‘lvendo la Inedes"na IelaZlone er u’, v w e sottr aendO S1
P T
’ H 2

dw dv
oy +a a2 g 2
vy O+ a3 a2 +a =0,
¢iod, con aitre due relazioni analoghe

(a, — aa)p‘+ (05— ag)g - (ag —a,)r =0,
(B —Bo)P (B, — By) @ +(Bs—By)r=0,
(=72 + (s —7T:)g + (rs—Y)r =0 .

, COIne 81 su pO

p e, quesw relazi 80! f l T nte esse
Se n ont no (ra ioro dlStl 'y
non possono coeSlStere senza che sia p =0 y @ = 0 y = 0 , € con-
!Eguentelnente u=20 » U= 0 y W= 0 El CIOé U =u y U =9 »

Ceskro, Teoria dell'slastipiia
2
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8. Il teorema precedente si pud applicare alla deformazione omo-
esta si conoscono i valori costantf ai a, b, C, AL R

genea. Per qu

e si danno tre relazioni, che definiscono 'assenza di rotazione, ciod
o w_ o dw_dw_ B ,
—w=0 w e ®

assumendolo come .origine, dovra
—y = z = 0. Possiamo attribuire
ad u, v, w espressioni arbitrarie, per abbandonarie poi se con essé
non & possibile soddisfare alle condizioni imposte ; ma, 86 arriviamo
a far s che queste condizioni siano soddisfatte, le espressioni trovate
sono le sole possibilt. Nel caso attuale dev’essere

Se, inoltre, fissiamo un punto,
essere ¥ =p=w=0 per &

du o __ w __
‘é;——a N 3!;——0 N =,

w , dv__ du , dw o, dw__
’6;'*"8'"—2" ’ ‘&+5‘5—— ’ 0$+by—_2h »

o si vede subito che a queste condizioni, ed alle altre u=v=w=0
per r=y=23=0,s soddisfa prendendo

w=ax +hy+9% v=hx+by+I%, w=gx+fy+c%,

dimodoché vengono ad essere soddisfatte anche le (1), non solo
nell'origine, ma in tutto lo spazio. La linearith delle ultime formole
mostra che i piani e le retie del sistema restano piani e retie. Cid
non accade nelle deformazioni pid generali ; ma si pud dire che,
prescindendo dai moti rigidi, ogni deformazione & omogenea
clascheduna particella, variando solo le costanti della deformazione

da una particella all’altra.

& caratterizzata da un particolare sistema
prese ad arbitrio queste

azione possibile? Dalle

4. Ogni deformazione
& funzioni a, b, ¢, [, 7, 7. Inversamente,
funzioni, corrispondono esse ad una deform
formole di deflnizione si deduce subito

3 , 3 du 17 tw Mo ) Mu of
dy +2Q +bzbz}_byés+az'

+ 3" Fyor dzdy



Quindi
Ma 3 Mu _ ddg, 0 of
dyds T dx dydr =z (Ty+§_ﬁ)
Similmente
Lid 1/ ¥w a8 1 /9% 9%
dyor. 2 (éy'b: + 5558 > =3 (Ty’ V) :

Dunque le condizioni

d%a d [ , 3 O 0¥ 1/ 8%
9% _ 03 (09 Ok _ ¥ _ 3%b
dyde bm(6y+65 6.1:) b dyde T 2 («T‘"’“V}
L] d [dh | Of 9 2 )
2 8 (3 of o % 1/ da 92
) dzdz — dy (dz +6:c éy) ' 20z 2 (?_*_7\—3) ®)
e 9 [df , 99 Oh 3% 1/93%
= | o T e—— = i
dzdy bz(6x+by 65) ’ axby'"E(T—*——y_‘:)

sono necessarie per l'esistenza di u, v, w. Sono esse sufficienti ?

B. Ecco in qual modo il prof. Beltrami dimostra () che le con-
dizioni (2) e (3) sono mecessarie e sufficients perché a,b,c,f,g,h
poss.ano rappreseniare le componenti d'una deformazione. Sup-
poniamo date, oltre alle sei funzioni predette, le tre componenti
della rotazione. Si deve avere

du dw
Bw—a » B_th_'_r , —b%:g q
ou__ o dw
= r , @-—-—b . B—y—:f—+—p 4)
91‘___ v dw
' =9 t+a }}:f‘—P , 3%:

Consideriamo le tre equazioni che si riferiscono ad w. B noto che,
>

(*) Sull'in retazi i { i
m‘l’“’ h Sat;’rp stazions meccanica delle formole di Mazwell (Nota in fondo; Memorie di
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per l'esistenza d’una funzione u, soddisfacente alle dette equazioni,
& necessario e sufficiente che si abbia

oy~ oz ' T M ’ dy — ¥ )

Considerando le altre due equazioni, analoghe all'ultima delle (5),
si ha

d  dr_dh_dg O dp ¥ O O, 0 3 .
§g_/+'§§—§§—by ’ 6z+6x"b:c ¥z &m+ y~ dy Az

poi, sommando,

9 9

e le ultime tre relazioni diventano

dp g 0 dg_dh_d a_df_3d

Ty %’ dy % dz ' %z dx Oy’
Quindi, tenendo conto delle (5),

dp_dg_dh % _da_dg o 0Ok da
T %2’ dx ¥ dx ' dx dx Oy
d_of_ % dg_ah_dr w_db_dh o
W%y % ' W 9z ez ' 3y Oy
dp __d dg __dg _ de o o 9

e dy Pz 0 e s dx ' 2 dx By
Queste sono condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza di
%, v, w, quando si danno a,b,¢,f.g,k,p,q, " E poi noto ~

che, per lintegrabilitd delle (6), sono necessarie e sufficienti, per
cid che riguarda p, le relazioni

D dg dh\_d (¥ _ d (dg 3\ _ 23 92__9.[)
‘a‘g(sg“a“z)*a'é(a'y””a?) ’ Fs('b?’bz)“bz(by ¥’
i{i?..i’f)_i(if_‘?!’)
w\dy~ 92/ dz\dy o]’
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<he si possono scrivere cosi:

— 92
@ per le (7), osservando prima che

) g e 3 ;o , dg ok '
%oz oy a.ﬁ““‘) Sady 0z \dz T dy %) LI i’i__bi
@ y ( “ ” ( e z) + % Yz _5— %
=2 U 3 [3W , VY
by‘ 328 T~ dyde LA T U A (5.0 . A
+2{ (bs+bz)+ (b + ) am(ay+bs)l
Con cid vediamo che le relazioni (2) e (3) sono appunto le condi- 3 , O b'U
zioni necessarie e sufficienti per I'integrabilitd delle (6). Quando ='§§“+TI + yds

esse sono soddisfatte, esistono le funzioni p, ¢, r, soddisfacenti
alle (8), e perd esistono anche u, v, w. dev'essere ancora

AR A

6. Un'altra dimostrazione, egualmente dovuta al prof. Beltrami (*), 3\ dy T ¥ A
si ottiene tentando l'effettiva integrazione delle (2) e delle (3), con- w2
siderate come equazioni alle derivate parziali del terzo ordine in In altri termini, %%—0-3;—3% é indipendente da x, e perd si
%, v, . Si possono sempre trovare tre funzioni U, Vv, W, tali che pud rappresentare come derivata seconda rispetto ad y e z d'una
sia - - oW ‘ funzione U, di ¥ e 2. Poniamo dunque
a=-— , b=—— , C=—+—.
oz ¥y dz o b f M.
. . + % Oybz ’
La prima delle (2) diventa
ah’ _ea._z:;'_ *7,
d (9g , 0k Of 920 | _ ¥ ox dy ~ dzdz’
3z (by"'"_ﬁ_ dydz I=0, @ 3 __¥W,

bf oy S oA
By ~ 9 dxdy’
€ la prima delle (3)
essendo V, indipendente da y, ¢ W, indipendente da z. Le ultime

Gl (A VL 1.4 W 6
dydz 2( w T ))=Y ® due relazioni, sommate, dinno
Posto ’ . i ( a7y + a-w.)
1/dW | oV 329, 4z
=55+ )41 TR\ T 3y
’ ciod

dev'essere, per le (8), 8 (., 1[3W. AV, \Y

) o o @( _'Q('ay +5 ) =0.
:y{;z =V bigx =0 :x:y =0, ) .
Per conseguenza possiamo porre
(*) Rendiconti del Cire. mat, di Polermo (t. III, 1889, Note fisico-matematichs). * . fl= 3 ( W + v, ) +r",
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indicando con [, o', A" funzioni soddisfacenti aile equazioni
bf"

g —9,

dz

dy" R
Ty—-—o ’ 3z =0 ’ (10)

ed alle altre che si deducono dalle (9):

i g PE
=" W= Wy (n

Le condizioni (10) e (11) mostrano che f”'é la somma di due fun-
zioni, una della sola y, l'altra della sola z: La prima possiamo

. . 1
sempre rappresentaria come derivata d'una funzione 3 W, della

. 1
sola y, e I'altra come derivata d'una funzione 'l V. della sola z.

In altri termini possiamo porre

Dungque, riassumendo,

=3 () (e R )

oy dy
ovvero
=y [ W)+ T+ T T
r= 3[R @+ Ut 0+ T TAT)
N E S ASEERACEL A

Ora, osservando che dev’essere

(3+3)

__1({dw , O _1{du  dw 1
f—g(‘g;—}-a) ’ 9’—-—§(~5;+§;> s h.._2

* - 24 —

si 4vede che si pud prendere~

“=U+ 04U LU,
=V VitV + T,
w=Ww-+ W’+WI+ W, ,

giacché in tal modo sono anche soddisfatte le relazioni

7. .Al‘k prima dima.itnzione si riannodano eleganti considerasioni del Prof. Bel-
tro:mx { ),‘ con le qm\h 8i- mostra che le condisioni (2) e (3) si riassumono in
un’eguaglianza usiica, ponendo uguale a zero una certa parte dJ della variazione
subita dall'integrale ‘

i o

quando ad a,'b,c,f,g,a}, si attribuiscono variazioni arbitrarie ba, db, be,
¥/, dg, dh. Prima esprimiamo J nelle variabili z, y, s 11 determinante fun-
sionale
a0 o ¥
0z 3y ds
% .29 %
dz Jy oz
R :
i3 Jy 0z )
& diverso da zero. Infatti le funzioni p, ¢, r sono fra loro indipendenti, benchd
fra le derivate sussista il vincolo o P ' *

o , dq , Or
sty tan=0 (13)

Cid premesso, dalle relazioni

= LL P
=54t 5, W35, %

dr or ar
ar 55““"@".’/4"6;‘1‘ :

(*) Compies-romdus de I'Académis des Sciences de Paris (1889, p. 508).



si deduce
A.do=| dp % %gi. A (14)
Essendo

dx=hd+quq+br .

si ottiene, uguagliando i coefficienti di dp nei dus membri di ( 14),
0z 3g dr g dr

T Wk vy’

poi 55

A(E’q@q@) (dor_ 696r>+(6rap brap) (3031 dpdq

dy 8z dzdy 020z oz 9z \()z ay dydz /-

Dunque, sostituando in (12), e rappresentando, secondo il nolito, con dS Pele-
mento di spazio dedyde,

=1|[(2a9r_dadr
J f{”(ay T y)_;....]ds. (15)
8. Cerchiamo di trasformare J in integrale di superficie. Si ha

dgdr_ % B_'_g( LGP R P )

dy s dzdw oy de! T\ " 30 ~ Vg0
Similmente

dadr_ g dr _b,( P8 _ o v, )

ddr~ dedy @ 3y qay)—i—(q 6;67— e

Dunque, sommando,

Z(Mpr gar)= a" ar

M _9 P 3 % or
dy ¥z drdy 6g\qbl bs)+bz(r )

Wy b.'/

poi, sostituendo in (15), e raccogliendo i termini derivati rispetto ad =,

J—-—j[%(pa’ L 0: gf”) +.4.]dS. ()

R s

. —26 —
D'altronde si ha, in virtd di (18),

9 __op
93;—"3;4'?“ qb!l (

Ora, so indichiamo con do D'elemento linears collocato sull'asse di rotazione
(p,q,r), dimodochd

+”ay+' )

de_dy_ds_ __do
A T E
possiamo anche dare, all’espressione precedente, la forma

dpde | dpdy ATaTAa__ %
— (R R P F e A=—EVF T TR,
e cosl, sostituendo in (16), e-facendo uso della formola (10) de! precedente ca~
pitolo, si ottiene

J=~j(d""+"""y &) yErETea.

4

9. L'ultimo risultato non ha importanza per mnoi. Deve soltanto interessarei
Ia possibilith di trasformare J in integrale di superficie, dobbiamo ciod consta-
tare che J & solo én apparenza un integrale triplo, mentre in realtd d un in-
tegrals doppio. Ne segue che quells parte della sua variazione bJ ohe non si
riduce ad integrale di saperficie deve per necessitd essere nulla identicamente.
Intanto si & visto che, ammessa 'esistenza di p, ¢, r insieme a quella di a, 5,
¢,f,9,h, lo relazioni (6) sono sufficienti e necessarie per l'esistenza di u, v, w.
Per mezzo di esse 'espreesione sottoposta al segno di integrazione, in (15), diventa

(G i) (=) + (G- -5+ (3 - 3 (523

(ay ac)(eb bh} (ah aa)(ac_,ef) (af ab)(aa ag)

e "3z ) |55 oy — )2 o (o2 %

9z oz oz ¥y ¢ ¥y 9 dz/°

Ora suppongasi che ad a, b, ¢, f, g, 2 si diano variazioni arbitrarie, e si tenti
di porre 1a variazione che ne risulta per J sotto la forma

87 = [(Elba + db -+ @de + For + Gog + Boh) dS,

a prescindere da integrali di superficie. Facendo variare la sola & si ottiene

or= ﬂ(gf__af\zm(%g_%)%a_:]dg,
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ciod, integrando per parti,

7= ([l 2= )]s
3[R+ 3 2 s

Ls prima parte & riducibile ad integrale doppio mediante la formola (10) del
capitolo precedente, e la seconda parte & Vespressione di |&ldadS. Dunque

13 (af _ de _%» ¥f _,(°’°¢92!).
a=§[ay (76}—'")—*_65( 85) = dydz ' 0
Operando analogamente per f si ottiene prima

o7 [ o2 (2 ) B (2] 20 (3 2] s,

poi, integrando per parti,

"J“J’ 201 g£ ai§(§Z+ az) of % ayl(ex ) ; gzg(g: g;)bf ;]ds
3 da
¥z

e R ) ) ) s

Trascarando la prima parte, che in realtd & un integrale doppio, ¢ paragonando
la seconda a fgbde, si ottiene

F 1) oA\ K da “_(95__5_&
= ( +6z)+§ay ¥z 6w'+263 3y ax)

3~ 2 dx
=6§§z b(:c(g:+%g‘§£) .
Abbiamo cosi
a= 6§fz;% g;;+g_:’é> . &= baylgs b(g‘;*%—gg) ’
A= (T+5) S (n )
I -
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e vediamo che lo funzioni &, %, @, F, 9, H, il cui simultaneo annulla.
mento & sufficiente ¢ (data Parbxtmnet& di da,db, dc, bf, by, bh) necessario
per Yannullamento identico di bJ, sono appanto quelle che, poste uguali a zero,
forniscono le condizioni sufficienti e necessarie perchd a, b, c,f 9,5 siano le
componenti d'una deformazione possibile.

III. IL POTENZIALE
DELLE FORZE ELASTICHE.

1. L'esperienza insegna che i corpi della natura, sottoposti a forze
convenientemente piccole, si deformano, ma riprendono la forma
primitiva tostoché cessi I'azione delle forze deformatrici. Cid si
esprime dicendo che la deformazione da origine a forze elastiche,
le quali tendono a ricondurre i punti del corpo nelle loro antiche
posizioni. In questo ritorno ad uno stato di equdibréo stabile inter-
vengono unicamente le forze elastiche, ed & noto dalla Meccanica
razionale che in un sisterna equilibrato, soggetto a forze che dipen-
dono solo dalle posizioni relative dei punti del sistema, quali sono
le forze elastiche, il polenziale o lavoro eseguito dalle forze & un
masstmo o un mintmo secondo che l'equilibrio & stabile o insta-
ble. Si sa inoltre che questo lavoro non pud dipendere dalle infi-
nite configurazioni che va prendendo il sistema per raggiungere
Tequilibrio, ma dipende soltanto dalle configurazioni iniziale e fi-
nale. E perd, se con TIdS rappresentiamo il potenziale relativo alla
particella d8, potremo asserire che T dipende soltanto da quelle
quantitd che caratterizzano le configurazioni estreme delia parti-
cella, cioé, computando il lavoro a partire dalla configurazione di
equilibrio, 17 sar4 funzione delle quantity a, b, ¢, f,g,h, che ca-
ratterizzano la pura deformazione, giacché, nei moti rigidi della
particella, le forze elastiche non fanno lavore. Adoperando una
nota formola, e rappresentandc in generale con .y cib che la fun-
zione @ di a, b, ¢, f, g, h diventa, quando le variabili si moltipli-
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cano pel numero positivo 0, inferiore all'unitd, potremo esprimere
il potenziale unitario 1T nel seguente modo:

=i ta(30] o () o0 (3F),

+%[a’(%)a+2ab(;:g )o+"'+h2<%%g)"].

Per convenzione Ti, = 0. Inoltre, poiché la funzione TT ha valore
massimo per a,b, ¢, [, g, k evanescenti, dev'essere nuila la sua

prima variazione, negaliva la variazione seconda. Finalmente,‘

quando @ & continua, si pud ad ogni @y sostituire @, trascurando
quantitd piccolissime, dell'ordine di a, b, ¢,f, g, k. Dunque T & una
forma quadralica, essenzialmente negatéva, delle componenti della
deformazione. Segnaliamo fin d'ora Ialtissima importanza che ha
il potenziale unitario 1T in tutta questa teoria: « esso ha I'insigne
proprietd di rappresentare I'energia, riferita all’unitd di volume,
che il corpo elastico possiede nell'intorno del punto che si consi-
dera, energia la quale & equivalente sia al lavoro che l'unitd di
volume del corpo pud svolgere nel restituirsi dallo stato attuale
allo stato naturale, sia al lavoro che hanno dovuto svolgere le
forze esterne per condurre la detta unitd di volume dallo stato
naturale all’attuale suo stato di coazione elastica » (*).

2. Se nell'espressione di T mettiamo in evidenza i termini che
contengono soltanto @, b, ¢, o soltanto f, g, b, possiamo scrivere

- % (Ad® + BI* + Ced -+ 24'bc -+ 2B'ea + 2C'ab)

— 2(Ff* + Gg* -+ H1® + 2F"gh + 2G'hf + 2H'fy)
— 2a(Fyf+ Gyg-+ Hyh)— 2b(Fyf+Gag -+ Hyh)— 2c(Fsf+Gog -+ Hyh).

Se il mezzo & omogeneo, i coefficienti 4,5,..., H, sono costanti

(%) BartmaMi, Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici (Rendiconti dell'Istituto
lombardo, 11 Giugno, 188%5).
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in tutto il eorpo, purché non si abbiano variazioni di temperatura,y
come si & finora tacitamente supposto e si continnera a supporre.
Si osservi che, nel caso pili generale, queste costanti, o coeffictenti
di elasticitd, sono ventuno. Rankine (*) le distingue con le seguenti
denominazioni

A, B, C: elasticith direlle
F,G,H: » tangensiali o df rigtdita
A, B,C'" » laterali
F'.G\H;F,,G,, H,; Fy, Gy, H,; Fy, G, H,: elasticith astimmelriche.

Se il mezzo & dotato, per ¢id che riguarda l'elasticitd, d'un péano
dt simmetria, cid vuol dire che T non varia nella forma quando,
preso il detto piano per piano delle yz, si cambia o in — 2.
Questo cambiamento trae con sé il cambiamento di  in —u, e
quindi di g ed 2 in —g e — &, mentre a, b, ¢, f restano inalte-
rati. Dunque deve aversi

' =G,=6G,=G,=0, H=H=H,=H,=0.

Se il mezzo & dotato di due piani ortogonali di simmetria, sono
nulle tutte le elasticitd asimmetriche. Cid svela I'esistenza neces-
saria d'un terzo piano di simmetria, perpendicolare ai primi due.
In tal caso il potenziale unitario assume la forma semplicissima

n_—_—%ua’+Bb=+Cc*+2A'bc+23'ca+2c'ab)-—2('ﬁ'f=+Gg’-}-mﬁ). )

8. Se, invece d’un piano, si ha un asse d¢ simmetria, il mezzo
dicesi dotato d'fsolropia intorno a questo asse. E noto (**) che, se

(*) On axes of Elasticity and crystallin Forms (R. Societd di Londra, 21 Giugno, 1855).
(**) Per la dimostrazione basta osservare che, se la condizione di ortogonalitd

AR+ gl YV =0
si conserva quando i coseni 4,4, ... variano di 84,84',..., si ha
ZADX + ZNBA=0, ovvero IA(X+8A)+IN(A+8M)=0,
vale a dire cos{ay’) = — cos{a’y) ; ecc. ’
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si spostano infinitamente poco tre assi ortogonali intorno all'origine,
in modo che restino ortogonali, i coseni direttori dei nuovi assi si
possono rappresentare nel seguente modo :

Gli angoﬁ a, B,y sono infinitesimi, e si suppone che si trascurino
gli infinitesimi di ordine superiore. Intanto le formole (2) e (3) del
primo capitolo forniscono i nuovi valori di a,b,c, f,g,h Esse
mostrano che le variazioni subite da queste quantithd sono
ba=2(gB—hy) , df=(—cla—hB+gy
=2y —fa) , dg=ho+t(c—a)p—1y
b =2(fa —gB) , dn=—ga+B+(@a—b)r.

Ne segue, ad(;perando 1),

L 8T=— (gB— A1) (42t C'b-+ B'e)—2[(b — c)a — 1B + g7) Ff
| — (hy—fa)(C'a+ Bb+ A'c)—2[ha + (¢ — a)B — fY] Gy
—(fa—gB) (B'a + 40+ Co)—2[—ga+-1B+-(a—b)Y]HR,

ovvero, ordinando tutto rispetto ad «, 8, 1,

%m=_ Zg[(B’—C")a-{-(A'—-B)b (O A)e+2(— ) F] f+2(G-H)yh§ a

Se prendiamo l'asse d'isotropia come asse delle x, T deve rima-
nere invariato quando il piano delle yz gira su s& stesso intorno
all’origine. Bisogna dunque che, per B=1=20, si abbia identica-
mente d1T =0, ciod

B=C, G=H , B—A' =C—A"=2F.

L R Ay

-8 ;
Nel caso di due assi ortogonali d'isotropia si ha

+

A=B=C, A=B=C, F=0G=§ ) A—A'#%F;‘

ma allora dTT & identicamente nullo, qualunque sia la terna di va-
lori attribuiti ad a, B, v. Il mezzo & dunque pienamenté &solropo,
cloé le sue proprietd elastiche & manifestano con eguale intensitd

“in tutte le direzioni. Intanto, se per introdurre la_segnatura abi-

tuale, proposta da Green, si cambia F- in B, osservando che
A'= A4 —2B, la formola (1) diventa " :

M= 3 4@ +0+0) 2B + g L1 —bo — camad) |
ovvero (°)
M= g (A—2B)@+b-+f — B@ b o 272" - 20)

I coefficienti 4 e B sono le costanti d’isotropia, variabilt da un
mezzo all'altro.

4. Un pid elegante modo di trovare la speciale forma che 17 as-
sume nel caso dell'isotropia incompleta, o simmetria elastica rispetto
ad un asse, & stato dal prof. Beltrami esposto nelle « Note figico- *
matematiche ». Si & visto nel § 8 del primo capitolo che le funzioni

a+b-+tc, betcatabm—ft—g*—h® , abc42fgh—af* —bg'— ch?

hanno un significato indipendente dalla scelta degli assi. Ura, pren-
dendo come asse delle 2 I'asse di simmetria, se si fa ruotare il
piano delle yz su s stesso, intorno all'origine, a resta invariato,
ma & sempre arbitrario, e perd debbono rimanere separatamente
invariate, in ogni funzione invariante:di a, b,c,f,g,h, la parte _
che contiene a e quella che non contiene a. Dunque, osservando

*

D] Vedx mella Teoria della elasticita del Prof. Burri, alla fine del seconde oapitolo, I'in-
torpretazione meccanica di 6?4424 ot + 21 20* 4 2Ry,
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che le espressioni invarianti, ottenute precedentemente, si possono dal carattere essenzialmente positivo della forma — TI. Siceome il
scrivere nel seguente modo discriminante di questa forma &

a+@+0) , ab+o)+Gc—rr—gt—ny,
a(be — %)+ (2fgh — bg® — ch*)

si vede che rimangono invariate le espressioni

a! h+c: w—f"—'ﬂ!—'h’ ) bc_f2 ’ 2fgk’_bgz—0h’)
ovvero .
a, ab+o), O+cr, f—bc, g4r,

tralasciando I'ultima, che non pud entrare nell'espressione di 1v.
Questa ¢ infatti del secondo grado, e si pud tentare di scriverla
cosi :

—M=4a*+ Ba(b+0)+C O+ + D(*—bc) + E(g* + 7). (2)

Poi si pud ritenere che questa sia I'espressione generale di 7, ap-
pena st osservi che contiene cingue coefficienti arbitrarii, ¢ che
d’altra parte 'espressione di T, nel caso considerato, non pud rac-
chiudere pit di cinque coefficienti. Infatti i nove coefficienti trovati
nel caso che il mezzo sia dotato di tre piani ortogonali di simmetria
si riducono gid a se/ quando si suppone soltanto che si possano
scambiare fra loro due assi. K poi chiaro che ogni ulteriore par-
ticolarizzazione deve apportare gualche riduzione nel numero dei
coefficienti di elasticitd, numero che, per conseguenza, non pud
essere maggiore di cinque. Si passa poi all'espressione del poten-
ziale, pel caso dei mezzi pienamente isotrSpi, rendendo 1'espres-
sione (2) simmetrica rispetto ad a, b, c e ad f, g9, h. Si ottiene

A=C , D=E , B=2C—D,
o si ricade sulle formole del precedente paragrafo cambiando 4 e C
in ;}A, Ded Ein 2B, e Bin 4—2B.

~ B. I coefficienti di elasticitd sono soggetti a limitazioni, imposte
, Casimo, Tsorio dell'slasticitd 3

-
|
1
i
§
4
i

1 |4B 0 O 0 0 0 ,
6 0 4B O 0 0 0
0 0 4B 0 0 0
0 0 A A—2B A-—2B
0 0 0 A4A-2B A A—2B
0 0 0 A—2B A-—2B A

le condizioni necessarie e sufficienti perché a qualunque sistema
di valori delle variabili corrisponda un valore positivo di — 1T sono,
per un noto teorema di Algebra,

4—2B|>0,] A A—2B 4—2B|>0,
A—2B A A—2B
A—2B A—3B A

B>0,4>0,| 4
A—2B 4

ciod :
B>0, A>0, A—B>0, 34—48>0,

e si riducono alla prima ed all'ultima, perchd, soddisfatte queste
due, le altre restano soddisfatte a fortiori. Dunque le costantt del-
U'isotropia, A e B, sono mecessariamente posiltve, ed énollre la
prima supera i quatiro lerst della seconda. Sotto a]tm‘forma
queste limitazioni, che hanno importanza in certe ricerche (%), sono
state date da Green (") e dimostrate da Beltrami ("*) nel modo
semplicissimo che qui appresso si espone.

6. Ogni sistema di valori costant{ di @, b,c,f, g, h corrisponde
(I1, 4) ad una deformazione possibile. ’Snpponendo f=g=h=0,
il potenziale unitario si riduce a — B(a*+0*+-¢*) se a+b+c=0,

(*) BaLTRAM1, Sull'interpretazions meccanica deile formols di Maxwsll.

(**) Mathematical Papers, pp. 2486, 330.

(***) Sulle condizioni di resistensa dei corpi elasti { (Rend. L bardo, 1885),




— 85 —
3 .

?d a —-5(3.4—48) se a==b=—c==1. Si ritrovano cosi le con-
dizioni

B>0 , 34—4B>0 3)
come necessarie. Per dimosirare che sono anche sufficienis basta
mettere in evidenza il carattere essenzialmente negativo di T, ed
a cid si perviene mediante una semplicissima trasformazione alge-

brica. Proponiamoci di determinare un numero reale k, in modo
che sia

M=—B[(a—kO) + (b — kO) + (c — ROY +-2* + 29* 4 222 .

Paragonando con

M= — 3 (4 —2B)0" — B(a*+0° 4 ¢* + 2 + 25° + 21)

8i vede che dev’essere

1
5(4—2B)=B(3r* —28) ,

e se ne deduce

1+1 8A—4_B

k=3t3) 3

Quando le condizioni (3) sono soddisfatte, & & reale, e —TT resta
espresso mediante una somma di quadrati. Inoltre vien messo in
evidenza il fatto che per I'annullamento di TT & necessario e suffi-
ciente I'annullamento simultaneo di a, b,c,f,g,n, giacché da
a—kO=b—KO=Cc—10=0 si deduce successivamente

O—~3k0 =0, 6=0, a=b=—c=0.

IV. EQUILIBRIO ELASTICO.

. 1. Quando ad un corpo elastico si applica un sistema di forze,
i punti del corpo si spostano, ed in conseguenza variano le azioni
interne, che cessano cosi di farsi equilibrio e tendono invece ad
equilibrarsi con le forze esterne. Nel raggiungere il nuovo equi-
librio il corpo acquista una forma definitiva, che non abbandona
se non quando, soppresse le forze esterne, tendono nuovamente le
forze interne ad equilibrarsi fra loro. Cid premesso, conoscendo le
azioni deformatrici cui & sottoposto un corpo dato, c¢i proponiamo
di determinare la nuova distribuzione delle azioni interne e la con-
figurazione finale del corpo.

2. Equazioni delli'equilibrie clastics. Siano X, ¥, Z le com-
ponenti, per untlé di volume, secondo tre assi ortogonali, della
forza applicata alla particella dS. In altri termini siano XdS, ¥dsS,
ZdS le componenti della forza applicata alla massa contenuta in
dS. Oltre a queste forze, che diconsi forze di massa, si possono
avere pressiont alla superficie del corpo. Siano Lds, Mds, Nds le

_componenti della pressione applicata all’elemento superficiale ds.

Quando il corpo, deformandosi, ha raggiunto una configurazione
definitiva, i suoi punti trovansi in equilibrio sotto I'azione di tre
gruppi di forze: 1° forze. di massa; 2° pressioni alla superficie;
3¢ forze elastiche. In virth del principio di Lagrangia dev'essere
nullo il lavoro fatto da tutte queste forze nei moti virtuali che il
gistema pud eseguire intorno alia configurazione di equilibrio. Cost
per ogni punto, gid venuto dalla posizione (z, v, 2) alla posizione
(@+u, y+v, s+w), si ha, nel passaggio virtuale alia posi-
zione (@ + % +du, y + v+ b0, z-+w-+ dw), un lavoro elemen-
tare, espresso da Edw - ndv 4 Zdw se E,n, I sono le componenti
della forza applicata al punto considerato. Quanto alle forze ela-
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stiche, il lavoro da esse eseguito non & che la variazione subita dal
loro potenziale durante il moto virtnale. II principio dei momenti
virtuali conduce dunque all'equazione

j(xfbu+ Pov-+Zbw)as-+ f (Lbu+Mbv+wa)ds+b j Mas=0. (1)

Ora svincoleremo nel terzo integrale le arbitrarie pu, d, dw, in
modo da farle comparire linearmente, come nei primi due u’xte-
grali; poi, osservando che queste quantity sono fra loro indipen-
denti, e variabili arbitrariamente da punto a punto, eguaglieremo
a zero i loro coefficienti negli integrali di spazio ed in quelli di
superficie, separatamente. Perverremo cosi alle equazioni doman-
date. Anzitutto si ha, ricordando che TT & funzione di a, b, ¢, f, g, 7,

bjnas—-jmas~j(-——ba+ Lt R LS )as.

Intanto

am OTT ddu
_[Tbads '[M R s = Lz aa dS J'a o,

= [T g j; ‘;‘: duds.
Similmente
[ 3poas= 3301 he e g
=[al5{5ve) + (5o 3 (5 3 oe 2 ) s
== [ St o) [3{ 3 P+ 270 )

Dx.mque, raccogliendo in tre gruppi analoghi i termini che molti-
plicano du, dv, dw,

— Mde | 1 3TTdy , 1 oMV de
3|IMdS = — || — -4+~ - ;
J. J.( Saan T2 hant 3 3 dn) 0
_ {3, 139, 1 5 M
J‘(ax a+§@7+*2‘&——g—)buds

................

)
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Sostituendo finalmente nella relazione (1), questa si scinde, per l'ar-
bitrarieth di dw, dv, dw, nelle sei equazioni seguenti:

— M laam, 153N Mdz  13Mdy 13Mds
X= oty Te%oy X" taam T2 o9 de
129 M 133N\, 1Mds, QMdy 1)Mds
Y=GsnT wt2nuo | X=TManT obdn' 3 of an
_1a3m 133, 3N 13de 13Mdy 1T ds
Z=gu Syt T woc V=G agam T2 dnT dcadn

8. nmnmzhﬂ. Le relazioni (1) diconsi equaszion? indefinile,
perché valgono in ciascun punto del corpo. Le relazioni (1", che
son valide soltanto in superficie, diconsi equazioni ai lUmiti. Ve-
ramente le condizioni ai limiti si possono imporre in infiniti modi.
Esse sono espresse dalle relazioni (1) quando in superficie si ddnno
le pressfoni. Se invece si assegnano i valori che gli spostamenit
debbono assumere in superficie, le equazioni ai limiti sono appunto
le uguaglianze mediante le quali si fissano i detti valori. Quale uso
faremo delle equazioni indefinite e delle equazioni ai limiti? Si os-
servi che %: . %Tb',. sono funzioni lineari di @,b,c,..., e che
perd contengono linearmente le derivate prime degli spostamenti.
Le derivazioni ulteriori di %g—, —%%—, ..., accennate nelle equazioni

(1", faranno poi comparire le derivate seconde di », v, w. Adunque
le equazioni indefinite sono equazioni alle derivate parziali del se-
condo ordine. Integrandole si otterranno le espressioni di w, v, w,
contenenti quantith arbitrarie, le quali verranno determinate me-
diante sostituzione nelle equazioni ai limiti. Ma qui sorge un dubbio.
Basteranno sempre le equazioni indefinite per individuare un si-
stema di spostamenti, e le equazioni ai limiti per completarne la
determinazione?

4. Rmpondiamo subito, dimostrando che, a prescindere da moli
rigtdi, le equazioni indefinite e le equasioni at Umiti sono suifi-
ctenti per la delerminazione degli spostamenti. Supposto che esi-

an”

C
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stano due sistemi di spostamenti, («, ¢', w') ed (w’, ", w"), sod-
disfacenti alle equazioni (1'), si considerino gli spostamenti

‘ UW—t'=u, v/V—0'=v, W—w=w.
E chiaro che o' —a"=a, ¥ —b"=b, ecc.... Inoltre, osser-
vando che -ag—, %‘;l, contengono linearmente a, b, c,... si

oo _om . o
ha S <=3, ecc. Scritte le equazioni (1') per ciascun

sistema di spostamenti, si ottiene, sottraendo,

= 2 139 1 m
0= %3 Ty T2%y
13 am 3 , 13 8m
0=s%w T ww T2%u
19 M 1 0 M 3 oM
0_§*W+§_—a7”—+ 3 do

Queste sono appunto le equazioni indefinite dell’equilibrio, nel-
lipotesi che le forze di massa siano nulle. Operando analoga-
mente sulle equazioni ai limiti, si trovano le equazioni (1), in cui
L=1L'—L", ecc. Dunque %, v, si possono considerare come
spostamenti dovuti alle forze

X=¥=Z=0,L=L—=1", M=M —M", N=N'—N".

Ora, se prendiamo du —u, dv =7, dw — w nell'uguaglianza (1),
questa diventa

I(Lu+Mv +Nw)ds+2jnd8=0 , @)
perchd, in virth del teorema di Eulero sulle funzioni omogenee,
NOLLE T P

Se per condizioni ai limiti si assegnano le press:om‘, vuol dire che
L'=1L", ecc., ciod L=M=N=—0. Se invece si danno gli spo-
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#amentt in supsrﬁcio, vuol dire che sopra s dev'essere u—-—a",‘éoe.,
ciod u =0 ==w=0. Dunque in ogni caso & nulle il primo intemh
dell'egnaglianza (2), e questa si riduce a

Jnas:o.

Il primo membro & una somma di quantith essenzialmente negative
o nulle. & dunque necessario che sia nulla ciascuna di queste quan-
tith, ciod che si abbla =0 in tutto il corpo. Ma si & gid osser-
vato che TT non pud annullarsi se non per g@=—=b=—c¢=f==g=—h=0,
ed & noto che in*tal caso i relativi spostamenti prendono la forma

u=Ii+4qz—ry , v=m+tro—ps , w=n-+py—qr,

essendo ¢, m, n,p, ¢, r costanti in tutto il corpo. Se in superficie
si danno gli spostamentt, si deve avere !+ gz —ry =0, ece., per
infiniti valori di @, y,2 Cid non pud accadere se non si ha .
l=m=n=p =qr;;rj:0, e conseguentemente % -=v=—w=0,
ciod u'=u", vY=0", W =w" in tutto il corpo. Se invece si
dinno le presstond, esistono bensi infiniti sistemi di spostamenti,
soddisfacenti ad (1) e (1""); ma la configurazione finale del corpo
& sempre la stessa. Del resto basta prescrivere i moti rigidi d'una
particella quaisiasi perchd le equazioni (1') e (1”) determinino com-
pletamente gli spostamenti. Infatti, presa l'origine nella particella
considerata, si deve avere, per @ —=y=—2z=0,

duw’ av aw c)v"

! e gl . Sw
u—u,ecc.,ay Dy M.ecc,

ciod u=zp,..., 6y M:O,... Ne segue l=m=n=p=q.—$r=0;

poi w' =u", v/ =0, v =w" in tutto il corpo.

6. Case del mezxi isotropl. Si sa (I, 3)che,nelcasodelo
T'isotropia, il petenziale unitario ha Ja forma ;

M=l (4—2B)a+0+ 0P — B@ + 8+ +20+ 2"+ 2).

A




— 41 —

...............................

e perd la prima delle equazioni (1') diventa

x+(.4-23)%-2-+23(§g+§3+%)=0. ®)
Ora si ha '
da , 3, d Mu 3 [du, dw) , & [du, d
2 (st oyt 30 =25+ oy (5 tas) + 3 (5 +an)
Py aw\

0w’+éy’+65’+bx(ax+ +6¢; A’u—}——a—

Sostituendo in (3) e supponendo ripetuto il precedente calcolo per
le altre due- equazioni, si vede che le equazioni indefinile per
Pequilibrio d'un corpo isotropo sono

X—}—(A—-B)-a—e——}—BA’uzo,
Y+(4— B) + BA*» =0,
Z—f—(A—B)—F;- + BAMp =
A queste equazioni si pud dare un’altra forma, utile per I'integra-
zione, facendo comparire quattro funzioni di capitale importanza

in questa teoria, cioé la dilataziome cubica ©, e le doppie com-
ponenti della rotazione della particella, che indicheremo d’ora

innanzi nel seguente modo: \ ‘ "
dw v w bw __ v du
?4——&-—~—- %g'—— 3T s 3—&;:-—3;
S ha
an—28 30 _ u , Bu Aty Niw

3z 0 VR T dmdy . wos

(3w ¥ du  dw 06, _ 0%,
'“by(dy 0z)+a(bz éz) Dz T dy

e 42 -
e le equazioni ottenute precedentemente diventano

x4+42 +B(35—'-——-) 0,

r+a 3 +B{p—0)=0,

z+4-5,—+3(%§'—-%ﬁ)__0.
Quanto alle equaszion? af lmiti, la prima delle (1”) diventa

L+(a—2B)8% +2B( +h%+g%)=0. @)

Ora si ha
2(agtrgton)=2nat (5t)at(mte)a
=2 (mathyatnn) tlE-§at (F-Na

(an“”‘dy“‘”an)—z + T, =T

Sostituendo in (4) si ottiene la prima equazioné della terna

Il

. dz du dy
L+ (4—43)934-23&—;-}—3(%,“ - )

II

M+ (a—280% 12821 (T F Gc,jf) 0,

ll

N4(a—280% 1 25%  p(a Z—= "”)

8. 8i deve a Borchardt (*) una ingegnosa dwompanmaddl’aprmwdtl‘l
m duc parti, una delle quaki non reca contributo alcuno alle equasions indefi-
néde. Ricordando il processo che ci ha condotti alle equazioni dell’equilibrio, riesce
chiaro che, quando si ha in vista Is sola formazione delle equasioni indefinite,

(%) Ucder dés Tramsformation der Elasticititsyleichungen (Giornale di Crells, 1878, p. 45).
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@ lacito trascurare tutti quei termini di TT che in [mds danno Iuogo ad inte-
grali di spagio, identicamente nulli, o ad integrali di superficie. Ors, se si os-
serva che
1 /9w, d 1 o
f=—2-(§g+§;)—~§651+§;
e conseguentemente

al potenziale ,
M4 @b+ P —2B(P+ g+ — bo— oo —ab)

si pud dar la forma T, - T, ponendo

1 . O (dw dv gqaﬂ)
n,=—§[49=+3(‘t.’+"t.’+%)], "’=—”Z(Tﬂ$—oyaz .
Per assiourarci che TT, non inflnisce sulle equasioni indefinite osserviamo che
f8T1,dS s scinde in tre parti analoghe alla seguente:

W¥k %oy 9y O
{2 (2p_2 )__6_ o _Em))d,g
__"(bﬂ(ww w ay(bfb" oz

Yo Pw ;"_';___2';) )
"J.(( Sydr  dy )”" _(bybz 3a3y | 2) 8-

11 primo integrale si trasforma in integrale di superficie ed il secondo & identi-
eaments nulle. Dunque il potenziale elastico, in guanto ba influenza sulle equa-
gioni indefinite dell'equilibrio, &i pud riguardare come una combinazione lineare
del guadrato della dilatassone cubica col guadrato della rotassone del mezgo,
od i ocofficienti della combinaxione somo proporzionali alle eostanti d'isotropia.

J’(awaw 30 dbw  dw dbo bvbbw)

V. IL TEOREMA DI BETTIL

1. Questo importante teorema (*) stabilisce una relazione fra due
sistemi di forze ‘ed i relativi sistemi di spostamenti in uno stesso
corpo elastico. Siano (%, v, w) ed (v, ¢', w') gl spostamenti che
deflniscono le configurazioni prese dal corpo sotto l'azione dei si-
stemi (X, Y,Z,L,M,N) ed (X', ¥, 2, L', M', N') rispettiva-
mente. Per la prima configurazione le condizioni di equilibrio si
riassumono (IV, 1) nella relazione

j'masﬂ‘(m-;- yu+zw>as+f<m+m+m)m=o,

che deve aver luogo qualunque siano le variazioni du, dv, dbw, ed
in particolare per du=—1w', dv =1, dw = w', nel qual caso la re-

" lazione precedente diventa

J'(%’;Ta'_;.. +% h’)dS-&-!(Xu’-]— Yo -Zw)d8+ j (L4 M- i) ds = 0.
Similmente si ha

j (W at.+3% h)as+ [(x»+m+m>dS+j<L'u+M'o+Mw)as=-o- |
E poichd, per uns nota proprietd delle forme quadratiche,

am o o o’ L1Ld o
—&—a’-}——ﬁ-b’+...+—6—i‘-k'=»b;,—a+-w-b+...+—6—k7h,

(*) Berr1, Teoria deila elastioitd, oap. VI. Vedi anche una comunicasione di M, Livr
all’Aceademia di Parigi {Compies-rendus, 13 Aodt, 1888),




si ha pure
j(x«’ + +zwms+j’(2w+ MY+ Nw')ds
:».'.f(xvu-;- ro+z'w)¢s+j'wu+u'v+zww)ds. ()

Questo & il teorema di Beill.

2. Facciamone una prima applicazione prendendo
W=l+qzery, vV=m-+tre—pz, w=n-+tpy—qz,
con I, m,n,p, q, r costanti in tutto il corpo. Si ha
d=V=¢c=f=g =h=0;
poi T =0. Sostituendo nelle equazioni dell'equilibrio si ottiene
XN =Y"=2'=L'=M=N'=0,
e la relazione (1) diventa

j[X(:+qz—ry)+...]as+I[L (14 gz —ry)+..]ds=0.

Per D'arbitrarietd di ¢, m, n, p, g, r, 'ultima equazione si scinde
nelle sei seguenti

J'x.zs+jLas=o : j(Ys—Zy)dS+j(Mz——Ny)da=0,
J‘YdS-{—J'MdsaO , j(Zz—Xs)dS+j(Nm—Lz)ds=0,
J‘ZdS+INdc=O : j(Xy— Yz)dS+J-(Ly—Ms)ds=0,~

lo quali esprimono che lo forze esterne si fanno equilibrio. Dunque

per Uequiltbrio dei corpi elastici sono necessarie le condizions che
asstcurano Pegquilibrio det corpi rigidi (*).

{®) Bermi, loe. ¢it. Vedi amche CLemscH, Théorie de I'slasticité, p. 2.

8. Ora prendiamo

w=a'w+Ny+o'z , v'=Kx+Vy+rz, w=gr+ry+cz,

con @,0,¢, f',g', K costanti in tutto il corpo. Anche 37, 3% .

" sono costanti, e perd le equazioni indefinite dhnno X'—=¥'= 2’ =0.

Se determiniamo &', V..., mediante le sei equazioni di primo grado

ar_om_aw . aw_aw_ar_
dEW TS Ty Ew =0 0

le equazioni ai limiti ¢i dAnno
des

N'=~ ,

— __dy
=5 M=z, n

dn
ed il secondo membro di (1) diventa
I(u%-}-vg—z-*-wg{)ds:—f(%—{—%—}-%)“:-—j@ds.
Dunque
jea.s' — J’ (X + PV’ + Zw')dS— j' (Lt + MY + Nuyds . (3)

Questa notevole formola fa conoscere la dilatazione totale d'un
corpo elastico, quando sono date le forze esterne.

4. Applichiamo la formola (3) al caso d'un corpo isotropo. Sic-
come si ha : ’

M= § (4= 2B)(@-+b-cP — B(@ -0 +c -+ 27+ 2 +-20),
le equazioni (2) diventano

—(A—2B)(@+V+c)—2B0'=1, ¢g'=0,
—(A—2B)(@ 4V +)—2Bc =1 , W=0.
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Dalle equazioni di sinistra si deduce, sommando,

—(84—4B)(@' +V +¢)=3;
poi, sostituendo nelle medesime equazioni,

Finalmente

Sostituendo in (3) si ottiene
Joas =gty ([xo+ 7y + zaras + Jza-+aty+xyas).

B. Supponiamo, per esempio, che si eserciti una pressione uni-
forme sulla superficie d'un corpo isotropo, essendo nulle o trascu-
rabili le forze di massa, e si domandi quale sard la variazione di
volume del corpo. Nel caso attuale

X=¥Y=2=0; LJ:pZ—:: » M:pg—z , N=p

La formola (4) ci da

jedS=34£wI(w%+y%+z%)ds:"uiwj'?’ds’
ciod

foss _ .

S

84—4B"

11 primo membro rappresenta la dilatazione per unith di volume.
Essa & dunque, per un dato corpo, proporzionale alla pressione.
In pratica si da il nome di coefficiente di compressibilita cubica
e si rappresenta con ¢ la diminuzione subita dall'unitd di volume
sotto 'unith di pressione. Dalla formola precedente si deduce

3
=gz 35"
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Si considera in prasios anche un altro coefficiente E, che si chisma
il modulo di Young o coefficienle di elasttcdd d¢ trazione. In se-
guito si vedra che

3B
Ee=71"%

o si conosceranno i mezzi che permettono di determinare speri—
mentalmente E e ¢, e conseguentemente di calcolare le costanti
d'isotropia 4 e B per ciascun corpo. Secondo 1'antica teorm. di
Navier e Poisson si dovrebbe avere sempre A=3B, e quindi
Eq = %; ma le pill recenti esperienze hanno dimostrato che, se
Eg ha questo valore per talune specie di cristalli, negli altri corpi,
]
e specialmente nei metalli, il suo valore & molto lontano da 3 .

6. Proponiamoci ancora di determinare l'alteraziene di volume
che subisce un corpo elastico- omogeneo gotio razione del propreo
peso. 11 corpo si supponga sostenuto mediante forze applicate v'er-
ticalmente a punti d'un piano orizzontale. Posta I'origine nel bari-
centro, e diretto l'asse delle z 4n sensoopposto a quello della gra-
vitd, sia z=~h l'equazione del piano i Sostegno. Per ipotesi &
X =¥ = L=M=0, mentre il rapporto di Z a p & una costante,
uguale e di segno contrario all'accelerazione della gravita. La for-
mola (3) diventa

59«13 = —-Zj(g’a:-{—f’y Fcz)as -—jN(g'cc +fly+oxyds.
Ma per I'equilibrio esterno & necessario che sia
‘ jﬂle’ , jNax& =§Nyd&‘==0 ,

dove P rappresents il peso del corpo. Inoltre, per la sceita del-
Porigine, si ha
.fxas_—_jyds .—.jzas_-:o.
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- Dungne

JQ&‘S—-—-CINZ&S ::—c’thds:—-c’lzP

8e il eorpo é, isotropo

kP
.feas_ —E= 3quP

In generale si pud dire che, per una determinata orientazione, la
totale variazione di volume & proporzionale al peso del corpo ed
alla -distanza del sue centro di gravita dal piano di sostegno. Per
esempio, le variazioni di volume d’una sfera

omogenea ed isotropa, sospes# ad un filo rigido |

© sostenuta da un piano rigido, sono eguali e

di senso contrario, e proporzionali alla quarta Q
potenza del raggio (*). Si osservi che, per un

corpo qualungue, se il piano di sostegno contiene il centro di gra-
vith, la parte superiore diminuisce o aumenta di quanto aumenta

o diminuisce la parte inferiore, dimodoché resta invariato il vo-
lume totale.

V1. DISTRIBUZIONE DELLE AZIONI INTERNE.

1. Finora si sono studiate le deformazioni elastiche senza preoc-
cupazione alcuna delle forze che: si sviluppano, per effetto delle
deformazioni stesse, nell'interno dei corpi. Ora, ponendoci da un
altro punto di vista, vogliamo trarre dalla considerazione diretta
di queste forze interne le formole fondamentali per lo studio del-
P'equilibrio elastico. Il paragone fra le formole ottenute prmden-
temente e quelle che siamo per ottenere ci fornird i mezzi di
studiare la distribuzione delle azioni interne nei corpi elastici de-

(°) Brrrs, Teoria della slasticiti, cap. VII.
Cesino, Teoria dell'slasticits 4
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formati. Prima facciamo un’osservazione. Nell'interno d'un corpo
elastico S, gia deformato ed ethhmto, si ’
7/ consideri un elemento superficiale ds, e si
immagini prolungato il piano -che lo con-
tiene, in modo da iagliare § in due parti,
S’ ed 8". Fra tutte le forze dirette dai punti
di & verso quelli di S” consideriamo sol
tanto quelle, le cui linee di azione attraver-
sano ds. Esse hanno una ceria risultante,
che indicheremo con pds. Similmente le
azioni che i punti di 8” esercitano sui punti di &', attraverso ds,
hanno una risultante, eguale ¢ di segno contrario alla prima, se,
come si suppone, il om'po & in equilibrio. La funzione p rappre-
senta (*) la presstone su ds, per, unith di superficie.

/

2. Equazion! Indefinite. Cid premesso, scompeniamo il corpo
in elementi parallelepipedi mediante tre sistemi di piani, paralleli
: ai piani coordinati. Consideriamo uno
di questi parallelepipedi, e scriviamo
chie trovasi in equilibrio sotto l'azione
delle forze interne e delle forze di massa.
11 piano Oyz divide il corpo in due parti.
Chiamiamo p, la pressione unitaria e-
sercitata, attraverso OBCA’, dalla parte
che non contiene il parallelepipedo su quella che lo contiene,
dimodochd p.dyds sia la pressione su OBCA', considerata come
positiva quando & diretta verso Vinterno del parallelepipedo. Si-
milmente siano p,dzdw, p,dwdy le pressioni subite dalle facee
OCAB', OABC'. Indicheremo cOn Dw; Pm, Pe le componenti di
p- secondo Oz, Oy, 0z; ecc. Quando dalla faccia OBCA' si
passaaﬁa faccia opposta O'B'C'A, le funzioni Pe, Du, De di-
ventano

3 -y 0P
o+ ¥raw , po+ %2z, pu+ %o

{*) Sui varii modi di definire 1a pressi vedi I llonte OCours de physique mathé~
matigus di P. Dumsx (Paris, A. Hermann, 1891, t. II, p. 257).
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Dunque la pressione su O0'B'C’'A, considerata come rivolta sul pa-
railelepipedo, ha per componenti — (pn+%dx) aydz, ..., e

perd le pressioni interne, computate secondo l'asse delle , danno
luogo alla somma

Deadyds |- pydedz ... — (p,,.;. %;zdz)dyd,_“_=_(%+%+apu)d&

3z

Scrivexide che la somma delle forze che agiscono sul parallelepi-
pf;do secondo ciascun asse & uguale a zero, si ottengono le equa-
zioni indefinite per T'equilibrio :

— a;’g bp yx Gpu
=ttt

__ . 9, 9
Y= .l’LV_{,__EP%!

3z dy (1)

-

....QBE bp!l apzx
= Tyt

8. Bisogna ancora scrivere le equazioni dei momenti. Si premetta
che, essendo le forze esterne inﬂnitgsime del terzo ordine, ésse
danno luogo a momenti trascurabili ‘rispetto a quelli delle pressioni
interne. Per semplicita componiamo intorno al centro del paralle-
lepipedo, ed osserviamo che, per la continuitd di cuj si suppongono
dotate, in direzione ed intensit, le pressioni D, & lecito ammettere
che le loro risultanti sono applicate ai centri delle rispettive facce.
Ricordiamoci che i momenti dovuti ad una forza (X, ¥, Z) appli-
cata nel punto (z, y, 3) sono Zy— ¥z, Xz ~—Zx, Yo—Xy. Cid
premesso, trascurando nelle forze gli infinitesimi di ordine supe-
l;iore al secondo, abbiamo

nel punto (——é—dx,o,o)

1
R (0,__,2_@,0) R > *  Pudeds, pydeds, p,.dsis;
1
(0,0,-—2-«13) . » » Pusdedy, podady, p,.dedy;
1
> (de,o,o) » > > ~Peedydz, —poydydz, —p..dyds;

una forza le cui componenti sono Peadyds, py,dyde, Pesdyds;

—52 —
Il momento della coppia risultante, che agisce parallelamente al
piano delle yz, & dunque

~— QY . Dy: G340 - A3 . Pry ALAY = (Pay — Py:) dS ,
e perd le equazioni dei momenti sono
Pu=Psy 5 Pz =Dox s Poyg=DPys-

Per conseguenza le nove funzioni p si riducono sempre a ses di-
stinte. Vedremo che, una volta introdotto il concetto di elasticith,
esse si ridurranno a tre.

4. Equazioni al timiti. In superficie la triplice famiglia di
piani determina elementi tetraedrici, guali
0ABC. Rappresentando con ds, ds,, ds,, ds,
le aree di ABC, OBC, OCA, OAB, si deve
avere, per l'equilibrio,

Lds + Peads, + Pyeds, + Dredis, =0 ; ecc.
Ora si osservi che
__ G __ % g
as, = — 2 ds , ds,—--a;ds , dsg= Zas.
Ne segue che le equazioni ai limiti sono

dx dy dz
szuﬁ+pwag‘:fpua s

dw d, ds
M=oy 5+ D 5o + Dor 55 @)

dx d; ds
N=p"ﬁ+p"d—z+p"a; .

5. Passiamo a studiare la variazione delle presséoni intorno a
ciascun punto. Preso un elemento tetraedrico come 0ABC nell'in-
terno del corpo, sia p.ds 'azione esercitata, attraverso ds, da quella
parte del corpo, che contiene il tetraedro, su quella che non lo
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contiene. La pressione computata come rfvolta sul tetraedro &

— Dads, e per 'equilibrio si deve avere
= Dna 08 ~+ Pea S, ~+ DystiSy + prds, =0 ; ecc.

Se a, B, v sono i coseni direttori della perpendicolare ad ABC,
abbassata da O, si ha ds, = ads, ds, = pds, ds, =yds; poi

{ Dne = 0Pz + prz + YD
¢ Dy = QDsy + BDyy + TDsy » (8)
DPns == APy + prx + YD:s -

Queste relazioni, indipendenti dalle dimensioni del tetraedro, sus-
sistono evidentemente quando I'elemento ABC, spostandosi paral-
lelamente a sé stesso, finisce per contenere il punto 0. Si hanno
allora quattro elementi incrociantisi in 0, e le relazioni (3) mostrano
che, conoscendo le pressioni su tre elementi, la pressione sopra un
quarto elemento & determinata per intensity e direzione. Come
variano la direzione e Uinlensild della pressione quando Pele-
menio superfictale che la sopporta ruota intorno ad O3

6. Prima domandiamoci se esistono elementi che subiscono sol-
tanto pressioni tangenziali. Per brevitd porremo

Pla, B, 1) =0*p.: + 8*pyy + 10 ~+ 28YDy: + 2rop,. -+ 2aBp., ,

¢, chiamato A il discriminante di questa forma, rappresenteremo
con )
Qez Qyx Qar |
ey Qyy Qay
Qzz Qys Qs

il reciproco di A, e con Q(a, 8, y) la forma reciproca di 2. Ora,
per le (3), la condizione di ortogonalita

Waz ~+ BPny -+ YDns = 0
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diventa P==0, e questa equazione rappresenta un cono guadrico,
luogo delle perpendicolari agli elementi superficiali, sollecitati solo
tangenzialmente. K noto che I'equazione dell'inviluppo dei piani
condotti, pel vertice di p, perpendicolarmente alle generatrici, &
appunto Q =0. Questo secondo cono, quando é reale, divide lo
spazio angolare, intorno al punto considerato, in due regioni, e
mentre gli elementi superficiali immersi in una regione subiscono
soltanto pressiont propriamente detle, gli altri sopportano invece
delle fensions. Se il cono Q & immaginario, ¢id vuol dire che gli
elementi superficiali incrociantisi nel punto considerato sono tutti
soggetti a pressioni, o tutti a tensioni. In questo caso si consideri
la superficie Q=+ A, scegliendo il segno del secondo membro in
modo che si abbia una superficie reale (necessariamente un ellis-
soide). Nel primo caso, invece, si prenda il segno - ,in una regione
ed il segno — nell'altra, in modo che Iequazione Q =-+ A rap-
presenti una coppia di superficie reali, ciod due iperboloidi ad una
ed a due falde, aventi in comune
il cono assintotico Q= 0. In ogni
caso la superficie Q=+ A si
chiama (') superficte direltrice
perché basta la sua conoscenza
per determinare Ja direzione della
pressione su ciascun elemento. In-
fatti, se si osserva che si ha, in
virth delle (3),

Preae + Prylay + Praes == 04,
Draly: + DayQyy + Dus @y = BA 4)
pu_qzz + Py Qey + P Qs = YA,

si vede subito che # piano conjugalo alla direztone di P &
ax + By +1z =0, cloé # plano stesso dell’elemento. Quanto al-

(%) Laxt, Legons sur les coordonndes curvilignes, § CXLI.
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I'intensitd, se 2, ¥, z sono le coordinate dell’estremith del segmento
rappresentativo di p,, le (4), quadrate e sommate, danno

(2es + Yo + 89uel 1 (@056 + Yw + 2y + (222 + Yoy + 54s)' = A

Dunque ¢ valor? assoluti delle pressiont o tensioni tnlorno ad un
punto variano come i diamelr: di un ellissotde. Questo si chiama
ellissoide di elasticita. Se disponiamo gli assi coordinati parallela-
mente agli assi &i P, dimodochd si abbia pu=7p.=p, =0, le
equazioni della superficie direttrice e dell'ellissoide di elastlclta
diventano

e si vede cosi pili facilmente che le dette superficie hanno gli stessi
assi. Inoltre certi due elementi superficiali, perpendicolari fra loro,
sopportano la minima e la massima tensione, ed appartengono alla
terna, gexieralmente unica, degli elementi non soggetti a pressioni
oblique. B poi chiaro che, qualungue sia P'orientazione degli assi,
i valori a,, =,, =y delle pressioni principali sono le radici del-
I'equazione

Dog == w Doy D=s 1:0'
Dy Dy — % Dy i
Doz Dy Do~ =

7. Il paragone fra le equazioni dell'equilibrio, indefinite-ed ai
limiti, ottenute nel quarto capitolo, e le equazioni (1) e (2), mostra
che nei corpt elastict le funzioni p dipendono da tre sole fanzioni
u, v, w mediante le relazioni

-

L o —p.— 13T
pn—-—a? y Pyw= 3% vy P =Py =7y of 77
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~ ciod, adoperando la segnatura: del terzo capitolo,

D= da 4 C'v + B'c +2(F:f+9xg+ﬂgh) .
—Py=C'a + Bb 4 A'c + 2(F,f+ G,g + H,h)
—Da=Ba+ A'b4Cc + 2F,f+ Gy + Hyh)
—0pn=Fa+ F,b+ Fyc +2(Ff + Hp + @'h)
—0e=6a+G,b+Gyc +2Hf+ Gy + F'h)
| —Po =H,a+ Hh+ Hyc+ 2Gf + Fg + Hh)

Son queste le formole che tauno conoscere la dlsmbuznone delle
forze interne in ogni punto d'un mezzo elastico deformato. Se, nel
punto che si considera, il mezzo & dotato di piani di simmetria,
spariscono (III, 2) le elasticita asimmetriche, e si ha semplicemente

—Px=4a +Cb+ Bc , —p,=2Ff,
( —Py=Ca+Bb 4 A'c , —p.=26g,
~Pu=PBa-+A404Cc , —p,=—2HAh.

Con queste formole ¢ facile () spiegarsi le denominazioni proposte
da Rankine per distinguere fra loro i diversi coeficienti di elasticita.

VII. MOTO ELASTICO.

1. Equazioni del moto elastico. Supponiamo che i punti del
corpo, invece di trovarsi in equilibrio, vibrino intorno a certe po-
‘gizioni fisse (w, Y, %), e si trovino, alla fine del tempo ¢ nelle
posizioni (x+u, y-+v, z-+w). In tal caso gli spostamenti u, v, w
80N0 oem funzioni di x, y, z, {, determinate le quali riesce nota
la serie delle configurazioni che il sistema va assumendo col va-

() Crsason, Théoris de 'élasticité, p. 38,
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riare del tempo. Alla determinazione di u, v, w provvedono le
equazioni del moto, che &i deducono dalle equazioni indefinite (IV, 2)
dell’'equilibrio facendo uso del solito principio di d' Alembert, espri-
mendo ciod che tutto succede come se il corpo fosse ad ogni istante
in equilibrio sotto I'azione delle forze propriamente dette e di forze

* fittizie, uguali e di segno contrario a quelle che produrrebbero il
moto effettivo di ciascun punto. Queste ultime vengono misurate
dal prodotto della massa pdS per l'accelerazione, le cui componenti
sono, com'é noto,

3zt 3Pu M*(y+v) 3% Re+w)  Pw
¥ e 3 8 0 L@ Al

Cosl vediamo che le equazioni indefinite del moto si deducono dalle
equazioni indefinite dell’equilibrio sostituendo Xds -—%—'F"pds a
XdsS, ecc. E poi evidente che le condizioni ai limiti restano sempre
le stesse. II problema del moto elastico si risolve dunque con le
seguenti equazioni:

/ Pu AT, LT 13 AT
sx PIr= ssda Tooyoh T30 0g
) ¥o 13 3M d 3 13 oM
Y—pm=sw%on + ww Tanay: WD
Mw Ly AT , 1AM d o
L Z=P o =2 sy Taoy of T 98 b

completate dalle equazioni ai limiti (1V, 2).

2. Teorema: Se¢ le forze esterne non variano col tempo, i
“problema generale del moto elaslico é sempre scomponibile in
dwe problemi speciali: 1° un problema di semplice equilibrio;
2° un problema di moto sotto l'azione delle sole forze elastiche.

Siano infatti u', ¢/, w’ gli spostamenti che bisogna dare ai punti
del corpo perché rimangano in equilibrio sotto I'azione delle forze
asterne e delle forze elastiche. Le funzioni u', ¢/, w', indipendenti
da ¢, debbono soddisfare alle equazioni (1') ed (1'’) del quarto ca-
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pitolo. Sottraendo queste dalle equazioni (1) ed (1"), relative al
sistema (%, v, w) di spostamenti, si ottengono le relazioni

P 3 AT 12N, 10 M

—P S T Ty TR
_¥Mdz , 13Mdy , 131" de @
0=iram T2 W an T 23 an ’ @

alle quali debbono soddisfare gli spostamenti residui w —u' =u",
v—1v =1v", w—w =w". Le relazioni (2) sono precisamente le
equazioni del moto elastico, nel caso che manchino le forze esterne.
E necessario supporre le forze esterne indipendenti dal tempo,
perchd se X, per esempio, fosse funzione di {, siccome la X che

comparisce nelle equazioni (1) non & che un valore particolare di-

questa funzione, la differenza fra le due X non sarebbe sempre
nulla, ma varierebbe col tempo. Si osservi che il teorema dimo-
strato pud ricevere la seguente notevole interpretazione : « I punté
d'un corpo elastico, soggetlo a forze indipendenti dal tempo, vi-

branommaallecorrtfpondermpostziontd?equttibchome‘

pibrerebbero, libert da forze esterne, intorno alle loro postziont
naturall » (°).

8. Di quale natura & il moto dei punti d’un corpo elastico vi-

brante ? In virtd dell’ultimo teorema, se si vuol riconoscere I'tndole .

delle vibrazioni elastiche, & lecito supporre il corpo completamente

libero. In questa ipotesi le equazioni del moto sono

Me_ DM 1AM 1aQm | de 1aMdy 13T ds
—P3E= 3sdaTTawoh T2oas 0" dadn T 2hadn T T og dn
M 1M, O 133 ,_13Mde  Mdy 13T de

WP 5a =33 T awobTaear’ O T ohan T a2 of dn
Mo 1ol 129l am o 1oMds 1gMdy, oM do
—P3F=30s g Toag of T e’ V" ZTigan T T ofdn T dcdm

{") Vedi Cuenscm, Théorie do ¥ Klasticité, p. 53.
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Tentiamo di soddisfarle prendendo
u=u'o(l), v="2o(), w=uwo(),
con u', ¢', w indipendenti dal tempo. Distinguendo con un apice

tutto cid che si riferisce ad u', ¢', w' si ha, per derivazione,
a=a'p(t), b=Yo(l), ..., h=no(f), e conseguentemente

GTT T T
'%1;_ q’(t) » an q)(t) 3o 'Ei.‘ bh' q’(t) »
. AT aTr om @b, h
poiché e I oh si esprimono linearmente in ,
Cid premesso, la prima delle (1) diventa
pwdlp _ 3 T |, 13 T y o
— o d —umod T ah'+2aza¢ ,

e siccome il secondo membro & indipendente dal tempo, & neces-
sario che altrettanto avvenga del primo, e sia, per conseguenza,

o

— e B
@ = —Fo,

dove con — k* si & voluto rappresentare una costante qualunque.
" Dunque la pill generale forma possibile della funzione ¢ &
(¢} = Acos(k!) -+ usen(rl),

e le equazioni (1') ed (1”) diventano

. 3T 133  133m 3lde 13Tdy 13MWds,
V""‘” 5E”SE’+§§§§F+§EZ Y = Swamtawam T 2y
, 1339 AT , 1 33T , 13Mde , 3Tldy , 13T ds

@X ““ﬂz‘naa’l?“‘" Wb Tenar 02 kan T 35 an T3 of dn @)
| SR IE-LLISRIN S 1. LS - L _LW"” lomdy | oM do
' =3 555?4_55;5}’_—}" 9z d¢ 0= 2. dn+" of dn+ oc’ dn

Supponiamo che, con un mezzo qualsiasi, si pervenga ad integrare
le equazioni (2'). Allora w', v', w' sono certe funzioni di @,y, 3,
ed anche di k* la cui sostituzione nelle (2") ci fornisce, per eli-
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minazione di z, y, z fra le medesime (2”) e I'equazione delia su-
perficie, un’equazione in %?, che ammette come radici tutti i valori
possibili k% &2 k%, ... di & Ad ogni & corrisponde una speciale
soluzione u' =wu;, v ==v,, w0 =w; délle equazioni (2') e (2"), o
conseguentemente una soluzione particolare delle equazioni (1') ed
(1), delle quali si ottiene (*) Ja soluzione generale combinando
linearmente tutte le possibili soluzioni, ciod scrivendo

oo 100 tmw

u:Zu.'qz.»(t) R v:Zv««p;(t) , w=zw-¢a(1) v (2)

t=1 1= s=1

dove
Q:i(f) = Micos(kit) + wsen(kif).

A
Pili oltre si vedra come si determinino le costanti Aodgsonny By, .o
mediante le ctrcostanze iniziali del moto.

4. Distinguiamo con indici 7 e j due soluzioni delle equazioni (2),
corrispondenti ai valori & e k, di k. Per renderci conto della na-
tura delle vibrazioni (2) & d’'uopo dimostrare una importante pro-
prietd dell’integrale

Ky ::I(u.-u, -+ vit; -+ w,) pdS .

Le (2') e le (2"), relative agli spostamenti U, Ui, w;, si possono
considerare come le equazioni dell'equilibrio, in cui si ponga

X=pk'% , Y=pk', , Z=pk'w;, L=M=N=0.

Quindi per du=— 1, dv=v;, dw= w;, l'eguaglianza (1) del quarto
capitolo diventa
wry=—[(a 4o S o n Mas. )

Siccome il secondo membro e X, non variano per lo scambio di ¢

(") Vedi Poinoank, Lecons tur la théorie de I'élasticité (Paris, G, Carr$, 1802, p. 112),
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con J, & necessario che si abbia k!K; =k’K,, e poichs, per ipo-
tesi, R*==k® se 7{==j, si ha pure K;=0. Invece, se =7, il

secondo membro di (3) si riduce a —2 I T;d8. Riassumendo ve-

diamo che
2 j ) .
—_— \ThdS ', 88 i=}j,
K;:l R | / @)
| o , S fekj.

6. Utilizziamo I'ultimo risultato per dimostrare che le costani:
k,, Ky, Ky, ... SON0 tutle reals. Dal processo seguito per ottenere
Pequazione che ammette le radici &% &,*, &% ... appare evidente
che questa equazione ha ¢ coefficienti reali. Ad ogni radice imma-
ginaria corrisponde dunque la radice conjugata. Sia &2, k7, una
coppia di tali radici. E chiaro che le equazioni (2'), scritte una
volta con k® ed un’altra con A, forniscono per u; ed %;, v; e v;,
w; e wy, espressioni conjugate, e perd w;u;, v:i?;, w;w, SOnoO somme
di quadrati. Dunque X, si compone di elementi essenzialmente non
negativi. Ma gia sappiamo che dev'essere Ky —20. Gid non pud aver
luogo se non & u; =0, %;=0,..., w;=0. Dunque non ¢ possibile
che k2 k% k', ... non siano reali. Che questi numeri siano anche

positivi risulta poi subito dall’eguaglianza 2Ky — — 2 f mds,

giacchd T1; & quantith essenzialmente negativa, e K & una somma
di quadrati. Dunque %,, &, , K, , ... sono numeri reali.

6. Ritorniamo alle formole (2). Queste ci dicono che le vibrazioni
dei punti d'un corpo elastico si possono considerare come risultanti
dalla sovrapposizione di vibrazioni pilt semplici, quali sono le vibra-
zioni v =¥'@(¢), v =2'@(l), w —=w'ep(f) per ciascun valore di &.
Se & fosse immaginario, », v, w si esprimerebbero esponenzial-
mente in {, e perd potrebbero decrescere o crescere indefinitamente

. col tempo. Invece, per la realtd di %, cid6 non pud aver luogo,

poiché w, per esempio, non supera mai, in valore assoluto, la quan- .
tita o' V/A* - 1*, indipendente dal tempo. Inoltre, se si aumenta ¢
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2 R -

di —} nelle precedenti espressioni di w, o, w, queste tornano ai
primitivi valori. Esse rappresentano dunque un moto pendolare, la
cui durata periodica 3%'— & la stessa per tutti i punti del corpo,

variando solo T'ampiezza dell'oscillazione da punto a punto. Si
arriva cosi alla seguente notevole conclusione (*): I moti tnlerni
d'un corpo elastico non possono né aumentare né diminuire col
lempo. Al condrario tutti ¢ moti parziali si eseguono in egual
lempo fra Umili imvariabili, raggiunti periodicamente. Le for-
mole (2) mostrano che le vibraziont di ciascun punlo risullano
dalla sovrapposizione di infiniti moti pendolari, avenli perfod:
diverst. ‘

.7. Teorema i Saint-Venant: La forza viva d'un corpo elastico
Zira(:eéugualeaﬂawmma delle forse vive dovute ai singoll moti pendo-
(™).
La forza viva totale del corpo vibrante &

_—1 au 2 ev ] law ]
°’—2ﬂ(€5) +(5) +(5) ] oas-
Ora, per le (2), si ha
du\?, v\t [dw\® 3
(‘a?)+(a)+(53)=Z("-"ﬁ+”'"f+”*wﬂ%&%i
"‘ s
poi, moltiplicando per pdS ed integrando a tutto S, si ottiene

1 . do; do;
""EZ:,K" at dt -
‘,

11 secondo membro si riduce, in virta di (4), ai soli termini per i quali & ¢==yj.
Dungue

t=o

o=%2x,-.(igi)’.

(*) Cresscn, Théorie de I'4lasticité, p. 130,
(**) Vedi i Comptes-rendus, 1872, 2™ some, pp. 1176, 1485, 1567,
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D'altra parte la forza viva dovuta ai soli moti pendolari, corrispondenti all'in-
dice ¢, & appunto
1 dp; \® 1 do; \?
o= for+or - (92 ) pas = 1 (%20 )'.

E dunque vero che si ha &=+ ®y+ ®;+.... In.altri termini tutto
sccade come se il corpo fosse animato da infiniti moti pendolari, coesistenti con
perfotta indipendenza fra loro,

8. Ora, mndo all’integrazione delle (1'), ci resta soltanto da
far vedere come riescano pienamente determinate le costanti

T P T | N T AN TP

quando si fissano le circostanze iniziali del moto, quando cioé in
un dato istante, che si pud sempre assumere come origine del
tempo, si suppongono conosciuti lo spostamento (., v., w,) € la
velocttd (u,', v,, w,’) di ciascun punto. Per { =20 si ha

de
=1, "d%": Ry,
e conseguentemente ("), ponendo {=0 nelle formole (2), anche

dopo averle derivate una volta rispetto a ¢,

=00 i=00

Uy :Zx.-u‘- y Upg= Y Rl .
t=1 ;

Si moltiplichi la prirﬁa eguaglianza per pu,.dS, e, dopo aver fatto
altrettanto per v, e w,, si sommi e si integri. Evidentemente si
ottiene

=

Ko = Z A Kin = MK ’

1=
vale a dire
__ ot +- 9580 +- 10s100)pdS
T Ja v e pds

\

(*) Vedi Pomoartk, loc, oit., p,113.

G4 — kY
Basta cambiare ), in R.u, €d %,,9,, 0, in %, v, w0, per tro-

vare p,: :
_{ (dosen + 0, 00 +- w0 00) pdS

T hfei ot Fudpds

Qui si osservi che le costanti cosi calcolate sono quelle che deter-
minano le ampiezze degli infiniti moti pendolari componenti, mentre
le durate periodiche degli stessi moti riescono determinate me-
diante %, , R,, k,,... Dalla precedente analisi risulta dunque che,
mentre le ampiezze delle oscillaziont dipendono dalle cércostanze
iniziali del molo, la loro durala dipende tnvece dalla forma geo-
metrica e dalle démensiont del corpo. In aliri termini, il variare
delle circostanze iniziali del moto in un dato corpe non influisce
che sull’ampiezza delle oscillazioni, restando sempre inalterato, per
ogni oscillazione componente, il tempo in cui essa si compie (*).

9. In tutta 'analisi precedente rimane un dubbio, cioé che 1'equa-
zione che deve fornire i valori delle & possa non ammettere infl-
nite radici, ed anche che possa non ammetterne alcuna, nel qual
caso non esisterebbero soluzioni delle equazioni (2) ¢ (2'), della
forma considerata. Ora noi dimostreremo (**) che le dette equazioni
ammellono tnfinile soluzion? diverse. Tra gli infiniti spostamenti,
obbligati alla condizione

j (W v+ w?)pdS =1, ®)

cerchiamo quello che fa prendere a — j‘ TdS il minimo valore.

Tutto fa credere che un tal minimo esista, e sia positivo o nullo,
perchd la funzione comsiderata, essenzialmente positiva, & continua
in virth delle ipotesi fatte fin dal principio sugli spostamenti. Il
caicolo delle vartazioni conduce a porre

jbﬂdS+kI(ubu+obv+wbw;pdS:0, ©)

(*) Curesca, Théorie de I'dlasticité, p. 125,

. (**) Poixcang, Joc. cil., p. 104. Questa dimostrasione, in verith, lascia molto a desiderate

inq afferma I'esi de} miaimo di --j]Ias. ’
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_‘rappresentando con A una costante, e con b, by, dw le varia-

zioni arbitrarie di w, v, w. In particolare, se 8i fa du=—1w, dv=uv,
bw=w, si ha pure .

a0 Odx_ du_ e
S ba——bé—'z—-sg——a—a, ece.; ¢
quindi '
=3 — —
W= ba‘}'---——a;a-f-...—-z",

e la (8) diventa, in virth di (3)

_fnd3=%>.. )

Dunque A & un numero positivo, o nullo, che rappresenteremo
con R,*. Se poi paragoniamo la (8) con l'equazione ottenuta appli-
cando il principio di Lagrangia, e dalla quale si sono ricavate v, 2
tutte insieme le equazioni dell’equilibrio elastico, si vede che le sei
equazioni nelle quali, per P'arbitrarietd di du, dv, dw, si scinde
la (8), si possono comodamente dedurre dalle equazioni stesse del-
Peguilibrio, facendovi X=p\u, ¥Y=phv, Z=phw, L=M—N=0.

In tal modo si ritrovano precisamente le equazioni ) e (21, le '

quali debbono dunque ammettere, per k=k,, una soluzione
(%, v,,-w,) costitnita appunto dalle funzioni che, soddisfacendo

alla (5), rendono minima -—jﬁds. Stabilita cosi I'esistenza di queste

particolari soluzioni, consideriamo, fra le infinite funzioni soddisfa-
centi alla (5), quelle che soddisfano anche alla condizione

[, + o0, +wor0ppas =0, ®

e fra esse determiniamo quelle che rendono minima —j‘ﬁd& Per

tali funzioni, qualunque siano le variazioni du, dv, yw, e per con-
venienti valori di A e A, si deve avere

BT1AS + ) f (4du + 000 +-10dw) pdS -+ x,f (16,0u + v, 50+ 10,51) paS = 0. (9)

Cmsinro, Teorio deil'Elasticita 5
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In particolare, per du=1u,, v =v,, dW=w,,
fzmas-{-m:o .

dove
T
bn_——.fg—ba—{----:-e;a.'*‘---

D'altra parte la (6), soddisfalta dalle funzioni %, , vy, w,, diventa,
per du=wu, dv="1, do=w,

- My =M
JbﬂdS:O, dove dM=-g-a+...= a,+.

Dungue A, =0. Dopo cid 1a (9) assume la forma da‘l{a (6), e pgrb
A dev'essere un numero X%, non infertore @ k3, poiché le n:;:l?
funzioni %, , 7, , 1, , soddisfacenti alle (2) per k==K,, sonol s;
gate a verificare 1a relazione (8), oltre la (5). In modo analogo

perviene a determinare le funziont w,, vy, Wy, per le quali -—jﬂ@

ini i assu-
raggiunge un valore }2~k3’, minimo fra tutti quelli che pud
mere per fanzioni %, v, W, soddisfacenti alle condizioni (5), (8),
ed alla nuova condizione

f(ms,—%-ws-*— ©10,)paS =0 .

i ovvio che &, non & inferiore a k,’; ecc.

10. Ottenuti cosi i numeri RS®=k SR = s .hwogna dl:;:;
strare che essi sono realmente tutti fra loro diversi, e per que: :
cominceremo dal togliere il dubbio che essi possano essere tutti
nulli. Se c¢id avvenisse, la (7) darebbe fﬂdS:O, e le funzioni

u, , ¥, , W, avrebbero necessariamente la forma caratteristica degli
1y Y13

spostamenti rigidi. Altrettanto si avrebbe per le successive terne

&i funzioni; ma la seftima terna si esprimerebbe linearmente nelle

prime sei, e noi ora dimostreremo che ¢id non pud accadere, perchd
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glt Infiniti spostamenti (u;, v;, w.) sono ltnearmente indipendents
fra loro. Infatti, se si avesse

u.—l n—1

#-1
oy
u.zzkiu‘i y 0,22‘)\;1}; y w-:? R,'w,' N
1 I3 IH

€on A, Ay, Ay, ... costanti, si avrebbe anche

Bl

S 4ol +whpas =Y MKa=0.

ed invece, essendo le funzioni %, , v., %, fra quelle che soddisfano
alla (5), il primo membro & uguale all'unita.

VIII. APPLICAZIONE ALLA SFERA.

1. Le considerazioni svolte nei precedenti capitoli ¢i mettono in
grado di risolvere completamente il problema generale proposto in
principio del quarto capitolo, purché si sappiano integrare certe
equazioni differenziali. In seguito ci occuperemo dei mezzi di facili-
tare o di effettuare tale integrazione in generale; ma in certi casi
speciali Ja semplicita stessa dei dati fa intuire la forma da attribuire
agli spostamenti perché siano soddisfatte le equazioni dell'equilibrio
o del moto. Prenderemo ad esempio la sfera, col solo scopo di fare
un’applicazione immediata dei risultati precedentemente ottenuti.

2. Equitibrio. Si consideri un involucro sferico, omogeneo ed
isotropo, sottoposto internamente ad una
pressione p, per unitd di superficie, ed
esternamente ad una pressione p,. Sia 7,
il raggio interno, », il raggio esterno. Se
le pressioni sono uniformemente distribuite,
~si capisce che lo spostamento alla distanza

—8 — :
» dal centro deve dipendere dalla sola r @ non Apn'é aver ln_tfgo
che nella direzione stessa del raggio, dimodochd, chismato € Tal-
lungamento unitario, sia u =€z, t=¢y, W=¢%, e conseguen-
temente

de
de d o de b_:= .‘fi’:f‘!__ ack.
Memetog=CtrE 0 W Cddy
Quindi a .
6=3£~+r—§; , stiz‘C’:%’:O,
¢ le equazioni indefinite diventano
0 _ 90 _ 0 _ o
Pl "t T
Dunque © & una costante, che chiameremo 3A. Da
de
| 3¢+ 75 =3\
si deduce, integrando, |
=x+-§. (8

Ora si tratta di determinare le costanti \ e p. La prima equaz.ione
ai limiti, relativa ad una qualunque delle due superficie sferiche,
diventa, a prescindere dagli indici 0 ed 1 che distinguono le‘ dette
superficie I'una dall'altra,

dz du _ d_£=
pE 4 oBg +(4—2B10G
ciod, osservando che per n bisogna mettere 7 0 — 7',
s —
p—:’—+23(e%+m§)+sx(,1-—23)-;-o.
Ne segue, dividendo per — © adoperando la (1),

p_%'i+’h(34_43)=0.
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Allo stesso risultato si perviene mediante le altre due condizioni
ai limiti. Si hanno cosi le equazioni

Dorat = 4uB~A(B4 —4B)r’ , prP=4pB—ABA—4B)r] ,
dalle quali si deduce

o v _ __(p—2d ringd
R 7151 ey SR et T

Sostituendo in (1) si ha il mezzo di conoscere la deformazione in
ciascun punto, le variazioni dello spessore, del volume, ecc. Per
esempio I'aumento totale di volume &

foas=3n. tnirp—rf= (B =)

8. Nel caso d'una sfera piena o d'un mezzo indefinito, provvisto
d'una cavith sferica, non si ha pit che
una superficie sola da considerare, e quin-
di una sola equazione per determinare A
e p; ma in tal caso si provvede subito
alla determinazione d'una costante osser-
vando che lo spostamento er deve serbarsi finito, e perd deve
essere p=0 nel primo‘ caso, A==0 nel secondo. Si osservi che le
formole (2) sussistono anche in questi casi estremi, giacché danno,
per r,=20, ’

e D1 —
A=—g1235 » *=0

~e per r, infinito, supponendo inoltre p, =0,

A=0 , u= ng: .

St ‘noti che le penultime formole convengono ugualmente al caso
d'un involucro sferico qualungue, sottoposto a pressioni opposte ed
uguali per unitd di superficie. : i

—0 —

4. Prossioni e temsiomi. Per qualunque corpo isotropo si ha
—Pa=(4—2B)0+-2B s , —pe=8 (%§+—§;) .
—pp=(d—2B0+2B Y | —pa=B(F+ ),
pu=(A—2B0 4280 —p=B g+

Nel caso attuale queste formole diventano
— P =A(3A — 4B) + 2B LTI e,
p,.:ﬁpBg; , p‘.‘}=6|185,§ s p,,:ﬁuB%.

Se facciamo passare l'asse delie z nel punto intorno al gquale vo-

gliamo studiare la distribuzione delle azioni interne, le ultime for-
mole danno, facendovi & =y =0, 3=7r,

== —\(BA—4B)— 22 wy=—A(34 —4B) + 22

In particolare, per p=0, si ha » == ==;=p,, € I'ellissoide
di elasticitd, in ogni punto, diventa una sfera. Dungue in una sfera

piena, sottoposta ad una pressione uniforme, si pud dire che questa

pressione si trasmette normalmente a tutti gli elementi superficiali
interni, con eguale intensith, come nei fluidi. Invece, se si fa A =0,
si ha

o T'ellissoide di elasticita & di rotazione intorno al raggio. Dunque
in un mezzo indefinito, omogeneo ed isotropo, provvisto d'una ca-
vith sferica, ogni pressione uniformemente distribuita sulle pareti
della cavith si trasmette sugli elementi superficiali, perpendicolari
ai raggi, con una intensita che si va afflevolendo in ragione inversa
del cubo della distanza al ceniro della cavitd, e provoca tensioni
in tutti gli elementi che contengono il raggio. In altri termini, se
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¢i figuriamo il. mezzo suddiviso in sottilissimi strati sferici, concen- . ,

trici alla cavitd, possiamo dire che ogni strato, mentre tende a : 8i. tratta di ﬁw l’aq};auane (3), in modo che, per o o e

lacerarst, con eguale intensitd, secondo tutti i suoi circoli massimi, soddisfatta I'squazione (4)' :

subisce anche, nel suo spessore, uno schiacctamento due volte piu 5 e

intenso. 6. Per trovare una soluzione particolere di (3) poniamo . - e
5. Vibeazionl. Per lo studio delle vibrazioni ci limiteremo a € = R [cos(kt) + usen(kt)] » ©)

considerare il caso d’una sfera piena, di raggio a. Si ha sempre con @ funzione della sola 7, & & costante. Sos tit in (3) 6 (4),
w=ex, v=¢y, w=¢z; ma ¢ & funzione di » e di & Quindi o ponendo, per semplicitd, pk* = AR", si trova toilmente che
’ deve soddisfare all'equazione

e

: d¢
9=3€+7’5; y et‘a:ecgsétszo,

aR, 44dR
St rg HRR=0, 6
e le equazioni indefinite diventano i T , ®
Pu__, 30 ¥y, 20 w30 in modo che, per r=a, si abbia
P =Ag » P =4y o P T A% - i am
. Ar 4+ (8A—4B) & =0, G}
La prima equazione si pud anche serivere .
Pe_ 0z 0y o3 — A4 36 L'integrazione della (6) & fondata snlle.pmpriem delle tmw
Sa=Asr T o G0 P =0y di Bessel, che non differiscono sostanzialmente dalle funzioni
i : ; a* z‘ o
¢ le altre conducono gllo stesso risultato: Fyo)=1—35TT teApE D@9 2.4.6(0+ 1)(n+3)(u+5)+"'
2 2 4 X L g
p 'aa‘;“ =4 (%;:* v %i‘) . 3 Derivando due volte questa eguaglianza si osserva agevolmente la
relazione
Inoltre sulla sfera di raggio a si deve avere Fr(@) + % Fia) + F,.(a:)'g/-f. 0. ®
Ou 3 ) . .
2B +(4 —2B)8 ”a’:‘:O' Cid premesso, prendiamo R ==r"F (hr). L’equazione (6) diventa
ciod Frow)+ 2 pio + (142552 ) mon=o0,
8 x de de\ z r
2B(e—;+a:—b;) 4 (4—2B) (3&-{—7'3;) 2 =0,
' e questa non pud coincidere con (8) se non & e
ovvero, dividendo per i:— e riducendo, . ' viv+3)=0, n=2v+4.

Dunque dev'essere v-'.'_.—o,n—_:4, 0 vi=—38, n=—=2, e pord
si hanno le due seguenti soluzioni particolari dell'equazione (6):
i

« , R=F,(r) , R=r—F_sr).

ar ¥ 4 3a—4p)e=0. @)
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E poichd la detta equazione & lineare o dél secondo ordine, la so-
luzione generale &

o R=ar,(m)+ 5 Fa0m). ()

Intanto l1a funzione Rr deve serbarsi finita. E dunque necessario
che aia o =0 nel caso d'un mezzo indefinito, munito d’una cavitd
sferica, e B=0 nel caso d'una sfera piena. Limitandoci a quest’ul-
timo caso noi non terremo conto, nell'espressione (9), che del primo
termine, ometteremo l'indice 4, oramai inutile, e, preso a=1,
deriveremo : i
— 1V (hr)®
§=Fhr)=1 +' C . .(26.?.(?.)...(2.‘4-3)' (10)

1=

9. Posto ha =, si porti l'ultimo risultato nell’equazione (7). Si
ottiene
AZF'(x)+ (34 — 4B F(2)=0,
2

ciod adoperando lo sviluppo (10),

5A—4B ., TA—4B , 9A—4B
BA—4B)— 5~ T3 5% 746570 .. =0

I questa lequazione trascendente, le cui radici, tulte real, forni-

scono i valori &y, Ry, Ry, ... di &. Sostituendo un determinato k; nel-

I'espressione (5) si ottiene una particolare soluzione, e combinando

linearmente le soluzioni corfispondenti agli infiniti valori dell'indice
i si trova

. . |

e:Z[Mcos(hJ)—Fu.sen(kJ)]F(Iur). (1)

sl

Ed ora ci resta soltanto da determinare le costanti A, Ay, .-+
s flg, .. - fissando le condizioni iniziali del moto. Suppongasi che,
all'origine del tempo, un punto qualunque, situato, nel caso del-

G

. — T4 — )
Iequilibrio, alla distanza » dal centro, si trovi spostato di @(r),
od animato dalla velocithd y(r), dimodoché per ¢=0 debba essere

, dr . B
Py =er , W)= =7" 5,

ciod, utilizzando (11),
=N NFer) , =Y kB, (D)
1 1

Osserviamo che le funzioni % del penultimo capitolo sono qui rap-
presentate dalle 7 (k;r), e perd, riferendoci a quanto si & dimo-
strato nel detto capitolo, possiamo scrivere, per Zj, ’

f Fihor)F(nryrrdr =0.
°
Cid premesso, moltiplichiamo le equazioni (12) per F(h r)yrar,
ed integriamo fra r =0 ed 7 =a. Se si tien conto dell'ultima os-
servazione si vede che tufti i termini dei secondi membri, tranne
i termini #*, vanno a zero, e si ottiene

_r Fhar) o(r)ridr J" Fr)w()rdr
= T =t
j' T2 () Pl kn S F2 (b r)ridr
0 o
8. Osserviamo, per finire, che la funzione F,(a), considerata nel § 6, si pn&,

per tutti i valori pari di », esprimere in ggrma finita mediante le funzioni
trigonometriche. Anszitutto i ha '

at

1., 2 o
z 1'~(”')=1”2(n+3)+2.4(n+3)(n+5)'"“"’3“*(‘°)'

Quando; si conosce Fi(x), la formola precedente permette di caloolare Fays.
Toversamente, se 8i conoscd Fnye(2), si ha

Ez Fnye(X) da:A.
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Cid premesso, si noti che

: x| at
Fagw)———'-’l——m—}-—l-m—. == COBX .
Dunque
F_o(x)=1-+| xcosxdzr — xsenz - cosz .
0
Invece

Ao)=— L Fn) =222, F;(m)=—%F,’(z)-——-%(senx—xeosz).

Ora la formola (10) diventa

3
& = 3575 (senhr — hreoshr),

e 'equazione trascendente
AxF' (x) + (84 — 4B) F(z)=0,

che deve ammettere infinite radici reali ¢ nessuna immaginaria, si trasforma in

¢ Az

l ot 2 == ——
) ~ 4B

Le radici sono le ascisse dei punti nei quali la curva y —=cotx 2 incontrata

dall'iperbole
1 Az

y=2"3B"

La rappresentazione grafica ci fa subito scorgere come in ciascan intervallo
(¢w — 1, ¥n) cada una radice ed una sola. A misura che il numero intero ¢

cresce, la formola

. 4B
ah,-=m—m

tende a diventare esatta, ed i periodi delle infinite vibrazioni componenti ten-

dono, per ¢ infinitamente grande, ad assumere la forma _2Ta %
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IX. IL PROBLEMA DI DIRICHLET.

1. Teorema:s Se una funzione U, finila, conlinua ed uni
forme tn tutto lo spazio S, nel quale soddisfa allequazione
AU =g, prende in superficie valori prescrilli, essa & piena-
mente delerminala.

In altri termini, ogni soluzione U’ dell’'equazione differenziale
considerata non pud avere tutte le proprietd accennate, senza coin-
cidere con U. Si consideri infatti la funzione ¥V = U—U', chein
superficie prende valori nulli, e che in tutto § ha il parametro
differenzial secondo uguale a zero. Si ha

[ Y 0 R o

ciod '

fAVdS:-—XIV%—E%ds—-ZIV%ds
:-fv%{as-—fm'vas.

L'ultimo integrale & nullo perché A*V =0 in ogni punto di S; il
penultimo & nullo perché ¥ =0 in ogni punto di s. Dunque
favas=o,

o siccome AV, somma di quadrati, non ha valori negativi, & ne-
cessariamente AV =0 in ogni punto di §, e perd

L4
‘iz

v _
w

L4
0, ¥=0.

=0,

—18 -
Dunque V & costante, e siccome in superficie ha il valore zero,
bisogna che conservi questo valore in tutto S, ciod U=1U".

2. Osservaxionis @) Si di il nome di problema df Dirtchiet (*)
alla determinazione della funzione U, soddisfacente a tutte le con-
dizioni imposte dall'enunciato del precedente teorema. Non si &
finora potuto dimostrare con rigore che una tal funzione esista
sempre, e si_pud soltanto asserire che, se ne esiste una, non pud
esisterne un’altra, diversa dalla prima. Bisogna tuttavia osservare
che cid non sarebbe pili vero quando si venisse a togliere una di
quelle condizioni. Presto vedremo, per esempio, che la funzione,
se non & obbligata ad essere fin#la, cessa di essere unica;

b) La funzione U, soddisfacente alle suddette condizioni, 8, fra
tutte le funzioni che assumono in superficie gli stessi valori, quetla

che rende minimo l'integrale t'AUdS. Infatti, quando ad U si attri-
buiscono variazioni arbitrarie, si ha

Lofavas=Y, (32 5T as=— [ G svas — [aremuas,

e poiché in superficie & dU=0, si deve avere, perché ,‘AUdS
sia un minimo,
(arvdvas =o,

per qualuhque sistema di variazioni, e conseguentemente A*U==0
in ogni punto di 8. Questa osservazione basterebbe per dimostrare
I'esistenza della fanzione U in qualsiasi spazio, se si potesse (¢/r.VI1,9)
ammettere I'esistenza del m#némo considerato, Disgraziatamente si

sa dimostrare soltanto che lintegrale J‘AUd.s, essenziaimente po-

(*) Su questo problema celebre le opers pit recenti da consultare sono : Pioarp, « Traité
&’ Analyse » (Paris, Gauthier-Viliars, 1891, t. I, p. 141); Domss, « Logons sur Vélectricits
ot ls magnétisme » (Paris, Gauthier-Villars, 1891, ¢. 1, p. 159). 4 quest'ultima fonte si pos-
sono atti indfoazioni preziose sulla storin del problema e delie interessanti ed acute

ricerchs, non ancora chiuse, alle quali esso ha dato luogo.
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sitivo, ha un Mmite tferiore, ma non che questo limite debba es-
sere raggiunto necessariamente.

¢) Se, in superficie, invece dei valori della funzione, si dAnno
. quelli della sua prima derivata rispetto alla normale, il teorema

- precedente sussiste, perché %{ sard uguale a zero su tutta la su-
perficie ;

a) 11 medesimo teorema si apphca pih generalmente all’equa-

zione dxﬂ‘erenzmle
LU
Za'.' ax‘ax, b CP ’

[¥]

purché la forma quadratica

iy
DAL
ny

sia essenzialmente positiva.

3. Teorema di Green. Date due funzioni U e ¥, finite, con-
tinue ed uniformi in tutto S, si consideri I'integrale

S(vary—vary)as = Yl V%ig) as
=Sl vG—v§)as.
Esso si trasforma nell'integrale di superficie
2o ae=({ra—vi)es.
E proprio nell'eguaglianza

foarv— VA'U)as_—_f( Vigg; U%’) ds

che consiste il teorema di Green.
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. 4. Ora, per ottenere quella soluzione di A*U=, che assume
in superficie un dato sistema di valori, si applichi il teorema di

Green alla fanzione U ed a V:l Con r rappresentiamo.la di-

stanza del pnnt.o variabile, in eui si calcola ¥, al punto fisso, ma
2 del resto arbitrario, nel quale si vuole cal-"~
colare U. Affinché il teorema di Green sia
applicabile & necessario escludere quest'ul-
timo punto, perché in esso la funzione V di-
venta infinita. Cid faremo tracciando una
sfera di raggio infinitesimo R, col centro nel
punto considerato. Nel rimanente spazio S-S, si pud scrivere

md:S' ldU

cioé

ar ldU 1d0 a; @dS
st e i g
s 8 So

Vediamo a quali limiti tendono gli iniegrali del secondo membro
quando la sfera tende a svanire. Chiamando p un conveniente valor

medio della funzione @, in totto S,, e u' un valor medio di %7 su
tutta s,, si ha

J’—-—-——::y ——-—=21\‘ R, Il ggd&' HJ‘-—?—::MIM'R.

.

Questi due integrali hanno dungue per limite’zero. Invece si ha,
chiamando u un valor medio fra quelli che U assume sulla super-
ficie s,,
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In forza delle proprietd che si suppongono nella funzione U, u esiste
@ tende al valore particolare U che la fanzione stessa ha nel punto
considerato. Dunque, al limite, la (1) di

1
1 47 14U 1 [eds .
”—EJ(%N—W;)“S—H v ®

Questa formola contiene qualche cosa di troppo, perché fa cono-
scere U quando sian dati in superficie i suoi valori e quelli della
sua prima derivata rispetto alla normale, mentre si & visto che
basta prescrivere gli uni o gli altri valori affinché U sia piena-
mente determinata. Bisogna dunque cercare di eliminare l'uno o
Paltro sistema di valori.

6. Ad un risultato analogo saremmo pervenuti partendo dall’e-
quazione pill generale contemplata nel § 2, e sostituendo alla fun-
zione »* la forma

Z a.-,-(a:.- — E-) (x; — ),

t,5

ciod una forma quadratica delle differenze delle coordinate, reci
proca della forma considerata.

8. Dicesi funzione di Green e si rappresenta con G una funzione
finita, continua ed uniforme, caratterizzata, fra le infinite funzioni
armoniche (cioé soddisfacenti all'equazione A?!=0, o eguazione
di Laplace), dalla condizione di prendere in superficie i valori -i—
Qui si noti che, se alla funzione non fosse imposto di essere finila,
si potrebbe prendere la stessa —:;, che soddisfa a tutte le altre con-
dizioni. Quando & nota la funzione di Green per un dato spazio S,

lu risoluzione del problema di Dirichlet & sempre possibile in questo
spazio. Infatti si ha, applicando il teorema di Green alle funzioni

Ue G,
aG 1dU0
] [— s e
J-GA UdS._J.(Udn @ )ds,

Cesino, Teoria dell'slasticitd 6
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ovvero
1 (/14U dg 1 J‘G .
O_Hj(;___(]——)as—}-l QdS

Sommando con (2) si ottiene
al 1
1 > 4G 1 j‘ _1 )
U=z;f”(:ﬁ"“a:)d8+4u (6—7)oas
E questa la formola che risolve la questione proposta.

7. Esemplia a) Nel caso d’uno spazio infinito, limitato da un
piano, la funzione di Green si of-

L (€9%)  tiene evidentemente prendendo la

2 » ,"f-; distanza r, dal punto O,, simme-
,)—‘“’ I trico del punto dato O rispetto al

/
)

/ . 1

lo, piano. Si ha G=1{-, ed

P2 = ()P - (g (=D, 7= (@B ) (@D

Intanto &
1 1 1
d% 35 g—1 -,.'1__3,.’:_‘2___5"
n 8 . © ’ dn T A e

Dunque, se si domanda una funzione che nello spazio m?nsiderafto
sia finita, continua ed uniforme, abbia il parametro dlﬁ'e'rgnzxal'
secondo espresso dalla funzione @, e prenda valori prescritti nei
punti del piano limite, si ha, per ogni punto (%, ¥, z),

L
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b) In particolare una funzione armonica, che nel detto spazio
sia finita, continua ed uniforme, & nota mediante la formola
__ 2z [Uds
U=g]F "

quando ne sian dati i valori in tutto il piano. Se si osserva che

1 .
3 (Uds __ dy £—Z, Uds
s =it e=—fuiFe=—s |5,

si pud anche scrivere

rak 3

Questo risultato ci sard moito utile in seguito.

¢) Suppongasi, pil generalmente, che sia data 1'equazione
A*U=o, con @ armonica. Quale sara il valore di U in un punto
qualunque (z, ¥, 2) ¥ Se la stessa U fosse armonica, il suo valore
sarebbe dato dalla (3). E per questo che,

1 .
posto q;:—g—ﬂjﬂ—f‘i, si ha q)::%';i,

dove y, funzione potenziale (') di superficie; & anch’essa armonica.
Ma si pud sempre porre

V=g | U
e la funzione U’ deve soddisfare alle condizioni
A'=¢ , U =0 (in superficie),
le quali sono verificate se si prende per U’ il valore %Z\p, perché

w & sempre finita, ed inoltre, per una nota formola,

B*(ay) = 3A% + yAts 42 ¥ =20,

(*) Di queste fanzioni si parlerd alia flae del capitolo.
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Dunque, in virth del teorema dimostrato nel §1, & nocessaria-

mente U’:%zw, ciod
U L3 jﬂ‘:_ij‘ﬂz

=T o) r " 4m)r

d) Anche per lo spazio chiuso in una sfera la funzione di
Green ha una forma semplicissima. Il punto O, dal quale si con-
tano le distanze che servono a fissare
in superficie i valori della funzione, sia
alla distanza b dal centro. Se pe prenda
il reciproco O, rispetto alla sfera data,
@ si consideri in superficie un punto qua-
lunque M. Chiamando a il raggio della sfera, & per cosiruzione,
CO.C0,=a*. Ne segue che i triangoli CMO, CMO, sono simili;
quindi 7, : 7 =a:b. Per conseguenza

a
G—'b;,—’

perché questa funzione, evidentemente finita nell'interno della sfera,
& inoltre armonica, continua ed uniforme, ed in superficie assume

i valori 5—:% Cid premesso, la formola che serve a determi-
1

pare i valori di ogni altra funzione, che soddisfa alle medesime
condizioni, ma che in superficie prende altri valori, arbitraria-
mente prescritti, diventa nel caso attuale

1 1
=21 U(_f.i+2fﬁ)ds
4w dR b dR ’
dove R rappresenta la distanza al centro della sfera, dimodoché
7 = R* 4 b* — 2bRcosd ,

ri= R4 5 —2% Reoso.

Ora si ha
1 at
B—bose G7 By
-0 * dR T e’
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ed in superficie, ciod per R=a,

d‘rl' a — beos9 a d;‘}; a-—%‘cose b%—bcosB'
R 0 B dR T [ay. . ] ’
dR 7 (F)rs '
poi
1 1 #
4y et 074
TdR T bdrR T
Dunque
. L R
= "ima | A °

Questa & la formola cercata. Essa tende a coincidere con quella
ottenuta nel caso del piano, quando a e b crescono all'infinito
mentre la differenza @ — b si mantiene costantemente uguale a z.
Dalla formola trovata si possono poi dedurre varie interessanti
conseguenze. Per esempio, se b=0, » & sempre uguale ad a, e
si ottiene per U il valore

1
mjl/ds.

Dunque il valore che U assume nel centro della sfera & la media
aritmetica degli infiniti valori arbitrariamente prescritti in su-

perficie.

8. Qui & indispensabile un rapido cenno intorno alle funziomi potenziali. In

ogni particella d8 d'un determinato spazio, o sopra
cinscan elemento ds d'una superficie data, si imma-
gini accumulata una massa pdS o pds, la quale eser-
citi sull'unitd di masea, concentrata in un punto 3,
azioni newtoniane, ciod proporzionali alle masse ed in-
versamente proporzionali ai quadrati delle distanze.
Presa come unitd la repulsione esercitata dall'unita
di massa, all’'unitd di distanza, I'attrazione della par-
ticella dS sul punto M & — pT'i;S'_' e dall'intero corpo
emana quindi verso } un'attrazione, la cui compo-
nente secondo l'asse delle z &
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se con &, y, s si rappresentano le coordinate del punto M, e con &,n,Z le va-
riabili d'integrazione. Adunque le derivate parziali prime delle fanzioni

V=.f2%9- , Vaj'f—f‘;

rappresentano le componenti dell'attrazione sublta dal punto M, e proveniente
dalla massa accamulata in § o distribuita su s. Alle fanzioni stesse si da il
nome di funsions polenziali di spasio o di superficie (*). Queste funzioni somo
armontche, tranne la prima nello spazio occupato dalle masse attive. Infatti,
fintantoch® M & faori del detto spazio, si ha

A’V=jA’%.pdS=0.

perché A‘-}:O in ogni punto di 8; ma, se M & dentro S, non & lecito asse-

rire cid, perchd é diventa infinita sotto il segno d’integrazione. Per questo caso

occorre, innanzi tutto, dimostrare una importante formola, che include come caso
limite la formola (9) del cap. I

9. Sia U una funzione finita, continua ed uniforme in un determinato spazio S.
Assunto, foori di S, un polo M, sia r il raggio
vettore, e si consideri 1'integrale

avu das
ar

Alla superficie 8, che limita S, si circoseriva dal
vertice M un cono, che determina sulla & due re-
gioni, 8, ed s,. Distinguiamo con indici 0 ed 1 tutto
cid che rignarda I'ana o P'altra regione. Poi con-
duciamo dal vertice M un cono di apertura infini-
tesima do, il quale stacca sulle due regioni gli elementi da, e ds,. L'integrale
considerato si pud serivere cosi:

au aU
jj—ﬂdrda=.‘.daj.-a;—dr=j.(U,-—Uo)da==J‘Udo-—j.Udo.
L

o

E siccome si ha, evidentemente,

roddo == ds,cos(ng,7,) , r2do=a —ds .cos(ny, 1),
1

{°) Per lo studio di queste e di altre funsioni potensisli vedi la « Teorica dells forze
newtoniane » di Bermt od il « Traité d' Analyse » di Pioano.
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si pud anche dare all'integrale la forma seguente :

al
ds ds
-—" Ucos(n,r) d—f—f --j. Ueos(n, 1) 5 =—~j Ucos(n,7) st. U%'ds.
L] 8 s .

Dungque

il
dau ds r
12774115@.

. Be poi M & interno ad § (ed & guesto il caso che ¢i interessa) si ha subito,
rappresentando con U, il valore di U nel punte M,

jj@drdu—-[daj.@ dr «_"‘(U— Uo)do=-‘. Ude — 4nl,,
k]
ciod

dr r?

1
d__

j‘ij EESJ'U___; s — 4nT,. @
dn

Qui si osservi che da questa formola si potrebbe anche dedurre la (2), adoperando
la formola (9) del primo capitolo, la quale 2 applicahile anche quando la fon-

zione sottoposta al segno di integrazione diventa infinita come ; Pertanto &

lecito scrivere
au ds 205 lev Zj 13U
Tir_"r'ﬁ“:‘Zjaz 5 & j- r az dS + 5 ¢
lbUdE 10U jl dUds j——~—dS
=Z_‘.r ()Edn jr r dn +
Sostituendo in (4) si ottiene la (2).

10. Ora prendiamo la fanzione potenziale

V= “PﬁE,

r

calcolata in un punto (z, y, £) interno ad S, ed osserviamo che si ha, succes-
sivamente,

1 1
v _ (s ¥y dp 1 9p
~~=,49d3=-j pS———Ja ds+jrozds

oz oz
p dE _L"I dp
: jrdnds‘ r GEdS
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poi ‘
Bly::j.a % pds 4 dS a—%-dep& dp dE dS
L af aw =—) & a

¢ finalmente, applicando (4), si ottiene la formola di Poisson :

1
al
r dp dS
A‘V&-—J. £M+IEF=——4IW.
Begue da cid che, data I’equazione differenziale' A?I =, sa ne ha subito una
soluzione prendendo per U una fanzione potensiale di spazio, e sapponendo la

densitd uguale & — f;’r— - In altri termini, una soluzione déll’equazione prece-

dente @
Viz,y,s=— __@(E,n, ) dEdndZ )
=" MV<-'=-—-=>=+@ G —D

Ne segue che I'integrazione della predetta equazione si pud sempre ridurre alla
determinazione d'una funzione armonica, che prenda in superficie valori prescritti,
perché, posto U= ¥+ I, & chiaro che U’ ¢ una funzione armonica, i cui va-
lori in superficie sono gli eccessi dei valori dati di U sui valori noi di V.

X. ALCUNE PROPRIETA
DELLE DEFORMAZIONI ELASTICHE.

1. La deformaszione generale d'un corpo elastico si pud sempre

< scomporre tn due deformazioni pin semplict, cio¢ una deforma-

ziome caralterizzala dall’assenza di rotazione, ed wna deforma-
zione caratlerizzata dall'assenza di dilatazione in ciascun punio
del corpo, e lale che questo resta sempre limdttalo dalla slessa
superficte.

Siano u, v, w gli spostamenti che definiscono la deformazione
data, e si consideri una funzione @, soddisfacente, con le solite
proprietd, all’equazione

Alp=60,
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in* tutto S, mentre in superficie la sna derivata rispetto alla nor-
male prende i valori

dp __ de , dy ,  dz
Pk =Rl sl =
Queste condizioni non sono incompatibili, perché la relazione
d(p
Das= Z (udnds_—-z§ 1S = teas~—jmq;ds
& soddisfatta. Cid premesso, si pud sempre porre

_ %0 __ o ' __do ’
U=, Tuw, v=g +o', w=g-+w, )

e si vede subito che si ha

o | .
e T oy =0 ®

in tutto §, mentre

T ¥ o 3)

in ogni punto della superficie. Le relazioni (2) ¢ (3) dicono preci-
samente che la deformazione definita dagli spostamenti #', ¢/, w’
non produce dilatazione in alcun punto del corpo, e che lo sposta-
mento di qualunque punto della superficie si effettua tangenzial-
mente alla superficie stessa. E poi evidente che l'altra deformazione
componente, definita da spostamenti che ammettono la funzione
potenziale @, non produce rotazione.

2. La decomposizione indicata dalle (1) ¢ indipendente dal signi-
ficato meccanico di %, v, w: queste possono essere tre funzioni
qualungue, finite, continue ed uniformi. Ora si ponga

1 }-u'dS 1 ]‘?_l_i__s W — ~w'dS

r “dxJ 7 41r r
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dimodochd, per la formola di Poisson,
AU=u", AV=0v, A'W=w.
Intanto si ha, ripetendo una trasformazione eseguita nel §40 del
capitolo precedente,

1
31 A% 1y 1 1w
e m) v was= g ras—g {56,
ciod
3 1w dE 1 1w
w=—w) Tt —w ) as
Dunque, tenendo presenti (2) e (3),
W, IV
L R T
Ne segue
PT WY PW
2 _______— _______
av=37 + Pyt v P ay(ay V)+§E(5: a;w)
E perd, se poniamo
W Y _ 3 3w _dV 3T
P=%y—% =%~ B=m—y% O
possiamo scrivere
dp dR , 3Q
Rl i ‘5; T
ap
o= M+ , ®)

8. In altri fermini, date tre funzioni », v, w, dotate delle solite
proprietd, se ne possono trovare altre quattro ¢, P, Q, R, tali da
poter mettere sotto la forma (5) le tre funzioni date. Inoltre si noti
che dalle stesse (5), dopo aver osservato che, in virti delle (4), &

.Wu,
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si ‘deduce agevolmente

”

mo= Lyl
b et e gt
MP=—5, MU=g—g . AR=gp—5

In particolare, se u, v, w sono le componenti d’'uno spostamento
in una deformazione qualunque, le funzioni @, P, Q, R son quelle
che forniscono, mediante il loro parametro differenzial secondo, i

valori della dilatazione cubica e delle doppie componenti della ro-.

tazione della particella.

4. Ora la decomposizione (5) si applichi invece alle forze di massa.
Vuol dire che esistono quattro funzioni ®, F, G, H, tali che si pud

scrivere
\ X= g: 6H+ e ?
Y= ©
/ 7=—32+ 2 L 0

Cosi ogni sistema di forze (X, ¥, Z) si pud decomporre in altri due.
Le forze del primo sistema componente ammettono la funzione po-
tenziale ®: esse sono dette da Betti forze di dilatazione senza
rotazione. Sono invece forze di rolazione senza dilatazione (') le
forze del secondo sistema, che hanno le componenti

3¢ oH dH __OF OF _ 3@

% "’ e % W o

6. Il problema dellequilibrio elastico dun corpo isotropo é

sempre riducibile al caso in cui le forze agiscono soltantio tn
superficte.

(*) Queste denominazioni sono giustificate da Berrt nella sua « Teoria », p. 20.

Le equazioni indefinite
9
xa a1 =0, we

diventano, in virta delle (6),

{o-+40)— b 55) & 055 =0,
5 (H+B%)+ o (0+48) = L (P4 BT, ) =0,
sl bl bl )=

Queste sono soddisfatte quando si prendono uguali a zero le fun-
zioni ¢ - 40, F + BT,, ece., ciod quando si pone

&+ 409 =0, F+BA'P=0, G+BA*Q=0, H+BA'R=0.

La teoria delle funzioni potenziali fornisce le seguenti soluzioni
particolari :

QdS
= 4«4[
1 ~FdS 1 * GdS N
P=pz TR, 0=pp (%, r=5 (58

Si ottengono cosi gli spostamenti

= )

i quali soddisfano alle stesse equazioni indefinite, cui debbono sod-
disfare gli spostamenti incogniti %, v, w. Posto

\ {'odS 1(3_ Gis _» HdS)

= 41:4 3z. + &5 | 3

u=wu+v, v=0v+0v", w=vw-t+w',

la questione & ora ridoita alla determinazione degli spostamenti
residui %", ©”, w", i quali soddisfano alle equazioni

(4 — B)———+ BA'' =0, ecc.
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come si voleva dimostrare, ed inoltre assumono in superficie i va-
lori di u—1u', v—79, w—w, quando sian conosciuti i valori di
u, v, w in ogni punto della superficie. Se invece sono date le forze
L, M, N, gli spostamenti «", v", w" debbono soddisfare in super-
ficie alle solite equazioni ai limiti, supponendo che le forze esterne
siano L — L), M—M', N—N'.

- XI. I’EQUAZIONE CANONICA
DEI PICCOLI MOTI.

1. Riprendiamo (VIL, 1; IV, 5) le equazioni del moto, in assenza
di forze di massa, sotto la forma

( ar, 3%,

..b‘ _.__ 8
=428 =

P5a ) , €ccC.

D'ora innanzi poniamo, per brevitd, 4 =pa’, B =pb®, ed impie-

ghiamo i seguenti simboli operatorii :

m:%_wm,i——-ww

Le equazioni del moto diventano

Otu . o[ D 6?33)
&T—a dx +0 ( 55 3y

o . ( 35, 6‘6.)

a4 —+b (b_x FY2N

o _ (075, g?o‘__g_)
\ e T

Derivandole rispetto ad 2,%,3, poi sommando i risultati, si ottiene
§),0 =0. Derivando invece la seconda equazione rispetto a 2, la
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terza rispetlo ad y, e sottraendo, si trova §,%, =0, ed analoéa—
mente ,T, =0, 9P,T, =0. Dunque la dilatazione e le compo-
nendi della rotazione soddisfano ad un'egquazione differenziale
P =0.

2. Rappresentato con f il valore di qualunque funzione f(x,y, ,?),
per { =1{,, conveniamo di rappresentare con %’;l il valore di —@-{
per ¢ =1,. Successivamente si ha

¢ l

" Ha=d 2% fdt Hat=f—fy—(t—t) Po=r—p,

‘to t
ponendo

f=f+— M.

Ora, se integriamo (') due volte rispetto al tempo, fra i limiti ¢,
e 1, le equazioni del moto, e se poniamo

t ¢ ] t

t t4
(p':a’JdtJ Odt , P’:b’fdi [“C‘dt , Q’::b’fdtj‘t,dt, ece.,
o o P %

o lo 3
otteniamo
U—ut = dx + Pc)% % ’
r—v =8485, )

Cid premesso, immaginiamo che si applichi alle due terne di fun-

Lo ] dv, .
zioni %,, v, , w, € b';", M", 6::" il teorema dimostrato nel cap. X

(*) Procedimento indicato da Somiariana (Rendéc. deli'Acc. dei Lincei, passim).
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(82, 3). E chiaro che si otterranno quattro funzioni ", P, ", ",

lineart rispetto al tempo, e tali che si potra scrivere

. 09" | Q" R

WS T T
o0 OET P
C=y T T e

P 3P 3
W =3 Ty o

.

essendo
Alg'=0 , AP'=T, AQ'=T,, AR'=T
Orsa, se si pone
p=¢+¢', P=P+P', Q=Q+Q", R=F+FR',

le (1) diventano

dp , 9Q OR

g =% T "
_d (OR_ P

( =e - @
_t P2

w_05+ay oz’

ed & facile dimostrare che le funzioni @, P, @, R soddisfano tutte
ad equazioni differenziali della forma &) =20. Infatti si ha, tenendo
presenti le osservazioni del precedente paragrafo,

@“CP' —_ K;;:i —Ap' =00 — at 'rdtJJA’ Odt
to o
]
=a*0* +a’fdtf@uedt:a’e‘ ’
h ‘o

ed analogamente
QP =0T, 9,¢=0T,, R=0T.

—g6 —
Poi .
@.q)rl - P_;:';:___ alA!q)ﬂ —— — a!Aqu' o — a!et,
o .
PP =0T, D==—0T, QR'=—0'T.
Finalmente

Do=0, DPP=0, PQe=0, DR=0. 3)

Dunque alle vibrazioni d'un corpo elastico isotropo si pud sempre
dare la forma (2), supponendo le funzioni @, P, Q, R soggette alle
condizioni (3). E questo un importante teorema di Clebsch ().

8. Questokteomma mostra che, se si prescinde dalle forze 4}
massa, qualunque moto vibratorio, in un corpo isotropo, & decom~
pondbile tn due moti particolari, uno caratterizzato dalla varia-
zione di volume delle particelle, e dipendente dalla sola costante A4,
e 'altro (moto worticoso) caratterizzato invece dalla rotazione delle
particelle, e dipendente dalla sola costante B. Nel primo non si ha
rotazione, e le vibrazioni ammettono una funzione potenziale @, il
cui parametro differenzial secondo fornisce ad ogni istante ed in
ogni punto il valore della dilatazione cubica unitaria. Nel secondo
moto, privo di dilatazione, le vibrazioni hanno la forma

3Q_3R OR_JP dFP_ 39

LY VI 'SE—"Q? * T
e A'P, A'Q, A*R sono appunto le doppie componenti della rota:
zione. Le vibrazioni nel primo moto soddisfano all’equazione diffe-
renziale &),=0, nel secondo a &, =0. Dunque linlegrazione
delle equazioni del moto elastico, nei corpi isotropi, é sempre i
ducihile a quella dellunica equazione D=0, che si chiama '

I'equazione canonica det piccoli moli.

() Vedi il « Cours de physiqus mathématigus » di P. Donex {¢. 11, p. 267,
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4. Sia dunque da integrare (")
v
3‘, — @AY =0. | )

Dal punto (@, y, 3) come ceniro descriviamo la sfera di raggio
=al, e consideriamo I'integrale

1
v=1[FEn,0ds, ®)

esteso alla superficie di tale sfera. Vogliamo dimostrare che questo
4 un integrale dell’equazione (4). Prima calcoliamo A®V. Far va-
riare la sola «x significa spostare rigidamente la sfera di dx secondo

l'asse delle . Allora F varia di %gda:, e conseguentemente V

waria di 1 aIi‘da:d& Dunque
3V _ 1 fF
%= w s
Analogamente
3PV _ l NF OF .
T 3

Quindi
atv=1 [arr.as.

Ora calcoliamo a: , clod a? ') 14 (poiché r_at) Chiamando do
I'apertura del cono inﬁmtemm che dal centro della sfera projetta
I'elemento ds, si ha V_erdc poi

%:2%‘1'1740'—-}—7‘—;—:—;‘(1“ =-:--%(ﬁf%€d«5).
Intanto & noto, pel teorema di Green, che
| farras=— " gs=r [ Lo OF 15

{*) Vedi la « Thdoris mathimatique de la lumiére » di H. Porvcaé (p. 88).
Cmalno, Teoria dellslasticita
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estendendo la prima integrazione a tutto lo spazio racchiuso nella
sfera s. Dunque

»v 13 .
w7 A'F.dS.

Ora & chiaro che, quando varia la sola r, non si sposta il centro
della sfera, ma solo avviene che questa si dilata intorno al centro,

ed il suo raggio diventa » - dr. La variazione che subisce jA’FdS

& rappresentata da questo stesso integrale, esteso allo spazio com-
preso fra le superficie sferiche dai raggi » ed r--dr. Essa & dunque

i [ A*Fdsdr == dr f A*Fds .

Ne segue

a'v 1 J AYF . ds.
E dunque soddisfatta I’equazione (4).

5. Che la formola (5) non fornisca I'integrale generale della (4)
risulta subito dal fatto che essa racchinde una sola funzione ar-
bitraria, invece di due; ma si trova immediatamente un altro inte-
grale partioolare, osservando che, se ¥ soddisfa alla (4), altrettanto

si pu(‘) dire di - L'mtegmle generale & dunque

=t [ fou)

Le funzioni arbitrarie ¥ e G si determinano mediante le condizioni

iniziali, ciod prescrivendo i valori Vv, e ——9 che Ve EZ assu-

mono per {=0: siano

V,=0@,v.7) , Se=¥a,v, 9.

Per vedere a quali condizioni iniziali corrisponde il primo integrale
particolare trovato, osserviamo che, per questo integrale, si ha

=rde6,%:—7=:dec+%fA’F.dS ¥ . rjA*ch
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Dunque, per ¢=0 (e conseguentemente r=—0), osservando che
P'integrale ‘
1 das
;fA'F'.as = uf~;—=2rtur’

ha per limite zero, mentre IFdo‘ tende a F(z,y, z)jdcr, si ha

W __

2
5 =4nF , S=0.

V=0,

Ne segue sgbito che per l'aliro integrale particolare (cioé %TV )
. 14 .
si ha invece V=4n@G, 357 =0. Dunque, per l'mtegra.le generale,

V0=4"G(ws Y, Z) ’ 'bgt"g=4nalr(mty» z) )

© perd bisogna prendere F=4—‘:;, G:%. L'integrale generale,
al quale si pud dare la forma

v=1(past L (Gas 1[5,

diventa finalmente
_ 1 (¥ o 30\ds ;
=6 (7+7+37)?- ©
Questo risultato si deve a Poisson (%)

6. Supponiamo che ¥ rappresenti una vibrazione, e conseguen-
(14
temente 5 una velocila. Se all'origine del tempo vibrano soltanto

i punti contenuti in una particella infinitesima, presa intorno al
punto (x,, ¥,, 3,), ¢id vuol dire che le funzioni & e ¥ hanno il

EX

*) Dm‘nx, doc. cit., t. 1, p. 167. Sull'equazione differenziale (4) ai hanno importansi ri-
oerche di K nai « Sitzungsberichte » di Berlino (1882). Vedi anche una Memoria

« sulla propagasions delle onde in un mezzo isotropo » di G. A. Maaal (Annali di Mate-
matica, t. XVI, p. 21) ed una del prof. BaLraamt « sul principio di Huygeas » (Rendiconti

dell' Istituto lombardo, 1889).
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valore 0 in ogni punto dello spazio, tranne che in punti le cui
coordinate differiscono infinitamente poco da =z, ¥,, 3,. In tale
ipoteéi la formola (6) fornisce, in generale, un valore nuilo di 7,
tranne che nei punti (z, v, z) per i quali le differenze E—a,,
n=—1,, {L— 2, sono simultaneamente infinitesime. E siccome

@—e+@—n+E—0
é il quadrato di »==at, i detti punti appartengono alla sfera
(@—a)+@—v,)+GE—3)r=a",

o le sono infinitamente vicini. In altri termini, se una perturbazione
soddisfacente all'equazione canonica dei piccoli moti emana da un
punto, essa si trova, alla fine del tempo ¢, comunicata ai soli punti
che distano di af dal punto di partenza, e perd si pud dire che @
8 la velocitd di propagaszione della perturbazione considerata. Ora,
riferendoci a quanto si & detto nel § 3, vediamo che ogné perfur-
bazione elastica, provocata in un punio d'un mezz0 isolropo, si
scinde tn due particolart perturbaziont, una préva di rotazione,

che st propaga con la velocitd a=‘/§, menire Uallra, pura-

mente vorticosa, st propaga con la veloctld b=‘/¥.

XII. CALCOLO DELLA DILATAZIONE
E DELLA ROTAZIONE.

1. La pit notevole applicazione del teorema (cap. V) di Betti
consiste nella determinazione del coefficiente di dilalazione cubica
e delle dopple componenti delia rotaszione della particella in ogni
punto d’'un mezzo elastico, omogeneo ed isotropo. Si prenda

w=-, =0, w=0, )

= |-
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rappresentando con r la distanza del punto (Z, n, £) che subisce
gli spostamenti «/, ¢/, ', ad un punto fisso O, di coordinate z,y, z,
preso ad arbitrio nell'interno del corpo. Siccome in guesto punto
ia funzione u' diventa infinita, il teorema di Betti non & applica-
bile nello spazio §; ma se dal centro O si descrive una sfera ar-
bitrariamente piccola, escludendo cosi da § lo spazio S, racchiuso
nella sfera, il teorema di Betti & applicabile nel rimanente spazio
8§~ 8,, perché in questo u' si serba finita, continua ed uniforme.
E siccome lo spazio S — 8, & limitato dalle superficie s ed s,, si ha

[xw+ vv + zw)ds + [ (1w + Mo + Nwo'yds

S8, s+

=[(xu+ Y'v+z'w)as+j'(uu+u'v+N'w)as @)

8§~So
X, Y,Z', L, M N' si calcolano mediante le equazioni dell'equi-
librio. A questo scopo si noti anzitutto che, nell'ipotesi (1), si ha

1 1 1
_ dy " " a7 ' 3
9'___,&_, 62:‘_.0, T’—T&—, eta———ﬁ-‘,

e perd dalle equazioni indefinite risulta, osservando che in ogni

punto, tranne che in O, & A’%:O,

’l ’L

g1
b 6 - r

mentre le equazioni ai limiti dAnno

eidi N Gidi al
[ . t .- L L
1 ¥
7 @ O de
PRSPPI MY
' r
=—[A=2B)wm—Bywm-
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. Cid premesso si ha, nello spazio S8y, integrando per parti,

1 a1y
I(Xu-—‘-]’"v—}-Z’ta)dS--—-(A-—-B)f( M :;M+ gm)as

=4 f[a(#) o(ai > [, 7
=== ]| lv s/t ”‘a?)fe—z(w”a%)]ds
2L
+—nfe Tas
poi, trasformando il primo integrale in integrale di superficie,

_[ (X'u+ Yo+ Z'w)as

=(A— B)'f u-+v 1wk )aE as 4 (4— B)J' -
Similmente, sulla superficie s,

a_l_
9

al ar  ak ax
—B u—d—”—ds——BJ-( +v +w az-—)flsds'. (4)

Sulla superficie s, questa formola, osservando che

IL’u+M’v+N’w)ds-—(A-—2B)I dn+vd"+w) g

1 1
1 & @ __ ldnar_ayds
ar A o ar A madr " Par 3t —ar g’ ¢
si riduce a )
I(L'y+u'v+w'w)as

=-(A-B)I(u§+o +0l )T""o”'ﬂ,“m’- ®)
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Ora sommando (3) con (4) e (5) si oftiene

(X'u+ Yo+ z'w)as+_[ (L'w + Mo+ N'w) ds
So 450

1
=(a—B)(uF+oq+v5) sas

+(A—B)j(u§§+v%+w%)%§ds (A— 23)]( wE LB pE )a—as

1 1 1
oy L el a,)ﬁ
_(A“B’I("%+”%+w%)¥dsﬂ—aj'( wromtos)m®

1 1
3 a-
+(a— B)j S —Bju%—awef%"-
S—8¢
Fatta ogni riduzione, si vede che la relazione (2) diventa

[
8-Sy s+so
1

1 37
::BJ( EtoR+os) a£ﬂ+(A—B)jegdS

S~—So
1 1 1 1
I 3= o= d+\de d ds,
-—BJ’(u—a-;—+v#+w—a%)a;ds—3fuﬁ'ds+lij‘———r, . (6)

8. Ora si faccia tendere a zero lo spazio S,. Sia do l'apertura
del cono infinitesimo che da O projetta il contorno d’una particella
superficiale ds,. Evidentemente ds,==r%g, e perd, chiamando p
un conveniente valore, medio fra quelli che w, funzione finita, as-
sume sulla superficie s,, si ha

udsy :judc:u."dﬁ-——:fmu.

Quando la sfera tende ad annullarsi, p tende al valore che w prende
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nel centro O, perchd si suppone ancora che % sia funzione continua
ed uniforme. Dunque, per s, evanescente,

. oudey,
llm"‘*‘,-‘;-——— 4w,
rappresentando semplicemente con % il valore di % nel punto

(@, y, 2). Ancora si osservi che, essendo dS,=r'drdc, se R & il
raggio di S,, si ha

jd—f-"_—.ﬂrdrdczatli’ , j‘%:”araa:mk ,
ji:’.:jrdc:mR, .

e perd questi infegrali tendono a zero insieme ad R, e con essi
tende a zero ogni altro integrale ottenuto moltiplicando le quantitd
sottoposte all'integrazione per funzioni che restino finffe in tutto il
campo d'integrazione, quali sono per ipotesi X, L, ®, ecc. Per

conseguenza
ﬁmfifi":o , limj—z‘;ﬂ'l::() .

hmj.e as, = — llmjedi d-i'i’zo.

Dunque, finalmente, la formola (8) diventa
4nBu=J‘—x—f£+"-L—';d—5
+Bj( Z;-;-v';; %%)%as-ksjugas
—Bj dn*” 94w ) l —_(4 - B)IG azdS (U]

e se ne deducono, mediante permutazione circolare, altre due for-
mole analoghe.
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4. E utile dare a queste relazioni una forma pit concisa. Si ponga

¢=(A-B)j9§—‘g+3f(uf—,;+v%+go%) &®

Siccome la funzione » & la sola che, sotto i segni integrali, con-
tenga x, y, 2, si pud scrivere
ai de dn 3
%%:(A—B)je Sids—}-Bj(u%-{—vz—n—!—wd”) a8
1

1
L dE | dn dr\d%
:—(A—B}jesédS—BJ.(u%—}—v%—l-w%)—gds.

Portando in (7) questo risultato, e ponendo per brevita

1

S [ [ (g e ) B e

1 l l
7= YdS f"“"+BJ-( —b-'—-;-v °r tw az)d"ds—{-B fu

al b—l‘ al ar - dl
~Zds ~Nds T OF 0% jdr r
=77 +JT+BJ‘(“'&'+" e bz)dn

si perviene finalmente alle formole

L) o 00 _ 3
4t By = U+*‘b? N 4T[B’U=V+*07 , 4nBw = w4+ 3z °
che volevamo dimostrare.

5. Caloole dl O, T,, T,, ;- Dalle (10) si deduce subito,
diante opportune derivazioni,

w v 3T _aW
4u36t_°——-5— 4195?;‘__-67 e , 4Bt =5~

L ds,

ds+BJw—Eds

(10)

me-

GV 30 (1)
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Invece, derivando-le (10) rispetto ad 2, y, z, rispettivamente, poi
sommando, si ottiene

4“89——+ + T H Y1 s,

mg la (8) mostra che ® & la somma di due fanzioni potenziali,
una di spazio e l'altra di superficie, e per le proprietd di queste
funzioni (*) si pud asserire che

A =—4n(4 — B)O.

Portando questo risultato nell’ultima formola si trova
__0U , 3V, W

Le formole (11) e (12), dovute a Betti (), fanno conoscere i valori
di ©, q,, T,, T, in ogni punto dello spazio, quando si conoscono
le forze esterne e gli spostamenti in superficie. Esse contengono
dunque troppi elementi, giacché dev’essere possibile determinare 0
e le T quando in superficie si danno le sole pressioni o gli sposta-
menti soli, oltre le forze di massa; ma in seguito si vedrd come
si proceda per eliminare, sia gli spostamenti in superficie, sia 1o’
pressioni.

6. Caloolo di %, v, w. Le formole (10) non possono servire,
come sono, al calcolo di u, v, w, perché i secondi membri con-
tengono, in @, la funzione O, il cui calcolo richiede la conoscenza
di ,v,w in tutto 8, e le sole funzioni U, V, W dipendono, se-
condo le (9), esclusivamente dalle forze esterne e dagli spostamenti
superficiali. Tuttavia si potrebbe provvedere portando in (8) I'espres-
sione di ©, fornita dalla (12); ma si otterrebbero in tal modo in-
tegrali quintupli e sestupli, che conviene evitare. Cerchiamo piut-

() Vedi Barr1, « Teorica delle forss newionians », p. 32
(**) Teoris delia elasticita, 888, 9. Vedi anche Carruori, Moemoris deil'Accademia des

* Linces, vol, X111, p. 83,
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tosto di esprimere in altro modo quella parte di @, che contiene ©.
Con questo scopo si faccia

o o __or
u'_——&-, ‘U’-—-—a—i, w = 3

nel teorema di Betti. Osservando che
e':A’1‘=—‘§ , V=%, =T,=0,

le equazioni indefinite danno

1 1
oy 6'— e o5

e quelle ai limiti

d
I=—2(a—2B) % —2pl
M =—2(4—28)10_ zBa%g—;,
N=—204—2B)1% opll

Dunque si ha, adoperando le solite trasformazioni, ¢ rammentan-
dosi che la formola (9) del cap.1 & valida anche quando la fun-
zione sottoposta all’integrazione diventa, in qualche punto, infinita

come ;{—, purché n < 2,

‘ = PR oL
Jaru+ Fv+Z'w)dS:—2Bj(u?;-_}.vb_’._i_w,&r_)ds
=—2p (2242t L2)as+2B (] +0r|+ du) d3
=28 (ug+ogtuog)s +28 [5F.
Similmente
s wu——a—sn (v oL o)

_.2Bf( dig;+ dfobb;—*_ a‘ig;)d‘v
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Dunqne il secondo membro della formola (1) del precedente eapl-
tolo diventa

i
A fbo )t

=28 [ (w5t o+ 57

Per conseguenza
T 7?17-[(X6E+Y6n+zaz) s
+arf (L e=+MM+N z)as
—2 [ (i +oftof)®
+ 2 f(ugl E O+ 0o ds.

Portando finalmente questo risultato nella (8) si ottiene

A—-B

¥
=7 (Xaz+yan+zaz)d‘g

A—B r
+E (L uE v as

—§(A—2B>_f(u§+vﬁ‘l+wﬁ)i‘i

B . d dr d dr
+74=B f(ug gt toz

Ora si vede che le formole (10), quando vi si esprimono U, V, W
e ¢ mediante le (9) e la (13), rappresentano gli spostamenti in
ogni punto del corpo mediante le forze esterne ed i valori che gli
spostamenti stessi prendono in superficie. L'effettiva sostituzione
conduce alle formole di Somigliana (*), che risolvono per w, v, w,
mediante integrazioni doppie e triple, lo stesso problema che le
formole di Betlt risolvono per ©, T, , T,, Ty -

+wd‘i-§—r—)ds (13)

(*) Anngli dié Matematica, 1889, p. 41,
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XIII. INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI
PER L’EQUILIBRIO ELASTICO
DEI CORPI ISOTROPIL

1. Quando in superficie son daii gilt spostamenti, il problema
dell’equilibrio elastico consiste nella ricerca di tre funzioni w, v, w,
finite, continue ed uniformi, soddisfacenti alle equazioni

X+(A—B) +BA‘u-—0
Y+ ( 4—-1;) +BA’1J_0 )

Z+(a—B)32 | Batw=0

in tutto uno spazio dato, alla superficie del quale assumano valori
prescritti. Per una formola di Betti, dimostrata precedentemente,

si ha

¥ !
--41(A6~J(X M+Y +Zaz)
al

4+ aE-s-M +Naz)ds

bl dé ddr
+2BJ‘( dndi+ dnbn+ dn (‘,Z)ds ®

1l secondo integrale & il solo che, nell’attuale problema, non sia
conosciuto. Per calcolarlo supponiamo che, per un espediente qual-
siasi, si sia pervenuti alla conoscenza di tre funzioni ', v, W',
finite, continue ed uniformi, soddisfacenti alle (1) quando si pon-
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gono uguali a zero le forze di massa, o tali che in superficie si
abbia

Il teorema di Betti, applicato a questi ed agli spostamenti inco-
gniti, da

Y S B
I(Xu'+ Yv’—i—Zw’)dS—}—J(L—D-E'-—f—Ms—;—-}—N-&'—)ds

=j'(L'u+M'v+N'w)ds, ®)
dove L', M', N’ si caleolano mediante le note equazioni ai limiti
L=—(4—2B)& —-23——3( ', 9n "'C‘,d”)
o | d rdE‘
M—=—(4—2moT _op % ("2:’ & @

N’=—(4—23)9'3;—23-3‘-2—3(%4—;‘——‘55':;)-

Ora © si pud ritenere come conosciuta mediante la formola (),
nella quale si sostituisce al secondo integrale il valore fornito
dalla (3). Portando poi il valore di © nelle (1), queste forniscono
Ay, A'v, A'w, e perd le funzioni u, v, w, delle quali son noti
i valori in superficie, si possono determinare ricorrendo alle con-
siderazioni del cap. IX.

2. Quando in superficie son date le forze esterne, bisogna pre-
viamente conoscere, non uno, ma quattro sistemi di spostamenti
ausiliarii, provocati da sole forze superficiali, che abbiano rispetti-
vamente le seguenti espressioni:

'—_opde ' o 00 - 9
L 2B% M =—28B S N'=—2B <%
LI (0% d¢ 09, , 3o
L=B%*, M= I _'a—a) , N‘_B(“ +Ty)'




dp;  do
dy Ny= B(b: ax)
—pfdp__ 9 p, dop _ pdo
Ls_B(aw ) M=B(3+3), m=B3
al
Si & posto, per brevita, qa—-a;'T e
1 1
dra Yy o drd da ¥
P = dy dn 3z dn’ Pe= Tz dn dx

Applicando il teorema di Betti agli spostamenti ', ¢/, ', ed agli
spostamenti incogniti, si ottiene

f (X' + Yo'+ 210')aS +  (Lu' + My + Nu')ds

=-—-2Bf(u—a$ 032 +032) as

Quindi la (2) diventa

wiomf[sle=28) ¢ lo—22) 1 2lo—D)]es
O PO D

Ora O si pud riguardare come conosciuta. Analogamente si ha

e

’ilu— J

f(Xu,1 + Yo, + Zw,)dS + “(Lui + My, + Nw,)ds

[l o3 o)t a (o}

d
w—— - —0?) das;
e siccome, per altre note formole, &
ai -
—_— r
— 4nB%T _f Z 5= az as+f —M—; )ds

+Bf(w—~———v~—)ds+3‘ (0022 40 32 3"” +w°"’i)

& pure ’ i

4nB¢Cl=-;J‘[Xu,+ Y (v‘-—%%i-) +z (w,—{-%%—)]‘_d;s
1 1
....J‘[Lud— M(v,;—%-'—;) +N(w,+%)]ds

Cosi anche ,, ed analogamente T, e Q:,, vengono ad easere co-
nosciuti.

8. Cid premesso, per determinare w si hanno le condizioni

X4+ (4—B) 22 4 pAtu=0
in tatto 8, ed in superficie
L+(a—2B)0 % + 285+ B(T, 2~ 5] =0,
le quali fanno conoscere il valore di A'w in ogui punto dello spazio,

e quello di g:—: in superficie, dimodochd la funzione u viene ad es-
sere determinata, purchd sia soddisfatta la condizione

[ g = — [ Atuas.

Per verificare questa eguaglianza si osservi che le equazioni ai li-
miti dhnno

fLas-}-zBf ds = f[(A—-B) +B( 3%, 3;;')]
In virta della nota identitd

Aty — 19___ B +
si pud anche scrivere

§ Las + ZBIZ—:dS =—.f[(4-3)%% - BA'u] as

=— f xd§ — 2B { A*uds.
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Dunque

f%ﬁ:-f&ua:- EIEU.X"’S +fLas) =— [Atuas.

Questo metodo d'integrazione & dovuto a Betti (): i dettagli che
si richiedono per la sua applicazione sono stati largamente esposti
dal prof. Cerruti nelle sue « ricerche intorno all’equilibrio dei corpi
elastici isotropi » (**).

4. E facile immaginare altri procedimenti per I'integrazione, fon-
dati sempre sulla preliminare conoscenza di sistemi di spostamenti,
soddisfacenti tutti alle (1), in assenza di forze ai massa, e caratte-
rizzati dai valori che assumono in superficie. Cosi, per esempio,
partendo dalle formole

£

anpu=y 4 30 41er=V+~g—;l , dnBo = w4 5

nelle quali &
Xd8  (Lds . 8% 3;  r 3 N\a
U=f—r—+f—;~—+BJuﬁ'ds+BJ’(uo—; +v—1+w—'~)d~;ds,
V= fZﬁ-;-f”ﬂ‘-;-Bfoﬁds-f-Bj u?—% +v§é+w§)ﬂds
Jor r dn o 9 oz '

1 1 1 1
W=f%‘§+f§r£+3fw%'-dx+3j(ua~' + -L-H;J)E
+

E on oZ)dn
ods dE dn dz\ ds
0=(A—B)f-r—~+3f(ud~”+v§ wd—”)-;,

8i presentano subito due metodi per lintegrazione. Se si riesce ad
ottenere un sistema di spostamenti, i quali assumano in superficie

() Teoria dslia siasticita, p. 81,
(**) Accademia dsi Linosi, 1882, PP- 83, 87, 105, Vedi anche due comunicasioni di Bous-
smeeq all'Accademia di Parigi (Comples-randus, 9 ot 16 Avril, 1888),

Omsdno, Teoria dsil'slasticita 8
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i valori ?—‘:, g’-’, —g—;, si pud ritenere, mercéd il teorema di Betti,
™ .
che la funzione ® & conosciuta, perché si & visto altrove che ad
essa si pud anche dar la forma
dr

A—B (. 0r o ) s
o=27E((x G+ v + 25

AR Mgy @
ds

dE L dn &) de
B[4 of )
d dr d ¥ 4 dr .
+§(‘4"3).”"a?3‘s‘+”2;§;,‘ +wg az) a8

Ora U, V, W debbono in tutto § soddisfare alle equazioni
AU =—4nX , AV =—4nY , A*W=—4nZ,

od assumere in superficie gli stessi valori di

® g L
4nBu-—%;, 4mBv —3;- , AnBw — 5

B. Si pud invece cominciare dalla determinazione di f7, Vv, W,
quando si riesca a determinare tre sistemi di spostament, che in
superficie prendano rispettivamente i valori

1
u = T
u" P 0
ul" — O , 7)"' —
ed in tutto lo spazio considerato verifichino le (1) per X=¥=2=0.
1l teorema di Betti da subito

f___m‘= (@u +u0 + N w)ds— f@w +¥0 4 zu)as,

r o -

f Mis f@u +u + Nayds— [ (Xw" + X0 + Zuw')a5,
T

Nas (@ ut Mo+ Nw)ds — f @+ Yo+ z07)a8.

r
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Cosl possiamo ritenere conosciute le funzioni U, V, W, ed anche O,
giacchd si ha

_ 30 | 3V | W
I4ﬂAe——~6‘;+‘6y—+—gz—.
Dunque & nota la funzione ®. Questa si potrebbe anche determi-
nare osservando che soddisfa all'equazione
A*d—=—4mw (A — B)O,

mentre in superficie la sua derivata prima rispetto alla normale
assume i valori

dx d d
(4mBu — U) 2+ (4nBv — V) 5L + (4nBw — W) 5

ma il metodo esposto nel §1 & incontestabilmente il pil semplice
di tutti. -

XIV. APPLICAZIONE
Al SUOLI ELASTICI ISOTROPL

1. Per ben mettere in chiaro il precedente processo d’integra-
zione, nel caso che in superficie sian dati gli spostamenti, appli-
chiamolo ad un swuolo elastico, omogeneo ed isotropo, ciod ad un
solido indefinito, limitato da un piano. La prima questione che si
presenta é la delerminazione degli spostamentt ausittarii v',v', w'.
Questi debbono soddisfare, in tutto lo spazio considerato, alle equa-
zioni

=83 4 parw =0,
Xz
(A—B)%%—!— BA* =0, )

(4—8 3+ BAw=0.
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Se si rappresentano con », le distanze al punto simmetrieo (rispetto
al piano limite) di quello a partire dal quale si contano le distanze r,
si ha

r=(@—Er+y—m+E—1p ri=(@—E+Y—n'+(E+D}
e perd in superficie, ciod per =0,

1 1
o 35 _ ¥+

T ' W e or T T aT

Ne segue che le funzioni w', ¢/, w', se, invece di soddisfare alle (1),
dovessero essere armoniche, sarebbero uguali a

1 1 1
% % %
3 * o T’

perché queste sono armoniche, finite, continue ed uniformi in tutto
lo spazio che si considera. Cid premesso, prendiamo a considerare
una delle equazioni (1), per esempio la prima. Siccome la dilata-
zione cubica, in assenza di forze di massa, & una funzione armo-
nica, possiamo, per osservazioni fatte nel cap. IX, porre

, ¥
o=
dove 3 & anch’essa armonica. L'equazione considerata diventa, nel
punto (£, n, ),
__A—B ¥y __ 3 (_A—BdS
A= ——p— gy = 5:‘("‘ B az)’
e perd si ha, per le medesime osservazioni,

1
1O __A—B,
Y= 7B - %

Analogamente

1
3, A-B ¥ i On_4-B, 3
V=r—=F ‘% YS—w T "m tw
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Per determinare % si osservi che dalle ultime tre relazioni, deri-
vate rispetto a £, n, Z, si deduce

% 4—Bas a( o A_B)
O=—2%—" w=w\"2% )

8i pud dunque porre

e ricavarne

1
4B O

t=—itsw

giacché questa funzione & armonica. Dunque

1

!
" 3 A—B_ 5
| S ry
W= as A+BZBEBZ ’
a’*‘ .
')
+ A+B ﬂnbl' )
A—B 6,,

iTB’

2. La seconda questione da risolvere & la delerminazione della
dilatazione cubica. Prima calcoliamo L', M', N' mediante le for-

mole (4) del precedente capitolo. Queste, osservando che di =0

e é‘%:i, assumono la forma semplicissima

!
)

Ow’

L““B(az"' 3

) , M’:—B(av +

N=—28% _(4—2p30;
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quindi dinno, per sostituzione delle (2), e prendendo i valori m
superficie (Z=0),

i opA—B Y5 o a-BY;
D==—2Bgrgwe Barpwen

1

A—B Y5 A—BVF

¢ M'=—2B77% 5 Bmm '

A— Bi’f, A—p ¥y

N'= BITE 5 =BIyTB W

Adungque si ha
J‘(L’u + M'v 4+ N'w)ds
2 i a!l,

A—B ¥ )
=2B7—% ( aeaz""’enaz'*'w ) 98-

Analogamente I'ultimo integrale della formola (2) del precedente
capitolo si riduce a

. ( o "t i ) p

. 2B |\ Hom t 05w 4

e perd la formola stessa, quando vi si porta il risultato (3) del me-
desimo capitolo, diventa

41tA9—-J[X(u' +Y<v——°-l)+z(w-—%;)]as

91 1
44B ’r o V5 L )
_A“‘+‘BJ (“'a"’saz +0 g T ) -
Cosi & nota la dilatazione cubica.

8. Per proseguire con formole semplici trascuriamo le forze di
massa. L'uitima formola diventa

1 .Y
B b’ b \)
"9=_T""+Bj( e I
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Poniamo
ds
P=(=2, =22 _J_
e
P |, 3@ , IR
q’"bx+by+b:

Questi integrali, tutti noti, soddisfano tutti, come funzioni poten-
ziali di superficie, all'equazione di Laplace. Intanto si ha

,l
¥ __ | 9
oz J’ o0z &8 J 3o %S ece.

e perd
_ B (P R
™ =—1T% (mﬁ' wpos T Gz’)
ciod
___B %
e = A—+ B -a—z-' B

4. Passiamo alla terza ed ultima parte della questione : determi-
nazione degli spostamenti. Questi debbono soddisfare alle equazioni

1 A—B o
ey o T
blu w A+ B 3zdz °’
.,, . 1 A—B d'¢
( atv m A4 B oyds ’
s, 1 A—B o
A'w © A+B 32*

Se in superficie si dovesse avere =0, v=0, w=0, i valori
di queste funzioni in tutto lo spazio considerato sarebbero

A—B
iTB%%

A—B _63_) 1 4— B KL
A+ B by ’ 21:A+B e

@
-6

L 1
2n o

Se, invece, %, v, w dovessero soddisfare all’equazione di Laplace,

e
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assumendo in superficie i valori assegnati, i loro valori in tutto lo
spazio sarebbero

_laa 10 1 3R
2r 2 ° 2x 32 ° o 37 "
Dunque finalmente

1P 14—B %
== om o T AT B 30"

_ 13¢, 14—B_dp
”“K¥+§Emz§7’ @
1B, 14-8. %

5. Il prof. Cerruti ha trattato il problema precedente « per dare
un'illustrazione abbastanza facile del metodo generale » proposto
da Betti. Quando nion si ha in vista questo scopo, ma si vuole sol-
tanto raggiungere la soluzione del problema dei suoli elastici, & ben
facile pervenire con procedimento pil rapido e diretto alle formole
generali ottenute dal prof. Cerruti, e cid senza rinunciare a « con-
durre la soluzione in modo che possa somministrare qualche lume
per la trattazione di problemi analoghi, per corpi di forma pi
complicata » (*). Basta infatti riguardare provvisoriamente come
nota la dilatazione cubica O, calcolar poi gli spostamenti (u, v, w),
e dedurne l'espressione di ©: questa funzione si trova cosi isolata
in una relazione che serve a determinarla. Tutte le difficoltd del
problema risiedono pertanto nella determinazione di ©, ma non sono
pitt gravi di quelle che occorre superare per la deferminazione
degli spostamenti ausiliarii nel metodo di Betti. E nel particolare
problema trattato dal prof. Cerruti spariscono le difficoltd appunto

perché la funzione © viene a figurare linearmente nelle relazioni

che valgono a determinarla.

(*) Cssmourt, do¢. cit., p. 8l. Il probl dei suoli olastici 3 stato trattato, fin dal 1878,
dal Bouswinssq. Vedi la « Théorie » di Crssscn, p. 375.
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6. Le difficoltd dell'integrazione spariscono anche per una molto
favorevole circostanza, che si presenta continuamente nel problema
considerato, ciod che ogni funzione armonica st pud far derivare,
‘con qualungue numero di successive derivazioni parziali rispetto
alla z, da un’altra funzione armoniea, supponendo che I'asse delle z
sia stato preso perpendicolare al piano limite. Infatti si & visto nel
cap. IX che, se A'ep =0, si ha

__ Vo - 1 (ods
o= on o =—g [T
Intanto si osservi che
1
per Z=0 & %log(z—{—r):;,
e, per conseguenza,
3 1
0o, = a;? con Q= — ﬁ—faplog(z—[-r)ds .
Analogamente si ottiene

1 ~
Q= %; con @y =~ g;;j @ [zlog(z +r) —r]ds;

ecc. Rammentiamo ancora che, per soddisfare all'equazione A*U—g,
quando @ & armonica, bisogna prendere

__la(Um 1
U=—gr5f T+ 550, ©

se in superficie, ciod per z=0, si prescrivono i valori di U. Suppo-,

. : : I o U :
niamo invece che si assegnino i valori di 5. Se U fosse armonica,

siccome l'integrale —-%; f fril-’ ¢ tale che la sua derivata rispetto

a z & uguale a V, basterebbe sostituirvi a V i valori prescritti

per %—IZ , per ottenere U. In ogni caso si pud porre

1 oUds o,
U'——2_ﬂ. Xfr_*—U’

-
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W -
i
annullano in superficie. Ne segue che, se si pone U'= %(ch,-—w),
y & armonica, e si deve avere :

¢-la funzione U’ soddisfa a A*U’'=¢, mentre i valori di

. 9
-;;(zqa,—-w):O , ciod (p,:%.

Dunque ¢ =,, e conseguentemente

1 oU ds 1
U=_§; 3y 5(3%—%)- )

7. Cid premesso, supponiamo che la questione sia stata gid ri-
dotta, come sempre si pud, al caso in cui le forze esterne agiscono
soltanto in superficie, dimodoché debbasi avere, per z =0,

»\ (A-B)%%«}- BA*u =0,
(A—B)-%?——{-BA‘U =0,
—53 4 parw=0,

e, per conseguenza,

A0=0, =T =T =
Se alle equazioni precedenti si da la forma .
.. _A—B ¥, ¢, ___A—B¥e,
Atu=— B dxds ° Alv= B oyoe ’
- Aty A—B 6,

¢ B 9’

si vede subito, in virti delle (4), che si ha

Y ="m % T 2B
—— 13 _ 4-B 26,
V=" % 28 ‘o’
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Da queste formole si deduce, derivandole rispetto ad «, y, z, poi
sommando,

O=— %~ 2B %
quindi
. . B _0_2 _ Be
O=—carm % &=

Sostituenido questi risultati nelle formole precedenti si ricade sulle
formole (3), ottenute dal prof. Cerruti pel caso che in superficie
si diano gli spostamenti (*). *

8. Sono invece date le forze superficiali (L, M, N)? Bisogna al-
lora ricorrere alla formola (5). La componente w dello spostamento
deve soddisfare, per =0 e per z=0 rispeilivamente, alle’ equa-
zioni

A—B 30 dw
A’w:——-—ﬁ———é; R N+(A—2B)6+2B§;.—_—0.

Dalla (5) si deduce

1 (Nds , A—2B (@ds A—B )
“’"4«3.’7‘*‘ inB JTJF s (0, —26),

ciod
1 L A—B
w=gpa T30 — g5 %9 ©®

dopo aver posto
@:J‘Llog(z +r)ds , W:J‘Mlog(z+r)ds ,
N= [ Niog(s +r)ds,
ed osservato che

[N od g

r  oe

(*) Caeruri, lo¢. cit., form. (41).
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Ora la fanzione u deve soddisfare all'equazione

1, —__A—B ¥,

CBlu= B dzxds
in tutto lo spazio considerato, mentre in superficie si deve avere

X )
L+ B[S+ %’;:) =0.
Dunque, adoperando la formola (5),
1 Lds 1 fowds , A—B

v=gmpf Tt R T s ae—0). ™

D'altronde, se per dare alla (6) la forma

_9_4A—B
w=%""35 %©
si pone
% 1
=%p+32%,
si ha pure
Qwds (O ds__ of
JEr=) sy =—2rg,

e la (7) diventa

o1 \
“EmBw 4B 2 T 9B a0 —30). @8)

_ 1 m 1 M 130, , 4—~B »,
Y =0nB 8 —#xB % — 2 07 —F 3:(0:—20,)+0,.
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Dalle uitime tre formole, ponendo

0 A M
V=R T T

si deduce, mediante derivazione,

12 A—B
0= MW __4—8,. 30, 1 ¢y A—2B
2B 3z 2B A%20,)+ 3% —onBo — B 0,
ciod
ezml—._ﬂ — A4
WA—B % ' N THmE—p e'zmrx_—m»

purchd, dopo aver posto

T = L[zlog(z +r)—r]as
BI:J. M[zlog(z+r)—rlds ,
ﬂ:J.N[zlog(z-i-r)—r]ds ,
si prenda
x=p+B 4 B
Ora l'eguaglianza (6) si cambia nella formola nota (°)

1
W= e Y 4 Blp
GBS T A B WEB o ©)

Invece la (8) diventa

1 3¢ 1 1
y—_ 2 0% __ 1 M 1 3 1 3
2nB 0z 4B oz 43(A—B)§£+méz(x—z'”)a
ovvero )
1 1 3
y—=-0%_ 1 O 2.0y 1 /38 M, 9
4wB 3¢ 4n(A—B)dx  4nB E""m(;;—a‘}-e—:)-

(*) Carausy, loc. cibs, form. (58).

Se poi si osserva che

3 Mo, __VE L (T W) %, IH
—67_55”;"5?—' 3" +bz( % T 3y )""_ W +ezby ’

si ottengono finaimente le formole ")

w13 1 % __ = a“’-i— 1 _a_(am_az)
=B 3 m(A—DB)dx 4uB 3z ' 4nBoy\de Y ’(i)
0
,,~_1_é&___1___°1__._=,22_._1__&,(2§1_9_
=B % dn(d—B)dy 4B 4uBdz % v/’

che insieme alla (9) risolvono completamente il problema dei suoli
elastici, sottoposti a qualunque sistema noto di pressioni superflciali.

9. Supponiamo, per esempio, che un suolo orizzontale sopporti,
in un punto O, una pressione verticale, che assumeremo ad unita.
L = Cid si deve intendere nel
}‘W%’f//f///%////// 41 senso che, presa alla super-

ficie del suolo, intorno ad O,
una particella piccolissima,
su di essa venga distribuita
la pressione in guisa che,
calcolato per unitd di su-

w perficie, il suo valore, gran-
dissimo nei punti centrali della particella, diventi invece piceolis-
simo, pur variando in modo continuo, nelle vicinanze del contorno,
¢ sul contorno stesso si annulli. Cost & rispettata la continuitd
delle pressioni superficiali, richiesta per l'applicazione delle pre-
cedenti teorie; ma, siccome noi non supporremo piccolissima la
particella, si bene infinitesima, i nostri risultati non saranno validi
nel punto O; ed anche in punti vicinissimi ad O si dovranno con-
‘siderare come approssimativi. Cid premesso, si ha ‘

L==%X=0, M=M=WM=0,

(*) Cexrouri, loc. c¢it., form. (63).




— 127 —
j'Nds=1 . M=logz+7) , B=zlog(z+r)—r,

w=§, x=log(z+7r) , r*=a*4y* 2%

Quindi le formole (9) e (10), nelle quali si pone

!

= — :/u:‘ﬂ Va* + y* =rsend , z=rcosd , (0<e<%)

diventano
1 4 2
w—mm(A—B'i'“’s 9) ;

sen@ B
w'_'41rBr(A B1+cose wse)-

In ogni punto M il suolo subisce dunque un abbassamento w ed
una contrazione w/, inversamente proporzionali alla distanza di M
al punto di applicazione della pressione. Veramente si ha una con-
traztone verso la direzione della forza solo nei punti esterni al
cono definito da quel valore di 8, per cui si ha

B 1

A—F TFome— 059,

vale a dire

__1{4/4F3B
cose_g( i—B —1).

In particolare, per quei corpi che plu si aceostano alla legge di
Navier e Poisson, cose & presso

il ﬁ't|

awnm

llHl 1 i ﬂ!ﬂm}} ,}mmm M

a poco uguale ad 'g- Il cono §

corrispondente ‘al trovato va- ;
lore di 6 non fa che abbassarsi !
deformandosi, e tende ad espel- i
lere, per cosi dire, le particelle '
interne, mentre in pari tempo le particelle esterne tendono a col-
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mare il vuoto lasciato dalle prime. Finalmente alla superficie del
suolo, escluso il punto O, si ha

w w__ 1

AT BT Im(d— BB’

e perd la superficie stessa prende la forma iperbolica indicata dalla
prima figura (7).

XV. DEFORMAZIONI TERMICHE.

1. Ad un cerpo elastico, omogeneo ed isotropo, si comunichi una
piccolissima quantitd di calore, dimodoché la temperatura di ogni
sua particella dS si elevi di 1dS, essendo t una funzione finita,
continua ed uniforme delle coordinate del centro della particella.
E noto che, se & & il coefliciente di dilatazione lineare, ogni ele-
mento lineare subisce, per unitd di lunghezza, un allungamento Zv,
dimodoché si ha, per tutte le direzioni (a, B, ¥),

aa® -+ b8* + or® + 2fBr -+ 29va + Rhaf = kv ,
ciod .
a=b=c=Rkt , [=g=h=0.
Adunque la” deformazione prodotta dall'eles?azione di temperatura,
quando la si consideri in s8, cioé¢ indipendentemente dalle azioni

elastiche che pud provocare, non produce scorrimenti, ma solo di-
latazioni kT in tutte le direzioni. .

2. Ma & ben chiaro che, in generale, il calore eoqi comunicato,
do variare le posizioni relative delle partxcelle, desta dapper-
tutto tensioni elastiche, e perd la deformazione prodotta, caratte:

{®) Altri interessanti casi particolari sono stati discussi dal Boussinasq nel « Traité »
di Cuzpson, p. 390,

3
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rizzata dalle solite funzioni a, b, ¢, 1,9, h, 8i pud ritenere come
risultante dalla deformazione

RT, RT,k1,0,0,0,
puramente flermica, e dall'altra

a—-"k'r,'ﬁb-kf, C—Rt, f,g,n

’

puramente elastica. Cercando per quest'ultima deformazione le con-
dizioni di equilibrio riusciremo a determinare i valori degli sposta-
menti, e conseguentemente pressioni, dllntazlone, ecc., per tutto lo
spazio considerato.

8. Supponendo il corpo sottratto a tutte le forze esterne, che
‘ non siano quelle ‘del calore, le condizioni di equilibrio sono, nello
spazio,

_ 10 14 0m
=t i Troeng oo @
ed in superficie
_OMde | 1 3Mdy "1 3 de
= Sadn T2 onan T2 o5 an O @)
dave
X::Y:Z:L:M:N:O, &)

purché si abbia cura di diminuire a, b, c di kt. Considerando solo
le prime equazioni di ciascuna terna, ¢ noto che, nel caso dell’iso-

tropia, soltanto —— 0 contiene a, b, c, e precisamente si ha
A e — 40 +2B(040).

Dnnque sl cambia in

—A(6—3k‘r)+2B(b+c—2kr)=%r-+k(3A—4B)t.

Sostituendo nelle (1) e nelle (2) si giunge agli stessi risultati che
Cmskzo, Teoria dell'slasticita )
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si otterrebbero lasciando intatti i secondi membri di queste equa-
zioni o prendendo, invece di (3), P

de
Xu«k(SA-lB)—g—;— . L=—k@A—4Br g,

dy
Y=__k(8A-LB)—g—;- , M=—kSA—4B)T Y, )

4 : de
o — e
Z==—-k(3A—-4B)——£— , Ne=—Ek(34 —4B)r .

Adingue V'elevazione di temperatura, definita dalla funzione "l.', ?ro-
duce in un corpo elastico, omogeneo ed isou'opo_, sottratto a.ll azxone.
di qualunque altra forza esterna, effetti identl.c.l a' qufalh che si
avrebbero applicando al eorpo, supposto in e?mllbno di tempera-
tura, le forze (4). Si noti che la temperatura s cOfnporta, ne! corpo,
come funzione potenziale delle forze di massa, ed in superficie come

una pressione normale.

4. Ora possiamo subito scrivere le condizioni dell'equilibrio. Esse
sono, per tutto lo spazio considerato,

k(84— 43)-5—-:(4 B) % +BA'u,
k(34— 4!19)a =(4d — B) +BA‘v, (5)

b(3A-—4B) =(4— B) +BA'w '

ed in superficie

kG4 —4B)r R = (4~ 23)9“4-23“4-3(‘(, )
k(3A——4B)t%=(A—2B)9%+2BE+ ( ) ©)
‘ dw & o dy
'k(3A—-4B)r%=(A—-2B)6%+2B;;+B("t,d”—et )

Son queste le equazioni trovate da Duhamel, poi da F. Neumann (*).

() Barri, loc. cit., p. 102,
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5. Per quanto si & detto nel § 3, ogni questione concernente de-
formazioni dovute al calore equivale ad un problema di equilibrio
elastico, nel quale le forze esterne hanno le espressioni (4). Pos-
siamo dunque utilizzare tutti i risultati ottenuti precedentemente
per dedurne altrettante conseguenze, relative a deformazioni ter-
miche equivalenti. Prendiamo, per esempio, la formola

Joas=g; 15 2 (f XodS + [ Lads ) ,

precedentemente dimostrata fra i pit semplici corollarii del teorema
di Betti. Qui si ha, adoperando le (4),

deS——kZUm—dS-}—jrwgds).

Del resto '
[oiras=[32as— [ras=— (2% as — was,
ciod
foas -}—f-rx:—:ds:—f'rds.
Dunque
fods=3 [as.

In altri termini: la variazione del volume non dipende né dalla
forma del corpo, né dai coeffictenti di elasticita. Essa & wguale
.al totale aumento di temperatura, moltiplicato per tre voite 1
coefficiente di dilalazione lineare.

6. Ora domandiamoci se & possibile che I'elevazione 1 di tempe-
ratura non desti forze elastiche. Per questo ¢ necessario e sufficiente

che il potenziale TT delle dette forze sia nullo, ciod che si abbia’

a=b=cCc=Rkt , f=g=h=0. )

Le note condizioni, necessarie e sufficienti perché-a,b,c,f, g,k
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rappresentino le componenti di una deformazione possibile, si ridu-
cono, nel caso attuale, al simulii neo annullamento delle sei deri-
vate seconde di v. Dunque T dev’essere funzione lineare delle coor-
dinate: sia T==oax 4 By -} vz -+ d. Allora, integrando la prima
delle (7), si ottiene

u=k§m=+km(r-—nm)+q>(y. 2)
ovvero

u=k'rw—--;—u(m'+y’+z’)+u,,

con w, indipendente da 2. Forme analoghe assumono v e w. Evi-

dentemente .
oy bv.,_ 90,
N T T 0,

ed inoltre 14 sostituzione delle precedenti espressioni di w, v, w0
nelle rimanenti uguaglianze (7) da

bwo+ bu, u,,+_ba_wl bvo+ G“"—-O.
o r

Dunque %,, v,, W, rappresentano (II, 1) spostamenti rigidi, dai quali
si prescinde. Ne segue che, quando gli spostamenti non hanno la
forma

u:krw——"i(m’+v'+z’) ,
v—kry——(w'+u’+1’).

w=h13 ——2—(w’+y‘+z’),

‘n;oé quando T non dipende linearmente dalle coordinate, si pud

asere sicuri che una deformazione elastica reagisce contro la de-
formazione puramente termica, e I'equilibrio elastico si stabilisce
in condizioni diverse da quelle che si avevano prima della comu-

nicazione di calore.
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7. Trattiamo il problema nel caso d'una sfera piena, supponendo

che l'elevazione di temperatura in ciascun punto dipenda solo dalla

distanza r del punto stesso al centro della sfera. Chiamato ¢ I'al-

lungamento unitario secondo il raggio, si ha w=ex, v=€y, w=ez,
€ conseguentemente

. Oe_ 2de | die rde __x [, de de
Alu=odlet 2y = (rdr+dr')+275—7(4a7+’7?-)-

D’altra parte si ha
de de

0=38¢+4ro , —=4dr+ dr"'
Dunque
ty, — % 90 1, —Y 99 2y — £ 99 :
A“_rdr , Av_r ) Aw_rﬂ.

Quindi le equazioni (5) si riducono tutte all'unica

r@A—ap I 490

che si pud subito integrare scrivendo

— +k(3A —4B)
E poiché ©r* & manifestamente la derivata di er?, si ottiene, con
una nuova integrazione,

e=A42 +k(344:4mj rtdr @)

(]
Per determinare u basta osservare che, fintantoché p differisce da
zero, lo spostamento e diventa infinito nel centro della sfera, e cid
non deve accadere. Pertanto & necessario che sia u==0. Per de-
terminare \ si ricorre alle (6), le quali si riducono all'equazione
unica

k(3A—-4B)'r—_—.(A—2B)G+2B(e-{-r%) .

— . de

'
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che dev'essere soddisfatta quando » diventa uguale sl raggio a della
sfora. Intanto dalla (8) si deduce

de ___k(u;u;)( %Iﬂ.,dr)

Dunque per »—a si deve avere

€ =% j'rr’dr ,
0
ciod

h:%frr*dr—ﬁ‘a?ﬂjrr’dr——%—j'rr’dr,
[} - 1)

e finalmente, per sostituzione in (8), si giunge al]a formola di
F. Neumann e Borchardt (°):

€ :3: J. ™idr 4 “B( l, fTY"d —%J:r’dr) .
0 0

8. Supponiamo, per finire, che in un swuolo elastico, omogeneo
ed isotropo, si faccia variare pochissimo la temperatura, metten-
done la superficie in contatto con una sorgente costante di calore,
dimodochd sia A*t=0 in tutto il corpo. Per cercare uno degli
infiniti sistemi possibili di spostamenti poniamo

L)
W=—r(34—4B)2 V=—h@EA—4B) 32,

w=—h(3A—4B) 2.

Le equazioni indefinite per I'equilibrio sono soddisfatte se

T+ AAlp =

(*) Burr1, loc. cit., p. 108.
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Poasiamo. dunque prendere
P |
Q= 24°
dopo aver posto
— 9& Ay Ay
TEU T T e
Ne segue
1 kBA—4B) ¥, k(B4—4B) o,
Y="91 *%°’ 24 Fy
w =20A—4B) 0 1 o). (9)

Questi spostamenti provocano in superficie le pressioni

r=—2ei-mp, w=—"2pri-ipl,

N'=-—Fk(34 —4B)T.
Dunque gli spostamenti
wW—=u—u, vV=v—0v, W=w—u
son dovuti all’azione delle seguenti forze, applicate alla sola su-
perficie :
r=226a—;) %, u'=28(34_4p % , N"=0.

Evidentemente si ha

L'ds_ kB Py ds kB 01',
J5r=6a—m) [t ——m s —an)

e perd

3
=—2mtZ@s—1p i w—— 2 84—4B) =

ed M'=0. Analogamente

I’:—znﬁfl(u—w) Z‘* W= j@;%;" H'=0;

v
I

-~ 186 —
qnmdx, adoperando sempre la segnatura -del precedente capitolo,

W=t g BA—4B), , (=2 T @4 —aB)r,.
Ora le formole (9) e (10) dello stesso capitolo danno

W=— b (34—4B) 2 (4225 +zn),

”"“"24‘3‘4 )56"( = Bt )

W= (34— 43)( Br, B—-zr)

Dunque, tenendo conto delle (9), e ponendo, per brevita,

k(34 — 4B)

K= f@—n

si perviene finalmente alle formole

u=Kg [tlogla+ryds , v=&2 [tlog(s+ryas,

" 1ds
.

w:—-K“

Per i corpi che pili si avvicinano alla legge di Navier e Poisson,
la costante K & presso a poco la quinta parte di &.

XVL IL PROBLEMA DI SAINT-VENANT.

1. Lo studio delle deformazioni d’un corpo cilindrico, sotto Pazione
di forze applicate soltanto alle basi, ¢ particolarmente importante
per la pratica. Siccome la teoria generale si urta in difficoltd di
caleolo, attualmente insuperabili, si & pensato di semplificare la
quistione, trattandola prima in un caso particolare. Il passaggio
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al caso generale si giustifica (*) poi largamente mediante conside-

razioni teoriche e sperimentali. Ciascun elemento della base & base

d'un cilindro infinitamente sottile, che fa parte del corpo dato e si
chiama fAibra. II corpo cilindrico & dunque costituito da infinite fibre
longitudinali, e noi vogliamo limitarci a studiare quelle deforma-
zioni che non suseitano tensioni laterali tra le fibre contigue, di-
modoché queste si defortano come se fossero indipendenti le une
dall,e altre. Supporremo inoltre che il corpo sia dotato d'isotropia
incompleta, e I'asse d'isotropia sia parallelo (come effettivamente
avviene nei corpi che si hanno a sperimentare nella pratica) alle
generatrici del cilindro.

2. Assumiamo come piano delle xy una delle basi, e supponiamo
che queste sieno sezioni rette del cilindro. Cosi I'asse delle z riesce
parallelo alle generatrici. Per esprimere il potenziale elastico si ha
la formula )

— =3 (A—2B)0" + B(a -+t " 42 + 2" + 2%
+ 06 +24'(P + )+ 2B (1 —ab),

nella quale 4, B, C, 4', B’ sono quantitd costanti. Per la nullita
delle tensioni laterali occorre e basta che si abbia

Doe =0, Ppy=0, Pu=0 )
in tutto il corpo, cioé

m Tt T

—5;—_.0, - =0, b—h.:.().

Adunque debbono aver luogo le relazioni
(4—2B)0 +-2Ba=2B'b , (A—2B)0+4-2Bb=2R'a, h=0.

Dalle prime due si ricava )
a=b==—nC ®)

(*) Yedi il « Traité » di Cresaca, p. 175.
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ponendo
_ A—9B
=@ —r—m)

Le condizioni 2=0 ed 2 =" ci dicono che due elementi superfi-
ciali, paralleli alle generatrici e perpendicolari fra loro, sono an-
cora perpendicolari dopo la deformaziong, e che ogni elemento
perpendicolare alle generatrici subisce, intorno a ciascun punto,
una dilatazione o una contrazione, la stessa in tutte le direzioni.
La costante n, che misura il rapporto della contrazione trasversale
all'allungamento longitudinale unitario, si chiama coefficiente di

contrazione trasversale. 11 suo valore & «} in quei corpi comple-
tamente isotropi per i quali si ha 4 =3B.

8. In seguito ci occorrerd determinare le pressioni che si svilup-
pano sugli elementi delle sezioni trasversali del cilindro. E questa
una ricerca importante, perché le componenti p.., Dy, p.. di tali
pressioni, cambiate di segno, servono evidentemente a far conoscere,
ponendovi 3=0 e 3 uguale (') alla lunghezza ! del cilindro, le
forze che bisogna applicare alle basi per produrre una data defor-

mazione. Si ha subito .
oTT
—Pu=— e = (4 —23)9 +2B+Cc=Ec,
ponendo

E=(4—2B)(1—2n)+2(B + C).

Dungue, per un dato allungamento unitario nella direzione delle
generatrici del cilindro, si sviluppa nella direzione stessa una ten-
sione proporzionale alla costante E, che per questa ragione si
chiama coeffictente di elasticitd longttudinale. Si chiama invece

(*) Cid si pud anche vedere do le equasioni ai limiti, rel alle basi, od osser-
de__ . dy ds _
wando che, lnl'labmmnrn. z=0,si ba -d;_.o, E::so, d—”_.l_
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coeflictente df elasticitd trasversale la costanto G =B+ A’, perché
si ha

vale a dire che per dati scorrimenti (verso 1'asse d'isotropia) degli
elementi lineari perpendicolari all'asse, le componenti tangenziali
della tensione sono proporzionali a @. Si noti che nei soliti cristalli

isotropi (4=3B) si ha G=1F.

4. Si & visto che u e v soddisfano necessariamente alle condizioni

W w_
" dy * T &

Ne segue che u-}-#v & funzione della variabile complessa I=xz-}-1y,
vale a dire che nella funzione % -+ # delle variabili indipendenti
2,¥,%, le prime due variabili possono entrare soltanto nella com-
binazione Z, dimodoché si ha

utiw=eo(, 3)

e la determinazione di v e v si potrd fare in una volta sola deter-

minando la funzione @. Intanto le equazioni indefinite dell’equilibrio

diventano

ar 193 3mm
et

20m_, am_,

19 91T, 13 oM, p am
3z o9 o ’ 20 3

20 o Tas 9 =0 ©®
La prima si pud scrivere successivamente cosi:
Nu | Pw Pu_ ) dw\ _ u
=0 n3a —35(""“’0?) =3

Dunque alle prime due equazioni (3) si pud dar la forma

Fu__ Pu Py Yy
TN 0 T
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Moitiplicando la seconda per ¢ ed aggiungendola alla prima si ot-
tiene
6! 2 al
=gt m =n 5.

Il primo membro é coniugato di

Fu o Yu o =Ye
W—iw———w'*-iw——ﬁ(“"'w)— 3

Dunque, rappresentando in generale con Z il numero conjugatg di Z,
si vede che @ deve soddisfare all'equazione

&
=N @

Ora si noti che il primo membro non dipende da Z ma da Z, mentre

il secondo non puo dipendere da Z. Dunque 'uno e I'altro debbono ri-

dursi ad una funzione delia sola 3. Ne segue che —%—'zq,—’ non con-

tiene Z, e per questo occorre che ¢ abbia la forma
Q=PC+20+R,

essendo P, Q, R funzioni soltanto di 2. Sostituendo in (4) si ottiene
= &P a2 @*R
P=n(wr+e G+ R

quindi
ap Q. &R

Fr=0, ZF=0, ng=2P.

Possiamo dunque porre, rappresentando convenientemente le co-
stanti, ‘
P=w—3[(0,4+8,3) —t(a,+By3)] ,

Q=T (a+Bs) — 5 (0 + Bo2).

Quanto alla funzione R, essa deve éoddisﬂare all’equazione

==+ B — e+ By3)
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- e perd si ha, integrando,

R=(0+ ")+ (B + 8")7 — (0, +fa) 5 — (B, + 8, 5.

Dunque, finalmente, si ottengono le espressioni di % e v prendendo
rispettivamente la parte reale ed il coefficiente di ¢ nell’espressione

—n[(a,+B8,2) —i(a, +8,2)] ( et N ,w,',)
—[n(a482)+1(a, +8,2)] (= +#) + R.

Si perviene in tal modo alle seguenti formole

z!

u=—""(“"”+“1 ;y’-{—u,a;y)—nz (3m+812’-2—y’+63a7y,

@'+ a)) + B+ o)z —a, 5 —p, 2

F ’

V=1 (ay—l—a,a:y-[—a,y.;xl)—n2(39'+54~’31/+5:y’—2—#)

+ (@ =) + (B —By2) s —a, 5 — B, 5.
5. Ora bisogna determinare w. Integrando (2) si ottiene
w=F@,0)+@+ar+ans+@+aa+8n) . 6

Inoltre si deve ancora soddisfare alla terza equazione indefinita,
ciod all’'ultima delle (3). che prende la forma

3y of de
§5+5;.+h$——0.

rappresentando con % la costante —é%, che nei corpi pienamente

isotropi si riduce ad 1 4+ n. Se si osserva che

O w3 ) _dw , Pw o dw
=40t taloe a;)—az=+ry=‘2"”rw

<
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T'ultima equazione diventa

Te+ e tn—ngE=0;
poi, ponendo per w I'espressione (5),
%"' ab—’;+>2(k-—~n)(5+3,w+ﬂ,y)=o. (6)

A questa equazione si soddisfa, in particolare, prendendo F uguale a

o=—@—n) (pZEL 401+ Ba'y)
ed & chiaro che a ® si pud aggiungere qualunque funzione lineare
di o, y. Dunque, se si pone
F=Q+b+y—po—p'y,

si vede che Q & una funstone armonica delle variabilf x, y, alla
quale possiamo anche, per la presenza della costante arbitraria y
nell’espressione di F, arbitrariamente assegnare il valore in un dato

punto. Conosciuta Q, si avrd w =+ ® 4 ¥, ponendo
2
Y=y—pz—p"y+@+ar+ay)s+B+82+b) 7.

Finalmente si conosceranno le pressioni sugli elementi delle sezioni
trasversali, giacché si & trovato, nel § 3, che

du dw _g( ), g
= (i) —memo () —n=s
e per conseguenza, ponendo per %, v, w le precedenti espressioni,

a ; 0Q
—pum @[ — Mot By v G — @I f — kb + 37
aQ
—pn==0[—k8y—8o-'c—n&%’—(%—Sn)h%’-—(%—n)&zy-%-—ay]

— pee=E[(a+ 01z + 0y) + B -+ Byz -+ B3)s]
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8. La quistione & dunque ridotta alla determinazione di Q. Per
ora sappiamo soltanto che questa funzione deve soddisfare all’equa-
zione di Laplace in tutti i punti della sezione retta del cilindro ;
ma per poterla determinare bisogna ancora vedere a quali condi-
zioni essa soddisfa sul contorno della sezione stessa. Per questo si

- considerino le equazioni ai limiti, relative alla superficie laterale
del cilindro, e prima di tutto si osservi che, in virth delle (1) e del
fatto che %’ ha il valore zero sulla detta superficie, le prime due

equazioni sono soddisfatte identicamente, mentre la terza si riduce a
dw , du\dz , (dw | do\dy
(3 +5) =+ (35 E=0.
€ 8¢ ne ricava

dw (au.do bv_dy)
an T T\ dn+$ anl-

Dunque % si pud ritenere come conosciuta, e perd & conosciuto

in ogni punto del contorno il valore di

Ne segue che, a meno d'una costante additiva, arbitraria, la fun-
zione Q si pud, per una data sezione retta, considerare come pie-
 namente determinata, purché non vi sia incompatibilita fra l'equa-

zione indefinita A*Q=0 e Iinsieme dei valori assegnati a %:i sul
contorno. E noto che per questo occorre che sia

J@ao=—[areu=o,

estendendo la prima integrazione a tutto il contorno, e la seconda
all'area in esso racchiusa. Cid premesso, si osservi che

Javto == f (5 + i) ao = [ (e 4 2o )

=20 2= —2n [+ B0+ pyy)as.
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Similmente, se si rammenta che ® soddisfa alla (8),

- ~ ‘ m‘
9 4o — — [M0as =2 (k=) [ B+ B,z +B)

Finalmente, osservando che ¥ & lineare in x e ¥,

f%ac=_J'A=vas=o. .

zf

Dunque "
[ s =2 (6 -+ B+ Bopids =— a6+ 8,00 Bub,

le coordinate del centro di gravitd

rappresentando con &, ed ¥, i deve avere

della sezione. Ne segue che fra le costanti B, B,, B

la relazione -

B+B,w.+8.yo=0

émnché la funzione Q possa esistere.

i le costanti
7. La soluzione precedentemente ottenuta racchiude le

a, a’l 0.”, aovali uzv B! ﬂ’c B”) So' Bl’ B!'Y .
a dodict veramente arbitrarie. Sei
discono i moti rigidi d'una par-
il centro di gravita d'una base

che si riducono, in virth di (7.),.
di esse restano determinate se sn- 1m;;e
i uppone, per esempio, cné oo base
tx.oella- o sﬁ::)o e’che, preso intorno ad esso un elenfeando;z‘ .
e i ’d'eformi restando nel piano della base, in

el O in direzione, si vengono a porre

ineare non varii v
o elementohh non consentirebbero alcun movimento al corpo,
che

i i rima di
i soddisfatte, bisogna, P!
igido. Perchd siano : - o
@ quesltlo fosrsea:r:-_g-(), y=0, =0 si abbia u=.0, l:i_cg; v:uesw
mt!:'):)c' ?ngesi colloca nel punto ﬁsso.‘lnt.afxw si’ )nose O g
el 4 rorigine riduce a B=01a condizione (7). . b
e : 9111‘ ong‘secondo quell’elemento lineare, che ahb:azo(dw -
’ elle @ " e
:a::n spostarsi Jateralmente, lo spostamento © del pu

tali condizioni,
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~’cioé(

&E) dz, come gh spostamenti e di tutti i punti (dz, dy, 0),
cioé (33) dw+( )dy, debbono essere nulli, e perd si deve
' avere

dw\ dw\ )\
&)=0 (&)= (&)=
Finalmente, perch® la funzione Q sia pienamente determinata, im-
poniamole il valore 0 nell'origine. Con cid e nostre formule non

subiscono alcuna particolarizzazione, come si & osservato nel § 5.
Tutte queste condizioni esigono che si abbia

o=0, a"=0, a,=0, B=0,r=0, f'= ( ) B == (
¢ cosi non restano pitt che le sef costanti arbitrarie a,a,, a,, 8,,
8., B, nelle espressioni degli spostamenti, delle tensioni, ecc. Gli

OQ),
oy /o

spostamenti sono ,
U= — (awv—!—cz1 +a,wy) (B wy)
shafond ()
v:-—-n(uy+a,wy+agy’*w’)_nz(B‘xy_'_pgy-;zz\

AR

w=—(k—n)B,2y" + 8,2°y) + (e +a,& - a,y)7
22 Ii1%3 0Q
+@e+80 5 +2— (3 )2 —(2) .

8. La funzione Q, che dipende dalla forma della sezione, si de-
termina per ogni forma particolare mediante I’equazione indefinita
AYQ =0 e le condizioni ai limiti, ciod Q =0 per =0, y=0, ¢

aQ
= Udn + Vdn

Ceskwo, Teoria dall’slasticité 10
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sul contorno, essendo U @ V due funzioni note di = ed y, delle
quali & utile tenere presenti le espressioni, che per quanto si &
visto nel § 6 sono

- ou , 3, W . d , oY
v=—(S+etaE) == (Rt i)
Quindi, sostituendo ad %, v le precedenti espressioni, ed a ®, ¥

quelle che si trovano segnate mel § 5, si ottiene

U=—Byy+ 5 [a* + @ —30y"| + @k —n By,

V= Bo+% [yt +@r—3nat] + @k —n)p,ay.

9. Per avere a determinare funzioni che dipendano soitanto dalla
forma della sezione, e non dai coefficienti B, si ponga

Q= BoS2 +5191 + 3:91

Le funzioni Q,, Q,, Q, debbono essere armoniche, annullarsi nel-
I'origine, e soddisfare sul contorno alle condizioni

de
Tan"o—_”dn+”’

dg, 2[’!""‘]"(2"—311 ’]dn+(2k—n)wy

dg’~(2k n)wud,,+ v+ @r— 3n)wy]dn

. Qui importa osservare che, se la sezione & simmetrica rispetto al-

Fasse delle @, Q, & una fanzione pari di y. Infatti la relativa equa-
zione ai limiti e 'equazione indefinita non si alterano quando si
cambia y in —y, giacché in due punti del contorno, simmetrici

rispetto all’asse delle «, i valori di % differiscono evidentemente

solo nel segno. Siccome la funzione che soddisfa alle dette condi-
zioni & unica, essa & la stessa Q,. Questa funzione & invece dispar:
nella , se la sezione & simmetrica rispetto all’asse delle y, perché
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il cambismento di  in —a fa soltanto cambiare il segno di dQ‘ ed

alle nuove condizioni soddista certamente la funzione —Q,. Adunque
si ha ‘ '

) Qle, =) =@, y) , Q(—x,y) =—Q(x,¥).
Analogamente si dimostra che, nelle ipotesi accennate, Q, & dispari
nella y, pari nella x:

Q,(.’E, --1/) T — Qg(‘”a f/) ) Qz('—'wy y) = Qs’(x, y) .

Ne segue che b_;z_,_ %%1 sono funzioni dispari di ¥ e di & rispet-
tivamente ; quindi
3\ 09, _
(W)o—o ’ (Bx )o_&o.

" Finalmente, se la sezione & simmetrica rispetto ai due assi, Q, &
dispari tanto in 2 quanto in y, e si ha, per conseguenza,

3\ o (3% _ v o, (V%)
()=0- (5e)=0. [5),=0. (5%),=0

mentre la derivata seconda mista & pari tanto in y quanto in «,
e percid non si annulla necessariamente nel centro della sezione,

come non & necessario che si annullino %%’ e %%’—.

XVII. APPLICAZIONE
Al PROBLEMI DELLA PRATICA.

1, Dal problema particolare fin qui trattato si passa ai problemie
della pratica appoggiandosi all'ipotesi che due sistemi di forze,
staticamente equivalenti, non producono deformazioni diverse. In
realth cid non & vero, perché il modo con cui le forze deformatrici

— 148 —

vengono distribuite alla superficie del corpo influisce pure sulla de-
formazione ; ma l'osservazione ha dimostrato che le differenze do-
vute a tale causa non si rendono sensibili che nelle vicinanze dei
punti di applicazione, quando questi occupano una piccola parte della
superficie. Pertanto si pud ritenere che, fatta eccezione di due re-
gioni vicinissime alle basi, un corpo cilindrico, la cui lunghezza
predomini rispetto alle dimensioni delle sezioni trasversali, si com-
porti effettivamente come un insieme di filbre indipendenti le une
dalle altre. Cid premesso, supponiamo che le forze applicate alla
base libera si compongano nella forza (X, ¥, Z) e nella coppia
(€, W, N), e cerchiamo di vedere so tra le forze atte a produrre
le deformazioni fin qui studiate se ne trovino che si compongono
nella medesima forza e nella medesima coppia. Per questo noi cer-
cheremo di esprimere X, 7, Z, €, W, N mediante le costanti «,
@, a,, By, B,, By; poi, supponendo date le prime sei quantitd, le for-
mule che otterremo serviranno inversamente a determinare le sud-
dette costanti, e conseguentemente a caratterizzare una deforma-
zione, che in quasi tutto il cilindro presenta differenze trascurabili
con quella che si produce effettivamente.

2. Calcoliamo dunque gli integrali
x=jm , 2=[[Vy—M@—n)as=Nyas,
v=(uds, M={[LGa—)— Na]ds=—[Naas,

z=|nas , T={(Mz—Ly)as,

estesi a tutta la base libera. Su questa si ha

L:—p,‘ ’ M=—p,3 N N=“‘puy
.8 conseguentemente
x=6[-8 foa b @ sn)jy'as—(u s [y -+ {3 as]

¥=6[- B fpa— B @i—on {2 — -ty [ayis+ 37 ).
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Per semplificare i calcoli riferiamo la figura ai suoi assi principali -

d'inerzia, e rappresentiamo con A e u i raggi d'inerzia, dimodoché
jw*ds—_—.x*s , jy*ds:u*s , fwyds:O.
Le espressioni precedenti diventano
G 3Q
X=—38,[ + @ —3nw*] + ¢ [ 32 a5,
G Q
Y;—{B;[nu’—l—(% —3m)\] 4 Gf'wds

Per la componente longitudinale della risultante si trova subito
Z == Esa. Bisogna ancora calcolare i due integrali che compari-
scono in X ed ¥, ed & notevole che i loro valori si possono ofte-
nere senza conoscere Q. Prima si ha, pel teorema di Green,

Ha:%ﬁ——sz%)dazo;

quindi
%M:—JQ%M:—Im—:ﬁ—dﬁ,
0vvero
e ts=—[ (0547 P ats=[ (32 +27%) a5,
e finalmente
iasz_(vas+.[ "—‘14—37"):»@,
o ds={ vas+ [ ($Z+37) yas.

Draltra parte, adoperando le espressioni trovate nel precedente §8,
si ha subito

T |, oV
—;‘FW =2k (8,% +B,¥),
@ conseguentemente

.‘(M %:) wds = 2B, \s j(%;l+ %Z)yds—miﬂ,ps
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" Inoltre
[ oas =82 v - 2r — 37y,
| vas =5 (s + 2k — 3)0]..
Dunque
22 as =B [un 4Nt @R =307,
2 a5 =B (an 4 n)ut + @R —3m)¥7],
e finalmente

X:E’A’#{i1 y ¥Y=Ep'sp,.

Cosl gid sappiamo che, data la risultante, sono determinate le co-

stanti
b.¢ . Y

bB=gm » bh=gn o=

Bl

Per determinare le altre osserviamo che
J’Na:a.s_—_m's(a, +8:3) , [Nyas=Euts(a,+8,3).

Invece, posto A* -} u*=—p? si ottiene
[ (bt — 1y)as = — 695, + & | (w%%——y —gg—)d.?
+ G [ [(on — 3m)y* — (4h—3n)2*] yas
- %hj [(2k — 3n)x* — (4r —3n)y*] @as .

Se la figura & simmetrica rispetto agli assi, come ordinariamente
avviene, sono evidentemente nulli gli integrali che moltiplicano B,
e B,, e I'nltima formula si semplifica. Le osservazioni fatte alla
fine del capitolo precedente sulla paritd o disparita delle funzioni Q
ci permettono inoltre di asserire che gli integrali

J(e—vie . [(ap—viR)e
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sono nulli, perchd i loro elementi si possono aggruppare per coppie

" di valori uguali e con segni opposti. Ne segue .

[{of—vid)e=a](a%p—v e

Adunque le formule che servono a determinare o, a,, 8, sono:

ai+BLl=_‘% , u’+B’l=Ei’8 ’

"ol TR

8. Le formole stabilite nel precedente paragrafo ci mettono in
grado di analizzare una deformazione qualunque, mostrando come
questa si possa sempre far risultare da quattro deformazioni speciali:

a) Trazione. Delle sei costanti arbitrarie si supponga la sola
a diversa da zero. Sempre che le 8 sono nulle si ha Q =0. Quindi
le formole finali del § 7 (cap. XVI) diventano

U=———noxr , v=—nay , W=—0azs,
e caratterizzano una irazione, per la quale il cilindro si contrae
trasversalmente e si allunga di
. Z

Si avrebbe invece una compressione nel caso che a fosse negativo.
In queste deformazioni le sezioni trasversali si mantengono piane
e le fibre restano rettilinee. Esse sono prodotte dalla sola forza Z,
giacchd le formole del precedente paragrafo mostrano che X, ¥,
., M, 9 sono nulle.

b) Torsione. Se annulliamo tutte le costanti, tranne 8, la fun-
zione Q si riduce a B,9,, e le solite formole danno

w=pz[v+(52) ] . v=—bz[a—(52)].

)
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Prascindendo da w si studxi il movimento in projezione sepra una
sezione trasversale, e si trasporti I'origine in quel punto O’ della

- sezione stem che ha le coordinate (m") » (%&) e che coin-

Y

cide col centro quando 1a sezione & simmetrica rispetto ad entrambi
gli assi, nel qual caso si ha pure w=8,Q,. Allora si vede subito
che lo spostamento (u,v) consiste in una piccolissima rotazione
— B,% intorno ad O, nel senso opposto a quello in cui si muove
Pindice d'un orologio. Siccome i punti O’ stanno sopra upa fibra,
si pud dire che intorno a questa ruotano tutte le sezioni, e ruo-
tano di angoli che da un estremo all'altro del cilindro variano
da 0 fino a —B,. Si ha dunque una forséone, prodotta unicamente
dalla coppia 97, che agisce nel piano della sezione estrema, e fa
ruotar questa d'un angolo

Tl

3%, 39,
G[”"“I( w Y )d"]
Le sezioni trasversali non restano piane. Infatti nelle vicinanze della
fibra centrale si ha

o= B3R 22 () + (5]

=Byl =

o siccome i coefficienti dei termini estremi differiscono solo nel
segno, si vede che la sezione si curva in forma di paraboloide iper-
bolico. Anzi, per quello che si & detto alla fine del precedente
capitolo, se la sezione & simmetrica rispetto agli assi, si ha

_ *Q,
=8 (Oxby) Y,

© perd gli assi stessi dividono la sezione in quattro regioni tali,
che due regioni opposte si abbassano mentre le altre due si solle-
vano sul piano primitivo. Tuttavia, se Q, fosse nulla, la sezione si
deformerebbe restando nel proprio piano. In questo caso il prece-
dente valore dell'angolo di torsione si riduce a
' _
el




o
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e.s8i ottiene cosi-la formola che adoperano i « pratlcx », e che essi

stabiliscono appunto facendo gratuxtamente Pipotesi che le sezioni

" restano piane.

¢) Flessione semplice. Se conserviamo la sola costante a,,
8 ancora Q =0, e si ha

u_;__,{n(w’_y‘)-f—z’] V=—no,TY , W=0,23.

Per vedere come si deforma una fibra si mantengano costanti
ed y. Allora v & costante, e I'eliminazione di z fra ® e w mostra
che tutte le fibre si curvano parabolicamente in piani paralleli ad
Oxz (plano di flessione). In particolare, per la fibra centrale si

ha u=—%2% 9=0, w=0. Questa fibra si piega dunque a pa-

2
rabola nel piano stesso di flessione, ed il massimo allontanamento
(3aetla) dall’antica posizione & -
_-__ 2 l%p
u=—Gl= 2El’a

Questa deformazione & prodotta, come si vede, da una sola coppia
che agisce nel piano di flessione. Si noti che le sezioni trasversali
restano piane. Conservando a, invece di @, avremmo sempre una
flessione, ma paralella al piano Oyz.

d) Flessione complessa. Pil complicate sono le deforma-
zioni caratterizzate dalle costanti B, e B, ¢ provocate, per conse-
guenza, da una forza tangenziale X o ¥. Consideriamo quella che
corrisponde a 8,, ed affinché alla forza X non si accompagni la cop-

. pia Y7 poniamo a,-B,i=0 invece di a,=0. Riprendiamo dunque

le formole del § 7 del precedente capitolo, supponendovi diverse da

zero le sole costanti 8, e a, = — B,I. Esse diventano, nel caso d’'una

sezione simmetrica,

w=p 025 0~ + 5 -5+ (52) 4],
vzﬂmwz/(l—z) ,
‘w:ﬁ,[—-—m-}-?;—(k—n)xy‘-k@r—(%)o@“}-

-
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E notevole che I'ipotesi =1 renda u e v indipendenti da = e da y.
Dunque, se si prescinde dagli spostamenti longitudinali, si pud dire
che Ia base libera si sposta lateralmente come se fosse rigida. Qui
le sezioni trasversali, non solo non si conservano piane, ma assu-
mono forme diverse (superficie del 3° ordine) secondo la loro po-
sizione nel cilindro. Infatti 20 non & pi%, come nel caso della torsione,
funzione delle sole variabili  ed y. Inoltre le fibre diventano lie-
vemente gobbe, tranne quelle che sono situate nel piano Oxz (piano
di flessione). In particolare, per £ =0, y =0, si ha v=0, w=0.
Dunque la fibra centrale si flette, nel detto piano, in forma di pa-
rabola cubica, giacch® si ha pure

u—-B,[ 6+(6Q')0]~

Per z==1 si ottiene il valore della saetta di flessione, e si ritrova
la formola dei pratici trascurando l'ultimo termine, il solo che di-
penda dalla forma della sezione, e che assume valori il cui rap-
porto ad #* & trascurabile come I'area della sezione stessa rispetto
ad 2. 1l valore approssimato della saetta & dunque

XP

B
% =3’ =35m"

4. Applichiamo i risultati precedenti al cilindro circolare. Prima
di tutto dobbiamo determinare la funzione Q. La prima delle con-
dizioni ai limiti, scritte nel § 9 (cap. XVI), diventa

°+y°"° 0.

Questa deve aver luogo per «® -+ y® = R*®; ma ad essa ed all’equa-
zione di Laplace si pud soddisfare per ogni coppia di valori di z
ed y prendendo Q, costante, e siccome si deve avere Q,=0 in un
punto, dovra essere Q,=0 in tutta la sezione. Dunque, riferendoci a
quanto abbiamo detto nel paragrafo precedente, possiamo affermare
che, nella torsione dei cilindri a sezioni trasversali circolari, queste
sezioni restano piane. E stato appunto questo caso particolare che
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ha indotto gli sperimentatori ad assumere ipoteticamente come vero
I'nltimo fatto per tutte le forme, mentre gii per la forma ellittica
o830 cessa di aver luogo. Infafti per un’ellisse dai semi-assi @ e b

si ottiene
at— b2

Qo—‘za,+b,w1/;

poi ©w=_P,Q,: tutte le sezioni si cambiano in pezzi ugunali d’un
paraboloide iperbolico. Torniamo alle sezioni circolari, e determi-
niamo Q,. Questa funzione deve, per 2® -} y* = R?, soddisfare alla
condizione

bQ‘+yaQ' =1 nw’+(3k—%n)wy'-

E naturale che si tenti di verificarla ponendo per Q, una funzione
del terzo grado in o ed y. Intanto si & visto (XVI, 9) che Q, & par?
nella y e dispart nella @, e perd bisogna porre

Q, = ax 4 Bx® + vyt 4 dwyt.

Perch® sia soddisfatta 1'equazione di Laplace & necessario che si
abbia identicamente 6Bz --2(y-+dx)=0, ciod y==0, b=—38. Per
conseguenza .
Q, = oz 4 B(a® — ay?) .

Ora la condizione ai limiti diventa
1 B
oz + 39 (@ — 3av") = 31’ + (3h— 5 n) av?,

o ad essa si pud, sul contorno, soddisfare identicamente se, dopo
avere moltiplicato per x*-y* il termine ax, e gli altri termini
per R?, si prende

o+ BR=1R, a—0pR = (3k—] n) &,

vale a dire
1
a=3@r—n)R, p=— (—n),

e finalmente
' 1
Q=7[Br—n)B% — (k —n) (& — 32p")].
Di qui deduciamo
B _ g R 3Q
(5)=mr—n 3, (2) =o.
D'altra parte

fw’ds:jy'ds:%fr’dgx vr\‘fr'dr.—_%m:%ﬂ'x,

e, per conseguenza, x=u=lk, p=~§=. Segue da tutto ciod

che I'angolo di torsione, la saetta della ﬂesslone semplice, quella
della flessione complessa, ecc., hanno i valori

2% .W 4XP
wGRY uER‘- » ~—._.~311ER" , @ecce.

L'ultima saetta &, piti esattamente,
4X8 3 R
SRER [1 +z@k—n) (T)!] :
b

Nel caso della sezione ellittica i raggi A e p hanno i valori % e 3

La formola adoperata in pratica per esprimere ’angolo di torsione &
’ 4701

nGab(@ )

Essa induce in gravi errori quando la sezione & fortemente eccen-

trica. Per correggerla bisogna prima di tutto. caleolare Iintegrale

w=

f( aQﬂ ya%)ds_u‘-f—b'ﬂa” f’”“’-—a._;_,,,(h—u)s-

I dgnominatore della formola esatta si cambia allora nel prodotto
di Gs per

apt

3 _ bt ‘g
""*‘“"‘:u}-b("’-“')=m(b’\’+a’u’)=a,_,_,,,-
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' Dungque il vero angolo di torsione &

w = @ 0)Tel

"Ga
Sempre superiore.a quello degli empirici, questo valore & sufficien-
temente confermato da tutte le esperienze (*). L’accusa fatta alla
teoria matematica della elasticitd di non trovarsi in accordo col-
P'esperienza va dunque rivolta alle varie pretese teorie escogitate
per giustificare a posierfori e generalizzare oltre misura -alcune
formolette empiriche, mettendo insieme ipotesi contraddittorie, in-
giustificate ed ingiustificabili. Le differenze che si trovano « sf
prende Uabitudine di attribuirle » dice Clebsdh (™) « ad imperfe-
ztont della teoria piuttosto che ad trregolarila commesse nell’ ap-
pitcarla. Sarebbe forse perché questa confusione st produce troppo
spesso che la teoria & tanto discreditata in certi ambienti? »

(*) Vedi una nota al « Traité » di CrepscH, pag. 209, ed altre note di SaiNT-VENANT &

pag. 210 o seguenti.
(**) Leggi l'interessante § 38 del « T'raité »,
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XVII. ALCUNE NOZIONI
SULLE COORDINATE CURVILINEE.

1. Siamo z,, 2,, @, le coordinate cartesiane d'un punto. L'equa-
zione f(x,, %, , &y) = q rappresenta, per ciascun valore di ¢, una
superficie. Se si considera g come un parametro suscettibile di
tutti i valori reali, 'equazione stessa rappresenta una semplice in-
finitd di superficie. Si considerino ora tre famiglie di superficie

fg(wqaxs’ w3)=Q1 ’ fz(mna"szs)=Qs 2, fa(wl’wz)ws)::QS’

tali che tre superficie, prese comunque nelle tre famiglie, abbiano
generalmente un sol punto comune. Questo punto sard cosi indivi-
duato dai valori speciali che hanno i parametri g,, g,, g, sulle tre
superficie che lo contengono. Percid ¢,, ., ¢, Si possono assumere
come coordinate del punto. Le tre superficie

e le loro linee d’intersezione si dicono super- ’/3\

ficie e linee coordinate del punto, e prendono

nome dai corrispondenti parametri. Cosi la g, \ q,

linea g, & quella linea coordinata, lungo la :

quale varia il solo parametro g,, mentre la /\ ™~

superficte g, & quella superficie coordinata / * g,
in

su cui resta costante il parametro g;. Questo
sistema di coordinate dicesi ortogonale se le superficie coordinate
sono, in ogni punto, perpendicolari fra loro. Se ¢id ha luogo, & chiaro

che anche le linee coordinate riusciranno fra lore perpendicolari.
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2, Le derivate di a,, «,, x, rispetto a ¢, sono evidentemente

. proporzionali ai cosens déretiori della langente alle lneaq gq,, nel - o

punto considerato, poiché muovendosi questo sulla detta linea, q
varia come una funzione del solo arco percorso. I coseni stessi sono
dunque

1 92, 1 3z 1 dz,

ER T R A Y A G @)
se si pone
o= () + () +(5) @

Se poi con o; si rapf)resem.a I'arco contato, sulla linea ¢,, a par-
tire da un’origine arbitrariamente fissata, e se si osserva che i co-
seni (1) sono anche uguali alle derivate di «,, z,, o, rispetto a Oiy
si vede subito che do,= Q,dg,. In altri termini Q; & il coefficiente
che bisogna dare a dg, per ottenere I'elemento lineare, lungo la
linea g,. Questa osservazione serve appunto, nei varii casi partico-
lari, a far conoscere speditamente le funzioni Q,, Q,, @,, che hanno
grande importanza in questa teoria. Quanto all'espressione generale
dell’elemento lineare, essa & mamrest.amente data, nei sistemi orto-
gonali, dalla formola

do* =Q,*dq* + Q,*dg,* 4 Q,%dg,*,
poichd, a meno di infinitesimi superiori, do misura la diagonale

d'un parallelepipedo rettangolo, i cui lati sono misurati da do,,
do'g 3 403

8. Le derivate parziali prime di g, sono proporzionali ai cosens
direttori della normale alla superficie g,. Questi coseni sono dunque
uguali alle derivate stesse, divise per + }/Ag,. Siccome poi la nor-
male alla superficie g, non & che la tangente alla linea ¢,, si ha

1 o 1 a@z 1 3 1 a% 1 g 1 0‘”3

Vg, Bz, T 0o }/Agg oy T Qs 3 }/Ag‘ By Q04

fissando convenientemente il verso positivo delle varie direzioni.
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Queste formole, moltiplicate per —gz—:, _?rq‘_ M‘ , rispettivamente,

dz,
e sommate, danno

VAq‘.—_——é—. ®3)
{3
Dunque
_ 13 ’
Q‘ Q{ OQJ ’ (4)

4. Ricordiamo che il determinante dei coseni degli angoli che le
rette d’'una terna ortogonale fanno con quelle di un’altra terna or-
togonale, & uguale a 41, e si pud sempre fare in modo che sia
uguale a + 1, nel qual caso avviene pure che ogni elemento del
determinante & uguale al proprio complemento algebrico. Siccome
il determinante

_lm dm dm|
100 0%: 04s
3w dmy Oz

0 3 %
0z; dxy Oz
3 M 3 |

si deduce dal determinante dei coseni dividendo le verticali rispet-
tivamente per Q,, Q,, Q,, si vede immediatamente che Vv =0,0,0,.
Inoltre gli elementi di ciascuna verticale di ¥ sono proporzionali
ai proprii complementi algebrici. D’altra parte si ponga per un
istante \

oz O, Oz ¥z 2y 3%z,

0%k 02:9¢; ' Ok 09:34; O 4:94;

S =

rappresentando con ¢, j, k una disposizione qualunque degli indici
1,2, 8. La condizione di ortogonalith fra le linee ¢; e ¢, vale a
dire
Oz dy bz, RENLY L) g dwy
99, GQ, 0% d9; L8 BQJ

»

derivata rispetto a g,, dd s;--s; =0. Ne segue §, ==§,=8,=0,
Cesino, Teoria dall'slasticitd 1n

¥
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ed all’eguaglianza & =0 si pud, in virtd delle pmprxeté preceden-
temente richiamate, dar la forma
dm do ¥a |
0 ¥ 4.d9 |
0z, Oz 'z, ‘
e v 9.0y i

=0. (5)

¥ o
| 00,  99.9¢;

6. Cid premesso, cerchiamo le linee di curvatura deila super-
ficie ¢,. Spostiamo il punto M su questa superficie, in modo che
dalla posizione M(g,, q,,q;) venga nella
posizione

M (g +dq,, Qn+b%’ a5+ 3g,),

essendo dg,==0. Perché MM’ stia sopra una
Vs linea di curvatura & necessario che avvenga
c L] l'inoontro delle normali, in M ed M, alla
superficie ¢,. Siano x‘-—)‘ bq , m,-—-).%, w,—k%%— le coor-
dinate cartesiane d’'un punto della prima normale. Perché questo
appartenga alla seconda normale bisogna che siano nulle le varia-
zioni delle coordinate nel passaggio da M ad M’, bisogna ciod che
si abbia

bm,—m-"—ﬂ-—i’f‘—axz_io,
aq

- _ dxy
o, — Ao 222 M‘ S =0 )
Dz, 0z,
Ad 32, M O =

L’eliminazione di A e d\ conduce subito alla condizione

R ¥z,

ba 2% O | =0 : -
LY Bz, |
99 bz, . ]
Sz, Iz,
8 0z, bM(
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equivalente a ‘
| dmy d=, dz. 3t ‘ Nz |
B0 00 00T 30 % g0 00 T g 00 [ =0,
¥y dmy B O
| 3. gy %+ L % 02:0¢; %g; + 9g,0¢; 02,
] Az, 1)_.@ 2y 3z,
|

aim {
—~ bg; + 2 b |
g, d9g; %+ 9, s g,9¢; %+ 3¢,0q;, %2, |

Scomponendo le colonne si ottiene, nel primo membro, una forma
quadratica di dg; e bdg,, in cui i coefficienti di dg* e dg,? sono

0z, oz, =z, Bz dw O
T% 0_4, 39:'375' ’ g 0% 3g,9¢; |’
drg  dz, ¥z Ay 0z ¥y I
e, E o9, g, 9q; Oq 9g,3q;
0r; dxy;  O%x, 0ry 0z,  diwm,
B, dg; 34,3y | 3. dm- 99.9q:

sono cioé uguali a zero, in virth di (5). Resta il termine in dg;0¢;,.
il cui coefficiente non pud essere identicamente nullo, altrimenti
tutte le linee uscenti da M sarebbero sempre linee di curvatura.
Dungue d¢;=0 0 dg;==0. Si ha cosi il teorema di Dupin : # ogns
sistema triplo orfogonale, le superficie di due famiglie tracciano,
sopra una superficle qualunque della terza famiglia, tutle le sue
dinee di curvatura ().

8. Adunque per trovare i raggi principali di curvatura della su-
perficie g,, nel punto M, bisogna far spostare questo punto sulle
linee coordinate g; e ¢,. Se ry; ed 74 sono i raggi che si ottengono
in queste due direzioni, i loro valori sono evidentemente dati dal-
T'espressione Q;A, in cui A si calcola mediante le equazioni (6). Sup-
pongasi, per esempio, che si voglia calcolare . In questo caso,

(*) Vedi Lamt: Legone sur lss coordonnées curvilignes, §§ XXIII, XXIV; o Biancnr:
Lazioni di Geometria differensziale (Pisa, Nistri, 1885-86, § 122). Al prof. Beltrami si deve
un'altra i dimostrazione, fondata su iderazioni ci iche (Rendiconti del-
#Istituto Jombardo, 1872, p. 483).
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essendo dg,=0, d¢,=0, si ha b='b%,"bq” o perd le equazioni

(6) diventano
(dm_y Me e B
dg; 3!«61; kN o, —
Iz _\OPu _ amn
d¢; 9¢,0¢, 3¢, dg ~ ’
Oz M2
. dg; 9¢,9g; g, 5!5
Moltiplicandole per i;—;’—, %, :;;l, rispettivamente.'poi sommando
e tenendo conto dell’ortogonalitd delle linee q; € ¢;, si ottiene
223 gy 1 0O
U=z 0% U'=1q ¥, °
Dunque

7. Geometricamente la formola (7) si dimostra in modo assai semplice pren-
dendo sulla linea g; un arco infinitesimo MM, e considerando Yarco NN’ nel
quale si cambis MM’ quando ¢, diventa ¢+ dg,. Allora si ha

MN=do; , MM'=dg; , NN'=JO‘,+%%’;dq,dqj,
4
o la relazione evidente

NN —MM' _MN
THM T v,

si trasforma subito nella formola (7). Questa serve princi-
palmente a far conoscere la segnatura adoperata da Lamé
nelle sue classiche « Lepons ». Costantemente preocoupato
di dar forma geometrica ai risultati dei suoi aalcoli, I'il-
lustre inventore delle coordinate enrvilinee introduce sem-
pre, melle formole finali, le curvature degli archi ecoordi-
nati e lo derivate rispetto a questi archi. Cid contribuiste
& mettere in evidenza il vero significato delle formole
8tesso « imperocehd » — dice Laplace — « & interessante
figurarsi nello spazio i risultati dell’Analisi, e reciproea-
mente leggere le modificazioni delle lince & delle superficie, o le variazioni del
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movimento dei corpi, nelle equazioni che le esprimono. Questo risvvicinamento
della ‘Geometria ¢ dell'Analisi sparge una luce nuova sulle due scienze : le ope-
razioni intellettuali della seconda, rese sensibili mercd lo immagini della prima,
sono pilt facili a comprendere, pid interessanti a seguire; e quando 'osservazione
realizza queste immagini, e trasforma i risultati geometrici in leggi naturali, In
vista di questo sublime spettacolo ci fa gustam il pii nobile fra i piaceri riser-
vati all'umana natura ».

XIX. DIGRESSIONE
SUI PARAMETRI DIFFERENZIALL

1. Data una funzione V delle coordinate cartesiane ortogonali
&y, Ty, &y, le funzioni

ar=(Z)+ )+ (&) o=t

che si chiamano i parametri differenziali () di V, del primo e del
secondo ordine, hanno la proprietd di non dipendere dal sistema di
assi, rispetto al quale vengono calcolate. Infatti & facile dimostrare
che, se si fa ruotare la terna ortogonale di assi arbitrariamente, i
valori dei parametri differenziali, in ciascun punto, restano inva-
riati (). Cid si deve ai significati geometrici e meccanici dei para-

(*) Considerati la prima volta da Lamg. Vedi le « Legons sur les coordonnées curvi-
lignes », § 11I. Chi voglia conoscere la teorica generale dei parametri differensiali, stabi-
lita sopra basi puramente analitiche, legga una Memoria del Prof. BaLTraMmi, pubblicata
dall’Accademia di Bologna (vol. VIII della 22 serie, p. 549) ed un'altra del Prof. Ricor negli

Annals di matematica (vol. XIV della 22 serie, p. 1).
(**) Per una rotazione inflnitesima degli assi {cfr. p, 30, §3) ia prima e la seconda de-

rivata di ¥ rispetto ad &, variano di

dv oV Py L
R (T e A

© pard ie metd delle variazioni di 3V e AV seno

v v\ dv _ ( 4 7 \_o
2(“’?.;:-‘ 5_ bxt,—o ’ 2 a'bx,ﬁw, asaﬂ‘la '

@y
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metri stessi, significalt indipendent! dall’ orientazione deglt assi.
Per esempio, sia ¥, la media dei valori che la funzione V assume
sopra una ‘superficie sferica, di raggio infinitesimo r, o V, il valore
di ¥ nel centro della sfera. Se si trascurano gli mﬁnitesiml di or-
dine superiore al secondo, si ha

B 1%, 1 »v *v |
V_,V°+w4§;i+---+§(wa"3}?+‘“+ 4w'0x b:t,+ )’

supponendo che tutte le derivate siano calcolate nel centro della
sfera. Si moltiplichi per ds, e si integri a tutta la superficie sfe-

. rica, osservando che

1

jar:ids=0 s J‘w,wsds=...=0 , Iw,’ds:...::gj.r’ds::%sr'.

Si ottiene, dividendo per srt,

hm V”

ral

A" V.

Una eguaglianza analoga si pud stabilire per AV, considerando la
media dei valori di V. Tali eguaglianze rendono evidente la pro-
prietd invariantiva di AV e A®V.

2. Siano «,, a,, a, i coseni che definiscono una direzione qua-
lunque. L’integrale di a,a,ds esteso ad una superficie sferica di

raggio 1, ha il valore 3 o il valore 0, secondo che #=j o i j.
Infatti nel primo caso si pud scrivere

>

r 2w
Ja.»’ds =J- foos'esenededw =2n[ons’e'senede = %_‘ s
[

e nel secondo

J‘a‘u,ds =J' fsen’ecosecowdedw =0.
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Cid premesso, la derivata di ¥ nella direzione considerata &
' 4

av__ 3V, 3V, .
%’=“55‘”zl+“¢§;’+%ax" 6]

Ne segue, quadrando, moltiplicando per ds ed integrando a tutta la
sfera, . )
d ="TAV.
j(%) ds =54
Similmente, se si osserva che

»v », o
%:Q‘=m+ﬂzsw+...‘*'ga‘u!——*—bz’emg—‘*- ()

si ottiene, moltiplicando per ds ed integrando,

BV 47,y

Dunque i valori di A*V e AV sono proporzionali ai valori medii

delle derivate seconde e dei quadrati delle derivate prime in tutfe
le direzioni che si possono considerare intorno a ciascun punto ).

8. 11 signifieato invariantivo di AV si pud anche'dedurre i}nme-
diatamente dalla formola (1), considerando la dire.znone «?eﬁmta dat
coseni proporzionali alle derivate prime di V. .Sxa 6 Yangolo di
questa direzione con l'altra (@, , a,, @5). Alla (1) si pud dar la forma

av e
——= . €080 .
dc“’VAV €os

i W = unto
1l massimo valore di % si ha dunque per 6 =0, ed & app

YAV. In altri termini j/ AV & la derivata di ¥V nella direzione
secondo la quale pé rapidamente varia la funzione. Si noti cl'{e
questa direzione & precisamente quella della normale alla superficie

(*) Boussingsq : « Cowurs d'Analyse infinitésimale » (t.1, gme fage., pp. 57, T1).

V= costante. Similmente dalla formola (2) gi deduce che le dire-
zioni per le quali & nulla la derivata seconda costituiscono un cono
quadrico, ed & ovvio che questo non pud dipendere dagli assi. E
dunque #varianie il diseriminante della forma quadratica (2), hes-
siano della funzione ¥, e godono della proprietd invariantiva anche
le somme dei suoi minori prineipali del primo o del secondo ordine,

ed in particolare A®V. Altre interessanti interpretazioni si possono

dare dei parametri differenziali. Tutte concorrono a dimostrare che

« il parametro differenzial secondo &, per cosi dire, ia dertvata per

eccellenza, una derivata che esprime cid che di pii» generale si ha

nel modo di variare della funzione » (). Percid il detto parametro

ha importanza altissima in tutti i rami della Fisica matematics.

« Quando una classe di fenomeni fisici dipende dalle variazieni

d’una certa funzione, guasi sempre questa interviene per mezzo

del suo parametro differenzial secondo, come se questo fosse wna

dertvata naturale, pid essenziale, pit semplice ed in pari tempo

pitt completa di tutte le derivate parziali, pill 0 meno arbitraria-
mente scelte, che si ha I'uso di considerare » (*),

4. I parametri differenziali si presentano anche molto nataralmente quando si
a uso dei gquaternions (***), o numeri complessi risultanti dalla riunione, per via
additiva, d’uno scalzre (numero reale, privo del senso di direzione) ¢ d'un vettore,
che nello spazio definisce, in grandezza o direzione, un segmento rettilineo, me-
diante le sue projezioni su tre assi ortogonali qualunque. Cosl lo spostamento
(%, v, w) d'un punto & un vettore w—1u ~+Jo+%w, ola doppia rotazione del
mezzo & un altro vettore T =T, 5T, 4~ k%, in oui le wnita 5, 7, k, linear-
mente indipendenti, sono soltanto soggette alle condizioni

PP B 1, jh=— k=i, b= —ik=j, §=—ji=kh.
E invece scalare 1a dilatazione ©. Quando si applica 'operatore (****) di Hamilton

3. )

*) BDI;IIIRRIQ, loc. cit., p. 2.
(**) Lamz: « Legons sur les coordonndes curvilignes », § XV,

(***) Consiglio vivamente al lettore lo studio dei pitoli « O tica » ed « A
zéoni fisiche » nel Trattato slementare dai guaternioni di Tar.
(****) Tarr, loc. cit., seconda parte, p, 85.
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allo: npomamento intendendo conservate le proprieta dall’ordmmo calcolo glge-
brico (tranne, per necessits,”1a propmti commutativa della moltiplicazione), si
oftiene

Vw=—-9+GC.

vale & dire che la condensasione e la_doppia rotasione del mezzo sono rispetti-
" vamente la parte scalare e la parte vettoriale di Vw. Quando invece I'operatore
¥ si appliea ad uno scalare, si pud soltanto dire che il quadrato del modulo del
risultato & precisamente uguale al parametro differenziale del primo ordine dello
scalare stesso, ciod |V|*=A. Ripetendo ancora sul primo risultato I'operazione ¥
si ottiene
‘ 1 o2 ¥ —AS
vi= ( & T T ) '

- e cid resta vero, manifestamente, quando si opera sopra un vettore, di guisa che
il parametro differenziale secondo non &, a prescindere dal segno, che il risultato
di due operazioni V, applicate successivamente. Qui & utile segnalare la sempli-
citd grandissima che assamono i problemi di elasticith quando si fa uso dei sim-
boli testd definiti. Le tre equazioni indefinite dell'equilibrio elastico nei mezzi
isotropi (IV, § 5) si riassumono nell'unica F=vg, dove & & il vettore rap-
presentativo della forza di maassa, ciot ¢X | jY--%Z, e ¢ rappresenta il qua-
ternione — 40--BT, leggiera modificazione di Vw. Del resto, l'introduzione
del vettore Q=sU-}-jV-+-kW, considerato nel eap. XTI (§§ 4, 5), permette di
serivere, innanzi tutto, VQ=4ng, e finalmente ViQ=4nF. Cosi & resa ma-
nifesta la possibilith di ridurre sempre le quistioni di elasticita al problema di
Dirichlet. Queste considerevoli semplificazioni non devono recar meraviglia gnando
si rifletta che « spesso in Fisica, per ragionare, non per calcolare, & desiderabile
evitare 'esplicita introduzione delle coordinate cartesiane, ed & vantaggioso fis-
sare l'attenzione sopra un punto dello spazio, preso in s&, non sulle sne tre coor-
_dinate, come sulla grandezza e la direzione d'una forza invece che sulle sue tre
componenti. Questo modo di considerare le questioni geometriche e fisiche & pid
‘naturale dell'altro, e si presenta primo alla mente; nondimeno le idee che ne
derivano non ebbero il loro completo sviluppo fino al giorno in cui Hamilton fece
un secondo grande passo nello studio dello spazio merce P'invenzione del ealcolo
dei quaternioni » (¥).

5. Espressione di AV in coordinate curvilinee. Si ha

AV _ oV dq Vog, , 0V dgy

?
[Tk % i Tt P o PO Gk

(*) Coal si esprime MaxwsLL nei preliminari (§ 10) del suo immortale « Trariato df ela-
sticita e magnstismo ». Qui non 80 astenermi dal consigliare anche I'intera lettura di questi

preziosi preliminari,
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Quindi, elevando al quadrato ¢ sommande, e tenendo uonto dell’ar-

togonalitd delle superﬂcxe coordinate e della formola (3) del prece-
dente capitolo,
114

AV— 1 /3V 1 [oF\*
w3+ % %) to(ag) B)

6. Espressione di A’V in coordinste curvilinee. Prima
trattiamo il caso particolare V'=g,. Dalla formola (4) del prece-
dente capitolo si deduce

Pe W 3 1 1 3 o |
M =2, % O T 08 35

poi, facendo j—=1,2,3 e sommando,

Qra, osservando la predetta formola (4) ed invertendo I'ordine di
certe differenziazioni, si ha

2 0y 1 b dm p da oz,

zj:ezi 9, — @ (311 3 ¥ +Ml M: M1+691 A Mﬂ)
3z, Y LI Oz, 3 Az,

+_‘T(Mn 3 3% | o 894 0§:+ M: ¥ 51:)

+l(bz. 3 aw,+6ws 9 Oz éwa)

35 3¢; s | 045 4 s ’8:?3;707;

Intanto, se si tiene presente la definizione di Q, (form. 2 del cap. pre-
cedente), 8i ha

53’1 3 oz
¥ 3 +

Az, 9 Dd:, 1 b . 9Q
64)‘ 6?; Mx+0ﬁ 32, oqx 2 g, W=Q3r.




Bungue

Lyg 4 120, Loo_
&

s 0 % T o s

2
84,

e ‘conseguentemente

1 3logy 1wy _13 v
A'q‘_-_—- ,+Ql 4 —ﬁ( 34 (+Q{’ 59:) v ¢ @F @

7. Passiamo al caso generale. Si ha
NPV __ AV 3% g Y ¥V
e T Ly ¥g, i 025 025 gy
Quindi, facendo j=—1,2,3 e sommando,

A. ‘+Z(aq. d 3V | dgi 3 AV %19‘1),

Atv= 52, 3, g, T 0y 33 07, 1 0, 323 35,

L’espressione sottoposta al secondo segno sommatorio si pu6 anche
serivere cosi:
L (2 37 | e ) OV de 3 07)_ L0 a7
o7 (3, 35 30, T3, 30 %0, T 0, 9w 2,

Dunque AzV:Z ( g 0+ le g;V) ®)
poi, in vir’u‘l di (4),
(2o, o2 1N (907

A V—-—g '39‘ ¥ Qd & 9gf) T v og; \Q# dg;
o8 14
1 0505 OF [X%14 d (@ OVY]
AlY= 0005 [341(—61 091) + b?s( Qs aqn) + 39:( Qs Qs)]

E questa I'importantissima formola @i Lamé ().

{*) « Legons . ..», § XIV. La dimostrazione qui' data non differisce, in sostanza, da quella

. Una formola pid
che Lamft steaso ha svolto nei §§ XII, XIII, XIV delie sue « chonx., ) .
genarale, relativa al caso di »n variabili, si trova nella Teorica dei determinanti (p. %)

del Prof. Brioscar,
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&Applmhimolaa!mtamadeﬂeewrdmaumhnlnqmmmﬁh
una famiglia di sfore comeentriche, una famiglia di
coni di rotazione, col vartice nel centro deHe sfere.
e P'asse comune, e finalmente un fascic di piani col
medesimo asse. 1 parametri sono il raggio r di cia~
scheduna sfers, Pangolo © che lo generatrici d'uno
stesso cono fanno con I'asse di rotazione, ¢ 'angolo
y di ciaseun piano con nn piano fisso. In ogni punto
incrociansi ad angoli retti un raggio, un meri.
diano, un parallelo. Lungo queste linee, che sono
lo linee coordinate, gli elementi lineari sono dr,
rd0, reenbdy. D'altra parte si sa che questi cle-
menti sono espressi da Qydr, Q,d0, Q,dy. Dunque

Ql=1 ) Q’=f N Q3=rsen9 , 'V =rtsend s
¢ Ia formela di Lamé diventa

_ 124 1 3 AV 1 97
av= “[ar('#”m‘r(”“ae)**mwl

9. Seconda dimostrazione (). La formola di Lamé si presenta in
modo abbastanza semplice quando si cerca di- stabilire I'equazione
generale della teoria del calore in coordinate curvilinee. Rappre-
sentiamo con V la temperatura nei diversi punti d'un mezzo omo-
geneo ed isotropo, e cerchiamo di esprimere la quantity di calore
che, durante il tempo df, attraversa un elemento piano ds. Pren-
diamo un elemento infinitamente vicino e parallelo al primo, alla
temperatura V+4-dV, ed immaginiamo cosi formato un mwuro di

spessore infinitesimo dn. E noto (**) che la diffe-
“ renza V—(V--dV) delle temperature sulle due

facce del muro, divisa per lo spessore e molti-

plicata per un coefficiente ¢, detto coefficiente
di conductbitita calorifica, di la quantits di calore che passa du-
rante l'unitd di tempo per I'unitd di superficie. Dunque il ﬂusso di
calore che attraversa ds durante il tempo dt &

VP—(V4dV)_  av
cdsdtT__g ;;d«?l”-

(*) Anche dovuta a Lamk: « Lagons...», § XVI, . )
(**) Vedi, psr asempio, Jamix, « Cours de physigus », 2me &d., ¢ II, p. 335,
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Cid premesso, -si- consideri il parallelepipedo costruito sugli elementi
lineari do,= Q,dq,, (1=1,2, 3). Esso riceve, attraverso Ia faccia ds;,

una quantith di calore espressa da ——3—; %—;—ds.-dt, e perde, at-

traverso la faccia opposta, la quantita

Y LA I S L PR ]
[Q« 9g; dsi+ 9g; (Qc dq, dg‘)dq‘ odt,

dimodoché resta nell'elemento di spazio la quantitd di calore

.G_(L_*’.‘i ) —cd .VLLV_) :
¢ 39, \ Q. dg, ds; | dq,dt = ¢ a‘h(@i’ g, 44,09,04,0t.
La quantith totale di calore che I'elemento dS acquista nel tempo
dt & dunque

2 ANENE R4
v & 9¢; (Qi' 9g; ) ) ®

D’altra parte & noto che questa quantith di calore dev’essere pro-
porzionale all'elevazione di temperatura, %%7 dt, ed alla massa pdS,

e che il coefficiente di proporzionalith & il calorico specifico C.
Dunque I'espressione (6) equivale a

14

C5e

pdSdt .

Dal paragone risulta, chiamando %k la costante %,

LY 2 (907) 0y
v - 3 \ Q3 0q, /7 "ot

11 secondo membro, in forza del suo significato fisico, non pud di-
pendere dal sistema di coordinate prescelto. Dunque il primo membro
conserva inalterato il proprio valore quando si specializza il sistema
di coordinate. Nel caso delle coordinate cartesiane esso diventa A*V
" perche si ha ¢;=x;, Q;=1, V =1. Resta cosi dimostrata la for-
mola di Lamé, e nel tempo stesso si vede che la propagazione del

S =174 —
calore ‘nei mezzi omogenei.ed isotropi & regolata dall'equasione df
: S S " ' :
Fowrier A'V_kﬁ. In particolare si osservi che, se un corpo & in
equilibrio di temperatura, dev'essere Soddisfatta 'equazione A*¥—0
(equazione dt (*) Laplace), in tutti i suoi punti.
10. Trasformazione di integrall. Sia ¥V une funs i
tinus ed uniforme, ¢ si consideri Pintegrale triplo resone faits, con
avas
g v’
Per una lines ¢, conduciamo le .suxferﬂcie s ¢ gy, o consideriamo le due super-
o~ ficie infinitamento vicine, gy--dgy ¢ g, - dg,.

T Queste quattro superficie staccano dallo spagio un
i~ ¢ 7 camktm Beomponiamo il corpo in una infinita di
g v ‘nxmh. ca.naletti, che supporremo percorsi nel senso

\ - n cul sl computano le g, e distingaiamo con in-

) . — dici 0 ed 1 rispettivamente tutto cid che si rife-
risce ai punti di entrata e di uscita dei canalotti sulls superficie del corpo. Cio

premeeso, I'integrale considerato si pud scrivere cosi

ﬂ] %}:@a dgydy, '—“-JI@:@&I%E@: =.U (Vi — Vo)dgedg; .,

Ciuefm canaletto stacca dalla saperficie un elemento dsy o ds,, la cui projesione
sul piano tangente alla superficie 1+ nel punto che si considera, di la seziene
m del canaletto, ciod un rettangolo che ha per dimensioni ’Q,dq @1y
Biccome I'angolo della linea g, con la normale alla superficie del eor;o' @ :wuk;
all’entrata, ottaso all’uscita, 5i ha

©195d93dg,==ds, 003 (i, ¢,) allentrata , Q,Q,dq,dq,:—-:—d;,oos(u,, qy) all'uscita,
e perd
ﬂ V. dgydg, — J' [7dasa,

= [ Vacostmgy) , [ Pycos(meq,) £ :
[P a, e = [Tkl g,
Dusgue IV ds |
: ds
Ik A "J & Vm(nq,);. (UM

In questa formola & inclusa Ia (9) del cap. 1.

(%) « Mdcaniqus céleste » (liv, o1, X1).
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L. Terza dfmostrazione (). La trasformazione (7) ci mette in

grado di esporre un‘altra bella dimostrazione della formola di Lamé.
Si consideri I'integrale
= j AV.dS,
e vi si faccia variare V. In virty di (3) si pud scrivere
AVt v av s
J= j[@: 591 Qa’k-é—q;)_l—(?xa(a%)]v !

poi, prendendo le variazioni ed integrando per paxfti,

1., (( v 7RV vov
§bJ.-—j (WBQI 9g, +Q:’ dg; 0gp Qa’ 0gs 9g;
aV

Fia?) o (or ]S

v OV YV v oV be)

z.‘-[%m(%ﬁf ) + a%( ¥ 3y T 3

)+ S5 ) - e o

Adoperando (7) si riconosce che il pi‘imo integrale si trasforma in

= (33 con(nan) + ;55 cos(nan) + g, 5 cos(naq) |V as

ciod in —Ibv.%ds. Dunque
1 av d (v 3V id_*f
fbjz—jbv—ﬁds‘*‘[bflgz dg; (Ol’ a%) v’

In particolare, prendendo coordinate cartesiane,

| av . s
ng_-—j.bV%-ds j.bV.A v.ds.

(*) Dovuta a Jacos: (2° vol. delle . Math, Werke »).
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- Eguagliando le due espressioni di bJ, ed osservando che- le 14 re-y

lative ai dxversi punti del ‘corpo sono completamente indxpendenti
le une dalle altre, si vede che dev'essere vera in ogni punto dello
spazio la formola di Lamé.

XX. SISTEMI ISOTERML

1. Superficie di livello, equipotenziali, isoterme; isosta«
tiche. Bonché non tutto cid che siamo per esporre abbia impor-
tanza diretta nella teoria della elasticitdy, crediamo sommamente
utile parlarne, sia per dare maggiore evidenza alla teoria delle
coordinate curvilinee, sia per mettere in luce i legami esistenti fra
i diversi rami della Fisica matematica. In tutte le teorie matema-
tiche dei fenomeni naturali si & condotti alla nozione d’una certa

funzione, ed allo studio delle superficie su ¢ui questa fanzione resta

costante : sono esse le superficie df lvello nell'idrostatica, le super-
ficie equipotenziali nella teoria dell'attrazione universale, le super-
ficie isolerme nella teoria del calore. Dal punto di vista geometrico
non si hanno differenze essenziali fra tutte queste famiglie di sv-
perficie. Ci basterd dunque parlare delle superficie isoterme.

2. Se un corpo & in equilibrio di temperatura, esso si pud con-
siderare come il luogo geometrico d’'una infinita di superficie, su
ciascuna delle quali & costante la temperatura V. Se ¢ & il para-
metro di questa famiglia di superficie, dette isoterme, ¥ non pud
variare se non varia g, e perd V & funzione soltanto di ¢. Quindi
si ha, successivamente, '

W _avag @V _ave
g ve 0 Be 6z§'+ @ (““) (#=1,2,3)

poi, sommando,

L L C a4
AV_quq—}-dq,Aq.
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Abbiamo visto che  per 1'equilibrio di temperatura deye essere
A'W=10. No segue

o oy

q___ a7

Y i1 (1)
dq

Se si osserva che il secondo membro & funzione della sola g siar-
riva alla seguente conclusione: Perché una Tamiglia dt superficie,
di paramelro q, sta isolerma, & necessario che i rapporto de:
paramelri differenziali di q sia funzione df q soltanto (). Questa
condizione & anche swffictente. Infatti, supponendo che si sia tro-
vato il rapporto dei parametri differenziali di ¢ espresso da @(g),
cerchiamo di determinare V. L’equazione (1) diventa

785 =—0@),

@ 88 ne deduce, con due integrazioni successive, V— At —+u, con
X e u costanti arbitrarje, e

r:fe‘“"”""aq.

La funzione T dipende da ¢ soltanto. Si pud dunque assumerla come
parametro della famiglia di superficie, distinguendola da ¢ col nome
di parametro lermometrico, poiché verifica Pequazione delle tem-
perature stazionarie A’r==0. Si osservi che l'adozione del para-
metro termometrico introduce semplificazioni notevoli nei calcoli in
coordinate curvilinee. In particolare, se g¢,, g;, g, sono i parametri
termometrici d'una triplice famiglia di superficie coordinate, la for-
mola di Lamé diventa

1 2V 1 ¥V 1 2V
AV = — -
o 3?1’+ @ 0¢° T QFF 3ggd
Basta, per accertarsene, supporre A*g,—0 nella formola (5) del
precedente capitolo.
{*)- Proposizione importante, dovuta a LaMi: « Lacons », §8 XX, XXI.
Onsino, Tsoria deli'Elasticita 12
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&ﬁn@smmdmo&mghodxupeﬂm isoterme. In primo luogo
facoiamo osservare che le famiglie costituenti il sistema delle coordinate -pelari
sono tatte isoterme. Infatti por le sfers concentriche si ha 23} 28+ 2= 12;
quindi

L % 1 2!

6—3_5“7’ ‘a“x?.r [

"”b:,

2 Adr
— 3p e ———=
Ar=1 , Arv v ' AF

8e poi si vuole il parametro termometrico, sf ha
o ‘===;_2— , jg(r)dr:-zlogr , je‘f""“'df J'_.z..% ,

eﬁpnépmdmtm%.conciosipnAmmeln distribuzione della tem-

peraturs in un involucro sferico le cui superficie terminali siano mantenute a

temperature costanti ¥, e ¥,. 8i ha infatti V=%—|—p, e le costanti A e p
. A

si determinano mediante le equazioni }-{- p=",, ;;+u=V,. In modo ana-

°
logo si dimostra I'isotermia delle famiglie di coni e di piani, i cui parametri
termometrici sono rispettivamente logtg% e

4. Tre intemnﬁ famiglie di superficie isoterme sono poi fornite dalle super-
ficie omofocali del secondo ordine. Queste somo rappresentate dall’equazione

,+ a',+q_a,~—1, @
in cui si deve supporre a,==0, ag="5, ay==-c. Si hanno ellissoids per ¢ supe-
riore & b e c; sperboleidi ad uma falda per ¢ compreso fra b e c¢; sperboloids
a due falde per q inferiore a b e ¢. 8i hanno dungne fre famiglie di superficie,
ed 3 noto dalla Geometria analitica che queste famiglie sono fra loro ortogonali
due a due. Ora dimostreremo, mediante la regola di Lamé, che una qualungue
di queste famiglie ¢ isoterma. Derivando parzialmente (2) e ponendo

2
3

z? oy’ o
M= (@ — o' + O +(q’ —a)’

si ottiene
@ o7 . - (8
Foa Mq()x P 1,2,3) 3

poi, quadrando e sommando,
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Similmente si ottiene, dopo una nuova derivazions,

a,’ + 3+ ql — a'
¥
_MAg+MqA'q+Z et i 1 @
Ora, ponendo
— EA = 5
Y=g te—ar T =y’
si ha ’
M % g
| b @ — o M
o
e pe ag

Z((Q'?:!-’)'+Bx.) 492@! a‘,),—'iNqu.

Del resto, in virtd di (3),

=3 o 2 ¥
W= Mg Ly —a.’)' Mg
Per conseguenza

Z ((q’—-a.’)'+ 3 ) *=%“4N4’A4=0 ,

& l'eguaglianza (4) diventa
1 1
¢ —-ax*+ T A e
Dungue, finalmente,
A!

!g bg+ _CQ—Q(Q) 3 ecc.

6. Molto interessanti, anche dal punto di vista della para Analisi, sono le
famiglie di saperficie coordinate, costituite come segue: una famiglia di piani
paralleli, ¢ due famiglie di cilindri perpendicolari a questi piani ed ortogonali
fra loro. Vogliamo dimostrare che, se una famiglia di cilindri & isoterma, anche
la famiglis ortogonale alla prima ® isoterms. Qui si ba Qg==1, mentre @, e
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@y sono fanzioni di ¢, © g, ma non & dy==5. B noto {cap. XVII, form. 85
eap. XVIII, form. 4) che

v
=3 , Alg=— e
. Ag, o' & v 3 QF
par A N
g v
o4 0, ,
Aag, g, € [
ciod . . Q
A% 3, O Aleyy 3 s
= log 22 == log 2},
Ag,  3q i T Bgy T dgs lo [N ®)
Per conseguenza

0 Alg, | 3 A,
3¢, Ag, ' dgy Agy

So Ia famiglia ¢, & isoterma, Ia regola di Lamé (8 2) ci dico che%;lzmmdi-

pende da gy, ¢ I'nltima equazione fa vedere che, in tal caso, iq non dipende
da g¢,. Dunque la famiglia ¢, & isoterma. Se per gy e qg8i prendono i parametri

termometrici, le formole (5) mostrano che g ® costante. B chiaro che un pa~
]

rametro termometrico si pud sempre moltiplicare per una costante, senza che
perda la sua proprieta caratteristica, Allora, in vis d'una nota formola (cap. XVII,
form. 8), Ia corrispondente funzione @ risulta moltiplicata per una costante. Si

pud dunque fare in modo che il rapporto gl sia uguale all'unitd. In tal caso,
]

ponendo @, == Q,== + 1a formola di Lamé assume la forma semplicissima

92 V ?*V
B Ms )+ EXN

fo

A — h’(

8. Bi possono costruire infinite coppie di famiglie di cilindri isotermi od orto-
gonali, prendendo i parametri g, e ¢, ugnali rispettivamente alla parte reale ed
al coefficiente di ¥—1 in una funzione della variabile complessa @, 2, Y—

E noto ohe le:&

@ _d M
= ' w3

e si vede subito chgsA®gy =0, A%gy=0. Cid prova l'isotermia delle due fa-
miglie di eilindri, ¢ mostra in pari tempo che ¢, e ¢s sono appunto i parametri
termometncx delle due famiglie. Inoltre si vede che

L MI_L 391 3,
32,0, T 3y 0z, — 0’

@ questa & precisamente la condizione di ortogonalitd. Inversamente & facile ve:
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dere che Ia costruzione precedente fornisce twtie lo possibili famiglie di cilindri
‘ ; ne preced miglie di cilindri
isotermi ed ortogonali, Si & visto infatti che in tali famiglie i pud sempre sup-
porre @y = @, ciod

t
() (8] (32" (3
391\ ! i
Be) = (o) = (3= 3)”
D'altra parte si ha, per esprimere T'ortogonalita, I'egnaglianza

3, 35 _ 301, day
ox, 0z, dx, oz,

Moltiplicando questa per 2)/—1, sommando con P’ i
eguaglianza precedente ed
estraendo la radice quadrata, si ottiene g

S oY T = (M)
]

dz, ' oz,
ciod, simultaneamente,
94 0ds 09— 07
o= Sl S Eperalc )
0z, — Omy LIS + oz,

Dungue ¢, -9,V —1 & fanzione di 2, o, ¥ — I.

7. « Se l'idrostatica e la teoria del potenziale hanno introdotto
le famiglie di superficie di livello o equipotenziali, la teoria del ca-
lore quelle di superficie isoterme, & Ia teoria matematica dell'equi-
librio di elasticith nei corpi solidi che ha dato Inogo alla conside-
razione di tre famiglie conjugate ed ortogonali. Risulta infatti da
questa teoria che in ogni punto d'un solido in equilibrio di elasti-
citd esistono sempre tre elementi piani ortogonali, sollecitati nor-
malmente dalle forze elastiche. Se dunque si considerano contem-
poraneamente queste terne di elementi in tutti i punti del corpo,
variando in modo continuo le loro posizioni, esse formeranno (*) tre

(*) Disgrasiatamente queste superficie non esistono, in generale; poiché se, in ua piano
uoa coppia di direzionl ortogonali, deflnita per ogni punto, pud sempre considerarsi coma’
quella delle tangenti, in questo punto, alle due linee d'un sistema doppio ortogonale, nello
spasio invece non ha luogo I'analoga propristd per una terna ortogonale di elementi piani,
pm-P definita in ogni punto. WmiNaag?RN, in una Memoria « Zur Theorie der isostatischen
Fidchen » (Giornals di Crelle, 1881, p. 18), ha fatto la ricerca delle condigioni restrittive
sotto le quali si verifica I'esi d'un si i ico. La q si pud anche trat-
tare mediante le « Formols per io studio dalls linse ¢ dslls supsrficie ortogonali » svi-
tuppate dal Prof. Berrramt nei Rendiconti dell’Istituto lombardo (1872, p. 474).
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famiglie di superficie ortogonali, costituenti ¢id ¢he si chiama un s
stema 1sostatico, e dotate della proprietd fondamentale di essere le
sole superficie sollecitate normalmente dalle forze elastiche... Si
capisce che ogni sistema ortogonale pud diventare occasionalmente
isostatico, quando quelle sue superficie che formano le pareti del
solido subiscono pressioni normali: basta che i segni e le intensith
di queste pressioni variino convenientemente da un punto all'altro
delia superficie. La proprietd di essere isostatica & dunque di na-
tura ben diversa da quella di essere isoterma, che appartiene sol-
tanto a certe famiglie di superficie. Ma la vera proprieta fondamen-
tale di ogni sistema isostatico & la riunione obbligata di tre famiglie
di saperficie e la loro ortogonaliti necessaria. E da questa proprietd,
cosl nettamente caratterizzata, che & sorta I'idea delle coordinate
curvilinee... L'uso di queste & indispensabile quando si vogliano
trattare corpi di determinate forme nei varii rami della Fisica ma-
tematica, nei quali, infatti, si tratta sempre d'integrare, vale a dire
di determinare una o pit funzioni che debbono verificare una o
pit equazioni alle derivate parziali seconde, esprimenti le leggi
fisiche cui obbediscono le funzioni stesse. Ed inoltre queste funzioni
o i loro integrali generali debbono verificare altre equazioni alle
derivate parziali prime per tutti i punti della superficie del corpo
che si considera. Ora questo problema di doppia integrazione sa-
rebbe completamente inaccessibile se non si pervenisse a riferire i
punti del corpo ad un sistema di coordinate tali che la superficie
sia rappresentata uguagliando ad una costante una delle coordi-
nate..... Se l'idea delle coordinate curvilinee & venuta dalla teoria
matematica dell’elasticity, & anche in questa teoria che il nuovo
strumento conduce alle leggi pit complete ed incontra il maggior
numero di applicazioni. Le equazioni dell'elasticitd, trasformate me-
diante i diversi parametri del sistema ortogonale, si presentano sotto
la forma che meglio si presta alle integrazioni... I sistemi di coor-
dinate caratterizzano le fasi o le tappe della Scienza. Senza l'in-
venzione delle coordinate rettilinee I’Algebra sarebbe forse ancora
al punto in cui la lasciarono Diofante ed i suoi commentatori, e non
avremmo nd il Calcolo infinitesimale nd la Meccanica analitica.
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Senza Yintroduzione ,delle coordinate sferiche la Meccanica celeste
sarebbe stata assolutamente impossibile. Senza le coordinate ellit-
tiche, illustri Geometri non avrebbero potuto risolvere parecchie
questioni importanti di questa teoria, che restavano sospese; ed il
regno di questo terzo genere di coordinate speciali comincia appena.
Ma quando esso avra trasformate e completate ‘tatte le soluzioni
della Meccanica celeste, bisognera occuparsi seriamente della Fisica
matematica o della Meccanica terrestre. Allora verrd necessaria-
mente il regno delle coordinate curvilinee qualunque, che sole po-
tranno trattare le nuove questioni in tutta la loro generalitd » (*).

XXI. EQUAZIONI GENERALI DELL’ELASTICITA
IN COORDINATE CURVILINEE ().

1. Abbiamo visto che l'elemento lineare & dato, in coordinate
curvilinee ortogonali, dalla formola

do® = Q*dg* + Q,’dg,* + Q;*dgy’.
Ne segue, facendo variare la posizione di ciascun punto,

doddo = Q,*dg, ddg, + Q,*dg, ddg, + Qy*dg,ddy;,
+ Q,0Q, . dg,” 4 Q,0Q, . dg,* + Q;5Q;. dgy’.

Se a,, a, 0, sono i coseni direttori dell’elemento si ha

dqi Qz dql

a, = Qi ’ —

{(*) Lamit: « Logons sur les coord. curvilignes ». Discours préliminaire, e §§ CXLVIII, CC.
(**) Vedi negli Annali di Matematica (1881) la Mewmoria del Prof. BanTRami: Swuils
eguazioni gensrali dell’elasticits.
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e T'eguaglianza precedente si pud scrivere cosi:

bdo
0 050 00, 4000020 020

Ora si osservi che

ddg, = dbq‘__ 3"1« + ‘”‘I« dq, + 35'1:

Quindi
o 8y 0y | 05 Odgy | 0y ddg LI}
do %Q (Qt 091+Q: 39!+ 3 0Qa)+a‘s LN
ag 3dg ; @ 6bq, ay 3dg, 30,
0 (Q 31 +Q: gy Q:_Gq_;) + a‘i—QT

0y 3¢5 | 4 M’Qx 03 dbgy 39,
+a303(9 Do +Q| kS Qa '3513)_'_ ’2);!.

Per conseguenza, se si pone
— 929%; | ©; 3bgy
1770 0 | Qs 0g

__ 08 , 30y Qs 9dgs | Q4 3%,

0, = —_ y 00,

%6, ¥ + @ duw, 0 O +Qa 09, @
— 9195 | 0y ddgy

e e P 7Y

591293124_"_91_

, dw

o, = 200 300

si ottiene
bdo —y 2 2 2
T =% 39, +a,* 00, 4,208+ a0, dw, +vga, dw, 0,0, 0w,. (2)

2. Equazioni generali. Prendiamo il corpo gid deformato ed
equilibrato sotto l'azione delle forze di massa (F dS, F,dS, FydS),
delle pressioni in superficie (p,ds, @,ds, @,ds), e delle forze in-
terne. Immaginiamo, intorno a questa posizione di equilibrio, un
moto virtuale, che conduca ciascun punto (g,, ¢,, g;) nella ‘posi-
zione (g,+dq,, ¢,+%2,, 4+ dq,), essendo arbitrarie per ogni
punto le variazioni dg,, dg,, d¢,. Il lavoro delle forze esterne &,
per ciascun punto del corpo,

Q,F,dq, + Q. F,dq, + QuF35dg,
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per unith di volume, e per ciascun punto della superficie

Q,P,54, + Qups 09, + QyPyd2;

per unitd di superficie. Guanto al lavoro delle forze interne, esso
& unicamente dovuto all'alterazione delle distanze relative dei punti
“del corpo, e perd dipende, in virth di (2), deMe variazioni 38, , d,,
09, , dw, , dw, , dw,. Poiché queste sono piccolissime per ipotesi, il
detto lavoro, computato in ogni punto per unitd di volume, sard
rappresentato da un’espressione

0,38, + 0,08, + 6508, + Q,dw, + Qdw, + Q;dw,,

in cui le © e le Q sono certe funzioni di ¢,, 9,, 9,. L'applicazione
del principio di Lagrangia conduce dunque all'dguaglianza

[ @ g, +QF00,+Q,Fi309 85 + [ (@0.00, + 00,00, + Q0,005 d5

+ j (0,50, + 8,60, + . .. |+ Qydwg)dS =0. ®)

Cerchiamo ora di svincolare, col solito processo, le variazioni dq,,
bdg,, dg, nel terzo integrale, in modo da farle comparire esplicita-
mente, come nei primi due integrali. Si ha, ricordando (1),

J'eiaelas jve L —+J'%:ao(as.

Integrando per parti, ed utilizzando una nota (XIX, §10) trasfor-
mazione, si riconosce che il primo integrale equivale a

ji(ve,bqi)dg—j \ 3;;?: dj
— [ 0.0,cos(na)pa,as — [0, T2 L.
Similmente "
jQibw, dS_—;J (.Q’Qi:ia_:ff_*_ Qa?i %?;q:‘) ds

das 0bgy dS
Jlas Q 940;;1’ v +j03 Qigx_a’qg" v

@
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Ora & ha

98, a5 as_ 10,2, 45
J‘O"Q'Q*% v*j%(az'oigsb%)'v*—*jbqt OQ.ng’. ‘V

::-—j Q,Q,cos(ﬂq.)bq,{!s —-J‘bq’a_o_%ggi_ggg'
Per conseguenza » .
IQ‘bw,dS=""J‘ [QgOOS(nYa)bqa -+ Q,cos (Mg)bq,] Q,ds
E O

11 lavoro delle fprie interne si compone dunque di tre parti ana-
loghe alla seguente :

j'bq‘ dve, 48 J‘ ( Q 0, 9, 603’0.9, bQ:a) d:

+ (OQ,M‘_{_OO, _*_6016 )v

"‘J. Q,0,cos(ng,)dq,ds — f [Q,cos (ng,)dg; + Oacos(nq,)bq,]Qlds .
Sostituendo in (3), ed eguagliando a zero separatamente i moltipli-

catori di dg,, dg,, dg,, prima negli integrali di spazio, poi in quelli
di superficie, si ottengono le egquazioni indefinite

O F, = %( 0;;91 4 ao.'e.sz, " oe.*e.sz,)__( % %% % _g_:_, _g_ %%.
e (H505, 781905 (930. 010, 810

1739520 bQI.Ql Q v, 6, GQI 6,30, , 6,04,
OsFy = v ( Mi’ + + 39 ) (Qﬂ 3 ' Qs 02 ' @ Ml'
e le equaztont at Umiti * N

P, = O, ¢08(ng,) + Qyc08(ng,) + L, cos(ng,)
(5) { @y==Q,co0s(ng,) + O,cos(ng,) 1+ Q, cos(ng,)
Py = Q,c08(ng,) -+ Q, cos(ng,) - O;cos(ng,)
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Veramente, perchd queste relazioni siano le equasztoni dell’equi-
tibrio, che debbono servire a determinare la nuova forma del corpo
& 1a nuova distribuzione delle azioni interne, & necessario che g,,
., Qs Tappresentino le coordinate dei punti nelle loro posizioni na-
turali, e non le coordinate incognite che i punti acquistano per
effetto della deformazione. Per avere le equazioni dell’equilibrio,
86 ON ¢, , 0, 4, indichiamo le coordinate iziali, e con ¢, +x,,
gy + %y, g5 + X, le coordinate dopo la deformazione, dimodoché gli
spostamenti siano Q,,, Q;%;, @;¥;, bisogna nelle @, nelle O, nelle Q
delle equazioni (4) e (5) sostituire le g--x alle ¢. Tale sostituzione
altro non produce che un’addizione di termini, trascurabili rispetto
a quelli gia scritti, se, come si suppone, le x sono trascurabili ri-
spetto alle g. Dunque le equazioni (4) e (5) sono le equazioni del-
Fequilibrio, purché si attribuisca alle ¢ il loro nuovo significato,
che sard conseryato d’ora innanzi.

3. Osservazionis Il significato delle © e delle Q risulta subito
dalle equazioni (5). Queste sono evidentemente applicabili ad una
superficie qualunque, interna al corpo, purché
si sopprima una porzione del corpo, situata da
una stessa parte della’ superficie, e ad essa si
sostituisca il sistema delle pressioni che la por-
zione stessa esercita sullaltra porzione. In par-
ticolare, se con p, rappresentiamo la pressione
unitaria in un punto qualungue d'una superficie %

g,, sopprimendo quella parte del corpo in cui crescono le ¢, (quando
¢i si allontana dalla superficie), si ha

cos(ng)=—1 , cos(ng,)=cos8(ng,)=0,

o lp formole (5) danno p,, =—©,, p,; =—Q;, P,3=—Q;. Ripe-
tendo tutto cid per le altre superficie coordinate si vede che

—pu=6, , —DPp=0; , — Dy =653
—Days =Dy =9 » — Py =—D3 =%, — Py =Py = R

Dunque le © rappresentano le lensioni unitarie che si sviluppano
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normalmente alle superficie coordinate, e le Q quelle che si svi-
luppano tangenzialmente alle superficie stesse. Queste O o queste Q
sono le incognite del problema; si tratta di integrare le equazioni (4)
in.modo che siano soddisfatte le (5) alla superficie del corpo. Ab-
biamo dunque tre equazioni per determinare sef funzioni; ma dob-
biamo osservare che il concetto di elasticitd non & stato ancora
introdotto. -

4. Prima di andare oltre & interessante profittare delle ultime osservazioni per
v.edm guale eleganza di forma conferisos la relazione (7) del cap. XVIIT a certi
nsnlta.h dell’Analisi. Por dimostrare la legge detta da Lamé dei sistems isosia-
ties x_mmagu.niamo che in un corpo, soggetto alle sole pressioni esterne, esista
Em n;t;nagx;;chﬁco, i cul paramotri si prendano per coordinate. In tal caso
cap. sono nulle, per anto del corpo, le joni iali
s, 2y, ¢ lo formole (4) divout‘;gn:i i o, o presionl tangensiell 4.

Love; 9,09, 6,39, 63,

V 0 Q1 0a | @t s o ¢=1,2,9)

It primo membro equivale a

09; , 6; v 06; 1 99Q, 1 3¢, 19
00 19 3v 36 o (100 123g, 193¢
0V g L] + (Ql 02: +Q: 4 +Qs 39':) :

Por conseguenza, adoperando la citata relazione (7),

36; _9%—6

26 8,—6. , 0,— 6
00; il + += -

fie Tis

Quindi, facendo ¢==1,2, 3, si ottengono, tra le forze elastiche principali
di, ; , 2, rincipali, 1
relazioni seguenti, segnalate da Lamé ('):’ priicipeh

8, __6,—6,, 6,—9,

Yo Tt T

%0, __08,—-6, ©6,—6,

30, = s + a1

9, ©,-—06,, 6,—6,

3, 1y + Tay -

Queste relagioni costitniscono un complemento necessario della legge rappresen-

(*) « Lecons ., .», § CXLIX,
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tata dallellissoide di elasticity, poichd ci dicono come variano ghi assi dell'ellis-
soide quando si passa da un punto qualunque ad un punto infinitamente vicino.

6. Ritornando alle questioni del § 2 ammettiamo una volla per
sempre -che le ¢ siano le coordinate iniziali, e le g-x siano le
coordinate finali. I moti virtuali consisteranno nel passaggio dalle
posizioni g+« alle posizioni ¢ +x--d(¢4-¥)=g-+x+dx, invece
che nel passaggio dalle posizioni g alle posizioni q -+ dq. Percid le
dg del principio di questo capitolo sono ora rappresentate dalle dx.
Ne segue che, se si pone

8K

bQ, 60, 60, __Dedxy | Q30% .
bm a 01(691 + ’+ ) W= ece. (6)

T 0gs Qa 6q:

queste & e queste w sono precisamente le 6 e le w delle formole (1),
giacchd facendo variare le x nelle (6), mentre, naturalmente, re-
stano invariate le ¢ e le funzioni che ne dipendono, si ritrovano
le formole (1) cambiando le dx in dg. Per avere poi il coefficiente
di allungamento nella direzione (o, 0, 05), basterd immaginare
ripetuto il calcolo che si & fatto per ottenere la formola (2), salvo
che nelle formole (1) bisognera intendere alle dg sostituite le x. In
virth di () cid equivale a sostituire le 0 e le w alle 36 ed alle
dw. Per conseguenza, il coefficiente richiesto &

€==0,0,% + B500," - 8,0," - W, 00 + w0,a, - w0, . M

Qual'd il significato delle 8 e delle w? Siano dg,, do,, do; le proje-
zioni di do sulle linee coordinate, dimodoché do;—=a;do. Se €,, €, €
sono i valori di e lungo le tangenti alle linee coordinate, e si sup-
pone che gli angoli del parallelepipedo costruito sugli spigoli do,,
do,, do, diminuiscano di n,, n,, n,, si ottiene, dopo la deformazione,
un parallelepipedo obliquangolo, in cui la diagonale, gli spigoli, gli

angoli sono (1 +edo, (1 +e¢)do,..., —%—n‘,... Dungue si ha
(1 4e)dot=(1 +¢€)%do,® + (1 +¢)do’+ (1 +¢,)%do}
+2(t 4 &) (4 + &) do,do, . cos [ T —n, )+
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e 80 ne deduce, divideado per do* e trascurando infinitesimi dx
ordine superiore al primo,

e =60 + €0, 4 €a° 4 n,0,0, -+ 1, 0,0, + n,0,0,.
Cosl vediamo, paragonando con (7), che 8;=¢:, wi=m;, ciod le §
e le w sono gli allungamenti unitarii degli spigoli e i decrescimenti
degli angoli d'un elemento parallelepipedo, terminato da sei super-
ficie eoordinate. .

6. Ed ora introduciamo nelle equazioni dell'equilibrio il concetto
di elasticitd. Questo, come si sa, si esprime scrivendo che il lavoro
unitario elementare delle forze interne, ciod

0,50, + 6,0, + ... + Q,duw,,
4 una variazione esatta rispetto alle quantitA che definiscono la
deformazione gid avvenuta. Se poniamo, per brevita,

o=,
le formole (6) si possono scrivere cosi:
s xn—!—q( aq,"_'_aq, ) , ws—“Ku+Q,'a
@ o= xn+9(°°' 2+ L) Qx.‘+3‘xu‘
'e: xu«l-g(w”.-l-w’ +gf”n) , Q‘xu-f-

Sostituendo nell’espressione del lavoro si ottiene

3MT=0, [bﬁx+q (00‘ g - ag‘b“ﬂ— ae“"‘a)]'i‘---+Qs(”g‘:bﬁl+’g—:bkm) v

ovvero

6,34, | 6,0Q, |, 6,39,
O = [ 12 210 s a] )
Z Q 9q, Q, 09, +Q, ¢, b

+ 6,0« + Q’Q’b u+‘ 6!(‘3
Q
+ 2 ’bK,‘+e;bK2,+“Q’a:~bK,3

Q
+ QZ), ’stl -+ 06?1 dKge + O30Kyy -
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Si vede che TT & necessariamente funzione delle x; e delle xy, osi
deve avere
M 8,00, , 8,30, , 6,30

W_T)ITQT Q 3y, -0_3394 ’

)
@yom _ . am_ge m_oe
OK‘]‘—— b bK”- 03 ’ bxu‘_— Q’ roct

Paragonando fra loro i valori di Q, si oftiene

Q T Q, oTT oTT Tt
Qe = = = ) 8CC.
£77Q ngy Qg Oxy 5(‘%"13 +%Ka) duyg
Dunque le k; (#==j) non entrano in T altrimenti che nelle com-
binazioni w. Inoltre, osservando la prima delle (8), si pud scri-
vere

_am_oam % 126 .
e‘"—bxﬂ"— 36, ' i @ dq ece.

Per conseguenza possiamo dare alla prima delle (9) la forma se-

guente:

oM _am 36, oM %6, 9T 3%,
3~ 06, Ok 99, 9x; 36, Oxi

Poichd le w non contengono le x;, si vede che queste non possono
entrare nell'espressione di TT altrimenti che nelle combinazioni 6,,
8,, 8. In riassunto, le dodici variabili

Ky Koo Kgy K11 Koo s Kg30 Kog s Kgo s Ka1s K13 X1z K1y

da cui deve dipendere I'espressione di TT, si aggruppano in questa
espressione in modo che TT comparisce come funzione soltanto delle

set quantita 0,, 9, By, Wy, Wy, Wy.

7. Portando gli ultimi risultati nelle equazioni dell’equilibrio,
queste non dipendono pid che da fre funzioni, e si addicono cosi
ai soli corpi elastict. Nella prima equagione indefinita P'ultima pa-

i

rentesi si riduce subito a 7
ool subito a Jx,» Wentre nella prima parentesi lo
funzioni Ve@,, Q0.*'Q,, Q,0,*Q, diventano

T
Vo o @02 _gom
oxyy A7) M:—VE’ Q,Q,’»%%:V—g{%.

Riduzioni analoghe si hann |
Wuzion! an o nelle altre due equazioni, Le
zioni ai limiti subiscono lievi cambiamenti di forma ; o

» . 4 e Si
finalmente le equazioni dell’equilibrio elastico : ottengono

=173 (.9
OR =g o (v o (Va5 (v )| - 2
1[0 (o :
e FrlAa B Iie Ly I OX. AT L
QF==i[i My LD
Wi=3 aq,("ax,,) sl a—n‘)“*sb‘q,(v'g‘x%)]”an

- orT orT
Qo= 0, e cos(ngy) +- Q; PR co8(ngy) + Qp ’gg‘ 008(ng;)
13
- Tt T
G = 0, G o)+ @y 5 eoa(ng) + 0y I evoogy

o 1L Li]

Qoo = Q, 2T o 2
3Py = Q PP cos(ng,) -+ Q; e co8(ngy) -+ Q, gx cos(ng;)

2

Queste equazioni si possono serivere succintamente come segue () -‘
(10) 0;n=lz-b_(vﬁll)_3ﬂ o '
v - A\ oxy ox; ! Gio =Zof m"‘“(”%’): (=123

8. coord
o eEsém;oulon ] .6 in inate ourvilinee. Sappiamo
o a s.omma dei coefficienti di allungamento secondo tre
ortogonali qualungue. VNe segue, adoperando le formole ),

S

o=tth =B 1 438

{*) Se invece delle % si mettol i
dellguilibriy s 1 d‘:o 11: evidensa gli spostamenti Qu, si ottengono le equarioni
Elasticités ». Il primo a hwhm: lnr:ood:dxi " eurvlie 1 oo, « Zne Thoariy dor
iy : ate curvilinee le aquasi i dell’
stato Lans. Vedi lo < Legons sur les coord. cmilianu»q. 8 (;oxniu?:e;l:xfl;ﬂnt;lﬂi-
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L’espressione sottoposta al segno sommatorio equivale a

) x;
T"+"l 3 lOS(LQ,Q,—-»——(V——-—!—K. bq;) .

Dunque
*' H
P OVK, Vs , VK
8= \ ( Ml 0% + 94 ) 1)

9. Espressioni di T,, Ui, U; in coordinate curvilinee.
Prendiamo per un istante come assi cartesiani le tangenti alle linee
coordinate, e tracciamo nel piano delle xy, intorno all’origine, una

curva chiusa. E noto che l'integmle ’. (udx - vdy), esteso a questa

curva, si trasforma nell'integrale “ %-—@)ds esteso all’area

racchiusa nella curva stessa, ed & chiaro che, restringendo indefi-
nitamente la curva intorno all’origine, si ha

[(=-3%)
lim}—j(udw+vdy)=lim———u-——::°'t3 ,
8 Jds
L
poiché T & il valore di %-—g—; nel punto considerato. Cid pre-

messo, valutiamo il primo integrale in coordinate curvilinee. Si ha
ds = Q,Q,dq,dq,, e gli spostamenti %, v sono espressi da Q,x,,
Q,x,, mentre do = Q,dg,, dy = Q,dqg,. Per conseguenza

T, =lim 3 (0 %,dg, + Q" das)

—1im L aQs“: 3¢ x
_hm7 aq‘ a’q’ l) @1@2 ’

ovvero

' I(%ﬁﬁ_%)i 1 /@8 )
Tt e g )

Cusino, Teoria delielasticitd 13

| (= glg (20— 200
TG\ g 8, ! ’
_ 1 [dta_ date) |
SC’-—QaQI( 9gs 9y, ) ’ (12) .
1 (30 304 :
Gc_ths( 3g, 3, )

10. Ora cerchiamo di vedere quale forma speciale assumono lo o
equazioni dell'equilibrio nel caso dell'isotropia. Se si procedesse alla
sostituzione diretta della particolare forma che ha TT nei corpi iso-
tropi, i caleoli si complicherebbero molto, e tale complicazione, come
ha osservato il prof. Beltrami, « non & un fatto meramente algo-
ritmico, ma ha la sua radice nella natura (™) stessa dello spazio »..
Si hanno invece notevoli semplificazioni se si ricorre ad una nota
{cap. V, § 8) decomposizione del potenziale T7 in due parti, una delle
quali non influisce sulle equazioni indefinite. Di queste sole equa-
zioni intendiamo qui occuparei, poich® la sostituzione delle © &
delle Q nelle equazioni ai limiti non offre difficoltd. Sostituiamo
dunque

m=—1[40+ BTG+ G +%)]

a T, nelle equazioni indefinite, mettendo per © e per le < le espros-
sioni (11) e (12). Invece di eseguire la sostituzione diretta, conviene
meglio rifare il calcolo che ci ha condotti alle equazioni generali.
A questo scopo si consideri .

[omas=— [[4000+ 8(TpT, + 7%, +T,0%,)] as

Prima si ha
dox; ___9_. 193G, | 196G 2
fe"e”’S—Zf[ (a5 Taw T Ser) o Joas.
(°) Vedi il primo lavoro sull'idrods ] le pubblicato dal Prof, BsLTRAMI nelle

Memoris dsit' Accademia di Bolagm (1871, pp 463, 471).
(**) Vedi il capitolo seguente.
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L'mhgﬂie sottoposto -al ‘segnc sommatorio equivale a

fve"—““l@ﬂemg:?

o9 8 v ds,
={ ;’g (vem)—-—j SR LU
1l primo integrale si trasforma in integrale di superficie, e negli
altri due si trova —bK.-%S moltiplicato per

we __ 99
09: e bq« V 09{

‘ Per conseguenza

) . .
fov0as=—f (32 b, + 22 b, + 3 b ds + integr. di sup.
Similmente

fptas=[a% [ @) — L @ bx,)]

— [[(0rb 288 — g0 2B )

ece. Dunque le equazioni indefinite per l'equilibrio elastico sono

A Oe B (3635, _ 0Q; 55 —0

Ft+g, T T Qst( LA 943 )
400 | B (30 %) _, 13

Pt @ 0% +Q«Q¢( 1 093 ) ) (48)
A 30 B (3%, __ 3G) —0.

Bty Qs s T Q;On( 39 09 )

’

Supponiamole integrate. Si conosceranno allora le x, e quindi si

16— . ,
pemocaleolamleeelewmedianteleformoledideﬁmm
Poi s © e le Q saranno date dalle formole

~e,=-‘4‘e+25(e,+e,) , Q== Buw,,
9,=-f-49+28(93+9‘) ’ Q::""B'-“a? (14)
6;=—404-2B(8,+96,) , Q,=—Buw,,

che si-ottengono derivando il potenziale unitario
M=—a [A (0,—}—6,—}-9,)’—}— B(w,*4-w ,'-l—m,’—-49,0,——40,9‘--49‘9,)]

Finalmente, sostituendo le © e le Q nelle equazioni ai limiti, si
determinano le costanti arbitrarie.

1. Esemplo. Assumiamo coordinate cilindriche, consideriamo ciod il sistema
triplo ortogonale, costitnito come segue: . cilindri
di rotasione con l'asse comune Oa,; piani che
passano per Ox,; piani perpendicolari ad Ou,.
Parametri: g, =r, gy==y, g;=4+. Elementi li-
neari coordinati :
Qudqu==dr, Qydgy==rdy, Qydgy==ds.

Dunque Q==1, @y=r, @Qy==1, V=r. Finalmente

Ve poniamo x,=w, Kg==v, Ky==w, avvertendo che
x, gli spostamenti sono u, ro, w. Le formole (11) e
(12) danno
_ 13(un) 0
o= N e+ a )
1 dw o a« dw _ 17w  du
at’=—r-—6_\;_f§;’ T= ¥ .t’—r( or “‘—_) ()
o lo equazioni (13) diventano
3] d 1 9
neads(BotiE) o,
A 36 (2 [N
F’l+' ow +B("§;’""' —33.)=0. (17)
9% d(rGy) '
Fit 439 1 3 (- T)=o
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Le 6 ¢ lo w sono date dalle formole

dn d 1w,
s =7 > w=rgtisn
¥ u dw . ou
?‘er—"“"‘bw ’ “‘IET’.""T’ ' 18
dw 1 du b1
=% UTr R

Finalmente le © e le Q si hanno dalle formole (14).

12. Applicazione all’involucro ocllindrice. Sisno: ry, p,, raggio
& pressione unitaria sulla snperficie interna; ry, p,,
raggio o pressione sulla superficie esterna. Si sup-
pongono nulle le forze di massa. Se le pressioni sono
uniformemente distribuite in superficie si capisce
che, per ragioni di simmetria, la deformazione sara
indipendente da y e da 2, ciod si avranno %, ©,
€, , ecc., fanzioni di r soltanto, mentre v ¢ w sa-
ranno uguali a zero. Con cid le eguazioni (17) di-

ventano
do %, A _,
=

== =0
D'altra parte dalle (16) si ha Uy =0, Ty =0. Perci¢ le ultime due equazioni
sono soddisfatte, e la prima diventa, in virtd di (15),
d (1 dur\ 0
: @\ 7:7) =0.
Se ne deduace, integrando, .
u==Ar-- E
- r
Per la determinazione di A e u bisogna servirsi delle equazioni ai limiti; ma
prima -occorre caleolare le © o le Q, che sono date dalle formole (14). Nel caso
attuale le formole (18) danno
du
d’ ’
o quindi si ha dalle (14)

w
0 = e,:-r— y exaw‘=w‘=w,=0,

Q‘==Q’= Q,==0,

0,=—4042B % — 24 +2B(x+ r,)=—2x(4 B)+2"B

(19){ Oy ==— 48 + 23‘;7“=—2u+2a (x-——)a—zx(A 1?)—?“—B

8,=— 40 + 2B (1"-—{-7':) = — A4 4\B = — 9\ (4 — 2B).
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'Cid- premesso, le aqushm ai Timiti diventano- muﬂ,m{v), Q,-mp,mt).j

Sulla superficio interna @ ==p,, oou(nr)::-l Sulla maperficie estorna q;,-*pf,
cos(n#) == — 1, Dungue :

n=—DU-B)+ 27, p,a—mu —B)+22

Se ne deduce ’
— 1 mnt—pr! _ 1 —girin!
A= —Sd =B ri—rg  PTTIE iy

Buhnoouimmphhmmhdatermimﬂgﬁnpahmﬁ.hdﬂshﬁmmihxh,w
Pinalmente lo formole (19) faranno conoscere 1a distribuslone dells azioni interne
in cissoun punto del corpo. Pnampia,mlwdmuﬁudﬁndﬁubd&
nita, #i ha :\=0 2uB=p,r,’, o le formole (18) dinno )

0,=—0,=p" , 6=0.

Ne segue che, considerando l'infinitd delle sezioni piane fatte nel corpo perpen-
dicolarmente all'asse, gueste i comportano come #e fossero indipendenti lo une
dalle altre; ed in ogni sexione si svilappano radialmente pressioni, ¢ lateralmente
tensioni, uguali per ogni punto in valore sssoluto, e variabili da un punto al-
Taltro in ragione inversa del quadrato del raggio.

18. Tesrema di Bettl. Il teorema di Betti sussiste in coordi-
nate curvilinee ortogonali. Cid non & evidente @ prior, perché nel
caso delle coordinate curvilinee generali I'orientazione delle terne
di assi, rispetto a cui si computano gli spostamenti Qx, varia da
punto a punto. Rappresentiamo con Qx’ altri spostamenti, dovuti
alle forze (F/, F,, Fy), (9',, 9's, 9';). Moltiplicando le equazioni
(10) per x';dS ed integrando si ottiene

f@Fixias
=Sl (o) +om (Tam) + (V)] T e
Il primo integrale equivale a ‘
S8 (o 32+ w3 35 v 5]

——J (Q¢1m+(am+(am) das.




mg...
Amvol!aupnmodiqnastiintegrahnmmrmam

00T o+ G g con) -+ @ i o ot == [ Qe

Dungque, facendo =1,2,3 e sommando,

2 g I QiFiK'idS+5 Qm:x';da%
==—j R .,a;+u'n-§—%+-.-+x'u§—f-n)as.

Poiché ﬂ é fm qﬂmﬁca di ‘p ngxgqxuqxuvxls""'x”? KSS’
{1 secondo membro non varia quando si scambiano le x con le x'.
Dunque

j (@ F X'+ @F 2+ QuF5x3)dS +j (@@ 'y + QaPsxs + QoPax'g)ds
(20)

=‘I(Q'F"K' + OFyxy + QuFyxg)dS + j (Qu#' %+ Q'3 % + Qu'ske)ds.

14. Del prededente teorema si possono fare quelle stesse appli-
cazioni che sono state date nel cap. VI; ma tutto dipende dalla
effettiva integrazione delle equazioni (8), in cui si possono supporre
costanti le © e le w. Si ottengono cosi per le x' espressioni che,
oltre e 8 e le w, contengono linearmente sei costanti arbitrarie,
8,,0,,...,a, Quando le 6 e le w si pongono uguali a zero, le re-
lative ¥’ corrispondono all'ipotesi della rigidity, e perd sono nulle
le ' e le @'. Quindi la formola (20) si riduce al primo membro
uguale a zero. L'equazione cosi ottenuta si scinde poi, per l'arbitrio
che regna sulle &, in sef equazioni distinte, che sono le equazioni
dell’equilibrio rigido. Se invece si pongono uguali a zero le a, esi
determinano le 0 e le w mediante le sei equazioni di primo grado

o Symsiouiiiaa €y dhao Pl L e e s

F!=0, %--oos(nq‘) ;o @=1,2.9).

Quindi il secondo membro di (30) diventa

@ oomtng + Quessostongs) -+ @y con(na] do
. — ([ 3VE | 3V dS

f ( + + a) v’

Ne segue, sostituendo in (20) ed osservando (1i),
— [ 0a5=[(@uw -+ QUK QU )5+ [(@u e+ Quowds-+ Qo e,

Cosi resta determinata la dilatazione totale in qualunque derorma-

. zione.

18. Esempio. Nel caso delle coordinate cilindriche si debbono integrare le
equazioni (18) supponendo costanti le 0 e le w. Distingniamo le equasioni stease
madhnhlbropnmimmbn.mﬁvandoh(w,)mpetm; :ad 7, sucoessiva-
mente, si ottiene '

*u lw

w0 =0
. . w . . |
Quindi i vede che 3 ¢ indipendente da s, mentre %‘—::-9,. Similmente %:'—l
¢ indipendento da r, mentro %’; == 0. Dunque

, u=Or +sF)+ Gw) , w=0s+rUly)+ V(). ((2’1)
Bostituendo in (wy) si vede che
F(y)+ U(w)==uy. (22)
Derivando (w,) ed (w,) rispetto a y, o tenendo conto di (8y), si ottiene
Pu_ L dw P -

Se ne deduce, in virtd delle (21),
Fi-F'=l , G+GF'=0, V'=0;
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Copd ~ ; i
Fy)smagseny 1 ago08y ;. Gly)=ayseny-acosy , V=my+a
Le‘ (21). diventano, tenendo conto ﬂg‘m),
‘ % %= 0,7 - (@800 Y - 3,008y) 2 + @360y |- @ 08y

w0 ="0;¢ | (wy — G, seny — aycosy)r + my -+ a5
Ora integrando (8,) i ottiene
6=-’(0a-01)v+—:-(a.ww—-aﬂenw)+-l;(ascww—-absenw—%-ﬂ(r.ﬂ-

La sostituzione di questo risultato in {w;) ed (w,) mostra che la fanzione H deve
soddisfare alle equasioni
0H  wuy 3 H w, m

I " TR R
Dunque w,==0(*), m==0, H==u,logr - a,. Finalmente

# == 0,7 - (a;8eny | Gy008y) s |- agseny - @, cosy
10 =835 |- (W — G860y — ageosy)r Gy
v=(8;— 0, )y -+ ; (@ycosy — azseny) + %(a.cosw—a.ww)+w.l°gr+a.-

Ed ora @ facile trovare, col processo indicato, le sei oondizion.i dell'equilibrio ri-
gido, la dilatazione totale, ecc. Al risultati che si ottengono in quesbo.c:fso pa\;l
ticolare si perviene pit rapidamente merck la trasformazione diretta de.l risulta
analoghi, ottenuti in coordinate cartesiane; ma per questa trufmme & me-
cessario e le relazioni esis: ﬁfraleqelew,?delresto.llprocem
generale gui esposto ha il vantaggio di restare ?pplieabdo quando si esclude la
verith del postulato di Euclide nello spazio considerato.

e e Y o s sk o

rappresentasions cilindrica che ¢ ‘mor luague poss ;

ponendo g:: due elementi superficiali qualunqus, situati :mpettwm?lta in un ‘pu.m pee-

peadicolare all'asse od in un piano che isne I'asse, g nella

Cob cid :i"uda che non si possono attribuire arbitrariamente, come nella uppre‘an“‘liena
valori i alle 6 ed alis ). Le condisioni alle quali debbono soddisfare

queste quantitk, costanti o variabili, sono state segualate dal Prof. E. Pabova nel v:.:I’I
dogli « Studii offerti dall Universitd Pod alia Bolog nell VIII 0, .

oo

g

.. XXIL ELASTICITA NEGLI SPAZIT CURVL

1. Prima di penetrare nel campo delle ricerche iniziate dal
prof. Beltrami per lo studio della elasticith- negli spas¥ @t curva-
tura costante a, giova rammentare che questi sono caratterizzati
dalla proprietd che possiede ogni loro figura rigida di restar sempre
sovrapponibile a b stessa dopo un moto qualunque. Questa proprieth
é ammessa dogmaticamente nell'ordinaria Geometria, che si fonda
inoltre su due noti postulati, caratterizzanti o spazio euclideo
{a==0) fra tutti gli spazii di curvatura costante, ciod il postulato
d¢ Bucltde e quello dell'tnfindtd dello spazio (*). B intuitivo ‘che
negli spazii di curvatura costante il concetto disotropia sussiste
tal quale, per I'equa costituzione geomeirica che tali spazii ammet-
tono, in virth della proprieth caratteristica precedentemente richia-
mata, inforno a ciascun punto. Invece, pur immaginando esteso il
concetto stesso ad uno spazio qualunque, i coeflicienti 4 e B biso-
gnerh considerarli come variabili da punto a punfo insieme alla
curvatura (™). Osserviamo finalmente che iz rappresentazione car-
testana suppone lo spazio infinito ed nciude Uipolest euciidea, di-
modoché tutti i risnltati ottenuti in coordinate cartesiane sono esclu-
sivamente applicabili allo spazio euclideo. Ne segue che, per lo studio
della elasticita negli spazii non euclidei, bisogna far uso delle coor-
dinate curvilinee generali, che nulla presuppongono circa la natura
dello spazio; ma i risultati che si otterranno potranno allora sola-
mente applicarsi agli spazii di curvatura costante, quando si conais
dereranno inoltre come costanti i coefficienti 4 e B.

(%) Vodi, p.es., ls nots del trade s al $6 dell'in opera di Cy e« R
Sonso oamsne nelis scionss esaiie » (Milsno, Dumclard, 1886), A quests fonte dovrebbers |-
glovani delle nostre scucle medie tingere is cul generale.

{**) Per acqui una nosione p dells curvatars degli spasii ai studli Ia « Teoria

degli spasii di owrvaiura costante » del Prof. Barrsas: (Annall di Matematica, t. 1f della
seconds serie, p. 282). Vedi anche Crrromo, loc. est., p. 255,
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8. Le cosiderazioni precedenti riescono forse pil precise guando
sl riorre al concetto amalitico dello spazio, quando ciod si vuol
dare il nome di spazio (a fre dimensioni) all'insieme delle terne di
~ valori del parametri g,, gy, @, Ad ogni terna arbifraria di fun-
zioni Q,, Q,, O, di g,, g,, g, corrisponde un particolare spazio, nel
_quale il quadrato dell’elemento lineare si esprime cosi :

do* = Qg+ Q' day’ + Qda’.
Perchd un tale spazio sia lo spazio euclid‘eo (rappresentabile, come

~si & detto, in coordinate cartesiane) occorre e basta che si possano
trovare tre funzioni @,, z,, #; di ¢, ¢, s, tali che sia
de - dz + dt = Q,*dg &4 Qldg + Q;*dg,".
Tentando effettiva integrazione si ottengono (), fra le Q e le loro
derivate, sei relazioni, dovute a Lamé, e si dimostra che queste
sono condizioni necessarte e sufficienti per l'integrazione stessa, e
conseguentemente per l'euclideild dello spazio. Tali condizioni ri-
sulteranno spontanee dall’analisi seguente, che ci fornirh pii gene-
ralmente le condizioni analoghe perché lo spazio considerato sia
a curvatura costante. Qui conviene ricordare che, secondo Rie-
mann (), al quadrato dell'elemento lineare in uno spazio di cur-
vatura costante si pud sempre dare la forma

do® = Q*(dg* +dg,* + dg,) ,
mdo a;: O,) ot uguah a

0 1

Tt et w

Le coordinate g,, d,, q;, che qui compariscono, son quelle che il
prof. Beltrami chiama (™) stereografiche, e la costante a misura
la curvatura dello spazio.

(*) Vedi Buanom, Geomstria differensials; § 125,

(**) Leggl 1n celebre Memoria sulle ipotesi fond li della @ tria nelle B. Rie-
menn's math, Werks, p. 204. ‘

{***) Loo. eit., p. 242

immagini dei punti M od M, oi ha
OP*=PM.PN=PM'. PN S

1 triangoli PMM’ ¢ PN'N sono dangue simili
. s ne : ‘s 3
Quindi, #0 A" ¢ infinitaments vicio ad &, | T LM P

S TM_op 1
NN T PN PN (omy
@

esiottiameodhformohdi&iammnomuandoche

NN"=dg 4 dg;* , ON'==g? | g2 , opr=*
: . e

de;: Per m:: che si & dettov precedentemente le equazioni generali
equilibrio (XX, form. 4 o 10) sono applicabili a tutti glf spazii,
mentre le equazioni (13) del precedente capitolo convahgonomsmol-
tanto allo spazio -enclideo, perché Tartifizio cui si & dovuto ricor
c(;ro:d “;p:e abhrev-zare i caleoli & stato fatto (V, §3) adoperando
o cartes:'nne. Ne segu.e che, se si vogliono ottenere le equa-
el equﬂibmo dei corpi isotropi in uno spazio qualunque, bi-

Sogna partire dalle equazioni generali (4), ed in esse introdurre

. direttamente I'ipotesi dell’isotropia, ciod supporre

G;:—(A——2B)6—256,~ y Q== Buw;. (t=1,2,8)

con .; e. B varf'abili come a. Limitandoci al caso di « costante,
consi et:mmo prima i termini moltiplicati per A. Essi danno luogo,
nella prima equazione (4), all'espressione

1ove @ p
..A(_,m____l _ 90
vV v 091)——A—‘

I termini moltiplicati per B si riducono facilmente a

dg, ** g,

2B Fy o :
— _V_(Q'Q’.%;%_._Q'o‘égﬁ,‘o 9.0’9:%+% 001'@0‘“:_,__1_ 30&'.9:‘“:)

ag, 9 6!, 1. ®
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81 pud prevedere che in questa espressione & inclusa quella che si
oftiens nello spazio euclideo, ciod

24 (d46_206), ®
in ecui
%=l (L2 | @, L (2200

3
Sostituendo (4) in (3), poi sottraendo il risultato da (2), resta ()
una fanzione omogenea e lineare delle x, cui si pud dare la forma
- seguente '

%%g (Hye + Hyy) Q%) — Hyy G Xy — HmQa"s% ’

dopo aver posto
a5+ 34308
ol (438 + S (332 22
eolyl Rl o2
reoni-i 3L

Se inoltre si pone

¢=Zﬂ§iQinK-“9—(Hu+Hu+Has)ZQ"x" ’ (6)

{*) Por i dettagli del calcolo vedi il paragrafo seguente.

,dmammzmcz)mmu

Le equazioni indefinite per V'equilibrio si riducono dunque a

: *—”-—

i

—2u 20,5 _ 00;5.) 3
&S a!t rboﬂ‘x

430 | B (3086 306 B 3w

R | 345 o) T Grows ="
430 . B (305 06\, B o

@ F‘*“o,agﬁo,o.( o~ )t e ="
+A aa (ao,s._op.s.) B ¥ -

5 03392 GiOs\ ¥ - ¥ - 01Qs0y 3Qyx;

&. Per eseguire in dettaglio il caloolo accennato nel parsgrafo precedents, ri-
prendiamo 'espressione (2), e, dopo averne cambiato il segno, sariviamola cos:

99-_?3, _.Q-_"-___ 59:90 1 30°Guws 1 30 Gy,
AU %t e m )
Sottraendone )
2_%.(2%_29_&)
@th | 3¢ ¥,
emetteado da parte il fattore m, viene
000s  , 308 30:6,
O

1 3Q%0,w, 130y Oy 3% , 0 30:53
Yoo o 26 ot 2 o T2 oa O

Om si noti che

RN Qs“'z+ 90,6, 1 boiot‘”a_!_ Qsw; 30, +1 300G Q:6: 30
20, ¢ 2 5!1 =2 09 ) T2 ey T 2 0%

“‘_‘ Qt Qafws + ) + Qalws — Ta) bo‘ .

D'sltes parte si ba » -
Q.O&+0-6«.=100.w- 13y % 301 % 00

—E2 2 e B D e 2B RS

=0 T o — @ e TG 0 T T

=l (0P 30 n);=,1_ 3 _ 130 w 30=+n L%
00\ o 1.1 QO 3¢ O M & 8




e B3 B D e D s

POy 00 30s%s _ 0:301) _ @30 30
X PR T T Ma(QxMt) @ o0 3

Inoltre si ha
2, 0
oo =0, 20+ o P+ ot

X3,

3 , 30 39,
=T;. +30 T 3

- @ perd l'espressione (8) diventa
1 3s0s[ 30i% 394 39,
T ( M + at M"‘a) X
Yo , 3 3\ _ 200, 30s 30
Q’eq.( e T ) Q‘a.q.( 3, T oa a+ o)

a 30; 3Qsxs ©:30:) _ 9301 30,

+ 0 st e a% b o (o, aq.) 0 3 20
30 | 903 305%; @30 _ 039,30,
+ O yne T o0, aa O™ ( ) 0 30 3

1 termini 19Qs0s 30i% 005 3Ghxs 30 3Gska

Qo o | W | ¥
si elidono rispettivamente con

Qi 3 Q da o4

1 39 gy L 30 30k
TR i L

* o Teuprossione considerate diventa

— 908 —

(12 afon (428 o (420
“%[0&&%(%%%)4‘0:&3%(
o (R0 M (23 g0.
Méﬁmnﬁhmﬁm@d&h&@,nb
1 agde

—ad(lle)_ e 0
XN 325 \ Qs 02 Qi 32 30

~lide, 100 Yo _g

Q0% 00 ' Or 0T 00 04100:
Similmente il coefficiente di Qpx; & E{,. e quello di Q,x, &

-Q':ﬂl(;tgg:) Q':!i(;s ::3) 63(0.001)—
3

—— o[ {338 -4 [338)]- 43
~o[ 330 ra a3

ciod — (Hy -} Hyy). Dungue la prima equazione indefinita dell’equilibrio &

30 | BO, (3G _ 30,5,
o +430+ a8 ( )

¥ L
%[~(H.+H”)om+H.,o.~.+u,.o.x.}=o .
vale a dire k

4 %0 306 3,5 B a0
F, =0 :
e T aol ae e R e

6. Le equazioni (7) non si trovano ancora sotto la joro forma

- . definitivs, in quanto che l'ipotesi della curvatura costante, di cui

si & tenuto conto soltanto col supporre costanti 4 e B, non & stata
ancora introdotta nel sistema stesso delle coordinate. Osserviamo-
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anzitutto che alle equazioni (7) saremmo egualmente pervenuti col
processo generale, prendendo a considerare, invece del potenziale 1,
una sua parte T7,, espressa come segue:

My=—g[d0+ B(+ T+ + 22

Cid mette in evidenza il carattere invariantivo dell'espressione %.

e ci autorizza quindi, per trovarne il significato, a specializzare il
sistema di coordinaie. Assumiamo dunque coordinate stereografiche,
per le quali Q,, Q,, Q; hanno, come si & detto, I'espressione (1).
Le formole (5) e (6) danno successivamente

l— Q% , se {=j

Jppp— oi_ 2 2 3
H"‘l 0, se i=ej g = 2@ k).

Adunque 33 é il prodotto di 20 per i quadrato dello spostamento.

Ne segue che, negli spazii di curvatura costante a, per qualungue
sistema di coordinate ortogonali, si ha

g = 2&(042 Kig -+ ngng + Qs"(sa) ’ (9)

e conseguentemente

1

v a"‘z?=4a0i‘<i- (l'—‘i,v,3) (10)

Finalmente le equazioni (7) diventano

490 B (95 _ _
‘ Fitog, aqﬁ"q,g.. 39: )+4a3g,.¢, 0,
4 98 (,aplgi 09.6:)+4GBQ%=0 ' a

? ’+Q.aq, 00\ 3a,

FrA, B (ho(ﬁ. - 5;@!;53)+4a30m—0

Q Ma DO\ A | o

Son queste, in coordinate ortogonali qualunque, le equazion: del-
Casino, Teoria dell'elasiioitd 4
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l'equiubrto elastico dei comi isotropt, negli Apaza dt curvatum
costante o,

7. Osservaxionis ) Perchd lo oquazioni (7) colucidano con le (11) oc-
corre o basta che siano verificate le relazioni (10), ciod che ® abbia la- forma (9),
o sia quindi

Hﬁ”Hn=Hss="““V » Hy=Hy=Hy==0.

Queste sono dunque le condizioni necessarie ¢ sufficienti per l‘invmabxhtn. della
carvatara dello spazio. Per a==0 si ritrovano le condizioni indicate ds Lameé
come necessarie ¢ sufficienti per Veuckideitd dello spazio, ciod -

Hy, = Hyp = Hy = Hy == Hyy== Hyy == 0.

In virth d'ona nota (cap. XVII, form. 7) relazione si pud dar loro la forma se-
guente (*):

1 1
AFRL S W N
30y day, U rl Ttk rary
Yo Ve 1 1 1
{ ™ s o .
50+M:+'§1+"f "ss"n~0’
1 1
O O 1 11
00, ' Aoy |l 1 + fag
[ 3L 3
_,Ln.__l(i“ ') ovvero o7 L (J - ‘)
B0y Ty \ry 1y da, #\e T
R A
Tty

{ M_i(l - ,?,.___1_(,1_,!)
| 00y re\ry g ' 00y ru\ry Tyl
3

%) Le relazioni di Lamé si ottengono ordinariamente tentando Pintegrazione
delle equazioni

Oz Bz, Oz 0y | dm, 6:1:3

3, o ' ¥ M; 3 ¥

che servono a determinare le coordinate cartesiane z,, @y, 2y in fnnmone di ¢y,
45 g5+ Per uno spazio a due dimensioni le equazioni analoghe si ottengono sup-

Ql ) 88 f==j
, 8 t'=i=j

(*) Laug, « Legons...», § XLV]
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~ ponendo x, od 2, fanzioni di @, e Q,, lasciando che @ sia una fangzione arbi-
“traria della sola g, e quindi che @, sia funzione soltanto di q;, mentre Q, e
Qs sono indipendenti da ¢;. Allora cinque relazioni di Lamé sono soddisfatte, e
1a sola Hyy==0 si riduce a

() ()

Questa & dangue I'unica condizione cni debbano soddisfare le fanzioni Qe Q
perchd &i possa dalla forma Q. 3dg,® - Q,2dg,? del quadrato dell’clemento lineare,
in"uno spazio a due dimensioni, passarc alla forma cartesiana de® 4 dogd Se
7, ed 7y sono i raggi geodetici di carvatura delle linee ¢, ¢ q; sulla saperficie
considerata, i pud & quella condizione dar la forma

1 1
ALt 11
R4 T T N LI T
60'|+66g+,'|’+",’ 0.

B facile verificare che questa condizione 2 soddisfatta dagli ordinarii sistemi di
curve ortogonsli, che si adoperano nel piano. .

¢) 8e a, ® la curvatura della superficie g,, in un dato punto, bisogna alla
condizione precedentemente ottenuta sostituire, come si & visto per gli spazii a
tre dimensioni,

) (i?ﬁ)_;_ L) (i—')—?l)+a10393=0-

3\ 0 30 /T 3\ 0y L
8i ha dunque
- ii‘e‘i%-("_l_,.__ )
=000+ 01 gy 39 \rgrp AN
e le condizioni Hy -+ aV =0 diventano
1 1 1
al=u+;l;’:i—x ! a,=a+’!3"21 ’ a3=u+’31".ﬂ

Queste dinno, per a==0, Is misura della curvatura (prodotto delle carvature
principali).delle tre superficie coordinate, secondo il teorema di Gauss. Per o di-
verso da zero, si vede che alla curvatura geodetica di ciascuna saperficie, in uno
spazio curvo, viene ad aggiungersi la curvatura stessa dello spazio.

8. Ritornando alle (11) osserviamo, col prof. Beltrami, che « si
poteva prevedere che la curvatura dello spazio non dovesse essere
priva d’influenza sulle equazioni dell'elasticitd ; ma & senza dubbio
sommamente notevole che tale influenza vi si manifesti sotto un
aspetto cosi semplice ». Purtuttavia possiamo aggiungere che « non-

di curvatura costante presenta differenze rilevantissime in con-
fronto dell'ordinaria ». Un primo esempio si ha serivendo le equa-
zioni (11), in assenza di forze di massa, nel seguente modo: .

V30 (36 _ 20,7, —a.
o o 8 (T = 20) + 4BV =0; oce,

Derivandole ora rispetto a g¢,, ¢,, ¢,, poi sommando, si ottiene
AA®*O 44080 =0.

Dunque in uno spazio curvo la dilatazione cubica non pud, come
nello spazio euclideo, soddisfare all’equazione di Laplace. Per esem-
pio, non & possibile che © abbia, in tutto il corpo, un valore co-
stante, diverso da zero.

9. Pidt notevole & il risultato che si ottiene considerando certe de-
formazioni potenziali. Essendo nulle, per tali deformazioni, le doppie
componenti ,, ,, T, della rotazione, si ricava dalle formole (12)
del precedente capitolo che le Q;x; sono le derivate prime - d’una
fanzione U, e la dilatazione totale & espressa da

=1NWu_ 1\ 'y a0y,
e'“v -t 39 “vaq;‘Q«' aq¢)“A v,

dimodoché le equazioni (11) diventano

Fit+ 2 (480 4 w0BU) =0, (t=1,2,3)
€ mostrano che anche le forze F ammettono una funzione poten-
ziale. Se ¥V & questa funzione, le tre equazioni indefinite si ridu-
cono all’'unica -

AL 4+ 4aBU + V=0, .

intendendo inclusa in U la costante d’integrazione. Se prendiamo
V=-4aBU, & A*U =0, e vediamo che si ha F; == — 4aBQ;x,.
Otteniamo cosi una deformazione, priva tanto di dilatazione quanto
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i v:ro}tazibne, nella quale Ja forza e lo spostamento sono, per ogni

: “punto, in un rapporto costante, ed hanno Ia medesima direzione
7 {se &-<<0: spazio di Gauss o psewdosferico) o direzioni opposte
{se'a > 0: spazio di Riemann o sferico). « Tale risultato » — dice

il prof. Belirami — « non ha riscontro nello spazio euclideo, e pre-
senta una singolare analogia con certi concetti moderni sull’azione
dei mezzi dielettrici ».

10. L'ultima osservazione richiama alla mente le ingegnose ipotesi

" “'che sono state proposte per spiegare luce, calore, magnetismo, ecc.,

considerandone i fenomeni come prodotti da una reazione che lo
spazio opporrebbe alla variabilith della propria curvatura nel tempo.

E qui importa osservare che il termine addizionale —%2 nella parte

efficace (per la formazione delle equazioni indefinite) del potenziale
elastico si pud considerare appunto come I'espressione dell’energia
delle reazioni che lo spazio, rigido nella propria costituzione geo-
metrica, oppone alla materia elastica che lo riempie, supponendo
questa énerte nel senso che, obbligata a deformarsi nel detto spazio,
essa tende a farlo come se lo spazio stesso fosse euclideo. L'ulte-
riore svolgimento della teoria dei mezzi elastici negli spazii curvi
permettera forse di rispondere alla domanda di Clifford (*): se
non polrebbe darst che moi considerassimo come variazioni fi-
stche certi effelli realmente dovuti a cambiamenli della curva-
tura del nostro spazio; in altre parole, se alcune delle cause,
che not chiamiamo fisiche, e forse lulte, non [ossero per avven-
tura dovute alla costituzione geomelrica dello spazio nel quale
viviamo.

*) Loe. cit., p. 267.

ERRATA

Pag. U, linea 2, invece di U, + U leggi U+ U,.

»

61, linea 5, invece di K, leggi Ky
128 & 137, in fondo, invece di « Traité » loggi « Theoric »







