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Col presente volume s’'inizia una Collezione di Monografie
curata dal Sottocomitato per la Matematica applicata con
la collaborazione dellIstituto per le applicazioni del Calcolo
del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

Le applicazioni continuamente crescenti della Matematica
a vari rami della Scienza e della tecnica esigono Puso di
mezzi sempre pii alti di Matematica anche da parte di chi
non st dedica ad essa ex-professo.

Di qui la necessita di porre i risultati della ricerca ma-
tematica a disposizione di chi deve servirsene, in forma rapi-
damente accessibile.

A soddisfare questa necessita ¢ stata pensata la Colle-
zione di Monografie, alcune delle quali avranno carattere
prevalentemente introduttivo, altre saranno pin specificata-
mente dedicate alle applicazioni; senza rinunciare affatto
all’elevatezza scientifica, che permette anche al tecnico di va-
lore di ripensare il processo di cui si serve, esse Muovono
agilmente verso wun fine determinato. Ispirandosi ugualmente
alla Scienza e alle sue applicazioni esse conmcretano parte
del programma tracciato dal Duce al Consiglio Nazionale
delle Ricerche.



PREFAZIONE

La presente Monografia del Vitali era pressoché compiuta
quando venne a mancare U'eminente Analista.

Incaricato dal Consiglio Nazionale delle Ricerche di por-
tarne a termine la pubblicazione e di far seguire ad essa
un’altra Monografia « Sviluppi in serie di funzioni ortogo-
nali », mt sono imposto il massimo rispetto alla trattazione
del Vitali; ho solo dovuto aggiungere qualche complemento (1)
richiesto dalla seconda Monografia.

Il Vitali con poche pagine ha voluto portare il letiore
alla comprensione dei pit correnti concetti dellanalisi mo-
derna, ed Eqli vi é riuscito. Ho segnalato in nota i risultati
del Nostro, a ragione considerati fondamentali nella teoria
delle funzioni di variabile reale.

R. Uriversita, Firenze.
GIOVANNI SANSONE

(!) Cap. III, teor. 27; IV, par. 3, n.o 3; V, teoremi 14, 15, 16.
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CariTOLO 1.

Aggregati in generale e numeri transfiniti.

§ 1. - Preliminari.

1. Enti od elementi. - 2. Aggregati. - 3. Il paradosso di RUSSELL. - 4. Corri-
spondenza. - 5. Operazioni sugli aggregati.

1. - Colle parole equivalenti ente od elemenfo si esprime un
concetto primitivo, ciog tale che non ritengo necessario di ridurre
ad altri pii semplici e che mi limito a ridestare con degli esempi.

Pud essere considerato come ente: un oggetto materiale, un
numero, un punto, un colore, la virti,....

Un ente & tale in quanto come tale lo si vuol considerare. Un
oggetto pud essere considerato come il medesimo ente in ogni
istante, o come ente diverso (!) da istante ad istante. Un punto
dello spazio pud essere considerato come ente ben determinato, o
come enté variabile in quanto si pensi come appartenente a una
retta variabile passante per esso.

Si ha dunque libertad nell’assegnare il titolo di ente, ma le consi-
derazioni e i ragionamenti che si svolgono devono riferirsi ad enti
gid riconosciuti.

Gli enti riconosciuti si possono considerare nella loro totalita,
ma non si pud parlare di fofalita degli enti in senso assoluto.

2. - Anche la nozione di aggregato o riunione o insieme o
gruppo di enti & primitiva.

Pensati i numeri reali come enti distinti (o diversi), si pud
considerare il loro aggregato. Indichiamo questo aggregato con a.

Ogni numero reale & un elemento di @ e ogni elemento di @ & un
numero reale.

(!) Anche le nozioni rappresentate dalle parole medesimo e diverso, le
quali concorrono a completare quella di ente, sono primitive.

i, VITALL - Funzion: di vartabile reale. 1
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Si pud pure considerare I'aggregato dei numeri razionali, 'ag-
gregato dei numeri interi, Paggregato dei punti di una retts, ecc.

Talvolta giova considerare I'assenza di elementi come un
aggregato che si chiamerd I’aggregato nullo.

Definizione 1. - Un aggregato di cui ogni elemento & anche
elemento di un aggregato @ si chiama un sub-aggregato o sotto-
insteme di a. L’aggregato nullo si considera come sub-aggregato
di qualsiasi aggregato.

Risulta: Ogni aggregato é sub-aggregqato di se stesso.

Quando si vorra escludere dalle considerazioni che un sub-
aggregato di a possa essere a stesso, lo si dira in modo esplicito.

L’aggregato dei numeri razionali & un sub-aggregato dell’ag-
gregato dei numeri reali.

Discende dalla natura delle cose il seguente

Postulato. - Ogni aggregato pud essere considerato come ente.

8. - Nella teoria degli aggregati si sono presentati dei para-
dossi, aventi tutti una medesima causa che ¢ eliminata dalle poche
considerazioni del n.° 1.

Ecco come viene presentato uno di questi:

« Un aggregato pud essere considerato come ente (n.° 2, post.).
Questo ente pud essere, oppure no, un elemento dell’ aggregato
stesso. Esiste certamente qualche aggregato che non contiene se
stesso come elemento (vedi in fine di questo numero). Sia @ 'ag-
gregato di tutti gli aggregati di questa specie considerati come
enti. Se a contenesse se stesso come elemento, @ dovrebbe, come
elemento di @, essere un aggregato che non contiene se stesso
come elemento, e cid & assurdo. Se @ non contenesse se stesso come
elemento, appunto per questa proprietd, a dovrebbe essere uno
degli elementi di a, e cid & pure assurdo » (paradosso di RUSSELL).

L’assurdo proviene dal fatto che si considera la totalita degli
aggregati che non contengono se stessi come elementi, senza pre-
cisare gli enti con i quali si intendono formati. In altri termini
nelle considerazioni precedenti viene introdotta la nozione della
totalita assoluta degli enti, il che non ha senso.

Si potrebbe invece ragionare nzl modo seguente:

« Sia b un aggregato. Ogni sub-aggregato di b pud essere consi-
derato come ente. Questo ente pud essere un elemento di b, oppure
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no, e pud essere, oppure no, un elemento di se stesso. Suppo-
niamo che esista qualche sub-aggregato di b che non con-
tenga se stesso come elemento. Sia a Iaggregato di tutti gli
aggregati di questa specie considerati come enti. Non & possibile
che ogni elemento di @ sia elemento di b, perché allora a sarebbe
un sub-aggregato di b, e se a considerato come ente non apparte-
nesse ad @, dovrebbe, come sub-aggregato di & che non contiene
se stesso come elemento, essere un elemento di g, il che & assurdo;
mentre se aq, considerato come ente, appartenesse ad a, allora per
questo fatto dovrebbe essere un sub-aggregato di & che non con-
tiene se stesso come elemento, il che & pure assurdo. Dunque a
contiene qualche elemento che non appartiene a b, ossia esistono
dei sub-aggregati di & che, considerati come enti, non apparten-
gono a b », e si ha il

TEOREMA 1. - Se un aggregato & & tale che esista qualche suo
sub-aggregato che non contenga se stesso come elemento, esiste
qualche sub-aggregato di » che, considerato come ente, non &
elemento di b.

Quando non sia detto qualche cosa in contrario noi suppor-
remo che valga la seguente:

Convenzione 1. - Due aggregati devono essere considerati come
enti distinti se non avviene che ogni elemento del primo appar-
tenga al secondo e vieceversa.

Dopo questa convenzione il teor. 1 pud essere completato colle
seguenti considerazioni.

Sia » un aggregato che ha almeno due elementi. Siano a e B
due elementi distinti di &. I tre sub-aggregati di & che sono for-
mati: il primo col solo elemento ¢, il secondo col solo elemento B,
il terzo con entrambi gli elementi « e B, costituiscono tre enti
distinti che indicheremo con (a), (8), (4, f) e di cui uno almeno
& diverso da (a) e da (§). Consegue che uno almeno di questi tre
sub-aggregati di b non contiene se stesso come elemento. Dum.lue
se b ¢ un aggregato che contiene almeno due elementi, esiste
almeno un sub-aggregato di b che non contiene se stesso come

elemento, e si ha il '
TEOREMA 1'. - Se b & un aggregato che contiene almeno due

elementi, esiste almeno un sub-aggregato di & che non & conte-
nuto in b come elemento.

4 CAPITOLO PRIMO

Questo teorema apparird sotto altra luce al § 4 di questo
Capitolo (teor. 38).

4. - E infine una nozione primitiva e per noi molto importante
quella di corrispondenza. ,

Corrispondenza & un criterio per cui, dati due aggregati a e b,
ad ogni elemento di uno qualunque di questi aggregati vengono
associati uno o pill elementi dell’altro, con I'intesa che se a & un
elemento di @ e s¢ # & un elemento di b, I'essere a corrispon-
dente a f trascini I'essere § corrispondente ad a.

Una corrispondenza fra due aggregati @ e b & evidentemente
individuata quando si conoscono per ogni elemento di @ tutti gli
elementi di & che gli corrispondono, poiché allora risultano noti
tutti gli elementi di @ corrispondenti ad un medesimo elemento
di b. Perche si tratti di una corrispondenza fra @ e b e non sol-
tanto fra @ e un sub-aggregato di b diverso da b, bisogna nel-
I’assegnare ad ogni elemento di @ i suoi corrispondenti in b, aver
cura che ogni elemento di & risulti eorrispondente ad almeno un
elemento di a.

Definizione 2. - Una corrispondenza fra due aggregati a e b
si dice biunivoca quando ad ogni elemento di @ corrisponde uno
ed un solo elemento di & e ad ogni elemento di b uno ed un
solo elemento di a.

Naturalmente, se fra @ ¢ b & stabilita una corrispondenza biuni-
voca, ad elementi diversi di @ corrisponderanno elementi diversi
di b e viceversa.

Una corrispondenza biunivoca molto nota & quella che si stabi-
lisce fra i punti di una retta ed i numeri reali, fissando sulla retta
il punto origine, il segmento unitd e il verso positivo, ed asso-
ciando ad ogni punto P della retta quel numero reale che ha per
valore assoluto la misura della distanza di P dall’origine e segno +
o — secondo che dall’origine si va a P in senso positivo o negativo.

Definizione 3. - Se o & una corrispondenza biunivoca fra due
aggregati a e b, agli elementi di un sub-aggregato a’ di @ corri-
spondono degli elementi di & che formano un suo sub-aggregato &'.
Se ad ogni elemento a di o’ facciamo corrispondere in &’ quel-
Pelemento che (considerato a come appartenente ad a) gli corri-
sponde in & nella g, otteniamo una corrispondenza biunivoca o
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fra @' e b’. La corrispondenza o si dice subordinata della o. Si
dice inoltre che a’ e b’ sono corrispondenii in o.

5. - Definizione 4. - Se a, b, c,.... sono degli aggregati che pos-
sono avere o no degli elementi comuni a qualcuno di essg e axfch(?
a tutti, si chiama somma di tali aggregati 1'aggregato di tllt.tl gli
elementi che appartengono ad uno almeno dei detti aggregatx:

La somma di due aggregati @ e b si indica con a+b, Ch. tre
aggregati @, b, ¢ con a+b-+g, ete.; la somma di una suceessione
di aggregati @, @zyy Any.. O simbolo a;+a:+ ... +an+..:.

Definizione 5. - Se @ & un aggregato qualunque e se b & un
sub-aggregato di a, I'aggregato degli elementi di a che non appar-
tengono a b si chiama differenza fra a e b e si indica c‘ox: a—b.

Se b & lo stesso aggregato a, la differenza fra a e b & 'aggre-
gato nullo. . . o

Evidentemente se b & un sub-aggregato di a e se d & la diffe
renza fra @ e b, si ha b4-d=a. . o

Definizione 6. - Se a, b, ¢,.... sono degli aggregati, si dice orc‘p
prodotto ! aggregato degli elementi comuni a tutti gli aggregati
dati. Se questi non hanno elementi comuni a tutti, il loro prodotto
sard 1’aggregato nullo. o ‘

11 prodotto di due aggregati @ e b si indica con a - b, dl. tre
aggregati a, b, ¢ con a-b- ¢ ete.; il prodotto di una successione
di aggregati @i, Gz @iy €Ol SiMbOIO @y = @2 ¢ ceve = B 2o

E evidente il . )

TEOREMA 2. - Se a e b sono due aggregati, se s & la loro
somma e se p & il loro prodotto, si ha

s—a=b—p,

e quindi p=b—(s—a).

6 CAPITOLO PRIMO

§ 2. - Aggregati bene-ordinati.

1. Uguaglianza e disuguaglianza fra enti. Relazioni di posizione. - 2. Aggre-
gati ordinati. - 3. Similitudine fra aggregati ordinati. - 4. Minore e resto
di un aggregato ordinato relativi ad un suo elemento. - b. Aggregati
bene-ordinati.

1. - Per indicare che a e f rappresentano il medesimo ente,
si scrive
a=p,

e si dice che a & wguale a . .
Per indicare che a e § rappresentano enti diversi, si scrive

a+ g,

e si dice che a & disuguale da , o diverso da B, o differente da 8.
Qualunque siano gli elementi « e B, esiste una ed una sola

d L
elle relazioni a=f ed a=p.

Talvolta giova stabilire fra due elementi g e B di un medesimo
aggregato delle relazioni di posizione che si esprimono dicendo
che e precede § oppure che a seque f.

. La relazione a precede f si rappresenta scrivendo
a<{f
€ la relazione a segue p serivendo
a>f.
Conveniamo che le relazioni
a<ff e f>a
si equivalgono, e che le relazioni
a<lff e a>p

non possano coesistere, e che perché ne sussista una sia neces-
sariamente a =g,

2. - Definizione 7. - Un aggregato si dice ordinato quando
per ogni coppia a e f di suoi elementi distinti & stabilita una
(e quindi una sola) delle relazioni

o< B, a>p,
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e quando per ogni terna q, f, y di suoi elementi soddisfacenti alle

relazioni

a<p e p<y
a=<y.

Anche I'aggregato nullo e un aggregato che conte.nga ux_l solo
elemento, sebbene non vi sia luogo di conside.rare' in essi una
coppia di elementi, si possono ritenere c(?m.e OI'dlr.l{:).tl, e ancl(lle un
aggregato di due elementi a e B per i quali sia stabilita una (ed una
sola) delle relazioni

si abbia

* a<p, a>p,

si considera come ordinato, sebbene non vi sia luogo di considerare
una terna di elementi.

E manifestamente un aggregato ordinato qualunque sub-aggre-
gato dell’ aggregato dei numeri reali, quando si stabilisca che <{
significhi é minore (<) e > significhi ¢ mag_?zore. (>).

Quando non sia detto qualche cosa in contrario noi supporremo
che valga la seguente . ‘

Convenzione 2. - Se a & un aggregato ordinato e se b & un
qualunque suo sub-aggregato, converremo che fra due qualunque
clementi di b interceda la stessa relazione di posizione che passa
fra di essi quando sono considerati come elementi di a.

In virtih di questa convenzione si ha il .

TEOREMA 3. - Ogni sub-aggregato di un aggregato ordinato

& pure un aggregato ordinato.

3. - Definizione 8. - Due aggregati ordinati a e b. si dicono
sémili quando si pud fare intercedere fra essi una corrlsportder.xza
biunivoca tale che se a, e as sono due qualunque element‘l di ‘a.
e se f; e B sono i loro corrispondenti in &, secondo che si abbia

<y O Oy >0

si abbia anche .
Br<p: o B> fs

< s R -
e la corrispondenza che cosi intercede fra a e b si chiama stm

litudine. o !
Pud darsi che fra due aggregati ordinati simili si possano fare

intercedere parecchie similitudini.

8 CAPITOLO PRIMO

Sono evidenti i seguenti:

TEOREMA 4. - Un aggregato ordinato ¢ simile a se stesso.

TEOREMA 5. - Due aggregati ordinati simili ad un terzo sono
simili fra loro.

TEOREMA 6. - Se due aggregati ordinati e b si corrispondono
in una similitudine o, due loro sub-aggregati corrispondenti in o
sono pure simili. ’

Definizione 9. - Se fra gli elementi di un aggregato ordinato ¢
ne esiste uno a che precede ogni altro elemento di a, si dice che @
ammette un 1° elemento e che a & il 1° elemento di a.

Definizione 10. - Se fra gli elementi di un aggregato ordi-
nato a ne esiste uno a che segue ogni altro elemento di q, si dice
che o ha un wltimo elemento e che a & Vultimo elemento di a.

Identificando il segno < con < e il segno > con >, si ha
che I'aggregato dei numeri reali finiti & ordinato, ma non ha ne
primo ng ultimo elemento, mentre ha un 1° elemento I’ aggregato
dei numeri interi maggiori di zero; ha un ultimo elemento Pag-
gregato dei numeri interi minori di zero, ed ha un primo ed un
ultimo elemento ogni aggregato che contenga un numero finito
di numeri reali.

TEOREMA 7. - Se a e b sono due aggregati ordinati simili fra
loro e se o ammette un 1° elemento, anche & ammette un 1° ele-
mento, ed ogni similitudine fra ¢ e b fa corrispondere al 1° elemento
di a il 1° elemento di .

Dimostrazione. - Infatti se ¢ & una similitudine fra a e b,
se a & il 1° elemento di @, se § & il corrispondente di a in b,
per la o, ogni altro elemento di & ha per ¢ un corrispondente
in @ che segue a e quindi ogni altro elemento di & segue f.

E cosi dimostrato che b ammette un 1° elemento f§, e che in
ogni similitudine fra @ e b al 1° elemento di a corrisponde il
1° elemento di &.

4. - Definizione 11. - Se @ & un aggregato ordinato non nullo
€ se a & un elemento, risultano determinati due aggregati, uno dei
quali, che indicherd con a,, &1 aggregato degli elementi di a che
precedono a (ed eventualmente I’ aggregato nullo se a & il 1° ele-
mento di a), Paltro & I'aggregato a—a,.

Noi diremo che a, & il minore o il segmento di a relativo
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ad a e che a—a, & il resto di a relativo ad a. Diremo che il
minore a, ed il resto a—a, sono relativi 'uno alf altro. Eviden-
temente il resto non pud essere I’ aggregato nullo, perché esso con-
tiene almeno 1’ elemento a.

Sono evidenti i seguenti:

TEOREMA 8. - Un resto di un aggregato ordinato non nullo
ha per 1° elemento I'elemento a cui & relativo.

TEOREMA 9. - Un minore di un minore non nullo di un aggre-
gato ordinato @ & pure un minore di a.
" TEOREMA 10. - Se due minori di un aggregato ordinato a sono
relativi a elementi diversi, uno di essi & minore dell’altro e preci-
samente & tale il relativo a quello dei due elementi che precede
P altro. ‘

Convenzione 3. - Ai minori considerati come enti di un aggre-
gato ordinato si attribuiscono le stesse relazioni di posizione che
passano fra gli elementi relativi.

Dalla precedente convenzione risulta il

TEOREMA 11. - L’'aggregato che ha per elementi i minori di
un aggregato ordinato @ & ordinato ed & simile ad a.

E poi evidente il

TEOREMA 12. - Una similitudine fra due aggregati ordinati
simili fa corrispondere ad ogni minore dell’uno un minore dell’ alt;ro
e viceversa, e precisamente fa corrispondere i minori relativi ad

elementi corrispondenti.

5. - Definizione 12. - Un aggregato ordinato a si dice bene-
ordinato se ogni suo sub-aggregato non nullo ammette un 10 ele-
mento. Anche I'aggregato nullo & da considerarsi bene-ordinato.

Se si conviene che < significhi < e che >> significhi >, sono
evidentemente bene-ordinati tutti gli aggregati di un numero finito
di numeri reali e I’aggregato dei numeri interi >0.

L’ aggregato dei numeri interi >0 & pure bene-ordinato se si
intende che di due numeri pari preceda il minore, che di due
numeri dispari preceda pure il minore e che ogni numero dispari
preceda ogni numero pari, o in altri termini se i detti numeri si
ordinano come segue:

1< 83<5<<2<4<6~ ...

10 CAPITOLO PRIMO

E evidente il

TEOREMA 13. - Ogni sub-aggregato di un aggregato bene-ordi-
nato & un aggregato bene-ordinato.

TEOREMA 14. - Se @ e b sono due aggregati ordinati simili e
se a & bene-ordinato, anche b & bene-ordinato.

Dimostrazione. - Infatti se ¢ & una similitudine fra a e b,
se b’ & un qualunque sub-aggregato di & e se o’ & il sub-aggre-
gato di a che la o fa corrispondere a &', gli aggregati o’ e &’ sono
simili (teor. 6) e poiché @’ ha un 1° elemento anche & ha un
1o elemento (teor. 7). Dunque ogni sub-aggregato di & ammette
un 1° elemento e quindi b & bene-ordinato.

TEOREMA 15. - Se tutti i minori di un aggregato ordinato a
sono bene-ordinati, anche I'aggregato @ & bene-ordinato.

Dimostrazione. - Basta provare che ogni sub-aggregato di a
ammette un 1° elemento. Ora sia b un sub-aggregato di a e sia 8
un elemento di b. Se f & il 1° elemento di b, & gia provato che b
ha un 1° elemento. Se # non & il 1° elemento di & e se o’ & il
minore di a relativo a g, il prodotto di & ed o’ & un sub-aggre-
gato di a’ e quindi per ipotesi ha un 1° elemento a. Questo ele-
mento a & anche il 1° elemento di &. c. d. d.

Dai teor. 11 e 14 consegue il

TEOREMA 16. - L’aggregato che ha per elementi i minori di
un aggregato bene-ordinato & pure bene-ordinato.

TEOREMA 17. - Un aggregato bene-ordinato non pud essere
simile ad un suo minore.

Dimostrazione. - Se a & un aggregato bene-ordinato e se b &
un suo minore e se ¢ & una similitudine fra a e b, la o fa corri-
spondere ad ogni minore di ¢ un minore di & (teor. 12). In questa
corrispondenza esistono certamente dei minori di @ che corrispon-
dono a proprii minori. Tale & per esempio il minore b di a. Per
il teorema 16 & lecito considerare il 1° minore @’ di a che corri-
sponde a un proprio minore. Indichiamo con &’ il minore di b cor-
rispondente ad a’. La similitudine ¢ subordina una similitudine o’
fra @’ ed il suo minore &’. Esiste allora, per la stessa ragione di
prima, un minore ¢” di @’ che in ¢’ e quindi in o corrisponde a
un proprio minore, ed allora non & vero che a’ & il 1° minore di a
che gode di questa propriet. :

Si deve concludere che a non pud essere simile ad un suo minore.
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Corollario. - Due minori diversi o’ e ¢” di un medesimo aggre-
gato bene-ordinato non possono essere simili fra loro.

Dimostrazione. - Infatti uno di essi per esempio a’ & un minore
dell altro a” (teor. 10) e I aggregato bene-ordinato a” non pud
essere simile al suo minore a’ (teor. 17).

TEOREMA 18. - In una similitudine o fra un aggregato bene-
ordinato @ e se stesso, ogni elemento di a corrisponde a se stesso.

Dimostrazione. - Infatti se o’ e a” sono due elementi di @ cor-
rispondenti in ¢ i minori ad essi relativi sono simili (teor. 12) e
¢id non pud avvenire altro che se questi minori sono uguali (cor.
prec.); dunque o’ ed o” sono eguali.

Corollario. - Se due aggregati bene-ordinati sono simili, non
si pud stabilire fra di essi che una sola similitudine.

TEOREMA 19. - Se due aggregati bene-ordinati @ e b sono
simili, ogni minore di uno qualsiasi di essi & simile a uno e ad
un solo minore dell’altro.

Dimostrazione. - Indichiamo con o la similitudine, evidente-
mente unica (cor. prec.), fra @ e b. Per il teor. 12 la ¢ fa corri-
spondere ad ogni minore di ¢ un minore di b e viceversa ad ogni
minore di  un minore di a. B poi evidente che non vi possono
essere due minori distinti di b simili ad un medesimo minore di a,
perche essi sarebbero simili fra loro (teor. 5) e cid & impossibile
{cor. del teor. 17). Analogamente non vi possono essere due mi-
nori distinti di @ simili ad un medesimo minore di 0.

Inversamente :

TEOREMA 20. - Se due aggregati bene-ordinati @ e & sono
tali che ogni minore di uno qualsiasi di essi sia simile a uno
{e quindi a uno solo) dei minori dell altro, i due aggregati sono
simili fra loro.

Dimostrazione. - Intanto, poiché ad ogni minore di a corri-
sponde un minore determinato di & simile ad esso e viceversa, si
ha una corrispondenza biunivoca o fra I aggregato a’ dei minori
di @ e I'aggregato &’ dei minori di 0, ed evidentemente questa
corrispondenza biunivoca & una similitudine (infatti se @, e a:
sono due minori di @ e a,< @, se inoltre b, e b. sono i loro
corrispondenti, essendo @, simile a b,, il minore a, di @, sara
simile ad un minore di b, e poiché non pud essere simile a due
minori di b, I'aggregato b, deve essere uguale a detto minore
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di b; e quindi deve essere b, <b;). Ma gli aggregati a e b sono
simili rispettivamente agli aggregati a’ e &’ (teor. 11), dunque a
e b sono simili fra loro (teor. 5).
TEOREMA 21. - Se due aggregati a e b sono bene-ordinati uno
almeno di essi ha ogni minore simile a un minore dell’altro.
Dimostrazione. - Infatti se cid non fosse, essendo i due aggre-
gati formati con i minori di @ e b, bene-ordinati (teor. 16), esiste-
rebbe un 1° minore a’ di a non simile ad alecun minore di b, ed
esisterebbe un 1° minore b’ di b non simile ad aleun minore di a.
Ogni minore di o’ & simile ad un minore 4” di b, e & non pud
essere né uguale a ” né ad un minore di b”, perché altrimenti b’
sarebbe simile a un minore di o’ e quindi ad un minore di a.
Dunque 4” & un minore di ' e si conclude che ogni minore di a’
& simile a un minore di 4. Allo stesso modo si prova che ogni
minore di 4 & simile ad un minore di a'. Si conclude (teor. 20)
che a’ e b’ sono simili fra loro e cid contrariamente all’ipotesi.
TEOREMA FONDAMENTALE 1. - Due aggregati bene-ordinati o
sono simili 0 uno e uno solo di essi & simile ad un minore dell’altro.
Dimostrazione. - Infatti se a e b sono due aggregati bene-
ordinati, o ogni minore di ciascuno di essi & simile ad un minore
dell’altro, ed allora (teor. 20) sono simili fra loro; o uno di essi,
per esempio a, ha ogni minore simile ad un minore dell’altro, ma
non viceversa (teor. 21). In tal caso a & simile ad un minore di &.
Invero sia &' ¢l 1° minore di b non simile ad alcun minore di a.

Allora ogni minore di a & simile ad un minore di &’ e viceversa,
dunque @ & simile a & (teor. 20).

TEOREMA 22. - Ogni sub-aggregato di un aggregato bene-
ordinato @ & simile ad a o ad un minore di a. )

Dimostrazione. - Infatti se b ¢ un sub-aggregato di ¢, b & un
aggregato bene-ordinato e quindi, per il teor. fond. 1, 0 & & simile
ad @, o b & simile ad un minore di @, o @ & simile ad un minore
di b. Dico che questo ultimo caso non si pud presentare. E in-
vero, se ¢ fosse un minore di b simile ad @, nella similitudine fra a
e ¢ vi sarebbero degli elementi di a che seguono il loro corri-
spondente in ¢. Tale sarebbe per esempio quell’elemento di a che
coincide con l'elemento di & di cui ¢ & il minore relativo. Sia a
il 1° elemento di a che segue il proprio corrispondente in ¢, Tutti

gli elementi di @ che precedono a (e fra questi vi & certamente il
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1° elemento di @) hanno in ¢ degli elementi corrispondenti che non
Lo stesso dovrebbe allora accadere per a, perche il
bbe seguire tutti gli elementi di ¢ che
e quindi dovrebbe

1li precedono.
corrispondente di a in ¢ dovre
corrispondono agli elementi di @ precedenti a,
seguire tutti gli elementi di @ che precedono a e percid non po-
trebbe precedere a. Cid & assurdo. Dunque vale il teorema.

Definizione 13. - L’aggregato bene-ordinato

172737

si chiamerd I'aggregato I Evidentemente ogni minore di I con-
tiene un numero finito di elementi.

Dal teorema fondamentale 1 segue il

TEOREMA 23. - Ogni aggregato bene-ordinato con un numero

infinito di elementi & simile ad 7 o ha un minore simile ad I

Definizione 14. - Di due elementi a e f di un aggregato bene-
ordinato @, tali che a<(f si dice che B & il successivo di a od
anche che a & Vantecedente di f, se B & il 1° degli elementi di a
che seguono o, 0 in altri termini se a & l'ultimo degli elementi

di @ che precedono f.’
Evidentemente se a & un aggregato bene-ordinato, se a & un

elemento di @ e se a non & l'ultimo elemento di a, esiste un suc-
cessivo di a; perd non si pud dire che se f & un elemento di
diverso dal 1° elemento di @ debba esistere un antecedente di f,
perché non sempre il minore di @ relativo a § ha un ultimo ele-

mento.
TEOREMA 24. - Ogni aggregato bene-ordinato o che contiene
infiniti elementi & simile al sub-aggregato o’ di a che si ottiene
da esso sopprimendo il suo 1° elemento.

Dimostrazione. - 11 teorema & evidente se @ & simile ad I,
perche in tal caso la corrispondenza che fa corrispondere ad ogni

elemento di o il suo successivo & una similitudine fra a ed a'.

Se invece esiste un minore b di @ simile ad I, allora, facendo cor-
rispondere ad ogni elemento di b il suo successivo e ad ogni
elemento rimanente lo stesso elemento, si ha una corrispondenza

biunivoca fra ¢ ed a' che & ancora una similitudine. Dunque

anche in tal easo @ ed ' sono simili.
Questo teorema enuncia una proprietd caratteristica degli ag

gati bene-ordinati con infiniti elementi.

gre-
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Osservazione. - Ne

. - consegue che se @ & un a

. one. - ggregato be

grﬁmato con infiniti elementi e se « & il suo 1° elemengto e seneb.

o :ggx;egato (evidentemente bene-ordinato) che si ottiene’eonser
ndo fra tutti gli elementi di a, es ;
de , escluso a, tutte le relazioni di

posizione e facendo seguire a tutti questi elementi I elemento a,

. . e
aggregato a risulta simile al minore di & relativo all’ elemento «

§ 3. - Numeri ordinali.

1. Agg!‘egati bene-ordinabili. - eri ordinali e a (3
.- 2, Numeri inali i ioni
> - ° R ggregati (a). - 3. Relazioni
di pOSI‘ZIOIIle h.a gll elementi di (a). - 4. Bene-ordinabilita di ogni aggre-
gatﬂ. -5.1 principio della libera scelta. - 6. Paradosso di BURALI- RT.
Forri.

1. - Lo
%)efznwzone 15. - Un aggregato si dice bene-ordinabile

quando & possibile stabilire fra ciascuna coppia di suoi elementi

una !‘elazione di pOSiZi i l e-
one 1in modo ch e ! a i i
) ' ggregato rlsultl ben

E evidente il
T
EEoim::\ 25. - Un aggregato bene-ordinato & bene-ordinabile.
quandop slf zssxzn .sulb-aggregato di un aggregato bene-ordinato,
rvi la conv. 2 (pag. @ i
auando o osser (pag. 7) & pure bene-ordinato, &

TEOREMA 26. - Ogni
. . gni sub-aggregato di
ordinabile & bene-ordinabile, o | nemento bene-
- tSl puo facilmente vedere che un aggregato bene-ordinabile che
'n enga almeno due elementi si pud rendere bene-ordinato in pi
di una maniera. o
T -
e EOR.EMA 27. Se'a (la b sono due aggregati fra i quali passa
corrispondenza biunivoca ¢ e se @ & bene-ordinabile h
& bene-ordinabile. e
Definizi
tmm;zfmzzzone 16. - Un aggregato bene-ordinato si dice appar-
P e a un aggregato a, se si ottiene rendendo bene-ordinato
nab.la rr(;:.xmera detta nella def. 15) un sub-aggregato (bene-ordi-
" ile) di a. Anche Yaggregato nullo si deve considerare come
n aggregato bene-ordinato (def. 12) appartenente ad «

2. - Definizi .
] HDpfzmzLo.ne 17. - Sia @ un aggregato dato. Consideriamo
o g ag.grfagatx bene-ordinati appartenenti ad a. Quelli di questi

sono simili ad un medesimo hanno un carattere comune che
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2 individuato da uno qualsiasi di essi e che chiameremo il loro
nwmero ordinale (). Noi indicheremo con (a) I’ aggregato di fufti
i numeri ordinali distinti degli aggregati bene-ordinati appartenenti
ad a. Fra gli elementi di (a) vi é anche il numero ordinale
dell’ aggregato nullo.

Ad ogni aggregato bene-ordinato appartenente ad @ corrisponde
un solo elemento di (@) (il suo numero ordinale), perd ad un ele-
mento di (@) corrisponderanno in generale pili aggregati bene-
ordinati appartenenti ad a.

8. - Definizione 18. - Se a & un aggregato dato e se e »
sono due elementi di (a), esiste almeno un aggregato m bene-
ordinato appartenente ad @ avente per numero ordinale u, ed esiste
almeno un aggregato » bene-ordinato appartenente ad a avente
per numero ordinale ». Se m ed # sono simili, evidentemente yu=1».
Se 7 ed 7z non sono simili, uno ed uno solo di essi & simile ad
un minore delPaltro (teor. fond. 1) e se m & simile ad un minore
di » diremo che u<». E evidente che la relazione di posizione
che cosi si viene ad attribuire ai numeri 4 e » non dipende dagli
aggregati m ed n che abbiamo considerato. E anche evidente che
il numero ordinale dell’ aggregaio nullo ¢ il 1° elemenio di (a).

TEOREMA 28. - Osservando la conv. 2 (pag. 7), il numero ordi-
nale di un sub-aggregato di un aggregato bene-ordinato apparte-
nente ad @ precede o & uguale al numero ordinale di tale aggre-
gato bene-ordinato (teor. 22).

TEOREMA 29. - L’aggregato (a) & bene-ordinato.

Dimostrazione. - Intanto si dimostra facilmente che se u, v e ¢
sono elementi di (@) e se u</» e »~< g, risulta che u<(p, e quindi
che (a) & ordinato. Inoltre si vede pure facilmente che, se 1 & un
elemento di (a) e se m & un aggregato bene-ordinato appartenente
ad a avente il numero ordinale y, ogni elemento di (@) che pre-
cede u & numero ordinale di un minore di 7 e viceversa, e quindi
risulta (teor. 16) che 'aggregato degli elementi di (a) che prece-
dono g [o in altri termini il minore di (a) relativo all’ elemento u] &
bene-ordinato, e che infine (teor. 15) aggregato () & bene-ordinato.

(1) Tale carattere si potrebbe rappresentare con I’ aggregato di tutti questi
aggregati simili ad un medesimo.
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Consegue : .

TEOREMA 30. - Se m 2 un aggregato bene-ordinato apparte-
nente ad a, e se # & il suo numero ordinale, I'aggregato m &
simile al minore di (@) relativo a u. In particolare I’aggregato
nullo & simile al minore di (@) relativo al suo 1° elemento, ciod
all'elemento di (a) che & il numero ordinale dell’aggregato nullo.

TEOREMA 31. - Ogni minore di (a) & simile ad un aggregato
bene-ordinato appartenente ad a.

TEOREMA 32. - Non esiste un aggregato bene-ordinato appar-
tenente ad @ che sia simile ad (a).

Dimostrazione. - Infatti un aggregato bene-ordinato apparte-
nente ad @ & simile ad un minore di (a) (teor. 30) e quindi non
ptfb essere simile ad (a), altrimenti (@) sarebbe simile al proprio
minore (teor. 5) e cid & impossibile (teor. 17).

4. - Sia a un aggregato bene-ordinato non nullo. Sia a, il
1° elemento di a. Se a non & costituito dal solo elemento a,, sia a,
il 1° dei restanti elementi di a. Se @ contiene altri elementi oltre a,
ed a,, sia a; il 1° degli elementi rimanenti di @, e cosi via di
seguito. Se a contiene solo un numero finito di elementi e se n
€ questo numero, I'aggregato a &

o< ay<az<{..< ap.
Se a contiene infiniti elementi, I'aggregato
ay <y < @y << vee =L Uy < an

simile all’aggregato I (teor. 23), o & I'aggregato @ o & un minore
4di a. In questo ultimo caso sia 8, il 1° dei rimanenti elementi di a,
€ se oltre a questo ve ne sono altri, sia g, il 1° di essi e cosi via
«di seguito. Allora o esiste un numero intero # per cui ¢ & I'aggregato

ay <ty <L 0y = e L @< e < By <L B~ B e < Py
oppure si ottiene un aggregato
@y < Ay <y < eone LUy e L By =L By < B <L e L P e

{dove B, Bsyey Bny. indica ancora un aggregato I), che & I’ aggre-
gato @ o un suo minore. In questo ultimo caso. sia yy il 10 dei
rimanenti elementi di a, ece. In questa maniera noi veniamo a pas-
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sare in rassegna successivamente gli elementi di @ nell’ordine in
cui si susseguono. Considerati tutti gli elementi di un minore di q,
noi passiamo a considerare 1'elemento ad esso relativo, cio2 il 1°
degli elementi rimanenti di @. Si eapisce allora come con questi
atti si possa giungere a qualunque elemento di a, perche, se cid
non fosse, vi sarebbe un 1° elemento non raggiungibile. Sia ¢ questo
elemento. Tutti gli elementi del minore 7 di a relativo a ¢ sono
raggiungibili, e allora, passati in rassegna tutti gli elementi di r, si
pud considerare 'elemento p come 1° dei rimanenti elementi di q,
e non & pilt vero che p non & raggiungibile.

Dunque vale il

TEOREMA 33. - Se a & un aggregato bene-ordinato, si possono
passare in rassegna tutti i suoi elementi nell’ordine in cui si

succedono.

5. - Assioma della scelta di Zermelo. - Dato un aggregato a
i cui elementi siano aggregati & non nulli e senza elementi comuni
due a due, esiste almeno un aggregato ¢ il quale contiene un ele-
mento ed uno soltanto di ogni aggregato b appartenente ad a (*).

Principio generale della scelta di Zermelo (principio della
libera scelta).

Dato un aggregato a i cui elementi siano aggregati & non nullj,
con o senza elementi comuni, esiste sempre una corrispondenza
nella quale ad ogni aggregato b appartenente ad a corrisponde
un elemento £ di b.

Dimostrazione. - Consideriamo tutti gli aggregati (b, f) for-
mati con due elementi b e § ove b & un aggregato qualunque di a
e B un elemento qualunque di b. Per ogni aggregato b di @ indi-
chiamo con &* I'aggregato di tutti gli aggregati (b, 8) ove f &,
come abbiamo dichiarato un elemento qualunque di b, e sia a*
I'aggregato di tutti gli aggregati b*.

Gli aggregati b* sono senza elementi comuni ed esiste quindi

(!) Sulle critiche all’assioma di ZERMELO cfr. W. SIERPINSKI: Legons
sur les Nombres Transfinis (Paris, 1928, Gauthier-Villars), p. 103 e seguenti.
Cfr. anche B. Levi: Riflessioni sopra alcuni principi della teoria degli
aggregati e delle funzioni (in « Scritti matematici » offerti ad Enrico D’Ovidio,
Torino, Boeca, 1918), pp. 305-324.

G. VitALL - Funzioni di variabile reale.
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per Passioma di ZERMELO un insieme ¢ contenente un elemento
ed uno solo di ogni aggregato &* e se per ogni aggregato b*
& (b, fp) il suo elemento corrispondente, facendo corrispondere
all’ aggregato b il suo elemento f, avremo la corrispondenza
cercata.

Dal principio generale della scelta segue che esiste una legge
la quale ad ogni sub-aggregato non nullo b di un aggregato a
fa corrispondere un elemento (b) di b.

TEOREMA DI ZERMEL0. - Ogni aggregato é bene-ordinabile.

Dimostrazione. - Sia a un aggregato. Per quanto abbiamo
visto & possibile passare in rassegna ordinatamente tutti gli ele-
menti di (¢). Se ¢ & la corrispondenza avanti indicata relativa ai sub-
aggregati dell’aggregato a, al primo elemento di (a) si faccia corri-
spondere 1’elemento ¢(a) che chiameremo a,, al secondo elemento
di (a) faremo corrispondere I’ elemento di @, p(a—a,)=a,; al terzo
elemento di (g@) faremo corrispondere l'elemento di a, p(a —a,)=a;,
dove a, indica 1'aggregato che ha per elementi a, e a, e cosi di
seguifo. Gli elementi a,, as, a;,.... sono elementi distinti di @ e non
& possibile che cosi si possa far corrispondere ad ogni elemento
di (@) un elemento di a, perche altrimenti vi sarebbe un aggregato
bene-ordinato appartenente ad a e simile ad (a), il che & impos-
sibile (teor. 32). Si deve concludere che vi & un primo elemento a
di (@) cui non si pud far corrispondere un elemento di a. Cid
significa che I'aggregato a’ degli elementi di @ che si sono fatti
corrispondere agli elementi del minore di (@) relativo ad a contiene
tutti gli elementi di «, perche altrimenti si potrebbe far corrispon-
dere ad a I'elemento di @, ¢(a—a’) [distinto da tutti gli elementi
di a’] contrariamente all'ipotesi. Dunque I'aggregato a viene a
corrispondere biunivocamente al minore di (a) relativo ad «, e
quindi @ & bene-ordinabile (teor. 27).

6. - Come abbiamo visto, dato un aggregato a ogni aggregato
bene-ordinato che gli appartiene corrisponde ad un certo numero
ordinale contenuto in (@). Se noi consideriamo due aggregati a e b,
pud darsi che si trovi un aggregato bene-ordinato appartenente
ad @, simile ad un aggregato bene-ordinato appartenente a b, e i
numeri ordinali di questi sono rispettivamente elementi di (a) e (d).
Due tali numeri si possono considerare come uguali. Cosi si
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perviene a una nozione di numero ordinale indipendente dall’ag-
gregato ambiente. Ma nell’usare di questa nozione bisogna andare
cauti, e in particolare si dovra evitare la considerazione della tota-
litda dei numeri ordinali, perche cid equivarrebbe a considerare la
totalitd degli elementi, il che non ha senso.

Del resto facendo cid si perviene ad un nuovo paradosso (para-
dosso .di BURALI-FORTI) perché I’aggregato der numeri ordi-
nali dovrebbe formare ancora un aggregato bene-ordinato e
dovrebbe avere un numero ordinale che segue tuttt i@ numer:
e quindi diverso da ciascuno di essi.

§ 4. - Numeri cardinali.
1. Potenza degli aggregati. - 2. Numeri cardinali. - 3. Gli aggregati a*.

1. - Definizione 19. - Si dice che due aggregati ¢ e b hanno
uguale potenza o che uno di essi ha la stessa potenza dell’ aliro
quando & possibile stabilire fra loro una corrispondenza biunivoca.
Se cid non & possibile si dira che a e b hanno pofenza diversa.

Cosi si dira che I'aggregato dei numeri interi >0

1, 2, 3,..
e I'aggregato dei numeri interi pari e >0
2, 4, 6,.

hanno potenza uguale, perché quella corrispondenza che fa corri-
spondere ad ogni elemento del primo quell’elemento del secondo che
& il suo doppio & una corrispondenza biunivoca fra i due aggregati.

Hanno invece potenza diversa due aggregati di un numero
finito di elementi, quando il numero degli elementi del primo &
diverso dal numero degli elementi del secondo.

TEOREMA 35. - Due aggregati ordinati simili hanno la stessa
potenza.

Corollario 1. - Due aggregati bene-ordinati aventi lo stesso
numero ordinale hanno la stessa potenza.

Corollario 2. - Due aggregati che si possono rendere bene-
ordinati in modo da ottenere due aggregati con lo stesso numero
ordinale hanno la stessa potenza.
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TEOREMA 36. - Se due aggregati b e ¢ hanno potenza diversa,
esiste uno ed uno solo di essi che ha potenza uguale a quella di
un sub-aggregato dell’altro diverso da questo.

Dimostrazione. - Indichiamo con @ la somma di b e ¢. Sia g il
primo elemento di () che & numero ordinale di uno degli aggregati
bene-ordinati ottenuti bene-ordinando b, e sia y il primo elemento
di (@) che & numero ordinale di uno degli aggregati bene-ordinati otte-
nuti bene-ordinando ¢. Non pud essere =y, perché b e ¢ avrebbero
Ia stessa potenza (precedente cor. 2). Sard dunque f=Fy. Suppo-
niamo /< y. Siano 4" e ¢’ i minori di (@) relativi agli elementi §
e y. Evidentemente 4" & un minore di ¢’. L’aggregato & si pud
mettere in corrispondenza biunivoca con &' (teor. 30) e I'aggre-
gato ¢ con ¢. In questa ultima corrispondenza biunivoca vi &
un sub-aggregato ¢ di ¢ diverso da ¢ che & in corrispondenza
biunivoca con &' e quindi con b. E cosi. dimostrato che esiste un
sub-aggregato di ¢, diverso da ¢, che ha la stessa potenza di b.
Non pud poi esistere un sub-aggregato b° di b, diverso da b, avente
la stessa potenza di ¢, perché allora ¢ si potrebbe mettere in corri-
spondenza biunivoca con b° e questo con un sub-aggregato di 0,
il quale sara simile a 4’ 0 ad un suo minore (teor. 22), e quindi ¢
si potrebbe ordinare in modo da ottenere un aggregato bene-ordi-
nato con numero ordinale che non segue f, il che & assurdo.

Definizione 20. - Se a e b sono due aggregati che non hanno
la stessa potenza e se a ha la potenza di un sub-aggregato di 0
diverso da b, diremo che la potenza di a é minore (<) di quella
di b, o che la potenza di b ¢ maggiore (>) di quella di a.

TEOREMA FONDAMENTALE 2. - Due aggregati o hanno ugual po-
tenza, 0 uno ed uno solo di essi ha potenza minore di quella dell’altro.

2. - Definizione 21. - Gli aggregati che hanno la stessa potenza
di un medesimo hanno un carattere comune che si dice numero
cardinale.

Definizione 22. - Siano a e f due numeri cardinali, sia @ un
aggregato di numero eardinale o, e sia b un aggregato di numero
cardinale . Se a ¢ b hanno la stessa potenza scriveremo a=4,
se @ e b hanno potenza diversa e se, per esempio, la potenza di a
& < di quella di b, scriveremo a<(j, oppure > e diremo che a
precede 8 e B seque «a.
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TEOREMA 37. - Se @ & un numero cardinale, esiste un numero
cardinale che lo segue. '

Dimostrazione. - Infatti, se @ & un aggregato di n.umero cardi-
nale a, @ non si pud mettere in corrispondenza biunivoeca co_n (@)
(teor. 32) e quindi la potenza di @ & diversa da .quell‘a di (a).
D’altra parte (teor. 30 e teorema di ZERMELO) a si pud mettere
in corrispondenza biunivoca con un minore di (a), fiu-m.;ue la po-
tenza di (a) & > di quella di @, o in altri termini il numero
cardinale di (a) segue a. . '

L’esistenza di un aggregato che ha potenza > di quella di un
dato aggregato a risulta anche dal o

TeoREMA 38. - L’ aggregato b dei sub-aggregati di un aggre-
gato a non nullo (Vinsieme nullo incluso) ha potenza maggiore
di quella di a. y ‘

Dimostrazione. - Supponiamo che si possa stabilire una CO'I‘I‘I-
spondenza biunivoca fra a e b. Se ogni elemex‘lto (?l‘a appartxen.e
al sub-aggregato corrispondente in b, dalla biumvoelt? della corri-
spondenza tra a e b seguirebbe, come facilmente si vedfa, c?xe b
coincide eon @, mentre b contiene I'aggregato nullo. Consideriamo
allora gli elementi di a che non appartengono al su-b-aggregato
corrispondente. Questi formano un sub-aggregato ¢ di a. .

L’ aggregato ¢ non pud corrispondere ad un elemento di .c,
perché un elemento di ¢ non & contenuto nel sub-aggregato corri-
spondente. Inoltre ¢ non pud corrispondere ad un elemento che
non appartenga a ¢ perch®, per tale ragione, questo elémento do-
vrebbe appartenere a ¢. Dunque non esiste una corrispondenza
biunivoeca fra @ e b. D altra parte @ ha la potenza d? quel subi
aggregato di b che & costituito dai sub-aggregati di a formatf
ciaseuno con un solo elemento di @, dunque & ha potenza > di

quella di a.

3. - Definizione 23. - L'aggregato dei numeri cardinali d(.%i
sub-aggregati non nwlli di un aggregato a (non nullo) si indi-
cherd con a*. Se a & nullo, o* indicherd I'aggregato nullo.

TEOREMA 39. - Se @ non & nullo, 'aggregato @™ ha un u]til?l(?
elemento » (il numero cardinale di @) e contiene tutti e soli i

numeri cardinali che non seguono ». .
TEOREMA 40. - Ogni aggregato a* & bene-ordinato. (Cfr. def. 12).
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Dimostrazione. - Intanto & evidente che a* & ordinato. Inoltre
ogni sub-aggregato di @ si pud render bene-ordinato in modo che
risulti simile ad un minore di (@) (teor. 30 e teorema di ZERMELO).
Consegue che ogni elemento di a* & numero cardinale di minori
di (@). Facciamo corrispondere ad ogni elemento di @* il 1° minore
di (@) che lo ha per numero cardinale, e quindi I’elemento di (@)
relativo a tale minore. Allora a* viene a corrispondere in una
similitudine ¢ ad un sub-aggregato di (a), ma questo sub-aggregato
€ bene-ordinato. Dunque anche a* & bene-ordinato (teor. 14).

Corollario. - Ogni aggregato di numeri cardinali & bene-
ordinato.

Esso & infatti un sub-aggregato dell’aggregato a* corrispon-
dente all’aggregato somma degli aggregati che hanno per numeri
cardinali i numeri assegnati.

TEOREMA 41. - L’aggregato a* & simile ad un minore di (a).

Dimostrazione. - Se a & nullo, anche a* & nullo ed (a) ha
un solo elemento, e quindi @* & simile al minore nullo di (a).

Il teorema & vero se ¢ ha un numero finito di elementi; sup-
poniamo allora che @ abbia infiniti elementi, ed indichiamo con »
Pultimo elemento di a* (teor. 39) e sia « I elemento di (a) che gli
corrisponde nella similitudine o considerata nella dimostrazione
del teor. 40. Ora « non pud essere I’ ultimo elemento di (a), perche,
se a’ indica I'aggregato a reso bene-ordinato in modo da avere per
numero ordinale a, I'aggregato a” che si ottiene da a’ portando
il 1° elemento di @’ a seguire tutti gli altri ha un numero ordi-
nale 8 che segue a (teor. 24, osservazione). Dunque la ¢ & una
similitudine fra a* ed un sub-aggregato del minore a® di (@) relativo
all’ elemento B, e quindi ¢* & simile ad a2° o ad un suo minore ed
in tutti i casi & simile ad un minore di (a).

Corollario. - Ad ogni numero cardinale » corrisponde un
numero ordinale u tale che I'aggregato dei numeri cardinali che
non seguono v e quello dei numeri ordinali che non seguono s
sono simili.

TEOREMA 42. - Ad ogni numero ordinale u corrisponde un
numero cardinale » tale che I'aggregato dei numeri cardinali che
non seguono » e quello dei numeri ordinali che non seguono u

.sono simili.

Dimostrazione. - Supponiamo che il teorema non sia vero, Vi
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sard allora un 1° numero ordinale u® per cui esso non vale. Indi-
chiamo con b Yaggregato dei numeri ordinali che precedono u’
e con ¢ Paggregato dei numeri cardinali che corrispondono, secondo
il teorema, agli elementi di b. Basta evidentemente provare che
esiste qualche numero cardinale seguente tutti gli elementi di ¢
per concludere che necessariamente anche u® soddisfa al teorema.
QOra pud darsi che ¢ abbia un ultimo elemento » e in tal caso
sappiamo che esiste un numero cardinale che segue » (teor. 37)
e che quindi segue ogni elemento di e. Se poi ¢ non ha ultimo
elemento, considerando per ogni elemento di ¢ un aggregato che lo
ha per numero cardinale, e sommando questi aggregati si ha un
aggregato s che ha numero cardinale che mon precede alcun ele-
mento di ¢ e che quindi segue ogni elemento di ¢ (se fosse uguale
ad un elemento di ¢, precederebbe tutti gli elementi di ¢ che se-

guono questo).

§ 5. - Numeri transfiniti.

reri transfiniti eccezionali. - 3. Aggregati finiti

1. I numeri transfiniti. - 2. Nun
zionali

e numerabili. - 4. Aggregato dei numeri algebrici e dei numeri ra
reali. - 5. Aggregati continui. - 6. Aggregati dei punti di uno spazio. -
7. Aggregato delle funzioni. - 8. Aggregato delle funzioni continue.

1. - Definizione 24. - Un numero ordinale w ed un numero
cardinale » tali che I'aggregato dei numeri ordinali che non se-
guono u e quello dei numeri cardinali che non seguono » Sono
simili si dicono corrispondents.

Il corollario del teor. 41 ed il teor. 42 si possono riassumere nel

TEOREMA 43. - Per ogni numero ordinale esiste un numero
cardinale ad esso corrispondente e viceversa per ogni numero
cardinale esiste un numero ordinale ad esso corrispondente.

Definizione 25. - Il numero ordinale dell’ aggregato (bene-
ordinato) nullo si indica con 0.

1l numero ordinale dell’aggregato che contiene il sol
si indica eon 1; se » & intero >1, si indica con 7 il numero ordi-
nale dell’aggregato bene-ordinato

o elemento 1

1'<2<3\'..<<7'l

I corrispondenti numeri cardinali si indicano con gli stessi simboli.
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Si indica con w il nu i
mero ordinale dell’
g, 1) ell’ aggregato 7 (def. 13,
Il numero ordinale w i i
e tutti quelli che lo seguon
. : _ 0 pre
il nome di numeri ordinali transfinits. ¢ prendon
d“e.li)efz.mzwne 26. -‘Siano a e f due numeri ordinali ed @ e &
. nsxe'me .bene-ordmatl, senza elementi comuni, aventi per nu-
meri ordinali rispettivamente a e g. ’ '
Poni . L. .
e e(l):lam;). cd—a+ b e ordiniamo I'insieme ¢ con la seguente legge:
menti di ¢ che appartengono ad « .
. . oppure a b conservano
:ia. Ztessa relaZI?ne d’ordine che tra essi intercede in @ o in &;
c;e ue lle]emen‘ﬂ di ¢, uno appartenente ad a T'altro a b direm(;
" ql;e 0 aPpartenente ad @ precede I’elemento appartenente a &
vede fac.llmente che I'insieme ¢ risulta bene-ordinato e il suo
numero ordinale si indica con a+f.
E facile dimostrare il
TEOREMA 44, - Se i
. y>a esiste uno e un solo i
nale >0 tale che y=a+ 4. rumere orde
N f()Defmzzzone 27. - Qualunque numero ordinale che segué o ha
rma w-+¢@ con ¢ numero ordinale. Il numero cardinale corri-
spondente ad w+¢ lo indicheremo con

R, (aleph-¢);

in parti T .
particolare 8, indica il numero cardinale corrispondente al nu-

mero w, o cid che & lo stesso il numero cardi
ardinale dell’
(def. 13, pag. 13). e dell nagrogaio 1

I numeri N i
oy Niy... prendono il nome di numeri inali
. . g erL ;
transfiniti. cardinat
Definisi L
efinizione 28. - Se a & un numero ordinale, indicherem
con ((a) il nume di i ’ .
’ ro cardinale di un aggregato bene-ordinato che
a per numero ordinale .
Risulta il
TEOREMA 45. - C(a) & i
. - C(a) & il numero cardinale dei i i
el numeri i
che precedono a. erdinel
Di ; i
recedmostrazzone. - Infatti I'aggregato dei numeri ordinali che
p e (;1.10. a ha per numero ordinale lo stesso numero «a (teor. 30)
o - ! . 80).
g mz‘lwne.29. Se @ & un numero cardinale indicheremo
oon ¢ (a) il primo numero ordinale di aggregati bene-ordinati
enti i i
per numero cardinale a. Evidentemente vi possono essere
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diversi numeri ordinali a per cui C(a) & lo stesso numero cardi-
nale, ma non possono esistere due numeri cardinali a e f§ diversi
tra loro per cui O(a)= O(f).

E evidente il

TEOREMA 46. - Se « & un numero cardinale, e se = O(a)
& a=C(p).

Definizione 30. - O(X,) si indica con £, percid Q=O0(R,) e
8. = C(£2) cioé Q & il primo numero ordinale per il quale C(2)={,.

TEOREMA 47. - Se a & un numero ordinale transfinito; & Cla) < R..

Dimostrazione. - Poniamo C(a)=8g, occorre dimostrare che

Rp=<N..
Sia a aggregato dei numeri ordinali >0, che non seguono a

1, 2., o, o+l., «
e b Paggregato dei numeri cardinali >0 che non seguono Xy
1, 2, Roy Nipey Nz

Essendo C(a) =8, si ha O(Rg)<\a e percid I'ordinale di qua-
lunque elemento » dell’aggregato b appartiene ad a. La corrispon-
denza tra gli elementi » di b e gli O(») & una corrispondenza
biunivoeca fra Iaggregato b e un sub-aggregato di a. Consegue
che b & simile ad @ o ad un suo minore (teor. 22) e siccome i
due aggregati b e @ hanno rispettivamente per numeri ordinali 0+
e asi avrdh w+f~a, ff~la e percid Ny= Rq.

Corollario. - Si ha O(R,) -a.

Se O(N)=p si avrd 8,= C(f) 8, quindi R, ~Rg e pereio
aﬁﬂ:O(sa)'

9. - Definizione 31. - Se a & un numero ordinale transfinito,
e se ((a)=N, il numero a si dira eccezionale.

TEOREMA 48. - Esistono numeri ordinali eccezionali.

Dimostrazione. - Sia a, un numero cardinale ~~§,. Poniamo

= 0(a;), 3= ORy)yy Unps— OB )y
E certamente per ogni intero n>>0 (corollario del teor. 47)
an+4;\iany

e quindi, per ogni >0, & a, > No.
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Se esistesse un n per cui

Appg =y,
ossia
an=0(R,)
e quindi (teor. 46)
8, =C(ay)

il numero ordinale a, sarebbe un numero eccezionale e sarebbe
an >N,

Se poi &
1) T P N TR

esisterd un primo numero trasfinito £ che segue tutti i numeri (1).
Ora & per ogni intero 2>0, {>an,. e quindi (teor. 46)

0(&—) ,\: C(!l,,+2) =8“n+4 - Nﬂ,,

e infine
CO)>N;.
Ma (teor. 47)
- CE) <N,
dunque
C)=x:.

Allora { & un numero ordinale eccezionale.
Definizione 32. - Il primo numero ordinale eccezionale che
segue o si indica con Z.

8. - Definizione 33. - Un aggregato che ha un numero finito
di elementi si chiama un aggregato finito.

TEOREMA 49. - Il numero cardinale di un aggregato finito
precede R,. .

Definizione 34. - Un aggregato che ha &, per numero cardi-
nale si dice numerabile.

Evidentemente se a & un aggregato numerabile, poiche i suoi
elementi si possono mettere in corrispondenza biunivoca cogli ele-
menti di 7, i suoi elementi si possono disporre in una successione

(1) Ay Qgy Azyee.

e inversamente. Quindi un aggregato a é numerabile se e sol-
tanto se i suoi elementi si possono disporre in modo da
formare una successione del tipo (1).
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TEOREMA 50. - La somma di un numero finito di aggregati
finiti & un aggregato finito.

TEOREMA 51. - La somma di un aggregato finito e di un
aggregato numerabile & un aggregato numerabile.

TEOREMA 52. - La somma di due aggregati numerabili & un
aggregato numerabile.

Dimostrazione. - Mi limito a considerare il caso in cui i due
aggregati non hanno elementi comuni.

Sia a I'aggregato degli elementi

ag, ag, [ £ YR

e sia b I'aggregato degli elementi

ﬁi y ﬂz, ﬁ;; yooor

L’aggregato a+b ha allora gli elementi

Uy, ﬂh az, P, s By

e poiche questi formano una successione del tipo (1), 1'aggre-
gato @-+b & numerabile.

TEOREMA 53. - Se @ e b sono due aggregati, se a & finito o
numerabile e se a-4b ha numero cardinale >N,, anche b ha
numero cardinale N,.

Dimostrazione. - Se b fosse finito o numerabile, anche a-+b
sarebbe finito o numerabile (teor. 50, 51, 52).

TEOREMA 54. - La somma di un aggregato numerabile di aggre-
gati finiti & numerabile, se essa contiene infiniti elementi distinti.

TEOREMA 55. - La somma di un aggregato numerabile di
aggregati numerabili & un aggregato mumerabile.

Dimostrazione. - Basta evidentemente trattare il caso in cui
gli aggregati non abbiano elementi comuni ad alcuni di essi. In
tale ipotesi se indichiamo con @, (n=1,2,38,..:) I'aggregato degli
elementi

On, iy Un, 2y (77 ST

e con b, l'aggregato
Qy,py  Agpty  Ogrzyeey Arty

vediamo che la somma a degli @, coincide con la somma degli
aggregati finiti
ga b, (r=1,2,8,.).
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Ma questa & numerabile (teor. 54) poiché contiene gli infiniti ele-
menti di a@,, dunque & numerabile anche la somma degli a,.
Corollario. - Se
g1y 920 Yare

& una successione numerabile di aggregati finiti o numerabili, e
se ciascuno di essi @ sub-aggregato del seguente la loro somma g
& finita o numerabile.

Osservazione. - Supponiamo che gli aggregati

a,, @z, Qs

considerati nella dimostrazione del teor. 55 siano tali che due
qualunque di essi non abbiano elementi comuni.
Ogni elemento dell’ aggregato

a=a,+a+a;+ ...

& indicato in un modo unico con la lettera « affefta da due indici
che sono due numeri interi >0.

Viceversa se m ed n sono due numeri interi >0 qualsiansi,
il simbolo ap,, indica un elemento di a@ ed uno solo. Si ha cosi
una corrispondenza biunivoca fra ghi elementi di a e le coppie di
numeri interi, e poiché a & numerabile si ha il

TEOREMA 56. - L'aggregato di tutte le coppie dei numeri
interi >0 (*), e quindi anche di tutte le coppie di elementi di un
aggregato numerabile, & numerabile.

Con analoghe considerazioni si pud dimostrare il

TEOREMA 57. - L aggregato di tutte le n-uple () di elementi
di un aggregato numerabile & numerabile.

Da questo e dal teor. 55 si ha il

TEOREMA 58. - L’aggregato dei sub-aggregati finiti di un
aggregato numerabile & numerabile.

Ma pel teor. 38 'aggregato dei sub-aggregati di un aggregato
numerabile ha potenza maggiore del numerabile, e pei teor. 53

e 58, si ha il

(1) Sarebbe meglio dire: «di tutte le disposizioni con ripelizione a
due @ due .
() O meglio: «di tulte le disposizioni con ripetizione ad n ad n>».
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TEOREMA 59. - 1’ aggregato dei sub-aggregati numerabili di un
aggregato numerabile ha potenza maggiore .del numerabile.
TEOREMA 60. - Un sub-aggregato con infiniti elementi di un

-

aggregato numerabile & pure numerabile.

Dimostrazione. - Infatti se a & un aggregato numerabile e
se @’ & un suo sub-aggregato, il numero cardinale di a’ precede
o & uguale a quello di @: e quindi & < Ro. Se poi a’ non & finito
il suo numero cardinale non pud precedere 8o, dunque se a’ non
2 finito il suo numero cardinale & N,.

TEOREMA 61. - Se ¢ & finito o numerabile ¢ se & & un aggre-
gato con infiniti elementi, I'’aggregato a-b ha la stessa potenza di b.

Dimostrazione. - Infatti non riesce difficile spezzare I'aggre-
gato b in una somma di due aggregati &’ e b”, il primo dei
quali b’ sia numerabile. Allora

b=b'+0"
ed
a+b=(a+b)+b".
Ma a+ b’ & numerabile (teor. 51 e 52), e allora b ed a+ b sono
somma di aggregati che hanno ugual potenza e quindi hanno evi-
dentemente ugual potenza.

4. - Definizione 35. - Si chiama algebrico un numero reale
o complesso che sia radice di un’ equazione

(1) @2 + @2t F e + CpaZ+ @ =0, nz1
dove le a; sono dei numeri reali razionali Ne consegue che un

numero algebrico & anche radice di un’ equazione (1) in cui le a;

sono dei numeri ¢nter.
TEOREMA 62. - L’aggregato di tutti i numeri algebriei & nu-

merabile. o
Dimostrazione. - Qualunque sia I’ equazione (1) con coefficienti

interi il numero
y=n+| @ |+ @ |+ e+ |+ ]

& un intero >1, che diremo I'indice dell equazione,
Le equazioni che hanno il medesimo indice sono evidentemente

in numero finito.
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Ognuna di queste ha poi un numero finito di radici, ¢ quindi
dato un intero »>1 & finito I'aggregato b, dei numeri algebrici
che sono radici di equazioni di indice ». L’aggregato dei numeri
algebrici & la somma dei b, e quindi (teor. 54) & numerabile.

TEOREMA 63. - L’aggregato di tutti i numeri razionali reali
& numerabile.

Dimostrazione. - Difatti esso forma un sub‘aggregato infi-
nito dell’aggregato dei numeri algebrici, e quindi & numerabile
(teor. 60 e 62).

5. - Definizione 36. - I1 numero cardinale dell’ aggregato che
ha per elementi i sub-aggregati numerabili dell'aggregato I, si
indica con ¢, e quando un aggregato ha numero cardinale ¢ si
dice che & continuo.

Dal teor. 59 si ha il

TEOREMA 64. - Il numero transfinito ¢ segue §,, percio 8; <e.

Perd si ignora ancora quale posto abbia ¢ fra i numeri transfi-
niti che seguono N,.

TEOREMA 65. - L'aggregato dei numeri reali >0 e <1 &
eontinuo.

Dimostrazione. - Ogni numero reale >0 e <1, seritto nel
sistema duale (a base 2) di numerazione pud essere messo in uno
ed in un sol modo sotto la forma

O, A3 AUz aeee

dove le a, sono delle cifre uguali a 0 o ad 1, e quelle uguali ad 1
sono in numero infinito.

Gli indici delle a, uguali ad 1 formano un sub-aggregato infi-
nito dell’aggregato 1. Si ha cosi una corrispondenza biunivoca fra
i numeri reali >0 e <1 ed i sub-aggregati numerabili (teor. 60}
di I, e quindi I"aggregato dei numeri reali >0 e <1 & continuo
(def. 36).

Da questo e dai teor. 61 e 63 consegue il

Corollario. - L' aggregato di tutti i numeri irrazionali compresi
fra 0 ed 1 & continuo.

Siccome i numeri reali >0 e <1 si possono mettere in corri-
spondenza biunivoca coi punti di un segmento, ed inoltre si pud
dimostrare facilmente che I'aggregato dei punti di una retta si
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pud mettere in corrispondenza biunivoca con I’aggregato dei punti
di un qualsiasi segmento o di una qualsiasi semiretta, estremi com-
presi o no, si ha il

TEOREMA 66. - L’aggregato dei punti di una retta e quello
dei punti di un segmento o di una semiretta, estremi compresi o

_ no (teor. 61), sono continui.

Inoltre i numeri reali si possono mettere in corrispondenza
biunivoca coi punti di una retta, quindi si ha il

TEOREMA 67. - L’aggregato di tutti i numeri reali & continuo.

6. - Definizione 37. - Se a & un aggregato, indico con »(a)
T'aggregato che ha per elementi tutte le successioni distinte

Uyy  fyy  Ugge.

formate con una infinita numerabile di elementi, non necessaria-
mente diversi, dell’aggregato a, intendendo che due tali successioni

Uy Uay Gy
L} >
ﬁh frey f'ih""

sono da considerarsi come distinte se e solo se esiste un indice n
per cui gli elementi «, e f, sono diversi

TEOREMA 68. - Se a & un aggregato continuo anche »(a) &
continuo.

Dimostrazione. - Poiche evidentemente bastera che il teorema
sia provato per un particolare aggregato continuo a, assumo per a
I'aggregato dei numeri reali >0 e <1. Allora se

1) by, bsy, Dby

& uno degli aggregati numerabili che costituiscono uno degli ele-
menti di »(a), scrivendo i numeri b, nel sistema duale di nume-

razione, si avra
bn:O, Ay, 1Oy, 2Gp 3 veee

con le a,, uguali a 0 o ad 1, quelle uguali ad 1 essendo in
numero infinito.
Il numero

(2) 0, Ay, 10y 202 1Ay 302 203 fyeeey At pU2, 7—ggeeeey Ay geene
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& un numero di a, ed evidentemente con tale processo non &

possibile che partendo da due diversi aggregati (1) si possa giun-

gere ad un medesimo numero (2) di a. Si ottiene cosl una corri-

spondenza biunivoca fra »(a) ed un sub-aggregato di a, e quindi

il numero cardinale di »(a) & ~~c. Ma fra gli elementi di »(a) vi

sono quelli costituiti da una infinita numerabile di elementi tutti

uguali ad un medesimo elemento di a, e questi formano un sub-
aggregato di »(a) che ha la potenza di @, percid »(a) ~c. Se ne

conclude che il numero cardinale di »(a) & =c.

Corollario. - Se a & I'aggregato dei numeri reali, il numero
cardinale di »(a) & =c.

Ma se a & I'aggregato dei numeri reali, i sistemi delle coor-
dinate, rispetto ad un cartesiano ortogonale (*), dei punti dello
spazio hilbertiano, formano un sub-aggregato (?) di »(a), e quindi
I’aggregato H dei punti di questo spazio ha numero cardinale <e.
Inoltre Z contiene almeno tutti i punti di una retta, e quindi
si ha il

TEOREMA 69. - L'aggregato H dei punti dello spazio hilbertiano
& continuo.

Se poi si pensa che ogni spazio euclideo appartiene allo spazio
hilbertiano (3) e contiene almeno una retta, si ha il

Corollario. - L' aggregato dei punti di un qualunque spazio
euclideo & continuo.

Consideriamo ora un piano e tutte le sue rette parallele ad
una medesima direzione data. La somma degli aggregati dei punti
di queste rette & I'aggregato dei punti del piano. Ed allora si deduce
che se si ha un aggregato continuo di aggregati continui, la somma
di questi aggregati & un aggregato continuo. Se ne deduce il

TEOREMA 70. - Se si ha un aggregato di numero cardinale <e
di aggregati aventi numero cardinale -" ¢, la somma di questi ag-
gregati ha numero cardinale ~“e.

(1) Vedi G. VitaLi: Geometric nello spazio hilbertiano (N. Zanichelli,
1929), p. 72. ’

(%) Sub-aggregato, perché le coordinate di un punto dello spazio hilber-
tiano non possono acquistare qualunque sistema di valori, ma devono sotto-
stare alla condizione che la serie dei loro quadrati sia convergente.

() Vedi G. Vrrauy, L ¢, p. 85.
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TEOREMA 71. - Se a & un aggregato continuo, I"aggregato &
che ha per elementi i sub-aggregati numerabili di @ & pure continuo.

Dimostrazione. - Intanto b contiene tutti i sub-aggregati nu-
merabili di un sub-aggregato numerabile di a, e quindi 4 ha numero
cardinale >-¢ (def. 36). Inoltre se imaginiamo ogni. sub-aggregato
numerabile di a ordinato, in modo determinato, secondo una suc-
cessione, vediamo che & & un sub-aggregato di »(a) e che quindi
il numero cardinale di b non pud seguire ¢. Dunque il numero
cardinale di b & =c.

7. - TEOREMA 72. - L’aggregato che ha per elementi le fun-
zioni reali definite in un dato segmento ha numero cardinale >¢.

Dimostrazione. - Infatti indicando con a I’aggregato dei punti
del segmento in cui sono definite le funzioni, I’aggregato a & con-
tinuo. I valori distinti che le varie funzioni acquistano nei punti
di @ possono costituire un qualunque sub-aggregato dell'aggre-
gato R dei numeri reali, e quindi I'aggregato delle funzioni ha
numero cardinale che non precede quello dell’aggregato dei sub-
aggregati di R. Ma il numero cardinale dell’aggregato dei sub-
aggregati di R & >c¢ (teor. 38), dunque I'aggregato delle nostre
funzioni ha numero cardinale >-e.

8. - TEOREMA 73. - L’ aggregato delle funzioni continue in un
segmento dato & un aggregato continuo.

Dimostrazione. - Intanto, poich® questo aggregato contiene
tutte le funzioni costanti, si vede che il numero cardinale dell’ag-
gregato delle funzioni continue in un dato segmento non pud
precedere c¢. Inoltre, se noi fissiamo sulla retta della variabile
I'origine ed il segmento unitd, vediamo, a causa della continuita
delle funzioni, che queste sono determinate quando si conoscono
i valori che esse assumono nei punti razionali. Questi punti for-
mano un aggregato numerabile (teor. 63) che possiamo ordinare
in una successione. Allora i valori che in questi punti acquista
una funzione continua costituiscono un elemento di »(a) dove @ &
. Paggregato dei numeri reali. In tal modo I'aggregato delle nostre
funzioni continue si trova in corrispondenza biunivoca con un
sub-aggregato di »(a) e quindi il numero cardinale dell'aggregato
delle nostre funzioni continue non pud seguire ¢. Esso ¢ dunque =c.

G. ViTALI - Funzioni di variabile reale. 3
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Osservazione. - L’ aggregato »(a) si potrebbe considerare come
Paggregato di tutte le disposizioni con ripetizione ad w ad w degli
elementi di @. Mentre i sub-aggregati numerabili di cui si parla
nella definizione 36 e al teor. 71 sono gli aggregati di tutte le
combinazioni senza ripetizione ad @ ad « rispeitivamente degli
elementi di / e di a.



Caritoro II.

Teoria della misura degli aggregati di punti di una retta.

§ 1. - Preliminari.

1. Tratti di una retta. - 2. Boreliani di una retta. - 3. Sostegno di un bore-
liano. - 4. Lemma di BoREL. - 5. Relazione fra la lunghezza di un
boreliano e_quella del suo sostegno.

1. - Consideriamo una retta r, alla quale noi attribuiamo due
punti all’ infinito corrispondenti ai suoi due versi.

Fissiamo, una volta per sempre, sulla » un’origine, un verso
positivo ed un segmento unita.

Si ha allora una corrispondenza biunivoca fra i punti di »
ed i numeri reali, includendo nell'aggregato di questi anche i
numeri 4+ x e —x.

Dopo cid noi possiamo identificare, nel nostro linguaggio, ogni
punto di 7 col numero reale che gli corrisponde.

Definizione 1. - Siano p e ¢ due punti di » con p<gq. Si
dira tratto o intervallo di r, e si indicherad con (p, ¢), I'aggre-
gato dei punti £ per i quali si ha p<z=<‘gq, e p e ¢ si diranno gli
estremsi di (p, q) e piu specialmente p si dird estremo sinistro e q
estremo destro. Ogni tratto non nullo si dice ¢nforno destro del
suo estremo sinistro ed ¢nforno sinistro del suo estremo destro.

Consegue che ogni punto diverso da + oo ha infiniti intorni
destri, che ogni punto diverso da — oo ha infiniti intorni sinistri,
ma che + oc non ha intorni destri e — oo non ha intorni sinistri.

Definizione 2. - Chiameremo lunghezza del tratto (p, g) il
numero ¢ -p, intendendo che ¢—p=+ (0 meglio g—p=x),
se i due numeri p e ¢ sono diversi ed uno almeno infinito, e
che ¢—p=0 tutte le volte che p e ¢ sono uguali.

Definizione 3. - 1 punti di un tratto diversi dai suoi estremi
si dicono inferni al tratto.
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Definizione 4. - Due tratti si dicono diversi se non hanno
gli stessi estremi, e distinéi se non hanno un punto comune che
sia interno ad almeno uno di essi.

TEOREMA 1. - Un aggregato a di tratti a due a due distinti
non nulli & finito o numerabile.

Dimostrazione. - Cid & vero se a cade in un tratto ¢ di lun-
ghezza finita s, ed infatti in tal caso, se # & un numero intero >0
e se a, & I'aggregato dei tratti di a di lunghezza > 71;’ a, & finito
e, essendo a la somma degli ., @ & finito o numerabile. Se a non
cade in un tratto di lunghezza finita, diciamo £, I'aggregato dei
suoi tratti che cadono in (—n,n) e non appartengono ad Q,_,.
2, & finito o numerabile, ed a & la somma degli £, e dell'aggregato
dei tratti di @ aventi lunghezza infinita. Dunque ancora a & finito

o numerabile.

9. . Definizione 5. - Un aggregato finito o numerabile di
tratti di r, diversi o no, si dice un boreliano di r.

Definizione 6. - La somma delle lunghezze dei tratti di un
boreliano B si dice lunghezza del boreliano e si indica con A(B).

Sara i(B)= + > quando qualcuno dei tratti del boreliano ha
lunghezza infinita oppure la serie formata con le lunghezze dei

tratti del boreliano & divergente a + 2©.

Definizione 7. - I punti che appartengono a tratti di un bo-
reliano si dicono punti del boreliano o che appartengono al
boreliano. I punti interni ad un tratto di un boreliano si dicono

internt al boreliano.
Definizione 8. - Un boreliano coi tratti a due a due distinti

si dice semplice.

Definizione 9. - Si dice somma di un numero finito o di una
infinita numerabile di boreliani il boreliano che ha per tratti tutti
i tratti dei boreliani dati.

B evidente il
TEOREMA 2. - La lunghezza della somma di dati boreliani &

uguale alla somma delle lunghezze di questi boreliani.

3. - Definizione 10. - Se B & un boreliano ed a & un suo
punto, se p & il limite inferiore dei punti z tali che tutti i punti
di (z, a) appartengono a B, e se g & il limite superiore dei punti y




MISURA DEGLI AGGREGATI DI PUNTI DI UNA RETTA 37

tali che tutti i punti di (a,y) appartengono a B, si dice che (p, @)
& un tratto congiunto a B. Pud anche essere p=gq.

B evidente il

TEOREMA 8. - I punti interni ad un tratto congiunto ad un
boreliano B appartengono a B;

ed il

TEOREMA 3’. - Due tratti diversi congiunti ad un medesimo
boreliano sono distinti (possono avere solo un estremo comune se
questo estremo non appartiene a B).

Definizione 11. - 1 diversi tratti congiunti ad un medesimo
boreliano B formano un boreliano (teor. 1) che si dira il sosfegno
di B e si indichera eon S(B).

Evidentemente al sostegno di un boreliano B appartiene
ognt punto di B.

Dal teor. 3’ consegue il

TEOREMA 3”. - 11 sostegno di un boreliano & un boreliano
semplice.

Definizione 12. - Un boreliano il cui sostegno contiene un
solo tratto si dice elemeniare, e due boreliani elementari si dicono
distinti se i loro sostegni sono tratti distinti.

TEOREMA 4. - Ogni boreliano & somma di boreliani elementari
a due a due distinti.

Dimostrazione. - Sia B un boreliano e siano

0Oy, Oz, Ogyeene

i tratti di S(B). Evidentemente ogni tratto di B & contenuto in
uno, e in uno solo, di questi tratti. I tratti di B contenuti in o,
formano un boreliano B, che ha per sostegno o, e quindi & un
boreliano elementare. I boreliani

Bg 9 B?, Bg goooe

sono poi a due a due distinti e B & la loro somma.

4. - LEMMA DI BOREL. - Se (p, ¢) & un tratto di lunghezza
finita e se B & un boreliano avente la proprietd che ogni punto
di (p,q) & interno a B, esiste un boreliano B’ formato con un
numero finito di tratti di B che ha la stessa proprieta.

Dimostrazione. - Se t @ un punto di (p, ¢), per ogni tratto
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di B che contenga come punto interno il punto ¢ & determinata
la minima distanza di ¢ dai suoi estremi.

Sia A({) il limite superiore di detta minima distanza. Eviden-
temente & A(£)>0. Io dico, inoltre, che f({) & una funzione continua.
Infatti, se @« & un punto di (p,¢) e se A & un numero reale >0

e <%, per ogni ¢ di (p, ¢) compreso fra a—h ed a+h si

ha f(f)=>f(a)—h ed ugualmente f(a)>f(f)—h, da cui si deduce
che |f(f)—Ff(a)|<h e quindi che la f({) & continua per f{=a.

Sia ora 2d il limite inferiore di A({) in (p, q). E evidente-
mente @>0. Dividiamo il tratto (p,q) in un numero finito di
parti di lunghezza <d. B facile vedere che ad ognuna di queste
parti si pud associare un tratto di B che la contenga completa-
mente nel suo interno. Questi tratti di B formano un boreliano,
evidentemente con un numero finito di tratti, avente la proprieta
che ogni punto di (p, ¢) & interno ad esso.

Corollario. - Se (p, q) & un tratto di lunghezza finita e se B
& un boreliano che contiene ogni punto di (p, ¢) nel suo interno,
la lunghezza di B & > di quella di (p,q).

Dimostrazione. - Basta osservare che il corollario & evidente
quando B ha un numero finito di tratti.

5. - TEOREMA 5. - La lunghezza di un boreliano B & = di
quella del suo sostegno.

Dimostrazione. - A causa del teor. 4 basta dimostrare questo
teorema solo nel caso in cui B & elementare.

Supposto B elementare, il teorema & evidente se la lunghezza
di B @& infinita.

Supponiamo ora che B sia elementare ed abbia una lunghezza
finita &. Il sostegno di B sard un tratto ¢. I punti finiti di ¢ che
non sono interni a tratti di B sono estremi di tratti di B, e quindi
sono un numero finito o una infinitd numerabile. Indichiamoli con

D1y P2y Payees

Sia ¢ un qualunque numero reale >0, e fissiamo per ogni
intero »>0 un tratto 7, di lunghezza <e¢/2" di eui p, sia un
punto interno. I tratti di B ed i tratti v, formano un boreliano B’
la cui lunghezza & <b-+e¢ Ogni tratto di lunghezza finita conte-
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nuto in o ha tutti i punti interni a B’ e quindi ha, pel corollario
del lemma di BOREL, lunghezza <b+s.

Ne consegue che ¢ & finito e che la lunghezza di 6 8 <b-+e Ma ¢
pud essere piccolo a piacere e quindi la lunghezza di o & <b. c. d. d.

§ 2. - Estensione di un aggregato di punti di una retta.

1. Copertura di un aggregato di punti di una retta. - 2. Estensione di un
aggregato di punti di una retta.

1. - Definizione 18. - Se a & un aggregato di punti di 7, si
chiama copertura di a ogni boreliano B tale che ogni punto di a
sia anche punto di B. Se B & semplice si dice che B & una coper-
tura semplice di a.

In particolare, se @ & un aggregato finifo o numerabile, & una
copertura di a il boreliano formato coi tratti di lunghezza nulla
che hanno i loro due estremi coincidenti con un medesimo punto
di a, e, poiché questo boreliano ha lunghezza nulla, si ha il

TEOREMA 6. - Un aggregato finito o numerabile di punti am-
mette una copertura di lunghezza nulla.

2. - Definizione 14. - 1l limite inferiore delle lunghezze delle
coperture di un aggregato a di punti di 7 si chiama I’ estensione
di @ e si indica con E(a).

Ma se B & una copertura di a, S(B) & copertura semplice di @
la cui lunghezza & < della lunghezza di B, ed allora: L’estensione
di un aggregato é uguale ol limite inferiore delle lunghezze
delle sue coperture semplict.

Osservazione. - Dalla precedente definizione consegue che, se a
& un aggregato di estensione finita e se ¢ & un numero reale >0
scelto a piacere, & bossibile trovare una copertura B di a per cui

A(B) < E(a)+¢/2.

Se poi .
6= (Dns qn) (n=1,2,8,.)

sono i tratti di B, i tratti

3n=(pn—5/4 ° 2”) qn +8/4 - 2v) (n= 1: 2) 37)
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formano un boreliano B’ per cui

MB')<A(B)+e in 1/2{'+i

A(B')y< E(a) +€/é +¢f2=E(a)+e¢

e B’ ¢ una copertura di a della quale i punti di a sono tutti
interni.

Si pud dunque concludere che, se @ é un aggregato di esten-
stone finita ¢ se ¢ é un numero reale >0, esiste una coper-
tura B’ di a della quale tutti ¢ punti di a sono punti internt
e la cul lunghezza ¢ <E(a)+e.

Dal teor. 6 consegue il

TEOREMA 6. - Se a & un aggregato finito o numerabile di
punti, & E(a)=0.

TEOREMA 7. - Se @’ & un sub-aggregato di un aggregato a di
punti di », & E(a')<E(a).

Dimostrazione. - Infatti ogni copertura di @ & anche una co-
pertura di @’ e quindi il limite inferiore delle coperture di a’ & <
del limite inferiore delle coperture di a.

TEOREMA 8. - La somma a di un numero finito o di una
infinitd numerabile di aggregati di punti di r

Ay A2y  Aggeee.

ha estensione < della somma delle estensioni dei singoli aggre-
gati addendi.

Dimostrazione. - Sia & un qualunque numero reale > 0.
Esiste, per ogni intero n>0, una copertura B, di a, per la cui
lunghezza b, si ha

b, < E(a,)+¢/2n

La somma delle B, & una copertura di a la cui lunghezza

¢ =, b, e quindi minore di

Zn E(a,)+e
Allora &
E@) <>, Ea)+e.

Ma & pud essere piccolo a piacere, dunque &

E()<3, E(an).
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TEOREMA 9. - Se @ e b sono due aggregati di punti di » e
se b & numerabile, &
E(a+b)=E(a).
Dimostrazione. - Infatti poiché a & un sub-aggregato di a4 b
& (teor. 7).
E(a+b)= E(a).
Poi (teor. 8)
E(a+b)<E(a)+ E(b)=E(a)
(teor. 6). Dunque & proprio -
E(a+b)=E(a).

TEOREMA 10. - L’estensione dell’aggregato dei punti di un
boreliano B & < della lunghezza di B.
Dimostrazione. - Infatti B & una copertura di detto aggregato.

§ 3. - Aggregati misurabili.

1. Anomalia di un aggregato. Aggregati misurabili. - 2. Teoremi sugli aggre-
gati misurabili. - 3. Complemento di un aggregato. - 4. Teoremi sulla
misura degli aggregati misurabili.

1. - Definizione 15. - Si chiama anomalia di un aggregato a
di punti di 7 e si indica con a(a) il limite inferiore delle E(B—a),
dove B sta ad indicare Paggregato dei punti di una copertura B di a.

Ma se B & una copertura di @, S(B) & una copertura semplice
di @, ed essendo numerabile I'aggregato di punti S(B)—B (), e
quindi E(S(B)—B)=0 (teor. 6’), si ha (teor. 9)

E(S(B)—a)=E(B—a),

si conclude che Vanomalia di a ¢ il limite inferiore delle E(B— a),
dove B é una copertura semplice di a.

Definizione 16. - Un aggregato di punti di » si dice misura-
bile (secondo LEBESQUE) se ha anomalia nulla.

Definizione 17. - L’ estensione di un aggregato « misurabile
si chiama misura di a e si indichera con u(a).

(1) Poich? ogni punto di S(B)— B & estremo di un tratto di S(B).
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2. - TEOREMA 11. - Se @ & un aggregato di punti di » e
se E(a)=0, I’aggregato a & misurabile.
Dimostrazione. - Infatti, se B & una copertura di a, &
E(B—a)<E(B) (teor. 7)
<AU(B) (def. 14)
e, poiche il limite inferiore delle A(B) & =0, sard =0 anche quello
delle E(B—a).
TEOREMA 12. - La somma @ di un numero finito o di una
infinitd numerabile di aggregati misurabili

@y, a2y, A3y

& un aggregato misurabile.
Dimostrazione. - Prefissato un numero reale ¢>0, si pud per
ogni intero » trovare una copertura B, di @, in modo che

E(B,—ay) <e/2n
La somma B dei boreliani B, & una copertura di a, e 'aggregato

dei punti di B—a & un sub-aggregato della somma degli aggre-
gati di punti B,—a,, e quindi (teor. 7 e 8)
E(B—a)<E[Y, (Bi—a)] <, E(B.—an) <
ed infine a(a@) <e e, per Iarbitrarieta di ¢,
a(a)=0.

TeEOREMA 13. - Condizione necessaria e sufficiente perché un
aggregato a di punti di » sia misurabile & che tale sia ogni suo
sub-aggregato formato con tutti i suoi punti contenuti in un tratto
di lunghezza finita.

Dimostrazione. - La condizione & necessaria. Se a & misu-
rabile, se ¢ & un tratto di » (finito 0o no) e se a’ & 1I'aggregato
dei punti di a che ecadono in o, consideriamo per ogni copertura B
di a il boreliano B’ formato colle porzioni dei tratti di B che ca-
dono in o. B chiaro che B’ & una copertura di o/, che B'—a’ 2
un sub-aggregato di B—a e quindi che
' E(B'—a')< E(B—a).

Ma il limite inferiore delle E(B—a) ¢ =0, dunque & =0 anche
il limite inferiore delle E(B’—a’), ossia & a(a’)=0 ed a’ & misura-
bile. Cid vale per ogni tratto o e quindi anche per ogni tratto finito.
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La condizione & sufficiente, perché la retta » si pud spezzare
in una successione numerabile di tratti

Oy, Ozy Ogyeee.

di lunghezza finita e, detto a, I'aggregato dei punti di a conte-
nuti in o,, si ha, per ipotesi, che gli @, sono misurabili e quindi a,
che & la loro somma, & misurabile (teor. 12).

Dalla 1+ parte della dimostrazione precedente risulta che se a
é un aggregato misurabile di punti di r, é misurabile anche
P aggregato dei suoi punti che cadono in un dato tratio o.

Si pud concludere che vale il »

Corollarto. - Se a & un aggregato misurabile di punti di 7,
se { & un punto di 7, @ misurabile anche I'aggregato a, dei punti
di a che precedono ¢

8. - Definizione 18. - Se a & un aggregato di punti di », si
chiama complemento di a I'aggregato dei punti di » che non
appartengono ad a.

TEOREMA 14. - Il complemento di un aggregato misurabile &
pure misurabile.

Dimostrazione. - Sia a un aggregato misurabile e sia & il
suo complemento. Per provare che b & misurabile basta provare
che & tale ogni aggregato formato coi punti di & contenuti in un
tratto di lunghezza finita (teor. 13).

Consideriamo allora un tratto ¢ di lunghezza finita s ed indi-
chiamo con a’ e b’ i sub-aggregati di ¢ e & formati da tutti i loro
punti che cadono in o. L’aggregato @’ & misurabile (teor. 13).

Sia & un numero reale qualunque >0. Esiste una copertura
semplice B di a’ (che possiamo pensare contenuta in ¢) per cui

E(B—a))<e.

Evidentemente, poiché i tratti di B sono a due a due distinti, la
lunghezza di B & finila (< della lunghezza di o). Allora si potra
spezzare B nella somma di due boreliani B’ e B”, il primo costi-
tuito da un numero finito di tratti e I'altro di lunghezza <, e
quindi tale che (def. 14)

1) EB") <.
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Gli estremi di B’ dividono ¢ in un numero finito di tratti, di
cui alcuni formano il boreliano B’ e gli altri un nuovo bore-
liano C. Indichiamo poi con ¢’ una copertura di B—a’ avente
lunghezza <, cosicche sia (def. 14)
2) E(C)<e.
Il boreliano C+ ¢’ & una copertura di &', perche¢ un punto di
b =oc—a' che appartiene a B appartiene a B—a’ e percid a C,
e se non appartiene a B e quindi non appartiene a B’ deve appar-
tenere a . Ora i punti di C+ C"—b’ o appartengono a C e quindi
essendo punti di @’ appartengono come estremi ai tratti B’ (in
numero finito) o sono in B”, oppure appartengono a €', dunque
(teor. 8 e 6'):

E(C+C —¥W)<E(B"Y+E(C)
e per le (1) e (2)

E(C+ C'—b)< 2.

Allora
a(b’) <2

e, per I'arbitrarietd di ¢,
a(b’)=0, e. d. d.

Dalla dimostrazione precedente consegue che

ma@') < A(B')+4(B"),
wE)<HC)+A(C)
e quindi, per (1) e (2),
w(@) + (b ) < MB')+AC) +2e=5+2¢
e, per !'arbitrarietd di ¢,
w(@)+ p(d') <.
Ora se ¢ & un sub-aggregato misurabile di &' &
(&) < (@),
w@)+ple)<s.

e quindi

Ma a’ pud essere un qualunque aggregato misurabile contenuto
in 6, ¢ pud essere un altro qualunque aggregato misurabile con-
tenuto in o e non avente punti in comune con @', ed allora si ha il
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TEOREMA 15. - La somma delle misure di due aggregati misu-
rabili distinti fra loro e contenuti in un medesimo tratto ¢ & <
della lunghezza di o (se la lunghezza di o & oo, il teorema &
subito evidente).

TEOREMA 16. - Se a e b sono due aggregati misurabili e se b
& sub-aggregato di a, la differenza ¢—b & misurabile.

Dimostrazione. - Infatti se @’ & il complemento di @, ' & misu-
rabile (teor. 14) e quindi lo & anche a’+& (teor. 12).

Ma a—b & il complemento di @'+ b, quindi @ —& & misurabile.

Dal teor. 2 del Cap. I e dal teorema precedente consegue il

TEOREMA 17. - Il prodotto di due aggregati misurabili & misu-
rabile.

Applicando ripetutamente questo teorema si ha anche il

TEOREMA 18. - Il prodotto di un numero finito di aggregati
misurabili & misurabile.

Infine si ha il .

TEOREMA 19. - Il prodotto p di una infinita numerabile di
aggregati misurabili

Qyy Azy  Aayeene
& misurabile.

Dimostrazione. - Infatti, indicando con p, il prodotto dei

primi » aggregati dati, si ha subito

(o]
3 P=P1— D (Pn—Prnys)-
1
Ma i p, sono misurabili (teor. 18) e quindi lo sono i

Pn—Pnyt
(teor. 16), e lo & anche

E" (pn _pn+1)
(teor. 12), ed infine lo & p (teor. 16).
4. - TEOREMA 20. - Se a e b sono due aggregati distinti misu-
rabili, &
p(a+ ) =p(a) +u(b).

Dimostrazione. - Sia B una copertura semplice di a4 & e siano
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i tratti di B. Siano a, e b, i sub-aggregati di a e b costituiti da
tutti i loro punti contenuti in o,. Si ha (teor. 15)

(@) + u(bn) <lunghezza di ox.
Ma (teor. 8)
w@)+pu(d)< Y, @)+, nba),

u(@) + u(b) <lunghezza di B

dunque

e, poiché¢ B & una qualunque copertura semplice di a+ b, &

w(@)+ u(d) < p(a+Db).
Inolire (teor. 8)
u(a+b)< p(a) + pu(d),

dunque
ula+b)=u(a)+ u(d).

Applicando ripetutamente il teorema precedente si ha il

TEOREMA 21. - La somma di un numero finito di aggregati
misurabili, a due a due distinti, ha per misura la somma delle
misure degli aggregati addendi.

TEOREMA 22, - Se

ay, Qzy Qe

sono una infinith numerabile di aggregati misurabili a due a due

distinti e se a & la loro somma, &

wa@) =, u(@n).
Dimostrazione. - Infatti (teor. 7)
w(@)Z p(as+ s + oo +a7) = p(@s) + (@) + o + p(a)
(teorema precedente), e ¢id per ogni 7, e quindi
ma)=,, 1(@).
Inoltre (teor. 8)
w@) <, (@),

dunque

way=">2,, u(@)-

B immediata conseguenza dei teor. 16 e 20 il
TEOREMA 23. - Se a e b sono due aggregati misurabili, e se b
& un sub-aggregato di a si ha p(a—>b)=u(a)— p(b).
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TEOREMA 24. - Il prodotto p di una successione numerabile

a;, Qi G

di aggregati misurabili, ciascuno contenuto nel precedente, ha per
misura il limite per n=o0 di u(a.).
Dimostrazione. - Infatti, nelle nostre ipotesi, dalla (3) si ottiene:

= _Zn (@n—Qni)
1
e quindi
w(@)=p(@) —p[ D), (@n—au)]  (teor. 12 e 23)

=p(@) =Y, w(@n—@uys) (teor. 22)
= u(a) — Y, [u(@n) — 1(@nys)]  (teor. 23)
=lim u(a,).

§ 4. - Particolari aggregati misurabili.

1. Aggregato dei punti di un tratto. - 2. Aggregato dei punti di un boreliano.
- 3. Aggregati chiusi e perfetti. - 4. Boreliano semplice associato ad un

aggregato chiuso. Un aggregato chiuso & misurabile. - 5. Potenza di un
aggregato perfetto. - 6. Aggregato perfetto con misura nulla. Potenza
dell’ aggregato che ha per elementi gli aggregati misurabili. - 7. Aggre-
gati di BOREL o misurabili B. - 8. Teorema geometrico.

1. - TEOREMA 25. - L’'aggregato a dei punti di un tratto ¢ &
misurabile ed ha per misura la lunghezza s di a.

Dimostrazione. - Infatti, essendo o una copertura di a per
cui E(c—a)=0, & a(a)=0, quindi @ & misurabile. Inoltre & per
la stessa ragione u(a)<s. Ora, il sostegno di una copertura B
di a contiene almeno come porzione di uno dei suoi tratti il tratto g,

e quindi la lunghezza di B & >s (teor. 5). Dunque s & il limite
inferiore delle lunghezze delle coperture di a, ossia &

m@)=s.

Osservazione. - Si ha ora una nuova dimostrazione del teo-
rema: La potenza del continuo é maggiore di quella del nume-
rabile. Ed infatti 1’ aggregato dei punti di un tratto non pud essere
numerabile, perché avrebbe misura nulla (teor. 6’ e 11; Cap. I,
teor. 65).
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2, - Sia B un boreliano e siano

Oy Ogy O34
i suoi tratti.

Indichiamo con @, I aggregato dei punti di 6. Ogni aggre-
gato @, & misurabile (teorema precedente) ed ha per misura la
lunghezza s, di o,. Ne consegue che I'aggregato somma degli a,,
ossia I'aggregato dei punti di B, & misurabile. Se poi B & sem-
plice, gli @, sono a due a due distinti ed allora (teor. 22)

,u(a) = Zn 8uy

o in altri termini la misura dell'aggregato dei punti di B & uguale
alla lunghezza di B.

Si ha cosi il

TEOREMA 26. - L' aggregato dei punti di un boreliano & misu-
rabile, e la misura dell’aggregato dei punti di un boreliano sem-
plice & uguale alla lunghezza del boreliano.

8. - Definizione 19. - Essendo a un aggregato di punti di 7
e p un punto finito di 7, si dice che p & un punto limite (o di
accumulazione) di a se in ogni tratto non nullo che contiene p
come punto interno cade qualche punto di a diverso da p. Si dira
poi che + > o — & pure punito limite (o di accumulazione)
di a se in ogni tratto non nullo che ha questo punto come estremo
cadono punti finiti di a. L'aggregato dei punti limiti di un aggre-
gato a di punti di r si dice il derivato di a.

Definizione 20. - Un aggregato di punti di r si dice chiuso se
contiene il suo derivato.

Definizione 21. - Un aggregato di punti di r si dice perfetto
se coincide col suo derivato.

Corollario. - Un aggregato perfetto & chiuso.

4. - Definizione 22. - Se a & un aggregato chiuso e se p &
un punto finifo di r non appartenente’ ad a, esistono evidente-
mente dei tratti che non contengono punti di @ e dei quali p &
un punto interno (altrimenti p sarebbe un punto limite di @ ed
apparterrebbe ad a). Detto m il limite inferiore degli estremi si-
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nistri e detto # il limite superiore degli estremi destri di tali tratti,
si vede che gli estremi di (m,n) possono appartemere ad a ('),
ma che nessun altro punto di (m,n) appartiene ad a. Due tratti
diversi di questa specie sono distinti e non nulli e quindi il loro
aggregato & finito o numerabile (teor. 1). Essi formano dunque
un boreliano B semplice che diremo associato ad a.

Si vede pure che due fratti di un boreliano associato ad
un aggregato perfetto non possono avere un estremo comune,
e che soli gli estremi finiti dei tratti del boreliano associato
appartengono all’ aggregato perfetio.

TEOREMA 27. - Un aggregato chiuso & misurabile.

Dimostrazione. - Difatti, se @ & un aggregato chiuso, I'aggre-
gato dei punti del boreliano B associato ad @ & misurabile (teor. 26)
e quindi & tale il suo complementare a'. 1'aggregato a” dei punti
di @ che sono estremi di tratti di B & finito o numerabile e quindi
misurabile (teor. 6’ e 11), ma a=a’+a”, dunque @ & misurabile.

Definizione 23. - 1 punti di un aggregato chiuso a che non
appartengono al boreliano associato, ossia non sono estremi di un
tratto di questo boreliano, si dicono ¢nferni ad a, i rimanenti punti

di a si dicono estremi di a.

b. - TEOREMA 28. - Un aggregato perfetto g ha numero car-
dinale uguale a e.

Dimostrazione. - Intanto, se ¢ contiene tutti i punti di un
tratto, il teorema & evidente. Bastera inoltre dimostrare il teorema
nei soli casi in cui g & contenuto in un tratto finito. Supponiamo
ora che I'aggregato ¢ sia contenuto in un tratto finito e che non
contenga nessun tratto, ed indichiamo con B il boreliano asso-
ciato a g.

Siano

i tratti finiti di B. Siecome 'aggregato g non contiene nessun tratto,
fissato un qualunque o,, nella successione {o,} vi sono sulla retta
infiniti tratti o, a destra e a sinistra di o,; cosi pure fissato un

() Appartiene ad @ ogni estremo finito.

G. VITALI - Funzioni di variabile reale. 4
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punto ¢ interno a g e un tratto o, esistono infiniti tratti della
successione §o,} compresi tra £ e on. Siano

1) Q1y Q2 03y

gli elementi di un aggregato y numerabile di punti interni al
tratto (0, 1), tale che in ogni tratto parziale di (0,1) ve ne sia
qualeuno, o, come diremo, che sia denso dappertutto in (0, 1).

Facciamo corrispondere al segmento. o, il numero ¢, a o2 il
primo numero di (1) che & < oppure > di ¢, secondo che o, e
a sinistra o a destra di o,, al segmento o, il primo termine della
successione (1) che ha in (0, 1) ecoi corrispondenti di o, e o; I8
stessa relazione di posizione che o, hd in 7 con o, e 0, € cosi
via di seguito. In questa maniera ad ogni 0, viene a corrispon-
dere in modo unico un numero di (1).

Indichiamo con 7, il termine di (1) che viene in tal modo a
corrispondere a o,. Allora, se n=+m, 7, sara < oppure > di 7,,
secondo che o, precede o segue sulla 7 il tratto on.

Se ¢ & un punto interno a g, esso divide i tratti di B in due
classi, la prima costituita dai tratti che precedono ¢ e I altra dai
rimanenti. Corrispondentemente i numeri (1) risultano divisi in
due eclassi contigue, che comprendono un numero y di (0,1). Il
numero y non pud coincidere con aleun 1,,; infatti se y =1, € 7n
& nella prima delle due classi contigue ora definite, si eonsideri un
tratto o, che segua sulla r o, e preceda ¢, il corrispondente 7,
2 >1, € <1, e cid & assurdo. La corrispondenza ottenuta tra i
punti £ e i numeri y & una corrispondenza biunivoea fra i punti
interni a g e quelli dell’aggregato ;' dei punti di (0,1) che non
appartengono a y. Ma 1'aggregato y' & continuo (Cap. I, teor. 61),
dunque il numero cardinale di ¢ & >¢, d’altra parte esso deve
essere <¢, poicht ¢ & un sub-aggregato dell’aggregato dei nu-
meri reali. Consegue che il numero cardinale di g & —e.

6. - TEOREMA 29. - Esistono aggregati perfetti di misura nulla.
Dimostrazione. - Infatti, se ¢ & un tratto di lunghezza finita s,
si pud estrarre da o un tratto o, interno a o (ciod tale che gli
estremi di o, siano interni a o) la cui lunghezza sia —s/2. Anche
da ciascuno dei due tratti di ¢ che rimangono si pud estrarre un
tratto interno di lunghezza uguale alla metd di quella del segmento
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da cui si estrae. Detti 0, e o; i tratti che si estraggono, restano
ancora 4 tratti di o dai quali con analoga operazione estragghiamo
altri 4 tratti di o che diremo o,, 05, 0s, 01, € cosi via. I tratti

(2) Giy O2y O3geee

formano un boreliano semplice B tale che due suoi tratti non

hanno estremi comuni. La lunghezza di B & uguale a
$/2+5/2° 4+ 8/2 4 ... =s.

L’ aggregato g dei punti di o che non sono interni a qualcuno
dei tratti (2) @ un aggregato chiuso. E infatti, se p, punto di o,
2 interno a qualcuno dei tratti (2), esso non pud essere punto limite
per g, il quale deve percid contenere tutti i suoi punti limiti.

E evidente (teor. 27, 23) che la misura di g & s—s=0.

L’aggregato g non pud quindi contenere tratti non nulli ed &
facile provare che g & un aggregato perfetto. Infatti qualunque
punto g di g & punto limite degli estremi degli infiniti tratti della
successione (2) che lo precedono e lo seguono, e siccome tali estremi
appartengono a g, e g & chiuso, ¢ appartiene a g.

Osservazione. - Si consideri 'aggregato o dei punti di ascissa
razionale contenuti in o, esso & numerabile e di misura nulla
(Cap. I, teor. 63; Cap. II, teor. 6" e 11); laggregato a+g &
ovunque denso in o, ha la potenza del continuo (Cap. I, teor. 61,
Cap. II, teor. 28) ed & di misura nulla.

TEOREMA 30. - L’aggregato che ha per elementi gli aggregati
misurabili di punti di una retta ha numero cardinale >>c.

Dimostrazione. - Infatti, se @ & un aggregato perfetto di mi-
sura =0, i sub-aggregati di @ sono misurabili, poich¢ hanno
estensione —0 (teor. 7 e 11), ma @ & continuo (teor. 28), quindi
i suoi sub-aggregati, considerati come elementi, formano un aggre-
gato di numero cardinale >>¢ (Cap. I, teor. 38). Si conclude che
anche I’aggregato che ha per elementi tutti gli aggregati misura-
bili ha numero cardinale >-c.

Osservazione. - L’ aggregato @ considerato nella dimostrazione
precedente ha la stessa potenza dell’aggregato b dei punti della
retta r, quindi I’ aggregato @' che ha per elementi i sub-aggregati
di @ e Yaggregato b’ che ha per elementi i sub-aggregati di &
hanno la stessa potenza. Si pud allora concludere che Paggregato
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che ha per elementi gli aggregati misurabili ha la stessa
potenza dell’ aggregato che ha per elementi tutti gli aggre-
gati di punti della retta.

7. - Consideriamo le operazioni:

A) Fare la somma o il prodotto di un numero finito o di una
infinitda numerabile di aggregati. Trovare la differenza di due ag-
gregati.

Definizione 24. - Gli aggregati costituiti da tutti i punti di un
tratto si diranno primitivi.

Definizione 25. - Gli aggregati primitivi e tutti quelli che si
ottengono con una delle operazioni A) su aggregati primitivi e
su quelli che cosi successivamente si ottengono si dicono aggre-
gati di Borel.

Dai teor. 6/, 11, 12, 16, 17, 19, 25 consegue il

TEOREMA 31. - Gli aggregati di BOREL sono misurabili.

Per questo fatto gli aggregati di BOREL si dicono anche mi-
surabili B.

Gli aggregati di BOREL si distribuiscono in varie classi corri-
spondenti ai numeri transfiniti che precedono £ (Cap. I, def. 30).

Si mettono nella elasse O tutti gli aggregati primitivi, e se «
& un numero transfinito < £, si chiama aggregato di classe « ogni
aggregato che non appartiene ad una classe precedente e che si
ottiene eseguendo un’operazione A) su aggregati di classi prece-
denti (}).

Si ha subito il

TEOREMA 32. - L’aggregato dei punti di un boreliano & un
aggregato di BOREL di elasse 0 od 1.

Infatti esso & o un aggregato primitivo o la somma di aggre-
gati primitivi.

TEOREMA 33. - Ogni aggregato misurabile & uguale alla diffe-
renza di un aggregato di BOREL delle classi O, 1, 2 e di un
aggregato di misura nulla.

Dimostrazione. - Sia a un aggregato misurabile. Si pud co-
struire una successione di coperture B, di a tali che il limite
per n—oc di A(B,) sia uguale a u(a). Il prodotto b degli aggre-

() Sulla condizione ¢~ cfr. W. SIERPINSKI (0p. cit. 2 p. 17), Cap. XI.
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gati B, & un aggregato di BOREL di una delle elassi 0, 1, 2 che

ha certamente misura < u(a). Ma @ & un sub-aggregato di b,
dunque @ e b hanno ugual misura, ossia b—a ha misura nulla.

Inoltre &
a=b—(b—a).

Dalla def. 25 consegue il

TEOREMA 34. - Eseguendo una operazione A) su aggregati di
BOREL si ottiene un aggregato di BOREL.

Vedremo (Cap. III; teor. 16) che I'aggregato avente per ele-
menti gli aggregati di BOREL ha numero cardinale =c¢, e che
quindi gli aggregati di BOREL sono solo una piccola parte degli
aggregati misurabili (teor. 30).

Se a & un aggregato chiuso, se b & 'aggregato dei punti del
boreliano ad esso associato (def. 22), se ¢ & Paggregato dei punti
di 7, se d & I'aggregato degli estremi di tratti di b che apparten-

gono ad a, &
a=c—b-+d,

ma ¢, b e d sono aggregati di BOREL (teor. 32) ed allora si

ha (teor. 34):

TEOREMA 35. - Un aggregato chiuso & un aggregato di BOREL.

TEOREMA 36. - Se @ & un aggregato chiuso, @ contiene il suo
limite inferiore ed il suo limite superiore.

Dimostrazione. - Infatti, se a & il limite inferiore di a,0 a &
punto limite di @ ed allora appartiene ad @, o non & punto limite
di @ ed allora apparterrebbe ad @ anche se ¢ non fosse chiuso.

Analogamente si ragiona per il limite superiore.

TEOREMA 37. - Se @ & un aggregato misurabile di misura
finita 7 >0, & possibile, per ogni numero reale ¢>0, trovare un
sub-aggregato o’ di a che sia chiuso ed abbia una misura >m—e.

Dimostrazione. - Intanto noi possiamo trovare una copertura

semplice B di a tale che, essendo b I'aggregato dei suoi punti, sia
w(b—a) <ef2.

Essendo A(B)>m, da B si pud estrarre un numero finito di
tratti formanti un boreliano (semplice) B’ con

AMB')>m—e/2.
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I punti di b—a che cadono in B’ formano un aggregato ¢ di
misura <eg/2. Sard allora possibile (def. 14, osservazione) trovare
una copertura B” di ¢ che contenga nel suo interno tutti i punti
di ¢ e che sia di lunghezza <¢/2. L’aggregato @’ dei punti di B’
non interni a B” & evidentemente un sub-aggregato di a; o’ &
chiuso perché se p & interno a un tratto di B”, p non pud essere

punto limite di o/, e la misura di o’ & >m—e.

8. - TEOREMA GEOMETRICO. - Se @ & un aggregato di misura
finita m e se ad ogni punto di a corrisponde almeno un suo
intorno destro (def. 1), & possibile, per ogni numero reale £>4,
trovare un numero finito di tali intorni, a due a due distinti, le
cui lunghezze abbiano una somma >m—e¢ (oppure uno di tali
intorni la cui lunghezza sia >m—¢) (}).

Dimostrazione. - A causa dell’ipotesi bisogna supporre che a
non contenga il punto + oc (vedi def. 1). Indichiamo con 4 I'aggre-
gato degli intorni che corrispondono ai vari punti di a.

Supponiamo dapprima che a sia chiuso ed indichiamo con «
il suo limite inferiore e con f il suo limite superiore. Necessaria-
mente, poiché f appartiene ad a (teor. 36), g & finito.

Siano { un punto di » maggiore di a, a, I'aggregato dei punti
di a che cadono in (¢, ?) ed m, la sua misura. Indichiamo eon ¢
I’aggregato dei punti ¢ tali che per ogni numero reale £>>0 esiste
un numero finito di tratti di 4 che cadono in (g, £), che sono a due
a due distinti e le cui lunghezze hanno una somma > m,—e [oppure
uno di tali tratti che cade in (q, ) e la cui lunghezza & >m;—e).

Il punte a appartiene ad a (teor. 36). Sia (a, a’) un tratto di 4
che corrisponde ad «. Il punto a’ appartiene evidentemente a c.
Dunque esistono dei punti appartenenti a ¢. Essi avranno un limite
superiore 7.

Io dico che r=+ .

Intanto se 7 & finito, r deve appartenere a c¢. Infatti, nel caso
<ontrario, per ogni numero reale £>0 esisterebbe un punto 6
di ¢ (§<7t) per cui r—0<¢/2. Esiste allora un numero finito di
tratti di 4, a due a due distinti, che cadono in (a, 6) e quindi

(*) Questo notevole teorema & del VirALi. (Cfr. Atti R. Acc. Scienze di

“Torino, 43 (1907-1908); pp. 229-246). (Nota di G. S.).
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in (a, 7) le cui lunghezze hanno una somma >mg—ef2, ossia >m, —e
e 7 apparterrebbe a e¢.

Consegue subito che non pud essere < f. Infatti se fosse 7<p,
e se z & il limite inferiore dei punti di @ che sono =71, se (2, u)
€ un tratto di 4 che corrisponde al punto z (z appartiene ad a),
poiché per ogni numero reale ¢ >0 esiste un numero finito di tratti
di 4 che cadono in (a,7), a due a due distinti, le cui lunghezze
hanno una somma >m,—e¢, I'aggregato di tali tratti e di (¢, u) &
pure un insieme di un numero finito di tratti di 4 che sono a
due a due distinti, che cadono in (a, %) e le cui lunghezze hanno
somma >m,+ (2, u) —e>m,—e quindi w appartiene a ¢ contro
I'ipotesi che 7 sia il limite superiore dei punti di c.

Dunque z=>f. Di qui si pud dedurre che 7= +4 o0, ma a noi
basta sapere che 1= f per concludere che esiste in ¢ un punto t=4.
Per esso esiste, qualunque sia il numero reale >0, un numero
finito di tratti di 4 (che cadono in (g, #)), a due a due distinti, le
cui lunghezze hanno una somma >m;—e¢ ossia >m—e, poiche
per un {=f & my=m.

Cosi il teorema & dimostrato se @ & un aggregato chiuso.

Se a non & chiuso, per ogni numero reale >0 sarid possibile
trovare un sub-aggregato chiuso @’ di @ di misura m’'>m—¢/2
(teor. 37) e quindi trovare un numero finito di tratti, a due a due
distinti, corrispondenti ai punti di @’ le cui lunghezze abbiano una
somma >m' —¢/2 ossia >m—¢ E cosi il teorema & dimostrato
in generale.

Corollario. - Se a & un aggregato di punti di una retta »
avente misura finita m, se 4 & un aggregato di tratti non nulli
(non necessariamente un boreliano) tale che ogni punto di @ appar-
tiene, 0 come interno o come estremo, a qualche tratto di 4, &
possibile, qualunque sia il numero reale £>0, trovare un numero
finito di porzioni, a due a due distinte, di tratti di 4, le lunghezze
delle quali abbiano una somma >m—e.

Dimostrazione. - Indico con a” Y aggregato dei punti di a
che sono né interni né estremi sinistri di qualche tratto di a.
Se z & un punto di a”, esiste un tratto di 4 di cui z & estremo
. destro, quindi esiste qualche punto #<z tale che in ({2) non
possono cadere altri punti di @”. Sia u il limite inferiore di tali Z.
Allora (%, 2) & un tratto ben determinato della retta r che risulta
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associato a 2z e dentro il quale non esistono altri punti di e¢”. I
tratti di » che cosi risultano associati ai vari punti di @” sono a
due a due distinti, e quindi sono in numero finito o in una infi-
nitd numerabile (teor. 1), quindi anche i punti di @” sono in numero
finito o in una infinitd numerabile. Si conclude che ¢” ha misura
nulla (teor. 6’ e 11).
Pongo a’'=a—a".

Allora a’ ha misura m. Se y & un punto di @’ e se (A, k) & un
tratto di 4 che contiene y o come punto interno o come estremo
sinistro, noi possiamo far corrispondere al punto y il tratto (y, k).
I tratti che cosi vengono a corrispondere ai vari punti di @’ sono
intorni destri di tali punti. Questi tratti formano un insieme A’,
dal quale, in virtt del teorema geometrico, si pud estrarre un nu-
mero finito di tratti, a due a due distinti, le cui lunghezze abbiano
una somma >m—e¢. ¢ d. d.

§ 5. - 11 problema della misura degli aggregati
dei punti di una retta.

1. Il problema generale della misura. - 2. Questo problema non ha soluzione
per la classe di tutti gli aggregati di punti di una retta. - 3. Enunciati
di problemi della misura in senso pil largo.

1. - Abbiamo visto (teor. 30, osservazione) che I’aggregato che
ha per elementi gli aggregati misurabili di punti di una retta »
ha la stessa potenza dell’aggregato che ha per elementi tutti gli
aggregati di punti di quella retta. Ma ¢id non vuol dire che ogni
aggregato di punti della retta sia misurabile.

Noi vedremo che cid non é.

Intanto, siano o non siano la totalita degli aggregati di punti
della retta, gli aggregati eche noi abbiamo definiti come misurabili
formano una classe M di aggregati che gode evidentemente delle
seguenti proprieta :

A) Se ¢ & un tratto di », I'aggregato dei punti di o appar-
tiene ad M.

B) Se g & un aggregato della classe M, appartengono ad M
anche tutti gli aggregati congruenti a g, ossia tali che si ottengono
da g con un movimento (traslazione).
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C) La somma di un numero finito o di un’infinita nume-
rabile di aggregati della classe M & un aggregato della classe M.
Noi, avendo fissata I'unitd di lunghezza, abbiamo saputo asso-
ciare a ciascun aggregato della classe M un numero che abbiamo
chiamato la sua misura e che soddisfa alle seguenti condizioni:
1) L’aggregato dei punti di un tratto ¢ ha per misura la
lunghezza di o.

2) Due aggregati congruenti hanno la stessa misura.

3) La somma di un numero finito o di una infinitd nume-
rabile di aggregati distinti della classe M ha per misura la somma
delle misure degli aggregati addendi.

La classe di tutti gli aggregati di » ha aneh’essa le pro-
prieta A), B) e ('), ma sard possibile, avendo fissata I'unitad di
lunghezza, associare ad ognuno di questi aggregati una misura
che soddisfi alle condizioni 1), 2) e 3)?

E questo il problema generale della misura per gli aggre-
gati di punti di una retta ». Come ho gia avvertito e come vedremo
al seguente numero, questo problema non ha soluzione.

2. - Supponiamo che il predetto problema abbia soluzione per
la classe di tutti gli aggregati di punti di 7.

Sia ¢ un punto di ». I punti di r che differiscono da ¢ per
un numero razionale qualsiasi formano un aggregato y; numera-
bile. Se 7, e y;, sono due tali aggregati, o essi sono senza punti
in eomune o coincidono.

Consideriamo i diversi aggregati y;.

Essi, considerati come elementi, formano un aggregato H. Se ¢
& un punto qualunque di 7, esisterd un elemento ed uno solo di H
che lo contiene.

Consideriamo, per ogni elemento a di H, un punto £, dell inter-
vallo (0, 1/2) che appartenga ad a (*), ed indichiamo con g I'ag-
gregato dei punti £,.

Se poi ¢ & un numero razionale qualsiasi indichiamo eon g,
il gruppo dei punti #,+ 0.

(!) Per ogni « esistono infiniti punti Z, dell’ intervallo (0, 1/2) apparte-
nenti ad q, la considerazione di uno di essi implica quindi I'Assioma della
scelta di Zermelo (Cap. 1, § 3, 5).
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I g,, corrispondenti ai diversi valori razionali di g, sono a due
a due senza punti comuni, inoltre sono congruenti e devono avere

la stessa misura.
Tra gli aggregati g, consideriamo in particolare

gﬂy gp gir g}y--“
essi cadono tutti in (0, 1), quindi la loro somma deve avere una

misura m <1.
Ma deve essere

fe o}
m=p(go) + X, ulgy) =lim n - 1(g0)

e quindi

n(g0) =0.
Allora la somma di tutti i g, corrispondenti ai diversi valori razio-
nali di ¢ deve essa pure avere misura nulla. Perd questa somma
& Paggregato di tutti i punti di , e quindi dovrebbe avere misura

infinita. Cid basta per concludere che 1'ipotesi fatta & assurda e
che si ha il .

TEOREMA 38. - Il problema generale della misura degli aggre-
gati di punti di una retta & impossibile (*).

3. - Non essendo possibile risolvere il problema della misura
degli aggregati di punti di una retta cosl come noi lo abbiamo
impostato, si & pensato di impostarlo in modo piu largo abbando-
nando qualcuna delle condizioni 1), 2) e 3) richieste per la misura.

Cosi si potrebbe sostituire la condizione 3) colla condizione
meno restrittiva :

3’) La somma di un numero finito di aggregati ha per
misura la somma delle misure di questi,

e quindi rinunziando alla condizione analoga per le somme di
una infinith numerabile di aggregati.

Si potrebbe invece rinunziare alla condizione 2), ecc.

() La prima dimostrazione & del ViraLi. (Cfr. G. Vitari: Sul problema
della misura dei gruppi di punti di una retta, Bologna, 1905). (Nota di G. 8.).
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§ 6. - Aggregati lineari automorfi.

1. Definizione. - 2. Divisione della retta in due aggregati automorfi fra
loro uguali.

1. - Definizione 26. - Un aggregato a di punti della retta »
si dice automorfo, se, qualunque sia un punto 4 di a e qualunque
sia un tratto non nullo o di 7, esiste in ¢ un punto 4’ di a tale
che la traslazione che porta 4 in A4’ porti completamente a in a,
ossia ogni punto di @ in un punto di @, ed in ogni punto di a
un punto di a.

La definizione precedente implica che se @ & automorfo in ogni
tratto ¢ non nullo di 7 vi sia qualche punto di @ e quindi che
in ogni tratto ¢ non nullo di a vi siano infiniti punti di a. Cid
si pud esprimere dicendo che un aggregato automorfo é dap-
pertutto denso in r.

2. - Se ¢ & un punto di r, indichiamo con 4, l'insieme dei punti
14
+ 5

e con B, I'insieme dei punti

2p 41

b o

dove p & un intero qualunque =0 ed » & un intero qualunque > 0.
Gli aggregati 4, e B, sono distinti, perché per essere

29 + 1

t+ g =t+ g

dovrebbe essere
2.3".p=(2¢+1)-3"
e quindi un numero pari uguale ad un numero dispari.

Chiamiamo di 1° classe le traslazioni della retta » di ampiemza

q

3—7;1
e di 2¢ classe quelle di ampiezza

29 4+ 1
g.gm?

dove g & un qualunque intero =0 ed m & un qualunque intero > 0.
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Una traslazione di 1° classe trasporta ogni punto di 4. in un
punto di 4, ed ogni punto di B¢ in un punto di B;. Infatti, si ha

p\, 9 _,, 3pt+3q

(t4+ 2)+ g =14+ "5
2 1 2(3™ 3 k 1
(04 2250 4 g e ORI ERES

dove k= (3m—1)/2.
Analogamente una traslazione di 2* classe trasporta ogni punto
di A;in un punto di B; ed ogni punto di B, in un punto di 4;.

Infatti, si ha

» 2¢+1 2(3"p +3"q+k)+1
(_t+ 3_”)+ s —iF 2. gnim
dove k=(3"—1)/2, ed infine
op+1\ 21, 2@"p+3ig+k) _, $"p+3atk
(4 LN + 5 =t g =

dove k= (3™ 3%)/2.

Poniamo C,—=A;+ B,. Due aggregati C; o coincidono o non
hanno punti in comune. Consideriamo I’ insieme degli aggregati C;
distinti ed in ciascuno scegliamo un punto (*). Tutti questi punti
formano un aggregato H.

Sia 4 la somma di tutti gli A, corrispondenti ai vari punti ¢
di H, e sia B la somma di tutti i B; corrispondenti pure ai vari
punti ¢ di H. L’aggregato A+ B¢ Pinsieme di tutti i punti di »

Ogni traslazione di 1° classe porta A completamente in 4 e B
completamente in B. Ogni traslazione di 2 classe porta comple-
tamente 4 in B e B in 4.

Evidentemente, se ¢ & un punto di 4 e se ¢ & un tratto non
nullo di r esiste una traslazione di 1° classe che porta ¢ in un
punto di 4 contenuto in ¢. Si pud allora concludere che 4 &
automorfo, e che infine I'aggregato dei punti di r ¢ diviso n
due aggregati automorfi A ¢ B uguali fra loro.

(') Anche qui si fa uso dell’4ssioma della scelta di Zermelo.



CapitoLo III.

Analisi delle funzioni.

§ 1. - Funzioni misurabili.

1. Funzioni misurabili. - 2. Operazioni finite sulle funzioni misurabili. -
3. Operazioni infinite sulle funzioni misurabili. - 4. Funzioni di BOREL
o misurabili B.

1. - Definizione 1. - Se g & un aggregato e se una proprieta
sussiste per tutti i punti di g, all’infuori di quelli che apparten-
gono ad un suo sub-aggregato di misura nulla, si dice che la
proprietd sussiste generalmente in g, o quasi dappertutio in g.

Sia f(f) una funzione reale generalmente definita in un aggre-
gato ¢ misurabile di punti di r. (Dicendo che 7 & definita in un
punto di ¢ intendiamo che in quel punto essa abbia un valore
finito o infinito con segno determinato). Indichiamo con g’ il sub-
aggregato dei punti di g in cuila f & definita. Naturalmente g’ &
un aggregato misurabile.

TEOREMA 1. - Le condizioni:

A) Per ogni numero a reale e finito & misurabile I'aggre-
gato A, dei punti di ¢’ in ecui f>q,
B) Per ogni numero a reale e finito & misurabile I’aggre-
gato B, dei punti di ¢’ in eui f=q,
C) Per ogni numero a reale e finito @ misurabile I’aggre-
gato C, dei punti di g’ in cui F<q,
D) Per ogni numero a reale e finito & misurabile I'aggre-
gato D, dei punti di ¢’ in cui f<aq,
sono equivalenti.
Dimostrazione. - Infatti, essendo

Apt Do=B.+ Ca=9g’
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si vede che la misurabilitd di uno degli aggregati 4, e D, trascina
quella dell’altro, e che quella di uno degli aggregati B, e C, tra-
scina pure quella dell’altro, e che quindi le condizioni 4) e D)
sono equivalenti e sono pure equivalenti fra loro le B) e C).
Per dimostrare completamente il teorema bastera allora provare
I equivalenza delle condizioni 4) e B).
Ora A, & la somma degli aggregati

Bay: (n=1,2,3,..)

e quindi dalla condizione B) consegue la A).
Analogamente B, & il prodotto degli aggregati

Aoz (n=1,2,8,..)

e quindi dalla condizione A4) consegue la B).

Definizione 2. - Una funzione reale definita generalmente in
un aggregato g misurabile che soddisfa ad una delle condizioni 4),
B), C), D), e quindi a tutte le altre, si dice che & misurabile.

Corollario 1. - Se £(¢) & una funzione misurabile, I’ aggregato
dei punti in eui f= + oo & misurabile.

Dimostrazione. - Infatti tale aggregato & prodotto degli ag-
gregati

A, (a=1,2,3,..)
i quali sono misurabili.

Corollario 2. - Se f(f) & misurabile, I'aggregato dei punti in
cui f(f)=— x & misurabile.

Dimostrazione. - Analoga alla precedente.

2, - TEOREMA 2. - La somma, se & generalmente definita (), di
un numero finito di funzioni misurabili & una funzione misurabile.

Dimostrazione. - Evidentemente basta dimostrare il teorema
per la somma di due funzioni.

(!) Si pud notare che, essendo di misura nulla gli aggregati dei punti
in eui le singole funzioni addende non sono definite, & di misura nulla anche
la somma di questi aggregati, ossia 1’ aggregato g° dei punti in cui qualeuna
delle funzioni addende non & definita. La somma delle date funzioni sard
definita certamente in quei punti in cui le funzioni addende sono tutte fi-
nite, ed in quei punti in cui le funzioni addende che hanno valore infinito
lo hanno tutte dello stesso segno (nel qual caso si conviene che la sommea
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Siano adunque 7, ed f, due funzioni misurabili. Se » & un
numero razionale, indicando con H, I aggregato dei punti in cui

fi>r ed fi>a—r (a reale)

si vede che H, & misurabile, perché¢ prodotto di due aggregati
misurabili. La somma X degli H, & quindi pure misurabile (Cap. I,
teor. 63 e Cap. II, teor. 12).

E pure misurabile I’ aggregato K, dei punti in cui & f,— + oo
ed f,>—o0 (!), e Vaggregato K, dei punti in cui & /,> —

ed f=+ oo, e quindi & misurabile I’ aggregato
S: H+ K1 + K2 .

Nei punti di questo aggregato & f,+7;>a. Viceversa ogni punto
in cui fi+7;>a appartiene ad S.

Infatti se in un punto & 7/, +7/>a ed & f,—= + o, esso punto
appartiene a K,, se in un punto & 7, +/f,>a ed & fo,= + >0, esso
punto appartiene a K,. Se infine in un punto & 7, +7;>a e nes-
suna delle funzioni ha il valore + >, entrambe le funzioni hanno
in quel punto valore finito. Sara inoltre )

fitfhi>a+te

dove ¢ &€ un numero >0 sufficientemente piccolo. Esistera allora
un numero razionale » per cui

L>r>fh—e
da cui
fi>r ed fL+r>fh+(fi—e)=H+fi—e>a
ossia
fo>a—r,

ed il punto appartiene ad H.
Si conelude che per ogni a I'aggregato A, relativo ad fi+7;
€ misurabile.

abbia valore infinito e di quel segno). Nei punti rimanenti la somma non
& definita. Solo se 1'aggregato di questi punti ha misura nulla, la somma
& generalmente definita.

() Il simbolo a>—o0 (a <4 oo) significa che a & reale finito oppure
uguale a -+ 00 (—o0).
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TEOREMA 3. - Se f & una funzione misurabile, anche —F &
misurabile.

Dimostrazione. - Infatti se a @ un numero reale, I'aggre-
gato dei punti in cui —/>a coincide con quello in cui /< —aq,
e quindi ¢ un aggregato misurabile, e la —f soddisfa alla condi-
zione A).

TEOREMA 4. - La differenza, se & generalmente definita, di due
funzioni 7, ed f, misurabili & una funzione misurabile.

Dimostrazione. - Infatti fi—Ffo=Ff+(—F).

TEOREMA 5. - Il prodotto, se & generalmente definito (), di
un numero finito di funzioni misurabili & una funzione misurabile.

Dimostrazione. - Evidentemente basta dimostrare il teorema
per il prodotto di due funzioni.

Siano £, ed £, due funzioni misurabili e dapprima supponiamo
che esse siano =0 dovunque sono definite. Allora, se 7 & un numero
razionale >0, indicando con H, I'aggregato dei punti in cui

fi>r ed fi>a:r (a reale e >0)

si vede che H, & misurabile perché prodotto di due aggregati
misurabili.

La somma H degli H, & quindi pure misurabile.

B pure misurabile I'aggregato K, dei punti in cui fi=+
ed f,>0, e 'aggregato K, dei punti in cui & fi>0 ed fo=+ 2,

e quindi & misurabile I'aggregato
S=H+ K+ K,.

Nei punti di questo aggregato & f, - f;>a. Viceversa ogni punto
in cui f, - 7, >a appartiene ad S.

Infatii se in un punto & £, - f;>a ed & fi= + oc, esso punto
appartiene a K,, se in un punto & £, - fo>a ed & fo=+oc esso
punto appartiene a K,. Se, infine, in un punto & fiefhi>a (a>0)
ed entrambe le funzioni sono finite, sard inoltre

fi f;>a-p

(1) E bene notare che il prodotto di piu funzioni & definito in tutti i
punti in cui sono definite tutte queste funzioni, eccetto quelli in cui aleune
tunzioni acquistano valore infinito ed altre valore nullo.
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con ¢>1 e sufficientemente vicino ad 1. Esisterd allora un numero
razionale 7 per cui

fi>r>fi:o
da cui

fi>r ed 7-fA>60(fi:o)>(fi-Ff):o>a
Dunque
L>ar

ed il punto appartiene ad H.

Si conclude che per ogni a>0 (ed evidentemente per tutti i
rimanenti «) 1'aggregato 4, relativo ad /, - /, & misurabile e che
quindi nelle ipotesi fatte la £, - £, & misurabile.

Avendosi poi

fi - L= (—f)(—=F)=—[(~1) - fi]=~If;- (—7%)]

si conclude che, essendo /; ed f, misurabili, la 7, - f;, & misurabile
tutte le volte che ognuna delle 7, ed /, ha segno costante.

Supponiamo ora che le due funzioni 7, ed 7, misurabili siano
qualunque ed indichiamo con

f))' (n=1, 2)

la funzione che coincide con 7, dove questa & >0, ed & nulla
negli altri punti, e si ponga

”
fu :fn _fn,-

Evidentemente le £, ed £,” sono misurabili ed hanno segno co-
stante e poiché

fi : fz:(fil+f1”)(ﬁ~’,+f?"):f1” f’2,+f1/‘ f»z”‘f-fl"‘ fz"i‘f;”‘ f'.’”

risulta che f, - £, & misurabile.

TEOREMA 6. - Se f & una funzione misurabile che si an-
nulla solo in un aggregato di misura nulla, la 1:7 (*) & pure
misurabile.

Dimostrazione. - Infatti, se a & un numero reale, I’ aggregato
dei punti in cui 1:7>q, se a>0, & quello dei punti in cui 0< /< 1:q,

(!) E chiaro che in queste condizioni la 1:7 & generalmente definita,
perché & definita in tutti i punti in cui £:=0, purché si intenda che dove F
ha valore infinito (qualunque sia il suo segno) la 1:7 abbia il valore 0.

G. VITALI - Funzioni di variabile reale. 5
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e se <0 & quello dei punti in cui F>0 o f<1:q, e se a=0 &
quello dei punti in cui £>0 ed in tutti i casi @ misurabile.
Consegue il
e

TEOREMA 7. - Se f, ed £, sono due funzioni misurabili ed
di misura nulla I'aggregato dei punti in cui f;=0, la #:f;

ar

misurabile. :
Dimostrazione. - Infatti, £, :fr=Ff - (1:12).

3. - TEOREMA 8. - Se
fh fi; fay"--

& una successione numerabile di funzioni misurabili e se esiste

generalmente il lim f,, questo limite & una funzione misurabile.
n—©

Dimostrazione. - Pongasi f=1Iim f,.
-+ Q0

Se « @ un numero reale, 'aggregato H dei punti in cui f>a

. . 1 .
& la somma di quegli aggregati H,, , in eui £,>a+ > per ogni r>n,
e dove p ed » sono numeri interi >0. Infatti, se f>a esiste un

intero p per cui f>a+§), e quindi esiste un intero 7>>0 tale che

per ogni r>n & f,.>a+; e viceversa, quando questo avviene & f>«.

Ora H,,, & il prodotto degli aggregati K, , (r>n) in eui
f,:>a+[1). Ma i K, , sono misurabili, dunque gli H, , sono misu-
rabili ed & misurabile anche la somma H di questi ultimi aggre-
gati. Si coneclude che la £ & misurabile.

Definizione 3. - Se ?a,@ & una successione di costanti e L, [{,]
¢ il limite superiore [inferiore] dell’ insieme numerico @1, @ui2yy
$ Ly} [{1:}] & una successione non crescente [non decrescente] e
quindi tende verso un limite finito o infinito L [Z] che & il limite
inferiore [superiore] degli L, [l,]. Diremo L [7] il limite supe-
riore (inferiore) di indeterminazione od anche il Masstmo
(minimo) limite della successione fa,} e scriveremo

lim a,=L, lim a,=L.
n--+3C 7o

E facile dimostrare
1). Se lim a,= + [lim a,~ — ], seelto un numero &
n-->00 n-—r20
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positivo arbitrario, comunque si fissi 7,>0, esistono dei termini
della successione di indice #>n, tali che a,>% [a. < —k)

2). Se lim ay,=—co [lim @,=+ ] la sucecessione ja,} &

n—+oc
n— oo

regolare e si ha

lim g, =—cc  [lim ay=+o].
n—®© n— 00

8). Se fm a,= L [1im a,—  fissi i
) ngnwa,n L Lyglma,l~rl] comunque si fissi il numero

positivo o & possibile determinare un indice %, tale che per qua-
lunque 7>n, risulti a,<L+0, [[—6<a,] ed inoltre comunque
grande si prenda I'indice », esistono dei termini della suceessione
di indice n>n, per i quali si ha L—o<a, [a,<I+0]

4). Se lim @,=1lim a,— 4 & anche lim a,= 4 e inversamente,
n--+QC n - n— Cc )
Se

) fult), fl), F(l)..

sono delle funzioni definite in tutto un aggregato ¢, le funzioni L(¢)

U f:he in ogni punto ¢ rappresentano il limite superiore di inde-?

te_zrmmazione e il limite inferiore di indeterminazione della succes-

sione §£.(f)} prendono il nome di limite superiore e lLimite

inferiore di indeterminazione della successione (1) [od anche

massimo e minimo limile della successione (1)] e si serivera
Jm 0=, i f@=10) )

- TEOREMA 9. - I limiti superiore ed inferiore di indeterminazione
dl. una successione (1) di funzioni definite in tutto un aggregato g
misurabile e tutte misurabili, sono delle funzioni (definite in tutto g)
misurabili.

Dimostrazione. - Intanto L,(f) & misurabile. Infatti, se « &
u'n numero reale, I’ aggregato dei punti in cui L,(#) > a & la somma
di quelli in cui £.({)>a [r>n], poiche se L,(f)>«, una almeno
delle £,(f) [r>n] & >a e viceversa. Ma, essendo le L,(f) misu-
rabili, lo & anche il loro limite L(f) (teorema precedente). In modo
analogo si dimostra che () & misurabile.

(!) Cfr. Cap. V, § 1, osservazione.

.
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4. - Definizione 4. - Se g & un aggregato di BOREL e se f(£)
& definita in tutto g, la f(¢) si dird funzione di Borel o misu-
rabile B se per ogni numero reale a & un aggregato di BOREL
I' aggregato dei punti in cui F>a (0 fZa, 0 f<q 0 f<a).

Con ragionamenti analoghi ai precedenti si dimostra che:

I). La somma di un numero finito di funzioni di BOREL in
un aggreg:ito g, se & definita in tutto I'aggregato g, & una fun-
zione di BOREL.

II). La contraria di una funzione di BOREL & una funzione
di BOREL.

III). La differenza di due funzioni di BOREL in un aggre-
gato g, se ¢ definita in tutto g, ¢ una funzione di BOREL.

IV). I prodotto di un numero finito di funzioni di BOREL in
& definito in tutto g, & una funzione di BOREL.

un aggregato g, se
V). Il limite di una successione di funzioni di BOREL in un

aggregato ¢, se esiste in tutti i punti di g, & una funzione di BOREL.
VI). 1 limiti di indeterminazione di una successione di fun-

zioni di BOREL sono funzioni di BOREL.

§ 2. - Le funzioni di Baire.

1. Le funzioni di BAIRE. - 2. Le funzioni di BAIRE sono funzioni di BOREL. -
3. Le funzioni di BoreL (in r) finite sono funzioni di BAIRE.

1. - Definizione 5. - Sia A(#) una funzione reale definita in
tutti i punti di r e finita (cio? tale che in ogni punto ha valore
finito). Noi diremo che f(¢) & continua in » se in ogni punto fi-
nito £, si ha lim £(t) = A(,)-

t—~t
Secondo il BAIRE le funzioni continue di r si dicono di elasse O;
si dicono di classe 1 le funzioni definite e finite in » che non
sono continue, ma che sono limite di una successione numerabile
di funzioni continue; se poi a & un numero transfinito < £, si chia-
mano funzioni di classe a quelle funzioni definite e finite in r che
non appartengono a classi precedenti e che si ottengono come limite
di una successione numerabile di funzioni di classi precedenti (*).

(1) Sulla condizione a - £ cfr. W. Sierpifiski (op. cit. a p. 17), p. 212,
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Definizione 6. - Tutte queste funzioni si dicono funzioni di

BAIRE.

E evidente il

TEOREMA 10. - I1 limite, sc esiste ed & finito, di una successione
. numerabile di funzioni di BAIRE & una funzione di BAIRE.

TEOREMA 11. - La somma, la differenza, il prodotto di due
funzioni di BAIRE sono funzioni di BAIRE.

Dimostrazione. - Intanto la somma, la differenza, il prodotto
di due funzioni continue sono funzioni continue, e quindi il teorema
vale se le due funzioni sono di classe 0. La dimostrazione generale
si fa provando che nell’ipotesi che il teorema valga per due fun-
zioni di classe < a (¢ essendo un numero transfinito < Q) vale

anche se le due funzioni sono di elasse <la ().

2. - TEOREMA 12. - Le funzioni di BAIRE sono funzioni di BOREL.

Dimostrazione. - Basta dimostrare che sono funzioni di BOREL
le sole funzioni di classe 0, ossia le sole funzioni continue, perché
per tutte le altre funzioni di BAIRE il teorema consegue dalla
prop. V del n.° 4 del paragrafo precedente.

Sia f(f) una funzione continua definita in 7. Dico che essa &
una funzione di BOREL. Infatti, se « & un numero reale finito,
I'aggregato B, dei punti in eui /(£)=a & chiuso, poich ogni punto
limite di B, & un punto in cui £({)= «. Dunque f(f) & una funzione
di BOREL (Cap. 11, teor. 35).

3. - Se (m,n) & un tratto finito non nullo, chiamo raccordo
destro in (m,n) la funzione definita in (m,n) e che per ogni
punto ¢ di (m, n) ha il valore 5__:7% e raccordo sinistro in (m,n)
la funzione definita in (m, n) che per ogni punto ¢ di (m,n) ha
il valore 5;::—2

Se o=(p, g) & un tratto di 7 e se ¢ & un numero >0, indico
con ¢, la funzione che in ¢ ha il valore 1, che, se p & finito,
in (p—¢, p) coincide col raccordo sinistro in questo tratto, che,
se g @& finito, in (q, ¢+¢) coineide col raccordo destro in questo

tratto e che nei punti rimanenti & nulla.

() Si appliea il principio d’induzione transfinita. (Cir. W. SIERPINSKI,
{op. cit. a p. 17), p. 165.

70 CAPITOLO TERZO

Le ¢@,,. sono funzioni continue e quindi sono funzioni di BAIRE.
Ne segue che il limite per 7= o0 delle

Do, L (n=1,2,3,..)

”

@ una funzione di BAIRE. Ma questo limite & la funzione che nei
punti di 6 & =1 e nei rimanenti ha il valore 0. Indicheremo una
tale funzione con F,. Dunque le F, sono funzioni di BAIRE.

Nel seguito, se g & un aggregato di punti di », indicherd con F,
la funzione =1 nei punti di g e nulla nei rimanenti.

Si ha il

TEOREMA 13. - Se ¢ & un aggregato di BOREL la F, & una
funzione di BAIRE.

Dimostrazione. - Il teorema & gia dimostrato se g & un aggre-
gato di classe 0 (Cap. 11, § 4, n.° 7). Per dimostrarlo in generale
bastera dimostrare che se esso vale per gli aggregati di classe <a
(a essendo un numero transfinito < ¢2) vale anche se g & di
classe a. Ora siano g, e ¢, due aggregati di BOREL di classe <q,
le F, ed Fj,, sono funzioni di BAIRE e quindi lo & il loro pro-
dotto che & la F,, dove y & il prodotto di g, e g, e quindi lo &
la Fp+F,—F, che ¢ la F,,,, e, se g, & sub-aggregato di g,,
lo & la Fy—Fy—=F,_,. Si conclude che se il teorema vale per
tutti i ¢ di classe <{aq, il teorema vale per le somme e prodotti
di un numero finito di questi e per la differenza di due di questi.

Supponiamo ora che g sia la somma di una sueccessione di
aggregati di classe <«

(1) 9y G2y Guyee
e poniamo
m=gi1+ g2+ . +Gn.
Evidentemente &
F,=lim F,
n—x0
e quindi ¥, & funzione di BAIRE.
Infine, se ¢ & il prodotto di una successione di aggregati (1), &
F,=lim F;
n-+0
dove
On=gi G2 * e * Guy

ed ancora F, & funzione di BAIRE. Cosi & dimostrato il teorema.
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TEOREMA 14. - Una funzione di BOREL definita in » e finita
& una funzione di BAIRE.

Dimostrazione. - Sia f una funzione di BOREL definita in r
e finita. Sia 1 un numero reale finito e maggiore di zero. Indico
con 7 un numero intero di segno qualunque e con g, I'aggregato
dei punti in cui

P ni<F<(n+1)1;
gn & un aggregato di BOREL, e quindi la F,, & una funzione di
BAIRE (teor. 13), e poich® la costante »l come funzione continua

& funzione di BAIRE, lo & anche niF, , e quindi lo &

r

3, niF, =lim > niF, (teor. 11 e 10).
r—o0 T
Indichiamo questa funzione con A4,.
Se
Ay, Asy  Ayyen
2 una successione di numeri reali finiti >0 per cui lim 4,=0, &
evident te s
entemente f—lim 4,
§—+20
e quindi 7 & una funzione di BAIRE. c. d. d

§ 3. - Potenza dell’aggregato delle funzioni di Baire.

1. 1’ aggregato delle funzioni di BAIRE & continuo. - 2. L’aggregato che ha
per elementi gli aggregati di BOREL & continuo.

1. - Sia a un numero transfinito < 2 ed indichiamo con £,
I'aggregato delle funzioni di BAIRE di classe q, e con v, il numero
cardinale di questo aggregato.

Si ha, per ogni a, »,<¢.

Intanto E, & I’aggregato delle funzioni continue e quindi »o=¢
(Cap. I, teor. 73). Per provare che la disuguaglianza vale per ogni q,
supponiamo che, essendo § un numero transfinito, la disuguaglianza
valga per gli a8, e proviamo allora che il numero cardinale della
somma Sy di tutti gli E, con a<(f & c. Infatti I'insieme bene-
ordinato di tutti i numeri ordinali a (g & simile all’ aggregato bene-
ordinato che ha per numero ordinale 8, ma & f-7 £ quindi C(8) =N,
(Cap. 1, def. 30), e la somma S; si compone quindi di un’infinita
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numerabile di insiemi E, con »,<¢, e allora il numero cardinale
di S (i1 quale contiene E,) & ¢ (Cap. I, teor. 70). Inoltre ogni
funzione di Ej; & limite di una successione numerabile di funzioni
di detta somma e quindi corrisponde ad un’infinitda numerabile
di elementi di S;. Ma l'aggregato di queste infinita & continuo
(Cap. I, teor. 68), dunque & »z=<c.

L’aggregato delle funzioni di BAIRE & la somma di tutti gli E,
con a< £, ossia la somma di un aggregato di numero cardi-
nale C(2)=R,; <c (Cap. I, teor. 64) di aggregati di numeri car-
dinali <¢, quindi deve avere numero cardinale <.¢ (Cap. 1, teor. 70),
ma esso contiene un aggregato continuo (I'aggregato E,), dunque
si ha il :

TEOREMA 15. - L’ aggregato delle funzioni di BAIRE & continuo.

2. - Ad ogni aggregato g di BOREL corrisponde la funzione
di BAIRE (teor. 13) che in ¢ ha il valore 1 e che nei rimanenti
punti @ —0. Se ne deduce che la potenza dell'aggregato che ha
per elementi gli aggregati di BOREL & < di quella dell’ aggregato
delle funzioni di BAIRE. Inoltre 'aggregato degli aggregati primi-
tivi costituiti da un tratto nullo (che sono aggregati di BOREL)
& continuo (!), quindi:

TEOREMA 16. - L’ aggregato che ha per elementi gli aggregati

di BOREL & continuo.

§ 4. - Variazioni di una funzione.

1. Le variazioni di una funzione finita definita in un tratto finito. - 2. Fun-
zioni a variazione limitata. - 3. Proprieta delle variazioni delle funzioni
continue. - 4. Le funzioni P(¢), N(), V(t) relative ad una funzione £(f). -
5. Caso in cui la 7(¢) & continua. - 6. Discontinuitd di una funzione a
variazione limitata. - 7. La funzione dei salti. La variazione totale come
limite. - 8.-9. Teoremi sulle funzioni continue. - 10. Condizione neces-
saria e sufficiente perché una funzione continua sia a variazione limitata.

1. - Sia f(f) una funzione finita definita in un tratto fi-
nito 0—(a, b). La differenza f(b)—f(a) si chiama ¢neremento
di £(t) relativo a o.

(1) Perché & continuo P aggregato dei punti di .
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Se f(f) @ una funzione finita definita in un tratto non nullo ¢
e se B & un boreliano semplice costituito da tratti finiti e conte-
nuto in o, si chiama norma totale o, semplicemente, norma di f(¢)
in B la somma dei moduli degli incrementi di 7(£) relativi ai tratti
di B. Indichiamo con B’ il boreliano (semplice) costituito dai tratti
di B pei quali il relativo incremento di f(f) & =0, e con B” il
boreliano (semplice) formato coi rimanenti tratti di B. Le norme
di /({) in B’ e B” si diranno rispettivamente la norma positiva
e la norma negativa di f(¢f) in B.

Supponiamo che ¢ sia finito e dividiamolo in un numero finito
di tratti parziali, i quali, formeranno un boreliano B. Indichiamo
con p, n, v la norma positiva, la norma negativa e la norma
(totale) di 7(f) in B.

Allora, se o=(a, b), sard

v=p-+mn,
p—n=1£(b)—1f(a).

Col variare di questa divisione di ¢ varieranno generalmente anche
i numeri p, n, v ad essa relativi, ed i valori che p, n, v acqui-
stano per le varie divisioni avranno dei limiti superiori che indi-
cherd con P, N, V.

Definizione 7. - I numeri P, N si chiamano rispettivamente va-
riazione positiva e variazione negativa ed il numero ¥V si chiama
variazione totale o, semplicemente, variazione della (%) in o.

Quando si parla di variazione ci si riferisce sempre ad una
funzione finita definita in tutto un tratto finito o.

Evidentemente si ha

V=P+N.

2. - Definizione 8. - Se la variazione (totale) di una funzione
& un numero finito, si dice che la funzione & a variazione limitata.
Evidentemente, se f(f) & a variazione limitata in un ftratto
finito o=(@, b) tutti i numeri P, N, V" ad essa relativi sono finiti
e si ha la relazione
P— N=f(b)—f(a).

Si ha inoltre:
TEOREMA 17. - Se f(f) @ una funzione a variazione limitata

in un tratto o, lo & anche in ogni tratto parziale di o.
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TEOREMA 18. - Se ¢ & un punto interno di 6={(a, b), se o’ =(a, ¢)
ead”=(c, b),se P, N', V' e P", N”, V" sono le variazioni della £(f)
in ¢’ e 0", si ha:

P=P'+P",
N=N'+N",
V=1"41"

3. - TEOREMA 19. - La norma (totale) di una funzione continua
relativa ad una divisione qualunque di ¢ in un numero finito di
tratti tende alla variazione (totale) col tendere a zero della mas-
sima lunghezza dei tratti della divisione.

Dimostrazione. - Dimostro il teorema nell'ipotesi che la varia-
zione (totale) sia finita. Nel caso in cui sia infinita il teorema si
dimostrerebbe in modo analogo.

Supponiamo, adunque, che f(f) sia una funzione continua in
un tratto finito o=(a, b) e che la sua variazione V sia finita. Sia ¢
un numero reale >0 piccolo a piacere. Esiste una divisione di g,
in un numero finito di tratti, per cui la norma » ad essa relativa
sia >V —e Sia 7 il numero dei punti di divisione che indiche-

remo con
(2) Ay, Azyey Ay

E possibile trovare, a causa della continuita di £(¢) un segmento &
tale che in ogni tratto parziale di o di lunghezza <4 il modulo
dell’incremento della 7(f) ad esso relativo sia <e:(2n) (*). Consi-
deriamo una qualunque divisione §’ di ¢ in un numero finito di
tratti tutti di lunghezza < § ed indichiamo con »’ la norma rela-
tiva a §’. Indichiamo poi con 2" la divisione che si ottiene da S’
aggiungendo i punti di divisione (2), ed indichiamo con »” la
norma relativa a 2”7, Sara

v"Zv>V—e¢

Inoltre, indicando con v* ¢id che rimane di " sopprimendo gli incre-
menti relativi ai tratti di 2” che hanno uun estremo nei punti (2)
si ha

v*>v"—2nfe: (2n)]=v" —e> V—2¢,

(!) Vedi il noto teorema di CanTor sulle funzioni continue.
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appunto perche i tratti di 2" con termini nei punti (2) sono in
numero <2n e ciascuno & di lunghezza <34.

Ma evidentemente
*

vz
perche v’ contiene tutti gli addendi di »*, quindi
Vzo' > V-2

Si vede cosi che, col tendere a zero della massima lunghezza dei
tratti di una divisione di o, la norma ad essa relativa tende alla
variazione.

4. - Consideriamo un tratto o—=(a, b) di lunghezza finita, ed
in esso una funzione £(f) a variazione limitata.
Se ¢ & un punto di ¢, la A¢) ha in (a,{) delle variazioni

finite (teor. 17)
) P, N@®), V)

che risultano funzioni di £, e si avranno le relazioni

@) | P(&)+N(@)=TV(9),
P(t)— N(t) =1(t) — A(a),
da cui
®) P@O)=[V() +A)—Ha)]:2,
N@E)y=[V(t) +fa)—f(t)]:2

Si dimostra facilmente il
TEOREMA 20. - Le tre funzioni (3) sono funzioni non decre-
scenti (teor. 18).
Quindi dalla
A(t) —[A(@) + P(O)] — N (&),

che deriva dalla seconda delle (4), si ha il

TEOREMA 21. - Una funzione a variazione limitata & differenza
di due funzioni non decrescenti.

Inoltre si ha il

TEOREMA 22. - Una funzione non decrescente f(¢) & a varia-
zione limitata e per essa si ha

V(t)=£(t) — f(a).
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B. - TEOREMA 23. - Le variazioni di una funzione continua a
variazione limitata sono funzioni continue.

Dimostrazione. - Evidentemente, a causa delle (5), bastera
dimostrare soltanto che & continua la variazione (totale).

Sia dunque f(f) una funzione continua a variazione limitata
in un tratto o=(a, b). Combinando il classico teorema di CANTOR
sulle funzioni continue ed il teor. 19 si pud affermare che, essendo ¢
un qualunque numero reale >0, esiste un segmento ¢ tale che
in ogni tratto parziale di o di lunghezza <4 il modulo dell’ incre-
mento di A(£) relativo ad esso sia <¢/3, e che la norma v relativa
ad una divisione di ¢ in un numero finito di tratti di lunghezza <é
sia maggiore di V —¢/3. Naturalmente, se { & un punto interno
di 6 e se v(f) & la norma di f relativa ad una divisione di (q, ?)
in un numero finito di tratti di lunghezza <4, sara

»(t) > V{t) —¢/3.

Sia ora A un numero reale di modulo <4, dividiamo il piu
grande dei tratti (a,¢) ed (g, {+4£) in un numero finito di tratti
di lunghezza <4, in modo che ¢ e ¢+k siano gli estremi di un
medesimo tratto, e indichiamo con v(f) e v(£+#£) le norme di 7
in (a,?) ed (a,t+4A) relative a questa divisione. Si ha subito

[o(t+ h)—v(2) |=‘[f(t+h)—f(t)|<s/3,
V{t+h)—v(t+h)<e/3,
V(t)—v(f) <ef3
e se ne deduce

[V(E+h)— V()| <|V(t+h)—v(t+R) |+
+|v(E+h) —v(@) |+ | V() —v(t)|<e

ossia, per I arbitrarietd di e,

lim V(¢+h)= V(o).
h-—0

6. - Se f({) & una funzione finita e definita in tutto un tratto
finito o= (a, ), e se ¢, & un punto di o, quando £, a, si indica
con f(t,—) il lLimite sinistro, se esiste, di f(¢) per t—~1, e
quando #,+ b, si indica con FA(f,+) il limite destro, se esiste,
di £(f), per t— i,.
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Evidentemente se £, & interno a o e se in £, la f(Z) & continua,
esistono i limiti A(¢,—), f(£,+) e sono entrambi uguali a f(f).

Se £, & interno a o, se in ¢, la f(f) & discontinua, ma esi-
stono f(f,—) e f({,+), si dice che £, & un punto di disconti-
nutta di prima specie della £(¢).

Una funzione #(f) definita in un tratto o si dird che & rego-
lare in un punito t, interno a o quando #, & un punto di conti-
nuitd per A(¢) o se avendo 7(¢) in #, un punto di discontinuitd

di prima specie & verificata la relazione
(Lo —) + (Lo + ) =21(2).

E noto, da teoremi elementari, che wna funzione f(t) non
decrescente ammette in ogni punito t,+=a il limite sinistro
ed in ogni punito t,7b il limite destro e si ha in ogni punto £,

interno ad (a, b)
Fte—) < FEo) < At +).

E poiché una funzione a variazione limitata & la differenza di
due funzioni non deerescenti, ogni funzione a variazione limitata
ammette in ogni punto = ¢ il limite sinistro ed in ogni punto =+ 5
il limite destro. In altri termini si ha il

TEOREMA 24. - 1 punti di discontinuitd di una funzione a va-
riazione limitata sono tutti di prima specie.

7. - Definizione 9. - Se f(f) ¢ una funzione a variazione limi-
tata nel tratto finito o=(a, b) e se # & un suo punto di discon-
tinuitd, pud essere f(¢,—)=*f({,), ed allora il tratto che ha per
estremi i numeri f({,—) e f(¢) si dice lacuna sinistra, e la diffe-
renza f(t,) —f(¢,—) si dice salto sinistro di £(t), e, se & f(to) =F(¢s+),
il tratto che ha per estremi i numeri f(Z,) ed f(t,+) si dice lacuna
destra e la differenza f(¢,+)—/(Z,) si dice salto destro di f(¢).

TEOREMA 25. - I punti di discontinuita di una funzione a varia-
zione limitata di un tratto finito o={(a@, b) sono in numero finito
od una infinitd numerabile.

Dimostrazione. - Poiché una funzione a variazione limitata &
differenza di due funzioni non decrescenti, basta dimostrare il teo-
rema per le funzioni non decrescenti. Sia (f) una funzione non
decrescente, se a’=f(a) e b'=f(b), le lacune di f(f) sono tratti
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parziali del tratto (a’,4’) a due a due distinti, ed allora, per il
teor. 1 del Cap. II, queste lacune sono in numero finito od una
infinitd numerabile. Si conclude che anche i punti di discontinuita
di A() sono in numero finito od una infinith numerabile.

Dalle considerazioni precedenti consegue subito che la serie
avente per termini ¢ salti di una funzione non decrescente é
convergente, e che quindi é convergente assolutamente la serie
dei salti di una qualunque funzione a variazione limitaia.

Definizione 10. - Se f(f) & una funzione a variazione limitata
in un tratto finito 6=(a, b) e se s(¢f) & la somma dei salti rela-
tivi ai punti di discontinuitd che cadono in (@, ), escluso I'even-
tuale salto destro di #({) in f, la funzione s(f) si chiama la fun-
ztone dei salti della £(2).

Si vede facilmente che s(¢) & a variazione limitata e che

(t)=A(t) —s(?)

@ una funzione continua pure a variazione limitata. E si ha il

TEOREMA 26. - Ogni funzione a variazione limitata vale la
somma della sua funzione dei salti e di una funzione continua a
variazione limitata. ‘

Indichiamo con D, una divisione del tratto o in m tratti non
nulli e con &(D;,) la massima ampiezza dei D,,. Ragionando come
nel teorema 19 possiamo dimostrare il seguente

TEOREMA 27. - Sia #(¢) una funzione a variazione limitata nel
tratto o=(a, b) e { Dy} una successione di divisioni del tratto o
la quale goda le seguenti proprieta:

a) lim 6(D,)=0;

n-—+Qoo -

b) fissato un punto ¢, di discontinuitd di 7(¢), esiste un in-
tero m, tale che per m =m, il punto ¢, appartiene come estremo
ad uno dei tratti della divisione Dy;

allora se V & la variazione totale di 7(¢) in o e v, indica la
norma di f(f) relativa alla divisione D, si ha

V=1lim v,,.

m Qo

Dimostrazione. - Sia ¢>0 e i punti

1 A=A <A <A< vre <Ay < =0
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individuino una divisione D di ¢ per cui la norma v di /() rela-
tiva a D sia >V—e¢, e fra i punti (1)

2 e, Copey €
siano punti di continuita di 7(¢)
3) dyy diyey, dy,

(r+s=n+1) punti di discontinuita.

Per I'ipotesi b) & possibile trovare un intero m, tale che
per m=>m, i punti (3) siano tutti estremi di tratti di D, ; inoltre
se con 0, indichiamo un numero positivo tale che per ogni inter-
vallo di ampiezza non superiore a d,, che contenga nel suo interno
uno dei punti (2), I'oscillazione di f(¢) sia <e&/2r, possiamo cre-
scere, per a), se occorre m,, in modo che per m=m, sia
anche 6(D,)<4,.

Se indichiamo con v” la norma di #(#) relativa alla divisione D"
ottenuta da D, aggiungendo ai suoi punti di divisione i punti (2),
la D” ha tra gli estremi dei suoi tratti tutti i punti della divi-
sione D) e percido

’Um>v"—?r(s/Qr):v”—p; vV'Ze>TV—e
quindi :
V>0 —e>V—2¢
Vzv,>V—2 per m=m,

e il teorema & dimostrato.

8. - Sia y=/£(f) una funzione finita, definita in tutto un tratto
finito 6=(a, b) e continua in tutti i punti di 6. Siano ¢ e d il
minimo ed il massimo di #(f) in 6. I valori di y=#(f) cadono
tutti nel tratto 8=(c, d) ed ogni valore che cade in 8 & assunto
da y={(f) almeno una volta. Cosi ad ogni punto di ¢ corrisponde
uno ed un sol punto di 6, e ad ogni punto di- 6 deve corrispon-
dere almeno un punto di ¢, ma ne possono corrispondere parecchi
ed anche infiniti.

Indico con G l'aggregato dei punti di 6 cui corrispondono
infiniti punti di ¢, e, per ogni numero interno %> 0, indico con G,
Paggregato dei punti di @ cui corrispondono esattamente » punti
di o. Gli aggregati

Gy Giy Goy Gopey Gy
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sono a due a due distinti ed hanno per somma I aggregato dei
punti di 6.

Per ogni numero intero >0, indico con 4, I'aggregato dei
punti di 8 cui corrispondono almeno 7z punti di o, o, in altri ter-

mini, pongo
An= Goo+ Gn + Gn+l + Gn+z + e

Risulta
(1) GH=AN“’AN411
(2) Go= An - (Gn + qu.{ -+ Gn+2 =+ )

Definizione 11. - Chiamo eccezionale ogni punto di G i cui
corrispondenti in o formano un aggregato contenente tutti i punti
di un tratto non nullo. :

TeEOREMA 28. - L’ aggregato dei punti eccezionali ha un numero
cardinale ~IR,.

Dimostrazione. - Sia p un punto eccezionale e sia K I'aggre-
gato dei punti di o che corrispondono a p. Un punto g di K lo
dird interno a K se & interno ad un tratto non nullo i cui punti
appartengono tutti a K. Naturalmente K contiene punti interni.
Se ¢ & un punto interno a K, indichiamo con ¢’ il limite inferiore -
dei numeri z<g¢ per cui tutti i punti di (z, q) appartengono a K,
e con ¢” il limite superiore dei numeri z> g per cui tutti i punti
di (g, 2) appartengono a K. A causa della continuitd della y=~(¢)
anche ¢’ e ¢” appartengono a K. Inoltre (¢,¢") & un tratto non
nullo. Questo tratto ha la proprietd che tutti i suoi punti appar-
tengono a K, ma che qualunque tratto maggiore che lo contiene
possiede dei punti che non appartengono a K. Un tratto come q,q")
si pud dire associato al punto eccezionale p. E evidente che due
tratti associati ad un medesimo punto eccezionale p o coincidono
o sono distinti. Si ha inoltre che due tratti associati a due punti
eccezionali diversi sono distinti (se avessero, infatti, un punto co-
mune, a quel punt6 di o corrisponderebbero due punti diversi di 9).
Consegue che i segmenti associati ai vari punti eccezionali sono
in numero finito o in una infinita numerabile (Cap. II, teor. 1)
e quindi che i punti eccezionali sono in numero finito o in una
infinitd numerabile. c¢. d. d.

Indichiamo con E I'aggregato costituito dai punti eccezionali,
e da f(a) e da f(b). Evidentemente anche il numero cardinale
di £ & <R
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TEOREMA 29. - Gli aggregati 4, sono misurabili.
Dimostrazione. - Sia p un punto di 4, che non appartenga
ad E. A p corrispondono in (a, b) almeno » punti,

<A< e < Ay,

tutti interni ad (a, b), perché p non appartenendo ad £ non pud
corrispondere ad alcuno degli estremi di (a, b).
Sia 2 un numero >0, ma minore di ciascuno dei numeri

a—a, (@:—a)/2, (28:—as)/2.. (Bn—an_.)/2, b—a,.
Consideriamo i 2n tratti:

(3) ) (ai —h, ai)» (aE —hy as),...., (an —h, a,),
I (ai y By +h)y (tlg, a: +k)v'"'v (anv (l"+k),

che sono evidentemente a due a due distinti. In eiascuno di questi
o il massimo o il minimo di A(¢) & diverso da p, perche p non
& punto eccezionale e quindi non pud corrispondere a tutti i punti
di un tale intervallo. Vi sono dunque almeno 7 tratti (3) in cui
i massimi di () sono diversi da p, od almeno » tratti (3) in
cui i minimi di () sono diversi da p.

Supponiamo, per esempio, che vi siano % tratti (3) in cui i
massimi di /(?) siano diversi da p, e quindi maggiori di p, ed indi-
chiamo con p’ il pilt piceolo di questi massimi. E certo p’ > p. Per
la continuita di y-—=7(¢), 1 valori di y che soddisfano alle limitazioni

p=y=<p
sono assunti dalla f(f) in ciascuno di detti tratti almeno una volta
e quindi sono punti di 4,. Allora ogni punto di A, che non appar-
tiene ad E, appartiene o come punto interno o come estremo ad
un tratto di (¢, d) che appartiene completamente a .{,. Associamo
ad ogni p di 4, che non appartiene ad £ il massimo tratto di 6
contenente p come punto interno o come estremo e di cui almeno
tutti i punti interni appartengono a 4,,. Due qualunque tratti cosi
ottenuti o coincidono o sono distinti. I tratti diversi di tale specie
sono adunque (Cap. II, teor. 1) un numero finito o una infinita
numerabile. Essi formano adunque un boreliano B (Cap. II, def. 5).
Sia y I'aggregato dei punti interni a B. Tutti i punti di y appar-
tengono a 4,. I punti di 4,—y o sono estremi di tratti di B o
sono punti di £ e quindi sono in numero finito o in una infinita

G. VITALI - Funziont di variabile reale. 6
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numerabile. Ne consegue che .4, & un aggregato -misurabile (anzi
misurabile B) (Cap. 11, teor. 31). i

Corollario. - Gli aggregati G, e Gy sono misurabili’ (misu-
rabili B).

Consegue dalle (1) e (2).

9. - Abbiamo visto che se p & un punto di 4, che non appar-
tenga ad E, esistono, in ¢, 7 tratti distinti non nulli

4 (a;, b) (=1,2,..,n)

in ciascuno dei quali la y=#£(f) acquista almeno una volta cia-
scuno dei valori di un determinato tratto non nullo (p., p.)
contenente p (*).

Ogni tratto (go, g:) contenuto in (po, p,) soddisfa pure alla
condizione che in ciascuno dei tratti (4) la y=/(¢) acquista ogni
valore del tratto (o, ¢:) almeno una volta. Diremo che un tratto
come (g,, q1) & congiunto a 4,. Dunque, un tratto congiunto a 4, &
un tratto non nullo (g,, ¢.) contenuto in 6 tale che in o esistono 7
tratti distinti (4) in ciascuno dei quali & assunto almeno una volta
da y—=~£(f) ogni valore del tratto (g,, ¢,) estremi g, e g, comnpresi.

Evidentemente ogni punto di A, che non appartiene ad E
appartiene, almeno come estremo, ad un tratto congiunto a 4,.

Sia (g0, ;) un tratto congiunto a _,. Siano inoltre (4) n tratti
distinti di ¢ in ciascuno dei quali la y=/7(f) acquista almeno una
volta ciascuno dei valori del tratto (g., ¢:) estremi compresi.

Consideriamo uno qualunque dei tratti (4). Sia desso (a;, b))
Esiste in (a;, b)) un punto @, in cui la y=F(¢) ha il valore g¢,.
In una almeno delle parti (a;, a;), (@;, ;) la y=£(f) acquista il
valore ¢,. Cid avvenga, per esempio, in (a;, b). Sia Bi il primo
punto di (a;, b) in cui la y=7(f) acquista il valore g¢;. Un tal
primo punto esiste a causa della continuita della f(t) ed & diverso
da a; e quindi maggiore di @, Sia g; I'ultimo punto di (a;, B)
in cui y=r(f) acquista il valore g,. Anche questo esiste per la
continuita di A(f) ed & minore di §;.

(!) Infatti abbiamo visto esistere n tratti (3) nei quali la y==/(f) acquista
tutti i valori soddisfacenti alle limitazioni p<y<p' o alle p==y>=p' con ?
numero conveniente- diverso da .
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11 tratto (a;, B;) ha la proprieta che in nessuno punto interno
la f(¢) acquista i valori g, gi, mentre f(a;)=¢q, ed f(f;)=q:-
Allora (a;, 8;), che fa parte di (a;, b)), & tale che in esso la (1)
acquista ogni valore di (qo, ¢:), estremi compresi, almeno una volta
ma in esso non acquista alcun valore esterno al tratto (g, i)

Consegue che ad ogni tratto (go, ¢;) congiunto a 4, si pos-
sono associare 7 tratti distinti

(%) (i, B) (i=1,2,.., )

di o, in ciascuno dei quali la f(f) acquista almeno una volta ogni
valore di (go, ¢:), ma non alcun valore esterno a (go, ¢1), ed
acquista i valori g, e g, soltanto negli estremi.

Dei tratti come (5) si diranno ¢ratti puri associati a (., q1)-
Dunque per ogni tratto congiunto a A, esistono n tratti puri
associati ad esso e a due a due distinti.

TeOREMA 30. - Tratti puri associati a tratti distinti congiunti
a 4, sono pure distinti.

Dimostrazione. - Infatti se (pu, 1), (¢o, g:) sono due tratti
distinti congiunti a A,, se (4, §) & un tratto puro associato a (po, i)
e se (y, 0) & un tratto puro associato a (g, g:), non pud darsi che
i tratti (q, ), (7, 0) abbiano un punto interno in comune, perché
in esso la f(¢#) dovrebbe avere un valore che sarebbe interno a
ciascuno dei tratti (po, p:) e (go, q1), e questi tratti sono distinti
come si & supposto.

Indichiamo con 4, ! aggregato dei punti di A, che non appar-
tengono ad E e con K Yaggregato dei tratti congiunti a 4,. Ogni
punto di 4, appartiene ad un tratto di K. Poiche E & di misura
nulla, 4,” ha la stessa misura m, di 4,.

Qhalunque sia il numero reale ¢ >0 esistera, allora, un numero
finito di porzioni a due a due distinte di tratti di K 1le lunghezze
delle quali abbiano una somma >m,—e (Cap. II, § 4, corollario
del teorema geometrico). Indico con K’ l'insieme di queste por-
zioni. Ogni tratto appartenente a K’ @ pure un tratto congiunto
a 4,. Siano
(6) (pir qi) (’L:l, 2)“") S)

i tratti di £’. A ciascuno di questi noi possiamo associare, in o,
n tratti puri distinti.
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Gli ns tratti che cosi si ottengono sono ancora a due a due

distinti. Siano dessi
) (ay B) (t=1,2,..., ns).
E evidente che

Dl f(B)—fla)|=n »ilai—pi| >n(mu—e).
1 1

Questo prova che la variazione V' di A(¢) in ¢ & >n(m,—e¢) qua-
lunque sia & e quindi Zn - my,.

10. - Se la variazione V di y=£(¢) in ¢ & finita, dalla relazione

Vzn.m,
risulta
My < V/ny
e quindi
lim m,=0.
n—o

Ma Gy & contenuto in ogni A, [vedi (2)] e quindi si ha il

TEOREMA 31. - Se y=F(f) & una funzione continua e a varia-
zione limitata, la misura di Gy & nulla.

Si potrebbe sospettare che la condizione precedente (la misura
di G, & nulla) debba essere soddisfatta da tutte le funzioni con-
tinue, invece esistono funzioni continue per cui la misura di Gy
& diversa da zero.

Tale &, per esempio, la y=7(f) definita nel tratto (0, 1) che

per ogni punto ©
(1) t= ﬂn(l,1/3"',

1
dove le «, hanno solo i valori 0 e 2, ha il valore

®
1 ,
f(t) = 5 E" Wopy [2" .
1

e che nei punti rimanenti & definita nel modo seguente:
I punti in cui & fin qui definita la f(t) formano un aggr
gato Z. Questo aggregato & perfetto (*). :

(%) Infatti, se ¢ & un punto di Z, o esso ha nella forma (1) infinite cifre == 2
ed allora & punto limite dei punti di Z

3
Ql 4

to= 2, /3" (3=1,2,...),
1
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Se ¢ & un punto di o non appartenente a Z, ¢ & interno ad
un tratto (%, Z,) del boreliano associato a Z. I punti ¢, e ¢, appar-
tengono a Z (Cap. II, def. 22). Per tale { noi poniamo

£iE)) —
()= 1(to) + i;:—;;’oi‘i’ (t—to).

La funzione cosi definita & continua. Basta evidentemente dimo-
strare cid per i punti ¢ che appartengono a Z.

Ora, se ¢ appartiene a Z e se ¢’ & un altro punto di Z, seri-
vendo ¢ e t’ nella forma (1), ed essendo m il pii grande numero
intero per cui le prime 2m cifre di ¢ e di ¢’ coincidono, si vede
che m diventera grande quanto si vuole purché si prenda ¢ abba-
stanza vicino a £. Allora (f) ed 7(Z,) hanno le prime m cifre uguali
e quindi differiscono di abbastanza poco.

Dunque, come dicevo, la f(f) sopra definita & continua. Essa
assume ogni valore del tratto (0, 1) infinite volte, perché ogni
numero y di (0,1) si pud mettere, almeno in un modo (*), sotto
la forma

y:

=

©
N

Zn Azn— ‘//2”
1

0 esso ha solo un numero finito di cifre =2 ed a, & 'ultima di queste
cifre ed allora & punto limite dei punti di Z

1,—t+42/3P (p=28+1,54+2,..).

Inoltre, se £ & un punto qualunque di (0, 1), esso si pud scrivere nel sistema
ternario sotto la forma ©

Enﬁ w3

1

dove le f, hanno solo i valori 0, 1, 2, e se f, & la sua prima cifra =1, e
tutte le seguenti sono — 2 allora & anche
1=By/3 4By 32+ oo+ Boy /3 23
e ¢ appartiene a Z, o non tutte le cifre che seguono §, sono uguali a 2, ed
allora ogni numero di Z differisce da ¢ per non meno di ¢, o di 1/3° —¢,, dove
fo = a3 o Brge/3E o+ o

e quindi / non pud essere punto limite di Z. Dunque ogni punto limite
di Z appartiene a Z. Ed infine Z & perfetto. '
() Vi sono numeri che possono essere messi in due modi sotto la forma

En Baf2"

86 CAPITOLO TERZO ...

dove le a, hanno solo i valori 0 e 2, e quindi corrisponde. a tutti
i punti di Z che si ottengono da

20

Ql s
— a3
¢ Zln Ln

1

mettendo per
a;, ay, Q..

i valori che figurano in y e per
A3y Wyy Ay

un sistema qualunque di valori 0 e 2.

Per la f({) che noi studiamo I aggregato G'x, & costituito da
tutti i punti del tratto (0,1) e ha quindi misura non nulla.

Abbiamo visto che affinché una funzione y=1(t) continua,
definita in un tratto finito o=(a, b), sia a variazione limi-
tata é necessario che la misura dell’ aggregato G ad essa
relativo sia nulla.

Questa condizione non ¢ sufficiente.

Infatti, se indichiamo con 7' I'aggregato dei punti

1, 13, 15,.. 1/2r+1),.
con T, laggregato dei punti
12, 14, 16,.., 12n,..

e poniamo 7’=7,+ 7, se noi poniamo, per ogni punto £ di 7,
f(t)=0 e, per ogni punto ¢ di 7%, f({)=1 e, per ogni altro punto
@O e = 1t

Aty=F(t) + 77—

(t_ tﬂ)?

essendo £, il maggiore dei valori di 7" che sono <f{, e £, il minore
dei valori di 7 che sono >¢, se infine poniamo 7(0)=0, vediamo
che la £(#) cosi definita in (0,1) & una funzione continua per

con le #, uguali a 0 o ad 1, e sono i numeri che, nel sistema binario di
numerazione, si possono serivere anche con un numero finito di cifre. Cosi

e o]
Envz“.
2

1°2 si pud serivere anche
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cui Gy & costituito dal solo punto y=0 e quindi & di misura
nulla. Ma questa #(£) non & a variazione limitata (*).

TEOREMA 32. - Se y—f(f) & una funzione eontinua in un tratto
finito o= (a, b), condizione necessaria e sufficiente perche sia a

variazione limitata & che la serie

o

3
2 My

1
dove m, indica la misura dell’aggregato 4,, sia convergente. In
tutti i casi la variazione totale assoluta di 7(f) & uguale alla somma
della serie x

N m
ST AL
1

Dimostrazione. - Sia ¢ un numero reale >0. Per quanto si
2 visto (teor. 30) noi possiamo trovare per ogni z un sistema 2,
di un numero finito di tratti eongiunti a 4, a due a due distinti
le cui lunghezze abbiano una somma > My — 20,

Consideriamo i sistemi

I tratti di £, saranno in generale divisi dagli estremi dei tratti
di £2,, Q2;,..., £2,in un numero finito di tratti congiunti essi pure a 4,
i quali formeranno un nuovo sistema 0, di tratti congiunti a A,.
Analogamente i tratti di £, saranno divisi dagli estremi dei tratti
di Q,, .., 2, in un numero finito di tratti piu piccoli che for-
meranno un nuovo sistema £’ di tratti congiunti a 45 e cosl via.

Evidentemente i tratti che appartengono ad un medesimo dei
sistemi
2 Q) Q. £

sono distinti nel senso che due qualunque di essi non hanno punti

(1) Infatti la norma di (/) relativa al boreliano B formato dai tratti

o) (1 Loy i (L 17*) t 3) (1
21" 2m) an il lan—rr o) e e —a) lirg)
& uguale a

.
N 11 Nt
PSR S O

an Ton T on—27 2n—2 ‘—;‘m m’

1 1 1

Y
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interni comuni, e due traiti che appartengono a due diversi dei
sistemi (2) o sono distinti o coincidono, potendo un tratto appar-
tenere a due o piu sistemi (2).

Indichiamo con £,” I'insieme dei tratti di £,’ che non appar-
tengono ad alcuno dei tratti dei sistemi £,’, £2',..., £,'. Indichiamo
con £,” I'insieme dei tratti di €.’ che non appartengono ad aleuno
dei sistemi Qy,.., £,' e cosi via di seguito.

Evidentemente ogni tratto che appartiene ad uno dei sistemi (2)
appartiene ad uno ed uno solo dei sistemi

Q" Q5,824
e quindi il sistema
Q42" + o + 824"
¢ formato da tratti a due a due distinti. Poniamo

Hy= 0 +Qud + o + 2" (n=1,2,..,8).

Evidentemente la somma delie lunghezze dei tratti di H, & = della
somma delle lunghezze dei tratti di 2, (poiché contiene almeno
tutti i tratti di £,’) e quindi & = m,—e/2"

I tratti di £2,” sono congiunti a 4,, e quindi & possibile asso-
ciare a ciascuno di essi % tratti puri di ¢ a due a due distinti.
Si ottiene cosi un sistema w, di tratti di ¢ a due a due distinti.
Se & & un tratto di Q,” e se (o f) & uno degli n tratti puri

associati a 4, &
- | f(B) —f(a) | = lunghezza di §,

e quindj, indicando econ I/, la somma delle lunghezze dei tratti
di Q,”, si ha . |
" S, 1By —fla) | =nd,
dove il 1° membro indica la sommatoria estesa a tutti i termini
[7(B)—1(a) |

corrispondenti ai vari tratti di w,. Consegue che &

3 ; S, 15— @) =3, na=3, [Z, 1]
1 1 n

8
Ma Zi l; & uguale alla somma delle lunghezze dei tratti di Hy e
k3
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quindi & >m,—e/2% inoltre il primo membro di (3) & < della
variazione V di f(f) in ¢, dunque

V> zﬂ(m,.—e/2“)> E‘ﬂ m, — s,
1 1

e poicheé £ pud essere scelto piccolo a piacere

$
V= Zﬂ m,.
1

Questa limitazione vale qualunque sia l'intero s, dunque se ¥V &
finito la serie ®

Zn m,

1

deve essere convergente.
La disuguaglianza precedente ci dice che sara sempre

@
“) V=), ma.
1
E dunque intanto provato che la convergenza della serie
[e <]
=
Zn”‘""
1
& necessaria perché f(f) sia a variazione limitata. Dico ora che
essa & anche sufficiente.
Infatti, qualunque sia ¥ (finito o infinito) e qualunque sia il
numero reale M finito e < ¥, & possibile dividere ¢ in parti in

modo che la norma di f({) relativa a questa divisione sia > M.

Indicando con
iy Aoyeeeny  py

i punti di divisione, e ponendo

ap=a e a,=b
si ha n
2’: If(a;)—f(a,--,) ‘[ > M.
1
Allora, posto
_ pi=Fa;) (t=0,1,2,..,n),
si considerino i tratti
(5) 0; (t=1,2,..,n)

che hanno per estremi i punti p;_, e p; del tratto 0=(c, d) dove ¢
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e d sono il minimo e il massimo di f(¢) in 0. Questi tratti possono
essere distinti od in parte sovrapposti. In generale qualcuno di
questi tratti risultera diviso dagli estremi degli altri in parti pili
piceole. Si otterranno cosi dei tratti distinti

(6) 6/ (i=1,2,.,82mn)

in numero finito, tali che ogni tratto (5) risulterd la somma’ di
aleuni di essi. Un tratto (6) pud appartenere ad uno o a pilt
tratti (5).

Indico con T, Uinsieme dei tratti (6) che appartengono ad
almeno s tratti (5). Naturalmente 7} & I'insieme di tutti i tratti.(6).
E evidente poi che la somma 7, delle lunghezze dei tratti di T,
@ <m,, perché tutti i punti interni dei tratti di 7, appartengono
a 4, [un valore interno ad un tratto (6) appartenente ad s tratti 5)
& assunto da £(£) almeno una volta in ciaseuno dei eorrispondenti

tratti (@i, «;)}. Ma si ha
”n
.«\:Ji if(’li) —flai-s) l ;Z 1Pi—Pi- i =7+ Ta+Ta+ o
! X
<

im,—

-4

e inoltre n
M< Ei | f)) — Flais) s
1
dunque .
A‘I< Ei mi;.
1
Cid per qualunque numero M <V, quindi
o
(7 2= 21 m;.
! x
Consegue che, se J~ & infinita, la serie Zim,- @ divergente. Cosl
x 1

& provato che se la serie }:imi converge la f(#) & a variazione

limitata. !

Dalle limitazioni (4) e (7) consegue poi

20
e N,
1

ed il teorema & dimostrato completamente.
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Indicando con m,’ la misura dell’aggregato G, e supposto
che (G, abbia misura nulla si ha, per la (2) del precedente n.° 8,

- -
Y

= 3, m
n

e quindi . ©

D=, nm,’
1 1

e si pud concludere col

TEOREMA 33. - Condizione necessaria e sufficiente perche
la y="/(f) continua in un tratto finito sia ivi a variazione limitata
@

& che Gy abbia misura nulla e che la serie > nm,’ converga.
1

Quando queste condizioni sono soddisfatte la variazione di 7(¢)
o

& uguale alla somma della serie >, nm, .
1

§ 5. - Funzioni assolutamente continue.

1. Funzioni assolutamente continue e loro proprietd. - 2. Esempio di fun-
zioni continue e a variazione limitata non assolutamente continue. Cor-
rispondenza di Cantor (modulo g). - 3. Le variazioni totali di una
funzione assolutamente continua. - 4. Operazioni sulle funzioni assolu-
tamente continue.

1. - Definizione 12. - Se f(¢) & una funzione finita in tutti i .

punti finiti di un tratto o=(a, b), si dird che 7(f) & assoluta-
mente continua in o se, per ogni numero reale >0, esiste un
numero reale x>0 tale che per ogni boreliano semplice B conte-
nuto in ¢ e di lunghezza <y, la norma di A(f) in B risulti <e (*).
Consegue che, se £, & un punto finito di o, per ogni ¢ di ¢ tale
che |[t—&| <p & |F(8)—Ff(t))| <& e quindi vale il

TEOREMA 34. - Ogni funzione assolutamente continua in un

tratto. ¢ & continua in ogni punto finito di o.

(!) La denominazione di funzione assolutamente continua e il primo

studio di queste funzioni & del VitaLi. (Atti R. Acc. delle Scienze di Torino,
40, 1905). (Nota di G. S.).
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TEOREMA 35. - Una funzione assolutamente continua in un
tratto finito ¢ & a variazione limitata.

Dimostrazione. - La dimostrazione si fa per assurdo. Se la
funzione non fosse a variazione limitata, per ogni numero u>0
si potrebbe trovare un tratto di lunghezza <pu in cui la variazione
totale & infinita, e allora esisterebbe in tal tratto un boreliano sem-
plice B (di lunghezza evidentemente < ) tale che la norma della
funzione in B sia grande quanto si vuole (teor. 19), e la funzione

non sarebbe assolutamente continua.

2. - Sia ¢ un aggregato perfetto contenuto in un tratto finito
e non contenente alcun tratto finito. Consideriamo poi un aggregato
numerabile y di punti interni al tratto (0, 1) denso dappertutto
in (0, 1) e la corrispondenza biunivoca descritta nella dimostrazione
del teor. 28 del Cap. II fra I'aggregato g’ dei punti interni a g e
I aggregato »' dei punti interni a (0,1) e non appartenenti a 7.
Questa corrispondenza, che indicherd con C, deriva, come si sa,
da una particolare corrispondenza biunivoca, che indicherd con C,
fra i tratti finiti del boreliano B associato a g e i punti di y.

Sia a il limite inferiore e sia b il limite superiore dei punti
di g.

Nel seguito noi chiameremo corrispondenza di Cantor (mo-
dulo g¢) la corrispondenza univoea fra i punti di (a,b) e quelli
di (0,1) che fa corrispondere ad ogni punto di g’ il punto di ¥’
che gli corrisponde in C, ad ogni altro punto ¢ interno ad (a,bd)
il punto di y che ecorrisponde in C’ al tratto finito di B cui appar-
tiene il punto ¢, ed infine fa corrispondere al punto a lo 0 ed al
punto b il punto 1. v

Se indichiamo con % il punto di (0,1) che in tale corrispon-
denza corrisponde ad un punto ¢ di (g, b) la y risulta funzione
di ¢. Sia dessa f(?).

La f(¢) & evidentemente una funzione continua. Inoltre & non
decrescente e quindi & a variazione limitata.

Supponiamo ora che g sia di misura nulla (Cap. II, teor. 29).
In tal caso la 7({) non pud essere assolutamente continua.

Infatti, per quanto piceolo sia un numero reale u>0, io posso
trovare una copertura semplice B’ di g contenuta in (a, b) di
lunghezza < u. Ma la norma di f(¢) in B’ & —1.
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Si conclude che una funzione puo essere continua e a va-
riazione limitata senza essere assofutamente continua (').

8. - TEOREMA 36. - Le variazioni di una funzione assoluta-
mente continua sono assolutamente continue.

Dimostrazione. - Dimostrerd il teorema per la variazione posi-
tiva. Allo stesso modo si potrd dimostrare per quella negativa.
Consegue allora che & vero per la variazione totale.

Sia £(?) una funzione assolutamente continua e sia P(f) la sua
variazione positiva. Sia ¢ un numero reale >0 e sia x4 un numero
reale tale che per ogni boreliano semplice B di lunghezza <u la
norma di f({) in B risulti <e.

Siano
Or =.(p'f‘v q-) (r=1,2,...)

i tratti di uno di tali boreliani B. La variazione positiva in o,
della £(¢) & =P(g,)— P(p,)-

Fissato un numero reale >0 piccolo a piacere, io posso tro-
vare in ¢, un numero finito di tratti distinti in cui gli incrementi
di 7(f) sono =0 e in modo che la somma S, degli incrementi corri-
spondenti a tutti questi tratti differisca da P(q,) — P(p,) in valore
assoluto per meno di #:2". La somma

1) Si+8:+ 8+ ..
differisce allora da
2 >, [P(g) — P(p.)}

per meno di . Ma la somma (1) & la norma di £({) in un bore-
liano semplice la cui lunghezza & < di quelladi B e quindi <.
Dunque la somma (1) & <e. Consegue che la somma (2) @ <e+.
Ma # pud essere piccolo a piacere, quindi la somma (2) & <e
Si conclude che se B & un qualunque boreliano semplice, di lun-
ghezza <y, la norma di P(f) in B & <¢ Cid basta per conclu-
dere che P(f) & assolutamente continua.
Si ha allora, ragionando come pel teor. 21, il

() Questo primo esempio di funzione continua a variazione limitata
non assolutamente continua fu dato dal Virvari. [Cfr. G. VitaLnr (loc. cit. a
p. 9]. (Nota di G. S).
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TEOREMA 37. - Una funzione assolutamente continua & la diffe-
renza di due funzioni assolutamente continue non decrescenti.

4. - E poi evidente il

TEOREMA 38. - La somma e la differenza di due funzioni asso-
Jutamente continue sono funzioni assolutamente continue.

TEOREMA 39. - Il prodotto di due funzioni assolutamente con-
tinue in un tratto finito & una funzione assolutamente continua
in quel tratto.

Dimostrazione. - Siano 7(t) e g(f) due funzioni assolutamente
continue in un tratto finito o; esiste una costante M tale che qua-
lunque sia £ in o si abbia |f(£)|<M, lg(t)| <M, quindi se a e f

sono due punti di ¢

\(B)g(B) —F(@)g(a)|=| gAAB) —A(@)]+ ) g(B) —9(@]|<
<M{|f(p)—Fa)|+]9(B) —9(e)]]

percid la norma i f(t)g(¢) relativa a qualunque boreliano sem-
plice B contenuto in o & minore del prodotto di M per la somma
delle norme di 7 e g relative a B e da cid segue subito il teorema.



CapPiTOLO IV,

Integrazione delle funzioni misurabili.

_ § 1. - Funzioni quasi-costanti sommabili e loro integrazione.

1. Funzioni quasi-costanti. - 2. Funzioni quasi-costanti sommabili. - 3. Inte-
grale di una funzione quasi-costante. - 4. Proprieta di detti integrali.

1. - Definizione 1. - Se g & un aggregato misurabile di punti
di una retta, se f(f) & una funzione generalmente definita in ¢
(Cap. III, def. 1), che allinfuori di un aggregato di misura nulla
acquista solo un numero finifo od una infinitd numerabile di valori
finiti diversi, e se ogni aggregato in cui assume lo stesso valore &
misurabile, si dice che f(f) & quasi-costante in g.

Si ha subito il

TEOREMA 1. - Una funzione quasi-costante & misurabile.

2. - Definizione 2. - Se f({) & una funzione quasi-costante in g, se
1 Ay Az Ay

sono i diversi valori che essa assume, se y, & 1'aggregato dei
punti in cui 7(f)=A4,, si dice che la f(¢), e quindi anche '#(?)}, &
sommabile in g, se e soltanto se la somma

(2) En 211,“(}'::),

(in cui si intenda che un termine Z,u(y,) sia zero se il fattore 4,

& =0, anche se l'altro fattore u(y,) ¢ infinito) ha termini finiti

ed in numero finito, od & una serie assolutamente convergente.
E evidente che se f(f) @ una quasi-costante, e se g & diviso

in un numero finito od in una infinitA numerabile di aggregati

misurabili

3 91y Y2y Gy

tali che in ciascuno di essi la f(f) abbia generalmente un mede-
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simo valore [,, anche se i valori delle varie /, non sono diversi
fra loro, condizione necessaria e sufficiente perch? la f(f) sia som-
mabile in g & che la somma

4) D bntalgn)

abbia tutti i termini finiti ed in numero finito, oppure sia una
serie assolutamente convergente.

8. - Definizione 3. - Se una funzione quasi-costante & som-
mabile in g, se (1) sono i diversi valori che essa assume, se y,
2 Paggregato dei punti in cui f(f)=4,, la somma della serie (2)
(somma che & indipendente dall’ ordine dei termini) si chiama I'inte-
grale (lebesgiano) della f(f) esteso a g, e si indica con

[#2) - ar.

'

E evidente che se £(£) & una quasi-costante sommabile in g,

e se g & diviso in un numero finito o in una infinitd numerabile
di aggregati misurabili (3), tali che in ciascuno di essi la A{)
abbia generalmente un medesimo valore /., anche se i valori /,

~

non sono diversi fra loro, l’/f(t) . dt & dato anche dalla somma

g9
della (4) (somma che & indipendente dall’ordine dei termini).

4. - Risulta subito il (%)
TEOREMA 2. - Se f({) e ¢(¢) sono due funzioni quasi-costanti
¢ sommabili in g, e se generalmente in g & f(¢) = g(f), si ha

[Fty - dt=[ oty - dt
g 7

dal quale consegue il

Corollario. - Se f(f) & una funzione quasi-costante sommabile
in g, si ha - .

9 [17@)| - dt=]f@) - dt.

g a7
(}) Per le dimostrazioni di molti teoremi enunciati in questo Capitolo,
efr. G. VITALI: Geometria nello Spazio Hilbertiano (Bologna, Zanichelli,
1929). Parte 1+
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Si hanno pure subito i seguenti teoremi:

:E(:JREMA 3. - La somma di due funzioni £(¢) e @(£) quasi-
costanti (.e sommabili in g (la quale & evidentemente anch’essa
una quasi-costante) & essa pure sommabile in g, e si ha

[ (78 +9(0)] - dt=[ ) - dt+[ () - at.
g g g
TEOREMA 4. - Una quasi-costante sommabile in un aggregato
@ anche sommabile in ogni sub-aggregato misurabile di g g
TEOR.EMA 5. - Se (3) sono degli aggregati rm'surabili.a due
a due distinti, se g & la loro somma, e se f(f) & una i
costante sommabile in g, si ha .

[rt - at=3, [#t)- a.
; :

I
. dTE(()i}ilE?t(A' 6. - Se (3) sono degli aggregati misurabili a due
ue .stu:m, s.e g & la loro somma, e se 7({) & una quasi-costante
sommabile in ciascuno degli aggregati (3), e se & convergente la

serie
S, [170)] - at
gﬂ

la f(#) & sommabile in indi si 0 i i
o te) g (e quindi si pud applicare il teorema

] D:m:;:.;trazz’(?n?. - Siano (1) i valori di A¢) in g, sia y, I'ag-
gregato di punti di g in cui A(f)=4,, e sia y,, il prodotto di gr

e y;. Sard
(170 dt=3, sy, )|
In

vs .
e, per l'ipotesi fatta, convergera la serie

zn[i f(?) ; dt:zn,s ;'18/‘(71!,:) I =Zs I Asp(ys) |,

9n
e quindi la A({) & sommabile in g.
TEOREMA 7. - Se f(f) & una quasi-costante sommabile in g,

)’ C
anche (:o f‘t (l()ve € una costante, € una uasi-costante som
] q C

~

[C-7#)-dt=c- [ ) - at.
9 9

G. VitTALl - Funzioni di variabile reale.
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TEOREMA 8. - Se f(f) & una funzione generalmente costante
ed uguale a C (e quindi quasi-costante) in g, se pu(g) @ un nu-
mero finito, la 7(f) & sommabile in g, ed &

[ty at=C- plg) ossia [c-di=C- uo)
g g

ed in particolare si ha

[ dt—p(g)-

g

§ 2. - Fungioni misurabili sommabili e loro integrazione.

1. Maggioranti e minoranti di una funzione misurabile. - 2, Funzioni som-
mabili e loro integrale. - 3. Proprieta di detti integrali. - 4. Teorema
del valor medio.

1. - Definizione 4. - Si chiama maggiorante di una fun-
zione f(f) misurabile in g, ogni funzione ¢(?) quasi-costante in g,
per la quale & generalmente soddisfatta la relazione @(f)=f(f); e
si chiama minorante di f(f) ogni funzione w(f) quasi-costante in g,
per la quale & generalmente soddisfatta la relazione w(t) <f(?).

Segue che se una funzione f(t) definita generalmente in g e
ivi misurabile ammette una funzione maggiorante e una funzione
minorante sommabili, gli insiemi dei punti ove essa assume rispet-
tivamente i valori +oo e —oo hanno misura nulla.

Evidentemente, se @(f) & una maggiorante, e se y(f) & una mi-
norante di una funzione f(¢) misurabile, & generalmente p(t)Zy(t),
e se poi le @(f) e w(f) sono sommabili in g, si ha (teor. 2)

f(p(t) . dt>/f w(t) - dt.
g g

TEOREMA 9. - Se una funzione f(?) misurabile in g ha una
minorante w(f) sommabili in g, allora

maggiorante @(f) ed una
0 esistono due siffatte funzioni per eui

per ogni numero reale &>

1) f () - dt—f W) - dt<e.
4 g
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Dimostrazione. - Intanto, se fosse, generalmente in g, p(£)=y(f)
avendosi per queste funzioni ’

[otty - at— [ - at,
g 1

per queste stesse funzioni la (1) sarebbe soddisfatta.

Supponiamo che non sia generalmente ¢(¢)=v(f). Dividiamo
la retta » su cui giace g in tratti di lunghezza 1 (evidentemente
f;uesti tratti risultano una infinitd numerabile, e possono essere
i tratti che hanno per estremi due numeri interi =0 consecutivi).
In. ciascuno di questi tratti & contenuto un sub-aggregato di g
misurabile e di misura <1.

Siano

gy G2y Gaye

questi sub-aggregati. Allora g & la somma di questi, e sara u(g,) <1.
In %,t le @(f) e y(f) sono quasi-costanti sommabili (teor. 4).
iano

i valori di ¢(f) in g, e

quelli di y(¢) in g. .
Sia gn,r,s I'aggregato di punti di g, in cui p(f) =1, e w(t)=4,.
Sara ,
E,,,/—‘(gn,r,e)=/l(9n)-

Per noi avranno solo importanza le coppie

Ly s

per cui [, 1,, perché per tutte le altre & u(gn,r,s)=0. Dividiamo
il tratto (44, /;) in un numero finito di parti di lunghezza <e:2"7
¢ essendo un qualunque numero reale >0 prefissato. L’ aggre:
gato Gn,r,s Testerd diviso in un numero finito di sub-aggregati gy, »,s
in ciascuno dei quali la f(¢) & sempre compresa in una mede’si;n’:
di dette parti di (44, ), i cui estremi nei indicheremo con Z, .,
€ Au,r,s,q (bn,r,0,67 An,r,0,9) .
Poiche
lr>/ln,r,s,q>/2ﬂ,'r,e,q>/ls’
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essendo assolutamente convergenti le serie
2,,,,,,,qlr#(9n.r,s.q)v 2,,,,,43-;/1(9”,7,3.(1)
lo sono anche le serie

En,r, nobm r,8,q4(gn, 78,2 Enmo. ghmrim a(Gnr.5,0)

e quindi la funzione @,(¢) che in gursq ha il valore Inrsq, @ la
funzione v.(£) che in ogni gu,rs,q ha il valore A sq Sono due
quasi-costanti sommabili in g, la @,(¢) & una maggiorante di f(f)
e la y,(¢) @ una minorante di 7(¢). ’

Si ha subito
[outty - dt—[wi) - dt=Z, 1 o, s s

g g
= 2" (8 : 2'l) Zr’s,q #(gﬂ,r,s,q)
:En (8 : 2") zr,s:“(gﬂms) =2n(8 : 2"):“(97!)
=< Zn(e :2m) <e.

2. - Definizione 5. - Una funzione misurabile si dice somma-
bile se ammette una maggiorante ed una minorante sommabili.
Dal teorema précedente consegue che se f({) & una funzione
sommabile gli integrali delle sue maggioranti e delle sue mino-
ranti sommabili formano due classi contigue.
Definizione 6. - Se f(f) & una funzione sommabile, il numero
di separazione delle classi degli integrali delle sue maggioranti e
delle sue minoranti sommabili si chiama I’ integrale (lebesguiano)
di f(f) e si indica con )
) f(t) - dt.
g
Evidentemente due funzioni sommabili e generalmente uguali

hanno integrali uguali.

8. - TEOREMA 10. - Se f(¢) & una funzione misurabile in g,
ed &, generalmente in g, £(t)=0, condizione necessaria e sufficiente
perche £(f) sia sommabile in g & che 7(¢) abbia una maggiorante

sommabile.
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Dimostrazione. - Infatti la /(f) ha gia una minorante som-
mabile, la funzione nulla in g.

TEOREMA 11. - Se f(?) & una funzione sommabile in g, ed &
in tutto g generalmente f(£)=>0, si ha

f f(t) - dt=0.
g

Dimostrazione. - Infatti I integrale della minorante nulla & =0.

TEOREMA 12. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione f(¢) misurabile in g sia sommabile & che lo sia il suo
modulo |£(#)].

Dimostrazione. - Intanto, se |f(£)| & sommabile in g, e se ()
& una sua maggiorante sommabile, la ¢(f) & pure maggiorante
di /(f) e la —¢(¢) & una minorante di 7({) (evidentemente som-
mabile (teor. 7)), e quindi la f(¢) & sommabile. Inversamente se f(f)
& sommabile, ¢ se @(f) e y(f) sono una sua maggiorante ed una
sua minorante sommabili, dalle

o(8) = 1(8) Z y(t)

consegue
@) [ <] p@) |+ ]|v@®)].

Inoltre |@(Z)] e |y(£)| sono sommabili (def. 2) e quindi |p(#) |+ |w(f)]
lo & pure (teor. 3), ed infine |/(f)| & sommabile (teor. 10).

Corollario. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione misurabile /(f) sia sommabile & che il suo modulo am-
metta una maggiorante sommabile.

TEOREMA 13. - Se f(f) & sommabile in g, e se g’ & un aggre-
gato misurabile distinto da g, la funzione f,(f) che in g coincide
colla f(¢) e che & nulla in ¢’, & sommabile in y=g-+g’, ed &

~

[ Ald) - dt— [1(t) - at.

g

Dimostrazione. - Basta considerare le maggioranti e le mino-
ranti di 7,(¢) che sono nulle in g’

Dai teor. 2,.., 7 sulle funzioni quasi-costanti conseguono i
seguenti teoremi :

TEOREMA 14, - La somma di un numero finito di funzioni
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sommabili in un aggregato g & pure sommabile in g, e I'integrale
della somma & uguale alla somma degli integrali.
TEOREMA 15. - Una funzione sommabile in g & anche somma-

bile in qualunque sub-aggregato g’ misurabile di g.
TEOREMA 16. - Se
(1) 91, g?y gRy-'"
sono degli aggregati misurabili di punti di una stessa retta, a due

a due distinti, in numero finito o in una infinitd numerabile, se g
& la loro somma, se infine f(¢) & una funzione sommabile in g, si ha

[ft) - dt=, | (D) - at.
g 95
Corollario. - Se f(f) @ una funzione sommabile in g, se ge
un sub-aggregato misurabile in g, se infine d=g—g’, si ha

[#t) - dt—(At) - dt—[ F(8) - dt.
5 ; ;
TEOREMA 17.- Se (1) sono degli aggregati misurabili, a due
a due distinti, in numero finito od in una infinitd numerabile, se g
& la loro somma, se 7(f) & una funzione sommabile in eciascuno
degli aggregati (1), e se & convergente la serie

@ >, 1701 at
In
(questa ultima condizione & verificata se gli aggregati (1) sono in
numero finito) ; la 7(f) & sommabile in g, e quindi si pud appli-
care il precedente teorema 16.
Evidentemente se gli aggregati (1) sono una infinita numerabile,
e se esiste un 7, tale che A(#) sia >0 in tutto I'aggregato

g—(9:+9g2+ o +9n)

la convergenza della serie (2) consegue dalla convergenza della serie
@) S, [ Aty - dt
In

e si hanno subito i corollari:
Corollario 1. - Se (1) & una infinita numerabile di aggregati
misurabili di punti di una medesima retta, a due a due distinti,
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se g & la loro somma, se 7() & una funzione sommabile in cia-
scuno degli aggregati (1), se esiste un », tale che in
9—(g1+gs+ o +gm)

sia f(£)=0, e se & convergente la serie (3) la f(f) & sommabile
in g, e quindi & applicabile il teor. 16.
Corollario 2. - Se
Vi Y2y Vs

& una infinitd di aggregati misurabili ciascuno contenuto nel sue-
cessivo, e se g & la loro somma, se f({) & una funzione somma-
bile in ciascuno di questi aggregati, se esiste un 7, tale che
in g—y, sia f(¢)=>0, se inoltre esiste ed & finito il

lim [A#) - dt,
n—oy

la f(f) & sommabile in g, ed &

[#(t) - dt=tim [A2) - at.
g RGeS

Questo corollario si riduce al precedente se si pone

» g1=r1y, Ge=V2— V1, G3=Vs Y2y
TEOREMA 18. - Se £(f) & sommabile in g, anche C - f(¢), dove C

& una costante, @ sommabile in g, ed &

JC Y- di=C- A1) - at.
g : g

g

Corollario. - Se f(t) & sommabile in g, anche —f£(f) & som-
mabile in g, ed &

[1=#() - di—— [ ##) - dt.
g g

TEOREMA 19. - Se f(f) e ¢(f) sono due funzioni sommabili
in g, anche 7(¢{) —@(f) @ sommabile in g, ed &

f[f(t)—qa(t)] : dt=’/‘f(t) . dt—_{q)(t) . dt.
g g g
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Dimostrazione. - Basta osservare che
(&) — )y =f(t) +[— ¢(9)]-
TEOREMA 20. - Se f(£) e @(f) sono due funzioni sommabili

in g, e se si ha, generalmente in g, f(t)—@(f) >0, &

[ty - at=[ () - dt.
g g
Dimostrazione. - Basta osservare che (teor. 11) si ha

[(F) — ()] - dt=0.
)
TEOREMA 21. - Se 7(f) & sommabile in g, si ha

‘ [0 - at is [ 170
g g

- dt.

Dimostrazione. - Intanto si ha
— ) | <F(t) < | (D)

e quindi (teor. 20 e corollario del teor. 18)

- f;f(m . dt é.[ 79 - dt<[170
9 g g

.dt

i o
e .dt.

[[ f(t) - dt | sf |£(8)
TEOREMA 22. - Se

Y1y Y2y Vayee

2 una infinita numerabile di aggregati misurabili ciascuno conte-
nuto nel precedente, se g & il loro prodotto, e se f(f) & una fun-
zione sommabile in y,, si ha

[ f) - dt=lim_ [ f(t) - dt.
g Y

Dimostrazione. - Iufatti, se

Ggi=Y1—72, G2=Y2— Y34

si ha
yi=g+9g1+g:+9gst+-..
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e quindi (teor. 16),

ff(t) - dt—[19) - dt+2uff(t) . dt
" g .9y

da cui ,
/ f(#) - dt=1lim [ [78) - at—3, [#t) - dt}
g r— 0 y, 1

9,
—lim [AP) - dt

r—-00 -
.

poiche evidentemente

r
Vr=11— Dy In-
1

4. - TEOREMA 23 (teorema del valor medio). - Se f(f) & una
funzione sommabile in un aggregato g di misura finita 2

[ 7(t) - dt=M - u(9),

g9

dove M & un numero compreso fra il limite inferiore  ed il limite
superiore L di f(¢) in g.

Dimostrazione. - Infatti se [ & finito, la funzione che in tutti
in punti di g ha il valore / ¢ una minorante sommabile di #(?),
il cui integrale in g vale 7. u(g) (teor. 8).

Si conclude che

1 u(g)< | f(2) - dt.
9

Analogamente, se L & finito si ha

L-ulg)= [ f(2) - dt.

14

Basta questo per provare che, quando uno dei due numeri Jed L
& finito, vale il teorema.

Se poi I ed L sono entrambi infiniti, il teorema & evidente,
perche allora sard /= — o0 ed L=+ o

TEOREMA 24. - Se f(f) & una funzione misurabile in un aggre-
gato g di misura finita m, condizione necessaria e sufficiente
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affinche f(f) sia sommabile in g & che, essendo, per ogni numero
intero #>0, gn ! aggregato dei punti di g in cui

n>|f(H)|=zn—1,

la serie E”n- u(g») sia convergente.

Dimostrazione. - La condizione & sufficiente, perché se o(t)
2 la funzione che in ogni g, ha il valore =, la @(f) ‘& una mag-
giorante sommabile di |f(¢)], e quindi (corollario del teor. 12)
la 7(f) & sommabile.

Per dimostrare che la condizione & necessaria, supponiamo
che f(¢) e quindi |f(f)| sia sommabile in g. La funzione y(?) =p(t)—1
& una minorante di |A(f)]. In tutto g & w(¢) =0, ed ogni maggio-
rante sommabile di |#(£)| & anche maggiorante sommabile di y(?) e
quindi y(f) & sommabile, ossia & convergente la serie 2 » (n—1)pdgn).
Ma poiché & convergente anche la serie Zn u(gn) @ anche con-
vergente la somma delle due serie, ossia la serie Enn - 1(gn)-

§ 3. - Particolari funzioni sommabili.

1. La integralfunzione di una funzione sommabile - 2. Assoluta continuita
delle integralfunzioni. - 3. Il secondo teorema della media. - 4. Fun-
zioni ad integrale nullo - 5. Funzioni limitate - 6. Riduzione di ogni
integrale di LEBESGUE ad un integrale di CavucHY.

1. - Sia f(f) una funzione sommabile in un aggregato misu-
rabile g. Se ¢ & un numero reale, e se g; & I'aggregato dei punti
di g che precedono ¢, I'aggregato g; @ misurabile (corollario del
teor. 13 del Cap. II) e la #(f) & sommabile in g; (teor. 15).

L { (¢) - dt risulta allora una funzione della variabile ¢ definita

9,
e finita per ogni valore reale della variabile.

Definizione 7. - La funzione [ f(¢) - dt si dira la infegralfun-

zione di (7). 9

2. - Sia f(f) una funzione sommabile e generalmente >0, in
un aggregato misurabile g ed, essendo # un qualunque numero
intero >0, indichiamo con g, I aggregato dei punti di g in
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cui 7(¢) <n. Poniamo poi y,=g—gn. Il prodotto degli aggregati y,
2 di misura nulla, e quindi (teor. 22),
lim [f(t)dt=0.

n-—+Qo-
Tn

Allora, prefissato un numero reale ¢>0 & possibile trovare un

intero » per cui (f(t)dt< 0
& 4.

Yn

Se ora si pone
P m<e: 2n,

si vede che se y & un qualunque sub-aggregato misurabile di g,

per cui u(y)<m, se y' & il prodotto di y con g,, e se y” & il
prodotto di y con y,, & y=y'+y”, ed inoltre

[t - dt<n-m<n-(e:2m)—e:2
y

[7t) - dt < [Atydt<e:2
v Fu
ed infine

[#t) - dt=[ F(2) - dt+[A(t) - dt<e:2+e: 2=

; y -
~ Si conclude che, se f(f) & una funzione sommabile e general-
mente >0 in g, & possibile, prefissato un numero reale e>0,
trovare un numero reale m >0 tale, che per ogni sub-aggregato
misurabile y di g di misura <m si abbia [ f(?) - dt<e.

b4
Ne consegue che, se f({) & una qualunque funzione sommabile

in g, prefissato un numero reale £>0, & possibile trovare un
numero reale m >0, tale che per ogni sub-aggregato misurabile y
di g, di misura <m, si abbia

f |A(t) | dE<e
v
(teor. 12). Si ha dunque il

TEOREMA 25. - Se f({) & una funzione sommabile in g, &
possibile, per ogni numero reale ¢>>0, trovare un numero reale 7 >0
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tale che per ogni sub-aggregato misurabile y di g, con u(y) <m,
si abbia

[1A9)|di<e.

14

Se f(f) & una funzione sommabile in g, e se F(t)={ f(t) - dt
2
si vede subito che se s=(p, ¢) @ un intervallo finito, et se g’ &
I'aggregato dei punti di g che cadono in o si ha
[ #(8) - dt=F(q)— F(p)

g'i
e quindi (teor. 21)

| Flg)— F(p) | < [ | (t) | at.

g .

Consideriamo ora un boreliano semplice B di lunghezza finita.
Siano

On==(Dn, qn) (r=1,2,3,..)

i tratti (evidentemente di lunghezza finita) che lo compongono.
Se y, & I'aggregato dei punti di ¢ che cadono in o,, € se y &
la loro somma si ha

3. Flgn—Fp)| < 3, [170) | dt=[| 7 | at.
Yn y

Inoltre si ha u(y) <A(B), e si pud rapidamente concludere
che per ogni numero reale £¢>0 esiste un numero m >0 tale che
per ogni boreliano semplice B di lunghezza <m, la norma di F(¢)
in B risulta <e.

Si ha allora il

TEOREMA 26. - Ogni integralfunzione & assolutamente continua.
Ne consegue il

Corollario. - Una integralfunzione & continua in tutti i punti
finiti (Cap. III, teor. 34).

8. - Secondo teorema della media (di O. BONNET (!)). - 11
tratto (a, b) sia finito, @ < b, e in esso sia definita una funzione £(¢)

(!) O. BONNET: Remarques sur quelques intégrales définies, Journal de
Mathématiques pures et appliquées, XIV (1849), p. 249.
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sommabile e una funzione @(f) non negativa, non decrescente,
limitata; se la costante L & tale che

@) O=<gp(t)<L,
sussiste allora la relazione

b b
@ [fop@®dt=L [foat ),
a 3
ove £ & un punto di (a, D).
Dimostrazione. - Si noti preliminarmente che la funzione 7(£)p(¢)
& sommabile, avendosi |A(&)p(2)| < L|A(?)}
Dividiamo il tratto (@, b) con i punti

to, ti,-o'o’ tn—-u tn y a= lo < t1 < v &< tﬂ_1 < tn=b

in n tratti parziali (fe_, ¢:) ciascuno di lunghezza inferiore ad
un numero positivo ¢, e in ogni tratto (f,_., &) consideriamo un
punto &;. Abbiamo

\nt

]Ew(ﬁ) f fodt- fq»dt|=§ > [ToE— <p(t>1f(t>dt}

ed avendosi in (£, &), | @(&) — q;(t) S(p(tk)—tp(tk_,), abbiamo

iz t.n
[Z ?(&) [ Atydt— / rpdt| < 3 [#(t0) — p(ti)] f )| dt.
k ty
Siccome f(t) & sommabile in (g, b), scelto un numero positivo ¢
si pud trovare corrispondentemente un numero positivo ¢ tale che
in ogni tratto / di lunghezza minore di ¢ si abbia

[irjat<: [teor. 26],
Jine

b
(!) Avvertiamo che col simbolo [ f(z)dz con a< b intendiamo 1’inte-

a
grale di LEBesGUE di £(z) esteso al tratto (e, b), e quando sia a > & poniamo

b a
{ fz)dr = — { f(z)dz.
a 13
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ne viene che per ogni divisione del tratto (a, b) in un numero
finito di tratti parziali in cui il massimo tratto ha la lunghezza

minore di ¢ si ha
b

‘2(}0(515) [f(t)dt /fqut’l

tk__
<5 St —gte] = § o) —pl@)] <e.
k .
Si ha pure t b
} [L—g(E)] [ ADG ‘4 [L—p(&a)] f |f(t)|dt<L3 =¢,
, t

i n—4

e tenuto conto della (3) si ha allora che per ogni divisione di (a, b)
in un numero finito di tratti parziali ciaseuno di lunghezza infe-

riore a ¢ sussiste la limitazione

[ Z @(&) / f(t)dt+[L P(&a)] [ f(tydt— [ fodt i <2,

tk-— nAi
e percid posto
1...n
) §= g(&) [ A8+ [L—g(En)] f At
k foy
ne viene .
(5) S—2e< [ fpdt<S-+2e.
Posto ora .
Fity— [ ftydt
J
abbiamo

S— Lﬁnwk)wk_) F(t))+ [ L— p(&)1F(tns)

S= F(to)q’(fx) + F(t) [pE) — @)+ o +
+ F(tn_s) [@(&n) — (P(En_;)] +[L—@(En) 1 F(Ens)

¢ se min. ¥, max. F indicano il minimo e il massimo della fun-
(4, b) (@, b)
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zione continua F(f) in (a, b), tenuto conto che & 0<g(&,) — p(&rs)y

abbiamo

Lmin. F<S<Lmax. F
(a, b) (a, d)

e per la (5)

b
L min. F—2e< f fopdt< L max. F+2e,
@ b ; (@ b)

ed essendo ¢ arbitrario
b

”

L min. F</ fpdt < L max. F,
(a, b) < (a,b)

e posto quindi
b
6) [ fwdt=LF

a

si ha L min. F<LF<L max. F, min. FSF<max. F, ed F &
(a, b) (a, b) (a, b) (a, b)
un valore assunto da F(f) quando ¢ varia in (@, b); avremo
percid F— F(¢) e dalla (6) segue allora la (2).
Corollario 1. - Sia ¢(t) non decrescente in (a, b), a<b, e
siano H e K due costanti tali che

H<g)<K;

allora se 7(f) ¢ una funzione sommabile in (a, b) esiste almeno
un punto £ di (a, b) tale che
b

> s "
[fpdt=H [f(hydt+ K | f(tydt ().
F i £

Dimostrazione. - Si ha infatti 0<@(f)—H<K-—H, e sic-
come ¢(f)—H & non decrescente in (a, ), per il teorema dimo-

strato si ha:
b b

[flo—H)dt=(K—H) [ fat

a 3

() Per un’estensione ai tratti infiniti cfr. M. PICONE: Lezgioni di Ana-
lisi Infinitesimale (Catania, 1923), p. 509.
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quindi
b b b b [3 b
[ fpdt—H [tdt—H [fat + K [rdt=H [fdt+ K [ fat e.v.d
e a é § a §

Con lo stesso procedimento si dimostra il

Corollario 2. - Sia @(t) non crescente in (a, b), a<b,
H<g@()<K, e sia f({) sommabile in (a, b), esiste allora un
punto & di (a, b) tale che

b & b
[ fpdt=K [ f(tydt+ H [ f(H)dt.
B i ¢

4. - Definizione 8. - Una funzione sommabile f(¢) la cui
integralfunzione sia nulla in tutti i punti si dice ad integrale
nullo.

A causa della continuitd delle integralfunzioni si ha subito il

TEOREMA 27. - Una funzione & ad integrale nullo se la

sua integralfunzione & nulla per tutti i valori razionali della

variabile.
TEOREMA 28. - Se f(f) & una funzione ad integrale nullo, e

se y & un qualunque sub-aggregato misurabile dell’aggregato g
in cui la 7(¢) & definita, si ha

[#t) - dt=o0.
v

Dimostrazione. - A causa del teor. 16 basta evidentemente
che la dimostrazione si limiti al caso in cui u(y) & finito.

In tale ipotesi, se B & una copertura semplice di y tale che A(B)
sia finita, se ¢ & I'aggregato dei punti di g che cadono nei tratti
di B, si ha,
[#8) - dt=0

[

poich2 la integralfunzione di f(t) & nulla. Ne consegue che

[78) - dt=—[1(t) - at.

Y ey

Ma, per la misurabilita di y la B si pud scegliere in modo
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che u(c—y) risulti piccolo a piacere, e quindi in modo (vedi teor. 25

e 21) che lff(t) . dt[

risulti piccolo a piacere, dunque

f A(t) - dt=0,

ed il teorema & dimostrato.

TEOREMA 29. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione sommabile 7(¢) sia ad integrale nullo, & che essa sia
generalmente nulla.

Dimostrazione. - Intanto & evidente che se f(f) & generalmente
nulla essa & ad integrale nullo. Se poi f(#) non & generalmente
nulla esisterd almeno un numero positivo p, per cui uno dei due
aggregati, quello in cui & f(§)>p e quello in cui & f({) < —p, sia
di misura >0. Se y & tale aggregato si ha

| [#® - dt|>p - u)

e quindi la /() non & ad integrale nullo (vedi teorema precedente).
Corollario. - Una funzione & generalmente nulla se la sua
integralfunzione & nulla per tutti i valori razionali della variabile.

B. - Definizione 9. - Una funzione f(f), definita generalmente
in g, si dice limitata, se esiste un numero reale M >0 per cui
sia, generalmente in g, |f(f)| <M.

TEOREMA 30. - Una funzione 7(f) misurabile e limitata in un
aggregato g di misura finita & sommabile.

Dimostrazione. - Infatti se M & un numero >0, per cui sia,
generalmente in g, | f(¢) | <M, la funzione ¢(f) che in tutto g & =M,
e la funzione (f)= —g@(f) sono una maggiorante ed una mino-
rante di /({) sommabili, e quindi 7({) & sommabile.

Se f(£) & una funzione misurabile e limitata in un tratto o=(a, b)
di lunghezza finita, si divida o in un numero finito di tratti che
indicheremo, insieme colle loro lunghezze, con

Y S

G. VITALI - Funzioni di variabile reale.
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La funzione ¢(f) definita in ¢ che ha per ogni punto di un
tratto h; valore uguale al limite superiore L; di f(f) in h; & una
maggiorante sommabile di f({) e la diremo una maggiorante
riemanniana di f(f), mentre la funzione w(¢) che ha per ogni
punto di h; valore uguale al limite inferiore /; ad f(t) in A; &
una minorante sommabile di £(f), e la diremo una minorante
riemanniana di f(¢). Evidentemente, se ¢ indica I aggregato dei

punti di o si ha .
) @(l) - di= 2‘. hiL;
g

ed
[w(t) - di=3; hii.
g

Noi sappiamo che se f{f) & sommabile, gli integrali delle mag-
gioranti e delle minoranti sommabili di 7(¢) formano due classi

contigue, il cui numero di separazione & T’ f 1(¢) - di.
g

Ma non & detto che gli integrali delle maggioranti e delle mi-
noranti riemanniane formino anch’essi due classi contigue. Queste
due classi sono contenute nelle precedenti, ma in generale non
sono contigue. Possiamo solo affermare che se queste classi sono

contigue il loro numero di separazione & f £(t) - dt.

9
Evidentemente quando le classi degli integrali delle maggioranti
e delle minoranti riemanniane di f(¢) sono contigue la f(f) & inte-
grabile nel senso di RIEMANN, e si pud concludere col
TEOREMA 31. - Una funzione f(f) misurabile e limitata defi-
~pita in un tratto finito o=(a, b) ed integrabile in questo secondo
RIEMANN, & sommabile nell’ aggregato g dei punti di g, e Yintegrale
pel senso di RIEMANN della #(f) esteso a o & =’ f(t)dt.

g

6. - Consideriamo una funzione f(f) misurabile e limitata in
un aggregato g di misura finita. La £(¢) & (teor. 30) sommabile
in g.

Supponiamo che in tutto g sia f(£)=0. .

Se y 2 un numero reale >0, indichiamo con gy I aggregato
dei punti di g in cui f({)=y e poniamo m(y)=p(gy)-
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Se L & il limite superiore della f(f) in g, per ogni y>L
& m(y)=0.

La m(y) & una funzione non crescente, e quindi integrabile
secondo RIEMANN in ogni tratto finito.

E se ¢ & un gqualunque numero reale >L &

f m(y)dy = fL m(y)dy.
0 [

Poniamo L
I= ] m(y)dy.
0

Io dico che
I— [ fde ().
g

Fissiamo un numero reale ¢>L. Evidentemente & m(c)=0.
Dividiamo il tratto (0,¢) in un numero finito di tratti. Siano

02a0<a1<a2< ves <a"=c

gli estremi di questi tratti.

Poniamo
7r=9a¢,—9a,,,
ed
m,=m(ay).
In y, &
arp > () = ay.
Inoltre &

g:‘zr Vre

La funzione ¢(f) che in ogni y, ha il valore @,,, & una mag-
giorante di #(f), e la funzione y(f) che in ogni y, ha il valore a,
& una minorante di £(¢), e si ha

n—1
[o0dt=, aris - uyr)
g 0

n—1

[wiat=3,a uir.
g 0

() Per le formule che esprimono gli integrali di RIEMANN delle fun-
zioni limitate per integrali di LEBESGUE cfr. P. II, Cap. V.
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E osservando che
M) =Mr— My,

che m,=0 e a,=0 si ha

[ p()dt=a,m,+ (@G — )My + o +(Gn—Cn_1)Mn 4

”
=Zr h"LT
1
[ w(t)dt=a,m, + (@2 — @)Ms + . + (B —Ans)Mn
P n
= Zr hrl"’
1

dove con %, indico la lunghezza del tratto (@,.., a,), L. ed L.
indicano rispettivamente il limite superiore ed il limite inferiore
della m(y) in tale tratto.

E poiche f f(f)dt & compreso fra i primi membri delle due

9
precedenti uguaglianze & compreso anche fra gli ultimi membri, e

questo valendo qualunque sia la divisione considerata in (0, ¢),
¢

esso deve coincidere con [ m(y)dy, e quindi con I c. d. d

Se ora noi supponianro che 7(¢) sia una funzione sommabile
(non necessariamente limitata) in un aggregato g (non necessa-
riamente di misura finita), se supponiamo perd che in tutto g
sia f(£)=0, e se conserviamo tutte le notazioni precedenti, si
prova che la m(y) & qualunque sia I'intero positivo n, integra-

bile secondo RIEMANN nel tratto 11‘, n), che esiste

n
lim [ m(y)dy,
n———czoi

e che questo limite & uguale a / f(¢)dt.

Se poi f(f) & una funzioni’e qualunque sommabile in g, si
indichi con g, I'aggregato dei punti di g in cui f(£)=0 e si
ponga g:=g-—yg;. ’

Sara

/f(t)dtsz(t)dt+ 3 -—f[—f(t)]dt%.
‘g 4 .

g2
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Gli integrali che figurano nel secondo membro sono integrali
di funzioni >0 e quindi si possono calcolare come limiti di inte-
grali di RIEMANN di una funzione non crescente. Riassumendo si
pud concludere che il calcolo dell’integrale di una qualunque fun-
zione sommabile si pud ridurre al calcolo del valore dell integrale
di una funzione positiva m(y) da — oo a + oo integrabile nel senso
di CAUCHY, non crescente per y=>0 e non decrescente per y<0.
La m(y) @ per ¥y =0 la misura dell’aggregato dei punti in eui f(£)=y
e per ¥ <0 la misura dell’aggregato dei punti in cui 7(¢)<y.

§ 4. - Integrazione per serie.

1. Funzioni ugualmente limitate. - 2. Successioni convergenti di funzioni
ugualmente limitate definite in un aggregato di misura finita. - 3. Sue-
cessioni completamente convergenti. - 4. Condizione necessaria e suffi-
ciente perché una successione di funzioni sommabili sia completamente
convergente.

1. - Definizione 10. - Pit funzioni definite generalmente in g,
si dicono ugualmente o uniformemente limitate, se esiste un
numero reale M>0, per cui il modulo di ognuna di dette fun-
zioni sia, generalmente in g, <M.

2. - TEOREMA 32. - Se
¢ i), Fut), Fa(f)y

& una successione di funzioni misurabili ed ugualmente limitate
in un medesimo aggregato g di misura finita m, e se la (1) &
generalmente convergente verso una funzione £(f), la f({) & limi-
tata e misurabile, e si ha

f A9) - dt=lim f fult) - dt.
g 4

Dimostrazione. - Intanto, per le ipotesi fatte, esisterd un sub-
aggregato g’ di g, con u(g’)=m, ed un numero reale M>0 tali
che in ogni punto di ¢’ la (1) converga e sia, per qualunque 7,

|Fult) | <M.
Allora, da lim f,(£)=#(f) consegue ehe in ogni punto di g’

n-—->Q0

e
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8 |A(f)| <M<2M, e quindi la (f) & limitata. Essa inoltre & misu-
rabile (Cap. III, teor. 8) e quindi & sommabile (teor. 30).

Si ha poi
@ |1t — A8 | <2
qualunque sia 7.

Prefissiamo un numero reale ¢ >0 e, per ogni intero ¢, indi-
chiamo con g; I'aggregato dei punti di g’ in cui per ogni 7> ¢ sia
| () —F(8) | <2: (2m).

L’ aggregato g; & misurabile, perché prodotto degli aggregati A,
(n=1) in cui la funzione misurabile |7.() —Ff(f)]| & <&:(2m). Per
la convergenza di (1) verso 7(f), ogni punto di ¢’ appartiene a
qualche g;. Inoltre ogni aggregato della successione

iy G2y Gy
& contenuto nel successivo, ed allora ogni aggregato della successione
@) n=9'—9y 1:=9'—9» ¥:=9 =Gy

& misurabile e contiene il successivo, ed il prodotto degli aggre-
gati (3) & nullo. E dunque (Cap. II, teor. 24)

lim 4(7) =0
t1—00
e quindi esiste un ¢’ tale che, per ogni n=>7¢', sia

plyn) <e:(4M).

Allora, per ogni =7/, &
10— reyiat=[ 7.0 —fyiat+ [ (5,0 - Alat.
9 9 Yn

Ma, essendo in g,
|fa(t) —F(2) | <e: (2m),
-]
[t —A0Nat| <[e: @m)] - m—e:2,
I

. ed, essendo la (2), &

/[f,.(t)—-f(t)]dt‘ <2M - [e: (4M)]}=¢:2,

Tn
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e si ha

! f [fn(t)—f(t)]dt§ <e.
J

Questo significa che
lim [ [£a(8) —A(t)]dt=0
-~ 00

n ~

g
osei lim [ f(Bdt= [ At)dt
n—D J
g g
e quindi .
im [ 7(t)dt= f f(t)dt.
n-—o0 P
Corollario. - Se
4 @i(8) + @) + () + oo

& una serie convergente di funzioni sommabili definite generalmente
in un aggregato misurabile g, di misura finita, ¢ se le somme
parziali

(5) fi®)y=@u(®), () =i () + P2 (0>

sono ugualmente limitate, la somma @(¢) della data serie & som-
mabile in g e si ha

[ ptyit=, [ ontt)at.

g g

3. - Definizione 11. - Sia (1) una successione di funzioni ge-
neralmente definite in un aggregato misurabile g e sommabili in
ogni sub-aggregato di g misurabile e di misura finita. Se esiste‘
una funzione f(f), generalmente definita in g e sommabile in ogni
sub-aggregato di g misurabile e di misura finita, per cui si abbia,
qualunque sia il sub-aggregato y di g con u(y) finita,

lim f | Fu(t)—F(t) | dE=0,

ﬂ—’Q}y
si dice che (1) & convergente completamente in g verso f(t) e
che f(¢) & sua guasi-limite.

Dalla definizione precedente consegue subito il

TEOREMA 33. - Se (1) & completamente convergente in g verso
una funzione £(Z), la (1) & completamente convergente verso f(t)
in qualunque sub-aggregato misurabile di g.
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Si ha inoltre il
TEOREMA 34. - Se (1) & completamente convergente in g
verso f(f), e se y & un sub-aggregato di g misurabile e di mi-

sura finita, si ha
tim (7t =[ Aty
no®y y

od in altri termini il

Corollario. - Se (4) & una serie di funzioni misurabili definite
generalmente in un aggregato misurabile g, e se la successione (5)
delle somme parziali di (4) & completamente convergente in g,
se @(f) & una quasi-limite della successione (5) e se y & un sub-
aggregato misurabile di misura finita di g, si ha

[v0at=3, | ga(tyar.

Risulta poi facilmente il

TEOREMA 35. - Due quasi-limiti di una successione (1) com-
pletamente convergente sono generalmente uguali, e ogni funzione
_generalmente uguale ad una quasi-limite di (1) & pure quasi-
limite di (1).

4. - Definizione 12. - Piu funzioni si dicono equi-assoluta-
mente-continue, se per ogni numero reale £ >0 & possibile trovare
un numero reale 7 >0 tale che per ogni boreliano semplice B di
lunghezza <m, la norma di qualunque delle funzioni date in B
risulti <e.

Si pud facilmente dimostrare il

TEOREMA 36. - Se piii funzioni sommabili in un aggregato ¢
hanno equi-assolutamente-continue le loro integralfunzioni, per ogni
numero reale £¢>0 & possibile trovare un numero reale m tale
che per ogni sub-aggregato misurabile y di g per cui sia u(y) <m
risulti <e I'integrale esteso a y del modulo di qualunque delle
date funzioni.

TEOREMA 37 (!). - Se la (1) & una successione di funzioni,

(!) Con qualche ipotesi restrittiva questo teorema e il suecessivo teor. 38
furono dimostrati la prima volta nella memoria di G. ViTaALl: Sull’integra-
Zione per serie, Rend. del Cir. Mat. di Palermo, T. XXIII (1907), pp. 137-156.
{Nota di G. S.).
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definite generalmente e sommabili in g, se la (1) converge (‘) gene-
ralmente in g verso una funzione /(f), e se le integralfunzioni
delle (1) sono equi-assolutamente-continue, la (1) converge com-
pletamente, e la 7(f) & sua quasi-limite.

Dimostrazione. - Intanto la
1) 1@ 1R@ ) [ fa(@) ]
converge generalmente verso |f(Z) |

Sia y un sub-aggregato di g misurabile e avente misura finita.
Sia y' I'aggregato dei punti di y in cui la (1’) converge. E

m(r) = p(y)-

Per ogni intero »>0 si indichi con y, Iaggregato dei punti
di 9’ in cui qualche funzione (1) @ > 2~ Evidentemente y, & misu-
rabile, e, per ogni %, y,,, & contenuto in y,. Non esiste un punto
di »’ che appartenga a tutti i y,, perche in ogni punto di ' la (1’)
ha limite finito. Dunque il prodotto di tutti i y, & nullo, e si ha
® im u(y,) =0

n-—+Q

(cap. II, teor. 24).

Poniamo 6,=y —y,. Si ha

(114 |at=[ 7.0 |at+ [ |70 at.
Y T L
Per I’ equi-assoluta-continuita delle integralfunzioni delle (1), si
pud, prefissato un numero reale ¢>0, trovare un #»’ tale che per
ogni n>n' sia
f[f,(t)|dt<s
Y
e ¢id a causa della (6) e del teor. 36.
Per tali » &

1740t~ [ |140) a2 | <o
7 s,

Inoltre in 6, le (1’) sono ugualmente limitate, e quindi

lim f\f,(t)!dt=[{f(t)|dt
r—»coan i

n

(!) Cioé se ha limite finito.
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(teor. 32), ciod, per r abbastanza grande,
[[1f,(t)|dt-—“fu)|dt[<a
3 é

ed infine . ‘ [
@ |[ |£(t) |t — [ | )|t | <2.
Y 3,

Si deduce che per r sufficientemente grande gli

[ 152 |at

Y

differiscono fra loro per meno di 4¢; ma ¢ & piccolo a piacere,
ed allora per un noto teorema di CAUCHY esiste ed & finito il

8) lim [ |£(8) | dit.

A causa della (7), per n abbastanza grande, [ |#(t)|dt differisce

abbastanza poco da (8) e quindi esiste il s,

lim [ |f(%)|at
n—~;

n

e pel cor. 2 del teor. 17 esiste

[17ty| dt
v
e la |A(¢)| & sommabile in y’ e quindi in 3.

Esiste un m’ tale che lintegrale di qualsiasi (1’) e anche
quello della |#(£)| esteso ad un sub-aggregato di y’ di misura <m’
sia <e:2.

Se 4 & un tale sub-aggregato &

[ty —F(t) | dE<e.
)

Fissato un 7, indichiamo con 6, I’aggregato dei punti di ' in
cui per ogni »>7, sia

| () —F(8)| <e: u(y)-
Esiste poi un >0 per cui
u(y —6)<m'.
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r
perché per la convergenza della (1) verso f(f), ogni punto di y’
appartiene ad un 6,, e se un punto appartiene ad un 6, appar-
tiene anche ai successivi.
Per n maggiore di questo 7, si ha

[1t0—ro)at=[ 11y —r0) | ar+

y'—0, 9,
<e+[e:p(y)] - u(y)=2¢

| fu(8) —A(2) | dt

e quindi si pud concludere che
lim | |7.(8)—F(¢)|dt=0
n—o0,

ed anche che
lim f | Fult) —F(£) | d£=0.
n—>®y

Dunque la (1) & completamente convergente in g.

Osservazione. - Se (1) & una successione di funzioni comple-
tamente convergente in g se f(f) ¢ una sua quasi-limite, e se la
misura di g & finita, si ha
9 lim | |f(2)—A()|dt=0

7 — Q0

il che & affermato esplicitamente dalla definizione. Perd se la mi-
sura di g @& infinita non si pud dire che dalla convergenza com-
pleta verso £({) della (1) in g consegua la (9), e nemmeno si pud
dire che essendo le (1) sommabili in g e la (1) convergente gene-
ralmente verso f(f) ed essendo le integralfunzioni delle (1) equi-
assolutamente-continue si abbia la (9). Basta considerare Iag-
gregato g dei punti {20, ed assumere per f,(f) la funzione
che & =1 nei punti del tratto (n, 4 1) e nulla nei punti rima-
nenti di g. In tale ipotesi la successione (1) converge in tutto g
verso la funzione f(f) che ha il valore O in tutti i punti di g,
inoltre le integralfunzioni delle (1) sono equi-assolutamente-con-
tinue, ma non vale la (9), poiché si ha

lim f | Fult) —F(8) | dt=1.
n»oog

Se poi sempre assumendo lo stesso g dell’esempio precedente
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si prendesse per /,(f) la funzione che & =1 in (0, %) e nulla nei
rimanenti punti di g, la (1) convergerebbe verso la f(f) che & =1
in tutti i punti di g, le integralfunzioni delle (1) sarebbero ancora
equi-assolutamente-continue, ma non si pud avere la (9), anche
perche la f(£) non & sommabile in g (essa & solo sommabile nei
sub-aggregati di g di misura finita). Perd & chiaro che date la
successione (1) e la funzione f(f) sommabili in g, se & verificata
la (9), 1a (1) converge completamente in g, ossia sono soddisfatte
tutte le condizioni che si richiedono nella def. 11 per la sua com-
pleta convergenza.

TEOREMA 38. - Una successione (1) di funzioni generalmente
definite in un aggregato misurabile g e sommabili in ogni sub-
aggregato di ¢ misurabile e di misura finita & convergente com-
pletamente in g allora e allora soltanto che per ogni sub-aggregato
misurabile y di misura finita di g, si abbia

im | |fu(f)—7u(?)|dE=0.
w7

Dimostrazione. - La condizione & necessaria. Infatti se f &
una quasi-limite di (1) si ha

im [|f,—f|dt—=0, tm [|f,—f|dt=0,
m—»cny

n-—-+Q0
4
quindi
0<f|f,,—f,,,|dts/|f,,—f|dt+f\f,,,—f1dt
Y Y Y
e percid
im [ |fy—fn| dt=0.
n—0o -
m—co?

La condizione & sufficiente.
Consideriamo un sub-aggregato y di g misurabile e di mi-
sura finita.
Sia poi
&1+ &+ &3+ o

una serie convergente di numeri reali >0.

Posto
0i=¢it+ Eipi it
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si avra
lim Q,=0
i+

Ora si potra per ogni ¢ trovare un intero »;>0 tale che, per
ogni intero r>r;, si abbia

JILCRACIE A

Si pud inoltre senza difficoltd costruire la successione
iy Toy Tapee

in modo che ogni termine sia < del successivo.
Indicando con y; I’aggregato dei punti di y in cui

Vel ) =, (B>

si ha
urye< [ 11O =1, (O]t < [ 16O —Fr, (O] dE <
% r

e quindi

ulys) <e.

Sia
Oi=yi+yips+yiget
Si ha
(10) n(6:) <oi,
e quindi
lim #(9,) =0.
-+

In y—6; & soddisfatta la relazione

g1
g~ rogy 01 < S Oy O]

Seippt Cippia o T Ei4p1g—1 <Citp

e quindi in y—0; & soddisfatta la condizione di CAUCHY, perché
la successione
11) oy Fryy Frogen
abbia limite.

Questo sta per ogni 7, e quindi, indicando con 0 il prodotto
di tutti i 6;, si pud concludere che la (11) converge in ogni punto
di y—0, e, poiché 6 & di misura nulla [vedi (10)], la (11) converge
generalmente in y.
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Resta intanto provato che esiste una successione estratta dalla (1)
che converge generalmente in .

Io dico che esiste una successione estratta da (1) che converge
generalmente in g.

Se u(g) & finito basta prendere nelle considerazioni precedenti
per y lo stesso g. Se u(g) @ infinito si potrd scomporre g nella
somma di una infinitA numerabile di aggregati misurabili

Yis Y2y Y3y

di misura finita.

Ora esiste una successione (1,) estratta da (1) che converge
generalmente in y,.

B evidente che anche (1,) soddisfa alle stesse ipotesi fatte nel-
P enunciato per la (1). Esistera allora una successione (1,) estratta
da (1,) che converga generalmente in y,, poi esisterd una succes-
sione (1;) estratta da (1,) che converga generalmente in yg, e
cosl via.

Sia £, (¢) la funzione che occupa il posto i-esimo nella succes-
sione (1;). La successione

(12) foor Tay  Fogyorne

2 tale che le sue funzioni dalla i-esima in poi appartengono alla
successione (1), qualunque sia I'intero ¢, e quindi essa converge
generalmente in ogni y;, ed infine converge generalmente in g.
Indicheremo con f(£) la funzione verso cui converge.

Sia y un sub-aggregato misurabile di g di misura finita.

B possibile, per ogni numero reale ¢ >0, trovare un intero >0
tale che per ogni >k, si abbia

[ 1) —fet) | dE <e:2,
e quindi
f (8 —Fult) | dE<e:2,

7
dove y’ & un qualsiasi sub-aggregato misurabile di . B poi pos-
sibile trovare un numero reale m >0 tale che, quando u(y')<m,

[y |de<e:2
v
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e poiche

(1At | ae <[ £t | dt+ [ | £y~ Futt) | at
si ha 4 ’ ’

[ 178 | dt<e.
1',‘/

Questo basta per concludere che le integralfunzioni delle (1)
considerate definite in y sono equi-assolutamente-continue. In par-
ticolare cid accadrad anche per le funzioni (12), e si pud conclu-
dere che la successione (12) converge completamente in y verso f(Z)
(teor. 37).

Ora io dico che la (1) converge anch’essa completamente in y

verso f(Z). Intanto &
(13) tim [ |7,(8)—f(#) | dt=0.

Inoltre

f | Fult) — F(B) | dt < / ) —Fo ()| At + f 4,0 — ()| dt

ed essendo
im [ [fal) —Fu ()| =0

n—+Q

per la (13) si ha
tim [ |fu(®) —A(t) | dt=0
n-—»c.o;

e poiché y & un qualunque sub-aggregato misurabile a misura
finita di g consegue che la (1) converge completamente in ¢

verso f(?).
Dal contesto della precedente dimostrazione consegue il
Corollario. - Se la successione (1) di funzioni generalmente

definite in un aggregato misurabile g e sommabili in ogni sub- -

aggregato y di g misurabile e di misura finita & tale che qua-
lunque sia y si ha
Bm | |fu(8) —Fm(2)| dE=0

n—+®
m—?

" allora dalla (1) pud estrarsi una successione generalmente con-
vergente in g verso una funzione £, e questa f & una quasi-limite
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di (1); inversamente se £ & una quasi-limite di (1), una succes-
sione pud estrarsi dalla (1) la quale converge generalmente in g
verso la £ [teor. 35].

TEOREMA 39. - Sia {f.(¢)! una successione di funzioni som-
mabili in un aggregato di misura finita g, non negative, e in ogni
punto £ la successione {/,(¢)} non sia decrescente; vogliamo dimo-
strare che se lim { f.(t)dt esiste, allora la successione 7,(Z)

n-—-00 v
g
quando m—oco converge verso una funzione f({) sommabile in g
e si ha

(14) lim [f(f)dt=[f(t)dt;
"Ry 1
inversamente se lim f,({)=f({) ed f(f) & sommabile in g, allora
vale la (14). "% i
Dimostrazione. - Supposto che lim / £.(t)dt esista, fissato 0 >0
n—+@ ~

possiamo per il teorema di CAUCHY trovare unm intero n,>0 tale
che per ogni »>mn, e qualunque sia l'intero positivo p si abbia

0<| [ fupdt— [ Fudt | ~ [ furp—F| dt <o,
g g g
e cid porta per il teorema 38 che dalla successione §7,(f)} pud
estrarsi una successione la quale converge verso una funzione
sommabile f(£) che verifica la (14); siccome la {7.(¢)} & per ipo-

tesi monotona, si ha evidentemente lim 7£,(¢) =#¢).
n—Qoe

Inversamente sia lim £,(f)—#(¢) ed #(f) sommabile in g. Qua-

”n -+»Qa0
lunque sia il sub-aggregato y’ di g, misurabile, si ha

o<[|rA0)|de< [fpydt;
¥ r
le integral-funzioni dei valori assoluti dei termini della succes-
sione {7.(¢)} sono percid equiassolutamente continue, e per il teo-
rema 37 ne consegue la (14).



CAPITOLO V.

Derivazione.

§ 1. - Numeri derivati. Derivate.

1. Limiti di indeterminazione di una funzione. - 2. Caso di misurabilita di
tali limiti. - 3. Numeri derivati. - 4. Derivate.

1. - Definizione 1. - Sia f(k) una funzione della variabile A
in un aggregato y e supponiamo che %, sia un punto limite di y.

Indichiamo con p, I'aggregato dei punti di y che seguono %,
e con y, I'aggregato dei punti di y che precedono .

Se h, & anche punto limite di y,, in un intorno destro o di 4,
cadono infiniti punti di y. Indichiamo con /, e L, il limite infe-
riore ed il limite superiore dei valori di f(k) in questo intorno.

I, non decresce col tendere a zero della lunghezza di o ed L,
non cresce col tendere a zero della lunghezza di o.

Allora /, ed L, hanno un limite col tendere a zero della lun-
ghezza di 6 (*). Siano [ ed L questi limiti. Noi diremo che 7 & il limite
di indeterminazione inferiore destro di f(f), e che L & il limite
di indeterminazione superiore destro di f(f) per h—ho+ (%).

B certamente
I<L.

Se poi A, & punto limite di y., si potranno definire in modo ana-

() Che sono evidentemente il limite superiore di [, ed il limite infe-
riore di L .
() Si dice anche che I e L sono il minimo limite destro e il massimo
limite destro di f(h) per h—~ h,- e si serive
lim f(k) =1, lim f(h)=L.
h=hot h— hot
. VITALI - Funzioni di variabile reale. 9
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logo i limiti di indeterminazione inferiore e superiore sinistro
di f(k) per h—ho— (*).

Se f'(k)= —f(k), stabilito che Z,, L'y, I/ ed L’ abbiano per
la 7' lo stesso significato che /,, L,,  ed L hanno per /, si ha subito

U= ""Lw Ly= —~,
e quindi
U!=—L, L=-1

e si ha il

TEOREMA 1. - Se f(k) ed f’(k) sono due funzioni contrarie in y,
e se Ao & un punto limite di y, il limite di indeterminazione superiore
destro (sinistro) in &, di una qualunque di esse & contrario del li-
mite di indeterminazione inferiore destro (sinistro) in %, dell’ altra.

Se poi f(k) e f'(k) sono due qualunque funzioni in y, conser-
vando per esse tutte le notazioni precedentemente usate, ponendoy
f"(hYy=1f(h)+f'(k) e al solito indicando per f” con I",, L",, I"
L” cid che per f si indicava con /,, L,, {, L, si ha

UV, <l +L,.

Infatti se ¢ @ un numero reale >0, in ¢ esisterd un punto in
eui f<l,+¢ in esso & F/<L', e quindi F+F <l,+L',+¢ ed ¢ &
piccolo a piacere.
In modo analogo si ha
L”o>/la+Llu
e si deduce che
Ui+ I'<L”.
Inoltre si vede che
l"2l+l,, L”SL-FL’
percid
t l+L, ”n ’
1+1<1~<3L+l,§sL <L+L,
e si ha il
TEOREMA 2. - I limiti di indeterminazione destri (sinistri) della
somma di due funzioni comprendono la somma del limite di inde-

(" I limiti di indeterminazione inferiore e superiore sinistro (minimo
limite sinistro, massimo limite sinistro) si indicano con i simboli

lim #k),  lim FA(R).
k> ho— h— ho—
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terminazione inferiore destro (sinistro) di una qualunque di esse
e del limite di indeterminazione superiore destro (sinistro) dell’altra
e sono compresi fra la somma dei limiti di indeterminazione infe-
riori destri (sinistri) e la somma dei limiti superiori di indetermi-
nazione destri (sinistri) delle due funzioni.

Se f({,k) & una funzione delle due variabili £ ed A, definita
per ogni coppia di valori di ¢ ed 4, il primo scelto in un aggregato g
ed il secondo in un aggregato y, se, come precedentemente, £, & un
punto limite di y, se y, & I’aggregato dei punti di y che seguono %,
e se y,=y—y,, tutte le volte che 2, & un punto limite di y,, esiste
per ogni ¢ un limite di indeterminazione inferiore destro [i(f) ed
un limite di indeterminazione superiore destro Lg(f) della £(¢, k)
in A&, che col variare di £ risultano due funzioni di £ in g. Analo-
gamente se A, & punto limite di y, si otterranno altre due fun-
zioni di ¢, [,(Z) ed L,(?) che per ogni valore di £ sono uguali rispet-
tivamente al limite di indeterminazione inferiore sinistro ed al limite
di indeterminazione superiore sinistro di 7(Z, %) in A,.

Osservazione. - Se f(t, k) & una funzione definita per il variare
della £ in un aggregato g, e per il variare della 2 nell’ aggregato y

dei valori
h=1, h=2, h=3,..

I’aggregato y ha un solo punto limite 2= 4 co e quindi ammette
i soli limiti di indeterminazione sinistri per 2= + oc. Essi sono i
limiti di indeterminazione definiti al Cap. III, def. 3 per la suc-
cessione

f1(®), £(f), £fi(f)y..
dove £, (t)=1(1, n).

2. - TEOREMA 3. - Se f({,h) & una funzione delle due varia-
bili £ ed %, la prima variante in un aggregato misurabile g, la
seconda variante in un tratto (p, q), se per ogni % di (p, q) la f(¢, k)
¢ una funzione misurabile di ¢ in g, se &, & un punto di (p,q) e
se per ogni ¢ la 7({, k) & una funzione continua di % in ogni punto
di (p, ) eccettuato al pilt Ao, i limiti di indeterminazione di £(¢, &)
per h—h, (!) sono funzioni misurabili in g.

(!) Se k,=—p, si potra parlare solo di limiti di indeterminazione destri,
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Dimostrazione. - Supposto h,= g, indico per ogni ¢ con Ly ()
il limite superiore di /¢, k) per A variante in (ho; k'); B'=h>h,.

Sia @ un numero reale. Se, per un particolare f, Ly (f) >aq,
esiste un & in (ko,h’) per cui f(f,h)>a e viceversa, e per la
continuitd della 7(¢, k) rispetto ad A, esiste un numero razionale p
(W'=p>h,) per cui £(f,0)>a. Indicando con d, I'aggregato dei
punti di g in cui 7(¢, ¢) > q, , &, per lipotesi, misurabile.
La somma di tutti i d, con ¢ razionale contenuto in (k, 2')
(W'=p>h,) @ misurabile ed & 'aggregato dei punti in cui Ly (?) >a.
Si conclude che L, (f) @ misurabile.

Sia ora
h; Y hz y hg P

una successione di punti di (ko, ¢), k.>h,, decrescente e fen-
dente ad %,. Evidentemente il limite di indeterminazione superiore
destro L(?) di f({, k) per h—h, & lim L, (¢), e quindi (Cap. III,
teor. 8) L(f) & misurabile. noe®

In modo analogo si dimostra la misurabilitd di tutti gli altri
limiti di indeterminazione che la £(¢, ) pud ammettere per A=#h,.

Osservazione. - Questo teorema deve essere confrontato col
teor. 9 del Cap. III quando in esso si ponga n=~ ed f(¢)=1({, k).
In entrambi i teoremi si fa I'ipotesi che per ogni valore di A la f(¢, k)
risulti una funzione misurabile della { in un aggregato misura-
bile g, ma mentre nel teor. 9 del Cap. III si conclude per la misu-
rabilitad dei limiti di indeterminazione senza aggiungere altra ipotesi,
nel precedente teorema per conseguire la stessa tesi si & dovuto
aggiungere una ipotesi ulteriore, ciod la continuitd della (¢, &) ri-
spetto ad 4. La differenza ha la sua ragione nel fatto che nel
teor. 9 del Cap. IIT Vaggregato y in cui varia 2 & numerabile e
nel teorema precedente & continuo.

Che nelle condizioni del teorema precedente sia necessaria
qualche altra ipotesi oltre quella della misurabilita della (¢, k)
come funzione di £, lo si vede nel modo seguente.

Sia g’ un sub-aggregato mon misurabile di g, ed avente la

se hy=g, solo di limiti di indeterminazione sinistri, per ogni altro A, si
avranno 4 limiti di indeterminazione.
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potenza del continuo (!). Nell’ipotesi che sia‘ ho=+ g, si consideri
una successione di punti di (p, q)

hyy, hey  Raye.

hn>h,, decrescente e tendente ad A,.

Si indichi con y, I’ aggregato dei punti & per eui hy > 2 Anya.
Si stabilisca una corrispondenza biunivoca fra y, e g’ Risulta
allora una corrispondenza fra g’ e I'aggregato y’ dei punti interni
ad (ko, k). In questa corrispondenza ad ogni punto di y' eorri-
sponde un sol punto di g’ e ad ogni punto di g’ una infinitd nume-
rabile di punti di y' avente per unico punto limite il punto hy.

Ora se noi, per ogni £ di y' faceiamo

(¢, k)=1
se ¢ & il punto di g’ che corrisponde ad k&, ed
f(t, h)=0

nei rimanenti punti di g, vediamo che mentre la f(¢, ) risulta
misurabile in g per ogni %, il limite di indeterminazione superiore
destro per h=#h, & uguale a 1 in g’ ed uguale a O in g—9g'
e quindi non & misurabile.

8. - Se f(¢) & una funzione continua della variabile £ in un
tratto o=(a, b), il rapporto

ot )=

¢ una funzione continua e quindi misurabile della ¢ in o (Cap. III,
teor. 12) ed & pure continua della variabile % in un intorno destro
di =0 se ¢=+b ed in un intorno sinistro di A=0 se {*a.
Esistono adunqgue in tutti i punti interni a ¢ quattro limiti di
indeterminazione della (%, %), e questi limiti sono funzioni misurabili.
Definizione 2. - Se f(f) & una funzione continua della varia-
bile ¢ in un tratto o, i limiti di indeterminazione superiore destro,
inferiore destro, superiore sinistro, inferiore sinistro della

it + k) — 12
(b h)=———5—

e+ 1) = 1)
kR

(!) Cfr. Cap. II, § 5, n° 2.
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per h—0 si chiamano rispettivamente i numeri derivati, superiore
destro, inferiore destro, superiore sinistro, inferiore sinistro
della £(f) o i numeri derivati del DINI (!), e si ha il

TEOREMA 4. - I numeri derivati di una funzione continua in
un tratto sono funzioni misurabili.

Consegue il

Corollario. - L’ aggregato dei punti in cui un numero derivato
di una funzione continua & infinito & misurabile.

Dai teor. 1 e 2 conseguono poi i seguenti corollari:

Corollario 1. - Se due funzioni sono continue e contrarie in un
tratto, il numero derivato superiore destro (sinistro) di una qual-
siasi di esse & contrario del numero derivato inferiore destro (si-
nistro) dell’ altra.

Corollario 2. - I numeri derivati destri (sinistri) della somma
di due funzioni continue comprendono la somma del numero deri-
vato inferiore destro (sinistro) di una qualunque di esse e del
numero derivato superiore destro (sinistro) dell’altra.

Dai quali consegue il

Corollario 8. - Se due funzioni continue f(f) e @(f) hanno
generalmente uguali i numeri derivati superiori destri (sinistri), i
numeri derivati destri (sinistri) di /(f) —¢(f) comprendono lo zero.

4. - Definizione 3. - Se una funzione continua in un tratto
o=(a, b) ha in un punto ¢ di o uguali tutti i numeri derivati
destri (sinistri) si dice che la funzione ha derivata destra (si-
nistra) in ¢, ed il valore comune di detti numeri derivati si chiama
la derivata destra (sinistra) della funzione nel punto £

Se la derivata destra e la derivata sinistra coincidono in un
punto ¢ si dice che la funzione ha derivaia in ¢ e il valore co-
mune della derivata destra e sinistra chiamansi la derivata della
funzione nel punto £

Dalla misurabilitd dei numeri derivati consegue il

TEOREMA 5. - L’aggregato dei punti in cui una funzione con-
tinua ha derivata & misurabile.

Dimostrazione. - Infatti se f,, f;, f3, 7, sono i quattro numeri

(*) U. DIN1: Fondamenti per la teoria delle funzioni di variabili reali
(Pisa, 1878), p. 192. Il DiNI usa il termine « estremi oscillatori ».
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derivati della funzione, risulta che sono misurabili gli aggregati in
cui si annulla una delle funzioni fo—f, fs—Fi, f1—"Fi, e quindi &
misurabile il loro prodotto che & appunto I aggregato in cui la
funzione ha derivata.

§ 2. - Derivabilith delle integralfunzioni.

1. Aggregato dei punti in cui & infinito un numero derivato di funz.io.ne a
variazione limitata. - 2. Mensurale di un aggregato di misura finita. -
3. Numeri derivati di una mensurale, - 4. Condizione sufficiente perché
una funzione assolutamente continua sia costante. Corollari. - 5. Criterio
di separazione di aggregati misurabili distinti. - 6. Sommabilita dei nu-
meri derivati delle funzioni a variazione limitata. - 7. Derivabilita delle
integralfunzioni. - 8. Derivabilita delle funzioni assolutamente co‘ntinue.
. 9. La variazione totale di una funzione assolutamente continua. -

10. Integrazione per parti.

1. - TEOREMA 6. - L’aggregato in cui un numero derivato di

una funzione continua e a variazione limitata & infinito & un ag-
gregato di misura nulla. ‘
Dimostrazione. - Mi limito a dimostrare il teorema per il nu-
mero derivato superiore destro. .
Per gli altri numeri derivati la dimostrazione si conduee in
modo analogo. o o
Sia adunque f(¢) una funzione continua e a variazione limitata
in un tratto finito o=(a, b), ¢ sia L(f) il suo numero derivato
superiore destro. o
Sia g I'aggregato dei punti in cui L(¢) & infinito.
Indichiamo con g’ I'aggregato dei punti di ¢ diversi da b.
Sara pu(g)=pm(g') . ‘
Fisso un numero reale M maggiore di zero. Se £ & un punto
di g, essendo in esso infinito il valore di L(f), esisteranno degli
. . . 4
intorni destri di ¢ cadenti in o, e quindi del tipo (7, ') con {<I'<h,
per cui 1
|

£ty — i)
e > M,

ossia
| Aty —1(%) |>M(t—t).

Allora ad ogni punto di g’ viene a corrispondere almeno uno
di tali intorni, e se u(g)>0 si potrd pel teorema geometrico (Cap. I,
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§ 4, n° 8) trovare un numero finito di tali intorni a due a due
distinti, le cui lunghezze abbiano una somma u(g)/2.
Siano essi
(¢, t) {(t=1,2,3,..,n).
Poiché
| A(8) —F(t) | > M(t/ — &)
si ha anche

SUIAE) =ty | > M X (87— ) > M - u(g)/2.

Ma M pud essere grande a piacere e ne conseguirebbe che la
variazione totale di 7(¢) sarebbe infinita contrariamente all’ipotesi.
E dunque u(g)=0.

2. - Definizione 4. - Se g & un aggregato misurabile di mi-
sura finita, la funzione uguale a 1 in tutti i punti di g & sommabile
in g (Cap. IV, teor. 8) e la sua integralfunzione & una funzione m(¢)
che per ogni { & uguale alla misura dell’aggregato g, dei punti
di g che precedono {. Diremo che m(f) & la mensurale di g.

TEOREMA 7. - Se B & un boreliano semplice di lunghezza
finita, se g & l'aggregato dei punti di B, la mensurale di g ha
derivata uguale a 1 in tutti i punti di g, interni a B (e cid @
molto evidente) ed ha derivata generalmente uguale a zero nell’ ag-
gregato ¢’ dei rimanenti punti della retta.

Dimostrazione. - Sia m(f) la mensurale di g. Siccome & chiaro
che ogni rapporto incrementale di m(£) & =0, bastera provare che
sono generalmente nulli in ¢’ i suoi numeri derivati superiori.
Provo che il numero derivato superiore destro di m(¢) & general-
mente nullo in g¢’. Sia L(f) tale numero derivato. Supposto che
esso sia >0 in un sub-aggregato di ¢’ di misura >0, esisterd un
numero reale 5 >0 tale che il sub-aggregato g” di ¢’ in cui L(¢) >9
sia di misura u>0.

E possibile, prefissato un numero reale £>0, spezzare B in
due boreliani B’ e B”, il primo ecostituito di un numero finito di
tratti, ed il secondo di lunghezza <e.

Gli estremi dei tratti di B’ dividono la retta in un numero
finito di tratti, di cui aleuni formano il boreliano B’, e i rimanenti
formano un boreliano B° che & costituito anch’esso di un numero
finito di tratti.
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I punti di g che cadono in B° sono quelli che cadono in B”
e quindi formano un aggregato di misura <e.

1 punti di ¢’ e quindi anche quelli di g” cadono in B°.

Indichiamo con g¢° ! aggregato dei punti di g” che non sono
estremi destri di tratti di B’. Sard u(g°)=p.

A ciascun punto di g° sono associati infiniti intorni destri ca-
denti in uno dei tratti di B° tali che se (4, ') & uno di essi si abbia

m(t'y — m(t)
=t 1
e quindi

m(t') —m(t)>n(t' —1).

Per il teorema geometrico (Cap. II, § 4, n.° 8) esiste un nu-
mero finito di questi intorni a due a due distinti, le cui lunghezze
hanno una somma maggiore di u/2.

Siano essi

(ti, li') (l=1, 2, 3,...., n).

Per ciascuno di essi si ha

m(t/)—m(t:) >t —t)
e sommando
D [m(Et) —mE)] >y - /2.

Ma i tratti (£, /) sono interni ai tratti di B° e quindi il sub-

aggregato di g che contengono & di misura <e Dunque, deve

orsere S, [m(t) —m(td] <e,
e quindi
7. p2<e.
Ma ¢ pud essere piccolo a piacere, e quindi deve essere u=0
ed L(t) & generalmente nullo in ¢’
In modo analogo si dimostra che il numero derivato superiore
sinistro di m(f) & generalmente nullo in g".

8. - TEOREMA 8. - Se g & un aggregato misurabile di punti
di una retta r, se y & I'aggregato dei punti di » che non appar-
tengono a g, se infine g ha misura finita, la mensurale m(f) di g

ha derivata generalmente su 7, e questa derivata & generalmente
uguale ad 1 in g e generalmente uguale a zero in j.
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Dimostrazione. - Sia B una copertura semplice di g e avente
lunghezza < pu(g)+s, dove & & un numero reale >0 prefissato.
Sia M(#) 1a mensurale dell’ aggregato G dei punti di B.

Se og=(4 ¢') & un tratto finito qualunque, m(t'y—m(t) & la
misura del sub-aggregato g, di ¢ che cade in ¢ ed M) — M(?)
2 la misura del sub-aggregato G, di G che cade in o. Ma evi-

dentemente g, & sub-aggregato di G,. Sara quindi
m(t’) —m(t) < M(t") — M(t)

ed infine

m(t')y— m(t) _M@')— MY
#(t)’—t()é (t,)_t (UN

Ogni rapporto incrementale di m(¢) & < del corrispondente
di M(#), inoltre esso & sempre >0 e quindi, poiche la M(¢) ha
derivata generalmente nulla nell aggregato G dei punti di r che
non appartengono a G, anche m(f) avra derivata generalmente
nulla in @’ In altri termini, se g’ & P'aggregato dei punti di
che non appartengono a ¢, ' aggregato dei punti di ¢’ in cui la m(%)
non ha derivata nulla deve avere estensione <g¢, e poiché & pud
essere piccolo a piacere, la m(f) ha derivata generalmente nulla
in g’

Consideriamo ora un tratto finito (a, b), indichiamo eon ' il
sub-aggregato di ¢’ che cade in (a, b). L’aggregato y" ha misura
finita e la sua mensurale & una funzione k() nulla per {<a,
uguale a ¢{—m(t)+ C dove C=m(a)—a per ¢ contenuto in (a, b),
uguale a b—m(b)+ C per t>b. La k(f) ha derivata generalmente
nulla nell’ aggregato dei punti di » che non appartengono a y e
quindi ha derivata generalmente nulla nel sub-aggregato ¢g° dei
punti di g che cadono in (g, b). Consegue che m(t) ha general-
mente derivata nei punti di g° e che generalmente in essa &

1—m/(t)=0

dove m'(f) indica la derivata di m(?).

Allora la m(f) ha generalmente derivata uguale ad 1in g%e
immaginando di far tendere @ a —oc e b a 0 si pud conclu-
dere che la m(f) ha derivata generalmente uguale ad 1 in g ed
il teorema & dimostrato.
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4. - TEOREMA 9. - Se una funzione 7(f) & assolutamente con-
tinua in un tratto o=(p, ¢), se L(f) ed I(f) sono il numero deri-
vato superiore destro ed il numero derivato inferiore destro di 7(?),
e se I'aggregato y dei punti di ¢ in cui non & L(tyz0>[(f) ha
misura nulla, la f(f) & eostante.

Dimostrazione. - Intanto, prefissato un numero reale £>0, si
pud determinare un m >0 per cui per ogni boreliano semplice B
contenuto in ¢ di lunghezza <m la norma di A(f) in B sia <e.

Siano @ ¢ b (@ <b) due punti finiti di o, e si ponga n=b—a.
L’ aggregato g dei punti di (a, b) che non appartengono a y ha
misura uguale a u. Ad ogni punto ¢ di g diverso da b si pud far
corrispondere almeno un intorno destro (%, ¢') contenuto in (a, b)

r cui ,
- Q=< o

e quindi
() —1(t) | <e(t'—0).

Esiste allora pel teorema geometrico un numero finito di tali tratti
a due a due distinti, le cui lunghezze abbiano una somma > p—m.

Essi formano un boreliano B contenente un numero finito di
tratti distinti, tale che la norma in esso della f(f) risulta <e- u.
Le porzioni rimanenti di (a, b) costituiscono un boreliano B” (an-
ch'esso evidentemente costituito da un numero finito di tratti distinti)
di lunghezza <m, e quindi tale che la norma di f(£) in esso & <e.

Consegue che la norma di 7(¢) in B'+B" & <(u+ 1)e.

Ora f(b)—f(a) & uguale evidentemente alla somma degli incre-
menti di 7(¢) relativi ai tratti di B'+B" e quindi il suo modulo
2 < della norma di A(¢) in B'+B".

Dunque

() —Fa)| < (u+1)e

(1) Infatti se si avesse, qualunque sia t,
[1A#) — FO/E — 0| =,
siccome ¢ non & in ¥, si possono considerare due punti ¢, e t, a destra di ¢
per i quali si ha
[fity — Ot — Oy < —e, [t — D)/ (e — )=
e per la continuitd di £{f) esiste un punto t' compreso tra ¢, e {, per il quale

[y — F&)/(t'— ) =0.
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Ma e pud essere preso piccolo a piacere, quindi
f(b)="F(a)

e si conclude che la 7(f) & costante.

Corollario 1. - Se f(¢) e ¢(f) sono due funzioni continue in
un tratto o, che hanno generalmente uguali i loro numeri derivati
superiori destri, e se la loro differenza & assolutamente continua,
questa differenza & una costante.

Dimostrazione. - Infatti se L(f) ed L'(f) sono i numeri derivati
superiori destri di A(£) e @(2), la L(¢)—L’(f) & generalmente nulla,
ed & compresa fra i numeri derivati destri di F(f)—gq(f) (teor. 4,
cor. 3). Allora essendo 7(£) —¢(£) assolutamente continua, la (£) — (¢}
& costante.

Corollario 2. - Due funzioni assolutamente continue che hanno
uguali generalmente i loro numeri derivati superiori destri diffe-
riscono per una costante.

5. - TEOrREMA 10. - Se
: gi (i=1,2,3,..,n)
sono 7 aggregati misurabili e a due a due distinti di punti di una
retta 7, & possibile trovare n boreliani semplici

B (i=1,2, 3,y )

ciascuno costituito da un numero finito di tratti finiti, tali che la
loro somma sia pure un boreliano semplice (e quindi tali che
ognuno di essi cada completamente all’ esterno di qualsiasi altro)
in guisa che il sub-aggregato di g; che cade in B; sia di mi-
sura > u(g;):2.

Dimostrazione. - Pongo per brevitd m;=pu(g;) ed indico con ¢
un numero reale positivo minore di ciascuno degli » numeri

mi: (2n) (i=1,2,3,.,n).

Sia B, una copertura semplice di g,, la eui lunghezza sia
<m,+q. Da questa copertura si pud estrarre un numero finito
di tratti che contenga un sub-aggregato g,’ di g, la cui misura
sia >m,:2. Essi formano un boreliano B;. I punti di B, che non
appartengono a g, (essendo parte di quelli di B,” che non appar-
tengono a g¢,) formano un aggregato di misura <g.
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Allora il sub-aggregato di g. formato coi suoi punti non con-
tenuti in B, ha misura m, >m,—gq, e quindi >m,:2.

Esiste una copertura semplice B,’ di questo sub-aggregato for-
mata con segmenti tutti esterni a B, la cui lunghezza sia minore
di m,'+q. Da questa potremo estrarre un boreliano semplice B,
formato con un numero finito di tratti, tale che il sub-aggregato g’

di g, che cade in esso sia di misura >m,:2. I punti di B, .

che non appartengono a ¢, formano un aggregato di misura mi-
nore di gq.

Il sub-aggregato di g, formato coi suoi punti non appartenenti
né a B, n2 a B,, ha misura >m,—2¢ e quindi maggiore di m;:2.
Con procedimento analogo al precedente si trovera un boreliano
semplice B; costituito da un numero finito di tratti esterni ai tratti
di B, e di B,, contenente un sub-aggregato g;’ di g; di misura
maggiore di m;:2 e cosi via continuando. Il teorema & dunque
dimostrato.

Se fra gli aggregati g; ve ne fosse qualcuno di misura nulla,
corrispondentemente ad esso, si prenderd un boreliano nullo.

11 fatto enunciato nel precedente teorema si potra richiamare
col nome di criterio di separazione di aggregati misurabili distinti.

6. - TEOREMA 11. - Un numero derivato di una funzione con-
tinua e a variazione limitata in un tratto finito & sommabile in
questo tratto.

Dimostrazione. - Consideriamo una funzione continua e a varia-
zione limitata 7(£) e un suo numero derivato destro @(Z). Per ogni
numero intero 7> 0, indichiamo con g, I’ aggregato dei punti in cui
il modulo di g(f) sia =r—1 e <r. Poniamo m,=u(gr).

Consideriamo gli aggregati

gr (r=1,2,3,..,n).

Per il precedente criterio noi possiamo associare a ciascun g,
un boreliano semplice B, costituito di un numero finito di tratti,
in modo che la somma di tutti gli » B, sia un boreliano semplice
ed in modo che in ogni B, cada un sub-aggregato g,” di g, avente
misura >m,/2.

Indichiamo con g,” !'aggregato dei punti di g, che non sono
estremi destri di tratti di B,.

142 CAPITOLO QUINTO

Se ¢ appartiene a g,” si ha in esso r—1<|g(¢)| <7 e pos-
siamo associare a ¢ un suo intorno destro (¢, ¢") appartenente ad
ad un tratto di B, per cui

i) — 1)
l—t-rj‘ i >r—2.
Di questi se ne pud trovare un numero finito di distinti la cui
lunghezza superi m,/3 (Cap. II, § 4, n.° 8). Essi formeranno un
boreliano semplice C;, e

Ci+ Cot e +Cy

& un boreliano semplice C, tale che la norma di £({) in esso @
n

maggiore di Er (r—2)m,/3. Ma certamente questa norma & < della
1

variazione totale V della f(f), e quindi

n
zr(r—2) .m.<3V.

1

il che prova che la serie

e quindi anche la serie

S, rem

converge. La funzione uguale ad 7 in g, & una maggiorante di | (#)|
ed & per la convergenza della zrr + m, sommabile, dunque an-
che @(f) & sommabile.

In modo analogo si dimostra che ogni numero derivato sinistro
di 7(f) & sommabile.

Corollario. - 1 numeri derivati di una funzione assolutamente
continua sono sommabili in ogni tratto finito (Cap. III, teor. 35).

7.- TEOREMA 12. - La integralfunzione () di una funzione (¢}
sommabile in un aggregato g di punti di una retta 7, ha gene-
ralmente derivata su 7, e questa derivata & generalmente uguale
ad A(#) sui punti di g e generalmente nulla nell'aggregato g’ dei
punti rimanenti di 7.
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Dimostrazione. - Supponiamo che la f(f) abbia generalmente
in g un solo numero finito di valori diversi

T O T

Indichiamo con g; I'aggregato dei punti di g in cui #(f)=4;,
e con m;(f) la mensurale di g;.
Si ha allora (Cap. IV, teor. 16)

F(t)= i Aima(t).

Ma m;(f) ha generalmente derivata su 7, generalmente uguale
ad 1 su g;, ed uguale a zero nell’aggregato dei rimanenti punti
di r (teor. 8).

Allora F(f) ha generalmente derivata su 7, generalmente uguale
ad f(f) su g, e generalmente nulla su g".

Supponiamo ora che 7(f), pur non essendo nelle semplici con-
dizioni precedenti, sia limitata in g. Indichiamone con led Lil

limite inferiore ed il limite superiore.
Sia ¢ un qualunque numero reale >O0.
Dividiamo il tratto (/, L) in un numero finito di parti di lun-

ghezza < e con dei punti
=2, <A <A < voee <hn=L
ed indichiamo con g; I'aggregato dei punti in cui
Aisg SH(H) <A,
con @(f) la quasi-costante che in ogni g: & uguale a 1;, e con y({)

la quasi-costante che in ogni g; ha il valore Aiy.

La @(f) @ una maggiorante di 7(¢) e la w(f) & una mino-
rante di £(?).

Siano P(f) e Q(f) le integralfunzioni di ¢(Z) e ().

B evidente che per ogni tratto finito (f,¢) &

P(t')— P(t) = F(¢)— F(t) > Q) — Q)

e che quindi ogni rapporto incrementale della F(f) & compreso fra
i corrispondenti rapporti incrementali delle P(Z) e Q).

#
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Ma questi in un punto generico (!) di g; tendono rispettivamente
a 4; e a 4;_;, dunque per intorni sufficientemente piccoli di un
punto generico di g; il rapporto incrementale di F(f) resta com-
preso fra 1;+ee 4;_;—¢, e quindi differisce da f(f) per meno di 2¢.

Si conclude che preso un ¢>0 piceolo a piacere, per un punto
generico di g e per suoi intorni sufficientemente piccoli il rapporto
incrementale di F(£) differisce da f(£) per meno di 2¢, e che quindi
la F(f) ha generalmente derivata in g, e che questa derivata &
generalmente in g uguale ad £({).

In modo analogo si vede che la F(f) ha generalmente derivata
in ¢’ e che questa & generalmente nulla in g’

Resta a considerare il caso in cui la 7(f) non & limitata.

Poiech¢ ogni funzione sommabile si pud considerare come la
differenza di due funzioni sommabili positive, si possono limitare
le considerazioni al caso in cui in tutto g & 7(£) =0.

Sia adunque tale la 7(%).

Per ogni numero intero »>0 indico con g, I'aggregato dei
punti in cui f(f)<n, con £,(¢) la f(¢) considerata in g—g,, con 7(f)
la 7(¢) considerata in g,, con Fi(£) la integralfunzione di /;(¢) (=1,2)
ed infine con ¢(?) la funzione definita in tutta la 7, che in g coin-
cide colla f(f) e che nei punti di ¢’ & uguale a zero.

Si ha F(t)= F,(f) + Fu().

Pel teor. 2 i numeri derivati destri di /(f) sono = della somma
dei numeri derivati inferiori destri delle F,(f) e F¢({), ma la Fy(¢)
ha generalmente in g, derivata uguale a £(¢), e il numero derivato
inferiore destro di Fy(f) ¢ non negativo, quindi i numeri derivati
destri di F(¢) sono in g,, = f(f), e poiché¢ ogni punto di g appar-
tiene a qualche g, la F(f) ha generalmente in g numeri derivati
destri > 7(¢). Nei rimanenti punti i numeri derivati destri di F(?)
sono >0, e quindi si pud affermare che generalmente su 7 la F(f)
ha numeri derivati destri = (7).

Io dico che essi sono generalmente su 7 uguali a ¢(f).

Intanto se cid non fosse esisterebbe un numero reale £>0 tale
che I'aggregato y dei punti in cui il numero derivato superiore

(!) Punto genmerico di g; indica un punto dell’aggregato g;' ottenuto
da g; sopprimendo da questo un aggregato di misura nulla.
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destro di F(f) 8 >q(t)+k avrebbe misura m>0. Sia y’ il sub-
aggregato di y in cui la derivata di Fy(f) esiste [nulla o uguale
a p(f).] E u(y’)=m, e in ogni punto £ di y’ il numero derivato
superiore destro di Fy(f) & >k.

Ora ad ogni punto £ di 7' si pud associare un intorno destro (¢, ¢')

in cui F@) = F@) o
t—t
Si pud trovare un numero finito di tali intorni a due a due
distinti le cui lunghezze hanno una somma >m/2. Essi formano
un boreliano B in cui la norma di F\(¢) & >km/4.
Ma questa norma deve essere

< f f()dt,
99,
indi
" [nyae>kmia.
9-9,
Ora k ed m sono indipendenti da =, e

lim [A(£)dt—0
n—Q0 v
99,
dunque si deve concludere che m=0, e che F(f) ha derivata
destra generalmente uguale a @(?).
In modo analogo si prova che F(f) ha generalmente derivata

sinistra uguale a ¢(f), ed il teorema & dimostrato.

8. - TEOREMA 138. - Una funzione assolutamente continua ha
generalmente derivata (!).

Dimostrazione. - Sia F(f) una funzione assolutamente con-
tinua, e sia 6=(a, b) un tratto finito. La F({) & in o a variazione
limitata, e quindi il suo numero derivato superiore destro L(Z)
2 sommabile (teor. 11). La integralfunzione F,(f) di L(¢) ha gene-
ralmente derivata in o e questa derivata & generalmente uguale
ad L(f). Ne consegue che F(¢) e F,(f) hanno in o generalmente
uguali i numeri derivati superiori destri e che quindi, essendo

(}) Nel § 3, n.> 21 estenderemo questo teorema alle funzioni continue a

variazione limitata.

Q. VITALI - Funsioni di variabile reale. 10
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entrambe assolutamente continue, differiscono fra loro per una co-
stante (cor. 2 del teor. 9).

Dunque F(f) ha come F,(f) generalmente derivata in 0. Ma ¢ pud
essere preso a piacere e risulta che F(f) ha generalmente derivata,

Dalla dimostrazione precedente consegue il

Corollario. - Una funzione assolutamente continua differisce
per una costante in ogni tratto finito da una particolare integral-
funzione (la integralfunzione della sua derivata in quel tratto) (*).

Se poi la derivata di una funzione assolutamente continua &
integrabile sull’intero aggregato dei punti della refta, la integral-
funzione di questa derivata differisce dalla data funzione per una
costante, ed allora la funzione assolutamente continua che si con-
sidera differisce per una costante additiva da una integralfunzione.

Osserviamo che se la funzione 7(f) @ sommabile nel tratto fi-

nito (a, b), la sua integralfunzione F(f) quando ¢ varia tra @ e ¢
¢
& uguale a / f(t)dt. La funzione

t
F(t)—c+ [ Rt)dt a<t<b

dove ¢ & una costante, chiamasi tnfegrale indefinito di f(f)dt
in (a, b).

Per le cose dette si ha generalmente in (a, b), F'(f)=7(f); noi
in vista delle future applicazioni estenderemo questa proprieta dimo-
strando il

TEOREMA 14. - Se f(f) @ sommabile in un tratto finito g=(a, b)
ed a & una costante qualunque, la funzione |f(f)—a| & la derivata
del suo integrale indefinito in (&, b) eccettuato al pi un ingieme
di punti di misura nulla indipendente da a.

Dimostrazione. - Sia

¢
F(t)=c+J |f(t)—a|dt;

(!) L’assoluta continuita dell’integralfunzione di una funzione somma-
bile & di LEBESGUE: Legons sur l'intégration et la recherche des fonclions
primitives (1904, Paris, Gauthier-Villars), p. 129, la proposizione inversa,
enunciata nel corollario, & di G. VitaLi, Atti R. Acc. delle Scienze di To-
rino, 40, 1905. (Nota di G. 8.).
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per ogni valore razionale di a I'insieme g(a) dei punti ¢ ove non
2 F'(t)=|f(f)—a| ha misura nulla (teor. 12), la somma ¢’ di tutti
gli insiemi g(a) & quindi un insieme di misura nulla, e per ogni
punto 7, dell’insieme g—g’, quando a & razionale, si ha

F'(to)=|f(ts)—al.
Per dimostrare il teorema bastera far vedere che se § & irra-
zionale e Z, appartiene a g—g’ si ha ancora F'(f,)=|f(£,) — 8| cio2
o ‘
@) tim 2 17— ]~ |7t~ ] =0
. t-~to t_"‘to ° T

Sia ¢ un numero positivo e si determini un numero razionale a
tale che sia
e>|f—al
si avrd anche

e>|p—al=|({(t) —a) — () —B)| = || (&) —a|—| &)~ B
4
1

s>',—_’Toﬁf(t)—th—:—‘;ﬂf(t)—mdt‘.
% 12

Abbiamo quindi

1
1,—_1~,;tof|f(t)—-ﬂ|dt—lf(t)—ﬂlf<
t
slﬁ—t-oflf(t)—mdt—t-;’TOff(t)-—aldtl+
& t
¢
+’ti—to/{f(t)—aldt—]f(t)—ai’+||f(t)—a’—-]f(t)—ﬁ|’
ciog ©

1

Siccome a & razionale e #, & in g—g’, si pud determinare un A,
tale che per f in (¢,—#A,, ¢,+h,) si abbia

) .
r_l—t;fjf(t)—ﬂdt—{f(t)—al’<s
Y

4 t
=5, [ 10— Blat—| 1)) —pl| < | . [1A0—alde— (7O —al| +2e
123 . 1]

e percid, per gli stessi valori di ¢
¢
|2 [170—B1ae—1 70 —BI| <3
.
e per Parbitrarieta di ¢ segue appunto la (1).

9. - Sia Af) sommabile nel tratto finito o—(a, b) e si ponga

) A=A se AHZ0, F(H=0 se f(H<0
@ f)=0 se AHZ0, A=A se FH<0;

si avra
f=fi+h=f—|f]; Vl=f4—fz=f4+|le
percid
@9 fo= 1171 71/2
(3:) fo=—[lf|-r]/2.

Siccome £(£) & sommabile in ¢ anche £, e f; sono sommabili in .

Sussiste il

TEOREMA 15. - Sia f(¢) una funzione sommabile in o e si consi-
deri la funzione

¢
@ Fly—c+ f f(tydt, ¢—costante,

assolutamente continua in (g, b) [Cap. IV, teor. 26]; se P(#), N(¥),
V(£) sono la variazione positiva, negativa, totale di F(¢) in (g, ?)
sussistono le formule

51 f fu(b)dt=P(t);
t
(55) j fu(tydt— — N(t);
¢ t
(53) [ 170 dt= 7).

Dimostrazione. - Avendosi [Cap. HI, § 4, n° 4]
V(¢)=P(@)+N(D)
basterd provare le (5,), (52).
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Si ha [Cap. HI, § 4, no° 4]
R(t)=Fa)+P(O)—N(®), [Pla)—2Na)=0]
dove P(), N(t) sono funzioni non negative, non decrescenti, asso-
lutamente continue [Cap. ITI, teor. 36], si ha percid generalmente
in {a, ) {teor. 18]
fQ)y=F'()=P'()—N'(?)
e per 1’ osservata non decrescenza di P(f) e N(i)
P'(ty=0, N'(H=0.
Abbiamo che se f(§)=0 & f,())=HH)=P' ()—N'(t)<P'(}), se
At) <0 & f,(f)=0<P'(l), percid generalmente in (a, b)
fi(Qy<P'(t), H{EOZ—N'()
quindi [Cap. IV, teor. 20; cor. teor. 13]

. 4 4
) [ fu(tydt< f P'(§)dt=P(2)

t
(6) f f(t)di=— N(d).

Fissato ¢>0 si pud determinare un boreliano semplice B conte-
nuto in (a, £) formato dai tratti o,, 03,y On; 0:= (@i, bi), tale che
Pincremento di F(?) relativo a ciascuno dei suoi tratti sia positivo
(negativo) e di somma complessiva > P(f)—e [ < —N(¢)+¢]; ab-
biamo quindi poiche in (a,?) &

f(t)<f4(t), (=0 [f(t)>/fs(t), fs(t)<0]

P(t)—e<2[F(b.) Fla)]— 2 I[ f(t)dt<[ fu(tydt
b,

N +e> S F0) - Fanl =3, ! [roar= f fut)at
< i a; a
e per I'arbitrarietd di ¢
] ¢
P < f f(hdt, —N({t)= f fHi(f)dt

e eonfrontando con le (6,), (6;) risultano appunto le (5,), (5¢).
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10. - Come applicazione delle cose dette dimostriamo il

TEOREMA 16. - Se U(#) e V(f) sono sommabili in un tratto
finito (a, b) sussiste la formula (di integrazione per parti)

b 4 b [ ] b ¢
f ) § f V(t)dt{ dt=[ oat f V(b dé— f (o) 3[ U(t)dt{ dt.

£ t
Dimostrazione. - Si ponga u(f) =f U(t)ae, v(t)= f V(t)dt, si

a
avrd generalmente in (a, b) [teor. 12] g:—‘ U,

A dt——V e pereid
generalmente in (a, b)

@ v el

Le funzioni %(f), »(f) a motivo della loro assoluta contmuiti

[Cap. IV, teor. 26] sono limitate in (a, b); le funzioni :—t = U, E vV
sono sommabili in (a, b), ne viene che le funzioni % Zt y ¥ ::‘ son6

sommabili in (a, ) [Cap. IV, teor. 12, cor.] e percid dalla (1)

@ f ) gy / % gty f

La u({)v(f) & assolutamente continua [Cap. III, teor. 39], percid
[teor. 13, cor.]

b
[52 at—funoon’
e la (2) diventa
b [
w(byv(b)— j vdr+ f u®at

dalla quale segue subito la formula da dimostrare.
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§ 8. - Analisi delle funzioni a variazione limitata.

1. Searto di una funzione eontinua. - 2. Scarto di funzioni assolutamente
eontinue. - 3. Scarto di funzioni a variazione limitata. Funzioni a scarto
finito. - 4. Proprietad degli scarti. - 5.-11. Condizione necessaria e suffi-
ciente perch® una funzione sia uno scarto e teoremi preparatori. -
12, Searto della somma di due funzioni continue non decrescenti. -
13. Differenza fra una funzione continua non decrescente ed il proprio
searto. - 14. Applicazione alle funzioni continue ¢ a variazione limitata.
- 15. Funzione che deriva da una corrispondenza di CANTOR con modulo
di misura nulla. - 16. Nucleo di una funzione continua. - 17. Searti
elementari. - 18.-20. Analisi degli scarti. - 21. Derivazione degli searti
e delle funzioni a variazione limitata.

. - Per facilitare il linguaggio noi diremo che un boreliano B
2 un boreliano confenuto in un altro boreliano semplice B’ se
ogni tratto di B & contenuto in un tratto di B’. Diremo poi che
un boreliano & finito se & costituito da un numero finito di tratti.
Infine noi diremo che un boreliano B’ & un derivato di un altro
boreliano B, se si ottiene da B spezzando in un numero finito di
tratti uno ed anche un numero finito dei suoi tratti.

Definizione 5. - Sia f(f) una funzione continua in un tratfo
finito 0=(a, b), e B un boreliano semplice contenuto in o, u(B)=m.
8i considerino tutti i boreliani semplici B’ contenuti in B e di mi-
sura <m’, ove m’ & tale che 0 <m'<m, e sia s(m') I’ estremo supe-
riore delle norme di #(Z) relative ai boreliani B’. La s(m’) non cresce
col decrescere di m’; il limos(m’)=s chiamasi scarto di £(f) in B.

m'-—4

In altri termini, se s & lo scarto di f({) in B, qualunque sia
il numero reale £>>0, esiste un numero 7 tale che in tutti i bore-
liani semplici contenuti in B e di lunghezza <7, la norma di £(?)
2 <s8-+e ed invece, comunque si pensi piccolo un numero %>0,
esiste un boreliano semplice contenuto in B e di lunghezza <7,
tale che la norma in esso di 7(f) sia >s—e.

Possiamo anche dire lo scarto ¢ di 7(¢) in B & il limite supe-
riore dei numeri w=>0 tali che, per quanto sia piccolo un nu-
mero 7>>0, esiste un boreliano semplice B’ contenuto in B e di
lunghezza <7, nel quale la norma di f(f) & > w

2. - Se f(f) & una funzione continua in un tratto finito 6=(a, ),
che ha in ¢ scarto nullo, per ogni numero reale £>0, & possibile
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trovare un numero >0 tale che in ogni boreliano semplice conte-
nuto in ¢ e di lunghezza <7 la norma di f(£f) & <e, od in altri
termini A{) ¢ assolutamente continua.

Viceversa se f(f) @ assolutamente continua in ¢, lo searto di 7(¢)
in ¢ & nullo.

Si ha cosi il

TEOREMA 17. - Condizione necessaria e sufficiente perch& una
funzione continua in un tratto finito ¢ sia a scarto nullo in ¢, &
¢he essa sia in ¢ assolutamente continua.

8. - Se f(f) & una funzione continua in un tratto finito g, e se
@ a variazione limitata in g, detta V" la sua variazione totale, qua-
hanque sia un boreliano semplice B contenuto in ¢ e finito, la
norma di A({) in B & evidentemente <V. Ma la norma di £(¢) in
un boreliano semplice & il limite di norme di 7(¢) in boreliani sem-
pliei finiti, dunque la norma di £(¢{) in un qualunque boreliano
semplice contenuto in ¢ 8 <V.

Ne consegue che se f(f) & a variazione limitata in o, essa ha
in o scarto finito, e questo scarto & < della variazione di #(f) in o.

Se f(f) ¢ una funzione continua in un tratto finito o, la quale
abbia in o variazione totale infinita (+ o) comunque si divida o
in un numero finito di parti, in una almeno di queste parti la
variazione totale di f(f) deve essere infinita. Ne viene che fissato
un numero w>0, ed un numero >0 piccolo quanto si vuole, vi
& un tratto in o di lunghezza <7 in eui la variazione totale di A7)
& >w, e quindi tale che in esso esiste un boreliano semplice
(finito, Cap. III, teor. 19) in cui la norma di f(f) 8 >w. Un tale
boreliano ha lunghezza <7, e si conclude che lo scarto di #(#)
inoeé +oo.

Riunendo i due risultati si ha il

TEOREMA 18. - Condizione necessaria e sufficiente percheé una
funzione continua in un tratto finito o sia a scarto finito in o, @
che essa sia a variazione limitata, ed in tal caso lo scarto di A(§)
in 0 & < della sua variazione totale in a.

4. - Sia f({) una funzione continua in un tratto finito a=(a, b),
e supponiamo che essa sia a scarto finifo in .
Evidentemente la #(f) & a scarto finito in qualunque {ratto



DERIVAZIONE 158

parziale di 0. Se (o, /) & un qualunque tratto parziale di o, ed
anche se a=a e =254, noi indicheremo con S%f 10 scarto di £(#)

in (a, B).

TEOREMA 19. - Se ¢ & un punto del tratto o, si ha
Sif—=Sf+ S,

Dimostrazione. - Per ogni numero reale ¢>0 piceolo a pia-
cere & possibile, per quanto piccolo si prenda un altro numero >0,
trovare in (@, ¢) un boreliano semplice B, di lunghezza <#%/2, ed
in (¢, b) un boreliano semplice B, pure di lunghezza <7/2, tali
che in B, la norma di 7(¢) sia maggiore di Sf—¢/2 e che in B,

la norma di 7(f) sia maggiore di S’ —&/2. Nel boreliano sem-

plice B=B,+ B, la norma di f({) & maggiore di Sif+ Sif—e. La
Tunghezza di B & <#. Ne consegue che

1) Sif= Sif+ SH.

Ma per ogni ¢>0 piceolo a piacere & possibile determinare
un #>0 tale che in ogni boreliano semplice B, contenuto in (a, ¢)
di lunghezza <% la norma di A({) sia minore di Si+¢/2 ed in
ogni boreliano semplice B, contenuto in (¢, ) di lunghezza <%
ia norma di () sia minore di S’/ +¢/2.

Sia ora B un boreliano semplice contenuto in ¢ di lunghezza <#.

Il punto ¢ o @ interno ad uno dei tratti di B, oppure no. Nell’ ultimo
caso B & la somma di due boreliani semplici B, e B;, il 1° con-
tenuto in (a@,c) ed il 2° contenuto in (¢, ) e ciascuno di lun-
ghezza <. Si conclude che la norma di f(f) in B, essendo la
somma delle norme di #(f) in B, e B, & minore di S+ S’ +e.

Nel 1° caso, ciog se ¢ & interno ad un tratto é di B, il punto ¢
dividera 6 in due tratti 6, e &;, e sostituendo in B a 4 i due
tratti 6, e J;, si ha un boreliano semplice B’ che & un derivato
di B. B’ ha lunghezza <7 ed il punto ¢ non & interno ad alecun
suo tratto. Si pud allora concludere che la norma di A(¢) in B’ &
minore di Sf+ S +e.

Inoltre & evidente che la norma di (f) in B non supera quella
di 7(¢) in B’. Allora si pud concludere che per ogni boreliano sem-
plice B di lunghezza <7 e contenuto in ¢, la norma di #(?)

& <SS+8+e.
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Se ne trae che
Q) Sbf< S+ St
Da (1) e (2) risulta ) ,
Sbf=85f+ 8S°f e. d. d

5. - Sia A(¢) una funzione a variazione limitata in un tratto fi-
nito o=(a, b), e sia B un boreliano semplice contenuto in o.
Siano
61, 627 637""
i tratti di B e
Vi, Vi Vipe
le variazioni totali di A(¢) in questi tratti.
n
Poiché 2‘. V; non pud superare la variazione totale di 7(¢) in o
1

la quale variazione &, per ipotesi, finita, la serie Z'. V: & conver-
gente, e quindi, preso un ¢>0 piccolo a piacere, & possibile tro-
vare un intero 2>0 per cui
[ <]
3 Vi<e.
nt1
Indichiamo con B, il boreliano formato coi tratti dny4, Gnyeyei
Br=0n1+0npe+ o
e supponiamo che B’ sia un qualunque boreliano semplice conte-
nuto in B,; B’ & la somma di boreliani semplici
B,Mg y B’M_g goone
contenuti rispettivamente in
6n+4, 6"_,_1,....

Le norme
Nepiy, Nogpsyeen

di /(?) in essi sono rispettivamente < di
V"H'll V,H_z,....
dunque

[o)
PR
n4-1
ossia la norma di A(¢) in B’ 2 <e.
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Concludendo si ha il

TEOREMA 20. - Se f(f) @ una funzione a variazione limitata in
un tratto finito o=(a, b), ¢ se B & un boreliano semplice qua-
lunque contenuto in o, preso un numero reale ¢>0, piccolo a
piacere, & possibile scomporre B nella somma di due boreliani
semplici, di cui il 1° sia finito, e I'altro abbia la proprietd che in
ogni boreliano semplice in esso contenuto la norma di 7(¢) sia
minore di &

Osservazione. - Sia f(f) una funzione continua in un tratto fi-.

nito 0—(a, b) e supponiamo che essa sia ivi a scarto finito. Fis-
sati i numeri positivi ¢, 4 si pud trovare un boreliano semplice B
contenuto in o di lunghezza <y in cui la norma di f(¢) & > Sf—¢/2;
in virth del teorema dimostrato B si pud scomporre nella somma
di due boreliani semplici, uno finito B, (di lunghezza < ) ’altro B,
in cui 1a norma di 7(f) &8 <&/2; ne viene che nel boreliano sem-
plice finito B, la norma di £(£) & >SS —e.

6. - Dal teor. 19 consegue il

TEOREMA 21. - Se f(f) & una funzione continua e a variazione
limitata in un tratto finito o—=(a, b) e se F(f)=Sif, se (a, p) &
un tratto parziale di ¢, I'incremento di F(Z) in (a, f) & uguale allo
scarto di £A(f) in (q, f).

Dimostrazione. - Infatti

SEf=8Lf—Saf=F(B) — F(a).

7. - TEOREMA 22, - Se f(f) & una funzione continua e a varia-
zione limitata in un tratto finito 6—(a, ), se B & un boreliano
semplice contenuto in ¢, lo scarto di £(f) in B & uguale alla norma
di F(¢)=S)f in B.

Dimostrazione. - Per dimostrare questo teorema basta eviden-
temente dimostrare che lo scarto di A({) in B & la somma degli
scarti di A(f) nei tratti

8, 05, 05y

che costituiscono B.

Siano Sy, Sey Sy

gli scarti di A?) in questi tratti.
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Consideriamo un numero reale £¢>0, piceolo a piacere, ed un
altro numero x>0 pure piceolo a piacere, e costruiamo, il che &
sempre possibile, due successioni di numeri tutti >0

€1y E2y  Egyeen

iy Mz Hage

Ei8i<€
D m<p

Per ogni ¢ & possibile determinare un boreliano semplice B;
contenuto in J; di lunghezza minore di y; in cui la norma di #(?)
sia maggiore di S;—e¢;. Se B’ @ la somma dei boreliani B;, Ia
lunghezza di B’ &8 <y, e la norma di f(f) in B’ & maggiore
di ¥, (Si—e;), ciod maggiore di ), Si—e.

Consegue subito che lo scarto di f(f) in B & >/2'.S,-.

Supponiamo che lo searto di £(¢) in B sia un numero S mag-
giore di ). S, e poniamo

e o}
S—. Si—=d.
1

per cui

B possibile scomporre il boreliano B nella somma di due bore-
liani B’ e B” di cui B’ & finito e B” ha la proprietd che in ogni
boreliano in esso contenuto la norma di £(f) 2 < % (teor. 20).

Siano

Oy, Bayeny On

i tratti di B’. E possibile trovare un numero reale x>0 tale che,
per ogni ¢ scelto fra i numeri

1, 2., =
la norma di f(f) in ogni boreliano semplice contenuto in d; e di
lunghezza <p sia <S;+ ;in.
Ora, nell’ipotesi fatta, qualunque sia x>0, e quindi pel 4 par-
ticolare ora trovato, & possibile trovare un boreliano semplice B°
contenuto in B e di lunghezza minore di questo k4, in cui la norma

oo
di £(f) @ maggiore di >, S,.+‘§i,
1
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Hl boreliano B® si pud scomporre nella somma di »+ 1 boreliani
B, B,., B, B,
contenuti rispettivamente in
61, Ospy 6, B”

tutti di lunghezza naturalmente <pu.
Nei primi # la norma di 7(¢) & rispettivamente minore di

d d d
SA+E‘7 S+ o S Su+ e

€ nell’ ultimo & minore di ;il, quindi in B° la norma di /() & minore
di

d d d ad
(SA+ 4—”) + (Sz+ 5) + e (Sn+ H) +3
ciod di "
d
21“ Sl'+ 3
€, a maggior ragione, minore di
[o¢]
d
21,- Si+ 3

Cid & assurdo, dunque lo scarto di 7(¢) in B & proprio uguale a ziSi.

8. - Per la definizione lo scarto di una funzione continua in
un tratto & sempre non negativo.

Da cid e dal teor. 19 consegue il

TEOREMA 23. - Se f(f) & una funzione continua e a variazione
limitata in un tratto finito 6=(q, ), la funzione F(¢)=S}f & una
funzione non decrescente in ¢ e nulla per f—a.

9. - Sempre nella ipotesi che £(f) sia una funzione continua e
a variazione limitata nel tratto finito 6=(a, ), supposto che (g, 8)
sia un tratto parziale di ¢, indichiamo con VEF 1a variazione totale
assoluta di 7(¢) in (q, f).

Abbiamo visto (Cap. 1], teor. 18) che se ¢ & un punto interno a o,

Vif+ ViF=Vif

e se ne deduce che anche la V({)=Vf & una funzione non deere-
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scente, e poiche in ogni tratto la variazione totale @ = del corri-
spondente scarto (teor. 18), consegue che anche la funzione

A(t)=V(t)— F(?)
¢ una funzione positiva non decrescente. £ infatti per 2>0

A(t+ k) — At =[ V(¢ + k) — V(£)]— [ F(t+ k) — F(#)] =
— Vihf— Spaf= 0,

Si osservi inoltre che la F(f), come la V(Z), &¢ una funzione con-
tinua di ¢ (Cap. III, teor. 23).
Si ha infatti per A>0

0.< F(¢+ h) — F(f) = 8! < Vi,

10. - TEOREMA 24. - Se f(f) & una funzione continua e a va-
riazione limitata in un tratto finito o=(a, b), 1a funzione F(f)=S/f"
ha in ¢ uno secarto uguale ad F(b).

Dimostrazione. - Infatti, se k= F(b)=S?f, ¢ se lo scarto
di F(¢) in ¢ & un numero ¥’ =S/ F diverso da k, & certamente ¥’ <%,
perché F(t) essendo continua e non decrescente ha per variazione
totale

F(b)— F(a)=F(b)=Fk
e la variazione totale assoluta & > del corrispondente scarto (teor. 18).
Poniamo
d=k—k.

Esiste un numero reale x>0 tale che in ogni boreliano sem-
plice di ¢ di lunghezza <u la norma di F(f) sia <Xk +d/2.

Consideriamo ora una successione di numeri reali >0

By 2y H3yen
per cui sia
D m<p

Per ogni ¢ esiste un boreliano semplice B; contenuto in o di
lunghezza <g; in cui la norma di A(¢) & >k +d/2.

11 sostegno della somma dei boreliani B; & un boreliano sem-
plice B di lunghezza <u tale che comunque piceolo sia % esiste
un boreliano semplice B; contenuto in B di misura u;<# nel quale
la norma di A(#)>4'+d/2, ne viene che in B lo scarto di #({)
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& =I'+df2, e quindi in B la norma (teor. 22) di F(f) & =¥ +d/2,
contrariamente a quanto si & prima detto.

11. - Definizione 6. - Una funzione F(f) definita in un tratto
o=(a,b) si dice che & uno scarto se esiste una funzione con-
tinua a variazione limitata f(¢) tale che per ¢ variabile in (a, b) si
abbia F(2) =S (?).

Abbiamo visto che se f(f) & una funzione continua e a varia-
zione limitata in un tratto finito o=(a, b) la funzione F(f)=S:f
¢ una funzione non decrescente, nulla per {=a, ed inoltre si ha,
pel teorema precedente,

SiF=F(2)

o, come si pud dire, la F(¢) & uno scarto.
Queste proprietd caratterizzano gli scarti, ossia si ha il
TEOREMA 25. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione continua F(f) in un tratto finito o=(a, b) sia uno searto
& che F({) sia una funzione non decrescente, nulla per {=a, e che
sia SiF=F(f).

12. - TEOREMA 26. - Se £(f) e ¢(¢) sono due funzioni continue
nor decrescenti in un tratto finito o=(a, b), e se

w(&)=A8)+p(?)
si ha
Shp=S+ 8.

Dimostrazione. - Intanto se ¢ & un numero reale >0 piccolo
a piacere, e se u & un altro numero reale >0 pure piccolo a pia-
cere, esiste un boreliano semplice finito B, di lunghezza < u/2
in cui la norma di /() & >S8f—e/2 (n.e 5, osservazione), ed un
boreliano semplice finito B,, di lunghezza minore di x/2 in cui
la norma di o(f) @ maggiore di Slp—ez/2.

Gli estremi dei tratti di B, e B, sono in numero finito e li
possiamo ordinare secondo la loro grandezza. Siano essi

4 <a; <3< e < @y_s < a,.
Quelli fra i tratti

(al y a2)1 (02, 03),...., (av—i) ar)
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che sono contenuti in un tratto di B, o in un tratto di B; for-
mano un boreliano semplice e finito che indicheremo econ B.
B contiene evidentemente un derivato di B, ed un derivato di By
e allora la norma di 7(¢) in B & maggiore di S’f—¢/2 e quella
di @(f) @ maggiore di S’p—e/2. Ma in B la norma di y(f) ¢ Ia
somma delle norme di Af) e di ¢(f), dunque la norma di w(¢)
in B & maggiore di S2/+ Slp—e¢, ed inoltre B & di lunghezza <.
Si conclude che
2z S+ Sle.

Ma d’altra parte per ogni ¢>0 & possibile determinare un nﬁ-
mero reale u>0 per cui in ogni boreliano semplice contenuto in o
di lunghezza <y, la norma di f(£) sia minore di S)f+-¢/2 e quella
di @(f) sia minore di S2p+¢/2, dunque per ogni boreliano sem-
plice di lunghezza < u la norma di w(¢) & minore di S/ +S2p-+e,
e quindi :

oy <8+ Sl
Si conclude che & proprio
Shyp=8+ 8k, c. d. d.

Corollario 1. - Se f(f) e ¢(f) sono due funzioni continue non
decrescenti in un tratto finito o=(a, d), e se la

w(t) =F(t) — p(2)
& pure non decrescente, si ha
Sty=S8b—Slp.

Corollario 2. - Se F,(f) e F:(f) sono due scarti nel tratto fi-
nito o=(a, b) anche la loro somma F(f)=F,(f)+ Fx(f) & uno
scarto in o.

Si ha infatti

S;F () =8 Fi() + S Fo(8) = Fu(8) + Fo() = F(2).
18. - Se f(f) @ una funzione continua non decrescenie in un
tratto finito o=/(a, b), ponendo al solito:

F(t)=scarto di £({) in (a, ?);
V(¢) = variazione totale di A(f) in (qa,?);
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ed infine
4= V()— F(),

si ha
V(t)=1(¢) —fa) .

e per il corollario 1 precedente
SiV=S8if=F(t)

poicheé evidentemente lo scarto della costante f(a) & nullo.

Ma
V(§)=A4() + F(?)

e pel teorema precedente (vedi il n.° 9),

SiV=S8,4+S;F.

Inoltre
Si{F=F({)
dunque
8i4=0,
ossia la funzione A(f) & assolutamente continua.
E poiche
() —Ha) = V(&) =A(¢) + F(?)
e quindi
() =[fla) + A(H]+ F(?)
si ha il

TEOREMA 27. - Ogni funzione continua non decrescente in un
tratto finito 6 & uguale alla somma del suo scarto e di una fun-
zione assolutamente continua.

14. - Se f(f) & una funzione continua a variazione limitata in
un tratto finito ¢ essa & la differenza di due funzioni continue e
non decrescenti in o (Cap. I1I, teor. 21 e 23), e poichg, pel teorema
.precedente, ognuna di queste & la somma di una funzione assolu-
tamente continua e del proprio scarto, si pud dire che ogni fun-
zione continua e a variazione limitata in un tratto finito g, si puo
porre uguale ad una espressione della forma

a(t) +s.(f) — (%)

dove a(f) & una funzione assolutamente continua, ed s,(f) e s:(?)
sono scarti di funzioni continue e non decrescenti.

G. VITALI - Funzioni di variabile reale. 11
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15. - Consideriamo un aggregato perfetto g contenuto in un
tratto finito e non contenente aleun tratto, e supponiamo che a
sia il suo limite inferiore e che & sia il suo limite superiore.

Consideriamo poi una corrispondenza di Cantor (modulo g)
(Cap. IT1, § 5, n.° 2) fra I'aggregato dei punti di (@, ) e quello
dei punti (0, 1).

Indichiamo al solito con ¢ la variabile in (e, d) e con y la
variabile in (0, 1).

La corrispondenza di cui parlo fa corrispondere ad ogni ¢
in (@, b) un y in (0, 1) e y risulta funzione di £ Sia y=/(f) tale
funzione. Questa funzione & continua e non decrescente. Diremo
che questa funzione deriva da wuna corrispondenza di Cantor
(modulo g).

TEOREMA 28. - Se g & un aggregato perietto di misura nulla
(Cap. II, teor. 29), e se y=/(f) & una funzione che deriva da una
corrispondenza di CANTOR (modulo g), la f(f) & uno secarto.

Dimostrazione. - Siano al solito @ e & il limite inferiore ed
il limite superiore di g. Intanto si ha #(@)=0. Inoltre la varia-
zione totale (a,?) di f() @ uguale ad £(f) percido S/f<F(f); per
quanto piccolo si pensi un numero reale x>0 & possibile includere
il sub-aggregato di g che cade in (a, £) in un boreliano semplice di
lunghezza <u, e in questo boreliano la norma di £(f) & uguale
ad f(¢) quindi S,;f>/(f); ne viene S)f=£({) e allora la £(f) & uno
scarto.

16. - Definizione 7. - Sia f(f) una funzione continua in un tratto
finito 6—=(a, ). Chiamiamo punti di invarianza di A(¢) i punti
interni a qualche tratto (non nullo) in cui £(#) & costante; I estre-
mo a (b) si dice punto di invarianza se esso & estremo sinistro
(destro) di un tratto non nullo in cui.f(f) & costante; i punti {
di (a, b) distinti dai punti di invarianza li chiamiamo punti di
varianza di ().

TEOREMA 29. - Se f(f) & una funzione continua in un tratto
finito o, I'aggregato ¢ dei punti di varianza di f(f) & perfetto.

Dimostrazione. - Infatti g & chiuso, perch? se Z, & un suo punto
limite, in ogni intorno di £, cade qualche punto di g e quindi in
nessuno di tali intorni la 7(f) pud essere costante. Dunque f, appar-
tiene a g. Inoltre g non contiene punti isolati, perche se {, fosse
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un punto isolato di g, esso sarebbe estremo comune di due tratti
del boreliano associato a g, in ciascuno dei quali la f(#) sarebbe
evidentemente costante. La #(f) essendo continua in £, dovrebbe
avere lo stesso valore in entrambi i tratti, e #, sarebbe punto di
invarianza contrariamente al supposto.

Definizione 8. - Il gruppo dei punti di varianza di f(£) si dira
il nucleo di ().

TEOREMA 30. - Se f(¢) & una funzione continua non decrescente
definita in un tratto finito (@, ), per cui f(a)=0, A(b)=1, se il
nucleo g di f(f) non contiene nessun tratto non nullo e contiene
i punti @ e b, la f(f) deriva da una corrispondenza di CANTOR
(modulo g).

Dimostrazione. - Siano

i tratti finiti del boreliano associato a g. Faecciamo corrispondere
ad s, il valore y, che f({) acquista in tutti i punti di s,.

I punti
Yy, Y2y Yszyeeon

sono tutti interni al tratto (0, 1).

La corrispondenza C’ che cosi si ha fra i tratti s, ed i nu-
meri ¥, caratterizza una corrispondenza di CANTOR (modulo g) da
cui deriva la 7(¢).

Corollario. - Una funzione continua non decresecente in un
tratto finito (a, b), per cui sia f(a@)=0, f(b)=1, ed il cui nucleo

sia di misura nulla & uno scarto (teor. 28). Evidentemente se a
& il limite inferiore del nucleo, e se § & il suo limite superiore
(necessariamente a.<a, #<<b) in tutto il tratto (a, a) & f(£)=0, e in

tutto (8, ) & f(f)=1.

17. - Definizione 9. - Una funzione 7(f) continua e non decre-
scente in un tratto finito (g, b), per cui sia f(a)=0, f(b)=1, ed
il cui nucleo sia di misura nulla, si dice uno scarto elementare
in (a, b).

18. - Se
'pi(t)y q"2(t)) ‘]‘:}(t),....
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& una successione di scarti elementari in un medesimo tratto fi-
nito o=(a, b), e se

k; +k2 +ka+ voer
& una serie convergente a termini positivi, la serie

-
2‘” kan”n(!)
& totalmente convergente e converge verso una funzione continua

non decrescente.
Sia

y(f)= Z,, kupn(t).

La w(f) & come abbiamo detto, continua e non decrescente,

inoltre & yw(a)=0.
Io dico che w(f) & uno scarto.
Intanto, poiché @, (f) & uno scarto, evidentemente anche Zngn(f)

& uno scarto.

Se i termini di
) En knlpn(t)
sono in numero finito allora (teor. 26, cor. 2) la y(f) & uno scarto.

Se i termini di
E'n krl¢1l(t)

sono in numero infinito, si ha certamente

m m
S,ﬁ’l/’ ZZn ky - Sff’,‘" = Zn kn()')n(t)
1

1

qualunque sia m, e quindi
fo o}
Sy = Zn kengu(f) =y (2).
1

Ma non pud essere
Sy > (),

perché
Siy < Viy=uy(?),

dunque
S::W =y(?),

e quindi y(f) & uno secarto.
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19, - TEOREMA 31. - Se y(f) ¢ uno scarto in un tratto fi-
nito 0={(a, b), la y(¢) & uguale ad una somma del tipo Zn Fengp, ()
con un numero finito o infinito di termini, in cui le ¢.(f) sono
scarti elementari in o, e le k, sono delle costanti positive, per
cui > k. & convergente.

Dimostrazione. - Infatti, preso un numero reale ¢>0 e piccolo
a piacere ed in ogni caso <wy(d) ed un altro numero reale u>0,
& possibile trovare in ¢ un boreliano semplice B, di lunghezza <p,
in cui la norma di yw(f) & >yw(b)—¢/2, e quindi in cui o scarto
di y(f) & >y(b)—e/2 (teor. 22).

E poi possibile trovare in B, un boreliano semplice finito B,
di lunghezza <p/2 in cui la norma di y(f) e quindi lo searto
di p(f) @ >y(b)—e/2—e/4 (n° 5, osservazione). In B, esiste un
boreliano semplice finito B, di lunghezza <u/4 in cui la norma
e quindi lo searto di y(f) & >w(b)—¢&/2—e/4—e/8 e cosi via.

I punti comuni a tutti i boreliani

che possiamo supporre formati ciascuno da tratti non nulli, for-
mano un aggregato ¢ di misura nulla. Questo aggregato & chiuso,
perche se ¢, & un suo punto limite esso & punto limite di punti di
ogni B, e quindi appartiene ad ogni B,, ossia & un punto di g.

Consideriamo un boreliano semplice finito B che contenga tutti
i punti di g nel suo interno. Io dico che da un punto in poi tutti
i boreliani

B, B,, B,,.
sono contenuti in B.

Invero, se cid non fosse, per ogni B,, inserendo gli estremi
interni a B,, di tratti di B, si avrebbe un derivato di B, che
consterebbe di un boreliano finito B,” contenuto in B e di un altro
boreliano B,’ a tratti non nulli non contenuto in B.

I boreliani semplici

B/, B/, By.

sarebbero ciascuno contenuto nel precedente e quindi avrebbero
dei punti ecomuni.

Questi punti non sarebbero interni a B e quindi non apparter-
rebbero a g, il che & impossibile.
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Allora qualunque sia un boreliano semplice finito che contenga
tutti i punti di g vi sono infiniti boreliani della successione

Bh BZ) B.‘iy""
che cadono in B.
Lo scarto di y(f) in B & allora > di

w(b)—e/2—e/d—¢e/8— ...
ciog di
y(b)—e.
Consideriamo ora il sub-aggregato g, di g che cade in (a, ?).
In tutti i boreliani semplici finiti che racchiudono g; lo scarto
di y(#) @ maggiore di y(f)—e. Il limite inferiore di tali valori
dello scarto & una funzione = y(f) —e. Indichiamo questa funzione.
con fi(), e posto
klzf 1(b)>0
(Pi(t):fi(t)/ki;

proviamo ché la ¢,(f) & uno scarto elementare.

Sia £<?; ogni copertura semplice finita di g, & anche una
copertura (semplice finita) di g;; ne viene 7,(£) <f.(f'), e la fi(f)
& quindi non decrescente. Si ha pure

fL(t)+ 8/ p(t)y = Fi(t)
percid
O<F(t)—F (DS w(t)

e la f;(¢) & quindi continua. Essa e inoltre costante in tutti i tratti
finiti del boreliano associato a g, e poich® g & di misura nulla, il
nucleo di fi(f) & g od un suo sub-aggregato perfetto (di misura
nulla). Si ha @,(f)=7£1(8)/k:, @i(@)=0, @(b)=1, percid @.(f) &
uno scarto elementare (n.° 17).
E fi(9) =kip(2), ¢, posto
Yi(®) =) =12 () =y(t) —kupus(D)

si vede che w(f) & uno scarto; infatti se #>¢ si ha

V(&) — (O =y (@) —y O] =) — ()] =5y~ £ () — £ ()]>0,

ed essendo vy, (f) non decrescente essa & uno secarto (n.° 12, eor. 1).
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Si ha y,(b) <¢, e se y,(b)=0, &
(&) =k.p(f)

ed il teorema & dimostrato.

Se w,(b)>0, indicando con & un numero reale minore di v, (b)
e di ¢2, ma >0, si potrd trovare uno scarto elementare @:(t) ed
una costante £, >0 per cui

po(B) =y (8) —k2002(2)

sia uno scarto con wy(d) <e,.
Se y.(b)=0, &
A Y(&)=kipi(8) + k2002(8)
ed il teorema & dimostrato.
Se y,(b) >0, indico con & un numero >0 e minore di ys(b)
e di /4, e trovo uno scarto elementare @;(f) e una costante &, >0
per cui
vs(8) = ye(8) — kspa(?)
sia pure uno scarto con y;(b) <e.
Se cosi procedendo trovo una w,(f) per cui w,(b)=0, allora

(&)=l s (£) + s (8) + oo + Eonpn(D)

ed il teorema & dimostrato.
Se per ogni # & ,(b) >0, essendo per ogni %

Wn(b) <8no—l <€ : 2"",

&
lim y,(6) =0
n -0
e quindi anche
lim yp(£)—0.
n-+Qo
Ma n»
w"(t) ZV’(t) - Zi klip:‘(“r
1
dunque

W)=, kipi(t)
1

ed il teorema & dimostrato.
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20. - Consegue dal risultato del n.° 14 e dall’ ultimo teorema il
TEOREMA 32. - Ogni funzione £(f) continua a variazione limi-
tata in un tratto finito ¢ si pud mettere sotto la forma

a(t) + En Enpn(t),

dove a(f) & una funzione assolutamente continua, le ¢n(f) sono
scarti elementari e le %, sono delle costanti con la serie En k..
assolutamente convergente.

Osservazione. - La somma dei nuclei delle ¢,(f) che figurano
nella espressione precedente, @ un aggregato di misura nulla, ma
esso pud essere denso in tutto o. Si vede cosi che la causa per
cui una funzione continua e a variazione limitata si scosta dall’es-
sere assolutamente continua & localizzata in un aggregato di misura
nulla che pud essere denso in tutto o.

21. - Sia y(f) uno scarto in un tratto finito o=/(a, b).
Per il teor. 31, si ha

w(t) =D, Fnpn(?)

dove le @, sono scarti elementari e le £, sono costanti positive
per cui la serie Zn k, & convergente.

Io dico che w(f) & a derivata generalmente nulla in o.

Intanto & evidente che ogni y(Z), essendo costante in ogni tratto
finito del boreliano associato al suo nucleo g,, ha derivata nulla
in tutti i punti interni a questi tratti, e, poich® la misura di g,
& uguale a zero, ogni @, ha derivata generalmente nulla. Ha allora
derivata generalmente nulla la funzione

Qm(l) == Zn kn‘Pn(t)'
1

E poi possibile, avendo prefissato un numero reale &> 0, pic-
colo a piacere, determinare un m tale che la somma

2 Enpn(t) =ywm(t) = w(t) —Om(t)
n>m-+1

abbia in & un valore <e.
La funzione non decrescente wn,(Z) & uno scarto (n.° 18).



DERIVAZIONE 169

Fissiamo un numero reale >0, ed indichiamo con y 'aggregato
dei punti in cui il numero derivato superiore destro di wn(?) & >.

Sia u la misura di y. Ad ogni punto di y si pud associare
un intorno destro che cade in o ed in ecui il rapporto incrementale
di ym(t) & >u. Se u>0, di questi intorni se ne pud trovare un
numero finito a due a due distinti le cui lunghezze abbiano una
somma > u/2.

Essi formano allora un boreliano semplice in cui la norma
di yu(t) & >up/2.

Ma questa norma non pud superare wn(b) e deve quindi es-
sere < ¢, dunque sara

nu2<e

ed infine
n<2e.

Tenendo poi conto del fatto che 0,,(¢) ha derivata generalmente
nulla, si deduce che, prefissato un numero reale <0, la misura
dell’ aggregato dei punti in cui il numero derivato superiore destro
di y(f) & >n, & di misura < 2¢/n; ma ¢ pud essere piccolo quanto
si vuole, e si conclude che laggregato dei punti in cui il numero
derivato superiore destro della y(¢) @ > & di misura nulla.

Ma cid sta per ogni 7, e quindi si pud concludere (osservando
che i numeri derivati destri della funzione non decrescente w(?)
devono essere =0) che la () ha generalmente nulli i suoi nu-
meri derivati destri. In modo analogo si prova che essa ha gene-
ralmente nulla i numeri derivati sinistri, e si conclude che la y(f)
ha generalmente derivata nulla.

Dunque:

Ogni scarto ha generalmente derivate nulla, e poiché ogni
funzione assolutamente continua ha generalmente derivata (teor. 13),
si pud concludere che (n.° 14):

Ogni funzione continua a variazione limitata ha general-
mente derivata (1).

() 1l teorema & vero anche per le funzioni a variazione limitata. [Cfr.
H. LEBESGUE: Legons sur Uintégration et la recherche des fonetions primi-
tives (Paris, 1928, 2@ ed.), p. 185, oppure S. Saks: Théorie de Uintégrale
(Varsavia, 1933), p. 49].
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Ed il teor. 32 si pud enunciare dicendo che:

Una funzione conlinua a variazione limitata é la somma
di una funzione assolutamente continua e di una funzione a
derivata generalmente nulla.

Inoltre se ne trae ehe la derivata di una funzione continua
e a variazione limitata é generalmente uguale alla derivata
di una funzione assolutamente continua.
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numerabile, 26; ordinato, 6 [bene ordinabile, 14; bene ordinato, 9;
antecedente e successivo, 13; primo elemento, 8; ultimo elemento, 8;
minore (o segmento) relativo ad un elemento, 8; resto relativo ad un
elemento, 9]; potenza, 19 [uguale, 19; maggiore e minore, 20]; pro-
dotto, 5; simili, 7; somma, 5; subaggregato (sottoinsieme), 2.

Aggregato di punti, ; anomalia, 41; automorfo, 59; complemento, 43;
chiuso, 48 [punti interni, 49; estremi, 49]; eopertura 39 [copertura sem-
plice, 39]; dappertutto denso, 50; derivato, 48; di Borel, 52; esten-
sione, 39; misurabile B, 52; misurabile secondo Lebesgue, 41; per-
fetto, 48; primitivo, 52.

Assioma della scelta (Zermelo), 17.

Boreliano, 36; associato ad un aggregato chiuso, 49; contenuto in un bore-
liano, 151; derivato, 151; distinto da un altro boreliano, 37; elemen-
tare, 37; finito, 151; punti interni, 36; semplice, 36; somma, 36; so-
stegno, 37; tratto congiunto, 37.

BurALI-ForTI (paradosso), 19.

CANTOR, 92.
Corrispondenza, 4; biunivoea, 4; di Cantor modulo g, 92; subordinata, 5.
Criterio di separazione degli aggregati misurabili distinti, 141.

Derivata, 134; a destra, 134; a sinistra, 134.
DixN1 (numeri derivati), 134.

Enti (elementi), 1; uguaglianza, 6; disuguaglianza, 6; relazione di posi-
zione, 6.

Funzione assolutamente continua, 91; di Baire, 69; di Borel o misura-
bile B, 68; continua, 68 [nucleo, 163; punti eccezionali, 80; punti di
invarignza e di varianza, 162; scarto, 151; funzione scarto, 159; funzione
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scarto elementare, 163]; limitata, 113 ; maggiorante e minorante rieman-
niana, 114; misurabile in un aggregato, 62; punti di discontinuita di
prima specie, 77; quasi costante, 96 [maggiorante o minorante di una
funzione misurabile, 98; sommabile, 95]; quasi-limite di una succes-
sione completamente convergente, 119; raccordo destro o sinistro, 69;
regolare in un punto, 77; sommabile, 100; sommabile ad integrale
nullo, 112; a variazione limitata, 73 [lacuna destra, 77; sinistra, 77;
salto destro, 77; sinistro, 77; funzione dei salti, 78; variazione nega-
tiva, positiva, totale, 73].

Funzioni equiassolutamente continue, 120; ugualmente (uniformemente) 1li-
mitate, 117.

Incremento di f(t) relativa ad un tratto, 72.

Indice di una equazione aigebrica, 29.

Insieme (vedi Aggregato).

Integrale di Lebesgue di una funzione quasi costante, 96; di una funzione
sommabile, 100.

Integrale di Riemann, 114.

Integralfunzione, 106.

Integrazione per parti, 150.

Intorno destro e sinistro di un punto, 35.

Limite destro, 76; sinistro, 76; superiore e inferiore di indeterminazione
di una successione (massimo e minimo limite), 66; superiore e infe-
riore di indeterminazione di una funzione in un punto (massimo e mi-

nimo limite), 129.

Mensurale, 136.

Norma di una funzione relativa ad un boreliano, 73; positiva, 73; nega-
tiva, 73.

Numero algebrico, 29.

Numero cardinale, 20; transfinito, 24.

Numero derivato superiore e inferiore destro, sinistro, 134.

Numero ordinale, 15; cardinale corrispondente, 23; eccezionale, 25; trans-
finito, 24 ; uguaglianza, 18.

Numeri ordinali somma, 24.

Pasadosso di Burali-Forti, 19; di Russel, 2.

Principio generale deila scelta, 17.

Problema generale della misura (impossibilitd), 57.
Proprietd che sussiste generalmente o quasi dappertutto, 61.
Punto limite (di accumulazione), 48.

Successione di funzioni completamente convergenti, 119.
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Tratto (intervallo), 35 [estremi, 35; lunghezza, 35; punti interni, 35]; con-
giunto a 4,, 82.
Tratti distinti, 36; diversi, 36.

Variazione di f(t) relativa ad un tratto, 73; positiva, 73; negativa, 73;
totale, 73.

VirALl funzioni assolutamente continue, 91; funzione continua a variazione
limitata non assolutamente continua, 93; integrazione per serie, 120;
problema generale della misura, 58; ricerca della funzione primitiva,
146 ; teorema geometrico, 54.

ZERMELO assioma della scelta, 17; teorema, 18.

G. VITALI - Funsioni di variabile reale. 12
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