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PARTE PRIMA

TEORIA DELLE FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA



CAPITOLO I.

Punsxioni di variabile complessa secondo Cauchy-Riemann. — Serie
di potenze e loro proprietd. — Rappresentazioni conformi.

§ 1. — Piano complesso. - Sfera complessa.

La teoria delle funzioni di variabile complessa si pud svolgere
seguendo due metodi diversi, I’ uno dovuto a Cauchy-Riemann,
Paltro a Weierstrass. '

Il primo metodo si fonda sulle proprieta degli integrali della
cosl detta equazione di Laplace :
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Paltro costruisce 1’ intera teoria in modo puramente aritmetico
- operando colle serie di potenze (serie di Taylor) come elementi.
1 due metodi si completano a vicenda e, per non rinunziare ai par-
ticolari vantaggi dell’ uno e dell’altro, conviene ormai in questi
studi svolgerli parallelamente. Questo ci proponiamo appunto di
fare nella prima parte del presente corso, ove partiremo dalle de-
finizioni di Cauchy-Riemann per arrivare all’ importantissimo
concetto di funziome analitica secondo Weierstrass e svilupparne
le conseguenze.
Consideriamo una variabile complessa

z=x +1y

i cui valori distendiamo, secondo la consueta rappresentazione
geometrica, sul piano complesso di Gauss, sicché ad ogni valore
di z corrisponde un punto del piano complesso, i suo tndice, cioé
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il punto che ha le coordinate cartesiane ortogonali (x, y) ; e vicfe-
versa ad ogni punto del piano corrisponde un valore della varia-
bile z. A causa di questa corrispondenza biunivoca fra il valore
di z e il punto rappresentativo, & lecito designare, come faremo,
un punto qualsiasi del piano mediante il valore z, che vi ha la
variabile z. E poiché riguardiamo il valore oc (infinito) di z come
un unico valore, cosi il piano complesso si riguarderd, in questi
studi, come una sumrﬁcie chiusa con un unico punto all’ infinito.
Questo modo di considerare i punti all’ infinito del piano come rac-
colti in un unico punto, contrariamente alle ordinarie convenzions
della geometria proiettiva ed analitica, non pud produrre diffi-
coltd, quando si pensi che qui il piano interviene soltanto come
immagine geometrica della variabilitd complessa e ci pot.remmcf
servire egualmente di qualunque altra superficie chiusa, ai punti
della_guale possano farsi corrispondere in modo biunivoco e con-
finuo i valori della variabilc complessa./ Ed appunto spesse volte
ci converra adoperare, in Tuogo del pia?o complesso, la sfera comn-
plessa, riportando i punti del piano sulla sfera mediante la proie-
zione stereografica polare. Per fissare completamente il modo di
rappresentazione, prendiamo la sfera di raggio = 1 col centro Pel:
Porigine O sicché, indicando con £, 7, { le coordinate correnti di
punto, I'equazione della sfera sara

£z+"/2+‘:2=1; "

e dal punto P = (0, 0, 1) della sfera (polo) proiettiamo ogni punto
M = (z, y) del piano complesso (piano £ y) in M’ sulla sfera. )
Per le coordinate &, 7, { di questo punto M’ troviamo subito

2x - 29 C=Tz+y?‘—l’
(1) E=W’ K P a2+ 4+ 1

formole che, note le coordinate di un punto (z, y) del piano, fanno
conoscere le coordinate £, #, ¢ del punto corrispondente sulla sfera.
Inversamente, mediante le formole

n
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’
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determiniamo il punto del piano, che corrisponde ad un punto
assegnato sulla sfera. In ogni punto (£, 5, {) della sfera abbiamo
cosl per la variabile complessa 2 il valore

[:wél in 1

1—¢

I punti all’infinito del piano vengono a raccogliersi sulla
~ sfera nell’ unico punto (0, 0, 1) cioé nel polo, ove ha luogo il va- {
lore z = oo della variabile complessa.

Ricordiamo che la rappresentazione stereografica della sfera
sul piano gode di due proprietd fondamentali, che si possono di-
mostrare elementarmente, od anche dedurre dalle formole (1), (2)
di rappresentazione e cioé :

1) la rappresentazione conserva gli angoli ; vale a dire ogni :
angolo di una figura sferica é eguale a quello della figura piana

corrispondente (rappresentazione conforme) ;

2) ad ogni circolo (o retta) del piano corrisponde un circolo '

i sulla sfera ed inversamente.

Diciamo ancora che, in seguito, per intorno di un punto-z del
piano complesso (o della sfera complessa) intenderemo un campo
comunque piccolo, ma di ampiezza diversa da zero, che contenga
nel suo tnterno il punto. Per intorno del punto z = oo del piano
complesso s’ intendera quindi la parte del piano esterna ad un
campo finito comunque grande, cid che equivale appunto, per la
sfera complessa, a considerare un intorno comungue piccolo del

polo.

§ 2. — Funzioni di variabile complessa.

Consideriamo un campo C a due dimensioni del piano o della
sfera complessa, nel cui interno si muova l'indice della variabile

complessa z. Sia
w=u-+1v
una seconda variabile complessa dipendente da z in guisa che, per

ogni valore di z appartenente a C, la w abbia un valore perfetta-
mente determinato, cioé la parte reale u e il coefficiente v dell’ im-

‘. .t 5
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maginaric in w siano nel campo C funzioni, nel senso ordinario,
delle due variabili reali z, Y.

Ove, seguendo i concetti generali di Dirichlet, considerassimo w
come funzione della variabile complessa z, lo studio delle fun-
zioni di variabile complessa non verrebbe a differire da quello

delle ordinarie coppie di funzioni di due variabili reali. Ma nel:

.concetto odierno di funzione di variabile complessa sono incluse

;alcune limitazioni, riguardanti la continuita e la esistenza della de-/

;11‘_75@, delle quali ora appunto andiamo a trattare.

In primo luogo supponiamo che la w, considerata come fun-
zione delle due_variabili reali z, y, sia_continua su 1almente
nel cam  C, cioé che tali siano le due funzioni reali , v nell’ in-
torno ﬁi ogni punto di C. Si vedra subito che la continuita di w
in un punto z, del campo si pud anche definire dicendo che, preso
un numero ¢ positivo piccolo a piacere, deve esistere un intorno ¢
sufficientemente piccolo di z;1) tale che, per qualsiasi punto z
appartenente a questo intorno, si abbia

tui fz ~ig ¢ € iur,-—w,ol<e,

ove con w, indichiamo il valore di w in z e il simbolo | w, —w, |
significa, secondo Weierstrass, il modulo di w,— w, 20 2)- g

In secondo luogo supponiamo che la w possegga derivate par-
ziali prime

1 ou ow
2 ay

pure finite_e continue in C onde segue che, se consideriamo una
linea L qualunque 3) ) del piano complesso uscente da un suo punto
M = z, e, spostandoci lungo L da M, ad un punto vicino M = z, + 4z,
calcoliamo il rapporto incrementale

Aw

Az’

1) 8’ intende che, se 2, € interno al campo, 1’ intorno ¢ deve conute-
nere z, nel suo interno, laddove se z, & sul contorno di C, !’ intorno ¢ con-
finerd ad un tratto del contorno di O, che contenga nell’ interno z,.

%) In generale essendo A una quantitd complessa, col simholo | 4 |
denotiamo, con Weierstrass, il modulo di 4.

3) Supponiamo che tale linea sia una curva ordinaria dotata di tan-
gente, che varia con contmuxtﬁ, al variare in modo continuo del punto di
contatto, --. . o ..

55
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questo, al convergere di M verso M, convergerd verso un limite
determinato e finito. E invero, indicando con s ’arco della curva L,
quando z si muove lungo L, potremo riguardare z e w come fun-
zioni di s ed avremo

(Aw )

l'm- ( )
€ perd
: U e »
ow dv ow dy | Jrowela d & ompillene
. N _'-5? “ds | oy ds (e ondlo Yo dlrtadsg
@) lim Az dx . dy

i ds+ ds

Questo limite, che dipende unicamente dalla direzione della

tangente in M, alla curva, dicesi la derivata di w secondo quella

direzione. In particolare le derivate di w prese nel senso del-
Tasse Oz e dell’asse Oy saranno .

@ FE T

Ora I’ ulteriore limitazione che dobbiamo porre per arrivare
al concetto di funzione di variabile complessa consiste in cid che
la_derivata di_w sia_indipendente dalla direzione secondo cui e cal-
colata. In particolare le derivate (4), calcolate nel senso degli assi,
dovraniic essere eguali, cioé dovra essere soddisfatta la condizione :

I ow _ 1w | H_ s
o ox 1 oy by

Ma viceversa, se questa condizione & soddisfatta, la (3) puo
seriversi

ow dx | ow dy
. Aw _ ox ds ox ds__@ﬁ
lim A T da 4 . dy T oex
s “ds

4 :
F < B,

s oot
N it e N I
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e ci dimostra che la derivata sard sempre la la stessa in qualunque
direzione si calcoli.
La condmone (I) si suole anche citare come condlzlone di

cedenti, Cauchy chiamava w funzione monogena di z. Oggldx
quando si parla di una funzione w della variabile complessa z, §° in-
tende senz’altro che tutte le indicate condizioni, compresa la con-
dizione (I) di monogeneita, debbono essere soddisfatte o per tutti
i punti del campo o_almeno generalmente, cioé fatta eccezione da
un numero finito di punti o di linee del campo, dove qualcuna
delle precedenti condizioni od anche tutte potranno cessare di
verificarsi. E cosi dunque porremo la seguente definizione fonda-
mentale :

Diremo w funzione della _variabile complessa z nel eampo C
quando ad ogni valore di z in C corrisponde un valore determinato
e ggqe;alment_e finito per w; e w, considerata come funzione delle
variabili reali z, y, sia continua e possegga derivate parziali del
primo ordine %;ﬁ ‘;—y pure generalmente finite e continue e le-
gate dalla relazione di monogeneiti

: 1
1) =T

Nelle presenti lezioni ci occuperemo principalmente del caso
in cui per ogni punto z in C si abbia un solo valore di w. In tal
caso, se partendo da un punto qualunque M, in C descriviamo
una curva chiusa qualunque ¢, tutta compresa entro C, incontre-
remo per w una catena continua di valori, che parte dal valore

 iniziale wy in M, e vi ritorna. Allora la funzione w di z si dice |
monodroma in C per significare appunto che, descrivendo qua--
[unque ‘cammino chiuso in C, si ristabilisce con continuitd per la

funzione il valore mma.le Ma si possono egualmente considerare,
e si considerano, funzxom di variabile complessa a piu valori, ed
anche con numero infinito (discreto) di valori in ogni punto;
soltanto, quando si consideri un intorno sufficientemente piccolo
di un punto generico di C, deve essere possibile di scindere le di-
verse determinazioni di w in altrettante funzioni monodrome nel-
I’ intorno.

Quando nel campo completo C, partendo da un punto M, si
descrive una curva chiusa scegliendo i valori di w colla legge di

¢
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foontinuité, si ritornera in M, o col valore w, scelto inizialmente,
-0 con uno degli altri valori che w ha in M,. E se effettivamente,
! per certi cammini chiusi, si ritornera con un valore di w diverso . -
;dall’ iniziale, la w si dird funzione polidroma nel campo. Piui tardi, ’
quando parleremo delle funzioni analitiche, ritorneremo sui con-
cetti di monodromia e polidromia delle funzioni che verranno al-
lora meglio precisati.
N Se nella condizione (I) di monogeneitd scindiamo. la parte
reale e 1’ immaginaria ponendo

w=1u4+1iv,

vediamo che le funzioni Ee;{li u, v delle variabili reali z, y dovranno
possedere derivate parziali prime, generalmenfe finite e continue
nel campo, e legate dalle relazioni fondamentali

I

bw 1 f
= 2 tases

hES { R

' R ax :
; u 2 v -
i (9 4 A 'if l\(

_e ]
tn Vor Taw | TS
[ 57 :
;

i s

In seguito dimostreremo che per una funzione di variabile com-
plessa, lipotesi (inclusa nella definizione) di una derivata prima
generalmente finita, continua e indipendente dalla direzione, trae
seco, come conseguenza, l'esistenza e la continuita di tutte Ie—(i;-
rivate degli ordini superiori.”E cosi le due funzioni reali u, v pos-
sederanno pure le derivate parziali di tutti gli ordini, generalmente
finite e continue. Ammettendo per un momento la cosa, in parti-
colare per le derivate seconde, deduciamo subito dalle (II) le equa-
zioni del 2° ordine

Lo o o

s ax? + ay? [
0% v o0

( 655{ -+ -——ayz = 0. ;:
A e 4

_ Cosi adunque la parte reale % ed il coefficiente v dell’ imma-
ginario di una funzione w di variabile complessa sono soluzioni

0% | 8%
oxt ' 6y°

la serie_di potenze (5 ‘
R vy i s g Sy S
chio che lasci il punto zy _g"l{f:ff;emo, er jﬂﬁto prossimo alla pen"?
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11 primo membro di questa equazione si indica spesso breve-
mente col simbolo A% e Vequazione stessa con 4%*) = 0.
Vijceversa ad ogni soluzione u di questa equazione ne corri-
sponde una coniugata v definita, a meno di una costante additiva,
secondo le (IT), dal suo differenziale totale
on cu

dy = *— dy —— dx;
v o y oy T

einw = u + i v si ha cosi una funzione della variabile complessa z.
Lo studio delle funzioni di variabile complessa pud riguardarsi
quindi anche, da un punto di vista del tutto reale, come lo studio
delle coppie coniugate («, v) di soluzioni dell’ equazione di Laplace.

Eia e £ e s

§ 3. — Serie di potenze. — Cerchio di convergenza.

Stabilito nel paragrafo precedente il concetto di funzione di
variabile complessa, andiamo subito a considerare nelle serie di
potenze il pili importante esempio di tali funzioni. Per serie di po-
tenze di una variabile complessa z intendiamo una serie

(5) Qg+ ay% ~ A2 ... = ¥ a,z"

che procede per le potenze ascendenti intere e positive di z. L’ im-
portanza delle serie di potenze nella nostra teoria & affatto fonda-
mentale, poiché esse sono gli elementi coi quali pud costruirsi ogni
funzione di variabile complessa (Cauchy-Weierstrass).

Cominciamo dunque dal ricordare e precisare le proprieta ri-
guardanti la convergenza delle serie di potenze. Innanzi tutto €
chiaro che una serie (5) ha almeno un punto ove converge, il punto
2 = 0, ove si riduce al suo primo termine a, ; ma Noi SUPpPoONiaMO
che essa converga anche in gualche altro punto z, del piano. Al-
lora dimostriamo il teorema fondamentale :

i
e descriviamo col centro wn O un cer- E

N

Se in un_punto z, del piano complesso, diverso dallorigine 0,{




|
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[erta, in tutta Uarea del cerchio e_sul_contorna la_serie (5) converge ’: ! LWErS

assolutamente ed tn egual grado 1).

Il teorema sard dimostrato se proviamo la convergenza in
egual grado della serie dei moduli

[0 0]
@ 3 |a.| |2,
0

cioé se dimostriamo che, dato un numero ¢ piccolo a piacere, pos-
siamo trovare un numero m tanto grande che il resto della serie

Rm= la‘ml 1z‘im+ Iam“{*x‘ Izim+1+

per tutti 1 valori di 2z i cui indici cadono nella detta area circolare,
sia <¢. Ora poiché la serie

~1
Y a,z;
converge per ipotesi, avremo certamente

lim (a,2]) =0,

n“p
n =00
quindi anche
lim|a"| |z, "=0.
n=0uw

Possiamo dunque fissare una quantitd positiva finita g, tale
che, per tutti i valori di », si abbia

(6) i a‘n}!:o ‘" < g-

Ora possiamo scrivere

Ru=s[an] |20 2% [y |24 74 5

L ipotesi che in 2, Ia serie converga, puo sostxtuix:.x nell enuncmto
serie_rimangano tutti inferiori ad una quantitd ﬁssa g, pmche allora, va-

Tendo 1a diseguaglianza (6) del testo, Te. ' dimostrazions seguente resta inal-
terata.

B
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avendo posto
2] oA
{=—- -~
{ |zo|

e perd, a causa della diseguaghanza (6), abbiamo
(7) R,<g@m+imti4mtiy ).
Se indichiamo con r il raggio del nostro cerchio e poniamo

r

—_=q,
%]
sard evidentemente
{<g<1,
e la (7) ci dard
R.<y 1C_¢
e a pih forte ragione
R, < gl?__ .

Basta dunque prendere m tanto grande che(si abbia

L<
gl____q—é"

cid che é sempre possibile essendo ¢ < 1, ed avremo che per tutti
i punti dell’area circolare e della periferia risulterd, come si vo-
leva :

R, < e.

Dal teorema dimostrato risulta come corollario che se in un
punto z, la serie di potenze (5) non converge, a i jorte ragwne non
convergerd_in_qualsiass punto distante dall’ origine A di .

Dalle considerazioni precedenti facilmente deduciamo I’ esi-
stenza del cosl detto cerchio di .convergenza delle serie di potenze.
Percid distribuiamo tutti i circoli col centro in O (o 1 loro raggi)




I
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in due classi A B; diremo un cerchio della prima classe A se
in tutio I’ tnterno del cerchio la serie converge, della seconda clas-
se B quando i tutto lesterno del cerchio la serie non converge.

| Lowd Ogni_cerchio apparterrd necessariamente all’ una o all’ altra classe,

o Poiché se non ¢é della classe A ci6 significa che in quaiche punto
interno al cerchio la serie non converge ed allora, pel corollario
sopra notato, essa diverge a pih forte ragione in tutto l'esterno
del cerchio, il quale appartiene dunque a B. Similmente se un
cerchio non ¢ della classe B, esso appartiene necessariamente alla
classe A.

1 %m.d  Di pilt é chiaro che se un cerchio ¢ della classe A. gualunque
~ cerchio concentrico e pili piccolo vi appartiene egualmente, e se
un cerchio appartiene a B, lo stesso accade di qualunque cerchio
concentrico pilt grande. In fine non vi pud essere al massimo che

a N =
€% un_solo_gerchio appartenente insieme alle due classi.

La ripartizione dei circoli di centro O nelle due classi A B
soddisfa quindi alle condizioni fondamentali che ci assicurano
dellesistenza di un cerchio C limite delle due classi?), dotato

. cioé della proprieta che - ogni circolo col centro in O appartiene
alla classe A se é interno a C, alla classe B se & esterno. Cosi
adunque : In ogni punto snterno a C la serie di polenze comverge,
Fimtto s moduli dei suoi termini).” Quanto a cid che accade sui punti
della periferia di C, nulla si pud dire in generale, potendosi avere
in tali punti convergenza o divergenza secondo la natura parti-
colare della serie (vedi piu oltre § 7). -

11 cerchio C di cui abbiamo cosi dimostrato lesistenza,.e che
pud del resto estendersi talora a tutto il piano 2), dicesi il cerchio
di convergenza della serie.

Dalle nostre considerazioni risulta altresi 'importante risultato :

! tutto snterno al cerchvo di convergenza, rappresenta una funzione

D

1) Vedi DiN1, Fondamenti ecc., § 9, pag. 11.
2) Ogni circolo appartiene allora alla classe A.
3) Din1, Fondamenti ecc., § 97, pag. 109.

in_ogni_punio_esterno_la_serie mom_converge (anzi crescono” all’ in-.

1

In qualunque campo tutto interng al cerchio C di convergenza -
“la serie di potenze converge assolutamente ed in egual grado. .
Per noti teoremi sulla convergenza in egual grado delle serie 3),

sl ha quindi anche : ‘
/ 1 La somma w=2 a, 2" della serie di polenze, in qualungue campo

)

fes

g@

f 2’ ."——2'; i u’»‘ir E \ 7 ’
W ;@W dm ST 2z + 2 z 4, g‘“éi@-w@lvu F3 Zm—mrx [ 2 >3

T .
~ ¢ R . - [P . e L
Trae T ollob i ke PR 65;« > ¢ nlie ity fa? =2
s {
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gl%f: ; et;;ntmua})dfg{lg due 'varoabth reals x, ¥ Che la w sia una fun-
variabile complessa z risultera poi dai paragrafi seguenti.
_ Notiamo infine che il cerchio ¢ di convergenza della serie
di potenze I a, 2" é perfettamente caratterizzato dalle proprieta
seguenti :
} 18 In o‘gml punto interno a C la serie dei moduli X'l a,| |2*| !
] dell.a proposta e convergente ; 2% in ogni punto esterno a C la medesima
serie X |a, | 2" ¢ divergente.
E infa?ti se z é interno a C, in ogni punto 2, ancora interno
a C, ma pii prossimo alla periferia, la serie converge, onde (pel
teorex'na,‘fond.amentale) in z converge assolutamente. La seconda
proprieta é gia contenuta nell’altra che all’esterno di € la serie non
converge, nemmeno condizionatamente.

——

oh

QY

§ 4. — Serie derivata.

n te.rmine generale a, z* della serie di potenze ¢ una funzione
della variabile complessa z ed ha per derivata

napzt=1l, o)
Consideriamo la serie delle derivate
[e o]
: ~1
N na, 2
1

e .dimosttiamo che questa serie di potenze ha il medesimo cerchio (!
di convergenza della serie primitiva. Percid aste‘xm-é,;rova.rem ;é-/
condo quanto abbiamo notato alla fine del paragrafo precedz;nte:

1) che in qualunque punto interno a € la serie dei moduli :

(8) Xajam| |zt

¢ convergente ;

. 2) che in qualunque punto esterno a C la serie (8) diverge.
‘ Sia 2z, un punto interno a C sicché, detto R il raggio di C
sara ’

[zo]| < R;

el w2
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15
§ 4 — SERIE DERIVATA € a piti forte ragione l’altra

dimostriamo la convergenza della serie dei moduli E ' a, ‘ ’ 2 In ,

LA a T it .y . . .
- "j I ﬂl i "I ci6 che & assurdo, essendo z; esterno al cerchio di convergenza

della serie primitiva.

Prendiamo un punto z, interno a (', ma pit prossimo alla pe- \ Dunque: L _serie derivata Zna,z"~" ha lo stesso cerchio di ;
riferia di z,, sicché I: convergenza della serie primitiva. Ne segue cvﬁé?l?aﬁ‘aﬁlﬁ’ﬁqug}amﬂo !
=z > 2| ‘tuhta._mtemo i  al cerchio (5:”1& serie derivata converge inegufafbg

N . - grado. In un tale campo ¢ adunque legittima la_derivazione per.

e scriviamo Yo Tae lseriol) e posto , 2ima la de SNt

i
i

zo |\ ! i
2 . w=3Ya,z",

Snla) ot =50 a] lap(

Posto g = 0] é ¢ <1, ei termini della serie la w ammettersd derivate parziali prime pure finite e continue,

F’I—I e date dalle formole
o [nP —Sala] 5 o= Lrae
si deducogg da quelh della scrie convergente foragts S \ %;—J =il n a, 2" =1,
2 ng" =t 1) -onde sara soddisfatta la condizione di monogeneita
moltiplicandoli per quantitd positive " ow _ 1_ v
ox t oy

—1
! @, ! ‘ %1 ;ﬂ >
Abbiamo dunque il teorema :
che non solo si mantengono finite ma vanno indefinitamente de- Una_serie di_potenze w = X q_ 2 rq esenia, nell’ interno del i
d causa della convergenza in z, della serie primitiva. T G potenze w = I 2 Tappresenia, ae
crescendo, a cerchio di convergenza, ung funzione finita, continua e roma

je X ‘ *~! & convergente ; c. d. d. ~—ye -
Dunque anche la serie In|a,| |7/ gortes . della variabile complessa .

. . , ‘m—1
Sia ora z; un punto esternoa C'; dico che laserie Xn|a,| |z,
¢ divergente. E invero, se fosse convergente, tale sarebbe pure

la serie

E chiaro poi che una tale funzione possiede non solo la de- i

rivata prima, ma anche @%ﬁ?j’ tutti gli ordini, rappresentate 3
dalle serie delle corrispondent: derivate prime, seconde ece., le :
quali tutte hanno il medesimo cerchio di convergenza della pri- |

mitiva, e per cid le successive derivate di w sono tutte funzioni
1) Che questa serie sia convergente risulta dall’applicare i primi ori- ! finite, continue e monodrome della variabile complessa z entro il

teri di convergenza delle serie a termini positivi. Qui abbiamo " «erchio di convergenza.

Tnja |zl

U, =ngr—1l, uny1=(n+41)g¢"

indi 1) Drx1, Fondamenti ecc., § 105, pag. 115,
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§ 5. — Teorema di Cauchy-Hadamard.

Le considerazioni del § 3 ci hanno dimostrata I’ esistenza del
cerchio di convergenza per una serie di potenze. Ora andiamo
a stabilire un criterio, col quale si riesce a precisare il valore del
raggio R del cerchio di convergenza. Questa proposizione, gia
contenuta Tells Ficerche di Cauchy, fu ritrovata nuovamente ed
in tempo recente da Hadamard e si cita comunemente come teo-
rema di Hadamard. Colla sua dimostrazione si viene nuovamente
a provare 'esistenza ed a stabilire le proprieta del cerchio di con-
vergenza.

Partiamo dall’ ipotesi che la serie

S

converga in qualche punto z, fuori dell'origine ; allora, perché

R Y PR Py
n=a0

potremo prendere m tanto grande che si abbia sempre

|a.zo"< 1 per n>m,

by

cioé :

1
|ll”| < W(nSm).

Estraendo, nel senso aritmetico, la radice n™* dai due membri
avremo quindi

o 1

Vian] < — (n>m).

0

[zl

Ne risulta che per una serie di potenze, convergente in qual-
che punto fuori dell’ origine z = 0, nella serie dei numeri positivi

® aal, Tal YTalo {fTade

[

M e wie B
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tutti i termini si debbono mantenere inferiori ad una quantita
finita g. Ora ripartiamo i numeri positivi < g in due classi A B,
ponendo pella prima classe A ogni numero a tale che nella serie (9),
i ld quanto si vuole, vi siano sempre dei termini > a, e attribuendo
un numero b alla seconda classe B quando nella serie (9), da un
certo punto in pot, tutti i termini sono < b. Questa ripartizione
dei numeri fra 0 e g in due classi soddisfa, come subito si vede,
alle condizioni fondamentali gia citate al § 8 1), che assicurano
Pesistenza di un numero limite a che separa le due classi, tale
cioé che qualunque numero < a appartiene alla classe A, qua-
lunque numero > a appartiene a B. Cio posto, il teorema di
Cauchy-Hadamard consiste nella proposizione seguente : Il rag-
gio R del cerchio di convergenza ¢ precisamente equale all’ inversa di
q;uesto numero a: A

R=21.
a
E infatti sia dapprima

1

2] <—

a

e prendiamo ¢ positivo e cosi piccolo che sia
(a+e)|z|=g< 1.

Poiché il numero a + ¢ appartiene a B, da un certo valore
di » in poi, & sempre

Vi <ate,
indi »
Vil 12| 2q,
laa] |2 < ¢

dunque la serie
Sla] [z]

1) Div1, Fondamenti ecc., pag. 19,
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ba, da un certo punto in poi, i suoi termini minori di quelli della g‘ Viceversa, se hm \/ 2. = 0, sarh a = 0; dunque: La condi- '
progressione geometrica L ¢", di ragione ¢ < 1, ed é per cié con- | zione necessaria e mﬁczente perché la serie di polenze Za, zmaua ;
vergente. : convergenle in tutlo il piano é che si abbm ;
Sia ora invece , . i
i 1 o L 3 'l'xm Vv la,| = 0‘- i‘
! l z I > —— ¢ 3 = !
a
e poniamo :
. § 6. — Funzioni elementari ¢*, senz, cosz, log 2, 2%,
E= QA = ——
|z] ‘ Esempi di serie convergenti in tutto il piano si hanno nelle
11 numero sene '
a—¢e _1_ o 2" 1 22 28
2] %vt(n)" tEtratTe gt
appartiene alla classe A, quindi vi sono sempre dei valori di n, 0
tanto grandi quanto si vuole, e tali che n  2UH 23 25
- P z (—1) ) z— ~ +
. v o wa(2n +1) 1.2.3 "1.2.3.4.5
Ve > 75 <
. n 22T k2 24
cioe —_ 1
. z( )7:(211) 1.2+ 2.3.4 ’
la.] |2[" > 1, 0 .
onde deduciamo che la serie X |a”| |z|* & in tal caso divergente. _ - s che per z reale, z = z, rappresentano rispettivamente le funzioni
- - Da questo teorema seguono diversi corollari notevoli. In primo (p~etia esponenziali e circolari : ¢, sen z, cos 2, Ma anche per valori com-
luogo questo, che il raggio del cerchio di convergenza di una serie B plessi di z le serie hanno un significato e rappresentano funzioni
di potenze 1;(19 ‘ i moduli dei_coefficienti, cid che : finite, contmue e monodrome della variabile complessa in tutto
~ del resto s segiie anche subito "dal fatto che la serie dei moduli & ﬂjlano, che i indicano ancora coi simboli
- convergente nell’ interno, dlvergente all’esterno del cerchio/ In
. secondo luogo si vede che la serie sard convergente in tutto il piano ® .
quando sia a = 0, ossia quando €= Z TR
L ' 0
lim C/ ja,] = 0. ed
n=ow 22 nt+1
sen 2 = Z (—1)—
. . ‘e . ~ n(2n+1)
E infatti se a = 0, un numero positivo ¢ comunque piccolo ] 0
appartiene alla classe B e percid, da un certo valore di » in poi, ’ ©
si ha
CO8 2 = —1
s 2 ( )y 2 n)

Via <e.
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€ queste formole, per z qualunque, servono appunto di definizione
alle funzioni stesse. In sostanza queste funzioni si riducono uni-
camente alla esponenziale, mediante le celebri formole d’ Eulero :

e : nY

.7 =
ford= T

[y €® =cosz +isenz f ,
jlei=ome—isnz | . "¢
La proprieta fondamentale della funzione esponenziale ¢
espressa dal teorema d’addizione

/

3
: ez,+z, —_ ez, . ez, ,-

che si verifica facilmente eseguendo la moltiplicazione delle due
serie. Ne segue che in ¢ = "+ sj pud subito separare la parte
reale ed immaginaria colla formola

€T = ¢* (cosy + i sen ).

¢
H

N ¥

Di qui si trae che si ha e = ¢~ allora soltanto quando la

differenza 2z, — z, eguaglia un multiplo interc di 2 7 1, ossia: @~

La_funzione espomenziale e*. ¢ una funzione semplicemente pe- ¢

riodica col periodo fondamentale 2 x 3. .

Dalle formole d’ Eulero segue poi che sen z, cos z sono sempli-
cemente periodiche col periodo fondamentale 27,

In fine notiamo che il teorema d’addizione della funzione
esponenziale porta ad estendere i teoremi d’addizione delle fun-

zioni circolari & valori complessi dell’argomento colle formole :

8en (z; + z,) = sen z; Cos z, + sen 2, €OS 2;

CO8 (21 + 2z3) = COS 2, €OS 2, — Sen z, sen 2,.
Oltre le funzioni elementari precedenti, consideriamo anche
le funzioni

. H

“logz, 2%,

con ¢costante—complessagualunque, le quali, benché in certi

campi non sgiano _piix monodrome, sono di natura cosi elementare

‘che conviene osservarne subito le proprieta.

-
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Per definire la funzione log z ricordiamo che (a causa delle
citate formole d’Eulero) si pud esprimere z per mezzo del suo mo-
dulo r e dell’argomento 6 colla formola

[z == re® ;!
;

ma ricordiamo altresi che, mentre il modulo Vai+y? & perfet-
tamente determinato, I’ argomento § = arctg (%) lo é soltanto

& meno di multipli di 2. Prendiamo allors come definizione
di logz la formola : B

- I

gglogzzlogr%—iﬁ;." Gt e

Prescindendo da cid che log z ha in ogni punto infiniti valori,
differenti per multipli di 2~ t, vediamo che le parti reale ed im-
maginaria di logz:

=1 2 4 42) gy ."/)
U= log (2% + %), v= arctg (-;

soddisfano alle condizioni di monogeneita

g _ v o v

oz y oy ox

Ora osserviamo che, se in un punto del piano scegliamo per
Pargomento 6 uno dei suoi valori, e facciamo descrivere a 2, par-
tendo dal punto, una linea qualunque continua, in ogni punto del
cammino sara fissato dalla legge di continuita il valore che do-
vremo prendere per § e in particolare, se descriveremo una lines
chiusa o che non giri intorno allorigine, ritorneremo al punto di
partenza col medesimo valore di 6. Se consideriamo adunque per
esempio un circolo di raggio grande quanto si vuole, ma che non
contenga nell’ interno il punto z = 0, bastera fissare il valore logz
in un punto del campo e la funzione log z sard in quel campo cir-
colare finita, continua e monodroma, Cosi potremo dire (§ 2) che

nita, o L monodrom
in qualunque campo la funzione log z sara funzione della variabile
complessa 2 e soltanto, se il campo sari tale che si possano descri-
vervi curve chiuse avvolgenti I'origine, la funzione log z sara poli-:



g
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droma (infinitiforme) ed avra in ogni punto infiniti valori, diffe-

renti per multipli di 2.
Descritte cosi le proprieta della funzione log z, definiremo la
potenza z* di 2, con a costante complessa qualunque, assumendo

iz“ze"’@ﬂ RS JE R S E 7

Essa sara anche una funzione della variabile complessa z e i
suoi valori in un punto risulteranno da uno di essi, moltiplicando
questo particolare valore per potenze di 2**. Il numero di questi
valori sard finito solo quando a sia un numero reale frazionario ;
in tutti gli altri casi infinito. La polidromia di 2%, come quella di
log z, dipende dal poter girare intorno al punto (singolare) z = 0 ;
ma le varie determinazioni di 2* costituiscono altrettante funzioni
monodrome in ogni campo, ove tali giri attorno all’origine siano
impossibili.

§ 7. — Esempi di serie di potenze
considerate sulla periferia del cerchio di convergenza.

Vediamo ora in effettivi esempi come una serie di potenze
possa offrire sulla periferia del cerchio di convergenza le circo-
stanze pilt svariate. Per cominciare da un esempio semplicissimo,
consideriamo la progressione geometrica

[0 o]
Seo L
e () - -

che ha un cerchio di convergenza di raggio = 1.
Sulla circonferenza essa non converge in alcun punto; e in-

vero per z = cos + ¢senf, si riduce a

z(cosnG—.LisennB)

e non converge perché il modulo del termine generale, anziché
convergere a zero, ¢ sempre == 1. Eguali circostanze offrira la

’ n
Sas,

serie
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gggngqg modg!; ’ Eimceef?imenh a, nonwtfx’:ggno a zero e si abbis

a= |a,]

il cerchio di convergenza della serie & di raggio = 1 e la serie non
converge in nessun punto della periferia.
..~ Al contrario consideriamo una serie

X

in cui i coefficienti a,, siano quantita rea; i, tutte positive decrescenti

(da un certo punto in poi) e tali che

e

Sulla circonferenza del cerchio di convergenza, di raggio = 1,
la serie convergera @gmzig‘tﬁt_o{salvo eventualmente nel punto
z = 1, le condizioni imposte alle a, non assicurando la, convergenza
ldella .serie 2" a,. Proveremo la nostra asserzione dimostrando che
e serie

Za"cosno, 2 a, senn 0

convergono ogni qualvolta 6 non & multiplo di 2. Consideriamo

per esempio la somma
8, =a,co80 + aycos26 + ... + a, cosn b

dei primi 7 termini dells, prima serie. Ne deduciamo @ . "o«

4 36 o 560
2Snsen—2—=a1(sen-—2—-—sen—2—)+a, (sen ?—seni; +...

+a,.(sen —————_(2n; e -——sen—h...mn; 1)0)
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che possiamo scrivere

6 9 36 56
28,@8117 -——-al Sen—é—-f- 8sen -2— (al—az) +53n—2—‘ (ag—as)+ vers

(2rn—1)8
+ sen —2“) (tg—y—a,) + a,,sen—(—z—n—%—!—)i .

Poiché lim a, = 0, e la serie

(g —ay) + (ay—ag) + ... + (dp_1—-a,) + ...,

che ha, almeno da un certo punto in poi, termini tutti positivi,

¢ una serie convergente, convergera pure verso un limite determi-
nato e finito

quindi anche §,, essendo sen % == 0. Considerazioni analoghe val-

gono per la seconda serie X a, sen n 6.

~ . .

Come esempio del caso ora considerato, adduciamo la serie
logaritmica

22 -3 2n
R Y

che converge su tutta la periferia del cerchio di convergenza, salvo
che in z = 1.

In fine, essendo m un numero intiero qualunque > 1, consi-
deriamo la serie

s 2
z+2™ 2™ L2 L,

che ha un cerchio di convergenza di raggio = 1. Se consideriamo
un punto della periferia ove un termine 2™ della serie sia eguale
alla unita, anche tutti i termini seguenti saranno = 1 e la serie
sard ivi divergente. Questi punti della periferia corrispondono ad
anomalie 6 date da

2k . .
0= - (k, r interi qualunque),

e formano sulla circonferenza un gruppo di punti dovunque con-

densato.

L2 o

vy

P
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§ 8. — Rappresentazioni contormi.

Della teoria delle funzioni di variabile complessa si pud dare !
una interpretazione geometrica reale che importa conoscere. ‘

Supponiamo che sia w funzione della variabile complessa z in
un certo campo C. Scindendo w nella sua parte reale ed immagi-
naria

w=u +1v,

distendiamo i valori di w in un altro piano complesso =’, ove gli
assi delle quantita reali ed immaginarie si diranno gli assi O'u, O'v.
Ad ogni punto z di C corrispondera un punto w di 2’ e mentre z
percorre tutta I'area O, w percorrera nel suo piano un campo ¢
a due dimensioni 1), che sara finito se w é dovunque finita. Si avra
cosi una rappresentazione dell’area piana C sull’area piana (',
tale che ad ogni punto di C corrisponderd un solo punto di ¢ e
ad ogni punto di ¢’ uno o pih punti di C, con legge di continuita,’
Se z descrive in C una curva ordinaria , w descrivera in ¢’ una
curva corrispondente ¥ e in generale ogni figura in C avrd in ¢*
la sua figura (immagine) corrispondente. Ora la proprietd essenziale
di una siffatta rappresentazione ¢ data dal teorema : Ogni angolo |
di una figura nel piano z eguaglia 'angolo corrispondente della figura
f@mggiw nel piano w (salvo in punti eccezionali) 2). Una rappre-

1) Che il campo C" descritto dal punto (u, v) sia realmente & due di-
mensioni risulta subito dalla teoria delle funziopi imp}icite di variabili reali
ove g osservi che il determinante funzionale: , ... .

§ Nt

> 0) Ik oy __.(Qf)z.}. 92)2
d(x y) »0 dv o 0y
or oy :

& generalmente diverso da zero: Esso si annulla invero solo nei punti ove
é nulla Ta derivata v (z). P

. . w

2) I punti eccezionali sono, come si vedra, quelli ove la derivata 7

& zero o infinita.
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sentazione che goda della proprieta di conservare gli angoli dicesi
conforme, talché ogni funzione di variabile complessa da luogo ad

Juna rappresentazione conforme. E noi dimostreremo ora, insieme

al teorema enunciato, anche il suo inverso, che cioé ogni rappresen-
tazione conforme di un’area piana sopra un’altra area piana si
ottiene in siffatta guisa e preciseremo inoltre se vi ha conserva-
zione diretta o inversa degli angoli.

Consideriamo dunque due piani =, z’ sui quali scegliamo due
rispettivi sistemi di assi cartesiani ortogonali Oz, Oy ; O'x', Oy
e fissando le pagine positive dei due piani, supponiamo le coppie
di assi egualmente orientate ). Consideriamo poi una rappresenta-
zione del piano = sul piano =’, analiticamente espressa dalle formole

=2 (xy), ¥ =9 (&)

le funzioni ' (x,y), ¥ (z,y) di z,y essendo supposte, entro un
certo campo C, ad un sol valore, finite e continue insieme alle
derivate parziali prime. Se consideriamo un punto P = (z,y) ed
una curva y uscente da esso, indicando con § I'angolo di cui deve
rotare nel verso positivo (da destra verso sinistra) la direzione po-
sitiva dell’asse delle  per assumere la direzione della tangente « y

in P, avremo
dy

tangﬁzm,

i differenziali essendo presi lungo la curva 2).

Al punto P = (z, y) corrispondera in =’ il punto P' = («/, ¢/)
e alla curva y una curva y’, uscente da P’ con una direzione cor-
rispondente alla formola

tang 0’ = —d?;, = —:; (;Z
9T G gy
or oy

1) Fissiamo per es., che per un osservatore collocato sulls pagina posi-
tiva e che guardi verso la direzione positiva Oz (Ox') la dirvezione poi'}-

tiva Oy (0'y’) giaccia ulla sinistra.
2) Quale delle due direzioni della tangente si assuma come positiva

& evidentemente indifferente per la formula del testo.

28 CAPITOLO PRIMO

Ne risulta la formola

oy
- ;;— + %’1— tang 6
(10) tang ¢ = y' ’
, oxr + ox tang 8 e
4 9 n . P
oz oy € \;,j)‘glg‘é-g £t

T !!/-e’{i"

la quale mostra come ad_ogni direzione uscente da P ne corri-
s}_)onfie,_biunivocamente, una uscente da P’ ed anzi i due fasci
'@1 dxrezlfmi corrispondenti sono sempre fra loro proiettivi, qua-
lunque sm“lachn"ispondenza fra i due piani. Si osservi che, po-

0r _  9x gy oy’ . ’
nendo S =% o =8, e =V oy =4, e inoltre m=tang ¢
; ;o L, om + ,
m’ = tang ¢ sxha.mzﬂm+g-,edm & crescente o decre-

scente per m ,cr?scente, secondo che il determinante funzionale
Z N "

ad — By = —aﬁ)l € positivo o negativo. Cid significa che se un
p}mto M = (2, y) descrive una piccola curva chiusa attorno a P
c_n-eolando nel senso diretto, il punto corrispondente M’ = (¢, )
circolerd attorno a P in senso concordante ovvero nell’ opposto, a
seconda che il segno del detto determinante sard positivo o x;e-
gativo,

' Ma supponiamo ora che la rappresentazione sia conforme, cioé
gli angoli siano conservati e distinguiamo due casi, secondo che
a.?che il senso degli angoli viene conservato, ovvero invertito.
Nel primo caso, se facciamo ruotare la direzione uscente da P in
un certo senso, p. es. nel senso positivo, di altrettanto dovra ruo-
tfu'e, e nel medesimo verso, la direzione corrispondente per P’
cioé la differenza 8’ —6 dovra rimanere costante al variare dio.’
Ne.l sg;condo caso invece rimarra costante la somma 6’ + 6. Avremo
quin

0=26+a,

il doppio segno corrispondendo ai due casi ed a essendo costante
al variare di § ma, in genecrale, funzione di zy. *W{
Ponendo -

H

tga=m,
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ne segue Loty
m =+ tg o
te—= — &7
T

e, paragonando colla (10), ne deduciamo

\£:+£y;

ax T oy

11) { 1

‘ | o2 __ oy
Y ox

Viceversa, se le condizioni (11) sono soddisfatte, vediamo su-
bito che sara § — 0 o 6’ + 6 costante e la rappresentazione sara

. conforme diretta o conforme inversa. Nel Nel primo caso le (11) mo-

strano che 2” + iy deve essere funzione della variabile complessa
x + iy, nel secondo invece della coniugata 2 —-iy. Per altro qui
& “supposto 1mphmtamente che non siano simultaneamente zero

le derivate parziali di 2’, %', cioé che non sia nulla la derivata Ez; .

Dunque : La pitt generale rappresentazione conforme diretta o °
inversa di un piano sopra wn aliro si ottiene ponendo la variabile
complessa dell’ un piano eguale ad una funzione della variabile com- |

plessa dellaltro, o della coniugata. Punti eccezi rapprese
"o've la derwvata_é nudla (o mﬁmla) h z
Spesso si dice di una rappresentazione conforme che essa con-
serva la similitudine delle parti infinitesime, cid che é una conse-
guenza geometrica della conservazione degli angoli. Analiticamente
constatiamo il fatto osservando che se ds & I'elemento d’arco di
una curva y, d¢' quello corrispondente della curva y’, abbiamo

ds? = da? + dy?,
ds?=da'? - dy? = ( — d + ~—dy> (ay dx+ay dy)

1) Le stesse formole si deducono anche subito dall’osservare che, se

{:! la rappresentazione & conforme diretta, le due direzioni cicliche debbono
. essere singolarmente conservate, e per la rappresentazione conforme in- -
;. versa debbono venire invece permutate fra loro. Nel primo caso per
I tang @ = + ¢ deve risultare dalla (10) tang = + ¢, e nel secondo in-

vece tang & = TF ¢, cid che da nuovamente le (11).
)

R R TR N
L e :

30 CAPITOLO PRIMO

(@) -

Se valgono nelle (11) i segni superiori, abbiamo dunque

indi per le (11)

@ _|ar
ds  |d: |”

Cio dimostra che tutti gli elementi lineari spiccati da un
punto P subiscono nella rappresentazione il medesimo allunga-
mento, la cui grandezza e misurata dal modulo della derivata.

§ 9. — Esempi diversi.

a) Consideriamo la rappresent&zwne conforme stabilita fra i
due piani complessi z, n’, assumendo

ove 7 € un numero mtero positivo. Qui abbxamo E— —n::"_l e per-

cid la rappresentazione riuscira conforme in tutti i punti, salvo
che in z=0. E se introduciamo coordinate polari ponendo

z=pe? =g ¥,

avremo le formole di rappresentazione
¢ =0" & =né.
Queste dimostrano che nell’ intorno dell’ origine z =0 gli

angoli non sono conservati nella rappresentazione, ma invece
n-uplicati. Cosi p. es. se consideriamo nel piano z il settore O 4 B

del circolo di raggio = 1 racchiuso dalle rette § = 0, § = %, la
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figura immagine in 2’ sard un semicerchio, pure di raggio = 1,
ai due raggi estremi O 4, O B corrispondendo i raggi per diritto
O A’, 0 B .Ingenerale, se indichiamo con a una costante reale > 1,
la formola .

el rappresentem conformemente un settore d’ ampxezza a.ngo]are—

sopra un senucerchxo e similmente Pangolo indefinito d’am-
piezza 3’— sul semlpmno

b) Se prendiamo
z—1

\

vediamo che per z reale il modulo di 2 é = 1 e, percorrendo 2
tutto 'asse reale da — o a + o, 2’ percorre la circonferenza

2ry?=1

in verso positivo cominciando da 2’ = 1 e ritornandovi. Ai punti
del semipiano positivo z (del semipiano in cui y > 0), corrispon-
dono biunivocamente i punti interni al detto cerchio. La formola
precedente fornisce quindi la rappresentazione conforme del se-
mlpumo sul cerchxo Lon si ha aloun punto eccezionale perché

’

!’ unico punto z = — i, ove diventano infinite 2’ e %Z- , non ap-
partiene al semipiano positivo. -

¢) Consideriamo la funzione

e l=(—1) & +1).

Poighé i moduli di z— 1, z + 1 sono rispettivamente le di-
stanze di z dai punti + 1, — 1, alla circonferenza di centro 2 = 0

e di raggio =1 corrispondera una lemniscata di Bernoulli coi , ,

fuochi in z = 1, 2= — 1, e pil in generale ad ogni circonferenza
concentrica in 2z corrispondera in z una cassinoide coi fuochi nei

detti punti. L’ interno della foglia a destra della lemniscata verra.

# Yta

14

e e e
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.z ’g ?H wi‘«’v‘ “zw& '
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rappresentato nell’ interno del detto cerchio, al fuoco della lemni-
scata corrispondendo il centro del cerchio e la rappresentazione
sard dappertutto biunivoca e conforme tranne al nodo z = 0 della

lemniscata ov %E:- == 0 1). Notiamo che alle circonferenze di cen-

tre (¥ corrispondendo cassinoidi confocali, alle rette uscenti da O
corrisponderanno curve che taglieranno ad angolo retto tutte le cas-
sinoidi. Scrivendo che lungo queste curve 'argomento di z' é co-
stante, troviamo subito che esse hanno per equazione

4,3'——y2——1——2kxy=0 (k parametro) ;

esse sono dunque iperbole equilatere col centro in z = 0 e pas-
santi pei due punti fissi # = + 1, 2 = — 1 sull’asse delle z 2).

d) Prendiamo la funzione

o
? = cosz,

cioé

%+ ¢y =cos(x +iy) = cosxcoshy —isenzsenhy,

da cui
2 =cosxcoshy,y = —senzsenhy,
€ perd
; x'? ‘2
4 — e =
cosh?y senh? y
2 2
z ¥ -1
cos?x sen?z

Vediamo quindi che alle rette y = costante corrispondono le
ellissi coi fuochi in @ =+ 1,% = 0 e alle rette 2 = costante le

1) Ivi in effetto l'angolo piatto slla circonferenza viene trasformato

in un angolo meta.
2) Evidentemente si pud anche dire che si ba un fascio di coniche i

cui punti base, oltre i dus ora detti, sono i punti immaginari

z=0 y==o=1,

- ¢ . - i L2 . e
N T ety oz Zuy'__' / . X*‘/"*L,SA’
" 7 S s - " S
P Fre lya
w . Ix LY ‘
(. P X oyt
« L, N L Ix W -“1*’
X.‘,L‘t‘l} o e PR
“
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iperbole confocali. Segue di qui che ellissi ed iperbole confocali
formano un doppio sistema ortogonale (isotermo). R
e) Si consideri la funzione

- 1 [N

i2 = tangz. oy ,}:3\, )
Separando in
v , ., sen(x+1y) senz cosh y+ 7 cosz senhy
=X - 1 == - = -
¥ cos (x + 1Y) cosx coshy—<¢senz senhy

il reale dall’ immaginario otteniamo subito le formole

sen ¥ cosx , senhy coshy
’ senh?y + cos®z ’

’

" senh?y - cos2x
e d’altra parte calcolando il modulo di 2 abbiamo

V/senh®y + sen?x P
= - B N
V'senh?y + cos?z

|2

onde risulta che | 2’ | <1 finché sen®z < cos®z.

Si consideri allora nel piano z la striscia indefinita compresa -

fra le due rette parallele x = += —}: ad ogni punto z entro questa

striscia corrispondera nel piano 2’ uno ed un sol punto del disco
circolare col centro in 2/ = 0 e di raggio = 1, e viceversa, come
subito si vede, ad un punto interno al disco uno ed un sol punto
entro la striscia. La corrispondenza ¢ anche biunivoca pei punti

del contorno, e precisamente alla retta z = —%corrisponde la

22
IS
B

semicirconferenza a sinistra dell’asse Oy, all’ altra retta x =
la semicirconferenza a destra. Colla funzione 2’ = tang z é dun-
que risoluto il problema di rappresentare conformemente una
striscia di piano fra due parallele sopra un disco circolare.

/) In fine, per addurre un semplicissimo esempio di rappre-

sentazione conforme inversa, assumiamo
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onde
! = T Yy = y :
22+ o2 x? + y?

Queste sono le formole d’ inversione per ragg: vetlori reciproce
rispetto al cerchio
2 + yt= 1.

CAPITOLO II 1.

Sostituzioni lineari. — Gruppi discontinui di sostituxzioni lineari e
loro rappresentaxione geometrica.

§ 10. — Sestituzioni lineari come rappresentanti affinita circolari.

Consideriamo la rappresentazione biunivoca conforme che si
stabilisce fra due piani, ponendo la variabile complessa 2’ dell’ un
piano eguale ad una funzione lineare della variabile complessa z

dell’altro :
a
Y

8

B
69

’

(1) =

®
+

dove g, f, v, 6 sono costanti complesse qualunque, tali soltanto che
il determinante ¢ — £y non si annulli, condizione necessaria
perché il secondo membro della (1) dipenda effettivamente da 2.

Moltiplicando simultaneamente i coefficienti a, f, ¥, 6 per un
fattore k, cid che non altera la sostituzione lineare (1), potremo
dare al determinante aé — fy, o modulo della sostituzione, il
valore che pili ci piace, e noi fisseremo di assumere

(2) ad—fy =1

1) 7] presente capitolo viene qui inserito in vista delle applicazioni
che delle teorie in ess0 esposte dovremo fare nella seconda parte del corso,
e della importanza fondamentale delle teorie stesse nel campo pili vasto
delle funzioni automorfe.
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e chiameremo unimodulari le sostituzioni (1), per le quali questa
condizione ¢ verificata. I coefficienti a, 8, y, 6 di una data sostitu-
zione unimodulare saranno cosi perfettamente fissati, a meno di
un cangiamento simultaneo di segno. B
La rappresentazione conforme fra i due piani z,# stabilita
dalla (1) gode della seguente importante proprieta : Essa trasforma R
i_circoli (o rette) del piang z in circoli (o rette) del piano 7. Conie
trasformazione biunivoca dei due piani essa coincide con quella
speciale corrispondenza quadratica che da Mobius prende il nome
di affinita circolare (diretta).
Per dimostrare I'enunciata proprieta osserviamo che, indicando
con U,, come faremo costantemente in seguito, la quantitd co-
niugata di una quantitd complessa qualsiasi U, ’equazione di ogni
circolo (o retta) del piano si potra scrivere
Azzg + Bz + Byz, +C =0,
v n Ll e s L
ove i coefficienti 4, C sono reali e B, B, sono complessi coniugati.
E chiaro che per A = 0 avremo una retta, per A == 0 un circolo,
ed il circolo sara reale se

BB,—AC> 0,
immaginario se
BB, — AC <0,

mentre si ridurra alla coppia di rette cicliche uscenti dal centro
quando sia

. BB,—AC =0,

Ora, poiché z si esprime linearmente per 2 colla sostituzione
(inversa)

0z’ —f
— vy +a’

bastera evidentemente al nostro oggetto dimostrare che, quando 2’
descrive un circolo (o retta), anche z descrive un circolo (o retta)
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Ad un circolo del piano 2’ di equazione

A2 72y + B2 + B2y +C=0
corrispondera nel piano z la linea di equazione :

A (az+ B) (0% + Bo) + B (az -+ B) (vy2z + Gp) + By (uyzy +By) (yz+0) +
+ C (yz+90) (vorp+ ) =0,

che possiamo scrivere
(3) Azzy+ B2+ Byz+C =0,
dove si ponga

i A" =Aa ag+ B a yo+ Beagy +Cy 3
| B =Aa By+B ady+ Bybyy +Cy 0
Bo=Aayf + Byayg 6 + B B yo+ Oy
O =AB By+ B B 0y + Byfyd +C00,.

Poiché con queste formole A’, (" risultano reali e B', B’ 0 com-
plessi coniugati, ne segue appuiito che la linea (3) & un circolo.

1’ : : -
- QOgserviamo ancora che, essendo A’, B, B, ¢’ composti linear

mente ed omogeneamente con 4, B, By, C: Mmszstema __{;:@qare
di_circoli del _piano z corrispondera mel piano 7 un .swtem lineare
di circoli di eguale dimensione, cioé ad un fascio un fascio, ad una
rete una rete.

Insieme alle rappresentazioni conformi dirette date dalla (1),
ci occorrera anche considerare quelle inverse, date dalla formola

zl . az()+ﬁ.
(1) o yzo+6

Anche in questa rappresentazione i circoli si trasforn{an? in
circoli e gli angoli si conservano; ma il senso;deglibsir}‘go}lﬁy;gne
invertito. La corrispondenza fra i due piani ¢ un’a)‘ﬁn?ta cn:colare
i;wersa di Mébius. Distingueremo le sostituzioni lineari corrispon-
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denti (1), (1*), dicendo che le (1) sono di prima specie, le (1*) di
seconda_specie.

Notiamo che, con una conveniente sostituzione lineare di prima
specie, si possono portare tre punti arbitrari

“1, %25 %3

del piano z rispettivamente in tre punti arbitrari

del piano 2, e la corrispondente sostituzione é perfettamente deter-
minata dalla formola :

7 —z 2s—2 T2 23— 2,
. - .

=2 2y— T—2 23— 2

-

Ma se si vuole che un quarto punto z, venga trasportato in un
quarto punto 2',, sard per cid necessario e sufficiente che risultino
eguali i due rapporti anarmonici

(#) 2,232, (2225 54)

Di qui risulta: Condizione necessaria e sufficiente affinché 1
quattro PuUnbi 2, , 23, 23, 2, stiano sopra un circolo, ¢ che il rapporto

anarmonico (2, 24 23 2) sia reale.
E infatti se 2, , 2, , #;, 2, sono sopra un circolo, potremo con

una, sostituzione lineare trasportarli in quattro punti 'y, 25, 2'g, 74
dell’asse reale sul piano 2/, onde

(21 22 23 2g) = (2'y 20 25 &)

& reale. L’ inversa risulta pure evidente.

§ 11. — Composizione delle sostituzioni.

Se eseguiamo successivamente due sostituzioni lineari di prima
"specie
_ozt+p ¥ E
= yz+ 6 ’ y z —l‘— 6/ ’
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il risultato é una nuova sostituzione lineare :

@ v lad +yB)z+ (Bd' + 0f)
’ (ay + 90" )2+ (By +60)

Spesso indicheremo la sostituzione lineare (1) serivendo i coef-
ficienti nel quadro
(.5
v, 0

la denominazione data alle variabili essendo naturalmente indif-
ferente. La sostituzione (4), che risulta dalle due successive

"a » B a,f

v,0 )7 \¥,9
dicesi la sostituzione composta e il prodotto delle due, nell’ordine
assegnato, e si scrive simbolicamente

(5) (a’b)))((a’,ﬂ,)—_— aa’-{-'yﬂ',ﬂa’-f‘()ﬁ,
Y, 90 v, ay + 8, By + 60 )

ponendo a sinistra la sostituzione eseguita prima !). La designa-
zione dell’ordine ¢ evidentemente necessaria perché, invertendo
Pordine delle sostituzioni componenti, cambia (in generale) la
sostituzione composta.

Talora indicheremo anche, simbolicamente, una sostituzione
lineare con una sola lettera e cosi, denotando con 8y, 8, le due
successive sostituzioni componenti, con S, la composta, scriveremo

8,8, =38, .

1) 8i osservi che la legge (5) di composizione di due sostituzioni &
ap .4

lrW
samente, nella notazione adottata, il 10 e 20 coeﬁ‘iclente dells sostitu-

zione composta si ottengono moltiplicando successivamente le due colonne

di (;’ g) per la prima linea di ( ;,’ g ) ,ed il 30e 40 moltiplicandd

le colonne della prima per la seconda linea della seconda.

quella stessa della moltiplicazione dei determinanti e preci-
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Definito il prodotto di due sostituzioni, riesce altresi definito
il prodotto di tre o pil sostituzioni

8, 8. 8, ,

intendendo con cio la sostituzione che nasce componendo prima 8,
con §,, poi la sostituzione composta con S, e cosi via fino ad S, 1).
¢ E importante osservare che, mentre in un prodotto di sostituzioni
" hon & lecito invertire lordme dei ia.ttox:g non vale ciod la legge
: cominutatwa vale per(‘) la legge associativa. Per vederlo basta di-
mostraflo~'pel caso elementare di tré fattori, cioé provare che si ha :

(Sl Sz) Sa = Sl (Sz Sa) P

¢i0 che si pud constatare direttamente colla formola (5) di com-
posizione, o dedurre anche a prior: dal significato della compo-
sizione 2).

Se in un prodotto di n sostituzioni i singoli fattori sono tutti
eguali fra loro e ad una medesima sostituzione S, il prodotto stesso
si dice la potenza n™ di S e si indica con S*. A causa della legge
associativa, vale evidentemente la formola

(6) ™, Sn = g™t

essendo m, n numeri interi positivi.
Insieme ad una sostituzione

S=(;:§ (ad — By = 1)

si pud considerare la sua inversa
6, B
_y’ a »

1) Dovremmo serivere propriamente

(oree (51 8) = ) Sa

2) La S, porta z in 2/, la 8, 2’ in 2”7, la 83 2” in 2", La sostituzione
8, 8, porta z in 2’ e la S, S; porta 2’ in 2””’, quindi ambedue le sostituzioni

{8; 83) 83, 8, (8; S3) portano z in 2’ e sono identiche.
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che composta con 8 produce la sostituzione identica (l)’ ?) :

a, p 0, Y __[f1,¢0
y, 0 v, aJ \o,1
Questa sostituzione inversa si indica con

§-1,

sicché, indicando col simbolo 1 la sostituzione identica, si ha
88—! = 1; la sua introduzione ci permette di definire le potenze
di § con esponente negativo, convenendo che sia

! S — (S-—l)u‘;

Dopo cio si vedra subito che la formola (6) vale per esponenti
. interi qualunque, positivi o negativi.

E perché la medesima formola (6) valga senza eccezione, con-
verremo di considerare anche la potenza §° di & con esponente
zero, ponendo S° = 1.

Essendo 8, T' due qualunque sostituzioni, la sostituzione

8y =T8T

dicesi la trasformatq della S per mezzo della T e si ha inversa-
mente

S=T8, T=' = (T-Y)~1 8, T,

talché S ¢ la trasformata della S; per mezzo della 7'~'. Due tali
sostituzioni 8, 8; si diranno simili. E importante osservare il teo-
rema : In due sostituzioni simili la somma « + & del 10 e 4° coeffi-
ciente ¢ la stessa. 11 calcolo effettivo dimostra subito la proprieta
enunciata, che potremo anche esprimere sotto altra forma dicendo :
La somma j = a+ 6 non cangia trasjormando comungue la sosti-
tuzione. Per cid diremo j = a+ 6 I invariante della sostituzione.
Si osservi che 1’invariante j di una sostituzione lineare ¢ deter-
minato soltanto a meno di un cambiamento di segno.
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Pud darsi che una sostituzione lineare S, ripetuta un numero
sufficiente » di volte, riproduca I’identitd, in simboli

St =1;

allora la sostituzione si dice periodica ed il piu piccolo esponente
positivo n pel quale 8" = 1 dicesi il suo periodo 1).

Ma pud anche accadere che nella serie indefinita (nei due sensi)
delle potenze di S

e 878,872 8711, 81, 82, 8%, ...

i termini non si riproducano mai, e allora la sostituzione si dira
aperiodica. Due sostituzioni simili sono sempre insieme aperiodiche
o periodiche e, in quest’ ultimo caso, hanno il medesimo periodo 2).

§ 12. — Classificazione delle sostituzioni di prima specie.

Interpreteremo d’ora innanzi la variabile z e la sua trasfor-
mata lineare 2 nel medesimo piano complesso. Per ogni sostitu-
zione lineare (1) vi sono allora due punti, distinti o coincidenti,
che rimangono fissi, quelli che corrispondono alle radici della
equazione

(7) 722+ (60—a)z—fB =0,

Osserviamo che se la sostituzione § lascia fissi i punti 4, B,
e la T trasporta A, B rispettivamente in A, B, la trasformata
T-'ST avra per punti fissi 4, B.

1) Si vedra subito che in tal caso, essendo a, f due numeri interi qua-

lunque, sara
Se = §h,

quando e solo quando ¢ == f (mod n).
2) Cio risulta facilmente dall’osservare che si ha
(T-'ST) (T-'UT)=1T"1 (S U)ymT:
quindi
(T 8Ty = T-1 8" 7T,
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11 discriminante della (7) essendo

(@a—0)*+ 4By =(a+0)*—4 (@0 —py) = (a+06)*—4,

i due punti fissi coincideranno quando

a+ =12

In tal caso la sostituzione dicesi parabolica. .
Ad ogni sostituzione parabolica possiamo sostituirne una si-
mile che lasci fisso il punto z = ¢ ; questa avra necessariamente
la forma
2 =z+8Y

e rappresentera nel piano complesso una traslazione. Una sosti-
tuzione parabolica ¢ quindi necessariamente aperiodica. .

Supponiamo ora che la sostituzione S lasci fissi due punti
distinti. Potremo sostituirvi una trasformata che lasci fissi i due
punti 2 = 0, z = o, che avra quindi la forma:

’

a
= = 6 =1
2 i

e che scriveremo semplicemente

?=kz.

Per |’ invariante § = a + 6 avremo

k+
==

Vk

Ora distinguiamo tre casi :
10 k reale positivo ; la sostituzione in tal caso si dice iper-
bolica e |’ invariante § ¢ reale ed in valore assoluto > 2.

1) Propriamente otteniamo dapprima

, _az+ﬂ_
z ———"a—"’y
ma siccome @b = 1 e inoltre {§ 11) a+ 6 = == 2, ne risulta a=J0==k 1
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20 k immaginario di modulo = 1,
\d

=¥ 4 = SN
k=¢ev, 4 2cos2

La sostituzione si dice ellittica e I’ invariante j € reale ed in
valore assoluto < 2. .
30 k immaginario, ovvero reale e negativo.
Allora I’ invariante § ¢ immaginario e la sostituzione si dice
lossodromica.
Una sostituzione normale iperbolica

2 =kz (k reale positivo)

¢ un’omotetia diretta del piano. Per essa tutte le rette uscenti
dalla origine restano fisse.
Una sostituzione normale ellittica

’

2 =¥z

¢ una rotazione del piano complesso attorno all’origine, d’am-
piezza ¢. Per ossa rimangono fissi tutti i circoli col centro nel-
Porigine 1),
In fine una sostituzione lossodromica é una combinazione di
una ellittica e di una iperbolica coi medesimi punti fissi.
Riepilogando, abbiamo il resultato :

La specie di una sostituzione

’ az+ B

=.Te" (@6 — By = 1)

dipende dall’ invariante j = a + 6. Se questo é reale, la sostituzione
¢ ellittica, parabolica od iperbolica secondo che | j | § 2. Quando
I’ invariante § € immaginario, la sostituzione é lossodromica.

1) In generale in una sostituzione iperbolica qualunque rimangono
fissi tutti i circoli di un fascio con due punti base reali; in una ellittica
quelli di un fascio coi punti base immaginari.
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E chiaro che fra le sostituzioni lineari solo quelle ellittiche
possono essere periodiche ; cid avviene quando 'ampiezza ¢ (che

dipende unicamente dall’ invariante §) & in rapporto commensu-
rabile con 2.

§ 13. — Sostituzioni di seconda specie. — Riflessioni.
Una sostituzione S di seconda specie

, azy+ f
7 =00 (ad—py=1
v (W—h=1

da luogo, ripetuta, alla sostituzione di prima specie

S2 — ( ady+ By, aﬁo"”ﬂ‘%)
yag+ 0y, YBo+ 66y )’

che pud anche ridursi all’identita. Consideriamo dapprima il caso
generale, in cui §2 non é I’ identita. Poiché il suo invariante

J = aag+ fyg+ foy +0d,

¢ reale, essa non pud essere lossodromica, ma ¢é necessariamente
ellittica, parabolica od iperbolica. Ricerchiamo quali punti fissi
puo avere la 8. Essi debbono pure rimanere fissi per 82 e saranno
quindi al massimo due, quelli della S2. D’altra parte se 2, , 2, sono
i due punti fissi di 82, la S dovra o lasciarli singolarmente invariati,
o permutarli fra loro !). Dunque intanto, se la §% ¢ parabolica,
anche la S avra un unico punto fisso. Nel caso ellittico od iperbolico,

1) Invero se z, per S va in 2/;, ¢ié che indichiamo simbolicamente con

7, =8(z)
avremo
82 (2'y) = 83(zy) = S(S2(2))) = S () =2y,

cioé 2’y sard anche un punto fisso di S% e pero coincidera o con z; o con ge
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prendendo per punti fissi di §2: z=0, z= oo, diamo ad § la
forma

7 =kzy o0 2 =—,

secondo che la nostra sostituzione lascia fissi singolarmer.lbe i due
punti, 0, o , ovvero li scambisa fra loro. La 82 sard rispettivamente

nei due casi

’

k
Z =kkyz o 2 =Ez,

quindi iperbolica nel primo, ellittica nel sec.ondo caso. D(?po di
¢id, possiamo classificare le sostituzioni § di sef}onda specie, che
non sono a periodo 2, come paraboliche, iperboliche od (?lhttu.:ht?,
secondo la specie di S2. Le sostituzioni di seconda specie e].!lttl
che non hanno alcun punto fisso, quelle paraboliche uno, le iper-

boliche due. . <
Veniamo ora al caso, particolarmente interessante, che la &

sia a periodo 2. Osservando i coefficienti di S* nella (8), vediamo
che, essendo = 1 il determinante della S?, dovranno aver luogo

o le formole

s aa0+ﬁy0=l: aﬁ0+ﬁ60=0
| yag+ 0y, =10, yfo+ 00, =1,
o le altre

y aag+ fyy=—1, afy+ oy =10
) yog+ 0y, =0, yBp+ 06y = —1.

Poiché « 6 — By = 1, cid equivale a dire che nel primo caso
sara

ag=06, yo=—y, Bo=—8, d=a
e nel secondo

ao"_"‘-“‘é: Yo=17> ﬂo’zﬁ: 60=—-a.
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Ponendo in evidenza le parti reali ed immaginarie dei coeffi-
cienti, avremo quindi nel primo caso

s = {atin)z+ i
Wizt (—ia)

, con @i+ aj+ By =1,

9)

indicando a,, a,, #;, ¥; quantita reali, e nel secondo caso

2 = (o + ) 2+ B

9* "
) V12— (ay + tay)

,con i+ ay+ By =—1.

Domandiamo ora se qualche punto del piano rimane fisso per
la nostra sostituzione. Ponendo 2’ = z, vediamo che nel caso at-
tuale restano fissi tutti i punti di un circolo, che ha rispettiva-
mente per equazione

(10) 1@+ ¥ —2u,2+ 2a,y—f; =0, nel caso (9)
e invece
(109)  y1(@+y")—2a2—2a,y—f; =0, nel caso (9%).
11 primo circolo & reale a causa di
qtatpy=1,

e la sostituzione é un’inversione per raggi vettori reciproci ri-
spetto a questo cerchio; si dira brevemente una riflessione su
questo circolo. Nel secondo caso il circolo di riflessione (10%) &
immaginario e la sostituzione si dira una riflessione impropria.
E facile vedere che una riflessione impropria i pud comporre con
una riflessione propria ed una rotazione di = attorno al centro di
riflessione 1),

1) Ad ogni riflessione si Puo sostituire una riflessione simile che scambi
fra loro i punti 0, ; questa ha allora la forma normale
7 = L
%o
con k reale. Essa é propria od impropria, secondo che k é positivo o ne-
gativo. Ne risulta subito dimostrata I’asserzione del testo,
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§ 14. — Gruppi discontinui di sostituzioni lineari.

Le sostituzioni lineari sopra una variabile essendo operazioni
suscettibili di composizione e valendo la legge associativa (§ 11),
possiamo applicare ai sistemi di sostituzioni lineari i concetti ge-
nerali della teoria dei gruppi di operazioni. Closi diremo che : un
sistema di un numero finito od infinito di sostituzioni lineari forma
un gruppo, quando componendo fra loro due qualunque sostituziont,
differentt od eguali, del sistema, la sostituzione composta appartiene
pure al sistema.

In particolare quindi un gruppo, insieme ad ogni sua sostitu-
zione S, ne conterrad anche tutte le potenze con esponente intero e
positivo. Se il gruppo é finito 1), vi figureranno altresi le potenze
con esponente negativo e 1’ identita, cid che, stando alla data de-
finizione, non accadra sempre necessariamente nel caso di un gruppo
infinito. In questo caso perd noi aggiungeremo esplicitamente la
condizione che ¢l gruppo contenga, insteme ad ogni sostituzione S,
anche la sua inversa S~ e perd tutte le potenze positive e negative
di 8, e U identitd.

TUna prima divisione dei gruppi di sostituzioni lineari in due
classi si fa distinguendo i gruppi continui dai gruppi discontinui.
Il gruppo dicesi continuo (gruppo di Lie) se nei coefficienti a, 8,5, 6
entrano parametri suscettibili di prendere una serie continua di
valori, discontinuo invece quando i coefficienti variano solo per
valori discreti.

Un’ altra importante distinzione & da farsi nei gruppi discon-
tinui, i quanto consideriamo Ueffetlo delle loro operazioni sui punti
del piano complesso. Applicando ad un punto z, del piano le sosti-
tuzioni di un gruppo discontinuo @, si otterra una serie infinita
di punti, che diciamo equivalenti rispetto al gruppo. Ora si dird
che il gruppo G & propriamente discontinuo nell’ intorno di un
punto P del piano complesso, quando un intorno sufficientemente
piccolo di P non contenga alcuna coppia di punti equivalenti ri-

1) Si sa che i gruppi finiti di sostituzioni lineari sopra una variabile
sono tutti noti e si riducono a cinque tipi distinti, che portano il nome
di gruppi dei poliedri regolari, della piramide e della doppia piramide re-
golare (Cfr. KrEIN, Tkosaeder).
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spetto a G ; in caso contrario diremo che G & impropriamente di-
scontinuo nell’ intorno di P. Piii brevemente diremo anche che
nel primo caso (7 & propriamente discontinuc, nel secondo impro-
priamente discontinuo nel punio P. Si vede subito che se un gruppo
¢ propriamente discontinuo in un punto P, esso é altresi propria-
mente discontinuo in tutti i punti di un intorno sufficientemente
piccolo di P, onde segue che per un tale gruppo I’ insieme dei punti,
nell’ intorno dei quali il gruppo opera in modo propriamente di-
seontinuo, costituisce un campo a due dimensioni.

I gruppi che dovunque, nel piano complesso, sono impro-
priamente discontinui non hanno per lo scopo nostro (per la teoria
delle funzioni) importanza alcuna. Ora vi é un caso in cui dalla
natura stessa delle sostituzioni del gruppo si conclude immediata-
mente che il gruppo ¢ dovunque impropriamente discontinuo ;
cid accade quando nel gruppo si presentano sostituzion: infinitesi-
mali, cioé sostituzioni vicine quanto si vuole alla identitd. Preci-
siamo questo concetto dicendo : Un gruppo G di sostituzioni lineari

a > . . . .. . . .
( v g) contiene sostituzioni infinitesimali quando, preso un numero

€ reale, positivo e piccolo a piacere, esistono sempre nel gruppo sosti-
tuzioni, diverse dall’ identita, per le quali si ha

[Bl<e |y|<e fa—b|<e 1.

Che il gruppo sia allora impropriamente discontinuo risulta
dalle considerazioni seguenti. Suppongasi al contrario che si possa
trovare ad esempio un’area circolare di raggio R, priva di coppie
di punti equivalenti. Variando z comunque in quest’area, potremo
sempre scegliere nel gruppo una tale sostituzione (non identica)

(;’ g) , per la quale si abbia

1) Se le sostituzioni si riducono unimodulari, si potra anche dire che
4 moduli di
g, », axl, dx1

-debbono essere inferiori ad ¢.
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e allora ogni punto che disti dal centro meno di 5;— e non coincida

con uno dei due punti fissi di ( z’ g ) avra almeno un punto

equivalente entro l'area circolare, contro I ipotesi.

Cosi adunque : Un gruppo discontinuo, contenente sostituzions
infinitesimali, & sempre impropriamente discontinuo in ogni regione
del piano.

Come primo esempio consideriamo una sostituzione ellittica
aperiodica, che possiamo ridurre alla forma normale

? =€e%z,

dove ¢ sara incommensurabile con . Le potenze di S formano un
gruppo con sostituzioni infinitesimali e per eid dovunque impro-
priamente discontinuo. Ne deduciamo come corollario : Ciascuna
sostituzione ellittica di un gruppo propriamente discontinuo deve
avere un periodo finito.

La discontinuitd propria di un gruppo é incompatibile, come
si & visto, coll’esistenza di sostituzioni infinitesimali. Ma diciamo
subito che sarebbe, in generale, erroneo il concludere dall’assenza
di sostituzioni infinitesimali nel gruppo alla sua discontinuita
propria ; I'esempio che studieremo alla fine del presente capitolo
lo dimostrera chiaramente. Vi ha perd un caso molto importante,
nel quale tale conclusione & legittima, ed & quando le sostituzioni
del gruppo sono tutte a coefficienti reali, o tali si possono ridurre con
una conveniente trasformazione, quando cioé vi ha un circolo del
piano complesso che da tutte le sostituzioni del gruppo & trasfor-
mato in sé medesimo (Hauptkreisgruppen). Sussiste infatti il teo-
rema, dovuto a Poincaré 1), che noi qui ci limitiamo a citare :

Un gruppo di sostituziont lineari a coefficient; reali, e privo
di sostituzioni infinitesimali, ¢ sempre propriamente discontinuo nel
piano complesso.

1y Acta Math., Bd. 3. — Vedi anche FrIcKE, Automorphe Functionen,
Bd. I, pag. 99.
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§ 15. — Sottogruppi.

Prima di procedere allo studio di alcuni gruppi particolari,
facciamo ancora qualche osservazione d’indole generale. 1 con-
cotti e la terminologia dei gruppi finiti di operazioni si traspor-
tano senz’altro nella teoria dei gruppi discontinui infiniti.

Un gruppo I’ di sostituzioni lineari si dira un sotfogruppo di
un gruppo G, se tutte lo sostituzioni di I' appartengono a G. Si
dira poi cte & I' tnvariante in G quando qualunque sostituzione
di I, trasformata con una gostituzione arbitraria di G, da una
sostituzione di I' stesso, quando cioé I' é permutabile con qua-
lunque sostituzione di G.

Se G ¢ un gruppo e I' un suo sottogruppo, si potranno distri-
buire le sostituzioni di G rispetto a I” in un quadro :

71 Y2 Pg « o o 0.
gv1> 9¥2, 9Vs - -
gv1s 9"}’2 s g"}’s PRI

che contiene una ed una sola volta tutte le sostituzioni di @, po-
nendo nella prima orizzontale tutte le sostituzioni (in numero
infinito) di I, nella seconda quelle di I moltiplicate da una me-
desima parte (p. es. a sinistra) per una sostituzione g di G fuori
di I', nella terza ancora le sostituzioni di I" moltiplicate, sempre
dalla medesima parte, per una sostituzione g di G presa fuori
dolle due prime orizzontali e cosi proseguendo finché esistano
sempre nuove sostituzioni di . Due casi potranno darsi: o il
numero delle orizzontali € finito e questo numero prende allora
il nome di indice del sottogruppo I in & ; ovvero il numero delle
orizzontali & infinito e in tal caso diciamo che T & sottogruppo d’ in-
dice infinito in G. Cosi p. es. se S & una sostituzione lineare aperio-
dica, mnel gruppo (ciclico) G generato dalle potenze di S formano
un sottogruppo I' d’ indice finito le potenze di 87, essendo p un nu-
mero intero positivo; in tal caso, giccome Vesponente m di ogni
potenza 8™ di § si pud porre sotto la forma

m=Fkp+r,
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dove r ¢ uno dei numeri 0, 1, 2 .... p — 1 e k ¢ un intero positivo
o negativo, il quadro constera di p orizzontali e 1’ indice di I’
in @ sara finito == p.

Fino ad ora abbiamo supposto di considerare gruppi conte-
nenti soltanto sostituzioni di prima specie. Ma possiamo egual-
mente considerarc grappi G, contenenti sostituzioni di ambedue
le specie. In tal caso si vede subito che: le scstituzioni di prima
specie di @ costituiscono un sottogruppo I' invariante in G e di
indice finito == 2. Cid risulta dall’osservarc che se g é una sostitu-
zione fissa di seconda specie in G e g’ un’altra tale sostituzione qua-
lunque in @, la g~ ¢’ & di prima specie ed é quindi una sostitu-
zione y di I, onde

g =9y,

¢id che dimostra essere = 2 l’indice di I' in &. Poiché inoltre,
trasformando con una sostituzione di prima o seconda specie una
di prima specie, la trasformata appartiene sempre alla prima
specie, vediamo che I" & invariante in G.

§ 16. — Gruppi ciclici e loro campo fondamentale.

Veniamo ora a studiare alcuni gruppi particolari di natura
molto semplice, che ci daranno una facile illustrazione delle con-
siderazioni generali esposte al § 14 e ci serviranno inoltre a fis-
sare I’ importante nozione del campo fondamentale di un gruppo
propriamente discontinuo.

“ominciamo dai gruppi ciclici, dai gruppi cioé che sono ge-
nerati dalle potenze di un’ vnica sostituzione S. Siccome perd
escludiamo dalle nostre considerazioni i gruppi contenenti sosti-
tuzioni infinitesimali (poiché allora sappiamo gia che il gruppo
¢ dovunque impropriamente discontinuo), cosi supporremo che,
se la sostituzione § é ellittica, essa abbia periodo finito.

Consideriamo allora i vari casi che possono presentarsi :

a) La sostituzione § ¢é ellittica di periodo finito % ; allora
il gruppo generato dalle potenze di S ¢ un gruppo finito e, ridu-
cendo S alla forma normale, potremo assumere per S I’ espressione
analitica
7 =€z,
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dove ¢ & una radice primitiva n™* della unita. Sostituendo ad 8
una sua potenza, potremo supporre

2a1

e=¢e"

e la S rappresentera nel piano complesso una rotazione d’ampli-

. 27 y e . - . ‘

tudine - attorno all’origine. Si consideri ora nel piano com-

plesso il scttore infinito limitato da due raggi che escono da O
2

e formano fra loro l'angolo :ﬂﬁ Applicando a tutta P'area set-

toriale le sostituzioni del gruppo, veniamo evidentemente a di-
videre il piano in n tali settori congruenti, che ricoprono una ed
una sola volta il piano complesso. Uno qualunque di questi settori
gode della proprietd che un punto qualunque del piano e equiva-
lente ad un punto dell’area settcriale, ed in generale ad uno solo.
Soltanto quando questo punto cade sul contorno, esso ne ha un se-
condo equivalente sull’altro lato del contorno, ad eguale distanza
dall’origine. Per queste proprieta si dice che il settore considerato
& un campo fondamentale del gruppo, poiché in esso trovasi un punto,
ed in generale uno solo, equivalente a qualsiasi punto del piano.

b) La § sia una sostituzione iperbolica, che potremo ridurre
alla forma normale

z’=kz,

con k reale e positivo (§ 12). Essa ci dard nel piano complesso
una omotetia col centro nell’ origine, di costante k. Si tracci ora
un circolo qualunque C di centro O e scelgasi p. es., per fissare
le idee, il suo raggio = 1. I circoli trasformati di C' per mezzo del
gruppo delle potenze di S avranno tutti il centro in O ed i raggi

CET BT ETY, Lk RR RS

essi divideranno il piano in una serie di anelli circolari limivati
da due cerchi consecutivi nella serie. Uno qualunque di questi
anelli pud assumersi come campo fondamentale del gruppo, poiché
infatti un punto qualunque del piano pud trasportarsi, applican-
dovi una conveniente potenza di S, in uno ed in un sol punto del-
anello. Soltanto se questo punto cadrd sul contorno dell’ anello,
ne avremo un secondo cquivalente sull’altro circolo del contorno.
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¢) La § sia lossodromica e, ridotta alla forma normale, abbia
dunque la forma (§ 12)

z':ke"”z.

~ Anche in questo caso potremo costruire una serie di anelli
circolari come nel caso precedente ed in uno di essi avremo an-
cora un campo fondamentale del gruppo.

d) Supponiamo in fine che la S sia parabolica e riduciamola
alla forma normale

=z +p.

Essa ci rappresenterd nel piano complesso una traslazione e
se per due punti del piano, che nascono ) uno dall’altro per la
traslazione, conduciamo due rette qualsiasi parallele fra loro, ma
non nel senso della traslazione, limiteremo una striscia del piano,
che sard un campo fondamentale del nostro gruppo. Applicando
infatti alla intera striscia la § e le sue potenze, otterremo una
serie di striscie consecutive congruenti, che ricoprono una ed una
sola volta il piano.

Colla dimostrazione dell’esistenza del campo fondamentale
per ogni gruppo ciclico, privo di sostituzioni infinitesimali, é di-
mostrata in particolare la discontinuita propria di questi gruppi
in tutto il piano. Per questi gruppi adunque, come pei gruppi a
coefficienti reali secondo il teorema di Poincaré, la mancanza di
sostituzioni infinitesimali é non solo necessaria ma anche suffi-
ciente ad assicurarc la discontinuita propria del gruppo. La stessa
cosa vedremo accadere pei gruppi che andiamo ora a considerare.

§ 17. — Gruppi di sostituzioni paraboliche.

Ci proponiamo ora di studiare i gruppi che sono esclusiva-
mente composti di sostituzioni paraboliche, e fra questi di rico-
noscere quelli che sono privi di sostituzioni infinitesimali.

In primo luogo osserviamo che se un gruppo é composto di
sole sostituzioni paraboliche, queste dovranno avere tutte il me-
desimo punto fisso. E infatti riduciamo una di queste, sia S, alla

forma normale
Q)7 =z+4
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e sia U un’altra sostituzione (unimodulare) del gruppo, coll’ espres-
sione analitica :

U) 2 = az—‘rb , ad—be =1,
cz+d

ove, essendo U paraholica, avremo

a +d=+2

Indicando con n un intiero gualunque, avremo nel gruppo
anche la sostituzione U 8", la cui espressione analitica sara

s — (@a+cnBjz+b+daf
cz+d

e, per essere anche questa parabolica, dovremo avere, per qua-
lunque = :

a+d+enp=+2,

onde ¢':= 0; quindi U ha il medesimo puuto fisso 2= oo di 8.
Cid premesso, potremo considerare in luogo del nostro gruppo

un suo trasformato, nel quale tutte le sostituzioni, avendo la
forma

(11) Z=z+8,

rappresenteranno traslazioni del piano complesso. Per abbreviare,
chiameremo 8 V'amplitudine della sostituzione parabolica (11). E
evidente che i gruppi ora considerati constano di sostituzioni due
a due permutabili, sono cioé gruppi Abeliani.

Se scegliamo nel gruppo G, ad arbitrio, un certo numero »
di sostituzioni

8y, Sy, ey S,

n

combinando fra loro queste sostituzioni e le loro potenze, si ottiene
un sottogruppo I' di G (che puod anche coincidere con ), di cui
tutte le sostituzioni sono comprese nella formola

Yy = SI"‘ S;nz S;:"‘,
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dove gli esponenti m percorrono tutti i valori interi positivi, ne-
gativi o nulli; indicheremo hrevemente questo sottogruppo I’
colla notazione :

T=1[8,, Ss, s Sul-

Ora se ¢ possibile determinare degli esponenti r interi, posi-
tivi o negativi, ma non tutti nulli, tali che sia

(12) S S . S =1,

diremo che le » sostituzioni Sy, S, ...., S, sono fra loro dipendenty
e se nessuna relazione della forma (12) sussiste, le diremo invece
indipendenti. Si osservi che, rispetto alle amplitudini By, B - Pn
di queste sostituzioni, la (12) si traduce nella relazione lincare
omogenea a coefficienti interi :

(]2‘) "1 ﬂ1+7‘2ﬁ2+....+rﬂ ﬁn = 0’

€ per cid i numeri r si potranno supporre privi di un divisore co-
mune.
Cominciamo dal dimostrare che, se

Sy, Sy eees Sp

sono fra loro dipendenti, potremo generare il gruppo I' con un
numero minore di sostituzioni fondamentali. Per semplificare la
dimostrazione, possiamo supporre che nella (12) gli esponenti r
pon nulli siano tutti positivi, bastando nel caso contrario sosti-
tuire ad una corrispondente S la sua inversa. Due almeno deghi
esponenti 7 saranno evidentemente non nulli, siano p. es.

T1s Ty,

e supponiamo, per fissare le idee,

7y STy

Ponendo
8y = 8; 8%,
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con ¢ intero qualunque, potremo assumere come generatrici di I’
8y, Sy 830y S,
dopo di che la (12) diverra :
Sr e Sp=em e S . Sp=1.
Se prendiamo adunque ¢ in guisa che sia
O=ry—gry <7y,

avremo abbassato uno degli esponenti », lasciando gli altri inal-
terati. Applicando ripetutamente il processo, verremo ad ottenere
un sistema di n sostituzioni generatrici

815 85, n, 8

per le quali la relazione (12) conterra un solo esponente non nullo
e allora la corrispondente sostituzione s sara I’ identita, onde po-
tremo prendere per sostituzioni generatrici di I' le rimanenti
n—1, c d. d.

Dimostriamo ora altro teorema : Se le amplitudini 8,, By, di
due sostituzioni S;, S, del gruppo hanno un rapporto reale, o le
due sostituzioni saranno fra loro dipendentt, o il gruppo conterrd so-
stituzioni infinitesimali.

E invero, se il rapporto —g—'- é reale e commensurabile, poniamo
2
h_ 1
B2 q’

essendo p, ¢ numeri interi primi fra loro ; avremo ¢ f; = p f,, cioé
81 =8,

che & appunto una relazione fra §,, S,.

. B
Se
poi 2

¢ un numero reale incommensurabile a, avremo

a
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B, = aB, ed essendo r, s numeri interi qualunque, il gruppo con-
terra la sostituzione

St 8

d’amplitudine (ra+ s) f,. Ma, poiché a & incommensurabile, po-
tremo prendere 7, s in guisa che 7 a+ s, che non é mai nullo, sia
piccolo quanto si vuole ; onde avremo nel gruppo sostituzioni in-
finitesimali.

Cid premesso, se consideriamo dapprima un gruppo I' gene-
rato da una sola sostituzione § :

2 =z+4,

in esso, per quanto si é visto al paragrafo precedente, avremo
gempre un gruppo propriamente discontinuo.

Si abbia ora un gruppo I" = [, §;] generato da due sostitu-
zioni indipendenti

8) 2 =z+ w, Sy =72 =2+ w,,

e privo di sostituzioni infinitesimali. Le amplitudini o), w, delle
due sostituzioni fondamentali saranno quindi in rapporto com-
plesso. Preso un punto qualunque a del piano, consideriamo i
quattro punti

a, A+ w, A+ wy, G+ 0T Wy,

che sono i vertici di un parallelogrammo.

Qualunque punto del piano complesso & equivalente, rispetto
a I', ad un punto dell’area parallelogrammica e ad uno solo, ec-
cetto pei punti del contorno, due a due equivalenti. Possiamo
quindi assumere questo parallelogrammo come campo fondamen-
tale del gruppo. Applicando a questo campo le infinite sostitu-
zioni del gruppo, il piano ne risulta diviso in una rete di paral-
lelogrammi congruenti, che ricopre una ed una sola volta tutto
il piano.

I nostro gruppo & ancora propriamente discontinuo.

Si osservi perd che nella scelta del parallelogrammo fonda-
mentale sussiste ancora molta arbitrarietd, non solo perché uno
dei vertici si pud collocare dovunque nel piano, ma anche per-
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che, in luogo di 8, S, potremmo egualmente assumere due altre
sostituzioni fondamentali

S =8 80, s =878

del gruppo. Queste due nuove sostituzioni s,, s, saranno fondamen-
tali, cioé genereranno tutto il gruppo, solo quando il determinante

ad— By

dei numeri interi a, 8, y, 6 sia = =+ 1 1).

Coi due esempi ora trattati sono esauriti tutti i casi in cui
un gruppo di traslazioni del piano é propriamente discontinuo.
In ogni altro caso infatti il gruppo contiene, come ora dimostre-
remo, traslazioni infinitesimali. Supponiamo in effetto che un
gruppo I possieda tre (o pilu) traslazioni indipendenti

S, S., S;,
di amplitudini

@y, Wy, W3-

Se per es. w;; w, fossero in rapporto reale, guesto rapporto
sarebbe incommensurabile (poiché 8,, S, sono indipendenti per
ipotesi) e I' conterrebbe appunto sostituzioni infinitesimali. Sup-
poniamo ora che 21 gia complesso e costruiamo il parallelogrammo

- wz
fondamentale [a, a + w;, a+ w,, a+ w;+ w,] del sottogruppo

I =[5, 8],

1 3 - - : .
) E invero, perché 8y s Sy, SiBNO fondamentali, occorre che si possano
trovare quattro interi o', ', y’, 0', tali che sia inversamente

C e o
S, =8 &, S=57 o,

onde
ad +pf =1, ay +y0 =0
pa' -+ 8f =0, Yy +66 =1,
e perd
a Bl |dB ' -
y 61 Yo




§ 17 — GRUPPI DI SOSTITUZIONI PARABOLICHE 59
indi, considerando un sistema di punti
z, 2+ wg, 2+ 2wy,

equivalenti rispetto a S; e alle sue potenze, troviamo nel paral-
lelogrammo i loro punti equivalenti

(13) 21, 29, 23,

rispetto a I”. Tutti questi punti sono distinti, perché altrimenti fra
w;, W,, wy sussisterebbe una relazione lineare omogenea a coeffi-
cienti interi, contro 1'ipotesi. Il gruppe inflnito di punti (13),
addensandosi in un’area finita, avrd almeno un punto limite, nel-
I’ intorno del quale le differenze 2’, — 2/, risulteranno di modulo
piccolo quanto si vuole; e, poiché ciascuna di queste differenze
rappresenta 'amplitudine di una traslazione di I', vediamo che I’
contiene traslazioni infinitesime, ¢. d. d.

Cosi vediamo che anche per i gruppi di sostituzioni parabo-
liche la mancanza di sostituzioni infinitesimali assicura la discon-
tinuitd propria del gruppo. ’

In fine osserviamo che il processo tenuto nel presente para-
grafo é pure applicabile allo studio dei gruppi discontinui di tra-
slazioni nello spazio a tre dimensioni o ad un numero qualunque
di dimensioni. In particolare tutti i gruppi di traslazioni dello
spazio a n dimensioni, che contengono pili din traslazioni indipen-
denti, hanno traslazioni infinitesime. Ogni altro gruppo di trasla-
zioni é propriamente discontinwe nel rispettivo spazio.

§ 18. — Gruppo modulare.
Circoli e rette di riflessione del gruppo ampliato.

Passiamo ora a studiare il gruppo di sostituzioni lineari uni-
modulari

’ + AB
1y d="Cs @—fy=1

con coefficienti intert a,B,y,d. Questo gruppo & evidentemente
infinito, discontinuo ¢ privo di sostituzioni infinitesimali. Ksso
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prende il nome di gruppo modulare. Noi ne stabiliremo diretta-
mente la discontinuitd propria (che risulta anche dal teorema di
Poincaré), assegnando il campo fondamentale del gruppo. Ponendo

z=x+ty, =2+,

az+y)+B 4

: reale dall’ immaginario, troviamo
v+ iy)+ 6

e separando in

subito
yl — y
(yx + 6)2+ y*

il che dimostra che y, 4 hanno sempre lo stesso segno. Il gruppo
opera quindi separatamente sulle due parti in cui I’ asse reale
divide il piano e noi ci limiteremo a considerare il semipiano po-
sitivo y > 0.

Osserviamo subito che tutti i punti razionali dell’asse reale

sono fra loro equivalenti rispetto al gruppo modulare I" ed equi-
B

valenti p. es. a z= 0. Per z = 0 infatti la (14) da 2’ = 5 ¢ i nu-
meri 8, § possono essere due numeri qualunque, primi fra loro. Si
vede quindi che nell’ intorno di qualsiasi punto dell’asse reale il
gruppo modulare I'" ¢ impropriamente discontinuo. Al contrario,
nell’ intorno di ogni punto del semipiano positivo, esso &, come si
vedra, propriamente discontinuo.

Per lo studio del gruppo modulare I', come per quello di
molti altri gruppi, ¢ importantissimo procedere ad un ampliamento
del gruppo, che si .ottiene qui associando alle sostituzioni del
gruppo la riflessione sull’asse immaginario

2 = 29,
che trasforma ancora il semipiano positivo in sé medesimo.
11 nuovo gruppo, che cosi risulta, contiene, oltre le sostituzioni
di prima specie (14), le altre di seconda specie

(14%) Z = ——;zz:g , ab—pPy=1;

lo diremo il gruppo modulare ampliato e lo indicheremo con I,
Esso contiene il gruppo modulare I" come sottogruppo invariante
d’ indice 2 (cfr. § 15 alla fine).
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Particolarmente importante per lo studio di Iy & il determi- -

nare le riflessioni (§13) in esso contenute. Esse si otterranno,
secondo la formola (9) pag. 46, sempre e solo quando 6 = a 1),
cioé avranno la forma

z/ — azl)_ﬁ

2 By 1
vio—a’ ° By

e saranno per cid riflessioni proprie (con circolo reale). Distin-
guiamo per altro secondo che y = 0, ovvero y == 0. Se y =0, al-
lora ¢ a =1 e si ha una retta di riflessione di equazione

2e=1f,

essendo B un intero qualunque. Abbiamo dunque nel gruppo infi-
nite rette di riflessione

1 3
— =4 =4 — .
5 z=1F1, =z 3

z2=0 =+
tutte parallele all’asse immaginario e distanti ciascuna dalla suc-
cessiva di - .

Quando poi y == 0, abbiamo il circolo di riflessione

y @+ y) — 2+ B =0,

ovvero

o

(x——(f- 2+y2= w___a2_"57 =L,
Y 7 e
Vi sono dunque infiniti circoli di riflessione di raggio eguale
all’ inversa y di un numero intero qualunque e coi centri in tutti

1) Per fare il confronto colle formole del § 13, bisogna dare alla (14%)
il_determinente + 1 scrivendo:

AL el
tyzp— 190
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quei punti razionali dell’asse reale ;C:-, pei quali il numeratore a

soddisfa alla condizione

a*=1 (mod.y),

e cosi p. es. circoli di raggio == 1 col centro in tutti i punti interi

dell’asse reale, circolo di raggio —- coi centri nei punti

3
-+ ‘é’;

3 :t i

o] —
o] o

circoli di raggio 5 col centri nei punti

1

:t-.-9 o

i4e
3 5 -3—00.

) to

Per il seguito delle nostre considerazioni é necessario premet-
tere le due osservazioni seguenti :

18 L’area indefinita racchiusa mel semipiamo positivo da due
rette * = a,x = b parallele all’asse immaginario e da una retta
y ==k (k> 0) parallela all’ asse reale mon ¢ solcatn che da un nu-
mero finito di rette e circoli di riflessione. Per le rette é evidente,

s ya e 2 s .1 . .
poiché si succedono coll’ intervallo costante di 5 Quanto ai cir-

coli, potranno solcare I'area solo quelli che hanno un raggio i> k,

cid che da un numero finito di valori per y ; ma per ogni valore
di y i centri dei circoli si succedono sull’asse reale ad intervalli
finiti e perd solo un numero finito di questi circoli solchera la stri-
scia compresa fra le parallele z = a, x = b.

2a Applicando alla totalila dei circoli e delle rette di riflessione
un’operazione qualunque del gruppo Iy, 1 circoli e le rette si scam- .
bieranno fra loro. Cio risulta subito dall’osservare che, se U & una
riflessione del gruppo sul circolo C, e T una sostituzione di I,
che porti il circolo C nel circolo C;, la trasformata T'UT sara
una riflessione sul circolo C,.
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§ 19. — 11 triangolo fondamentale del gruppo ampliato.

Consideriamo nel piano complesso le due rette di riflessione
1
x=0, z=— -?

ed il circolo di riflessione
2+ yt=1.

La regione indefinita del semipiano positivo, compresa entro
la striscia limitata da queste due rette, all’esterno del cireolo, si
dira il triangolo fondamentale T ; e in efletto, come ora dimostre-
remo, nel triangolo 7 abbiamo il campo fondamentale del gruppo
ampliato I',. T tre vertici di questo triangolo sono nei punti

Osserviamo poi che il nostro triangolo T' (fig. 1) non ¢ altraver-
sato da alcun altro circolo o retta di riflessione.

Se applichiamo al triangolo 7' una sostituzione qualunque
di I'y, avremo un nuovo triangolo 7" limitato da tre archi di cir-
coli di riflessione (o rette), coi medesimi angoli di %’ %,O e il trian-
golo 7", come T da cui deriva, non sard attraversato da alcun
circolo di riflessione. Vogliamo ora dimostrare che : tutti questy
triangoli formano una rete, la quale ricopre una ed una sola volta
tutto il semipiano positivo. E infatti prendiamo dovunque nel
semipiano positivo ('asse reale escluso) un punto A e prendiamo
anche un punto qualsiasi B nell’ interno di T ; indi descriviamo
una linea continua L che vada nel semipiano positivo da B ad 4
senza mai toccare V'asse reale (p. es. il segmento rettilineo B A).
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La nostra linea L, mantenendosi i suoi punti sempre a distanza
finita dall’ asse reale, non potra traversare che un numero finito
di rette o circoli di riflessione (§ 16) e risulterd quindi divisa in
un numero finito di tratti I, Iy, ..., 4, avendo luogo ogni volta
fra un tratto e Laltro ’attraversamento di un circolo di riflessione.

e e —

\\f‘":‘

wlH

X v
\
~

o

. mmee -

Fig. 1.

1l primo” tratto I, ¢ nel triangolo 7' e nell’ estremo fra I, I
la linea L traversa un lato di 7', sicché se consideriamo quel trian-
golo T, della rete che nasce da T per riflessione su quel lato, il
secondo tratto I, restera entro 7T,. Poi la linea L traversa un lato
di T, ed entra per il tratto [ in un terzo triangolo 7', aderente
a T, pel detto lato. Cosi continuando, & chiaro che costruiremo
una serie successiva di v triangoli della rete

T, Tl: T2’ Tw—13
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ciascuno aderente al precedente per un lato e nel triangolo T,_,
sard il punto 4. Dunque la rete si estende in qualunque regione del
semipiano positivo.

In secondo luogo due triangoli 7', 7', della rete non possono
mai in parte sovrapporsi (avere una regione a comune) ; altrimenti
p. es. T,, sarebbe attraversato da qualche circolo di riflessione
(un lato di T,).

Cosi & dimostrato quanto volevamo e possiamo ora facilmente
vedere che: Ogni punto del semipiano positivo & equivalente, 7i-
spetto al gruppo ampliato 'y, ad uno e ad un solo punto del trian-
golo T, il quale ¢ adunque il triangolo Jondamentale di I',.

E invero se 4 ¢ un punto qualunque del semipiano posi-
tivo, esiste, come si é visto, un triangolo 7" della rete che con-
tiene A, e la sostituzione di I'y che porta T" in T porterd 4 in
un punto di 7.

Osserviamo poi che la sostituzione di I'y, che porta 7' in 17,
¢ unica e determinata perché, se ve ne fossero due differenti
8, Sp, la sostituzione (non identica) S, 8,7 trasformerebbe T'
in sé stesso.

Ora cid ¢ impossibile; e in vero, il triangolo 7' avendo i tre
angoli diseguali, non esiste non solo in Iy, ma nemmeno fuors di Iy,
alcuna sostituzione, né di prima né di seconda specie, che tra-
sformi 7' in sé stesso, essendo che ciascuno dei tre vertici dovrebbe
rimanere fisso 1).

Risulta di qui che due punti P, @ del triangolo 7' non pos-
sono essere equivalenti. E infatti se P, @ sono ambedue interni
a T, la sostituzione che cangia P in @ dovrebbe trasformare 7' in
s medesimo. Se P ¢ sul contorno e @ nell’ interno, quella sosti-
tuzione cangerebbe il lato su cui si trova P in un circolo di rifles-
sione attraversante T'. Se poi P e @ sono sul contorno, quella so-
stituzione dovrebbe cangiare 7' in un triangolo aderente e sarebbe
quindi una riflessione sopra il lato contenente @ e lascerebbe
fisso @, né potrebbe trasportarvi P.

1) Questa considerazione dimostra che: Non vi ha aleun gruppo piu
ampio di Iy, che contenga Iy come sottogruppo invariante. Le sostituzioni U
di un tale gruppo dovrebbero infatti trasformare le riflessioni di I’y in nuove
riflessioni di I',, e perd il triangolo 7' in un altro T' " della rete. Se con ¥ in-
dichiamo la sostituzione di T o che porta T in T, la Uy—i lascia fisso T e
perd Uy—? =1, cioe U=1y.

5
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§ 20. — La rete modulare e le riflessioni generatrici 4, B, C.

Tutta la rete dei triangoli 7, che ricopre una ed una sola
volta il semipiano positivo, si pud generare riflettendo il triangolo
fondamentale sui suoi tre lati, i nuovi triangoli ottenuti sui loro
lati liberi e cosi via di seguito. Per figurare con chiarezza la rete,
tratteggiamo tutti i triangoli della rete che nascono da 7', nel

T

Fig. 2.

modo descritto, con un numero dispari di riflessioni, lasciando
gli altri non tratteggiati ; otteniamo cosi la figura 2 che ci rap-
presenta la rete modulare. Ogni triangolo della rete sard quindi
tratteggiato o no, secondo che nasce dal fondamentale per una
sostituzione di seconda o di prima specie. Possiamo indicare
senza ambiguith ogni triangolo della rete per mezzo della sosti-
tuzione V che lo fa derivare dal triangolo fondamentale, il quale
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sard adunque indicato col simbolo 1. Indichiamo rispettiva-
mente con

A, B, ¢
le tre riflessioni sui lati
r=0, = ! 2 2
, =% ¢+ yi=1 .

del tl.'iangolo fondamentale T' e cogli stessi simboli dovremo indi-
care i tre triangoli aderenti al fondamentale 1 pei rispettivi lati
O{‘a osserviamo che, se V & una sostituzione qualunque di I',, a .
plicandola p. es. ai due triangoli aderenti v

1, 4,
otterremo due triangoli pure aderenti

V, AV.

Cosi adunque al triangolo V saranno aderenti i tre triangoli

AV, BV, CV

e precisamente AV lungo il lato che sottende gli angoli di %,Oeec.

E poiché si pud passare dal triangolo fondamentale ad uno qua-
1un.que della rete per una serie di triangoli aderenti, ne deduciamo :
L’ intero gruppo modulare ampliato I'y si genera colle tre riflessions
elementari A, B, C. L’espressione analitica di queste tre rifles-
sioni € data rispettivamente da

A) 2 =-—z,
B) 2=—z—1
) z':i.

29

I vertici della rete modulare si distinguono in tre specie, se-

condo che gli angoli corrispondenti sono 0, g- g- In ciascuna
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specie tutti i vertici sono equivalenti e non solo rispetto al gruppo
ampliato I'y, ma anche rispetto al gruppo modulare I', come si ri-
leva dall’ osservare che per ciascuno dei tre vertici di un triangolo
della rete esiste una sostituzione di 2* specie che lo lascia
fisso (una riflessione). I vertici della 12 specie, sono tutti equi-
valenti al vertice z = o e sono i punti razionali dell’asse reale;
quelli della seconda specie sono equivalenti al vertice z =1 e

2ni
quelli della 32 specie al vertice z = ¢ = ed .

Intorno a ciascun vertice della prima specie si distribuiscono
infiniti triangoli della rete che diventano sempre piu piceoli, av-
vicinandosi all’asse reale. Intorno a ciascun vertice equivalente
a z—i si riuniscono quattro triangoli della rete alternatamente
tratteggiati o no, e similmente intorno ai vertici equivalenti a
z = ¢ ser triangoli.

§ 21. — 11 triangolo fondamentale del gruppo modulare
e le sostituzioni generatrici S, 7.

Per ottenere il campo fondamentale del gruppo modulare I’
basta che associamo due triangoli aderenti della rete modulare,
p. es. il fondamentale 1 e il suo simmetrico A rispetto all’asse im-
maginario. Otteniamo cosi il triangolo, che indicheremo con T,
limitato fra le due parallele

1 1

xr:-——g—, x:+—2—

all’esterno del circolo 2%+ y* = 1, con angoli eguali a 7:; R % ,0; le

ricerche precedenti ci fanno subito riconoscere che : Ogni punto
del semipiano ¢ equivalente, rispetto a I', ad un punto di questo trian-
golo ; due punii di esso triangolo mon sono mai equivalenii, a meno
che non si rovino sul comforno, simmetricamente disposti rispetto
all’'usse immaginario.

E invero un punto P qualunque del semipiano positivo si puod
portare con una sostituzione V di I'y nella meta a sinistra del detto
triangolo. Se V & di 1 specie, lo scopo ¢ raggiunto ; altrimentj
eseguendo dopo V la riflessione A, la sostituzione ¥V 4 di I' por-
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tera P nella seconda meta del nostro triangolo 7'. In secondo
luogo, se due punti P, @ di T sono equivalenti rispetto a I" lo sa-
ranno, a pitt forte ragione, rispetto a I', e dovranno quindi tro-
varsi 1’ uno nella prima, laltro nella seconda meta di 7' ed essere
simmetrici rispetto all’asse immaginario. Ora, se V ¢ la supposta
sostituzione di 12 specie che porta P in @, la V 4 di 2* specie la-
scerd fermo P, che dovra dunque essere sul contorno rettilineo o
circolare. Nel primo caso la V A dovra coincidere colla riflessione B,
nel secondo colla C e la sostituzione supposta sara o la
§S=B4,
o la
T=CA.

Effettivamente la sostituzione

1 1
S=BA= ’ 2 =
A (0’ 1), z+1

1 . .
porta un punto della retta x = — 5 nel simmetrico dell’ altra

1 e .
T= + 5 € la sostituzione

0, 1 ,_____L
T:CA:(_I: 0), 2 = "

porta un punto del circolo a® + y* =1 nel simmetrico (rispetto
all’asse immaginario). Dimostriamo ora che: Le due sostituziont

1, 1 0,1
(o 1) =)

bastano gia a generare I intero gruppo modulare.
Cominciamo dall’ osservare che se applichiamo al triangolo T
tutte le sostituzioni di I' otteniamo una rete di triangoli con an-
T

. . T
goli di &, 5

triangoli aderenti della rete primitiva. Potremo indicare questi

0, ciascuno dei quali non é che 1’ insieme di due

70 CAPITOLO SECONDO

triangoli col simbolo della sostituzione stessa, che li fa derivare
dal fondamentale 7. Ma al triangolo 7', che ora indichiamo con 1
(fig. 3), sono aderenti i triangoli

s, S§*', T

TST | ST ST |STS

Fig, 3.

e perd ogni altro triangolo V della nuova rete ha per triangoli
aderenti

sv, 8&'v, TV.

Se ne conclude, come al § 18, che combinando le sostitu-
zioni 8, T e le loro potenze si genera tutto il gruppo modulare.
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§ 22. — Sostituzioni ellittiche del gruppo modulare.

Le sostituzioni 2’ = ﬁj-’;; del gruppo modulare sono ellit-
vzt

j=ra+0e inferiore in valore assoluto

tiche quando 1’ invariante
tero, dovremo

al 2 e, poiché nel caso attuale § ¢ un numero 1n
avere

at+0=20, o a+6=il.
A causa della formola (§12)

j == 2 cos

H

ro)s

¢ _ 1
avremo nel primo caso cos % = 0 e nel secondo cos 5 =T 5

onde vediamo intanto che le sostituzioni ellittiche del nostro
gruppo sono a periodo 2, 0 & periodo 3. Al medesimo nsulFato pos-
siamo arrivare colle considerazioni geometriche seguenti, che. ci
fanno inoltre riconoscere quali sono le sostituzioni ellittiche affini?).
Ogni sostituzione ellittica deve lascier fisso
piano positivo (fuori dell’asse realc), che deve essere dunque un
vertice della rete modulare e perd (§40) o equivalente al vertice
2 = i o all’altro z == ¢. Qualunque sostituzione ellittica del' gruppo
modulare sard dunque affine ad una sostituzione ((?“ittl?a;) che
lasci fisso il punto z =i, o il punto z=¢. Ma le prime si deter-

minano subito dalla relazione

ai+f

da cui
'y:_—'._——ﬁ, (1:6,

fini due sostituzioni in un gruppo, quando

1y In generale chiamiamo & PO,
) : ta con una sostituzione del

I’ uns si ottiene dall’altra trasformando ques

gruppo 8tesso.

un punto del semi-
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onde a causa di ad — fy == 1, cioé a®+ §* = 1, otteniamo (esclu-
dendo I’ identita) 1’ unica sostituzione

0, 1
T:(_l’ 0)_

Nel secondo caso troviamo le due sostituzioni

1, 1 0, -1 .
-1, 0 1, 1)

ossia

delle quali la seconda ¢ il quadrato della prima e che, nell’ intorno

o
. . . o=
del punto z = ¢, produconc una rotazione del piano di 5 la

prima nel senso positivo, la seconda nel negativo. Dunque: Le
sostituzioni ellittiche del gruppo modulare sono a periodo 2, ovvero
a periodo 3 ; le prime sono tutte affini alla sostituzione elementare

(_(1) ’ (1) ) , quelle a periodo 3 si ripartiscono i due classi di so-

stituzioni, affini rispettivamente alle due ( _i ’ é ) , ( (1)’_]1) .

§ 23. — Forme binarie quadratiche a determinante negativo.

Mediante la rappresentazione geometrica del gruppo modulare,
stabilita nei paragrafi precedenti, si puo dare un’elegante inter-
pretazione a quel capitolo della teoria dei numeri che tratta delle
forme binarie quadratiche, della loro riduzione, della risoluzione
dell’equazione di Pell ecc., come si pud vedere diffusamente espo-
sto nel primo volume della Theorie der elliptischen Modulfunctionen
di Klein-Fricke (3** Kap., pp. 244 sgg.).

Noi qui ci limiteremo al caso che ha maggiore interesse per
la teoria delle funzioni ellittiche (moltiplicazione complessa), al
caso cio¢ di una forma quadratica

(15) d12+2bxy+(;y2
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a determinante D = b? — a¢ negativo, i coefficienti @, b, ¢ essendo
supposti numeri interi. Manifestamente i coefficienti estremi a, ¢
hanno lo stesso segno e li supporremo sempre positivi, bastando
nel caso opposto cangiare di segno tutti i coefficienti. Ricordiamo
che la forma (15) si dice equivalente alla forma :

(15%) a2+ 20 2y +c y'?

quando la prima si traduce nella seconda mediante una sostitu-
zione lineare sulle variabili

(z=a2'+ By
ly=ya'+0y,

a coefficienti interi e a determinante « d— gy = 1. Le infinite
forme equivalenti ad una data costituiscono cid che si dice una
classe di forme ; esse hanno tutte egual determinante. Tutte le
forme di eguale determinante si distribuiscono in altrettante classi
ed uno dei principali risultati della teoria, che ci proponiamo qui
di stabilire, consiste in questo che il numero delle classi, corri-
spondenti ad un dato determinante, é sempre un numero finito.

Si dicono radici della forma (15) le due radici della equazione

aw?+2bw+c¢c=0,

che nel caso nostro, essendo D = — 4 = b2 — ac¢ negativo, sono
coniugate immaginarie ed hanno i valori
—b+iy4a —b—i 44
0, = ———, Wy = ———————— -
a a

L’ indice della prima radice o, & situato nel semipiano posi-
tivo e si dird I sndice della forma. B importante osservare che una
forma (a, b, ¢) a determinanie negativo ¢ pienamente determinata
quando sia dato il suo determinante ed il suo indice.

Cid posto, consideriamo due forme (15), (15*) equivalenti
e i loro rispettivi indici ;, o’;, che per le (16) e, per essere
ad—pfy = -1, saranno legati dalla relazione

aw'y+ B

) ‘)(U'l 4’6 ’
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onde vediamo che due forme equivalenti hanno indici equivalenti
rispetto al gruppo modulare. Viceversa, dall’ osservazione fatta
sopra, risulta che due forme di egual determinante saranno equi-
valenti se hanno indici equivalenti. Ora, con una sostituzione del
gruppo modulare, possiamo trasportare I’ indice di una forma nel
triangolo fondamentale

(amn << L 2>l

-

rol

Se chiamiamo dunque ridotia una forma quando il suo indice
giace nel triangolo fondamentale, abbiamo il teorema :
Ogni forma a determinante negativo ¢ equivalente ad una forma
ridotia.
A quali condizioni debbono soddisfare i coefficienti di una
forma ridotta (a, b, ¢) ? Poiché I’ indice ¢ dato da
—b+1+44

wx-:x-%—zy:——a‘ ’

le diseguaglianze (17) si traducono nelle altre pei coefficienti

(17%) 2|b|<a<Le

Queste sono appunto le condizioni cui deve soddisfare una

forma ridotta secondo Gauss.

Dalle diseguaglianze (17*) segue subito che esiste soltanto un
numero finito di forme ridotte di assegnato determinante, poiché
dalle (17*) abbiamo

a2 <ac, 3b2<4,

quindi ' b | < \/ —%— . 1l coefficiente medio b, assegnato 4, non pud

dunque avere che un numero finito di valori e per ciascuno di
essi, a causa di 4 =ac— b2, i coefficienti estremi a, ¢ debbono
corrispondere ad una decomposizione del numero

A+ b2 =ac
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nel prodott6 di due fattori. Poiché adunque ogni forma & equi-
valente ad una ridotta, e le forme ridotte di egual determinante
sono in numero finito, risulta dimostrato il teorema fondamentale :

Le forme di egual determinanie negativo si distribuiscono in un
numero finito di classi.

Per risolvere il problema fondamentale della teoria dell’ equi-
valenza, che consiste nel riconoscere se due forme di egual de-
terminante appartengono o no alla medesima classe, resta a vedere
se due forme ridotte possono essere equivalenti. Siccome i loro
indici appartengono al triangolo fondamentale, cid avverr_é, sol:
tanto quando si trovino sul contorno, simmetricamente disposti
rispetto all’ asse immaginario. Se appartengono al contorno ret:
tilinco, le due forme ridotte equivalenti presenteranno i coefficienti

1 1
((l, —‘)—a, C) (a, ——2~a, [

¢ se appartengono al contorno circolare, saranno

(¢ . b, a) (@.—">b,a?).

§ 24. — L’affinita circolare trasportata nello spazio
e le formole di Poincaré.

11 metodo dell’ ampliamento per riflessione, che abbiamo ado-
perato per lo studio del gruppo modulare, riesce per molte altre
classi di gruppi propriamente discontinui nel piano co.mplesso. Ma
vi sono, come gia abbiamo detto al § 14, dei gruppi che,. senza
contenere sostituzioni infinitesimali, sono in tutto il piano impro-
priamente discontinui. . )

Nonostante possiamo estendere anche a questi gruppi Ia‘ no-
zione di campo fondamentale, passando con un ingegnoso artifizio
dovuto a Poincaré (Acta Mathematica, tomo 111), dalla rappresenffa-
zione geometrica nel piano ad una rappresentazione nello spazio.

1) Cfr. DIRICHLET-DEDEKIND, Zahlentheorie, § 65.
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Per intendere come si effettua questo passaggio, ricordiamo che
la sostituzione lineare
‘ o az+ p
T yz+ 6

cangia i circoli in circoli e di piti un fascio od una rete di circoli
egualmente in un fascio od una rete. Ora se consideriamo una
rete di circoli, essa ¢ determinata da tre dei suoi circoli e consta
di tutti i circoli normali ad un cerchio fisso, che ha per centro il
centro radicale dei tre circoli ed ha per quadrato del raggio la
potenza di questo centro rispetto a ciascun circolo della rete. I1
cerchio fisso ¢ quindi reale od immaginario, secondo che questa
potenza & positiva o negativa. Nel secondo caso, che & quello ora
importante per noi, possiamo anche dire che la rete consta dei
circoli che tagliano in punti diametralmente opposti un cerchio
reale fisso. Ora noi osserviamo che tutte le sfere descritte sopra
i circoli di una tale rete come circoli massimi passano per due punti
fissi reali simmetrici rispetto al piano della rete, che sono i due
estremi di quel diametro della sfera, avente per cerchio massimo
il cerchio fisso, che & perpendicolare nel centro al piano della

figura 1).

1) Tutte le proprietd qui accennate possono dimostrarsi elementar-
mente, o dedursi analiticamente cosi. Prendiamo per origine delle coordi-
nate il centro radicale dei circoli della rete : questi avranno le equazioni :

22yt 2a e+ 2byc=0,

22 y? L 2a, - 2hy+ =0,

2y’ L 2a;20+2by+c=0,
e taglieranno ortogonalmente il cerchio

2yl =c,
che & perd immayinario se ¢ << 0. In tal caso si consideri invece il circolo
22r-yttce=0,

che i tre circoli fondamentali {e tutti quelli della rete) taglieranno in punti
diametralmente opposti.

In fine la sfera che ha per circolo massimo p. es. il primo di quei tre
circoli ha per equazione

22+ gyt 22+ 2,04+ 2by+c=0

e taglia I’asse z nei due punti z = *£4/""¢.
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Cid premesso, consideriamo 1’ intero spazio, o meglio il semi-
spazio ¢ > 0, associando ai due assi ortogonali 0£, O nel pianoz
un terzo asse O ortogonale ad ambedue. Prendiamo un punto
qualunque P in questo semispazio (di ordinata [>>0; le sfere

che passano per P ed hanno il centro sul piano = ¢ tagliano
questo piano in una rete di circoli della specie ora considerata.
. . . , < .
Questa & cangiata dalla sostituzione lineare 2’ = az ’2 in una
vz

rete omologa che definisce nel semispazio un punto P’ pel quale
vengono a passare tutte le sfere descritte sui circoli della nuova
rete come circoli massimi. Cosi rispetto alla detta sostituzione li-
neare ogni punto P = (&, 1, {) del semispazio ne individua un altro
P=(,, 1) e noi estendiamo, con Poincaré, la trasformazione
a tutto il semispazio facendo corrispondere al punto P il punto P.

Quali saranno le formole di trasformazione ? Per trovarle ba-
sta tradurre analiticamente la definizione geometrica della trasfor-

mazione. Sia (§10):
(18) A7 Zy+ B2+ Byz'y+C=0
I’ equazione di un circolo della seconda rete, dove 4, B, C sono
parametri arbitrari (i due estremi reali). Ponendo
0% = L2 24 72,
sara
(184 Ao?+ BZ + Byzy+C=0

Pequazione della sfera corrispondente.
11 circolo (18) si muta, per la sostituzione lineare

,_az+B

yz-+0
nell’altro

(daay + Bay,+ Byagy 4 Cyye)zzg + (Aafy Bady + Bofyy + Cydg)z +
(AagB +Bgagd + Bpys+ Cyed)ze + ABBy + Bpdy + Byfod + Cddy = 0;

1a sfera che lo ha per circolo massimo ha quindi per equazione :

A (a0g0® + aByz + agBz + BBe) + B (aye0® + adyz + Byeze +B0g) +
By (agpo? + agdzg+ Boyz + fod) + C (yyo0® + y0¢2 + yobzg+ 805) = 0
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e deve contenere il punto P = (¢, #, {). Paragonando quest’ ultima
equazione colla (18*), ne deduciamo per le formole richieste :

o2 — %% >+ afyz + aq Bz, + BBy
) PVo 08 + ¥ 0y2 + p,0 24+ 86,

(19) . L 0%+ ady 2+ Byuz, + £6,
, WUQ‘l-f—}’a(‘,z% Y60 24 +a§o

o= @ p0* + abzy+ Py yz + fudy
PYo0l + ¥852 + 3402, + 08,

Queste possono anche scriversi sotto la forma equivalente

o2 — Q@62+ (az + B) (a020+ fo)

Vet + (y2+08) (o 2o+ 8y)

(19\) < 2 = Yo 5:+ (IIZ + ﬂ) (70‘20 s 6())
Y7o L2+ (¥2 4+ 8) (yo2o + 6y)

g By Eit (a2t B) (yz+9)
RN (y 2 +6) (yo20+6,)

e se di qui calcoliamo ('? = ¢'2— 2 2'¢, ne deduciamo dapprima

72— (ad— By) (a5, ““5070) 2
T (el 2+ 0) yazet )P

e supponendo come al solito ad — v = 1, estraendo la radice e
ricordando che ', { sono insieme positive avremo :

¢
Py 08 + p0,2 + p bz + 66,

(194 § =

Questa trasformazione dello spazio conserva gli angoli e can-
gia le sferc in sfere e di pil il piano &5 in sé stesso, quindi i cir-
coli normali a questo piano in altrettali circoli 1). Se consideriamo

1) 8i-pud dimostrare facilmente la cosa, osservando che cié ha Iuogo
per le trasformazioni corrispondenti alle sostituzioni lineari elementari

’

1
z’=z+a; 2':’62, z:—;—,

colle quali ogni altra pué comporsi.
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la totalitd delle sostituzioni lineari, esse formano un gruppo con-
tinuo, al quale, colle formole (19), (19*), facciamo corrispondere
un gruppo isomorfo di trasformazioni eonformi dello spazio.

Osserviamo che la sostituzione

se non ¢ parabolica, avra sul piano &7 due punti distinti fissi
4, B ed il circolo condotto per 4, B normalmente al piano si can-
gerd in sé medesimo. In particolare quando la sostituzione & ellit-
tica, tutti i punti del circolo rimarranno fissi ).

E manifesto che le nostre deduzioni restano invariate se, in
luogo di una sostituzione di 1* specie, ne consideriamo una di 22

P 2+ P
Yz +6

soltanto dovremo nelle formole di Poincaré scambiare z con 2.
In particolare, se consideriamo una riflessione e sul circolo di ri-
flessione come circolo massimo descriviamo una sfera, la trasfor-
mazione corrispondente dello spazio sard un’ inversione per raggi
vettori reciproci rispetto a questa sfera. Noi la diremo una
riflessione su questa sfera, che si chiamerd percid sfera di rifles-
sione.

Consideriamo ora un gruppo discontinuo di sostituzioni lineari
ed il gruppo corrispondente di trasformazioni conformi dello spa-
zio. Possiamo trasportare nello spazio la nozione di punti equi-

1) Cid si vede nel modo pilr semplice riducendo la sostituzione (ellit-
tica) alla forma normale

, a
5

-1 :—6—2’
conad =1, |a|]=|d], dopo di che le formole di Poincaré danno
p__ o r
Z =z =t

e rappresentano semplicemente una rotazione dello spazio attorno al-
I’ asse Of.
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valenti rispetto al gruppo e di campo fondamentale, che sard ora
un campo a tre dimensioni. Diremo dunque che.un gruppo discon-
tinuo di sostituzioni lineari & propriamente discontinuo nello
spazio se tale é il gruppo corrispondente di trasformazioni dello
spazio. E chiaro che un gruppo con sostituzioni infinitesimali &
sempre impropriamente discontinuo anche nello spazio ; ma nel
caso opposto abbiamo I’ importante teorema di Poincaré che an-
che qui ci limitiamo a citare : Ogni gruppo discontinuo di sostitu-
zioni Lineari, privo di sostituzioni infinitesimali, ¢ sempre propria-
mente discontinuo nello spazio.

§ 25. — II gruppo delle sostituzioni unimodulari
a coefficienti interi complessi.

Come applicazicne del metodo di Poincaré, esposto nel pa-
ragrafo precedente, tratteremo il gruppo delle sostituzioni uni-
modulari

, az+f

=5i1e 0 hr=1,

i cui coefficienti sono numeri interi complessi di Gauss, cioé della
forma

a+bi,

essendo a, b interi reali. Questo gruppo é impropriamente discon-
tinuo in tutto il piano, come risulta subito dall’osservare che ri-
spetto al gruppo attuale sono equivalenti al punto 2 = 0 e fra
loro tutti i punti z = %W;J: e questi formano un gruppo di punti
ovunque condensato nel piano!). Ma se passiamo dal piano allo

1) Questa proposizione, che risulta dalle proprietd elementari degli
interi complessi di Gauss, pud dimostrarsi anche cosi. Prendasi per 8 uno
degli 4nfinit numeri primi reali p della forme 4n + 3 e per f;, f, due
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spazio, il gruppo sara propriamente discontinuo e noi ci propo-
niamo di determinarne il campo (poliedro) fondamentale.

In luogo perd di considerare solo le sostituzioni a6 —fy = 1,
qui ammettiamo che il determinante possa essere una qualunque
delle quattro unitd del campo complesso

1, —1 ¢, —1

e poiché, moltiplicando i quattro coefficienti per 1, il determinante
cambia segno, possiamo limitarci a considerare le sostituzioni

, @ +8
(20) z—}’z”‘j‘é,

con coefficienti interi complessi e determinante

ad — Py =1, o =1.

numeri qualunque (reali) non simultaneamente divisibili per p. Possiamo
sempre trovare due interi complessi
o= a 1y, Y =91t e
tali che sia
ad—Py = (o0, +iag) p—(By + 1) (ys + iya) = 1.

Basta per cio determinare due interi reali y;, s, che soddisfino le
congruenze
by — =1
Bzy2 ﬂl'}’l— % (Mod p),
Brys + B =0)

¢io che & sempre possibile, il determinante del sistema

ﬂ‘z—ﬂ _— 2 2
bl -g+8

non essendo divisibile per p. Dunque tutti i punti razionali di coordinate

& , P sono equivalenti e, poiché p pud essere grande quanto si vuole,

P P
ne risulta il teorema.

Osservazione. — Che vi siano infiniti numeri primi della forma 4 n + 3
risulta da un teorema generale di Dirichlet ; ma si pud dimostrare elemen-
tarmente, seguendo un procedimento di Euclide, cosi: Consideriamo i nu-
meri primi della forma 47 -+ 3 fino ad uno qualunque di essi, p, e siano

3, 7, 11, .., ».

11 numero N = 32. 72, 112 .... p% + 2 ¢ = 3 (mod 4) ed ammette quindi
qualche fattore primo della forma 4 n + 3, che ¢ al di 1a di quelli considerati.
19
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Questo gruppo, che indicheremo con G, contiene il precedente

come sottogruppo invariante d’indice 2.
Per lo studio del nostro gruppe G é importante un amplia-
mento per riflessione, che si ottiene associando alle sostituzioni (20)

di 13 specie le altre di 22 specie

r__ﬂO‘*‘ﬂ

(20%) Y= ad—fy =1, 1.

Le (20), (20*) insieme formano un gruppo G, in cui G é in-
variante d’indice 2.

Per determinare il campo fondamentale del gruppo am-
pliato G,, seguiremo un metodo perfettamente analogo a quello
tenuto pel gruppo modulare e cominceremo dal trovare le riflessioni
(proprie) contenute in G. Queste ci saranno date dalla formola (9)
pag. 44, quando si sia reso = 1 il determinante della sostituzione.
Fra le sostituzioni di 2% specie (20*), a determinante =1 le ri-
flessioni saranno quindi date dalla formola

oy + iay) 2 + 15
iy 2o+ (—tup)

’

(21)

numeri interi a,, ay, f;, ¥, soddisfacendo I'equazione
(22) di+ &G+ fiyy =

Le sostituzioni (20*) a determinante ¢ si riducono a determi-

pante 1 moltiplicando 1 quattro coefficienti per 1\;; e, se appli-

chiamo ancora la citata formola (9), troviamo le nuove riflessioni

(214 oAt idy A0
(I—d)cizy + (ay +3ay) ~

i numeri interi reali a,, a,, by, ¢, essendo assoggettati alla con-
dizione

(22%) @i+ ad 4+ 2bye;=1.
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Fra le riflessioni (21), (21*) ve ne hanno di quelle che avven-

gono sopra piani e sono quelle che corrispondono rispettivamente
a y; = 0, ¢; = 0. Otteniamo cosi i piani di riflessione :

(A) 2{=5, 2n="», 5_77=b’ 5+77:b’

essendo & un intero reale qualunque.

Per y, o ¢, differenti da zero, abbiamo poi le due specie di
sfere di riflessione :

(B) G_—> @+_)+ﬂ n

+B=1 (mod y)

‘ 4 —ap \? ay + a, \? 1
E————-) 't'<7 — A 2) (2=
(B*) ( 2¢y I 2¢ +e 2¢
' 1

Le formole (A), (B), (B*) danno tutte le sfere di riflessione di G,.
Come al § 18, cosi ora si vede che se si considera nel semi-
spazio positivo la regione compresa fra quattro piani paralleli ai

piani coordinati £¢, 5 :

§=A> §=B, 77:05 ’7=D7

al di sopra del piano
b=k (>0,

questa non ¢é solcata che da un numero finito di sfere e piani di
riflessione. In secondo luogo ogni sostituzione di G,, applicata
alle sfere di riflessione, le scambiera fra loro.

Cid premesso, possiamo facilmente determinare un poliedro
fondamentale pel gruppo G,. Si considerino invero i tre piani di
riflessione

1

§=~.2_.’ ‘)7=0’ E—n:o;
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questi limitano nel semispazio positivo un prisma triangolare
(isoscele) aperto, che non & pilt attraversato da alcun piano di
riflessione. Consideriamo poi la sfera di riflessione del tipo (B)

52_*_772_*_4'2__:1’

che taglia tutte tre le facce del prisma.
La regione del prisma esterna a questa sfera ¢ una piramide
con un vertice all’ infinito e coi tre vertici al finito

1 3 1 1 1

Dimostreremo che questa & una piramide fondamentale di G,.
Per cido basta osservare : 1° che nessuna sfera di riflessione attra-
versa la piramide; 2° che nessuna sostituzione di G, trasforma
la piramide in sé stessa. La prima cosa risulta da cid che nessuna
sfera di riflessione pud contenere nel suo interno un vertice ¥V,
o V, o V,. E invero il raggio di una tale sfera dovrebbe essere

>T/l-:2’ quindi = 1; ma le sfere di raggio = 1 hanno i centri nei

punti interi del piano z = a, + ¢ a, e non attraversano il poliedro.
In secondo luogo una sostituzione di G, che cangiasse la piramide
in sé stessa, dovrebbe lasciar fisso il vertice J = o quindi anche
gli altri tre, di cui lascerebbe fissa l'ordinata. Dopo queste osser-
vazioni, il ragionamento procedera come pel gruppo modulare
e si vedra che, applicando alla piramide tutte le sostituzioni di &,
gi riempird il semispazio positivo con altrettante piramidi equi-
valenti. Ne risulta : Ogni punto del semispazio positivo ¢ equiva-
lente rispetto a Gy ad uno e ad un solo punto della piramide fonda-
mentale.

Per avere il poliedro fondamentale del gruppo G, bastera
p. es. associare alla piramide la sua simmetrica rispetto al piano
&—n=0. I punti di questo poliedro sono caratterizzati dalle
diseguaglianze

’ 1 1
" ECE< NS

( e+ + 22 L
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Osservazione. — 11 metodo che qui abbiamo tenuto per lo stu-
dio del gruppo @ potrebbe egualmente applicarsi ai gruppi di so-
stituzioni lineari unimodulari

S wEth
yz+ 96

nelle quali i numeri a, 8, y, § percorrono gli interi della forma
a-+1ibyD,

dove D indica un numero intero positivo ed a, b interi ordinari 1).

§ 26. — Decomposizione di un numero
nella somma di quattro quadrati.

1 risultati ottenuti nel paragrafo precedente consentono im-
portanti applicazioni aritmetiche alla teoria delle forme quadra-
tiche, per le quali rimandiamo al primo volume delle Automorphe
Functionen del Fricke. Qui ci limiteremo a dedurne il teorema :
Ogni numero intero é la somma di quattro quadrati (inters).

Se m & un numero intero qualunque, possiamo sempre tro-
vare (e in diversi modi) due numeri interi 7, s tali che 72 + s + 1
sia divisibile per m, cioé :

r2 + 82 + 1 = 0 (mod m) 2).

1) Cfr. le memorie dell’ autore nei voll. 38, 40 dei Mathematische
Annalen.

2) Nel caso di m numero primo, si dimostra subito Passerzione osser-
vando che, se r percorre un sistema completo di resti (mod m), non puo il
numero — (72 4- 1) essere sempre non residuo (mod m), altrimenti per tutti
i valori di r sarebbe

e la congruenza, che & di grado m — 1, avrebbe m radici, cid che ¢ as-
surdo. Dal caso di un modulo primo si risale al caso di un module com-
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Consideriamo ora il punto
r s 1
m’ m’ m -

dello spazio e troviamo, rispetto al gruppo del paragrafo prece-
dente, il suo equivalente nella piramide fondamentale. Applicando
le formole di Poincaré (19), (19%) col fare

2 2
2= , s+l
m m-

B

vediamo subito che le coordinate del punto equivalente saranno
della forma

L. ros 17 . .
cioé il punto (- y —» ——) sara equivalente al vertice (0, 0, 1)
m’ m’ m

della piramide fondamentale. Sia ora (;’ 'g) la sostituzione che

posto in modo noto. E del resto basta dimostrare il teorema del testo per
un numero primo ricordando che, per I’ identitd (d' Eulero)

a+ib c+id; . p+ig r+is!
—c +1id a——ib; —7r + 18 p—iqu

(@+3) (p+ig) + (c+id) (r+is), (a+ib) (—r-+is) + (¢ +id) (p—ig) |

(a—ib) (r+is) + (—c +id) (p +4q), (a—ib) (p—ig) + (c—id) (r—i)

un prodotto di due somme di quattro quadrati é ancora la somma di quat-
tro quadrati.
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1 .
porta (0, 0, 1) in (m s ) La formola (19*), pag. 78, Cl «
da subito
m = yy, + 00,
ciog

m=y} +y;+6 +6,

il che dimostra il teorema enunciato.

CAPITOLO IIL

Trasformazioni di integrali doppi in integrali semplici. — Funzioni
armoniche e loro proprieta fondamentali.-— Problema di Dirichlet
e sua rizoluzione nel caso del campo circolare.

§ 27. — Integrali curvilinei. — Integrali doppi.

Riprendendo ora lo studio generale delle funzioni di variabile
complessa, dobbiamo innanzi tutto far conoscere alcune formole
fondamentali di trasformazioni di integrali doppi, estesi ad aree
piane, in integrali semplici estesi al contorno dell’area, che ci
serviranno a dimostrare le pill importanti proprietd delle soluzioni
dell’equazione di Laplace :

u | o

—_— = 0,
e * oy”

e pill tardi a stabilire la nozione e le proprieta degli integrals di
funzione di variabile complessa, il cui studio & essenziale per tutta
la teoria.

Cominciamo dal ricordare alcune nozioni di calcolo integrale.
Supponiamo di avere nel piano zy un’area A connessa 1) rac-
chiusa da uno o pili contorni e siano f (z, ¥), ¢ (z,y) “due funzioni

1) Un’area si dice connessa (o di un solo pezzo) quando, presi due punti
qualunque a, b dell’area, si pud andare da a a b per linee appartenenti in-

teramente all’area.
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dfei punti dell’area, per le quali supponiamo verificate le condi-
zioni seguenti : tanto la f che la @ _stano finite e _continue in tully
Uarea e inolire la @ ammetta derivate parziali prime —zf— ; ‘; pure
b " : z "
finite e continye. Tracciamo mnell’area un arco di curva “ordi-

N B
naria qualunque m 7, che percorriamo da m ad n. Che cosa inten-

deremo per
fde?

arcmn

, . . -
Lungo Parco m n le coordinate «, y di un punto variabile sono
funzioni di una variabile, per es. dell’arco s della curva, che con-

tiamo per semplicitd dall’estremo m, ed esistono le derivate %i,
s

dy . .

v finite e continue. La f e la ¢ sono pure, lungo m n, funzioni

finite e continue di s e inoltre, per le ipotesi fatte, esiste ed &
ﬁmta e continua la derivata %- Cid posto, se con § indichiamo

la lunghezza dell’arco totale da m ad =, intenderemo che

fde

arc m n

significhi I’ integrale definito ordinario

. g ;

_ de , :

¢ / _/ f-d;dsf».
arcmn O

E chiaro che, se invertiamo il senso d’integrazione, 1’ inte-
grale cangia segno, cioé

fﬂmmn fnrcnm

Ma possiamo anche dare una definizione diretta di

ffd@v,

. arc mn
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come limite di una somma, che & un’estensione di quella degli
ordinari integrali definiti. Dividiamo per cid I'arco m n in inter-
valli parziali di lunghezze

b1r Ogy oy O,

il cui numero r faremo poi crescere all’ infinito, mentre ciascuno
di essi dovrd tendere a zero, e formiamo la somma

Zfe/]'{"ia

dove f, & uno qualunque dei valori che f assume nell’ inter-
vallo ¢; e Ap, I’ accrescimento che subisce ¢ nel passare dal primo al

secondo estremo di ¢;,. Se facciamo impiccolire indefinitamente,
con una legge qualsiasi, i singoli intervalli §;, ingrandendo il loro
numero all’ infinito, la detta somma converge verso un limite
determinato, indipendente dalla legge di divisione in intervalli e
dai valori intermedi f; scelti per la f, e questo limite coincidera
appunto coll’ integrale sopra definito. La coincidenza delle due
definizioni si riconosce facilmente osservando che, per una for-
mola fondamentale d1 calcolo differenziale, si ha 4 ¢, =§,9’;, in-
dg

dicando ¢'; un cmwemente valore intermedio della derivata vy

¥ oaedasiy

nell’ intervallo §;, ed & quindi
E fidey, = Zéifiqjli’

Ma, se indichiamo con 7; il valore di f nello stesso punto di ¢,
in cui ¢ preso il valore ¢, si ha

)
lim Z 0:fi¢'s = f((iz—f ds
0

e d’altra parte la differenza

E S fi <P'i*z o f—i‘p,i :-'z 6;?";

S
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tende, come subito si vede, a zero, onde segue

S
X e s " lim Z 8. fie's = Of s ds .

.

In particolare intendiamo il significato di integrale curvilineo
_/' fdx, ma, a scanso di equivoci, conviene bene osservare che

\

mentre nell’ integrale definito ordinario il dx é sempre positivo,
) . dx .
qui invece sard dz positivo o negativo secondo che 5 © posi-
tivo o negativo, cioé secondo che la curva d’ integrazione, nel suo

verso positivo, si allontana o si avvicina nel punto considerato
all’asse delle y.

Supponiamo ora che sia F (v, y) una funzione limitata 1) in
tutta ’area A e dividiamo l'area 4 in un certo numero di aree
parziai

G1s Ogs ey Ops

il cui numero facciamo poi crescere all’ infinito, impiccolendo in-
definitamente in ogni senso ciascuna area parziale (in modo cioé
che preso un numero ¢ piccolo a piacere, da un certo punto in
poi ciascuna area parziale o, possa essere contenuta in un cerchio
di raggio ¢), e costruiamo la somma

z F; g,

indicando con F; uno qualunque dei valori che la F ha nell’area o;,

| od anche un valore semplicemente compreso fra il limite supe-
. riore e I inferiore di F in o;.(Se) questa somma ha un limite, in-

dipendente dalla legge di divisione in aree parziali e dai valori F,
scelti, questo limite si dice !’ integrale d’area

/‘ Fdo.f

1) Diciamo limitata la funzione quando tutti i suoi valori restano,
in valore assoluto, minori di una quantita fissa.
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E noto che, analogamente come per gli integrali definiti sem-

plici, perché si verifichino tutte le condizioni ora enunciate, basta

che la somma
Y Do,

‘* e Aeres
dove D, sta a slgmﬁcare Voscillazione della funzione F nell’ area o;,
per una particolare legge di divisione in aree parziali, abbia per li-
mite zero. Allora la funzione F si dice integrabile superficialmente

b
nell’area. {Tutte le funz10m cqntmue nell area sono certo anche

integrabiliy <+ - A ae

1l modo piti usuale di divisione in aree parziali & quello che
adopera rettangoli coi lati paralleli agli assi coordinati, condu-
cendo all’asse delle y e delle » parallele distanti 1’ una dalla suc-
cessiva di 4z, 4y, dove dx, Ay possono essere costanti od anche
variabili, ma debbono tendere poi simultaneamente a zero. Allora
la somma X F; o, diventa la somma doppia

3 Faxay,

che &’ intende estesa non solo a tutti i rettangoli appartenenti
interamente all’area, ma anche a quelli che solo in parte vi
appartengono “essendoché, per I’alterazione cosi prodotta ‘nella
somma, non cangia, come si dimostra; il° limite. 1. integrale
d’area si suole scrivere per cid anche come integrale doppio

S F @y dzdy;

e quando la funzione F (z,y) sia integrabile linearmente sopra
ogni parallela all’asse delle z (o delle y), I’ integrale stesso si potra

riguardare come risultato di due integrazioni successive e scrivere

’ffF x,y)d'vdj—fdy(v/‘F(x,y)dx).

[

Quanto ai limiti delle due successive integrazioni semplici
rispetto ad x ed y, & da osservarsi che, eseguendo la integrazione
rispetto ad x, la y resta fissa, cioé c¢i muoviamo lungo una paral-
lela all’asse delle z, e ! integrale f/ F (z, y)d x dovrd decomporsi
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' in tante parti (integrali definiti ordinari) in quante parti la detta

parallela risulta decomposta dai contorni dell’area.

11 risultato di questa integrazione, che & una certa funzione
di y, deve poi integrarsi rispetto ad y fra i limiti estremi delle
ordinate dell’area.

§ 28, — Formola di Gauss.

Nell’area piana connessa A, limitata da una o piu curve chiuse,
gia data la funzione X (r,y) per la quale ammettiamo che siano
soddisfatte le condizioni seguenti: la X sia in tutta l'area 4, il
contorno mcluso, iimta contmua e ad un sol valore e ammetta

i et

X
una derivata parziale rispetto ax,%;v— finita e continua in 4 come

la X. Ammettiamo poi che le curve contorno dell’area siano curve
ordinarie, dotate in ogni punto di una tangente, che varia con
continuitd al variare del punto di contatto, o tutto al pit ammet-
tano un numero finito di punti eccezionali, ove, pure esistendo
una tangenbe a destra ed una a sinistra, queste non coincidono
fra loro (punti angolari— vertici). Prendiamo allora a trasfor-
mare 1’ integrale doppio

~ aX
fj 7y dx dy ,

esteso all’area A, in un integrale semplice, esteso al contorno.
Per semplificare la dimostrazione, supponiamo dapprima che
il contorno di A sia formato da un’ unica curva chiusa tale
che tutte le parallele all’asse delle x, soleanti 1’area A, incon-
trino il contorno in due soli punti, uno d’entrata, che indiche-
remo con 1, e I'altro d uscita 2 (fig. 4). Per la citata for-

mola (1), abblamo
—— dx dy a‘/ dy (f

e

3
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e I integrale semplice f ‘;—f dx & esteso al tratto di retta paral-

lela all’ asse ¥
Y = Y,

compreso fra i due punti 1, 2, sicche

6X

dx = X, — X,

yj

0 T

Fig. 4.

indicando X,, X, i valori di X rispettivamente nei punti 1, 2 del
contorno. Avremo dunque

f 0 dvdy= (X, — X dy= [Xedy— [ Xy,

A

I due integrali del secondo membro vanno estesi fra i valori
estremi y == b, y = a delle ordinate del campo corrispondenti ai
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due punti B, A4 del contorno, nei quali la tangente ¢ parallela al-
Vasse delle . Questi due punti dividono il contorno in due archi
(ACB, ADB pella figura), il primo dei quali contiene tutti i punti
d’ ingresso nell’area, 1'altro i punti di egresso. Ora, se indichiamo
con ds 1’ elemento (positivo) d’arco del contorno corrispondente
all’ incremento positivo d y dell’ ordinata y, e con & denotiamo 1’an-
golo che la normale al contorno, rivolta verso I’ interno dell’ area,
forma colla direzione positiva dell’asse delle z, abbiamo

1

e‘ v dy = *-cos & ds,
dovendosi adottare il segno superiore ove & & acuto, 1’ inferiore
ove ¢ é ottuso. Ora & & acuto nei punti 1 d’ ingresso, ottuso nei
punti 2 d’egresso ; possiamo quindi considerare i due integrali del
secondo membro della (2) come integrali curvilinei estesi rispet-
tivamente agli archi 4DB, BCA ed abbiamo

ledyz X cos &ds
BCA

szdy:— gDc%sfds

onde la (2) diventa

-

| ool
(1) [ff dxdyu—f X cos & ds, J L

I integrale del secondo membro essendo esteso al contorno com-
pleto dell’area. E bene osservare che in questa formola ¢ affatto
indifferente il senso secondo cui si_percorre il contorno.
Dimostrata cosi la formola fondamentale & Gauss (1), per
un’ area che soddisfi alle condizioni restrittive imposte, facilmente
la dimostriamo per un’area qualungue, il cui contorno offra inol-
tre eventualmente punti angolari. Sia dapprima un’area qualun-
que 4, racchiusa da una o pil curve g,, 6y, 03, .... ; potremo decom-
porre P'area A, coll’aggiunta di nuovi tratti di contorno, in tante
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aree parziali (come le aree da A4, ad A, della fig. 5) tali che, per
ciascuna di esse, ogni parallela all’asse delle 2 che la solca? abbia
un solo punto d’entrata ed un solo punto di uscita. I"er ciasouna
di queste aree varrd adunque la formola (1). Pensiamo scritte

)

) T
Fig, 5.

tutte queste formole e sommiamole, con che otteniamo nel primo
membro 1’ integrale doppio

ff%izdxdy,
A

'esteso a tutta D area 4. Nel secondo membro ogni integrale
J X cos & ds, esteso ad un tratto di contorno aggiunto, figura due
volte con segno opposto, perché ogni tale tratto separa due
aree contigue, per le quali le normali nello stesso punto d?.l con-
torno hanno verso opposto; d’altronde il contorno primitivo
risulte diviso in tratti, ciascuno dei quali figura una ed una sola
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volta, onde otteniamo la formola (1) di Gauss, estesa ad un’area
qualunque.

In ci6 che precede abbiamo fatto astrazione dagli eventuali
punti angolari, che pud offrire il contorno. La presenza di un nu-
mero ﬁnigg ‘di tali punti non modifica perd affatto i risultati, come
risulta dalle proprietd elementari della integrazione, potendosi :
eseguire la decomposizione del campo in striscie in guisa che da |

! ogni punto angolare parta una retta del contorno di una striscia.

§ 29. — Altre formole di trasformazione.

Sia Y («, y) una funzione di 2, y finita e continua nell’area 4,

incluso il contorno, che ammetta la derivata parziale 2—; pure

finita e continua. Indicando con % P'angolo che la normale posi-
tiva al contorno fa colla direzione positiva dell’ asse y, avremo
manifestamente, per la formola di Gauss:

I ff%tlxdy:—f Y cosqyds,
A &

e sommando con (1):

CC((aX L aY |
(U)iff(a_x +¢'Ty—) dxdy:-——f(XcosE-f—Ycosn)ds.g;
4 o i

*

In queste formole (I), (I*), (II), il senso secondo con cui si
percorre il contorno é, come gia si é detto, del tutto indifferente.

Andiamo ora a fissare, con opportune convenzioni, il senso
positivo del contorno, e potremo dare a queste formole fonda-
mentali un diverso aspetto. Fissiamo per cid che in ogni punto
del contorno si riguardi come direzione positiva della tangente
quella che giace, rispetto alla direzione positiva della normale (gia
fissata come volgente nell’ interno dell’area), come la direzione
positiva dell’asse delle x rispetto a quella dell’asse delle y. Nel
modo ordinario d’ orientazione degli assi, avremo dunque che per

oo D
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un osservatore collocato sul piano e che guardi, da un punto del
contorno, verso la direzione positiva della tangente, I’area in-
terna resterd alla sinistra. Riguarderemo allora come gsenso po-
sitivo del contorno quello concordante colla direzione positiva della
t&ngente ; il senso positivo di percorso sul contorno sard per cid
quelro che lascia I’area interna alla sinistra. Ne risulta che se l'area
ha piti contorni, uno esterno gli altri interni, I'esterno sari per-
corso nel senso positivo delle rotazioni, gli interni nel senso op-
posto.
Da queste convenzioni segue che, se indichiamo con

de dy

ds’ ds
le derivate di z, y prese nel senso positivo della tangente al con-
torno 1) e con

de dy

T W

1) Ricordiamo che, se U & una funzione di z, y, ﬁmta e oontmua colle
()U U
o oy
du‘ezxone segnata, da una retta uscente da M, s’ intende il limite del rap-
porto

sue derivate parziali — » per derivata di U in un punto M e nella

Uy — Uy
MM
<che si ottiene spostando M in M’ sulla retta e nel verso fissato o dividendo
I’ incrernento subito dalla funzione U, nel passaggio da M & M’, per la lun-

ghezza M M’ del tratto percorso, limite preso per il convergere di M’ verso M.
Be indichiamo con r la detta direzione, e con

-~ -~

ar, yr

gli angoli (misurati nel verso positivo delle rotazioni) delle direzioni posi-
tive Oz, Oy colla 7, per le derivate di z, y nella direzione di 7, che indi-

. da
chiamo con ——

y .
Fr abbiamo
dx o~ d
a5 = cos (ar), TJ% = cos (yr)

Per la derivata della funzione U, nella direzione 7, abbiamo poi
J2U _ 2U dx U dy
[ T Tox dr dy dr’
L - N s et i s - 7
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quelle prese nel senso della normale interna, avremo

[ dx _ dy ‘ i it Sl
\ s i dp SETRE S .

3) ’ dx dy . ’ l
\ p dS

E invero, indicando con ¢ la direzione positiva della tangente,

abbiamo P -
~ 'Lt -
dz 05 (2f) iii— /;=sen;t\. ‘ PN
_d?=ws(,), 2s = 08 (¥1) (xt) i
d—m=cos (21\9) = — sen (/:57), @-;'OOS (yp) = cos (1) .
dp dp

Cid posto, potremo scrivere la (II) anche cosi:

(IT9) [j( 'A.)dxdyM-—[

ovvero per le (3):

(L1T) // + )dxdy_ (X dy— ¥ da),
8

dy)ds,
dp

[ mtegrale curvilineo del secondo membro dovendo essere calco-

itivo.
lato col percorrere il contorno nel verso posi ’
Suppomamo ora che per le funzioni X, Y, oltre all’esser sod-

disfatte le condizioni precedenti, sia soddisfatta in tutta 1’ area
anche l'altra :

: Y
80X i 0
o d

=0,

la quale, come si sa, esprime che il binomio

Xdy—Ydx

P
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¢ un djfferenziale esatto. La formola (III), essendo nullo il primo
membro, ci da il teorema : Se in un’area connessa A Uespressione

Xdy—Ydx

¢ un differenziale esatto, le funzioni X, Y essendo finite e continue
in tutta Darea (incluso il comtorno) e possedendo derivate parziali
aX Y . . . . .

=z %y— pure finite e continue, U integrale del differenziale esatto
Sy (Xdy— Y dx), esteso a tutto il contorno mel verso positivo 1),

¢ tdenticamente nullo. £ R n

§ 30. — Ordine di connessione delle aree piane,

Per maggiore chiarezza delle considerazioni seguenti & utile

che diamo alcune nozioni sulla connessione delle aree, limitandoci
al caso semplice delle aree piane. In un’area piana connessa con-
sideriamo una linea L, che non intersechi sé stessa (priva di nodi),
e che vada da un punto 4 del contorno ad un altro punto B del
contorno stesso, rimanendo in tutto il suo corso nell’ interno del-
Varea, §alvo che agli estremi 4, B, ed immaginiamo eseguito nel
piano un aglio Tungo questa linea L ; diremo che si & eseguito
nell’area un taglio semplice. Nella nuova area che si ottiene, la
quale potrad essere connessa o no, figureranno come nuove parti
del contorno i due lembi del taglio L.
" Diremo semplicemente connessa un’area piana quando qua-
lunque taglio semplice, in essa eseguito, toglie la connessione
dell’area. Se invece possono eseguirsi dei tagli senza rompere la
connessione dell’area, diremo che 1’ area possiede una connessione
multipla e Pordine della connessione si valuterd per mezzo delle
considerazioni seguenti.

E chiaro che in qualunque area piana con un contorno unico
non si pud ;seguire alecun taglio senza rompere la connessione, e
percid una tale area & semplicemente connessa.

L’ inversa € pur vera, giacché se del contorno fanno parte
due diverse curve chiuse a, b, un taglio eseguito da un punto di @

1) Se l’area ha un solo contorno, il senso del percorso puo essere na-
turalmente qualunque.

PR B

oy el

i
i
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ad un punto di b non toglie la connessione. E invero i due lembi
del taglio ¢ si congiungono colle curve chiuse a, b in un unico nuovo
contorno, seguendo il quale si pud andare da un punto dell’ un
lembo di ¢ al punto opposto sull’altro lembo. Per cid, eseguito il

Fig. 6.

taglio ¢, non viene tolta la connessione fra le due regioni dell’area
aderenti ai lembi di ¢ ; vediamo adunque che : Ogni area piana a
. . i, N
contorno unico ¢ semplicemente_conmessa e _viceversa’ ed inoltre :
ssa_ogni_taglio_che abbia gli_estremi su due

e LT e 8T - .
ie 1d connessione e fa_diminuire @i uno il

I s s e R 5L

it e e s

" ({3 premesso, abbiasi un’area piana connessa (fig. 6), il cui con-
torno sia formato da n curve chiuse distinte gy, 03, ..., 6,. Se eseguiamo
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nell’area un taglio, p. es. da ¢y, a 0,, I'area nuova ¢ ancora connessa
ed ha n — 1 contorni. In questa nuova area eseguiamo un secondo
taglio fra due punti di contorni diversi e cosi di seguito. Dopo
n — 1 tagli, la superficie che si ottiene avra un solo contorno e sara

quindi semplicemente connessa. Dunque : Un’ area piana connessa |
con n_contorni si_pud ridurre con n — 1 tagli, che non me_rompano |
©_la_commessione, semplicemente connessa. Una tale area si dice per

¢id n volte connessa o di ordine n di connessione, valutando come 1
Pordine di connessionewp;fule aree semplicemente comnnesse.

B chiaro che agli »— 1 tagli, che rendono I’ area semplice-
mente connessa, si potranno dare disposizioni diverse. Cosi per
D’area triplamente connessa della figura, si potrd dare ai tagli 4, ¢,
la disposizione a), o la b), o la ¢).

Osserviamo poi che, descrivendo in un’area semplicemente
connessa una curva chiusa ¢ priva di nodi, questa forma da sé
stessa il contorno completo di un’area parziale (semplicemente
connessa). Invece per le aree pluriconnesse, se descriviamo una
curva chiusa o avvolgente uno o pili contorni interni, la curva ¢
non limita pili, da sé sola, una regione dell’area.

§ 31, — Integrali di differenziali esatti.

Premesse queste brevi nozioni, ritorniamo al teorema alla fine
del §29. Se larea 4, in cui é dato il differenziale esatto

Xdy— Y dz,

¢ semplicemente connessa, e descriviamo una curva ¢ chiusa che
dapprima non intersechi s& stessa, la ¢ formerd il contorno com-
pleto di un’area parziale A’ e si avra percio :

S, Xdy—Y dr)=0.

T facile vedere che il medesimo risultato vale anche se la
curva chiusa ¢ interseca, quante volte si vuole, sé stessa. E infatti
seguiamo la curva chiusa ¢ che parte da un punto M e vi ritorna,
comunque intrecciandosi, e sia K il primo punto ove interseca sé
stessa ; arrivati da M in K verremo a descrivere, muovendoci

102 CAPITOLO TERZO

sopra ¢, a partire da K, una parte chiusa ¢, di ¢ che non si in-
terseca, e sard dunque di per sé:

[@@—Ym:m
0y

Possiamo dunque sopprimere questa parte e procedere sulla
rimanente nel medesimo modo. Si ha quindi il teorema : Nell’ in-
terno di un’area semplicemente connessa se i eseguisce lunjb una
curva chiusa o, comunque intrecoi’ata, U integrale .

.[a@—ym
o

di un differenziale esatto (pel quale si suppongono soddisfatte le con-
dizioni della fine del §29), il risultato sarda sempre identicamente
madlo. '
Consideriamo ora invece una linea aperta a ¢ b, che nell’area
semplicemente connessa A vada da un punto ¢ ad un punto b,
comunque intrecciandosi ; facilmente vediamo che I’ integrale

i1 f (X dy — Y dzx)

ach

del nostro differenziale esatto (_]}ggpde_utlicamente dai due punti
estremi a, b del cammino d’ integrazione. Consideriamo infatti un
altro cammino d’ integrazione o ¢’ b, che riunisce i medesimi estremi
e sia comunque foggiato. Percorrendo prima a¢ b poi il cammino
b ¢ a, rovesciato di ac¢’ b, abbiamo una curva chiusa ¢ e percio

f(Xdy——de)—.'—f(Xdy—de):O,
ach bca
cioé :

U[KM_Y““i[a@—YM'

ach ac' b

il che appunto si voleva provare.
Poiché adunque !’ integrale di X dy — Y dx, esteso ad un cam-
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mino che vada da a in b, dipende solo dagli estremi, potremo in-
dicarlo senza ambiguita con

b
(Xdy— Ydux),
a
ovvero anche con
(%25 Yo)
(Xdy—Ydx),
J (@Y

. . . . ¢ due
ponendo in evidenza le coordinate x;, y1; %, Ya» dei du

estremi a, b. o
Pensiamo ora fisso il primo estremo (2, ¥,) © mobile il secoundo,

le cui coordinate indicheremo con z, y. L’ integrale
(=, y)
P (@Y = (X dy — Y dw)
(21, 41
sard una funzione di z, y ad un sol valore, finita e contim%@ in
tutta P’area, come subito si vede. Inoltre ammettera le derivate

parziali prime o9 09 pure finite e continue e date da

oz’ 81
—a—?i=-—Y, —a—sz,
ax oy

sicché il differenziale totale d ¢ sard appunto d g = X dy - Y do.;
E invero abbiamo T
z+Ax,y
(X dy— Y da)

x, Y vc

p@E+dzy)—e@y) =

e possiamo seguire, per andare da z, ¥ a z + A.l‘x, Y, 11 cammquoo
parallelo all’asse @, almeno quando Az sia gia sufficientemente
piccolo. Avremo allora dy =0 e
fa Az
¢ (@+ Az, y) —o @ 1) =—/ Y (z,9) d,
z

1%
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o Genmillul
onde, indicando con ¥ un valore di ¥ intermedio nel tratto, sara

@ +dzy)—py) _

dx —Y

e, passando al limite per 4 x = 0, otterremo, a causa della con-
tinuita di ¥ :
oy
e similmente
9 _

Se l'area in cui si considera 1l differenziale esatto ¢ pitt volte
connessa, i risultati precedenti subiscono una modificazione, che
¢ facile riconoscere. Nell’area % volte connessa eseguiamo per cid
n—1 tagli ¢,, ¢,, ... {,_, si da renderls un’area 4’ semplicemente
connessa e, per fissare le idee, supponiamo che i tagli ¢ non si in-
tersechino fra loro, ma p. es. riuniscano il contorno esterno o, ai
rispettivi contorni interni g,, oy, ..., o,. Nell’area tagliata 4’ 1’ in-
tegrale

N
@y =[ (Xdy—Ydz)
(1, 91)

¢ una funzione ad un sclo valore. Se confrontiamo i valori di ¢
in due punti opposti m, m’ sui due lembi di un medesimo taglio ¢,
valori che indichiamo con oo

i P
Pm P i b

vediamo che la differenza T ooy

W

Pon ™ P . n e

é costante lungo tutto il taglio. E invero, se n, ' sono due altri
SO TS M e
punti di fronte sui lembi di ¢, si ha

m
Y=Y =[] (Xdy—Ydz),
o ‘ n
RN
, iy
T Ymw—yp=[ (Xdy—Yda);
TS oL %
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TR
n n’
possono calcolarsi lungo i lembi del taglio ed é percid

m m’
= 2
nl

n

questi due integrali

cioé
Vo= Vo = P — Yy 5 . ;
ossia M

1.

-’(‘wm—y)m.:wn—y)nﬂ c.d.d.

Questa differenza costante che passa tra i valori di ¢ ai due
lembi di # dicesi la costante o il modulo di periodicitd_relativo_al
taglio ¢. Esso ¢ eguale all’ integrale S (Xdy—Y dz), esteso ad
una curva chiusa che in 4’ vada da un punto di ¢ all’opposto tra-
versando una sola volta ¢ 1). Corrispondentemente agli n — 1 tagli,
avremo % — 1 moduli di periodicita

W1, Wy, e, .
X Vediamo ora quello che accade considerando I’area primitiva 4
. e lasciandovi muovere liberamente il cammino d’integrazione.
Ogni qualvolta il cammino sttraversa un taglio, per es. da m ad m’,
il suo valore, confrontato con quello che avrebbe in m’ se per
‘andare da m in m’ non si fossero attraversati tagli, cresce o dimi-
nuisce del corrispondente modulo di periodicitd o, secondo il senso
dellattraversamento. Se ne conclude che, se in un punto (z, y) si
ottiene il valore y per 1’ integrale, seguendo un certo cammino,
variando comunque il cammino si otterranno valori tutti della
forma

1/)' == 1[)-,— 7y Wy + Ty W+ ... +Tn_1 Wy, )

* i idi periodicifa.

) V"i‘
SRy
A

1) Se un taglio ¢ viene_ attraversato da tagli successivi, ne risulterd !
diviso in tante parti, a ciascuna delle quali apparterra un proprie modulo

IR

Ty
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dove le r sono numeri interi positivi o negativi. Aggiungiamo che,

variando convenientemente il cammino, si possono fare acquistare |

ai numeri 7, valori affatto arbitrari.

In generale adunque, in un'ares piti volte connessa, I’ inte-
grale di un_ differenziale _esatto ha infiniti valori, tutti differenti
fra loro per multipli interi di periodi w,, w,, ..., w,_;. Se questi
periodi sono fra loro indipendenti, nel senso del § 15, e sono in
numero > 1, I’ integrale avra in ogni punto infiniti valori vicini
fra loro quanto si vuole. Naturalmente perd pud accadere, che, no-
nostante la connessione multipla, I’ integrale ¢ (x, y) sia ancora una
funzione ad un sol valore ; cid accadri quando i moduli di perio-
dicita siano tutti nulli.

Osserviamo in fine, che cangiando il sistema di tagli, cange-
ranno anche i moduli di periodicitd, che diventeranno

/ / .
@y, Wy, ey, @, y;

ma questi dovranno essere combinazioni lineari a coefficienti in-
teri di -

Wy oy ery W,

ed inversamente, onde segue che il determinante della corrispon-
dente sostituzione lineare sara I’ unita.

§ 32. — Nuove formole di trasformazione. - Formola di Green.

Indichiamo con U, V due funzioni finite e e continue nell’area 4
(incluso il contorno) che soddisfino inoltre alle condizioni se-
guenti, sempre beninteso il contorno incluso : 12 U possegga deri-
vate parziali del primo_ordine finite e continue in A; 25 la ¥
possegga derivate parziali dél'pﬁmﬁo ordine finite e
continue. Se poniamo allora

X=U2_, Y:ULV’
0 oy
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saranno soddisfatte le condizioni del § 27 i ve
P § 27, sotto le quali vale la

//(ax ay"dy ](X-~+Y )ds.

Questa, per le sostituzioni precedenti, diventa —
Viceversa si vede subito dalla (V) che se per una funzione V, I’ in-

6U ¥ ol oV oV "
/ 5 or Ty ) W= Ta )
che adottando i simboli A
*v 8V
4,V =
2 a2 T o

si seriverd anche

(IV+) Ua,Vazdy+ | |4, vyazdy=—| 097 gs.
A A “ s 8p

Ponendo in questa, come ¢ lecito, U = 1, otteniamo la for-
mola notevole B

V) / fAszmdy= / LR
4 ap
o s

onde risulta in particolare il teorema : Se la funzione V (x, y) ¢
'l nell’area A, incluso il contorno, finita_e_continua insieme alle dexi-'
[ vate parziali.-prime e seconde che soddisfano all’equazione A, V = 0,
~sard nullo Uintegrale esteso al contorno dell’ area della derivata .
L della V rispetto alla normale al contorno.
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Si aggiunga che, se I'area & semplicemente connessa, e ¢ uns
curva chiusa qualunque nell’area, sard sempre
ChIus!

/——da:()

tegrale precedente esteso a qualunque curva chiusa ¢ ¢ nullo,
1a ¥V soddisfera in tutta I’area all’equazione

supposto naturalmente che la ¥V sia finita e continua nell’area

colle derivate parziali prime e seconde.
Supposto nuovamente che V soddisfi a tutte le condizioni del

teorema precedente, facciamo nella (IV*)’U = VI, con che le con-
dizioni imposte ad U saranno a piu forte ragione soddisfatte, e

otterremo la formola importante :

(Vl)?// (25)"+ (‘W) d dy ﬁV%—I;ds.

Questa formola, giova ripeterlo, vale ale per ogm soluzione del-
Pequazione

4,V =0,

che nell’area A, incluso il contorno, sia finita e continua insieme

alle derivate prime e seconde.
In fine deduciamo dalla (IV*) una nuova formola, detta formola
di Green, scambxando in essa U, V e sottraendo le due formole, il

cheda: ~

(VII) ff(UA,,V V 4,U) dedy— <V )ds fm

T
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Per la validitd di questa formola occorre naturalmente che
anche per U si verifichino le condizioni gia enunciate per ¥, fino
alle derlvate seconde In partlcola,re se U, V oltre al soddisfare

|

aU oV
—‘U d':: 0. !
/S(V op ap) ’ !

§ 33. — Funzioni armoniche con derivate regolari al contorno.

Applicheremo le formole precedenti alla ricerca delle proprieta
fondamentali delle soluzioni dell’equazione

4, U =10;

ma, per brevitd di linguaggio, introdurremo le seguenti denomi-
nazioni. Se in un’area A la funzione U &
e contmua,, incluso il contorno, e nell’ interno_dell’area possiede
de mte pnme e seconde finite e continue, e legate dalla rela-
zione

277 277 .

82U I U _ 0,
oz 8y?

- diremo che la U ¢ una funzione grmonica nell’area. Quando le

condizioni per le derivate sono soddisfatte non solo all’ interno ma
anche sul contorno, diremo che la U possiede derivate __rggolan
anche al contorno. Le formole (VI), (VIII) del paragrafo prece-
dente saranno appunto applicabili nel caso di funzioni U, V ar-
moniche nell’area, con derivate regolari al contorno.

Supponiamo che una funzione armonica ¥ in un ‘area- 4, 00;1
derivate regolari al contorno, sia nulla su tutt?‘ll contorno del-
Parea. Applicando la (VI), coll’osservare che 1 integrale del se-
condo membro & nullo, ne deduciamo

ff aV %)2§dxdy=0,

¢ ad un sol valore, finita

£
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onde segue che sara in tutta ares

Vg
or oy
e perd V costante in tutta 1’area. Ma, essendo ¥ nulla al contorno,
“avremo a causa della continuita :
[v=o0]

v

in tutta l'area. Segue di qui I’ importante teorema : pufz jupimz
Vl, Vg\a'rmomche mn un area _con dertvate _regolary sul’ cqntgmo, 7&
cau@deno .sul ctmtog:no comczdono anc:hgynell interno. E invero la
differenza Vl — V, ¢ una funzione armonica nulls al contorno, e
perd nulla anche nell’ interno.

Fra breve estenderemo questo teorema, togliendo la condi-
zione delle derivate regolari al contorno.

Il risultato precedente pud enunciarsi sotto altra forma di-

cendo : 1 valom di una fun ione armonica in un'area, con derivate

T

{ 'regolam al contomo, Sono pienamente determman 'nell’ interno, quando
B e ]

5 stano fzssatz ¢ valort della funzione al contorno.

¢

Nasce quindi il problema di esprimere, per una tale funzione
armonica, i valori nell’ interno per mezzo_dei i valori sul contorno.
* Per preparare le formole a tale o oggetto premettiamo le osser-
vazioni seguenti. Sia M’ = (¢/,y) un punto fisso del piano ed
M = (z,y) un punto variabile; indichiamo con r la distanza,
contata positivamente, del punto variabile dal punto fisso :

r=Y G—2)2t (y—y)"
Se poniamo

V=logr,

intendendo il logaritmo preso nel senso aritmetico, in qualunque
area piana, che non contenga il punto M’, sard V =logr una
funzione armonica con derivate regolari al contorno, come si ve-
rifica immediatamente L,

Cid premesso, consideriamo una funzione armonica U in
un’area A, con derivate regolari al contorno, e proponiamoci di

1) Posto 2’
log (z—2").

=29 +iy, 2=2a + iy la funzione V & la parte reale di

/
f/
I

M~ e e ~mee e
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calcolarne il valore U’ in un punto M’ = (¢’ %) interno all’area.
Fatto centro in M’ descriviamo, internamente all’ area, un cerchio
di raggio g, che faremo poi impiceolire indefinitamente e il cui con-
torno indichiamo con ¢. Se togliamo dall’area A4 questo disco cir-
colare, otteniamo un’area A’, il cui contorno si compone del con-
torno primitivo s e della periferia ¢ del cerchio. In questa area 4
le due funzioni

U, V=Ilogr

gono armoniche ed hanno_derivate regolari al contorno. Potremo
quindi applicare la formola (VIII) di Green ed avremo

u? log r) ( aU glogry,
[ <log r— p ds + log r— P —U )da—O.

op

Ma nell’ ultimo integrale il primo termine ¢ identicamente
nullo, perché durante !” integrazione log r & costante == log ¢ e, per
una proprietd delle funzioni armoniche osservata al §32

/ oy do =01
op

g

resta quindi

T ] .
(1ogr‘9—(—U‘3l_°g_’”) ds = | U7 4,
ap ap 7

8 logr

Nel secondo membro la derivata ¢ presa nel senso

_crescente dei raggi vettori, rispetto al punto fisso M, e il suo va-
lore sul contorno ¢ ¢ dato da

. U
1) Propriamente qui la derivata ? ~ & presa secondo la normale esterna

a g, ma non differisce che per il segno dalla derivata secondo la normale

“ interna.

ax) | U=U@&,y)
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D’altronde, indicando con 8 !’ anomalia di un punto variabile
sopra o, abbiamo

du = pd0
e quindi la formola precedente pud scriversi o
[LAN
oU alogr moroe
4 (logr - —UEL ) ds=| U,as,

0

intendendo che U, denotino i valori di U sulla periferia o. La for-
mola (4) vale comunque piceolo si prenda. il raggio o del cerchio ;
‘ma notiamo che il primo membro & evidentemente indipendente
da o, € tale dovra quindi essere anche il secondo membro. Per
calcolarne il valore osserviamo che, essendo U’ il valore di U nel
centro, possiamo scrivere

2n 2n
(5) U,d6=2aU" + (U,—U)de.
0 0

Facendo impiccolire il raggio ¢ del cerchio, possiamo rendere,
a causa della continuita di U in M, piccolo quanto si vuole il
valore assoluto di U, — U’ su tutta la periferia ¢ e perd anche

quello dell’ integrale
27
[ (U,—U"de.
0

(%

Se ne conclude che questo integrale, essendo indipendente per
la (4) da ¢, & necessariamente nullo, onde risulta
N
; U,d6=2rU".

0

(6)

-

Dopo di cid la formola (4) diventa :

e e |

_ 1 8U alogr) i
=5 B(Mgr——U—@—I-o— da.j,

: 4
! u,/vr,,a_ e

2 cn Wl ik 1 iy o1t
3 1
i

X {)’w oo ames

/7 Leve ol A5
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§ 34. — Funzione di Green.

La (IX) ci da i valori U nell’ interno, espressi per i valori
che prendono sul contorno la funzione U e la sua derivata nor-

U . . . \
male-‘z;—. Come si vede, lo scopo che ci eravamo proposti non e
: 8

del tutto raggiunto, ma restano ancora da eliminare, se & possi-
bile, dalla (IX) 1 valori al contorno di ZZ

ora ci proponiamo di mostrare, quando si sappia risolvere il pro-

. Cio si potra fare, come

blema che ci occupa in un certo caso particolare. Si indichi conp "

una funzione armonica in tutta l'area con derivate regolari al
contorno : si avra per la (VIII):

eU . o0
UL )ds=0
{S<(p op ap)

e la (IX) potra scriversi anche :

A oU _ allogr+e) {4
U:?n— B(tpflogr)ﬁ—L-——a;———\d.s.
8 /

P

Se 1a funzione armonica ¢ ¢ dunque tale che si abbia su tutto

il contorno dell’area

‘i r(}P + 10g )y = 0 , PRSI e

restera
1 o (logr + @) peRe
v — | U2 P g,
t 2m ap :
'S o s

formola che risolve il problema proposto. Una tale funzione qj,i
¢ unica pei teoremi sopra dimostrati ; essa dicesi la fun- |-
Le condizioni che la determi-
10 di essere una funzione armonica nell’area, con deri: i
valori —log r,

i1 se esiste,

it
i
| sione di Green relativa al punto M.

! nano sono : ;

i
i
b § .
' vate rﬂolan al contorno ; 2° di assumere sul contorno v

8

@iﬁu& S
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essendo r la distanza di un punto mobile sul contorno da un punto!
fisso M’ nell’ interno. :
Quando per tutti i punti dell’area A esista e si sappia deter-
minare la funzione di Green, la formola (X) serve a calcolare i
valori, nell’ interno, di ogni funzione U armonica, con derivate
regolari al contorno, per mezzo dei valori U, al contorno.
Un caso semplice, in cui riesce subito la determinazione della
tunzione di Green, & quello di un’area circolare. Se il punto M’
¢ nel centro, la funzione di Green si riduce alla costante — log R
(R raggio). Quando M’ non é nel centro si consideri il suo coniu-
gato armonico M, che & esterno al cerchio, e si indichi con 7 la

distanza di un punto mobile da M”. Tl rapporto %é una costante k

lungo la periferia del cerchio e la funzione di Green sara data da
g=—1logr —loghk .

Invero essa ¢ armonica con derivate regolari anche sul con-
torno, giacché il punto M” da cui sono contate le distanze " é
esterno ; di pit sulla circonferenza si riduce a — log 7.

~ -

§ 85. — Massimi e minimi delle funzioni armoniche.

ng}ég;ldo ora le condizioni relative alle derivate al contorno,
supporremo soltanto che la funzione U sia armonica nell’area 4

_che si considera e cominceremo dal dimostrare il teorema: In ogni

V" disco circolare, tutto interno all’area, il valore che la funzione armo- |
-nica U ha nel centro é la media dei valori che la funzione stessa as- il

sume sul contorno del disco.

In un tale disco la funzione armonica U ha derivate regolari
sul contorno e possiamo applicare la formola (IX), situando il
punto M’ nel centro. Ma sul contorno del disco logr ¢ costante,
onde, come gia sopra si é osservato, il primo integrale nel secondo

membro della (IX) ¢ nullo; e poiché inoltre

(6 logr)__ 1
ap /= R’
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essendo R il raggio del cerchio, otteniamo

4 1 7 . !
V=g Dd=5| Udo,
A 0

il che dimostra il teorema h.

— La funzione U essendo continua in tutta I’area A4, incluso il
contorno, avra ivi un massimo M ed un minimo m, e vi sard al-
meno un punto nell’ interno, o sul contorno, nel quale assumera

1) Si pud osservare che la notevole proprietd espressa da questo teo-
~ rema é& caratteristica delle funzioni armoniche e propriamente sussiste la
proposizione seguente : Se una funzione U (2, y) ¢ finita e continua, insieme
alle derivate parziali prime e seconde in un’area A, e di pi gode della
> proprieta di assumere nel centro di ognt disco circolare C, tutto interno al-
Varea, la media dei valori che ha sul contorno del disco, si avrd necessariu-
mente in tutta I area ,’Az U=0"
; Si consideri infatti un tale disco circolare C dj raggio R, il cui con-
~,  torno indichiamo eon 0, e sia U’ il valore della funzione nel centro ; avremo
per ipotesi :

Descriviamo un cirecolo €., di contorno 07, coneentrico ed interno & C,
N il cui raggio indichiamo con R —-/, essendo & una quantitd positiva pic-
cola ad arbitrio ; avremo ancora

N 27
' U= - f Us, d6.
. . ) o

onde
r2x
, (Up— Us,)d6 = 0.
N Jo

Dividendo per % e passando al limite per & = 0, coll’osservare che la U

. 14 .
possiede derivate prime continue, ne deduciamo V[ v do =0, dopo di

che, dalla formola (5), § 32, discende subito la verita della proposizione
‘enunciata. ‘-

mai_aver luogo nell’ inferno dellarea ¢ sono quvindi”presi dalla fzm-
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effettivamente il valore massimo M ed uno almeno nel quale assu-
merd il valore minimo m. Ora dimostriamo che : Il massimo ed

il minimo_di una funzione armonica, non costante, mon possono

ziome_sul contorno dell’ area.

T Suppongasi al contrario che in un punto P ¢nterno al campo
la U assuma il valore massimo M (od il minimo m). Descriviamo
col centro in P un disco circolare tutto interno all’area. Il valore M
(ovvero m) che ha luogo nel centro, ¢, pel teorema sopra dimos‘tmto,
la media dei valori sulla periferia e poiché tutti questi va101:1 sono
< M (ovvero = m), se ne conclude che dovra sempre verificarsi
il segno d’ uguaglianza 1), cioé su tutta la periferia, e perd anche
’ interno. del disco, la funzione U7 sard costante ed eguale al
;a,lofe ‘Iﬂnassimo M (o al minimo m). Ma allora é facile vedere che
in qualunque punto @ interno all’area la U sara sempre eguale
a M (o ad m). E infatti congiungiamo P con ¢, mediante una

B

linea L tutta interna all’area, e prendiamo un cerchio di raggio r -

cosi piccolo che, ovunque si ponga il centro del disco sulla linea L,
il disco rimanga tutto interno all’area 2).

Potremo descrivere un numero finito di questi dischi, di cui
il primo e 1’ ultimo abbiano i centri rispettivamente in P, ) e cia-
scuno abbia il centro entro il precedente. Applicando successiva-
mente il risultato ora ottenuto, vediamo che nel primo disco la U
& sempre eguale a M e quindi, avendo il valore M nel cer.ltro
del secondo disco, serba in tutto il secondo disco il medesime

1) La formola

& ((En o
U:_L‘f‘ U,d6,

[}

A

applicata al nostro disco, pud seriversi infatti

2n
f (M —-U,d68 =0
4]

oiché la di 5 : iti nclude
e poiché la differenza M — U, ¢ sempre positiva o nulla, se ne conc

che dovra sempre esser nulla. . ' ' o
2) Basta prendere r pil piccolo della minima distanza dei punti di L

dal contorno dell’area.
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valore M, medesimamente pel terzo, quarto ecc. onde avra il
valore M anche nel punto finale Q, c. d. d.

Dal teorema fondamentale cosi dimostrato risulta: Se con °
M, m si indicano il massimo ed il minimo valore che una funzione

armonica assume sul contorno dell’area, questi saranno pure il mas-
simo ed il minimo della funzione wn tutla 1
nell’ interno sard compreso jra M e m, gli estremi esclus.

[ .

§ 36. — Problema di Dirichlet.

Le proprietd ora dimostrate per le funzioni armoniche con-
ducono ad estendere i teoremi d’ unicitd del § 33, togliendo le
condizioni per le derivate al contorno. E infatti supponiamo che
una funzione U armonica in un’area sia costante sul contorno ;
allora il massimo ed il minimo al contorno coincidono in questo
unico valore e perd la funzione assumera in tutto 1’ interno del-
Parea il medesimo valore costante.

Ne risulta quindi il teorema : Due funzioni armoniche in un’area,
che coincidono sul contorno, coincidono anche nell’ interno dell’area.

In altre parole: i valori che una funzione armonica ha sul
contorno di un’area determinano univocamente i valori della fun-
zione nell’ interno. Di qui nasce la questione se tali valori al con-
torno possano darsi arbifrariamente. Enunciamo sotto forma piu
precisa la questione, che costituisce il cosi detto problema di Di-
richlet, cosi :

farbitrari, costituenti per ciascuna curve del conforno una catena |

| finita e continua di valori. Si domanda di costrwire una funzione .
t,

armonica nell'area che sul contorno assuma i valori assegnati.
Riemann dimostro che il problema di Dirichlet ammette sem-
pre una soluzione !) e questo risultato pose a fondamento della
sua Teoria delle funzioni Abeliane 2).
Ma la dimostrazione data da Riemann, che parte da conside-
razioni di minimo di integrali doppi, manca di rigore, come Weier-

1) Che la soluzitne, se esiste, debba essere unica si ¢ gia sopra dimo-
e

strato.
%) RIEMANN’S WERKE, Theorie der Abel’schen Functionen, § 3.

Varea, ed anzi ogni valore .

{

P

1 Sul contorno di un’area piana comnessa sono assegnati valori |’
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strass osservd, in un punto fondamentale. Soltanto una lunga
serie di ricerche posteriori, dovute principalmente a Neumann
ed a Schwarz, ha posto fuori di dubbio che, almeno sotto certe
limitazioni rispetto alla natura del campo, si possono effettiva-
mente dare ad arbitrio i valori di una funzione armonica sul con-
torno dell’area e cosi I’ intera teoria, edificata da Riemann, ha
acquistato solide fondamenta,

Noi non possiamo qui addentrarci nello studio del problema
generale di Dirichlet e solo ci limiteremo a risolverlo nel caso
di un campo circolare, caso che riesce relativamente facile. Po-
tremmo servirci a tale scopo della funzione di Green, di cui al pa-
ragrafo precedente abbiamo gia dimostrata Iesistenza e trovata
Pespressione per 1'area circolare : ma preferiamo esporre un altro
metodo, dovuto a Neumann, i cui principi hanno il vantaggio

di applicarsi a casi molto pil1 estesi.

1
i a 1067 (—)
§37. — Formole di Gauss relative all’ integrale 7—1 ~—apL ds.
..7I! 8

Supponiamo dapprima un’ area qualunque 4, ed indicando
con 7 la distanza di un punto mobhile da un punto M’ fisso nel-
{ znwr@, proponiamoci di calcolare il valore dell’ integrale

1
a]og(——)
1
! ds,

2 ] s ap

4

esteso al contorno dell’area. Basta percio fare nella formola (IX) .
a pagina precedente, che vale per ogni funzione armonica U con -

derivate regolari al contorno, et

U=1.

Ne deduciamo la formqla, di Gauss

alog(l) : -
7 1 r
(7 ! ds = 1. Y

?”—s ap

.
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Supponiamo ora invece che il punto M’, da cui si contano
. . 1 N .
le distanze r, sia esterno all’area. Allora.log (77) é una funzione

armonica nell’area, con derivate regolari al contorno, e si ha per cid

/'la] (1
(8) LI I T
A 2n | s op )

Prima di procedere alla deduzione di una terza formola im-

portante per il seguito, osserviamo un significato geometrico sem-
) >
loog —
plice della funzione 077 a] contorno. Per cid dalla formola

op
) = (x—2 )P + (y—y)*
deduciamo
or ;0T ;oY
s = (2 — — J— —-,
e ( x)ap+(y y)ap
indi o
1
alog(?) 1,27 —2 éx Y —y 8y |
B R T T

La quantita fra parentesi é il coseno dell’ angolo che la dire-
zione M M’, nel verso dal punto mobile al punto fisso, fa colla

—~
direzione della normale interna ; indicando quest’angolo con rp,
abbiamo dunque :

(9)

o log ( L) ~
r cos (rp)
op T
Se pel punto M del contorno, e tangenzialmente a questo, si
conduce il circolo che passa per M’ e se ne indica con R il raggio,
si avra
~~
cos {rp) _ 4 L
7 — 2R’

—~
secondo che Vangolo rp € acuto od ottuso.

W\\,
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~ Cid premesso, domandiamo quale valore avra il solito in-
tegrale
1 / § log —
2 P

quando il punto M, , da cui si contano le distanze, che ora indi-
cheremo con 7, , si trovi sul contorno. In primo luogo si osservi
che la formola (9) ¢i da o

8 log — —
%7 _ cos (fop)
ap - To

\

e la funzione da integrarsi lungo il contorno & ancora dapper-
tutto finita e continua salvo ai punti angolari del contorno, dove
avrd discontinuita di prima specie e salvo inoltre eventualmente
al punto M, ove potra presentarsi qualche singolaritd se in M,

la curva non ha circolo osculatore. In ogni caso il nostro in-

tegrale
/ ¢ log 1
- o ds
s ap g

e/

potra essere calcolato come Limite dell’ integrale esteso a tutto il
cont.o.rno, asportando un piccolo intorno di MO . ‘Supponiamo, per
maggiore generalita, che il punto M, ¢ Sia un punto angolare del
:cgntomo. e le tangenti a destra e sinistra formino 41"émgolo' o,
) sicché sard a = 1 se M, ¢ un punto ordinario. Fatto centro in Mo
? con un raggio piceolissimo g, descriviamo un cerchio ¢ o togliamo
(?all’area 4 la parte interna al cerchio; avremo cosi un’area A’
h.mitata dalla parte & di contorno s esterna al cerchio e da un
piccolo arco ¢ di questo cerchio. Ora, poiché M, & esterno al-
area 4’, si avra per la (8): T

* 1
1 6 log (—) é log (—1)
— _ 7‘0 dg e ._]_. - "o d =0
27l 8’ ap ' 2" o 6p c="u.
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Ma il secondo integrale, come gia altra volta abbiamo visto s

puod scriversi
1 26 Lo -
- ) S o
o ST s

e

e all’ impiceolire indefinito di 0 converge verso

1 a
—_—— A = — —
o 47 27
quindi avremo !
EENRCAR TR
ﬂalog( 1 )
]im;/ "o gs — R
) op 2
ossia
’ ”Iog( ! ) g : )
10 0 —_ . e o, Cn A
(10) )I/A_dgz-i,/ - '
2z, 8 2 :

ap

E questa la terza formola che volevamo stabilire. Si osservera
che §gm:M0Me‘. un punto ordinario, cioé ¢ = 1, I’ integrale ha il va-

1 . .
lore —- che ¢ la media dei valori relativi al caso di un punto M’

&

interno ed al caso di M’ esterno.

»

1
§ 38. — Studio dell’ integrale 1 [ , O ' () de
1 - :

T S

1l metodo che ora passiamo ad esporre per la risoluzione del
problema di Dirichlet nel caso del cerchio si fonda sullo studio
di quella parte dell’integrale esteso al contorno, nel secondo
membro della formola (IX), pag. 112, che contiene i valori pre-
scritti della funzione al contorno. Le formole che stabiliremo nel
presente paragrafo valgono non solo nel caso del cerchio, ma
anche per qualunque area semplicemente connessa, il cui contorno
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volga costantemente la sua concavita verso I’ interno (contorno di
Neumann) e servono appunto di fondamento alla risoluzione del
problema di Dirichlet per ogni tale area.

Supponiamo data sul contorno del cerchio una successione U
di valori, che assoggettiamo alla sola condizione di formare una
catena finita e continua, e indicando con r le distanze dei punti
del contorno da un punto M’ = (' i) interno dell’area, studiamo
il modo di comportarsi della funzione

0 log (_1) [ ERE *‘va.; ,3,.} .
U —NT7 ae e e
/s ap L

;o 1

x = <
v (2, ¥) oy .
Intanto, se consideriamo un’area A’ tutta interna al cerchio,

ed in questa facciamo muovere il punto M’, la funzione sotto il

segno integrale
o (1)
r
op

¢ una funzione di ', y sempre finita e continua che ammette,
rispetto ad ', i/, le derivate parziali di ordine tanto elevato quanto
si vuole e soddisfa all’equazione

8t

Alzr oy'? -

"

Per le note proprietd degli integrali definiti, e per le regole
di derivazione sotto il segno, abbiamo dunque: In qualunque
area A" tutta interna al cerchio la fumzione v (', y) ¢ finita e
continua, colle sue derivate parziali di tutti gli ordini, e soddisfa

bl , :
all equazione T ey L e
- - K N
62 62 LS !
my’ + Y _ 0.
b : ax'e gy
PR Rt Ly e GoaE T B t‘ N

Vogliamo ora esaminare (ed é questo il _punto essenziale della

ricerca) quello che accade della funzione armonica v (', '), quando
il punto M’ = (2, y'), dall’ interno del cerchio, si accosta indefini-
tamente ad un punto M, della periferia, Percid, indicando con U,
e i”e’ P S 5/"11'.:’ - /1/; !YDM)«.} ' ;L! - 4

;

T R A

A . B
A A 1
J 0T ’?ﬁ,umv Lig

£
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4 s op

il valo.re di Uin M,, e sottraendo da v (2, y') la costante 2 U
osserviamo che per la formola (7) di Gauss (pag. 118) si ha *

1 /. a](;u(_l._)
’ ¥ - . °
'l’(x,!/)—200 :‘7?,, Q(Z: -—L’o) —_WL ds

e prendiamo a studiare il modo di comportarsi dell’ integrale del
secondo membro quando il punto M’ si accosta indefinitamente
verso M,. Se con 7, denotiamo le distanze dei punti dell’area dal
punto M, fisso sulla periferia, la funzione

=
S,

6 log (r—l) o
(U—Up)~— 10/
) —s

sara finita e continua su tutto il contorno, anche in M, (§37) e
potremo considerare I’ integrale definito .

' 1
1[ . B”gcr)
; s (L - (0) "8[,0** ds.

o O

AR AR L

Sara questo, come ora dimostreremo, il valor limite verso cui
convergerd 1’ integrale o

1
1 e ()
‘Q(D — Uy) 0 ds,

4 . N . . . . .
quando M’ si muovera verso M, ; si avra cioé, come scriveremo :

*

: 1
(1) o abg(—)
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Dimostreremo anzi di pii che questa convergenza ha luogo
superficialmente in egual_grado, che cioé, preso un numero posi-
tivo £ piccolo a piacere, si pud fare un intorno superficiale di M,
cosi piccolo che, muovendosi M’ comunque in quest’ intorno, la
differenza dei due integrali

1 1
1 Blog(r ) 1/ 8 log (E)
— N L —— U d
U—U,) ap ds py s(U Uy Fm™ 8

7/ &

si serbi sempre, in yg}gre assoluto, minore di €.
Per questo cominciamo dal ricordare che, per la formola (9)
del paragrafo precedente, pag. 119, la quantita

op

-

1
o log <—r—> _ cos (7'/]7) \) . )
r e ot

¢ sempre positiva, perclié nel caso del cerchio, e piul in generale
e o P S O B P N e ¥

T g R S
di_un contorno qualunque di 1;\feunmnrn, l}a,ngolo rp & sempre
acuto e lo stesso vale manifestamente dell’altra

9 log (_,,.1;') ‘

op

.

Ora cominciamo dal prendere sulla periferia un intorno &
di M, tanto piccolo che, essendo ¢; una quantita positiva prefis-

S

sata, piccola quanto si vuole, si abbia in tutto & Vo .
. t
A C

@

‘U‘U0§<6l:

cid che ¢é sempre possibile, a causa della supposta continuita
dei valori U al contorno. Indicando poi con &’ tutta la parte



38 — STUDIO DELL’INTEGRALE ! [ p 21%8 ) s 125
8 ) d
@ P

rimanente della periferia, decomponiamo i nostri due integrali

cosi :
”
/ 1] 8 log (‘)
! s (U—Uy ap d
[,
= ¢ =0y o ds +
l/ o log (——)
-1, (U—T ' d
Tn) ) op
(12) /
Iad 1
1 8 log (T)
T 0 _
7 s (U —TU,) P d
g 1
1/ . 8 log (?,’)
=—7t—' SI(C’_UO)Tds—i_
1 8 log ( )
+— (U —
k13
Pei due primi integrali dei secondi membn, essendo come si
& detto

8 log (—%) 0 log (710—)

s

p ép

fempre positivi, si ha:
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e per la formola (7) di Gauss

I 1
| 0 log { —
ii]s(Uon) —Eé’_)ds'

Similmente si trovera per la (10)

,1_[ (U —T,) alog( )ds

n

<é&. W aanss

Dalle (12) deduciamo quindi per sottrazione

1
log (—
(13) 1/ 210 ()
7 S(U—UO)———BP—-—ds—

[

: 1
1/ ¢ log (To)
- 8(0-[/0) T ds!

i ng @),

1
1 9 log (7)
——  (U—="Uy -2~ d
w,) 8 op

la quale formola vale ancora dovunque sia M’ nell’ interno.
Ma ora facciamo un piccolo intorno superficiale di M, in guisa

< 3¢ +

i %" che la parte del suo contorno appartenente alla penierla del cer-
ﬁ»@: chio sia tutta  tnterne a &'. Allora, muovendosi M’ in quest’ intorno,

le sue distanze dai punti dellarco & d’ integrazione si manten-
gono sempre superiori & una quantita fissa e, se impiceoliamo suffi-
cientemente quest’ intorno, la differenza

. . .
6 log (7)_ é log (H) _ cos (7;) __ cos (;0\17)
r

7o




: 1
o log(~—
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4 .

potra rendersi lungo tutto Varco s’ piccola quanto si vuole. Ne
segue che, serbandosi U — U, sempre finita, anche la differenza di
integrali nel secondo membro della (13) pud rendersi inferiore alla
quantity che pih ci piace, per es. ad ¢ ; il secondo membro

€
della (13) sard allora inferiore a 4¢,, e posto ¢ = — @vremo,

oome si voleva

: 1
|1 (U-U)f_(%(__')ds_
LaJ s * op
1 o
6‘10g(—r-) “.
—a] WUy —T s <.
T 8

op

§ 39. — Risoluzione del problema di Dirichlet pel campo circolare.

Applichiamo al caso del cerchio la formola (11), che abbiamo
dimostrata nel caso generale di un contorno di Neumann. Essa

pud scriversi anche cosi :

: i 1
1 e

1 610(’(“-—) o, 1/ Ualog(ro) -

lim — U——;]-o——d =0+ = U— ;

44

ma nel caso attuale, se indichiamo con R il raggio del cerchio,

abbiamo
1
9 log (:_,“) cos (o P) 1
ap - 7o 2R
indi
. 2ﬂ
alog(") 1 / 1[ U df
1 7 1 _
)7 Cd=gm) PP =)o
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per cui risulta
2n
lim I/Ué)log( )d‘s 1/Ud0= u,.
w) s . " 2o /

La funzione

VT eV
ay 1/ 9 log (“‘) 1[ vde'

fu _ o ;

| =, ¥) —/. 27t./ ;

¢ quindi armonica nell’area circolare, ed avwcmandocl al con-
torno, tende ai valori preﬁssat1

La_formola ( (14) risolve adunque per un_campo circolare, il
problema di Dmohlet

Possmmo dare a questa formola un altro aspetto, mtroducendo
coordinate polari. Siano (¢, ¢') le coordinate polari di M" e (o, 6)
quelle di un punto M mobile nell’area. Avremo

r=0"te"— 200 cos (0 —0), - .

qumd1 T,
—r s -0,
onde ¢ A
1 -
.91&(7) _ e—¢ cos (0—0')
P e*+9¢2—29¢ cos (6—0)

e sostituendo nella (14) il valore di questa derivata al contorno,
avremo :

2n
e L RB—g’ cos (§ —0') 1| vas,
’u(@ 6 . UR2+Q,A—2PQ COS(a—e)dS 2—“ 0

che possiamo scrivere anche

(% ' 2 ‘ Ll bon

1 R‘—Q / g;)’é

;;?,(g & :ﬂ (Rz—f—g —2R_Q cos(()—a’)

A1
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In tutto quello che si é detto fin qui si & supposto che i va-
lori U, assegnati al contorno, formino una catena finita e continua.
Ma possiamo ora facilmente spingere pili in 13 la Ticerca e con-

= siderare il caso in cui i valori U dati al contorno, pur mantenen-
dosi sempre inferiori ad una quantity fissa, presentano disconti-
nuitd di prima o seconda specie in un numero finito di punti,
QVVero anche in un_gruppo infinito di punti, purché sia di prima

specie 1) Domandiamo allora se si pud costruire nell’ area circo-
Emrem una funzione u, & out valori si serbino tutti mferwm a un nu-
mero mero_fisso, che sia armonica in ogni area interna al cerchio, ed
avvicinandosi al contorno verso i punti di continuita della catena U,

tenda con continuitd verso questi valori, ‘mentre nessuna condi-

zione imponiamo per l'avvicinarsi dall’interno verso i _punti _ | di-

dmcontmmta In tali condmom dimostriamo anzi tutto che, se
la funzione u esisto, essa & unica 2) ed & ancora data dalla
formola (14), o (14*). Descriviamo infatti un cerchio s, concen-
trico, con raggio B, < R, ma vicino ad R quanto si vuole si da
includere il punto (o', #'). Indicando con U, i valori di % sul con-
torno s,, potremo applicare al cerchio minore la formola (14%)
ed avremo

1 .kg-—g'

" 2m) U"R’-‘.—g -—-2Rgcos(f)——6)d0

u (o’ ,0) =

Questa_formola vale comunque R, sia vicino ad R, e il valore
dell’ mtegrale del secondo membro ¢ indipendente da RB,. Ma, nelle
ipotesi ammesse, si vedrd subito che, prendendo R, suﬂiclentemente
vicino ad R, la differenza fra questo integrale ¢ I’ integrale limite

1 R*—o'?

o) sU R+ g'2—2Rg cos (0 —98) d0.

1y Dixi, Fondanenti, peg. 17.

2) Per I’ unicitd della funzione é essenzm_le I’ ipotesi fatta che i valori
dati_sul contorno e i valori nell’ mtemo si serbino tutti mfenon ad un
come lo dimostra il seguente esempio. Prendasi la parte

reale 21_*_ 7 — 1 della funzione di variabile complessa v—;—' — 1, Nell’ in-
terno . del cerchlo 2% + y? = 2z la u é armonica e si annulla sul contorno.
vt 4 I 9

R

f '; :;? d;{v’t‘" »ﬂuo L T Rt ‘#Ww:

(I f: of

€

,

EER ST N
3
L]

130 CAPITOLO TERZO

¢ piceola quanto si vuole, onde essa & assolutamente nulla e sus-
siste ancora la (14%).

Con cid & dimostrato che SQ la funzione u esiste, essa & unica
ed ¢ data dalla (14*). Ma ora, se rammentiamo le “considerazioni
del § 38, vediamo che effettivamente _questa_funzione w (o, ¢'),
che ¢ armonica in ogni “area interna al cerchio, a,vwcmandosx ai
pun‘u del contorno. ove, 13, I’e fsqnt:,mua, si comporta ancora in
modo continuo.

Qua,nto al modo di comportarsi della u avvmmandom ad un
punto M, di discontinuita .al. contorno, nulla possiamo dire in
generale, quando la dlscontmmta della U in M, sia di seconda
specie. ' Ma se il punto M, é un punto di discontinuita di Bnma,
specie, sicché esista un limite dei valor1 a destra di M 0 sia Ut
ed un limite a sinistra U7, possiamo determinare colle consude-

T pagioni seguenti, dovute a Schwarz, come si comporterd la fun-

zione nelle vicinanze di M, o- Essendo M un punto qualunque del
cerchio, indichiamo per cid con 6 Pangolo che la direzione po-
sitiva della tangente in M, fa colla direzione My M e con @i va-
lori di 6 al contorno. La funzione 6 & dentro al cerchio una funzione
ad un sol valore, finita e continua insieme alle sue derivate par-
ziali, in 1a quanto si vuole, e soddisfa al

v, -

e f"‘r et 420 =0 1).

I valori @ al contorno formano una funzione dovunque con-

gig};:@; salvo in M, dove hanno, precisamente come U, una discon-
tinuitd di prima specie, tale che

0‘&-:0, @;z-n Gt S

Se alla catena U di valori al eontorno sostituiamo laltra

;} V=0U-+ M o, \"}.Um? ra ""c'ff’[ T B
/ po ',

questa avra le medesime discontinuitd di U eccetto in M,, dove
gara ristabilita la continuita, se intendiamo che pel valore di V in M
si prenda il limite comune U} dei valori a destra e a sinistra.

1) Invero § & il coefficiente dell’ immaginario nella funzione log (z — z,).<

- RSN

o
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Con questi valori V costruiamo, colla formola (14*), la corrispon-
dente funzione armonica v che coincidera necessariamente, pel
teorema d’ unicitd, con
o Ut—Us ¢

v=u+ 20,

- 4

La v, avvicinandosi dall’ interno a M 0> Sl comportera in modo

continuo, convergendo equabilmente verso U/, ¢ pero la u si com-
D R S - O R o 0’
portera come
_ U=l

Ut -
Se muoviamo dunque verso M, lungo una retta inclinata del-
Pangolo 6, sulla tangente (positiva), avremo

Us—U3 4

lim vy = Ut +
la quale formola ci fa conoscere appunto quello che si doman-
dava. In particolare, se andiamo verso M, lungo il raggio del

. 24 s .
cerchio, avremo 6, — ~ ed u convergerd verso la media

Ut + Ug
2

dei valori limiti a destra e sinistra.

CAPITOLO 1V.

Integrali di funzioni di variabile complessa. — Teorema fondamen-
tale di Cauchy e sue conseguenze. — Sviluppi in serie di Taylor.
~— Sviluppo di Laurent. — Concetto di funzione analitica se-
condo Weierstrass. — Serie di funzioni analitiche.

§ 40. — Integrali definiti di funzioni di variabile complessa.

In un’area A connessa sia data una funzione w della variabile
g g LA Ay N g i
complessa 2z finita, continua e monodroma. Tonsideniame \in arco

“ath di ‘Gurva nell’ interno di 4 o dividiamolo, secondo una legge
arbitraria, in tratti

01y 82, ey O,

iverso un }
i Vers
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formiamo la somma
r=n

(1) w4z,

r=1

dove con w, indichiamo uno qualunque dei valori di w nel tratb.o 4,
e con 4,z I’ incremento della variabile z nel passaggio da’l. pﬁl:intz
al secondo estremo del tratto. Facciamo .om fm'asce?e a,l.l in o
il numero dei tratti, mentre ciascuno di essi impiccolisce o »

| 'ogni limite. Facilmente dimostriamo che la somma (1) convergera :;

i
i
i

limifte determinato ¢ finito, indipendente dalla legge di -

“divisione e dai valori intermedi scelti w, . Scindendo il reale dal-:.

"I’ immaginario, poniamo

w,=”r+i7’n ArzzA’eriA'y

ed avremo

Nwdz=3 @4, r—v4,y +1i 3 @42+ nd.y).

Ora si ha (§ 27) :

lim S (@, 4, x2—v, 4,y =] (wdv—vdy)
< ach :
lim = (v, 4,2+ 4. 4,y) = (vdx + udy)
) ach
quindi
lim ¥ w, 4,2= (wdx—vdy)+ 4 (vdz+ udy).
o ach J ach

Questo limite si chiama 1’ integrale di w, esteso all’larcoach,
e si scrive :

N
i

Q‘;xw STV | wdz = (udzx—vdy)+1 (vdz+udy). (

ach ach ach g
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Dalla definizione stessa di integrale definito possiamo subito
ottenere un teorema semplice, ma molto utile, dovuto a Darboux,
che assegna un limite superiore pel modulo dell’ integrale e si
enuncia : Il modulo dell’ integrale f,,, wdz non pud superare il pro-
dotto del massimo modulo della funzione durante il corso d’ inte-
grazione, per la lungkezza dell’arco a ¢ b . Indicando con M questo
massimo modulo, e con L il perimetro dell’arco d’ integrazione,
avremo cioé :

@) wdz | <ML. o
ach " I
' e a0 S A G
E infatti '
wdz=1lim Y wdz;
ach
ora 4
| ywaz|<my|a:]<w syFEa

e il limite della somma Y V424 Ay* é appunto L, onde segue
la (3) Qualche volta si da alla (3) anche un’altra forma. Indicando
con w il valore di w in un punto di massimo modulo, si ha

{1—) == -Meiw )

e d’altra parte
i i )
wdz = | wdz | e,
ach ‘ ach ;

onde avremo
(3*) wdz == ALw, o

ach

dove 4 ¢ un fattore di modulo < 1 e w ¢ un valore intermedio di w
sull’arco d’ integrazione acbhb .

!
Ry o
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§ 41. — Teorema di Cauchy. - Integrali indefiniti,

Le due espressioni

udr —vdy, vdr 4 udy,

che figurano nel secondo membro della (2), a causa delle condi-
zioni di monogeneita

ou_ _6v  ou__ §v
3y 8z ' oz oy’

sono. dlﬁerenaahesa.tu Se dunque supponiamo che w sia finita,

contmua ¢ monodroma nell’area A e le derivate 3: g; si ger-
o bR v

bino finite anche sul contorno, sara apphcablle il teorema alla

“fine del'§ ﬂ cioé gli integrali

(vdx—vdy), [ (vdx+ udy),
]

.

8§

estesi al contorno completo dell’area saranno identicamente nulli.
Ne risulta, per la (2), il teorema fondamentale di Cauchy : Se nel-
. ! Parea A, incluso il contorno la w é funzione finita, commua e mo-
éw‘cL.r i nodmma della variabile complessa z, e la derivala v’ (z) si serba

)

. lnmtata anche al contorno, I’ mtegmle

wdz,
. 8

" esteso al contorno completo dell’area, é identicamente _n_,_uil_o.

- La condizione relativa alla derivata al contorno si pud anche
togliere nei casi ordinari quando I’ area A possa riguardarsi come
limite di un’ area interna variabile 4’ il cui contorno s’ converga
uniformemente verso il contorno s, in guisa che ogni punto di &
si accosti indefinitamente ad un punto determinato di s. E in-
fatti allora, per ogni configurazione di &, si avra

w(z)dz =0
. 8'
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e I integrale f, w dz, essendo il limite verso cui converge f, w dz,
sara pure nullo.

Senza ripetere per gli integrali di funzioni di variabile com-
plessa le deduzioni del § 31, relative agli integrali curvilinei di
differenziali esatti bastera enunciarc i corrispondenti teoremi :

! 10 Indicando con o una curve chiusa gualunque t tracciata mel-

¢ Uinterno di_un’area A, supposta . semplwenwnte connessa, nella
qmtle Tla funzwne w (z) o ﬁmta, continua e monodroma, si avrd

=

wdz =0 1.
[

20 Nell’area semplicemente connessa A U integrale f w dz, est('aso
da un punto a ad un punio b lungo un cammino quolungue mell’ in-
terno dellarea, dipende solo dagli estremi a, b e nulla affalto dal
cammino percorse.

Questo integrale si pud quindi indicare opportunamente con

;
!
{
zl
.
|
!

b
wdz .
a

. a1
Supponiamo ora fisso P'estremo inferiore e mobile I’estremo
. ys ‘
superiore, che indicheremo con z, e consideriamo 1 integrale

2
W = wdz,

a

1 facile vedere che W sara, come w stessa, una funzione finita,
continua e monodroma della variabile complessa z ¢ sard mq!trg
aw
dar

= w. Sl ha invero :

. (®; y) (= 9
W——/ wdz = (udx—vdy)+1 (vda + udy)
v a

a o

1) Qui le condizioni al contorno sono manifestamente superflue.
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e basta applicare i risultati del § 3lfv’osservando che ne risulta_
f{': )
23

Se I’area A ha una connessione d’ordine n, I’ integrale inde-
finito fw dz, esteso da un punto fisso ad un ‘punto mobile z, sara
ancora una funzione W finita e continua della variabile complessa z,
ma invece di essere monodroma sary ora, in generale, polidroma.
La sua polidromia consistera in cid che se in un punto z, per un
dato cammino, acquista il valore W, variando ad arbitrio il cam-
mino, acquisterd tutti i valori della forma

%Wf‘" 7y w1+ Ty wg+ ...+ r,’_l Wy y ,x

dove w,, wy, ..., w,_; s0n0 n— 1 quantitd complesse (moduli di
periodicita) fisse, mentre 7, 7,, ..., r,_, prendono tutti i valori
interi posntnn e ne, tivi. !

T B {’/\M £ g wu'/‘k«’ ,-,69 S ST

§ 42. — Formola di Cauchy. — Teorema di Morera.

Dal teorema di Cauchy si pud facilmente dedurre una formola,
pure dovuta a Cauchy, che ha un’ importanza fondamentale. Essa
serve a calcolare i valori nell’ interno dell’area di una funzione
ﬁmta continua e monodroma per mezzo dei valori che la fun-
contorno Che i valori al contorno determinino piena-
mente i valori nell’ interno sappiamo gia; ed anzi sappiamo di
piu che basta dare i valori al contorno della parte reale u per-
ché questa venga individuata nell’area, e siccome della parte im-
magmana v si conosce allora il differenziale totale, bastera fissare
inoltre in un punto il valore di v perché la w risulti individuata 1).

Per trovare la formola di Cauchy, prendiamo un punto 2 in-
terno dell’area, e fatto centro in z’, deseriviamo un piccolo cerchio
tutto interno all’area e indichiamo con o il contorno di questo cer-

1) 8i osservi che, se I’area & pill volte connessa, non si potranno nem-
meno dare ad arbitrio i valori della parte reale al contorno, perché la purte
immaginaria risulterd (in generale) non ad un solo valore, ma ad infiniti
valori. s
Lovieild Dk wmeniabene O
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f:hio. Se togliamo dall’area A il disco circolare, otteniamo un’area, A4’
il cui contorno si compone del contorno primitivo s e del con-

corno ¢ del cerchio. In quest’area A’ la funzione
w (2) N
z—2z £y s

*
= S0 »
SR

¢ finita, continua e monodroma e il teorema fondamentale di
Cauchy da quindi :

w (2) dz L w (2) dz

2—2 2—7

=0.

“y

Qui il contorno ¢, come contorno interno, & percorso nel verso
negativo ; se lo intendiamo percorso nel senso d1rett0 avremo
dunque

wzdz [ w(z)dz
4 z—z —
o

L’ integrale del secondo membro ha un valore che é& facile
calcolare, sia direttamente, sia ricorrendo alla proprieta gia di-
mostrata (Cap. III, § 35) per le funzioni armoniche, di assumere
cioé nel centro di un cerchio la media dei valori al contorno. Ser-
vendoci di questo teorema, osserviamo che indicando con p il
raggio del cerchio, con 6 I'anomalia di un punto z variabile sulla
circonferenza avremo sopra o : ,

z—2 =pé", =
indi -
dz

dz=ige"do, =idb,

e perd

2—2z

[ d * 2n
/ w@dz o ivdo
. .

138 CAPITOLO QUARTO

. Ma indicando con w (2') = «’ + i’ il valore di w in 2’ si ha,

pel citato teorema : ¢iilie weliviae T i o L ve o

2 2n

udl = 2nu’, vdf = 2a7,

0 0
onde
w@dz o).
2—2z2
g

La (4) ci da adunque L
\” ~ w(;z) dz‘

0 | '2,”] —7
s

i \

che ¢ la formola & Caucky h.

Si osservi ohe Ta (l) rimane valida (per contorni ordinari),
anche togliendo al contorno le condizioni relative alla derivata
w’ (z) (Cfr. § 41).

Dalla formola (I) di Cauchy cosi stabilita deduciamo su-
bito importanti conseguenze. Immaginiamo di far muovere Z in
un’area A’ tutta interna all’area 4, ma del resto qualunque.
Mentre z nel secondo membro della (I) percorre il contorno s,
la z— 7 rimane col modulo discosto da zero pit di una quan-
tity fissa, e percid la funzione sotto il segno

w (2)

7
Z2— 2=

rimane sempre finita. Essa ¢ funzione finita e continua dei para-
metri 2, ¥/, eoordmabe diz,e posslede, rispetto a questi parametri,
derivate sempre finite e continue, in la quanto si vuole, e sod-
disfacenti alla condizione di monogeneita

1 4 S
i o

2
7

1) Questa formola si potrebbe anche dedurre dalla (IX), § 33, appli-

‘ Vcsndola alla parte reale u ed al coefficiente v dell’ immaginario (Cfr. P1carD,

" Traité d’Analyse, tomo II, pag. 109).
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Per le regole di derivazione sotto il segno integrale, se ne con-
clude quindi che, nell’area A’ esistono le derivate nspetto a7z
di w (¢') in 13 quanto si vuole e soddisfacenti alla condizione di
monogeneitd ; in generale avremo

1e2.8...m w(z)dz
2m1 (z— 2 )+t T
$

(1) (=

: Abbiamo dunque il teorema : Se una funzione w di varia-
- bile complessa ¢ finita, continua e monodroma in un’area A, nel-
U interno dell’area essa ammettera non solo la derivata prima finita,

continua e monodroma (cio che é conseguenza della definizione), ma

anche le derivate successive di tutti gli ordini, che saranno entro

Larea 4 lulle funzwm ﬁmte cantm%xe e mmwdrome della e;armbzle i

complessa z.

queste conseguenze, dedotte dalla formola di Cauchy, si
connette un’ importante osservazione, dovuta a Morera, che in-
verte il teorema fondamentale di Cauchy (§ 41) col seguente teo-
rema di Morera :

: Se la variabile complessa w ¢é legata alla variabile indipendente 2
. per modo che, movendost z in una certa area connessq A, la w sia
" sempre finita, continua e ad un sol valore e Uintegrale fwdz esteso
; @l’ mtero contorno di qualunque area parziale contenuta in A sia
: sempre gaullo,”sara. w
derwata mdzpendente dlla d'wezzone)

Se I’area A & pilt volte connessa, sostituiamovi un’area A sem-
plicemente connessa esegueudo in 4 un conveniente numero di
tagli (§ 30). In questa A consideriamo come al § 41 I integrale in-
definito

esteso lungo un qualunque cammino che, restando entro A vada
dallestremo fisso inferiore @ al superiore variabile z. Le conside-
razioni stesse del § 41 provano che W é in A funzione finita con-
tinua ¢ monodroma di z ed ha per derivata, md1pendente dalla

w funzione della vanabzle oomplessa zin A (avrd |
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direzione, w. Questa derivata ana poss1ede dunque essa stessa
una,_derivata mdlpendente dalla direzione, va,le a dire & iunzmne
Qella variabile complessa z. B ovvio poi che mentre nell’area pri-
mitiva 4 la funzione W é in generale thdrorxm (con moduli di

periodicita) ai tagli, la w ¢ monodroma anche in A.

§ 43. — Sviluppi in serie di potenze.

Dalla formola (I) Cauchy ha dedotto una conseguenza note-
volissima, applicandola al caso di un campo circolare. Sia z =y
il centro del circolo ; siccome, mentre z percorre il con‘oomo del
circolo, si ha :

T
| —v|<iz—7]
cioé ' Y
=y,
=
potremo sviluppare
11 1
z—7 2=y 7—y
z—y

in serie di potenze della variabile

?—y

C:— 3
2=y

secondo la progressione geometrica

l n=gqc .
== X
n=0
Avremo quindi
| n=w }
P (Z—»"

z—7z (z— )t

n=0
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e questa serie, per ogni punto 2’ interno al circolo, muovendosi 2 colo, é chiaro che, per la validita della formola, bastera che la fun-

sulla circonferenza, sard convergente in egual grado. <. : zione w (z) sia finita, continua e monodroma in ogni area interna
Sostituendo nella formola di Cauchy ‘ el dircolo, senza_porre alcuna condizione al contoriio. E infatH,
se z € interno al circolo, bastera descrivere un circolo concentrigo
, 1 w (2) dz interno _di_raggio > | z | ed applicare le nostre considerazioni B
wE) =5 T a questo circolo,/Se ricordiamo poi i risultati ottenuti al Cap. I, it 2
J S : riguardo alle serie di potenze, potremo enunciare 1’ importante
teorema :
il valore superiore di ., potremo eseguire l'integrazione ter- <j' Affinché una  funzione w (2) di variabile complessa sia svi- ,
) Fz o > luppabile in serie di potenze di z—y, é necessario_e_sufficiente
mine a termine e scrivere e }; che nell’ interno di un circolo di centro y essa sia finita, continua e ¢
n=o ) w (2) dz ‘ & monodroma, insieme alla derivata w' (z). T o
w(Z) = Z Z—p)" - Sai| E—pt ’ — Osserviamo poi, cid che ancora non risulta dalle ricerche pre-
n=o s W»AC*L—'\ cedenti, che lo sviluppo é unico e coincide quindi necessariamente
Lo collo sviluppo di Taylor.
Poniamo . oty ek E infatti se due serie ordinate per le potenze di z — y rappre-
j 1 w (z) dz i sentano la medesima funzione, la loro differenza che & pure una
) ¢ W= (z— )+t E serie di potenze '
: Cot e (2—y)+ ey (2— )2+ ...,
ed avremo
n=w - sarebbe identicamente nulla per ogni valore di z nell’area consi-
w (Z) = E ay (&' — )" derata. Ora poniamo che il primo coefficiente non nullo della serie
n=0 sia ¢, , sicché la serie si scriva e
Si osservi che, per la formola (IT), il valore (5) del coefficiente a,, E=P"} eut o (2—p) + . |
¢ dato da w® () i pﬁmt? fattore (z— )" si annulla solo in y, quindi la serie
Wy =~y fra parentesi

' . . cn+c'n+1 (z_}’)+ e
e ponendo z in luogo di 2, potremo dire che, in ogni punto z 1n-
R BT dovra annullarsi, salvo al pit in y, in ogni altro punto dell’area

terno al circolo, si avra TR A
e e T ' : z, e perd, a causa della continuita, anche in y. Ne risulterebbe dunque,
[, ; o contro I ipotesi,’c, == 0. Tutti i coefficienti ¢ sono dunque nulli e
w™ () " ’ .. T
w(2) = 2 7 (1) @—»" quindi le due serie coincidono assolutamente.
n=0 | R w— I risultati precedenti pongono in piena luce le condizioni di
o to. chol - di Tavor. estesa sviluppabilita di una funzione in serie di potenze (serie di Taylor)
$ altro, come si vede, che la serte ) di z—y. Lo sviluppo resta valido finché nel cerchio descritto
ai vﬁgfis tczi(;rlle:ﬁ della variabile. T poiché attualmente ﬁg“lm.m col centZO yla funzl:gne resta finita, continua e monodroma colla
soltanto i valori délla funzione e delle derivate nel centro del cir- derivata, ed il vero cerchio di convergenza per la serie & il massimo
) BN O T e e .
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che si possa descrivere soddisfacendo a queste condizioni. Cosi
P. es. se prendiamo le funzioni

Clog(l+z) , (1+2m

dove m non sia un intero positivo, queste sono finite, continue
e monodrome colle derivate entro il cerchio di centro z =0 e di
raggio = 1, ma nel punto z = —1 hanno un punto singolare,
talché il raggio del cerchio di convergenza delle corrispondenti
serie (logaritmica e binomiale)

22 28
log (1+2) = z— -5+ ?jt

m(m—1) ,

1 =1 mz -
(1+ 2) -mz+ 123 224 ...

¢ precisamente !’ unita.

N . |
Cosi la funzione el finita, continua e monodroma colla

derivata in ogni area che non contenga alcuno dei punti singolari

vieo— 3w, —2nm, —=mn, 0, =, 2. 3=,
. e [ :

eseyéun punto qualunque del piano distinto dai punti singo-

lari, potremo sviluppare

) . . . .
sonz D serie di potenze di z—y e il

raggio di convergenza della serie sary la minima distanza diy dai
punti singolari. » ‘

S’ intende altresi come, limitandosi a considerare le condi-
zioni di sviluppabilita in serie di Taylor per le funzioni f (x) di va-
riabile reale, queste non possono apparire che incompletamente.
E invero, per le proprieta delle serie di potenze (§ 3), una tale fun-
zione ¢ necessariamente estendibile al piano complesso e dalla
distribuzione delle singolarita, non soltanto sull’asse reale, ma in
tutto il piano complesso dipendono, come si ¢ visto, le condizioni
di sviluppabilita. Cosi p. es. le funzioni

1 1
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sono sempre finite e continue sull’asse reale, insieme con tutte le

loro derivate, in 13 quanto si vuole. Ma sviluppandole ad esempio

per le potenze di z, il raggio del cerchio di convergenza per la prima
AAS

¢ =1, per la seconda & = J; . Cid dipende da che, estenden-
Anal R AT 1 )
dola ai valori complessi, la funzione T ha i punti singolari

! 4 9. . 3 .. . 1 . .
o o =g - ? —— h 1
z= z distanti di 1 dall’origine, e la funzione coshz M punti
singolari

1)

z=(2n+1) 5 (n intero)

sull’asse immaginario, e di questi i_pill prossimi a z = 0 sono

2= 323 che distano di % dall’origine. ) : ";
.

. Eh

§ 44. — Sviluppo di Laurent.

Passiamo ora ad applicare un metodo analogo per sviluppi in
gerie, anziché ad un campo circolare, ad un anello_circolare, cioé
allo spazio compreso fra due circonferenze concentriche C, (.
Supponiamo che in questo spazio (’idl‘_qggygquq _incluso) la fun-
zione w (z) sia finita, continua e monodroma colla derivata ' (2).
Se 2’ é un ptmtg-ix.lﬁémo all’anello, e con s indichiamo il contorno
del cerchio esterno C, con s quello dell’ interno C’, e li intendiamo
tutti e due percorsi nel senso positivo delle rotazioni, avremo per

Ia formola di Cauchy :
T w (2) dz}i 1

1 w (2) dz
w (2) = 2mt 2@ z—7
8 o s

z2—7

11 primo integrale si potrd ancora sviluppare, come al para-
grafo precedente, per potenze di # —y, indicando y il centro
dell’anello, e si avra

1 w@de "
2mi i 2 a, (& —9)"%
8 n=0
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avendo posto

1 w(z) dz
a 2a1 (Z-—y)"+l .
S

S

()

Quanto al secondo integrale si osservi che, mentre z per-
corre (', si ha

|y
!2—~y]<lz'-——y, 7 Y
| v
e percid potremo sviluppare
1 1 1 1
i =z 7=y 1 __2—¥
Z—y

colla formola

per potenze interc e positive di z:)’

'n—l

- =
- Z Z — 7,)7»

e, a causa della convergenza in egual grado di questa serie, avremo

n=w

1 w(z) dz
T 2ami z— 2 z (z—y)"’
s ne=t
posto ,
‘ 1 %
) by = -‘Z}z—z[ w(z) (2—y)"'dz.

La funzione w (2') risultera dunque, per I’ interno dell’anello,
gviluppata nella serie

LTI

}{ W(Z)—Ea (=" -I-E z—y)"’

~

T T : e 10

;f '1.‘{/]’

‘,'

il

)

Ve
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che procede insieme per le potenze ascendenti e discendenti di
2 —y. Osserviamo poi che i coefficienti (6), (7) risultano calcolati
con integrali definiti estesi rispettivamente alle circonferenze
C, C' ; ma siccome le funzioni sotto il segno in tutto ’anello sono
finite, continue e monodrome, potremo estendere anche gli inte-
grali stessi ad una curva chiusa ¢ qualunque per es. ad una circon-

ferenza concentrica che giri una sola volta attorno all’ anello, sicché

avremo :

»

; 1 w (2) dz 1
= oai (z—y)ntt’ T 27;13] w(z) (z—y)" ' dz.
o

o

‘ Dopo c¢id si vedra subito che le condizioni al contorno del-
" Panello si possono senz’altro togliere e si ha quindi il teorema di
! Laurent :

Se nell’ interno di un anello circolare la funzione w (z) ¢ finita,

. eenuTSNEN 3 . . -
> continua_e monodroma colla derivata, si potra sviluppare, in tutto

U interno dell’anello, nella serie

0 ©
w (2) = Zan (z—y)"+ 2 )
0 1

procedente per le potenze intere ascendenti e discendentt di z—y,
e i valori dei coefficients a,, , b, saranno dati dalle (8).
Si osservi che, se anche nell’ interno di ¢ la w (2) si mantiene

b ﬁmta _continua e monodroma, pel teorema fondamentale di Cauchy

sono allora nulli tutti i coefficienti bn , e si ritorna allo sviluppo
dl Taylor

§ 45. — Funzioni analitiche.

Arriviamo ora all’ importante nozione di funzione analitica
gsecondo Weierstrass. Questo concetto é fondato sulle proprieta
delle serie di potenze, la cui importanza fondamentale nella teoria
delle funzioni di variabile complessa risulta gia dai teoremi di
Cauchy, esposti nel § 43. In virth di questi teoremi infatti qua-
lunque funzmne d1 vzmablle complessa sia ad ‘uno, sia a pidt va-

)

T
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lori, ¢ sempre sviluppabile, in campi sufficientemente piceoli, in
serie di potenze. I '

Por designare una serie di Taylor, che proceda per le potenze
di z— y, ci serviremo con Weierstrass del simbolo

| Pe—)

ed innanzi tutto dimostreremo un lemma che ci servird a stabi-
lire la nozione di prolungamento analitico.

Suppongasi che i due cerchi di convergenza C, C, delle due
serie di potenze P (z —a), P, (z— a,) abbiano una parte super-

ficiale (una lunula) a comune, e suppongasi inoltre che in tutti |

i punti d% un’area o interna alla lunula le due serie abbiano la

 Stessa somma. Dimostriamo allora il lemma : Le due funzioni finite B J

i=tamien

' continue e monodrome w (z) = P (z — a), w, = P, (z—a,), rappre-

‘éemate dalle due serie di potenze, coincidono in tutta la lunula.

Si tratta di provare che la funzione w (z) —w (2) —w, (2),
nulla per ipotesi in tutta 'area o, ¢ nulla anche in qualunque punto B
interno alla lunula. Supponiamo al contrario o (B) == 0 e uniamo
un punto 4 énterno a o al punto B con una linea semplice L tutta
interna alla lunula. Lungo la linea L la funzione continua w (2)
& nulla in 4 ed in tutto il tratto di L interno a ¢, mentre invece
in B ¢, per ipotesi, diversa da zero. Esiste dunque su L un deter-
minato punto C' di separazione fra Ae B, tale che nel tratto da 4
in C (C incluso) la o (z) & sempre nulla, e sono quindi nulle an-
che tutte le sue derivate (che possono sempre calcolarsi nel senso
della linea L) ; invece al di 13 di C ed in qualunque vicinanza di C
la » (z) assumerebbe anche valori non nulli. Questo porta subito
ad una contraddizione, poiché se descriviamo col centro in €' un

cerchio tutto interno alla lunula, ivi w (z) é sviluppabile in serie

di potenze di z— ¢ (denotando con ¢ il valore di z in C) e i coeffi-

cienti di questa serie sono tutti nulli perché in C si annulla o (2), e
si annullano tutte le derivate. Dunque o (2) é ancora nulla entro

quel cerchio, e perd per un tratto di L oltre C, contro 1’ ipotesi. |

\

11 lemma ¢ cosi dimostrato ed & chiaro ora che nell’area formata

dalla riunione dei due dischi circolari O, C; le due funzioni w (2),
w, (z) formano wn’ unica funzione, finita, continua e monodroma,
che nella lunula comune pud rappresentarsi indifferentemente col-
Iuna o coll’altra serie di potenze, le quali sono quindi da riguar-

darsi come una continuazione analitica 1’ una dell’altra.
A e N bt ”

R =Y
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Cid premesso, partiamo da una serie di potenze P (z — a) che
abbia un cerchio C di convergenza, di raggio B non nullo, sicché
entro C la w () = P (z—a) & funzione finita, ‘continua e mono-
droma. Prendiamo ora entro € un punto qualunque b, diverso dal
centro @, e descriviamo con centro in b il cerchio ¢’ tangente in-
ternamente a ¢, il cui raggio sara dato per cid da R— | a—b | .
Entro al cerchio ¢’ la w (2) ¢ sviluppabile in serie di potenze
P, (z—b) che convergera almeno entro C’, ma pud darsi che 1’ effet-
“Fivo cerchio C, di convergenza di questa serie sia pill ampio QI;C’.

Fig. 7.

Supponendo che cid sia, le due serie P(z—a), P, (z—0) si tro-
vano coi loro cerchi C, C, di convergenza nelle condizioni del lem-
ma, ed allora la seconda serie P, (z— b), che nella lunula_comune
rappresenta la flujl_vzignév w f(é),féf)zﬁéef'v‘d un significato anqlﬁxg “fruor~i
“di C, nell’atea tratteggiata della figura 7. Diremo allora con Weier-
strass ¢he la serie P, (z — b) da un prolungamento analitico imme-
diato della serie P (z— a), od anche che la funzione w (2) ¢ stata
'ﬁﬁrungata, analiticamente nella parte ombreggiata della figura.

Pil1 in generale, se consideriamo una successione finita di serie

di potenze
(1) P(z—a), P (z—a), Py(z—ay) ..., P, (z—a,),
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ciascuna .delle quali sia dedotta per prolungamento analitico im-
mediato dalla precedente, diremo ancora che I’ ultima 1.’, (z—a,)
& dedotta per prolungamento analitico (non immediato) .da.llz\L
prima P(z—a);/ E facile allora vedere che inversamente si puo

. . . . - i~
passare dall’ ultima serie alla prima in 1) con una succession

finita di prolungdﬁénti éné;]iﬁici immediati, per la qual cosa ba-
stera far vedere che ¢id accade nel passaggio da una delle serie 1)
alla precedente, p.es.da P, z—a), a P(z—a) perché a]lox:a lo
stesso accadra da P, (z—a,) a P, (z—a) ecc. Ora se il cerchlf) Cy
di P, (z— a,) contenesse nel suo interno il centro del cerchio C
per la serie P (z — a), questa sarebbe gia un prolungamento' ana-
litico immediato di P, (z— a,)./In ogni caso nell’ area costituita
dai due cerchi riuniti C, €, la funzione w (z) = P (z — a) = P
(z — a,) ¢ finita, continua e monedroma, e per cio, preso un pUI.ltO'd
qualunque interno a quest’area, la, funzione w (z) € svﬂuppa,bl'le in
serie di potenze P (z — d), convergente almeno entro un.cerchl_o di
centro d e di raggio eguale alla minima distanza di d dai punti del
contorno. B chiaro allora geometricamente che possiamo prendere:
p. es. sulla congiungente i centri a, a;, una serie finita di punt1

dy, dy, s Ay
tale che, detti Iy, I}, ..., I, i relativi cerchi di convergenza per
le serie di potenze
P(—d), P—d), ..., P(z—d,)

secondo le quali é sviluppabile la w (z), ciascun cerchio I" contenga
nel suo interno il centro del precedente, I'y contenga il centr.o a
di C, e C, contenga il centro d,, di I',. In queste condizior.ﬁ ¢ chiaro
che la successione di prolungamenti analitici immediati

P (z—ay), P(z—4d,), P@a—d,_ ), s P—d), Pz—a

conduce da P, (z—a) a P (z—-a), come si voleva. .

La dimostrazione stessa prova che se due serie di potenze
P (z —a), P’ (z—a’) si trovano nelle condizioni del lemma, avendo
i loro due cerchi di convergenza una lunula comune, entro la

)
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quale le due serie abbiano la stessa somma, le due serie nascono
per prolungamento analitico I’ una dall’altra. In generale segue ~
Due_serie di potenze, dedotte per prolungamento analitico da
una medesima. terza serie di potenze, nascono anche per prolunga-
mento analitico U una dallaltra. T
Premesse queste osservazioni, consideriamo I’ insieme di tutte
le serie di potenze che derivano per prolungamento analitico da
una serie iniziale P (z—a). Per quanto si é dimostrato, questo
¢ un insieme concafenato in guisa che da una qualunque delle serie
dell’ insieme si ottengono, per prolungamento analitico, tutte
le altre. La totalita di queste serie costituisce, secondo la definizione
di Weierstrass, una funzione analitica, di cui ogni serie della totalita
dicesi un elemento. :
Una funzione analitica & individuata e riconoscibile da uno
qualunque dei suoi_elementi. T

§ 46. — Campo di esistenza di una funzione analitica.

Nelle considerazioni precedenti, relative al prolungamento
analitico di una serie di potenze P (z — a), abbiamo supposto che
il prolungamento possa in realtd effettuarsi. Ma pud darsi invece
(ed un esempio ce lo provera subito) che per gqualungue punto b,
preso nell’ interno del cerchio di convergenza C di P (z —a), il
cerchio di convergenza della serie dedotta P (z — b) non si estenda
mai al di 13 del primitivo, nel qual caso sard ad esso tangente
internamente. Allora la circonferenza C é il limite naturale d’esi-
stenza per la funzione analitica, che viene ad essere rappresen-
tata interamente dall’ unico elemento P (2 —a). Si dice anche in
tal caso che lo spazio esterno a C ¢ uno spazio lacunare per la fun-
zione analitica, uno spazio cioé in cui la funzione non esiste. Per
‘accertarsi della verita di quanto sopra si & asserito, basta per es. ri-
correre ai risultati ottenuti nella risoluzione del problema di Diri-
chlet per un cerchio C' (§ 39). Distribuiamo sul contorno una catena
finita e continua U di valori, ma che sia priva di derivata in tutti

i-punti, ovvero anche soltanto in ufi gruppo di punti dovungae
condensato !), e costruiamo la corrispondente funzione armonica %

1) Din1, Fondamenti, pagg. 135 e 163.
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nel cerchio C. La u individua, a meno di una costante additiva, la
coniugata v che, nell’area semplicemente connessa C, ¢ ad un sol
valore. La funzione di variabile complessa w = u + ¢ v ¢ finita,
continua e monodroma nell’ interno di C' e sviluppabile quindi in
una serie di potenze, che ha il cerchio C per cerchio di conver-
genza, ma non ammette alcun prolungamento analitico.-

Un esemplbn anche pilt semplice di quelli ora considerati ci &
fornito dalla funzione (§7)

9
A2 d T,

.

F@y=z+2™+2™+ ...+

=

2, T
DoV ol adenia
dove m ¢ un intero > 2. La serie del secondo membro ha per cer-
chio di convergenza quello di raggio =: 1, ma non é prolungabile
analiticamente al di 13. Si consideri infatti un valore di z di mo- %
2L F 2 —r

(k, r interi qualunque); a N
< r Qe -

gt 2N

e wm T T
om 4wty gm'“’-i- =P

dulo g <1 e di argomento § =
cominciare dal termine z™ la serie djventa

W, =dkn f,'*'c

e, al convergere di p verso 1 cresee all’ infinito !). La F (2) avvici-

nandosi dall’ interno, lungo il raggio, verso tutti i punti di ano-
malia 0= —11;1[— , punti che formano un insieme condensato su tutta
la_circonferenza, cresce dunque all’ infinito, cid che rende evi-
dente 1’ impossibilitd di un prolungamento analitico.

Constatato cogli esempi precedenti che una funzione analitica
pud ammettere nel piano degli spazi lacunari, s’ intendera meglio
cid che ora vogliamo esporre in generale sul campo d’ esistenza
di una funzione analitica. Sia dunque dato un elemento P (z— a),
che definisce la nostra funzione analitica. Dobbiamo allora distin-

1) Se M é una quantitd positiva, grande quanto si vuole, e ¢ una
quantitd fissa compresa fra 0 e 1, possiamo prendere un numero in-
tero n tanto grande che sia ng> M e prendere poi r>>1 cosl prossimo
PPNV R

rn -1
o™ s g

Allora nella serie del testo la somma dei primi n termini 6 gid mag-

giore di ng > M.

’mem,gs{g M;’u W ahe sono w[&w_ada,émm
;gm,glu-:. ol zg»r'xc«zr&#«ra&.. =T
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guere i punti del piano, rispetto alla funzione analitica, in due
classi ; diremo della prima classe un punto del piano quando esista
qualche elemento della funzione, cioé una serie dedotta per pro-
lungamento analitico da P (z—a), il cui cerchio di convergenza
contenga nel suo interno il punto/ La totalith di questi punti co-
stituisce un continuo, un campo a due dimensioni connesso, poiché
¢ chiaro che, se 4, B sono due tali punti, esisterd una serie di cerchi
concatenati, che saranno cerchi di convergenza di elementi della
funzione analitica, il primo dei quali conterrda 4, I'ultimo B e
potremo tracciare da 4 & B una linea continua, tutta costituita
da punti della prima clagse. Il campo COSl definito ¢é il campo d’ esi-
stenza della nostra funzione analitica,” Fra i punti dell’altra classe
distingueremo i punti al limite del campo dai punti esterni al campo.
-~ Un punto sard esterno al campo quando un intorno sufficiente-
. mente piccolo del punto non é solcato da alcun cerchio di con-
! vergenza di elementi della funzione ; apparterrd invece al limite
¢ del campo quando, per quanto piccolo intorno si prenda del punto,
. esisteranno sempre dei cerchi di convergenza che attraversano
£\ I intorno (senza contenere nell’ interno il punto).

5&“:}” T Ogni punto al limite del campo si dirdh un punfo singolare
Nw,“ - della funzione ; in un tale punto, stando alla definizione di Weier-
': strass, la funzione non ha propriamente valore alcuno. Questi punti
al limite del campo possono essere in numero finito o_infinito,
r. ed anche riempire tutta una linea (contorno) del campo. In ge-
W Y nerale costituiscono un insieme, un gruppo di punti, al quale si
553“““”’ riconosce subito la proprietd seguente: [ punti dell’ insieme de-
wHEE pivato appartengono all’ insieme stesso '). E infatti un tale punto
gl non pud essere né interno, né esterno al campo; non interno per-
ché allora un intorno sufficientemente piccolo del punto non con-
terrebbe che punti interni e nessun punto al limite, non esterno
perché qualsiasi interno del punto & solcato da cerchi di conver-

genza.
e L Indichiamo con L 1’ insieme dei punti singolari, con L’ I’ in-

sieme derivato. Come si & detto, L’ é tutto contenuto in L ; ma
pud darsi che non lo esaurifta interamente ed allora ogni punto P
di L, non appartenente a L', é un punio singolare isolato, cioé

1) Secondo CANTOR, dicesi insieme derivato 1’ insieme di tutti i punti
limiti dell’ insieme primitivo, di quei punti ciod nell’ intorno dei quali si
addensano infiniti punti del gruppo primitivo.

s,

e il M»&&&a & Mteauaaw :
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in un intorno sufficientemente piccolo di P non esiste altro punto
singolare che P stesso.

oo Una funzione analitica, considerata in tutto il suo campo
d’esistenza, pud essere monodroma (uniforme) o polidroma (multi-
forme). 8i dice monodroma quando in ogni punto del campo si
trova sempre per la funzione il medesimo valore, in_qualunque
mogq vi si arrivi per prolu gamento analitico dall’elemento ini-
Ziale P (z-—a); polidroma n 50 contrario. In altre parole, se
la funzione é monodroma, due elementi qualunque di essa P (z — b),
P (z — ¢), ove abbiano un campo di convergenza comune, ivi coin-
cidono ; nel caso della polidromia invece vi sono elementi P (z—b),

P(z—ec), che nel campo comune di convergenza non danno per

la funzione i medesimi valori. .n - i e pt te e e

Se invece di considerare tutto il campo d’esistenza di una
funzione analitica, si considera un’area parziale 4, tutta conte-
nuta nel campo d’esistenza, pud darsi che partendo da un ele-
mento P (z— a) della funzione contenuto in A e prolungando
analiticamente la funzione, senza uscire dall’area A, si ottenga
una funzione monodroma nellarea 4, _quantungue 1a funzione ana-
litica completa sia pohdroma
Viceversa s6 in un’afea A4 abbiamo una funzione finita, con-
tinua e monodroma di variabile complessa z (nel senso di Cauchy-
Riemann), questa ¢ una porzione di una funzione analitica, che
pud esistere anche fuori dell’area ed essere monodroma, o polidroma.

§ 47. — Serie di funzioni analitiche.

PR
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f izione w (z) della _variabile complessa pure finita, continua_e _mono-
Idroma e le successive dertvate di w, di ordine comungue elevato 8

otterranno derivando termine a termine la serie.

Questo teorema estende, come si vede, ad ogni serie conver-
gente in egual grado, i cui termini siano funzoni finite, continue
€ monodrome di variabile complessa, le propriety dimostrate nel
Cap. I, per le serie di _potenze.

La dimostrazione della prima parte di questo teorema si fa
nel modo pit semplice ucorrendo al teorema d1 Morem (§ 42).
Indichiamo con

[+ o}
=Y, 4.()
1

la somma della nostra serie e prendiamo un’area 4’ tutta interna
ad 4 (contorno incluso), sicché in A4’ la serie sard convergente
in egual grado. Indicando con s il contorno completo di 4,
avremo quindi :

0
o / wdz = (z u, () }dz,
8 RS

e poiché su s la serie converge in egual grado, potremo scrivere

o0

wdz= E u, (2) dz
s 1 s .

P - - N toeat .
Pilranell WAL H g Clr teta -6::;;,\

Pel teorema di Cauchy si ha per ogni valore dell’indice n :’:! -

]

In un’area connessa A del piano complesso si abbia una serie
R

& u, (2)dz =20,

2 u, (2), 8

! e per cid anche
i cui singoli termini siano funzioni finite, continue e monodrome ”
della variabile complessa z nell’ interno_dell’area. Dimostriamo wdz=0,

8

T lmportante ‘teorema :

ed ora dal teorema di Morera segue la prima parte del teorema

” Sela serieZ u, (z) & convergente in_egual ‘grado in 1 areq
j convergente b ogn

i . .y . . . .
I enun clatq Dopo cid, essendo w in A’ funzione finita, continua e

! 1
| tutta interna alla primitiva, la somma di questa serie sara una fun-~ i

. N N " o) I ——
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monodroma di z, se denotiamo con 2’ un punto qualunque interno
ad A’, potremo scrivere secondo la formola di Cauchy
1 w (2) dz
(9) w @) = 274 z—2
8

ma inoltre per la formola (II) § 42, avremo

_— , 1e23...7 w (2) dz
() -
(10) WO E) =50 (r— Z) T
s
ed anche
, 1+2¢3...r %, (2) dz
(r) — n
(11) u () = 2n1 (z— 2yt
s

Sostituiamo nel secondo membro della (10) per w (2) la serie

o o]
¥, v )
1

ed osserviamo che anche la serie

o

Y u, (2)
=
1

¢ lungo_s convergente in egual grado, perché mentre z percorre il
contorno s, il modulo di z — 2 non scende al disotto di un certo
limite./L.’ integrazione si pud dunque eseguire termine a termine,
cid che da A

4 I8 : ! .
PoF e Sltelabdad P (Yo TR

1e23. ng U, (2) dz

271:1 (z— 2 )+t g

w? (2) =
ossia per la (11)

‘; w™ (%) Z ul (z) s

n=1l_

e questo dimostra appunto la seconda parte del teorema.
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§ 48. — Serie di serie di potenze.

Dal teorems cosi dimostrato risulta che, se consideriamo un
cerchio O tutto interno ad 4, e con y ne indichiamo il centro,

la funzione

~ o©
N,
~‘wm:2%@
1
* &;:ﬂ E f andpug O ,—\ i '“:"22' "‘W"&“v 2 e c«n««l;

gard’ swluppabﬂe in una serie P (z—7) convergente in c:

m=w

wiz) = Yt E—1".

m=0

Come si_calcoleranno i coefficienti a, dello svﬂuppo’l Dico
che TDasters sviluppare in seric P (z—y) Giascun termine u, (2)
della serie

o
Y u )
1

e raggruppare tutti i termini che contengono la medesima po-
tenza di z—y. Poniamo invero

Uy (2) = L (z—‘}’)m

avremo "ffg:«,{,r,.f,_,; !

[ 2%

o'\
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gli integrali essendo estesi al contorno o del cerchio C. Orasiha p
n=ew
. 3w
n=1
= dz,
*m = 2ai) 0 e—yynH
quindi, a causa della ‘convergenza in egual grado della serie sotto
il segno: T
T =r u, (2)dz "o
= - = a ,
a"’, Z 271 (z—p)mtt 2 mn
e —_
n=1 o ;\-7?—1 o
¢id che dimostra appunto la proprietd enunciata. . r
Come esempio, si consideri la serie di Lambert -5
T - Sewet ol
. n=aw 2 3 P, J‘/ 7!
-y Py E o, e
l—z” 1—z 1 —22 1—2 e

n=l

1a quale in ogni cerchio di centro O e di raggio R <1 e conver-
gente in egual grado, poiché se

tz!§R< 1,

si ha
1 1
51__Rﬂ< 1— R

1
1—2"

e la serie X'| 2" | & convergente in egual grado.
Potremo dunque, entro il cerchio di raggio = 1, trasformarla
in serie di potenze di z cosi:

= M= N=ow
Zl_z'“z E M)'—ZB(N)”Z

n=1 m=0 N=1

La potenza zV comparird tante volte quante volte il nu-
mero N si pud decomporre nel prodotto di due fattori

gicché 8 (N) sarh precisamente il numero dei divisori di N.
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Le considerazioni precedenti ci conducono a parlare delle fun-
zioni di funzioni. Sia

s
g et

w=f(2)
una _f_qgéqu_ggﬂiﬁtica'di ze
W = F (w)

una funzione analitica di w. Quando potremo considerare W come !

funzione analitica,_ di 2? Per non considerare qui che il caso pitr .
seiﬁf)hce, supponiamo che z varii in un’area in cui f (2) ¢ finita,
continua e monodroma e w varii conseguentemente in un " altra
area in cui F* (w) & pure finita, continua e monodroma. Allora il
segno .

F (/@)

avrd un significato preciso e rappresenters una funzione finita,
continua e monodroma di z. Cié si pud vedere sia ricorrendo alla
definizione di Cauchy-Riemann, sia a quella di Weierstrass. Per
dire di quest’ ultimo modo, bastera evidentemente sviluppare W
in serie di potenze di w— ;e e ol mascun& di’ quesfewﬁateme “1;1 ééhe
d1 potenze d1 z— zo Cosi p. es. le funzioni

&

e‘, sen (€°), €™, sen (senz) ecc.

saranno funzioni analitiche (monodrome) esistenti in tutto il piano.
Quando le funzioni componenti f (z), F (w) hanno un campo
limitato d’esistenza, o sono_polidrome, si possono presentare le
pili svariate circostanze. In particolare pud accadere che il segno
F (f(z)) non definisca una sola funzione analitica, ma pitt od
anche infinite funzioni analitiche distinte, ed anche pud accadere,
al contrario, che il segno F (f(z)) non dia tutto il corse di una
funzione analitica. Come esempi del primo caso citiamo

V=2, log(z*)=alogz+ 2rai,

con a costante non reale e frazionaria, e r intero qualunque, che
si scindono la prima in due, la seconda in infinite funzioni ana-
litiche distinte.
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Come esempio della seconda circostanza, basta citare quello
in cui w = ¢ (2) sia una funzione a spazio lacunare e W = F (w)
ne sia ! inversa ; allora F[ ¢ (2) ] = z prende solo quei valori di z
che appartengono al campo di esistenza di ¢.

CAPITOLO V.

Punti singolari delle funzioni monodrome. — Poli e punti singolari
essenziali. — Residui. — Indicatore logaritmico. — Inversione
delle serie di potenze.

§ 49. — Punti regolari.

\ 1 nostri studi saranno nel seguito qua31 esclusivamente rivolti
¢ alle funzioni analitiche monodrome, ovvero a porzioni di funzioni
. analitiche, monodrome nell’area in cui si considerano. Per abbre-
i viare, quando non si dica esplicitamente il contrario, intenderemo
. semplicemente per funzione una funzione analitica che soddisfi a
. queste condizioni.
Si consideri in un’area connessa A una funzione w (), per
- la quale ogni punto dell’area 4 e del suo contorno sia o un punto
interno al campo d’esistenza di w (z) o un punto al limite del
campo (punto singolare) (§ 44). Nell’ intorno di un punto y in 4,
interno al campo d’esistenza, la funzione w (z) & sviluppabile
in serie di potenze

diremo anche, con Weierstrass, che la w (z2) é regolare nel punto y,
ovvero che y & un punto regolare per w (z). Ogni punto non re-
golare di 4 é un punto singolare per w. :
Cominciamo dal dimostrare il seguente teorema fondamentale :
} Nell intorno di un punto regolare y la funzione w. (z) non pud-an-
"«nullarsz infinite volte. Cid risulta, con leggiera modificazione, da

conmderazmm gia svolte al § 43, pag. 142. Suppongasi che la.

serie di potenze

w(z) =P (z—y)=ay+a; (z—y)+
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si annulli in infiniti punti dell’ intorno di y. A causa della conti-
nuita, si annullerd anche in y e il primo coefficiente della serie a,
sara certamente nullo. Il teorema sard dimostrato quando si provi
che tuiti i coefficienti della serie sono nulli. Suppongasi che il
primo coefficiente non nullo sia a, ; potremo scrivere

w () = (2—y)" | Gyt Gy G—y) + .| = =9 P, (2 —7),

dove la serie P; (z —y), essendo il suo primo coefficiente a, == 0,
non si annullerd in v

Essendo P, (z — -p) continua in y, potremo fare un intorno di y
cosi piccolo, che in esso la serie P, (z —y) non si annulli mai, e
allora la funzione

w(2) = (z—)" Py (z—)

non si annulla pit in quell’ intorno, salvo che in y, ove é zero il
primo fattore. Ciod ¢é contrano all’ ipotesi fatta, la quale é adunque
-assurda.

Come corollario del teorema, abbiamo I’ importante risultato :

Due funzioni w (2), w0, (2), che assumano © medesimi valor: in in-

finiti punti addensantisi attorno ad un punto regolare per ambedue

le funzioni, coincidono in tutta la loro estensione.

E infatti la differenza w (2) — w; () é regolare in y e si an-
nulla in infiniti punti dell’ intorno, quindi in tutto I’ intorno, onde
il suo prolungamento analitico é sempre zero.

In particolare si vede che se due funzioni coincidono per un
tratto lineare (o superficiale), del loro campo d’esistenza, per quanto
ﬁccolo sia, coincidono sempre.

L’ area A pud eventualmente contenere nel suo interno il
punto 2=

Lo studlo delle funzioni w (z) nell’ intorno di z =00 , cioé al-
Pesterno di un cerchio di raggio sufficientemente grande nel piano,
si riporta a quello di una funzione nell’ intorno di un punto a

distanza finita colla sostituzione

1

7

2 =
P

che é un’ inversione per raggi vettori reciproci, congiunta con un
ribaltamento. I punti z a distanza grandissima dall’origine sono
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co§i ﬁpo.rtajti in punti 2 vicinissimi all’origine e la distribuzione
dei valori di w (z) attorno a2z=00 &la stessa di quella dei valori di

aer=u(2)

nell’ intorno di 2 = 0. E percid se w, () & regolare in quest’ in-

t?mo, diremo che w (z) & wgolgrq nell’ intorno di z = o0 ; essa
. e ,2,‘ ST el oo Al 2 = o
sard allora sviluppabile in quest’ intorno in una serie

| 1 a
jw() =P (7)=a0+71+—;1§—+ et #::"— + ...

procedente per le potenze intere e positive di 1.
2

§ 50. — Infinitesimi.

.Se la funzione w (z), regolare in y, vi si annulla, si dice che
ha ivi uno zero, ovvero un infinitesimo. In tal caso nella serie

w(2) =Pz—y)=a,+a, (Z_}’)"*‘

son nulli alcuni dei coefficienti, a cominciare dal primo a,. Se sup-
poniamo che il primo coefficiente non nallo sia a,, avremo

1) w@E=E—9)"PL—y)=E—)", ag+a z—yp)+ ... (

dove il primo coefficiente a, della serie P, (z— ) non & nullo.
Ora, se formiamo il rapporto

¢ facciamo tendere z verso y, vediamo che il rapporto converge

verso la quantitd finita e diversa da zero ¢, Le due quantita

w (2), (z—y)", che diventano infinitesime insieme, avvicinandosi
' 11

S
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z a y, sono dunque da reputarsi del medesimo ordine. E poiché
valutiamo z — y come infinitesimo del primo ordine, quindi (z — )"
come infinitesimo d’ordine =, abbiamo il teorema : Una funzione l
w (z) regolare in un punto, e che fvi si annulli, vi diventa infinite- !
sima_d’ordine intero. .

Se il punto y ¢ all’infinito, dobbiamo, per quanto si é detto
gopra, sostituire a z—y 1'inversa % della variabile, quindi se la

funzione w (z) sard regolare all’infinito ed avrad ivi un infinite-
simo, questo sard d’ordine intero n e si avra

tr= a0 = (),

con ay =k 0.
Osserviamo che se una funzione w (z) & regolare in un punio

g

. . . y s 1 \ .
2=y ed wi non si annulla, anche U inversa ) sard regolare iny.
E infatti facciamo un intorno di y cosi piccolo che in esso w (z)
non si annulli mai; in questo intorno (@ ¢ finita, continua e

monodroma e quindi regolare in 7. Conoscendo lo sviluppo di w (2) :
w(2) = ag+ a 2—y)+as (z—p)*+ .o,
si potra calcolare razionalmente quello di

1
iy =t @ E—) 0 )

col metodo dei coefficienti indeterminati. Moltiplicando le due
gerie, otteniamo infatti le relazioni ricorrenti

i

, a0a0=1
| ap+ g a3 =0

@y 0y + @3y + Ggap =0

A PR e L e 0,
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dalle quali deduciamo - \ Ora possono darsi due casi ben distinti, e ciod: 1° la serie
a, 4 0 ... 0 ! discendente si riduce ad un polinomio
229 aq 279 ... 0 ‘ b‘ bg n -
: ceee F /7
_ 1 (— 1=t i—y T e—pE T E—n’
TG T
A A o \ ? g ..
R ! Uy Cpp Gy g .. Gy . Jz N 20 lg parte procedente per le potenze negative € un eflettiva serte.
o a .a a ):’;t g b Nel primo caso la singolarita si dice polare o un polo od a..nche,
O Gy o Oy 2222 % | per una ragione che subito vedremo, un snfinsto_ della funzione ;
mvas i pel secondo caso la singolarits si chiama essenziale. ( isata)

it

11 raggio del cerchio di- convergenza della seconda seric sard,
in generale, differente da quello della primitiva.
E bene osservare come si comportano le derivate di una fun-

Studiamo dapprima una singolaritd polare z = y. Nell’ in-
torno di essa, salvo che in y, ove la funzione analitica non é, pro-
priamente parlando, definita, si ha : :

zione nell’ intorno di un suo punto d’ infinitesimo d’ordine n. Si e T S ey ;wi:,/
~ vedra subito che : Se I’ infinitesimo d’ordine n & a distanza finita (=) b, b, by wede Ui
L R ’ 2/ = "2 4 + P(z—yp); = ;
{) ad ogni derivazione diminuisce di un’ unitd il suo ordine, talché la w ) z—y + (?—7)2 (z—p)" o wel b fcl,

ol ity

[

{
)
{
/

derivata n™* w™(z) non vt diventa pin nulla ; al contrario se lin-
[@nitesimo ‘é i z =o, ad ogni derivazione cresce di un’ unito il suo
ordine.

§ 51. — Punti singolari. ~ Poli. :..¢ :

Cominciamo ora lo studio dei punti singolari delle funzioni,

ed esaminiamo dapprima il caso dei punti singolari isolati. Sia

Z =y un punto singolare isolato ; potremo descrivere, col centro

in y, un cerchio ¢ cosi piccolo che sulla periferia di C' e interna-

mente a ' non vi sia alcun altro punto singolare all’ infuori di y.

Allora se, con un raggio piccolo quanto si vuole, si descrive un se-

condo cerchio (" concentrico a O, nell’anello fra C, (" la w (2) ¢

finita, continua e monodroma e, pel teo,x_{qmgv di Laurent (§ 44), &
quindi sviluppabile in una serie :

nr=ow n=cw

w(z) = 2 a, (z—y)" + Z bn

n=0 =l (z— )"

che procede insieme per le potenze intere ascendenti e discen-
denti di z— y. Di queste due parti la prima converge entro tutto C,
la seconda converge in tutto il piano, eccetto che in z = y.

5?

Avvicinandosi con z a y, tutti i valori della funzione risultano
di modulo pilt grande di qualunque quantita assegnabile, ossia,
per esprimersi con maggiore esattezza, ge prendiamo una quan-
titd positiva M grande a piacere, possiamo fare un intorno cosi
piccolo del polo che in tutto I’ intorno sia

|w(z)| > M.

I valori della funzione, avvicinandosi al polo, convergono
dunque equabilmente verso co, sicché se convenia.mo di prendere
per valore di w (z) nel polo I infinito, possiamo dire che 'wn.polo
& ancora un punto di continuitd della funzione. Si osservi poi che
il prodotto

—y)"w @),

convergendo z a y, converge verso la quantita b, finita e diversa
da zero. Per cid, quando attorno al polo vale lo sviluppo (2), con
b, == 0, si dice che il punto z=1y é un mﬁmto d’f)rdine n della.
w (2). Dunque : Gli_infiniti, come ghi infinitesimi, di una funzione
analitica_umiforme sono sempre di ordine intero.

N , 1
Osserviamo come si comporta 1’ inversa
— W (2

) nell’ intorno del
polo z = y di w (2). Abbiamo per la (2)
w@) @ —y) =P l—y) =t + oy G—1)+

A !
Hpo™ bmoTo,
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ove P (z—y) non si annulla in z = y ; per cid

1

P1(z-‘)’)=m

é pure regolare in z = y e non nulla. Ne risulta

it o e e

e (z—»)" Py (z—),

/ il che dimostra che un_polo d'ordine n della funzione w (2) ¢, per J
la funzione inversa 1(2) » Yn_punto regolare c;p'recwanwnte un 'm-

ﬁmtemmo diordme n.

Quosta proprietd di sparire, come singolarita, nell’ inversa &
caratteristica delle singolarity polari. E infatti, e il punto z =y
——A N .

1 5
¢ singolare per w (z) e non per l’inversa v @ dovra essere neces-

( PICR altrimenti, per quanto si &
vmto al paragrafo precedente, non sarebbe singolare per w. Ora,

sanamente un infinitesimo per

1
supposto che sia un infinitesimo d’ordine n per w (2 avremo nel-
I’ intorno di y : )

— =" PE—y), PO=*0,

1
w (2)

onde ricaviamo per w (z) uno sviluppo. della forma (2). Si pud

dunque assumere come definizione della singolarita polare anche

# la seguente Un punto di singolarita_di una funzionc dicesi un polo,

' quando ¢ smgolare per la funzione, senza e.sserlo per U inversa.
e Fino ad ora abbiamo supposto il polo a distanza finita. Se il
polo & in z =0 , si studierd in modo perfettamente analogo, come
al precedente abbiamo trattato il caso di un infinitesimo all’ in-
finito, e cosi avremo : Se in z = @ la w(z) ha un polo di ordine n,
nell’ intorno di z = o© & smluppem colla formola

‘ (2% 'w(z)=b1z+bgz"‘+ +bz+P( ) ‘: e

Si osservera che questo svﬂuppo si ottlene semphcemente da
quello (2) relativo ad un polo a distanza finita cangiando z — y

4o ’i," =

! u,} ethe

\4'

e madd A

T—

AT,
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.1 . . . I
in —. La medesima osservazione, senza che sia necessario ripeterla,

si applichera nel seguito.

Dagli sviluppi (2), (2*) si rileva subito come si comportano le
derivate di una funzione w (z) nell’ intorno di un polo e si vede
che : Per ogni derivazione, cresce di un’ unitd Uordine d&’ infinito, se /,%
questo trovasi a distanza finita, e diminuisce invece di un’ unitd 3ef
& all’ infinito. o )

H
H
t

. & [l
fat
~ WA

4
. . /
e s Aettass

§ 52. — Esempi di singolarita essenziali. ot

Tl e e

Un punto singolare, che non sia un polo, si dird un punto 47§
singolare essenziale, sia che si tratti di una singolarity isolata, ov-
vero di una singolarita limite d’ mﬁmte altre singolaritd. Per far
subito comprendere la Qﬁerenzmxtale fra una singolaritad po-
lare ed una singolarith essenziale adduciamo qualche esempio,
riservandoci a dare nel seguito i teoremi generali. In vicinanza di
un punto regolare, ovvero di un polo, una funzione w (z) non pud,
pel teorema fondamentale del §4Y, riprendere infinite volte il
medesimo valore/ sicché se_una funzione w (z) prende_un mede-
simo valore m tuths o punti i un gruppo mﬁmto ogni punto limite
del gruppo & una singolarita essenziale. Negli esempi che ora andiamo
ad addurre si vedra inversamente che le funzioni considerate, in
vicinanza della singolarita essenziale, riprendono infinite volte
un medesimo valore fissato ad arbltno,

Prendiamo le funzioni

e, senz,! Y
/ fen? ~A =z °

che hanno in z == o0 una singolaritd lessenma.le 1solata come Ti-
sulta dalla loro rappresentamone per. serie P (z) convergenti in
tutto il piano, od anche dalla loro pgnodmt& per cui riprendono
il medesimo valore in punti che si' addensano nell’ intorno di
z=o0. Sia 4 =pe” una costante qualunque finita prefissata ;
avremo ¢ = A tutte le volte che sia |

.?x=logg, y.—:;q;+2nu\

-
|16

P

. ok
HWAC’E \9“'0 s
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con 7 intero qualunque. Dunque nell’intorno di z = oo la fun-
zione ¢’ prende infinite volte il valore fissato 4. Lo stesso vale
naturalmente di T

el'z J— e——iz

sen z = _—_——2’i

Se si vuole trasportare la singolaritd essenziale a distanza
finita, bastera considerare le funzioni

1
1
e’ , sen ('_z'> ’

che avranno in z =0 una singolaritd essenziale (isolata) e in vi-
cinanza di z = O riprenderanno infinite volte ogni valore, eccet-
tuati i valori 0, oo per la prima, e il valore o per la seco'nda. )
e Qli esempi ora addotti sono relativi al. caso plfl. ‘semphce. di
singolaritd essenziali isolate. Un esempio di smgolan.ta essenziale
dordine superiore sarebbe il punto z = 0 per la funzione

] 1
Sen ( l ) .
sen { ——
2z

Qui tutti i punti singolari (essenziali) sono i punti

; 1]
P2 = =]
nw

e queste singolaritd isolate si addensano attorno a =z = 0.. .A piu
forte ragione, come & chiaro, si presentera ora, nfelle v1.cma,f1ze
di z = 0, la circostanza osservata pel caso della s.mgt.)]amtb. iso-
la.ta./!E se, ripetendo 7 volte il nostré processo, consideriamo p. es.
la catena sinusoidale :

gen —

sen —
sen

1
sen —
z

T v

o ] - ’ ) - . . : : !' N
/»m { :z,é?:. Loe s,{ﬂ‘{: it m«mﬁ;' & gﬁfwm,,g o Gﬁzmg @A' A
°f Hevivals o frsliee M G Uit “se > .
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questa funzione avrd un gruppo di 1% specie di singolaritd essen-
ziali il cui (n — 1)™ gruppo derivato constera del solo punto z = 0;
una tale singolarity essenziale si potra dire dell’ordine n

Generalmente perd, nel seguito, considereremo soltanto singo-
laritd essenziali del 1° ordine, 0326 molitf

§ 53. — Residui.

Consideriamo un punto z = y, singolare o no per la funzione
0 (z), e supponiamo, che, se é singolare, sia isolato.

Preso un intorno di y, che non contenga alcun punto singo-
lare, salvo eventualmente ¥, descriviamo una piccola curva chiusa o,
P. es. un cerchio col centro in y, che giri una ed una sola volta
attorno a y nel senso diretto. L’ integrale :

= Vo
o "/ N vtz /| Nowoduo
Gt Do e L [ 2@ o z

[ ‘,imw:v:::::z’:i«i

che sari zero, se y sard un punto regolare a distanza finita, avra
in generale un valore indipendente dalla curva o descritta, come
risulta dal teorema fondamentale di Cauchy ; questo valore si
chiama, secondo Cauchy, residuo integrale od anche semplicemente
residuo della funzione in ! Si pud dare del residuo anche un’altra
definizione, che importa molto osservare. Supponiamo dapprima »

o~

a distanza finita ; avremo nell’ intorno del punto : L
sy 1 b b g, ke
IR _ _— 1 2 : o R
(R w (z) =P (2 'y) + —y (Z——‘y)2 T oeenny fd!)’,iﬂ{ﬁ_ Funt £ ucan

LN Ltad iy, 4 i
fld-“':tg

dove la serie discendente si arresterd ad un polinomio, se la sin-
golarita é polare. Dico che in ogni caso :.11 residuo é eguale al coef—ﬂ
fiiente b, della potenza (:—y)~*. o

Per dimostrarlo, osserviamo che se calcoliamo I’ integrale

(z—y)"dz,
o

esteso ad un cerchietto di centro y, dove si suppone # intero, po-
sitivo o negativo, troveremo il valore zero se n == — 1, ed invece

P Ty N
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cio risulta su-

271 per

bito dal teorema stesso di Cauchy. Per n qualunque, osserviamo
che lungo il cerchio si ha

z—y=0¢€®, de=ige®dd (o costunte),

indi

o ¢

a R
/ (z—y)"dz=1qi"' | e ™tV gp .

questo integrale é zero per n + 150 ed = 277 per n = — 1,
¢. d. d.
Cid posto, sostituendo in

per w (z) il valore (3), ed osservando che, a causa della conver-
genza - in egual grado della gerie del secondo membro (posto pure
che si tratti di una smgolanté, essenziale), si pud integrare ter-
mine a termine, si avrd :

b | 4
Jw(z i/P(z~y)dz+————/ _;; 47_ZT+

Ora, pel teorema di Cauchy, 11 pnmo mtcgrale del secondo
membro ¢é nullo e nulli sono pure, per I’osservazione superiore,
tutti gli altri, eccetto

)

b, dz
2nif z—y
o

:bl=

cid che dimostra appunto il teorema enunciato.
= Poniamo ora che il punto z = y sia in # = o0 ;avremo allora

in questo intorno

St n=w b . oo, .
(3 w(z)—\'az—f-b +~)—2— IR R S

R==0
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dove questa volta avremo in z = o una singolarita polare od
essenziale; secondo che la serie ascendente si riduce ad un poli-
nomio o no, mentre z = oo sard regolare ge il polinomio si riduce
ad una costante. In ogni caso dico che : 71 1L residuo della funzione
m z= o sard il soefficiente — b, della potenza. z"l cangmto di segnoj

‘Osserviamo subito che, in virth di questo teorema., contraria-
mente a quello che accade a distanza finita, il residuo non sara
nullo in generale per una funzione regolare nell’ intorno di z =- o0 .

Se descriviamo un cerchio grandissimo s col centro nell’ ori-
gine, potremo considerarne la parte esterna come intorno di z = oo ,
e volendo allora percorrere la circonferenza in guisa che 1’ intorno
resti alla sinistra, verremo a percorrerla nel senso inverso delle
rotazioni. Avremo dunque pel residuo il valore

i 1 J
‘*2—717' S’W(Z) dZ, Lo B

~

intendendo ora che s sia percorso nel verso positivo degli angoli.
Sostituendo a w (2) il valore (3*) e integrando per serie, ne risulta
subito la veritd della proposizione enunciata.

Facciamo ancora un’osservazione sul caleolo dei residui in un
caso semplice, che é utile spesso applicare. Supponiamo che il
punto singolare sia un polo del 1° ordine ; allora diciamo che il
residuo ¢ eguale al valore dell 'mversa della derivata della funzione

tnversa —— in quel punto.

( z)

" E infatti si ha nel caso supposto

b,

Z_y+P(z— Y,

w(2) =
indi
1 _z—y . .
w@ B TETNPE—Y),

1
onde per valore della derivata di —— %@ in z =y troviamo appunto

(w(z)) =“bl_'
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§ 54 —L’ integrale J,w(2) dz nel caso di punti singolari.interni.

Consideriamo un’area piana connessa finita, od anche esten-
dentesi all’ infinito, ma in questo caso perd colla condizione che
il punto z = oo non si trovi sul contorno (che cioé il contorno sia
finito), e suppom'amo che la, funzione w (z) sia, in tutta l’area e

N
Ay, Gy, oo, G,

interni all’area. Proponiamoci di calcolare il valore dell’ integrale

1
2—m/w(z) dz,
8

T

esteso al contorno completo dell’area, integrale che sarebbe cer-
tamente nullo se I'area fosse finita e non contenesse punti singo-
lari. Indicando con

R,, B,, ..., R,

i residui della funzione in ay, a,, ...., a, € con B _ il residuo in z = o0,
se l’area si estenderid all’ mﬁmto d1mostnamo la formola di
Cauchy

E S e o o i

1

4
I

147

( -

o St SR S 3 3 syt ey e E

dove il termme fra parentesi (R_) é da sopprimersi se 'area é
finita.
In parole, abbiamo il teorema : 1! valore dell’ integrale

1
TM/W(Z)dZ, H
S

esteso al contorno completo dell’ area, ¢ eguale alla somma dei resi-
hdm nei punti singolari interni, se Uarea ¢ finita, e a questa somma
aumentaln del residuo del punto o , se Uarea ¢ infinita.

/ 2_fw (Adz=Ry+ Ry + ...+ B+ (), olHf
; 8

e .
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Q . A Se infatti escludiamo con piccoli cerchi oy, 6, ..., 0, 1 plmti
‘A - “gingolari dall’area ed anche il punto all’ infinito, se I'area & infi-

e ~ nita, togliendo dall’area la regione esterna ad un cerchio gran-

dissimo 2, la nuova area ottenuta sard finita ed in essa w (z) sard
finita, continua e monodroma, il contorno incluso. Pel teorema
fondamentale, avremo quindi

[w(z dz+fw(z)dz+ [w(z)dz-{— fw(z)dz):(),
z

dove i circoli o sono percorsi in verso negativo e il cerchio X in
verso positivo. Percorrendoli tutti in verso positivo, avremo

fw(z) dz:/ w(z)dz+[w(z)dz+....+/w(z)dz—(/w(z)dz) ,
8 J 01 o/ Oy On Py

»
la quale formola, per la definizione stessa dei residui, coincide colla
formola da dimostrarsi.

Una conseguenza di questa formola merita di essere subito
notata. Supponiamo che la funzione analitica uniforme w (2) esista
in tutto il il ;na,no com‘]g_lesso (su tutta la sfera complessa) ed abbia
un numero finito di punti singolari e dimostriamo : La somma des. ﬁ?
residui di w (z) nes punti-singolari ¢ nel punto z = o € o ¢ nulla. De- I
scriviamo infatti un cerchio di raggio grandissimo includente
tutti i punti singolari a distanza finita ; I'integrale

1
%ﬁw(z)dz,

esteso al cerchio in senso diretto, é eguale alla somma dei residui
dei punti singolari interni e d’altra parte al residuo, cangiato di
segno, del punto z = o0, ¢id che dimostra la nostra proposizione.

§ 55. — Polidromia dell’ integrale W (2) = f7 w (2) de.
Stabilita la nozione di residuo, possiamo riprendere le ricerche
del § 41 intorno alla polidromis degli integrali indefiniti. In un’area
semplicemente connessa la funzione w (z) sia dappertutto regola.re



§ 56 — POLIDROMIA DELL’ INTEGRALE W (2) = ffw(2)dz, 173

eccettuato in un numero ﬁmto di puntl i cui rispettivi residui
Mo e o

Blano e
R,, Ry, ..., R, ;

e, se l'area si intende all’ infinito, aggiungiamo ancora il residuo
del punto all’infinito. Se escludiamo dall’area i punti singolari
(ed eventualmente il punto z == o0 ), mediante piccoli cerchi
Oy Ogs +os Ops la nuova area ottenuta sard pit volte connessa ;
ge la rendiamo semplicemente connessa ediante tagli semplici fra
i contorni aggiunti ed il primitivo, vediamo subito, applicando i
risultati del citato § 41, che i moduli di penodmlta dell’ ' integrale

T

indefinito f w (2) dz ai tagh saranno

U s
l 27”31: 27”R2, oo s 2:mRn;I feedes, o

RE

onde, se J 1w (2) dz & un particolare valore dell’integrale in z, tutti
a

gli altri valori saranno

2 j
/ w(2)dz+ 2ni (myRy+ myRy+ ....m, R,);
i a

i numeri m, essendo interi positivi, o negativi arbitrari.

Nonostante la presenza dei punti singolari, I integrale potrs =~
essere monodromo ; cid accadrd manifestamente allora e allora

soltanto quando tutti i residui siano nulli. Cosi, p. es., gh mtegra.h

dz dz ‘ dz

I sen? z
a

sono monodromi anche nelle aree racchiudenti punti singolari,
- perché ivi sono nulli i residui delle funzioni sotto il segno. Ma

. w dz .
consideriamo invece 1’ integrale ./1 * - che, senza presupporre qui

la nozione della funzione logaritmica, indichiamo con

L \g

[~
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l b
D residuodi —inz=0¢ =1 e percid la pohdromm dell’m-

tegrale consiste nell ammettere il modulo di penodmxté. s27:1.»
. Ancora consideriamo I’ integrale

# dz tang 2
O?-&l‘?f@ 823

la funzione sotto il segno ha i due poli del primo ordine z == 3,
z = — 4, e poiché

1 171 1
241 2\ z—1 z+'£)’
vediamo che i residui sono rispettivamente
2% %

onde avremo per 1’ integrale un unico modulo di periodicitd = n,
come risulta anche dalla definizione diretta della funzione are
tang z.

In fine consideriamo le funzioni

> C = N
sen z sen z

che hanno poli del 1° ordine in tutti i punti z = n 7 , la prima col
residuo (— 1)" la seconda col residuo + 1, come si rileva subito

dalla regola. pel calcolo dei-residui data alla fine del § 53. Se ne
conclude che le funzioni

cot 2z
nsenz’ = ot zdz

z

hanno un unico modulo di penodlmth = 2azz, cid che risulta
anche dalle loro espressioni effettive

log tang ; , logsenz.
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Negli esempi addotti fin qui non si avevano moduli di perio-
dicita infinitesimi. Un esempio di tali funzioni si ha, p. es., nel-

r integra,le
j (Z—l p—2)dz’

con moduli di Penodmlta 2n 0&2 7w \/2 in rapporto reale incom-
mensurabile.

§ 56. — Indicatore logaritmico.

Consideriamo una funzione w (z) che sia uniforme in un’ area 4,
incluso il contorno, ed abbia ivi soltanto singolaritd polari. Ri-
cerchiamo se il rapporto N'

“che si dice la derwata logaritmica della w (z), avra punti singolari

e quali. In ogni punto regolare di w, che non ne sia un infinite-

/

I
simo, & pure regolare — , onde le singolarita di = - possono essere

’

soltanto negli infinitesimi e negli infiniti di w. Vediamo se ——:7 avra

effettivamente in ogni tale punto uva singolaritd e di quale specie.
Supponiamo dappnma che z =y sia un infinitesimo d’ordine %
di w (z), talché nell’ intorno di y avremo

§)) w(2) = (z—y)" P(z—y), con P(0)=0.

Derivando logaritmicamente, risulta

w (2) n_ P (z—y).

wz z2—y  P@—y)’

,

ma la seconda parte%(g:——:ﬂ é regolare nell’ intorné di z — ¥, poi-

ché P (0) =0, onde in z =1y la 2 ha un polo del 10 Qrdme col

e

residuo; n) eguale all’ordine di mﬁm’oes1mo di z = y per w (2). Per

»

A
et
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un infinito d’ordine # il calcolo é perfettamente analogo, bastando
solo cangiare nella (4) #» in —wm Ne concludiamo : Se nell’area)
che si considera la funzione w (z) non ha s'mgolcmtd esscnzmlz, lag
sua derivata logaritmica w((z)) vi ha soltanto singolaritd polari del
primo_ordine ; queste sono situate negli infinitesims e negls m[imtt;

Mczlororeszdmmodatzda +nodd—-—n,aewndocheperw(z)
M punio ¢ considerato & un infinitesimo, ovvero un infinito d’ordine n.;

Questo teorema, per quanto riguarda il valore del residuo,
sussiste ancora quando il punto z = y sia in z = o0, ma allora la
derivata logaritmica, in luogo di un polo, ha' iz = un infini-
tesmlo del 10 ordine. E invero se in z = oo la w {z) ha un infini-
tesimo, si ha nel sio intorno

1 4, o !
w(7) = i”»<a9+-z~+-z%+ }, cona,==0,
onde
L
w () n 2 Tt I
w(z) 2 O B z 2 2877
ot T2

e il residuo di 22 inz = oo (che ¢ un infinitesimo del primo ordine

per —) ¢ ancora + #, Similmente, se z =-c0 ¢ un p&o d’ordine »

,»y

per w, avremo nell’ intorno :
— " 4, 9
w(2)=2 (ao+ —z——+ z_2+ ) y =0

onde

w (z}_i_}__o_,_ﬂ_'_
w(z) z

formola che pone in evidenza per ':;((:)) in z= o0 un infinitesimo

del primo ordine col residuo — n.

"'Cid premesso, si abbia in un’ area connessa A4, finita o infinita
(ma con contorno finito), una funzione w (2), uniforme nell’ area,

che sul contorno non diventi mai né zero, né mﬁmta e non abbia
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~a,lcuna. smgolant& essenziale nell’ interno o sul contorno dell’ area,
I suoi infinitesimi ed infiniti nell’interno dell’ area saranno cer-
tamente in numero finito, altrimenti (§ 52) la w (z) avrebbe sin-
golarity essenziali. Supponiamo che gli infinitesimi di w (z) siano
nei punti

Gy, Gy, ..., @, ,
coi rispettivi ordini
My, My, .oy My,
e i poli nei punti
by, by, ..., b,
con ordini dati da
Ny, Ng, .., N,.
w' (z)

La derivata logaritmica - non ha alcuna singolaritd sul

w (2)
contorno, mentre nell’ interno dell’ area ha poli del primo ordine
solo nei punti a,b con residui + m nei primi, —» nei secondi.

Se estendiamo al contorno completo s dell’ area I’ integrale

1 w (z) dz

2mi | w(z) °

otterremo dunque (§ 54): Vot d :
1 W (2) dz oy -
z
2mi S w(z) = Z e — z -
8 k=1 h=

Se computiamo ciascun infinitesimo e ciascun polo tante volte
¢ quante unitd sono nel suo ordine, ¢ poniamo

Ym =N, Nm=N

sard evidentemente N, il numero totale degli infinitesimi, N
quello dei poli, e nsulbera la formola, notevolissima, dovuta a
Cauchy :

i 1 [ (2)dz
201 T 2mi w (?)

—N—N,.| Al

() a*'ﬂ“‘"’" 2 NAACUAR VR I v T T 'J"*i}' T e e T Ay
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L’ integrale del primo membro prende anche il nome di indi-
catore logaritmico di Cauchy ; il suo computo fa conoscere la dif-
ferenza fra il numero delle radici e il numero dei poli di w (z) nel-
Parea, supposto che non vi siano né radici né poli sul contorno.

Supponiamo in particolare che la w (z) sia uniforme su tutta,
la sfera cqn@leﬁga e non abbia ivi che singolaritd polari !), T quah
saranno quindi in numero finito. La sua derivata logaritmica avra
un numero finito di poli-del primo ordine e la somma di tutti i
suoi residui sard nulla (§ 54). Dunque: Se una funzione w (z) é
uniforme sy, tutta la_sfera complessa e non ha che smgolarzta polan,
essa diventa tante volte zero “quante volte infinita.” "

r Se applichiamo questo teorema al caso di una funzione razio-

nale intera

w(E) =g 2™ + a2 Gy 12 Gy

LAl Y i
Vhlewsd i1 volaribs ;
Lzﬁ@“*‘“ ;; giccome essa ha una sola singolarita polare in z = 00 e questa

| Jordine m, ne deduciamo il teorema fondamentale dell’ algebra :
i_Ogni equazione di grado m ha precisamente m radici.

§ 57. — Formola 2, — 0, == 2n (N,—N ).

Alla formola di Cauchy per !’ indicatore logaritmico si pud
dare un’altra forma, che ¢ utile osservare.

Supponiamo per un momento che il contorno sia unico, cioé
I’ area semplicemente connessa. Percorrendo il contorno, w (z) ha
in ogni punto un modulo ¢ (non nullo né infinito) perfettamente
determinato ed un argomento 2, determinato a meno di multipli
di 2 7. Ma se in un punto iniziale M, del contorno, scegliamo un
determinato 2, fra i valori possibili dell’ argomento, lungo tutto
il percorso sara Q2 perfettamente determinato dalla legge di con-
tinuita, sicché dopo percorso il contorno a partire da M, (in senso
positivo), al ritorno in M, , £ avrd acquistato un valore 2, diffe-
rente da Q, per multipli di 27 ; ora dico che si avra precisamente

w o

®) [ Q0 = 2m (Ny— LAY

3 1y 8i vedra fra breve che una tale funzione é necessariamente razio-
! nale in z (vedi § 61).

* T T T

ol . 3 e T
: ¢

BN
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E infatti abbiamo
w(z) =pe?,
dlogw(z)=dlogo+idQ,
onde

¥ 4
%

1 . 1 1
pee Bdlogw(z):-zzzfdlogg—k—z-;[d!).
8 8
</

Ora il primo integrale ¢ nullo perché log o, essendo preso nel

senso aritmetico, riprende al ritorno il valore iniziale ed il secondo

N 1
€ eguale appunto a ) (2, —£,), cid che dimostra la formola.

‘ Manifestamente, se D’area fosse a pili contorni, avremmo per
risultato d’ integrazi 2 di 6 di

4’1 grazione una somma di tanté differenze come
02, —Q,, cioé

P

Y @ —2) =2a(N,—N_) ]
In particolare si consideri un infinitesimo z = ¢ d’ordine n»

per w (z) e se ne prenda un intorno abbastanza piccolo, descri-

vendo ad esempio un cerchietto col centro in a, perché in esso e
51.11 contorno non vi siano altri infinitesimi né infiniti della fun-
zione. Se con z.percorriamo il contorno s del cerchio, Pargomento
di u’;.cre.scera,. di 2 n, ossia 9qlp1§no w la_congiungente 1’ origine
c9ll mdme‘ di w compird » giri, in senso positivo, attorno all’ori-
gine, mentre z ne compie uno solo. Lo stesso vale evidentemente

86 z = a & invece un polo d’ordine n ; soltanto gli n giri si compi-

rebbero allora in senso negativo. Di qui si intende facilmente che
nel :;i:tto uitorno di z=a la funzione w(z) riprendera precisa-
mente n volte ogni valore abbastanza prossimo a i
Tt P zero (o ad in-
Per precisare la cosa e dimostrarla ri i
gorosamente, ritorni
alla formola generale di Cauchy rme

v
271 s w(z)

dz=N,—N_,

supponendo naturalmente soddisfatte le condizioni del §
ne 1 § 66 per
la validita della formola. Poiché il modulo di w sul contorno If:n

1
L]

&

LN

@
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& annulla, ammetterd un minimo m>0, talché su tutto il con-
torno sard o :
[w] =>m.

Sia w, una costante qualunque di modulo
wy | <m;

la differenza

w (2) — w,

non & nulla (né infinita) al contorno, e nell’ interno ha evidente-
mente lo stesso humero di poli di w (2) cioé (V.. Sia N', il numero
degli infinitesimi di questa differenza nel campo ; avremo per la
formola di Cauchy :

1 v (2)
® i | ol —m

dzleo'—'Nm'

:,‘,‘
ey

Facciamo variare w, con continuity, sempre supponendo
] < m. Il primo membro della (6) é una funzione continua di w;,
poiché la funzione sotto il segno integrale é funzione finita e con-
tinua di w,, la differenza w (z) — w, non annullandosi mai ; 4’ altra
parte, essendo il suo valore un numero intero, non potrebbe va-
riare che in modo discontinuo. Se ne conclude che per tutti i va-
lori di w, con | w, | < m 1 indicatore logaritmico serba sempre lo
stesso valore, onde si ha

Abbiamo dunque il teorema : Se la funzione w (z) ¢ regolare ‘

" in tutti © punti di un’area connessa A, incluso il contorno, eccetto,
. in un numero finito di poli mell’ interno, e sul_contorno il suo mo-; |

dulo & serba sempre superiore od eguale ad un minimo positivo m, |
nell’ inferno prenderd ogni valore di modulo < m precisamente tante

volte quante volte si annulla.
Se si applica il teorema stesso alla funzione inversa%%z) , 8
vede che, indicando con M il massimo modulo di w (2) sul con-

“torno : la w (z) prenderd nell’ interno tante volte ogni valore di mo- i
“dulo > M quante volte diviene infinita. Se dunque w (2) non ha”

infiniti nell’area (se ¢é regolare mell’area), ed M per w(z) ¢ il
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massimo modulo sul contorno, non vi sard mai nell’interno

un modulo per w (2) che sia > M : Per una funzione regolare nd

campo tl massimo modulo ha luogo sul tonw

“Si-apgiungs che, fatta eccezione ¢ al piu da un numero finito
di valori, la w (z) prenderd ogni valore w di modulo | w| < m pre-
cisamente N, volte distinte, ed ogni valore di modulo > M preci-
samente N, volte distinte. E invero se la differenza w (2) —w,
diventa in qualche punto infinitesima d’ ordine superiore al primo,
ivi si annulla la derivata @ (2) ; ma gli infinitesimi della derivata
nell’area sono in numero finito.

Come caso particolare del risultato superiore, abbiamo il teo-

* rema : Nell’ intorno di un infinitesimo (o di un infinito) di ordine n

pue.

l)

la w (2) prende ogni valore di modulo sufficientemente piccolo (0
sufficientemente grande) precisamente n volte distinte.

/,:

§ 58. — Inversione delle serie.

I risultati ultimamente conseguiti ci.conducono a parlare della
inversione delle funzioni o delle serie di potenze. Sia w == f (z) una
funzione analitica di z; domandiamo se si potrd considerare in-
versamente z come funzione analitica di w. Essendo 2z ==y un’
punto regolare per w (2), si abbia

w=Pz—y) =g+ a;(z—y)+a(z—y)*+
e supponiamo dapprima’ che in y non si annulli f (2), che sia ciod
a; ==0.
Cangiando z — y in z e w — @, in w, scriviamo
(7) 'w:alz+a,,z?+...., con a,=F0

Facciamo un intorno cosi piccolo di z = 0, descrivendo un
cerchio C col centro in 0, che in (' e sul contorno w non diventi
né zero, né infinita. Se m ¢ il minimo modulo di w sul contorno 8,
la f (2) prendera entro C ogni valore w, di modulo | wy | <m una
ed una sola volta in up punto z,. Descrivendo nel piano w, col
centro in w = 0, un cerchio ¢’ di raggio m, ad ogni punto w,

R PR . ; . L7,
R R R e o i SO
8 j

>

”

R
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entro €’ corrisponderd un solo punto z, entro C'; dimostreremo
che z ¢ funzione analitica di wy, regolare mell’ intorno di w=0.
La funzione : fadd '
o 1@
, (2) — 1wy
diventa entro C infinita del pnmo ordme solo in z = z; col resi-
duo zl 1), onde avremo

=

__L 2f (2)
® as zniv/; T —u; %

Mentre z percorre il contorno é

lf(z) Iszma lel <m,
101 . .
onde ) < 1 e possiamo sviluppare
1 1
f@—w — f2 1% -
I (2 -
nella serie L 77?‘1@ Sostituendo nella (8), e integrando ter- }

mine a termme la serie convergente in egual grado, risulters

n=w
_— n
- Z a, Wy,

n=0
avendo posto Lol

__1_ Z/ (Z) (‘v( =0
®) = o o i z) dz ‘ !

1) In generale, se in un prodotto
7@y ()
il primo fattore é regolare in un nunto z = a, ed il secondo vi ha un polo

del 1° ordine col reslduo R, il residuc del prodotto sard R @ (a), poiché
esso & dato da

llm 1 z—a)p (@) p(z)] l=

wmmdu—aww?
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ove si osserverd che il primo coefficiente o, é nullo. Abbiamo
dunque il teorema : Se w ¢é sviluppabile per una serie (7) di po- |
' tenze P (2) col primo coe/ﬁczente a, == 0, st pubd inversamente espri- |
|| mere, in un intorno di w — 0, a5 coMme una serie di potenze di w:'

i

i
1 (10 P2=a W+ au?+ agwd+ ...
1

i

1 coefficienti a, sono definiti dalle (9), ma possono anche cal-
colarsi algebricamente sostituendo nel secondo membro della (10)
per w la serie (7) e sviluppando, secondo il teorema del § 48, in
serie di potenze di z Identlﬁca,ndo la sene del secondo membro

,,,,,

aqa =1
10
0y Gp+ ag a3 =0

0y a5+ 20,8, 3+ az a8 =0

che determinano successivamente i coefficienti a.
Supponiamo ora il caso piu generale che

w = f(2)

abbia in z = 0 un infinitesimo d’ordine n, onde avremo

~—

(11) w=2"(a,+ a2+ az 2*+ ...), con a;==0.

Poniamo w = " e, estraendo la radice n™¢, avremo

t= z(/al—kazz-{— ag2t+ ... .

Nell’ intorno di z = 0 il radicale, che & funzione regolare di z
pe:qhe la, funzione sotto il segno non si annulla per z = 0, si pud
‘convertire in una serie di potenze, onde scriviamo

t=‘7/(al_+ apz+azg2®+ ...), ay=F0.

Pel risultato precedente, se consideriamo z come funzione di ¢,
assumendo z = 0 per { = 0, la z & funzione regolare di ¢:

) ‘ Tz= Pt +Pa P+ Bat® ... ;

R
o

s
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{
! 1

sosmtuendo per ¢ il suo va.Iore w", abblamo z espressa per w colla
serie

(12)

1 2

2= uw"+ By W+ ...

; Per ogm valore di w, interno al cerchio di convergenza di

: ,questa, serie, abbiamo n valori distinti per z, che girando attorno

| &z =0 & permutano ciclicamente fra loro ¢ costituiscono n ram@ _

' di una medesima funzigne analitica di w ?). 1l punto w =10 &
un punto mtwo algebrwo per z (punto di diramazione). Se indi-
chiamo'éon

21y Bgy s %

gli #» rami di 2z, corrispondenti ad un valore di w, /@ﬂ y{({u.z:one
_razipnale i mtcra e sxmmetnca di 2z, 2, ..., 2, Sara una one
diw regolare in w = 07 (35S pid vedere anche dircttamente, dimo-
strando la cosa per le funzioni mmmetnehe elementari (somme
delle potenze simili) :

21+ 25+ ...+ 2, (r intero positivo) .

E invero la funzione

(2
fz)—w’
entro il cerchio C, ha poli del 1° ordine in 2, 25, ..., 2,, coi resi-
dui 2{, 25, ...., 2}, onde risulta » -
1
- 21+ 2+ o+ z::— A0 dz .

2n f(z)—-w

Il secondo membro & evidentemente una funzione regolare
di w nell’ interno di w = 0.

" 1) Essendo @+ 0 un punto qualsiasi nell’ intorno oconsiderato di w,
si pud sviluppare

L
t={w—a)+a]"

per potenze intere e positive di w-— @, quindi anche per z si ha nell’ in-
torno di w = a una serie di potenze: z = P (w— a).
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CAPITOLO VI

Funzioni uniformi in tutto il piano complesso. — Loro sviluppi in
gerie di frazioni parziali secondo Cauchy. — Teorema di Mittag-
Leffler. — Sviluppi in prodotti infiniti per le trascendenti intere.

§ 59. — Trascendenti intere.

Procediamo ora allo studio ed alla _gg;agsiﬁcazione delle fun-
zioni analitiche uniformi esistenti in tutto il piano (su tutta la
sfera complessa), e dimostriamo in primo luogo il teorema fonda-

} mentale : Ogni_funzione analitica, uniforme € non_costante su tuita
( lo_sfera complessa, deve avere almeno un punto singolare.

Nel caso contrario il suo modulo si manterrebbe su tutta la
sfera inferiore ad una quantitd fissa M. Descriviamo in tale ipo-
tesi nel piano complesso, col centro nell’origine, un cerchio C di
raggio B grande ad arbitrio; la nostra funzione w(z) & quivi
finita, continua e monodroma e perd sviluppabile in una serie di
potenze

wR)=ay+a 2+ a,2% + ... +a,2"+ ...,

convergente in tuttg il piano. Il coefficiente a, é dato, per le for-
mole (5) del § 43, pag. 141, dall’ integrale

1 w (2) dz
; P
s e

@

esteso al contorno s del cerchio. Ora, per iI')obesi,: si ha sempre

|w|,<M e, applicando la formola di Darboux, ne deduciamo
G e <Y
L : S n En

e siccome, se n > 0, all’ ingrandire di R il secondo membro tende
a zero, mentre il primo ha un valore fisso, ne deduciamo

a,=0 per n=1,23, ....,

e perd w (z) = a,, cioé costante contro I’ ipotesi.
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i Le funzioni uniformi in tutto il piano, avendo necessariamente
Iqualche singolaritd, potranno clagsificarsi a seconda del numero

e e della specie delle loro singolarita. Il caso pilt semphce sard quello
in cui si abbia una sola” suwolarlta e questa sia in z= o0, talché
in qualunque campo finito del piano la funzione sard sempre
-finita, continua e monodroma. Allora w (2) é sviluppabile in una
serie

w(z)=2anz"

convergente in tutto il piano, e la singolaritd in z = o0 sard polare
od essenziale, secondo che la serie si arresterd o no ad un poli-
nomio. Nel secondo caso la funzione dicesi una trascendente intera
e 8i indica, con Weierstrass, col simbolo @ (z).

Abbiamo dunque il risultato : Una funzione uniforme in tutto !

AL s

gtl piano, con un solo punto smgolare mz=o0,¢ un polmomzol’
’frazwomle inlero in z,.ovvero ung tr cendente infera @ (z), secondo’.
' che la singolarita é polare od essenzwle

Notiamo che dalla dimostrazione data del teorema fondamen-
tale risulta che, fissato un numero positivo M grande a piacere,
in qualunque intorno di z = o0 una trascendente intera G (z) as-
sume anche dei valori di modulo > M. Nel caso particolare di
un polinomio si pud fare anzi I’ intorno in guisa che tutti i valori
della funzione abbiano modulo > M.

Fra le trascendenti intere ve ne sono alcune, come

ez s esenz’

che non solo non diventano mai infinite a distanza finita, ma nem-
meno si annullano. E facile vedere che l'espressione generale di
una siffatta trascendente intera & (z) sara :

- wer v dctullonns o4 St

m [ G (2) = %, PR PRI U

dove G (2) &, essa stessa, una trascendente intera. E infatti, se
G (2) non si annulla mai, la sua derivata logaritmica '

G (2)
G (z) (,1(2.)

&nmxﬁ 0
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¢ una trascendente intera G, (z), e perd integrando si ha
log G () — {02 @) dz =G, (),

e passando dai logaritmi ai numeri, risulta appunto la (1).

§ 60. — Punti singolari essenziali.

Se la funzione w (z) uniforme (in una certa area) ha nel punto
z =a ung singolarith essenziale isolata, essa pud porsi, come sap-
piamo, nell’ intorno del punto, sotto la forma
7 == 00

w(e) =P (z—a)+ Z

n=0

b3

e—ay

La serie discendente converge in tutto il piano, salvo in
. . , 1
2z=a, ed & quindi una trascendente intera dell’argomento T

che inoltre si annulla pel valore 0 dell’ argomento, cioé z = 0.
Indicando una tale trascendente intera col simbolo

(=)

avremo dunque

(2 \‘ w(z):P(z—a)+g(—z—i—a>. :

Da questa osservazione, e da quanto abbiamo detto al para-
grafo precedente relativamente alle trascendenti intere, facilmente
possiamo trarre una dimostrazione del teorema di Weierstrass :

; In vicinanza_di_un_punto singolare essenziale isolato, e per quanto

S piccolo intorno si prenda di esso, la junziohe assume anche valori

7 di modulo tanto gramde quanto si vuole, ed anche valori prossimi SN

TN T TR N e

5} 1) La polidromia proveniente dal segno logaritmico é qui soltanto
' apparente, perché G (z) non diventa mai né zero, né infinita.

PRESSS
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I

!
\

di tania_poco quanto si vuole ad una quontitd finita A, prefissata ad |
" "Che la w (z) assuma, in qualunque prossimitd di z = a, anche
valori di modulo pit grande di qualunque quantitd assegnata ri-
sulta subito dall’osservare che nel secondo membro della (2), per 2
prossimo ad @, il primo termine P (z—a) assume valori pros-

simi al termine iniziale della serie, mentre g (z———l_a) assume (§ 59)

anche valori di modulo grande quanto si vuole./ Per dimostrare
poi Ia cosa anche pei valori finiti 4, si consideri la funzione

1

1
®) , wEH—4’ .
che avra in z = a certamente una singolaritd essenziale, la quale
sard inoltre isolatal se in prossimitd di z = a non si annullera in-
finite volte la differenza w (z)-——A.T-Ma in questo secondo caso
sarebbe gid provata la nostra asserzione ; anzi non solo w (z) si
approssimerebbe quanto si vuole ad 4, ma assumerebbe effettiva-
mente_infinite volte il valore A,VNel primo caso poi, la singolaritd
essenziale z = a per la funzione (3) essendo isolata, la funzione
stessa deve prendere in qualsiasi intorno di @ valori di modulo
grande ad arbitrio o, cid che é lo stesso, deve w (z) accostarsi

"ad A di tanto poco quanto si vuole.

Questo teorema di Weierstrass fa gid comprendere la pro-
fonda differenza che esiste fra una singolaritd polare ed una es-
senziale. Picard ha precisato vieppill questo risultato, dimostrando

. che : In vicinanza di un punio singolare la funzione non solo si ac-
| costa, ma prende effettivamente infinite volte tutts 4+ valori possibili,
. lfatta eccezione da due speciali valori al massimo *).

Ritorneremo piit tardi su questo teorema, che per ora enuncia-
mo soltanto. Qui osserviamo ancora che il teorema di Weierstrass
sussiste non solo per singolaritd essenziali isolate, ma anche (ed
a pih forte ragione) per singolarity limiti di infinite altre singo-
larith (cfr. § 52). ot el pieeshrelhmaiiost &7

§ 61. — Funzioni uniformi con un numero finito di singolarita.

Continuando nella classificazione delle funzioni uniformi in
tutto il piano, consideriamo ora quelle che hanno in tutto il piano

1) Cfr. gli esemvi discussi al § 52.
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complesso un numero finito di singolarita. Le singolarity a di-
stanza finita siano nei punti

Gy Gy, s Oy
potrd aversi ancora eventualmente nella funzione w (z) una sin-

golarita all’ infinito. Nell’ intorno di z=a, la funzione w (z) si pone
sotto la forma

w() =P—a)+h (z_lal) .

la g, (f) indicando una trascendente intera di¢ am.mlla.ntesi per
t= :) ovvero un polinom%, secondo che la singolanta inz=a
¢ essenziale, o polare. Se poniamo

@) (2_1-%) =w, (2),

la w (z) sard regolare in z=a; ed avra le rimanenti singolaritd
di w'(z). Procedendo nel medesimo modo sopra w (2), avremo

1
wy (2) = Wy (Z)“*‘gz(z_%) ’

e la w, (z) non avrd singolaritd che in

-z=aa, Qg aeees Oy (w)'

Cosi procedendo, troveremo

wo=a(25)+6(z2)* et an(G2a) 1)

dove la f (z) non avra altra singolaritd (}he in z =00 , se pure e;:;
steva in w (z),/ La f(2) si ndurr‘éiq}m)dlad una (-:osta.nte, ovvin
ad un polinomio, o mfine ad una trascendente intera @ (¢). In-
cludendo 70 quest’ ultimo caso generale gh,@@? due, Wson’ve?evm(’)’ .

e et et -

N . g( ,‘_)
_al)+ gs pa— vere n Z'—aﬂ

IR

(4) E:U(z) = gl(z

+G(z).§

I8

.
A pRTtR-EA
. C, ’} ) 2 0 WA £y

~ A,
. W Svoaead o Wl £
{} k{\ o Ld‘, Faow Oea éé’g : WL o VR )

——

i

i ziomale di z. L’ inversa ¢ evidente 1),
TN e N
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Se le singolaritd saranno soltanto polari, le funzioni 91 Jg5 oo

9> G saranno altrettanti polinomi interi nei loro argomenti. E
poiché una funzione uniforme su tutta la sfera, e che non ha sin-
golarita essenziali, non pud avere un numero wnfinito di_singolarita

; polari ne concludiamo : Una funzione uniforme su tutla lo sfera }l

N -

i e R e il
| complessa, ¢ dotata solianto dy sgn?élar‘ifd‘@r-z, ¢ una funzione ra-/

Si osservi poi che la formola (4), applicata al caso attuale, da
precisamente quella decomposizione di una funzione razionale in
frazioni parziali che si considera nell’algebra e si utilizza nel cal-
colo per I’ integrazione delle funzioni razionali.

~ B evidente, che dati ad arbitrio i punti in numero finito
G, 4, ..., a,, ed assegnate ad arbitrio le trascendenti intere

1> 25 ers Gns

8l pud costruire colla (4) una funzione uniforme in tutto il piano
coi soli punti singolari g, , a,, .., a,, nei quali si comportera ri-
spettivamente come le trascendenti intere
1
gn z—a, .

a(=z) o(==)

Osserviamo in fine che, applicando i ragionamenti superiori
ad una funzione w (2) uniforme non in tutto il piano ma solo in
un’area data 4, con un numero finito di punti singolari "

Qy, Gy, e, a,,

nell’ interno dell’area la w (z) potra porsi sotto la forma

O 0@ =0(=0) 0 () + et () 100,

la f(z) essendo una funzione uniforme e regolare in tutta D'area.

1) Si noti come dalla espressione eifettiva di una funzione razionale
espressa pel quoziente di due polinomi si verifichi subito il teorema, gid

dimostrato al § 56, che una tale funzione diventa tante volte zero quante
volte infinita.

i
, ﬁ[ *)an evve
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§ 62. — Metodo di Cauchy per gli sviluppi in serie di funzioni
. con infinite singolarita.

Passiamo ora a considerare le funzioni unifoyini in tutto il
" piano e con un numero infinito_di_singolarita, ﬁuah abbiano
- perd come unico punto limite il punto z = oo/, ‘tali cioé che in
qualunque campo tutto situato a distanza finita capiti soltanto
un numero finito di punti singolari (essenziali o polari) e soltanto
cresca all’infinito questo numero, ingrandendo all’infinito il
_campo. (fearirns utpvuod e Y4 fouo fiot”)
Consideriamo un tale campo finito (racchiuso da un solo con-
torno, ossia scmBHcemcnte connesso) supponendo per altro che
sul ctmtorm) ‘mon 1% swa_alcun Jmnto singclare deDa nostra funz1one

Ay, Oy, ey Gy

e in tutto C potremo porre, secondo la (5), la w (z) sotto la forma

W>w@=2m@

——)+1@,

ove f(z) & regg!are nei puntl dl C (contorno mcluso\ Prendlamo
chiamo di calcolare il valore di win 2 PEE-MeZZ0. de1 valon di w
wnfomo s del camypo, estendendo cosi la formola di Cauchy
al caso attuale ove si hanno internamente al campo singolarita.
Alla” 1 (), che & regolare in C, possiamo applicare la formola di
Cauchy =~

f(z

Z—2z

f&

che per la (6) diventa

r=n r=n

w(Z “Z-"'(z —a)~§7—t; "Z(_Z)_d; -aluz/z (%)dz

r=1

. ,a./m'rvé’a
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Ora facilmente vediamo che ciascun integrale della somma del
secondo membro

—1—-,g( ! )dz

z—2 ""\z—a,
s
& nullo, poiché nella regione del piano esterna ad s la funzione
sotto il segno
1 1
r—2 gr (z——a,)
¢ dappertutto regolare e in z = cc infinitesima del 2° ordine al-

meno 1), onde i1 suo residuo é nullo. La formola precedente di-
venta qumdl semplicemente

(#) }:v(;)_—l— u(Z)d, 29.( —ar));

2m

e non dlﬁensoe da,ll’ ordinaria formola d1 Cauchy che per la parte
relativa alle singolarita.

Immaginiamo ora che il campo C mgrandlsca all’ infinito, pas-
gando per una serie discreta di configurazioni in guisa ¢ che, per
ogni speciale conﬁggra.zmne, il contorno s di C non oontengg majr
aleun pu punto singolare, ma del resto con legge arbitraria. ~
~""Ta formola (7) rimarrd sempre applicabile, purché 2’ non coin-
cida con un punto singolare a; soltanto il numero dei punti a
che cadranno entro il campo, cioé il numero dei termini nella
somma del secondo membro della (7), andra sempre pilt crescendo.

Ora §e)la legge d’accrescimento del contorno ¢ tale che, man-

i tenendo 2 entro un’area A finita arbitraria, I’ integrale

w (2) dz

z—7
8

: converga equa,bllmente (in egual grado) z\eﬁrgo zero, dalla (7), con

. passaggio al limite, otterremo la formola

t \ 4%\ J(,v',w Uﬂ)
(8) ww~2m@_ﬂ)}

. 1 . .
1) 8i ricordi che la trascendente intera g, (z — ) si annulla in 2 = .
T,
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e la serie del secondo membro sard, in ogni area finita 4, conver-
gente in egual grado, quando ne siano esclusi con piccoli intorni
i_punti singolari a. Cosl otteniamo per la funzione w (z) uno svi-

luppo che vale in tufto il piano, a qualunque distanza finita, e ne

in _evidenza le singolaritd, analogamente alla decomposizione
)} in frazioni parziali di una funzione razionale. Si noti perd che la
convergenza della serie (8) sard in generale subordinata all’ordine

dei termini, i_quali_dovranno essere raggruppati al modo stesso

come entrano i puntl singolari nel campo C crescente secondo la
Tedgo assognata. oo mdothan A S

PP S e

PN g S SR - £
”\,‘.4.:/' o bt Z& J««Ar’i«,,&ﬁ a."éw‘f«{(; e gpedz A

Y

daml (8) § 63. — Due casi particolari. ' ¢4

Per le applicazioni, che dovremo fare nel seguito, di questo
processo generale, sono particolarmente importanti due casi, in
cui s riscontra effettivamente che si ha

L
(10) lim | 229
e s z—7

{wn ©r

=01). NP

Y

L)

Dol
j @Q/\;? 1° Supponiamo che I’ ingrandimento del contorno s proceda
~" " in guisa che tutti i suoi punti si allontanino all’ infinito dall’ ori-

gine, e sul contorno via via crescente si mantenga sempre
|w®@ |, <Q,

essendo @ una quantita finita. Diciamo che allora bastera dimo-
strare che si ha

w (2) dz

2

=0,

8

1) Scrivendo questa formola sottintendiamo che, variando 2’ in un’ area.
qualunque finita, il limite deve essere preso per 1’ ingrandire infinito del
contorno s e la convergenza a zero dell’ integrale deve aver luogo equa-
bilmente. .

13

———e

&y
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| per essere sicuri che sussistera la (10), e varrd quindi lo sviluppo
[ in serie (8).

Prendiamo ora un’area 4 comunque grande, ma finita, 13911_@
qggilg manterremo 7, talché | 2/ ’ si manterra inferiore ad una quan-
titd finita K :

’

|2 | < K.

terd per le ipotesi fatte

Iz[>lz’], cioé ]—z—|<l’
onde potremo sviluppare in serie :}U—(—;), colla formola :
. - 7'\“ -
S. T Tz ) 0
. = w(z) _ w(?) m Wi(z)
iz T Zz et
n=1

ed avremo, a causa della convergenza in egual grado :

w (2) dz _ ﬂz)_(lz +”§ Pid ‘/1;7 (2) dz

z—7 2 -
8 8 n=1 8

Se dimostriamo che ingrandendo il contorno s, possiamo ren-
dere

fn=w

" dz | _
an Y| PEE <,

na=1 8

essendo ¢ una quantity comunque piccola, sard provata la nostra
agserzione.

Ora si ha

"o o v@de| e[ w@de| " pn| [ w2 de
12| Y s <Y e <¥x eouat

n=1 8 n=1 8 a=1 8
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Calcoliamo un limite superiore del modulo dell’ integrale

w (2) dz

ot
8

riportando colla sostituzione

il contorno grandissimo s ad un contorno _piccolissimo o attorno
all’origine, ed applicando la formola d.l Darboux Abbiamo

wziildz f ( )C" 'ar

e, indicando con g la massima distanza dell’origine dai punti di o
e con y il perimetro di o, risulta €~

. 8 fp »

' w (2) dz

: zn-}-l } _
s |

in

onde la (12) diventa

S m | wi)de| 1
Zz PrEE KQ)’]——-_KZ
n=1 S

Siccome tanto ¢ quanto y convergono verso zero, risultera, da
un certo punto in poi, soddisfatta la (11), c. d. d.
2¢ Supponiamo che : il contorno s ingrandisca per forme cir- |
colam, col centro nell’origine, e sul contorno crescente del cerchio non |
solo J_'f’ (2) ] 81 mantenga finito ma diventi, da un certo punto in ,_pot,
minore di qualungue quantitd assegna,bzle 'Dico che sard, allora sod-
dusfatta la (10). ‘

Per quanto abbiamo visto sopra basta provare che si ha

im [ 2 (2) dz
2

=0,
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cid che ¢ un’ immediata conseguenza della. formola di Darboux

e della nostra ipotesi.
Quest’ ultimo risultato conduce ad applicare, con una conve-

niente modificazione, il processo di sviluppo in serie anche nel caso
in cui il modulo di w (z) sul contorno crescente del cerchio, anziché
diminuire, cresce all’ infinito boml)a,rafbﬂmente ad_una potenza
del r&ggm E, guisa che, per un valore sufficientemente gm.nde

( )
del numero mtero n, nsultl da un certo punto in poi \ pic-
colo & plaoere Potremo allora applicare lo sviluppo alla hmmone
"TZT e risultera

w(z) =2" §g, (z—iar) .
1

Se sviluppiamo

" —[ z_a’ +ar}n g

per potenze di z—a,, col binomio di Newton, vediamo che il

prodotto
“o(2a)

si converte in una nuova, trascendente mtera

(=

aumentata diun polmouuo P (z) d1 grado n— 1 in z, onde avremo
e

per w (z) lo svﬂuppo R

o

, w (2) = zgg’r(z_}_ar)'!‘P,r(z)%

1

e

L’aggiunta dei_polinomi P,,,_ (2) nei smgoh termml della se-
rie & Hmm Besiouraine 1o oonivergenza, artificio
‘che ntroveremo fra, bl\'“qu' per _stabilire il teorema m#}gxtﬁg-gf
Leﬁer §65).
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§ 64 — SVILUPPI IN SERIE DELLE FUNZIONI _——

§ 64. — Sviluppi in serie delle funzioni ——, cotz.
senz -

Applichiamo il processo generale descritto alle due funzioni

——, cotz,
sen z

i cui punti singolari sono nei punti
zZ=nmn,

percorrendo 7 i numeri interi, BOSltIVl e negativi ; per I’ una e per
Paltra funzione la smgolanta ¢ polare del 10 ordine col residuo

fog 1" 1 1 ver cobz.  — )
’ ;( ) per ——, +_]J per cot 2, -

come risulta dalla regola alla fine del § 53. La trascendente in-
tera g, si riduce qui rispettivamente a

(=n” 1

z—nn z—nm

Per campo C, che dovremo poi fare ingrandire all’ infinito,
prendiamo il rettangolo racchiuso dalle rette |

P R S

x:j_—(m-}-—;-)n, y==tk, —- ;

PSS

dove m ¢ un numero intero posﬂnvo e k una costante qualunque ;
facendo crescere all’ infinito si m che £, il contorno s si a,llontanerb,

in ogni senso, all’ infinito.
D’altra parte, posto

si ha
1 1 D Vcos? x4+ senh?y

senz  y/sen?z+ senh?y Vsen?z + senh?y
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e si vede subito che i moduli delle due funzioni rimangono sem-
pre inferiori ad una quantita fissa sul contorno crescente Bastera

dunque Vertficare~(§ 83) che gli integrali

rad .
dz cot 2z dz
zsenz z

estesi al contorno del rettangolo, hanno per limite lo_ zero. Ora
questi due integrali, a causa della simmetria del contorno nspetto )
all’origine, e delle formole : Ao b Lt P inn sy,

sen (—z) =-—senz , cot (—z)=—cotz,

sono assolug@gg,entennﬂx, il che prova quanto volevamo )/ Sono
quindi apphca.blh i risultati del primo caso discusso al paragrafo
precedente e poiché, all’ ingrandire del contorno, i _poli entrano
due a due, g,ssqeigmdosi ad vqgni Qolo il suo gimmqt}rico, avremo

le formole :

(1)
=1
sen z mz 2—rm

n=00

n

cotz = lim z .
nmw W8T —TT

Ovvem B B S RS D L
T ul,.,.m,, - 1 v 1 )
14) :—__ ey —
14 sen 2 + 21( " Iz——~nn+z+nnﬂ
ne

{ 1 n=m( . 1)"2

! _ — 2

: =7+ 2 e

; n=1

| 1 1§

2

16 fcotz—— %=__ —
(15) !! + Zn ?z—-nn z+nal 2 + le’—n'n’ ;

i n= ! ns= !

1y Allo stesso risultato si arriva anche subito, calcolando la somma
dei residui delle due funzioni sotto il segno nell’ interno del rettangolo.



-~ Dalla (16), facendo z = i;—, si ottiene
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e le serie del secondo membro, in qualunque campo a distanza
finita, da cvui siano esclusi i poli, sono convergenti in egual grado.
Denvando la (15) termme a termine, come é leclt,o (§ 47), abbiamo

foie e
LAY SR ‘; .‘ew-«»\'u'.,-v//, Cagror WY

laltro sviluppo per —;

senZz o

1 +"ﬁm 1 1 ) ,
sen?z f (z———nn)" (z +nn)2

(16)

i e e

1
@n+ 1)

R o ;
T
i 1+2> Gn_12"
1
che si pud scrivere

1 1 1
+ +',iz—

71—'2
Z_9_ 1 i
- 8 % Tarilp . TETE +

formola che ci da la somma delle inverse dei quadrati dei numeri
dispari. D’altronde si ha

1 el v 1 1T& !l w1
gl%‘e":sll@n)ﬁ%(2n+1)2=712'ﬁ‘5+§(2n+1)2

e la precedente si pud anche scrivere

-

T 1 [ E ’ ?
a7 Z ._2;; hodil Vi e s ada
- 1

risultato che dovremo applicare in seguito.
Questa non ¢é del resto che un caso particolare delle formole
che dimostrano come il valore della serie

1 1 1
— e e T+

22% 32” m2n

S2n=1+

sta in rapporto commensurabile con nz“ dipendente dax cosi detti

numeri di Bernoulli. L RO
R ; N .

“Eategs
e
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Stabiliremo rapidamente queste formole ricorrendo alls (15)
che scriviamo . ’

o 22 i
9
zcotz_l-{-z_z_____l_-_z 222 1
22— n2n? " nzn‘-"i— 22
. A 2
e TN 2t ?’.M, n

Per | z | < x possiamo sviluppare il wcondo membro in serie _
di potenze per z, apphcando la formols -

sk '? o
r=ow v
JTTNE e )
4 2 n& e -
7m0

Ada

Sewcr o Lerda
e ricordando i risultati generali del §48.’ Otteniamo cosi
n=o
zeotz=1-—2 2 —2%‘7.‘"
n=1
€ ponendo
g —28m-2.3...2n) 2 25,
" 2™ SRR
potremo scrivere
n =00

zeotz =1 —

B”(gz)zn e T 7
2¢3....(20) Coe

n=1

Dall’ identita che ne deriva

21— < .
( st g )=
28
= — (22)2 22)4
( 1.2.3+1.H.3 i1+5" )( ——’—:(i—?z)

paragonando dall’ una parte e dall’altra i coefficienti delle mede-

sm:;lpotepigdl z, si calcolano per via ricorrente i numers di Ber-
noulls

w‘\w Bl: Bg» Bs,

T e SRR

che sono tutti numeri razionali ; i primi valori sono
; 1 1

B=—., B = 1 1 j

1776 2 =30 Bi=g5 By= g5

TR SN
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affatto ad arbitrio e domandiamo di costruire una funzione uni- \!
{ forme w(z) in tutto il piano che nell’ intorno di ciascun punto a,
: dell’ insteme- st comports come la trascendente intera assegnata
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§ 65. — Teorema di Mittag-Letfler.

Nei paragrafi precedenti abbiamo supposto dafa la funzione
w (2), uniforme in tutto il piano e con un numero finito di singo-
laritd in ogni campo finito, e ne abbiamo cercato uno sviluppo in
serie, che ne ponesse in evidenza le singolaritd. Ora ci proponiamo
il problema inverso e cioé vogliamo costruire una funzione con
assegnate singolarith in punti prefissati. Supponiamo dato un
insieme-dj punti isolato nel piano complesso ; un tale insieme, per
un teorema di Cantor, é sempre numerabile, cioé si possono or-
dinare i punti, distribuendo loro perindiciinumeri 1, 2, 3, .., % ....
Per ciascuno di questi punti

Ay, Gy, vy, @,

supponiamo inoltre Aassegnata una trascendente intera corrispon-

dente
g ( ! ) 1 1
\e—a, )’ g2 z WA 9n (z ”)

g, (z_l a,,) ') e non abbia alcun’altra singolaritd, salvo nei punts
dell’ insieme derivato.

La soluzione generale di questo problema é stata data da Mit-
tag-Leffler 2), il quale 1’ ha risoluto affermativamente per ogni
insieme isolato, costruendo effettivamente la funzione domandata .
Questo risultato porta il nome di teorema di M tttag-Leffler. Noi
non ne studieremo qui che un caso particolare, il caso cioé che

B e OO U

1) In modo cioé che la differenza
1
w(z) —In (z—n )

%) Sur la représentation analitique des fonctions uniformes (« Acta
Math. », tomo 4o, . i

| sia regolare in a,,.
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vi sia un unico punto limite de}_AgﬂR@gmmMMmew,
e, senza alterare la geneﬁm”: potremo supporre che quest’ unico
punto limite sia il punto z = o, cioé che in ogni campo finito
cada un numero finito di punti @, ma questo numero vada cre-
scendo oltre ogni limite all’ ingrandire del campo,/ Numereremo

‘allora i punti a, distribuendoli per ordine di modulo crescente, e

quelli che abbiano eventualmente lo stesso modulo per ordine
d’argomento crescente, talché

<] <ol
Supponiamo dapprima ' @, | > 0, cioé che il primo punto non
cada nell’origine ¢ quindi anche nessuno dei seguenti. La trascen-

1 .
dente intera g, ( z ! a ) dell’argomento Pa—— nell’ interno del
T Un

cerchio C, col centro nell’origine e di raggio = |, |, ¢ finita, con-
tinua e monodroma e perd ﬂgggqbﬂe in serie di Taylor.

T =

1 r
(s (=)= 3 e ©

avente il cerchio C, per cerchio di convergenza. Ora prendiamo
ad arbitrio una sgme di numeri reali e positivi
%M

€,

n ears g

&, &,

che assoggettiamo alla sola condizione di dar luogo ad una serie

convergente

Ven=eatet ot t ..

o fissiamo inoltre arbitrariamente una quantith positiva 6< | a, |.
Nel cerchia €, concentrico ed interno a C, e distante da C, di d
la serie del secondo membro nella (18) € convergente in_ egual
grado, e perd si pud trovare un numero intero mm, tanto grande

che per tutti i punti z in (", risulti

=M,
="

»
‘ign(;{‘Tn)_" an,r 2" <&, .

r=0

L
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Se poniamo
re=mMmy
_an,r zr—Pm,.(z)y
r==0

sara !Pm” (2) un polinomio di grado m, in z, e per ogni z interno

a O, dvremo’

(19) lgn (z-—lan) + P, (2) % < &, -

Ml il m
. \»‘“‘;“' o 0 - .
Fissati ¢0si ‘i numeri interi my, My, ..., My, o0y prendiamo a
considerare la serie

SR

z—a,

e dimostriamo che in qualunque campo a distanza finita, dal

quale siano esclusi i punti a che vi capitano, essa & convergente
“in_egual grado ekvra,gpresentzgﬂlgqj%igpfﬁggr@ﬁg. Basta eviden-
temente considerare 1l caso di un campo circolare, grande quanto
si vuole, col centro nell’ origine. Sia C* un tale cerchio di rag-
gio R e siano

ay, A oy Ay

quei punti @ (in_numero_finito) che distano dall’origine meno di
R + 6 ; scindiamo allora la nostra serie nella somma dei pmnmlj
termini e nella parte residua

n=w R

@ () ol

ne=r4l

della quale bastera mostrare la convergenza in egual grado in C.
Poiché i punti )

Gpy1s Cpyos oos Bps oo . e

distano esternamente da C almeno di 9, a tutti i termini della (20)
¢ applicabile la diseguaglianza (19), e quindi la serie dei moduli
della (20) ha i termini inferiori a quelli della serie

©

Z Ens oo A

r41
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che per ipotesi ¢ convergente. Cosi é provata la convergenza jn_
egual grado della serie (a) in qualunque campo finito (esclusi i
punti a). Se poniamo

n—ﬂ)/

(21) w(?) = Z}gﬂ(z_lan)vLPm,,(Z)(,

=1

sard dunque w (z) funzione finita, continua e monodroma della
variabile complessa z in tutto il piano, esclusi i punti o (cfr. § 47).

I;f\(’l}gggtim punti si comportera nel modo_voluto poiché, se dalla

serie del secondo membro in (21) togliamo il termine corrispon-

\

dente a z = a,, la serie rimanente é una funzione regolare nel-
I’ intorno di a, ed in questo intorno si ha per cid

1
2—a,

w(z)=9,( )+P(z~a,).

Osserviamo poi che se avesse luogo il caso escluso, che cioé

; fra i punti singolari figurasse Porigine colla. trascendente g (%)

/ basterebbe aggiungere questo termine nel secondo membro della (Zi ),
: la quale possiamo dunque ritenere valga in tutti i casi.

Abbiamo cosi dimostrato il teorema di Mittag-Leffler, co-
struendo u'na) funzione uniforme w (z) con tutte e sole le singolarita
volute. Ma evidentemente di tali funzioni ne esistono iﬁﬁmﬁ,dﬁ-
ferenti fra loro per trascendenti interc dell’argomento z. L’espres-
sione pih generale della funzione richiesta sara dunque :

A
Y ,
: UL
(f’,ﬁ{i e

¥

i n=w

[ we=0@+ Y o

%‘ n=1

=) +rael

designando @ (z) una trascendente intera arbitraria.

§ 66. — Costruzione di una trascendente intera per prodotti infiniti.

Una questione, che si collega a quella risoluta nel paragrafo
precedente col teorema di Mittag-Leffler, e di non minore impor-
tanza, ¢ quella di costruire una trascendente intera, noti che ne
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siano i punti e gli ordini di infinitesimo. Ci proponiamo di stabi-
Jire il teorema fondamentale dovuto a Weierstrass :

Dati ad arbitrio nel piano un numero infinito ) di punti, che J;’y,ﬂ

* abbiano per unico punto limite il punto z= oC, si pud sempre co-
o struire una E&aﬁ;e{y@@g intera, che si annulli soltanto nei punti date

O P |
. con ordini corrispondenti assegnati pure ad arbitrio
Pi> DPo> > Puns - /

Ricondurremo la costruzione della trascendente intera cercata
al problema gia risoluto nel paragrafo precedente, mediante le
seguenti considerazioni. Supponiamo che @ (z) sia una trascen-
dente intera, che soddisfi alle condizioni volute. La sua derivata
logaritmica

w(z) = ¢
G o clecnls & S o ot
\ g w0 Ay

sard una funzione uniforme in tutto il piano, che in tutti e soli
i punti a, avra singolaritd, e precisamente poli di 1° ordine coi
termini corrispondenti d’ infinito i

Pn
2—Qy

Una tale funzione w (z) esiste, pel teorema di Mittag-Leffler,
ed ha per espressione analitica

[e o]
(23) w(z) =G, () + Z % ;{ﬁa—W + P, (2) (>

dove ‘P, ¢ un polinomio in z di grado conveniente m, . La tra-
scendente intera cercata,]se esiste, dovra dedursi per integra-
zione da w (2). Moltiplicando i due membri della (23) per dz e
integrando da 0 a z per un medesimo cammino che eviti i punti a,,

1) 1 caso di un numero finito di infinitesimi offre immediata risolu-’
. zione per mezzo di una funzionc razionale intera.
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potremo eseguire nel secondo membro, a causa della convergenza
in egual grado, I’ integrazione termine a termine ed otterremo

z oC
PG ¢2} poog (1—2) + @, <z)i ,

dove @, (z) ¢é il polinomio di grado m, + 1 in 2z, che nasce inte-

grando P, (z). Passando dai logaritmi ai numeri, si ottiene
2 0
wEd: Gy %) log (1L ”+Q,,.,(z)f,
€ o/ 0 =€ €1 /
ovvero h
2
w (z) dz
e] O = j(l PneQm,(z);'
n=1

La polidromia é sparita dai due membri e il prodotto infinito
essendo convergente in egual grado in qualunque campo a distanza
finita, 1nclu51 ora anche i punti a,, ove si annulla dell’ordine p,,
vediamo che la trasvendente cercata esiste ed & data dalla formola

e s e

24) !('(z)._e ):_"%(1 )Pn“ @, (2 2 ) ’WM leet

{ /v/zc Bl

[T |

restando la trascendente intera (Yl.(.l affatto arbitraria. Inversa-
mente ogni trascendente intera che abbia gli infinitesimi nei punti a,,,
cogli ordini p, , é data dalla (24). Questo importantissimo risul-
tato é dovuto a Weierstrass, il quale diede il nome di fattor: pri-

mar: ai fattori

————

’

(1___?_)2% g 9ma ()

ay

H ¢
i Yaggiunta dell’ esponenziale e?ma (2) avendo per effetto di as-
- sicurare la_convergenza assoluta ed in egual grado del prodotto

 infinito.

‘Nella formola (24) ¢ supposto che Porigine non debba essere

. . ,
o - . . ! 2 ;-
Lo ir R T S NN R .

1702 S -

5
L
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un infinitesimo per G (z) ; ma evidentemente, se vogliamo che G (2)
abbia in z = 0 un infinitesimo d’ordine 7, bastera far precedere
nella (24) al prodotto infinito il fattore 2.

Dall’esistenza di una trascendente intera con infinitesimi as-
segnati ad arbitrio si puo trarre, con Weierstrass, un’ importante
conseguenza. Sia w (z) una funzione uniforme in tutto il piano
e senza singolarita essenziali a distanza finita. Le sue singolaritd
polari formeranno un gruppo di punti coll’ unico punto limite
z= o0 ; siano

Ays Ao, vy Gy,

questi poli e
pl 5. Pas ves Pno

i loro rispettivi ordini. Costruiamo la trascendente intera G (2)
che diventa infinitesima nei punti g, dei medesimi ordini p;. Il
prodotto w (z) (z) ¢ uniforme e senza singolaritd né essenziali,
né polari.a distanza finita, e perd é una trascendente intera G, (z).
Abbiamo dunque il teorema :

Ogni funzione uniforme in tutio il piano, che non abbia sin-

! golarita essenzwlz a dzstlmza ﬁmta é il quonente di due trascen-
\dentz intere. 1+ oL Clmant e me s e Tarin ol

Come corollario, ne segue che una tale funzione pud sempre
esprimersi _analiticamente per mezzo del quoziente di due pro-
dotti infiniti della forma (24).

§ 67. — Forma degli esponenti @,, (z)

Consideriamo ora pitt da vicino il modo di formazione dei po-
linomi @, (2), che figurano come esponenti nei fattori della (24).
n po]inomlo derivato P,, (z) consta, secondo il § 65, dei primi
m, + 1 termini dello sviluppo per potenze di = dell’ espressione .

9
Pn 1 2 2" )
— =pns-—-+—s+—7+....‘,
g—ay { Ay as ay .
si ha cioé
z 22 2Mn |
+ =

a

1
Pm,,[z)zpn ;l—+

dw]
S

ne
AV

I

nia
u;“i”ém 2
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ove i numeri m, debbono essere fissati in guisa che la serie
1

S o= S0 - —

A

in ogni campo finito, dal quale siano esclusi i punti a, converga

in egual grado.

Poniamo per abbreviare

m, + 2 = Tn
e risulteré |
2z 22 28 2! !
Qm,.(z) Z_—”'—{_"—_Q"'?a—a‘f‘..'f—m s

dove i numeri 7, “debbono essere. determmatl in guisa da agsicu-
rare la convergenza in egual grado della serie

pnzr"'—‘ 1
@25) ) —
[22%

e la formola (24) si scrive allora cosi :

G, (2)n=w AN e L

20) Gz)=e  IT ;(1_3_) o za

Doy -/

i na=1 Ay
Che i numeri 7, siano sempre determinabili nel modo richiesto
risulta dalla dimostrazione, data al § 65, del teorema di Mittag-
Leffler. Questi numeri 7, saranno in generale variabili coll’in-
dice 7, e nulla sappiamo in generale della loro determinazione
yeffettiva. Perd vi ha un caso molto importante, e ancora di
§g;ra,nde generalitd, nel quale si possono prendere tutti i numeri 7,
“eguah ad un numero fisso 7, talché I espenente di e nei fattori
kpmma.x-u (26) ha il grado fisso r —1. Cid avviene ‘quando "§6ho
soddisfatte le condizioni seguenti:
10 Gli ordini 2,, Pa, --os Pp oo
tutti inferiori ad un numero fisso.

d’ infinitesimo rimangono

20 La serie risulti convergente 1).

[anl nl'

1) 8i noti che la prima condizione necessaria per la convergenza :

lim ‘ al | = 0 & soddisfatta (con qualunque r positivo).
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In tal caso infatti se prendiamo 7, = r, e facciamo variare z
in un campo finito, dal quale siano esclusi i punti a,, la serie dei
moduli della (25):

si ottiene dalla serie EI convergente per ipotesi, moltipli-

cando i termini di questa per quantxt& che si ma,ntengono infe-
riori ad una quantity fissa. ¢4 ¢ el € Tl el
Abbiamo dunque il teorema :

nl”’

Se la trascendente G (2) ha gli infinitesims
al' a2’ seeey a", caeey

di ording
Pis DPas coovs Pus ceees

che rimangono mferwm, ad un numero fisso e la serie

S iap

per un conveniente valore intero positivo di r, converge, la G (2) st

Puo sviluppare in_prodotio mﬁmto convergente assolutamente ed m
q)ual gmdo, colla formola T
N p ( ) SO Y "z‘ . ,z,_‘A ‘[)‘
. 2)n=a - —_ - - i
;) @;}G(z):e 1 H}[l_i] e“n+2‘l:+““+ (,_l)a:" < .
I n=ml ay, .

{

§ 68. — Genere delle trascendenti intere. — Esempi. — I" Euleriana.

Le trascendenti intere che soddisfano alle condizioni del teo-
rema precedente si classificano, secondo Laguerre, in geners di-
pendentemente dal minimo esponente intero r che rende la serie

1
LT

convergente ; una tale trascendente intera si dice di genere r — 1.
14
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Prendiamo per es. Ja funzione

sen nz |
| mz .
b e T

che ha infinitesimi di 1° ordine nei punti
z=%1,%2,%3,..
4
. el S A
Siccome la seneX—z & convergente, qui abbiamo r=2 e

la trascendente intera ¢ quindi di primo genere. Il suo svﬂuppo
in prodotto infinito sard dato per la (27) da:

senmz G‘1 {z) "‘\""‘”( )
—_— — — e l

nz T w

dove nel prodotto infinito = percorre tutti gli interi positivi e

negativi, zero escluso.
Riunendo i fattori corrispondenti a valori opposti di n, si pud

scrivere

7 .3

sen ;2 Gy{z) "= 22 ¥

___7! == € 1 ) ]I 1—-—-—2 g*f "
424 n=1 n

Per trovare qui Peffettivo valore di G, (z), basta derivare lo-
garitmicamente questa a formola e confrontarla colla (15) § 64, ove
gi cangi z in =z; si oftiene cosl () = 0, cioé 01 = costante, e
la formola precedente dimostra subito che G; = 0; ne risulta la
formola d’Eulero :

) L ta y,; e

Come esempio di costruzione di una nuova trascendente in-

tera, cerchiamo una tale trascendente che abbia 1 suol infinite-
“§imi del 10 ordine nei punti

(27%) [ genmz=1mz H

z=0, —1, —2, -3, ... —n,
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. . 1
Poiché la serie z P & convergente, avremo immediata-

mente I’ espressione analitica di una tale funzione nel prodotto
infinito :

@ = ( -
G(z)=e 1, 1+.—) .
Prendiamo G1 (2) = ¢z, dove ¢ indica una costante, ed avremo

G(z)—e”zﬂ(l-}--—-)

Tissiamo anche la costante ¢, determinandola in guisa che

sia reale e renda G (1) = 1. L’ inversa della funzione G (2) & la

funzione gamma Eulermna T (z), “sieché

£

(28) —-z_) e"z ( +_) £
I‘\, s - - -
¢ uniforme in tutto il piano ed ha soltanto singolaritd po-
la.ndel 19 ordine nei punti 2= 0, —1, —3 ... — 7, ....

La costante ¢ prende il nome di costante dz Mascheroni. Dalla
condizione
2 1} -1
e‘°=ﬂ<l+——) e =
: n

risulta per ¢ anche la definizione

e e I L . |
{ ¢ = lim 1+—2—+—3-+ S »—logn),

&. .=
il valore sﬂiin"ossima.to d.i cé
; c =0, 577 215 664 901‘

1) Tuttx i fattori di questo prodotto sono positivi e < 1 perchd
e" >1+ — e il valore P del prodotto & oerto < 1, onde si vede che ¢ 8

posmva., Anche & manifesto che ] 1 + +5 + R ————log (n-+1){,

o a pib forte ragione g 1 + + -+ ——logn & sempre poemva e

decresce al crescere di n.
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Possiamo scrivere la (28) cosi

v

I 1 1
1 o S Z(l+-§-+.+7 ——logn) k=n ___:?
@ ~hm)e (1 )
/ ‘ \
. . Yza+a) (1 + %) (1 + ‘2’)(
ro==( n* ‘

e si ha la formola di Gauss

¢ 4,,\

T\F(Z)M:”' z(l+z)(l+ ) (1+—) /uw

Da questa cspressione di I'(z) risulta subito dimostrata la
pmna proprieta fondamentale di I (2), espressa, dalla formola

: o
(30) 'P(z-;—l)_zp(z) j };Lwr«nﬁy'

Da questa, e dall’essere I' (1) = 1, segue che per un valore in-
tero e positivo m dell’argomento la r eulemma assume il valore

T —1°2°3.. ]

11’(m)—1 2+3.. (m-—l)j,

[E————

Dalla (30) e dalla (28) nsulta

e =l (14 2)

e cangiando z in —2

fal:“a”'“i?(l—%) e

da cui, moltiplicando, si ottiene per la formola (27*) d’ Eulero :

ne
senmwz’

ra+zr(l—z=

1) Pel simbolo »* &’ intende, senza ambiguita, ¢*'°%" (log n in senso
aritmetico). —
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ossia per la (30)
@1 / TOT(—2)=—"

P G £ s R TS

formola che ci esprime la seconda proprietd fondamentale della
I euleriana.

dod et

5o el
§ 69. — Caso in cui le distanze fra i punti &’ infinitesimo
si mantengono superiori a una quantita fissa.

Ritorniamo ora al teorema in fine al § 6%per ségnalarne un
caﬁg‘partiqo}arg notevole, il caso in cui la distanza fra due punti
qualunque d’ infinitesimo

Qyy Aoy coee gy oo
si mantiene sempre superiore ad una quantits fissa d. In tal caso
dimostriamo che la serie

(32) 2 IT’%»T@

? “ ‘.5,»54{,,,1,—1':,1-»/@5‘ ol

S

é com)ergente.”,@ sard quindi soddisfatta laltra condizione che

gli ordini @’ infinitesimo non vadano crescendo oltre ogni limite,
< il prodotto infinito
s ( z 22 p,
S(l—i) ST
(Y \

convergera e rappresentera la funzione cercata.

La convergenza della serie (32) si prova facilmente colle con-
siderazioni seguenti. Mediante le rette, parallele agli assi, di equa-
zioni ’

~ 38

x—'m-il— =N —=
v y

V2’

’

o)

dove m, n percorrono tutti i valori interi positivi e negativi, di-
vidiamo il piano in una rete di quadrati di diagonale == d, di modo
che in uno dei quadrati cadrd. al massimo pnol dei punti .

PR N
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Dalla serie (32) togliamo quei termini, in numero di quattro
al pid, che corrispondono a punti ¢ situati in uno dei quattro qua-
drati attorno all’origine, ‘e cangiamo tutti gli altri termini in ter-
mini piti grandi sostituendo ad ogni punto a, il vertice pih prossimo
all’origine del ¢ quadrato in cui si_trova. Provata la convergenza
della nuova serie, sara, a pilt forte ragione, dimostrata per la (32).
Tutto si riduce quindi a dimostrare la convergenza della serie
doppia

m=os w=R

))

Wt } (m? + n?)

1

’

a =
E18

ossia la convergenza della serie

400 =

1-
s ?
0

& e mt 4

dove nella sommazione s intende esclusa la combinazione m =0,
n = 0. Ora in questa serie la somma dei termini in cui m = £ n

¢ ) * Ky - P e
forma la serie cfgnvergente farnsecsen, “tectrvivvialn v )
. ( ; y 2
o0 0 < "
1 — 1
+3 F=vI A
1 (2'"«2)—2— 1

. e gli altri si riuniscono nella serie doppia

@ oo
S=4 1 ,

3
o o (m?+n?)7%

escluse le combinazioni m = n. Ma questa pud scriversi anche

mz=00  n=m—l 1
S8=8 3!
El E (m? + n?)2
e perche, essendo _
1 1 ' ’
< —= (n_-_—l, 2, ....m—l),

3 " md
(m?® + n?)'2
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si ha . . .
ot sia una funzione finita, continua (e ad un sol valore), e possegga
1 1 isfacenti alle condi-

risultera | = = , Y,
\ = LMt o 9% S
: s<8 Y 4 In tal caso direm s ‘
mt , Ret caso diremo che la w ¢ nel campo (C; , Cy) una funzione
et £ | regolare delle due variabili complesse z , z, , e scriveremo S
Dunque § ¢ convergente, come si era asserito. * < e v bt : fw=f(, z).
loo, ot e L ) ‘ '
t i , E chiaro che per ogni valore fissato di z, , interno a C,, la w

gara in C, una funzione dappertutto regolare di 2, , e analogamente
scambiando z, con z,.

Sia ora (2'y,2’,) una coppia di valori per 2, 2z, interna al
campo (C,, C,). Col centro in 2', descriviamo, nel piano com-
plesso 2, , un cerchio Iy tutto interno a C; e similmente nel piano
complesso z, , col centro in #',, un cerchio I', interno a C,. Se con
(2> 7;) indichiamo una coppia variabile entro (I, I'), la funzione

fe s z)

CAPITOLO VII. —
Funzioni analitiche di pik variabili complesse. — Funzioni implicite.

— Proprietd fondamentali delle fanzioni algebriche.

§ 70. — Funzioni regolari di due variabili complesse. 3,

1 principi della teoria delle funzioni di una variabile com-
plessa, in particolare il concetto di funzione analitica, si possono
estendere al caso di funzioni di pit variabili complesse, come ci
proponiamo ora di dimostrare in tutta brevita. Per semplicitd
di linguaggio ci limitiamo al caso di @) variabili complesse ;
ma si vedrd immedistamente che le considerazioni si applicano
al caso generale di n variabili complesse.

Siano

n=o, iy, B=% +iY

due variabili complesse, i cui indici si muovono nel rispettivo
piano complesso illimitatamente, ovvero entro campi finiti corri-
spondenti 0y, C, . Supponiamo che la variabile complessa w di-
penda da z, , 25 in guisa che, per qualsiasi coppia di valori (2, , %)
appartenente ai campi (Cy, Cg), la w assuma un valore e, consi-
derata _come funzione delle quattro variabili reali

Ty, Y5 Tas Yoo

\\\\\ " “tenendo fisso 2, e considerata come funzione della variabile Z; 8,

dentro I',, una funzione finita, continua e monodroma e perd
sviluppabile in serie di potenze di z; — 2y ; si avra :
¢y fGyz) = 3 b Gy —70)",

=0

1) Scindendo w nella sua parte reale ed immaginaria: w = u + v,
si hanno le relazioni

[ ou _ or 2 1]
P T PE R Y
o _ o ou v
dy o7 Y P

dalle quali si trae che u deve verificare simultaneamente le quattro equa-
zioni e e e e ot e e L e

d%u 2%u 2%u | %
ot Tom 0 ha om0
%u % 2%u %

0T 0Ys WYy 0%y 0%y + dy10¥2 0
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dove

1 flz, &) dz
2 = —_—— —;2-—_——
@ T g
L &
avendo indicato con s, il contorno di I’ .
D’altronde, pel modo con cui z, figura in b, , si vede che b,
¢ funzione finita, continua ¢ monodroma di z, entro C,, e quindi

si potra sviluppare in serie di potenze di z,— 75 colla formola

3) bo=Y Cn (B — 7)™
mw=0 h
dove sara
1 b, dz,
( ) . am,n 2 L) (zg _212) m41?
\ 82
ovvero per la (2)
ey 1 dz 2y, 25) dzy
5 P e i 2 15 %) 62
© ’l ».':"n (2ma)? (2g — &))" (7 —2'))"+?
5 : 2 1

Sostituendo nella (1) per b, il valore dato dalla (3), ed osser-
vando che, la convergenza delle nostre serie essendo gggg}gg%, si
possono ordinare i termini della serie doppia risultante come si
vuole, si potra scrivere : -

P SUUF JURTEUUAS S A

® 16 0= 8 DG G— ]

[ m n e R
Abbiamo dunque il teorema : Se, variando z, , z, entro 1 rispet-

finita, continua e ad un sol valore delle variabily complesse 2z , 23 ,

't essa e sviluppabile in una serie doppia di polenze intere e positive
B . . ————— e —
i det binom?

§ T
g
i ’ ’
i y—%y, Z—Za,
H

i

'

convergente assolutamente in tutto il campo.
A R St

-8 N
! i.m D oter At 'L'«‘ )-"‘ -

\(Mn)s 1 ;‘?\, St

tivi cerchs I'y, I'y di centri 2y, 2, la funzione f (2, , 25) € funzione {

e e )
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§ 71. — Serie di potenze. w

1! inversione del teorema precedente si fa con somma facilita,
ricorrendo alle proprietd delle serie di potenze di pilt variabili,
che sono affatto analoghe a quelle dimostrate nel Cap. I (§§ 3, 4,
pag. 10 sgg.) per le serie di potenze di una variabile. Per sempli-
citd, facendo 2/, = 2, = 0, consideriamo una serie di potenze di

e o e AT,

due variabili 2,2, :
(7 Pz, 2) = 3y X Omn?T %

© supponiamo che per una coppia di valori

— (0 — »(0)
zl—z(l)’ 2y =23,

nessuno dei quali sia nullo, la serie converga assolulamente, op-

pure supponiamo soltanto che per 2z, = 29, z, =23 i moduli della

serie si_mantengano tutti minori di una quantita fissa g, talché

per tutte le coppie m , n si abbia

@ a2 <0
h T ‘

Fissiamo due valori positivi 7, , 7, , tali che

7'1<|2(g)l, 72<|Z(g)]1

ma che siano del resto prossimi a |29 |, | 2%'| rispettivamente
tanto poco quanto si vuole. Sussiste allora il teorema fondamen-
tale (cfr. pag. 10) : La serie £ X a,, , 71 23, per tutti + valori di 2z, , 2,
che soddisfano le condizioni

|21|§?’1»

& convergente assolutamente ed,_in_egual grado.
La serie dei moduli della proposta (7)

®) POACSSEEN T

Izzlfg"s’
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si pud scrivere
AR E M

e, per la supposta diseguaglianza (a), essa ha i termini rispetti-
vamente minori della serie

m§z2 n

2 |
E

%
2

[y P

s ’
» gzzkz%,

la quale é dunque maggiorante rispetto alla serie (8). Ora le quan-

Zy | "
MR
29|

. gs “ ) . . . C
titd positive S | 8 .mantengono, per ipotesi, minort ri-
1

2y
—
z(g)i’

spettivamente delle due quantita fisse

T s
I

ciascuna delle quali ¢ minore dell’ unitad. Dunque la serie & ter-
mini fissi positivi

® DDA

& ancora maggiorante rispetto alla (f). Quest’ ultima, essendo
g, <1, g;<1, é certamente convergente risultando dal moltipli-

care per g i termini della doppia progressione geometrica
% Sty
192= 14

onde risulta la convergenza in egual grado della serie (), ¢. d. d.

1
1—g’

e Da, questo teorema fondamentale si traggono, come é chiaro,

conseguenze affatto simili a quelle del Cap. I per le funzioni di
\una sola, variabile, in particolare il teorema : Se la serie di potenze
E;P (2, %) comverge assolutamente per una coppia di valors 29,29
14

delle variabili di moduli |29 | >0, | 29 | >0, tracciando mei rispe-
{'tim' piani z,, z, due circoli Cy, Cy cot centri in 2z, =0, =0, in
'quisa che lascino all’esterno i punti 29,29, la serie P (2, 2), mo- i,

|

Sl
toe
Frnis

et e

|

¢

-t

R
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a)
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vendosi z,, 2, entro Cy, Cy, convergerd in egual grado le rappre-

i o ot

sentera mel campo (C,, Cy) una_funzione finita, continua’”e_mono-

§ 72. — Campo ristretto di convergenza. - Prolungamento analitico.

La delimitazione del vero campo di convergenza di una serie
di potenze a pil variabili dipende, come Weierstrass ha dimo-
strato 1), da una diseguaglianza

F (01, 02) < O,
cui debbono soddisfare i moduli
01=,z1l, 92=122|

delle variabili. Senza entrare in queste ricerche generali, che non
occorrono al nostro scopo, ci bastera qui definire quello che Weier-
tenze P (z, , 2,) nel modo seguente. Diéfinguiamo i numeri positivi o
in due classi e diciamo della prima classe 4) ogni numero o tale
che per

fz ] <e, |z|<e

la serie dei moduli della proposta converga, della seconda classe B
ogni numero ¢ tale che per :

‘z1|>9, ‘zz'>@

la serie dei moduli diverga. Come al § 3 (pag. 10), risulta che esi-
ste un numero limite R che separa le due classi, sicché la serie
P (z, , z,) converge assolutamente per valori che siano simullanea-
mente di modulo < R e diverge per valori i cui moduli superino
;i;nzditaneam&ntngM@fmxm\rghnente ud la serie convergere anche

per_valori z, z fali che sia |z, | > K, [ %< R ¢ divergere per
| 2] < B con | z, | > R/ Allora se nei piani z,, z, , 601 centri nelle

ongml, tracciamo due circoli C;, C, di raggio R, per ogni coppia

1y Binleitung in dée Theorie der analytischen Functionen (Lezioni ma-
noscritte).

I . ’\ I e 1 -
v Fiartamp o Bl THIE A
Clz, 7o . N
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(2, %) 1 cui indici cadano simultaneamente nell’ interno dei circoli,
1s serie converge assolutamente e diverge se tutti due gli indici
cadono all’esterno. Il campo (C), C;) & quello che Weilerstrass

chiama il campo ristrétto di convergenza.

““PDiciamo ora brevemente del prolungamento analitico di una
serie di potenze P (z,, z).

Prendiamo una coppia di punti (a, , a,) nell’ interno del campo
di convergenza, e sia r la pil piccola delle due distanze di a,, @,
dal rispettivo contorno. Se descriviamo coi centri in a,, a, due
circoli I';, I’y di raggio = 7, questi rimangono nell’ interno rispet-
tivamente di (C;, C,) e possiamo quindi (§ 70) convertire la serie
P (z,,2) in una nuova serie

P@i—ay, z—);

222 OAPITOLO SETTIMO

S.upponiamo di conoscere una coppia pa.iticolare Wy, 7 di
valori, che @u%gyh.ﬂ(s), e facciamo senz’altro, come & lecito :
faiga )e ©
Wy=0, 2,=20,

sicché per ipotesi

f(0,0)=0.

P
’ La funzione f (w, 0) ¢ una funzione regolare di w entro C e
8’ annulla per/ié: 0}; ma noi supponiamo naturalmente che non

sia identicamente 7 (w, 0) = 01). Questa funzione -

5 . I
m>" ‘;c»‘f‘, Ly AT KDt TS

2 FT)a s 7
ConON e Da 2

P (w) = f (v, 0)

il raggio del campo ristretto di convergenza per questa nuova ™ avrad dunque in w = 0_un infinitesimo, il cui ordine diciamo 2 ;
serie & almeno = r, ma pud anche essere maggiore. In quest’ ul- = { allora per z — 0 equazione f (w, z) = 0 ha ama radice nu“&dig‘“mm;.:o:
timo caso pud darsi che la funzione risulti cosi prolungata ana- > multipla dell’ordine n. Ora ci proponiamo di dimostrare che : pér z,*’ﬁ
liticamente al di la del primitivo campo di convergenza. Dopo ?}i’g;mggiqu’_;@u lfguazione f (w, z) = 0 avrd n radici &{;
cid & intende subito come il concetto di funzione analitica, che T T e i
abbiamo sviluppato al § 45 pel caso di una sola variabile, sia esten- . (W Wy s s Wy
dibile anche nel campo di piti variabili complesse. s T
{ .prossime a zero. : f
s . e O _Dimostreremo il nostro teorema, e ne preciseremo il senso, colle
§ 73. — Radici di un’equazione f(w,2) =0. ' . considerazioni seguenti. Cominciamo dal descrivere nel piano w
. o> un circolo ¢” di raggio ¢, concentrico a 0, e pill piccolo in guisa
Sia Y e e AN che P (w) = f (w, 0) non si annulli nell’area circolare ¢’ né sul suo
L f(w, 2) = 2 2 Ay W™ 2 ' o Kaa contorno ¢, eccetto naturalmente che in w = 0. Su tutto il con-
. torno s la funzione f (w, , 0) avra il modulo discosto da zero; sup-
' niamo che sia sem T e
una serie_di_potenze delle due variabili w, z, di oui indichiamo ” e
con R il raggio del campo ristretto C di convergenza. Poniamo (9) f | fGaw,, 0) [ > g,
fra w e z la relazione . T
® T e ;’e.ssendo g una quantita positiva. Mostriamo in primo Iuogo che f
| i pud desorivere nel piano -, ool otfro in 3 = 0, m serchiG T |
5 e S T at
e domandiamo se, ed in quale senso, potremo dire che w viene e ,385%2;&?{@%%!&@9}“ ;
cosi definita come funzione analitica implicita della 2. Un caso iy I T T &
:  mvorsions a9 [1fe,9—f@,0]<g |

. e e e A ; .
particolare é gia stato risoluto al § 58 coll’ inversione delle serie,
| & con un metodo analogo possiamo ora risolvere la questione ge-

. nerale.

5
- B \?j

1)°In tal caso in tutti i termini di f (w, z) comparirebbe una potenza
di z, che si potrebbe sopprimere in precedenza.

oy
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,

la serie f(w,z). ¢ convergente in egual grado e perd possiamo. de-
comporla in una parte finita P (w, z) (un polinomio) ed un resto
R(w,2):

I(ws z) =P (wa z) + B (w, 2},

tale che sia per tutti i valori di w, 2z, di modulo non superiore a ¢ :

1
I B (w, 2) | <'§‘ g
Ora
f(wn 2) = P(wn z) +R(wn Z),
f(wn 0) :P(wn 0) +R(w,,0) ’
e percid
2
Vo, ) —fw, 0| < | P, 9—Pw, 0)|+2g.
La differenza
P(wn z)_P(u,u’ O)
é un polinomio in z, che sl annulla per z = Oe i coefficienti, pur
variando w, sul contorno di C’, non superano col modulo una

q_ganhté fissa. Possmmo dunque prendere 7 cosi piccolo che sia
sempre

AN

| P(w, ) —Pw, 0)|< 3¢ per|z|<r

e troveremo cosi sempre verificata la (10), come si voleva.

Cid premesso, dimostriamo che : fissato un valore z di modulo’
T Z| <r, Pequazione f(w,z) =0 avrd premsamente@ radict w, ¥

Wy 5 <oy Wy Wﬂb e
Intanto la f(w,2) non si annulla certo sul contorno & di (o
poiché se fosse

flw,, 2)=0,
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per la (10) ne risulterebbe | f (,, 0) | < g, che contraddice la (9).
Se indichiamo adunque con & il numero delle radici di

fw,, z)=0,
. . afw,2)
entro ', e poniamo [, (v, z) = g avremo, secondo la for-

mola dell’ indicatore logaritmico :

_ 1 F oy, 2)
N_—_z_”—; /(wcsz) dw

o/

L’ integrale del secondo membro, se facciamo variare z en-
tro I', é una funzione continua di z ed essendo un numero intero,
dalla considerazione stessa fatta al § 58, risulta che esso serberd
sempre lo stesso valore. Ma poiché per z = 0 si ha N = n, avremo
sempre

== - -4

N=mn c.d.d.

)
N g

§ 74. — Teorema di Weierstrass.
g d w6e Leacs b

T

Siano w,, w,, ..., w, i valori d1 w entro (', radxcl dell’equazione

f(w,2) =0 per z<r.

Se consideriamo I’ integrale

”

1 dlogf(w,2)
2—n—i/w"-—-—aw dw,

.

essendo & un intero positivo qualunque, il suo valore sara la somma
dei residui nell’ interno, onde :

_ 1 dlogf(w,2)
w+w+w+m_aiﬁw_7$~wm

e WSS P a P e
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ed il secondo membro ¢ evidentemente una funzione regolare di 2
entro I', che di pil si annulla per 2 =0/ "Se poniamo

P (10,2) = (W—w,) (W— 1) ... (W—10,) =
= w" + a W + @, W 4+ 4 a”,
saranno qumdl e a serie di potenze di z convergenti entro I,

" Preso ora un punbo qualunque z entro I', ed un punto w entro C,
distinto da w, , w, , ..., w,, si consideri la funzione di w

[ 1 dlogf(w,z2)
w—w ow

Questa, ha entro C, solo singolarita in

Wy, Wy, ..., W, ©in w,

e precisamente singolaritd polari del primo ordine, coi residui

1 1 1

©, ___w Wz—w’ ey w”_'_é

nei primi punti, e col residuo

(8 log/(w 2)

w=1u

in w. Avremo quindi

L ! ! (8 108! (w, z))

1
=‘)_'f 1 _alogf(w2) .
by 47 sw—w ow

11 secondo membro ¢ una funzione regolare di z e w, diciamo
P (w,2) e, cangiando % in w, potremo scrivere la formola prece-
dente anche cosi :

ologf(w,2) dlogy(w, 2)
ow ow

=P (w2},

'

,,N,§*
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da cui, integrando rispetto & w e passando dai logaritmi ai nu-
meri, otteniamo : .
P, (w,2) R .

fw,2)=vp@) » pw2)e
ove y (z), che é una funzmne mgolare 'di z e non s’ annulla per
z =0 (altrimenti s’ annullerebbe identicamente f (w, 0) ), si pud

includere nell’ esponenziale.
Otteniamo cosi la formola :

f(0,2) = @ (w,2) 9 = " + qw ™ + ot ap e

i
3
1
Tay
i
i

P, (s, z)

che ci esprime il teorema di Weierstrass : Se la funzione regolare “
{ (w, z) delle due vanabdz complesse w, z 8 annulla per w=0, / {
z2=0, e non (w,0) = 0, in un intorno mﬁcwﬂf-
tem(mtepwcolodcw_-OZ—O stpubporresouolafmvm ‘

/ f(w$ z): ZW” + al W+ L+ a”) eP100:9) I

SRS o YR

dove il primo /aﬂore, che pone in evidenza sl modo di annullarat «

della funzione, é un polinomio di grado [msto m w con coef)icwntt
funzioni _regolari di z e mulle ELL‘;(_) mentre il secondo fattore
(esponenziale) non si annulla pit nell intorno.

§ 75. — Funzioni implicite. e

Il teorema di Weierstrass ci dimostra che, volendo studiare i
come dipendono da z nell’ intorno di z = 0 le radici wy , wy, ..., Wy
prossime a zero dell’ equazione

fw,2)= 0,

si pud sostltmre a questa Paltra pit semplice
; sp(w,z)_—w"+alw"“1 +a,=0,

che & del grado n in w. Se supponiamo dappmna n =1, equa-

zione precedente ci da senz’altro w in serie di potenze per z e ci {
dimostra il teorema fondamentale :
Se lequazione f (w, z) = 0 & soddisfatia per z=a w=>bed é

z " g
af (w, )) +0, i
‘& - g ,uw’ il ehae o ;'-“*‘v“? .
. 4 e

AL F2 u‘J 1
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| per ogni valore di z prossimo ad a U equazione ha una sola ra-

!
f

I

| dice w prossima a b e questo valore w é una funzzmw regolare di z";

0

i%nell intorno di z = a.

_ Quando invece si annulli per z = a, w = b un certo numero
di derivate

ot &f 'f
aw awz aw»—l’

ma sia
8"/)
—_ 0,
Juw™ a,b='=
allora per z = a avremo n valori w, , w, , ..., w, prossimi a b, dati

da un’equazione della forma

1) @0,z = (w—b"+a (w—H"" ...

dove le a sono funzioni regolari di z nell’ intorno di z = @ e quivi
nulle. Questi n valori di w, restringendo convenientemente 1’ in-
torno di z = a, si potranno supporre tutti distinti, altrimenti
dovrebbe annullarsi anche il discriminante D (z) della (11) rispetto
a w; ma questo discriminante & regolare nell’ intorne di a, e re-
stringendo I’ intorno si pué far si che non abbia altra radice che
inz=a.

" Sez ¢ un punto di questo intorno distinto da a, ciascuno
degli n valori w, , wy, ..., w,, per es. w, , sara sviluppabile in
serie di potenze di z——zo, essendo

@’w”) =+0.

; Vediamo dunque che in ogni caso, ponendo fra w, z il legame
 espresso dall'equazione -

|
! .
§ {i(w)z):O’

Evenmmo a deﬁmre Hh funzlom anahtlche w della. varia-
}bxle oomplessa 2.

T

rrls
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§ 76. — Funzioni algebriche.

Apphclnamo questi risultati generali al caso importante in
oui la f(w,z) sia una funzione razionale inters degli argomenti
w, z, e si abbia quindi 'equazione :
(12) f0, ) =g, u" + @ (AW + . + Paos ()W + P () =0,
i cui coefficienti @, (z) sono polinomi razionali interi in z. Sup-
poniamo di pi che il polinomio f (w, z) sia srriducibile, cioé non
gi possa decomporre in prodotti di altri tali polmomi altrimenti
la (12) si decomporrebbe in altrettante equazioni. La w, definita
da una tale equazione come funzione implicita di z, dicesi una
/unzwm algebm:a di z. Per ogni valore di z abbiamo n valori di w:

wl, wz, ey w”,

che sono in generale distinti e finiti. ‘Eccezione si ha soltanto per
un numero finito di valori di 2, i cui indici diconsi &yz critics.
Questl puntl 1ti critici sono di due due specie. Essi provengono in “primo
luogo da quei valori di z che annullano il primo coefficiente @, (2),
e per questi valori di z uno o pit dei valori di w diventano infiniti ;
uno golo se quel valore di z annulla il primo coofficiente @, (2) ©
nessuno dei seguenti, pilt se accade il contrario.

In secondo luogo, per_valori gpeciali di z, Possono due o pilt

valon di w coincidere ; clb avviene quando insieme a f(w,z) si
annu]]a anche 3/‘;0 ,2) ‘e perd il discriminante D (z) della (12)

”

nspetbo a w, il quale non & certo identicamente nullo, essendo
la (12) irriducibile.
Gli indici delle radici delle due equazioni

9z =0, D=0

sono dunque i punti critici della (12).
Se z = a & un punto non critico, le radici

Wy, Wy, ooy Wy
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sono finite e tutte diseguali per z = a, onde

fw, 9 =0, ("""”“’) +0
' 3 . }

$1., Smam ,'-1 PRSPV N B A RS

e dal teorema fondamentale del paragrafo precedente nsulta

Ciascuno degli n rami

Wy, Wy, ..., W,

¢ nell’ intorno di un punto non critico z = a una funzione regolare
di 2, cioé sviluppabile in serie di potenze
(13) w,= P, (z—a).

- E facile vedere che se prolunghiamo analiticamente un ramo
w, = P, (z— a), il suo prolungamento soddisfard ancora alla (12)
e sard quindi sempre uno degli » rami. '

 E invero se P, (z—b) ¢ un prolungamento analitico imme-
diato di P, (z— a), nel campo comune di convergenza si ha

fPyz—0b), 2)=0,

e questa relazione vale qumdl anche in tutto il campo di con-

et

vergenza di Py (z—Db). 7, wrdic ¢ s oinin 40 o e ea

§ 77. — Teorema fondamentale.

Consideriamo nel piano complesso z una curva chiusa o, che
parta da un punto non critico 4 e vi ritorni, senza passare per
alcun punto critico. Per ogni punto b di ¢ gli » rami saranno svi-
luppabili in serie di potenze P (z— b) il cui raggio R del cerchio
di convergenza ¢ certamente > 0, ed ha un limite inferiore 7 r>0 1)
allorquando b percorre ¢ ; questo raggio r potra semre come rag—

7 PN

g tiaa Do rereatin

1) FEsiste certamente un limite inferiore di R, sia r; basta provare
che > 0. Per un teorema di Weierstrass, esiste sulla curva almeno un
punto L tale che in qualunque intorno di esso, comunque piccolo, il limite
inferiore dei valori di R é ancora 7 ; e siccome, per questo punto limite, R
ha un valore Ry > 0, in un intorno sufficientemente piccolo di L tutti i

.. Ry
valori di R saranno per es. superiori & -~ 9 onde é certamente r > 0.
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gio di convergenza per tutti i punti di o. Fissiamo in 4 un ramo
di partenza w; e prolunghamolo analiticamente lungo il cammino ¢
per mezzo di cerchi di convergenza di raggio r, ciascuno dei quali
abbia una parte superficiale a comune col precedente. Al ritorno
in A4 il ramo w; o ritornera col valore iniziale, o con uno degli altri
n—1 valori che w ha in A, Se si osserva che due rami diversi
w;, w,, descritto il cammmo chiuso, si mutano necessariamente
in due rami diversi, si vede che l'effetto prodotto sugh n rami
0, Wy, oy Wy dal descrivere il cammino chmso o safﬁ‘ﬂf garmu—
tiiﬂi‘fm lom in un cerbo modo, di produrre cioé una corrispondente
eoetotuzmne sui rami

g W, W e W
W, Wy ... W,
gli indici 4,, 1, , ..., 4, coincidendo, salvo I'ordine, con 1, 2, ..., n

T 8i vede poi subito che la sostituzione S sugli indici rimane la stessa
| c

A

Fig. 8

' spostando sopra o il punto A di partenza. Questa sostituzione 8
% pud anche edsere l’identltb, ciod pud ogni ramo ritornare col proprio T/
f

i valore. £id avviene effettivamente se il cammino chiuso o é tutto

lf' L N g’

TR
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contenuto in un’area semplicemente connessa e priva di punti cri-

%ici Per dimostrarlo, supponiamo dapprima che o non intersechi |

86 stessa, nel qual caso formerd il contorno di un’area semplice,

priva nell’ interno e sul contorno di punti critici, e per ogni punto z,

dell’area (contorno incluso) potremo servirci per le corrispondenti

serie P (z— z,) di un raggio fisso r cerchio di convergenza.
Descriviamo il cammino chiuso

c=ABCDA

della figura, partendo da 4 col ramo_w; , e supponiamo si ritorni

in A con un valore diverso w,, sicché la sostituzione prodotta e

sui rami dal cammino chinso 4 BC D 4 non é !’ identita. Per
mezzo di una linea semplice B D, che riunisca due punti del con-
torno ¢, dividiamo Farea in due regioni coi contorni A BD A4,
B C D B. Dico che y’l;g"a.lmeno di questi due cammini chiusi deve
produrre sui _rami una sostituzione non identica.

~ Ein vero, se invece di descrivere o descriviamo l'altro cam-
mino chiuso planeanasivog

P
ABCDBDA,

inserendo due volte il tratto B D, percorso in verso contrario,

Y

Peffetto prodotto sui rami é evidentemente lo stesso. Se dunque .

v, e

il cammino chiuso BC D B non produce sostituzione sui rami,
Peffetto prodotto da o sard il medesimo che quello del cammino
chiuso 4 BD A, il quale produrra un’effettiva sostituzione. Pos-
siamo ora ragionare sul cammino chiuso 4 B D A come prima
sopra A BC D A, spezzando 'area racchiusa in due aree parziali
pit piccole. Cosi procedendo, arriveremo ad un contorno chiuso,,
! producente sostituzione sui rami, tutto contenuto in un cerchio
‘ de_lﬂ%ggio fissato r, cid che ¢ assurdo. T
chiaro poi che se il cammino chiuso o intersecasse sé stesso,
basterebbe applicare considerazioni analoghe a quelle del § 31
per arrivare alla medesima conclusione.
i Abbiamo cosl dimostrato il teorema : In qualunque area sem-

| plicemente connessa, priva_di_punti_critici, ogni ramo della fun-

| zione algebrica ¢ una funzione finsta, continua e monodroma di z. -

" "In particolare se, fatto centro in un punto @ non critico, de-
scriviamo un cerchio che lasci all’esterno o sulla periferia tutti
i punti critici, in questo disco circolare ogni ramo della funzione
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algebrica ¢ finito, continuo e monodromo e quindi sviluppabile
in serie di potenze (13) convergente in tutto I’ interno del disoo.
Dunque : La serie di potenze (13), che rappresenta uno qualunque
' dei rami nell’ intorno di un punio a non critico, ha un cerchio di |
' convergenza che s estende almenoﬁy,q al pitk prossimo punto critico.

#

§ 78. — Punti di diramazione.

Andiamo ora a studiare il modo di comportarsi di una fun-
zione algebrica nell’ intorno di un punto critico z = b ( a distanza
finita) e supponiamo dapprima che in b coincidano due o pit rami,
senza_che alecun ramo vi diventi infinitG ; supponiamo cioé che b

&> sia una radice del discriminante D (2) e non del primo coefficiente

%o (2) (§ 76). Prendiamo un intorno, per es. circolare, cosi piccolo
del punto critico b che non contenga alcun altro punto eritico.
Per un giro attorno a z = b gli » rami Wy, W, , ..., W, subiranno
una sostituzione S (che potra anche eventualmente ridursi all’ iden-
titd) ; decomponiamo questa sostituzione in cicli e sia

(wy, w,, ..., wy)

uno dei cicli contenente il ramo w, . Per vedere la specie di sin-
golaritd che hanno in z=b i p rami w,, Wy, ..., ;;,mche si per-
mutano ciclicamente fra loro girando attorno a &, facciamo la
sostituzione

(14) z—b=1tr

e consideriamo w, , w,, ..., w, come funzioni di ¢. Se nell’ intorno
considerato di z = b prendiamo un punto z, e col centro in £
descriviamo un cerchio che escluda b, i rami Wy, Wa, ..., W, SODO

- gviluppabili in serie di potenze di z—2z,. Considerati come fun-

zioni di ¢ in un intorno di ¢ = 0, essi sono quindi funzioni rego-
lari in ogni punto, salvo al massimo in t = 0. Ma ora vediamo
subito che essi sono fegolari anche in t= 0, per la qual cosa basta
dimostrare che, facendo compiere & ¢ un giro attorno a ¢ — 0,
ciagcun ramo, per es. w, , ritorna col proprio valore. E invero, per
la (14), se ¢ gira una volta attorno a t =0, la 2 gira p volte at-
torno a2 z=1> e, sui rami di w producendosi la sostituzione 87,

s
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si vede appunto che Wy, Wy, .

-, W, ritornano ciascuno col mede-
simo valore. Avremo dunque B

=P(ty=ay+ayt +a®+ ...,

cioé o ‘
5 1 2 Y 'f sluf,,?x- P 2
(16) { ao+a1(z—~b)” + 8y (=Y 4 e - ’-P’ij‘f”"
— e Pl
E chiaro che gli svﬂuppl per w, , w;, ..., w, si ottengono da
! ‘quello di w; cangiando ¢ in e, €2t ..., P~ nspettwamente ove
'8 ponga
2mi

fe=¢e ,

i —e

giacché per un giro di z attorno a b, che muta w; inw,, w, in wy ...,
i

la (z—8)? acquista appunto il fattore «.

Come si vede, nell’ intorno di un punto eritico z = b, ove | ﬁw
pilt rami coincidong,.” questl si sVlluppano in genera.le per mnze raftnce
fmmam di z—2b, i cui esponenti hanno il medesimo denomi- = Aitnar
natore.

Pud anche darsi che il punto critico sia soltanto apparente
e cid avviene se la sostituzione S ¢ I’ identita. Allora nell’ intorno
di esso tutti i rami si comportano regolarmente.

Se la S non ¢ I’ identita, il punto z = b si dice un punto cri-
tico algebrico o di dzmmazwne per significare che, girando attorno
~ad un tale punto, i rami si permutano fra loro.

§ 79. — Singolarita polari.

()\\
‘-0

Supponiamo ora che il 1 valore critico z =5 annulh il 10 coef- ‘*’ﬂo
ﬁclente Po (z) Se facciamo Ia sostituzione

§ |-

Pequazione (12) diventa

(16) . @@ W™ + g, 1 (W™ '+ ...+ g ()W + @, (2) = 0.

' semplicemente in z = b una
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Se il valore z =15 annulla ¢, senza annullare @,, la (16) ha
per z=b una sola radice nulla ', = 0, talché Wy é una serie
di potenze di z—b- annnxllnntemwr z—-f/Supposto che vi si

annulli~ dell” rﬂiﬁe %7, avremo

i o ot

Wy =(z—b"|a, + ay(z—b) + ...}, cona,=+0,

e quindi pel ramo corrispondente w, della primitiva

joo_ 4 Ay Ap ]
jwy = e—or + F—p toe by + P(z b).%,.

Quel ramo w,, che diventa infinito per z = b, ha dunque
larita polare,
Supponiamo ora che per z = b siano nulli, oltre g,, anche

Pr1s P ooy 'I’r"i o sia
@, (&) ==0.
Allora la (16) ha per z = b precisamente r_radici nulle. Una
di esse, per es. o/, , si swlupper& nell’ intorno di z = b per potenze
intere e positive di (z—b)ﬂ , supposto che il ciclo contenente 1d 1

consti di p rami. Se lo sviluppo cominecia colla potenza (z-——b)v,
avremo

q i .
W, = (Z‘-b)F; a;+ag(z—byp + ... ( , 4,0,
indi
: -2 L
wy = (2——b P'a1+a,(z—b)l’ + (s a=0,

‘ I — i

an w=—"1_ %4 +P((z-——b)r)

—br (z—b 7 (z——b)p e

In tal caso w,; si sviluppa adunque per potenze intere, posi-
tive e negative, di

1
z—b7;
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ma la parte che contiene potenze negative ha sempre un numero
§7ito di termini. K evidente che una tale singolaritd si pud ri-
guardare come proveniente dal sovrapporsi di una_singolarith
polare e di un punto di diramazione. . o

‘Abbiamo cosi esaminato il modo di comportarsi dei rami di
una funzione algebrica nell’ intorno di ogni punto z = b a distanza
finita.‘Resta soltanto che esaminiamo cid che accade nell’ intorno
Q_i”zi= 0 . Colla sostituzione z = —:/- riporteremo 'esame all’in-
torno del punto # = 0, e diremo quindi che in z =00 si ha pel
ramo w, in considerazione un punto regolare, un punto di dira-
mazione, ovvero un polo, corrispondentemente a quello che accade
per wy in 2 = 0. 7

Gli sviluppi dei rami nell’ intorno di z = o, nel caso che

questo punto sia singolare pel ramo, si otterranno quindi sempli-
. . .1

cemente dagli sviluppi (15) o (17), cangiandovi z—b in -

. . 7
¥ Riepilogando, abbiamo il risultato : Ur}y\jg]‘}zw ﬁl){wg ha 5
; su tulta la sfera complessa un numero finite di punis singolari, che '
3 possono essere o_poli, o punti di diramazione, o singolaritd composte <,
) di queste due speci.

'

§ 80. — Le tunzioni algebriche come funzioni analitiche.

Ciascun ramo di una funzione algebrica di z é altresi un ramo
g‘gﬂu;x;fnnzmﬁéanahtwa e, come si ¢ detto gid al § 76, la fun-
zione analitica prolungata da sempre un ramo della funzione .al- .

y gebrica. Ci rimane da risolvere 1’ importante q.ue.stione: Gl n i
| ramiw, , Wy, ..., w, della funzione algebrica w costituiscono gmmgg’lg i
E funzione andlitica, ovvero U insieme di pit. funzioni analitiche?

Dimostreremo che: Nella nostra ipotesi. che Lequazionef (. 2) = 0. i)
ﬁmw duoiile, gl s della_funsionealgebrica w costituiscono ||
Tun’ unica funzione analitica. Per questo bastera dimostrare che
'daun tamo i, si pud passare, per prolungamento analitico, de-
gcrivendo convenienti cammini chiusi, ad uno qualunque degli

altri. Supponiamo al contrario che da w, si possa cosi passare sol- ../

tanto a
Wy, Wy, -y Wy cCOD P <N
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Si vede subito che i p rami w, , w,, ..., w, formano un ciclo
chiuso in guisa che da uno qualunque di essi si pud passare per
prolungamento analitico soltanto ad uno degli altri. Consideriamo
allora le funzioni simmetriche elementari dei p rami del ciclo

Pz =wf +wk + 4k,
ove k é un intero positivo. Questa funzione analitica di z é uni-
forme su tutta la sfera complessa, poiché per ogni cammino chiuso
descritto da z i p rami w, , w; , ..., W, si permutano fra loro e Fy (z)
ritorna quindi col medesimo valore. Inoltre la F, (z) possiede
soltanto un numero_finjto di singolarita, e queste sono necessa-
riamente singolarita polari; infatti, applicando ai singoli ter-
mini w% gli sviluppi (15), (17), le potenze frazionarie debbono
necessariamente sparire nella somma monodroma F; (2).

Questa funzione F) (z) é dunque una funzione razionale di 2z
(§ 61). Ne risulta che il prodotto

(w—w;) (w—w,) ... (w—wp) =P+ ay wP '+ u P+ .+ oa,

ha i suoi coefficienti funzioni razionali di z. Questo polinomio
é d’altronde un fattore di

fw,2) = @y (2) (w—wy) (w—wy) ... (w—1w0,),

onde seguirebbe che f (w, z) é riducibile contro 1’ ipotesi.
Dimostriamo ora che le proprieta caratteristiche delle funzioni

analitiche algebr_i}i{e consistono in cid: 1° esse hanno un numero

finito di determinazioni o rami; 2° su tutta la sfera complessa

non hanno che un numero finito di singolaritd, che sono o poli

o punti di diramazione. o h
E invero se w & una funzione analitica di z con » rami

Wy, Wo s ooy W,
ed ha un numero finito di punti singolari, nell’ intorno dei quali

possiede sviluppi della forma (15), (17), il ragionamento testé ap-
plicato dimostra che nel polinomio

W a W L+, = (w—wy) (W— w,) ... (W0—w,)

i coefficienti a sono funzioni razionali di z.
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§ 81. — Gruppo di monodromia.

Consideriamo un’equazione algebrica

G @ W+ @)W+ @, () =0

TFissando un punto non critico 4 nel piano, ad ogni cammino

chiuso ¢ descritto da z, che parta da A e vi ritorni senza passare
per alcun punto critico, corrisponde (§ 77) una sostituzione S sugli
n rami. Se consideriamo due cammini chiusi 6,, 05, che produ-
cano rispettivamente le sostituzioni S;, S,, il cammino chiuso
o, 0y, che risulta dal percorrere prima o; poi o, produce eviden-
temente la sostituzione prodotto

S;. 8, .

In particolare il cammino o7, che si ottiene percorrendo oy
in senso inverso, produrra la sostituzione inversa N

Cid premesso, consideriamo la totalitd dei cammmi chiusi ;
avremo corrispondentemente un insieme di sostituzioni sui rami
che saranno necessariamente in numero finito, al massimo = = (n).
Queste sostituzioni

(18) 8, Sey ooy Sins

fra le quali si trova certamente 1’identitd, formano un gruppo
poiché, per le osservazioni premesse, se 5, 8, sono due sostitu-
zioni qualunque della serie (18), anche il prodotto 8; 8, trovasi
nella serie stessa. Questo gruppo I' dicesi il gruppo di monodmmm
dell’equazione. Facilmente si vede che il gruppo stesso é indipen-
dente dal punto iniziale scelto 4.

Poiché inoltre ’equazione é supposta irriducibile, vi sono in r
sostituzioni che portano un ramo qualunque in un altro qua-
lunque, cioé : ¢l gruppo di monodromia I é transitivo.

11 gruppo di monodromia I’ possiede le proprieta caratteri-
stiche date dai teoremi seguenti :

10 Se una funzione razionale

y=F(wy, wy, -, W, 2)
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degli n rami della funzione algebrica, e di z, rimane invariaia ese-
guendo sugli n rami una sostituzione qualunque del gruppo I' di
monodromia, essa é una funzione razionale di 2.

E infatti, pei principi della teoria delle equazioni, la y & cer-
tamente legata & z da un’equazione algebrica (risolvente della
data), cioé é una funzione algebrica di 2:

(19) F (wy, w,, .., wmz) =9 (z) .

Ma, descrivendo un qualunque cammino chiuso, y (z) ritorna,
per ipotesi, col medesimo valore ed é percid una funzione razio-
nale di z.

20 I nversamente, se una funzione razionale F(wy,w,, .., w,, 2)
81 pud esprimere razionalmente per z, essa deve rimanere invariala
per qualunque sostituzione del gruppo di monodromia.

E infatti nella (19), ove si supponga y (z) razionale in z, fac-
ciamo percorrere a z il cammino chiuso ¢, , che produce la sosti-

tuzione
8, = ( s W; )
w, w,

del gruppo di monodromia. Per le proprietd del prolungamento
analitico, la (19) rimarrd sempre soddisfatta e perché v (z) ri-
torna col proprio valore avremo

Fu, w, .., w,, 2)=F(wy, wy, ..., w,, 2), d. d.c.

In generale distinto dal gruppo di monodromia ¢ il gruppo
algebrico G dell’equazione, pel quale intendiamo il gruppo di Ga-
lois per I'equazione nel campo di razionalita formato dalle quantitd
costanti (coefficienti) che vi figurano, aggiunto al campo stesso
il parametro indeterminato z. Pel gruppo algebrico dell’equazione
valgono i due teoremi sopra enunciati pel gruppo di monodromia,
soltanto modificati in questo che le funzioni razionali di z ivi con-
siderate hanno di pilt coefficienti razionali. Si dimostra che in ogni
caso : Il gruppo dv monodromia I' é un sottogruppo invariante del
gruppo algebrico G ; Uaggiunta di una sola irrazionalitd numerica
abbassa il gruppo di Galois per Uequazione da G a I' Y).

1) Vedi Teoria dei gruppi ¢ delle equazioni algebriche.
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§ 82. — Sostituzioni elementari del gruppo di monodromia.

Consideriamo sulla sfera complessa i punti di diramazione in
numero finito -
Qyy Ayy ey Opy

incluso il punto o, se é di diramazione, e fissiamo il punto 4 ori-
gine dei cammini chiusi che descriviamo per calcolare le sostitu-
zioni del gruppo di monodromia. Diciamo cammino elementare o
cappio un cammino chiuso foggiato nel modo seguente. Andiamo
da A ad un punto 4, vicinissimo al punto critico @, per un arco I,
di curva semplice, giriamo poi intorno ad @, , nel verso positivo,
sopra una piceola circonferenza o, avente il centro in a, indi, per-
correndo [, in sénso inverso, torniamo in A4. Il cammino chiuso

oo i

sary il cappio relativo ad @, . Cosi per ciascun punto critico a;
costruiremo un cappio corrispondente I; o; I7', in guisa che i
tratti I, , I,, ..., Iy non & intersechino fra loro. Corrispondente-
mente ad ogni cappio [ ¢;l;', avremo una sostituzione s; del
gruppo di ibpn()dromia, e facilmente vediamo che : L’ intero gruppo
™ di monodrifnia si genera, componendo le sostituzioni elementar:

Sy Spy ey Sy

e le loro potenze fra loro. E invero qualunque cammino chiuso si
‘pud ridurre, per deformazione continua, senza attraversare punti
critici, ad una successione di cappi.

Naturalmente fra le sostituzioni generatrici s, , s,, ..., Sy pud
esservene un certo numero di superflue, che risultino cioé da com-
binazioni delle altre. Anzi cid avviene necessariamente se nella
serie .

@y Qg ooy Ay

sono inclusi tutti i punti di diramazione, giacché un cammino
chiuso che avvolga tuiti i punti critici produce la sostituzione
identica.
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i .Per calcolare le sostituzioni elementari 8;, prodotte dai cappt

~ la ricerca fondamentale da farsi consiste nell’esaminare come si’

, Permutano fra loro i rami girando sul piccolo contorno o,, avvol-

i gente il punto critico a;. Questo insegns il metodo di Puiseux
c'he p(?rme.tte di calcolare dello sviluppo in sermrwp:)«b;n;:f;:
zionarie di z—a,, per ogni ramo, tanti termini quanti occor-

®

Fig. 0.

rono per differenziare il ramo stesgo da tutti gli altri. Ma noi non ci
addentreremo qui in tali studi e solo faremo 'osservazione seguente
che, calcolato il discriminante D (z), permette di riconoscere ge
una sostituzione elementare s; ¢ pari o dispari, se consta cioé di
un numero pari o dispari di trasposizioni. '
Diciamo che : La sostituzione elementare 8, sard part o dispari, |
e-wco'nfio che il punto critico z = a; sard pel disoriminante D (z);n; *
infinitesimo (od un polo) di ordine pari o di ordine dispari, ;
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E infatti la radice quadrata del discriminante

1 1 1 i
i K 2
w;, W, L 0 S s
S 2 2
VO TORN PR
u,:'—‘ w?’l w:—‘ ;
1

per il cammino chiuso o; non cangia se s; ¢ pari e muta invece
di segno se ¢ ¢ dispari. Ma se I’ infinitesimo (o polo) ¢ dell’or-
dine r 'argomento di D (z) aumenta (o diminuisce) dopo il giro g;
di2nre quello di /D (z) (z) di =7, onde avverra il primo caso
se r & pari, il secondo se r & dispari.

CAPITOLO VIIL

Prime nosioni sulle superficie di Riemann e sugli integrali Abeliani.

§ 83. — Concetto generale della superficie Riemanniana.

Per lo studio delle funzioni algebriche e dei loro integrali
(integrali Abeliani) Riemann ha introdotta un’utile e fe‘conda,
rappresentazione geometrica colle superficie che porta,no‘ il suo
nome. Ci proponiamo di esporre nel presente capitolo i primi
concetti della teoria Riemanniana, nella brevita che ci viene im-
. posta dalla natura del presente corso. Se, proseguendo lo studio
delle funzioni algebriche, si adopera, come negli ultimi paragrafi
del Capitolo precedente, la consueta rappresentazione geometrica
nella quale i valori della variabile mdxpendente Z vengono distesi
gul piano complesso di Gauss (o sulla sfera complessa), si presenta
P’ inconveniente che in ogni punto z la funzione algebrica w non
ha pit un solo valore, ma un certo numero m di valori distinti ;
e per segmre la variazione della w, allorqua.ndo il punto rappre-
sentativo si muove nel piano complesso, occorre sempre tener

16
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conto del cammino seguito dal punto per giungere dalla posizione
mlzmle alla finale, poiché insomma la w non é pii una funzione
monodroma della posizione del punto rappresentativo. L’ intro-
duzione delle superficie di Riemann ha appunto per iscopo di
ristabilire la monodromia nella rappresentagione.

Chiameremo superficie di_Riemann per una data equazione
algebrica 1) :

(1) fae,z) =0

una superficie chiusa cosi costituita che ad ogni suo punto possa
associarsi 0, come diremo, pensare ivi deposta, una ed una sola
coppia di valori w,z, soddisfacenti alla (1), ed inversamente ad
ogni tale coppia corrisponda uno ed un solo punto della super-
ficie, in guisa che la corrispondenza biunivoca fra le coppie (w, z)
ed i punti della superficie sia una corrispondenza continuq.

Ammessa per un momento la possibilita di costruire una tale
superficie Riemanniana R, possibilita che fra breve dimostreremo,
€ chiaro, che se il punto rappresentativo P descriverd sulla su-
perficie B un cammino chiuso qualsiasi, la coppia iniziale (w, z)
sara ricondotta, attraverso ad una catena continua di valori, alla
coppia primitiva stessa, ed avremo cosi perfettamente ristabilita
la monodromia. Osserviamo che sulla superficie Riemanniana R
ogni valore z della variabile indipendente dovra manifestamente
trovarsi disteso tante volte quanti sono i valori di w corrispon-
denti ad un medesimo valore di z e cioé precisamente m volte,
se la (1) & di grado m in w; similmente ogni valore di w si tro-
vera sulla B ripetuto » volte, se n ¢& il grado della (1) in z.

La definizione stessa che abbiamo dato della superficie B di
Riemann rende evidente che potremo sostituire ad R qualunque
altra superficie chiusa R’, tale che fra i punti di R e quelli di B’
possa stabilirsi una corrispondenza biunivoca e continua, bastando
per cid immaginare deposta ogni coppia di valori w, 2, soddisfacenti
alla (1), anziché in un punto P di R, nel corrispondente punto
P di B. In questi studi adunque la forma e la grandezza delle

1) Qui ei occupiamo soltanto delle superficie di RiEManw corrispon-

* denti ad una relazione algebrica fra w, z ; ma si possono egualmente consi-

derare superficie Rietusnniane per reluzioni funzionali di _specie qualunque.
Queste superficie di monodromia possono alla loro volta prestare utili ser-
vigi nelle ricerche analitiche.,
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varie parti della superficie rappresentativa non hanno per sé im-
portanza alcuna e solo essenziale é la relazione di contiguita fra
le parti stesse. Conviene per cid immaginare la superficie come
formata da un velo perfettamente flessibile ed estendibile, ¢ le in-
finite forme che possono darsi alla superficie deformandola in
“modo continuo, senza rottura né duplicatura, saranno perfetta-
mente sostituibili, pel nostro scopo, alla superficie primitiva. Anzi
potremo pill in generale ammettere di spezzare la superficie in
un numero qualsiasi di paru e, dopo di avere deformata in modo
arbitrario ciascuna delle parti, di riunire ancora i vari pezzi,
solo che si facciano alla fine coincidere nuovamente i punti, che
si trovano riuniti sulla superficie primitiva. Ammetteremo an-
cora che il velo ideale, da cui la superficie é costituita, possa li-
beramente attraversare sé stesso e fra due regioni che mutua-
mente si attraversano penseremo non aver luogo, lungo la linea
di passaggio, connessione alcuna, se non ha luogo la coincidenza
dei valori di w, z che nelle duc regioni immaginiamo deposti in

uh medesimo punto di questa linea ). Del resto si pud in ogni -

caso, con deformazione continua, ridurre una superficie Rieman-
niana ad una superficie libera nello spazio che non attraversi mai
sé medesima, evitando cosi anche la leggiera difficolta che questo
modo di concepire le cose suole presentare da principio.

§ 84. — La superficie Riemanniana a due fogli
per le funzioni w = 2z, w = / P (2).

Esposto il concetto generale di superfieie Riemanniana, an-
diamo ora a dimostrare come, per una data equazione algebrica (1),
si costruisca effettivamente una tale superficie nella forma ordinaria
di m fogli o strati sovrapposti. Per maggior chiarezza comince-
remo da alcuni casi semplici, per elevarci poi alle considerazioni
generali.

Prendiamo a considerare dapprima la semplicissima funzione
algebrica

W= 42 .

1) Un tale punto rappresenta dunque due punti distinti della super-
ficie, secondo che si pensa della prima o della seconda regione.
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La polidromia di questa funzione nell’ordinario piano com-
plesso (sfera complessa) nasce dal girare isolatamente attorr «9«“}
punto di diramazione z=0, ovvero attorno a‘ll’alt.ro z=00,
poiché per un tale giro un ramo del radicale si cangia con con-
tinuitd nell’opposto. Immaginiamo il piano tagliato lungo una
linea che dal punto z = 0 vada, senza intersecare sé stessa, all’ ix'x-
finito, per es. pensiamo, per fissare 1’ idee, eseguito un tale f.agho
lungo la parte negativa dell’asse reale da 08 — ® . Scelto‘gl un
punto z, per es. in z =1, uno dei valori del radicale, chcu'i.mo
w= + 1, quel ramo sard nel piano cosi tagliato una funzione
monodroma della z. In due punti di fronte sui due orli del taglio
i valori di w saranno eguali ¢ di segno contrario e precisamente,
supposto il taglio eseguito come sopra, i valori di w sull’orlt') su-
periore (o destro) saranno puramente immaginari col cc.)efﬁclente.
dell’ immaginario positivo, quelli sull’orlo inferiore.(smmtro) i
coniugati. Cosi abbiamo la rappresentazione geometrica per uno
solo dei rami della nostra funzionc algebrica.

" Ma immaginiamo di prendere un secondo piano complesso, o
come diciamo un secondo foglio, che tagliamo precisamente come
il primo e sovrapponiamo a questo. Su questo secondo foglio
distendiamo i valori del secondo ramo, partendo ad esempio dal
medesimo punto z = 1, ove questa volta prenderemo il'vs,lore
opposto w=— 1 del radicale. Cosi in due punti collocati I’ ano
sull’ altro dei due fogli F,, F, i valori ivi deposti per w saranno
sempre uguali e di segno contrario, e per ¢id i valori di w sul-
I'orlo destro del taglio in F, coincideranno ordinatamente con
quelli dell'orlo sinistro in F, e quelli dell’ orlo sinis.tro su F, con
quelli dell’orlo destro su F,. E allora se immaginiamo connessi
o saldati I’uno all’altro Lorlo destro di Fy col sinistro di Fy e
quello sinistro di Fy col destro di F,, verremo appunto a formare
un’ unica superficie a due fogli o strati che si connettono, intrec-
ciandosi fra loro, lungo la linea primitiva del taglio (sezione di
diramazione). Ad ogni coppia distinta di valori di w, z, soddisfa-
centi all’equazione w, = z, corrispondera cosl uno ed un solo punto
della nostra superficie, e questa corrispondenza sard evidente-
mente biunivoca e continua ; abbiamo cosi costruita la superficie

Riemanniana a due fogli per I'equazionel w? —z = 0.]

Prendiamo ora a considerare pilt in generale la equazione al-

gebl’ica 1. )
lw? = P (2){
L
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dove P (z) indica un polinomio razionale intero in z a radici tutte
semplici e cerchiamo di costruire la superficie Riemanniana cor-
rispondente. I punti di diramazione a distanza finita della fun-
zione w = /P (z) sono qui tutti e soli gli infinitesimi di P(z), e
il punto z = o0 sara un punto di diramazione o no secondo ch'e
il gfddo del polinomio & impari o pari. In ogni caso adunque il
numero totale dei punti di diramazione sard pari e noi lo indiche-
remo con f 2p + 2, dove adunque il grado del polinomio sara
2p + 1 se dispari, e 2p + 2 se pari. Indichiamo con

€, Cy; €3, € o wey Cpity Coppa .

i punti di diramazione, distribuiti arbitrariamente in coppie, e
nel piano complesso z immaginiamo congiunto ciascun pun.to di
diramazione e,,_, col successivo, e, con una linea che non inter-
sechi 8¢ medesima né le altre precedenti e lungo queste p + 1
linee eseguiamo altrettanti tagli. Se nel piano complesso cosl ta-
gliato fissiamo in un punto O, diverso dai punti di diramazione,
il valore che assumiamo per /P (z), indi prolunghiamo analiti-
camente il ramo, otterremo distesi su questo primo foglio F; i
valori di un ramo del nostro radicale, che costituiranno una fun-
zione monodroma, poiché in esso foglio sono resi impossibili i
giri attorno ad un numero dispari di punti di diramazione. Pren-
dasi ora un secondo foglio F, tagliato precisamente come F,,
e sovrapposto a questo, sul quale deponiamo in ogni punto quel
valore di /P (z) che & I’ opposto del valore che il radicale .ha'nel
punto sottostante di F, : cosi anche in F, avremo una distribu-
zione monodroma dei valori del secondo ramo. Ora lungo ogni
taglio i valori di 4/ P (2) all’ orlo destro (o sinistro) di F; coincifiono
con quelli all’orlo sinistro (destro) di F e percio, se immaginiamo
nuovamente di connettere questi quattro orli nel modo di prima,
otterremo un’ unica, superficie a due fogli che si connettono in-
trecciandosi lungo le p + 1 sezioni di diramazione, e in essa avremo
evidentemente la superficie Riemanniana cercata.

Osserviamo che in luogo di costruire la nostra superficie ado-
perando fogli piani, sovrapposti all’ordinario piano -comp!esso,
potremmo egualmente operare sulla sfera complessa con fogh sfg—
rici, nel qual caso parleremo della sfera Riemanniana a piu strati.
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§ 85. — Deformazione della superficie Riemanniana
in quella di una sfera, di un anello ecc.

Possiamo assoggettare la superficie Riemanniana costruita ad
una qualunque deformazione continua, secondo le osservazioni
generali del § 83; in particolare vogliamo qui mostrare come si
pud dedurne una superficie libera nello spazio, che non attraversi.
s¢ medesima.

Riprendiamo per cid la costruzione della prima superficie
Riemanniana per w = /7 prima della connessione stabilita fra
gli orli dei tagli di F,, F,. Supposti sempre i tagli eseguiti lungo
la parte negativa dell’asse reale, ribaltiamo ad esempio il foglio F,
attorno all’asse reale, sicché i valori di un ramo del radicale ri-
sulteranno distribuiti sulla pagina superiore !) del foglio F, e
quelli del secondo ramo sulla pagina inferiore di F,. Attualmente
lungo gli orli dei tagli in F,, F, coincideranno i valori di v/ (2)
immediatamente . govrapposti, sicché connettendo gli orli corri-
spondenti avremo in sostanza ’ordinario piano rivestito nella sua
pagina superiore ed inferiore di un doppio velo continuo che si
piega attraverso la fenditura praticata lungo il semiasse reale.
Deformando in modo continuo questo velo, possiamo dargli la
forma omologa sferica, ed anche, continuando la deformazione,
foggiare in modo arbitrario, scostandoli, gli orli della fenditura,
cosi per es. da farne un circolo della sfera diviso in due semicer-
chi, ciascuno dei quali corrisponde ad uno degli antichi orli. Cosi
avremo una calotta sferica rivestita internamente ed esternamente
di un unico velo, che potremo deformare ancora in guisa da dargli
la forma di una superficie chiusa, dappertutto convessa verso
I’ esterno, per es. di nuovo la forma sferica. Per tal modo, da ul-
timo, avremo trasformata la superficie Riemanniana primitiva in
una sfera ordinaria 2).

Consideriamo ora il caso della superficic Riemanniana a due
fogli per la funzione w = /P (z), quando il polinomio P (2) é di
terzo o quarto grado in z e quindi, nelle notazioni del § 84, ab-
. e e SR 2o { TP

1) Immaginiaino, per tissare le idee, i fogli colloeati sopra nun piano
orizzontale.

?) Naturalmente su questa sfera trovansi distesi duc volte i valori di z
el una sola volta quelli di w.
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biamo p = 1 e conseguentemente 2 sezioni di diramazione. Imma-
giniamo che la nostra superficie sia una sfera Riemanniana a due
fogli e, per fissare le idee, le due sezioni di diramazione siano
praticate in un meridiano verticale e simmetricamente disposte
rispetto al diametro verticale, Tolta la connessione fra i due fogli
lungo le sezioni di diramazione, si deformi con continuitd 1’ uno
e Dl'altro foglio si da foggiarli per es. a cilindri circolari coassiali
nei quali le circonferenze delle basi rappresentano le sezioni di
diramazione, divisa ciascuna da un diametro in due meta corri-
spondenti agli orli destro e sinistro del primitivo taglio. Si estragga,
parallelamente all’asse, il foglio cilindrico interno e, dopo averlo
ribaltato attorno al detto diametro di vna delle circonferenze basi,
si riavvicinino nuovamente i due cilindri si da riunirli per le due
circonferenze basi di fronte, con che appunto verremo a riunire,
per una delle sezioni di diramazione, i punti congiunti primitiva-
mente sulla superficie Riemanniana.

Nell’ unico cilindro cosi risultante i punti delle due basi sopra
una medesima generatrice rappresentano ancora un solo e mede-
simo punto della superficie Riemanniana. Per unire effettivamente
anche questi, basta immaginare di deformare in modo continuo
il cilindro, incurvando per es. a forma di archi circolari, vieppiu
vicini ad una circonterenza completa, le generatrici, ed alla fine,
saldando insieme Je circonferenze basi dell’anello aperto, otter-
remo la superficie chiusa dell’anello completo o toro, che potremo
adoperare come superficie Riemanniana nel caso considerato.

Se consideriamo ora il caso pii generale della sfera Rieman-
niana a due fogli per la funzione w = +/P(z), il polinomio P (z)
avendo il grado 2p + 1 o 2p + 2, potremo procedere in modo
analogo togliendo la connessione dei due fogli lungo le p +
sezioni di diramazione, ed estratto il foglio interno, potremo de-
formare i due fogli in guisa da conservare per es. ad ambedue la
forma sferica e da ridurre ciascuna fenditura alla forma di un
circolo minore completo. I due fogli porteranno cosi p + 1 aper-
ture circolari ciascuno, che due a due si corrispondono e i cui orli
corrispondenti debbono nuovamente congiungersi fra loro. /Per
una coppia di questi contorni possiamo operare direttamente il
congiungimento dei due foghi e deformare poi I’ unica superficie
risultante, riducendola, per es., ad una sfera con 2 p aperture circo-
lari che si dividono in p coppie, i cui orli cornbpondentl sono an-
cora da congiungersi fra loro. La deformazione che resta da ese-
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guire pud immaginarsi compiuta in guisa che la riunione di un
contorno circolare col corrispondente abbia luogo per mezzo di
un anello esterno alla sfera. Da ultimo avremo cosi ridotta la
nostra superficie Riemanniana ad una sfera con p anelli o manichi.

§ 86. — La superficie Riemanniana a m fogli
per Pequazione f (w,z)==0

Le considerazioni relative ai casi particolari sopra trattati
renderanno ora pitt chiaro il procedimento da seguirsi pel caso
generale. Data un’equazione algebrica qualunque

f(w! z) = 0,

il cui grado in w indicheremo con m, segniamo sul piano com-
plesso z gli effettivi punti di diramazione, che indicheremo con

ay, Gy, Qg, ..., Gy

comprendendovi naturalmente il punto z== oc, se questo sarad un
punto di diramazione; e fissato nel medesimo piano un punto O,
distinto dai punti di diramazione, riuniamolo ai punti a,, a,, ...,ay
mediante N linee semplici [, , I,, ..., [y, che non intersechino sé
stesse, né si intersechino fra loro. Prendiamo ora m fogli F,,
F,, .., F,, che sovrapponiamo tutti al piano complesso, e in cia-
scuno di essi, sia F;, segniamo il punto O, sovrapposto ad O e le
linee L,®, ,®, ..., I, sovrapposte a I, I, ..., Iy, e lungo queste
linee 4,9, I,®, ..., 1,'Y, eseguiamo nel foglio F, altrettanti tagli.
Nel punto O gli m valori di w sono distinti e siano

Wy, Wy e Wy s

ciascuno dei quali attribuiremo ordinatamente in 0, , O, ..., O,
ai fogli Fy, F,, ..., F,, . Se nel foglio ¥ cosi tagliato, partendo dal
valore w; di w in Oy, seguiamo il prolungamento analitice.di que-
sto ramo di w, verremo a deporre in ogni punto di F;*un unico
¢ determinato valore di w e questi valori costituiranno, sopra il
foglio tagliato F,, una funzione monodroma. Se consideriamo gli
m punti p,, Py, .oy P> sovrappostl in F,, F,, ..., F, ad un me-
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desimo punto qualsiasi p del piano complesso (distinto natural-
mente dai punti di diramazione), i corrispondenti valori di w, che
indicheremo senza ambiguitd con
Wy s Wy, s wees Wy

vi saranno manifestamente tutti distinti e daranno gli m valori
di w corrispondenti al valore di = nel punto p. Consideriamo in
particolare cid che accade in punti sovrapposti ai due orli di
m taghi 1, 1,®, ..., L/™ corrispondenti sopra F;, Fy, ..., F,, . Distin-
guendo i due orh d1 un taglio in destro e sinistro, siano pl, Dgs e
P gli m punti sovrapposti sull’orlo destro e ¢y, gy, ..». g5 gH
m punti di fronte sull’ orlo sinistro, punti che corrispondono tutti
ad un solo e medesimo valore di z, sia z = a. Tanto i valori

w. w

w, Pyt e Wos

Dy
quanto gli altri

Wy s Wy s ooy W

g 9m *

dannd tutte e sole le radici della nostra equazione algebrica per
z = @ e _per cid, prescindendo dall’ordine, sono i medesimi ; sup-
poniamo dunque che si abbia

W,

== e == W, e W = L.
Wpy == Wy, Wpy = Wy, > P i,

OVe 1y, iy, ..., I, s0n0 i numeri 1, 2, ..., m in altro ordine. Se spo-
stiamo p, lungo I’orlo destro del taglio considerato sopra F; e
contemporaneamente g¢;, nel medesimo modo, lungo I'orlo sini-
stro del taglio in F; . avremo manifestamente sempre w, =: 1w, e

similmente Wy, = u;,“2 s ey Wy =Wy a,, , talche dappertutto, lungo

quegli m tagli sovrapposti, i valori d1 w deposti sull’orlo destro
inF,,F,, ., F, coincideranno ordinatamente con quelli dell’ orlo

ginistro in F, , F, , ..., F;_. Per cid lungo questi tagli 'orlo destro
i 4

in Fl, Fg, .l.., F, si connettera rispettivamente col sinistro in

F . Fp, ed ‘eseguita questa operazione per tutti i sistemi

ai ta,gh, avremo costruita una superficie i cul punti corrispondono
‘biunivocamente ed in modo continuo alle coppie di valori w, z,
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che soddisfano all’equazione algebrica proposta. Questa superficie
ad m fogli o strati é adunque la superficie Riemanniana cercata ;
essa risulterd connessa allora ed allora soltanto quando la equa-
zione proposta sia irriducibile.

Alla costruzione della superficie Riemanniana generale fac-
ciamo seguire alcune considerazioni esplicative. Il congiungimento
dei fogli lungo una sezione di diramazione, che parte da un punto
di diramazione, avviene precisamente nel modo stesso come gli
m rami si permutano per un giro nel piano semplice attorno a
questo punto z = a,. Se decomponiamo la sostituzione corrispon-
dente in un prodotto di sostituzioni circolari, gli m fogli si decom-
porranno in altrettanti gruppi, e se uno di essi ¢ composto dei
fogli Fy, F,. ..., F,, questi r fogli saranno congiunti ciclica-
mente fra loro, sicché girando attorno al punto di diramazione
si passera dal foglio F; a F,, da F, a Fy, .., da F,_,a F, e
in fine da F, si ritornera sopra F,. 1l punto di diramazione nel
quale gli » fogli sono congiunti ciclicamente fra loro ¢ un unico
punto della superficie Riemanniana R e dicesi un punto di dira-
mazione dell’ ordine r—1. Al punto di diramazione z = a; del
pmno semplice corrispondono dunque, sulla superficie Rleman-
niana, tanti punti distinti quante sono le sostituzioni ecircolari,
nelle quali si decompone la sostituzione sui rami per un giro at-
torno a z = a;.

Cid premesso, ¢ facile definire I’ sntorno di un punto qualsiasi
della superficie Riemanniana. Se il punto che si considera non é
di diramazione, una piccola curva chiusa che giri una volta attorno
al punto, p. es. un circolo col centro nel punto, descritta nel foglio
a cui il punto appartiene, limitera il detto intorno !). Se il nostro
punto é un punto di diramazione d’ordine r— 1 e congiunge ci-
clicamente i fogli F, , F,, ..., F,, la curva chiusa che limita 1’ in-
torno fara un giro sul primo foglio F, , un secondo giro su F, ecc.
un " giro sopra F,, e soltanto dopo compiuti questi r giri si
chiudera. In tal caso I’ intorno del punto & assimilabile all’ in-
sieme di 7 spire di una superficie elicoidale di passo infinitesimo.

1) Puo anche darsi che il punto in considerazione appartengea & pit
fogli della superficie Riemanniana, senza che ivi abbia luogo diramazione,
Crxé avviene se pilt rami della funzione algebrica w coincidono in quel punto
senza diramarsi; ed in tal caso saranno da considerarsi tanti intorni del
punto quanti sono i fogli a cui appartiene.
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§ 87. — Funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana.

Data un’equazione algebrica

f(w, z) =0,

abbiamo visto come si pud costruire una superficie Riemanniana
ad m fogli che rappresenta geometricamente il modo di dirama-
zione della funzione algebrica.

Ma il concetto piu importante e fecondo della teoria Rieman-
niana consiste appunto nella inversione di quest’ordine di consi-
derazioni, nel supporre cioé data a priori una superficie a m fogli,
distesi sull’ordinario piano complesso, connessi fra lore mediante
sezioni di diramazione, comunque assegnate. Una tale superficie
definisce sempre, secondo Riemann, una classe di corrispondenti
funzioni algebriche. Questo importante risultato che Riemann
deduceva, in modo non rigoroso, applicando il cosi detto prin-
cipio di Dirichlet, venne posto fuori di dubbio dalle ricerche di
Neumann e Schwarz.

Noi ci limiteremo all’ avere cosi accennato a questo punto pin
elevato di vista, e nelle ricerche ulteriori del presente capitolo
supporremo sempre data un'equazione algebrica fondamentale

(1) fae, z) =0,

e costruita la corrispondente superficie R di Riemann, alla quale
applicheremo le nostre considerazioni.

Sopra una superficie Riemanniana R si possono studiare le
funzioni di variabile complessa precisamente come sull’ordinario
piano semplice, ed é appunto di questo studio che vogliamo ora
occuparci,”Ma in primo luogo, per maggiore chiarezza e brevita
dell’esposizione, definiamo cio che intenderemo per variabile prin-
cipale in un punto della superficie di Riemann. Se il punto z =a
che si considera ¢ un punto ordinario (non di diramazione) a
distanza finita, chiameremo variabile principale il binomio z —a
e, ove il punto ordinario in considerazione sia all’ infinito, la

L L , 1
variabile principale nel punto sard — .
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Quando il punto z = a sia un punto di diramazione a distanza
finita d’ordine r — 1, la sostituzione

z—a =1

dard la rappresentazione conforme dell’ intorno del punto in con-
giderazione sopra un disco circolare semplice del piano ¢ e si as-

sumera allora
1

;t = (z—a)r

come variabile principale. In fine se il punto di diramazione d’or-
dine r— 1 & all’ infinito, prenderemo corrispondentemente per
variabile principale

Una funzione v di variabile complessa sulla superficie R si
dird regolare in un punto se essa & sviluppabile nell’ intorno del
punto in serie di potenze intere e positive della variabile princi-
pale, per il che sara necessario e sufficiente, secondo il teorema
di Cauchy, che essa sia finita, continua e monodroma nell’ intorno
del punto. Similmente nell’ intorno di un punto singolare_isolato
la v, supposta monodroma nell’ intorno, sard sviluppabile in serie
di Laurent per le potenze intere ascendenti e discendenti della
variabile principale ¢ e, se la seconda parte sard una serie infinita,
la singolaritd si dird essenziale, polare nel caso opposto.

In quest’ ultimo caso si dird ordine della singolaritd polare o
d’ infinito l'esponente della massima potenza negativa di ¢, che
figura nello sviluppo. In modo del tutto simile si definird Yordine
di infinitesimo in un punto z = a, ove la funzione v si annulli,
comportandovisi regolarmente ; I’ infinitesimo di 1° ordine in qual-
siasi punto della superficie Riemanniana ¢ dunque dato dalla
prima potenza ¢ della variabile principale. “* ° AT

Particolarmente importanti sono le funzioni v che esistono su
tutta la superficie Riemanniana e sono ivi monodrome, cioé le
funzioni uniformi della superficic Riemanniana. Formiamo subito
di tali funzioni, considerando un polinomio razionale intero in w,
i cui coefficienti siano funzioni uniformi di z in tutto il piano com-
plesso. 11 grado di questo polinomio si potrd abbassare ad m —1,
tenendo conto dell’equazione (1) di grado m in w, cui w soddisfa,

e si avra cosi » .l
T m—1

' T o R

; . e - O tu fiand \t’»’x_
Py e ) N 2 N M1
(2) + V==ag + W kA WP Gy g Abes £l w»ﬁ‘-««av{'-»{_
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dove le a sono funzioni uniformi di z in tutto il piano complesso.
1 evidente che una tale funzione v ¢ uniforme sulla superficie
Riemanniana ; i suoi punti singolari si trovano unicamente fra i
punti singolari (poli) della funzione algebrica w ed i punti sin-
golari dei coefficienti a.

3 rale espressione di una funzione uniforme sulla superficie Rie-||
.. manniana. Per cid osserviamo che una funzione monodroma v sulla’’
superficie Riemanniana, considerata come funzione analitica sul

iano semplice z, avra in ogni punto m ed m determinazioni sol-
tanto distinte (m rami), che indicheremo con

Ty Ugs ooos Vs

corrispondentemente ai valori «-
Wy, Wy, vy Wy,
che hanno luogo per w nei punti sovrapposti degli m fogli. La

monodromia di » sulla superficie Riemanniana si tradurrda nel
piano semplice z in cid che per g_ualunque cammino chiuso trac-

ciato in questo piano le v1 , Vg, ..y Up SUbiranno la medesima sosti-
tuzione di w,, w,, ..., W, . Cid posto, se dalle m equazioni lineari :
[ vy =ag + aywy, + oy wh = o Gy WP
\ Vg = Gy + Qg Wy + Oy W+ s Uy WS
( Vpp = G+ @) Wy + Gy Wy, 2y ta, wlpt

ricaviamo i valori delle a, troviamo per una qualunque di esse:

-1
1wy o wi ey wit
1 wy .o W™ ‘72 witt ow?
i
) — b
1w, . W . U w;,‘.“ w:,"_ |
(3) ar(z)= _ 1 1
1w, o wi”twf Wt
— 1 —~1
1 wy . wft wh whth L ul sl
- - . . . . . - - . . . . » . i
r—1 g 41 m—-1 !
1w, ... Wit wh Wy

Dimostriamo ora inversamente che la (2) ci da la_piu gene- { i
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dove il determinante denominatore, come prodotto delle differenze
di wy, w,, ..., w,, é certamente diverso da zero (salvo che nei punti
di diramazione). Un giro qualunque nel piano semplice 2z, produ-
cendo la medesima sostituzione sopra v;, v,, ..., ¢, COme SOpPra
wy. Wy, ..., W, , non altera il secondo membro della (3), e percid
@, (z) ¢ una funzione uniforme di z nel piano semplicc z. Cosi adun-

que : Qualunque funzione uniforme v sulla superficie Riemanniana
pud porsi sotto la forma (2), dove le a sono funzioni umz m di 2|

nel piano semplice.

§ 88. — Teorema di Cauchy, residui e indicatore logaritmico.

Alle funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana possono
estendersi i1 teoremi fondamentali relativi alle funzioni uniformi
sul piano semplice, come ora vogliamo brevemente dimostrare.
In primo luogo supponiamo che in un’area connessa della super-
ficie Riemanniana la nostra funzione uniforme sia dappertutto
regolare e dimostriamo che sussisterd ancora il teorema fonda-
mentale di Cauchy :

Vad

/vﬁ:O,
8

o

I’ integrale essendo esteso al contorno completo dell’area. Se que-
st’area occupa col suo contorno un solo strato della superficie
Riemanniana, la cosa é evidente, non differendo allora il teorema
dall’ordinario.

Se al contrario essa occupa pilt strati, bastera decomporre
I’area in tante aree parziali, ciascuna delle quali si trovi tutta in
un solo foglio, cid che si puod sempre fare aggiungendo convenienti
contorni. Gli integrali estesi al contorno completo di ciascuna
area parziale saranno nvlli ciascuno per sé e per cid anche la loro
somma, nella quale gli integrali estesi ai contorni aggiunti si di-
struggeranno due a due, perché percorsi ciascuno due volte in
senso contrario, e rimarrd appunto

fvdz:(). S m
s TR
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Al teorema di Cauchy si lega la considerazione dei residu:.
Per residuo in un punto della superficie Riemanniana di una fun-
zione v, che ivi abbia al pili una singolaritd isolata, intendiamo,
in analogia colla definizionc data pel piano semplice, il valore
dell’ integrale Z’-rlt—; Gv dz esteso, nel senso positivo, ad una curvg

chiusa o che limiti I’ intorno del punto. Come al § 53, si vedra
che se il punto z = a é un punto ordinario della superficie Rie-
manniana a distanza finita, il residuo di v in 2 = a sara il coef-

ficiente di z—lniz - nello sviluppo di v; e se si tratta di un punto

(ordinario per la superficie Riemanniana) all’ infinito, il residuo
. . .1 . .

sara il coefficiente di , cangiato in segno.

Sia ora z = @ un punto di diramazione a distanza finita, d’or-
dine r— 1. Per calcolare il residuo, cioé il valore dell’ integrale

-

-‘1—‘/ ’U(ZZ,
2
ag

1%

converra in questo caso introdurre la variabile principale ¢ (§ 87),
ponendo

r—a=1,

1 1
_.__i/ vdz = 7r. '—/ 'Utr..l di
27 R
o &

e

e risultera

I’ integrale del secondo membro essendo esteso ad una piccola
curva chiusa s, che nel piano semplice ¢ giri una volta attorno
a t = 0. Se supponiamo adunque che nello sviluppo di » nell in-

torno di z = a per potenze di (z— a) r sia B il coefficiente di m,,?( ,

pel valore del residuo avremo precisamente

1
Q—ﬁ»i/udzzzrﬁ.
[ 24 0

Affatto similmente si vedra che, se il punto di cui si tratta
€ all’ inﬁmto ed é nello stesso tempo un punto di diramazione
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dell’ordine r— 1, il residuo sar& dato da -—-rB indicando nuo-
vamente B il coefficiente di —nello sviluppo di v nell’ intormo

di quel punto.

Dopo queste considerazioni ¢ manifesto che se in un’area della
superficie Riemanniana avremo una funzione monodroma dapper-
tutto regolare, salvo che in un numero finito di punti singolari,

I’ integrale 27—1;2 f vdz, esteso al contorno dell’area, sard eguale

alla somma_dei. residui nell’ interno.

Si pud facilmente estendere anche il teorema sull’ indicatore
logaritmico di Cauchy (§ 56), supponendo di considerare un’area
della superficie Riemanniana ove la funzione uniforme non abbia
nell’ interno che_singolaritd polari (e per cid in numero finito) e
sul contorno non diventi né zero né infinita. Se consideriamo in-

fatti il modo di comportarsi della derivata logaritmica % , facil-

mente vediamo che essa ha singolarita polari del 1° ordine dove
la v diventa infinitesima o infinita, e precisamente con residuo
eguale all’ordine di infinitesimo di v o a quello dell’ infinito, preso
questa seconda volta col segno contrario. E infatti supponiamo
per es. che in z = a la v diventi infinitesima d’ordine ¢ e, per mag-
giore generalita, supponiamo che questo punto sia di diramazione
dell’ordine r —1; avremo nell’ intorno di a per v uno sviluppo
della forma

K 2 i

v= (z—a) }ao 4o (2—--a)r + ... (

con g, == 0, e perciod

—l;}—,.—:—~ g +P((z-—<a)%).

7 (2— a)

,

. L v \
1 residuo dl—v—mz::aea,dunque

9
r —; =q,
come si € a.sseﬁto/ﬂﬁatto analogamente si procedera nel caso di
un infinito e nel caso in cui 1’ infinitesimo o il polo di v sia all’ in-
finito.
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Ma qui é da notarsi che, a_differenza. delle funzioni uniformi
sul piano semplice, la derivata ritmica pud avere si olarg%a
i;)ian anche in punti dove la funzione é regolare e non infini-

T G ST

tesima ; in tal caso perd il residuo di -U—- sard ivi nullo. E infatti
x - L

r— 1, avremo nell’ intorno

1
v=dy + a,{(z—a)7 + @y (z—a)

|

+ e

con a,= 0, e percid
v 2 1
L P (ea)
v

’

. v .
Come si vede, nello sviluppo di y vi sono anche, in generale,

1
potenze negative di (z— a)7, ma con esponente non- eccedente
r—1 e per cio il residuo ¢ certamente nullo, c. d. d.

~~  Dopo cid & evidente che la formola dell’ indicatore logaritmico :

—"‘—‘1. idz: No"—'Ncn
2 v
[

sara_applicabile anche sulla superficie Riemanniana.

§ 89. — Funzioni razionali sulla superficie Riemanniana.

Fra le funzioni uniformi sopra la sfera Riemanniana partit?o-
larmente notevoli sono quelle che offrono soltanto singolarita

polari, e diconsi funzioni razionali sulla superficie Riemanniana
. perché, come ora dimostreremo, esse sono n ogni ©aso fu-nz?om
: 3 2 y i.
¢ razionali delle due variabili w, 2, legate fra loro dalla equazione

* fondamentale (1). Ad una tale funzione razionale, tenendo conto
della (1) stessa, si potrd sempre dare la forma

(4) V=gt ap W @ W e F Oy W
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dove le a sono funzioni razionali di z. Che una funzione data dalla 4)
sia uniforme sulla sfera Riemanniana ed abbia soltanto singola-
rita polari, risulta chiaramente da cid che i punti singolari della
funzicne algebrica w sulla sfera Riemanniana sono appunto di
natura polare (§79), e d’altronde le a, come funzioni razionali
di z, hanno gia soltanto singolarita polari nel piano z.

Ma la_proposizione inversa enunciata risulta pure facilmente
da quanto si & visto al § 87. Supposto infatti Ia » uniforme su
tutta la sfera Riemanniana, potremo scrivere la (4) e le a saranno
funzioni uniformi di z nel piano z. Ora, se la v ha soltanto singo-
laritd polari, nello sviluppo in serie degli m rami della v per po-
tenze della variabile principale il numero delle potenze negative
sara in ogni caso finito, e la formola (3) § 87 per la a, dimo-

stra che nello sviluppo in serie di a, per potenze di z—c o di —21—,

nell’ intorno di un punto singolare z=¢ o0 z == o0, le potenze
negative saranno sempre in numero finito. Dunque le a, essendo
uniformi in tutto il piano complesso z e con sole singolarita po-
lari, saranno appunto funzioni razionali di z, c. d. d.

" Una funzione razionale » ggﬁ;wggperﬁcie Riemanniana non

‘7 pud mancare affatto di poli, a meno che non si riduca ad una co-

stante. In caso contrario infatti, se indichiamo con Uy, Vg, eeey Upy
le m determinazioni di », le loro funzioni simmetriche elementari

v, ovn, Soo..

sarebbero funzioni razionali di z prive di poli e per cid costanti,
onde v stessa sarebbe costante. Una funzione razionale v sulla
superficie Riemanniana ha quindi un certo numero (finito) di poli,

. € se applichiamo le considerazioni stesse del § 54 troviamo : La
" somma di tutti i residui di una funzione razionale sulla superficie ‘

Riemanniana é_nulla.

Se si osserva ora che la derivata logaritmica di una funzione
razionale é ancora una funzione razionale e si applica alla deri-
vata logaritmica il teorema precedente, ricordando le proprieta
osservate al § 88, si trova il teorema :

Ogni funzione razionale sulla superficie Riemanniana diventa !
tante volte zero quante volte nfinita.

Pii in generale se, indicando con k una costante qualun-
que, consideriamo in luogo della v la funzione v— k/ vediamo

[ N ) LS 3% A
A LUk e s
ot Ly
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: Una funzione razionale sulla superficie Riemanniana riprende '

zl medesamo numero di wvolte qualunque valore prefissato.

Questo numero costante dicesi 'ordine od anche la valenza
della funzione razionale ». Cosi, in particolare, se Pequazione fon-
damentale (1) sara di grado m in w e di grado = in 2, la funzione
razionale w sard di valenza n e la z di valenza m.

Si osservi che dalle osservazioni generali precedenti seguono
le due proposizioni :

18 Due funzioni razionali sulla_superficie Riemanniana, che
abbiano a comune gly infinitesimi e gh infiniti, non possono diffe-
rire che per un fattore costante ;

28 Duye fzmzwm m’wnalz che abbiano a comune gli infinite
ed ¢ termine d’ infinito, mon possono differire che per wuna costante
aidztwa

Le proprieta delle funzioni razionali sopra una superficie Rie-
manniana fin qui sviluppate, offrono, come si vede, la piti completa
analogia con quelle delle ordinarie funzioni razionali. Ma diciamo
subito che, proseguendo questi studi, si manifestano altresi pro-
fonde differenze. Un fatto nuovo fondamentale si presenta allor-

. quando, cercando di invertire le due proposizioni precedenti, si
© proponga di costruire una funzione razionale della superficie Rie-
; manniana che abbia_ assegnatl infinitesimi ed infiniti, ovvero in- .

finiti assegnatl con prescntt1 termini d’ infinito. Come nel caso

delle ordinarie Tunzion: razionali, la funzione cercata, Vse esiste,’

sard determinata a meno di un fattore costante nel primo caso
e a meno di una costante additiva nel secondo. Ma mentre per le
ordinarie funzioni razionali quegli elementi possono darsi affatto

ad arbitrio ed_esiste sempre la corrispondente funzione, per una .
superficie Riemanniana al contrario fra questi elementi dovra sus- |
sistere un certo numero di relazioni (dipendenti dalla connessione

multipla della superficie) affinché la funzione cercata esista./Cosi
fra le posizioni dei poli e quelle degli infinitesimi di una funzione
razionale debbono sussistere relazioni, che sono fornite da un ce-
lebre teorema d’Abel.

§ 90. — Notizie sugli integrali Abeliani.

Diconsi integrali Abeliani gli integrali delle funzioni razionali

sopra una superficie Riemanniana. Siccome ogni tale funzione
razionale & alla sua volta una funzione algebrica di z, si possono
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zions dgMM Nel presente paragrafo ci propomamo di dare le
primissime nozioni su questi integrali considerati come funzioni
(multiformi) sulla superficie Riemanniana, limitandoci a ricono-
scere la natura dei loro punti singolari e la loro classificazione in
tre specie.

Essendo i ‘ .
) flw,2)=0

Pequazione fondamentale e

p=gw,z) s o

una funzione razionale qualsiasi di w, 2, che potremo sempre ri-
durre alla forma (4) § 89, I’espressione pili generale di un inte-
grale Abeliano comspondente sara

J= fvdz ‘ x ’,}*A»; @ e R L

Esaminiamo il modo di comportarsi di un integrale Abeliano

.} nell’ intorno di un punto qualsiasi della superficie Riemanniana.

Sia dapprima z = ¢ un punto ordinario a distanza finita. La fun-
zione razionale v sara regolare in z = ¢, 0 al massimo vi avrd un
polo di un certo ordine %, sicché nell’ intorno di z = ¢ avremo

4, . 4,

Ap—
TE—o o o o + P(z—¢)

ed integrando avremo

— 4, 4, _A”__z
J= (1—n) g—c)*! + B—n) e —op2 + P

+ A4, slog (z—¢) + Py (z—¢).

Se maneca il residuo 4, ;, I’ integrale J sara monodramo nel-
I’intorno di z=1¢ e vi avra un polo dell’ordine n—1. Quando
sia 4, ,=F0, I'integrale J avra inoltre in z = ¢ una singolaritd
logaritmica e sardh polidromo nell’ intorno di z =¢, col modulo
di periodicitA' 271 4, ,. Una conclusione affatto analoga si trae
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quando il punto ordinario z e« ¢ é all’infinito. Avremo infatti
allora nell’ intorno di z = oo :

A 1 1
v=a, 2" +a, 2" 4 L+ aklz—;—an—}-——z——-— —?P(_z—)
€ perd
AO +1 a; ‘CLn_.l . l)
J:;:,——lzn -,—--777,“+....~. ) zz—ranz+C+Alogz+P,(?.

Anche qui adunque la singolaritd dell’ integrale in z = oo
consiste in una singolaritd polare (dell’ordine n» + 1) sovrapposta
ad una singolaritd logaritmica, la quale ultima manca se é nullo
il residuo dell’ integrando v.

Consideriamo ora un punto z = ¢, a distanza finita, che sia
di dn'amazmne dell’ordine r-——l avremo nell’ intorno di esso

1
V= ‘4" + A4l"!—_:1 + e+ AL]- -+ ((Z—C) )
(¢—e)T  (a—c) T (z—0) "

e quindi integrando otterremo per J un’espressione della forma

-4 =
J=Rlog (z—c¢) + (z—0¢) " P (z—c)’),

dove il termine col logaritmo, che rende I’integrale polidromo

nell’ intorno di z = ¢, si presenterd soltanto quando non sia nullo
1

il residuo R di ». Quanto alle potenze negative di (z—¢)", esse
mancheranno affatto sé si ha n < r. se cioé l'ordine d’infinito
dell’ integrando non supera l'ordine del punto di diramazione. In
questo caso la singolaritd dell’ integrando sparisce nell’ integra-
zione.

Se in fine il punto di diramazione dell’ordine r ¢ all’ infinito,
avremo

)

m m—1 1 b b
. ra r R [ i % +
V=g 2" + 0,2 + o @, 27 Ay + 3

4 e

ol

~

2

n

e nell’ integrale avremo un termine col logaritmo se il residuo b,
non sary nullo, ed inoltre un certo numero di potenze positive

o
10 i
L] £

ce
L
~i}v\?.‘
£ .
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1
di 2", per effetto delle quali I’ integrale avra inoltre una singola-
ritd polare.

Manchera nell’ integrale ogni singolarita allora soltanto quando
I’ integrando si annulli nel punto z = o considerato almeno di
ordine r + 1.

Riassumendo, vediamo che ogni integrale Abeliano ha sulla
superficie Riemanniana un numero finito di singolaritd polari o
logaritmiche. Queste ultime mancano solo quando sono nulli tutti
1 residui della funzione razionale integranda. Una prima classifi-
cazione degli integrali Abeliani, corrispondente a queste proprieta
generali, li divide in due categorie, assegnando alla prima cate-
goria quelli che non hanno alcuna singolarita logaritmica, che
hanno cioé soltanto singolaritd polari, ed invece alla seconda ca-
tegoria, od anche alla terza specie, quelli che presentano singo-
larita logaritmiche.

Un integrale di prima categoria nell’ intorno di qualsiasi
punto della superficie Riemanniana & monodromo ; ma sarebbe
erroneo il concluderne la monodromia sull’ intera superficie Rie-
manniana. Tale conclusione ¢ legittima soltanto quando la super-
ficie Riemanniana, come pil avanti diremo, ¢ semplicemente con-
nessa ossia di genere zero.

Gli integrali di prima categoria si distinguono poi in inte-
grali di prima specie e integrali di seconda specie. Diconsi di prima
specie quelli che non hanno singolaritd alcuna, di seconda quelli
che hanno qualche singolarita (polare). Perché un integrale

J = {'ndz

o

sia di prima specie & necessario e sufficiente, per quanto sopra
abbiamo osservato, che siano soddisfatte le condizioni seguenti :

10 La funzione razionale v deve avere i suoi poli soltanto nei

‘: punti di diramazione, e in ogni tale punio Uordine del polo mon
' deve superare Uordine del punto di diramazione.

20 In ogni punto all’ infinito della superficie Riemanniana la v
deve diventare infinitesima e precisamente almeno dell’ordine r +1,

. 8¢ 1n quel punto sono congiunti ciclicamente r fogli.

Osserviamo che se
SO S
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sono altrettanti integrali di prima specie, anche qualunque loro
combinazione lineare a coefficienti costanti & un integrale di prima

spemq/ Per ogni superficie Riemanniana il numero_degli integrali

‘l_lgga@ggje“dzstmh di prima specie ¢ sempre un numero finito .p.
Questo numero dicesi il genere della superficie Riemanniana ed :

ha la massima importanza nella teorica generale di Riemann. Di
altre definizioni del genere parleremo pit avanti.
Osserviamo in fine di quale natura sard la polidromia di un
integrale Abeliano qualunque sulla superficie Riemanniana.
Poiché la derivata di un integrale Abeliano é una funzione

monodroma (razionale), due diversi rami del medesimo integrale .

non possono differire che per una costante. Queste costanti, di
cui aumenta un integrale Abeliano per un giro chiuso sulla R,
diconsi i suoi moduli dz _periodicitd./Un integrale di prima cate-
goria ha precisamente’2 p moduli di periodicita distinti, essendo p
il genere. Per un integrale di seconda categoria (o terza specie)
vi si aggiungono altrettanti nuovi moduli di periodicits quante
sono le singolarita logaritmiche.

§ 91. — Caso iperellittico.

Per alcune delle proprieta considerate nei due paragrafi pre-
cedenti, come per le condizioni d’esistenza di una funzione razio-
nale sulla R con assegnati elementi e per l'esistenza ed il numero

. degli integrali di prima specie, abbiamo dovuto limitarci al sem-

plice enunciato, né possiamo addentrarci in un tale studio gene-
ra,le:'{Vogliamo perd in un caso particolare semplice, nel caso ipe-
rellittico, confermare ed illustrare le proposizioni enuunciate. Pren-
diamo per cid la superficie Riemanniana a due fogli del § 84,
costruita per ’equazione algebrica

= P(2),

dove P (z) ¢ un polinomio razionale intero in z di grado 2 p 4- 2
o 2p + 1, e cerchiamo di costruire una funzione razionale sulla
superﬁcle Riemanniana che diventi mﬁmta. in_un solo punto di
Lesta supe’che Per fissare le idee, suppomamo che il grado del
polinomio PTz) sia 2p + 2, talché all’infinito non avremo di-
ramazione, cioé i due fogli correranno isolati; ma si vedra poi
subito che considerazioni affatto analoghe valgono per I’altro caso.
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Distingueremo due punti sovrapposti sui due fogli per mezzo del
valori wy = 4/ P (z), W, = — /P (2) che vi ha il radicale. Ogni
funzione razionale ¢ sulla superﬁcie Riemanniana ha, secondo il
§ 89, 'espressione :

_ 4@+ Bo) VPR

(5)
C(2)

dove 4, B, C sono tre bre_polinomi razionali interi di z, privi d1 un
fattore comune.

Ora osserviamo che se z, ¢ una radice di C (), nell’ uno o nel-
Paltro dei due punti sovrapposti della superficie Riemanniana

(\/-P—(;o_), 2y)» (—\/7’7%—)’ 2,)

la nostra funzione ¢ avra necessariamente un_pol o,/E infatti, per-
ché cio non accadesse, bxsognerebbe che si avesse simultaneamente

) A () + B lz) V=0

(6)
! A (zo)‘—B (29) VP (2,)=0;

ora cid € assurdo se non € P (z) = 0, perché si avrebbe allora

4 (z) =0, B(z)=0

e i tre polinomi 4 (z), B (z), C (z), avrebbero un fattore comune.
Se poi P (z,) = 0, se cioé 2, & un punto di diramazione, i due punti
considerati coinciderebbero e coinciderebbero pure le due equa-
zioni (6) nell’ unica A (z,) = 0. Ma, pure supposta questa soddi-
sfatta, non cesserebbe di sussistere la proprietd enunciata poiché,
soppresso il fattore 1/z —z, comune al numeratore ed al denomi-
natore @, il numeratore non si annullerebbe pii1 per z == 2, e per-
cid ¢ diventerebbe ivi in ogni caso infinita.

Se_vogliamo adunque che la funmone @ diventi infinita in

un solo punto (wozo), che supponiamo dapprima a distanza finita

e distinto da un  punto di diramazione, dovra manifestamente C (z (2)
differire da una potenza di z— 2z, solo per un fattore costante,
sicché potremo porre senz’altro

C () = (z—z)
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e’ do?rh inoltre il numeratore annullarsi in (— Wy, %) almeno del-
lo'rdme 7, dopo di che la ¢ avra in (w,, %) un polo d’ordine r
{E’mché inoltre la ¢ deve serbarsi finita all’infinito sopra-;'xﬂiiedué
i fogli della superficie Riem&nnianmé:-cioé nelle sue determinazioni

A@+ B@)VP() A@R)—B() VP

b4

(—zyr (2 —zp)"
lo stesso dovra avvenire delle frazioni
4@ B(z) V' P(z)
(z—z,)r’ (z—zg)"

e per cio, indicando con m, » i rispettivi gradi di 4, B, dovremo
avere o e ’

m=r, nt+tp+1<<r,

quindi in ogni caso sara

VAL s

T2 p+ L poasn

Abbiamo dungque il risultato :

‘ Se una funzione razionale 9 sulla nostra superficie Rieman-
. mana ha un solo polo, distinto da un_punto di diramazione, Uor-

dine di questo polo (cioé la va{e;z-z;dw della funzione) non puo essere .

O St PR

inferiore a p + 1.  sasie o0

Al'la. m'edesim-a conclusione si arriva se si suppone che 1’ unico
polo di @ sia_all’ infinito. Allora la @ ha manifestamente la forma

=4+ B vPQ),

la ,(;L 9??‘?,1?49,. una costante, e se una delle determinazioni della ¢
8:11 u.lﬁmto si serba finita, I’altra vi diventa infinita almeno del-
Iordine di +/P) cioé dell'ordine p-- 1. '

. P(.)ssiamo dunque dire che fra le funzioni che diventano in-
ﬁyﬂe In un solo punto della superficie, distinto da un punto di
diramazione, mancano quelle degli ordini

1,2,3, ..,p.

N E'sistono invece quelle di tutti gli altri ordini, poiché le con-
dizioni a ¢id necessarie si traducono pei coefficienti dei polinomi

AL R
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A (2), B (2) in equazioni lineari ed omogenee in numero inferiore
al numero dei coefficienti disponibili.
Vediamo ora facilmente che, anche nel caso in cui 2, sia in

_un puntg di diramazione, vi sono sempre p ordini mancanti ; sol-

tanto non sono pit gli ordini precedenti, ma invece i p ordini
dispari
1,3,5,.,2p—1.

Che tutti gli ordini pari 2r siano in questo caso ordini di
funzioni effettivamente esistenti, con un solo polo in un punto
di diramazione z = e, si vede immediatamente considerando la

funzione razionale
1

=
Ma se vogliamo costruire una funzione ¢ che diventi in z = ¢,
infinita d’ordine impari 2 r — 1, dovremo porre

4(z) + B(2) VP(2)
(z—e)"

colla condizione A (¢) = 0. Perd, affinché all’ infinito la ¢ possa
gerbarsi finita, dovremo avere come prima r > p + 1 e per cid

2r—1>2p + 1,

il che dimostra appunto che in tal caso gli ordini mancanti sono

1,3, ..,2p—1.

La circostanza qui ritrovata pel caso iperellittico si presonta
affatto generalmente per una qualunque superficie Riemanniana

e da la definizione del genere p secondo Weierstrass. Fra gli ordini

. delle funzioni razionali, che diventano infinite in un solo e mede-
gimo punto della superficie Riemanniana.,' vi/t‘?_wsgm‘ e un numero
costante di lacune (onde il nome di Lickensatz di Weierstrass) e

‘questo numero costante p ¢ quello che dicesi il genere della su-

~ perficie 1),

1) Per un punto generico della superficie gli ordini mancanti sono
sempre 1, 2, 3, .... p. Solo per punti speciali della superficie (punti di
Waeierstrass) le p lacune sono rappresentate da altri numeri.

W
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. Cosi adunque vediamo in particolare che il genere della su-
| perficie Riemanniana corrispondente alla equazione algebrica

=P

" dove P (2) ¢ un polinomio di grado 2p +20 2 p + 1 in z, é ap-
punto = @ ‘
Abbiamo gia notato al paragrafo precedente un’altra defini-
zione del genere, come numero degli integrali di 12 specie linear-
mente indipendenti, e vogliamo qui verificare la coincidenza delle
due definizioni pel caso iperellittico, costruendo I’espressione gene-
rale di un integrale di 1» specie. L’ integrale iperellittico

. A(z) ~ Bz VP(2) dz1)
== o

sard di 18 specie allora e allora soltanto che siano soddisfatte le
condizioni seguenti (§ 90) :
10 La funzione razionale ¢ sotto il segno abbia i suoi poli

solo ne1 punti di diramazione, ed al massimo del 1° ordine.
/ " 20 In ciascuno dei due punti all’ infinito, la ¢ si annulli del
20 ordine almeno.

Per quanto si ¢ visto sopra, C (z) non potrd annullarsi che
nei punti di diramazione

€, €, s €rpao

esein z = ¢; si annulla effettivamente C (z) d’ordine r, la ¢ vi avra
un polo d’ordine 2r se A4 (¢;) 0, e d'ordine 2r —1 se 4 (¢;) = 0.
Dunque avremo necessariamente 7 =1, 4 (¢;) = 0; e poxche

. A
per la condizione imposta nei punti all’infinito, deve C,—(—)— an-

nullarsi almeno del 2° ordine per z= oo, ne concludml.n(.) .c.he
gsard identicamente A (z) = 0 e quindi, essendo P (z) divisibile

per C (z), avremo :
Q(z dz
\/P(z) )

1) Supponiamo anche qui, per fissare le idee, che P (z) sia d’ordine
pari 2p + 2 e non vi sia quindi diramazione all’ infinito.
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dove @ (z) ¢ un polinomio razionale intero in z, il cui grado non

supererd p-— 1,” I espressione pili generale di un integrale di -
12 specie é adunque nel nostro caso

J— / Qy + a2 + a2 + :—._.._ct,,_lzp—l

ViE—e) (2—¢) ... (2— €3p42)

dz;

o/

come si vede, esso contiene linearmente p costanti arbitrarie
@y, ay, ..., @, componendosi coi@ integrali

~ - . ”»
dz zdz 22dz 2p_1dz
= —==<, S, = ez, J e = S vens J == _p—-—_:
! /\/1’(2) 2 jw 7o /\/1’(z) i /VP(z) ’

i quali sono evidentemente indipendenti.

§ 92. — H genere p secondo Riemann.

Abbiamo gid osservato due diverse definizioni del genere p,
I’una come numero delle lacune negli ordini delle funzioni ra-
zionali con un unico polo in un punto fisso, I'altra come numero
degli integrali distinti di prima specie. Vi ha ancora una terza
definizione del genere, che ¢ la prima in ordine storico, quella.
stabilita da Riemann e d.tpendente dallordine di connessione della
superficie Riemanniana ). Noi non possiamo qui esporre la teoria
della connessione, ma ci limiteremo ad enunciarne il concetto fon-
damentale e a far conoscere la_formola Riemanniana colla guale
si calcola, il genere p, conmcendo il _bumero de1 fogh della super-
TS pemene al concetto di ordine di connessione di una uper-
ficie nel modo seguente. (onsideriamo dapprima una superficie
qualunque 2) dotata di conforno e che sia connessa, cioé tale che

1) E noto come il concetto di genere di un’ equazione algebrica
fw, z) = 0, stabilito da RIEMANN, fu poi trasportato felicemente da
CLEBscH al campo geometrico, nella teoria delle curve algebriche.

) Per la validita dei teoremi relativi alla connessione & necessario
imporre alle superficie che si considerano alecune condizioni restrittive, per
le quali vedasi NEUMANN, Theorie der Abel’schen Integrale, Siebentes Ca-
pitel.
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due punti qualunque A, B di essa possano congiungersi. con una
linea tutta appartenente alla superficie. Se lungo una linea sem-
plice, priva di nodi, che vada da un punto A de% coxgtox:no ad un
altro punto B del contorno, si taglia la sul.)erﬁ.cle, si dice che' si
& eseguito un taglio semplice (Querschvgif; dl_Rlema.'nn). Esegmto
il taglio, i due orli di esso vengono ad aggiungersi al.prqmtlvo‘
contorno, della qual cosa ¢ da tenersi conto nell’eseguire i tagli
successivi. .

Diciamo semplicemente connessa una superﬁf:xe quando qua-
lunque taglio ne distrugga la connessione,‘ ed invece pl?mcon-.
nessa, nel caso contrario. Il grado, o Yordine, di connessione si
valuta nel modo seguente. . ‘

Supponiamo che N — 1 tagli semplici, successwamen.te ese-
guiti, non tolgano la connessione ma rendano 1.8' superﬁite sen.1-
plicemente connessa, talché sia impossibile eseguire un N™ taglio
genza rompere la connessione. Si dimostra che fluesto numero
N —1 & un invariante ; cioé se altri N -1 tagh, eseguiti sulla
superficie primitiva, non ne rompono la connes.smne, ma lla ren-
dono semplicemente connessa, si ha necessariamente N = N .
Questo numero N dicesi Pordine di connessione della superficie,

" ciod : Una superficie connessa dotata di contorno, dicest d’ordine N.
 di commessione, se si possono eseguire sulla superficie N—1 tagli

semplici, che non tolgono la connessione alla superficie, ma la ren-
dono semplicemente connessa. .

'In una superficie semplicemente connessa il co‘nto\rno consta
necessariamenfe di una sola linea chiusal) e, pomhg per ogni
taglio semplice il numero dei contorni di una supf.sr.ﬁcle cresce 0
diminuisce di un’ unitd, ne segue che se una superficie con 7 con-
torni si rende semplicemente connessa con N —1 tagli, si ha

necessariamente
N—1=n+1 (mod?2)

i ] ) ) : i nessa € part
ossia : L'ordine di connessione di una superficie con pa

“Fino ad ora abbiame supposto la superficie dotata di contorno.
Se essa & chivsa, si immagina di darle un contorno asportandone

o dispars, secondo che il mumero dei_suoi contorni ¢ pari o dispari.

1) Si avverta che tale condizione necessaria per la connessione sem-

plice ¢ ben lungi dall'essere sufficiente, cosi per es. la Sprerﬁcie d‘i un anello
(toro), alla quale sia dato un contorno asportandone 1’ intorno di un punto,

& triplamente connessa.

i

el ~
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T intorno di un punto; la piccola curva chiusa che delimitava
I'intorno forma allora il contorno (unico). L’ordine di connes-
sione di questa superficie, necessariamente dispari, dicesi anche
Pordine di connessione della superficie chiusa. Indicandolo con
2p + 1, il numero p prende il nome di genere della superficie,

cioé : Una superficie chiusq connessa, d’ordine 2p + 1 di connes-
sione, dicesi di genere p. Si vede subito che il genere di una super-

ficie chiusa non muta per deformazione continua (§ 83) della su-

perficie.

Si pud dimostrare d’altronde che esso & I’ unico invariante,

cioé : Fra i punti di due superficie chiuse connesse del medesimo ge-
nere pud sempre stabilirst una corrispondenza biunivoca e continua.
Si puo anche, come osserva il Klein, definire direttamente il
genere p di una superficie chiusa, senza ridurla prima ad una
superficie con contorno. Per questo si immagini di tracciare sulla
superficie una curva chiusa che non intersechi s¢ medesima e
lungo la linea si tagli la superficie ; un tale taglio dicesi taglio rien-
trante (Ruckerschnift). Una superficie chiusa connessa é sempli-
cemente connessa o di genere zero, se qualunque taglio rientrante
ne distrugge la connessione. La definizione diretta del genere p

. € allora la seguente : Il genere p di una superficie chiusa connessa
wé il massimo numero di {&gli rientranti, che possono farsi sulla su-
perficie senza romperne la conmessione. A fondamento di questa
definizione del genere sta il teorema che tale numero massimo &
un invariante, che cioé se due diversi sistemi di tagli rientranti,
in rispettivo numero di p, p’, non tolgono, ciascuno per s¢, la

connessione ma ogni volta un ulteriore taglio rientrante distrug-
gerebbe la connessione, si ha necessariamente p = p'.

Venendo ora al calcolo del genere p di una superficie Rieman-
niana, dimostra Riemann che esso dipende unicamente dal nu-
mero m dei fogli e dalla somma degli ordini

r—1, rp,—1, ..,r,—1

dei rispettivi punti di diramazione, secondo la formola
:l._,h, [e— - B L } 7 o
i 2(r—1)
(A) P
{

$faae |
prae
ol

—m+11.

&

¥ ’ ) :
r st = CO 4

) Si osservi che la somma J (r — 1) é sempre necessariamente pari,

i perché un giro attorno a tutti i punti di diramazione produce la sostitu-

Y £ m SN L) . N . M
;wid,‘j o £ 0{2}4“&1‘ Sj"y/l 44’,%(
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Cosi per es. per la superficie Riemanniana a due fogli del caso
iperellittico con 2p + 2 punti di diramazione del 1° ordine, la
formola (A) fa subito riconoscere che il genere é = p, come gia
abbiamo constatato al § 91, riferendoci alle altre definizioni del
etiere.’ Al medesimo risultato si arriva riducendo la superficie con
deformazione continua, secondo il § 85, alla sfera con p anelli
ed osservando che se si eseguiscono p tagli rientranti, uno per
ciaseuno anello, lungo per es. un meridiano dell’anello, la superficie
rimane ancora connessa; ma ogni altro (p + 1)"° taglio rien-
trante rompe la connessione.

Insieme alla formola Riemanniana (A) pel calcolo del genere p, ~

torna spesse volte utile nelle applicazioni la cosi detta formola
d’ Eulero generalizzata, che serve a calcolare il genere p di una
qualunque superficie chiusa, sulla quale sia tracciata una tete poli-
gonale, che ricopra I’ intera superficie, e cosi formata che ciascun
poligono della rete rappresenti un’area semplicemente connessa.

Qe si indica allora con F il numero delle facce, con ¥ il nu-
mero dei vertici e con C il numero delle costole della rete, si ha :
B) F+V—-C=2—2p,

r

essendo p il genere della superficie chiusa.

zione identica; e decomponendosi questa d’altronde nel prodotto delle
singole sostituzioni circolari d’ordim

Tis Tas s Tn
attorno ai punti di diramazione, le quali equivalgono rispettivamente a
=1+ r—1, ., a1

trasposizioni il numero totale 2 (r — 1) di queste trasposizioni deve essere
necessariamente pari.
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Volume Secondo - Le matematiche moderne sino ad oggi.

SCHIAPARELLI GIOVANNI — Soritti sulla storia delia astronomia antics.
Parte prima - Soritti editi. Tomo primo ¢ secondo.
Parte seconda - Soritti inediti. Tomo terzo.

SEGRE ANGELO — Maetrologia e oircolazions monctaria degli antiohi.

SEVERI FRANCESCO — ZTratiate di Geomeiria algebrica. Volume I - Parte I.
Geometria delle serie lineari.

TONELLL LEONIDA - Fondamenti di caloolo delle variasioni. Due volumi. .

TORRICELLI VANGELISTA — Opere edite in_ocoasione del ILI centenario delia
nascita col conoorso del Comune di Faenca da Gino Loria ¢ Giussppe Vassura.
Geometria - Lezioni aceademiche - Meccanica - Seritti vari - Racconto
d’alouni problemi - Carteggio scientifice. 4 volumi.

Chiedere Catalago alla Oasa Editrice N. Zanichelli - Bologna
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