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PREFAZIONE

N nuovo trattato sulla teoria delle funzioni automorfe

pud sembrare andace impresa dopo la classica opera

di KLEIN ¢ FRICKE, la quale, partendo dalla teoria
dell'icosaedro, da un’esposizione completa della teoria delle
funzioni modulari cllittiche, dei gruppi projettivi discontinui
e delle funzioii automorfe di una sola variabile. Mi affretto
quindi a dichiarare che il piano del presente libro si di-
scosta completamente da quello che informa quell’ opera;
onde oserei dire che, pure avendo qualche punto di contatto,
il trattato di KLEIN e FRricKE ed il presente si integrano
piuttosto che escludersi.

Mentre infatti i due illustri analisti germanici studiano
nei minimi particolari la teoria delle funzioni automorfe di
una sola variabilé, nel presente volume ho cercato di dare
uno sguardo d’insieme alla teoria dei gruppi discontinui e
delle funzioni automorfe in un numero qualunque di varia-
bili, e di porre in luce sia i risultati principali fin qui con-
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éeguiti, sia i problemi che ancora aspettano una risoluzione.
Ho quindi cercato di esporre i tratti fondamentali ed essen-
ziali delle singole teorie, e di mostrare i legami che le uni-
scono alle altre parti dellanalisi moderna, senza entrare nei
minuti particolari di esse. E percid teoremi, e qualche volta
intere teorie ho taciuto oppure ho soltanto accennato, poiché
mi parvero mon essenziali al mio scopo; qualche risultato,
che mi pare nuovo, ho aggiunto talvolta, quando mi sembrd
utile allo svolgimento generale. Cosicché la lettura di que-
sto libro non dispensa affatto dalla lettura e dallo studio delle
memorie originali, ma spero possa servire ad esse utilmente
di coordinamento e di introduzione.

Ho cercato sempre di rivedere e di completare nel modo
pitt accurato tanto I'enunciato che la dimostrazione dei sin-
goli teoremi, ¢ di raggiungere il massimo rigore e la mas-
sima.chiarezza; ¢id che mi ha indotto a dare di molti teo-
remi un enunciato meno ampio di quello abituale, perché mi
parve che cosi soltanto si raggiungesse il doveroso rigore.
E se talvolta non avrd raggiunto lo scopo, il lettore voglia
scusarmi, pensando alla grande mole e molteplicitd di ri-
cerche che si trovano qui la prima volta sviluppate e coor-
dinate in un libro.

Nel lavoro di eritica, nelle successive correzioni del ma-.
noscritto ¢ delle bozze mi furono del massimo aiuto le acute
ed importanti osservazioni dell’amico Dott. Eugenio Elia LEv1.
A lui debbo pure molti miglioramenti essenziali e molti con-
sigli preziosi per I'ordinamento generale ‘del libro e per la
esposizione dei singoli paragrafi. Mi & grato quindi espri-
mergli pubblicamente la mia piu affettuosa riconoscenza.
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Mi sono sforzato di rendere la lettura del presente trat-
tato accessibile anche a coloro, che si avviano per la prima
volta a studii di analisi, procurando di supporre note al let-
tore la minor quantitd possibile di cognizioni. Cosi non ho
mai accennato alla teoria di Gravois delle equazioni alge-
briche e alla moderna teoria delle equazioni differenziali
lineari alle derivate ordinarie: cid che ha necessariamente
portato qualche lacuna (che credo di poco momento) in qual-
che capitolo di questo libro.

Tuttavia in qualche punto ¢ mi sembrato necessario non

tralasciare qualche ricerca speciale e qualche teorema, che
pure richiedeva cognizioni pilt particolari: ebbi cura di in-

serirli in carattere piccolo: essi possono essere ommessi in
una prima lettura, senza danno per l'intelligenza dei seguenti
paragrafi.

" Ho dovuto perd necessariamente supporre noti al lettore
il linguaggio iperspaziale, i fondamenti della teoria delle fun-
zioni di variabile complessa, ¢ delle funzioni su una super-
ficie di RIEMANY, e in particolare quindi i teoremi di esistenza
per il problema di DIrICHLET, ¢ per gli integrali abeliani
su una data superficie di RIEMANN.

Per quanto riguarda queste teorie, il lettore si pud ri-
ferire alla Introduzione alla Geometria Proicttiva degli i-
perspazii del Prof. E. Bertini, alle Lezioni sulla teoria

delle funzioni di variabile complessa e delle funzioni ellit-

tiche del Prof. L. Biaxcai, al Tradté d’ Analyse del PICARD,

alle_Vorlesungen iiber Riemann’sche Theorie der Abelschen,
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" Integrale del NEUMAKRN. Quando ho dovuto usare qualche

teorema relativo a una delle teorie o dei problemi qui ri-
cordati, che sia meno universalmente conoseciuto, ho indicato
volta a volta in nota a pi¢ di pagina in quale dei tre ultimi
trattati citati sopra il lettore pud trovarne la dimostrazione.

Nella prima parte del libro ho raccolto brevemente quelle
teorie sussidiarie, che servono di utile strumento per lo studio
dei gruppi discontinui e delle funzioni automorfe: le pro-
prieta fondamentali dei gruppi, la teoria delle metriche, e
in particolare delle metriche a curvatura costante ed Her-
mitiane. Naturalmente mi sono limitato a quanto & stret-
tamente indispensabile alla intelligenza delle altre parti del
libro; né qui sarebbero stati opportuni maggiori sviluppi.
Queste teorie cosi fondamentali per I analisi odierna hanno
gid ricevato numerose esposizioni gistematiche: a me basti
citare qui i trattati del Prof. L. Brancu sulla geometria
differenziale, sulla teoria delle sostituzioni, e sulla teoria dei
gruppi continui.

La scconda parte del trattato & dedicata alla teoria dei
gruppi discontinui. Nei primi paragrafi pongo la definizione
di gruppi propriamente discontinui, deducendola nel modo
pitt spontaneo dall’esame di alcuni problemi fondamentali.
Si presentano allora le due questioni di riconoscere quando
un gruppo &, o non & propriamente discontinuo, ¢ di costruire
i campi fondamentali per un gruppo propriamente discontinuo.
A queste questioni sono dedicati i capitoli che seguono. Le
applicazioni aritmetiche di tali gruppi, ¢ la teoria dei gruppi
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proiettivi su una sola variabile chiudono questa seconda parte -

del trattato.

La terza parte si occupa delle applicazioni della teoria
dei gruppi discontinui alla teoria delle funzioni; in altri
termini essa si occupa della teoria delle funzioni automorfe.
Dimostrati i relativi teoremi di esistenza, studia le proprieta
fondamentali di tali funzioni, le relazioni algebriche tra le
funzioni automorfe di una sola variabile, corrispondenti a
gruppi distinti, il teorema di diramazione, la generalizzazione
alle funzioni automorfe dei teoremi di WEIERSTRASS per le
funzioni pitt volte periodiche, e infine si occupa delle appli-
cazioni di queste funzioni al problema della uniformizzazione
delle funzioni polidrome.

Nell’ appendice ho trattato delle funzioni modulari in ge-
nerale; e, in due osservazioni, che seguono, ho completato
alcuni paragrafi del testo; una di esse perfeziona lo studio
della discontinuitdy propria dei gruppi kleiniani, fatta al § 30;

I’ altra, dovuta al Dott. LEVI, completa in un punto essenziale '

la teoria delle funzioni zetaautomorfe e zetacremoniane di
una sola variabile.

Non ho esposto completamente né la teoria dell’'icosaedro,
né la teoria delle funzioni pint volte periodiche: esse costi-
tniscono da sole intieri rami dell' analisi odierna, che hanno
gia raggiunto uno sviluppo assai vasto, e ricevuto numerose
esposizioni sistematiche. A me & bastato far rilevare il posto
che esse occupano nella teoria generale, a cui ¢ dedicato
questo libro.

1 sommari dei singoli paragrafi, molto particolareggiati,
che si trovano nella tavola delle materie in fondo al volume
daranno un’idea piti precisa del contenuto del presente libro.
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Non ho abbondato in citazioni bibliografiche. Appunto
percid ho creduto mio dovere aggiungere I'elenco delle Me-
morie, e dei trattati, che pit mi hauno giovato, e che hanno
pit intimi rapporti con le teorie qui svolte.

Gravi e molteplici sono i problemi finora irresoluti, e
le lacune, che ancora presenta la teoria, e che necessaria-
mente si ripercuotono in questo trattato. Ma, se io potessi
sperare che nmon fosse stimato affatto inutile il contributo
portato dal presente libro, e che d’altro lato questo, dando
un’idea chiara dello stato attuale della teoria, potesse fare
sentire pit vivamente I importanza di tali problemi, ¢ po-
tesse cosi incitare qualche studioso ad occuparsi di questa
parte cosi interessante dell’analisi moderna, il mio scopo sa-
rebbe pienamente raggiunto!

Guipo FuBiNI.
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TEORIE PRELIMINARI

Carrroro Privo. — Trasformaszioni e gruppi.

§ 1. — Trasformaxzioni.

Siano date » variabili indipendenti x,, @, ..., «,, che, a se-
conda dei casi, supporremo reali, oppure complesse. Diremo tras-
formazione il passaggio da queste variabili ad altre » variabili
@'y, @'y, ...., ', determinato da formole del tipo seguente:

1) &' = fi (@, Xy . .. 2,)

dove le f; sono funzioni indipendenti delle x. Talvolta conside-
reremo le # come variabili reali, e supporremo che le f; siano
funzioni finite e continue in un certo campo insieme a tutte
quelle loro derivate, che sard necessario di considerare. Talvolta
invece considereremo le & come variabili complésse; e suppor-
remo che le f; siano funzioni analitiche uniformi regolari in un
certo campo. .

_ Se con y, e z indichiamo due nuovi sistemi di # variabili
(c = 1,2,...., n), noi non considereremo come distinte la tra-
sformazione (1) e la trasformazione

(2) z‘=ﬁ(y17 ysi e .'/-) (i = 1) 27 "“‘l'”)'

@ .
o
B M & . ,;,‘

% M %
2 i Capitole Primo — § {1. %
Indicheremo quasi sempre yna trasformazione con una let-
tera maiuscola 8, oppure T' ecc. Talvelta useremo perd anche

2

lettere minuscole. Se noi con § indichiamg la trasformazione (1)

o (2), noi potremo scrivere le (1), (2) nel seguente modo:
® o, = Sa z = Sy,
Se poi & T un’altra trasformazione
:q" = 9 (X Lg+...2,) = T,
indicheremo con & T, e chiameremo prodotto delle trasforma-
zioni 8, T la trasformazione definita dalle:

x = S(Tx) = fi (@) Pgy + ¢+ Pu)

dove
P= Q@ By o) & =1,2,....,m)

La trasformazione T S sard analogamente definita da

= @i(fryfareeeerfo)
e sard in generale distinta dells ST. 8¢ ST = T8, le trasfor-
mazioni 8, T si dicono permutabili. Sia V un’altra trasforma-
zione. Noi indicheremo con S T V il prodotto della trasforma-
zione § T per la trasformazione V, che evidentemente coincide
col prodotto della S per la trasformazione 7' V. In simboli
scriveremo:
STV=8TV)=8TV

In modo analogo, se W & una quarta trasformazione, si defi-

nisce il prodotto S T'V W ponendo
STVW=S8(TVW)=(STV) W
Si ha evidentemente:
STVW=E8TVWVW)=8TV)W = ecc.

E cosi si pud continuare, definendo il prodotto di.b, 6.... tra-
sformagioni. In generale STUV.... W= S§(TUV.... W)

Segue da tutto questo che il prodotto di piu trasformasioni
gode sempre della proprietd associativs, mentre in generale non
gode della proprietd commutativa,



Capitolo Primo — § 1. 8

La trasformazione
& = @
sl dice trasformazione identica e si indica col simbolo 1.

Se le fi, che compariscono nelle (1), hanno derivate prime
continue (e quindi, poiché sono indipendenti, hanno un Iacobiano
diverso da zero) noi potremo risolvere le (1) rispetto alle .
Otterremo cosi delle formole:

@y o = F,@&,....2)) t=12....1m

che ci rappresentano appunto una trasformazione T tale che
TS =1, questa trasformazione si dice inversa della § e si in-
dica con §'. Noi potremo dunque supporre che (almeno in un
campo abbastanza piccolo) la (1) sia completamente indivi-
duata dalla (1). Risolvendo le (1) rispetto alle &', otteniamo le
(1). La inversa della 7' = 8~' & dunque la stessa S. In simboli
(8 )y 1=S8.

Siano 8, T, U tre trasformazioni. Se 8 = T, evidentemente

SU=TU; US=UT

Viceversa, se SU = T U, anche § = T. E cosl pure, (se la U
é completamente individuata dalla U) dalla US = U T si trae
UUS=U"UT e quindi § = T. Ponendo T =1, si deduce
che,se SU = U, 0 US = U, la S & necessariamente la trasfor-
mazione identica (e viceversa). Appunto percid la trasformazione
identica si indica con 1.

In modo analogo si vede che la proprietd di cui godono due
trasformazioni inverse (di avere cioé un prodotto uguale a 1) &
caratteristica per esse. Se cioé § I'=1, allora S= T, T = 8"

Se 4, B, C sono tre trasformazioni che soddisfano alla A B = C,
avremo CB~' = ABB' = A (BB™") = A e cosi pure B = A~'C.
Le tre uguaglianze

AB=C; 4 =CBYy B = A"C

sono equivalenti; da una di esse si possono dedurre le altre due.
11 prodotto di m trasformazioni, uguali & una trasformazione

4 Capitolo Primo — § 1.

T, si indica con T=. Se § = T, si indica con T la 8=,
Posto T° == 1, si ha, per valori qualunque degli interi p, g po-
sitivi, negativi o nulli: :

Tr 79 = T**.

Se 8, T'sono due trasformazioni, la trasformazione '8 T 8
dice simile a §; essa si chiama anche trasformata di S mediante
la T.

Chiaramente si ha T7-'8 T = S allora e allora soltanto che
TT'ST = TS, ossia che 8 T = T8, ossia che le trasforma-
zioni S, T sono permutabili. La trasformazione 7' S~ T, trasfor-
mata della trasformazione S~' inversa di S, & l'inversa della
trasformazione T-'S T, trasformata di S, perché

T8 TT'S8ST=T"'8'ST=T"'T=1

In modo analogo si vede che, se § & ngnale al prodotto delle
trasformazioni S, Sy, ...., S, la 'S T & uguale al prodotto
delle trasformazioni 7-'8, T'(i = 1,2, ...., k), trasformate delle

S, prese nello stesso ordine. Infatti’

718, TT- 8, TT Sy.... T TS, T = T8, 8,.... 8, T=T"'ST

Due enti si diranno equivalenti rispetto alla T, se uno di essi
& trasformato dell’altro mediante la 7.

Osservazione. — In quest’' ultima parte del § 1 ci riferiamo
soltanto a trasformazioni lineari omogenee intere su n variabili
ossia a trasformazioni del tipo &', = z?a,k x, (5, k = 1,2 ....0).
Le a, si diranno i coefficienti della trasformazione. Le trasforma-
zioni siffatte si diranno qui per brevitd trasformazioni lineari.
Una trasformazione lineare del tipo @', = m, &, -+ p; @, dove
{m |=]|m|=1p =0 m—m.) p=0 (= 2,8,....n)
si dirda una trasformazione U.

Si dimostra facilmente col metodo di induzione completa che,
se i coefficienti di k trasformazioni lineari T}, Ty, ...., T, sono in-
feriori- in modulo rispettivamente alle costanti M, M, .... M,
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i coefficienti del prodotto T T, .... T, (che & pﬁre una trasfor-
mazione lineare) sono in modulo inferiori a n*~! M, M,.... M,*.
Cosi pure si dimostra che i coefficienti di 7%, se 7' & una tra-
sformazione U, sono in modulo inferiori a Mk" (*¥), dove M é una
costante abbastanza grande dipendente dai coefficienti della T,
ma indipendente da k. Sia W= V' TV, dove V & una trasfor-
mazione lineare qualunque e I' & una trasformazione U. Sara
W2=V'"TVV'TV= V'T?V e in generale W= V"'T*V.
Se M & una costante abbastanza grande, i coefficienti di Ve di
V- sono in modulo minori di M, i coefficienti di 7™ sono in mo-
dulo minori di M k*. I coefficienti di W* sono dunque in mo-

dulo minori di ; (n MBEk" = 1 (nMysertont
”

" . o . . _—
(*) Infatti, se 2/, = }; ay x, , &'y = X by x, sono due tali trasformazioni,
h
. s L. . W .
il loro prodotto sard definito dalle »£, = < Qin Tp , dOve oy = 2 s by -
k

Se M,, M, sono costanti tali che mod a;;, < M, mod by, << M, per i, h =
=1,2,....,n, avremo che mod o, <<u M; M,. La formola del testo
& dunque dimostrata per k = 2. Dimostriamo che, se detta formola vale
per k=1,2,....6—1, essa vale anche per k = 5. Infatti

Ty Tyevee Ty Ty =Ty v Tsy) Ts.

Se i coefficienti di T; (i =1, 2, .... ) sono in modulo minori di M, ,
i coefticienti di T, Ty ... Ty_, sono minori (perché, per ipotesi, il teorema
vale per k=0 — 1) di w~* M, M,... M;_,. E, poiché il nostro teorema &
gia dimostrato per k = 2, i coeflicienti del prodotto delle trasformazioni
T, Ty o.v. Ty e Tysaranno in modulo minori di n (072 M, A, ... My ) M,
=a" M, My ... M. :

(**) Infatti, se la trasformazione T ¢ definita dalle ', = Y ag o,
. . . »
(h=1,2,....0)siavrd |a; | =1, =10,s¢h> i,oseh<i—1.
La T* sia definita dalle 2, == ¥ aff x,. Avremo

a
)
al) = 2 2 e E ity Qisy v oee Wy
L] Y1

dove la sommatoria si dovrebbe estendere a tutti i sistemi di valori di
iy, iy, e a1, <n)(s=1,2,....,k—1).

Ma ricordiamo le ipotesi fatte sui coefficienti a; della T. Riconosce-
remo tosto che:
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Sia ora dato un prodotto W = T Th.... T%, dove le T
sono trasformazioni lineari, le % sono interi positivi. Tra i p
fattori T% ve ne siano k, che indicheremo con Ty, T2y e Tow
(dove con i, & ....4 indico A interi inferiori & p, e dove si &
posto m, = k, per § = 1,2,...., k) tali che le corrispondenti
trasformazioni T, siano trasformazioni del tipo V' T\ V, , dove V.,
 una trasformazione lineare qualunque, e T7, & una trasforma-
zione lineare U. Potremo trovare, per quanto abbiamo gia detto,
una costante M =1 cosi grande che i coefficienti di Tr. siano

inferiori a »11;('n M3E; . Uno dei residui p - h fattori del nostro

l.se h>i,ose h<i—hi termini della nostra sommatoria sono
tutti nulli.
2. se h = i, un solo termine della nostra sommatoria & differente da zero.
S.eeh=i—s(l<sa<i—1)ek>8— 1 il numero dei termini
della nostra sommatoria, che sono differenti du zero, & al pitt uguale a
k By _kGk—1D....0k—s+1D
(i——h)=(,)'— - B U
Poiché i < =, bk << %, la nostra sommatorin non contiene in alcun caso
pitt di &* termini differenti da zero. Studiamo uno di questi termini. Esso
& un prodotto di & fattori del tipo
L A
dove, per simmetria, si & posto § = fo, h = i . La successione
So By ene
gode delle seguenti proprieta :
1. 1 pumeri § sono interi positivi non nulli.
2. Tl numero i, non & maggiore di n.
3. Ogni numero i, (1 <8 < k), o & uguale & i,_, oppure a i- 1.
Esisteranno quindi al pie # — 1 valori di s, tali che
i, =1i,_,1 .

cosiche | a, , | pussuessere differente da 1. Per tutti gli altri valori disé
s a1

=i, oquindi Ja, , |=1
n—1
Se dunque M =1 ¢& una costante positiva cosi grande che 4/ M sia in
modulo maggiore di a; (. per tutti i valori di § <<#, ogni termine non
pullo della nostra solita sommatoria & in modulo minore di M. Quindi la
nostra solita sommatoria, ossia afy), € in modulo minore di Mk~ .
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prodotto & una trasformazione del tipo 75 (A<p; A%y, Gy v vy fa)s
Se M & maggiore del modulo di tutti i coefficienti di queste tras-
formazioni T, i coefficienti di 7} sono in modulo inferiori a
}‘ (n M. Indichiamo con A (f =1, 2, ....,p — k)i p — h possi-

bili valori di A. I coefficienti del prodotto W saranno dunque in
L3

Zogr, (L) 3k
modulo inferiori a nf~'u™ M™ e "=t 8%, (hf) (n M) ",
x p=h ) .
Seh<g, X logh <L, 3 Kk, <H, questi coefficienti saranno
e=1 : t=1

in modulo inferiori a n*¢~! M® e "*(n M)" = ;‘ (n M)*+H ¢k,

Se g — 0, evidentemente si pud porre L = 0.

§ 2. — Gruppi.

Noi diremo che un insieme G di pit trasformazioni §, in nu-
mero finito o infinito, & (costituisce, genera) un gruppo, quando
siano soddisfatte le seguenti proprieta:

1.0 Se & contiene una trasformazione S, esso contiene anche
la trasformazione inversa S~'.

2.0 Se due trasformazioni S, 7, distinte o no, sono contenute
in G, allora G contiene anche il loro prodotto § T.

Ne segue tosto:

) Se G & un gruppo di trasformazioni, esso contiene la trasfor-
mazione identica. Infatti sia S una trasformazione di G; & con-
terra anche la S, e quindi anche il loro prodotto §&87' = 1.

B E poi evidente che se Sy, Sy, ..., 8, sono » trasformazioni
di G, allora G conterrda anche la trasformazione S, S, .... S..
In particolare, se S & una trasformazione di G, allora G conterra
tutte le trasformazioni &% qualunque sia l'intero positivo a;
e, poiché, se un gruppo contiene una trasformazione, esso con-
tiene anche la trasformazione inversa, G couterrd tutte le tra-
sformazioni %, qualunque sia Iintero @, positivo o negativo.

Se T & la trasformazione identica, T' =T, T" = T; quindi
la trasformazione identica T' costituisce, da sé sola, un gruppo.
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Viceversa, se un gruppo contiene una sola trasformazione, qﬁe-
sta & la trasformazione identica (per 1’ osservazione x).
Se a;, = Sz, & una trasformazione generica di un gruppo, e
se dalla
P (& Ly +oe. ) =0,
dove 9 & una particolare funzione delle x, segue

® (8zy, Sxyy ..., S) =0,

noi diremo che il grappo trasforma in 8é lUequazione 9 (x, ....x,)==0.

Noi distingueremo tre categorie di gruppi:

1.c gruppi che contengono un numero finito m di trasforma-
zioni distinte. Questi gruppi si diranno gruppi discontinui finiti.
11 numero m si dice ordine del gruppo.

2.0 gruppi formati da un insieme infinito, ma numerabile, di
trasformazioni distinte Ty, Ty, Ty, . ... Questi gruppi si diranne
gruppi discontinui infiniti. o

3.0 gruppi generati da un insieme infinito non numerabile
di trasformazioni.

Di questi ultimi gruppi noi considereremo specialmente una
classe particolare: la classe dei gruppi continui finiti, che a loro
volta distingueremo in due categorie.

3a) Gruppi continui finiti a una schiera di trasformazioni.—
Le trasformazioni di uno di questi gruppi G sono del tipo: '

(4) &= fi (L Bay e vy T gy Gy o2 B) (= 1,2,....0)
(r, n interi positivi finiti)

dove le f, souo funzioni delle » variabili e di r parametri a.
Si suppone che, mentre le @ variano in un certo campo, la tra-
sformazione definita dalle (4) generi il gruppo G in altre parole
che ogni trasformazione di G sia determinata, dando nelle (4)
ai parametri @ dei valori scelti in un certo campo. Di piu sup-
porremo che a valori distinti delle a corrispondano trasforma-
gioni distinte. E diremo allora che il gruppo G ha r parametri
essenziali, o anche che G & un gruppo a r parametri. Coi sim-
boli G,, T,....indicheremo dei gruppi ad r parametri. Questi

e

RS
Y.
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gruppi si dicono gruppi continui finiti, perché da una trasfor-
mazione di essi si pud passare a un’altra trasformazione qua-
lunque dello stesso gruppo, facendo variare con continuitd un

numero finito di parametri a, a,,.... a,.
3b) Gruppi continui finiti con un numero finito di schiere di
trasformazioni. — Siano date le & trasformazioni:
Ty=fru (Byy Tgy oo ey T3 Gy« 0. Q) =12 ....,m)
= [ (g, Dgy oo ooy Taj Oy oo o0 Gy) t=12....m)
Ty = fa Xy By ooy Taj @y <o ) =12 ....,n)
dove le f,(s=1,2,...,k; i=12,....n) sono funzioni delle

variabili « e dei parametri a. E supponiamo che, al variare dei
parametri @ in un certo campo, si ottenga un insieme di trasfor-
mazioni, che sia proprio un gruppo. Noi diremo che questo grup-
po & un gruppo continuo finito a piu schiere (di trasformazioni).

Queste definizioni riusciranno pi chiare, esaminando qualche
esempio speciale:

I). Le m trasformazioni &' = e ”"Tiac, dove m & un intero fisso,
e k &un intero che pud assumere uno dei valori 1,2, 3, ....,m
costituiscono un gruppe discontinuo finito.

II). Le trasformazioni &' = @ -~ #, dove » & un intero qua-
lunque (» =0, + 1, + 2, = 8, ....) costituiscono un gruppo dis-
continuo infinito.

). Le trasformazioni @ = x - a, dove a & un parametro
variabile da — oo a - o, costituiscono un gruppo Gy continuo
finito a un parametro, con una sola schiera di trasformazioni.

* IV). Le trasformazioni
'=x+a r=—x-+a,
dove @ & un parametro variabile da — co 2 -+ oo, generano un
gruppo continuo finito con due schiere di trasformazioni.

V). Le proiettivitd di un piano in s& stesso e cosi pure i

movimenti dell’ordinario spazio euclideo generano dei gruppi

continui finiti.

1
1
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§ 3. — Definizioni ¢ teoremi varii.

Tra i gruppi discontinui meritano un cenno speciale i gruppi
ciclici: i gruppi ciod, che sono formati dalle potenze di una tra-
sformazione 7. Tali sono ad esempio i gruppiI e II del § 2; i

quali sono formati rispettivamente dalle potenze della trasfor-
i

mazione &’ = ¢ - x e della trasformazione ' = x -+ 1. Se due
potenze diverse T, T (p + g) della T sono distinte, il gruppo con-
terra infinite trasformaszioni e sara un gruppo ciclico infinito; se
invece due potenge diverse 7', T (p +g) sono uguali, allora
"-¢ — 1, Detto k il minimo intero positivo non nullo, per cui &
verificata la T* = 1, le trasformazioni T° = 1, T,T%...., T*
sono tutte distinte. E una trasformazione T, dove p & un intero
qualunque, ¢ uguale a 7* (0 < s < k — 1), se 8 & quell’intero
positivo o nullo, inferiore a %, che soddisfa alla p — s =0 (mod k).
1l gruppo ciclico G, generato dalla 7', & quindi un gruppo discon-
tinuo di ordine k. Il numero k si dice anche: periodo della tras-
formazione 7. Se una trasformazione 7' genera un gruppo ciclico
discontinuo infinito, si suol dire che essa & aperiodica oppure che
essa ha un periodo infinito.
Due enti, equivalenti tra loro rispetto a una trasformazione
di un gruppo G (§ 1) si diranno anche equivalenti rispelto a G.
Noi diremo che una trasformazione di un grappo & eccezio-
nale, se essa & permutabile con tutte le trasformazioni del gruppo.
Se noi abbiamo un gruppo G, formato da certe trasforma-
zioni T, e se noi trasformiamo ciascuna di queste mediante un’al-
tra trasformazione U fissa, ossia se costruiamo le U~ T' U, l'in-
sieme Y di queste ultime trasformazioni & un gruppo, che noi
diremo simile a G, o, pit precisamente, trasformato di G me-
diante la U, e che noi indicheremo con U™ G U.
Per dimostrare che y & un gruppo, si osservi che, se 7’4 una
trasformazione di G, il gruppo G contiene anche la trasforma-
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zione inversa T-'; quindi, se 1'insieme y contiene la trasforma-
zione M = U-' T U, esso contiene anche la N= U"' T~ U, che
(8§ 1) & la trasformazione inversa di M.

Cosi pure, se G contiene due trasformazioni 7", T, e se
T T*= T, allora G contiene anche 7. Siano M', M" le tra-
sformazioni U™ T" U, U T U di Y, corrispondenti alle 77, 7.
1l prodotto M’ M” & (§ 1) uguale alla trasformata mediante U
della trasformazione T di G; quindi y contiene anche M' M".
Ossia, se ¥ contiene due trasformazioni M’, M", esso contiene anche
il loro prodotto. Tanto basta per concludere che ¥ & un gruppo.

Sottogruppi. — Se I' & un gruppo, le cui trasformazioni sono
tutte trasformazioni di un altro gruppo G, si suol dire che I' &
un sottogruppo di G. Cosi p. es. il gruppo formato dalle trasla-
zioni nell’ ordinario spazio euclideo & un sottogruppo del gruppo
formato da tutti i movimenti euclidei.

Tra i sottogruppi di un gruppo G si pud considerare anche
il gruppo G stesso.

Se § & una trasformazione di G, il gruppo ciclico generato
dalle potenze della S & un sottogruppo di G; se poi § = 1,
allora, poiché tutte le potenze di §sono ancora uguali all’iden-
tita, il sottogruppo in discorso & formato dalla sola trasforma-
zione identica.
~ Sel &un sottogruppo di G, e Ué una trasformazione qua-
lunque di G, il gruppo U~ T' U, trasformato di I' mediante la
U, & ancora un sottogruppo -di G. Infatti ogni sua trasforma-
zione & prodotto della U™, di una trasformazione di T, e della
trasformazione U: ossia & prodotto di tre trasformazioni di G,
e quindi appartiene a . Due sottogruppi I, U-' T U di G =i
dicono sottogruppi equivalenti. Se un sottogruppo T di & coin-
cide con tutti i sottogruppi equivalenti, esso si dice un sotfo-
gruppo eccezionale (invariante) di G. Il gruppo G stesso, e il
gruppo formato dalla sola trasformazione identica si possono,
come abbiamo visto, considerare sempre come sottogruppi di G

essi sono anzi sottogruppi eccezionali di G.
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Supponiamo che G sia un gruppo discontinuo; ne sia I' un
sottogruppo, il quale sard pure necessariamente un gruppo dis-
continuo. Indichiamo con 1,7, 1, 7,.... le trasformazioni di T';
supposto I' + @, indichiamo con U, una trasformazione di @,
distinta da tutte le trasformazioni di I'; e costruiamo tutte e

trasformazioni
U, Uyry, Uty Uyzg - . ... "

Queste trasformazioni sono evidentemente tutte distinte., Esse
sono pure distinte dalle precedenti; infatti se fosse Uz, — t,,
sarebbe U, — 1,7, e quindi U, essendo uguale al prodotto di
due trasformazioni di I, sarebbe uguale & una trasformazione
di T, contro il supposte. ,

Se le trasformazioni 1, U, Tt non esauriscono ancora le trasfor-
mazioni di @, consideriamo una trasformazione U, di @, distinta
dalle trasformazioni precedentemente considerate. E formiamo
tutte le trasformazioni Uy, U,t,, U,t, .... Si dimostra c. s. che
queste trasformazioni sono tutte distinte fra di loro e sono pure
distinte dalle 1, 7, 75...., e dalle U,, U;%,, U1, .... Cosi potremo
poi continuare: cioé, se le trasformazioni v, U;t, Uyt non esau-
riscono le trasformazioni di G, sceglieremo una trasformazione
U, di @, da quelle distinta, costruendo poi le trasformazioni
Uy, Ugty, Uyty ... . e cosi via. Potranno avvenire due casi: o
che il procedimento a un certo punto finisca (cid che avviene
certamente, se G & finito), oppure che esso si possa continuare
indefinitamente. Nel primo caso esisteranno certe trasformazioni
in numero finito U,, U,, ...., U,_, tali che le trasformazioni del
seguente quadro

1z T Tyenes
v, Uy, U+, Urt,....
U, Uy, Ugty Ugtg s,

Upor U 1% Uy Uy Ty e e

sono tutte distinte tra loro ed esauriscono tutte le trasforma-
zioni di @. Il numero m si dice indice di I' in G. (Se G conte-
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nesse un numero finito p di trasformazioni, I' conterrebbe 2 tra-

sformazioni: U'ordine 2 di un sottogruppo T di un gruppo G
finito discontinuo di ordine p é sempre dunque un divisore di p).

Se invece il procedimento piti sopra esposto si pud prose-
guire indefinitamente, si suol dire che I' & in & un sottogruppo
di indice infinito.

isomorﬁsmo di due gruppi. — Due gruppi G, T si dicono in
isomorfismo oloedrico, se le loro trasformazioni si possono porre
in corrispondenza biunivoca, in guisa che al prodotto T" T di
due trasformazioni 7", 7" di G (che per definizione & una tras-
formazione di @) corrisponda proprio quella trasformazione
v ¢" di T, che & prodotto di quelle trasformazioni v',7” di T, che
corrispondono rispettivamente alle trasformazioni 7', 7" di G.

In particolare se 7,7t sono due trasformazioni corrispondenti
di @, T, alla trasformazione 7T'* di @ (p intero positivo) corrispon-
dera la trasformazione = di T. Alla trasformazione § = T* T =
= T»= di G (p, m interi positivi qualunque) corrispondera una
trasformazione o di I': e poiché § T™ = T, sard ¢ 1™ — *; quindi
g = 1=, Quindi alla T° (a intero positivo, nullo, o negativo)
corrispondera la t°. E in particolare alla T, ossia alla trasfor-
mazione identica di G, corrispondera la t°, ossia la trasforma-
zione identica di T\

A trasformazioni permutabili in G corrisponderanno trasfor-
mazioni permutabili in ['; a una trasformazione eccezionale di G
corrisponderd una trasformazione eccezionale di T.

Alle trasformazioni di un sottogruppo (di indice p) di G cor-
risponderanno le trasformazioni di un sottogruppo (di indice p)diT.

Un gruppo G & sempre oloedricamente isomorfo a sé stesso.

Due gruppi G, T si dicono meriedricamente isomorfi, se a ogni
trasformazione di G' corrisponde una trasformazione di T, a ogni
trasformagione di ' corrispondono pili trasformazioni (in numero
finito o infinito) di G, in guisa che a una trasformazione di &,
che & prodotto di due trasformazioni 7", 7" di @, corrisponda
quella trasformazione di T, che & prodotto delle due trasforma-
zioni corrispondenti alle 77, 7".

2
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Siano 8, T due trasformazioni di G, a cui corrisponde in r
1a trasformagione identica T = 1; allora al prodotto 8 T corri-
sponde in ' la tt = 1@ == 1: ossia alla S 7 corrisponde in T
ancora 1'identitd. 8i dimostra come sopra che alla trasforma-
zione identica in G corrisponde la trasformazione identica in T.
Se ¢ & la trasformazione di T, che corrisponde alla trasforma-
zione 8- di @, allora, poiché §8~* =1, sard Tg = 1, e, poichs
t==1, anche o = 1. Quindi anche alla trasformazione 8 di &
corrisponde in T' la trasformazione identica.

Da quanto abbiamo detto risulta dungue:

Le trasformazioni di G, a cui corrisponde in T' Uidentita, for-
mano un gruppo G, che sard un sotiogruppo di G.

8¢ U & una trasformazione di G,e S una di G, e se udla
trasformazione di I', corrispondente alla U, & ben chiaro che
alla trasformazione U~ S U di G corrisponde la ™', 1. # =
— ‘e =1 di T. Quindi la trasformazione U~ § I/ appartiene
a G': ossia:

Il sottogruppo (' di (G ¢ un sottogruppo eccezionale.

Le proprietd trovate piti sopra per i gruppi oloedricamente
isomorfi valgono, con poche modificazioni, anche per i gruppi

meriedricamente isomorfi.
§ 4. — Classi speoiali di gruppi.

Siano T,, T, .... T k trasformazioni, operanti rispettivamente
sulle variabili 2 (6 =1,2,....,%,), 2(E=1,2,....,8).... 2P (=
= 1,2, ...., m) (n, g, ...., m, numeri interi). Le =¥ siano
#, -+ my 4~ .... 4 m, variabili distinte e indipendenti. In tal
easo il considerare il prodotto T delle trasformazioni Ty, Ty, ey T
& perfettamente equivalente al considerare I'insieme delle tras-
formazioni T, T ...., T, come un’unica trasformazione, ope-
rante sul complesso di tutte le variabili «. La trasformagione
T si dirs trasformazione mista, o totale, risultante delle trasfor-
mazioni parziali Ty, Ty, ...., T;. Sia ora G un gruppo, di cui
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ogni trasformazione 7 sia una trasformazione mista, le cui tras-
formazioni parziali T, operino rispettivamente sulle variabili
*P(8=1,2,....k) (i =1,2,....,n). Il gruppo G si dira grappo
misto o totale. Ciascuna delle trasformazioni parsiali 7, generera
un gruppo @, di trasformazioni sulle variabili . Questi gruppi
G, si diranno gruppi parziali.

Bi dice gruppo lineare su n variabili x, .... x, un gruppo,

di cui ogni trasformazione & una trasformagione lineare, ossia &

una trasformazione del tipo seguente:

~ 'zﬂaawn"}‘ar
;b,,m,,—f—b

N . . . k . oys .
Cosi si dirda gruppo lineare misto su 3 #, variabili a® (i =
i=1

@ (a, b = cost.) t=12,....m)

=1,2,....,k: 8=1,2,...., n) un gruppo misto, i ecui gruppi
parziali corrispondenti sono rispettivamente un gruppo lineare
sulle 2, sulle 2™, ece. Ogni trasformazione di un gruppo lineare
misto & quindi del tipo:

"t

2 a2’ 4 a,

e (a,b=cost.: i = 1,2,..,k;s = 1,2,...,%)

1]
2 ba a0+ B,

x® —

Un gruppo lineare si dice intero omogeneo, se le sue tras-
formazioni sono lineari intere omogenee, ossia sono del tipo
X == ? Ay By

D’ ora in poi, se con A indichiamo una quantita, con A°, o con
A, indicheremo la quantita immaginaria coniugata. E supporremo
sempre che, se delle variabili & subiscono una trasformazione
lineare P, le variabili immaginarie coniugate & subiscano quella
trasformazione lineare FP,, i cui coefficienti sono immaginarii
coniugati dei coefficienti omologhi della P.

Un gruppo G lineare intero omogeneo si chiamera gruppo
iperfuchsiano intero, se ogni sua trasformazione P trasforma in
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d
88 una forma Hermitians, ciod una forma del tipo: 2 ay X, T3,
i,b=1

dove le @ sono costanti tali che a, — a}. (Secondo la prece-
dente convenzione, con & e con af indico le quantitd immagi-
narie coningate delle x; e delle a,, e suppongo che, mentre le
x subiscono una trasformazione generica P di G, le o subiscono
la Po). Occorre notare che una forma Hermitiana ha sempre
valori reali qualunque siano i valori che si attribuiscono alle

variabili ;.
Posto y‘=2- (=12 ....,m—1)en—1=m,il gruppo
G individua un gruppo lineare fratto I' sulle g, . ... y., che

trasforma in sé stessa 1’equazione:

®  Dbass+ Zhy+ kv +8=0

LAk=1
dove By = @4, B = @i m.1; B==Gu.1a;1. Lo costanti 3 sono co-
stanti legate dalla B, = 8%, B == f., e quindi ancora il primo
membro della (5) & sempre reale, quando alle y, y° si dieno
valori immaginarii coniugati. Questi gruppi I' si chiameranno
gruppi iperfuchsiani fratti, o piit brevemente senz'altro gruppi
iperfuchsiani.

Un gruppo iperfuchsiano & trasformato in un gruppo iper-
fuchsiano (simile), se noi trasformiamo le variabili y con una
qualsiasi trasformazione lineare.

Nel seguito noi intenderemo perd di riferirci a una classe
particolare di gruppi iperfuchsiani, che & la pilt importante, per
le applicazioni che abbiamo in vista: un gruppo di tale classe
si pud, con una trasformazione lineare sulle y, trasformare in
un gruppo tale che la corrispondente equazione () assuma la

forma:
®) i+t yayat1=0.

Un gruppo lineare misto, i cui gruppi parziali sono gruppi
iperfuchsiani, si dice gruppo iperfuchsiano misto.
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§ 5. — Le trasformazioni infinitesime.

D’ora in poi useremo spesso un linguaggio geometrico. Quando
avremo cioé n variabili indipendenti &, 2,,...., &,, considereremo
queste variabili come coordinate in uno spazio a » dimensioni §,.
Un sistema di valori delle z ci individuera un punto di S,; i punti
di S, le cui coordinate soddisfanoan — 1, » — 2,2 — 3,...., 1
equazioni indipendenti si diranno formare una linea, una super-
ficie, una varieta a 3,a 4, ...., an — 1 dimensioni, contenuta in

S, (subordinata di S,). Una trasformazione
Xe=1[fi(® «c.. )

si potra considerare come una corrispondenza stabilita tra i punti
di coordinate x;, e 1 punti (trasformati) di coordinate a’; = f;.

Se G & un gruppo discontinuo, noi diremo che esso contiene
delle trasformazioni infinitamente poco differenti dall’identita,
o pilt brevemente' delle trasformazioni infinitesime, quando, per
ogni numero e positivo non nullo, piccolo a piacere, si puoé tro-
vare una trasformazione non identica a’; = f, (x, .... x,) del grup-
po &, tale che sia

| 'y — x| <& *

per tutti i punti a, per cui sono definite le nostre trasforma-
zioni, esclusi al pil con intorni piccoli a piacere un numero
finito di punti singolari isolati, i punti di qualche linea, super-
ficie, varieta singolare a 8,4 ....n — 1 dimensioni.

Per es. consideriamo il gruppo ciclico G generato dalle po-
tenze della trasformazione

x = e'” 1,

(*) Come al solito, se 4 & una quantitd qualunque, con | A | indichia-
mo il suo valore assoluto, o il suo modulo; poiché con A4°(4o) intendia-
mo la quantitd immaginaria coniugata di 4, sard [ 4|® = 4 4o.
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dove a & un numero reale, il cui fapporto con = & irrazionale,
Consideriamo la 2 come variabile complessa, e rappresentiamola,
al solito modo di Gavss, su un piano o. Il gruppo G & definito
per tutti i punti di 9. Escludiamo in ¢ il punto (singolare) == oo
con un intorno arbitrario, ossia consideriamo una gualungue re-
gione di g, posta a distanza finita. Sia R una costante maggiore
del massimo modulo di x in questa regione.

Una trasformazione di G & del tipo: &' == e “*x, dove m &
un qualunque intero; cosicché sara mnella nostra regione

| —x|=|e"*—1]| |jx)<]|e*—1]R.

Essendo; irrazionale, io potrd scegliere l'intero m in guisa che
ma sia cosi prossimo a un multiplo di 2 =, che si abbia:

j et — 1| < ]—3 (e costante positiva piccola a piacere)
e quindi

| — @ | <e.

Tanto basta per affermare che G contiene trasformazioni in-
finitesime, '

Per brevita, con I’ abbreviazione g. d. p. d. t. i. intenderemo la
frase: « gruppo discontinuo prive di trasformazioni infinitesime ».

In senso analogo, ma ber distinto, noi parleremo delle tras-
formazioni infinitesithe di un gruppo G continuo finito. Siano (4)
le equazioni definenti le trasformazioni di un tal gruppo &, che
supponiamo a una sola schiera di trasformazioni. Poiché @
contiene la trasformazione identica, esisteranno dei valori a;
dei parametri a, tali che per a, = a sia f, = &;. Noi chiame-
remo trasformazione infinitesima del gruppo.una trasformazione
(4), in cui i valori dei parametri a, differiscono di una quan-
titd infinitesima dalle a’,. In altre parole chiameremo trasfor-
mazioni infinitesime di G quelle, che si ottengono ponendo in
4) @, =a’, + b, t, dove le b, sono costanti arbitrarie, e { & una
quantita, che varia tendendo al limite zero.

Le trasformazioni (4) si possono scrivere per questi valori
dei parametri nel modo seguente:
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= 1y Dy e L@y d,) - 8 2 p,0fi (wl"‘;”;“'"““ D e,

< ofi(@;....z.a ....a,)] ,
=, L ¢ . poreetn By oeee O e M.
m.fgh[ ja, om0 M
dove le M, sono quantita finite. La differenza &', — &; & percid,
a meno di infinitesimi del secondo ordine, data dalle:

X, — X = tzb [Bfg(ﬁz‘l.-..x al....a,)]
‘ T éa a

=a

11 secondo membro di questa uguaglianza si pud dire rap-
presenti 1’incremento 3 &;, che la x; riceve per una trasforma-
zione infinitesima del mnostro gruppo. Sia ora U una funzione
qualunque delle .z; noi indicheremo con & U la differenza

U, ..... ) — U ey oo ey
la quale a sua volta, a meno d’infinitesimi d’ordine superiore,
é data da:

x4 (o U [81"i (&g vore Lo @y -
2— 3, — tEb,“M o

a=al

Posto [6 fi(x, .. -é-;”n e “r}] == E,; (Ly, o+ + ,) a¥remo infine
a,

o U oU
sv—t3h]all il + el
Noi esprimeremo questa uguaglianza dicendo che il simbolo
7 # a
X=202¢8

rappresenta una trasformaczione infinitesima generica del gruppo,
e identificheremo spesso, per brevita di discorso, una tale tra-
sformazione col simbolo che la rappresenta.

Se qualunque sia la funzione U, si ha 3 U= (), ossia se
Dhi =0 (t=12....,n),
LES]

si dice che X & identicamente nullo, Il Lix ha dimostrato che,
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nelle nostre ipotesi, cid avviene soltanto se b, =0 (8= L2 ....n).
Osserviamo ora che si pud scrivere:

X=2bX,
dove & X, == E E.es 8 -; X, 6 ciod quella espressione che si deduce da
X, ponendovi b, = b, =....=b_,=0b0,=..=0b,=0,b=1,

Le X, si dicono essere le trasformazioni infinitesime generatrici
del gruppo G, e il gruppo G si dice generato dalle X,: ogni
altra trasformazione infinitesima del gruppo G & una combine-
zione lineare a coefficienti costanti delle trasformazioni X,. Tale
denominazione & legittimata dal fatto che il Lie ha dimostrato
che il gruppo continuo G & completamente individuato dalle sue
trasformazioni infinitesime.

Se G fosse un gruppo a un parametro, (r = 1) esso sarebbe
generato da una sola trasformazione infinitesima, la quale & al-
lora individuata a meno di un fattore costante.

Se una trasformazione S trasforma il gruppo continuo 7 in
un gruppo (simile) T, essa porta le trasformazioni infinitesime
X,(s=1,2,...., r) di G nelle trasformazioni infinitesime di I' (¥).

Se una funzione U resta invariata per tutte le trasformazioni

del gruppo G, allora chiaramente

X U=0(=12....,7.

(*) Diciamo che la trasformazione 8, definita dalle
yt=f|‘(zu Tay ....,1?.)

nella 3} 7, 33! -, dove

porta la trasformazione infinitesima 3 &, Bi‘
L] s . g

n=3& i'-:; Scrivendo rispettivamente le £, ed v, come funzioni delle

8 a3
z, o delle y, la uguaglianza )] £, P - 3, <P i riduce a un’identi-
: 9, S T gy,

td, qualunque sia la 9, in conseguenza delle equazioni definenti la §,
guando nel calcolarne il primo, o il secondo membro si considerino ri-
epettivamente le z, o le ¥ come variabili indipendenti.
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Viceversa io dico che, se una funzione U soddisfa a un’ equazione
»
14
XU=2Et . -=0
t=1 c.;(,‘,

essa resta invariata almeno per le trasformazioni di un gruppo con-

tinuo T' u un parametro, che ¢ generato dalla trasformazione infi-

2

nitesima X = ¥ ¢, 5= .
' T 55,
Si possono infatti scegliere sempre » nuove variabili indi-
" pendenti ¥y, ¥s ..., ¥, tali che si abbia identicamente:
i 2 2
X=324a = oy
Basta prendere la #, in guisa che
)
Xy1= thérlyr‘:: 17

e scegliere per y,,...., ¥, n — 1 integrali indipendenti dell’e-
quazione :

)
Xy= an 0.

Sara appunto identicamente:
A
¢ &[;, By Eyl . .
La U, considerata come funzione delle y, soddisfera alla
U . Lo e .
XU = 5y, =0, e quindi sara indipendente da y,. Se noi dunque
poniama al posto delle y, le
Yir=y T @Y=y Y=y .. yu=y (6
dove a & un parametro qualunque, la U resta trasformata in s&
stessa. Ora le (6) individuano una trasformazione T, che, al variare

del parametro a, genera evidentemente un gruppo [ a un para-
metro sulle variabili y, il quale é generato appunto dalla trasfor-
mazione infinitesima- a/
Ora le & sono legate alle y da certe equazioni:

L= Y1y Yoy e o v vy Yn) =12 ....,n)
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le guali individuano una certa tmsformazionﬁﬁjs. Potremo (§ 1)
serivere «; = Sy,, §; = 57" &;. Porremq poi

=8 =YY ¥s... . Y)=F (q. A, Yoy oo yu) = 8 Ty,.
Eliminando le y, troveremo delle equazioni:
L= P (Lyy Lyy o e s .y =8 T Sxi 5

le quali (§ 3) definiscono un gruppo 1), simile al gruppo I'.

E poi evidente che la U, pensata di nuovo come funzione
delle ., resta invariata per le trasformazioni di I'. Ed é pure
bey chiaro, per quanto si & detto pit sopra, che I' & generato
dalja trasformazione infinitesima

-

X=3E& o
ry 2 oz,
Osservazione. — Dal teorema di Lik, che un gruppo & indi-

viduato dalle sue trasformazioni infinitesime, scende che I' &
completamente individuato dalla X.

Questi concetti sono fondamentali nella teoria dei gruppi
continui (di 8. Lie). Noi non abbiamo bisogno di approfondirli *:
e ci bastera richiamare I'attenzione sulla profonda differenza,
che passa tra le proprieta delle trasformazioni infinitesime di
un gruppo discontinuo, e quelle delle trasformazioni infinitesime
di un gruppo continuo. Quando avremo bisogno di distinguere,
chiameremo trasformazioni infinitesime di §, Lie le trasforma-
zioni infinitesime di un gruppo continuo, trasformazioni infini-
tesime di Kueiy quelle di un gruppo discontinuo.

(*) T lettore potrd consulture I'opera classics di Lie ed Excer sulla
teoria dei gruppi continni finiti di trasformazioni e specialmente il primo
volume, oppure le lezioni (litografute) del Prof. Lrict Biaxcul, o quelle
del Prof. ERNEsTo PascaL, pubbliente nei « Manusli Hoepli ».
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CarrroLo Seconpo. — Metriche e movimenti.

§ 6. — Definizioni fondamentali.

Se con x, y, z indichiamo coordinate cartesiane ortogonali
nello spazio ordinario, & ben noto che la lunghezza di una linea(*)
rettificabile L & data dall’integrale curvilineo

j\/ dxtdy* | dzt
L
esteso alla stessa linea L (¥*).
Percid la forma differenziale quadratica
dst=dzx® - dy* | dz?
si chiama elemento lineare della geometria euclidea, in guanto
che essa basta a definire la lunghezza di una linea qualunque.
L’elemento lineare &, per cosi dire, uguale al quadrato della
distanza dei due punti
(@, 4, 2) w+de,y-tdy, z+d2)
infinitamente vicini, Questa forma dell’elemento lineare dipende
essenzialmente dal teorema di Pitagora, che a sua volta si de-
duce dai postulati della geometria Euclidea.
Viceversa si pud dimostrare che basta ammettere detta forma
di elemento lineare, perché se ne possa dedurre tutta la. geo-
metria metrica di Euclide (che talvolta si chiama anche geome-
tria piana, o geometria a curvatura costante nulla).

(*) Una linea si da, come & noto, ponendo le coordinate r, y, # fanzioni
di una variabile indipendente {: noi supporremo sempre che queste fun-
zioni abbiano derivate prime continue: ed, ove six necessario, anche guelle
altre derivate che occorrerd considerare. Sotto queste condizioni ¢ noto
che la linea ¢ rettificabile.

(**) Con la parola linee noi intenderemo tanto i pezsi (i segmenti,
gli archi) di una curva, quanto la curva completa. Non vi ha possibilitd

aleuna di equivoco.
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Di pia detta forma dell’elemento lineare euclideo vale, come
& noto, soltanto ﬂjgiell’ipatesi che «, y, 2z siano coordinate carte-
siane ortogonali. Se noi usassimo coordinate curvilinee qualun-
que, legate alle .’1;, Y, 2 da equazioni del tipo
&£ = (21, 02y i)
Y=y (01, 02> Ps);
3 =2 (o) Pu; Ps)y
I’ elemento lineare nelle nuove variabili sarebbe quello, che si

deduce dal precedente, ponendo d . = 2 ;:{ d g, ece. Tutti gli
elementi lineari, che cosi si possono otterlex:e, sono equivalenti (*):
essi definiscono tutti la stessa geometria (Euclidea).

Se noi non ammettessimo il postulato euclideo delle rette
parallele, e supponessimo invece che per un punto 4 passino
infinite rette, complanari con una data retta r, ma non interse-
canti la r, si potrebbe ancora sviluppare una metrica. Essa non
sarebbe pit la geometria di Euclide, ma una geometria ben di-
stinta: la ben nota geometria di Bolyai-Lobacefskij, detta tal-
volta geometria iperbolica o anche geometria a curvatura costante
negativa.

Scegliendo opportunamente il sistema di coordinate, troverem-
mo che la lunghezza di una linea L sarebbe data dall’integrale

24‘ 2
/ L rz +d y az (h = cost.)

(*) Com’eé noto, due forme differenziali

Ly e d&'s1 dli,.,. df«_y Z b-“ By iy d.'lt, dys,...dy‘_

dg by iy iy by iy

a;

(dove tanto che z, che le y formano un sistema di # variabili indipen-
denti, le @iy, BODO funzioni delle z, le bi i, ... delle y) si dicono
2 ., -

equivalenti, se da una si passa all’ altra mediante una trasformazione
= [y Yoy -+ +o1 ¥n)
2 :
dz,:23£:~dyk (B k=1,2,....,0)
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esteso alla data linea L. I’elemento lineare sarebbe in questo caso
dwt=pe 4t £dy L dat "
y?

E viceversa si pud dimostrare che basta ammettere questa
forma di elemento lineare, per poterne senz’altro dedurre tutta
la geometria di Bolyai. Naturalmeute si sarebbe condotti alla
stessa geometria, se, anziché partire dal detto elemento lineare,
noi partissimo da un qualunque elemento lineare equivalente.

Ma potremmo mutare i postulati della geometria elementare
per modo che la retta appaia come una linea chiusa (di lun-
ghezza finita): due punti 4, B su di essa non determinano allora
un verso 4 B, né si pud parlare di rette complanari parallele.
8i ottiene allora una nuova geometria: la geometria di Riemann,
detta anche geometria ellittica o a curvatura costante positiva.
Con una opportuna scelta di coordinate, noi troveremmo per
essa 1'elemento lineare

d st =h? da? 4 dy _'—d22 (h = cost.).
(2t gt 1
E viceversa, partendo da questo elemento lineare, o da un ele-
mento lineare equivalente, potremmo costruire tutta la geometria
di Riemann.
Tutte queste geometrie sono casi particolari di un’intera

classe di geometrie, che si possono cosi definire. Sia
Fandrdu k=12 ....,0) (a=a,
i,k

unsa qualsiasi forma differenziale quadratica nelle w: le a, siano
funzioni finite e continue delle « in un certo campo, le quali
ammettano inoltre tutte quelle derivate che in seguito ci occor-
reranno. Immaginiamo uno spazio ad » dimensioni i cui punti
si possano determinare mediante le variabili x assunte come
variabili coordinate: e consideriamo di esso quella sola regione
in cui sono soddisfatte le ora ricordate condizioni di continuits

e derivabilita per le a,.
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Definiamo come lunghezza di una linea L in questo spmo

1l valore ﬁell’mtegrale .
(7) f V‘f“a dz, dz,
L

esteso alla stessa linea L. Assumiamo cioé la data forma qua-
dratica come elemento lineare dello spazio considerato. Avremo
cosi definito in questo spazio un sistema di misure, o, come si
suol dire, una metrica, da cui potremmo partire per edificare una
geometria metrica in questo spazio.

La geometria, che cosi otterremo, sard proprio 1’ usuale geo-
metria euclidea, se il nostro elemento lineare & la forma I dg,
oppure una forma equivalente; in generale invece otterremo una
geometria, affatto distinta dalla geometria euclidea.

Tra le questioni piti importanti, che si presentano in queste
geometrie generali, noi ne ricorderemo due.

La prima si riferisce alle linee geodetiche, e si pud enun-
ciare cosi:

Dati due punti A, B si troei una linea, che passi per A e B,
e la cui lunghezza sia minore della lunghezza di ogni altra linea,
che congiunga i punti A, B.

Una tale linea si dira linea geodetica; la determinazione delle
linee geodetiche & un problema, che tratta coi metodi del cal-
colo delle variazioni. E si trova:

Una linea geodetica L ¢ in generale determinata univocamente,
quando si dia un suo punto x,, e la direzione di L in detto punto.
(Questa direzione, com’é noto, si determina, dando i rapporn dei
differenziali d x; per x, = z',).

Una linea geodetica L & determinata univocamente, quando i
dieno due punti A, I3 di L abbastanza vicini.

Prima di passare alla seconda questione, di cui vogliamo far
cenno, dobbiamo premettere una definizione:

Unra trasformazione x',= [, (%, ... ., &,) 8i dice essere un mo-
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vémeuto ber una assegnata metrica, se essa non altera le lunghezze,
wa e essa porta una gualsiasi linea L in una linea L' di uguale
lunghezza.

Se ap = @y (i, ) .. .., &,), n0i porremo

Wy =@y (X's,....,2,)
La nostra trasformazione sard un movimento, allora e allora sol-
tanto che 1'uguaglianza
Zavdr dr,= X a,dz,dz,

& una conseguenza delle formole, che definiscono la trasformazione.

In altre parole i movimenti sono le trasformazioni, che lasciano
invariante (trasformano in sé stesso) il nostro elemento lineare.

La questione, che ci possiamo porre, & la seguente:

Definita una metrica mediante il suo elemento lineare trovare:

1. se esistono dei movimenti per tale metrica,

2. determinare in caso affermativo tutti questi movimenti.

Cosi p. es., se =3, e se |’ elemento lineare & ’elemento eu-
clideo da? -- dy® + d2% le uniche trasformaszioni, che lo la-
sciano invariante, sono gli ordinarii movimenti della geometria
elementare, e i cosidetti movimenti di seconda specie, (prodotti
di un movimento vero e proprio per una simmetria), i quali
differiscono dai precedenti per il fatto che, pur conservaundo le
distanze, portano un triedro in un altro triedro uguale, ma ge-
neralmente non sovrapponibile al primo.

La definizione analitica di questi movimenti é:

€= a, T '"j" a.. Y + Ay 2 ’jl“ a,

z+-a,

Y =Qnx - dw y -

o

d=a, - a2z as2-+a

dove le a,, a,, sono costanti, legate dalla condizione che il deter-
minante delle a, sia ortogonale. Secondo che questo determi-
nante ¢ uguale a —- 1, o a — 1, il movimento & di prima, o di
seconda specie.

Tutti questi movimenti dello spazio euclideo formano un

gruppo continuo finito a sei parametri, a due schiere di trasfor-
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magioni e si distinguono in due classi ben distinte. Da un mo-
vimento di una classe si pud passare con continuitd a ogni altre
movimento della stessa classe, ma non a un movimento dell’al-
tra classe. I movimenti della prima specie formano gia da sé soli
un gruppo continuo (2 una sola schiera di trasformazioni), che &
contenuto nel grappo totale dei movimenti di prima e di seconda
specie come sottogruppo di indice 2. Invece il prodotto di due
movimenti di seconda specie di origine a un movimento di pri-
ma specie, cosicché i movimenti di seconda specie non formano
un gruppo.

Se noi prendiamo invece una metrica generica, si pud dimo-
strare che essa non ammette nessun movimento, e quindi anche
«a fortiori» nessun gruppo continuo®di movimenti. E si pre-
senta quindi la questione, di trovare tutte le metriche partico-
lari, che ammettono un gruppo continuo di movimenti. Noi, nel
seguente paragrafo, ne determineremo una classe, che ha speciale
importanza per le ricerche, che dovremo fare pii avanti.

Faremo ancora una importante osservazione di indole generale.

 Noi diciamo che una metrica é& reale, se ogni linea reale ha
sempre una lunghezza reale, positiva, non nulla. Afinché questo
avvenga & necessario e sufficiente che I’ elemento lineare sia una
forma definita positiva, e che il radicale sia preso col segno --.
Dicendo: « forma definita positiva » intendo che 1’elemento lineare
deve essere positivo, quando alle a, si dieno valori reali, appar-
tenenti al campo, ove sono definite le a,, e ai differenziali d z;
dei valori reali non contemporaneamente nulli. Ne segue in
particolare che il determinante delle a, (discriminante) deve es-
sere differente da zero.

Per maggior generalita noi potremmo anche supporre che
I'elemento lineare sia una forma differenziale F, di grado m,
anziché una forma quadratica, assumendo poi, per definizione,

come lunghezza di una linea L il valore dell’integrale ] \; F,
.
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esteso alla linea stessa. Queste metriche, o, come diremo talvolta,
queste ipermetriche coincidono con le precedenti, nel caso che
M = 2»

Anche ora, se vogliamo supporre la metrica reale, dovremo
ammettere che F, sia una forma definita positiva dei differen-
ziali d 7, e in particolare quindi che m sia pari.

Metriche miste. — Siano ora date pilt metriche definite ri-
spettivamente dagli elementi lineari 4, 4,,...., 4, tali che le
variabili, da cui dipende uno qualunque di questi elementi lineari
siano affatto distinte e indipendenti dalle variabili, da cui dipen-
dono gli altri ¥ — 1 elementi lineari. Se le forme differenziali
4,i=1,2,...., k) sono dello stesso grado, ’elemento lineare

A—H/ A4; (A, = cost.)

definisce una nuova metrica, che & certamente reale, se le forme
A, .... 4, sono forme definite positive e le A sono costanti po-
sitive. Questa metrica si dird una metrica mista o totale; le me-
triche definite dagli elementi lineari A, si diranno metriche
parziali.

Siano ora G, G,,...., G, dei gruppi di movimenti rispetti-
vamente nelle metriche definite dalle 4,, 4,,...., 4,. Le varia-
bili su cui opera G; saranno quelle stesse, da cui dipende la
forma A. Un gruppo misto (§ 4) G, i cui gruppi parziali sieno
rispettivamente dei sottogruppi di Gy, G,,..... G,, 0 eventual-
mente coincidano con G, Gy, ...., Gy, & evidentemente un gruppo
di movimenti nella metrica mista definita dall’elemento lineare 4.

Volume in una metrica. — Sia Z a, dz, dx, G, k=1,2,....,0)
I’elemento lineare definente una certa metrica in uno spazio S.
Con | @, | noi indicheremo il determinante delle a, (discriminante
della metrica): ¢id non pud portare ambiguitd con la notazione

usata per indicare il modulo di una quantitd. Sia R una regione
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di 8. Noi chiameremo volume di R nella nostra metrica 1’ inte-
grale del valore assoluto di

Voa,dr,dr,....dx,,
quando l'integrazione sia estesa a tutto R, Questa definizione
non & che la generalizzazione della regola, con cui in geometria
euclidea si calcolano i volumi. Ed & ben facile verificare che i
volumi, cosi definiti, godono delle seguenti proprieta:

1. I1 volume di una regione R ¢ sempre positivo.

2. Il volume di una regione R, somma di due regioni R', R,
¢ uguale alla somma dei volumi delle regioni R, K"

3. Il volume di una regione R ¢ indipendente dalla scelta delle
variabili coordinate.

Quest’ ultima proprieta si dimostra, ricordando la regola, con
cui si trasformano gli integrali multipli, quando si cambino le
variabili coordinate, e ricordando la proprieta invariantiva del
discriminante di una forma quadratica, che si enuncia cosi:

Se Sa,dx. dx, = X b,dy, dy,, (essendo le z funzioni delle
y), e se I & il Tacobiano delle z rispetto alle y, si ha:

[ ba | = | au| I

Angolo in una metrica. — Nello spazio euclideo due direzioni
uscenti da un punto O formano un angolo %, il ‘cui coseno &
determinato senza ambiguitd. La nota formola di Carnot per-
mette di esprimere cos g per mezzo di distanze geodetiche. Se
infatti O A, O B sono i raggi uscenti da O secondo le direzioni
citate, e se A4, B sono due punti (uno su ciascun raggio) si ha:

cos ¢ — 0A%-- OBt — B A*
204.0B

Pitl generalmente, per calcolare I'angolo ¢ di due curve qua-
lunque, passati per un punto O, si prendano due punti C, D (uno
sn ciascuna di queste due curve). Si avrd
o0C:--0Dt—CD?

cos p = lim Ml

0c=0D=0 20C. 0D
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dove con O C, O D indico la lunghezza degli archi O C, O D
delle due curve, i quali diventano infinitesimi dello stesso or-
dine, e con C'D la lunghezza dell’arco di geodetica C D.

In una metrica generale, alla parola angolo di due linee noi
non abbiamo dato finora un significato preciso. E se noi vo-
gliamo conservare 1'analogia con lo spazio euclideo, potremo
assumere la seguente definizione:

Angolo ¢ di due linee L, L' uscenti da un punto O é quello,
che ¢ dato dalla formola precedente, dove con C, D indico due
punti, scelti uno su ciascuna delle linee L, L', i quali si fanno
tendere al punto O come punto limite.

L’angolo cosi definito resta determinato a meno del segno
e a meno di multipli di 2 7. Per calcolarlo, useremo senz’altro,
per brevita, il metodo infinitesimale.

Se 2 a, dz dx. & Ielemento lineare della nostra metrica e
Z, 2, - d ,, z; -+ 8z, sono le coordinate del punto O, e dei punti
C, D, che si possono supporre infinitamente vicini ad O, allora
avremo, a meno di infinitesimi di ordine superiore,

0Ct =Za,dz dz.
oD =Za, 8z 3,
CD? = Za,dz,—5x)(dx. — Bz,

quando con a, si indichino i valori delle a, nel punto O.(¥) e
quindi sara
Na.da52 o

GOSQP = o " T
}2 a,dr. dzr, | E a. S 01,

Dalla formola precedente si deduce tosto che ’angolo di due

direzioni non muta, se si moltiplica I’elemento lineare per un

(*) Nell’ultima di queste tre uguaglianze con a; noi dovremmo in-
tendere i valori delle a; nel punte D. Se perd, come supponemmo, le a
sono continue in O, noi possiamo anche nella terza formola, come nelle
precedenti, indicare con a; i valori delle a, nel punto O. Gli infinitesimi
cosl trascurati somo infinitesimi di ordine superiore,

e
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«  'qualsissi fattore finito M, funzione di z, 2, ....,, ossia se si

assume
: MBandz da,

come elemento lineare. :

" Be due spasii, in ciascuno dei quali & definita una metrica,

sono in una corrispondengza biunivoea, che conserva gli angoli,

si dice che i due spazii sono in corrispondenza conforme. In

particolare dunque uno spagio, il cui elemento lineare & del tipo

MZIZdax

& in corrispondenza conforme con lo spazio euclideo, il cui ole-
mento lineare § X d 2}, quando si considerano come omologhi
i punti di uguali coordinate.

Osservazione. — I movimenti in una data metrica conservano
evidentemente non solo le lunghezze, ma anche le geodetiche,
gli angoli, i volumi.

Osservazione. — Talvolta le variabili 2, da cui dipende I’ele-
mento lineare di una metrica, non si assumonc come indipen-
denti; e si suppone invece che esse siano legate da un certo
numero di relazioni finite. Naturalmente si suppone allora che
i differenziali d z, siano legati dalle relazioni che si ottengono
differenziando quelle assegnate nelle 2. Le considerazioni su
svolte per "angolo di due direzioni, e la formola sopra trovata
continuano a valere anche in questo caso piit generale.

8§ 7. — Classi particolari di metriche.

Questo paragrafo é dedicato allo studio di alcune relagioni,
che passano tra i grauppi di movimenti in certe metriche spe-
ciali, e i gruppi di trasformazioni lineari intere omogenee su n
variabili r,, &,, ...., &,, che noi potremo considerare come coor-
dinate omogenee in uno spazio lineare §.

Noi studieremo dapprima un caso particolaie, che ci servira
come preparazione allo studio del caso pid generale,
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Sia G un -gruppo di trasformazioni lineari intere omogen®e
sulle «,, le quali trasformino in sé stessa una fo}ma Vi, Tgyeenryy)
di grado m nells stessé variabili. Siano y, e z due sistemi di
#ariabili,mgredientz’ al sistema delle ,: p. es. le coordinate di
due punti qualungue in §. Avremo evidentemente che '

' YAy 4uz)=VRy 4 uaz)
se dalle y e dalle z si passa alle y', 2/ precisamente mediante
una stessa di guelle trasformaszioni, ¢he mutano in sd stessa la
.forma V. E di pia la precedente uguaglianza sara identica nei
parametri A, . Se ordiniamo ciascuno dei due membri secondo le
potenze di y, e paragoniamo poi i coefficienti di p* (s =0, 1, ....,m),
otterremo:

o oy .,
‘(eryi—i-....—}—z.?g;) I’(yl,....,y,)———‘

. 9 R N :
=(zl@t+....+z.m) V(?/], ....,y,.).

Indicando i due membri di questa uguaglianza rispettiva-
mente coi simboli F,(z;y) e F, (2 y'), potremo scrivere la se-
guente identitd

F.@iy) = F.(E59).

. Qsserviamo ora -che .1 differenziali dx; formano un sistema
di variabili cogrediente al sistema delle variabili a,; cosicché
dalla detta ugusglianga deduciamo in particolare:

" F,(@dx; x) = F,(d2'; x)
(8=0,1,....m)

Dunque 7 espressione F,(d x;; x,), che é una forma differen-
ziale di grado s, ¢ trasformata in sé stessa dalle trasformazioni
del gruppo G.

Noi potremo ora fissare il fattore di proporzionalitéd per le
coordinate omogenee x, di un punto generico dello spazio §in
guisa che la forma V(x,,....a.) acquisti un certo valore co-
stante X non nullo: poiché le trasformazioni di G non mutano
la forma V;le quantitd &', trasformate delle x per una trasfor-
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fn?uione di G, soddisferanno ancora alla stessa relazione Vi)=K.
Dalla relazione ¥V (x) = K si deduca il valore di una delle a,
(p-es. della a,) in funzione delle altre variabili « (delle y, @y, ..., Za), -
che noi potremo riguardare come variabili indipendenti. Sosti-
tuendo poi nella F, (@,; da) alla x, e alla da, i valori che se
ne ricavano in funzione delle x,,...., ,,d,,...., dx,, otter- .
remo una forma differenziale ®, dello stesso grado in n — 1 va-
riabili affatto indipendenti.

Una trasformazione di G' da luogo cosi ad una trasformagione
sulle sole variabili ,,....&.. E queste trasformazioni formano
chiaramente un gruppo I' isomorfo a G (oloedricamente o me-
riedricamente). Per il teorema precedente le trasformazioni di I
trasformano in sé stesse le forme ®,. Il gruppo T ¢ dunque un
gruppo di movimenti nella metrica, che si definisce assumendo
una di queste forme ®,, moltiplicata per una qualsiasi costante A,
come elemento lineare.

Noi sbbiamo qui assanto le &, &, ... ., @, come variabili in-
dipendenti: si potrebbero perd assumere invece a variabili in-
dipendenti le §, = % ¢t=12 ....,8 — 1) Con questa scelta

delle variabili indipendenti abbiamo il vantaggio che il gruppo @
diventa un gruppo di trasformazioni amcora lineari (ma fratte)
sulle -variabili indipendenti .

Ma ora ci chiediamo: quando mai la metrica, cost definita, &
reale? ossia: quando la forma A @, & una forma definita e posi-
tiva? Cid avviene allora e allora soltanto che & @, sia sempre
reale e maggiore di zero per valori reali delle x,, ...., x,, e per
valori reali non contemporaneamente nulli dei differenziali d .
Ma ora ricordiamo che A ®, = k F,, quando si suppongano le »
legate dalla S
e i differenziali da legati dall’unica relazione (che si ottiene
differenziando la V= K)

A4

dV=gmaz.=gv;(4x;’w) =0
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La formsa % @, saré dunqme una forma definita positiva, se
la forma k F, assume soltanto valori reali e positivi per valori
reali delle x,, e per valori reali non tutti nulli dei differenziali
dx,(i=1,2,....,n), soddisfacenti alle precedenti equazioni. Cid
avviene (tutt’al piii mutando il segno di %) soltanto quando sono
soddisfatte le seguenti condizioni: la forma V sia a coefficienti
reali; s sia un intero pari; la forma F, (z; x) non si annulli mai
per valori reali delle x, e per valori reali, non tutti nulli delle
2, soddisfacenti alle due equagzioni:

Vizg) =K ;§£Z;=F, (z; &) = 0.

Queste equazioni si deducono da quelle scritte piu sopra,
ponendo 2, al posto dei differenziali d ..

In altre parole le condizioni necessarie e sufficienti affinchs
la metrica considerata sia reale sono le seguenti:

L La forma V sia a coefficienti reali,

II. s sia pari (p. es. 8 = 21),

" IIL le varieta F,(z; )=0, F,(z; )= 0 (dove si considerino
le z come coordinate correnti) non abbiano punmti reali comuni.

Questa ultima condizione si pud interpretare geometricamente
nel seguente modo, appena si ricordi che F,(z; x) = O rappre-
senta la (m — §)™"™ varietd polare del punto (x) rispetto alla
varietda V=0, ’

La forma F,, (dx; ), considerata come elemento lineare, defi-
nisce una metrica reale.soltanto in quella regione (se pure esisie)
dello spazio ambiente, i cui punti godono della proprieta che il
loro iperpiano polare e la loro (m — 2t)™= varieta polare ri-
spetto alla ipersuperficie V = 0 non hanno punti reali comuni.

. . m . .
Se m & pari, possiamo anche porre ¢t — 9 intendendo, in

modo conforme alle nostre convengioni, che F, (z; @) sia pro-
porzionale a V (2), ossia che la ipersuperficie ¥V =0 sia la zero-
esima varietd polare di un punto qualunque rispetto alla stessa

‘ipversupgrﬁcig V =0. Questo fatto ci interessa qucial_mente ‘nel
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casgo. .che m == 2, ossia nel casdo che V sia una .forma di secondo
grado. e metriche corrispondenti sone, eome vedremo ‘pit a-
vauti, Je ‘metriche ‘a curvatura costante,:che -abbiamo gia cituto
al.§ 6. Intendendo che le w siano variabili legate da una relazione

V(@ =2 aa %% = K (84, K = cost.)

dette .metriche sono definite da un elemento lineare % V(Jm),
dove h -6 una costante.

Insieme alle metriche ora citate, noi ne possiamo trovare
altre, per cui il gryppo @ & ancora un gruppo:di movimenti.
Le forme F, (z; x) sono forme, la cui proprietd essenziale dal
mostro punto -di vista & quella di essere trasformate in sé stesse
da ogni trasformazione lineare - che 'muta in sd stessa la forma
i, -appena :si congiderino le 2,z :come ‘variabili cogredienti.

Se L (z; x) & unu gualungue forma, che gode di questa pro-
prieta, allora evidentemente ‘il grappo G si ‘potra .considerare
come gruppo di movimenti delle, metrica, definita ‘assumendo
h L (dx;x) (h = cost.) come elemento linears, o.intendendo che
le @ siano -variabili legate dalla relazione 'V (x) = K. Questa
metrica :sard, come ‘precedentemente, reale (se 'L ha coefficienti
reali ‘e se il:grado di ‘L nelle variabili ‘z & un numero .pari) in
tutta quella ‘regione dello spazio ambiente (ammesso che una
tal regione esista), i cui punti x godono della proprietd -che le
ipersuperficie -

L (z 2) =0, ‘z‘}m—‘z‘=0~

(dove le zsiano le coordinate correnti)non hanno punti reali comuni.

Osserviamo che facilmente possiamo determinare alcune forme
L(z; x) trasformate in 8é da ogni trasformazione di G. Tale &
p- es. la forma, che, uguagliata a zero, rappresenta (se si consi-
deérano le z come coordinate eorrenti) il eono proiettante da'un
‘punto x'1'intersazione di-due varietd ‘polari:dello stesso puntow
rispettoralla ¥ = 0. Se:{l:grado di guesto cono-é pariye se:esso

~ -oltre 4l 'puntto x non ‘contiene +dicun ‘altro -punto reale, almeno
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quando il. punto i trova in una certa: regione-R dello: spagio
ambiente, allora la nostra metrica si potra supporre reale in R.

" Applicheremo ora i risultati testd ottenuti ai gruppi T' di
trasformazioni lineari intere omogenee reali su = variabili
&y, X3y + .+, &, che al solito potremo considerare come coordinate
omogenee in uno spazio %, per il caso che non si sappia se il
gruppo T considerato trasforma o non trasforma in sé stessa
una forma V delle variabili a. '

“Noi supporremo senz’ altro che ogni trasformazione di T sia
unimodulare, ossia che il determinante formato cei coefficienti
di una qualsiasi trasformazione di I' sia uguale all’unita. In tal
caso, se una trasformagione di I' porta una forma delle varia-
bili  in un’altra, gli invarianti della forma iniziale sono uguali
ai corrispondenti della forma trasformata. E in particolare, se
la forma iniziale & quadratica, il suo discriminante resta inalte-
rato per tutte le trasformazioni di T.

Sia 4 = '23’ a, dx; dx, (a, = a,) la pit generale forma qua-
dratica nelle x. Una proiettivita di I' porterd la forma 4 in una
forma 4' = 2 &', @, x,; i coefficienti a', di A’ saranno funzio-
ni lineari intere omogenee dei coefficienti @, di 4, e il discri-
minante | @, | di 4 sara uguale al discriminante | a, | di o

In altre parole, se noi pensiamo i coefficienti a, come coor-
dinate omogenee di uno spazio S a 7191;7;1) — 1 dimensioni,

allora in questo spazio alle proiettivita di I' corrisponderanno
delle proiettivitsa formanti un grupp.r‘) @, isomorfo a T, il quale
trasforma in sé stessa la forma V = | a,. | delle variabili a,. .
Possiamo dunque applicare al gruppo G i risultati preceden-
temente ottenuti. E in particolare deduciamo che nello spazio 8
il gruppo @ si potra considerare come gruppo di movimenti
per la metrica definita dall’elemento lineare o

PN

S 3 | ay |
MR e = 2 ]

Ad a, da, (h= cost.); o
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quando si immagini che le a, siano legate da “uns: relazione
o ' | 8u |'= cost. o

E ora importante trovare una regione R di S, in cui questa
metrica & reale. Sia 4 una determinata forma quadratica defi-
nitp positiva delle . Ridotta a forma canonica, essa sard del
tipo: ‘

aZax (& = cost.).

Per eseguire la riduzione a forma canonica, si sono trasfor-
mate le 2 con una proiettivitd reale unimodulare, alla” quale
corﬁsponde una proiettivitd reale sulle a, (in 8), che trasforma
in s stessa la forma V = | a,|. Le forme F, (z; a), F, (z; a)
diventano rispettivamente le forme analoghe costruite per la
pominata forma canonica; e quindi, a meno di un fattore co-
stante, sono date da:

E (zuzn"‘35)"—"%(?5(:)8“%;2?(—‘.Ekzc’n
Ponendo F, (z; a) = 0 1'equazione F, (z; a) =0, diventa
% izz§(+§2?x=0-
E, limitandoci a quantitd reali, ne deduciamo
2y = 2 = 0.

Le variets F, (z; @) =0, F; (2; @) = 0 non hanno percid punti
reali comuni; e quindi si ha: Un gruppo qualunque di proiettivitd
veali in umo spazio I si puo considerare come gruppo di movi-
menti reali in una metrica esistente in uno spazio S e determinata
da una forma quadratica differenziale. Questa metrica ¢ reale
in una certa regione R di 8. Lo spazio S é quello spazio, i cui
punti reali corrispondono biunivocamente alle quadriche dello spa-
zio '3, che hanno un’ equazione a coefficienti reali. La R ¢é quella
vegione di. 3, i cui punti reali corrispondono ad ellissoidi total-
mente immaginarii di X (ma che ciononostante hanno un’equa-
zione a coefficienti reali), ossia a gquadriche, la cui equazione si
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ottiene uguaghando a-zero una forma definita delle variabili omo-
gemee coordinate i =

Cost p. es., se n — 2, al gruppo continuo (a tre para.metn)
generato da tutte le proiettivitd reali di una retta in sé stessa,
corrisponde una metrica, determinata da un elemento lineare del
tipo: . '
' (h = cost.) h(day, dag, — dal)
dove a,,, @4, @;5 S0NO tre variabili legate da una relazione '

aj, — ay; gy = cost.

Posto a3 =y, G4y + Gy = 245, Gy — Gy =2, lo y sa-
ranno legate da,lla
¥ + y: — y; = cost.

e Ielemento lineare in discorso sard proporzionale a

dy; -+ dy; — dys.

- Questa metrica, per quanto abbiamo -visto, si potrebbe anche
dedurre dalla considerazione delle proiettivita del piano in sé
stesso, che lasciano fisss una forma quadratica V(y)=yi +y: —¥s
Infatti, con questa definizione di V, si ha

1R,y ) =dyi+dyi—dyi.
E in modo analogo, ponendo n — 3, 4,5, 6 .... troveremmo che
il gruppo formato da tulle le collineazioni reali in uno spazio a
2,8,4.... dimensioni si pud considerare come gruppo di movi-
menti reali in una metrica reale di uno spazio a 5,9,14.....
dimensions.

Noi siamo giunti a queste metriche particolari, studiando
come un gruppo proiettivo reale su date variabili # trasforma le
forme guadratiche nelle variabili #; a gruppi analoghi, ma meno
semplici, giungeremmo studiando come sono trasformate le. for-
me V di grado qualunque nelle «. L’ ufficio, che nelle precedenti
ricerche aveva il discriminante | @, | sarebbe compiuto da un
qna.lsxasx mvananbe delle V Non importa neanche dx conslde-

PR -
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rare tutte lo forme V di uno stesso grado Q&sta limitarci a
copsiderare un sistema di forme V, tale che ogni proiettivita di
G muti ung forma del sistema in un 'altra  forma del sistema
stesso. :

Di questo prlnoxpw generale faremo ora una apphcazmne
specialmente xmportante. Sia I' un gruppo qualunque di trasfor-
mazioni lineari omogenee unimodulari complessggsu n variabili
£, E, ... & Potremmo applicare a I' le precedenti considera-
zioni; ma con cid dovremmo nel caso attuale ricorrere a metri-
che non reali. L’ inconveniente si evita p. es. nel seguente modo:
consideriamo l'insieme delle forme Hermitiane V=2Za,§, &, dove
a, = aj;, e dove con a;,, E indichiamo le quantitd immaginarie
coniugate delle a,, £, conformemente a una convenzione gia fat-
ta (§ 4, pag. 16). 11 sistema di tali forme V, considerate come
forme quadratiche della parte reale e della immaginaria delle
variabili £, gode precisamente della proprieta, cui pit sopra ac-
cennammo; che cioé ogni proiettivita di I, considerata come una
trasformazione lineare sulla parte reale e sulla parte immagina-
ria delle § trasforma ogni forma del tipo precedente in una
forma dello stesso tipo.

Prendiamo ora come coordinate omogenee (in uno spazio S a
n* — 1 dimensioni) precisamente le a; (che son tutte reali, perché

a Qg Gy — Ay . c
a,=ap) e le "_‘}2_ HoTR % (che sono pure reali, poiche

T
a, — a). In questo spazio S noi otteniamo un gruppo G di
proiettivita reali che lascia fissa la forma V=|a. |. Se ne

deduce, c. s., che nello spazio § noi otteniamo cosi un gruppo
di movimenti in una metrica reale in quella regione R di S, i
cui punti sono immagine di forme definite.

In.particolare, se # = 2, noi otteniamo un gruppo di proiet-
tivits in uno spazio a 4 — 1 =3 dimensioni, il quale lascia ivi
fissa-la ipersuperficie

Qyy Oy — Gyy By =0

Posto a,, = @y, Ggg = Xy Gy = &y - § By, gy = L5 — 1 Ty,




P ‘

Hequézione di m‘ta ipeisupérﬁuie diventa
@ @ — (@) =0

Poiché @, x,, ®;, x, si devono intendere come coordinate

reali, questa & precisamente una quadrica reale W. Il nostro-

gruppo diventa cosi un gruppo di movimenti per la metrica
determinata da h (dz, dx, — da; — d i) (h = cost.) dove le z;
sono variabili legate dalla relazione

Z, Xy — X — X, = cost.

E questa metrica.é reale, se si da ad b un segno opportuno,
in quella regione di S, formata dai punti interni alla quadrica W.

Questa metrica, per quanto abbiamo visto nella prima parte
del presente paragrafo, si potrebbe anche dedurre dalla conside-
razione di quelle proiettivita dello spazio, che trasformano in sé
la- forma quadrica-

V=uwx,— &5— xi.
In tal caso & infatti
1 F, (dw; 2) = dx, do, — d x; — dai.

In modo analogo, ponendo n = 3, 4, ...., troveremmo che il
gruppo formato da tutte le collineazioni complesse in uno spazio
a 2,3, .... dimensioni, si pud considerare come gruppo di movimenti
reali in una metrica reale di uno spazio a 8,15 .... dimensioni.

§ 8.. — I gruppi iperfuchsiani.

Nell’ ultima parte del precedente paragrafo abbiamo studiato
i gruppi pit generali di trasformazioni lineari intere omogenee
su n variabili, a coefficienti reali o complessi. Nella prima parte
abbiamo studiato il caso particolare di un gruppo G di tra-
sformazioni' cosifatte, i1 quale trasformi in sé stessa una for-
ma V (&, %, + ... &) E abbiamo visto che, se le trasforma-
zioni di @& sono reali, esse si' possono considerafe coime movi:
menti reali in una metrica, in cui sono variabili coordinate le

Eaznz”wn—n
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A un risultato analogo vogliamo ora giungere nel caso di
gruppi G di trasformazioni lineari intere om'%géiiee, reali o com-
plesse, sulle # variabili z.

Comincieremo dal caso piltt importante di un gruppo G iper-
fuchsiano intero, di un gruppo cioé, le cui trasformazioni lasciano
invariante una forma Hermitiana '

Za,z x (@q = ay).

Sia P una trasformazione generica del gruppo G. Se le y,
sono un sistemsa di variabili cogredienti alle z, allora, quando
le z; subiscono una trasformazione P di G, le y; subiscono la
trasformazione P,, i cui coefficienti sono immaginarii coniugati
dei coefficienti omologhi della P. Quindj la forma

z ay ToY!
resta trasformata in sé stessa. Per simmetria anche la forma
2 a, y: @7 resta trasformata in sé ‘stessa; e altrettanto avverra
dunque della
) Eaayax? zanxi!/i'-

Questa espressione ¢ evidentemente reale per tutti i valori
reali e complessi delle variabili z, . Supponiamo che le z, y
siano coordinate di due punti dello spazio ambiente; e immagi-
niamo (in modo analogo a quanto si fece pii sopra per le va-
rieta algebriche) che sia

Zaczai =K (K == cost. reale)
Sayyi=K
L’ espressione
By Y T D B T Yi
Amn (Qoens S
2 Ba XX Za. v ¥i
(h == cost. reale)

& reale per tutti.i sistemi di valori reali e complessi delle z,y
ed & trasformata in s stessa dalle operazioni di G. Questa
espressione & chiaramente omogenea di grade nullo nelle 2, v,
25, #3: quindi essa & funzione dei soli rapporti

£, - ]
Ec=x:7§¢=z: (t=1127""”""1)
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e dei rapporti immaginarii coniugati. Posto quindi:
% = u,+iv, )
. (t=1,2....,0 —1)
% = U + i 7):5

la espressione 4 diventa una funzione reale delle u, v, %, 5, che
noi indicheremo con 4 (%, v; u, ), e che non muta di vd]ore,
scambiando u, v con u, . Al gruppo G di trasformazioni sulle
z corrisponde un gruppo, che indicheremo ancora con @, di
trasformazioni lineari fratte sulle § il quale & un gruppo iperf
fuchsiano (fratto) (§ 4, pag. 16) (*). Il gruppo @ individua natural-
mente un gruppo, che ancora indicheremo con @G, e ancora chi;@-
meremo iperfuchsiano (**), di trasformazioni reali sulle u, v,
le quali lasciano invariata la A4 (u, v; u, v).

Se noi supponiamo che le y siano infinitamente vicine alle
z, e poniamo E, = &, - d§,, la v

‘( Zeau .8 -+ 2, au 8+ E:a,. Bt ll..-) (Z @ 8 & +Zan, & +f '7,‘",,Ei+fi’i) _ 12
)

e(zau E.E +Za.z El +2alu 51 +a-.) (E a, Et gz +2a.zEz+Eau.Ez + aun)

si riduce, a meno di infinitesimi d’ordine superiore, alla:

, (Suat e Bl (S agkidls + Sandsr)— Dot & (2aiit + Bafi+Sak ta.,)

(Za« Et E:o + Eanl Ef -+ 2 ayy Ez + a‘nn)2

che & una forma differenziale quadratica delle d£, 45"
Ed evidentemente quindi, se noi in 4 (u,v; u, ») poniamo
u=u-+du, v =v-+dv, la 4 si riduce a una forma differen-

(*) Esso trasforma in sé& stessa 1’ equazione (cfr. formula (5), ¢ 4):
n--1 n—1

Z‘ME:E; + Zanlgl +Za-t61+auu—

(**) Cio non pud generare evidentemente alcun errore.
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ziale quadratica nei du, dv (a coefficienti reali). Noi potremo
assumere una tale forma come elemento lineare in una metrica
dello spazio a 2 (» — 1) dimensioni, in cui le #, » sono coordi-
nate non omogenee. )

11 gruppo G diventa un gruppo di movimenti reali in que-
sta metrica.

Per riconoscere poi quando questa metrica & reale, comin-
cieremo coll’osservare che due forme Hermitiane, da una delle
quali si passi all’altra mediante una trasformazione lineare sulle
variabili indipendenti, definiscono due metriche, i cui elementi
lineari sono forme equivalenti; queste metriche sono percid con-
temporaneamenfe reali, 0 non reall. Di una tale trasformazione
lineare ci potremo servire per ridurre la nostra forma Hermi-
tiana Q — X a, x; 7 a forma canonica. Per far questo si ope-
rera in modo analogo a quanto si fa per le ordinarie forme
quadratiche. Si ha I’identita

Q=‘?anx‘fz’=“n i+ @
dove

Qg sy Ay
=x+ T+ Tyt o+ S
Y 1 a, 2 a, ? ay

e Q, & una forma Hermitiana delle sole n — 1 variabili a,, ;,

"
<.y Z,, che potremo indicare con § b, z. x;, dove

Ay Qy — Q, Ay —— Oy ay
bu =Gy e = T
ay, ay,

Sulla @, potremo usare un procedimento analogo, ponendo

Q=by vy vs + Q
dove

by,

st gy oo - 0
Bay

x‘l
bys

Yg = Ty +

e Q, & una forma delle sole variabili &g, Z,...., Z,.
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Cosi proseguendo, otterremo infine una formola del tipo:
®) Q=3Zayy («— cost)

dove le y, sono nuove variabili, legate alle 2 da una trasforma-

zione lineare unimodulare. In particolare si avra

' Gyy Oyy'— 45 @,
O = @y, ap = by = 2212 . ecc,
a4
Affinché poi Q abbia, per valori non tutti nulli delle va-
riabili indipendenti, sempre uno stesso segno, le & dovranno a-
vere tutte lo stesso segno. E in particolare @, dovra avere il

segno di ‘ﬂ,{vﬁaz;_‘_ﬂ;z‘}g. Permutando gli indici 1, 2,....,n, tro-
11
veremo che affinché Q abbia sempre uno stesso segno é condizione

necessaria che le a, abbiano tutte uno stesso segno e che le quan-
“tita ay Gy — a, a, siano tutte positive.

Premesse queste osservazioni, ritorniamo alle nostre metriche.
Per quanto abbiamo detto, noi potremo supporre la nostra forma
Hermitiana ridotta alla forma canonica (8).

Ponendo § = % (t=1,2,...., n — 1), 'elemento lineare della
metrica corrispond:ante sard del tipo:

n--1

(Zazag) (Bataz) —Za azax (Zea+)
(2 o5& + 0‘,.)2

Il fatto che nella formola precedente i coefficienti a; non
hanno un ufficio simmetrico dipende da ¢id, che noi abbiamo

‘assunto 1 rapporti Z‘ a variabili coordinate. Se noi invece aves-

simo scelto come variabili coordinate le

v Yoo Yerr Mg <o),

yi’yt’.'“, f’/lY Y ’yz

ayremmo ottenuto un elémento lineare equivalente.
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‘Le metriche definite da tutti questi elementi lineari, che noi
diremo metriche aggiunte alla metrica sopra definita, sono con-
temporaneamente reali, o non reali.

Se poi assumiamo nell’elemento lineare sopra scritto come
nuove coordinate delle quantita A §, dove le A, sono opportune
costanti, riconosciamo tosto potersi supporre che tutte le 2, siano
uguali a + 1, senza che con cid si diminuisca la generalita.

Il numeratore dell’ elemento lineare sopra scritto & una forma
Hermitiana P delle variabili dE; se la metrica, che ne viene
definita, & reale, questa forma P deve avere sempre uno stesso
segno: il segno di A.

Per i risultati dimostrati pit sopra, il prodotto di & per il
coefficiente di d& d &, ciod la quantita  «, (& 5 — 8§) (dove si

é posto S = 21,5, & 4 «,)deve essere positiva peri=1,2,...,n-1,
1
E le quantita

h!alzl(“igia_S)(“IE(&“‘S)_ “f “12 5?5;’ iil:

= ’l’l.-a;S(S‘“z:E:E:-’aIE!E:)

dovranno essere tutte positive per i4l,i,1=1,2,....,n — 1.

Ripetendo ragionamenti analoghi per le metriche aggiunte,
che, come sappiamo, sono reali o non reali contemporaneamente
alla metrica ora studiata, troviamo che le quantita

ha;(“:&&?—— S), h? “:“«S(‘s_“t@ 5:9“—% 5(&{0) (i#l)

devono essere tutfe positive per 4,1 =1,2, ...., #, quando si
convenga di porre £, = £ = 1.

Poiché il nostro elemento lineare non muta, quando si cambii
il segno di futfe le «,, potremo supporre che § sia positivo nel
punto (§,, &, .. .., E,_,), che si considera. Io dico che, se due delle
p-es. le &, a,, sono positive, anche tutte le altre costanti « sono
positive. Se infatti fosse g3 < O, dai precedenti risultati dedur-
remmo che le quantita ‘

AT:S_'“lE:\E‘l,'—%EzEL B=h(“l€l§:_—s)7 C=h(—¢a535: "“S)
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debbono essere positive. Dalle due identits
B=h(—x8E—4), C=h@&58+E8—uiE+4)
si ricaverebbe rispettivamente, ricordando le nostre ipotesi, e
ricordando che 4 > 0,

h <0 h> 0.

La contraddizione ottenuta dimostra il nostro teorema.

La nostra metrica pnd dunque essere reale soltanto nei se-
guenti due casi.

1.2 Le « hanno tutte lo stesso segno. Potremo supporre che
tutte le « siano uguali a 4 1. Dovra essere h < 0. Si verifica
facilmente che in tal caso la nostra metrica & reale (*). Essa si
dird metrica Hermitiana ellittica.

2, Tutte le a, eccetto una, che si potra supporre essere la 2,
hanno uno stesso segno. Potremo porre

B =Gy==..,,.=0a,_,=—1 o, =+ 1.
Per 1 risultati trovati dovra essere A (1 — S) >> 0 e quindi
R >0 Dipit Sed S +§8—1=—858&—....—E_, E.,

dovranno avere segno contrario. La nostra metrica é reale quindi
al pit nella sola regione, in cui

_ — S =EE .t EE—1<0
ossia
n—1
X+ <1
=
E poi evidente che in questa regione la nostra metrica &
proprio reale. Una tale metrica si dird Hermitiana iperbolica.
Vedremo pit avanti che, nel caso » = 2, le metriche Her-
mitiane'sono metriche a curvatura costante.

(*) Infatti se a, B, @, ¥ ({=1,2,....,n — 1) sono quantitd com-
plesse qualsiasi, si ha:

0<E(za +u,P) (e +3:09) = ao Doz} fafe Bayp +oof Bagy+ B Zn.yr.
1l terzo membro di questa disugnaglianza, che & una forma Hermitiana
delle o, B, non & mai negativo. Quindi Y 2 Sy y > X w97 T 27y,

Ponendo rispettivamente §; e d £, al posto delle x; , y; , si deduce la ve-
rita dell’ affermazione del testo. BT
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Le precedenti considerazi ni.si.possenogenerslizaare nelanedo.seguente:
Sia dato un gruppo G misto (§ 4) di projettivitd, ogni trasformazione
del -quale sia prodotto di una :trasformazione -parziale :P lineare intera
omogenea.su certe variabili 2, %, ...., % © di .l;n' altra trasformazione
parziale ‘P, lineare intera omogenea su nuove vsriabili»g,, Zgy v n ey 2ay
indipendenti dalle z. Il gruppo 6 trasformi in 88 stesso’il polinomio ‘V{(z, 2),

- che supponiamo omogeneo endi grado L tanto nelle.x, quanto nelle 2.

Siano £, { due nuovi sistemi di variabili cogredienti rispettivamente
alle z, 2. 11 gruppo G trasformera in sd stessa 1’espressione
) ' V(%) VE -2

A = — 1

® P V60
che & uns forma -di grado sero, tanto- nelle z, ehe -nelle €, 2,°, ossia &
usa funzione dei soli rapporti

‘},g,%,% (t=1,2,....,8—1).
Assumiamo i rapporti 2’ , % come coordinate .nen.emegenee

"
Yy Yas » v v 03 Yur 40y, Way « o 00y Wny

in uno spazio § a 2 (& — 1) dimensioui.
. . s e s e R 7 TR
‘Se i rapporti gf- , %ﬁ‘ seno infinitamente: vicini ai rapporti . 2, in

guisa ehe si-possa porre:
}
g': =y + dy, %: = w, 4+ dw.,

allora 1a A diventa una forma differenziale, che si pno assumere come
elemento lineare di una metrica. Per questa metrica il grappe G, ocamsi-
derato come grauppo di trasformazioni sulle y,.10, gard un gruppo di movi-
menti. I’ elemento lineare sata a coefficienti:reali, e il gruppo G sari un
gruppo di trasformazioni reali sulle y, w, se la ¥ & una forma a coefli-
cienti reali, e se le proiettivita P, P, sono & coefficienti reali.

‘Se ¢id -nen ' fosse, -supporremo che la forma W non amati.di valere,
scambiando le = con:le #, e mutando.ogni coefficiente -nella quantitd im-
maginaria coniugata. Supporremo di pit che uova _proiettivita P f;i amuti
nella corrispondente P,, quando si sostituiscano le z alle 7, e ai coeffi-
cienti di P si sostituiscano gli immaginarii coningati. Si premdano allora
in ‘8 come coordinate le variabili u = 4 12' his 0 - ;;'—'.'w."l‘fmm 1 ele-
mento lineare citato, quanto il grappo di trasformazioni, indotto da G sulle
-4, ¥ SONO ATOOTA & ceefficienti reali.. La metrica & poi reale, se.’uguaghanza

Wiz, §) V. 9) = V(@) LS, %)

(dove si supponganole z, { immaginarie.coningamdelle:r,«&) &.soddisfatia
soltanto - per @ == (e quindi:z.==§),.0 per valorimulli di attelde T, 0

di tutte le §. .
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Carrroro Trrzo. — Le metriche a curvatura costante
¢ le metriche Hermitiane. '

§ 9. — Definizione delle metriche a ourvatura costante.

Nel § 7 (pag. 33 e seg.) abbiamo, tra 1'altro, visto come da
ogni forma algebrica V(z, .... z,) a coefficienti reali si possa
partire per definire delle metriche speciali: in particolare si puo
supporre che V- sia di secondo grado. Otteniamo cosi delle metri-
che, che hanno ricevuto il nome di metriche a curvatura costante.
Le metriche di Boélyai e di Riemann (§ 6, pag. 24 e 25) sono
(come vedremo al § 10, pag. 64 e 60) appunto metriche a cur-
vatura costante, nel senso testé definito (¥).

Secondo tale definizione, partendo dai principii generali espo-
sti al § 7, vediamo che, indicando con V una forma quadratica,
le metriche a curvatura costante hanno un elemento lineare
del tipo

de=hV(@dz,d2y....,d7,) (h = cost.)
dove le x, sono coordinate in uno spazio § a » — 1 dimen-
sioni legate dalla
V(@ Zay o ooy &) = K (K = cost.)

Come abbiamo trovato al § 7 (pag. 89 e seg.), queste metriche
hanno per # = 3 e per n == 4 un’altra importante applicazione. Il
gruppo delle proiettivita reali (complesse) su una retta, su cui ;, 2,
sono coordinate omogenee, si pensi come operante sulle forme qua-
dratiche (Hermitiane) azi +2bx, 2,4 ca} [ax, @i + B +iv)zm 2y +
+ (8 — i Y) @ 23 + 32, 23], Esso da luogo cosi ad un gruppo G

(*) Anche la metrica euclidea si dice essere a curvatura costante.
Essa & un caso limite delle metriche di Bérvar e di RIEMANN. Anche
essa si potrebbe, volendo, definire partendo da una forma V quadratica
(nelle coordinate di iperpiano). La V sarebbe perd una forma degenere,
e la ¥ = 0 rappresenterebbe il cosidetto assoluto,
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di trasformazioni proiettive sulle a4, b, ¢ (%, §, v, 8). Pensiamo le
a, b, ¢ (%, B, Y, 8) come coordinate omogenee nel piano (nello spa-
gzio). 11 grappo G trasforma in sé stessa la conica ac —b*=0(la
quadrica ¢8 — (B + i) (B —iY) = 25— B? —y?==0), ed & un gruppo
di movimenti nella metrica a curvatura costante definita da que-
sta conica (quadrica).

Ora noi ci chiediamo: guando pud la metrica definita da una
forma quadratica essere una metrica reale?

Per i risultati del § 7, la metrica sard reale nella regione R
(se pure esiste) di 8, i cui punti hanno un iperpiano polare, che
non interseca in punti reali la quadrica V = 0. Una tal regione
esiste soltanto in due casi:

1.c La forma V (a coefficienti reali) & una forma definita,
cosicché V= 0 & 1’ equazione di una quadrica totalmente imma-
ginaria. In tal caso con un cambiamento lineare reale di va-
riabili noi possiamo ridurre la V alla forma + (#} + o} + .... + ZJ).
La regione R coincide con 1'intero spazio S; e la nostra me-
trica sard definita da un elemento lineare

de' =W @2} +dx +....+dx}) (b = cost. reale)

dove le x sono variabili legate da una relazione, che possiamo
supporre, senza diminuire la generalita, essere la

s+ a+....+ai=1

Una tal metrica si dice ellittica. Come vedremo al § 10, a
questa classe di metriche appartiene la metrica di Riemann (§ 6,
pag. 26).

2.0 La quadrica V = 0, pure contenendo punti reali, non &
rigata. Con un cambiamento lineare reale di variabili, la V &
riducibile al tipo + (x} + 2} + .... 4+ &i_, — 7). La regione R,
in oui la nostra metrica & reale, & la regione formata dai punti
interni alla quadrica V'==0. In tal regione noi potremo supporre
le x legate dalla

V@) =% — & — 2} — ... — 2=,
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e I'elemento lineare sara del tipo

hdx; —dai—.... —dal.)

dove A & una costante. Noi naturalmente dobbiamo scegliere la
h in guisa che questo elemento lineare sia una forma positiva.
Ora dalla V () = 1 si trae differenziando z,dz,—x, d 2, — ....
— Z,,8%,_,= 0. Quindi i dz sono proporzionali alle coordinate
di un punto B, posto sull’iperpiano polare del punto (x) rispetto

alla quadrica V= 0. Ma per ipotesi il punto (#) & interno alla
V=0. I1 punto B & quindi esterno alla ¥ =0 e percid

dr? —dat —....—dat_,<O0.

Noi dunque dovremo prendere come elemento lineare la for-
ma differenziale

ds?=h(dzi4.... +dx;,— dxj) (h = cost. reale)
Una tale metrica si dira éperbolica. Come vedremo (§ 10), a
questa classe di metriche appartiene la metrica di Bélyai (§ 6,

pag. 26).

§ 10. — Le rappresentazioni conformi delle metriche a curvatura
oostante su uno spazio euolideo.

Vogliamo ora dimostrare che tra uno spazio a curvatura co-
stante ellittico o iperbolico a #» — 1 dimensioni e uno spazio
euclideo pure a n — 1 dimensioni si pud sempre porre una cor-
rispondenza conforme, ossia una corrispondenza che conservi gli
angoli (§ 6, pag. 32).

Cominciamo dagli spazii ellittici. Sia § un tale spazio, a
# — 1 dimensioni, il cui elemento lineare sia

10) de =k dz (b= cost)

dove le z sono costanti legate dalla:

(11) an4+....Fa=1,
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Consideriamo uno spazio euclideo, in cui le # sono coordi-
nate cartesiane ortogonali. Esso avra un elemento lineare d 2% |-
.o..+ dzl. La (11) sard in questo spazio I’equazione di una
ipersfera J col centro nell’origine, e con raggio uguale all’unita.
A ogni punto di J corrisponde un punto di §; e la distanza di
due punti infinitamente vicini di J & per la (10) proporzionale
alla distanza dei due punti corrispondenti di S. E quindi anche
1’ angolo di due direzioni poste su J & ugunale all’angolo delle
direzioni corrispondenti poste su 8. Osserviamo pero che, se noi
continuiamo a considerare in § le 2 come coordinate omogenee,
e quindi come non distinti un punto (x,, 2;,...., 2.) e il punto
(— 2y, — &3, -+, — Z,), & uno stesso punto di § corrispondono
due punti di J diametralmente opposti. Se vogliamo avere tra
8 e J una corrispondenza biunivoca, dovremo considerare sol-
tanto un emisfero di J, o, pilt precisamente, una regione R di J,
i cui punti soddisfino per es. o alla:

z., < 0,
oppure alle due relazioni
oy < O xz, = 0,
oppure alle
By < 0 Xy = T, = 0,
oppure alle
2oy <O Loy = Lo = T = 0,

oppure ecc. ecc.

Ora ricordiamo che, proiettando stereograficamente una iper-
sfera J da un suo punto sull’iperpiano = tangente a J nel punto
diametralmente opposto, si ottiene una rappresentazione di J su
uno spazio euclideo =, che conserva gli angoli. Noi proietteremo
dunque stereograficamente la nostra ipersfera dal punto (0,0...,0,1)
sull’iperpiano #, = — 1. Per determinare un punto di questo
iperpiano < basta darne le prime # — 1 coordinate, in quanto che
gi sa a priori che la z, di un punto di = é uguale a — 1. E noi
indicheremo queste » — 1 coordinate con &, &;,...., §.i, per




+
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evitare ogni ambiguitd. Per la nostra proiezione stereografica
a un punto (%, Xy, +..., X&) di J corrispondera in = il punto di
coordinate: '

d2) g = 2

1—a,;

G=1,2....,n—1)

E a un punto di questo iperpiano =, di coordinate £, &,...., &,
corrisponde sull’ipersfera il punto di- coordinate .

4 . -4
(18) m,.=p_|fz4 G=1,2....,n—1), z‘.f‘fﬁ_—y'
dove abbiamo posto:
-1
a3y p= ; E.

Indicherd d’ora innanzi in questo paragrafo con ¢ un indice,
che varia da 1 ad », con j un indice che varia da 1 ad »n— 1.
Le (12), (18) danno una corrispondenza biunivoca tra i punti di
J e quelli di w, e quindi anche una corrispondenza (1,2) — non
biunivoca — tra i punti (x) dello spazio non euclideo S e i punti (§)
dello spazio euclideo w. La metrica esistente in § & definita dalle
(10), (11): la metrica esistente in m & definita dalla ds® = gde.
La corrispondenza cosi stabilita tra § e ® & una corrispondenza
conforme (che conserva gli angoli). Cié risulta da quanto ab-
biamo detto fin qui; e si pud verificare direttamente, perché le
(13) danno:

W Sdai = b (Ffm)’§d§3. |

I due elementi lineari differiscono solo per un fattore finito:
cio che dimostra il nostro asserto.

Al nostro risultato si pud dare anche un’altra forma. Se noi
cambiamo coordinate nello spazio S, assumendo in luogo delle
n coordinate x, legate dalla (11), le » — 1 coordinate indipendenti

12y 'fb=%5=1f_joé';;
s Sdy

l7eleq19nto lineare A* 2'} dzi di 8 diventa o FIF
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Resta cosi in particolare evidente che la metrica di Riemann,
citata al § 6 (pag. 26), & proprio, come avevamo gis enunciato
al § 9 (pag. 49), una metrica ellittica a curvatura costante.
Ricordiamo ancora che, non considerando noi come distinti
in § un punto () e un punto (— x), la corrispondenza tra S
e ™ & una corrispondenza (1, 2). Questa corrispondenza si pud
rendere biunivoca, se noi consideriamo soltanto quella regione p

diw (immagine della regione R di J), i cui punti soddisfanno

alla.p < 4, oppure alle p = 4, §,, < O, oppure alle p = 4,
§._.=0,E_, <O, ecc. ecc.
Con queste convenzioni dovremmo perd rinunciare alla con-
tinuita della corrispondenza; e noi percid non le adotteremo.
A un punto () corrispondono dunque i due punti

X €5

£,=2 1—z’ = —2 T o,
Per due punti (£) e (") corrispondenti a uno stesso punto di §
si ha quindi:
E 8 o Ee
0> o=, = = L

$E-ng =16 (20 — 16,

I due punti (§}), (§";) sono dunque allineati col centro O del-
I'ipersfera 3 & 44 = 0, e il prodotto delle distanze da essi al
punto O & uguale a 4; il centro O & interno al segmento con-
giungente i due punti. Tutto cid si pud riassumere dicendo che
i punti (§) e (") si corrispondono nell’inversione per raggi vet-
tori reciproci, che lascia fissi i punti dell’ipersfera (immagina-
ria) B E 4 4 = 0. (Cfr. la nota a pag. 57 e seg.).

Quelle linee di S, i cui punti soddisfano a » — 1 equazioni
lineari omogenee indipendenti sulle &, sono rappresentate su Jda
cerchi massimi, vale a dire da cerchi che tagliano in punti dia-
metralmente opposti 1’ intersezione di J con !'iperpiano @, = 0.

Poighé nella.proiezione stereografica di J su =, i cerchi (come



| Capitolo Terzo — § 10, : 58
4 ben noto e del resto facilmente si verifica mediante le (12),
(18)) si proiettano in cerchi, avremo che le linee suddette hanno
su = per immagine dei cerchi, che tagliano in punti diametral-
mente opposti la ipersfera p = 4. Osserviamo che I’ asserzione:
il cerchio C taglia in punti diametralmente opposti U ipersfera
p = 4, equivale all'altra: il cerchio C taglia ortogonalmente U i-
persfera p + 4 = 0. E viceversa (‘) L’ipersfera p | 4 = 0 & pero
immaginaria.

Studjamo ora gli spazii iperbolici 8, il cui elemento lineare &
10) de¢=wr@dxi+dd+....-dxi, — dx;) (h= cost.reale)
dove lo x sono variabili legate dalla:

ary @ — @+ ot o) =1

Osserviamo che, se noi definiamo mediante le (13) » quantita
x in funzione di # — 1 variabili indipendenti §, le quantitd x
cosi ottenute, sono, in virtd dei calcoli precedenti, legate dalla
sola (10); e le forme 2' daz, ,2 d5 differiscono per il fattore

2
(—4——) dove p = 3 £} Quindi, se poniamo nelle (13) — v —1 x; e
P4 3
v —1E; al posto delle %, E; (j +»), riconosciamo che le quantita
x definite dalle
Sy = e 77754_5.’;.__-_._.,,,4 3 < 1
Ol S - =12 ....,m—1)

S TR - ey
TR L4

sono legate dall’unica relazione (11), e che si ha identicamente

B @z ... Ldz, — dad) =N (&5+....i§*-,-—4)22d5§'

(*) Infatti le condizioni atfinché un cerchio #® 4 y* gz +fy +h=0
tagli ortogonalmente il cerchio z* «+ y* — a == 0, o tagli il cerchio
z* + 98 + a == 0 in punti diametralmente opposti, si espnmono ambedue
mediante la stessa equazione k& = a.
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Le (12) diverranno poi:

(18) Em oty G=12..n—1.

Dalle (14), (16) si trae che valori reali per le § corrispondono
@ valori reali per le x, e viceversa. Le (14), (15) individuano una
corrispondenza conforme reale tra lo spazio iperbolico S, e uno
spazio euclideo =, in cui le § sono coordinate cartesiane orto-
gonali. Un punto (§) di = individue il punto (x,) di §; ma ad
un punto (z,) di S corrispondono in generale due punti (§)) e (§")
di x. Infatti un punto (x;) non si deve in S considerare distinto
dal punto (— @,); e per le (156) a questi due punti non distinti
corrispondono in ® due punti distinti, le cui coordinate sono
date dalle:

% ' . .
Z1’ =25 + i
Per due punti di = corrispondenti & un medesimo punto di §

si ha quindi:

O<§I} E: == evees =§,’,$:l;,

TEI X =16

Vale a dire: a uno stesso punto di S corrispondono due punti
di w, posti su uno stesso raggio uscente dal centro dell’ipersfera
Y& =4, e tali che il prodotto delle loro distanze dal centro
di questa ipersfera & uguale a 4. In altre parole questi due punti
sono trasformati 'uno dell’altro nell’inversione per raggi vet-
tori reciproci, che trasforma in s® stesso ogni punto di questa
ipersfera. Se noi dunque ci limitiamo a considerare quella re-
gione di =, che & interna a questa ipersfera, la nostra rappre-
sentazione diventa una rappresentazione biunivoca, pure restando
continua. Questa ipersfera si chiama 1'ipersfera assoluto, perché
& I'immagine della quadrica

V=aoi4....4a, —2i=0,

la quale si chiama qaadrica assoluto in quanto che essa &, come
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vedremo al § 12, I'immagine dei punti di S, che nella nostra me-
trica sono a distanza infinita.

Anche qui i nostri risultati si possono interpretare in un’al-
tra forma, dicendo che 1’elemento lineare di una metrica iper-

bolica, quando si prendano a coordinate indipendenti le-

&;

Vbzégiza:—'v U=4L2,...,0—1 (16
assume la forma
2 2
ds=4n dnit.... 4 do (h = cost. reale)

m+....+n.— 1

Le linee, che in § sono rappresentate da # — 1 equazioni
lineari omogenee indipendenti tra le x, hanno per immagine in
w dei cerchi, che tagliano in punti diametralmente opposti I iper-
sfera immaginaria 3 £} + 4 = 0, o, cid ch’é lo stesso, che tagliano

i
ad angolo retto Uipersfera assoluto (reale)
5E =4

Nel caso delle metriche ellittiche si pud pure parlare di iper-
sfera assoluto: una tale ipersfera &, nelle precedenti notazioni,
Vipersfera 3 £ - 4 ==10; e quindi &, come abbiamo gia detto,

i

totalmente immaginaria.

Faremo ancora un’osservazione importante. Se lo spazio eu-
clideo immagine © & rappresentato conformemente su un altro
spazio euclideo 3 (¥), esistera evidentemente una rappresentazione
conforme tra lo spazio iperbolico § e il nuovo spazio euclideo 2.

(") Ricorderd brevemente le proprietd fondamentali delle rappresen-
tazioni conformi di due spazii euclidei s, 8 a » — 1 dimensioni 1’ uno sul-
P altro. Siano z;, §; coordinate cartesiane ortogonali rispettivamente in
88 (i==1,2,....,n— 1), Una tale rappresentazione é p. es. la tra-
sformazione T definita dalle £ = «; .

Tatte le altre rappresentazioni conformi di s su s' saranno trasfor-
mazioni del tipo T U, dove U & una trasformazione conforme generics,

i
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Indichiamo con y,, ¥, - . . +) ¥u~. coordinate cartesiane ortogo-
nali in 3; e studiamo il caso, specialmente not:evole, che 1'iper-
sfera assoluto di = abbia in & per immagine un iperpiano, che
sara detto iperpiano assoluto. Dalla teoria della inversione per
raggi vettori reciproci si sa che una rappresentazione conforme
tra i due spazii euclidei = e 3, che all'ipersfera ?E,’ —4=0

dello spazio s in s& stesso. Studiamo queste trasformazioni U. 8i dimostra
(cfr. BiaNcHI, « Lezioni di Geometria differenziale », 2.3 edizione, vol. I,
pag. 375-376. Pisa, Spoerri) coi metodi della geometria differenziale, che,
se s > 8, ogni trasformazione U conforme reale dello spazio s in 8® stesso,
0 & un puro movimento, 0 & una pura similitudine, o & un’ inversione per
raggi vettori reciproci, oppure & prodotto di pit trasformazioni dei tipi
qui ricordati. E ricordo che, come gid si & osservato pil sopra nel testo
(pag. 54 e 56), si dice inversione per raggi reftori reciproci rispetto a una
ipersfera L di centro O e raggio R reale o puramente immaginario quella
trasformazione che porta un punto A nel panto 4’, allineato con 4, tale
che O & esterno o interno al segmento 4 4’, a seconda che E & reale o
puramente immaginario, e che 0 4. 0 A' = [R[*. Se O ha per coordinate
Gy, Gy, ..., G4, le formole che rappresentano tale inversione sono dunque

R (r; — a;)

H(ZA'—&:)_’ (i,h=1,2,..-.,ﬂ'—-’1).
A

& — e =

Una tale trasformazione & involutoria, ossia coincide con la trasfor-
mazione inversa.

Se R tende all’infinito, mentre la sfera L tende a diventare un iper-
pinno, allora la inversione citata si riduce a una simmetria rispetto a
questo iperpiano.

Nel caso di # = 3, oltre alle trasformazioni conformi qui ricordate
di # in sé stesso, ve ne sono infinite altre di natura affatto distinta: noi
in queste pagine ne prescinderemo in via assoluta, riferendoci, anche nel
caso di » = 3, soltanto a trasformazioni del tipo considerato pil sopra.

La geometria elementare insegna che movimenti, similitudini ¢ inversioni
per raggi vettori reciproci portano uw’ipersfera, o wn iperpiano in una
ipersfera (o eccezionalmente in un iperpiano). Altrettanto avverrd quindi
delle rappresentazioni conformi piu generali (se 8 > 8), 0, 8¢ » = 8, di
quelle rappresentazioni conformi che qui consideriamo. Questa proprietd
¢ anzi caratteristica per le nostre rappresentazioni conformi, e serve cosi,
nel caso di » = 8, a distinguerle dalle altre rappresentazioni conformi
possibili, Basta anzi che una rappresentazione conforme del piano euclideo
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di = faccia corrispondere un iperpiano di 3, (p. es. I'iperpiano
y,=0) & data p. es. dalle equazioni:

t=1,2,....,n — 2)

_ 3
Y=te TSI
.__ El:iz
Yor = —l—d e TE TE=2)y
che sono equivalenti alle
- 4y
T e S ¥ Y (A )

B, —2—4— Yo A1 .
n-t y§+y§+----+y?.-z+(y._x+1)’

t=12 ..., —2)

7 in 8& stesso porti un cerchio in un altro cerchio, perché essa sia una
delle rappresentazioni da noi considerate.

Una inversione rispetto ad una ipersfera L trasforma una ipersfera I
ortogonale ad L in una ipersfera ancora ortogonale ad L e passante per
1’ intersezione di L e di I; e quindi trasforma I in sé.

Inversamente se una trasformnazione U, scelta tra le rappresentazioni
conformi sopra comsiderate, muta in s stessa un’ipersfera reale I di
centro O, e trasforma in sé stessa anche ciascuna delle regioni, in cui
1 divide s, allora la U o & una simmetria, 0 & una inversione per raggi
vettori reciproci rispetto a un iperpiano od a un’ ipersfera, che taglia I or-
togonalmente, oppure & prodotto di pitt operazioni di questo tipo. Cio &
ben evidente, se la U lascia fisso il punto 0. In tal caso essa deve mu-
tare le rette uscenti da O in cerchi o rette uscenti da O e taglianti or-
togonalmente I: essa porta quindi le rette uscenti da O in rette useenti
da O. Di piu gli angoli, che queste rette formano a due a due, devono es-
sere conservati. Se ne deduce tosto che U & un puro movimento euclideo,
il quale lascia fisso il punto O, e che quindi U & prodotto di simmetrie
rispetto a iperpiani uscenti da O.

Se poi O fosse dalla U portato in un punto O, & ben facile dimo-
strare che esiste un’ipersfera I,, tagliante I ortogonalmente, tale che O
e O giano punti omologhi nell’inversione § per raggi vettori reciproci
definita da I,. Quindi la U" = 8 U lascia fisso il punto O, e come la Se
la U trasforma I in sé: essa dunque, per quanto abbiamo detto, & un pro-
dotto di simmetrie rispetto a iperpiani passanti per 0. La U= 8"1U'=8T"
& quindi prodotto di simmetrie siffatte e della inversione 8.

Del resto questo teorema & conseguenza immediata dei risultati della
prima parte del § 13.
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Ricordando le (14), (156), ne deduciamo:
. IRy

—1
Xy — wu—;

Ly

=z —an t=L2..,0—-2; y_,=

18)
Assumendo in §, al posto delle %, come nuove coordinate le
y, definite dalle (16), I’elemento lineare assume la forma note-

vole seguente:

2dy
17 2 ~-.
an b Yar

Da essa risulta tosto che le metriche di Bolyai, citate al § 6 (pag.
26), sono metriche iperboliche a curvatura costante. Tra lo spazio S
e lo spazio euclideo 3, in cuile y,, ...., ¥._, sono coordinate car-

tesiane ortogonali, vi & una rappresentazione conforme. A un
punto di & corrisponde un punto di S; a un punto di S corri-
spondono due punti di &, simmetrici rispetto all’iperpiano asso-
lute y. , = 0. La rappresentazione & biunivoca, se noi ci limi-
tiamo a considerare una sola delle due regioni, in cui l'iperpiano
#.—1=0 divide lo spazio &: p. es. la regione definita dalla y,_, > 0.
In tal caso le formule (16) si possono scrivere sotto la forma
piu precisa:

, Ty
(16) y,=£v—;‘_—_ . (t = 1,2,....,”——-2), Yur ==

e, —z 1
Se noi lasciassimo indeterminato il fattore di proporzionalita
delle &, senza prefissare che 2 — & — .... — 27_, = 1, I'ultima

delle (16) si scriverebbe:

—_ Vo, —x—.... — T,

zﬂ - wn—l

(1ey Yur

mentre le altre equazioni (16) rimarrebbero inalterate.

§ 11. — Movimenti negli spazii a curvatura oostante.

Noi abbiamo visto che una metrica s curvatura costante in
uno spazio a # — 1 dimensioni & definita da una quadrica di
questo spazio. Ogni proiettivita, che muta questa quadrica in sé
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stessa, &, come abbiamo visto nel § 7, un movimento nella nostra
metrica. Ci proponiamo ora di determinare tutti i movimenti delle
due specie di metriche reali a curvatura costante trovate nel
8 10: e vedremo cosi che non esiste nessun altro movimento
oltre a quelli rappresentati dalle suddette proiettivita.

Nel nostro caso, secondo quanto trovammo precedentemente,
la forma quadratica sard la V(x)=a} + a3+ .... + a2, + e a2,
dove con ¢ indichiamo 4~ 1 o — 1, secondo che si tratta del-
I'ana o dell’altra metrica: e ’elemento lineare & dato da A2 V(d «x)
(h=cost.), dove le 2 sono variabili legate dalla equazione V (x)=¢.
Il movimento pii generale sard dato dalla pit generale trasfor-
mazione

By = P (Tyy Loy oo v oy Ta)

che trasforma in sé stessa tanto la forma V (x), quanto la forma

V (d z). Posto per simmetria ¢, =¢, =....¢, ,= 1, ¢, = ¢, do-
vra dunque essere:
@ ge.( ) = ((=12.....m
2 q, . .
® 23 E =0 (E+)) (,1=1,2,....,m)
@) %‘k?gt:%sxw’

Derivando (@) rispetto a ,, si ottiene:

3¢ P ”
(6) Ze"aa')i awia-’ll‘t-O'

Derivando (B) rispetto , si ha:

(D 3% o, 8295 2
(e) Zzam 3m,3m,+zi‘8w3a;, am,_(),

che vale anche per i =1, perché equivale in questo caso alla (3).
Scriviamo 1’ equazione che si ricava da (¢) permutando I, ¢,

’ 29, ”73'% 3 P o2 P
(E) Ze,, 33:‘ 3.:13735,+25*3m 3.’2‘3.’)), 0,
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e quella che si ricava da (¢) permutando i, ¢,

-t 3¢ 2
ES; 3?; e + Ee. ¢k = 0.

Px, Jx, 9,

(e")
Aggiungendo (&) a (¢) e sottraendone (e”), otteniamo:

aﬁPg a’¢h
0% 6%

£ > =0

Il sistema delle equazioni, che si ottengono da questa te-
nendo fissi I e t e facendo percorrere a i i valori da 1 ad »,

" & un sistema di # equazioni lineari omogenee nelle n incognite

3.?; ) il cui determinante & il Iacobiano delle ®. Ma il Iaco-
i
biano delle @ non pud essere identicamente nullo; quindi si avra:
il /%
0T 0 X,

In altre parole le g sono polinomii di primo grado nelle z.
Poniamo dunque
P = ? Gy Ty + O (a = cost.);
sostituendo questi valori in (7), e identificandone i due membri,
si ottiene immediatamente che le @, sono nulle. Un movimento

resta cosi definito dalle

z'y = ? CQar T+ (a = cost.)

Sostituendo in (), si riconosce poi che le n* costanti a,, sono

legate dalle » L ; 1 equazioni seguenti:
%.‘a,a:,==e,, k=12....,m)
Ze ana, =0 (hst; Ryt=1,2,....,%)

E si riconosce facilmente che le (@), () non impongono al-
cuna ulteriore condizione alle @,. I movimenti dipendono dun-
n(n—+1)

2

que da n? — ossia ”("2‘ 1 parametri arbitrarii. L'in-

sieme di tutti i movimenti gode evidentemente delle proprieta
caratteristiche dei gruppi (§ 2, pag. 7). Essi costituiscono percid un
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a ”(ﬂ; 1)

gruppo finito coniinuo

la questione se questo gruppo é a una, o a pilt schiere di tras-
formazioni.

parametri. Studieremo nel §13

Ricordando le proprieta pili elementari delle proiettivita, noi
abbiamo:

I movimenti dei nostri spazii sono quelle trasformazioni biuni-
voche dello spazio, in cui le @ sono coordinate omogenee, che ira-
sformano in sé stessa la quadrica assoluto kZ g, o} = 0 e portano
una refta in una retia.

(Naturalmente con reffa intendiamo quella linea, i cui punti
soddisfano a » — 2 equazioni lineari intere omogenee indipen-
denti nelle ).

Consideriamo ora la rappresentazione conforme di uno dei
nostri spazii § su uno spazio euclideo w studiata al § 10. La
quadrica assoluto ha in © come immagine una ipersfera I reale
o 'ur‘x'maginaria., che pud eventualmente ridursi a un iperpiano
(§ 10). E, nel caso di metriche di Bolyai, il nostro spazio ha per
immagine soltanto una delle due regioni, in cui I divide 7. Una
trasformazione di S individua una corrispondente trasformazione
in w. Noi ci chiediamo: Quali trasformazioni in % corrispondono
al movimenti di §? Ricordiamo che le rette (nel senso piu sopra
definito) di 8 hanno per immagine in © i cerchi che tagliano I
ortogonalmente. Dal nostro precedente teorema si pud quindi
dedurre:

Ai movimenti di uno spazio S in sé stesso corrispondono su m
quelle trasformazioni T, che lasciano fissa la ipersfera (o iperpiano)
assoluto I, che portano ogni cerchio, che taglia I ortogonalmente,
in un altro cerchio, che taglia I ortogonalmente, e che, se I é reale,
trasformano in sé stessa ciascuna delle regioni,in cui I divide m
(e non le permutanc). Questa ultima condizione si potrebbe sop-
primere, se noi, conformemente ai risultati del § 10, non consi-

~ derassimo come distinti due punti, trasformati 1'uno dell’altro

mediante !’inversione per raggi vettori reciproci definita da I
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(0, se I & un iperpiano, mediante la simmetria rispetto all'iper-
piano I). Questa ultima condizione & invece necessaria, se, con-
formemente a quanto abbiamo fatto nel § 10, e a quanto faremo
sempre d’ ora in poi, rappresentiamo § in quella regione di %, che
& interna ad I, o, se I & un iperpiano, che giace da una certa
banda determinata di L - ‘

Noi possiamo subito trovare una ulteriore proprietd di que-
ste trasformazioni T (che naturalmente sard una conseguenza
di quella enunciata pit sopra). I movimenti in S conservano
evidentemente i valori degli angoli. Ma S é rappresentato con-
formemente su . L’angolo di due direzioni su 8 & quindi ugusle
all’angolo delle due direzioni corrispondenti su 7. Le trasforma-
zioni T conservano dunque, in 7, le grandezze degli angoli; o,
con D'usuale linguaggio, le trasformazioni T sono trasformazioni
conformi in T.

Osserviamo ancora che la condizione: « T' porta ogni cerchio
che taglia ortogonalmente I in un altro cerchio, che taglia ortogo-
nalmente I » si pud evidentemente enunciare anche nel seguente
modo: « T trasforma ogni ipersfera che taglia ortogonalmente I,
in un’ altra ipersfera che taglia ortogonalmente I» (%)

A queste ipersfere corrispondono in S delle ipersuperficie,
che per le (15) sono rappresentate da una equazione lineare omo-
genea tra le @. Percid queste ipersuperficie si dicono gli iper-
piani della nostra metrica.

Osserpazione, — Nel caso delle metriche ellittiche, la ipersfera
assoluto 7 ha un raggio puramente immaginario ¢ R (B = cost.
reale). Ma noi possiamo facilmente sostituire al precedente enun-
ciato un altro, in cui non si parli di ipersfere immaginarie.

Y

Indichiamo con P la ipersfera reale di raggio R, che & concen-

(*) Basta ricordare che le ipersfere, che tagliano I ortogonalmente,
sono le uniche ipersuperficie, che godono della seguente proprietd: per
due punti 4, B di una tale ipersuperficie passa un cerchio (e uno solo),
che giace sull’ ipersuperficie ¢ taglia 1 ad angolo retto.
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trica a I Per quanto abbiamo gia detto (§ 10, pag. 55), le ipersfere
e gli iperpiani che tagliano ortogonalmente I non sono che le iper-
sfere e gli iperpiani, la cui intersezione con I' giace in un iperpiano
passante per il centro comune di I e I'.

Studiamo ora piu particolarmente le metriche iperboliche.
In tal caso la ipersfera I & reale. Supponiamo » >> 3; la Javra
almeno due dimensioni. E noi potremo parlare dell’angolo che
due direzioni poste su 7 fanno tra di loro (nel senso euclideo:
evidentemente questi angoli non hanno alcun significato nella
nostra metrica, perché I & singolare per questa metrica). Una
trasformazione T & conforme (*) in tutto «, e trasforma I in sé stes-
sa per le proprieta, che noi abbiamo sopra trovato, Quindi essa
portera anche 1’angolo (euclideo) di due direzioni poste su I in
un angolo uguale. Di pit ogni varieta subordinata W,_,, posta
su I, a n — 3 dimensioni, che sia varieta base- di un fascio di
ipersfere, dovra essere portata in una varieta W',_,, posta su I,
che sia pure base di un fascio di ipersfere. Infatti per W,_, pas-
sera un’ipersfera W,_, ortogonale ad I, la quale sard portata da
T in un’altra ipersfera W’,_, (ortogonale ad I); questa tagliera
I in una varietda W', ,, per cui passano le ipersfere 7 ¢ W',_,,
e che & quindi base di un fascio di ipersfere. Le trasformazioni
T subordinano dunque su I delle trasformazioni T che mutano
in sé stesso il sistema delle varieta W,_, ,‘ poste su I, che sono
base di un fascio di ipersfere (**). ‘

Viceversa se n >3 e se T' é una trasformazione (necessaria-
mente conforme) di I in sé stessa, che porta ogni varieta W, ,di I,

(*) 8i ricordi (cfr. la nota al § 10 pag. 57) che T & prodotto di sim-
metrie e di inversioni per raggi vettori reciproci.

{**) Per u = 38 questo teorema peérde ogni significato, in quanto che
una qualunque coppia di punti (W,_s) del cerchio I & base di un fascio
di cerchi. In tal caso perd la T, essendo una trasformazione biunivooca,
subordina sul cerchio I a una proiettivita.

7
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che sia base di un fascio di ipersfere, in una varieta analoga W', _,,
allora essa determina una delle nostre trasformazioni T in tutto .

Infatti sia W,_, una ipersfera ortogonale a I, sia W, , I'in-
tersezione di W,_, e di I, e sia W’,_, 'ipersfera ortogonale a 1,
pessante per la varieth W', ,, trasformata di W,_, per la 7"

Noi assumeremo la W', _, come trasformata di W,_,. E avremo
cosl definita in © una trasformazione delle ipersfere W, . ta-
glianti ortogonalmente I in ipersfere W',_, taglianti ortogonal-
mente I. Per provare che questa trasformazione & una tras-
formazione T, basterd dimostrare che le W', ,, trasformate di
quelle W,_,, che passano per un punto 4, passano per un altro
punto 4’, che assumeremo come trasformato di 4 per la 7. In-
fatti in questo caso la nostra trasformazione godrd delle pro-
prietd caratteristiche per le trasformazioni T, che mnoi abbiamo
determinato precedentemente (pag. 63 e 64).

Senza diminuire la generalitd, potremo supporre che I sia un
iperpiano; e, 88 ¥, Yy, ++ - Y1 SON0 coordinate cartesiane orto-
gonali nel nostro spazio euclideo rappresentativo, potremo (§ 10,
pag. b7 e seg.) supporre che I sia I'iperpiano

Yo = 0.
Una W,_, di I sard in [ definita da un’equazione:

-3 n—2

(@ Yo 2 yi + 2 Y.y +yv=0 (Y = cost.)

E la W,_, trasformata sard rappresentata da un’equazione
(@ Y2y + Yy +r=0

dove le Y’ saranno funzioni lineari delle y. Affinché la W,_, che
taglia ortogonalmente I lungo la (@) passi per un punto A4 dello
spazio ambiente, & necessario e sufficiente che le y siano legate
da una relazione lineare (dipendente soltanto dal punto A). Se
questo avviene, altrettanto avverrd per le Y, che sono funzioni
lineari delle y. Le W",_, passanti per le W, _,, definite dalle (),

passeranno quindi per un altro punto A’ dello spazio ambiente.
¢ d.d,
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§ 12. — Goedetiche e distanze negli spazi a ourvatura costante.

Come abbiamo detto al § 6 (pag. 26), due punti 4, B abbastanza
vicini di uno spazio S, in cui sia definita una metrica reale qua-
lunque, determinano in modo univoco un arco di geodetica 4 B
passante per ;A, B. Quindi un movimento M, relativo alla nostra
metrica, che lasci fissi i punti 4, B, lasciera fisso 1’arco di geode-
tica 4 B, e quindi anche tutta la geodetica 4 B. Se C & un punto
qualunque dell’arco di geodetica considerato, esso sard portato
da M in un punto C dell’arco stesso. E, poiché i movimenti
lasciano inalterate le lunghezze, le lunghezze degli archi 4 C,C B
saranno rispettivamente uguali a quelle degli archi 4 C', ¢ B.
Tl punto C coincide dunque con C. I movimenti, che lasciano
fissi due punti A, B, lasciano fissi tutti i punti dell’ arco di geo-
detica definito dai punti A, B (almeno se 4, B sono sufficiente-
mente vicini), e quindi anche evidentemente tutti ¢ punti della
geodetica A B.

Sia ora § uno spazio, in cui sia definita una metrica a cur-
vatura costante, determinata da una forma quadratica V mnelle
coordinate omogenee x; (i = 1,2, ...., n). Abbiamo visto che i
movimenti non sono che le proiettivitd trasformanti la forma V
in 86 stessa. Se una tale proiettivita P lascia fissi due punti 4, B,
essa lascia fissa la retta A B (retta essendo, come gia abbiamo
detto a pag. 63 la linea, che & determinata da n — 2 equazioni
lineari omogenee indipendenti nelle &), ¢ quindi anche i punti
A, B' di questa retta, coniugati dei punti 4, B rispetto alla qua-
drica ¥V = 0. Ma, se una proietti‘;ité lascia fissi quattro punti di
una retta, essa lascia fissi tutti i punti della retta. Quindi P lascia
fissi tutti i punti della retta 4 B. Sia ora » > 8. Si vede subito
in tal caso, anche dal semplice computo dei parametri, che, preso
un punto qualunque C non posto sulla retta A B, si pud sempre
trovare un movimento che lasci fissi i punti 4, B, e che non
lasci fisso il punto C. Quindi,se n >> 8, la retta A B ¢ il luogo

68 - Capitolo Terso — § 12.

dei punti lasciati fissi da tutti i movimenti, che lasciano_fissi i
punti A, B. Ma per la osservazione precedente noi sappiamo gii
che tutta la geodetica A B & fissa; si ha dunque: La geodetica,
che congiunge due punti A, B coincide con la retta A B, od in altri
termini: melle coordinate x, le geodetiche sono rappresentate da
n — 2 equazioni lineari omogenee indipendenti.

To dico che questo risultato vale anche nel caso di spazii
(a curvatura costante) a due dimensioni (n == 3).

Sia infatti da} | dag + d 23 (dove x5 + (@} + 2}) = 1) Tele-
mento lineare di un tale spazio 8,. Evidentemente questo spa-
zio si pud considerare come coincidente con la superficie x, = 0
dello spazio (a tre dimensioni ed a curvatura costante) Sj, il cui
elemento lineare & dat -+ da! + da} + dzi, dove le z sono
coordinate legate dalla &} + (2} + a; + )= 1. Ora, per quanto
abbiamo detto, la geodetica di S, che congiunge due punti 4, B
della nostra superficie @, = 0 & una retta che giace evidente-
mente sulla superficie stessa x, = 0. E questa retta & quindi a
fortiori una geodetica di questa superficie, perché essa da il piu
breve degli archi che congiungono 4, B nello spazio S, e quindi
anche a maggior ragione il pitt breve degli archi che congiun-
gono -4, B senza uscire dalla detta superficie @, = 0. Quindi le
geodetiche di S, sono ancora linee rette (vale a dire linee rap-
presentate da una equazione lineare nelle coordinate @y, &y, Zy).

Conseguenza di cid & che in uno spazio a curvatura costante
due punti diversi A, B, comungue distanti, determinano in modo
univoco la geodetica che passa per essi. Cosicchd, se la geodetica
A4 B passa per un punto E, Ja geodetica A E passa per B.

Data ‘una metrica qualunque, si chiama distanza geodetica o,
pitt brevemente, distanza di due punti 4, B la lunghezza del-
I'arco di geodetica A B, che & terminato ai punti 4, B. Noi vo-
gliamo ora determinare, nelle metriche a curvatura costante, la
lunghezza di un arco di geodetica 4 B, ossia la lunghezze di un
segmento rettilineo A B, che, per definizione, sard la distanza

@
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dei punti 4, B. Osserviamo che: Se un segmento A B & portato
da un movimento nel segmento A’ B', deve essere (in valore as-

soluto):
distanza A B = distanza A’ B'.

Ma, poiché i movimenti non sono che le proiettivita trasforman-
ti in s& stessa la quadrica V = 0, si sa che: Condizione necessaria
e sufficiente affinché esista un movimento, che porti un segmento
A Binun segmento A" B, & che il birapporto (4 B C D) (*) sia
uguale al birapporto (A' B C" D), o al birapporto (B'4' C D)=
== (A B'].C'Z_);) = (B' A'ID C’) = (A’ B'D C), dove con C, D (C, D’)
indico i punti comuni alla vetta A B (A' B') e alla quadrica V = 0.

Dai precedenti due teoremi segue che, se per due coppie di
punti 4, B e 4, B’ si ha

(ABCD)=(ABCD) oppure (ABCD)= ZTEI’C"IT)
la distanza geodetica dei punti 4, B & uguale alla distanza dei
punti 4', B. La distanza di due punti 4, B (che, secondo le
nostre convenzioni, & sempre positiva) sard dunque una funzio-
ne @, evidentemente continua, del corrispondente birapporto
» = (4 B C D), tale che:

18) v0=1 ;)

Studiamo ora p. es. le metriche iperboliche. Siano 4, B, E
tre punti di una retta generica r, interni alla regione K, ove la
nostra metrica & reale. Se C, D sono i punti comuni alla », e

(") Il birapporto (4, 4, 4, 4,) di quattro punti di una stessa retta v,
le cui coordinate non omogenee su r sono -ordinatamente ;, g, %5, T4, €
per definizione uguale a

X =y x—ay
T — Ty :-"'e—“"r;.

Ricordo questo, per evitare ogni ambiguits di notazione.
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alla quadrica V =0, e se sulla r i punti 4, B, C, D, E si sus-
seguono nel verso C A B E D, si ha:

distanza 4 B -} distanza B E = distanza 4 E.
Posto ciod A = (4 B C D), X' =(B EC D), X' = (4 E C D), saré:
18y e +toR)=9

el

Ma, per le nostre ipotesi, i birapporti A, A, A" sono quantitad sod-
disfacenti alle sole relazioni

(19) AN =2 o<y <1 O<<A L.

La (18)' deve dunque essere conseguenza, delle (19). E perecid (*):

La ¢ (A) é uguale, @ meno di un fattore costante, al valore as-
soluto del logaritmo (sempre reale) di A.

Se il punto 4 o il punto B giacciono sulla ¥V = 0, si ha
A =0, oppure A = cv; e la distanza 4 B & percid infinita. Ecco
perché la V=0 si dice quadrica- assoluto (§ 10, pag. 66).

A un analogo risultato si giunge nel caso di metriche ellitti-
che (**). Questo caso ha perd per noi assai minore importanza.

(*) Infatti ¢ (A), funzione sempre continua e positiva della variabile
positiva A, soddisfa per le (18)' e (19) alla:

(@ oM +oeM=9p@Rr) g 0<A<1, 0<A<]1.
E per la (18) soddisfa alla

. - 1
® P =0 (I) se  A> 0.
Se ¢ (e) = ¢, la ¢ sard una costante reale e positiva; e dalle («), (8) si trarri:
1
m cp(é—)=s;q;(K):s,h,seK=e",ossiah=logK

essendo & un qualsiasi numero razionale positivo o negative. La eontinuita
della p dimostra che la seconda delle (v) vale anche se k & irrazionale; e
cosi risulta dimostrato il teorema del testo.

(**) Si osservi che in questo caso log A & puramente immaginario,
ed & definito a meno di multipli di 27i. La ¢ (A) ¢, a meno di un fat-

. 1
tore costante, uguale a ofj ~+ 2mm7, dove m & un intero arbitrario.

Questa indeterminazione dipende da ci0 che una geodetica &, in una me-
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§ 13. — Classificazione dei movimenti negli spazii a curvatura
oostante.

Ricorderd anzitutto come si classificano i movimenti di uno
spazio S euclideo a » — 1 dimensioni, quando, secondo le nostre
convenzioni, si chiami movimento ogni trasformazione, che con-
servi le distanze (cfr. § 6, pag. 27, per il caso n = 4).

Tra questi movimenti esistono le cosidette simmetrie, le quali
sono gli unici movimenti, che lascino fissi oo"* punti di S. E
precisamente una simmetria T lascia fissi i punti di un iper-
piano «: se un punto A di S & portato da I nel punto B, « &
il luogo dei punti equidistanti da 4, B. Esiste quindi una e
una sola simmetria, che trasformi I’uno nell’ altro due punti
dati 4, B.
 Una simmetria T & uw’ operazione involutoria; vale a dire
T'=1T; T"=1.

Siano 4,, A', due punti distinti corrispondenti per un movi-
mento M gualungue. Sia'Tl la simmetria, che porti 4, in 4, e
A' in A,. La trasformazione T, M sara un movimento, che lascia
fisso 4,. Ogni punto lasciato fisso da M & equidistante da A4,, 4",
e quindi & pure lasciato fisso dalla T}, e dalla T, M. Se T, M non
& la trasformazione identica, siano 4,, 4’, due punti indipendenti
da A4, (distinti da A4,) corrispondenti per la T; M, e sia 7, la
simmetria che porta 4, in A',. La trasformazione 7, T, M la-
scera fisso il punto A4,; essa lascera pure fisso ogni punto la-
sciato fisso da T M, e in particolare anche il punto 4,. Dunque
almeno i punti 4,, 4, sono invarianti per T, T\ M. Quindi 7, T\ M

trica ellittica, una linea chiusa di lunghezza finita, come gia si & accen-
nato al § 6 (pag. 25), e che la geometria in una metrica ellittica coincide,
conte abbiamo gia ovsservato al § 10 (pag. 52), con la geometria vigente
su una ipersfera euclidea, quando non vi si considerino come distinti due
punti diametralmente opposti.
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trasforma in s stessi i punti della retta 4, A4,. Se dungue
T, Ty M1, esisterd un punto 4,, indipendente da 4,, 4,, ossia
non giacente sulla retta 4, 4, che T, T, M porta in un punto
A', distinto. Se T, & la simmetria che porta 4, in 4y, il movi-
mento 7; T, T, M lascia fissi almeno tutti i punti del piano
A, A, A,. Cosi continnando, vediamo che possiamo trovare un
certo numero di simmetrie 7} ({ = 1,2, ....,Vv) in guisa che il
movimento T, T,_, .... T, M, o sia I’identitd, o lasci fissi almeno

" v punti indipendenti. Esisterd quindi un intero v < » + 1, tale (*)

che T, T, ,.... T, M=1, ossia che
M=T7T7...IT)'="117,.... T,

Ogni movimento M & quindi prodotto di un certo numero
v < n-+1 di simmetrie. Siano a,, %, ...., %, 1 ¥ iperpiani indi-
viduanti queste simmetrie. Facciamo variare questi iperpiani con
continuita, fino a che essi vengano tutti a coincidere con un
iperpiano a scelto ad arbitrio. Il movimento M varierd con con-
tinuita, e diventera uguale a 77 dove T & la simmetria definita
da a. Ora T” = 1, oppure T” = T, secondo che y & pari, o di-
spari. Quindi:

Se T é una simmetria qualunque, ogni movimento M si puo
(variando con continuita i parametri da cui esso dipende) far di-
ventare uguale o alla trasformazione identica, o alla T.

E poi ben chiaro che un movimento, che sia una pura sim-

(*) Infatti, se un movimento M trasforma in sé stessi n punti 4,, 4,,...., 4,
indipendenti, M coincide con la trasformazione identica. Cid & ben evi-
dente se » = 2, e si dimostra in generale col metodo di induzione com-
pleta. Infatti supponiamo di aver gid dimostrato gquanto asserimmo per

= m — 1, e dimostriamolo per m = m. Per 1’ipotesi fatta, se si indica
con & lo spazio linearesd m — 2 dimensioni passante per 4,, 4, ....,
Ay Airy eveey du{i=1,2,....,m), M dovri trasformare in se stessi
tutti i punti degli m spazii §;, perché ne lascia fissi m — 1 punti indi-
pendenti. M dovrd dunque trasformare in sd stessa ogni geodetica di §
(perché lascia fissi i punti, in cui tale geodetica incontra gli wm spazii
8; ) e quindi evidentemente anche ogni punto di 8.



Capitolo Terzo — § 13. 78
metria T, non si pud ridurre all'identitd con una variazione con-
tinua dei parametri. In tal caso infatti un (n — 1)**° ortogonale
di S e il suo trasformato per T sarebbero 1'uno all’altro sovrap-
ponibili mediante un movimento continuo: eid che & assurdo (¥).

Se M, M sono due movimenti, ciascuno dei quali si puo, con
variazione continua dei rispettivi parametri, ridurre all’identita
(a una simmetria T'), il loro prodotto si potra ridurre con una
trasformazione continua all’identita (alla 7'?). Poiché T2 = 1,
questo prodotto si pud in ambi i casi ridurre alla trasformazione
identica.

I movimenti di uno spazio euclideo formano un gruppo I' con-
tinuo a due schiere di trasformazioni. I movimenti della prima
schiera (movimenti di prima specie) si possono ridurre, con una
variazione continua dei parametri da cui dipendono, alla trasfor-
mazione identica, e formano da soli un gruppo G, contenuto in T'
come sottogruppo di indice 2. I movimenti della seconda schiera
(movimenti improprii o di seconda specie) si possono con conti-
nuitd ridurre a simmetrie.

Il pin gemerale movimento di seconda specie si ottiene molti-
plicando un particolare movimento di seconda specie per il pit
generale movimento di prima specie.

* Si dice (» — 1)*¥ in § Pinsieme di un punto O (vertice) e di
n — 1 direzioni ({lati) uscenti da O, le quali non appartengono ad alcuno
spazio subordinato a n — 2 dimensioni. Un (n-— 1)°%° si dice oriogonale,
se i suoi lati sono a due a due normali. Supposte le coordinate cartesiane
ortogonali, il determinante formato coi coseni di direzione dei lati (coseni
degli angoli, che i lati formano con gli assi coordinati) di un (s — 1)
ortogonale, & ortogonale, e quindi uguale a + 1.

Due. (n — 1)°%%, per cui tale determinante ha (non ha) lo stesso va-
lore si dicono wgualmente (non ugualmente) orvientati.

Due (# — 1), trasformati 1'uno dell’ altro‘mediante una simmetria
o un’inversione per raggi vettori reciproci rispetto a un’ipersfera reale,
non sono ugualmente orientati. Dall’uno non si pud quindi passare all’al-
tro con un movimento continuo, perché altrimenti il valore del corrispon-
dente determinante dovrebbe variare con continuiti da 4-1a — 1, 0
viceversa. Cid & assurdo, perché tale determinante non puod assumere
valori distintl da + 1.
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Il precedente teorema vale anche per gli spazii iperbolici a
curvatura costante. Cid & intuitivo, se ammettiamo quanto abbia-
mo enunciato (§ 6, pag. 24) che cioé la geometria di tali spazii ha
comune con la geometria euclidea tutti i teoremi, che non pre-
suppongono la verita del postulato di Euclide. Il nostro teorema
si pud perd anche dimostrare in modo diretto, partendo dalle
nostre definizioni. Una geometria iperbolica a » — 1 dimensioni ha
come elemento lineare la forma h® (dai-+dai+.... +dai,—dz),
dove le & sono variabili legate dalla o} — &i—-x)— R P
Essa ¢ reale nella regione interna alla quadrica assoluto Q
& — at —....—x:_,= 0. I movimenti non sono che le proiet-
tivitd trasformanti questa quadrica @ in sé stessa. E ben facile
vedere che esistono dei movimenti, che corrispondono nel caso
attuale alle simmetrie euclidee, dei movimenti cioé che lasciano
fissa una varieta reale a n — 2 dimensioni, contenente almeno uno e
quindi infiniti punti, in cui la nostra metrica & reale. I teoremi
pit elementari della geometria proiettiva dimostrano che una
tale varietd deve essere una varietd lineare, cioé un iperpiano
3 o, 4, = 0 (2, = cost.), il quale, dovendo contenere almeno un
punto ove la nostra metrica & reale, dovra incontrare la qua-
drica Q in infiniti punti reali. E precisamente ’omologia armo-
nica, che ha tale iperpiano come iperpiano di omologia, e il polo
di detto iperpiano rispetto alla quadrica @ come centro di omolo-
gia,  P'unica proiettivita, che possa trasformare in sé stessi quei
punti del nostro iperpiand, che sono interni alla quadrica assoluto,
pure lasciando fissa la quadrica Q. Un tale movimento si chia-

merd, per analogia, la simmetria rispetto all’iperpiano Do, =0(".

(*) Tra le simmetrie, definite da equazioni pil semplici, ricorderd le
T, (i =1,2,....n — 1) definite rispettivamente dalle:

X'y = — gy=n(l=1,2, .., i— 1 i41,....m)
Si noti perd che la trasformazione 7, definita dalle

2 =x0=12,....,8—1) Ty= — &y
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8e noi ricorriamo alla rappresentazione conforme (§ 10, pag. 51

e seg.) della nostra metrica iperbolica su un semispazio euclideo

m, un iperpiano 2 @ g = O & rgppresentato in una semisfera

reale 8, che incontra ortogonalmente il piano assoluto, immagine

della quadrica Q. (Cfr. le (13), (14) del § 10). Ricordando i teoremi

del § 10, o scrivendo le formole éﬁ'ettive, si riconosce tosto che

alla simmetria rispetto a tale iperpiano corrisponde nel nostro

semispazio euclideo I'inversione per raggi vettori reciproci, che
lascia fissi tutti i punti di 8.

Un (»n — 1)* ortogonale del nostro spazio iperbolico, ha in

T per immaginé un (» — 1)*** ortogonale. Due (» — 1)*** orto-

gonali, che si corrispondono nella nostra simmetria, hanno in =

per immagine due (n — 1)**, che si corrispondono nella citata
inversione per raggi vettori reciproci: quindi essi non sono ugual-
mente orientati, e non si possono' sovrapporre con una trasfor-
mazione conforme e continua. Tanto basta per poter affermare
che anche nel caso di spazii iperbolici non si pud portare una
simmetria nella trasformazione identica, con variazione continua
di parametri.

Dopo cié si potrd, come abbiamo fatto nel caso degli spazii
euclidei, scomporre un movimento qualunque in un prodotto di
simmetrie: e colle stesse considerazioni che abbiamo svolto in

quel caso dimostrare il nostro teorema anche per il caso attuale

di spazii iperbolici.

Gli spazii ellittici a curvatura costante hanno per il nostro
studio assai minore importanza. Io mi accontenterd quindi di
un breve cenno. L’elemento lineare di un tale spazio & del tipo
h? ; d x}, (h = cost.), dove le @, si suppongono sodd sfare alla

non & una simmetria, in quanto che essa & un movimento che lascia fissi
tutti i punti dell’iperpiano x, = 0, il quale non interseca in punti reali
1a quadrica @ e quindi non contiene alcun punto, in cui la nostra metrica
& reale.
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Zal=1. Se sioi, mutando le convenzioni adottate fin qui, ritenes-
simo come distinti punti, le eui coordinate corrispondenti sono
uguali e di segno contrario, allora si potrebbe vedere che il teo-

rema, sopra enunciato, vale anche mnel caso attuale (come é& del
resto ben noto per un caso particolare: il caso della sfera eu-
clidea). '

Se noi invece continuiamo a considerare come non distinti
un punto (z,) e un punto (— &), allora il nostro teorema continua
ancora a essere vero, se lo spazio ellittico ha un numero dispari
di dimensioni. Se invece il nostro spazio avesse un numero pari

.di dimensioni, il gruppo dei movimenti sarebbe un gruppo a una

sola schiera di trasformazioni (¥): ogni movimento ciod si pud
ridurre all’identitd facendo variare con continuitd i parametri

da cui esso dipende (*#).

Dovremmo ora classificare piit particolarmente i movimenti
di prima e di seconda specie. Osserviamo tosto che non importa
fare uno studio speciale per i movimenti di seconda specie, in
quanto che il pit generale movimento di seconda specie & pro-
dotto del pit generale movimento di prima specie per un par-
ticolare movimento di seconda specie, scelto in modo arbitrario
(p. es. una particolare simmetria). Ci possiamo dunque limitare

‘allo studio dei movimenti di prima specie.

(*) 11 lettore pud p. es. considerare i caei elementari del cerchio, e

della sfera euclidea, quando vi 8i considerine come non distinti punti dia-
metralmente opposti.
' (**) I ragionamenti svolti nel caso di spazii iperbolici non si possono
applicare agli spazii ellittici, in quanto che la rappresentazione conforme
di un tale spazio 8 sopra upo spazio euclideo @ non & continua e biuni-
voea. Un (# — 1)**° ortogonale di tale spazio ha per immegine in 7 due
(» — 1) (trasformati 1'uno dell’ altro mediante una inversione rispetto
& un’ipersfera immaginaria), i quali sono o non sono ugualmente orien-
tati, secondo che il numero delle dimensioni di 8 & dispari, o pari.
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" Supporremo lo spazio a # — 1 dimensioni, indicando con

Ly, Ty +« + +; T 1o solite coordinate legate dalla
2tfe@t+ai4.... o) =1

dove & = - 1, oppure ¢ = — 1, secondo che lo spazio & ellit-
tico o iperbolico (*). Lo svolgere completamente lo studio di
questi movimenti sarebbe perd cosa troppo lunga, e per il no-
stro scopo non indispensabile. Jo mi accontenterd quindi di
enunciare i risultati, cheé nel § 14 confermeremo in modo diretto
per i casi pitt importanti degli spazii iperbolici a 2 o 3 -dimen-
sioni, rimandando il lettore per il caso generale (che non offre
del resto gravi difficoltd) alla Mem. dell’ A.: Sulla teoria delle
forme quadratiche ed Hermitiane ecc., pubblicata nel vol. 17, se-
rie IV degli Atti dell’ Accademia Gioenia di Catania.

Nel caso di uno spazio ellittico si dimostra che,se M & un
movimento di prima specie in un tale spazio, si possono assu-
mere come nuove variabili coordinate » combinazioni lineari
reali e indipendenti y, ¥, ...., ¥. delle x in guisa che M sia
definito da equazioni del ‘tipo:

Y'seer= Yo €08 0, — y,, sen §, )
(20) 2 Y =Y, 0080, -y, ,senf, (
Y =% (k=2r-+1,2r-4}+2,....,m)

Un tale movimento si dird un movimento ellittico.

8=1,2,...,72r<m)

Nel caso di uno spazio iperbolico si dimostra, che, se M é un
movimento di prima specie di questo spazio, si possono assumere
come nuove variabili » combinazioni lineari reali indipendenti
Y1 Y -+ - - Yo in guisa che M sia definito da equazioni del tipo
(20) oppure da equazioni di uno dei tipi seguenti:

s
_ (*) Ricordo che tanto le equazioni z'; = =; quanto le ¥'; == — x; rappresen-
tano la trasformazione identica, in quanto che, secondo le nostre convenzioni,
i punti /z) e (— =) non sono distinti. Le ', = X ay 2 & 2 = — Tasa
rappresentano dunque uno stesso movimento, ot
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@1) 3 Y=+ Y S e Yi=1
Y= © (f=4,b...., 1)
@2) \ Yi=eh Y= % ys (p cost. positiva differente da +1)
2y’«=y: #=28,4....,m)
Y'se1r=Y3.-1 COB0,— ¥,, sen 0, }
X 8=1,2,...,7; 2r - 8<n;0,= cost.)
(23) y'!a == Y5, CO8 8, +yn—:sen‘6, ¢ T . ’+ _—
Y1 = Yrena + Yarie; Yorrs = Yarsa 4 Ysess; Yorrs = Yaris
Y=y (i=2r+4,2r+5,....n
(Y -1 Y e 9,—— 2 e.
[ i o=t —on)
28 T J3e ', -1 (]
24 ., .
@4 ) et == 3 Yiesr} Y orss == PYar12 (p COSL. pOSILIVE differente da - 1)
\Ye=y i=2r+32r+4,..,7)

Un movimento (20) si dice ellittico; un movimento (21) para-
bolico; un movimento (22) iperbolico; i movimenti (23) e (24) si
dicono lossodromici: e pili precisamente un movimento (23) si
dice ellittico-parabolico; un movimento (24) si dice ellittico-iper-
bolico. Quando si dice che un movimento & lossodromico, ci si deve
accertare, che esso non sia lossodromico soltanto apparentemente,
vale a dire che esso non sia in realtd o iperbolico, o parabolico,
o perché tutti gli angoli 6, siano multipli di 27, o perché tali
si possano rendere, mutando il segno di tutte le y';. Con questa
convenzione, si dimostra che un movimento non pud apparte-
nere contemporaneamente a due delle cinque classi dei movi-
menti ellittici, parabolici, iperbolici, ellittico-parabolici, o ellittico

iperbolici.

|14.—Gnm:niporbouc!aemummunduom
dimensioni. ' .

Confermeremo ora i risultati, enunciati testé in generale, per
il caso specialmente importante degli spazii iperbolici a due, o
a tre dimensioni. .
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E sopratutto vogliamo far notare gli stretti legami, che in-
‘tercedono tra i gruppi di movimenti in tali spazii, e i gruppi
delle sostituzioni lineari fratte su una variabile complessa. L'e-
sistenza di tali legami & cosa ben evidente per quanto abbiamo
gia visto al § 7 (pag. 39 e seg.) e § 9 (pag. 4950). Un gruppo &
di trasformagioni
¢ x + @ . .
v =228 @ —fr==1)
su una variabile x, & isomorfo al gruppo G' generato dalle

oy =+t (am +Bx) L=t o +3z)

sulle due variabili omogenee z;, ;. E il gruppo &', come ab-
biamo gia detto, considerato come trasformante le forme qua-
dratiche y, i + 2 y, ¢, 2 + y, 23 o le forme Hermitiane y, @, x; +
- Yo, 2+ Y5 @ ) + Y 2, a6} (2 seconda che le 2, §, 1, 5 sono o
non sono sempre tutte reali) diventa un gruppo di movimenti
reali nella metrica iperbolica che ha per assoluto la conica reale
¥ ¥ — yi =0, o la quadrica reale 3,y — 43 — Y% =0 (dove
i & posto ¥, =y, + ¢y

Da queste osservazioni potremmo partire per il nostro stu-
dio; ma, per ragioni di opportunita, useremo una via piu diretta.
Una metrica iperbolica & determinata in uno spazio S lineare
a due o a tre dimensioni, assumendovi come assoluto una conica
C reale definita da un’equazione x; + 5 — a2 =0, o una quadrica
Q reale non rigata definita da un’ equaziohe o+t as—ai=0.
E la metrica & reale nella regione R interna a C o a Q. Le rette
di 8 sono (§ 12) 'immagine delle geodetiche nella nostra metrica.
Percid la regione R si chiama anche I'immagine geodetica della
nostra metrica iperbolica. I movimenti nella nostra metrica non
sono che quelle proiettivita di S, che trasformano in 86 stessa
la C o la Q. Per determinare una di queste proiettivita, basta
definire come essa trasforma i punti di C o di Q. Infatti, se noi
sappiamo come P trasforma i punti di C o di Q, noi sappiamo
gubito come essa trasforma una retta r di R, in quanto che la
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retta 1, trasformata di r, non & che la retta che congiunge i
due punti di C (o di Q), che sono trasformati dei punti comuni
alla retta r e alla € (Q). Il punto A’ poi, trasformato di un punto
4, & il punto per cui passano tutte le rette +, trasformate delle
rette r, che passano per 4.

Studiamo ora dapprima le metriche a due dimensioni, Sia 4
un punto reale di E. La polare di A rispetto a C incontra C
in due punti 4,, 4, immaginarii coniugati. Ora noi possiamo
individuare un punto reale o complesso di C, dando il valore A
rta, o

&y

1_ . (Questa uguagliamza & conse-

del
el rapporto & — 7,

guenza dell’equazione di O). A ogni punto reale 4 interno a €

corrisponderanno dunque due valori A, A} del parametro A, im-
maginarii coniugati: quelli che individuano i punti 4, ed 4,; e
viceversa a due valori immaginarii coniugati di A possiamo fare
corrispondere il polo della retta reale che congiunge i punti
immaginarii di C che questi valori individuano. Quella delle
due quantita A, A}, che ha positivo il coefficiente della parte
immaginaria, si dica U affisso di A. Ogni punto reale interno a
C avra un affisso pienamente determinato, che basta ad indivi-
duarlo (*); ed & facile trovare le coordinate (w,, Z,, x,) del punto 4,
il cui affisso ¢ A ==p 4 ¢ v. Invero per definizione, 4 & il polo
della retta congiungente i due punti, le cui coordinate soddisfano

rispettivamente alle

Tst® T iy
&y Ty — &g
e alle
i Snalk BN/ P J¥
z, Ty — Ty

Un facile calcolo ci dice allora che le coordinate dx Asonodate dalle:

—_t bt g ty—1 _ oyt
@) o=+% ws__j-_*i_ﬁg?_* xszili:%“.vj'_

(*) I punti reali di C ed essi soltanto avranno un affisso reale, che
coimeide col valore assunto in essi dal parametro A
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Viceversa laffisso A = p -+ iv di un punto 4 di coordinate
“ Xy, Ly, Ty egate da 27 — 27 — af = 1) & dato dalle

. , - 1
25) B = zl-— V= —
¢ B Bk Y [ @5 — 25 |

Queste formole hanno un’importante interpretazione. Se noi,
al modo di Gauss, rappresentiamo la variabile complessa A= +iv
coi punti reali di un piano, dove p, v sono coordinate cartesiane
ortogonali, otterremo una rappresentazione dei punti reali della
nostra metrica sul semipiano v = 0. L’assoluto sard rappresen-
tato dalla retta v = 0. To dico che questa rappresentazione é
precisamente la rappresentazione conforme studiata al § 10. In-
fatti, ponendo y, = p, y, = v, n = 3 nelle (16)’ (pag. 60), queste di-
ventano appunto le (25), Noi dunque potremmo partire dai risul-
tati del § 10 per trovare in altro modo le formole del presente
Dparagrafo: o, viceversa, partendo dalle teorie qui svolte, ritrovare
le rappresentazioni conformi- di uno spazio a due dimensions, gia
trovate nel § 10 in generale.

" 1 movimenti reali della nostra metrica sond, come abbiamo
gid osservato pih volte, le proiettivita reali del pi;,no (@, gy x4),
che trasformano Cin sé stessa. Ogni tale proiettivita individua
una proiettiirité subordinata reale sui punti della conica C, e
‘quindi una trasformazione lineare reale sui valori del parametro
A, che noi sappiamo potersi assumere come coordinata dei punti
di questa conica.

Una tale trasformazione sara definita da un’equazione del tipo:

y_ed 4
26) | x_—_ﬁ;—g

dove le «, B, v, 5 si possono supporre essere costanti reali sod-
disfacenti alla

@7) a5 —By=+1
E viceversa ogni tale trasformazione individua un movimento
reale nella nostra metrica. Consideriamo un qualsiasi punto
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4 interno alls C di affiego 2,, La sua retts polare rispetto a C
incontrerd Cin due punti, in oui il valors del parametro A sard
rispettivamente nguale a 4, e a A}. La retta polare del punto
A’ trasformato di 4 mediante il movimento, definito dalla (26),
incontrerd C in due punti; i valori del parametro A in questi
punti si otterranno ponendo successivamente in (26) A = A, e
A =12, Quale dei due valori cosl ottenuti sard 1'affisso di 4'?

" ossia quale di essi ha positivo il coeficiente della parte imma-

ginaria?
Per vedere questo, poniamo in (26) A=p 4 {v,d'=p'+4{v'
(1, ¥, ', v' quantitd reali). Troviamo:

’ v
V=@ Y grr e

Ne concludiamo dunque che il coefficiente v’ della parte im-
maginaria di X' & o non & dello stesso segno del coefficiente v
della parte immaginaria di A, secondo che in (27) vale il segno
superiore o inferiore. Se dunque vale il segno superiore, allora,
se A, & Daffisso 4, la quantitd X, (trasformata di A, per la (26))
sard proprio -l’affisso di A'. Se invece nelle (27) vale il segno
inferiore, 1’ affisso di 4’ si otterra, trasformando mediante la (26)
la quantitad A, o, cid che & lo stesso, detto affisso sard la quan-
titd immaginaria coningata di quella che si ottiene applicando
la trasformazione (26) all’affisso di 4.

In conclusione il movimento reale, che & deflnito entro R
dalla (26) sara definito dalla

@28) 1=;1L$§ (se @5 —By=1)

oppure dalla ‘
- A + 3 — =1
(29) A ff;-_f:g (o0 « By )

dove o, B, v, 5 sono costanti reali, o A si interpreta come I'affisso
di un punto generico di B. -

Verifichiamo danque per nuova vis quanto si vide in gene-
rale ol § 13: ohe ciod i movimenti delle nostra metrica formano
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un gruppo G' a due schiere di trasformazioni: 1’una definita
dalle (28), I'altra dalle (29). Le trasformasioni (28) poi si possono
eon variagione continua dei parametri g, B, v, , ridurre alla tras-
formazione identica, e formano di per s un gruppo continuo,
che & contenuto in G come sottogruppo invariante di indice 2
(cfr. § 18, pag. 73, 74).

Per mezzo delle (25), (25) & facile provare direttamente che
le (28) definiscono un movimento, ossia una trasformazione li-
neare intera omogenea sulle @, che trasforma in s& stessa la
forma 2} + 2} — 3. Un facile calcolo dimostra infatti che la (28)
equivale, per le (25), (25) alla:

di=Zam (bk=128),
dove:
oy =ad+By;a,=ay—38 a;=av B3

(80) 1 8y =af — Y8; a5y = §(a® + 82 — B2 — y%); @y = (¥4 f1— y2—3?)

Tay =aB+ 78 ag =%(°‘2 + ¥ — B —8%; as;=%(“2+3’+7’+52)

Studiamo le trasformazioni (29). Tra esse, la pilt semplice &

quella per cui f = v =0,a = 1,8 = — 1 e che & definita
quindi dalla
(31) A== .

Ogni movimento (29) & uguale al prodotto del movimento

(31) per il movimento
P (—9A4B )5 — (— ) B =
;\ = (——_‘Y)T‘*.——a dove ( a)a ( Y)B-—l-

In altre parole ogni movimento (29) ¢ prodoito del movimento
(81) per un movimento (28). Il movimento (31) si pud per le (2b)
definire mediante le equazioni:

31y Ty =— Iy Ty = 2y ¥y = .

Un movimento (29) lascia fissi quei punti, il cui affisso A sod-
disfa alla 1=;L%_+ﬁ ossia alla YAk, + 81 — ad, — B == O,

+38'
Posto A == p + i v, questa equazione si scinde nelle:

T+ +E—ap—f—=C+a)y=0.
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Se « +8=0, dovra essere v==0, e quindi YR G—a)p—B=0, "
Le due radici di questa equazione sono sempre reali‘e distinte,
-perché B —af + 4By =(2+ 34 4@r—a3) =@+ 5 +4>0.
Il nostro movimento lascia percid fissi due punti, il cui affisso
& reale, ossia due punti, che nella nostra metrica sono posti a
distanza infinita, ossia- che giacciono su C.
Se invece & + « = 0, le nostre equazioni si riducono alls sola:

T+ +G—ap—p=0.

-E il nostro movimento lascia fissi gli infiniti punti, il cui affisso
A=+ iv s tale, che p, v soddisfino alla precedente equa-
zione, Per le (25) si riconosce che la linea, luogo di questi punti,
& la retta (geodetica) », rappresentata dall’equazione:

7(w2+a’a)+(5—“)“’1"‘ﬁ(zs’*xs)zo-

Il nostro movimento non & che la simmetria (§ 13, pag. 74)
definita da questa™geodetica.

Studieremo ora la classificazione dei movimenti di prima
specie, dimostrando nel caso attuale i risultati enmnciati in ge-
nerale al § 13.

Consideriamo un movimento (28). Un punto lasciato fisso da
un tale movimento avra un affisso A tale che

(32) 1:;-%-:1-:-% ossia YA' -3 —a)A—B=0.

Questa equazione pud avere due radici reali distinte: eid

" avviene se (& — 84 4y & positivo, ossia (poiché a3 — By =1) se

(33) @+23) >4

Si noti che, 86 Yy =0 e 5 — «3=0, 1a (83) & ancora soddisfat-
‘ta; esi deve considerare la (32) come un’equagione, che ha due
-radici distinte, una finita, I’ altra infinita.

Se dunque & soddisfatta la (33), il nostro movimento lascia
fissi due punti di affisso reale e cioé due punti reali A, B a di-

P
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stanza infinita (posti su C) e nessun punto a distanza finita (en-.
tro ). (La proiettivita corrispondente lascia ulteriormente fisso.
il polo della retta A B rispetto a C, che & esterno a C'e non &
quindi immagine di aleun punto reale della nostra metrica).

Osserviamo di pit che se Y30 e se a, b sono le radici reali
della (32), la (28) si potra scrivere

(34) 1:_"‘1 =k )‘Z-f (k = dost. reale positiva).

Se invece Y =0 ed a & la radice finita della (32) dovremo
scrivere, al posto di (34), la

34y N—a=Fk@—a) (k = costante reale positiva).

Potrebbe invece avvenire che la (29) avesse una sola radice
(reale, finita o infinita, secondo che T= 0 oppure y == 0). Cid av-
viene se :

(35) (@43 =4.
In tal caso il nostro movimento lascia fisso un sol punto a
distanza infinita (posto su C).

Se Y= 0 ed a & la detta radice reale, il nostro movimento

si pud rappresentare con la formola

1
(86) v =itk
dove & & una costante reale.
Se invece v = 0, e quindi per la (35) 2 — 3 = 0, il nostro
movimento & rappresentato da una formola

(36Y Y=A+k (k = costante -reale).
Infine, se
(87 (x + 82 < 4,

la (32) ha duo radici @, @ immaginarie coniugate: quella di esse,
che ha il coefficiente della parte immaginaria maggiore di zero,
sard I'affisso’ di un punfo reale interno a C, che sara a distanza
[inita, e sara U unico punto reale lasciato fisso dal movimento con-

i!*z""

£ ‘ wymM-gu.

siderato. £ intanto ben chiaro che il nostro movimento si pud
rappresentare con una formola:

NY—a __r—2o

= Fi—a
dove k & una costante. Ma, poichs il nostro movimento & reale:
questa equazione deve restare equivalente a sd stessa, se'nox
scambiamo @ ed ao, e scriviamo k. al posto di k. Cié avviene

‘soltanto se k = %— , ossia se k & in modulo uguale a 1. Noi po-

tremo dunque por;e k — e® (f = quantita reale). E il nostro mo-
vimento sara rappresentato dall’equazione:

A—a

r—ao’

38) Fl=e
Ricordando le proprieta, che abbiamo trovato man mano per
i punti lasciati fissi da uno dei nostri movimenti, riconosciamo
facilmente che un movimento simile a un’ altro, per cui sia sod-
disfatta la (33) o la (85) o la (37) soddisfa pure rlspettlvament.e
alla (33) o alla (35) o alla (37). Cio si pud verificare anche di-

rettamente. Se A’ = “,:‘ i . & il movimento trasformato di (28)

per una qualsiasi trasformazmne lineare in A, un facile calcolo
dimostra che (&' + &) = (2 -+ 8% Ora un movimento, per cui &
soddisfatta la (33), si pud scrivere sotto la forma (84) o (34).

Esso & quindi simile al movimento
34 N =ki= _%E A (k = cost. resle positiva).
v
Infatti dalle (34), (34) si passa alle (34), sostituendo A rispet-

tivamente alle lv :, A — a. In modo analogo si prova che un
movimento, per cui & soddisfatta la (30) o la (87), & ‘simile ri-

spettivamente ai movimenti:

(36)" ' N=A-+1;
AN __ Acos {4 "’9“3 (8 = cost.reale).
(38)” e é‘° IT{— b ossia N = 3 een] T oo

wE
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Per lo (30) si deduce di qui che un movimento (26) o & si-
mile al movimesto definito dalle

, | 1 , 1
dym sy bt Dy D = e— P it

o dalle equivalenti
) . / . . 1
(34y" z,==:c1;:c,—}—ws=k(x,+a:§);x,-—x,=;(z,——x,);
oppure al movimento definito dalle
@y = 2y — &3 + Ty xy =2, + (@ +xy) ay=a, — 2, + 3,

o dalle equivalenti

oppure al movimento definito dalle
(38)" x, ==, cos § —x;senb; r, =1, gen b + z, cos8; 2’y = x,.
Confrontando con le (22), (21), (20) del § 13, pag. 77 e 78, ri-
conosciamo facilmente che i corrispondenti movimenti sono ri-
spettivamente iperbolici, parabolici, o ellittici. Un movimento
(28) & dunque iperbelico, lossodromico, o ellittico secondo che
o soddisfatta la (33), o la (35), o la (37).
Che non vi fossero movimenti lossodromici era prevedibile: la
stessa definizione di movimenti lossodromici (pag. 78) dimostra
che essi possono esistere soltanto se lo spazio ambiente ha al-

meno tre dimensioni.

Studieremo ora le metriche di Bolyai a tre dimensioni: ab-
biamo gia visto che per determinare un movimento in questa
metrica basta determinare come esso trasforma i punti dells
quadrica Q fondamentale, che ha per equazione:

ot at+a—a=0.

Ora su quests quadrica esistono due sistemi immeaginarii eo-

niwgati di oot generatrici, in guisa che per ogni punto reale
. della quadrica passano due generatrici immaginarie coniugate,
appartenenti una a un sistema, I'altra all’altro.

i

T+ &s—X, __ 03 T—%
st 1=_s.t22__x+xl;

L
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Le oquazioni delle generatrici'di un sistema sono
(39) Ttz r try _ {;*
- ’

—Zyt+x, X —ixg

dove X & un parametro costante lungo una stessa generatrice,
ma variabile da generatrice a generatrice. Le equazioni delle
generatrici dell’altro sistema sono

(39) @ —iz, _ xy+ >,
—&ta, T @ tin

=4,

dove p & un altro parametro, costante lungo una stessa genera-
trice, e variabile da una generatrice all’altra. Se noi diamo i

- valori di A e , individuiamo una generatrice di ciascun sistema,

e quindi anche il loro punto d’intersezione; il quale sara rea.le;
soltanto se i dati valori di A e p sono immaginarii coniugati,
ossia se t = Ao. I punti reali di @ si possono dunque definire
Fd‘ando i valori di un solo parametro complesso A. (Il valore cor-
rispondente di p resta individuato dalla p = o).

Troviamo anzitutto le coordinate di un punto reale di Q,
dato il valore (complesso) corrispondente di A. Per le (39) si ha

X t+iz, +Aw; —Azx, =0

—Ax fidxy+ 2, + 2, = 0.
E scambiando X e A, ¢ e — i si ha pure:

Ty — iy + Ao Ly — Aoy, = 0.

Risolvendo queste equazioni rispetto alle 2, e indicando con
p un fattore di proporzionalita, si trova:

(40) @, ==pi (A 4 2o); T3 =0 (A — Ao); 03 =pi(Mo—1);@, = pi(Mho+ 1).

I movimenti nella nostra metrica non sono che le proietti-
vitd trasformanti Q in sé stessa. Una tal proiettivita, o permu-
terd 1 due sistemi di generatrici della Q, oppure portera una
generatrice di uno dei due sistemi in un’altra generatrice ap-
partenente allo stesso sistema. Supponiamo di essere in guesto
secondo caso. Poiché i due sistemi di generatrici sono trasfor- .
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P 3
mati proiettivamente in sé stessi, i parametri A, p subif#nno cia:
scuno una trasfotmazione lineare

@1) x:;‘i‘ig; W =;‘:j£ @5 —By=hm—ki=1)
dove % B, 1» 5, b, k, I, m, sono costanti (in generale complesse).
Poiché il movimento considerato si suppone reale, due genera-
trici di differente sistema immaginarie coniugate (ossia che si
" incontrano in un punto reale) debbono essere trasformate in due
generatrici #ncora immaginarie coniugate. In altre parole, se
p = Ao, dovra essere p' = Ao. Potremo dunque supporre

h=og, k=Po, } =70, m =8

(dove ao, Bo ... sono le quantita immaginarie coniugate diz, §....).
Quindi, la- sola conoscenza delle z, B, v, 5, ossia della

41y X = ;Hflg @5 —By=1)
baste a individuare completamente la nostra proiettivita.

La trasformazione (41) su A deve naturalmente definire una
trasformazione lineare intera omogenea sulle @;, che trasforma
in 86 stessa la forma «} + x; + a5 — «i. Con facili calcoli si
trova che gquesta trasformazione &:

Zy= é (“60+108+507+ﬁ70)a’1 +;(“50— 2,81, — Byo)a, +
1@ Yoty —B8 — BBy +§(a Yo 2 v+B82 + Bud) 2,

&y = 3(%d — a8, + By — B10) @, +-4(@8 + 2B —Br—Bro @, +
A § @y — Yo BB —BoB) @y + @y — 27,485 — BB,

Ty =%(uﬁa'+ %5—750‘—]’»5>x1 “‘; (Bﬂ“‘“ﬁ%‘{‘)’oa;‘\'so)xz‘*"
+%(¢%+550 —BBe— TV %13 (et BB —YYo— 88,) x,

&y = (0B~ B 13 1) @ 3 (o 180 — B —Bv0) -

\ +%(a“o‘a‘YTo"‘Bﬁu_550)“’3+%(““o+350+770_}_85»0)“74

Le (42) rappresentano tutti i movimenti, che non permutano
- i due sistemi di generatrici. Ogni altro movimento si otterrd

42)

quindi moltiplicando un movimento (42) per uno speciale movi--
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mento, cié permuti i parametri A, . Un tal mevimento ei ¢ dato
dalle A’ = p; p' = A, che sono equivalenti alle: ‘

. (43) &i=x (=134 &'y = — &

Un movimento ¢ sempre definito dunque ¢ da una formola (41)
(o, cid' che & lo stesso, dalle (42)), oppure ¢ prodotto del movi-
mento (48) per un movimento (42). Ritropiamo dunque (§ 13, pag.
73 o 74) che i movimenti formano un gruppo G a due schiere di
trasfornmzéoni: una di esse ¢ definita dalle (41) o dalle (42) e
forma un gruppo continuo I' a una sola a:chiera di trasformazioni,
che ¢ contenuto in G' come sottogruppo di indice 2.

Studiamo ora il significato della (41) per la rappresentazione
conforme della nostra metrica su un semispasio euclideo =, in
cui ¥y, Ys Y5 sono coordinate cartesiane ortogonali, e gy 2= 0. (Cfr.
le (16) del § 10, pag. 60). 1 punti del piano y; = 0 sono I'imma-
gine dei punti posti sulla quadrica @; e quindi a ogni punto
del piano y; = O corrisponderi un valore del parametro comples-
so A, Confrontando le (16) (pag. 60) con le (39) si trova

A= By A+ i@
Ty — &g

=4 tiy

Il mosiro parametro complesso A non é quindi che la variabile
complessa di Gauss del pinno assoluto y, = O, su cui y, e y, sono
coordinate cartesiane ortogonali.

Se noi ci fossimo serviti di questa proprietd per definire il parame-
tro A, avremme potuto ancora dimostrare direttamente che ogni movi-
mento del nestro spazie iperbolico, o & definito da una trasformazione
(41)' su X =y, -+ iy,, oppure & definito da una trasformarione, che si

ottiene moltiplicando una trasformazione (41)' per ln

sy X' =+ Jo.
Infatti (§ 11, pag. 63 e 66) a un movimento del noatro spazio iperbolico corri-
sponde sul piano assoluto y, = 0 una trasformazione conforme che porta
un cerchio in un cerchio e viceversa. E {ali trasformaziont, com’# noto dai
primi teoremi sulle rappresentazioni eonformi (e come a noi risulta in via
indiretta da quante abbiamo espesto. fin qui), sone definite appunie da una
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trasformazione (41), quando conservano il senso degli amgoli sul piane
¢, = 0, o da una trasformazione prodotto di una trasformazione (41)' per
la (43), quando non conservano il senso degli angoli sul piano ¥, — 0.

Studiamo ora una trasformazione (41); essa, come sappiamo,
definisce un movimento di prima specie, in quanto che si pud
ridurre alla trasformazione identica X' = A con una variazione
continua dei parametri a, B, ¥, 8. Essa lascia fissi quei valori di
A, per cui

R N+ C—ar+B=
Se la (44) ha due radici a, b finite e distinte, la (41) si puo

scrivere sotto la forma:

i:z—kl 2 (se a=F b = co 3= a).

Se la (44) ha due radici distinte, ma una di esse & infinita, se
ciod Y =0,8 — a== 0, la (41) si pud scrivere sotto la forma:

N—a=k(—a) (se b =o00,a D).

In ambi i casi la k soddisfa alla:
1
(45) atd=+ (vk + {/”k)

Trasformiamo il nostro movimento nel primo caso con la

W= 2‘4_—_‘; , nel secondo conla X =2 —a. 11 nostro movimento
el — ‘

si muters nel movimento simile, definito dalla

' /k _ 1
N=ka= A (“*a [‘”“ka])
(val
Ora scriviamo, servendoci delle (42), la trasformazione lineare
sulle , definita da tale trasformazione sulla A. Otterremo, posto
k=pe?(p 0 reali; p > O)

p 1 1
@'y = @, 608 § — x; sen 0 ws=%(p+5) +%(P—E)$4

1
@ty = &, sen 0 4 @, cos 0 w’4=g(9-—5)%+%(9+6)%
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o, ¢io che & lo stesso:
&'y = g, cos 8 — x, sen § 'w',-{—w"=p(m,-}-x4)
&'y = x, sen 9§ + x, cos 8 &'y — ', = % (@ — x,)

Confrontando queste formole con le (20), (22), (24) del § 13,
pag. 77 e 78, troviamo che: Il movimento definito dalla (41) &,
quando la (44) ha due radici distinte, ellittico se p = 1, iperbolico se
cos =1, lossodromico (ellittico-iperbolico) se p==1, cos 8 <= 1. Que-
ste tre specie di movimenti si possono caratterizzare con la seguen-
te proprieta geometrica, che risulta immediatamente dalle nostre
formole. Un movimento ellittico (iperbolico) lascia fissi tutti i
punti posti su (i piani passanti per) una retta, che incontra la
quadrica assoluto in punti reali, e che si chiama I'asse del mo-
vimento. Un movimento lossodromico & il prodotto di un movi-
mento ellittico e di un movimento iperbolico, che hanno lo stesso
asse. Per la (45) e per la &k = p ¢ si trova che

a+8=+4 [‘/Eea‘—}—,‘,}g e:?‘]’A

cosicché si ha rispettivamente nei tre casi:

@ + 8 ¢ reale e minore in valore assoluto di 2,
@+ 3 ¢ reale ¢ maggiore in valore assoluto di 2,
a + 8 ¢ immaginario.

Studiamo ora il caso, in cui la (44) ha due radici uguali a
uno stesso numero a, finito o infinito. (Il numero a & infinito,
se Y = & — a = 0; notiamo che allora B == 0, perché altrimenti la
(41) si ridurrebbe all’identita). Se la (44) ha radici uguali, finite o
no, si ha (6 —a)?—4 By =0, ossia (per la 8- —By=1) (x+2)2=4,
E viceversa. La (41) si pud allora scrivere sotto la forma:

Pfl—"d — T:I-Tz -+ &, (* = cost.) (se @ == oo)

o sotto la forma
N=21+k (& + cost.) (se @ == oo),
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- Nel primo (secondo) caso trasformiamo il movimento (41)
mediante la A' = k—().l—--_—?) ( 2= ;;) Il movimento (41) sara tl"a-
gformato nel movimento simile
(46) =i+ 1
La trasformazione lineare (42) corrispondente alla (46) é:
&y =y — Xy T, @'y = 2y + § (@5 + Z)
Ty =& X, =+ 3B x, — @)

o, cid ch’é lo stesso:

(46) &'y =@y &y~ T'y =, -2y &, =2+ (@, - T3 m'4+;'3-a:_’,=w‘+;'s—w,

Confrontando con le (21) del § 13 (pag..78) si riconosce che
questo movimento & parabolico. Dunque anche il movimento
iniziale (40Y & parabolico, se @ 4+ 8= + 2.

Noi diremo che wna trasformazione (41) é ellittica, iperbolica,
lossodromica o parabolica secondo che il corrispondente movimento
e dlittico, iperbolico, lossodromico o parabolico. E avremo quindi
che la (41) &

iperbolica se a + 5 & reale,e | a + 3| > 2,
parabolica se & 4 3 & reale, e | x L3 | =2,
ellittica se a -+ & ¢ reale,e | + 8 | <2,
lossodromica se o -+ 5 é immaginario (*).

Nel casd che a, B, 1, 3 siano reali -e quindi la (41) si possa
(secondo i risultati della prima parte del presente paragrafo)
considerare come un movimento di uno spazio S; iperbolico a
due dimensioni, la quantitd « + & & sempre reale. E precisamente,
per quanto abbiamo visto, (cfr. 1e (38), (3D), (87)) la (41) da pro-

(") Come abbiamo visto, tali trasformazioni lossodromiche sono sem-
pre ellittico-iperboliche. Dalle (24) del § 13 (pag. 78) si deduce subito
infatti che movimenti ellittico-parabolici non possono esistere in spazii
iperbolici a meno di quattro dimensioni.
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prio -origine a un movimento ellittico, iperbolico 6 parabolico di 8,
secondo che essa & elliltica, tperbolica o parabolica secondo le
convenzioni aftuali, le quali si riconoscono cosi conformi anche

a quanto abbiamo trovato in questo stesso paragrafo per gli
spazii iperbolici a due dimensioni.

Studiamo ora rapidamente i movimenti di seconda specie di
uno spazio & di Bélyai a tre dimensioni. Un tale movimento M
sard definito da un’equazione

A o= o Ao + @
The +3°

T valori di A, che una tale trasformazione lascia fissi, sono

quelli, che soddisfano alla: '

x‘=$§;i§ ossia ¥ Mo 4 34 — ado — B=0.

Ricorriamo ora alla rappresentazione conforme sul semispazio
euclideo =, in cui y,, ¥, ¥; sono coordinate cartesiane ortogonali
é y, > 0. Abbiamo gis visto che A = y, - i ,. I punti del piano
assoluto, lasciati fissi dal nostro movimento, sono dunque quelli
per cui & soddisfatta la:

T+ +C—an +iCt+ay —§=0
e quindi anche (se ci limitiamo a punti reali) la
To (41 + 43 + Bo — %) 1 — i (Po + %) Y2 — fo = 0.
11 nostro movimento M lascierd fissi infiniti punti reali al-

lora e allora soltanto che queste equazioni definiscono una linea

reale. Cid avviene soltanto se

y_8—a _ 84« _8 B, B—ar &+ ot
oA —w = atw—f y o 4p — ap >0

E in questo caso le due equazioni precedenti definiscono un

‘cerchio reale C.

Al movimento M corrisponderd in 7 'inversione per raggi
vettori reciproci definita dalla sfers o, che taglia m ortogonal-
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mente lungo il cerchio C. 1 movimento M sard la simmetria
(8 13, pag. T4, 75) rispetto a quel piano, che ha in % per immagine
la citata sfera .

Quando noi abbiamo una trasformazione T, o un gruppo G
di traeformazioni I' del tipo:

1'=;‘-§'—$~§ @b —By=1

& coefficienti «, f, v, B reali (complessi), noi potremo dunque eon-
piderare T, 0 G come individuanti un movimento o un gruppo
di movimenti in uno spazio § di Bélyai a due (a tre) dimen-
sioni. Anzi per brevitd noi diremo senz’altro che T' o G sono
un movimento o un gruppo di movimenti in uno spazio siffatto.
Potremo poi considerare lo spazio § rappresentato geodetica-
mente entro una conica reale C (quadrica reale Q@ non rigata)
in guisa che il movimento 7' o il gruppo & di movimenti siano
in realtd una proiettivitd,"o un gruppo di proiettivitd in S, tra-
sformanti la C (la Q) in sé stessa. Potremo anche rappresentare
conformemente § nei punti interni a un cerchio (a una sfera)
limite, oppure nei punti di un semipiano (semispazio) limitato
da una retta (da un piano) limite. La trasformazione T} o il
gruppe G diverranno una trasformazione, o un gruppo di tra-
sformazioni circolari eonformi trasformanti in sé stessa la retta
o il cerchio (il piano o la sfera) limite. I punti del cerchio o
della retts (della sfera o del piano) limite sono poi!’immagine
‘dei punti di C (di Q).

§ 156. — Le metriche Hermitiane.

Come abbiamo visto al § 8 (pag. 46 e seg.), una metrica Her-
mitiana reale in uno spazio § a 2 (n — 1) dimensioni & definita
da una forma del tipo

40 B2 A BTt e T B T X2,
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ﬁ;“” N s

od ha 1"elemento lineare

nl w1 3»1 n—1
e de X e, — (BT DX ARAE
(48)ds®=T1 k%1 Lt ! (le=cost.resle),
Xuatlr
dove & E = g‘ (t.==- 1,2,...., 8 — 1); questo elemento liheafe,

quando si ponga § = % + iv,, diventa una forma differenziale
quadratica definita positiva delle w,, v,. Le proiettivitd sulle
che lasciano fissa la (47), definiscono dei movimenti per la no-
stra metrica. Lo studio di questi movimenti, lo studio delle geo-
detiche e delle linee geodetiche si compiono con metodo affatto
simile & quello seguito per gli spazii a curvatura costante.

1 punti a distanza infinita sono rappresentati nello spazio
_euclideo Z, in cui le %, », sono coordinate cartesiane ortogonali,
dall’ ipersfera I definita dalla

a—1
2 (w4 ohH+1=0.
1
E la metrica & reale in tutto Z, se vale il segno superiore,
ossia se I ¢ completamente immaginaria. La metrica & reale
soltanto nella regione R dei punti interni a I, se vale il segno

inferiore, ossia se I & reale.
Se n = 2, la nostra metrica & mna metrica a curvatura co-

S

stante, rappresentata conformemente in 2. ) )

Se » > 2 diremo varieid sistatica ogni varietd a 2 dimensioni, pas-
sante per almenro uno, e quindi per infiniti _punti, ove la nostra metrica
& reale, 1a quale sia definita da » — 2 equazioni lineari indipendenti sulle z

a—1

Y aubita=0 (i=1,2....,% —2) (a==cost)

k=1 .
le quali, scindendo 1a parte reale dall’immaginaria, equivalgono & 2 (n—2)
equazioni lineari reali sulle variabili %, , v, . Con questa definizione si
dimostra che (*):

{*) Cfr. la nota dell’ A.: « Sulle metriche Hermitione» pubblicata nei’
Rendic. dell’ latituto Venelo (1908). -
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) La geodetica ohe conﬁ&nge due punti A, B ¢ quel cerchio ¢ che passa
per A ¢ B e taglia ortogonalmiente il cerchio O, in cui la varietd sistatica
passanie per A e B interseca 1. Se D, E sono i punti d’ intersezioné di C
ey, il logaritmo del birapporto dei quattro punti A, B, D, F del cerchio y
8, @ meno d'un fattore costante, uguale alla distanza geodetica A B.

Daremo ora alcune formole, assai importanti per gli studi,
che faremo pia tardi.

Osserviamo che quei movimenti nella nostra metrica, che la-
sciano fisso il punto O di coordinate ,=v,=0(({=1,2,....,n—1)
hanno in 2 per immagine dei movimenti euclidei, lascianti fissa
Vorigine w,—ov, =0 (i =1,2,...., » — 1). Le geodetiche uscenti
da ‘O hanno in ¥ per immagine delle rette. Punti equidistanti
da O hanno in X per immagine punti equidistanti dall’origine 0.
Una ipersfera L nella nostra metrica di centro O e di raggio p
(ciod il luogo dei punti che nella nostra metrica hanno una di-
stanza p da O) ha’'in X per immagine una ipersfera I’ col cen-
tro nell’origine 0. Sia R il raggio (euclideo) di L. Noi vogliamo
trovare anzitutto che relazione passa tra p ed R per il caso che
I'sia reale e che quindi nella (48) valgano i segni inferiori. Alla

ipersfera L’ appartiene il punto 4’, di coordinate
vw=Ro=u=v=....=u,,=v,,=0.
1l segmento O’ 4’ della retta v, =u,—v,=....=u,_,=v, ;=0

6 immagine di un segmento O 4 di geodetica, raggio di L. La
lunghezza p & data dunque dall’integrale '

p = [ds
esteso al segmento O A4'. Per la (48) si ha percid
_ (B du _ k(R 1 1 _k, 1+R
@ e=F [ 7w (aF1 wo1) 4=yl
o

49  R=
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Calcoliamo ora il volume v (cfr. § 6, pag. 29" 80) della iper-
sfera L, sempre nell’ipotesi che I sia reale.

Dovremo anzitutto calcolare il discriminante del nostro ele-
mento lineare, considerato come forma quadratica dei differen-
ziali delle variabili indipendenti. Ora ' elemento (48) & una forma
Hermitiana delle n — 1 variabili d&;; e come tale avra il discri-

minante
IEE—S&E E. & ....E&
BB EE—SEER ...BE.
A BB BB e(."__,l)s, BB sl

dove si & posto S= 3 & — 1. Se noi consideriamo 1’elemento
(48) come forma quadratica delle 2 » — 2 variabili d§,, d €, il
suo discriminante sara wuguale, a meno di un fattore npumerico,
al quadrato di A. Comincieremo dunque dal calcolo di A, e
quindi dal calcolo del determinante, che compare a numeratore
nella formola precedente. Togliendo dalla £™ (i=2,3,....,% — 1)

§

riga di questo determinante la prima riga moltiplicata per g

troviamo che esso & uguale a

EE—S LG LB B
g S o
()" & Beero

E, 0 0 ... —§&

Aggiungendo nel nuovo determinante ora scritto alla prima
riga tutte le altre, moltiplicate rispettivamente per B E .., By
troviamo che la precedente espressione & uguale a

(___. 1)»-2 S
e che quindi v
A= (__ 1)-—2 ki(n—l) S+,

Tl discriminante del nostro elemento lineare, quando si assu-

mano le £, & come variabili indipendenti, & quindi, a meno di
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un fattore costante uguale a §~*. Altrettanto avverra percid del
discriminante del nostro elemento lineare, quando si assumano

T )

a variabili coordinate le variabili reali u,= 57
Questo discriminante sara uguale a

rx_
s Ewrm—ﬂ

E il volume della ipersfera L sard uguale all’integrale di

(A = cost.)

A —wv—“_—lil%»—@.fw? du,dv,du.dv, ....du,_ do,_,
[—Zm+w+q
1
_esteso a tutta la ipersfera L'. Per trasformare questa espressione
useremo coordinate polari in Z, indicando con ¢ la distanza eu-
clidea da un punto generico di Z all’origine e con ¢ la distanza
geodetica corrispondente nella nostra metrica. Sard
# =3 W+ o)
§ = tangh% .

Il discriminante sopra calcolato sara uguale a

o G\ 4n
1 s e (fF+e* N
2 — )2 D __ 2 € - A e .
60 A d—sp A cosh® 3 = X ( 3 ) Z5aeE
L’espressione du, dv,....d#u, , dv,_, & I'elemento di volume
in Z. Quindi, se con dw indico I’elemento d’area di una iper-
sfera di 3 di raggio uguale all’unitd, a questa espressione potrd

sostituire la
s dw ds.

E se con w indico l'area totale dell’ipersfera citata, il vo-

lume v di L nella nostra metrica sard dato dalla

R s&n—s
b1) v=2Aw a= S,),ds.
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Poiché s << R < 1 avremo
B ds rw 1\
o< [ 25 < (iR
(]

Per la (49) si trova successivamente, indicando con § una

costante:
n—1
o gt (1t
g\ +e )
2
(51)’ v < " eT(n—l)p.
Osservazione. — Tanto le metriche Hermitiane, che le metriche a

curvatura costante si possono considerare come caso particolare delle se-
guenti metriche generali. Siano dati in uno spazio euclideo rappresenta-
tive X una ipersfers I e un sistema di piani 8,, tali che per due punti
generici passi uno e un solo piano &, del sistema. Definiamo nella no-
stra metrica come distanza di due punti infinitamente vicini 4, B il lo-
garitmo del birapporto k cosi definito. Si prenda il piano §,, che passa
per A, B e si tracei il cerchio C, che giace in questo piano e taglia orto-
gonalmente 1’intersezione di questo piano con I in due punti D, E. Per
birapporto k si assuma il birapporto dei quattro punti 4, B, D, E del
cerchio C. Se il sistema dei piani & & il sistema dei piani, che passano
per il centro di I, la metrica, che otteniamo, & a curvatura costante. Se
esso & un sistema di piani sistatici rispetto a una metrica Hermitiana,
otteniamo una metrica Hermitiana, ece. Supponiamn che XY sia a quattro
dimensioni; e siano Y;, Y'; due iperpiani di X, in ciascuno dei quali esista
un complesso lineare. Noi potremo scegliere in £ come sistema di piani
8, quel sistema di piani, che intersecano tanto X, come Z'; in un raggio
del corrispondente sistema lineare. Se i due complessi lineari sono sin-
golari, con assi in posizione opportuna rispetto a I, la metrica ¢ Hermi-
tiana. Se di piu gli assi dei due complessi si incontrano nel centro di I,
la metrica & a curvatura costante. Questo esempio mi fu gentilmente sug-
gerito dal chiarissimo Prof. M. Pieri.

§ 16. — Metriche miste.

Abbiamo gia definito al § 6 le metriche miste; ora faremo
alcune osservazioni per il caso che le metriche parziali siano
Hermitiane. Premetteremo alcune definizioni, per poter riuscire
pit1 chiari. Sia 4 =X 4, (= 1,2,...., k) una metrica mista in
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uno spazio S. Le forme 4, siano forme differenziali quadratiche
nelle variabili @, @, ... ., 5. Le variabili o siano indipen-
denti dalle ™ per i 3= &; tra d1 loro invece le & possano essere
legate da qualche relazione. Consideriamo ora % spazii S, &,

veey Sy in cui le @, 2, ...., 2™ siano rispettivamente le va-
riabili coordinate. Sia B un punto 2 = af’ dello spazio (tofale)
8, in cui tuffe le x sono le variabili coordinate, e in cui vige la
metrica definita da 4. Nello spazio S; (i = 1,2,....,k) esisterad
un punto B, le cui coordinate sono precisamente ai’, af’,....,aS’.
Questo punto si dira la proiezione di B su §,. Evidentemente:

Un punto dello spazio totale S individua le sue proiezioni sui
k spazii parziali, e ne é individuato.

Una linea | di S avra sugli spazii parziali per proiezioni delle
linee 1, luogo delle proiezioni dei punti di 1

Nello spazio S, immaginiamo esistente la metrica definita dal-
I’elemento lineare parziale 4,. Avremo:-

La lunghezza di una linea infinitesima in S é uguale alla ra-
dice quadrata della somma dei quadrati delle lunghezze delle sue

proiezioni, e quindi non é maggiore della somma delle lunghezze,

delle sue proiezioni. Quindi:

La lunghezza di una linea qualunque in S non é maggiore
della somma delle lunghezze delle sue proiezioni.

I metodi del calcolo delle variazioni dimostrano facilmente
che una geodetica in S ha come proiezione su S; una geodetica
di §;. Quindi:

La distanza geodetica di due punti B, C di S non é maggiore
della somma delle distunze geodetiche dei punti B;, C; in S; (quan-
do si indichino al solito con B, C; le proiezioni di B, C su &)

Supponiamo ora che la metrica definita da 4,;in S, (i=1,2,

k) sia Hermitiana. La metrica definita da 4 in S si dira
Hermitiana mista. Sia data in S una ipersfera V, luogo dei punti
che hanno una stessa distanza geodetica p da un punto fisso O

(centro della V). Consideriamo in S, (i=1,2,....,k)la ipersfera

V. di raggio p, che ha per centro la proiezione O, di O su S;.

-5
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Un punto B, interno a V, avra su S; per proiezione un punto B,
interno a V,. Il volume v di V sara minore del prodotto dei
volumi o, di V;. Se la metrica esistente in S, & una: %netnoa
Hermitiana iperbolica, sara (§ 15, pag. 100) v, < o en?, dove p, v,
gono costanti positive. Quindi:

(62) v < 0 Ve B €F (1, v costanti positive)

11 valore D del discriminate di 4 in un punto B di § 4 u

guale al prodotto dei valori D, dei discriminanti di 4, nei punti

B,, proiezioni di A sugli spazii S,.. Se noi indichiamo con ¢ (g,

la distanza geodetica non euclidea, misurata nella metrica 4 (4,)

dall’ origine al punto B (B,), abbiamo o< 2‘:0,. Di pit, per la (50)

del § 16, : D,| = h, €%, (dove h,, I, sono costanti positive).
Quindi:

(63) | D| =11|D, = he° dove bl sono costanti positive.

Questa formola avra una grande importanza mnel corso di

questo trattato.




PARTE SECONDA.

1 PROBLEMI FONDAMENTALI, I GRUPPI PROPRIAMENTE DISCONTINUI
E LE LORO APPLICAZIONI ARITMETICHE

Carrroro Quarro. — I problemi fondamentali.

§ 17. — Enunciato dei problemi fondamentali e primi teoremi.

In questo paragrafo vogliamo dare la definizione dei gruppi
propriamente discontinui. Per mostrare in modo semplice e spon-
taneo l'utilitd di considerare tali gruppi particolari, noi potrem-
mo seguire due vie: I'una che parte dallo studio della riduzione
+ delle forme algebriche, di cui ¢i occuperemo piu avanti, I’ altra,

che parte da alcuni problemi di indole funzionale.

Per molte ragioni di opportunita e semplicitd noi seguiremo
questa seconda via: ecco perché questo capitolo si occupa di
questioni, che troverebbero sede pilt naturale nella terza parte
del presente trattato.

Le applicazioni funzionali dei gruppi discontinui sono di due
specie: applicazioni alle funziom di variabile reale, e applica-
zioni alla teoria delle funzioni analitiche di variabile complessa.
Il problema fondamentale per le applicazioni alla teoria delle

. funzioni analitiche & il seguente:

ProsueMa A. — Sia G un gruppo discontinuo di trasfor»?a-
zioni birazionali su n variabili (indipendenti) complesse ., Tsyee. g Toy
el un gruppo su m va-rz'qbili 2y 2 0oy 2 B slQNO 4 gmgpi G,T
in isomorfismo oloedrico o meriedrico, in guisa che a una trasfor-
mazione di G corrisponda una e una sola trasformazione di T.
Si costruiscano tutti i possibili sistemi di m funzioni 2,2, ...., 2a
analitiche uniformi delle x,, x,, ...., ., tali che quando le x su-
biscono una trasformazione qualungue T di G, le z subiscano la
trasformazione corrispondente © di T

Se il gruppo T si riduce alla sola trasformazione identica,
questo problema diventa il secondo problema fondamentale.

ProBLEMA B. — Se G ¢é un gruppo discontinuo di trasforma-
zioni birazionali su n variabili x,, s, ....,x., 8i costruiscano tutle
le possibili funzioni analitiche uniformi delle x invarianti per G,
ossia che restano invariate quando le x subiscono una trasforma-
zione di G.

Pit particolarmente noi ci proporremo di determinare, se esi-
stono, tutti i sistemi di n funzioni analitiche uniformi e indipen-
denti, invarianti per G.

fi<104 Cagitolo Quarto — § 17. £ *e;,,; e

I problemi analoghi, quando G é un gruppo continuo, o con-

tiene come sottogruppo un gruppo continuo, escono dal campo delle
ricerche, che ci siamo proposti.

Le funzioni che risolvono il problema 4 si diranno funzioni
zeta-cremoniane; quelle che risolvono il problema B si diranno
cremoniane. Se G & un gruppo lineare, o pit particolarmente se
G & un gruppo fuchsiano o un gruppo kleiniano, o un gruppo
(iperfuchsiano) di movimenti in una metrica Hermitiana reale,
e se ' & un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee,
le funzioni che risolvono il problema A4 si diranno zeta-automorfe,
quelle che risolvono il problema B automorfe. Noi, pur senza
perdere mai di vista il problema generale, ci occuperemo spe-
cialmente delle funzioni automorfe e zeta-automorfe; le quali
sole hanno finora ricevuto applicazioni importanti alla teoria

-




delle equazioni differenziali (*). Perd & da avvertire che lo stesso
studio delle funzioni automorfe rende necessaria la econsidera-
zione di certe funzioni cremoniane, appunto come lo studio delle
funzioni ellittiche porta alla considerazione di alcune funzioni
‘automorfe (le funzioni modulari).

Tra le funzioni generalmente note esistono delle funzioni,
che risolvono, in casi particolari, qualcuno dei precedenti pro-
blemi,

Cosi p. es. le funzioni trigonometriche di una variabile x sono

funzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo
¥y=x+2nw

dove # & un qualunque numero intero.
’

Le funzioni ellittiche di una variabile  a periodi 20, 2@
sono funzioni invarianti per le trasformazioni del gruppo

X=ax+2mov+2ne

dove m, » sono interi qualunque.

La funzione z = z* (n» intero) & una funzione che subisce la
trasformazione t (¢ = a*2) quando la & subisce la trasformazione
T (& = a x). E queste due trasformazioni t, T' generano due
gruppi ciclici I, G isomorfi.

Noi non sappiamo risolvere i problemi 4, B in tutta la loro
generalita. N& i gruppi G, T’ possono essere arbitrarii. Per farci
" una prima idea di alcune condizioni, a cui essi debbono soddi-

sfare, dimostreremo alcuni teoremi.

(" La letteratura relativa alle funzioni cremoniane e zetacremoniane
& ben scarsa. Cfr, ’indice bibliografico, dove si troveranno citati i lavori
fondamentali di Poincaré e Picard, ed altri, che ne perfezionano in qual-
che punte i risultati.
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Teor. I. — Se una funzione analitica uniforme z delle T, s, ..., @,
é invariante per un gruppo discontinuo G di trasformazioni lineari
sulle z, contenente trasformazioni infinitesime (di KLEiN), allora la
z & anche invariante per le trasformazioni di un gruppo continuo G'
di trasformazioni lineari (Cfr. § b5, pag. 17 e 22). Premetteremo
alcune osservazioni generali.

La pili generale trasformazione lineare infinitesima di S. Lix

sulle z & data dalle (cfr. § b, pag. 18-19):

T as x4 s
Xi= J‘~~~~m—k~ﬂ:—~i—~ S GBEk=12....,m)

2 12 ?

2 Q1,3 T+ Gairnin
dove

Ga=A3, (i+k)  a,=1+1a8 (k=12 ....,0n+1)

quando con 3, si indichino costanti finite, e con A un parametro
infinitesimo. Trascurando infinitesimi d’ordine superiore, la pre-

cedente equazione si pud scrivere:
X =x,+ A [? Su it 84,-1-1 - §B-+1,hw«mh_ nt1, w1 Lt
GLE=12....,7)

II simbolo di una tale trasformazione infinitesima &

0
}iJ E‘ oz’
dove
E= ?5“%—}- Bnir— ?5.“,: Ty — By i 1041 T

Quindi (§ b, pag. 20-21) condizione necessaria e sufficiente af-
finché una funzione z della o sia invariante per un gruppo lineare
continuo & sulle &, 8 che valga un’equazione del tipo:

0z dz dz .
eY) E“ttxk om, + ‘Eai 9z, § B, “‘-“ L Ty az':‘i:() GEk=1,2,..,m)

(dove le «, B sono costanti non tutte nulle).

Indicheremo con ¥, £y, ...., z° (=1,2,....,2* +2n) n (n + 2)
sistemi generici di valori per le , scelti nel campo, dove si

immagina definita e regolare la funzione.z. Indicheremo con:
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Pi(@y Gy ..., 4,) 0 con p; (a) il valore assunto da ai;‘ per
&, =@a,, Ly = ds, ++ . ., T, = a, dove le a sono quantita generiche.

Scriviamo le (1) successivamente per &, =z, z,=a, ....,
Ti=a™t™ (§=1,2,...., n). Otterremo cosi n? -+ 22 equazioni
lineari e omogenee tra le n* + 2n costanti «, 3. Eliminando que-
ste costanti, troviamo che deve essere identicamente nullo il de-
terminante A (x) di ordine #* + 2 n, la cui I*™ riga I=1,2,....,
n? 4+ 2 ) ha ordinatamente per termini le »2 + 22 quantita

o0 p @) p@) A Talp ) k=12 ....,m).

E viceversa, se questo determinante A (x) é identicamente nullo,
ciod se A (r) & nullo, comunque siano state scelte le quantita
generiche z{", si potranno trovare delle costanti «, B non tutte
nulle tali che la (1) sia un’identita. Abbiamo dunque in par-
ticolare : .

Se la z non ¢é invariante per un gruppo continuo lineare, il
determinante A (xx) non é identicamente nullo, e quindi sard

A@) =0

se le &P sono scelte in modo generico.

In tal caso, scelte le ¥ in modo generico, ma determinato,
il determinante A (x) restera differente da zero, se in tutti i suoi
termini noi sostituiamo alle p, () delle quantita =, tali che:

@) [pe @@ — | < (=12 ....,0)

dove ¢ & una costante positiva sufficientemente piccola. Indiche-
remo con A (z) il nuovo determinante cosi ottenuto.
Supponiamo ora che, essendo A (#) = O, z sia invariante per
un gruppo discontinuo G contenente trasformazioni infinitesime.
Vedremo che cid & assurdo. Infatti in questa ipotesi, comunque

siano state scelte le z, noi potremo trovare in G' una trasfor-

mazione 7T
Zau et Gnin
Xy = o B e e
‘S::a'n'f Lk wl:+ a‘-+l,n+l

ii
f
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cosi poco differente dallidentit che i punti z siano portati
in punti vicini a piacere, ossia che le quantita y{” definite dalle

) P L L L
§ an+l,kx£‘) + Gussua

appartengano al campo ove & definita la 2, e soddisfacciano alle:
@) 0o — | <53,

dove 3 & una costante, per ora indeterminata, che potremo sce-
gliere piccola a piacere. Per ipotesi avremo:

2@ 2P e, a0 =2 WP Uy ooy YO
La funzione
b)) =2[x0 + W —2P);...; 20 + (D — 20)]
della variabile ¢ si pud supporre definita almeno per tuttii va-

lori reali di ¢, compresi tra zero e uno, ed ha valori uguali per
t =0 e per t==1. La sua derivata rispetto a ¢ &

8,0 = 3 (W — 20) pa[r® 4 £ WP — 2% s 70 + £ (40 — 20))

k=1

Porremo:
Y9 — o =p, €% (Psry @ costanti reali)
b)) =&® +in@

dove le §, v, sono funzioni reali del parametro reale ¢, variabile
tra O ed 1.

Le funzioni § (¢), 0, () riprendono lo stesso valore per £ =0
e per ¢ == 1. Il teorema della media per le funzioni di variabili
reale ci dice che la &, (f) sard nulla per ¢ = ¢, e la 7, (f) sara
nulla per t =1, dove O <¢, <1, 0 < ¢, < 1.

Indicheremo, se p & una quantitad complessa qualsiasi, con R (i)
e con I (p) rispettivamente il coefficiente della parte reale, e
quello della parte immaginaria di g, cosicché &

p=R +il@) [R @), I{p) quantity reali].
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Porremo:
P [aP Lt P — 2052l (Y — 2D)] = pu (O).

Posto poi py (¢) = 7w, Pu (t) = ", avremo:
{ B (t) =3 puR (e nty) =0
( ‘ﬂ/x (ts) = Z Pu I(eda“ “”kl) =0.

Ora & ben chiaro che esiste una variabile 7, infinitesima per
3 = 0, tale che

(®)

| R (e‘a“ W,u) —R (e‘“m P (w(l))) ] < {}7§_

|7 W) — T pe @) | < g -

Infatti, se 8 tende a zero, i punti 29 + ¢, (y® — r{) e
2+ 400 —2P) 0 <t <1; 0 <t < 1) tendono per la (4)
al punto 7{%; e i valori x'y, 7"y, assunti nei punti precedenti dalle
P, tendono alle p, (2®).

Noi fisseremo ora la quantita 3, che era rimasta in nostro
arbitrio, cosi piccola che n <e.

Le quantitd m, definite dalle:

T == e~ [R (€1 W) -+ i I (6% 7"y)]
soddisferanno alla (2). Dalle precedenti disuguaglianze si trae
infatti: )

| T — 2a (@) | = | ety — ey (@) | =
= IRy — %y O F ([0 g — o 5 G

= /(R 7y — R (&% s GO F [Tl ) — T(ei py (1O
< V"—g + T =n<e.

Ora, aggiungendo alla prima delle (5) la seconda moltiplicata

per i si trae:
1? P €% Ty = O,

ossia

SR — ) m=0;

dove, ricordiamolo, le m, soddisfano alle (2).
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Questa equazione, per le (3), diventa: .

3 [z €wt® + Cpnis — 03 0y 2| =0
i=1 =1

k=1

dove cp=ay se § = &, ¢, =0y — Gpiq,ni1-

Siccome per ipotesi la trasformagzione T' ¢ differente dall’i-
dentita, le costanti ¢ non p‘ossono essere tutte nulle. Scrivendo
le precedenti equazioni per I = 1,2, ...., n? 4 22 ed eliminando
le n (n -+ 2) costanti ¢ dalle n (» + 2) equazioni lineari nelle ¢
cosi ottenute, troviamo A = 0, quando, secondo la convenzione
gia fatta, con A si indichi il determinante A (z), in cui alle p, (29)
si siano sostituite le m,. Ma se ¢ & stato scelto abbastanza pic-
colo, dall’ipotesi A (x) 3= O segue, come dicemmo, A == 0. Ci6 con-
traddice al precedente risultato: cosicché resta dimostrato che
la funzione z non pud ammettere trasformazioni lineari infini-
tesime di Klein, senza ammettere trasformazioni lineari infinite-
sime di Lie e quindi anche un gruppo continuo lineare di Lie.

Noi abbiamo qui parlato di gruppi lineari generali. Possiamo
dare al nostro teorema forme particolarmente semplici, limitan-
doci a gruppi particolari: p. es. ai gruppi di traslazioni cioé ai
gruppi, le cui trasformazioni sono del tipo:

ri=urx+ a (a; == cost.)
Una funzione 2, che sia invariante per una tal trasformazione,
si suol chiamare una funzione che ammette il sistema di periodi
a,. Un gruppo continuo di traslazioni ha evidentemente per tra-
sformazioni infinitesime generatrici delle trasformazioni del tipo

Sk 6%7, (k, == cost.)
Una trasformazione di questo tipo si pud evidentemente, con
una trasformazione lineare intera omogenea swlle x, trasformare
in un’altra trasformazione infinitesima del tipo 3%‘. Una fun-
ziome z, che ammetta questa trasformazione infinitesima soddisfa

alla % =0, ossia ¢ indipendente da x,.
1
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Vale il teorema, che si pud dimostrare con ragionamenti ana-
loghi ai precedenti.

Teorema L — « Una funzione z, andlitica uniforme delle ., .,

e sy & invariante per un gruppo discontinuo di traslazioni con-

tenente trasformagioni infinitesime, o pit brevemente, una funzione

uniforme, che ammette sistemi infinitesimi di periodi, ammette un

gruppo continuo di Lie di traslazioni, e con un cambiamento li e
intero di variabili si puo oftenere che la z sia funzione di sole
n — 1 variabili x,, 2, ...., 7, (0 di un numero ancora mirore di
variabili) (*).

Siano le r,....x, » variabili indipendenti. Se le .. sono reali,
noi penseremo spesso a uno spazio S, in’ cui le 7 sono variabili
coordinate; se invece le 2 sono variabili complesse, noi indiche-
remo con S uno spazio, in cui somo coordinate reali la parte
reale e la parte immaginaria delle 7. In ogni caso a ogni sistema
di valori delle x corrisponde un punto reale in S e viceversa.
Se z & una funzione delle x, noi potremo dunque parlare del
valore di z in un punto di §, ecc.

Teorema II. — Sele w,, w,, ...., w, sono n funzioni analitiche
uniformi indipendenti delle n variabili x,, 7, ...., 7., invarianti
per un gruppo G di trasformazioni sulle x, allora, preso un punto
generico del campo, ove sono definite le w, esiste un intorno «
sufficientemente piccolo di A, tale che due punti distinti qualungue
B, C di questo intorno non sono mai equivalenti rispetto a G
(0ssia che messuna trasformazione di G pud portare un punto B
di o in un aliro punto C di x).

(*) Questi teoremi, che abbiamo dimostrato per funzioni complesse e
per trasformazioni lineari, si estendono anche a funzioni di variabili reali,
e alle trasformazioni di un qualsiasi gruppo finito continuno di Lie: 8¢
una funsione z uniforme delle variabili (reali o complesse) 2, 5 ... @4 &
invariante per un gruppo discontinuo G di trasformazioni sulle x apparte-
nenti ad un gruppo H continuo finito di Lie ¢ se G contione trasformazioni
infinitesime (di Klein), la 5 & anche invariante per tutto un gruppo ad wn
parametro almeno appartenenie a H. )
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Se.infatti le w,, ®,, . ..., w, sono indipendenti, allora, indicando

. . . dw, .
con p, il valore di 84.:-‘ nel punto generico A, sard:
k

Pu Preese P
Pst Parveor P
e e b e s + 0

. Pt Pas + o+ Pus

Questo determinante sard pure differente da zero se noi alle
Pa sostituiamo delle quantitd w,, tali che

) [ Po— T | <&
dove ¢ & una costante positiva sufficientemente piccola. Ora in-
dichiamo con z, le coordinate di 4, e con y, 2 le coordinate di
due punti B, C presi in un intorno a sufficientemente piceolo
di A. Sara

i

Iy.~—m¢i<5 |2 — x| <8

dove 5 & una costante, che tende a zero con =.
Se B e C sono equivalenti rispetto a G, sara per ipotesi

0, (,’It) = w, (2,); ws (Y1) = 0, (2); « -5 0 (’/t) = w, ().

Dalla 7= di queste equazioni si trae che la funzione -
8, (t) = w, [z, + t (3. — 2)] assume valori uguali per ¢ = 0 e per
t = 1. Se ne deduce, con metodo affatto simile a quello usato
per dimostrare il teor. I, che, scelto 3 sufficientemente piccolo,
si possono trovare delle quantitd =, tali che 231:,. (Y — 2y =0,
o che siano soddisfatte le (6). Eliminando da queste equazioni
le (y; — ), che non sono tutte nulle, perché i punti B, C sono
distinti per ipotesi, si trova che il determinante delle %, ¢ nullo,
contrariamente a quanto abbiamo prima osservato. La contrad-

dizione dimostra il nostro teorema (*).

(*) Questo teorema & del resto intuitivo. Be le w sono indipendenti,
esse si possono assumere in o come variabili coordinate; punti distinti
di o avranno coordinate distinte.
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'Da questo teorema segue immediatamente I'altro:

Toeorema IT", — Nelle ipotesi del teorema II, il gruppo G non
pud conlenere trasformazioni infinitesime.

Infatti se G contenesse trasformazioni infinitesime, allora
(§§,~'im.g. 17) in ogni intorno esisterebbero. coppie di punti equi-
valenti.

Come abbiamo gia detto a pag. 104, lo studio delle funzxom
invarianti per un gruppo continuo di trasformazioni lineari non
fa parte del tema, che ci siamo prefissi. Per il teor. I potremo
dunque, nello studio delle funzioni invarianti p.er‘un gruppo
discontinuo G di trasformazioni lineari, ossia nella risoluzione

- el problema fondamentale (B) per gruppi & lineari, escludere

senz’altro che G contenga trasformazioni infinitesime di Klein.

Ma quasi ‘sempfe, guando si vogliono studiare le funzioni inva-

ylanti per un dato gruppo discontinuo G su n variabili x, la

guestione di massimo interesse & di trovare, se possibile, proprio
, » funzioni uniformi indipendenti invarianti per G. In tal caso

il teorema II** ci dice che il gruppo G' non deve contenere tra-
" gformazioni infinitesime; e il teorema II ci dice di pilt che in un

intorno abbastanza piccolo di un punto generico 4 di S non pos-
8610 esistere punti distinti equivalenti.

Premetteremo ora alcune definizioni.

Noi diremo che un gruppo G é propriamente discontinuo (pr.
dis.) in un punto A dello spazio S; quando:

1. Il punto A ¢ lasciato fisso soltanto da un numero finito b
:.df trasformazioni di @ (che noi indicheremo con T, T,...., Th).

2. In un inforno sufficientemente piccolo di A non esistono punti,
trasformati U'uno dell altro mediante una trasformazione di G,
distinta dalle T, T, ...., T\

8e h =1, il punto 4 & lasciato fisso soltanto dalla trasfor-
mazione identica di G; e quindi in un intorno abbastanza pic-
colo di 4 non esistono punti distinti equivalenti rispetto a G.

8e h > 1, e quindi il punto 4 & lasciato fisso da almeno una

114 . Capitolo Quarlo —§ 17.

_trasformazione T mnon identica di @, il punto 4 si dice _polo

della T, o -anche pole di Q.

L'insieme dei poli di una stessa 'tradormazione ‘non identica
7 di G si dice asse della T, o anche asse di G.

Si ammette che nessuna trasformazione non identica T di G
possa lasciare fisso un punto A, e tutti i punti di un intorng di A
Se le trasformazioni 7' di G sono sanalitiche, o sono movimenti.
di uns metrica, o ipermetrica, vigente nello spazio asmbiente,
questa ipotesi & necessariamente soddisfatta.

Una regione R dello spazio 8 si dice perfetia, se ogni punto
limite di un qualsiasi insieme di punti, appartenenti & R, appar-
tiene ancora a R. P. eé., se R & una regione limitata da ipersu-
perficie, essa & perfet.t,a, soltanto se i punti delle ipersuperficie
contorno 8i considerano come appartenenti a RB.

Un gruppo @ si dice propriamente discontinuo (pr. dae) in
una regione R, se in un intorno sufficientemente piccolo di- un

" punto genervico di R non esistono punti distinti equivalenti.

A connettere la presente definizione di gruppo pr. dis. in una
regione con quella di gruppo pr. dis. in un punto servirg il
seguente

Teorema. — Se G ¢ un gruppo pr. dis. in tutti i ptmte di una
regione R, in un intorno o abbastanza piccolo di un punto A di B
penetra al pit un numero ﬁmto di assi del gruppo G; un punto
generico di B non ¢ lasciato fisso da alcuna trasformazione non
identica di S. Il gruppo G sara dungue pr. dis. in R. In una re- -
gione perfeita R, interna a E (*) puo egistere al pii un numero
finito di punti equivalenti a un punto A.

Dim. — Infatti, se un punto B appartiene all’asse di una
trasformazione T di @, in ogni intorno di B esistono punti
equivalenti rispetto alla 7. Quindi, se in un intorno « di 4 pe-
netrano ghi assi di infinite trasformazioni T, T,....di G,in a
esistono punti equivalenti rispetto alla T, qualungue sia @

(*) 8i dice che B’ & interna a R, se ogui punto &i, B! appartiene a B.



A Capitolo Quarto — § 17. 115
E=12.... ). Cié & impossibile, se o & abbastanza piccolo, per-
ché @ & pr. dis. in 4. Quindi un punto generico B di un intorno
« abbastanza piccolo di un qualsiasi punto 4 di R non & lasciato
fisss' da alcuna trasformazione non identica di G; e percid in
un intorno abbastanza piccolo di B non esistono punti distinti
eguivalenti. G & dunque pr. dis. in R.
Per dimostrare I'ultima parte del precedente teorema, si os-
servi che se in R’ vi sono infiniti punti equivalenti ad 4, esi-

sterd un punto B appartenente ad K, in ogni intorno a del quale’

esistono. infiniti punti tra di loro equivalenti 4,, 4,, 4,.... Le
trasformezioni di G, che portano 4; in 4., o in 4, ecc., sono in
numero infinito: cid che & assurdo, perché G'é pr. dis. in 4.
Notiamo che, se.un gruppo @ & pr. dis. in tutti i punti di una
regione non perfetta R, allora G & pr. dis. tanto in R, quanto
nella regione R,, che si ottiene aggiungendo a E i punti del-

1’insieme derivato.

Premesse queste definizioni e questi teoremi generali, ritor-
niamo alle precedenti considerazioni funzionali. Se » funzioni
w indipendenti sono invarianti per il gruppo @, noi sappiamo
che in un intorno di un punto gererico G' non esistono punti
equivalenti rispetto a G. Questo gruppo & quindi propr. dis.
nella regione, in cui sono definite le u.

Per le ragioni, che abbiamo svolto pitt sopra, noi studieremo
il problema B, (che approfondiremo specialmente nel caso di
gruppi G lineari) ammettendo non solo che il gruppo G non
contenga trasformazioni inﬁnitesime, ma anche che il gruppo G
sia pr. dis. '

E dunque per le nostre ncerche di importanza fondamentale
il saper rispondere alla saguente domanda:

« Quando un dato gruppo G & pr. dis.?».

Da quanto abbiamo detto fin qui, risulta che & condizione
necessaria che il gruppo‘ G sia privo di trasformazioni infinite-
sime (p. d. t. i.). Questa condizione non & perd in generale suf-

Y
& .
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ficiente. Nel capitolo seguente daremo alouni ‘tecremi generali,
che bastano nei casi pill: importanti a far. riconoscere a priori
qusndo un gruppo p. d. i i. é anche pr. dis., e danno anzi un
metodo per affrontare guesta domanda per i pit generali gﬂippi
‘lineari.

Quanto al problema 4, la condizione che il gruppo G sia
pr. dis. non sembra essere cosi essenziale, come per il problema B.
Tuttavia, per la mancanza di studii pii generali, noi ammette-
remo che il gruppo @ sia pr. dis., anche quando voghamo rlsol—
vere il problema A. .

Come si vede, resta cosi affatto inesplorato un esteso campo
di ricerche, che porteranno forse un giorno la teoria delle fun-
zioni automorfe a una pil ampia generalita. :

Carrroo Quivto, — La discontinuith propria dei gruppi.
§ 18. — Definizioni o lemmi.

Nel § 17 abbiamo gia definito. il significato delle locuzioni:
gruppo propriamente discontinuo (pr. dis.) in un punto, e gruppo
pr. dis. in una regione R. Se ‘un gruppo & pr. dis. in una regione R,
noi diremo anche che esso opera in modo pr. dis. sui punti di E.

Queste definizioni si possono generahzzare Sia dato nello
spazio § (§ 17, pag. 111) un gruppo G ed un insieme 2 di va-
rieta V, che godano delle seguenti propneta

1. Una varietd V dipende da un numero finito di parametri
2z ... .é,, cosi che si pud porre una corrispondenza biunivoca
tra le varietd V e i sistemi di valori dei parametri z. ‘

2. Una trasformazione. T di G porta*una varietd V del si-
stema 3 in un’altra varietd V dello stesso sistema Z.

Noi potremo dire, se Vo & una delle nostre vaneta, per la
quale i parametri 2 hanno certi valori 2y, 5, veer, 2, che le
varietd V,a cui corrispondono valori delle z soddisfacenti alle

Jz— 2| <e . (e = cost.),
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g;weumo in un intorno della variet Ve. Potebbe direi che il
gruppo @ sia tale che in un intorno sufficientemente piccolo di
une varietd generica di % non esistano due varietd distinte di Z,
equivalenti rispetto a G (trasformate 1'una dell’altra . mediante
‘uns trasformazione di @). Diremo in tal caso che: Il gruppo G
opera in modo pr.-dis. sull insieme Z, o anche che G @& pr. dis.
nello spazio S, pensato come luogo delle varietd V. .

- Cosl pure noi potremo dire che G -¢ pr. dis. nella varieta V.,
d& Z; se questa & lasciata fissa al pit da un numero:finito di
trasformazioni di @, e in un intorno sufficientemente picéolo di

- Vo non esistono varietd di 2 equivalenti rispetto a una trasfor-
mazione di G, distinta dalle trasformazioni, che lasciano fissa V.

Queste definizioni costitniscono una semplice estensione delle
definizioni, che noi abbiamo date precedentemente, e coincidono
con queste, se le ¥ sono varietd a zero dimensioni, e si riducono
ai puntl dello spazio rappresentativo 8.

E ben evidente che: un gruppo, che operi in modo pr. dis.
su un sigtema 2 di-varietd, non puo contenere tr asformazioni in-

* finitesime, che mon trasformino in sé stessa ogni varietd di 2.

E noi dimostreremo il teorema seguente, che & in certo qual
modo il reciproco del teorema enunciato testé:

Se G & un gruppo p. d. t. i., contenuto come sottogruppo in un
gruppo continuo finito ', si puo in infiniti modi trovare un sistema
3 di varieta V, su cui il gruppo G operi in modo pr. dis.

E precisamente si possono scegliere p. es. come varietd V i si-
stemi di r punti dello spazio 8, ossia le varieta a zero dimensioni
formate ciascuna di v punti dello spazio S (se r & sufficientemente
grands). ~

Infatti uns trasformazione di T dipende da un numero finito
di parametri. Se r & un intero abbastanza grande, una tale tra-
sformazione & quindi determinata, quando si diano (in modo com-
patibile) i punti trasformati di » punti generici. Se dunque una
trasformazione qualsiasi di I', p. es. una trasformazione di &, porta
7 punti di § in » punti infinitamente vicini, essa & ana trasfor-
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mazione infinitesima. Se dunque G non operasse in modo pr.
dis. sulle #"** di punti dello spazio S; esso conterrebbe, contro
il supposto, trasformazioni infinitesime.

Cosi p. es. un gr. p. d. t. i. di trasformazioni lineari reali (com-
plesse) su una variabile x opera in modo pr. dis. sulle terne di
punti della retta, su cui x & la variabile coordinata (del piano
complesso della variabile x). .

Sarebbe di grande importanza, dato un gruppo G p.d.t. i,
il poter ricomoscere qual é il pits piccolo valore di r tale che G '
operi in modo pr. dis. sulle r** di punti di S. Questa questione
non & che una generalizzagione dell’altra di riconoscere quando
un gruppo @ p. d. t.i. & pr.dis. in 8. Infatti G & pr. dis. in S,
allora e allora soltanto che il piis piccolo valore possibile di r é
U unita.

Osserveremo ancors che se S ed § sono due spazii in cor-
rispondenza biunivoca continua, un gruppe G di trasformazioni
in § si potra considerare come gruppo di trasformazioni in S
Ed & ben evidente che, se G & pr. dis. in S, esso0 & anche pr. dis.

in §'; e viceversa.

§ 19. — I teoremi fondamentali per i gruppi lineari.

Noi ci volgiamo ora a trattare il problema di riconoscere
quando un dato gruppo p. d. t.i. & pr. dis, e, pit in generale, a
risolvere la questione accennata in fine del § 18. Noi ci limite-
remo perd allo studio di due classi particolari di gruppl

1. i gruppi di trasformazioni lineari,

2. i gruppi di movimenti in una metrica, o ipermetrica, reale.

Comincieremo dal caso dei gruppi lineari, premettendo al- '
cuni lemmi. ’

Ricordiamo che una forma (polinomio omogeneo) f (L, g, «vey Z.)
di grado k nelle variabili @, @, ...., @, si diee definita (positiva
o negativa) se i suoi coefficienti sono reali, e se essa non 8
mai nulls, ed ha sempre lo stesso segno (4 o —), quando alle
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a si_diano valon reali non contemporaneamente nulli. Eviden-
temente una forma definita & sempre di grado pari.
Lumua I — Se [ & una forma defi inita delle .« di grado k, 8i
: pm) trovare una costante L, tale che, se [ — M quando alle x;
diamo dei wvalori reali £, si abbiano le:

{&.-tsbrk/mi

Diamo ad una delle z, p. es. alla z,, il valore +-1, 0 il va-
lore — 1, e a tutte le altre x dei valori non minori di —1 e
non” maggiori di 4 1. T valori. corrispondenti della | f! (che &
dné funzione continua delle &) avranno un minimo A; differente

da zero, perché f & una forma definita. Sia X la pit piccola

delle ). Poniamo L = -
V l

Supponiamo che le & non siano contemporaneamente nulle.
Sia m la pit grande delle quantita (positive) |§ |. Sara eviden-

temente:

M=fEE .6 = mkf(%;, 33 ,%)

Delle quantita E‘E almeno una & uguale a -_l- 1, mentre le al-
tre non sono maggiori di 1 in valore assoluto. Per quanto ab-

biamo detto, avremo percio:

R E) =

e quindi
IMiz=mh A
Se ne deduce:
1 e
ed «a fortiori» IE,! — VM|
VA
k —
) Ok =Ly M
. c.d. d.
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Questa disuguaglianza & ewdentemente aoddmfatta anehe
.se £, =0
Osservazione. — Si pud supporre che la guantita L varii con
continuitd al variare continuo dei coefficienti di f, come risulta
dalla nostra stessa dimostrazione.

Lemua II. — Se una proiettivita lineare reale P, data dalle:
= Z.]l g Dy

porta la forma definita V (7', ....2,) in un’altra forma deﬁmta’
W(x,....x.), e se i coefficienti omologln delle V, W hanno una dif-
ferenza minore di una costante positiva H in valore assoluto, esiste
una costante positiva N, dipendente solo dalla forma V e da H,

* tale che tutti i coefficienti a,, sono in valore assoluto minori di N.

Infatti si ha
V@Zanay Zanay, ..., Daway) = Wz, a,, ...., x,).

Indichiamo con k il grado comune delle ¥, W e con ey i

coefficienti di %, «f in V(2) e in W (x). Sars
[n| <le|-+ H.

Ma dall’uguaglianze precedente, in cui si ponga @, = @, =

e T X Xy = Ly =.... =& =0, x, =1, si ottiene:
[V (@ Baiy « -« -y 80)| = 1] < l&] -+ H.

Ne discende tosto per il lemma precedente che esiste una
costante L tale che

k
m,,j(LV'js,)—{—H t=12...., ).
E, se noi indichiamo cdon N la pitt grande delle costanti
k
Lyle]+ H (i=12...., %),
lax| <N,  (Li=12....,m)
ci6 che dimostra il nostro teorema.

Il teorema vale pure se le forme V, W coincidono, ossia se
H =0, ossia se la P trasforma la forma ¥ in sb stessa.

avremo che
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Bi pud anzi (per I’ osservazione fatta a proposito del lemma

. precedente) supporre che N varii con continuits al’variare di &

e dei coefficienti delle ¥V, W. Quindi, se noi abbiamo un insieme
continuo di forme definite, i cui coefficienti omologhi differiscono
tra di loro per meno di 3, e se abbiamo delle proiettivitad che
trasformano alcune di queste forme in altre delle forme mede-
sime, possiamo supporre che per tali proiettivitd il numero,
gempre finito, N varii con continuita al variare continuo delle

'fotme carrispondenti, e abbia quindi un limite superiore /imto.

Dimostreremo ora i seguenti teoremi fondamentali: .
Teorema 1. — Condizione necessaria e sufficiente, affinché un

“gruppo G di trasformazioni lineari intere omogenee ummodulan

P, (s=1, 2,....)

‘ do=XaPax G k=12....,n)
non contenga trasformazioni infinitesime, é che, data uma costante
arbitraria N, esista al pit un numero finito di trasformazioni del
gruppo, i cui coefficienti sono in modulo minori di N,

Infatti, se il gruppo contiene trasformazioni infinitesime, esi-
stono delle proiettivita P, del gruppo G tali che

lap| <l4e laf <& (k)

.dove ¢ & una costante positiva piccola a piacere. Esistono quindi

in @ infinite proiettivita, i cui coefficienti sono minori in' mo-
dulo di una qualsiasi costante N positiva e maggiore di 1.
Viceversa esistano in G infinite trasformazioni i cui coeffi-
cienti sono minori di N; tra queste, per noti teoremi della teoria
degli insiemi, si potranno trovare due’trasformazioni, i cui coef-
ficienti omologhi differiscono tra di loro di una quantiti piccola

a piacere. Presi cioé = punti generici 4, = (x{, ", ... )
(t=1,2,...., n), si potranno trovare due trasformazioni distinte
8, T di G tali che,se B, = (% ...., y¥) e Ci=(2Y,....,2") sono

i punti trasformati di 4; per la S, o per la 7)si abbia:
P — g e (per 4h=1,2,...., n),

ne Cagpitolo Quinto —§19. =
dove € &una costante piccola a piacere. La trasformazione 8 T+
sia:definita #8alle: o, — 2, -+ E p T3 pomhé essa pori;a Ciin B,

ﬂm‘ i . »

nf,.-y}” =Z a - (,5,h=1, 2,....,”}

1.3

enendo ﬁsso Jy @ facendo variare i da 1 ad =, ottemamo da

' qnelta. formola un ‘sistema g, di # equazioni lineari omogenee

nelle » quantita a,, che potremo riguardare come mcogmte.
Essendo i punti 4, generici, il determinante D delle ¥ & diffe-
rente da 3 zero; e il determinante IV delle 29, che & uguale a quello
perché la T & ummodulare, non & infinitesimo. Ora, se noi ri-
solvmmo il sistema o rlspetto alle a,, noi troviamo a, dato
sotto forma di quoziente di due determinanti, di cui I'uno (dl-
vxdendo) infinitesimo (perchd y{® — 2" sono quantita mﬁmtesxme),
e I'altro (divisore) & uguale a I¥, e non & infinitesimo. Le a;,
sono dunque tutte infinitesime; e quindi la trasformazione § T"1

d*! 9 mﬁmtesxma.. ,

Osservazione 1. — Se noi interpretiamo le x come coordmate
omogenee, il teorema continua ad essere vero.

Si potrebbe abbandonare in tal caso la condizione dell’uni-
modularité delle trasformazioni del gruppo, dicendo invece che:
il gruppp G ¢ p.d.t.i. soltanto quando, data ad arbitrio una co-
stante N, esiste al pit un numero finito di trasformazioni

4
,mt'———‘%lhnw»

delnosh'o grdpéd, tali che i quozienti j?& (dove con A indico il

determinante delle ‘a,,) sieno tutti inferiori in modulo a N.

Osservazione I1. — Invece di prescrivere che il modulo del de-
terminante A dei coefficienti di una qualsiasi trasformazione di G
(modulo di questa trasformazione) sia sempre uguale a 1, baste-
rebbe prescrivere che esso fosse compreso tra 1 —e, 1-}-¢,, dove
&, ¢, somo costanti soddisfacenti alle 0 <& < 1, g, >0, .
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Teorems II. — Sia dato #n gruppo G p. d.t. . su certe variabili
x, ogni trasformazione dgl quale sia una trasformazbone lineare
reale intera omogenea! Ed esista un sistema continuo 2 di oo
forme definite V delle stesse variabili (i cui coefficienti siano p. es.

. funzioni di m nuovi parametri 2,2, ....,2,) tale che ogni pro-

iettivita di G trasformi una forma V di 2 in un’ alira forma dello
stesso sistema 2. Il gruppo @, considerdto come gruppe di trasfor-
mazioni sul dato sistema Z di forme, & pr. dis. in ogni forma V
di X, ¢ opera guindi in I in modo pr. dis.

Infatti sia V una forma di X, e ne sia ¢ un intorno; per I’ os-
servazione fatta a proposito del secondo lemma, le trasforma-
zioni-di G, che portano una qualche forma di § in un’altra forma
(distinta o no) di 4, hanno i coefficienti minori in valore asso-
luto di una stessa costante finita, e sono dunque per il prece-
dente teorema in numero -finito. Sieno esse le T, Ty, ..oy The
Se j & un intorno di ¥, interno a i, una trasformazione di G,
che porti una qualche forma di j in un’altra forma di j, sara
una delle_fornte T}, T}, ...., Th Indicheremo con Ti, Ty, ....; Tk
quelle delle trasformazioni Ty, Ty, ...., Th, che portano almeno
una forma di j in un’altra forma di j, per quanto piccolo sia
stato scelto 1'intorno j. Potremo allora trovare infinite forme
Viy Viy Vigy o oo« (i =1,2,...., k) tali che lim Ve = V, e che,
se V. & la forma trasformata della V{,. per la T, sia ancora
lim V= V. La T, che trasforma ogni Vi, nella V', trasfor-
-I;eoga. dunque la V in sé stessa; b quindi soddisfatta la condi-
zione, affinché G, considerato come gruppo di trasformazioni del
sistema 3, sia pr. dis. in ogni forma V di Z, e quindi operi sul
sistema 2 in .modo pr. dis. (§ 17, pag. 114 e 117),

Si potrebbe del resto dimostrare direttamente che G opera su X in
meodo pr. dis., ossia che in un intorno sufficientemente piccolo @i una
forma gemerica V di I non esistono forme distinte equivalenti rispetto
a G. Se cid infatti non fosse, allora, per quanto abbiamo gia detto, per
ogni forma generica W di X dovrebbe esistere almeno una trasformazione
non identiea 7 di @, che lascierebbe fiessa W, pure non lasciando fissa
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tutte le forme di un intorno; per qu&nto piceolo, di W. E all:rettunm av-

Avambbu peg.ogni forma V di un intorno i di W. Al variare di ¥ in i,

varierd la corrispondente tresformazione T di @. Ma si pud dimostrare
con metodo analogo a quello usato pilt sopra che queste trasformazioni T
devono essere in numero-finito. E noi le potremo indicare con Ty, Ty, ..., Ty
(k intero positivo finito). Una forma V' di § sard trasformata in sd stessa
da un certo numero k di trasformazioni scelte tra le Ty, Ty, ...., Ti:
I'intero &k potrd. variare con V. Noi indicheremo con Vo una ¥V di ¢ tale,
che & abbia il pit piccolo valore posslhﬂe, e indicheremo con T, Ty, ..., T
guelle delle nostre trasformazioni, che lasciano fissa la V. Sia , 0 un
intorno di Vo tutto interno a i, o quella porzione di un intorno di ¥,
che & interna a §. Ogni forma di ¢ sard trasformata in sd stessa da ai-
meno k delle T,, Ty; ...., T}, To dico che, se a & abbastanza piccolo,
ogni forma di a & trasformata in s& stessa proprio dalle T,,...., Ty e
non da una o piu delle altre trasformazioni Txiy ...., T;. Se cosi non
fosse, si potrebbero scegliere in i infinité forme, avxmtc Vo come Jorma
limite, o trasformate in 83 da una stessa delle Ty .y, «..., Ty, P. 8, dalla
Ty ;1. Questa dovrebbe guindi trasformare in sé stess& unche la ¥s, con-
tro I’ ipotesi fatta. 8e a & abbastanza -piccolo, ogni forma @i « &I.rebbe
trasformata in sé stessa dalle stesse h trasformazioni scelte tra le. T),...:, T,
E anche questo & assurdo, perché noi abbiamo gid visto che in ng’in-‘
torné di una forma V¥, di { esiste sempre una forma, che non & tmsfor-'
mata in 8 stessa da alimeno una di quelle tra le nostre trasforma,moni T,
che lasciano fissa V,. .

Non ‘¢ dunque possibile che in ogni intorno di una forma generwa
di ¥ esistano due forme distinte equivalenti rispetto a G.

Frals

Osservazione. — S¢le trasformazioni di G somo unimodulari,

c. d. d.

ossia g€ il determinante dei coefficienti di una trasformazwne
qualsiasi di G & ugnale a 1, il teorema precedente continua a es-
sere vero anche nel caso, che non si considerino come distinte forme
differenti solo per un fattore costante.

§ 30. — I teoremi fondamentali per i gruppi di movimenti.

Estenderemo ora i teoremi del § 19 ai grupp1 di movmlentl,
e premetteremo un lemma.

Lemma 1. — Se X, =9 (&, ....®,) rappresenta un moviménto’
in una metrica qualungue, esso & infinitesimo allora e allora sol-
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tanto che i valon delle . ,

Pe — & 3‘%——% (e“———l;s,k==Osei=4=k)-

in un punto A gene’rzco, ma ﬁssa, sono (s1 possono rendere) con-
) tempomneamente infinitesimi.
Infatti, ‘se la metrica & data, un movimento o= ¢, & deter-

]
minato dai Va]on, che le ¢, e le s CP ha,nno in un punto gene-

rico, ma ﬁsso A. (Questi valori non sono perd, in generale, arbi-

trarii). Cio & ev1dente geometnca.mente Infatti il dare i valori
“delle. ¢, eqmva,le a dare il punto A trasforma.to di 4; il dare i
valon delle (?—31 eqmvale a fissare come il nostro movimento
trasfornm le dl:‘GZIOIu uscenti da 4. To dico che in tfal caso il
punto B, trasformato di un . punto generico B, & determinato
senza amblgmta Sm_ mfattl g la geodetica 4 B; e sia d la di-
rezione di questa geodetlca, nel punto A. La direzione d, uscente
da A, trasformata di d & determma,ta senza ambiguita; e quindi
gard completamente determmatn"k geodetica ¢, trasformata di g.

Essa sara la geodetica, uscenj;e & A , tangente a d. Quel punto'

‘B di g, tale che il verso A" B coincida con &, e che la distanza
A" B sia uguale alla distanza A B, é il trasformato di B, ed &

quindi univocamente determinato. Ma ora il movimento identico
& definito dalle #’, = z,; e per esso i valori ¢, — x, 343 — &g
AR .

sono nulli. Affinché dunque un movimento differisca infinita-
mente poco dall’identitd (sia inﬁxiitesimo) & condizione mneces-
sana e sufficiente che le 9, — x;, a£~ — ¢, siano infinitesime
in un punto generico, ma fisso, 4.

Osserviamo ancora che il Iacobiano [ (w) M non & che il
determinante delle ‘?—CP— -il -quale, nel caso di trasformamom ge-

nerali, & ’analogo del determmante dei coefficienti di una tra-
sformazione lineare, ’ '

Con metodo analogo a quello seguito per dimostrare il teo-
rema I del § 19, possiamo dimostrare il seguente

B
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Teorema IIT. — Condizione necessaria ¢ sufficiente affinché un

: gmppo di movimenti in una data metrica reale, il Incobiano dei quali

sia in valore assoluto compreso tra l—eel-t-¢ (0 e <{l,e,>0)
non contenga trasformazioni infinitesime, ¢ che, scelia ad arbitrio
una costante positiva N, esista nel gruppo al piu 4n numero finito
di movimeilti, per cui i valori assoluti delle o, — x, g? — e
in un punto generico, ma fisso, A siano minori di N.

Vale poi il seguente lemma, che si dimostra in modo analogo
a quello usato per dimostrare il Lemma IT del § 19.

Leuma, — Se &, =, (& ....x) E=1,2,....,n) & un mo-
vimento in una metrica reale, se esso porta un punto B in un
punto C, e se le distanze geodetiche di B e C da un terzo punto A
sono infeiiori a 3 (dove 3 ¢ una costante abbastanza piccola), i
valori di o, — @, e di ~a~— — &g nel punto A somo inferiori a
una costante N, dzpendente soltanto da & e dai coefficienti dell’ ele-
mento lineare della melrica. ’

“Basta osservare che &', = @,-(% . ... &.) deve portare B in C,
e che la trasformazione hneare intera omogenea sui differenziali

d z definita dalle d o', = 2 w dw,, deve portare 1'una nell’al-
tra le forme quadratiche deﬁmte positive dei & &, & cui si riduce
il nostro elemento lineare nei punti B e Cei coefficienti delle
quali differiscono di una quantitd infinitesima con 3 dai coef-
ficienti omologhi della forma, cui si riduce il nestro elemento
lineare nel punto A. Se ne deduce tosto il seguente teorema,
analogo al teorema II del § 19.

Teorema IV. — Se G ¢ un gruppo di moviment? in una me-
trica reale, definita da una forma differenziale quadratica positiva,
eseGeép. d.ti, G¢pr dis. in ogni punto della regione in cui
la metrica & reale, ed ¢ quindi pr. dis. in questa regione.

Se un movimento M di G porta un punto 4'in un punto 4",
il Tacobiano I (z) di M & uguale alla radice quadrata del rap-
porto dei valori, che il discriminante A dell’elemento lineare ha
nei punti 4, A”. Prendendo 4, 4” in un intorno sufficientemente
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piccolo di un punto generico 4, si pud rendere questo rapporto
~ tanto vicino, quanto si vuole all’unitd, Si pud quindi -trovare
ung costante positiva ¢ < 1, tale che 1 —e <|J| <1+ e
Posto questo, il nostro teorema si dimostra in modo perfetta-
mente analogo a quello usato per il teor. II. Le g, — g, g‘,; — e
hanno qui 1'ufficio, che, nella dimostrazione del teorema II, ave-
vano i coefﬁcientl delle collineazioni di &.
Osservazione. — Il teorema vale anche per le ipermetriche, il
cui elemento lineare, considerato come forma algebrica dei diffe-
renziali, ammetta qualche invariante non assoluto non nullo (*).

5 21. — Applicazioni varie dei teoremi preoedonﬂ

, di k forme dello
stesso grado di piu variabili # si dira costltmre una coppia, una
.0 k" di forme

, Vi si dira definita positiva (negativa), se per valori

Definizione. — L’insieme di 2,di 3,.....

terna, una £*"* di forme. Una coppia o terna..
Vi Vs
reali e non contemporaneamente nulli delle ; le forme ¥ non
sono mai negative (positive) e non sono mai contemporanea-
mente nulie.

In tal caso, se h, kg, ...
non nulle, la forma E‘Jh, V,: & una forma definita’ positiva (nega-

., b sono costanti positive (negative)

tiva). La teoria delle """ definite di forme resta cosi.ricondotta
alla teoria delle forme definite. E dal teorema II si trae:
Teorema V. — Sia dato un gruppo G p. d.t.i. di trasforma-
zioni lineari [su certe variabili z. Sia T un sistema di coppie,
terne, o k** definite di forme tale che ogni trasformazione di G
porti una coppia, o terna o k'™ di I in un'altra coppia o terna
o k¥ di 2. Il gruppo G, considerato come gruppo di trasforma-
zioni di I, ¢ pr..dis. in ogni coppia, o terna, o k*** di forme di %,
e quindi opera su 2 in modo pr. dis. E natiralmente vale anche in

(") Nel caso di metriche quadratiche, il discriminante A & appunto un
tale invariante,

- wlin

o

v o
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Mmuummnmdmdeaquéﬂafmamoﬂodd

‘teorema 11 del § 19.

'Se V.5 una forma definita di grado 2 & nelle @, ogni colli-
neagione reale porta la forma ¥ in un'altra forma definita di
grado 2 & nelle z. Per il teorema II del § 19 si ha:

Teorema VI — Un gruppo G di trasformazioni lineari intere
omogenee reali'ou n variabili o, che sia p. dit. i, opera in -modo
pr. dis. sul sistema I di tutte le forme definite di umo stessp grado
2k (h = 1) delle stesse: variabili x, ed & anzi pr.dis mmfar»
‘ma di B. Prrols :

- Osservazione. — 8¢ le trasformazioni di G somo uumodnim
questo teorema vale evidentemente, anche se non cansideriamo oom
distinte due forme, che differiscono solo per ww fatiore costante.

Una forma Hermitiana definita ¥ di certe. vmabﬂx 4 por-
tata da ogni proiettivitd P reale, o complessa sulle 7, in un al-
tra forma Hermitiana definita delle z,. Posto g, = &y + iz
(@, «” variabili reali) ogni tale forma V equivale 2 una forma
quadratica definita reale delle vambxh vesli @, z” Quindi per
il teorema II del § 19 si ha:

Teorems VIL — Un gruppo di trasformazioni lmearz intere
omogenee, Y reali o complesse, su certe variabili z, che sia p.d.t.i.,
opera in modo pr. dis. sul sistema Z di teite le forme Hermitia-
ne (*) definite delle stesse variabili, ed ¢ pr. dis. in ogni forma di .
E vale anche in questo caso U osservazione fatta a proposito del
teorema VI .

Valendoci di questa osservazione, si possono enunciare anche
cost i teoremi VI, VII: | i

Teoremi VI* e VII**. — Consideriamo le forme V definite di
grado 2 h (Hermitiane) di certe variabili x come punti di umo
spazio 8: consideriamo cioé uno spazio S in cui siano coordinate

{*) Potremmo anche considerare le forme algehnche di grado qualun-
que delle z, x°, che hanno valori reali per qualsiasi valore delle x, le
forme Hermitiane sono tra gueste le forme di grado dwe.:
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omogenee i coefficienti delle V (la parte reale e la parie immagi-
naria dei coefficienti delle V). E sia B quella regione di 8, i cui
punti sono immagine di forme definite. Un gruppo G di trasforma-
zioni reali (complesse) lineari intere omogenee unimodulart sulle x,
che sia p. d. t.i., da origine a un gruppo pr. dis. in ogni punto
di R, e quindi anche in R. .

Abbiamo dunque imparato a costruire, con un metodo assai
importante, una regione R di uno spazio §,in cui un gruppo
proiettivo qualunque p. d. t.i. & pr. dis.

Il teorema IV si pud anche enunciare cosi:

Teorema VIII. — Se un gruppo G p. d. t. i. si pud considerare
come un gruppo di movimenti in una metrica reale in una regione
R di uno spazio S, esso é pr. dis. in ogni punto di E, e in R.

Questo teorema & assai importante, e da esso si possono de-
durre moltissimi teoremi particolari. P. es. si vede subito che il
teorema VI (almeno nel caso di k= 1) e il teorema VII ne sono
immediata conseguenza. ‘Infatti, come abbiamo dimostrato al
§ 7 (pag. 87-41), un gruppo proiettivo G si pud sempre conside-
rare come gruppo di movimenti in una metrica reale nella re-
gione R dello spazio S, che figura nell’ enunciato dei teoremi
VI e VI

Ma dal teorema precedente si possono trarre altre conseguenze
assai importanti relativamente ai gruppi di trasformazioni proiet-
tive unimodulari, che trasformano in sé stessa wna data forma

V¥ («), dove le x si considerano come coordinate omogenee dello

spazio ambiente S; un tale gruppo, per i risultati del § 7, si
pu(')'in moltissimi casi riguardare come gruppo di movimenti di
una metrica reale in una regione B dello spazio ambiente S. Noi
abbiamo visto ciod (pag. 36) che possiamo in molteplici modi co-
struire delle forme L (2, ), dipendenti dalle x4, e da un sistema
cogrediente di variabili 2, le quali siano trasformate in sé stesse
da ogni collineazione, che trasformi in sé stessa la V (cfr. per
le notazioni il § 7). Sia R quella regione di S (se pure una tal
regione esiste), i cui punti (x) sono tali che Uiperpiano 3 9z 5= 0
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non abbia punti reali comuni con almeno una delle ipersuperficie
L (2, ) = 0. Per i risultati del § 7 e per il teorema VIII potremo
concluderne: : .

Teorema IX. — Un gruppo di trasformazioni proiettive uni-
modulari p. d. t. i., che trasformi in sé stessa una forma V, é pr.
dis. in ogni punto della regione R dello spazio ambiente S (am-
messo che una tal regione esista), e nella #tessa regione R.

Questo teorema, che abbiamo trovato come conseguenza del
teorema IV, si potrebbe anche dedurre dal teorema 1L

Ne traggiamo in particolare:

1. Un gruppo p. d.t. i. di trasformazioni proiettive reali (com-
plesse) unimodulari, che trasformi in sé stessa una forma algebrica
(Hermitiana) definita ¢é pr. dis. in tutti i punti dello spazio, ed
opera in modo pr. dis. nello spazio stesso.

9. Un gruppo proiettivo reale p. d. t. i., che trasformi in sé
stessa una forma Q quadratica del tipo & - ... X — a0, &
pr. dis. in tutti i punti della regione dello spazio ambiente, che &
interna alla quadrica Q =0, e in questa stessa regione (§ 9, pag.b0).

8. Un gruppo G proiettivo reale o complesso p. d. t, i., che tras-
formi in sé stessa una forma Hermitiana del tipo x, x4 ...
A By Ty — T T & P dis. in una regione R di uno spazio S
cosi definito (cfr. § 8, pag. 47). Posto %:. =F =u,-+iv, k=12,
e, m—1), 8 & quello spazio, in cui sono coordinate (non omo-
genee) le uy, v, £ & quella regione di 8, 7 cui punti soddisfano alla:
2 (wi -+ o}) < 1. Il gruppo G ¢ anche pr. dis. in ogni punto di E.

"' Ricordando poi che, se G & un gruppo misto, i cui gruppi

parziali sono gruppi di movimenti, allora G' & pure un gruppo
di movimenti (in una metrica mista), otteniamo:

4. Se G & un gruppo misto, i cui gruppi parziali si possono
considerare come gruppi di movimenti, e se G é p. d. t i., €880 &
pr. dis. in tutti i punti di quella regione R dello spazio ambiente,
- e quindi in quella stessa regione R -, tale che i gruppi parziali
siano gruppi di movimenti per una metrica reale nelle proiezioni
di. R sui singoli spazii parziali (cfr. § 16).
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Cosi p.es.,se a2 .... 20 (=12, .... k) sono coordinate
omogenee nell’i™™ spazio parziale, e se I’ j== gruppo parziale

di @ trasforma in s& stessa la forma

2 a4t 2 — 2,
il gruppo G & pr. dis. in quella regione R dello spazio S, tale
che la proiezione di un punto di R sullo i*™ spazio parziale
soddisfi alle: '

4. Fa® -2 <0 (E=12....k)

Risultati analoghi si ottengono mnel caso che i singoli gruppi
parziali lasciassero fisse forme Hermitiane, o forme algebriche
di grado superiore al secondo, ecc. ecc.

Da questi teoremi risulta ben chiara I’ importanza, per la teo-
ria dei gruppi, dei risultati ottenuti al § 7.

Teorema X. — Sia G un gruppo p. d. t. i. di collineazioni reali

in uno spazio S, in cui Ty, Ty, .... L, SON0 variabili omogenee ;
se le collineazioni di G trasformano in sé una forma quadratica
Vea+a—2 —ai—.... —, allora G opera in modo

pr. dis. sui punti complessi della quadrica V = 0, che non giac-
ciono su una retta reale di questa quadrica.

Sia infatti 4 un punto complesso della quadrica V =0, e
sia Ao il punto immaginario coniugato: la retta reale A A, non
giaccia sulla nostra quadrica. Questa retta avra nello spazio §
uno spazio polare reale S,_; a » —3 dimensioni. Consideriamo
i due oconi tangenti alla ¥ == 0, che hanno rispettivamente per
nucleo la retta A 4o, e lo spazio S,_s. Essi sono a generatrici
immaginarie e saranno rispettivamente definiti da equazioni del
tipo:

=gttt =0 fi=yp.tTyh=0
dove le y sono combinazioni lineari indipendenti delle @, tali
che sia V==Fkf, + hf; dove h, k sono costanti reali, di segno
opposto. Una proiettivita reale U, che trasformi in sé stessa la
forma V e il punto 4, sard unimodulare e trasformerd in s
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stessi i coni f; = 0, f3 = O; essa dovra moltiplicare quindi f,, f,
per fattori costanti. Ma poiché la forma V = % f, 4k f; -6 tras-
formata in sé stessa, questi fattori devono essere uguali all’u-
nita;-e percid la proiettivita in discorso sarad unimodulare e tras-
formerd in’ sé stessa ciascuna delle due forme f,, fi: le quali
sono una coppia definita (cfr. pag. 127) di forme. Una proiettivita -
reale T, trasformante la ¥ in sé stessa, che porti il punto 4 in
un altro punto complesso B della ¥ = 0, portera la coppia di
forme corrispondente ad A4 in un’altra coppia corrispondente a
B, la quale & determinata senza ambiguits, appena sia dato il
punto B (*). I gruppo opera in modo pr. dis. (teorema V del § 21)
sul sistema 5 formato dalle coppie di forme, corrispondenti ai
varii punti complessi della ¥ = 0. Essa opera quindi pure in
modo pr. dis. sui punti complessi della ¥V = 0, i quali sono in
corrispondenza biunivoca eontinua con le coppie di forme del

sistema 2 (cfr. § 18, pag. 118).
c.d. d.

Dedurremo ora alcune conseguenze. Proiettiamo stereografi-
camente la quadrica ¥ = 0 da un suo punto su uno spazio li-
neare S, , a » — 2 dimensioni, immerso in S. Con metodi ana-
loghi a quelli, di cui ci siamo serviti nella Parte prima per
studiare la rappresentazione conforme degli spazii a curvatura
costante sugli spazii euclidei, si pud dimostrare che al gruppo
di trasformazioni, indotto sui punti della nostra quadrica dalle
proiettivita in S, che trasformano in sd stessa la forma V, cor-
risponde, su S,_,, un gruppo di trasformazioni conformi in una
metrica euclidea indefinita (vale a dire in una metrica non reale,
il cui elemento lineare & una forma, non definita, del tipo
A +dE+4....+dbh.—dE )

Dal teorema X si pud quindi trarre:

(*) Basti ricordare che ogni altra trasformazione T, che lasci inva-
riata la forma V, e porti 4 in B & prodotto di una trasformazione, che
lascia invariati il punto 4 e la forma V, per la trasformazione T,
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Teorema XI. — Un gruppo p. d. . i. di trasformazioni confor-
mi in una tale metrica euclidea indefinita opera in modo pr. dis.
sui punti complessi dello spazio.
Tl teorema XI ha una speciale importanza per lo studio dei
gruppi riproduttori delle funzioni ipermodulari.

Sia ora G un gruppo p. d. t. i, le cui trasformazioni sieno
reali, lineari, intere, omogenee nelle x, e trasformino in sé stessa
la forma V=2a!+ 2+ .... + 23, — « = 0. Consideriamo i
punti reali e complessi dello spazio §,_,, in cui le  sono coor-
dinate omogenee; posto % =& +int=12....,n—1)sia
2 lo spazio, in cui le &, 7 sono coordinate (non omogenee). Ogni
punto reale di £ & immagine di un punto, reale o complesso,
di 8. Per ogni punto complesso A di S passa una sola retta
reale: la retta, che congiunge 4 col punto immaginario coniu-
gato Ao. Noi indicheremo con R’ quella regione di 2, i cui punti
B sono immagine di tali punti complessi A di S, che la retta
reale A A, tagli la ¥V = O in punti reali, e quindi attraversi
la regione K di S, interna alla ¥ = 0. Ora & facile riconoscere
che a ogni tale punto 4 di § si pud sempre far corrispondere
un punto reale C' di R, posto sulla retta 4 4, in guisa che, se
una trasformazione reale lineare intera omogenea sulle a tras-
forma la forma V in sé stessa, e porta 4 in un altro punto 4
essa porti anche il punto C corrispondente ad 4 nel punto ¢
corrispondente ad A'. Infatti noi potremo fissare il fattore di
proporzionalitd per le coordinate omogenee v di 4 in guisa che
Viz)=1. Posto a; =4 +in (j=1,2,...., n)le A p, saranno
determinate a meno del segno, e sara XA, t; = 0. I due punti
reali di S, le cui coordinate omogenee sono proporzionali rispet-
tivamente alle A o alle p, giacciono sulla retta r, e saranno co-
niugati uno dell’altro rispetto alla V = O: uno di essi appar-
terra ad R, l'altro sara esterno a R. Quello di essi, che & interno
a R, & evidentemente un punto C, che soddisfa alle condizioni

volute. Ne segue che, se due punti B di I (0, cié che ¢ lo stesso,
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i due punti 4 corrispondenti in §,.,) sono equivalenti rispetto
a @, altrettanto avverra dei punti C, che loro corrispondono in E.
E, poiché G & pr. dis. in R, noi potremo anche dire: ‘
Teorema XII. — Se il gruppo G p. d. t. i. & un gruppo di
trasformazioni lineari intere omogenee reali, che trasforma in sé
la forma x! + @3+ .... -+ 2i — @i, €880 opera in 'modo pr. dis.
sui punti A complessi di S, che sono posti su una retta reale r
attraversante la regione K. Esso ¢ cioé pr. dis. nella regione R di
uno spazio X, cosi definito: Y ¢ uno spazio, i cui punti reali sono
in corrispondenza biunivoca continua coi punti complessi di S,_,;
R ¢ quella regione di %, luogo dei punti B, a cui corrispondono
in S._,, punti posti su una retta reale di S,,, che attraversa R.
Questo teorema completa nel modo pia semplice il secondo

corollario del teorema IX (pag. 130).

Osservazione. — Un teorema completamente analogo vale anche per
i gruppi reali che trasformano in sé stessa una forma V di grado supe-
riore al secondo. In molti casi noi sappiamo che un tale gruppo & pr. dis.
in una certa regione R dello spazio ambiente §,_.; il teorema precedente
si pud estendere a quei punti complessi A di 8,_,, che sono posti su
ana Tetta reale intersecante R, dimostrando che per ogni tale punto 4 si
possono trovare uno o piit punti reali C appartenenti a R, tali che ogni
proiettivita reale, che trasforma in sé stessa la V, e porta il punto 4 in
un punto A', porti anche il punto o i punti reali O, corrispondenti ad 4,
nel punto o nei punti €' corrispondenti ad A’

Nei §§ 19, 20, 21 abbiamo dato dei teoremi generali, che per
ampié classi di gruppi p. d. t. i, o ci permettono di affermarne
senz’ altro la propria discontinuita, o ci danno il mezzo per co-
struire un gruppo isomorfo pr. dis. Non parrebbe pero che noi
fossimo riusciti a risolvere in generale, neanche per i gruppi
lineari, la questione di riconoscere se un dato gruppo p. d.t. i ¢,
o non é pr. dis. Ma nel § 27 vedremo che ¢ teoremi VI e VII
permettono di trovare un metodo gemerale per affrontare la nostra
questione per i gruppi di trasformazioni lineari piw generali.
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§ 22. — Gruppi aritmetioi, gruppi fuohsiani, fuchsiani misti, klei-
niani, iperfuchsiani, ipqrfuohliani misti.

1.’ aritmetica ci offre molti esempi di gruppi proiettivi discon-
tinui p. d. t. i. P. es. consideriamo un gruppo G di collineazioni P
a coefficienti interi razionali su certe variabili (i =1,2,....,%)
e a determinante -+ 1. Esso & discontinuo, e chiaramente 8 p.d.
t. i. Altrettanto avviene se i coefficienti delle trasformazioni del
gruppo, anzichd interi razionali, sono interi di Gauss, vale a dire
sono numeri della forma a -} i b, dove a, b sono interi razionali,
i =4/ — L Se invece le trasformazioni del gruppo sono numeri
interi algebrici in un dato campo di razionalitd K. algebrico,
allora non si pud pit escludere che il gruppo G sia privo di
trasformazioni infinitesime, perché in certi campi algebrici K
possono benissimo esistere infiniti numeri interi, inferiori in mo-
dulo a una stessa costante finita (*). Ma perd da ogni tale gruppo
G si pud dedurre un gruppo I' p.d. t. i,, come ora dimostreremo.

Supponiamo p. es. che il dato campo K, sia reale, insieme al
campi algebrici coniugati K, K, ...., K, Consideriamo insieme
a una trasformazione P, di G p — 1 nuove trasformazioni lineari
P, Py, .... P,

P
nuove variabili %, #®, ... &PV (E==12,.... , m), e i cui coeffi-

?

_., operanti rispettivamente su p — 1 sistemi di

cienti sono numeri interi rispettivamente nei campi Ky, K, ..., K,
e precisamente sono gli interi coniugati dei coefficienti omolo-
ghi della P,. Indicheremo con Il il prodotto delle P, ossia I'in-
sieme delle P, considerato come un’unica trasformazione sulle
pnvariabili 2 (¢ =0,1,....,p—1 (=12 ..., n). Le tras-
formazioni II generano un gruppo misto T', isomorfo oloedrica-
mente al gruppo G, il quale & evidentemente p. d. t. i, perché
un numero intero algebrico non pud essere infinitesimo insieme

(*) Cfr. DirteHLET-DEDEZIND, Teoria dei numeri. Traduzione italiana
di A. FAFOrER. Venezia, 1881, (Cap. 11, pag. 424 e seg.).

-
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a tutti gli interi coniugati. Se poi il gruppo G & il pia ampio
gruppo a coefficienti interi nel campo assoluto di razionalita, o
nel campo Ko, che trasforma in sé stessa una forma Vo a coef-
ficienti intieri nello stesso campo di ragzionalita, allora G si
chiama gruppo aritmetico riprodutlore (nel dato campo di razio-
nalita) della forma V..

Valendoci dei teoremi del § 21, pag. 180-131, troviamo p. es.:

Il gruppo aritmetico r'z'prbduttore di una forma quadratica V,
a coefficienti interi nel campo assoluto di razionalita ¢ pr. dis. in
tutto lo spazio, se la forma Vo ¢ definita, ed é pr. dis. nella regione
R, formata dai punti interni alla quadrica Vo= 0, se, con un cam-
biamento lineare reale di variabili,la forma Vo si puo ridurre al tipo
x4l s — s Se il campo di razionalita considerato
non ¢ il campo assoluto di razionulita, ma é un qualsiasi campo
algebrico Ko, reale insieme ai campi coniugati, allora G non ¢ pii
in generale pr. dis. Ma é invece pr. dis. il gruppo misto T, indivi-
duato da G. E precisamente, secondo che Vo & definita o ¢ del tipo
2 ... - ai, — ab, il gruppo T & pr. dis. in tutto lo spazio,
oppure in quella regione R, i cui punti hanno per proiezione sui
singoli spazii parziali dei punti interni rispettivamente alle qua-
driche Vo =0, V, =0, .... V,_, ==

Con V¥,V ...y V,_, ho indicato forme quadratiche, i cui
coefficienti sono nei campi K, Ky, ...., K,_, i numeri interi eco-
niugati ai coefficienti di Vo.

Teoremi analoghi valgono per le forme Hermitiane.

Un gruppo iperfuchsiano (fratto) (§4, pag. 16, e § 8, pag. 42)
su certe variabili complesse @, = w, -+ i v, & un gruppo di mo-
vimenti in una metrica Hermitiana, definita da una forma diffe-
renziale quadratica delle variabili u, o Cosl un gruppo iper-
fuchsiano misto & un gruppo di movimenti in una metrica mista,
le cui metriche parziali sono Hermitiane. Percio:

Un gruppo iperfuchsiano o iperfuchsiano misto p. d.t.i. & pr.
dis. nella regione, in cui la metrica corrispondente & reale.
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Sia datd una forma V Hermitiana indefinita (¥) di due varia-
bili z,, «,. Uguagliando a zero una tale forma, noi otteniamo
chiaramente I’equazione di un cerchio o di una retta reale ¢
del piano complesso della variabile x = % Un gruppo @ (iper-
fuchsiano intero) di trasformazioni lineari intere omogenee, che
trasformino la V in sé stessa, da origine a un gruppo I' (iper-
fuchsiano fratto) di trasformazioni sulla variabile a, trasformante
in 8o stesso tanto il cerchio C, quanto ognuna delle due regioni,
in cui C divide =.

Se T ¢ p.d.t i, esso si dira, con Poincaré, un gruppo fuch-
siano ; il cerchio o retta C si dira cerchio o retta limite di T.

I gruppi fuchsiani furono il punto di partenza per la co-
struzione della teoria delle funzioni automorfe; tra i gruppi
p. d. t. i. essi sono quelli, la cui teoria é giunta a pit completo
sviluppo.

Gruppo fuchsiano si chiama dunque ogni gruppo U di trasfor-
mazioni lineari fratte su una variabile complessa z, che sia p. d.
t.i. e che trasformi in sé stessi tanto un cerchio reale C del piano
complesso © della variabile x, quanto ognuna delle due regiont, in
cui C divide w.

1 infatti assai facile riconoscere che ogni gruppo siffatto si
pud ottenere col procedimento precedente da un gruppo iper-
fuchsiano intero, che trasformi in sé stessa una forma Hermitiana
V" indefinita.

Con una trasformazione lineare fratta sulla z, noi possiamo
trasformare il cerchio o retta limite C nell’asse reale del piano 7.
1l gruppo I sard trasformato in un gruppo fuchsiano simile, che
indicheremo ancora con I, il quale trasformera in sé stessi tanto

questo asse, quanto ognuna delle due regioni, in cui gquesto asse

(" Diciamo forma Hermitiana indefinita una forma Hermitiana, che
pon sia né degenere, né definita. Una tale forma di due variabili indi-
pendenti si pud con una trasformazione lineare intera omogenea su queste
variabili portare in una forma equivalente (i, &) — 2, ) (h= cost. reale).
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divide m. Le trasformazioni del nuovo gruppo I' saranno percid
r__ax +

trasformazioni del tipo: &' = , dove le «, B, v, 8 si pos-

x
sono supporre costanti reali soY(idis-fi';centi alla a8 —fy=1.

Per i risultati del § 15, noi possiamo considerare un gruppo
fuchsiano, o come gruppo di movimenti per una metrica di Bé-
lyai in ciascuna delle due regioni K, R”in cui la linea (retta o cer-
chio) limite divide il piano =, oppure (cio che essenzialmente &
la stessa cosa) come un gruppo di proiettivitd reali trasformanti
in s stessa una conica reale, i punti interni alla quale corri-
spondono biunivocamente ai punti di &, o di R".

Per i teoremi del § 20, pag. 126, e del § 21, pag. 130, abbiamo
dunque: ‘

Un gruppo fuchsiano G su una variabile x, (che é per defini-
zione p. d. t.i.) ¢ pr. dis. in ciascuna delle due regioni, in cui la
linea limite divide il piano © della variabile complessa x.

Unici punti eccezionali (in un intorno dei quali pué darsi
che @ non sia pr. dis.) sono i punti della linea limite.

Un gruppo G iperfuchsiano misto e p. d. t. i, ogni gruppo
parziale del quale & un gruppo G, lineare fratto su una sola
variabile 2, =y, +iz, (h = 1,2, ...., k), si dice gruppo fuch-
siano misto. Lo spazio totale & lo spazio, in cui tutte le y,, 2,
sono coordinate (non omogenee): gli spazii parziali sono i piani 7,
delle variabili complesse r,. Indicheremo con [, la linea limite
di G, su =,. Avremo allora: Un gruppo fuchsiano misto, che sia
p. d. t.i, épr. dis. in tutto lo spazio totale: punti eccezionali pos-
sono essere soltanto quelli, la cui proiezione su almeno uno degli
spazii parziali =, cadono proprio sulla linea limite e

Un gruppo fuchsiano misto, per cui k = 2, si dice anche ipe-
rabeliano. Mostreremo ora quale intima connessione passa tra i
gruppi iperabeliani, e i gruppi del teorema X (§ 21, pag. 131),0ve si
ponga 2 = 4. Sia data una quadrica V=a} 4 2§ — &} —2i=10
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nello spazio a 3 dimensioni. Su questa quadrica giacciono due
sistemi di generatrici

mx“w3=m4_m2=5 wn—wa:w4+ws=.,‘
2, + @, Ty + % Xy — Xy Ty + %

dove le &, v sono parametri costanti lungo le generatrici del-
I'uno o dell’altro sistema. Un punto 4 della V=0 si pud de-
terminare, dando i parametri &, 7 delle due generatrici che pas-
sano per 4. Se G & un gruppo proiettivo reale trasformante la
V in sé stessa, noi potremo (sostituendo eventualmente a G' un
suo sottogruppo di indice 2) supporre che G trasformi in sé
stesso ciascuno dei due sistemi di generatrici. Ogni trasforma-
zione di G dara origine a una trasformazione del tipo:

= &+ B

vE+3

sulle due variabili &, 7, dove le «, B, 7,3, 4 &, v, p pPossono evi-
dentemente supporsi reali. Queste trasformazioni sulle &, % gene-
rano evidentemente un gruppo iperabeliano I', isomorfo a G.
E considerare come G opera sui punti complessi della V =0,
& equivalente a considerare come I' trasforma i valori complessi
delle &, m. Il teorema precedente relativo ai gruppi fuchsiani mi-
sti, &, se si suppone k = 2, equivalente al teorema X, ove si sup-

F_Antp
vn+op

i

ponga n = 4.

Si dice gruppo kleiniano un gruppo qualunque, p. d. t. i., di
trasformazioni del tipo ’

dove le «, B, v, 8 sono costanti qualunque reali o complesse,
quando esso non trasforma in sé una retta o un cerchio del
piano © della variabile complessa in 2. Non sempre un tale
gruppo & pr. dis. pure essendo p. d. t. i. Un gruppo kleiniano G
p.d.t.i. é perd pr. dis. sulle terne di punti di = (§ 18, pag. 118).

Un gruppo kleiniano, per i risultati del § 14, definisce, o,
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come diremo, si pud considerare come un gruppo di movimenti
in una metrica di Bélyai a tre dimensioni, 0 come un gruppo
di proiettivitd trasformanti in sé stessa una quadrica ¥V =0 di
uno spazio S a tre dimensioni. Esso ¢ per ¢ risultati dei §§ 20,
pag. 126, e 21, pag. 130, pr. dis. nella regione di 8, che é interna
alla V=0.1puntidi S (§ 10, pag. 55) si possono rappresentare
biunivocamente nei punti di un semispazio euclideo Z, limitato
da = I punti della quadrica ¥ = 0 sono cosi posti in corrispon-
denza biunivoca continua coi punti di = Il gruppe G é pr. dis.
in © (sulla variabile x) allora e allora soltanto che opera in modo

pr. dis. sui punti della quadrica V = 0.

§ 238. — Di alouni gruppi discontinui finiti.

Esista in uno spazio S una metrica (ipermetrica) reale M
definita da un elemento lineare ds? (ds™). Le variabili coordi-
nate ,, &y, ...., ¥, siano indipendenti o legate da una o piu
relazioni. In un punto 4 di coordinate x;, = &, (&, = costanti fini-
te) la metrica (ipermetrica) sard detta regolare, se i coefficienti
di d s sono per a;= ¢, finiti e continui, e d s* & effettivamente
una forma definita positiva. Nel caso di ipermetriche si suppone
di pit che ds™, considerata come forma delle dx, ammetta un
invariante non assoluto che sia differente da zero per , = a,.
Nel caso di metriche, un tale invariante & il discriminante di
d s?, che per le nostre ipotesi & certamente differente da zero
per z, = a,.

La metrica M sard detta regolare nel punto reale

Xy = ee =L =00, T 15 = U 1k (P == COst.MiNItA) (M0, k=1,2,...0-m)

(ammesso che questi valori delle  siano compatibili con le even-
tuali relazioni che legano le z), se la metrica definita da d s® di-

venta col cambiamento di variabili

y,:% ¢t=12, ....,m) Ymig =Ty =1,2,...., 0 —m)
i
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una metrica regolare nel punto individuato dalle
pu=00E=12....,m) Ynix =0 =12,....,n—m)

nel senso piu sopra definito.

Lemma. — Se A ¢ un punto reale, in cui M ¢ regolare, e se
G ¢ un gruppo p. d.t. i. di movimenti in M, allora il gruppo di
punti formato da un punto generico B, e dai punti equivalenti a
B per @, non pud avere il punto A come punto limite.

Se infatti A fosse punto limite di punti equivalenti a B per
G, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in 4 (§ 17, pag. 114-115).

Teorema. — Un gruppo G p.d. t. i. di movimenti reali in una
metrica M regolare in ogni punto reale é composto di un numero
finito di trasformazioni.

Noi sappiamo gia dal § 20, pag. 126, teor, IV, che G & pr. dis.
Dal teorema precedente noi sappiamo che un punto B reale, e i
punti equivalenti formano un gruppo di punti, che non pud avere
punti limiti. Dunque un punto generico B pud avere soltanto un
numero finifo di punti equivalenti. Se G contenesse infiniti movi-
menti, ogni punto B dovrebbe essere lasciato fisso da infiniti mo-
vimenti &, = Py (%, .. .. ¥,). Con metodo analogo a quello usato
per dimostrare il lemma di pag. 126 si vedrebbe, per il teore-
ma III di pag. 126, che G' non sarebbe p. d. t.i.

Dal precedente lemma risulta pure che, se & & un gruppo di
movimenti in una metrica di Eueclide o di Bélyai e se esso non
contiene trasformazioni infinitesime, allora un punto 4 di questa
metrica e 1 punti equivalenti formano un gruppo di punti, il
cui gruppo derivato non contiene alcun punto a distanza finita.

Una metrica di Riemann & definita dall’elemento lineare

ds¢=dzi}+....Fdal, _
dove le x sono legate dalla relazione: 2 4 .... 4 a3 = 1.

Nessuna delle & pud avere valori infiniti: e quindi la me-
trica & regolare in ogni punto. Quindi:

Un gruppo di movimenti in una metrica di Riemann, che sia
p- d. t.i., & un gruppo discontinuo finito.
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I ben noto viceversa che un gruppo discontinuo finito di
collineazioni reali su n variabili x,, 2, ...., &, si pud conside-
rare (*) come gruppo di movimenti in uno spazio di Riemann,
Infatti esso deve trasformare in sd la forma quadratica definita,
che si ottiene aggiungendo alla forma 2t -+ .... -} 2% le forme
trasformate. :

In modo analogo si possono trovare risultati affatto simili
per le metriche Hermitiane.

Un gruppo p. d. t. i. di collineazioni complesse che trasformi
in sé una forma Hermitiana positiva (o, cid ch’é lo stesso, che sia
un gruppo di movimenti in una metrica Hermitiana ellittica)
¢ un gruppo discontinuo finito.

E anche di questo teorema & vero il reciproco.

Questi risultati dimostrano che nello studio dei gruppi infi-
niti p. d. t. i. si debbono trascurare i gruppi, che sono gruppi
di movimenti in una metrica ellittica Hermitiana o a curvatura

costante.

Carrroro Sesto. — I campi fondamentali.

§ 24. — Prime definizioni.

Dato un gruppo @ qualunque di trasformazioni in uno spa-
zio S, restera per ogni punto A individuato un sistema X di
punti equivalenti ad A4 rispetto al gruppo G. I punti equiva-
lenti a un punto di 2 sono tutti e soli i punti di Z: basta percio
dare un punto di Z, perché tutto il sistema sia individuato senza
ambiguita. E, se escludiamo il caso che due punti qualungue di
8 siano equivalenti (nel qual caso 1'insieme 2 coincide con lo
spazio §), lo spazio S conterra un numeroc finito o infinito di
sistemi 2, ognuno dei quali & composto di punti tutti equiva-
lenti tra loro. In ognuno di questi sistemi 2 scegliamo un punto

(*) BaGNERA, Rend. del Circolo Matem. di Palermo. Tomo 15, pag. 165
e seg.




Capitolo Sesto — § 24. 143
con una legge qualsivoglia. Otterremo cosi un sistema P di
punti, composto di un numero finito o infinito di punti, tale

che un punto qualungue di P appartiene a uno e a un solo si-

stema X, e ogni sistema X contiene un punto e un punto solo -

‘del sistema P.

In altre parole: Ogni punto di S & equivalente a un punto e
a un punto soltanto di P.

E percid: Due punti distinti di P mon somo mai equivalenti,
rispetto a G.

Se il gruppo G trasforma in sé stessa una regione R di §,
noi possiamo anche limitarci a studiare i punti di R, costruendo
un insieme fondamentale P in R: un insieme cio¢, che goda della
seguente proprieta:

Ogni punto di R é equivalente a uno e un solo punto di P.
(11 caso precedente & quello, in cui E coincide con lo spazio
ambiente S). Ogni sistema o insieme di punti, che goda di questa
proprieta, si dice fondamentale in R.

Siano P, P’ due insiemi fondamentali: potrd darsi che questi
due insiemi abbiano dei punti comuni. Sia p I'insieme di questi
punti. Ogni punto dell’insieme P — p (*) sard equivalente a uno
e un solo punto dell’insieme P’ — p. Viceversa, se P & un in-
sieme fondamentale, se ¢ & un insieme di punti tutti contenuti in
P, se infine ¢ & un insieme ogni punto del quale & equivalente
a uno e un solo punto di g, allora linsieme P’ = P — q - ¢ (*¥)
& ancora un insieme fondamentale.

Queste operazioni, che permettono di ottenere da un dato
insieme fondamentale nuovi insiemi fondamentali, si dicono cam-
biamenti leciti (erlaubte Abinderungen).

Sia P un insieme fondamentale di un gruppo G. Applichiamo
ad esso tutte le trasformazioni di G. Esso si trasformera in nuovi

(% Cio& ogni punto di P, che non appartiene a p.
(**) P' & Vinsieme dei punti, che appartengono o a ¢,0oa P—gq.
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insiemi P, ciascuno dei quali & evidentemente un insieme ftm-
damentale. *

Da uno di questi insiemi P’ si pud passare a ogni altro me-
diante una opportuna trasformazione di G': cid che si suole espri-
mere, dicendo che & opera in modo transitive sugli insiemi P, P,

Ogni punto A di R appartiene o a P, o ad uno almeno degli
insiemi P. Se infatti B & il punto di P equivalente ad 4, quella
trasformazione di @, che porta B in 4, porta P in un insieme
P, contenente il punto 4.

Una trasformazione di G, che trasformi in sé stesso Uinsieme
P, (0 un insieme P’) deve portare ogni punto di questo insieme
in un punto equivalente dello stesso insieme, e quindi trasfor-
mera in sé stesso ogni punto di P (dell insieme P’ considerato).

Noi ammetteremo che nessuna trasformazione non identica
di G possa trasformare in sé stesso ogni punto di P. Ne verra,
per il precedente teorema, che ogni trasformazione non identica
di G porta P in un insieme P distinto da P.

Una trasformazione non identica U di G non potra trasfor-
mare in 8é stesso un insieme F’, perché altrimenti (se V' & la tras-
formazione che porta P in P) la trasformazione V' U V (non
identica) di @ trasformerebbe 1’insieme P in sé stesso.

Due trasformazioni U, V distinte di G portano ogni insieme P’
in due insiemi P", P" distinti, perché, se cosi non fosse, la tras-
formazione non identica U V=' di G porterebbe P” in sé stesso.

Cid si esprime dicendo che il gruppo G opera in modo sem-
plicemente transitivo sugli insiemi P, P

Un punto 4 comune a due degli insiemi P, P’ deve essere la-
sciato fisso da quella trasformazione non identica di G, che tras-
forma Uuno nell altro i due insiemi.

La teoria degli insiemi fondamentali ha caratteri ben distinti,
secondo che si tratta di gruppi pr. dis. nella regione E che si
considera, oppure di gruppi, che in R non sono pr. dis.

~ Supponiamo che G non sia pr. dis. in qualsiasi regione R,
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interna a R: supponiamo cioé che in ogni regione R, interna
a R, esista sempre almeno una coppia di punti distinti, equiva-
lenti rispetto a @. Se P & un insieme fondamentale, uno solo di
questi punti puoé appartenere a P. E quindi in ogni regione K’
di R esiste almeno un punto non appartenente a P. Ciod: ¢
punti di R, che non appartengono a un insieme fondamentale P,
scelto in modo arbitrario, formano un insieme di punti denso in
tutto R.

Se indichiamo con Q l'insieme dei punti di R, che non ap-
partengono a P, e con Q, I'insieme che & somma dell’ insieme Q
e dell’insieme formato dai punti comuni a R, e all’insieme de-
rivato di .Q, potremo dire che I'insieme Q, coincide con la re-
.gione totale R. E notiamo che se R ¢é perfefta, ossia se i punti
dell’ insieme derivato di R (i punti del contorno di R) si con-
siderano come appartenenti a R, allora Q, & senz’altro 1'insieme
somma dell’insieme Q, e dell’insieme derivato di Q. Del resto
in questo caso Q, coincide con 'insieme derivato di Q.

Se invece G ¢ pr. dis. nella regione R, allora in un intorno a di un
punto generico A non esistono punti distinti equivalenti. Noi pos-
siamo dunque considerare un insieme fondamentale P, a cui ap-
partengano tutti i punti di «; cosicchs, se 2’ & una regione, tutta
interna ad o, nessun punto di Q, pud appartenere ad «. Indiche-
remo con P, l'insieme somma di P e dell’insieme, i cui punti
appartengono contemporaneamente a R e all’insieme derivato
di P; e conserveremo il significato precedente di Q, Q. Indiche-
remo con p l'insieme comune a P, Q,. Noi completeremo nel
§ 26 !’ osservazione precedente, dimostrando, almeno per i casi
pit importanti per noi, che si pué sempre trovare un insieme
fondamentale P in guisa che:

I punti di p riempiono un numero finito, o un’infinitd nume-
rabile di ipersuperficie, o di pezzi di ipersuperficie, le quali divi-
dono R in due parti, R,, R,, connesse o no. I punti appartenenti
a R, non posti su p, o, come diremo, i punti interni a R, appar-
tengono tutti a P. I punti interni a R, appartengono tutti a Q.

10
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Se A ¢ un punto di R, (di R,), non posto su p, allora esiste
un intorno di A, i cui punti appartengono tutti a R, 0 a R,

‘I punti che appartengono a R,, o & p riempiono cosi tutta
una regione di G, che si chiama un campo fondamentale per il

‘gruppo G. L’ insieme p ed eventualmente qualche pezzo del con-

torno di R formano il contorno di questo campo.

Questo risultato si pud rendere intuitivo con le seguenti con-
sideragioni, le quali perd non hanno alcuna pretesa di rigore. '
Se G & pr. dis. in R, un punto 4 e i suoi punti trasformati
avranno punti limiti soltanto sul contorno di R. Cousideriamo
un intorno @, di un punto 4 di R, scelto in modo generico, e
gli intorni «,, &, ... . equivalenti. Se a, & abbastanza piccolo,
due qualunque di questi intorni non hanno punti comuni. Fa-
cendo ingrandire a,, ingrandiranno gli intorni ,, «,,....E ab-
bastanzs intuitivo che si potranno far ingrandire questi intorni
in guisa da riempire semplicemente la R. Questi intorni, ingran-
dendo, diventeranno delle regioni K,, X, ...,, due delle quali
avranno al pit comune parte del contorno, e che saranno tutte
campi fondamentali per G. La difficolta di rendere rigoroso questo
ragionamento & dovuta, sia alla grande varietd di gruppi G pr.
dis., sia alla grande arbitrarietd, con cui si pud far ingrandire
un intorno a, in modo che diventi un campo fondamentale.

Sia K un campo fondamentale per ‘G (a uno o pilt pezzi).

Ogni punto A di R é equivalente ad almeno un punto di K;
se esso ¢ equivalente a due punti di K, questi due punti giacciono
su p, e quindi sul conforno di K.

Questo teorema & conseguenza immediata della definizione di
campi fondamentali.

P, es. il gruppo G delle trasformazioni &' = x ~ = (» intero)
& pr. dis. su tutta la retta r, in cui & & coordinata non omogenea.
1l segmento O << 2 <1 & un campo K fondamentale per G. Il
contorno di questo campo & formato dei due punti equivalenti
z = 0, 2 =1. Un punto di », non equivalente a questi due punti,
& equivalente a uno e un solo punto di K.
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Le proprietd, dimostrate pitt sopra generalmente per gli in-

giemi fondamentali, valgono naturalmente per i campi fonda--

mentali, purché vi si introducano quelle modificazioni, che sono
imposte dal fatto che due punti distinti del contorno di un
campo fondamentale possono essere equivalenti. Noi le riassu-
meremo brevemente.

Da un dato campo fondamentale K si possono ottenere infi-
niti altri campi fondamentali mediante cambiamenti leciti, sosti-
tuendo a un pezzo H di K una regione H' equivalente ad H.
Naturalmente anche i campi cosi ottenuti potranno essere o non
essere connessi. Abbiamo gia ammesso (§ 17, pag. 114) che nes-
suna trasformazione non identica di G possa lasciare fisso un
punto 4 di B e tutti i punti di un intorno di A. Ne seguird
che in questo caso & soddisfatta per K I'ipotesi fatta in gene-
rale in questo paragrafo a pag. 144 per un insieme fondamentale
P, ossia che:

Nessuna trasformazione non identica di G pud lasciar fissi
tutti i punti di K.

E pia particolarmente:’

Se una trasformazione T non identica di G lascia fisso un
punto A, in ogni intorno di A esistono punti distinti equivalenti
rispetto a T e quindi anche rispetto a G. Quindi: un punto A di
K, non posto sul contorno p, non é lasciato fisso da alcuna tras-
formazione non identica di G.

Siano K’ i campi trasformati di K mediante le trasforma-
zioni di G. Quei punti di un campo K’ trasformati del contorno
di K formeranno il contorno del campo K’ considerato. L’in-
sieme dei punti di K, trasformati dei punti di p, si dird I'in-
sieme p’.

Se una trasformazione di G muta in s¢ stesso il campo K o
un campo K, essa si riduce alla trasformazione identica.

Due trasformazioni distinte di G portano il campo K, o un
campo K' in due campi distinti. Ciod: Il gruppo G opera in modo
semplicemente transitivo sui campi K, K’
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* Un punto A comune a due dei campi K, ' giace sul contorno
di ambedue questi campi.

Infatti siano K,, K; questi due campi; la f‘rasformazione,‘

non identica, T' di G, che porta K, in K, porterd il punto 4 in

‘un punto B del campo K;. Se il punto B & distinto dal punto

4, i due punti distinti 4, B di K, sono equivalenti, e quindi

“giacciono ambedue sul contorno di K. Se invece 4 ¢ B coinci-
‘dono, la T deve lasciare fisso il punto 4. Il punto 4 deve an-
‘cora, per quanto abbiamo gid detto, giacere sul contorno di K,

e di K,
I campi K, K’ riempiono tutta la regione R; due tali campi
possono avere a comune solo parte del loro contorno.
Due campi K,, K; che abbiano comune una parte del contorno

‘a n — 1 dimensioni (essendo # il numero delle dimensioni di S)

si diranno adiacenti; la parte del contorno comune si dird una
faccia (di prima specie) di K; o K. Se esistono poi sulle varietd
limiti di R dei punti, in ogni intorno dei quali esistono punti
di K, e se tali punti formano una varietd a # — 1 dimensioni,

- essi si diranno costituire una faccia (di seconda specie) di K.

Sia ora f una faccia (di prima specie) di un campo K, e sia K;

il campo adiacente a K, lungo f; la trasformazione di @G, che

porta K; in K,, porterd K, in un altro campo K, adiacente a

"K; lungo una nuova faccia f. Punti corrispondenti di f ed f’

saranno equivalenti rispetto a @. Quindi: Un punto 4 del con-
torno di un campo K, che non giaccia sul contorno di R, ed
appartenga a una e una sola faccia di prima specie di K|, sard
equivalente ad uno e un solo altro punto B del contorno di K,

“che generalmente sara distinto da 4.

Se K, & un campo fondamentale, indicheremo con 7 (i=1,2,...)

"quelle trasformazioni, che portano K, in un campo adiacente.

Se "K; € il campo, trasformato di K, mediante una trasfor-
jmaziom U di G, le trasformazioni, che portano K, in un campo
adiacente sono le U T, U,

Nei casi pitt importanti, che noi troveremo nel seguito, da
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un campo fondamentale K, si pud passare a ogni altro K, at-
traversando un numero finito s di campi K ,K,,.... K tali che
ciagscuno dei campi

K K K,....K K,

sia adiacente a quello che lo precede, e a quello che lo segue.
 In tal caso ogni trasformazione V di G o ¢ una trasforma-
zione T, che porta K, in un campo adiacente, oppure é prodotto
di pii trasformazioni T). Sia infatti K; il campo, in cui la V
porta K, e siano

K°7 KX)K,)"'WK,J-{J

campi a due a due adiacenti. Poniamo per simmetria j — i,,,.
La trasformazione di G, che porta Ko, in K, & una trasforma-
zione T'. Per dimostrare il nostro teorema, bastera dunque far ve-
dere che, se esso & vero per la trasformazione V' che porta K, in
K, (r << 8), esso & pur vero per la trasformazione V", che porta
Ko in K, . Infatti, per una precedente osservazione, la trasfor-
mazione che porta K" in K,r+1 & del tipo VT V', dove T &
una delle trasformazioni, che portano K, in un campo adiacente.
E la trasformazione V” sara dunque la V' 7T V' V' = V' T.
Se dunque V' & una trasformazione 7, o un prodotto di trasfor-

mazioni T, anche la V” & un prodotto di trasformazioni I

c. d. d.

Le trasformazioni 7T, insieme ai loro prodotti fatti in tutti i
modi possibili, esauriscono dunque le trasformazioni di G; ossia,
come si suol dire, sono un sistema di trasformazioni gemeratrici
di G.

Queste considerazioni si possono illustrare con un esempio.
Sia G il gruppo delle trasformazioni &' = x -+ m | ni (m, n
interi) sulla variabile complessa 2. R é il piano = della varia-
bile complessa x. Il contorno (la varietsa limite) di R si riduce
al punto all’infinito di questo piano. G-si pud considerare come
gruppo di movimenti in una metrica euclidea esistente su .
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Il quadrato di = che ha per vertici i punti 0, 1,4, 1 4 ¢ é un
campb fondamentale Ko per G. Ilati opposti di questo quadrato
sono tra loro equivalenti; le trasformazioni & =z -1, & =a |-,
che portano un lato di K, nel lato opposto, formano un sistema
di sostituzioni generatrici per G. I campi K, trasformati di Ko
non sono poi che i quadrati, i cui vertici sono i puntim {-in,
m—41)+in, m+4i@m+1), (m+1) + i@+ 1), dove m, n
sono interi arbitrarii; essi riempiono tutto il piano, eccetto il
punto & == oo, ecc. ecc.

Se noi togliamo da K, per esempio il triangolo H, che ha
per vertici i punti 0, 1, i, la ‘regione K’ (non connessa), che &
formata dal triangolo residuo (i cui vertici somo 1, 4, 1 - 4)
e da un triangolo qualsiasi H', equivalente ad H, di vertici
pt+igp+ig+1,p-+ig+i(dove p, g sono interi arbitrarii),
si puod ancora considerare come un campo fondamentale, che &
ottenuto da H mediante un cambiamento lecito.

§ 25. — Alouni teoremi relativi alla costruzione dei campi fonda-
mentali.

Sia G un gruppo, che trasformi in sé stessa una regione R
dello spazio ambiente S, e sia pr. dis. in ogni punto di R, e quindi
anche in R, Indicheremo con W 1insieme dei punti che mnon
appartengono a E, pure esistendo in ogni loro intorno punti
appartenenti a R: sia cio¢ W il contorno di E.

Dalle nostre ipotesi segue che, se 4 & un punto di R e quindi
non appartenente a W, e se B, B, B”....sono punti tra di loro
equivalenti rispetto a @, il punto 4 non pud essere punto limite
dell'insieme dei punti B, B, B"....
~ Noi supporremo di pit che esista una funzione H (z) delle
coordinate @, Ty, . ..., T, dei punti di R, positiva, finita, conti-
nus, & un sol valore dei punti di R, tale che:

I punti di B per cui,

- H@) =« (¢ = costante positiva finita qualunque)
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formano un insieme di punti, i cui punti limiti appartengono tutti

a R. Nessuno di questi punti limiti potrd quindi appartenere
a W.

Consideriamo un punto 4, e i suoi punti equivalenti 4,, 4,,
A,....Indicheremo con Hy, Hy, H,....i valori di H rispettiva-
mente nei punti 4o, 4, 4; .... Sia A il limite inferiore delle H,.
Potra avvenire uno dei seguenti tre casi.

1. Un certo numerc finito m delle H, p. es. le

H,H, ..., H,

hanno il valore A; le altre H, sono maggiori di A

2. Alcune, o tutte le quantitd H,, in numero infinito, sono
uguali a A

8. Nessuna quantitd H & uguale a X; ma se A, & una costante
qualsiasi maggiore di A, esistono infinite quantita H, il cui va-
lore & compreso tra A e A,.

Nel secondo e nel terzo caso esisterebbero infiniti punti 4,
in cui la H assume valori minori di A + & (¢ = costante posi-
tiva finita qualunque). Questi punti 4, dovrebbero, per le pro-
prietd ammesse per la funzione H, formare un gruppo infinito
di punti, i cui punti limiti dovrebbero appartenere ad E. Cio
che & assurdo per I'ipotesi fatta che G sia pr. dis. in ogni punto
di R. Dei tre casi citati, pud dunque avvenire soltanto il primo;
esistono cioé m punti (m = numero intero finito) '

®) A Ay, ... 4

in cui la funzione H acquista uno stesso valore A, minore dei
valori, che essa acquista negli altri punti 4. Dato uno qualsiasi
dei punti 4o, 4;, 4;,...., & completamente individuato il sistema
degli m punti (8), ad essi equivalenti. Al variare del punto Aoin R,
variano corrispondentemente i punti (8); e naturalmente potra
variare anche 'intero m. Indicheremo con z,,(p =1,2, .... n)
le coordinate del punto 4, (s=12....,, m). Tra i punti 4, ne
esiste uno e uno solo, ché indicheremo con 4, (r << m), tale ;he,
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per ogni valore di 8 differente da r 6 non maggiore di m, la
prima delle differenze '

Oy =Ty — Znj B =Ty — Traj s+ 3 By == Ten ~— Teny

che . non & nulla, sia negativa. Dato uno qualunque dei punti
Ao, A, 4, .. .. resta cosi completamente individuato un punto
4, ,ad essi equivalente. Noi diremo che il punto 4, , cosi de-
terminato tra i punti do, 4,, 45 ...., & il punto ridotto, corri-
spondente ad 4, (od a A, 4, ....). Quindi: Ogni punto 4, in-
terno a R individua uno e un sol punto ridotto (equivalente ad
4A,). Condizione necessaria e sufficiente affinché due punti A, B di
R siano equivalenti é che determinino uno stesso punto ridotto.

L’ insieme dei punti ridotti é quindi un insieme fondamentale
per G. ’

Nelle pagine seguenti dimostreremo, per aleuni tipi di gruppi
G, che questo insieme fondamentale definisce proprio un campo

fondamentale per G.

Applicheremo dapprima le precedenti considerazioni generali
ai gruppi di movimenti p.d.t. i, in una metrica (o ipermetrica)
reale. Noi vedremo che esse ci offrono un mezzo per costruire,
per tali gruppi G, un campo fondamentale. Risultera cosl ancora
una volta la importanza per il nostro studio del concetto di
metrica, illustrato nella prima parte del presente trattato.

In una metrica qualsiasi diremo distanza geodetica di due
punti 4, B, o piu brevemente distanza A B il limite inferiore
delle lunghezze delle curve, terminate ai punti 4, B. Cosi, se
4, B, C sono tre punti qualunque, sary AC< A B+ BC.

Sia @ un gruppe p.d. t. i. di movimenti in una metrica M
di uno spazio 8. Sia R quella regione di 8§ (che supporremo
Gonnessa), luogo dei punti, in cui M & regolare (§ 23, pag. 140).
Sia W il luogo dei punti (in cui M non & regolare) che, pure
non appartenendo a R, sono punti limiti di punti appartenenti




Capitolg, Sesto — § 25- : 153
a R. Tl gruppo G trasformerd R in s® stessa, e sard pr. dis. in
ogni punto di R, e in R.

Noi ammetteremo che la distunza geodetica di due punti 4, B
interni a K diventi infinitamente grande, allora e allora soltanto
che uno dei punti B si avvicina indefinitamente a un punto di W.

In questa ipotesi noi prenderemo come funzione H dei punti
A, di coordinate (x, .... ) di R la distanza geodetica 4o C,
dal punto 4, a un punto fisso Co interno a E. E ben evidente
che questa funzione H soddisfa alle proprietd, ammesse pil so-
pra. Noi potremo quindi costruire coi metodi precedenti il punto
ridotto equivalente a un punto qualsiasi 4 di R. L’insieme P,
formato da tutti questi punti ridotti, & un insieme fondamentale
per G. Per dimostrare che, se C, ¢ generico, questo insieme & un
campo fondamentale, dovremo premettere due lemmi.

Leusa 1. — Se Ao & un punto tale che la distanza 4, Co &
maggiore delle distanze da Co a un numero finito k di punti
Ay, 4y oo A= 1) equivalenti ad Ao, ossia se il valore H(Ao)
di H in Ao ¢ maggiore dei valori di H in Ay, Agy ...y Ay, esiste
un intorno Y di Ao, i cui punti godono della stessa proprietd.
Infatti esiste evidentemente una costante 3 > O, tale che
H(4o) — H(4) > &> 0 per i=1,2,.... h Sia o un intorno di
A (per j=0,1,2.... k) tale che ogni punto B; di «, soddisfi
alla | H(4) — H(B) | <g-.Le trasformazioni di G che portano

AGE=12..., k) in A,, portano a, in certi intorni § del

punto 4o. Sia Y un intorno di Ao, interno ad %, e a tutti questi
intorni B. Se B, & un qualsiasi punto di 7, e B, & un punto

equivalente a B, ed interno a & (i =1,2,...., h), sard evidente-
mente:
3
|H(B) — H(do)| < §, | HB)— HA) <3,
e quindi
H (Bo) > H(B).
c. d. d.
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Liexa T — Se Ao ¢ un punto tale, che la distanza Ao C, sia
minore di tutte le distanze A, Co da Co & un punto A, equivalente
6 A,, esiste un intorno di Ao, i cui punti godono della -stessa pro-
prieta.

" Sia 2 un intorno di 4,; e sia N una costante positiva mag-
giore dei valori assunti da H nei punti di %. Nella regione per-
fetta R, i cui punti (z) soddisfano alla H (x) < N, potra pene-
trare soltanto un numero finito 2 41 di intorni e equivalenti
ad a,, perchd, per le nostre ipotesi, le trasformazioni di G, che
possono portare un punto di % in un punto di R’ sono in nu-
mero finito (¥). Indicheremo con &, &;, . . . ., % questi intorni. Con
un ragionamento simile al precedente vediamo che, se ¥ & un
intorno abbastanza piccolo di Ao, interno ad %, allora per ogni
punto B, di ¥ & H(B.) < H(B) (Ei=1,2,....,h), se B, & un
punto di @, equivalente a Bo. D’altra parte i punti equivalenti
a B., distinti da B, By, ...., By, sono esterni a R, cosicché il
Valore assunto da H in un tal punto & maggiore di N > H(Bo). -
L’intorno y & quindi l'intorno cercato. o

Consideriamo ora una regione perfetta R, interna a E. Ogni
insieme di punti, appartenenti a I, avra per punti limiti dei
punti tutti appartenenti a K. Cerchiamo i punti 4, di R tali
che la distanza 4o Co sia uguale alla distanza da C, ad almeno
un punto A,, equivalente ad A,. Sia N una costante positiva piu
grande del massimo valore assunto da H (4,) (da 4, Cq), quando 4o
varia in K. In un punto A, equivalente ad un punto 4o di ',
tale che H (4) = H (4o), sara H (4) < N; quindi 4, appartiene
alla regione perfetta R’, in cui H assume valori non maggiori
di N. Le trasformazioni T’ di 2, che portano un punto di K in
un punto di R’ sono in numero finito: noi le indicheremo con

1" Infatti, se ao & contenuto nell’ ipersfera di centro 4o e raggio ¢,
tali trasformazioni debbono portare Ao in un punto della regione R’ i
cui punti («) soddisfano alla H (x) < N + &.
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Ty, Ty ..., T). I punti 4, cercati sono i punti z di R, che giac-
ciono su una delle & ipersuperficie V,, definite rispettivamente dalle

H@)=HTax) G=12....,h).

E nessuna di queste equazioni si riduce all’identiti, se nessuna
trasformazione di G trasforma in sé stessa la funzione H, ciod
se nessuna trasformazione di @ lascia fisso il punto C,, ossia se
Co & un punto gemerico. Notiamo ancora che, se 4o & un punto
di una di questa ipersuperficie, ossia se Ao & equivalente a un
punto 4, tale che 4o Co = 4, Co, allora la trasformazione, che
porta A4 in Ao, porterd Co in un punto equivalente Cj; sard
quindi 4, Co = 4, C, e quindi 4, Co = Ao C. Il punto 4, & equi-
distante da C, e C,. Le nostre ipersuperficie sono dunque luogo
dei punti equidistanti da Co e da un punto equivalente a Co. In-
dicheremo con V, il pezzo della ¥, che appartiene a K. Eccet-
tuati i punti delle V,, ogni altro punto 4, di R’ gode della
-proprietd che la distanza 4o Co mon ¢ mai uguale alla distanza
da C, a un qualsiasi punto 4, equivalente ad d,. Consideriamo
quelli tra questi punti 4, di R', che app&rtengond a P, ossia
consideriamo quei punti 4, di &, la cui distanza da C, & minore
delle distanze da C, a uno qualunque dei punti equivalenti a A4o.
Consideriamo i punti limiti B del gruppo di punti, formato da
questi punti do. Un tal punto limite B, appartiene a P, oppure
cade su una delle ipersuperficie V. Infatti, se cosi nen fosse, una
almeno delle distanze B, C, (i > 0) sarebbe minore della dis-
tanza B, Co. Per il lemma I sopra dimostrato, in un intorno
sufficientemente piccolo di B, non potrebbero esistere punti di
P; cid che & assurdo, perché per ipotesi Bo ¢ un punto limite
del gruppo di punti, formato dai punti di P interni a R,

In modo analogo dal secondo lemma si deduce che i punti
di R, non appartenenti a P, possono avere come punti limiti
soltanto punti non appartenenti a P, oppure punti posti su una
delle varieta V.. 0] poi ben chiaro che una linea continua con-
tenuta in R, che abbia per estremi un punto di P e un punto
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non appartenente a P, deve contenere almeno un punto (even-
tualmente un estremo) posto su una delle varietd V.. Di pit,
gse B, & un punto di P, interno a F', il quale non giace su una
delle V., e appartiene (non appartiene) & P, allora si pud co-
struire un intorno di- Bo (cfr. i lemmi dimostrati pitt soprs), i
cui punti godono delle stesse proprieta.

Da tutto quanto abbiamo detto risulta (quando si usino di
nuovo le notazioni del § 24): )

I punti di p, c i all’insieme P, (somma dell’ insieme P e-
dell’ insieme derivato) e all’'insieme Q,, che appartengono a R,
giacciono tutti sulle Vi, Vg oo -o Vi )

I punti di P interni a R’ riempiono una regione R, che ha
per contorno dei pezzi delle ipersuperficie V ed eventualmente
dei pezzi del contorno di R.I punti di R, che non appartengono
a P, formano un’altra simile regione K. Una linea di R, che
vada da un punto di R, a un punto di R,, attraversa qualche

ipersuperficie V.

Se facciamo ingrandire K, in modo che essa tenda alla re-
gione completa R, la regione R, o pon variera pitt da un certo
punto in poi, o andra sempre ingrandendo. In quest’ultimo caso
pud avvenire che il numero delle ipersuperficie V di separa-
zione tra la R, e R, aumenti indefinitamente.

La regione R, (o il limite di una tale regione, quando B’ va
ingrandendo) & evidentemente un campo fondamentale K, per G
in R, che contiene il punto Co, e si chiama i campo normale di
centro Co. I campi fondamentali K,, K, .. .. trasformati di K, per
le trasformazioni di G saranno rispettivamente i campi normali,
il cui centro & C;, Cy, . ...

Se_due campi normuli K, K; sono adiacenti, la faccia comune
sara formata tutta di punti equidistanti dai loro centri.

Osservazione. — In una regione perfetta R, interna a R, non
pud penetrare che un numero finito di campi fondamentali.
Potremo ammettere che Co sia interno a R'. Un punto 4, di R,
che gtppa;rt,enga a un campo fondamentale K, deve avere dal
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centro corrispondente C; una distanza non maggiore di 4o Co.
Quindi C; G, < 4o Co + 4o 0, < 2 Ao Co. Quindi i campi, che pe-
netrano in R, sono compresi tra quei campi (in numero finito),
i cui centri sono interni all’ipersfera di centro C, e raggio 2,
ge A & la massima corda di R’

Le considerazioni generali, svolte in principio del presente
paragrafo, si possono applicare, oltre che ai gruppi di movimenti,
anche ai gruppi G p.d. t. i. di trasformazioni reali (complesse)
lineari intere omogenee unimodulari su n variabill ;, Xz« o3 Tm
coordinate omogenee in uno spazio 3. Noi abbiamo gia visto
che un tale gruppo G & pr. dis. (teoremi VI** e VII**, § 21,
pag. 128) in una regione R di uno spazio S, cosi definita. § & lo
spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte
reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme Fy, al-
gebriche di uno stesso grado 2 h (F, Hermitiane) delle variabili z.
R & quella regione di S che ¢ immagine di forme definite. Per fis-
sare le idee supponiamo che G sia un gruppo reale; e indichia-
MO CON Yy Yy v+ e vy Ym i coefficienti delle forme F, che sono coordi-
nate omogenee in S. Noi potremo fissarne il fattore di propor-
zionalitd in guisa che un invariante non assoluto delle F (p. es.
il discriminante, se h = 1) abbia un valore costante, prefissato
a priori. Il gruppo G da origine a un gruppo T di trasforma-
zioni lineari intere omogenee unimodulari sulle y.

Assumiamo come funzione H una forma algebrica definita
positiva generica delle y.. I3 facile riconoscere che questa fun-
zione gode delle proprietd supposte in generale al principio del
paragrafo, e che in sostanza si riducono a questa:

Se d ¢ una costante positiva qualunque, ed R ¢é la regione di
8, in cui H(y) < d, esiste al piu un numero finito di trasforma-
_zioni di T, che portano un punto di R in un punto di R'.

Infatti, per i lemmi del § 19 (pag. 119),1e coordinate y di un pun-
to di R sono inferiori in valore assoluto a una stessa costante fini-
. ta. B 1a trasformazione di G, che corrisponde a una trasformazione
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di T, che porta un punto di R in un altro punto di R, ha quindi
i coefficienti minori in valore assoluto di una stessa costante.
Poiché G & p. d. t. i, queste trasformazioni sono dunque in nu-
mero finito. E noi le potremo indicare con T, T}, ...., T, (r in-
tero finito). Si possono cosi dimostrare nel caso attuale lemmi
perfettamente analoghi a quelli sopra dimostrati per i gruppi
di movimenti, e dedurne conseguenze affatto simili. Le » ipersu-
perficie H (y,, Ys ooy Yu) = H (T8, TiYsy ooy Tiya) (i=1,2,....,7)
hanno nel caso attuale 1’ ufficio, che le ipersuperficie V avevano
per i gruppi di movimenti. E noi troviamo cosi il teorema:
Ogni gruppo proiettivo p. d. L. i. ha sempre un campo fonda-
mentale, quando lo si pensi operante in uno spazio S, i cui punti
corrispondono biunivocamente alle forme algebriche F,, o Hermi-
tiane F, delle coordinate omogence r dello spazio iniziale Z.,
Osservazione. — Anche per i gruppi G, cui si riferisce il teo-
rema XII del § 21, si pud facilmente dimostrare 1’ esistenza in
R’ di una rete di campi fondamentali. (Cfr. loc. cit. per le nota-
zioni). Infatti se K & un campo fondamentale per ¢ in K, i punti
B di R,a cui corrisponde in R un punto reale C, interno a K,
formano evidentemente in R un campo fondamentale XK' per G.

§ 26. — Osservaszioni varie relative alla costruxzione dei campi
fondamentali; ed esemplii.

Nel presente paragrafo mi propongo di dare altri metodi, che
talvolta permettono pure di costruire i campi fondamentali di
un dato gruppo pr. dis.

Le considerazioni seguenti non hanno alcuna pretesa di ri-
gore, ma vogliono solo indicare il modo generale di procedere.

Sia dato un gruppo G pr. dis. in una regione R di uno spa-
zio 8, che noi supporremo trasformata in sé stessa da G. E sia
dato in R un sistema numerabile X di ipersuperficie Vo, V;,¥;....
tali che ogni trasformazione di G porti una qualunque ipersu-
perficie di 2 in un’altra ipersuperficie di Z. Pud accadere che
queste ipersuperficie dividano R in infinite regioni parziali R,




Capitolo Sesto — § 26. 159

R, R,...., ciascuna delle quali sia limitata da pezzi di ipersu-
perficie V, e non contenga all’interno un punto appartenente a
una delle ipersuperficie V. In tali ipotesi ogni trasformazione
di @ porta una di queste regioni R, in un’altra di queste re-
gioni (*). Cosicché se due punti 4, B di R, interni rispettiva-
mente a R, R, sono equivalenti, la trasformazione di &, che porta
A in B, porta R, in R,. Diremo equivalenti due regioni R;, K,
quando esiste almeno una trasformazione di G, che porta R, in E;.
Aggrupperemo queste regioni R, in altrettanti sistemi parziali
M, M, M,...., in guisa che due regioni di uno stesso sistema
siano -equivalenti tra loro, e due regioni R, non appartenenti
allo stesso sistema, non siano equivalenti tra loro. Prendiamo
una regione R® dal sistema M,, una regione E® dal sistema M,,
una regione R® dal sistema M,, ecc. Consideriamo il sottogrup-
po G® di G (che pud eventualmente ridursi alla sola identita) che
" trasforma R in sé stesso. Costruiamo in un modo qualunque
(§ 24, pag. 144) un insieme P® fondamentale per G in R; al-
trettanto facciamo nelle regioni R®, R®, ..., in cui costruiremo
rispettivamente un insieme P®, un insieme P, ecc. L’insieme P
di punti, che & somma degli insiemi P®, P®.... & un insieme
fondamentale per G in R. Un caso specialmente importante &
quello, in cui _

a) Le regioni R; sono tutte equivalenti tra loro.

B) Nessuna trasformazione di @, oltre 1’identita, trasforma in
84 stessa una regione F,.

In questo caso una qualunque delle regioni R pud servire
come campo fondamentale per G.

Per costruire un sistema 2 di ipersuperficie V, trasformato

in sé stesso da @, basta prendere una ipersuperficie Vo, qualun-

(*) Se cid non fosse, R, sarebbe portata dalla 7' in una regione, con-
tenente all’interno un punto di una delle V: ciéo che ¢ assurdo, perché
il sistema delle ipersuperficie V & trasformato in sé stesso, e la I; non
contiene al suo interno alcun punto di una ipersuperficie V.
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-que ¢ le sue trasformate. Se esiste in G una ipersuperficie U,
i cui punti sono tutti lasciati fissi da una stessa tmsformazioﬁe
T di G, si suol prendere proprio la U come ipersuperficie Vo I
-punti della ipersuperficie trasformata di U per una trasforma-
zione 7T, di G saranno tutti lasciati fissi dalla trasformazione
T, 7T di G.

Questa scelta non & dovuta gid a ragioni pratiche, ma ha le
sue proprie ragioni teoriche (*).

Infatti, poiché un punto della ipersuperficie U, o delle sue
trasformate, & lasciato fisso, come dicemmo, da una gqualche
trasformazione di G, in ogni suo intorno esistono coppie di punti
distinti equivalenti; un tal punto non pud percid essere interno
a un campo fondamentale, e quindi giacera necessariamente sul
contorno di un qualche campo fondamentale, ammesso che tali
campi esistano.

Di pit la ipersuperficie U e le sue trasformate devono ne-
cessariamente dividere R in regioni parziali; se cid non fosse,
ogni intorno « di un punto gemerico 4 di R, dovrebbe essere
attraversato da qualcuna delle ipersuperficie U; e, poichs in
ogni intorno di un punto di una delle U il gruppo G possiede
punti equivalenti, il gruppo G non sarebbe pr. dis. in ogni punto
generico A di R: cid che & assurdo. Notiamo ancora che, se G
fosse un gruppo di movimenti, una ipersuperficie U, lasciata fissa
da una trasformazione T di G, sarebbe una ipersuperficie, i cui
punti hanno uguali distanze geodetiche da un punto C e dal
punto (', trasformato di C mediante la T: cid che dimostra gli
stretti legami che uniscono le teorie qui svolte, e i metodi del § 25,

Prima di dare alcuni esempii particolari, premettero una os-
servazione generale, il cui completo sviluppo sard dato soltanto
in un altro capitolo. Sia K, un campo fondamentale per un

(*) La seguente osservazione mi fu suggerita dal Dott. E. Levi.
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gruppo T, e siano K,, K,,.... i campi équivalenti a K.. Sia G
un sottogruppo di I, di indice finito m. Siano 7, 7, Ts.... le
trasformazioni di G. Esisteranno m trasformazioni Uo=1, U,,....,
U._, (§ 8, pag. 12) distinte di T, tale che ogni trasformazione
T di T si pud scrivere in uno e in un solo modo nella forma
Ut@E=012...)(=01....,m — 1). Anche la T si
potra dunque scrivere in un solo modo sotto la forma U 7, con
certi altri valori degli indici j, i. E quindi la 7' si potrd scri-
vere in un solo modo sotto la forma t ' U;'. Posto U =V, e
ricordato che T;* & uguale a una trasformazione 7, di &, avremo
che ogni trasformazione 1'di T' si pud scrivere in uno e in un
solo modo sotto la forma<, V,(j=0,1,....,m — 1;5=0,1,2,...).
E noi potremo disporre le operazioni di I' in un quadro, in guisa
che le operazioni T, V;, corrispondenti a uno stesso valore di j,

apparténgano a una stessa orizzontale. I campi fondamentali -

Ko, K, K,, . ... (tutti equivalenti rispetto a I') non saranno tutti
equivalenti rispetto a G, e precisamente due campi fondamen-
tali K, e K, saranno equivalenti rispetto a & soltanto quando
sono trasformati di K, mediante due trasformazioni di I, appar-
tenenti a una stessa orizzontale del quadro; quindi il campo K,
e i campi trasformati di Ko mediante le V), V..., Vi, costitui-
scono insieme un campo fondamentale per @, che potrd essere
o0 non essere connesso. Tutto cid sard reso piu chiaro dagli esem-
pii seguenti, a cui noi applicheremo ora le precedenti conside-

razioni.

I. Gruppo modulare. — Si dice gruppo modulare il gruppo

G delle trasformazioni

,__ew+B
® o =i Ts

sulla variabile complessa £ = £ 4 i %, dove le &, §, v, ® sono in-
teri razionali legati dalla

(10) a8 —By=L
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1l gruppo G & evidentemente p. d. t.i.; e in cisscuno dei semipiani,
in cui I'asse r delle quantits resli (la retta % = 0) divide il

"piano = delle variabile x, si pud considerare come un gruppo

di movimenti in una metrica di Bélyai. Esso & dunque in cia-
seano di questi semipiani pr. dis. (§§ 14, 21). Noi studieremo p. es.
il semipiano =, per cui & 7> 0.

Per i risultati del § 14, nessuna trasformazione di G pud
trasformare in b tutti i punti di nna stessa linea. Non potremo
dnnque applicare senz’altro il metodo precedente; e moi pertid
ricorreremo a un artificio, il cosidetto ampliamento per rifles-
sione o per simmetria.

L’idea fondamentals di questo artificio & la seguente. Cer-
chiamo di trovare un gruppo I, in cui G sia contenuto come

sottogruppo di indice finito, e che contenga qualche trasforma-

zione, che lascia fissi tutti i punti di una certa linea. Allora
col metodo svolto pii sopra determineremo un campo fonda-
mentale per T'; e, secondo i risultati della precedente osserva-
zione, cercheremo poi di formare un campo fondamentale per il
nostro gruppo G, riunendo insieme un certo numero di campi
fondamentali per il gruppo T. .

Consideriamo la trasformazione &’ == — %o. Essa &, nella no-
stra metrica, un movimento U (§ 14, pag. 83) di seconda specie,
anzi precisamente una simmetria, che lascia fissi tutti i punti
della geodetica £ = 0. Moltiplicando la (9) per questa simmetria
U otterremo una nuova trasformazione definita dalla:

(11) w’—_—'_—____‘;%:‘:—i—'—g («®—By=1).

Le trasformazioni (9), (11) generano evidentemente un grup-
po I',in cui G & contenuto come sottogruppo di indice 2, e che
si dice gruppo ampliato, perché & stato ottenuto da G, ampliando
G con la riflessione U. Per i risultati del § 14, quelle delle tras-
formazioni (11), per cui & « =28, sono tutte simmetrie, che tras-
formano in sé stesso ogni punto della geodetica

12 vE+m—2aE+p=0 >0 (@—Br=1
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Questa geodetica ha naturalmente per immagine su =, &
semicerchio (o una semiretta, se Y==0 e quindi «® = 1), che in-
contra r ortogonalmente. Noi chiameremo questi cerchi e queste
rette cerchi e refte di riflessione.

Come abbiamo gia osservato in generale, questi cerchi e que-
ste rette formano un insieme di linee V, invarianti per T, ossia
ogni trasformazione di T porta una linea df riflessione in uw'alira
linea di riflessione. Infatti, se T'é una riflessione di I' sulla linea
V,, e se una trasformazione T, di T porta ¥, in un’altra linea
V,, la V, serd una linea di riflessione per la trasformazione
T, T T:* di T. Ancora noi sappiamo gia che esistono regioni
di w, in cui non penetrano linee di riflessione; possiamo perd
dimostrare di pit che in ogni regiome finita E, interna a m (i
punti della quale hanno cios da r una distanza euclides mag-
giore di una costante & maggiore da zero) non possono penelrare
infinite linee di riflessione. Indicheremo con & la massima distanza
di un punto di R dall’asse delle %; per le nostre ipotesi, h sara
una costante positiva finita.

Le rette di riflessione hanno per equazione f = %‘, dove
o == 1, ossia o == + 1; ossia le rette di riflessione hanno per
equazione 2E == m, dove m & un numero intero. Quindi & ben

chiaro che R pud essere intersecata soltanto da un numero fi-
l'om !
nito di rette di riflessione, perché, per tali rette, ; %n E < h. 1l cer-

2 — By
chio di riflessione (12) ha per raggio Vi_:fg—@l =+ %;. Affin-

ché esso penetri entro R, dovra dunque essere Il“?ll = ¢, ossia

vl i . Poiché v & intero, Y pud avere soltanto un numero

finito di valori. Poiché il massimo raggio di un cerchio (12) di

riflessione & 'unita, il centro di un cerchio, che penetri entro X,

avrd una ascissa non maggiore di & + 1. Ma Vascissa del centro

del cerchio (12) & $ Sara, dunque f:—‘ < h -+ 1. Siocome
1

AR 1? sard |a = T (h + 1); e quindi, poiché & & intero, an-

finito di rette e di cerchi di riflessione.
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chie 2 potrd avere soltanto un numero finito di valori. E poiché
a* — By =1, anche B potrd avere soltanto un numero finito di
valori. La regione R’ & percid intersecata al piit da un numero

c. d. d.

Questo teorema si poteva del resto dimostrare senza alcun
calcolo. Se infatti esso non fosse vero, esisterebbe in B almeno
un punto 4, in ogni intorno del quale penetrano infinite geode-
tiche di riflessione. E per i ragionamenti di pag. 160, il nostro
gruppo non sarebbe pr. dis. in 4: cid che & assurdo.

Valendoci di questo teorema, potremo dimostrare che le linee
di riflessione dividono T, in ‘infiniti triangoli curcilinei, tutti equi-
valenti tra loro rispetto al gruppo T. Consideriamo le tre linee
di riflessione )

E=—§ E=0; piw=L

ésse limitano in 7, un triangolo A (i cui lati sono geodetiche,

ossia rette o cerchi che tagliano r ad angolo retto). I vertici
: ant
di A sono i punti # = oo, =i, & = e". Questo triangolo non

& attraversato da alcuna linea di riflessione, come & facile rico-
noscere, servendoci della equazione (12) delle linee di riflessione (*).

(*) Una retta di rifiessione, come gia dicemmo, ha per equazione
2 E = m, dove m & un intero: & facile riconoscere quindi che nessuna di
queste rette penetra in A. Un cerchio (12) di rifiessione ha per raggio T‘:—‘ .
Affinch® esso penetri in A deve contenere nel suo inlerno almeno uno dei
62— i, s o3 = —} + i V.3, Quindi dovrebbe vs 1
mnti r=1i, z=—02%= — i . Quindi dovrebbe essere
P » ) 3 = m:

e, poichd y & intero, si avrebbe || =1, 08sia y =+ 1, e quindia®=1+f.
Ma, affinché il cerchio (12) (ove si ponga y = + 1) contenga all’interno

il punto z == {, oppure il punto z=:_1j_;.ﬁ, deve essere 148 <0

oppure 1 4 B+ a < 0, ossia a* < 0, oppure .a* 4+ & << 0. Queste disu-
guaglianze sono assurde, essendo a un intero reale, e quindi essendo

ot = el 0
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Esso ¢ dunque uns delle nostre regioni K. Se noi applichiamo :

a A le trasformazioni di T, otterremo infiniti altri triangoli, cia-

scuno dei quali sard limitato da geodetiche di riflessione e non_

sard attraversato da alcuna geodetica di riflessione; un punte
interno a uno di questi triangoli non potra appartenere ad al-
cun altro triangolo. To dico che questi triangoli coprono tutto .
Sia infatti B un punto qualunque interno a =, ed A un punto
qualunque interno a A; tiriamo una linea A B, che resti a di-

stanza finita da 7, e che non passi per alcun punto comune a:

due linee di riflessione. Essa, per quanto abbiamo visto, non
potrd che incontrare un numero finito di linee di riflessione. Se
il punto B & esterno a A, essa ‘traversera una almeno di queste-
linee: un lato di A. La nostra linea sard quindi divisa in un
numero finito di tratti I, Iy, ...., & tali che il punto di divi-
sione di due tratti appartiene a una e una sola linea di rifles-
sione. Il tratto I, & interno a A: esso avra due estremi: il punto
A e un punto A’ posto sul contorno di A. La riflessione relativa
a quel lato di A, che passa per A, portera A in un triangolo &,
che conterra al suo interno il tratto l,. Se 4”& I’ estremo dil,,
distinto da 4, la riflessione attorno a quel lato di A’ che passa
per A” portera A"in un nuovo triangolo A”, che conterra al suo
interno ;. Cosi continuando, finiremo col portare A in un altro
triangolo, che contiene il punto B.

La nostra asserzione & cosl dimostrata.

Consideriamo il triangolo A; una trasformazione diT, che lo

trasformasse in sé stesso, non potrebbe che permutarne i vertici
b il
=i, g=oc0, x=¢e". Si riconosce facilmente che I’unica tras-

formazione (9) o (11), che possa far questo, & la trasformazione
identica. Dunque nessuna trasformaszione di f (oltre 1 identita)
lascia fisso il triangolo A. Quéindi, per le nostre considerazioni
generali, 4, 0 uno qualsiasi dei triangoli equivalenti, 8i puo assu-
mere a campo fondamentale di T. Le tre trasformazioni

p 1

& = — Koy & = — o — 1, ==
&o

F
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sono le tre trasformazioni di F, che portano A in wmo dei trisn-
goli adiscenti, e somo riflessioni sui tre Mati di A. Queste tre
4rasformazioni formano dungue (§ 24, pag. 149) un gruppo di

trasformazioni generatrici per T.

Consideriamo il triangolo A e uno dei triangoli adiacenti A’
o

p. es.il triangolo A i cui vertici sono i punti ¢ —é, @ =oc,x=2¢"
Considerati insieme, i due triangoli A, A formano un unico campo
fondamentale D, che noi diciamo essere un campo fondameniale
per G. Infatti un punto generico B di =, ha un punto 4 equi-
valente in A, e un punto equivalente A’ in A, rispetto al grup-
po I'. Dal punto 4 si passa al punto A’ mediante la simmetria U
definita dalla retta £ = 0. Se dunque la trasformazione TdiT, che
porta B in 4 & un movimento di prima specie, ossia appartiene
anche a @, la trasformazione I7di T che porta B in 4 & uguale
el prodotto U T, e quindi & di seconda specie, ossia non appar-
tiene a G. Se invece la T & di seconda specie (non appartiene
a @), 1a T’ & di prima specie (appartiene a G). Esiste dunque en-
tro D, in ambedue i casi, uno e un solo punto equivalente a B

rispetto a G.
c.d d

Noi considereremo ) anche come un quadrangolo, conside-

rando il punto z =i come un vertice di D. In tal caso D avrs
k.1

4 lati: il lato chte va dal punto & == o al punto x = e’; il lato

che va da quest’ultimo punto al punto z = i; il lato che va
2mi

dal punto  =¢ al punto = ¢?; e infine il lato che va dal
me

punto x = e* al punto & = co. 11 primo e I'ultimo lato sono

equivalenti, perché la trasformazione (di &)

¥=wx-F1

porta "ano mnell’altro; il secondo e il terzo lato sono pure egqui-
valenti, perché la trasformazione

g

1
r=—=
x
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del gruppo G porta I'uno nell’altro. Queste due trasformaziomi
bastano dunque (§ 24, pag. 149) a generare il gruppe modulare,

Gruppo di Picard. — Si diee gruppo di Pieard il gruppo G

delle trasformazioni:
2w+ 8B 5—By— 5 —By—i
=T (= By =1 oppure « py=1)

dove le a, B, 1, 3 sono numeri interi complessi di Gauss, vale a
dire numeri della forma a -} i b (dove a, b sono interi razionali).
1l gruppo G di Picard é chiaramente p. d. t. i. Esso non lascia
evidentemente fisso alcuna retta, o alcun cerchio del piano della
variabile complessa x e percid ¢ un gruppo kleiniano (§ 22,
pag. 139). Esso si pud quindi eonsiderare come gruppo di movi-
menti in uno spazio di Bélyai & tre dimensioni (eft. anche § 14,

.pag. 95), che noi potremo immaginare rappresentato conforme-

mente su un semispazio euclideo S a tre dimensiori, limitato
dal piano = della variabile complessa z. Noi avremo cosi in
questo semispazio un gruppo di trasformazioni conformi, che
trasformano 7 in sé stesso. Anche qui la trasformazione &' =—-— o
rappresenta una simmetria nella metrica di Bélyai, che & rap-
presentata in 8. Ampliando G con questa simmetria, otterremo,
come sopra, un gruppo I' in eui & & contenuto come sottograppo
di indice 2. In T' sono contenute le infinite riflessiondi, definite

da equazioni del tipo:

mbime il w1
= iy e I (4 — %) ¢ ‘+“’+ﬁ7 )

oppure

_ (ot i) xo + (1— 9B s 1t 198y =1
o= e @iy @ TETE=D

dove le &, B,y sono interi reali razionali. Le sfere e i piani di riflessio-
ne corrispondenti dividono 8§ in poliedrt (tra loro equivalenti). Uno
di questi poliedri & quello limitato dai piani, che intersecano ortogo-

3 —

nalmente 7 lungo le rette £+ 2o = 1,2~ Zo=0, I—xﬁ-{-z == 7_@71’ e dalla

" ’ e
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sfera, che taglia ortogonalmente = lungo il cerchio & 7o = 1.
Uno di questi poliedri pud servire a I' di campo fondamentale
in m. L’insieme formato da due consecutivi di questi poliedri
si pud considerare come un campo fondamentale di G in 8.
Tutte le proprieta, qui soltanto enunciate, si possono dimo-
strare con metodo analogo a quello usato per studiare il gruppo
modulare; il lettore potra trovare le dimostrazioni nelle Lezioni
sulla teoria delle funzioni di variabile complessa del prof. Biancur
(§ 26, pag. 72 e seg,) o nel trattato del Fricke (pag. 76 e seg.).

Gruppo aritmetico riproduttore di una forma quadratica inde-
finita. — Tanto il gruppo modulare, quanto il gruppo di Picard
si possono considerare come gruppi di movimenti reali in una
metrica di Bolyai, ossia come gruppi di proiettivity reali in un
piano, o in uno spazio, che trasformano in s& stessa una conica '
reale, o una quadrica reale non rigata. Noi vogliaﬁxo applicare
i metodi precedenti allo studio generale dei gruppi aritmetici ri-
produttori G (§ 22, pag. 136) di una forma quadratica V= IR
a coefficienti interi razionali, quando la V' == 0 rappresenta una
quadrica reale @ non rigata nello spazio S, in cui le z, (i << )
sono coordinate omogenee. Questi gruppi, che si possono, come
sappiamo, considerare tutti come gruppi di movimenti in una
metrica di Bolyai, che abbia Q per assoluto, sono pr. dis. nella
regione R interna a Q. Per applicare i nostri metodi, noi dob-
biamo cominciare con la determinazione delle riflessioni, conte-
nute in @ Le riflessioni non sono che le omologie armoniche,
trasformanti Q in sb stessa, che lasciano fissi tutti 1 punti di un
iperpiano I, che interseca la R, ossia che taglia Q in punti reali.

Sia 2 b, 2, = O ' equazione di I. Ora, mutando, caso mal, i

segni di tutte le ay, potremo ottenere che
Dy w2, <0

sia la condizione, affinché un punto z; sia entro E. Indicando

con A il complemento algebrico di a, nel determinante |ag],



SRR

5
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il polo A di T avra le coordinate 3 A, b,; affinché I attraversi

s

R, dovra essere
"Zka(k§Ambh f;" A,5.>0,

ossia, posto A ==|a.|,

AD 4,08 b, >0.

Ma, per le ipotesi fatte, & < 0. Quindi

24,05, < 0.

La riflessione determinata da I non & che I’ omologia armo-
nica, che ha I come iperpiano di omologia, e A come centro di
omologia. Essa & quindi definita dalle seguenti equazioni:

’ Zby
Yi=y— 21;4:,.bjbk Z Ay by

Si verifica facilmente infatti che questa proiettivita trasforma
in 86 stessa la forma V, e lascia fissi tutti 1 punti dell’iperpiano L
Affinché questa proiettivitd appartenga a G, 1 suoi coefficienti
devono essere numeri interi razionali. Quindi i rapporti delle b
devono essere razionali; e noi potremo supporre che le b siano
interi primi tra di loro. 11 numero intero % A, b, b, deve esserp
un divisore dell’intero 2 &, ZL} Ay b, qualunque sia i. Poiché gli
interi b, sono primi tra di loro, I'intero 32 A, b, by (che sappiamo
negativo) deve essere un divisore di 2 ? A, b, e quindi anche
di 2 ? a,ifkl A, b, =2 A b, qualunque sia . E, poiché le b, sono
interi primi tra loro, I'intero negativo X A, b, b, deve essere un
divisore dell’intero 2 A, che & pure negativo. Indichiamo con
3,@=12...., k) 1 divisori negativi (in numero finito ) del-
I'intero 2 A. Avremo, per quanto abbiamo detto, che deve essere

soddisfatto almeno uno dei seguenti sistemi di equazioni

3) & Ay b, b= az

= =2 ... ure a=h
9 §Am b, =0 (mod az);(“ 1, oppure « y +o00) OPP )

T e R L
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“Ogni sistems di numeri interi b primi tra di loro, che sod-
disfi & uno degli % sistemi (13), ci definisce un iperpiano di rifles-
sione, ossia una riflessione di G. Abbiamo cosi ricondotta una
parte delle nostre ricerche (che & spesso la fondamentale) alla
risoluzione dei sistemi (13). Ma la nostra teoria ci da un aiuto
potentissimo per la risoluzione delle (13). Infatti notiamo che
per ogni soluzionme di (13) ¢ individuata una riflessione di G.
Date due tali riflessioni U, V se ne puo subito trovare una terza
U-'V U, e quindi, continuando in modo simile se ne possono tro-
vare infinite altre VU V, V' U VU V, U V' U VU VU, ecc.

La teoria dei sistemi (13) presenta percid una notevole ana-
logia (che non & soltanto formale) con la teoria della equazione
di Pell, per la quale, com’# noto, basta conoscere la soluzione
minima per poter trovare tutte le altre (*).

Immaginando di avere, in un modo o nell’altro, risoluto le
equazioni (13), noi avremo determinato tutte le riflessioni di G
queste riflessioni, moltiplicate tra di loro in tutti i modi possi-
bili, genereranno un grappo &, o coincidente con @, o contenute
in G come sottogruppo invariante. I piani di riflessione trovati
divideranno R in tante regioni parziali K, K,, K, . ..., ciascuna
delle quali potrd servire di campo fondamentale a G (**).

§ 27. — I gruppi lineari e conformi pid generali.

Le considerazioni dei due ultimi paragrafi hanno un’impor-
tante applicazione al problema di riconoscere se un gruppo li-
neare o conforme qualsiasi &, 0 non & pr. dis. Comincieremo dal
caso dei gruppi lineari.

Sia G un gruppo p. d. t.i. di collineazioni reali o complesse in
uno spazio §,in cui ¥y, £;,....%, siano coordinate omogenee. Come
potremo noi riconoscere se il gruppo G opera o non opera in modo

(*) Cfr. Dir1CHLET-DEDERIND, Teoria dei numeri. Trad. it. del FAIFOFER.
Pag. 142 e seg. ’

{**) Nel trattato éi Ku;n;‘c FRrICKE (pag. 501 e seg.) si studiano mol-
tissimi casi particolari, e si trovano numerose citazioni bibliografiche.
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pr. dis. sui punti reali e complessi di 8, o, ¢id che & lo stesso, sulle
variabili % (i=1,2,....,2—-1), pensate come variabili complesse?

Indichiamo con E, le coordinate omogenee di iperpiano in §, e
con E! le quantitd immaginarie coniugate, e consideriamo il si-
stema di tutte le forme F quadratiche a coefficienti reali o di
tutte le forme Hermitiane nelle £. Sia al solito 2 uno spazio in
cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la parte reale e la
immaginaria dei coefficienti) delle nostre forme F. Sia R quella
regione di 2, i cui punti sono immagine di forme definite. Il
gruppo @ diventa in S un gruppo G, che trasforma R in sé
stessa, ed & pr. dis. in R (§ 21, teoremi VI e VII, pag. 128). Noi
potremo anzi per i risultati del § 25, pag. 1567-158, immaginare di
aver costruito in R per G un campo fondamentale Ko, e i campi
equivalenti K, K, .... Tra le varieta, che formano il contorno di
R ¢’ la varietd W, luogo dei punti, a cui corrispondono forme
uguali al prodotto di due fattori lineari Yok, DaE (Do, E, Tty
(dove con a, a? indico costanti immaginarie coniugate). Nel primo
caso questi due fattori rappresentano, uguagliati a zero, due stelle
immaginarie coniugate di iperpiani, ossia in sostanza due pﬁnti
immaginarii coniugati di 8. Nel secondo caso il primo di questi
due fattori individua P’altro, e rappresenta una stella immagi-
naria di iperpiani, ossia, in sostanza, un punto immaginario di S.
I punti di W sono dunque in corrispondenza biunivoca e con-
tinua con le coppie di punti immaginarii coniugati di § o coi
punti immaginarii di S. Dunque: Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché G siu pr. dis. in S, pensato come luogo dei suoi
punti reali e complessi, é che G operi in modo pr. dis. sulla va-
rieta W (che & a 2 n — 2 dimensioni).

Supponiamo che un pezzo Fo a 2n — 2 dimensioni di W
faccia parte del contorno di uno dei campi fondamentali K;, p. es.
di K,. Esistera allora pure un pezzo F; & 2 n — 2 dimensioni di W,
che fa parte del contorno di K, (i =1,2,....). Sia W’ quella por-
zione di W, che & ricoperta da Fo, Fy, ecc. Evidentemente il gruppo
G’ sara pr. dis. in W', in quanto che due punti generici di F, non
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_potranno essere equivalenti rispetto a @'; e quindi @ sara pr. dis.
in quella parte di §, i cui punti sono immagine dei punti di W,

Viceversa noi ci possiamo chiedere: Se ‘il gfuppo G & pr.
dis. in S, o in un pezzo di §, ossia se G' & pr. dis. in W, o in
una parte di W, accadra necessariamente che un campo K, abbia
almeno una faccia & 2 n — 2 dimensioni su W? Da una vaga
intuizione siamo indotti a rispondere affermativamente a questa
domanda, ossia ad enunciare il teorema:

Condizione necessaria e sufficiente, affinché G sia pr. dis. in S,
o in una parte di S, é che un pezzo a 2 n — 2 dimensioni di W
faccia parte del contorno di Ko. )

Questo teorema, che risolverebbe in generale il problema di
riconoscere se un gruppo proiettivo generico G p. d. t. i. &, o
non &.pr. dis., non & ancora dimostrato completamente: cioé, men-
tre la condizione enunciata & certo sufficiente come noi abbiamo
visto, non si & ancora dimostrato che essa sia necessaria (*). Nel
caso dei gruppi kleiniani, questo teorema equivale a un procedi-
mento gia usato dal Poincaré; e che per tali gruppi special-
mente importanti questa condizione sia realmente necessaria e
sufficiente noi dimostreremo con tutto rigore al Capitolo ottavo.

(*) Si noti che, se .F & un pezzo a » — 2 dimensioni di W, e se nes-
sun pezzo F a u — 2 dimensioni di F appartiene a uno stesso campo
fondamentale, allora in ogni intorno, ecostruito in R, di un punto 4 di F
penetrano infiniti campi fondamentali. Se invece G & pr. dis. in un pezzo
F di W, per ogni punto A di F si pud costruire in W un intorno, due
punti distinti del quale non possono essere equivalenti rispetto a G. Il
dimostrare che le condizioni del testo sono necessarie equivale dunquea
dimostrare che, se un punto 4 di W & punto limite di infiniti campi fon-
damentali, ossia se in ogni intorno di A, costruito in I, penetrano infiniti
campi fondamentali, allora in ogni intorno di A, costruito in W, esistono
punti distinti equivalenti rispetto a G. Ora non & dimostrato-che: 1. se, per
una determinata divisione dello spazio I in campi fondamentali, nell’ in-
torno di A penetrano infiniti campi fondamentali, il gruppo non sia pr.
dis. nell’intorno di A costruito- in R; 2. che, quand’ anche in tal senso il

* gruppo risultasse impropriamente dis., non si potrebbe. conchiuderne sen-

2’ altro che di conseguenza il gruppo sia pure impropriamente dis. nell’in.
torno di A4 costruito in W. i
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. Consideriamo ora un qualsiasi gruppo @ di trasformazioni
conformi, p. d.t.i., in uno spazio euclideo § a » — 2 > 2 di-
mensioni, in cui y,, ¥, - - -+, Ya_z siano coordinate cartesiane or-
togonali. Noi potremo considerare S come I’iperpiano y, , =0

di uno spazio euclideo Z, in cui ¥;, ¥y, - - - -, ¥._. 5010 coordinate

cartesiane ortogonali. E noi possiamo immaginare rappresentata
conformemente nella regione R (y,., = 0) di X una metrica di
Bolyai, in guisa che y,_, = 0 sia I’immagine dell’assoluto (§ 10,
pag. b7 e seg.). Ogni trasformazione conforme in 8 individua
(§ 11, pag. 64 e seg. e nota a pag. b7) una trasformazione in 2,
che & un puro movimento nella citata metrica di Bélyai; il gruppo
@ individuera percid in X un gruppo I' di movimenti per questa
metrica. I gruppi @, T trasformano nello stesso modo i punti di S.
1l gruppo T’ possiedera un campo fondamentale in B; ed eviden-
temente, se un tale campo ha qualche faccia su S, il gruppo G sara
pr. dis. in S, o almeno in quella regione di S, che é coperta dalle
faccie dei campi fondamentali di T in R. In questo caso si pud

anche dimostrare il teorema reciproco con ogni rigore; che cioé,

e nessun campo fondamentale di ' in R ha faccie fondamentali su S,
allora G non pud essere pr. dis. in alcuna regione di S. Di questo
teorema, che da un metodo generale per riconoscere se un gruppo
G conforme p. d. t. i ¢ 0 non é pr. dis.,, noi non daremo qui la
dimostrazione, perché essa ¢ la immediata generalizzazione di
quella, che daremo al § 30 per i gruppi kleiniani.

Carrroro SerTivo. — Applicazioni aritmetiche.
§ 28. — La teoria della riduzione delle forme.

Siano f, (@, T3y -+ ., &) .(¢ = 1, 2) due forme a coefficienti
interi delle variabili 2. Se dalla f, si passa alla f, con una
trasformazione T lineare intera omogenea unimodulare a coeffi-
cienti interi sulle z, le due forme si dicono egquéivalenti. Per giu-
stificare questa definizione, si osservi che in tal caso anche la
T-' & una trasformazione a coefficienti interi, lineare intera omo-

genea unimodulare sulle z, e che si ha identicamente

" sard pure
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fi(T@y, Ty ooy Tx)=fy @y Byy o ov vy T)
fi@y e zy=fe (T2, ..., I,
Cosicchs, se per certi valori interi & si ha
fi€y,..oyE)=m  (m = num. intero),

foy ooy M) =m,
dove le y sono numeri interi definiti dalle ;== T-'E.

Cid si esprime dicendo che i numeri interi rappresentabili
con la f, sono quelli stessi, che sono rappresentabili con la f,,
e che dall’una rappresentazione si passa all’altra mediante la
trasformazione lineare T. Tutte queste osservazioni giustificano
la denominazione sopra introdotta di forme equivalenti.

Sorge ora la domanda di riconoscere se due date forme a
coefficienti interi sono, o non sono equivalenti, e, in caso affer-
mativo, la questione di riconoscere quale trasformazione lineare
T porta 'una nell’altra. Per rispondere a queste domande &
sorta la teoria della riduzione delle forme: la quale si propone
di trovare in un insieme X di forme un insieme subordinato z,
tale che ogni forma di ¥ sia equivalente ad una forma di P
cost che due forme di B sieno equivalenti allora e allora sol-
tanto, che esse sieno equivalenti alle stesse forme di 3. Questa
teoria si presenta mnei varii casi di aspetto assai differente; per
ragioni di chiarezza noi dovremo svolgere anzitutto alcune con-
siderazioni preliminari.

Siano G e @ due gruppi isomorfi di trasformazioni rispet-
tivamente su n variabili z,, X, ..., &, e su m variabili ¥, ¥s ....) Y
che si assumano le une a coordinate in uno spazio §, le altre a
coordinate in uno spazio §. Sia R una regione di 8, che ogni
trasformazione di G trasforma in sé stessa, e in cui G & pr. dis.
Sia R una regione di S, che G trasforma in sé stessa. Supporremo:

1. Esiste un sistema 2 di 2 equazioni

N L@ oYY Yw) =0 =12 ..., b

tali che, se due punti (z,....2,) e (¥ ... . ¥u) di § e di & sod-
disfano a esse, altrettanto avviene dei punti, trasformati del
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punto (z) e del punto (y) per due trasformazioni corrispondenti
qualsiesi di G e di @. In altre parole i gruppi G, G lasciano
invariato il sistema di equazioni Z,

2. 8e (4, ¥ .... Y, & un punto di R, i punti z, che soddisfano
alle X, riempiono una varietd V, che penetra entro E.

3. Il punto (4, Ys . -., ¥u) di B & completamente determi-
nato, quando si dia il pezzo ¥ di V, che penetra in .

4. Tl gruppo G possiede in R una rete di campi fondamen-
tali Ko, K, K, ...

Un punto (x) di R si dira ridotto, se appartiene al campo Ko;
ogni punto di R sard equivalente a wun punto ridotto, e in gene-
rale a uno solo. Cid -& conseguenza delle prime proprietd dei
campi fondamentali.

Un punto (y) di K si dira ridotto, se la varieta V corrispon-
dente ha qualche punto comune con K,. Ogni punto (y) di K ¢
equivalente ad almeno un punto ridotto. Infatti sia 4 un punto
della corrispondente varietd V, che appartenga a R. Alla od
alle trasformazioni di @, che portano 4 in un punto 4’ di K,
corrisponderanno in G’ una, o pitt trasformazioni, che portano
(y) in un punto ridotto, perché la corrispondente varietd 17 ha
almeno il punto 4 entro Ko. Non si pud affermare perd che un
punto generico (y) di &' sia equivalente a un solo punto ridotto,
perchd potrebbe avvenire che un punto ridotto B generico di R’
fosse equivalente a punti ridotti distinti. Se p. es. la varieta V,
definita da B, oltre che aver punti comuni con Ko, ha qualche punto

. comune con un altro campo K, alla trasformazione di G, che porta
K, in K, corrispondono in G’ una o piu trasformazioni, che portano
B in un punto ridotto, che pud benissimo essere distinto da B.

Due punti (y) di E saranno equivalenti rispetto -a G, allora e
allora soltanto che essi individuano lo stesso punto, o lo stesso si-
stema. di punti ridotti.

Notiamo che ’essere un punto di R o di R’ ridotte, o non
ridotto dipende essenzialmente dal campo fondamentale scelto
‘come campo Ko. ’

g
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Notiamo ancora che potrebbe darsi che coincidessero tanto
i gruppi @, &, quanto gli spazii §, §'e che K fosse una regione
di 8, distinta dalla R, p. es. che R fosse la regione formata da
quei punti di S, che non appartengono a R.Tn tal caso le nos-
tre definizioni permettono di dare una teoria della riduzione
tanto nei punti () della regione R, ove G & pr. dis.,, quanto
nella regione complementare R. : ,

Applichiamo queste idee alla teoria delle forme algebriche o
Hermitiane. Sia dato un gruppo T' di trasformazioni lineari in-
tere omogenee unimodulari sulle variabili 2, Zs - ..+, 24 P-d. to i
Se le trasformazioni di T sono a coefficienti reali (complessi)
consideriamo tutte le forme F' algebriche di grado pari 25 in
queste variabili (le forme Hermitiane (*) di queste variabili). Sia
8, lo spazio, in cui sono coordinate omogenee i coefficienti (la
parte reale e la parte immaginaria dei coefficienti) delle forme F.
Una forma F sard individuata (tutto al piit a meno del segno),
quando se ne dia il punto immagine in S, e si dia il valore di
an suo invariante non assoluto e differente da zero. 86 4,83 .0008g
sono un sistema completo di invarianti per le nostre forme, i
cui gradi sono rispettivamente 2y, A, ... -, B tutte le trasforma-
zioni di T lascieranno invariante il sistema di quelle forme F,
per cui éy, &y . .-, i hanno dei valori determinati. Il gruppo @r
ciod trasformerd in sé stessa ogui varietd di S,, rappresentata
da equazioni del tipo: :‘% —cost. (@=2,8,.%..,0).

Sia S una varietd reale di questo tipo, e supponiamo esista .
una regione R di 8,1 cui punti sono immagine di forme definite.
Al nostro gruppo T' corrispondera in S un gruppo G che in R
possiede eampi fondamentali (§ 25, pag. 168). Noi dunque potremo,

‘usando delle definizioni sopra esposte, costruire una teoria della

riduzione per i punti di R, e quindi per le corrispondenti forme F,

(*) Le forme Hermitiane non sono che forme iperalgebriche, (cioé
forme algebriche dipendenti dalle z, a9, che hanno sempre valori reali)
di secondo grado. Noi potremmo considerare anche forme iperalgebriche di
grado pilt elevato, (Cfr, la nota al § 21, pag. 128).



Capitolo Settimo — § 28. 177
quando si convenga di chiamare ridofta, o non ridotta una forma
F,secondo che il punto corrispondente in S & ridotto, o non ridotto.

Quanto abbiamo fin qui detto si applica alle forme deﬁm'té;
e, nel caso che il gruppo T sia il gruppo delle trasformazioni
lineari intere omogenee unimodulari a coefficienti interi sulle z,
la nostra definizione non & che una semplicissima generalizza-
zione di quanto si fa nella ordinaria teoria dei numeri. In que-
sta teoria si dice infatti che, se S & un insieme di forme definite,
le forme di un insieme Ko, subordinato di S, si possono chiamare
ridotte, se K, & tale che ogni forma di § sia equivalemte a una
e in generale a una sola forma di Ko. Anzi la mnostra teoria at-
tuale permette di giustificare tale definizione per le forme defi-
nite di grado qualsiasi, e di mostrare quanto vi sia di indeter-
minato in tale definizione, per la indeterminazione che esiste
(§ 24, pag. 147) nella scelta del campo fondamentale Ko.

Supponiamo, per fissare le idee, che le trasformazioni di T
siano a coefficienti reali; e consideriamo tutte le forme F delle
z di uno stesso grado t (che pud anche essere uguale a 2s). Sia
', lo spazio, ove sono coordinate omogenee i coefficienti delle F
(che potra anche coincidere con &8,). Al gruppo I' corrisponderi
in &, un gruppo proiettivo &. Se ji, js, « . - -, j- S0N0 un sistema
completo di invarianti per le forme ¥, i cui gradi sono rispetti-
vamente my, Ms,. ..., Mx, il gruppo G, trasformera in s& ogni va-
rietd, definita da una o pia equazioni-’% = cost. (@ =2,8,....,7)

Sia S una di queste varieta, c}lm supponiamo reale. Siano
I, IL,...., I, invarianti simultanei di una forma F e di una
forma F'. Le I saranno funzioni dei coefficienti 2 di una forma
F e dei coefficienti y di una forma F'. Potra darsi che in &’
esista una regione R tale che ai gruppi G, G' si possano appli-
care le considerazioni, che abbiamo esposte nelle prima parte
del presente paragrafo. In tal caso noi potremo costruire una
teoria della riduzione delle forme F’ corrispondenti ai punti di R,
anche se esse non sono forme definite. L’importanza di queste

12
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considerazioni (che si estendono facilmente, come vedremo nel
§ 29, alle forme Hermitiane) risulteray pitt chiara dalle applica-
zioni future. Vedremo (§ 29) che esse costituiscono una ampia
generalizzazione della teoria di Gauss della riduzione aritmetica
delle forme quadratiche indefinite.

B facile riconoscere che i mostri attuali procedimenti permettono di
estendere la teoria aritmetica della ridusione anche a forme, i cui coeffi-
cienti sono interi in un campo algebrico qualsiasi H, (*). Supponiamo per
fissare le idee che sia H, che i campi coniugati Hy, Hy, ... ., H, siano
campi di numeri reali. Consideriamo il gruppo G, delle trasformazioni P,
lineari intere omogenee unimodulari sulle 2, i cui coefficienti sono nu-
meri interi nel campo H;. Il gruppe G, potrd anche contenere trasfor-
mazioni infinitesime (di Klein), in quanto che, com’ & ben noto, in un campo
algebrico possono esistere infiniti nameri interi minori in valore assoluto
di una costante finita. Parrebbe dunque che le nostre considerazioni non
fossero applicabili al caso attuale. Ma la difficoltd si supera con un facile
artificio (§ 22, pag. 135). Indichiamo, per simmetria, le variabili z con
#0 . E consideriamo p — 1 nuovi sistemi di variabili 2@, 8, ..., #P
G=1,2,...., 1) Sia P, quella trasformazione sulle :® (k=2,...., P),
i eni coefficienti sono gli interi del campo H, coniugati dei coefficienti
omologhi della P,. Le P, Py, ...., P, non possono essere contemporanea-
mente infinitesime, perché in ogni campo algebrico non possono esistere
infiniti numeri interi minori, insieme agli interi coniugati, di una costante
finita. Quindi la trasformazione mista P, prodotto delle trasformazioni
parziali Py, Py, ..oy Pp§ 4, pag. 14), non pud mai essere infinitesima.
Il grappe G genersto dalla P, che & isomorfo ai gruppi @, generati ri-
spettivamente dalle P;, & dunque ». d. t.i. Sia F, una forma delle 2" a
coefficienti interi nel campo algebrico H,; e sia F, 1a forma, che se ne
deduce sostituendo alle z® le ¥, e ai coefficienti gli interi omologhi in

H (i=2,38,....,p) Diremo che le F, sono le forme coningate della F.
Porremo
(14) F=XYaF, (@ = costanti generiche).

E ben evidente che, se una trasformazione P, di G, porta Fy in una
forma ansloga P, la trasformazione corrispondente P di G porta la formsa
F nella forma

P=2XaqF,
dove le F'((i=2,3,....,p) sono le forme coniugate di F';.

Se noi dunque avremo costruito per un certo gistema di forme F una

teoria della riduzione relativa al gruppo G, avremo contemporaneamente

(*) Cfr. DIRICHLET-DEDEKIND, loc. cit, Cap. 11.
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costruito una teoria della riduzione per il sistema corrispondente di for-

me F, relativamente al gruppo aritmetico @,, quando si convenga di

chiamare ridotta, o non ridotta una forma F,, secondo che &, o non & ri-
~dotta la forma F corrispondente.

§ 29. — La riduzfone delle forme quadratiche od Hermitiane.

Sia Zli,k @4 7 2, una forma quadratica nelle » variabili 2, a
coefficienti reali. Essa sari determinata, (tutt’al pilt a meno del
segno) quando si dia il valore D del suo discriminante |aa|, e
il punto che & immagine di detta forma nello spazio §, in cui
le @, sono coordinate omogenee. Il gruppo I' delle trasforme-
zioni. lineari intere omogenee unimodulari a coefficienti interi
razionali sulle z d& origine a un gruppo G proiettivo in &, che
possiede campi fondamentali (§ 25, pag. 157) in quella regione R
di 8, che & immagine di forme F definite. Se K, & un tal campo
fondamentale, una forma definita si dira ridotfa, se il suo punto
immagine & dentro K.

Qerchiamo ora di costruire una teoria della riduzione delle
forme F' quadratiche indefinite. Sia 2 b, 2z, 2, una tale forma;
essa avrd per immagine un punto di S, posto nella regione E,
complementare di E. Sia B, il minore complementare di by
nel determinante |b,|. La quantita I = .ZL ay B, sard un inva-
riante simultaneo di una forma F e di ‘una forma F'. Se noi
teniamo fissa la F', la equazione I= Y ay B; = O definisce un
iperpiano in 8. Viceversa, se & dato questo iperpiano, e se &
noto il discriminante |b, | di F', le By, le by, e quindi anche la
forma F’ restano individuate, tutt’al pitt a meno del segmo.
Dimostrerd che nelle nostre ipotesi I'iperpiano I = O penetra
entro R. Notiamo anzitutto che ogni trasformazione reale lineare
intera omogenea unimodulare sulle z, che porti una forma F"in
una forma F', di origine in S a una trasformazione, che lascia
invariante la B, e che porta I'iperpiano corrispondente alla F
nell’iperpiano corrispondente alla F',. Noi potremo dunque ser-

virci di una tale proiettivita per ridurre F’ a forma canonica
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2 b, 2}, e dimostrare soltanto per leé F ridotte a forma canonica
che I’iperpiano corrispondente ha punti comuni con R. Essendo
F — 20, 2 indefinita, le by, e cost le B, non potranno avere
tutte lo stesso segno. Si potranno quindi trovare delle costanti
positive a, tali che X a; B, = 0. Il punto & R, immagine-della
forma definita Z a, 2!, giace sull’iperpiano corrispondente alla
nostra forma indefinita. E quindi tale iperpiano attraversa R.

c. d. d.

Tanto basta, perché risulti senz’altro I’ applicabilita dei nostri
procedimenti al caso attuale; come esempio, noi completeremo
il nostro studio per il caso di » =2, cioé per il caso di forme
binarie Az + 2p 2z, 2, + v2. Lo spazio §é in tal caso il piano,
in cui le A, , v sono coordinate omogenee. Il gruppo G & un
gruppo di movimenti in una metrica a curvatura costante ne-
gativa, che ha per assoluto la conica C definita dalla Av — p2==0.
La regione R & la regione dei punti interni a tale conica: i
punti di B sono immagine di forme definite. Per costruire in E
un campo fondamentale Ko, ricorreremo alla rappresentazione
conforme della nostra metrica sul semipiano positivo = di una

.variabile complessa =X 4 i ¥ (§§ 10, 14), rappresentazione

che & definita dalla

(15) Xiiv——tii VR T8

Queste formole si possono facilmente dedurre dalle (25) del
§ 14, (pag. 81), o, cid che in fondo & lo stesso (cfr. loc. cit.), dalle
(16) (16)" del § 10 (pag. 60). Ponendo infatti in queste ultime

v— A v+ A

formolen=3,y, =X, ps =Y, L= T3= g~ B=""7"
esse si riducono alle precedenti formole (15), mentre Y equazione
ol —a; =0, che definisce 1'assoluto nelle notazioni del
§ 10; diventa appunto la A v — pf=10, che definisce 1’ assoluto
nelle notazioni attuali. Una forma definita A2} +2unz2, + v 2
ha un punto immagine nella regione R di 8: il punto corrispon-
dente di 7 & per la (16) il punto, in cui la variabile complessa z
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& uguale a quella delle radici dell’equazioﬁe A+ 2px+var=0,
che ha positivo il coefficiente della parte immaginaria.

Se ne deduce facilmente che il gruppo G, considerato come
gruppo di trasformazioni sui punti « di =, é il gruppo modnlare.
E dal § 26 (pag. 164) noi sappiamo che la regione definita dalle

—i=X<}, x4+ =1
¢ un campo fondamentale K, di G in =. Potremo dunque chia-

mare una forma definita Azl + 2pz 2 + v2 ridotta, allora e al-
lora soltanto che il suo punto immagine & in Ko, ossia che

(16) (vl =2 |pl; [A]=1|v].

Ogni forme definita & equivalente dunque a una, e in gene-
rale a una sola forma, per cui siano soddisfatte le (16).

Passiamo ora allo studio delle forme 12! + 2m 2, 2, + » 2}
indefinite. L’invariante simultaneo I delle forme

Azt +2p2,2,+va, 124+ 2mz 2, + n 2,

K<

I=in-+1lv—2mp.

L’ equazione I = O rappresenta in S, quando si considerino
le 1, m, n come quantita fisse, le A, p, v come coordinate correnti,
la retta polare del punto (I, m, n) rispetto alla conica assoluto C.
A questa retta corrisponde per le (15) in = il cerchio

n(Xt Y+ 2mX+1=0.

Tl quale & quel cerchio che taglia ortogonalmente 1’asse delle X,
nei due punti, le cui ascisse sono le radici della n X2 4 2m X+ =0,
La nostra forma sara ridotfa allora e allora soltanto che que-
sto cerchio ha qualche punto comune con K,, ossia allora e allora
soltanto che '
i Sn#O n(n+m 4 1) <0, oppure
17) ‘n =0 n(n—m+1) <0, oppure

=0 1] < |m].

Ogni forma indefinita & equivalente Vad_‘alme;'lqhunaf forxﬁa;,‘
per cui sono soddisfatte le (17).
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Restringiamoci ora a studiare le forme a coefficienti interi
razionali. Dalle (16), (17) si ricava facilmente che esiste soltanto
an numero finito di forme ridotte di dato diseriminante (*). Ora
osserviamo che, se y & il cerchio immagine di una forma ridotta

indefinita Wo, il cerchio y incontrera in generale, oltre al trian-

golo Ko, infiniti altri triangoli fondementali K,, K,, K;.... Le
trasformazioni T' che portano uno di questi triangoli nel trian-
golo K, trasformeranno W, in nuove forme ridotte W,, W,, W;....
che hanno tutte lo stesso discriminente di Wo. Ma, poiche le
forme ridotte di dato discriminante sono in numero finito, que-
ste forme si debbono ridurre a un numero finito di forme di-
stinte, che si diranno costituire un periodo di forme ridotte. Tra
le trasformazioni T ne esisteranno percié infinite, che portano
W, in sb stessa; e che costituiscono il gruppo aritmetico ripro-
duttore di W,. Ecco cosi ritrovati i teoremi fondamentali di
Gauss della teoria delle forme binarie a coefficienti interi razionali.

In modo completamente analogo si possono studiare le forme

Hermitiane binarie
az 2 +Ob+ic)ad+0—iczzat+daz,
e stabilire una teoria della riduzione rispetto al gruppo I' delle

trasformazioni lineari intere omogenee (a modulo uguale a 1 o
a i) sulle 2, 2, 1 cui coefficienti sono interi di Gauss, ossia sono

* numeri del tipo: @ + i, dove a,.sono interi razionali.

In questo caso S & lo spazio a tre dimensioni, in cui @, b,¢,d

sono coordinate omogenee, e in cui & definita una metrica iper-

(*) Infatti, se p. es. si tratta di forme definite, e Ay — p?= 5) >0,
3
dalle (16) si trae successivamente D == AV — i Vi pt =t — ‘iz 4~v’.

Dunque 1'intero v e, per la prima delle (16), anche 1’ intero §t puod avere
soltanto un numero finito di valori. Infatti da queste formole si deduce che

—_— R D 2
el <ilvl< T}g v/ D. Altrettanto avverrd anche di A= ——-:vt—}’i- .
In modo affatto analogo si tratta il caso di forme indefinite,
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bolica, il cui assoluto & la quadrica ad — b2 — ¢*=0. La re-

gione E & la regione interna a questa quadrica, e si pud rap-
presentare su un semispazio euclideo m, in guisa che la nostra
metrica iperbolica sia conformemente rappresentata in .

Applicfmdo i nostri procedimenti precedenti, troveremmo fa-
cilmente che una forma ha per immagine in S un punto, che
appartierie a R, se la forma & definita, ed ha rispetto alla qua-
drica assoluto un piano polare intersecante R, se la forma &
indefinita. Troveremmo pure che in © una forma definita ha per
immagine un punto, una forma indefinita ha per immagine una
semisfera, che taglia ortogonalmente il piano limite di .

Il gruppo @ & il gruppo di Picard, per cui noi abbiamo gid
trovato (§ 26, pag. 167) un campo fondamentale K,. Noi potremmo
dunque senz’altro dedurne una teoria della riduzione per le no-
stre forme.

Preferiamo dare al metodo altra forma, che & estendibile
pure a forme Hermitiane in = variabili, e di cui mostreremo
anche altre applicazioni.

Al gruppo T sulle z,, 2, corrisponde sulla variabile complessa
x =2 il gruppo di Picard. Una forma Hermitiana, uguagliata
a zero, rappresenta sul piano @ della & un eerchio reale, o im-
maginario, secondo che la forma & indefinita, o definita.

Se una trasformazione di I' porta una forma F in una forma
F,, la corrispondente trasformazione del gruppo di Picard porta
il cerchio F = O nel cerchio F, = 0. Se ora noi consideriamo
un semispazio euclideo %, che abbia come piano limite il piano
a della variabile complessa x, & ben hoto che noi possiamo im-
maginare una metrica a curvatura costante, iperbolica, rappre-
sentata conformemente in T, in guisa che ai movimenti in tale
metrica corrispondano in % trasformazioni conformi, che portano
un cerchio o una sfera in un altro cerchio, o in un’altra sfera
e che la corrispondente trasformazione indotta sul piano « della
variabile complessa x sia una trasformazione lineare sulla va-

riabile @. E viceversa.
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In particolare il gruppo di Picard individua un gruppo di
movimenti nella nostra metrica. ~

Sia F una delle nostre forme Hermitiane definite: per il
cerchio F'= 0 passa una e una sola sfera di raggio‘nullo, defi-
nita da un’equazione & coefficienti reali, che ania il centro O
in = E il punto O sard I’ unico punto reale dx.detta. ‘sferg. Se
noi assumiamo in 7 il punto O come punto immagine della
forma F, & ben evidente, per quanto abbiamo detto, che a una

trasformazione di T' che porti F in una forma F, corrisponde

nella nostra metrica un movimento che porta il punto immagine
di F nel punto immagine di F. ' . .
Sia invece F' una delle nostre forme Hermitiane m.deﬁn.lte;
noi assumeremo come semisfera immagine di F nel semispazio %
quella semisfera che taglia ortogonalmente il piano dell'a w.lungo
il cerchio F=0. A una trasformazione di I, che porti F'in una

forma F,, corrisponde un movimento nella nostra metrica che
1

porta la semisfera immagine di F mnella semisfera' ilmmagin.e di
F.. Siano X, ¥, Z coordinate cartesiane ortogonali in =, tali clﬁxe
« = X -+ i Y; un poliedro fondamentale Ko dfal .nos.tro gr,uppo in
K, &p.es.(§ 26, pag. 167) il poliedro limitato dai piani X =3, Y——.O,
Y = X, e dalla sfera X* + ¥2 4 Z*=1.Noi potrel'no allora c.}ua-
mare ridotte le forme definite, il cui punto imma'gme appartiene
a K,, e le forme indefinite, la cui sfera immagine ha qualche
punto comune con Ko. o . ‘ »

E, con ragionamenti affatto simili a quelli svolti per le forme
quadratiche, troveremmo che: o o

Le forme ridotte Hermitiane di dato discriminante, 1 cu%
coefficienti sono interi di Gauss, sono in numero ﬁnito.‘ Ogni
formsa definita generica & equivalente a una sola fo.rma f'uiotta;
ogni forma indefinita & equivalente a un numero finito di forme
ridotte. o o

Per ogni forma F Hermitiana indefinita, 1 c'ul .co?fﬁclentl
sono interi di Gauss, esistono infinite trasformazioni di T, che

trasformano F in s& stessa.
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Il metodo, che qui sopra abbiamo esposto, & suscettibile di -

applicazione anche alle forme di Dirichlet, cioé alle forme

=(@+ib)2+2(c+id)zz + (h+ ik) 2 Ogni tal forma F
definisce, quando venga uguagliata a zero, dne punti 4, B del
piano della variabile o = z‘. E se noi diamyp il discriminante
di F, e quel cerchio di 7, che incontra ortogonplmente nei punti
A4, B il piano della &, avremo individuata la forma F (a meno del
segno). Noi potremo quindi assumere tale cerchio come cerchio
immagine della F. Ed & poi ben evidente, che se una trasfor-
mazione del gruppo I' sulle variabili z,, z, porta F' in una forma
F,, il corrispondente movimento non euclideo portera il cerchio
bimmagine di F nel cerchio immagine di F;. Potremo poi chia-
inare ridotta una delle nostre forme F, se il suo cerchio imma-
gine ha punti comuni con K,; e ancora & vero che ogni forma
F & equivalente ad almeno una forma ridotta. Il lettore troverad
un amplissimo svolgimento di questi studii particolari nel trat-
tato di Kueiv e Fricke (vol. I, pag. 448-501).

CarrroLo Orravo. — I gruppi fuchsiani e kleiniani.
§ 30. — Proprietd fondamentali.

Nel § 22 (pag. 137) noi abbiamo gia parlato dei gruppi fuchsiani
e kleiniani: riprenderemo ora con maggiori particolari lo studio
di questi gruppi, di speciale importanza, e continueremo a usare
le notazioni introdotte al § 22. .

Noi abbiamo in sostanza al § 22 definiti i gruppi fuchsiani
‘come i gruppi p-d.t.i. di trasformazioni lineari su una variabile
@=E +im, che trasformano in sé stesso un cerchio o una retta
reale del piano = della variabile complessa x, e trasformano in
gb stessa ciascuna delle regioni, in cui questa retta, o questo
cerchio dividono 7.

Accanto a essi sono pure da ricordarsi i gruppi di trasfor-
mazioni lineari sulla variabile complessa @, che trasformano in
g un cerchio ' immaginario, ma che pure & definibile con una
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: ®
equazione sulle E, v a coefficienti reali. 8e noi poniamo & = a—;‘,

evidentemente ogni tale cerchio C si pud definire, ponendo
uguale a zero una forma Hermitiana definita F delle x,, oy, ©
viceversa. Ora, se &’ = =%% i B (#=1,2,....) sono le trasforma-

zioni di @, e se, come possmmo supporre a,ﬁ — By =1, il gruppo
G & isomorfo al gruppo & delle

o=+ (& x, 4 B ) o'y = + e + 8 @),

il quale evidentemente deve trasformare la forma F in sé stessa.
Poiche F & definita, il gruppo G, e quindi anche il gruppo G
sono composti di un numero finito di trasformazioni (§ 23, pag. 142).

Viceversa ogni gruppo-@ discontinuo finito di trasformazioni
lineari @@ = 2Z T P sulla 2 trasforma in sé stesso un cerchio C
di =, immaginario, ma rappresentabile con un’equazione a coef-
ficienti reali sulle &, v. Infatti, posto @ = %, il grappo G & iso-
morfo al gruppo @, generato dalle )

=+ (z o+ B @), oy =+ (Y 2, - B xn).

Se A & una forma Hermitiana definita delle z,, 2, e 4, 47,....
sono le forme trasformate di A mediante le operazioni di &, il
gruppo G trasforma in sé stessa la forma Hermitiana definita
F=A4-+ A4+ 4" .... L equazione F = 0, (che, come dicem-
mo, equivale a un’equazione a coefficienti reali sulle €, ) rap-
presenta in 7 un cerchio C immaginario, che il gruppo G tras-

forma evidentemente in sé stesso.
c. d. d.

Sia dunque & uno dei nostri gruppi; con una trasformazione
lineare sulls z pétremo sempre ridurci al caso che il cerchio €
sia il cerchio z %o -+ 4 = 0, ossia §2 - %2 4 4 = 0. Le equazioni
(12), (13) del § 10 (pag. 53) dove si ponga n=3, §, =§, =,
p = E® - n* danno una rappresentazione conforme e biunivoca
tra i punti di ® e i punti di una sfera

B4 nfai=1 Ne)
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di uno spazio euclideo, in cui «,, @5, ®; sono coordinate carte-
siane ortogonali. Se noi non consideriamo come distinti punti
diametralmente opposti di (J), la metrica vigente su tale sfera
coincide con la metrica di un piano ¢ ellittico, i cui punti sono
in corrispondenza biunivoca con le coppie di punti di =, di cui
I’uno & il trasformato dell’altro nell’inversione per raggi vettori
reciproci definita da C. Ai movimenti di (J) in sé stessa corrispon-
dono movimenti in ¢ e viceversa; cosicché (§ 11, pag. 63) ai mo-
vimenti di J in sé stessa corrispondono quelle trasformaziomi
conformi di =, che mutano C in s& stesso, ossia quelle trasfor-
mazioni lineari sulla @, che lasciano invariante il cerchio C.

Per ognuno dei nostri gruppi G, ossia per ogni gruppo G dis-
continuo finito di trasformazioni lineari sulla x possiamo stabilire
una rappresentazione conforme di % su una sfera euclidea J, tale
che al nostro gruppo G corrisponda un gruppo di movimenti della
sfera J in sé stessa.

Lo studio dei nostri gruppi G equivale ‘dunque allo studio dei
gruppi p. d. t. i. di movimenti della sfera euclidea in 8¢ stessa
(cfr. pit avanti al § 34).

Tra la classe dei gruppi di trasformazioni lineari sulla z, che
lasciano fisso un cerchio reale di =, e quella dei gruppi che la-
sciano fisso un cerchio immaginario, esiste una classe intermedia:
la classe dei gruppi G che lasciano fisso un cerchio di raggio
nullo, ossia un punto di % Sia G un tale gruppo e sia 4 il
punto, che @ lascia fisso. Una trasformazione lineare, che porti
A nel punto o = oo, trasformerd G in un gruppo simile @, le
cui trasformazioni, dovendo lasciar fisso il punto ¢ = co, saranno
del tipo @ = « @ - B. Se, come al solito, la parte reale e il
coefficiente della parte immaginaria di z si interpretano come
coordinate cartesiane ortogonali in =, questo gruppo (¥ sara
quindi un sottogruppo del gruppo continuo formato da tutti i
movimenti e tutte le similitudini euclidee. Se per tutte le tras-
formazioni del gruppo si ha {a|=1, allora questo gruppo non
contiene né trasformazioni iperboliche, né lossodromiche, e di-
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venta un sottogruppo del gruppo dei movimenti euclidei. Noi
determineremo al § 34 tutti questi gruppi. Ma nel presente pa-
ragrafo e nei seguenti §§ 81-33 non oi occuperemo invece in
modo esplicito dei gruppi che si possono considerare come gruppi
di movimenti sulla sfers, o sul piano euclideo; e cid perché ghi
stessi metodi, che applicheremo allo studio dei gruppi fuchsiani,
valgono anche in questi casi, e anzi diventano per essi assai pit

elementari.

Dal § 14 sappiamo che le trasformazioni di un gruppo fuchsia-
no possono essere ellittiche, paraboliche o iperboliche:. quelle
di un gruppo kleiniano possono essere ellittiche, paraboliche,
iperboliche o lossodromiche (ellittico-iperboliche). Una trasforma-
zione ellittica T' di un gruppo G fuchsiano o kleiniano & una
trasformazione del tipo: (cfr. § 14, pag. 86)

)
* — e __ amPT (k = cost. reale).

x — B _z—8
La trasformazione T? (p intero qualunque), che appartiene pure
a G, & data evidentemente dalla

::__::‘;zenpm :____:%

Essa & infinitesima allora e allora soltanto che kp differisce
da un numero intero di una quantitd infinitesima non nulla. Ma,
poiché per definizione G non contiene trasformazioni infinitesime,
noi péssiamo concluderne che qualunque sia l'intero p, la quan-
tita kp o & essa stessa un numero intero, o differisce da un nu-

mero intero di una quantitd ¢ non infinitesima: ciod di una
quantita e, maggiore in valore assoluto di una certa costante
positiva non nulla. Per note proprieta dei numeri irrazionali,
¢id non avverrebbe se k fosse irrazionale; possiamo dunque as-
serire che k¥ & un numero razionale '"7: (m, n interi primi tra
loro). Possiamo naturalmente supporre m, # positivi ed m < mn,
perchd, aggiungendo o sottraendo da k dei numeri interi, la tras-
formazione T non cambia. Noi possiamo ora trovare due numeri
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interi p, v tali che m p = n v |+ 1. La trasformazione U = T*
sary definita dalla o

X — a ™ oy —a .

S = * )

& — 3 r— B
o, cid che & lo stesso, dalla

T — « zm%x—a

¥ — 8 z— B

Sara dunque 7= U™ Il gruppo ciclico T' generato dalla U = T*
& -evidentemente un sottogruppo del gruppo ciclico y generato
da T. Ma, poiché T'== U™ y & un sottogruppo diI': i due gruppi
1, T devono dungue coincidere, ossia le T, U generano lo stesso
gruppo ciclico. Concludendo, i gruppi ciclici di trasformazioni
ellittiche contenuti in un gruppo G' fuchsiano o kleiniano sono
generati da trasformazioni U del tipo precedente, dove » & un
intero. Evidentemente la U ha il periodo n: vale a dire = & il
minimo intero, per cui U" = 1, cosicché (§ 8, pag. 10) si ha
U* = U allora, e allora soltanto che s = » (mod n). Se noi pen-
giamo il gruppo fuchsiano o kleiniano G' come gruppo di movi-
menti (88 14, 22) in uno spazio di Bélyai a 2 0 a 3 dimensioni,
la U lascia fisso, come sappiamo, rispettivamente un punto, o
una retta reale nella metrica corrispondente, ed & una rotazione

di ampiezza 2: attorno a questo punto o a questa retta.

Dal § 14 sappiamo che un gruppo G di trasformazioni li-
neari, che trasforma in s& stesso un cerchio C reale di =, non
contiene trasformazioni lossodromiche. Noi completeremo questo
risultato dimostrando che:

Se G & un gruppo di trasformazioni lineari sulla variabile com-
plessa x, che non contiene trasformazioni lossodromiche, allora esso

) o trasforma in sé stesso un cerchio reale, o immaginario del
piano © della variabile x, e si puod considerare come un gruppo
di movimenti in una metrica a curvatura costante non nulla;

8) 0 & un gruppo simile a un gruppo G' di movimenti euclidei;
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y) o & un gruppo simile a un gruppo G' formato di pure omo-
tetie e traslazioni euclidee. (Il caso (y) sembra non essere stato

finora notato).

Viceversa ogni gruppo, che goda di una delle proprieta (), @),
(y) non contiene trasformazioni lossodromiche.

Comincieremo dalla prima parte di questo teorema.

Se @ & un gruppo ciclico (generato per ipotesi da una tras-
formazione non lossodromica), la nostra asserzione & evidente,
perchd ogni trasformagione non lossodromica & simile a una
trasformazione & = & ¥ - A (k, h costanti, & reale), oppure a una
trasformazione 7' == €® £ - h (8, k reali) e trasforma quindi in
gd infiniti cerchi (o rette).

Supponiamo ora dapprima che esista un punto A, lasciato
fisso da tutte le trasformazioni di G; noi potremo (trasforman-
do G con una opportuna trasformazione lineare V sulla )
supporre che esso sia il punto x = oo. Le trasformazioni di
G del gruppo trasformato G’ saranno del tipo r=oaz -+ B
Poiché nessuna trasformazione del gruppo & lossodromica, i
coefficienti & di queste trasformazioni o sono in modulo u-
guali alla unitd, oppure sono reali positivi. Se & sempre
|« | = 1, il gruppo evidentemente é un gruppo di movimenti
euclidei. Se non & sempre | @ | = 1, il gruppo conterrd almeno
uns trasformazione iperbolica T. Il gruppo non potrd contenere
alcuna trasformazione ellittica U, (lasciante fisso il punto & == oo),
perché altrimenti conterrebbe anche la trasformazione lossodro-
mica T U. Le trasformazioni del gruppo sono quindi tutte del
tipo::2/ = a « - B, dove a & una costante reale positiva e sono
quindi o traslazioni (se « = 1), o pure omotetie euclidee (se == 1).
11 nostro gruppo G godri dunque o della proprietad (8) o della
proprieta ().

Esclusi questi gruppi, potremo ora supporre che nessun punto
di m sia lasciato fisso da tutte le trasformazioni di G. Distin-
guiamo piu casi:

1..G contiene una trasformazione ellittica non identica T.
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Mutando G.in un gruppo simile G’ con una opportuna trasfor-
mazione lineare sulla z, potremo (§ 14, pag. 86) ottenere che la
trasformazione di @, corrispondente a T e che indicheremo an-
cora con T, sia del tipo: & = €® x (§ = cost. reale).

To dico che se 2/ ==°%j_—g («3 — gy =1) ¢ una qualsiasi tras-
formazione U di G, allora o = 3. Infatti U non & lossodromica
per ipotesi, e quindi a5 & reale. Anche la trasformazione
TU d1 & non & lossodromica. E, poiché T' U & definita dalla

X == —OLM, anche e’ at-e 7 3 & reale. Dal fatto che
NEas 5)
9
-5 e’ ate v 3 sono reali si trae subito che & = Zo.
Osservo di pili che, se uno dei coefficienti §, v & nullo, allora,

poiché a8 — By =1,1 coefficienti a e 3 sono differenti da zero.

Perd il coefficiente -3 delle trasformazioni di G' non pud essere
sempre nullo, perché altrimenti, contrariamente alla nostra ipo-
tesi, G’ lascierebbe fisso il punto x = 0. Né pud essere sempre
nullo il coefficiente y, perché G lascierebbe sempre fisso il punto
# = oc. To dico che esiste una trasformazione di G', per cui am-
bedue questi coefficienti sono differenti da zero. Infatti esistono,
per quanto dicemmo, almeno due trasformazioni, distinte o no,
d &

¢ =22%8 @o—pr=1, d=22EE @i —Fr=1)
tali che B=3=0,Y == 0. Se p.es. Y == 0, o § 5= 0, la prima, o la
gseconda di queste trasformazioni godrebbero della proprietd vo-
luta. Se invece ¥ = § = O, allora, come sappiamo, o =28, % 0,
o = 8, == 0; e la trasformazione

che & prodotto delle due trasformazioni considerate, gode ap-
punto della proprieta voluta. Sia dunque W una trasformazione

px—{—‘l(ps__qr_l)dxG’percquﬁzo r=0,p=%.

o re 48
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Sard gr=p&— 1 =pp, — 1. Percid ¢ = & una quantits reale
non nulla. Se gr > 0, esisterd una costante reale non nulla &

tale che r k,% giano complesse coniugate. Sostituendo la varia-
bile & x al posto di , il gruppo G sara trasformato in un gruppo
simile, che indicheremo ancora con G5la T' sary trasformata in
una trasformazione 7* che sara ancora definita dalla o' — e%x;
la W sard trasformata nella trasformazione W’

_przt+4q P - —
=¥Yris (p' 8 qr 1) dove ¢ o0 (e p &)
Sia ora V un’altra trasformazione di G’ definita dalla
, _ax+ ﬁ .
& = 35— = 1). Poiché @ contiene 7", sappiamo
ywts @ Br=1 PP

che @ = 3,. La trasformazione W' V di G' & deﬁmta, dalla

_(Patgnz+(PB+gd
T et snet+ @By

Sara dunque anche (p'a + ¢ ¥) =8+ & 8% =70 fo L & %o.
Poichd p' = &0, @ = 5, ¢’ == 1o F= 0, se ne trae y = Bo-

Dunque ogni trasformazione di & & del tipo & = oo P
(2 % — BBo = 1), e trasforma percid in sé stesso il cerchio z zo=1.
Tl gruppo G iniziale, che & simile a &, trasformera in sé stesso
un cerchio reale di =, e godra della proprietd (x). Se invece
gr < 0, si dimostra in modo simile che G lascia fisso un cer-
chio immaginario di =, e gode ancora della proprietd ().

9. G ‘contiene almeno una trasformazione iperbolica 7'; mu-
tando il gruppo in un gruppo simile G, potremo supporre che
@' contenga una trasformazione iperbolica T’, definita (§ 14,
pag. 86) da un’equazione &' =k & (h = cost. reale positiva). Sia

o =%Z +8 (@ 5 — By = 1) una qualsiasi trasformazione Udi@G.

z+ 5
Powhe U non & lossodromica, @ + 3 & reale. Poiché anche la
avhx + ._@.,
U T che & definita dalla &’ = —— T Vh hon & lossodro-

7v5w+;7
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mica, o 'k Vi sard reale. E quindi tanto « che & sono
reali. Come nel caso precedente, vediamo che esiste in G’ una

trasformazione W definita dalla o = p z + q (ps—gr==1),

tale che q +=0,r =%= 0. Per quanto abbwmo detto, p ed 8 saranno
reali. E si trova c. s, che (trasformando G’ con una trasforma-
zione 2’ = k x, dove % & un’ opportuna costante) si pud supporre
che ¢, r siano quantitd reali. Ora G contiene anche la WV,

che & definits dalla g — Pt eV e+ PB+qd)
' efinita dalla 2’ e ES T ETIR Per quanto
sappiamo p # + ¢y, r B 4 s 5 saranno reali. Poiché «,8,», 5, p, ¢

sono reali e ¢ == 0, # == 0, anche e y saranno reali. Quindi ogni

trasformazione U di G' ha coeflicienti reali. G trasformera in sé
stesso 1’asse reale di 7; e il gruppo simile G trasformera in sé stesso
un cerchio, o una retta reale di =, e godra della propriets ().
3. G contiene tutte trasformazioni paraboliche. Poiché per ipo-
tesi nessun punto di = & lasciato fisso da tutte le trasformazioni
di G, si potranno trovare in G due trasformazioni U, V paraboliche,
distinte dall’identitd, in guisa che, se & = a e @ = b sono i punti
di 7 lasciati fissi rispettivamente da U e da V,sia a==b. Con una
trasformazione lineare sulle z, portiamo il punto x = & nel punto
« =0, il punto # = b nel punto & = co. Le U, V saranno rispet-
T /
=TT Th
dove B == 0, v == O, perché U, V sono distinte dall’identitd. La

tivamente definite da equazioni del tipo &' =

trasformazione U V™ & definita dalla &' = — +m B - equindi
rz+yfm—+1

non pud essere parabolica per ogni valore di m; perché altrimenti
sarebbe (per ogni valore dell’intero m)2 + m y§ = + 2: cid che
& assurdo, perché § == 0, y == 0. Quest’ultimo caso non pud dun-
que avvenire.

Passiamo ora a studiare le proprietd pili notevoli dei campi
fondamentali dei gruppi fuchsiani e kleiniani. Cominciamo dal
caso pit semplice dei gruppi fuchsiani. Consideriamo un gruppo

fuchsiano G come gruppo di movimenti su un piano di Bélyai. .
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Noi sappiamo dal § 25 (pag. 165) che si potra per esso costruire un’
campo fondamentale, limitato da linee ciascuna delle quali & luogo
dei punti equidistanti da due punti Co, C;. Ma il luogo dei punti
eqmdxstantx da due punti dati &, anche nel piano di Bplyai, una
geodetica. Si potrad dunque limitare un campo fondamentale di
G sul piano di Bolyai mediante geodetiche. Bisogna soltanto
osservare che un campo fondamentale del piano di Bélyai pud
anche estendersi all’infinito: vale a dire che, se noi ricorriamo
all’immagine geodetica del piano di Bélyai sulla regione R in-
terna & uns conica reale @, pud avvenire che il campo fonda-
mentale di @ in R o abbia dei vertici su @, o abbia anche tra
i suoi lati qualche pezzo di Q.

Ora, se 7 & il piano della variabile complessa &, su cui opera
@, e se C & il cerchio o la retta limite (e ciod il cerchio o la
retta trasformati da G in sd stessi), questo piano = & diviso da
C in due regioni R,, R,, su ognuna delle quali noi possiamo

- rappresentare conformemente il piano di Bolyai: le geodetiche

saranno rappresentate dai cerchi, che tagliano C ad angolo retto.
Noi potremo quindi in R, (in R,) costruire un campo fondamen-
tale K, (K,) per @, il quale sara limitato da cerchi o da rette
ortogonali a C. Se perd il campo fondamentale di G si esten-
deva all’infinito sul piano di Bélyai, allora, poiché nella nostra
rappresentazione i punti di C' corrispondono biunivocamente ai
punti di Q, il campo K,, K; sara inoltre limitato da uno o pil
lati posti sul cerchio o sulla retta limite C. Ma sappiamo che
due punti uno di R, e uno di R;, che corrispondono a uno stesso
punto del piano di Bolyai, sono (§ 10, pag. 56) trasformati I'uno
dell’altro mediante I’inversione per raggi vettori reciproci defi-
nita dal cerchio C su & o, se C' & una retta, mediante la sim-
metria definita da questa retta; quindi K, si deduce da K, me-
diante questa inversione o simmetria, e i vertici, o i lati, che K, (Kj)
ha eventualmente su C somo comuni anche a K, (K,). Nel caso
dunque che K, o K, avessero lati su C, i due poligoni K;, K,,
considerati insieme, formano un unico poligono K, + K, il cui
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‘contorno & futfo formato da rette o cerchi ortogonali a C, e che
pud servire di campo fondamentale per G in tutto i piano =
della variabile complessa x (tanto in R,, che in R,). I poligoni
trasformagi di K mediante le trasformazioni di G riempiono
tutto il piano w; e soltanto su C possono esistere dei punti
eccezionali, che siano punti limiti di un insieme di punti equi-
valenti.
Se invece K, e K, non hanno alcun lato su C, noi dovremo
considerarli separatamente come campi fondamentali di & in R,

e m R,; nessun punto di ' potrd essere interno a un campo

fondamentale e in un intorno di un punto gualsiasi di C pene-
trano infiniti campi equivalenti. La linea C' & composta di punti
tutti singolari per G.

Passiamo ora ai gruppi kleiniani. Teoremi piti volte citati
ci dicono che -un tal gruppo G si pud considerare come un
gruppo proiettivo nella regione R di uno spazio §, che & interna
a una quadrica Q reale non rigata, il quale trasforma in sd Q.
In R esso possiede un campo fondamentale K. Se moi suppo-
niamo in R rappresentato geodeticamente uno spazio di Bélyai,
il contorno di K sara formato da superficie, ciascuna delle quali
& il luogo dei punti equidistanti da due punti 4, B. Queste su-
perficie sono dunque piani normali alla retta 4 B. Se poi K
ha faccie anche all'infinito, esso avrd per contorno anche uno
o piti pezzi di Q. In questo caso e in questo caso solianto G pud

~ operare in modo pr. dis. in una regione di Q (§ 27, pag. 172).

Per dimostrare con rigore quest’ ultima affermazione, prove-
remo che:

1. Se un punto B di Q ¢ punto limite di infiniti poliedri fon-
damentali normali K,, K, .... per il gruppo G in R, esso ¢ anche
punto limite di infiniti punti, equivalenti a un punto qualunque C,
interno a E.

Osserviamo infatti che, se A & il centro di un poliedro fon-
damentale normale K, una faccia di K appartiene al piano o luogo
dei punti equidistanti da A e da un punto 4, equivalente ad 4.
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I punti interni a K hanno (per definizione di campi normah) una
distanza da A minore della loro distanza da A, e percid giac-
‘ciono da una stessa bands di . In altre parole, se o ¢ il piano
di una faccia di un campo normale K, allora K giace tutio da una
stessa parte di 0. Quindi ogni poliedro fondamentale é\convesso,
o un segmento di geodetica che congiunge due punti interni a un tale
poliedro ¢ formato tutto di punti interni al poliedro. Supponiamo
ora (cid che non diminuisce la generalitd) che la quadrica Q
dello spazio euclideo § rappresentativo sia una sfera di rag-
gio 1; e sia Q una sfera di raggio ¢ < 1, concentrica & Q,

interna a Q. Ogni punto interno o sul contorno di @ apparnene
a un numero finito di poliedri fondamentali; ed esiste al pii un
numero finito di tali poliedri, che abbiano almero un punto co-
mune con @, perché altrimenti esisterebbe in @ un punto limite
di infiniti poliedri. Siano ora ¢,, €, &.... infiniti numeri positivi

crescenti, tali che lim ¢, = 1. Costruiamo le sfere Q, Qs Q...
n=00
concentriche a Q, i cui raggi euclidei siano rispettivamente

€17 63 v vnnn Dei poliedri fondamentali normali, che hanno per
limite il punto B di Q, soltanto un numero finito pud avere dei
punti interni o sul contorno di @ (dove ¢ & un intero qualun-
que). Gli altri poliedri sono tutti esterni a Q. Il segmento di
geodetica (retta) che congiunge due punti interni a un polie-
dro affatto esterno a @, giace tutto entro questo poliedro, e
percid & interno a @, ma esterno a Q. La sua lungheszza eu-
clidea & quindi inferiore a 2 /1 — . Dunque la massima
distanza euclidea di due punti di uno dei poliedri K, tende a
zero, quando # tende a infinito, ossia quando K, si avvicina al
punto B. Dunque, mentre i nostri poliedri si avvicinano a B,
le loro dimensioni (dal punto di vista euclideo) impiccioliscono
in tutti i versi; preso quindi un intorno B piccolo a piacere del
punto B, esisterd un numero m cosi grande che, per n > m, tutti
i poliedri K, sono interni a B. Sia C ora un punto qualunque
interno a R. In ciascuno di questi poliedri K, esiste un punto
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equivalente a C. Dunque in ogni intorno B di B esistono infiniti
punti equivalenti a C.

2. Se in un pezzo w del contorno di Q non esistono punti dis-

tinti equivalenti, nessun punto di w pud essere un punto limite
di infiniti poliedri fondamentali. v

Sia infatti B un punto di w; sia g un piccolo cerchietto,
interno a w, della sfera Q, che contiene B all’interno, e siano
g, g ... 1 cerchi trasformati di g. Io dico che il cerchio g non
puo tagliare alcuno dei cerchi ¢, g”.... Se infatti E fosse un
punto interno tanto a g, che a ¢/, la trasformazione T di @, che
porta g’ in g, porterebbe il punto E in un altro punto E, interno a
g, ed equivalente ad E. Per I’ ipotesi fatta E’ coinciderebbe con E.
Tutti i punti interni a g ed a g sarebbero dunque punti fissi
per la T': cid che & assurdo. Potrebbe darsi che g fosse tan-
gente a uno dei cerchi ¢, g”....: noi possiamo evitare subito
questo caso, impicciolendo il cerchio g. Potremo dunque sup-
porre che i cerchi g, ¢, g". ... siano a due a due esterni 1'uno al-
P'altro. Indichiamo con y la regione limitata dal piano del cer-
chio g, e da quella calotta di Q, cui appartiene il punto B; in-
dichiamo con Y,7Y”.... le regioni equivalenti a y. Per quanto
abbiamo dimostrato tutte queste regioni sono affatto esterne
Puna all’altra. Se € & un punto di Y, i punti equivalenti a C
gono tutti esterni a y. K dunque impossibile che B sia un punto
limite di infiniti poliedri normali del gruppo G': in tal caso in-
fatti, per quanto abbiamo dimostrato pit sopra, in Y esistereb-
bero infiniti punti equivalenti al punto C.

Resta dunque dimostrato con tutto rigore che:

8. Se w & un pezzo di Q, in cui esiste almeno un punto B,
che sia punio limite di infiniti campi normali, il gruppo G non
puo essere pr. dis. in tutio w.

E possiamo anche dimostrare:

4. Se w é un altro pezzo del contorno di Q, in ogni intorno
di B esiste almeno un punto equivalente a un punto gqualsiasi E

/}, VERPPY

di w'.

#

au
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" Sia Eun punto di ;se questo teorema non fosse vero, esi-
sterebbe un intorno circolare ¢ di E, tale che tanto ¢, quanto
gli intorni equivalenti sarebbero tutti esterni a un intorno f
di B. Se C fosse un punto posto nella regione limitata dal piane
passante per la periferia di , e quella calotta di Q, a cui ap-
partiene E, allora B non potrebbe essere punto limite di punti
equivalenti a C: cid che & contrario a quanto abbiamo gi di-
mostrato in 1.

Ors, se un poliedro fondamentale non ha alcuna faccia su Q,
allora ogni punto di Q & punto limite di infiniti poliedri fon-
damentali. Dalle quattro proposizioni precedenti segue appunto
che in tal caso G non & pr. dis. in alcun pezzo di Q@: cid che
appunto noi avevamo enunciato.

Noi dimostreremo ora un teorema, che fara meglio ricono-
scere l’impbrtanza dei precedenti risultati.

Se il gruppo G opera in modo pr. dis. in una regione w di Q,
esso opera in modo pr. dis. su tutto Q (eccettuati al pit dei
punti che non riempiono alcun pezzo di Q, ossia che giacciono
su linee eccezionali) e viceversa.

Ricordando che i punti di Q sono in relazione biunivoes
continua coi punti del piano complesso m della variabile , il
precedente teorema equivale al seguente:

Se un gruppo kleiniano G opera in modo pr. dis. in una re-
gione, per quanto piccola, del piano w della variabile complessa
z, esso opera in modo pr. dis. in tutto il piano T (eccettuate al
pit delle linee eccezionali) e viceversa.

Per dimostrare questo teorema, cerchiamo intanto quando un
gruppo kleiniano G pud non operare in modo pr. dis. in ogni
pezzo di una regione w di m. In tal caso ogni punto della re-
gione w, che & su Q immagine di w, & punto limite di infiniti
poliedri fondamentali: quindi per il teorema IV di pag. 197,
ogni punto E di Q & equivalente a un punto E' di w. Ma E e
punto limite di infiniti poliedri fondamentali; altrettanto avverra
dunque per E. Quindi G non & pr. dis. in ogni intorno del punto
generico K di Q.
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1l nostro teorema si pud anche dimostrare in modo diretto.
Infatti, nelle nostre ipotesi, in ogni pezzo p (per quanto
piccolo) di © deve esistere qualche punto lasciato fisso da al-
meno una trasformazione di G. Supponiamo infatti, cid che
nulls toglie alla generalita, che p contenga il punto 2 = 0; e si
consideri entro p una pwcola ares’ circolare g di raggio T, il cui
centro sia il punto & == 0. Jo dico che in g esiste almeno un
punto lasciato fisso da una trasformazione non identica di &. Sup-
poniamo che cid non sia. Sia ¢ un’area circolare, interna e con-
centrica a g di raggio ¥ (< ). Esisteranno, per ipotesi, in G delle
trasformazioni &’ =:"; = g , che porteranno un punto x = &
di ¢ (Je] < 7) in un altro punto x = €dig(le <) Sia T
una di esse. I due punti & = A, z = p (distinti o coincidenti)
lasciati fissi dalla nostra trasformazione T, dovrebbero essere
esterni a g e quindi dovrebbe essere |A!> T, | > t. Troviamo

facilmente (in virti della equazione €& »-i'k B e del fatto che
m—~»—?—$§ soltanto se x = X, 0 se r = p) o: {i y:8=c¢¢ —

— QWb ApAp @ —ee—eied —e(Hm A
Facoiamo ora tendere T, e quindi anche ¢, &' a zero, ricordando
che {A > 1, . > 7. Dalle ugunaglianze precedenti si trae che
% ' £? g tendono rispettivamente il primo a 1, gli altri due a 0.
La trasformazione T diverrebbe infinitesima, cid ch’é assurdo,
perché G & p. d. t.i. Dunque in g, ¢ quindi in ogni pezzo di ©
esiste qualche punto lasciato fisso da una trasformazione di G.
Dimostreremo ora che G non é pr. dis. in alcuna regione di m.
Infatti, se G non & pr. dis. nell’intorno di un punto 4, non &
neppure pr. dis. nell’intorno di ogni punto equivalente ad A.
Bastera dunque dimostrare che ogni punto generico di = pos-
siede in ® almeno un punto equivalente. Se in g esiste un punto
A, che sia lasciato fisso da una trasformazione 7' non ellittica
di G, allora ogni punto di = (che non coincida col secondo punto
di =, lasciato fisso da T) sara trasformato dalla T¥ (p intero

Fo 7 oy,

%V% . *
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pf)sitivo o mnegativo sufficientemente grande) in un punto 4
vicino quanto si vuole ad 4, e percid interno a g e quindi an-
che a w. Per dimostrare che ur punto generico di © & equiva-
lente ad almeno un punto di w, ci basta dunque esaminare il
caso che le infinite trasformazioni di G, le q.ua,li lasciano fisso
un punto di g sono tutte ellittiche. Sia 2 = ¢ il punto, interno

a g, lasciato fisso da una di queste trasformazioni a' = l{;}g
\ YT

(@8 —By=1). Sard e'<<71,ve? (5 —a)e= [ Quind:
Blsly 418 —a.

La nostra trasformazione ¢ ellittica per ipotesi; quindi « - 3
6 reale, e in valore assoluto minore di 2. Quindi
3l a-t8 ++ a <21 a,
18) aga+5;+j6'£2—f—;5,
. b—a << a+8 +28 <2428 ;
cosicche /
(19) Bl<iy 21427 3,
(20) 128 =iy +1l< By +1<<14 y2t2427 v 127 y3.

Dalle (18) e (20) sl trae:
1) B2<fla+2]8 2(1+7Ty) 8 +(1+1 v 24277,
oss1a
@1y [3 -+t y)P=<20+7t v)"

Supponiamo ora che | 7| resti inferiore a una costante finita.
Dalle (21) si trae che anche |3’ restera inferiore a una costante
finita; e altrettanto per la (19) accadra di (§ e per le (18) di '« .
Il gruppo G p. d.t.i. conterrebbe infinite trasformazioni, i cui
coefficienti sono in valore assoluto minori di una costante finita:
c¢id, che & assurdo (teor. I del § 19, pag. 121). Dunque |y non si
pud conservare inferiore a una costante finita. Ma la distanza A dei
due punti lasciati fissi dalla nostra trasformazione (distanza calco-

lata con la metrica euclidea) & data dalla: A2 = ;@iﬁ)—;:}’ sw‘%.
] 1 i * Yl
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Quindi A si puod rendere piccolo a piacere. Cosicchd tra le infi-
nite trasformazioni ellittiche di &, che lasciano fisso almeno un
punto 4, interno a g, ve ne sono di quelle, che lasciano fisso un
altro punto 4’, vicino a piacere al punto 4, e quindi interno
a ©. In w, e quindi anche in ogni pezzo di ®, si potranno tro-
vare due punti 4, 4’ vicini a piacere, lasciati fissi da una stessa
trasformazione ellittica T di G.

Sia T' il gruppo ciclico generato dalla T' (che sard un sot-
togruppo di &). Sia L un arco di cerchio, congiungente 4, 4’;
e siano L', L” gli archi di cerchio, trasformati di L per le T, T-".
Tanto la regione limitata da L, L', quanto la regione limitata
da L', L” sono campi fondamentali per I'. E, notiamolo, una di
esse & interna al cerchio, cui appartiene L. Se dunque 4, 4’ sono
abbastanza vicini, e scegliamo il cerchio, cui appartiene L, ab-
stanza piccolo, il gruppo T avra un campo fondamentale tutto
interno a w. Percid ogni punto di m sara equivalente a un punto
di o rispetto al gruppo T, e quindi anche rispetto al gruppo G.
Quindi & non & pr. dis. nell’intorno di un punto qualunque di .

Se dunque invece in 7 esiste una regione, in cui G & pr. dis.,
il gruppo G sara pr. dis. in ogni regione di =.

c. d. d.

Condizione necessaria e sufficiente affinché G sia pr. dis. in un
pezzo di ™ ¢ quindi anche in tutto m, é che un suo campo fonda-
mentale P in R abbia almeno una faccia su Q; in tal caso ogni
altro poliedro fondamentale (equivalente a P) avrd almeno una
faccia su Q. Tutte queste faccie viempiranno tutta la superficie Q,
esclusi al pit dei punti eccezionali, che non possono pero coprire
alcun pezzo (a due dimensioni) dé Q.

L’insieme I delle faccie, che un poliedro fondamentale K, di
G ha su @, costituisce un campo fondamentale a uno o piu
pezzi di G sulla @: inquantoché ogni punto non eccezionale 4
di Q ha uno e un solo punto equivalente A" appartenente a I.
Infatti, se 4 appartiene a una faccia del campo fondamentale K,

202 Capitolo Ottavo — § 30.
la trasformazione di G, che porta K; in Ko, porta 4 in un punto
appartenente a I~

I punti di 7, a cui corrispondono su @ dei punti apparte-
nenti a I, riempiranno uno o pitt poligoni, il cui insieme I' si
potra considerare come campo fondamentale (a uno o pit pezzi)
di G su . Ora se il poliedro K, ha un numero finito di faccie,
che si estendano all’infinito, ogni faccia di I sara limitata da
linee intersezioni di @ coi piani limitantl Ko. Ma le sezioni piane
di Q hanno su & per immagine dei cerchi. Quindi: Se il poliedro
fondamentale di G ha un numero finito di faccie che si estendano
alll infinito, il campo fondamentale di G su Q é formato da un
numero finito di poligoni a lati circolari. Tale conclusione non &
piltt senz’altro legittima in generale quando il poliedro sia ad
infinite faccie (*). ‘

Dimostreremo ora che ¢ punti di =, eccezionali per un gruppo
Kleiniano G (cfr. pitt sopra), o sono in numero minore o uguale a
2, 0 sono in numero infinito. Infatti una trasformazione di G deve
naturalmente portare un punto eccezionale in un altro punto
eccezionale, e quindi non pud che permutare tra loro i punti
eccezionali. Se questi punti sono in numero % finito, le loro
permutazioni sono pure in numero finito; e poiché G contiene
infinite trasformazioni, esisteranno in  due trasformazioni
distinte T,, T,, che permutano nello stesso modo gli & punti ec-
cezionali. La trasformazione non identica T = T, T:' di G la-
sciera fissi ciascuno degli k punti eccezionali; e poiché nessuna
trasformazione non identica di G pud lasciar fissi pia di 2 punti
di «, sara b < 2.

c. d. d.

(*) Poiché data una curva arbitraria su @ & sempre possibile trovare
un poliedro ad infinite faccie tale che i punti della curva siano punti di
condensazione di punti delle faccie del poliedro. Debbo questa osserva-
zione al mio amico Eugenio Levi.
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§ 31. — Reti di campi fondamentali.

Noi ci volgiamo allo studio della distribugzione dei campi
fondamentali di un gruppo kleiniano G pr. dis. nel piano n della
corrispondente variabile complessa . Questi campi riempiranno
tutto =, esclusi soltanto alcuni punti singolari, che non possono
perd formare un insieme denso in una regione, per quanto pic-
cola, di . Per studiarne la distribuzione in & noi faremo alcune
ipotesi restrittive, supponendo finito il numero di alcuni enti
(linee, poligoni, ece.), che incontreremo nella nostra discussione.
Alcune dimostrazioni acquistano cosi maggior semplicita; altre
invece diventano rigorose, soltanto in virtl delle nostre ipotesi.
Lascieremo senz altro al lettore di riconoscere quale delle at-
tuali dimostrazioni valga in generale.

Noi supporremo che un poliedro fondamentale K, per G abbia
sulla quadrica assoluto @ un numero finito di faccie, ciascuna
delle quali abbia un numero finito di lati. Se queste condizioni
sono soddisfatte per un particolare poliedro fondamentale, esse
saranno soddisfatte per ogni altro poliedro fondamentale. Sia v
il numero delle faccie di K, sulla Q, e siano po, ploy...., pP~" i
corrispondenti poligoni sul piano = della variabile complessa x;
per le nostre ipotesi questi poligoni (§ 30, pag. 202) saranno a

lati circolari; e la regione
I's=po+pot.c..4+piV

sard un campo fondamentale per G in w. I lati di questi poli-
goni saranno a due a due equivalenti rispetto a G (§ 24, pag. 148).
Dimostreremo che si puo, sostituendo a uno di questi poligoni
un poligono equivalente, fare in modo che il campo fondamen-
tale consti di un numero finito di poligoni, tali che un lato di
uno di questi poligoni sia equivalente a un lato dello stesso
poligono. Ove infatti cid non accadesse gia per i poligoni po,
Plo ecc., si potrebbe trovare un lato ! di uno di questi poligoni,

p- es. di po, che fosse equivalente a un lato I' di un altro poli-
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gono pP. La trasformazione di G, che porta I' in I, portera p{®
in un poligono p® adiacente a p,. E, se noi nel sistema I’ dei
poligoni p sostituiamo a p{* il poligono p{*, otterremo ancora un
sistema di poligoni, che si pud considerare come campo fonda-
mentale di G in 7. Siccome perd i poligoni p{¥, p, formano, uniti
insieme, un unico poligono connesso, il nuovo sistema di poli-
goni conterra soli v— 1 poligoni distinti. Se un lato di uno di
questi poligoni & equivalente a un lato di un altro di questi
stessi poligoni, noi potremo ripetere il precedente ragionamento.
Cosi continuando, noi otterremo in fine un sistema di poligoni
Toy oy oo ooy 7Y, il quale & un campo fondamentale (non con-
nesso se i > 1) per il gruppo G, il quale soddisfa alle condi-
zioni volute. Applichiamo ora al sistema di questi p poligoni
tutte le trasformazioni di G. Otterremo nuovi sistemi di poli-
goni 7, 7 ..., 1V (= 1,2,8....),1quali riempiranno tutto
7 (esclusi al pit 1 punti singolari). I poligoni »® formeranno
uno o pit sistemi, o, come si suol dire, una o pin reti R® di
poligoni, tali che da un poligono della rete si possa passare a
ogni. altro poligono della rete stessa, attraversando un numero
finito di poligoni della stessa rete, e senza attraversare alcun
vertice dei poligoni stessi. Indicheremo queste reti, che potranno
essere in numero finito o infinito, con RP, RO, RY ... (¥). Tutte le
reti B 4=1,2,....,p— 1) (s=1,2,....) copriranno tutto
il piano =, (eccettuati i punti eccezionali). Se R{® & una delle
reti precedenti, noi indicheremo con G quel sottogruppo di G,
che trasforma R\° in sé stessa. Osserviamo che, se a un gruppo

kleiniano & pr. dis. corrisponde una sola rete, & p = 1 (si noti

(*) Si noti che da questa definizione segue che da un poligeno di una
rete R non si pud passare a un poligono di una rete R (k£ k), attva-
versando un numero finito di poligoni r, a due a due adiacenti. E altret-
tanto avviene per due poligoni »@, ("  appartenenti a due reti BR% , R()
(¢ £ j), perché un lato in un poligono r, non & mai equivalente a un
lato di un poligono 7,
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perd che, pure essendo p = 1, al gruppo G possono benissimo
corrispondere pilt reti). Se a un gruppo kleiniano corrispondono
due reti, allora p == 1, oppure p = 2. Queste due reti occupe-
ranno su r due regioni distinte, separate da un insieme perfetto
di punti, non denso in alcuna regione di w, che & tutto formato
di punti singolari per G (*) e che noi diremo costituire la linea
limite, o la linea singolare di G. (Un caso particolare di questa
specie & p. es. quello dei gruppi fuchsiani, quando il cerchio li-
mite C & luogo di punti singolari) (§ 30, pag. 195). In un intorno
« di un punto qualunque A4 della L il gruppo G non & pr. dis.
In a esistono quindi (§ 30, pag. 199) infiniti punti lasciati fissi
da una qualche trasformazione di ¢. Nell’intorno di un punto B
lasciato fisso da una trasformazione iperbolica o lossodromica T'
di @ (**), esistono infiniti punti equivalenti rispetto al gruppo
ciclico generato da 7T, e quindi anche rispetto a G. Il punto B
non pué quindi essere interno alle due reti e quindi appartiene a L.
Ora @&, nell’intorno « di 4, non & pr. dis. Quindi (§ 30, pag. 197,
teor. 4) in esso esistono infiniti punti equivalenti al punto B
testd citato. Ma un punto B, equivalente a B, & un punto lasciato
fisso da una trasformazione 7" di G simile alla trasformazione T.
Quindi 7” & pure iperbolica o lossodromica: e B’ giace quindi
su L.

In ogni tratto di L esistono dunque infiniti punti, lasciati fissi
da una trasformazione iperbolica o lossodromica di G. In altre
parole: i punti lasciati fissi da una trasformazione iperbolica o
lossodromica di G formano un insieme ovunque denso su L. Sia
ora V una trasformazione lossodromica di G, che lascia fisso il

(*) Infatti questi punti sono punti limiti di infiniti poliedri normali;
e, per quanto si & gid osservato, in ogni loro intorno il gruppo G non
puo essere pr. dis. (cfr. § 30, pag. 197).

(**) Se non esistesse alcun punto B siffatto, il gruppo G rientrerebbe
tra i gruppi, di cui abbiamo fatto cenno al § 30, pag. 189. Esso dunque,
o sarebbe fuchsiano, o possederebbe un numero finito di punti singolari,
e quindi un’ unica rete di campi fondamentali.
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punto D di L. Potremo supporre che D sia il punto = 0, e
che V sia una trasformazione del tipo & = k € x (k, § costanti
reali). Le potenze positive o negative di ¥ (a seconda che & <1
o k > 1) portano ogni altro punto € di @ in altri punti (", ("....,
i cui moduli tendono zero, mentre i loro argomenti differiscono
I'uno dall’altro precisamente di 8. I punti (', (", .... sono, per
cosi dire, disposti a spirale intorno al punto D, lasciato fisso da V.
Ora L & trasformata in sé stessa da ogni trasformazione di G,
e quindi anche dalla V. Quindi la L & avvolta, diremo cosi, a
spirale attorno al punto 4. Se dunque & & proprio un gruppo
kleiniano, e quindi contiene trasformazioni lossodromiche, in ogni
intorno di L esisteranno infiniti punti, attorno ai quali L & av-
volta a spirale. Tanto basta per poter asserire che L non é una
linea analitica, ossia che 'unico caso, in cui un gruppo G am-
metta due reti, divise da una linea analitica, é quello in cui G ¢
fuchsiano, e questa linea & una retta o un cerchio.

Nel caso di gruppi kleiniani con pit di due reti si pud an-
cora dimostrare in modo analogo che il luogo dei punti singo-
lari forma una linea non analitica.

Osservazione. — Come, quando si parla di un gruppo fuch-
siano @, si ammette che la linea limite divida il piano in due
regioni, ciascuna delle quali ¢ trasformata in sé stessa da G,
cosi piti avanti, nelle applicazioni analitiche dei gruppi kleiniani,
ammetteremo sempre, quando diremo che N & una rete di campi
fondamentali di un gruppo kleiniano G, che il gruppo G tras-
forma N in sé stessa. Che, se cosi non fosse, noi ci limiteremo
alla considerazione di quel sottogruppo di G, che trasforma N

in sé stessa.
§ 32. — I vertici dei campi fondamentali.

Sia G un gruppo fuchsiano su una variabile complessa @;
e sia L il cerchio o la retta reale del piano = di questa varia-
bile, che il gruppo G trasforma in sé stesso. Siano B, R, le due
regioni, in cui L divide 7, ed R, sia la regione interna alla L.
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Un campo fondamentale normale per G avra (§ 30, pag. 194)
per immagine su 7 due poligoni, KV, K?® trasformati 'uno del-
T’altro nell’inversione per raggi rettori reciproci definita da L,
e i cui lati sono rette o cerchi ortogonali a L, oppure sono pezzi
di L comuni all’uno e all’altro dei due poligoni. Se esistono dei
lati di quest’ultima specie, i due poligoni formeranno un unico
poligono connesso, che sard un campo fondamentale Ko di G
in m; se invece tali lati non esistono, i poligoni K, K{” saranno
campi distinti; e daranno origine a due reti di poligoni affatto
distinte, separate da L. Se i lati e quindi anche i vertici di K{",
K®, sono in numero infinito, i punti limiti di questi vertici
giaceranno naturalmente su L, e potranno anche essere essi stessi
vertici (non isolati) di K, K{». Noi volgeremo ora la nostra at-
tenzione ai vertici isolati di K{°, K. Noi studieremo i vertici
di K; i vertici di K® si studieranno in modo perfettamente
simile. I vertici isolati di K{” si sogliono distinguere in acciden-
tali, o mon accidentali, secondo che essi non somo oppure sono
lasciati fissi da qualche trasformazione non identica di G. I ver-
tici non accidentali si distinguono a lor volta in due specie,
secondo che essi giacciono, oppure non giacciono sulla linea L.
Prima di esaminare una dopo l'altra tutte queste categorie
di vertici, faremo un’osservazione generale.
I lati di un poligono fondamentale K sono (§ 24, pag. 148)
a due a due equivalenti rispetto a G. Potrd anche avvenire che
un lato di K corrisponda a sé stesso; vuol dire che in tal caso
esiste in p una trasformazione non identica 7' che muta un tal
lato in sé stesso. La T' possiederd su questo lato un punto fisso
A, che dividera I in due pezzi I, l” e sard a periodo 2. I punti
di 7 saranno da T (o da T-') portati nei punti di I”. Noi con-
sidereremo, per semplicita, I ed I’ come due lati distinti di K,
ed A come un vertice di K.
La corrispondenza cosi stabilita tra i lati porta a una cor-
rispondenza tra i vertici di K. Sia p. es. 4 un vertice di K ed [,
uno dei lati di K uscenti da 4. Il gruppo G portera I, in un lato
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equivalente I,, e il punto 4 in uno dei vertici posti su l,, per
es. nel vertice B. Sia I, I'altro lato di K uscente da B: esso
sard equivalente a un lato !, di K. Il punto B sara equivalente
a un vertice C di K, posto su I, e che potra essere distinto
da A. Otterremo cosi dei vertici 4,B,C,. ... equivalenti tra
loro. Noi diremo che essi formano un ciclo. Naturalmente pud
accadere che un ciclo di vertici contenga un solo vertice A:
questo avverrs quando i due lati 7, I, di K concorrenti in A4
sono tra di loro equivalenti.

Vertici di uno stesso ciclo sono contemporaneamente acci-
dentali, o non accidentali, posti o non posti sulla linea L.

1. Verricr NoN AccmpENTALI PosTi su L. — K facile vedere che
una trasformazione T non identica di G, che trasformi in sé
stesso un vertice A posto su L, non pué essere iperbolica. Infatti
il sottogruppo ciclico ', generato da una trasformazione iperbo-
lica ¥ di @, ha per campo fondamentale normale P’ di centro C,
la regione limitata dalle geodetiche equidistanti dal punto Coe
dai punti trasformati di Co rispettivamente per le V, V7. E
questo campo fondamentale non contiene né all’interno, né sul
contorno i punti lasciati fissi dalla V. Essendo I' sottogruppo
di G, il campo fondamentale per G di centro Co & tutto interno
a P. A fortiori vale dunque il nostro teorema. Quindi:

Un vertice non accidentale, posto su L, & lasciato fisso da un
sottogruppo ciclico di G, generato da una trasformazione parabo-
lica di G (*).

Dimostreremo ora un teorema, che si pud considerare come
reciproco del teorema precedente.

8e A ¢ un punto del cerchio limite C, lasciato fisso da una
trasformazione parabolica T del gruppo fuchsiano G, allora un
poligono fondamentale normale ha almeno un vertice nel punto A,
o0 in un punto equivalente. Se infatti 4 non fosse vertice di alcun

poligono fondamentale, esso dovrebbe essere punto limite di po-

(*) Una trasformazione ellittica di @ non lascia fisso alcun punto di L.
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ligoni fondamentali non equivalenti rispetto al gruppo ciclico T'
generato da T, perché ogni punto, interno a C, per quanto vi-
cino ad 4, appartiene almeno a un poligono fondamentale. Noi
potremmo dunque trovare entro L infiniti punti Do, Dy, Dy .. ..
aventi per limite il punto 4 (¥) equivalenti rispetto a G, ma non
equivalenti rispetto a T
Formiamo un campo fondamentale P normale per il gruppo
ciclico T. Esso sara limitato da due geodetiche uscenti da 4,
ossia da due cerchi tangenti fra loro nel punto 4, e normali in
A a L. Ogni punto D sard equivalente a un punto di P rispetto
a T, e quindi (poiché T' & sottogruppo di &) anche rispetto a G.
Potremo dunque supporre che i punti D siano tutti interni a P.
Per semplicita rappresentiamo, con una trasformazione lineare
sulla z, (§ 22, pag. 187) la regione interna a L sul semipiano
positivo #’ di una variabile complessa, che ancora indicheremo
con z, in modo che il cerchio L sia rappresentato sull’ asse reale
r di 7, lesgeodetiche uscenti da 4 abbiano per immagine le rette
normali a r e il punto Do abbia per immagine il punto & = i
Come sappiamo, il gruppo G sara mutato in un gruppo simile,
le cui trasformazioni hanno coefficienti reali. Il campo P avra
per immagine una striscia limitata da r e da due rette normali
a r. I punti D avranno per immagine dei punti equivalenti di
questa striscia Eo, E;, Ey...., la cui distanza da » cresce in-
definitamente (perché i punti D hanno A per punto limite).
Ora tutti questi punti devono essere trasformati del punto (Eo)
@ =i per una trasformazione di G. Noi dimostreremo, con un
ragionamento dovuto al Fricke, che cid & assurdo. Sia infatti

Y : :
zr = ?f—:b_rg. (% Biy T:, 5 costanti reali legate dalla & S —Bivi=1)
quella trasformazione T; di G che porta E, in E, Indichiamo

(*) Questa asserzione si dimostra nello stesso modo, con cui nel § 30
abbiamo dimostrato 1’ asserzione analoga per i poliedri fondamentali di
un gruppo kleiniano.

1t
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con a; il valore di z in E,. Sari evidentemente:
‘=Emﬂ£+iwL__
Tt Yi 8
Ma per ipotesi i punti E, si allontanano indefinitamente da
r; potremo dunque trovare, tra le precedenti, una trasformazio-
ne T, tale che Y; + &, © quindi anche ¥, 3, siano minori in va-
lore assoluto di una costante positiva e piccola a piacere. Ora
la trasformazione parabolica T) che lascia fisso il punto 4, sara
nella nuova rappresentazione di G definita da una equazione
del tipo ¥ =x +a (a= costante reale).
La trasformazione T7' T T (che pure appartiene a G)é defi-
nita dalla:
A+ ez +8a

=t

—Yiax+(I— 1.5a)

Ricordando che ¥, 5 si possono rendere piceoli a piacere, si ri-
conosce subito che questa trasformazione & infinitesima. Il gruppo
G conterrebbe dunque trasformazioni infinitesime, cié-che & as-
surdo. Dunque il punto A & vertice di almeno uno e quindi di
infiniti campi fondamentali: e ogni campo fondamentale avrd
quindi per vertice o il punto 4, o un punto equivalente.

Possiamo completare questi risultati, dimostrando che:

Se i poligoni fondamentali, che G ha in w, formano due reti
distinte, e se un campo fondamentale per G entro L ha un nu-
mero finito di vertici, ogni vertice, che un tale campo ha sulla

linea L, non é accidentale.

Infatti, se un tal vertice A fosse un vertice accidentale, esso
formerebbe parte di un ciclo di pit vertici 4, 4,...., AV tutti
equivalenti tra loro. Uno dei lati uscenti da A, p. es.l;, sarebbe
equivalente a un lato I, uscente da A’ Valtro lato Iy uscente
da A’ sarebbe equivalente a un lato I”, uscente da A" e cosi
via fino a che avremo un lato I uscente da A® equivalente al
secondo lato I, uscente da A.La trasformazione di G che porta
7, in I, porta p in un nuovo poligono p’ adiacente & p lungo I,
e avente ancora per vertice 4. Indicheremo con X, Ialtro lato
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di p’ uscente da A4, che sard il trasformato di Iy e che quindi
sard equivalente a I’,. La trasformazione di G che porta I, in
X,, portera p in un nuovo poligono p”, adiacente a p’ lungo A,
e avente per vertice 4. Cosi continuando giungeremo in fine a
un poligono equivalente a p, avente per vertice 4 e di cui un
lato A & equivalente a I e quindi anche a ;. Questo lato A non
pud coincidere con J;: infatti se ¢id fosse i successivi poligoni
p,p,p" ..., che sono disposti l'uno accanto all’altro, e che
hanno A per vertice comune, sarebbero tali che ogni raggio
uscente da A dovrebbe penetrare entro uno di questi poligoni,
o far parte del suo contorno: ossia, per esprimermi grossola-
namente, questi poligoni coprirebbero almeno una volta l'in-
torno di 4. Ma cid & assurdo, perché questi poligoni devono
essere per ipotesi tutti interni a L, e non possono uscire dalla
regione limitata da questa linea. Quindi la trasformazione di G,
che porta I, in A, e che naturalmente deve trasformare 4 in sé
stesso, non pud essere l'identitd. A non & dunque un vertice ac-

cidentale.
c. d. d.

Osserviamo ancora che, se A & un vertice posto su L, e se
esso forma un ciclo a un solo vertice, allora i lati I, I, concor-
renti in A sono trasformati l'uno dell’altro da una trasforma-
zione parabolica di G. Essi somo tangenti tra loro in A, ossia
formano un angolo euclideo nullo. Altrettanto avviene se A fa
parte di un ciclo a piu termini. Ne viene dunque che, s¢ ¢ po-
ligoni fondamentali di G in T formano due reti distinte, e se uno
(e quindi ognuno) di essi ha un numero finito di lati, allora la
somma degli angoli (euclidei) di un tal poligono in un ciclo di
vertici posti su L & uguale a zero.

VERTICI NON AcCIDENTALI INTERNT 4 L. — Un tale vertice A
sard lasciato fisso da un sottogruppo ciclico di G, generato da
una trasformagzione ellittica T' di G.

Viceversa sia U una qualsiasi trasformazione ellittica di @;
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e sia O il punto lasciato fisso dalla. U entro L. Io dico che ogni
campo fondamentale per & entro L ha almeno un vertice non acciden-
tale in un punto equivalente ad O. Infatti ogni punto equivalente
ad O & lasciato fisso da una qualche trasformazione ellittica di &,
e in un suo intorno, piccolo a piacere, esistono quindi almeno due
punti distinti equivalenti. Ora in un qualsiasi campo fondamen-
tale K esiste almeno un punto 4 equivalente a un tale punto O;
e, per quanto sappiamo, esso non potrd essere interno a K, ma
dovra cadere sul contorno di K. Esso potra o essere un vertice di
K nel senso proprio della parola, oppure esistere su un lato di
K: ma io dico che in quest’ultimo caso, 4 & ancora un vertice
di K, quando si estenda nel modo esposto piu sopra (pag. 207),
il significato della parola: vertice (di un campo fondamentale). E
infatti, se 4 giace su un lato I di K, la trasformazione ellittica
di G, che ha 4 per punto fisso, deve trasformare I in un cerchio
passante per A, e non attraversante K. Esso deve quindi tras-
formare I in sé stesso. Dunque ! & diviso da 4 (cfr. a pag. 207)
in due pezzi I, I” equivalenti rispetto a (, e che quindi si de-
vono considerare come lati distinti di KX, mentre 4 si deve con-
siderare come un vertice.

Sia ora 4 un vertice non accidentale di un campo fonda-
mentale di G, interno alla L. E sia (§ 30, pag. 189) n I’ ordine
del sottogruppo T ciclico di @, che lascia fisso 4. II gruppo T
sard generato da una trasformazione ellittica T’ di periodo =.
Un cerchio I ortogonale a L (geodetica) uscente da 4, e il cer-

chio 7' trasformato per la T formeranno un angolo 21:; il cer-
n

chio ! e un qualsiasi cerchio equivalente rispetto a I' formeranno
27
n
ciclo di vertici, e quindi i due lati uscenti da A sono equiva-

un angolo multiplo di =~. Se dunque A costituisce da solo un

lenti rispetto a T, questi due lati formano tra di loro I'angolo 2 .
. . . . . n

Se invece 4 fa parte di un ciclo di pil vertici, siano 4', 4”,

vv.oy A9 gli altri vertici del ciclo. Per fissare le idee supporremo

v = 1; metodo e risultati sono generali. I lati [, /; uscenti da 4
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saranno rispettivamente equivalenti ai lati I, I, uscenti da 4"
La trasformazione di G che porta A'in 4,1, in I, portera I, in
un cerchio / ortogonale a L, equivalente a I,, e quindi anche a I,.

\

L’angolo che ha per lati [, I,, e che & attraversato da I, & dun-
que un multiplo di %—Z-E; poiché in esso non penetrano evidente-
mente cerchi uscenti da 4, ed equivalenti ad J,, questo angolo
sara proprio uguale a 2; Questo angolo & la somma dell’an-

golo A del nostro poligono, e dell’angolo I,  che I, forma con I;
ma quest’angolo & evidentemente uguale all’angolo A’ del no-
stro poligono fondamentale, perche i gruppi fuchsiani, essendo
movimenti nella solita metrica iperbolica, mutano un angolo in
un angolo uguale (*). Ne possiamo dunque dedurre:

La somma degli angoli di un poligono fondamentale nei vertici
di wno stesso ciclo non accidentali, e non posti su L ¢ uguale a

27:

qosen ¢ il periodo della trasformazione ellittica T, che genera

quel sottogruppo ciclico di T, che lascia fisso uno di questi vertici.

Questo teorema, che vale anche per campi fondamentali non
normali, ricorda il teorema sopra trovato per i vertici posti su
L, per i quali evidentemente T' & parabolica, e ha quindi un
periodo n = oo,

VERTICI ACCIDENTALL — Abbiamo gia visto che, almeno sotto
certe ipotesi, (pag. 210) i vertici accidentali di un campo fonda-
mentale per G sono tutti interni alla L. Noi ci limiteremo quindi
allo studio di un ciclo di vertici accidentali interni a L. I vertici
di un tale ciclo sono lasciati fissi soltanto dalla trasformazione
identica di @, la quale si pud anche considerare come una tras-
formazione ellittica di G di periodo # = 1. Ripetendo ragiona-
menti affatto analoghi al precedenti, troviamo che:

(*) Notiamo che @& indifferente misurare questi angoli nella metrica
euclidea, o nella solita metrica iperbolica, perché questa metrica & rap-
presentata conformemente entro L.
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La somma degli angoli di un campo fondamentale in un ciclo
di vertici accidentali, interni a L, é uguale.a 2.

Noteremo ancora che mentre ogni vertice non accidentale di
un campo fondamentale normale K di centro C & equivalente ad
almeno un vertice di un altro campo fondamentale normale K,
qualunque sia il centro di questo nuovo campo, un vertice ac-
cidentale di K pud benissimo essere equivalente a un punto in-
terno a K.Per questa ragione appunto, tali vertici hanno rice-
vuto il nome di vertici accidentali.

Cicu1 p1 veErTict, — Il Fricke ha dimostrato, che, se il centro C
del campo fondamentale normale K, & un punto generico, ogni
ciclo di vertici accidentali & un ciclo di tre vertici (¥), mentre
invece un ciclo di vertici non accidentali & un ciclo a un solo
vertice. Noi ci accontenteremo di dimostrare 1’ultima asserzione,
specialmente importante.

Un ciclo non accidentale di vertici ¢ (cfr. quanto abbiamo
detto in questo paragrafo) formato tutto di vertici, ciascuno dei
quali & lasciato fisso da una trasformazione non iperbolica del
gruppo G. Viceversa, se 4o & un punto lasciato fisso da una
trasformazione non iperbolica T di &, esiste in K, almeno un
vertice equivalente ad d,. Supponiamo I’ ellittica. Il punto 4,
& posto a distanza non euclidea finita. Siano 4,, 4, .... i punti
equivalenti ad 4o. Se C, & generico, le distanze da Co a due dei

punti 4 sono sempre diverse; quindi, per definizione (§ 25), il

(") E evidente che un tale ciclo ha almeno tre vertici, perché ogni
campo fondamentale & convesso, ossia giace tutto da una stessa banda di
ciascuno dei suoi lati [efr. quanto si é detto al § 30, pag. 196, per i poliedri
fondamentali di un gruppo kleiniano) e quindi ha tutti gli angoli minori
di un angolo piatto, mentre la somma degli angoli di K in un ciclo di
vertici accidentali & uguale a due angoli piatti.

I vertici di uno stesso ciclo, interni alla L, sono equidistanti, nella
solita metrica iperbolica, da C. Se un ciclo di vertici accidentali fosse di
4 vertici, il panto O sarebbe equidistante da questi quattro punti tra loro
equivalenti, E il Pricke ha dimostrato (loc. cit., pag. 245) che un punto
generico non puo essere equidistante da quaétro punti equivalenti.
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campo K, non potra avere pitt di un vertice equivalente ad 4.
Sia invece 7' una trasformazione parabolica. Il punto 4, giace
sul cerchio limite L, e sara vertice, per quanto sappiamo, di in-
finiti campi K equivalenti a Ko. Bastera dimostrare che 4, forma
da 88 solo in questi campi K un ciclo di vertici, o in altre pa-
role che quei due lati di uno di questi campi K, che escono da
4,, sono tra loro equivalenti rispetto a T. Ricorriamo alla solita
rappresentazione del gruppo & come gruppo trasformante in sé
un cerchio limite L. Il punto 4o giace su L, e la trasformazione
T trasforma in s& stesso ogni cerchio y tangente a L in A..
E per quanto abbiamo detto a pag. 209 noi potremo trovare un
tal cerchio y passante per un punto C; equivalente a Co, in modo
che entro di esso non esista alcun altro punto equivalente a Co.
Se di pit C, & generico, nessuna trasformazione di &, che non
sia una potenza di T, potra portare il punto C; in un altro punto
posto su 7 (*). Il punto C, giacera su y tra due punti (', (" tras-
formati di C, rispettivamente dalla T'e dalla 7. T punti, posti
in un intorno abbastanza piccolo di A, e compresi nella regione
¢ limitata dalle due geodetiche g, g” (cerchi taglianti ortogonal-
mente la L) luogo dei punti equidistanti rispettivamente da C; e
C e da C e (", hanno evidentemente una distanza geodetica da C;,

che & minore della distanza geodetica da essi a un altro punto

(*) Supponiamo infatti che per ogni punto B; di un archetto e di 7,
terminato al punto C;, esista una trasformazione 7' di G, che non sia
una potenza della 7', e che porti B; in un altro punto di y. Poiché i punti
di ¢ formano un insieme, che ha la potenza del continuo, e le trasforma-
zioni di G formano un insieme numerabile, esisterebbe tra le considerate
trasformazioni 7" di G almeno una tragformazione 7", che porta infiniti
punti di ¢ in punti di y. La 7" dovrebbe dunque trasformare in sé stessa
il cerchio v, e quindi lascierebbe fisso il punto 4o. La T" sarebbe dunque
una potenza di 7' contro 1’ipotesi fatta, D’altra parte, almeno quando ¢
¢ abbastanza piccolo, i punti di e non hanno alecun punto equivalente
entro v; da cid segue 1'asserzione del testo.
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qualunque C; equivalente a C: (*). Essi appartengono dunque
tutti al campo fondamentale normale, che ha per centro C. Que-
sto campo fondamentale ha dunque un vertice in Ao, e per lati
uscenti da 4, ha proprio le geodetiche ¢, ¢”, trasformate 1'una
dell’altra mediante la 7' Il punto 4, forma quindi da sé solo in
tale campo un ciclo di vertici. Altrettanto avverrd quindi in
K, di quel vertice di Ko, che & equivalente ad A.

Le precedenti considerazioni si possono estendere facilmente
ai gruppi kleiniani, almeno per il caso che un poligono fonda-
mentale K di un tale gruppo G abbia un numero finito di lati.
Cosl p. es. si potra dimostrare che nessun vertice di K pud es-
sere lasciato fisso da una trasformazione iperbolica, o lossodro-
mica di G, che i vertici di K, posti sulla linea limite, o singolare,
non possono essere accidegntali, che la somma degli angoli di K

. . . PP T \ . .
in un ciclo di vertici & “, se » & I’ordine del sottogruppo ci-
n

clico di @, che lascia fisso un vertice del ciclo. In particolare
si deve porre » =1, se i vertici del ciclo sono accidentali, n = ¢,
se 1 vertici del ciclo considerato sono lasciati fissi da una tras-

formazione parabolica.

§ 33. — Indice di una trasformazione.

Siano Ko, K, .... campi fondamentali di un gruppo fuchsiano G.
Nel § 24 abbiamo visto che, se T}, T, .... sono le trasfor-

mazioni che portano un campo K, in un campo adiacente, quella

(*) In una regione perfetta, interna a L, non possono esistere infiniti
punti equivalenti a Co; quindi potremo trovare un altro cerchio y’ tan-
gente a L in Ao, e contenente v al suo interno, in guisa che nella regione
limitata da ¢, ¢”, v, ¥’ non esistano punti equivalenti a Co. In altre pa-
role i punti equivalenti a Co, non posti su y, sono esterni a y’. Ora &
ben evidente che i punti posti in un intorno abbastanza piccolo di 4o
hanno da O; una distanza geodetica minore di quella, che essi hanno da
qualunque punto esterno a y'. Ed & poi chiaro senz’ altro che, se essi sono
posti nella regione compresa tra ¢’ e ¢”, la loro distanza da C; & minore
o uguale alla distanza da essi a un punto equivalente a (; posto su Y.
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trasformazione U che porta K, in un altro campo fondamentale
K, si pud porre uguale al prodotto di s delle trasformazioni
T, T;...., se esistono s — 1 campi fondamentali K, K,, ...., K, _,
tali che ognuno dei campi K, K, K,.... K,_, K, (il primo e I'ul-
timo esclusi) sia adiacente a quello che lo precede e a quello
che lo segue. Queste trasformazioni T potranno anche non es-
sere tutte distinte. Vediamo dunque che ogni trasformazione U/
di G si pud scrivere sotto la forma:

M) U=TsTu....T%, (k+hs+....+ky—5)

dove le I}, T, ...., T, sono al solito trasformazioni che portano
K, in un campo adiacente, e ki, k;, ...., k, sono intieri positivi
(tutti nulli, solo se U = 1). Naturalmente accadra che una tras-
formazione U si pud scrivere in infinite maniere sotto la forma
precedente; cosicché la somma %k, +k, + ....+ k, non avra un
valore determinato, quando sia data la U. Ma, data la U, sara
determinato il valore pili piccolo possibile, che pud assumere la
somma k, + k, + .... + k,;. Questo valore (nullo, solo se U= 1)
si dira 1'indice di U.

E, per quanto abbiamo visto piu sopra, possiamo concludere:

Sia U la trasformazione di G, che porta K, in un nuovo
campo K, e siano A, B due punti, U uno di Ko, U'altro di K. La U
avra un indice non maggiore di s, se una linea X terminata ai
punti A, B attraversa, oltre Ko, un numero s di campi fondamen-
tali senza passare per alcun vertice dei campi K.

Se 4, B sono punti generici di Ao, K;, la geodetica 4 B si
puo scegliere come linea A; e il numero s non puo superare il
numero dei lati della rete di campi K, che sono aftraversati da A.

Vogliamo ora mostrare una limitazione notevole per il nu-
mero 8.

Supporremo dapprima che un campo fondamentale non ab-
bia vertici a distanza infinita nella solita metrica iperbolica, in
cui G & un gruppo di movimenti.

Otterremo wuna formola, che, con poche modificazioni, si po-
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trebbe anche dimostrare per i gruppi pr. dis. di movimenti in una
metrica qualsiasi M, quando un loro campo fondamentale non abbia
alcun punto sulla regione W (§ 20, pag. 1562) singolare per M (la
quale nel caso della metrica di Bolyai coincide appunto coi
punti a distanza infinita) (*).

Isoliamo ogni vertice V di K, con un piccolo cerchio v di cen-
tro V e di raggio R (**). Sceglieremo R uguale per tutti i cer-
chi vy e cosi piccolo, che questi cerchi non abbiano a due a due
punti comuni. Per ipotesi i vertici sono tutti a distanza finita,
e quindi non possono appartenere ad infiniti campi fondamentali.
Siccome per 1'ipotesi fatta i vertici di Ko sono in numero finito,
esistera un intero finito %, tale che ogni vertice appartiene a
non piu di k campi fondamentali.

Esiste evidentemente un numero positivo . minore

1. della distanza da B a un punto qualsiasi posto sul con-
torno di K|, o su uno dei cerchi 7,

2. della distanza da un punto di uno dei cerchi y a un punto
posto su un altro dei cerchi v,

3. di tutte le corde di un campo K, (segmenti di geodetiche,
congiungenti due punti del contorno di K, posti su due lati
distinti di K)), che non attraversano alcun cerchio 7.

Sia ! la distanza geodetica 4 B; e la geodetica 4 B attra-
versi, oltre Ko, s campi fondamentali. Io dico che si puoé trovare
una costante 2, tale che:

(22) s<< al.

Supponiamo dapprima che la geodetica 4 B non attraversi
alcuno dei cerchi y. Segniamo i punti B, in cui il segmento geode-
tico 4 B & diviso dalle geodetiche, che separano un campo fonda-
mentale dall’adiacente. Due conseéutivi tra i punti B,, B apparten-

(*) Cfr. la nota alla pag. seguente.

(*) Cerchio in una metrica a due dimensioni & il luogo dei punti, la
cui distanza geodetica da un punto fisso O ha un valore costante R, Il
punto O dicesi centro, la quantitdh B raggio del cerchio.




Capitolo Ottavo — § 33. 219
gono a uno stesso campo fondamentale; se quel pezzo della geode-
tica A B, che & terminato ad essi, non attraversa alcuno dei nostri
cerchi, la lunghezza di questo pezzo & superiore o uguale a p.

La geodetica 4 B non pud dunque contenere pin di " di que-
sti pezzi. Vale dunque la (22), ove si ponga a = v

Supponiamo ora che la geodetica 4 Bincontri qualche cerchioy.
Il numero dei campi fondamentali, che la geodetica 4 B attraversa
entro uno dei nostri cerchi, & per ipotesi inferiore ad h. Se la geo-
detica A B attraversa p dei nostri cerchi, essa contiene p pezzi
distinti, che vanno da B o da un punto dei nostri cerchi a un
punto posto sopra un altro cerchio, e la cui lunghezza é percid
superiore a p. Quindi il numero p soddisfa alla p<C i e la no-
stra geodetica non pud attraversare entro i varii cerchi, da essa
incontrati che al piu Ly campi fondamentali.

Supponiamo ora che lo ™ dei p 4 1 segmenti, esterni ai
cerchi y, che appartengono al segmento geodetico 4 B, attra-
versi h, lati della rete di campi K. Se » ¢ il numero dei va-
lori dell’indice 4, tali che A, = 0, il segmento 4 B conterra
n--2(h,—1)=n-+ 2 h — p segmenti parziali distinti, che
sono corde di un campo K e non attraversano alcun cerchio v;
e, per quanto abbiamo detto per il caso precedente, sara

n—f—Zh,»——pslr Eh££p+l-§2£.
m n n

In tutto dunque la nostra geodetica non pud attraversare

piu di 2'} —+ ';lih campi fondamentali. Si pud dunque in ogni

caso soddisfare alla (22), ponendo o == 2 -+ h .

m

Quindi: Vindice di una trasformazione che porta un punto A

di Ko in un punto B & minore o uguale ad a1, se | ¢ la distanza
geodetica A B (*).

(*) 1 teorema si estende facilmente a metriche reali M qualsiasi a un
qualunque numero di dimeunsioni, come abbiamo gid detto. Si osserverd

anzitutto :
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Completeremo ora questo teorema per il caso che i campi
fondamentali abbiano qualche vertice a distanza infinita: il me-
todo che segniremo non si pud perd senz altro estendere a
gruppi qualsiasi di movimenti. Mentre quindi il risultato pre-
cedente vale in generale, noi ci accontenteremo, in guanto segue,
di riferirci a gruppi fuchsiani G.

1. In virta dell’ipotesi che un campo fondamentale non ha punti
sulla regione W singolare per M, esiste un intero h, tale che ogni punto
ove M & regolare, non pud appartenere a pit di k campi fondamentali K
(cfr. § 25, osservaz. a pag. 156).

2. Una trasformazione, che porti K, in uh campo, che con K, ha al-
meno un punto comune, si pud scrivere come prodotto di non pit di k
trasformazioni, scelte tra quelle trasformazioni 7, che portano Ko in un
campo adiacente.

3. Se By, B, ...., B,sono punti posti su nna stessa geodetica, che si
susseguono nell’ordine qui scritto, se ciascuno dei punti B; appartiene a
una faccia F; della rete di campi K, se le faccie Fo, F,, ...., F,non hanno
alcun punto comune, esiste una costante p, dipendente soltanto dalla rete
di campi K, a cui la distanza Bo B, é superiore. Infatti, se sulle faccie
F, si potessero trovare infiniti sistemi di punti B; , tali che im B, B, = 0,
questi sistemi di punti avrebbero almeno un punto limite, il guale sareb-
be punto comune a Fo, F,, ...., F,. Poiché tutti i campi K sono congrui
nella nostra metrica, & ben evidente potersi supporre che i dipenda solo
dalla nostra rete di campi fondamentali, e che p sia anche minore della di-
stanza da B a un punto del contorno del corrispondente campo K.

Noi potremo indieare i punti comuni alla geodetica 4 B e alle faccie
dei campi K con

Cus Oy v Ouiryy Coty Opgy oo Oy e Coty Cpgyevee GP,P,
in guisa che questi punti si succedano proprio nell’ ordine qui scritto, e

che le faceie passanti per O, Ca, ...., C.,, abbiano comune un punto
non posto sulla faceia passante per €, ,. I p segmenti distinti Cy G, 4,4,

€ Op B sono maggiori di p; quindi p < & Ma per la seconda delle tre

osservazioni precedenti il prodotto delle r; trasformazioni T corrispondenti
ai punti Gy, Us, ...., O, 81 pud scrivere come prodotto di non pii che
h delle stesse trasformazioni 7. L’indice della trasformazione, che porta

. N k
A4 in B, non pud dunque superare o I, se ¢ = E
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Se i campi fondamentali hanno vertici a distanza infinita,
allora, come sappiamo, il gruppo G contiene trasformazioni pa-
raboliche e viceversa. Noi possiamo anzi supporre (§ 32, pag. 216)
che ogni vertice 4 di un campo fondamentale a distanza non
euclidea infinita (posto sul cerchio limite) costituisca da sé solo
un ciclo, cosicché i due lati uscenti da A siano tra loro equiva-
lenti rispetto alla trasformazione parabolica di @, che lascia
fisso A. Tra le trasformazioni T}, che portano K, in un campo
adiacente, ve ne sono di paraboliche: anzi, (§ 82, pag. 208) ogni
trasformazione parabolica di @ & trasformata, mediante una qual-
che trasformazione di @, di una trasformazione parabolica che
porta K, in un campo adiacente.

Circondiamo, come sopra, tutti i vertici a distanza non eu-
clidea finita mediante cerchi y di uno stesso raggio nella metrica
di Bélyai; e tracciamo per ogni vertice V a distanza infinita
(posto sul cerchio limite L) un piccolo cerchio euclideo & tan-
gente in ¥V a L. Supporremo scelti questi nuovi cerchi & in
guisa tale che cerchi tangenti a L in vertici equivalenti siano
pure equivalenti, e che tanto questi ultimi cerchi 8, quanto i
cerchi precedenti y, posti a distanza non euclidea finita, non
abbiano, presi a due a due, alcun- punto comune. Cid che é sem-
pre possibile, se noi escluderemo il caso che un campo fondamen-
tale abbia infiniti lati e quindi anche infiniti vertici.

Sia ora 4 un punto generico del campo K,, esterno a tutti
i cerchietti da noi tracciati, e sia B un altro punto generico
interno a un campo K, ma esterno anch’esso agli stessi cer-
chietti. La distanza geodetica A4 B sia uguale a l. La geodetica
A B attraversera, oltre a K,, un certo numero s di campi fon-
damentali. La trasformazione U di G che porta K, in K, sara

uguale a un prodotto
(4 U=THTy.... Tk, +.... + k=) (k;= interi positivi)

dove le T sono trasformazioni (che portano K, in campi adia-
centi) distinte o no. L'indice di U sara minore o uguale a s,
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Un punto mobile N che si muova lungo la geodetica 4 B pas-
serd 8 volte da un campo a un campo adiacente. Questi pas-
saggi sono di due specie:

@) I1 punto N attraversa una linea di divisione tra due campi
fondamentali in un punto N’ esterno a tutti i cerchi 8. Il nu-
mero di questi passaggi sara indicato con s,; e come sopra si
dimostra che si pud trovare una costante « tale che:

22y s <l al

) I1 punto N attraversa una linea di divisione in un punto
N” interno a uno dei cerchi 8 Noi indicheremo con s, il nu-

mero di questi passaggi. Sara chiaramente
(28) § =8, -+ s,

I due campi fondamentali adiacenti, sul cui contorno giace
N” hanno evidentemente un vertice comune nel punto di con-
tatto di & e L, e sono quindi trasformati 1’uno nell’altro me-
diante quella trasformazione parabolica di @, che lascia fisso
questo punto di contatto. E questa trasformazione parabolica
sard simile a una delle trasformazioni paraboliche, che portan;)
K, in un campo adiacente.

Ora ad ognuno dei punti N, ed a ognuno dei punti N” cor-
risponde un fattore del prodotto Tix Th.... Tis= U. Eviden-
temente le s, trasformazioni, fattori del prodotto citato, che cor-
rispondono ai punti N”, sono tutte paraboliche, per quanto ab-
biamo testé osservato.

Se noi, in modo analogo a quanto facemmo pil sopra, indi-
chiamo con ¢ una quantitd non nulla inferiore alle distanze dal
punto 4 (o da un punto posto sul contorno di uno dei cerchi
Y, 8) dai punti dei cerchi v, 3 (dai punti di un altro dei cerchi
Y, 8) & ben evidente che la geodetica A B non pud attraversare
pin di é cerchi 8. Indichiamo con E, F i due punti in cui la
A B incontra un cerchio 3. Per le mnostre ipotesi, B non pud
essere interno al segmento K F., Sia A la lunghezza di quell’ arco
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finito di cerchio 5, che & terminato ai punti E, F. Sia D il punto
in cui & tocca L: questo punto sara lasciato fisso da una trasfor-
mazione parabolica T'di G, e sard vertice di infiniti campi fon-

damentali. Indichiamo con
ceeeJ8Gg29-190919:

le infinite geodetiche uscenti da D, che servono di divisione tra
guesti campi fondamentali. II movimento T trasformera in sé
stesso il cerchio & e portera una di queste geodetiche g, nella
successiva g;.,. Quindi la lunghezza dell’arco di &, che & com-
preso tra due geodetiche successive g;, g:.., & costante (indipen-
dente da #); noi indicheremo questa costante con e. Se il tratto
di geodetica E F passa per ¢ punti N”, ossia attraversa & geo-
detiche g,, altrettanto avverrd di quell’arco del cerchio 3, che &
compreso tra E ed F, cosicché: § — 1 << P

Le trasformagzioni, che compariscono nel secondo membro
della (4Y, corrispondenti a questi s punti N”, sono tutte identiche
a una stessa trasformazione (simile a 7) la quale comparird in
(4) al piit con un esponente s

Dimostreremo pili avanti che si pud fissare il fattore di pro-
porzionalita per !’elemento lineare della nostra metrica di Bo-
lyai in guisa che la lunghezza L, del segmento geodetico E F
soddisfi alla disuguaglianza

(24) L, >logk;
ammesso cid, per quanto precede sara
log (¢ — 1)<C L, — log =.

Se B & una costante maggiore di log 2 e tale che per tutti
i cerchi & valga la § — log 2 > — log ¢, avremo che

log s << L, + 8.

Ripetendo per tutti i cerchi 3 attraversati dalla geodetica
A B le precedenti considerazioni, e osservando che la somma

224 Capitolo Ottavo — § 33.
delle lunghezze L, corrispondenti a tutti questi cerchi & mi-

nore certamente di I, avremo
Zlogs <l-+nB,

dove m & il numero dei cerchi 3, attraversati dalla geodetica
4 B. Si ha quindi:"
l
(26) n=
: , 8
(26) Slogs <1 (1+q).

Dunque concludendo: Il prodotto, che comparisce nel secondo
membro della (AY, & formato di due specie di fattori. La somma
8, degli esponenti relativi ai fattori di prima specie soddisfa alla
(22). I fattori di seconda specie sono tuiti potenze di trasforma-
zioni paraboliche, che portano K, in un campo adiacente; essi sono
in numero inferiore a ?5 ; e la somma dei logaritmi degli esponenti
relativi soddisfa alla (25).

Ci basterd soltanto dimostrare la formula (24), che abbiamo
provvisoriamente ammessa. Rappresentiamo percio la metrica di
Bélyai su un semipiano euclideo w, su cui §, 5 sono coordinate
cartesiane ortogonali, e y >> 0. Il punto D avra per immagine
un punto D della retta % = O, p. es. il punto § =n=0; & avra
per immagine un cerchio ¥ tangente in IV alla retta 7 = 0.
L’equazione di & sard dunque del tipo: £ - (4 — a)* = a*. Po-
tremo supporre la mnostra rappresentazione fatta in modo tale
che la geodetica E F sia una retta § = cost., la quale incontrerd
% in due punti E' ed F' di coordinate (&, 7,) e (§;, %) immagini
di E, F. L’elemento lineare sara (§ 10, pag. 60)

d st = ht fﬁi;}i;_d’lf (h = cost.).

Noi potremo fissare il fattore h (finora indeterminato) ponendo.
%k = 2. Le lunghezze non euclidee L, e A sono uguali all’integrale

f ds =2 f KM, esteso rispettivamente al segmento E' F
n | :
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della retta E' F' e all’arco E’ F' del cerchio ' E’' F'. Il caleolo

effettivo dimostra (poiché evidentemente 2 a = n, 4 )

‘ | 200 — M) |
L = 2log | A= | T,
' ! Og'n“ i V")z"h %7

da cui risulta immediatamente la (24). Infatti, supposto per fis-

sare le idee %, > 7,, e, posto Czl/;)ﬁ, si ha £>1; e la (24)
diventa

4log{>log2 4log (T—p), omsia T 2>20

Posto { =1 4+ ¢, si ha ¢ > O e questa disuguaglianza diventa
1+e+8e 41084 5et >0,

che & ben evidente perché &> O.

§ 34. — I gruppi di movimenti p. d. t. i. nelle metriche ellittiche
ed eunclidee, e i gruppi pr. dis. di similitudini euclidee.

Scopo di questo paragrafo & la determinazione di quei gruppi
p. d. t. i. sulla variabile complessa @, 1 quali o sono composti di
un numero finito di trasformazioni, o si possono considerare come
gruppi pr. dis. di similitudini o di movimenti euclidei sul piano
n della variabile a (§ 30).

Comincieremo dai gruppi discontinui finiti. Noi abbiamo gia
visto al § 80 (pag. 187) che la ricerca di tali gruppi equivale
alla ricerca dei gruppi p. d.t. i. di movimenti di una sfera eu-
clidea J in s stessa; in quanto che, se noi proiettiamo stereo-
graficamente coi procedimenti del § 10 (pag. 51 e seg.) i punti
della sfera sui punti di un piano =, tangente a J nell’origine,
e in cui siano coordinate cartesiane ortogonali la parte reale e
il coefficiente della parte immaginaria di «, ogni gruppo p. d. t. i.
di movimenti di J in s& stessa individua un gruppo discontinuo
finito di trasformazioni lineari sulla variabile x. E anzi con tale
procedimento otteniamo tutti i gruppi discontinui finiti di tras-
formazioni lineari sulla .

18
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Sia @ uno dei nostri gruppi, e ne sia K un campo fonda-
mentale normale sulla sfera J. Il poligono K abbia s = 2 ¢ lati,
a due a due equivalenti, » vertici non accidentali, che noi po-
tremo supporre a due a due non equivalenti (§ 32, pag. 214),
m cicli di vertici accidentali, ciascuno dei quali conterra almeno
tre vertici. I due lati uscenti da un vertice non accidentale
saranno tra loro equivalenti, e non saranno equivalenti ad alcun
altro lato di K. Se il gruppo & & ciclico, sara

1)) § =2 n=2 m = 0.

In tutti gli altri casi sara 8§ > 2; e K non potrd contenere
due vertici 4, B non accidentali consecutivi, perché altrimenti
il lato A B dovrebbe essere equivalente ai due lati adiacenti:

cid che & assurdo.
T numero 2 ¢ — n dei vertici accidentali  quindi non mi-

nore di =, cosicché

(@) m=1; 2¢g—n=mn ossia n < ¢.

11 poligono K possiede almeno n + 3 m vertici; e quindi

® 9g=mn+ 3m.

I sottogruppi ciclici di G, che lasciano fisso un vertice non
accidentale di K abbiano rispettivamente i periodi 1, I,, ..., L.
La somma degli angoli di K sara ugualea 2xn (m + 3 }‘) Ma,

per noti teoremi della geometria elementare della sfera euclidea

questa somma & maggiore di (s — 2) 7. Quindi

w m + é}‘ >¢— 1L
E poi evidentemente

® L>1 (=12, ....,m) (; interi).
Dalle (8), () si ha:

€ ﬁ‘%‘ >n+m—2
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Dalla () si deduce

=~ N>

© nzzn}~.

i
Confrontando con (¢) otteniamo:
. m < 2
e quindi per la (x)
m==1.
La (7) diventa

2
Donde, per la (§), si trae
4> 2q—mn,

Ora 2 ¢ — n & il numero dei vertici accidentali, il quale non
¢ inferiore & 8 m = 3. Il numero dei vertici accidentali &
quindi proprio uguale a 3: ¢ vertici accidentali formano cioé un
solo ciclo a tre termini. Sara dunque 2¢ = n 4 3; e quindi, per
(‘ac), 2a < n+38, n < 8. Il numero 2 pud avere i soli valori 1,2, 8.
E impossibile che n =1, perché ogni trasformazione di @ lascia
fissi almeno due punti; se fosse » = 2, tutte le trasformazioni
di  lascierebbero fissi gli stessi due punti; e noi ritorneremmo
al caso gid trattato di gruppi G ciclici. £ dunque » = 3; e
quindi 2¢ =% + 8 = 6, ¢ = 8. Ponendo in (y) i valori trovati
di g, m, n, troviamo

()

M=
| b=t

> 1

B

i=1

Ricordando che le I; sono interi maggiori di 1, troviamo fa-
cilmente che gli unici casi possibili sono

an n=38; ¢g=3 L, —1,=2;1,>2,

(1) n=238; ¢g=3 l,=2;1,=38; 1, = 3,
V)  m=38g=8  L=2%L=3 =4
V) n=3;¢9¢=3 L, =2;1,=8;1l;,=5

Naturalmente non consideriamo come distinti due tipi, che
si deducano ’uno dall’altro con una permutazione delle 7, I,, .
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Si domanda se i casi qui trovati come possibili corrispon-
dano a gruppi effettivi, e a quali. I tipo (I) & realizzato dai
gruppi ciclici; studiamo quindi gli altri 4 tipi.

Indichiamo con A4,, 4,, 4, rispettivamente i tre vertici non
accidentali di K, con B,, B,, B, i vertici accidentali; e scegliamo
le notazioni in modo che i vertici di K si seguano nell’ordine
A, B, A, By A; By A,. Tl lato A, B, sari equivalente al lato 4, B;.
La trasformazione che porta 4, B, in 4, B, portera il triangolo
4, B, A, in un triangolo 4, B, 4, equivalente ad 4, B, 4,.
Cosi pure la trasformazione che porta 4, B, in A, B, portera
il triangolo 4, By 4, in un triangolo 4, B, A”.. Ricordando che
la somma degli angoli di K nei vertici B & uguale a 2 T, rico-
nosciamo che i raggi B, 4y, B, A", coincidono. E poiché B, A\ =
— B, A, B, A", = B, A,, B, A, = B, A, sard B, A= B, A" e
quindi i punti 4, A", coincidono. Potremo quindi parlare del
quadrangolo A, A, A, A, Questo quadrangolo B sard pure un
campo fondamentale per G, ottenuto da K con un cambiamento
lecito. Il lato 4, A’, sard uguale a A, 4,: il lato A4, A, al lato
A, A,. T triangoli 4, A, A, A 4, A, di cui B & somma, hanno
dunque lati uguali; e gli angoli di ciascuno di questi triangoli sono

ordinatamente uguali a %, 21 , ;E I due triangoli si potranno
1 2 8

dedurre percid I’uno dall’altro con una riflessione rispetto al lato
A, A,. Consideriamo ora insieme al quadrangolo tutti i quadran-
goli equivalenti; e dividiamo ciascuno di essi in due triangoli con
un segmento equivalente ad 4, 4,. La sfera sard evidentemente
divisa in un numero finito di triangoli: due triangoli adiacenti
saranno trasformati 1'uno dell’altro mediante la simmetria defi-
nita dal lato comune.

Per costruire i nostri gruppi procederemo dunque cosi: cos-
truiamo sulla sfera euclidea un triangolo, i cui angoli somo
T T T

IARARK

triangolo le tre riflessioni definite dai suoi tre lati; otterremo

ci6 & possibile in virtl della (x). Applichiamo a questo

tre nuovi triangoli, a cui applicheremo di nuovo riflessioni at-
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torno ai loro lati. Cosi continuando otterremo dei triangoli in
numero finito, che le piti semplici considerazioni di geometria
elementare dimostrano ricoprire la sfera una e una sola volta.
Due triangoli adiacenti di questa rete formano un quadrangolo,
che si pud assumere a campo fondamentale di uno dei nostri
gruppi. Si pud dare di questi gruppi una elegante costruzione
geometrica, che conferma il precedente risultato, e mette in evi-
denza i legami tra essi e i poliedri regolari. Cominciamo dal
tipo (II). I triangoli, che, accoppiati con un triangolo simme-
trico, formeranno un campo fondamentale per il nostro gruppo,
hanno gli angoli uguali rispettivamente a 2 s 2 ) l Sia A uno
di questi triangoli, e sia 4’ il triangolo s1mmetr1co rispetto al
lato che congiunge il secondo e il terzo vertice. Otterremo cosi

un triangolo A 4- A, che ha gli angoli ordinatamente uguali a
T T

379 gl; Il gruppo ciclico generato dalla rotazione di am-
. 2n . . .
plezza - attorno al terzo vertice portera questo triangolo in
altri Iy — 1 triangoli, che tutti insieme riempiono un emisfero.
Essi, insieme con gli I, triangoli, che se ne deducono con una
- riflessione attorno al cerchio massimo y limitante questo emisfero
formano una rete di 21, triangoli uguali, che & precisamente una
rete di poligoni fondamentali per il nostro gruppo. Sul cerchio
massimo Y avremo I, vertici della nostra rete, che saranno pure
vertici di un poligono regolare P inscritto in y. Gli altri due
vertici della nostra rete sono i poli di y: proiettando da am-
bedue il poligono P otteniamo due piramidi regolari simmetriche
rispetto a v, o, come si suol dire, una doppia piramide Q rego-
lare inscritta nella nostra sfera che le 2 1, operazioni del nostro
gruppo trasformano in sé stessa. Viceversa se noi proiettiamo
sulla sfera dal suo centro le faccie di una doppia piramide Q,
regolare e inscritta nella sfera stessa, otteniamo la superficie della
sfera divisa in una rete di triangoli uguali, che possiamo assu-
mere come la rete dei campi fondamentali di un gruppo del

tipo (II), le cui operazioni trasformeranno @ in sé stessa. Ecco
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perché i gruppi del tipo (II) si chiamano anche gmppc della dop-
pia piramide regolare.

Passiamo ora ai gruppi del tipo (ITI). Un campo fondamentale
di un tale gruppo & composto di due triangoli A, A, adiacenti
o simmetrici, ciascuno dei quali ha gli angoli uguali a g ) ’; ) ;E
Consideriamo i sei triangoli della rete corrispondente, che hanno
comune un vertice 4, in cui naturalmente tutti avranno un an-
golo uguale a 3 Un ragionamento affatto elementare dimostra

che questi sei triangoli costituiscono insieme un solo triangolo D

avente tutti e tre gli angoli uguali a %—;—t . I1 triangolo rettili-
neo IV che ha i vertici comuni con D & quindi una faccia di
un tetraedro regolare T inscritto nella sfera. Il centro Adi D
& proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa nel vertice 4.
Il punto di mezzo di un lato I di D dovra essere vertice di
altri due triangoli della nostra rete, i quali saranno adiacenti,
o avranno comune un secondo vertice 4,; questo vertice 4, ap-
parterra a sei triangoli della nostra rete, che, tutti insieme, for-
meranno un nuovo triangolo D,, uguale a D ed adiacente a D
lungo il lato I Il triangolo rettilineo D', che ha i vertici co-
muni con D,, sard una nuova faccia del tetraedro T; il centro
4, di D, sara proiettato dal centro della sfera sulla sfera stessa
nel vertice 4,. Cosi continuando, troviamo che:

I triangoli .della rete di un gruppo del tipo (III) sono in numero
di 24, cosicché G ¢ un gruppo di 12 operazioni: essi si possono
unire a sei a sei in quattro triangoli pit grandi, a due a due
adiacenti, e i cui quattro vertici sono i vertici di un tetraedro
regolare T inscritto nella sfera. Se noi proiettiamo dal centro della
sfera sulla sfera stessa i vertici di T, i centri delle faccie T, e i
punti di mezzo degli spigoli di T, otteniamo i vertici della nostra
rete di triangoli. Se proiettiamo invece i {ati, e le altezze delle
faccie di T, otteniamo sulla sfera i lati della nostra rete di trian-
goli. Le operazioni di G trasformano T in sé stesso.

Viceversa, se T é un tetraedro regolare inscritto nella sfera, e
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woi dividiamo ciascuna delle sue faccie mediante le altezze in sei
triangoli, e proiettiamo dal centro della sfera sulla sfera stessa i
24 triangoli cosi ottenuti, otteniamo la rete dei triangoli di un
gruppo G del tipo (III), che trasforma T in sé stesso. Due triangoli
adiacenti di questa rete, insieme considerati, formano un campo
fondamentale per G. ’

Eecco perché i gruppi del tipo (III) (tutti simili tra di loro)
si chiamano anche ¢ gruppi del tetraedro regolare.

Le stesse relazioni qui trovate tra i gruppi (III) e il tetraedro
regolare, si possono dimostrare con metodo affatto analogo tra
i gruppi (IV) e I'ottaedro regolare inscritto nella sfera, i gruppi

(V) e I'icosaedro regolare inscritto nella sfera. E si trova cosi
in particolare che un gruppo (IV) ha §2—6=24 operazioni, un
20.6
] 2

di 2.24 = 48 e di 2.60 = 120 triangoli si possono ottenere,

gruppo (V) ha = 60 trasformazioni; le reti corrispondenti
costruendo un ottaedro o un icosaedro regolare inscritto nella
sfera, dividendo ciascuna delle sue faccie in sei triangoli me-
diante le tre altezze, e proiettando dal centro della sfera tutti i
triangoli cosi ottenuti sulla sfera stessa. Ecco perché i gruppi
del tipo (IV) o (V) hanno ricevuto il nome di gruppi dell’ ot-
taedro o dell'icosaedro regolare.

I gruppi qui esaminati hanno ricevuto complessivamente il
nome di gruppi dei poliedri regolari.

Passeremo ora ai gruppi di movimenti di prima specie nel
piano euclideo. Tutte le trasformazioni di un tale gruppo sono

del tipo:
, ; 6 .
&=z a (& == cost.; - = cost. razionale).

Un primo tipo & dato dai gruppi ciclici: un secondo tipo &
formato dai gruppi composti da sole trasformazioni paraboliche.
Per questi ultimi gruppi abbiamo, riprendendo le precedenti no-
tazioni, n == 0 se nessun vertice di A ¢ il punto x=00, s =1 ed

o
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I, = oo in caso contrario. E con ragionamenti analoghi a quelli

svolti pill sopra troviamo

®) 2¢>8m+n
) Am=2qg—2
che, sommate, danno: 2 = m + m, ossia m + » = 1, oppure

m + n=2. Sia m + n=1; se inoltre n =1, siham=0,¢g=1,
e il gruppo @ & ciclico; se invece n =0, allora m =1, ¢=2.
11 poligono X & percid un quadrangolo i cui quattro vertici sono
tutti accidentali, e costituiscono un unico ciclo. Essi saranno
quindi equidistanti dal centro di K, che & quindi inscrivibile in
un cerchio. Lati opposti di questo quadrangolo saranno equiva-
Jenti rispetto a G, e quindi paralleli. Dunque K & un rettangolo.

Sia invece m - m = 2; allora,se n=1,si ha m =1, ¢ =2.
11 poligono K avrebbe un vertice non accidentale, e tre vertici
accidentali costituenti un unico ciclo. I due lati di K, non con-
correnti nel vertice non accidentale (z = vo) dovrebbero essere
equivalenti; la trasformazione che porta 1’ uno nell’altro sarebbe
ellittica, contro la nostra ipotesi, Sara dunque n= "0, m = 2, ¢g=3.
11 poligono K sara un esagono, tutto a distanza finita, con due
cicli di vertici accidentali. Lati opposti di A saranno equivalenti;
si riconosce infatti facilmente che ogni altro modo di corrispon-
denza tra i lati condurrebbe o a cicli di due vertici, o a vertici
non accidentali. Lati opposti di K sono quindi uguali e paral-
leli. Se dunque i vertici di A sono i punti 4,, 4;, 45, 4, 45, A,
e si seguono proprio in questo ordine, i vertici 4,, 4, 4; for-
mano un ciclo, i vertici 4,, 4,, 4, formano I'altro ciclo. La
trasformazione, che porta il lato 4, 4, nel lato 4, 4,, porta il
triangolo A, 4, 44 in un triangolo A, A, A i segmenti d; Ay, A; Ay
sono rispettivamente uguali e paralleli ai segmenti A, 4, A, 4;.
La trasformazione, che porta il lato 4 4; nel lato A, 4,, porta
il triangolo 4, 4, 4, nel triangolo 4; 4; 4,, come sl riconosce
ben facilmente. I parallelogrammo A, g 4, A, & ancora un
campo fondamentale per G, dedotto da K con un cambiamento
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lecito. Lati opposti del parallelogrammo saranno tra lore equi-
valenti. Il tipo precedente rientra come caso particolare in
quest’ultimo, quando si supponga che questo parailelogrammo
sia proprio un rettangolo. Le trasformazioni, che portano un
lato del parallelogrammo mnell’ opposto saranno del tipo:

“

¥=x+ta &=2x = quantitd non reale),
i t4 s q

1
e costituiranno un sistema di trasformazioni generatrici per G.
Viceversa ogni gruppo generato da due tali trasformazioni & un
gruppo dei tipi precedenti.

Ne scende il teorema: Un gruppo G di traslazioni p. d.t. i,
o ¢ ciclico, o & generabile con due traslazioni ¥ =z +a, &=2x+8,
dove & ¢ una costante non reale. Le trasformazioni di G saranno

tutte e sole le trasformazioni

F=x+ma-t+np (m, n interi).

Notiamo che, mentre, date le costanti a, 8, il gruppo G & com-
pletamente individuato, il teorema reciproco non & perd vero. In-
fatti siano A, , v, p interi soddisfacenti alladp —pv = + 11
gruppo G conterra le trasformazioni o = a +a,, & =z + B,, dove
si & posto @, =Az+pB, 8, =vz+pp. E viceversa un gruppo, che
contenga queste due trasformazioni, contiene anche le ' = r + 4,
& = x + B, e coincide quindi con @. Infatti & @ = 1 (por, — i Bu),
=1 (B —ve)

Osserviamo anzi che tutti i gruppi G, a cui corrisponde uno
stesso valore del rapporto T= i sono tra di loro simili, e di
pilt che, scambiando caso mai § con — B, si pud supporre che il
coefficiente della parte immaginaria di © sia positivo.

Ogni trasformazione del gruppo modulare, applicata a <, fa
corrispondere a un gruppo G un gruppo simile. E viceversa va-
lori di © corrispondenti a gruppi simili sono equivalenti rispetto

al gruppo modulare.
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Per completare il nostro studio basterd che noi cerohiam'r)
quei gruppi di movimenti euclidei, che contengono trasformsa- -
gioni (ellittiche)
¥r=e%2z +a [0 ==0 (mod 2 7))
Sara evidentemente

n=1.

E con ragionamenti analoghi ai precedenti troviamo:

") m=1  n<g;

#") 2¢g=n+3m

1 1

@) m‘I»EZ_==q—1 L.>1

7 " 2

"), (&) _”2,2l=2q—2m——22n+m—2_

i

Se ne ricava m =1, oppure m = 2.

Caso I. m =1, Dalla (v"), (§"), (8”) si trae successivamente:
2
4+21;=2q 4=2q—n 29 —n=38.

Sard quindi 0 2¢ —n =23, 0 2¢ — n = 4; e, poiché n < ¢,
ne otterremo rispettivamente:
n<qg<3 (se 2¢ —n=23) n<qg<4 (se 2¢q—n=214).
Dovra dunque essere ¢ = 2; n =1 oppure ¢ = n = 3; oppure
¢ =38, n=2; oppure ¢ = n = 4.
Ricordando le (Y”) troviamo i seguenti tipi possibili:
g=n=3m=1; L, =21, =21 =00 (4)
L,L=21,=381=6 (47 1
’l = 2, lz = 47 l:} = 4 (Am)
L,=381lL=31=38 (4™
¢g=38,n=2m=1 l,=1,=2, (@)
g=n=4m=1 =l =l=1I =2 (B)
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Caso II. m = 2. Dalla (v"), (§"), (B") si trae:

1
}37‘=‘q—3, 6=2q—n 2¢—n=6

donde 2¢ — n = 6; e, poiché » < ¢, sard n << ¢ < 6.
Sard dunque:
g=4, n=2; oppure g =0, n=4; n=g==6.

Ricordando la (y”) troviamo i seguenti casi possibili:

®
=2 ©)
L=L=2 (1

g=4% n=2 m=2

I
I

I
I
I

L, =1=2
¢g=05b n=4 m=2 L=lL=lL=1
L=l =l=1

I

g=26,mn=06 m=2

L'esistenza effettiva di gruppi dei tipi (4), si dimostra in
modo simile a quello da noi usato per i gruppi discontinui finiti.
E si trova ancora che, se noi costruiamo nel piano euclideo
un triangolo A, i cui angoli siano ;j, ;E, ;E, riflettiamo A ri-
spetto ai suoi tre lati, e continuiam(; ad2 ap;)licare lo stesso pro-
cedimento ai triangoli, che cosi si deducono successivamente, il
piano euclideo resta diviso in infiniti triangoli; il quadrangolo,
somma di due consecutivi tra questi triangoli, & un campo fon-
damentale per un gruppo del tipo voluto.

Non esiste invece alcun gruppo del tipo (#); infatti il poli-
gono fondamentale K sarebbe un esagono, due vertici soltanto
del quale godrebbero della proprieta che i due lati uscenti da
uno di essi sarebbero di tra loro equivalenti, mentre gli altri
quattro vertici dovrebbero formare un unico ciclo: cio che si
riconosce facilmente impossibile.

Dimostreremo ora 1’ esistenza di gruppi del tipo (B).

Il campo fondamentale K di un tale gruppo sara un ottagono
AABBCC DD. Con 4, B, C, IV indichiamo i vertici non
accidentali, con 4, B, C, D i vertici accidentali, i quali formano
un unico ciclo; i lati 44 e A/ B, BB e BC CC(C' e ¢ D,
DI e D A sono rispettivamente uguali e per diritto. Siano
D', D” i punti simmetrici di I rispetto ai punti 4, C. I trian-
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goli AL D e 4 D"B, CD”"C e C'" D saranno equivalenti;
i triangoli B B D" e B C D" saranno pure uguali ed equiva-
lenti. I segmenti B D" e B D" saranno uguali e per diritto.
1l triangolo I’ D” D" sars ancora un campo fondamentale per @,
dedotto da K con un cambiamento lecito. Viceversa, se I D" D"
& un qualsiasi triangolo, 4', B, C’' sono i punti di mezzo di
D D", D" D", " D, esagono D' 4 I’ B D" (', per il quale si
considerino come equivalenti i lati ' 4'e 4' D", D" B e B D",
D” ¢’ e C' D' si pud assumere a campo fondamentale di un
gruppo G del tipo voluto.

Non esistono gruppi del tipo (y). Infatti il poligono K sa-
rebbe un dodecagono, sei vertici del quale sono vertici acciden-
tali, sei non accidentali. Tra due vertici accidentali esisterebbe
un vertice non accidentale, e viceversa. I due lati uscenti da
un vertice non accidentale sarebbero equivalenti; e quindi gli
altri 6 vertici formerebbero un umico ciclo. Sarebbe dunque
m =1 contro 1’ipotesi.

Si pud pure dimostrare che non esistono gruppi del tipo (8).
Infatti, in tal caso K sarebbe un ottagono, due vertici soltanto
del quale godrebbero della proprieta che i due lati uscenti da
uno di essi sono tra di loro equivalenti, mentre gli altri sei
vertici formerebbero due cicli di vertici accidentali. E si rico-
nosce facilmente che, in gqualunque modo si facciano corrispon-
dere i lati di K, non & possibile realizzare tali proprietd per i
vsrtici di K.

Studiamo ora il tipo (C). Il poligono K & un decagono 4, A,
....A,. Quattro e soli quattro vertici di K godono della pro-
prieta che i due lati, uscenti da uno di essi, sono tra di loro
equivalenti; gli altri 6 vertici di K si distribuiscono in due cicli
di vertici accidentali. Due dei quattro vertici non accidentali
di K unon possono essere consecutivi; poiché K ha 10 vertici, vi
saranno almeno due vertici non accidentali di K, p. es. 4,, 4,,
che saranno separati da un solo vertice accidentale A4;. Se noi
indichiamo con 4,, 4,, 4, .... 4, A, 1 vertici di K, e se questi
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vertici si seguono proprio nell’ordine qui seritto, i vertici A,, 4,,4,,
formeranno necessariamente un ciclo di vertici accidentali; quindi
ilati Ay 4,9 e 4; A, saranno equivalenti, i vertici 4,, 4, saranno
pure equivalenti, e quindi saranno vertici accidentali. Il ciclo di
vertici, cui appartengono 4, 4, deve contenere un terzo vertice,
che dovra separare i due vertici residui non accidentali. Quindi
4;, A, A, formeranno il secondo ciclo di vertici accidentali; i
punti 4y, A saranno i due altri vertici non accidentali. I due
lati uscenti da uno dei vertici non accidentali sono per diritto,
perché [, = 2; la somma degli angoli nei vertici 4,,, 4,, 4, &
uguale a quattro retti; quindi i lati equivalenti, e percid anche
uguali, 4, A; e A, A, sono paralleli. Facciamo con cambiamenti
leciti sparire i vertici accidentali. Le trasformazioni, che portano
rispettivamente 4,, 4y in 4, 4; e 4, A, in 4, A,, portano ri-
spettivamente i triangoli 4,, 4, 4, e 4, A; A, in due triangoli
equivalenti A, 4; 4’ e A; A, A',, tali che i segmenti 4, 4, 4, 4,
sono per diritto, e i segmenti 4, 4,, 4', 4; sono uguali, paralleli
ed equivalenti. Se la trasformazione, che porta il primo di que-
sti due segmenti nel secondo porta il punto 4, in un punto 4,
i triangoli 4, A4, A, e A, A; A, e i triangoli A, A, 4, 4 A, A,
sono equivalenti, i segmenti A, A, ed A; A, sono uguali e pa-
ralleli, 1 segmenti A4; 4,, A, A, sono uguali e per diritto. L'esa-
gono A, Ag A; Ay A’} A, é il campo fondamentale cercato; i lati
Ag Ay e Ag A, 1 lati A3 A, e A; A, sono per diritto: cosicché
questo esagono si pud anche considerare come un parallelo-
grammo. Ed & ben evidente che, se 4, 43 A’y 4, & un qualsiasi
parallelogrammo, se 4; ed A; sono i punti di mezzo di 4, 4 e
Ag A, Pesagono A, A, A, A A'| A;, per il quale si considerino
come equivalenti 1 lati A; 4, e A3 A, Ag Ay e A; A, A, A e A A
definisce un gruppo della specie voluta.
Possiamo ancora osservare che, se A”; & il punto d’interse-
zione delle rette 4, A, e A; .1’y 'esagono A, Az 44 Ay 4; A% sl
puod considerare pure come campo fondamentale per G. I lati

Ag Ag e Ag Ay, A, Ay e A, A", Ay Ay e A; A"y sono uguali e per
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diritto. Siamo cosi ricondotti allo stesso tipo di campi fonda-
mentali, che abbiamo trovato per i gruppi (B).

In sostanza noi abbiamo trovato che i gruppi di movimen-
ti euclidei possibili sono & gruppi ciclici, i gruppi gemerati da
due traslazioni indipendenti, e i gruppi (4), (B), (C), (per cui ¢
m-+n=gq- 1)

Si riconosce facilmente che se noi pieghiamo i lati di un
campo fondamentale di questi gruppi, in guisa che punti equi-
valenti coincidano, otteniamo nel secondo caso una superficie di
genere 1, nel terzo una superficie di genere zero. Un analogo
procedimento applicato ai gruppi discontinui finiti porta soltanto

a superficie di genere zero.

Osservazione. — Per essere completo, aggiungerd qui la deter-
minazione, ottenuta recentemente dal Prof. G. Vitali, dei gruppi
G pr. dis. di similitudini euclidee, ossia i gruppi pr. dis. di tras-
formazioni del tipo o — A & -+ B. Di essi sono casi particolari
i gruppi determinati piui sopra, di movimenti euclidei: i quali
sono caratterizzati da cid che per tutte le loro trasformazioni
& "4 = 1. Potremo dunque limitarci al caso che, almeno per
una trasformazione § di @, sia A’ == 1. Mutando z in @ -~ cost.,
potremo ottenere che la S sia definita dalla ' = A x. Suppo-
niamo ora che esista in G un’altra trasformazione T, definita
da un’ equagione &’ = a & -+ B, dove & 3 4= 0. La trasformazione
S T8 TS 8™ & definita dalla " — « A B(A 1) (n in-
tero qualunque) e appartiene a G. Poiché B=40,14] # 1, a=0,
questa trasformazione per # molto grande e positivo (se |A]<1),
o per » molto grande e negativo (se (4[> 1) sarebbe infinite-
sima. Il gruppo G non sarebbe p. d. t.i. Dunque tutte le tras-

_formazioni S, di G sono del tipo x = a, - Le trasformazioni

corrispondenti sulla variabile y = log @, insieme alla trasforma-
zione y = y - 27 i, generano un gruppo G’ pr. dis. di trasla-
zioni sulla variabile y. Poiché G contiene almeno una trasfor-
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mazione non ellittica, G’ non puo essere ciclico; e quindi (pag. 233)
esso ammettera almeno un sistema di due traslazioni y' =y a,
¥ =y + B (2B costanti; % non reale) generatrici. Ed esisteranno
due interi p, ¢ tali che pa+ ¢B=2w4i. Sep & il loro massimo
comun divisore, gli interi p, == £,7 ¢ = 4 sono primi tra di loro;
ed esisteranno due interi s,, ¢, tali che p, ¢, — ¢, 5, = 1. Posto

27, .
pPa+t g B = r i, 8, « + t, =1, il gruppo &' ammetters come

trasformazioni generatrici le y' =y + 2m i, y'=y -+ ;e il gruppo
G sara dunque generato dalle

.o2my
e

X =qx (a=¢) 1= x.

Esso & il gruppo ciclico, generato dalla trasformazione iperbo-
lica o lossodromica x' = a x, (se p==1); oppure esso il gruppo
generato dalla x' = a x, e da una trasformazione ellittica a pe-
riodo finito p, che lascia fissi gli stessi punti ® =0, e x = oo,
che la precedente trasformazione porta in sé stessi.

§ 35. — Alouni gruppi fuchsiani particolari.

Nel § 34 abbiamo dimostrato che a ogni gruppo finito G
non ciclico e p. d. t. i. di trasformazioni lineari sulla x corri-
sponde una divisione della sfera in una rete di triangoli, che
gode della seguente proprieta:

Due triangoli adiacenti della rete sono trasformati 1’uno del-
I’altro nella riflessione definita da lato comune; e formano, in-

sieme considerati, un campo fondamentale K per G.

Abbiamo pure trovato al § 34, che esistono dei gruppi G
p- d. t. i. di movimenti euclidei, ai quali corrisponde una divi-
sione del piano euclideo in una rete di triangoli, che gode della
stessa proprieta.

L’unica differenza sta in cid che, mentre nel caso della sfera
la somma degli angoli di un triangolo & maggiore di 2 retti, e
i triangoli sono in numero finito, nel caso invece del piano eu-
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clideo la somma degli angoli di un triangolo & uguale a due

retti, i triangoli sono in numero infinito.

Sorge spontanea la domanda se esistano dei gruppi fuchsiani G,
a cui corrisponda una divisione del piano iperbolico in una rete
di triangoli, che soddisfi alla proprietd sopra enunciata. A questa
domanda vogliamo ora rispondere. Cominciamo col ricordare che
gli angoli di un triangolo della rete erano, nei due casi prece-
denti, sottomultipli di . Altrettanto dovra avvenire anche nel
nostro caso, perché o I'angolo 4 di un triangolo 4 B C della
nostra rete & nullo (il vertice A & all’infinito), oppure, se noi
riflettiamo il triangolo 4 B C attorno al lato 4 B, il nuovo trian-
golo A B C, cosi ottenuto attorno al lato 4 C,, il nuovo triangolo
4 C, C, ottenuto attorno al lato AC, e cosi via, si deve giungere
a un triangolo 4 C, ,C._,, il cui lato A C,_, coincide con A C; il
triangolo, che si ottiene riflettendo AC,_, C,_, attorno A C, coin-
cidera col triangolo A C'B. Gli n triangoli cosi ottenuti sono al-
ternativamente uguali e simmetrici; e, a due a due, formano un
certo numero di campi fondamentali per G. I campi cosi otte-
nuti saranno trasformati I’uno nell’altro da quella trasforma-
zione di G, che lascia fisso il punto A. Dunque = & un numero

pari 2 m. Ora i nostri triangoli devono avere uguali gli angoli
. . . . 2w n
in A; questi angoli sono dunque uguali a Sm = m

c. d. d.

Viceversa, se A & un triangolo del piano di Bolyai, i cui
angoli ‘sono sottomultipli di =, riflettiamo A attorno ai suoi tre
lati; e cosi continuiamo a operare sui triangoli successivamente
ottenuti. Evidentemente il piano di Bélyai sard diviso in una
rete di infiniti triangoli alternativamente uguali e simmetrici,
che lo ricoprono una e una sola volta, e che noi diremo costi-
tuire una rete fuchsiana di triangoli.

Consideriamo ora due triangoli della rete, tra di loro adia-
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centi, come un unico quadrangolo. Noi potremo evidentemente
accoppiare gli altri triangoli della rete, in guisa che tutto il
piano di Bélyai appaia diviso in una rete di quadrangoli tutti
uguali al quadrangolo considerato. Quei movimenti (di prima
specie), che trasformano questo quadrangolo negli altri quadran-
goli della rete, formano appunto un gruppo fuchsiano del tipo
richiesto.

. -

La costruzione dunque di tutti questi gruppi & per cid ri-
dotta alla costruzione di quei triangoli del piano di Bolyai, i
cui angoli sono sottomultipli di . Potremo dunque indicare gli
angoli di uno di questi triangoli eon%, Z, l% i, 1, 1, interi).
Ora & facile riconoscere che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché esista mnel piano di
Bolyci un triangolo A, i cui angoli sono «, B, Y, é che a—-B-F-1 < m(*).

(*) Che la condizione sia necessaria, si dimostra cosl. La condizione &
evidentemente soddisfatta se i tre vertici del triangolo sono all’infinito,
e quindi gli angoli corrispondenti sono nulli. Se cid non ¢, rappresentiamo
la metrica iperbolica conformemente nei punti interni a un eerchio L di
un piano euclideo m, in guisa che un vertice 4 di A abbia per immagine
il centro 4’ di L. Se B, ¢ sono i punti immagine in o degli altri due
vertici di A, i lati di A avranno per immagine il segmento A4'B', il seg-
mento 4' ¢, e Iarco di cerchio B’ (', che & interno a L, e che & posto
sul cerchio passante per A4', B' e intersecante L ad angolo retto. Gli an-
goli di A sono nguali ai corrispondenti del triangolo immagine, il quale,
come si vede facilmente, & interno al triangolo rettilineo 4'B'(’, e ha
quindi degli angoli, la ¢ui somma & inferiore a due retti.

Viceversa, siano ¢ == $ = y tre angoli, di somma inferiore a =.
Se o = 3 =y ==0, si prendano in un piano euclideo ¢ tre cerchi qua-
lunque tangenti a due a due; il triangolo A’ da essi limitato ha gli an-
goli nulli, ed il cerchio L’ che passa pei vertici ne taglia i lati ortogo-
nalmente. Sia invece uno dei tre angoli diverso da zero: ad esempio sia
o+ 0. Costruiamo nel piano ¢ un quadrangolo 4 B U D, in guisa che i
lati BC, C'D siano uguali, gli angoli in 4, B, D siano rispettivamente
uguali ad ac,g + B g— +-y. Sia BED Vlarco di cerchio, interno al
quadrangolo, di centro C e raggio CB = CD. Il triangolo A’ che ha per
lati i segmenti A B, 4 D e I’arco DEA ha gli angoli uguali agli angoli

16
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Affinché dunque, per una data terna di interi I, l,, 15, esista
un gruppo G corrispondente, & necessario e sufficiente che
> 1 < 1. 11 quadrangolo poi, che servira di campo fondamentale
a @, contiene tre cicli di vertici, due dei quali sono formati di
un solo vertice, mentre il terzo contiene due vertici opposti.
1’ ordine del sottogruppo di @, che lascia fisso un vertice di

uno di questi tre cicli, & rispettivamente 1,1 ol

T risultati ottenuti per la metrica della sfera e del piano di
Euclide o di Bélyai si possono anche considerare insieme da un
unico punto di vista.

Sia A un qualsiasi triangolo 4 B C, a lati circolari, 1 cui an-
goli siano sottomultipli di m. Questi angoli saranno uguali a
L1, Z dove 1,, Iy, I, sono tre numeri interi, non minori di 1.
Noi potremo applicare ad 4 B C una inversione per raggi vet-
tori reciproci T, definita da un cerchio avente per centro quel
punto O che & il secondo punto di intersezione dei cerchi
A4 B, AC. Tl triangolo A sard trasformato in un triangolo A’ B (',
i cui angoli sono ordinatamente uguali agli angoli di A. I lati
A B, A C saranno trasformati nel segmenti rettilinei A’ B, A’ C
il lato B C sara trasformato nel lato B (’, che sara rettilineo o
circolare. Se B C' & rettilineo, la somma degli angoli del trian-
golo A’ B (', e quindi anche quella degli angoli del triangolo A
sard uguale a «; se B (" & circolare, esso potra essere o interno,

richiesti. E si riconosce facilmente che esiste un cerchio L' reale di cen-
tro 4, che taglia ortogonalmente il cerchio di centro C e raggio CB=CD.
I lati di A’ sono ortogonali al cerchio L'.

Ora la nostra metrica iperbolica & rappresentata conformemente en-
tro un cerchio L di un piano euclideo 7. Una rappresentazione simile di
q su T, che faccia corrispondere a L' il cerchio L, porta il triangolo A’ in
un triangolo, che si potri evidentemente considerare come 1’immagine in
= di un triangolo geodetico A del piano di Bélyai, che abbia gli angoli
ordinatamente uguali ad «, 3, v. Ed & ben evidente che questo triangolo
A-& individuato a meno di movimenti di prima, o di seconds specie.
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o esterno al triangolo rettilineo, che ha per vertici i punti A" B'C/
Nel primo caso la somma degli angoli del triangolo 4" B' C; e
quindi anche quella degli angoli di A & minore di 2 retti; il
punto A’ & esterno al cerchio, a cui appartiene il lato circolare
B C’ E, se t & la lunghezza delle tangenti tirate da A’ a questo
cerchio, il cerchio reale L', che ha per centro il punto A’ e per
raggio t, taglia ortogonalmente i tre lati del triangolo 4" B C.
Nel secondo caso invece la somma degli angoli di A & supe-
riore a due retti; il punto A’ & interno al cerchio, cui appar-
tiene il lato B (', e quindi la lunghezza delle tangenti tirate
da A’ a questo cerchio & una quantith puramente immaginaria
V/—1 & 1l cerchio immaginario L' di centro A’ e raggio v/ — 11
ha quindi un’equazione a coefficienti reali, e taglia ortogonal-
mente i lati di A" B C'.

Studieremo separatamente i tre tipi ora distinti di triangoli A.
+ 1. La somma degli angoli di A & uguale a = Il triangolo
A’ B (' & un triangolo euclideo, da cui si pud partire per co-
struire una rete triangolare, che copre tutto il piano, eccetto che
il punto a distanza infinita. Trasformando questa rete con la
trasformazione T, otteniamo una nuova rete di triangoli cir-
colari, a cui appartiene il triangolo A B C, tale che due trian-
goli adiacenti sono trasformati I’uno dell’altro nell’ inversione
per raggi vettori reciproci definita dal lato comune. Questa rete
ricopre tutto il piano: eccetto un punto eccezionale O, attorno
cui si addensano infiniti triangoli della rete. I lati di tutti i
triangoli della rete passano per O.

9. La somma degli angoli di A & minore di 7. Il cerchio L' é
dalla 7' portato in un cerchio reale L, che incontra ortogonal-
mente i tre lati di A. Il cerchio L divide il piano in due regio-
ni, in una delle quali giace il triangolo A. Se in questa regione
(che indicheremo con R) immaginiamo rappresentata conforme-
mente una metrica di Bolyai, il triangolo A sard immagine di
un triangolo geodetico in questa metrica. Se quindi noi appli-
chiamo a A le inversioni per raggi vettori reciproci definite dai
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suoi lati, e cosi continuiamo per i nuovi triangoli, che se ne de-
ducono, otterremo una rete fuchsiana di triangoli, che riempie
una e una sola volta la regione R.

8. La somma degli angoli di A & maggiore di =. In questo
caso il cerchio L, trasformato di L' mediante la 7', & immagi-
nario, pure avendo un’equazione a coefficienti reali. Il gruppo I
generato dalle inversioni per raggi vettori reciproci definite dai
lati di A trasforma L in sd stesso. Altrettanto avverra quindi
del gruppo G (che in I' & sottogruppo di indice 2) di trasfor-
mazioni lineari sulla z, che ha per campo fondamentale il qua-
drangolo, somma di A e di uno dei triangoli, che se ne deducono
per una delle citate inversioni. In virti dei risultati del § 30,
vediamo che cosi si ritrovano semplicemente i gruppi disconti-
nui finiti, da cui siamo partiti al principio del § 34.

In conclusione vediamo dunque che la considerazione delle pis
generali reti di triangoli a lati circolari, ricoprenti il piano, in tutto
0 in parte, una e una sola volta, e tali che due triangoli adiacenti
della rete siano trasformati I'uno dell altro mell’inversione per
raggi vettori reciproci, definita dal lato comune, porta sempre in
sostanza a gruppi di movimenti sulla sfera euclidea o sul piano
euclideo, o sul piano di Bolyai. (Naturalmente i gruppi trovati
di movimenti della sfera euclidea si possono considerare anche
come gruppi di movimenti nel piano ellittico).

Il precedente teorema non & piui vero per reti di poligoni a
pit di tre lati. Su queste reti vogliamo perd aggiungere qualche
considerazione, che ci sard utile nel seguito. Supponiamo di a-

“vere una rete N di poligoni P, che ricopra semplicemente una

regione R del piano. Ogni poligono P abbia un numero finito »
di lati; due poligoni adiacenti siano trasformati I'uno dell’altro
nell'inversione per raggi vettori reciproci, definita dal lato co-
mune. Come al solito, si riconoscera che ogni angolo dei nostri
poligoni & un sottomultiplo di =; e che due poligoni adiacenti
di N insieme considerati, formano un poligono K, che pué servire

di campo fondamentale a un gruppo ¢ di trasformazioni lineari,
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pr. dis. in N. Ogni altro campo eéquivalente a K sard somma di
due poligoni P adiacenti.

K non ha vertici accidentali. Infatti il prodotto delle inver-
sioni per raggi vettori reciproci definite dai due lati di K, che
passano per un vertice A di K, & una trasformazione non iden-
tica di @, che lascia fisso A.

Siano P,, P, i due poligoni P, di cui K & somma, e sia [ il
lato comune; siano «, «, due lati di P, P, corrispondenti nel-
P'inversione 7' definita da I. Questi due lati sono equivalenti rispetto
a Q. Se infatti U & !’ inversione definita da «,, allora la T U &
un’ operazione di @, che porta @, in «,.

Siano Ay, Ay, ..., A i vertici di P, e siano 7, 7,...., 7
gli angoli corrispondenti. I lato  sia il lato contenente i ver-
tici A,, A,. Siano 4',, A, ...., A,_, 1 vertici di P,, corrispon-
denti ad A,, 4,,. ..., A, I cicli di vertici di K saranno i seguenti:
il ciclo formato dal solo vertice 4,, e quello formato dal solo
vertice 4,; poii cicli formati dai due vertici 4, A’,(i=2,3,...,n —1).
La somma degli angoli di K in uno degli # cicli sara rispetti-
vamente 2= ?7—:, 2m
L, L7 A

Affinchs il gruppo G sia fuchsiano, & condizione necessaria
(non sufficiente) che (¥): .

z}‘<<nf2).

Viceversa, se I, sono interi soddisfacenti a questa condizione,

esiste (**) almeno un poligono P, i cui angoli sono ordinatamente

(*) Infatti ciascuno degli # — 2 triangoli 4, 4; 4;., (1=2,3,....,n—1)
ha angoli, la cui somma, per quanto abbiamo detto al § 34, pag. 241, &

. . oo 1 .
inferiore a m; quindi la somma 7w X i degli angoli di P ¢ minore di
T (n —2). !
*® T : s fatts . s .
** E facile infatti vedere che, se o, &, ... ., &, sono angoli, la cui
somma & minore di © (n — 2), esiste almeno un poligono geodetico del
piano di Boélyai, che ha gli angoli ordinatamente uguali ad a;, ;oo vv) @ -
Cio ci & gid noto nel easo che » =3 (§ 34, pag. 241). Anzi dalla dimo-
strazione allora data segue che, se » =3, e se teniamo fisso @, facendo
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ugualia ;s 7y eeey s © al quale potremo applicare le prece-
1) b n

denti considerazioni.

variare ap, o in guisa che lim (z, -+ ¢ -+ &) = m, allora i lati del trian-
golo corrispondente tendono a zero. Se invece, pur tenendo fisso z,, fac-
ciamo tendere o, a; a zero, i lati del triangolo tendono a ©o. Per di-
mostrare il teorema in generale, useremo il metodo di induzione completa,
scomponendo un poligono 4, A, ... ds di n lati in due poligoni 4, 4, 4,
e A, A, A, .... A, mediante la dingonale A, A;, ¢ rivolgendo poi la nostra
attenzione ai due poligoni parziali cosi ottenuti. Per illustrare questo
procedimento, lo applicheremo al caso di » = 4. Si tratti ciod di costruire
un poligono 4, 4, 4; A,, per cui siano prefissati i valori u, &, 0, %4 dei
4 angoli (z, + . + a3 |- 2 <<2R): Cerchiamo di costruire percid due
triangoli 4, 4, 45, A" Ay A" tali che 4’y 4, Ay =1, A"y Ay 4" =2y,
A, 45 A+ Ay A" A"y =1y, do 454 ’,‘*A’hﬂn:; A"y =ay, A, A=A A%
se c¢id sard possibile, basterd avvicinare i due triangoli per modo che
coincidano A, ed 4%, 4, ed A" per trovare il quadrangolo cercato,
Supponiamo, se possibile, che nel triangolo A’ A, A’y sin Ay A, Ay =
= 4, Ay 4, = h. Gli angoli di A7, A, Ay, A7 A, A"y saranmo allora

rispettivamente h, a, k3 % — h, 2, @ — h: perché¢ gli uni e gli altri
possano essere angoli di nu triangolo del piano di Bélyai basta che
. ‘ ‘ . T —

20 + o —m e che o + o - ay — 20— ® ossia h/‘:":z =N

a o gy — T - . . T \
oot t—f’ _zt——‘——— . Queste disugnaglianze sono compatibili percheé
oy oo o 2y 2T Se dungue sceglinmo L positivo e soddisfacente
a queste disugnaglianze, allora noi conosciamo gli angoli dei triangoli
A A, Ay, Ay A, A e noi pussiamo costruire questi due triangoli. Siano
3., D le lunghezze del lato 4, Ay per questi due poligoni. II nostro teo-
rema sara dimostrato, se proviamo che si pud scegliere It in guisa che
T — 0 . . s
3, = &,. Ora, se kb tende a =y ¢ allora lim 3, = 0, lim §, = quantita
finita (per guanto abbiamo trovato pilt sopra per i triangoli del piano di
- . R A e T
Bolyai). Se %, - g + 2, — © — 0, allora, se L tende a Y% ;',..,.,*__ " sl
ha lim 3, = quantiti finita, lim 3, == 0. Le quantitd &,. G, (sempre posi-
tive) sono funzioni continne di i, Esiste quindi almeno un valore di &,
per eni 3, =3, Se oy oy oy — T 7 0, alloza, se facciamno tendere b
a zero, si ha lim 3, = ou, lim 8, = quantitd finita. E ancora si pud
dimostrare il precedente risultato. E anche per il quadrangolo cosi co-
struito si riconosce facilmente che, se noi facciamo variave due suoi an-
goli, tenendo finsi ghi altri, in guisa che lim Vg = 2m, i lati del qna-
drangolo tendono a zero. Procedendo in modo affatto simile nel caso
generale, si ottiene, come abbiamo detto, il teorema veluto.
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PARTE TERZA.

APPLICAZIONI DEI GRUPPI DISGCONTINUI ALLA TEORIA DELLE FUNZIONI

Cariroro Novo. — Le funzioni di variabile reale, e le
funzioni analitiche di una sola variabile.

Comincieremo con !'enunciare di nuovo il problema fonda-
mentale (4), gia posto al § 17 (pag. 104) per le funzioni analitiche.

Dato un gruppo discontinuo G di trasformazioni su n variabili
Byy Lgy <+ -, Loy € un gruppo isomorfo I' di trasformazioni su m
variabili z,, 2, . .. ., 2n, st determinino tutti i possibili sistemi di
funzioni z, a un solo valove delle variabili x; tali che, se le x subi-
scono le trasformazioni di G, le z subiscono le corrispondenti tras-
formazioni di I

Se con T, (p=1,2,....) indico le trasformazioni di G, e
con t, le corrispondenti di T, i sistemi di funzioni & cercati sono
tutti e soli quelli che soddisfano al sistema di equazioni funzionali

T 24(B1y Ly we ) = 2 (T 0y Tp ity oeny Tp) (9=1,2,..) (i =1, 2,00, M),

In altre parole nello spazio a n -+ m dimensioni, in cui le &,z
sono le variabili coordinate, le 2z, = z; (i, ...., «,) rappresentano

una varietd a n dimensioni, invariante per le trasformazioni

oy =T,z Zi=r1,2 (G=12..,0:i=12..m p=12..)
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‘I problemi, che ci occupano, si possono quindi, sotto certi
aspetti, considerare come caso particolare dei problemi generali
della teoria delle equazioni funzionali.

Ricordo ancora che noi chiamiamo problema (B) quel caso
particolare del problema (4), che se ne ottiene supponendo m=1,
o T ridotto alla sola trasformazione identica.

§ 36. — Le funzioni di variabile reale.

Tl problema (4) e il problema (f3) si possono studiare, tanto
supponendo le z variabili reali, e quindi le 2 funzioni di varia-
bile reale, quando supponendo le 2 variabili complesse, e quindi
le z funzioni analitiche uniformi.

Supponiamo che le x siano variabili reali. In tal caso, se noi
chiediamo solo che le z siano funzioni delle x nel senso generale
di Dirichlet, i nostri problemi perdono ogni interesse, e sono di
immediata risoluzione. Consideriamo uno spazio S, in cui le z
sono variabili coordinate, e pensiamo in § un insieme P fon-
damentale per G (§ 24, pag. 143). Diamo alle z valori affatto
arbitrarii in un punto di P. Se A & un punto qualunque di S,
esistera in gemerale una sola trasformazione I'di G, che porta
4 in un punto A’ equivalente di P. Se t & la trasformazione di
T, che corrisponde alla T, noi assumeremo come valori delle z nel
punto A rispettivamente le quantitd Tz, (4, ..., T 24 (4), dove
con z (A') indico i valori delle z nel punto A B percid in ge-
nerale necessario prefissare ulteriormente per le funzioni inco-
gnite z qualche speciale proprieta, se non si vuole essere con-
dotti a problemi banali di immediata risoluzione e di nessun
interesse.

Tra le condizioni, che si possono imporre alle z, vi & p. es.
quella di soddisfare a date equazioni differenziali. Ma queste
equazioni non possono essere scelte ad arbitrio. Per vedere con
chiarezza questo punto importante, studiamo p. es. il caso del
problema (B)in cui m =1, ¢ T' si riduce alla sola trasformazione
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identica ; proponiamoci ciod di trovare una funzione z, invariante
per un dato gruppo G, e soddisfacente a un’equazione differen-
ziale A (2) = 0. Se noi trasformiamo le variabili indipendenti z
con una trasformazione 7. di G, equazione differenziale 4 (2) =0
si mutera in un’equazione 4, (z) = 0. E naturalmente la funzione
cercata z, che & invariante per G, dovra soddisfare anche alle
equazioni 4, (2) == 0. Se I’equazione A (z) non & scelta in modo
particolare, il sistema delle 4 (2) = 0, A, (2) = O sara un sistema
incompatibile, o avra delle soluzioni banali, o avra un integrale
generale, che dipende da un numero finito di costanti arbitrarie,
cosi che il problema proposto sara generalmente non risolubile.
Il caso pit importante, che noi ci possiamo proporre & quello,
in cui le 4 (2) =0, 4, (2) = 0 si riducono a wna sola equazione
differenziale, ossia al caso che il nostro gruppo trasformi in sé
stessa 1’ equazione A (z) = 0.

Tra le questioni pitt importanti, che si connettono a questo
ordine di idee, ricorderd la costruzione delle superficie ad area

minima, che sono trasformate in sé stesse da un gruppo di mo-

vimenti, e di cui & caso particolare notevole la ben nota super--.

ficie minima di Schwarz (¥).

Noi non ci occuperemo perd di questi e simili problemi, che
ci porterebbero troppo lungi dalle questioni, a cui questo libro
& dedicato. Ci volgeremo invece allo studio di alcuni casi par-
ticolari, che sono piu intimamente legati alle teorie, che svilup-
peremo nei seguenti capitoli.

Sia dato un gruppo fuchsiano (o kleiniano) G su una varia-
bile complessa & = & - i 7. Una trasformazione T di un tale

ax . .
gruppo x’:—-i%g trasforma chiaramente una funzione ana-

1 . e
litica della z in una nuova funzione analitica. Ora una trasfor-

mazione T sulla 2 individua chiaramente una trasformazione

(*) Biaxchi, Lezioni di Geometria differenziale (2.2 ediz.). Tomo II,

Cap. XXIII. — Cfr. anche Braxcur, Sulle superficie Fuchsiane. Rendiconti’

della R. Accad. dei Lincei, 1888.
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reale sulle & %; e alle trasformazioni del nostro gruppo G cor-
risponderanno delle trasformazioni reali sulle wvariabili £, 1, le
quali formeranno un gruppo, isomorfo a G, che noi indicheremo
ancora con @, e ancora diremo fuchsiano (o kleiniano). Poiché
ogni funzione armonica delle variabili E, n si pud considerare
come parte reale di una funzione analitica della «, e inversa-
mente, & ben chiaro, per quanto abbiamo detto, che ogni tras-
formazione del nuovo gruppo G porta una funzione armonica
delle &, in un’altra funzione armonica, ossia trasforma in sé
stessa 1’ equazione oz -+ éﬁé = 0.
E noi i proporremo il problema:
Trovare le funzioni armoniche uniformi delle §, m, invarianti
per il gruppo G fuchsiano (o kleiniano) sulla variabile x =8 -+ in.
" Per risolvere questo problema, cominciamo a ricordare che, se
condo le nostre convenzioni (§ 31, pag. 206), il gruppo G trasforma
in s& stessa una rete di campi fondamentali sul piano = della va-
riabile complessa 2 = £ +i7. Sia B, uno di questi campi fonda-
mentali. Supporremo che esso abbia un numero finito di vertiei (¥).
‘Allora R, sara limitato da cerchi; i cui vertici o saranno acciden-
tali, oppure saranno lasciati fissi da una trasformazione ellittica
o parabolica di G. Definiremo nel seguente modo I’intorno di un
punto A di R, Prendiamo una piccola curva o, che circonda il
punto 4. Se il punto 4 non & lasciato fisso da alecuna trasfor-
mazione di G, oltre all’identita, I'area s limitata da o si dira un
intorno di A. Sia invece A lasciato fisso da un sotéogruppo g
(ciclico) di G, generato da una trasformazione 7 ellittica o pa-
rabolica. Prendiamo una linea [ qualunque, uscente da 4, interna
a R,, e su essa un punto B vicino ad A. La T porterd ! in una
linea ' pure uscente da 4, e B in un punto B. Congiungiamo
B con B con un piccolo tratto di linea o, non intersecante ne I,

(") La necessith di questa condizione restrittiva per la immediata va-
lidita dei ragionamenti che segnono, & stata, a quanto io so, osservata
esplicitamente per la prima volta dul Dett. E. Levi. L
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né I. Qtterremo cost un piccolo triangolo A BB. Sia A B' B il
triangolo trasformato di A B B per la T. Noi potremo eviden-
temente scegliere in infiniti modila ¢ in guisa, che i lati BB,
B B” di questi triangoli formino una (unica) linea, che in ogni
punto (e anche in ) abbia una tangente determinata variabile
da punto a punto con continuita (*). 11 triangolo A BB e 1 suoi
equivalenti rispetto a g in numero finito (infinito) riempiono una
regione, che contiene all’interno (sul contorno) il punto 4, se T'&
ellittica (parabolica). Ogni punto di questa regione é rispetto ai
gruppi g, G equivalente a un punto del triangolo 4 B B, Noi di-
remo che il triangolo A BB ¢é un intorno di A (rispetto al grup-
po G). Quaudo 4 & un punto lasciato fisso da una trasformazione
non identica 7' di G, si suole generalmente riferirsi ad intorni
di tipo particolare: si assume cioé come linea o un cerchio tras-
formato in s¢ stesso dalla 7. In altre parole, se T' ¢ una tras-

formazione parabolica

1 1 . ..
(1) e a = @ —a -1 ¥ (se il punto A & il punto z=12)(y =cost.),

oppure

(2) & =ax -y (se il punto A & il punto x=c.) (Y= cost.),

si suole assumere a linea 5 una linea rappresentata rispettiva-

mente o dall’equazione:

1y I (; x~1 a) = h, (h == cost. reale) (**)

o dalla

(*) Basta che g abbia una tangente variabile con continuita, e che ¢
formi con ! ed I' angoli supplementari.

(**) Secondo convenzioni gid usate (pag. 108 ¢ seg.) con R(p) e I(p)
intendo la parte reale, e il coefficiente della parte immaginaria di una
qualsiasi quantitd complessa .
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Una tale linea & infatti evidentemente un cerchio (o una
retta), che, come un calcolo ben semplice dimostra, & trasformata
in s stessa dalla (1), o dalla (2). Se invece T & una trasforma-
zione ellittica e se A & il punto z = a lasciato fisso dalla 7' e
=4 & Valtro punto lasciato fisso dalla T) la trasformazione T

ha la forma

r —a ooy —

(3) o et 8 (n == periodo di T} cfr. § 30, pag. 188);
e noi assumeremo a linea o il cerchio rappresentato dall’equazione
@y f; :; |=h (b= cost. reale) ()

Quest’ equazione rappresenta un cerchio trasformato in sé
stesso dalla 7'

Si danno poi alle costanti & valori tali, che intorni di punti
equivalenti per il nostro gruppo siano ancora equivalenti.

Se poi A & un punto, che nessuna trasformazione non iden-
tica di G lascia fisso, si suole assumere come linea 5 un qual-
siasi cerchio, a cui A sia interno; e ancora si scelgono general-
mente questi cerchi, in guisa che intorni di punti equivalenti
siano equivalenti.

Noi chiameremo poi variabile principale in un punto A di R,
una variabile t, funzione della x, tale che un intorno di A abbia
per immagine nel piano 7, della variabile complessa t un intorno
(nel senso ordinario della parola) del punto t == 0. La definizione
qui data di variabile principale lascia evidentemente a questa
una grande indeterminazione: essa non portera peré alcuna am-
biguita alle nostre deduzioni future, come il lettore potra facil-

mente riconoscere in ogni caso.

(*) Questo vale, se a, § sono finite. Se invece B=cc,0a=0u,1al

27 2mi
sarebbe rispettivamente del tipoa’ —x =e¢" (c—a)o s’ —f=¢" (r—f),
¢ come equazione di ¢ si assumerebbe la |z — & | == cost., 0 ;2 — | = cost.

Si noti che & « ¥ f, poiché T & ellittica; se quindi & = oo B=09), &
B+ 00 (o £ 00).
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Se x=2a, 0 £ =o0 & un punto 4 di Ro, non lasciato fisso
da alcuna trasformazione non identica di &, noi potremo assu-
mere come variabile principale rispettivamente la ¢t == x — a,
olat= .%0 In ogni altro punto A’ equivalente ad A potrd poi
assumere una tal variabile principale, che in punti equivalenti
degli intorni di 4, 4’ le corrispondenti variabili principali ab-
biano valori uguali.
Se z=u@a 0 & = oo & lasciato fisso dalla (1), o dalla (2), noi
potremmo assumere come corrispondente variabile principale la

emé 1

1) t—LeT v 2 (k = cost.)
o la
(2)11 t=—1%k ei ‘k. ’ (k = COSt.)

quando nell’esponente del secondo membro di queste formole si
adoperi un segno tale che la parte reale di esso, quando z &
interno a R, sia negativa.
Gli intorni precedentemente considerati del punto x =2, o
== 00, verranno rappresentati su un cerchio del piano =, con
centro nell’origine. Scegliendo convenientemente le costanti k
si pud poi fare in modo che in punti corrispondenti degli in-
torni di due punti equivalenti le corrispondenti variabili princi-
pali abbiano valori uguali.
Se A & un punto z = z lasciato fisso dalla (3), noi potremo
assumere come relativa variabile principale la
t—=Fk (ﬁz ;) (k = cost) (¥
E ancora valgono considerazioni affatto simili alle precedenti.
Vogliamo ora definire gli intorni di un punto A, di R, nel

campo R,. Se il punto 4, & interno a R, come intorni di 4, in R,

(*) Se o = oo, oppure § = o0, si assumerd come variabile principale
la t =k (xt — a)", oppure la ¢ =Fk (#z — §)™" (Cfr. la nota precedente).

R T T T T e
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si assumono quelli stessi, che abbiamo definito piu sopra. Se in-
vece A4, cade sul contorno di R,, esso sard in generale equiva-
lente ad altri punti del contorno di Ro. Sianc 4,, 45....,4,(v=1)
i punti del contorno di Ro, equivalenti ad A,. I loro intorni
rispetto al gruppo @, scelti nel modo sopra detto, sono equiva-
lenti tra loro; e se noi scegliamo, secondo quanto abbiamo detto
poc’ anzi, le corrispondenti variabili principali, e sovrapponiamo

-1 piani di queste variabili su un unico piano =, tutti questi

intorni avranno per immagine in 7, uno stesso intorno circolare
i dell’ origine. Ora, se By, B, ...., B, & un qualsiasi sistema di
punti corrispondenti negli intorni dei punti 4,, 4,,...., 4,, esi-
sterd in generale in R, uno e un solo punto B a essi equiva-
lente. Al variare dei punti B, questi punti B riempiranno una
regione di Ro, in generale non connessa, somma di v settori col
vertici nei punti 4,, 4, ...., A, che noi chiameremo un intorno
del punto A, (i == 1,2,..., ) o anche del ciclo di punti A, 4,,..., 4,
nel campo Ro,. Questo intorno & rappresentato in 7, da un in-
torno circolare ¢ dell’origine: !’ origine & poi I'immagine di tutti
i punti A, 4y, ....; 4,

" Con questa nuova convenzione ogni punto 4 di B, ha in R,
un intorno, formato tutto di punti appartenenti a Ro, e che nel
piano della corrispondente variabile principale ha per immagine
un cerchio, che ha per centro I’origine, immagine di 4. E punti
equivalenti di R, hanno per immagine uno stesso intorno.

' Evidentemente passa una stretta analogia tra le nostre defi-
nizioni e quelle, che si pongono nella teoria delle superficie
Riemanniane: anche su queste superficie per ogni punto A
si definisce una variabile principale f tale che un intorno con-
veniente di A ha per immagine sul piano della variabile com-
plessa ¢t un’area circolare, il cui centro & I’immagine di A (*).

I ben noti teoremi di esistenza su una superficie F' di Rie-

(*) C. NEUMANN, Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie der Abel’ schen
Integrale. Zweite Auf. (1884), § 14, pag. 94.
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mann dimostrano che si pud su F costruire una funzione armo-
nica ¢ non costante, uniforme, dotata di una singolarita polare
‘in un punto prefissato di F (¥) tale che, se noi rappresentiamo
i valori assunti da ¢ in un intorno « di un punto A di F nel-
I'intorno «, che & immagine di « sul piano =, della corrispon-
dente variabile principale ¢, si ottenga in o’ una funzione armo-
nica uniforme (**).

Applicando ai nostri campi fondamentali gli stessi metodi,
che si usano per stabilire il teorema di esistenza, or ora citato,
su una superficie riemanniana, noi giungeremo a un risultato
perfettamente analogo; e dimostreremo cioé che esiste in R, una
funzione ¢ armonica e uniforme che ha una singolarita polare in
un punto prefissato A di R, in guisa che se noi rappresentiamo
i valori assunti dalla ¢ in un intorno o di ogni altro punto A di
Ro nell intorno o, che & immagine di o sul piano 7, della corri-
spondente variabile principale t, si ottenga in « una funzione ar-

monica uniforme e regolare.

Riassumeremo qui, per maggiore chiarezza, la dimostrazione di questo
‘teorema. Esso, come abbiamo detto, non & in fondo che la ripetizione
della abituale dimostrazione dei teoremi di esistenza su una superficie di
Riemann. '

Costruiamo in Ro un intorne per ciascun ciclo di vertici; e costruiamo
poi degli intorni di un certo numero di coppie di punti equivalenti del
contorno di Rg, in guisa che ogni punto del contorno di Ro sia interno
ad almeno uno di questi intorni. Siano i), 4y, .. .., &, gli intorni cosl co-
struiti, e siano B,, B,, .. .., fu gli intorni corrispondenti nei piani delle
relative variabili prineipali. Come segue da quanto abbiamo detto pilt
sopra, gli intorni § si potranno ammettere circolari. Noi diremo. che una
funzione & armonica e regolare in i, (s=1,2,....,}), se essa, considerata
come funzione dei punti corrispondenti di 3, , ¢ una funzione armoniea
e regolare in tutto [, . Poiché in f§, sappiamo risolvere il problema di

§

(*) Si dice che una funzione armonica ha un polo in un punto A,
se essa & parte reale di una funzione amalitica, che ha in 4 una singo-
larita polare. ‘ ) '

{**) C. NeuMaNN, Loc. cit., cap. 18, pag. 432 e seg. . =

e s
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Dirichlet, di costruire una funzione armonica e regolare, che sul contorno
di §, assume valori prefissi, noi sapremo pure costruire in i, una funzione
armonica e regolare, che sul contorno o, di i, assume valori prefissati.
Costruite tali funzioni armoniche in modo generico per ciascuno degli
intorni {, si applichi replicatamente il metodo alternato di Schwarz, fino
a che si ottenga una funzione u continua e armonica in tutta la regione
B’ coperta dagli intorni i, e tale che, se noi rappresentiamo i valori as-
sunti in e, nell’intorno corrispondente 3, , si ottenga una funzione armo-
nica e regolare in f, (8=1,2,...., k). Sia poi " una regione connessa,
interna a Ro, tale che ogni punte di Ro sin interno ad almeno una delle
due regioni R, R”. Se A (x = a) & un particolare punto di K, conside-
riamo una funzione U armonica e regolare in tutto R”, eccetto che nel

punto A, dove diventa singolare come la parte reale di ;{ P

Se noi applichiamo di nuovo il metodo alternato alle funzioni u, U,
otterremo una funzione ¢ armonica e continua in tutto Ro, che nel solo
punto 4 ha una singolaritd polare, e che in un intorno i, assume valori,
che soddisfano alle condizioni imposte dal precedente teorema di esistenza.

Del resto il nostro teorema di esistenza si potrebbe pure ridurre al
classico principio di minimo di Dirichlet, precisamente come avviene del-
I’ ordinario problema di Dirichlet per le funzioni armoniche.

Costruiamo ora in ogni altro campo fondamentale R, una
funzione ¢, la quale in un punto di R, abbia lo stesso valore,
che g, ha nel punto corrispondente di Ro. La funzione o, sard
chiaramente armonica in .

Consideriamo ora due campi fondamentali adiacenti e sup-
poniamo senz’altro che essi siano i campi o, R,: sia I il lato
comune. Io dico che la ¢, & entro R, quella funzione, che si ot-
tiene prolungando analiticamente 9, oltre il lato 1.

Sia infatti A un punto gemerico di I e sia B quel punto del
contorno di R,, che & equivalente ad A. Sia o un inforno (nel
senso ordinario della parola) del punto 4, e sia B 'intorno di B,
equivalente ad A. Siano «,, §, quei pezzi di @, § che sono interni
& R,. Le regioni «,, 8, considerate come un’unica regione, sono
un intorno di A nel campo Ro, quando si dia alla parola intorno
il significato definito in questo stesso paragrafo. E se a, & quel
pezzo di «, che & esterno a Ry, la funzione @ assumera in a, gli

stessi valori, che 9, assume in §,. Quindi, se noi rappresentiamo
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la regione 2 == g, -+ a, in un intorno « == o/, 4 &, (*) del punto
¢t = 0 del piano =, della variabile principale, corrispondente al
punto A, e assumiamo come valore di una funzione ¢ in un
punto di «, il valore di ¢, nel punto corrispondente di «, e
come valore di ¢ in un punto di «, il valore di 9, nel punto
corrispondente di o, otteniamo una funzione ¢ uguale alla fun-
zione P,, che si ottiene assnmendo come valore di ¢, in un punto
di o il valore di g, nel punto corrispondente di &, 4~ §,. Ma, per
il teorema sopra enunciato, la ¢, & una funzione armonica (e
quindi continua con tutte le sue derivate, dotata al piil di sin-
golarita polari) in tutto «. Poiché 4 = ¢, la funzione uguale a go
in 2, ed a 9, in @, & continua con tutte le sue derivate in a, - a,.

c.d. d.

Si pud facilmente riconoscere che ragionamenti analoghi si
possono ripetere anche per i vertici di Ro.

Dunque le funzioni 9o, %, si possono considerare come un’u-
nica funzione ¢ in tutta 1’area del piano «, che & ricoperta da
quella rete di campi fondamentali (§ 381, pag. 203), a cui appar-
tiene Ro; quindi in questa rete la ¢ é wuna funzione armonica,
uniforme, non costante, invariante per il gruppo G, dotata di una
singolarita polare in un punto A prefissato di F, (e nei punti
equivalenti). Il teorema di esistenza & cosi dimostrato.

Osservazione. — La condizione ammessa piu sopra (pag. 206,
250), che G trasformi una rete in sé stessa & imposta dallo stesso
nostro problema; in quanto che i punti limiti della rete sono
punti singolari per la funzione armonica @, la quale non esiste
quindi fuori della rete considerata. Non avrebbe percio alcun
genso il richiedere che ¢ sia trasformata in sé stessa da una
trasformazione, che porti un punto della rete in un punto esterno

alla rete stessa.

(*) Indico con a', e con a; quei pezzi di &', che sono immagine rispet-
tivamente di o, e di .
um
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Noi abbiamo visto nelle pagine precedenti che la dimostra-
zione del cercato teorema di esistenza equivaleva in sostanza
alla dimostrazione del teorema analogo per le superficie Rieman-
niane. E abbiamo cosi cominciato a riconoscere 1’intimo nesso
che lega le teorie delle superficie di Riemann, e dei campi fon-
damentali. La scoperta di questo legame illumina di viva luce,
come vedremo pili avanti, tutta la teoria dei gruppi fuchsiani e
kleiniani: essa & una delle pili profonde concegzioni del Kreiw.
Il progresso della teoria delle funzioni algebriche in due o pil
piu variabili potra forse un giorno contribuire similmente a una
lucida visione della teoria delle funzioni automorfe di due o

pit variabili,

Con leggere modificazioni del metodo alternato si potrebbero
dimostrare teoremi analoghi a quelli dimostrati sopra. Si po-
trebbe p. es. dimostrare la esistenza di funzioni armoniche dello
spazio S euclideo a tre dimensioni, invarianti per un gruppo G
pr. dis. di movimenti in 8, p. es. per il gruppo G delle trasfor-
mazioni

d=x-t+ma,y=y-+nb;d=z-+pc
dove x, y, z sono coordinate cartesiane ortogonali, a, b, ¢ sono
costanti del gruppo, m, n, p sono interi arbitrarii (*).

Tali funzioni armoniche furono costruite per la prima volta
dall’Appell (**), che generalizz6 allo spazio a tre dimensioni un
metodo di Welerstrass.

Studii completamente analoghi si possono eseguire (***) per

(*) Le funzioni armoniche di 8§ sono quelle che soddisfano alla
2

69«1% 3%5’ —+ ;—; = 0. Questa equazione differenziale & evidentemente
trasformata in sé stessa dal gruppo G.

(**) Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant & V'équation
différentielle A F = 0. Acta Mathem., tomo 4, pag. 313-317.

(***) Cfr. la Nota dell’A.: Sulle funzioni ar iche che ammetlono
un gruppo discontinuo, negli Atti della B. Acead. di Torime. 1902, Vo-

lume 37.
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gli spazii a tre dimensioni a curvatura costante; ma tali studii
ci porterebbero troppo lontani dal nostro scopo.

§ 87.— I teoremi di edistonta per funzioni analitiche nel cano » — 1.

I ben noti legami tra la teoria delle funzioni armoniche di
due variabili veali £ n, e la teoria delle fiunzioni analitiche di
una variabile complessa x = § i ci fanno prevedere che i
risultati ottenuti nel precedente paragrafo, potrantio trovavre ap-
plicazione alle dimostrazione dei teoremi di esistenza relativi ai
problemi del § 17 nel caso # = 1. Cid sard confermato ddl
paragtdafo attuale, dedicato appunto alla -dimostrazione di tali
teoremi di esistenza per via funzionale. Le condizioni, che itoi
supporremo soddisfatte in questo studio sono le seguenti due:

1. che G sia tn gruppo di trusformazioni lineari propriamente
discontinuo (sta civé un gruppo kleiniano o fuchsiano), e trasformi
in g¢ stessa una rete N di campi fondamentali,

2. che un campo fondamentale di G abbia un numero finito di
lati, e quindi in particolare abbia un ordine di connessione finifo.

La pritma condizione &, per i teoremi del § 17, necessarin per
la risoluzione del problema (B). Nulla & finora noto sulla riso-
luzione del problema (4), quando G non soddisfa a questa con-
dizione. .

I metodi, che esponiamo in questo paragrafo hanno il grande
vantaggio di rendere intuitivi i teoremi di esistenza, ma pre-
sentano tre inconvenienti: 1. quello di noh dare und espressiotie
analitiva delle funzioni, di cui dimostrano 1’ esistenza; 2. di aifi-
mettere la condizione che un campo fondementale di G dbbia
un humero finito di lati; 8. di non essete generalizzabili a va-
lori di n maggiori di 1.

I metodi degli sviluppi in serie di Poincaté, che hoi espti-
remo pit tardi, evitano tutti questi inconvenienti, nia inttodu-
cono a loro volta, specialmente per quanto si riferisce al proble-

ma (4), altre condizioni restrittive.
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ProsrEMA (B). — Cominciamo duhque a studiare il problema
(B) quando n = 1. Il gruppo G & un gruppo di trasformazioni
birazionali su una sola variabile z: esso & quindi un gruppo di
trasformazioni lineari, che per le ipotesi fatte & pr. dis., ed anzi
& un gruppo fuchsiano o kleiniano, che ha in N un campo fon-
damentale K dotato di un numero finito di vertici.

Posto & == E 4 ¢7, i risultati del § 86 dimostrano che esiste
una funzione armonica reale u® delle due variabili reali £, 7,
invariante per il gruppo G e che in un punto prefissato 4, di K
presenta una singolaritd polare. Costruiamo la funzione o ar-
monica coniugata di «® (che & definita a meno di una costante
additiva). Evidentemente i valori che o assume in punti cor-
rispondenti di due campi fondamentali differiscono soltanto per
una costante additiva; e quindi in particolare, se I, I, sono due
lati equivalenti di 'K i valori di »® in due punti equivalenti
di I, I, differiscono solo di una costante «{”., Siccome K ha un
numero finito di lati, le coppie di lati , 7, sono in numero finito;
noi le contraddistingueremo coi valori i = 1,2,....,¢ dell'in-
dice ¢ (¢ intero finito). Di pill, se K non & semplicemente con-
nesso, esisteranno in K dei cammini chiusi C tutti interni a K,
i quali non si possono con deformazione continua ridurre a un
punto senza cessare di appartenere a K. Tra tali cammini esi-
stera, poiché K ha un numero finito di lati, un numero finito di
cammini C,,, C, ,....,C, (h =1ntero finito) tali che ogni altro cam-
mino €& riducibile con deformazione continua, e senza uscire da
K, a una loro combinazione lineare. Indicheremo con &%, &, ...., o
le costanti, di cui aumenta »®, quando si descrive uno dei cam-
mini C, .y, Ciisy.tery G '

Scegliamo in K altri h punti A4,, 4,,...., 4,,,; distinti tra
loro e da A,. Otterremo corrispondentemente A nuove coppie di
funzioni armoniche coniugate u®, »® (s =2, ...., k4 1), ciascuna

delle quali definird un sistema di costanti & (i = 1,2, ...., k).
Bt h+1

Poniamo u = )} 8,u®, v = 3§, v dove le B sono costanti.

e=1 s=1
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Le u, v sono funzioni armoniche coniugate. Ora & sempre pos-

sibile trovare delle costanti 8, non nulle, tali che:

R4 a1

Zﬁ,aﬁ” =, ,.. = Eﬁ,aﬁ'): 0.
=1 =1

Le funzioni w, » corrispondenti non saranno costanti; sa-
ranno ambedue uniformi in K; e in punti equivalenti del con-
torno di K avranno lo stesso valore. La z — u - i v sard una
funzione di x in tutta la rete N, analitica uniforme e non co-
stante, invariante per (7. Il teorema di esistenza & cosi dimostrato.

Questa dimostrazione & affatto analoga a quella, con cui si
dimostrano i teoremi di esistenza su una superficie di Riemann.
Le funzioni «® -|- i v® sono funzioni che godono di proprieta
affatto analoghe a quelle degli integrali abeliani di seconda
specie su una superficie di Riemann. Esse infatti hanno sole
singolarita polari, e in punti equivalenti differiscono soltanto per
una costante additiva. E, come sulle superficie di Riemann si
possono ottenere le funzioni razionali con una combinazione li-
neare di integrali abeliani di seconda specie (¥), cosi noi, combi-
nando linearmente le «“ - ¢ v, abbiamo ottenuto funzioni in-
varianti per @.

Proseguendo nella trattazione con metodi affatto analoghi a quelli
usati nella teoria delle superficie Riemanniane, si dimostrerebbe che col
metodo esposto si possono trovare due funzioni uniformi &, L, invarianti
per il gruppe @, le quali sono legate da una relazione algebrica f (G, Cer==0
¢ sono tali che le funzioni uniformi di #, invarianti per G, sono tutte e
sole le funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana F, definita dall’e-
quazione algebrica f ({,, {;) = 0. Se noi consideriamo come non distinti
punti del piano 7 della variabile complessa x, equivalenti rispetto a @,
i punti di F corrispondono biunivocamente ai punti di n. Il genere di F
8t chiama genere di G.

Noi per ora ammetteremo questi risultati, la ewi dimostrazione in
extenso trovera sede pitt opportuna nel paragrafo dedicato allo studio par-
ticolareggiato delle funzioni invarianti per un gruppo fuchsiano o kleiniane.

(*) NevMANN. Vorles. ii. Riem. Theor. der Ab. Int., pag. 258.
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Osservazioue. — 1 metodi qui esposti possono riselvere il nostro pwo-
blema (B) anche nel caso che G non sia pr. dis.; ma in tal caso le fun-
zioni 2 non saranno (e non potrebbero essere) uniformi (§ 17).

ProBLEMA (4). — Noi studieremo ora il problems (4) per il caso che
n=1 e che G sia un gruppo del tipo di cui ci siamo occupati ora e I
sin un gruppo di trasformazioni lineari intere omogenee. E ¢t accomrten-
teremo. di dimostrare che esso si pud ridurre al seguente preblema, chwe
& il celebre problema di inversione di Riemann.

Costruire m funzioni 2, 2, .... 2, i una variabile complesse x, le quali
siano uniformi nell’ intorno di ogni punto del piano delle variabile x, eccet-
toche well’intorno di s punti dati a priovi Ay, Ay, ...., 4, . Sono pure
date s trasformazioni lincari intere omegenee Ty, T,, .... T, sulle variabili
2y« 2m. Si vuole che le ¢ subiscano la trasformazione T;, quando z de-
scrive un giro chiuso attorno al punto 4, (*).

Siane §,, & due funzioni invarianti per &, tali che ogni alira funzione
invariante per G sia una funzione uniforme sulla superficie Riemanniana
F, immagine della relazione algebrica 7 (3;, 5) = 0, che lega le due fun-
zioni G;, . I punti della F corrispondeno, come dicemmo, biunivocamente
ai punti del piano © delln variabile complessa r. quando vi si considerino
come non distinti punti equivalenti per @ (**).

(*) Piu precisamente, se O & un punto generico, ma fisso, del piano g
delle r ed 04, 04,,...., 04, sono dei tagli non intersecantisi, le »
devono essere monodrome nel piano 7, su cui siano stati fatti i tagli pre-
cedenti, e devono subire le T quando si attraversine detti tagli. Natural-
mente le T devono essere scelte in modo, che le 2 siane monedrome in
0; cioé il prodotto delle T, prese in ordine conveniente, deve essere
uguale a 1.

Per essere completi, noi dovremmeo qui esporre come si risolva il pro-
blema di Riemann, e definire pitt precisamente quale comportamento si
imponga alle z nei punti 4. Due eonsiderazioni ce ne hanno perd dissuaso:
1’una che questo problema rientra piuttosto nella teoria delle equazioni
differenziali lineari alle derivate ordinarie; ) altra che la trattaziome di
tale problema ci costringerebbe a lunghe divagazioni: in quanto che do-
vremmo esporre la teoria delle equazioni integrali, s quale & troppo
lontana dall’argomento del presente trattato. Il lettore, che voglia cono-
scere come si possa risolvere il citato problema di Riemann, consulti e
ormai classiche ricerche di Hilbert sulle equazioni integrali nelle Gottinger
Nachrichten (1904-1906).

(**) La F, o, cido che & lo stesso, una superticie, i cui punti, sono in
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Suppeniamo dapprima che il genere di F (che & per definizione il ge-
nere del gruppo G) sia nulle; esistera in tal caso una funzione G dix
uniforme, tale che tutte e sole le fanzioni uniformi di x, invarianti per G
seno funzioni uniformi di {,. La - superficie F coincidera ciod col piano
della variabile ;. Eseguire su z una trasformazione i ¢ equi\,lle a far
percorrere a {, un cammino chiuso nel suo piano (perché la G & inva-
riante per €}, e viceversa.

Cerchiamo ora di risolvere il problema generale (4) nelle ipotesi da
noi fatte. 8i dovranno trovare m funzioni z,, 2, ... o3 2, uniformi della x,
le gquali, quando la z subisce le trasformazioni del gruppo G di genere
zero, subiscono le trasformazioni lineari intere omogenee di un dato ﬂrnppo
T isomorfo a &. Se noi pensiamo le 21y %3y + o uey %, come funzioni di g,
esse saranno dunque funzioni, le quali, quando { C, descrive un cammino
chiuso nel suo piano o, subiscono una data trasformazione lineare intera
omogenea, variabile col.cammino deseritto dalla Gy e generante un dato
gruppo I'. Il fatto che ' & isomorfo a @ equivale all'altro che, se
compie un piccolo giro attorne a un punto generico del suo piano, le z
devono subire la trasformazione identica, o, piit generalmente, che, se ,
compie un giro chiuso nel suo piano, a eui corrisponde nn cammino chiuso
wel piano della z, le 2 subiscono la trasformazione identica. I punti di
diramazione delle 2, considerate come funzioni della C,, saranne quei punti
4 del piano di questa variabile {;, che sono immagine di un ciclo di
vertici non accidentali di K, e sono quindi in numero finito. E per definire
quali trasformazioni subiscano le z, quando la {, percorre mel suo piano
dei cammini chiusi, bastera definire quali trasformazioni subiscano le z
per un giro chiuso attorno a une dei citati punti 4 (*).

Ora la costruzione di funzioni 2z di una variabile §,y che subiscono
determinate trasformazioni lineari, quando L, compie dei giri attorno a
certi punti 4 del suo piano, supposti in numero finito, & appunto il pro-
blema di inversione di Riemann.

: ¢ d. d.

Passiamo ora al caso che il genere di @ sia maggiore di zero. In tal
caso la superficie Riemanniana F avrebbe 1 ufficio, che nel problema pre-

corrispondenza biunivoca eoi punti della F, si pud ottenere quindi pic-
gando un campo fondamentale K di @, in gnisa che punti equivalenti
del contorno di K vengano a coincidere,

(*) 8i nati che 1 isomortismo tra I' ¢ @ impone a queste  trasforn-
zioni I’nnica condizione che il loro prodotto deve essere ugunale all’iden-
titd. Cid esprime il fatto che un givo della {, attorno a tutti i punti 4
contemporaneamente equivale a un givo della §, attorno a un punto el
non sia di diramazione, ossia a un giro chinso della « nel suo piano,
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cedente aveva il piano g della variabile {. Noi potremmo dunque cercare
di risolvere il nostro problema, generalizzando le ricerche di Hilbert dal
piano alle superficie Riemanniane, ossia cercando di determinare m fun-
zioni s dei punti 4 di una superficie Riemanniana F, le quali subiscono
date trasformazioni di un gruppo T, quando il punto A di F deserive un
cammino chiuso su F.

Noi dimostreremo invece che questo problema si puo ridurre al pro-
blema analogo, risoluto da Hilbert nel caso del piano. Sia, come sopra,
7§,y §e) = 0 1’equazione algebrica corrispondente alla superficie F; se r
& il grado di f nella variabile {,, noi considereremo F come formata di un
certo numero » di piani (fogli) {, sovrapposti e tra loro collegati nei
punti di diramazione della J,, pensata come funzione algebriea di .
Sia 4 un punto generico del piano g della variabile T,. Sia A, il punto
corrispondente del primo degli » fogli di F, e siano 4,, Ay, ...., 4, i
punti degli altri fogli sovrapposti ad A4,. Siano z, .... z, rispettivamente
gli elementi (nel senso di Weierstrass) delle funzioni analitiche (*) 2 in
un intorno di 4,; in questo intorno le z, .... #, si potranno considerare
come funzioni analitiche wniformi di g,. Siano C,, Cy, ...., (, » — 1 cammini
su F, che conducono dal punto d, rispettivamente ai punti 4,4, 4,, ....4, .
A questi cammini corrispondono sul piano o della {, dei cammini chiusi
Yes Ysy -+« Y- Uscenti dal punto d e terminati al punto 4. Se noi pro-
lunghiamo analiticamente gli elementi 2, ....z, lungo v, (i .y 1), 10l
otterremo in un intorno del punto A nuovi elementi di funzioni analitiche
Bi—tym+1s Bi—lym+zy «+e s Zim» Otterremo cosi in un intorno di 4 mr ele-

menti di funzioni analitiche ¢,, 2oy -+ ..y Zmr; ¢ gli elementi 2, iy ..t
Zim (I = 1,2, ...., *) rappresentano le funzioni z in un intorno del
punto A4; di F; e, se i > 1, sono pin precisamente quegli elementi, che si
ottengono prolungando analiticamente gli elementi z,...., z, dal punto
4, al punto A; lungo C; . Facciamo ora descrivere al punto 4 nel piano
o un qualsiasi cammino (hllli() v. Il punto A; (i <) andra in un altro
dei punti 4,....4,, p. es. nel punto 4, (K < ). Se noi ad 4 facciamo
percorrere prima il cammino y, poi il cammino vy, percorso in senso in-
verso (ossia, come s8i suol dire, il cammino ;') e quindi il cammino y; ,
il punto A, andri prima in 4, poi in A4, per ritornare finalmente in
A, e percorrere quindi m conclusione su F un cammino chiuso (**). Per

(*) Elemento di una funzione analitica z in un punto non é che una
serie di potenze, che & convergente in un intorno di questo punto, e vi
rappresenta la z.

(**) Per simmetria indicheremo con y, un cammino chinso che, par-
tendo da A ritorni in 4, cosi cbe il punto 4, corrispondente di F de-
seriva un cammino che esca da 4, e ritorni in 4,.
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ipotesi & noto quale trasformazione lineare T, subiranno per questo cam-
mino chiuso le funzioni, o gli elementi Zg_iymi1, Za-tym 42y ooevy Zime
Osserviamo ora che questa trasformazione t; & prodotto

a) della trasformazione, che gh elementi citati subiscono per il cam-
mino ¥,

B) della inversa della trasformazione, che gli elementi citati subiscono
per il cammino y; ,

v) della trasformazione, che gli elementi citati subiscono per il cam-
mino y; .

In altre parole la trasformazione, che £:_ 1ym i1, -+, Zim Subiscono
per il cammino y si ottiene, applicando a questi elementi dapprima la
trasformazione lineare nota t, , quindi la trasformazione che esse subi-
scono quando si percorra y; in senso inverso (che & data evidentemente
dalle g _yyni, = 2, per 8 = 1,2, ...., m) e infine la trasformazione do-
vata al cammino ¥, (la quale chiaramente porta g, in gg_ijm+.). Si pud
quindi considerare come nota la trasformazione, che il cammino y induce
sulle z;_1ym, (8 <<m) per ogni valore di i (i <r); e quindi & nota la
trasformazione lineare che z,.... s,, subiscono per ogni cammino chiuso
v sul piano della variabile .

Gli elementi 2z (i < rm) sono dunque in 4 gli elementi di »m fun-
zioni analitiche, esistenti in tutto o, le quali per ogni cammino chiuso y
subiscono una data trasformazione lineare. Esse avranno dunque in o dei
punti di diramazione (in numero finito, perché il nostro gruppo @ ha un
numero finito di vertici); un giro attorno a questi punti di diramazione
produce sulle nostre funzioni una data trasformazione lineare, mentre un
giro attorno a un qualsiasi altro punto di 5 lascia le nostre funzioni inal-
terate. La costruzione in ¢ delle nostre r m funzioni & ricondotta ancora
al problema di inversione di Riemann sul piano.

Quindi & contemporaneamente dimostrato il teorema di esistenza rela-
tivo al problema (4), quando » = 1, G ¢ un gruppo kleiniano il cui po-
ligono fondamentale ha un numero finito di vertici, e I' ¢ un gruppo di
trasformazioni lineari intere omogenee.

Caritoro Decinmo. — I teoremi di esistenza dedotti con
metodi algoritmici.

§ 38. — I gruppi discontinui finiti.

Per costruire una funzione invariante per un gruppo discon-
tinuo finito G su certe variabili , si considerino una qualsiasi

funzione f, delle z, e le funzioni f; (! = 2,8, .....), che se ne
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deduoone, applieando alle > suecessivamente le trasformamioni
di G. Una funzione p delle 2, che sia uguale a una funzione
simmetrica dells f,, fi, & evidentemente invariante per G.
D’altra parte gli stessi metodi, che piui tardi troveremo per
risolvere i nostri problemi fondamentali per gruppi mfiniti, val-
gono, e diventano anzi affatto elementari per i gruppi disconti-
nui finiti. Ciononostante noi vogliamo riprendere per un gruppe
finite & il problema fondamentale (B) nel easo » = 1. Come
risulta dal § 34 (pag. 238), & & di genere zero: esistono dunque,
per i risultati del precedente capitolo, infinite funzioni Z inva-
rianti per &, che in un campo fondamentale assumono una e
una sola velta ogni loro valore. Due qualsiasi di queste furnzioni
sono legate tra di loro da un’equazione lineare; e tutte le fun-
gioni invarianti per G sono funzioni uniformi di una gualunque
di queste funzioni Z. Questi risultati si possone confermare di-
rettamente nel seguente modo. Siano

, b )
P :‘:_‘*l_’d‘ @d—be=1 (=12....,p

le p trasformazioni di G' (p = intero finito). Se 4, B sono due

costanti qualunque, ogni trasformazione di G laseia invarianti

i prodotti
z.“hu _‘fﬁ’_"f_f! A) Z, = :i(::x—'—}—— be__ B) (It % == cost.)
perché ne permuta soltanto i fattori. Le Z,, Z, si annullano ri-

spettivamente soltanto nei punti equivalenti al punto x = 4, e

al punto x = B, e diventano infinite soltanto nei punti equiva-
lemti al punto o = oco. Gia questi due prodotti ci offrone dunque
I'esempio di funzioni invarianti per &, e sssumenti in un campo
fondamentale una sola volta il valore zero e il valore co. Il

. Z, . . . .
quoziente Z = ZL é pure una funzione invariante per G, che in

. 2
un csmpo fondamentale X diventa una e una sola volta nulls
o imfinita, rispettivamente nel punto del eampo, che & equiva-
lente al punto & = 4, o al punte # = B. Dimestreremo ora che
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la Z assume in K una e una sela volta ogni altro valore: con
uwa metodo analogo guesto teorema si potrebbe dimostrare anche
por &, e per Z, Posto

P (@) = hﬁ[(a‘m by — 4 (ew - dy)

¢ @) = fi[@z + b) — Blew+ d))
si ha
@ —Zy@)=0.

Se noi consideriamo in questa uguaglianza la Z come para-
wetro, e la & come incognita, otteniamo un’equazione di grado. p.
Quest’ equazione & irriducibile. Infatti il suo primo membra con-
tiene la Z al primo grado; se esso dungue si spezzasse in due
fattori, uno di questi dovrebbe essere indipendente dalla Z, e
dovrebbe quindi dividere g (), % (#): cid che & assurdo, perché
evidentemente ¢ (), b (x) sono primi tra di loro.

Da una radice della nostra equmazione si passa alle altre,
applicandole le trasformazioni del gruppo G, come & ben evi-
dente per la definizione stessa delle g (x), ¢ (2): le p radici della
nostra equazione definiscono dungue ¢ punti equivalenti rispetto
a G. Al variare di Z, guesto sistema di p punti descrive tutti i
sistemi possibili di punti equivalenti; dando infatti a Z il valore

3{%’, le radici della nostra equazione diventano appunto uguali o
ad 2,0 a una quantita equivalente ad «. La Z assume dunque ogni

szo valore; e i punti, in cui assume uno stesso valore, sono tra

di loro equivalenti e viceversa. Da ci6 risulta appunto che in

un campo K la Z assume una e una sola volta ogni suo valore.
Se in due punti L, M una delle funzioni Z assume uno stesso
valore, anche ogni altra funzione Z vi assume uguali valori. Se
quindi Z', Z* sono due funzioni Z, la Z' & una funzione razio-

nale di Z”, e viceversa. Quindi Z’ & una funzione lineare di Z".,

. Le precedenti, equazioni ¢ — Z $ = 0 hanno ricevuto il nome
di equazioni dei poliedri regolari; il loro studio & di grande in-
teresse, specialmente mnel caso che @ sia il gruppo icosaedrico.
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Si dimostra infatti che la risoluzione 'dell’equazione piti gene-
rale di 5.° grado si pud ridurre alla risoluzione dell’equazione
icosaedrica (*). Noi non ci occuperemo né di questo studio, né
delle generalizzazioni per » => 1; in quanto che si entrerebbe

in un ordine di ricerche puramente algebrico, e intimamente

(* La ragione intima di questo fatto non si pué esporre senza ricor-
rere alle teorie di Galois. Ciononostante si puo dare un’idea di uno dei
metodi con cui si pud dimostrare 1'asserzione del testo. Sia G un gruppo
icosaedrale, che trasformi in sé stesso un icosaedro regolare inscritto nella
sfera della variabile complessa x. Noi potremo trasformare G in un gruppo
simile, in modo che due vertici dell’icosaedro siano nei punti z = 0,

x =2 cos 35_75 . 8i trova con un calcolo elementare che cosi i 12 vertici

dell’ icosaedro sono i punti

z=00,x=0

z=¢(+¢') (r=1,238,4,5) ( 27 . 271:)
e =c + 2.
z=e (0 +e) (r=1,2,3,4,5) 08 5 Tieen T

Posto

f=xf_1‘[w——s'(s+s‘)] [r —e @+ ) =2+ 112°—1),

I’ equazione f — 0, considerata come un’equazione di dodicesimo grado
avente una radice infinita, ha per radici gli affissi dei dodici vertici del-
1'icosaedro. In modo analogo si trova che, se si pone

= — (@ 4 1) + 228 (' — 2°) — 494 21,

I'equazione H = 0 ha per radici gli affissi dei punti, che’ si ottengono
proiettando dal centro della sfera sulla sfera stessa i centri delle varie
faccie. Ciascuno di questi 20 punti ¢ vertice di 8 campi fondamentali;
ciascuno dei vertici dell’ icosaedro & vertice di 5 campi fondamentali. Il
sistema degli indici dei primi 20 punti (ciascuno contato 3 volte) e il
sistema degli indici dei 12 vertici (ciascuno contato 5 volte) saranno due
sistemi di radiei della nostra equazione icosaedrica, corrispondenti a due
certi valori di Z. Con una trasformazione lineare su Z potremo fare in
modo, che i valori di Z corrispondenti a questi due sistemi di radici sieno
rispettivamente Z = 0, Z = oo; cosicché si avra identicamente :
o

Z=nh 7 (h = cost.).
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connesso con la teoria delle forme, e la teoria delle equazioni
algebriche secondo Galois; le quali ricerche hanno gia ricevuto
numerose esposizioni sistematiche, e sono assai lontane dai pro-
blemi di indole trascendente, a cui & particolarmente riservata

questa parte del presente trattato.

E, se noi poniamo h = %, , 1a Z cosi definita assume, come un facile cal-
colo dimostra, il valore Z =1 nei 30 punti che si ottengono proiettando
sulla sfera dal suo centro i punti medii delle costole dell’icosaedro.
L’ equazione icosaedrale, scritta per disteso, assume cosi la forma:

(2% — 228 2% + 494 210 | 228 2% - 1)* — 128 (20 + 11 2% — 1)* Z=0,

Quando si ponga T = % | 1 } 522 (2% — 2% — 10005 («* + &%),
i 30 punti medii delle costole dell’icosaedro sono definiti dall’ equazione

T = 0. 3 . 3
Ora esistono 5 ottaedri regolari che hanno per vertici punti medii

delle costole dell’icosaedro e che il gruppo @ permuta tra di loro. E si
trova che, posto

t'=ssrxc+ 25"@'5— 557_54__‘550 2.2 — ZEer_!_eEr (r= 1’ 2’ 3, 4’ 5)
W, =-e"z84-era’—Teva® —Te 2t | Tev s’ — Tevr—e" (r=1,2,3,4,5)

le equazioni {, = 0, W, = 0 hanno per radici gli indici dei vertici, e dei
punti che si ottengono proiettando i centri delle faccie dello r<™ di
questi 5 ottaedri dal centro della sfera sulla sfera stessa.

Posto poi ¥, = 12—7“ LE / m —+ » 12f_,r_7) (m, n = cost.), si deduce fa-

cilmente che dalle 60 trasformazwm di G le Y, sono soltanto permutate
tra di loro, e che esse sono le radici dell’ equazione

( ZYy 45 Y’(S md 4 12 m¥n + 123_;;__”_3)_{_
2 4
@ +15Y( +bm°» +Zmn +(1:?_n’2)7 4

15 4 4 4 ab
+8{48m —s0 Ty >+ "7?11“925' =)

f

Ecco un’ equazione di 5.0 grado, che evidentemente si sa risolvere,
appena si sappia risolvere I’ equazione icosaedrale. Ora si pud dimostrare
che ogni equazione di 5.0 grado si puo ridurre al tipo precedente. Se infatti

4

(134] Yoyt oy +ayttayta=20
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§ 39. — Le serie di Poinoaré.

In questo, e nei seguenti paragrafi del Cap. 10 ci proponiamo
di esporre un secondo metodo per la dimostrasione dei teoremi
di esistenza delle funzioni automorfe e zeta-automorfe. Si fa
uso in questo metodo di serie, i cui termini si generano in modo
tale, da apparire senz’altro chiaro che esse formalmente risolvono
i nostri problemi (4), (B). La massima difficolta, che si presenta,
‘consiste nel cercare i caratteri di convergenza di queste serie,

Tuttavia, e per la notevole generalitd dei casi, in cui tale con-

& un’ equarione di 5.0 grado, si pongn ¥ == 2, + ¢, ¥+ 9% La ¥ sod-
disferd a un’altra equazione

@) P4 P AT 5T 5B T =0,

trasformata dalla precedente. Le 4,, 4, sono rispettivamente funzion] di
l.o e di 2.0 grado delle &, wy, ;. Risolvendo guindi wn’ equazione di 2,0
.grado, petrd ottenere che 4, = A, = 0. Se poniamo poi

Mo T AT T A ]

24 (a‘—ﬁ“—f—zﬁy)
(dove A =108a%y — 135 a4 §* + 90 a* 3 y* — 320 ¢ By + 256 B° I v4),

Z=_ (“8am?—12 ,g;n - )
Tedat[12zy — ym—By]’
_12a*Z— 96«7,m’—-Jm‘—6 ym
14am* 4 128m + ¢ ’

si dimostra col ealeolo effettivo che I’equazione (III) diventa identica
alla (I). Ma la risoluzione della (I é equivalente alla risoluzione della (I1);
la (I) 8i 8a rlsohexe, se si ammette risoluta 1’ equazione dell’ icosaedro.
Quindi la risoluzione della pitt generale equazione (II) di 5.0 grado si sa
effettuare, se si ammette risoluta 1’ equazione dell’ icosaedro. Il teorema
reciproco ¢ pure vero.

Questi eenni sono un rapido sunto del Cap, VIII (§ 111 e seg.) della
Teoria dei yruppi di sostituzioni e delle equasioni algebriche seconde Galois
del Prof. Biancar. 11 lettore troverd ivi tra 1'nltro svolti tutti i calcoli, -
da noi soltanto ‘aceennatf, e vi troverd pure indicasioni bibliografithe.
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vergenza risulta dimostrata, e per la uniformitd che presentano
in questo metodo i casi di una o piu variabili, e infine per la
comoda espressione analitica delle funzioni costruite, che ci viene
cosi fornita, queste serie costituiscono una delle pili importanti
scoperte nella teoria delle funzioni automorfe e una delle pit
geniali concezioni di Poincaré, che primo le diede (nel caso di
Nn == 1) .

Riprendiamo il problema fondamentale (4); e suppeniamo
che le trasformazioni di T godano della proprieta distributiva:
che ciog, se 7, = P2y eererza) G=1,2,....,m) & una trasfor-

mazione di T, si abbia identicamente

P (Y1 4 21y eeeey Yo + Z0) =P (Y1 Yy woovr Yo T+ Pu (B 2y 0eey Za)e

Questo avverrd p. es. se I' & un gruppo di trasformazioni
lineari intere omogenee, o in particolare se I' si riduce alla sola
trasformazione identica.

Al solito indicherd con T (i =1, 2,....) le trasformazioni
di G, e con 1, le trasformazioni corrispondenti di I'. Con D, (z),
o con 4%%@ indicherd il Tacobiano delle T,z Ty ..., T,
rispetto alle @, e con fi, fy, ..., f= delle funzioni uniformi delle
Xyy Tgy oo+ +y Lo S€ p & un intero qualsiasi, noi indicheremo con
E (fiy fa) -+ s [ P, T) Oppure, pitt brevemente, con § (p, x), 0 con
E () la serie

@ L@=XNuf(TaD@ (=1,2..,m

*) Con f; (T, %) indico la f; (T, 2, Ty2, ...., T,x); con t,' f; (T, )
indico la quantith che si ottiene, applicando alle f; la T;'; se ciod
Vi=@i Wy Yay ++++» ¥m] (i == 1,2, ...., m) & la trasformazione T;*, si
& posto

ry_lf( (T,, z) = i U (Tv z)v fo T,2), ..., fu (T, 2)].

Si & scritto poi che v varia da 0 a o0, perché supponiamo senz’altro
che G sia un gruppo discontinue infinito. All’ indice v dovremmo invece
far percorrere un numero finito di valori, se G fosse un gruppo discon-
tinuo finito. ‘

N RPN
\
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Prescindendo per ora dalle questioni di convergenza studiamo
le propriets formali delle serie (4). Se 7} & una trasformazione
fissa di G, avremo:

o) =5 A T [V D) 4o )

ossia, poiché per ipotesi le 1, 7' sono operazioni distributive:

(o =n 36w (0, L [HE DI g, .

Al variare di v da O a oo, tanto le trasformagzioni 7', che le
T, T, (, che le t,1;) descrivono uno stesso insieme di trasforma-
zioni: le trasformazioni di G (di I').

E dalle uguaglianze precedenti si trae percid:

® §(T. @) = [u & @)] [Dy ()] ™.

Infatti, per quanto abbiamo detto, le serie
-1 d .T,,T xz)|* 1 a(T W P
S A GG DA g ) (1Y)

non differiscono che per 1'ordine dei termini: e, da un punto di
vista puramente formale, rappresentano una stessa funzione.

Il numero p si dice grado delle serie £. Avremo dunque:

Le serie &, .... 8, di grudo p definite dalle (4) subiscono, for-
malmente, la trasformazione v, di T e restano di pitv moltiplicate
per (D, (x))™, quando le x subiscono la trasformazione T, di G.

Nel caso che I' sia ridotto alla sola trasformazione identica,
potremo porre m = 1; le f, .... f. si ridurranno a una sola fun-
zione f; le serie £ assumeranno una forma pit semplice; noi le
indicheremo allora con (f, p, x) 0 anche con 6(x). Avremo dunque:

6) 0 (f, py @) =0 (@) =Y, f (T, ) D (),
e la (11) diventera ”
™ 6 (T, x) =6 (z) D;* ().

Una serie 6 resta moltiplicata per D;”, se le x subiscono una
trasformazione T} di G. '
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Dai teoremi precedenti si deduce tosto:
TrorEMA 1. — Le funzioni §, (i = 1,2,....,m) che si ottengono
dividendo le &, .... E, per una serie 0 dello stesso grado subiscono

(almeno formalmente) la trasformazione T, di T, quando le & su-
biscono la trasformazione T, di G.

TroreMa II. — Il quoziente di due serie O dello stesso grado
rappresenta, almeno formalmente, una funzione invariante per G.

Lo studio del problema (4) & cosi ridotto a ricercare:

1. quando le serie (4), (6) sono assolutamente convergenti
(indipendentemente dall’ordine dei termini).

2. quando le serie (4), (6) rappresentano effettivamente delle
funzioni analitiche uniformi: ¢ié che avviene, se p. es. esse sono
uniformemente convergenti nell’intorno di un punto generico.

3. se esistono delle serie 8, £ non identicamente nulle.

4. se esistono due serie § dello stesso grado, che non diffe-
riscono soltanto per un fattore costante.

Osservazione I. — Se la condizione 4 non fosse mai soddi-
sfatta, il teorema Il sarebbe illusorio, in quanto che dimostre-
rebbe soltanto che una funzione costante & invariante per il
gruppo G. L’analogo vale per la condizione 3.

Osservazione II. — Per dimostrare poi (cfr. § 17, pag. 104)
I’ esistenza di n funzioni indipendenti invarianti per &, dovremo
ancora approfondire lo studio delle funzioni, cui si riferisce il

teorema Il

Daremo ora alcuni teoremi, che ci serviranno per lo studio
della convergenza delle serie 6. Posto x, = & — i7;, noi indi-
cheremo con S, lo spazio euclideo a 2 n dimensioni, in cui le
E, m sono coordinate cartesiane ortogonali. A ogni sistema di
valori per le z corrisponde un punto reale in S, e viceversa.
Noi potremo quindi parlare di un punto di S, invece di par-
lare di un sistema di valori delle a.

Noi diremo che un gruppo G soddisfa alle condizioni di Poin-

caré se:
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L Il gruppo G possiede in S,, almeno una rete N di campi
fondamentali, che si possono tutti racchiudere (escluso al pit un
-numero fintto k di tali campi) in una ipersfera di raggio finito,
0, pitt generalmente, se un intorno abbastanza piccolo «, di un punto
generico A e gli intorni trasformati, escluso al pit un numero
finito di tali intorni, somo rinchiudibili in una ipersfera di raggio
finito (anche variabile con A). .

II. Se « é un intorno suficientemente piccolo di un punto gene-
rico A, nessuna trasformazione di G ¢ singolare (*) in un punto B
di a. Se B, C sono due punti di w, il rapporto dei valori del Ia-
cobiano D, di una trasformazione qualunque T, di G nei’ punti B,C
(escluso al pit un numero finito di tali trasformazioni), é inferiore
in valore assoluto a una costante finita H, indipendente dalla scelta
della trasformazione T, in G e dei punti B, C in a.

Osservazione. — Se &', = 9p,, (x, ....a,) (i << n) & una trasforma-
zione T, di G, e se &, =8, 4 in,; @, = Eotiny @=1,2,...,n),
le & % sono funzioni delle & . Il Tacobiano A, di queste fun-
zioni & dato da

d(Ew En 7)1 o ) x x ), ) d(.l? o
o My - ,,, 19 wvee By T3y e Za L ere T T oo T
d{z, . z,,,.w,,. z8, ><nl(2'1 R Xd(é, e B My e )

quando si convenga che le x, #° subiscano contemporaneamente

trasformazioni immaginarie coniugate. Dunque A, & prodotto di
4E,n) , d (@ 2
dz,2) " dE )
temente inversi 1’uno dell’altro. I1 secondo fattore d(x,,m“’)
d(,

 @0) ©

tre fattori: il primo e 1'ultimo sono eviden-

d,) dxy) _ ..
uguale a @ da) = D, DS. Quindi

Ay = Dv -Dg = (mOd -Dv)s'

Da cid si trae che all'ultima parte della seconda delle due con-

(*) Dico che una trasformazione z'; =y, (z,, %3, . . ., 2, ) (i=1,2, ..., n)
& singolare in un punto B, se una delle funzioni ¢; & singolare in B, op-
pure se il Iacobiano delle ¢; ¢ nullo nel punto B.
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dizioni precedenti noi potremmo sostituire la seguente condizione,
che le & affatto equivalente.

8e B e Csono due punti posti in un intorno « sufficientemente

piccolo di un punto generice 4, se &'y, =Gy, (T ... Tn) & una qual-

_siasi trasformazione T, di G, se Eon sy € Ey e sono la parte reale
‘e il coefficiente della parte immaginaria delle o,, e delle x,, esiste

una costante positiva, indipendente dalla trasformazione scelta in
G, e dalla posizione dei punti B, C in , tale che il rapporto dei
valori, che il Iacobiano A, delle £, ., rispetto alle £, assume nei
punti B, C, é minore di detta costante per tutti i valori di v, escluso
al pit un numero finito di valori di v. Ne segue che nessun laco-
biano A, ha zeri in o.

Vale allora il seguente:

Lemma. — Sia G un gruppo che soddisfi alle condizioni di
Poincaré; e sia [ una funzione uniforme nella regione R, coperta

‘dalla rete N di campi fondamentali. Sia J Uinsieme dei punti,

che appartengono a un intorno z di un punto generico 4, e a tutti
gli intorni trasformati, escluso al pia un numero finito di tali
intorni.

Se, scegliendo o abbastanza piccolo, la [ & regolare in ogni punto
limite dell insieme J, allora, per p = 2, la serie 0 (f, p, x) & uni-
formemente e assolutamente convergente in un intorno abbastanza
piccolo a del punto generico A di R. E la funzione 6 (x) ¢ quindi
una funzione analitica uniforme delle x in tutta R, ¢ soddisfa al-
U equazione (7).

Sia infatti @, un intorno di un punto generico 4 di N; noi
potremo supporlo cosi piccolo, che in esso sia soddisfatta la se-
conda condizione di Poincaré. Poiché G & in R pr. dis., noi po-

‘tremo ‘chiaramente prendere a, cosi piccolo che a; e gli intorni

ay, %, %y ... ., trasformati di %, mediante le trasformazioni T, T},
T,....di G, non abbiano a due a due alcun punto comune. E
di pil, poiché A é un punto generico di R, potremo supporre
(per le ipotesi fatte sui punti singolari della f) che i valori di f
in uno qualsiasi degli intorni % (escluso al pili un. numero finito
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di questi intorni) siano in modulo minori di una costante M, in-
dipendente da 4. Ora, se il punto (z) varia in a,, il punto (7}, 2) varia
in @, E percio, escluso al pili un numero finito di valori per v,

[f(T,2) | < M.
Per dimostrare la convergenza assoluta e uniforme della (6)
in «,, bastera dunque dimostrare la convergenza assoluta e uni-
forme in «, della

® 2D, @p.

Osserviamo ora, che per la prima delle condizioni di Poincaré,
si potra trovare una ipersfera I di raggio abbastanza grande ma fi-
nito, che contenga tutti gli intorni «, escluso al pii un numero
finito di questi intorni, che noi indicheremo con Gy Gy vneny &y
Ora ogni termine (D, (x)]* di (8) corrisponde a una trasforma-
zione T, di G, e quindi a un intorno a,; noi escluderemo dalla (8)
quei termini, per cui v==1,,7y,.....,7,, ossia il cul intorno
corrispondente non & interno alla I La serie che noi otterremo
si indicherd con T D (x); e basters evidentemente dimostrare
la convergenza assoluta e uniforme di quest’ultima serie, perché
essa si ottiene dalla (8) sopprimendo un numero finito di termini.

La somma dei volumi v, degli intorni &,(0 << i < c0) (i 3= 1y, 7y,
.... 1), che sono tutti interni a I e non hanno a due a due

punti comuni, & finita; ossia la serie a termini positivi e costanti

e, v=01,...) VEr,r...., 7
& convergente. Ora

v,=ff....f/ad5.,d52,....dE,,dn,‘,....dn,,

dove l'integrale del secondo membro & un integrale (2 m)™",
esteso all’'intorno a,; e, poiché 'intorno «, & trasformato di «,

mediante la trasformazione T, si avra:

v,:ﬂ....ﬂ;ﬂA,dﬁl....dE.dn, e du,,

Y

dove 1'integrale (2 n)"" del secondo membro & esteso ad =,
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Siano m,, M, il minimo e il massimo di |D,| in &y; saranno
m;, M; il minimo e il massimo di |A,], quindi

v, > mgﬂ',_,.ffzdgl....dg,dm....dv,,,

ossia
2
v, > m; v,.

Dalla convergenza della o, segue dunque la convergenza
della X v, m? e quindi anche della X m?; ma, per la seconda
condizione di Poincaré, M, < Hm,, esclusi al pit altri valori
di v in numero finito. Quindi anche la serie £ M? — ed a for-
tiori la serie 2 M2, se p = 2 — & convergente, se vi si sopprime
un numero finito di termini. E quindi convergente la stessa
serie 2 Mz. Siccome M, & il massimo valore assoluto di D, in «,,
la serie X D2 & in a, assolutamente e uniformemente convergente.

c. d. d.

Il presente lemma ci mostra la importanza, per le nostre ri-
cerche, dei gruppi, che soddisfano alle condizioni di Poincaré.
Noi troveremo ora alcune classi importanti di tali gruppi stu-
diando separatamente i gruppi di movimenti e i gruppi lineari.

§ 40. — I gruppi di movimenti e i gruppi lineari.

I gruppr DI MOVIMENTI. — Jo dird che una metrica M, definita
da una forma differenziale quadratica F sulle §, v, (i= 1,2,....,2),
soddisfa alle condizioni di Poincaré se:

1. I sistemi di valori delle E, n, per cui la metrica é regolare
(§ 28, pag. 140) corrispondono a punti di S.,, i quali riempiono
una regione A posta a distanza euclidea finita; o almeno si puod
soddisfare a tale condizione sostituendo alle z; nuove loro funzioni
indipendenti. La distanza, nella metrica M, di due punti di A
diventa infinita allora e allora soltanto che uno almeno di questi
due punti si avvicing indefinitamente al contorno di A.
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II. Data una qualsiasi costante 3, si puo trovare uw’ alira co-
stante D, tale che i valori del discriminante V di F in due punti
di A, la cui distanza geodetica in M & minore di &, hanno sempre
un rapporto minore di D. v

Quando parleremo di metriche, che soddisfano alle condizioni’
di Poincaré, supporremo assai spesso tacitamente che le @ siano
gia state scelte in guisa che sia proprio soddisfatta la prima
parte della condizione 1. Supporremo ciod che la regione A sia-
tutta posta a distanza euclidea finita in 8,,.

La precedente definiziore si puo anche estendere al caso che F
non sia una forma gquadratica, sostituendo al discriminante 'V di
F un invariante qualunque V non assoluto della F, considerata
come forma algebrica dei differenziali d&, dv. (Con cid vogliamo
dire che, se le d g, d n subiscono una trasformazione lineare in-’
tera omogenea, V resterd moltiplicato per una potenza, a espo-
nente non nullo, del determinante della trasformazione).

Trorema I — Se una metrica M soddisfa alle condizioni di
Poincaré, ogni gruppo G p.d.t.i. di movimenti in M soddisfa alle
condizioni di Poincaré.

Tufatti G trasformerd in sé stessa la regione A, che, per ipo-
tesi, & tutta posta a distanza finita nello spazio euclideo rappre-
sentativo S.. In ogni punto di A, il gruppo G & pr. dis. (§ 20,
pag. 126) e per i risultati del § 25 (pag. 152 e seg.) esso possiede
un’unica rete N di campi fondamentali, che riempie A.

Ora il Tacobiano A di una trasformazione T del gruppo G &
uguale alla radice quadrata del rapporto dei valori, che il di-
soriminante V di M ha mnei punti (x) e (T'x) ossia & nguale a

/ Vi
VA (Tx) .
« DUintorno trasformato di 2z mediante la 7. Sia B un punto di

Ora sia « un intorno di un punto generico 4, e sia

%, e B il punto corrispondente in . II valore del nostro laco-
: ) : V(B)-

biano in B & uguale alla radice guadrata del rapporto 'V((B';
dei valori che V ha nei punti B, B. Il rapporto dei valori del
. . B.Cdizd 1 L /YB3 VO
Iacobiano in due punti B,C'diz ¢ uguale percioa {/ 4 w Vv
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. Sia ora 8 la massima distanza geodetica di due punti B, C
d% ; poiché o si ottiene da & con un movimento, la massima
dls‘tanza geodetica di due punti di ' & pure uguale a 8. Quindi,
poiché la nostra metrica soddisfa alle condizioni di Poincarg,
esistera una costante D, tale che !g-%gi ] < D, JYVJQ:) < D.
E il rapporto dei valori del Tacobiano cit;to in iiue(il)lﬁti dia

& inferiore a D.
c. d.d.

TroreMa II. —— Le metriche di Bolyai a due dimensioni sod-
disfano alle condizioni di Poincaré.

Noi sappiamo infatti che una tal metrica ha un elemento
lineare A2 ag* +dx? h & il pi
& —1p (b = cost.); e se S, & il piano euclideo

in cui § 7y sono coordinate ortogonali, essa viene rappresentata
in modo conforme in quella regione di 8, (tutta a distanza finita),
che & interna al cerchio 2 4- 2 =1 (che rappresenta i punti a
distanza geodetica infinita). La radice quadrata del discriminante

.y h2 T
12K:) EF T — 1y Ora, se indichiamo con r la distanza geo-

detica dal punto (£, v) al punto (0, 0) si ha E* | %2 = tangh? I"l' )

cosicché questa radice quadrata & uguale ad h? cosh“z . Siano
ora A, B due punti, la cui distanza geodetica & minore di 3.
Se r, 7 sono le loro distanze geodetiche da (0, 0), sara eviden-
temente | 71

© h
punti 4 e B & uguale a

r ! 3
~ ‘ < I Il rapporto Q dei valori di 3"V nei

4

r

cosh )

Q= 77{2

cosh~k1

Se 7'37'1, Sara
— .

l=d= o (h+h) =[cosh—»6 + senh 8 tan hr.tw 9cosh 2|
cosh 1 j T Senh g tang k]<1 cos ﬂ

h
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Se r<<r,si ha Q<1.
8
In ogni caso dunque si ha Q*<< D, se D= [2,,“05}1 Z] :

c.d. d.

Teorema III. — Le metriche Hermitiane di tipo iperbolico sod-

disfanno alle condizioni di Poincaré.
1l discriminante dell’elemento lineare di una metrica Hermi-

tiana iperbolica & (§ 15, pag. 99) (*) a meno di un fattore numerico

1
[ZE+m—1

]s (8+1)

E considerando le &, 7, come coordinate cartesiane ortogo-
nali in uno spazio euclideo rappresentativo a 2 » dimensioni, i
punti, ove la metrica & regolare, hanno per immagine i punti
interni all'ipersfera X (& -+ i) = L.

E (§ 15, pag. 99) indicando con » la distanza geodetica dal
punto (& & ... &, 7z ... M) al punto (0,0....0,0,....0) si ha

X (€ -+ %) = tangh? % (h = cost.).

La dimostrazione si compie in modo analogo al precedente.

TroreMa IV. — Se A = X A, ¢ una metrica mista, (§ 6,
pag. 29), le cui metricke parziali A, soddisfano alle condizioni di
Poincaré, la metrica A soddisfa pure alle condizioni di Poincaré.

Useremo le notazioni, adottate al § 16 (pag. 100). I punti, in
cui 4 & regolare, hanno sugli spazii parziali per proiezioni dei
punti, in cui le metriche A, sono regolari. La regione, in cui 4
& regolare, ha su ciascun spazio parziale per proiezione una re-
gione (in cui la metrica parziale corrispondente & regolare) tutta
posta a distanze finita, perché le metriche parziali soddisfanno

(*) Fedeli alle notazioni attuali, pensiamo qui a metriche Hermitiane
a 2 » dimensioni (a pag. 99 ci riferivamo a metriche a 22 — 2 dimensioni).
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alla prima condizione di Poincaré. La regione, in cui 4 & rego-
lare, & quindi a distanza finita nello spazio totale. Indichiamo
con V; il diseriminante di 4, con V il discriminante di 4; sara
V= I‘I V.. Ora, se due punti B, C' hanno una distanza geodetica
minore di 3, altrettanto avverra a fortiori (§ 16, pag. 101) della
distanza geodetica delle loro jeime proiezioni B, C, misurata nella
metrica A;. Ora il rapporto Q dei valori di Vin B e in C &
uguale al prodotto dei rapporti Q, dei valori di V,in B,ein C,.
Ma per ipotesi esiste una costante D, tale che Q, << D,. Quindi
Q & minore del prodotto D delle costanti D,.

c.d. d.

Dai precedenti teoremi si deduce quindi in particolare :

TroreMA V. — I gruppi fuchsiani, tperfuchsiani, iperfuchsiani
misti soddisfano alle condizioni di Poincaré. Infatti tali gruppi,
considerati come gruppi di trasformazioni sulla parte reale e sul
coefficiente della parte immaginaria delle variabili indipendenti
sono, come risulta da quanto precede, gruppi di movimenti in
una metrica, che soddisfa alle condizioni di Poincaré.

Le serie § (f, p, ), relative a questi gruppi, sono percio in un
intorno « di un punto gemerico A assolutamente e uniformemente
conzergenti: basta supporre p. es. che la f non sia singolare in A,
D. es. sia un polinomio delle x.

I eruppr LiNEARL — Studiati cosi i gruppi di movimenti ci
volgeremo ai gruppi G di trasformazioni lineari, intere o fratte,
cercando di vedere in quali casi un tale gruppo @ soddisfa alle
condizioni di Poincaré. Sia

.
Zaak$k+ a;
;) k=1 I

s . S (i,k=172,....,”)

3 by, L b
k=1

una trasformazione lineare 7 sulle . Calcoliamone il Tacobiano D.
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Poniamo z = 2 az @, + a,, 2= 2 b, @, + b. Sard

o 0a 1 6a oz 0z
Te=0 w2z 0w 2 9z

o8& s 1y estm . .-
Ora D & il determinante, in cui 5-:—?‘ & 1™ termine della

k
1 92 % L v; avremo:

k= riga. Posto Z om, == Ba; ;, = W A

“311_1-"1V1 ﬁﬁl_i’wvz----ﬁ.;——p,vl]
9 D__‘Bm""-'qu B?Z""pgvg....ﬁu—p’.\,g

......
.................

To dico che

BB B

Infatti sottraendo dalla p™™ riga (p =2,3,....,7n + 1.) di
questo determinante la prima riga moltiplicata per v, si .ot.tlene4
un nuovo determinante, che, sviluppato secondo i termini del-
1’ ultima colonna (tutti nulli, eccetto il primo), si riconosce effet-
tivamente uguale al determinante del secondo membro della 9.

Ritornando alle primitive notazioni, si trova dunque che

2, 2, .2, Z '
8z, 0z, dz, dz | 2 2 2 2 i
(— 1) Om, dx, "oz om __ 1 ‘b,auam....aﬂ:.
De="pee L |
3z, 92, 92z, 9z | by i s e e G |

da 0w aw, 0z

i

Trasformiamo il determinante, che compare nel terzo mem-
3 ~ csima
bro di questa formola, sottraendo dalla prima riga la p
(6=2,8,...., n - 1) moltiplicata per z,_,. Troveremo
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j ba a ....aq,

oo @, ¢ == cost.
(9)/ . D= 2;171 'nl [

..... e T (z=§bkwk—|—b)'

La costante ¢ si pud, moltiplicando tutte le costanti a, b per'
uno stesso fattore (ci6 che non muta la T), ridurre uguale a + 1.

Dunque la seconda condizione di Poincaré (§ 39, pag. 274)
per un gruppo G di trasformazioni lineari si pud enunciare, di-
cendo:

II'. In un intorno sufficientemente piccolo o di un punto gene-
rico A, il polinomio I b, x, - b, relativo a una qualsiasi trasfor-
mazione T di G non si annulla. Esiste una costante H tale che,
per ogni trasformazione T di G (escluso al pit un numero finito
di queste trasformazioni) i rapporto dei valori di Z bya, - b in
due punti B, C qualsiasi di a é in modulo minore di H. La co-
stante H non varia al variare della T' in G e dei punti B,C nel-
Uintorno o.

Trasformeremo ora, seguendo E. Lev, questa condizione, stu-

diando il significato geometrico dell’ espressione Z b,z T b; tro-
k=1
veremo cosi che questa condizione IT' & conseguenza della condizio-

ne I di Poincaré (pag. 274). Indicheremo con .S, uno spazio, in cui
le & siano coordinate; mentre, posto &, = &, - i 1, continueremo ad
indicare, come al principio di questo paragrafo, con S,, uno spazio,
in cui le £, v sono coordinate cartesiane ortogonali. Vi & una cor-
rispondenza biunivoca tra i punti reali e complessi di §, e i punti
reali di S,,, quando si faccia la convenzione di considerare i punti
all’infinito di S,, come formanti una varietd Lo a 2(n—1) dimen-
sioni. Questa convenzione non deve stupire: infatti per n =1, S,,
si riduce al piano, immagine della variabile complessa «;; ed & ben
noto che il piano di una variabile complessa si considera come
avente un unico punto a distanza infinita. Ora S, possiede ap-
punto co"! punti reali e complessi a distanza infinita: i punti
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di 8.., che ne sono immagine, si devono quindi considerare come
formanti una varietd Ln a 2 (» — 1) dimensioni reali.

I punti per cui b, - b =0 sono evidentemente portati
dalla T in Lo. Quindi essi costituiscono la varietd [a n — 1
dimensioni compiesse, ossia a 2 ( — 1) dimensioni reali] trasfor-
mata di Lo mediante T'. Questa varietd & un iperpiano in §,;
se b, = B | i Yy, essa ha in S,, per equazioni

(10) Z(Bk&k—Ykﬂk)+B=O
(11) Z(Bkﬂk+ &)+ 1=0

ossia & una varietd lineare S,,_, & 2 (n — 1) dimensioni.

Chiameremo varieta L questi S, ..

Se m = 1, questa varietd & evidentemente un punto (il punto
trasformato del punto all’infinito mediante la 7). Infatti I'e-
quazione 2 b, @, -+ b =0 si riduce alla b, &, + b =0, che de-
termina la . }

Preso ora un punto qualsiasi (2, ....%,), quale & il significato
dell’ espressione % boa, + b? Se b, =....=b,=0, questa espres-
sione & una costante b; ed & inutile occuparsene pit oltre.

Supponiamo che una almeno delle b,, by, ...., b, sia differente
da zero. Se m = 1, si ha che 1'equazione b, &, |- b = O rappre-

senta il punto L di coordinata x; == — ; . A un valore gene-
1
rico @, corrisponde in S, un punto la cui distanza dal punto L

& uguale a ! z — (— 1?1); = b{' ib,a, + b . Dunque il modulo
di b, x; +’b| rappresénta, a meno del fattore costante b, la
distanza dal punto x, al punto L, trasformato del punto Lo me-
diante la 7.

Supponiamo n >> 1. I due iperpiani (10), (11) di S,, sono evi-
dentemente ortogonali; quindi la distanza k di un punto gene-
rico 4 di 8,, dalla intersezione dei due iperpiani considerati &
uguale alla radice quadrata della somma dei quadrati delle di-

stanze da A all’iperpiano (10) e all’iperpiano (11).
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Se @, = E, - i 7, sono i valori delle , corrispondenti al punto
A, sl avra
h=V@@h4ﬂ@%W“H2mm+nw1ﬂé
PR

_ mod [b, & + by, + ... + b2, + b]
IR Z U RS X R S
Quindi, a meno del fattore costante }/ X b, by, il modulo di
X b, x. + b rappresenta la distanza dal punto x, o meglio dal
punto (&, 0 (dove &, + in = a) di S, alla verieta L, trasfor-
mata di Lo mediante la T-'.
Ora sia A un punto generico di §,, e supponiamo che sia
possibile trovare un intorno & di A cosl piccolo, che nessuna

varietd L, trasformata di Lo mediante una trasformazione di &

abbia punti comuni con «; sia « un intorno di A tutto interno
ad «; sia p la minima distanza euclidea da un punto di aa un
punto del contorno di «. Sard p > 0.

Siano B,C due punti di o, e siano h;, by le distanze da B,C
a una delle varietd L: sard hy > p. Se € & la massima corda di
a, abbiamo che % < Z’*—h%—s =14+ }2 <14 5 .

Se invece «, per quanto piccolo, avesse punti comuni con
una delle varietd L, allora, se C & un punto comune ad z, e
a questa varietd L, si avrebbe %; — oo, La condizione II' si
pud dunque enunciare anche cosi:

II". Se A é un punto gemerico, se me pud trovare un intorno o
cosi piccolo, che messun pumto di o giaccia su una delle varieta L
trasformate di Lo mediante una trasformazione T di G, o, in
altre parole, che nessun punto di @ possa essere trasformato in un
punto a distanza infinita da una trasformazione T di G.

Ora osserviamo che la condizione I di Poincaré si pud enun-
ciare dicendo che l'insieme dei punti che appartengono a un
intorno abbastanza piccolo di un punto generico 4, e agli in-
torni equivalenti (eccetto al piti un numero finito di questi in-
torni) non ha alcun punto limite su Lxo. Ne deduciamo facil-
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mente che la condizione (IT”) & inclusa nella (I). Se infatti in un
intorno piccolo a piacere z di A penetrassero varietd trasformate
di Lo, in tale intorno ne penetrerebbero infinite; e quindi infi-
niti degli intorni equivalenti ad @ avrebbero un punto sulla Le.
Non potrebbe quindi essere soddisfatta la nostra prima condizione.
Notiamo ancora che, se noi applichiamo alle x una qualsiasi
trasformazione lineare intera omogenea V, il gruppo G resta

‘trasformato in un gruppo simile &

‘s ed & ben evidente che il
risolvere i nostri problemi fondamentali per il gruppo G equi-
vale a risolverli per il gruppo &, e viceversa. Affinché le serie i
possano riuscire utili nel nostro studio, basta dunque che esse
siano convergenti per un gruppo &, simile a G. Ma con una
trasformazione V si pud portare Lo in una qualsiasi varieta

lineare a » — 1 dimensioni (complesse)
(12)  Zom 4+ a=0 (x costanti reali o complesse).

Affinché dunque le serie 6 relative al gruppo lineare G, 0 a un
gruppo simile G' convergano per p = 2 nella regione R coperta
da una rete N di campi fondamentali per G, basta che si possano
trovare delle costanti o in guisa che esista al piv un nwmero finito
di campi della rete, un punto dei quali ha dalla (12) una distanza
nulla o infinitesima.

Questa condizione si pudé esporre in forma un po’pitt gene-
rale, dicendo @ punti di un intorno = di un punto generico A, e
degli intorni trasformati (escluso al pitt un numero finito di que-
sti intorni) formano un insieme di punti, che non ha punti limiti
sulla (12).

Una prima applicazione si trova nei gruppi kleiniani (o
fuchsiani) G. In tal caso & n =1, e le (12) si riducono a punti.

In tal caso, se  trasforma in sé stessa una rete N di campi
fondamentali, & ben chiaro che si pud trovare un punto A tale
che al piu un numero finito di campi fondamentali abbiano da

-A distanza infinitesima. Basta p. es. che A sia esterno a N, o

interno & un campo fondamentale di N.
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Dunque, 3¢ G & un qualsiasi gruppo di trasformazioni lineari

su una variabile x, che sia pr. dis., e che trasformi in 8¢ stessa

una rete N di campi fondamentali, esistono infiniti gruppi G &i-
mili a @, per cui le nostre serie § sono convergenti.

Altre notevoli applicazioni si possono fare nel caso n > 1.
_ P.es.la nostra condizione & soddisfatta, se la rete N ¢ tutta
a distanza finita, oppure se esiste una varietda (12)i cui punti sono
a distanza non infinitesima dai punti di N.

Tra i gruppi G, che soddisfano a queste condizioni, ricorderd
i gruppi iperfuchsiani di tipo iperbolico, per i quali la regione
R coperta dalla rete N & la regione

Sna=IG+m<1

Tn tal caso come varietd (12) si pud scegliere proprio la va-
rietd Lw.

Osservazione. — Si noti che & inutile occuparci particolar-
mente dei gruppi lineari misti, perché evidentemente un tale
gruppo soddisfa alle condizioni di Poincaré, se vi soddisfano 1

corrispondenti gruppi parziali.

§ 41. — Risoluzione del problema fondamentale (B).

Per dimostrare in tutti i casi precedenti, per cui abbiamo
trovato che le serie 8 rappresentano funzioni analitiche, 1 esi-
stenza effettiva di funzioni § non identicamente nulle, soddisfa-
centi alle (7), si pud in taluni casi costruire una funzione 0 (f, p, ),
partendo da una funzione f, che abbia tali singolaritd che la 8
da essa dedotta, pure conservando la convergenza assoluta e uni-
forme in un punto generico, abbia di necessita una singolarita in
qualche punto particolare. Cosl p. es. se n = 1, basta imporre alla
f di avere un polo in un solo punto di N, e precisamente p. es. in
un punto interno a un campo fondamentale. Con procedimenti

simili si pud talvolta assicurare I’ esistenza di.dme funzioni 8, il
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cui rapporto non & una pura costante, Perd questi metodi, cosi
semplici e intuitivi, non sono applicabili al caso generale. Noi
seguiremo un’altra via, che ci condurrd anche a un terzo risul-
tato fondamentale.

Noi dimostreremo cioé in modo diretto che:

1. Esistono serie i non identicamente nulle.

2.. Esistono due serie § dello stesso grado, il cui rapporto non
¢ una costante. Questo teorema ci dimostrera |'esistenza effettiva
di funzioni (non costanti) invarianti per G.

3. Esistono n 1 serie § (i =—=1,2,....,n + 1) dello stesso

grado, tali che il Iacobiano delle 96?'- (h=1,2,....,n) non ¢ iden-
. w1
ticamente nullo. Questo teorema ci dimostrerds 1 esistenza di n

funzioni indipendenti, invarianti per G, e completera quindi la
risoluzione del nostro problema (B) per tulti i gruppi G, esami-
nati al paragrafo precedente.

Con un calcolo perfettamente simile a quello da noi svolto
a pag. 282 per calcolare il Tacobiano di una trasformazione li-
neare, vediamo che quest’ultimo teorema equivale a provare la
esistenza di funzioni 8, tali che il determinante

‘9‘ B, reee 8:.41 |
‘a_g‘ a,@g aofﬁrl“
Ow, bz, Gw, |
148, 46, a8,
E——!a% am aa;:l

non sia identicamente nullo. Ed & ben evidente che, se noi di-
mostriamo che E & in qualche punto differente da zero, avremo
contemporaneamente dimostrato gli altri due teoremi.

Volgiamoci dunque allo studio del determinante E in un
punto generico A.
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InAe 11m Dr =0 per p = 2 (*). Dunque i valori delle ‘D,iin4 290 " Capitolo Decimo — § 41.
mo 0 L it :
hanno un massimo M; esisterd un numero finito 1+ % (= 0) con L(f)la pll;fra,nde delle costanti H(f), K(f). Avremo, posto
di 'D,| che hanno in A il valore M: e noi supporremo che sia "7"‘— o f(‘) = (i=1,2,. n):
i D,
Do =D, = .= D, = M. Quindi per v> h sara | | M <1 . 9 10:(f,
S 17 -'1’) pt
D\‘ aa;,[ M ] Z[P"h ﬂvsf(Tw)+7}v2f‘"(T x)aTw‘]+pp_a_(L17_)
& ciod esistera una costante X tale che 0<% <(1, e che \3F \ < A :
. ! Poniamo ora successiva t; = = )
. o as D mente f=f, f=/f;.... f-'=f
h. S d st ==, P h: . ’ at1y
per v > arh quindi, posto “pr =1, per v <= dove le f;(j =1,2,....,n + 1) sono funzioni, che soddisfano

alle condizioni di convergenza, e ad altre condizioni che enun-

A : s .
VLD =3 e () G <D = o) ’ cieremo pi avanti. Posto | |

9 T Z,

. : . a E O (T, z) 2 j = nt1i—
dove a (f, p) & una funzione che, come si riconosce immedia- . =4[ (1, ) - G=12...,04+1i=12...,n),
sars

tamente sulla sua espressione effettiva, resta finita nel punto
A (*%) al crescere indefinito di p (ossia che resta inferiore in 5 10(r N
(Edu)lo nel punto A a una costante H(f) ) indipendente da p), Er { (fjlz:’ :L‘)] = § [p 2= i (T, ) + 10 az] + p° ia‘la(%‘ll)
e dove i7,' =1 nel punto A. Se 2 & un intorno abbastanza pic-
colo di 4, e se si ingrandisce, ove occorra, convenientemente la E, ricordiamolo, si ha (nel punto 4) . %,i=1, da (f”p)l<L(f)
H (f), possiamo anzi asserire che le a (f, p) saranno ancora in Per dimostrare che, se p & abbastanza grande, “ determl-
tutto @ minori in modulo di una costante positiva H (f), indi- nante E & differenté da zero nel punto A, basters dimostrare
pendente da p (***. Analogamente anche le derivate prime delle che nel punto A & differente da zero il determinante &, che si
" a (f, p) saranno in un intorno B di 4, interno ad «, minori di una deduce da E sostituendo alle 8 le 1;,: Se noi ora in &' alle
costante finita positiva K (f), indipendente da p (****), Indichere- e alle loro derivate sostituiamo i valori dati dalle formole p]Il'{b-

cedenti, troviamo facilmente che

—_— . ] )
4
(*) Perché la serie ¥ D? & convergente. Ne segue anzi ix::) D=0 . }1; (T, 2) ve
er q = 0. . }
! (I"";Basta osservare che la a (f, p) viene ad essere data da una serie E = E' + E”, dove E' = Z: (P " f (T, x) + 7 a,,) e *
affatto analoga alle serie ): e ricordare la dimostrazione della convergenza o -
delle serie § data al § 89 (pag. 276). " !
(***) Si ricordi che, per ipotesi, il rapporto dei valori di D, in due : Z (p " o fo (T, ) + 12 au) o ]
punti di a & inferiore a una costante indipendente da v. . [y
(****) Cio si puo dimostrare in modo analogo a quello usato prece-
dentemente, o si pud dedurre dal precedente risultato, ricordando la for-
mola fondamentale di Cauchy, che esprime i valori di una funzione ana- (*/ Di questo determinante @i ordine » -1 fu seritta solo Ia prima

colonna; Te altre se ne deducono, sostituendo rispettivamente f; ad f,, ed
iy ad ay, per j=2,8,...., 0 -+ L.
¢

litica e delle sue derivate mediante integrali curvilinei.

19
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e dove E” & un polmomlo. di cui ogni termine & un prodo‘rto
del tipo:
p" n B
dove:

)

~( & un intero non negativo e non maggiore di »,

t & un intero positivo maggiore di zero,

B & un prodotto di un numero finito di fattori, scelti tra i
valori delle a (f}, p), delle loro derivate, delle 3, 7Y delle v,
delle £,(T, ), a;, nel punto A. Poiché nel punto A si ha n, =1,
e le a(f,p) e le loro derivate sono minori di una convenient‘e

costante L (*) indipendente da p, avremo evidentemente che nel

punto A
lim Bp'p* < lim Bp'p® =0,
p=®d p=L
e quindi:
lim E” = 0.
p=0

Enuncieremo ora le ulteriori condizioni (**) che imponiamo

alle f;. Supporremo che nel punto A considerato:

: 3
Z [ (T, x) 7 sia maggiore, per ogni valore di p, di una
J=0

costante positiva K >0 (***);le f; (T, x) siano, per j=2,8,.,n+1,

“tutte uguali a zero.

2. Le a;, siano per j > 1 tutte nulle, eccetto che le @, Gy,

fe ot ok
wvuey Gyioany che siano uguali a 1 (F#%%)

s
(*) Basta che I sin maggiore delle » quantith L(£,), L(fe)y ooy L(fa)-
(**) Che le seguenti condizioni siane compatibili con le condlzmm di
convergenza risulta da cid che, mentre queste ultime impongono delle re-
strizioni alla posizione dei punti singolari per le f;, le condizioni, che
noi imporremo, sono relative ai valori delle f; e delle loro derivate prime

J in un numero finito » 4 1 di punti (LA, T; 4, . Ty A).

(***, Questa condizione & soddisfatta p. cs se nel punto Ala quantlm
£, (T, ®) & in moinlo maggiore di K + _, S (Tyx) .

(‘“") Poiche per ogni valore di v (v <h) il Tacobiano di 7, & diffe-
21y non & nullo, il dare i

rente da zero, ossia il determinante delle e
s
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Sviluppando E”, troveremo che nel punto A si ha cosi

E” [Z fi(T, o 'q"] 7. E poichd ' n,!= 1 nel punto 4, trove-

remo che per ogni valore di p,& | E"| > >K;e poxche hm E" =0,
sara anche, per p abbastanza grande,
B4Rz omia B>

Dunque E’ non pud essere identicamente nullo per p abba-

stanza grande.
c. d. d.

§ 42. — Osservazioni storiche, e oonfronti varii (*).

1l problema (B) & stato studiato per la prima volta nel caso

_particolare che G sia un gruppo di movimenti euclidei. Questo

problema speciale & il nucleo, da cui ebbero origine le teorie
delle funzioni ellittiche, iperellittiche, fuchsiane, automorfe; esso,
posto nel caso » == 1, per studiare le trascendenti, che si otten-
gono dall'integrazione di radicali quadratici di polinomii di terzo
o di quarto grado, fu studiato poi pil generalmente per risol-
vere il celebre problema di inversione di Iacobi. Ed @ notevole
che neanche questo caso particolare del nostro problema sia stato
risoluto completamente, e che d’altra parte le serie da noi tro-
vate nei precedenti paragrafi siano, se n > 1, affatto inefficaci
per la risoluzione di esso. Questo fatto, insieme alla grande mol-
teplicitd di ricerche, che si riannodano attorno al problema (B),
quando G & un gruppo di movimenti euclidei, fanno si che lo

by

studio di questo problema, che pure & un caso particolare dei

problemi generali relativi alle funzioni automorfe, costituisca

valori delle @y, Gy, - - -, @;s, equivale a prefissare i valori delle fi" (7, 2,
IP(Ty 3y oy ST, .z), i quali anzi ne risultano determinati in modo

’I z,
univoco in virti delle a;, = X V FOAT, 2) - =,

(*) Questo paragrafo, che e specmlmente destinato a confronti tra i
nostri studii e alcune teorie fondamentali dell’ analisi, puo essere ommesso
in una prima lettura,
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una teoria a 88, che ha gia preso ampio sviluppo, che costituisce
da sola uno dei rami pit progrediti dell’analisi odierna, e che
ha gia ricevato esposizioni sistematiche in numerosi trattati (*).
Ecco perché non sarebbe opportuno che noi qui ce ne occupa:-
simo ex professo; ed ecco perché ci accontenteremo di un 1z-
pido cenno, destinato a richiamare le analogie, e le differenzc
che passano tra il problema particolare in discorso, e i problemi
di cui noi ci occupiamo.

Come abbiamo gia detto, il problema (B), quando si supponga
che @ sia un gruppo di movimenti euclidei, non & stato risoluto
completamente. Se, al solito, poniamo z, =§, + i, (A =1,2,...,n),
e indichiamo con 8,, lo spazio euclideo, in cui le § % sono coor-
dinate, si & fatta I’ulteriore ipotesi che ¢ sia un gruppo di tras-
lazioni, e che esso possegga un campo fondamentale tutto posto
a distanza finita (**). Il risultato, che se ne ottenne, e che, per
quanto gid dimostrato per vie molteplici, non ha ancora trovato
il giusto posto in una teoria generale delle funzioni automorfe,
6 il seguente:

Se G é un gruppo di traslazioni, e possiede un campo fonda-
mentale tutto posto a distanza finita, allora, affinché esistano fun-
zioni uniformi delle x, invarianti per @, senza singolarita essen-
ziali a distanza finita (**¥), i coefficienti delle traslazioni generatrici

(*) Cfr. p. es., oltre ai trattati sugli integrali abeliani, il pregevole
trattato del Krazer. Lehrbuch der Thetafunktionen. Teubner. Leipzig 1903.

(**) Devo ricordare alecune recenti e importanti ricerche del Cousix
(Sur les fonctions périodiques: Annales de I Ecole Normale Supér. Tomo 19,
1902; e Comptes Rendus, 2. sem. tomo CXLIII, 1906}, in cui é dato qual-
che notevole risultato anche per il caso che G possegga campi fondamen-
tali, che si estendono all’infinito, senza perd che venga esaurita la questione.

(***) Notiamo che anche nei casi studiati nei paragrafi précedenti, se
@ aveva campi fondamentali, formanti una rete N, nessuno dei quali
avesse punti comuni col contorno di N, le funzioni §, da noi studiate, e
le funzioni invarianti per @, che si ottengono come quozienti di fun-
zioni §, non hanno alcuna singolaritd essenziale entro N.

Questi fatti saranno del resto approfonditi meglio pili avanti, special-
mente nel caso dei gruppi fuchsiani e kleiniani.

294 Capitolo Decimo — § 42.

di G devono soddisfare a un certo numero di uguaglianze, e ai-
suguaglianze. E precisamente il gruppo G dece essere simile a un
gruppo G di traslazioni, che ammette un sistema di 2n traslazioni
generatrici indipendenti, di cui le prime n sono del tipo

.

oy et et o LT
Xy ==y Wy Ly o} Xy =Tyt A= &1 =&y al e T =T,

e,
(Jz L.o..um)

J

dove le e; sono interi positivi, tali che ¢, =1 e per A=1,2,.... p — 1
e, ¢ divisibile per e, ; mentre le residuc n traslazioni sono del tipo

2= ay T=x Ay =, Ay (G=1,2....,m),

dove le am (i, h = 1,2, ....,n) sono costanti tali che valgano le
@ = Oy, € che la forma gR (@y) y; Yu (*) sia una forma defi-
nita negativa delle y.

Basta dunque saper costruire le funzioni invarianti per un
tdle .gruppo particolare . A tale scopo si é partiti dalla serie

g Geeees g .
¥ (24y Xay oo e Loh Apy) =
D l_h. h, A 19 Ay it
o5 o2 &£ 1,n ) 1,: ) ) .
NN N ;a,h’!]ri*m,) (gt n) -2 B(m; -+ gp)(a;+ hywi)
vt i € J
m == my=—0 m, =00

dove le g, h; sono costanti reali qualsiasi. Questa serie fu chia-

ho....h,
Sia p un intero divisibile per e, ¢,, ... ., e, e sl ponga

mata la serie leta, di caratteristica [’ql g,.‘|7 e di periodi ay,.

p_. P __ P
(g =T =0 e T

Indichiamo con y, un numero variabile tra O e ¢ — 1, e siano

C.,1 . ...., costanti arbitrariamente scelte.
2 n

(°%) Con R (ay) indico, secondo convenzioni gia usate, Ia parte reale

di dye.
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Poniamo ‘
H(x)y Zoy ooy ,) =

9;=1  g—1 2,~1

- OZV‘ ng..-.z \ C“l"s"";’-&

0

he b k,

Troviamo la formola seguente, che definisce quale effetto
produca sulla H una qualsiasi trasformazione di (.

. n . n P !
H T ; e D N
@A Dhans @t Bt e A D ) =

i=1
B antl—2p 8004+ 2% 0 g — k) mi
= H (), X4y erey ) € P pola 280 g —Lh)mi

(A, Z, interi qualunque).

Se noi dunque teniamo fisso l'interc p, e le costanti g,, h,;
la funzione H resta moltiplicata per un fattore indipendente dalle
costanti C, , .... - quando vi si applica una qualsiasi trasforma-
zione di G'; cosicché il quoziente di due tali funzioni H ¢ una
funzione invariante per G'.

Le serie &, definite pitt sopra, hanno dunque nel problema
attuale, un ufficio affatto analogo a quello, che le serie § dei
paragrafi precedenti hanno per i problemi, studiati in questo
libro. Cid spiega anzi perché queste ultime serie abbiano pure
ricevuto il nome di serie teta. '
" Le relazioni, che legano tutte le funzioni invarianti per G:,
sono pol perfettamente analoghe a quelle, che troveremo pii

avanti per le funzioni fuchsiane, kleiniane, iperfuchsiane, ecc.

§ 43. — La convergenza delle serie ¢.

Ci volgeremo ora allo studio delle serie §, limitandoci pero
a gruppi ' di trasformazioni lineari intere omogenee ed a gruppi
G iperfuchsiani, o iperfuchsiani misti p.d.t. i, i quali, come
sappiamo, comprendono come caso particolare i gruppi fuchsiani

(P Py e p}r,,:p ;).

i

: e
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o fuchsiani misti. Ognuno di questi gruppi & un gruppo di mo-
vimenti in una metrica Hermitiana semplice o, mista, secondo
che il gruppo & un gruppo iperfuchsiano puro o misto (¥). Sia &
un tale gruppo e supponiamo che wun suo campo fondamentale
non abbia vertici a distanza geodetica infinita mnella metrica cor-

rispondente. Le trasformazioni
Sy Sy v ey Siy

che portano un campo K fondamentale nei campi adiacenti, co-
stituiscono un sistema di trasformazioni gemeratrici di &. (Il nu-
mero h & un numero finito, perché per ipotesi i campi fonda-
mentali di G non hanno vertici a distanza infinita). Siano o), o,
...., 5 le trasformazioni corrispondenti di I', le quali pure for-
meranno un sistema di trasformazioni generatrici di I'. Le &, (e
quindi anche le 5,) saranno a due a due inverse, perche, se T' &
una trasformazione di G, che porta K in un campo adiacente,
altrettanto avviene di 7-'. Ricordiamo ora i risultati del § 33.
Una trasformazione T di &, che porti un punto A di K in un
punto 4, la cui distanza geodetica da A & uguale ad [, si pud
scrivere sotto la forma:

S S S
1 2 r

dove iy, &y, ..., i, s0N0 interi uguali o distinti, minori o uguali ad &,
ed 8, 8, ..., §, sON0 interi positici: e noi sappiamo (pag.218) che
esiste una costante a tale che si pud supporre s —- 8 -+ ....
- g, < al. La trasformazione t di T, corrispondente alla T, sara
la trasformazione oy 67 oir. Indicheremo con M una co-
stante positiva, che supporremo cosi grande da soddisfare alle
varie ipotesi, che faremo su essa pit avanti. Intanto, se M é pit
grande del massimo valore assoluto dei coefficienti delle 6,(2=1,2,

vv.., ), i coefficienti di T saranno in valore assoluto minori di

*y Dico, per brevita, che un gruppo e una metrica non misti sono
’ ’
semplici o puri.
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1 Toso
(§ 1, pag. B) m (m M)* ossia, se m M > 1 (come possiamo sup-

porre, prendendo M abbastanza grande) sono minori di

1 o
= (m M)* . 4
m( ) o) f";l{%,iﬂ'i/ﬁ

Studiamo ora le serie &, date dalla (107 Relativamente alle
funzioni fi, fu - .- ., f facciamo le stesse ipotesi, che nel § 39
(pag. 27b) abbiamo fatto per f. Avverra allora, analogamente a
quanto vedemmo nel § 89, che si pud supporre in un intorno
i di un punto generico A:

(T, < M,

purché M sia sufficientemente grande.

Se i coefficienti di 77" sono minori in modulo della costante §,,
Uespressione ©;' [ (T, x) sara in modulo minore di m 3, M.

Consideriamo ora 1’ intorno i del punto generico 4; e vediamo
se le (10) sono in i assolutamente e uniformemente convergenti.
Costruiamo col centro in 4 infinite ipersfere I, I, I, I, .. .. il cul
raggio geodetico /mella nostra metrica) é rispettivamente uguale
a r,2r,374r..., dove r & una costante positiva qualunque. E sia v
il volume (misurato nella nostra metrica) (§ 6, pag. 29) dell’ in-
torno 4. Gli intorni, trasformati di ¢ mediante le trasformazioni
di G, sono nella nostra metrica congrui a » e percidé hanno lo
stesso volume v. Sia A la massima distanza geodetica di due
punti di i; in tal caso A sara pure la massima distanza geode-
tica di due punti di un intorno, trasformato di i mediante una
trasformazione di G. Quelli di questi intorni, che hanno almeno
an punto compreso tra le ipersfere I,,I, ., (*), saranno tutti interni
all’ipersfera W, di centro 4, il cui raggio geodetico & (n+ 1) r+A4,
e il cui volume & percid minore (§ 16, pag. 102) di pertrinty
dove i, v sono due costanti positive. Ora supporremo i cosi pic-
colo, che due intorni equivalenti ad ¢ non abbiano punti comuni.

(*) Questo n & un intero variabile, affatto distinto dal numero delle
variabili indipendenti x. Ogni equivoco ¢ impossibile.
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Cid & possibile, perché un gruppo iperfuchsiano p.d.t.i. & (per
i teoremi fondamentali della parte seconda) pr. dis. Gli intorni,
equivalenti ad 4, interni a W,, (essendo a due a due affatto esterni
I'uno all’altro, ed avendo uno stesso volume v) saranno dunque

in numero minore di

i @ er i) |
v

Consideriamo quei termini della (10), che corrispondono a
trasformazioni 7T, di G, le quali portano i in un intorno, affatto
esterno a I,, ma di cui almeno un punto giace tra I, e I,,,. In-
dicheremo una qualunque di queste trasformazioni con T, Se
g. & il numero delle trasformazioni T, sard a fortiori

a <: ev(’lrﬂ'%l) .

L’indice di una di queste g, trasformazioni 7"’ sara minore di
a[(n 4 1) r 4 4], perché ciascuna di esse deve naturalmente i)or-
tare 4 in un punto interno a W,, la cui distanza geodetica I
da A non pud essere percid piu grande di (n 4 1)r + A Lle-
spressione ' f, (T, x) che comparisce come fattore in ciascuno
dei ¢, termini corrispondenti & dunque minore in modulo di

M (m Myrer b,

Calcoliamo ora un limite superiore del modulo di 1)} (x), che®
il secondo fattore, che comparisce in ciascuno dei g, termini consi-
derati. Come abbiamo ripetutamente osservato, A, = D,D}="D,}*
& ugnale alla radice quadrata del rapporto, che si ottiene divi-
dendo il valore, che ha il discriminante dell’ elemento lineare
della nostra metrica nel punto (z), per il valore dello stesso di-
scriminante nel punto (7,z). Ora, se (x) varia in 4, il valore di
detto discriminante nel punto (x) é inferiore alla costante M, se
M & abbastanza grande; se dunque P, & il minimo dei moduli

‘dei valori assunti dal detto discriminante negli intorni trasfor-

mati di ¢ mediante le citate trasformazioni 7™, si avra in é: .

D@ < VAPt
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Ora la minima distanza da 4 a un punto dell’intorno, in cui
una delle nostre trasformazioni 7™ porta i, non pud essere per
le nostre convenzioni minore di 7. B, se noi per semplicita
trasformiamo le coordinate in modo che 4 sia proprio l'origine,

avremo per i risultati, ottenuti in fine del § 16 (pag. 102), che:
Pn > hoem 1);? < R e—nlpr, ’

dove h, s sono costanti positive.

La somma %, dei moduli dei ¢, termini considerati & dunque

minore di
.
Mi’; T tr ) grlarrid)ilogmil o s VP ? o L. L [e(y—: 2y J"
dove con L,y ho indicato due costanti positive. Q1

Ma evidentemente la serie dei moduli dei termini della (10)

¢ uguale a
Sor S+,

ed & quindi minore di

€0 n
L3 et
n=4
Se p ¢ cosi grande che v — sli < 0, quest ultima serie é una
progressione geometrica decrescente, e quindi la (10) converge as-

solutamente e uniformemente nell’ intorno i di un punto generico A.

La precedente dimostrazione non si applica pil, se un campo
fondamentale possiede qualche vertice a distanza (non euclidea)
infinita: si pud anzi dimostrare che in tal caso le serie -§ non
sono, in generale, assolutamente convergenti. Il Poincaré ha di-
mostrato perd che esse continuano a essere assolutamente e uni-
formemente convergenti nell’intorno di un punto generico 4, se
il gruppo G & un gruppo fuchsiano il quale soddisfa alle condi-
zioni seguenti: v

1. Il ¢campo fondamentale K di G ba vertici a distanza non

euclidea infinita. Si suppone perd che i lati e i vertici del campo K

Sy

ot
"
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siano in numero finito. Esistera quindi soltanto un numero finito
di sostituzioni, che portano K in un campo adiacente; e noi po-
tremo applicare al nostro gruppo i risultati del § 33.

9. Costruito, come sopra, un sistema di trasformazioni S ge-
neratrici per il gruppo G, le trasformazioni ¢ di T, che corri-
spondono a quelle delle S, che sono paraboliche, sono tutte simili
a trasformazioni U.

(Nel § 1, pag. 4, abbiamo definito le trasformazioni U).

Per quanto nel § 37, pag. 262, si sieno dimostrati in casi assai
pit generali i teoremi di esistenza per le funzioni zeta-automorfe
di una sola variabile, pure daremo la dimostrazione diretta del
teorema di Poincaré, vista la grande importanza delle serie &.

Secondo i risultati del § 32 (pag. 214), supporremo che ogni
vertice parabolico 4 di K costituisca da 58 solo un ciclo, cosicchd
i due lati di K, uscenti da A, siano trasformati 1'uno dell’altro
mediante quella trasformazione ., che lascia fisso il punto A.
Riprendendo le precedenti notazioni, si trova ancora che una
qualsiasi trasformazione 7' di G si pud scrivere nella forma

S S ... S (84, 83y + - - -, 8, interl positivi)

dove la somma degli esponenti s, corrispondenti a trasformazioni
S, non paraboliche, & minore di «l, e la somma dei logaritmi
degli esponenti s, corrispondenti a trasformazioni S, paraboliche,
& minore di a, I (2,2, = cost.) (§ 33, pag. 224). La trasforma-
zione corrispondente t di I' sara uguale a o o. ..o, dove unsa
6,, che corrisponda a una trasformazione parabolica S, di G, &
per ipotesi simile a una trasformazione U. Se dunque M é una
costante abbastanza grande, i coefficienti della trasformazione t
di T saranno (§ 1, pag. 6) inferiori in modulo a
1

m (m M)Sqr;(l emz‘l
dove ¢ indica il numero delle trasformazioni paraboliche, conte-
nute nel prodotto S‘; Sy e S, ed & quindi minore di gl

(e, = cost.) (§ 33, pag. 224).
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Nel caso precedente si era invece trovato che i coefficienti
di ¢ sono inferiori a ;1n~(m M)*. E un tale risultato & perfet-
tamente simile all’attuale: in entrambi i casi abbiamo trovato

. infatti che i coefficienti della t sono in modulo minori di un
esponenziale, la cui base & costante, e 1’esponente & una fun-
zione lineare di I. La dimostrazione della convergenza delle serie £,
per p abbastanza grande, continua percio da questo punto in
poi in modo affatto simile alla precedente.

Anche nel caso attuale si pud dimostrare, in modo affatto
analogo a quello, che usammo nella teoria delle serie §, che si
possono sempre scegliere delle funzioni fi,fs ... fa in guisa
che le £ non si riducano a costanti.

Dai risultati degli ultimi paragrafi si deduce che:

Per ognuno dei casi, in cui abbiamo dimostrato la convergenza
(assoluta e uniforme nell’intorno di un punto generico) delle
serie § (delle serie E e B), noi abbiamo contemporaneamente dimo-
strato la risolubilita del problema fondamentale B (problema A)
del § 17 (pag. 104), trovando di piu delle espressioni analitiche, che
ci danno delle funzioni, soddisfacenti effettivamente alle condizioni
imposte dal nostro problema.

La questione di trovare in questi casi futfi i possibili sistemi
di funzioni, che risolvono i problemi A e B, sara trattata nei

seguenti capitoli.

Osservazione. — Ci si pud anche proporre il nostro problema (4) nel
cago che G sia uno dei gruppi di traslazioni, di cui abbiamo discorso al
¢ 42, pag. 293, pure essendo sempre T un gruppo di trasformazioni lineari
intere omogenee. Le corrispondenti funzioni ¢ si possono trovare, senza
ricorrere a nuove trascendenti, ma restando nell’ambito delle serie §, e
degli esponenziali.

Il caso piil noto di questo problema & quello, in cui # = 1. Per una
trattazione diretta si vegga lo SCHLESINGER (Howdbueh der lin. Differen
tialgleichungen. Tomo II, parte 2.2, pag. 403 e seg.) ed anche Picarp
(Traité &’ Analyse. Tomo III (1896), pag. 403 e seg.).

Per noi il relativo teorema di esistenza si ottiene come caso partico-
lare dei risultati del § 37 (pag. 262),
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Osserviamo ora che la dimostrazione, da noi data nel caso di

_gruppi G fuchsiani, o iperfuchsiani per la convergenza delle serie

E, vale anche per le serie 6, che, come vedemmo, non sono che un
caso particolare delle serie £ Dalle serie £ si passa infatti alle se-
rie 6, supponendo che m = 1, e che il gruppo T sia ridotto alla
trasformazione identica: e in guesto caso anzi la nostra dimo-
strazione si semplifica grandemente, in quanto che, se tutte le
trasformazioni di I' sono uguali all’identitd, & ben chiaro che si

pud supporre senz’altro nell’intorno i di un punto generico 4
(T, x) = f(T,2) <M,

se M & una costante abbastanza grande. E anche in questo caso
si trova naturalmente ancora una progressione geometrica de-
crescente, dalla cui convergenza si pud dedurre la convergenza'.
assoluta e uniforme della serie § in un intorno i di un punto
generico 4. Ma questa osservazione ¢i porta a un ulteriore ri-
sultato. Supponiamo che i coefficienti delle trasformazioni di &
sieno funzioni continue (analitiche) di certi parametri Ay Asyceeny o
E sia X, Ay, ..., A, un sistema generico di valori di questi para-
metri. Supponiamo che, al variare delle i in un intorno « delle &', .
il gruppo G e la rete corrispondente di campi fondamentali
variino con continuita.

Se i & abbastanza piccolo, esso e gli intorni ad esso equiva-
lenti per ogni trasformazione di uno di questi gruppi G (corri-
spondente a un sistema generico di valori dei parametri A mel-
Iintorno z) saranno a due a due esterni 1'uno all’altro. Allora
la progressione geometrica, con cui abbiamo . confrontato la se-
rie 0, & indipendente dai valori dei parametri A; quindi la serie 0
converge uniformemente anche rispetto ai parametri A in un in-
torno di un sistema gemerico di valori di questi parametri. La
serie § rappresenta quindi una funzione continua (analitica) di
questi parametri (se p & abbastanza grande). Di questo teorema
troveremo applicazioni molto importanti per la teoria dei gruppi

fuchsiani,
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-QOarrroro Unpicesmmo. — Applicazioni a gruppi particolari.

§ 44. — Funzioni §-fuchsiane e fuchsiane.

8i dicono serie 9-fuchsiane le serie 8, quando il gruppo G &
un gruppo fuchsiano su una variabile . Noi abbiamo gié visto
in generale al § 41 (pag. 288), che si pué sempre trovare una
funzione [ tale che 0 (f, p, ) non sia identicamente nullo. Nel
nostro caso cid si pud anche dimostrare direttamente, osservando
(pag. 287) che, se la f & una funzione razionale di cui nessun punto
singolare cade sul cerchio limite C' e se essa ha entro il cerchio li-
mite dei punti singolari che, a due a due, non sono mai equiva-
lenti rispetto a @, la serie 6 avra uno e un sol termine singolare
in ogni punto singolare per la f, o equivalente rispetto a G a un
punto, in cui f & singolare. La funzione rappresentata dalla serie f
"sard dunque singolare in tutti questi punti e quindi non potra
essere identicamente nulla entro C.

Noi vogliamo ora approfondire lo studio di queste funzioni.
Osserveremo intanto che, in virtd della definizione stessa di
gruppi fuchsiani (§ 22, pag. 187), il gruppo G trasformera in sé
stessa ciascuna delle due regioni, in cui il cerchio limite (' divide
il piano = della variabile complessa .c: e tanto nella regione &
di , interna a C, come nella regione R, esterna a C, il gruppo G
si pud considerare come gruppo di movimenti in una metrica
di Bélyai, rappresentata conformemente in tale regione. Le di-
mostrazioni del Cap. 10 dimostrano entro R’ la convergenza delle
serie 6, le quali possono al pili avere singolarita polari nei punti
singolari per f e nei punti equivalenti. Queste dimostrazioni si
applicano anche alla regione R, esterna a .C, con un’unica os-
servazione. Nella regione R” esistono tutti i punti, trasformati
del punto @ = co per le trasformazioni di &; in ognuno di
questi punti il Iacobiano 1) di una trasformazione di @, e quindi

- anche un termine della serie f, diventa infinito. La serie 6 di-
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venta dunque (in generale) infinita in tutti questi punti, ossia
possiede in essi una singolarita polare. Per tutti i punti invece,
che non sono equivalenti al punto @ = oo, valgono le dimostra-
zioni, date al Cap. 10, relativamente alla convergenza delle serie 6.

Si debbono ora distinguere due casi:

1. Tl cerchio € & una linea singolare per il gruppo G, il quale
possiede cosi due reti di campi fondamentali affatto distinte,
separate dal cerchio C. Ogni punto di C & punto limite di infi-
niti punti equivalenti rispetto a G; cosicchd una funzione uni-
forme ¢ di &, che riprenda lo stesso valore in punti equivalenti,
non pud essere regolare in alcun punto di C. La linea C é per
ogni tale funzione ¢ una linea singolare, oltre alla quale la @
non si pud prolungare analiticamente. Noi potremo in tal caso
limitarci allo studio della regione R: lo studio di R’, che porta
a funzioni affatto distinte, si compie del resto con mezzi e con
risultati affatto analoghi. Il quoziente di due serie f dello stesso
grado (che, come sappiamo, si pud sempre supporre differente da
una costante) rappresenta quindi due funzioni, invarianti per G:
una esistente soltanto in K, 1'altra esistente in R”.

9. Tl cerchio C mon & singolare per il gruppo G, il quale
percid possiede un’unica rete di campi fondamentali su tutto 7.
Il quoziente di due serie 8 dello stesso grado rappresenterd una
unica funzione in tutto x; noi dovremmo quindi studiare le no-
stre funzioni su tutto il piano =. '

Noi ci limiteremo allo studio del primo caso, e precisamente
studieremo, come dicemmo, le nostre funzioni in R'; il secondo
caso si studia con mezzi affatto simili, e anzi pit semplici, per-
ché il gruppo G non ha piu la linea €' come linea eccezionale.

L’ estensione dei nostri risultati a questo secondo caso sard
percid lasciata senz’altro al lettore.

Supponiamo costruita in K’ la solita rete di campi fonda-
mentali normali; e cerchiamo anzitutto di vedere come 0 8i com-
porta in un punto A di un poligono fondumentale P, che sia
lasciato fisso da qualche trasformazione non identica di G. Come
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& ben noto, (§ 24, pag. 147, e § 82, pag. 207 e seg.) un tale punto 4
sard un vertice di P, e il sottogruppo G' di G, che lascia fisso A4,
sard un gruppo ciclico, generato da una trasformazione ellittica
o parabolica di G. Supponiamo dapprima di essere nel primo caso.
Allora, se la funzione f & regolare in 4, anche la funzione § (f, p, x)
sard regolare in A. Se  — « nel punto 4, il gruppo & sara ge-
nerato (§ 30, pag. 189) da una trasformazione 7, definita da una
equazione del tipo

Ty —a "o —a

Te—8=°¢ &+
dove x = B & il punto trasformato di A4 nell’inversione per
raggl vettori reciproci, definita dal cerchio C, dove g & I’ordine
di G (il periodo della T) e dove con T z indico, al solito, il
valore trasformato di x per la T. Il sottogruppo &' sara formato
dalle trasformazioni T°=1, T, T% ...., T"~'. Potremo (§ 3, pag. 12)
trovare delle trasformazioni S,, 8., S,, .... tali che ogni trasfor-
mazione di G si possa scrivere in un modo e in un modo sol-
tanto nella forma S, T* (p=0,1,2,...., g — 1), Sara

(A5,

a1
6= Z,, L, dove L, = Z f 08, Tr2) =

[J:U
z—a 2mi
Posto £ = Pyt si ha TE~ e ¢ . Avremo

dx \ o [d (S, TP x)\?

L (gioge) =S (S )
Se noi sostituiamo T x alla @, il secondo membro, che & una
.. d ?
funzione razionale di x (*), resta inalterato. Quindi L, (E“IE%T:) ,
considerato come funzione di £ = ;::E

zionale che resta inalterata, se noi alla E sostituiamo e’ &

, & una funzione ra-

27

(*) In questo paragrafo supponiamo senz’altro che f sia una funzione

razionale.
20
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r
Quindi L, ((Zf&g——g) ¢ una funzione razionale di §°, che indiche-

remo con ¢, (§?). Si avra dunque;

0=(125 '3 v, @

Ora la f ha per x = a al massimo una singolarita polare.
Quindi z? 3, () & una funzione analitica monodroma di

_ ']
= (.‘%_;—i;) , che ha al massimo una singolarita polare di un

certo ordine finito A per £ = 0, ossia una singolarita polare di

ordine A g nel punto §=0 (z==2), quando si assuma co-

r— o

me infinito principale. La (d—};‘% E)P si comporta per £ = 0 come

Sq1y? o e . 1 . . ..
(1) . Quindi, se si assume 7 come infinito principale, la 0

3
diventa infinita di ordine p + hg (h = intero finito).

Ma, se ora ricordiamo (§ 36, pag. 253) che & = (2’-7?;)”
& la variabile principale relativa al punto # = @, siamo indotti
r—a\"? . . .
— B) come infinito principale nel punto

z == e, imitando quanto si fa nella teoria delle superficie rieman-

ad assumere £ =(

niane. Con questa convenzione, una serie § di grado p avra nel

punto & =a un polo di ordine h + f; , 0, come diremo anche, un

infinitesimo di ordine —k—2 , quando si consideri un punto re-
golare come un polo, o come un infinitesimo di ordine nullo, e
quando si ritengano equivalenti le due seguenti locuzioni:

Un punto é un polo di ordine k. Un punto é un infinitesimo
di ordine — k.

. dz
Ricordando ora che (.-~
dlogé

condo le potenze di £, troviamo:

Una funzione, che sia quoziente di due serie 0 dello stesso
grado, é nel punto A sviluppabile in serie di potenze della corri-

)P 0 (f, p, ) & sviluppabile se-

spondente variabile principale £,
Studiamo ora un vertice A di P posto su C.
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Ammetteremo che P abbia un numero finito di lati, e che

quindi 4 non sia punto limite di infiniti vertici di P. Il punto 4

sard lasciato fisso, come abbiamo gia detto, da una trasformazione
parabolica I' di @

1 1
Te —a zx—a

+ 7 (Y = cost.).

Come sopra, potremo trovare delle trasformazioni S, =1, §,, S;....
tali che ogni trasformazione di G si possa scrivere in uno e in
uno solo modo sotto la forma 8, T* (v=0,1,2,...)(p=0,1+1,4+2...).
E avremo

8=Zv} L, dove L, = 3 [ (S, Trx) (

F=—

a8, Irzy
dx )

Posto §=—2—:z’ ﬂéf&, siha TE=E& + 2wi.
Posto M, = L, (gg)ﬂ= %f(S, 1° ) (%)p, sara

0=+ (x —a)*Q, dove Q=(, ;”)P,?M

Se noi in M, sostituiamo Tz al posto di z, la M, resta chia-
ramente inalterata. Dunque M, considerata come funzione di g,
resta inalterata per la trasformazione ' = £ 4 2 wi. Essa & dun-
que una funzione uniforme della variabile principale t relativa
al punto x = « (pag. 263).

Ricordiamo che si & supposto che la funzione f mon abbia
alcuna singolarita sul cerchio limite C. Esisterd allora in P un
intorno i (§ 86, pag. 261) di A (relativamente al gruppo &), in
cui non cadrd alcun punto equivalente a un punto singolare
della f; (questo intorno sul piano della corrispondente variabile
principale ¢ ha per immagine un piceolo intornoi'del punto ¢=0).
In questo intorno i (escluso al piu il punto 4)la M, & una fun-

"zione regolare uniforme della x, senza punti singolari. Che cosa
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avviene di M, quando facciamo tendere, entro questo intorno,
il punto z al punto A? Io dico che M, tende a zero. Infatti’

! ooy (B8 Tox\ | yd Toz\" T2 *
wi=slrara () G =53 5O

dove H, & il massimo modulo di

. d S, TP z\»

1 ben evidente che H, & finito. Intanto, per le ipotesi fatte

3

sulla f, questa & una funzione limitata nell'intorno idi 4, e

negli intorni equivalenti. L’espressione f%sag;f & poi il valore
di %ﬂ nel punto y = T° &; se cioe S, & definito dalla
= ii ii;, si ha
a8 I'e 1 dove y=T°r.

ATz~ Ty +oF’

Se T & uguale a zero, questa espressione & costante (non di-
pende da o) ed & a fortiori limitata. Se T == 0, questa espres-
sione & uguale a _; i—4~a—~, dove y = T? . Ora b ¢ una co-

(v+3)

T R T g .
stante, ed & quindi una quantitd limitata; la somms y 4 = ©

in modulo uguale alla distanza del punto y= Tz dal punto — % ,
che & il trasformato del punto »= oo, mediante la S (**). Questo
punto & certamente esterno a C, mentre il punto 7% & interno

a C per ogni valore di p. Quindi (y + %) non pud essere infi-

. .y 1 .
nitesimo, e percié - - & certamente limitato. In conclu-
o+ =)

| e x P
(*) La serie 3! d«(;{‘Ex | & convergente.

(**) 11 che del resto non & che un caso particolare di quanto fu detto
a pag. 284-285.
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sione dunque H, & finito. Ci bastera dunque dimostrare che
aTfx|?_
lim ¥ o 0.
S
Supponiamo, per fissare le idee, che il cerchio limite sia il
cerchio zry=1 e che «a=1. Affinché la 7T trasformi C in s stesso,
deve essere Y =il (A = cost. reale). Se il punto i si muove en-
tro 4, avvicinandosi ad 4, allora, posto # — 1 =5 +ic, la b

resta negativa, il rapporto Ic) resta compreso tra limiti finiti, e

lim b = lim ¢ = 0. Ora, posto £=u + i, si trova che © — —bc_
u
resta compreso tra limiti finiti, che u + v = 2 f 221”2, e
¢
quindi che lim # = lim 2; 1 1 3 = <. Poiché evidente-
mente 1+( )
1 27 dTr 27 1 2
T = A S T S
C= T EFemi, 0 de (e amie)
sara
{dTFx“’_ 2rry 1 _2xmy y
Flae T % Tt esetop = 2, UHD
[<2) 1 @®
dove U = —
[JZ *+@mp + op)’ 2 (v—ZTEP) I¥

Se noi supponiamo, per fissare le idee, che » > 0, ne abbiamo
che i termini della serie U sono minori dei termini corrispon-

denti della serie (convergente) 3 <271Ep)p La serie U & quindi

uniformemente convergente; e, per trovarne il limite per u = ou,

si pud passare al limite termine a termine. Si trova cosi lim [F=0.
. . u=n
Studiamo ora la serie

& 1

Rrirb— gl

2n

V=

. v . . . . . .
Indico con 32—7:% il minimo intero non inferiore a ;’-. La
27

7
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somma ¥, del primi g o % termuu della serie V" non pud supe-
rare evidentemente
}'A o ) 1 ) 1
(2n\ u (21:+1 2nuu"‘+
Per calcolare un limite superiore della serie V — V;, si os-

servi che per p > o ‘sl ha
per ¢ (2=

ﬁ v f v )
e 2o i
{

cosicche, posto p = o + ?";n 2, si ha che ogni termine della se-
rie ¥V — V, é minore o uguale al termine corrispondente della

serie

w3 1
- Lorrime
Cosicché infine si ha:

1 » 1

, 1
Ié.ﬁ“cuu""'Jr w T W

Come sopra, si trova che hm W =0. E, quindi, poiché = &

14

compreso tra limiti finiti, st ha llm V=0. E quindi
u=0

lim U + lim V| =0.

“=00

lim
E=00

=14

arrrr_ 2n ”[
aE X

All'identico risultato si perviene per » negativo.

c. d. d.

Dunque M, & regolare in tutto un intorno di 4 e si annulla
in 4. Considerata come funzione della variabile principale ¢
(pag. 2563), la M, sara una funzione regolare in futfo un intorno '
del punto ¢ = 0 (e si annullera in questo punto). Essa sara dun-
que sviluppabile 2in una serie di potenze ascendenti della ¢.

w é\”

Percio Q = (‘}’ z) 2 M, & in ¢ uguale a una serie di fun-
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zioni regolari in tutto ¢': questa serie (per i teoremi dimostrati
sulle serie 6) converge assolutamente e uniformemente in qualsiasi
porzione di ¢, che non contenga né all’interno, né sul contorno
il punto ¢ = 0. Dunque @ non ha in ¢ nessun punto singolare,
eccetto al piu il punto = 0. Essa & dunque sviluppabile in
una serieila, ¢. To dico che o, =0, se s << — 1. Infatti, se

~ .
$<<— 1, si ha: 27 a, — / Qt=Cdt, dove Pintegrale & esteso
a un piccolo cerchietto v, interno a #, col centro nel punto ¢=10.
Ma lungo questo cerchio la serie Z M, converge uniformemente;

quindi 27ria,=th—<“‘>dt :;:/'M, t“ d ¢, Poiché M, &
regolare in tutto i ed & nulla per ¢t = 0, si ha /‘Jl[y gt =0,
Quindi &, = O per s << — 1 come avevamo enunciato.

Dunque Q é una funzione regolare in tutto & (che & anzi
nulla per ¢ = 0).

La funzione 8 ¢ percio uguale al prodotto di (x — a)™ per
una funzione wniforme della variabile principale i, regolare (ed
anzi nulla) nel punto t = O (ossia nel punto r = 2). Dal compor-
tamento delle serie 8, si deduce che una funzione, che sia quo-
ziente di due serie 6, ha al massimo una singolarita polare nel-
Pintorno di un punto qualsiasi di un campo fondamentale P,
quando vi sia considerata come funzione della corrispondente
variabile principale. E si capisce gia da questo fatto che, se P
ha un numero finito di vertici, le funzioni analitiche, invarianti
per G, dedotte con le serie di Poincaré, sono identiche a quelle,
che si trovano col metodo del & 37.

Poincaré ha trovato, usando la teoria dell’indicatore loga-
ritmico, una elegante relazione tra il numero degli zeri, e quello
degli infiniti di una serie #: quanto vi & per noi di essenziale
in un tal risultato, sara ottenuto pit avanti con metodo indiretto.

Le funzioni invarianti per G ottenute con i metodi del § 37,
oppure i quozienti di due serie  dello stesso grado, oppure le
funzioni razionali di due o pil di tali quozienti, godono dun-
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que delle seguenti proprietd (quando un campo fondamentale P
di G ha un numero finito di vertici):

1. Esse sono invarianti per il gruppo G.

2. Nell'intorno di un punto qualunque A di P o di un punto
equivalente, esse presentano al pit una singolarita polare, quando
vengano considerate come funzioni della corrispondente variabile
principale.

Tutte le funzioni, che godono di queste due proprieta, si di-
ranno funzioni fuchsiane (relative al gruppo G).

Una funzione fuchsiana ¢ (o una funzione 0, non identicamente
nulla) non puod possedere infiniti zeri entro un campo fondamen-
tale P.

Infatti gli infiniti punti A4, 4,,...., in cui f o ¢ si annul-
lassero entro P, possiederebbero almeno un punto limite 4 entro
o sul contorno di P, che sarebbe un punto, in cui f 0 ¢ possie-
derebbero una singolarita non polare. Dunque 4 sarebbe un
punto x = « lasciato fisso da una trasformazione parabolica T'
di @, e quindi posto sul cerchio limite C. Ora nei punti 4, (non
equivalenti rispetto a &), la variabile principale ¢, corrispondente
al punto A, prende valori distinti ¢, 4, ...., tendenti a zero.

La funzione 3, oppure la Q = (r — &) 6 sarebbero funzioni
uniformi di ¢, nulle per ¢ =1¢,¢, ...., che per t =0 avrebbero
al massimo una singolarita polare: c¢io che & assurdo, perché
lim ¢, = 0, e una funzione regolare, o dotata al pit di una sin-
goaljarité polare per t = 0, non puo avere infiniti zeri in. un in-
torno di t = 0.

Ogni funzione z, quoziente di due serie 8, invariante per G, ed
ogni funzione razionale di tali fumzioni z, (che sara pure inva-
riante per () o, pits in generale, ogni funzione fuchsiana riprende
entro un campo fondamentale P ogni suo valore un numero finito
di volte soltanto.

La dimostrazione si compie in modo analogo al precedente.
Preciseremo anche maggiormente questi risultati. Consideriamo
come non distinti rispetto al gruppo G due punti equivalenti
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rispetto a G. Se in un punto 4 la funzione L 0 ¢ — k (h = cost.)
ha uno zero di ordine m, noi diremo che in 4 la 5 prende m volte
il valore co (o il valore %), e considereremo 4 come la sovrap-
posizione di m punti infinitamente vicini, in cui ¢ ha il valore
oo o il valore A.

Con queste convenzioni, i risultati precedenti si possono enun-
ciare anche cosi:

Una funzione fuchsiana 9 riprende ogni suo valore in un nu-
mero finito di punti distinti (rispetto a G) (i quali punti possono
essere tutti, o in parte infinitamente vicini).

Anzi possiamo dire di piu:

[‘]mz funzione fuchsiana ¢ riprende ogni valore lo stesso nu-
mero di volte.

Questo teorema & analogo ad un noto teorema della teoria delle
funzioni razionali su una data superficie di Riemann; e si di-
mostra, come vedremo, precisamente nello stesso modo. L’ ufficio,
che hanno i tagli, che rendono semplicemente connessa una su-
perficie di Riemann &, nel caso attuale, adempiuto dal contorno
di un poligono fondamentale P. Siccome le funzioni fuchsiane
% ¢ — b (h = cost. arbitraria) hanno gli stessi poli, e siccome

=h quando 9 — k& & nullo, bastersa dimostrare che una fun-
zione fuchsiana ha lo stesso numero di zeri e di infiniti. Per
comodita considereremo (secondo una convenzione fatta pilt so-
pra) un polo di ordine m o un punto regolare come un infini-
tesimo di ordine — m, o di ordine O.

Con queste convenzioni, il teorema da dimostrare diventa il
seguente: La somma degli ordini degli infinitesimi di una funzione
fuchsiana ¢ ¢ nulla.

Sia P un poligono fondamentale; poiché punti equivalenti
per G non si considerano come distinti, noi potremo limitarci
a studiare quanto avviene in questo poligono. Siano 4,,4,,...., 4,
i punti del contorno di P, che, o sono vertici di P, o sono zeri
o poli effettivi della funzione ¢. Noi potremo naturalmente con-
siderare tutti questi punti come wvertici di £; naturalmente perd

ARSI RN
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i lati-uscenti da uno di questi vertici possono formare un an-
golo piatto. Sui due lati 4; A,_,, 4, 4,,, uscenti da un punto 4,
prendiamo rispettivamente due punti B, C; (*), abbastanza vicini
ad 4,, in guisa tale che, seilati 4, 4,,, 4, 4,,, di Psono equi-
valenti, i punti B,,,, C, del primo siano equivalenti ai punti
B, ,,, C, del secondo. Congiungiamo B, C; con un arco di cerchio
l,, ortogonale ai lati 4,B,, 4;C.. Se B, C, sono abbastanza vicini
ad 4,, noi potremo supporre che entro il piccolo triangolo cur-
vilineo 3, limitato dai tre archetti 4,B,, 4, C, B, C,la funzione ¢
non abbia, oltre eventualmente il punto 4, alcun altro zero o
polo effettivo. Indicheremo con P’ il poligono, che si ottiene,
togliendo da P tutti i triangoletti 8.

I lati di P sono di due specie: A

1. I lati della prima specie sono pezzi dei lati di P, a due
a due equivalenti, che noi indicheremo con Ay, Xy A, X5 Ay Xs ..,
in guisa che i lati A, sieno tra loro equivalenti rispetto a G.

2. T lati della seconda specie sono gli archetti l,,4,...., 4.

La somma degli ordini degli infinitesimi di ¢ entro P’ é data

dall’ integrale %? esteso a tutto il contorno di P, percorso in

guisa da lasciare a sinistra i punti interni di P. Ora in punti
corrispondenti di due lati A, X la p ha lo stesso valore. Se M, N
sono gli estremi di A, e M’, N’ gli estremi equivalenti di X', al-
lora, se A, & percorso nel verso M N, il lato X; & percorso nel

verso N’ M (**). Quindi, nel calcolo deil’integrale ‘%:P , 1 lati

A, A; portano contributi uguali e di segno opposto, che si eli-
minano. Basterd dunque che cerchiamo quale contributo porta-
no i lati 1,2, ...., 4. Sia A‘l uno dei vertici 4,; e siano p. es.

() Se k & il numero dei vertici di P, poniamo 4;=A4,, B,=B,,
C,=Cyy Ay = 4, ecc.

(**) Infatti la trasformazione che porta M N in M' N’ porterd P in
un poligono equivalente P”. Poiché, percorrendo A, nel verso M N, si
lascia P a sinistra, allora, percorrendo A, nel verso M’ N', si lascia P"a
ginistra e quindi si lascia P a destra,
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At,; A{sY +vv, 4, -quelli dei vertici 4, che sono equivalenti ad ‘A‘1
ossia formano con 4, uno stesso ciclo, e non si devono quindi
considerare come punti distinti da 4, . Come abbiamo gia detto al
§ 36, pag. 254, noi possiamo rappresentare i triangoli 818y, e Oy,
sul piano della corrispondente variabile principale ¢ in altret-
tanti triangoletti, che, presi insieme, formino un unico cerchietto
col centro nel punto ¢ = 0. Gli archetti immagine di L by ey b,
costituiscono la periferia s di questo cerchietto; e se noi ricor-
diamo che I, deve essere percorsoc in guisa da lasciare P a sini-
stra, ossia 4, a destra, vediamo facilmente che il verso corrispon-
dente, secondo il quale resta percorso s, & quello, che lascia a
destra il punto ¢ = 0, immagine dei punti Ay 4y, .04 La
somma dei contributi portati dagli archetti Ly lyy sy I, nel cal-

colo di / tfptp & uguale quindi all’integrale / ds , esteso all’ar-
. J @

chetto s, percorso in guisa da lasciare a destra il punto ¢ = 0.
Sia — v il valore di questo integrale: per un noto teorema della
teoria delle funzioni di variabile complessa, abbiamo che la o,
considerata come funzione della variabile principale ¢, avra nel
punto ¢ = O un infinitesimo di ordine y. (Se y =0, 0 se v &
negativo, il punto ¢ = O sarebbe un punto di regolarita, o un
polo, conformemente alle nostre convenzioni). Quindi, ricordando
le definizioni da noi date piut sopra, avremo che i punti V: I
(che non si debbono considerare come distinti, perché sono equi-
valenti rispetto a &) equivalgono per la  a un infinitesimo di

ordine y. Quindi I'integrale / ‘ff , esteso al contorno di P’, os-

sia la somma degli ordini degli infinitesimi della 9 entro P, &
uguale alla somma degli ordini degli infinitesimi, che la 9 ha
nei punti A, 4, ...., 4;, cambiata di segno. Questi punti non
appartengono a F”, ma appartengono a P. In ogni altro punto,
esterno a P, ma appartenente a P, la 9, per definizione, non pud
avere né zeri, né infiniti. Quindi: la somma degli ordini degli
infinitesimi, che p ha in P, & uguale alla somma, cambiata di
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segno, degli ordini degli infinitesimi, che » ha nei punti di P,
non appartenenti a P'. Ossia la somma degli ordini degli infi-
nitesimi, che ¢ ha in #utto il poligono P (cioé nel poligono P'e

nei punti 4) é nulla.
c. d.d.

Il precedente teorema ci permette di dimostrare il primo dei
seguenti due teoremi fondamentali per le funzioni fuchsiane:

Due funzioni fuchsiane 9,3, corrispondenti allo stesso gruppo G,
sono sempre legate da una relazione algebrica (a coefficienti co-
stanti). ’

Infatti, se ¢ riprende entro C ogni valore k volte, a ogni
valore di ¢ corrisponderanno % valori di ¢, (distinti o ceinci-
denti tutti o in parte). Ogni funzione simmetrica @ di questi &
valori & percid una funzione uniforme di ¢, che evidentemente
in nessun punto pud avere una singolaritd essenziale, ed & quindi

una funzione razionale di ¢. Se dunque
teag+. o, tu=0

é 'equazione, che determina questi k valori di ¢,, le  sono fun-

zioni razionali di 7.

c.d.d.

Consideriamo ora due funzioni fuchsiane z, z,, ciascuna delle
quali sia quoziente di due serie 6, oppure sia una funzione ra-
zionale di tali quozienti. Esse saranno legate da una relazione
algebrica 1 (z,,2,)= 0, individuante una superficie Riemanniana F.
A ogni punto di P corrisponde un valore di z, e uno di 2, e
quindi un punto di F. E, considerando al solito come non di-
stinti punti di P equivalenti rispetto a &, la corrispondenza &
continua. Se dunque p & una qualsiasi funzione fuchsiana, essa
si potra considerare come una funzione della superficie F. Io
dico che si possono scegliere 2,2, in guisa che ogni funzione
fuchsiana 9 sia una funzione raziomale della superficie Rieman-
niana F, ossia una funzione razionale delle due variabili z, 2,
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legate dalla A (z,, 2,) = 0; me risultera dimostrato contemporanea-
mente che ogni funzione fuchsiana si puo esprimere razionalmente
per mezzo di funzioni 9.

Infatti dal teorema precedente sappiamo che % & una funzione
algebrica di ¢, e di z,. Basterd dunque dimostrare che si possono
scegliere z, 2z, in guisa che ogni funzione fuchsiana % abbia un
solo valore in un punto generico z, = a, z, = 3 di F, ossia che
esista in P un solo punto (quando punti equivalenti di P si
considerino come non distinti), in cui le funzioni 2, 2, assumono
un sistema generico di valori z, =«, z, = 8. Ora sia T =,
¥=ly....., 7 =1, un sistema di punti distinti, in cui la 2,
{scelta comunque come quoziente di due serie 9 dello stesso grado)
assume il valore generico z, = a. Potremo costruire due funzioni
8, 8. di uno stesso grado p, la prima delle quali diventi infinita
soltanto per » =y, mentre la seconda resti finita e differente
da zero per =y, ....,r=qu, (*). Allora 2z, — g‘ ¢ infinita nel
punto x = y,, e non & infinita in alcuno dei punfi =y,

T = p,. Esiste dunque in P un solo punto, in cui z, — @, 2, = oc,

c. d.d.

Pii avanti (§ 47) dimostreremo con altro metodo un teorema,
che comprende il precedente come caso particolare.

Quindi:

Ogni funzione fuchsiana ¢ wuna funzione razionale di z, 2,
(e quindi si puod esprimere razionalmente mediante serie 6.

Dalla precedente dimostrazione segue di pilt che un punto ge-
nerico di # corrisponde a un punto e uno solo di P, quando non si
considerino come distinti punti di P, equivalenti rispetto a G.

Percio la superficie Riemanniana F, o, c¢id che & lo stesso,

una superficie i cui punti sono in corrispondenza analitica biuni-

(*) La esistenza di una tale funzione f, si dimostra con metodi affatto
simili a quelli usati al § 41, pag. 288.
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voca coi punti di F si puo costruire, piegando P in guisa, che
punti equivalenti del suo contorno vengano a coincidere. Ecco cosi
un’altra volta ancora ritrovata la tanto fondamentale analogia
tra le superficie Riemanniane e i campi fondamentali con un nu-
mero finito di verticil

Le funzioni razionali di F non sono che le funzioni fuchsiane
le quali, come dicemmo, si possono esprimere tutte razionalmente
mediante le serie 6.

E dal fatto che i punti di ¥ sono in corrispondenza biuni-
voea coi sistemi di punti di R/, tra loro equivalenti, si deduce
facilmente che: Le funzioni uniformi di r, invarianti per G, non
sono altro che le funzioni uniformi sulla superficie Riemanniana F.

. La z, considerata poi come funzione dei punti della superfi-
cie F, immagine di P, 6 una funzione a infiniti valori su F,
tale che da uno dei suoi valori si passa a ogni altro mediante
igna trasformazione lineare (del gruppo G). Questa funzione x
dei punti di ¥ & perd monodroma in ogni porzione semplice-
mente connessa di F. Essa si pué quindi considerare come una
generalizzazione degli integrali abeliani. L’ unica differenza &
questa: un integrale abeliano aumenta soltanto di una costante,
quando si attraversa uno dei tagli, che rendono semplicemente
cannessa la F; la funzione x subisce invece una trasformazione
lineare. Di piu le coordinate z,,2, dei punti della curva, di cui
F & immagine, sono funzioni uniformi (fuchsiane) di @, appunto
come le coordinate dei punti di una ocurva di genere 1 sono
funzioni uniformi (ellittiche) dell’integrale abeliano di prima
specie. La questione di riconoscere se per ogni curva f (§,n)=0
‘sl possa trovare un parametro x, in guisa che &, v siano funzioni
fuchsiane uniformi di x, & caso particolare di una questione, che

.tratteremo piu tardi. (Cap. 12).
Zl

. 1 a . . .
- . ‘Consideriamo ora la ==, Poiché 2, & invariante per G, que-

dx
sta derivata, quando la z subisce una trasformazione T' di @G,

_sarg moltiplicata per 1'inversa del Iacobiano D (x) di 7. Quindi

la funzione (Z 2),, si comporta, rispetto al gruppo G, come una
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funzione 6 (f, p, x) (cfr. la (7) del § 39, pag. 272). Sia ora M una
qualsiasi funzione uniforme della z, che soddisfi alla M (7T x)=
= M (x) D~*(x), e che nei singoli punti di R abbia uno svi-
luppo in serie della stessa natura di quello, che mnoi in queéfo
paragrafo abbiamo trovato per le serie 8. Allora si riconosce fa-
cilmente che ( d 2\ é una funzione fuchsiana, e quindi & espri-

dz
mibile razionalmente mediante serie §. E altrettanto avverra di

L se t, 0., sono funzioni § di grado k, k- p (dove k & cosi
grande, da assicurare la convergenza delle serie 6,); altrettanto

: . . dz\*
avverrd pure infine della funzione (i%) 53:, Dungque:

Ogni funzione M uniforme della x, che soddisfi alla M (T z)=
= M (x) D*(x) (p intero), e che in ogni punto di R si comporti
come una funzione 0, é una funzione razionale di serie f). Cio che

. . . d z,\* ' -
avviene in particolare per (-, °1) (*

P are per (dm) *.

Ogni tale funzione M si puéd scrivere evidentemente sotto-la

d z,\*
orma |- ; indi ; ; .
f ( dzl ® dove p indica una funzione fuchsiana ossia una

funzione razionale di z,, z,.

In particolare dunque per studiare il comportamento su F
dellzzi Jll,po in particolare di una funzione 8, basta studiare queyll‘o
di (di') , in quanto che sappiamo gia che 5 @ soltanto una fun-
zione razionale su F. Cosi p. es. dal fatto che p ha -tanti zeri
quanti infiniti, si deduce che la differenza 3 tra il numero degli
zeri e quello degli infiniti di M, e in particolare di una funzione §
di grado p, é uguale alla differenza tra il numero degli zeri e

quello degli infiniti di ‘—irzl)pe dipende quindi sol
iz ip quindi soltanto dal gruppo

G e da p. Anzi 8 ¢ proporzionale, se G resta fisso, al numero p.
Una pil precisa determinazione di questo numero 8 & stata fatta

. PR : :
(*) Uno studio pilt approfondito di queste teorema si trova, con me-
todo differente, svolto nelle Memorie originali di Poincaré, i
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da Poincaré, studiando I'integrale d—eﬁ, esteso al contorno di
un poligono fondamentale P. Notiamo infine che i risultati ot~
tenuti nell’ultima parte di questo paragrafo furono soltanto di-
mostrati nell’ipotesi che un campo fondamentale non abbia un
numero infinito di lati. Lo studio di quest’ultirﬁo caso presenta

difficoltd assai gravi (¥), finora insormontate.

Risultati perfettamente analoghi valgono per i gruppi fuchsia-
ni @, per cui C non & linea singolare, e in generale per i
gruppi kleiniani G (pr. dis.) il cui campo fondamentale ha un
numero finito di lati. In particolare anche in questi casi vale il
teorema seguente (che si potrebbe del resto dedurre dai risul-
tati del § 37).

Le funzioni uniformi invarianti per G mon somo che le fun-
zioni uniformi sulla superficie Riemanniana F, che si ottiene pie-
gando un poligono fondamentale P in guisa che punti equivalenti
del contorno di C vengano a coincidere. Le funzioni razionali su F
non sono che quelle funzioni wniformi, invarianti per G, che in
ogni punto A, considerate come funzioni della corrispondente va-
riabile principale, non hanno singolarita essenziali, e sono tutte
razionalmente ottenibili mediante funzioni 6. Queste funzioni si di-
cono le funzioni fuchsiane (o kleiniane) corrispondenti al gruppo G.

§ 46. — Partioolari funzioni fuchsiane e kleiniane.

Tra queste funzioni sono specialmente notevoli quelle che sono
invarianti per un gruppo G di movimenti euclidei; tra queste
le piti conosciute sono le funzioni invarianti per un gruppo, che

(*) Le difficoltd che si incontrano provengono p. es. da cio che & dif-
ficile studiare il comportamento delle serie  in quei vertici di P, che
sono punti limiti di infiniti altri vertici di P. La superficie Riemanniana
F, immagine di P, potrebbe avere un genere infinito. Cosi pure non si
potrebbe dimostrare (almeno coi metodi precedenti) che una funzione
fuchsiana ha in P tanti zeri che infiniti ece.



Capitolo Undicesimo — § 45. 321
ha come campo fondamentale un parallelogrammo K, i cui lati
opposti sono equivalenti. Un tale gruppo G' & formato di tras-
formazioni del tipo

r=x+mo-fne

dove m,n sono interi (variabili da trasformazione a trasforma-
zione) ed ®, ® sono costanti del gruppo, il cui rapporto & com-
plesso. Le funzioni corrispondenti sono le funzioni ellittiche di
periodi , w’. Se f(x) & una tale funzione, anche f'(z) & ancora
una funzione ellittica di periodi , w; tra due funzioni ellittiche
f (@), ¢ () cogli stessi periodi passa una relazione algebrica. Se
il dare 1 valori di f (), ¢ () individua il punto corrispondente
di K, allora la superficie riemanniana F, immagine della equa-
zione algebrica, che lega f, ¢, & in corrispondenza biunivoca coi
punti di A, quando al solito non si considerino come distinti
punti equivalenti del contorno di K. Ogni funzione ellittica di
z, coi periodi ®, ', p. es. f’ sard funzione razionale di F. Ora, se
noi pieghiamo K in guisa che punti equivalenti del suo con-
torno vengano a coincidere, otteniamo evidentemente una super-
ficie del tipo del toro, cioé una superficie di genere 1. Le f(x), 9 (x)
saranno dunque legate da una relazione algebrica H (f,¢)==0
di genere 1. La z considerata come funzione dei punti di F' &
una funzione sempre finita, tale che (é_a: = 1~, Ma 1; é una fun-
zione razionale su F. La x sarda dunque un integrale abeliano
di prima specie su F,1i cui periodi sono w, o',

La teoria degli integrali abeliani insegna che viceversa le
funzioni razionali su una superficie di genere 1 sono funzioni
ellittiche del corrispondente integrale abeliano di prima specie,
il quale & determinato & meno di un fattore costante.

Altre notevoli funzioni si ottengono, partendo dai gruppi del
§ 34 (pag. 22b) e specialmente del § 356 (pag. 289). I campo
fondamentale K di uno di questi gruppi G 6 somma di due po-
ligoni P, P adiacenti, a lati circolari, aventi a comune un lato

1
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A, A,, e trasformati 'uno dell’altro nell’inversione per raggi
vettori reciproci I definita da questo lato. Noi potremo anzi
trasformare G e K mediante una inversione per raggi vettori
reciproci per modo che 4, 4, sia 1'asse reale del piano della .
Se Ay, Agy ..., A, sono i residui vertici di P,e A%, 4, ....,
A,_, sono i vertici corrispondenti di P, il campo K possiede
gli n cicli di vertici (non accidentali) formati rispettivamente
dal vertice 4, dai vertici A, e A} (i = 2,8 ..., —1), e

dal vertice 4. Noi indicheremo con %E, %E,...., ?«l?r» (l; = nu-
1 2 'R

mero intero) la somma degli angoli di K in ciascuno di questi
cicli. Tl poligono K é evidentemente di genere zero; esiste quindi
una funzione z, invariante per &, che in K assume una e una
sola volta ogni suo valore. Se @ =« & un punto del lato 4, 4,
noi potremo trovare una funzione z,, funzione lineare di z, la
quale diventi in K infinita nel solo punto x ==a, in guisa che
Z =z, mw_l_a sia regolare in K, e reale nel punto z = «. La
z, assumerd, come la 2z, ogni suo valore una e una sola volta
in K, e sard invariante per G. In punti equivalenti del contorno
di K (ciod trasformati 'uno dell’altro per la T') la z, riprendera
lo stesso valore: e altrettanto avviene di R (zx — a) (*). Quindi
R(Z) assume lo stesso valore in punti del contorno di K, tras-
formati I'uno dell’altro per mezzo della T’ e, poiché essa & una
funzione armonica regolare in K, essa assumera lo stesso valore
anche in punti di P, P’ interni a K, e corrispondenti rispetto
alla T. Ma, poiché per ipotesi J(Z) & nulla in x =g, e 1 due
poligoni P, I’ sono simmetrici rispetto all’asse reale, la fun-
zione I (Z), coniugata di R (Z), assumera valori uguali e di
segno opposto in punti corrispondenti di P, P In altre pa-

. 1 \ .
role la Z, e quindi anche la 2, = Z - oy, Besumera valori

(*) Secondo convenzioni gia usate, con R (y) e I () indico la parte
reale e il coefficiente della parte immaginaria di una qualsiasi quantitd

complessa .
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immaginarii coniugati in punti corrispondenti di P, P’ e quindi
valori reali in tutto il segmento 4, A,. Ma, poiché la z, ha valori
ugnali in punti corrispondenti del contorno di K, anche su questo
contorno, ossia su tutto il contorno di Pe P, la z, avra valori reali.
Ora sul contorno di P la z; & naturalmente continua, e, come
sappiamo, non pud assumere due volte lo stesso valore. Cio &
soltanto possibile, se la 2z, assume ogni valore reale da — oo a
- c> una e una sola volta, quando si descriva il contorno di P.
Altrettanto avverra sul contorno di P. Poiché poi la z, assume
in K una e una sola volta ogni valore (quando non si conside-
rino come distinti punti equivalenti del contorno di K), la z
non potra assumere alcun valore reale entro P, o P. Quindi in uno
dei poligoni P, P/, p. es. in P, la 2z, assumerd una volta ogni
valore, per cui I(z) >0. In P la 2z, assumera una volta ogni
valore, per cui [ (z,) < O.

I1 poligono P sara dunque rappresentato conformemente e
biunivocamente su quel semipiano p della variabile complessa 2,
per cui I(z,) = 0. Il contorno di P avrd per immagine 1’ asse
reale di «. La rappresentazione sara regolare dappertutto, eccetto
che nei vertici 4,, 4,,...., 4, di P,che corrisponderanno a certi
punti z, = 2,, z, = a,, ...., 3, = a, dell’asse reale di p.

E viceversa, se noi partissimo dal problema della rappresen-
tazione conforme di un semipiano p su un poligono 4, 4,.... 4,,
a lati circolari, di angoli rispettivamente uguali a Z, ZE? . %,
giungeremmo per nuova via alle speciali funzioni automorfe, di

cui qui ci siamo occupati. «

§ 46. — Funzioni fuchsiane o kleiniane legate da una relaziome
algebrioa. Il teorema di diramagzione.

Tutte le funzioni fuchsiane o kleiniane corrispondenti a uno
stesso gruppo G fuchsiano o kleiniano sono a due a due legate
da una relazione algebrica. E noi ¢i poniamo la domanda:

Quando avviene che due funzioni kleiniane (o in particolare
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fuchsiane) f, ¢, invarianti per gruppi anche distinti G, G,, sono
legate da una relazione algebrica F(f,¢)=07?

Indicheremo con G' e con G, proprio i pil ampii gruppi di
trasformazioni lineari, che trasformano in sé stesse rispettiva-
mente le £, ¢. Indicheremo poi con G, il massimo sottogruppo
comune a G e a G, (che contiene almeno la trasformazione iden-
tica). I1 gruppo G, sard il gruppo di tutte le trasformazioni
lineari, che lasciano invariata tanto la f, che la ¢. Le funzioni
/s v dovranno naturalmente avere a comune il campo K di esi-
stenza, il quale sara ricoperto tanto da una rete di campi fon-
damentali per G, quanto da una rete analoga per G,.

Consideriamo ora la F (f, ) = O come un’equazione alge-
brica nella f; e ne siano f; (4 =1,2,....,m) le radici. Se noi
applichiamo alla p le trasformazioni di &,,la ¢ resta invariata,
e le f; dovranno quindi permutarsi tra di loro. Ma, poiché il
numero delle possibili permutazioni su un numero finito m di
quantitd f, & finito, esistera in G, un sottogruppo G, di indice
finito, che trasformers in s& stessa ciascuna delle f,, e quindi
lasciera invariante la f. Dunque G, é un sottogruppo di Gy; e
quindi a fortiori G, & un sottogruppo di indice finito in G,.
Similmente si dimostra che &, & un sottogruppo di indice finito
in G. E quindi:

Condizione necessaria affinché f, @ siano legate da una relazione
algebrica, ¢ che G e (I, abbiano a comune la regione coperta da
una rete di campi fondamentali, (in cui esistono le f, p) e abbiano
a comune un sottogruppo G, di indice finito.

Viceversa, se queste condizioni sono soddisfatte, e se G, ha
un campo fondamentale con un numero finito di vertici, le £, ¢
sono funzioni invarianti per Gy; le quali, per 1 teoremi del § 44
(pag. 816), sono legate da una relazione algebrica. La precedente
condizione risulta quindi swfficiente, quando si ammetta di pilt
che @, possiede un campo fondamentale con un numero finito
di vertici.

Questa ulteriore condizione & certamente soddisfatta, se al-
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meno uno dei gruppi G, G, possiede un campo fondamentale
dotato di un numero finito di vertici: cid, che & conseguenza
(cfr. anche pag. 329) dell’osservazione fatta al § 26 (pag. 161) sui
campi fondamentali di un gruppo, che sia sottogruppo di indice
finito di un altro gruppo TI.

Cosi possiamo anche porci la seguente questione:

Sia f (@) una funzione kleiniana (o fuchsiana) invariante per
un gruppo kleiniano (o fuchsiano) G. Per quali trasformazioni T

x’=Tx=;‘,‘;:g (@8 —By=1)

avviene che le funzioni f (x), ¢ (x) =f (?iig) sono legate da
una relazione algebrica?

Evidentemente la funzione ¢ () = f (qg%—j ) é invariante

per il gruppo T-' G T'. La condizione necessaria e sufficiente cer-
cata ¢ (almeno nel caso che G abbia un campo fondamentale
con un numero finito di vertici) che ¢ gruppi G e TG T~ (o,
cio che é lo stesso, i gruppi TG T e @) abbiano comune un sot-
togruppo di indice finito.

Esexpro I. — G sia il gruppo generato dalla

S=x+mo-t+no

dove m, » sono interi variabili da trasformazione a trasforma-
zione, ® ed ®’ sono costanti il cui rapporto & complesso. Il pa-
rallelogrammo del piano della @, 1 cui vertici sono i punti
0, 0,0, » | w) & un campo fondamentale per G. Sia f(x) una
fanzione ellittica corrispondente a un tale gruppo. Sia 7' la
trasformazione @' = 2 - a (@ = cost. qualunque). Evidentemente
T & permutabile con tutte le trasformazioni di G; e i gruppi
G, TG T~ coincidono. Quindi f(x) ed f(x -+ @) sono funzioni
algebriche 1'una dell’altra; in cié consiste il celebre teorema di
addizione delle funzioni ellittiche.

Esempio ITI. — Ci riferiamo allo stesso gruppo @ dell’ esempio
precedeniec. Sia p una costante. Quando avverra che f(x)e f (px)
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sono legate da una relazione algebrica? Il gruppo G e il gruppo
delle @’'==2 -+ p (mw - »n ) dovranno avere un sottogruppo T
di indice finito comune. Esisteranno quindi dei numeri interi
Ain v, e My, v, tali che Ap —py =0, Vo' —p'v =0, e che
Aotpo=pXNo| po) vefpw =p (Vo -} w) A queste
due equazioni si possono evidentemente sostituire due equazioni
equivalenti del tipo:
No=pQo+pw)
No=p(o-+oa)
donde si trae
g o' o’
® SRren)=rten

!
Se %’; & generico, esso non soddisfa ad alcuna equazione non

@ (N, %, v, interi; A p — wv == 0)

identica a coefficienti interi, cosicché sara p=v=2%-—p =0.
E quindi p = ivsaré un numero razionale. Viceversa, invertendo
i precedenti ragionamenti, si trova che f(x) e f (p x) sono sem-
pre legate da una rella.zione algebrica, se p & una costante ra-

. . w . . . .

zionale. Se invece soddisfa a un’equazione non identica &
" 2 ml

coefficienti interi I (";) +m  —n=0(, m,n interi primi tra

di loro), questa equazione sard unica, perché z’ ¢ puramente
immaginario; e in tal caso soltanto potranno esistere delle co-
stanti p non razionali, tali che f (x), f(p ) sieno legate da una
relazione algebrica.

In cid sono contenuti il teorema sulla moltiplicazione del-
I’argomento delle funzioni ellittiche generali ed i principii della
teoria delle funzioni ellittiche a moltiplicazione complessa.

Esempro ITI. — 11 gruppo g delle trasformazioni lineari intere
omogenee a coefficienti énteri razionali, che trasforma in sé stessa
la forma quadratica ¢ = p y! -+ ¢ yi — * ¥ (p, ¢, v interi razio-
nali positivi), ossia il gruppo aritmetico riproduttore della ¢, in-

dividua un gruppo fuchsiano @ sulla variabile
_VTU—VPY
Vay:
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Sia ¢’ il gruppo generato dalle trasformazioni
TY, = ? A Yo

a coefficienti @, razionali (interi o fratti), che trasformano la ¢

in sb stessa. La t' sia definita dalle
y'.- = % Ap Yn

e sia ! il piu piccolo intero positivo, tale che la,, I A, siano
numeri interi. (Il numero ! varierd al variare della t in g¢). Al
gruppo ¢ corrispondera un gruppo G di trasformazioni lineari
salla 2. Se g, = ? bsy» & una qualsiasi trasformazione » di g,

la ' = Tu t! sara definita dalle
!/Ir = AZM Aip by Ayt Ye

La u' apparterra a g, se i suoi coefficienti ,Z; Ay by Ay, sOMO
numeri interi, ossia se

hzk (l @) by (l Ap) =0 (mod lz)-

Ricordando che § Apay =¢,(es==1, g,= 0 per i == ¢), vediamo
che la u’ apparterra ancora a ¢, almeno quando

by = &, (mod 12).

Le trasformazioni « di g, che godono di questa proprieta, for-
meranno un sottogruppo v di indice finito in g (*), a cui corrispon-
dera in G un sottogruppo di indice finito (comune a G e al

(*) Infatti, se noi non consideriamo come distinte due trasformazioni
di g, i cui coefficienti omologhi sono congrui rispetto al modulo %, le
trasformazioni di ¢ si riducono a un certo namero finito wr di trasformazioni
distinte. Noi potremo pereio scegliere in ¢ delle trasformazioni w, =1, u,, u,,
vevey Uy, tali che 1 coefficienti di una qualsiasi teasformazione di g
siano congrui mod 1*) ai coefticienti omologhi di una e sola trasforma-
zione u. E, se noi indichiamo con v,, v;, vy, .. .. le trasformazioni di v,
ne deduciamo tosto che ogni trasformazione di ¢ si puo scrivere in uno
e un solo modo nella forma %; v, ; donde segue 1’ affermazione del testo.

& 3, pag. 12).

T ——
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gruppo T'G T, trasformato di G mediante quella trasforma-
zione T di @, che corrisponde alla trasformazione t di ¢). Quindi
se T ¢ una qualsiasi trasformazione di &, i gruppi G, T G T*'
hanno comune un sottogruppo di indice finito (*).

Il gruppo G’ contiene ¢ come sottogruppo, ma non & pr. dis.,
perché evidentemente contiene trasformazioni infinitesime.

Sia f(x) una funzione invariante per un gruppo fuchsiano
o kleiniano G. Tra le funzioni fuchsiane, o kleiniane, legate alla
f (x) da una relazione algebrica, sono specialmente notevoli le
funzioni invarianti per un sottogruppo I, di indice finito in G.
Se G' ha un campo fondamentale con un numero finito di ver-
tici, ed & di genere zero, queste funzioni soddisfano a un note-
vole teorema di diramazione (Verzweigungssatz), che Klein ha
dimostrato nel caso particolare del gruppo modulare.

Sia N una rete di campi fondamentali (**), che G trasforma in
s& stessa. Supponiamo che la regione K coperta da N sia sempli-
cemente connessa, e che ogni campo fondamentale di NV abbia
un numero finito di latl. Noi abbiamo gia visto (§ 26, pag. 161)
che, se T & un sottogruppe di G di indice finito p, si possono
trovare in N precisamente p campi fondamentali K, K, ...., K,_y,
in guisa che ogni altro campo di N sia equivalente, rispetto al

gruppo I', a uno e uno solo di questi y campi. E abbiamo pure

(*) Per dedurne che, se f(x & una qualsiasi funzione invariante per g,
allora f vx), £ (2'x) sono legate da una relazione algebrica, basta verificare
che G possicde un campo fondamentale con un numero finito di vertici.
Se p = ¢ = r = 1, questo fatto & evidente, perché in tal caso il gruppo G
& il gruppo modulare (dalle (30) a pag. 83 si deduce infatti che a ogni
trasformazione di ¢, a coefficienti interi, corrisponde una trasformazione
(28) (pag. 82) di G pure a coeflicienti interi). Per aleuni altri valori par-
ticolari di p, ¢, r nel trattato del FricKE (vol. 1; pag. 501 e seg.)si trovano
determinati i campi fondamentali del corrispondente gruppo G, ¢ si trova
che essi hauno un numero finito di vertiei.

(**) La prima parte delle seguenti ricerche si estende facilmente a tutti
i gruppi, che trasformano in sé stessa una rete di campi fondamentali.
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visto che questi p campi formano, considerati simultaneamente,
un campo fondamentale del sottogruppo T'. Ogni lato di uno di
questi p campi K sard percid equivalente, rispetto a T, a un
lato del campo stesso, o di uno degli altri p — 1 campi K. Ri-
petendo considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte
nella prima parte del § 81 (pag. 203) per i gruppi kleiniani, noi
troveremo che, sostituendo a uno o piu dei campi K; dei campi
equivalenti rispetto a I', possiamo trasformare la regione K, + K, +
ee..+ K, ,in un’altra regione H=H, + H, + .... + H, (v < p),
che ancora pud servire di campo fondamentale a T, e che gode
delle seguenti proprieta:

Ognuna delle regioni parziali H, é connessa, ed ¢ somma di
un numero finito di campi K; un lato della regione parziule H,
& equivalente a un lato della stessa regione parziale.

Noi vogliamo dimostrare che sard v = 1. Invero, ove ¢io non
fosse, ogni curva che congiungesse un punto di H, con uno di
H, dovrebbe incontrare infiniti campi fondamentali per T'(*): e
cid & assurdo poiché appartenendo H, ed H, ad N una tale curva
non pud incontrare che un numero finito di campi fondamentali
per G e quindi a fortiori un numero finito di campi fondamentali
per T.

T lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a T';
naturalmente lati di H equivalenti rispetto a T' saranno pure
equivalenti rispetto a G. I vertici di H si distribuiranno in cicli:
vertici di uno stesso ciclo saranno equivalenti rispetto a T', e

quindi anche rispetto a G.
Sia A un vertice di H: esso sard lasciato fisso da un sotto-

(*) Infatti una regione equivalente, rispetto al gruppo I',ad H,, e
una regione equivalente ad H; (i ¥ j) non possono avere alcun lato comune
per ipotesi. E, poiché le regioni equivalenti ad H,, Hy, ...., H, riempiono
tutto N, se ne deduce che le regioni equivalenti ad H, riempiono tutta
una regione connessa N,, affatto esterna ad H,. Una linea che congiunga
un punto di H, a un punto di H, dovrebbe dungue incontrare infinite
regioni equivalenti ad H,. (Cfr. anche pag. 204).
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gruppo ciclico I" di T. I’ ordine n di I" sard uguale a 1, o sara
un intero finito maggiore di 1, oppure sara uguale a o, secondo
che la trasformazione di T, che con le sue potenze genera I, &
la trasformazione identica, oppure una trasformaszione ellittica
di periodo n, oppure una trasformeazione parabolica. La somma
degli angoli di H nel ciclo dei vertici equivalenti ad A sara
uguale a gﬂ”

Ma ora A deve essere anche un vertice della rete N di campi
fondamentali per G; e se K ¢ un campo fondamentale del gruppo
G, a cui appartiene il vertice 4, la somma degli angoli di K

Iy

nel ciclo di vertici determinato dal punto 4 é »2,”::, se m & 1l'or-

dine di quel sottogruppo ciclico G’ del punto G, che lascia fisso
il punto 4. Ora I" & evidentemente un sottogruppo di &'. E
quindi, se m & un numero finito, I’intero » deve essere un di-
visore di m (§ 3, pag. 13).

Abbiamo quindi:

Se I' ¢ un sottogruppo di indice finito p. in G, esso possiede un
campo fondamentale connesso H, che é somma di p campi fonda-
mentali K del gruppo G, a due a due adiacenti.

I lati di H saranno a due a due equivalenti rispetto a T; lati
di H, equivalenti rispetto a T, saranno pure equivalenti rispetto a G.

I wvertici di H si distribuiranno in cicli dé vertici equivalenti
rispetto a U: vertici di H, equivalenti rispetto a T, saranno pure
equivalenti rispetto a G.

Se A é un vertice di H, e se la somma degli angoli di un
campo fondamentale K per il gruppo G in un ciclo di vertici
equivalenti ad A ¢ 21;? = 0, allora la somma degli angoli di H

2
™ N
~% ) dove m ¢
n

nel ciclo di vertici, a cui appartiene A, é uguale a ,

un intero divisore di m.

A questo risultato si pud, nella nostra ipotesi che G & di
genere zero, dare una forma assai elegante.

Poiché, per ipotesi, G & di genere zero, esistera una funzione z
invariante per G, che assume in un campo fondamentale A di G
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una e una sola volta ogni suo valore, e che nell’intorno di un
qualsiasi punto di K non ha singolaritd essenziali, quando la si
pensi funzione della corrispondente variabile principale. Cosl
pure esistono delle funzioni (fuchsiane o kleiniane), invarianti
per T'; e, se noi pieghiamo H in guisa che punti del contorno
di H, equivalenti rispetto a T, vengano a coincidere, si ottiene,
come abbiamo gid detto piti volte, una superficie ¥, i cui punti
sono in corrispondenza biunivoca coi sistemi di punti equiva-
lenti rispetto a T.

Una funzione 2/, fuchsiana (o kleiniana)invariante per I, & (consi-
derata come funzione dei punti della F)funzione razionale sulla ¥.

Ora la F & scomposta in p porzioni, ciascuna delle quali &
immagine di uno dei g campi K, di cui H & somma. E, poiché
in ognuno di questi campi la z riprende una e una sola volta
ogni suo valore, ciascuna delle p porzioni, in cui ¢ divisa la F,
si pud anche considerare come immagine del piano della varia-
bile complessa 2. La F si pud considerare dunque come una
superficie riemanniana corrispondente alla equazione algebrica,
_che deve legare z,z. L’unica differenza dalle superficie Rieman-
niane comunemente definite & questa, che i fogli della #, anziche
essere sovrapposti, sono collocati I’uno accanto all’altro: cio che
naturalmente & senza alcuna importanza. I punti di diramazione
della F sono i punti, immagine dei cicli di vertici di H. E il
teorema, precedentemente dimostrato, si pud enunciare cosi:

Se A ¢ un punto di diramazione dellu F, e se esso ¢ imma-
gine di un vertice della rete N, che ¢ lasciato fisso da un sotfo-
gruppo ciclico & del gruppo G di ordine finito m, allora il nu-
mero n dei fogli, che si diramano in A é un divisore di m (*).

Noi dimostreremo ora viceversa che ad ogni superficie Rie-
manniana F, che soddisfi alle precedenti condizioni, corrisponde
sempre almeno un sottogruppo I' di indice finito in G.

(") 11 teorema riuscird pit chiaro, se si ricorda che si puo supporre

che ogni ciclo di vertici non accidentali di K ¢ un ciclo di un solo ver-
tice (§ 32, pag. 214).
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A tal fine comincieremo col trasformare le condizioni sopra
enunciate. Ricordiamo dapprima che ogni sostituzione su un
numero finito di elementi si pud scrivere come prodotto di un
certo numero finito di sostituzioni circolari, tali che gli elementi,
su cui opera una qualunque di queste sostituzioni, sono affatto
distinti dagli elementi, su cui operano le altre.

Indicheremo poicon z=a, z==0,, ...., 2 = a, 1 valori della
z mnei singoli cicli di vertiei di un campo K, e sia n, (i =1, 2,
..., h) Pordine di quel sottogruppo di &, che lascia fisso un
vertice di K, ove z = a,.

Il risultato precedente si pud enunciare cosi:

Condizioni necessarie, affinché una funzione 2’ sia una fun-
zione uniforme della z, fuchsiana o kleiniana, invariante per un
sottogruppo di indice finito in G, sono le seguenti:

1. La 2 sia una funzione algebrica della z, la quale mon abbia
alcun punto di diramazione in un punto del piano della z, distinto
dagli h punti z =0, i=1,2,...., h).

2. Per quet valori di i per cui n, & un numero finito, la sosti-
tuzione, che provano i rami della 2 per un giro della z nel suo _
piano attorno al punto z = o, é un prodotto di sostituzioni cir-
colari, I ordine di ciascuna delle quali é un divisore di n,.

Noi vogliamo ora dimostrare che queste condizioni sono anche
sufficienti: in questo risultato, e nel precedente consiste appunto
il teorema di diramazione, a cul volevamo pervenire. Noi comin-
cieremo a dimostrare che, se le precedenti condizioni sono sod-
disfatte, allora la 2’ & una funzione uniforme della z nella re-
gione R ricoperta dalla rete N. Siccome per ipotesi questa
regione R & semplicemente connessa, bastera dimostrare che un
giro della z attorno a un punto qualsiasi A di R trasforma la z
in sé stessa. Cid & ben evidente se 4 non & un vertice della
rete N; perché a un tal giro della x corrisponde un giro della
z nel suo piano attorno a un punto distinto da uno dei punti
z=gq,. La @ non pud compiere un giro attorno a un vertice
di N, in cul z= o, se n, == co; un tal vertice & infatti posto
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sul contorno di N (non & interno a R). Se infine la 2 compie
un giro attorno a un vertice di R, in cul 2=, e se n, & un
numero finito, allora la z compie », giri attorno al punto z = g
e quindi la 2’ ritorna in sé stessa. La 2 & quindi uniforme nel-
I'intorno di ogni punto interno a R, e quindi & uniforme nella
regione R del piano della z.

Dimostreremo ora che essa resta invariata per un sottogruppo
I' di indice finito nel gruppo G.

Siano infatti 2,2, ...., 2, i p rami della funzione 2. Se noi
facciamo subire alla z una qualsiasi trasformazione di G, la z
riprende lo stesso valore, e quindi le 2/, 2, . ..., Z, non potranno
che permutarsi tra di loro. Queste permutazioni genereranno un
gruppo g, isomorfo a . Ma g (essendo un gruppo di permuta-
zioni su un numero finito di variabili) & un gruppo discontinuo
finito: 1'isomorfismo tra ¢ e G & dunque meriedrico. E a una
trasformazione di g corrisponderanno infinite trasformazioni di G.
Al sottogruppo Y di g, che lascia fisso la 2, (i < p), corrispon-
dera un sottogruppo I'; di indice finito in G, che lascia invariata

la funzione 2 (z).
c.d. d

Tutti questi sottogruppi T di G sono poi simili tra di loro.

Applicheremo questi risultati al caso specialmente importante
del gruppo modulare G: come sappiamo i vertici delle rete cor-
rispondente di campi fondamentali sono tutti equivalenti all’uno

o all’altro dei seguenti tre punti:

ni

T =1 r=-e & ==1%o00,
I valori corrispondenti di » sono rispettivamente:
n=2 n==3 n = oco.

Facendo al pitt una trasformazione lineare sulla z, possiamo

supporre che i valori corrispondenti della z siano rispettivamente:

z2=0 z=1 2 == oo,
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Le funzioni fuchsiane, invarianti per un sottogruppo di indice
finito del gruppe modulare [funzioni modulari ellittiche (*)] sono
tutte e sole quelle funzioni algebriche della z, che harnno per punti
diramazione soltanto i punti z =0, z2=1, z =00, ¢ che sono
tali che un giro attorno al punto z =0, (z = 1) ne permuti a due
a due (a tre a tre) quei rami, che non rimangono isolati.

E (iuesto appunto il teorema di diramazione di Klein.

Tra i sottogruppi di indice finito nel gruppo modulare sono
specialmente notevoli i cosidetti sottogruppi congruenziali, di cui
vogliamo ora dar breve cemno. Ricorderemo anzitutto alcuni
simboli e definizioni elementari.

Sia » un numero intero primo; si dicano congrue (mod. )
due trasformazioni

LT W o 2 = Aot
Y& +98 va + p
del gruppo modulare, se
a=L B=p, Y=v, 0= (mod. n).

Se b, ¢ sono due numeri interi e se ¢ == 0 (mod. n), esiste un

intero a, il quale soddisfa alla
ac¢ = b (mod. n).

Questo numero ¢ determinato a meno di un multiplo di »,

ossia & completamente determinato, quando non si considerino di-

stinti due numeri congrui (mod. »). Noi seriveremo

a = b» (mod. n).
¢

(*) La ragione di questo nome sta in cid che la z & 1’invariante as-
soluto delle funzioni ellittiche, per cui x & il rapporto dei periodi. Cio,
che rende appunto specialmente importanti tali funzioni.

Si noti che la teoria delle funzioni ellittiche dd molti altri esempii di
funzioni, che risolvono in casi particolari i nostri problemi fondamentali.
Cosi p. es. la funzione p (u; w, w,) di Weierstrass, considerata come fun-
zione dell’ argomento « e dei semiperiodi ®, w,, ¢ una funzione invariante
per il gruppo delle trasformazioni

W=u+t+2mo+2nw, o'=a0+fe, 0,=10-+dw,
(%, 8, 7, 3, m, n numeri interi) @ —By=1).
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Se ¢ = 0 (mod. n), b Z=0 (mod. »), noi indicheremo con

b . . . . b
¢ lo oo; se ¢ = b = 0 (mod. %), noi considereremo ; come un

simbolo indeterminato, appunto perché, se a & un qualsiasi in-
tero, @ ¢ & sempre congruo a b (mod. »). Consideriamo ora la
trasformazione '

(13) y = f{%‘t_g (mod. n)

dove «, 8, v,8 sono interi soddisfacenti alla
a8 — By =1 (mod. n).

E, secondo la convenzione gia fatta, riguarderemo come iden-
tici due numeri interi, congrui tra loro (mod. ). La y non potra
avere che » 4 1 valori distinti

0,12 .....,—2 n—1, co.

Se y =.. 0o, la % sara quello dei precedenti n -~ 1 numeri
che soddisfa alla

(vy+9 ¥ =(xy—+ B (mod. n)

(cosicché, per le nostre convenzioni, si avra y = oo, se yy -+
—+ 5 =0 (mod. n) (¥)). Se poi y = co, si indichera con gy’ quello
dei numeri 0, 1, ...., » — 1, oo, che soddisfa alla

vy = 2 (mod. n)

cosicché, in tal caso, y’ == co, soltanto se y == O (mod. ).
Si noti che con queste convenzioni a valori distinti di y
- (mod. »), corrispondono valori distinti di y'. La trasformazione

(18) definisce quindi una sostituzione sugli » - 1 indici
0,1,2,....,2 — 1, co.

Tutte queste sostituzioni generano un gruppo finito g, che &

{*) 8i osservi, che non pud essere yy + 3 = ay + § (mod. ), perché
@8 —f1 =1 (mod. n).
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evidentemente in isomorfismo meriedrico col gruppo modulare G.
1’ isomorfismo si ottiene, facendo corrispondere a una trasfor-

mazione
o = AT TR
va -+

del gruppo @&, la trasformazione

,:ngﬂmwm)

Y =VvyTo

del gruppo g. Le trasformazioni del gruppo G, a cul corrispon-
dono in g delle trasformazioni, appartenenti a un sottogruppo Y
di g, genereranno un sottogruppo T' di G. La ricerca di tutti i
sottogruppi di g, che & una ricerca puramente algebrica gia com-
pletamente effettuata (¥), si puod quindi considerare come un me-
todo per trovare dei sottogruppi del gruppo modulare.

I sottogruppi, che si trovano in tal modo, si possono definire
mediante congruenze, cosicché hanno ricevuto il nome di sotto-
gruppi congruenziali. Tra questi sottogruppi i pit importanti si
ottengono nel seguente modo. Tra i sottogruppi v di g vi & quel
sottogruppo, che & formato dalla sola trasformazione identica

y =y (mod. n).
Tl sottogruppo T' di G corrispondente & formato dalle tras-
formazioni &’ = az +§ ,per cui @ —1=3=3=7=0 (mod.n)
Yo +o P

ossia da quelle trasformazioni di G che sono congrue all’ iden-
tita (mod. n).

Queste trasformazioni, per i teoremi del § 3, pag. 14, (e ‘come
si pud riconoscere anche direttamente) generano un sottogruppo
T invariante in G, che si pud chiamare il sottogruppo congruen-

ziale principale (mod. ).

(*) Cfr. p. es. le Vorlesungen i. die Theorie der elliptischen Modul
Junctionen di KLEIN e FRICKE.
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§ 47. — I teoremi di Weierstrass.

Questo paragrafo & dedicato alla estensione alle funzioni au-
tomorfe di due teoremi, che Weierstrass diede per le funzioni
pitt volte periodiche, e che noi nei precedenti paragrafi abbiamo
gis dimostrato per le funzioni fuchsiane e kleiniane.

Prima di enunciare e dimostrare i nostri teoremi, ricorderemo
aléune definizioni, e alcuni lemmi. Diremo che una funzione f
di due variabili «,, x, si comporta come una funzione razionale
in un punto A4 di coordinate x, — &, &, == @&, se in un intorno
abbastanza piccolo del punto @, = &, X, = a,, la f & uguale al
quoziente ¥* di due serie ordinate secondo le potenze nulle o
positive di ’(m, — &), (X — %,). Se nel punto », = o; (i =1, 2)
la p, & nulla, e se & impossibile scrivere in un intorno di questo
punto la f come quoziente % di due serie ¥, $, ordinate se-
condo le potenze non negative delle x; — =, tali che nel nostro
punto sia P, == O (*) noi diremo che la f possiede una singola-
rita straordinaria (non essenziale) nel punto x, = a,, &, = &,
Se in questo punto si ha #, == 0, allora questo punto & detto
una singolarita di prima specie, o anche un polo, o un punto di
infinito per la funzione f.

Se invece nel pun{o x; = o, & pure p, =0, e se & impossibile
serivere in un intorno di questo punto la f come guoziente i’-:
di due serie 9, §, ordinate secondo le potenze non negative di
(@, — =), (Ty — &), tali che nel punto x; = o, sia P, == 0, §, == 0 (**)
allora il punto (z; = «,) si dird un punto straordinario di seconda

specie, o anche un punto di indeterminazione della f.

(*) Cid avverrebbe, se fosse 9, = Ry, 9, = R, dove R=10, )+ 0
nel punto x; = a; , e se R, ¢, ), fossero serie ordinate secondo le po-
tenze non negative di x, — @, ¥, — &,

(**) Cfr. la nota precedente. In tal caso si direbbe naturalmente an-

cora che la f ha un polo nel punto z; = & .
22
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In un intorno di un punto di indeterminazione A4 la f pud’
anche assumere ogni valore: cid, che dimostra esistere una qual-
che analogia tra questi punti singolari, e i punti singolari es-
senziali per le funzioni analitiche di una sola variabile; la ana-
logia & perd soltanto superficiale, in quanto che, se noi ci acco-
stiamo a un punto di indeterminazione 4 lungo un cammino
analitico, regolare in A, la f tende a un valore determinato; e
se poniamo X, — o, = h (x, — &) (b = cost.), la f diventa una
funzione di ®, — @,, che per x, = «, ha al massimo una siﬂgo—
larita polare.

Per dare qualche esempio, si noti che 1—%—'{2« ha una singo-

1
larita polare per x, = , = 0, un punto di indeterminazione per
&y = — 1, &, = 0. Si noti che soltanto apparentemente le fun-

. . x, .. .
zloni 2y (1t @) T o hanno un punto di indetermina-

@ (L2, 23 (L + )
zione per &, = 1, o, = 0. In realta, essendo queste due funzioni

uguali rispettivamente a i ::t ;L‘;’ .?(1?:‘{:@7)’ esse hanno perz, =1,
z, = 0 rispettivamente un punto di regolarita, e un polo.

Se una funzione f delle x,, z, si comporta come funzione
razionale in ogni punto di un campo perfetto R, si suol dire che
la /' si comporta come una funzione razionale in . Ricordo che
R si dice perfetto (§ 17, pag. 114), se ogni punto limite di R
appartiene a R.

Definizioni, e considerazioni perfettamente analoghe si pos-
sono svolgere per le funzioni di # > 2 variabili.

Ricorderd ora alcuni teoremi, che si estendono essi pure facil-
mente alle funzioni di » > 2 variabili.

Lemua I. — Se una funzione u di 2 variabili z, x, si comporta
come una funzione razionale in un punto A (xr,= ), in un intorno
abbastanza piccolo di A nmon pud esistere alcun punto di indeter-

. minazione, oltre eventualmente al punto A. Se A non é un punto di

N .

indeterminazione, il teorema & evidente; infatti in un intorno

abbastanza piccolo di 4 si ha u = %, dove almeno una delle
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serie P, P, & differente da zero nel punto 4, e quindi anche in
un intorno abbastanza piccolo di A. Supponiamo invece che sia
P, = P,=0 nel punto 4, ossia che A sia un punto di indeter-
minazione.

L’ equazione P, = O per un noto teorema di Weierstrass (*)
sl scomporra in un intorno di 4 in una o pin equazioni, in nu-
mero finito,

p=0,p.=0,....,p =0,
ciascuna delle quali definira x, — ®, come funzione algebroide
di @, — a,; la p, sard cioé un polinomio nella x, — ,, i cul
coefficienti sono funzioni analitiche regolari di #, —, in un

intorno di A. E precisamente sara
Po=p0p 8 Q,

dove Q, & una serie di potenze (positive) delle x, — 2, 2, — a,

non nulla per ; == . In modo analogo si trovera
Py==pPpP ... p0Q (G O per m = a).

Alcuni dei fattori p® possono essere ugnali ad alcuni dei
fattori p®. In tal caso questi fattori comuni si possono soppri-

. . P .
mere senz’altro, senza che muti il quoziente Pl' E noi potre-

mo quindi ammettere che ogni fattore p™ sia distinto da tutti
i fattori p®. La curva definita annullando uno dei fattori p®
pud avere in un intorno di 4 soltanto un numero finito di punti
comuni con la curva, che si definisce annullando uno dei fat-
tori p®. Infatti due equazioni p® =0, p® = U possono essere
soddisfatte simultaneamente soltanto per quei valori della z,,
che annullano il risultante di p®, p®; il quale risultante & una
serie ordinata secondo le potenze non negative di (¢, — «,), con-
vergente per (x;, — %) abbastanza piccolo, e non & identicamente

(*) Bianchi, Tezioni sulln teoria delle funzioni di variabile complessa
delle funzioni ellittiche, pag. 200.

Se per caso P, o P, fosse identicamente nulla per x, = 4, si farebbe
una tale trasformazione lineare di variabili che questo pii non avvenga.
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nullo, perché per ipotesi le equazioni p® = 0, p® = 0 sono di-
stinte e irriducibili. Esso quindi in un intorno del punto z, =&,
ha al pili un numero finito di zeri. Quindi le curve P, =0, P,=0
hanno in un intorno « di 4 solo un numero finito di punti
comuni; e quindi, se « & abbastanza piccolo, 4 sard 1’unico punto
di indeterminazione, che esista in «. Quindi, se » si comporta
come funzione razionale in un campo perfetto E, nessun punto
di R potrd essere punto limite di infiniti punti di indetermina-
zione; e quindi in R esiste al piu un numero finito di punti di
indeterminazione (*).

Lemma II. — Se in un punto 4 (z, = a,) due funzioni [, f, delle
Ty, Z; 8 comportano come funzioni razionali delle x, e se in ogni
intorno di A esistono infiniti punti distinti, in cui é soddisfatto il
sistema di equazioni f, = a,, [, = a,, allora dal punto A esce una
curva analitica, lungo la quale é sempre f, = a,, f, = a,.

In un intorno di A si pud porre per ipotesi f, = ¥, f, =%
dove le ¢ sono serie ordinate secondo le potenze nonqo;legatix?é
di @, — &, @, — %,. Le nostre equazioni equivalgono alle

P 3, =0 Py — @y 9, = 0.

Per il teorema di Weierstrass citato pit sopra la prima di
queste equazioni si decompone in un numero finito k, di equa-
zioni algebriche nella z, — a,:

(1) ___ 1) e
=0, pP=0,....,pP=0.

La seconda si scomporra pure in un numero finito A, di equa-
zioni algebriche nella x, — a,:

p?) = O’pgzj =0,... -;I’ﬁ? = ‘;

dove dunque le p sono polinomii nella @, —a,, 1 cui coefficienti sono

(*) Se si trattasse di una funzione di » variabili, esisterebbe al pin
un numero finito di varietd a non piit che n — 2 dimensioni, i cui punti
sono punti di indeterminazione.
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serie ordinate secondo le potenze non mnegative di (@, — a,) (*).
Se da 4 non esce alcuna curva, lungo f; — a,— 0, ossia se
ognuno dei polinomii p™ & distinto da ognuno dei polinomii p,
allora le nostre due equazioni possono essere soddisfatte sol-
tanto per un numero finito di sistemi di valori per le a,, ,.
(Cfr. la dimostrazione del Lemma I).

Leuma I — Se la funzione u delle x,, x, si comporta nella
regione perfetia R come una funzione razionale, I equazione u =0
¢ soddisfatta al pin nei punti di un numero finito di curve di E.

Infatti, se 4 & un punto di R, in un intorno « di 4 (z, = «,)
si pud porre u = :i;, dove le ¢ sono serie di potenze non ne-
gative delle z, — «,. I punti di e, in cui » = 0, soddisfano alla
9. = 0; e, per il citato teorema di Weierstrass, questa equazione
si scompone al pitt in « in un numero finito di equazioni alge-
briche nella &, — &,. In o penetra quindi al pii un numero
finito di curve, lungo cui w = 0.

Nessun punto 4 di R pud essere quindi punto limite di
curve, ove # = 0; donde segue il teorema enunciato.

Lemwa IV. — Se u,, u, si comportano nella regione perfetta R
come funzioni razionali, esistono in R al pia un numero finito di
punti isolati, e di curve, ove u, = u, = 0 (**),

Infatti dal II lemma segue tosto che i punti isolati di R, in
cui #, = u,=0 non possono avere alcun punto limite 4, e quindi
sono in numero finito. Dal lemma III segue poi che le curve

di R, lungo cui #,=u,=0 sono pure in numero finito.

c. d. d.

(*) Almeno ei possiamo sempre ridurre a questo caso eon una trasfor-
mazione lineare sulle z;, r, (cfr. la nota a pag. 339).

(**) Un teorema analogo vale per i sistemi di equazioni u, = u, =
eess =1, = 0, dove le u; sono funzioni di n variabili, che si comportano
come funzioni razionali dei punti di R. Si dimostra cioé che queste equa-
zioni possono essere in R soddisfatte soltanto in un numero finito di va-
rietd analitiche a non pitt di #» — 1 dimensioni.
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Notiamo di piu che, se u, = u, = 0 lungo una certa curva C,
0 u, du; .
d - ! Ly == =
o, x -+ oa, duw,=0 (i=1,2),
cosicche lungo questa curva il Iacobiano di w, u, ¢ nullo. E no-

allora lungo gquesta curva si ha

tiamo che, se u,, u, si comportano in R come funzioni razionali,
altrettanto avviene del loro Iacobiano.

Siano u,, #, due funzioni indipendenti delle variabili Zy, Ty
che in ogni punto del campo perfetto I si comportano come
funzioni razionali, e sono regolari (non hanno cioé né punti di
infinito, né punti di indeterminazione). Siano a,, a, due costanti
tali che in R le equazioni w, — a, = u, — a, = 0 siano soddi-
sfatte soltanto in punti isolati: questi punti, per i nostri lemmi,
saranno in numero finito, K noto che, se I & la regione imma-
gine di R nello spazio, in cui sono coordinate non omogenee la
parte reale, e il coefficiente della parte immaginaria delle z,, a,,
il numero  si puo esprimere sotto forma di un integrale esteso

al contorno di R il cui integrando ¢ una espressione del tipo
P

[E ‘U — a, 2]

e delle loro derivate, m & una costante (*). Questo integrale, che

m; dove P & una funzione razionale delle u, — a,

(*) La teoria dell’ integrale logaritmico di Canchy per le funzioni ana-
litiche i una sola variabile & stata generalizzata da Kronecker (cfr. Picarp,
Traité & Analyse, 2. ed. T.1, pug. 136, ¢ T. 11, pag. 205) ai sistemi di n equa-
gioni fy = fo = .... = f, = 0 di a incognite £, &, ...., £, reali, Sia §
lo spazio, ove le x sono coordinate cartesiane, ¢ sin R una regione di
questo spazio, ove le f rono funzioni regolari; ge il Iacobiano delle f ri-
spetto alle x ha in R’ sempre uno stesso segno, e se i punti 4 di K che
soddistano alle nostre equazioni sono in mumero finito e sono interni a &,
il lore numero & dato da un integrale esteso al contorno di R, il eni
integrando é una frazione che ha per numeratore una espressione razionale
nelle f; e nelle loro derivate, e per denominatore una potenza di X 77 Que-
sto teorema vale, se il Tacobiano delle f; vispetto alle a; & differente da zero
nei punti A; un punto d, in cui questo Iacobinno fosse mullo, si deve
contare tante volte, quanta & la sua moltiplicitd (cfr. pitt avanti nel testo).
Ora uno zero comune alle v, — a, = f, +ify, uy, — a, f, +if, (se u,, u,
sono funzioni analitiche delle x, = &, + i &,, #, = &, -+ i £,) individua un
sistema i valori per le §, che annulla le fanzioni T Jes [y Joo E il Taco-
biano delle f; rispetto alle § non & mai negativo, perché & ugnale al prodotto

. d(u, —a,, uy —a . . . A .
del Iacobiano 2 3 (m” ; )——-—2) per il Tacobiano immaginario coniugato.
17 *2
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noi indicheremo con I(R,a, a,) &6 'integrale di Kronecker, ed &
per la teoria delle funzioni analitiche di due variabili 'analogo
dell’ integrale logaritmico di Cauchy per le funzioni analitiche
di una sola variabile. L'integrale di Cauchy serve a trovare il
numero degli infinitesimi di una funzione analitica di una sola
variabile: l'integrale di Kronecker a trovare il numero degli
zeri comuni a due funzioni u, — a,, u, — @,. Per 1’esatta intel-
ligenza del teorema di Kronecker si noti che, come un punto 4,
in cui una funzione » di una sola variabile & si annulli, puo
contare per piu infinitesimi, ossia essere un infinitesimo multiplo
du
dzx
lino due funzioni #, — a,, v, — ¢, di due variabili &, x,, pud con-

(per il che deve essere = (), cosi un punto 4, in cui si annul-

tare per pitt infinitesimi, ossia essere, come si suol dire, un infi-
nitesimo multiplo (affinché questo avvenga, & necessario che il

. d (uy, u,) . R o

Tacobiano dE v %) go nullo pel punto 4). E, se 4 & un infini-
X, &,

tesimo delle due funzioni w, — a,, u, — a,, si potra definire la

moltiplicita (il carattere, 1’ordine) dell’infinitesimo 4 come il
valore n dell’ integrale I (%, a,, a,) relativo a un intorno A suffi-
cientemente piccolo del punto 4. Se noi facciamo variare di
pochissimo le a,, a,, il nostro integrale, che & una funzione con-
tinua delle «,, @,, e che é un numero intero, dovra conservare lo
stesso valore #. Nell'intorno % esistono quindi # punti (in ge-
nerale a due a due distinti (*)) ove le u,, u, assumono dei valori
b,, b,, abbastanza poco differenti da a,, a,. Si trova cosi che esi-
ste una perfetta analogia tra la attuale definizione, e la defini-
zione che si da dell’ ordine, o moltiplicita di un infinitesimo per
le funzioni di una sola variabile. E si ha proprio che I (R, a,, a,)

& il numero degli infinitesimi comuni alle «, — a,, u, — a, nel

(*y Poiché il Tacobiano delle u,, u, non ¢é identicamente nullo, esso
sard differente da zero in un punto genevico B di X. Quindi, se in B si
ha u; = b; (i =1, 2), il punto B & un infinitesimo semplice per la coppia

di funzioni w, — by, gy — b,.

qu
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campo F, quando ognuno di essi si computi tante volte, quanta
6 la sua moltiplicita.

Premessi questi lemmi, noi vogliamo enunciare i teoremi di
Weilerstrass.

Sia @ un gruppo discontinuo su n variabili z,, ., ...., 2.
che possegga una rete N di campi fondamentali. E sia K, un
campo di questa rete. Supponiamo di essere in uno dei casi, in
cui si & dimostrata la convergenza delle serie 0. In tali casi noi
sapplamo che si possono costruire # funzioni uniformi, inva-
rianti per . Se K non ha alcun punto comune con le varieta
limiti della regione occupata da XN, allora noi sappiamo che
ognuna di queste n funzioni si comporta nell’ intorno di ogni punto
di K come una funzione razionale delle x.

Ci6 non avviene invece pili, se K ha qualche punto 4 comune
con le varietda limiti di N. Se cid avviene, si pud pero in qualche
caso dimostrare che per ogni punto A di K si possono trovare
n funzioni Yy, Y., .. .., Y. tali che

1. Le n funzioni y, ysy ... ., Yo st annullano nel punto A.

2. Se o ¢ quella porzione di un intorno di A, che é interna a
K, ¢ se in un punto di o é y,= > (i=1,2,....,n), esiste in a
al pit un numero limitato di punti, in cui y, = A,

3. Le funzioni, invarianti per G, da noi costruite, si comportano
nel punto A come funzioni razionali delle y,.

L’esistenza di tali variabili y per ogni punto 4 di K é stata
dimostrata finora soltanto in casi particolari, p. es. nel caso stu-
diato nei precedenti paragrafi di # = 1. In tal caso infatti si
puod assumere come variabile y, la variabile principale corrispon-

dente al punto 4 (¥).

* Per n -1 il tcorema si puod estendere facilmente ai gruppi
fuchsiani wmisti, di cui diede il primo esempio BLuMeNTHAL (Math, dnn..
Tomo 56, pag. 509). Per qualche gruppo iperfuchsiano il teorema in di-
scorso & stato dato da Picagp (deta Mathem. Tomo 5). '
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Le seguenti considerazioni si applicano soltanto a quei gruppi
@, tali che per ogni punto di K si possano trovare le corrispon-
denti variabili y, in guisa da soddisfare alle condizioni suaccen-
nate. E ricordiamo che esse valgono quindi in particolare se K
non ha punti comuni col contorno di N (nel qual caso si pud
per ogni punto A di K supporre y, = ), cid che avviene p. es.
se siamo in uno dei casi, in cui si & dimostrata la convergenza
delle serie £ di Poincaré. Cié avviene anche per i gruppi G del
§ 42 (pag. 292), generati da 2 n traslazioni indipendenti; per essi
appunto Weierstrass ha dato per la prima volta i teoremi, di
cui qui ci occuperemo.

Noi anzi supporremo nel seguito che le y, corrispondenti a
un punto A di A siano tali che in quella parte di un intorno
di 4, che & interna a K, non esistano due punti distinti, in cui
ciascuna delle y riprenda lo stesso valore; il caso pilt generale
si studia con gli stessi metodi, e con poche modificazioni.

Dalle nostre ipotesi segue, in virtt dei lemmi precedenti che,
86 Wy, Uy, . ..., *, sono n funzioni indipendenti invarianti per G
costruite mediante serie f, allora in un intorno di un punto A
di K non possono esistere infiniti punti isolati, in cui le u, rice-
vono un sistema di valori a,, a,,...., a, dati ad arbitrio. Noi
potremmo anzi nelle seguenti considerazioni imporre questa con-
dizione al nostro gruppo @, anziché ammettere per ogni punto
di K 1'esistenza delle citate variabili y.

Noi diremo che una funzione invariante per G, che in ogni
punto di K si comporta come una funzione razionale delle corri-
spondenti variabili y, é una funzione razionale di K. Queste fun-
zioni sono per = > 1 le analoghe delle funzioni fuchsiane e
kleiniane, co'rrispondenti a gruppi G su una sola variabile. Noi
sappiamo gia che:

1. Esistono n funzioni razionali di K indipendenti(§ 41, pag. 288).

E noi dimostreremo: B

2. Tra n -~ 1 funzioni razionali di K passa sempre almeno

una relazione algebrica.
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3. Si possono (in infiniti modi) trovare n - 1 funzioni u,, u,,
., Uy, Tazionali di K, legate da uia sola relazione algebrica

G Uy tgy o vvoy Upyy) = 0

tali che tutte e sole le funzioni razionali di K somo esprimibili
come funzioni razionali delle us, w, « ..., e

Anzi di pia:

T punti di K sono in corrispondenza analitica biunivoca e con-
tinua coi punti della varieta algebrica g =0, quando naturalmente
non 8 considerino come distinti punti del contorno di K tra di
loro equivalenti. Le funzioni uniformi invarianti per G sono tutte
e sole le funzioni uniformi su questa varieta algebrica: e tra esse
le funzioni razionali di K sono tutte e sole le funzioni razionali
su questa varieta algebrica.

Restano cosi estesi a gruppi assal piti ampii le relazioni tro-
vate tra i gruppi fuchsiani e kleiniani, e le curve algebriche (su-
perficie Riemanniane): esse potranno forse essere il punto di
partenza per ulteriori sviluppi della teoria, e in particolare per
la generalizzazione ad n >> 1 dei risultati fondamentali, che nel
capitolo seguente troveremo nel caso n = 1.

Per fissare le idee e per semplicitd ci limiteremo al caso di
n=2. Il caso generale si studia con metodi affatto simili .

Osserveremo anzitutto che alle funzioni razionali di K si
estendono facilmente i lemmi dimostrati sopra per le funzioni, che

si comportano come funzioni razionali in un campo perfetto E.

(*) 11 caso di » qualunque & stato studiato da PoIiNCARE (Adcta Ma-
them. vol. 26, pag. 43 e seg.) e da BLUMENTHAL (Math. Ann.tomo 58, pag. 497
e seg.), dove il lettore trovera numerose citazioni bibliografichie. Ij’unica
differenza tra il caso qui studiato, e il caso di @ -2 sta in cid, che
mentre noi incontreremo soltanto o equazioni, o coppie di equazioni in
due incognite, nel caso di # qualunque si possono trovare sistemi di :m
equazioni in » == m incognite. La teoria di questi sistemi & svolta in
BrumestHAL (loc. cit. tomi 57 e 58), e porta a risultati affatto simili a

quelli, che noi incontreremo.
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Le dimostrazioni continuano a valere inalterate, purché nella

considerazione di un intorno di un punto di K alle variabili
Z,, &, si sostituiscano le variabili y,, y..

Siano ora w, u, due funzioni razionali di K. Consideriamo il

sistema di equazioni
U —a,=1t, —a,=0 (a, = a, = cost.).

E sia p un piano, ove w,, u, sono variabili coordinate. A ogni
punto (a,, a,) di p corrispondera una coppia di equazioni, e vice-
versa. Noi c¢i chiediamo: )

A quali punti di p corrisponde una coppia di equazioni con
infinite soluzioni entro il poligono K?

Per quanto abbiamo detto, ¢i¢ pud soltanto avvenire, se le
due equazioni sono soddisfatte lungo una stessa curva, lungo la
quale dovra anche essere nullo il Jacobiano A delle u,, u,. Ma,
se nol supponiamo che le u,, u, siano indipendenti, ossia che A
non sia identicamente nullo, 'equazione A = O definisce per i
lemmi precedenti al piti un numero finito di curve di K. Esiste
dunque in K al pit un numero finito di curve, lungo le quali
pud avvenire che u,, u, conservino rispettivamente uno stesso
valore a,,a.. I punti di p, cui corrisponde una coppia di equazioni
avente infinite soluzioni in I, sono dungue in numero finito. Noi
li chiameremo 1 punti singolari di p.

Cost pure i punti di indeterminazione, che #, ha in X sono
in numero finito; siano a.’, af, ...., al™’ (m, = intero finito) i
valori che u, assume in essi; le equazioni u,=a® (i =1,2,....,m)
definiscono certe curve Y in p. Altre curve v, in numero finito,
si determinano, considerando i punti singolari di u, in p. Se
al? (i=1,2,...., my; m, intero finito) sono i valori, assunti in
essi da u,, le nuove curve 7 considerate sono le curve u, = a".
Noi indicheremo tutte queste curve complessivamente con 7, Y.,
coeny Yy € le diremo le curve singolari di p.

Affinché queste ultime considerazioni siano legittime, si deve

supporre che le u,, #, non abbiano punti di indeterminazione
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comuni. Noi dobbiamo quindi ora completare il nostro studio,
per il caso che le u, u, abbiano qualche punto di indetermina-
zione comune.
Sia A4 un tale punto. In un intorno di 4 sara

u, = g—; , =y
dove le ¢ sono serie ordinate secondo le potenze delle corri-
spondenti variabili y,,y, le quali si annullano nel punto 4,
ossia per y, =0, y, = 0. Le equazioni u, = a,, u, = a, equival-
gono in un intorno @ sufficientemente piccolo di A rispettiva-
mente a due equazioni algebriche in y,, i cui coeflicienti sono
funzioni analitiche regolari di y,, a, e di y,, @, (*). Se noi elimi-
niamo ¥y, tra queste due equazioni otterremo una risultante
R (y,, a,, a) =0, dove R & in un intorno di y = O una funzione
analitica regolare di ¥,, a,, a,, la quale deve essere identicamente
nulla per y, =0, in quanto che per y, = 0, ¥, = O sono identi-
camente soddisfatte le @, — a, 9, = 93 — ay 9, = 0. La R avra
dunque un fattore y* (A = 1). Poniamo 3—/-:;_=R' (Y1 4, @), B (@ a5)=

= R (0, a,, a,). L' annullarsi di B” ci da la condizione necessaria
e sufficiente, affinché in ogni intorno del punto 4 le u,, u, acqui-
stino dei valori vicini a piacere rispettivamente alle a,, a.; cosic-
ché R” & una funzione effettiva delle a,, @,. Se b,,b, sono invece un
sistema di valori delle a,, a,, che non soddisfa alla R” = 0, esiste
un intorno abbastanza piccolo di 4, in cui la ju, — b, |- u; — b,
ha un limite inferiore diverso da zero. Cid che noi esprimeremo
dicendo che la R” (a,, @) = O definisce i valori a,, a, assunti
dalle u,, u, nel punto A. Al nostro punto 4 corrisponde dunque
un certo numero finito di curve in p, definite dalla R” (u,, ;)= 0.
Se u, —a,=u, — a1, = 0 & un sistema di equazioni, corrispondente

.

(*) Ciod & conseguenza di un teovema di Weierstrass gid citato (pag. 339),
almeno quando si faccia una conveniente trasformazione lineare di coor-
dinate y,, y,.
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a un punto di p, non posto su una di queste curve, i punti di
K, in cui tale sistema & soddisfatto, sono certamente a distanza
non infinitesima da A. Altrettanto si pud ripetere per gli altri
punti di indeterminazione (certamente in numero finito) comuni
alle w,, u,.

In conclusione anche i punti di indeterminazione comuni alle
,, u, definiscono soltanto un numero finito di curve singolari y
su p. Ed & ben evidente che queste curve singolari formano un
insieme di punti, che non & denso in alcuna regione di p.

Se noi prendiamo in p un punto regolare, ciot un punto non
singolare, e non posto su alcuma curva singolare, la coppia di
equazioni corrispondente avra un numero finito di soluzioni, cor-
rispondenti a punti di K, che non sono punti di indetermina-
zione né per u,, né per u,. Ora'il piano p & il piano di due
variabili complesse u,, u,: esso si pud quindi rappresentare in
uno spazio P di punti reali, a quattro dimensioni reali; 1 punti
non regolari di p avranno in P per immagine dei punti isolati 4
in numero finito, e delle moltiplicita I', pure in numero finito, a
due dimensioni reali, immagine delle curve y. 1 punti regolari
di p avranno per immagine punti regolari di P: punti cioé non
posti sulle T, e distinti dai punti A. Potremo quindi passare da
ogni punto regolare di P a ogni altro punto regolare di P con
una curva continuag, tutta formata di punti regolari di P; da un
punto non regolare B di P potremo passare a ogni punto rego-
lare di P con una curva continua, tutta formata di punti rego-
lari, eccetto 1'estremo B. ‘

Vogliamo ora dimostrare un lemma fondamentale.

Se il sistema di equazioni u, = a,, u,= a, é soddisfatto in r punti
isolati L,, L,, ... di K (*), che non sono di indeterminazione per alcuna

(*) Questi punti possono essere in parte sovrapposti; e precisamente
in un punto, che sia un infinitesimo di ordine A per la coppia di fun-
zioni #, — a,, uy — a,, si devono immaginare sovrapposti L punti I,

(Cfr. a pag. 843).
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delle w,, u,, esiste un intorno o del punto (a,, @) di P tale che, se
(b, b,) ¢ un punto di (x), il sistema di equazioni u, = b, w, =1,
é soddisfatto almeno in r punti isolati di K, che mon sono punti
di indeterminazione per le u,, u,.

Siano L,, L., ...., L, » punti distinti, scelti tra i punti L,,L;
«e«+y L, e tali che ognuno dei punti L, (i < #) coincida con uno
e uno solo dei punti L, (j << »). Sara p = », soltanto se tutti i
punti L sono distinti, ossia se ogni punto L, & uno zero sem-
plice per la coppia di funzioni w, — a,, u, — a,. I punti L, si
possono supporre tutti interni a K: a questo caso ci possiamo
infatti generalmente ridurre con un cambiamento lecito del cam-
po K (*). Noi potremo costruire per L; un intorno ; (j =1, 2,
«+...y p), interno a K, tale che A; non contenga alcun punto,
ove u, od u, sono indeterminate o infinite, e che in mnessun
punto di A; distinto da L; sia u, — a, = u, — a, = 0. L’inte-
grale I(3; a, a,) di Kronecker relativo ad w, — a,, v, — a, ed
all’ intorno 4; sara uguale alla moltiplicita del corrispondente
punto L; per il sistema di equazioni u, —a, =u, — a,=0.

(*) Unico caso eccezionale sarebbe quello, che uno dei punti I, (j <o)
p. es. L,, fosse lasciato fisso da una qualehe trasformazione del nostro gruppo.
Se I, giacesse sulla varieti limite della rete di campi K, allora per stu-
diare gli zeri, e la moltiplicitd -degli zeri delle funzioni #, — a,, u, — a,
nel punto I, si dovrebbe riferirei all’intorno dell’ origine nello spazio
in eui sono coordinate non omogenee le corrispondenti variabili y, in
modo analogo a quanto facemmo a pag. 310 e seg. per i gruppi fuchsiani e
kleiniani. Se L, fosse interno alla rete di campi K, esso sarebbe lasciato
fisso da un sottogruppo di ordine finito . I punti di un intorno A di I,
si distribuirebbero in sistemi di & punti, tra loro equivalenti. Se & in uno
di questi punti «, =b,, v, = b,, altrettanto avverrd negli h — 1 punti
equivalenti. Il numero dei punti di X, ove le u,, u, assumono un sistema
by, by di valori, abbastanza poco differenti da «,, «,, & dunque un multiple
h k dell’intero h. Ma, poiché punti equivalenti rispetto a G non si con-
siderano come distinti, dobbiamo dire che u, = b,, u; = b, in soli k¥ punti
di un intorno di L,. E converremo di dire che L, & un infinitesimo di
moltiplicita k per u, — «,, v, — «,. Con questa convenzione, affatto ana-
loga a quella fatta a pag. 306 per i gruppi su una sola variabile, la nostra
dimostrazione continua a essere applicabile anche a un tale punto L.
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Ora, Iintegrale I(}, b,, b,) di Kronecker relativo a uno stesso

di questi intorni, e alle due funzioni u, — b,, u, — b, sara natu-
ralmente una funzione continua di b, b, nel punto b, =a,, b, = a,.
Potremo percid costruire un intorno a« cosi piccolo del punto
(a,, a,) in P, tale che per ogni punto (b, d,) di « il citato inte-
grale I(}, by, b,) differisca da I(}, a,, a,) per meno di }. E poiché
questo integrale deve essere sempre uguale a un numero intero,
sara I(A, b, b,)=I(}, a,, a,). Quindi il sistema di equazioni u, —b, =
= uy — b, == 0 sard in ciascuno degli intorni considerati soddi-
sfatto tante volte, quante volte & soddisfatto il sistema di equa-
zioni #, — @, =ty — @, == 0: ¢id0 che dimostra il nostro asserto.

Ora, se (a,, a;) & un punto regolare di P, il sistema di equa-
zioni , —a;, = u, — a, = 0 &, come sappiamo, soddisfatto sol-
tanto in un numero finito m (a,, @,) (che per ora non possiamo
dire che sia differente da zero) di punti di %, in ciascuno det
quali poi le u, u, non sono indeterminate. Di piti i punti rego-
lari di P formano, come sappiamo, un tutto connesso: da uno
si pud passare a ogni altro lungo una linea I formata tutta di
punti regolari. Quando un punto di P descrive I, allora, per
quanto abbiamo detto, nessun punto di &, in cui sia soddisfatto
il corrispondente sistema di equazioni ¥, —a, = uy — a, = 0,
pud avvicinarsi indefinitamente a un punto di indeterminazione
per le u,,u, o a un punto, ove una delle # diventa infinita. Noi
potremo dunque escludere da /A con intorni sufficientemente
piccoli tutti questi punti, in modo che la coppia di equazioni
corrispondente a un punto di ! non sia soddisfatta in alcun
punto della regione esclusa. Il numero m (a,, a,) & dunque anche
il numero dei punti della regione residua, in cui sono soddisfatte
contemporaneamente le u, — a, = u, — a,== 0; quando si descrive
l esso nonr pud mai diventare infinito, perché I & una linea di
punti regolari. Con un metodo analogo al precedente se ne de-
duce che m (a,, a,) varia con continuita, quando ci si muove

lungo 1. E, poiché m & un intero, esso sara dunque costante.
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Se .ne c(.mclude che m (a,, a)) = m (b,, b,) se (a,, a;) e (b, b,)
sono rispettivamente le coordinate degli estremi di . E, poiche
questi estremi sono, come vedemmo, punti regolari qualunque
di P, ne deduciamo:

Esiste un intero m tale che ogni sistema di equazioni u, — a, —
= tty — @y =0, corrispondente a un punto regolare di P, ¢ soddi-
sfatto in soli m punti isolati di un campo fondamentale K, nes-
suno dei quali ¢ di indeterminazione per una delle u, mentre ogni
altro sistema di equazioni u, — a, — ty; — a, = 0, corrispondente
a un punto non regolare di P, puo essere soddisfatto al piv in m
punti isolati di K, in cui le u, non sono indeterminate (oltre even-
tualmente a qualche altro punto, in cui una delle « sia indeter-
minata, oppure oltre a qualche linea di K).

Cio si pud anche enunciare rapidamente dicendo che la cor-
rispondenza tra K e p ¢ una corrispondenza 1 v m.

Il teorema ora dimostrato vale, e si dimostra in modo affatto
analogo anche per altri tipi di equazioni. K

Sieno w,, v,, u,, v, funzioni razionali di k. Se la coppia di
equazioni o, — a, v, =0, u, — a, v, = 0 &, almeno per un sistema
di. valori delle a,, a,, soddisfatta soltanto in un numero finito di
punti isolati, allora esiste un intero m tale che per valori ge-
nerici delle a,, a, il precedente sistema di equazioni & soddisfatto
in soli m punti isolati di K, nessuno dei quali & per le u, v, un
punto singolare (un polo, o un punto di indeterminazione); men-
tre per ogni altro sistema di valori delle a,, a, il precedente si-
stema & soddisfatto in non pitt di m punti isolati di K, ove le
;, o, 5000 regolari, oltre eventualmente a qualche curva di K, o
a qualche punto, in cui le w, », non sono regolari (*). Il teore-

(") Questo teorema si dimostra in modo analogo al precedente. Si co-
mincia ad osservare che i punti isolati di P, a cui corrisponde un sistema di
equazioni, che ammette in A infinite soluzioni, sono in numero Jinito, perché
una curva di K lungo la quale & soddisfatto il nostro sistema di equa-
zioni, deve coincidere con una delle curve, lungo cui v, = 0, oppure con

una delle curve, lungo cui & w, = 0, oppure con una curva, che soddisfa
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ma precedente & susecettibile di una ulteriore estensione. Siano

Uy tyy o rney Uy © Dy Dy osnsy 0, delle funzioni razionali di K: poniamo

Q:Za;u,—{waﬂ,,: R:ZB,U,——JI—&‘U. (&, B == cost.).
i=1 i=1

Esiste un intero m, tale che per valori generici delle costanti
a, B il sistema di equazioni Q =0, B = 0 ¢é soddisfatto in soli m
punti isolati di K, in ciascuno dei quali le w, v, sono regolari (né
infinite, né indeterminate), mentre per wvalori speciali delle «,B il
precedente sistema di equazioni mon é soddisfatto in pii di m
punti isolati di K, ove le u, v, siano regolari (oltre eventualmente
a qualche curva di K, o a qualche punto, ove almeno una delle
u, v, & singolare, ossia & infinita, o indeterminata).

In wltre parole, se C ¢ una curva analitica, lungo la quale sia
Q =0, e se R si annulla in piu di m punti di C,in cui le u, v,
sono regolari, allora R é nullo lungo tutta la curva C.

i i lelle ¥ Y2, Le quali cur-
all’equazione ottenuta annullando il Iacobiano delle It qus
1

ve sono in numero finito. Si dimostra pei, come nel caso precedente, che
se il sistema delle nostre equazioni & per un punto (a,, a,) di p soddi-
sfatto soltanto in h punti isolati di K, ove le u,, »; sono regolari, allora
il sistema di equazioni corrispondente a un intorno del punto (a,, a;) di
p & soddisfatto almeno in I punti isolati di K, in cui le u; , v; sono rego-
lari. Per un sistema di valori delle a,, 0, scelto in modo qualunque, la
nostra coppia di equazioni & soddisfatta in punti, ove ¢ soddisfatto almeno
uno dei seguenti sistemi di equazioni:

u,

u o, 2 —0:
L= — ag =0 =0, = —ay=0;
L2 Vg 2
Kid pr— — —
u,s:vg::”—'——a’zﬂ; u,-———ug—vl—vz-—()
1

Ai primi tre di questi sistemi possiamo applicare le dim.ostrazioni
precedenti; 1’ ultimo sistema & soddisfatto per ipotesi soltanto in un nu-
mero finito di punti isolati. La legittimitd di gquesto procedir.nento é do-
vuta a cid che noi nell’ enunciato del nostro teorema mnon ci occcupiamo

dei punti, in cui una delle u;, v;, p. es. una delle v,, v, diventa infinita
o indeterminata.

28
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Che infatti per ogni sistema di valori delle «,B(i=1,2,...,r)
(j=1,2,...,8) esista un tale intero m indipendente dalle «,,,, 3,1,
segue dal primo teorema da noi dimostrato. Che poi tale intero
sia indipendente dalle altre costanti «, 3, p. es. dalle a;, B,, segue
dal lemma, che ne abbiamo dedotto pitt sopra, appena si noti
che le equazioni Q =0, B = O si possono scrivere nella forma

z, —a;w; =0 2, — @, wy == 0
1 1 1 2 2 2 )

quando si ponga

r .
a=Xawto., =2kt
i=2 i=2
4= —o, ay=—f, w,=u, w,=u,.

Dal precedente teorema segue tosto un altro teorema per-
fettamente analogo per i sistemi di equazioni ¢
P=0 S =0

quando con P, S, si indichino rispettivamente un polinomio di
primo grado nelle u,,u,,...., %, e un polinomio di A™™ grado
nelle stesse u,. Infatti S, & un polinomio di primo grado delle
funzioni ufi u?....u%, ove sia o, + o, .... 4 a, << h. Il cor-
rispondente intero m dipendera soltanto da h; se p & il valore
di m per k = 1, allora, poiché tra i polinomii §, esistono i
polinomii, che sono prodotto di A polinomii generici di primo
grado nelle u; (tali che il corrispondente sistema di equazioni
P = §, = 0 sia soddisfatto in un numero finito di punti, tutti

regolari per le u), sarda m = p h.

Siano ora w,, ., u tre funzioni razionali di K: due almeno
delle quali siano indipendenti.

Noi vogliamo dimostrare che esse sono legate da una rela-
zione algebrica. Sia Z uno spazio, in cul le w,u,, u, sono coordi-
nate cartesiane ortogonali. A ogni punto di K corrispondera in X
un punto di una certa varieta V a due dimensioni. Una equa-
zione lineare nelle w rappresentera in I un piano; una equa-

zione S, =0, di grado h nelle «, rappresentera in 2 una superficie
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algebrica di ordine h. Per il teorema precedente, esisteranno in
generale n i punti di K, a cui corrispondono in T punti della 17
appartenenti alla S, = 0, e a un piano prefissato. In particolare
se a, § sono due piani generici in 3, esiste in K un numero
costante p di punti, a cui in I corrispondono punti posti sulla
V, e sulla retta di intersezione dei due piani @, 3. Gid da questi
fatti si intuisce che la ¥ sara una superficie algebrica (di ordine p,
se a un punto generico di ¥ corrisponde un solo punto di K). Cio,
che sard confermato dalle deduzioni seguenti. Siano Py, Py, ..., P,
g polinomii lineari generici nelle u, u,, ,, dove ¢ & un intero
per ora indeterminato. Se @ == 0 & un polinomio generico lineare
nelle u,u,,u,, allora ognuno dei sistemi di equazioni P;/= Q=0 sard
soddisfatto in p punti isolati, in ciascuno dei quali le u,u,,u, sono
regolari; e i gp punti cosi ottenuti si possono tutti supporre
distinti. Ora un’equazione P;==0 determina in K un certo nu-
mero finito g, di curve; e poiché l'insieme dei polinomii di
primo grado nelle #,u,, %, & un insieme continuo, mentre l'insieme
degli interi g, & numerabile, esisteranno infiniti polinomii di pri-
mo grado nelle ,u,,u,, per i quali lintero g; ha uno stesso valore.
Per quanto sia grande g, potremo dunque scegliere 1 polinomii
P in guisa che i numeri g, restino inferiori a una stessa co-
stante v. Sia h un intero gualsiasi: scegliamo su ciaseuna delle
g; curve definite dalla P; = 0(@=1,2,..¢) k-1 punti, che non
siano singolari per alcune delle u,u,,u,. Avremo cosi fissato comples-
sivamente (hp -+ 1) ?gi < vy(hp+ 1) ¢ punti 4 in K. Ora un
By
3

polinomio S, di h*™ grado nelle u, %, u, dipende da

— (h+ 1),.(@%,2) (h +3) coefficienti. Poniamo ¢ =h 4 1. Se k

& abbastanza grande, allora evidentemente (h ?3_ 3) >vp+Dg
e potremo cosl determinare i coefficienti di S, in modo che sia
8, =0 in tutti i punti A, precedentemente fissati in K. Quindi
ognuna delle curve, per cui una delle P, ¢ nulla, ha almeno
ki + 1 punti regolari comuni alla S, =0, e giace quindi in-
tieramente in S, = 0. I punti, ove P; == Q = 0 giacciono dun-
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que, qualunque sia #, sulla 8, =0. La S, = 0 ha quindi con
Q == 0 almeno (k4 1)p punti comuni, e quindi le equazioni
S, =0, @ = 0 sono soddisfatte lungo una stessa curva. Altret-
tanto avviene se a @ sostituiamo un polinomio @, i cui coef-
ficienti differiscano di abbastanza poco dai coefficienti omologhi
di Q; e quindi la §, =0 & soddisfatta in co® punti di K, onde
segue che S, & in K identicamente nulla (¥).

(*) Credo opportuno, per essere piit completo, dare un cenno del modo
con cui questa ultima parte della dimostrazione si estenda al caso di
# > 2, tanto pin che la bella dimostrazione del Blumenthal non & forse
per » _- 2 immune da qualche dubbio. Supponiamo p. es. n == §. Al teo-
rema sopra dimostrato per il sistema di equazioni P == 8§, = 0 corrisponde,
nel caso » == 8, un teorema perfettamente analogo per i sistemi di equa-
zioni P, = P, = §, = 0, quando le P,, P, siano polinomii di primo grado
ed S, un polinomio di grado & di un certo numero r di funzioni razionali
di K. Siano w,, ,, u5, w quattro funzioni razionali di K, di cui le prime
tre indipendenti. Consideriamo q 4 1 polinomii P,, Py, ...., P, Q gene-
rici di primo grado nelle u, essendo ¢ un intero per ora indetermi;mto.

Ognuno dei w;—l)

sistemi di equazioni P, — P; — @ == 0 (i # j) sard
verificato in yp punti di K, che noi potremo supporre essere tutti punti di

is . qg—1 . N
regolarita perlewu;e i p&tz-—) punti cosi definiti si potranno supporre

tutti distinti tra di loro. Poniamo ¢ — & (u + 1) -+ 1. Come sopra, si
' ') . 1 .

vedrd che, se h & abbastanza grande, esiste un polinomio 8, di grado A
nelle u, tale che sia 8, — 0 lungo tutte le curve, lungo cui ¢ soddisfatto

nno dei ﬂngz sistemi di equazioni P; — P; == 0. Il polinomio &, non
sara divisibile per almeno ¢ — & dei polinomii P, p. es. per P,, P,, ....
P, 1. Ognuno dei sistemi di equazioni P, = P; = 8, =0 (i$j; i,j=1, 2,
<+« ) sard soddisfatto almeno in uno dei punti ove P, =@ = P, -: Oi
Quindi il sistema di equazioni P, —= @ = 8, = 0 sard soddisfatto in almeno

g—1=4h(u+1) ~ hp punti regolari. Questo sistema di equazioni

sara dunque soddisfatto lungo una curve di K. Assumiamo in uno spazio
euclideo X le u a coordinate cartesiane. Ai punti di K corrisponderd
in ¥ una ipersuperficie V. Gli iperpiani P, == 0, @ == 0 e la ipersu-
pf.frﬁcie 8, = 0 avranno almeno una curva (; comune con la varietd V.
Siceome per i = 1,2, ...., ¢ — h, 8, non & divisibile per P;, le curve
G,y Oy ...y Uy savauno curve algebriche. (Si noti che §, non pud con-
tenere il piano P, = @ = 0, perché @ & generico). Sia ora @, un altro
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Le funzioni u,, u,, w sono dunque legate da una relazione al-
gebrica. o .
Siano ora u,, u, due qualsiasi funzioni razionali di K; e sia p
il numero dei punti isolati, regolari, in cui le u, u, asfumono
un sistema generico di valori a,, a,. Sia » un’altra fl'ln.zmne ra?
zionale di K, ed 8§ =0 'equazione algebrica irriducibile, ‘a cul
soddisfano le u,, u, u. Il grado h di S nella « non potra essere
maggiore di 1, poiché a un dato sistema genelﬁic? di valori dell'e.
u,, u, corrispondono non piu di p valori distinti per la . Esi-
stono anzi delle funzioni u razionali di K, per cui il grado della
corrispondente equazione § =0 nella » & pr(?prio e (.:01 metodo
del § 41 si dimostra infatti facilmente Pesistenza di .una fun?
zione u, razionale di K, che assume valori distmt.z nei p punti
di K, in cui le u,, », assumono rispettivamente de1 valf)‘m a.‘, @y,
scelti in modo generico. Ma anche prescindendo da cio, dlfn(}-
streremo che, se la « & scelta in modo che il grado del polino-
mio S nella u abbia il valore m pit grande possibile (m << p),
allora ogni altra funzione w razionale del a‘lmpo K é esprimi{)il?
come funzione razionale delle u, t,, u,. Infatti, se ¢ & un qualsiasi

i =u -t is na equaziole
parametro, la funzione w0, = u T pw soddisfa a u q
p w, u,, #y. Derivando

[ (@@, 0,y ts) — Oy algebrica nelle « +

rispetto a p otteniamo

or +ow (fafl) —o0.
00/ w=us e 0 wy/ v, =utow

—_—

i iperpi = i ¥ avra almeno
polinomio lineare generico delle u; l'iperpiano @, = 0 di X av (m § o
‘y—n» Esi-

un punto generico comune con ognuna delle curve C,, Gy, - .. é q_,;) o
i, ov = ¢ = 8 =0, Ora
steranno quindi in K almeno ¢ —h punti, ove ¢ = @, = &, 4
+ 1> hy. Quindi esisterd in A almeno una curva, ove sone

g—-h=hp scelti in modo

nulli tanto S, , quanto una coppia di polinomii lineari ¢, .QI,. 1
0. cid oh’® lo stesso, ogni piano a 2 dimensioni di T ha al-
)

generico. — 0. Cid & sol-

N . Q
meno una curva comune con la ipersuperficie V, 6'3 la 8, = | i o
tanto possibile, se la V appartiene alla 8§, = 0, ossia se S, ¢ identicamente

nullo in K.
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of
dw,
U, 4, U, algebrica di grado m nella u, & irriducibile. Quindi si ha:

5
a‘é wl=u,'(4=u‘

W == — fa?,)—f”ﬂ .
(awl wy =K p=0

La quale formola dimostra il nostro teorema.

Ora per p=0 & ( ) Pw# 0, perché I’equazione tra le
w,=ug-

I teoremi di Weierstrass, enunciati al principio del paragrafo,
sono cosl completamente dimostrati.

In particolare ne seguira che ogni funzione razionale di K ¢
razionalmente esprimibile mediante serie 0.

B poi ben evidente che, per i gruppi iperfuchsiani puri o
misti, i_quali posseggono un campo fondamentale senza vertici
a distanza infinita nella metrica corrispondente, tanto le serie g,
che le serie f (di cui noi abbiamo gia dimostrato la convergenza),
e le loro derivate rappresentano funzioni analitiche senza sin-
golaritd essenziali a distanza finita. Cosicchd, se una funzione f
delle &, invariante per , & esprimibile razionalmente per mezzo
di funzioni & di funzioni 9 e delle loro derivate, allora essa &
una funzione razionale del campo e quindi ¢ razionalmente espri-

mibile come funzione delle u, u,, u,.

§ 48. — Le funzioni zeta-automorfe e le equazioni differenziali
corrispondenti.

Sia G un gruppo su = variabili x, per cui valgano i teoremi
di Weierstrass. Sia I' un gruppo isomorfo di trasformazioni li-
neari intere omogenee, su m variabili. Le serie £ di grado abba-
stanza alto, costruite per i gruppi @, T, siano convergenti asso-
lutamente e uniformemente nell’intorno di un punto generico.
Tutte queste ipotesi sono soddisfatte, come sappiamo, se per
esempio G & fuchsiano, oppure un gruppo iperfuchsiano puro
0 misto, che possiede un campo -fondamentale senza vertici a

distanza infinita nella metrica corrispondente. Allo studio di
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questi casi noi ci limiteremo quindi senz’altro. Indichere.mo con
2y Zay eeeer Zapn 1 funzioni uniformi delle 2, invarianti Per G,
senza singolaritd essenziali a distanza finita, tali che ogni altra
funzione siffatta sia funzione razionale delle zi. Le z; saranno

legate da una relazione algebrica
) G (21 22y oo v ey Zat) =0

Ogni funzione invariante per G, che si esprima razionalmente

mediante serie E, serie 0, e derivate di serie E 06, sard una fun-

zione razionale delle z,.

Supponiamo di aver costruito m funzioni uniformi y,‘, Yy ...,y,t,,
le quali, quando le @« subiscono una trasformazione di G,.subl—
scono le trasformazioni di I'. Noi potremo supporre le g, linear-
mente indipendenti; se cosi non fosse, e p. es. le Yuiv Yurnroeenr Ym
fossero combinazioni lineari delle funzioni yi, Y -+1s Y allo
studio delle ¥, ...« U= sostituiremmo lo studio delle y, e Yuo
Poichs le z,...., 2, sono invarianti per G, allora, c{;)nmderando
le y, come funzioni delle z,, .. .., 2, troviamo che le a—;j" (h=1,2,

...., m) formano ancora per ogni valore di ¢ (i=1,2,....,n) un

sistema di m funzioni, tali che, quando le z subiscono una trasfor-
mazione di G, subiscono la corrispondente trasfogmazione di 1(;; Al-

3 quindi Py Y Yo
trettanto avverra quindi anche delle Gadn dnom T 6z
per ogni sistema di valori delle i, h compresi tra 1 ed n. In ge-

nerale le m funzioni V., definite dalle

L S k)
Im I/r€=2kl,l:g,.u.,k"“}.l,k:,..”,k"é——éﬁ'a—z:j“”825" By +ht..Thk<q

subiscono, quando le x subiscono wna trasformazione di G, la cor-

rispondente trasformazione di I, se le « sono funzioni uniform

invarianti per il gruppo G,e ¢ & un intero positivo arbitrario.

Ricordo che, conformemente a notazioni universalmente usate,
si puo porre

au*_Hy” P 0;’/‘ a //. —_ alr0+ «(s y‘ e
Y= G04....020" aa, 02102....027

9 eeee

#
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Se di piii le y sono state costruite mediante serie £ 0 6, e se
le @ sono funzioni razionali delle z, 2, ...., 2,,,, le V; non avranno
singolarits essenziali a distanza finita.

Dimostriamo ora viceversa: Se le y,, Yoy -+ vy Yu SOMO, cOme
supponemmo, linearmente indipendenti, si puo trovare un intero g
cosi grande, che ogni sistema di funzioni V, uniformi delle x, le
quali subiscono, quando le x sono sottoposte a una trasformazione
di G, la corrispondente trasformazione di I, sia sempre esprimi-
bile sotto la forma (II), dove le & sono funzioni uniformi delle
tnvarianti per (¢ [o, in altre parole, sono funzioni uniformi delle
n + 1 variabili z, 2, ...., 2,,, legate dalla relazione (I)).

Questi due teoremi riconducono (se I' & un gruppo lineare
intero) il problema (4) al problema piu semplice (B), appena sia
noto uno solo dei sistemi di funzioni w,, 4., ...., Yo

Per dimostrarli, si osservi che se le y, sono linearmente indi-
pendenti, si possono trovare m sistemi di » numeri interi k,,, k,,
ook, (s=1,2,...., m) tali che sia differente da zero il deter-
minante delle %, (r,s =1,2,...., m), dove si & posto

L A T
g, = O T
" Gzb gk ... dzkm

(*) Questo teorema & evidentemente vero per m = 1; bastera dunque
dimostrarlo per m =1, quando lo si ammetta vero per m =t — 1. Poiché
le », ....., ¥y sono linearmente indipendenti, altrettanto avverrd delle
Yy Way « « + oy Yo—1e E, poiché il nostro teorema si ammette vero per m=¢—1,
esisteranno ¢ — 1 sistemi di » numeri by, hoyy onvvy by (8=1,2,...., ¢ —1)
tale che sia differente da zero il determinante delle

Gltat Bgg e h"y
P — —

O 2he 82l ... 0 5w (,n=1,2,....,t—1).

Ci basterd dimostrare che, se il determinante delle v, (r,s=1,2, ....,1)

fosse nullo, comunque fossero scelti gli interi k, allora le y sarebbero li-

nearmente dipendenti. Infatti in tal caso le infinite equazioni lineari (nelle

t — 1 incognite o) .

-1

By e 4B By Al et h
B}zl,hz,‘...,hrz Z a2 " "Jﬁ_a‘ 2 ";l/:___o,

p=1 ¢ azi‘“;;..razﬁh’ az;‘: _‘_ . _Naz":,
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Preso ora un sistema qualunque di funzioni V,, soddisfacenti
alle condizioni del precedente enunciato, scriviamo le

(H)’ V[):iﬁa npg‘ (7=1,2,.-..’ m).

Otterremo cosi un sistema di m equazioni lineari indipen-
denti nelle m incognite B, B., - ..., .. Risolviamo queste equa-
zioni rispetto alle 3 (cid che & possibile in uno e in un solo
modo, perché per ipotesi il determinante | 7,, == 0). Noi otter-
remo le §, scritte sotto forma di quoziente di due determinanti.
I termini della s*™ colonna (6 =1, 2,....,m) di ciascuno di
questi due determinanti sono funzioni uniformi delle , le quali,
quando le a subiscono una trasformazione 7' di G, subiscono la
corrispondente trasformazione lineare < di I'. Ciascuno di questi
due determinanti resta dunque moltiplicato per uno stesso fat-
{ore costante (il determinante di 1), quando le x subiscono una
trasformazione di G. Il lore quoziente B, é dunque una funzione
uniforme delle x, invariante per G. Ed & ben chiaro quindi che,

che si ottengono dando alle h valori positivi o nulli qualunque, sa,rebber(?
tutte combinazioni lineari di quelle ¢ —1 equazioni particolari, che si
ottengono ponendo I == I, (8=1,2,.c.t— 1) Queste ¢ — 1 e'qua-
zioni nelle z hanno per ipotesi un determinante non nullo; e ne possiamo
quindi trarre le a,. Le 2,, cosi determinate, soddisferanno a tutte le equa'-
zioni B=0. Ricordando questo fatto, e derivando la Bh gy iy, = 0 ri-
spetto a %, troveremo : .

2 0% ,91.{,~h,.+.... } h,,-?/ﬁ, =0 (3=1,2, cvory t—1).
= 5z, 0ZgZin.... 0Zm

i 11 9a, hanno un de-
Queste ¢ — 1 equazionl lineari omogenee nelie 8, 4

oa .
a quindi P = i = cost. Ma, per
terminante non nullo; sard quindi Gz = 0, e quindi o, , P

i

t—1
h,=0,1aB, , ., =0 diventa y, = Z “P Yo ltp= cost.). E quindi le y
Ut A o1

non sarebbero linearmente indipendenti. o dd
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se g & il pin grande dei numeri &y, + ks + ..., + Koy, (6 =1, 2,
«v+.y m), le (II) non sono che un caso particolare delle (IT), ove
le a si suppongano funzioni uniformi delle @, invarianti per il
gruppo G.

Supponiamo che le y, non abbiano singolaritd essenziali a
distanza finita, che p. es. esse siano state costruite mediante se-
rie £ e 6. v

Se anche le V, sono state ottenute mediante serie & e 9, allora,
per quanto dicemmo, le §, e quindi anche le a si possono supporre
razionali nelle 2, 2,,...., z,,, quindi algebriche nelle 2,, z,, ...., 2,.

Le funzioni V definite dalle (IT) si diranno funzioni zeta-
automorfe razionali o trascendenti secondo che le « sono, o non
sono contemporaneamente funzioni algebriche delle F
Le serie § e A conducono soltanto a funzioni zeta-automorfe ra-
zionali.

Studiamo ora un caso particolare. Sia

w4 Y (TR

dove (” +z - 1) _nodD R =)

¢ 1l numero delle deri-

vate di ordine % di una funzione di # variabili (numero delle
combinazioni con ripetizione di » oggetti ad & ad &) e supponiamo
che gli m sistemi di valori kg, kag, «uer, Ky slano precisamente tutti
i sistemi di n interi non negativi ky, ky, ..., k, per cui b, + % +
«... k, << k. Da quanto abbiamo detto risulta che ogni sistema
di funzioni V; uniformi delle z, le quali, quando le & subiscono

le trasformazioni di 7, subiscono le trasformazioni di I', & dato da:
ok, i K
%1 n Y,
e [ I ot -
i :.-,.Z...A-, 1t gakigak L 026 )

dove le « sono funzioni invarianti per G, e gli interi k percor-
rono tutti i sistemi di valori, per cui k, +....4+ %, << k. Se in
ak-‘ly‘.

articolare poniamo V, = . , E—
P P ) 021* 025 .... 0Zin

, dove le s sono in-
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teri non negativi qualunque la cui somma & uguale a k + 1, e

se indichiamo con a1 -%’ le funzioni « corrispondenti, troviamo
infine:

Si possono trovare delle funzioni oc(,;: 0 HIRCIE e +s=k+1

k4 ky ...+ ke << k) uniformi delle z, invarianti per G, tali

che le equazioni:

>ty Y g
— - _— 35 B I
(I 020 02 e g2 o, Thikek

1 n

(dove la sommatoria del secondo membro & estesa a tutti quei
sistemi di valori non negativi delle k, per cui ky + ... T ko <<k)
valgono per y =y, (i=1,2,....,m), e per tutti i sistemi di va-
lovi delle s,, 8, - ..., S, tali che s, + s, 4t s, =k+ 1.

Se le funzioni y, sono state ottenute mediante serie E e 0, le
sono funzioni razionali di z, ...z, e quindi funzioni algebriche
di 2, ....z. Le y sono dunque in tal caso un sistema di integrali
del sistema di equazioni (I1I) lineari alle derivate parziali a coef-
ficienti algebrici, che esprimono le (k - 1)~ derivate della fun-
zione incognita y in funzione lineare della y stessa e delle sue

derivate prime, seconde, .... k™" L integrale pit generale del

N L
sistema (IIT) non pud dunque contenere piu di 1+ <1> + ...

+(n+l}z—1

Dunque: L’ integrale pin generale del sistema (IIT) e

) — m costanti arbitrarie.

y = Zl c Y (¢; = cost.).

Il sistema (II) di equazieni lineari alle derivate parziali a
coefficienti algebrici gode dunque della sequente proprieta:

Trorema L. — Tanto le varviabili 2z, z., . ..., 2., quanto ogni
integrale y delle (I11) sono funzioni uniformi di n variabili &, L.,

.., XT,; € precisumente s01m0 funzioni automorfe e zeta-automorfe,
di cui noi conosciamo la natura analitica e che quindi possiamo

considerare come note.
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In altre parole, mentre il problema dell integrazione del sistema
(ITI) richiede lo studio di una funzione y polidroma delle variabili
24,24 v« .y 2, la teoria delle funzioni automorfe riconduce questa
determinazione alla teoria di funzioni uniformi gia note, e quindi
in sostanza da un mezzo per integrare le (III).

Essa ci insegna infatti che si possono trovare m variabili
ausiliarie @, ....x,, di cui tanto le z che le y sono funzioni uni-
formi (automorfe e zeta-automorfe).

Un fatto analogo si presenta per !’ equazione algebrica, gia
citata

(5] G (2 2y« ooy Zay 2030) = O,

TeoreMa II. — La z,.,, considerata come funzione delle z,,...,2,,
determinaia da (1) é una funzione non uniforme. La nostra teoria
ci da un mezzo per risolvere U equazione algebrica (I) per mezzo
di trascendenti uniformi ben note (automorfe), in quanto che ci
insegna U esistenza di n variabili x,, x,, . ..., x,, tali che le z piu
generali soddisfacenti alla (I) si ottengono, ponendo le z uguali
a certe funzioni uniformi note (automorfe) delle z.

Questo & un fatto simile a quanto avviene per le curve al-
gebriche f (x,y) =0 di genere O o 1. La teoria delle funzioni
algebriche ci dice che nel primo caso le x,y sono funzioni ra-
zionali di un conveniente parametro f, e che nel secondo caso
le x, y sono funzioni uniformi (ellittiche) dell’integrale abeliano
di prima specie, relativo alla curva f (x, y) = 0. (Cfr. § 45,
pag. 321).

Sia
; a, &, + a;
o % bfniwh ‘Lb

g

& (G, h=1,2,....,n) (a, b = cost.)

una trasformazione generica T di G. Moltiplicando le a, b per
una stessa costante (cid che non muta la 7') possiamo far si che
il Jacobiano della T' sia uguale (§ 40, pag. 283) a

1 it
@mm+J‘
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Consideriamo ora le solite » funzioni uniformi indipendenti
24 24+ +» 2, iNVArianti per G; e mne sia L = %%L?”zﬂ)) il
Tacobiano rispetto alle 2. Se noi alle a facciamo subire la tras-
formazione 7' di G, L si trasforma in
’ d (Z veee & ) 1 ni1
L= ) =L .,y = L (Zb,m, b)‘.
dx,....7,) d(,....7.) (" Wt
dx,.... 2.

Le n 4 1 funzioni
n1 nil
YO——=,/L, Y(=m,«V‘L (t=1,2....,m)
sono chiaramente linearmente indipendenti, perché da una rela-

zione Z A Y. =0 (% == cost.), si trae

i=0

)\0—%—21,-33.-:(),

e quindi (poiché le & sono variabili indipendenti)

My = A =.... =% =0.

Ora, quando le x subiscono la trasformazione T' di G, le Y,

subiscono la trasformazione

M-

Y,=¢e¢® Y, + 30 Y,

3

aq Y3), (t=12,....,m)

b= 2

YVi=c¢(a, Y, +

h

n

dove con e ho indicato una radice (» + 1) dell’ unita.
Questa trasformazione non & che la T scritta sotto forma
omogenea, e genera, al variare di 7, un gruppo T' di trasforma-
zioni lineari intere omogenee. Notiamo che le ¥ possono anche
non essere uniformi: in quanto che, dalla definizione, che ne
abbiamo data, risulta soltanto che esse sono determinate a meno
di un fattore, radice (n + 1) dell’unita. Ora # +-1= 1 —}-(7]1');

e mnoi possiamo applicare le precedenti considerazioni, ove sl
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faccia k& = 1 (¥). Si vede facilmente che la eventuale polidromia
delle Y, cui abbiamo testé accennato, non infirma i risultati da
noi ottenuti; e si trova cosi che le Y soddisfano a un sistema
di equazioni

aw 5?,!‘;2, =Z x;rv>§g:+ Y (e =1,2,...., )
dove le ™ sono funzioni algebriche delle 2z, ....2z,. Il sistema
(IV) non & che un caso particolare del sistema (III): e per esso
potremmo sostanzialmente ripetere le osservazioni fatte pit sopra;
il fatto nuovo, che si presenta, & questo che le variabili @, delle
quali tanto le z che 1'integrale generale Y=2nc, Y, (¢; = cost.)
sono funzioni uniformi, o0 a un numero finito doi valori (uno dei
quali si deduce da un altro, moltiplicando questo per una radice
(n + 1y*= dell’unitd) non sono che i quozienti di » integrali
indipendenti ¥,,...., Y, a un (» 4 1y ¥,, da quelli pure li-
nearmente indipendente.

TroreMa III. — Le variabili z,, z,, . ..., z, sono dunque fun-
zioni automorfe dei rapporti di n + 1 integrali linearmente indi-
pendenti del sistema delle (IV).

Resta cosi dimostrato come esista un’intima connessione tra
la teoria delle funzioni automorfe e zeta-automorfe e la teoria di
certi sistemi (IIT) e (IV) di equazioni lineari alle derivate parziali
a coefficienti algebrici.

Noi siamo giunti anche a un ulteriore risultato.

Se %1, Yoy -+ - 1 Y 50n0 m funzioni linearmente indipendenti
delle &, le quali subiscono, quando le x sono trasformate con
una trasformazione di S, la corrispondente trasformazione di T,
noi abbiamo nelle (II) un sistema di equazioni, che permette di
trovare il pit generale sistema di funzioni V" cogredienti alle ¥,
e di risolvere quindi nel modo pit generale per i nostri gruppi

il problema fondamentale (A4).

(*) 1 caleolo effettivo dimostra nel modo piit semplice, che il deter-
minante f delle ¥y, (i, h =0, 1, .... n) [dove si & posto Yyo= Vi, Y =
-

= zi‘ per b _- 0] ¢ uguale a L, ed & quindi differente da zero,
h
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CarrroLo Dopicesivo. — Applicazioni alle funzioni polidrome.

§ 49. — Il problema fondamentale.

. Sia W una funzione polidroma di n variabili z,, 2,, ..., 2,.
E possibile determinare n variabili ausiliarie x,, @, ..., x,, ed
un gruppo G pr. dis. su di esse, in modo che le z viescano funzioni
uniformi AUTOMORFE razionali delle x in un campo fondamentale
di G, e la W riesca una funzione uniforme delle x?

Per i risultati del § 48 (pag. 366) al precedente enunciato si .,

potrebbe dare un’altra forma, osservando che la ricerca delle
variabili z equivale perfettamente alla ricerca del corrispondente
sistema (IV) di equazioni differenziali lineari a coefficienti alge-
brici nelle z.

Questo problema @ il cosidetto problema della wuniformizza-
zione delle funzioni polidrome. Cercheremo dapprima di giustifi-
carlo con qualche considerazione intuitiva, restando nel caso piﬁﬁ
semplice di n==1. E supponiamo che z sia una funzione fuchsiana
o kleiniana della z, invariante per un certo gruppo G pr. dis.
La z, considerata come funzione di 2, sard una funzione poli-
droma a un numero finito, o infinito di valori, secondo che
contiene un numero finito, o infinito di trasformazioni. Se quei .
giri sul piano della z, che lasciano invariata la o, lasciano inva-
riata anche W, allora la W sara una funzione uniforme della .
La nostra questione & appunto quella di costruire, per ogni data
funzione W, una variabile z, e un gruppo G in modo da soddi-
sfare alla condizione enunciata.

Questo problema & uno dei pit importanti, che offra 'ana-
lisi moderna. E facile infatti riconoscere la grande utilita, che
la risoluzione di esso avrebbe in svariate questioni d’analisi.
Esso servirebbe sopratutto a riportare lo studio della funzione
polidroma W allo studio di funzioni uniformi. Se per esempio

W fosse una funzione algebrica delle z, e G fosse il gruppo
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di trasformazioni sulle x, che lasciano invariante la W, allora
W sarebbe invariante per un sottogruppo G’ di indice finito
del gruppe G:le W,z,2,....,2 sarebbero funzioni automorfe
razionali delle 2y, @, ..., T. Si sarebbe cosi dimostrato che
le coordinate W, 2,2, .. -.,2. della pilt generale ipersuperficie
algebrica si possono esprimere come funzioni uniformi automorfe
razionali di » variabili ausiliarie @, ossia mediante serie 8. E
sarebbe percid risoluto il problema di risolvere la pili generale
equazione algebrica in » 41 variabili mediante trascendenti
uniformi, completamente conosciute. Si sarebbero in sostanza
estese a equazioni algebriche qualsiasi i risultati ottenuti al
§ 48 per la equazione (I) (pag. 864). — Similmente, se W fosse
un integrale generico di un sistema 2 di equazioni lineari alle
derivate parziali, il cui integrale generale dipende da un numero
fnito m di costanti arbitrarie, e i cui coefficienti sono funzioni
algebriche delle 2, e se w,W,...., W, sono un sistema di in-
tegrali indipendenti di T, W sarebbe una combinazione lineave
delle W.. Queste, considerate come funzioni delle x, sarebbero
ovidentemente funzioni, le quali subiscono soltanto trasforma-
zioni lineari, quando le a subiscono una trasformazione di G.
Dunque le T sarebbero funzioni zeta-automorfe, razionali o tra-
scendenti, delle x (§ 48, pag. 362). Sarebbero cosi estesi a sistemi Z
generali le proprieta, trovate al § 48 per i sistemi (ITI) (pag. 363);
i pit generali sistemi T si potrebbero considerare integrati (al-
meno nel senso moderno di tale parola) in quanto che la ricerca
dei loro integrali sarebbe ridotta alla ricerca di speciali fun-
zioni uniformi, e in molti casi sarebbe anzi esaurita mediante le
trascendenti £ e 6, che noi dobbiamo considerare come funzioni
completamente note.

Possiamo approfondire meglio con un esempio queste propo-
sizioni nel caso che sia m = 1. Supponiamo cioé di avere una

equazione differenziale

y(h)+pl (z)y("_"+ ceen +Pn(z)y=0




B
-
i
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-dove le p, sono p. es. funzioni razionali di una variabile z. E
‘ben noto che:i punti singolari (*) di un integrale y della nostra
‘equazione non possono -essere -distinti -dal punti, ove una delle
p, diventa infinita. Siano z=4a; (j =1,2,....,7) i punti sin-
golari delle p,: e supponiamo di' aver trovato una variabile au-
siliaria 2, tale che:

1. La z sia una funzione fuchsiana della x, esistente soltanto
-entro il solito cerchio limite C.

2. 8e G & il gruppo fuchsiano, che trasforma in sé stessa la
funzione z (), un suo campo fondamentale K possegga r cicli
~di verticl non accidentali, tutti posti su C, e in cui la funzione
z (x) assume rispettivamente i valori a,, a, ...., 4,.

Allora evidentemente un integrale y della nostra equazione
differenziale, pensato come funzione della a, & una funzione wuni-
forme e regolare della x entro C; ed esso si potra calcolare entro
C, ossia per un qualsiasi valore della z, mediante uno sviluppo
in serie di Taylor, ordinato secondo le potenze positive della z,
e valido in tutto il campo, che si deve econsiderare. Lo studio
degli integrali della nostra equazione differenziale & cosi ricon-
dotto allo studio di una: funzione della variabile ausiliaria « uni-
forme e senza singolarita in tutto il campo, che si deve studiare;
e questa funzione si potra anzi in molti casi esprimere anche

mediante serie £ e 6 di Poincaré.

Purtroppo perd il precedente problema & stato studiato mnel
solo caso di # =1; e a questo noi ci limiteremo di qui in poi.

(*) Punti singolari di una funzione y (2) sono i punti 2= a, in un
intorno dei quali la funzione ‘non & sviluppabile in serie di Taylor-Cauchy,
ossia in serie ordinata secondo le potenze positive di (¢ — a). Ed & ben
noto dai primi teoremi sulle equazioni differenziali lineari (cfr. per es.
SCHLESINGER, Handbuch der linearen Differentialgleichungen. Tomo I, pag.
21) che un integrale qualsiasi della nostra equazione differenziale & svi-
luppabile in serie di Taylor-Cauchy nell’intorno di un punto, ove le p;
-gone regelaxi.

%
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Vedremo che per » =1 si pud sempre in infiniti modi trovare
la variabile .o, ausiliaria. Per rendere il problema determinato
si possono prefissare @ priori proprietd, di cui deve godere la
funzione uniforme automorfa 2z, della x,. Noi vedremo p. es. che
si pud imporre la condizione che il gruppo delle trasformaszioni
lineari, che lasciano invariata la z, (2.), gia o un gruppo discon-
tinuo finito, o un gruppo di movimenti euclidei, o un gruppo
fuchsiano: in una parola che tale gruppo sia un gruppo di mo-
vimenti in un piano a curvatura costante, ellittico, euclideo, o
iperbolico. Vedremo perd che neanche queste nuove condizioni
bastano a rendere il nostro problema suscettibile di non pil che
una risoluzione.

Comincieremo col supporre che la funzione W della z (sop-

primo gli indici, perché inutili, essendo » = 1) abbia un nu-

mero finito di punti di diramazione z=4a,, 2=dy ..., 2= G.
La W ritornera al primitivo valore, se la z compie un giro at-
torno a un punto distinto dai punti ay @, ....,a.; essa non r-

torna allo stesso valore, se la z compie un giro attorno a uno

dei punti a.

Sia k, il pilt piccolo intero, tale che la W ritorni al valore
iniziale, quando la z compie\kh giri attorno al punto a,. Se la W
non ritorna mai al valore iniziale, per quanti giri la z compia
attorno al punto a,, porremo k, = co. Indicheremo con z==a.,,,
2= Gcysy+eney 2= @y, altri v punti arbitrarii (v = 0) del piano
complesso della z; e sceglieremo degli interi positivi A (i=1,2,
v -} v) finiti o infiniti, tali che sia

vy
A = oo oppure M=ok per h=1,2,....,7 (%),

dove v, sono interi positivi. Supponiamo per un momento che
la z sia funzione di una variabile z, invariante per un gruppo
fuchsiano G di genere zero, ed esistente all’interno del cerchio

limite C, tale che:

(*) Se t= 2, & chiaramente k, = k,; noi supporremo anche v, == v.

i
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1. Se K é un poligono fondamentale per G,la funzione z as-
sume ciascuno dei valori a; (i = 1,2,...., 14 V) in uno e un solo
ciclo di vertici non accidentali di K; viceversa in ogni vertice non
accidentale di K la z assuma uno dei valori a,. )
2. Un vertice, in cui la z assume il valore a, sia lasciato fisso
da un sottogruppo ciclico di G di ordine X,.
(Se A, == oo, questo vertice dovra giacere sul cerchio limite C).
In tal caso la W, considerata come funzione della z, esistera
entro il cerchio C, e vi sard una funzione uniforme della z. In-
fatti un giro chiuso della & attorno a un punto‘ qualunque 4
interno al cerchio C' equivale a un giro chiuso della z attorno
a un punto del suo piano, distinto dai punti a, se 4 non & la-
sciato fisso da alcuna trasformazione di @, oppure equivale a 2,
giri della z attorno al punto z = a,, se 4 & un punto equiva-
lente a un vertice di K, immagine del punto z = a,. Un giro
chiuso della x attorno a un qualsiasi punto inferno a C lascia
percié invariata la funzione W; e quindi la W ¢ monodroma
entro C. A un risultato perfettamente analogo giungiamo, se &
& un gruppo di movimenti in una metrica ellittica (e se la z
esiste per tutti i valori della x), oppure se G & un gruppo di
movimenti euclidei (e la z esiste per tutti i valori della 2, ec-
cetto che per z = <o) e possiede un campo fondamentale, che
gode delle due proprietd enunciate pit sopra. Quindi in questo
caso il problema da noi posto piu sopra & senz’altro risoluto.
Appunto pereid per risolvere il nostro problema noi possiamo
limitarci a dimostrare il seguente importantissimo teorema.
Se sono dati i punti a,a,....,a, (p="71-+ V), e i numeri in-
teri positivi, finiti o infiniti, A,, A, .. .., A,, esiste una variabile x,

definita a meno di una trasformazione lineare, tale che la z risulti -

invariante per le trasformazioni di wn gruppo G di trasforma-
zioni lineari sulla variabile x, il quale sia sul piano della varia-
bile  un gruppo di movimenti in una metrica o ellittica, o iper-
bolica, o euclidea, e sia tale che un campo fondamentale K di G
goda delle due proprieta enunciate pii sopra.
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Questo teorema, che noi dimostreremo seguendo sostanzial-
mente un metodo dovuto a Poincaré, e completato da Koebe, &
stato affrontato anche per altre vie. L'una dovuta a Klein e
Poincaré non & ancora completa nel caso generale. Essa si riduce,

nella intima essenza, & un computo di costanti e ha preso il

nome di metodo di continuitd. 11 Fricke 'ha resa rigorosa in

‘molti casi particolari. Un’altra via, indicata da Schwarz, e ap-

profondita da Poincaré e Picard in molte memorie del Journal
de Mathématiques dal 1890 al 1898, riconduce il nostro studio
w certi teoremi di esistenza per 1’equazione u + FU g ed
ozt ' dy? !
& ancora di una grande complicazione. Un’altra via infine &
stata seguita in casi particolari dallo Schlesinger, che determind
la variabile z come limite di una funzione algebrica della z.
Un altro modo di risolvere il nostro problema fondamentale,
imponendo altre condizioni al gruppo @, é stato pure studiato
dal Koebe nelle Gottinger Nachrichten (1907) (*). e negli Jahresbe-
richte der d. M. Vereinigung (1907) con metodi analoghi ai se-
guenti. I1 Koebe in questi lavori si riferisce a gruppi, che pos-

seggono una sola rete di campi fondamentali.

§ 50. — Trasformazione del problema.

Il gruppo @ deve essere, per quanto abbiamo detto al § 49,
un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura costante.
Noi vogliamo vedere come si possa riconoscere a priori se que-
sta metrica & ellittica, euclidea, o iperbolica.

Sia K un campo fondamentale normale del nostro gruppo;
se noi consideriamo come identici punti del contorno di K, equi-
valenti rispetto a G, i punti di K saranno in corrispondenza
biunivoca coi punti del piano p della variabile z. I cicli di ver-
tici non accidentali corrispondono ai p punti @, ....a,; essi sono
quindi in numero di p, e la somma degli angoli di K mnello

jom = 1,2, ....,9) di questi cicli b uguale a 27 .

(*) Zur Uniformisierimg der algebraisehen Kurven. Gotlinger Nachri-
chten, 1907. Heft. 4.
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Vi sara poi un certo numero o di cicli di vertici accidentali;
la somma degli angoli di K in uno di questi cicli & 2. Quindi
la somma S di tutti gli angoli di K & uguale a 2% (c + iL) .
Sia 2% il numero dgi lati di K. A ognuna delle & coppieldililati
equivalenti di K corrispondera in p una unica linea 7, (i = 1,2
e h). A ognuno dei p + o cicli di vertici di K corrispon’de:
in p un punto B, estremo di una o piu delle linee I, e viceversa.
Sfa noi tagliamo p lungo le linee [, il piano p sara 'immagine
di K, quando si considerino come distinti punti equivalenti del
contorno di K. Il piano p, tagliato lungo le & linee [, i cui
estremi sono i p + ¢ punti B, sara dunque semplicemente con-
ness‘o, e un punto mobile potra descrivere con continuita, e senza
salti, I'insieme delle linee I, (immagine del contorno di K). Sara
quix"ldi s+ o="h-+41, come si vede facilmente col metodo di in-
duzione completa. Chiameremo eccesso angolare di K la differenza

S—2mh—D=2r(@+ 5 —p—atp—2x (5] —pra).

i
Esso sard positivo, nullo, o negativo contemporaneamente a

o 4
2 —{—21‘” (% —'1). Ora & ben noto dai teoremi della geometria
elementare sulla somma degli angoli di un poligono geodetico
del piano ellittico, iperbolico, ed euclideo (cfr. § 35, pag. 241 e
245) che tale differenza & nei tre casi rispettivamente positiva
negativa o nulla. Dunque il gruppo &, che noi vogliamo coz
struire, sard un gruppo di movimenti

nel piano euclideo se 1S (11— 1y=
12(t-5)=4
nel piano ellittico se Iy (1 — ;1 ) <1,
e Ai

nel piano iperbolico se [ 3 (1 — A] ) > 1.

E, se noi ricordiamo 1 teoremi dei §§ 34 e 30 troviamo
che nei tre casi esiste appunto almeno un gruppo I' di movi-
menti in un piano « euclideo, ellittico, o iperbolico, un cui:
campo fondamentale H ha ¢ cicli di vertici non accidentali,

374 Capitolo Dodicesimo — § 50.

tali che la somma degli angoli del campo nello '™ (i=1,2,
eeesy p) di questi cicli sia uguale a 2{: . Pieghiamo H in guisa
che punti corrispondenti del suo contérno vengano a coincidere:
otterremo una superficie chiusa S di genere zero, che potremo
porre in corrispondenza biunivoca e continua coi punti del piano
p, in guisa che ai cicli di vertici non accidentali di H corri-
spondano rispettivamente i punti z=a,,2=2ay, ..
A ogni coppia di lati equivalenti di H verra cosl a corrispon-
dere una linea in p; tagliando p lungo queste linee, otterremo
biunivoca continua col

c 2=

un piano p, che sard in corrispondenza
poligono H, e sard quindi semplicemente connesso. Sul piano p’
cosi tagliato la W sara monodroma. La rete dei campi fonda-
mentali di T sia formata di & + 1 poligoni H, H,, H,....,H
(sard h = cx, se T non & un gruppo di movimenti ellittici). Con-
sideriamo altri k piani py, Py -+ P, identici a p, e che noi
potremo porre in corrispondenza biunivoca continua rispettiva-
.., H,, in modo analogo 2 quello seguito

mente con H, Hi, ..
jamo che i poligoni H, for-

per il piano peil poligono H. Osserv
mano un’ unica rete, che due poligoni adiacenti hanno un lato co-
mune, e che da un poligono si pud passare a ogni altro, attraver-
sando un numero finito di poligoni a 2 a 2 adiacenti. Se H, I
ni aventi un lato comune, noi congiungeremo i

sono due poligo
lungo quel pezzo dei

due piani corrispondenti p's Py saldandoli
che & immagine di questo lato comune. Otteniamo
h+ 1 fogli. Ed evidente-
I punti di F saranno

loro contorni,
cosi una superficie Riemanniana F di
mente la W sara una funzione uniforme su F.
in corrispondenza biunivoca continua coi punti della rete di po-
ligoni H.

Caso I. — I' & un gruppo di movimenti ellittici; in tal caso
la superficie F' & a un numero finito di fogli.

Caso II. — I' & un gruppo di movimenti euclidei o iperbolici;
in tal caso F ha infiniti fogli corrispondenti aghi infiniti poli-
goni H, che ricoprono un piano z euclideo o iperbolico.

Diremo regolari quei punti della F, in cui non si diramano
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infiniti fogli della F, e quei pezzi F della F, tali che in un punto
interno a F’, o posto sul contorno di F' non si diramino infiniti
fogli della F. In « descriveremo dei cerchi concentrici di raggio
indefinitamente crescente. A essi corrisponderanno in F dei cam-
mini chiusi C,, G, .... tali che la regione interna a C; é pure
interna a C,,; (j > 0). Poiché poi in nessun vertice a distanza
finita della rete di poligoni H concorrono infiniti poligoni della
rete stessa, i punti di diramazione della superficie F, interni a
una delle linee C,, sono tutti di ordine finito e sono punti rego-
lari per F. Viceversa ogni punto regolare di ' & interno a uno
almeno dei cammini ()}, e quindi anche ai cammini successivi.

Supponiamo ora di aver risoluto il problema propostoci, e
di aver trovato la variabile ausiliare & cercata. La z sara inva-
riante per un certo gruppo G di trasformazioni lineari sulla w,
e ogni foglio di F sara in corrispondenza biunivoca coi punti
di un campo fondamentale di G. Ma, poiché z & per ipotesi fun-
zione analitica di z, questa corrispondenza sara conforme. Avremo
cosl una rappresentazione biunivoca e conforme di F sulla rete
dei campi fondamentali di G.

Questa rete riempira tutto il piano complesso (se G & un
gruppo di movimenti del piano ellittico), oppure tutto il piano
complesso, eccettuato il punto w =co (se G & un gruppo di
movimenti euclidei), oppure riempira tutta 1’area interna a un
certo cerchio (se G & un gruppo fuchsiano).

Viceversa esista una rappresentazione conforme biunivoca tra
i punti di F, e i punti di una regione R del piano complesso
di una variabile z; la R sia formata di tutti 1 punti di questo
piano, oppure di tutti i punti di questo piano eccettuato il punto
& = oo, oppure dei punti di questo piano, che sono interni a un
certo cerchio. Se £ ¢ un’altra variabile, che gode di questa pro-
prieta, & sara una funzione lineare della . Cid & ben evidente,
se B & formato di tufti i punti del piano della «: le rappresen-

tazioni biunivoche conformi di tutto un piano complesso su un-

altro piano complesso sono definite, ponendo la variabile di.
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un piano uguale a una funzione lineare della variabile .del-
I’altro piano. €id si dimostra in: modo ansaloge, se B & formato
di tutti i punti del piano della @, eccettuato il punto x =00
Piu delicata invece & la dimostrazione se R & la regione interna
a un cerchio del piano della variabile z. Sia R’ la regione cir-
colare corrispondente del piano della variabile £. Noi potremo
supporre, senza diminuire la generalita, che R ed R siano cerchi
di raggio uguale a uno, col centro nell’ origine dei rispettivi
piani, e che per & =1, sia § = 1. A questo caso ci possiamo . .
infatti ridurre, operando convenienti trasformazioni lineari sulle
@, & To dico che nelle nostre ipotesi é proprio % = §. Notiamo
che tra R ed R esiste una rappresentazione conforme biunivoca;
e il nostro teorema sarebbe evidente, se noi sapessimo che gue-
sta rappresentazione & regolare anche sul contorno di R, E.
Siccome perd questo non & moto @ priori, ricorreremo a un ar-
tificio, dovuto a Poincaré. Sia R, un cerchio concentrico a R di
raggio r < 1: la funzione log mod » & armonica e regolare in
R,; essa, sul contorno, e quindi anche all’ interno di R,, & minore
di log mod % . Passando al limite per r =1, R,= R, troviamo

3

2 & minore di
©

che nei punti interni a R la funzione log mod

log mod l’ per quanto sia vicino r all’unita. Questa funzione
r

sard dunque in R nulla o negativa. Altrettanto si dimostra per

log mod 'g sara quindi ‘

log mod %— = 0.

Se § & l'argomento di % le funzioni log mod T —0,e8
saranno armoniche coniugate. Percid § = cost. E, poiché per
z=108E=1, sara 8 =0. E quindi  =§.
c. d. d.

Da questo teorema possiamo dedurre una prima conseguenza
fondamentale. Agli & + 1 fogli della F corrisponderanno h 41
pezzi della regione K, che indicheremo con K, K., ....Sia p
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quel foglio di F, che & immagine di K. Poiché la F si comporta
ugualmente nei suoi fogli, esistera naturalmente una rappresen-
tazione conforme di ¥ su R in guisa che il foglio p, sia rappre-
sentato in uno qualsiasi dei pezzi K, p. es. in K. Esisterd dunque
una trasformazione conforme di R in s& stessa, che fa corrispon-
dere a K, un altro qualsiasi dei pezzi K. Essa, per il teorema
precedente, sara definita da una trasformazione lineare sulla x.
Esistera dunque un gruppo G' di trasformazioni lineari sulle z,
che trasforma in sé stessa la rete dei campi K, e anzi li per-
muta in modo transitivo. Punti corrispondenti dei campi K, cor-
rispondono a punti sovrapposti dei fogli della F; e la z ¢ dunque
una funzione invariante per G, che assume ogni suo valore una
e una sola volta in ognuna delle regioni K; (campi fondamentali
di @). Se R coincide con tutto il piano complesso della 2, la
superficie F dovra necessariamente avere un numero finito di
fogli, le regioni K, saranno in namero finito, G sara un gruppo
discontinuo finito, e quindi un gruppo di movimenti in una me-
trica ellittica.

Se R coincide con tutto il piano complesso, eccettuato il
punto z = o, il gruppo G potrd avere questo solo punto come
punto singolare. Nessuna trasformazione di G gotra dunque es-
sere iperbolica, o lossodromica; e quindi G sard un gruppo di
movimenti euclidei.

Infine, se R coincide con la regione interna a un certo cer-
chio C, le trasformazioni di G saranno movimenti in un piano
iperbolico, rappresentato conformemente entro questo cerchio.

E noi sappiamo a priori, per quanto abbiamo detto al prin-
cipio del paragrafo, quale di questi tre casi puo avvenire.

In conclusione dunque se noi riusciamo a dimostrare che F
& rappresentabile conformemente su una delle regioni R, sopra
citate, del piano di una variabile complessa z, noi avremo riso-
luto completamente il nostro problema, e avremo anche dimostrato
che la x ¢ determinata a meno di una trasformazione lineare.

T intanto ben evidente, come abbiamo gia detto, che affinché
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R sia tutto il piano complesso di una variabile z, la F deve
essere formata di un numero finito di fogli. E viceversa, se que-
sto avviene, 1 ben noti teoremi di esistenza su una superficie
Riemanniana ci assicurano che F si pud rappresentare confor-
memente su tutto il piano complesso di una variabile x.

Ci resta dunque da esaminare il caso che F sia composto di
infiniti fogli: e noi dimostreremo nel seguente paragrafo che in
tal caso F, o si pud rappresentare conformemente in tutto il
piano complesso di una variabile x, a cui si tolga il punto
& = oo, oppure che F si pud rappresentare conformemente in
un’area circolare. Noi dimostreremo cioé che F si pué rappre-
sentare conformemente su un cerchio euclideo, di raggio finito, o

infinitamente grande.

§ 51. — Dimostrazione del precedente teorema.

Comincieremo col richiamare alcune proprieta fondamentali
delle rappresentazioni conformi. Se z/ & una funzione della va-
riabile complessa z, la corrispondenza, che ne vien definita tra
i piani 7, 7" delle due variabili complesse 2,2, & una corrispon-
denza conforme. A un punto O di ® corrisponda il punto O di =
se a & il valore di ?ZZZ nel punto O, allora il rapporto delle lun-

! :
ghezze di due archi corrispondenti ,7, di cui il primo esca da O e

sia posto in 7, tende ad a, quando ! tende a zero, o, pill brevemen-

te,se OA & un archetto infinitesimo uscente da O,e O’ 4’ 'archetto

OA
04
a si dira il rapporto d’ingrandimento nel punto O della nostra

corrispondente in «, il rapporto & uguale ad a. Il numero

rappresentazione conforme.

Sia 2 un dominio semplicemente connesso di #, contenente
Porigine O all’interno, e ne sia o il contorno. Sia u la funzione
di Green relativa a 2 e al punto O. Noi la indicheremo u (Z, O).
La u sard una funzione armonica, nulla su o, che nel punto O

. . . 1 .
diventa infinita come log mod =, ossia come log 1 , quando con
z r




Capitolo Dodicesimo — § 51. 379
» si indichino le distanze da O. Se v & la funzione armonica
coniugata di #, e poniamo

Z = et

I’area 2 sara rappresentata conformemente e biunivocamente
“ nel cerchio di =, che ha Porigine O’ per centro, e ha un raggio
uguale all’unitd. Il punto O sarad il punto immagine di 0. Tro-

! f . .
viamo il valore di 132 " nel punto O. Per ipotesi & in un in-
dz.

torno di O,
u = log i+c+w,

dove ¢ & una costante, w & una funzione armonica e regolare

in X, nulla nel punto O. Si ha pure

=——ﬁ-—‘t—w”

dove # & 'anomalia dei raggi uscenti da O, w, & una funzione
monodroma e regolare in Z, che noi supporremo nalla nel punto O.
Questa ipotesi & lecita, perché la w, & determinata a meno di
una costante additiva. Quindi:
Z’ =ze " e—(wr fio,)
s . dZ \ 1 e
e percid il valore di d nel punto O é ugunale a e
Noi chiameremo ¢ la costante di Koebe relativa al campo X
e al punto O; e la indicheremo con ¢ (2, 0). Ponendo

"

2 = e—&u:m e — Z’ e°

allora al campo X corrisponderd nel piano =” della 2” un cerchio
di raggio €, col centro nell’origine 07, immagine del punto O.
1l rapporto di ingrandimento nel punto O sard uguale all’unita.
La costante di Koebe relativa a un campo X, e a un punto
interno O sia uguale a c. Sia X, il campo trasformato di z
mediante I’omotetia, che ha il punto O per centro, e h per rap-
porto di omotetia. Si trova immediatamente che la costante di

Koebe, relativa a 2, ed a O, & uguale a ¢ -+ log A.
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La funzione di Green relativa a un campo X, e a un punto
interno O & positiva entro X. Se X & un campo interno a un
campo X, la differenza u (3, 0) — « (I, 0) & una funzione ar-
monica regolare in I, positiva al contorno, ¢ quindi anche al-
Uinterno di Z. In particolare & positiva la differenza ¢ (I, 0) —
— ¢, 0.

TeoremA D1 KokBe. — Se T ¢ un campo semplicemente con-
nesso di w, tutto posto a distanza finita, e contenente U origine O
all’ interno, esiste un numero non nullo K tale che il cerchio di
centro O e di raggio K ¢ interno a tutti i campi ¥ di w, che con-
tengono O ¢ che sono rappresentabili conformemente su X, in guisa
che il punto O corrisponda a sé stesso in questa rappresentazione,
e che il rapporto di ingrandimento nel punto O sia uguale al-
U unita.

Le ipotesi di questo teorema si possono anche esprimere di-
cendo che i campi Z, T’ contengono tutti all’interno il punto O,
e che le costanti di Koebe ¢ (Z, 0), ¢ (2, 0) relative a uno di
questi campi e al punto O sono tutte uguali. Basterad dimostrare
che in queste ipotesi la minima distanza da O a un punto del
contorno di uno di questi campi non & infinitesima. Bastera
anche dimostrare che:

Se Z ¢ un campo semplicemente connesso di =, tutto a distanza
finita, contenente il punto O all'interno, se o ne é il contorno, e se
Y ¢ la minima distanza da O a un punto d: o, allora la costante
di Koebe c relativa a X ed a O ¢ minore della somma A + log Y
(A = cost. indipendente da 2 e da ).

Infatti, dimostrato questo teorema, ne risultera dimostrato che
al diminuire indefinito della minima distanza da O a un punto
del contorno di Z), la costante di Koebe ¢ (£, 0) non puo con-
servare uno stesso valore, ma deve tendere a — co.

Dimostriamo dunque quest’ultima proposizione. Se trasfor-

) L . 1 ;
miamo Z con una omotetia di centro O, e di rapporto ¥’ 2 sard

portato in un campo X, tale che la minima distanza da O a un
punto di X, & uguale all’ unitd. Sara ¢ (2, 0) = ¢ (I, 0) +log 1.
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Basterd dunque dimostrare 1’esistenza di una costante A tale
che ¢ (2, 0) < A. Ora, poiché una rotazione di 3, attorno al
punto O non muta la relativa costante ¢ (I, 0), potremo sup-
porre che il contorno di X, contenga il punto z = 1.

Poniamo z =1+ { e fissiamo in Z, il valore della #, pre-
fissando che sia t = -+ 27 nel punto O (z = 0). Siccome, mentre
noi ¢i moviamo in Z, non possiamo girare attorno al punto
2z =1, la t sard determinata univocamente per tutti i punti di X,.
Al cerchio di raggio }, che ha per centro il punto O nel piano
della z, corrispondono nel piano t della variabile ¢ due regioni
R, R", poste a distanza finita, che non hanno a comune alcun
punto. A una di esse, p. es.a R, & interno il punto 4 (¢ = 24),
all’altra & interno il punto ¢= — 2. Quella regione I, che &, se-
condo le nostre convenzioni, immagine di X, in t, conterra al-
1 interno tutta la regione R’ e sarad completamente esterna alla
regione R". Il rapporto d’ingrandimento nel punto O per la
rappresentazione conforme di X, su Xy uguale a 3!: L 1.
Indicheremo con 2 il campo, che si ottiene da t© sopprifnendone
il campo R”. Noi potremo rappresentare conformemente T su un
altro piano T, in guisa che ¥’ abbia per immagine un campo i
tutto posto a distanza finita, che 4 abbia per immagine un punto
A" in guisa che il rapporto d’ingrandimento sia ivi uguale al-
'unita. I1 campo ¥ avra in T, per immagine un campo Y tutto
interno a X’,, e contenente al suo interno il punto 4. La co-
stante di Koebe relativa a X, ed a O, sara uguale alla costante
¢ (X, 4), ossia alla costante di Koebe relativa a X, ed a 4, la
quale, per quanto precede, sara minore della costante di Koebe

A, relativa al punto 4’ e a & ..
c. d.d.

Sia Z un cerchio di raggio ¢" e di centro O. Lie aree X,
rappresentabili conformemente su X, in guisa che il punto O
corrisponda a sé stesso, e il rapporto d’ingrandimento sia in O

uguale all’unita, conterranno dunque all’interno un cerchio di
) q
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centro O, il cui raggio non mullo sard una funzione di %, che
noi indicheremo con d (k). Se h aumenta di una costante e, evi-

dentemente d (h) resta moltiplicato per e* e quindi:

lim d (k) = + oc.

r=+tgp
Se u & la funzione di Green relativa a un campo Zdime

a un punto interno O, e v & la funzione armonica coniugata
(pag. 879), h & una costante reale qualsiasi, ¢ & la costante di

Koebe, la funzione

7 — U+i Ve (es+lv+l‘h _ e—(u+lv+lh))

th
diventa nel punto O infinita come eg , e sul contorno di X di-

venta puramente immaginaria e oscilla tra 2¢e e —2ie™. Il
campo I & rappresentato conformemente sul piano di Z, tagliato
lungo un segmento dell’asse immaginario, che ha il punto O
come punto di mezzo, e la lunghezza 4 ¢~. Al punto O corri-
sponde il punto oo nel piano della Z.

Se I ¢ X sono due campi, che hanno ambedue all interno il
punto O, e se la minima distanza da O al contorno di S 0di T

¢ uguale a d, allora nel campo comune a I, X vale la:

2

v — 2

U-Ul< a

se con U +i V' indico la funzione, costruita per il campo 3 nello

stesso modo con cui abbiamo costruito pitt sopra la funzione
UiV per il campo 2.

Infatti la U — U’ & una funzione armonica regolare nel campo

ih ih
comune a %, 3. Sia R (%) la parte reale di % . Sul contorno

di X e
v-r(2) =R (%)= Li=)
‘ z/ | z)|” izl T d
E sul contorno di X vale similmente la

iU'-R(‘%') Lt
b

SHEEE
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(A, ih,
Esse —R|® ’ ©) funzioni i
ndo U — R <) U— R(; funzioni armoniche rego-
lari ri i inYel i i
spettivamente in X e X, queste due disuguaglianze saranno
, . .
ancora vere l'una in Z, 'altra in X'; ed entrambe saranno vere

, ‘
nell’area comune a X e X, donde segue il teorema del testo.

Ricorderemo ora due teoremi sulla serie di funzioni armo-
niche (*).

TrorEMA D1 HARNACK. — Se una serie di funzibni armoniche
positive regolari in un’ area I converge in un punto O, interno a 2
essa converge uniformemente in ogni regione perfetta Z’, tutta interna'
a Z. Questo teorema vale naturalmente anche per le successioni
crescenti di funzioni armoniche.

Una serie di funzioni armoniche regolari, convergente unifor-
memente in un’area X, rappresenta una funzione armonica.

Se una successione di funzioni armoniche Uy, Uy, Ugy o v oo CON~
verge uniformemente in un campo I verso una funzione u, neces-
sariamente armonica, e se z', Y sono caordmate dei punti di H,

anche la successione delle , o delle j converge uniformemente

. du
verso =2 o 7%, ioni armoni i
8:8 Erk le funzzom armoniche v, coniugate delle w, nulle

in un punto A di X, tendono in 2 uniformemente alla funzione
armonica v, coniugata di u, e nulla nel punto A.

TE.OREMA o1 Os@oon. — Se K, K,, K,.... sono infiniti campi
semplicemente connessi del piano © della wvariabile complessa z
contenenti tutti all' interno I origine O, e ciascuno dei quali ¢ z'm‘erno,
@ butti i successivi, se essi sono tutti interni a uno stesso cerchio
di centro O, ¢ di raggio finito, allora la

U= lim u (K, O)
esiste, & una funzione armonica, che diventa infinita come log 1 in

0, e si annulla sul contorno del campo K, ricoperto dalle aree K,.

(*) Cfr. Prcarp. Traité &’ Analyse, Tomo 1V, pag. 59 (2.2 ed.)
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Sia y, il contorno di K, e scegha.mo su esso ad arbitrio un
punto 4, Sia 4 un punto limite dell’insieme dei punti 4,. Ogni
intorno di 4 & attraversato da infiniti dei cammini ¥,; il punto
A4 & quindi esterno ad ogni campo K. Siano B, C due punti
esterni ad H; e sia rispettivamente z=a, 2= B,z=y in 4,B,C.

Sia I(7) una funzione di una variabile t, invariante per le tras-

formazioni del gruppo modulare G. Essa assumerd una e una
sola volta ogni suo valore entro un campo fondamentale A di
questo gruppo. (Cfr. § 26, pag. 161 e § 45, pag. 322).

Con una opportuna trasformazione lineare sulla I potremo
fare in modo che sia I=a, I=8, =1 nei tre cicli di vertici
non accidentali di A, e che precisamente sia J=a in quel ciclo
di vertici, che & posto a distanza infinita nella corrispondente
metrica di Bolyai. Potremo poi, con una trasformazione lineare
sulla 7, fare in modo che il campo A, e i campi trasformati riem-
piano il cerchio mod t==1, che il campo A contenga al suo
interno il punto O’ (t=0), e che per t=0 sia [= 0.1l campo A
sard un quadrangolo (con un angolo piatto); un suo vertice 4’
& posto sul cerchio mod t=1, e in esso I=a, gli altri suoi vertici
sono entro al cerchio precedente. Un secondo vertice B costi-
tuisce da solo un ciclo, e in esso & p. es. J=; gli altri due
vertici (", (" costituiscono insieme un altro ciclo, ed in essi &
I=1y.1lati B'C, B (" sono equivalenti. Se noi poniamo z==1 (%),
a questi due lati corrisponde sul piano della z una linea L, con-
giungente i punti B, C. E noi potremo sempre operare su A un
tal cambiamento lecito che L non abbia alcun punto comune
con K (*). Essendo stato posto z=1(7), a un valore qualunque
di z, differente da «, 8, Y, corrispondono infiniti valori di T, tras-
formati Puno dell’altro mediante le trasformazioni del gruppo
modulare. Per t=0 & z=0. Dunque uno dei valori di © nel
punto O & il valore t=0. Diamo a © per z=0 questo valore

(*) Questa condizione ha il solo scopo di rendere pil intuitive le se-
guenti considerazioni.
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t=0. Sara cosi fissato univocamente per continuitd il valore
di © per ogni punto dei campi K, (tutti esterni ai punti 4, B, ()
e quindi anche per ogni punto del campo K. I punti del campo
'K saranno posti cosi in corrispondenza biunivoca continua coi
punti di un certo campo K’ del piano di t, tutti interni al cer-
chio mod =1, e a due a due nor equivalenti rispetto al grup-
po G. Anzi, poiché K non ha punti comuni con L, il campo K’
non avra punti comuni col lato B (" di A, e coi lati equivalenti
degli altri campi fondamentali. Il campo K'sara dunque interno
a quella regione R del cerchio mod t==1, che & ricoperta da A,
e da quei triangoli equivalenti, che con A hanno comune il ver-
tice 4.

I campi K; avranno per immagine sul piano della t dei
campi K, interni a K'. Ed evidentemente

u (K, 0) = u (K, 0).

Ora log mod } — u (K', O) & regolare in 0, qualunque sia 4,
ed & positivo in K’, perché sul contorno di K'; ¢ evidentemente
Tl 1, log mod :—>O, u (K, 0)=0.

Quindi in K, &
) log mod 1; > u (K, 0).

Di piu si ha

u (K, 0) < u (K., 0) < w(H, O)

Per il teorema di Harnack la successione crescente delle
u (K, O) & convergente in tutto K verso una funzione armonica
u limite, finita in tutto K (eccetto che nel punto O). Dalle ul-
time disuguaglianze si trae

log mod '1: >u=0.

Ma ora, quando noi c¢i avviciniamo al punto 4 entro K, il
punto corrispondente del piano di T si avvicina ad 4’, muoven-
.dosi entro R; il valore corrispondente di mod t tende quindi a 1,
~cosioché log mod% tende a zero.

P

:
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Quindi, quando noi ¢i avviciniamo al punto 4, &

lim w = 0.

La u tende dunque a zero, quando ci si avvicina a un punto
qualsiasi 4 del contorno di K, come appunto si voleva dimostrare.

Premessi tutti questi lemmi, possiamo affrontare la nostra
questione. Siano F, F, F;.... quei campi della F, che sono li-
mitati rispettivamente da C), Gy, . ... Essi saranno a un numero
finito di fogli, semplicemente connessi: un campo F, & interno
ai campi F,,(j > 0); ogni punto, in cui non si diramano infiniti
fogli, & interno ad almeno uno dei campi F; e quindi anche a
tutti i campi successivi. Sia O un punto, non di diramazione,
interno a F,. Sia u, la funzione di Green relativa a F. e al
punto O; e ¢, la relativa costante di Koebe. In F; sard w,,; > t,

se j > 0. La serie
(%) (8 — W) -+ (W — Wgn) 4 o ees

ha dunque per termini delle funzioni armoniche, regolari e po-
sitive in F,. Nel punto O questa serie si riduce alla serie, ancora

a termini positivi,
® (Cor =€) A+ (Cogr — Cosa) + -0 -

Questa serie non puod essere indeterminata, ma converge se
¢ — lim ¢, & finito, diverge se ¢ = lim ¢; & uguale a + oo,

i=o i=0

Studiamo il primo caso. La serie (@) converge nel punto O;
per il citato teorema di Harnack, essa convergera uniformemente
in ogni campo interno a F; e avra per somma una funzione »
armonica. In altre parole in ogni regione regolare F' di F le
funzioni u, tenderanno uniformemente a una funzione armonica
limite w, che sard dappertutto regolare, eccetto che nel punto O,
ove diventera infinita come log =

Con #, indichiamo quella funzione armonica coniugata di w,
che in un intorno del punto O & uguale alla somma di — 6 (6=
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anomalia), e di una funzione armonica nulla nel punto O. Le v,
tenderanno uniformemente in ogni regione regolare F' di F a
una funzione v, armonica coniugata della w.

TeorEMA. — La funzione & = e~ “*™ ¢ regolare e monodroma
in F, e vi assume una e una sola volta ogni valore, minore in
modulo di 1. Nel punto O si ha x ==0; la F ha dunque per im-
magine nel piano della x quel cerchio di raggio uguale a 1, che ha
per centro I origine. L' origine corrvisponde al punto O; un punto
qualunque del nostro cerchio é immagine di uno e un solo punto
di F.

DrmosTrAZIONE. — Osserviamo che u diventa singolare soltanto
nel punto O, e precisamente vi é singolare come log 717; la v &
dunque determinata a meno di multipli di 27; e quindi x &
monodroma sulla F.

Posto @, = e~ "%, la x, esiste in F, e vi & non maggiore di 1
in modulo; poiché in ogni punto regolare di F & x = lim x,,
in ogni punto regolare di ¥ sard | x| < 1. e

Io dico che in punti distinti di F'la « assume valori distinti;
se cio infatti non fosse, esisterebbero due punti distinti 4, B,
in cui la & assume lo stesso valore a; e nol potremmo chiara-
mente costruire in F' un campo regolare F', contenente all’interno
i punti A, B, e sul cui contorno « fosse a == a. Esisterebbe una
costante positiva non nulla m, tale che su « sarebbe | z—a|>2m.
E noi potremmo trovare un intero i cosi grande, che x; esisterebbe
in tutto F’, e che in F” varrebbe la jz; — 2| < m.

r—a T—x .
Ora = — — =14 %, Quando si descrive il cor
g +3—5Q contorno a,
62—l < 2mlx—a, indi | %% 1 S

| L < o € qundl ) < 4; cosicché

> 5. Al cammino « corrisponderebbe quindi nel

-2
piano della variabile g‘

— - «
un cammino chiuso, che non con-

terrebbe all’interno 1’origine. Entro F' la z'f}g diventerebbe

dunque nulla tante volte, quante diventa infinita. E quindi la a,
assumerebbe due volte il valore @ in F": cid che & assurdo.
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§i tratta ora di dimostrare che la z riceve in ¥ ogni valore,
minore in modulo di 1. Osserviamo che alla F' corrisponders sul
piano della 2 una certa area H, che si'deve dimostrare coinci-
dente col cerchio, che ha per centro il punto & = 0, e per raggio
1’ unita. Ai cammini C, C,,.... corrisponderanno delle linee chiuse
Yis Yey -+- -, ciascuna delle quali & tutta interna alle successive,
e racchiude un’area H,. Tutte queste aree sono per ipotesi in-
terne al cerchio di centro O e di raggio uguale a 1. La u,, consi-
derata.quale funzione dei punti di H, coincide con la funzione di
Green u (H, O). Quindi, per il teorema di Osgood, la u == }ixg u(H, 0)
diventa infinitesima se il punto, in cui se ne calcola il valore
tende al contorno di H. Ne verrd che sul contorno di H il mod &
assume il valore 1: ossia che H & proprio il cerchio, che ha per

centro il punto a == 0, e per raggio |’ unita.

Tl caso che esista e sia finito il lim ¢, ¢ dunque esaurito, e
i=0
ci rimane dunque da studiare il solo caso che lim ¢, = oo. In
=0

tal caso, se noi rappresentiamo conformemente Fj,, su un cer-
chio L in guisa che al punto O corrisponda il centro O di L,
e che il rapporto d'ingrandimento in O sia uguale all’unita, il
raggio e%+v di questo cerchio tende all’infinito con j 4 v. In
questa rappresentazione a F; corrispondera un campo 2», che
si pud rappresentare conformemente su un cerchio di centro ¢/
e di raggio e, in guisa che il punto O’ corrisponda a sé stesso,
e il rapporto d’'ingrandimento vi sia uguale all’unita. Per il
teorema di Koebe, la minima distanza da ¢’ al contorno di 2z
sard dunque maggiore di una costante d;, che tende all’infinito
con j. Posto U, iV, = e (€% — e~**"7), consideriamo Uj e

come funzioni dei punti di Z” e di L; troviamo (pag. 382)

Lfiw‘“u
che in X” (e quindi anche in F) & | U, — U,| < %, qua-
5
lunque sia il valore di v. Poiché lim d, = oo, le funzioni U, ten-
i=0

deranno uniformemente in ogni campo F; a un limite determi-
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nato e finito, che sara una funzione U armonica sulla F. Le
funzioni V; tenderanno alla funzione V armonica coniugata.

Se w; & il piano -della variabile U,+ ¢V, il campo F;ha su T,
per immagine il piano =, stesso, tagliato lungo il segmento g,
dell’asse immaginario, che ha 1'origine per punto di mezzo, e
per lunghezza 4 = e . In F;la U;4iV; assume una e una sola
volta ogni valore, che non appartenga a questo segmento.

" Dimostreremo ora che U -4V assume in F ogni valore a, che
sia differente da zero. Supponiamo dapprima che la parte reale di
a (che noi indichiamo con R (a)) sia differente da zero. E sia ¢
una costante positiva non nulla minore di R (a). Sia j un intero
cosi grande che —?{ <&, e che in F sia quindi: U"."‘ — U; < e per
ogni valore positivo di v. Nel piano della variabile U, -+ i V;,,
a F;,, corrisponde il piano stesso, tagliato lungo il segmento s,
e a F; corrisponde un campo S; ma poiche | U, — U, <eg e
poiché sul contorno di F,é U;=0, il contorno di S sara tutto
=—g¢ U, ===

interno alla striscia limitata dalle due rette U,

ity

I punti di F,,,, esterni a F), avranno per immagine punti in-

T

terni a questa striscia; e quindi il punto 4, di F, in cul U, ,+iV,,,
assume il valore a, & interno a Fj: e se 4 & un punto di F, che
sia punto limite dell’aggregato di punti A, la U ¢ 1 assume
in A evidentemente il valore a.
Sia ora R (a) —= 0. Poniamo
U )+ iV, = e [e" o — ¢~0 i i2) |,

dove p & una costante reale, che non sia multipla di = Come
sopra si dimostrera che F, ha per immagine sul piano della
U', - i V', il piano stesso, tagliato lungo il solito segmento 5,, e
che esiste in tutto F' la funzione U’ - i7" = li% (U, +iv,).
Come sopra si dimostra che U’ --i V' assume in F ogni valore,
che non sia puramente immaginario: ad es. il valore ae®. Ma
facilmente (*) si trova U -+ i V = e @ (U" 4 i V'). E, poicheé

(*) 8i ricordi che per ipotesi lim ¢, = lim u, = -4 », e quindi
lim 6% ¢, 7% = O.

e e e B g
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la U' —+ i V' assume il valore a e, la U -} i V assumers il
valore a.

Come nel caso precedente si dimostra poi che U 4 iV non
pud assumere in F due volte lo stesso valore.

La F ¢ dunque rappresentata conformemente e biunivocamente
sul piano della variabile UiV, a cui si tolga U origine, e quindi
sul piano della variabile "UilniuV’ a cui si tolga il punto all'infinito.

Il nostro teorema & cosi completamente dimostrato.

Osserviamo che, essendo in quest’ ultimo caso

lim ¢, = -+ o, lim e =0,
U, 40V, = e [eut— e~® ),
U+ iV=1m (U, +iV),

si ha che il
lim e~®r ot
=M
esiste, ed & uguale a - lA. .. Questo ultimo limite esiste dun-
! UiV

que tanto se ¢é finito, quanto se ¢ & infinito. E poiché sul piano della
variabile e~ *2*% la regione F, & rappresentata conformemente
su un cerchio, in guisa che il punto O corrisponda all’origine, e
il rapporto di ingrandimento in O sia uguale a uno, ne deduciamo:

Se noi rappresentiamo conformemente F, su un cerchio di un
piano o, in guisa che il punto O corrisponda all’origine, e il rapporto
d ingrandimento in O sia uguale a 1, e passiamo poi al limite
per s = oo, otteniamo una rappresentazione conforme e biunivoca
di F su un cerchio del piano «, di centro O e di raggio finito o
infinito.

Osservazione I. — Nello studio precedente noi siamo partiti
da una funzione polidroma W di una variabile 2. E ben evi-
dente che avremmo potuto nello stesso modo considerare un
sistema di funzioni polidrome W della z, e cercare una variabile
ausiliaria z, di cui la z fosse funzione automorfa, le W funzioni

uuiformi.
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Osservazione II. — Invece di parlare di una funzione poli-
droma di una variabile 2z, avremmo potuto parlare di una fun-
zione W, o di un sistema di funzioni polidrome W su una super-
ficie Riemanniana S, immagine di una curva algebrica f(y,2)= 0.
Le precedenti considerazioni si possono ripetere per questo caso
con poche modificazioni. La superficie I si costruirebbe, sovrap-
ponendo l'una all’altra piu superficie identiche a &, anziche
sovrapporre semplicemente dei piani. Si troverebbe ancora una
variabile ausiliaria x, di cui le y, z sono funzioni automorfe, la
W o le funzioni W sono funzioni uniformi.

Osservazione III. — Noi abbiamo ammesso che la funzione W
avesse un numero finito di punti di diramazione nel piano della z.
Se i punti di diramazione fossero in numero infinito, noi non
potremmo senz’ altro applicare i procedimenti precedenti per
costruire la superficie Riemanniana F. Se noi pero, con un me-
todo qualsiasi, riuscissimo a costruire una superficie F, su cui
la W fosse monodroma, la quale si potesse considerare come
limite di infinite regioni F, semplicemente connesse, e a un nu-
mero finito di fogli, allora i metodi e le conclusioni precedenti
sarebbero senz’altro applicabili.'

Noi vogliamo ora indicare un caso assai generale, in cui que-
sto & possibile. Supponiamo che gli infiniti punti di diramazione
della Wi{z==a,, 2= a,,.....) abblamo un wnico punto limite
z=oa (*), e che 1 corrispondenti valori delle costanti % sieno
tutte uguali a oo (**). Entro un cerchio € di un piano z imma-
giniamo rappresentata conformemente una metrica di Bolyai.

Scegliamo su € infiniti punti 4,, 4,, 4,,...., che si seguano nel

(*) 11 procedimento seguente vale anche se questi punti limiti sono
in numero finito, e anche in casi pitt generali,

(**) 11 caso che tutte le costanti A, sono uguali a co & specialmente
importante ; in quanto che se per esso si sa trovare la variabile ausilia-
ria z, le funzioni diramate soltanto nei punti z = a; sono tutte funzioni
uniformi della x.

T T e e T e e e T o e
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verso qui indicato e tendano a un punto A di C. Tiriamo le
geodetiche A, dy, A, Ay, Ay Ay ... @ riflettiamo la figura cosi
ottenuta attorno alla geodetica A, A. Otteniamo cosi un poli-
gono H con infiniti vertici, che pud servire di campo fonda-
mentale a un gruppo fuchsiano I'. Gli stessi metodi, che abbiamo
usato al § 49, servono anche nel caso attuale a costruire la su-

perficie F.

e




APPENDICE.
FUNZIONI MODULARI E IPERMODULARI

La teoria delle funzioni ellittiche e iperellittiche, e la stessa
teoria delle funzioni fuchsiane ci danno esempii di funzioni au-
tomorfe e cremoniane, che soltanto in parte rientrano nelle teorie
che noi abbiamo svolto fin qui. Queste funzioni si possono de-
nominare funzioni modulari o ipermodulari: un tale nome &
dovuto a ragioni storiche, e trae l'origine dal nome di modulo,
che viene dato a un certo parametro nella teoria delle funzioni
ellittiche di Tacobi. Le funzioni invarianti per il gruppo modu-
lare offrono il primo esempio di questa categoria di funzioni.

Dalla teoria delle curve algebriche ¢ noto che ogni curva C
di genere p > O dipende da un certo numero & di moduli (h =1,
se p==1,h=8p—3 se p>>1), in questo senso, che se noi
non riguardiamo come distinte due curve, che si possono porre
in corrispondenza biunivoca algebrica, dette curve, considerate
come punti, formano un'unica varietd ad h dimensioni. In altre
parole si possono trovare h costanti (funzioni dei coefficienti
delle equazioni della curva (), le quali rimangono inalterate
allora e allora soltarito che alla C si sostituisca una curva (',

i cui punti sono in corrispondenza biunivoca algebrica coi punti
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di C. Preciseremo ancor meglio questo concetto. Se p =1, la
curva C si pud porre in corrispondenza biunivoca algebrica coi
punti di una cubica piana C". A modulo di C'si pu6 assumere uno
dei birapporti delle quattro tangenti, che si possono tirare a (o
da un punto 4 di C; il quale, come & noto, non dipendera da 4.
Se invece p > 1, la curva C'si potrd ancora porre in corrispon-
denza biunivoca algebrica con una curva piana (’; siano ¢,=0
(§=1,2,...., p) p.curve aggiunte generiche di (" (siano ciod le o,
proporzionali ai differenziali di p integrali abeliani generici di
prima specie); e sia O la curva dello spazio a p —1 dimensioni,
in cui z (i=1,2,...., p) sono coordinate omogenee, che & de-
finita dalle z, = ¢,. La C” sara, in generale, in corrispondenza
biunivoca algebrica con C; e come moduli della C' potremo assu-
mere gli invarianti proiettivi di (. (Cfr. piu specialmente a
pag. 895 e 396 per i casi di p=1, p=2).

T moduli cosi trovati si diranno moduli algebrici, in quanto
che essi sono funzioni algebriche dei coefficienti delle equazioni
di C.

Ricordati brevemente questi teoremi, possiamo dare la se-
guente definizione generale:

Si dice sistema di moduli di una curva di genere p, un sistema
di quantita tali che, se uno stesso sistema corrisponde a due curve
distinte C, C’, le due curve sono in corrispondenza biunivoca alge-
brica. T moduli algebrici, pitt sopra definiti, godono anche della
proprieta inversa: che cioé due curve in corrispondenza biuni-
voca algebrica hanno lo stesso sistema di moduli algebrici.

Sia ora data una curva C di genere p; dato un sistema nor-
male di tagli che renda semplicemente connessa la corrispon-
dente superficie riemanniana ¥, noi potremo definire p integrali
abeliani di prima specie 4,4, . ..., i, normali rispetto al dato
sistema di tagli. I periodi di ¢ (k= 1,2, ...., p) saranno &, &,
v ey €y Ty Ty o v - -y Tayy dOVE Eu=0per b = k, e =1, e dove

*

le 2, sono costanti, che soddisfano alle

Toge = L, (hk=1,2,....,p)
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Di pil, se poniamo &y = 2 + v — 1 2, la forma Iy, y. 22
deve essere una forma definita positiva delle . |

pp-+1)
2

quantita distinte. E dalla teoria delle serie § & noto che queste

Le quantitd z, (in virth delle 2, = o) si riducono a

quantitd si possono assumere come un sistema di moduli per la

curva corrispondente. Ma, siccome l—)_(—%—l) > 8 p — 3 per
p>38,trale 13,(1’_:};,)_ quantité &4 esistono (se p & maggiore di 3)

P(E;——l) 3p -+— 3= M——— relazioni distinte (che

Schottky secrisse in modo esphclto nel caso di p = 4) (*).
(r—2(p—3
2
relazioni) si diranno moduli trascendenti. Ora consideriamo 1

Le p(p 2_f—1~) quantita @, (tra cul esistono

moduli algebrici sopra definiti come funzioni ¢ dei moduli tra-
scendenti o, E facile trovare un gruppo G di trasformagioni
sulle x,, che trasforma in s& stesse queste funzioni . Basta os-
servare che, data la superficie Riemanniana F, il sistema dei tagli
che la rende semplicemente connessa, non & determinato, ma si
pud scegliere in infiniti modi. Al variare di questo sistema di
tagli, variano anche le x,; e precisamente le a; subiscono le
trasformazioni di un gruppo discontinuo G. Le funzioni ¥, che
abbiamo considerato pit sopra, sono appunto invarianti per G.

Noi vogliamo esaminare, a titolo di esempio, i casi special-
mente notevoli di p=1, o p=2.

GexEre p = 1. Una curva di genere 1 si pud sempre porre

in corrispondenza biunivoca algebrica con una cubica
2 — 3
=4z —gr—g
L’ invariante assoluto z = ,,379227779 , sl pud assumere come
g: — s
modulo algebrico di questa curva. Un integrale abeliano » di
prima specie abbia, relativamente a un certo sistema normale di
tagli, i periodi ©,, w,; I’integrale abeliano normale avra i perio-
) 1 We5 g
(*) ScHOTTKY. Zur Theorie der Abelschen Functionen von vier Variabeln.

Crelles Journal Bd. 102. 1888. — Ueber die Moduln der Thetafunctionen
Aota Matematica, Vol. 27, 1904.
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questa, che posto =" - ¢/— 12® la forma z® y* della

variabile y sia definita positiva, ossia che a2 sia positivo.
Facciamo variare ora il sistema normale di tagli; i periodi,

che v avra rispetto al nuovo sistema, siano v, 0. Dovra essere

naturalmente

Wy == nyy O Ny 0y )

0y == gy O = Ny, O |

Viceversa, poichs o,, », devono pure essere combinazioni li-

(Ryyy Bygy Mgy, Ngy MUMeri interi).

1)

neari a coefficienti costanti delle o, o, sata ny, Rgy — Ny Ny, =1 1.
L’integrale abeliano normale rispetto al nuovo sistema di tagli
avra i periodi 1, 2, dove

1y 7 =" 2 BN OV o

o) Ry~ 0y T
Poiche il coefficiente della parte immaginaria di &' deve essere
positivo, sard 2y, ny — By, Mgy > 0, e quindi

Moy My — Mgy Ryg == 1.

1l gruppo G, generato dalla (1), coincide quindi col gruppo
modulare, che noi abbiamo gia studiato al § 26 (pag. 161 e seg.), e
per cui abbiamo trovato allora un campo fondamentale. L’ inva-
riante z & dunque una funzione, trasformata in sé stessa dal grup-
po modulare. Cio del resto si puo anche verificare direttamente.
Infatti dalla teoria delle funzioni ellittiche & ben noto che il

rapporto gi:g: é uguale, a meno di un fattore numerico, a

3 .
(Z ) : (E 1 ) dove le sommatorie sono
(mw, | nw,)t (mw, - nw,)t

estese a tutti i sistemi possibili di valori interi per m,n, eccetto
che al sistema m ==n = 0. Ed & ben evidente che ambedue
queste sommatorie sono invarianti per una trasformazione (1),
quando ny, Ny Ry, Ny sono interi- soddisfacenti alla n,y ny, —
— Mgy Ny = L.

Gexere p == 2. Ogni curva C di genere 2 si pud porre in

corrispondenza biunivoca algebrica con una curva
P=a 4 a ¥t + a, &* 4 ag #* -0,z + a;

di 1,z = “:. L’unica condizione a cui deve soddisfare ¥ &
i LWy bl
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la quale possiede tre invarianti assoluti indipendenti (funzioni
tazionali delle @) z,2,, 25, che si possono riguardare come umn
sistema di moduli algebrici per la C. Se u & un integrale abe-
liano di prima specie, e se ,, w,, 0, ©, sono i suoi periodi ri-
spetto a un sistema normale di tagli, noi assumeremo ®,, ¥y w5, O,
come coordinate omogenee in unc spazio § a tre dimensioni.
Se u, v sono due integrali abeliani indipendenti di prima specie,
se w; e w; (i = 1,2, 3,4) sono i loro periodi, ogni altro integrale
_abeliano w di prima specie & del tipo au —-Bo v (2,3, v==cost.);
i periodi ©”; (i = 1,2, 3, 4) di w sono uguali quindi ad ao, B
Tl punto di S, che & individuato da w secondo le nostre conven-
zioni, avra per coordinate le « o, + B o', e giacera quindi ‘sulla retta
r che congiunge i punti individuati rispettivamente dagli inte-
grali u, . Questa retta & quindi indipendente dai particolari inte-
grali w, v considerati: e dipende percid soltanto dalla curva C
o dal sistema normale di tagli, rispetto al quale si sono calco-
lati i periodi. Agli integrali abeliani normali di prima specie
relativi alla nostra cuiva corrispondono poi quei punti di S, in
‘eui r incontra rispettivamente 1 piani w, =0, &, = 0.

11 dare dunque la retta » individua senza ambiguita i moduli
trascendenti di C: e per studiare come un cambiamento del si-
‘stema normale di tagli trasforma i moduli trascendenti di G,
basterd studiare come esso trasforma la retta r.

Osserviamo ora che le coordinate Pliickeriane pi; pis; Puy Pony
Psuy Psg, di una retta di S sono date ‘dalle p, = 0,0}, — w0, e
soddisfano identicamente alla

PizPsi + Pis s + Puu P = O

Per la relazione che lega i periodi di 2 integrali abeliani di

“prima specie, una retta » di S, che corrisponda nel modorébpra

esposto a una qualsiasi curva di genere 2, soddisfera ancora alla:

Pis — P = 0.
Consideriamo tutte le rette di S che soddisfano a questa

‘equazione. Se 101 Poniamo Y, = Pu; ¥ = Pas; Ys==P1s = Pz Y+== Pui;
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s = — Pu, © assumiamo lo y a coordinate omogenee in uno spa-
zio I a quattro dimensioni, alle nostre rette corrisponderanno
quei punti di Z, che giacciono sulla quadrica

Q=y1y:+y§—y4ys=0-
A un punto (y) di I corrisponde in § la retta che passa
per i due punti di S, le cui coordinate sono rispettivamen-

te (1, 0, gf, g—") o (O, 1, & "-15); ossia al punto (y,) di 2 corri-
Y Yo Y

spondono i moduli trascendenti z, == Y ", X2, = ¥ 2. &y -—l

A un cambiamento del sistema di tagh corrlsp‘ondera sui
periodi w, di un integrale abeliano di prima specie una tras-
formagzione

4
v, = Z B s (n, = numeri interi).

E come sopra riconosciamo che il determinante delle n,, non
pud essere differente da + 1. La precedente trasformazione non
pud dunque mai essere infinitesima. Se noi facciamo variare in
tutti i modi possibili il sistema normale di tagli, questa trasfor-
mazione generera dunque in S un gruppo proiettivo G p.d.t.i.
Ora una proiettivita in § individua evidentemente una trasfor-
mazione lineare intera omogenea sulle p;. Al gruppo G corri-
spondera dunque un gruppo &, p. d. t. i., di trasformazioni lineari
intere omogenee sulle p,, le quali dovranno, per quanto 8l &
detto, trasformare in sé stessa I’equazione p,, — pu = 0. il
gruppo G’ si potrd quindi considerare anche come un gruppo
proiettivo nello spazio 3, che trasformi in s8é stessa la quadrica
Q=YY+ Y — Yy = 0, o, cid che & lo stesso, la quadrica

— )2 2
Q= ¥ - + ) + + e — ) gs’l‘wz.f‘ﬁ), — L&%ﬁ@_ =0,

Per il teorema X del § 21 (pag. 131) abbiamo dunque che:

Il gruppe G opera in modo pr. dis. sui punti complessi della
quadrica Q=0 di X.

E, poichs i punti di questa quadrica sono in corrispondenza
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biunivoca continua coi possibili sistemi di moduli trascendenti
di una curva di genere 2, possiamo (§ 18, pag. 118) enunciare
il precedente risultato anche cosi:

Il gruppo G opera in modo pr. dis. sui valori complessi delle
Xy, Tygy Xag. In altre parole G & pr. dis. in uno spazio R, in cui
&y, Ty, Tyy 8ONO coordinate non omogenee (naturalmente quando
8i pensi K luogo dei suoi punti reali e complessi).

Osservazione I. — Il gruppo G, pensato come gruppo di tras-
formazioni in R, gode di una proprietd notevole. Per trovarla,

si noti che dalle x, = %3, Ty =2, 2= %417 e dalla Q=0,

scende che

dat, — duy, day — ;_, @y dy, + dy: — dy, dy,).

Una trasformazione di G & una trasformazione lineare intera omo-
genea sulle y, che, trasformando in sé stessa la y,y.+ ¥ — 4, 9,= 0,
moltiplichera per un fattore finito la forma dy, dy, + dy: —
— dy,dy, e quindi anche la daj, — d x, d x,,. Il gruppo G &
dunque un gruppo conforme per la metrica euclidea indefinita,
che ha la forma du&? — dx,, d 2,, come elemento lineare. E il
nostro risultato ¢ quindi un caso particolare del teorema XI
del § 21. A

Osservazione I1. — La propria discontinuita di G si poteva
anche dedurre dal teorema II del § 17, ricordando che i tre
moduli algebrici 2, 2,, 2, considerati come funzioni delle &, sono
invarianti rispetto al gruppo G. Questo metodo, per quanto si
possa applicare anche al caso di p > 2 (con qualche modifica-
zione, se p > 3) ha perd assal minore interesse del metodo da
noi seguito. Infatti la via da noi scelta ci ha dimostrato che il
nostro gruppo & soltanto un caso particolare di un’intiera classe
di gruppi: ¢ gruppi di trasformazioni conformi in una metrica
euclidea indefinita; i quali tutti sono pr. dis., quando sono p.d. t.1.
Teoremi generali di esistenza per le funzioni invarianti per uno

di questi gruppi non sono perd ancora conosciuti,
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Accanto alle funzioni, di cui qui abbiamo discorso, ne esi-
stono altre, che nella teoria dei gruppi fuchsiani compiono un
ufficio perfettamente analogo a quello che le precedenti funzioni
.compiono nella teoria degli integrali abeliani.

Sia G un gruppo di trasformazioni lineari su una variabile ,
«che sia un gruppo di movimenti in una metrica a curvatura
costante. Se G & fuchsiano, esso non sia pr. dis. sui punti del-
L assoluto della metrica corrispondente. Supporremo @ di genere
finito p > 1. Sia » il numero dei cicli di vertici non accidentali di

-un campo fondamentale £ di @, —2-1»7»;, QlTF, ..
1 4

gli angoli di X in ciascuno di questi cicli. Noi diremo con Fricke
che G ha la segnatura

<
. 2175 le somme de-

{(p, n; ln l:’v R ln)

Gruppi simili avranno la stessa segnatura; noi non li riguar-
deremo come distinti. Notiamo perd che un gruppo non & indi-
viduato in generale dalla sua segnatura: esistono infatti gruppi
non simili, che hanno la stessa segnatura.

Un gruppo G della segnatura sopra scritta possiede general-
‘mente un campo fondamentale con 4p + n coppie di lati equi-
valenti (*). Per individuare il gruppo bastera dare p-es. 1 coeffi-

cienti « delle 4p + n trasformazioni, che portano un lato di un

(") Si puo dimostrare che un gruppo G della segnatura su seritta ha
generalmer.te un campo fondamentale con 4 p -+ n coppie di lati equivalenti.
Infatti sia F la superficie Riemanniana di genere p, che si ottiene pie-
gando un campo fondamentale di G, in guisa che punti corrispondenti del

contorno si sovrappongano. Rendiamo F semplicemente connessa col solito
. pong

sistema di 3 p tagli a, 4, e. Ogni taglio « sard diviso dai corrispondenti
tagli b, ¢ in due pezzi o', «". Congiungiamo un punto di uno di questi
tagli, p. es. il punto che serve di origine ai tagli ¢, agli » punti di F,
immagine dei ¢icli di vertici non aecidentali di £, e tagliamo F lungo

questi nuovi » tagli 7. La F, tagliata cosi lango 3 p - n tagli, resterd an-
cora semplicemente connessa, e sul piano della z avrd appunto per im-
"magine un poligono P con 4p - u coppie di lati (in generale non retti-

linei) equivalenti, iinmagine. rispettivamente dei tagli a', a”, b, ¢, d.
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campo fondamentale nel lato equivalente, e che, com’ & noto, for-
mano un sistema di trasformazioni generatrici per il gruppo.
Queste quantita « non saranno tutte indipendenti, ma dovranno
naturalmente soddisfare a condizioni, che noi non vogliamo qui
precisare. Di pit, poiché gruppi simili non si considerano come
distinti, noi potremo trasformare G con una tale trasformazione
lineare che tre dei coefficienti o abbiano valori prefissati.

Notiamo perd che, mentre i coefficienti « individuano com-
pletamente il gruppo , questo gruppo non individua questi
coefficienti, in quanto che a uno stesso gruppo corrispondono
infiniti sistemi di 4 p -} » trasformazioni generatrici (*). Da uno
di questi sistemi si passa a ogni altro con una trasformazione
birazionale sui coefficienti «. Indicheremo con I' il gruppo ge-
nerato da queste trasformazioni birazionali sulle quantita a.

Due funzioni fuchsiane generiche, invarianti per G, sono le-
gate da una relazione algebrica, a cui corrisponde una superficie
Riemanniana, i cui punti sono in corrispondenza biunivoca coi
punti di un campo fondamentale K di @, quando non si consi-
derino come distinti punti equivalenti del contorno di K. Tutte
le curve algebriche corrispondenti sono quindi in corrispondenza
biunivoca algebrica.

Viceversa siano date due curve algebriche C, D di genere p =1
in corrispondenza biunivoca algebrica. Su di una di esse segniamo n
punti A, Ay, . ..., A,; e sull altra segniamo i punti corrispondenti
B, B, ..., B.. Siano 1,1, .. .., 1, interi arbitrarii. Per 1 risultati
dell’ultimo capitolo sappiamo che esiste un gruppo G di movi-
menti in una metrica a curvatura costante, tale che le coordinate
dei punti di C siano funzioni uniformi di una variabile x, inva-

rianti per G, che ai cicli di vertici non accidentali di un campo

(*) E cio, perché un gruppo non individua il proprie campo fonda-
mentale. Se noi costruiamo il poligono P col metodo indicato nella pre-
cedente nota, I’ indeterminazione di P visulta ben chiara, appena si ricordi
2. es. I’indeterminazione,”di cui & suscettibile il sistema dei 3 p tagli, che
rendono F semplicemente connessa.
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fondamentale K per G corrispondano i punti 4 di C, e che gli

angoli di K in uno di questi cicli abbiano rispettivamente per
2% 2=n 27w
AEI AREEERT
distinti gruppi G simili, il gruppo @ é individuato completa-
mente. Cosi pure alla curva D e al punti B corrispondera un
altro gruppo G'. La corrispondenza biunivoca algebrica tra i

somma E anzi, se non consideriamo come

punti di €, D individua una corrispondenza conforme tra due
delle reti di campi fondamentali di G, G'. Questi due gruppi sono
dunque simili; e noi li dovremo riguardare come identici (*).
Ora, se noi rignardiamo come non distinte curve in corrispon-
denza biunivoca algebrica, I’insieme di una curva Ce di » punti
4, 4,, ..., A, posti su di essa, dipende da r =3 p — 3+ n moduli
(soltanto, se p =1, » =0, il numero r di questi moduli & u-
guale a 1). Ora per un teorema di Poincaré (pag. 302) questi
7 moduli variano con continuita al variare continuo di @, e sono
anzi funzioni analitiche dei corrispondenti parametri a. Per quanto
abbiamo detto, queste r funzioni analitiche sono funzioni inva-
rianti per il gruppo T, e costituiscono un notevolissimo esempio
di funzioni cremoniane, che non sono state finora sottoposte a
diretta ricerca.

Insieme a c¢id, noi abbiamo conseguito un altro risultato: che
cioé 1 gruppi G di segnatura (p,n: 1,1, ...., 1), che si possono
considerare come gruppi di movimenti in una metrica a curva-
tura costante, e che, se fuchsiani, posseggono due reti distinte
di campi fondamentali, formano, considerati come punti, e quando
gruppi simili si considerino come identici, una varietd continua
ad » dimensioni complesse; o, in altre parole, che ogni tale gruppo
si pud individuare, dando i valori di » parametri complessi, o,
cio ch’e lo stesso, di 2 r parametri reali, variabili con continuita

in un certo campo.

i* E assai notevole il fatto che la corrispondenza biunivoca algebrica
tra le dne curve (', D in guisa che ai punti 4 corrispondano i punti B,
appaia come un fatto equivalente alla similitudine dei gruppi G, &'.
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Questo risultato, che Fricke dimostra nel suo trattato in
modo diretto, & stato generalizzato dal Fricke stesso ai gruppi
fuchsiani, che posseggono una sola rete di campi fondamentali.
Esempro. — 1 gruppi G di traslazioni euclidee, che hanno
un parallelogrammo come campo fondamentale sono formati da

traslazione del tipo:
=x+mat+nf (2 8 costanti)

dove m,n sono interi variabili da trasformazione a trasforma-
zione. A gruppi G simili corrisponde uno stesso valore del rap-

porto T = g, e noi possiamo supporre che I (t) > O (*) (pag. 233).
Valori di t, equivalenti rispetto al gruppo modulare, corrispon-
dono a gruppi G simili (§ 34, pag. 223). Il gruppo modulare &
dunque, nel caso attuale, il gruppo I'. Sia f (@, y) = O una curva
di genere 1, corrispondente al nostro gruppo (. L’invariante
assoluto di tale curva & una funzione di 1, invariante per il

gruppo modulare. (Cfr. anche pag. 395-396).

(*) Con [ (7) indico, al solito, il coefficiente della parte immaginaria
di T (pag. 108).




OSSERVAZIONI VARIE

I — Sulla discontinuitd di un gruppo kleiniano.
(cfr. pag. 195-198).

A pag. 197 noi abbiamo dato il seguente teorema (cfr. loc. cit.
per le notazioni):

Se w' & un pezzo di Q, in cui esiste almeno un punto B, che
sia punto limite di infiniti campi normali, e se w' & un altro pezzo
di Q, in ogni intorno di B esiste almeno un punto equivalente a
un punto generico E di w.

Questo teorema si puo facilmente completare, dimostrando che
esso vale per ogni punto E di w, quando si escluda il caso che
tutte le trasformazioni del nostro gruppo lascino fissi entrambi
i punti E, B, ossia quando si escluda il caso banale dei gruppi
generati da trasformazioni iperboliche o lossodromiche, e da
trasformazioni ellittiche periodiche, aventi a comune i due punti
base E, B (cfr. pag. 239). Infatti, se cid non avviene, allora o tutte
le trasformazioni del gruppo G lasciano fisso il punto E, (e non la-
sciano fisso B) oppure esiste su Q almeno un punto E’, distinto
da E, ed equivalente ad E. Nel primo caso il nostro gruppo &
simile a un gruppo di similitudini euclidee, il quale, essendo privo
di trasformazioni infinitesime, e non lasciando fisso il punto B, &
per i risultati di pag. 238239 pr. dis. in un intorno di B, co-
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sicché B non sarebbe punto limite di infiniti poliedri norm;lif
contro I'ipotesi. Nel secondo caso sia o un intorno qualsiasi di B
sulla sfera Q, g un piccolo cerchietto, posto in «, e contenente B
all’interno; sia y quella regione dello spazio ambiente, che & li-
mitata dal piano passante per g, e da quella calotta di Q, a cui
appartiene il punto B. Se A & un qualsiasi punto della retta
E E, interno a Q, in y esiste (teorema I, pag. 195) almeno un
punto 4’ equivalente ad A. La retta passante per 4, equivalente
alla retta E E', incontrerd « almeno in un punto E’, che sara

equivalente ad E, E'
c. d.d.

Dalla precedente osservazione possiamo trarre una importante

conseguenza.

Se G é un gruppo kleiniano p. d. t. i. che trasforma in sé stessa
una regione A del piano © della corrispondente variabile complessa x,
e se esistono punti di © non appartenenti a A, allora G ¢é pr. dis. in .

Questo teorema estende a regioni A gqualunque il teorema
che afferma la discontinuitd propria di ogni gruppo (fuchsiano) &
p- d. t.i., che trasformi in sé stessa una regione circolare A. Per
dimostrare il nostro teorema si osservi che, se & non fosse pr. dis.
in un punto B interno a A, in ogni intorno di B esisterebbero
punti equivalenti a un qualsiasi punto E di =, che non sia la-
sciato fisso da tutte le trasformazioni di (f; e cid, anche se K rion
appartiene a A. Per la nostra ipotesi ne scendera che ogni punto
E esterno a A deve essere lasciato fisso da tutte le trasforma-
zioni di G. Quindi‘ G sarebbe simile a un gruppo di similitudini
euclidee p.d.t.1.; e, per i risultati di pag. 238-23Y, sarebbe dun-
que pr. dis. in tutto @ La contraddizione dimostra il nostro
asserto.

Ne segue anche:

Se G non & pr. dis., ogni punto B di Q & punto limite di
infiniti poliedri fondamentali: e in un intorno « di ogni punto B

di Q esistono punti equivalenti a un qualsiasi punto £ di Q.
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Quindi:
Se G non & pr. dis., ¢ punti equivalenti-a un qualsiasi punto K
formano un insieme di punti denso in tutto w. '
Se dunque per un particolare punto E avviene che i punti
ad esso equivalenti non formano un aggregato dappertutto denso,
altrettanto avverra per ogni punto di m; e & sara pr. dis. in 7,

II. — Sulle funzioni zeta-automorfe.

(cfr. pag. 116, righe 6-10 e pag. 259, righe 20-21).

" Abbiamo visto al § 17 che il problema (B) non & risolubile,

quando G non & pr. dis., mentre nulla abbiamo conchiuso in tal
senso per il problema (d4). II mio amico dott. Eugenio Levi mi
comunica la seguente notevole osservazione che esistono casi,
in cul si pud dimostrare la irresolubilitd del problema (4), se
G non & pr. dis. E precisamente si pud dimostrare che non esi-
stono funzioni zeta-automorfe (o zetacremoniane) di una variabile
(distinte da una costante o da una funzione razionale), quando il
gruppo G ¢é un gruppo p.d.t. i. impropriamente discontinuo, e in
particolare quindi che non esistono sistemi di effettive funzioni
24,23y 2 della &, le quali subiscono le trasformazioni di un
gruppo I' lineare intero omogeneo, quando la x subisce le tra-
sformazioni di un gruppo G (p.d.t.i.) di trasformazioni lineari
sulla x, che non sia pr. dis.

Infatti si osservi che (cfr. osservazione I)i punti equivalenti
a un punto 4 rispetto ad un tale gruppo G' formano un aggre-
gato di punti dappertutto denso nel piano della variabile com-
plessa x; cosicché il campo di esistenza delle funzioni z;, 2,,....2,,
che deve essefe trasformato in sé stesso da @, si deve estendere
a tutto il piano. Notiamo ancora che si pud sempre fare I’ ipotesi
che le 2z, z,...., z,, slano linearmente indipendenti. Poiché, ove

¢id non fosse, si potrebbe esprimere una di esse, per es. z, per
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le 2y, ....2.; ed il sistema delle m — 1 funzioni z,...., z, risul-
terebbe ancora un sistema di funzioni zeta-automorfe relative al
gruppo G.

Segue di qui che, se una particolare operazione del gruppo I
lineare omogeneo fa passare dalle z alle £, si potranno sempre
inversamente esprimere le z in funzione delle 2.

Cid posto, diciamo punto singolare per il sistema delle funzioni
24y 23,4+ 2, UN punto singolare per una qualunque delle fun-
zioni 2, 2y, ...., 2a; dalla precedente osservazione segue che un
punto equivalente ad un punto singolare per il sistema delle
funzioni z & certamente ancora singolare per il sistema delle
funzioni z. Ma i punti equivalenti ad un punto qualunque del
piano formano un insieme ovunque denso: quindi se il sistema
delle z, ha un punto singolare, il sistema dei punti singolari delle
z; & ovunque denso.

Cié & assurdo; le z non hanno quindi mai punti singolari,
e, poiché sono funzioni uniformi in tutto il piano, si riducono a

costanti.
c. d. d.

Qualora il gruppo T non fosse di trasformazioni lineari in-
tere omogenee, ma di trasformazioni lineari fratte, occorrerebbe
considerare come punti singolari per le z i soli punti singolari
essenziali: cio porterebbe a dire che le funzioni z, non possono
che essere funzioni razionali della x: ed analogo risultato si ot-
terrebbe quando I' fosse un gruppo di trasformazioni birazionali
(purché naturalmente si conservi I’ipotesi che le z debbono essere

uniformi nella x).
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Relazione tra i movimenti di uno spazio iperbolico a due di-
mensioni e le trasformazioni lineari a coeflicienti reali sn una
variabile complessa: i movimenti si distinguono in movi-
menti ellittici, parabolici, iperbolici. Relazione tra i movi-
menti di una metrica a tre dimensioni e le trasformazioni
lineari a coefficienti complessi su una variabile complessa:
i movimenti possono essere ellittici, parabolici, iperbolici o
lossodromici (ellittico-iperbolici).

§ 15. — Le metriche Hermitiane . . . . . . . . . .

Geodetiche e distanza geodetica. I1 diseriminante dell” elemento
lineare e i volumi. Generalizzazioni varie.

§ 16. — Metriche miste. . . . . . . . . . . . . .

Geodetiche e volumi in una metrica mista.

Parte Szcoxva. — I problemi fondamentali, i grup-
pi propriamente discontinui, e le loro applica-
zioni aritmetiche.

CarrrorLo Quarro. I problemi fondamentali.

§ 17. Enunciato dei problemi fondamentuli e primi teoremi .

I problemi fondamentali nelle relazioni fra i gruppi discon-
tinui e la teoria delle funzioni; funzioni auntomorfe e zeta-
auntomorfe; funzioni cremoniane e zeta-cremoniane. — Le
funzioni invarianti per un gruppo discontinuo di trasforma-
zioni lineari contenente trasformazioni infinitesime sono anche
invarianti per un gruppo continuo di trasformazioni lineari. —
Sistemi di r funzioni indipendenti di » variabili invarianti
per un gruppo discontinuo. Gruppi propriamente discontinui
in un punto. Grappi propriamente discontinui in una regione.

CarrroLo quinto. — La discontinuitd propria dei gruppi.

§. 18. — Definizioni ¢ lemmi . . . . . . . . . . .

Gruppi propriamente discontinui considerati come operanti sulle
varietd di un dato insieme.
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§ 19. — I teoremi fondameniali per i gruppi lineari . . . . pag. 118

Lemmi sulle forme definite, e sui gruppi che trasformano 1’ una
nell’ altra due forme definite. I gruppi lineari pit generali
privi di trasformazioni infinitesime. Applicazioni alla teoria
della propria discontinuitd: i gruppi che trasformano in sé
stesso un sistema continuo di forme definite.

¢ 20. I teoremi fondamentali per i gruppi di movimenti . . .

Teoremi sui gruppi di movimenti in una metrica reale privi
di trasformazioni infinitesime ; loro discontinuith propria.

¢ 21. — Applicazioni varie dei teoremi precedenti . . . . .

Sistemi di forme definite algebriche, o Hermitiane; gruppi di
movimenti in una metrica reale, e particolarmente in una
metrica a curvatura costante o Hermitiana; gruppi di trasfor-
mazioni conformi in una metrica euclidea indefinita.

¢ 22. — Gruppi aritmetici, gruppi fuchsiani, fuchsiani misti,
kleiniani, iperfuchsiani, iperfuchsiant misti . . . . . .

Definizioni. Applicazioni a questi gruppi dei teoremi dei pre-
cedenti §.

¢ 28. — Di aleuni gruppi discontinui finiti . . . . . . .

Metriche ed ipermetriche regolari in un punto. Gruppi lineari,
che trasformano in s& stessa una forma definita.

CarrToLo sksto. — I campi fondamentali.

§ 24. — Prime definizioni . . . . . . . . . . . .

Insiemi fondamentali e cambiamenti leciti. Insiemi fondamentali
per i gruppi propriamente discontinui; campi fondamentali.
Trasformazioni generatrici.

§ 25. — Alcuni teoremi relativi alla costruzione dei campi fon-
damentali . . . . . . . . .« . . e« 0 e

Di un metodo generale per la costruzione dei campi fonda-
mentali. Applicazioni ai campi fondamentali dei gruppi di
movimenti : campi normali. Applicazioni ai gruppi proiettivi.

§ 26. — Osservazioni varie relative alla costruzione dei campi
fondamentali, ed esempi . .. . . . . . . o . . .

L’ampliamento per riflessione e sue applicazioni alla costru-
zione dei campi fondamentali per il gruppo modulare, per
il gruppe di Picard, per il gruppo aritmetico riproduttore di
una forma quadratica indefinita.

$ 27. — 1 gruppi lineari e conformi pii generali . . . . .

Di un metodo generale per studiarne la propria discontinuitd.
QOsservazioni su una questione non ancora risoluta.
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CariToLo serTiMo. — Applioazioni aritmetiche.

$ 28. — La teoria della ridusione delle forme . . . . . .

Osservazioni preliminari. Le forme definite, o indefinite a coef-
ficienti interi in un campo algebrico.

$ 29. — La riduzione delle forme quadratiche od Hermitiane

Le forme di Gauss, di Dirichlet, di Hermite.

CarrroLo oTTavo. — I gruppi fuchsiani e kleiniani.

§ 80. — Proprieta fondamentali. . . . . . . . . . .

I gruppi che trasformano in sé stesso un cerchio immaginario
gono gruppi discontinui finiti. I gruppi che non contengono
trasformazioni lossodromiche, e loro classificazione. Teoremi
sulla propria discontinuita dei gruppi kleiniani.

$ 81. — Reti di campi fondamentali . . . . . . . .

Riduzione del campo fondamentale; reti di campi fondamen-
tali; linee singolari.

§ 82. — I vertici dei campi fondamentali. . . . . . . .

Classificazione dei vertici: cieli di vertici, vertici isolati, e non
isolati. Studio dei vertici isolati: vertici non accidentali posti
su una linea singolare L; vertici non accidentali non posti
su L; vertici accidentali.

§ 83. — Indice di una trasformazione .

Indice delle trasformazioni di un gruppo fuchsiano prive di
trasformazioni paraboliche ; generalizzazioni. Caso di un
gruppo fuchsiano con trasformazioni paraboliche.

§ 34. — I gruppi i movimenti p. d. t. i. nelle metriche ellittiche
ed euclidee, ¢ i gruppi pr. dis. di similitudini euclidec . .

Gruppi dei poliedri regolari. Gruppi p. d.t. i. di movimenti, e
. di similitudini nel piano euclideo: loro generazione, e loro
campi fondamentali.

§ 35. — Alcuni gruppi fuchsiani particolari. . . .

Gruppi corrispondenti alle reti di triangoli a lati circolari, che
si deducono da un dato triangolo mediante inversioni per
raggi vettori reciproci, e loro classificazione. Cenno sui gruppi
corrispondenti a reti analoghe di poligoni con un numero
di lati superiore a tre,
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Parte Trerza. — Applicazioni dei gruppi discon-
tinui alla teoria delle funzioni.

CariToLo NoNo. — Le funzioni di variabile reale, e le fun-
zioni analitiche di una sola variabile.
§ 86. — Le funzioni di variabile reale . . . . . . . .

Osservazioni sul modo di porre il problema fondamentale nel

caso delle funzioni di variabile reale. Le funzioni armoniche
di due variabili trasformate in sé dalle trasformazioni di un
gruppo fuchsiano, o kleiniano propriamente discontinuo. Loro
costruzione; le variabili principali corrispondenti ai varii
punti del piano; Generalizzazioni varie.

§ 37. — I teoremi di esistenza per le funzioni analitiche nel
easo n=1 . . . . . . . . e e e e e e

Dimostrazione dell’ esistenza delle funzioni analitiche di nna sola
variabile invarianti per un dato gruppo fuchsiano, o klei-
niano, dedotta dai teoremi del § 36. Riduzione del problema
della costruzione delle funzioni zeta-automorfe al problema
di inversione di Riemann.

CarrToLo bEciMo. — I teoremi di esistenza dedotti con me-
todi algoritmici.

¢ 38. — I gruppi discontinui finiti . . . . . . . . .

Studio diretto dei gruppi dei poliedri regolari e delle equazioni
algebriche corrispondenti; cenno sulle equazioni di quinto
grado.

¢ 39. — Le serie di Poincaré . . . . . .+ & « .« < .

Proprieta formali delle serie di Poincaré e loro relazione col
problema della costruzione delle funzioni automorfe di un
numero qualsiasi di variabili. Primi lemmi generali sulla
loro convergenza.

¢ 40. 1 gruppi di movimenti e i gruppi lineari . . . . .

Studii sulla convergenza delle serie § di Poincaré relative a un
gruppo di movimenti: caso particolare dei gruppi fuchsiani e
iperfuchsiani. La convergenza delle serie § per i gruppi li-
neari: caso particolare dei gruppi kleiniani.

¢ 41. — Risoluzione del problema fondamentale (B) . . .

Costruzione mediante le serie § di un sistema di a» funzioni
indipendenti di = variabili, invarianti per un gruppo.
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§ 42. — OQsservazioni storiche, e confronti varii. . . . . .

Relazioni delle prece(lventi funzioni con le funzioni pil‘l’VOltB pe-
riodiche.

§ 43. — La convergenza della serie £ . . . . . . . . .

Studii sulla convergenza delle serie £ relative a gruppi fuchsiani
e iperfuchsiani. Applicazioni degli studii precedenti alle serie §
per un gruppo fuchsiano.

CAPITOLO UNDICESIMO. — Applicazioni a gruppi particolari.

§ 44. — Funzioni 8-fuchsiane ¢ fuchsiane . . . . . . .

Comportamento delle funzioni fuchsiane nei vertiei di un campo
fondamentale. Generalizzazione alle funzioni fuchsiane delle
proprieta delle fungioni razionali sulle superficie di Riemann.
Rappresentazione delle funzioni fuchsiane mediante le serie
di Poincaré.

§ 45. — Particolari funzioni fuchsiane e kleiniane . . . .

Funzioni ellittiche. Rappresentazione conforme di un semi-
piano su certi poligoni a lati ecircolari.

§ 46. — Funzioni fuchsiane e Lleiniane legate da una relazione
alyebrica. 1l teorema di diramaziowe . . . . . . . .

Condizioni perché due funzioni fuchsiane o kleiniane apparte-
nenti a gruppi distinti sieno legate da una relazione alge-
brica. Applicazioni al teorema di addizione e di moltiplica-
zione delle funziopi ellittiche, alle funzioni fuchsiane corri-
spondenti al gruppo aritmetico riproduttore di wuna forma
quadratica a coefficienti interi razionali. I1 teorema di dira-
mazione. Applicazione ai sottogruppi del gruppo modulare.

§ 47. — 1 teoremi di Weierstrass . . .

Lemmi sulle funzioni analitiche di pit variabili, e i sistemi
di equazioni analitiche. Relazioni algebriche tra le funzioni
automorfe di n variabili, corrispondenti a uno stesso gruppo.
Tutte queste funzioni automorfe sono esprimibili razional-
mente in funzione di n 4 1 funzioni, convenientemente scelte
tra esse.

¢ 48. — Le funzioni zeta-automorfe, e le cquazioni differenziali
corrispondenti . . . . . . . . . . . . .

CAPITOLO DODICESIMO. — Applicazioni alle funzioni polidrome.

¢ 49. — Il problema fondamentale . . . .

Primo enunciato del problema ed esempi. Nuovo modo di
enunciare il problema,
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§ 50. — Trasformaszione del problema. . . . . . « . .

11 problema & determinato. Riduzione della questione ad un pro-
blema di rappresentazione conforme. Enunciato del teorema
tinale.

$ 51. — Dimostragione del teorema precedente . . . . . .
La costante di Koebe ed il teorema di Koebe. Teoremi di
Harnack e di Osgood sulle funzioni armoniche. Dimostra-
zione del teorema. Generalizzazioni.

w

Appendice.

Punzioni modulari ¢ ipermodulari . . . . . . .« . .

Moduli algebrici e trascendenti di una curva algebrica; funzioni
modulari corrispondenti. Casi particolari delle curve di ge-
nere 1 e di genere 2. Gruppi fuchsiani di una stessa segna-
tura; parametri, che li individuano. I moduli delle corri-
spondenti curve algebriche, considerati come funzioni di que-
sti parametri, Esempio.

Osservazioni varie.

OssERVAZIONE L. — Sulla discontinuita di un gruppo kleiniano
0sSERVAZIONE II. — Sulle funzioni zeta-autowmorfe . . . .
TAVOLA DELLE MATERIE . . « =« « « « o o « =« =« =

e e e

pag. 372

» 878

» 893

» 405
» 407
» 409



