S

-7
g

A

G. FUBINI - E. CECH

GEOMETRIA PROIETTIVA
DIFFERENZIALE

ToMO SECONDO

BOLOGNA
NICOLA ZANICHELLI

EDITORE

L' EDITORE ADEMPIUTI I DOVERI

ESERCITERA 1 DIRITTI SANCITI DALLE LEGGI

Tipografia del Seminario - Padova - ITI-1927



Caprroro VIII.

SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO
UN GRUPPO CONTINUO DI DEFORMAZIONI
PROIETTIVE IN SE.

§ 71. — Superficie con o * deformazioni proiettive
(o collineazioni) -in sé.
4) Preliminari.
‘ Volendo ricercare tutte le superficie che ammettono un gruppo
- continuo di deformazioni proiettive o collineazioni in s3, possiamo
i gscludere le superficie rigate; infatti, per le rigate il problema &
.. -~ gid stato risoluto al Cap. IV § 40. Ricordiamo anche dal Cap. IT
. § 20 4) che una trasformazione

u=ulu,v) , v="0(u,v)

di una superficie non rigata § in s3 & deformazione proiettiva o

‘ samphoe proiettivita (*) allora ed allora soltanto che essa muta in

8¢ I’elemento lineare proiettivo —g—“— di 8 (o cio che & lo stesso,

S (*) Siamo nel caso di una proiettiviti se anche la terza forma di S &
=, mutata in 88,

Fustt o incn, Levioni di Geomeiria presettivo-differenxials. ; %

N

390 CAPITOLO OTTAVO s 71, B]

le forme intere 5 e ¢g). Ora al Cap. VI §§ 61 e 62 abbiamo

visto che una forma % pud essere cambiata in s& tutt’al pilt
2
per o2 trasformazioni distinte, sicch? possiamo subito enunciare il

teorema : Se una superficie non rigata S ammette un gruppo G di
deformazioni o collineazioni in 8é, allora G ha uno o due parametrs.
Inoltre segue dal Cap. VI § 62 che condizioni necessarie e suffi-
cienti affinché S possegga un gruppo a due parametri G, di defor-
maziont proiettive o collineazioni in 8¢ sono

(1) ® =—=cost. , W =cost.

Ora noi sappiamo [Cap. VI § 60 (5)] che le (1) possono scri-
versi anche

1 1 , Loy
(1)“' H=0 y K=——-9—‘b Iy e=——~3—‘1’. ) 9:——‘3—‘1}'.

In particolare, per le nostre superficie valgono le
H=0 , K=cost.

sicché esse son tutte contenute fra quelle gia determinate al Cap. VII
§ 69 (*). Basta esaminare gli invarianti ® e ¥ (o W) delle su-
perficie ivi trovate. Distinguiamo tre casi: @) K=0, b) K +2=0,
c) K(E+2)%0.

B) 11 primo caso X =0.
1 valori di ® e ¥ sono stati calcolati a pag. 365. Essi sono
evidentemente costanti allora ed allora soltanto che U'= V'=0.

Senza ledere la generalitd possiamo supporre U=V =1, ossia

@) p=vel

(*) i vede che le superficie cercate si distribuiscono in famiglie composte
da o?* superficie proiettivamente applicabili fra loro.
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Le (7) del Cap. VII § 69 C) danno
(2) bia T=4v+B | t,=Adu-C.

Le nostre superficie sono identiche alle superficie di coinci-
denza studiate al Cap. IIl § 27. Le deformazioni del gruppo G,
sono evidentemente

(2) to: Ezu—}—a s ;=U+b.
Esse sono proiettivita se 4 =0 (allora possiamo determinare le

equazioni in termini finiti di §; cfr. Cap. IIT § 27). Se invece
A4 % 0, nessuna delle (2) ,, si riduce ad una proiettivita.

0 11 caso K F 0,

Sia adesso K % 0, dove per ora pud essere K +-2==0 o 0.
I valori di @ ¢ W sono scritti al § 69 D. B evidente che essi
son costanti se U'= V'=0. Per mostrare che non vi ¢ nessun
caso essenzialmente pili generale, osserviamo che la seconda delle
(1) bis da

U v U v
= L E s o(E )0

Se p. es. U'=10, & quindi anche ¥'= 0. Se invece U'V'>0

<
si deduce
u——v—}—ﬁ(—g;—-g—,) =0,
%:= uia , %: —vi—a, (d=cost.)
U = ¢, (u—a) . , V= éﬂ(v—a)s.
Scegliendo %—a © 75—, @ Duove variabili indipendenti,

U e ¥ si riducono a costanti.
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D) Secondo caso K +- 2 =0,

Sia £+4-2=0. U ¢ V son costanti arbitrarie, ma basta sup-
porre '
U=a® , V=1(".

Le (9) del Cap. VIL § 69 D) danno

11 1
@ B=';‘ v TE—a

°%—v U—v

Le (12) e (14) del cit. § danno poi

t, = (Av* + By +0) (u—v) — —2% u—l-v ,
@ 3a 1
ty = (Au? 4 Bu +0)(v-——-u)——2—- P
Il gruppo G, & dato dalle
®) tar u=au+b , v=av+4b.

Se 4 =B =0C=0, tutte le (3), sono delle semplici proiet-
tivitd. Se 4 = B =0, C% 0, quelle soltanto per cui a®=1 sono
proiettivitd. Se non 8 A= B=0, tutte le trasformazioni - (3),,
sono deformazioni proprie,

E) Terzo caso K(K + 2)% 0.

Sia K < 0. Le (11) del Cap. VII § 69 D) mostrano che U=7V;
si pud supporre U=V =1, sicch® le (9) del citato § danno

,/'2 1 21
(4 B= TE] v—o T=—VTE|——“—:_—0—.

~

(*) Basta supporre a? 2= 1.
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Le (12), (15) e (17) del cit. § danno poi

f=— —é—l[%u—i—v—+(u—-v)(44vﬁ+3v+c)],
@
VIKl [2 . +(u-—v)(Au“+Bu+C)]

Le deformazioni in s& sono anche qui date dalle (3)., e la
riduzione alle proiettivitdi avviene negli stessi casi di prima. Il
caso K>0 si trova facilmente impossibile per superficie reali,
anche se le asintotiche fossero immaginarie.

F) Quadro delle forme fondamentali delle superficie

con w ? deformazioni proiettive in sé.

1. | po=2dudv , @;=du+t dv®,
I ;lu, : (Av + B)du + (Au + C)dv.
Deformazioni in s&:
u=uta , v=0v+b.

2

2-0 %=_-(;—_—-v—)—2—dudv,

1

1
St du; = l(Av2+Bv+0)(u——v)— ErEr— Jdu+

3¢ 1
+ [(Au2+3u+0)(v—u)——2i“- v_—u] dv.
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Deformazioni in s2:

u=aut+b , v=av4ec.
o 242 o3
3. 9,: — mdﬂd‘l) y ?8= W(dua’_d”s)’

S du= —a [(Av"—l- By +C) (u—v)+ 'g‘;"_l?;]d" +

! ]dv.
v

+a [(Au’+ By +0) (u——v)-{.-% —

Deformazioni in so:

u=aw+b , v=av+ec.

§ 72. — Nuova deduzione dei precedenti risultati.

4) Metodo di Fubini.

Indicheremo rapidamente anche il metodo inizialmente adope-
rato dal Fubini per trattare questi problemi : metodi che egli estese
anche agli iperspazi (*).

Ogni deformazione proiettiva infinitesima della superficie in sb
stessa dovendo trasformare in s& stesse le asintotiche & del tipo
égau——i— *q—:—v, ove § & funzione della sola u, ed v della sola v.
Essa dovra trasformare in s& stesse le forme p, e o, . D’altra
parte una deformazione proiettiva di una superficie non rigata in
8¢ stessa & completamente determinata se si da il punto (u,,v,)
ove essa porta un punto generico prefissato (w,, v,). Infatti essa

(*) Cfr. G. Fusivr: Fondamenti di Geometria prosetisvo - differenniale
(Rend. del Circolo Matem. di Palermo; Tomo 43, Marzo 1919).
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deve portare le tre direzioni di Darboux g3 =0 (o quelle di Segre)
uscenti da (%, v, nelle omologhe uscenti da (u,,v;). Resta cosi
determinata per ogni direzione uscente da (u,, v,) I’ omologa uscente
da (u,,v,) per il fatto che il birapporto che essa forma con le
tre direzioni di Darboux & un invariante, Pertanto il gruppo di-
pende al pit da due parametri e due sue trasformazioni infinite-
sime distinte hanno traiettorie distinte.
Se ne conclude che sono possibili i soli casi séguenti:

1°) Il gruppo dipende da un solo parametro ; la sua trasfor-

mazione infinitesima sard, con un cambiamento di parametri , v

a
delle asintotiche, riducibile o al tipo rm (se m=0) oppure

éi—&-—{— -:—v . Se fosse invece & = 0, basterebbe, per ritornare al

primo sottocaso, scambiare le %, v.

29) Il gruppo dipende da due parametri, e le sue trasfor-

mazioni infinitesime sono permutabili. Una di esse X si potra,

come sopra, ridurre al tipo —(-9%— + a—:T, ove o =0, oppure
3 ]

@ = 1. Se un’altra trasformazione Y indipendente & «‘;W +a50

dovra essere per la supposta permutabilita
4 ]
eu "é'u_ + Ay ’é? =0.

Quindi &= cost., an, =0, e percid se a =1, sard 1 = cost.

Se a=20, si potrd pure rendere m=1, cambiando il para-
metro v. In ogni caso, sostituendo alle X, Y loro combinazioni
lineari a coefficienti costanti, cid che non muta il gruppo da esse
generato, le potremo supporre ridotte al tipo

3*) Il gruppo ha due parametri, e le sue trasformazioni
infinitesime X, ¥ non sono permutabili: potremo allora, come &
noto, supporre (XY)= X.
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Se X & riducibile alla forma —53‘—, allora Y sard del tipo
) i '

* + M55 o7 mutando il parametro v, potremo rendere ’
n=v

Se X & riducibile alla forma -i--}- , di nuovo Y sard

0
ou v
riducibile al precedente tipo.
In conclusione dunque vi sono i seguenti tipi possibili:

Ly 8 3 ] ] 8

A4) du O’ B) _6_u_+ v ! ©) ou ' v !

8 3 8 ? 3 8 9
Dttt te e

Nel caso A) B e 7 sono funzioni della sola v.
» B) B e 7 sono funzioni della sola u—uv.
» C) B e 7 sono costanti.

» D) B e 7 sono del tipo 1:7 y -?Ij— (b, k= cost.).

, . h k :
» E) B e 7 sono del tipo prll S (%, & = cost.)

Affinché non si tratti di un caso virtuale, ma ad esso corri-
sponda effettivamente una superficie, bisogna che le equazioni (14)
e (15) del § 16 D in L, M siano integrabili. Lasciando ad un
altro § lo studio dei tipi A, B di gruppi a un solo parametro,
osserviamo che I tipi C, E si riducono a quelli studiati al prece-
dente §. Quanto al caso D, le citate equazioni diventano :

L,=0 M, = ——

L

k
vt =TL“

A
S M—6

2y o
v v

che si riconoscono immediatamente non integrabili. Questo caso D)
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& percid puramente virtuale, e nell’ attuale teoria & quindi da tra-
scurarsi, v

N@ & difficile riconoscere quando ! gruppo trovato di deforma-
zioni proteliive ¢ un gruppo di pure collineazioni della superficie in
sé siessa. Basta vedere quando tale gruppo oltre a trasformare in
sd stesse le forme ¢,, p; trasforma in s& anche la terza forma
¢11 04 + gy dv?, ossia, posto 6 = logfy, la forma:

(em——;-ez—L)duw(ew—~;-e:—M)dv2;

cid che si riduce a un semplicissimo calcolo.
~Metodi simili si applicano anche alle superficie rigate.

B) Metodo di Lie per i gruppi di collineazioni.

Per le superficie che ammettono un grappo continuo di colli-
neazioni in s® stesse sard bene ricordare anche il classico metodo,
col quale Sophus Lie risolvette il problema di trovare le superficie
che ammettono un gruppo di collineazioni in s& ad almeno 3 pa-
rametri, indicando anche come, con calcoli perd molto lunghi, si
sarebbero potute determinare le superficie trasformate in s& da un
gruppo di collineazioni a soli due parametri. Partendo da teoremi
generali sui gruppi proiettivi, egli studia anzitutto le curve che
ammettono un gruppo di trasformazioni in sd stesse. Si volge poi
allo studio del piano, che ammette o 12 collineazioni dello spazio
in 88, dei cont, e delle superficie sviluppabili, lo studio delle quali
equivale allo studio analogo per le curve, che ne sono lo spigolo
di regresso. Prescindendo da questi casi elementari, una superfi¢ie,
che sia trasformata in 86 da un gruppo ad r >> 3 parametri, avra
per asintotiche delle linee ciascuna delle quali & trasformata in s&
da un gruppo ad r — 1 =3 parametri, e che quindi sono o cu-
. biche sghembe, o curve piane (e percid rette). Poiché un punto
delia superficie & trasformato in s® da un gruppo ad r —2>=2
parametri, il quale dovrebbe trasformare in s& stessa la coppia
delle due asintotiche uscenti da tale punto, S. Lie, studiando il
gruppo proiettivo che trasforma una cubica sghemba in s& stessa,
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deduce che cid & impossibile anche se una sola delle citate asin-
totiche & una cubica. Nel caso considerato percid tutte le asintotiche
sono rette, e la superficie & una guadrica.

Se la superficie ammette un gruppo ad r = 3 parametri, S. Lie
deduce di nuovo che le asintotiche sono o cubiche sghembe o rette.
La figura formata dalle due asintotiche uscenti da un punto della
superficie sara trasformata in sé da un gruppo ad almeno un pa-
rametro (1 =r — 2). Da cia-S. Lie deduce come sopra che, se le
asintotiche non sono entrambe rette (caso gia studiato delle qua-
driche), allora le asintotiche di un sistema sono rette, le asintotiche
dell’altro sistema cubiche sghembe. Col calcolo effettivo deduce cosi
che U'unica superficie non sviluppabile che ammetta un gruppo a
tre parametri di collineazioni in sé stessa é la rigata di Cayley.

Per le superficie che ammettono un gruppo a soli due para-
metri di collineazioni in s&, 8. Lie si limita a ridurne la ricerca
a quella dei gruppi proiettivi a due parametri, le cui trasformazioni
infinitesime non sono proporzionali, ossia hanno traiettorie distinte.

§ 73. — Saperficie con o' deformazioni

proiettive in se. Specie 4.

4) Loro determinagzione.

La determinazione di tutte le superficie 8 non rigate con un
gruppo continuo G, ad un parametro di deformazioni proiettive (*)
in s& richiede, come vedremo nei futuri §§, lunghi calcoli. Vi &
perd un caso particolare in cui i calcoli si semplificano assai, quello
dove le traiettorie del gruppo G, (le curve di 8§ trasformate in s¢
dalle deformazioni del gruppo) somo asintotiche di¢ S. Diremo in fal
caso che 8 & di specie A. Nel presente § determineremo tutte le
superficie di questa specie. Riferiamo S alle asintotiche e suppo-
niamo, per fissare le idee, che le traiettorie di @, siano le v=rcost.

(*) Il caso di collineazioni & cosi triviale che non ne parleremo neanche.
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Osservando che le.trasformazioni di @, mutano in 83 I’ equazione
differenziale du = 0, possiamo evidentemente scegliere il parametro u
in modo che le equazioni di @, siano

E:u—l—t , v=u.

Se ne deduce immediatamente che B e v son funzioni della
sola v, Scegliendo anche v opportunamente, possiamo pertanto
supporre

1) B=1 , 1=70.

Per trovare effettivamente le nostre superficie, basta esaminare
le condizioni d’integrabilita, che scriviamo nella forma (Cap. II,
§ 16 D)

Lv=_267u—7ﬁu 3 Mu=_275v—'57m 3
2
BMw + 2BVM + va =1L, + 27,L + Vs

Notiamo che la terza forma fondamentale si determina dalle
L e M secondo le equazioni

1

Ytl=_M+6v'—— 2 657
1
(3) BT2=—L + 6,,,,—-2—65,,

8 = log|v].
Sostituendo nelle (2) i valori (1), si deduce
L=0 , M,=—v , M,—+L,.
Le prime due danno
L=U , M=—+yu4 7V,

con U funzione della sola u e V funzione della sola ». Sostituendo
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nella terza si ricava
—{"u + V'=U'.

Dando qui & v un valor costante, si deduce (essendo ¥ 0)
U=au®+ bu ¢

sicche

— 1w+ V'=1(2au + b)
ossia

{'=—2a , V=»by.

Sia in primo luogo a=0. Sard {'=0, y=ev -+ f. Ora si
noti che i parametri «, v non sono stati fissati che a meno di una
sostituzione della forma

4 u=ou+B , v=alv+1.

Si pud quindi supporre y==1 oppure Y= v. Cost otteniamo i due
casi

(5 B=%=1 , L=agu+b , M=av+c;

6) B=1, y=v , L=2%u+b , M=—utatte

. A2 - .
In secondo luogo sia o = 7—}0. Sara 7'= — A%y, Y=

= esin (4v + f). Facendo uso delle (4) possiamo supporre e =1,
f=0, ed otteniamo

; 2
B=1, yt=sindv , L:—g—u‘—i—Aau-{—b,

()
M =—(Au + a) cos Av +- ¢

2
Sia infine a=—~%. Sard ¢'=Ad2y, yY=dje*" + dye74".

Facendo uso delle (4) vediamo che basta far assumere a 7 uno dei
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valori senhdv, coshdv, ¢°, «=. Otteniamo pertanto

B=1, ‘1=senhAv s

: 4
(8) : L=———§—u’+Aau+b,

M=— (Au—a)coshdv | c;

B=1, Y=coshdy,

z |
o) L=—%u2+.4au+b,

M = — (Au—a)senh 4y 4 ¢ ;

le y T=2¢€",

' 1

(10) 3 L=——2—u3+¢m+b,
M=(@—uetc;
=1, 1=¢>,

(11) L=——;——u"+au+b,

M= (u— a)e“""-{— c.

Un quadro riassuntivo delle quantita 8,7, L , M si trova alla
fine del Capitolo™(*). Vi & omesso il caso (5); le superficie corri-
spondenti ammettono infatti w2 (e non soltanto 1) deformasioni
proiettive (o collineazioni in s3). Tale circostanza non accade per

' *) §i noti che le equazioni precedenti contengono una costante inessen-
ziale [b. in (6), a in (7), (8), (9), (10), (11)] potendosi scrivere u + oost. al
posgo‘dx w. Nel quadro citato tale costante & fissata (b =0, risp. @ = 0).
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’

. 3 :
gli altri tipi trovati giacche ¥'= -7?; non & per essi costante [cfr.

§ 71, (1)]. Si noti anche che le deformazioni proiettive di G; non
si riducono mai a proiettivita (eccettuato (5) con a=20); infatti
si vede facilmente che nel caso opposto L ed M dovrebbero essere
indipendenti da w.

B) Altri metodi di calcolo.

Invece di supporre scelti i parametri » e » secondo le (1), si
pud sceglierli p. es. in modo che sia

p=p) , 1=1.

Sard un esercizio utile per il lettore il fare di caleoli in tale
ipotesi ; per comoditd indico i risultati

1° =1, 1=1, L=au+b, M=av +¢;
2 B=+w, 1=1, L=—24+42bu+ec,

‘M=12u+-§—2—ib;

=
It
=N
|
|
<=
<
|
w|
+
w
<
-+
®
!

£ B=9¢(®, y=1, dove p si determina dalla

()
z-dx

=T
0
L= 2ut+ 2au + ¢,

5%, . b
M=-—2tp'u+?—z}~+a<p+?.
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E chiaro che queste formole sono trasformabili nelle precedenti;
& raccomandabile al lettore di effettuare la trasformazione nel modo
esposto al Cap. VI § 62.

Avremmo pure potuto scegliere i parametri «, » in modo
che sia

p=80) , Br=1;

anzi, procedendo in questo modo, avremmeo trovato le soluzioni pilt
rapidamente. Infatti, B e v essendo funzioni della sola v, &

Ologhy _ &”log(B:v) _
dudv dudv

ossin H= K=20. Ora tutte le superficie con H=-K=0 sono enu-
merate al Cap. VII § 69 e precisamente abbiamo ivi scelto i pa-
rametri », v in modo che sia By=1. Basta prendere quelle in
cui § & funzione della sola ». Lascio al lettore la verifica che le
superficie cui 8’ arriva nel modo ora indicato sono identiche a quelle
precedentemente trovate.

§ 74. — Risoluzione di un’equazione ausiliaria.

A) Preliminari.

Prima di proseguire la nostra ricerca, studieremo in questo §
un’ equazione funzionale che si trovera al § seguente importantis-
sima per il nostro problema. I’equazione che andiamo a studiare &

®) P Us+ 9 Vi=¢

%1, P2, Uy, Vi, ¢ essendo funzioni di due variabili indipendenti
u ® v e precisamente: U, & funzione della sola », V; della sola v,
¥, © ®y son funzioni della sola u—wv, ¢ della sola u -+ v. Non
cercheremo che le soluzioni per cui ¢,94% 0. Troveremo nel campo
reale dieci gruppi di soluzioni della (E) soddisfacenti a p, 0,4 0
il risultato riassuntivo si trova alla fine del §.

B8 T, 4]
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s 9. et o &
Mediante lo operazioni —— » Fo 1 JgF 5 Dudv
9 ricava dalla (B) (%
dut dv du 0v®

UL+ iUt =9,

?sVi——cpiUl—-cPéV1=¢',' |

e UY + 291 U1 + o U+ 98 Vi=¢",
o %w—m¢m+¢ﬂu+wn#¢x
AT — @+ o U 98 o= —¥"

i 115 744 ’ 7 14 —_ 0.
o U+ @V + 3¢y Ui — 394 Vi + 290" Un + 2¢y ' V2

Dalle sette equazioni (E) e (1) possiamo eliminare Ui, Vs
U, Vi, U/, V. Si oftiene

o e 0 0 0 0 ¢
w % o += 0 0 0 ¥
g - 0 om0 0¥
@ | w @ 2 0 % 0 ¥ =0
o w0 —2 0w ¥
o % @ -—% 0 0 =¥
spl 29y B3¢0 —3w ®W B 0

Quest’ equazione ha la forma

@) e uy + nf + ot =0

et e
a'y

, aU, I dey Y o e

(*) Pouiamo p. 8. U= 3.5 » %= G0’ Y=t

T,
e
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dove %, %,, % non dipendono che da w— v. Escludiamo per ora
la possibilits che le funzioni 1y Py Stano tali che sia identicamente
To =T, = Ty ="0. Allora, dando a % — v un valor costante, si deduce

~cho esiste almeno un sistema di due costanti @ , b {ali che sia iden-
ticamente '

@) 44" + 2’ + by = 0.

Ora, operando sulla (E) ripetutamente con Ta- -+ 36- , siricava:
' _ w - Oy

DU+ o V=24
?1 U;I+ ?’ VI, — 4(’)11’

@)

e da (E) e dalle (4) si deduce, per. la (3),

(5) o1 (U + aU; + 80, + @ (VY + aVi+b7)=0.
B) Primo modo di soddisfare alla (5).

Cominciamo coll’ esaminare I’ipotesi che sia identicaments

U/ + aU{+bU, =0
Vi +aVi+ b7, =0;

C)

I’ equazione (5) 8 allora soddisfatta. Se le radici %, =24, 2= 2B

di #*+ ax 4 5=0 son distinte (reali o complesse i
coniugat

dalle (3) e (6) si ricava: . ’ ' e

Uy=aye?d% | g €38y
™ Vi=byeMv | pe3» A4 B
=0y edhn) 3 g oBlute),

F Ocoorre ancora cercare la forma possibile per le funzioni P15 P
" generale possiamo trovare , e g, considerandole come incognite

ForiNt o 8xom, Lenioné di Geometria profattivo-diforenxiale. - a7
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nella (E) e la prima delle (4). Ma vi 8 il caso eccezionale U, V;—
— UiV, =0. Ora dalle (7) si calcola

U,V — U, V,=2(A4 — B) [ayh, XBut+4%) — g, byeH4u+B) ],

Supponiamo dapprima che sia U, Vi — U;V;=0 ossia, per la
nostra ipotesi, che 4 4 B, agb; =a,b, = 0. Ma basta supporre che
ag = b, =10. Infatti I'ipotesi @&, =b,=0 non ne differisce che
inessenzialmente (giacch® & lecito scambiare A con B) e, se fosse
p. 8. b;=0by=10, (*) la (E) diventerebbe :

91 (3, 4% + 6, 62) = 0, edrt) - gy Bt

Dividendo per ‘U, ed operando con —:7 + —(%—sitroverebbe:

(4 — B) [6, 0, e@4+B+B gy ¢, el4+aB)utdv] = (

sicch® @, ¢, = ayc, = 0 (essendo 4 FB). Se non vogliamo supporre
nd a; =b, = 0, nd a, = by =0, non ci resta pertanto che I’ipotesi
¢;=¢6,=0; ma anche questa & impossibile giacch® essa richie-
derebbe @, = 0, mentre noi non cerchiamo che quelle soluzioni
per cui ¢, @, % 0. Sia dunque gy =b,=0. La (E) diventa, divi-
dendola per ed(v+%)

10,640 | @b 4= =¢, + ¢, elB-d)utn |
Il primo membro essendo funzione della sola u-— v, & necessaria-
mente ¢, =0,

10,6407 + pgbyem 4 =c,.

Supponendo successivamente @, =b,=0; @, = 0, b,%0;
b;=0, a,%0; a;b; +0 arriviamo, ricordando le (7) e gy =by =0,
alle seguenti soluzioni di (E):

¢, arbitraria , @, arbitraria , Uy=V,=¢= 0;

(*) Analogamente si procede nell’ipotesi a,=a,=0.
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14} arbitraria,, Pa = —bﬁ—e‘(""”, U].::O) Vl=blea*‘", (I):GleA(“'H’);
1

Ol Afu— T )
= -;;—e A=) @y arbitraria, U;=a, ¢4 V,=0, $=c,edlto) ;

A c a a
arbitraria = L pdlu—r) __ 1 24(u—v) __ %1 24—
P1 y Pa. b1 ed bl &2 bl e34(u ")(Pl,

y Vi=b@4 | = e,

1=0 e2du
Tali sono quindi quelle soluzioni di (E) per cui valgono le (6) ed
inoltre & U, V] — U; V,=0. Ksse si trovano, con qualche cambia-
mento di notazioni, nel quadro alla fine del §, come le soluzioni
(Eo), (El)v (E;) ] (E!)
Per trovare le ulteriori soluzioni di (E) per cui valgono le (6),
dobbiamo supporre che U, ¥; — U; V, 4 0. Dalla (E) e dalla prima
delle (4) si deduce

Vi—2¢'V Ui —24'U
R Ay A ANRIE L 2 s e

Sostituendovi i valori (7), troviamo

1= 61% e—Alu—v) _ b2 ¢ e—Blw—)
17 ‘ayb €5 g, A )

(7) bis

Py = —_ alcae‘“““"’ + a, ¢y gBlu—)
ay bl el B—A)u—r) ___ ay b2 ol4=B) (u—v) )

valori che non dipendono che da u — w, comunque si scelgano le
costanti nelle (7). La soluzione rappresentata dalle (7) e (7) pe Si
trova come (Es) nel quadro alla fine del §. Con (Ej) & indicata
in forma reale quella soluzione che si ottiene dalla (E;) se Ae B
hanno valori ecomplessi coniugati.

Ma in cid che precede abbiamo asupposto che le radici di
#? + ax 4 b= 0 siano distinte. Se invece quest’ equazione ha una
soluzione =24 doppia, dalla (3) e (6) si otiiene
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Uy=(ou+ o), Vy=(byv + byl
® .

b =[6,(u + v) + ¢y ] 419,
Come sopra, calcoliamo anche qui U, ¥V; — U, ¥;. Otteniamo

0,V — UV, =[a,b; (v — v) — a, by + agb; ] 4t+9),

Mostriamo che I'ipotesi U, ¥; — U ¥, =0 non conduce a niente
di nuovo. Infatti allora sarebbe

ayby =a,by —aghy =0

e quindi o 1°: by= b, =0, oppure 2°: a, =a,= 0, od infine 3°: ¢;=
=b;=0. Se b;=b, =0, la (E) diventa dividendola per ed(vtv).

P 40 (a,u 4 ag) = ¢, (v + v) + ¢

donde segue a, = 0, cosicchd si ricade nelle soluzioni (E,) e (E;) gid
trovate. Similmente se @, =a,=20. 8¢ a, =5, =0, 1a (E) diventa

85 Py €244 - by py €47 = ¢, (u 4 v) e4 vH)

donde si vede subito che ¢, =0 e si ricade nella (E,;). Possiamo
quindi supporre U, Vi — U;V, £ 0 sicchd si applica la (8). Sosti-
tuendovi i valori (9), troviamo ‘ )

byey(u—1) 4 516 — 2byy
ayb; (w—v) —a,by + a3b,
9 .
8,6y (4 —v)— 836, + 256,
= (- 11 g
Pa = 470 ayby u—v) —asby + ay,

)
P = e—Alu—v) s

I valori (9)y, non dipendendo che da w— v, comunque si scel-
gano le costanti nelle (9), le (9) e (9)u, ci forniscono un’ ulteriore
soluzione della nostra equazione, che & la soluzione (E,)-del quadro_

alla fine de] §.
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0) Secondo modo di Boddistare alla (5).

Osserviamo che, se una delle (6) & soddisfatta, lo & anche
I’ altra; altrimenti la (5) darebbe ¢,p,= 0, contro I'ipotesi. Per-
tanto, se non valgono le (6), dalla (5) si deduce

10) RN LU 2078
Ps U+ aU; + b0,

Operandovi con —8%-1— ——%)— si trova subito che il valore comune
* dei due membri della (10) ha la forma (¥)

(10) we : F ceX4?)
P2

sicchd la (E) diventa; dividendola per e~ “* o,

an ™ U, + 20V, = _?;l_’_ea.v ,
2

donde si deduce tosto che

7 (& ar)_
auav(q;, ¢ )*0’

ossia

w ool -G e

Se fosse ¢ =0, la (11) mostra subito che non si otterrebbe che
" quel caso particolare di (Ej) in cui ¢; =0, sicch® possiamo sup-
porre %0, ‘

(% B importante osservare che nel seguito del nostro ragionamento fac-
ciamo uso soltanto di (10) bis.

410 CAPITOLO oﬁAvo ‘ [§ 74, O

Chet (L) a2 ]=—s

¢ Pq Pa

dove B evidentemente & costante, ossia

¢+ ad’ +p¢=0

1\ 1V 1
(%) “(?)*‘*Tp:-"-

12)

Supponiamo dapprima che ’equazione #% 4 az - =0 abbia
due radici distinte (reali o complesse coniugate) z; = 4, z,= B.
Dalle (12) si deduce :

q) == clel(““r"’) + c'eB(“-H) s

(13)
.__1__ = b‘e—l(u—v) + ba‘”"”‘“"’ ;
P2
inoltre & a = — (4 + B) sicchd la (10) y,, da
1 b b
13) wi == L gBlu—1) 2 pdlu—r)
(13) u " Pald +— ediv—0) |

Sostituendo nella (E) o, cid che & lo stesso, nella R(Ell), si trova
cem BN e 4tBY P =
= by oy eld—B L g b, e— (4Bl L b ¢, eld—BP 4 hycye—4-BY
cosicch—é (h costante arbitraria)
U= _b_zcﬁl_euu + b_l:};e29u + he()+é)u ,

(13) tor
‘ Vy=0by6,6%4% | byc,e3B — hoel4+Br

La soluzione di (E) rappresentata dalle (13), (13)y, e (13) i
& identica, a meno di un piccolo cambiamento di notazioni, alla (Eg)
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“del quadro alla fine del Capitolo. Se 4, B sono complesse coniu-
gate, otteniamo, scrivendo la soluzione in forma reale, la (Es) del
quadro.

Resta ancora 1’ ipotesi che 1’ equazione 22+ ax + B= 0 dove
le a, B sono le costanti che compaiono nelle (12) abbia una radice

doppia z = A. Dalle {12) si deduce:

- 4= [b,(6 + ) + byl 4w,
(14)

= [y —0) + a4
P2
inoltre ¢ a = — ZA., cosicchd la (10) bis da

[o (4 — ) + a5 o4

o‘x—t

W o
Sostituendo nella (11) si ricava :
ce=248 T, 4 e=349 V| = [a,b, (u? — %) -+ (a5, + a, b)u +
+(agh; —a,b5)v +338,]

donde si deduce:

a.b a,by + agh agb | “
Ulf(tlug_{_ 120 lu+2c’+h)e“,
(14) eor ‘
b
v, =—-[a1blv-°= + (2 by —agby)v — —a—'2-—°— 4 ch] &4v,

La soluzione di (E) rappresentata dalle (14), (14) . © (14) wr &

identica alla (E,) del quadro alla fine del §.

CAPITOLO OTTAVO [§ 74, D]

D) Non esistensza di ulteriori soluzioni di (E).

Completiamo lo studio dell’ equazione (E) dimoétrando che
essa non possiede altre soluzioni, diverse da quelle finora trovate.
Basta evidentemente far vedere che non si pud arrivare a nessund .
_nuova soluzione supponendo che sia in (2)y, T=1; =1, =0.
Ora dalla (2) si calcola senza difficoltd (non ci occorre conoscere
il ‘valore di <,

o= 201 P (P19 — P2 03) (P2 — i) +
+ 30192 (P2 P2’ — P2 91')? — 6012 (192 — P #D) (PL92' — paol) —

— (pies — 93 91) (P19 — 92 91) + 40193 (1 72 — Ta)?,

T = 207 P} (P pr — P2p1") — 301 Pa (P12 — P2 1) (P12 + Pa) +
+ 20192 (7195 + P29]) (P29 — pr98) +
+ (39191 + 291 P2 91 91 + B3 o) (P12 — P2 91).

Posto per un momento

si ha pertanto

T plgk= (fs——{;) W —£) + i+ ) —f) + 3(h— £,

o

Biig=—20—f)— G+ —fR,
c[u+—1h T : ???g =3(fi —fo? (fa—1 -
Le equazioni 7, = t, = 0 equivalgeno dunque alla sola

(15) h—h=0
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sioch® basta provare che non esistono delle nuove soluzioni della
_(E) per cui fosse soddisfatta la (15). Ma dalla (15) si deduce:

BB,
P (73

(16)
- B ea{u—r)

Ps

Ora la (16) & identica alla (10),,. Se si osserva che, nel ragio-
namento che ci condusse alle soluzioni (E;), (Ei) e (E,), abbiamo
fatto uso soltanto della (10) ., (*) vediamo che non vi sono infatti
altre soluzioni delle (E) con ¢,p,+ 0 oltre quelle che abbiamo
trovate.

E) Quadro di soluzioni dell’ equazione.

(B) o —0)U,(u) + g (v —0) V1 () = $(u +v),
dove o@yp, 0.

¢; arbitraria , ¢, arbitraria;

(Eo)
Uy=V=¢=0;
¢, arbitraria , ¢y = aedl—0 |
E) Uy=0 , Vy=>betr | ¢ =abedltv
ax0;
. 9y = ae—4w—% o arbitraria ,
(B) Uy=betv | 7, =0 , ¢=abedwtn

(*) Cfr. I’ ultima nota & pié di pag.
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(B:)

)

(Es)

(E)
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at0;

¢y arbitraria , g == ge2dlu—v | @1 + bedlu—)

Uy=—ac?ds | V,=cer | ¢ = bee 4wt |

af0;

by ¢ e~ 44—} — by o, g—Blv—0)
P1= — (4 -B) (o 7z —o !
agb e—( B”“,")—alb,e( ~B) (u—v)

_ — 8,0 ¢4 |- gy, eBu—)
fa = Qg bj e—~{(4—B) (u-v) _ a, b’ e(4—B} tu—v)

U1=a16u“+a,e’B" Iy Vl=bleu'+b’em’

§ =0y ehe | oyeetn ;A% B

sin[.a(u——-v) + 1 —k]
sin[2a(w—v) 4 h—k] ’

c
= —— g—Al—v)
$1 a

sin [a(u —v) + & —1]
sin[2a(u —v) + h—k] °

Py = '%‘3‘4 (=)
Uy=aekvsin (2t -+ B) , Vy=beosin (20v-+),

¢ = ced®+tgin[a(u + v) - 7] , abea$ 0 ;

= g—A(u—v) bye (u— v) + bcy — 2,0,
8.5 (u—v) —asby + agby ’

k21

616, (u—v) —a,6 + 2050,
610y (u — ) — ayby + agb,

Py = QA(“‘")

Uy= (@1% + ag) 2% |V, = (b, 0+ by) 4o,

¢ =[o1(u + v) + ] edti
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(E)

(Ex)

(Ee)

1
?13 mle“(“°")+ wzeﬂu_,) )

At B
| 1 ,
P = e I gy B0 )

U, = a,b;ce®¥ - agby ce™ | heeld+Br |
Vi = agb;e®? + q, b, e2B0 — pe(d+Bpw
$ = byedltr) | by eBlutn

_ ae—4lu—v)
1= [a(u—v) + %] °

_ bed(u—r)
%= Sn [a(u—v) +A] °

U,= —%b—cu“ cos (2au + b + k) - beedd |

Vy= lez—eu" 08 (2av — h + k) — ace?4v |

=%_euw)sin[a(u+v) +4], a%0;

_ ce—4(u—1) gd(u~v)
P = al(u_v)+az y P2 = “1('“—”)“"“3 )

ay by

Ul=[a1blu3+(alb2+aab,)u+ 5 +h} Q4

V] =— c[al b.'l vﬁ + (al bs"—ag bl)”_ 082b2 + h} 82‘4” 3

¢ = o[by (v + v) + by edtetn) |

416 . ‘ CAPITOLO OTTAVO 8§ 76)

'§ 75. — Superficie con w? defmgyzioni proiettive in se. -

Riduzione del problema
all’ equazione studiata al § precedente. .

Dopo la digressione sull’ equazione (E), ritorniamo alla ricerca
di superficie 8 non rigate con un @, di deformazioni proiettive
in 88. Riferita S alle asintotiche, sia
é d
Eu, V)5 + (s, v) =
il simbolo della trasformazione infinitesima di @,. Le equazioni

differenziali du =0 e dv =0 essendo invarianti per G, & -%:——=

= 0. Inoltre I’ipotesi éy =10 ci ricondurrebbe alle super-

ou
ficie della specie 4 gia determinate. Scegliendo opportunamente i
parametri «, v delle asintotiche possiamo pertanto supporre §=7=1
sicchd le traiettorie di G, somo le curve u — v = cost., e le equa-
zioni di G, sono

) w=utt , v=v4i.

E importante notare che i nostri parametri %, v non sono
fissati che a meno di una trasformazione della forma

(2 w=au+4+b , v=av+tc,
oppure
2w u=a+tec , v=autb,

Affinchd lo forme 92 © g siano invarianti per @ occerre e
basta che B o 7 siano funzions della sola uw — v. Le condizioni
d’ integrabilita (2) del § 73 diventano pertanto




[§ 75] . SUPERFICIE NONI RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO €CC. 417
L, =— 28— ‘fﬁ' y M,=29f'4 B,
‘ (3) ‘ ’ 4 . ’ ’
BM,—28'M — B =qL,+ 2L+ 7"
Dobbiamo quindi studiare il sistema (3). Noi lo ridurremo

all’ equazione (E) studiata al § precedente. A tale scopo indichiamo
con F, e F; fanzioni della sola v — v soddisfacenti alle

(4 Fi=28+18 , Fi=218+fv.
Dalle prime due delle (3) e dalle (4) si deduce
6) L=F,+U , M=F,+ y.
Sostituendo i valori (5)‘ nell’ ultima delle (3), si ottiene
(6) BV'—28'V —BF, — 28F, — "' =

= YU+ 20U + 1F{ + 2/F, + 1"

a a . . .
Operando sulla (6) con T + 5, Sl ricava:

BV”—' 23!17 — TU”+ 21IU,
e cid puo scriversi
2 d , ,
(E_W) (U'+8V) =0,
oppure
) U V=4,

¢ essendo funzione della sola  + v Ora la (7) non & che la (E)
del § precedente, se vi si pone

(8) fr=Y , Pp=8 , UI=U’9 V1=V"
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Risulta che, per trovare le superficie cercate, ossia per risol-
vere il sistema (3), occorre: 1° sostituire a B, v, U, V i valori
determinati secondo la (8) da una soluzione (E,) della (E); 2° dare
alle costanti (o fungioni) arbitrarie che compaiono in (E,) valori
tali che la (6) sia identicamente soddisfatta. Dal modo come abbiamo
dedotto la (7) risulta che, in ogni caso, nell’equazione che si ottiene
da (6) nel modo ora descritto non comparira che la sola variabile
U —v. :

Occorre pertanto esaminare 1'una dopo 1’ altra le soluzioni
di (E). Possiamo omettere la soluzione (E,); essa infatti da U'=
= V'=0, sicchd le (5) mostrano che L ed M sono funzioni della
sola % — v, donde si vede che anche la terza forma Zr,du, ammet-
terebbe il gruppo @, che sarebbe un gruppo di collineazioni di 8
in $d; caso triviale gid escluso al § 73.

Diremo che 8 & di specie B,, B,, By, B,, By, By rispetti-
vamente nel caso delle soluzioni (E,) o (Ei), (B), (Es) o (Ei),
(E), (E5) o (E;), (Bs) dell’equazione (E). Un quadro completo delle
quantiti B, 7, L, M per tutte le superficie delle varie specie si
trova alla fine del Capitolo, come abbiamo gia avvertito al § 73.

§ 76. Verifiche per le specie B, e B,.
4) Superficie della specie B, .

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B, dipen-
denti rispettivamente da cingue e gquatiro costanti arbitrarie.

Basta esaminare (F,). Infatti (E7) si riduce ad (E,) scam-
biando u con v. Supponiamo dapprima 4:0. La (8) del § 75 da
B=aet®™™ | U=d, , V= be*s* + d, .

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo supporre a=A =1,
=1 (*), ossia ‘

(*) Be fosse =0, lo trasformazioni di G, sarebbero collineazioni.



.[§ 76, A] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUFPO ece. 419

1) B=e*r |, U=d;, , V=e¥1d,.
Dalle (4).del § 75 si deduce :
Fi=e* (21 +7) , Fi=e""F +2y),
sicché possiamo prendere :
Fy+Fy =3e% "y,
Eliminando ¢ si trova:
F,—2F,4-F, +F,=0.

Se ne deduce tosto che possiamo esprimere F,, F, e 7 mediante
una sola funzione F della u-—v secondo le formole

Dwe  g=e"™F |, Fy=2F—F |, F,=F +F.

Infine sostituendo i valori (1) e (1) s nella (6) del § 75 troviamo
che F deve soddisfare all’ equazione differenziale del quarto ordine (*)

(Dier €* % (F" + 3F" - 2F +-1) + 2 (7" — F') @F —F + d;)+
+F! (2F'I__FI) +FII/I _3FIII + SFI'_FI =0 .

Se invece in (F,) 4=0, la (8) del § 75 da
B=a , U=d, , V=bv+d, , abt0.
Dalle (4) del § 75 si deduce :
Fi=2ay , Fy=ay,
sicch® possiamo prendere :
Fy=2a1r , Fy=ay.

(*) Abbiamo posto dy==0. Si vede subito che c¢i> non ;estﬁnge Ia
generalita.

-
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Sostituendo i valori trovati per B, U, ¥V, Fy, F; nella (6) del § 5
si ottiene: ;
,\‘m +6““ﬂ" +(2d1+a’)1’—-—ab =0, ) z
onde ’ '
1" 4 8ay? + (2d; + 4% 1 —ab(u—v) =c.

Facendo uso delle (2) del § 75 possiamo limitarci a supporre
a=1, dy =0, ¢=0, cosicchd:

B=1 , U=d, , V=bv , abt0 - _
) Fy=2¢v , Fy=x,
o 4324 (2d, + 1) 7 —b(u—v)=0 .

B) Superficie della specie B, .

Vi somo tre tipi di superficie della specie B,, dipendenti rispet-
tivamenie da ses, cingque e due costanti arbitrarie.
Supponiamo dapprima che in (E,) 4% 0. La(8)del § 7544 (™
B ‘—-“G'{e 2A (u—v) _|_ 2bet(u—v)
ack0 -
U = — ace®4% +d1 , V-’-'—‘Oﬂ“"-f—dg .
Dalle (2) del § 75 si vede che si pud supporre a =4 =1, ¢=1

ossia :
@) p=e*® Uy e,

@ U=—e™td , V=e¥+tdy , cd0.

(@) ‘Abbiamo goritto 24e al bosto di ¢ o 2b al posto di b. So‘foss'e
a==0, si tornerebbe a (E,). Se fosse ¢=0, U e V sarebbero costan‘tl e il
gruppe G, si comporrebbe di collineazioni.
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Dalla (2) si vede che esiste una funzione F della sola uw—v
tale che sia

- B=e"(/F +8) , y=e—(/F —b)
Sostituendo nelle (4) del § 75 vediamo che si pud prendere
3
Fi=5F+ bYF —F +b2(u—v),
(2)quter
Fy= —Z—F'——bﬁ"_—l—F-——b’(u——v) .

Infine sostituendo nella (6) del § 75 otteniamo che ¥ deve sod-
disfare all’equazione differenziale del quarto ordine

ewr [_%_ F/m___ %F'-IF” Fur + _g__ F”' + %F"’F”’-—

3 144 1 '’ { 2
— ZF"‘F *1 3F'F -;-(F-f-d2 — —bz- - bz(u—v)+—g—) F'44F2

. |
2P T (2 4 20y — 80— 20 (u ) 1) BFFF —

._(2b3(u——v)——26da+bs_b>p%] + e [%qu_

3 =Y perpets 3
Z-F F'F —5

F"'-l—%F’Q‘;F”a+%F'—IF"'-|-3F'F"—(F_

—d +i2.__.b3(u_v)+_§_ Z 13 -

—d+ 5 | '+ 4F? L 2F % 4 (2F — 24+
1

+ 363 — 2b% (4 — v)— 1) F' — 2bFF’ T (268 (u—v) + 2bd, — b® +

+b)F'%] =0.

(2) quingquis

Fusint e ecn, Lexiont di G ia profettivo-differenxial 28
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Notiamo che si pud supporre d, =d, senza ledere la generalita.
Cosi facciamo nel quadro alla fine del Capitolo.
Sia invece in (By) 4=0. La (8) del § 75 da

(3) B=ayr+b, U=—acu+d, , V=cv-+dy, ack0.
Dalle (4) del § 75 si oftiene pertanto :
Fl=38ayy +2by , Fy=3a1y +b7,

sicche si pud prendere:
3a 3a
(3)oe F1='§72+2b‘( ) F2=-2—72+b7 .

Sostituendo tali valori nella (6) del § 75 si deduce che 7 deve
soddisfare all’equazione differenziale sn gemerale del terzo ordine

(3)ser (1+a)y"” +6a(l +a)y®y +6b(1+a)1y' —
— 2ac(u —v)7 + (2ad, + 2d, + b%)y' — 2acy —bc =0 .

Le (2) del § 75 mostrano che non si restringe la generalitd sup-
2
ponendo dy =0, d1=——g—, c=1.
Ma Ia forma dell’equazione (3),, prova che il caso a+1=0
deve essere trattato a parte. (*) Le equazioni precedenti diventano

2
allora, posto dy =0, d;=— -{;—, c=1,

b 3,
4) p=—1+0, U=“"‘"§"7V=”,Fl=—"'2_7‘+2b73

3
F, =—?72+b1 , 2w—v)Y +21—b=0.

(*® Per mettere in evidenza tale circostanza, scriviamo %— al posto di

142 nel quadro alla fine del Capitolo.
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Se ne deduce:
(v — ) (2y —b) = 2h = cost.,
h b h b
(5) B‘_u_v‘i__z‘ y T= %—1 +'2—
3 h2 1 b 1.,
L=u 2 w—v2 " 2y 'v+2b’
(5)bll
2
M;='p—i_h__.__1_ bh _I__l_bz.

2 (w—v)? 2 u—v 8

Dobbiamo supporre Ab+0 perchd altrimenti la superficie ammette-
rebbe w2 deformazioni proiettive in s&.

§ 77. Verifiche per la specie B,.

1. Questo caso & il pia difficile. Vi sono quindici tipi di
superficie della specie B, distinti anche nel campo complesso,
sei tipi dipendendo da due costanti arbitrarie, gli altri da tre
costanti ciascuno. Nel campo reale il numero di tipi distinti &
ancor pil grande.

Le equazioni (E;) e (8) § 75 danno:

B — —alczedw—”)_l.azcleli(u—u)
gy b1 e—(4—B) (u~v) _ a 62 eA—B] (u—v)

@)
bycge™ 4 __p, ¢ g= Blu-)
ay bl ¢ —(4=B) (u—v) __ a, bz ¢ (A=B) (w—v) 3

“{:

U: ;’ZESAM_*_ %eieu_l_dl,

@)
b

ouv b
V= 2—26"‘“—{.- 2_%3281:_’_‘;2’

convenendo di sostituire » e v rispettivamente a
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54 od a 2—%3"’” se B=0, e similmente so 4 =0.

sot

2B .
Le equazioni (4) del § 75 possono scriversi:

Fy+Fy=381 , Fi—F=p"—1F.

Posto per brevitd
3
si deduce dalle (1):

— (A B) 0,0y (aybg2 +a5byz™?)+-24a,b,G+ 2Baybyct
= (a,bp2—azb,277)*

2= e(A-—B) {w=v) , -

b}

By —1f

F,—F, =

1 [—(A+Beyey(ybye? +a3h))+2(AasbG+ Bahye) 3
=A—Bf (810922 — 6y by2)°

Osserviamo che si pud supporre a;by+0. Inﬁatti. non pud essex(-)e
simultaneamente @, b, =ayb; =0; @’ a!tra parte, il caso albé ==S 0,
a,b,+0 si riduce ad a,b,%0 scambiando le lettere 4 e B. Sia
pertanto a,b,+0. Allora si deduce dalla precedente

b Gy o
, (@+Begz— (Agi G+ B;;q) .

A—B a,by2%*—agb,

Fy—Fy=

Ricordando che

—_— 2 b g})
€1C5(6,322 + a3 by) —2(3105G + 3509
F,+F,=38y=3 122 b —ayb,y ,

si trova:

3
F= 2(—2%—_"3)’(“1b122— agb)~* {2(211-3)“1%6163” +

@)  +(—44+3Bab G+ (—34+2B)asbycl 2 +

agh .
+2(A4—2B)agby 052 +;:?:(Aa1b1¢; + Bagb,cl)|
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l [
F= g b — b [ 2(4—2B)arh eyt +

@+ {(—24+ 3B)aby G+ (— 34 + 4B)ayby )| 2 +

+ 2(24—B)agbyc, 652 — d’:: (40,56 +Ba,,bzc§)] .

Gy

Basta sostituire i valori ora trovati nell’ equazione (6) del § 75;
dopo un calcolo piuttosto lungo si trova

n+z3_f"§§—B<A—B)<B2+2d=)a:b:c2zv+
+alble (4 —2B) [4(4 —8B)— a4 — B {4 2B +

24, -ttt + B ) 24— 3B) (— 4 4 2B) +
+a,0yb, b, (4 — B) (843 — 36 4* B4 54 AB* — 23 B>+
+ 24, (24 +B))] Bt a,ab,0; [a,b1c§(17 A*— 44 AB +

+ 24B2) 4 a;b,¢3 (24 — 3B) (34 —4B) + 0,0, b, b, (A—

® .
—B) (—234%+844?B—96AB*-32 B3+ 24, (A—4B))} At

+ayagb, ¢, {— 2 (a,b, & + 3a,b, ) (24 — B)(24—3B) +
+ayayb,by (A — B)(32 43— 9642 B + 84 AB*— 23 B3+
+2dy(— 44 + B))] 23+ a2b, ¢, [alblc§(17A2——23AB +

6B%) - 20, by} A (34— 4B) + a,a5b,b, (4 — B) (—23 4% +

426

®)

CAPITOLO OTTAVO l§ 77]

+544*B—36 AB% 4 8 B%) 4 2d,(4 -+ 2B)J] 2+

+ ag bic 9
e (244 B) (0,6, + 30y by ) 4 —a, 0,05, 4—

—B)(2A—By + 24,)]z +

ah?

010
+ 2 A[alb,c:A+a2b,ch—a1a,blbz(A—B><A=+2d,>]=

=—A4(A—B)(4% 4 2d,)albic, 2" -+

+ eftiey (24— B) |~ (34 — B)a,p, (4—B) (24— B

+241)] 2 + aybjc, [(3alblc§+ aybycl)(34 —2B) (24 — B)—
—aya,b,by(4— B) (284°— 54 A4°B |- 36 AB*—8 B3 —
—2d, (4 + 23))] P+ aybybycy [—alb,ci(4A —3B)(34 —
— 2B)—a,b, 6} (2442 — 444B | 17B%) 40, a3 b, by (4 —

— B)(324%— 96428 844 B* — 23B° — 24, (44 — B)) | A+
+ b by, [2 (3a, b, 03+ agbyc?) (4 — 2B) (34 —2B)—
—@10,b,b, (4 — B)(2343 — 8442 B | 96AB*— 32B° —

— 2d,(A—4B))] B +ay ble, [2alb,c§B(4A—-BB)—-—
—ay8,6}(64% — 2348 + 17B%) - a,0,5,b, (4 — B) (845 —

—3642B 4 54AB*—23B3 1 24, (24 + B))] 22 4



[§ 7 SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO €cCC, 427

azbic,
+ T (—4+2B) [(3“161": + a3b,61) B + a,a,b, by (A—

—B)(—A4-+2BF +24) 5 +

a2 blc, o o
+ _%l—lb_:B [_ 161G 4 —ayby 0 B—aya5b,b, (4 —
2

— B) (B + 2d1)] .

In quest’equazione n =0 se 4B+ 0; se invece B=0, &:
N = A (a, by 2> — a, b,)? [aibic,z‘ — 2a,a,b3c,2® + 2a3b,b,¢, 2 —

—a3bicy, +2a,0,4 (u—v)z(a; byc, 22 — 2a. b ez azblcl)]
e, 56 A=0, &:

M= Bzl (a,b,22 —a, by )? [uﬁb‘;’clz‘-—2a§blb2 €2 + 2a,a,b3cy 2z —

—a3be, — 2a, b, B (u—v)z(a, by¢,2% — 2a,by02 -{—azblcz)] .

Osserviamo che, appena conosciuta una scelta di costanti A
B, a,, b,,... tale che I’equazione (5) sia identicamente soddisfatta,
se ne deduce un’altra (che pud coincidere con la prima) mediante
la sostituzione

( LT @y 4 by, by , ¢, 6, 4, B7d11d2)
_ba’ _bl’ — Gy, —0Gy —Cy, —0C;, _'Ba —A: d‘za d:l

Ora tale sostituzione equivale allo scambio di » con » e non da
pertanto niente di essenzialmente nuovo. Quindi non scriveremo
" che una di due tali soluzioni equivalenti.

2. E facile vedere che, se AB =0, & impossibile trovare dei
valori di @;, a,.... tali che la (5) sia soddisfatta identicamente
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e che sia 8740. Invece se AB%0, I’equazione (5) possiede quat-
tordici soluzioni distinte. I lettore pud vedere il calcolo relativo
nella Memoria di Cech. : Sur les surfaces qus admettent ool défor-
mations projectives en elles mémes (*). Rinviando a tale Memoria
scriviamo qui senza dimostrazione le diverse soluzioni di (5) per
cui By+0. Esse sono: :

(2} =0, G=4dab,(4 — B)?, 2d,=— A?, 2dy=—(A—2B);

(a)y Gi=a,b,(4—B)?, G=ayb4(4 —B)?, 2d,=—A42, 2d,=—B?,

(B)x} ; B=—A4, ci=4dub 4% qG=4ab, 42
2d,=—A%+haycq, 2dy=—A%2—hbye,;

(B)y B=—4, by=pa,, a=pby, ¢;=v8,, ¢;=—wy, dy=d,;

o _ (Bieat+cibg)® (Byo9tciby)?
®)s  B=—4, 0=, M= Tearan

by, —ac
2d, = — A%+ 8a, ¢, (———-————a:o: T ;‘:c:), 42,

byec, —a,ce
28y = = A% — it ot 8 1 2.
% szcl(‘ﬁczf*' b, °1)2A !

‘ b k
(1 A=3B, b,=Ha,, gy ==L, ¢, =hla,, g=——by,

2
2d1=——32-—-—2—’?—,‘ 2dg — — B?

Ma,+ap¢

(e A=3B, by=»\a,, by =»Nay, B= 4\3a,q, )

(*) Publications de la Faculté des Sciences de 1’ Université Masaryk,
1924, no 40. Brno, Cecoslovacchia.
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3\q a6
2d, _—Bﬂ———z—;\:%'_——’—‘, 2dy = — B?;

(6)1 A4=2B, ¢ =0, b1=h”a1, by = hay ,

o =2h%ai(dy —dy);

(Oh 4=2B, 5=0, d=tab, B8 &y = 221 B +d);
®)s A=2B, b,=h%a,, by=nha,,

2, =—F— f:f h::" 2y = — B
OF A=30, B=2a, alb}=aldi,

=0, 2 =—ab («2424), 2d,=—a?;
(2)s A =30, B=2a, aib?=0alb]
6,=0, Scd=—ayby(do® +2d,), 2d,=—4at;
(s)s A=3a, B=20, ajb}=alb],
G=aybya?, 2= —a,b (702 +2d,), 2dy = —4a?;
%) A=4a, }3=3a, c,=0, 3¢i=—a;b, (4024 24,),
albf—ofb} =0, 2d, =—4a2,

Calcoliamo ora nei diversi casi i valori di B, v, L, M, sem-
plificando mediante un’opportuna sostituzione della forma (2) del
§ 75.

Nel caso (a),; possiamo supporre 4d=a-+1, B=a—1
(0*41), a, =445, by=¢,3b,, § =el=1. Si ottiene (*)

(*) 11 radicale l/ -gL puod essere positivo o negativo, ma V-gl . V.If'_ =
1 1
=-41.
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elat1) w—v) ?1. e— (% +1)(w—v)

%
B= 4Vb Tqe T=4) o T

a[ Zla+1)u+ 5@, ez(a_1)u_(a—|—1)2+

2@+’ 2(a—1) 2
4[——5;_,(a+5)e““""’+a-——1}
+ (1—528‘(“"))2 . ?
_ b 2@+ &%by s@—y._ (2—3)°
RPICES) T 5a—1) ° ——e *t

4[g(a—Tet e —a 1]

(1 —gyet )3

Nel caso (=), possiamo supporre 4 =a 41, B=oa—
—1(®+1) ay =¢ay, by=¢,b, et =1. Posto e =+ 1 si

oftiene (¥)
_ a, e (EAD—) ¢ (&+3) tu—)
= T 1t =) ’

g — (%—3) (u—v) P e )

l_ed(u—-v) k)
% 3 (@t+1)u 84, 2@-yu__ (a4 1)
L=36+p° +2(a-—1)° —5 T
2[e(a+3)e® ™" — (a + 6) & =) —g(a—3) e2=0) 1 1]
+ , (T —e‘=)2 ’
. — b, 2(at1) v ;b4 21y (2— 1)2
M=soime e gt

(*) I due casi e==1 e e===—1 sono distinti anche nel campo com-
plesso; sui radicali l/ %- e V.Z.‘. v. a nota precedente. Queste due o0s-
s 1

servazioni valgono anche per (B), .
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B 77)

+ 2 [—e(a—8)et v +(@—6)e* “ 4 ¢ (a + 3)e2) — 1]
(1 ___64 (u—u))z

Nel caso (B); possiamo supporre 4=1, a,=¢,a,, by=
=g, sf=1. Posto e=+1, si ottiene:

b1 e“—”
B= 2Vb 1+se"“"'>’ 7——25‘/% 1 4-gepte— ?

—-.g]_ 2u ___ &a, _g.,__l__ o -IZ 6 ¢ o v—v)
L-2e —5 ¢ 2-5-5197»(1,l .i_{..m’

b g,b 1 a 6 ¢ g2
M= e2? e A Lo—2_ — . ppe ]/ %L I
¢ g T3 T T ey

Nel caso (B), possiamo sopporre A=1, p=¢;, a,=¢,¢e,b,,
g=e==1.(* Si ottiene:

v v
B—'Gleo—u___eu—v y T=— elev—u_eu-—v )
3y? 1

o &ay
L= 1 g2%.__ 2u —
2 ¢ g ¢ T T sy

a . g 32 1
e R R EL Rty
1

Nel caso (8); possiamo supporre- 4 =1, a,¢y + ¢, by =
=4e,a4, by, ¢,=¢¢,, §=e3=1. Si ottiene:

_ ds;,  byett—pga ev™ de; eumge” U —byet
Sa0y + 0, W __giem T= 20, - b, eB — gzi=w
=% egu_ﬁe-zu__l__ 432“1(92“1_b2)+
2 2 (52 + b,

(*) Se fosse p=0, la superficie ammetterebbe o® deformazioni proiet-

tive in sé.
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+ 4 [6548,b5e%——(Ta? +5b§)e““"’+6;,a,b,e’(“"”+a,—b’]
Ca oy 1y
by 1 bs (sa01— a)

__2_1_ o 28 -
=2t Tt 5T e, 10

4 [6egabye™——(5al 4 ThI)e ) 4 Bs,a,b ,,e=<“-v>—a-+b’]
t Gty @1

Nel caso (7); possiamo supporre B=1, h =5, 6
—3;9, &§=¢c=1. Si ottiene: .

e3(05—47) _ 1 eu-v
1 = ,W’ 1= gy T g
Sy f1by o 1 & 1 b2,
L=+ ¢ R R iy

_ 818y g, by, 11 2
M=—5—"+ 5 2 FbE (B9 g
Nel caso (1), possiamo supporre B=1, A=¢,, by =50,
e§=e=1. Posto ¢, —e,¢y =4c si ottiene:

.

8y c 1
p = 283(H)( pars) + ";1' l_en(w—’) ) b

— v—u{ 2| L 1
T=2¢ \ 14 2 a, 14 )7

1 & —e,a,¢ 4 c?
T 4 —T_i_

anl e

L=1‘u_‘;

NER
B(a—Y =24 0,0 AN (e 2al sy
X (1 . e‘{u-v))z ?
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J— ﬂ, 8v Eﬁal 20 1
M_._--—6 ¢ +—-———2 e — - +
~ 2
+ — X

X

(al-—c"’)e6 =0_0(2a3+¢,a,0202)e )} 5(a}—c?)e?)—2(at—e,a,0+ cz)

A=

Nel caso (3); possiamo supporre B=1, h=¢,, b, =¢,4,,
g&i=1¢ =0. Si ottiene:

V2da—dy) . _ {2{@a—dy)

- ) 4
B e2lo—u) — 20—} . &

431 e 1

a € a "
L=——41-e‘“+ 1;3 162 +d1+(d -(Zﬂu—_-;)-—-—l)i 9

o 2e et 11
M=, (Ex;ﬂ v 4 _“21_) e + dy + (dy—dy) ———(Gé‘(m)_"' -

N

Nel caso (8); possiamo supporre B=1, ¢; =2s;, a,b, =
=6,8,b;, s =ef=1. Si ottiene: ’

2¢, a, _ 2g 1
g2—u) 32 = a, ez(«—v)_sz

p=

_ S B0lby g, g g deetT—1
L---—4-e + 2 € +d1 2 (ez(u_”)_s’)z 1Y

2,2+ . 1
M--——l—e“’—l— ezm_l__ +2 ) Sy € T

res S CC

Nel caso (8); possiamo supporre B=1, h=z¢;, a; =g,
=3} =1. Si ottiene:

1 (o) —gpce™™) 1 eB(g,—s; eq0ye2" )
B= @ d1—geem 17 e 1—eg, e3t— !
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.__21_ i e’;al_ __1__ c§ 1 Gf
L= 46 + 3 e 3 SIE—_.T;}——{_

4L 1 68850, 06%“ ™" — (4s, -+ 5eb) €2 4 63426, c§
2d} (1 —¢, e2u—")3

1
2

M = elv+ 1e2a1 e2v

1 (2e;6 4 e —6gyc 05" + o 4 2¢, 62
2a} (1 —s,e2)2

Nel caso (¢); possiamo supporre a=1, a, =g,8y, b=
== 838, , e§=s§=1. Si ottiene :

8 €y 3u—v) ¢ £Blo—n)
B= @, I—gem 2 1= - 1—eg e

L= ay eeu+ Elalew__l__ 2 ;__ cf HeBe=r) 232

6 4 2 at 2a, (1 —¢ ez(u—w)z ’
6 4 2 ai  (1—ggee—)z °*

Nel caso (¢), la superficie ammette o2 deformazioni proiettive
in 88, come si verifica facilmente.

Nel caso (¢); possiamo supporre a =1, ay=¢,a,, b, =ga,
e =e=1. Posto e=+1, si ottiene:

o3t ( Sl __ ggu—o €3 -ﬁ——eege"""
§ = a, _ a,

52—82(“"” y 1= l_ezea(v—u) ‘ 1
=% e &1% &0
L=+ —pe— e T

1 8ea)c, e¥~ — (6,03 -+ 5c?) e2—"— 2ega.c e 130342 c{
53310 e}
P (s— 22
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M= Ezﬁal g e14“1 9

1 2eayc,63 =2} 2= _8gg,en 1 3g2 +2¢,¢6}
2a7 (sg — e2tn—ly2

Nel caso ({) si vede facilmente che la superficie ammette o2
deformazioni proiettive in sd.

4. ® inutile esaminare direttamente la soluzione (E;) dell’e-
quazione (E) che nasce da (Z;) ponendo per 4 o B wuna coppia
di quantitd complesse coniugate. £ evidente che soltanto i casi
(2)ay (B (B2, (B)s possono dare superficie reali. Ora le quan-
tith d,, d, devono essere reali, come si vede subito, sicché nel
caso (a)y A deve essere puramente immaginario ; ma allora A 4
+B=0 e (a), & un caso particolare di (B)1. Non restano per-
tanto che i casi (B),, (), e (B);. Nel caso (B), si pud supporre

Ad=i, ag=ay, by=b =—2a, (a reale) e si ottiene :
1 1 1
pz——_7\—4::03(71,—-1;) ! 7—)‘cos(u—v) !
. 1 . 3 1
L =aq,sin2u 4 5 +h)\a]——-;d)—m .
3 1

M=-—)\“‘alsin2v+ —;—-—i—h)\saf——-a—m .

Nel caso (B), possiamo supporre A4 —i y p=1, by=aqa,,
v ==—Ahi. Si ottiene:

_ A . A
B—sin u—wv)? 1T sin (u —v)
32 1
e in 2 —_——
L =a,sin2u + d, 7 S w—y)
322 1

M =a,sin2v +d,—

2 sin?(u—v)

1l caso (B)s non conduce piit & nessuna superficie reale come
si vede facilmente.

[§ 78, 4]
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§ 78. — Verifiche per le specie By, B, B;.
A) Specie B;

1. Vi sono due tipi distinti di superficie della specie B, dipen-
denti ciascuno da due costanti arbitrarie.

Supponiamo dapprima a,b,%0 in (E,) e poniamo per brevita

(1) | z2=a, by (u—v)—a by + Gy by, m =a,bye, + a5 0 —
——a!blcz .

Le equazioni (E5) e le (8) del § 75 danno

¢z —m
@ pen 8T, =S
1
at
@) U™ (“‘”+“‘—§Z)+d"

b dy .
V=§]‘2‘82A'(blv+b2——éj‘ + '
Se A =0, le equazioni (3) devono sostituirsi con
- b
G U= —aélu"—l—azu t+dy, V=
Le equazioni (4) del § 75 diono
. c{zﬂ.—‘mz F;— ;-’-‘—'37' ‘_.‘p,.

Fy+ Fy=3f=3—C3

Ora dalle (2) si deduce

24m?
248 | 2em
B —BT=—""3, + 2* s



{§ 78, A] SUPERFICIE NON RIGATE CHE AMMETTONO UN GRUPPO CC. 4317
" siechd possiamo prendere

I 244z _ 2em _ 24m?
’ L PR a,by2 aiblz

N

Se ne deduce:

_ A [, m> 1 (.. 2¢,m 3m? ‘
Py = a; b (c,z+ T>+ 2a,b, (36;— z 2 ) ’

(4)
A m? 1 2, m Sm"')
=—\ —_ 1 —
F’_ atb? <"z + z ) + 2a,b, (30%-}- z 22 )

Ora dobbiamo sostituire i valori trovati nell’equazione (6) del
§ 75. 8e 4%0, si ottiene dopo un calcolo un po’ lungo

w—s 4° m 242 .
et ’-[— -b—1'<61+-;->— i (¢'z+0’m+ -Z;—)-i—
34% alm‘ 24 2¢m  ¢ym®  3m? 6Aaib,m
B G e
2¢¢  3m? B6albim Ae;,  Am  am
(- ) 2 —ea (B2 52 - )|
)
43 m 24?2 eym®  md
= —h ()] — it —_— 1 ——
¢ [ a, 4 ) + atht (c’}z cim+ z z2> +
34%b,m 24 cym 3m?® 6Aa,bim
t +a{b,( 2+ 2% 4 2 z3)+—_zr—+

2m (26 3m?\  6aibim Ac; Am  bm
(- i “2“‘*(7-?“‘0»;77 '

Se invece A4 = 0 si ottiene:

Fuamn e &mon, Lexiont di tria profettivo-diff il 29

438 ‘ ' CAPITOLO OTTAVO 1§ 78, 4]

'Gm‘(—l———-}- ——-+6“'bx(¢1-"bn)"""1‘—‘
’ a, b,
Gp —4dm (~—-—- —-+2’”(“1d: —b do +

@R—dtdm 1 _ ez _,

)
a;b, 2 a b,

+

2. Consideriamo dapprima il caso 4% 0. L’equazione (5)-
ha la forma

ea(«—c) P = e—A(qp—v)Q’

P o Q-essendo funzioni razionali di w—v. Deve essere quindi
P=20 e @ =0. Annullando i coefficienti delle diverse potenze
di z nelle espressioni P e @ si ottiene senza difficoltd 1’ unica
soluzione di (5) per cui By+0:

(@) 6, =0, d=ayb,, 24,=2dy=-—A4°%.

Consideriamo ora 1’ equazione (5)y,. Si vede subito che vi
sono due modi di soddisfarla senza fare B7 =0

(N A=0, ¢, =0, b =a,, 2“(d1~d|)=“§—“b§;
®, A=0, =0, g=a:b;, 2a, b, (a,dy — b, dy) +
+a} ‘—'albz =0.

Nel caso («) si pud supporre 4 =1, ag="5;=0, 8i oftiene:

_1/9%1 e _ _l_)_,_,,__u 1
B= ble w—v ' 1= ale v—u ’
_ G 1t 81
L= ue 2 u—v 2 (—vpP '’
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O T | 1 3 1
M=yt~ 7y

I casi' (B), e (B); conducono a superficie che ammettono oo? de-
formazioni proiettive in sd.

3. In cié che precede abbiamo supposto a;b,+0. Non pud
essere simultaneamente @, == b, = 0; d’altra parte, il caso
=0, b0 si riduce al caso b, = 0 scambiando » con v.
Resta pertanto il caso b, =0, a;4 0. Un calcolo che ometto
prova che, se 43 0, non si ottiene niente di nuovo. Supponiamo
dunque 4 =b, = 0. Supposto, com’& lecito, @, c, — 2ay¢, = 0,
le equazioni (E,) danno

U=2wtautd, V=botd,.

Dalle (4): del § 75 si deduce subito :

4q
Fo=— a,b,

(v—v),

: 0a
El=_ a5, (u—v).

Sostituendo questi valori nella (6) del § 75 si deduce :

 2,dy 128 Y 2.0, 46
¢;(u—v)— 2c,0— S (z.z—-v).._ c,u+-—a1——— =,

Confrontando i diversi coefficienti si trova :

(2ay+ b,)b,
2a, '

4"3:—"“1631 dy =—

8i pud supporre 2¢,=a,, a3 =0. Si ottiene:

440' CAPITOLO OTTAVO " [§ 78, B

p=ib-21-’-(u;-v), 1=1,

' “ 1
L.——.—-%—u’-&—b,(u——V)-l-du M =byu -+ 3

B) Specie B;

Vi sono quattro tipi distinti di superficie della specie By di-
pendenti rispettivamente da 4, 3, 3, 3 costanti arbilrarie.

1
Le equazioni (E:) e le (8) del § 756 danno, posto ¢, =
1 I —
6 B= G AT | a e B 1= g oM | ag s
1 fa, b, 24 1 ay bzeza« + h e(‘+')“]+ d;,
U=%|2a 2B AFB
@ b a, b h ‘ )
_ B 05 o4v B 200 " JA+Br 4 g,
V=2571°"1T328° A+ B

. 1 "
convenendo di sostituire u» e v rispettivamente a A et od a

1 €24, se A=0, e similmente se B=0 0 se A+ B=0. Osserviamo
24

che non si restringe la generalitd supponendo che a,%0; infatti,
40, basta scambiare 4 con B e non pud essere

se a;,=0, a quindi a,%0 si deduce

simultaneamente @, =ay = 0. Supposto
senza difficolta dalle (5) del § 75:

k [ 32 LA+B]

= +
= it amlarte o A—Bl
8
® i 32 1 A—l—B],
2F, = a;z-+ag | a;2+a; a, A—B
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“[§ 78, B].

dove ho posto, come al § 77,

7 = gA—Bu—v}

®)
Sostituendo i valori trovati nella (6) del § 75 si trova con

calcolo piuttosto lungo

A+B

M2 | —dlB(B 4 2d)P +

A+ B -
+ a [—2(A+2B)a,a2d2+(A——2B)lc+ (A_ 5 3) Bk

—ala,(A3—6A2B+12ABZ—4B3)]z2+
(A+ B >
+a,[—-2(2A+B)a,a,da——(2A—-B)k+(——A—_—E— 34 )i+

(10) + a0y (443 — 1242 B 4 6482 — Bs)] 2+

A A+B _
+a§[—2a2dgA+7€ 7 Ia—-azAa]t__

=k 3 — a3 A (A2 2dy) 2 +

) A+ B
+a,[-—2(2A+B)ala,dl—(2A——B)lc—<A e+ 3) Ak+

+ aya, (443 — 1242 B + 6A32—B=*)] 2+

+a,[—2(A+ZB)ula..,d1+(A—-—2B)k——(\A_B +3B)k

(10) — 0,0, (43— 642B + 12 4B* — 438)] 2+

442  caprroLo OTTAVO " [§ 78, B

B :
+“:["‘2“1d13-—% jiB.k——a,‘B’]f.

In quest’equazione:

se AB(A+ B)+0, 4=0;

se A+4+B=0, n=2h(a, +a,z)2[A(w——v)(al}e——a,)—-(a,-]—a,z)};‘

se B=20, ,'q=b,(a,+a,z)’f2Aa1a,(u—v)z+a,z~—-a2];
% A=0, 1=bye?" (g +0,2)?[2Ba, ay (4 — 1)z —ay2 +a,]

Si vede facilmente che i casi 4+ B=0, B=0, 4=0 non danno
niente di nuovo. A tale scopo osserviamo che, se A =0, oppure
B=0b,=0, od infine 4 =5b,=0, le equazioni (F;) sono sol-
tanto un caso particolare di (E;). Ora se 4B(d4 + B)=0 il coof-
ficiente di w—v nell’ espressione n deve evidentemente svanire.
Ora cié da, oltre le ipotesi’ 4 +B=k=0, B=b,=0, A=b,=0
che possiamo omettere in virti dell’ osservazione ora fatta, sol-
tanto B=a, =0 oppure A=a,=0; e si vede facilmente dalla
(10) che allora sarebbe necessariamente 7=0.

Possiamo quindi supporre 4B (A+ B)+ 0 sicchd 7 =0.
LI’ equazione (10) possiede allora quattro soluzioni distinte. Rin-
viando alla Memoria di Cech citata al § precedente, accontentia-
moci qui d’indicare senza dimostrazione le quattro soluzioni che
80n0

®  k=0,0,(4—B), 2d,=—42, 2, ~—B,
a o
® 4=38, k=—3, u-—28_p - _p
' 2a 6a3
(), 4=2B, k=;‘;4, 2d, = — -ai;!-—m. 2d,= — Bt

(Da A=2B, a,=0, 2d, = —4B2, =B,

(5) Restano da calcolare i valori di By 1y L, M, semplificandoli
mediante un’ opportuna sostituzione della forma (2) del § 75. Nel
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caso (x) possiamo supporre 4 =a-+t1, B=a—1 [a(a®—1)40],
8;=26,8,, h=4s,, =6 =1. Si ottiene:

1 elot1) (u—v) e(o+1) (o)

p= '&;‘———31.‘*‘62(“) y 1= 1 sl+e5("~“) b

&b,

b 66 a1y
It g e e -

8a, (2 + 1)

+ * 6s, €2 2s; 0
(51 + e2(x—v) )z s + e2(u=—)

- e1“1 z(u+1)., ab, a—1) _?ﬁ 209 (a—1)2
1 traont - Te T +
+ 6s, e2(4—0) 2e;a

(e +E209)2 o g, + e¥u—0)

Nel caso (B) possiamo supporre B=1, a,=s,a,, h=4g,,
8§ =ef=1. Si ottiens:

p___]_'_ ev—r . 1 PAaaid
S iraeE 1T o Tiga

g, a, b a, b .

— 1.61 ’.eﬁu_ 17 2“——818'6‘“——2—
3 edlu—v) 1 1

2a} (1 + ¢, e24—))2 @ 14 gedn

a, b, w__ 1 3¢ ]
Rt 2 2a} (1 4 ¢ 202 *

& 8, Oy

b‘ Gu
5 ¢t

M=
1 1
T q T
Nel caso (y), possiamo supporre B =1, a, =¢a,, h=3s,,
6§ = =1. Si ottiene:

444 CAPITOLO OTTAVO A § 78, C]

B_ 1 eu-ﬁ-d _ 2 ec—u
T ey 1dge ! T_al 145

_amb L aby G189 g, 3 1
351 e + 1
r (1-l—se"“’)z _T 145"
51“151 et v __ 1 §i‘ e —_
M= 2tet 4 Bt — e — o @ IFae—)
-2 1
& 14¢ee™ °

Nel caso (7), possiamo supporre B =1, a, =¢, h=3¢,
=g =1. Si ottiene:

B=g e, §=ke et "

51b1

L=21 e‘«+" “ 94 Bke,

&by o " 1
M= 1235' ge® —— .

Dovremmo cercare ancora le superficie corrispondenti alla solu-
zione (E]) ossia le superficie reali che si potessero ottenere suppo-
nendo che 4 e B siano complesse coniugate. E evidente
che cid non pud accadere che nel caso («). Ma neanche qui non
si ottiene niente di nuovo. Infatti, d, e dy dovendo essere reali,
A e B dovrebbero essere puramente immaginarie, sicché 44 B=0.
Noi invece abbiamo visto che il caso 4 4 B=0 non pud dare
nessuna superficie.

C) Specie Bg .

' Le superficie della specie By formano un sol tipo dipendente
da tre costanti arbiirarie.
Cominciamo coll’ osservare che possiamo supporre a,b,+ 0
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nelle equazioni (E); infatti se @, =0 oppure b, =0 si ritrova un

caso particolare di (E,). Le equazioni (Eg) e le (8) del § 75 danno:

6“ {u—v) ce™ A {u—v)

@0 Ta ' T a@—0ta

(11 B=

3

‘ 1 ab a; b
U=2—Ze““ [a,b,u’—}— (a,b,+a,b1-— —’—l) + 2"4; —

by tagh, agby

12)

a, b, ay by

€ ,an .
V=—-2-Ze“ [mbm’-{—(axbz-a,b,——j—)v{— 5AT

o @by —agh;  asb J '
24 g TRt

Se 4=0, le (12) devono sostituirsi con

(12)hll
V=——c[ a by 3+a1b2 “sblvo+<_a’_2l’5’-+h>v]+da-

Dalle (11) e dalle (4) del § 75 si deduce facilmente:

41
(13) F‘—-c[—-——+ ;’ :2], Fg-_—,c[ 41 +%i],

ra = 2%
essendo
(14) 2= a,(u—0)+ay.
Sostituendo nella (6) del § 5 si ricava

T [Gu, @+e) 64(ai+ c) 2c A2 + af (342 + 2d,)
1] e ) z‘ —_—

28 a2

446 oapmoso otmve § 78, 0

] ’ s
(5 — A z+2d,)] 4 emde [6%(«;,. +9) 6A<:3+o) +

2c A® + a3 (34° + 2d)

@ P

4 A(A2:_2d,)] —o

dove
. An==0 se 440,

E facile vedere che Iipotesi 4 =0 non di nessuna soluzione
nuova; infatti il coefficiente di z nel primo membro di (16) &
allora b,¢, che non pud esser nullo. Se invece AF0 si ottiene
subito da (15)

c=—al, 2 =—A%, 2y =—A2.

Si pud supporre A =1, a,=0, b, =5, e si ottiene:

- . 1 eu—v _ e'-—u
ﬁ"‘;l" %0 ' 1 1w !
1, 2 1 1 3 1
=g eabth—5 =TT w—y
— a” 20 2 — 1 _._]:.___..i._..l_
M--g-c (3,0, 9% + h) 3 + o S o

D) Quadro delle quantita B, 7, L, M, relative alle superficie
che ammetiono wn gruppo continuo ad un parameiro di deforma-
zioni protetlive in 8é. :
Le trasformazioni del gruppo sono

.z_¢= -+, v=1v
per le superficie della specie 4, e

;=u+l, ;—?_-.v—ft
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per le altre specie. Le lettere &, e, ¢ indicano -+ 1; i casi

e=-+1 ed e=~1 sono distinti anche nel campo complesso;

icasi g=+41, s,=-1 sono distinti soltanto nel campo reale.

Le altre lettere indicano costanti arbitrarie. -
Specie A,

1 B=1, y=v, L=2au, M= —u-+tav®+b.

2
2° B=1, t=-sindo, L=£—u2+a, M= —Aucosdv+b.

2
C 1 A4v — Av
3 =1, 7='§'(e + e € )3
=——42:-u“+a, M=-—i21-u(e“—ele—“")+b_
4 A =1, v=e4?,
u?
L=—7§'+a, M= —sue? b,
' Specie B,.
dF
5 B=¢", 71=¢"" 7
=2%§-———F+a, M._-d—F—-l—F+52”

dove z=u—v e F & soluzione dell’equazione differenziale del
quarto ordine

&F . OF . PF dF &F |, dF
e e — e —— 2z
@ @ ti T m T (da:’ T3 +2F+1)+

. (@F  dF\[ dF #Fd
+a(E B R g0

6° B=1, 1=F, L=2F+a, M=F-+b,

448 CAPITOLO OTTAVO : 8 78, ]

dove F @ fungione di z==u—v ed & soluzione dell’equazione
differenziale del secondo ordine

” PP 34 (2a+1)F =ba.

Specie By .
aF
B )
3 aF dF
L=e®+b+o o tal/gp—Ftds,

M= e’”+b+—}—£1—'1—- |/ —+F—a?z;

anche qui z=u—v ed F & soluzione dell’ equazione differen-
ziale del quarto ordine

o [L&F 3 (dF\T PR FF
)[2435“ (EZ W@ I

3 (dF\*(@F\3 _ dF &F
+’8—(Z§) (Tﬁ)""?’dx dx’+4(da: +

d a? d*F 2
v (3) — oo @)D

u] ©

d?

1

)l T
D e ()74
3 @3F 3 (dF\"(@F\ +

+E—e )| T IB T 4 \dz) \da?

3\ &F dF

+ea—a(z) +
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L L
dF\ * s {GF\*| _
& B=(1—a)F+b, 1=0F,
b2 3
L=—au——5+ —2—-a(1—a)F’+2abF,
3 ;
M=v+—-2—a(1—a)1i'2+ab1¢";

F & funzione di zx=u—v ed & soluzione dell’equazione diffe-
renziale del terzo ordine

&F . iF ir
—2(1—a)F—b=0.
a a
9 pz—u_v+bs T=’u—u+b’
3 a ab 1,
L=v—s gy tas T2
3 a? ab 1.,
B=v—-y w—v)F  u—v + —2_6
Spﬂc‘e Ba.
¢ (@+1) (u—v) 4 e(o41) (o—u)
10° B=4a-——_—‘—1_6’e‘(w)“ ) T"'T 1—-5,6‘(""‘) )
_ 8 sy 8% e 1P
=57 % T3a—D ° g T

4[—sy(a + 5)et®@*) fa—1]
(L —gyet ool

+

b}

CAPITOLO OTTAVO B8, 0

_ b 68,0 (..). {a—3¢
M= a7

4[e@—7eb—a + 1]

T ety

e (ah) (u-9) _ ¢ g(a48) (u—0)

° = 2a
1 B ] — et (4-9)

]

2 e—(a-8)(u-v) _ge— {a—1) (u=w)
1=

a 1 — ¢t (=)

L=

ez(“+1)u+2 L ] 5 z(afx)f__(“_'*é_lf. +

ab
2{(x+1)

2 [s(@+3) e ) (a4 6)e =9 —g(a—3)e? =) 4 1}
+ a—é (u»-))z

M= b RICESIE + 5T RYCEC)

~ 2a(a+1) )

2[—e(a—38) e + (a—6)t ) te(@—3) 2 —1]
(l—e("-"))’

(a— 1t
) +

+

12°
P and % e

B=2ﬂl+ec’(““” » 1= T xee

i Loa
(32"—"1 ‘2“)"*— st A

a _ 1 c Bl
M= o (—ue™— 5 —4 3 F Treap

a
P E— [N
Bc V=4 __ og¥—? b) 1 GH—CIGH,
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» 3a® ' 1
= Qv ___ % _
b —sge )+c T e

- 343’ L
M= tb(e’ —ac ”) + e T (e"-"’ — ev—‘-u)g

14° 7
481 be ™ —ae ™ _ 451 ae”% — be¥—
B=_ T v g ) T T e e

1 da@@—b)

= “__ pp—2w__ _+ _ F\G™Y)
L = gyae®™ —be 3 @ o7 +
4  [6abe® “—)— (Ta?+ 55%) et ) | Gabe“"-")—l—aﬂ_bﬁ]
+ (B + b)z (1 et (w——v))z
YT )
s ==
g 4 [6abet — (502 - T6) 4 ) L. Gabe—) —a? | b?]
N b)s =& ,
15°
. > es(u-v) £
Bl 1= 0 e
PR R R Y
L = be® 2a e 9 & a 2 @ —ep
1 1 a? ez(u—v)_'_ % s
w1 1 a? &2
M= elbe + 2 ¢ 2 2 (eE(u—v)__sl)z .
16°

1
p=2cs( (1+ 2(w—2) + a p—T=— ),

. - " .
T=2¢ (1+e2(“"") —a l_es(u—r))’

L =b(e"“+3e,ez“)——%———4(l—sla-{-az) +

452 CAPTTOLO OTTAVO 878, 0
— w—v) a‘Z)
5 (1—a?) L2 (4-—s,a+4a3)e‘(: i—j)—&l——a’)e" 4+-2(1—s,0+ ,
+2° T—a™)

2 ! —ad)et—2(21-6,% +2

17

L=b

18°

19°

1
M=+ B — 5 T

a’)e‘("‘"—l—ﬁ(l —a?)—2(1—e,8 +-a?)
e&u—-o))i

a

= . !
1= g —,

a
-pzez(v—u)___el b

a? 4o, —1

(e + 2 3292)+°"T_"'('e‘2(u—-c)___‘1)2

]

a? a? 28, 41

M= S'b(ﬁ e4v+2e”)+c+——-— 2 (&2("—”)-—'31)2 .

2a A‘=—£ M} )
=" ¢ ’ a e —egy
4eget™ —1

L=—‘II- +s,abez‘+c—-2m,

2 25,8 41

M____Z;!;u_‘_ 2~+_—*:—__2W

o2o—%) (a 4+ be“"""")

Cﬁl!-'v) (a + be' “d‘) o‘ = 1— slem,,,“) ]

= 1 — eﬁ(w—-v}

P —— —

a2
L_—_-c(e“‘—&—23,62“)————§—--——s1 5

— 26,0
) 2 1 Bh?) 2 — o — 26
1 BeyabeX + (4:: + 62(?”))2 .

2 (
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M =c(e* +2elszez“)——-—%- —

1 (2e;a® 4 7)) |- Gabe*™ + a® + 26, b?
2 1 — ¢, ez .

20°
e3lu—v) £3(v—%4)
B=¢a T— et ° 7=a1_32e2(w—v) ’

a2 562 (=) __ &

o 1] 1
L=b@" +36%) — 5 — & — o ey

2

2 2(u—v)
M =b(25-236”—*— 33134”)——._{- _.i_it__*-_zi

21° .

ea(u-v) (a —Ee u—o) ez(u—u) (a — &8, eu—u)
- 8y — g2(u=") y T+ 1 — g g2(v—¥) ’

L = b(2e* 4 3¢,¢*) —-——%—— eg02 4-

n _1 8eae¥ ™) — (B, + 5a%) X~ — ey ae" " 4 3 4 2¢,02
2

(82 — ez(u—v))z b
M = b(2s¢" + 35,¢") — 2 —
1 2eae®™— 20262 — Beg, 64~ 4 34 25,02
2 (&‘2 — 82(«4-»))2 *
220
fa L 1 1
= osu—r) ' VT T T cosu—n)

. 1 3 1
L =—.—absm2u—|——§—+ac—-—2—m s
3 1

b . 1 c
M=—Gsin2ot 5 + o —5 cos®(u—wv)

Fusint e ¢rcn, Lexioni di Geomelria proistiivo-differenxiale FTY

454
23°

24

25e

26°

L

CAPITOLO OTTAVO i § 78, c

a ‘a
= sinw—o)°’ =" Sn—o)’

B

. 3a? 1
L=bsin2u +0— =5~ iu—v) ’

. 3a? 1
M=bsm2v+c-—-—§~—m

Specie B,
"
a G Tl
= a—v ¢ o T a(v—u) ?
L 1 _ 3 1
L=abue e a— 2 (u__v)z'l
b L, 1 1 3 1
M=o — ot T g ey

p=a(m—v), v=1, |

1
L=-—2a*w*+a(u—v)+b, M =2au+—2— .

Specie By
1 (a4 (u=v) ¢ (%41 (o=t)
“a e, + 2= 1= 5 + &) ,

c - 6183 oau___
“a@+1) ez,(u+1)u+a(a-—l)e2(a Pt ety
(a1 68y e2 (49 L 2310(‘ .\
2 (6, + W02 oy
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L = be* 4 ce?* - -‘i;-‘Lea“—Saz—— —%—- + 3¢,0?

3a®
14+ge—

+
M =2 (be* -} ce?) — e, e® — % + 3¢,a2

%
14 ¢e

4ab 4ac 2
M= 2 (a41)o 2(a—tlo__ 253 gaa0 __
a -+ 1° + a—1 ° o e
_(a—1) e, e2l-0) 94
2 @ttt g perli)
27 )
P P
Pt @ 1= e
3¢,02 g2
L =0be* 2% du __o___ 1 —
e tce €16¢€ 2 2 (1 e
1
—q¥ T
73 -+ g, €2
1 3¢, a2 g2(u—r)
M=_ v ___ aplv___ 40 ___ 1
Bt — e —ege — 5 2 @ e
. .
2 -
R g
28°
_ Pand Pians
p=a 146 T=2% 14ee ?

eu—u

ou—v

ey —
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B:Ble

UY—D
3

1= aet 1

L=t + L2 —2 4 By,

1
M =ce“’——-sze3'———§- .

s 78,

" 1
L= (bu?+c)e? —--—2——’2_—(“__9)3'— w—v

M =a2(bv2+c)e*"———%— —

e
T=0——0
3 1 1
3 1 1
2 (u—o) T




Carmroro IX.

QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE X (©.

§ 79. — Trasformaziene delle equazioni fondamentali.

In questo Capitolo riprenderemo le ricerche geometriche ini-
ziate al Cap. III relative all’intorno d’un punto; in particolare
dimostreremo un teorema di Moutard relativo alle coniche osculatrici
delle sezioni piane. Oltre diversi risultati nuovi dimostreremo del
resto anche qualche fatto gia stabilito al ricordato Cap. IIT col-
Puso di coordinate particolari (asintotiche), dandone, a base delle
formole dedotte al Cap. VI, 1'espressione valida in coordinate
curvilinee qualunque. Cominciamo con una trasformazione delle

equazioni fondamentali (Cap. I § 14 A)

Ly = zaf‘twi + a’nX + P,
§ps = — Ea’:in + artE + ﬁn& (*)

e precisamente dimostriamo che esse equivalgono alle

1
— dF, + F, . ,
d?x= 2 & +¢ 2%, du, 8 u, — By F”Dx 4+ F, X Pz,
7, 7,

(*) Supporremo al solito che il fattore delle coordinate = sia scelto in
modo qualungue. Si avvertird esplicitamente quando si vorranno usare coOr-
dinate e forme normalt.
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®

1
—dFy —F
_2 " 29,.du 2, + F;
Pl= ————di+s 7o Db+ REL I,

dove, si ricordi
P=2p.,dudu,, I =2Zx,dudu,,

oy, sono i differenziali secondi contravarimﬁ (Cap. I1 § 9 A), Dy,
sono i differenziali coniugati (Cap. VI § 56),

Dz = z,Du + x,Dv', D =§,Du+ §Dv
Fy = Xa,,du.du,Du, (Cap. VI § 57).

Ix%ﬁatti 6 ovidente per la definizione stessa dei differenziali
secondi controvarianti che le equazioni ricordate possono mettersi
sotto la forma

d*x = 2z, 8%; + Za}, z.du,du, + Fy X + Pz,
d’é = 2§, 8%, — Za;, &;du,du, + F & + 11¢;

sicché per provare le (1) occorre soltanto verificare le identita

_ 1 dF, e2%,, du, 8%,

2) szw,—? F: dz + ——F.-—Dw,
1 dF SZ’&,.,JM,. 33“:

(2)hif z&i 82u¢ = —2— —F: d& + '————‘_F2 Dﬁ 3
(3) | La;, xdu, du, = Fs e —s —li

s (4 Fz F' ]

‘ P, Fy
(3)171- ’ Ea,.,&du,.du,= +_d&—E—D£ . . -
Py Fy
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E ci basta dimostrare le (2) e (3), le (2)us & (3)w, dimo-
strandosi in modo perfettamente simile.

Supposto F,zo (*) i punti d= e Dz sono linearmente indi-

pendenti, essendo (Cap. VI, § 56, (5)us)
€
— = -—-—._.—I1 > M
e quindi i punti z;, @, e dunque anche i primi membri delle
(2) e (3) ne sono combinazioni lineari, cosicché possiamo porre
. — S, 8%, = Mz 4+ VDz |
(@
Yol 2, du,du, = pdz + ' Dz ,

.

dove A; A, , g sono incognite da determinarsi. A tale fine
moltiplicheremo le (a) per d& oppure D&, osservando che

Sz,dé = —a,du—andy
8z, D6 = —a,Du —0g Dy,
Sdadt = —F,, 8DxzD=— ZagDu,Du, =sF, (Cap. V1§ 56, (5)),
SDxdt = — Za,, du, Du, =0 .
Troviamo cosi:
— S, du, Py, = —AFy , — Za,Du,8u,=e\'F,,
— X!, ay duy, du, du, = — Za,, dudu, du, = — Fy = —pF,

— %a,Dudu,.du, = — Fy = ep/Fy .

(*) Be Fy;==0 le formole da dimostrarsi perdono ogni significato. Esse
si posseno in tal caso sostituire con altre formole analoghe, Cfr. piu avanti

il § 84.

460 ) CAPITOLO NONO [§ 80, 4}

‘Per dimostrare le (2) e (3), occorre vedere ancora che

1

Ja, du, 82 u; = 5

dFQ »

Za,, Du, 8%u; = — 28,,du, 8%, .

Ora la prima di queste due identiti & gia scritta al Cap. II § 9;
per dimostrare la seconda basta scriverla nella forma :

8%(@, Du + 8,,Dv) + 8%0(a,3Du + 0y, Dr) = — | [A] (du % — dvd®u) ,
e osservare (§ 56 (3)juater ) Che

1 1
du= ——— Du D‘U 3 d = — Du D .
Vl 2| (812 + gy Dv) v Vl T (311 f“m v)

Le formole (1) sono quindi dimostrate.

§ 80. — Il teorema di Moutard.
4) Un lemma,.

Fissato un punto O di una superficie mon sviluppabile S e
in O una tangente non asintotica t ad S, il luogo delle coniche oscu-
latrici (*) in O delle sezioni di S medianie tulli ¢ piani che pas-
sano per t & una quadrica mon cono (**) che diremo la quadrica di
Mowtard apportenente alla tangente t.

Ricordiamo dapprima il teorema- (Cap. I § 8): Indicando
con z le tre coordinate omogenee dei punti di una curva piana C

(*) a contatto cinquepunte.
(**) Se S fosse sviluppabile, la quadrica di Moutard sarebbe un cono.
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e con & le tre coordinate omogenee delle rette tangenti di essa,
¢ soelti i fattori arbitrari delle z e &’ in modo che sia identicamente

1) S (dzd?f — d?xdf) =0,
la polare del punto
7o 1 dx 4 ryd?x
rispetto alla conica osculatrice a C in z &
1ol + rydf + r,d?E .

Per il nostro scopo abbiamo bisogno di generalizzare questa proposi-
zione alle curve piane nello spazio. La modificazione dell’ enunciato
& evidente: Se con x tndichiamo le quattro coordinate del punto mo-
bile sulla curva piana C, ¢ con &' le quatiro coordinale di un piano
scelto ad arbitrio (*) fra i piani tangents a C in X, il piano

1t -+ r dE 4 ryd?¢
contiene la polare del punio

re% + rdz + rydix

rispetlo alla conica osculatrice a C in x sempreché sia soddisfaita
lungo C la (1). Infatti, se il piano di ¢ & un piano del tetraedro
di riferimento, il teorema si riduce subito al precedente; d’altra
parte I’enunciato & evidentemente indipendente dalla posizione del
tedraedro di riferimento.

B) Dimostrazione del teorema di Moutard.

i

La proposizione ora enunciata, insieme colle formole (1) del
§ 79, permettono non soltanto di dimostrare il teorema di Moutard,
ma anche di scrivere I'equazione della quadrica di Moutard in

(*) purché diverso dal piano osculatore in  a C.

462 CAPITOLO NONO - [¢ 80, B]

coordinate curvilinee qualunque. Precisamente dimostreremo che:
Se i differenziali du, si riferiscono allo spostamenio infinitesimo
lungo la tangente t, il piano polare del pumio

y = po¥ + p1d2 + pa Dz + ppX
rispelto alla quadrica di Moulard appartenente & t & il piano

M = 6§ + cld€+ogD€+0aE
dove :

’4

2 F F,
Gg == Po + "é'ﬁf'91+2ﬁipz+

2 Za,dudududs;, 2 F3 Fg H“—P)
+(—-—3— i 7 9F2+25Fg+ -F‘ Ps >

@ .
P i
°1=P1—"3']—,Tz;93, °!=P2“T‘25'EPM O3=Pg,

e inversamenle

2 38, du,du,du,du; 2 _Il’,_ Fg pP—-1I )c
Rl O U A N b

(2w

7

2 =
R e Rt

Prima di passare alla dimostrazione delle (2) (*) osserviamo che,

(*) le (2)s1s SODO cODSEgUENZA immediata delle (2).
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ge escludiamo il 'caso J =0 delle rigate, la prima riga delle (2)
© (2)ys pud seriversi piti semplicemente (*)

2 F, 5 Fa
°o=Po+—3"j|§P1+3‘i-‘-afpz+

2 (_1‘ Jr + (Pr) a’ntducdut)
2 J
+ Psy

F,
e 2 F Fy
Po =°o""—3"1,-_vf°1_2’F—:°z +

3 F; 8 F;

1 dJFy | 234Du.Fy 16F .
(—‘z—‘f‘ﬁ;+——— +

z (—;— 2+ 4»’) O ity e
7, ¢

3

Inoltre segue subito dal teorema che dimostreremo che il punto
PoZ + p1dz + pg Dz + p3X
sta sulla quadrica di Moutard se

V ‘ 4F F
2po ps— Fg (P} — ep2) +-§‘7§ P1Ps+4T"Ps ps +

(*) Basta ricordare dal Cap. VI le formole § 57 (4), § 68 (1) e (3)ur-

464 CAPITOLO NONO s 80, C)
21‘&“!'
2 Za,,; du, du, du, dy, 2 F; Fg? n—r
+HE F TTRtTER YR Y

+8X2)d=0

C) Dimostragione.

Veniamo alla dimostrazione del teorema di Moutard. Nell’ap-
plicare il lemma del § 80 A al caso di una curva piana C tracciata
sulla superficie § possiamo scegliere per il piano ¢ il piano tan-
gente a 8, prenders ciod §' proporzionale a £ L’identita (Cap. 1T
§ 13 B)

8 [dad? (pf) — d 2 (pf)] = 2pF5 — 3dpF,
dimostra subito che la (1) & soddisfatta ponendo

2 (5
3)F
g =e *E.

Il lemma ci dice pertanto che la polare del punto

Y=192 + rydx | r,d?z

(*) Se J*0, cid puod scriversi
’

s o 4 F, F
QPops‘Fz(P:—ﬁpz) +'3-“713P193+4'Fj‘9193+

- =+

1 aJFy 2 2y:Du.F; 16 F}
38 Jp; 3 7l 9 i

Jr
2(—;— 7-4— 4" lars du; du,
2
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rispetto alla conica osculatrice a €' in x sta nel piano

~i(E
3] P, , , ,
B=c (rof + 1y dE + ryd2¢) =

2 F F
= [’°+ T Ent (iRt ‘g‘g)ﬁ] ¢+
\
+(r1+ —;—%:—ra)dé + rod2§ .

Sostituendo ai differenziali secondi d2z e d2£& i valori (1) del § 79
troviamo che

—%—dIr‘,«]—F,
Y = (rg -+ Prg)z + "1'!'—‘——1;.2 dz 4

2. —
+ ez-—-_ﬁ“’""“';;" B, Do + Fyr, X,

 29,,du, 3%, + F;

+ T rq.DE+4 Fyr, B,
Ponendo
Y =po% -+ p1dz + py Dz 4 p X ,
N ==64& + 0,dE + 0, Dt + 6, &,
sard pertanto :
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1
_é_dF’+F3 .

Po="n+P"ss Pl‘“"l'{'—'jv;"—'s»

¢ z&nd“r 62"’3 - F;

= A rg, ps=F,rs,
2 F, 2 F, 4B
°o=fo+'§_'jy':"]+(n+"3_' _I_';_!_TF: T2,
1 "1 F
gt h 28, du. b, + F;
°1='1+__———_F. i€E G =& — F, 2
6g=Fyry.
Se ne deduce :

2e Fy

2 L
O3 ==pg, O3 =pst T, rg = py + S'F'::Paa

2 F, -
o=t gpint (1= 5+ A"

Quests equazioni equivalgono alle (2). Vale infatti la formola (*)

(*) Noi la Adimostreremo fra poco.
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F:dF:—-—g—ng. F3=—=
8)
= F} 20,4 00, dut, du, duy + 8839, du, 82 u, . Fy (%),
F’:ng—% (3ng+Fg d_j) Fy=
B)ais

= — ¢ F3 [ Fs 24 Doy — 3 29pc dur 82 vy |

in virtd della quale

2,F/ 1 RdF _ 2 dfy _FdF _
3"FR "8 g;m T 3 F T
2 d 2
=2 o du Qur dus di 4 g o3y, duy 2wy 22,
3 F F§

sicché :

2 F o Fy
%o = po -+ 5 -1'—,5- n+2s —i'—;-x&udurb’u.rg-}-
. s

2 By duy dus du; du; 2 Fi _
+ (II P+ 3 7 -3 -;1-5- ro==

’

_ 2 P Fh
-—Po+§'712—91+27;—92+

o L Bowdwdududu 2 Py
3 F3 9 F}

F2 O—P
+2¢-I;g-+ A 3

che & appunto I’ ultima delle (2).

(*) 8e J+0, la formola pud seriversi (cfr. Cap. VI, § 56 (Sus e § 58 (1)).
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11 teorema di Moutard si prova ora subito (*). Infatti, nelle
(2) non compaiono i differenziali secondi, sicch®, variando la
curva C in modo che il piano di essa passi costantemente per la
tangente fissa #, i coefficienti delle (2) non mutano e le (2) defi-
niscono pertanto una correlazione fissa fra il punto y e il piano 7
che gode la seguente proprieti: Scelto comunque un punto y dello
spazio, le polari di esso rispetto alle coniche osculatrici in z a
tutte le curve piane di S che toccano ¢ in x stanno nel piano
7 corrispondente a y nella nostra correlazione. Il luogo delle
dette coniche osculatrici & pertanto identico al lnogo dei punti
incidenti ai piani loro corrispondenti nella correlazione, luogo che
2, come & ben noto, una quadrica. Ma la correlazione definita
dalle (2) & appunto la polarita rispetto alla quadrica dei punti
d’incidenza. Infatti dalle identitd subito stabilite {cfr. Cap. II § 12
(10), (1815 (2)ors § 16 C (D, ece.).

S.’I:E:O, Sxd&=0, SxDE:O, SIE:I,

Sdx.t =0, 8dz.d¢ = —F,, 8dz. D=0, Sdz.E=0,
(4)

8Dz.t =0, SDx.dt =0, 8Dz .D¢ =¢cF,, SDz.E=0,
SXt =1, SXd¢ =0, SXD¢ =0, SXE= =—K—J
si deduce subito che la correlazione definita dalle

6. = bupo + bapr + bapr + bsps  (r =0, 1, 2, 3)

(*) 11 teorema di Moutard si potrebbe anche dedurre semplicemente
dal lemma : Se due superfieie hanno in un pumto O un contatto del secondo
ordine, e se un piano le interseca in curve che hanmo contatto del quarto
ordine, ogni curva situata su una delle due superficie che tocea in O la se-
xione piana ora menwionata ha pure contaito del quarto ordine con Valtra
superficie. Infatti basta applicare il lemma a S e a quella quadrica che ha in -
O contatto del secondo ordine con S e che passa per la conica osculatrice in
O a una delle curve C. Il lemma si dimostra subito se si prendono il piano
della conica e il piano tangente come due faccie del tetraedro di riferimento
#. Ma per lo ricerche che seguono (Cap. X) abbiamo bisogno dell’ equazione (2).
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& polaritd rispetto alla quadrica dei punti d’incidenza allora ed
allora soltanto che

by ¥y + b5 =0, _Ebmfz+bsa=oa by +8by =0,
ém+9ban—bu=os boy + Qb5 + by Fy = 0,
bz + Qbag — ebyg Fy = 0,

condizioni dalle (2) tutte soddisfatte,

" Resta da provare la formolg (3). B -

dFg = dzam AU dus du, =

+ Z Grops Qthy Aty dthy A%y 4 3 Zapss Gur dus 3% w, .
Moltiplicando per Fs==3an dutdu;, risulta :
P38 F5 = Fs By bty dtsy dtey s+ 320r ags dver dus dts dun 8 s «
Sottrasndone I’ identitd
5 dFy . Fy = 3300, duk 8 un Boes dty ot iy =

=3 2@y aix Bur duy diey du; 3w,
8i ricava:

Fod F3 — -g- d Fy . Fy = Fa 2a,4; dtr duss duig du; +

+ 8Zavs: o Buy duy dus (22w deer, — du, 2% uy, )
da cui si arriva tosto alla (3), essendo

Sarsr Bin Bt dus drey (B wy duy, — du 22 up ) =
=38 }|4]| (02?0 — do d® u) 29 ary an dur dus duy = (¥)

(*) Ofr. Cap. VI, § 57, (B)ter.

Fusn ¢ &non, Lexioni di Geomestria profetiive-differonsials. 31

- (3ter .

[s 81, 41
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= ;M(du o — dod®u) z,b,,:‘ ao, dur, duy dui =

=82 9y QU 28 w4 Zbrat duy du, dth =

=!29‘nd“'a’“‘ F; *

Nello stesso modo si dimostra anche la formola gimile alla (3)

'
FdFi— -%— dF: Fa=

. *
By Sbvats iy dtiy Gt At 4 3T 8rs iy Bl Fs. ()

g 81 — Le corrispondenze 2. **
A) Loro definizione.

1. Studieremo al prossimo Capitolo la posizione ((lielle q:::;-
. i i nti ad una -
i appartenenti alle diverse tange. . -
?ih? di;xllil;u?:: p?xir)xm fisso. Ci occuperemo qui d1' alcune 03;1;10
sc‘(;denze binnivoche fra la stella de.i pia?.m passan‘:xn f:grgl Fﬁop o
ﬁlgoso z della nostra superficie S © ti]_lilp ep:zir:c; t :.diop T e
to ad 8 in z, che ci sarannou . oennato. P
Ei:];mente indicheremo con B () ***) la corrispondenza in cui al PU
% + 71 % + T2 %2

[
5 meriversi
(*) Se J* 0, 6883, puolacn F dJ )F;=
FidF"_"g' (3sz+ 2 '—J"

Blauaser = — Fy (F1 24 Dus — 32 3ns dup B th ).

**) Le corrispondenze I che qui studiersmo 8010 state introdqfte da

i o8 t. a fys., t. 50, 1921
Goch nel Casopis pro pest. ma s, ¢
**" e essendo una costante arbitraria.
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corrisponde il piano

8¢+ ‘151 + 8.6;,
essendo

2¢
Toifyirg = (aozaao,a,, -5 204,888, ) :

@

18, 80,,8,8, 1 8,3a,8;3,

e quindi, come si vede subito :

2
8,:8,:8; = (ro}laa rory - Tc Za;,.,r,-ru,) :
(1)1111

iy Zapriny, i rgSa, . .

Dalla definizione si vede subito che ogni X (c) ha significato
intrinseco ed invariante. Anzi, il confronto di @) e (1), dimostra
che X (c) & anche invariante per correlazions.

.-

B) La polarita di Lie.

E pure evidente la proposizione: la corrispondenza % ) ¢
subordinala alla pelarity rispetto alla quadrica di Lie (*) Se S8
una quadrica, tutte le £ (¢) si confondono con 3 (0); in caso
opposto, esse son tutte diverse (**), )

8i pué dire anche che la corrispondenza = (e) associa il punto
7o X -+ 7 d

al piano
SE+sdE,

(*) Cfr. Cap. III § 21.
(=) eccettuati gli eventuali punti di S dove tutte e due le asintotiche
avessero simultaneamente un flesso.

-

B8

(Drer

CAPTIOLO. NONO

- 20 ,»:F 81
rez"i=(F"°—TFsh) ’a ?

Sp: 8l = ( F!"o“‘TF‘ﬂ)‘an

Ia 2 (¢) associa anche il

. . - ) che
Scrivendo qui Dw al posto di dui si vede )

pne ro2 4-r2 Dz

e snE+aDE

® % .+ . ,
ro:rs=(Fzso+ <5 Fast)-FaS:‘

(V)quster

20 pt ):Fzr:.
80:82=(F’r°— 5 fn

¢) Corrispondensa di Segre.

. P ¢ i
I i L o i oo s (1)
.La al Cap. 1II § 22 Cid si vede subito seri Sl s
dinate ag;boﬁche e confrontando con le eq;;alz;:t;lmm ol
asip i direttamente 16 .

i ilmente trovare : ) "
ms'lgoo:;:loex:;amg eS;;h@:re, definita geometricamente al 1. c.,-in coo
COITiS :
dinate curvilinee qualunque: | .

i 1a corrispondenze di Segre associa e;igde;t%fde:‘t; il ‘pun
€d EI;’fgh’al ;iano (zdad ). Ora dalle (1) del § .
ey Bt Pt T egepp 4 F2@AED),
(dEd*H)=s s |

& z) cW(@daD£)+Fs(xde).
@zdada)= ”

Ora (Cap. IL, § 12 B (16))

Do)= -
(zda:Dz):(z,a:;du+m:dv,z1Du+w: ) 5
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=VIA] (duDo—doDuy ,
(E4EDE)=s V4| (duDo—doDu)z ,
sicchd (Cap. VI § 56, (5)uts) 7 |
® (zdzDz)::T—-cF:!, (EdEDE) = —Fs 2.
D'altra parte, essendo (Cap. II, § 14 A, (8) e (4))
Szdf=8XdE= Sz DE=SXDE=0,
8i possono determinare A e g in modo che sia

(xdzX)=rdE+pDE.

" Moltiplicando per dz, oppure per Dz se ne ricava (cfr. le (4) del § 80) '

A=0, suF;= Sz, dz, X) Do =— (2, dz, Dz, X) .

" Ora dalla (2) si deduce:

(@deDzX)=8(zdzDz) X = — s Fs SEX = —eFsg ,
gioché si trova la prima delle identitd
(2)nis {z, dz, X) = DE, (,4E,E)=1Dz;
la seconda si dimostra nello stesso quo. Dalle (2) e (2)us segue tosto

(@, dz, d® )= (Fs — 29, dur 8w, ) E+ F2 D,
@)
o (§ dE, ) = — (Fs + Z¥ndur B, )2+ Fe Dz .

. ‘Posto

(EdEDE)=ryE +rs Dz, (zdzDz)==3E+ s DE,

si vede pertanto che

‘80:83=(F3fo+2Fgf2):Fgfg.

Confrontando con (1)quater 8i vede che la corrispondenza di Segre coincide
con Z(—3) come abbiamo enunciato.

474 » CAPITOLO NONO I§ 81, D-E]'

Tutte lo proprietd della corrispondenza di~ Segre segnalate al

~Cap. III § 22 valgono tali e quali per ogni Z (o).

D) La corrispondenza di Moutard.

Un’altra corrispondenza notevole & la 2 (1) che diremo
la corrispondenza di Moutard. Essa fa corrispondere ad ogni punto P
del piano tangente ad S in x il suo piano polare rispetto alla
quadrica di Moulard appartenente alla tangente EP). (9

" Gid si vede immediatamente ponendo p, = pg =0 nelle (2)
del § 80 e confrontando con la (1w § 81.

Dalla definigione delle = (c) si vede subito : I piani corrigpon-
denti nelle diverse 3 (c) od un punto P scelo comunque su &
formano un fascio intorno alla tangente coniugala o (xP); tal fascio
¢ proietiivo al sistema dei valori di c, il piano £ stesso corrispondendo
@ c==o. In particolare, scelio su § un punio qualsiasi P, ed
essendo Ty, T, Ty Ordinatamente i ‘piani._corrispondenti a P nella
polarita di Lie, nella corrispondenza di Mowtard e mella corrispon-
denza di Segre, il birapporto (8%, Ty ®s) & uguale a — 3; e cor-
relativamente. (**) .

Daremo tosto (al § 83) una definizione geometrica della

corrispondenza 2(—- —g—) Ci saranno pure utili, per la costru-
zione delle quadriche di Moutard appartenenti alle diverse tan-

genti ad 8 in 2, le corrispondenze z (—g—-) e I (—-— %)

E) Proprieta delle corrispondenze Z per le rigate.

Abbiamo gia osservato che le proprietd della corrispondenza
di Segre. segnalate al Cap. III § 22 valgono tutte per ogni
% (c) (% 0). Qui aggiungeremo ancora qualche altra proprietd.

(*) Invece nella corrispondensa di Segre o P corrisponde 4l suo piano
polare rispetto alla quadrica di Moutard appartenente alla tangente coniugata
alla (xP). Cid si vede come nel testo, usando la (1)quater 8l posto della (L)er:

(**) Se il punto P sta su uma tangente di Darboux, i piani mr, %a, Ts
coincidono e il birapporto é indeterminato. .
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In coordinate asintotiche le equazioni (1) & (1), di =(c) sono
(quando

0% 4112, 4132, , 8§+ 8,8, + 8,8,

siano un punto e un piano omologhi) :
4 "o:'l”'z=["o3132_'§‘ ({38?—1—78%)]:49%82:818:,

80:8,:8 = [rorlr, + % (B2 + 7r§):| irirgirry.

8e By z 0 (in un punto generico di una superficie non rigata)

la corrispondenza Z(c)(c40) & cubica; se invece p. es. B = 0,
7T4#0 (in un punto non flecnodale di una superficie rigata), la
corrispondenza ¢ quadratica. Cominciamo lo studio col considerare
un punto generico di una rigata; sia pertanto B =0, 1§O (e

~ v cost. essendo le generatrici).

Dimostreremo che: Ad un fascio di piani, il cui asse passa
per un punto X di una superficie rigata senza esservi tamgenie alla
rigata, corrisponde in I (c) una conica situata mel piano & tanmgente
alla rigata in x; tale conica passa per X, locoa i la tangente

all’ asintotica curva, e la sua curvatura in x é il prodotio di — 233
per la curvatura dell’ asintotica (*); (in particolare, se ¢ = — ._g..,

la conica e U asintotica hanno in x conlatio del 2° ordine) ; la conica
interseca la generatrice dells rigata, olire che in X, in un aliro punto y,
e la tangente sn y alla conica & la polare del fascio di piani (cui
corrisponde la conica X (¢)) rispetto alla quadrica di Lie (che, si
ricordi, coincide con I’iperboloide  osculatore).

(*) In apparenza, introduciamo nell’ enunciato un concetto metrico, quello
della curvatura della conica e dell’ asintotica, Ma basta osservare (il lettore
faccia la facile dimostrazione) che: Se due curve hanno in un punto x la
stessa tangenie e lo stesso piano osculatore, € rapporto delle loro cwurvature
X non muta per collineaxions.

a6

" py =0, ciod la generatrice

+ -CAPHIOLO. NONO. ~ - B, B

i  Tungo ice di una riguta T iperbo-
Corollario : Dato lungo uns ym!aﬂrwc’ ’. -
loide osculatore, per determinare la oornspon&cma’ﬂ © z?paﬁm’:l:
adunpumxdiqumagwiw,'mm ourvad
in x dell’ asinlotica curva della rigata.
Al fascio di piani d’asse
8= 0; 8 + Gy 83

carrisponde la punteggiata dei punti rex - 717, + 2% dove
2.
"o:fl”'z=(“13f+“a‘1f:—’§’3§)~‘=~‘135

gituata sulla conica

L
#y(rg— @111 — GaT) + 3 r;.._.() :

-

' - 0 3 la retta
i ica descrive un fascio oui appartiene -
T M goner (z=,), contata due volte, e cul appa; :
tiene pure la conica spezzata nella retta r; =0, ciod pelln tange:
(z %) all’ asintotica curva, © nella retta ry = 6,7 -+ %972,

he si vede subito essere la polare del fascio di. piani riap,etﬁo
:lla quadrica di Lie. Resta a dimostrare cid che‘;:érz ‘;:c“?l;:nt:
' i lettore i
in z della nostra conica, Il ! g
z::wll:u::rvature in z delle diverse coniche del fascio (ottenuto

variando ¢) son proporzionali a ¢, sicchd dobpiamo provare sol-

3 i i tatto del secondo
tanto che, s ¢ =— 5 la conica ha in z con

ordine con I asintotica w = cost. Ora un ponto dell’ asintotica

vicino ad = & X
x +\‘zvdf) + —-2—x“d1,2,+. e =

' : 1 : .
e Vo) x4
=(1+—-;—pndui+...)z+(2 ydv® 4+ )x |

+(d”+-%—6,,dv’+...) o+ () Xy

-
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i termini trascurati essendo divisibili per dv®. Posto pertanto
1
rn=1+—2~p”dv + ey r1=—-2—-7dvz+...,

1y =dy + —;—O,Jv’+,“,

ed osservando che allora

L5 (’o“‘f‘l”l—%”e)-}— —301"; =1 (“2‘ +“3‘) a4+ ...,

risulta evidente cid che si voleva provare.

~

' F) Proprieta delle corrispondenze = per superficie non rigate.

Consideriamo ora invece un punto generico di una superficie

& mon rigata riferita alle asintotiche, sicchs Bx,z 0. La retta

(x#,) genera, s¢ v solo varia, una rigata RB,; la retta (vz,)
genera, s¢ u solo varia, una rigata R, Le rigale R, o B, sono
pertanto i luoghi dells tangenti asintotiche lungo una curva asinfo-
tica dell’ altro sistema ; noi le diremo le rigate asiniotiche di S ;
R, sard la prima, R, la seconda rigata asintotica. (*)

Dimostriamo che: Dato un piano U passante per un punto x
di una superficie mon rigatz S, per delerminare il punto 7 che
. corrisponde a { nella corrispondenza X (c) appartenente a S, si
costruiscano i punti 2, e =z, corrispondenti ordinatamente a L
nelle corrispondenze 2 (2c¢) (**) apparienenti alle rigate asintotiche
R, e Ry: il punlo cercato z ¢ il coniugaio armonico di x rispetio
ai punti z; e Zy.

(*) 11 concetto di rigata asintotica & dovato al Wilezynski (osculatidg
ruled surfaces); ma il teorema che segue & di Cech.

(**) Con 2¢ al posto di ¢; I’ osservazione fatta a pag. 5 riga 6 della
Memeria di Cech: L'inforno d’un punto &'una superficte considerato dal
. -punto di vista protettivo (Ann. di-Mat., t. 81 (3), 1922) non & corretta.

i

NO § 81, Fl
478 ’ CAPITOLO NOS
Corollario: (*) Le corrispondenze T (c) somo completamenie

0) (che, si ricordi, ® ‘subordinata alla polaritd

n x delle due asinlotiche.

o che il punto z di 8 corrisponda
® generata dal

determinate dalla T ( :
di Lie) e dalle curvature ¢
Per fissare le idee, supponiam .
ai valori w=v=20 dei parametri. La rigata R,
\punto
z+uz,, dovewu=0,

variando @ e v. Il suo piano tangente
£+ ut,, dove u=10

dove il fattore di & +- w§, ® gid associato al fattore diztu ;:,
al solito modo. (**) Calcoliamo lo forme F, e Fy per Rl. indi-
candole con F{ e Fi. (**) In tutti i calcoli e formole riguar-

o . ‘o
danti R, si deve sempre porre u.='0, si prega 1tlaz 181:10
di ricordarsene, anche ‘se omettiamo di rilevarlo nelle notazionl. ‘

E —
B =—8d(z+ uz)dE+ul)=

8 [(2+ BayX) do + 5, )] [6+ B o B do + ¢ dul=

= 2a,pdu dv — u?Qdot. (*4+)

La R> essendo Tigata e le v= cost. le sue generatrici, la forma
1

F{ si pud calcolare (=) dalla

1 dy %7 A2y o) .5
IQ):—?S(—!?Z—W— 8v% Qv dv?,

et

(*) Si ricordi il corollario del § 81 E.
(*) Cfr. Cap- v, § 32 B.
¢*) Per il nostro scopo

iav i he
i4 tardi avremo bisogno anc
i (++*) Bi ricordi che 2=_8XE.

(**ess) Ctr. Cap. Iv § 3L

basterebbe calcolare soltanto per uw=0; ma
dei coefficienti di . )
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dove
y=x+;zs7— =£+;Eu-

Derivando si trova

ay - a2y
Fp =% tuauX, W—-xw-{—uan(x + 6,X),
dy

o _&v+““n'—‘, W = + 40y, (B, + 0,8) .
Ora per le equazioni fondamentali
wvv=7xu+evrv+psazy’ em;=_7eu +eo&v+“22ea

1
X, =lhLz+ ;1; (mgp 2, + myz,),

- 1
' B, =Mé+ - (Pagbu + 1126) 5 (%)
si trova percid :
dy
8 T —,;2 =am[7+"‘(7‘22—1’22+0 Q) + u *aph],

an 02

14 — -
850 5on =0 [— 7+ 4 (Paa— 7 +0,9) + Uayly] .

- Ricordando la (4) del Cap. I § 16 A si arriva dunque anche
alla seconda delle formole

F{ = 2a,du dv — u? Qda? |

6 FP=ay [*r + %+ 07) + o Bay m—m] d?

(") B pe=pw, mp=mm, cfr. Cap. Il § 14 C.

Similmente si trovano le forme fondamentali di B,:

mmumymxgo‘ o gL,y

Ky

dove w=0.

FP = 2a;,dudv — v2 Qdu?
.

oy (847 0+ 0.0+ L, (1] ot
dove v=0.
Per u=v=10 le (5) e (B)u, si riducono a
PP =2a,dudy, FP=a,rdd
PP =2a,dudv , FP =a,pdv®

che permettono di scrivere le equazioni delle Z (o) corrispondenti :
a B, e R;. Confrontando con la (4) che da le X (c) corrispon- Q

denti ad 8, si vede subito I’ esaitezza del teorema enunciato.

o
(*) L’ espressione trovata per F§' mostra cho il coniugato armonico di
z rispetto ai punti flecnodali di B, 8

(Yu + Buy) 22— 2v 24

ossia
1 d log (auy) ,f‘

che é un punto della (seconda) dlre’ctnoe di S. I risultato enunciato al-
Cap. Il § 25 B e dimostrato al Cap. IV alla fine del § 87 & cosi con-
fermato mediante oalcolo dlmtto i
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§ 82 — Le corrispondenze I appartenenti
~ ad una generatrice di una rigata. (*) -

4) Trastormagioni birazionali Z (¢) nello spagio.

Le corrispondenze £ definite al § precedente appartengono ad
un punto z della superficie in considerazione, riferendosi ai punti
del piano tangente £ alla superficie in « ed ai piani passanti per 2.
Considerismo in particolare una superficie rigata R (non svilup-
. pabile); fissandone una generatrice p = (yz), & chiaro che le
" corrispondenze I (o) (c fisso) appartenenti ai diversi punti di p
si possono riunire in una corrispondenza birazionale che si rife-

* risee a tuotti i punti e piani dello spazio: per costruire p. es. il
punto che corrisponde ad un piano scelto comunque nello spazio,
8i consideri !’intersezione # = y 4 uz del piano con la genera-
trice p, e quella eorrispondenza = (¢) che appartiene a x. Indi-
cheremo la corrispondenza a tre dimensioni con lo stesso simbolo

. 2 (c) come quella sua parte che si riferisce ad un punto di p;
o dove vi sarebbe pericolo di equivoco, parleremo di corrispondenza
3 (c) appartenente alla generairice p di R. Per oftenere lo equa-
zioni di ‘¥ (¢), supponiamo il punto generico di R dato da
2 =94 uz, i punti y e z dipendendo da v, e scegliamo in par-
ticolare 'y e z in modo che le « = cost. siano le asintotiche curve
(cfr. Cap. IV, § 34 A). Di pit si scelga v in modo che sia
a3 =0 ==+ 1; sicchd: (Cap. IV, § 31):

Fy = 20dudv, Fy= o(4 -+ 2Bu 4 Cu®)de®.

Le equazioﬁi (4) del § 81 mostrano che in & (¢) si corrispondono
il punto

(M I teoremi di questo -§ sono stati esposti da Cech nella Memoria
‘ Projektiont geometrie p\e’té soumexnych mimobexek ,, (Géometrie projective
de oing drostes infingment voisines) Publ. de la Fac. des Sc. de I'Univ.

. Masatyk, 1921, no 4,

482 . CAPITOLO NONO - s 82, A}

7o (y + u2) + 12+ ra (v + we')
e il piano ‘
s(p+ul)+ &t + 83 (0" +ul),

quando sia
roifyiry == {aos,—-g—(A + 28u+0u’)] 18,8585,

818,18y = [ror,-}— -—;—-(A + 2Bu+0u’)] 1y,

Un facile calcolo permette di scrivere cid in un altro modo che &
pi conveniente per la discussione che faremo : La corrispondenza
3 (c) appartenenie alla generairice (yz) associa i punio

ly + mz 4+ Ly +m2?
ed il piano

M A el 4+ AT b
essendo

Ariprhpipg =

— [t + 1 4 2B o) :

Q) : [m (mly — Umy) + —;—vu, (A% + 2Blym; + O‘m‘f)] :

311("”11’—1"”1):""1("”11—"1""1)1
lim:l:m=

= 1 (o = 2p) — g+ 2By 08|

D [plE— ) =g N + 2By +0PD) :



[§ 82, B] QUADRICHE DI MOUTARD E CORRISPONDENZE 3 (&) 483

DA (A = Mg) ¢ gy (A — Apy)

Osserviamo che, se B non & nfemta alle asintotiche, basta
scrivere 9, %, %, & al posto di ¢, 2, m, . Dalle (1) si vede
subito : Le corrispondenze I (c) (¢+0) appartenenti ad una gene-
ratrice p di una rigaia R sono corrispondenze birazionali cubiche,
se il regolo osculatore ad R lungo p mon iperoscula R. (%)

B) Curva omologa di un fascio di piani.

Ad un fascio di piani corrisponde pertanto in generale una
cubica sghemba. Noi sappiamo dal § 81 che, se I'asse del fascio
& tangente a R (naturalmente in un punto di p) la cubica si
riduce ad una retta (la tangente coniugata all’asse del fascio); e
so ’asse del fascio incontra p, senza essere tangente ad R, la
cubica si riduce a una conica, Ma si presentano altre riduzioni
che & importante rilevare: Se I’asse del fascio di piani inconira
una tangente flecnodale di R (appartenente alla generatrice p) la
curva che vi corrisponde in I (c) (c+0) é in generale (**) una
conica. Per dimostrarlo supponiamo, come & lecito, che la tangente
flecnodale sia (yy'), sicchd 4 =0, e p = ay, (o costante) per i
piani del fascio. Si vede immediatamente che, posto g = apy,
nelle (1), a destra si pud scartare il fattore p;. Da questa di-
mostrazione si vede subito che, almeno se B*— AC 0, se ciod
le tangenti flecnodali appartenenti a p son distinte, vale il teorema:

Se I'asse v del fascio di piani appartiene alla congruenza
lineare osculatrice di R (corrispondente alla generatrice p), ma
non inferseca p e non sta su H, la linea 1’ che vi corrisponde in
X (c) @ semplicemente una retia.

Ma dimostriamo tal teorema in alira maniera, valida anche se
B2— AC =0. (™ Una retta r che non interseca p si pud
scrivere sotto la forma

(*) Nel caso eseluso sarebbe 4 =B==C=0 e tutte le X (¢) si ridur-
~ rebbero a.Z (0) (polarita rispetto all’ iperboloide osculatore H).

(**) Essa pud essere retta; v. pill avanti.
(*¢*) Del resto lo formole della dimostrazione che segue ci saranno ancora

utili in questo paragrafo.

@

484 curocs woo .  [§~82,‘3}
r=@n+ b0+, e+ bt+0) -
= (@yby — a3b) (N0) — @ () + b, (L) + 3, (n0) —
RO = ()
= o[ty —ab) (92) + & (99) — by (=) +
+ by (1) —aier) + @] .

Posto, come al Cap. IV, p =(y2), ¢ =(y'?) & dunque

or = (albs—%bx)p-l-“—’%—e’-p' +g+

¥

+ a5 (9 ‘;b’

(=) +@o)] —b:G2) .

Se r appartiene alla congruenza lineare osculatrice di R (corri-
spondente a p), I espressione precedente & combinazione lineare di
P, Py ¢ ¢ e viceversa. Dal Cap. IV, § 37, (2) risulta che cid

accade allora ed allora soltanto che

(3) by:(by—a):—a;,=4:2B:0.
D’alira parte cerchiamo quando mai, posto : -
M=o d +agpy, p=bk+bp,,

si pud scartare un fattore  quadratico a destra delle (1), . Sostituiti
i valori precedenti di A e p, le due espressioni

P =AMy e AN 2BAp, + Opf

devono differire soltanto per un fattore, e si ricade nella (3), come
si voleva dimostrare, Cerchiamo ancora la posizione délla retta

(*) Cap. 1V, § 82.
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¢ che corrisponde in 3 (c) al fascio &’
Scriviamo le (3) nella forma asse 7, se valgono le (3).

A:b,=2B:(bg—a)=C:—ag=c7.

Ai due piani a0 + 5,8+ 7%
L LT, a0+ i i
3 (¢) rispettivamento i punti (’v . (ﬁ,,) oL -+ ¢ corrispondono in

(a1—'c—;‘)y+blz+y',

u,y—{—(bz——%:—) z 42,
La retta #* cercata & quindi (*)

cT

r =[(a%——3-) y+bz+y, “2?/+(bz'“" ‘C31>z+z’}=

@ = [mb— =G (o] () — a0+

+by ) +H{ oy — %) W) — (bs— °—3’> @+ ).

teor61(131011.i21'(21atando le esprefzsioni .(2) e (2)y, si arriva facilmente al
hy ma. re:tta 1, coniugata armonica di p rispetio alla coppia
rette T e r del teorema precedente (nel regolo determinato

dalle rette p, r & o' i X .
in modo ohe’ ) appartiene od H. Scegliamo il parametro ¢

ro=0r+1 4+ ip

rappresenti una retta. Dalle (2) e (2)y, si deduce subito che

" .
(*) Naturalmente anche »’ appartiene alla congruenza osculatrice,

Fumint o éngn, Lexioni di Geomelria proisttivo-difereniale
g 32

486 CAPITOLO NOKNO 1§ 82, Ol

- et ,
ro=1p+—35¢ +20,

dove il valore di ¢ non ci interessa. La retta r,, dipendendo
linearmente da p, ¥ © 4 appartiene ad H (Cap. IV § 37). Per
dimostrare il teorema, basta pertanto provare che (prorr’) =—1.
A tale scopo, supponiamo che (yy') sia una tangente flecnodale
(per il valore di v appartenente a p) ossia che A=0 @ quindi
per le (3) anche b, = 0. 8i trova ora subito che le intersezioni
di p, 705 7 ¥ con (yy') sono ordinatamente i punti

ct ’ ' ’
Y, (a1+bz—-—§>y+2y, bay+y,(al—-3§—>y+y

che formano una quaterna armonica ¢ d. d.

C) Determinazione delle Z.

Scegliendo comunque la refta T purché non incontri p mé shia
su H, tutte le corrispondenze I (¢) appartenenti @ D SONO determa-
nale se 8 conosce p, H e la curva (*) ¥’ corvispondente al fascio di
piani & asse T n una delle 3 (c) (c$0). Infatti a un piano =,
scelto ad arbitrio, che intersechi p nel punto P, corrispondono in
T (0) (che dla polaritd rispetto ad H), in & (c) ed in 3 (¢) ordi-
natamente dei punti Poy Pos P, che sappiamo & 81 D)
stare su una retta insieme con P e tali che il birapporto

(PPy P Py) = ¢:c.
Basta pertanto saper costruire P, per quel valore di ¢ cui appar-

tiene #'. E cio si pud fare facilmente :
Sia @ il punto d’incontro di = e r. Al fascio di piani d’ asse

PQ (cui appartiene il piano dato ) corrisponde in Z (¢) una

(%) che & una cubica sghemba, oppure conica, od infine retta, secendola

posizione di 7.
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conica O situata nel piano tangente © ad R in P. (") I punto
P, cercato & I’intersezione (diversa da P) di € con la retta che
congiunge P al polo di = rispeito ad H, (**) Tutto si riduce
quindi a costruire nel piano t la conica C. Ora C tocca nel punto
P la tangente all’asintotica curva di R (che conosciamo, perchs
& generatrice di H), o tocca anche la polare di PgQ rispetto ad
H (**); di pid, C passa per il punto d’incontro (non situato su
p) di T ed ' (™*); la conica C si pud dunque costruire, giacchd
ne conosciamo tre punti, e le tangenti in due di essi.

In generale, (se cioé B2 AC#0, B2—A'C'+0) e cor
rispondenze Z (c) appartenents o P si possono costruire, se si cono-
scono le due quadriche H ¢ W, (**¥% ¢ P invariante h (FHrer),

Per il teorema precedente, basta trovare il luogo dei punti
corrispondenti in una delle = (o) (¢4 0) ai piani passanti per una
Tetta r. Per le ipotesi fatte, possiamo far uso delle formole (7)
§ 38 del Cap, IV, riferendo R alle linee flecnodali. Riguardando
le I, m, 1,, m, come coordinate del punto

Zy-l—mz—{—lli/—{—ml%'
e A B, A, p, come coordinate del piano
M+l + €
le equazioni di X (¢) sono le (1) e (Dpse, dove
A=0=0, B=1.

Se poniamo p. es.

(*) v. il teorema di § 81 E.

(**) v. il teorema di § 81 D.

(***) v. il teorema citato su (*¥).

(****) che corrisponde in 2 (¢) al piamo (Pr) del nostro fascio.
(****) la quadrica W, & stata definita al Cap. IV, § 35 C.
(*s»++) Cap. IV, § 36 B.
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)‘:—""Z_P‘lv p=0,

H B : :2npt.
lim:limy = (—831)\; +n2pd): -—3—)\19.1.21;119.1 ni

Dimostriamo che, scelto convenientemente ¢, tl;:;ta' la vf;omca di
/ : rica Wy
questi punti ly +mz+ Ly +m* sta sulla qu 1
Esgendo (*)

B=1, A=—28n, B=0,

A=0=0,
=2, 8=+1.
1’ equazione di W, & (cfr. Cap. IV, § 35 C, (14) pag. 215)
2 (imy + mly) + nlt —nmi=0.

i uesta
Affinchd i valori precedenti di I, m, Iy, m; sedd;:fligrgo aq
equazione (identicamente in A, p) basta che si s

1l piano della ‘conica & evidentemente

8 w———
m:ll=—§c- 120 = — et

ossia il piano
(4)ose

Indichiamo con r la retta base
(4)bis- Sappiamo per ora che :

on (yz %) — 4 (yy#) = nl + 49 .

del fascio (4) e con = il piarfo
I punti che corrispondono in

(%) Cap. IV, § 38.
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3 (_ _‘%{L) ai piani passanti per la retta r formano la conica
intersezione della quadrica W, col piano =. Per dedurre il
teorema enunciato, occorre indicare umna costruzione della retta »
¢ del piano = mediante le quadriche H e W. Ricordiamo dap-
prima il significato geometrico del tetraedro ¥, 2z, ¥, &: (yz) ®
la generatrice p studiata di R, (y¢) e (24) sono le tangenti flec-
nodali e (§%) & la generatrice principale di H (*), La refta r
congiunge i punto 3 all intersezione ny— 2% della retta (y%)
colla generatrice principale

8n® (y2) + 2n (yg) + 28nz % + 4 (§%)

della quadrica W, (cfr, (14)y, § 35 C, Cap. IV). Il piano = con-
giunge il punto % a quella tangente di B in y che & la coniu-
gata armonica di p rispetto alle generalrici del secondo sistema di
H e di W, passanti per y. Lascio le verifiche al lettore.

Come una facile applicazione delle formole del Cap. IV, il
lettore dimostri ancora la proposizione: Se la rigata R possiede
una (ed una sola) retta direftricc d, i punti che corrispondono in
2 (c) (ck0) ai piani passanti per la generairice principale della
quadrica W ; formano una conica C. Il piano di C contiene: 1° il punto
della generatrice sludiata p situato su d, 20 I infersezione della tan-
gente flecnodale (diversa da d) com la gemerairice principale di H.
Il piano che contiene © due punti suddetti ed é il piano coniugato
armonico al piano di C rispetto ai due piani del loro fascio di cus
uno contiene p e Ualtro d, inferseca W, in una conica C'. Le due
coniche C e C stanno sopra um cono il cut vertice é quel flecnodo
di p che non appartiene a d.

(*) Cap. IV, § 35. Dalle definizioni di (»z) risulta facilmente che essa
si pud costruire mediante le quadriche H e W,.
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3
§ 83 — Metriche di Weyl (*) e corrispondenze X (— —2-> .

A) Metriche di Weyl.

Gia ai §§ 15 F e 23 A abbiamo visto che per lo studio proiet-
tivo di una superficie non sviluppabile & utile considerare la me-
trica di Riemann di elemento lineare F,= Za;, du,du,. Qui‘
vogliamo mostrare che il risultato di 1. c. si pud estendere alle
metriche di Weyl. Una metrica di Weyl a due dimensioni & deter-
minata da una forma differenziale quadratica

Fy = a,,du® 4 2a,9dudv + aygdv?®
e una forma differenziale lineare che scriveremo
1 2 (o, du + aydv) ,

convenendo che le forme
d
@) pF,, 22a;du‘——-—pg-

definiscano Ia stessa metrica se p & funzione arbitraria di u o v.
Le cosidette geodetiche della metrica sono definite dall’equazione

differenziale
(82u — al Fy): (820 — 02 Fy) = du:dv,
essendo al solito & = 4, «, (**) e 3%, indicando i differenziali

secondi controvarianti. Tale equazione si pud evidentemente scri-
vere anche nella forma: -

(3) 29, du, 8%, + FySoyDug =0 .

(*) Weyl Raum, Zeit, Materie, 4* edizione. .
(**) Si verifica facilmente che I’ equazione differenziale delle geodetiche

non cambia per !’ operazione (2).
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Le metriche di Riemann sono un caso particolare delle metriche
di Weyl caratterizzato dall’equazione (a,, sono le derivate cova-
rianti di a,)

M o, =0

che esprime che Za,du, = da & un differenziale esatto (*). Ma
vi & un altro caso notevole che pare finora inosservato (**). Nel
caso attuale di due dimensioni, esso & caratterizzato dall’ e-
quazione (**¥)

(4) Bar* A, == K

dove a,, son le derivate covarianti delle «, (formate rispetto a Fj)
e K indica la curvatura di Fy.

Occorre dimostrare che la condizione (4) @& invariante per
I’ operazione (2). Per brevitd assumiamo i parametri %, » in modo
che sia a;;, =@y, = 0. Allora:

— _ 1 d%loglayl|
F, = 2g,dudv, K= S TR ,
1 da day
rk —— __1_ %
Za™*a,, = r” ( £ + P ) ,

(*) Scegliendo nelle (2) p=¢2*, la forma lineare svanisce, e la metrica

di Weyl si riduce alla metrica di Riemann di elemento lineare ¢* F: (deter-
minato a meno di un fattor numerico).

(**) Nella teoria usuale della metrica di Weyl, ha ufficio fondamentale
il parallelismo di Levi-Civita generalizzato da Weyl. Considerando in un
punto P della varietd (#, ») uno spazio (a due dim.) di vettori e trasportan-
dolo con parallelismo lungo una curva chiusa C ritornante in P, lo spazio
subisce, in gemerale, wna simiélitudine, Se tale similitudine si riduce all’ Zden-
tit, comunque si scelga il punto P e la curva chiusa C passante per P, la
la metrica é ewclidea. Pii generalmente, se la detta similitudine si riduce
sempre ad una rotaxione, la metrica é di Riemann. I.altro caso particolare
oui accenno nel testo 6 quello in cui la similitudine é sempre un’ omotetia.

(***) Essa pud scriversi anche

1

| VT )+ 5 077 )| =x.
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sicchd la (4) diventa:

do. day dloglap| _
A 61)1 + ou + du ov :

Ora I operazione (2) muta rispettivamente @5, oy, %z 1D

1 dlogp 1 dlogp
Plias %G Ty ! %5 T oy

e si vede subito che la (4), non cambia per tale sostitur?ione, ,
c. d. d. Vediamo di pit che scelto p in modo che, esegu‘xta la
trasformazione (2), sia @, =1 e quindi K =0, la (4),, diventa

bl da. . .
semplicemente -—;’i— + _a_vg— =0, esprime ciod che
(4)ier o du — agdv = dA(%, v)

3 un differenziale esatto. Quest’ osservazione permette di provare
semplicemente il teorema di Cech :

Se esiste in una metrica di Weyl (a due dimensioni) un siste-
ma doppio ortogonale (*) di geodetiche, la metrica soddisfa alla .¢>0{z-
dizione (4) ; viceversa le geodetiche di una metrica di Weyl soddisfa-
cente a (4) formano un fascio (**) e se me possono pertanto formare
infiniti sistemi doppt ortogonali.

Per dimostrare i due enunciati, possiamo supporre

@y =0y =0, ap=1.
Supponiamo in primo luogo che la metrica possegga un doppio
gistema ortogonale di geodetiche definito da

dv
X

+ A

e ————

(*) cioé coniugato rispetto a F,.
(**) nel senso di Cap. IIT § 23 D.
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L equa?ione .diﬁerenziale '3) delle geodetiche diventa sotto le
nostre ipotesi (@;; = @ =0, @, =1)

Bl dlog

dv
—@—-l— 2 (g du — opdv) =0,

. s . . 4. dv .
Sostituendovi i valori di 0 appartenenti al nostro doppio siste-

ma ortogonale otteniamo
d\ = o, du — oy, dv .
Tale equazione deve essere soddisfatta se
dv=ce T du
e anche se

1
dv=—eTh &y

ed & quindi soddisfatta identicamente; vale a dire a;du — a,dv
& un d.iﬂ'erenziale esatto, il che prova la prima parte dell’ enunci:.to.

Ymeversa supponiamo soddisfatta la (4),,. L’equazione dif-
ferenziale (3),, delle geodetiche diventa

dlog

dv |
—a—q;— l =dA (u, ’l))
ed integrata da

dv 2
ek costante arbitraria,

sicch® le geodetiche formano un fascio di curvev c. d. d.

'B) Piani osculatori alle geodetiche di Weyl

f'['orm'amo a considerare una superficie 8 non sviluppabile.
Sceg}xen.do comunque il fattore delle coordinate omogenee =z dei
punti di 8, consideriamo la solita forma quadrica
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F, =—~8dzd§,

o scegliamo ad arbitrio una forma lineare (1). Le due forme defi-
niscono sulla superficie una metrica di Weyl, di cui studieremo
le geodetiche definite dalla (3). Ma ricordiamo dapprima che si era
visto al Cap. IIT § 23 che si pud far corrispondere alla coppia di
forme F, ¢ Sa,du, una coppia di congruenze duali. B facile defi-
nire analiticamente le due congruenze senza far uso di coordinate
asintotiche. Infatti da 1. c. risulta subito che la generatrice della
prima congruenza d 1’asse del fascio di piani

() dt + Za.du,.§

ottenuto variando i differenziali du,; similmente la generatrice
della seconda congruenza & il luogo del punto

(B)bia dz + Za.du,. . 2.

Inoltre, si era osservato L c. che la trasformazione (2) non cambia
le nostre congruenze sicché esse sono completamente determinate
data S e su essa la metrica di ‘Weyl. Chiameremo le rette
della prima congruenza le normali della metrica di Weyl. (%)

Cid posto, dimostriamo che: I piani osculatori alle geodetiche
della nostra metrica di Weyl (**) in un punio arbitrario di S cor-
rispondono ai punii della retta duale della normale della melrica

nella corrispondenza = (— ——z—) ed inviluppano quindi in generale

(se ciod 8 non rigata) un cono di terza classe © cui tre piani
cuspidali passano per la normale della metrica e intersecano il piano
tangente ad S nelle tangenti di Segre (***).

Infatti, sostituendo nella prima delle equazioni (3) del § 81
il valore di X9,du, 8%, tratto dall’ equazione (3) delle geodetiche

(*) Le rette della seconda congruenza sonc rette duali di quelle della
prima, corrispondono ciod ad esse in 2 (0).

(**) Che, si noti, & la pitt generale metrica di Weyl su S che abbia
come curve minime le asintotiche di 8.

(***) Una parte di questa proposizione & gi4 stata provata, in coordinate
asintotiche, 8l Cap. III § 23 D.
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studiate si deduce che il piano osculatore ad una geodetica della
metrica & rappresentato da

(F + F,Za, Du,) & + D6,

© 16 (1) del § 81 B mostrano che tal piano corrisponde in

3
P (— -2-—> al punto

Dy 4 Fy . 2a,.Du, . x

situato evidentemente sulla retta duale della normale della metrica.

C) Geodetiche formanti fascio.

In particolare, se la metrica & di Riemann, Lo.du, & un dif-
ferenziale esatto e alle sviluppabili della congruenza delle normali
della metrica corrisponde su S un sistema coniugato ; e vale anche
il teorema inverso (Cap. III § 25 A). Sappiamo inoltre che (¥),
la pit semplice di tali metriche intrinsecamente definita & quella
in cui

1 dJ
Do, du, = 5 7
o in coordinate normali
Za,.du, =0 .

La normale di questa metrica & la normale protetliva di S.
Invece il caso particolare in cui vale la (4) & caratterizzato
geometricamente dal fatto che le geodetiche della metrica formano
un fascio. Viceversa dafo su S un qualsiasi fascio, esiste su S una
e una sola metrica di Weyl del tipo studiato (per cui ciod le asin-
totiche di S siano le curve minime) che ha le curve del fascio per

(*) se S non é rigata.
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geodetiche. Si scelga infatti nel fascio un doppio sistema coniugato
(cid & evidentemente possibile in o' modi) e, in ogni punto z di
8 si costruisca la retta r che congiunge i punti corrispondenti in

)] (-—— —3—) ai piani osculatori delle due curve del sistema coniu-

gato. La (5)y, mostra subito che una ed una sola delle nostre
metriche di Weyl ha, per ogni posizione di #, la retta duale di
r come normale, Dal teorema di § 83 B si deduce che le curve
del sistema coningato sono geodetiche di tale metrica. Per la
prima parte del teorema di § 83 A, tale metrica soddisfa alla
condizione (4); onde la seconda parte dello stesso teorema dimostra
che tutte le curve del fascio dato ne somo geodetiche. E simil-
ments si vede pure che non pud esistere altra metrica di Weyl
che soddisfi alla condizione dell’ enunciato. Se ne deduce tosto il
teor. (Cfr. § 23).

Dato su S un qualsiasi fascio di curve, ¢ piani osculatori alle -
curve del fascio in un punto qualungue di S inviluppano un cono
di terza classe che possiede tre piani cuspidali intersecantisi tn una
retta. Di pid sappiamo che i tre piant cuspidali del cono contengono
rigpeltivamente le tre tangenti di Segre.

§ 84 — Le rette canoniche in coordinate generali. (%)

1. La proposizione che chiude il § precedente permette di
ritrovare senza ulteriore calcolo i risultati trovati al Cap. III
§ 23 B, sulla posizione dei piani osculatori alle curve di Darboux
e di Segre. Basta osservare che esiste su S un fascio (**) che
comprende tuite le linee di Darboux e di Segre ed applicare la
proposizione citata. Ne segue senz’altro che esiste su S una
metrica di Weyl del tipo studiato al § 83 di cui le linee di
Darboux e di Segre sono delle geodetiche particolari. (***) La nor-

(*) In questo § supponiamo che S non sia rigata (J + 0).

(**) Definito in coordinate asintotiche da Bdu® + eydv®=0 con ¢ costante
arbitraria.

(***) Questa metrica soddisfa evidentemente la condizione (4) del § 83.
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male di tale metrica & evidentemente I’asse di 8. Ne segue che
Passe di 8§ & la retta base del fascio di piani rappresentato da

(5). § 83 appena si determini il sistema covariante o, in modo

che la (3) del § 83 abbia le linee di Darboux (*) come curve
integrali particolari. Ora la (3), del § 80 C mostra che le curve
_di Darboux soddisfano all’equazione

F,2¢,Du, — 3%%,,du, 8%u, =0 .

Confrontando con la (3) del § 83 ‘A vediamo pertanto che I’asse di
8 ¢ la retta base del fascio di piani (ottenuto variando du,: du,)

(1) dé — —;—Ztl),du, £ (™

Conosciamo pertanto le equazioni in coordinate curvilinee
qualunque di due delle rette canoniche: la normale proiettiva e
I’asse. Per determinare le altre rette canoniche basta ricordare dal
Cap. III § 27 i valori (costantiy dei birapporti fra esse. Troviamo
cost che la direttrice ¢ la reita base del jascio

1 14d
(19108 & —— (2% du+ 5 — )¢
e lo spigolo & la reita base del fascio

1 1 d

(*) Si potrebbe partire anche dalle linee di Segre.
(**) Per il significato invariante dell’asse se ne deduce tosto che la
forma differeuziale lineare

8 a4
B du + 5 o

6 intrinseca ed ¢nvariante, come abbiamo gié enunciato al Cap. VI § 58 A.
Inoltre facendo uso della penultima nota a pié di pag. si conferma il risultato

(Cap. VI.§ 60 A) che K = — —;— Zart s & la curvatura di F.
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Come corollario si deduce che il fascio canonico interseca il piano

tangente lungo la tangente

3 DS _y
(1) quater uDu+ 5 7 =7

. . 000
B faci i 4 risultati con calcolo diretto. A tale scop
2. B facile verificare ques ! O o witwimo lungo soope

dimostriamo dapprima: In wmno "p"*
asintotica di S valgono le formole ( )

1 dJ 1
d’z:(_l_t_l_ﬁ.'_s—— -g—7—+ ‘—3'2q)rd“r> d”+A3+Px’

3 7,
@) .
1dFy 147 1 ,d,)d—Ae+ne,
d2€=(—3"i§—§J + 3 2¢- dur | 4t

dove abbiamo posto

(2)1)1' Auy = Eais duy dus Ll Az = Ew‘ Aui AE = EE' Aus .

. sk > —
Cominciamo coll’osservare che, muovendosi lungo un’ agintotica & (**) duD
— do Du=0, sicché possiamo porre:

Du=2Adu, Dy=2Adv,

ossia
ayg du -+ aze do=—srV|4| du,

an du + a1z 40 = exljd] do .
Se ne deduce

iz +eAll4] o
an ae — e A V4]

—— A2 |Al=— 4| (2 +8)=0

onde >.=V: )
P —

(*) Si confronti con le formole (1) del § 79 valide s F, to0.
(*+) Cap. VI, § 56, () wis.
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3) » Du; =V_s_du.- , 86 Fa=10. (%

Sostituendo nella (1) del Cap. VI § 57 si trova poi (**)

(3)bis Py =V—;F3., so Fo=0.
Di piu
2 2
(dub%—dvb"u)”:-—l— o G du Bru =
. a1e age dy 3%
| Zea dus dur, Zap du; 32 up 0
zaflk du( b’zuk Saix 32 Ug a?uk - ’
essendo
Sagdu; dur, = Fs =0, 2Zagdu; ®up=dF; =0,

gicché
- BQu=pdu, Nv=pdo.

Per calcolare p sostituiamo nella formola

AF 3 = Zargs AUy Qs duy Aty + 320 dutr dtts 3 us
onde

1 dF 1
p:—:§ T: — —3—1',—32@,-,“ du, dus du, dui ,

sicché si ottiene, ricordando la (1) del Cap. VI § 58,

1 dF. 1 a7 1
(B)ter B’“{=‘§——F—:—-—-—€7—+§-E¢rduf)du.-, seF2=0.

Ora dalle equazioni fondamentali si deduce subito che

Ar=32.2u 4+ Az +P.2,

dPE=3E 2w, — AE+ . E,

© basta osservare la (8)wr per arrivare alle (1).
Osserviamo anche le formole (valide qualunque siano du, )

(*) Passando ad un’ asintotica dell’altro sistema, dobbiamo cambiare il '

segno di }/—e— .
(**) La formola (3)nis si potrebbe dedurre anche dalla (4) del Cap. VL
§ 67. '
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@ 9 duy Aup = — F,
(4)515 Eau;A‘“g Au;,,-——-— —;—JF;

La (4) si dimostra subito. Infatti, per la (3) del Cap. VI § 57 e per la
(ots &
294 dus Avex, = S aby Ay Aty dthy == — Dby dug dti: At .

La (4)uis diventa, sostituendovi i valori di Awu;,
b Bak a gttt 1 dug dutg = — = JFE.

Per dimostrarla, ricordiamoci la dimostrazione della formola (9) del Cap. IV,
§ 59 D; vediamo subito che nello stesso modo come la formola citata si
pud anche dimostrare che

Bai.amg':’ < 1P duy =%~ Sapst" ¢ D dtg =-;—2a,.,1‘“c' Sap vt dui
< essendo un sistema controvariante arbitrario. Scegliendo =~ == du, si ottiene
la (4)iwr sotto Iipotesi J=—1 fatta 1. c. Bi passa poi immediatamente al
caso di J qualunque.

Se in particolare Fg = 0, sicchs il punio dr sta su una tangente asin-
totica, la (4)pis dimostra che il punto Ax sta pure su unma tangente asintotica,
che &, per la (4) diversa dalla precedente. Cid posto, le (2) permettono di
rifare, in coordinate curvilinee qualungue, il caleolo fatto al Cap. III § 26
per trovare lo spigolo.

Infatti posto (supponendo che Fg = 0)

(xdx)

=3 ,
V7,
dalle (1) si trova subito

1 1 4J (zdx)
dt=-§(2¢rdur——2-7— t+ 5

V F,

sicché (Cap. I § 7 D) la polare del punto

o= (3 4)

rispetto alla conica osculatrice dell’ asintotica su cui supponiamo muoverci &
la retta (xAx) che abbiamo visto essere la tangente all’ altra asintotica in 2.
Se ne deduce subito che 1’ espressione rappresenta la retta duale dello spigolo.
Lascio al lettore di fare un calcolo analogo per la direttrice.



CarrroLo X.

INTORNO DI UN PUNTO DI UNA SUPERFICIE.
QUADRICHE DI MOUTARD E CONO DI SEGRE,

Questo capitolo, che un lettore frettoloso potrd omettere in
prima lettura, & destinato a studiare e caratterizzare in modo
geometrico ed invariante per collineazioni 1’intorno del quarto
ordine di un punto di una superficie: cid che porterd a illustrare
geometricamente il significato degli invarianti fondamentali da noi
gia trovati per via analitica.

"§ 85 — Enunciato di alcuni teoremi per le quadriche
di Moutard.

Strumento essenziale di questa ricerca & lo studio delle qua-
driche di Moutard. Cominceremo a studiare il sistema delle qua-
driche di Moutard che appartengono alle diverse tangenti di una
superficie (non sviluppabile) § in un suo punto generico . Ecco
come procederemo. Essendo ¢ una tangente ad S in z, ¢ la tan-
gente coniugata, M, e M, le quadriche di Moutard appartenenti
rispettivamente a ¢ e ¢, ed r una retta incidente a ¢ (che perd
Dhon passa per z né sta nel piano § tangente a S in ), noi
daremo una serie di semplici costruzioni geometriche, che permet-

tono di trovare le rette polari ' o r di r rispetio a M, e a M, 3

fatto cio, la costruzione di M, (e di M,) & pure fatta: infatti la
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quadrica M, » evidentemente determinata se sappiamo costruire
la polare rispetto a M, di ogni retta r incidente -a ¢; del resto,
ricordando (*) che il piano polare rispetto a M, di ogni punto
situato su ¢ (') corrisponde a quel punto nella corrispondenza
2 (1) ((—38)), sappiamo costruire, appena note le ¥ (c), il piano
polare rispetto a M, di ogni punto situato in §, sicch® basta, per
completare la determinazione di M,, costruire la polare v di una
retta r incidente a ¢

La costruzione di " e #" da r sard completamente discussa
ai §§ seguenti; qui vogliamo premettere per maggior chiarezza,
I’ enunciato dei risultati (**).

Sia P il punto d’incontro di r con § = il piano che con-
giunge r ad z. Il problema di determinare le rette " e v’ dalla
retta r si pud ricondurre a due altri molto pi semplici, a co-
struire ciod un certo punto z situato in § ed un certo piano {
passante per =z, la posizione di z e [ non dipendendo che dalla t.
Supponiamo per un momento di conoscere z e {. Sia 7, la
polare reciproca di r rispetto alla quadrica di Lie, y; e 7, siano
rispettivamente il punto corrispondente a = e il piano corrispon-

dente & P nella corrispondenza X (—g—) . Ancora, sia {; il coniu-

gato armonico del piano = rispetto alla coppia di piani £ e {; e
z, sia il coniugato armonico del punto P rispetto alla coppia di
punti z e z; sia l; la retta intersezione dei piani v, e (;, e I,
sia la retta che congiunge i punti y, e z,. Allora le rette " e
r'" appartengono al regolo (che pud ridursi ad un fascio ordinario)
determinato dalle rette 7,, I;, I, e sono, dentro il regolo, deter-
minate dai birapporti

(*) Cap. IX § 81 D.

(**) I principali risultati di questo Cap. furono dedotti per la prima
volta, nella Memoria di Cech: L’intorno di un punto d’una superficie con-
siderato dal pumio di vista prosettivo, Annali di Matematica (8) 31, pp. 191
e segg. Ivi si & fatto uso delle coordinate asintotiche e del metodo di Wile-
zynski. Qui invece faremo tutti i calcoli in coordinate curvilinee qualunque,
senza che ne risultino delle complicazioni gravi. Cid prova i vantaggi che
possiede il metodo delle forme differenziali, introdotto dal Fubini nella geometria
proiettiva, sul metodo (piti vecchio) delle equazions differenziali usato dal

‘Wilezynski.
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, T |
(lllzror) =3, (hlrr )=—3— .

Cid posto, resta da vedere come 8i possano costruire il punto z

e il piano {. Sia ancora m il punto che corrisponde a ¢, o poil

piano che corrisponde a z nella corrispondenza X (—— —Z—) Basta

costruire m e p. Cid & particolarmente semplice se S & rigata. In
tal caso infatti m & semplicemente I’ intersezione (diversa da z) di
¢ con la quadrica W, (Cap. V § 35 () (*) e similmente p. & il
piano tangente (diverso da §) alla quadrica W, passante per ¢,
Supponiamo invece che 8 non sia rigata. Per costruire m e Ty
anche in questo caso, indichiamo con T, © T, le due tangenti
asintotiche ad § in x, con s lo spigolo e con d la direttrice. Siano
R, o R, le due rigate asintotiche di 8 (Cap. IX, § 81 E)
passanti per « e precisamente R, contenga la retta t, (t=1,2)
Siano o, e 8, i piani che congiungono «, rispettivamente allo spi-
golo ed alla direttrice. Infine O} (C)) sia la conica del piano § che

corrisponde nella X (é—) relativa alla rigate R, (Ry) al fascio

di piani contenente i piani o; o &, (o, € §,). Il punto m & allora
Vintersezione (diversa da z) di ¢ con quella conica del fascio
determinato da O} e €% la cui tangente in x & la polare lineare
di ¢ rispetto alla terna delle tangenti di Darboux.

Le dimostrazioni degli enunciati che precedono si trovano ai
§§ 86, 87, 88; al § 90 esaminiamo Ia connessione delle quadriche
di Moutard relative ad una superficie S non rigata con quelle
relative alle rigate asintotiche di . Infine studiamo di nuovo al
§ 91 il cono di Segre 6 lo pangeodetiche del Fubini. Questi due
§§ non riguardano pertanto le quadriche di Moutard ; cidnonostante,
il metodo di cui ci serviremo essendo analogo alla determinazione
della posizione del punto z e del piano § (v. sopra) abbiamo rite-
nuto opportuno metterli al presente Cap.

(*) 81 ricordi in questa connessione che noi abbiamo trovato, al Cap. IX
§ 82 C, un legame fra W, o le = (e).

[§ 86, 4]
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§ 86 — Rette polari rispetto ad una quadrica di Moutard.

di Lie
4) Rette r,, 1, »” polari di una retta r rispetto alla qnud:liu .
e alle quadriche di Moutard relative a due direzioni coniugate.

1. Consideriamo una superficie 8 non svxl.n;;p‘;z;le ‘e fs(s;:x:;

un punto z ed una tangente non as.m = )

220:181: da xp La polarita rispetto alla quadrica di Mlouctard ‘:li agp;(r).

tenente a ¢ & data dalle equazioni (2) ° 2)ois :: 18‘mp.ua x5 o

Sia ¢ = (zD=z) la tangente coniugata di ¢ ed M, " nqi ol ool

Moutard appartenente ad essa. Per irovare 16'3 equa:usﬁtuire " poli
rita rispetto ad M, , occorre nelle formole citate so! 4

du; e quindi (*) edu, a Du,. Si trova cosl che il piano
) i

%€ + 0,88 + 0y DE + 0 E

8 il piano polare del punto

po@ + prdz + ps Dz + pp X

nspeﬂio a M, se
F 2 F

8
°0=pﬂ_27f P1— -3—i’:?2 +

72 r | | I
(2€2ar.ud“rd”:D”CD"i+%§%—-2—3—— 7, )P.,

3 R

2¢ F,

F as -3 == .
61=p1+2_1_’_‘_‘:_ps, 6y =P 3 ngsv O3 == P

(*) Cir.’ Cap. VI § 56.
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Cid posto, sia r una retta che intersechi {, ma non passi
per z nd stia in £ Supponiamo che r sia determmata. dal punto

rox + rydx
di ¢ e dal punto generico
poz + prde + pa D2 + ps X
sicchd possiamo porre
1) r = (ryx + rydz, pox-{-pldx—}— pe Dz + p3 X) .
Siano 1y, ', ¢’ le rette polari rispettivamente rappor‘oo alla H (qua-

drica di Lle), ed alle M, e M,. Per le equazioni ricordate tro-
viamo subito

7o = (ropy — 71 po) (§48) + Top ED&) + 7ops (€, E) +

Dhss /
+ rypg (@EDE) +7yp5 ¢, B)

, 2 F F;
r= 3"0 (Pl—'g'fmf' Pa) - [Po+2'I,T:'Pn+

[ 2 Za,du,du,du,du 2 F; Fp ) t
+(—§_ 17';3 +’§"'—°‘+2€———-+ F Ps] (&d&)—{-

e

Fy F -
+ '0+'£'£'l pa+ 2825 ps ) (EDE) + "o+'3‘—‘3"'1 ps (EB)+
3 Fy F; 3 F,

wif ot

FI
+n (Pa + 257.;- Pa) (@ED§) + r1ps(@E,E),

(L F 2 F
¥ = 3 fo(pl + 2%%)—& [Po—"?"ﬁ—»:‘f’z +

R RS T L T e O

506 CAPITOLO DECIMO [s 86, B]
28 2a,,;du,du, Du Dy, 25 Fi? F; INI—P
+(3 7 + 9 F3+2F’_ 7 )Ps]%(&d&)"'

. .
+(ro—- ZFf-")(P’ 2 F p3)(5D5) +( F: "1) ps (68) +

2¢ F,
+'1(p,—- ;ppii)(deDe)'l'"xPs(deyu)

B) Le rette I del regolo 7, " ",

Noi poniamo (*)

(2) ll=31'+r”—4r(,, lz="' +3r”-—-—4ro
sicchd

ll =—r [ 16 F; Pa + (2 Earmdurﬁ‘iua d‘us du(
2

2¢ Za,,du, du, Du, Du, 8 F:  b56c Fy2 —P
3 7 +'?'1,-'.3: +— 0 -+ 2 )pa](ﬁd&)+
(2)bil

16¢ F; 16¢ F,
+—3—37§-< +Trl>ps(éDE)+ gsf,:.rlps(d&DE),

2a,...du,.du, Du, Du
2 'retd r s t ]
‘+ 2 = +

I [ ( Za,,. du,. du,du, du;
t —_n

56c F; | 8e Fy? n—r
(@)ser +TT‘; +-3—-1;i,:——2——1-;2—-——)]93(ed€)_

(*) ¥, e Iy sono le rette di cui si parla gia al § 85.
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16 F, Fy 16 F, -
— "g‘T”'x(Pz — S-ﬁpa)(EDﬁ)— 3 '1—,1;”193(5'-') .
E chiaro che I, rappresenta una retta passante per *) ed il
una retta che giace nel piano § Di pil, detto P I’ intersezione
di & con r e = il piano che congiunge z ad r, sicchd per la (1)

3) P=rx+rde, n=—cF3p€+ paD§,

la posizione delle rette I, e I evidentemente non cambia se la
retta r descrive il fascio di centro P e di piamo m; ci6 si vede
subito osservando che nelle (2)y, © (2).r DOD compaiono pill p, ©
p1. Si pud pertanto prevedere che le rette 1, e l, saranno
piti facilmente costruibili che le rette r' e #'", il che & importante
perchd, come ora mostreremo, *’ © y'’ sono ben determinate, date
1o, Iy o 1.

In generale (**) le tre rette 7o, I, determinano un
regolo (serie rigata d’una quadrica). Se F, =0, ossia se t & una
tangente di Darboux, le (D), (2hu © (2)e, mostrano senza dif-
ficolta che r,, I; © I, appartengono ad un fascio il cui piano passa
per ¢ (***); se invece Fy =0, ossia se ! & una tangente di Segre,
7o, I, e 1, appartengono pure ad un fascio il cui centro sta su
¢. (***) Ma comunque si scelga ¢, le (2) mostrano che le rette
¢ e r'' appartengono al regolo o fascio determinato dalle r,, I; ©
1,. Dentro tal regolo esse sono determinate, come abbiamo gia
enunciato, dai birapporti

’ ' 1
4 (ylarer’) =3, (Llanr”) = 5

Cid si pud dedurre dalle sole (2), come il lettore vedrd facilmente
da s¢; ma lo si pud dedurre anche facilmente se si osserva che i

(%) giacché vi passano i piani §, dE, DE.

(*) sempre se Fy F3+0. La dimostrazione & facile.

{***) il piano del fascio ¢ il piano polare di P rispetto ad H.
(**+*) il centro del fascio & il polo di = rispetto ad H.
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punti d’incontro con ¢ e i piani che congiungono a ¢' le rette
¢, v, 7,, corrispondono rispettivamente al piano = e al punto P
nelle = (1), ¥ (— 3), £ (0), mentre il punto d’incontro di /; con

¢ corrisponde a = e il piano (I, ¢) corrisponde a P in 2(—2—) . (™

C) X punti y,, 7, ed i piani %, ;.

Si verifica facilmente che la (2)y, pud scriversi

) ] =)
dove
Fsq
(5) s N = ("o + 5 ’1) €+ rdi,
2
_ _IE_IE Da,.; du, du, du,du,
Cl—[3 F2Pz+(2 F: +
2t B, du, du, Du, Du, 8 F;
568 F,? n—r 16¢ F;
torTt “‘T)Ps] St el

Similmente possiamo scrivere anche ,; si ha e precisamente

(6) ly = (%121)
dove
Fy
(6) 11 Y, =(—5F2P2+‘F‘;Ps)x+ ps Dz ,

(*) Cid si vede subito dalle seguenti equazioni (B)us € (6)vis ricordando
lo (1)ter © 16 (1)quater del Cap. IX § 8L.
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Zl=[ 16¢ Fs 0+ l(gizanudurdu:d!‘ldui +

—3E’ 3 7
) S, du,du, Du,Du; + 56¢ _{‘§_
(6)1er + 2 — 5 7 +
8 Fg oI—Pr\]: 16¢ F,
IR e | K

La (6) si deduce subito dalla (2)i trasformandola dapprima se-
condo le formole (*)

(¢d6) = ¢ (zDz), (2D} = (zda),
(68) = 5~ (@xDa), (d¢DE ="F,(=X),
2

™
@€, B) = —eQ(zDzx) —e(D=, X),

(Dt, B) = — Q (zdz)— (dz, X).

La dimostrazione delle (7) & lasciata al lettore come facile esercizio.
Esse si possono provare partendo dalle (**)

(xdxDr)=—cF:£, (xdaX)=DE,

()i
(@DzX)=¢edf, @sDxX)=eF:(—RE+5).

P. es. per provare la prima delle (7), osserviamo che dalla (12) dell’' Intro-
dugione si deduce

[{zdxDz), (zdzX)]=(svdx)@dxDxX)

o facciamo uso delle (7)us. In altro modo si possono dedurre le (7) dalle (4)
del Cap. IX § 80. P. es. si vede subito dalle citate eq. (4) che si pud deter-
minare o in modo che sia

(*) Si ricordi che 2 =SX&.
(**) Le prime due (?)eis sono le (2) e (2)uis del Cap. IX § 81. La terza
si riduce subito alla seconda. La dimostrazione dell’ ultima & lasciata al lettore.
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(EdE)=u (xDx).
Ora
SEde)(deX)=uaS(xD2)(dxX)=—oa(xdxDeX)=seuaFs;

d’ altra parte, per la (11) dell’ Introduzione,

Stdx SEX’

8 (Ed) (dzX) = ’
Sdgdx SAEX

0 1
= =F:, ece.
—F 0

D) Determinazione dei punti e piani precedenti.

La retta I, appare cost coms intersezione dei piani 7, e {;, e la
r?tta 1, come congiungente i punti g, e z,. Ora dalle (3), (5)us © (6)us
si vede subito, ricordando 16 (1), @ (1)quster del Cap. IX § 81 che

y, corrisponde a = e ¥, corrisponde a Pin 2 (—2—) . 1l proble-

ma di determinare I, e I3 e quindi per le (4) anche quello di
determinare +' e #" si riduce pertanto a trovare la posizione del
punto 2, e del piano §,. Dalle (5). © (6): si vede del resto che
2z, non dipende che dal punto P e {; non dipende che dal piano =.
Ma possiamo andare pilt oltre.

Osserviamo dapprima che i punti P e 2, stanno su f e i
piani = e {, passano per f. Precisamente le (5), © (6}, mostrano
che il punto

coincide geometricamente con z e similmente il piano

16 F,

- o

3 F;
coincide geometricamente con & Posto pertanto

16s Fy ,_ sry
®) at—5-p@ P=Fo
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. _16_ng _ Pa
(8)1:1; C1+ 3 'F::u"—fu;c$

il punto z; & il coniugato armonico di P rispetto alla coppia
z e z; il piano §, & il coniugato armonico di = rispetto alla
coppia di piani £ e {, sicchd tutto si riduce a determinare la posi-
zione del punto z e del piano {. (¥

Dalle (6),: e (8) si calcola (**)

2
z = (—3— 20y du, du, du,du, + 2¢Xa,,, du, du, Du, Du, -

)

+80

9

4
+ g SRR 0—P) .t Zr.

e x|

Similmente si trova dalle (5),,  (8)u

{= (2 2, Ay, du, du, du, - -2—;- 2a . du, du, Du, Du, 4

(g)bh

80¢ Fy2 4
Tﬁ—-g'JFg+2Fa(H_P))5+

32

5~ FiD¢ .

E) 11 punto m e il piano p.

Dalla (9) si vede che il punto z non dipende che dalla tan-
gente ¢ (ricordiamo che esso sta su £), Variando ¢, z descrive evi-
dentemente nel piano § una curva razionale che in generale & del
sesto ordine e ha nel punto # un punto quintuplo in cui le tan-
genti ad essa sono le tangenti asintotiche e le tangenti di Darboux.
Correlativamente si dica per il piano §.

(*) Cfr. § 85.
(**) Abbiamo fatto uso dell’ identiti (4) del Cap. VI § 57.
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. Per il seguito ® importante osservare che pit semplicemente
del punto z e del piano { si comporta il piano p e il punto m

~ che loro corrispondono in X (—— -g-) . Si trova infatti dalle (9)

e (9)y, ricordando di nuovo le (1w © (1)quser del Cap. IX § 81
che si pud porre
Tm= [2 Sa,,du,du,du,du, 1 -2::- Ya,,, du, du, Du, Dy,
ao
— 2R+ 2F, [T P)] e+ 22 FDe,
=5 Dot du, i, + 23,0, s, Du D
(lo)bll
‘ 32
+ 2R —2F@— P)] e+ 22 Fyde.

Il punto m sta su ¢ e il piano w passa per . Variando ¢, m de-
scrive nel piane ¢ una curva razionale che in generale & del quarto
ordine e possiede in z un punto triplo in cui le sue {angenti
sono le tangenti di Darboux. Correlativamente per p. Ai §§
seguenti esamineremo come si possano costruire m e p.

§ 87 — Costruzione del punto m e del piano p.

A) Caso di una superficie rigata.

Cominciamo col caso semplice di una superficie 8 rigaia
(7 = 0). Supponiamo

ay=0tg=0, gy=0=7=11, z=y+uz,

sicehd (Cap. IV § 31)
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F, = 20dudv, Fy= (4 + 2Bu-+ Cut)dv®,
 Fy= P, I —P =2(B+ Cu)dst,
S a,., du, du, du,du; = o [2 (B -+ Cu)du +
+ 4+ 2B u + O u?) dv] dv®,
2a,.udu, du, Du, Du, = o [— 2 (B + Cu) du +
4+ +2Bu+ Cu?)dv]d®,
L’ equazione (10) del § precedente diventa pertanto

%ﬂ% —[4(B + Cu)du+ (4’ +2Bu + Cud)dv] (y + ud) +

44 (A + 2Bu + Cu?) [— zdu + (¥ + we')dv] .

1l secondo membro & lineare in du:dv. Variando du, dv, il punto
m descrive quindi semplicemente una retfa. In particolare posto
dv =0 si trova il punto

(B+ Cu)y — (4 + Bu)z

che & il coniugato armonico di z ﬁspetto ai punti flecnodali di
{y2), & posto du =0, si trova il punto

(4' 4+ 2B u+ Cud)(y + uz) + 4 (4 + 2Bu+ CW¥) (¥ + u2)

che & il polo della generatrice (yz) rispetto alla conica osculatrice
dell’ asintotica curva di S passante per z (Cap. IV, § 35 C, (12)).
Dunque, variando anche u, il punto m descrive, come abbiamo
enunciato (§ 85), la quadrica W, se B*— AC+0 oppure il
piano W, se B*— AC =0 (Cfr. Cap. V,§§35C, e 36 B). Cor-
relativamente troviamo che, variando du:dv e u, il piano p invi-
luppa la quadrica (o il punto) W,. Si ricordi che W, e W, sono
polari rispetto ad H.
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B) Snporﬁcio non rigate.

Supponiamo invece che 8§ non sia rigata (J# 0). Cominciamo
con 1’ osservazione che le (10) e (10)y, del § 86 possono scriversi,
ricordando le (1) e (3),,, del Cap. VI § 58

aJ 2 1DJ ,
m = [(—T — -'3— 2¢‘du‘)F8 + G(——g——j‘ —22¢¢Du¢)F3 —
)
4 Jr
— 5 IR+ R (-J— + 2¢') a,,,du,du,] o+ 3§P-F;Dx :
1dJ DJ 2 ,
P‘ = [(—E—;——'—I— —2 E(P,dui)ﬁ's + S(—'-I— —_— -3—E(P¢Dui)F3 +
Loue ’

4 J
+ 5P — F22(7 + 24;') a,.,‘du,d/u‘] ¢ -}—%2——1', dt.

Poniamo
(2) fi= z‘?m du, du, )
sicché
(21 Fy=1X fidu; F; =Z%f,Du,,
2 (-:;—r + 24)') @y du, du, = Zf,(%,—i- + 24)‘)
ed anche
@)er JF: = 2% al,f,du,du,

Per dimostrare la (2)ir, partiamo dall’ identitd (4) del Cap. VI § 57.
Per lo (2)vis 8i deduce da essa (*)

(*) Si ricordi anche 1’ equazione (1)sis del Cap. VI § 67.
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%JF?: — Fy2fidui + s F33f; Duy =
= — ¢ Z0ys dty Dty Dty Bf, dtes +
+ 8 D gy duy dus Duy 2fs Dug =

2a,s duy dus Du; 2f, dus
Zays; Gt Dby Du; 2fs Du,

du dv
Du Dv

Zary dur Duy  f l
20y, Aty Duy  f,

donde per la (B)pi del Cap. VI § 56

1 2 1 Earq du, Dm fl
5 JFs = —
Vial | Zav,dur Du £,

= eI a ryy fy Aty Duy
= e 2 829 ¥ Jip Arip [q dur dux
= 6 298¢ 9y alpfy dur duin
== & E 994 bygn fy Btér der = Zadn [y dur duir, ©. d. d.

Sostituendo lo (2)u, © (2 nelle (1) e (1uis, quest’ ultime
diventano

aJ
"= [(._ _£Z¢¢dui) 2 fudu, + e(—%—%’-—:zzapipui)zfi])ui_

J 3
®3)
2
— 5 Batfudu,du, + B+ zqﬁ) foo B + 2221.Du. D,
1dJ
= Ii(-g— -—j- —2 2¢4du5> Zfidui + € (%{ — —g— Eq),Du,) ZfiDu,—l—
(3)M|
8 ¢ A
5 Zatfdn du, — (5 + 24 . Fa] § + 5 B a

516 ‘ CAPITOLO DECIMO {8 817, O]

C) Coniche C e coni T

1l punto m si ottiene dando nella (3) ai du, i valori corri-
spondenti alla tangente data ¢, e sostituendo a f, i loro valori (2).
Ora fissando comunque f; e variando du,, il punto rappresentato
dal secondo membro di (3) descrive una conica C situata in ¢
Correlativamente il secondo membro di (3),, rappresenta un cono
quadrico I' di centro z. Di pid, variando ora anche f;, le coniche
C descrivono, come si vede subito, un fascio [C] di coniche nel
piano £ di cui z & un punto base, e i coni I' formano una
schiera [['] di cons di centro z di cui § & un piano base; e la
tangente a C nel punto base z corrisponde a quel valore di
du:dv per cui ' :

Sfdu, =0

ed & pertanto la tangente ad § di coordinate
(4) (z, 33"f.2);

e similmente, la tangente coniugata alla (4) & la generatrice di T
nel piano base §.

La costruzione di m e w si riduce quindi a determinare il
fascio [C] e la schiera [I']. Infatti, il punto m sta su t' e su
quella conica del fascio [C] la cui tangente in X & la polare lineare
di t rispeito alla terna delle tangenti di Darbouz ; cid risulta dal
confronto di (2) e (4). Correlativamente, . passa per t' ed & piano
tangente a quel cono della schiera [T'] che tocca & lungo la stessa
polare lineare di t rispetio alla terna di tangenti di Darbous.

Basta considerare soltanto (e cosi si & fatto nella Memoria citata al § 85)
1a coppia delle coniche del fascio [C] (e la coppia di coni di [I7) che si otten-
gono supponendo in (3) e (Bus 247 f-f: =0; geometricamente esse sono
quelle coniche del fascio che toccano in x lo tangenti asintotiche di S. Infatti
10 la quaterna di tangenti di S formata dalle due tangenti asintotiche di S,
da ¢’ e dalla polare lineare di ¢ rispetto alla terna di tangenti di Darboux,
90 la quaterna di punti su ¢ formata dalle intersezioni di ¢ (diverse da )
colle due coniche sopra dette, dal punto a e dal punto m,

80 la quaterna correlstiva alla precedente

gono tre quaterne proiettive.
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§ 88 — I fasci di coniche C,.

1. Generalizzando un poco i risultati del § precedente, con-
sideriamo le coniche C, del piano & che sono descritte dal punto
rappresentato da

[(é.%]- — —g— an,du,) Zfdu, e (——!—%—I— 221);1)"4) 2f;Du;—

3
&) ‘
— 5 Sotodndu, + 2( 3+ 2418 2 + S 51,Du,. D

se variano le du,, mentre le f, e k restano fisse. Variando anche
le f,, otteniamo un fascio [C,] di coniche; in particolare per
= 1 ritorniamo al fascio [C] del § precedente.

Correlativamente potremmo considerare i coni I'x ottenuti dall’espressione

aJ 1DJ 2
[(—J— —%34’1 du; >3f¢ du; + S(——-—gzqis Dui)zfi Du; +

3 J
(Dovis

8k i .
+ - Zanfi duy duy — 2(—‘S—+2¢‘)fe Fg] e+ 2 dus . aE;

ma cid 6 inutile, giacche T'_, & polare di Ok rispetto ad H, come si vede
snbito.

Per trovare il significato geometrico del fascio [C,] (k qua-
lunque, ma fisso) basta caratterizzare le due coniche del fascio
che toccano nel punto base x le tangenti asintotiche di S. Siano
©;, Ty le tangenti asintotiche di . in , e C} la conica del fascio [C,]
che tocca t; in =.

I valori di f; corrispondent: p. es, a Ch soddisfano all’ equazione
) : arfofy =0

e quindi anche alle (& f* = Za®™ fi)

Fusint e &Ben, Lexioni di Geomeiria profetiivo-differenxial L

7
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@)use r=Vezeef

Dimostriamo ohe: 7 intersexione (diversa da @) di Ok con 1, ata sul secondo
spigolo. Per calcolare la detta intersezione, ricordiamo il fatto ol.xe ogni fan:
gente asintotioa & polare lineare dell’ altra rispetto slla terna d1 tangenti di
Darboux (**); cid mostra che 1’ espressione del punto oercato si pud ottenere
da (1) sostituendovi & du; valori tali che sia

6)) Eu:,f;du,-dﬁ.:ﬂ.

Sard allora evidentemente anche Fy=0 e quindi per la (3) del Cap. X
§ 84 (***)

(8)n1s Dm=—v_:du¢, F,=0.

i i ii ini di (1) che
Tenendo conto di (2), (2bts, (B) e (B vediamo che tutti i termini
restano diversi da ze;o son :iivilibili per Zfi dus . Scartando questo fattore
resta 1’ espressione ‘
32 b=
3 w=

2 1 dJ
(%" — 3 Mdut 3 *”‘"""“) dat

1 dJ
= —‘9’32 [da:-—i—(zhdw——g— 7)”] s

infatti i - 84, (Lser):
che rappresenta infatti un punto dello spigolo (Cap. IX § » (1) L
L};ptangenw alla conica Cx in un suo punto qualunque si ottiene, com’é
ben noto, eseguendo sull’ egpressione (1) I’ operazione polare

8 3
+
dau)  ddw)

— *
(AY:2? & il parametro del punto mobile sulla tangente). Posto (A = Zaan X )
Af = 20"‘ Ar

tale tangente si ottiene pertanto da

(*) Passando a &% occorre evidentemente cambiare il segno di l/—s- .
(**) Cfr. anche le (4) © (4)bte del Cap. IX § 84.
(**) Cfr. 1a nota (*).
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aJ 2 D,
[(—7- — 7 s dm) Efc Al (—;—- ——J{ — 22 D'Mi)xﬁ At 4

SN 2 1 3, Al
(} -?z(pm)zﬁdu.-p.(-?’— 4 —22¢¢A¢)EﬁDu;—

(O
16k

4
band —:_;—-Eai.fgdu,-)c’ -+ 23 (%—-}-24}‘) fi Sa.s dur A* ]a:+

+ ?—g—' (Bfi Dus . 2oy A + Zf; Aé . D).

Applicando ¢io alla tangente di Ch nel suo punto precedentemente determi-
nato, dobbiamo semplificare 1a (4) mediante le (2)nis, (8) @ (8Juts. Noi voglia-
mo determinare 1’ intersezione della detta tangente con <, mostrando che esso
sta sulla seconda direttrice. A tal fine possiamo porre

M=239rf., fr=—eZWii

" giocch®
pM=Ve xi=V¢ 29¥7,
L:)
BN =EiAt=0.
Inoltre

Zabs fi M e = 8 2ar, S dt A duy =
=eZburt A du, =0,
per il fatto che ogni tangente asintotica & polare dell’ altra rispetto alla terna
delle tangenti di Segre. Nell’ espressione (4) risultano quindi nulli tutti i ter-

mini che contengono come fattore o Zf; A* oppure If; A%, e il termine che
contiene k. Di pid, esssndo

S0vs dthy At = Bre 9 fy dthy = — 3f; Duy =V & Bf; dus,

si pud socartare il fattore 2f; du; e rimane

SAN 2 1 SJ .

[ Nz — e 2 ampn g
(4)M|
N - L

+2fe 2 (T"]—+2¢¢)ﬁ]x— 2
Ora essendo
A‘=V:7\‘,

ossia
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Ve 2862, =eni,
si deduoce
fo=—sZ0pr =V s B0¢ 842,
oppure
fi= 'VT Aty
e quindi

2l ez (—‘?—-’-24;‘) fi=2% (-{71+2¢i)k=
L
=2 Ei})‘—- 442 At

L’ espressione (4)uis diventa pertanto

8 BLin |, 16 3, .,
(3255 +Fmo ) — F2an=

_, 1 .
=_5§‘l[mv— —2—(2¢41‘+—2—2J¢l‘)x],

che rappresenta infatti un punto della seconda direttrice come si vede dal
confronto con la (1), del Cap. IX § 84.
Riassumiamo il risultato :

Scegliendo comunque k, la conica C) (*) del piano § passa
per x ed ha ivi la tangente t;. Il secondo punio d’ intersezione di
C! con t, sta sul secondo spigolo. La tangente a C in quesio punio
interseca T, in un punio situalo sulla seconda diretirice.

Ora questo & evidentemente conseguenza immediata (**) del
teorema :

Sia R, la rigata asintotica di S che ha per generairice T3. I

punti di C corrispondono nella 2(3—;) relativa a Ry ai piani del-

fascio determinato dal piano che congiunge T, al primo spigolo e
dal piano che congiunge ©, alla prima direttrice. (***)

(*) Similmente per ci.
(**) Cfr. Cap. IX § 81 E.
(***) La conseguenza di questo teorema per il problema di costruire Jle

quadriche di Moutard é gii stata enunciata al § 86.
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" La dimostrazione & immediata se facciamo uso di coordinate asintotiche
(%, v) su S. Infatti, 1’ espressione (1) diventa in tal caso, usando per sempli-
citd forme normali (By == a,,), -

8 Jlog fy? a
[ 5 T aur, — ¢ TE daf, T Gty +vaorf) +

16

3

Per fissare le idee, sia (2w,) la generatrice 7, di E,. La conica .
si otttiene, supponendo f;, =0, sicché chLé descritta dal punto

F,] 2
(—h;gp—vdv’-}- deu,’—‘za—l%g‘;—T2 dudv) x+44dv (v, du — . dv) .
v ©

—34&) relativa a R, associa (cfr. Cap. IX alla fine del

La corrispondenza E(
§ 81), il punto
kB s s
8,8y — e 81| @+ 8, 8, %y + s2%v
ed il piano
83€ + 53 8u -+ 5282 .
. . 3k . .
La conica O corrisponde pertanto pella Z (T) relativa a R, al fascio di
piani

a 2 a 2
(-2 P 0) ¢t
do

In particolare per du=0 otteniamo il piano

1 dlog gty
T ETE

eho contiene 1, e il primo spigolo, e per dv =10 il piano

1 Jlogpy?
-5, ttk

che contiene 1, e la prima direttrice (Cfr. Cap. III, § 25 B), o. d. d.

0log y? 2
+ -——dudv( gg“” ft h;g:’?fi)] x+33—2(f,du-—f,da)(a:..du——xvdv).
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§ 89 — Significato geometrico degli invarianti proiettivi
pin semplici di una superficie.

4) Intorno del quarto ordine di una superficie.

In questo § ci occuperemo di superficie 8 non rigate e faremo
uso di forme normali (J = — 1). Gli invarianti proiettivi pm sem-
plici di 8 sono del quarto ordine:

® =Za%dh, ¥ =Za%qhti, =2ty

1)
W oy =-;—<1>8.

_ (Cap. VI, § 59 A). Sarebbe facile dimostrare che ogni invariante

proiettivo di S del quarto ordine & funzione razionale di @, V,
Q”. Ora dalle ricerche dei §§ precedenti risulta che I'iniorno del
quario ordine di 8 relativo ad un suo punio gemerico = é perfet-
tamente determinato dalla quadrica di Lie H e dalle due comiche
C., & (. Infatti, dal teorema finale del § precedente risulta
subito, confrontando con quelli del Cap. IX, § 81 E e § 81 F
che le £ (c) relative al punto z di 8 sono completamente
determinate date £ (0) (che & parte della polaritd rispetto ad H)
e C., C%; cid posto, i teoremi enunciati al § 85 e provati negli
ulteriori §§ mostrano che, date H, C} e C%, possiamo costruire la -
quadrica di Moutard appartenente a qualsiasi tangente a 8 in z,
e quindi anche la conica osculatrice (di contatto cinquepunto) in
2 di ogni sezione piana di 8 passante per z.

Gli invarianti (1) sono quindi invarianti proiettivi della figura
composta da H, C}, C; (fissando k a piacere nostro). Piu preci-
samente, noi dimostreremo che essi sono gia invarianti della coppia
di coniche C! e C%. Per brevitd ci limitiamo all’ ipotesi P %0 ;
sard un utile esercizio per il lettore di effettuare i calcoli analo-
ghi nell’ipotesi ® = 0.

(*) & essendo‘ una costante fissata a piacere. P, es. possiamo supporre
k=1.
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B) Invarianti delle coniche Ci e C%.

1l fascio di coniche nel piano § determinato dalle Ci e Ct
possiede un punto base in z. Siano y;, ¥, Ys lo altre inter-
sezioni di C} e Ct. Noi calcoleremo i birapporti :

(), (=y), (=y3), (zyg), ¢=1,2

' %, o 7, essendo le due tangenti asintotiche a § in z. Per cid che

si & detto sopra, tali birapporti sono funzioni degli invarianti (1).
Cerchiamo dapprima la posizione delle rette (zyv) (v= 1,2, 3).
A tale scopo, occorre cercare il valore di f;:/f, tale che sia ridu-
cibile la conica C, rappresentata dall’espressione (1) del § 88
ossia, -giacch® adesso supponiamo J = — 1, dall’espressione

(S geduy . Efedws + 3eZ ¢y Duy . Efs Du; + 4kXal, fidu,du, —

2
— 32 pp) ¢ — 162/ Duy. D2,

8i vede senza difficolta (*) che le coniche C, riducibili si otten-
gono scegliendo f,:f, soddisfacente all’equazione cubica

(3) 3¢ty . Ba™f, f — 2k2a™f,fofe = 0.

Dalla forma dell’ espressione (2) si deduce poi subito che le rette
(xy) sono quelle rette (zdx) per cui du,:du, soddisfa all’equa-
zione cubica - ' '

(*) = essendo un punto base del fascio [ Ci], per trovare le coniche
riducibili oocorre evidentemente scegliere le f; in (2) in modo che il coeffi-
ciente di « risulti divisibile per If; Dui = 2f; 0™ $ps Gty = 2" ¥y dtts =

=V}4] (f*du, — f2du,), oppure che esso si annulli ponendo du; = f*. Fatta
tale sostituzione, si arriva subito alla (8). (Essendo dws = f*, sard

Dus = B9V Gpy ff == ZHI [, )
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(3)oe 2ke; + ¢ S Dug = 0.
Le tangenti coniugate alle (xy;) sono date da
(8)rer 2kpg — P Zdidus =0,

Dobbiamo pertanto determinare i birapporti B, e R, dells qua-
terne composte dalle radici di (3}, e dall’una o dall’altra radice
di @, = 0. Sostituiremo del resto (3). & (3)w, in questo calcolo,
il che & evidentemente lecito. Per far comprendere bene tal cal-
colo un po’ complicato, facciamo una breve digressione.

C) Alcune formeole preliminari.

L’identitd (4)y, del Cap. VI § 57 B mostra che le forme diffe-
renziali cubiche .

o+ Ve o, ps—1Vs o (O

sono cubi di forme lineari; poniamo pertanto

@ ps+ Ve 9i=2a!, pa—Vs o =2ai,
sicche
(4)as Ps = 0 + of, ‘P;=5V’5—(‘D§-—S§).

Dall’identita citata risulta di pitt
(20;0,) = o},

sicché possiamo supporre

(*) Fissiamo a piacere il segno di V-s_.
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(4)eer P2 = 20,05 (%)

La forma o, & determinata a meno di un fattore che & radice
cubica dell’ unitd; scelto tal fattore, anche w, & ben determinata.

Scriviamo ancora ,, w, per indicare le forme che si ot-
tengono dalle ®,, w, sostituendo a du; i differenziali coniu-

gati Du;. B chiaro che w differisce da oy soltanto per un fattore:
Per determinare tale fattore diamo in & e w; alle du, dv

dei valori che annullano o, (iz f). Si vede allora subito che &
(cfr. la (3) del Cap. IX § 84)
o =*s/¢c o.
Ora sostituendo i differenziali coniugati in (4), otteniamo (**)
soi+ Ve s =20], cpj—1c py=20f,

sicché infine

(4)quner 61=EV-_S_(.01, Cl)2=—5y?(02.
Dimostriamo adesso cke, posto

(5) Tsdug = X 0; + A0,

1=

2 ne
B=2 (lIf-—(}/;:—lIJ') , M=2 (‘If-[-(}ll):_llf)

(5)bil
204, =0,

Infatti sostituendo nella (5) Du; al posto di du;, otteniamo per
o (4)quater )

(*) Le forme linenri w, e ®, sono (anche in notazione) identiche a
quelle che stanno alla base del metodo cinematico usato da Cartan nelle sue
" ricerche relative alla deformazione proisttiva.

(**) Cap. VI, § 57, (1)uis © (L)ser.
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B8, ¢ duy =s)s (yo,—lyoy)

e, confrontando con (B), deduciamo che :

2h 0, =3+ Ve T8¢ du,
(6)
20y = S(f— Ve 8¢ dui.

8i deduce pertanto da (4)ier
92,3, . Zoa due dtn =Z (e + 18 280007 ) (o — V& 28adr ) du dun..

£ evidentemente lecito sostituire in quest’identiti a® al posto di duy dux.
Fatto olo, risulta .

A2 =3a%* ¢ gr+ Ve 28ntr g —V's o ¢ ¢*—
— eZ2% i dmat*Pr gt .
11 secondo e terzo membro a destra sono evidentemente nulli; il quarto

— e300 6% T g = — 8P Bra* atatdyp dy,

essendo
Ce—g 50 P =g
SHatarr = §r*, T3P, = 0. se pz.

vale Za® ¢y ==, sicché I'ultima delle (S)us & provata.
Ora dalle (4) e (6) si deduce

48 (o +7e o) =2 (g V5 28097 ) (g +Ve 20ag) X
X (‘Iu +|/: Z8udf ) du; dus duy
08 (e—V7 o) =320 — Ve 28a9r) (n—Te 200 9r) X

X (¢: —Ve 28u ¢t ) duq der du

Sostituendo qui a®™ a dw; durdu; , otteniamo
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08 @ + 15 ) =2a% g 4n s + 816 200 e gy +
+ 3820 0n g ¢t gy +ols BoudnSadr ¢ ¢,
4903 (‘1’— Vew)=zwm g, 4»11‘4::.'—- 3'/-; 28 at g dudy +
| +B6Z0ub0a®gr ¢ ¢ — o & 8000 S gr e gt
Ma dal Cap. VI § 57 (3), (3)us © § 59 (1) si deduoe:
. Z3iatidr iy =~T,
b atiyr f gy = T,

Ehudduaiyr ¢ @t = — s W,
sioché risulta
o} e+ e) =4 (w—ye ),

ww—Vew) =4(w+Vsw),

‘onde osservando che I’identitd (§ 59, (2)) che vale fra gli invarianti ®, ¥,
g pud scriversi

@+Vew) @—Vew)= 1 @

e ricordando I ipotesi fatta che @ % 0 otteniamo anche lo altre (5)uss .
D) Birapporti R, ed R,.

Dopo questa digressione, ritorniamo ai birapporti B, e R,.
Precisamente indico con R, (Rj;) il birapporto della quaterna com-
posta dalla terna delle radici di (3)y,, 0 ¢id che & lo stesso di
(8)w; © dalla radice di w, =0 (w3 =0). Per le (4}, (4)uer ©
(5) la (3)w: pud scriversi

k@ + of) — (o; 4 Agey) 030 =0,
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sicchd B, per es. & il birapporto delle radici della forma biqua-
dratica
¢)] kot — Aoioy — Ao + ko f.

Ora & ben facile calcolare R,. Si trova (*)

B (B, — 1) _
®) BT RE—D (B —2F

° 4 64k (V2 4 s U"3) — 362 P — 1081 PP
[8 (Y + Ve W)+ 9kD* — 5413 ]2

= 2 P3
Per dimostrare la (8), ricordiamo (**) che data una forma
biquadratica
ay0! + 6,00, + a30] 0] + a30,0F 1 4,0
essa possiede due invarianti (relativi)
i =a} — 34,03 + 124q,a,,
j = 27ala, + 27agal + 203 — T2aga50,— 94,0304

mediante cui il birapporto R delle radici della forma si esprime
secondo la formola

(B*— R+ 1)° 3

[B+DHEE—D@E—2F 7

o meglio (per il nostro scopo)

R (R—1) 4
[BFDER—D1H@®—2P 21

(*) I’ equazione che di R, differisce dall’ (8) soltanto nel segno di }/s .
(**) Cfr. p. es. Cesaro (Corso di Analisi Algebrica; Cap 51 §§ 2 e 3).
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Nel caso particolare della forma (7) &
i=043k\, j=—2N—9k\) 427K,
3= A 4 9kA N . N 4 2TENN 4 2T N

o quindi secondo le (5)u

b

27 . T —ye W)
+—4—— k2®2+54k8——§s_—
) T ys T 9

‘ 2 2
4 —jp =21 Re 4 100 LT —ore —27p)

onde si arriva subito alla formola cercata (8).

§ 90, — Quadriche di Moutard relative alle rigate asintotiche.

Sia 8 una superficie non rigata riferita alle linee coordi-
nate asintotiche. (*) Sia ¢ = (zd2) = (z,) du + (zz,)dv una
tangente a 8 in z. La quadrica di Moutard M appartenente a !
& il lnoge del punto (**)

1) Po% + prdz + pg Dz + ps X

dove

(*) In questo  non supponiamo che le coordinate siano normalizzate.
(**) Cap. IX, ¢ 80 B, (2)quater.
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o 2 Bdu® 4+ ydvd
M=2pypy— 2y dudo (¢ — ) + 5 L2 LT pp

— Bdu 4 ydn 1 8 dlog(3:ad du?
2o —Ga “”""*‘['B'aT,TTﬂ'*'

1 Bolglanp)du 1 y dloglayy) dv

6 aj ov dv ' 6ay ou - du
@)

1 4 olog(y:ah) dv® 1 (Bdu® + ydv®)? +

6 ay dv du? 36 (a,,duddv®)?

L L (e — o
4 (“ud'"‘_’d”’ )?

1 du
+ 2“1: (pv + aov) 'a; +

1 dv ‘
+'2—a—1;(10+10u)ﬁ+9 p;=0.

Siano ora, come al Cap. IX § 81 F, pag. 477, B, e R, le due
rigate asinlotiche di 8 passanti per z (*). Noi vogliamo deter-
minare le equazioni delle quadriche di Moutard M, ¢ M, rela-
tive rispettivamente a R, ¢ 6 R, ed apparienenti a t. (*) A tale
scopo osserviamo che dalle (5) del § 81 F si deduce che: 1° i simboli
di Christoffel formati per F{’ sulla % = 0 hanno gli stessi valori
come quelli formati per Fy sulla w=10 e quindi che in (B4, Z)uev=0
¢ indifferente calcolare le derivate covarianti per la forma F, o
per la F{); 2° che & per B,, s6 u=u =0,

I — B0 = (1, + 10.) ot
S0, du, du, du, dus; = tyq 70 (a_—-——-—l"ga(:*’ D g+ '3__.____1"3;:’““') dv) ,

(*) Precisamente R; contenga (xa;) come l. c.
(**) Le notazioni son quelle di L c.
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;agzsdurdu,Du.Du‘ =a,, 7dv® (_ ‘9108("13‘!)“ dlog(:a:)
~ 9v + Td

Cid posto, si vede subito che il punto (1) appartiene a M, se
My=2pyps — 2ay,dudv (p} — 2 ydv?
120udv (pf — p) + 5 7= PP+

;rdva
+2‘0mp.ps + %%M d”+
2 13 ou du
(2)uss

4+ L1 olog(y:ad dot 1 (yded)

1 _(dv)? 1
—_ d
o ey ()G 0 =0,

_ Similmente si trova che il punto (1) appartiene a M, se

My = 2p,ps — 2a,4dudy (p} — pf) + —;2;‘ g:us o1ps —
dv

Bdu® 1
— 205 paps + [___B Olog(B:ah) du®
(2)¢‘r dudv 8 6 G au E-v—i +

L polgEyBde 1 (dury

6a,, dv dv 36W+

1 (Bt | 1 ‘
+1 a5 QU3 dv® +2—a;;(ﬁu+[36.,)%+9 pi=0.

Dal
'confronto delle (2), (2 © (2o risultano le identitd

M, — M, = pg(a;p1 + oagp3 + 23p;), ()

* 1 Y .
(*) 1 valori delle « non ci interessano (e neanche quelli delle & in -{3)n1s)
) is ).

531
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©))
M, +M,=M+ M,
dove
5
M, =2pop,——2andudv(p}—p§) +(-——§-§1—'+Q) p=0
1
sicché
(3ot M—M,= Pa(aipl + aaps t+ taPs) -

Le identitd (3) © (3)u, hanno una notevole interpretazione geome-
trica. Cominciamo coll’ osservare che la quadrica M, =10 (o
brevemente Mg) mon dipende dalla tangente i, ma goltanto dal
punto z di 8. Infatti, posto

o + prdz + py Dz + psX = 1o% 412, + %t rgX,

si trova subito che

5
4) My =2rrg — 2017172 +(—-§—£}-+9) $ =
1

Se ne deduce che la quadrica M, & una delle quadriche di
Darbouz. ()

Cio posto, si vede senza calcolo il significato geometrico
delle (3) e (3pss

Nel/asciodetmninatodallequadriche M, e M, vi é una qua-
drica spezzaia mel piano tangenie a S in X e in un altro piano;
sia M’ la quadrica del fascio coniugata armonica di quella spezzala
rispetto alle M; ¢ M,. Ne fascio determinato dalle quadriche Me
M, vi & di nuovo unda quadrica spezzala nel piano tangente € in un
altro piano ; la quadrica di questo nuovo fascio coniugaia armonica
deuaapezzatarispettoaM’cMoélcquadriMM.

Mediante questo teorema, la costruzione delle quadriche di
Moutard relative ad una superficie non rigata si riduce alla co-

struzione delle quadriche di Moutard relative alle sue rigate asin-

( Ofr. Cap. III, ¢ 21 C.
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totiche. Ora la costruzione -delle quadriche di Moutard si semplifica
se la superficie di partenza & rigata (v. § 87), sicchd il teorema
precedente di un nuovo modo di costruire Ie quadriche di Mountard

relative ad una superficie non rigata. Perd la prima soluzione

‘pare migliore, almeno se non si trova un significato geometrico
semplice della quadrica M,. (*)

§ 91. — Il cono di Segre.

4) Formole preliminari.

Cominciamo dimostrando le formole, analoghe alle (1) del
Cap. IX § 79

X9, du, 8 u, + F;

dDx = 28,,p.du,.du,. z + dx -+

= dF,—F,

2 D.
- + _71"3—-— x ,
@

dDt = 39, w du,du, . & + Z&r,du,;zu,-——Fs it 4+
2

1
?dFi"}'Fs

Ia dimostrazione & analoga a quella delle formole citate. Limitiamoci
alla seconda delle (1). Differenziando I'identiti

Dﬁ = 2§ Dus = Zar 9p, ki du, = Z&rx Er du,

(*) E chiaro che deve essere possibile costruire M,, date H, C!, O}
(ofr. § 89).

Fm-. Em'mdi" iria profetéi biff sy 7 .
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si trova facilmente (*)
ADE = 29, & 8% + X 8, @i Epp dtix, du, ,

ossia, essendo
En=—2ahk + onE+ 7 [

A DE = B8y mh dtir dt: . E— B b0, Ep Gun dtts + B £ 20 i .

Si tratta quindi soltanto di provare che, se F,%0, posto

(@) — 284 Ep dun Gty + B8 b7 870 = XdE+ X DE,
sard .
7 ——dF,—{-Fs
3 8y dter 32, — Fg V= 2 .

A= 7, ’ 7,

. sspot-
A tale scopo moltiplichiamo la (a) per dz, oppure per Dx. 8i trova rispe

tivamente (**)

4 2 bons du; duin dus — B &ye dur B2y = —AFy,

+ Zbas Duy dun, dtte — 230 Duy B2y =X Fy.
s
= 2 o4y == — — B F,
58, Dty 826y == I 8rs 97t ane dthi By, = — s 3 aq duy O U, g 4%

S bins Dui dun du, = 29 @ bigs dug dun du; =

— & 30y Bhs dtin, Gty dtiy = £ Z Ohn dir, At Bthy = eFy, ecc.
B) Nuovo calcolo di un determinante.

Adesso © facile dimostrare le identitd (valide se F3%0)

(zdz Pzd®s) = Fyd@ ———adF, 4By (F—46)—

(*) Cir. Fabini, T differenxials controvarianti, Atti della R. Accad. delle

Scienze di Torino, vol. b4, 1918,
() Ofr. Cap. IX, § 79, p. 459.
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—F,%b,,,d
(2) 22 b du, du,du,du, — F3X 9,7 du, du, ,

¢ ((dEdede) — paq — B
) =Fyd@ — - GdF, + Fy (F; + 46) +

+ Fz z bnltdurdu: duc d’l&; - 'Fg z '8',., p; duh du& b (*)

dove abbiamo posto per brevita

(21 G=ZX9,,du.du,
sicchs
(2)ser a6 =23, (du, 3%u, + 82u, 8%u,)

Ci limitiamo a
provare la pri . N
(®) dol Cap. TX ¢ 81 0 i dotuag " ) D rereniando la prima dele

d —(d F , .

(zdad’c)=(dF3s —dG).E+ (Fs— G)dE+dF,. DE+ F, 4D
2. y

ossia per la (1)

— ’
(@doddz)= (dFs — d G + F, 2, % du, duus ) E +

3
+ (3 an.+5) oe.
o .
ra dalle citate (1) del Cap. IX § 79 si deduce facilmente
s —_
s Ed?c=F,, SDEd?x=G—F;,
(zdrd2zddz) = — Sd’z (vdwdix) =

== — F, (dFs — 40 -+ F,2%,, 7}
2 28Tk dtty du, ) + (F3 3
, )+ Fa— @) (——2 dF, + pa)

1] ( )“r del CEP- X 680‘
dondﬁ 81 passa subito all equazione cer cata. Iiooldﬂﬂdo la(3 ]

In . . .
ri‘.’m‘ﬁ(;‘)a w s;;ﬁ:; dlC fx‘(:t:,lalaz; d*z, d*x) & stato il punto di partenza d
- Cfr. lo Note : Defin. proiett, differ. ecc., (Atti dell ’;cc:ltlie

delle Scienze in Torino
vol 49, 1914 .
super!. (Rend. doi Lincei Vol. 21, ; 1918), 786). Fondamenti della goom. d’una
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B) Cono di Segre.

e

Al Cap. IIT § 22 e al Cap. IX § 81 C abbiamo esaminato la
corrispondenza di Segre (*) fra il piano (zd zdiz) osculatore di
ana curva ¢ tracciata su 8 ed il punto (§dEd*§) di regresso della
sviluppabile 7 che tocca S lungo ¢ Abbiamo visto che il Segre
nella nota citata, esaminando ancora sotto quali condizioni accade
simultaneamente che il piano osculatore (zdzd?z) e il punto

(EdEd?E) sono stazionaré rispettivamente per ¢ € T, ha trovato che, E

dato », i piani osculatori in « alle curve ¢ siffatte inviluppano
an como di vertice z, che abbiamo chiamato como_di Segre, in
generale di sesta classe, con piano tangente quintuplo in § le
generatrici di contatto essendo le tangenti asintotiche e lo tangenti
di Darboux. II Segre ne ha scritto 1’equagione goltanto sotto
P ipotesi che la S sia definita con una equazione z = f (2, 9)
Le formole (2) ci permettono in nuovo modo (cfr. § 16 E) non
soltanto di scrivere U equazione del cono di Segre..in coordinate
curvilinee qualungue, ma anche di costruire il piano tangente
(unico) del cono che passa per una qualsiasi tangente ¢ 8 8 in 2.

Te condizioni del problema sono evidentemente
(wdedizdiz) =0, (dedidE) =0.

Tsse contengono, come & chiaro a priori, i differenziali terzi. Per

arrivare alla posizione dei piani osculatori alle curve ¢, 0CCOIT®

oliminare i differenziali terzi, oppure, per le (2), scrivere I’ equazione
— (zdzdizdia) + ¢ ((dEa 6 =0,
che diventa per le (2) stesse e per le (3 del Cap. VI § 58

(3) 8GF, + 2F, Tbudu, v, du,du, + FiSh,, % du,du, = 0.

(*) Complementi alla teoria delle tangenti coniugate di une W,
Rendiconti della R. Accad. dei Lincei, vol. 17, 1908.
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Confrontando con la (3) del Cap. IX § 81 vediamo pertanto che
il cono di Segre & inviluppato (variando du :dv) dal piano

s

) (3)bh

(8Fy Fy + 2Fy Eb, du, du, du,du +
+ F13b,, % du,du) é + 8F, F3DE.

Dalle (3)y, si determina immediatamente la classe del cono e la
posizione delle tangenti nel punto multiplo =z, d’accordo con
Y’ enunciato precedente. Ma dalle (1)guacer del Cap. IX § 81 ve-

diamo di pitt che al cono di Segre corrisponde in I (— -—g—) ™
la curva del piano & luogo del punto

(4)  (2Zb,.du,du,du,du; + F 30, du,du,) x + 8Fg Dz .
In generale, tale curva & d’ordine quattro, con un punto triplo
“in z, dove le tangenti ad essa sono le tangenti di Segre.

C) Alcune applicazioni.

Supponiamo in primo luogo che la superficie 8 sia rigata.
Allora & ben facile vedere che la linea rappresentata dalla (4) &
semplicomente la generatrice della quadrica W, (**) situata nel
piano & A tale scopo occorre provare soltanto (***) che (4) rap-
presenta una retta che contiene il coniugato armonico di z ri-
spetto alla coppia dei flecnodi ed il polo della generatrice rispetto
“alla conica osculatrice all’asintotica curva di 8 passante per z.
Ora supposto ;

Gy =08p=0, ap=0=+1, z=y+uz

(*) Nella Memoria citata al § 85 & scritto erroneamente 2 (%) .

(**) o del piano W, se le due curve flecnodali di S coincidono.
(***) Cap. IV § 35 C ¢ 36 B.
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si trova (cfr. § 87, 87 A) che (4) si riduce, scartando il fat-
tore 2dv®, alla .

[4(B + Cu)du + (4" + 2B u + O'u?) dv] (y + uz) +
- 4(4 42 Bu+ OW%) [— zdu + (¢ + ue) ],

donde risulta I’enunciato come al § 87 A. ,
Adesso supponiamo invece che 8 non sia rigata. Dimosiriamo
che la curva del piano £ trasformats del cono di Segre medignie

3
2(— ?\) 8 pud generare come segue : Siamo T, e T, le tangenti

asintotiche ad S in x; s, (d;) sia Uintersezione di t; col secondo spi-
golo (con la seconda direltrice); e |C] sia il fascio di coniche del
piano £ determinato, 1° dalla conica spezzala in T, e (d;8y), e
2* dalla conica spezzata in t, e (dys,). Allora Uintersezione della
»mm&uddettawnunatangenthualsiaaitasm X & situala su
quella conica del fascio [C] che tocea in x la polare lineare 't
vispetto alla terna delle tangenti di Segre. A tale scopo osserviamo
che la (1), del Cap. VI § 58 permette di trasformare I’espres-
sione (4). Per brevitd supponiamo J = -—1 (forme normali) e °
troviamo

@oe  (— 203 Z¢s Duyg + 9y Bb, §* du, du,) = + 83Dz .
Qui poniamo
(3) b, du, du, = g,
e quindi (Cap. VI § 57 (3)quater)
S+ g, = —eXal,du,du,
s = Zan as, duy, du, du, = — e B3 axi gy, dup = e2 g, Dy, ,
sicchd la (4),, diventa |

6) (—2:29;Dwy. LDy + 5. Sgi¢") = + 8s2g, Duy . Dz .
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Riguardando le g; come fisse e variando goltanto le du,;, il punto
rappresentato da (6) descrive una conica del piano &; e variando
g tali coniche descrivono evidentemente un fascio [Cl dicui z &
un punto base. La (5) mostra poi che il punto della curva rap-
presentata da (4)y, che sta su una tangente ¢ (ad § in x) appar-
tiene a quella conica di [C] che tocca in z la polare lineare di ¢
rispetto alla terna delle tangenti di Darboux. Di pilt dalla (6) si
vede senza difficolts che la conica C! di [C] che tocca in = p. es.
la tangente asintotica t, si spezza in ¢, ed in un’altra retta (*),
sicchd resta soltanto a provare che tale retta residua di ct e
identica alla retta (d ;). Ometto questo calcolo, perchd esso &
perfettamente analogo a quello fatto nel § 88 (esso & semplicissimo
in coordinate asintotiche). Si ricordi (§ 16 E e 24) che:

La (3) & I'equazione differenziale delle estremali dell’ integrale

F—"- (pangeodetiche).
F,

§ 92. — Superficie a pangeodetiche piane.

Non esistono superficie S per cui fuite le pangeodetiche sono
piane. (**) Infatti, se cosi fosse, I’equazione (zdxd?zd3z) = 0
sarebbe evidentemente conseguenza algebrica delle H =0, dH =0,
essendo

H= (zdxd?xd®2) —e (§d5dEd3E) .

Ora lungo un’asintotica curva & (**¥) H=20 e quindi anche
dH =0, mentre (zdzd*zd®2)F0.

Ma esistono delle superficie S con una famiglie di o' pan-
geodetiche piane. Esse dipendono da setfe funzioni arbitrarie di un

(*) Basta osservare che, se Zang'gt=0, I’ espressione (6) & divisi-
bile per Zgs Du; o, ci(‘) cho & lo stesso, che essa si annulla se g; == dus,
9, =0.

(**) Se escludiamo le quadriche. Sopra una quadrica, ogni curva pud
considerarsi quale pangeodetica.

(***) Cfr. !’ osservazione al principio del § 18 B.
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parametro ¢ le loro equazioni in termini finili & ollengono sensa
neanche quadrature. Sia [C] un sistema co! di pangeodetiche proiet-
tive piane di 8. I piani tangenti a § nei punti di una ¢ualunque
delle € passando per un punto fisso, due O successive, e quindi
anche i loro piani, sono prospettivi. Gli oo piani < delle curve C
sono pertanto proiettivi fra loro, e le curve C si corrispondono in
queste proiettivit. Sia t, un piano fisso del sistema [z}, 7o una
retta qualsiasi di t,, [r] il sistema oo di rette dei piani ¢ cor-
rispondenti a r, nelle proiettiviti sopra definite. Si vede subito
che il sistema [r] & sviluppabile. Infatti, due piani < successivi
essendo prospettivi, due rette r successive 8’incontrano. Da queste
osservazioni si vede che § si pud generare come segue :

8i scelga ad arbitrio una sviluppabile T, ¢ sopra di essa, 8
costruiscano ad arbitrio  quatiro curve k; (i =1, 2, 8, 4) 8ia =,
un piono langente fisso di T, t il piano tangente generico a T,
Fra t, e © s considers la proiettivita = in cui alle tangents delle
k; giacenti in t, corrispondono le tangenti delle ki situate in ©. Sia
C, una ocurva arbitraria del piano 1, ¢ C la ocurva del piano <
che vi corrisponde in =. Se t inviluppa T, la curva C genera una
superficie S su cui le C sono pangeodetiche piane. ™

Infatti due C successive risultano evidentemente prospettive.

Ora sorge spontaneo un problema interessanto: Delerminare
tuite le superficie com pill sistemi o' di pangeodetiche piane.
Osserviamo soltanto che la superficie zyz =1 (**) possiede sei
gistemi di pangeodetiche piane, formati dalle curve di Darboux
(coniche) e dalle curve di Segre (cubiche con un punto cuspidale).
La pilt generale pangeodetica di zyz =1 &

R () ()
ziyiz={=—=>): ==} :\=—

Y ()\s N \%/

dove ¢ & il parametro e X;, Ay, Ag SORO costanti arbitrarie.

~

(% La sviluppabile T pud degenerare in un fascio di piani, Le curve k¢
devono allora sostituirsi con dei coni, i oui vertici stanno sulla retta base
del fascio.

(**) Questa é I'unica superficie che sia insieme di terzo grado o di terza
olasse.
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COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE.

§ 93. — Formole preliminari.

- A) Rette e complessi lineari.

1. Noi sappiamo che a coordinate P, = — py della retta
unente i punti z, v, 2, ¢ ed &', ¥, 2/, ¢ si assumono i deter-
minanti

D=2y —2'y, Py=27 —2'2,...., Pyy=2t—2t.

Per due rette di coordinate p, ¢ la condizione d’incidenza &:

8 (p, 9) = P12 Qu + P1alee + Pulss + Puis + Peis + Posdu = 0.
Le coordinate p di una retta soddisfano alla

8p® = 2 (13 P34 + Pr3Paz + PraPss) = 0.

Un complesso lineare  I’insieme delle rette ¢ le cui coordinate
soddisfano a un’equazione di primo grado

S8 (%, q) = Tyoss + Tr1aQas + -+ -« + Fastia = 0.

Le =, =—, sono le coordinate del complesso; se
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87t =2 (719 W5y + T13%ag + T14Tae)

& nullo, il complesso & I'insieme dello rette che si appoggiano
alla retta di coordinate p,, = ., che si chiama Yasse del com-
plesso. Tali complessi si dicono speciali. Come & noto, due com-
plessi lineari si incontrano in una congruenza lineare, tre com-
plessi generalmente in un regolo (ciod in un sistema di genera-

-trici di una quadrica), quattro complessi in due rette.

Diremo sovente retta p invece di dire retta di coordinate p,.;
complesso = invece di dire complesso di coordinate =.; se p &
una retta, il complesso p ® il luogo delle rette incidenti alla
retta p.

Due complessi (lineari) =, =’ sono detti in involuzione o
coniugati se Smx = 0. Un complesso lineare = & luogo delle
rette p, tali che i complessi (speciali di asse) p sono coniugati a .

Quando volessimo riservare gli indici ad indicare derivate,
porremo :

Py =P, Pra=9¢, Pu=T", Pag =1, Dgg=m, P33 =1;

Ty =T, Tg=17%, Tp=20, Ty =X, Tp=p, Tp=>".

e

B) Alcune identita.

Siano dati » complessi #{f,..., 2 (=1,2, 3,... n)
con n=15 opp. m=6. La matrice, o determinante delle loro
coordinate si indichera scrivendone la sola prima riga

(PP . ... ) o pid semplicemente (p¥p®....p")

e, 56 n=>5, ciod se si tratta di una matrice, con questa serittura
indicheremo anche i suoi massimi minori col segno stabilito dalla
seguente convenzione analoga a quella del § 1 A: si aggiunge
alla matrice una sesta colonna, e si prendono i complementi alge-
brici dei suoi termini, indicando ordinatamente cOD sy, Ze,
Tysy Tig, Tigy %14 i complementi di 7, o8, »,...., 9.

Un determinante (p® p®....p") cambia di segno, scam-
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biando p,5 cgn pg,, P13 €O Pys, Pyg COD Py, OS8ia scambiando
la terna p, ¢, r con I, m, n; noi, per moltiplicare (" p®...p"%)
per un determinante di egual tipo (g% ¢®....¢"), cambieremo di
segno uno dei fattori scambiando in esso le terne- citate e -poi
applicheremo la regola solita del prodotto di due determinanti.
Troviamo cosi: Il prodotio di (pMp®...p®) per (qWq®...q")
vale il determinante delle cy; = Sp¥q'? (i,j=1,2...,6) cam-
biato di segno,
Col prodotio di due matrics

EPVp® ... 0% e (@VgP....q%),

una definente i numeri =,, l’altra i numeri =, secondo le pre-

cedenti convenzioni, indicheremo
STn =Ty ug0 + Tyg gy + - oo+ Waggs

Questo prodotto si potrad ottenere per note regole sul calcolo delle
matrici scambiando in una di esse la terna pyg, py3, Py COD
Paa, Pss, Dag, facendo il prodotto nel modo abituale, e quindi
cambiando di segno il determinante cosi ottenuto. Percid :

Il prodotto (pPp®....p") (qVq®....q%) vale il determ-
nante defle Sp¥ q™ cambiato di segno.

Q) Collineazioni e correlazioni.

Ad una collineazione 7' sulle coordinate =z, y, 2z, ¢ di punto
corrisponde pure una collineazione (trasform. lineare intera omog.)
sulle coordinate p,, di retta che trasforma in s8 1’ equazione
Slp =0, e quindi moltiplica la forma Slp per un fattore. Noi
“senz’altro escluderemo le T a determinante negativo; e ci limite-
remo pertanto (§ 2 B) a trasformazioni lineari che moltiplichino
la S8lp per un fattore positivo. Viceversa ogni trasf. lineare
omogenea sulle p che moltiplichi SIp per un fattore positivo
definisce una trasform. sulle rette dello spazio che porta rette
incidenti in rette incidenti e che percid equivale ad una collinea-
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zione ov ad una reciprocitd. I due casi si distinguono dal segno
del determinante della trasformazione (§ 2 B). Cost per es. la .

’ ! !

V'=p, m =q, n =71, =1, ¢ =m, r'=mn

3 a determinante negativo e definisce_pertanto una reciprocitd. -

Se A\®, m® somo per i=1,2...,6 due sestuple di
complessi, e s8 SAIA\) = Sa®ad (6, j=1, 2,...., 6), -allora
i determinanti (A", A®,...., \®) e (=¥, =¥,...., m.:‘") sono
uguali a meno del segno, come gi riconosce innalzandoli al qua-
drato. Esiste percid una proiettivitd o una correlazione che porta

_le A nelle .

D) Bquagzioni di una retta.

La retta p, ¢, v, I, m, » hain coordinate di punto le
-equazioni o
ly4+mefnt=0 —lxtrz—qg=0
—mr—ry+p=0 —nzt+gy—p=0,
che si riducono a due indipendenti. I punto‘ comune a un’alira
retta 9, ¢',...., n 8 il punto
—1l'm,

W 4 mg o, mn —mn, ol —a'l, W

Formole analoghe si ottengono per i piani, scambiando le terne
p, g, r ed I, m n

8§94 — La forma o.

Se le p (ciod p, g, r, 1, m, n) sono funzioni di un parametro
% =uy, oppure di 2 parametri w =wu,, v=1u, Oppure di 3
parametri w = u;, ¥ =1, W= Uy, la retta p descrive una
rigata, od una congruenza, od un complesso. Sara
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. = a
(1) 8p*=0, Spp=0 (i=1; opp. i=1, 2; oppure i= 1,2,3),

ciod

2) 8pdp =0 e quindi Sdp?=— Spd?p.
Noi poerremo’
@ 9 =Sdp2=—-spdzp=§a,,du,du,

{n =1, oppure, 2 oppure 3).

L’ equazione p==0 caratterizza, tra le rette considerate, quelle infi-
nitamente vicine ed incidenti alla retta p. Percié nel caso delle rigate
(n =1) se ¢ ¢ identicamente nullo, la rigala é una sviluppabile.
Nel caso delle congruenze e dei complessi (n = 2, 3) 1 essere ¢
identicamente nullo significa che ogni rigata della congruenza o
complesso & sviluppabile. Prese due rette qualsiasi p e ¢ della
congruenza o complesso, uscenti 1'una da un punto 4, Paltra da
un punto B, noi le potremo congiungere con una rigata della
congruenza o complesso avente la retia AB per diretirice. Tale
rigata, essendo sviluppabile, dovra giacere in un piano passante
per AB. Pertanto le rette p, ¢, ciod due rette qualsiasi della
congruenza 0 complesso sono complanari. In conclusione:

. Be ¢ & identicamente nullo per unu rigaia, quesia & una svilup- ~
pabile; se ¢ ¢ identicamente nullo per una congruenza o complesso,
questo ente & riduce alle rette posle in uno stesso pianc od uscenti
da uno stesso punfo (e percid in particolare non pudé essere un
complesso (*)).

(™) Se =0 identicamente nel caso dei complessi, 6 Sp®=Spp: =
o= Sp}:Sp; p; =0 per %, j =1, 2, 8. Esisteranno percid 4 rette a 2 a 2
incidenti aventi per coordinate rispettivamente le p, oppure le p,, opp. e,
oppure ps. Esse sarebbero percid rette poste in uno stesso piano, od uscenti
da uno stesso punto. E quindi esisterebbe una relazione lineare ap =+ Bp, -+
4¢P, + ep3 =0, che, cambiando parametri u; , si pud ridurre alla forma
ap +Bps==0; la quale, moltiplicando le p per uno stesso fattore, si pud
ridurre al tipo p;=0. Le p essendo percié funzioni delle sole %, 4y, la
retta p descrive al pit una congruenza.
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Noi trascureremo sempre questi casi elementari. ,
Se il descriminante 4 di ¢ & diverso da zero, petremo usare
i simboli del calcolo assoluto; avremo allora:

(4) a". = SPrP: =-— Sppn

donde, derivando covariantemente Sp, 7, + 8p,p.. =0 e Spp,, +
+ 8p,p,, = 0. Scrivendo queste formole per r, s, ¢ =1, 2 op-.
pure 1, 2, 3, si trova in entrambi i casi:

®) 8pepy =0 Spp =0

1’ insieme delle superficie rigate che somo tra loro tangenti
nei punti di una generatrice p ad esse comune definisce quella
che diremo una direzione (di spazio rigato). Essa si pud conside-
rare come definita dalla retta p e dalla retta p - dp consecutiva,
che si deve considerare comune a tutte quelle rigate perchd tra
loro tangenti in p. Dare dunque una tale direzionme equivale a
dare la proiettivita tra i punti di p e i piani ivi fangenti alle
rigate considerate : proiettivitd che si pud pensare definita facendo
corrispondere ad ogni punto di p il piano che lo proietta dalla
retta consecutiva p + dp. Se le p sono funzioni di » parame-
tri «, una direzione (di spazio rigato) uscente da p sard definita
dando i rapporti dei corrispondenti differenziali du.

§ 95. — I complessi di rette con 4 = 0.

Cominciamo a determinare i complessi, per cui il discrimi-
nante A della corrispondente forma ¢ & identicamente nullo. E
dimostriamo che:

8¢ A =0 identicamente, il complesso & il luogo delle tan-
genti ad una superficie, o delle rette incidenti ad una curva.

In tale caso infatti la forma ¢ & prodotto di due fattori
lineari du;, i quali saranno nulli entrambi per un sistema di

valori i—'—"—‘ = duy = %—u", che sari anzi indeterminato, se i citati fat-
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tori lineari coincidonmo. Siano ¥ (u,, u,, ug) = éost., 8

X (u;, 4, ug)==cost. gli integrali di duy:duy:dug=a,:a,:04; assu-
mendo le ¥, X come nuovi .parametri p. es. al posto di wu;, u,,
e indicandole senz’altro ancora con w,, u,, avremo che i citati
fattori lineari saranno nulli per du,= du, =0 e percid non
conterranno dug. Quindi la forma ¢ avrd nulli i coefficienti

By, Gy, Gge, cosicchd
83 = 8py s = 8pypy = Sppy = 0 .
Percid le py saranno coordinate di una retta incidente alla retta p
© appartenente ai complessi p,, p,. Sia B il punto (ppg) co-
mune alle rette p, py o B il piano pp,. Calcoliamo le coordinate
di questo punto e di questo piano. Supposto I= — 1, la retta p
ha per equazioni (in coordinate non omogenee di retta e in coor-
dinate non omogenee di punto, se si suppone anche ¢=1),
z=—rz+q, y=mz-+n, cosicchd:
p=dmdqg +dndr
Ele ag=0, (i=1,2,3) diventano:
sy +nyrs =0 (qimg+miqg) + (miry +-nyr) = 0 (i=1,2).

Esistono pertanto 3 parametri A, v tali che
My =My, fy=—DNGa, my=An;+png, r;=—Xg;— pgs,
Mg=Ang +vng, 7y=—Aqy—vgy.
La retta py avra per coordinate
b=0, my, ny, 5, ¢z, 7, (p=gm+rn)
© pertanto & la retta congiungente i punti

@) m, 0, 0) (—r—Aiqg, m—ux, 1, —).
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Il punte B 8 percid il punto di eoordinate

’ 1
’ z’=——T, =1

e i} piano B & il piano, che lo rcont‘iene, di equazione

ns(z+rz—q)—q,(y~7r{z—n) -:0

Poichd evidentemente & anche

1 "sdxl - éady’ + (rny +m93)dz' =0,

avremo :

' X 2 posizioni (*) e il piano [ non
Il punto B ha al massimo % Pos e

gy =ng =0, escluso in questa trattazione, si pud studiare in
s =Ny = Y,

‘modo affatto simile).

§ 96. — L'elemento lineare proiettivo di un complesso.

A) T complesso = o la forma X.

Excluderemo il caso 4 =0, esaurientemente trattato al § 95,

lasciando al lettore di vedere quali delle seguenti consideragioni

§i possano estendere anche a tale caso. Cosi escluderemo dalla

trattazione come singola

ri quelle eventuali generatrici del complesso - '

g

allora per un valore generico di. #, .

i 3 posizioni, /
() Lnfatts, o0 O o arbitrario @ non potrebbero soddisfare. & (L).
o, w le dv’, dy’, % garebbero arbitrarie e po g o

In altro modo si osservi che (1) equivale alle: ns-a‘-‘— — s

4 — == 0 per g = i 8l uce di nuovo 1o

+ m =0 i=1, 2, 8, dalle quali si ded di sfaaso”
Q.’-) F)] [BEa ]

risultato.

—8—‘+<m'+.
we
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per cui A fosse nullo. Diconsi complessi lineari =’ tangenti al

+ complesso dato in una generatrice p i complessi che soddisfano

alle 87'p=87"p,=0(i=1,2 3). Uno di essi & lo stesso
complesso p (ciod il complesso speciale di asse p); un altro sia n’;
tutti i complessi lineari tangenti saranno quelli del fascio op +
4 B#', che soddisfano alle

8(ap +Bn)p=8(ap+ pa)p,=0.
1 raggi del complesso infinitamente vicini a p, che giacciono in
tale complesso tangente, sono caratterizzati dalla

S(ap+f3ﬂ')(p+dp+%d2p+---n)=0,

che si riduce alla

® aSpdp + Bz dip =0

che, in virti delle 8pdp = Sn'dp — 0, equivale alla:
(Do a8dp? 4+ B88dn'dp =0.

Se noi consideriamo per un momento le du, come coordinate omo-
genee di punto in un piano v, avremo in (1) I’equazione di un fascio
di coniche, una delle quali & la conica ¢ =0, B eccezionale il
solo caso che tuite queste coniche coincidano, ossia che ¢ complessi
langenti seghino tutti il complesso dato secondo le stesse rette infini-
tamente vicine & p. lo dico che questa proprietd caralterizza i com-
plessi lineari. Per dimostrarlo, premettiamo una formola di carat-

“tere generale. Supposto, com’® lecito, di assumere coordinate non
- omogenee di retta, e di scegliere 3 di queste a variabili %,
‘porremo

@ I=1, g=u, n=9, r=w (p=—muy—ovw).

&
- Le coniche corrispondenti ai complessi lineari tangenti di coordi-

nate A, p, v, ecc. saranno (indicando per semplicita con p,, ed m,,
. o - 3
derivate ordinarie e non covarianti)

ot o &xcu, Lextons di Geometria p ivo-di fforenadale. ' 36
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@ . ADp.du.du, +xSmdu,du, =0
le quali anzi; tenuto conto del valore di p, saranno
&) (% — M) Em,,du,du, — 2 X (dmdu - dvdw) = 0..

Tali coniche (g) coincidono soltanto. se & m, = 0 oppure se
p.. =0 (nei quali casi il complesso & lineare, perché' m oppure p
8 funzione lineare di w =g, v=mn, w=r), oppure Se esiste
un parametro o tale che p,, = om,. Derivando se ne deduce
6,m,, = o,m,,. Queste equazioni lineari nelle 5; danno 0= 0y =
=o0,=0 (almeno nella nostra ipotesi che 40, ciod ?he 1%
discriminante (m,,) di una delle nostre coniche, tutte coincidenti
per ipotesi tra di loro, sia differente da zero). Sard c.lun-qu.e
6 = cost., p —om funzione lineare di u, v, w; e ql‘uudl il
complesso sard lineare. Escluso dunque anche il caso di measun
interesse des complessi lineari, ai complessi lineari tangenti corri-
sponde dungue nel piano 7 un effeitivo fascio di conwlw .Tra queste
noi ne potremo scegliere una in modo #nirinseco mvammte’ impo-
nendo che sia apolare alla ¢ = 0, ciod che, posto Sdz'dp =
= ¥b,,du,du,, e indicato al solito con 4,, il complemento alge-
brico di a,, in A diviso per 4, sia:

0=2X4, (aan + ﬁb" = 2’1 + BEbﬂB"’

da cui si ricava un unico valore di a. Porremo « =ap 4 f7';
le sue coordinate m {di complesso) risultano cosi determinatg so!tanto
a meno di un fattore comune, che ora fisseremo in modo inérinseco
invariante nel modo seguente. Posto Srp, =—8=%.p,= — Cray
sard XA, c.,= 0. Posto poi o

Pt

1 .
P=—Agp, Q="3—Azq'-~"'v

3
“)

2

1
— % A!" = ——§- ZArlnni

. gard: -« _ : o~
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-

. 1
® 8PP =—r384,pp,= — =S40, =—1.

Sard ancora non soltanto
® 8mp=8zp =0 (i=1,2, 3)’
ma anche :

- 1
(1) 8sP= ¢ S3d,mp,—— —;}- $4,0,=0.
~ Dungue le = sono proporzionali ai minori della matrice
1 ,
/4] (P, P2 Pay s, P)

e noi le sceglieremo proprio uguali a questi minori, ponendo cosi :

1

(8) T == Vm (p,plypz,pa,P)
e quindi:

X=28dpdn = — Snd?p =
(9)

1 _
— 7T (» Py, P2, s, P, d2p) = Ze,, du,du, .

{10) Z4,0,=0.

" Se ne deduce anche :

0 o 0 0 8pP
1 0 85 LT a3 Sp P
2 i e
= 4] 0 Gy 8y Gy SpP | =

0 231 agy ags  SpyP
8pP 8Sp, P Sp,P 8p,P 8P
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Dunque ’
(11) 8n%=¢, ove s=ggnd.

Il complesso © non é mai speciale. Di pid si ha: |

1
(1) VA ® P1) P2y 3, P, 7)) =8n=c¢,

B) L'elemento lineare proiettivo.

Si noti:

1) Un cambiamento qualsiasi di variabili u non cambia la
forma o, che quindi & intrinseca (propriamente); invece sia le =
che la 7 somo impropriamente intrinseche, perchd i cambiamenti
di variabili » a Iacobiano negativo cambiano di segno le = e la
forma .

2) Moltiplicando le X, ¥, z, t per uno stsaso fatlore o, le
p restano moltiplicate per o®, la ¢ e la a, per o, le A4,

per —:—‘—; quindi i nuovi valori P delle P differiscono da -olg-P per

una combinagione lineare delle p, p;: J/[4| resta moltiplicato per ¢,
e quindi y resta molliplicato per o®, mentre le = restano inalterate.
_ 3) Una collineazione @ determinanie 1 muta in 8é stessa
la pelary. :
4) Una collineazione di determinante negativo & il pro-
dotto di una collineazione 2), di una 3) e della 2’ =—z,
y =y, =2, t' =t; la quale cambia il segno di », ¢, 7,
lascia inalterate 2, m, n; essa pertanto cambia i} segno della @,  quindi -
anche il segno ¢ di 4 ed il segno delle 4,, e di 3 delle coordi-
nate di retta e percid lascia inalterata la . Noi di solito prescin-
deremo da queste trasformazioni, che mutano la legge di orienta-
zione delle rette. E potremo percid cosiantemente supporre p. es.
s=1.
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5) Una correlazione 7' & prodotio dello scamblo delle terne p,
¢, redl, m ne di una collineazione 7" ; ci limiteremo alle cor-
relazioni 7' tali che la 7” sia a determinante positivo. Per studiare
I’ effetto, basti osservare che lo scambio delle p, q, r ed 1, m, n
lascia @ inallerato, cambia y di segno.

In conclusione il rapporio ¢ :y* & intrinseco invariante, e noi
lo chiameremo I’elemenio lineare proiettivo del complesso. (Se non
prescindessimo dalle (4) e dalle correlazioni speciali escluse in
(5), dovremmo innalzarlo al quadrato). Si noti che il risultato
precedentemente ottenuto sui complessi lineari si puoé anche enun-
ciare dicendo : I comgplessi lineari somo caratlerizzati dalla ¥ =0 .

C) Curvature proiettive e coordinate normali.

L’indeterminazione (di un fattore) delle ¢, y si potra togliere
anche nel caso dei complessi, ricorrendo alle coordinate normali,
come vedremo nel modo seguente. €onsideriamo 1’equazione che
si oftiene uguagliando a zero il discriminante di w¢ -+ x, che
&, per le relazioni di apolarita

12) w4 + 02e,C,+C=0,

ove C & il discriminante di y, e C,, & il complemento algebrico
di ¢,, non diviso per C. Se si moltiplica ¥ per un fattore = e ¢
per <2, le radici w restano divise per t. Le quantita intrinseche

c J ) Qs Crs

(13) I= = =7 (I & impr. intrinseca)

restano moltiplicate per ‘.:T o per tiz Noi potremo imporre al-

Puna o all’altra un valore numerico prefissato, e chiamare normali
le coordinate corrispondenti: resta escluso il caso anormale I =
= J = 0, quando cioé I’ equazione in » ha una radice tripla nulla. (*)

(*) Questi ed altri complessi anormali sono studiati da Pawl Meniré,
Comptes Rendus t. 145 (20 Nov. 1922) pag. 941.
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In coordinate normah la forma @, determina una gmetna melrica,
(di cui essa d elomento lineare) di caraffere inirinseco invariante,
per mezzg della quale s possono estendere ai oomplcmlemonr

- meiriche di angolo, distanza, geodeliche, occ., cosl come Uelemento
* lineare %—'pud servire a estendere la mozione di pangeodetiche.
i

8i noti ancora che non varia, al variare di v, la frazione

¢4 p
a9 B a0 =

che si pud dunque chiamare - curvatura proseitiva del complesso,
perché & una quantils inirinseca invariante (anche per le collinea-
zioni ° reciprocitd sopra escluse). Se e, sono le radici di (14),
8i ha: .
0=0;+ 0w+ 0
(1), o Jk= o} ol ol
(005 + 0305 + wg0,)2

Ad ogni radice , della (14) corrisponde una conica w;p +y =0
scomposta in due rette, e un corrispondente complesso lineare tan-
gente. Percid: A ogni complesso T lineare tangente corrisponde
un’ infinitd quadratica di direzioni (di spazio rigaio) tali che T &
osoulatore alle rigate del complesso iniziale uscenti in tali divezions.
Vi sono in generale tre e tre soli complessi I' per cus quesia infinitd
quadralica 8i apezza in due sistems lineari. Io dico che quesls complessi

8 possono chiamare bitangenti perché toccano il complesso dato in -

due generatrici “p e p- dp consecutive.
Infatti dire che un complesso «’ tocca il complesso dato in p
ein p-+ dp equivale a dire che

(1§) 0=87"p=2_8n"p =8n'dp= 8’ (p, + dp) .
G=1,2 3.

Le prime tre dicono che ' & un complesso tangente, ciod un
complesso ap - Bx. Le ultime diventano :

'2‘ (aa“ + ﬁc“) duk =0 (’i = l, 2, 3)
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Ie quali determinano appunto quei valori o =a:f, che annul-

~ lano {12). Ad ogni radice , corrisponde generalmente un sistema

di-valori per du,:du,:dug. Quindi: Vi sono .genecralmente tre
sistemi di o® rigate del complesso, tali che per ogni retta p del
complesso esce una rigata di ciascuno di. questi sistemi. Per ogni
generatrice p di una di queste rigale passa un complesso lineare che
tocca il complesso dato nella genertrice p e nella consecutiva p -+ dp.

I tre valori dei Tapporti du,:du,:du, si possono anche defi-
nire eliminando le ©' da (15), come quei valori che annullano
la matrice »

(16) ®, p1y P2y P53, Py, dpy, dps) = 0.

Le rigate precedenti sono quelle che soddisfano alle (16): cid che
ne rende evidente il carattere invariantivo. Si noti che da quanto
precede segue che queste rigate sono deierminate dall’ elemenio lineare
proiettivo. Di proprietd affatto analoghe godono altri sistemi di
rigate, quelle corrispondenti ai quattro valori di du, : du, : dug,
che annullano contemporaneamente p e 7, ciod ai 4 punti comuni
alle coniche ¢ e . Per vederne chiaro il significato geometrico

osserviamo che ad ogni punto du,:du,:duy della conica ¢ = 0

~ corrisponde una retta p + dp del complesso incidente alla p,
e quindi deferminante con questa un fascio di rette, il quale,
contenendo due.rette p e p -+ dp consecutive del complesso, & un
fascio tangente al complesso, il quale apparierrd a tutti i+ complessi
tangenti (appunto perché questi ne- contengono le rette p e p+ dp)
e quindi anche alla congruenza lineare loro iniersezione, __che natu-
ralmente si dice essere la congruenza lineare tangente. Essendo
8{ap + 8% =+ §* nulla solo per B =0, guesta congruenza
tangente ha le due diretirici coincidenti entrambe nella retta p.

Le equazioni ¢ =y =0 equivalgono alle Spd?p = Snd?p =0,
© significano percid che le rigate soddisfacenti alle ¢ =y =10
sono in ogni loro generatrice osculatrici ai corrispondenti complessi
lineari tangenti, ciod alla congruenza lineare tangente. Quindi :

Esistono generalmente in un complesso 4 sistemi di o® rigute
soddisfacents alle @ =y =0; per ogni retta del “complesso esce una
rigata di ciascun sistema ; ognuna di queste rigale ¢ in una sua
‘generam'ce p osculairice alla corrispondente congruenza lineare tangente.
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§ 97. — Le equazioni differenziali fondamentali
* nella teoria dei complessi.

4) Equaxioni I, I, IIIL

Osserviamo che i sei complessi p, p;, P, = sono linearmente
sndipendents. Chd, se fosse

ap+ Bpy+ 1P + 3P+ ¢ P+ on =0,

allora, indicandone con 2’ il primo membro, la 82’7 =0 da
6=0, le Sx'p; =0 danno Ba;; + Ya,, + 54,3 =0, donde,
poiché 440, B=94=8=0. La Sz'p =0 di ¢=0; o
quindi dovra anche essere o = 0; la precedente equazione avrebbe
tatti i cofficienti nulli. Pertanto sei quantitd qualunque si possono
esprimere come combinazione lineare delle precedenti. In' partico-

-lare varranno delle formole :

Pu=0p+ PP+ 7P + 393+ 1P +ox,

ove le a, B,..., o dipenderanno dagli indici », s. Ricordando
le (5) del § 94 e (6), (7), (11) § 96, ed osservando che

—_Sppn=arl, Sprsp(:‘O) ‘gpnu:-'Gﬂ

si deduce t=a,, 0=PRa, + 74,5 + Sa;5, donde, poiché A:}:O,‘
B=1=8=0, ¢, =—0o8n?=—¢c5. Posto a=¢,=¢,, si
avra in conclusione :

(I) P = 6., P —cc,n + ¢,p.

Si noti che la forma ¢ = Ze, du,dw; ha pure significato inirinseco,
ed ¢ apolare alla 9, come la . Infatti da (I) si deduce

§)) pXd,e,==ZXA4,p,—PIZA,a,+enl84,5c, =
=3P—3P=0.

4
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Come si comporti la ¢ per effetto di una collineazione & cosa facile
a studiare ; noi osserveremo soltanto :

1) Anche la ¢ ¢é una forma invariante, se si calcola in
coordinale normali :

2) Se si assumono -coordinate di relta non omogenee, p. es.
& suppone 1 =1, la forma ¢ si riduce alla eky (infatti per
l=1, & 1,=0, L=10; e la (I) da per p=1 immediatamente
il risultato enunciato). )

3) In generale dalle (1) si deduce che ¢ ¢ determinata dalla :

¢ 8P2 — $ =28 Pp,ducdu,.

Le {I) sono le equazion: fondamentali, esse determinano comple-
lamente 1l complesso, (insieme a quelli ad esso proiettivi); cosicché
la teoria dells ire forme @, y, ¢ include quella di tuili gl. invarianti
proiettivi di un complesso ; U analogo delle equazioni di Codazzi (della
geomelria metrica delle superficie) sono date dalle condizioni d inte-
grabilita deile (I) e delle equazioni traite dalla definizione delle
forme p, x. Anzi le sole forme ¢, y determinano il complesso.

Per dimostrarlo, osserviamo che, oltre alle:

Sprpl=_8pprt=arx Spiprxzo _Sﬂpﬂ =cﬂ:+s’ﬂ:;pr

>~

valgono le: ) i
8Px =0 donde 8Pwn,=—8zP,, Sr2=¢, Sax, =0
S8np=8zp,=Sp=n, =0

1

SpP:? ZAuSppn: - %‘ZA,.,G,S =—1

S‘Pp( =% EAr:Spt Prs = 0

o quindi anche SpP, =0,

SP,p, =—8Pp,,=—a,SP2—e¢g, (per le ().
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Anche le P,, =, si potranno scrivere come combinazioni lineari
delle p, p,, P, «: '

P, = a:}"*‘%mpc"l"hp"f' 6,7
Ty =P +§vtp¢+ 5P +yx.

Per la SP,p=0 si ha {,=0; dal valore di S-‘P.‘p‘ si deduce :

Ipiay, =—a, 8Pt —e,
¢

: - €4 =0
ossia Bi= —¢,; 8P — Neg Adg ‘
(I ¢ 4 : to 49j (9«=0 per i;{:j)

P, =o0,p+2fip +o.x.
1]

E in modo simile si trova (per le S8z, =8zp, =0, S=z,p. =
=6, 0 SW,P =—S8nP,)

(1II) : W =6, P + EAucj‘p¢.

Derivando (I) rispetto ad «,, scambiando & con ¢ e sottraendo
se ne deduce : '

(@) Pu— P = Ek (¢, 7h) Amps =
=an(a,p+ Zpip+ c.fr) —a, (a.p + ZBip+ 0‘“)
— 8Cpy T + ECu T |
— ¢c,, ,(ec,p + iZjAﬁcj,p‘) + ec,, (eo,p -+ iﬁchﬂp,)

+ (8,.“ - 6,.“) y 4 + Gy Py — €y Py «

Siano s4 ¢ e sia I differente da s, ¢, - cosicch® s, ¢, I sono ung
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permutazione di 1, 2, 3. Essendo p, p,, @, P linearmente indipen-
- denti, la (2) da, confrontando i termini in =:

By Op = Bpy Oy == BCpyp =~ ECpyy .

Poichd .4+ 0, se ne deducono i valori delle s dati per mezzo
della e, ¢, e loro derivate, come si riconosce p. es. moltipli-
cando per 4,,, sommando rispetto ad r. Confrontando i termini
in p,, si trova che la quantitd

aﬂpg — Qpy B: = Gy getc Aul + anzequcz (d li: Z:‘: 1 # 8)
g [+

& pure individuata dalle a,,, ¢,. Per r =1, 2, 3 si hanno tre
equazioni ; dalle quali, come per le o, si deduce che anche le

) _B£=23tdAdz (E)

- -

" gono ‘determinate dalle forme x ed o (ciog dalle a,, e c,). Altret-
tanto si deduce (confrontanto i termini in p,) per la:

¥, +a.,2e A — a,, 25 Act — a,, S P2

[+ <
e quindi anche (essendo s+ ¢) per le

Crs — By Sp?— L zeza Age
1)

(quando s ¢, e quindi, per simmetria, anche quando r ¢ cioé
quando non & r =gs =1).

Se dunque r#s, potremo dare alla £ i valori 1, 2, 3. Som-
~ mando rispetto a ¢, ricordando che per le relazioni di apolariti &

2 4,5¢5 = 0, no dedurremo per r+ s il valore di e,,— a,, SP2
-

Resta dunque determinato (per mezzo delle a,,, c,, e loro derivate)
anche il valore per r+s di @,Xe; A4y, e quindi anche, se
non sono nulle tutte le @, per r+s, il valore di Jeq4,,, e
quindi anche quello di 8 P2. Conoscendo gia il valore di
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DegAdg per t1, ne botrefno dedurre i valeri di tutte le e,.
<

Se fosse @, = 0 per r 1 s (caso che potremmo del resto escludere
con un cambiamento di variabili) le quantitd precedenti si riducono
ad e, per r+s, che dunque saranno determinate mediante le
@,, ¢, © loro derivate; per r =24 esse si riducono ad e, —

—ap[SP2—e, A,] (r+1). Restano cosi determinate 10-2:— — 8P2—

[3
— %“-; poichd la relazione di coniugip da X —>2 = 0, cid basta
113 ]

(-]

a determinare sia le e, che SP2 In ogni caso restano determi-
nate le ¢, le B; e SP2 In particolare dunque la ferza forma ¢ &
determinata dalle ¢, %. Confrontando in fine i termini in p si
riconosce che le a,, &, — a@,,%,, ¢ quindi anche le a, (perchd 4+0)
si possono determinare appena note le quantitd precedenti, ciod
appena siano date le forme ¢, Y.

Dunque, date le ¢, y, ¢, anzi date le sole forme o, y sono
determinate le (I), (II), (ILI) insieme alla SP*; e quindi, a meno
di una collineazione, é determinato il complesso.

B) Applicabilita proiettiva dei complessi.

Questo teorema ammette una notevolissima interpretazione
geometrica. Se noi estendiamo ai complessi di rette la nozione di
complessi proiettivamente applicabili, il nostro risultato si enuncia, -
come ora proveremo : )

I complessi di rette sono proiettivamente indeformabili ; cioé
due complessi proiettivamente applicabili sono proiettivi tra di loro,
(se ci riferiamo ad applicabiliti proiettive del 2° ordine).

Naturalmente diciamo che due complessi €, C sono proietti-
vamente applicabili del 2¢ ordine se le loro generatrici p, p sono
in corrispondenza biunivoca (definita p. es. da uguali valori dei
parametri u), e se, essendo p, P due generatrici omologhe, esiste
una collineazione che porta p in p’=p e il complesso O in un
complesso C" tale che rigate omologhe uscenti da p' = p nei due
complessi C' e €' ivi si osculano (hanno tre generatrici consecutive
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comuni). Jo dico che in tal caso i due complessi hanno comuni
le forme ¢, x (¢ quindi anche la forma ¢, e sono proiettivi per
quanto abbiamo testd dedotto dalle condizioni di integrabilita).

Indicando per un momento con indici apposti alle coordi-
nate p di retta le derivate ordinarie delle p si trova come al § 3 C
che le nostre ipotesi equivalgono ad ammettere I’ esistenza per
ogni retta p del complesso di corrispondenti costanti o, €, p,
vy tali che per le rette p, p' valgono le:

3 P =op; pi=0(p+ up);
Po =0 (Do + piPx + i + Vi D)

(le %, psy va indicano varie costanti, e non derivate di una < o di
una v). Si trova per la ¢ = —Spd?p, che la forma ¢’ per ¢’
vale (nella retta considerata) precisamente o%¢. Poiché p & una
retta generica, e C, C' sono proiettivi, esisterda una funzione o
delle u, v, w tale che la forma ¢ di € valga o*p. Potremo dun-
que moltiplicare le coordinate delle rette di C' per un tale fattore
in guisa che sia ; =¢ =¢ o che sia 6=1. Potremo allora
nelle (23) intendere che le p, siano derivate covarianti; e bastera ri-
cordare il valore dato dalle (9) del § 96 sotto forma di determinante per

le forme 7, Y/, X per riconoscere che anche queste sono uguali

tra loro.
Oss. Se invece di collineazioni, si fosse usata una rec1promta

per portare C in (', avremmo concluso che ¢ = q;, x=- Y.

Viceversa siano C, C due complessi per cui p = qp, X = X
saranno uguali i segni e, e dei discriminanti di ¢, q:, e potrem-
mo supporre p. es. &= ¢ = 1. Scegliamo p tale che S(P
+ pp) =8 P2 ciod il p dato dalla:

p = _;— (8 P2 —8P2). (®

(*) Dal precedente teorema segue anzi p==0, perché SP2? & completa-
‘mente determinato dalle ¢, x
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Allora egisterd (§ 93 C) una proiettivitd a modulo + 1 che porta le
sestuple », p,, u, P+pp in p, p, = P. SiaC il com-

plesso trasformato di C mediante questa proiettivitd; esso avra per ;

forme ¢' =¢, ¥ = + x secondo che la proiettivitd considerata
% a modulo + 1, ciod secondo che & una ocollineazione od una

o reciprocitd. Se vale il segno superiore, le (I) relative ad C ed C

dicono tosto che tutte le differenze p, — p,, sono uguali ad (e,,+
+ pa,, —e¢,) p; cosicchd sono soddisfatte le (8) con o=1,
T =p, =0 o il teorema & dimostrato. Il secondo caso (che val-

gano i segni inferiori) & invece impossibile: esso si presenterebbe

se i determinanti (;7 51’ ;u ;i) P) ;) © (p; D1y P3y Pay P'» “)
avessero segno opposto, mentre entrambi hanno il segno di e.

§ 98. — Le congruenze eon 4= 0.

1 metodi che qui usiamo sono in parte gli stessi, che useremo
nel caso generale; e molte delle considerazioni che faremo nel
caso generale, si potrebbero ripetere con qualche modificazione
anche se 4 = 0. In ogni modo, per evitare soverchie distinzioni,
& bene studiare a parte, per poi completamente trascurare, il caso

A = 0. In tal caso si possono scegliere i parametri u .-u1 e
v=u, in guisa che: :

p=8dp* = — Spdip = a,,dut, ciod che -
(1) ;3 =ag3=0 ossia 8p,p,=8p:=0, Spp,, =8pp,=0.

Vi & una retta di coordinate p, incidente alla p; il fascio da

esse determinato, ciod il fascio delle rette pp4-op, si dird il

fascio tangente alla congruenza nella generatrice p. I complessi =
tangenti sono quelli che soddisfano alle: Szp =8z2p, =0 (=
=1, 2); e percid i complessi ap + Bp; + 7P, sono tutti e soli

i complessi coniugati ai complessi tangenti. e che percid diremo

coniugati. Egsi sono speciali se S(ar -+ 8o, + ypy)? = 0, ossia
g0 B =0. Gli unici complessi coniugaii speciali somo i complessi
ap -+ 7ps, che hanno per asse una relta del fascio tangente ; il
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quale percid contiene tutte ¢ sole le rette comuni ai complessi tan-
genti. Questo fascio é anche 1’ insieme delle reite comuni ai complessi
coniugali. Infatti & identicamente

SBGp+op)(ap+ BPu+ 1P =0,

cosicch® le rette del fascio tangente appartengono a tutti i complessi
coniugati; e questi complessi non hanno eomune nessuna ulteriore
retta p'; alirimenti i complessi tangenti 'sarebbero complessi del
tipo ap~t Bp, -+ Tp'. Essi sarebbero tutti degeneri; altrettanto
avverrebbe percid dei coniugati; cid che & assurdo perchd Spl =
=a,+0. '

Sia P il vertice del fascio tangents, = il suo piano Quando

la retta p si muove nella congruenza, il punto P comincierd a -

muoversi in una direzione PP', ove P’ & un punto infinitamente
- vicino a P. Poiché P & il punto comune alle reite p, p,, la retta
P'P si appoggiera alle rette p, p,, p+dp, p,+ dp,, e in
particolare apparterrd (almeno se du30) ai complessi p, p,,
P = (+dp) —p —pdv
* du
tangente. Dunque il piano = di questo fascio, contenendo le rette
PP, & tangente al luogo del punto P, la cosidetta superficie. fo-
~cale 8 (che pud anche ridursi a una curva o ad un punto: casi
questi, di cui non ci occuperemo neppure). Le rette p della con-
gruenza inviluppano su 8 le linee w = cost.; poichd il piano =
delle rette p e p,, ciod di due tangenti consecutive ad una
% = cost., & il piano tangente ad S, le u = cost. saranno asinto-
tiche per 8. Le congruenze con A = 0 sono generalmente formate
dalle tangenti a un sistema di asintotiche di una superficie S.

ed & percid una retta del fascio

§ 99. — Gli elementi geometrici fondamentali
di una congruenza.

4) Fasci centrali e focali.

Suppori'emo d’ora in poi A3 0. Ad ognuna delle due radici

© PBi:Bidella p =0 (i =1, 2) considerata come equazione in du:dv

corrisponde un raggio p + dp incidente al raggio p. 8i noti che
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Pindice ¢ non & indice di derivazione covariante, ma solo serve
a distinguere le due radici. Le B sono determinate soltanto a meno

di fattori. Poichd valgono in ogni caso le:

A oy _ B B An o _ BB
ﬁ:—Z-—ai—’:——ﬁ_ﬂ‘ B Ay 2y } B2

noi potremo (e in infiniti modi) scegliere tali fattori in guisa che:

1 2 22
R I L

donde si trae:
1 _ 1 _@ER)2
Zi—l- = —4— (AllAaﬂ —A§2)— - 4 (Biﬁ% plp’)

cosicche potremc ottenere (scambiando caso mai le f, con le By
che sia anche in segno:

t'—"_T .
2) pr—me=)- 5
Sara poi: , ‘ ,
4,, A4y An’ LT
3) pigl BipT BIA =7V—"A‘-
Big BB BB

I due raggi p + dp incidenti a p incontrano. P n.ei puqti Pf
comuni a p ed a B+ pafi, © determinago i piani ™ (?om.unf
a queste due rette (i =1, 2). I punti P, d¥consx fuochi, i piani
=, piani focali, i fasci (P, w,) fasci cangfmu o con W«?bch df?;;:
centrali, i fasci (Py, m) e (P, =,) fasci focflh. Le. .rcgate
congruenza soddisfacenti alla ¢ = 0 aono le sviluppabili della con-
gruenza ; da ogni relta di questa escomo pertanto due. a?iluppabth:
1 complessi comiugati (ciod in involuzione con tuttx i comph?ss:.
tangenti) somo ¢ complessi pp 4 p, 4 Y2 D, essi son0 speciali
soltanto se
Sep+ 7 + 1) =0,
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ossia se Y':4% coincide con una delle B}: P oin 4

m per asse una refia des.fasci centE;lzp ‘Le rettetalcen‘:"aolihao::o
- 'percid tutle e sole le rette comuni a fuiti § complessi tangenti. E vi ;

versa un complesso lineare che contenga le retle centrals & un c:ompl'::.;uZ ,

tangente. Le refte comuni a tuiti § complessi coniugati 8ono  tulte "

sole le rette focali. (uniche rette incidenti a tutti i raggi centrali)e

B) Tangenti focali.

o nnS: Iﬁl ;:fgio P s Spo§ta infinitamente poco, il fuoeo P, andra
posizione P;, il piano «, in =’
X 1 sigio . s w;. Le rette P, P! ¢
:,.-x‘ danno la direzione in cui si sposta P; e 1 asse mto;-nt; a
Ul comincia a rotare m;. Poiché P; 3 il punto comune ai raggi

P, PiBiH+ Pe 7,

la retta P, P/ apparterra ai complessi

o, ?1ﬁ%+2’23’n dp, d(?lﬁ&‘f"?’zpf)

ciod ai complessi (almeno se Bl:duzpBl:dy;
o @ partia) Bi:dutpi:dv; cfr. Ia 8eg. nota a
P P Py, p}dpl + dep, .

Percid la reita P, P, ¢ similmente la retta T, T; sono retie focals

_ apparienenti al complesso Bld H
,E‘ bodut, Bidp, -+ ptdp, o anche al complesso

~ (*) Si noti H 0
’ (* Si noti che 2 Preduy Bi non pud essere una combinazione lineare
ap+pp,+op, delle p, p,, p,. Altrimenti sarebbe

— 2 0re Gty Bi = Sp (Zprsduer B) = Sp (ap + o, + opy)

' :r:;eroib. du, : dug =B} : BF, caso che abbiamo escluso. In questo caso si po-
ot be dire che P; sta fermo, che P; — Pf, cosicché non ha semso parla
~ della retta P P}, "

-Fbmnohw,Mm‘ﬁGMWM[mm
2 37
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Se ne deduce anzitutto che le rette P, P; tangenti al luogo
del punto P, (i*=* falda focale) sono rette focali, che cioé % fasci focals
sono tangents alle falde focali. Ciod coincidono il luogo del punio B,
e U inviluppo del piano T, come pure il luogo del punio Py e Uin-
viluppo del piano =,. Di pili, se un raggio della congruenza si
sposta nella direzione du : dv, la retta r, in cui comincia il fuoco P,
a spostarsi, ‘o la retta p; intorno a cui comincia a rotare il piano =,
sono le rette focali appartenenti al complesso Z p.du,Bi. Se

v, s

questo complesso interseca uno dei fasci focali nelle rette p (comune
ai due fasci), interseca necessariamente anche Yaltro fascio nella
retta p. Cid che avviene se:

Sp@idp, + Bidpg) =0,

ossia
Ya,Bdu, =0, ossia du:dv=F:pl.

In tal caso I’altro fuoco P; (i) comincia a muoversi su una
retta r;, e I'aliro piano focale 7, a rotare attorno ad una retta p;

appartenenti al complesso Bldp, + Bjdp,, ciod appartenenti al
complesso

1 ! |
@ P=Zp.fif = 5 Zdntn = 5 b?,

che non varia scambiando gli indici ¢, j e & tutti i complessi
P+ ap+1tp, + 12py, che si diranno i complessi principali.

Dunque: ad ogni valore di du:dv corrispondono proiettiva-
mente quatiro retie : due 1, ¢ py del fascio focale tangente alla prima .
falda focale, le alire due 13 € py del secondo fascio focale. Se P si
muove nella direzione r,, il piano m; tangents alla ™ falda
focale ruota attorno p, (i%7). Percid sulla goims falda focale le
rette r; e p; sono coniugate.

Se una delle coppie 71, p; 0 (3, Pg coincide con la refta p,
D altra coppia ® data dalle direzioni contugate a P sulle due falde :
queste direzioni sono U intersezione dei fasci focali con uno dei com-
plessi principali, e diconsi le direzioni principali.
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C) Asintotiche focali.

Le direzioni asintotiche della *=* falda focale sono caratte-
rizzate da cid che r, coincide con p;, direzione coniugata di r,.
Le direzioni asintotiche delle due falde focali sono dunque carat-

terizzate da cid che i 5 complessi », p,, Py, Ep. Bidu,, (i=1,2)

hanno una retta commne (la tangente asintotica considerata): in
altre parole che il complesso

(5) WIA—T_“(py Py P,y zpnp;d’“u Ep,,ﬁ,fd/u,),

coniugato a ciascuno dei 5 complessi precedenti, & un complesso
speciale, Questa proposizione & in difetto se questa matrice & iden-
ticamente nulla, e non da percid le coordinate di alcun complesso.
In questo caso i complessi Zp,Bidu, (i =1, 2) sarebbero una
combinazione lineare dell’altro, e dei complessi p, p,, p,. Bssi
percid determinerebbero gli stessi due raggi focali; e coincidereb-
bero pertanto non solo 7, con p;, ma anche r; con p;; ciod sulle
due falde focali si corrisponderebbe uno dei sistemi di asintotiche e
quindi anche U altro. In tutti i casi vediamo dunque che 1'equa-
zione che da le direzioni asintotiche delle due falde focali si
ottiene esprimendo che il quadrato simbolico (§ 93 B) della matrice
(5) & nullo. (Se la matrice fosse indenticamente nulla, allora,
come abbiamo testd provato, questo quadrato simbolico diverrebbe
unﬂquadrato effettivo e la congruenza sarebbe W). Questo quadrato
ottenuto con le regole del § 93 B, & un determinante (diviso per
4) che si riconosce immediatamente uguale al determinante seguente
moltiplicato per ¢ = sgn 4 ,

-

0 2a,,Bdy, Za,.,pidu,
- z @y, B{ du's S (2 Prs prd'“u)z S (E Prs p; dus) (E Py Bf du,)
(6) ) (2 B; du: 8x Pre Bf du, x DPrs B; dus 8 (E Prs ﬁg dus)a

| Zo,,Bidu, 2= a,Brdu, |2
IZp.fidu, Zp,.Bidu,

=8
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2

B & 8 (2 o, 50"

@ 3 T lpgoa

ove sia stato posto

® Sy = — Oy du; —aggdti  Sug = 8y, duy + Gy diy

(cosicchd @ = dugdu; — dugdu,).

§ 100. — La seconda forma fondamentale di una congruenza.

4) La forma ®.

Siamo dalla (6) del § 99 indotti a introdurre nella teoria. un
puovo sistema covariante

(1) hUn = - Sp!‘l Dy -
Derivando covariantemente la Sp,p;= 0, si ha:
(l)bu hi_m = SP.'P«; .

Poichd Py, — Py = — I (j8, $6) doppp, 8:

S P

Bigre — by = — 82 (j 8, §0) Acp Pp p. = — (78, 37) .

Da queste equazioni si trae che le A, sono simmetriche nei loro

indici, ecoBtt0 hygig = Pauys = Pian = Bugr € Aum = Pa, per
cui vale la: . i
@) Bygay — Pyge = — (12, 12) = — A K, )

se K & la curvatura della forma . Allo studio di.quasto' sistema ra
covariante si pud sostituire quello di un gistema simmetrico K. :

ponendo :
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(3 b=—8 (zp,,.dega«;, 2 = S ky,, du, du,du,dy, .
| Si noti che dalle formole che danno i d%p, &®p ‘si trae:
4) SdpdBp=2a,,du, 8%, O; S(@p)?=21a,u.3y—
che danno nuog'e definizioni della .
Si ha: )
hyo =kgs (3=7 opp. itj; ¢, j=1, 2)

5 : ]
8 kyygg = — 8Py P39 — 28D% = hyjag + 2hygps

che insieme alla (2) da

1 2
(Bhis  Pig1s = Kygg0 + “g‘AK Biiop = kyygp — —§-AK .

Le (5) esprimono le by, mediante un sistema simmetrico k,,.
Dalla (6) del § 99 si trae: L’ equazione complessiva delle asin-
totiche sulle due falde focali @ [cfr. 1o (1)]:

(6) = D hipe dudu; 8u, du, = 0.

-

Come controllo, si pud osservare che essa non muta scambiando
i simboli 4, 8, e cid perchd ognuna delle coppie di asintotiche
divide armonicamente il sistema delle sviluppabili, che danno su
ogni falda focale un sistema coniugato." La (6) d& il significalo

Y

B) Complessi bitangenti.

~ Noi ci chiediamo ora: Esistono dei complessi lineari « bitan-
genti, ciod tangenti al complesso C in una retta p e in una reita

p+dp+ —;— d2p + -—;—\d’ p, infinitamente vicina? E intuitivo,

‘¢ il seguente calcolo lo dimostra, che, fissata la p, la retta infini-.

tamente vicina non si pud scegliere ad arbitrio. Infatti, oltre alle:

*
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(=) Spr =8p;% =8p;x =0
devono valere anche le:

S0y +dm) 7= 8 (py +dpy) 7 =0

1 1
Sz (p+dp+ S ¢+ 5 d’p)-fc=0

“che, per le precedenti, si riducono alla:

® 3 8% (padu; + paduy) =0 (=1, 2)

SxZp,,.du,.du,du, = 0.
Affinchs le (), (B) siano compatibili dev’ essere

(M 0 = (p, Py, P2y P10y + Praduy, Pay duy + Popdu, ,

2 Pp du, du, du,)

equazione di 5° grado in du:dv.

Per una retta p della congruenza escono 5 rigate soddisfacents
alla (7), queste rigate formano & sistemi di oo! rigate ciascuna. Per
ogni coppia di generatrici conseculive di una di queste rigale passa
un complesso lineare che tocca in enirambe la congruenza. Si deler-
minano cosi ¢+ complessi lineari bitangenti alla congruenza. (*) Ve-
dremo piu avanti come anche I’ equazione (7) & possa scrivere facil-
mente per mezzo delle h.

Possiamo trovare un’altra proprietd delle precedenti 5 dire-
zioni (di spazio rigato) uscenti da una retta p della congruenza.
La congruenza lineare iperosculatrice a tutte le rigate della con-
gruenza uscenti dalla retta p in una direzione dw:dv & I interse-
zione dei complessi lineari = soddisfacenti alle Szmp= Szdp=
=8nd?p = S=xddp= 0, ciod:

(*) La parola bitangent: ha un significato precisato dalle (x) e (B).
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0=28np= Szdp= 8= (p;8%u + p,8%v -+ Zp, du.du,) =
= 8% (p, 3% 4 p,8%v 4 8Z p,,du, 8%w, + Zp,, du,.du,du,) .

Tenuto fermo dv:du, facciamo variare la rigata in guisa che &%y,
8%y, 3w, 8%v variino nel modo pilt generale. La congruenza
iperosculatrice descriverd generalmente tutto lo spazio rigato ; noi
ci chiediamo quando essa descriverd un complesso lineare =, ossia
quando esiste un complesso = che soddisfa alle precedenti equazioni
contemporaneamente per tutti i valori di &%w, &%v, 83w, 3%v. Le
precedenti equazioni equivalgono alle («), (B), cosicch® possiamo
dire :

I precedenti complessi bitangenti in una reita p alla nosira
congruenza, cioé tangenti in p e in p - dp sono i complessi lineari
luogo delle congruenze lineari iperosculatrici a tuite le rigate della
congruenza passants per le relte p e p -+ dp.

C) Complessi satelliti.

Ricordando che i complessi lineari tangenti sono tutti quelli
che contengono i fasci tangenti o centrali, riesce spontaneo di
cercare quello O; tra essi che contiene anche tutti i fasci centrali
infinitamente vicini al fascio (P;, =) luogo delle rette ap 4 B}p, +
4+ Bip,. Tale complesso sard in involuzione. con p, Py, Py, ©
sard in involuzione con tutti i complessi

d(Bip + Bips)

ciod sard il complesso che & in involuzione con

(8) Py Pyy Do, BiPu + BiPie, Bipi2 + Bipas

o quindi anche con tutti i complessi principali P, loro combina-
zioni lineari.

I complessi tangenti C; che contengono tulli i fasci centrali
infinitamente vicini al fascio (P;, =) sono i complessi satellits (Be-
gleitcomplexe del Wilsch) ; essi appartengono al fascio di complessi

~
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coniugalo a tulli i complessi principali, fascio che chiameremo satel-
lite. I complessi satelliti sono indelerminati o coincidenti soltanto se

1
® 3 (P P1 Pa P11 P1s Pgp) = 0

ossia quando & nulla U espressione inirinseca (quadrato della pre-
cedente con le regole del § 93 B).

0 @13 Gyp Qg 0 4, 4, A
(10) W=+ 1 [ 6n bun Pis hyg | ey Hi HY Hj
4° 85 Ay By higg a, HY ¥ HB
Qg hagy; Pegiy ooy ay, Hy HE HEZ
ove Hp = ZA,.PA,,hp%-

hy; = Ea,p a,, HE?,

Per riconoscere che questo secondo valore di W '® identico a
precedente si osservi che, moltiplicando il terzo membro di (10) per

1 0 0 0

A3 — 0 a 2ay05 ah
0 a5,8, 85085 + ol a50y
0 d 2a50y an

si ottiene il determinante del secondo membro.

Questa uguaglianza W = 0 & la stessa ottenuta, esprimendo che
le asintotiche si corrispondono sulle due falde focali, Dato il suo
carattere intrinseco bastera per verificarlo assumere le sviluppabili
a rigate coordinate w, ». In tal caso si ha

Gy =G5 =0 W A3 = a6}, (hyyq; hegg — Rhe)

mentre I’equazione delle asintotiche & (cfr. I’ ultima delle (6) del
precedente §)
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by 9t — 2 Byggo uPdv? + hgppedv =0,

che ha una radice du?:dv® doppia proprio se W =0.

La W =0 caratterizza le congruenze W : quelle cioé sulle
cuv falde focali st corrispondono le asintotiche, ossia per cui i com-
plessi sateRsti ooincidono, ossia per cui vale la (9) e quindi le p
soddisfano a una stessa equazione differenziale lineare omogenea del
secondo ordine.

D) Complesso osculatore di una congruenza W.

Quest’ ultima proprietd.ha una notevole interpretazione geo-
metrica. Per vederla studiamo el caso gemerale quale & il regolo
osculatore a una rigata della congruenza. Esso & I’intersezione dei
complessi lineari coniugati a

Py, dp =p du + padv, d*p =p, 8%u + p,8%0 + Zp,du,du, .

Consideriamo tutte le rigate della congruenza uscenti dalla retta
p in una determinata direzione du:dv (di spazio rigato), ciod tenute

. fisse du, dv, facciamo variare &2, 3%v. Il regolo varierd, descri-
vendo la congruenza intersezione det complessi coniugati a

Py P15 P2, Zpr-durd"u

che ¢ la congruenza lineare osculatrice a tulte le rigate della con-
gruenza tangenti ‘tra loro mella retta p secondo la direzione du:dv
(di spazio rigato). Notiamo incidentalmente che le sue direttrici
sono due rette focali, determinate da du :dv, mentre, dma una di
queste rette, il valore du:dv dipende da un’equazione di secondo
grado. Dunque : )

Le congruenze osculairici hanno per diveltrici due rette focals,
e stabiliscono cosi tra 1 fasci focali una corrispondenza 2 — 2.

Al variare della direzione du:dv la congruenza osculatrice ge-
nera un complesso quadratico ; se perd W == 0, ed esiste pertanto
‘un unico complesso satellite w definito dalle Smp = Sxp, =
=8mp,, =0, questo complesso quadratico si riduce al complesso
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satellite (contato due volte) i quale percid si pud chiamare il com-
plesso osculatore, perché oscula tulte le rigate della congruenza
uscents da p.

E) Fascio satellite & nuovi invarianti.

Posto

1. R
(11) Moy = — 5 ZhupofiBides (=1, 2)

(questo ¢ non 8i deve intendere essere un indice di calcolo assoluto,
e tanto meno indica derivazione covariante) ciascuno dei due
complessi

12) Ty = )‘mp + rza P B B (i 41, 2)

& in involuzione coi complessi principali, e appartiene percid al
fascio satellite. Poich® ® una combinazione lineare dei complessi (8),

"esso & in involuzione anche col corrispondente complesso satellite.

Si noti che, se W30, il fascio satellite non pud essere tutto for-
mato di complessi speciali. Infatti, assunte a rigate », v le svilup-
pabili, & ay; = a,, = 0; i complessi satelliti sono i complessi
(p, P, Ps P2 Pw) con i =1, 2. Se tutti i complessi del loro
fascio fossero speciali, sarebbe

(PP1PaPaPu)® =0 (i=1,2); (pPP1PaP1aP11) PP1P2P12P2a)=0

che, sviluppate, danno hyyy; = hyype = hj0 = 0 o quindi W =0,

Dunque: Se W0, il fascio satellite contiene i due com-
plessi satelliti, © complessi (12) coniugati ai satelliti, e contiene due
soli complessi speciali : quelli che hanno per asse le direztoni prin-
cipali, le quali restano caratterizzate da questa proprietd e si pos-
sono facilmente calcolare. Esse hanno per coordinate

(13) pmytomy=p[\7 + Zp, BBl + 5 M7+ 2p,., B fi]

ove p, o sono scelti in guisa che
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(14) O0=8(pm, + omy)? = p2 8=} + 26pSm;0, 4 028,

Si noti che, innalzando al quadrato con le regole solite si trova:
(PP1Py 7y PP = A (S8 — [S w0y my]?).

Poiche per le (3) del § 99 A

@P1Pe7 7 P) =
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
. 0 0 1 0 0 0
=TORnEaParD) |3 0 0 @p 26 mE | S
Ag 0 0 BB 2QIB BB
1 1
0 0 0 'Z_Au A12 ’E‘An

1 1
= (prpapupm?’zz)'z — a4

e poiché W & il quadrato del primo membro di (9), si ha

\ P P™ 7, P2 = — AW

(15

SniSna;— (Smyn) =—TW.
Ora nel fascio satellite i due complessi satelliti, i loro coniugati,
i complessi speciali aventi per asse una retta principale formano
dei birapporti, che sono invarianti proiettivi della congruenza.
Tutti essi sono noti, appena sia dato il rapporto R delle radici
della (14). Al calcolo di R sostituiremo quello di

—_— 2 — 2
(16) (R 1) _ 838wy 4 (Smymy)?

E+1 CEXAE
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w 4 W

=T O 2K + Zhg44, "

Oss. Per provare quest’ ultima formola si moti che, posto
gy =¢g =0,

' 1
Eig =85 = iﬁi—ﬁﬁ#‘/—g—,

si ha: /
1
Bips= ‘_2_Ar‘ + en
cosicchd
1 )
8mymy=Xp,Bip LpBifl = — vy Bhyg; (A + ) (Ag + &) =
rs

1 1
= - -%-Zh,.,”—A”AV- — Tzhﬂij s,is,j —_— "2_2"‘,._,{1‘4,5 By == (*)

: 1 1 1
=72 Zhys A Ay — T L (kmj —_ ’.‘s‘”) 8y V— T =

1 1 1
= T Z hmj AriAtf =+ T(hnzz— hzus - "12:1 +h!sn)2' =

1 K
= Bhu A Ay — 5

In (16) abbiamo un nuovo tnvariante proiettivo della congruenza ;
aliri invarianti sono il birapporto delle 4 asintoliche ; aliré inva-
vianti si trovano studiando il sistema delle forme fondamentali ¢
e ®. Ma sorgono le domande : '

1*) Si trovano cost tutti gli invarianti proiettivi d’una
congruenza ?

(*) Quest’ ultimo termine & nullo, come si riconosce scambiando » con ¢
ed s con j, ed osservando che A,; = Aj, &r=— &4 .
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2%) Gl invarianti delle forme ¢, ® sono anchs tutti inva-
rianti della congruenza?

Alla seconda domanda si risponde subito. Le collineazioni e
le reciprociti, o lasciano inalterate le forme ¢, ®, o le moltipli-
cano per uno stesso fattore; in realtd percid unico invariante
proiettivo & il loro rapporto. Anche qui possiamo perd introdurre
coordinate normali, evitando cosi di ricorrere a tale rapporto,
imponendo a qualche invariante (p. es. a W, se la congruenza
non & W) di avere qualche valore numerico prefissato a priori.
Cosl la forma ¢ resta determinata; e ne concludiamo che dalla
congruenza resta delerminaia una geomelria melrica (invarianie
per collineazions) che pud servire a definire la distanza di due reite
della congruenza, le rigate” geodetiche ecc.

§ 101. — Le equazioni differenziali fondamentali.

Per rispondere affermativamente alla prima delle domande
posteci in fine del § 100 basterd dimostrare che, note le forme ¢,
@, si pud determinare la congruenza. Troveremo infatti (come per
i complessi) un sistema di equazioni ai differenziali totali (le con-
dizioni d’integrabilitd delle quali sono nel caso attuale 1’analogo
delle equazioni di Codazzi nella geometria metrica delle superficie).
Ci occuperemo per semplicitd soltanto delle congruenze non W
(per queste si dovrebbe cominciare a scrivere I’ equazione del 2° or-
dine, cui soddisfano le p ). Allora le p, p;, p, sono linear-
mente indipendenti e potremo percid trovare delle quantitd e,
v, o tali che:

(I) Prag == Oy P + izj‘ TrnlAij P+ b Oratij Ay Ajn Poun

Moltiplicando per p, e sommando, si frova:

Spn Drst = 8 zf Yrati Av Pj Pn = Yrstn
i,

ciod
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(1) ‘{r.r(} = hr:{j .
Moliplicando per p o sommando si trova

(2) 0= I o.,udind;n0un-

L5, mn

Moltiplicando per p,, (f, ¢ = 1, 2) e sommando si trova:

(3) - Spfg Pm = + arnafg + E Gr.ru‘j hmnfg Aim Ajn =

65 mn
== Oy afg + zanﬁj H;‘jy .

I primi membri sono noti, appena siano date le ¢, & (*). Otte-
niamo cosi nelle (2) e (3) tenute fisse 7, s, ¢, precisaments 4
equazioni lineari nelle 6,1, G.usy Grme, . ; il determinante
delle incognite & il terzo membro di (10) § 100, ciod & W4 0. Le
(1), (2) e (3) determinano percid completamente le equazioni fon-
damentali (D).

§ 102. — L’ elemento lineare proiettivo d’una congruenza.

Posto, indicando con p (v, v) un fattore di proporzionalita, ~

p=pp, si ha ¢=p%p ciod a,, =p?a,

rs\ _ (rs P, Pr
()= [ et oo s

?

(ea=1, e =0 per itys)

(*) Infatti, essendo p,. — pr; combinazione lineare delle p; , un’es-
pressione Spp prs & simmetrica in 7, s, ¢, cosi come é simmetrica in 7, g.
Vi sono percid 8 di queste espressioni distinte tra loro, le quali si determi-
nano subito dalle equazioni ottenute derivando covariantemente lo Auyy =
== 8Prpij .
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P = . A
Pre =P Pre+ 0 ZAigpo Py +pa"2_.._‘2_§‘ﬁ7_. +

- {= prpt
+p( rt—2_)
P p

-

ove le p,, indicano derivate covarianti di p rispetto a ¢. Percid :

8 (Sp, du,du,)? = p28 (2 p,, du,du,)? —

Aispep Pr . Pu
—<922—°T;~"— — 23 (T —2 o odu, du, .
Ciod
2 kg du, A, du, duy = p2 2 &,,;; du, du, du; du; + B, + B, 2,

ove B,(I =0, 2) sono forme di grado I, dipendenti dalla p. Dun-
que, se scomponiamo (§ 4 E)

Z Ky iy du, du, du, du;
in una somma
D, + 9P, + 92Dy,

ove @, (r=0, 2, 4) sono forme di grado i, e ®,, ®, sono apolari
alla ¢ (*) allora sard: ‘

D, =p2®, ¢ =pp.

Il rapporto ®,: ¢ & un invariante inirinseco, affatto analogo a
quello che nella teoria delle superficie abbiamo chiamato I elemento
lineare proiettivo.

(*) Si noti che, se a rigate «, v scegliamo le sviluppabili, cosicehé a,, =
=@y = 0, allora &, =k, dut+ kyp,, dvt,

3
Dy = 2 [ky)10 O0E - kg d0%] 2 0 q’o=-2—kuzz tals.
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Se le u, v sono le sviluppabili ed esso vale (Bdu*--vdv*):dudy,
noi possiamo, cambiando il fattore p, ridurre le forme ®, e &,
alle:

O, =VBy(@du' + 7dv') s =}Bydude
e chiamare queste forme normali e le Corrispondenti coordi--
nate normali. Questo metodo vale anche per le congruenze W,
perchd basta ricordare I’equazione delle asintotiche delle falde
focali quando a4y, =ag, = 0 per riconoscere che nelle nostre
ipotesi By+ 0 in tutti i casi, anche se la congruenza & W.

Si noti che le deformazioni proiettive non mutano il prece-
dente rapporto; infatti, assunte a linee u, v le sviluppabili, e
supposto che le due congruenze abbiamo comune la forma ¢, leo Puw =
=P, 6p, ecc., caratteristiche (cfr. il seg. §) per due congruenze appli-
cabili, dicono che k= k. . Da tali equazioni segue perd anche kyz=
= Ey199; ciod per Dapplicabilitd proiettiva & inoltre necessario,
che, scelte le coordinate di retta in guisa che le due congrenze
abbiano comune la forma ¢, non solo © precedenti rapporti abbiano
valori uguali per le due congruenze, ma che esse abbiano comune
anche U invariante P, . ‘

Non ci occupiamo di approfondire questo teorema, perché
noi studieremo la precedente questione per futt’ altra via, e
perchd, per approfondire il precedente risultato, sarebbe necessario
studiare le condizioni d’integrabilita delle (I) del § 101.

Alcune altre osservazioni.

Nelle applicazioni alla teoria delle superficie I'uso delle coor-
dinate di retta ha un ufficio di solito affatto secondario. Abitualmenie
si ricorre a coordinate di punto e di piano (¥). Nella teoria delle con-
gruenze cid si compie nel modo piti semplice usando le coordinate

(*) Perd recentemente il Thomsen ha trattato la teoria delle superficie
anche u}' coordinate di retta.
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dei fuochi e dei piani focali. Si pud anche ricorrere alle coordi-
nate di un solo -fuoco, dando in piu sulla corrispondente falda
focale il sistema coniugato, immagine delle sviluppabili; & questo il
metodo che noi abbiamo gia usato al Cap. V°. Si potrebbero anche usare
contemporaneamente le coordinate di un fascio centrale, cios le coor-
dinate z di un faoco, e le coordinate £ del piano tangente al-
Valtra falda focale, e studiare poi le espressioni Sdzd¢ e analoghe.
Si potrebbe anche definire una congruenza partendo dai due fuochi.
Se p. es. indichiamo con z ed 2’ i due faochi e con #, v le svilup-
pabili, si potrebbe p. es. definire con Wilezynski una congruenza
con equazioni differenziali di cui Jo prime sarebbero del tipo :

B=az4b5 o —oxt o

§ 103. — Applicabilita di complessi e congruenze.
4) Applicabilita del primo ordine di due complessi,

Vogliamo ora trattare di alcuni pitt recenti studii del Cartan,
il quale estese le precedenti definizioni del Fubini anche alla de-
formazione proiettiva (del primo ordine) dei complessi, ed enuncié
senza dimostrazione qualche teorema per la deformazione proiet-
tiva (del secondo ordine) delle congruenze di rette.

Due complessi ¢, ¢ luogo rispettivamente della retta P e
della retta p’, funzioni degli stessi parametri u (0= 1, 2, 3) (cid
che stabilisce una corrispondenza tra le rette dei due complessi)
sono proiettivamente applicabili del primo ordine, se per ogni
sistema di valori delle %, esiste una collineazione 7 che porta il
complesso delle rette p' in wun altro complesso 5, luogo delle
rette p, in guisa che per i valori considerati delle u, valgono
uguaglianze del tipo :

() p=pp Pi=op +np
0ve p, o, T s0n0 convenienti costanti (che varieranno col variare

Fusmvt o Crom, Lexiont di Geometria proisitivo-differenxials 38
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del sistema di valori dati alle u;). Se, come p.ossiamo supp.gire
senza nulla togliere alla generaliti, la 7' & unimodulare, & iden-

lscamente _
Sdp?=8dp?.

Ma dalle (o) segue che, per i valori considerati delle u,, &:
Sdp?=cSdp?.

Quindi, poiché alle u, possiamo dare un qualunque sistema gene-
rico di valori, sara identicamente

Sdp'? = ¢28dp?

ve ¢ & una funzione delle u,. . o .
’ Ciod : la condiz. mecessaria per U applicab. pﬂ?z?tlwa, del primo
ordine di due complessi é che alle rigate sviluppabili dell Zno oorr:-

; ; ili *altro. Dimostreremo che questa
ndano rigate sviluppabili dell’a ;
Z:dizione égam:he sufficiente. Infatti in tal caso le forme Sdp® e

Sdp'? dei due complessi sono proporzionali, e con una opportux}af
collineazione (*) applicata ad una di essi, potremo renderle uguali:

ap ,. 3):
Sara allora, posto p=1py, Bo=10, B = T, (=1, 2 3)
Sppn =8pipi G, k=0, 1, 2, 3).

Esisterd percid una trasform. lineare. intera: omogenea de'lleog,'
che muta in s& la forma Sp? e porta i 'valon delle P (corr%spon-
denti a un determinato sistema di valori delle ) ne; corn:ziet-
denti p,. E questa trasform. definisce appunto una tf'asbc?;;m: pmiet-
tiva dello spazio ambiente. II problema. de.lla' ap%hca ili z;oi) o
tiva del prim’ordine di due complessi c'ommde unqu:; seco}; -
blema della rappresentabiliti conforme ‘dl du? f’ormed 1t. coondo
grado in tre differenziali du, (forme differenziali quadrz; x;iBZi

narie) : problema gid studiato e risoluto dal Cartan e da .

(*) Questa collineazione sulle », avra un modulo, il cui segno ¢ guello
di Sdp’: Sdp Qui con x indichiamo coordinate di punto.
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B) Applicabilita proiettiva di due congruenze. (F)

Per I’ applicabilita proiett. del 1° ordine di ‘due congruenze
K, K’ si trova come sopra la condizione che le forme Sd %, Sdp'?
ad esse relative siano proporzionali fra loro, condizione che equi-
vale all’altra che, trasformando una di esse con una opportuna
projettivita, le due forme Sdp? ¢ 8dp" siano identiche, Quali
ulteriori condizioni sono necessarie per 1’ applicabilita proiettiva
del secondo ordine? Come sappiamo, bisognera che per ogni
sistema di valori delle %; esista una collineazione tale, che se essa
porta K’ nella congruenza K luogo della retia ?, allora, per il
sistema di valori da noi considerato delle u;, valgano le:

i

Puw=6Pu +28p,+ap  p..— P + BP. + 1P, + bp
@ T p=epe-

{ Po=¢ep,, + 21p,tep Pu=c¢p, +i» po=ep,+ mp

con B, 1,4 b ¢ I, m costanti (che pero varieranno al variare
dei valori dati alle u). La identita Sdp® = 8dp'? da 2 — 1, cios
e =+1. Mutando le p di Segno, se e = —1, potremo rendere
e=1,.

Uguaglianze affatto simili si hanno sostituendo alle Poirs 5
Pusy Po lo derivate covarianti rispetto alla Sdp? — Sdp'?t =
=8dp? = Za, du,du,; si trova cost (posto B =B, y= Be s
G=by, b=by, c=uby,

e Pro = Prs + €D + Bopy + B p,
ove:
rs rs
Cos = b, (1) I — (2)m
Ora:

- - 0 - — = -  day, 1 day,
Spvpm.=373pupv~5mpw—W—?W—Spva
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perchd K e K hanno gli stessi coefficienti ay,. Percid, nel punto
considerato, si avra in virta delle (1):

(@) —may,+2B6,3=0 o similmente —lag+-27a,=0.

= —2-=8p,p,, donde:
Cosi : Spv Puc = 2 u 2.P

= imilmente :
Basy + 783 —ma, =0 e similme

2)us
Eh Tay; + Pagg —lay =0.

Infine, poiché la differenza h,,59 — hyyy, dipende soltanto dalla
curvatura di

Y ay, du, du,

e percid ha valori uguali per le due congruenze, sara ancora in
virti delle (1),

(2)ser A (BrBs + ) =0.
Eliminando I, m dalle (2) e (2),, si ha:
Gy (Bags + 781 = 2Bal g (Bagy + Y8y) = 274h
ciod : a3 (a3 —oau7) = 0.
Dunque: se a;, 0, sara:
GygB=a,,7 donde: 2By, = 2Baly, 2788y =274},

ciod, essendo nelle nostre ipotesi a;ay —a}:F0, per le (2),

@htey Phar |
(@) (s a,%0) B=y=0, l=m=0, Zducu=0.

Se invece fosse a,y =0 si troverebbe:
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7611 = —Pay, l=m =0 (perché a,,a, % 0) oltre alla (2),,.

Se ay; = 6y =0, se ciod assumiamo a rigate u, v lo sviluppabili
delle due congruenze che necessariamente si corrispondono, le
(8) danno:

4 0, =6 =F=v=l=m=1c;y =by =0
e le (1) diventano semplicemente :

p=5) pu::;u) pv=;~z
(8 - - -
Puw =Puu + 8P, Puo = Puvy Do = Pos+ CP.

Se noi ci muoviamo nella direzione du:dv (di spazio rigato) le
rette lungo cui si muovono i fuochi, o rotano i piani focali costi-
tuiscono due coppie di rette, ciascuna delle quali & determinata
(§ 99 A) come quella coppia di rette, che & intersezione di certi
4 complessi lineari. Basta osservare le formole precedenti per rico-
noscere che il sistema lineare o2 determinato da questi 4 com-
plessi relativi 4d una congruenza coincide col sistema lineare analogo
relativo alla seconda congruenza, che ciod corvispondentemente alla
direzione du:dv di spazio rigato, i fuochi della K e quelli della K
8 muovono in una stessa direzione cosi come i piani focali di K e
e quelli della X rotano intorno alla stessa direzione. Dal che segue
anche in particolare (come si potrebbe anche dedurre dalle for-
mole (6) del § 99) che ai sistemi coniugati di una falda focale di K
corrispondono sistemi coniugati della falda omologa di K; ciod
che le falde focali di K somo tangenti alle falde omologhe di K e
che le asintotiche delle falde focali di K corrispondono alle asinto-

tiche delle falde omologhe di K.

. . . . d
Supponiamo ora viceversa che per ogni walore di 'd_:' le rette

in cus cominciano & muoversi i fuochi od a rotare i piani focali
siano le stesse rette sia per la congruenza K che per K, e siano
soddisfatte le

(6) p=2p, -i’u:Pu'*‘lp, ;’v“_‘pv'*‘mp'
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Allora i citati due sistemi lineari di oo3 complessi relativi a K

coincidono coi sistemi lineari omologhi relativi a K. Se le u, v
sono per es. le sviluppabili, questi sistemi lineari sono uno
quello definito dai complessi p, p,,, p,, Pu.dt -+ Py dv =dp,,, Valtro
quello definito dai complessi p, p,, »,, dp,. Affinche sia soddi-
sfatta la nostra ipotesi dovranno dunque valere {per il sistema di
valori #; da noi considerato) le:

Puw = Py + 8D, + tp, + ap
Puv =1Puy + M py +1'p, +bp

Puoo="Dy +t'p, + & p, +cp

ove r, s, ¢, ecc. sono opportune costanti.

Poiché ;3 = —Spp,, = —8Ppp,,, dovra essere r= 1.
Con ragionamenti analoghi ai precedenti dalla Sp,p,, =0 =
= 8P, p.. sitrae: Uay—lay =0, ciod I =1 e analogamente
m=m',

Dalla 8, p.,, = 8p,Pu, =0 si trae {=0, e analogamente # = 0
» S;u;rv = Spu pvv » » 8 =0) » » 8 == O

» higg —hyg1y = Bygg— hyyy, sl trae infine:

L, 12 12
Im=1m =cm=b—(1)l——(2>m=b

cosicchd, le equazioni da aggiungere alle (6) sono le:
(0 Puw=Pu+aP Puy=pu+mp, +1p,+ Imp

Do =D + D

Le (6), (7) coincidono con le (5), se I =m =0. Dunque:
La coincidenza delle sopra citate retie su cui & muovono § fuochs,
e di guelle attorno a cui ruotano i piani focali per lu congruenza K
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€ per una conveniente trasformata proiettiva K di XK', ¢ condizione
necessaria e sufficiente per U applicabilita proiettiva ds K, X', quando
8i suppongono soddisfatte le p = p, p, = p;.

C) Studio delle falde focali di congruenze applicabili
(del secondo ordine).

Supporremo qui le sviluppabili w = cost., v = cost. reali,
lasciando al lettore la facile estensione al caso di congruenze con
sviluppabili complesse.

Sia z un fuoco di una retta generica p della congruenza K;
€380 generi una superficie §; sia

8) = (x=z,) (u, v essendo le sviluppabili).

Se 2’ & il fuoco omologo della retta »' corrispondente alla 2 nella
congruenza K', le asintotiche della superficie S luogo di &' cor-
risponderanno alle asintotiche della superficie § luogo di =; e
noi potremo normare le z’ in guisa che

9 (@' v, 2,d*2) = (z2, z,dz) .

Restera nelle- #' soltanto una indeterminazione di segno, e sara:

P =R(@2) (R= fanzione di u, v).
Posto

By =Mz, -+Qx,+py,% (cosa lecita, perchd u, v sono coniugate)

(10)
z, =Mz, + Qx + phz,
si avra:
(11) Py = (xu + Qx) Ty — Mx) D, = (x x,,,,)

Spu P = (x Zy 2y x'vv) = ((C' zt,o x:f x:w) .
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Confrontando con Sp,, p,, che, per le precedenti ipotesi, & uguale a
Sp.p,, se ne deduce R2=1, ciod B =+ 1. Porremo R = 0=
=1, scrivendo:

(12) F=—o@z) (o=+1).

Ora per ogni sistema di valori delle w, v deve esistere una

proiettivita unimodulare che porta il punto ' nel punto z ==z,
una retta tangente ad S’ nella tangente omologa di S, le coordi-
nate p’ nelle p, le p;, e P, nelle p,, p,. Indicando col simbolo =
due quantitd che si corrispondano in tale proiettivita, dovra dunque
essere per 1 valori considerati delle u, v:

(13) ' =rz z,=0x, + Az %, =0z, + tx
(P =0 2)= (o2,
(14) Pu =0 (d'z,,) + o (@, 2) = (z2,.) + (z.2.)
po=0 (2'2,,) = (22,,) .
Poiché da (13) si ha (2'#))=ro(zx,), da (14) si deduce:
(15) wro=1 cid o=ro=+1.
Seé a,= ;,,, ciod se z,, sono le quantitd omologhe ad z,,

. . .. 02
nella nostra collineazipne (ciod somo i valori di 3_5; nel punto

considerato calcolati per la superficie S trasformata di S nella
collineazione) sard (nel punio considerato) per 1'ultima delle (14):

o2 z,)=wr (x;,,,,) = (& Zyy)
ossia
xvv

o +nz (n = conveniente parametro)

4
x'}‘”

]

donde :
(@' 2,2, 2,) = 0o (z2,7,2,,)

eperla (9): wo?=1, s=++1, o=1,
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Cambiando eventualmente il segnd delle «’, che abbiamo osservato
essere non ancora determinate di segno, potremo reudere s =1,
e quindi per (15)

W=06=7r=1.

Quella delle (14) che corrisponde a p] diventa, se la nostra colli-
neazione porta a, in z.,

(@ 20)+ 0 (2, + A2, 7, + pa) = @Ty,) + (2%,

ciod :
(0—1)(@,2,) + Ao (@ 2,) + po (X, %) + (B, Ty — Byp) = 0
(0-—1) (z,2,)+ (=, \oz,—t02, + T, —2,,) =0.
Donde si ricava, oltre che di nuovo w =1, anche la:

’

By =Xy = Xy + T2, — A2, + p.

Da- (10), (13) si trae, ponendo M =M —M, 8Q=Q —@Q
e analoghe:

x:mEMl (xu + )‘x) +Q' (xu + P‘x) + P;zxz L2 + xuaM +
+ 2,8Q +z@py +MA+Qp). )

Confrontando con la precedente si trae: t=0M, A= —28¢Q
e infine

p=0pp+ ML+ Qp=23p,+ QM —MQ.

Cosicche in conclusione le nostre formole sono (per il considerato
atstema di valors delle u, v)

=z =, —x0Q z,=x,4+ 28 M

fll

(16)
x:szw'l"nx x:szuv‘*—xuaM'i" z,8Q4- w(apls +QaM—‘MaQ) .
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Nel seguito sottintenderemo sovente che le nostre formole valgono
solo per i considerati valori delle u, v.

Dovremo ora trovare sotto quali condizioni avviene che,
dando alle %, v gli incrementi du, dv, il secondo fuoco

0x'

e%)) x| =2, — M 2’ |[non si confonda con # = Tu

della congruenza K’ si sposti lungo una retta, che nella nostra
collineazione & trasformata della retta lungo cui si sposta il
secondo fuoco

(18) 2, =2z,—Mz

+ della congruenza K, insieme alla proprieti analoga per il secondo

piano focale.
La (17) da per le (16)

ri=wx,+ 20 —Mz= (2,4 23M)— (M 4+ M) 2=
=z, —Mr=zx
cioé (per ¢ considerati valori delle u, v)
19) T =z,.
Ora valgono le:
=-t=g, —M,r—Mz,=Qz,+ (pg—M,)x;

Ty, = Zpy— M, — Mz,

insieme alle analoghe per i, , zj,. La condizione sopra enunciata
per i fuochi si enuncia dicendo che esistono dei parametri R,
L, T tali che

R 4 L
.Rx;“—i—Lxl:z“‘ Rxlv—f—Txl:ml,,.

La prima dice che:
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RQz, + @ — M)z ]+ L =Qx, + (1o — M)z

la quale, per le
=z, z,=z,+ x8P,

equivale alla:
RQ+3Q)z +2[RQ+3Q)8M + Ryjy— RM,] +
+ Lz, —Mz)=Quz, + (pp,— M,)x.
Le seconda equivale similmente alla :
B2, +ve)—M.x—M' (z, 4+ 28M) 4 Tx, — TPx =
+ Xy — M, 2 — Mzx,.

Confrontando in questa i termini in z,, si trae B = 1. Confron-
tando poi gli altri termini nella seconda e nella prima equazione
trovata si ha:

IT—=0M=ny n=08M,+ MM+ MM =23M,+ & (M?
L=—8Q=Ax @-+23Q) oM+ 6p, —8M,+ M3Q=0.

cioé (per i considerati valor: delle u, v)

(20) 25, — 2 0Q = 7y, xp, + 28 M = x,,
(21) n=28M, -+ & (M?)
@ S(MQ+ p, —M,)=10.

Le (19) e (20) sono affatto analoghe alle prime delle (16); la
(21) determina n.

La relazione piw importante é la (I); essa dice che le equa-
zions (10) di Laplace relative al nostro sistema coniugato per le due
superficie S ed S’ hanno uguale il primo invariante (per il sistema
considerato di valori delle u, v). St nots che le equazioni (10) sono
relative alle coordinate di punto (F).
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D) Continuazione. - Formole duali delle precedenti.

Riassumendo noi abbiamo con le (16), (21) e (I) tenuto
conto delle p' = p, p,= p;, e del fatto che nella nostra collinea-
zione si corrispondono le rette lungo cui cominciano a muoversi
i fuochi z, o, ed «', z} quando le u, v ricevono gli incrementi
du, dv. Per trovare tutte le condizioni affinchd le congruenze
siano proiettivamente applicabili, bastera trovare quando nella
nostra collineazione si corrispondono le rette intorno a cui comin-
ciano a rotare i piani focali.

Osserviamo a tal fine che lo rette (£, &) ed (z, @,) coinci-
dono, e che il rapporto delle (£, &,) alle omologhe ( w,), dipen-
dendo soltanto dalle a,,, & identicamente uguale al rapporto delle
(¢'€,) alle omologhe (2 ). Percid, posto p = (§£,), potremo ragio-
nare su queste come prima sulle (zz,). E allora, per dualits, noi
possiamo  senz’ aliro prevedere il risultato fimale. Ma, per essere
completi e perchd sia ben chiaro il tutto, preferiamo trovare tale
risultato per via diretta. Dobbiamo dunque ricercare le rette attorno
a cui ruotano i piani focali quando le %, v ricevono gli incre-
menti du, dv. I piani focali £ &' tangenti ad S, S’ ruotano attorno
alle tangenti alle S, S° coniugate delle rette su cui cominciano
a muoversi i fuochi x, «'; la- nostra condizione & quindi certo
soddisfatta per tali piani percheé su 8, 8" si corrispondono asin-
totiche e sistemi coniugati. La condizione relativa ai secondi piani
focali sara pure soddisfatta in modo analogo allora soltanto che
anche S; ed 8] si corrispondano con conservazione delle asinto-
tiche (¢ quindi anche dei sistemi coniugati). Scriviamo dunque
questa condizione. :

Le coordinate § & sono date da

1
¢ = V_in(wx" z,) e analoghe per §' =§.

Varranno equazioni del tipo:

L0)ue b = pbu 4 2 + 7pé, o =8 + W8+ widl.
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La teoria delle superficie insegna che M + p, @ - x dipendono
golo dai simboli di Christoffel per la forma F, comune ad 8§, S".
Percid g+ M e 4 @ sono rispettivamente uguali a ¢’ + M,
* + Q. Posto 8y =y — p e analoghe, sara cosi:

(10),er Sp=—08M dx=—3Q.

Poiche, se T&, TE, ecc. sono i trasformati di £, &, ecc. me-
diante la nostra collineazione :

0=2S8a =8(I&)(T2') =Sz(TE), 0==8=¢ —
—a,;, =882, =8(T&)T () =8(TE)(z,—%8Q)=S=,(T¢E)—
_a11=Szu£u;
sard

Sz[(TE)—&]=0, Sz [(T&)—E&]=0

e analogamente Sz, [(T&)—£,] =0;
sara percid :

T8 =48+ o6 ossia & =& +o,6, &=¢ + k.

Si tratta di determinare «; ed a,; a tal fine si noti che I’iden-
titd dei coefficienti a,, della F, per S ed S' provano che

S(&u + ale) (xw -{—-nx) _S(&o + G2é) (mm} + wuaM + xan +

+ 2 [0pp + QOM — M3Q]) = 8(T8) (T xp) — S(T4) (T 2w)=

— o ’ o 6a22 8a12 —_—
—Seuzw Sevxuv—“'éT“T —Séuxm;_sgvxuv'
Se ne deduce a; = — 3@ e similmente a, = &M, donde (nel

punto considerato) :
(16)ns  £u=§, —§0Q £=¢ +¢3M (olire alla & =§).

Dalle (10),,, e (10),, si deduce poi:
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(16)her & =Eu — E.OM —£,8Q + (n3% - wp + Bmy) €.

Posto al solito 2X = A, 2 =—1—x,1 +-—Lz22 si ha:
@1 Go2

SX&=0;. quindi —l—Se¢m....+ ——I—SE:%
@51 P

ha un valore dipendente solo dalle a,, e percid ha lo stesso valore
sulle due superficie. Poichd

SE: 2?:.,,. =S (Te:) (TZ:,,) =S (et+ d;&) (xvv + nw) = Sexw + Oy lgg y
se ne deduce che

Sz, =S(T8)(Tx,) =S &+ b)) (Tw,) = Sk, — 0,0, .

Percio :
Sx,é;/u=a11=5x5uu;
roar aa‘u ot aall
qu&uu— '_a';'—s zuu'—_ﬁ——seuxuu—
—a,,8Q = Sx,6, —0a,,0Q.
Cosi
Salf = — 22 sga, =28 g(re) ()=
v Suy au % YU au uv,
0
=— S8 6 —80Q) Bu + M+ 2,8Q +2 [ ]) =
=_aac::2’_55uxuv+a1]8M = Sz,8,,+ 6,0 M .

In conclusione :

S (@ + 0,3) buw = Sk + 28y = S 28, = S (@ + a,2) (TEL)




[§ 108, D} COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 595

Sa'g,, =Sz (TE,) =S«t

ut% )

ossia :

So(Thw—tu) =0 S(a+a2) (P — ) = 0
Percio : ’

(6)qusser  TE =6 +va  ossia &, =¢,, + va
wu b
dove v & un parametro che calcoleremo ben presto

Le (16)y,, (16)
s ter s (16)qusier SONMO le formole duali
Le due seconde falde focali sono inviluppate dai pi::zl; felle (0

G=§ —uxé f =6 —n'¢E.
Valgono le:
& =& — %€ — g =pE + (mle — ) &'E[J.’&u +
+ (n — P«’aQ——‘K,',)é—-—‘
= €1u+ 5148114 +§(5n,2—p.'3Q—5’nv) =
=&+ &0+ E@my +28p + won— dx,)
ciog v

(20), Equew‘f'&laP"F&(a”m+5[7‘P']—a“)
ele v

Su=E8u—l — W =6, + v — it —o €. —E8Q) =
=elu—guax +&(+ V—'ax; + X‘,aQ) =

=L —§0 % —E(x0n —WoQ —v & Sul)

ciod

(20)ter 6{14 =6, — 6167‘ +¢ (Va [%2 -+ %u]) .
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Lo (20)y, © (20} sono duals delle (20). Le equazioni delle
asintotiche sulle due falde focali si ottengono annullando

S (Eludu + &,dv) (@ du + i,d0) e analoga in &, %1

Poiche nella prima alle £, £, @b, @, possiamo sostituire
T¢, e analoghe, otterremo per le formole precedenti che la dif-
ferenza di queste due forme &:

v —3 [ +x])du+ §(mpg + % — %) dv) ><
X S ¢zwdu + E,dr) ()

ove !

S(&x,,)=—5x15u=0 S(&zw)=—-—5x1&,,=an.
Tale differenza & pertanto

. v — 8 [x*+ w])du + 8 (T + 2 — m‘,)dv‘ dv.

Essendo le %, v coniugate anche sulle seconde falde focali, sara :

(1) y =28 +n)

che ci di la v con una formola duale della (21), che dava n.
Si avra dunque corrispondenza delle asintotiche sulle seconde

falde focali soltanto se
dan (Mg + 2p— %) =0,

formola duale della (I). Questa formola, insieme alle precedenti,
si poteva anche ottenere, cOme gia dicemmo, ripetendo i prece-
denti ragionamenti, gia gvolti per le coordinate Z ed z' di punto,
per le coordinate &, ¢ di piano tangente. L’ uguaglianza degli in-
varianti (pg + @M — M) e (Fin + %p —x%,) & anche sufficiente
per 1applicabilitd proiettiva delle due congruenze. In tal caso la

(*) 8i ricordi che SEx,=‘S§la:1=SEiw1.,=SELm”=O.
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collineazione 7' che porta #’, z,, z,, #,, in =z, x,— 28Q,
z,+ x0M, z,,+ x0(M, + M?%) & unimodulare perché (&' xlal)=
= (X%, %,%,,). I calcoli precedenti dimostrano che la 7' porta
ciasouna falda focale di K’ in una superficie S tale che una dire-
gione tracciata su S ed uscente dal punto assegnato coincide con
la direzione omologa della corrispondente falda focale di K. Poichd
valgono poi le p=3p', p,=p], segue appunto che K, K’ sono
applicabili.

Possiamo adunque asserire : Condizione necessaria e sufficiente
per Uapplicabilitsy proiettiiva di due congruenze (del 2° ordine) &
che le asintotiche di una prima falda focale dell’ una corrispondano
alle asintotiche della falda focale omologa dell’ altra, e che su tals
Jalde il sistema coniugato delle sviluppabili abbia p- es. lo stesso
primo invariante per la corrispondente equazione di Laplace relativa
alle coordinate di punto, ¢ lo stesso secondo invariante per U equa-
zione di Laplace relativa alle coordinate di ptano tangente.

Naturalmente si corrisponderanno anche le asintotiche delle
seconde falde focali,

E) Trasformazione delle precedenti condizioni.

Di pit notiamo che, per note proprietd degli invarianti di
una equazione di Laplace, il precedente teorema lascia completa-
meate indeterminato il fattore di proporzionalita per le coordinate
di punto e di piano tangente delle considerate falde focali. Se esse
sono scelte nel modo sopra citato, si osservi che, oltre alle

_ (12 B191 _ {12 @y99
u=(7) + 2 0=(5)+ =

11 22
valgono le:
(12 G191 _(12 %122 .
A!L——(l) et =\ G

sostituendo alla (II) la differenza ottenuta sottraendola dalla @,
si otterrd essendo & (’;8) =0 perchs @, =a’,:

Fumit e Excn, Lexioni di Geomelria profsttivo-difforsnials. ’ 30

~
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12\ 3da
s —ra+ 8 () o (22) —o(T) - -

33 2

12\ day,
—) —22_ =0.
(2) a1

Ora essendo a;, = 0 le (11) del § 14 B dicono, ricordando le rela-
zioni di coniugio, che:

— %us1— %2 % %um
fm —Fa = 311 Agg a5
1 aa,‘n_s(IZ) _3(12 a )_
—'—“1; ( Pu 1 193 o | 2z

a;, \ v
dlo
_ 1 dayy 3 dlogay ) 3 agaaz m)_
T agy \ Ou 2 v 2 U
1 [da 8 dloga,, 3 dlogay, )
—Eﬁ(ﬁ“z" o T Y T m
ossia :
1 dagy 1 dayy
22) Te T Pe =T o 9w T ay 9w

Sostituendo a m;, — P, questo valore, la formola precedente
diventa:

1 1 —5 (ﬁ_zg\' —3 (‘_'_12) +
T ag Gz — 1 (2. @22 )u %11 /v
_1_ day 8ayy, __1_ 83,4 802’2_ =0
a,; 9v  ay Gyg OU Gy

ossia :




[§103, 1} COMPLESSI E CONGRUENZE DI RETTE 599
@8) 8 (‘12.’2) a(?ll-') =0,
Gog /u + LT

Dunque: Alla identits (IT) dei due invariant per U equazione di
Laplace relativa alle coordinate di piano langente 81 potrd sostituire
la (28), che contiene solo coefficienti dell’ elemento lineare proietiivo
ed & quindi identicamente soddisfatia se le falde focali S ed S’ sono
proieitivamente applicabili,

Notiamo un’altra forma che si pud dare a (23) per le rela-
zioni di coniungio :

é (“1_“) S (_‘f_z) =0
a1 u+ Go2 /o

ossia :
12 aA 12 a
() + 4o [(2) + 2] o
ossia : )
29 S(M.,+Q)=0.

Riferendoci dunque alle sole equazioni (10) in coordinate di
punto possiamo dire :

Due congruenze somo proieltivamente applicabili se p. es, le
prime falde focali si corrispondono con conservazione delle asintotiche,
cosicché si possa supporre che esse abbiano uguale forma F,; e
se le egquazioni di Laplace (10) per le coordinate di punio rispetio
al sistema coniugato determinato dalle sviluppabili abbiano uguali
primi invarianti ed eguali valori di M, + Q,.

Non riesce poi difficile del resto verificare che solo in tal
caso le p = (zx,) soddisfano a tutte le condizioni (5).

F) 11 caso singolare di Cartan.

La rigata du:dv =1L ha nel punto x4 p2; il piano tan-
gente & determinato dalle:

Semx = Senzl — O
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SE" (Lxu + xu) + PSE” (Lxlu + x!v) = 0'
Quindi o =8+l
ove

—aLay; +p8S(§ 4 08) 2, =0,
08sia

—aLay, + pay — 903(212) -+ t 31 a,,=0.
81

Dunque, se 8ay,;, = 0, tale piano tangente & lo stesso per
rigate omologhe. L’uguaglianza degli invarianti di poi &age = 0.

Dunque: 8Se le falde focali omologhe delle due congruenze sono
proiettivamente applicabili, rigate omologhe delle due congruenze hanno
in punti omologhi due piani tangenti che si corrispondono nella col-
lineazione che porta una delle due congruenze in una lerza con-
gruenza, che ha un contatio di secondo ordime con U alira delle con-

gruenze assegnate.

@) Nuova trasformazione delle precedenti condizioni.

Date le superficie S, S’ vogliamo vedere se esse possono
essere falde focali di congruenze applicabili. I precedenti risultati
non si possono applicare senz’altro, se non si conoscono le linee
corrispondenti alle sviluppabili.

Variando le precedenti notazioni, siano u, v le asintotiche
delle S, S’, che necessariamente si corrispondono; e sia du —
— pdv = 0 I’equazione delle linee inviluppate sulle S, S’ dalle
sviluppabili delle congruenze, Per i risultati del § 17 C, avremo che:
Le 8, S' sono falde focali di due comgruenze applicabili, se su di
esse 8i corrigpondono le asinfotiche 1, v, e se esiste una funzione p
(u, v) tale che sulle due superficie le due quaniita :

(25) (Bp)e — (—g—)“
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/ 1

(26) ' .
To 1 4 pv)
+ / M L — 2y 22
. \ e T TAT p?
abbiano wuguali valori. In tal caso le mosire congruenze sono quelle

formate dalle tangents alle linee du—pdv =0 delle due super-
ficie 8, §'.

H) 11 caso singolare.

Un caso particolare notevole si ottiene (Cfr. F) supponendo
che le due superficie 8, &' siano proiettivaments applicabili,
ossia abbiano uguali B, y. Allora la condizione (25) & soddisfatta
- qualunque sia la p. E per le linee % = p inviluppate sulle su-

perficie dai raggi della congruenza si ha:
p*CL—3M =10, ossia du?(3L)—d® (M) =0. .

Non potendo essere p =0, oo, sard §L+ 0, 3M 0 e, come segue
dal § 16 D, potremo percid rendere, mutando i parametri delle
u, v, 0L =8M =1. Dovra essere allora B, =17,; e le nostre
linee saranno le % - v = cost, le quali formano un sistema
coniugato RB. Si ha dunque il caso particolare gia enunciato dal
Cartan (che lo ha chiamato il caso singolare) senza alcuna dimo-
strazione: Una classe di congruenze applicabili si trova scegliendo
due superficie R applicabili, e tirando le tangenti all’ uno od al-
Ualtro dei due sistemi di linee che su di esse formano un sistema
coniugato R. Questo caso & anche dal nostro punto di vista singo-
‘lare, perchd soltanto per esso la condizione relativa a (25) & sod-
disfatta identicamente (qualunque sia p). Questo caso si pud anche
caratterizzare come il caso delle congruenze W, le cui trasformate
di Laplace sono ancora congruenze W, oppure con la proprietd
geometrica enunciata in F.

Tranne !’enunciato del Cartan che una congruenza & in gene-

-l
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rale proiettivamente indeformabile del 2° ordine, e che le con-
gruenze deformabili (le precedenti escluse) dipendono da una fun-
zione arbitraria di due variabili, non si ha finora alcuna ricerca
sulle classi di superficie 8, 8 che si trovano nelle condizioni
sopra enunciate.

I) Altra deduzione delle formole precedenti.

Le formole ottenute in G si possono naturalmente dedurre
direttamente, assumendo fin da principio coordinate asintotiche
u, v sulle nostre due superficie, ed applicando le formole del § 41
del Cap V. Abbiano le due superficie la stessa a;,=ed, o
giano :

2 =pz+2(42, -+ Bz,) oy =p'z 4 2(4'z, 4+ Bz,

i secondi fuochi delle nostre due congruenze, dove p. & dato dalla (2)
del citato §, e p' & la quantita analoga calcolata per la seconda
superficie. Sard A4 : B =yp. Si vede facilmente che la proiettivita
che porta la congruenza K’ in una congruenza K che ha il voluto
contatto con K deve portare z' in z, la retta (z'2,) in (z=,),
ecc.; o che pili precisamente si ha (con conveniente scelta delle
coordinate omogenes) (cfr. le (5) del § 103)

r=gz z,==zx,+lz z,=z,+mz
/ A B
Xl = Xy + Az -+ mz, + lx, ove 2l+—§~63=2m+2-81=0.

Esprimendo che al variare di dv:du i fuochi 2, ed | si muo-
vono in una stessa direzione, che ciod z ==z,, Rz, + Sz, = z,,,
Rz, 4 Tx ==, si trova eliminando A, R, S, T che:

1

A
A|— 5 Z wdB 4 dp, +248p,; + 1w + 8 +

+24,+246,) 4 2m (B, + AB + 43p)| =
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1 B ’
=B|— 5 — 87+ 8, + 2B3pyp +m (. + Sp. +
+ 2B, + 2B8,) + 21(4, + By + Béy)|.
Sostituendo a , I, m i loro valori, osservando che:

A? B2

la precedente condizione diventa per le (5) del § 16:

A3
0 =2A28q11 + —.B_ 8Bu'— 2A263v +

. B, A, _ 4, A
+ 8B [2A2~F—2AAV+2A2—B-—-2EB,‘—§§ }—

3
— 2By — b, 4 2B 0, +

B B B!
ot g —2pn 4 2p -2 A — i —

~ bl ol

La condizione analoga per i piani focali si ottiene semplicemente
mutando 8, 7, B in —8, — v, — B. Potremo dunque annullare

soparatamente quei termini della formola precedente che con tale
cambiamento mutano di segno e quelli che restano immutati.
I primi danno:

AZ(——283V+2% 3p—2 jvap) +

+32(2a1,—2%'-‘a7+2%a~;)=0
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osgia, poichd A:B=p, si ritrova la condizione che (25),, ha

uguali valori sulle due superficie.
Dai termini che restano immutati di segno si ritrova che:

A’(an + P+ 2P0 — —; p’ﬁ2)+

| B —9q4,.— T b L
+ ( 922 o +2'{pg+ 2 pg

ha uguali valori sulle due superficie. Si ritrova ciod la cm;dizione
relativa a (26).



Cariroro XII.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA
PROIETTIVO - DIFFERENZIALE NEGLI IPERSPAZI.

§ 104. — Le forme fondamentali delle ipersuperficie.

4) Preliminari geometrici. (F)

Riprendiafno gli stessi metodi che ci hanno servito per le-

superficie. In uno spazio 8,,, ad n 41 dimensioni siano z,
¥ ..., t un sistema di » 4 2 coordinate omognee; talvolta por-
remo la prima di esse uguale ad 1, le » successive a Zy, Tyy...,
,, ultima a z. Le z, o la z costituiranno un sistema di n -+ 1
coordinate non omogenee. Sia data una ipersuperficie V,; senza

limitare la generalith potremo supporre che z = 0 sia Piperpiano

tangente nel punto O generico 2, = z, = ... =1, =0. A meno
di termini del quart’ordine varrid uno sviluppo :

2= Py () + Py(),

ove P; & (per ¢ = 2, 3) un polinomio omogeneo di grado i nelle .
La Py =0 definisce lo direzioni lungo le quali Piperpiano tan-
gente incontra V,; direzioni che pertanto formano un cono qua-
drico, detto cono asinfotico. Le quadriche di 8,11, la cui inter-
sezione con V, ha in O un cono di terzo grado di direzioni tan-
genti, sono le quadriche la cui equazione & del tipo :

z2—Py+z(hz+ P) =0, ove P=23Xhaz, (&, h; = cost.).
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Il cono cubico di direzioni tangenti in O alla quadrica ed a ¥, &
P+ P,P=0, -

Vi sono oo" di questi coni dipendenti dalle costanti k. Se il
-discriminante 4 di Py & diverso da zero, ve ne & tra essi uno e
uno solo (cfr. Introd. § 4 B) apolare 0 coniugalo a P,.

Ponendo t =P,, & = z,P,, nello spazio =, ad n dimen-
sioni, ove le &, ¢ sono coordinate omogenee si trova una ipersu-
perficie W di terzo grado con punto doppio; il cono tangente nel
punto doppio di W & I'immagine del cono asintoto; le sezioni
iperpiane I'immagine dei coni cubici precedenti, la sezione prin-
cipale I’ immagine del cono cubico apolare al cono asintoto.

Se 4 =0, potremmo talvolta al cono cubico apolare a P,
sostituire un altro cono definito pure in modo invariante; p. es.
se n = 3 sostituire ad esso il cono immagine di quella sezione
piana di W che passa per due delle rette di W, che escono dal
punto &) =z, =... =2a,= 0. Ma tale considerazione intro-
duce degli irrazionali.

B) Formole fondamentali. (F)

Passiamo al lato analitico della trattazione; supponiamo le
Z, Yy..., t funzioni di » parametri u,, uy,..., u,, e, per ora,
indichiamo provvisoriamente con indici apposti alle z, y,... le
loro derivate.

Poniamo :

Fy =%, 2, 23y.0., 7, &2)

{1 3
O Dy = \(z, #;, 25,..., 2,, dz)— -2—dF,.

Come nel caso delle superficie si prova che F,= 0 & I’equa-
zione del cono asintotico e che ®, =0 & !’equazione di uno
dei citati coni cubici (variabile con A e col fattore per cui si
moltiplicano le coordinate omogenee). Tra questi coni cubici quello
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apolare ad F, si trova, come ora pioveremo, ponendo A = y?{-}? s
ViBI
se B & il discriminante di

(2, 2, 2,,. oy Xy 8%2) = b, du,du, .
Posto B,, uguale al compl. algebrico di b,, in B, diviso per B, e

D; = A2, du, du,du, )

si avrd in tale ipotesi

1 /ob ab ab
b, = e By By (220t 4 9Om  OOu
4 (zzl 3 Tn &, 3) 92 (au‘ + au‘ + aur) +
1 dlog B 0 IogB dlog B
+ 2(n+2) (bﬂ au‘ +brt +b-“ F) ’ )7
© quindi

0b rt 1 dlogB
) B,.b,, =3 B,, —_— —_ g
.6 12 e [(lexg . Z, xr;t ausJ ?(r) + 2 au‘ )

t
ove (rr) sono i simboli di Christoffel di seconda specie per la

2b,.du,du,. Gli ultimi due termini del secondo membro si elidono;
bastera dunque provare che & nullo il primo, cioé che & nullo

{2) ZXB, (2% .. 2 X Ty ... @, Tpy)

irs

Ora, se X, Y... & un sistema di quantita tali che (xzy... 2, X)=1,
dalla deﬁmzmne delle b,, segue che valgono delle formole

z, =b,X + Wors & +zvrﬁxjy
7

ove le p, v sono quantity che ora non ci interessano. Pertanto la
(2) vale
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2 2 B, [Viub,, — b,y Vo] = 2 (Ve — Vm) =0,

ins

come si doveva provare.

11 valore della forma @, corrispondente a questo valore di A st
indichera con Fy. In generale ogni altro valore di @, differisce
da Fy per il prodotto di F, per una forma di primo grado. Ma

noi intenderemo sempre di aver fissato < y“‘
E porremo
Fy = %a,du.du, = —-1— (rzy...2,d%2)
®) Vidi
Fy = Xa,,du,du,du,
1

ove A & il discriminante di Fy, e quindi A = TI_Z—I-

Le forme F,, F; sono determinate dalla ipersuperficie in
modo émpropriamente intrinseco (perchd cambiando e soltanto di
segno per trasformazioni sulle %, a Iacobiano negativo) e invariante
per collineazioni a modulo 1. Le collineazioni a modulo — 1 le
cambiano di segno; quelle moltiplicative le moltiplicano per uno-
stesso fattore positivo, cosicch® in ogni caso % & inlrinseco in-

variante e riceve il nome di elemento lineare proiettivo.
n3
Notiamo che, se » & dispari, alla }|B| potremo - sostituire
n+2 .
la B, senza timore di introdurre quantitd immaginarie nel

caso di ipersuperficie reali,

Invece di considerare la ipersuperficie come luogo di punti
la possiamo anche considerare come inviluppo di iperspazi £,
Ny+.., %, Ci0d degli iperpiani tali che:

4 Sfx==8fx,= 0 e pertanto anche Sxz& =0
(it=1,2...,n).

Queste &, 7,..., t sono dalle (4) determinate solo a meno di un
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fattore, che resterd complotamente determinato se imponiamo che

{5) S¢dPz = — 8dédx = 8zd?t = F,
da cui segue |
0 0 O0..... 0 F,
G Gy @in
Q31 Gy sy

..................

(:txlxz...x,,dzx) (551--'end25)=(—1)" e e _

= (— 1)1 4R,

Posto s =sgn(— 1) 4, se ne deduce per (3) che la posizione
(5) sulle £ equivale a porre

€& ... Ld%) =¢c(za,. .. 2,d%2) = sF,]/m.
Si avra

€

1
(6) E=W_(xa’1“-zn)a T = Vi4] (& &1, &yer vy &) -

Sara poi, come si deduce dalla definizione di Fy e dalle (6):

3
(1) Fo=88d3z— —dF, = dF, — Sdéd%——g- iF, =

1
= — 8dfd*x —-lev’z =dF, + Sdxzd?¢ —%sz =

L
2
od anche (Cech)

1
@ o=y 8 @edPi—dtde) = 5 (P o — 2d6).

dF, + Sdzd2t = —g—sz—Sxd‘*&
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Scegliendo in altro modo il fattore di indeterminazione per le §, questa
formola non darebbe piti F, apolare ad Fy, ma un’altra forma del si-

stema lineare delle @y, ciod oFy+Fy Zo,du,; perchd, se §=pk, allora
S(ded?f —dEd?z) = p8(dud?§ —dEd?2) +
+dp(28dzdé — Std?z) =pS (d2d?*§ — did?z) — 3dpFy.

Indicando con z,, x,, ecc. derivate covariants rispetto ad Fy, sara
anche :

-

9) a, =—8¢ 2, =—8&z, =8x,= Szt .

Poiché
d3z = X z,3%4, 4 3 Xz, du, %y, + D2, du.dudu,,
dF, = 2Xa,du, 8%y,
si trae tosto dalle precedenti che —
Fy, = Z(8¢x,,) du,du,du, ,
donde, derivando covariantf;mente le (9) (®:
(10) a,, =8¢z, =—~8Lz,=— 8¢ x, = — 86,2, =
=8xzt, =828, =8z, = — 8z,

Le relazioni di coniugio danno poi:

(11) Y A4,6,=0 per t=1,2,...,n
r,8

(*) 8i ricordi che le derivate covarianti delle a.s sono nulle, e percid
non sono indicate con Qs .
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C) Le equazioni differenziali fondamentali.

Potremo infine scrivere le equazioni differenziali che dalle-

forme F,, F3 (e, per ora, da una terza forma P) permettono di
risalire all’ipersuperficie. Poniamo :

X= —;— A,z e analoghe.

Sard

SXE— - 34,88z, = ~34,0,=1
(12) - n rs xrc—"—,'; rs@rs = 1 .
13 SXt = % 4,887, = — 3 Aa =0
( ) n ne rs rs n rs rs Vrsi

e quindi, derivando la penultima, anche

(14) SEX,=0.

Analogamente si definiscono le E, e si dimostrano per queste le for-
mole duali delle precedenti. Allora le #, x;, ,,..., Z,, X sono
linearmente indipendenti, e pertanto valgono formole del tipo :

Zpy = )‘rsx + zl’wzxc + v"lx
t

ove le A, p, v sono quantita da determinare. Moltiplicando per &
e sommando si trova: )

Vys =S&x,, = Q.
Moltiplicando per §; e sommando, si trova
—a,, =882, = ""? Brgt @iy, CLO® . = ?Av't s
cosicch® si ha in conclusione : (F)

(I) Bpg = tzi arﬂA“ Z; + a,.,X + Prs ¥
t

ER AT
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Moltiplicando per 4,, © sommando rispetto r, 8, si trae:

\ =0.

\15) ZA" T,n

Dunque: Si presenta, come nel caso delle superficie, neces-
garia D’introduzione di una nuova forma intrinseca

P = Ep" du, du,

pure apolare ad Fy (ma, come lo Fy, F, invariante solo per
.collineazioni unimodulari). Formole analoghe si_hanno per le §&:

'(I)bh Erx = tz' 2 Ati&i + a'rnE -+ ﬂr:e ]

.ove ancora la forma

I = X=,du.du,

2 apolare alla F,. Derivando covariantemente la (I), se ne
.deduce poi:

Ry = DO Ay + La,.,dy (ZayAm %) + Prai ® + P +
+ a’n‘X + zars!Atip(ix + a"‘x‘ .

Ora per lo 8¢X, = 0, varrd una formola del tipo: X; = g% +
+ Xz, (della determinazione delle g, ! ci occuperemo altrove). ‘
h

Quindi :
(16) Zypsy = b [Eaﬂ't‘ AU’ + zantAlkaikhAU + Qs l(‘j)] %j +
b
4 (Bt + N0 7+ e

Valgono formole duali per 1o G-
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D) Alcune applicazioni dei risultati precedenti.

Noi ‘abbiamo escluso in molti punti del precedente paragrafo
che 4 =0. Quale significato ha tale esclusione? HEsso si trova
subito, osservando che per 4 =0 vi & almeno una direzione

variabili, si pud portare nella du, = dus = ...= du, =0, cosic-
ché sard ay;,=a, = ...=a,, = 0; ciod, oltre alle

an 8¢z =8z, =...=8§z,=0, varranno le:
(17)bh S&1x=55111=...=S51x”=0,

Ora, avendo noi supposto che la nostra varietda sia proprio una
ipersuperficie, composta di oc® punti, e non meno, la matrice
(zzy...2,) non & nulla. E le ¢ dalle (17) sono determinate a
meno di un fattore. Dal confronto di (17) ed (17)y, si deduce per-
tanto che lo £, sono proporzionali alle &, che ciod vale un’equazione:

9 - .
T = pé (p = fattore di proporzionalita).
1

Quindi potremo moltiplicare le § per un tale fattore che § = 0.
Quindi V’iperpiano tangente £ dipenderebbe dalle sole n—1
variabili w,, ug,..., 4,. E viceversa. Percio:

Se la nostra varietd ¢ non sollanio luogo proprio di ™ punti,
ma anche tnviluppo proprio di oo™ iperpiani, cioé é una vera tper-
superficie sia come luogo di punti, che come inviluppo di iperpiani,
‘allora A +0. E viceversa.

Se 4 =0, gli iperpiani tangenti saranno dunque co” con
r<n., Scegliamo i parametri % in guisa che le § non dipendano
dalle u, con i>>r. Poiché i punti « sono i punti soddisfacenti alle :
(18) S8t =88z=0 h=1,2,..., 17,

essi saranno del tipo:

Fusm e &von, Lexioni di Geometria proiettivo-differenial ) 40
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8
(19) =z=29+ Elv,.m(’“ (h=1,2...,8=n—7)
h=

se 9, 2®,..., * sono un sistema completo di soluzioni delle (18).
E percid la V, sard luogo di oo spazii lineari §,, nei punti di

"uno qualsiasi dei quali ha uno stesso iperpiano tangente. £ pure

importante un’altra osservazione valida nel caso pili generale: Se
g = U (g gy .oy Yv—l) f=vv+1,..., 1)

sono le equazioni che definiscono la sezione V' di V, con uno spazio
lineare a v dimensioni, allora, sostituendo in Fy, @g alle Uy,..., Uy
i precedents valori, s trovano le forme corrispondenti che indicheremo
con F, e @, di questa sezione V'.

Dato il carattere intrinseco e invariante (per collineazioni a
modulo 1) delle nostre formole, e dato che uno spazio lineare od
¢ un iperpiano, oppure & gezione di iperpiani, potremo supporre
che sia v =n, che l'iperpiano segante sia z =0, e infine che
sulla V, valga la @ =1u%;. In tali ipotesi, se (=, Yoo ) e
& my..., %) & un elemento di V,, di cui il punto giaccia su@-
Diperpiano segante, allora (y,..., &) ed (.-, t) sono evi-
dentemente in quest’ultimo le coordinate dello stesso punto. e del
corrispondente S, che, nell’ iperpiano segante = = (? oons1d§rato
come spazio totale, & I’ iperpiano ivi tangente alla V’. Basta ricor-

dare le Fp= — Sdzdf, Py =—;—S(dxd26——d5d2x), perchg il

nostro enunciato risulti evidente. Ne segue subito :

Se Fg=0, ossia 82 una, e quindi lulte le forme P sono
divisibili per ¥y, alloru, se A0, la nosira ipersuperficie & una
quadrica e viceversa.

o s < ,

Infatti, se ®,, & divisibile per F,, cio avverra, per.l qsserv.
precedente, anche per 1’ intersezione di V., con uno spazio lineare
8, generico a tre dimensioni, in cui 1 1’nter.se.z1-01.19 citata sa,ra u'nz:
superficie, che avra la sua forma @, divisibile per Fa, ciot
F,=0; e quindi, come gia ci & noto, sard una quadrica. Poich®
ogni 8, generico taglia V. in una quadrica, anche ¥, stessa sara
una quadrica di Sy
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A questa dimostrazione si pud fare un’obiezione. Il teorema
che le superficie di un 8;, per cui ®; & divisibile per Fj, sono
quadriche vale nell’ipotesi sempre sottintesa che F; abbia un
discriminante diverso da zero. Che cosa avverrebbe neila dimostra-
zione precedente se la F; della sezione di ¥, con un 8, generico
avesse un discriminante sempre uguale a zero, ciod F; fosse
sempre un quadrato perfetto? In tal case necessariamente anche
F, sarebbe un quadrato perfetto (e in particolare avrebhe A4 =0
contro l'ipotesi fatta nell’enunciato). Ma possiamo facilmente esau-
rire la ricerca, abbandonando 1’ipotesi A4 4 0. La sezione di V,
con un 8, generico sarebbe sempre una sviluppabile (od un caso
limite di questa). Le generatrici delle sviluppabili intersezione di
V, con tutti gli 83 che escono da un punto generico O di V,
sono retle appartenenti a ¥,, per cui F,= 0 e (poiché F, &
un quadrato) formano di solito un S,_; lineare intersezione di V,
con liperpiano tangente in O. Lungo una linea qualunque di
questo 8,_, si dimostra (come nel teorema iniziale di questo §)
che V'iperpiano tangente non cambia. La ipersuperficie & percio
tnviluppo di ool iperpiani (le cui caratteristiche sono i precedenti
spazii 8,_;): ecco le uniche ipersuperficie per cui mon solo A = 0,
ma anche @y & divisibile per F,.

Infine le ipersuperficie per cui F, é identicamente nullo sono
gl iperpian:,

§ 105. — La quadrica di Cech.

A} Polarita e quadrica di Cech.

Possiamo ora definire la gquadrica di Cech, che & la genera-
lizzazione della conica osculairice a una curva piana e della qua-
drica di Lie per le superficie. Consideriamo (sempre se 4% 0),
per un punto generico O = () della nostra ipersuperficie, quella
corrispondenza che al punto di coordinate

he +pX 4 ;V‘x,
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fa corrispondere !’ iperpiano

A&+ uE + Dvk,

(§ 105, 4]

i i i i di proporzionalitd per le «,
gempre inteso di aver fissato 1 fattori rziona
£ nepi modo sopra definito (*). Se dunque moltiplichiamo le 2 per

uno stesso fattore p, le § restano moltiplicate

pure per p, €, come

gi vede facilmente, la reciprocitd sopra definita resta inva-

riata. Tale reciprocita & dunque definita in

modo invariante e

naturalmente anche intrinseco (per ogni punto della V). Affinchd

il punto Az +pX + Sviz, o l'iperpiano
si appartengano, dev’essere:

NE+WE A SvtE,

4+ N p) Dapy'v® + pp SXE =0.

La simmetria nelle v
che la nostra reciprocita non & che la polarita

ariabili accentate o non accentate dimostra

rispetto alla quadrica

2 + p2SXE —Zapy'y =0

che chiameremo la guadrica di Cech. Le quadriche nel fascio deter-

minato dalla quadrica di Cech, ¢ dall iperpi

ano tangente p* =0

conlalo due volie sono tulle e sole le quadriche che infersecano V.

nel cono di direzioni avente per equazione ¥y

= 0, Infatti un punto

di V, posto in un intorno di O ha per coordinate-

1 1
x4 dz+ —2—d2x+ -B—dax

PN

4.0 =

(*) Si ricordi la definizione di X, Z del § 104 C. 8i vede facilmente che

al punto

rx <+ Ivé +—’%"2Anwrx

corrisponde il piano
AE SV m + —;_ ZdrsErs

anche supponendo che gli indici delle « e E indichin
covarianti),

o derivate ordinarie (non



[§ 105, 4] INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA, ece. 617

=z 4 Dz, du; 4+ —;—(2 z,0%u, + Sz, du.du,) -

-+ —%—— (B, 8%y, 4 332, du, 8%y, + X2, du,du,du,)
ciod, tenendo conto delle equazioni fondamentali :
A+ pnX + Svte,, ove:
A=1 —l———;—Ep,,du,du,—}— .

po= —%—- Fy + —}2—2a,,du,52u,+ —é—— Fg+...

V= du‘ -+ -%— o%u, + %Eam Aydu.du, 4 ...
Cosicche in un punto dell’intorno di O si ha:

2hp — Zag Wy = F, 4 Ja,,du, d%u, + %—Fa —F,—
— Sa,du,8u, — Sa,,du,du,du, + ... = —_—g—F,—}— ..

I termini di grado inferiore (terzo) si annullano appunto sul
cono Fg=0.

A questo proposito, anche senza entrare in partmolan di
dimeostrazione, vogliamo aggiungere una osservazione. Come risul-
tera da un teorema di Cech, che ben presto proveremo, il luogo
delle rette polari di un punto 2’ dell’iperpiano tangente rispetto

alle coniche osculatrici delle sezioni di ¥, con un piano S, pas- °

sante per la retta 'z & un iperpiano § passanté per z. Questo
iperpiano £ si pud anche definire come I’ iperpiano polare di z'
rispetto a una qualsiasi delle quadriche del § 104 4 e B, a cui
corrisponde un cono ®; di direzioni contenente la retta 2'z. Nel-
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I’uno o nell’altro di questi modi equivalenti si stabilisce una cor-
rispondenza birazionale tra gli iperpiani §' della stella = e i
punti 2’ dell’ iperpiano tangente & (*). Agli iperpiani §' che passano
per una retta gemerica uscente da =z corrisponde nelliperpiano
tangente £ (ad » dimensioni) una ipersuperficie (ad »—1 dimen-
sioni) cubica con punto doppio in #, la quale ha in =z il cono
F, =0 di direzioni come cono tangente; questa 1persuperﬁc1e &
immagine del sistema lineare delle forme ®; (™).

5 Al teorema di Moutard corrisponde un analogo teorema di

ech.

B) Teorema di Ceoh.

1. Sia w un 8 (I <v=;n—1) tangente in un punto O
ad un’ ipersuperficie V, (con Azo; le quadriche di Cech in O

(8 v dimensioni) delle ipersuperficic Vy sezions di X mediante tutti
gli spazi S, passanii per » riempiono una quadrica ad n dimensions.
Posto v =1, n= 2, si ottiene il teorema di Moutard.

Per dimostrare il teorema nel caso generale, scegliamo la
piramide di riferimento [indico con z;, %3,... %4 le coordinate
omogenee] in modo che le equazioni di o siano

Xy = x2=...=:tn-v+1=0

ed inoltre che z; = 0 sia I’equazione dell’iperpiano tangente a
V, in O. In O si avra pertanto : '

dz, 4=z dx,
) du,  duy duy, 0
Scegliamo i parametri w,, ug,..., %, in modo che le tangenti a

V, in O situate in o siano quelle per cui

(*) Se n==2, tale corrispondenza & la corrispondenza Z; di Moutard
gtudiata al Cap. IX.

{(**) Cfr. E. Bertini, Introduzione alla geometria proiettiva degli iper-
spazi, 2% ed., Cap. XV, no 1.
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‘(2) duv+! == duv+g T oaee du,, = 0 .

Un 8,,; passante per v & determinato da equazioni del tipo:
B z—MN2, =0, g—ha;,=0,... Typ —Ay2; =10

in cui le A siano costanti qualunque. Esso interseca ¥, in una
Vv; le coordinate dei punti di Vy si ottengono facilmente in fun-
zione di u,, Wy, ...uv; basta infatti, date le z;... %, su V, in
funzione di , ,...%,, calcolare u,,,...%, come funzioui di uy...uy
dalle equazioni (3) ottenendo p. es.

Uypy = Pyqr (Bg, Ug.ootv; Ay, Ayl
4)
Up == Py (U, Ug. . Uv; Ay ANy,

& sostituire poi le ¢, al posto di w,,, nelle z;. Dall’ipotesi (2) si
vede subito che si ha in O, qualunque siano le A,

h 0P _ — 3%_ —
(5) —79-};‘—-—...-—-%—‘- 0 (l« 1 2. )

Calcoliamo anche i valori delle derivate seconde delle ¢ in O.
Dalle (3) si deduce

9% 7] 3 ( 62Zp quk 62xp szk) +

oy au,- Ou; 0uy, au, oY, ou, OJu,;
3%zp 9P 3P: 5 dzp  8%q 02z, +
b1 Ou,du, Qu; 8u; & Ou, Ou;du; N duy

0%z, 0o, 0%z, 09, s 8%z, d9. 0y, 4
Ou, 0w, Ou; Ou; du, 0u; k1 Oup0u;, Ou; uy

3 in oo

p=23...n—v+4+1
x Ou, 6«1«8%,-} '

5,j=1, 2...v; k,I=v+1, v+ 2,...n.
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Nel punto O valgono le (1) e le (5), sicchd le precedent1 si ridu-
cono ivi alle

92 xp dxp 829y Y 8%z,
duow; | & Ouw, Oudu; ' ouodu

=2, 3...0—v+1, k=v+1,

Il determinante ; _8_:5:_,,_
ou,

v+ 2,...n) si riconosce subito diverso da zero, sicchd si trova
nel punto O

a%p,
R = TR S N L

dove le ¢ sono costanti numeriche,
c) C&ntinuazione e fine della dimeostrazione.

Passiamo al calcolo delle forme fondamentali Fy, Fy per Vv.
Essendo F,, Fy quelle di V,, dalla formola del § 104 (5) e
dal secondo teorema del § 104 D si deduce tosto che

n:pm,m_[@_aﬂmﬂ

dove (anche nel seguito) le parentesi [] indicano la sostituzione (4)
e o si sceglie in modo che Fy risulti apolare a F,. Ci0 determina

ds .
univocamente < sia

do
(7 -E-_Eldul-l—-...—}-Evduv.

E importante osservare che, lasciando le A indeterminate, le E

risultano funzioni razionali delle [a,], [a..] e gz‘ (k=v+
]

+1,...n,4=1.,.v), sicche le %—?’ sono polinomi lineari nelle
(1
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a2, A I Lo
o con coefficxentl funzioni razionali delle [a,.], [@..],
Bm [aaa;: ] , ‘;9:: . Le (5) e (6) mostrano quindi che
si ha nel punto O
By = e,
(8)
o E,

—a-fu—j— = e({;‘ + es))\l + P + e&’}"’)l,,_v
dove le e sono costanti. Di pil, comunque si fissino le A, il
secondo membro della (7) & un differenziale esatto. Per fissare
completamente 6, noi poniamo la condizione che sia ¢ =1 nel
punto O per tuiti i valori delle X; sicché in O

s #3__ 9B,
du, ‘' Oudu =

By 5=1, E;.

Dalla prima nota a pi¢ di pagina al § 105 A risulta, ragio-
nando similmente come al' § 105 D, che 1Sy polare del punto

L 9 [x 0%z

©9) wlz]l+wm [ J +oo ——a[uv] + EB,, au%u],
rispetto alla quadrica di Cech di Vv sta nell’iperpiano

[c&i ) 92 [s§]

+ EB" du, du;

(10) w4+ -+

8 [0€]
ou +-
dove [oF,] = Zb;du,du; e By sono i complessi algebrici di b;;
-nel det. ;| divisi per il det., la parentesi [ ] indicando al solito
la sostituzione (4). Ora per i valori delle » corrispondenti al
punto O, le (9) e (10) diventano per le (5), (6), (8) e (B)us:

_ oz oz 0%z
y=p.z+p‘l-m+.+p~ DS +§A,"'\au‘au

ox
o0 —
- + ~ &auk +
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0 0% dx
1) (n-v) "
+xl§oh 2 .‘.+A.._V§O,‘ v Tu
a§ %
p&+p~1———+eli+ | e ) +
92§ 5 0¢
+¢%A‘(6uau, +e cau‘l‘e:a +e,e,&)
d§
oo S8 o po
+%C§ T + D¥¢ 4
+x1(>:.0;: +1)0>e) RS W (zo:—v a¢ +D"“’"E),
k duy
G,i=12...v; k=v+1l, v+2...9)
dove
ng) =ZA,','61-£);‘ ’ D¥ = EAi,-e&f’ (p = 0, 1, 2 PR —V).
if if

11 punto y sta sulla quadrica di Cech di Vv se Syn =0. Ora
questa & un’equazione quadratica (non omogenea) (che sarebbe
facile scrivere) negli » 4 1 parametri

W Paye-- v, Ay Aoy,

Potendosi tali parametri riguardare come coordinate (non omog.)
di g, i) teorema & stabilito.

§ 106. — Rette normali; coordinate normali.

Sia per ogni punto x# di Vv assegnata una retta uscente da
e non posta sull’iperpiano tangente §; sia #’fx un punto di
questa retta. Sara

Stz $0.
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Ogni altro punto della retta avrd coordinate del tipo «' + px;
affinché esso sia un fuoco, cioé sia intersezione della retta consi-
derata e di una retta infinitamente vicina uscente dal punto
% 4 dz = x4 Zz;du; della ipersuperficie V, dovranno esistere
due parametri B, 7 tali che:

(e + pa)=Ba + 12’
Scriviamo le coordinate 2’ nella forma
2 =\z+ X4 Zvi'y,,
L’iperpiano § + a,&, che passa per x, passera anche per z’ se
0=8z(& +utf)=—v,+a, ossia o=y,
ove v, & il sistema duale del sistema controvariante v*

v, =Xa,v", V=2A4,v,.
r r

Dire che d(z' + px) & combinazione lineare di z, z' & come
dire che esso giace sugli iperpiani §; + v;¢ (che si intersecano
appunto nella retta considerata) ciod che

SE+vbd(@E +px)=0, ossia S(z' 4+ pa)d (& + vé) =10

ciod
92 )
s———v‘;vh—|—£?-’ =0.

aui auk auk

Zklduh pay + 8%

Eliminando le du,, si trova un’equazione di grado = in p, a cui
corrisponderannoe n fuochi del nostro raggio. Supponiamo che essa
abbia tutte le radict distinte ; & facile riconoscere che le n direzioni

ay; v,

ou, ou,
differenziale esatto dv (cid si prova p. es. scegliendo le 4 in modo
che nel punto considerato queste direzioni coincidano con le

al cono asintolico, soltanto se , ossia se Zv,du, é un
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direzioni coordinate [du, = dug=...=du_; = dy,=... =

- == du, = 0] e imponendo poi la condizione a, = 0 per k).

Viceversa, se Xv,du, & un differenziale esatto, cambiando i}
fattore di proporzionaliti per la =, §, potremo rendere v, = 0.
Ed ® facile riconoscere che nelle nostre ipotesi le = direzioni con-
siderate sono (per v,== 0) a due a due coningate rispetio al cono
asintotico.

In tal caso !’insieme delle nostre rette si dice essere una
congruenza coniugala alla V, (estendendo locuzioni giad usate nella
teoria delle superficie).

Le congruenze coniugate a V, sono quelle formate dalle inter-
sezions dei piani (ev §);, che coincidono con la reita congiugente X ad

"X + Iv'x;. In altre parole, facendo variare il solito fattore di pro-

porzionalita, si ottengono dalle relte intersezioni dei piani &, ossia
dalle rette congiungenis x ad X tuite e sole le congruenze coniugale
alla nostra ipersuperficie (almeno se ci limitiamo a congruenze
con fuochi distinti). Per questa congruenza le n direzioni citate
sono quelle dello #*%™ autopolare rispetto al cono asintoto Fy== 0
e all’altro cono quadrico definito dall’uguagliare a zero la forma
I = ¥=,.du.du, duale della forma P.

Ad ognuna di queste congruenze potremo dare il nome di
congruenze delle normali. Come ne sceglieremo una nel modo pit
semplice possibile? Questa domanda, per quanto ora si & detto, equi-

‘vale all’altra: Come si fissano nel modo pilt semplice i fattori~di pro-

porzionalitd per le coordinate di punto z e di iperpiano tangente, ben
inteso in modo che sia sempre soddisfatta la (5) o la (6) del § 104 B?
O, in altre parole ancora, tra le coppie di forme ¢,, ¢s tali che
Pq: 3 = Fy: Fy, come ne fissiamo una in modo intrinseco inva-
riante col metodo pill semplice possibile? Noi p. es., analogamente
a quanto si @ fatto (§ 15 C) nel caso n = 2, potremmo (F) co-
struire un invariante assoluto I del sistema delle forme F,, Fj
formando il quoziente di due convenienti potenze dei discriminanti
di F; ed F,, e moltiplicare poi le z, § per un tale fattore che
questo quoziente I abbia, se possibile, un valore numerico prefissato.
Ma per n»>>2 vi sono altri metodi: quelli (F) che, invece che ai
discriminanti, ricorrono ad altri invarianti del sistema delle forme
F,, Fy. Tatti questi metodi ricorrono per la determinazione di
p a sole derivate terze. Questa molteplicita di metodi che si pre-
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senta nel caso n>>2 & dovuta al fatto seguente. Se p e p’ sono
due fattori, ciascuno dei quali pud servire, secondo i metodi pre-
cedenti, a normare le coordinate e le forme fondamentali, allora
p:p (che & un’espressione formata da prodotti e quozienti di
invarianti simultanei di F,, Fg) & una curvatura proidtiva della
ipersuperficie ; un numero ciod (dipendente da derivate di ordine
_non superiore al terzo) di caraifere intrinseco—~invariante. Queste
curvature non esistono nel caso n = 2.

Per la generalizzazione alle ipersuperficie della nozione di ‘

linee di Segre rinviamo alla Memoria del Cecr: I fondamenti della

geomelria proiettivo - differenziale secondo il metodo Wi Fubini. (Ann. .

di Matematica 1923 Ser. 3 tomo 31), ove si troverd anche una
generalizzazione delle superficie isotermo — asintotiche.

§ 107. — L’applicabilitd proiettiva delle ipersuperficie. (F)

; I metodi stessi, che abbiamo usato per le superficie e per i
complessi di rette, si applicano sia alla definizione di ipersuper-
ficie proiettivamente applicabili, sia al teorema : )
Condizione necessaria e sufficienie per 1 applicabilits proiettiva
di due superficie é che abbiano wuguale elemento lineare proiettivo
Fg:F,, o, cid che & lo stesso, che le coordinate omogence dei loro
punti 8 possano sceglierc in modo che le due ipersuperficie defini-
. 8cano una slessa coppia di forme ¥y ed Fy. Trovare le ipersuper-
ficie applicabili su una ipersuperficie data corrisponde dunque,
date le forme ¥, ed Fy a trovare le possibili forme P tali che
siano soddisfatte le condizioni di integrabilita delle equazioni fon-
damentali, che senz’altro riscriviamo :

(1) Tps = zapstAti 2 + aer -+ Pps T .

Le condizioni d’integrabilita sono:
xpst —— xpgs = — 2 (Bt, ph) Ah]‘ka

che scriveremo nella forma:
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(2) %A,p (Zgs — Tpy) = — L (88, ph) A Ao % .

Porremo anche :
3) X¢=gtx+§l:xc=gax+ZluAijzj-

Porremo p; = Xpy 4, . Sviluppando (2) tenendo conto delle (1)
7 .

e (3) si deve ottenere una identitd in z, z;, ed X. Ma il coeffi-
ciente di X si riconosce tosto nullo nei due membri Uguagliando
pertanto nei due membri i coefficienti di z, e di =, si trova:

4) [st, Tk] = Npelf — Nl + Nn D7 — N D7 -

(5) ZPA,p [pp,, — Port % (@upn D! — @upn pi‘)] + N — N9 =0

ove & posto: 7, =1, n, =0 per r}s, ed & posto anche

[st, rk] = zAhhAré X
% [a'hpu — Gypu + (68, pB) + B Ay (@pu rjs — “p«“m})] *).
%)

Esprimendo che, derivando le (3), si trova X, = X,,, si de-
duce in modo simile:

‘ ln == lu
(6) ‘ Jis + BladpiPre = g + 2, An; Dje
; 9N —9Gs Yen -+ S Au (s — L)+ pxh (Zf ap,,,-—lf apm) Ay=0.

Le (4) danno

(*) Si notino le identitd: [sf, rk] = — [fs, %]

[st, 7] + [st, kr] = hE Aridy; @jis — @jise)
ol ]

[st, sk]— [ts, ks]= 2 Anj Asi Qijes .
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(Dot rel= —p (per tr, rda 144)
\, [st, s8] =l —pi (s%¢)

() < :
j [st, 8] =1 (t:}:s,t#r,s:tr)

( [ot, sf] =L+ 35 (241

mentre la relazione di coniugio di P ed F, da:

®) =

Se n>>2, ed r+t, potrd trovare un indice s differente sia da 7,
che da ¢; cosicchd la prima e la terza equazione danno tutte le I,
p; in funzione dei coefficienti delle forme F,, F3, dai quali sol-
tanto dipendono i simboli [ ... |. I’ ultima poi delle (7), insieme
alla (8) permettono di determinare le 7 e le I, E I’ultima delle
(6) permette poi di determinare anche le g.. Dungque, date le
forme F, ed F,, sono determinate lo g. le ], ed anche la forma P.

Duanque: Una ipersuperficie (ad n>2 dimensioni di uno
spazio ad n + 1 dimensioni) é proiettivamente indeformabile. Ciod :
Due ipersuperficie proieltivamente applicabili sono anche proiettive
tra di loro. Questi teoremi valgono naturalmente nel caso 4 0
ciod per le ipersuperficie luogo proprio di co” punti, e inviluppo di
" iperpiani. Del come si possa estendere la ricerca al caso A—0
non ci occuperemo qui rinviando a una nota di uno degli A. (*)

Sara bene piuttosto vedere con Cech il significato geometrico
di alcune delle quantitd che si sono presentate nel calcolo prece-
dente. Cosi la X1, du,Su, =0 (ove le du;, Su, definiscono due
differenti direzioni) & un’equazione di carattere intrinseco, Sia ¢

(*) Fubini Il problema della deform. proiett. delle superficie. Rend.
della R. Accad. dei Lincei, ser. 5, vol. 27,, pag. 147 (anno 1918). Chi desi-
deri vedere como si possa affrontare la ricerca delle ipersuperficie con un
gruppo oontinuo di deform. proiettive in ¢ stesse veda la Mom. dello stesso Al
Fondament: di geom. prodettivo - differ. Rend. del Cire. Matem. di Paler-
mo (1910) tomo 43. Cfr. anche CarTax Sur la déform. project. des surfaces.
Annales de ' Ecole Norm, Supér.
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. . .
l-a letta t&ngente a V !leua di[ezlone deﬁnlta dal du et la ta;n‘
” k)

i nto X nella direzione dei 8u,
.g’ente al ipersupe;ﬁcfellu;fztodejofs‘;derato che incorftra T, L.’ eqnzta;
’ " ta'ngentéelz ca:r.dizime perché t e t siano coniugate (rls;;e o
o0 O*t“‘a. Cio si dimostra subito, osservando che < '
T unto X, du, = z2g,du, + B Ayl xedu. ;
pal punto z al punto z + S x,d u, OVe

al cono
retta dal punto X al
cosicchd ¢ © la retta d

d'u, = ZAilidu., cosicchd
r§
Sa,dudu, = 1, Supduy .

qua«z‘ 3 irezioni, tali che la
; — 0 caraiterizza quelle dzrezzom,‘ .

- ente a;“Zze diii(i:fe corrispondente sulla ipersupe:fme luogo del
mn::o X incontra U iniersezione degls iperpu.n?z ¢ e B
" Accanto alle (3) valgono formole duali:

B, = p] M et .
(3)bis E =1t + -
Pa esse si trae
v =8 XE;, g.=S8X,E, donde:

T dug -+ Zg‘du¢v== d8XE.

dei differenziali Zv.du; © Egﬂ-iu‘ é
Teorema che si pud renc%ere m}rux—
na funzione il cui differenziale
gante per X —gz © tangente
punto (determinata a meno
iperpiano passante per

Quindi n particolare, se uno
esatto, & esatto anche 1'altro.
tivo nel modo seguente. S_e gou
s Xg.du,, allora D'iperpianc pasSto
alla ipersuperficie W luogo di ques e
della costante additiva che figura in ¢

X —ga e per i punti )
(X —ga)= 9%+ L;l‘m .
esso passa per tutti i punti , ciod

¢ e E. Viceversa, so esiste
denza biunivoca con V, e

i i indipendenti,
‘Se questi punti sono 11 enti, 6550 P
pa.sga per 1 intersezione degli 1perp}an1
ana ipersuperficie W posta in corrispon
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tale che un punto di W stia sulla retta (¢, X), mentre I’iperpiano
tangente passi per 1’intersezione degli iperpiani omologhi § E
il differenziale Xg,du; & esatto. Ma, poichd le ipotesi fatte som;
autoduali, ne segue che anche Zy,du, & esatto, come avevamo gia
provato per via analitica.

§ 108. — Alcune generalizzazioni.

La precedente teoria si pud generalizzare alle varieti di co®
falementi, ciascuno composto di un punto = e di un corrispondente
iperpiano § che passa per z, dipendenti da » parametri u, e sod-
disfacenti alle:

Bz =88, =882=0,

anche quando lo spazio ambiente & a n +d + 1 dimensioni con
@>0. (Per d==0 si ritorna alla teoria delle ipersuperficie).
Pongasi ‘

Fy=8{d?z = —Sdédx = Szd*t = Za,du,du,

1

®, =~

S (dzd*é—dfd*x) = Za,,du,.du,du, .

Moltiplicando le = per uno stesso fattore p, le ¢ per un fattore o
i nostri elementi restano immutati, e le forme F,, d, si mutanc;

. 3
in poF,, po®g+ —é—(cdp—-pdc)F2=pc [@s + -g—delog—p— .
o

Nel sistema lineare ®; -+ Fp T\ du, potremmo scegliere una
forma Fy apolare ad F,, almeno se (come supporremo d’ora in
poi) il discriminante 4 di F,, & diverso da zero. Ma generalmente
nop si possono, se d>>0, determinare, come per le ipersuper-
ficie, i fattori p, o in modo che Py coincida con Fy, ossia non
potremo piti scrivere le relazioni di apolarita tra Xa,,du,du,du
ed F,. Per definire un punto analogo al punto X, dovremro ;)erf

Fopizt e Ceen, Lexiont di Geometria proisttivo-differeniale 41

630 CAPITOLO DODICESIMO [§ 108}

¢id accontentarci di definirlo come uno dei punti che soddisfano
alle:

SEX =1 84X =0 (i=1,2,...,7).

Se X & una soluzione di queste equazioni, le altre ne differiranno
per una combinazione delle X® (A =1, 2,..., d), essendo =z,
X® ¢ + 1 punti linearmente indipendenti soddisfacenti alle:

SeXM =0 8§XMN =0,

e ciod posti nello spazio (pseudonormale) caratieristico intersezione
degli iperpiani £ e . Si noti che I'apice (A) non & qui un sim-

o

bolo di calcolo assoluto. In modo correlativo si definiscano E e

=), Valgono equazioni del tipo:

Ty = ZarnAn' Zg + arsX + Prs® + z pg') X(l)
A

&fl = EarnAﬂ ei + ar;E + 1t,.f; + P ‘Ng') E(;‘)_
) A

Diciamo che due tali varieta V,, V, di elementi in corrispon-
denza biunivoca sono proieltivamente applicabili in due punti omo-
loghi A, A', se, proiettando dallo spazio caratieristico di V, i piani
osculatori in A alle curve di V,, uscenti da A, e dallo spazio carat-
teristico di V', i piani osculatori in A' alle curve omologhe di V,
uscenti da A', si trovano stelle collinears.

Vale il seg. teorema di Cech, per la cui dimostrazione (affatto
simile a quella da noi data per le ipersuperficie) rinviauio alla
Mem. del Cech piit volte citata :

Due variets V, e V., sono proietiivamente applicabili, se hanno
uguale elemento lineare proieltivo Fy:F,. Ne segue che, in caso
affermativo, anche le varield correlative sono proiettivamente appli-
cabili tra loro.
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§ 109. — Le superficie V, non paraboliche in 8,
e la loro prima forma fondamentale.

Diamo un altro esempio del modo con cui i metodi svolti in
questo libro (*) si possono applicare ad altri tipi di varieta
iperspaziali, studiando le variety ¥ di punti a due dimensioni
contenute in uno spazio a quattro dimensioni, in cui z, ¥y,
Z ot w0 & M & o1, © sono coordinate non omogenee di
punto o di iperpiano, La ¥ sia definita dando queste in funzione
di due parametri » = % © ¥ =u,. Soli iperpiani tangenti sono
gli ! iperpiani soddisfacenti a

(1) S&m:—lg&xl =’S&x2=0.
Cerchiamo se tra essi ve ne sono di quelli bitangenti, ciod tan-

genti in due punti z ed -+ dz, cosi chiamando gli iperpiani
soddisfacenti alle (1) ¢ alle:

(*) I risultati di questo e dei seg. §§ sono dovuti al Fubini, Questi in
altre due Note: Nuove ricerche di geom. prodettivo - differenxiale (Rend, della
R. Acc. dei Lincei ser, & vol. 29,) e I differensiali controvariants (ibidem) si
propone di esaminare come i metodi svolti in questo libro si possano appli-
care alla varieta V. luogo di punti contenute in uno spazio Spt1 8d n4-1

* dimensioni per 2 <r<n. Uno dei metodi proposti é di studiare I’ insieme
delle proiezioni di ¥, sugli Spp1 di Swy1, proiezioni che in Srt1 sono iper-
superficie ; le forme F), ed F, per queste dipendono dalla proiezione eseguita ;
e percid, data ¥, , non sono determinate, ma deserivono sistemi lineari di
forme. L’ estensione duque si ottiene sostituendo a una coppia di forme F, ed
F3 la coppia di due sistemi lineari di forme guadratiche e cubiche, Ia cui
teoria é ancora da costruire.

8i potrebbe anche cercare di costruire una teoria che assuma a punto
di partenza delle forme isolate; ma non sempre si trova facilmente come
prima forma una forma differenziale quadratica. Si presentano di solito invece
forme di grado superiore al secondo. Se quindi non si riesce, coi metodi della
teoria delle forme, a dedurne delle forme covarianti quadratiche, bisognerebbe
costruire un caleolo assoluto rispetto a forme di grado maggiore di 2. Cosa
molto complicata, perchd si trovano formole in cui compare a denominatore
lo Hessiano della forma considerata.
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632 0
St(x 4 dz)=88(x, +dz) = 88 (z, + d2) =

ciod alle: ) 0

2) S&x:SExl=SExn= S¢dx, =88dxz, = 0.

Queste equazioni nelle ¢ sono compatibili se

(xa 1y T2, d?lv dag) = 0.

®)

Questa & evidentemente un’ equazione
riante. Posto

di carattere intrinseco 1nva-

(x %, x, dy dxy) = Zb,,@u,du, R

si debbono distinguere due casi: . AN
o) Il caso (para{)olioo) in cui B =by;109 H
noi per brevitd trascuriamo:
) Il caso generale in cui B
di questo, ponendo :

che

4 0. Cominciamo ad occuparci

(@2,2982:823) _ 50 gy du, =F,
3
ViB|
3——
T = /B . .
intrinseca, & invarianie per
a di segno per collineazioni

il cui discriminante A vale B :|B|
Questa forma @ propmamenteb.
trasformazioni a modulo + 1, camsl gu0 ¥ o .
i moltiplica per p?,se moltlphchlam(;r: c},l ey,l_;(.)i
o stesso fattore positivo p. ) 1'11:119 osser‘;are pativo o oot
D o curare le collineazioni a mo_du.o neg: " pohe
D oo, o tl‘*_is do di segno tutti i coefficienti di una co ineazione,
. camtl)xll?::a mentre il suo modulo cambia di seglno.diwlﬁ(mi
qu%t;engﬁe dire,zioni soddisfacentiba;la F:'=c(:1 . sgx;; i :dichewmo
i ai 6 i iani bitangentl,
corrispondenti ai due iperpiani bl

) . 3 3 3 s
- 51“1’ t;si:o. AW 4 €@ & il fascio degli iperpiani 8, tangenti;

a modulo —1, 8
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il suo sosiegno & il piano S, tangente. Un iperpiano tangenie in-
contra la superficie V, data nelle due direzioni determinale da

0 =8\ 4 ptMdle = —A8dEVdr — pSdiPde =
= A8 2d2tW + nSaxd*EP.

Al variare di A, ., questa coppia descrive un’ involuzione, i cul
raggi doppii eono le direzioni definite da F, = 0, che si ottengono
ponendo \ =0 oppure p= 0. Infatti (p. es. per p =0) si ha
la coppia

QG2 g = SEN (2, du? + 22,,dudv + 2,,dv*) =0.

Ma il primo membro & un quadrato perfetto; infatti la direzione
corrispondente su ¥, a £" annulla 8¢Mdz; = SV (,, du + z,,dv)
o 88V dz, = SE (2,,du + 2,,dv), ciod annulla le derivate (rispetto
a du o dv) del primo membro della equazione considerata.

Quindi: Menire un iperpiano generico tangente in un punio
generico O di V, incontra V, in una linca che in O ha un punio
doppio, & soli iperpiani &V e £ la incontrano in una linea che in
O ha un cuspide, e 8 dicono percio iperpiani cuspidali.

Cosi si possono chiamare cuspidali {principali, caratteristiche)
lo linee di V, per cui Fy =0. Esse formano 2 sistemi di oo!
linee ciascuno, e sono ir qualche modo I’analogo delle asintotiche
di una superficie dello spazio ordinario.

Ancora una osservazione sulla forma F,, che noi assumeremo
a base di un calcolo assoluto. I 6 punti 2, x,, %5, %13, %19, %33 DON
possono essere linearmente indipendenti, perchd punti di un §,.
Tra essi intercederd pertanto una relazione lineare completamente
determinata (a meno di un fattore inessenziale). Perchd se ne
intercedessero due, allora p. es. le 2, @, sarebbero combinazioni
lineari di #, ,, %,, %.; altrettanto avverrebbe di dz,, dz,;
quindi le b, sarebbero tutte nulle, mentre qui si suppone B 0.
Tale relazione lineare si trova subito. Aggiungendo alla matrice
(# @, %, ¥y, %1 T3p) UNA Tiga uguale alla prima, si ha un determi-
nante di sesto ordine con due righe uguali e quindi identicamente
pullo. Sviluppandolo secondo gli elementi della riga aggiunta si
trova
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(22, @, @) Tqp) Tgy — (T Xy T @)y Tgg) Trg + (T Ty Ty Tya Tag) Tyy —
— (€2 @y Tyg Tgp) Ty + (% %3 Tyy Tyg Tgp) ¥y — (B3 T3 By Tpe Zgp) =0

ciog, dividendo per

3 8
AY[B| =¢cyB* (s =sgn 4)
(4) Agy%y + 2457 + Ay 2y + Way + 2, +mz=10

ove le I, m sono definite dalle:
8_—_—-
m = — & (2,2, %y 213 %p) | | B?

8
Wiy — 1Dy = e (2 do ,, %13 7g) VB2

(Notisi che (z dz @3, %13 2,): Vi B| & un’espressione intrinseca).
Se ne deduce subito che le linee principali coincidono con le
caratteristiche dell’ equazione cui soddisfano le coordinate dei punii
della V,: cid che spiega perchd a tali linee si dia anche il nome
di linee caratteristiche.
Assunte a linee w, v le linee cuspidali, si ha @,; = a4, = 0,
e x,, = %;,; o tale equazione diventa:

%) 24,2, + Wz, + ¥z, +mz=0.
Gli iperpiani cuspidali &V e £ diventano I’uno I’iperpiano
(xz,%,%,) passante per i punti‘ Ty Tyy Tyy Tyy
Paltro iperpiano
(zx,%,%,) passante per i punti 2z, %,, Z,, T -

Cio rende evidente che: Gli iperpiani cuspidali somo quegli vper-
piani tangenti che osculano (hanno un contatto tripunto con) le
linee cuspidali. I due piani S, osculatori alle linee cuspidali di un
sistema in due punti consecutivi di una linea cuspidale dell’ altro
sistema giacciono in un iperpiano cuspidale. Infatti i piani oscula-
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tori in un punto z e in un punto = + z,dv alle linee v = cost.
uscenti da essi sono i piani 'uno dei punti 2, %,, %, l'altro
dei punti z -+ x,dv, @, + 2,.dv, Ty + Ty,dv. In virth della
(5) e della equazione che se ne deduce derivando rispetto ad wu,
si riconosce che questi punti giacciono tutti nell’iperpiano dei
punti Ty Zyy Tyy T

Poichd le proiezioni V; di ¥, su un S, hanno in questo 8,
per coordinate di un loro punto quattro combinazioni lineari a
coefficienti costanti delle =, y, 2, f, w, che ancora soddisferanno
alle (4) o (5), si ha: Alle linee cuspidali o caratteristiche di V, cor-
risponde su una superficic di S;, che dalle V, si ollenga con una
“protezione, un sistema coniugato.
, Le tangenti alle linee cuspidali di un sistema in due punti
consecutivi delle linee cuspidali dell’aliro sistema [p. es. la retta dei
punti z, 2; e la retta dei punti z -+ z,dv, z; + x,3dv] giacciono
nel piano S, tangente (piano dei punti z, z,, x,) e percid si incon-
trano in un punto. Aliretianto dicasi per le tangenti alle linee cuspi-
dali dell’ altro sistema. I due punti 2A,x, + 1%z 2A,2,+ 102
cosi ottenuti sono quells che st oltengono da x mediante la trasfor-
mazione di Laplace applicata alla (5). Essi generano pertanto due
superficie, trasformate di Laplace della data, tra cui intercede cor-
rispondenza delle linee principali. h

‘Risultati correlativi si ottengono per i sistemi W, di o?® iperpiani.

Per ogni iperpiano m di W esistono ool punti di contatto posts
su una relia. Da ognuno di questi punti P escono due iperpiant
di W infinitamente vicini a wm; cioé il cono circoscritio a W da
uno di questi punti P ha m come iperpiano bitangente. I due iper-
piani citati coincidono per due sole posizioni P’ e P'' del punto P:
cioé 1 coni circoscritts da P’ o da P’ a W hanno, potremmo dire,
m come iperpiano stazionario (*). Possiamo definire (per dualitd) le
sviluppabili principali ecc. ecc.

Applichiamo questi risultati alle due varieta W® e W® de-
critte dagli iperpiani &M e £®. Occupiamoci p. es. di

8 = (v, 2, 2.)

(*) Ciod sono duali di una linea in cui a = corrisponde un punto doppio
a tangenti coincidenti.
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La retta di contatto corrispondente & I intersezione di §7, £, g,
E, per semplicitd di calcolo, scriviamo la (5) nella forma:

(6) Lyy = g(l) zl + g(’) x2 + ne.

Si trova, scrivendo senz’ aliro § anwiché &%, e tenendo conto di questa:

g = g(g)e + (.'l? Ty %y L)

O]
§, = 2g‘”é + (BT, Ly Tn)

I punti = ed z, giacciono pertanto in §, &, §,. Quindi: La rigata
delle rette tangenti alle linee principali v = cost. ¢ la rigata delle
rette di contatto della variets WY formata dai corrispondents iper-
piani principali §€V. E un risultato analogo vale per w®, E si
osservi che tale rigata & il luogo dei pun’a z 4wz, (*) e che ap-
punto valgono le:

8t(x +we,) =8¢ (z+wxu)u = 8¢ (x+wxu)c=
=8¢ (z+ wa,)y =0

ciod che la rigata V, formala dalle tangenti alle linee principali
v = cost. ha come iperpiano tangenie lungo tulla una generatnce
il corrispondente iperpiano principale £,

Si pud dimostrare facilmente che le due rigate Vy somo tra-
sformate di Laplace U una dell’ altra, e che le corrispondents svilup-
pabili principali o caratteristiche corrispondono proprio alle linee
principali della superficie iniziale V,.

Infatti i sei punti #, %y, Ty Tuuy Tovs Tuws di UNO spazio
a quattro dimensioni non possono essere linearmente indipendenti, e
poichd i primi cinque non sono legati da alcuna relazione lineare,
I’ ultimo #,,. & combinazione lineare dei precedenti. Basta dunque
vedere la prima delle (7), e ricordare la definizione di &V e &%
per dedurre che & & combinazione lineare di " e di £® ; altret-
tanto si trova per £®: cid che prova il nostro teorema.

(*) Non si confonda con la w del § 109.
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Troviamo su una generatrice di una delle nostre ipersuper-
ficie rigate, p. es. di V§’ i due punti principali. Essi sono i punti
comuni a £ &,, &, o rispettivamente a £, od a §,; ciod essi
sono quei punti 2’ = x -+ w'z, della retta di contatto che sod-
disfano alla: S¢,,2 =0 [oppure 8¢,z = 0], che, per le
8¢,z =0 [S§ 2 =0] & equivalente alla 8§, x, = 0 [oppure
8¢,z, = 0]. Il primo punto & percid ' =« (per cui w' =0).
Il secondo & z'= z, —g®x, per cui z, =g"z, + (n + ¢%) =
Quindi :

I trasformati di Laplace del punto x sono insieme allo stesso
punto X , i punti principali delle due ipersuperficie rigaie formate
dalle tangenti principali dell’ uno o dell’ aliro sistema.

§ 110. — La seconda forma fondamentale di una V, in §,.

4) La forma F.

Per completare la determinazione della nostra superficie oc-
corrono altri elementi oltre la forma F, e !’ equazione (4) o (6)
del § 109. Per trovarli potremmo ricorrere a semplici considera-
zioni analitiche, o procedere per via geometrica. Scegliamo questa
seconda via. Gli S, osculatori ad una linea C uscente da un punto
z di V, sono quelli determinati dai tre punti
Lz,.du,, Z 3w, + 2z, du.du,.

z,

Se noi teniamo fissi z e la direzione du,:du,, facendo variare
la linea C uscente in questa direzione, gli S, osculatori descrive-
ranno lo S; determinato dai punti

x, Ty, Ty, 2. du.du,

che noi chiameremo lo S, osculatore nel punto x alla direzione
du : dv, perché & osculatore a tutte le curve uscenti da « in tale

direzione.
Quali sono le curve tali che lo Sy osculatore in un loro punto
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alla loro direzione coincide con lo Sy iperosculatore alla curva ?
(ciod ha un contatio quadripunto con questa ?). Esse sono eviden-
temente le curve, per cui la forma impropriamente intrinseca

1
(1) mj_l (xr Zy, TgH zzﬂd"'rdun ‘dax)

& nulla, Questa forma vale evidentemente

dudlv —dvdu

VT (@, x;, Zgy Ty3dU + Typdv, Tyydu -+ 2g9du) +

+ —i:—_—(z, z,, Ty, 3z, du,du,, Z2.du.du,du,) =

yi4]
= 3[4 Fy (du 80 — dv8%u) + s
ove:
1
(2) (1)5 = ﬁ(x, Ty, g, Ex,,du,dru., zwrndurduaduz)

& pure una forma (impropriamente (*)) intrinseca dipendente perd
dai soli differenziali primi. Essa resta, come F,, invariata per
collineazioni a modulo 1; vediamo cid che avviene quando le z,
9,..., si moltiplicano per uno stesso fattore p. La F, si muta

- 5
in F,=p3 F,. Facilmente si verifica col calcolo effettivo dei
nuovi valori di 82w, 8%v che il nuovo valore di

VA F, (dudv —dvdiu)

10
p% VA F,(dudiu — dvd®u) + F} Ry,

ove R, & una forma di primo grado in du, dv, che dipende da p.

(*) perché tali sono }/L (2, ¥, %y, d'x, d32) © 3}/'].—'-1"2 (du % —
4]

— dpd?u), di cui essa & differenza.
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Poiché anche

(x, %,, %, d*x, d®x) resta moltiplicato per

V4l

, troviamo che il nuovo valore di ®, vale

5 1

gipt =p%

—~ 1
¢5= 3 @5""‘31;’3131-

Cerchiamo di sostituire alla ®, una forma di comportamento piti
semplice. Servira ancora il metodo delle forme apolari, che ci ha

tante volte servito in questo libro. Cerchiamo di scrivere &,
nella forma : :

D, =F; + FyFy + F3Fy, (%)

ove F; ed Fy siano apolari ad F,. Poniamo :

1 1 1 m

X = .E' zAﬂxrx = —“2— l(“xl-—- —2— lml‘z'—- —2— x

3z, du,du, = Sz, du,du, — XF,, cosicch®
24,2, =0
(ciot la forma Xz,.du.du, & apolare ad F,) e, derivando:
2%, du, du,du, = 52, du, du,du, — F,d X

1

X = ——

1 P
Wz, ————2—1"’de + termini in z, z,, 2,.

ZArs ;mz =0.

(¥) Questa trasformazione, che io ho chiamato dévisione covariante di @,
per F,, 6 possibile in uno e in uno solo modo, come si vede p. es. osser-
vando che, se F, ¢ soritto nella forma 2a,, dude, le F; sono del tipo adu® 4
+bdvt. Se F,, ®; hanno carattere intrinseco, lo hanno pure le forme
F,, Fy, Fy cosi determinate (§ 4 E).
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1 1
@, =-‘-=(x, 2y, Ty, 4% du 4 dzydv, -——é-l“)dzl—-
1 ot ——
— -—;—l"’dxg) F, + V—f(x’ z,, Ty, ST, du,du,, 5 % oy A0, At dr) =
- ——%—(l"’du-— 1 do) F§ +

1 - -
+ m (@, Ty, ¥, B T du.du,, 3z, du, du,du,) .

[Si ricordi che X 8 combinazione lineare delle 2 Ty, zg ]
Poichd, se ¢, e p, sono due forme apolari alla Fy, il loro pro-
dotto si pud scrivere nella forma ¢; -+ 9, F3, ove ¢s E apolare ad
F, (*), ne otteniamo in -conclusione (essende- &z, du,.du, e

Y z,, du,du,du, apolari ad Fy,) che
‘ps = FlFi + F.'n

ove F, & una forma di primo grado in du, dv, F; una forma di
quinto grado apolare ad Fj. Moltiplicando le x per un fattoref
positivo p, la F; si trasforma in modo complicato, mentre Fy si

2 S
muta semplicemente in p? Fy, ‘cosmche

i

resta invariato; questa espressione & un invariante (improprio).
Anche qui possiamo definire delle coordinate normali, impo-
nendo che il quoziente A di convenienti potenze dei discriminanti di

(*) Cid si vede subito, riducendo F, alla forma 2a,dudo.
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F,, Fy, quoziente che & una espressione intrinseca, abbia un
valore numerico prefissato. Sard anormale il caso A=0. I valori
corrispondenti ¢y, @4, s, delle F,, Fp, F;, delle tre forme costi-
tuiscono un sistema di forme infrinseco ed invariante della nostra
superficie. Si tratta di vedere se da esse questa & determinata.

B) Significato geometrico della F;.

Prima di occuparci di questo problema, cerchiamo di trovare
il significato geometrico della nuova forma Fy. Assumiamo coor-
dinate non omogenee, ponendo w = 1. Chiameremo iperpiano
all’infinito 1’iperpiano w = 0; e sia O un punto generico della
superficie. L’iperpiano w = 0 & per ora assoggettato alla sola con-
dizione di non contenere O. Sceglieremo ad assi delle z, y le
tangenti principali, a iperpiani z=0 e t=0 i corrispondenti
iperpiani tangenti cuspidali. Trascurando i termini di 4° ordine
varranno nell’intorno di O formole del tipo

2 =2 4 By  @% 4 3Ry @y + Bhypax Y + hage ¥ ...
t= 4 o+ By 2% - 8k 2y + Bk ey + kgo y® + e

dove le h, & sono delle costanti. Le quadriche che tagliano la ¥,
in una linea che in O ha un punto quadruplo sono le quadriche

At —y%— gy 22 — Blyp2y — Skype t — kggo yt) +
+ple— 2 — Ry @2 — 3hyp2y — 3hygy ¥t — by Y1)+
+ vz 2pzt + o2 =0,
Per A\ =0 contengono 'asse delle y, per p =0 Dasse delle x.
Nel punto (z', 0, 0, 0, 0, w') dell’asse delle = quelle delle pre-
cedenti quadriche che contengono I’asse delle x hanno come iper-

piano tangente

x' ('—' knlz —_ 3k]22t) + w’t =0
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cosicchd I’ iperpiano z = 0 ha (se kyy; ¥ 0) come punto di contatto
-g,— = 3k Se noi scegliamo gquesto punfo come punto all’ o
dell’asse delle x (ciod come punto y =z=t=w = 0, punto
che si poteva ancora scegliere ad arbitrio sull’asse delle x) sara
ko = 0. Cosi sard hyyq =0, purché a punto all’ o dell’asse
delle y scegliamo (se hgg %+ 0) il punto di contatto dell’ iperpiano
t=0 con quelle delle nostre quadriche che passano per P asse
delle y. In sostanza noi con cid abbiamo fissato sul piano tan-
gente Xy una retta (la congiungente i precedenti punti di contatto,
per cui facciamo passare 1’iperpiano w = 0). Prendiamo ora il
piano polare del punto all’co dell’asse delle z rispetto a quelle
delle nostre quadriche che passano per I’asse delle y:

— 22—z — Bhyyt = 0.

Se noi lo assumiamo a iperpiano coordinato z =0 (cid che &
lecito, com’® ben evidente) sard hyy; = hyg = 0. In modo ana-
logo scegliendo I'iperpiano y = 0, otterremo Bygp == ky3p=0.
In questo modo i nostri sviluppi si riducono alla forma: ‘

t=g2+ Axd ... 2=+ Ay +...

ove, come prima, sono trascurati i termini di quart’ordine.

Gli iperpiani z=0, ¢t=0, =0, y =0 somo stati
completamente determinati; resta solo Uarbitrariets dell’ iperpiano
w =0 (scelto per iperpiano all’ @), per il quale & sollanto fissata
la retta del piano tangente Xy, per cui deve passare. Il punto all’ @
dell’ asse delle x ha come iperpiani polari rispeilo alle nosire qua-
driche MA'z + 2px =0, i guali sono il fascio di iperpiani ai-
torno al piano X = z =0, che, come Vedremo, ¢ osculatore o una
linea principale. E analogamente dicasi del piano y =z =20.

Infatti z= 0, essendo un iperpiano cuspidale, contiene tre punti
infinitamente vicini della corrispondente linea principale ; bastera
dimostrare che in O su tale linea & d2z = 0. Troviamo I’equa-
zione delle linee principali. Posto « =u, y=7v, €552 8:

dz, di,
dz, dt,

l o9dx +... 6dadz4 ...
0= =

64" ydy 4+ ... 2dy ...

14
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ove i termini non scritti sono binomii di primo grado in du,
dy, i cui coefficienti sono nulli del second’ordine almeno per
2 =y = 0. Tale equazione & dunque

0 =P;de? +2(1 + Py)dzdy + Pydy®

ove le P sono infinitesime almeno del second’ ordine per =y = 0.
Differenziando si avra, trascurando i termini nulli per z =y=0

dzxd?y +dyd2z =0,
Quindi una direzione principale & dz =0, e per la linea prin-
cipale corrispondente vale la d?x = 0, come volevamo provare.
(Che anche z =0 sia osculatore, si pud provare anche osservando
che, trascurando i termini nulli per #=y=0 si ha: d?z=

~

=2dz? che & nullo per dx = 0). Si noti che & anche

(3) Fa=dex2+2(1—|—Q]2)dxdy—|-Q22dy2,

ove le @ sono pure infinitesimi del second’ ordine almeno per
z=y=0, i simboli di Christoffel invece almeno del primo.
Nel punto O pertanto 82z = d®x, 8%y = d*y.- Ricordando questo,
se ne deduce che le derivate seconde covarianti di z e di ¢ rispetto
z=u=1u, ed y=v=uy, coincidono in O con le ordinarie.
E, poiche

Az =28%% + 2,8y + Xz, du, 8%u, + Xz, du,.du,du,,
z, =2,=0 (nel punto 0)

e la stessa formola vale, sostituendo a &%2u, le d?u,, alle derivate
covarianti le ordinarie, avremo che in O anche le derivate terze
covarianti di z e di ¢ rispetto ad z =wu, ed y =wu, coincidono
con le ordinarie. Si calcola cosi subito che, a meno di un fattore
puramente numerico, & nel punto O:

F,=Ads>— A'dy°.

L’ intersezione della nostra superficie coll’iperpiano  —py =0
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® una curva, che dall’iperpiano tangente 2z - A =0 & interse-
cata nei punti ove

B - B i +rAzd ... =0, ossia:A
O=(A-l—p.2)y“+(A'+lAp3)y3+
Avremo un punto quadruplo d’intersezione in O se

)\-}—p.2=0 A’—{—)\A{Ls‘.——‘()

ossia
A=—p? A —Ap=0.

Gli sperpiani x —py = 0 tagliano V, in una curva che ha con
un iperpiano tangente (precisamente con 2z — p2t = 0) una inter-
sezione quadrupla sollanto quando I’ iperpiano considerato passa per
una delle 5 direzioni che annullano Fy.

Oss. Nel ragionamento precedente si & escluso che k,;;, =0
oppure hegy = 0. Se fosse kyy; =0 le nostre quadriche (p =0)
che passano per ’asse delle avrebbero tutte sull’asse delle z

per punto doppio il punto

B 1
T 8k

Dunque anche in questo caso si pud rendere ks nullo prendendo
questo punto doppio a punto all’ o dell’ asse delle . Alt.rettanto
dicasi di Ay Se ky; =0 oppure by, = 0 (caso in cui quelle
delle nostre quadriche che passano per 1’asse delle @ o per I’asse
delle y hanno un punto doppio) si ha questa unica differenza
che la By si riduce ad una quinia potenza od ¢ identicamente 'fw,lla
(se kypy = hypo = 0): in questo caso analogo & q}le}lo delle .ngate
e delle quadriche dello spazio ordinario), discm?unante 'dz F, e
nullo (caso anormale, perch® non si possouno col metOfil prece-
denti normare le coordinate di un punto della V). Abbiamo f:osi
trovato un primo carattere geometrico delle superficie .anormah.

I due punti scelti come punti all’ o degli assi delle X%y
(punti di contatto di z=0 e t= 0 con certe quadriche) non
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sono che ¢ due punti trasformati di Laplace del punto x, (sopra
trovati per tutt’altra via). Infatti nel sistema di coordinate teste
definito tali punti all’cc hanno uno per coordinate z,, y., 2.,
ty, w=10 e laltro 2,, y,, 2, ¢, 0 (tutte calcolate nel punto O
della V,). Bastera dimostrare che nel punto O i coefficienti g
delle (6) del § 109 sono nulli; e, poiché nel punto O si ha
z,=1, y,=1, »,=y,=0, basterd provare che ivi z,,=y,,=0.
Si avranno infatti in O due sviluppi

r=u-toau+2Buwt g 4... y=vt+pudt 2quvtri...
Sostituendo nella F,, data dalla (3), i coefficienti di du? e di do®

devono risultare identicamente nulli. Ora tali coefficienti si trovano, -

con la materiale sostituzione
dputg)+..., 4@But1v)+...,

dove i termini trascurati sono del secondo grado. Percid in par-
ticolare p =g =B =y =0, da cui segue appunto che per
4u=0=0 si ha z, =g, =0. Segue anche =,,= ¥,, =0,
ciod che il piano x =z = 0 & osculatore alla linca u = 0, il piano
y=1t=0 alla v=0, come gia sapevamo. Possiamo dedurre un
"nuove modo di definire geometricamente gli iperpiani z =0,
y=0. Cosl p. es. I'iperpiano =0 & un iperpiano passante per
il piano osculatore della » =0; se 2" =0 & uno qualsiasi degli
iperpiani passanti per esso, gli altri sono 2"+ Az= 0. Quello
da noi scelto per iperpiano x = 0 & I’wnico tale che z — x%2 =0
sia una quadrica, la cui iniersezione con V, sia una lines avenie
in O un punto triplo, le cui tangenti coincidono con la direzione
principale y == 0 (con I’asse delle x). Le quadriche z — 2% = 0,
o anche piu generalmente le quadriche Az% 4 2pzt 4 va2? -
+ z— 2% =0 sono facilmente definibili per via geometrica.

-~ § 111. — Le equazioni differenziali fondamentali. (F)

Per risalire dalle forme F,, F,, F, alle superficie dovremo
al solito ricorrere ad equazioni differenziali, le cui condizioni
@’ integrabilitd daranno tutte le relazioni intercedenti tra le forme.

Fosint o &acn, Lexioni di Geomeiria proisttivo-diffe ' 42
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Noi ci limiteremo a studiarle nel caso che le u, v siano le linee

principali, scrivendole nella forma:
Ty = A Ty + Bz, + p2. + 2%, +rz
(1) xmsB’xw—}—A'zw-{-nx,—-t—ﬂx,,—l-px
z,,=hz, + kz, + 1z.

Notiamo, che posto a3 =e%, si ha
((E Ty Ly Tun 1:‘,,,) = 2¢%
donde, derivando rispetto u, oppure rispetto v

@) (2k + B) =3a,, (2h+ B)=3a..

D’altra parte
F,F; + Fy= % (2, 7y, %5, Ty QU2 + T, d0%, Yz, du,du,du,) .

Ora

L =2 — 0y, %) — 20ty (T — % T
T = a;l_zauxn"‘ W(xfm Oy u) - u( o u Yy,

a——z 0 - = i — Oy Ty — a;x\w
T112 = 6;1 =% (Tuw — % Z,) o (€

a —
Toe1 = = —87)— (.’C,,,) — Oyp T Oy Top
9 —a, %) — 28, (T — % T)-
Togg = - = 'a_v— (xw Oy Ty, v (Yoo
uindi :
: F1F:+F5=292“X
du? dv?

’ 3
(B—3a,)du® + Shduldv + A'dv®  Adu?+ 3 kdudv® + (B’ —3a,)dv
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& FI'F§ + Fy = 262 [Adu’ — A’ dv*] 4
+ 2e2¢dutdv? ({3 (k+ a,) — Bl du + | B —3(h +a,)|dv].
' Assegnare F,, Fy, F, equivale in virti delle (2) e (3) ad asse-
gnare le A, A', B, B, h, k. Dimostreremo che possiamo calco-

lf\re i residui cgefﬁcienti I, p, ¢, 7, @, %, p. Ora derivando I’ul-
tima delle (1) si deduce, tenendo conto della prima :

Cuwir =h ATy, + 2hy + 1+ h B + hk) 2, +
+Gp+ N+ GBg+pa, +Gr +V)2
~ove A, ., v sono espressioni formate con le &, %, 1 e loro derivate
che ci & inutile scrivere esplicitamente. ’
Dalla prima delle (1) si deduce, tenendo conto delle altre:
Tyws = (B, + A4’ + Bh) 2y, + (4, + AB +g) .. +
+ (An+p, +ph 4, + (A + ¢, + b+ r+2) 2, +
+(dp+r +pltuw)a
ove t, z, w sono formate esclusivamente con le 4, B, 4, B', b, k, 1.

Confrontando successivamente i coefficienti di =x,,, #,,, 2,, =,, %,
si determinano 1’uno dopo I’altro i valori di

l q P, 4 A% An +pk+r Ap4r,+ pl—bhr.
Similmente dal calcolo di =, si deducono i valori
! » =,+4q Ap+=zbh+p Ar+p,+nl—hp.
Cosicchd in conclusione restano determinati
b, g, %, Py, T, r+Ax+pk, p+ A'p+ xh,
®
Ap+r,+pl—hr, A'r+p,+al—bhp
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In particolare sard
4= —An—pk+M p=—Ap—ah+N

ove M, N sono note; sostituendo questi valori di r, P nelle
ultime delle (4), che sono pure note, si trovano, notando che p,,
z, sono noti, i valori di
—p(— A4 +1—k, + bE) + (A7), =p(+ 44+
+ 1)+ (47,
—n(—A4 +1—h, +hE)+ @D =
==(44' +TJ)+A'p),

®)

ove I, T sono gli invarianti dell’ultima delle (1). Insieme ai valori
gia noti di =, p, cid basta generalmente a determinare =, P,
tutt’al piti a meno di costanti arbitrarie. :

Senza entrare in particolari di questa ricerca, vogliamo
piuttosto caratterizzare le superficie anormali (con A = 0 oppure
A =0). Sep es. A=0, la prima delle (1) da

(6) zuuu=Bxuu+?zu+qxt+rx-

Se ¢ =0, le v= cost. apparterranno ad un piano S;, perche
ogni 8, osculatore (contenente z, Zy, z,.) @& anche iperosculatore
(contiene z,,.). Se. ¢ ¥ 0, si ricavi dalla (6) il valore di =, e lo
si sostituisca nella equazione che si deduce derivando la stessa (6)
rispetto ad u, e sostituendo ad =,, il valore dato dall’ultima
delle (1). Si troverad un’equazione lineare omogenea che lega ,
Ty Tuwy Zuun €4 Tunus: Lo cinque soluzioni z, ¥, 2, & w di
questa equazione non identica del guarto ordine sono dunque legate
da un’equazione

) r1z+r2y+raz+r4t+r5w=()

dove le r sono funzioni della sola v; alla stessa equazione sod-
disferebbero le
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dtx o'y otw .
AR A I per =1, 2, 3 «

e quindi per (6) le z,,..., w,. Sarebbe pertanto anche

dr, dry dr
(®) %x-{—-d—v-y+... -%w=

Confrontando le (7), (8) si ha che due casi sono possibili:
1% Le %ZJ- sono proporzionali alle 7;; sopprimendo un fattore

comune, sarebbe r; = cost., ¢ quindi la nostra ¥, apparterrebbe
ad un S, caso che abbiamo escluso. i

2°) Le (7), (8) sono equazioni distinte, e rappresentano percio
un 8, che contiene la corrispondente v = cost. Ritorniamo ciod
al caso g =0; del resto avevamo sopra gia calcolato il valore
di ¢; da quel calcolo si deduce appunto che, se 4 = 0, anche
g = 0. In conclusione dunque: Le superficie anormali sono tufte
e sole quelle per cui uno dei sislemi di linee principali é formato
do linee piane (di un S,). "Se la forma F; fosse identicamente
nulla (A = A’ = 0), ¢id avverrebbe per entrambi ¢ sistemi di linee
principals, e viceversa. (*)

(*) Per I’ estensione del concetto di superficie proiettivamente applicabili
cfr. le Note del Dr. Bersano:

« Contatti del secondo e del terzo ordine tra varietd iperspaziali ». Rend.
Istituto Lombardo Vol. LVI (1923) e «Sulla applicabilita proiettiva di una
particolare classe di varietd iperspaziali» Rend. Lincei, Vol. XXXII
serie V (1923).

In dette Note si dimostrano i seguenti teoremi :

1. Condizione necessaria e sufficiente perchd due varietd V. di S,
siano proiettivamente applicabili del secondo (del terzo) ordine é che — es-
sendo le due Vy riferite biunivocamente in modo che a punti omologhi spet-
tino eguali valori delle coordinate curvilinee — siano collineari le configurazioni
degli S, [Ss] osculatori — in punti omologhi — a curve omologhe. (Questo
teorema costitaisce un’ estensione del teorema di Cech di oui &l § 20 B).

II. Condizione necessaria e sufficiente perch¢ due Wi di S, — che
siano ciascuna soluzione di una e una sola equazione alle derivate parziali
del secondo ordine - siano proiettivamente applicabili del 2° ordine, & che i
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§ 112. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio
ad un numero impari di dimensioni. ()

Questo o il seguente § riassumono i metodi del Cech per lo
studio delle superficie rigate.

Consideriamo una rigata R appartenente allo spazio 8, ad
r=2n 4+ 1 dimensioni. Per definire R, partiamo da due curve
0, e C,, in corrispondenza biunivoca, le coordinate y e 2z dei
punti di O, e C, essendo funzioni di un parametro v. Indichiamo
con apici le derivate rispetto a ». Il punto generico z di B &

) 2 =hy+he.

coni caratteristici uscenti da punti omologhi siano generati da direzioni omo-
loghe. (La corrispondenza tra lo due Vi é la stessa di quellay del teor. I).

Ne segue che, perché due ¥, di S, siano proiettivamente applicabili del
secondo ordine, occorre e basta che le due forme F, differiscano soltanto per
un fattore. :

In quanto alla’ applicabilits del 3° ordine, essa trae di conseguenza la
collinearita delle due V. Infatti se due ¥V, (V", V") sono proiettivamente
applicabili del 3° ordine, ad ogni punto O di 7 si potrd associare una V"’
collineare con 77’ e avente in O un contatto del terze ordine con V7. V7
o V" saranno percid, in O, legate dalle:

’ AN AW 1 B U 72
r=2 ) z, = Z, b Tpy = Tpy 3 Lpgy == Lpgg + X:t z,

4 Y ® + Y@ (r, s, t=1, 2) e analoghe

dove 2°,...; #",..., sono le coordinate non omogenee rispettivamente di
3
Ve V' ed & posto: Zre = -——‘9—?— Ne segue che le forme fy, f5,
Oup O, Ouy

f. costruite per V" coincidono con quelle costruite per le V7. Ma V" e V™
sono collineari, e nella I nota & anzi dimostrato che esistono infinite colli-
neszioni che mutano ¥V’ in una ¥’ avente in O un contatto del 8° ordine
con V. Tra queste omografie scegliamo quelle che somo unimodulari. Ne
seguira che V" e V” hanno le stesse forme fondamentali £, fy, /5. Be ne
trae ancora (teor. I) che: Due ¥, di S, sono collineari se sono tali le confi-
gurazioni degli S, osculatori a curve omologhe uscenti da punti omologhi.
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Supponiamo, limitandoci a tale caso generale, che il determinante
(yzy'7 ... y™2")
non sis identicamente zero, ed, escludendo gli eventuali punti
isolati in cui tale determinante svanisce, scegliamo il parametro v

in modo che sia identicamente
) (yzy/'? ... 4" =0 =-+1.
La teoria che andiamo ad esporre & la generalizzazione del me-

todo gid usato al Cap. IV nel caso particolare » =1. I punti
Y, 2,...9y™, 2™ essendo linearmente indipendenti, le coordinate

di y e z soddisfano alle equazioni differenziali

@) Y= 3 ay" + b, A 3 e, g\ + d2 .
f=0 im0

Derivando (2) si deduce che °

C)) a, +d,=0.

E evidente che 1’iperpiano

(5) E=(yzy'd ...y V2N 4y 42y 2™)

contiene gli 8, osculatori a tutte le curve di R passanti per il
punto (1) di B. Esso si dice pertanto 1'iperpiano » — tangente
(o n— osculatore) di R in z. Si dicono, con Bompiani, quasiasin-
totiche le curve di R tali che, in ogni loro punto, !’iperpiano

n — tangente & contenga 'S, osculatore alla curva. Proprieta
caratteristica di una quasiasintotica & evidentemente

dr+
8¢ Trr (1 +07) = SE [y + 3"+

1) Gy + 62%)] =0.
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Sostituendovi i valori di y™, 2 dati dalle equazioni differenziali
(3) ed il valore (5) di § si trova

6) (4 1)t —ta8) + ball + [@a— )1ty — i = 0.

Dalla forma di quest’ equazione differenziale si deduce subito il
teorema di Bompiani :

Le curve. quasiasintotiche di R segnano sulle gemeratrici pun-
teggiate tutie proiettive ira di loro. Di pit si vede come al Cap. IV
§ 34 A, che possiamo scegliere y e z in modo che il punto (1)
descriva una quasiasintotica sempre che ¢,:1, sia costante. Sotto
tale ipotesi I’equazione (6) deve ridursi a #;¢ —fyt; = 0 sicche

b, =¢,=d,—a,=0.
Confrontando con (4) vediamo che
a, =b,=c,=4d,=0

n

sicché le equazioni (3) diventano
n—1 . n-1

@)y =2 ay¥ 4 b2¥, 2™ =3 oy +d2.
=0 =0

Le nostre ipotesi restano soddisfatte, introducendo v e { al posto
di y e z mediante le formole (*) (A, g, v, p, essendo numerici)

) n=Ay+pnz, t=vy+pz, Ap—pv=1,

Come al Cap. IV § 34 B vediamo che, t;, 7, essendo cogredienti
a by, ty, le n forme bilinears

(9) folt,7) = —bity 1y +aty Ta—dityt +ci%pTy (1=0,1...n—1)

(*) Per brevitd, supponiamo orentate le generatrici di B sicché non
abbiamo bisogno di studiare il caso Ap—pv<O.
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non cambiano per la trasformazione (8). E lo stesso wvale adungue
delle forme quadratiche

(10) () =—0bB+ (@, —d)tyty +e&8 (G =0,1...n—1)
e delle espressions

(11) 2j=a+d @G=01...n—1).

La rigata B & evidentemente determinata, a meno di collipeazioni,
dalle forme bilineari (9) o, cid che & lo stesso, dalle forme qua-

dratiche (10) e dalle ;. Ma tali forme non seno ancora invarianti;
infatti le nostre ipotesi restano soddisfatte facendo la trasformazione

’ 2
(12) Y=py, Z=pux, V—-—:flpI?d'u.
Alle equazioni (3) corrispondono le altre due della stessa forma

arty n—1 arly a1z
gy = B Agper T Begyes

az n—1 a—'y a1z
v = 5 O ogye TPy

Un facile calcolo da che

4
Au—l '—Dn—] - lp] " (an—l—dn—l)’
(13)

4
B»—1= ‘»P\— ® Opiy Cn——l = IPI- * Copi

mentre gli altri coefficienti delle equazioni (7) si trasformano in
modo complicato. Se ne deduce

8
(An—l "_Dn»-—l)z + 4Bn—l n—1 — IP] " X
(13)s1e

X [(aw—l - 1\—1)z + 4bn—-1 cn_1] .
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Se il discriminante di f,_s () & diverso da zero, possiamo quindi
togliere ogni ambiguitd in modo intrinseco ed invariante sup-

ponendo che
as (@ — wm1)? 4Dy Oy = 4de, s=+1.

Possiamo dire arco proiettivo di R la variabile v corrispondente
alle ipotesi (2) e (14). Le forme bilineari (9) corrigspondenti all’i-
potesi (14) sono intrinseche ed invarianti.

E facile dedurne il sistema completo degli invarianti proiettivi
di R. Per maggior chiarezza, riprendiamo la notazione del
Cap. IV ponendo

(15) —ba=4, a_,— dyy = 2 B) Cpy = c

sicch®
fn—l (t) =Aﬁ + 2Btlt2 ‘+‘ 0!:,

B AC=e=*1

e poniamo, come al Cap. IV, § 35 B

4 B ¢C
(16) B:—AC="h,|A B ¢ |=Fk.
AH Bll CN

Supposto A% 0, noi sappiamo da 1 c. che & e k determinano
fai () & meno di sostituzioni (8) a coefficienti numerici. Posto

ancora
At + Bt,, B+ 0t

g =
) A't,+ B't,, Bt,+0C4|,

le forme quadratiche f,_i(t), fuu (t) = A'8 + 2B't,t, + O o
g (t) sono linearmente indipendenti, se & 4 0, cosicchd valgono delle
identitd della forma

Fo(t) = Lifas (6 + Mifoa () + Neg (1) (i =0, 1.0 —2).
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E chiaro che (sotto le ipotesi (14) e A 0), il segno ¢ — +1 e
le quantita
h(h>0 se e=—1), &k 4 (=0,1...0—1)
(17)
L, M,, N, (i=0,1...n—2)

formano un sistema completo di invarianti proieitivi di R.

§ 113. — Superficie rigate appartenenti ad uno spazio
ad un numero pari di dimensioni. (C)

Consideriamo ora una rigata R appartenente ad uno spazio
S, a r=2n dimensioni. Come nel caso di r impari, definiamo
la rigata mediante due curve direttrici C, e C,, sicch® il punte
generico di R & anche qui

(1) =1y + tyz

y e z dipendendo dal parametro v. Limitiamoci al caso generale
supponendo che non siano nulli identicamente tutti i minori del
massimo ordine della matrice

(2) & = (yzyf 2 . y(n—l)z(,...l)) .

Tali determinanti sono le coordinate dell’iperpiano & che & evi-
dente (n — 1) — tangente in tutti i punti della generatrice y=
di R, L’iperpiano § & di pil » — tangente nel punto (1) se

(3) (yzy'2' oo gD g gt gy 2y = 0,

mentre negli altri punti della generatrice (yz2) lo spazio n-—tangente
riempie tutto lo spazio ambiente S.. Si osservi che la (3) deter-
mina univocamente il punto (1) della generatrice generica di R;
infatti nel caso contrario, y™ e 2™ sarebbero per ogni v combi-
nazioni lineari dei punti che compaiono nella matrice (2) donde

656 . CAPITOLO DODICESIMO {§ 114]

si concluderebbe facilmente che lo spazio d’appartenenza di S,
avrebbe meno di 27 dimensioni, contro 1’ipotesi. Determinando,
per ogni valore di v, il rapporto f,:f, dalla (3), il punto (1)
descrive una curva ben determinata di B che diremo col Bompiani
la curva quasiasintotica di R. Essa & pertanto I’unica curva di B
in cui punti lo spazio n—tangente a B ha dimensione < 2n.
Supponiamo d’ora innanzi che la curva O, sia quasiasinto-

tica sicchd

@ (yz y'z' Ve y(n—l)z(n—l) y"") =0;

e scegliamo il parametro » in modo che sia identicamente

(4) s (yzy'2 ...y 20y =1,

escludendo senz’ altro i valori isolati di » in cui il determinante

(4)us sia uguale a zero. Dalla (4) si deduce che le coordinate di
y e z soddisfano all’equazione differenziale della forma

—1
(5) Y™ = :}:0 a4 - b2 .

In generale b,,%0; se b,,=0, la (5) dimostra che, in ogni

punto della quasiasintotica C,, I'S, osculatore a O, sta nell.o
spazio (n— 1) — tangente ivi ad R. Limitiamoci a trattare il

caso generale b, ,%0. .
Le equazioni (4) e (4)w. restano soddisfatte senza cambiare

il parametro v sostituendo a y e 2 rispettivamente v e { dove
(6) n=pHy, L=pT"2+ry

o e ) essendo funzioni qualunque di ». Ne vogliamo .approﬁttare
per semplificare la (5). Eseguendo la (6), alla (5) corrisponds la

1
™ = :Eo a ' + Bt

dove, come un facile calcolo dimostra,
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@ o= g — b tn@ D) L g = b

Possiamo pertanto scegliere p e A in modo che risulti
(8) Qp1 = 0 ] Bn-—l =1 ;
infatti a tale scopo occorre e basta scegliere

P S _ el n(n+1) b’—l
By P =bp 1, A=, T EH [“H T 2at 1 by

bn—l

Le equazioni (4) e (4)., restano pure soddisfatte facendo la
trasformazione

©® p=0¢"y, 3=2, v=fodv.

Alla (5) corrisponde ora la

a3
zdv

d*y _"gl &y

dy" S av +bigyr

ed un facile calcolo prova che

1 nn+1) o o
(s A= - [a’n—l + _L.21"__ rak by =06"1b,, .

Posto ancora
Y=P”+IQ7 Z=p’”3-{—)\g, V=9,

sard, analogamente alla (5),

oy st d'Y &'z
1= UL ) AB

Affinch® risulti 4, , =0, B,;=1, dccorre e basta secondo
le (8)5“ Che )
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9 =p nl+ -l n(n + 1) legb
P P, 3 1 )\ == b“ n+4 Nl
( )m 1 ’ -y Antl [a.._l 3 ] .

Supponiamo ora che sia @, , =0, b,, =1 (il che si poteva
raggiungere mediante una trasformazione (6)). Le equazioni (9) .,
diventano

8=

1 bw—l = c”_l,

n(n41) o
———

g2

sicché le (9),, danno

o=t 3 n(n+ 1) il
= 2n41 —_———r Py ’
p=e e N T | e

Abbiamo pertanto ottenuto il risultato: S5 posssono in infiniti
modi scegliere le curve C, e C,, ¢ fattors delle coordinate y e z, ¢
il parametro v, in modo che valga la (4),, ¢ la

Y2
(10) YU ="+ T ay" + 6,29,
i=0
La pin generale trasformazione che non lede tali ipotesi é

Y=,tm+n+ly, Z"—‘T"(“_l)z“!—%—ﬂ(ﬂ-{—l)’r”'_"—lt'y,

(11)
V= [srHidy,

t© essendo funzione arbitraria di v (r+ 0).
Eseguendo la (11), alla (10) corrisponde la

d”Y a1z n—2 &y az
v = ap—= T 2 Aogyr + By

Un calcolo piuttosto lungo e che ometto, da

(12) B,_,.:T-mn[bn_,_ p—De+d
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I

A,y =172 g2 -g— n(n -+ 1) tT by_s +
(12)sss
T”

1 1 '2
+ 5 M —1) (1—4) = — = n(n*—1) (4n2—19n—42) Eg :

Derivando la (12) e confrontando con la (12), si deduce che

(n+2) 4, ,+ —;;-n(n-{-l) (n—4) df;—z _

_ 1 n(r4+1)(4n2—5n+10) _,
6 (n—T1)(n + 2) e =

(12)ur
= g—32ntl) [(n +2a,., '+ —;:-n (n+1)(n—4) by s —
1 n(n+1)(422—5n410)

— bi s -

6 n—1)(n +2)

L’ ultima equazione prova che si pud ¢n generale togliere ogni
ambiguita supponendo

Llamt)m—14,

I2="73 n+ 2 -2+
13)
1 n(n+41)(4n*—5n+4 10)
T w—1) (T 2F B e

dove a s si pud dare un valore numerico scelto comunque, pur-
ché diverso da zero, p. es. e =+ 1.

Il parametro v corrispondente a (13) pud dirsi I’ arco proiettivo
di B; le y e z son perfettamente determinate a meno di una
sostituzione unimodulare a coefficienti numerici. Dalla (4) si de-
duce derivando che, accanto alla (10) vale 1’equazione della forma

el
(14) e = B ¢y 4 429,

=0

Ed & chiaro che il segno ¢ e le quantita
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a, b, ¢, d (=0 1l...n—3; j=0, 1,..n—2;
k=0, 1...n—1)

formano un sistema completo di invarianti proiettivi di R.

La normalizzazione ora esposia diventa impossibile se vale
la (13) con ¢ = 0. In tal caso il procedimento pit rapido & il
seguente. La (12) prova che si pud in ogni caso scegliere v in
modo che sia b, = 0. Ma tale normalizzazione non & inva-

riante, perché la condizione b,_; =0 resta inalterata ponendo
Y =gintly, Z =tz V=+"Hy, 1 costante.

Mediante tale sostituzione, le a;, b, ¢;, d; si cambiano rispet-
tivamente in 4;, B;, C;, D; dove :
4, =t"a;, B,=0"""1b, C;=1""¢, D=4, t=r1"", o i

Nel caso eccezionale [quando ¢ = 0 nella (13)], facendo b,_, =0
sard anche @, ,=0. Sia 4, =25, ,=0, ma p. es. a,_; % 0.

: Allora< il differenziale

1
(15) @,y "3dv = dw

e le quantita

1 da,_ ar— . s
i dws y ;.‘,3 (i=0, 1...n—4), a:;‘:—l (¢=0, 1..n—3),
16) - ’

2 . . dr-3 ]
ag+2 @G=0,1...0—1), —a:‘:_?~ G=0,1...0—1)

sono evidentemente invarianti proiettivi di B; e la R 8 completamente
determinata a meno di collineazioni, date le quantitd (16) in fun-
zione della variabile w definita da (15). Si osservi che, per deter-
minare le (16), le quadrature non sono necessarie che in apparenza.
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Sur la déformation de certaines surfaces tétraédrales,
les surfaces S et les réseaux R.

Note de M. Grorers Tzrrzrica Prof. a I’ Université de Bucarest .

1. - Le point de départ de mes recherches a été un pro-
bléme particulier de déformation de certaines surfaces tétraédrales.

Considérons le réseau des lignes de courbure d’une quadri-
que. Les normales de la quadrique forment une congruence conju-
guée, au sens de M. Guicmarp, au réseau; elles découpent done
sur la quadrique, d’aprés un théorsme de Ribaucour (**), un
autre réseau, qui est, avec celui des lignes de courbure, harmo-
nique & una méme congruence cyclique. Le réseau cycligue cor-
respondant est & invariants tangentiels égaux, donc il reste inva-
riable dans una déformation continue a un parameétre.

C’est cette déformation continue que j ai tout d’abord étu-
diée et j’ai obtenu le résultat suivant:

Toutes les surfaces

‘ (*) L'illustre geometra rumeno ha cortesemente acconsentito ad esporre
in .questa nota, di carattere piuttosto storico, la serie delle idee che lo hanno
gu‘ldato nei suoi studii sulle superficic S e le reti I, Queste idee, veramente
originali, interesseranno certo moltissimo i lettori di questo libro.‘

(**) Darsoux, Th, des surfaces, II, p. 289, ou bien ma Géor. diff. proi. |
des réseaux, p. 92. : : » proj.
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3
2

(’U + b) ’

|

x=A (u-t+ a)* (v + @), y=B(u-+b)
(1)

3
2

3
2=C+0* v+ o0

pour les quelles les sia constantes A, B, C, a, b, ¢ sont telles que

les cing expressions
A2d + B+ 0 (i =0,1, 2 3, 4)

ont des valeurs délerminées, sont applicables les unes sur les autres (*).

2. - Aprds avoir essay¢ d’¢tudier le probleme général de
la déformation continue et de trouver la place qu’occupait le
probleme spécial préctdent dans ce probléme géncéral, ie suis re-
venu aux surfaces (1) dont I’équation cartésienne est

2 2
3 —_

2
(2 az® + By’ 4y = 1.

J’ai remarqué d’abord que dans la déformation continue précé-
dente, la courbe u == v, qui est une ligne asymptotique sur chaque
surface, reste invariable de forme. On a ainsi un exemple de la
déformation continue d’une surface autour d’une ligne asymptoti-
que. J'ai démontré que cette déformation peut se faire autour de
chague ligne asymptotique (**).

11 résulte de la que los oo® surfaces (2) peuvent &tre groupées
en oo! familles, chaque famille étant composte de oo® surfaces
toutes applicables les unes sur le autres. Il s’agit maintenant de
trouver la relation entre les coefficients de (2) qui caractérise
chaque famille de surfaces applicables.

A cet effet j’ai post

3 3

x =P y=@,

e

Il
]

(*) C. R. de I'Ac. des Sc. 128 (1899)
(=) . . 1902, le 21 avril 1902,
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P=pu+tpv+p, @=qu+@v+4q B=riutfnvir
ot j’ai démontré (*) qu’'en faisant des transformations linéaires
sur les variables u et v, on peut réduire 1’élément linéaire de (2)
a I'une des formes
(3) ds? = vdu?® 4+ 2ndude 4 dv?,

4) s = udu® + 2mdudv + vdv?.

D’une maniere plus précise, on obtient I’élément linéaire (3) si

3 3 K2
o +BP =0
ot (4) si
3 3 3 1
2 2 .
o + B 4 77 o

3. - Il restait a trouver toutes les surfaces admettant 1’ élément
linéaire (3) ou (4), pour que le probleme de la déformation des
surfaces (2) fat complétement résolu. J’ai fait voir (**) que la
recherche des surfaces ayant I’élément linéaire (3) se rameéne a
celle des surfaces minima, tandis que la recherche des surfaces
ayant 1'élément linéaire {4) conduit & celle des surfaces S pour
lesquelles on a

K

;T const.,

()

ot K est la courbure totale en un point M de S et p la distance
d’un point fixe O au plan tangent en M a 8.

(*) C. R. le 18 juin, 1906.

(*) C. R., le 25 juin, 1906. Dans cette Note une faute de caleul, que
j ai corrigée implicitement dans les publications ultérieures, m’a fait dire que
les surfaces d’ ¢lément lindaire (4) se rameénent i I etudes des surfaces & cour-
bure totale covstante.
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Clest de cette manidére que je suis arrivé a 1'étude des
surfaces S (*). (Cfr. § 25 E et 28 D).

4. - Jai commenct 1'étude des surfaces S en démontrant
que leur recherche conduit a I’¢tude des systomes complétement
intégrables de la forme (**)

auu = aeu + beu’
(6) G, =06,
6,=a6, 4 b6,.

A partir de ce point deux voies se sont trouvées ouvertes
devant moi. Je les ai suivies alternativement. Elles se sont reu-
nies, comme on le verra dans la suite, dans la théorie des
réseaux E.

Il résultait tout d’abord du systtme (6) que les surfaces
S (**) gardent la propri¢t¢ (5) aprés une transformation affine et
il n'est pas difficile de voir qui il en est de méme aprés une
transformation par polaires réciproques. Il fallait expliquer ces
résultats. .

J'ai démontré qu’une transformation affine laisse, a un fac-

teur constant pres, le rapport r invariable, tandis que une trans-

formation duale le remplace par son inverse.

(*) Voir mon mémoire Deformare « unet clase de suprafase tetraedrale
publi¢ en 1916 dans les Ann. de I’ Ac. Roumaine
Il lettore noti che alla sesta riga di pag. 153 (§ 26 E) si deve lezgere

— 1 L . o
y —K e non -, (come ¢ scritto per un errore di stampa). Egli rico-

V—x

noscera allora immediatamente che le superficie ivi studiate coincidono con
quelle dello Tzitzeica.

() C. R., le 10 juin 1907, ou bien Jend. del Cir. mat. di DPalermo
(Tomo XXV et XXVIII, 1908 et 1909).

(*=) On les a d’abord désignées ainsi dans la littérature scientifique, Plus
tard on a reconnu que ce sont des sphére affines. Quelques  géometres
(M. Joxas et Dexous) m’ ont fait I’ honneur de leur donner mon nom.
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J’ai cherché ensuite une définition purement affine des sur-
faces S. Je 1'ai trouvée d’abord pour les surfaces réglées, (*) a
savoir qu’elles ont leurs lignes flecnodales confondues a 1’ infini.
Pour les surfaces S générales les surfaces réglées asymptotiques, c. &
d. les surfaces réglées formées par les tangentes aux lignes asympto-
tigues d’une famille aux points ot elles coupent une ligne asym-
ptotique de 1’autre famille, ont, comme développables asymptoti-
ques, des cones ayant tous le méme sommet (**). Cette définition
s’applique aussi aux surfaces réglées,

5. — Comme les lignes asymptotiques jouent un role essentiel
dans la théorie des surfaces S, j’ai 6ét¢ naturellement conduit &
chercher une transformation de ces surfaces a 1’aide des con-

. ~

gruences W, analogue a celle des surfaces i courbure totale con-
stante ou a celle des surfaces applicables sur une quadrique (***).

J’ai abordé alors la théorie générale des congruences W, a
Paide d’un théoréme remarquable de Darsoux (***), au quel j ai
donné une nouvelle démonstration a 1’aide d’une interprétation
géométrique dans un espace a cing dimensions. J’ai fait voir (*****)
qu’a toute congruence W il correspond un réseau tracé sur une
variété a quatre dimensions dans un espace projectif & cinq dimen-
sions et réciproquement. Aux deux complexes formés par les tan-
gentes des deux surfaces focales d’une congruence W correspon-
dent deux congruences, conjuguées au réseau précédent et formées
par des droites appartenant & la variét¢ quadratique. Les deux
foyers d’un rayon d’une de ces congruences sont les images des
deux tangentes asymptotiques de la surface focale correspondante.

6. — Revenons au systéme (6) et montrons la seconde voie
que j’'ai suivie en méme temps que la précédente. On peut con-
sidérer ce systéme comme définissant les coordonnées projectives
d’un réseau plan: c’est la perspective sur un plan des lignes

(*) C. R., le 9 déc. 1907 ; voir aussi At del IV Congresso intern.
dei Mat. [Roma, 1908), et Rend. del Cire. mat. di Palermo, T. XXVIII (1909).

(**) C. R.le 27 - I - 1908.

***) C. R., le 18 avril 1910.

(***) Darsoux, Th. des surfaces, II, p. 345.

(**+*) C. R., le 28-XI-1910 el le 3-1-1911, ou bien ma Géon. diff.

proj. p. 260.
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asymptotiques d’une surface 8. Cette perspective est, d’aprés un
théordme de M. Kokvies, un réseau a invariants égaux, ce qui
est du reste visible sur le systéme (6).

J’ai 6té ainsi obligé d’étudier les riseaux a invariants égaux.
J'ai complété un autre théordme de M. Komrsies, concernant
certaines coniques attachées a4 un réseau a invariants égaux et en
revenant au réseau plan défini par (6) j’ai montré qu’il se repro-
duit aprés trois transformations de Laplace (*).

De sorte qu'en faisant correspondre a une congruence W
de notre espace un réseau quadratique d’un espace & cing dimen-
sions, j'ai ¢t¢ naturellement conduit & considérer d’une maniére
spéciale les congruences W dont !'image est un réseau a inva-
riants égaux.

Un troisiéme théoreme de M. Koexigs, appliqué a un tel réseau
et 4 une des deux congruences quadratiques conjuguées donne un
nouveau réseau quadratique a invariants ¢gaux, a partir du quel
on peut continuer la méme opération. En revenant & notre espace
on obtient une suite de Laplace dont toutes les congruences sont W.
Un réseau quelconque de la suite est ce qu’on appelle un résean R.
C'est de cette manitre que je suis arrive a 1'étude des re-
seaux R (*¥),

(*) C. R.le 30 - XI - 1908. J'ai ajouté dans la méme Note un second
exemple de suite de Laplace périodique et je suis revenu plus tard. (en 1913)
sur cette qnestion. Voir le chap. VII de ma Géom. diff. proj. des réseaux.

(*) C. K., le 24-1V et le 4-XII-1911, ou bien ma Géom. diff. proj.
p. 263,
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UNA OSSERVAZIONE BIBLIOGRAFICA

Il lettore che desideri conoscere altre ricerche sulla teoria
delle superficie R vegga, oltre a due note di G. Fumist in corso
di stampa nei Rend. della R. Accademia dei Lincer (2° Semestre
1926) i seguenti lavori fondamentali del Prof. A. Dexovis della
Universita di Gand :

Sur les surfaces R et les surfaces Q (Comptes Rendus; tome 153,
p. 590, 705, 797, 927). ,

Sur les congruences qui appartiennent & un compleze linéuire
¢t sur les surfaces @ (Bull. de la Classe des Sciences de I’ Aca-
démie Royale de Belgique; 4 mai 1920; pp. 215-232) (*).

(*) Risultati importanti sono contenuti nelle Note dello stesso A.: Sur
les surfaces dont I's quadriques de Lie  ont que deux points caracteri-
stiques (C. R. Iuillet 1924),

Sur les surfaces réglées (C. R. jun 1908) Sur la théorie des lignes
asymptotiques (C. R. aofit 1908). Swr la quadrique de Lie (C. R. Septem-
bre 1908). Sur quelques propriétés des surfaces courbes (C. R. Sept. ot
Octobre 1908).
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I fondamenti geometrici della teoria proiettiva
delle curve e delle superficie
p1 Exrico Boapiant

Ix} un gruppo di lavori qui appresso elencati (*) ho cer-
c‘ato di dare un fondamento geometrico diretto alla teoria proiet-
tiva delle curve e delle superficie (nello spazio ordinario).

*) A - Cu‘rr[spondcum puntuale fra duc superficie e rappresentasione
ronforme. Rendic. R. Accad. dei Lincei, s. V., vol. XXXII, 1923.
'l.i - Noxton? di geometria proiettivo -differenseale relative ad wuna su-
perficie dello spasio ordinario. Ibidem, vol. XXXIII, 1924.
o C = Costruxione di tnvarianti prolettivo-differensiali di una super-
ficte, Ibidem s. VI, vol. II, 1926.
D - Invarinnti prodeltici di contallo fra curve picne i v
o 111, 1096, / re piane. Ibidem, volu-
E - La gevmetria delle superficie consider 0 ¥l i
; siderate nello spasio rigato. lbid
vol. Ill, 1926 (2 Note). g ? o
F - peterm'inaz' tond prolettivo-differenzialt relatice ad una superficie
dello (;pa;w ordinario. Atti R. Accad. Scienze di Torino, vol. LIX, 1924
— Le form> di Fubini nclla teoric proiettie iefe. Rendi
) protettiva delle superficie. R .
Istituto Lombardo, vol. LVII, 1924, perfiete: fendie
. AH — Sulla geowmelria proiettivo -differenxiale delle superficie. Rendic.
Semin. Matem. dell’ Universita di Roma, vol. 11, 1923-24.
I- S.'lstemi. contugati ¢ sistemi assiald di linec sopra wuna superficte
dello spasio ordinario. Bollettino Unione Matem. Ital., a. IILI, 1324.
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Chi abbia letto il presente Trattato ha certo notato 1’impor-
tanza che nello studio di tali enti assumono certe forme differen-
ziali (arco proiettivo delle curve piane o sghembe; elemento
lineare proicttivo di Fusist; etc.) e come da esse dipenda la
costruzione di invarianti numerici (p. es. curvatura proiettiva delle
superficie) o geometrici (p. es. normale proiettiva di Fuswi) fon-
damentali per la teoria. L’introduzione di queste forme ha carattere
analitico ; la loro invarianza risulta da proprieta formali.

Se si confronta questa teoria con quella metrica delle curve
o delle superficie (considerate o nel gruppo dei movimenti o nel
gruppo delle applicabilitd) si scorge subito una diversitd profonda
nel loro modo di sviluppo: che infatti in quest’ ultima le forme
differenziali che stanno a base della trattazione hanno un signi-
ficato geometrico immediato (che si riconduce in ogni caso all’in-
variante elementare « distanza di due punti» o0 « angolo di due
direzioni»): ed & proprio questo significato che ne suggerisce e
ne giustifica 1’ uso.

K — Contributo alle geometria profettivo - differenziale di una superficie.
Ibidem, a. III, 1924.

L - Sulla corrispondensa puntuale fra due superficic a punti planart.
Ibidem, a. IV, 1925.

M — Per lo studio profettivo-differenxiale delle singolarita. lbidem,
a. V, 1926, .

N — Le forme elementari ¢ la teoria protettiva delle superficic. Ibidem.
a. V, 1926.

O - Proprieti generali della rappresentaxione puntuale fra due super-
ficic. Annali di Matematica, s. IV, t. 1, 1923-24.

P — Rappresentaxione geodetico - proiettiva fra due superficic. Ibidem,
t. 111, 1925-26.

Q - Sul contatto di due curve sghembe. Memorie Accad. Scienze di Bo-
logna, s. VII, t. III, 1925-26.

R - Corrispondenza fra una superficie e le suc parallele. Mathem.
Zeitschrift. Bd. 24, H. 2, 1925.

Questi Lavori saranno citati includendonc la lettera d’ordine nel testo
fra [J]. I richiami al vol. I de! presente Trattato saranno fatti cosi:

[G. P. D. pag.... ]}
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Non & cosi nella geometria proiettiva. E la differenza ha
origine da una difficoltd sostanziale che si presenta in questa
teoria e che conviene porre chiaramente in evidenza.

La domanda da esaminare & questa: quale pud essere il
significato proiettivo di una forma differenziale (del primo ordine)?

Sia data una varietd di elementi, «punti», individuati sulla
varietd stessa per mezzo di un sistema di coordinate essenziali
u; (¢ =1,..., n). Una forma differenziale (di qualsiasi grado e)
del 1° ordine in queste coordinate acquista un valore ben deter-
minato quando sia data un’n — upla di valori per le coordinate w,
(che in generale figurano nei coefficienti della forma) e un’n —pla
di valori per i loro differenziali du,. In termini geometrici, la
forma acquista un valore ben determinato quando sia dato un
punto P (u;) ¢ un punte P’ (u; + du,) della nostra varietid. Se
la forma & invarviante rispetto a determinate trasformazioni, ciod
se essa ha un significato geometrico per la geometria della varieta
relativa ad un determinato gruppo, civ vuol dire che & possibile
costruire un invariante (rispetto a quel gruppo) di due punti
infinitamente vicini P e P'.

Se il gruppo considerato & quello metrico (fondamentale) la
distanza fornisce I'invariante desiderato. Ma se il gruppo ¢ quello
proiettivo la nostra esigenza sembra contrastare col fatto che 1in-
variante elementare (birapporto) di questo gruppo acquista un
senso solo per quattro (e mon per due) elementi di una forma di
prima specie.

A sciogliere questa apparente contraddizione (in cui risiede
la difficolta sopra accennata) intervengono alcuni invarianti proiet-
tivi infinitesimi di contatto (fra curve o superficie) che dipendono
effettivamente, per dirla in breve, da -due soli elementi infinita-
mente vicini. Questi invarianti infinitesimi sono, a mio modo di
vedere, la chiave di volta per la ricostruzione geometrica di tutta
la teoria del Fummsi; ma, anche prima di vedere che cosa precisa-
mente essi siano, ¢ facile intendere ch’essi hanno una portata
che trascende di gran lunga questa teoria. E noto infatti che
tutt’i gruppi che hanno un reale interesse geometrico si lasciano
considerare come gruppi lineari (con certe varietd algebriche-in-
varianti) : or bene, i nostri invarianti (birapporti) infinitesimi
forniscono per ciascuna di queste geometrie un metodo razionale
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per la costruzione delle forme differenziali invarianti che la carat-

terizzano (*). . L
Illustre)rb la natura e I’ ufficio di questi invarianti infinitesimi

ricostruendo rapidamente la teoria delle curve e delle s'uperﬁm;:
Data Uimportanza di queste, psporrd altri .due .metodl, non t~1
portata generale come il precedente, ma particolari a questi e9 i,
per ottenere le forme fondamentali di Fuosiny, la curvatura' pr(;mlelt-
tiva, il fascio canonico etc.: il primo n_lode-lla la ‘teor'n.it\e.e
applicabilita proiettive su quella delle. ordmarfe apphcabl.h a (1tu
genso metrico) sostituendo alle geodetiche un sistema dopplafnén el
infinito di curve proiettivamente invarianti della superficie; i
udia la geometria della superficie come en‘te dello spazio
giova della rappresentazione iperspamal(? delle con-
asintotiche sulla quadrica di S;. E il
Lettore avra cosi occasione di riconoscere' quale §ia la f'ecc.mdlta te
la generalita delle ricerche di geometria iperspaziale, qui :‘th:SSUIloe
nell’ Appendice III, che, come sopra h(? accer?nato, sintetizzano,
per cosi dire, ogni ramo di geometria differenziale.

secondo st
rigato e si ‘
gruenze delle tangenti

I. — Curve piane.
1. - Invariante di Segre.

Siano C e C due curve piane aventi in un pu.nto.O un
contatto di ordine =, intero (=1), e sia O punto ordinario per

esse, . .
Si consideri una trasversale prossima ad O la quale seghi

C¢. C e la tangente ¢ comune in O rispettiv. nei - punti P, P, {1‘
(p;'ossimi ad O); Sia M un punto preso a piacere sulla tms_versa e
(diverso dai tre considerati) e si formi il birapporto D=(PPTM)

———

(*) 11 Fosis, nella sua idea primitiva, pensava :_11 g_rup.po prolifzttll\'o an;-i
pliato 5 ¢ percio, abbandonati i punti e i bimppo?‘tx\ si nf.erlv:.x agli eelrmca:SO
(di or(iine elevato il minimo possibile) della varieth stadiata: cioc ne

delle superficie ad #, . % P, 4, 75 & [ SN
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Si faccia ora tendere la trasversale (con una legge scelta a piacere)
a passare per O, con la sola condizione che la posizione limite
sia ¢, e pure con legge arbitraria si faccia variare M su di
essa, C(.)n.la condizione che la posizione limite di M sulla posi-
zione limite ‘della trasversale sia F O.

o Si deve a C.,SEGRE (*) il seguente risultato: sl limite del
_zm(;;porto D ¢ un’invariante proiettivo delle due curve considerate
in O esso non dipende affatto dalle posizioni limiti della trasver-
sale e del punto M.

‘ Se lfa equaﬁzioni delle due curve, riferite ad un qualsiasi
sistema di coordinate proiettive non omogenee avente origine in O
e la tangente ¢ come asse # sono

(L y=a8a,2 (@,%0), (1) y=22Ta,a (¢,30)

detto invariante vale a, | a;.
Questo invariante di Srere, come lo chiameremo, & dunque
un carattere proiettivo finito relativo al contatto delle due curve;
b
esso Yale 1 se le due curve hanno un contatto d’ordine superiore
al primo (n > 1).

2. - Invariante assoluto di un’equazione di Laplace.

_ Di q‘uesto invariante di Seere vogliamo far subito an’appli-
cazione di cui ci gioveremo in seguito.
Data 1’ equazione di Laplace (**)

0%z ox 8
wde 7% oa + b e +ex=0

€ noto che n-1 soluzioni z; indipendenti di essa si possono interpre-

(*) Su aleunt punti singolari delle curve al, !
o UL gebriche .
dei Lincei, s. V, vol. VI, 1897. getriche cfe. fend. Acead.
(**) Si veda p. es. la Memoria Sull’eq ] ]
. . es. a quaxione di Laplace, i i
Matem. di Palermo, t. XXXIV, 1912, eplace. fendic. Gire
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tare come coordinate proiett. omog. di un punto (di uno 8,) che descri-
ve al variare di u, v una superficie ® sulla quale le linee w (v =
— cost) e v(u = cost) costituiscono un doppio sistema coniugato.
Se da un punto P (x,) di P si passa ai punti P! di coordinate z; =

_ o +ax, e P di coordinate 7t = %f—" + bw, questi punti

av
descrivono a lor volta due superficie d1 e ®! (trasformate di
Laplace di @) sulle quali le linee u (dv=0) ev (du= 0)
formano ancora doppi sistemi coniugati. Il piano tangente in P
a & o osculatore alla linea u passante per Pl su ®! e alla linea
v per P~' su @~': sicchd in esso si pud considerare una conica
! osculatrice in P* alla linea w e tangente in P! alla linea v
e un’ altra conica I'™' osculatrice alla v per P! e tangente alla

u per Pl

E pure noto che I’ equazione di Laplace possiede due inva-

rianti relativi

da ob
- — — — b —
e ab—c, k 7 +a ¢
e quindi un invariante assoluto h / k. Eccone il significato geo-

metrico [E]:
I’ invariante assoluto di un’equazione di Laplace & proprio
P invariante di Segre (relativo a Pl o a P!) delle due coniche bi-

tangenti ' e T~ Se U equazione ha invarianii (relativi) uguali le
due coniche coincidono e i ha 1l teorema di Koenigs.

3. -~ Invarianti di contatto fra curve piane [D].

Ritorniamo alla considerazione del birapporto D. L’ equazione
della trasversale r sia
(2) z=o0()y+e
variabile con ¢ in modo che o= lima () sia finito; bha fun-
e—>»0

zione o (che per gemplicitd si pud supporre analitica) caralterizza
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la o' di rette in cui varia r. Il punto M appartenente ad r

abbia coordinate ;, y, (in generale funzioni di €); e sia
limM+0.
e-»0

Il calcolo effettivo di D = Dy 4 Dys + Dys2 4- ... fornisce
i seguenti risultati :

4. coNTaTT0 DEL 1° ORDISE ¥RA € E C.

1. - Li-l;]oD =ay/dg¥ 1: invariante di Segre.

2. - Il termine del 1° ordine in D dipende dalla posizione
limite di r (per = —» 0), ma non da quella dv M.

Esiste quindi una reita r, proiettivamente invariante determinala
dagli inforni del 3° ordine di O su C e C per la quale ¢ D; =0.
Eccone una costruzione: si consideri wuna qualsiasi conica avente
un contatto del 3° ordine con € in O, ¢ una conica analoga per

C: o rette che da O proiettano gl ulleriori punti d’intersezione
delle due coniche sono divise armonicamente da t ¢ da I,.

3. — Si consideri il punto di contatto R, di 7o con la curva
inviluppo delle rette r: si pud determinare una posizione

My=1limM su r, per la quale & D, = 0; si faccia variare R, :
£-»0

le punteggiate descritte da Ry ed M, (su r,) sono proiettive,
Sicche : Gli intorni del 4° ordine di O su € e su € determi-
nano sulla retta invariante v, una proietiivita (non involutoria, né
parabolica) : il punto unito 0,4+ 0 ¢ quindi un punto protetlivi-
‘mente invariante.
Il birapporto di O, O, e dei due punti ove la loro retta r,

tncontra le coniche osculairici in O a C e a C & proprio 1’ inva-
riante di Segre.

4. - Se si prendono come rette r quelle per O, ed M= 0,
ogni termine dello sviluppo di D & un invariante per collincazioni ri-
spetto a C ¢ a C.

FusiNt e CecH, Lexioni di Geometria prowsttivo-differsnxials

P,
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B. COXTATTO D'ORDINE INTERO > 1.

1. — L’invariante di Seere & = L. '

o, - Il termine principale di log D [infinitesimo di o'rd1.ne
n—1 in e se il contatto & d’ordine =] & u.n’ invariante .pgzettz;;o
dipendente esclusivamente dagli intorni di ordine n + 1 de : sulle
due curve C e C: contrariamente a quanto avve‘m.va.pfsr '1% 3(-)“_
tatto semplice, esso non dipende affatto dalle posizioni limiti di r
e di M. .

3. — Procedendo come nel caso precedente ({A, 2) si trov&?
una retta invariante determinata dagli intorni di ordine » 4 2 di
O sulle due curve.

4. — Invarianti proiettivi di una curva piana [D].

Se O & un punto regolare, non sest'flttico, di una curva g)iana
¢ si consideri la conica I'? osculatrice in O e la Eublca I'3, no-
data in O, a contatto 7-punto in O con C: posto C=1TI" e. suc-
cessivamente C'==TI'3 il risultato indic_ato a:l n°® pre.ceflente 13 E{:
9. fornisce due invarianti infinitesimi di C 'd]lpenden‘fl rlspett_. \) z:igl
intorni di ordini 5 e 7 di O (e di .gradl 3 e b in e), ciod Ze
jorme differenziali del 1° ordine (nel dxﬁer'enzmle del parametoro suf;
individua i punti della curva), o anche, 1.nte'g1:an(.lo lun{?ro \ !
invarianti inlegrali. Il primo invariante w.zfmzteszmo e il (;fl]f)zz(r)r(;
(finito) di convenienii polenze dei due: forniscono, a meno di fa o
numerici inessenziali, I’ arco proiettivo ¢ la curvalutmtg Sir(-)(l)]xe -
tiva, utilizzata da L. Berwaip e G. S:?.NNIA per la 1_'11:1 lone &
forma intrinseca ed invariante dell’equazione differenziale

curva piana. N ) "
La retta invariante, di cui in B.3., ¢ la normale proiet

iva a C in O. o ' o
o Si hanno cost con sole considerazioni geometriche tutti gli ele

menti occorrents per lo studio di una curva piana (priva di singolaritd).
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©

5. — Singolarita : punti di flesso [M].

Lo- studi_o fiei punti singolari & generalmente evitato nella
gg:glsé:;a.prmettwo-dxfferenzmle, mentre esso €& proprio di sua
Stu'diare Iintorno di un dato ordine di un punto (singolare
0 no) di una curva vuol dire assegnare elementi geometrici (punti
rette, etc.) comuni a tutte le curve aventi in comune quell’intorno’

Per il flesso si hanno questi risultati : l

Se O & flesso di una curva C, le cubiche, & contatto 5-punto
con C in O, dotate di cuspide hanno le tangenti cuspidali passanti
per uno stesso punto Oy della tangente in O : questo punto rappre-
senta U intorno del 4° ordine del flesso su C.

Le cubiche cuspidate aventi contatto del 5° ordine con C in O
hc'mno le loro cuspidi sopra una retta wuscente da O: questa rella
(insieme con O,) rappresenta Uintorno del 5° ordine di O su C.

. V’e una cubica cuspidata avente contaito del 6° ordine con C
in O: la sua cuspide O, (sulla relta precedente) individua (con O,)
Uintorno del 6° ordine di O su C. l
_ Vale certo la pena (anche in vista della teoria delle superficie)
di caratterizzare analogamente gli intorni di altri punti singolari.

1I. — Curve sghembe.

1. — Invarianti di contatto.

La teoria (proiettiva) del contatto di due curve sghembe, ana-
loga a quella per le curve piane, non ¢ stata fatta. C. SEGI;E *
'ha §tudis.to il caso di due curve aventi in comune la tangente e
il piano osculatore in un punto: si trova in questo caso un inva-

(*) Suglk elgmcntz' curvilinet che hanno comune la tangente e il piano
osculatore. Rendic. Acc. dei Lincei, s. V, vol. XXXIII, 1924.
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riante (di Scgre) finito; ma questo risultato & prevedibile perché,
nell’ipotesi attuale e finché non si esce dagl’intorni del 2° ordine
delle due curve, si rimane sostanzialmente nel problema piano,
Nel caso generale del contatto di ordine =, intero =1, in 0
delle due curve € e C il procedimento da seguire per la ricerca
degli invarianti di contatto & il seguente: Si seghino le due curve
C, C e la tangente comune ¢ con un piano w prossimo ad O nei
punti P, P, T; poi si proiettino questi punti da una retta l

per O e si consideri il birapporto D dei tre piani 7, =, T cosl
ottenuti e di un 4° piano arbitrario o per I

Lo studio di D, cioé della sua dipendenza da w, 1, o fornird
gli invarianti di contatto delle due curve.

P. es.: Se n =1, il lim D quando w tende ad O non dipende
affatto da o, e non varia comunque vari ! in un piano per ¢; ed
& precisamente uguale al birapporto di questo piano, del piano
principale (di HaLPHEN) relativo alle due carve in O, e dei loro
due piani osculatori [si ha quindi un fascio di birapporti'.

Se questi coincidono (& il caso trattato dal Seere) 1’ invariante
precedente conserva ancora senso, ma non dipende piu affatto dalla
retta I ed & uguale all’invariante di Suere relativo alle proiezioni
delle due curve da un punto qualunque sul piano osculatore

comune.
Ulteriori ricerche avranno certo interesse. Il fatto che si

ottenga un fascio di birapporti (cioé due essenziali) in relazione
ad ogni intorno di O sulle due curve dipende dall’altro (e serve
a precisarlo in modo proiettivo) che I’aumento di un’unita nel
Joro ordine di contatto equivale a due condizioni indipendenti.

2. — Piano, retta e punto principali {Q].

Indipendentemente dalla ricerca precedente, possiamo subito
introdurre due nuovi invariants geometrici relativi a due curve a
contatto d’ordine » in O.

Havprex ha scoperto il piano principale luogo di un punto
tale che i coni proiettanti da esso le due curve abbiano un con-
tatto d’ordine » -~ 1 lungo la generatrice per 0.
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Analogamente si prova che: esistono in detto piano una retta
principale ¢ un punto principale tali che i coni proiettanti le
due curve da un punio della refta o dal punto principale hanno
lungo la generatrice per O un conlatlo d’ordine n+ 2 o ri8p.

n + 3.
3. — Invarianti proiettivi di una curva sghemba [Q].

Si associ al punto O di €' la cubica sghemba osculatrice I’
Con essa e con le quadriche a contatto 7-punto in O con C (pas-
santi inoltre per il punto di Samnia) si ottiene un ben determinato
sistema di riferimento (tetraedro fondamentale e punto unita).
L’arco proiettivo di C si ottiene da quello di una sua proie-
zione piana (p. es. sul piano osculatore) ; la conoscenza del punto
principale relativo a C e a I3 in O equivale alla conoscenza delle
due curvature proiettive (di Saxxi).

Sicché anche in questo caso, come per le curve piane, si
sono trovati in modo geometrico diretto tutti gli elementi fonda-
mentali della teoria.

III. — Superficie. - Le forme fondamentali.
A. METODO DEGLI INVARIANTI INFINITESIMI
1. - Invarianti infinitesimi di contatto fra superficie.

Una sistemazione organica della teoria delle superficie deve
fondarsi, come quella delle curve, sulla teoria del contatto di due
superficie, ciod sulla determinazione degli invarianti proiettivi,
finiti e infinitesimi, di contatto. La ricerca offre qui molto maggior
varietd che nel caso delle curve, per le varie circostanze che pos-
sono presentare le due superficie anche quando sia fissato il loro
ordine di contatto.
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Ma qui, in vista del particolare risultato che si vuol rag-

_giungere (ricostruzione geometrica delle forme invarianti di Fosmxi)

basterd occuparsi di un caso particolare della teoria stessa (cor-
rispondente a quanto si & fatto per le curve piane in I-4).

2. — L’ elemento lineare proiettivo di una snperficie [F].

Considero una superficie 6 non rigata e un suo punto O
generico (ciod tale che nessuna delle tangenti asintotiche sia a
contatto piu che tripunto con ). Quando occorrera, mi servird
della rappresentazione parametrica z; (u, v) in cui le linee w (dv=0)
e v (du = 0) rappresentino le asintotiche e le x; siano le coordi-
nate normali di Fusist soddisfacenti al sistema [G. P. D., pagi-
ne 89-90]

d log )
xr,, = _‘—6%37 xz, + Bz, +no
(4) |
W= BB s s
dv

Questa scelta ¢ fatta al solo scopo di rendere pin brevi i
calcoli, ma non ¢ affatto necessaria: essa, com’é noto, dipende
dalla normalizzazione delle forme fondamentali, che noi ritrove-
remo in modo affatto indipendente; sicch® anzi le nostre costruzion:
geometriche danno un procedimenio direlto per raggiungerc lale nor-
malizzazione (delle forme e delle coordinate proietiive).

Si consideri la quadrica @ di L [G. P. D., pag. 131] re-
lativa ad O. Sia r una retta prossima ad O che seghi o, @ e il
piano t tangente in O a o rispettivamente nei punti 0', Oo, T
prossimi ad O; e sia M un punto preso a piacere su r diverso
dai precedenti. Come varia il birapporto D = (0, Oo, T, M) al
variare di » e di M (su r)? Se O’ tende ad O sopra una curva
non tangente ad una asintotica in O si ha:

a. limD =1 (8 Panalogo dell’invariante di Srere), indipen-
0—»0
dentemente dalle posizioni limiti della relta r e del punto M.
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B. Il termine principale di log D (invariante proiettivo in-
finitesimo) ¢ indipendente dalle posizioni limiti (per O'—>»0) di 1
e di M e dipende soltanto dalla tangente in O alla curva sulla
quale Q" tende ad O; esso vale

1 pdud + ydo?
3 du dv

(ove du/dv dé la tangente considerata), cioé fornisce um significato
immediato dell’ elemento lineare proiettivo di Fubini (¥).

v. Se O’ tende ad O sopra un’asintotica lim D = 2/3 per
0'—»0

la quadrica di Lie; mentre & =1 se ad essa si sostituisce una

quadrica avente (per generatrici le tangenti asintotiche in O e)

contatto del 3°* ordine con 1 asintotica.

3. — Le due forme normali di Fubini [F].

Pure con un birapporto infinitesimo si lascia esprimere la
forma normale quadratica di Fusixi

Si consideri una qualsiasi curva di o uscente da O in dire-
zione du/dv e da un suo punto O’ si conducano le asintotiche
che taglieranno quelle per O in due punti O; e O;; della loro
congiungente si considerino i punti C" e ¢’ d’intersezione con
la quadrica di Lie e il birapporto D' = (0,0"C"0)).

Il termine principale de! birapporto D' quando O —=» O ¢ un
invarignte protetlivo infinitesimo che dipende solo dalla tangente in
O alla curva descritta da O e vale

—El)—ﬁ*(dudv

ciod (a meno di un fatfore mumerico) fornisce il significato geome-
trico della forma quadratica mormale di Fubini, ¢, = 2 Bydudv.

(*) Il Terraciny, in una Nota Lincea in corso di stampa (1926,) ne da
la seguente interpretazione : lo due tangenti asintotiche in O e quelle in O
segano la retta comune ai loro piani in 4 punti; uno dei loro birapporti ha
per termine principale, quando O"—» 0, 4/9 del quadrato dell’ elemento
lineare proiettivo.
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Il risultato vale, con un semplice cambiamento del fattore
numerico, quando invece della quadrica di L si prenda una
qualsiasi quadrica contenente le tangenti asintotiche di o in O.
In particolare, se la quadrica si spezza si ha il seguente risultato
espressivo :

Se da un punto generico (non appartenente a t!) s proietlgno
sul piano tangente t le corde 00; ed 00, di o, il termine princi-
pale del birapporto di queste due rette e delle tangenti asintoliche

. 1 .
in O vale —4——[i7du dv (qualungue sia il centro di proiezione).

Questa semplicissima costruzione fornisce quindi direttamente
la forma normale ¢, e, insieme con la precedente, la forma cubica
normale 5 = 287 (Bdu® + 1dv3) : ed & proprio questa semplicita
che da ragione dell’importanza e dell’opportunita della normaliz-
zazione raggiunta dal Fusmvi per via analitica!

4. — Le prime forme elementari [N].

Chiamo cosi le forme monomie

du? dv?
p 'a;) ¥ du

la cui invarianza si dimostra subito sottoponendo le (1) ad una
qualunque delle operazioni che non mutano la superficie s e le
linee parametriche (asintotiche) su di essa. La considerazione di
queste forme elemenfari & forse piu vantaggiosa di quelle normali
del Fusmvi: anche il loro significato geometrico & pilt semplice.
Esso si ottiene pure da birapporti infinitesimi (nei quali non inter-
viene la quadrica di Lig).

8¢ consideri un arco di curva OO0’ (di o) uscente da O (u, v)
in direzione du/dv e il punio d’ intersezione O; dell’ asintotica u
uscente da O e dell’asintotica v wuscente da O': se T é il punto
ove la 070 sega il piano tangente in O ed M é un punio qual-
siasi di questa retta, il termine principale del birapporto (0;0'TM)

2

al tendere di O’ ad O (purché M non tenda ad O) vale —;— B ((ii—l:; ;
analogamente st ha [I'altra forma elementare considerando invece
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di 07 il punto O intersezione dell’ asintotica v per O con I asinto-
tica u per O

La somma e il prodolto (dei termini principali) di questi due
birapporti danno senz’altro U elemento ~ lineare proiettivo di Fubini
e la forma quadratica normale (a meno di fattori numerici).

Il prodotto di una delle due forme elementari per il qua-
drato dell’altra fornisce i due invarianti, dipendenti ciascuno da
un solo differenziale

d, 8% = Biydu’, dy83 = Bt dod:

& conveniente assumere d;8 e dys (determinati a meno di una
radice cubica dell’unita) come elementi d’arco proiettivi delle
asintotiche in 0.

Consideriamo ora il reticolato delle linee asintotiche su s e
in particolare una maglia di esso, definita dai vertici O (u, v),
(4 + du, v), (u, v+ dv), (u -+ du, v + dv). La differenza fra gli
archi proiettivi di due lati opposti della maglia, p. es. di quelli
situati su asintotiche » (dv = 0) & !’invariante- infinitesimo

_l_alogp'z‘{dv _ dydys
3 dv T odys ]

sicche :

Le linee di Segre sono le diagonali di un reticolato di asinito-
tiche © cui lati contigui (infinitesimi) hanno archi proiettivi uguali
(per le linee di Darboux, che costituiscono Ualiro sistema di linee
diagonali, ¢ lati contigu: sono uguali e di segno opposto). Le linee
canoniche sono diagonali di un reticolato di asinlotiche in cui in
ogni maglia le differenze degli archi proiettivi delle coppie di lats
opposti sono uguali (e di segno opposto, per le linee coniugate a
quelle canoniche).

d,8\° B du®

Anche del rapporto (d_2§> = o
molto semplice: esso € il termine principal: del birapporto dei
punti O] O;, del punio ove questa retta incontra il piano tangente
e di un quarto punio arbitrario su di essa (non tendente ad O

con O').

puo darsi un significato
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Dal prodotto dei birapporti che definiscono ¢, = 23ydudv e
p- es. Bdu?/dv si ha il significato di d,s® (indipendente dalla
curva scelta a definire quei birapporti).

5. — Alcuni elementi geometrici.

La conoscenza delle forme e, quindi, delle coordinate normali
equivale geometricamente a fissare un tetraedro di riferimento rela-
tivo al punto O i cui vertici sono i punti z, «,,, @,, %,. che indichero
con O, 0y, Oy, O;. Comunque si vari il fattore di proporzionalita
delle z;, ciod si assumano in loro vece le y; =pa, con p(u, v)+0
nel campo che si cousidera, i punti analoghi ad O;, O, descrivono
le due tangenti asintotiche uscenti da O, mentre la retta 00, &
sempre la polare reciproca di O, O, rispetto alla quadrica di L,
Q@ (precisamente: i lati 0,0, e OO0y del tetraedro sono fissati
appena si assegnino i valori di p,/p e di p,/p, ciod il dlogp;
per fissare O, bisogna assegnare p). Se le z sono coordinate nor-
mali di Freiv, il lato 00, & la normale proiettiva di Fusisi. Essa
¢ stata definita geometricamente in vari modi. Il seguente &
dovuto al Terracist (*). E noto che esistono infinite omogratie
trasformanti la o in uvna ¢ avente un contatto del 3° ordine con
o in O (e tali che ciascuna tangente asintotica in O abbia per
corrispondente s¢ stessa). Ogni tale omografia conserva anche
Pintorno del 4° ordine di s per una quaterna di direzioni di s
uscenti da O. Ad ogni retta uscente da O, considerata come retta
unita in tali omografie corrisponde (in due modi diversi) un fascio
di quaterne (associate) come le precedenti.

Se le quaterne associate ad una retla per O sono apolari alla
terna di Segre (e percid basta che lo sia una) guella retty € la nor-
male proiettioa.

Un’altra costruzione della normale proiettiva, data di recente

(*) Sul significato geometrico della normale protettiva. Rend. Acc. dei
Lincei, s. VI, vol. 1II, 1926.
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dal Fusixt (**) la ricollega alla considerazione delle quadriche di
Lie relative ad O e ai punti infinitamente vicini sulle asintotiche
per O.

Passo a caratterizzare [B] il vertice O, del tetraedro fonda-
mentale. Si considerino le due rigate costituite dalle , normali
proiettive uscenti dai punti delle due asintotiche per O. Il piano
tangente ad una di esse in O tocca D’altra in un punto C (£0)
della normale ; sia M 1’ ulteriore punto d’incontro di questa nor-
male con @: il werlice Oy € il quario armonico dopo O, C, M.

La quadrica @ di Lie (osculatrice lungo la generatrice per O
ad una qualsiasi delle rigate delle tangenti asintotiche di un
sistema uscenti dai punti dell’asintotica dell’altro sistema passante
per O) & un elemento essenziale nella determinazione sia degli
invarianti infinitesimi (forme fondamentali) sia degli altri elementi
geometrici (tetraedro relativo ad 0). Il seguente teorema [B] da
una proprietd dei singoli punti di essa:

Lu quadrica di Lie ¢ il luogo der punti singolart della refe di
complessi determinata dalla congruenza lineare speciale osculatrice
i O ad una delle asiniotiche e dal complesso lineare osculatore alla
rigata delle tangenti asintotiche dell’allro sistema nci punti dell’ a-
sintorica considerata.

Ancora da essa si puo far dipendere [B] la determinazione
delle terne di DarBovx e di Skere e delle due direttrici di Winc-
ZYNSK1 ; per queste si ha il teorema [K]:

Si considerino i 4 punti (+ O) in cui Q tocca il proprio invi-
luppo e t due lati, reciproci rispetio a Q, del quadrangolo (di De-
moulin) da essi determinato; le due rette appoggiate ad essi, una
per O Ualira nel plano tangente ivi <, sono le direttrici di Wilc-
zynski.

Altri elementi geometrici atti a caratterizzare i successivi
intorni di un punto O della superficie si troveranno applicando
p. es. le considerazioni fatte in 1.5 alle sezioni di ¢ con piani
passanti per una tangente asintotica: ma una ricerca in tal senso
non & ancora compiuta.

(**) Nuova trattaxione elementare dei fondamenti ete. Rend. Istit. Lom-
bardo, vol. LIX, 1926.
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B. METODO DEI SISTEMI ASSIALI
1. — Definizione dei sistemi assiali.

All’ esposizione di questo metodo occorre premettere la defi-
nizione di sistema assiale di curve sopra una superficie [4, O].
Per ogni punto O di ¢ si dia una retta (non contenuta in t); i
piani osculatori alle curve del sistema passanti per O contengono
la retta. Il sistema assiale si dira associato alla congruenza delle
reite date (assi).

Dualmente, a partire da una congruenza di rette contenute
nei piani t (ma non passanti per i relativi punti O di o), si pos-
sono definire i sistemi radiali (in corrispondenza alle due
interpretazioni della retta-asse e della retta-raggio).

Se le rette delle due congruenze di un sistema assiale e di
un sistema radiale una passante per O, 'altra contenuta in rt,
sono polari rispetto a @ i due sistemi si diranno polari [G].

Ad ogni forma lineare 1g,=1(h;du — hydv) [ove 1 & un
fattore numerico, ed h, e h, sono funzioni di u e v] ¢ associato
un sistema assiale definito da .

By (dudtv — dvd2u) = — By (Bdu® — 1dv®) 4 9,1 (b du — hydv)
¢ un sistema radiale (polare del precedente) definito da
B (dud2o—dvd2u) =By (Bdu® — 1dv®) + ,l (hy du — b, dv)

ove & indica differenziali controvarianti costruiti rispetlo a @ =
= 2Bvdudy [il fattore By & posto soltanto per dare a ciascun

termine carattere invariantivo]. '
L’importanza di questi sistemi per la teoria delle superficie

e delle loro corrispondenze apparira in seguito.

2. — Un invariante fondamentale. Curve anarmoniche.

Un secondo metodo [@] per la ricostruzione delle forme nor-
mali del Fusist & basato sulla conoscenza di un sistema oo? di
curve di o invarianti per applicabilita proiettive. L’ordinaria
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teoria dell’applicabiliti si serve appunto del sistema o2 delle
geodetiche : ma mentre in questo caso il dato fondamentale & il
ds®, di significato noto, nel caso proiettivo & proprio la conoscenza
di una forma (p. es. quadratica) che ci manca e che anzi vogliamo
ricostruire. E insomma la stessa difficolta segnalata fin dal prin-
cipio e che si ripresenta sotto altra forma.

A risolverla ci gioviamo qui del fatto che una direzione di s
uscente da un suo punto O possiede un invariante proiettivo. Tale
¢ infatti I’invariante assoluto della quaterna di rette costituita dalle
tre tangenti di DirBoux e dalla direzione du/dv in O. Questo
invariante finito, del 1° ordine, vale, a meno di un fattere nume-

rico inessenziale I = %, /go‘;”/a; e 'analogo, quando alle tangenti

di Dareoux si sostituiscano quelle di Skere & I'= ¢,/ cpg'z. D

questi due invarianiy finiti del 1° ordine si comosce dunque il signi-
ficato geometrico.

Chiamo curve anarmoniche quelle per le quali I = co-
stante. La loro equazione differenziale é

1 &g,

1 (dud?v — dvd?u) = — -
B ( 5

ey ou P -

1 (Blogﬁ'{“ du— dlog B2y dv)
3 ov

I piani cuspidali del cono tnviluppato dai piani osculatori «lle

curve anarmoniche in O passano per la retta di Segre relativa ad O

(ciod per la retta, trovata da C/ECH, per cui passano i piani oscu-

latori alle curve di Seere in O).

3. — Le forme di Fubini [G].

Insieme ad I & naturalmente invariante dlogl completamente
definito appena si dia un elemento del 2° ordine di una curva O;
si ha

3 95 2 3Ps
dlog] = — dvd2u — dud v LA
g Te- Vs Br( ) + 3

3

690 APPENDICE II.

Da questo invariante differenziale del 2° ordine si ricava un
invariante del 1° ordine quando si calcoli per le curve di un
sistema oo? proiettivamente definito su o (sostituendo ai &% in
dlogI i loro valori tratti dall’equazione differenziale del sistema).

Tale & p. es. il sistema assiale associato alla congruenza delle
relte di Segre (ritrovate or ora proprio in relazione ad I); indi-
cando con d,logl il valore di dlogl calcolato per una di queste
curve si ha

d,log I*® = ¢,/ ¢,

che da il significato geometrico dell’ elemento lincare proieltivo di
Fubini. Ma di pi

d.log IR 12 d, log I?83 13
[ T } _—_-Spl, f 7’23 ] = (P31

cioé la considerazione degli invarianti geometrici 1 ed I' e del sistema
asstale associato alla ongruenza delle rette di Segre (pure definito
in modo geometrico, indipendentemente da qualsiasi considerazione
analitica) fornisce diretiamente sia Uelemento lineare profetiivo di
Fubini sia le sue forme mormali. E I opportunitd della scelta di
esse risulta di nuovo messa in luce dalla semplicitd e naturalezza
del loro significato.

4. — Altre forme invarianti del 1° ordine.

Con lo stesso metodo pud ottenersi il significato di altre
forme invarianti. Accenniamo brevemente ad alcune [G].

o) Sulle geodetiche di ¢, ¢ d logl = 8%,/P, e similmente
per dylogl'; sicche calcolando dlogl sopra un elemenio di 2° or-
dine di una qualsiasi curva e sulla geodetica di ¢, tangente sv ha

(%)2 _ (@—d,)logl
%) (d—dy)logl’

invariante finito del 1° ordine (e non del 2° come poteva atten-
dersi).
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‘ B) Data la forma 1y, =1 (hdu — hydv) ciocd un sistema
fzsamle e il sistema radiale polare, si considerino i piani osculatori
in O (u, v} alle curve di questi sistemi in direzione d, il piano
pormale (coptenente la normale pr.) per d e il piano r] tanzente
1r01 o a} c: il bz_mpporto di quest: piant & Uinvariante finito del
1° ordine 9, .17, [%,. Troveremo in seguito il significato di 17g,.

1V. — Invarianti delle curve sopra una superficie.

1. - Curvatura proiettiva.

. Data una curva € di o uscente da un suo punto O le due
forme. no.rmali, 0 Velemento lineare proiettivo, ne costituiscono
1nv3mant1 differenziali (infinitesimi) del 1° ordine [e con essi si
puod f\(;rmlare un invariante finito].
ogllamo procurarci ora invarianti d 0 0 i

(cioé dipendenti dai differenziali 2 e 3! e(lli 2u z S)el cl?e ﬁ;ﬁi
curvatxfra e torsione proiettiva (della curva in 0).

o Sara comodo porre ds®= p, ed indicare con 3u, 8%

i dlﬁ‘e?enziali controvarianti rispetto a o,. ’ U
. Si consideri [F] la tangente ¢ in O a C ¢ la proiezione sul
piano tangente t, fatta da un punto della normale proiettiva, di
una corda 00" di C, e infine il birapporto D di queste due ;ette
e delle due tangenti asintotiche,

La parte principale del logD per O'—»0 su C ¢

By (dud%v — dvd2u) +__1_£3_
P2 2

-8

2

;?e.(p_., =287 (B duj3—'{dv3); questo invariante proiettivo infinitesimo,
t;:z:j’per ds, fornisce un’ invariante finito di C (curvatura proiet-
Propriets caratteristica dei sistemi assiali di curve su o ¢ che
la curvatura proiettiva é una funzione lineare des parametrs du/ds
dv/ds della direzione che si considera uscente da O. ,
La curvatura asintotica di Fusixt di € in O & By (dud® —
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— dvd%u) /ds®. Il suo significato geometrico, facilmente ricava-
bile dal precedente, ¢ questo:
Su C e sulla geodetica di tp, tangenle a C in O si prendano

i punti O’ ed 0" e si proieitino le corde 00’ ed 00" da un

punio della normale protettiva sul piano tangente : il log. del birap-
porto di queste due proiezioni e delle due tangenti asintotiche in 0,
diviso per ds, ha per limite, quando O ed 0"’ -» 0, la curvature
asintotica di C in O.

9. — Curvatura relativa di due curve.

Pil in generale [G] date due curve tangenti in O, in dire-
zione d, si consideri in 0" =0 + d0 il log. del birapporto delle
tangenti alle due curve e delle tangenti asintotiche, Il suo ter-
mine principale & I invariante infinitesimo

(dudtv — dv®u)y — (dud®v — dvd%u),
. dudv

{ove gli indici 1 e 2 a numeratori stanno a distinguere gli ele-
menti relativi alle due curve). Questo invariante infinitesimo,
diviso per ds=}2@7dudy, pud dirsi curvatura proiettiva
relativa delle due curve in O.

Se una di esse & Destremale di ¢, tangente all’altra si ha
proprio la curvatura asintotica di Fussn

Si hanno inoltre i teoremi [G]:

I invariante infinitesimo precedente relativo ad una curva
assiale ¢ alla curva ad essa tangente del sistema radiale polare non
dipende affatto dalla scelta di questi sistemi (cioé dalla forma 1g,
o dalla congruenza che li definisce) e vale 2%/ ¢y; € si ha qui
an nuovo mezzo per definire I’ elemento lineare proiettivo di
FuBizL

L invariante infinitesimo relativo ad unt curva di un sistema
assiale in O e alla curva, wi tangente, del sistema assiale associato
alla congruenza delle normali proieltive vale precisamente 21g,
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(forma che serve a defininire il primo sistema assiale). Si ha cosi
il significato dell’invariante integrale 1 / g1 lungo una curva di o.
Altri risultati in [&].

3. — Le forme elementari e gli invarianti di curvatura [¥].

La ricerca di un invariante di curvatura di una curva €
equivale in sostanza a determinare una scelta intrinseca dei dif-
ferenziali secondi sulla curva stessa. Nelle formole precedenti i
differenziali secondi &2 sono appunto controvarianti rispetto alla
forma quadratica ds® = 2Bydudv. Ma noi abbiamo in realtd due
forme invarianti indipendenti, p. es. le due forme normali di
Fusisi, o se si vuole le due forme elementari. Sicchd appare pitl
giustificato procedere in modo che tutt’e due queste forme gio-
chino nella formazione dell’invariante cercato.

E si potra procedere cosi: Si prendano su €' due archi (infi-
tesimi) 0O e 00" con la condizione che una delle forme ele-
mentari o una loro funzione assuma per essi lo stesso valore: si
determini poi la variazione subita dall’altra forma, o da un’altra
funzione delle dae forme, per la sostituzione dell’arco O 0"
all’arco 0'0; questa variazione &, data la sua definizione, un
invariante (infinitesimo) di curvatura (da cui si passa subito ad
un invariante finito).

Per esemplificare si considerino le due funzioni delle forme
elementari

dys dys 1 dv
-9 — 4 —_—) = — —_—
ds® = 2Bydudy, e s ovy. log(dls) 3 logy /B log T

Se si pone lux condizione che OO0 e 0" 0" abbiamo lo stesso
ds la variazione & subita da d,s/d;s per il passaggio da OO
ad 0'0" ¢ definita da

) dys 2 du dv dud’v —dvdlu
7198 (2]) = S (1 S — 0 2 4 gy Ml

Fusini o Ercn, Lextoni di Geometria prossttivo-differsnaial 40
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dlogdr®  _ P1BEM o 50 sono i differenziali contro-
du 2 o
variantt rispetio a 9. . ‘
Se invece & dys/d;s che si assume costante sugli arc?n
00" od O O’ la variazione A subita dal ds della curva C in

questo passaggio & definita da

ove ¢;=

Ads 1 du gv_ dul?v 4 dvA%u
27&5“-—"3—(4‘1%4‘%“)4-37 757

ove

A2y = d%u + 5

1 9logB/ du?; A?v=d?v +_1_ dlogv/B do?,
3 ou 3

Mentre la condizioné d’invarianza nel 1° caso ¢ duo*v +dv ‘62'u =0
(che in fondo equivale al Lemma di Riccr) nel 2° caso ¢ invece
dulA?y — dvA2u = 0; ma, & bene ripeterlo, la scelta dell'una
o dell’altra condizione & in nostro arbitrio.

4. ~ Metodo generale per la costruzione di invarianti.
Trasporto proiettivo [C].

Oltre ai metodi precedenti per la costruzione di invarianti
differenziali del 2° ordine v’& un melodo di portata. pitt generale
(in quanto pud applicarsi anche a problemi diversi dall’ attuale)
fondato sulle osservazioni seguenti.

Sia dato un problema di variazione relativo all’integrale

/i (u, v, v')du =fd.9 e una forma quadratica in du, dv definita

anche a meno d’un fattore (ciod un’equazione quadrat.ica nei fiif-
ferenziali du, dv). In un punto O (u, ») si consifien ‘una dlf‘e-
zione d (du/dv) e un’altra direzione & (3u/8v). Si pud deﬁmr?
come parallela a § in 0" = O+ d O in rapporto a} problema di
variazione assegnato quella direzione uscente da 0 per la quale
il (log. del) birapporto di essa, della estremale di j ds per 00 e

delle due direzioni che annullano la forma quadrat.ica. '(in o) ¢
uguale al (log. del) birapporto delle analoghe direzioni in 0.
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Come si vede se il ds & il solito elemento lineare della geo-
metria riemanniana e se 1’equazione quadratica in du /dv & proprio
ds? = 0 si ha senz’altro il trasporto parallelo di Levi-Crvira.
Ma in molti casi, come appunto nella teoria proisttiva delle su-
perficie, pud essere necessario distinguere il problema di varia-
zione, ciog lasciar libera la scelta della fanzione /. dalla scelta
dell’equazione quadratica; si oftiene cosi da due diversi punti di
vista una maggior generaliti: e nella scelta di / e nell’indeter-
minazione del fattore della forma quadratica.

Mettiamoci nel caso della geometria proiettivo - differenziale.
Data o risulta definito (senza  alcuna normalizzazione) U elemento
lineare proietiivo di Fusis1 (anche per le superficie rigate, finora
escluse)

pdu? 4 qdv®

ds = du dv

e cosl pure Iequazione quadratico du dv=0 che rappresenta in
ogni punto le tangenti asintotiche (mentre P, € ¢3; esigono una
normalizzazione).

Si possono percid applicare le considerazioni precedenti alle
pangeodctiche [estremali di f (Bdu® + vdv®) /dudv] e a dudv = 0;
e quindi si pud definire il trasporto proiettivo di una direzione
&1=%1
definito questo trasporto (ripetiamolo : indipendente da ogni nor-
malizzazione) si puod servirsene per la costruzione di invarianti
proiettivi.

Cost p. es. data una curva uscente da O in direzione d, se
si fa il trasporto proiettivo di d==28 secondo d ciod se si costrui-
sce in 0 = 04 d0 la tangente alla pangeodetica uscente da O
in direzione d, il log. del birapporto di questa, della tangente
in O alla curva e delle tangenti asintotiche (in O diviso per
il ds da un invariante di 2° ordine relativo alla curva (che pud
dirsi curvatura pangeodetica) espressa da [C]:

& = -g——;i {v. le formole relative in [C]). E chiaro che,
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2py (o —dvB) | g du— ) 22—

$3

wro

pApi

L Gt — 13 )

a dl nuaovo d IenZlah Secondl COntIOV&rlantl rlspetto
ove 6 lndlc lﬁ‘e

a ¢, [ma va qui ripetuto che il servirsi nel.la Tritt:;:ttopi: E)r;:
vita, delle forme normali ¢, e tpg non lmplica

9 log fy® _ ologf
conoscenza] e $=—""g ~ $p = 99

i iettivo pud ripe-
Quanto s’ detto per 1’elemento lineare proie p

3
— —o

problemi relativi a afV =0 e a .8 f}/;;
ato. come in 1II A o in II B, il mgmﬁcat?
s{ pure per le estremali delle forme elementari.

tersi per i
quando si sia trov
di ¢, o di p3; € CO

5. — La torsione proiettiva. — Sezioni piane.

Per definire un invariante del '30 ordine di g frsﬁeiﬁgz

i. Si consideri un punto O’ prossimo ad O su © e ub punty
((}')of 'sulla sezione piana osculatrice in 0 a C, e siproe (x)no,l :
un punto della normale proiettiva su t, le due corde e

, . 0
" ’ "’ insieme ad O il log. del bzram ‘
00" 80 0’ el Ot asintotiche in O (cioé

tezioni tangenti
delle due proiezioni e delle g i), dioso. por

U angolo infinitesimo proiettive  delle due

ds (=y2pydudv) ¢ un invariante del 30 ordine di C che si dird
" 6 v
torsione proiettiva ; esso vale : S/ds® ove

1 - 20y e 62 +
S==B'{(du83v—dv63u)<p2——-§—ﬁ{(du8v dvd?u) @3

L = =0 =
4 3By (Bdurdtu — dv80) gy — — PaPa T G292 PaP
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- 3 _ dlogp%y . 3 dlogBy? ,
*2—("4'-5-?———‘—3” d“'—”+"_2“7_a”u—_ dv

— ologB+? , dlog B2y
— R2« 4 2 4
=0 (3w du® — By o dvi.

Un altro modo per giungere ad un invariante differenziale
del 3% ordine, non essenzialmente diverso dal precedente, & questo:
La distanza proiettiva di Q' dal piano osculatore in 0, quando s
prenda come assoluto la quadrica di Lie, divisa per ds?2/ V3, &

1
Vinvariante S/pie¥t. Il rapporto fra gli ultimi due invarianti

da un nuovo significato geometrico dell’invariante finito {del 1°
ordine) ¢/ $3". '

Si notera che la (prima) curvatura proiettiva & invariante per
applicabiliff‘x proiettive di o (quindi anche per collineazioni) mentre
la torsione proiettiva & invariante solo per collineazioni. Cid & in
completo accordo col fatto (e serve a chiarirlo) che le applica-
bilita proiettive operano su o come collineazioni fino all’intorno
del 20 ordine di un punto generico, ma non fino al 3°.

L equazione S = 0 & U equazione differenziale (intrinseca, €ioé
espressa con soli elementi relativi a o) delle sezioni piane di ©.

6. — La terza forma fondamentale di Fubini.

Chiamiamo cosi la forma normale quadratica di Fubini che
uguagliata a zero fornisce le linee di curvatura proiettive di o:

2 s 2
cxduﬂﬁczdl’z:(n-{-ﬁﬂgg—f—l—)duz—(v_y»{ logf'l’ )dvz.

Ebbene [F]: .

11 valore della terza forma fondameniale, relativo ad un punto
e ad una direzione, si ottiene moltiplicando per ds? la lorsione proiet-
tiva della linea assiale, associata alla congruenza delle normali proiet-
tive (III B, 1 per 1=0) che esce dal punto nella direzione assegnata.

e e
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V. — Invarianti proiettivi di una superficie.
1. — Osservazioni generali.

2) Sia dato un invariante del 1° ordine I, (dipendente ciod
da w, v, du, dv): se & dato un sistema oo! di curve (dipendenti
da un’equazione differenziale del 1° ordine) definito proiettiva-
mente su o si avrd un invariante 7, relativo al punto u, v della
superficie calcolando I, sulla curva del sistema che vi passa {0
sulle curve che vi passano, nel qual caso si otterranno invarianti
irrazionali dai quali si traggono facilmente invarianti razionali) :
bastera sostituire in I, I’ espressione (o le espressioni) di du /dv
tratte dall’equazione differenziale.

Potranno servire allo scopo le linee asintotiche, le linee di
Darsorx e quelle di Skere, le linee di curvatura proiettiva etc.
(purche per il sistema adottato I, non perda senso o0 assuma sem-
plicemente un valore numerico).

B) Analogamente da un invariante del 2 ordine I, (conte-
nente u, v, du, dv, d*u, d*v) si trae un’invariante J, calcolandolo
per gli elementi del 2° ordine delle curve di un sistema oo! (come
quelli gia considerati); oppure y) un invariante I, calcolandolo
per le curve di un sistema oo® proiettivamente definito su o (p. es.
per il sistema di linee assiali associato alle normali proiettive, o
alle rette di Skere etc.); e dall’invariante I, si passa come s'e
detto ad un invariante I.

Si hanno cosi invarianti puntuali di una superficie Gli inva-
rianti ottenuti saranno tali per applicabilita proiettive o soltanto
per collineazioni secondo che in essi si possono far figurare sol-
tanto % e ¥ o invece anche n e v (0 ¢, @ Co)-

2. - Invarianti dell’elemento lineare proiettivo.

Ad illustrare in modo concreto le considerazioni precedenti
a), B), 1) vogliamo ritrovare [C], dandone il significato geometrico,
aleuni invarianti dell’ elemento lineare proiettivo, in base ai quali,
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come si sa dalla teoria svolta dal Carrax e dal Cech, & possibile
decidere dell’applicabilita proiettiva di due superficie.

2 24
Poniamo come prima ¢§; = _61_?95}",, §y = _a.l_oégf_‘_ .

Calcolando, secondo o), !’ invariante ‘91%—%% per le
linee di Darsoux e per le linee di Suere si ottengono invarianti
(irrazionali, e da essi, con opportune combinazioni, invarianti ra-
zionali) che equivalgono alla conoscenza degli invarianti @, W,
¥~ di Cech [G. P. D., pag. 333).

Calcolando, secondo B), la curvatura pangeodetica delle linee
di Secre in un punto e facendone il prodotto si ha di nuovo P’in-
variante W'

Secondo %) la curvatura pangeodetica delle linee assiali asso-
ciate alla congruenza degli spigoli di GrEEx & un invariante del
19 ordine; il prodotto dei valori ch’esso assume per le linee di
Seerr & !’invariante Y.

Ancora: la curvatura pangeodetica della estremale di ¢, uscente
da un punto in direzione canonica equivale (noti ¥ e W) alla
conoscenza di P.

Invece le curvature pangeodetiche delle linee canoniche e delle
loro coniugate, secondo @), equivalgono alla conoscenza di © e ©’
(noti ®, ¥, ¥ ¢ i due invarianti H e K).

3. — Le forme elementari e gli invarianti precedenti.

Ma il metodo pitt regolare per 1’acquisto degli invarianti e
che ne da un significato geometrico immediato & il seguente [V].

Consideriamo di nuovo gli elementi d’archi (proiettivi) di
asintotiche definiti da

d,s3 = B2ydu, dys® = By3do’.

La variazione subita da ciascuno di essi passando da un lato di
una maglia asintotica all’ opposto, riferita al prodotto dei due ele-
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menti iniziali & evidentemente un invariante della superficie; si
hanno cosi i due invarianti (irrazionali) del 1° ordine

dydgs 1 1 dlogBy®> dpdys 1 1 dlogPy
disdes 2 3 du ' dpgdys 3 3__
I 1 Ve+?

\

da cui gli invarianti razionali

2
ek

1

1 3
4’14’25 l]J “—"'—4)1“‘ 373

¢ = .
B

1 1
45 ‘F’=p—2§¢?—p—7—2¢2-
La variazione subita dal 1° invariante spostandosi lungo !'a-
sintotica v, riferita al suo elemento d’arco & l'invariante del
20 ordine :

d, did,s \ 1 1 02log By*
d,s \ dysdys ] 3 By dudv

analogamente si ha

dy dydys 1 1 d%log B2y
d,s dysdys 3 By dudv ’
e da essi
_ 1 o*logBy _ [didydys d.‘,dld,s/
__K_F{..____auav _< 4,5 + dy8 dysdys
1 1 1 d%logB/y _ (dyd;dy8  dydydys
- _B_H_ 3 By oOudv _( d,s dys )/dls%s

(con dysd,s = Bydudv).

dydys
d,sdys
quando ci si sposti lungo Iasintotica u dell’elemento d,s. E na-
turalmente da porsi d,d,8 =0 il che fornisce

Cerchiamo ora la variazione subita dal 1°¢ invariante
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#du 11 dlog By
o T 3 (@ du
e in conseguenza si ha
1 [3%logBy* 1 dlogBy® dlog @2y 1 d, (ddy8
3 0 u? 3 ou ou (B21)%®  d8\dy8dys

e analogo invariante scambiando 1 e 2 (e cosi B e 7, u € v).
In luogo di essi si possono prendere gli altri due:

11 [ &logpy® _ dlogBy  dlogBr? ologBv®
9 B gu? ou du du -
1 d didys dydys  \? -

T T2 dys \ dysdys d,sdys
11 9%log B2y dlogBy ologp?y \ dloglly
9 By dv? o v v v B

1 d, ( dody s )2_( dydys )3

d,8dys dy8d,8
e da questi per somma e differenza si hanno gli altri due

i Blogdy /B

b alogd, /By
9= gy B dv

OB du +
o i Ologdi /By 43 dlogdy /By
Br T~ ou B v

Cosi apparisce chiara la formazione di questi invarianti:
quelli del 1° ordine misurano la differenza degli archi (proiettivi)
dei lati opposti di una maglia asintotica; quelli del 2° ordine non
sono altro che le derivate di essi secondo le asintotiche passanti
per il punto in cui si calcola !invariante.

T P T T, T T AT R T O A d B R TR A B e

S —
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4. —~ Invarianti per collineazioni.

Agli invarianti precedenti (di cui altri significati possono tro-
varsi nei miei lavori) aggiungiamo ora alcuni invarianti per
collineazioni [K]. Com’& noto la quadrica di Lm relativa al punto
O e quella relativa ad un punto infinitamente vicino sopra un’a-
sintotica si tagliano (oltre che nelle due tangenti asintotiche in O)
in due rette appoggiate alla tangente all’asintotica considerata (sono
due lati del quadrangolo di DriouLiN).

Per ogni tangente asintotica si possono quindi considerare i
quattro piani seguenti: il piano tangente, il piano normale (con-
tenente la normale proiettiva) e i piani contenenti due lati del
quadrangolo di DexouLix. Se si fa, per ciascuna tangente asintotica,
il prodotto di due convenienti birapporti dei detti piani (allo scopo
di ottemere invarianti razionali) si hanno i due imvarianti per col-
lincaziont

141
o

_;_%(g,{,g)_»(q,,—zv (192) —Bdp—2v{.

& -

Cido vale se §, 40 e ¢30. Se p. es. ¢;=0($,%0), nel
qual cuso le linee canoniche somo usintotiche di un sistema (dv = 0),
i quattro piani relutivi ad una tangente asintobics (dv =0) formano
gruppo armonico ; se cio awvienc per (ull e duc le tangenti asintotiche
¢ by =d,=0 la superficiz ¢ a linee canoniche indelerminate (¢
le iince di Darboux sono estremali di 4). Le precedenti proprieta
sono caratteristiche [K].

Invariante per collineazioni & il birapporto dei due fuochi
della normale proiettiva e dei punti d’intersezione con la quadrica
di Lie; esso vale [&]

K—1+2)c;e/BY
K—1—2Yec c,/87

1 od%logBy

A7 ué ¢ la curvatura di ¢, € ¢, @ c; S0mO 1
f wov

ove K = —
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coefficienti della 3» forma fondamentale. Esso & armonico se e
solo se K = 1.

£ pure invariante il birapporto dei piani tangenti alle due
rigate delle normali proiettive secondo le asintotiche uscenti da O
in O e nel quarto vertice O, del tetraedro canonico (gia definito
geometricamente in III A, 5) e vale [G]:

0,6y /B2 7% (K — 1)

Invarianti per collineazioni, dipendenti dalle derivate di = e
di v si ottengono applicando i procedimenti esposti nel n® prece-
dente alle due forme elementwii invariunti per collineazioni n du? e
vdv?: ad evitare errori & bene notare che queste forme sono
invarianti per cambiamenti dei parametri sulle asintotiche, ma
non per cambiamento del fattore di normalizzazione (ciod, a dif-
ferenza delle forme elementari invarianti per applicabilita proiet-
tive che si costruiscono partendo o dal sistema (1) o da uno qual-
siasi dei suoi trasformati, le nuove forme vanno costruite in rela-
zione al sistema (1) cui soddisfano le coordinate normali di
Fueixi).

VI. — La geometria delle superficie nello spazio rigato.

Metodo iperspaziale.

1. - Rappresentazione iperspaziale del complesso delle tangenti
ad una superficie [E] (¥)

La superficie 5 pud considerarsi, oltre che come luogo di
punti o come inviluppo dei suoi piani tangenti, come 1 insieme
delle sue tangenti, ciot come un ente (complesso particolare di

(*) Vedi avche la mia Memoria gid citata, Sull’equaxione di Laplace,
n. 17.

04 APPENDICE 1II.

rette) dello spazio rigato. Quando si adotti questo punto di vista *)
|’ ambiente naturale per lo studio di & & Ia varietd (quadratica)
delle rette di Sy, ciod una iperquadrica Q (a 4 dimensioni) dello
spazio lineare a 5 dimensioni 8. I punti di @ * rappresentano,
le rette dello spazio ordinario S,: come si rappresenta una super-
ficie 5 (complesso delle sue tangenti) su @7

Questo complesso contiene o2 fasci di rette: e poich® ogni
fascio si rappresenta in una retta di @ la superficie ¢ si rappre-
senta in una V, rigata (le cui generatrici appartengono ad Q).
Evidentemente cid non basta a caratterizzare il nostro particolare
complesso. Bisogna esprimere il fatto che le faccette (punto e
piano) infinitamente vicine dei fasci sono in posizione congiunta o,
cio che fa lo stesso, che in ciascun fascio esistono due rette (le
tangenti asintotiche) che appartengono anche a fasci infinitamente
vicini, In 8, (entro Q): ogni retta g della V, & incontrata da
due generatrici infinitamente vicine, ciod possiede due fuochi A
e A*%: questi due fuochi rappresentano le tangenti asintotiche,
siano @ ed a*, uscenti dal punto O di 6 (rappresentato, come
centro del fascio, in g). Quando O descrive o (quindi g la V)
A e A* descrivono due superficie ® e ®* le quali rappresentano
le due congruenze delle tangenti asintotiche (del sistema cui ap-
partiene a o rispettiv. a*) di o.

Per la natura stessa di Vg, ciod per il fatto che le sue
rette si lasciano ordinare, in due modi diversi, in oo! sviluppa-
bili, circoscritte a ® (o a ®*) o i cui spigoli di regresso stanno
su ®* (o su @), risulta che 19) ciascuna superficie P e d* pos-
siede un doppio sistema coniugato ; 20) d e P* sono trasformate
di Laplace una dell altra.

(*) Ad esso si riferisce il notevole lavoro di G. TuoMSEN: [Teber eine
liniengeometrische Behandlungsweise der projektiven Flichentheorie und
die projektive Geometrie der Systeme von Flichen xweiter Ordnung. [Abhan-
dlungen des Math. Seminars, Hamburg; vol. IV, 1925] ove, fra 1" altro, il T. ca-
ratterizza le congruenze di quadriche (e non di regoli, come si fard appresso)
che sono di Lie per una superficie. Sicché, in termini iperspaziali, si tratta
piuttosto dello studio di una superficie di Sp che di una situata sopra una
iperquadrica di S;.
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Qual’e il significato dei due sistemi coniugati esistenti su ¢
e su $*?

Sia @ tangente all’ asintotica u (dv=0) in O [e a* all’asin-
totica v (du = 0)]. La sviluppabile tangente a quell’ asintotica si
rappresenta in una curva di ® e (poiche due tangenti dell’ asin-
totica u infinitamente vicine s’ incidono) le tangenti a questa
curva sono rette g di V,; ciod questa curva appartiene al doppio
gistema coniugato di @ (essendo lo spigolo di regresso di una
sviluppabile contenuta in V,). Analogamente si vede che la rigata
delle tangenti alle asintotiche u(dv = 0) nei punti di una asinto-
tica v(du = 0) si rappresenta in una curva di ® pure apparte-
nente al doppio sistema coniugato. Sicché: :

Se i punti A di ® rappresentano le {angents asintotiche alle
linee del sistema u (dv = 0) di o, su @ rimane definilo un doppio
sistema coniugato (u, v): le linee u(dv = 0) rappresentano le
sviluppabili tangenti alle asintotiche u; le linee v rappreseniano le
rigate delle tangenti alle asintotiche 1 nei punii delle linee v di o.

‘Analoghe osservazioni per P* scambiando ovungue u e v. ¥ ¢
la trasformata di Laplace di P secondo le linee u (e cosi @ € la
trasformata di ®* secondo le linee v).

Indichiamo ancora con @, la trf.** di Laprace di ® secondo
le linee v e con ®¥ la trft* di L. di ®* secondo le linee u;
gicche

P, & P* OF

sono 4 superficie consecutive nella successione delle trasformate
di Laprace.

2. — Regoli di Lie.

Sulla quadrica di Lk, relativa al punto O di o, distinguiamo
due regoli: quello di cui fa parte a e P’altro cui appartiene a*.
Consideriamo p. es. il primo. Esso & individuato da a e dalle due
tangenti asintotiche dello stesso sistema infinitamente vicine uscenti
da punti della linea v per 0. In 8;: i tre punti immagini delle
tre tangenti ora nominate determinano il piano osculatore in 4
alla linea v di ®; questo piano (o, se si vuole, la sua interse-
zione con Q) rappresenta il regolo di Lie (e V'altro regolo appar-
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tenente alla stessa quadrica di Liz si ottiene in modo analogo
ragionando su ®*; il che equivale a prendere il piano polare
del precedente). Siccheé:

I regoli di Lie (di un sistema) relativi a o st rappresentuno
nei piani osculaiori alle linee v di @ (o alle linee u di ®*).

Se si osserva che il piano osculatore in A4 alla linea v di Lo
¢ il piano tangente nel punto corrispondente Ay alla trasformata
®, si arriva alla seguente condizione caratteristica per le
congruenze di regoli che soro di Lie per una superficie :

Condizione mecessaria ¢ sufficiente affinché w? piani di 8y rap-
presentino i regoly di Lie relativi ad una superficie o & che 1) essi
siano tangenti ad wna superficie, sia @y, possedente un doppio
sistema coniugato ; 2) lz due trasformate successive in un $enso
(con le motazioni di prima, sccondo le linee w), siano P e OF,
appartengano all’ iperquadrica Q deile relle. Lo terza trasformata
®F (nello stesso senso) rappresemla, con & suot piani tangents, ©
regoli dell’ altro sistema.

La condizione 2) relativa alla seconda trasformata ®* pud
esser sostituita da quest’altra: gli S, osculatori alle lince u di P,
siano tangenti ad Q.

3. — Rigate asintotiche lungo le linee di Darboux e di Segre.

Chiamiamo rigala asinfolica una rigata le cui generatrici siano
tangenti alle asintotiche (di un sistema) lungo una linea di o.
Se questa ¢ un’asintotica dell’altro sistema i suoi regoli osculatori
sono appunto i regoli di Lik.

Ora vogliamo prendere in esame le rigate asintotiche circo-
seritte a o lungo le linee di Darsovx o di Skere e caratterizzare
la totalita oo® dei loro regoli osculatori.

Per cio ritorniamo alla superficie @ (se le rigate in esame
hanno per generatrici tangenti alle asintotiche » di o) di S; e
ricordiamo una proprietd generale delle superficie di Ss.

Ho definito (*) su queste certi sistemi doppi, coniugats di 23

(%) Sistemi contugate sulle superficie degli iperspaxi. Rend. Circ. Matem.
di Palermo,%t. XLVI, 1922.-V. anche in questo Volume, Appendice III, § 9.
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specie, con la seguente proprietd: Le tangenti alle curve di un
sistema nei punti di una linea dell’altro formans wuna rigaie d’in-
dice di sviluppabilita 2 (ciod due generatrici infinitamente vicine,
ma non tre, sono linearmente indipendenti).

Una volta definito il coniugio di 2 specie (in cui le linee
dei due sistemi hanno ufficio differente, a differenza di quanto
avviene per quello di 1% specie) ci si pud chiedere se esistano
direziont autoconiugate (di 2* specie) o principali. E si trova (¥)
che: sopra una superficie gemerica di S; esisiono in ogni punfo §
direzioni autoconiugate ; a meno che la superficie possegga un doppio
sistema coniugato ordinario, nel qual caso in ogni punto esistono
tre sole direziomi aulocomiugate o principali,

In questo casc le linee principali, inviluppate dalle fangent:
principali, hanno la seguente proprietd caratieristics : lo spazio S,
osculatore ad una di esse in un punlo €& contenuto nelio S, cus
appartiene U intorno del 2° ordire del punto della supcrficie [con la
mia terminologia, questo S, & 2-osculatore alla superficie nel
punto e le linee prindipali sono quasi- asintotiche v, sulla
superficie].

La superficie @ possiede appunto un doppio sistema coniugato;
quindi tre sistemi di linee principali. E precisamente :

Le lince principali di ® (o di ®*) rappresentano le rigate
asintoliche (di un sistemsa) circoscritte a o lungo le linee di Darbouzx.
La loro propricta caratteristica equivale al leor. di Cech per cus le
due rigate asintoliche lungo wna linea di Darboux hanno questa
per linea flecnodale e ciascuna rigata é costituita dalle tangentt qua-
dripunte dell’ alira.

Inoltre :

Condizioie necessuria e sufficiente affinché w? regoli di Sg
stano quelli osculatori alle rigate asintotiche lungo le curve di Dar-
boux di una superficie o & che i piani rappresentativi in S, siano
osculators all: linee principali di wna superficie ® che possegga un
doppro sistema coniugato le cut tangent: in un sistema siano rette di Q.

Se in ogni punto 4 di @ si costruisce la coniugata armonica
di uba tangente principale rispetto alle linee » e » (del doppio

(® L c. sopra.

s T
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enti inviluppano un nuovo sistelpa
to) rappresentanti le rigate 'a.sm-
quello dell’altro si operi allo
lince di Segre.

sistema coniugato) queste tafxg
di linee (di cui tre per ogm pun
fotiche (di un sistema; per .avere :
stesso modo su ®%) circoscritte a o lungo le

4. — Nuove quadriche invarianti.

che i piani osculatori a curve

(di ®) uscenti da un punto secondo direzi'oni div1s<z :zm;mcz;
mente dalle tangenti alle linee u, v stann? in u'?l(:)i sa{aes . 31,1 !
conclude che il piano osculatore ad ufxa linea pr; npe Lo
quello osculatore alla linea ora costruita (la 01.11 a gdi oo
ata armonica etc.) si tagliano in una retta: ma pit e
; ive al punto 4 (in relazione alle tre linee prin p i
o I‘elmweo inp un piano 7. Analogamente si ottiene un piano
pelrat:lv)o S:?n;‘unto A* di ®*. Interpretando tutto cid nello spazio
re

ordinario si ha il teorema :

Se si approfitta del fatto (¥)

i consideri una lines di Darbouz, la

] : ) tori in O alle rigate asin-
un'ea y ‘?eg"“ :::Z:Lng: t“ :u: raeg;i:'rtzzzmp es. &) circoscritfe lun.ga
toiche (dLQz:sti due r;goli hanno in COMUNE, oltre alla gene'r(?mce
:”:naOo.un’ altra retia ; le tre relte che cost .si ottengotno (:ar:;z;zd::
la linea di Darbouz in Q) stanno 001.1, a ml h:mo u;;s;; Zg(])stcgno
vi formano ung quaterna equianarmomca); alla ¢

apparliene pure la tangente a*.

i la di

Questa quadrica e que T

riormente (cioé oltre che 1m @& € a*) in due rette.. - e

Un’altra quadrica, pure invariante per apphcftbxl'lta pr(ndenti

di o, si ottiene scambiando a ed a* nelle costruziont {)i;acde.1 LlE&
Que;te due quadriche coincidono (fra loro e con qué

se e solo se o & una superficie di coincidenza. [G. P. D., pag. 157).

In ogni punto O dics

Lie relativa ad O si segamo ulte-

(=) Sopra aloune estensioni dei teoremi dt
Atti Accad. Torino, vol. XLVII, 19135 n. 7.

Meusnier ¢ di Eulero.

IR s ssoro renaimanit sl
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5. - Il fascio canonico.

Possiamo giovarci dei piani = e =* costruiti per dare una
nuova costruzione del fascio canonico. Si prova infatti che il piano

= incontra la retta A* A¥ in un punto A*; e cosi il piano x*
incontra la retta 4 4, in un punto 4. La proiettivits 44,4. ..

AA* A¥ A% ... determina una quadrica, il cui §; ambiente, come
si prova facilmente, & quello dei due piani di @ passanti per la
retta AA. Le due gemeratrici di questa quadrica situate nei due
piani ora detti (e diverse dalla A A*) rappresentano (con ¢ loro
punti) il fascio canonico di o relativo al punto O e il suo polare
rispeito alla quadrica di Lie (in 0): i punti in cui esse tagliano
la A A* rappresentano la tangente canonica e la sus contugata ; e
quelli in cui tagliano la A, A¥ rappresentano le diretirici di Wilc-
zynski, ete.

Ritengo che le considerazioni precedenti siano atte a dare
un’idea della feconditd del metodo iperspaziale per lo studio di
una superficie o dello spazio ordinario. E chiaro che le configu-
razioni di cui ci siamo serviti non sono che le pit immediate per
lo studio di o; ma ftutla la successione delle trasformate di Laplace
di @ e D*, i loro sistemi coniugati e i piani ad essi osculatori,
gli 8, 2 - osculatori a queste superficie, ete., forniscono configurazioni
© geomelriche naturalmente legate a o e invarianti per applicabilita
proeltive di essa. Ogni particolarits relativa a detts successione
(p. es. Uesser terminate da una parte o da tult'e due; Iesser
periodica etc.) da luogo a particolarita di o e metie in luce
famiglie di superficie notevoli rispetto al gruppo delle applicabilita
protettive. :

Alcune di queste famiglie, le prime che si sono presentate,
ritroveremo in seguito da questo punto di vista.

Ma di pilt questo metodo iperspaziale formisce in modo del
tutto spontaneo aleuni invarianti fondamentali della teoria. E ap-
punto di questi che vogliamo occuparci.

Fusint o Cecn, Lexioni di G i protetiivo-differenxial 46.
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6. — Determinazione iperspazisle delle forme elementari [E] (*).

Lo spazio S, 2- osculatore in A a ® & tangente in A* atd Q;
o viceversa lo 8F 2-osculatore in A* a ®* & tangente a}d Qin 4.

Si consideri ora un punto 4’4 di ® ? la ma:glw formafa
dalle linee (u, v) di @ passanti per 4 e A': precisamente sia
A} (o 4;) il punto d’intersezione della linea u (o v) uscente da 4

! !
i A,
con la linea v (o ) uscente da '

La retta A'A) tagli lo S¥ nel punto T e sia M un punto
generico di essa. Si faccia poi tendere A’ ad A sopra una curva
avente in A la direzione du/dv. . '

11 termine principale del birapporto (Ay A Tl*M') ?uando A'—A
come &' ¢ detto (mentre M tende ad un punio qualsiasi della tangente
in A aila linea v, purché % A), vale 1/12 del quadrato della forma
elementare Bdu?/dv.

Operando analogamente sul punto

to di ydv?/du. ‘ o
et Da 7queste due forme si hanno subito quelle di Fopizi

i le h
(IIT A, 4; pag. 684); ma anche la forma quadratica normale ha

igni i i lto semplice.
significato iperspaziale mo i ‘ _ .
= §1n consideri la retta A4;d4; e siano 7 e T* i suoi punti

A* di ®* si ha il signi-

&’ intersezione con S, ed Sf. ’
Il termine principale del birapporto (A A, T* T), quando

A —» A come &¢é detio, vale 1/24 della forma normale q;2=2.?.-{cfudv.
Infine ecco il significato del rapporto degli elementi d’arco

e s \ da O.
roiettivi delle asintotiche uscenti : \ )
° Se la retia A' A} incontra lo Sy in T, ed M & un punio gene

rico di essa, mon tendente ad A quando A'-» A, si ha

lim (T, 4" A{ M) = — Bdu? /7dv® = — (d,8/d,s8)3.
A=y 4

Questi risultati si enunciano facilmente nello 83 di o.

(*) Nota IL : Ancora sulla geometria delle superficie etc. [Rend. Lin-
cei, 1926,].
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7. — Invarianti e classi di superficie invarianti.

Dalle coordinate z; del . .
. i punto 0 di s si pass
punto 4 di & con le posizioni passa a quelle p; del

3z2 ax
= gy ——2 1 Jx
b=ty TR Pzzzl—aua—”ai?’
= 0 2 dz, ou
e ekl RS IR
pema, 3T g 9% 0y g
du T TG BT E oGy — @t
U

in modo che 1’equazione di Q & P1Ps+ Pobs+ Py =0
o 6 — .

) . .
- L equazione di LapLace cui soddisfa ®, o meglio il suo
sistema coniugato, &

9°p _ OlogB*y ép dlogBy op

ou ov ED) ER T
___( 0%logBy __ ologBy  dlogB2y
ou dv dou 9v +p'f)2’=0.

Essa ha gli invarianti relativi

02lo
he — 91088 o
ou v +B8v, k=py

quindi I’invariante assoluto

1 62lo
hjh= — — 9188
/ B ou ov +1.

Anal gamen e al [¢] i i
quaZlone I‘elat a i ' i
0 ll ] 1V a @ S1 ricava ] anar]ante

1 &l
ke L Slogy
/ 87 awer T 1
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Di questi due invarianti (del 2° ordine) di o & ha il signifi-
cato geomelrico come invarianti di contatio (di conichke) secondo
quanto & stato detto in I, 2 (pag. 675).

Da essi & hanno per somma e per differenza i due tnvariant

k* %log By

h 1

Tt =T T T wer T
ko o1 9%logB /v
F T T By dudu

che sono due degli invariants jondamentali dell’ elemento lineare proiet-
tivo (il primo, diminuito di 2, ¢ la curvatura proieftiva media di ¢
secondo Fubini).

Sintende che: gli invarianti assoluti delle successive trasfor-
mate di Laprace di @ e di ®* danno pare invarianti di o per
applicabilitd proiettive; cosl p. es. indicando h, e k,(=5h) gl
invarianti relativi a ®,, si ha I’invariante

hy 1 d2logh k
%~ h ouév +2—
c 1 . . 1 8%logh
ciod l’invarianza di — 5 “uov

Piti interessante & vedere come, da queste considerazioni
iperspaziali, vengano naturalmente messe in luce alcune classi di
superficie.

1) Se k=0 le asintotiche di un sistema su o appartengono
a complessi lineari (v. Sull’ equazione di Laplace, n. 17) e si
ritrova cosl I’ equazione caratteristica di Cech [G. P. D., p. 113].

2) Se h+ k* =0, ciod se gli invarianti assoluti di D e
& ®* sono uguali e di segno opposto si ha pure un’altra classe
di superficie studiata da Cech [G. P. D., pag. 151].

3) Se h=k*, ciod se gli invarianti assoluti di P o di P*
sono uguali, la superficie & isotermo —asintotica.

4) Se h =k, ciod se & & ad invarianti (relativi) uguali &
B=U.V40 e (con le eventuali trasformazioni Udu=d%,

Vdv = dv, 7==V2U7 pud farsi B=1 ciod) le forme normali
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possono ridursi al tipo ¢,=27duds, ¢3="7du’47*dv? quindi
6 & una superficie B, [G. P. D., pag. 361].

5) Se hy =15k ciod se & e P; hanno gli stessi invarianti
(scambiati di posto) si hanno le superficie caratterizzate da

1 d2logp v
S oy e e A O LA CE

6) Se h,=k,, ciod se ®, ha invarianti relativi uguali si
hanno le superficie caratterizzate da

—p-Zl8E g v V.

7) Se ky, = 0 si hanno le superficie caratterizzate da

olog (RB%)
dudv =8

E cosl via. Le superficie delle ultime tre classi (che involgono la
prima trasformata ¢, di ®) non sono state ancora studiate (*).

(*) Ad un’altra classe di superficie, pure invariante per applicabilita
proiettive, si arriva ponendosi la domanda seguente [I]: Dato un sistema
agsiale (oc?) di linee sopra una superficie non rigata, contiene esso un doppio
sistema coniugato (o*)? La risposta & in generale negativa; pudé contenerne
al pti uno o due; a meno che tutte le linee del sistema assiale si possano
distribuire in o' sistemi conmiugati, nel qual caso la superficie ha curvatura

1 o8%logBy

K=— — —————=—28, o la congruenza cui quel sistema assiale &
By Oudv

associato & necessariamente quella degli spigoli di GrReEN (e quindi quel sistema

é unico).

Se invece la superficie é rigata esistono infiniti sistemi assiali (dipendenti
da una funzioue arbitraria) le cui curve si possono distribuire in o* doppi
sistemi coniugati (¢ gli assi per ciascun punto stanno in un piano che, al
variare del punto sulla generatrice per esso, inviluppa una cubica sghemba).

Se poi la superficie & una quadrica, basta che un sistema assiale con-
tenga un doppio sistema coniugato affinché tutte le sue curve si possano
distribuire in oo sistemi coniugati. L’ esistenza di tre tali sistemi (i cui assi

in un punto non siano complanari) & caratteristica delle quadriche.
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8. - Sistemi di curve invarianti.

I sistemi assiali di curve sopra una superficie o, le estremali
di @, e delle forme elementari, le linee anarmoniche soddisfano
tutti ad equazioni del tipo

dud*v —dvd?*u = adu® + bdu?dv + cdudv? - edv?
o, introducendo i differenziali controvarianti & rispetto a ¢,

) By (dud®v — dvdu) = 0,B2ydud + 6,B72dv? -+ g, . o,
(1
=0,d;,8% + 6,d,8° 4 17, . ¢,

ove 6, e 6, sono invarianti (finiti) ed Ig; = Ik, du — lhydv & una
forma differenziale invariante di 1° ordine.

Questi sistemi di curve molto generali, la cui equazione &
stata indicata da Fumm, si lasciano tutti caratterizzare geometri-
camente rimanendo nello Sg di ¢: mi sembra opportuno premettere
a questa caratterizzazione la loro genesi iperspaziale.

In ogni punto 4 di una superficie ® dotata di un doppio
sistema coniugato (non necessariamente appartenente ad S;) si dia
un piano situato nello S, 2 - osculatore in 4 ma non incidente
(in una retta) il piano tangente in 4 a ®. Rimane allora definito
[L] su ® un sistema o? di curve dotato della seguente proprieta:
i piani osculator: a'le curve passanii per A tagliano in reite 3l piano
dato (piano d’appoggio) per A.

Un tal sistema di curve si dird sistema planare. Sia ora
® la superficie di @ che rappresenta le tangenti asintotiche a di
6 [E, Nota II.]. Al piano d’appoggio generico in 4 corrisponde,
pello S, di o, un regolo, o se si vuole una quadrica d’appoggio,
diciamola @, contenente le due tangenti asintotiche a ed a* uscenti
da O (A4 & generica nel senso di non contenere altra tangente
agintotica di o infinitamente vicina ad a). Al piano osculatore ad
una curva di ® in A corrisponde il regolo osculatore lungo a
alla rigata delle tangenti alle asintotiche u lungo una curva di o:
diciamo la quadrica, cui detto regolo appartiene, guadrica asintotica
osculatrice del 1° sistema in O alla curva (una quadrica del 2° si-
stema si otterrebbe scambiando le asintotiche u con le v).
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Ad un sistema planare di curve su @ corrisponde su 6 un
sistema o2 di curve cosi definite :

Sia data in ogni punto O di o una (generica) quadrica Q
contenente le tangenti asintotiche in O. Le guadriche asinfotiche oscu-
latrici del 1° sistema in O alle curve in esame segano wulteriormende
(cioé fuori delle tangenti asintotiche in O) Q in rette.

In altri termini: ciascuna di gqueste quadriche sega Q in un
quadrilatero d’appoggio di cui fanno parte le tangenti asinio-
tiche in O.

La trasformazione di Laprace che porta da & a ®* fa corri-
spondere ad un sistema planare di @ un sistema planare di ®*;
ciog in S,

Le quadriche asintotiche del 2° sistema osculatrici in O alle
curve ora definite tagliano in quadrilateri sghembi una stessa qua-
drica Q*, completamente individuata da Q.

Insomma nella definizione di questi sistemi di curve si pos-
sono scambiare i due sistemi di asintotiche purché alla quadrica
@’ appoggio @ (in ogni punto O) se ne sostituisca un’altra, ben
determinata, @*.

I sistemi definiti dalle precedenti proprietd sono rappresentats
su 6 da un’equazione differenziale del tipo (1).

Sicchd dare la (1) equivale geometricamente ad assegnare in
ogni punto O di ¢ una quadrica @ (o @*) nel modo detto. Ora
vogliamo effettivamente costruire Q a partire du 8y, 6,, lg, e di
pilt, per ogni tangente du/dv, costruire la quadrica asintolica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva di (1) che ha quella tangente, o
se si vuole, il relativo quadrilatero d’appoggio ().

Poniamo

(%) Le quadriche asintotiche osculatrici del 1' e del 2’ sistema relative
alla curva (1) uscente da O in direzione du/dv si tagliano (fuori delle tan-
genti asintotiche) in una conica per 0: il luogo d¢ queste coniche al variare
di e, 8,, 1g,, (fissata du[dv) é una ben determinata quadrica (formante
fascio con la quadrica di Lie e col piano tangente contato due volte). Le due
quadriche osculatrici si toccano in tutti i punti delle due tangenti asintotiche
uscenti da O se e solo se la tangente du/dv & una tangente di Darsoux.
La quadrica luogo ora determinata ¢ indipendente dalla tangente du/dv se é
solo se ¢, =¢, =0 ciod per le superficie a linee canoniche indeterminate.
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T=|X, 2, ,, 2|, N =|X, %, 2y, Zuo|, Ny=|ZX, 2, 2,, 2/,
Q =|X7 Tyy &y, xuvl

ove i secondi membri indicano determinanti costruiti con le coor-
dinate normali z, (v, v) di O e con quelle X; di un punto gene-

. . L 0%log By
rico di 8,; e inoltre H = —(-—Egg__*.g-{)/g-r:];_l

dlogBy® ___OlogBy -
ou b= ov )
In relazione al sistema (1) giova considerare la retta di
equazioni

e, come prima, ¢; =

2 M= (h+B)0 Ny—— )7

definita dalla sola forma lg,; la diremo retta invariante; i
i piani di cui si sono scritte ora le equazioni passano per essa
e rispettivamente per la tangente asintotica a od a*. (Un’altra
retta invariante si avrebbe riferendosi a @* invece che a Q).
Consideriamo separatamente dal caso generale i casi 6f =1
nei quali si spezza @ (e analogamente 6;=1 nei quali si spezza @*).

o) I sistemi per i quali 6; =—1 (0 6, = 4+ 1).
Se 6, =—1, @ si spezza nel piano tangente 7'=0 e
nel piano

— 2 b+ 4 Ny 2 (10 + BN, +

®) '
+ [2(1h+ ) 0t ) — o1 (B 0| 7 =202

Le quadriche asintotiche osculatrici del 1° sistema alle curve del

sistema (1) per 6, =—1 toccano il piano (8) nei punti della
conica 8ua infersezione col cono quadrico

@ [[m+L)r—m| e ian+ w T+ M= 0;
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il punto di contatio della quadrica relativa alla tangente du/dv ap-
partiene alla generatrice del cono complanare con la refta invariante
e con la coniugata armonica di detta tangente (rispetio a quelle asin-
totiche).

Dalle equazioni (3) e (4) si ha ancora:

Se nel sistema (1) st lasciano fissi 6, = —1 ed 1g,, i piani
(2) formano fascio intorno alla polare della retta invariante rispetio
alla quadrica di Lie, ¢ le coniche luogo dei punti di comtatto in essi
i distribuiscono sul cono (4).

Conclusioni analoghe per 6, = -+ 1si hanno per Q*.

Si pud aggiungere che se 6; =—1 (06, =+ 1) il cono
di 8* classe inviluppato dai piani osculatori in O alle curve del
sistema (1) si spezza in un piano e in un cono quadrico [G, n. 3];

se ;= —1e0,=1 si hanno i sistemi assiali dei quali qui
risultano nuove proprieta.
B) I sistemi per i quali 6, =+ 1 (0 6, = —1).

Per 6, =1, Q si spezza nei due piani (2).

Le quadriche asintotiche del 1° sistema osculatrici in O alle
curve integrali di (1) per 6, = 1 passano tulte per uno stesso pun-
to P (dipendente da 6,) della refia invariante; viccversa se cid
accade € 0, = 1. Il punlo appartiene alla quadrica di Lie relativa
ad O se e solo se 6, = 0.

I piani in P tangenti a gqueste quadriche inviluppano un cono
la cui iraccia su T = 0 non dipende affatto da 6, (mz solo da 1g,)
ed é la conica di equazione

4y + ) ¥ — 4 (1h, + L) 0,3, + 537 + 408, = 0

passante per O,

Il piano tangenie in P.alla quadrica relativa alla tangente
du/dv tocca questa conica mel punto + O in cui essa é incontrata
dalla quaria armonica dopo a, la langente data ed a*.

¥). Il caso generale 611 (o 65 1).

Per un punto generico dello spazio passano le quadriche
asintotiche del 1° sistema osculatrici in O a curve del sistema (1)
relative a tre direzioni du/dv.
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Il luogo dev punti per i quali queste direziont costituiscono una
terna apolare alle tangenti asintotiche in O ¢ la retia invariante (2).

Caratterizzata cosi la retta invariante caratterizziamo Q. Il
loro punto d’intersezione # O dipende solo da Ig, e da 6,; ciod

Tuite le quadricke d’ appoggio Q relative agli infiniti sistemi (1)
che si oflengono variando B, (fissi 1g; e 8,) passano per uno stesso
punto della retta invariante (relativo alla terna du® = 0).

Il luogo del punto ora delerminato al variare di 1g, é una

nuova quadrica Q caralterizzata solo da 6,, di equazione

By (H 46 7|7

essa appartiene al fascio formato dalla quadrica di L (con la
quale coincide se e solo se 6, =0) e dal piano tangente in O
contato due volte ed & individuata dal suo ulteriore punto d’inter-
sezione (+O0) con la normale proiettiva: infatti il birapporto dei
punti 00, (vertici del tetraedro fondamentale; v. pag. 687) e dei

punti d’intersezione della 00 con Q econla quadrica di Lie vale
1 -6,/ H, ciod si sa costruire appena dato 6, (poiché H dipende
solo dalla curvatura proiettiva K di s in O) (*).

Ad un’altra quadrica invariante @*, individuata in modo ana-
logo da 6, soltanto, si arriva operando su @*.

Ora siamo in grado di dare la costruzione della quadrica
d’ appoggio @ in O relativa al sistema (1).

Si costruisca, data 1g,, la retta invariante ¢, dato 6,, la gqua-

drica Q nel modo ora detlo. Poi nel fuscio deferminato dai piani

(*) La quadrica Q si pud anche caratterizzare (indipendentemente dal
suo punto d incontro con la normale proiettiva) cosi: essa ¢ asintotica oscu-
latrice del 1° sistema alla curva del sistema (1)} uscente da O in direzione

du=0. Sicché per costruire { basta conoscere 1’ elemento del 20 ordine di
questa curva in O. Questa curva ha per piano osculatore in O, come 1’ asin-
totica », il piano ivi tangente a ¢ e 1 invariante proiettivo di contatto di
queste due curve (v. pag., 679) vale 1-8,. In particolare esse si osculano
se 6,==0; se invece 6,==1 la curva in esame del sistema (1) ha un flesso

in O.
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asintotics (2) per la refta snvariante ¢ da Q si costruisca lo qua-

drica avente con Q in O Iinvariante di contatto ™ glﬂ_i: quesia ¢ Q.

Passiamo alla costruzione della quadrica asintotica del primo
sistema osculatrice alla curva di (1) uscente da O in direzione
dufdv: basterd deterninarne il quadrilatero d’appoggio su @, o,
cio che fa lo stesso, il punto di contatto, non appartenente alle
tangenti asintotiche, con Q. Essa & fornita dai teoremi seguenti:

Il luogo dei punti di contatto con Q delle quadriche osculatrici
in O alle curve di (1) ¢ la cubica sghemba intersezione residua (tolta
la reita invariante) di Q con il cono di equazione

[(lhl +-?23-) T— Nlr + —g- (1—6,) [(Chy + $p) T+ Ny] T =0

dipendente solo da lg, e da 6, (su di esso stanno quindi lo ool
cubiche ottenute variando 6,; mentre le o?® cubiche ottenute va-
riando 6; e 6, si distribuiscono sopra un fascio di coni bitan-
genti ete.).

Il punto di contatto relativo alla tangente dujdv si oltiene
segando la cubica col piano della refta invariante e della tangente
coniugala armonica di quclla data (rispetto ad a ed a¥*),

Aggiungiamo infine le seguenti osservazioni.

Per 1 sistemi (1) caratterizzati da 6, = — 6, ¢ per essi soli

& ha Q=Q*; e queste due quadriche coincidono con la quadrica
di Lie se¢ ¢ solo 6, = 0.

I sistemi per ¢ quali 6, = 6, son caratterizzati dal fatto che
una retta arbitraria per O taglia la quadrica di Lie e le due qua-

driche Q ¢ Q* in punii formanti con O un gruppo armonico.
Si ha p. es. 6;,=0 per le curve anarmoniche e per le estre-
mali delle forme elementari (pag. 684) [N].

(*) Due superficie aventi in un punto O le stesse tangenti asintotiche
hanno un invariante protettivo di contatto (limite di un birapporto) del tutto
analogo all’ invariante di Srere per due curve piane (I, 1; pag. 674). Se
pell’intorno di O sono rappresentate dalle equazioni x =axy+4..... [
z=azy+4+..... , detto invariante vale a/a’. [F].
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VII. — Corrispondenze puntuali fra superficie.

A. meorEMI GENERALI [4, O].
1. — Corrispondenza cremoniana fra steile di piani.

Le applicabilita proiettive (di Fusvt) di una superficie o costi-

 tuiscono una delle scoperte pilt notevoli in questo campo, poiché

di esse non si aveva idea prima delle ricerche del Fusixr stesso.
Esse sono ben caratterizzate dal fatto di agire, fino all’intorno del
20 ordine di un punto generico O di s, come collineazioni.

A ben rilevare la posizione ch’esse assumono fra le corrispon-
denze puntuali fra due superficie, ciod a riconoscere quali parti-
colari caratteri deve possedere una tal corrispondenza per essere
un’ applicabilitd proiettiva, giova prendere in esame le proprietd
relative al 2° ordine di una corrispondenza puntuale qualsiasi.

Siano O ed O dei punti (regolari) generici di ¢ e 5 poste
in corrispondenza puntuale (biunivoca, e regolare fino all’intorno
del 20 ordine, in due campi sufficientemente limitati entro i quali
cadono O ed O).

La corrispondenza puntuale subordina: 1) una corrispon-
denza proiettiva fra gli intorni del 1° ordine (fasci di tangenti)
di 0 ed O, 2) una corrispondenza fra i piani delle due stelle di centri
0 ed O quando si assumano come corrispondenti piani contenenti
intorni del 2° ordine (di curve) corrispondenti in O ed 0.

La corrispondenza fra due le stelle di piani {0} ed 10} ¢ Cre-
moniana del 3° ordine ; i suoi piani fondamentali, p. es. in {O!,
sono il piano tangente T in O e due piani generalmente delerminati
e distinti dal precedente che si tagliano in una retfla che si dird
asse della corrispondenza relativo al punio O (e cosi si ha un
asse relativo ad O).

Questi due piani fondamentali (% 1t) sono ¢ piani osculatori in
O alle curve corrispondenti a quelle che hanno un flesso in 0.



APPENDICE II 721

Uno di essi viene a coincidere con t se ad una langente asin-
totice in O corrisponde wna tangente asinfotica in 0, ma esso
diviene indeterminato se alle curve di o che hanno quella per tangente
di flesso corrispondono su G curve aventi pure un flesso (in 0, e
per tangente di flesso la corrispondente tangente asinfotica); in ter-
mint infinitesimali : se ai tre punti infinitamente vicini comuni ad
- una tangente asinfotica ¢ @ o corrispondono tre punti situati sulla
corrispondente tangente asinfotica (e su ).

2. — Corrispondenze proiettive fra stelle di rette.

Vogliamo ora considerare un’altra corrispondenza fra le stelle
di rette uscenti da O e da O, cosi definita.

Nella corrispondenza Cremoniana precedente ai piani di un
fascio per O corrispondono, in O, i piani di un inviluppo cu-
bico T'3: facciamo corrispondere alla retta asse del fascio di piani
per O la reita per cui passano i tre piani cuspidali di rs.

La corrispondenza cosi stabilita fra la stella di rette di ceniro O
e la stella di centro O ¢ una proiettivits generalmente non degenere ;
sia o,

Analogamente esiste una proiettivitd, ®, che fa passare da
una retta asse di un fascio di piani per O alla retta appartenente
al tre piani cuspidali dell’inviluppo cubico corrispondente.

Il prodotio delle due proiettivita w ed '@ € un’omologia nella
stella di centro O in cui sono wunite tutte le tangenii in O a o:
U ulteriore retta unita & U asse della corrispondenza in O.

L’ omologia diviene speciale se ad una tangente asintotica in O
corrisponde una tangente asintotica in 0.

Le due proieitivita o ed ® sono una inversa dell’altra in wuno
di questt due casi: 19) quando ad uno tangente asintotica tn O
corrisponde una tangente asinlotica in O e ai tre punii (infinita-
mente vicini) comuni a quella e a o corrispondono i tre punts
analoghi su questa ; 2°) quando si corrispondono tutt’e due le tan-
genti asintotiche. :
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3. — Bistemi assiali corrispondenti.

Altra caratterizzazione delle corrispondenze, in relazione alle
proprieta del 2° ordine, si ha dalla considerazione dei sistemi
assiali (III B 1). Precisamente :

In una corrispondenza puntuale generica tra ¢ e & vi é uno ed un
solo sistema assiale di 6 cui corrisponda un sistema assiale di 5 :
Vasse del sistema in un punto O & precisamente U asse della cor-
rispondenza relativo ad O.

Fanno eccezione 1 casi seguenti : Se su o e 5 8! corrispondono
le asintotiche di wn sistema, o di tulli e due © sistemi, non esistono
in generale sistemi assialt corrispondenti. Perd mel 1° caso se ai tre
punti comunt ad una tangente asintotica e a o corrispondono i fre
puntt comuni alla tangente asintotica corrispondente ¢ a o gli assi
relativi ad O e ad O risultano indeterminati e descrivono due fasci
protettivs (di centri O ed 0 )s mel 2° caso se lu circostanza ora
rilevata si presenia per tutl’e duc i sistemi di asintotiche ad ogni
sistema asstale di o corrisponde un sistema assiale di 5 e la corri-
spondenza é un’ applicabilita proiettiva.

Quest’ ultima affermazione & il teor. di Cech sulle applicabitita
proiettive. Di queste si pud dare la caratterizzazione seguente: Se
su due superficie s e G st corrispondono le linee di Darboux (e di
conseguenza le asintotiche) ¢ 8¢ ad wun sistema assiale di o corri-
sponde un sistema assiale di G la corrispondenza é un’ applicabilild
protettiva (*).

(*) Per le proprietd metriche delle corrispondenze, con particolari appli-
cazioni alla rappresentazione conforme, e alla corrispondenza fra superficie
parallele vedansi le Note [A, O, R]. Nello studio delle corrispondenze puntuali
fra superficie si pud dare un teorema, pill generale del precedente, per i si-
stemi definiti al n. 8 del Cap. VI; ritornerd su di essi nel caso delle corri-
spondenze asintotiche (v. 1’ ultimo n. di questo capitolo).
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B, CORRISPONDENZE PARTICOLARI,
1. - Le corrispondenze proiettivo-conformi e proiettive -simili.

Dopo le applicabilita proiettive di Fusisi, le corrispondenze
pilt semplici sono quelle che conservano 1’elemento lineare proiet-
tivo a meno di un fattore. Precisamente, se punti corrispondenti
di due superficie 6 e 5 hanno le stesse coordinate u, », noi stu-
diamo quelle corrispondenze per le quali i loro elementi lineari
proiettivi £ ed E (di Fosii) sono legati da una relazione del
tipo E =pE ove p(u, v) ¢ finita e differente da zero nel campo
che si considera. E chiaro che dovendosi avere per E=0, E =0
© viceversa si corrispondono su ¢ e o le linee di Darsorx (e di
Seere) e di conseguenza le asintotiche. Dall’ultimo teorema pre-
cedente sappiamo che, se p#+ 1, non vi sono sistemi assiali corri-
spondenti su s e g.

Queste corrispondenze, che appare giustificato di chiamare
proiettivo - conformi, si possono caratterizzare col seguente
teorema :

In ogni corrispondenza fra o e o che conservi le asintotiche
(corrispondenza asintotica) esiste un sistema assiale di curve
di 3 tale che alla sua retia asse in O corrisponde in O un invi-
luppo cubico ¢ cut piani cuspidali passano per la normale proietiiva
(in 0). Se e solo se la corrispondenza ¢ proiettivo-conforme
1 tre piani cuspidali detti contengono le tangenti di Segre (in O).

Analogamente possiamo classificare le corrispondenze, che
diremo proiettivo-simili, per cui p = costante.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la corrispondenza
sia proiettivo-simile ¢ che il sistema assiale del teorema prece-
dente sia quello associato alle normali proiettive di 5.

(Si capisce che nei teoremi ora dati si pud scambiare ovunque
G con g).

Varrebbe la pena di approfondire queste trasformazioni anche
perche, data la relativa ristrettezza delle famiglie di superficie che
ammettono applicabilitd proiettive (non collineazioni) sarebbe inte-
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ressante stabilire la generalitd delle superficie che ammettono tra-
sformazioni proiettivo-conformi o proiettivo-simili. Queste si pre-
sentano spontaneamente nella ricerca seguente.

2. - Le corrispondenze geodetico- proiettive [F].

Diremo due superficie s e 5 in corrispondenza ggodetico-
proiettiva se su di esse si corrispondono le pan‘geode.txche (estre-
mali dell’ elemento lineare proiettivo di Fuii). E chiaro -che se
6 e T sono in corrispondenza proiettivo-simile su di esse si corri-
spondono le pangeodetiche. E la domanda inversa: che interessa,
e precisamente interessano quei casi che, per analogia col.problema_.
dell’ ordinaria rappresentazione geodetica, si possono chiamare di
Liovviie. Si hanno i teoremi: '

Se due superficie mon rigate sono in corrispondenza geodelico-
protettiva, o i loro elementi linears differiscono (al pii) ;,;er un
fattore costante (corrispondenza proieitivo - simile) opp:ure tutl’ e du,e.
le superficie sono a linee canoniche indeterminate ¢ i loro elements
lineari possono ridursi ai tipi

@U +dv)aUdV & 5 _ hk(hdU +kdV)dUAV
FylFy= dUErdudv4ave’ 2T 1EdUR+hkdUdV +-k2dV?

con h e k costanti. . .

In tal caso le due superficie possomo rappresentarst (per punit)
su due piani in modo che alle loro pangeodetiche corrispondano le
rette dei due piani ; le corrigpondenze geodetico- proiettive fra le due
superficie hanno per immagini le omografie fra ¢ piant rappre-
sentativi. o

Non esistono rappresentazioni geodetico-proietiive di una super-
ficie rigata sopra una non rigata. ‘ .

Se le due superficie sono rigate (e 8e mon 8§ono N corrispon-
denza proiettivo-simile, caso banale) 4 loro elementi lineary proietiwn

sono riducibili ai tipi

15 4+ N (v)]2v"2du
[u+N (v)]?v'2du, vs[i [u.+ N ()] v

Sl
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ove dv ==0 rappresenta le gemerairici reftilinee (corrispondenti)
mentre du = O rappresenta le asintotiche (curvilinee) di o e
uv + F (v) = cost,, con dF = Ndyv, le asintotiche di 5 (non
corrispondenti alle precedenti).

Le geodetiche proieltive di una lal superficie (6 e ©) punteg-
giano proiettivamente due generalrici rettilinee. Hsse st oltengono
tutte, nel piano rappresentativo cartesiano (u, v) imprimendo alle
smmagini delle asintotiche di ¢ una traslazione parallela all’ asse u.

La costruzione di queste rigate dipende dall integrazione di un’e-
quazione differenziale lineare ordinaria del 4° ordine.

Appartiene a questa classe di rigate (e sono tutte applicabili
proiettivamente su di essa quelle per cui N = cost.) la rigata
cubica di Caviey. Essa e le sue geodetiche proiettive si costrui-
scono cosi:

Daia una cubica sgemba C, wn suo punto O ¢ la ltangente
ivi t, si congiunga wn punto variabile su C con U intersezione del
piano in esso osculatore con t. Su quesla rigata le geodetiche proiet-
tive sono (le cubiche) segate dai coni quadrict osculatort lungo t al
cono che da O proietia C.

3. — Le corrispondenze asintotiche.

Pitt generali delle corrispondenze precedenti sono quelle che
fanno corrispondere su due superficie s e G le loro asintotiche
(se di piu si corrispondono le linee di Darsoux si hanno le cor-
rispondenze proiettivo-conformi del n. 1).

Le due forme quadratiche normali ¢, e g, di o e o differi-
scono per un fattore (% 0) sicché potrd scriversi v, = e, con
h = h (u, v). Percio lo studio delle corrispondenze asintotiche equi-
vale allo studio su o delle metriche (quadratiche) conformi a ¢, o,
se si vuole, di un’equazione (e non di una forma) quadratica.

E si ha [B]:

Le estremali di una qualsiasi melrica e ¢, sono” definite dal-
I equazione differenziale

By (dud?v — dvdiu)=

oh oh
(79_1; du— dv dv)%

Fusint o CucH, Lexioni di Geomotria prodettivo-differenxiale a7
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(i 8% essendo eseguiti rispello a 9,). I piani ad esse osculatori in
un punto O di o dnviluppano un cono di 8 classe i cur piani
cuspidali tagliano il piano © tangenic a o in O nelle tre tangenti
di Segre ¢ passano per una retia, che dird pseudo-normale rela-
tiva ad O e alla forma e¥q, (per h = cost. si ha la normale
proiettiva di Fosm), congiungente i punti # ed Zy, -+ h,x, + h, ..

Le sviluppabili della congruenza di pseudo-normali (qualungque
sia h) segano su o un doppio sistema coniugato cioé ogni congruenza
di pseudonormali & coniugata @ o. Viceversa ogni congruenza coniu-
gata a & delermina, @ meno di un fattor numerico, ung metrica &% P,
per la quale la congruenza ¢ quella delle pseudo - normali.

Condizione mecessaria ¢ sufficiente affinché la pseudonormale
relativa ad un punto generico O di o appartenga al piano canonico
in O & che sia

h (u, ) :fe(‘ik’_ggf du + @gf—”dv)zfe(¢ldu+ g )

ove O & un qualungue fattore infegrante di ¢, du-+ §,dv (per 6=0
si ha la normale proiettiva).

Dal confronto dell’equazione di queste estremali con l'equa-
zione delle linee anarmoniche risulta che:

Proprieta caraiteristica delle superficie isotermo-asintotiche €
che le loro curve anarmoniche sono geodetiche di una metrica conforme
a .

Ad altre proprieta notevoli delle corrispondenze asintotiche
si arriva considerando sulle due superficie i sistemi (invarianti
per applicabilita proiettive) studiati al n® 8 del capitolo precedente.
Si ha per essi il seguente teorema generale :

In una corrispondenza asinfotica fra o e 5 ad ogni sistema
definito su o dall’ equazione differenziale

(1) By(dudv—dv 82u) =0, 327 dud-+6, B2 dv3 41 (hydu —hy dv) ¢,
corrisponde su S un ben determinalo sistema
(1) BT (dud2v—do3%u)=06,0°7 du’+ 0.p 7203+ (b, du—F.d0)F,

(ove i 82 somo ora differenziali controvarianti rispelto alla forma
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B =2Bvdudv di 3), e le equazioni che determinano la corri-
spondenza fra quesii sistemi sono

== = - 1 dlogR7/Bx
BO, =00, TOy=16,; l}‘1=lh1_?#—7

1 ologBY /By
thy — 2 o

>l

f

Th,
Risulta dalle due prime di queste relazioni che i sistemi’ (1)
per i quali 6, =0 oppure 6, =0 oppure 6, = 6, = 0 formano
tre sottoclassi invarianti per qualsiasi trasformazione asintotica di
una superficie. Ricordando le caratterizzazioni geometriche, gia
indicate, di queste sottoclassi si ha in particolare per I’ultima :

Ognt sistema (1) di o per cui le quadriche invarianti Q e Q*
coincidono in ogni punto con la gquadrica di Lie ha per corrispon~
dente su un S sistema dotato della stessa proprietd. *

La corrispondenza di particolari sistemi (1) e (I) suse 5 da
modo di caratterizzare particolari tipi di corrispondenze ; p. es. :

Se esiste su o un sistema per cui §; = — 6,, cioé per cui le
due quadriche invarianti Q e Q* coincidano in ogni punio cui cor-
risponda su S un sistema dotuto della stessa proprieta (cioé 6 1:—52 )
la corrispondenza é necessariamente proiettivo-conforme (cioé E [B=1/").

Analogamente: se su o e G si corrispondono due sistemi
(uno di o e uno di 5) per i quali I(h;du—h, d)=1(h,du—hydv)
le due forme quadratiche ¢, e @, differiscono soltanto per un
fattore costante (BY =k.pB¥).

E infine: se ad un sistema (1) le cui curve tangenti alle
asintotiche 4 hanno un flesso nel punto di contatto corrisponde
un sistema dotato della stessa proprietd (6, = 6,=1) & invariante
nella corrispondenza la prima forma elementare (B = B).

(*) A questo tipo appartengono le estremali, sopra studiate, di 2. o, ;
la corrispondenza fra le congruenze di pseudo-normali segue dal fatto che
U(h,du+h,dv) e T (ydu+ T,dr) sono (o non sono) insieme differenziali
esatti.
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ESPOSIZIONE DI ALCUNI RISULTATI
DI GEOMETRIA PROIETTIVA DIFFERENZIALE
NEGL1 IPERSPAZI

Nota del Prof. Avessaxpro Terracint della R. Universita di Torino.

In queste pagine si espongono alcuni risultati della natura
indicata nel titolo, ottenuti dal Skers, dal Boapiaxt e dal TErRrRACINI
nei seguenti lavori:

C. SrGRE. — A — Su una elasse di superficie degli iperspaxi legate
colle equasions lineari alle derivate pariiali di 20 ordine. Atti della R. Ac-
cademia delle Scienze di Torino, vol. XLII (1907).

B — Preliminari di una teoria delle variett luoghi di spaxi. Rend. del
Ciroolo Mat. di Palermo, tomo XXX (1910).

C - Aggiunta alla memorta : « Preliminari di una teoria delle varieta
luoghi di spaxi». Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tomo XXX (1910).

D - Sui foehi di 20 ordine dei sistemi infiniti di piani e sulle curve
iperspaxiali con wna doppia infinita di piani plurisecanti. Rend. della
R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol. XXX (1o Bem. 1921).

E — Le linec principali di una superficie di S; e una proprieta carat-
teristica della superficie di Veronese. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 5#,
vol. XXX (10 Sem. 1921).

F ~ Le superficie degli iperspaxi con una doppia mfinita di curve
piane o spaxiali. Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. LVI (1921).
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G — Id. #d. Nota IL. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vel. LVIL (1922).

E. Bowpiast. — A — Sull’equaxione di Laplace. Rend. del Circ. Mat.
di Palermo, tomo XXXIV (1912),

B ~ Recenti progressi nella geometria protettiva differenziale degli
iperspaxi. Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematicians
(Cambridge) vol. II (1913).

C - Sopra alecune cstensioni dei teoremi di Meusnier e di Eulero. Atti
della R. Ace. delle Scienze di Torino, vol. XLVII (1913).

D — Sistemi di equaxioni simultanee alle derivate parxiali a caratie-
ristica. Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913).

E - Sur les configurations de Laplace. Comptes rendys de I’ Académie
des Sciences, t. 166 (1913).

F - Sullo spaxio di immersione di superficie possedenti dati sistemi
di curve. Rend. del R. Ist. Lombardo di Seienze e Letters, vol. XLVII (1914).

G — Contributo allo studio dei sistemi lineart di rette nello spaxio a
quattro dimensioni. Atti del R. Ist. Veneto di Scienze, Lett. ed Arti,
tomo IXXIIT (1913).

H — Alcune proprieta provettivo-differenxiali dei sistemi di rette negli
iperspaxi. Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tomo XXXVII (1914).

I — Pour la géométrie de I équation de Laplace. Comptes rendus de
I’ Académie des Sciences, t. 160 (1915).

J — Sur les équations de Laplace & invariants égaux. Comptes rendus
de I' Ac. des Sciences, t. 160 (1915).

K - Risolusione geometrica del problema di Moutard sulla costruzione
delle equaxiont di Laplace ad integrale esplicito. Rend. della R. Accad. dei
Lincei, serie H5#, vol. XXIV (10 Sem. 1915).

L ~ Determinaxione delle superficie integrals d’ un sistema dt equaziont
a derivate parxioli lineart od omogenee. Note I e II. Rend. del R. Ist. Lom-
bardo di Scienze e Lettere, vol. LII (1919).

M — Sur les courbes quasi-asymptotiques des surfaces dans un espace
quelconque. Comptes rendus de 1' Ac. des Sciences, t. 168 (1919).

N — Sistemi coniugati sulle superficic degli iperspaxi. Rend. del Circ.
Mat. di Palermo, tomo XLVI (1922).

O - Proprieta differenziale caratteristica delle superficie che rappre-
sentano la totalite delle curve piane algebriche di dato ordine. Rend. della
R. Acc. dei Lincei, serie 5%, vol. XXX (20 Sem. 1921).

P — Proprieta differenxiali caratteristiche di enti algebrici. Memorie
della R. Acc. dei Lincei, serie 58, vol. XIII (1921).

Q - Sulla rappresentazione iperspaxiale delle curve piane. Rend. Lincei
serie 5%, vol. XXI (20 sem. 1922).

R — Sulla corrispondenza puntuale fra due superficie a punti planari.
Boll. Un. Mat. Italiana, anno IV (1926).
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A. TermaciNL. — A — Sulle Vi per cui la varieta degli Sp (h=+1)—
seganti ha dimensione minore dell’ ordinario. Rend. del Circolo Matemat. di
Palermo, tomo XXXI (1911).

(k—1)

k L
B — Sulle Vi che rappresentano pie di ———2———equamom d¢ Laplace

linearmente indipendents, Rend. del Circolo Mat. di Palermo, tomo XXXTIT
(1912).

C — Sulle varista di spaxi con carattere di sviluppabili. Atti della
R. Accademia delle Scienze di Torino, vol. XLVIII (1913).

D - Alcune questions sugli spaxi tangents e osculator? ad una varieta.
Nota I. Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLIX (1913-1914).

E - Id. id. Nota II. Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, volume
LI (1916).

F - Id. ¢d. Nota IIL. Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino,
vol. LV (1919-1920).

G. — Sulla varieta degli spaxi tangenti a una data varietd. Nota T e
Nota II. Rend. della R. Acc. dei Lincei, serie 5%, vol. XXIX (20 Sem. 1920).

H - Su due problemi, concernenti la determinaxione di alcune classi
di superficie, considerati da G. Scorza ¢ da F. Palatini. Atti della Soc. dei
Natur. e Matem. di Modena, serie 5%, vol. VI (1921-1922).

I - Sulle superficie © cui spaxi osculatort presentano particolart inci-
denze coi piani tangenti o fra loro. Atti della Societa dei Natur. e Matem.
di Modena, serie 5%, vol. VI (1921-1922).

J — Su wna proprieta caratteristica della superficie di Veronese. Atti
della Societa dei Natur. e Matem. di Modena, serie 52, vol. VII (1922).

Avvertiamo una volta per tutte che nel seguito uno spazio
di n dimensioni sard designato talora con §,, talora con [n]; e,
inoltre, che parlandosi di uno S, tangente a una ¥V, in un suo

punto x, con p z % si intentenderd, se p<k uno S, per z e

contenuto nello &, ivi tangente alla V,, e se p>#% uno S,
passante per tale S, .

§ 1. — 1 successivi intorni di un punto su una varietd.

1. — Se (nello spazio a = dimensioni §,) « & un punto
generico di una varietd a k dimensioni ¥,, si chiama spazio
r -tangente alla V, nel punto z lo spazio (minimo) cui apparten-
gono « e i suoi punti derivati (rispetto ai k parametri essenziali
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cui & riferita la V,) fino a quelli di ordine r incluso (*). Gli
spazi 2-tangenti si chiameranno brevemente spazi osculafori. Per
k=1 lo S, r-tangente a una curva in un suo punto si chiamera
anche, secondo 1’ uso, 8, osculatore.

Gli spazi r-tangenti a una ¥, possono coincidere con lo S,
ambiente ; anzi cid avviene sempre a partire da un certo valore
di r. Se cid non avviene, ogni iperpiano passante per lo spazio
r-tangente nel punto z produce nella ¥, una sezione per la quale
il punto = ha molteplicitdi r 4 1 almeno.

Lo spazio r-tangente in z si pud anche definire come il
minimo spazio eui appartengono gli S, osculatori in tal punto
alle curve generiche tracciate sulla ¥V, e passanti per esso. Perd,
per r>>1, tale spazio r-tangente, in generale, non @& piu riem-
pito da quegli 8, osculatori.

Per esempio, si consideri una superficie generica (**) F di S,,
con 7>=>5, e lo spazio ad essa osculatore (2-tangente) in un
suo punto generico z. Se t;, T, sono i due parametri cui @ riferita

la F, posto 2% = ng, ecc. (™), i piani osculatori in =z alle
1

linee della F passanti per x riempiono una V3, quella che si
ottiene come luogo degli S, che dal piano tangente in « proiet-
tano il punto (variabile su una conica al variare del parametro p)
2 2p2™ 4 o22®) Anzi, ognuno degli S; ora nominati &
riempito dai piani osculatori alle curve di F che passano per
con una tangente determinata (****). Tuatto questo risulta subito
osservando che il piano osculatore in x a una linea di F definita
da T, =1, (r;) & determinato dai punti

(*) Su questa definizione non tutti sono concordi: invece che di spazio
r-tangente qualcuno parla di spazio 7-osculatore (cfr. p. es. Bosmriast C,
n. 5), o di spazio (r 4 1)-tangente (cosl DrL Przzo: Sugli spaxi tangenti
od una superficie o ad una varicta immersa in uno spaxio di pi dimen-
séoni. Rendiconto della R. Ace. di Napoli, 1886). Cfr. poi anche Boxpiant L.

(*) 11 significato preciso di questa parola risultera chiarito dal seguito.

(***) Notazioni e convenzioni analoghe manteniamo per il seguito.

(=) Cfr. per tutto cid p. es. Szere A.
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dt, . .
mantenendo fisso -—, si ottengono i punti di uno S;, ecc.
d'l.'] 31

Pia in generale (*), si trova che i piani osculatori alle
curve di una ¥, in un suo punto z costituiscono generalmente
un cono, formato da oo*~' 8,,, passanti per lo S, tangente alla
V., in x (in corrispondenza delle oo*~' rette tangenti alla V',
in ), avente ’ordine 2*~'. Gli iperpiani tangenti a queste cono
sono, fra tutti gli iperpiani tangenti alla V,, quelli per cui il
cono quadrico tangente nel punto z di contatto alla sezione che
essi producono nella ¥, ha una generatrice doppia. Queste gene-
ratrici, se 2k < n, esauriscono la totalita delle rette tangenti in
x alla V,; se no, sono o"*?* ¢ formano un cono d’ordine

(k1)

2. — Le considerazioni accennate conducono ad estendere
la definizione adottata per lo spazio r-tangente. Consideriamo, col
Boxriaxt (C), un elemento E, d’ordine h di una curva, vale a dire
I'insieme di un suo punto e dei relativi S,, Sp,..., 8, ivi
osculatori alla curva: e poi la figura costituita dagli S, osculatori
in un punto z di una ¥, alle curve della V, aventi in comune
un dato E, (s’intende relativo al punto x): lo spazio (minimo)
contenente tutti quegli S, si pud chiamare r-tangente in x alla
V. secondo U elements E, fissato.

Per =7 —1, quegli 8, costituiscono un sistema lineare
intorno allo E,_;, e riempiono generalmente uno S,,, ;.

Per b =r—2, se r=2, si trova quanto si & detto alla
fine del n. 1: se invece r>2, gli 8, in questione descrivono
un sistema lineare, intorno allo spazio (r — 1)-tangente secondo
lo E,_, fissato, e, generalmente, entro un S, .

Per h=1r—3, se r =3, il luogo degli S3 & generalmente

(*) Cfr. il n. 13 di Der Pezzo citato in (*) a p. 734 e i nf 17-19 di Srere B.
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un cono di dimensione 3k, avente per vertice lo S, tangente
alla ¥V, in =z, e d’ordine

L 2k —1—1
i-1
23 ( k—1 )

Se invece, sempre per hA=1—3, si ha r=14, si ottiene
generalmente uno Sy,; — CONO, di dimensione 3%+ 1, e d’or-
dine 2*'; se finalmente r>>4, gli 8, in questione riempiono
una varietd lineare.

Piu in generale, per ogni valore di r —h, sussiste il risul-
tato che, a partire da un certo valore di 7, quegli 8, riempiono
una varietd lineare.

3. — Se anzichd una V, si congidera, nello S,, una totalitd
o © di iperpiani, si possono ripetere per questa le considerazioni
duali di quelle dei n.' precedenti Rileviamo in particolare
che su un iperpiano generico della oo* si ha uno Su—i_r Primo
caratteristico, o piu brevemente caratleristico (ciod comune ad esso
e ai suoi infinitamente vicini del primo ordine); e poi uno spazio
seconds caratteristico (che pud anche mancare) duale dello spazio
2-tangente a una V, in un suo punto, ecc.

Data una varietd luogo V,, il sistema di tutti i suoi iper-
piani tangenti (ciod passanti per gli S. tangenti) produce su
ognuno di essi uno spazio (primo) caratteristico che giace sulla
V. ed & Iinsieme dei punti nei quali I’iperpiano & tangente alla
varieta (Skere B, n. 16): e viceversa (ciod dualmente), una infi-
nita di iperpiani costituisce sempre 1’insieme degli iperpiani tan-
genti per una varieta luogo (il luogo degli spazi caratteristici
che possono ridursi a singoli punti). Donde segue (mediante proie-
zione in S,,,) che, se una ¥, & toccata da ogni suo S; tangente
in pit di un punto, essa & toccata da ogni S, tangente generico
in tutti i punti di uno spazio (*): se gli Sy tangenti sono oo, i
loro spazi di contatto sono degli Si_x-

(*) Questa proprietd non si estende agli spazi osculatori: la Sig.na M.
CasteLLANT ha osservato che ogni S5 osculatore generico di una superficie puod
avere pit di un punto di osculazione, senza averne infiniti; e ha determinato
quali sono le superficie in tali condizioni. (Sulle superficie i cui spazi ossula-
tori sono biosculatori, Rend. Lincei () XXXI, 1922).
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§ 2. — Generalitd sulle varieta rappresentanti sistemi
di equazioni lineari alle derivate parziali.

4. — Lo spazio osculatore a una superficie F nel suo punto
2 ¢ individuato dai punti

x’ Z(” , x(?) , x(llr s x(XZ) , x(in .

Percio, se la dimensione dello spazio ambiente & almeno 5,
quegli spazi osculatori hanno generalmente dimensione 5. Piu in
generale, se la dimensione dello spazio d’immersione & abbastanza
elevata, gli spazi r-tangenti di una V, hanno generalmente dimen-

. kE-+r\ -
swue( b >_1_

Ma pud avvenire che quella dimensione si abbassi, per ogni
punto generico della V,, di ¢ unitd: cid avviene quando il punto
z & legato ai suoi successivi punti derivati fino all’ordine r
incluso da 7 relazioni lineari omogenee linearmente indipendenti.
In tal caso, le coordinate proiettive omogenee di un punto che
descriva la V, appaiono come soluzioni di un sistema lineare
omogeneo alle derivate parziali di ordine #, costituito da ¢ equa-
zioni linearmente indipendenti; si dice allora che la V, rappre-
senta quel sistema alle derivate parziali (o anche, talvolta, che la
V. ¢ una V, integrale di quel sistema). Cosi, p. es., le superficie
dello spazio ordinario (non piani) rappresentano due distinte equa-
zioni lineari omogenee alle derivate parziali del 2° ordine, o,
come diremo pit brevemente, due equazioni di Laplace (¥).

Benchg, in generale, una ¥, non sia ancora proiettivamente
determinata da un tale sistema alle derivate parziali, tuttavia
Pintroduzione di una V, rappresentante un dato sistema pud
essere assai utile per lo studio del sistema stesso; come si vedra
nei n'. seguenti gia per il caso k=r =2.

(*) Useremo nel seguito questa locuzione, qualunque sia il numero delle
variabili.
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La particolaritd sopra indicata non si pud certo presen.tare
per r= 1 (glacch® cid equivarrebbe ad abbassare la dimensxonfa
della V,) e percio, per qualsiasi r, ogni sistema del tipo consi-
derato rappresentato da una V, deve essere tale che da esso non
consegua nessuna equazione del primo ordine. Cid porta intanto
subito alla conseguenza

. kE+4+r
— 1).
) i=(*7 ) -t
§ 3. — Superficie rappresentanti equazioni di Laplace.
5. _ Fermiamoci sul caso % =7 = 2. Allora sara al mas-

simo ¢ = 3; Se il massimo & raggiunto, i tre punti 2™, ¥,
#™ si esprimono come combinazioni lineari di =z, 2V, 2%, e
percid il piano di questi tre punti contiene ogni linea della super-
ficie passante per z; la superficie in questione ¢ dunque un piano.
Se ¢—2 si trova che la superficie sta in S;, oppure & una super-
ficie sviluppabile (cfr. pit avanti il n. 10). Se poi i=1, si
hanno le superficie (che gid comparivano in lavori precedenti) a
cui & espressamente dedicata la nota A del SEGRE.
Sia @ una tale superficie, e

(2) AzW 4 Bal® 4 Cz® 4 DalV + Ea® + Fa=0

la corrispondente equazione di Laplace ).
Giova considerare, in relazione con essa, I’equazione diffe-

renziale

(3) Cdt — Bdr,drt, + Adg = 0.

(*) Nella Nota: La geometria delle superficie considerate n?llo spaxio
rigato (Rend. della R. Accad. dei Lincei, serie 63, vol. III, 1926) il Boxpiant
ha trovato un significato, come limite di un birapporto, dell’ invariante asso-
luto (rapporto dei due invarianti relativi) della (2); quando esso ¢ =1 si
ha il teorema di Koenies sulle equazioni ad invarianti uguali.
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© 8i ha intanto questa proprieti: le coppie di tangenti in un
punto generico z alle sezioni iperpiane che hanno in z un punto
doppio (anzichd essere tutte le co® coppie di tangenti in z a @)
sono le ool coppie di un’involuzione, i cui raggi doppi -sono
definiti dalla (3). Percid questi raggi doppi appaiono come tan-

genti in z alle sezioni iperpiane cuspidate.
Si chiamano poi linee caratteristiche della superficie ® le linee

integrali della (3): esse costituiscono un solo sistema quando la .

equazione (2) & parabolica. Ebbene, le tangenti alle caratteristiche
di un sistema nei punti di una caratteristica dell’altro sistema
costituiscono una sviluppabile. E, se i due sistemi di caratteristiche
sono distinti, il verificarsi di una tale proprietd basta giad per
conchiudere che una superficie che possieda un doppio sistema di
linee in quelle condizioni rappresenta un’equazione di Laplace (non
parabolica). Sela (2) & parabolica, in ogni punto della @ il piano tan-
gente a questa coincide col piano osculatore alla linea caratteristica
passante per quel punto (e viceversa). Insomma le linee carat-
teristiche di una superficie ® si comportano come si comportano
nello spazio ordinario due sistemi (distinti) di linee coniugate,
oppure quello delle asintotiche di una superficie, secondo che la
(2) & non parabolica, oppure & parabolica : percid quelle linee
spesso si chiamano coniugate oppure rispettivamente asintotiche.

6. — Se la (2) non & parabolica, alla corrispondente super-
ficie @ si pud applicare la trasformazione di Laplace (come la si
applica ai sistemi coniugati nello spazio ordinario). Precisamente,
si costruiscano le oo sviluppabili circoscritte alla data superficie iiJ
lungo le oo! caratteristiche del 1° sistema: il luogo dei loro
spigoli di regresso sard generalmente una superficie ®,, la quale
sara toccata dalle oo® rette tangenti agli spigoli di regresso, vale
a dire dalle rette tangenti alle caratteristiche del 2° sistema di P.
Ebbene, la @, & ancora una superficie della specie ®, trasformata
di Laplace della data. Se la (2) si riduce alla forma canonica

2" 2® L gaV L ba® +cx =0,

e si assumono p. es. le linee t; (cioé le linee su cui varia T;)
come caratteristiche del primo sistema, il punto 2® 4 az de-
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scrive la @,, e precisamente in modo che la retta che lo coun-
giunge al punto z della @ & tangente comune di queste due
superficie nei punti considerati. Analogamente, il punto z" + bz
descrive in generale un’altra superficie ®_;, pure trasformata di
Laplace della superficie ®. Da @®,, operando analogamente, si
ottengono in generale due superficie delle quali I’una coincide
sempre con &, mentre I’altra & generalmente una nuova superfi-
cie ®,. Analogamente per ®_,. Cosi prende origine una succes-
sione, generalmente illimitata, di superficie

@) B, D, D, D, D,,..

ciascuna delle quali & trasformata di Laplace delle due che la
comprendono.

7. — E particolarmente notevole il caso in cui la successione
(4) si chiude (ciod non & proseguibile) da una parte almeno ;
giacche allora I’equazione (2) corrispondente alla & si integra per
quadrature.

Un criterio generale per sapere quando cid avviene & dovuto
al Bowpuaxt (A). Partiamo dall’ osservazione che gli S, (b <n)
osculatori alle caratteristiche t, di @ nei punti di una caratte-
ristica ©, riescono osculatori a una curva t, della superficie @,
della successione (4). Allora, se questa successione si chiude, e
®,_, ne & 'ultima superficie non degenere, si presenta necessa-
riamente o ’una o 1'altra delle due seguenti circostanze :

19) Ia sviluppabile circoscritta alla ®,, lungo una generica
linea t, si riduce a un cono (il cui vertice, al variare di quella
linea =, descrive Ja curva che, come superficie degenere, chiude
la successione di Laplace) ;

29 le sviluppabili circoscritte alla ®,_, lungo le varie linee t,
hanno lo stesso spigolo di regresso (nel qual caso ¥, , & una
sviluppabile il cui spigolo di regresso ¢ chiude la successione).

Nel secondo caso ' osservazione da cui siamo partiti prova
che le linee t, della & stanno entro altrettanti S, osculatori
alla ¢ ; nel primo, la stessa osservazione dice che gli S, oscula-
tori alle linee 7, di @ nei punti di una linea 7, passano per uno
stesso punto.
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Interpretando analiticamente quanto si & detto, si arriva al

seguente criterio di chiusura : condizione necessaria e sufficiente

affinche la successione di Laplace relativa a un’equazione (2') si
chiuda da una parte almeno dopo % trasformazioni & che A -2
soluzioni generiche di essa verifichino un’equazione del tipo

| otz 1z dz
E(a(,a—tg—*l— dlﬁ:—*—.-..-*-dh_l—é; —{‘ a,,x):O.

Precisamente, se & nulla 1’espressione fra parentesi, la chiusura
avviene (per la superficie rappresentante quell’ equazione (2') che
si ottiene, in S,,, in corrispondenza delle % + 2 soluzioni
considerate) nel secondo fra i due modi di cui sopra si & detto
(caso di Goursat); se no, avviene mel primo (caso genercle). i)
poi anche possibile la chiusura secondo il easo misto quando gli S,
delle singole linee 7, hanno in comune uno Sy—p (e allora la suc-
cessione si chinde dopo A ~ p trasformazioni).

Il Bowerant (K) ha anche applicato le considerazioni che
precedono al problema (di Mourarp) di costruire le equazioni di
Laplace con successione chiusa da entrambe le parti, problema
gia considerato da Darsoux e dal Nicorrrrr

8. — Insieme con le superficie rappresentanti equazioni di
Laplace, si possono considerare delle configurazion: di Laplace
(Boweiam E). Si chiama configurazione di Laplace una oo® di
spazi 8, che si ripartiscano in due modi diversi negli S, di oo?
sviluppabili ordinarie (*), in modo che altrettanto sussista per
gli 8,,, che congiungono le coppie di S, infinitamente vicine in
tali sviluppabili (condizione che generalmente — per v>0— &
conseguenza della precedente). La sezione di una tale configura-
zione con uno S,_, & una superficie rappresentante un’equazione
di Laplace.

(¥) V. pitt avanti la nota a p. T44.
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In base all’osservazione di cui al n. 7, in principio, posto
k 4+ h=v<n—1, lo spazio S, definito in un punto generico
di una superficie ® dagli Si e 8, rispettivamente osculatori in
esso alle linee ©, e 1, risulta osculatore a una linea 1, di @, e
a una linea t, di ®_,: percid quegli w? 8, appartengono a una
configurazione di Laplace. Se si tagliano questi oo® spazi con lo
S,_, che congiunge n—v + 1 punti della piramide fondamen-
tale di riferimento, si ottiene dunque una superficie della specie d.
Cid significa che se le #; (¢=10, 1,..., n) sono soluzioni della
(29, i determinanti pi2...v,a di ordine v+ 1 formati con le

prime v orizzontali e poi con un’ ulteriore orizzontale (p. es. con
la oc=*) della matrice

0 x; itz 0z ", ‘

X - P
i 3'7.'2’ ] ,rg ’ 8’51 ' I atiL ‘

_ dove abbiamo scritto esplicitamente solo 1’ orizzontale gesim fra
le n 41 della matrice — sono soluzioni di un’altra equazione
di Laplace (con le stesse caratteristiche della data). Cosi si tro-
vano. in modo molto semplice, le proprieta che il Dasrsoux, nel
secondo volume delle sue Legons, ha assegnato per le espressioni
che egli chiama (&, k).

Tl Bowriaxt (I) si & anche servito di considerazioni di questa
natura per studiare le relazioni fra i casi di chiusura delle suc-
cessioni di Laplace relative a una data equazione di Laplace e ad
alcune sue trasformate: p. es., se la successione di Laplace rela-
tiva alla (2') si chinde da una parte dopo k, trasformazioni
secondo il caso generale, o rispettivamente secondo il caso di
Goursar, 1’equazione di Laplace di cui le espressioni (k, &) sono
soluzioni, secondo quanto si & detto sopra, si chiude ancora, se-
condo il caso generale, dopo %y + % trasformazioni, o rispettiva-
mente, secondo il caso di Gousar, dopo k, — k trasformazioni.
Se poi ¢ invece k+h=n—1, e si considera 1’equazione di
Laplace di cui sono soluzioni i determinanti di ordine n estratti
dalla matrice di sopra, la successione di Laplace relativa a questa
equazione si chiude da una parte dopo k, + A trasformazioni
secondo il caso di Goumsar, se quella relativa alle (2') si chiude
da una parte dopo %, trasformazioni secondo il caso generale.
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Con le trasformazioni di una equazione di Laplace dei tipi indi-
cati si passa dunque da successioni di Laplace chiuse secondo il
caso generale, o secondo quello di Goursar, a successioni chiuse
nello stesso modo o nel modo opposto, dipendentemente dal tipo
della trasformazione (*).

§ 4. — Varietd rappresentanti sistemi di equazioni lineari
alle derivate parziali aventi dimensione assai elevata.

9. — Si & visto alla fine del n. 4 che il numero ¢ delle
equazioni linearmente indipendenti del sistema alle derivate par-
ziali d’ordine r rappresentato da una ¥, non pud superare il
limite indicato nella (1). E al principio del n. 5 si & detto, per
k =r= 2, a quali classi di superficie conducono i casi in cui
e 1 >1 (i=23, 1=2),

Lo studio dei casi a cui si & condotti per i valori abba-
stanza grandi di i & stato eseguito da un-lato per le superficie
ed equazioni di ordine qualunque (k= 2, r arbitrario) (**), e da
un altro lato per varietd di dimensione qualunque, e equazioni
del 2° ordine (k arbitrario, r = 2) (**¥).

Nel primo caso riesce utile 1’osservazione che, se le dimen-
sioni degli spazi r-tangente e (r + 1)-tangente in ogni punto
generico di una superficie differiscono di una unita, e sono p,
p + 1, la superficie contiene oo! curve negli Sp_, di una svilup-

(*) A proposito delle superficie @ ricordiamo anche la nota R del Box-
pany, dove 1’ A. introduce la nozioue dei sistemi planari di curve sopra
quelle superficie. Si ottiene uno di quei sistemi prefissando genericamente per
ogni punto della superficie un piano appartenente allo S, 2-tangente ivi e
imponendo alle curve della superficie che il piano osculatore in ogni lore
punto sia sempre incidente in una retta al piano prefissato passante per esso.
Questi sistemi planari dénno luogo a proposizioni notevoli nello studio delle
«corrispondenze puntuali fra due superficie ®.

(**) V. Boxprant L.

(***) V. Terracint B, e, per k=3, Smere C.

FupiNi e CecH, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 48
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pabile ordinaria (eventualmente degenerg) (*), ovvero la super-

ficie sta in Spy. ‘
In base ad essa si giunge facilmente al risultato che le

superficie rappresentanti un sistema d’ordine r, con

r(r—1)

2 +h

=

(R > 0) equazioni linearmente indipendenti, o sono costituite da
! linee negli 8,_, di una ool sviluppabile ordinaria, oppure
stanno in Sa._y. _

Quell’ osservazione riesce utile anche per valori di ¢ meno
elevati di quanto indichi la (5): il Bowpiant assegna, per
0=h=— 5, le corrispondenti classi di superficie.

10. — Consideriamo invece, col TerraciNy, il caso di k arbi-
trario e r= 2. Allora, se

k(k—1)
(6) i=——g !

con 1>0, si puo affermare che la V, sta su una vaxtiet.a U,
luogo di oo*S,, tale che gli 8, ad essa tangenti nei punti di uno
8, stanno in uno Sy_p1, essendo 0 << h<<k—1 (donde subito
segue, per k=2, quanto si & detto al principio del n. 5?. La
dimostrazione di questo teorema avviene attraverso la consqderaj
zione del sistema degli iperpiani passanti per gli 8., osculatori
della 7V, : il luogo dei loro spazi secondi caratteristici (n. 3) &
precisamente la varietd U, di cui si parla nell’ enunciato.

(™ Si dice che una oo’ di spazi Sp é una sviluppabile‘ ordir.zmiia
quando due S infinitamente vicini stanno in uno S;..H;' essa & costituita
dagli Sa osculatori a una curva, oppure (casi degene.n) dagli Sy che du:
uno spazio fisso Sy proiettano gli  Sa—g-1 osculatori a una curva di
Sa (0 g<h—1). D'ora in poi, dicendo gviluppabile ordinaria senz’altro,
&' intendera di mon escludere che essa sia eventualmente degenere.
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Il teorema di cui ora si & detto riconduce tutte le V, in
questione entro classi molto ristrette. Perd, per k> 2, queste
classi comprendono anche alcune ¥, che nom rappresentano sistemi
di equazioni cosi ampi come indica la (6) ; cosicché si presenta il
problema di sceverare quelle classi da tali ¥, (p. es. per k=3
bisogna scartare i coni proiettanti da un punto una superficie non
rappresentante alcuna equazione di Laplace). Ritorneremo pitt
avanti (n. 14) su tale argomento: per il momento ci limitiamo
ad osservare che, se in relazione con ogni varieta V, si considera
la varieta W ricoperta dai suoi S, tangenti (variets W che, per
V. immerse in spazi sufficientemente ampi, ha in generale dimen-
sione 2 k), la varieta W relativa a ogni V, fra quelle indicate

nella tesi del precedente teorema, ha certamente dimensione
<2k—1

§ 5. — Alcuni altri particolari sistemi di equazioni
di Laplace rappresentati da V,.

11. — Prima di riferire alcuni altri risultati, introduciamo
la nozione del sistema lineare delle forme quadratiche associate al
sistema di equazioni di Laplace rappresentato da una V,: ad esso
si giunge introducendo accanto a ogni equazione una corrispon-

dente forma quadratica (nelle variabili 6,, 6,,..., 6,), ottenuta
sostituendo a ogni termine contenente una derivata secondo
(i, j=1,2..., k) il suo coefficiente moltiplicato per 6,6;.

Tali forme associate uguagliate a zero in uno §,_;, dove le 6 si
interpretino come coordinate proiettive omogenee, rappresentano
altrettante quadriche associate (*). Si verifica senza difficoltd che i
sistemi lineari di quadriche associate al sistema di equazioni di

(*) Terracrst D. Analogamente si definiscono le forme (di grado supe-
riore al secondo) associate a equazioni lineari omogenee alle derivate parziali
di ordine piu elevato. Altri preferiscono interpretare le 8 come coordinate non
omogenes in uno Sy e sostituire alle quadriche del testo dei coni guadrici
di tale Sy . Cfr. p. es. Boxpuxt in D.

“tante da un punto una Vot
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Laplace rappresentato da una data I{k S0no -tutl;n proiz':txrvim:s:ze-
equivalenti fra loro, al variare del sistema di % para
ziali cui si riferiscano i punti della V.. . .
Se il sistema delle quadriche associate contiene t\'lfte ° gual.
driche contenenti un iperpiano S,_, fisso dello S“—Q (pmﬂivenabile
mente altre quadriche), la V, integrale & una riga a. 8 ?;mce,
iod ta da uno stesso S, tangente lungo ogni gene 3
com m(':ca' de subito osservando che il sistema parziale di equa-
C?m? <Sil }Je lace. le cui quadriche associate contengono lo Sy
glsoslcl)l al (r)alﬁ), ~§—’a2 (x) By, ..+ & (‘r_) 6, =0, esPrime che lo 8, tan-
gente allla V, non muta spostandosi lungo le linee

dzy  dy _d

0t % = —,
a

a, ay k

5 accennata alla fine del n. 3. .
Se poi, per k>;t,gl quel sistema non contiene altre. quadriche
; il numero i delle equazioni di Lap}ace hnearmen;je
tate dalla V,, siba & =FK), allora la L
nte un cono generico, ciod un cono proiet-
che non rappresenta nessuna equa-
5, e Boxerant D n. 10.)

e applicando la propri

(se ciog, pe
indipendenti rappresen
integrale € necessariame

zione di Laplace (TERRACINI D n.

12. — La proposizione finale del n. precedente & stata estesa

iversi dal Boxpiaxi e dal TERRACINL

in sepst i 9.4) ha studiato che cosa

i v 7, e E n
Cosi il Terracint (D n. 7, . b oot
iene quando, ferma restando Iipotesi dell emstegza di Su
a'v:;ma (;rziale’ w*1 di quadriche associate contgngntx ‘ulif 1;;;
?ilssso si I::1ssumono, per il numero i delle equazionl kdl Seap(per
\ indi i i lori superiorli a &
i dipendenti, dei va.or1 §
;n;ig)nszz;cn—ip?; la V, integrale & ancora un cono, che;c questaa
: : — k equa-
i V.., rappresentante
volta proietta da un punto una V- : ik e
zioni pdi Laplace linearmente md1penden.t1. Se po;c zla 0 pin-
k= 4, oppure per k>4 8 2k——'-.2s‘z§.3kt—t— ,0 urekuna
tegralé > un cono nelle stesse condizionl ora dette, opp



APPENDICE III. 145

rigata sviluppabile con linea .direttrice (*), oppure ancora, se
k =4, & costituita dai piani tangenti di una superficie, o da oo?
piani tangenti a una curva.

Un’ altra estensione (Terracist D. n. 9, e Bowpiaxt D. n. '14)
consiste in cid : se il sistema lineare delle quadriche associate &
quello delle quadriche per uno 8,y fisso (0<<I<TEk—1),
la V. & uno §,_,— cono generico (proiettante da uno S,
una V,_, che mnon rappresenta nessuna equazione - di La-
place) (*).

11 Boxerant (D) ha poi considerato altre estensioni del mede-
simo teorema finale del n. 11. Chiamiamo, come egli fa, sistema «
caralterisiica un sistema di equazioni di Laplace, le cui quadriche
associate contengano uno stesso S,_,, ammettendo perd anche
che possa essere i<Ck: il sistema & parabolico se quello S,_.
contato due volte fa parte del sistema delle quadriche associate
(come avviene sempre per i= k). Per un tale sistema la Ty
integrale, ammesso che non rappresenti ulteriori equazioni di
Laplace, se +>2 si compone di oo*! coni generici, e se i=2
& una oo*—! di rette i cui S, tangenti nei singoli punti di una
generatrice stauno in uno stesso Su_e (***) (eventualmente costi-
tuita da oo*~? superficie sviluppabilij. Nel caso non parabolico,
la 7, & una oo~ di varieta V., ciascuna delle quali & cosi
fatta, che in essa vi sono el varieta G; e oot linee y tali che
le tangenti alle linee 7 nei punti di una &; passano per un punto,

(*) Come si dira al n. 26, una 17 rigata con Sy tangente fisso lungo
ogni generatrice ha le sue rette tangenti a & — 1 V-1, ciascuna delle quali
pud essere sostituita da una varietd di minor dimensione incontrata da quelle
rette ; qui c1 si trova precisamente in presenza di questa particolarita.

(**) Per ! =k —1 1i ottengono oo di Sk_; sviluppabili ordinarie. E
per 0 < I<k—1, se oltre alle quadriche per lo Si—i—1 fisso, esistono altre

quadriche associate, la Vi 6 una oo di S; lungo ciascuno dei quali essa

3 toccata da uno stesso S (Bomerast D. n. 13).
(***) Questo tipo di soluzioni manca fra quelli elencati dal Boupiaxt ed

b invece assegnato (insieme con la esplicita rappresentazione analitica) al n. 4
di Terracint G. 11 Boxprant considera poi ancora dei gistemi da lui chiamati
totalmente parabolici che si ottengono raggruppando in modo opportuno pit

sistemi parabolici.
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mentre gli S; tangenti alle G; nei punti di una linea y apparten-
gono a una sviluppabile ordinaria (*).

) 13. — La ricerca della ¥, tali che per ogni loro punto vi
sia uno spazio S, (1 <<p<=Ck) costituito di tangenti tripunte con-
duce pure a un particolare sistema di equazioni di Laplace, sistema
avente come sistema di quadriche associate quello delle quadriche
contenenti doppiamente uno 8,_,_;. Se la ¥, non rappresen&
ulteriori equazioni di Laplace, e 2<Cp<C#%, essa & necessaria-
mente una o** di §, generica (ciod non rappresentante altre
equazioni di Laplace se non quelle che traducono la proprietad
sopra esposta (Terracrst D. n. 10; cfr. anche Bowmpaxt D
r. 17).

11 Terracint (D. n. 11) ha anche considerato il caso in cui vi sono
uno §,, uno §,, ecc. (2<Cp<Tk, 2=<q<k, ecc. con p-+q -+
+ ...=<k) nelle condizioni di sopra, linearmente indipendenti
tra loro — salvo, s’ intende, la circostanza che essi escono da
uno s‘tesso punto della ¥, — (cosicché le gquadriche associate alle
equazioni di Laplace rappresentate dalla V, contengono doppia-
mente uno 8,_,_;, uno 8,_,_, ecc.). Allora, se la ¥, non rappre-
seflta altre equazioni di Laplace, essa contiene necessariamente
gli 8,, gli 8,, ecc. delle tangenti tripunte. In particolare, se
»+ g¢=F, il Terracixi ha dimostrato che la V, & una V, di

s o | !
Seare, d’ordine —%);3_?9')— di uno spazio [pg+p-+q] rappresen-
tante, nel modo indicato dal Seers, le coppie di punti di uno 8
e di uno S,. ’

. (”_‘) La memoria D. del Bompiani contiene poi anche lo studio di alcani
sxgtgml a caratteristica del terz’ ordine analoghi ai precedenti, sistemi costi-
tll.ltl da equazioni del secondo e del terzo ordine, le cui forme associate
(‘nspettivamante quadratiche o cubiche) contengono a fattore una stessa forma
lmearet Il Bowpiant si occupa particolarmente del caso in cui esiste una
espressions A del tipo a, 2\l 4-a,2® 4 ...+ axx* tale che alcune delle
sue derivate prime siano combinazioni lineari della x e delle derivate prime
di x (in modo pero che questo sistema parziale risulti parabolico secondo la
tgrmmologia adottata) e tutte le derivate seconde della A siano combinazioni
lineari della e delle sue derivate prime e seconde.
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Anche un’altra notevole categoria di ¥, & stata caratterizzata
in base al relativo sistema di equazioni di Laplace: quella delle
V. (estensione delle superficie con un doppio sistema di coni
circoscritti) che ammettono una rappresentazione parametrica del
tipo

=0 (T, Tayoeey B G (s T

Per conchiudere che una V, appartiene a tale categoria basta
sapere che il sistema delle quadriche associate coincide con quello
delle quadriche contenenti uno Sip1 © uno S, con p -+
4 q= k), fra loro sghembi (Terracmt D n. 12) (*).

§ 6. — La varieta degli spazi tangenti a un’ altra varieta.

14. — Gia si & accennato al n. 10 alla varieta W ricoperta
dagli 8, tangenti a una varieta V.. Se x & il punto che descrive
la V,, un punto generico y della W & dato da '

y=2+ha"+. ..+ hat

al variare dei parametri T,,..., T € Ayy..., A Siccome il
sistema costituito dal punto y e dai suoi derivati primi rispetto
ai 2k parametri ora nominati si riduce subito a

1 5 1 1x "1 o
x,x”,.--a“’”a)‘lx“""---'i‘)mz( ey a4 N,

—1)

& chiaro che se la V), rappresenta >-—\——2-—— equazioni di La-

place linearmente indipendenti, la varietd W ha dimensione minore
di quella, 2k che le compete in generale per V, immerse in

spazi abbastanza elevati. Precisamente, se i = —k—gf-zll—z +1, la

dimensione delle W & << 2k — 1.

(*) Per p=1 cfr. anche la fine del n. 12. ~
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Tutto cid & evidente; meno evidente & che viceversa, dal
fatto che la W abbia dimensione 2k —1, si pud inferire che la
k(k— 1)

2
linearmente indipendenti, con una sola eccezione, e cioé che guella
particolarita si presenta anche quando il sistema delle forme qua-
driche associate al sistema (meno ampio di quanto ora si & detto)
di equazioni di Laplace rappresentato dalla V, abbia un sistema
apolare con matrice jacobiana nulla, di caratteristica k& —1 (Ter-
racrxt D n. 3) (¥).

Questo teorema viene cosi a completare quello del n. 10 for-
nendo un mezzo (mediante la sua seconda alternativa) per scar-
tare le V, cui si & accennato nell’ultimo capoverso di quel n.
La determinazione effettiva delle V,, cui la seconda alternativa si
riferisce, costituisce perd un problema assai complesso. Per k<4
abbiamo gia precedentemente avuto occasione di dire che essa
non ha luogo per k= 2, e conduce, per .k =3, ai coni gene-
rici: il caso k= 4 & stato trattato dal Terracist (E): per I = 2,
la ¥, & uno S; — cono generico: per =1, la ¥, ¢ un cono
proiettante da un punto una ¥ che rappresenta nessuna, o una,
o due equazioni di Laplace linearmente indipendenti; oppure &
una generica sviluppabile con curva direttrice, o & formata dai
piani tangenti a una superficie generica, o & una oo? generica di
piani tangenti a una curva; o & la Vi di S, di Seere rappresen-
tante le coppie di punti di due piani, o & costituita da superficie
poste negli §; di uno S, — cono generico, o infine & una
generica oo2 di piani con §; tangente fisso lungo ogni piano
generatore.

Le varieta V,, delle quali si & parlato in questo n., aventi
ciod una varieta W di dimensione 2%k —1, si possono altresi

V, rappresenti proprio ¢ = 4 1 equazioni di Laplace

(* Se, in quest’ ultimo caso, ¢ ba il valore minimo possibile cioé

=1 (con 1<<k—1),

itk — 5

la Vx & uno S;-; — cono generico.
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considerare come quelle per cui due S8, generici infinitamente
vicini fra loro stanno sempre in uno Sy_; (*).

15. — Supposto ora che la varieta W del n. precedente
abbia dimensione 2%, si conosce subito, in base a quanto si &
osservato in principio del n. 14, che, per una qualsiasi ¥V, gene-
rica, la W, & toccata da uno stesso Sy nei punti di ogni retta
tangente alla ¥, : dimodochd gli 8., tangenti alla W,, nei singoli
punti di un suo S, generatore sono w*!, o meno; anzi, in
generale sono proprio o*~'. D’altro lato, se la V. rappresenta
k(k—

2
toccata da uno stesso S, addirittura in tutti i punti di un suo 8, tan-
gente generico (**). I1 Terracivt ha studiato (in G) i casi intermedi:
vale a dire ha cercato di caratterizzare mediante il modo in cui sono
costituiti i corrispondenti sistemi di equazioni di Laplace, le
V. (k =3) tali che entro ogni loro S, tangente generico gli spazi,
%, di contatto della corrispondente Wx coi singoli suoi Sy tan-
genti abbiano dimensione g con 1<Tg <k La proprieta richiesta
si traduce in una proprieta del sistema delle quadriche associate,
per il cui enunciato rimandiamo alle due Note ora citate. La deter-
minazione effettiva dei sistemi di quadriche che godono di tale
proprieta costituisce in generale un problema assai complicato;
il Terracist lo ha risolto per k<< 4 trovando che per k=4 la
soluzione & data dai sistemi lineari oo® di quadriche contenenti
un piano; dai sistemi lineari o® contenenti un sistema o? (e
non pii ampio) del tipo ora detto; dai sistemi lineari oo® di
quadriche per due rette sghembe oppure mutuamente tangenti lungo

) equazioni di Taplace linearmente indipendenti, la Wy &

(*) 11 Bowpiast al n. 29 di D. considera 1’ abbassamento di dimensione
che ha luogo per la varietd ricoperta non pit degli Sk tangenti, ma dagli
spazi osculatori di una classe di Vi da lui studiata in quella memoria, classe
a cui si & accennato nella nota a pag. 748.

(**) In tal caso gli Sex tangenti alla Wi sono (al massimo) ok, Si
badi che possono tali Sgx essere o* anche in altre ipotesi: ma allora i loro
S, di contatto con la TV non coincidono pitt con gli S. tangenti alla 7%.
Per k=2 cid avviene soltanto per le superficie di Veronese (SEerE A n. 27).
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una retta ; dai sistemi lineari oo* contenenti un sistema lineare oo?
di uno dei tipi precedenti; dai sistemi lineari o* che ammettono
due rette sghembe polari fisse, oppure contengono tutte le coppie
dei piani di un fascio (*). Per k=3 il TerracinI ha determinato
effettivamente non solo i tipi dei sistemi di guadriche associate,
ma i tipi di Vs che godono della proprieta richiesta (per g = 2,
il solo caso che si possa attualmente presentare) : sono le V; che
si ottengono per k¥ =3, i =2 dalla fine del n. 12, e inoltre le
V, rigate con S, tangente fisso lungo ogni retta generatrice.

§ 7. — Comportamento degli spazi osculatori
a una varietd in relazione con le sue sezioni iperpiane.

16. — Quando di una ¥, si considerano le sezioni iperpiane
generiche, i loro spazi tangenti coincidono sempre con le traccie
degli S, tangenti alla V. sull’iperpiano segante. Ma, se anziche
gli spazi tangenti si considerano gli spazi osculatori, le cose pos-
sono procedere in modo diverso. Indichiamo con 8, lo spazio
oscalatore alla ¥, in un suo punto z, e con S, lo spazio oscu-
latore nello stesso z alla V,_, sezione della ¥, con un iperpiano
o passante genericamente per ; allora Sw, in generale, ma non
sempre, esaurisce 1’intersezione 6 8w, cosicché o' =w—1 non ap-

(k—1) (k+2) (k—1) (k+2)
2

pena sia 0= -+ 1, mentre per w>-————§—————+1,

& 0 = Ek___;})_z(ﬂﬂ . Ma vi sono delle V, eccezionali, tali che,
per le loro sezioni iperpiane generiche, ' ha un valore piu pic-
colo di quelli ora indicati. Esse sono (Terraciyt D n. 8) le Vs

k43 - T
rappresentanti un sistema di i = —f—(—;———)— — w equazioni di

Laplace linearmente indipendenti, tale che la matrice jacobiana

(*) Dai sistemi lineari ot nominati vanno perd esclusi quelli che even-
tualmente risultino dotati di retta base.
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delle loro forme associate sia identicamente nulla di caratteristica
E—(0—o —1)

Tali V, non esistono per k= 2; per k=3 sono i luoghi
generici di piani entro S, con n==6 (luoghi generici nel senso
che quelle V, non devono rappresentare altre equazioni di Laplace
se non le oo? che esprimono che le varietd stesse sono luoghi di
piani). Per %k = 4, si ottiene un numero assai maggiore di tipi:
la~Joro determinazione & stata iniziata dal Terrac§t (F), ma non
ancora condotta a termine (¥).

§ 8. — Le linee quasi asintotiche di una varieta.

17. — Su una superficie generica in 8, con n»>3 non
esistono linee asintotiche: in luogo di esse il Bompmaxr (**) ha
introdotto delle linee quasi-asintotiche. Si chiama quasi-asintotica
7p. OgDI linea tracciata sulla superficie, tale che lo spazio con-
giungente lo S, osculatore alla linea in un suo punto generico
con lo spazio p-tangente alla superficie nel medesimo punto (p<Zg)
abbia sempre dimensione minore di quella che compete a una
linea generica della superficie (vale a dire minore di quella del-
I'ultimo spazio nominato aumentato di ¢ — p, purché questa
somma sia << ). Il concetto si estende poi subito a ¥, qualunque.

Limitandoci per ora al caso delle superficie, su una superficie
qualunque esistono sempre delle quasi-asintotiche, pur di fissare
convenientemente gli indici p e ¢. Cosi, si trova subito che su
una superficie di S, esistono sempre oo™ * quasi-asintotiche 7, ..
Viceversa, per » =5, n= 6, Desistenza di o"™* quasi asinto-
tiche %, n—, Su una superficie permette di desumere che la super-
ficie sta in uno S,, come il Boupiant ha dimostrato in F, espri-
mendo anche la presunzione che altrettanto valga per tutti i valori

(*) Cid avverri in un’ ulteriore Nota IV in continuazione deile D, E, F.

(**) Per il caso delle superficie rigate, in H: un cenno di que’sto’e di
o altro caso particolare si trova gia in Bomprant B. Per il concetto di quasi-
asintotiche in generale, dal punto di vista proiettivo, cfr. i lavori dello stesso
BoxpIan che saranno citati fra poco: non ci occupiamo qui delle proprietd
metriche trovate dal Bompiant in altri lavori.

. -
superficie non rappresenta nessuna equazione alle
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pitt elevati di » (%) Diverso ¢ il caso di »=4: vale il risultato
precedente solo se si aggiunge 1’ ipotesi che la superficie in questione
rappresenti un’ equazione di Laplace: se essa non ne rappresenta
nessuna, e possiede w? quasi-asintotiche 7,3 & una superficie di
Veronese, secondo quanto sara detto or ora.

1l Bowpiaxt (O, P) ha anche studiato il caso di una super-
ficie possedente oo® quasi-asintotiche “x—1, »41° 8¢ gli spazi k-tan-

k(k;—?i) (ciod se la

genti della superficie hanno la dimensione
derivate parziali
di ordine k) essa & necessariamente la superficie razionale normale

di ordine k2, di uno spazio [————————k (k;_ 3) } , che rappresenta, in
modo ben noto, la totalita delle curve piane algebriche di ordine k
{e quelle Tx_1xt appartengono ad 8, e sono le curve razionali
normali C* della superficie). 11 BoxpIaxt ha pure stabilito.un teo-
rema analogo relativo alle Vs contenenti 00* Y.y, a41 quAsi asinto-
tiche.

Nel caso delle superficie razionali normali sopra accennato,
quelle quasi asintotiche intervengono in modo notevole, insieme
con gli spazi oscalatori in punti o lungo le stesse curve, sul pro-
blema della effettiva costruzione della varieta rappresentativa della
totalita delle curve piane con date singolarita, anche infinitamente

vicine (BopIaNI Q).

18. — 11 teorema di Kowxies, relativo alle proiezioni su un
piano delle asintotiche di una superficie dello spazio ordinario, &
stato esteso dal Boxpriaxi (M), il quale ha dimostrato che, se una
superficie possiede due gistemi ool di quasi-asintotiche Yp pi1s
Tq qs1 1 quali si proiettino (su uno spazio di dimensione <p+q)

secondo un doppio sistema coniugato, questo © necessariamente a
invarianti uguali.

—_———

(*) La dimostrazione per ogni valore di n & stata data dal Boupiast nel
caso delle superficie rigate. E per queste egli ha anche trovato un altro cri-
terio per 1’ appartenenza di una rigata ad un dato spazio, fondato sulla cono-
scenza di una sola quasi-asintotica (al n. 4 di F).
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§ 9. — Altri notevoli sistemi
di linee esistenti sulle superficie.

19. — 11 Bowpraxt (N) ha cercato di estendere alle super-
ficie degli iperspazi la mnozione dei sistemi coniugati dello spazio
ordinario. Sappiamo gia che le linee coniugate di una superficie
rappresentante un’equazione di Laplace costituiscono appunto una
tale estensione. Ma qui si tratta di trovare dei sistemi di linee
che esistano su tutte le superficie. Partiamo dall’ osservazione che
i piani tangenti a una superficie F nei singoli punti di un suo
elemento E, d’ordine v (cfr. il n. 2) appartengono a uno spazio
di dimensione < 2v -+ 2.

Allora, se la dimensione n dello spazio ambiente & dispari
(n=2v+ 1), si consideri un elemento E, di curva della super-
ficie F passante genericamente per un suo punto z: i piani tan-
genti alla F nei punti di E, successivi a & determinano uno Sy
che taglia il piano tangente in x lungo una retta tangente in z,
tangente coniugata di specie v dell’ clemento E,. A ogni sistema oot
di curve O tracciate su F si pud cosl associare un sistema pari-
menti oo! di curve K suo coniugalo di specie v, inviluppato dalle
tangenti che sono coniugate agli elementi d’ordine v delle curve
del primo sistema. Si badi perd che, per v>1, in generale la
relazione fra i due sistemi C e K non o involutoria. Invece la
costruzione stessa prova che la notissima proprieta dei sistemi
coniugati ordinari trova la sua estensione in quella che le tan-
genti coniugate di specie v agli elementi E, di una curva della F
sono tali che v+ 1 consecutive non sono linearmente indipen-
denti. Anticipando la nozione del (primo) indice di sviluppabilitd
di una rigata, che sard posta al n. 24 (massimo numMero di gene-
ratrici consecutive fra loro in generale linearmente indipendenti)
possiamo dire che la rigata di quelle tangenti coniugate ha indice
di sviluppabilita v (anziche v 4-1); e viceversa.

11 Boupiaxi ha particolarmente approfondito il caso del coniu-
gio di 2° specie: I’ analogia coi sistemi coniugati ordinari continua
anche in cid che, assumendo come linee parametriche quelle di
un doppio sistema coniugato di 22 specie, le coordinate di un
punto che descriva la superficie appaiono come soluzioni di
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un’ equazione lineare omogenea alle derivate parziali del terz’ or-
dine. E inoltre notevole il fatto che, dato il sistema K, mentre
in generale esistono oo® linee della superficie F' tali che oo! fra
esse si possono assumere come linee C, se la F rappresenta un’equa-
zione di Laplace esistono soltanto due sistemi ! di linee C (e
v.iceversa). Se poi si suppone che sulla superficie F esista un
s?stema di linee K tale che risulti indeterminato il corrispondente
sistema C, ne consegue che, o la superficie sta in S, oppure le
K sono linee contenute in piani di una sviluppabile ordinaria ;
se. invece il sistema delle linee C ha indeterminato il coniugato
di 28 specie, si arriva alla conclusione che la superficie sta in §,,
oppure rappresenta un’equazione di Laplace per cui le C sono
caratteristiche, oppure infine che le linee C stanno negli Sy di
una sviluppabile ordinaria.

. Negli spazi pari Sy,., assegnato ad arbitrio un sistema ot
di curve O, non & pill in generale possibile ottenere un coniugato
di.specie v (da definirsi come sopra); cosi in S, su una super-
ficie generica esistono (in tutto) oo* curve C tali che ad oot di
esse scelte come curve C si pud associare un sistema oo! di curve
K loro coniugate di seconda specie. Questo risultato, e quello che
gli corrisponde in S sono stati invertiti dal Bowpraxr cosi: le
superficie tali che per ogni loro sistema oco! di curve C esista un
coniugato di seconda specie, sono le superficie di §; e quelle
contenenti ool linee nei piani di una sviluppabile ordinaria: le
superficie con o?® curve C, tali che ad oo fra esse si possa asso-
ciare un sistema oo! di linee K coniugate di seconda specie, sono
le superficie di S, e quelle contenenti o' linee negli Sy di una
sviluppabile ordinaria.

20" — Nella sua Nota testé analizzata il Boupiaxi considera,
per una superficie generica F dello S;, le linee autoconiugale di
s specie: esse si ripartiscono in cinque sistemi oo! (che si riducono
a soli tre, se la F possiede un doppio sistema coniugato ordinario),
o coincidono con le linee principali gia studiate in altri lavori dal
Seere e dallo stesso Boweiant. Tali linee, oltre che dal punto di
vista ora detto, si possono anche considerare come le linee invi-
luppate su una superficie di S; dalle fangenti principali, vale a
dire dalle rette definite in uno dei seguenti modi:
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1) Fra gli o' 8, che segano la F secondo una linea avente
una cuspide nel punto z della F stessa (S, tangenti al cono V7§
di cui si & detto al n. 1 —v. la fine di quel n.—) ve ne sono
cinque per cui z & un facnodo : le relative tangenti sono le tan-
genti principali alla ¥ in z (Sesre B n. 24).

2) Fra le direzioni della F uscenti da z, quelle delle tan-
genti principali si possono caratterizzare come appartenenti a curve
della F passanti per z e tali che i loro S, osculatori in « coinci-
dano con gli S; 2-tangenti (cfr. il n. 2) alla F in = secondo le
tangenti stesse (Boaprant C n. 7).

Una linea principale della stessa ¥ si pud poi anche definire
(Secre E) come una linea della F' tale che lo spazio congiungente
i piani tangenti alla F in due punti infinitamente vicini della
linea stessa, * e z 4 da o sia uno Sy, oppure abbia, in z, con
Ja linea stessa, contatto quadripunto (anziché tripunto come av-
viene in generale).

Le linee prineipali sono indeterminate solamente sulla super-
ficie di Veronese, e sulle sviluppabili di S; (Sesre E).

91. — Oltre che nel modo accennato al n. 19, la nozione
degli ordinari sistemi coniugati si pud estendere anche in altri
sensi, rinunciando perd alla genericita della superficie entro lo
spazio ambiente che si considera. Per es. il Boxpisxt (nella Nota II
di L) ha considerato alcuni sistemi di curve di una superficie in
relazione col fatto che esse rappresentino una o pill equazioni
lineari alle derivate parziali del terzo ordine. Cosi, se p. es. i
punti ™ e z* stanno sempre nello S, 2-tangente alla superficie
nel suo punto generico z, il doppio sistema T, = cost, T, = cost
viene a godere di proprietd che ricordano assai da vicino quelle
degli ordinari sistemi coniugati: la rigata delle tangenti alle
linee , nei singoli punti di una linea 1, ha indice di sviluppa-
bilita uguale a 2 e analogamente scambiando 7, con 7 (d’ accordo
col n. 20).
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§ 10. — Varietd luoghi di spazi.
99. — Fra le altre varieta sono state particolarmente studiate

le varieta luoghi di spazi, cui si & gia avato occasione di accen-
nare qua e la nei precedenti paragrafi, ricordando fra I’altro la
nozione di ool di spazi sviluppabile ordinaria.

Per una qualsiasi V4 luogo di ol 8, gli 8,4, tangenti nei
singoli punti di uno S, generatore corrispondono omograficamente
ai loro punti di contatto. Perd questa omografia pud essere dege-
nere, il che avviene quando esista uno spazio singolare 0 focale
[k,] comune allo S, generatore considerato e al suo successivo
(cfr., anche per quel che segue Seere B n! 1-5). Se cio avviene
per ogni S, generico delle ool, questa si dice sviluppabile. Se poi
ogni 8, generico della co! deve avere un [k,] singolare, poi ogni
[k,] singolare, entro la relativa !, deve avere un [k,] singolare,
ecc. ... e cosl via fino a [k,] (senza che- la ol sviluppabile di
S, sia un cono), questa varietd si ottiene partendo da oot di [&]
i cui spazi generatori non ammettano generalmente punti singo-
lari, tirando in modo generico ! [k,,] per gli spazi congiun-
genti due [k,] consecutivi, poi ot [ky_s] per gli spazi congiun-
genti due [k,_,] consecutivi, e cosi via. Da cid risulta anche che
per D'esistenza della o' di S, devono valere le disuguaglianze

h— k= k— k=l — k> =k — B =k + L

93, — Se ora prendiamo a esaminare pitt in generale una o
di 8, (x==1), la considerazione degli S, tangenti nei punti
di uno spazio generatore alla Vi, luogo della oo* conduce alla
seguente proprieta : in generale gli oo [k + o] tangenti alla Vi
nei singoli punti di un suo Sy generatore fissato G ¢ gli oo®!
[2% 4 1] ognuno dei quali congiunge G con uno 8, infinitamente
vicino della oo® riempiono una medesima Veiio (cono di vertice

o . [kt ea—1 L (k+1 (a)
@) il cui ordine & ( & ) e la classe & (a o 1), oppure | . ),

secondo che o<<k- 1, oppure a=k-41: in generale, lo spa-
zio di appartenenza di questa varieta & ak -+ a 4k, se questo
numero & = n.
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Quanto all’ esistenza di punti singolari o focali (comuni a due S,
infinitamente vicini) sugli 8, generici dell’ %, in generale, essi
esistono solo quando 2% + a>>n; e formano allora una varietd
di dimensione 2k +a —n—1 e d’ordine (n - f

O —
che sia %+ a>>n, nel qual caso abbracciano tutto lo spazio
generatore (cfr. per tutto cid Skere B, n. 6-12) (*).

), a meno

24. — Particolarmente sono stati studiati i sistemi di rette.
Per essi, quanto si & detto or ora porta alla conclusione che per
una oo di rette, in generale, soltanto se o ™>n — 2 esistono su
ogni retta generatrice dei punti singolari, abbracciando tutta la
retta se a>>n-—1, ed essendo invece in numero di n — 1
88 a=n—1 (™). '

Ma a risultali aventi una maggior portata si giunge introdu-
cendo col Boupiant (***) il concetto di indici di sviluppabilita di
una superficie rigata. Come gia si & accennato, si dice che una
superficie rigata ha v come primo indice di sviluppabilita quando
v generatrici consecutive sono in generale linearmente indipendenti,
mentre non 1o sono v+ 1. Senon & n=2y—1, la ol degli
Say—1 ciascuno dei quali contiene v generatrici consecutive della
rigata risulta una sviluppabile ordinaria, e le generatrici della
rigata risultano immerse negli Sy di questa sviluppabile (interse-
zioni di v Sp, -1 consecutivi). Allora la generatrice generica, immersa
in uno 8y della sviluppabile, incontra certo lo S,_; della svilup-
pabile stessa contenuto in tale Sy: ma pud avvenire che incontri

(*) Per una % di Sy si possono anche considerare punti singolari o
fochi di ordine superiore: cosi i fochi.di 20 ordine, punti d’incontro di tre
spazi successivi. Per es. per un sistema di oo? piani in S,, su ogni piano
di 2 vi sono in generale 5 fochi di 20 ordine, mentre i fochi di primo ordine
costituiscono su ognuno di quei piani una conica: e, se queste coniche non
sono tutte degeneri, solamente i sistemi o?* di piani costituiti dai piani delle
coniche di una F" proiezione della superficie di Veronese, o della F3 rigata
di S, son tali che tutti i punti delle coniche focali sono fochi di 2° ordine
(Seare D). Per altre questioni dello stesso tipo v. Seere F.

(**) Cfr. Seere: Un’osservaxione sui sistemi di rette degli spaxs supe-
rtori. Rend. del Circ. Mat. di Palermo, tomo II, 1888.

(***) H., cfr. anche B.
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lo spazio [v;] della sviluppabile stessa gssendo ?1<v ——d ‘1.9 Si;
munque sia v;<<v—1 (per le genera‘tnm genexl‘lche) si xz ) ;
v, & il secondo indice di sviluppabilita della rlgz'xta consi -era a,
pionendo v, =— 1 quando gli Sy della sviluppabile costltmsco'nc.)
un cono il cui spazio vertice & incontrato da t‘utt.e le generaltrxi:ix.
della rigata. Se invece m= 2y —1 si sostituisca alla o t;
Say—y testd considerata, la ool di Szy—e che nasce .nel segue;?ve
modo: congiungendo lo Szy_3 di v—1 generatrlg c9nsz§u °
a una prefissata genericamente g con un ;.)unt'o arbltmno. 1u_ZStO
ha uno Sa_z, che taglia la consecutiva di g 1.n' un puuto: q H
& congiunto allo Szy—z delle v—1 generatrici .consecu‘tlve a a:
consecutiva di g mediante uno Say_2, €cc. ecc..Sx ha cosi una o
di Say—s sviluppabile, sulla quale si pubi ragionare come s?prf.;
con Davvertenza che essa non @ piu .umvocaullenFe dete:mmate
dalla rigata, bensi pud variare in un sx%tem.a »* dxpem.ien emen. °
dalla scelia del punto arbitrario di g, d} cui si & .detto. ?onie Vae
lore di v,, secondo indice di sviluppal.zil.nd del}a ngatt:ac,1 stj .abzun{
il pitt piceolo fra i valori di v, relativi alle singole oo™ di Szv—2
S“IUPDP: b(;ltia.anto precede si pud anche conchi.u’dfare che las ptm1 gex:
rale rigata di S, avente indici di .sviluppab}hta v .el vy ed'aaer Nt
le sue generatrici sono negli Sy di una svﬂu?pabl e ordin o
ne incontrano i [v,] (dove di queste) sviluppabili ve ne sono

1 =2v—1, e vy =v—2).
i S;a:siamo ora ,a un1 sistema ooo di re.tte con a=1: .ie
a< n—1, quanto si & detto in pri?cipxo di qu'esm ni nvon 1i1
forma per nulla sul modo di costitumonfa della rigata. P\ficeCOi
Boweas1 (H) ha ricercato, entro il sistema oox, le riga «;ﬁde
minimi indici di sviluppabilita (analoghe .dunque alle s;piette)
rigate sviluppabili contenute in una generica Ct?ngruenza i (‘;T
Il risultato ® gquesto (valido per oo.oL generiche) : se'ﬁ@—.aata
dispari, i minimi indici di sviluppabilita per una superficie Iig

n—oa 41 _”_:_a;_'_l_.~ ogni elemento (*)
del sistema sono ) 3 ) ’

L . ‘s rigata.
(*) Intendiamo qui come elemento di ordine A di una superficie riga
Vinsieme di k-1 sue generatrici consecutive.
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E,_«—1 (entro il sistema) determina o di queste rigate (cosicche
2

. . . n—oatl . -
vi sono a sistemi oo(*-1)——— di tali rigate): se n — a & pari,
i minimi indici per una superficie rigata del sistema sono " +1,
2
n—a .
— 1: ogni elemento E,_, determina oo! fra queste

2

rigate (cosicch® vi sone oof®=1 (%Jrl)ﬂL1 di queste rigate).

. 25. — Il Bowupian1 ha approfondito lo studio delle quasi-asin-
fcon'che di una superficie rigata ponendole in relazione coi suoi
indiei di sviluppabilita (*). Si dice che una rigata presenta il caso
normale quando i suoi indici di sviluppabilita hanno i massimi
valori compatibili con la dimensione dell’ambiente: ciog, se =
& pari,

n
V=g =V 1,
e, se n & dispari,
n—1
V= —p—, v, =v—2.

2

Allora, per una rigata che presenti il caso normale si hanno,

’ 3 : ~ AP .
fra 1 a'ltro, le seguenti proprietd. Esistono o2 v, , ;: una di
esse risulta determinata da un suo elemento E,_g—;. In ogni
rigata immersa in uno spazio di dimensione pari n = 2v esiste,
in generale, una sola 7,,,. Ogni rigata appartenente a uno spazio
di dimensione dispari 2v—1 possiede in generale ! 7,.1,,, che
segano le generatrici in punteggiate proiettive.

Se poi il primo indice di sviluppabilita ¢ v, con v qualunque,
e il secondo & v,, la rigata possiede una ¥, 41,y (0 o' di queste
curve se = 2v—1, v, =v— 2) coincidente con lo spigolo di

(*) Per una rigata una vy, , si pud anche definire come una curva tale
che per lo Sj—x osculatore alla curva in ogni suo punto generico si possa con-
durre uno S;—; appoggiato ad /-1 generatrici consecutive della rigata. Cfr.
anche 1 §§ 112-113.

760 APPENDICE IIIL.

regresso della sviluppabile di cui si & detto nella prima meta del
n. 24; mancano perd tutti i sistemi ¥, con l=<nm—v, i quali
vengono assorbiti dalla 7, 1,y ora detta.

Mediante gli indici di sviluppabilita finora considerati il Box-
piaxt ha dato la rappresentazione analitica di una rigata qualsiasi
mediante un sistema di due equazioni differenziali lineari omogenee.
Se la rigata & generata come luogo delle congiungenti i due punti

d .
z (1), y (i) tale sistema & (posto z’ =—£—, ecc.) del tipo

o % + Gy 4.ty by + by +...+ by, g™ =0,

G0 @ 4 812V 4 ..+ 82,y -V by + by 4.+
+ by, pv1 YOV =0,

dove le @ e b sono funzioni di . Viceversa, assegunato ad arbitrio
un sistema del tipo indicato, gli corrisponde una classe di rigate
proiettivamente identiche con gli indici di sviluppabilitd v e v,.

§ 11. — Luoghi di spazi con carattere di sviluppabili.

926. — La nozione di sviluppabile ordinaria si pud estendere
in modi diversi; ad alcuni di questi si @ gia accennato nei nu-
meri precedenti.

Un altro modo deriva dalla considerazione delle ¥, con mena
di «*8, tangenti (Seere B n' 28-31): gia sappiamo dal n. 3 che
allora la V, & un luogo di spazi (di dimensione => 1) con uno S,
tangente fisso lungo ogni spazio generatore (*)- Nel caso pil sem-
plice, in cui la V, & una cox di rette, con 8,11 tangente fisso
lungo ogni retta generatrice, esistono « varietd Ve« a cui le gene-
ratrici sono tangenti, ognuna delle Va potendo essere sostituita
da una varietd di minor dimensione incontraia (senza contatto)

(*) Tali Vi sono spesso ancora designate come sviluppabili : cosi anche
noi abbiamo parlato, in questo senso, di rigate gviluppabili p. es. al n. 11.
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dalle oo rette (*). La ricerca di tali oo di rette si pud far
dipendere (in generale) da quella di una delle « Vo di cui ora
si & detto: se con z (ty,..., %,) si designa nel modo consueto
un punto che descriva una di queste Va, in modo che le linee 1,
siano su tale Ve inviluppate dalle tangenti che descrivono la oo
di rette in questione, occorre e basta che stiano in un Sgy1 i
punti :

1 o 11) {12 {10L)
z, ..., 2@, 2t 2,

e percid la Va rappresenta le a—1 equazioni di Laplace linear-
mente indipendenti in cui si traduce Pimposizione di tale pro-
prieta (**). Questa Vo si pud caratterizzare geometricamente di-
cendo che il sistema lineare di coni quadrici tangenti in un suo
punto generico z alle sezioni della Ve con gli iperpiani- che ivi
la toccano & tale che una retta della stella ha lo stesso Sg—1 po-
lare rispetto a tutti i coni (***); oppure che essa possiede un
sistema oo®—! di linee tali che gli 8, tangenti ad essa nei punti
* di una tale linea sono gli S« di una sviluppabile ordinaria. Inoltre
gli Sqq1 di una tale sviluppabile sono appunto gli Sy41 tangenti
fissi lungo le singole cox generatrici alla Vo1 di cui nella prima
parte di questo n.; dimodoch®, come ora risulta da quanto si &
detto pili sopra, se una Vg1 rigata & tale che lungo ogni sua
generatrice esiste uno S, tangente fisso, gli oo% Sgq1 tangent
si distribuiscono in generale (in « modi diversi) in %t sistemi
semplicemente infiniti, composti degli spazi Sqq1 di una sviluppa-
bile ordinaria.

(*) Pit in generale, se lungo ogni retta generatrice vi & uno S, tangente,
con 2<Ce<Ca-+1, visono e—1 varietd V,, toccate dalle generatrici {con
un’ avvertenza analoga a quella del testo).

(**) 11 sistema costituito da queste equazioni & di quelli che al n. 12
si sono chiamati a caratteristica (generalmente si trattera di sistemi non
parabolici). I secondo modo di caratterizzare tale Vg fra i due che stiamo
per esporre & appunto da raffrontare con la fine del n. 12.

(**) Ogni Va—g di Sn si trova, come facilmente si vede, in queste
condizioni, e quindi si pud assumere come una delle ¥V, considerate nel
testo.
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97. — Altri modi di generalizzare la nozione di superficie
sviluppabile conducono alle seguenti proposizioni.

Una V,_; dello 8, tale che ogni suo punto sia parabolico
vale a dire tale che il suo cono quadrico delle tangenti tripunte
abbia sempre una generatrice doppia, contiene ogni tale retta e
ha lungo essa un iperpiano tangente fisso (Seere B n. 27).

Se entro una Vg iy rigata ogni superficie rigata ha il primo
indice di sviluppabilitdi v (con v<<a—1), la oo® si compone
di *—1 coni aventi i loro vertici sopra uno S8v_i, oppure ap-
partiene ad uno spazio di dimensione << 2v (Boxpiaxt H n. 17).

Al Boxprast (H n. 18) & anche dovuto un risultato pit gene-
rale : consideriamo una ¥y, rigata, e conveniamo di dire che
essa ha indice di sviluppabilita v quando & fisso lo spazio v-tan-
gente nei punti di una generatrice generica e non lo spazio
(v — 1)-tangente (*). Allora, in uno spazio ambiente di dimen-
sione maggiore di

@+ p+y—1 @+2v)

y!

una V,.yq rigata tale che ogni Vyuyi rigata in essa conte-

con azp.-%-(y'—*_ v——l)l e

nuta abbia indice di sviluppabilita v v—1

composta di rette uscenti dai punti di uno spazio avente la
dimensione

ptv—1
( e ) 1.
98, — Un altro indirizzo nelle ricerche di cui ci stiamo

occupando @ il seguente. Come deve essere costituito un sistema
2 di =8, (2>>1) affinché uno 8, generico di 2 incontri sempre
in uno 8, (con {=>0) tutti gli S, del sistema che gli sono infini-
tamente vicini? Se lo 8, singolare di ogni 8, & fisso per tutte le
o' contenute nello o= passanti per esso, il Seere (B n. 26) ha

(*) Per p==1 la definizione si riduce a quella gid nota per il prime
indice di sviluppabilitd di una superficie rigata.
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trovato che la varieta luogo di tutti gli S, cosi ottenuti risulta
- tale che tutti gli S, della oo le sono tangenti, a meno che lo §;
non sia lo stesso per tutti gli S.; e viceversa.

La determinazione dei sistemi X in questione nel caso di
@ =2 & stato compiuto dal Seere (B, n.' 32-35) per le o di
piani, e per le ? di 8, qualunque dal Terracest (C). Occorre e
basta che sia verificata una delle seguenti condizioni:

1) gli 8, di = stanno in uno spazio di dimensione 2k—1,
oppure passano tutti per uno slesso 8,, oppure ancora essi tagliano
in S;41 uno Siyo fisso;

2) gli 8, di I sono tangenti ciascuno lungo uno S, ad
una U;yq luogo di ol 8, (<<k—1);

3) gli S, di X si ottengono considerando una oo? di
S, l<=m<k; 1<k—1) tale che la Upye loro luogo ammetta
lungo ciascuno di essi uno Siym—1 tangente fisso, e conducendo
uno S, generico per ogni 8, della w? entro il corrispondente
Sktm—1 tangente.

Al Terracint & pure dovuta la determinazione dei sistemi =
in questione costituiti da piani, per a qualunque (i sistemi di
rette si trattano in modo ovvio). Supposto I=0 (se I=1 si
hanno soltanto delle soluzioni banali) e lasciando ormai da parte
il caso o.=2, e icasi in cui per ogni piano & fisso il punto
in cui ¢ incontrato dai piani infinitamente vicini, oppure lo S,
che lo congiunge con tali piani (la prima di queste ipotesi & gid
stata considerata piu sopra, e la seconda si riduce alla prima
per dualitd in 8;), si ha che per >3 i sistemi X sono costi-
tuiti da piani che incontrano in rette un piano fisso: per a =3
si hanno anche i sistemi oo® di piani di una quadrica generale V3
dello S;, e i sistemi dei piani che passano per le singole rette
di una oo? ricoprente una Uy, dotata di S; tangente fisso lungo
ogni generatrice, e sono situati entro i corrispondenti Sy tangenti.

Consideriamo ancora il caso in cui o & abbastanza grande
(x=k + 1) e k qualunque (Termacist C n.! 7-10), e supponiamo
che gli 8, d’intersezione di uno S, di & con gli infinitamente
vicini siano sempre distribuiti, per cosl dire, in modo uniforme
sopra quello 8, cioé che per un punto generico di tale S, pas-
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sino co®=*=~1+1 8, di £ ad esso infinitamente vicini, i quali non
seghino generalmente tale S, in uno spazio di dimensione >>1;
allora si trova che gli S, di I stanno in una varieta I'y,_, di
dimensione 2k — I, e che essi {anche se non sono infinitamente
vicini) si segano a due a due generalmente in uno §; (in modo
perd che per un punto generico di uno S, della I' passano
w®—%+1 §, della I', i quali generalmente non incontrano quello S,
in uno spazio di dimensione >1). Supponiamo, per semplicita,
che sia ! =0: il TerraciNt ha trovato che la varieta I sta neces-
. . . . k(& + 3)
sariamente in uno spazio di dimensione S-———z———; e che, se
la dimensione dello spazio ambiente raggiunge questo massimo,

oppure almeno supera ——k-—(k;_—l)— -+ 1, la T in questione & neces-

sariamente quella che rappresenta nel noto modo di Grassmasy la
totalita delle rette di uno spazio di % 4+ 1 dimensioni (cosicche
¢ proprio a =k + 1), oppure & una sua proiezione.

§ 12, — Un tipo particolare di lnoghi di spazi.

29. — L’ultimo risultato citato risolve, in un caso particolare,
il problema della determinazione di una cox di 8, che ricoprano
una varieta di dimensione <C a 4 k. In generale, questo problema
sembra offrire notevoli difficoltd. Gia per gli stessi sistemi di rette,
dopo il caso banale di o =2, e quello di a =3, nel quale si
trova facilmente che, se per ogni punto di una ¥y passano ool
rette della ¥, stessa, questa 8 una quadrica non degenere dello S,
oppure si compone di oo! piani (*), per a =4 la soluzione com-
pleta non & pid nota: il Toariarm (**) ha trovato che se una ¥V,
o ricoperta da oof rette (e mon da %) essa & luogo di w? piani,

(*) Severi: Intorno ai punti improprii. .., Rend. del Circolo Mat. di
Palermo, tomo XV, 1901, n. 10.

(**) Sulle variete a k dimensioni contenenti owo* rette. Atti della R. Ac-
cademia delle Scienze di Torino, vol. LVII, (1921).
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oppure & luogo di ! quadriche V: non degeneri di S,, oppure
appartiene al massimo a uno 8;; e se lo spazio d’appartenenza ha
proprio dimensione 7, quella ¥V, si ottiene come sezione mediante

uno &, della V§ di 8, che rappresenta, al modo di Grassmanx, le
rette di uno 8, (¥).

30. — Il problema di cui si & detto al principio nel n. pre-
cedente & stato particolarmente studiato nel caso in cui gli oo S,
in questione sono gli 8, (A + 1) — seganti di una varietd G,.
Lasciando da parte il caso in cui @ & una curva, che conduce
solo a soluzioni banali, il caso in cui G & una superficie & stato
trattato in modo completo da F. Pararint (*¥) e dal Terracizt (H).
Le superficie per le quali la varietd M ricoperta dagli S, (b -+ 1) — se-
ganti ha dimensione minore di quella che compete all’analoga varieta
relativa ad una superficie generica immersa nel medesimo spazio
ambiente sono le superficie luoghi di oo! linee situate in altrettanti
8, per uno S, _; fisso, con ¢<C k, immerse in S,, con n=2h 4-
+ g+ 2 (per le quali la varieta degli S, (h -+ 1) — seganti ha
dimensione 24 + q + 1), e le superficie algebriche razionali dello
S3x42 rappresentabili in un piano mediante il sistema lineare
delle curve d’ordine 2% aventi in comune un punto 2 (h—1)? ed
(b — 1) punti doppi, o anche, per k= 4, mediante il sistenia
lineare di tutte le quartiche (per tutte queste superficie la varieta
degli 8, (A + 1) — seganti ha dimensione (3 4 1).

Il fatto che per B =1 si ottenga dal teorema ora enunciato,
insieme coi coni, la superficie di Veronese (in accordo con un
risultato precedentemente ottenuto dal Severi, loc. cit., v. il 0.2 8)
paragonato con quello che questa superficie & pure caratterizzata

(*) In un certo senso analoga alla questione di cui si é detto in questo
n. & la ricerca delle superficie contenenti almeno oc? linee di tipo prestabilito:
p. es. oof linee piane, cid che conduce a una notissima proprietd delle super-
ficie di Veronese (che la caratterizza insieme con pochi altri tipi di super-
ficie), oppure oo? linee spaziali, caso & cui sono dedicate le due Note di
Skere F o G.

(**) Sulle superficie algebriche © cui Sy (h -+ 1) — seganti non riem-
piono lo spaxio ambiente, Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, volu-
me XL, (1906).
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dall’essere in §,, con »==5, la sola superficie non cono i cui
piani tangenti si incontrano a due a due (*) rientra nel teorema
dovuto al Terracixi (A), che pone in relazione I’eventuale abbas-
samento di dimensione della varieta degli 8, (A + 1) — seganti
di una varietd G, immersa in uno spazio di dimensione n=(h+
4+ 1)p +h con Pesistenza di »+1 qualsiansi suoi S, tangenti
in uno spazio di dimensione minore dell’ ordinario ; in quanto
questa dimensione e quella si riducono, I'una in conseguenza
dell’altra, a (h+ 1)p+h—i (con ¢<0) (). In tal caso, di
pit, lo spazio [(A+4 1)p -+ h—i] di k-4 1 qualsiansi S, tan-
genti della @, in questione & tangente alla G, in tutti i punti di
una certa varieta di dimensione

i-}-—;—L-
= i
31. — Per p=2, h=1 quanto or ora si & detto conduce

alle superficie (che sono poi coni o superficie di Veronese) tali
che lo 8, di due loro piani tangenti generici risulti tangente alla
superficie stessa in oot altri punti. Lo Scorza (***) e il TErra-
cx1 (H) hanno anche studiato le superficie, immerse in §,, con
n=>6, (non coni) tali che lo S; individuato da due loro piani

tangenti generici contenga necessariamente i piani tangenti in ool

(®) In questo ordine di idee, citiamo il teorema pit generale secondo il
quale la sola superficie non rigata di Sp, con »>==5, i cui piani tangenti
si appoggino ad almeno oo! piani, senza appoggiarsi di conseguenza ad una
retta ¢ la superficie di Veronese (V. Terracist J, e per un caso particolare
Cosesearts : Intorno alle superficie algebriche irregolart. .., Rend. del Cir-
colo Mat. di Palermo, tomo XLVI 1922).

(**) Percid la determinazione che lo Scorza ha compiuto delle V7 o delle
¥, con gli S;, o rispettivamente S, tangenti mutuamente secantisi (Rend.
del Circ. Mat. di Palermo, tomo XXV, 1908, e tomo XXVIIL, 1909) fornisce
le V3 e V, per cui la varietd delle corde ha dimensione minore dell’ ordinario
(la ricerca, per quanto riguarda la V,, non & perd condotta completamente a
termine).

(***) Un problema sui sistemi lineari di curve appartenenti a una
superficie algebrica. Rend. del R. Ist. Lombardo, serie II, vol. XLI, 1908.
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punti, e hanno trovato, come tali, le sviluppabili, i luoghi di o'
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una retta fissa,
e infine le superficie situate su un cono V3 di Veronese.

32. — Il Teerracint (I) ha anche considerato, in relazione con
una superficie F, le varietd, rispettivamente ®, e H,, costituite
dagli S, che ne congiungono i singoli punti ai singoli piani tan-
genti, e dagli S; che ne congiungono le coppie di piani tangenti,
allo scopo di studiarne gli eventuali abbassamenti di dimensione
e anche alcune altre particolarith che esse possono presentare,
come ora si dira; particolarita tutte che stanno in stretta rela-
zione con i problemi di determinare le superficie ¥ per le quali
hanno una intersezione di dimensione maggiore dell’ordinario :

a) un piano tangente e uno S, osculatore generici ;
b) un piano tangente e uno S; osculatore generici;
¢) due 8, osculatori generici;
d) due 8, osculatori generiei.

In base all’osservazione che, se gli spazi r-tangenti generici
di una superficie ¥ sono degli S,, e se essi incontrano uno &,
fisso in spazi di dimensione i==d—r, la F sta, con lo §,, in
uno spazio di dimensione d -+ p—i (cosicché tutti gli S, gene-
rici di questo spazio ambiente segano lo S, in ), & chiaro che,
detta ¢ la dimensione dell’intersezione considerata nei precedenti
problemi a), &), ¢), d), nei casi a) e b) & necessariamente @ =0,
mentre il problema ¢) si spezza in due problemi ), ¢,), secondo
che si supponga ¢= 1, i = 0; e il problema d) in tre problemi
d,), d,), d,) secondo che si supponga =2, i=1, i=0. Quanto
alla dimensione dello spazio ambiente, essa deve essere supposta
=17 nel problema a), =8 nel problema b), =9 — ¢ nel pro-
blema ¢), e == 11 —¢ nel problema d).

Allora le superficie che risolvono il problema @) sono anche
le sole superficie di S,, con »==7, per cui la dimensione ¢ della
varieta ' ® ha dimensione <7 (e precisamente dimensione 6).
Inoltre le superficie di S,, con n»>>7 per cul la varietd P, &
toccata da uno stesso S; nei singoli puuti di ogni 8§; generatore
sono le superficie che risolvono il problema b), e inoltre le super-
ficie di quegli spazi che rappresentano una equazione di Laplace
senza essere soluzioni del problema a).
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Quanto alla varieta H, le superficie F non sviluppabili di 8,
per le quali essa ha dimensione e<Z 9 sono (*) le superficie che
risolvono il problema c,), e per esse e = 7, e le superficie che
risolvono il problema c,) oppure il problema d,) e per esse e=8.
Che se poi la Hy, in 8,, con n=10, ha da essere toccata da
uno stesso 9, nei singoli punti di ogni suo S, generatore, le cor-
rispondenti superficie sono quelle che risolvono il problema d,),
e inoltre le superficie di quegli spazi che rappresentano una equa-
zione di Laplace senza essere soluzioni del problema c).

Finalmente, quanto alla soluzione effettiva dei problemi a),
b), ¢), d), essa & fornita (salvo una limitazione che sara detta
pill avanti, per quanto riguarda il problema d)), dalle seguenti
superficie.

Problema a), n=17. Luoghi (non degeneranti in coni) di oo!
linee (eventualmente rette) in altrettanti piani per una retta fissa.

Problema b), n=>8. Luoghi di o' linee (eventualmente piane,
ma non rette) in altrettanti S, per un piano fisso, non rappresen-
tanti equazioni di Laplace, e le superficie algebriche razionali di
S, o di S; rappresentabili su un piano mediante sistemi lineari di
cubiche.

Problema ¢,), n==8. Il problema coincide col problema a),
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema c;), n == 9. Luoghi di o linee (eventualmente rette)
in altrettanti piani di una sviluppabile ordiparia con un -punto
fisso, non costituenti perd una sviluppabile; e luoghi di o' linee
in altrettanti S, per un piano fisso che rappresentano una (solay)
equazione di Laplace.

Problema d,), n=9. Il problema coincide col problema &),
salvo la diversa limitazione per la dimensione dello spazio ambiente.

Problema d;), n»==10. Luoghi di o' linee (eventualmente
piane, ma non rette) situate in altrettanti 8, di una sviluppabile
ordinaria con retta fissa, o di oo! linee (eventualmente appartenenti
a S;, o a 8, ma non rette) situate in altrettanti S, per uno Sg
fisso, con la restrizione, in entrambi i casi, che quelle superficie
non rappresentino equazioni di Laplace ; infine le superficie (non

(*) Prescindendo, s intende, dalla soluzione triviale della superficie di Sj.
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coni) situate su un cono V3 proiettante da un punto la superficie
algebrica razionale, rappresentata su un piano mediante il sistema
lineare delle curve di terzo ordine.

Problema dy), n=>11. Perd il problema non & stato risoluto
se non per n =13, ottenendosi in tali spazi: le superficie situate
su un cono proiettante da un punto una superficie di 8,_, rap-
presentante una (sola) equazione di Laplace senza che esse rap-
presentino alcuna equazione di Laplace; le superficie luoghi di oo!
linee giacenti in altrettanti S, di una sviluppabile con piano fisso,
oppure in altrettanti S; per uno 8, fisso, purchs, in entrambi i
casi, esse non rappresentino equazioni di Laplace, e senza esclu-
dere che quelle linee eventualmente appartengano a spazi di dimen-
sione minore, purchd sempre > 1; le superficie luoghi di oo?
linee in altrettanti S; per uno S, fisso, colla condizione che le
tangenti a quelle linee incontrino lo S fisso in punti appartenenti
a una medesima superficie di Veronese (ma non tutti giacenti su
una curva), e infine le superficie di 8), o di Sy5 algebriche razio-
nali rappresentabili su un piano con un sistema lineare oo'4 0 o3
di curve del quarto ordine.
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Sulle superficie aventi un sistema, o entrambi,
di asintotiche in complessi lineari.

Nota del Prof. Arkssaxpro Terracist della R. Universita di Torino.

Di queste superficie mi occupai - da un punto di vista
prevalentemente sintetico - in alcuni lavori (¥), sui quali, per
cortese invito del prof. Fusixi, riferisco qui brevemente.

1. - Prendiamo le mosse dall’osservazione di SEGRE (cfr.
vol. I § 49, p. 278): se la rigata sghemba (g) viene trasformata
mediante una congruenza W in una superficie (y) non rigata,
le asintotiche 7 di questa superficie corrispondenti alle generatrici
rettilinee di (g) appartengono a complessi lineari. Invero, come ha
osservato Srere, se ¥ & una di queste asintotiche e g & la corri-
spondente generatrice della (g), la considerazione delle ool rette
della congruenza che hanno i loro faochi rispettivamente su queste
due linee mostra che per ogni punto della curva 7, entro il cor-

(*) Sulle congruenze W di cui una falda focale & una quadrica, Scritti
matematici offerti ad Exrico D’ Ovinio, Torino, 1918 ; Sulle superficie le cui
asintotiche dei due sistemi sono cubiche sghembe, Nota I, Atti della Soc. Nat.
o Mat. di Modena, serie V, vol. V, 1919; Sulle superficie con un sistema
di asintotiche in complesst lineari, Atti della R. Acc. di Torino, vol. LIX, 1924,
In questi lavori si trovano varie citazioni. — Nella seconda di queste Note ¢
data, per la prima volta, una rappresentazione parametrica per tutte le super-
ficie con le asintotiche dei due sistemi in complessi lineari.
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rispondente piano osculatore, passa una retta di una congruenza
lineare fissa; cid che & sufficiente’ a dedurne 1’ appartenenza di
¢ a un- complesso lineare.

Anche il teorema inverso, di Fusint (vol. I, p. 280) secondo
il quale ogni superficie (y) con un sistema di asintotiche 7 in
complessi lineari & trasformata per congruenze W di. o3 rigate,
& suscettibile di una dimostrazione geometrica, che riproduco qui
per dare un’idea dell’apparato dimostrativo su -cui poggia anche
il seguito della teoria.

Chiamo T il complesso lineare cui appartiene un’ asintotica
generica 7; e Cerco se & possibile scegliere, entro ognuno degli oo?
complessi lineari T, una sua retta g in modo che la superficie
rigata (g) che & luogo di g venga a godere della proprietd che
la congruenza lineare speciale delle rette ad essa tangenti nei
punti di una sua generatrice generica g sia sempre entro il cor-
rispondente complesso lineare I'.

Per maggior chiarezza, trasportiamo il problema nello Sy della
& rappresentativa delle rette nello spazio; e consideriamo, in esso,
la linea (Pp) luogo dei poli — rispetto a ® - degli co! §; imma-
gini dei complessi I'. La ricerca della rigata (g) si traduce nella
ricerca di una linea (g) tracciata su @, tale che la retta ad essa
tangente in un suo punto generico g — retta polare dello Sg immagine
della congruenza lineare speciale testd nominata - passi per il
polo Pp dello 8, immagine di T. Percid tutto si riduce a far si
che le rette tangenti alla linea (g) si appoggino tutte quante alla
linea (Pp) (in punti variabili). Ora, se per ogni-punto della [
si immaginano le rette che lo congiungono colle intersezioni del
proprio 8, tangente colla linea (Pp), queste rette tangenti invilup-
pano sulla @ uno o pilt sistemi w3 di linee. Ciascuna di queste
linee soddisfa alle proprieta richieste per la linea (g), solo che si
abbia cura di scartare da esse le rette della @ appoggiata alla (Pr).

Ritornando ora allo spazio ordinario, se da un punto P
scelto genericamente su una asintotica v della superficie (y) si
conduce la retta ¢ del corrispondente complesso lineare ' appog-
giata alla corrispondente retta g di una, fissata arbitrariamente,
tra le oo® rigate sghembe (g) ora costruite, & manifesto che questa
retta & tangente, non solo alla y nel punto P, ma anche alla
rigata (g) nel punto g¢. Al variare del punto P su 7, © dell’ asin-

o .
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totica 7 sulla (y), la ¢ descrive dunque una congruenza W nelle
condizioni richieste.

Dalla dimostrazione risulta anche che le oo® rigate del pre-
cedente enunciato non dipendono dalla superficie (y) considerata
in s&, ma solo dagli oo! complessi lineari I' cui appartengono Ie
sue asintotiche (fissati i quali la determinazione della (1) dipende
ancora da una funzione arbitraria) ; e ancora che due qualunque
fra quelle o3 rigate sono trasformate 1’una dell’altra per con-
gruenze W (corrispondendosi quelle loro generatrici che corrispon-
dono a una stessa asintotica). — Ed & anche facile verificare che
non esistono altre rigate di cui la (y) sia trasformata per con-
gruenze W, salvo le 3 testé determinate (almeno fintantoché si
imponga che le generatrici rettilinee della rigata corrispondano
proprio alle asintotiche 7). (¥*)

2. - Volendo costruire una superficie (y) le cui asintotiche ¢
di un sistema, generalmente curve, appartengano a complessi
lineari, si possono assegnare ad arbitrio gli co! complessi lineari I
(non speciali) cui debbono appartenere quelle asintotiche, e un’a-
sintotica 7, appartenente a un complesso I'y prescelto fra quegli oo?;
con cio la superficie (y) risulta pienamente determinata. Invero
(adottando per brevita il linguaggio degli infinitamente vicini)
considero la congruenza lineare in cui Iy & segato dal complesso
lineare T'; ad esso infinitamente vicino entro la o' assegnata, e
la rigata della congruenza formata dalle rette di questa che escono
dai singoli punti di y,. Questa rigata ammette come asintotica 7,;
e le varie sue asintotiche curve appartengono ai vari complessi
lineari del fascio Iy I';: essa possiede dunque un’asintotica 7,
(infinitamente vicina a 7o) nel complesso lineare I';. Analogamente
si passa da %, a un’ulteriore asintotica 7,; e (y) viene costruita

(*) Alle proprieta del testo aggiungiamo quella che due asintoliche y
generiche sono tra loro proiettive. Se infatti chiamiamo R (y) la rigata delle
tangenti, nei singoli punti di un’ asintotica v, alle asintotiche dell’ altro sistema,
rigata le cui generatrici appartengono a una congruenza lineare, dal fatto —
subito verificato — che le asintotiche curvilinee di R (y) — fra cui appunto é
la (y) - sono fra loro proiettive (corrispondendosi i punti su esse segati dalle
generatrici) segue 1'enunciato, appena si osservi che la (y) appare come 1'in-
viluppo delle oot superficie B (y).

Fupint o &ecH, Lexioni di Geometria provettivo-differenxiale 50
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come luogo delle successive curve 7o, 71, T2 ecc. che‘ risxfltano
offettivamente sue asintotiche (cfr. la fine del n. 3). Né esistono
altre superficie soddisfacenti alle condizioni richieste. .

In questo modo, se gli »! complessi I' sono condott} ad ar-
bitrio per le congruenze lineari speciali d_elle tangenti ad una
rigata () lungo le singole sue generatrici, si ottengono. tutte le
trasformate (non rigate) per congruenze W della superﬁc.xe (g)..

Alcune proprietd interessanti si legano alla consxde.raszxef
delle due superficie rigate (g) e 9" descritte. dalle dxre.ttrlci
g e g’ delle o' congruenze lineari oaratteristu?he per gh o
complessi lineari I relativi a una superficie (7) del tipo consu‘lerato.
Secondoche ¢ e g’ sono generalmente distinte o no, ho chiamata
la superficie (7) non speciule o speciale. Ebbene, attravers_o la ra}?-
presentazione iperspaziale, si trova anzitutto che le due rigate (g)‘
e (g”’) sono trasformate I’ una dell’altra per co'ngruer,l,ze Wie poi
che, viceversa, si puo partire da due rigate g) e )f?.lde 'focah
di una congruenza W, e fissare una corrispo.ndenza arbltrslma ffa
i punti di due loro generatrici corrispondenti preﬁssgte, geg':
allora esiste una (anzi due) superficie (1) ben determmatg, con un
sistema di asintotiche 7 in complessi lineari, per le quah. .le tat?-
genti principali dell’ altro sistema si appoggiano a gen'eratr;}m corri-
spondenti delle rigate (@) e (g"), determinando fra g e g'' proprio
la corrispondenza prefissata. . . .

Ma la rappresentazione iperspaziale conduce a risultati n_otevoh
anche per il caso delle superficie speciali. Per esse, si trova
anzitutto che fra le trasformate per congruenzé W di una Eiata
rigata (g) ve ne sono infinite di speciali, e che la determx‘namon(?
dei relativi oo! complessi lineari’ dipende da un.’eq'uamonc df
Riccatt. Allora, se per ognune di questi oo! sisteml. (?1 complessi
lineari si immagina la rigata (¢) lucgo delle direttrici delle con-
gruenze lineari speciali caratteristiche, due qualunque fra queste
rigate (g') sono ancora trasformate 1'una d(?ll’altra per congruet'xze w
(corrispondendosi le direttrici omologhe di una, stessa jgen.eratnc.e g-).
Ancora: si parta da una rigata qualunque (¢'), e pot s Fra?cl, in
modo generico, una rigata (r;) contenuta %n una (qua]smfn) con-
gruenza lineare speciale avente per direttrice una generatnce pre-
fissata ¢, della (g) : esiste una superficie (7) specm}e l.Jene 'deter~
minata, con un sistema di asintotiche v in complessi lineari, per
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la quale le tangenti principali dell’altro sistema si ripartiscono
fra ! congruenze lineari speciali aventi per direttrici le singole
generatrici della (¢'), in modo che quelle corrispondenti alla g
costituiscano precisamente la (r,).

3. — Per le superficie (1) con un sistema di asintotiche in
complessi lineari ho anche studiate le trasformazioni per con-
gruenze W.

Anzitutto, riprendendo 1’ osservazione iniziale del n. 2, al
variare della linea ¥, entro il complesso Iy, e restando fissi gli oo!
complessi lineari I', si ottengono infinite superficie, dipendenti da
una funzione arbitraria, con le asintotiche di un sistema tutte
appartenenti a quei complessi lineari. Ebbene, due qualunque fra
quelle superficie sono falde focali di una congruenza W, corri-
spondendosi su esse le asintotiche appartenenti a uno stesso com-
plesso lineare. Ma, di pili, risulta subito che se D'insieme delle
superficie testd nominate si amplia con 1’aggiunta delle oo® rigate
che sono trasformate per congruenze W di una qualunque fra
esse, tatte queste superficie sono ancora, a due a due, falde di
congruenze W.

Perd, ¢ essenziale notare che due superficie (y) e (8) cia-
scuna delle quali abbia le asintotiche di un sistema (rispettivamente
v e 8) appartenenti a complessi lineari possono essere le falde
focali di una congruenza W (corrispondendosi appunto quei sistemi
di asintotiche) in modo che i complessi lineari delle asintotiche
corrispondenti siano generalmente distinti. Conviene pertanto di-
stinguere in due classi le trasformazioni per congruenze W delle
superficie in questione. Precisamente, un esame pilt accurato della
questione mostra che, collocate in una prima classe le trasforma-
zioni di cui si & detto al principio di questo n., conviene attri-
buire alla seconda classe non solo quelle per le quali asintotiche
corrispondenti stanno in complessi lineari generalmente distinti;
ma anche quelle che, pure appartenendo gii alla prima classe,
banno tuttavia in comune con le trasformazioni ora nominate la
particolarita che ciascuna delle rigate luoghi delle congiungenti
punti corrispondenti di un’asintotica 7y e di un’asintotica & sta in
una congruenza lineare (anziché in un complesso lineare, come
avviene per le rimanenti trasformazioni della prima classe). Queste

s
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ultime trasformazioni appartengono dunque contemporaneamente a
si.
entra;]:;aleqiﬁa definizione, mentre per le. trasformazioni' della
prima classe non vi ¢ altro da aggiungere, si pone ancora il pro-
blema di assegnare tutte quelle della seconda classg. Orbene, essto
viene completamente risoluto dalla seg.uent.e co§truz1on.e. Asseg;xaa.
una superficie (y) con un sistema. fil asintotiche 7 in cc;imp BS;)I
lineari I, per trovare nel modo pill generale una Superucie ( )
che sia sua trasformata per congruenze w dell‘a seconda classe, Sl
assuma ad arbitrio, entro ogni complesso .1, una c\ongruenzta
lineare C, in modo che le oo! congruenze 1-1uef1r1 cosl o'ttenue:
siano caratteristiche per una »! di complessi lineari, e si t(;‘actm
per ogni punto di ogni asintotica 7 la retta\ della corrlsponaexiv e
congruenza C. La congruenza cosi ottenuta & una congrue.n; t R
e la sua seconda falda focale fornisce l? superficie (8)' ric (11(.38 a:
Di pil, le stesse considerazioni geometmche'con le q.uaha Slq nn?i
stra tale teorema provano che nota (%), ogm‘supgrﬁmfe ( ). {la cu
determinazione dipende da una funzione arbitraria) si ottiene con
zioni di derivazione. o
o OPiiralzwtrasformazioni per congruenze w 'd'el‘le superficie in
questione si ha anche un teorema di permutifbxh‘ta. Ad esso 'son.c;
giunto ricostruendo anzitutto da un pl'mto di vista g?reometnco1 1.
teorema di permutabilita per le corrispondenze W in dg'enerae.,
¢id che avviene sfrattando sistematicamente 1a nozione di ??pfne
di curve trasformate asintotiche 1’una dell’altra, nozione gia ap-

profondita dal Braxcal e suscettibile essa stessa di una trattazione

sintetica assai semplice. Nel caso particolare che qui ci mtteressa
- N
quelle considerazioni geometriche, opportunamente completate, co

ducono al seguente risultato. Se nel teorema di permutabilitd si

suppone di partire da tre superficis (?L),‘ ({3),. (1) aventl glitlsecu::
un sistema di asintotiche in complessi lineari, ognuna ¢é o =
superficie che sono contemporaneamente tr?sformate' per .czntg.rhe 7
W della (2) e della (y) ba ancora an sistema di as%m atic o
complessi lineari, se le trasformazioni fra (o) e (B)pe ra.([i) 't
ma classe; mentre nell’ipotes opposta

appartengono alla medesi o o talo

fra quelle ! superficie ve ne & una € una
roprieta., ) .
’ 4 - Passiamo ora a considerare una superficie non rigata

3
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® = (1, 7), le cui asintotiche dei due sistemi, rispettivamente 7
e 7 stiano in complessi lineari, rispettivamente I' e I'. Ogni
complesso I' & in involuzione con ogni complesso I', perché se le
corrispondenti asintotiche v e 4 escono dal punto P, la quadrica
di Tae di © relativa al punto P viene ad avere le sue due
schiere contenute I'una in I' e Paltra in I'.

Quindi i due sistemi lineari contenenti Iuno gli oo! com-
plessi I' e Ialtro gli ! complessi I risultano involutorii; donde
segue - essendosi escluse le rigate — che quei due sistemi lineari
sono due reti involutorie (K), (K').

~ Possiamo allora distinguere i seguenti tre casi:

L — Le due reti hanno rispettivamente per basi le due
schiere di una quadrica @ non degenere (caso generale).

IL. - Delle due reti una ha per base due fasci di rette
Mo, Nt, altra i due fasci M=, No, dove M, N sono due punti
distinti, e o, T due piani distinti, tutti appartenenti a una retta r.

III. - Le due reti hanno per base uno stesso fascio di
rette M . contato doppiamente.

Le superficie in questione, corrispondenti ordinatamente ai
tre casi, si chiameranno di prima, seconda e ferza specie.

Ogni trasformata per congruenze W (non rigata) di una
quadrica non degenere © una superficie di prima specie, come
risulta da una duplice applicazione dell’ osservazione di SEGRE
ricordata in principio. E, viceversa, ogni superficie di prima specie
& trasformata per congruenze W di una quadrica non degenere,
Q; perché ora la linea (Pr) del n. 1 sta in un piano segante
la ® secondo una conica non degenere, che si puo assumere come
una delle oo® linee (g)del L. c.; la quadrica in questione ¢ quella
della schiera rappresentata su ® da quella conica.

Percid, la ricerca delle superficie di prima specie & ricondotta
a quella delle congruenze W di cui una falda focale & una
quadrica @. Un teorema del Biaxcar assicura che tutte queste
congruenze si ottengono conducendo le tangenti alle curve di un
qualsiasi sistema isotermo - coniugato di quella quadrica. E pressoché
immediata la seguente interpretazione di quel teorema, che fornisce
gid una costruzione assai semplice di tutte le superficie di prima
specie : si parta da una quadrica @ e la si trasformi in s& me-
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diante una corrispondenza che muti in sé ciascun sistema di
generatrici : le tangenti alle »! curve trasformate delle sezioni
fatte con i piani di un fascio generico costituiscono una congruenza
W, la cui seconda falda focale & la pil generale superficie di
prima specie. :

Altre costruzioni per queste superficie ritroveremo pi avanti.
Qui osserviamo che se, in coordinate proiettive omogenee ,, ¥,
x5, %, la @ ¢ data parametricamente da

X 1Ty @y iy =uiviuvl

mentre il sistema inviluppato su @, cui si & accennato, &

_du_ + —b% =0, (*), si trova, in base a quanto si & detto

a (u)

: du
per la superficie ® richiesta (posto @ = vl ecc.)

Tyl Tyl Ty =

=(b’—a’)u+2a:(b'——u')v—‘Zb:(b’—-—u)uv—2(bu—av):b'—a’,

e per le coordinate &;, &, &, di un piano che descriva la
superficie inviluppo

Gibidgib=
(@4b)v—2b: (@' 4-b") u—2a:— (@' +b'): — (& +b') ur+2 (av+-bu).
Se ® & una superficie di seconda specie, fissata p. es. una sua

asintotica 7, la rigata descritta da una retta che tocchi O in un
punto di 7 e sia incidente alla retta r sta chiaramente in una

(*) In queste equazioni bisogna poré supporre che né @ {(«) né b (v) siano
polinomi quadratici, se non si vogliono ottenere delle rigate. La medesima av-
vertenza vale per le superficie di seconda e di terza specie. -
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congruenza lineare speciale di asse 7, contenente i due fasci M s,
Nz (intersezione del complesso lineare T, contenente la 7, col com-
plesso lineare speciale di asse 7): e viceversa. In altre parole, si
pud ottenere quella superficie come seconda falda focale di una
congruenza rettilinea, tale che la prima falda degeneri nella retta 7,
e che le rigate della congruenza determinate dalle singole asinto-
tiche della seconda falda siano in quelle congruenze lineari spe-
ciali di cui ora si & detto. Percid si ottengono tutte le superficie
di seconda specie partendo (in tutti i modi possibili) da 7, M, N,
s, 1, e determinando la ® in modo che sussista la -proprietd ora
detta. Se si assume il tetraedro X,X,X;X, di riferimento in
modo che X,=M, X,=N, X, X, X;=50, X;X,X,=r, si
trova per la 8.

x,:x,:x3:a74=(a'—b’)u-—Za:(a’—b’)v—}—2b:2ufv:——2
con a(u), b(v) funzioni arbitrarie e
51:62:&3:$‘=2v:-—2u:a’ 40 (@ b)) uwo— 2 (av+ bu).

Per una superficie © di terza specie si pud seguire un pro-
cedimento analogo che conduce a riguardare la © come seconda
falda focale di una congruenza rettilinea con la prima falda dege-
nerata in una qualsiasi retta r del fascio My, e tale che le rigate
della congruenza determinate dalle singole asintotiche della seconda
falda stiano in congruenze lineari speciali di asse r, le quali siano
basi di fasci di complessi lineari appartenenti rispettivamente alle
reti (K), (K'). Cio porta alle equazioni parametriche

Iy %0yt By =
= (' —b) (u—-v)—.‘l(u—\—b):2h(a’—b’):2(u+v):4;

§:6: 616 =
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- 1 r 1 ' r
=1:'L2-,li‘:7(a' +b):— i ') (ut-v) — 2 (a+D) ],

dove attualmente X, =M, X, X, Xy=p, © h indica una costante.

Alle superficie di tutte tre le specie si lega poi la conside-
razione di altre congruenze W : tali sono entrambe le congruenze
direttrici di Wrozynski (come risulta facilmente dalla rappresen-
tazione iperspaziale). Ma, limitandoci a superficie di prima specie,
si pud affermare, di pill, che ciascuna di quelle congruenze diret-
triei determina per sezione sulla quadrica Q una corrispondenza
che muta in sé ciascuna delle due schicre, e che, in conseguenza,
per ogni raggio di una di quelle congruenze i fuochi, e anche i
piani focali sono coniugati rispetto alla Q. Ancora per le super-
ficie di prima specie & chiaro che le tangenti principali di un
sistema nei punti di un’asintotica dell’ altro sistema si appoggiano
a una stessa coppia di generatrici della @. Anzi, si possono asse-
gnare ad arbitrio le due corrispondenze che in tal modo prendono
origine entro ciascuna delle due schiere di @, e, mediante le
formole sopra indicate, si trova che la corrispondente superficie
di prima specie & determinata, per quadrature, con una costante
arbitraria,

5. — Ad alcuni sviluppi interessanti conduce anche il pro-
blema dell’esistenza e della costruzione di una superficie 8 =(1, 1)
contenente due asintotiche 7, e 7, assegnate. Si trattera, natural-
mente, di due curve uscenti da uno stesso punto FP,, aventi ivi
il medesimo piano osculatore (ma, come si puo supporre, non la
stessa tangente) e appartenenti rispettivamente a due complessi
lineari in involuzione Iy, [y. Limitiamoci per brevita alle super-
ficie di prima specie. Per esse, conviene intanto adottare, qualora
le si consideri come trasformate per congruenze W di una data
quadrica @, una costruzione diversa da quella gia ricordata: si
assumano ad arbitrio le rette della congruenza che toccano @ nei
punti di due generatrici g, g' di schiere diverse: allora la retta
della congruenza W uscente da un punto generico M della @
sard la generatrice uscente da M della schiera individuata dalle
tre rette della congruenza che escono dagli ulteriori tre vertici del
quadrilatero sghembo formato da g, ¢’ e dalle due generatrici di @
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uscenti dal punto M ; la seconda falda focale della superficie cosi
costruita di ancora, nel modo pil generale, una superficie di
prima specie.

Cid posto, il problema sopra enunciato si risolve cosi. Si
dovranno fissare le due reti involutorie (K), (K') di complessi
lineari, in modo che contengano rispettivamente I, e Iy, e che
si trovino nelle condizioni del caso I del n. 4: cio si pud fare
in ot modi. Chiamando @ la quadrica ricoperta dalle schiere
basi di (K) e di (K'), sia M un suo punto di contatto con una
tangente del fascio Mgy, © siano g, ¢' le due generatrici per M,
giacenti, la prima, con tutta la sua schiera (g), nei complessi
di (K'), la seconds, con la sua schiera (g') in quelli di (K). La
congruenza lineare speciale delle rette tangenti alla @ per es.
lungo la g viene a stare nel complesso I'y (col quale ha in
comune una schiera e poi ancora una retta) ; cosicché esiste una
rigata E, contenente come generatrice la retta M Py, le cui singole
generatrici toccano @ in un punto di g e sono osculanti di 7g-
Cosi esiste una rigata E' che si comporta in modo analogo rispetto
a g', 7o. Ebbene, se si applica la costruzione sopra esposta, assu-
mendo come rigate della congruenza W circoscritte alla @ lungo
le rette g, ¢’ rispettivamente E, E', la seconda falda focale & pro-
prio una delle superficie richieste. Si ottengono dunque in tal modo
ot superficie di prima specie che risolvono il problema posto, né
ve ne sono altre.

6. — Chiuderd osservando come anche ’identitad gia osservata
nel testo (vol I, § 47 B) fra le superficie di prima specie e le
superficie a curvatura nulla della metrica ellittica si giustifichi

~con semplici considerazioni geometriche.

Infatti, per dimostrare che le superficie ® sono, nel senso
ora detto, a curvatura nulla, basta dimostrare che le asintotiche

. . 1 1
dei due sistemi hanno torsione costante + = essendo—E?la cur-

vatura dello spazio ellittico. Ora, se P, I’; sono due punti infi-
nitamente vicini di una di quelle asintotiche, e =, =, i corrispon-
denti piani osculatori, la quaterna di punti formata da P, P; e
dalle due intersezioni della loro retta colla Q@ ¢ mutata dalla
polaritd nulla del complesso lineare cui appartiene quell’ asinto-
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tica 22) nella quaterna di piani costituita da =, m; ® dai piani
tangenti alla @ condotti per la stessa retta PP,====,; donde
appunto segue la proprietd esposta.

Per stabilire I’inverso, si pud partire dalla proprieta delle
superficie a curvatura nulla in una metrica ellittica, che le tan-
genti principali di un sistema nei punti di un’asintotica dell’ altro
sistoma sono parallele nel senso di CLIFFORD. Applicando questa
proposizione a un’asintotica ¥ (per la quale quelle tangenti prin-
cipali, formanti la rigata R (1), si considerino come congiungenti
dei singoli punti di v con quelli giacenti sull’asintotica infinita-
mente vicina 7, nelle direzioni delle tangenti principali conside-
rate) e all’asintotica 7,, ne discende che p. es. 1'asintotica 71y
sta nel complesso lineare congiungente la congruenza lineare
avente per direttrici le generatrici dell’assoluto 2 cui si appog-
giano le rette di B (y) con I’analoga congruenza lineare infinita-
mente vicina a cui appartiene B (1,).
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