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PREFAZIONE

Scopo di quest’ opera ¢ quello di raccogliere e coordinare
i risultati ottenuti in recenti studi di geometria differenziale:
risultati che da soli costituiscono un nuovo ampio capitolo di
dottrine geometriche dedicato alla ricerca delle proprieta dif-
ferenziali invarianti per collineazioni. La grande ampiezza di
queste ricerche, e il vasto sviluppo da esse ricevuto negli
ultimi anni ha dato al libro una mole tale da consigliare alla
Casa Editrice Nicola Zanichelli, cosi benemerita degli studii
matematici italiani, di dividere I’ opera in due volumi. L’indice
dara una chiara idea degli argomenti trattati.

La redazione & dovuta alla collaborazione dei due autori;
per i risultati che sembrano nuovi si trovera sovente, anche
soltanto con la iniziale F oppure C, indicato a quale dei due
spetti la priorita.

Gli Autori infine esprimono qui tutta la loro riconoscenza
sia alla Casa Zanichelli, sia agli illustri Colleghi che hanno

voluto redigere notevolissime appendici per il loro trattato.

INTRODUZIONE

§ 1. - Coordinate, versi, orientazioni.

A) Coordinate di punto, piano, refta.
. Siano =, ¥, z, ¢ coordinate omogenee di punto, £, m,¢, ¢
coordinate omogenee di piano. Indicheremo un punto o un-piano
con la sola sua prima coordinata z o §. Dati n punti 2, z,..., 2,
con (z,, y,.., %,) oppure pill semplicemente con (z, z;...%,)
" indicheremo sia la matrice

Ty Tg.eoor Ty

' Y1 Y2---- Yn
(1)

2 2z . Zn

Loty ...

che ¢ massimi suoi minori. Notazioni analoghe varranno per = '
piani §;. Per n=4 tale matrice si riduce a un determinante. Per
n =3 con (%, ¥, %) indichiamo quindi non solo la matrice delle

o L%y Yiy %y b, ($==1,2,3) ma anche i suoi minori del terzo
ordine; e per evitare equivoci di segno, determiniamo senz’altro
di considerare i complementi algebrici di =z, ¥, 2, {4 in
{z:, %3, %, 7). Per n =2, con (x,, ;) indichiamo non solo la

 matrice delle =z, ¥, %, ¢, (i=1,2), ma anche i suwoi minori
~del secondo ordine; e per evitare equivoci, porremo:

(2) ps=0, p;=—0p; :
Pr=(Tth— By =—P1; Ps=(BB—B%)=—P;
ece.; Poy=(ti—%l)=—PDiz. -

Fomst o &xcr, Lexioni di Geometria proseliivo-diersnxial o b 1

.
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Le p., sono le coordinate di Pliicker della retta congiun- .

gente i punti = ed ;.

Dualmente, se &, & sono due piani, porremo :

n; =0, “123—7%1:(51"12—'%711); Ty = — T =
Z(el'ﬂa—‘es'ﬂl)§---~3 “sg='—7‘4s:(tlf4’-‘C4Tx)-

Le =, sono le coordinate di Pliicker della retia intersezione
dei piani &, §. Ora, se i piani £, & contengono i punti x,, 3,
le due rette precedenti coincidono; ed & ben noto che le coordi-
nate dei precedenti punti e piani (determinate al solito a meno

di un fattore, perche si tratta di coordinate omogenee) si possono
scogliere in guisa che sia proprio:

P1a= T34y Psa—T13) Pra=Tyg—""T24,

3
® T3 ="DPs9, Pr4a=Ta3; Paa —T14:

Queste uguaglianze saranno indicate simbolicamente con

4) (21, 7) = (&1, &9)-

Se invece i punti 2, %, %, z; giacciono su una stessa
retta, la :

®) (2, #3) = (&1, =)

indica che:

%y Yp— T Yy =X Yo — B Y) €CC, 2 ty—2aty =2ty — %1,
ossia, definendo le p in modo analogo alle p, che: p,, =P,,. Si
noti il differente significato che, per definizione, hanno le (4), (5),
dovuto al fatto che in (5) figurano in entrambi i membri coordi-

nate z, « di punto e in (4) coordinate z di punto in un membro,
coordinate & di piano nell’ altro. Cosi ie: o

(5)ons ¢, &) =6, &)

hanno un ‘siguificato analogo a (5), indicano ciod che m,=1,.

51, B]  INTRODUZIONE ‘ 3

'.l‘a!volta le sei coordinate di una retta, anziché essere con-
traddistinte da indici, sono indicate con lettere differenti; e si
pone : ,

P]z_-——_l, Pis =M, Py =N, Py =P, Pgg ¢, D=7 -

- Anche una retta sara indicata, enunciandone una sola coor-
dmata:; e noi diremo sovente la retta p anzich¢ dire la retta di
coordinate p,, oppure p, ¢, r, I, m, n.

B) I simboli S, Z.

‘ _WC‘on una espressione del tipo Sa® (oppure S&%, oppure S&z)
indichiamo una somma, i cui addendi si ottengono dal primo
rotando le coordinate di punto o di piano. Cosi p. es. ,

6) S=22+ 242+, Se=g 224
S¢rx—fxr+4my-+CLz-+rt, ecc

Invece o - . . Coa
con  espressioni 'del tipo X a3, X§ =z, ecc. indichiamo
s’o.mm.e i cu addendi si ottengono dal primo, facendo variare
l.mdlce i. Cosi p. es. se abbiamo 3 punti z, o 3 piani §
(¢=1, 2, 3), poniamo : '

() A=+ ag+a L8 =8+8+8,
Yo, =&x &y +Ey 7y, ece.
Talvolta incontreremo anche espressioni del tipo
SZaf—=2X8a}

e analoghe; il loro significato & chiaro senz’ altro, cosi p. es. noi
porremo :

® . SER= 3 (P21, ecc.
=1 ’

se si tratta di 3 punti z;.
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Significato analogo ha la scrittura Spp’, quando p e P’
giano le coordinate di due rette. Se la prima congiunge i punti
#,, %3, la seconda i punti z,, %, cosl che

p=(2, %), P ==(%, z),
si porra:
(9)  SpP'= Pie Pic + PuPiz + Prs Pis + P Pis + PuaPa+ Prs Pu=
= (pl + 7'l mAf-gm -1 ).
(10) = (z; %, ¥z x‘j .
' In particolare

Sp2==2 (P15 Pss—t+PrsPsg—+ Pr4P2s) :2(pl+qm+M)

Cosicche, com’ & ben noto: Condizione necessaria e sufficiente af-
finché p, q, T, 1 m, n, siano coordinate di una retia & che Spt—=0;
affinché p e p’ siano due rette incidenti é che Spp’ = 0.

Se p o la retta individuata dai punti %, vy e p’ la retta
intersezione dei piani & e § cosi che

ke

p=(z =), P=&4) ),

allora:

B S&x 1 ‘Sel
1y Spp’ =8 (2, x,) (51,52):, Se;:, SQ:: I

(*) Questa seconda uguaglianza indica che:

it

Pra=rtg=E%H— 0l Pre=="1a=E N —E M)

81,0l ’ INTRODUZIONE ' 5

C) Orientazioni di una retta.

Diremo punto analitico una quaterna di valori reali non tutti
nulli delle z, v, 2, ¢ determinati a meno di un fattore positivo.
Le quaterne =z,y,2,te —z, —y, —2, —t, pure individuando
uno stesso punto geometrico, si considereranno pertanto come
definenti due punti analitici distinti; in modo simile definiremo i
piani analitics.

Due punti analitici », ed =z, determinano un verso sulla
retta che li congiunge; il verso in cui si muove il punto

A a@y o, per g A

crescente; cosi due piani analitici & e & determinano nel loro
fascio il verso in cui ruota il piano A§; - p§;, per p: A crescente.
Siano dati 4 punti analitici

%y, %y, %3, vy tali che (25w 23 2)>0.

Considereremo associati il verso per w:A crescente in cui si
muove il punto A z;+px,, e quello in cui ruota il piano che
dai punti z,, %, proietta la punteggiata Azs-+pax,. Al variare
dei punti x3, x, in guisa che sia sempre ‘x, x, w3 x,) >0, co-
sicch® in particolare i punti »; non diventano mai complanari, io
dico che non cambia I associazione dei versi sulla punteggiata
%y, x, ¢ sul fascio dei piani passanti per essa. Ci6 si pud dimo-
strare direttamente, o con considerazioni di continuitd, oppure
anche trasformando la precedente definizione in modo da renderla
indipendente da x,,, Siano §,, é, due piani passanti per z,, x,,
e sia (& &) = (% z,). Sara:

S (& &) (w5 ) == S EREANEN xc)

ciod :

S SE x|
, £ S :(xlxzxgw‘)>0.

8§, SEo,

e

S e Wl A T Bl R s o
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Il piano p &, 6¢, passa per A 2 t-pag se:

0=8(p&+68) Ao+ pa) = phSE 2+
+ppS&a+rESE p68E =,

ossia :
£ TP:S‘%?Q'{-SE):E;,
) . ¢ %‘S&Ew!‘*"g&zms

2

s oy . o .
In virta della precedente disuguaglianza — cresce con % cid

che avviene anche se le (£, &,) differiscono per un fattore positivo
dalle (2, a,). Quindi:

Se i piani &, & passano per i punti x, ed Xy, se (& &) dif-
feriscono per wn fattore positive dalle (x; X,), allora sono associati
T versi per .\ crescente nella punteggiata AX) X, € nel fascio
M4k, e sono pure tra loro associati i versi per p:h de-
crescente. e

Si noti che questa associazione, se ¢ dato il tetiaedro fonda-
mentale, dipende esclusivamente dalla retia (e non dal modo come
su essa sono stati scelti i punti 2 od i piani £). Cid & evidente
se ai punti xy, @, sostituiamo altri due punti z;, 7, in guisa
che (Z,, %,) differiscano per un fattore positivo da (), ;). Ma
anche se cambiamo i segni, il modo d’ associazione non varia.
Infatti p. es. cambiando x; in — %y, oppure x,in — x,, oppure
%y con &, si dovra fare una operazione analoga sulle ¢, affincho
(€ &) e (z, x,) differiscano per un fattore positivo. E la pre-
cedente associazione di versi resta inalterata.

Tale associazione di versi si dird 1’ orientazione protetiiva
della retta; essa dipende soltanto, data la retta, dal sistema di
coordinate, ciod dal tetraedro di riferimento.

Dalla definizione segue immediatamente che, se sono dati
4 punti 2y, x,, o5, x, tali che (1, @, x5 ) >0, ossia, se sono
date due reite p e p’ [essendo p = (zy @), ¥ = (wsx,) ] tali che
8pp’ >0, allora il verso per p:A crescente sulla pﬁinteggiata
Ay oy & quello associato al verso in cui ruota il piano che
dalla stessa retta p proietta Aas;—- w2, quando p.: XA cresce.

: N NE
{§ 1, D) INTRODUZION

D) Orientazione di un fascio.

Sia dato un elemento analitico (2, &) cioé un punto analiti(.:o
x e un piano analitico ¢ che si appartengono, cosi che .si abl?la
S @& = 0. Scegliamo in & altri due punti analitici z,, 23 in guisa
tale che £ o (z, x, w,) differiscano per un fattore positivo; e per
x facciamo passare due piani &, & in guisa che altrettanto avvenga
per z e (&,6,&). Allora x ed [(x, 2y, x3), &, &] differiranno per un
fattore positivo. 1l primo minore di questa matrice, cio# il comple--
mento algebrico di y nel determinante

(%, ®y @5), & & Al

& il prodotto della matrice (», x,, ®;) per la matrice

10 0 O l
£ M L o E
& o Lo 1

cambiato di segno, cio¢, poiche 8§ x = 8§ x =0, vale
— S (wy ) &) = — (S ay & Sug by — Sy &85 5).
Poiche deve differire da x per un fattore positivo, 1’ espressione
S (wy @) (p &) == Sy & Sl — Sy 8w &

sari negative. B quindi, poich¢ il piano pé, -}-6&; & incidente al
punto A, 4 wa; quando

0:==8(p& 4 6&)Qwy+pay) =

6 w 6
:p)\;S&zmz—l—% Sg2m3+?sgaw2+%?553x3),

w

6 ! .
ne segue che — & decrescente per —)Tcrcscente e viceversa.
p




S
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Il verso & p.: \ crescente sulla punieggiata A, +pa, che
coincide col verso per 6: p decrescente mel fascio p&; + 6&; (segato
con §) ai diranno il verso positivo nel fascio di vertice e piano £

Mentre, dato il tetraedro di riferimento, uma retta individua -

la sua orientazione proiettiva, non basta dare un fascio per indivi—
duarne il suo werso positivo. Questo infatti si comserva cambiando
contemporaneamente di segno = e £, ma si inverte cambiando di se-
gno le sole 2 o le sole £ Questo verso invertito si pud anche con-
siderare come il verso del fascio (£, ) indicato enunciando prima
le coordinate del piano analitico § poi quelle del punto analitico .

E) Aloune identita di matriei.

[(1 23 23), (01 22 0] = (2, 202) (0 23 25 )
(12) [, s 3), (@, 25 z,), (a’x &3 .'Z;‘)] = 2, (2 B, % ‘34)”" ’

[(2) 22 285), (@) 2y 20,), (20 L), (Xo, g, )] == (@5 &, o2 Y.

§ 2 - Collineazioni.
4) Preliminari.

Uba collineazione & definita da formole del tipo :
[ T=ay@+ apy-ta,2 + ayt

Y =0T+ Gy + Gsg2 | ayt

(1) _ _
=00+ Guy + Gz + ayt ety
.‘zauw"f““«e!/‘q"‘itsz‘l‘“ut by

a cui corrisponde sni piani la:

rd

(1) bis €==au§ +“zxﬁ -+ ay —E+ au:

[§2 4] INTRODUZIONE 9

e analoghe o anche, se 4,, & il complemento algebrico_di a,, nel
determinante 4 = |a,, |, diviso per lo stesso A : )

(1) 4r E=A115+A127)+A13t+‘41;7-

Il determinante A, differente da zero per collineazioni non degeneri,
si dird il modulo della collineazione. E identicamente :

@ . Stw =87
La (1) si pud riguardare come prodotto delle :

- - __ oy Qi O3 Ay
TPl =@ Ayttt

va y&  ya ya

S analog;he,. ove

‘_
p=V4.

La prima si dira una collineazione moltiplicativa di fattore p e geo-
metricamente equivale alla trasformazione ~identica ; la seconda si
dira unimodulare perché ha il modulo 1. Questa decomposizione,
che nel campo complesso & sempre possibile, & invece nel campo
reale possibile soltanto se 4> 0. Nel campo reale cioé ogni colli-
neazione a modulo positivo é ancora scomponibile nel prodotto di
una  collineaz. moltiplicativa e di una unimodulare, Invece ogni
collineazione a modulo megativo & prodotto di una collineaz, a_modulo
positivo ¢ di una particolare collineaz. o modulo negativo (p. es. della
T=—2,Y =y,%=2t=t). Quelle a modulo positivo conservano
il segno dei déterminanti (wr@, a3 20,) © percid la legge di orientazio-
ne delle rette: quelle a modulo megativo (0 di seconda specie) dnver-
tono tale legge di orientazione.

‘Noi, por studiare gli invarianti proiettivi, cercheremo dap-
prima ghi invarianti per le collineazioni unimodulari, che diremo

invarienti - unimodulari. Dedurremo poi da questi gli invarianti

proiettivi per collineazioni a modulo positivo, normando le coor-
dinate degli enti studiati (punti, rette o piani) cio® fissando in
ualche modo il fattore di proporzionalita delle loro coordinate
omogenee.
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B) Collineazioni nello spazio rigato.

Una collineaz. moltiplicativa di fattore =+ p individua eviden-
temente una trasformazione moltiplicativa di fattore -p* sulle
coordinate di retta; e viceversa una collineaz. unimodulare sulle
@ equivale ad una- collineazione ancora unimodulare sulle coordi-

nate di retta che trasforma in s& la forma quadratica
Sp=2(p+-mg+nr),

e quindi anche la forma bilineare
Spp'=lp' +Up+mg+ mq:ﬁ-nff +mr.

Viceversa sia data una collineazione unimodulare sulle p che
trasformi in so stessa tali forme. Essa portera due rette incidenti
p, ' in due rette incidenti 7, 7’ e percid portera un fascio di
rette in un fascio di rette, una stella di rette in un’ altra stella
oppure in un piano rigato. Io dico che il secondo caso & da
escludere. Infatti in tal caso, o variando con continunita la trasform.
considerata, o moltiplicandola per una collineazione unimodulare,
possiamo supporre che alla nostra trasform. sulle p corrisponda
nello spazio la reciprocita

E:aw,ﬁ:bg,t:cz,r:dt

con a, b, ¢, d costanti, cosicchd la nostra trasformazione sarebbe

lezz’u:ab%z,“w:ﬁz: dbpig;...... §;34=;’12 = cdp,

che & a modulo negativo.
Una collineazione a modulo negativo & prodotto di una col-
lineazione a modulo positivo per la collineazione,
- — i_ - -
T = —2UY =y x =2z t=1

[§ 8, 4] INTRODUZIONE 1

Questa individua sulle coordinate di retta una trasf. lineare intera
omog. a modulo — 1, che cambia di segno la forma Sp?
Una reciprocitd & prodotto di una collineazione C per la

reciprocita
E ==y, =271 =I
alla- quale sulle p corrisponde la

P = Pas s ;13 = Pg, ecC., 534 = Pr

che ¢ una trasform. di modulo negativo, che trasforma in sé la
forma Sp?. In conclusione :

Le trasform. sulle p wnimodulari che trasformano Sp? in sé
sono tutte e sole quelle che corrispondono a collineazioni unimodulari,
quelle a modulo — 1 che cambiano di segno Sp? corrispondono alle
collineazioni di modulo — 1; quelle a modulo — 1 che trasformano
Sp? in sé, e quelle unimodulari che cambiano Sp® di segno sono
tutte e sole quelle che corrispondono ad wna correlazione.

§ 3 - Contatto di curve ¢ superficie.

4) Contatto di curve.

Due carve €, C siano definite dando le coordinate non omo-
genee x, y, z ed ¥, 7, %, dei loro pul_nti in funzione di due pa-
rametri w, . {Si suppone ciod t=1, # = 1). Se hanno comune
un punto A, ivi sard 2 - z. Qui e nel seguito si intenderanno

. sempre sottintese le uguaglianze analoghe per y e per z. Se ivi

si toccano sara:

(1) rx =z, %, = 6,

ove 6 & un conveniente fattore. Il contatto sara tripunto (di se-
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condo ordine) se
Py &y &P _d%
dr* 47’ dat - dz
ossia se i rapporti
You &y — yu‘ wnue Zuu &y — 2, Ly
@ @

non mutano in 4, sostituendo alle @y, ule® ¥ %, 0 in
altre parole se esiste un’altra costante t tale che:
@) Tuw =B T50+ v F; (o analoghé in y, 2),

La (1) si pud enunciare dicendo che si pud sulla C sce-
gliere un nuovo parametro u’, tale che in 4 sia '

ox 0% . Ou
F Pt (Basta che sia 6 = F nel punto A).

La (2) si pud enunciare dicendo che con conveniente scelta di
tale parametro nel punto 4 si ha: ’ =
dx  o'F

. 2) (B . . . A
W:_@T(ZZ:I’ ) (Bastera. che in A4 sia anche ¢ = 2%

dud ’
Risultati analoghi valgono per contatti di ordine superiore: Se fin
dal principio era » =, veniva determinata tra i punti delle due
eurve una corrispondenza, quando fossero considerati come omolo-
ghi punti individuati dallo stesso valore di w. In tal caso, ge nella
(1) 8 6=1, o nella (2) 6 =1, =0, diremo che il contatto & ang-
litico, o anche che le due curve hanno in 4 comuni due o tre
puuti infinitamente vicini, omologhi 1’ uno dell’ altro nella corri-
spondenza citata.

B) Contatto di superficie.

Siano 8, 8 due superficie, i cui punti @, y, z ed!a, 7, T
sono rispettivamente fanzioni dei parametri w, v, © dei parametri
%, v. Quando mai le superficie hanno un cohtatto di ordine r-in

! i i B necessario e suffi-
un punto comune A di coordinate a, b, e?

8 3‘ B ‘ INTRODUZIONE 13

ciente che, sviluppando z—¢ in seri'e Ei poten_ze d; ® —i-) ;i;n?f, —; :é
oppure % —¢ in serie di potenze di z—a, y—b SIS' a0 due
sviluppi aventi a comune tutti i coefficienti fino a?.que i ;i :
ni di grado r-inclusi, ossia che, assumendo a nuovi parame A z;,a,n 01
sull’ una le & —a, y —b, e sull’ altra- l(? z—a,y—b, §i e
identici i differenziali di @, ¥, z e quelh. di Z, ¥, % finoa qx:a —1
di ordine r inclusi. E questa proprieta si conserva per ulxéa' »
‘stormazione w, = @ (uy, ¥y), ¥ == § Uy, ¥y) dei paramet‘n.n 0'1 P -
tremo servircene in guisa da rendere Uy = Uy =wv; a ora‘u,ed
risulteranno funzioni delle #, ». Quindi: C’om?z?wne lwcessam;; .

evidentemente anche sufficiente affinché le sup.erfzcze S, 8 s? tfx:c ;lnloe
di ordine r in un punio comune A ¢ che 8i poshsa,no s‘ost:ztuzre 2 l.,
%, 7 tali funzioni delle u, v che mel pu'nto msw.lerato z»d@ﬂ?rzrfzw 3
d:alk @, y, z e quelli delle m, Y, % coincidano fz.no a q?oelh i or—
dine r inclusi. Indicando ciod con a, B, 7, ece. i valf)rl nel If)unto
A di convenienti derivate di queste fanzioni, dovra essere: (F).

@) F—z, v —aF; +BF;, 8, =1%:+0%s
(a8 —B7+0) (per r=1)
e inoltre, per r=2
([ %, =\T+pTitoTiat20fTas +F 25
4) { 2, =VTz+ 8T +a1Tz+ @3+B) Tas+ BT 5
T, =pFz + 0% +12 Tz + 21085 + 353
(oltre alle analoghe in y, 2)
Il contatto si dira analitico, se w=u, v=7, a=28=1,

p=1=A=p=v=p=yv=0=0 Otteniamo un caso parti-
colare di contatto del secondo ordine supponendo che:

®) 2= w,—al=2,— 8% =0
e che

. N
(6) x““—azw;;, xuv_a'vax;;7 m‘””—"s X

siano combinazioni lineari di z,, ..
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-

C) Contatto di superficie in corrispondenza biunivoca.

Supponiamo ora U=1u,v=7, ¢ quindi i punti di 8, §
in corrispondenza biunivoca. Quando maij avverrd che curve omo-

loghe di 8, 8, uscenti dal punto comune A hanno un contatto di
ordine r ?

Per r=1 dovra essere nel punto 4 identicamente in du,
dv, in virti della (1) :

x“duﬁ—x,,dv:b”(i,;du—f—ﬁ;dv) ossia per (3)
e T BTy =67 75;+65;:6E;.

Ora, escludendo senz’altro i punti singolari, Z Z; non pos-
Somo essere proporzionali alle ;. E percid sara :

) b=0=208; B=7=0 (per r = 1).
Per r = 2, oltre alle (7) dovra essere inoltre nel punto A iden-

ticamente, comunque siano scelte le fanzioni u=u(t)v=o() di
un nuovo parametro ¢ :

Pz d*z adz .
zt—2=6 W—}—r:ﬁ (efr. 1e (2)),

ove 6 ha il valore precedente, e = pud anche dipendere dai valori
nel punto 4 delle «’, v, u”, v, Questa equazione, scritta per
disteso, diventa :

T u 2, Az, Y 242z, ,u v +2,,v2=
(7) bis = g2 (“iuu""f—xvz;”"}_xuu "7,2"— 2xuu v +xvv E,2) +
+5 @ur” 7,07,
Sostituendovi i valori (4) e identificando i due membri si

trova 62 = § e percit 6 = 1, perchd non pud essere 6 — 0, da
cui seguirebbe z, = z, = 0, mentre noi abbiamo escluso i punti
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singolari ; e inoltre che t & indipendente da u”, »” ed & lineare
in o, v'. Cosicchd in fine si trova: (F)

(8) de=d7 dPr=d’T+2(du—+mdv)dzx

ossia :
xu=§; wuu=5uu+2liu

(S)hi xuv =§uv+(liv+mzu) r=x
T, =Ty Xyo = Ty +2MZT,

Alle (8) potremmo giungere direttamente, anclll'e senza invotcart'e
le (4). Intfatti, derivando (7)., rispetto w0 7", s dedu;e 0:;
che 6 = 1 e che ¢ & funzione delle sole u’, v'; la (7), dimostr:
oi che t & lineare omogenea in u’, v )

P Le (8) . sono un caso particolare delle (5) e (6).

T y z
Se ora ritorniamo a coordinate omogenee, ponendo T T
al posto di =, ¥, z, le (3) e (4) diventano del tipo:
=17 €, =r(a%, + B, + I7)
©) @, =r({ T, + 87, + mT)
T, =r(\T; + pT5+ 2 T3z + 2aBrgy +
@) we + B2%; 5+ n %), ecc.

e le (8),, diventano:

v, =pT w,=p, +ax) z,=pl +0bx)
xuu'——p[iuu+2liu+p_z] —
(®) wr Tuo = p[Bue + 18+ m 7, + 47
, Ty = p[Be» + 2m T, + ¢ 7).

11 contatto & analitico se I = @, m = b. Si noti invece chzeo il 3?1111(;
tatto del prim’ordine subordinato al contatto (8),., del 2° ordi
© sempre analitico.



§ 4. — Osservazioni varie.
4) Curve razionali di terzo grade.

Sia ¢(z, y) un polinomio omogeneo di 2° grado in due va-
riabili z, y con discriminante diverso da zero; ¢ sia un polinomio
analogo di 3° grado.

Interpretiamo le

(1 b=, n=yp, L = ¢

come coordinate omogenee di punto in un piano . Tale punto al

variare delle =, y (che noi considereremo come coordinate omo-

genee di punto su una retta r) descrive una cubica C razionale,

in corrispondenza biunivoca coi punti di tale retta r,.
L’equazione di € & ’

(2) Lo G,m)=¢ ¢, m

Se ne deduce, che, com’era evidente, il punto &= 7 = 0
& doppio per C, che ha ivi per tangenti le due rette definite dalla
o€, D —=0. .
Alle intersezioni di C con una retta A& 4 pn 4 v{=0
del suo piano, ciod alle terne di punti di C allineati corrisponde
- su r una schiera lineare w2 di terne di punti: la schiera defi-
nita da:

B hrztoeel, P+vi@E, =0 (A, pn,v = cost)

Se ¢ (%, y) = kxy, le £ = 0,7 = O sono le tangenti alla C |

nel punto doppio; e, se , -

$=ay,, 2%+ 3a;,, 22y + Ba,,, zy®+ PR AN

allora T

3
L— ”k‘“(“lu Et+a13:M) =0

-
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d la retta congiungente i tre flessi della C, ai quali pertanto cor-
risponde su 7 la terna dei punti definita dalla @; 1, 2% 4 @95 $* == 0.
Osserviamo che questa terna & 1’ unica delle terne (3) la quale sia
apolare o coniugata alla @, ciod abbia un Hessiano proporzionale
alle @ (x, y). Dunque: Vi sono tre terne (3) di punti tra di loro
coincidenti (quelle corrispondenti alle tre tangenti di flesso della
curva C); @ tre punti cost delerminati (corrispondenti ai flessi di C)
appartengono ad ‘una medesima terna (3) e precisamente a quella
delle terne (3) che & apolare o coniugaia alla ¢. In generale, se
¢ (2, y)==ay, @+ 281, Ty + Gy, 7 cOn A =0y yy —aiy ¥ 0,
ese A, , ¢ il complemento algebrico di-a,, in A, diviso pes A, la terna
by31 @+ Bbyyp B2 Y+ 8b1as % Y7+ byyp 47 =0 & apolare alla ¢
se valgono le equazioni .

Z Ar; brsl = Z Ar: brsz =0.

Se la ¢ & essa stessa apolare alla ¢, se cio® YA .a,=0

per ¢ = 1,2, allora la retta dei flessi & senz’altro la retta { = 0.
Se invece cosi non &, la retta dei flessie AE-+pn-4+vi=0,
‘ove i rapporti A: g: v sono determinati dalla condizione che il
primo membro di (3) sia apolare alla o.

B) Varieta di terzo grado.

Sia ¢ una forma di 2° grado di »n variabili z;, 25, ..., =,
? = z a"s x" xs

col determinante A ={a,.,|+0, e sia ¢ una forma di 3’ grado
nelle medesime variabili. Sia » lo spazio ad » —1 dimensioni,
in cui le « sono coordinate omogenee; e sia 7 uno spazio ad »
dimensioni in cui siano coordinate omogenee &, &, ..., &, C
Poniamo :

E=x 9, =59, ., L =29, =%

Allora, al variare delle , il punto §, { descrivera una va-
rietd V,_;ad » — 1 dimensioni di terzo grado avente per equa-
zione :

@ - Colhy rers ) =060, &,y ooy &)

Fusint o Cuca, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenaiale. 2
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Essa & razionale, e in corrispondenza biunivoca coi punti di r. Il
.punto & = §~=...=§,=0 & un punto doppio; la
Py -e-s b)) =0

o Pequazione del cono tangente in questo punto. Alle sezioni iper-
piane di questa varietd corrisponde su r un sistema lineare di va-
rietd, e precisamente il sistema lineare:
© el mEAE A b, o ) =0

(A, p = cost.)
Tra di esse chiameremo principale quella, univocamente determi-

nata, che & coniugata od apolare alla @ ; e ricordo che una forma
cubica £b,,, z, z, x, si dice apolare alla ¢, se valgono le » con-

dizioni
(6) YA, b, =0 (pert=1,2,. .,2).

ove con A,, indichiamo, al solito, il complemento algebrico di a,,
in A, diviso per A. Se ¢ = &, 2, 2, %, allora, poiché

(7) ¢ (1‘, g ey I,.) 2)\4 x; 2“;“20\.-“:: + )‘:arl + )‘tart) Ty Ty

la (4) & apolare alla @, se:

0= % Aot 5 X AL a+ My + ha)

ossia, se:
2
® 0=p 5 Ao+ 2520,
le quali equazioni determinano i rapporti Ay: Ayt .... Aut

C) La retta principale del Togliatti.

Si deve al Togliatti la seguente generalizzazione a curve piu
generali della retta dei flessi di una cubica. Supponiamo di nuove
n=2, x;=x, ¥, — y, la ¢ un polinomio omogeneo di grade m

[§ 4, D] INTRODUZIONE 19
nelle z;, la ¢ un polinomio omogeneo di grado m + 1. Il vpunto

E=zp,n=yp,=¢

(ove, come sopra, &, v, { sono coordinate omogenee in un piano
%) genera, al variare di x:y una curva razionale di grado m+ 1
di equazione

ColE,m)=¢E¢,7)

che ha nel punto § = 7 = 0 un punto m"*, in cui ha m tangenti
definite dall’ equazione

g6, m=0.

E, se 9(§,1)=p1Pp....Pa, ove p; & un polinomio omo-
geneo di primo grado nelle §, v, allora tali tangenti sono le rette
p; = 0. Supponiamo che sia possibile determinare m costanti X; in
guisa che

$— I\ pm !
i

sia divisibile per 9, ossia sia uguale al prodotto ¢ P, ove P ¢
un polinomio omogeneo p, § + p, v di primo grado nelle &, 7.
La retta {==p, § 4 p, v si dird la retta principale (di Togliatti)
della carva. Se p. es. g==kzy e

b==011 2%+ Bay1, 22y + Bay5, TP + 220 &,
allora

=8, Py=7, A ==ay;;, Ay = ay,,,

P— 381122 + 3015, 9
A .

E la retta principale si riduce alla precedente retta dei flessi.

D) Una ulteriore generalizzazione.

Possiamo col Fubini ulteriormente estendere la definizione del
Togliatti ; supponiamo che delle m tangenti p, == 0 due abbiano
-un ufficio ben distinto dalle altre; e senz’altro scegliamole come



20 INTRODUZIONE 84,E

assi §==0, 7 =0. La nostra curva avrd per equazione
EnlxG M=19E"n

ove y o di grado m — 2 nelle &, v. Supponiamo le costanti A, , Ay
tali che ¢ — A £+ — dy ™+ sia divisibile per &7, ossia sia
uguale al prodotto £ Q, ove Q & un polinomio omogeneo di grado
m—1 nelle &, 7. Allora la curva % { — Q (¢, ) =0 si dird la
curva principale definita dalla curva data e dalle due tangenti con-
siderate; e anche per questa potremo, come sopra, definire una
relta principale. —

Oss. La definiz. data in C) si pud esporre cosi: La curva
$—Cp=0 e le curve (degeueri) p*+' = 0 definiscono un si-
stema lineare di oo™ curve, in cui generalente vi & una sola
curva che si scompone nelle m tangenti complessivamente di equa-
zione p = 0, e in una retta residua { = P, che si dird la retta
principale. -

La definiz. data in D) si pud enunciare cosi: Nel sistema
lineare di o? curve determinato dalla curva data e dalle §*' = 0,
7"+ = 0 esiste generalmente una sola curva che si spezza in que-
ste tangenti £7 = 0, e in una curva ulteriore y{=Q, la curva

Ulteriori e non difficili generalizzazioni ci sono inutili.

E) La divisione oovsrianter.

Se p=2Xa,, z, 7, & una forma quadratica binaria con di-
scriminante A4 0, e ¢ & una forma nelle stesse variabili z,, Z,
di grado m>> 1, noi potremo in un solo modo decomporre ¢ in
una somma ¢; + @, ove ¢ & apolare alla ¢ (*) e & di grado

® Uﬂafo¥mﬂ1"=’2:ba, fs . oip iy Bag. .. T, di m om0 grado

nelle z ; dicesi apolare alla ¢ se per ogni sistema di valori perles,,¢,,..., tm
vale la :
RV STTRITIR I =0.
$s49
Questa propriets ® inirinseca, ciod & invarfante rispetto a una trasform.
lineare omogenea eseguita sulle z. ’

gy
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m—2. Se m —2>1, potremo di nuovo operare nello stesso
modo nella y decomponendola nella somma di una forma y; apo-
lare alla ¢ e di un prodotto 6¢, ove 6 & di grado m — 4. E cosl
via. Se p: 8. ¢ = 20,5 %; %y, © = $b,,in T, T, T, Ty, 8i ha:

P = (b1n®y* + bazs z,') + @%; (4b1132 2% + 6bim zy + 4bges )

di cui il primo termine & apolare alla ¢, il secondo divisibile per ¢.
Applicando di nuovo lo stesso procedimento si trova

b 2 4 2b
§ = (by111 % + bazaa @) + ?(2 ’lux: 2221?/2)+
2
3
+ (‘Fg 2at, bun)

Questa decomposizione si pud generalizzare anche a forme qua-
dratiche in pit di 2 variabili z.
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LA TEORIA DELLE CURVE ().

§ 5 - La teoria delle carve in geometria euclidea. °

3

A4) Gli invarianti fondamentali.

Di solito in geometria euclidea una curva C si definisce dando
le coordinate x, y, z cartesiane ortogonali di un suo punto in fun-
zione di un parametro f. Curve uguali possono avere rappresenta-
zioni distinte dovute sia alla loro diversa posizione nello- spazio,
sia alla diversa scelta del parametro ¢. Nello studio dell’ intorno
di un particolare punto O della curva ¢id si pud evitare, come &
noto, nel modo seguente: si assumano come assi delle z, y, z la
tangente, la normale principale, la binormale in 0, e si dieno le
y, z come funzioni della . Siccome il piano osculatore z = 0 ha
con C in O un contatto tripunto, e la tangente y=1z=0 un
contatto bipunto, varrano delle formole

M y=a2t4....,2=084....,

dove i termini trascurati sono (pey x = 0) di ordine superiore
(risp. di ordine superiore al secondo e terzo ordine). Questo al-
meno nel caso che valgano alcune condizioni di continuitd, deri-

(%) Questo Capitolo si pud leggere man mano, soltanto allora che i suoi
risultati saranno invocati nei Cap. 5U0Cessivi.
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vabilita ecc., che supporremo senz’ altro soddisfatte. Ii triedro z, y, 2
sopra definitc dicesi il triedro principale relativo al punto O: fin
qui si & determinata la posizione, non 1’ orientazione dei suoi assi.

I valori delle a, b sono quantitd invarianti in quanto che, se
C" & una curva uguale a C, nel punto O' omologo di O restano
per essa analogamente definiti due sviluppi y =a'a?4..., z ==
=b'2®-4-..., dove & proprio @' =a, b'=b; cid che prova essere i
valori delle @, b invarianti per movimenti. Si noti perd che I’ in-
determinazione nella orientazione degli assi porta con s una inde-
terminazione di segno per le a, b, (cosicehd il nome di invarianti
dovrebbe essere riservato alle a?, 6%). Questa indeterminazione si
Puod togliere con qualche convenzione supplementare : se p. es. a $0,
si pud sull’asse delle y scegliere una direzione positiva tale che
a>>0 (ciod che in un piccolo intorno di O la curva giaccia nel
semispazio y==0), e fissare, se b+0, it segno di b imponendo al
triedro principale di essere congruo al triedro coordinato iniziale,
Si noti ancora che i valori delle s, b dipendono dall’ unitd di mi-
sura delle lunghezze. Vedremo ben presto che dare i valori delle

@, b in O equivale a dare in O la curvatura —‘1)— e la torsione -—;,—

Le simmetrie e, pi generalmente, i movimenti di 2* specie
cambiano, nelle precedenti convenzioni, il segno della &.

B) Equazioni iptrinseche di una curva.

Per definire completamente una curva si dovrebbero dare i
valori delle a, b per ogni punto della curva, p. es. dare le a, b
come funzioni del parametro ¢. Per scegliere in modo invariante
questo parametro ¢, lo si pone uguale all’arco s definito dalla

2) de? = da? | dy? | dz?

in modo intrinseco (ciot indipendente dal parametro ¢) e invariante
"“(per movimenti). Riguarderemo non essenziale I’ indeterminagione
di s dovuta all’ arbitraria scelta dell’origine, da cui si contano gli
archi s, e all’ arbitrarieta del segno di de, ciod del verso, in cui

8 8i suppone crescente. Quest’ ultima si potrebbe togliere, studiando -
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: 1 . 1.
le curve dotate di verso. Date la curvatura ? e la torsione T in

funzione di &, detti «, B, v i coseni direttori della tangqx'lte
volta nel verso dell’arco crescente, £, 7, { quelli della normatle prin-
cipale e ), g, v quelli della binormale, valgono le formole di Frenet

s
o

§
(3) ‘E, ::U.,,d,:“,&‘::——-—‘———-’)\x:_'i“

in ez 7 & v)
¢ anﬁ?iﬁirdiniéep;ige::o al triedro principale in O sono caratte-
terizzate dai valori iniziali delle (z,2,§)), (#,8,m,1) e (z', 1,8Y)
che sono rispetiivamente (0,1, 0,0), (0,0,1,‘ 0), (0,0,0,1). Si trova-
cosi, a meno d’ infinitesimi d’ ordine superiore

1 1 l _s_:" N
x=s-6—pif+v...,y=?58‘+(p)‘6+. .
(4 .
3
z=-——GPT & 4.

dove con p, T sono indicati i valori di p, T nel punto O. Ne segue:
1 1,
%) y=2—,)-x’+..., z=‘-—mar 4+ ...

. C.. 101
Quindi le a, b della (1) sono determinate dai valori di 5’ T

nel punto O e viceversa. Una curva ¢ determinata (a meno di mo-

. .11 .. . . { segni
vimenti) da: valori di g T dati in funzione di s. Quanto ai seg
rinvio a quanto si & detto piu sopra. Eliminando a., §, A dalle .equ:-
zioni di Frenet si trova un’ equazione del quarto ordine, a cui sod-

disfano le z, y, z come fanzioni di s. I coefficienti di tale equazione

1 1 .
: AT, S -ate.
dipendono esclusivamente dagh'mvarlantl o T e loro deriv
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C) Nuova deduzione degli invarianti fondamentali.

Come dz® 4 dy® 4 d2® & un invariante per movimenti, cosi
sono pure invarianti per movimenti le somme

@z 4@y + @2 @B=1

che hanno il grave inconveniente di dipendere da differenziali di
un ordine n, che pué superare 1. Evidentemente invece dipendono
dal solo differenziale primo le seguenti forme invarianti inirinseche
(di significato indipendente dal parametro ¢)

dz dy dz |
dxz dy dz 2 I
(6) , dtx d®y d*z |
d*zx d*y d%z :
Br Py Bz
le quali valgono rispettivamente :
. dst ds
(6) ws = T AT

(come si deduce dalle formole di Frenet). La considerazione di

. . . .11
esse equivale alla considerazione di —, T
e

Fissato che pl;() (per il che basta fissare, come abbiamo

visto, in modo opportuno il verso positivo della normale principale),

il segno di ’I}‘_ resta fissato, se si vuole che il triedro principale

sia congruo al triedro coordinato iniziale.

Un movimento di seconda specie cambia il segno di %

§ 6 - Geometria proiettivo-differenziale delle curve.

A) Preliminari analitiei.
Sia F, = a,du un differenziale; sia o, funzione della . Porremo:

M & u=d"F,
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cosicchd in particolare, indicando a; con la semplice lettera «:
o o,
@) 8'u = du, d%u = d®u -1,-5;“ dw?, Pu=dPu 4 —* dua%i, ecc.

Sia B, = b,du" con b, funzione di u, ed n = 0 (n intero). Var-
rd la

(3) dB, = d(b,du") = bypdurtt + nb,du""8%u,
se & posto: ’

db, @,
) bpp1 = de n— b,,

che noi chiameremo derivata covariante di b,.
Se p. es. 7, & ¢ sono interi positivi con r -+ 2s+43t=1n,

vale la:
) dbdu 3y ()] = by durt! (20) (Fw) +
7 b (duy = (B HEu) + sbydw (3 u) T (B 4
| Lth,dw (Bu) (Pu) o'

In altre parole la sostituzione di &'u a d'u per i>>1 mon
aliera le regole formali di derivazione, purchsé alla derivata ordinaria
di b, si sostituisca la derivata covariante. Anzi le due regole coin-

cidono se & == cost.
" In particolare per una funzione z, = della u, posto:

dz dz, @
6 = ¥, x,:——:xu,zzzz—————lml,ecc,
: du du a

valgono le:
- | de=x,du; dPz= 2du? 4 z,8%;
B = zqdu® + 3x,dud’u + 2,%; ¢
dix = x, dub + 625 du? S + 3z, (%) +
() + 4, dudu + 2, O'u;
&z = x duw’ + 10z, dud 8%u + 15z5du (8%u)® 4
+ 10z5duw* % + .. ..
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Si noti che la derivata covariante di ogni potenza di a, é nulla.

In particolare, se Fy = adu® con a = a3 = a® =q,3 valgono le: -

' (8) Fy=adw®, dF, = 3a du? S, d*Fy = Sadu? % + Gadu(d%u)2.

Se le forme F,, B, hanno significato snirinseco (indipendente
dalla soelta della variabile indipendente ), i singoli addendi, in
cui (3) decompone B,, come pure i singoli termini di (5), hanno
tutti significato intrinseco,

B) Applicazione della teoris delle ourve.

Siano le coordinate omogenee = di un punto di una curva ¢
date come fanzioni continue, derivabili ece. di un parametro u.
Noi vogliamo caratterizzare C' mediante elementi inirinseci (indi-
pendenti da u), ed invarianti (per collineazioni). Comincieremo col
limitarci alle collineazioni wunimodulari. Elementi del tipo voluto
sono i determinanti ’

9) (z,dz, d?*z , drz) (r=23,4,..),

il cui studio sari ora ricondotto a espressioni dipendenti dai soli
differenziali primi. Questo avviene gid nel caso r = 3; se indi-
chiamo con il suo 8egno, noi porremo :

(10) Ff.—-(ad«’)’:m(z,dz,d’x,d’x) ("":i-l)'

SiaacbeF,awwdallacmmCdmrmimtiamemddaegm.

I punti per cui Fy = 0 sono i punti a pianc osculatore sta-
ziona.i0, che noi considereremo come singolari, ed escluderemo
dal nostro studio.

Il caso di F, identicamente nullo & quello dellg curve piane

]
(§ 8). Posto a =sa, = Ja, assumeremo aydu = F; come forma
fondamentale per la definizione dei differenziali & e delle deri-
vate covarianti, ' i
Sostituendo in (9) ai d”z i valori dati da (7), tali determi.
nanti si decomporranno parecchie espressions tulte intrinseche ed in-
varianti (per collineaz, unimodulari).

29
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[§8,€] 7 | -
i determinant; (9) per r =4 non porta a nulla di nuovo.

Infatti per (10) &:
B '(x,dx,dzx,fx)=2wF8dF3

Poichd per (8) e per la quarta delle (7):
. -
(,de,dz,d'z) = (@, 2y, %y, ) A" + 6(x, 2y, 7y, Tg) du’Su
k] ] .
’ 2w Fy dF, = 6a® du’ 3%u

si avrd:
11) (@, %, %, %)=0.

Per 7 = 5, dalle (7) si* deduce:
10 b Fy — 2(dFy)".
o(z,dz,d?z ,d°7) = 0 (T T, 7, zg)du® + TFsd Fy —9-( 3)

Il determinante (9) per r =5 porta alla comiden.zzwm dell:;
" nuova fm-ma o (x 2, 2, ¥5) du’. Cosl potremmo continuare pe

r=26,7,...
C) Le curve come luogo ed inviluppo.
Ma tatto il calcolo assume una forma pili perspicua se noi

i i scu-
consideriamo contemporaneamente le coordinate ¢ del piano o
latore, che noi fisseremo in modo intrinseco con le:

(0]
= O g, ) = o 1y 7).
a a

(12)

E chiaramente :
(13) 0 = Stz = Stz, = Stx, = Sz, = Sba.
(14)  Fy— 8Pz = — Stidz = SPidz = — Szd% (°)

come si vede tenendo conto delle Stz = 8z, = 0 (¢ = 1, 2), che

ol A @ z) dwr =
(%) Tnfatti por (10), si ha: FI=e (@, au, tu w0 O e — P, Sed.

.
AY
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v

sono la definizione delle §, e delle equazioni ottenute derivando.

Per tali equazioni il prodotto
(x,dz, d?x, ) ¢, &, d%, d3¢)
si trova uguale ad (Fg)*. Per (10) sara dunque :
(10) i (€,de, d%, d%) = o FL.
Confrontando con le:
Sad®% = —Fy, S2f = Szdf = Sxdt =0

si trova la formola duale di (12):

(12)u, z=— b, &) .

Si ha poi:
20FydF; = d(wF}) = (v, dz , d?x , d'z) =
F,
= —a—‘.’(x, Zy, %y, d'z) = 0 FySid'x,

cioé :

Std'z = 2dF,,
Confrontando con le formole ottenute derivando (14), si ha:
(15)  2dF3 = 8&d'zr = — Szd'f = — 28did3x = 28dxd3¢
(11) p Sd2ad?t = 0 »

I’ ultima delle quali equivale alla (11).

I determinanti (9) si possono sostituire con le Sid"z, che ne
differiscono solo per un fattore ; sostituendo in queste forme alle
d'z i valori (7) e tenendo conto del solo addendo che dipende dai
differenziali- primi, si trovano forme del tipo richiesto.

Cosi p. es. si trova:

10 5 (dFy)
16 Sedr = F, + —— @2F, — 2 19F)°
(16) s = F, + 5 dF, — o 32
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(16) yy,  SdPzd? = — SdPxd® = F; + 1 d2F, — 5 @hy
3 9 " F,

ove Fy dipende dai soli differenziali primi. La (16);, & un esempio
del come, differenziando (15) ed (11),, , si possono ottenere tutte
le forme Sd'zd't con r 4+ ¢ = 5 espresse mediante Fy ed Fi.

Cosi tutte le forme 8d zd§ con r s = 6 si possono espri-
mere mediante una sola forma del prim’ ordine; il modo pili sem-
plice di scegliere questa & di porre:

(17) \F, = Sdzddt

che, come segue facilmente dalle precedenti formole, dipende dai
soli differenziali primi (& di primo ordine e di sesto grado).

Cosl si pud trovare una forma F, del primo ordine e di set-
timo grado, mediante la quale si possono determinare tutte le
forme

Sdrxd®t con r + s = 1.

Io dico che queste forme Fy, F., F,, F, tutte intrinseche ¢ del
primo ordine bastano a determinare la curva (a meno di collinea-
ztoni unimodulari). Notiamo che la Fg ¢ determinata a meno del
segno (cosi come il ds della geom. metrica). Noi lo potremo fissare,
scegliendo un werso positivo sulla curva, e imponendo ad Fj di
essere positiva in tale verso. Con cid alla curva C sostituiamo la
nozione di curva con verso, di curva orienfaia.

D) Le equazioni differenziali fondamentali.

Per dimostrare il nostro jeorema, scegliamo (in modo intrin-
seco ed invariante per collin. unimod.) un punto X e un piano
E definiti da:

SX¢ =1, SXdf= SXd* = SX&B¢t =10

as)
SEx =1, SEdx = SEd’z = SEdz= 0.

Differenziando si deduce S&dX = SdidX = Sd?dX = 0. Sara
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a9 dX = bz e analogamente d= = &,

dove i fattori di proporzionalita b, § sono forme differensiali di .

Lo " X

i ine 1 Poicha i punti z, dz, dix ,
imo grado e primo ordine in u. I : Sy
:P::t? 8010 compla[.)nari, potremo determinare delle quantita a,, tali che

: ds,,_.__.aoz.{.a,d.x‘{—a,d‘z-}—qu
(20) BE = apl + a,d8 + ad* + 2=

Se ne deduce .
Stz = ag Ciod a3 = Fy; Sdtdr = — ay Fy, ciod &= "F"
SPReBr = 0, Fy = — SB Pz
St r = — & Fy + 0y dFy —- 6, Sz = — 6o Fs

ssia :
) dFy
(21) 43=F8; GQ=+ Fs )
dFy)? __F
1 1 ____5_( Y ); a, = —
al__?;(Fs—i——g'szs 9 F ¢ Fy
insieme alle doali:
C o, = Oy By = Oy G = — e
@2l ga=—Fp =0 H=%

Moltiplicando le (20) tra di loro si trova:
¥, = SPadt = 2F, — F;* SXE,
ossia:
(21) e
Da (18), (19) e dalle equazioni ottenute differepziando

SXE = —5-
(20)

gi ottiene:

F —F g

3
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donde :
3 F,
(21) quser b+p=d (72_) |
N3

Dunque le a, le a, la b+ pa@odetermiWemFs, F,, B,
e sarebbe facile provare che, nota F., resta determinata b — B,
cioé b e B.

F
Posto FS = “dusa ?;6' == —6du3, - —% =qdu2, b= cdu,

B = vdu, si ha per (21) quater
(22) et T=— (—2—) ove Fy = adu®, F, = — Gadu®.

Sostituendo in (20), i termini in &%, 3% si eliminano, e si
~ottengono le equazioni differenziali fondamentali complelamente deter-
minate dalle forme preced: nti,

@3) ‘ B=6s—gz+aX  Ny=o
53=—ﬁﬁ-'—q£1—a=' El=7&

Se noi cambiamo il parametro u in guisa che a — 1, esse di-
ventano : '

‘ ¥ b gr — e =X, & gt + b= —Z
23) pie , =~
(‘ ) bt 3X=cX - . c+7 6

y & =&
od anche:

rres

e g (¢ — 0 — (O + =0 ,
23 » rorr arr + l,‘ ’ » =—6
e ; E g @ O i T

Queste cquazioni insieme alla w(z 2’2" 2™y =1, la quale, se
soddisfatta nel punto iniziale, & soddisfatta dappertutto in virti
delle stesse (23),, , determinano le x, e quindi la curva a meno di
una collineaz. unimodulare; ¢ si ricordi, sono esse stesse determinate

da ¥y, Fy, ¥y, F.

Dalle (23) .. segue che le x e le ¢ soddisfano ad equazions
aggiunte,

Fueiny e ¢ucn, Lexioni di Geometria proseitivo-differenxiale. ) 3
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E) Le curve di un complesso lineare.

Tali equazioni coincidono se 6 = 0. Esisfce allora unaltrasforrlxll‘;
lineare intera omogenea & coefficienti costanti che po-rta eex_ng :
¢ e quindi le dz, d*x, dz nelle dg, dit, P& Poichd 6 =
A3
F=g Szt = Sdrzd"§ = 0 per

indi erll)he(l’l)é zg = S (

f q2“m '; E;’ercgb tgle trasformazione definisce un ds_xsth:g
:1\;10 (3‘) i’l quale trasforma la curva pensata come luogo di pu

b}

olla curva stessa pensata come inviluppo. Le tangenti alla carva
n

i re il
saranno rette del corrispondente complesso lmea;z V;lae l;;umm
teorema reciproco. Dunque la F,=0 o 6 =0 caratiers

di un complesso lineare.

F) Significato del segno di =1 1.

inci con la retta tangente
dz) e (¢, d&) coincidono con ta ta
i L;’::gﬁ E‘: ;lx)—).——- n((E d¢) con x fattore di pro'por.zmnahtg. P::
lln ;;dezé — 0, anche le rette (zd?x) © (&d‘zi)‘ comcx:#mo. ovz ©
;educe differenziando che %= cost. Differenziando di nuovo,

e (dx d*z) = — (xd*2) + % (dt d2¢) + «(¢ d%)
donde :
" Sz , dx) (@&, %) = — 5@, dz) (dé , d%) +
4+ xS(dE, d%) (&, a2t) + #8(E, a3) (dt , d%)
ossia, per le identita dell’ introduzione (§ 1 B)
Sdxdé Sdxd* e, &8, &%, 20
Sdrxdt SdPzd*
Fg2 = woFg’ " ossia %=

itri ni
i 8 bilito ad arbitrio della curva, og
O Il spasio oo gty { possono scrivere nella forma

io avra coordinate che ¢ P . v 4 me",
;)l:n-:? k::: -331:?' ip::x'", o sarh trasformato nel piano AE + ke 416"+ mE

che, per le precedenti identita, contiene il punto P.
]
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Cioe¢ vale !’ identita (C)
(24) (z,d2) = o, df)

Dunque, essendo dato il verso positivo della curva, e quindi
anche il segno di ognuna delle dx , dé, ¢ versi di Az + pdx e di
M + ndf danno U orientazione proieitiva della retta tangente conforme
alla nostra convenzione, oppure U orientazione opposta secondo che
o = 1, oppure © = — 1. Resta cosi intuitivo che le collineazioni
a modulo — 1 cambiano il segno di w.

(i) Le collineazioni a modulo gqualsiasi.

Finora ci siamo occupati specialmente delle collineazioni uni-
modulari. E abbiamo scelto il parametro » in modo invariante per
tali collineazioni. Conseguenza di tale scelta & stato che nelle (23)

& mancato ogni termine in ', &', Questa & una proprieta carat-
teristica del parametro u e delle sue funzioni lineari.

Studiamo ora una qualsiasi trasformazione moltiplicativa
x = px, da cui segue § = p§, Sara:

du’ = Fg? = o(x, dr, &’z , &#x) = op* (T, d7 , &7 , &7 =
= ¢*Fy? = p*a? dus,

se @, Fy, u sono i nuovi valori di @, Fy, u. Sara dunque & = 1,
se il nuovo parametro u soddisfa alla (du: du)® = 1: p% (Escludo
che du: du possa essere negativo, perche u come “u deve crescere
nel verso positivo della curva). Noi dunque dovremo per studiare
tutte le collineazioni a modulo positivo (che sono prodotto di una

collineaz. unimodulare per una moltiplicativa) studiare ancora 1’ef-
fetto di una trasformazione

x=pT; b=pb; u =u (u) con (du:du)p® = 1:p?; (F; = p*Fy2)

E facile riconoscere che Fy: Fy = 8du® non cambia (che ciog
fidu® = 6du®), e, con un calcolo un po’ pin lungo, che non cam-
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bia neppure Vdu!, quando si ponga:

3., 65, 9 , 3 . 5. 9
V=54 + 50 ot spt=57 — 5" 5+ 55 ¢

= V = 0 caralterizzano le cubiche sghembe. In-

E, notiamolo, le . - b
fatti in tal caso, scelto p in guisa che sia nullo il corrispondente
v =0, e le (23)

valore di ¢, dalle 8 = ¥ = 0 segue 6 =1¢=1
provano che x, § sono polinomi di terzo grado nella .
Possiamo anche studiare 1'effetto di un cambiamento del verso

scelto sulla curva come positivo. 11 nuovo valore Fg della forma

% ) < — dud
cubica fondamentale &: Fy= — F3; cosicchd, se FS: dud® ed
7’,———(1;3, sard du = —du e,

»

1l nuovo valore della ¢ & dato da:

come si pud supporre, u = — U.

b -ézw(x,x;,x;;}:——m(m,xwxw)zﬁ——é.

Cosiccha il nuovo valore della }'5 e di 6 sono dati da:

» '3 . ie e FG .
- F,::Sd‘ﬁdsx:-—SdsEdax:——Fs. ?“—i—;’
3
6du® = 6dud: 6= —0.
Del resto ponendo in (23) &, 2 = 7, u= —u, essa diventa:

S L T () ~f)E=0

o Ve T \da

che prova non solo la 6 = — 6, ma anche le ¢ = ¢,

H) Coordinate normali.

. . . meremo
Dunque, se 6 $ 0, esiste un verso invariante, che chiame:

normale, a cui corrisponde un 6 > 0. Potremo poi moltiplic'are le
z per un fattore p in guisa che % assuma il valore 1. Infatti, mol-
tiplicando le = per p, il nuovo valore di 6 soddisfa allz;\:

Fdud= 6du® con (du:du)®=1:p%
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La 6 =1 determina pertanto p a meno del segno. Restano
dunque determinate (a meno di un contemporaneo cambiamento di
segno) le coordinaté «, £ di punto e piano osculatore: noi le di-
remo ' coordinate normali. 11 valore corrispondente di » si dira
Parco proiettivo della curva. Una collineazione qualunque produce
sulle coordinate normali una trasform. lineare a coeffic. costanti.

Se moi usiamo coordinate normali, i corrispondenti valori delle
g, ¢ (o, se si vuole, delle ¢, 1) sono completamente determinati in
funzione di u. I loro wvalori determinano la curva, e sono percio
nella geom. proieitiva gli analoghi della curvatura e della torsione
meirica. Ogni altro invariante proiettivo della curva si esprime
mediante essi e le loro derivate.

Se fosse 6 = 0, noi potremmo definire delle coordinate nor-
mali (non un verso normale) imponendo che ¥V == 1. (Restando
escluse le sole curve per cui § = ¥V = 0, cioé le cubiche sghembe).
In tal caso basta la conoscenza della sola q.

Oss. Vi 6 un caso notevole in cui coordinate non omogenee possono as-
sumersi a coordinate normali. Scegliamo un punto su ogni tangente; potremo
fissare il fattore di” proporzionaliti delle z in guisa che esso sia il punto dz;
il piano osculatore della curva da esso descritta & il piano (dz, d*x, d*z),
ciod il piano E. Al punto dr nel sistema nullo osculatore (§ 7) corrisponde il
piano dg, che intiluppa una sviluppabile, di eui X & il punto di regresso.
Quando mai avverri che dz deseriva una curva piana, e d§ inviluppi un cono,

- ciod quando mai X e E saraunno fissi, ossia X'=E =0? Cid avviene soltanto

g0 ¢ =y =0 ¢ quindi anche 6 =03 cio¢, 0 =0, e la curva appartiene a
un complesso lineare (nei qual caso evidertemente, se X & fisso, & fisso anche

-~

il piano & che gli corrisioude nel relativo sistema nullo) oppure § = cost. 4. 0.
Le coordinate x ., § suno per 10 normali ; e (poiché ¢ =y ==0) per (28) ¢or una
di esse si pud supporre costante, ¢ quindi le altre tre si possono poi consi-
derare come coordinate non omogenee.

§ 7. —.6li elementi geometrici fondamentali.

4) 8istema nullo osculatore.

Siano ¥, ¥, T, £ ecc. le coordinate di punto e piano oscu-
latore e le loro derivate calcolate in un punto generico O della
carva. Le coordinate z, £ di un punto o di un piano qualsiasi
dello spazio potranno scriversi nella forma: S

(1) e =T + mT + nx" + p¥", & = N+ oF +v& + nt",
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La reciprocita definita nello spazio dalle
(2): r=l,p=m,v=n, T=07p

non dipende dal parametro u, rispetto a cui si deriva, e non varia
neanche se moltiplichiamo le z, e quindi anche (secondo le con-
venzioni del § 6, C) le & per un medesimo fattore p. Supposto per
semplicitd a = 1, si trova (indicando con ¢, 8 il valore di ¢, 6 nel
punto O):

Szt = Ap— Iz + mv —np + g(nm — vp) — Bpx
ciod
(3) Szt =1L+ mM + aN + pP= — (A + M +WN + =Il)
ove
(4) fL=—m=, M=v, N=—p+4q%, P=)—gq — bz,
|A=—p, M=n, N=—m+gp, N=1—gn+tbp
Lel, m,n, ped L, M, N, P sono coordinate di punto

—rrr

e piano nel tetraedro D che ha per vertici i punti Z, ¥, 7,7
leA,p,v, e A, M,N, 11 sono coordinate di piano e punto
nel tetraedro A che ha per faccie i piani E,F,8, " La reci
procita (2) si pud definire con le:

(2) v L:_T’VM=:R1N:""—7”+(H” ’:l-—qn——ﬁfp,
(2) tor A:——w,M:v,N:—p—qu,ﬂ=k~qv+f)1:.

Tenuti fissi i tetraedri D, A, e il valore di ¢, queste corre-
lazioni descrivono, al variare di 6, un fascio di correlazioni; i
punti che appartengono al piano corrispondente sono i punti per
cui 8p* = 0, cioé i punti del piano osculatore p =0, @ cui corri-
spondono gli stessi piani in tulte le correlazioni del fascio. Questo
fascio di correlazioni -¢ individuato dalla correlazione degenere
L=M=N=0, P=7p e dal sistema nullo definito dalle

(5) =—p, M=mn, =—m+gqp, P=1—gn,

oppure :
B A=—n,M=v, N=—pfgz, I=2—g,
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oppure :
(5) tor p=T=, 71=V,m:=p.,l=:)\_—61;_

Ksso sara. chiamato il sistema nullo osculatore, di cui vedremo ben
presto il significato geometrico.

B) 11 tetraedro principale.

Vogliamo definire in modo intrinseco un tetraedro invariante per col-
lineaxioni e correlaxions, che nella attuale teoria compia I’ ufficio che il trie-
dro principale compie nella geometria metrica. Scelto ad lbitum e = *=1 (e
non indicando pit con indici derivate covarianti), poniamo :

q

3 1 3
l=yx+T()'lly.+(—-§-9+T0"])Ey-

1
®) m=e (4,4 15 W)
n=1yy,
p=¢Y,
ossia:
3 1 3
p=t—qpon+ (-5 w07
7
(6) vis Y= s(m T qp)
Y,=n
Y, =EP.

11 piano E=AE+ pE 4+ v E’ 4+ =" ha nel tetraedro D per 4) Y equa-
zione :

gl ym (e —pn+ (A —qv—om)p=0
che potremo scrivere nella forma :
MY+ MY+ MY+ NY =0

ove sia posto:

= — &R
M=V
1
@ n, = gg 9T e
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" ossia:
T == 8V,
v=m,
7
Ow =t )
V 3 g 3q9's
’~="h+-,—0'fm.—~2~-9m-—-1qo ”

che si ottengono da (6) sostituendo alle:
Iv M, R, Py Yy Y Yso yn"o
le: Ay By ¥y Ty Ny — Ny Ygy — N, — b

Le (7) si possono considerare percid come le formole duali dolle (6). E la
simmetria delle formole apparird pitt chiara, se si pone:

(8 L=, G=—%, =0, LiL=—"%

Chiameremo tetraedro principale T in O quello in cui le y ed % (0 )
definits da (6), (7), (8) sono coordinate di punto e piano; e lo assumeremo
a tetraedro di riferimeanto.

Consideriamo le coordinate y di uu punto della curva posto nell’ intorno
di un suo punto O. Supporrems naturalmente, come abbiamo visto sempre
possibile, a=1, 6 =1 (opp. 6 = 0). L& y soddisferanno alle (23) . del § 6 D;
i loro valori iniziali in O ¢ quelli delle loro derivate saranno date da (6),
appena si comoscane i valori in O delle {, m, n, p e loro derivate.- Ora i
valori di U, 07, 0", m.m” w" ,n, 0", 0" p, p,p”" in O sono
nulli, quelli di £, m", ", p" valgono 1. Potremo cosi trarre gli sviluppi
in serie delle . E si trova:

_ 3¢ (] 3 N\ u e 3¢ .
n=1- 5w +(5—15 ) 5+ +(5r+a5)w +

240
. ¢ 8 4 —2¢
+(5

LA /L
20 10 120 120 72 T(T?s)"'+---

om0 e T
(9) Yrie=u 06 + 54 u+( 150 +1200)u+..

! L =9 1 .
po= g — o+ LM (g 87 o

\d — Y ’
Bt =g = i g W

Scambiando 6 in — 6 si hanno gli sviluppi delle ¢ definite da (9).
L’ interpretasione geometrica di questo tetraedro T si avra dall’ esams
dei seguenti elementi geometrici fondamentals,
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C) Altri elementi geometrici.

Punto 0. Esso & ora definito dalle y, =y, =y, =0, 0, in coordinate
di piano, dalla n,=0, oppure T, =0. -

Piano osculatore in O. E il piano {,==%,={,=0 ossia (come luogo
dei punti) y,=0. . ' ‘—o

Retta tangente in . E la retta y,==y,==0 ossia g,':b,:_— .

Cono quadrico osculatore in 0. L’ unico cono quadrico col‘ vertice in
O che ha con la curva C in O contatto di sesty ordine (t,ale. c106 che sosti-
tuendo (9) nella sua equazione siano nulli tutti i coefficienti di u» pern <C 6)

6 il cono:
(lo) 2?/;' - 3%?/. =0 ossia ":c = 3;)‘ - 8gx L= 0

154" — T4
) (ﬂ primo membro di (10) vale 22 = w4 )

240
Conica (inviluppo) osculatrice in O. E l'ente duale del precedente.

10) bt 25, —35a=0 ossia  y, = 3y,' — By, y, = 0.

Faseio osculatore di cubiche (sghembe). Una cpbica sghemba posfa sul
cono osculatore ¢ intersezione di questo e di um cono quadrico che ha il ver-
tice P p. es. sulla generatrice y, =y, =0 del preccdente, € che ha quindi
un' equazione omogenea di 2° gradoe in y,, ¥, hy, + ky, se hy, + ky,=0
é un piano passante per /’. Notando che

9 vV
yl' - eyl Yy = — EO— ut— ——180 ut 4+ s
an € P .
Yy U= —@—u‘ + termini in @ 4 ....,
si riconosce cho soltanto le intersezioni del cono osculatore con uno dei coni
Yy — 24y, + by, y, =0  (h==cost.)

hanno in O contatto pentapunto con la curva data. Lo eubiche 'cos:1 ottenute
hanno per cquaxioni parametriche in coordinate di punto o di piano oscu-
latore :

18 Bmhye Y Y e (w0 parametro)
(12) Yyt 2 Yy, 3 v
2 4
;l - hc —_— gs —_— C! —
(12) b1a _ -——g'——QA =7 =3 - w
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che se ne deducono mutando le y sn §. Esse definiscono tutte lo stesso si-
stema nullo : £l sistema nullo osculatore ¥y = .

Ponendo 2h=—‘2- gi ha una cubica che per (11) ha in O con C un contatto

5

6 punto: la (prima) cubica osoulatrice. Ponendo 2h = __%0_ si ha la (secon-
da) eubica osculatrice che ha in O con C 6 piant latort co-
muni. Per k=0 si ha la cubica armonica, luogo dei coningati armonici di
O rispetto ai punti ove lo precedenti cubiche incontrano le gencratrici. Queste
oubiche coincidono solo se § =0, cioé se la eurva data C appartiene a un
complesso lineare. Come i loro punti giacciono (in ogni 0a80) sul cono quo~
drico osculatore, cosi ¢ loro piani osoulateri snviluppano la conica oscu-
latrice.

Punto di Halphen (primo). I coni quadrici pagsanti per una cubica del

fascio osculatore hanno per equazione

(13) 20(2y,'—3y.y)) + by, — 2y, + Zhyy) + 2eByw— Bhy’—yy) =0
(13) bis . (@b—e'=0) (a, b, e=uvost)

Il vertice del cono & quello, a cui corrisponde il parametro
(14) w=29a:c=—=2%2:b.

Se h=2¢0: 10, la cubica considerata & l1a prima osculatrice; il cono cor-
rispondente alle b=¢=0 5 il cono quadrico osculatore ed ha percid in
0 con C un contatto 7 — punto. 8e 8% 0 vi & tra i (13) un altro cono che
in O ha con C un contatto 7 — punto. Infatti il primo membro di (13), per
le (9), ba, se 10 h =26, uno sviluppo

. 114 gbe \ ,
(— 180 + 0 w4+ ..
Il cono (13) avra con C in O un contatto 7 — punto non so]q per
b=ec=0, ma anche per 2¢: b =288V : 3, che da luogo ad un cono, il cui
vertice & il punto

6 2 2
4 p=as gV m=g Vo s=et w=l

che non coincide con O se 8 0. ¢ che diremo il primo punto di Halph?,n.
Esso & I unico punto della prima cubica osculatrice, da cus questa & proiet-
tata secondo un como quadrico avente sn O un contatlo 7 punto con la
curva data C. Il pinno, che da esso protetia la tangente tn O, & il piq'no
principale di Halphen, luogo dei punti da cui la prima ocubioa osculatrice
¢ proiettata secondo un cono (cubico) avente in O un contatto 71— punto
eon C.
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Il piano osculatore ‘alla prima cubica osculatrice nel punto trovato si
potra dire il (primo) piano di Halphen. Dualmente troveremo sulla seconda
cubica osculatrice un (secondo) piano di Halphen, che la oscula in un punto
che chiameremo il (secondo) punto di Halphen.

Se ==0 il (primo) punto di Halphen coincide con O, ecc.

Punto di Samnia (primo) é il punto comune alle 0 * quadriche che banno
in O un contatto 7 — punto con la curva data, e che percid appartengono
alla rete definita dalle quadriche

4=2y}—3y,y,=0

2e0 14
B=y! =2y, + G5 ¥ + 5 ¥ =03

€

3e0 3e6
C= 33/13/4_'_'1’6" el M 10 y'=0.

(Si noti infatti che le 4, B, C per le (9) hanno sviluppi, che cominciano col
termine in w'). Trovando i punti ove la cubica A =C =0 incontra la qua-
drica B=20, si trova che il punto di Saunia ¢, se 8 0, il punto:

2 ] 2
y=1, y,=ebV, y:=—3_V‘1 y,=i5'+~9‘597"-

Potremo, analogamente a quanto sopra, definire un secondo punto e due
piani di Sannia. Notando che tra le quadriche aventi un contatto sette punto
in O con C vi sono i coni che da O e dal primo punto di Halphen proiettano
la cubica osculatrice [i quali hanno a comune, cltre a tale cubica, la genera-
trice che ne congiunge i vertici] troviamo: Un punte della eurva e © corri-
spondenti punti di Hnlphen e di Sannia sono allineats.

Tutti questi enti, definiti se 64 0 cio¢ per curve non appartenenti a com-
plessi lineari, permettono di caratterizzare il fetraedro fondamentale. Il ver-
tice ¥, = v,== v, =0 & il punto O generico della curva, lo spigolo y,=75,==0
la tangente in O, il piano y,=0 il piano osculatore in 0. Lo spigolo
Vo= y,=0 & la retta uscente da O posta sul piano osculatore che si ap-
poggia alla congiungente ¢ due punti di Halphen ed tncontra la conica
osculatrice in O ¢ nel punto y,=y,=y,=0, in cutla contca osculatrice
ha per tangente lo vetta y,=y,=0. Definiti cosi gli spigolé del tetraedro
posti in y, =0, il sistema nullo osculatore determina gli altri tre. Questo
tetraedro ha per faccie due piani osculator: della cubica armonica, € @
due piani che dal punto di contatto di uno protettano la tangente nell’aliro.
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D) Una oaservazione. .

Sia x -+ rdx un punto P della retta tangente, § -+ rdé il piano
x che gli corrisponde nel sistema nullo osculatore. Posto z = p.'f,
§= pg, il punto P e il piano = avranno le coordinate T + *rd? .
e £+ rdé, ove:

:-L+dlogp.
T

q|l-—

sath (§ 6 ) Fy = dud, mentre

dx . .
Sia Fg = du?, e siano (x " Tu ) —t lo coordinate di retta
Y s 1
tangente. Se (du : du)’ = ra

- d—j . .
t= (i y ) Quindi :
R i

t=g*t(du: du) = ¢t

Percid

o

¢+—'i—nu e L+ T?d”

sono proporzionali. La corrispondenza tra il punlo X + rdx, i piano
¢+ rdg, e la retta t + j rdt ¢ dunque indipendente dal fattore p,
ed ¢ dungue definibile geometricamente (C). Infatti, posto rdu = §, il
punto x + rdx = x -+ sz’ hale coordinate l = 1, m = s,'ns p=0
ossia: gy =1, Yp=28, Y= W= 0, la cui polare nspefto alhf
conica osculatrice & 3esyz — 4y, = Yo = 0, passante per 1 punti

(1 ’0 0,0)e (0 1, —i——u, O) [mentre ¢ & la retta da (1, 0,0, 0

3 1 ] 2 ]

a (0,5, 0,0) e ¢ & la rettada(1,0,0,0) a (0, 0, 1, 0)‘\ e conse-
3 . .

guentemente coincide con ¢ + Trdt, che' & dunque la polare di

x 4 rdx rispetio alla conica osculatrice, come ¢ la polare di § + rd§
rispetto al cono osculatore. -
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Proiettiamo ora la nostra curva da un punto (a,b,1, e8)
qualsiasi del piano § 4 s (cicd del piano n, =1, N3 = —es,
1, = 7 = 0) sul piano osculatore. La proiezione avra per coordinate

5o g 2 = 3¢
Yi=t"h “.%——-1 S0 v + ...

Yo = -—-—l-)- = gi{U — ._b_. { 7 ._2_ 3
Jn-'.'lzﬂ €_ﬂ?h— 5 T 10 6 w4+ ...
1

— 1 —
Ys=Us— T U= T Wy T ¥, =0.

La conica osculatrice, avente contatto 5 — punto con tale
proiezioue & la conica

a9 2E
yz*——2y1y3—‘—3—; Yo ¥s + 2yst =0,

ove & inutile specificare il valore di «: ¢ la retta polare di z 4 sz’
rispetto a tale conica & sempre la retta ¢+ —i——rdt precedente ; che

¢ dunque anche la retta polare di x -+ rdx rispetto alla conica
osculatrice in O alla poiezione della curva fatla sul piano escula-
tore in O da un punto del piano § -+ rdé. (€).

$ 8. — Le curve piane.

Daremo un rapido sunto della teoria di queste curve. Se @ (ciod z, ¥, 2)
sono le tre coordinate omogence dei suei punti, porremo (z, dz, d'z) = @* du’.

Se £ sono le coordinate di retta tangente ¢ SEx = Sga’ = 8¢’z =0, Sara pereio :

Std'x = — SdEdz = Swd'E.
Imporremo alle £ tale fattore di proporzionalitz‘{ che:

(E 3 d [ d'g) =a* du® = &, dx , d'x)
ossia che:

(E, dE, @'E) (@ dx d*x) = (Skd'z) = (Szd*E)* = ' du®.
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Sara :
Sgd'x = — Sdwdf = Sxd*§ = a* du'.

Noi sceglieremo % in guisa che & = 1.1 ﬁarametro u cosi definito varia
pero, moltiplicando le x, § per uno stesso fattore. Sard allora:

(axx &)= (za" 2= 0 cioe 0==SExr" = — SEx" =SE7 = — SxE™”.

Possiamo definire la curva dando I’ equaxione differenziale lineare
cui soddisfano le X,y , % di un suo punio e lovo combinaxtoni lineari.

Posto pertanto
2" = hx’ -+ kx’ 4+ lx si avrd hSEx = 8gx’”", ciod h=10 (nell’ ipotesi @ =1)

E all’ equazione si pud dare la forma:
27 + 2qx’ + (¢ — B =0.

Se noi moltiplichiamo le & per uno stesso fattore p, € contemporanea-
mente variamo il parametro u in guisa che sia ancora &= 1, si riconosce
facilmente che 8du® & tnvariante. Se §==0, scelto il citato fattore p in guisa
che ¢ =0, I’ equazione si riduce alla x” =0, lex, y, s sono pertanto po-
linomi di 2* grado di upo stesso parametro. Dunque. se =0, la curva ¢
una consea. Se 64 0, si potrd scegliere p in guisa che 8= 1. Il parametro
corrispondente # sari 'arco proietiivo, e le coordinate @, £ corrispondenti
le coordinate normali.

Esse soddisfano alle due equaxioni aggiunte :

2 427 + (g —Dx=0 £ 4 208 + (¢ +DE=0.

La curva, sé non & una eonica, ¢ dunque definita dalla conoscenie
della q in funxione dell’ arco protettivo u.

Sex,z ,E,E, qsono i valori di =, 27, ece. in un punto O della
curva, ogni punto del piano % avrd coordinate del tipo y, 2 + ¥+ ¥l + %)
e ogni retta £ del piano avrd coordinate del tipo §,E+ §.€ + CE +495). 1
punto e la retta si apparteranno se §,¥, + Gy — Gt =0 La contea oscu-
latrice sia alla curva luogo che alla curva inriluppo ha per equazioni
2y, Y, — ¥»' =0 pensata come luogo & 2§, 5, — &0t =0 pensata come inviluppo.
La polarita rispetto a questa copica & definita dalla §,=¥,.

Il punto di Halphen (y, = 2.7 —2¢", y,= —490g, ¥, = 7.25¢") ¢é
il punto comune alle cubiche che in O hanno un contatto § — punto con la
curva data; la cubica penosculante nodale

b2y, Y — Y'Y — 4y, = 0

& I’ unica cubica con punto doppio in O, che in O ha un contatto 8 punto
con la curva data, ed ha per tangenti le rette ¥, =¥, =0. Ma tutta la con-
figurazione cosi generata non ha trovato finora applicazione alcana.
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Una osservazione.

Nel seguito ci sard utile la sola osserv. seguente. Se z, &
dx, d*z, ecc. sono le coordinate = di un punto della curva e é
della tangente corrispondente, e i loro differeniali, calcolate tutte
in un punto fisso O, allora nella polarita rispetto alla conica oscu-
latrice si corrispondono il punto ax + bdx + cd?x e la retta
at + bdt + cd?t quando le x e le & relative a un punto generico
della curva sono legate dalla :

Y (z,dz, &) = ¢, &, &*¢)
da cui seghe

(l)hh (x,dx,d“z):(&,dé,d"é)
che & equivalente alla :

(1) ter Std3x = Sad®§ (*)
ossia, per le:

@) Sgd?x = — Sdidx = Szd*¢;
alla: '
(1) quater Sdéd?x — dxd?§) = 0.

{*) Infatti & evidentemente §=p(z, dz), z==6(f, df) con p, g fattori
di proporzionalita. Quindi (1) da %—S&d'z: —%—Szd'&. Ma, derivando le iden-

tith Sgx = Sgdx = SzdE =0, si ottengono le (2); e quindi p=¢. Percio le
(1) bisy (1) ter sODO equivalenti.
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§ 9. — Formole di calcolo assoluto.

A ) Differenziali controvarianti.
Sia
(1) G=2Xa,du.du, (r,s=1,2, ... 1)

una forma quadratica differenziale col discriminante 4+ 0; sia
A,, il complemento algebrico di a,, in 4 diviso per- 4. Poniamo:

) ’ ih] 1 /(da, day, oa,),
) [l]“"?’(%[+ du;,  ou )’
. B\ o, ik
(3) (l)#:‘A‘,{T }
Risolvendo le (3) si trova :

. i | . h
4 [zlhj _ }:a"(a:).

N ) . b
Conserveremo il simbolo %t’% anziché (@r \ soltanto per I'elemento
/

lineare di Gauss della geometria metrica.

Fusint e (‘,xcn; Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 4
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Si dimostra che:

®) ogl 4 2(“)‘

au‘ r r
Le (2) e (3) sono i cosidetti simboli di Christoffel di prima e
di seconda specie. Porremo:
Slu, = ou, = du,; Ou, = d%u + I (’:) du, du,
(6) e
Bu, = d3u) + I ( ; )du,.52u,, ecc.

Tali espressioni saranno chiamate (F) differenziali controvarianti. Se
noi alle variabili , sostituiamo = loro funzioni indipendenti u ,
la forma @ si muta in

, , , , au‘ au_’
@) La.d,dw, ove a'n=Zoy Gom G

Corrispondentemente si mutano i simboli di Christoffel. Ma, come &

d ’
(®) du = X g,

cosi si pud dimostrare che formole affatto simili valgono per i
differenziali controvarianti, che ciog:

. ou; o,
(€)] Sui=2—‘3—17—6u, anche per 8=2,3,....

3

Se n = 2, porremo sovenle Uy = U, Uy = V.

B) Aleune definigioni. Le geodetiche.

Diremo che un’espressione & wndrinseca, se il suo valore non
muta con un cambiamento di variabili « in loro funzioni w’; la
diremo impropriamente inirinseca se essa resta immutata per cam-
biamenti di variabili a Iacobiano positivo, ma cambia di segno per

trasformagzioni a Iacobiano negativo.
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Cosl p. es. dalle (M), 8), (9) si deduce:

(10) A=A duyug . ... u,) |2
; diu'yuy ... W)
e sen=2:
d(u’y w'y)

(11) (du', &u'y — du'y &) = (duy 3 uy — duy 8 u,).

d(u; u,)

Quindi, per n = 2, le espressions

(12) Vid] (duy S2uy — du, 8%u))
e
(13) VTA| (du, 82 uy — du, 33u,)

dz: c'u:i, s.i noti,.la seconda ¢, com’e facile verificare con le (5) e
(6), il differenziale della prima, sono entrambe impropriamente tn-
trinseche.

’ La . | .. =S

: prima di esse divisa per } G da la curvatura geodetica di

una ltnea. tracciata su una superficie, su cui G é U elemento lineare.
Le geodetiche si possono definire dicendo che essa é nulla.

Si noti I’ identita, che ben presto generalizzeremo :

1 d@ = 2 Za,,du, 3u,.

Se dunque scegliamo lungo le geodetiche il parametro ¢ de-

du, &%, C .
a7l e 0 e quindi,

essenido nulla anche (12), esse soddisferanno alle

finito dalla dt = G, lungo esse sard Za

(15) — =0 (i=1,2),

com’ é. ben noto. In questa trattazione si & escluso che lungo le
geodetiche considerate sia G = 0, ciod abbiamo escluse le geode-

“ tiche di lunghezza nulla.

Le (.15) per t=1,2,..., n definiscono anche per n>2
le geodetiche, quando G sia assunto ad elemento lineare,
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.

C) Derivate covarianti. -

‘ NB. 1l 1ettor§ pud leggere il resto di questo § man mano che esso sara
Invocato melle pagine seguenti; sarebbe troppo pesante leggerlo in una sola

volta, almeno per chi non conosce gié il calcolo assoluto.
Sia, per fissare la idee

(16) .B3 =X b,.,, du, dus duz (brsz =b,; = bsrt = SCC-)

una form.a cubica di carattere intrinseco, ciod indipendente dalla .
sceltazdel‘ parametri indipendenti u,. Differenziando, e sostituendo
alle d®u i loro valori dedotti da (6), si trova:

17) 4By = 3 X b,,, 84, du, du, + 3B,

ove si & posto
(18) 8B = X b,y du, du, du, du,

. 0 ; ; ;
19 [ =t T : st )
\ ) brsu a . 2 ( q )bqat qz ( q )brqt : 2& (!q'l« )b"q .

q

La (18) si dira la forma 8B prima covariante della B, il si-
stet'na (19), generalmente non simmetrico, si dira il sistema, ri
de'nvato covariante del sistema delle b, Com’& evidente ancl:)hem'(l)
primo termine del secondo membro di (17) ¢ inérinseco, come B]
e dBs; altrettanto avverra percid del secondo termine éB ’

Altrettanto si pud dire per forme B, intrinseche (;'.. ad
qualunque r; in particolare ’ B

per r=1, se B, = Xb,du,, sara:
4By = 1b,8%u, + 8B, , 8B = Xb,,du, du,

(20)
0b 3
b, =22 __yT?
™ du; It (q )bq
per r =2, se B, = Xb,, du,du, (b,s = b,,), sari:
dB, = ’ -
@) y = 2136, du, 2u, + 8B, , 8B, = Xb,, du, du, du,

0b .
brs = T rt L [st .
t au/t . ( q )bq; - qz’ ( q )bqr‘
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In particolare, se By, = G = Ya,, du, dug, €:

_ éal_v(rt)a _5 sia _ da, ri] st -0
Apgy = aut . q qs . q qr — auz s r -

ciod, come avevamo gia trovato’ in (B)

(14) d@ = 2Xa,, du, 2u; .
Cosicchd: Il sistema derivato covariante del sistema fondamentale

delle a,, ¢ nullo.
Infine, se « & una forma intrinseca di grado r =0, ciog se

« & una funzione intrinseca, &:

de = Sx,du;, d*z= S8, + Lz, du,du,,

22
@2 Bx = Xz, Bu, + 3L x,, du, 8u, + L, du, du,du,, .
ove:
6=z 0% s\ 2
= i = g T g ' :
(23) 9, re\ g st)x :
Trat = 3‘7;:— a \ q o 7\ 9q v

sono le cosidette derivate covarianti prime e seconde della x. 8i nots
che, se ai d2u sostituiamo i d%u, e alle derivate covarianti le deri-
vate ordinarie, queste formole si riducono alle formole abituali ; con

cui del resto esse coincidono, se le a., somo costanit.

D) Una generalizzazione.

Se du,, d'u;, d""u;, ecc. sono altrettanti sistemi di differenziali
primi, e se p. es. la forma trilineare

By = b, du, d'u,d"u,,
ove non & pitl necessario supporre che b, sia simmetrico, ha ca-

rattere intrinseco, potremmo ripetere per essa un ragionamento ana-
logo & chiamare primo sistema derivato covariante del sistema b,
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quello definito da (19). Si trova di nuovo che

Ebruz‘ du, d'u‘ d"u‘ du,ul

ha carattere intrinseco.
Noi porremo

(24)
brct —
lth,, As; A by,
Sara :
(25)

b, = ;
rst Ea,j asl am b.l"l.

Notazioni
ni analoghe s
. aranno usat : o
nari, ecc. c . € per sistemi binari
’ (@ 2, a 4 indici ecc.) In particolare binari, quater-

26) e
== Z%Arl -Asj~ ;= X €jp A”. = A”

€y =
(JJ 17ej,.=0per ‘,"ir)
I sistemi
mi come b, s L .

b7 i g . = SONO 1 sistem] covariant; icei 1«
; stemi controvarianti. Se prst & controvari dé;l Ricei, i sistomi
{8} . PR . an ’

10 tre funzioni intrinseche anche e, ed z, o', o

Yo z, x/s z”t

e .
intr 1mseco, I 1 avanti deﬁnl
: remo auche 1 SlSteml mIStl

) .
E I Slmboll a qllﬂttl‘() indici e alcu!li parametri diﬂ'erenzmh

Essendo
per (26) 4,, un si
che i ! s sistema controvari
I ben noti parametri differenziali 1ante, se ne deduce

27 A,m:EA,,w,m,, Ar=X4,z

hanno 81 ﬂlﬁcato lntl nseco, se z é una 1u]lzl()ne intr 1i8eca.
g bl
Da‘ (23) 81 deduce dell iand[)

28) .
r$ ——x”:Z
+ ¢ p‘q(at,pr)Aqu

59 Fl

89 B

quelli d
segno, coincidono con (12, 12).
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ove (st, pr) & il noto simbolo” di Riemann definito dalla:
A 1/ d%an Pay d?a,, Pa,
(30) (rk, ik)= 2 ( ou; 0w, u, du,  Ouy 0uy " Bu, ou; +

eaan([] =BT

11 sistema delle (rk, k) & un sistema covariante ; se n = 2,
oi simboli di Riemann .che non sono nulli, a meno -del

. La frazione Q—z—"i—l?—)— si chiama, se n = 2, la curvatura i G.

F) Relazioni di apolarita.

Una forma intrinseca

% brgen,... dut, duis du, du...

si dice apolare o coniugata alla G, se per ogni sistema di valori

delle ¢, h,.... vale la:

(3 1) X Ars brsm.._.. = 0.

Questa relazione & intrinseca. Cosi B = Sb,, du, du, ¢ apolare alla

G, se
(32) EA4,b.,=0 ossia, per n = 2, 86 a3 byy 4 Gas by — 2a4, 1?1, =0

ossia, posto
Uy = U,y Uy =V,

se le radici dv : du della G =0 e della B = 0 si separano armo-

nicamente. Possiamo conservare questo enunciato anche nel caso

finora escluso 4 = 0; cosi la relazione di apolarita per due forme

quadratiche &, B diventa simmetrica.
Sempre supposto che anche B abbia significato intrinseco, ed
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A4%0, la forma !
1 | byyduy +bypduy  byyduy -+ by, du, z = So_du. du

() 0= 1
; ViA] | ayduy +ay,du, gy duy - agydu, |

impropriamente intrinseca ¢ una forma apolare ad entrambe ; se le
forme daie mon somo proporzionali, se ciod.(33) mon & identicamente
nullo, le forme quadratiche apolari alle G, B sono tuite e sole le
forme proporzionali a (33). :

Se vale la (32), allora la forma B & apolare sia a G che a C.
Ora C, essendo apolare alla @ che ha il determinante 4 4+ 0, non
pud essere proporzionale a '; percid, per il precedente teorema,
esisterd un fattore A tale che:

(34) B = A ¢y du + cpp dv Coy du + g9 dv
‘ V}A ol apdu+apde gy du + dyy dv

Ricordando la (32) si trova che:

(35) A= —smd =41

§ 10. — Riassunto di alcuni teeremi metrici.
A) Triedri diretti e inversi.

Dato un sistema di assi cartesiani p. es. ortogonali z, y y 2
chiameremo positiva la faccia del piano zy volta verso il raggio
positivo delle z. Siano date altre 3 rette orientate non complanari
@, b, c uscenti da un punto O; la faccia del piano a b, volta verso
la direzione positiva di ¢, si dird la faccia positiva di tale piano
nel considerato triedro. Se con un movimento portiamo a coinci-
dere le faccie positive dei piani zy ed ab, allora pud avvenire
che coincidano i versi delle rotazioni che attraverso I’angolo con-
cavo portano il raggio (ciod la direzione positiva) « nel raggio b,
oppure il raggio # nel raggio y. In questo easo diremo che il
triedro abc & diretto, o che segue la legge di orientazione determi-
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nata dal sistema coordinato xyz, nel caso opposto diremo che
abc & un triedro inverso, o che non segue la legge di orientazione.
1l determinante dei coseni direttori di a, b, ¢ ¢ positivo nel primo
caso, negativo nel secondo. Le simmetrie portano triedri diretti in
inversi e viceversa; altrettanto avviene per i movimenti di 2* specie.

B) Le forme fondamentali di Gauss di una superficie.

Una superficie § sia definita dando le coordinate z, y, z dei
suoi punti in fanzione di due parametri w = w,, v = u,. Le =,
Yu s 2, SONO proporzionali ai coseni direttori della tangente ad-una

linea v = cost. di §; e il fattore di proporzionalita & positivo, se

‘noi scegliamo quel verso della tangente che & diretto nel verso

delle « crescenti. Proposizione analoga vale per le z, , , , z, . Come
verso della normale scegliamo quello tale che il verso delle » cre-
scenti su una v = cost., il verso delle v crescenti su una u = cost.,
e il verso della normale formino un triedro diretto; i coseni di-
rettori X, Y, Z di questa direzione normale renderanno positivo
il determinante (x,, x., X). Con queste convenzioni & fissata la
faccia positiva del piano tangente alla S in un suo punto A e anche
della stessa superficie S, almeno in un intorno di A.

Un cambiamento di variabili coordinate v, cambia, o non cam-
bia tale faccia positiva, secondo che il suo Iacobiano ¢ positivo o
negativo, '

La forme fondamentali di Gauss sono :

(1) ds? = Hdu? + 2Fdudv + Gdv* = Sda?
(2)  Ddu?+ 2D'dudv + D"de? = SXd2x = — SdXdx =
_ (@, 2, %) '
VEG-F2

La prima & intrinseca e invariante (per movimenti).

La seconda & impropriamente intrinseca, invariante per soli
movimenti di prima specie, perch® cambia di segno per movimenti
di seconda specie (oltre che per una trasformaz. dei parametri »; a
Iacobiano negativo). ,
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In altre parole la seconda forma & completamente determinata
soltanto se & data I’ orientazione di 8, ciod se ¢ data la sua faccia
positiva.

La prima forma & 7’ elemento lineare della S,

Date le forme (1), (2), la determinazione della superficie &
ridotta all’ integrazione del sistema

® T =DX, 2, =DX, 2p=D%X )
FD'— @D FD — ED
X = =% D —ED zy |

EG—F2 ™™ EG —F?

x _ 0 —ap FD' — ED"
T TBEG—F T Tpg—F

)

Zy ,

ove le z,, indicano derivate covarianti rispetto all’elemento lineare,
assunto a forma @ fondamentale. Per questo elemento lineare i

simboli di Christoffel di seconda specie, anzich& con ( r;), si in-

dicheranno con 3 :t’ come abbiamo gia detto (§ 9 4).

Le condizioni di integrabilita delle (3), (4) danno le equazloni
di Codazzi, e I’ equazione di Gauss

DD' — D
®) = = K,

ove K & la curvatara dell’elemento lineare. Esse sono le condi-
zioni necessarie e sufficienti, affinche (1) e (2) individuino una
superficie [oltre alla G — F? > 0, almeno nel campo reale; que-
sta ultima & I’unica condizione a cui deve soddisfare la ()]

Le linee per cui & nulla la (1) sono lo linee di lunghezza
nulla (immaginarie coniugate nel campo reale); quelle che annul-

lano (2) sono le asintotiche. Da ogni punto O della superficie escono -

due asintotiche, coincidenti se DD" — D2 = 0, ossia se la curva-
tura K = 0. L’ essere identicamente soddisfatta questa condizione
caratterizza le sviluppabiii (e loro casi limiti).

Se D' =0, le linee u, v sono coniugate e dividono armonica-

N 92 D S - .
mente le asintotiche ; se Fry T log v ¢ in pit nullo, cioe se si
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possono mautare i parametri delle » , v in guisa che D+ D" = 0,
il sistema delle », v dicesi ¢sotermo - coniugato.

I piani tangenti in due punti consecutivi di una direzione di
S si incontrano nella direzione coniugata; il piano osculatore alle
asintotiche uscenti da un punto di S coincide col piano tangente
ad 8 in questo punto.

C) Raggi e linee di curvatura.

Le rette normali generano una congruenza, le cui sviluppabili
corrispondono a un sistema ortogonale coniugato: il sistema delle
linee di curvatura. I fuochi di una normale diconsi centri di cur-
vatura, le loro distanze r;, r, dai piedi della normale raggi di

curvatura. Il prodotto (curvatura -totale della superficie)

T Iy
coincide con la curvatura K dell’elemento lineare. Soltanto sul piano

e sulla sfera le linee di curvatura sono indeterminate.

D) Elemento lineare dell’immagine sferica.

Si considera sovente anche la terza forma

SdX? = edu® + 2fdudv + gdv?

completamente determinata dalle prime due; i relativi simboli di

seconda specie di Christoffel si indicano con gwlh%' Vale la:
eg—r* . 1
() Bo—rr K=o

E) Superficie applicabili.

Se due superficie S, S hanno uguale elemento lineare, diconsi
applicabili. Cid significa che la corrispondenza biunivoca tra i punti
delle due superficie che hanno uguali coordinate w,w conserva
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lunghezze e angoli. Ciod, se O & un punto di 8 ed” 4, B sono
punii di S infinitamente vicini del primo ordine (con coordinate,
la cui differenza da quelle di O dipende dai differenziali primi du,
dv), e se 0", A", B’ sono i punti omologhi di §', allora 04 = 0'4’,
OB = O'B', I’angolo 4(0)B = A'(0)B. In altre parole esiste un
movimento M, che porta O in O e i punti infinitamente vicini ad
O del primo ordine nei puuti omologhi infinitamente vicini ad 0,
ciod porta S in una superficie S, che con S ha comuni il punto
O e i punti ad esso infinitamente vicini del primo ordine, ossia
porta & in una superficie S che con O ha un contatto amalitico
del primo ordine. Poichd O e i puati infinitamente vicini conside-
rati si possono considerare complanari, ¢ inutile distinguere i mo-
vimenti di prima o di secondd specie. Il movimento M varierd con
la coppia di punti omologhi O, O considerati, percheé, se Tosi non
fosse, uno stesso movimento M porterebbe S in S ; queste due su-
perficie sarebbero uguali ; pertantc avrebbero comune non solo P'ele-
-mento lineare, ma anche la seconda forma fondamentale (al piu a
meno del segno, se M & di seconda specie).

- Se invece del contatto analitico imponessimo ad M di portare
S'in una S tale che curve omologhe di S, S abbiano un contatto
geomelrico, basterebbe che su §, S angoli omologm fossero uguali,
ossia che S, S avessero elementi lineari proporzionali, o, come si
suol dire, che §, 8 fossero- conformemente applicabili. In tal caso
per ogni coppia di punti omologhi O, O esiste una similitudine M
che porta S’ in una superficie S che con S ha in O un contatto
analitico; e le §, § si possono anche considerare come applicabili
nel gruppo delle similitudini. Se poi questa similitudine M non va-
riasse con la coppia di punti O, O' omologhi considerata, allora
le superficie surebbero simili ; le loro seconde forme avrebbero un
rapporto costante, il cui quadrato & uguale al rapporto dei loro
elementi lineari.
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§ 11. — Prime considerazioni di geom. proiettiva.

4) Le direzioni asintotiche.

Definiremo una superficie S, dando le coordinate omogenee
x,y,z,t dei suoi punti in funzione di due parametri u —u, e
v = v,. Se per un momento con z', ¥, 2, ¢ indichiamo coordinate
correnti, I’equazione del piano tangente in un punto z di S &

(xz, 2, 2) = 0.

Poiché un punto di S infinitamente vicino al punto x ha le
coordinate

x'=x+d.’v+%d2x+....

esso apparterrd al piano tangente se & nulla 1’ espressione

(1) (=2, 2 d%) = (z, x,, 2,, T, du® + 22, dudv + =, dv?)

' 0% e
(ove Ty = g €CC. ), che noi indicheremo con

@) byy u? + 2byy du dv + by, do?
3) by =(rx, 2, 1,); by = (xa, 2, 2,,): byy = (% X, T, ).

Questa espressione, che evidentemente cambia soltanto per un
fattore per una collineazione o per una trasformazione di parametri
u, v, definisce dunque, uguaghata a zero, le direzioni in cui il piano
tangente taglia la superficie, cioé le asintotiche. B del resto, se ¢ = 1
ed x, y, z sono coordinate cartesiane ortogonali, essa coincide con

VEG ——F? (Ddu? - 2D'dudv + D"dv®). Noi escluderemo sempre le su-
perfrcie  sviluppabili, otoé le superficie elementarissime per cui
by bye — b%, = 05 e trascureremo pure come eccezionali i punti
in cui fosse by by — b2, = 0. Ammetteremo cioé sempre distinte
le direzioni usintotiche uscenli da un punto della superficie.
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B) Le direzioni di Darboux.

Diconsi quadriche osculatrici in un punto O di § quelle che
incontrano la superficie S in una linea che ha un punto triplo nel
punto O (cosi come piano tangente in O & quello che incontra §
in una linea che ha in O un punto doppio). Supponiamo ¢ = 1, che
z =0 sia il piano tangente in O; varra allora uno sviluppo

4) z=0@,y)+ Wz, y)+....

ove ¢ & un polinomio omogeneo di secondo grado in «, y, b o
omog. di terzo grado in x.y e dove sono trascurati i termini di
grado superiore al terzo. Le quadriche osculatrici saranno le qua-
driche di equazione :

(®) z—¢) + 20k 4 py + n2) = 0 (A, w,v,n=cost)
che incontrano la superficie in una linea determinata da (4) e da:
® Wt ohe +py)+...=0

ove, come sopra, sono trascurati i termini di grado superiore al
terzo.

Le 3 tangenti alla linea d’intersezione hanno nel piano tan-
gente r == 0 I’ equazione

@) ¥ + o(hz + wy) = 0.

Questo sistema lineare di terne di rette uscenti da O ha dunque
una equazione identica alla (3) del § 4, 4. In virti dei risultati
allora ottenuti abbiamo : .

Tra le terne (1) ve ne sono soltanto tre formate da tre direzioni
cotncidenti ; le tre direzioni cosi determinate appartengono a loro
volta ad una delle terne (7): a quella unica terna che ¢ apolare o ®.
Esse si dicono le direzioni di Darboux.

Le quadriche osculatrici a cui corrisponde come terna (7) la
terna delle direzioni di Darboux diconsi quadriche di Darbouz.
Se (5) & una di esse, le altre se ne deducono facendo variare .
Percio :
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Le quadriche di Darboux formano un fascio, cui appartiene la
quadrica 7* = 0 formata dal piano tangente contato due volte (fascio
di Darbouz).

Al sistema lineare (7) si perviene anche in altro modo. Tenuti
fissi gli assi delle @, y e i punti unita di questi assi facciamo va-
riare |’ asse delle z ; poniamo cios :

z="ht, z=12 4+ m, y=1y 4+ pz.
La (4) si muta in: )
M'=?(Z'+mz,wy'+PZ)+¢(x/,y')+---.

Ove, come sopra, non si sono scritti i termini di grado superiore
al terzo in 2, . E questa equazione equivale appunto alla :

! 1 ’ " ’ ' r ’ v 4
®) Z=— o, y)+ [V¢(x,y)+(lx+uy)so(w,y)} +o
1 . . .
ove h = e dove A, i sono parametri, che, al variare di 7, m

possono assumere valori arbitrarii. Come si vede, i termini di terzo
grado descrivono precisamente il sistema lineare (7). Potremo dun-
que scegliere 1’asse delle z in guisa che essi formino un polinomio
apolare alla ¢ ; e, se ad assi delle ©, y abbiamo assunto le dire-
zioni asintotiche, lo svilappo assumera la forma canonica :

(9) z=kzy+—é-(Ax3+Dy3)—}—....

Se 1’assé delle z fosse stato scelto a caso, e quindi lo sviluppo
fosse piti generalmente

2 = kay + %.(Aaﬁ =+ 3Ba?y + 3Cxy* 4+ Dy®) +, . .,

le direzioni di Darboux sarebbero sempre quelle definite dalla :
Ax® 4 Dy® = 0,

Le direzioni coniugate di queste, per cui quindi Az® — Dy? = 0,
diconsi le direzioni di Segre.
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§ 12. — Le forme differenziali fondamentali.

‘

4) Primo metedo.

N. B. Il lettore pud accontentarsi di studiare il secondo metodo. dato
in (B); chi vuole conoscere altri metodi veda le Mem. di Fubini, ove tali
forme furono date per la prima volta.

%

Poniamo (cfr. le (1), (2) del § 11 A):
(1) F, = Nz z, %, d*x) = \Xb,, du, du,

1

@) D, = Nz z, z, diz) — % dF,,
ove A & una funzione delle w,». Queste forme, una quadratica,
Ialtra cubica, dipendono dai soli differenziali primi delle u, ».

Data la superficie S, queste forme variano :
a) quando si esegua sulle z una collineazione a coefficienti

costanti,
B) quando si moltiplichino le x, y, z, ¢ per uno stesso fat-

tore p(u , v),
1) quando si muti la funzione A,
8) quando si mutino i parametri «, ».
Un facile calcolo prova che in tutti questi casi, e percid anche
quando su S si esegue una collineazione qualsiasi, tali forme su-
biscono una trasformazione del tipo:

(3) F, = 6F, , ®, = 6@y + (hdu + kdv)F,

Queste formole hauno una notevole interpretazione geometrica. Po-
sto infatti t =1, e =w, y =0, A== —1:

F, = d% — z,d% — 2 d% = z,.da? + 2z, dxdy + z,4y°
P, = (d% — z,d%c — 2,d%) — %sz =

= —é— (Zxx.vdxs + 3z.p.cj/dx2dy + 32"Ul/!/dxdy2 + Zyyydya)
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Se nell’intorno del punto O@ = y == 2 =0) della nostra sﬁ-
perficie &:

r=c,y)+ Wz, y) +...

ove ¢ & omogeneo di secondo grado, ¢ di terzo, allora nell’ intorno
del punto considerato si ha:

1
“@ F2=—2-—q>(dx,dy)+...; Qy = —3¢dz,dy) + ....

ciod per i risultati del § 3:

Lq Fy = 0 determina le direzions asintotiche, la Oy = 0 una
delle terne di direzioni in cui la superficie & incontrata d; una qua-
drica osculatrice ; la indeterminazione per ®; & proprio la stessa
che avevamo trovato per queste terne di direzioni,

Sprge cosl I'idea se mon sia possibile rendere D; apolare ad
Fy cosi che la &y = 0 definisca proprio le direzioni di Darboux
11 risultato fondamentale, che ora proveremo, & che cid si ottz'em;
semplicemente ponendo :

7

1
A= S
- V by by — b2
che cioé la forma
1
(8) Fy = T — (X X X, &%) — % dF,
V | bll b22 - b212 1
€ apolare alla
(6) F, = !
= g (X Xy Xy d%X),
V ’ b11 b22 - b212 I

Avremo cosi conseguito insieme il risultato fondamentale di seri-
'y . nl . . )

vere U equazione Fy = O delle linee di Darbouz in coordinate curvi-

linee u, v qualsiasi, ¢ in qual que sistema di coordinate omogenee

X,y,z,t

. 1
Infatti, posto B = b,, b,, —b%,, Fy= X by duy dug du,

Fuosi e Caer, Lexioni di Geometria proettivo-differenxiale. 5
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con b,y simmetrico in r, s, ¢, si ha:

3 ob 3
by = (% Ty 2y Lo ) = 5 6111 -+ ' by 5

byis = bigy = bayy = (€ Ty To Tuww) = 5 o ou
B B
e )

e analoghe per by, bag;- Quindi:

8byy
bag by11 + b1z baay — 2b1p brgy = e [(‘” Ty Loy Tuu) — u +
0bys | -
+ by, [(x Ty Ty Tuvy) — —%12—}

1 0byy 1 oby,y
— 2bys [(m Ty, Ty Euaw) — 5T i 5 5

— (% @y Ty Ton) (T Ty Tup L) — (2 Ty Ty Tos) (% T Tow Tur) +
+ ("‘5 Ly, Ty xuv) (11 Xy Loy L)

che & identicamente nullo, come si vede p. os. portando con una
collineazione i punti , @, , ¥y , Zuy Dl vertici del tetraedro di ri-

ferimento (*). In modo simile si prova che anche:

(* Cio si pud anche provare in modo diretto, osservand? che,. agg?un-
gendo alla matrice (Z Zu Tuu Tuv Zwy) una riga uguale alla prima, si ottiene
un determinante nullo. Percio :

2(Zu Tuy Tuw Tov) — Tu (T Tuu Tuy Zow) + Tuu (T Ly Luv Tvv) — Tup (T Ty Tun Tov) +
4 Zoo(® Zu Tun Tuv) =10,

Analoghe identita si ottengono sostituendo alla z la y, o;'>p‘ur? la z, oppure
la {. Moltiplicandole rispettivamente per i complementi algebrici di X, Y, Z, T
in (z zu zv X) e sommando si ottiene I’ identita del testo.

[§ 12, 4] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 67

byy bypp + bys byyy — 2b13b199 = 0 H

quindi Fy & apolare’ad F,. Dalla stessa definizione (5) e (6) segue:

Le forme F,, B3 sono impropriamente infrinseche, invarianti per
collineazioni unimodulari, restano moltiplicate per p* se si eseque una
collineazione di fattore p, e per — 1 se si esegue una collineazione
@ modulo — 1 oppure un cambiamento di variabili «, v a laco-
biano negativo.

1l loro rapporto Fy: Fy & percid intrinseco invariante, e sard
detto elemento lineare proiettivo.

Posto
) Fo=Ya,du, du;, &
8 Q1 Gy — Py = A =—¢c} | by byy — b7, |
ove &= —sgnd = — sgn(by; by, — b2,} = + 1.

Assunta la forma (impropriamente) intrinseca F, a forma fon-
damentale di un calcolo assoluto, valgono le :

ot

F, = (r @, @, d?r) = (x v, x, T 2,5 du, dug)

'S

1
VAT

(I Xy Xy Exr_g du,. 5271,3)

J

dFy = 2 X a,y duy %, — — 2
©) Vid]

@z = Lz, 8, + 3L, du, u, + 52, du, du, du,

Fy=

(= 2y 20 L 2yq duy dug du ;)

1
V4|
Confrontando il precedente valore di dF, con quello ottenuto
derivando, si trova anche Ia :

1
(9o Fs= 717_'_— (®, 2y du + 21, dv | oy du + 7y dv, d2)

Altre espressioni notevoli per F,, F, troviamo in B).
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B) Nuovo metodo per definire le F,, F,.

Diciamo positivo quel verso nel fascio delle rette tangenti
uscenti da un punto x che corrisponde al verso di p.: A crescente
nel fascio che da z proietta la punteggiata Az, + px,. Esso & im-
propriamente intrinseco, perche si inverte se le «, v subiscono una

trasformazione a Iacobiano negativo.
Le coordinate £ del piano tangente soddisfano alle:

(10). Stz = Skxy = Stx, = 0, donde segue Sxf, = Sxt, =0
e sono percid date dalle:
(11) ] §=Nrxy,2,y)

dove A & un fattore di proporzionalitd, che deve essere positivo se
si vuole che il verso positivo del fascio (z, §) definito nell’Introd.
coincida col precedente. Dalle stesse (10) segue anche:
(12) T = P‘(é €u o)

Poniamo :
(13) - F2 = Sédzx == Za.,-;, du,- duk .

Sara per le (10) anche:

(13) s Fy = — Sdide = Sxdzs

e quindi:

(14) - ap = Sérg = — S& 2z = — S 2 = Saby
E sara pure

18 v au = N 2y 7y 2a) = plE &b b) s
cosicehé :

¢ 0 0 F,

, 0 —ay —ay L
Fi=dpanz B E LG @Y =Dp| o _ ° .
— lg) T B2

F, P Q@ R
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ove & inutile esplicitare L, M, P, @, B, ossia:
Fi= — \AF% | cosl che 1 = —hpd = eph|A| ove e = —sgnd
Dovendo essere A >>0, u avra il segno ¢ di — 4; e noi fac-

ciamo una convenzione intrinseca supponendo A == et = A
14|
Quindi : ~ N

1 3

as g = — sgnd
(& @y wp d22) = V[ A| Fy = ot & & d%)

Si noti poi che con queste convenzioni
(16) 4 = ayy @y — a?, = \* [(x Ty Ty T )(® Ty Ty Lypy) — (T Ty Ty xm,)z]

Poiche 32 =1:]4], sard:

g = — 8GN g(x Ly Ty Tu) (T Ty Ty Tpp) —
(16) v —(x 2y Xy x,w)zg = —sgnd
1 —_——
A= m_——'_— = (% Ty Ty Tun) (& Ty Tp Tov)— (T Ty Ty Tup)?

La forma F, coincide con la F, precedente; & impropriamente
intrinseca, invariante per collineaz. unimodulari ecc.

Data la F,, ¢ fattori di proporzionalite per le coordinate X, §
di punto e piano tangente sono determinali a meno di un contempo-
raneo cambiamento di segno,

Derivando le (18) e {13), si trova:

dF, = Std3x + Sdid*x = — SdtdPx — Sdad?t = Sdxd?§ + Szd3¢.

Studiamo i singoli termini del 2°, 3°, 4° membro. Essi con-
tengono i differenziali second:, e, data F,, sono tutti completamente
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determinati se si da ancora (C)

1

) Fy = o S(dudt — did?x),

la quale espressione dipende solo dai differenziali primi. Infatti
Sdwd® = S a; & du; Pup + STz, s du; du, du, =
= — Ya;z du; S2up + X(Sw; &) du; du, du,
insieme alla formola analoga per Sdfd?z; cosicché :

1
(17) bis Fz - E‘ ;S(.Z’,, &rs— 51 xrs) dui du'r dus .
Noi porremo :
(18) Fy = Za,y du, dug duy
non vi & possibilitd di equivoco; con @, non val la pena di in-

dicare le derivate covarianti della 4ys, che sono (§ 9 C) identica-
mente nulle. Anzi, derivando covariantemente (14), si trova:

(19) Sy = — 88, xy = — 8 2y = — S& 2,5 =
= SIE,. &st = st g'rt = STt &rs = - ngrst-

E quindi

(19) st = SETps

in modo completamente conforme all’ ultima delle (9).
Si noti che anche Fy &, come F,, impropriamente intrinseco,
perché tale & il metodo con cui, date le x, abbiamo fissate le &.

C) Le forme F2 , Fy nella geometria metrica.

Sia ¢ = 1, siano .z, y, z coordinate cartesiane ortogonali; siano
X,Y,Z i coseni dlretton della normale. La (16),, da

1

(20) A= |(EG—F? (DD" — D?)| *
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Percio :
Fy = — N&y, @, d* x) — Nzy 2, X) (Ddu? + 2D'dudv + D'do?)

Es se le X sono scelte in guisa che (x, 2, X) >0, saré:

2 |
(21) Fy=— h/ BG — F o | (Ddu? + 2D'dudv + D'd?) =

Ddu? 4 2D'dudv + D"dv®
- 1
VK]

Siano &=vX, y=vY, { =vZ, t le coordinate del piano
tangente. B
F, = 8tz = vSXd*x = W(Ddu? + 2D'dudv + D'dv®).

Percio
.1
(22) Ve=—
VK]
1 1
{28) Fy = 5 dS(dxdf) — Sdéd*x = — 5 vd(SXd*x) —

— —;—dv SXd2x — vSdXd?x.

Ora le equaz. fondamentali della geometria metrica danno .
SXd*x = -+ ED,; du, dug (Dyy =D ; Dy = D' 5 Dyy = D")
dSXd%x == XDy du, dug du; + 2ED, s du, 8%u; ;

SdXd2x = — XD, du, 2%u, .
. Trattandosi di questioni metriche, i differenziali controvarianti
8%y e le derivate D,y covarianti sono state calcolate secondo 1’ ele-

mento lineare di Gauss; cosicch®, per le equazioni di Codazzi, le
D,y formano un sistema simmetrico. Quindi
1

3
(4) Fy= (EDpst duy dus duy — T XD, du, dus dlog|K|)

2/ K|
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Che Fy sia apolare ad F, si dimostra p. es. osservando che:

! DD’ — D2
dlogK = dlog “EG_—_F2 — (D111 Dyy — 2Dy Dy, + Dy Dygp)u

~+ (Duig Dyy — 2Dyg9 D1y + Dyy Dyyp)v

oppure, pin semplicemente, usando coordinate w, v asintotiche.

Allora D =D" =0 ed Fy si riduce, 2 meno di un fattore, ad
11 2
{ 9 }du8 +{ 21 }dv", ove i simboli { } sono i simboli di Chri-
stoffel calcolati per 1’ elemento lineare.
La forma XD,y du, du, du; definisce, uguagliata a zero, le di-
rezioni comuni alla superficie e ad una delle quadriche osculatriei.
Tale forma vale

1 ds’
2d —_o
i (o) =2 7,
1 1 1
R, R, T,
la torsione geodetica.

ove

sono la curvatura normale e geodetica, e

D) Una osservazione.

La Fg =0 definisce le linee di Darboux ; se addottiamo la
(17) ‘come definizione di Fj, il fattore di proporzionaliti delle &
deve essere scelto non in modo arbitrario, ma col metodo precisato
in B). Se scegliamo invece tale fattore in modo arbitrario, la

»;_ S(dxd® — didPa)

varia nel sistema lineare 6Fj - (hdu -+ kdv)F,; ciod & una delle
forme ®, definite in 4 e definisce la terna di direzioni comuni
alla superficie e ad una quadrica osculatrice. Percit il fissare, come
in B, il fattore di proporzionalitd delle & equivale a scegliere, tra
le quadriche osculatrici, una quadrica di Darboux.
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§ 13. — Prime applicazioni.

~

4) Superficie correlative.

Le (13), (13) s © (17) del § 12 dimostrano che non solo le
collineazioni, ma anche le correlazioni conservano le asintotiche e le
linee di Darboux. _ :

Se 0, O sono punti consecutivi di una linea di Darboux, su
una superficie correlativa ad O, O corrispondono due piani tan-
genti @, n' consecutivi, i cui punti di contatto sono consecutivi su
una linea di Darboux, e che quindi si tagliano nella direzione a
questa coniugata : ciod (§ 11 B) su una linea di Segre. Sia § corre-
lativa ad &; allora le coordinate & di un suo piano tangente si
possono supporre coincidere con le coordinate x del punto omologo
di 8, cosicchd, per i risultati del § 12 B, le coordinate z’ del punto
generico di S, varranno ¢§. Quindi le forme di S’ saranno:

) ‘ F,=¢F, F,=—:¢F,

e le due superficie avranno elementi lineari proiettivi uguali e di
segno opposto.

Osserv. Per le nostre convenzioni il verso positivo nel fascio
tangente in « ad 8 corrisponde al verso di p: A crescente sulla
punteggiata Az, + ur,, ciod & il verso positivo nel fascio (2, §)
perchs §:(z x, 2,) > 0. .

Poiché »:(§ €4 &y) har il segno di ¢, tale verso & il verso po-
sitivo del fascio che ha per sostegno la retta (€,¢&,), o il verso
opposto secondo che & >0 oppure ¢ <~ 0, ossia secondo che le asin-
totiche sono reali o complesse. E cid & intuitivo. La retta da z ad
Z + dz & coniugata della retta intersezione dei piani £, § -+ df,
© percid con questa separa armonicamente le asintotiche; le due
rette ruotano pertanto nello stesso verso soltanto se le asintotiche
sono complesse, ossia se &< 0, ciod appunto quando sono concordi
i versi della punteggiata (v, z,), del fascio (x, &) e del fascio di
piani (€u, €,). Ecco il significato geometrico della ¢!
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B) Significato geometrico del fattore di proporzionalita delle E.

Le superficie S, § siano due superficie che si toccano lungo
una linea L, che assumiamo su entrambe a linea » = 0 : la dire-
zione coniugata alla direzione di L in un punto qualsiasi di L
sard la stessa su 8, §'; supponiamo che le linee u = cost. siano
su §, 8 tangenti per v =0 a tali direzioni coniugate. Potremo
dunque supporre che per v = 0 sia:

. . , .
=2, Ty = Tyy Tyy = Tyuu, va:xv
(¢ = fattore di proporzionalita).

Anzi, mutando su una delle §, 8" il parametro v in un altro
che si annulli per » = 0 e che altrove abbia lo stesso segno di v,
potremo rendere £ = =+ 1, senza cosi mutare la faccia scelta come
positiva su S ed S'. Sara allora per v = 0

¢ =)TA: A" ¢ a,, =V A4: A4 fuy, Gy =y =0

fA44 = gy gg i 0'yy @gy , donde @y = (A1 A)V A A ay,
ossia Sy, = (A': A)Y |4 : A ]ES¢,,,

ossia St -6}’724’7 ¥y — %’V"}F’T‘fexw =0

cioe

Zpy— (A" A) (|4 1 4 )2y, , COSI COME Ty — Xy = 0, Ty, Tup

sono per v = 0 combinazioni lineari di =, 2y, @, .
Confrontando con (3) e (4) del § 3, B, si trova che il contatto
delle due superficie ¢ del secondo ordine soltanto se
(A A)((A:A])=6 =1, ciod se A =4
e quindi: g =16 (con 6=+1)
Dunque : Se due superficie S, S a punti contemporaneamente

ellittici o iperbolici (cosi che 4, A hanno lo stesso segno) si toc-
cano lungo una linea L mon asintotica, il contatto é del second’ or-

{§ 13, B] 1 FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 5

dine soltanto se (tutt’al pii a meno del segno) kanno comuni su L
le coordinate di punto e di piano tangenie (normate secondo le con-
venzioni del § 12 B).

Nel caso generale le direzioni asintotiche delle due superficie
in un punto di L sono date da

Ay, dul -+ Ay dv® =0 e a';;du® + ay, dv =0,
di cui la seconda vale:

gy Qu? + age (A"t A) (1A' A)dv? =0,

ossia

ha. . du? 2 A' /A 4]
nhia, du? 4- ayodv? = 0, ove n=sgn—r, =Jj4:4|
mentre & : £: &= 6h.

Percid : Se due superficie si toccano lungo wna linea L non
asinfotica, e se poniamo v = 1 quando esse somo entrambe ad asin-
totiche reali o complesse, ed uguale a — 1 quando una é ad asinto-
tiche reali, Ualtra ad asintotiche complesse, allora il birapporto delle
quattro direzioni asinlotiche contate in un certo ordine wvale

11— {2 )2
( T4 yqh )’
A 3
ove h & i?’
nate di piano tangente per S, S' in un punto x = x' di L.

In altre parole la tangente dv? = 0 alla L contala due wolte,
la tangente coniugata du =0 pure contata due wolte, e le due coppie
di tangenti asintotiche du?®:dv? = — ay,:a;; e du?:dv®=
= — ay : Mh*a,; appariengono a una stessa involuzione e formano
1l birapporio nh*.

Se la linea L & di Darboux per S, sard (per v = 0) S&, y, =
= S&yy %, per la (17) del § 12 B; quindi sard:

cioé &, a meno del segno, il rapporto delle coordi-

(2) GS(Eu xvuu — éluu x’u ) =

=8 (h’&u -+ Ehu)xuu — Xy (héuu 4 2k & + Ehyu)| =
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L = hSEu T — 2y b)) + 3hy ayy,

che ¢ nullo soltanto se A, = 0. Dunque:

Se due superficie si toccano in una linea L non asintotica, che
¢ linea dv Darboux di una, essa ¢ anche linea di Darbouz per Ualtra
soltanto se i precedenti birapporti sono costanti lungo L (*). In par-
ticolare, se mei punti di L le due superficiec hanno comune una, e
quindi entrambe le direzioni asintotiche, se. L é linea di Darboux
per una, essa € linea di Darboux anche per Ualtra. N

Dimostreremo ben presto che le linee F3 = 0 di una super-
ficie rigata non sviluppabile si riducono alle generatrici ed a una
linea che incontra ogni generatrice generalmente in due punti:
linea che diremo la linea flecnodale della rigata (la quale dunque,
insieme alle generatrici, esanrisce le linee di Darboux della rigata
stessa). Avremo dunque dal teor. precedente :

Le linee di Darboux L di una superficie S che non sono anche
asintotiche sono caratierizzate da cid che le rigate formate dalle tan-
genti tirate nei punti di L ad uno dei sistemi di asintotiche di S
hanno L come linea flecnodale ; se cid avviecne per le asinfotiche di
un sistema, altrettanto avviene per U aliro. ‘

La (2), scritta nell’ipotesi che due superficie si tocchino lungo
la linea v = 0, diventa nell’ipotesi che la linea di contatto sia
qualunque :

() Fs= +MFt+ R

> {lungo la linea di contatto).

Supposta & rigata e quindi formata da rette tangenti ad S
nei punti di L, questa linea L sara flecnodale per S se

{(*) A pag. 35 della Mem. (Courbes tracées sur une surface dans I'espace
affine). (Publications de la Faculté des Sciences de I’ Université Masaryk,
Brno, 1923, n. 28) ‘Cech ha dimostrato che :

Se due superficie S ed S hanno contatio del secondo ordine almeno lungo
una curva C, che é curva dv Segre per S, condizione necessaria e sufficiente
affinché C sia curva di Segre anche per S’ é che il contatto sia del terzo or-
dine almeno.
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Quindi :

Le tangenti ad una superficie S uscenti dai punt: di una linea
L non asiniotica si possono distribuire in ool rigate, per cwi Lé
flecnodale. Consideriamo in ogni punto di L la tangente ad L contata
due wolte, la tangente coniugata pure contata due volte, la coppia delle
asintotiche di S e la coppia delle asinlotiche di una di queste rigate,
che tutte appartengono ad una stessa involuzione. Il birapporto o di

F
queste quattro coppie ¢ determinato dalla dlogy = — 5 F: . Ecco

il significato geometrico trovato da Cech per U elemento lineare pro-
zettivo !

Osserv. 1.* Le considerazioni precedenti non si applicano al
caso che la L, assunta a linea » = 0, sia asintotica. Se le » = cost.
sono anch’esse asintotiche su entrambe le superficie, si potra sup-
porre lungo L che ¢ = @', &, = &'y, & = &2, + o, cOD =11,
ecc. ecc. -

Osserv. 2.* Alira interpretazioﬁe di Fy: F, si ha (Bompiani)
studiando Y invariante J di una direzione generica e della terna
di direzioni Fy = 0 (di Darboux) o della terna coniugata (di Segre).
Per le forme normali g, e ¢, (§ 14 D) si hanno (Bompiani) pure
notevoli interpretazioni quando si studii il differenziale di J cor-
rispondente a spostamenti lungo una curva della nostra superficie,
il cui piano osculatore passi per l'asse (cfr. seg. Cap.) .

Le curve per cui J = cost. sono geodetiche per una metrica
di Gauss definita da un elemento lineare proporzionale ad ¥, sol-
tanto se la superficie & isotermo-asintotica (8 = 1) ecc. (Bompiani).

Pit avanti troveremo altre interpretazioni geometriche dovute
allo stesso Bompiani ed a Wilezynski.
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§ 14. — Le equazioni differenziali fondamentali

e la terza forma differenziale.

A) Formeole fondamentali.

I due piani §,, & si tagliano in una retta uscente da z, e
contenente il punto

1

(l) X = _S—AZI: ";—'ZArs Trs
perch¢

1 . 1
(2) SéiX———?ZArsSCixrsz__‘)"):AnarsiZO
per le relazioni di apolarita. Invece &
o I B 1
(‘3) SEX = —Z_LA'S Stx,, = 5 LA ar =1,

cosicche il punto X & distinto dal punto z, ed insieme ad z indi-
vidua la retta (§, §-). Derivando (3) e ricordando (2) si trae:

Dualmente, posto
-1 1.
(5) E= b= gty
si ha:
(6) SzE=1, Sz;E=0, 8a&; =0.

La (3) dimostra che i punti #, x,, «,, X sono linearmente

indipendenti ; e percid quattro quantitd qualunque, p. es. s (ed
Yrs 5 %y Lrs) 81 pOssono esprimere come loro combinazione lineare;

potremo cioé scrivere :

Tys = Mty + 02, + vX + px  (con le analoghe per y, z, ?),
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~ donde:

Qs = SExps = v — @y = S Lyg = — Ay — patgn
che permettono di determinare X, . Si ha cosi in conclusione:

¢y Lyps == zarsp qu %y + s X + Prs.
r,q

In modo simile si provano le:
(II) &rs = - Zarsp qu gq + Qrg = + Trs é‘

In quanto alle p., @, possiamo soltanto affermare:
Come le forme F, , ¥y, cosi anche le forme

P = Zpy du, du,, II = ¥z, du, du,
non mutano né per collineazioni unimodulari, né per cambiamento di
parametri u, v a lacobiano positivo. Anche esse somo apolari alla

F,. Infatti da (1) e (I) si deduce, per le relazioni di apolarita tra
Fy ed Fy:

2X = Ay %y = s |0y Apyty -+ Grs X - ppo xJ =
= 2X + xZ Ay Prs
donde segue appunto XA, p,s = 0. Le direzioni per cui P =0 e
le direzioni per cui II = 0 formano pertanto due coppie di direzioni
coniugate.

B) La forma P —1II.

Poniamo :

{7 Q = SX&,
riservandoci di calcolarlo altrove. Dalle (I) e (II) si deduce :

(8) Sihk Xy = S&hk (Ea,sp Am .’ltq —!— Ay X —l— Prs 1:) =
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zpzqa"Pqu kg —+ Prs Bhk - s SX(— Ea;.b,,Am&q —+ an B k)

— 3 .
= 2 Grop Apg Uyt - Prs Whe -+ Gys Tha 4 Qs @p 2
r,q !

donde :

©) Sk Zrs — &rs 7t ) = am (Prs — 1!,-8)>+ Qps (Tpp — phk)'

Ora, derivando covariantemente le a3y = — 8§,
= — 8§, x},, si deduce:

T11y Qg0 =

(10) — @y113 = 86y 230 + Stra a1 — yaar = Sy gy -+ 583y 21
Ora &: 88y 2110 = 8¢ 24,

Infatti per le (28) del § 9 (E):

B8 (2119 — 719y) = 26,12, pl)dy, 2, =
= — 212, pl)ay, Ay = — (12, 11) = 0.

E percid, sottraendo le (10) si avra per 9)

(11) G121~ e = S xy; — 887 =
= @13(T12 — Pra) — @yo(Ty; — Pyi) s

insieme all’analoga
(11) bis  Gongy — Gypp; = agy(myy — P12) — @13(Tyy — Pyp)
e alla relazione di coniugio
(1) tor gg(Ryy — P13) — 2a15(m 1y — pyp) + 11(Tzp — D) = 0.

Poiche, derivando covariantemente la relazione di coniugio
X Ay s = 0 si trova:

7,8

(12) X A4paps = 0, (per ogni sistema di valori di 4, )]
2.9
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8i avra dalle precedenti anche :
(11) quaser  B23(%13 — P11) — @33(Tap — Pao) = 2(@1109 — Baa11)-

Tutte queste equazioni bastano a determinare P — 11, quando
sieno date ¥, , F,.
Ma si pud presentare il calcolo nel modo seguente. La forma:

1 (P11 — T1)0u - (pg — Tpg)dv ey du—-ay, do
VI 4| (P12 — Tig)du + (Pgy — Tag)dv @y, du + apy dv

apolare alla F, ed alla P —II vale per le (11)

1
V4l qu(“pqn — Opgy,)dup du,

Quindi, per i risultati del § 9 F, la forma P —II, che & apolare
a quest’ultima forma ed alla F; vale:

1 (@112 = @1121)d% + (B1219 = B101 00 @1 du - aypdv

Pl = —
4 (@1212 = B1221)8% (g1 = Bgp01)0V g U - aypdv
(13) i Ci112 — @y121 Oy 0P
= 7 %12 %en % dudv

2
Oog12 — Gozgy Gpg QW

Invece delle forme P e I bastera dunque, date le Fy ¥y, dare
la forma

Q = Z(pn ‘+' Tops)dtty dus = Eqps du, dug

a4
OVO Qrs = Pys -1 Tips

C') Altre equazioni fondamerntali.

Derivando le (I), (I) si trovano delle equazioni :
(Hl) X,' = l¢ x + Zm", A?‘l Zq
2,4

Fusint e Cecr, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenxiale, L
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P,q

ove I, A, m, u sono completamente determinate dalle forme F,,
Fg, P, 1L, ossia dalle tre forme F,, Fy, Q.
Rinviando ad altro luogo lo scriverne completamente i valori,
qui osserviamo soltanto :
o) Da (III) e (IV) segue:

(15) I 4\ = 8X,E -+ SXE, = a—‘i-sxs =Q
i

B) Da (II) e da (III) si trae:
SX¢y = Qay -+ mp 3 SX, b = — Zm, A, a0 = — my.
Poiche, derivando SX§, = 0, si trae SX,§, 4+ SX¢, = 0, sard:
(16) my, = Ty - Qa,, e similmente w, = Py -+ Qap.

In conclusione:

\  Zm,du,du, = II 4 QF, ; Zp, du,du, = P 4 QF,

(17)
S0+ Mi)du, = dQ.

Notiamo una proprieta del piano E. Facciamo descrivere al punto z una linea
L di §; e per ogui sua posizione consideriamo un punto 2’ = X + rz della
retta intersezione dei piani E, e Ey, ove r & una funzione delle « , v. Quando
mai la tangente alla linea L” descritta da 2’ incontra la tangente coniugata
della tangente di L ? Cioé quando mai i punti 2” e dz’ giacciono in un piano
del fascio £ + pdE ? 11 punto &”=(rz + X) giace per le (2) sul piano d§ ; dovre-
mo dunque esprimere che anche dz’ sta in questo piano cioé che

0 = Sdz'de = S(zdr + rdz + dX)dE = — (r + QF,— 1

la quale equazione da, per ogni valore di r, due direzions corrispondents per
la linea L di S. Queste due direzioni sono coniugate soltanto se r = —@,
¢iod z’ == X — Qz. Quest’ ultimo punto insieme ai ponti z, z. , 2, determina
appunto il piano E. Ecco cosi definito geometricamente questo piano ; dualmente
si pud definire geometricamente il punto X tra i punti della retta intersezione
dei piani Eu , E». Su questa retta sono percid caratterizzati per via proiettiva
i punti 2, X e il precedente punto z"=X —Qz; ogni altro suo punto si
potra caratterizzare rediante il birapporto che forma coi precedenti.

[§14,D§15,4 B] * 1FOND. DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 83

D) 1l teorema fondamentale.

Le equazioni 1, 11, III, IV sono per la geometria proietlive
U analogo delle equazioni fondamentali 3, 4 (§ 10, B) della Geom.
metrica, ¢ permettono, date le forme ¥y, Fy, Q di risalire alla su-
perficie, che me resta determinata a meno di una collineazione. Le
loro condizioni d integrabilite, sono U analogo nel caso wtiuale delle

equaztoni di Codazzi.

§ 15. — Varii sistemi di coordinate =, .
A) Un primo sistema di coordinate.

Noi potremmo scegliere a coordinate @, y, z, ¢ di punto e
¢, m,t,7 di piano (che finora sono sempre determinate a meno
di un fattore comune) coordinate tali che A = ay,ay — a5 = 1 1.
Una tale ipotesi non & di carattere infrinseco, neanche se sulla
superficie sono prefissate le linee coordinate », v. Noi non ce ne
serviremo mai, per quanto, se u, v sono le asintotiche, tali coor-
dinate sieno quelle di cui fa uso la scuola di Wilezynski.

B) Coordinate non omogenee.

Potremmo usare o per i punti o per i piani coordinate non
omogenee, ponendo p. es. ¢ =1, oppure = 1. Questo metodo
tratta perd il piano ¢ =0, o il punto t= 0 in modo affatto par-
ticolare (con locuzione metrica, considera il piano ¢{=10 come
piano all’infinito, il punto ©=0 come origine) ed & percid da
usare soltanto se nel problema che si studia vi & un piano od un
punto in posizione affatto speciale. Se ¢ =1, dalle I si trae che
ps=0; se t=1, & invece =, = 0. Viceversa, se le p, sono
nulle, esiste una combinazione lineare delle z, y, z, ¢ a coefficienti
costanti, che & essa stessa una costante; un risultato duale vale
se m,, = 0.
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C ) Superficie rigate.

Per fare una scelta di coordinate intrinseca, di carattere proiet-
two, e dipendente soltanto dalla superficie considerata dobbiamo co-
minciare dallo scrivere i discriminanti delle F,, Fj,.

A = ay a — als;
R = 3d}, “zex + 6011 Gsgs A1y Ugp) — a;ll 590 —
(1) — 4ay, Gle — 484 a5
= 4(0y3 Aapp — afzz) (am Qg — afs) —
— (@11 Gams = @3 As)).
L’identitd XA4,,a,, = 2, insieme alle relazioni di apolarita

E-Ananizo (":1’2)

danno, risolute rispetto alle 4,, :

A = O — 2(a13 Aoz — ay) . ey 2(ay; as — 0hip)
1 — A =
@ A AT A Al
—d, = T _ %% Ol

12 A A21

ove & posto:
1 * Q1 Gy Gpmy

(3) I = 2 | G Gm G |,

an Ay Qg

almeno se I+ 0. Se ne deduce che:
4) R = A*I*(4, 4y — 4%) = I’ 4?

almeno se I+ 0, formola che, per continuita, deve valere anche
se I =0, come si pud del resto dimostrare direttamente cosi. Se
I =0, la terza riga del determinante che figura in (3) non pud
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essere combinazione lineare delle precedenti, perché dalle relazioni
di apolarita seguirebbe l’assurdo 2 = X4,a, = 0. Dunque le
prime due righe di tale determinante formano, se I = 0, una ma-
trice nulla; ed esistono quindi due costanti ¢,, ¢, tali che:

. . . — p3 . 2 . 2. L3
@yyp Qpg s Oy @ Oggg = €15 €1 Cai € Cy: Ca.

Quindi: Se I =0, la ¥F; & un cubo perfetto; percio R =0,
e la (4) vale, anche se 1= 0. Viceversa da (4) si trae che, se R = 0,
anche I = 0 ed F; é un cubo perfetto.

Le relazioni di apolarita dicono che allora il fatiore lineare,

\

di cui Fy ¢ il cubo, ¢ anche fattore di F,; wiceversa, se Fy, F,
hanno un fattore lineare comune, la Fg é proporzionale al suo cubo.

Le linee di § che annullano tale fattore lineare sono percio
asintotiche, per cui & nullo S(dxd*¢ — d&d®z), ove &, che & il piano
tangente ad S, & il piano osculatore di tale linea. Ora, prendendo
i differenziali lungo tale linea, &

Stz = Stdx = S&d®x = 0 e percid — Sdéd’x = S&d3z
Sxdt = Sdxdé = Szd? = 0 e percid Sdwd? = — Sdéd?r = S&d®x.

Per le nostre linee avviene dunque che & identicamente
S&d3x = 0, ciod che ogni piano £ ad esse osculatore & anche iper-
osculatore. Dunque le nostre linee sono piane, ed, essendo asin-
totiche di S, sono anche rette. E viceversa. Dunque:

Le superficie rigate somo carafterizzate dall’ una o dall’ altra
delle relazioni equivalenti - o) R=0; ) I=0; ) F;3 é un cubo
perfetio ; 8) By ed ¥y hanno un fattore lineare comune (che, ugua-
gliato a zero, definisce le generatrici).

Ne segue anche:

Se Ty ¢ identicamente nullo, tulte le asintotiche sono relte, ¢ la
superficie, essendo doppiamente rigata, & una quadrica.

D) Coordinate normali.

Escludiamo le rigate, di cui ci occuperemo altrove.

Osserviamo che, moltiplicando F, ed F, per uno stesso fattore
6, I invariante assoluto 1 del sistema di queste forme resta moltipli-
cato per 6. Noi dunque facciamo una ipotesi intrinseca imponendo
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al%a I di valore — 1. Chs, se fosse =="Fk>>0, basterebbe molti-
Phcare le z ele £ per J&; e, so fosse I — — k<0, basterebbe
in piu cambiare la faccia scelta come faccia positiva, di S. Con
questo metodo alle forme F,, F, sono sostituite due forme cp- ®
proporzionali completamente determinate in modo intrinseco inwr:a;zte?
e le corrispondenti coordinate x , & di punto e piano tangente som;
completa@ente determinate a meno di una collineazione unimodulare
a coefficienti costanti, e in particolare a meno di un contemporaneo

cambiamento di segno. Di piti resta intrinsecamente determinata in -

modo invariante una orientazione positiva della superficie.

Queste coordinate x , &, queste forme ®s, 93 € le corrispondents
P,.H, Q, e questa orientazione si diranno coordinate, forme, ed orien-
tazione normals. ‘

‘ Poiche, date le coordinate omogenee arbitrarie x, occorre una
rad1.0e quarta per determinare F,, F,, e la determinazione poi
de-gh fanti normali richiede ancora una radice quadrata, la deter-
minazione degli enti normali, date le 2, richiede l’estx"azione di
una radice oftava. Date le z, per passare alle coordinate normali
bisogna .cal?olax'e F,, Fy, ciod bisogna ricorrere alle derivate terze.’

Ogni sistema di coordinate omogence che sia determinato dalla
sola superficie in modo intrinseco invariante a meno di wna colli-
neaz. o coefficienti costanti, ¢ che richieda per la sua determinazione
a gfartzre da un qualsiasi sistema di coordinale omogenee  soltanto
derivazioni di ordine non superiore al terzo coincide, a meno di un
fattore mumerico inessenziale, con le coordinate normali,

. Infatti, se z sono le coordinate normali, ed 2" ¢ un altro
sistema di’coordinate che gode delle proprieta precedenti, allora il
rapporto x': x sarebbe una quantiti intrinseca invariante’ che di-
pende dall‘e derivate di coordinate omogenee generiche di ordine
non superiore al terzo. Cio che & assurdo, perche la (9) del § 11
prova che con una proiettivita (precisamente con una omolo ia)
ogni supfarﬁcie si pud nell’intorno di un suo punto generico tfas-
formare in una superficie collineare (e percid ad essa uguale dal
nostro punto di vista) definita da un’equazione

z=gy-(2® 4y J.... (ove £t =1). (")

" .
= *) Ifas.tera ne}la formola citata cambiare i punti unita degli assi coordinati
cioé moltiplicare ciascuna delle Z, Y, 2 per una opportuna costante ,

[§ 15, EF]
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Percid :
Il modo pi% semplice (che ricorre ciod a derivate di ordine

minimo) di definire un sistema di coordinate omogenee in modo in-
trinseco invariante, & quello di ricorrere alle derivate normali.

E) Rette normali.

1
In coordinate normali x il punto X = —Z—Azx e la retta

(x, X) restano determinate in modo inirinseco invariante. Dalle I,
II, confrontate con le equazioni fondamentali della geom. metrica
sorge spontanea l’idea di dare a tale retta il nome di normale
proiettiva (o di prima normale), e alla retta (¢, B) il nome di seconda

normale.
Come vedremo, I’ultimo teorema dato in D) equivale al se-

guente :
Il modo pit semplice di estendere al campo protettivo la nozione
di retta mormale in modo che le sviluppabili di queste formino un
sistema coniugato (che sara il sistema delle linee di curvatura proiet-
tive) é quello sopra definito, che quindi appare come I’ unico possibile.
Questa definizione, pubblicata per la prima volta dal Fubini,
fu ritrovata in modo affatto indipendente dal Green, che non mne
pose perd in luce il carattere di necessitd, se si vuole la definizione
pit semplice possibile. Il Green cercd semplicemente in un certo
fascio di rette una retta che descrivesse una congruenza, le cui
sviluppabili determinassero su S un sistema coniugato.

F) Metrica normale.

Usando coordinate normali, un punto «’ dello spazio in un
intorno di un pezzo di S avra per coordinate x = r - wX, ove

x & quel punto di S, da cui esce una normale passante per ', e

w & un parametro. Le w, », w si possono considerare come coor-

dinate di un punto dello spazio in un intorno di S; e, se noi

assumiamo come elemento lineare

(%) ds® = ¢y + dw?,
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avremo definito in tale intorno wna geomelria metrica delerminatn
dalla superficie S in modo snirinseco invariante. In questa geom.
metrica la nostra normale proiettiva incontra proprio ortogonalmente
la superficie S; tutti gli invarianti metrici, curvatura geodetica,
torsione ecc., diventano altrettanti invarianti proiettivi della S e
degli enti connessi a tale superficie. In particolare sulla S resta
definita una geometria metrica (ds*> = o,), per cui le asintotiche
sono le linee di lunghezza nulla, e di cui daremo pitt avanti un’in-
terpretazione geometrica. Cost le espressioni

(6) VAT (dudty — dvatu): 3,

°

(1) d { ViA (dus®v — dvseu) g D 98 = VIA] (duddy — dvadu) : 42

sono per una linea di S degli invariants proieitivi : la prima (cur-
vatura geodetica nella nostra wmetrica) si potrebbe chiamare la cur-
vatura asiniotica.

Si possono anche estendere le nozioni di torsione, e di forsione
geodetica.

Cosi U’ espressione

1
T

t4

=(x,dx, d*x, d3): ¢},

calcolata in coordinate normali, ¢ un invariante nullo soltanto per
le sezioni piane, che percio si pud chiamare torsione proiettiva,
Tenendo conto delle equazioni fondamentali (1) e (II), questa
espressione si pud calcolare facilmente; rinviandone Pesame al §
seguente, osserviamo soltanto che, se 8%, — 8%, — 0, allora essa

. 1 P s . . .
si riduce a - = —(P:—, dove Py ¢ una forma differenziale di sesto

g9
grado ¢ del primo ordine. La torsione proiettiva di una linea a curva-

tura asintotica nulla si riduce percid precisamente ad 73 € poichd
14

L ha uguali valori per due linee tra loro tangenti, esso, calco-

T,

lato per una linea qualsiasi L di S in un punto A, vale la torsione
protettiva di quells linea langente in A ad L che ha la curvatura

9
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. | . . Os-
asintotica nulla. Percid alle linee di curvatura asintotica nulla p

' vetti jone — quello
siamo dare il nome di geodetiche proiettive, e alla frazion T, q

di torsione geodetica proiettiva. N N
Ritroveremo pili avanti queste quantita da un altro punto

vista.
§ 16. — Il caso di linee coordinate asintotiche.
A) Le forme F, , Fy, P,1I, Q.
Se le u, v sono asintotiche, supposte reali, &:

| 0=a,; =8y = (T 2, &y T == (T Ty Ty Tpo) =

| =& )= E&E &)
(-’1c Xy Xy xuv) = (g &u &1/ %uv) = (’)a¥2 , ove

(1) 0= Sgn(x Xy Ly Ly 1/) = Sgn(i £ éu Eu 1/) == 8gndyy
s — sgnd — sgnaf, — 1
1 Suv
1 Xy - 1 _

X:———Azx_ al: y == B AZE e

Porremo sovente :

(2) ‘aml:ee G=0ay .
Essendo Fy apolare ad F,, sard:
3) , = 2a, dudv = 2adudv ;
F, = ayp(Bdu® + 1dv°) = a(fdu® - 1dv®).
Se a,, = By, le coordinate sono mormali (e la superficie non &
12— PT»
rigata).
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Se f=1v=0, allor

=" a Fs3—=0, ¢ la .y

se B=0, le v = ) superficie ¢ una quadricn ; S

Questi te:) - cost. sono rette ; se y==0, le u = cost. sono rette’ Proveremo che in tale punio la reta tangenie all’ asintotica

veranno confel’ consegllllenm dei precedenti risultati generali rice-. u— cost. ha un contatlo quadripunto con lo superficie. Tcoremi
rma anche dalle se i L. 4 naloghi ; ; ; : —

guenti deduzioni. Le equazioni ’ %;Zr v:rl’;(\)'::lope:sslug;:z&s: di@i/“:fin: caolézdiﬁn;t:aolc y, z quelle

- bl >

fondamentali (I! .
e i : -
(I} e (I), e i risultati relativi a P — 11 danno ora: determinate dai 1 1
eterminate dai seguenti valori iniziali:

n - —
T P, a3 =12, pye )
ossia : . . x=—0, x,,::l,xv:(),x”::O
Im) Tuy==0
5 uw =— U, x, = faed faend frond
+ Bz, +-py, @ Tyy =12y + O, 2, 4 pyo Y=Y = Yuv =0, ¥v 1
z:zu:z,,::o,z,n,:l.

insieme alle :

II =
) 511——“‘@£2+”:1£ 522=“T&1+“22£

ossia :

II bis, uu — Yu ou v 11 v Y <4
) E a E pb I T & g‘ k2 ‘su 61/ E 1':2 &
2

Sviluppando con la formola di Taylor, troviamo per le {1) vie»
serivendo i soli termini che ¢i interessano, indicando con u = v =10
ecc. 1 valori di 6., B, 7 ecc

il punto considerato, e con 6., By 7>
in questo punto

@) p=m,=0 . _
12 T T’u—*ﬁv—l-ﬁ@y Tos — Pog ='{.‘—i—76u x__u_‘_ ——1-—'(0 u2+'(v2) + i_(.{ +76 )’1)3—1—-
pra 5 1 5 » » eee

Posto poi :
(5) 4y =
1=7P n — 1 ;
- \ ntEn =0  guy=yp, 4, y=v+ 5 @u 400"+ .
8: “
O] '
( 1 1 z=—wv + L (Bu + 36, u? + 38, wv? 4 (03 -
‘. “2‘911:7)11—}——2—(;3,,_;_pey):xu_i(ﬁ : 6
(6) . 92 4 + ﬁeﬂ) .
_l.q — 1 1 —{—Tz—({g—l—*(ﬁv)v‘—%—....
5 90 = Pt 5 (o 100) =y — - (1 418,
Le - ciod (scrivendo dei termini di grado superiore al terzo soltanto
¢ s Gaa om0 auto~duali. quello in y*): .
. : 1 s 5 1 .
B) Flecnodi. ® z=w—3 @x® + 19°) 7 (278, — 72)Y* + oo
Nei punti soddisf ;
Ty, Ty, SONO conin;z;cel.mé alla y = 0 la (I),, dimostra che = Si riconosce appunto che, sollanto ove ¥ = 0, ln tangente asin-
totiche u = cost. hanno ;10 f lChe ner punti per cui y—20 le aemj totica 7 — x = 0 ha un contatto almeno quadripunto con la superficie.
'"' : n flesso, ‘ . - . s o .
) : Se & identicamente ¥ =0, le asintotiche u = cost. hanno 1n
ogni punto un flesso, e quindi sono rette come gia sapevamo. La
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superficie risulta rigata, ¢ le sue lines di Darboux si riducono alle
generatrici u = cost., o alle linee soddisfacenti alle g=0.
Ora per una superficie non rigata i punti, in cuni =10 op-

pure 7=0 diconsi flecnodi; per una superficie rigata, in cui sia’

identicamente p. es. 3 = 0, diconsi flecnodi i punti che annullano v.
Ivi la tangente all’ asintotica” curva ha un contatto quadripunto con
la superficie, cioé incontra quatitro generatrici infinitamente vicine.
Poiché quattro’ rette hanno generalmente due direttrici, segue che
Su ogni gemeratrice v == cost. vi sono generalmente due flecnods, ossia
che con opportuna scelta del parametro «, la ¥ € un polinomio di
secondo grado in u; cid che, come vedremo, si deduce facilmente
anche dalle condizioni d’ integrabilita delle (M) we- It luogo dei floc-
nodi dicesi linea flecnodale. Su una rigata le linee di Darbouz si
riducono alle generatrici e alla linea flecnodale.

Dallo sviluppo (8) si trae un’altra conseguenza : La tangente
asinlotica z==x=0 ha wun contatto pe?itapunto con la superficie
nel punti ove y =1, = 0, cioé nei punts ove la linea flecnodale 1 = 0
0 ha un punto doppio oppure é tangente a una asintotica u — cost.

Nel caso delle rigate questo e il precedente teorema si pos-
sono dimostrare anche in un altro modo; cercando cioé quando la
retta (z, x,), che ¢ tangente all’asintotica % = cost., incontra

. - . 1
una generatrice, cio¢ una retta (m + x, dv-}- 5 Ty @V% 4 ...,

Zy 4+ ypdv %— Ly d0* - )

/

L’ equazione in dv che si trova ammette do — 0 come radice
quadrupla se v =10, come radice quintupla se 1=+, = 0.

C) Osservazioni varie.

E facile calcolare

93
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0=0a, = Stx,, = Sk 2w = Sxbuw
0 == gy = S8y 0 = St, x, = Sy
b — 8¢ =_SEumu:—SE1/xu=S2:&uw
ap="1¢ = Stz
== S& x :——S&u xuu:'gquuu
Ay = Py, = — % Tu
= Sz, Evw
Qgo9 = (A1 — — S& %y v x .
— — 8§, 24, =
E (10) alm-:_()::qu £.p == Sk Tuv = 1 a
@12
= — 88 Tuu— 3;;2 —:—va&uu“l" u
aul:():Sx, Ey=SE Tuv= .
oa 12
— — SE, Tpy — —8%2—:‘890“&,,,-{— =
Quindi:
1 B _
1 o Lo, _
Q= 5, STt G P Thu
‘1__— Sx "i (ev&r - Téu + 7:22&) -
=T, T du
1
= aw: BT)
— 1° [euc Sx-u&v — stu Euu] —_ s ( _Jl_
Ay
ciod & 1
g g et = (6, + B =
(9) bis Q—=8XE=S o -

1 8%loga _B._{_
T4 | Oudv | Op

in coordinate asintoti-

. Qe .

La le pertanto il rapporto (1 O atura di

@ v prw'r'male ¢, alla F, diminuito della oury dinate

che) della forma permette di calcolare @ im coor

F.: cosi enuncialo, il teor.
u, v qualsiast.

Zyy 5,4 v
PR
Gy

(9) Q=8X=Z—4¢8

Osserviamo innanzi tatto le identits :
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Le linee di Darboux hanno per equazione Bdu® + ydvd =0,
quelle di Segre Bdu?® — ydv® = 0, Chiamiamo isotermo-asintotiche
le saperficie per cui

0*logB: v
1 =
(1) Judvy 0.

Per esse si potranno scegliere i parametri delle « , ¥ in guisa
che B ==1+.

D) Condizioni di integrabilita.

Diamo una prima forma delle condizioni d’integrabilita, che
studieremo pid tardi in modo pit completo. Esprimendo che i va-
lori di =,,. tratti da {I) derivando coincidono, si trovano le con-
dizioni .

Tue T 25+ am (18.) 0.6, = By, 4 28,7 + 6,

0 8
Bcv+2 5;1 +W(Ber>+6u6cﬂ=73u+237u+ewu)
12y ¢
1 Bip_ﬂ..;.p_al’ﬁ:g 3+a_2p£__
“ ou £ T <Pgg Py 82

Opy, 62

Py 20 - Pos
“9»*"51}— + v T 2Puty + “uE

che si possono presentare in forma pia semplice. Ad una trasfor-
mazione moltiplicativa di coordinate z — px’ corrispondono le § = B,
T=1, a3, = p?a’y;. Ponendo in (D z=p2' con p? = a,,: as,,
si trova facilmente che :

1 , 1 . .
By, — 50— B0 — 2py, =0, — 5 00—po.— 2p,

e I'analoga in p,,. Sottraendo dunque B, dai due membri, si trova
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che: le guantita
1
L= 6 — 56— B0, — B, — 2pyy = Buu— - 62

1
+ B0, + B, — 25 = B — 5 8L —qu

(13) -
M= 6”.-‘_(1;"63_76“ - ‘{u—2p22 == 6*”'__2_-6"+

. 1.,
+ 40, + fu— 27722 =6, — oz 6. — ga

il

non mulano neanche per una trasformazione r = px’, cio® non mu-
tano per una qualsiasi collineazione. E le 12) si riducono alle:

(14) L= — (2@ +B.), M,=—2B, + B1);
(15) BM, + 2MB, + Bee = 1Ly + 2070, + Yuuu-
Iufatti le (14) equivalgono le prime due delle (12); I’ultima

op 0Py . s . i tratti
di queste, quando alle a;’ » 5% si sostituiscono i valori tr

dalle altre due, diventa:
23 P8 | apn B 18,0, — 2.0, — PB.. +
ov
’+‘ B.fur — Tu 6:\: + eu BT:‘ + 20« .‘Bv =

a — —
= 27 _% + 4pll Tu— Tuws — peuerv 27!4 euu Teuuu +

+ Tpur - pv 6:“) + er“ﬁu '+' 261 pTu

C o in virta di (13).
a cui si riduce anche la (15) in virta di {( ‘

In coordinate non omogenee (¢ = 1) I’ ultima delle (12) é. una
identitd, perchd py; = p,, = 0. Non lo & invece la (15) che si pud
in tal caso considerare come la condizione d’integrabilita delle (13)

pensate come equazioni nella 6.
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La forma Ldu® + Mdv? ¢ invariante per collineazioni (e reci-
procitd), ma non € intrinseca, come si riconosce studiando su 6
Peffetto di un cambiamento dei parametri delle asintotiche nel-
Iipotesi semplificatrice che ¢t =1 e quindi p;; = Pos = 0. Ma &
facile riconoscere pure che, posto

8
(18) =4 ¢® = By oppure —;—— oppure JB oppure JB%,...
1 s
(17) +e¥ = 8y oppure 5 oppure ¥* oppure VB72,.

1
(se p- es. B =0, ponendo ¢ = —log|y|, ¢ = —gloghl)
allora la forma:
18) (B g+ 5 gL (M — o+ )i,

& inirinseca, pure essendo ancora invariante per collineazioni a mo-
dulo qualsiasi; essa si pud percid talvolta con vantaggio sostituire
alla P (o I, oppure @), che & invariante solo per collineazioni
unimodulari.
Da tutto questo si possono anche dedurre le condizioni d’ in-
tegrabilita in comdinate u, v qualsiasi, che furono date in formu
- concisa per la prima volta dal Fubini nelle sue Note : Fondamenti
della geometria proiettivo-differenziale di una superficie. (Rend. della
R. Accad. dei Lincei vol. 27,, 1918). Non le scriveremo qui, per-
ch® piu tardi le daremo sotto un’altra forma, dovuta al Cech,

E) Caleolo di (zdz d*z d%). 11 cono di Segre.

Supporremo le- x coordinate omogenee qualsiasi. E, se u = uy
e v = u, sono asintotiche :

d*x = Bz, 8%, + (P, + py, 2)du® + 2z, dudv + (1%, - Pgp ¥)dr®
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&z = Sz,5%, + 3 {(ﬁx,, + pyy)dud?u + x,(dud% + dvd%u) +

+ (12, + Pped% | +
+ 251 dud 4 (Ty3p + 2249))dudv 4 (211 + 2%y0)dudn® 4 2pe,de?
Ora

ox.
L1 = —a—:;' - 29,‘1711 = P1r%u + (t?'u - 236,,)271 + pxtlv + L

Tygp + 2Typy = 3 ‘9;;1 + 26, 7, = (3By + 26,.)2, & 3z, & ...
o analoghe dove sono trascurati i termini in z, e dove, si ricordi
8.+ pPn + 80, = m,.
Quindi, posto
A = Bu + 3dvd% + pyydud + (87 -+ 26,.)dudy
~+ 3myy dude® 4 (7, — 276,)dv3,

B = 8% 4 38dus% 4 pydv® + (357 + 26, )dude®
+ 37:11 dvdu? + (31& - 236u)du3 I

C = 3(dud® -+ dvd®u) + Bdu® + ydv?

sard :
du - dv 0
%__(f:_d:_xi‘% == | ¢% + ydv®? 8% 4 Bdu?  2dudv
A B (o

" (dud® — dvddu) 4- 3(Bdud%u — ydv23v) 4
= — 2dudv -+ (Bu _ 236u)d"} - (Y' - 2785)(1”4
+ (37 — Pr)dvdu® 4 (Pyy — By, )dude®

+ [3(dus®v 4 dvd?u) 4 Bdud 4 *{dv"] [dub‘% ~ dvd?u + Bdu® — dvd).

Fumint o Cecn, Lexioni di Geomatria proiettivo-differensiale. -7
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Se Fy ¢ il covariante cubico a(Bdu® — ydv®) di Fy 0 G 8 la
espressione intrinseca a(dud?v — dvd%u), avremo:

G = a{dud® — dvd%u)  dG = a(dudd — dvd%)
(cioé la curvatura geodetica rispetto all’elemento Fy & G:}F, 3) .

dF, = 2a(dus® - dviu)

dFy = 3a(BduS2u~1di2S%) + 8415 QU -+ @1y 1,0Udv—Ge99) dudvd-age,odet
— 3a(Bdu?ets — 7dv?d%) + [_‘9_;?5-) — 3e,ap]dw +

d(aB) 3 d(av) 3 d(ay) o | Aort
+——a—';—dudv—-~—§z—‘——dudv —— ———av '—"36,.(1‘ dvt.

Essendo (= z, %, 2,.) = a2, ne deduciamo:

(z dz d*x d3z) = — F, [dG 4+ dF; + Fy(my, du® — w0y dv’)]

(19 ,
+ (3-8, + 1) (0 75)

Si noti che m;;du? — my,de® si scrive subito anche in coordi-
nate curvilinee qualsiasi; essa & la forma quadratica apolare ad
F, e alla forma Zr,du,.du,, covariante al loro sistema.

Cosicché la (19) permetie di calcolare (x dx d2x d%x) in coordi-
nate qualsiasi. Uguagliando a zero, si trova ’equazione delle se-
zioni piane. Ne segue facilmente (cfr. la Nota di F. citata pid
avanti) che 'equazione delle sezioni piane £ determinata dalle nostre
forme e viceversa; cosicch® due superficie poste in una corrispon-
denza biunivoca, che conservi le sezioni piane, sono collineari (cid
che & evidente per superficie algebriche e che per superficie qual-
siasi"si pud dimostrare direttamente (cfr. la Nota del Fubini negli
Atti della R. Accad. delle Scienze di Torino 1914 vol. 49 pag. 786).

Cambiando di segno B, v si trova 1'equazione delle curve di
contatto della nostra superficie con un cono (§ d d% d%) = 0.

R
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L’equazione :
(20) (x dx d2x d3x) = (€ dE d?Ed3%) (*)

non contiene i differenziali terzi e si riduce alla:
, {
(20) , —Fy |2dFy + F, )(“n — P1)du? — (Tgy — Pap)dt® i ] +

+ 2GF; 4 3F3'dF, = 0
che dev’essere indipendente da a, perche, moltiplicando le z e
quindi anche le £ per uno stesso fattore, la (20) resta equivalente
a sd stessa. Sviluppando la formola precedente si trova infatti che
(20) si pud scrivere quando si consideri » come funzione della v
) T, du . du
(e si ponga w' = ——, u =W>:

’3
0w 2 BETw — (Tr — o) 4 o B — ) = 0.

Le curve C definite da questa equazione hanno un importante si-
gnificato geometrico. Sia = un piano osculatore in z ad una di
queste curve C, contenente percid anche 2 altri punti consecutivi
ad z sulla curva €. Consideriamo un guarto punto consecutivo
preso non su C, ma sull’intersezione della superficie con =. Il primo
membro di (20), e quindi per la (20) . anche il secondo membro
sard nullo. Percio i piani tangenti alla superficie in questi quattro
punti concorreranno in un’unico punto. Al § 24 del Cap. III* tro-
veremo che (20),. definisce le pangeodetiche. Abbiamo dungue :

In un punto O di una superficie il piano osculalore = di
una qualsiasi pangeodetica uscente da O gode della proprieta che 4
4 piani tangenti in O ed in 3 punti consecutivi dell’ intersezione di
n con la nostra superficie passano per un medesimo punto.

Al § 24 del Cap. III° studieremo il cono inviluppato da que-

(*) Per superficie ad asintotiche non reali, alla (20) si dovrebbe sostituire
I’ equazione ottenuta, moltiplicando per & uno solo dei due membii.
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sti piani: cono che per la prima volta & stato considerato dal
Segre. La equazione (20) & dovuta al Cech; essa & molto notevole,
perch® permette di fare i calcoli in coordinate u,? qualsiasi, Si
veda anche !’ultimo teorema del § 22. Il Fubini trovd per la prima
volta le forme F, studiando appunto I’ espressione (2 ,dx , d*x , dx).

F) Confronto con le formole della Geom. metrica.

Supposto ¢ = 1, siano z, ¥, 2 coordinate cartesiane ortogonali,

Sara :

22
xt‘ b xl'!‘ = z 1 xu +

22
.

(19) xw=;1llzx“+§121

ove zz}: 2 sono calcolati per I’elemento lineare di Gauss. Confron-

tate con le precedenti, si deduce:
11 22 11 22
(20) 6u=‘1z7 6'::12%’ p—‘;zgv 7‘§1§
, . .. .11 22
Neseguechezmstnﬁ,-(nonsonoche 1 simboli g 9 2, g 1 %

per U elemento lineare di Gauss; se p. s. B = 0, sard %121 g =0,

ciod le v = cost. avranno curvatura geodetica nulla ed, essendo
asintotiche, saranno rette, come gia sapevamo, Sard poi:

S (2 2, %, %) = 0ok = + DVEG—F*,

(21 — A
( a, = | DYEG—F* = VM ’
p
ove K = ———1—2— ¢ la curvatura totale della superficie, in completo

accordo con la (21) del § 12 C.
La coordinate normali si ottengone dalle precedenti, moltipli-
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cando per
81 V‘ —9:2
22 W=l Y )
&2 ]/VD’VEG—:——F‘—? = Ve

‘ Si noti che, posto E, = E, E,. = F, Ey» = G, conseguenza
differenziale delle

0By, kl il
3y =§E“‘ @§+§E"”§p2
sono le formole :

[0 Y11 11yl22y a4 y12 12 || 12 F
‘\Bv 1+31 1§= Bu 1§+=12§2%+F
@

0 22 (\11) 48 Y12 12 1412 F

(au 2 {T11 2§—szg+ilu2g+?{

e che conseguenza delle equazioni di Codazzi (essendo ora D=D"'=0)
sono le:

312 ; _ dloglp 12)  ologlp
1 g 24" " u
E, per le (20), (21):
6o, + By = 11 11 ) {22 22 22 ) (11
ur T— 1 u+ 2 1 = 2 u+ 1 2 —
{12 12)(12 F
‘3 1 §+§ 1 %g 2 §+F:
_ &loglp + dlogllp  dloglp
oudv ou v —r
cio¢
(24) 1 _8%p

alﬁgzeuv"*'BY:*va—‘m—-f,

che ¢ la quantitd che si presenia mella celebre equazione di Moutard,
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§ 17. — Applicazione agli invarianti

di un sistema coniugato.

A) Caleolo di tali invarianti.

Le u, v formino un sistema coniugato; sia

(1) du = rdu + edv ,  dv=Sdu+ Rdv
cosicehd :
0 @ ] b} a 0
Ny —e=rtisl =t B,
W ou ’ ou + ov ov ou ov
(2) rR+4+88=10
e Ll

- 1 1
(3) du:—g’.—du-{——z—‘—g—dv s dv = 9% du-{——z—ﬁ-d‘v.
Per la (2) le condizioni d’ integrabilita danno:

S
8; == r; =18, + S8, =18, + 57 — R.=

ou
)
Bi—§;=rR, + 8B, = 1B 2 + SR, =
R, 8, ologR : 8
| =RS(R_T)—RS TR
Sara poi
a2 o o dlogs:R 9

PRl e Ly T

=,,(£5_%)=,8M,
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dlogR:s &

+ BS —- T ov

Sara dunque (posto a = a,,)

2 .
(6) B_:c_ = (rsﬁ“ + RSy 418 Sloge i)xu +

dudv ou

(reB + RSO, + Rsﬂgl’—s)zv F (ropyy + BSpy)e =

j 1 dlogas: B dlogaR:s \
= % 5 (ra o + RS~() 35 (rs{i + RS _—g¢9v ) § z;

1 dlogas: R dlogaR:s
+g'2'§( Em +RS’)+2R ('63"'3‘9 v )gz_

+ (rspy; + RSpap)z.

Questa ¢ una equazione di Laplace per le coordinate x di punto,
di cui il primo invariante &:

1 dlogas: B dlogaR:s 2
= m(rs —aw + RS’() + iRS (RS % +rsﬁ>
) + r8py; + RSpyp —
1 alogas R 1 dlogaR:s\ |
[l 2+ )+ g 0 )
Poniamo :
8 r
® = =0
allora
9 du —pdv =0 & Iequazione delle u = cost.
0 4 4 . N . .

(10) == S 5 " T ) (Qui 8 non & un simbolo di somma).
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L’ ultimo termine del secondo membro di (7) diventa:

1 Pu it p..}
— b, + 8~ — R —psB+ RO, —R—| =
2 { + p p pep pla

tolu-a

it P |
R|pb, + 246
g [pu o = B0 — };
1 1 pr)
= S(R. R.) | 9.  — —-— Bp? + 6, —
5 S(B.—¢ )(p th— B ‘

1 0 0 q 2 Pr
—3 RS(%——-p—a;;)(pﬂ.ﬂu— . —-Bp* + 6. — ")

Per le condizioni ¢’ integrabilita & R, : B® = s,: ¢*; e perci0 il fattore

1

del primo termine dell’ ultimo membro vale —;— RS —i:—

Se ne deduce, ricordando (2) e le (13) del § 16 D che:

(11)
2 . w 1
+(*?7u—21"§"?%+27-§§'+’u;7)

1
(28— but® — 2o + - P+ 280,

Dungque : (F)
- - 21 1 ,
La forma 8Idudv = =\ du? - pdv2}, che ha un si-

gnificato indipendente dal modo con cui sono slali scelti 1 parametri
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u, v del sistema coniugato che si considera, 81 calcola appena data
I equazione du — pdv = 0 delle u = cost. oppure du + pdv =0
delle v =cost. senza che si debbano calcolare le equaziont di queste
curve in lermini finiti o ricorrere a quadrature.

L’altro invariante se ne deduce scambiando r con &, R con 8,
ciod cambiando p in — p ed Ss in Rr= — Ss. Lo diremo il se-
condo invariante.

Gli invarianti per 1'equazione di Laplace relativa ai piani
tangenti se ne deducono semplicemente sostituendo — B, —71a 3, 7.

B) Sistemi coniugati ad invarianti nguali.

La differenza dei due invarianti per 1’ equazione di Laplace
relativa alle coordinate di punto & quindi il prodotto di Ss per

o 0%logp Po 1 .
— 2 — 2 ey — Bt — 2o
, 1 c
che vale, (F), posto — T=T :
c
d%log —
, D c D
(12) RrTTa (7‘5),, + (? ‘c“),,

Dunque: Il sistema coniugato Cdu? + Ddv? = 0 ha invarianti
di punto uguali, se (12) é nullo. ,

L’ uguagliare a zero il solo primo termine carafterizza, si noti,
i sistemi isolermi coniugats.

L uguagliare a zero la (12), in cui si cambino % segni di 3,1,
caratlerizza similmente i sistemi coniugati a invarianti langenziali
uguali.

Poiche cambiare i segni di 8, 7 equivale a cambiare il segno

di —Dg— , ciod a sostituire al sistema coniugato Cdu® + Ddv* =0 il

sistema coniugato armonico (che lo divide armonicamente) Cdu? —
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— Ddv* = 0, ne deduciamo (Fubini) il teor. di Darboux (Théorie
des surf. 1896 Tomo 4, p. 72):

Se un sistema coniugalo ha invarianti di punio uguali, il si-
stema coniugato armonico ha uguali invarianti tangenzials e viceversa.

Segue pure immediatamente : Se un sistema coniugalo gode di
due delle tre propriets seguenti : di avere uguali invariants di punio,
di avere uguali invarianti tangenziali, di essere isotermo coniugato,
gode pure della terza ; ed anche il sistema coniugalo GrMOniCO gode
delle stesse proprieta.

Se una superficie contiene un tale sistema coniugalo, polremo
cambiare s parametri u , v delle asintotiche in guisa che C=D= L
Risultera percio dall’annullarsi di (12) che B8, = 7.. Tali superficie
diconsi di Ionas.

Notiamo ancora: Se due superficie hanno le stesse B, ciod
lo stesso elemento lineare proieltivo, cioé se, come vedremo, sono proiel-
tivamente applicabili, su di esse 8i corrispondono i sistemi coniugats
ad invarianti uguali. (F).

All’ equazione ottenuta uguagliando (12) a zero, si possono
sostituire delle equazioni piui semplici. Tale equazione dice infatti
che

0 C 0 D
(——a; logD 4+ 1 -D—>du + (——51—)— logC + B -a—)dv

¢ un differenziale esatto dlogyp, cioé che:

8 D C:p 9 C D:op
—log — =0 ~—— log — =0
ou Iog?+1D:? v gcp+30:rp

Posto ¢ = ¢H, ove H & una funzione arbitraria, e sostituito
C:yeD:¢$alleC,D, col che il rapporto C: D resta immutato,
queste equazioni diventano

o D ¢ @ c D
-a—‘;‘log—i-i"(-ﬁ'—'—a;'log’ff'\“?-(y—(),
ossia :
H, H,
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che sono lineari in C, D. Poiché H & arbitrario, si pud, volendo,y
scegliere H = 1; e le (13) diventano allora :

(14) Du=_107 ::—BD-
La deferminazione dei sistemi coniugati a invarianti uguali &

ridotta al semplicissimo sistema lineare (14) (F).

C) Un'altra applicazione.

La differenza tra il primo invariante dell’ equazione di Laplace
per le coordinate di punto ed il secondo invariante tangenziale vale
dunque il prodotto di Ss per

o 0%logp 2 Bu . . on,
—2 Fude —T’h + 2’1’—()2— —+ 2p3. +:3m
"ciog vale
_(x) __ 8%ogp
(15) 2S8{(ﬁp)” (p )u duov |

Posto p = + %— , I'eguagliare a zero questa espressione (15)

equivale, (quando si moltiplichino 4, B per uno stesso opportuno
fattore) a imporre le:

affatto analoghe alle (14); vedremo che queste equazioni equival-
. . - d d

gono a dire che le tangenti alle linee ———Z = ;

u = cost. (du — pdv = 0) formano una congruenza W. Se ne de-

duce il teor. (F):

Se il primo invariante in coordinate di punto & uguale al se-
condo invariante tangenziale, le rette tangenti alle curve del primo
sistema (u = cost.) formano una congruenza W. _

Se questo avviene anche per le linee comiugate v = cost., cioé
se le equazioni di Laplace per i punii o per i piani tangenii

cioé alle
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hanno uguali invarianti, scambiati di posto, cioé se tali equazions
sono aggiunte, allora, scegliendo opportunamente i paramelri u, v
delle asintotiche, polremo supporre p =1 il sislema contugato che
si considera ¢ perfanio isolermo contugato ; e, come Si vede da
(15), B, = Yu. Le superficie, su cui esiste un tale sistema, sono
le superficie R di Tzitzeica e Demoulin.

L’ analogia tra le (14) e (16) non & soltanto formale; vedremo
che, integrate le (16) cioé trovate le congruenze W di cui S é prima
falda focale, s sanno integrare le (14), cioé trovare i sistemi comiu-
gati a invarianti uguali con sole derivazioni; e viceversa, integrate
le (14), si sanno integrare le (16) con sole quadrature.

Notiamo ancora che se due superficie sono in corrispondenza

biunivoca, e se per la seconda B’ e ¢’ sono i valori delle §, 7, la dif-

ferenza dei due invarianti citati ha uguali valori sulle due super-
ficie [per il sistema coniugato, a cui appartengono le du — pdv = 0]
soltanto se:

w leoa]= -0t}

Supponiamo che le due superficie debbano aver uguale tanto
il primo invariante in coordinate di punto che il secondo invariante
tangenziale. Allora bastera che sia soddisfatta la (16), e che siano
uguali i primi invarianti in coordinate di punto; ciog, indicando
con L', M’ i valori di L, M per le due superficie, dovrd essere
soddisfatta, oltre alla (16), anche la:

1
(1 — dh — 2o+ 5 07 —

- 2L ST IR S 2 B
(M+2792+279“ p)_
(17)

’ rr . 1 2
= 92(L —péu—2{39u+7ﬁ2p“>—

I YR TR S Gl £
(M+2192 2 p)'
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Le (16), (17) hanno un ufficio fondamentale nella teoria della
deformazione delle congruenze.
Ancora una osservazione: Per le superficie isotermo asinto-

B

. . 0% . , .
tiche (per cul Fudo logT = ) 81 possono mulare 1 parametri

u, v delle asintotiche in guisa che § = 1.

Per tali superficie le equazioni (14) e (16) sono perfettamente
equivalenti. Si ha cost una trasformazione (F) delle congruenze W che
hanmo una tale superficic come prima falda focale ; la soluzione
di (14) che, come abbiamo enunciato, 8t deduce con sole dertvaziont
da una soluzione di (16) é ancora una soluzione di (16) e individua
pertanto ancora una congruenza W.

§ 18. — Nuovi studii in coordinate asintotiche «, v.

A) Coordinate non omogenee e di Lelieuvre.

Siaf=1; e quindi =, ¥, z siano non omogenee. Le equazioni
8=z, = S8z, = 0, Stx, = Stz, =0

(i cui primi membri si riducono a tre soli termini perché ¢,=¢,=0)
provano che esiste una quantita A tale che

=2 H = Z=1.

Ora
Q = SXE = A\SX¢t = ).

Percid (§ 16 O) sara:
@) Fu=( +Bp (per o=¢&,7,L, non per ¢ =1)

che & la classica equazione di Moutard.
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Se ne deduce:

I piani tangenti alle astntotiche di una superficie tagliano un
piano qualungque t = 0 in un sistema coniugato ad invarianti tan-
genziali uguali. Questo teorema 3 il duale del seguente, che & ben
noto, e che si dimostra supponendo ©= 1. Proiettando da un punto
su un piano le asintotiche d'una superficie 81 oiliene un sislema
coniugato ad invarianti (di punto) uguali.

Viceversa siano &, 7, & tre soluzioni indipendenti di una equa-
zione di Laplace ad invarianti uguali, che potremo supporre ridotta

alla forma

(1) wo B = R% .
Costruiamo le equazioni
(2) &uu = aeu - aev + 7:1‘& Et*r = - Teu + aet + 7"22& 3y

a cui soddisfano le funzioni £,7,6 L& (1w © (2) hanno 3 so-
luzioni indipendenti comuni, soddisfano percid alle condizioni

' integrabilita. Da queste si trae innanzi tutto o, = Su, cosicchd
si pud porre a = g,,:=0.,¢ inoltre si trae che:

- (3) R = em: + 31 3 Ty = l@'r + @9. ] Tog = Tu + ‘l’ﬂu‘

0 2

0 1
02 [ J— aer —_ — 2 - »
ov (aw ) o ’ ) ST ‘{ﬁ ,

~ ’

] 1
(o= 0.) = — 21— e

ou

In particolare sono dunque soddisfatte, com’ era prevedibile &
priori, le condizioni d’integrabilita per il sistema formato dalle
sole (2); ed esistera pertanto una quarta funzione (u, v), linear-
mente indipendente dalle precedenti che goddisfa a (2), ma non
ad (1) b+ Cid che del resto si potrebbe dimostrare a posteriort,
verificando direttamente i seguenti risultati. Il piano §, 7,8, ° in-
vilupperd una superficie 8, su cui le u, v saranno le asintotiche.

La Stz, = 0 diventa per (1) e

1 .
3 (e T + Tyo ¥ + Lu2a) + T = 0.
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’Confrontando con la 8z, = 0, ossia 8¢,,z, = 0 si deduce:
(Tyy — ReYt, =0

gzsmt, pilché T Pon soddisfa ad (1}, , f = 0; similmente si prova
o t,=0, ossia che ¢ = cosl., ossia che z, y, z daranno coordi
nate non emogenee [e quindi che p;; = 7, — (8. + B9.) .
sono nulle, come si poteva dedurre anche da (3)].cDalls:Séi- piz
= 8¢, x, =0, che si riducono a somme di soli ¢re termini, si t;a;:

@ = pf 7 ¢ (e analoghe in v, 2
N Lu p = fattore di proporzionalitﬁ)

Similmente, se € & un altro fattore, si trae:

(4) bis x, = -— €

l (e analoghe in y, 2).

Dovendo essere 8¢, x, = 8§ ) A

0 essere S¢, , = .z, , sard p = %. Si riconosc i
che le condizioni d’integrabilita sono soddisfatte se g, = e_P(;“
p- es. per p==1. Si ha cosi: e

¢

(5) dr =
T e — 7. dv L.du — L. dv

(e analoghe in y, 2).

Qz;;ste sono le ben mote formole di Lelieuvre, che‘permettono”di cal-
<colare x,y,z con sole quadrature. Sard inoltre: )

(* z, x. 2,)=—(x, T 2,)=
___(nc n{ T G SALP
nu Cu T\r Ca- ! nu Cu !) = n Tiu T]t‘
|G

\

. lCalcolando le derivate di quest’ultimo determinante, si trova
per le (1), (2) che esso vale keb con k= cost. D’altr’a, parte ‘

£ & &
G &&D=1m M M| Guw—4E&D).
: C Cn Cr
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E, calcolando le derivate di t,, — Re, si trova che, moltipli-
cando la t per un fattore costante, si pud rendere 7, — Bt = ke® .

Percid,
€ & & G = B = (z 7, = Zu)

E si ritorna completamente alle usuali formole della teoria
delle superficie appena si osservi che, essendo 6 determinata a
meno di una costante additiva dalle 8, = «, 6, = &, possiamo ser-
virci di tale indeterminazione per rendere k=1

Abbiamo conseguito um ulteriore risultato che cioé la 7, la

quale non soddisfa alla (1), soddisfa invece alla :
(6) t,. = Rt 4+ ¢ = Rt + a4,

completando cosi il risuliato di Lelieuvre.

Si capisce ora perche il Lelieuvre, nella geometria metrica,
ostituisca le precedenti &, 7, ai coseni divettori della normale. Le
¢,7,% insieme alla T sono proprio quelle coordinate del piano
tangente che corrispondono alle coordinate non omogenee z,y,2, 1
secondo le nostre convenzioni (z 2y Ty Tuo) = (€&, 6o Euo) relative

al caso = = 1 di asintotiche reali.

B) Asintotiche appartenenti a complessi lineari.

Nella teoria delle curve avevamo scelto coordinate corrispon-
denti di punto z e di piano osculatore £ in guisa che (z dz d*z d®z) =
= ($d¢ d* d%). Ora, se = descrive una superficie di cui § @ il piano
tangente, allora & & anche osculatore ad ogni asintotica; Cech ha
fatto 1’ importante osservazione che le coordinate & scelte con le no-
stre convenzioni per le superficie sono proprio le stesse, cui giunge-
remmo com le convenzioni relative alle asintotiche. Infatti, se ci muo-
viamo su una asintotica v = cost., e se § & il piano tangente alla
saperficie, allora per le equazioni fondamentali (I) e (II)

(8 dt 426 d%) = (8 £ buu Guwad® = (& 60 £,.) Bodu® =

= (2 7, T, T,,)P2dud = (z dz &z d’2).
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Dunque tutte le nosire formole relative alle curve si possono

~ senz’altro applicare alle asintotiche. Cosi p. es. le v = cost. appar

tmmz ad un complesso h'twan 8¢ lungo v == cost. ¢ Sd3xd3¢ = 0
:::ta x‘,-,,, €uw = 0, equazione che, tenuto conto delle equazioni fon-'
meniali I° e II°, diventa U'equazione di Cech :

() DlogB _ o,

dudv

Se v =0, e quindi le u = cos
] - == cost. sono rette, allora questa equa-
zione ci dice che B & prodotto di due funzioni, una della s (;q
una della sola v, ’ e
deﬁm!ft;: dl;nzzaﬂ::x:loda?le B =0 sarid percid contemporaneamente
azione » = cosf., e percid sard un’asintoti
. . 3 . lca
oppure una coppia di asintotiche (cfr. 16 B pag. 92), e quindi saré:
E(?:!ere:itt;: o l::a coppia di rette, direttrici della rigata. Ne segue
el resto a; i it chi i ,
oo pparird ancora pit chiaro dal capitolo sulle rigate,
ad Le superficie .n'gate, per cui le asintoliche curve appartengono
“mun complesso l?mare, sono tulte e sole le rigate appartenents ad
congruenzu lineare a direttrici coincidenti o distinte, le quali
aullassupcrftcze esauriranno la linea flecnodale e
i pud poi dimostrare: Tutte le as%ntot
) \ ; : iche curve (v = cost.
di m;]zs ait dq_ueste ngate sono (proiettivamente) identiche ((*). )
vel.emoc 1: iamo ora il caso ¥ = 0 delle rigate; pitt tardi noi tro-
superficie qui cercate come tutte quelle che sono trasformate

(*) Nel Capitolo dedicato alle ri
! gate vedremo che, se y=0, si pud
;;})rre ebfunzxone. de.lla sola w, supporre p, =0, Bl—: U(Lw' +’ bi: }:10 oo
8 1’ a, N’ o funzioni della sola ; e infine p,, =p — al» con p funzionc) dcﬁn
ola «. Nel nostro case potremo anzi supporre le a ,» b, ccostanti e msfazda
y 0

. 1
2 in o < cost. —
tall+ (oppure p) supporre anche e=0. Dalle equazioni fonda-
m oo
on 8i trae che le =, y, %, ¢ soddisfano tutte all’ €quazions Quwy —
— Oy —po=0, ove ='__L N
- ', ] 7 (Zws — 04 Ty — [p + 5U)x). Questa
:g . 5 |‘gularto ordine nelle #,y, x, ¢ ha coefficienti indipendenti dalla ¢
¢ p?rmo a stessa per tutte le asintotiche » = cost.: le quali e
proiettivamente identiche. » 1o dualt sono dungue
Fusint e Cecn, Lexiont di Geomaetria projattivo-diffe ol
8

(4
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di wna rigala medianie una congruensa W. Noi qui le determine-
remo per via puramente analitica. Dai valori di L., M, dati dalle

prime due condigioni @’ integrabilitd (pag. 95) si deduce per la (7):

L= _;_(_B:)'— g Slogh +U,

8 ou?
© atlogp 1 [ dlogB\?
—9BE _ logh
- ov? 2( dv )+V’

ove U & funzione della sola u, ¥ della v. L’ultima condizione

d’ integrabilitd d& poi:

2
@) ﬁV'+2Vﬁv=7_%_{%_(%:)ﬁ_2 a;igﬁ }+

1 (Ba\?_, O%logB '

Ora hanno, come gappiamo (pag. 96), significato inérinseco, sia

' 1 a*logh , 1 (0logB\*7 0
[L—T ou? _5—( ou du

8%logf 1 / dlogP 2
che [M“‘ Era '*"é'( a2 ) dv
ciod sia
tlogB , ( 8logB\*, 8 .
[-4 = +( . )+ S U|dw che Vav'

] .
Poichd anche p% 5 intrinseco, segue che possiamo cambiare

ametri u, v delle asintotiche in guisa che U=0e che ¥
gia uguale a 0, oppure ad 1. Sostituendo questi valori di U, ¥V
e quello di 7 dedotto da (7) nella (9), si trova un’ equazione nella
gola B, di cui & inutile occuparci, perchd, come dicemmo, affron-
teremo il problema per altra via. :

i par
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C) Superficie di cui tutte le neintotiché appartengono
a complessi lineari.

Supponiamo che tanto le u = cost
 ch = cost, che le v = cost, -
gano a complessi lineari. Insieme alla (7) varra la sppaien

dlogy
dudv —'ﬁ“{,

a0’

s*10g £
R
i . oudv
. ngue uoter;;o—amntotwhe; con un cambiamenio di parameiri u, v
zione di percid rendere f = 7; o lo (7), (10) & ridurranno alla ’
Liouwsile equa-

dalle quali si deduce = 0. Le superficie cercate
= 0. sono

(11) OlogB _
prrraal o

di cui I’integrale generale &

(12) 2 U7

ove U. & funzione della sola «, V della v.
Si avra poi, come in B,

L=— a’alogﬁ __L(alogp )3+ v,
u2
(18) 2 ou 1)
' a%lo
M= Flogp 1 /3logh\*
ava 2 ( dy >+ Vl)

-con U, nuova funzione della sola
o 10 %, Vydellav. E le izioni
d’integrabilitd danno (B®V,), = (f* U,;)‘., cosicchd eondisond

p(Vydu + U,dv) & un differenziale esatto dp.
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Integrando si trova:

vy Uu
1 +Vl=—U+xv+Ul?

=TTV

dove U, & una nuova funzione della sola , V, della v. Identi-
ficando i due valori di ¢, si trova:

VU —Uy ¥+ V3V —V, V' — Uy U+ U U =0
che, derivata rispetto ad % ed a v, da: VU =Uy V', ciod:

Vy=kV4h, Ug=kU+1 (kb 1=cost)
che, sostituiti nella precedente, danno:

U U — kU + (h— QYU = V, V' — kP2 + (I — W7V,

Essendo i due membri uno funzione della sola «, ’altro della
sola v, saranno una stessa costante p. E quindi:

kU? + (1 —RU kP + (b — L)V |
13w U= +(U') te  pX +(U’) +2

(b, k,1,p=cost)

Le (12), (18), (13) y, individuano le nostre superficie; al va-
riare delle costanti h k,1,p non tutte essenziali, non varia B = 7,
ciod non varia Uelemento lineare proteitivo; e percid le superficie
corrispondenti sono tulte protetlivamente applicabils tra di loro.

Per k=p=1—h=20 & hanno le superficie di Tzilzeica—
Wilczynski, che ritroveremo piu tardi per tutt’altra via; cosl pure
soltanto pit tardi stodieremo le relazioni fra i precedenti risultati,
lateoriadeﬂewngrucchhehanmumguamefalda
focale, ¢ le superficie a curvatura nulla neghi spaz di curvatura

costante,

18 19] I FONDAMENTI DELLA TEORIA DELLE SUPERFICIE 117

§ 19. — Le rette tangenti.

Accanto ai punti ed ai piani tangenti studiamo ora le rette
tangenti. Siano dv:du e dv:du i parametri corrispondenti a dire-
zioni coniugate. Sard:

Ou = a,gdté -} aggdv v =—ay,du —aydy.

La retta congiungente i punti z e 8r = z,% + z,8v coin-
ciderd con la intersezione dei piani ¢ e df = §,du + £.dv; cosic-
chd, se A & un fattore di proporzionalits, sard (§df) = Mz ,dz), o,
piu precisamente :

(8 Eu)du + ( Edv = A[(w 2.)38 + (2 2,)3]
che, per evitare equivoci, scriveremo per disteso:

- d

insieme alle analoghe ottenute con permutazione circolare di 7, {, T
nei primi membri, di z,¢, y nei secondi.

Moltiplicandole rispettivamente per g, , 2, , f, ¢ sommando si
trova

dv:)\z du +

z
2

€ 7
du +
uléun.

Zy (") v v

y z ¢

— A Y 2 L 6v=)\|/|71—|68v=

Y. %, &,
= §(u N + 2o L + tuTu)du — Eu(nya + Lo + T)du +
+ EYuMo + 28 + tat)dr — &o(nye + L2 4 )Y
= §(— 6y; — & 2u)du — &u(— Ez,)du +
+ b— a5y — 2 8. )dv — &, (— E2.)dv

= E(— Gy adu — al,dv) = Eav.
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Percid A = L o si hanno le equazioni del Fubini: '

V4l
(5'4-"""35-) = '_”/%‘T ,_ all (ﬂ, _‘z') + an(d.. —— ‘l')t

M
1 A
(fn — &) = = ‘l— Oty — ) + oy (24 — f2.)]

che sono equazioni analoghe a quelle che in geometria metrica
danno le derivate dei coseni direttori della normale in funzione
lineare delle derivate delle coordinate di puato.

Coch ha osservato che , -

ﬁ

du=du+t+ e u, dv=dv+t S 3v

~ 14 il

soddisfano identicamente alla

011 (4)? + 28,3 FudV + gy (d0)* = 0
cosicch®, comunque siano state scelte le du, dv, il rapporto d'u:d’v

caratterizza lo direzioni asintotiche. Le tangenti asintotiche sono
dunque le rette

et e, 2 = (e 00 £ 8,

comunque siano scelte le du , dv (b/).

§ 20. — Applicabilith proiettiva.

A) 1l teorema fondamentale.

Siano date due superficie S, 8 in corrispondenza biunivoca,
che noi rappresenteremo dando le coordinate z od z dei loro punti
come fanzioni degli stessi parametri u , v. Noi, estendendo le defi-
nizioni del § 2, diremo col Fubini che:

B204
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Le superficie 8 ,S i diranno proietivamente applicabili se,

7 perogniogppiadipuntiomologhio,ﬁeaideumoouimaziomﬂ

che porta S in uma superficie §', 0 nel punto O in guisa che curve
omologhe tracciate su S ed S ed uscenti da O vi abbiano un contatto
del secondo ordime. (Se cid avvenisse per una sola coppia di punti
omologhi, le superficie sarebbero applicabili soltanto in essa).
Notiamo : _
1°) Se la M non variasse al variare di O, 0,le 8,8 sa
rebbero (proiettivamente) identiche, perché M le porterebbe 1’ una

 nell’altra.

2°) Non si & parlato di contatti del primo ordine, perché
dalla corrispondenza biunivoca segue che i fasci di tangenti omo-
loghe uscenti da due punti omologhi O, O’ sono collineari ; percio
una definizione che parlasse di soli contatti del primo ordine con-
durrebbe a chiamare proiettivamente applicabili due superficie qua-
lunque in corrispondenza biunivoca.

3°) 11 contaito, di cui abbiamo parlato, pud essere geomelrico
od analitico. Questi due casi (di cui gli analoghi nella geometria
metrica portano I’uno all’applicabilita effettiva, 1'altro all’applica-
bilitd o-corrispondenza conforme) non sono distinti, come risultera

‘da quantn segue, nella geom. proiettiva.

Siano dunque S ed S due superficie proiettivamente applica-
bili nella coppia di punti omologhi z ed z. Se con z" indico il

trasformato di z mediante la collineazione M, allora
(& =z, @)=p(z =z, 7, Pz),

ove p & il modulo di M. Avendo 2 curve omologhe di S ed &
uscenti da O = O’ un contatto del secondo ordine, varranno le
equazioni (8) .. del § 3 dell’ Introduz. ; e percid

(@ 2, 7, d2) = p(2 7, 2, Bx) = pp' (= %, 7, Px)

Percid le forme Fy ed Fy per le due superficie saranno in 0,0’
proporzionali, ciod in O, 0’ si corrisponderanno le asinlotiche. Sup-
poniamo questa condizione soddisfatia in ogni coppia di punit omo-
loghi ; le superficie S ed § avranno forme Fy ed Fy proporsio-
nali. E, moltiplicando le coordinate dei punti di S per un oppor-
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tano fattore, e trasformando, se necessario, la 8 con una collinea-
gione a modulo negativo, potremo supporre che le forme Fy ed F,
siano identiche.

Se z, z sono una coppia di punti omologhi, potremo ancora
supporre z’ = z. Le relazioni che legano in tali punti le 'y, T oy
ecc. alle z, z,, ecc, date dalle (8) , del § 3 dell’Introd. varranno
anche (essendo F, = Fy’) quando alle derivate ordinarie si sostitui-
scono le covarianti; e allora, scritte le Fy, Fy servendoci della
(9) ws del § 12 concludiamo che Fy — Fy' & divisibile per Fy
quindi, essendo apolare ad F,, & identicamente nulla. Percid
Fy=Fy =Fy; ciod le due superficie avranno uguale elemento li-
neare proiettivo. Ad ugual risultato si giungerebbe confrontando le
equazioni fondamentali (I) per le z,,, z,, o le equaz. citate che
esprimono il contatto di curve omologhe.

Viceversa se F, ed F, sono identiche e se in una coppia di
punti _omologhi & Fy=TF,, sari in tale  coppia di punti (z z, Z, X)=
=(z 2, %, X), perch? le forme F, ed Fy coincidono, e noi potremo
con una collineaz. unimodulare trasformare § in una superﬁcxe s
tale che, per i valori considerati delle u, v, sia z = z, 2, = 2.,
z,=x,, X = X', Fy=Fy. Dalle equazioni fondamentah si de-
duce che allora z,, — z7, = (p,,— P)%, che ciod nei punti consi-
derati le 8,8 hanno il contatto voluto. Percid: (F)

Condizione necessaria per U applicabilita protettiva di due 8u-
perficie poste in corrispondenza biunivoca in una coppia di punts
omologhi & che in questi si corrispondano le asintotiche. Se poi que-
sta prima condizione & soddisfatia per ogni coppia di punii omologhi,
condizione necessaria e sufficiente per Uapplicabilita protetiiva in wna
coppia di punti omologhi & che in questa coppia di punti le super-
ficie abbiano uguale elemento lineare prosettivo Fy:Fy, o, cid che &
lo stesso, abbiano le stesse forme 9, , %y, € differiscanc sollanto per
la fooma P (o II o Q).

B) Una proprietd caratteristica di due superficie
proiettivamente applicabili.

Due superficie 8,5 in corrispondenza biunivoca sono proieai-
vamende applicabili in una coppia di punii omologhi A, A, se s
pians osculatori alle linee di S uscents da A, espmmomlatort
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alle linee omologhe di § uscenti da A /omanoduatdkeolhmn
Ecco una semplice dimostrazione (F) di questo teorema di Cech.
In tale collineazione a piani passanti per una retta tangente
in 4 ad 8 corrispondono piani passanti per la tangente omologa
di §. Usando coordinate non omogenee z,y,z nulle in 4, po-
tremo quindi trasformare S in una superficie S’ passante per 4
in guisa che in A ciod in z=y=2=0 sia
¥=y=2=0 z,=06z  z,=6z, (e analoghe in y,2)

e che piani osculatori a curve omologhe delle S ed 8’ coincidano;
con una conveniente omologia di centro A potrd rendere 6 =1;
ma, poichd questa omologia lascia fermo ogni piano uscente da 4,
in particolare i piani osculatori citati, piani osculatori a curve omo-
loghe uscenti da A4 continueranno ancora a coincidere. Ciod il piano
per tre punti

z=0, =z-4dz, z+dx+—%—d‘2x

di 8, ciod il piano per I’origine che contiene i punti dz = dx’ e
4%z dovrad contenere anche il piano d%t’, E percid sard:

1) 0= (dz,d*,d?s — d®z) = (2, %, Dy’ — Dyz)(dud?v — dvd’u)
+ (dz Dyx D,2’)
ove & posto

Dyx = z,, du? + 2z, dudv + z,,dv* ed analoghe.
Annullando i termini in d®*u, d®v si trova
[z,, 2, D,(x'—-—x)] =0

cosicch® [essendo per le ipotesi fatte fin dal principio del libro
(s %,) $0, perch® i punti singolari sono esclusi| sard:

Dy’ — Dyz = Mz, + p2, (e analoghe in y,2),
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ove A, . sono forme quadratiche in du, dv. La (1) diventa cosi:
0 = (dz , Dy, Az, + p2,) = (Adv — pdu) (z, 2, Dyz).

Non potendo essere identicamente nullo il secondo fattore
(perchd altrimenti in 4 la 8 avrebbe asintotiche indeterminate,
caso da noi sempre escluso) sard Ay — pdu = 0. Ciod

LS
du ~ dv
sard una forma pdu + 8dv in du, dv. Si avra pertanto

D,z’ = Dyx + (pdu -+ 6dv)dz ;

formola che, per i risultati dell’introduzione, prova appunto che
curve omologhe di S, S uscenti da 4 vi hanno un contatto del
secondo ordine. A questo teorema si pud dare col prof. Bianchi
il seguente enunciato :

Se S ed S sono superficie in corrispondenza biunivoca e, ad
ogni sistema di curve di S uscenti da un punio fisso O di S cos
piani osculatori formanti fascio corrispondono curve di S’ uscenti dal
punio omologo 0" con piani osculatori ancora formants fascio, le due
superficie sono in O, Q" proiettivamenie applicabili.

Escluso questo caso, allora, se tra 8,8 si corrispondono le
asintotiche, a nessuno dei precedenti sistemi di curve di 8 uscenti
da O corrisponde un sistema analogo di curve su s.

Se tra 8,8 le asintotiche non si corrispondono, esiste una
sola retta r uscente da O tale che alle curve di 8, i cui piani oscu-
latori in O contengono r, corrispondono curve di &, i cui piani
osculatori in O formano ancora un fascio. La r si pud chiamare
I’asse della corrispondenza tra 8 ed 8’ nel punto O.

C) Un’altra proprieta caratteristica delle superficie
proiettivamente applicabill.

Se S ed 5 somo proiettivamente applicabili, ed A, A & una

coppia di punti omologhi, esiste una collineazione che porta S in
una superficie S’ dolata della seguente proprietd : Ogni siriscia di
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elementi del primo ordine relativa alla superficie S, la quale conlenga
U elemento formato da A ¢ dal relativo piano tangente e la siriscia
omologa di S’ hanno in A tre elementi successivi comuni (Cech).
In alire parole, se in A & u=v=0, gli sviluppi delle coordi-
oz oz

- nale non omogenee x,y,z,edip:—a-}—(—, q = —— secondo le po-

oy

tenze di u, v relativi ad S oppure ad S hanno comuni i termini
di grado inferiore al terzo. Usiamo nella dim. coordinate omogenee.

Nelle nostre ipotesi si pud supporre che S, S abbiano le’
stesse forme F, , Fy. Potremo scegliere il tetraedro di riferimento,
e trasformare S con una collineazione in una superficie §’ in guisa
che per u=v=0 i punti z, z’ coincidano con (0,0,0,1), i
punti z,,z, con (1,0,0,0), i punti 2,,z, con (0,1,0,0),
i punti X, X con {0,0,1,%).

Allora dalle equazioni fondamentali segue che

z=u+A+..., y=v4+B+4..., z=C+..., t=14-D+...

ove A, B, C,D sono forme di secondo grado in %, v, di cui le
prime tre non dipendono dalle p,,, che sulle due superficie possono
anche avere valori distinti; cosicché per le 2, 3,2z  varranno svi-
luppi del tipo: V ’

r=ut+A+...., y=9+B+...., z=0+4....
mentre invecé

£ =14+D +....,

ove D’ pud essere una forma di secondo grado, distinta da D.

x z . . .
Dungue — , 2 , — hanno sviluppi in serie che, fino ai

t t t
termini di secondo grado inclusi, coincidono con gli sviluppi di
) _y‘_,__, v I’ equazione del piano tangente & nelle notazioni

di Monge —:—- =p —’tf— +q ii— Quindi le p,g coincidono con

—¢:¢ ed —n:(, ciod, a meno del segno, sono

zt):(zyt), e (z,2,0:(2, 9,0,
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ove sia posto

y 2z 1
(yzt) = | v 2, t.| ed analoghe.
yv zv ‘D

Anche gli sviluppi di p, g coincidono dunque, fino ai termini
di secondo grado inclusi con quelli di p’, ¢, come si era enunciato.

Ne segue anche facilmente che in 4 le 8,8 hanno un con-
tatto del terzo ordine, ma questa non & affatto una proprietd ca-
ratteristica.

Carrroro III.

GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI

§ 21. — La quadrica di Lie.

4) Sua definizione.

Nella teoria delle curve sghembe & notevole specialmente il
sistema nullo osculatore in un loro punto; di cui sono analoghi
per le superficie i sistemi nulli osculatori alle due asintotiche uscenti
da un punto di esse. Ma accanto a queste corrispondenze ve ne
sono molte altre, notevoli per molte ragioni. Qui studieremo le pilt
semplici. Se z & un puato fisso di una superficie S, e § & il cor-
rispondente piano tangente, le coordinate di ogni altro punto z e
piano £ dello spazio ambiente si possono scrivere nella forma :

z=22+ ¥z, + 2%, + 4

8y T
§=¢8¢+ 7E + U6 478,

Si noti che, mentre ', ¢, &, ¢ hanno significato intrinseco,
¢id non avviene per y’,z le quali si dovrebbero considerare come
un sistema controvariante ; altrettanto dicasi delle 7', {’. La con-
dizione Stz di appartenenza di punto e piano diventa, indicando
senz’ altro con Q, a, i valori delle @ ed ay, nel punto considerato :
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(@) @+ TR — lay ¥+ ay (¥ + 12) + 6y #l) =0

che si muta in s@ stessa cambiando le z' (ciod z', ¥/, 2/, t') nelle &'.
Quindi la correlazione definita dalle:

(3) =o', A=¢, =2, =1t
non ¢é che la polarita rispetto alla quadrica Q di equazione
O 2zt + Q' — (a1, 4" + 20,342 + ay2”) = 0.

La correlazione (3) ha carattere evidentemente intrinseco ed
invariante per collineazioni |[perché non muta neanche se molti-
plichiamo le coordinate dei punti di S per uno stesso fattore
p(w, v)] (*) ; altrettanto avverra di questa quadrica, che chiameremo

la guadrica di Lie relativa al punto considerato = di .
Proseguiremo per semplicitd i calcoli con coordinate u , v asin-

1
totiche, Sara a;;=a,=0, Fy=a, (3dud + 7du?), SZ=;—1- By —K,
2

K= — _1_ Byv, G39= 1 e® , X = —1~ z,.; ¢ 1'equazione della
Gy - G2
quadrica sara:

(e 22V — 261,47 + (”gl —K )t'z =0
12

B) Interpretaxioni geometriche della forma ¢,
e dell’elemento lineare Pg i Py
Per quanto non abbiano relazioni con gli ulteriori sviluppi

di questo Capitolo, sard bene dare almeno I'enunciato di alcuni
dei teoremi trovati dal Bompiani (**). In un punto O di una super-

(*) Questo fatto intuitivo sard verificato in C).
(**) Atti della R. Accad. di Torino (Aprile 1924).
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ficie 8 costruiamo la quadrica di Lie che assumiamo ad assoluto
di una metrica di Cayley.

8e O' ¢ infinitamenie vicino ad O su S, il birapporto che serve
a misurare la distanza da Q' al piano tangente in O su una iras-
versale generica uscente da O' vale -—31— %.

t]

Se Q & una guadrica che ha per gemeratrici le tangenti asinto-
tiche in O, ed O', 0" sono punti vicini ad O sulle due asintotiche
uscents da O, il birapporio che serve a definire la distanza O’ O
nella melirica definita da Q vale hp, = 2h@ydudv, ove h ¢ una co-

18
Se da un punto gemerico si proietiano le rette 00’, 00" sul
piano tangente, il birapporto di tali proiezioni e delle direzioni asin--

stante numerica (—1—- se @ & la quadrica di Lie)._

totiche wvale -;— Dp. .

Nella Mem. cit. si troveranno anche altri teoremi analoghi,
che tutti danno svariati significati geometrici delle nostre forme,
(Cfr. anche § 13 B e 23 )

C) Fascio delle quadriche di Darboux.

Consideriamo le coordinate z’, ', z', ¢’ di un punto di S poste
in un intorno di 2. Esse per u=v=0 si riducono ad 1,0,0,0,
le loro derivate z, y.,, ecc., le z, ecc. e le z., ecc. si riducono
rispettivamente ad 0,1,0,0,ad 0,0,1,0 ed infinea 0,0, 0, a;,.
Per le equazioni differenziali fondamentali sara, posto al solito
6= log|ay|:

z =1 -+ termini almeno di 2° grado in u,v

y=u-} —%— (6. u® 4 %) + termini almeno di 3° grado
z'=v+—;-(6,,v2+pu2)+ > » » -

U = aw -+ % (Bu® + 36,u% + 36,uv® + y0%) + termini

almeno di 4° grado.
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Quindi

% si annulla per 4 = v = 0 del quart’ erdine
L (z't — a5y y’z')=-——§}-({iu°+'{v’) + termini almeno di 4° grado_
G5y .

Percio il fascio delle quadriche determinato dalla quadrica di Lie
e dal piano tangente t = 0 contato due volte coincide col fascio di
quadriche di Darbouz. In alire parole la quadrica di Lie é una delle
quadriche di Darbouz. (§ 11, B).

In questo fascio si possono anche determinare altre quadriche.

A tal fine mutiamo le coordinate Z di un punto di 8, ponendo
Z = p(u, v)z° ove p & un fattore di proporzionalitd. Il nuovo va-
lore al. di a, o dato da a,, = p?a%. Poniamo, analogamente alla (1)

0

1A z'v
x=zllz0+yllx(‘)‘+zllxl;+‘ .
e
Sara chiaramente :
x/l — xl + yl + P zl + pﬁv ‘I
=P Pu v Pzagz
rr 7 g t” — 1 t'
(5) y =y +?va =3

’

2 = pz +—‘—)%§-p“

da cui (indicata con K°la curvatura di 2afy dudv) seguono le identita:

1 o 2 1 o%logp
B=o B o oua
6) 2 a2lo
’ gp /2
rrgry L . 7y P LY
22t — 20,y = 22t — 2ay3y'2" + an gudv

da cui segue non soltanto che la quadrica di Lie non é mulala
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perché il primo membro di (4),, vale proprio

22"t — 2a%y"2" + ( 5::{ - K(’)t”2 =0

12

ma anche pilt generalmente che la quadrica di Darboux

——K):O

ha per nuova equazione la perfettamente analoga

(7) 2't — 2ay,y'z + 1 ( @ 5}{

e
227”!” _ 2a;.2ynzu + t//z (P‘ ;7 ——K”) = 0.

12

Percid ogni quadrica di Darboux si pud caratterizzare dando
il valore del corrispondente parametro p, che & sottoposto all’ unica
condizione di essere una guaniitd intrinseca invarian‘e.

Per p.=1 si ha la quadrica di Lie.

Per p = o il piano tangente contato due volte.
1 o%logBy
Br  dudv
si scelgano coordinate normali (37 = a,,), ha I’equazione

Per p= — si ha una quadrica che, quando

(V)bis 2t —apys’ =0 (@2 = £7)

© che diremo percid la quadrica normale. Essa passa per il punto
#'=y =2'=0,t=1, che in questo caso ¢ il punto X della
normale proietitva.

Per .= 0 si ha una guadrica, che coincide con quella che
Wilczynski trovo per altra via e chiamd canonica. La sua equa-
zione & ancora (7),, se sulla superficie sono adottate coordinate
tali che K = 0 (p. es. le coordinate di Wilezynski).

Del resto, data una qualsiasi delle quadriche di Darboux, si
pud sempre scegliere il fattore p in modo che 1’ equazione della

quadrica considerata sia proprio del tipo (7)y,
"t

2t —ahy'’ = 0;

Fusing e &gcr, Lexioni di Geometria proisttivo-diffsrenxiale : 9
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contemporaneamente resta scelta una coppia di rette ' =1t"=0

ed y’ = 3" = 0 polari reciproche rispetto alle quadriche di Dar-

bous. Comunque sia scelto p, i risultati precedenti dimostrano che
1

i termini dello sviluppo in serie di ?—z"t"—y 2'" si riducono
12 .

a — —%—(Bu" + %) a meno di termini del quart’ ordine, che ciod

1 1 . ynzu —1_ yn )a ( 2" )3
aly (zu—"axz 7 )+ 3 %?’( " + 1l = %

b sempre infinitesimo del quarto ordine, che ciod tutte le varie
superficie cubiche ¥, definite dalla:

B ]
(8) tuxnz — anny/tzr/zﬂ + %(5y113 + “{2“8> — 0

hanno un contatto del terz’ ordine con la superficie data, e che,

”

al variare di p, nello sviluppo di T in serie di potenze di
12

’ 144

Y 2 yariano soltanto i termini del quarto grado o di grado

] 77
x

superiore. Percid lo studio delle varie quadriche di Darboux si
pud illustrare con la considerazione delle varie superficie cubiche
(8) che hanno con S un contatto del terz’ ordine, o con 1’esame
delle varie coppie di rette (una uscente da z, I'altra posta in B}
polari reciproche rispetto alle quadriche di Darboux, o con |’esame
dei termini di quarto grado nello sviluppo in serie recentemente
citato. Di tali studii si occuparono Green e Wilczynski studiando
qualche caso particolare (*). .

(*) Nelle Trans. of the Amer. Math. Soc. tomi 9 e 20. Per altri sviluppi
in serie cfr. Fopixt Annali di Mat. Ser. 3, Tomo 23 (1916) pag. 220 o seg.
Invarianti proiettivi-differenziali ecc.
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D) La quadrica di Lie comeiperboloide osculatore.

Da ogni punto di una asintotica » = cost. tiriamo le tangenti
all’ asintotica v = cost , che esce da tale punto; altrettanto facciamo
per ogni asintotica v = cost. Otterremo cosi due sistemi di rigate
asintotiche della superficie 8; da ogni punto z di § escono due di
tali rigate, upa di ciascun sistema. Lasciando il soprassegno, una
di tali rigate sara il Inogo dei punti 2"’ = = + we,, (*) ove ]a‘) u si
tenga costante, che sono percid funzioni dei due parametri v, w.
L'equazione (2" x,” z,” d*2"")=0 delle sue asintotiche &, tenuto cc;nto

delle equazioni fondamentali I per le x:

0= d@‘(:z i‘g‘; — gy PL — KJ dv).

G129

Un primo sistema di asintotiche & formato dalle generatrici,
che sulla nostra rigata hanno per equazione v = cost. Invece la
tangente all’asintotica curva uscente dal punto z'"" = x 4 wa, pas-

serd per il punto:
i —K).
%1a

Tale tangente & pertanto il luogo descritto dal punto

d
" ” a
2+ 2y —— = x, + wx,, + _élwzxu(

w
dv

x

+ wx“ + Z(xt‘ + wxur)

1 +Zw%(K— _ﬁ_’f_)

12

al variare del nuovo parametro Z. Il punto precedente ha, con le

-notazioni del § 21 4, le coordinate

4 a ' l ’ '
x==]+Zw—;—2— Ix—ﬂ y Y =w, Z=Z, t'éZw
& Qyo

(*) Qui 2" ha tutt’altro significato che in § 21, C.

[AS
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F-4

e pertanto, qualungue siano Z e w, giace sulla quadrica di Lie
relativa al punto Z. Ora la rigata luogo delle tangenti alle asin-
totiche curve di una rigata R’ uscenti dai punti di una gene-
ratrice 0, com’d ben noto, la rigata osculatrice alla R'' nei punti
della generatrice considerata (che contiene 3 generatrici consecutive
di R”). Quindi:

La quadrica di Lie relativa a un punto X ¢ la quadrica oscu-
latrice alle due rigate asintotiche della superficie considerata uscenti
dal punto X.

Un’ altra dimostrazione di questo teorema sard data al Cap. Iv

§ 2 B.
§ 22. — La corrispondenza di Segre.

Diremo che un’equazione v = g(u) definisce una linea L della
superficie data, ciot un sistema di @ ! punti della superficie e dei
relativi piani tangenti. Tre consecutivi di questi punti definiscono
un piano osculatore della L; cosi come dualmente diremo punto di
regresso di L il punto intersezione di tre consecutivi dei precedenti
o 1 piani. Un piano osculatore & quello dei tre punti

z, dr==z,du+2.dv, a2z = z, 8% + z, 8% + Lz, du du,

ed & percio il piano y di coordinate

1)  Edudv—dvéiu+ Gdud — dv®) + 2§, du*dv — 2¢, dudr?,
mentre il corrispondente punto di regresso M & il punto

@) z{dudiv—dvd%u— Bdu® + 1dvd) + 22, dutdv — 2z dudi?,

Ad ogni piano p uscente da un punto T di 8 potremo far
corrispondere il punto M di regresso per una linea a cui p sia
osculatore, ciod il punto d’incontro dei piani tangenti ad § in z
e nei due punti consecutivi in cui p incontra 8.

Questa corrispondenza tra i punti (2) e i piani (1) ¢ la cor-
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rispondenza di Segre. Con le notazioni del § 21 essa & definita dalle:
2= &"’}IC + 57}'3 + L3, y' = 1"2 ¢, 2= E"r"z ,

che & una corrispondenza birazionale cubica. Ai piani di un fascio
(i cui asse r passi per il punto X consideralo) corrisponde nel piano €
tangente in X una cubica razionale tangente alle asintotiche, la cui
retta dei flessi é la polure della r rispetto alla quadrica di Lie.

A un piano corrisponde lo stesso punto mella polarita di Lie
e nella corrispondenza di Segre soltunto se 3dud — vdv3= 0, cioé se
il piano passa per una direzione di Segre! (F).

Ecco una proprieti geometrica molto semplice di queste linee.
Il Prof. Segre le aveva definite con un’altra proprieta :

Sia © un piano tal: che il corrispondente punto di regresso P
sia stazionario {ciod P sia intersez. dei piani tangenti ad S in 4
punti consecutivi dell’ intersezione di 8 e di =). L’inviluppo di tali
piani = & un cono (di Segre cfr. § 16 B) di sesta classe che tocca
il piano tangente nelle direzioni asinlotiche e melle direzioni di Dar-
boux. Il punto P descrive una curva di 6° grado che nel punto x
tocca le asintotiche e le direzioni di Segre. Noi ritroveremo questo
risultato al § 24,

Tutte queste proprieta verranno approfondite meglio in un
altro capitolo.

§ 23. — Geodetiche, e analoghi sistemi di curve.

4) Primi teoremi.

Le linee geodetiche nella metrica di cui F, & elemento lineare
hanno per equazione dué* — dvd%u = 0. Piu generalmente studia-
mo le linee che soddisfano ad un’ equazione del secondo ordine

1) ay,(dud® — dvd%u)=a,,(Bdu3 — Cdv®)+ 2ha,dudv(l;du — l,dv)

ove con A indichiamo una costante. La equazione (1) & intrinseca,

se la forma data a;,(Bdu® — Cdv®) & intrinseca, e se tale &
1,du — lgdv, in altre parole se la forma data al secondo membro
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di (1) ® intrinseca: noi I’abbiamo decomposta in due addendi,
uno apolare ad F,, I'altro divisibile per F,. Se io pongo z = px,
e indico con @y, , 5% ecc. i nuovi valori di a;, 8%, ecc., si ha:

ay = payy, O =%+ 2 —{;i— du?, ecc. Se si vuole dunque che

Ia (1) abbia un carattere invariante per collineazioni, bisogna far

la convenzione che alla x = pr , a,4 = p*ay, corrispondano le B=B,
c=¢C,

¥ Pu 7 o e
hll = hll T h12 == ’bl2 + T

Se cosi 9, diremo che la (1) & anche invariante. Dunque
la (1) & intrinseca, se tale & il secondo membro; le (1) intrinseche
anche invarianti sono definite da una forma a,o(Bdu®— Cdv®) che
si trasformi come la Fy, e dai due punti z,+hlz, z. + bz
delle tangenti asintotiche, o dalla retta che li congiunge che & posta
sul piano tangente e che potremmo chiamare il secondo asse della (1).

Appare gia di qui la corrispondenza tra i differenziali h(l,du —
— l,du) e le rette del piano tangente : corrispondenza lale che, al
variare del parametro h, la relta corrispondente (segnando due puao-
teggiate proiettive [aventi il punto comune] sulle due tangenti
asintotiche) descrive un fascio, cioé determina un punto lyxg—1 3,

_del piano tangente.
Chiameremo primo asse della (1) la retta polare del secondo

asse rispetto alla quadrica di Lie, ciot I'intersezione dei piani

&+ Ail,. ]
Il piano p osculatore, & il punto 3 di regresso di una delle

nostre linee sono il piano:

¢ [Bdus — Cdv® + 2hdudv(ly du — 1y dv) + Bdud — ‘{dva} +

+ 28, dutdv — 2§, dudv®

e il punto
z {Bd’ut3 — Cdv® + 2hdudv(l, du — 1, dv) — Bdu’®4- 'ﬁlv“} +

+ 2z, duldy — 2z, dudv®.
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Per ogni direzione du : dv esce una delle nostre linee. Le pre-
cédenti formole dimostrano che al variare di du :dv

Tutte le linee soddisfacenti a (1) uscenti da un punto X della
superficie hanno un punto di regresso che descrive una cubica razio-
nale avente le asintotiche per tangenti nel punto doppio X, e il se-
condo asse della (1) per relta dei flessi; una proprieta duale “vale
per © piani osculatori. Al variare di h la retta des flessi per la cu-
bica e la retta cuspidale del cono duale descrivono due fasci polari
rispetto alla quadrica di Lie. (F.)

- In particolare per le geodetiche (B=C=1,=0) la retta dei
flessi & la retia (£, E) e la retta cuspidale é la retta (x,X). La
retta cuspidale per le geodetiche proiettive (quelle relative alla forma
normale ¢,) é proprio la normale proiettiva. Ecco una relazione tra
geodetiche e normale, che ricorda 1’analoga, ma pil semplice rela-
zione tra geodetiche e normale nella geometria metrica! (F.)

La nostra cubica si riduce a una retta soltanto se

il cono duale si riduce a un fascio (come avviene per le geodetiche
della geometria metrica) soltanto s¢ B4 8==C+41=0.

In generale si ha: I piani osculator: alle tre curve soddisfa-
centi a (1) e tangenti alle direzioni definite da (B4-8)dud=(C++)dv?
8i incontrano in una stessa retta. In particolare (B=0C=1=0)
cioé avviene delle tre geodetiche relative alla forma ¥, tangenti ad
una direzione di Segre (C.) Teoremi duali valgono per i punti di
regresso.

Siano S ed 8’ due superficie in corrispondenza biunivoca, i
cui punti sono caratterizzati da uguali valori delle coordinate u , .
Siano O ed O' due punti omologhi. Le curve ¢’ di §', uscenti
da O', i cui piani osculatori in O’ passano per una retta fissa uscente
da O’, soddisfano in O’ ad una equazione del tipo (1). Altrettanto
avverra per le curve C omologhe uscenti da O su §; e quindi i
piani osculatori a queste curve C invilupperanno, come ha osser-
vato esplicitamente il Castelnuovo, uno dei nostri coni di terza
classe.
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B) Terne apolari (*).

Siamo quindi condotti a studiare senz’ altro quelle terne di
curve soddisfacenti ad (1), le cui direzioni formano una terna apolare
alle asintotiche, ciod quelle terne di curve, a cui corrispondono tre
valori A, Ae, A di du:dv, ove e3==1. Supposto h = 1, i tre
piani osculatori saranno:

¢D 4 Ee 4 F¥)+ D22 e, —2he™E,

ove
D=(B+ppS—(C+7), E=—2, F=20)%

Ora i due piani §, —pé e § —of individuano una retta uscente
dal punto z della superficie considerata ; e viceversa una retta
uscente da z non posta sul piano tangente ¢ determina due piani
¢, —pt e §,—si Queste quantiti o e 3 si potranno assumere per-
tanto a coordinate delle rette uscenti da x; esse diventano infinite
per le rette poste sul piano &. In coordinate g, s di retta i pre-
cedenti piani osculatori hanno per equazione

(D + B + Fe¥) + 2022 p— 2075 = 0.

E, se per un momento pensiamo p, 3 come coordinate carte-

siane in un piano ausiliario, queste eguazioni determinano i lati
. F E

di un triangolo avente per baricentro il punto — 5 o A

questi valori di p, 5 corrisponde la retta intersezione dei piani

&+ LE, & +1LE Percid:

Tre curve soddisfacenti a (1), uscenti da x con direxiont for-
manti una terna apolare (alle asintotiche) hanno piani osculatori
che formano un triedro, rispetto al quale il piano langentc § ha per
retta polare il primo asse della (1). (F.)

(*) Qui e pel seguito sono sovente tacitamente escluse le superficie
rigate (By=0).
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Ecco una nuova proprieta geometrica di guesta refta, a cui
corrisponde una proprietd duale per il secondo asse.

Soltanto se D=0 i tre piani osculatori precedenti formano un
fascio, il cui asse & proprio il primo asse della (1). (F.)

C) Le coppie apolari e la conica di Wilezynski

Interpretazione non euclidea della metrica proiettiva.

Recentemente (1923) il Wilczynski ha aggiunto ai precedenti
risnltati del Fubini una osservazione notevole. Consideriamo una
coppia delle nostre curve con direzioni formanti una coppia apolare,
ciod con direzioni coniugate, corrispondenti cio¢ ai valori + ) di
du : dv, Posto p= 3% iloro due punti di regresso determinano una
retta, su cui giacciono evidentemente anche i punti (combinazione
lineare dei precedenti) (*). .

)
z|(f— B)u + 20, + 2z, x{(’(——C)—}—‘ley. + 2u.z,.
Adottando a coordinate correnti di un punto 2’z + y'r, + 2'z,
del piano tangente proprio le ', ¥, 3', tale reita, al variare di p,
inviluppa la conica

@—hy —hL3i}p=0—B)—C)y7,

che tocca le tangenti asintoticke y' =0 e z'= 0, e rispetio alla quale
il punto X considerato della mostra superficie ha per polare precisa-
mente il secondo asse della (1)! Cid che da una ulteriore proprieta
di questa retta. Prendiamo ora sulla nostra superficie accanto al
punto z il punto infinitamente vicino z - dz = r + z,du 4 z.dv,
ciod accanto al punto ' =1, y" = 2" =0 anche il punto 1, du , dv.
La retta che li congiunge incontra la precedente conica nei punti
soddisfacenti alla :

(# —hy —L7):y:3=+V3E—B){y— O)dudv: du:de.

(*) Indichiamo con x, o con * un medesimo punto della superficie.
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Proiettiamo i due punti precedenti (1,0,0) ed (1, du,dv),
e queste due intersezioni dal punto 2’ —1, 3’ — L2 = 3'=0. Tro-
veremo le quattro rette.

HE —hy —h3)—5 =0,
corrispondenti ai seguenti 4 valori di H:

dv d + dv
PR~ ; | } .
1—bhdu—bhdv — " = j(3—B)(1— Cdudr

H =20,

Percid il birapporto di queste 4 rette, ciot dei precedenti 4
punti vale, a meno d’infinitesimi d'ordine superiore:

1 -+ 2f(8— B)(y—Cdudv.

Ora, assunta la precedente conica come assoluto di una metricsf
non euclidea, questo birapporto ha un logaritmo, che, 1 meno di
un fattore numerico arbitrario, vale la distanza ds non enclidea
di z, z-+dz; per ds vale dunque la:

ds? = 2m(3 — B) (7 — Cyudv
‘m == costante numerica arbitraria].

Per B = C = 0 si ha la metrica (normale} del Fubini. Si ha
quindi il teorema di Wilczynski:

Per le curve corrispondenti a valori arbitrarii di 1;, lg, ay,
p. es. per le geodetiche relative ad una qualsiasi forma Fy avviene
che, assunta la corrispondente conica come conica assolulo, la metrica
non euclidea che ne viene definita coincide con la metrica proiettiva
del Fubini ; questa appare dunque come una melrica non euclidea
ad assoluto variabile da punio a punto. Questa interpretazione dilla
forma ds? = 23ydudv é da porre accanto all' interprelazione che Cech
ha dato per U elemento lineare proiettivo. (§ 13, B). Ctr. anche i teo-
remi di Bompiani (§ 21, B).
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D} Curve di un fascio ; 1’ asse della superficie.

Un caso particolare di equazioni (1 ¢ quella a cui soddisfano
le curve di un fascio, ciod le curve per cui

du
dv

= cost. ( == funzione di u, ).

@) -

Differenziando (2) si trova che vale la (1), ove sia posto

1 clogray,

B=C=0, h=1, h=—p —"
L 1 élogay, @i
T2 av

Un tale sistema di curve sari detto un fascio di curve.

Dunque anche per le curve di un fascio avviene che i piani
osculatori mel punto X della superficie S per quelle curve del fascio
che escono da X inviluppano un cono di terza classe; la sua reila
cuspidale (intersezione dei tre piani cuspidali) é la retta polare del
piano langenle rispetio al triedro formato dai piani osculatori a 3
curve qualsiasi del fascio, le cui direzioni ), ks, he? formino una
terna apolare.

E questi tre piani osculatori passano proprio per tale retta
cuspidale soltanto se §\® 7= 0, ciot se la terna di direzioni
cousiderata ¢ la terna delle direzioni di Segre. Per queste vale
dunque il seg. teorema, molto analoge a quello precedentemente
enunciato :

L’ unica terna di curve di un fascio uscenti da un punto x,
le cui direzioni formano una terna apolare, ¢ § cui piani osculatori
passano per una slessa relia é la terna corrispondente alle curve di
Segre (El

Queata retta é poi la polare del piano tangente rispetto al triedro
dei piani osculatori in X ad un'altra terna qualsiasi di curve dello
slesso fascio con direzioni formanti una terna apolare, p. es. alle
tre curve di Darbouz ; ¢ tale retta ¢ anche la retta cuspidale del cono
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di terza classe inviluppato dai piani osculatori in x alle curve di
tale fascio ; ed & anche polare del piano tangente rispetto al cono
quadrico (duale della conica di Wilczynski) relativo al fascio consi-
derato (F).

Questa retta si dira il primo asse della superficie in x; la
sua retta duale, posta sul piano tangente, si dira il secondo asse,
che conticne ¢ punti di regresso delle curve di Segre.

Il primo asse (o, senz’altro, 1'asse) & Vintersezione dei piani

1 v, 1 B,
4 . v
( ) 2xur) ( 3 1 -_— "—3 'B'_ -_ O.;)xu +
(_l_ﬁ I RPN
! 3 p 3 . u |V

I punti di regresso delle curve di Darboux (¢ dualmente i
loro piani osculatori) godono di una proprieta assai meno semplice.
Essi sono i punti

2y + LA — e — 2, A2e? — x,he”

. _ . 1 0
ove MW=—1:f, ll=——2'm"108’(7\“12)»

1 4
lg = T W log(am . )\).

Ogni conica del piano tangente che nel punto X (ciod nel punto
=1, y¥=2=1t=0) tocca p. es. la tangente asintotica z’'=0 ha
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1§ 24]
una equazione del tipo:
cy'?+ 2gy'7 4 2fx's + k2= 0.

Determinati ¢, ¢,f,h in guisa che essa contenga § 3 punti di re-
gresso citati, si riconosce subito che essa passa anche per il punto

~

ove Ualtra tangente asintotica incontra il secondo asse. (C).

§ 24. — Le pangeodetiche. I1 fascio canonico.

Noi abbiamo studiato non solo le geodetiche proiettive, ma
anche pi generalmente le geodetiche per ogni forma F,. Ora stu-
dieremo le estremali per I’integrale dell’ elemento lineare proiettivo
Fy: F,, che, come sappiamo, é sempre uguale a @j:¢,. Le chia-
meremo pangeodetiche. )

Se noi annulliamo la variazione prima di / %, troviamo :

2

’3
= 2 ————-—Bu ,_3{_ 7 u”

55— o) [ — )

, _ du o @Pu
VST Y T AR

che é la stessa equazione trovaia al § 16 E, Questa equazione del
Fubini & stata da Cech (§ 16 B, per le superficie ad asintotiche
reali) scritta nella forma semplicissima :

(x dw A ddz) = (& dt d2¢ dP¢).

Ricordando i risultati del § 5 se ne deduce 1’ osservazione
dovuta pure al Cech :

Se due superficie hanno contatto del secondo ordine lumgo wuna
curva, questa, se é pangeodetica per una di esse, é pangeodetica anche

per U altra.
L’ ultimo teorema del § 16 E serve a dare una definizione geo-
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metrica delle pangeodetiche, perché di una proprieta caratieristica dei
loro piani osculatori.

11 piano osculatore ad una pangeodetica, ciod il piano passante
per z, x,u +x,, x4 + 2,02+ 22,4 + z,,, ove v’ & dato
dalla precedente equazione, & il piano

wze '+" wo<25u - eue) + wl(i)ev - evs) ’
ove:
wy = 2(B3du® — 2dv®) + (B, du’ — . dv*)dudv -
-+ 2(B, du? -— 1, dv*)dudv?

wy = 2dudv(Bdud + dv?) ; wy == — 2dudv®(3du’® + 1dv?).

Posto wy=pdu, wy=—pdv, sard — p®= 2uyw,(Buf — 1ui).
Moltiplicando quindi per g* il valore di w,, si trova:

0 = 2uq wy 1y (e — 700)) +- 2(BPucf—7%0f) — (B e — 1.0y +
+ ngwf(_o‘,'wg-— Tu w“l,)

Considerate le w; come le coordinate di un piano uscente da x,
se ne deduce (cfr. I'ultimo teor. del § 22) che I'inviluppo dei piani
osculator: alle pangeodetiche uscenti da un punto coincide col cono
di Segre ed ¢ un cono Ty di sesta classe, che tocca il piano tangente
nelle 2 direzioni asintotiche e nelle 3 direzioni di Darbouz (F. e C)
Al sistema lineare determinato da I's e dai due coni (degeneri)

¢ = 0, w{ =0 appartiene un solo cono spezzato nei fasci wy= 0,
wy; = 0 dei piani passanti per una tangente asintotica e in un cono
I, di quarta classe. L'equazione di I, si trova essere:

0= 2w2(ﬁw§—7uﬁ) + (.{v w} - 314 wﬂ) + 2w0 wl(@ 'Il]f).

Troviamo (Introd. § 4 C) le rette principali di questi due coni.
Dobbiamo cercare, tra i coni del sistema lineare determinato da I,
e dai fasci di piani aventi per sostegno una retta di Darboux, cia-
seuno contato quattro volte, quel cono che si spezza in questi tre
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fasci di piani, e in un quarto fascio, il cui sostegno sari la retta
principale di I',. E uno studio analogo si fari poi per T,
Un facile calcolo dimostra che la retta principale di T, &

. ologB? dlogpB+?
"z 3( au 0T ”’1):0’

ciod & la retta d’intersezione dei piani

) 2t (5Tl o, ot (5 IEEL g,

ciod & la retta che congiunge z ad

(1) bis xuv+ ""‘ (— 36 + 3108(? ) v +

+-1,—(-— 36, 4 08¢ ‘71‘*"“ ):L,,.
[ ov

Cosl la retta principale di Ts & la retta intersezione dei piani

1 dlogy'g® 1 Jdlo
(2) 4, +( —IF 9, )5 4e+( agf"‘ 20L),

che congiunge z al punto

1 [ ologp* 1 / dlogviR®
@) v Zwo + "1'"2-( P66 ) v ﬁ( osTE _ 66,,)::;.

v ou

da confrontare con le (2) e (3) del precedente § relative all’asse.
In coordinate mormali (By = a;,) l'asse e lo rette principali
sono quelle che congiungono il punto z al punto:

x“”_—i*ll—<'r +e 2)

(};u 42t > . (asse) (C.)

1 (1, B. 1 /8 \
3) { z,— —-(_+ 2 _) Y — _;_(_"_f_ 2 l*_)x (rette
6 \7 " S\ Ty prin.
R Y A TR 1 (B | ot cipali)
(o) e

¥
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Si noti che la retta congiungente z al punto

1 (7 o 1 (B “
On mm—g(Fref)a—g (el ®
si pud (F) definire come la retta pseudoprincipale, la quale & so-
stegno di un fascio di piani, che, insieme ai fasci di piani aventi
per sostegno una retta di Darboux, formano un cono (degenere)
appartenente al sistema lineare determinato da I', e dai fasci di
piani aventi per sostegno una tangente asintotica, ciascuno contato
4 volte.

L’asse, le rette principali (3) e (3)y, e la normale proietiiva
appartengono ad uno stesso fascio; il fascio canonico, in cui troveremo
ben presto altre rette fondamentali per la teoria.

Cosi p. es. la normale proiettiva si potrebbe definire come U unica
retta del fascio canonico, le cui sviluppabili corrispondono per una
superficie generica ad un sistema coniugato. Noi chiameremo cano-
niche tutte le rette congiungenti z ad

1t B. Bu Tu
S A A A
v AT NE PR
ove . ha un valor ] A= 1 ’ 1
3 e NUMErico =—= per l'asse, A = -5

1

1 e
—q5 s g per le rette principali, A==0 per la normale proiettiva).

§ 25. — Congruenze di rette (*).
4) Sviluppabili e fuechi.
Abblamo gia visto al § 23 che a un differenziale I,du — ldv

corrisponde una coppia di rette duali: la retta »* congiungente i
punti z, + !, %, x, + lyx, intersezione dei piani £ e &,, + L& +

(*) Oltre ai primi studii del Fubini negli Atti della R. Accad. di Torino
{1918) si devono ricordare le posteriori, ma importanti ricerche del Green.

(5§ 25, 4] *  GLI ELEMENTI GEOMETRICI FONDAMENTALI 145

4-1,¢,, e la retta r duale, intersezione dei piani &, + 4§, &, + L
congiungente i punti =z ed «,, + !z, 4+ L x,.

Noi preferiremo considerare queste due rette come definite dal
differenziale coniugato 1,du -+ l,dv, convenendo che ad una trasfor-

mazione = pz corrisponda la 7, =1, + = per i=1, 2. So-
vente scriveremo Il =1,, I, = m. e

Al variare di u, v la retta  descrive una congruenza K, lar'
una congruenza K', che diremo congruenze duali. Cerchiamo i fuochi
della retta r della congruenza K. Se z + R(z,, + lx, + mz,) ne
& un fuoco, devono potersi trovare du:dv e due parametri A,
in guisa che:

dx + Rd(z,, + Iz, + mxv) = hz + p‘(xuv + lz, + ma,).

Tenuto conto delle equazioni fondamentali I, il primo membro
si potra scrivere nella forma Az, + Bz,+ Cz,, + Dz ; sard D=1,
C=pn, B=yum, A=yl, ciod dovra essere B=mC, 4 =1C.

Ora si trova:

C = R(d0 + ldv + mdu) ,

A= du+ R[(B*{ + 6,.)du + dl + 16, du + mydv + Ty dv} ,

e una formola analoga per B. Eliminando dalle B—m(C=4 —IC=0
la R, si giunge all’ equazione delle sviluppabili di K:

() 0= (q:u + -2—;5‘; — mb, + 18— m2)du2 + (m, — L )dudv +

4+ (— myy — I, + 10, — my - 12)do?

Incidentalmente voglio osservare che alla terza forma fonda-
mentale w,;du? + my dv? di una superficie si poteva giungere anche
studiando tale equazione (1) p. es. per l=m = 0.

Eliminando invece du :dv e ponendo R = p:ay, (cosicché p
avrd significato intrinseco) si giunge all’equazione che determina
i fuochi

1, 17, B 2 1 ] _
L B 2 oL m— 2ty ... =0
mﬁ+9P%+% o Cak my— 2m) +

Fusint o ¢ucm, Lexioni di Geomelria proiettivo-differenzials. 10
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L’ equazione delle sviluppabili di K’ &i otterrd da (1) cambiando
B,y tm —B, —¥ e wy in py. Ricordo che:

-1 ’
(qu+B.+ 8% pPu= - (g1 — Bo— B8.)

Ty =

ro| s

@)

fonsk

1 )
Toa = 5~ (@2 + 1w+ 100 Pa= 5 @n—"Tu— 16.)

Se a;3 = By, ed I =m = 0, ciod se r & la normale proiettiva,
i valori di L diconsi le curvature (proiettive), i valori di p i raggi

proiettivi di curvatura, perchd nella metrica proiettiva sono le di-
stanze dai fuochi di una normale proiettiva al suo piede. La (2)
dimostra che:

La semicurvatura protettiva media —%— (—s; + —5;) vale la cur-
vatura della forma o, diminuita di 1 ; teorema che ricorda 1’analogo
di Gauss per la curvatura totale di una superficie nella geometria
metrica. (F.)

I centri di curvatura e i punti z, X si dividono armonica-
mente se ¢, ha la curvatura + 1, ciod se la quadrica di Lie e la
quadrica normale coincidono. (C.)

Una congruenza K(K’) si dird coniugata (armontica) alla super-
ficie, se le sue sviluppabili corrispondono a un sistema coniugaio
di questa, o sono indeterminate. Basta osservare la (1) per con-
cludere : ,

Quando la congruenza K & coniugata alla superficie; la X' &
armonica ; ¢id che avviene soltanto guando 1dv+ mdu € un differen-
ziale esatto; nel gual caso, con una trasformazione di coordinate

= pz, & pud renderlo identicamente mullo, donde segue:

La piv generale congruenza K coniugata alla superficie é quella
delle rette congiungenti X a (pX),, 0ssia a Ay(px).

Ricordando qual’® il modo pilt semplice per determinare un p
(§ 15D) ne deduciamo (F.): ,

La piu semplice congruenza K coniugata alla superficie e deter-
minata in modo intrinseco invariante é quella delle normali proiettive.
Teoremi duali si hanno per K'.
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B) Le direttrici di Wileczynski.

Ci chiediamo : Quando si corrispondono le sviluppabili di K ,K’?
Caso 1°) I, +m,; le sviluppabili non sono indeterminate, ns
corrispondono a un sistema coniugato, In tal caso dovra essere:

Ty + I8 = p;, — 1B Tge + MY = Py — my

ossia per le (3), se By +0:

_ 1 dlogfa, 1 dlogyay,
@ e i T T
) 1 .\ Lo
La retta canonica per A = — 5 9id trovata al § 24 coincide

con la retta v qui determinata. .

La retta  corrispondente si dira direttrice, o prima direttrice,
la r* seconda direttrice; la loro scoperta & dovuta a Wilezynski, che
le ha definite come le direttrici della congruenza comune ai complesss
lineari osculatori delle due asintotiche (*). Per dimostrarne questa
loro proprieta bastera dimostrare che esse somo il luogo dei punti
che hanno lo stesso piano polare in questi due complessi. Ora noi
sappiamo (§ 18 B) che, considerate le & come coordinate del piano
osculatore ad una asintotica, esse seguono le mnostre convenzioni
relative alle curve; e percid nel sistema nullo osculatore ad una
asintotica v = cost. al punto

Xy — 0,2, — ——;— ¢y1% corrisponde il piano £,, — 6,&, — %qug

(*) Bompiani ne ha scoperto la seguente proprietd. Demoulin ha dimo-
strato che le quadriche di Lie hanno un inviluppo che tocea la quadrica di
Lie relativa a un punto P della superficie, oltre che in P,in 4 punti vertici
di un quadrangolo, di cui quattro lati appartengono alla quadrica di Lie, e i
due rimanenti sono reciproci rispetto ad essa. Una direttrice di Wilexynski
st pud definire come la retta uscente da P che si appoggia a questi due lats.
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ciod, per le equazioni fondamentali I, al punto 4
1 1
Bz, 4 | pn — 5 )t = pr. — 3 (B, + B8.)x

corrisponde il piano

— [ — @+ e

i quali evidentemente si corrispondono anche nel sistema nullo
osculatore dell’ altra asintotica w=cost. Altrettanto dicasi del punto B

di coordinate yx,— —;— (fu + 76,0z e del piano corrispondente. La

retta AB, che & precisamente la seconda direlirice sopra definita,
ha dungue nei due sistemi mulli la stessa retta polare, che & preci-
samente la prima direttrice, duale di AB, cioé polare di AB anche
rispetto alla quadrica di Lie. Dalla teoria delle superficie rigate se-
guird poi che A e B sono i coniugati armonici del punto considerato X
della superficie S rispetto ai punti flecnodali delle corrispondents ge-
neratrici delle rigate asiniotiche uscenti da X: ¢id che da un guarto
modo per definire la retta AB. (Ricorderd qui che Wilczynski ha
anche studiato i complessi lineari osculatori alle rigate asintotiche).

1* Oss. Se la superficie iniziale & rigata, p. es. § =0, per
tutte le congruenze K, K’ definite, scegliendo 1 ad arbitrio e ponendo

_ 1 odlogyas
D= T o

avviene che alle sviluppabili di K corrispondono le sviluppabili di K'.
2 (Ogs. Non si esclude che i valori (4) soddisfino alla I, = m,.

Si vede subito che cid avviene ossia che le congruenze delle diret- .

trici somo coniugate od armoniche alla superficie solianto se questa é

logB:y O)

isotermo asintotica
onov

0) Congruenze K coniungate e X * armoniche ad S,

tra cui si corrispondono le sviluppabili.

Rispondiamo ora alla domanda postaci in B) nel caso di con-
gruenze armoniche coniugate ad §, ciod nel caso 1, =m, Le svi-
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lappabili si corrispondono se, posto I= — dlog® m== — dlog®

dv ’ ou '’
6:

1
B — 5 (B + B0)B 1@y — (1 + 18D

q)uu - euq)u_ "%" QIl(p ¢uv - qu)v __;" 923 @

Oppure, essendo I, = m,, potremmo, cambiando il fattore di
proporzionalitd delle z, rendere, come gid sappiamo, l=m= 0. La
nostra condizione diventa allora semplicemente: 7, : Py, = gg: Doy
equivalente alla pyy: ¢y = Pas: gop [cfr. lo (3)].

Una semplice pr(\)/prietﬁ geometrica di queste congruenze si
trova, ponendoci con Cech la seguente domanda: Quando mai st
pud scegliere sulla retta r in oo modi un punto P ed in corrispon-
denza il piano = che lo proieita da 1', in guisa che al variare di T
il punto P descriva una superficie S', di cui = ¢ ¢l piano tangente ?

Se con «’ e £ indico, per brevitd, le coordinate di P, =,
dovra essere:

Stz = 8¢z, = Sz, = 0.
Per ipotesi esistono due parametri p, s tali che:
& = @y, + la, + ma, + pz, & =&, + & + mE, + of.

Sostituendo nelle precedenti e trascurando i termini che non
dipendono né da p, né da o, si trova:

p=—0c+.... p,=(0,+2mp+.... p,=(0,4+20p+....

N

Per V'ipotesi fatta lu posizione iniziale di P ¢ arbitraria, per-
ché alle congruenze K |, K’ corrispondono ool superficie S'. Le con-
dizioni d’integrabilita delle precedenti equazioni in p devono per-
tanto essere identicamente soddisfatte. Cié da 1, = m,, provando
che le congruenze K, K' devono essere coniugate alla superficie S;
e, variando il solito fattore di proporzionalita delle coordinate omo-
genee, potremo supporre [ = m = 0, e quindi:

@' = Zuy + pz &' = ew; + éc-
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E quindi

. ’ 0
2 — 8,2’ = Ba, + Fo, + (3pn+ “22 + p, —pb,)z,

v .. . .o .
ove non ci interessano i valori di B, F, La 8tz'= 0 determina

6+ p; la 8¢z, = 0 diventa, per le precedenti :

9pn

pu = pb, — P Bpse -
E Ia 88z, = 0 da analogamente :
op,
po = pO,— 21 — 7py

La condizione d’integrabilita &:

i_ (ﬂ?ﬂ,’}w) _ 9 Peew + 1Pu
(g

ov ayy ou ayp
che, in virtd della ultima delle (12) § 16, diventa:
p22(pv + ﬁav) = pll('fu "L “{6“) )

che equivale alle precedenti py;: 7y, = Py 7y in virtd delle (3).
Alla domanda sopra postaci soddisfano percid tutte e sole le
congruenze X , K' armonicke ad S, su cui s corrispondono le svi-

luppabils,
D) Le sulierﬂeie a curvatura — 2.

Possiamo chiederci con Cech anche guando mai & pud in ool
M@ .aceghere su v un punto P il quale generi una superficie 3, a
cut sia tangente il piano w che da P proietta r. Se P & il punto

7' = ;‘(xu + mz) + !"'(mv + ),
il piano = @

§ = ME, + m&) — p(&, + 18).
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La condizione S¢'dx’ = 0 da, posto p=h:p

pu = Bp* —(2m + 8,)p po = — 7+ (& + 9,)p.

La condizione d’integrabilitd, che deve essere soddisfatta identica-
mente in p, da:

Bs

9 =— Lo __9, om = — % — 6,

B
lu ':" mv+ (BT+6W0) = 0'

Dalle prime due si trae: Le congruenze cercate sono quelle delle
direttrici di Wilczynski. E 1 ultima da poi, sostituendovi i valori
trovati delle I, m , !’equaz. di Liouville:

__ 1 o%loghy
2  dudv

+ fr=0

Si trova cosi che, cambiando i parametri- delle w,» si pud porre
By = (u 4+ v)~2%; si trova poi dalle equaz. precedenti :
v _k—uw 1 _kteo 1
p  k+v uto’ B = k—u u4v

(k = cost.)

ciod: Le superficie S per cui esistono due congruenze duali K , K’ del
tipo richiesto sono quelle, per cui la curvatura della forma ¢, vale
— 2 ¢ per queste superficie le congruenze K , K sono quelle delle
diretirici di Wilczynski. La S ed ogni X, come & facile ricomoscere,
sono falde focali di una congruenza C. Infatti, posto p =1, A= p,
il caleolo effettivo dimostra che =z — pzj, & combinazione lineare
di # e di pz, + #,, ciod di = ed «', precisamente come avviene
di pz, + z, = ' — (pm + D=.

Quelle delle precedenti superficie che sono isotermo-asintotiche
(per cui ciod si pud supporre B == v) sono tuite ¢ sole le superficie,
di cui le asintotiche appartengono a complessi limeari. (§ 18 C). In
tal caso la C' & congruenza W. )
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E) Le congruenze a sviluppabili indeterminate.

Vogliamo verificare col calcolo diretto che le congruenze K a
sviluppabili indeterminate sono quelle, le cui rette escono da un
punto fisso, insieme al teorema duale per K'. Se le sviluppabili
di K sono indeterminate, & I, = m, ed esiste una funzione ® tale
che — dlog® = mdu 4 ldv.

Esprimendo che (1) & un’identita si trova:

<Duu= euQu_pq)v'*' “uq)) (I)w-: 6,®, — 1. + “22@

Percio @ & una combinazione lineare b§ + em + et + fr delle coor-
dinate di piano tangente con b, ¢, e, f= cost.; la retta r generica
della congruenza K & D'intersezione dei piani & = éd, — ®E,,
' = &®, — ®¢,. E ovidente che questi due piani passano per il
punto fisso (b, ¢, e, f), per cui passano dunque tutte le rette di K.

Se, come in casi analoghi, avessimo cambiato coordinate omo-
genee in guisa che I=m =0, ciod ®=1,1a (1) sarebbe riuscita
un’identitd se ;; = m,, = 0. Cambiando tetraedro di riferimento,
avremmo potuto rendere la quarta coordinata t del piano tangente
uguale ad 1; la retta r, intersezione di ¢, , €, sarebbe passata sem-
pre per il punto = y=2=0. Ci chiediamo ora: Quando avwiene
che le sviluppabili sia di K che di K' sono inde'erminate ? In tal
caso si possono (essendo mdu + idv un differenziale esaito) scegliere
le coordinate omogenee di punto in guisa che !=m=0. Le svi-
luppabili saranno indeterminate se p;; = P,y = m;; = @y, = 0. L’es-
sere pPj, == Py, = 0 significa che, cambiando il tetraedro di riferi-
mento, si pud rendere p. es. la t=1, in modo che lo x, Y,z
siano coordinate mon omogenee. Essendo m,, = m,, = 0 le coordinate
di piano tangente devono soddisfare ad una equazione lineare a
coefficienti costanti :

B + b+ r{ + = cost., (b, k,r= cost.)
(Cfr. pilt sotto). Scritta 1’equazione del piano tangente nella forma:
Bz —B)+n(y— k) + Cem—r) + (H hE + by +- 1) = 0

se ne deduce che, con una traslazione di assi ed una similitudine,
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tale piano acquista 1’ equazione
2ty +le=1;

le mostre superficie (come si vede interpretando z , Y, % come Coor-
dinate cartesiane ortogonali) sono dunque quelle, i cus piani tangents
1

7&2—_{__?—?&—_2_ dall'origine, ossia (§ 18 A) essendo

hanno la distanza
4

€ m, ¢ di Lelieuvre, sono quelle per cui tale distanza vale V—- %, ove

K qui indica la curvatura totale di Guauss (o almeno si riducono
a queste superficie con un cambiamento di assi coordinati).

Si potrebbe anche dire che le nestre superficie sono quelie, a
cuz, secondo le nostre convenzioni, a coordinate non omogenee (t= 1)
di punto corrispondono comdinate non omogenee di piano.

Noi abbiamo scritto poco fa la relazione lineare che lega le
& & (in virtd delle =, = 0) nella forma A&+ &n--r{--z=cost.
Cid & lecito, escluso il caso che tale equazione abbia la forma
B¢ + kn + r{ = cost., e non contenga t. In questo caso, cambiando
assi, posso ridurre p. es. =1, pure conservando ¢— 1. La con-
gruenza K luogo delle rette (¢,, £,) appare (quando il piano t=0
si consideri come piano all’w ) come la congruenza delle rette pa-
rallele all’asse delle x, e la congruenza K’ come la congruenza
delle rette all’infinito. Questo ¢ dungue il caso particolare che si
presenta quando il punto comune alle rette di K giace nel piano stesso,
a cui appartengono le rette di K'.

Si noti ancora che dalle m;=p,,=0 segue $89,4-8,=70,+v,=0;
la retia v che genera K ¢ la retta che unisce X ad Xuy, Che, per tali
condizions, ¢ la direttrice. Partendo da questo fatto studieremo di
nuovo queste superficie al § 28,

§ 26, — Lo spigolo (edge) di Green.

Cerchiamo il polo B di una tangente asintotica (x,x,) in un
punto z della nostra superficie rispetto alla conica osculatrice del-
Daltra asintotica » = cost. nella sola ipotesi B % 0. Secondo le con-
venzioni del Cap. I°, a forma cubica Fy dell’asintotica v = cost.
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posso assumere la forma

1
5 (% Eus — & Zou)du® = Bay, dud,

© come coordinate ¢ della sua retta tangente le

1
t= 3 (=, z,).
Ya 128
Dal § 7 Dsi deduce che il polo della retta ¢, 4- —i;—ct rispet-
to alla conica osculatrice della dv= 0 & il punto =, -+ oz. Posto
1 )
0= = = log(al; : B), se ne deduce che il polo della retta (x, x,),

«¢i0é della tangente all’ asiniotica u= cost., ¢ il punto B

1 dlogas,:
1 . o8P
‘( ) Ty 4 au X.

Il punto B si pud anche definire come il polo della retta (x x,)
‘rispetto alla conica osculatrice della proiezione dell’ asintotica v = cost.
fatta sul piano tangente § da un punio qualsiasi V del piano

1 ologa},:
2 . ga :
(2 L 1

che ¢ il piano polare di B sia nella polarits di Lie, che in quella
definita dal sistema nullo osculatore alla v = cost, (C.)

Analogamente, se 7+ 0, definiamo un punto 4 sulla tangente
asintotica (=, x,). La retta AB si dird sl secondo spigolo, la retia
duale il primo spigolo, o senz’altro lo spigolo.

Ne segue: I punti A, B ove il secondo spigolo taglia le tangents
asintotiche sono coniugati rispetto ai due coni gquadrici osculator: alle
agsintotiche (nel punto x considerato sulla superficie S) i quali abbiano
3l vertice 'V sul primo spigolo,

Consideriamo una retta del piano tangente £ passante per
il punto B, e la retta duale congiungente = ad =z, 4 lz, —
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2 .
— —i—- alogg: 1 z, (dove ! & per ora arbitrario). Scrivendo la con-

dizione che i coefficienti di du? nelle equazioni delle sviluppabili
di K, K coincidano, troviamo I8 4 —é-(ﬁ, 4 £6,) = 0. Quindi:

Se B+ 0, la retta r congiungente z ad

B ey 0B(Ba) 5 — o RGP,
gode delle proprietd deilo spigolo per cid che riguarda la asintotica
v=-cost.; I’ involuzione di direzioni di cui una coppia corrisponde alle
sviluppabili della congruenza K luogo di r, e un’alira coppia alle
sviluppabili della congruenza duale XK' ha per raggio doppio la tan-
gente all’ asintotica v = cost.

Nel caso 7 = 0 Sullivan era giunto a questa retta studiando
i complessi osculatori alla superficie rigata data; e Green I’aveva
per le rigate (ciod appunto nel caso 7 = 0) sostituita alla direttrice
del Wilezynski. Green, dopo il Fubini, ma in modo indipendente,
era poi giunto al concetto di normale proiettiva cercando una retta
del fascio determinato dall’asse e dalla direttrice, la quale generasse
una congruenza coniugata alla superficie data; con questo metodo
perd, come gia abbiamo osservato, mon si riconosce la necessita
della definizione da noi posta per la normale proiettiva.

§ 27. — Il fascio canonico.

Le rette (§ 24, 25 B e 20) congiungenti X ad

ologf*y dlogpr®
zuu + )\( 8@) Ty + au xr)

]
1 dlog :T Glog—@—{—
12 z. +
ov * ou ’

%9
+ 2

-[di cui P'ultimo termine si annulla in coordinate normali] descri-
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vono il fascio canonico, Precisamente per

A=0 si ha la normale proiettiva, (F.)

A=— _%__ &i ha la direttrice, (di Wilczynski) (Cfr. anche § 24)(F.)
1 . . .

A=— T ¢ ha lo spigolo, (di Green)
1 . , o

A=— 5 8 ha U asse, (di Cech) (*)
1

1 . L,
I\ =—% —q5 & hanno le rette principali, (F.)
A= o 8 ha la tangente canonica della data superficie, (F.)

A == costante numerica si ha una refta canonica.

Tutte queste rette formano, a 4 a 4, birapporti soltanto numerics.
Cosi p. es. la retta coniugata armonica della tangente canonica rispetio
alla normale proiettiva e alla direttrice é lo spigolo; la coniugata
della tangente canomica rispetto alla mormale proiettiva e all’ asse €
una delle retie principali; la coniugata della tangente canonica rispetto
alle normale e alla precedente retta principale é Ualtra retta princi-
pale. Lo spigolo e la direttrice dividono armonicamente la normale
e I’ asse.

Solo le rettc mormali descrivono per qualunque superficie una
congruenza contugata alla superficie ; wun’altra delle precedenti gode

(*) Le rette congiungenti z ad

8 8
s + | BrEza + V By e — —;,-(

Ologp®y . _ dloghr® ) ,
ov ou
3
dove i }/_- sono seelti in modo che il loro prodotto sia By, sono (Bompiani)
intersezione dei piani osculatori a due linee di Darboux e del piano osculatore
ad una linea di Segre.
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della stessa propriets soltanto se la superficie & isotermo asintotica,
nel qual caso la congruenza generata da una qualsiasi retta canonica

é coniugata alla superficie.
Quando mai le rette canoniche coincidono tutte tra loro? Evi-

dentemente soltanto se

dlog>y  dlogPy? -0
ED) - ou ’

ciod se le linee di Darboux sono geodetiche per I’ elemento lineare
287dudv (Bompiani).

Cambiando i parametri u, v delle asintotiche potrd allora ren-
dere B =7 =1; e le coordinate normali (a;, =y =1) soddisfe-
ranno alle:

Ly = Ty _"' TPy1 Zyy = Xy + TPg

La condizioni d’integrabilitd danno tosto:

ppp=cu-+h Poo =+ k (¢, h, k= cost.)

Le superficie di coincidenza (per cui ciod coincidono le rette
canoniche) sono le superficie, i cui punti soddisfano a equazioni
del tipo :

(1) Ty = %, T x(ou + h‘) ) z,, = %, -+ ¥(cu + k)'
(¢, b, k= cost.)
¢ sono tulte tra di loro proiettivamente applicabili (perchd hanno gli

stessi valori di B, 7). Queste equazioni si integrano immediatamente
nel caso ¢ =0.

In tal caso, posto = Ae"™*+™ (4, m,n = cost), si trova:
m=n+h, nt=m-+k, ossia(m:—hP2=m+k

Se m; (i =1,2,3,4) sono le 4 radici di questa equazione

{supposte distinte), ed #; i corrispondenti valori della », a coordi-

nate dei punti della nostra superficie potremo addottare le:

@) == MUY gy — g u+n,v, 2= em3u+nsv’ = MUt
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Determinando le costanti 7, con le equazioni Tm,r; = Zn,r =
= Zr, = 0, troviamo che 1’ equazione delle nostre superficie é I’ equa-
zione omogenea di grado zero

(8) 2™y 278 5 = cost.

Se h=Fk=0, si ha m;=0,1,a,a? ed n,=0,1,a%
con a3=1, e la superficie si riduce alla yzt = 23. Tutte le altre
superficie di coincidenza somo dunque prorettivamente applicabili su
questa.

Lasciamo al lettore I’esame del caso che non tutte le m; siano
distinte. Viceversa ogni superficie (3) é una superficie di coincidenza
(per cui ¢ = 0). Infatti, posto ¢t = 1, 1’ equazione (3) diventa del
tipo: z= 2" y*; per una tale superficie I’ equazione delle asintotiche &

r(r — 1)y2da® + 2rsxydady + s(s — 1)a?dy* = 0.

Se o, B-sono le radici costanti di questa, considerata come
, . ys .. dr dy .
un’equazione nell’incognita — 5 si riconosce che le equa-
zioni delle asintotiche sono

= logz —alogy=rcost. , v=logx — flogy == cost.

e che percio logz, logy, logz sono lineari nelle %, v, mentre
logt = 0. '

Essendo ¢t = 1, sard p;; = p,, = 0. E, per calcolare §3, basterad
ricordare le due equaz. (nelle 8,, B, riguardate come incognite)
Ty, = 0,2, + BZ,, Yuu = O, Y. + BY,, per dedurne che B = cost.
Similmente si prova 7 = cost., come si voleva.

Queste ultime superficie godono di un’altra notevolissima pro-
prietd, Consideriamo una collineazione z'=ky, y'="k,y, 2’ =ksz,
t = k,t con k,= cost. Sia 8 una superficie ed S la sua trasfor-
mata per tale collineazione. Se 8 ed S sono le falde focali di una
congruenza, di cui » e v sono le sviluppabili, varranno delle equa-
zioni del tipo:

z, = A + px' z, = px + ox',
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ossia :

z,=Q+ph)x , =z,= (c + -%—-)x

1

e analoghe in ¥, 2, ¢
Moltiplicando z, y,z,¢ per uno stesso fattore posso rendere

A=0. Sara allora:

0%logx » .
—ﬁcag_v =k p, = 0, + —%1- (e analoghe per y, z,¢).
Dunque -

(4) k,p,—c,,——%_—:O (i=1,2,3,4).

Ma, se la collineazione non si riduce ad una identitd, vi sa-
ranno almeno due delle %; distinte tra di loro. Dulle corrispondenti
equazioni (4) si deduce che i rapporti p,:0,:p, sono costanti.

Potremo dunque porre g = myp, , 6 =89, , p=1r¢p, COR M,§,r
costanti e ¢ funzione di u,v. Sard cosi:

z, = k,mp,x z,,=(s—1—L)(p,x
ky
e quindi

r
by mpy, = (3 + "i;l—)(?w

che deve valere anche per k&, , kg, k,. Se ¢,,%0, allora k1m=s+kL.
1

B quindi sia %, che y, z,t sarebbero, a meno di fattori costanti,

uguali ad e¥; e il punto (» yzt) sarebbe fermo. Dunque ¢,,= 0,

¢=U-+V con U funzione della sola u, V della v; ed &
11 r
z=heUHs "H'(s"' E)V (h, = cost.)
insieme all’analoghe per y,z,t E, se le r; sono costanti tali che:

Br,= 2k, = Eri(s«-}— -%—-) =0,
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la nostra superficie ha 1’equazione del tipo 2™t 2 2" 74 = cost,,
ciod & una superficie di coincidenza con C = 0 (su cui perd le at-
tuali %, v segnano un sistema coniugato). Tali superficie sono
dungque caratierizzate dal fatio di essere prima falda focale di una
congruenza. W, la cui seconda falda le & collineare in una protetti-
vitd di tipo gemerico.

§ 28. — Le superficie per cni una retta canonica

passa per un punto fisso, e superficie duali.

4) Caso delle normali proiettive.

Studiamo quando le seconde normali giacciono in un piano
fisso e percid generano una congruenza a sviluppabili indeterminate.
In coordinate nmormali cid avVerri se Py3 = Pga = 0, S0 Ci0d le coor-
dinate normali sono anche coordinate mon omogenee, Ci0d quando,
calcolato I’invariante I in coordinate mon omogence, si trova I=cost.;
questa condizione, per z=f(z, y), equivale ad una equazione alle
derivate parziali del terzo ordine per Z. Il piano fisso su cui giac-
ciono le seconde mormali (aventi & punti Xq, x,) risulta poi il piano
t =0 all’ infinito. Un teorema duale vale per le superficie, le cui
prime mormali passano per un punto fisso (1’ analogo proiettivo delle

8fere). (6)
B) Formole generali.

Studiamo una retta canonica qualsiasi con A0, . Perché
la prima retta considerata passi per un punto fisso, e quindi generi
una congruenza a sviluppabili indeterminate, la superficie dovra
essere isotermo-asintotica ; e noi potremo supporre f=1. Scegliamo
coordinate non omogenee di piano tangente (%13 = Ty = 0). La retta
considerata & quella che congiunge ad

H H, —— 3
mm,——g"xu———ﬁxv- (H=V“123 3 1)
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Scrivendo che le sviluppabili sono indeterminate, si trova:

H,=6,H, —8H, H,=460H,—pH,.

Ora
Gy = H? g21+3D 6 = loga,, = 2logH + 2(1 + 3A)logB
E quindi (§ 16 D):

_ 1 92
R R [1ogp2<1+3n] —

1 0 2
— —2—3 - [log52<‘+3”] § + B logp?H8) ¢ g

Una formola analoga vale per M.
Possiamo ora cambiare coordinate omogenee in guisa che:

(1) ay, =02+ §=2(14+3\)logd e quindi H=1.

) Dal confronto dei valori precedenti di L, M con quelli validi
in generale risulta che sard my; = my, == 0, come precedentemente.
Potremo percié supporre contemporaneamente mty; = %y, =0, H=1
Saré poi: , '

(2) Ppy =Ty — B0, — B, =—3{1 + 2))8. ; Pas = —3(1 4 2)\)(3“ .

Varranno cosi le:

T = — (i + 1)%vx.,+ﬁxv+krsvx,
3
G xl.v=x3x..—(k+1)—%”—xv+k@ux,
ove: k= —3(1+2) 2(1-3)=—k—1.

Essendo H = 1, la nostra retta canonica & semplicemente la
ret'ta congiungente « ad x,,. Con una collineaz. unimodulare a coef-
fimenti costanti, che non muta i valori delle p, =, potremo portare
il punto fisso per cui passa tale retta nel punto x=y=2=0,

FuBint e &rcn, Lexioni di Geomstria proisttivo-differenziale 11
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Varra pertanto una equazione

(4) . t+pze=0 (per x ==z, y,z, non per x = ¢).
Scrivendo che (3), (4) formano un sistema integrabile, si trova:

d%logp o .
auav —3 - ——(euv + ?‘()

w=(k-+1)
(5) o (b + 1)@—“’;1 ¥ B{B + B8 = 0

o O+ D & b+ 580 = 0.

i
Sostituendo nelle ultime due il valore di 3 dato dalla prima,
st trovano due equazioni alle derivate parziali per p.

0 Il caso 1+ % = O (per V’asse). (C.)

Le (5) diventano semplicemente
. (6) ?uu + 3B37! = pv‘r + 3@@“ = 0.

Gli assi passano per il punto fisso O di coordinate = y=2=0;
ciod tutti i piani osculatori ad ogni linea di Segre passano per O.
Si tratta delle superficie di Cech o linee di Segre piane. Le (3), (4)

diventano

(1) %y =Bz, — B2 2, = B2, —fu? (per z=2,y,2,1)

(8) z,, = p2x (per x=x, ¥, z, NON per & = 1)
Una prima soluzione di (6) &

] B = cost.

Altre soluzioni si trovano supponendo che B sia funzione della sola

w= au + bv con a,b = cost.
Le (6) danno a*B,u,—+3bBBw = b*Buw+3alB, = 0 donde a®=b3;
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3
percid potremo supporre, se = = J1, che w valga v + ¢fu con

t=0,1,2 e B + 38R =0, ossia B, -+ —f—ﬁ‘z=cost., donde:

2
an = T wra (@ = cost.)
0 2
oppure B= —§~a.¢otg(qw +a) (e, a = cost.)

Esclusi questi tipi pin semplici, passiamo al caso generale.
Dalle (6), sottraendo, si deduce :

8 o\(éz . oz 3
(6u - 80)(811, + ov _—2—3->:0'

Similmente, se 3= 1, si trova:

E o °pu+° p,.——_)—ﬁ')‘:o (7’:1!2)

Posto wy=1w-+v, w;=c*u-+ev, w,=su-+:%, se ne de-
duce che:

o

EiBu_l'ampw"—""@z:Fg(wi) (L:Ol]‘)g)

o

o‘ve' F, & una funzione della sola w;. Sommando, dopo aver mol-
tiplicato per 1, o per &, o per ¥, si deduce:

3By = e F (),

Dunque, scegliendo opportunamente le costanti additive in F,
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si avra:

(4) — -% g2 = LF/(w) 3 = %F,(w‘).
La

Bu + Qv—"z"'W:Fl’!(w")

da, derivando successivamente, e ricordando i valori di Buw) Bov:
Buw— 33(30‘ + ﬁv) = F(,!'(wo) y €CC,
donde si trae:
F" 4 6F Fy = 0. (Ugual formola si trova per F, ed F,).

Per ognuha. delle F vale percid la

Fé“‘l'* 3F:2: cost. ossia -—%— F;’z +F:3= C; w,—+ di (G‘ ) dl= COSt')
donde
(B) F,vl == — 2]’(3, (w; + ay)

o?

4 — 2 _
[oppure — 20,2 cotg(a; x4 B:) — 3 oppure W oppure &;

sono costanti, e la p, & una funzione ellittica p di

ove a;, By alle (A) si deduce:

Weierstrass a periodi qualsiasi. Ma it

— 98B, = S FY(w) = — 38.3p, = ZF(w) T F (w;)

— 98B, = S F)'(w) = — 38.3f. = ZF(w) YetF{ (w)
donde, eliminando Fg' oppure Fy, si trae:

FY(wy) — Fy (ws) — o) 4 Fi(wy) 4 Folws) =
©  piay =T = T i) B

T Fo(w) — Fi(wy)
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~ eccetto il caso che due delle F, siano una stessa costante, e quindi

B sia funzione di una sola delle w, : taso che abbiamo gia esaurito.
Dal confronto dei primi due membri si trae che, se p. es. diamo
da u, v tali incrementi che w, aumenti di un periodo «, di F;
e w, resti immutato, allora w, aumenta di un periodo di Fy; e,
poich@ in tal caso w, aumenta di — w,, deduciamo che i periodi di F;
sono periodi anche di F;. Si prova poi che le F' hanno tutte e tre
gli stessi periodi, ripetendo piti volte tale ragionamento. In conclu-
sione troviamo per le (B) che: -

4 2
F/ = —2p(w;}a;) oppure F,/=— 2ocotg® [a(wi 4+ a,»)] — Ta
, 2 -
oppure - F/= — T aF insieme alle (4),

ove le a; sono costanti, la p & una (sola) funzione p di Weierstrass
a periodi qualsiasi, « & una costante.

Senza fare una discussione completa, del resto facilissima, si
trova che:

= '?T[C(wo + ay) + Lw; + ap) + L(w, + 32)}

oppure B = —— 1 1 + 1
PP T3 | wy - ay w;, -+ oy Wy -+ 0y

(1) >
oppure B = 3¢ [cotga(wo + ag) + cotga(w, + a) +

-+ cotga(w, + “2)]
\ (o, @;=cost. ; Ta,=0; {=funzione { di Weierstrass).

Si & cosi determinata la B; cioé sono determinale completamente
le forme fondamentali della nostra superficie. Si pud anche determi-
nare la superficie in termini finiti, dando le coordinate di un suo
punto in modo esplicito. Per cid che riguarda questo studio rin-
viamo alla Mem. originale del Cech nelle Publications de la Faculté
des Sciences de 'Université Masaryk (Brno, année 1922, N.° 11).
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Qui ci accontenteremo di provare che: I piani delle linee di Segre
inviluppano un cono di terza classe W. Un tale piano passa per un
punto z della superficie, per ez, + x,, perché du = cdv & una
direzione di Segre, e per il punto r=y=2=0.

Se «’, y, 7/, ' sono coordinate correnti, avra per equazione

iz ex, 4tz &
0=y evutuw ¥
2 €2, - 2, z

che indicheremo con £z’ + %'y + {'z"=0. Indichiamo ora con
&x'+ my' -+ t2'= 0 I’equazione di un piano generico per il punto
#'=y'=2'=0; io dico che i piani delle linee di Segre inviluppano
il cono di terza classe

0=W=(28°—B..) Ez+ny+ ()’ +
+ 2| €2y + 1y + L2.)° + G2+ My, 4 C2)°
— 68(Ex + ny + ) (Ex. -+ My. + C2) (2. + iy, + C2) +
+ 3B.(Ez + my + 02)* (B2 4 My 1 C2) +
+ 3B.(Ex + My + L2)? (2. + My, + L2.).

Dalle (7), (8) segue tosto che W, = W, = 0, cioé che il cono
W = 0 ¢é un cono fisso nello spazio; d’ altra parte, essendo

Er by +i=0  Ent iyt Ca= —(22,2,)
¢z, + 7'y, + (2. = —¢elza, x,)

segue che W=0per ¢ =¢£, n=17, {= (.
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D) 11 caso . =0 delle direttriei.

Le superficie di Tzitzeica-Wilczynski.

Le (5) diventano :

62l 2. (u g o6 k
o= %57 — B ()= (F). =0 ciot p= o (k= cost.)

Judv
Dunque la B soddisfera all’unica condizione :

d%logB ) k
® Erw el 5

Le (3) e (4) danno poi:

(10)  Zyp = — —%l%‘l* Bz, z,.=fx,— :Z" x, (per x=x,y,z,t).
6-logB k
— 2___ OV e e ——
(11) z,, = (B Tudv )x = ; x

(per z==x, y, z, non per z = i,

Noi abbiamo =, = p, = 0; cioé a coordinate omogenee di
punto corrispondono coordinate omogenee di piano ; siamo nel caso
gia studiato al § 25 E. Ma esaminiamo la questione pilt minutamente.

Noi abbiamo scelto a punto = = y=2z= 0 quello per cui
passano le prime direttrici. D’altra parte per (11)

0= 8z, ¢, = -—];—(xé..+ Y + 200) + buoTu = (t.w + —Ig——t)ru

Poiché ¢ non soddisfa a (11) sara t, = 0 ; similmente si trova
1
t, = 0, ciod = cost. Dalle Siz,, = a;, = T si trae in modo
simile
1 k

(12) QTZt”°+ ?t

che & 1’ equazione, analoga ad (11), cui soddisfa la ¢.
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Distinguiamo due casi:

1°) k= 0. Se ne deduce ¢ 3 cost.; ciod le z, y, z non si pos-
sono assumere a coordinate non omogenee. Le (10) ed (11) per
k= 0 provano perd che esse sono legate da una relazione az -+
+ by + ¢z = cost. a coefficienti a, b, ¢ costanti. Sarad percid
ax, + by, + ¢z, = 0 per i =1, 2. E le 8¢,,2; = 0 danno, essendo
o =0, che &, : 7y, : L, =a:b:c. Dunque: Se k = 0, le seconde
diretirici giacciono nel piano &, che & un piano fisso di coordinate
a,b,c,0 passante quindi per U origine, cioé per il punto comune
alle prime diretirici. .

Le superficie corrispondenti sono per la (logB)., = B* un caso
particolare di quelle, le cui asintotiche appartengono a complessi li-
neari e i ottengono dalle formole del § 18 C' ponendo melle (13) b

Otteniamo cosi anche il risultato: Tutte le superficie, le cut
asintotiche appartengono a complessi lineari o sono una superficie 8
le cui prime direftrici passano per wn punio fisso 0, e le seconde
direttrici giacciono in un piano contenente O, oppure sono protettiva-
mente applicabili su una tale superficie.

2°) Supponiamo ora k¥ 0. Moltiplicando =, v per una stessa
costante posso rendere k = 1. Essendo p;; = py, = 0, esiste una
relazione

ax + by + cz + dt = cost. con a,b,c, d costanti

che non pud [soddisfacendo le z, y, 2z alla (11) con k % 0] essere
indipendente dalla ¢. Dunque d%0; e, ponendo az + by + cz - dt
al posto della £, posso rendere ¢= cost. Con questo cambiamento
della sola variabile ¢, e non delle #, ¥, z I’origine resta fissa, e
la t© si moltiplica al pill per una costante ; e resta percid costante;
anzi la possiamo rendere uguale ad 1. Essendo ¢ = cost, la (12)
prova che anche ¢ = 1. Dunque z, y,2 sono coordinate non omo-
genee di punto € le £, 7, § coordinate mon omogenee di piano. Le
x,5, 2 soddisfano a (10) e (12); le &, 7, ( alle

B“ pv
lobs na —— T T fu T Pey v T T Peu T T by
(10w £ 5 b ¢ B— 3¢

come risulia dalla teoria generale, e in pit alla :

Stw— S, =0, 0= 82, = — i (o€ + g1 +20)
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(12w bt -;—é =0 (per £=£, v, L non per E=t=1).

La (12),;, si prova, osservando che moltiplicando per = (op-
pure per z,) e sommando con le analoghe in 7, £, si trovano delle
identita.

Il piano su cui giacciono le seconde direttrici é il piano

1
euv"‘ ’B—'

finito. Il suo polo rispetto alla quadrica di Lie, ciod il centro della

¢, che é dungue, nelle coordinate attuali, il piano all’ in-

quadrica di Lie ¢é il punto x,, + —é—x, cioé il punto ove concorrono

le prime direttrici. Per le nostre superficie dunque il centro della
quadrica di Lie & fisso (il caso 1° sarebbe quello in cui queste
quadriche sono paraboloidi).

Nel § 25 E abbiamo gia dato quella proprietd metrica, da cui
Tzitzeica & partito per trovare queste superficie. Qui aggiungeremo
altre proprieta dovute a Tzitzeica.

La rigata asintotica corrispondente ad una » = cost. & il luogo
dei punti (z + wa,, ¥ +wy,, 2+ wz,, 1) al variare di v, w. H
piano £ ad essa tangente & determinato dalle:

St'x = 8¢z, = SE(z, + wx,,)

che, per w= o, diventa il piano definito dalle:

T,

B E
Percido ¢ =0 ; tale piano passa per 0. Quindi: I piani asintotici
(tangenti all’infinito) delle rigate asintotiche delle nostre superficie

inviluppano coni col vertice nel centro della quadrica di Lie.
Si trova facilmente che 1’equazione delle asintotiche curve di

. R d (1 1
tale rigata ¢ 27(?) =5 e che esse hanno un flesso solo

nei punti % = 0. Percio :

La linea flecnodale delle rigate asintotiche delle precedenti super-
ficie si riduce alla sezione col piano all’ infinito contala due wvolte.
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T evidente che x, ¥, z si possono considerare come coordinate
omogenee della proiezione di un punto della superficie fatta dal
centro della quadrica di Lie sul piano all’infinito. Su tale piano
le tangenti ad una linea » = cost. lungo una linea w = cost. sono
il luogo dei punti #, 4+ wx; una di queste tangenti incontra la
consecutiva nel punto 2’ = z,, che giace sia su di essa che sulla
consecutiva congiungente z, + 2,,dv ad 2 4 z.dv, perche, a meno
d’ infinitesimi d’ ordine superiore & per (11)

(% + Tuodv) + -ig— (24 2. dv)=z,= o,

od anche perché z, giace sulla retta (x, z,).

Dunque: Il punto X' = x, descrive sul piano all’ infinito il ira-
sformato di Laplace del sistema delle u,v. La rvetta (¢'2,)), ciod
la retta (v, z,,) incontra similmente la consecutiva (z, + ,.dv,

Zope + Ty @) nel punto z,, -+ —? 1;53 = ., che si ottiene da

z con la trasformazione di Laplace inversa di quella inizialmente

considerata.
Sul piano all’ oo il sistema delle n, v ammetic una trasforma-

zione ciclica di Laplace di ordine 3.

§ 29. — Le superficie di Cech a linee di Darboux piane.

Il piano osculatore a una linea di Darboux & (in coordinate
normali @,y = BY)

RN - M

La linea di Darboux & piana, se questo piano non si muove guando
ci spostiamo sulla curva, cioé se

3 8
B2 9, —e/B7p, © proporzionale alla 9.
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Servendoci delle equazioni fondamentali per le &, si trova che:

3 8 —
(: 62V572‘P“—5V327?v+[ \ av +VJ 7 >
a < , \ ‘

, alr_\: /' 4 i
(‘47%+V?h‘m:@+%+ﬁﬁ

dove P,, P, sono espressioni complicate, mentre

3
Py = gy Slo8E T
oudv
Ora, se tufte le linee di Darboux somo piane, deve essere
Py= P, =P, =0, In particolare dunque P,=0, e la superficie
€& isotermo-asintotica.
Possiamo dunque supporre B= 7, sicche

av:ﬁ{(ﬂ —%—Jrs-p")‘—eziu—sél

La (1) diventa :

) B{ez%—wv-k?(e% —ez-gl)qo] = Pt

ove:

Le superficie cercate soddisfano dunque alle :

Eay]

(3) Ty = Bgu —2 g;; 3 Tg9 = ﬁﬁ” — 2%

@

Sostituendo questi valori nelle equazioni fondamentali per le £,
queste diventano semplicemente (in coordinate normali : a,, = f7):
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§ 3 )

4 o v = 0 v— = 0.

) ().t (). * s

Sostituendo alle £ le &8 (con che le nuove coordinate § non
saranno pin le coordinate mormali) le (4) diventano:

®) b +BE+BE =8 F B+ B=0.

E il piano ¢ di una linea di Darboux diventa il piano:

(6) p=@2(BE—s2,—¢t,). Porremo m,=(—BE+ ", +¢%)(i=1,2,3).
Le condizioni d’integrabilita delle (5) sono:

() Buu + BB = Boo + B = 0

‘affatto analoghe alle (6) del precedente § corrispondenti al caso
che le linee di Segre siano piane. L’integrale generale si trova
come al § 28 C essere

(8) B = 2(Cwy + Cwy + Lwp)
wy=u+v+ay, w=sut+cwta,, wy = e’u - ev -+ ag,

ove le a; siano costanti di somma nulla cosicché Zw; = 0.

Vi sono altri due soli east; in cui la B non siriduca ad una
funzione di una sola delle w,: i casi seguenti, che si possono del
resto considerare come casi limiti del precedente :

(9) B = 2a(cotgaw, - cotgaw, + cotgaw,) (@ == cost.)

(10) P2t )

Wy wy Wy
Degli altri casi possibili, di quelli ciod, in cui la § si riduce
ad una funzione di una sola delle w, parleremo piu avanti.

Posto

(11) ¥B,+ B, — —;—ﬁz—_— f(w,) [funzione della sola w; perle (7)],
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si trova nei tre casi rispettivamente :

f(w,) = — 6pw, oppure — 6a%cotgaw; oppure —:;

e in ogni caso
(12) ["=—=2ff ; f=—("Bu+ BB —Bu)

Derivando (6) si trova:

& 2 " -
(13) 7,”%=(2s BBy + 267 BBy — Bur)f + (B2 — 2By — Bo)bw +
+ (B2 — 2% By — Bu )b — Blur.
di, . ‘
(13) bis _d_w‘is.: (p2_ 9ei By — 25130) :;Y;l +

+ 2(Eu BB + ¢ BB, — puv)”»‘
ossia per (12)

d3z d
(13) 4or dw,-; =—2 T [:r,»f(w;)J
ossia

d’z,

ove il piano 4 & costante (¢ fisso), e, confrontando con (13), si
trova essere il piano

(15) 4= (Buv‘“ﬁs)g—pv&u_@uﬁv + ﬁ&m;
Moltiplicando (14) per f'(w;), e, tenendo conto di (7), si trova:

. a2, .
(14) bis f(ws) dwE o f " (w) + Af (w) =0,
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donde, integrando :

d b "y 1
(0 f0) e — ")+ 4f(w) + 5 B=0,

ove B ¢ un nuovo piano fisso che, sostituendo nella precedente
a -gfi— il valore ottenuto derivando, si vede essere il piano:
wW;
(16) B = B(33Buw—2Bu v — 34\5'—‘(2{5“2’{- 328, )&u -
- (25u2 + 32 Bu)&v + (33 - gﬁuv)guu .

Integrando I’ultima equazione ottenuta, si trova:

T flw;) 1 dw, _
0 Ty +Af Py 5+ 5 B agE %

ove i piani C,, Cy, C, sono pure fissi nello spazio.

Servendoci di (15) e (16) calcoliamo (28,, — B%)4 + BB, ove
alle &, &,, & si sostituiscano i valori dedotti da (6) in funzione
lineare delle = . Troviamo :

1s) S+ o B2 — B4 o BB =0,
ove & posto:
A= B — B2 Bu Bo + & B(Bo Buw + BBEY) + £ B(Pu Buo + B
Da (12) si deduce che
M f (W)= fuw— BB Bu Bo Pue— F°BL — F*B0 =10,

ove g non dipende pilt dall’indice i, sicchd (18) diventa:

T 3 3 _
P s+ B0 — B)4 + B =0
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che, confrontata con (17) da

3 B flw,)dw
(19) 4 ??(2%1;—33)“2 W‘—§+
3 B du,
_I—B[T—p‘_ 7w )2]+20—0

Non essendo le B funzione di una sola delle w;, e quindi
@ + 87, nei secondi membri delle (15), (16) i coefficienti di &, , &,
non sono proporzionali; percio i piani 4, B non possono coinci-
dere; e quindi i coefficienti di 4, B in (19) sono delle costanti
che, con opportuna scelta dei limiti inferiore d’integrazione [il cal-
colo effettivo prova che si possono scegliere questi limiti uguali a

zero] si possono rendere nulle. Sara cosi:

3
Em 28w — B,

20 20, =0 A
(20) 72y
0

[ Py =2 ¥

Dalla definizione di =; segue che :

35t = — 2= a3/ ) | )

*w)
0

1
7 (wi./'fZ( ) EO‘f’(wz)’

insieme alle analoghe in 7, ¢, r. Scegliendo opportunamente il
tetraedro di riferimento, si avranno pertanto le formole seguenti
valide nel caso (8):

W

é:n:C:r:Zp’(w,')f<

0

dw )
pw—ey) (pw—ep)
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w;
- ! dw .
$2p (w,)f (pw—e,) (pw—ey)
[

H(p'wy—p'wy) : (p'w, — p'wy) (wp+w;, +wy =0)
oppure nel caso (9):

Pt
d
E:"I:Czrzzpi(l‘}“Piz)f-(—iT%)T:

3

d:
1 Zp,(1 4+ pﬁ)fﬂ%ﬁ :

[t —et )] ¢ n+d) -+ )
oppure nel caso (10):

1 1 1 1
&:n:C:t:EwiZ:Ewi‘:(-z?-—uE): \773;———112)

(] 2

Le integrazioni si sanno eseguire; nel primo caso le e; sono -

i valori di pw negli zeri di p’'w (semiperiodi); nel secondo caso
le p sono parametri legati dalla: p,p; + pope + p1pe = 0.

Dai caleoli precedenti si deduce facilmente :

Se B non dipende da una sola delle w, come pud avvenire in
qualche caso Limite, allora : I piani di ogni sistema di linee di Dar-
bouz inviluppano tre comi quadrici, perché soddisfano alla (13),, .
Le w,; 8 possono considerare come i parameiri suv tre coni—inviluppo.
Imponendo la Zw,=0, 1 tre piani corrispondenti hanno una inter-
sezione che genera la nostra superficie.

I vertici dei tre coni sono per le (14) e (14),, in linea retla
sulla retta intersezione det piani A, B; due qualungue det tre coni
risultano prospettivi, quando si facciano corrispondere due piani, @
cui parametri w; abbiano uguali valori. I tre piani di prospettivita
formano un fascio ed incortrano la relta dci vertici in tre punti,
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che somo il covariante cubico dei tre vertici, ed intersecano la super-
ficie in tre linee di Segre particolari (*).
Se invece B dipende da una sola delle w, come avviene nei
c e 2
casi limiti B = 2acotg(aw,) (a=rcost.), B= — = cost., al-

lora nei primi due casi un sistema di linee di Darbousx w; = cost,
€ formato da coniche, nell’ ultimo caso si ha I' unica superficie a linee
di Darboux tutte coniche ; le sue linee di Segre sono pure curve piane
e precisamentc cubiche con un punto di regresso.

§ 30. — Breve riassunto di altre ricerche.

A4) Se x,y,z,t=1 sono coordinate cartesiane ortogonali,

e se ;T: sono i simboli di Christoffel per 1’elemento lineare di

Gauss, allora la retta normale metrica & la retta congiungente x

Ty —

ad @y, — g 112

12 o
9 fx,,, essendo sempre u, v asintotiche. La

retta duale (che potremo chiamare la seconde normale metrica) &

2
la congiungente i punti xu——;lj z ed z,— 11“ z, ciod i due
punti
1w 1 & 1 Ps 1 p
x‘——z—x»};—, ?/L—Ty';‘; zi"‘TZ"?/ 0’ ““2“%"

1 . . ..
ove _—F é la curvatura di Gauss. Quindi: Le superficie a cur-

vatura costante metrica sono quelle per cui la seconda normale me-

(*) 8i consideri I’ omografia tra le due stelle (4 , B, C:) ed (4, B , C5),
che al piano kyA 4%y B + k3 C; dell’una fa corrispondere il piano k4 A 4
+ kB + k3 C; dell’altra ; essa 6 una prospettivita ; il piano di prospettivita
essendo C; — C;=0. La (17) prova che i coni inviluppati da Ty, myosi
corrispondono in tale prospettivitd, quando si considerino come omologhi i
piani per cui w; =1, . Infine (20) dimostra che Cj (¢,yj,k==1,2,3) e
Ci — C; dividono armonicamente i piani C;, C i

Fupini e &ucn, Lexioni di- Geometria projettivo-diff iale. 12
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trica ¢ all’ infinito, ossia la prima normale passa per il centro della
quadrica di Lie.

B) Sia K una congruenza di rette r uscenti dai punti O di
una superficie S. I piani focali di = incontrano S nelle direzioni
determinate dalle sviluppabili della congruenza, uscenti da r. Il
teorema per la congruenza K’ duale, dovuto a Green, si enuncia :

Se K' é uma congrucnza di rette ' poste sui plani tangents
alla superficic S, le rette che da un punto O di S proietiano i fuochi
della corrispondente retia ' determinano le direzioni coniugate di
quelle. corrispondenti alle sviluppabils.

C) Green ha anche considerato una coppia qualsias/ di sistemi
di linee #, » della 8. Ha chiamato asse in un punto O di 8 1’in-
tersezione dei piani osculatori alle linee u, v uscenti da O, raggio
(ray) la retta unente i due fuochi delle congruenze generate dalle
tangenti alle linee u = cost. e v = cost., che giacciono sul piano
tangente in O (e sono distinte da 0). Ha chiamato assi—tangents
e raggi-tangents le direzioni corrispondenti alle sviluppabili della
congruenza degli assi o dei raggi, ha chiamato assi-rigate R, lo
rigate lnogo dei raggi uscenti dai punti di una v = cost., e in
modo simile ha definito le assi—rigate R,. Ecco i pili notevoli ri-
sultati del Green :

Su un asse giacciono i fuochi F | ¥’ deila congruenza degli assi,
e i punti P, Q ove ¢ piani osculatori alle v = cost. ed u = cost.
uscents su S dal piede O dell'asse toccano R, , R,. Il coniugato ar-
monico di O rispetto ad F , F' é anche coniugato di O rispetto a P, Q.
Le assi—tangenti incontrano un raggio nei suoi fuochi solianito se le
rette tangenti alle u = cost. ed alle v = cost. generano congruenze W.

Se le u, v sono coniugate, esse formeranno un sisteme a inva-
riants uguali, soltanto se le raggi-langenti sono comiugate; se in pi
le tangenti aolle u, v generano congruenze W, allora le u, v formano
un sistema tisotermo—coniugalo.

D) Per interpretazioni geometriche dei sistemi isotermi coniu-
gati rinviamo alla Mem. di Wilczynski a pag. 208 del Tomo 85
dei Math. Ann.

E) Finiremo dimostrando (b/.) un bel teorema di Wilezynski

sui sistemi coniugati ad invarianti tangenziali uguali.
8e le u, v formano un sistema coniugato ad invarianti tangen-
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ziali uguali, lo inlersezione dei piani osculatori alle u,v in un
punto comune genera una congruenzo armonico alla superficie. E vi-
ceversa. Un risultato duale vale naturalmente per i sistems coniugats
con uguali invarianti di punto.

Infatti nelle ipotesi del teorema, posso fissare le coordinate di
piano tangente in guisa che §,, = A& Sard S&, = 8¢, 2, = 0 per-
ché il sistema & coniugato e S, xy,, = (S&, 2, )y — ASz,§ = 0. Cios
il piano §, & osculatore alle = cost.; e similmente &, & osculatore
alle » = cost. La congruenza citata nell’enunciato & dunque quella
delle rette (¢, , £,); e noi sappiamo che, comunque siano fissate
le coordinate di piano tangente, una tal congruenza & sempre ar-

monica alla superficie.
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SUPERFICIE RIGATE (C.) (%

§ 31. — Applicazione delle formole generali del Capitolo II

al caso particolare di una superficie rigata.

In questo Capitolo studiamo la classe pilt semplice di super-
ficie non sviluppabili che & quella delle superficie rigate. Tale studio
particolare & persino necessario, giacché una parte essenziale dei
risultati generali, e ciod il concetto di coordinate e forme normali,
qui non si pud applicare. Cominciamo coll’esplicitare le formole
generali nel caso attuale supponendo che le rette generatrici siano
le » = cost.

Nel § 32 ritroveremo per via diretta tutti i seguenti risultati.
Applicando qui le formole generali, dobbiamo porre, se le v = cost.
sono le genmeratrice :

By =0y =0y =01 =0 , A=—03,<0 , s=—sgnd=1,
F,= Qo du+tasdo)dy , Fg=ay,dv?,

a 9

. 22 s

2X =324, %y = ——"5 T3 + —— 15.
g9 Qo

[ USSR

(*) I risultati pit importanti di questo \gapitolo sono stati esposti, per
la prima volta, (in boemo) nel Casopis pro pestovani matematiky a fysiky,
t. LI, 1923-4.
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Le equazioni fondamentali (Cap. II, § 14 4) danno quindi
eliminando X: ’

(1) zp=puz, aya, 839 Xgg + Ggg5 Ty + (@1 Pag — gy Pra) = 0.
Notiamo pure Ia relazione di coniugio (Cap. II § 14 4)
(1) b 2P12815 == Gy ;.

I valori dei simboli di Christoffel essendo

(11>= 1 0Oay, (11 —0 12\ 1 day, 12

( . ) — _ O day + 1 @y, day, 1 day
1 a* v 2 ap® ou 2a,, Ov

(22 ) 1 6a,, 1 day
2T v 2“12 ou

2 ==

la prima delle (1) si puo scrivere

Se ne deduce subito che

z = ou,v)y + $(u, v)z

dove i due punti y e z non dipendono che da v. [Le lettere z, Y,z
non significano piui tre coordinate dello stesso punto, ma tre punti
diversi]. Cambiando il fattore di proporzionalita di z, si pud sup-
porre p(u, v) = 1. La ¢ dipende poi necessariamente da u, per-
ché =z descrive una superficie, e possiamo sceglierla addirittura
come nuovo parametro u, sicché (e quest’ ipotesi sard fatta per tutto
cid che segue)

) =y -+ uz

I’equazione precedente di poi, tenendo conto anche di (1) nss

dloga.
@) -Tﬂ=0 y Pu=0 , pp=0.
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B del resto geometricamente chiaro senz’altro che I’ ipotesi (2)
2 sempre legittima: I punti y e z descrivono due curve in corri-
spondenza biunivoce definita da uguali valori di v (curve diretirici
della rigata) e la superficie rigata che indicheremo con la lettera R,
& il luogo delle rette che congiungono punii corrispondenti. Indiche-
remo con apici le derivate delle espressioni che non dipendono che

;8 dy
da v; p. es. y=—az—=—%-.

L’ equazione (Cap. 1L, § 12 4)

Wi (% Ty Ty Tup) = G2
|

1
4|
da, sostituendovi dalla (2),

(4) (y2 y'2) = way?,
essendo posto

() wse o = sgn(yzy'7') = sgna, =+ 1.

Le coordinate £ del piano tangente, fissate al solito modo
(Cap. II, § 12 B) sono

1 , , 2, Y+ u
=y, e, o ) = Y )
|12} Hy;zyy;z|
Quindi £ & lineare in » e porremo
1 , 1 '
() E=n+ul, 1=—(y), &=—_— =)
|ays | [as ]

Donde il teorema di Chasles: Il fascio dei piani w tangenti lungo
una generatrice g & proiettivo olla punteggiata dei punii P di con-
tatto. Questa proiettivity definisce la generatrice g' infinitamenie vicing
alla g, perché si pud pensare come otfenuia proietiando da g cot
piani © ¢ punts P,

Le Stz = Stx, = ...= 0 danno:

(6) Smy=Smp=S8y==~Sk==8ny =8'y==80"=8{2=0
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e le Sz, § = Sx,{ = — ay, danno poi
(6)ou — 81z =8ng = + Sy =— Sty =ay,.

Dalle (6) e (6),, si trae derivando :

vy @ o 1 )

7 = —— S — S = T2

i v N =z s [ag] (y=zy'2"),

Sty = 5 Sy’ — Sty = _ oy 1 1
ov = o Jag) (yz2'y").

Derivando (4) se ne deduce 87z’ = St'y’. Poichs

8y &y == Sy’ + uz') (0 + ul’) = — ay,

si trae che 222 & un polinomio di secondo grado nella u
12
) i T 2
= (@ + 2bu + cu?)
12
dove :
@ = — 1 Sv'y'. b= 1t
Qg nY, O=—5— Sy =— 5% 8’z
(7)bis
_ 1 '
c= Sar; Stz

Cosi pure dalla

1
Qagp = —Q—(Sz,, b — Twby) =

1 4 ’ 1 7
-7 S[(y +ud) (0" +ul’) — (" + ) (7' + uC’)J

deduciamo che:

; a
® -fg-=A—‘;-2Bu+Ou2,
12
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(dove 4 non indica pit il discriminante di Fy), e dove:

1 1.1 ..’
A=y —y 1),

(8) b B = z_a__ S{yltw _ylfcl +_ z’n"——z"'r"),
12
C = 1 S(ZICN lecl>
T 2ay, ’

\
L’ elemento lineare proietiivo €

Fy 1 (4 + 2Bu + Cu)dv®

(8) ter F, 9 du -+ (a + 2bu + cu)dv

Dalla seconda delle (1) dove ora p, = 0, si trae

(Wag s ®1 5 Ty s Tpp) = Poa(® 5 %15 Ty y T12)
ossia :
0% ox oz 0%z
_\ v ou ' gw ) owew | (Y +ud, 7, y.7)
P = oz a0\ (4,5 9,:%)
* Tou ’ Tov ' dudv

y

che & un polinomio
©) Py = (P— C)u+ (N — B)

di primo grado nella w. Essendo (Cap. 1I, § 16 4)

J a
T2 — Poe = T3.° —;12:—
si deduce :
(9) bis T = (P + C)u + (N =+ B).

La (1) diventa
(1) er 2+ 2bu + cuP)r1p — e + (4 + 2Bu + Cu?)z+ ppp v =0.
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Posto al solito 6 =1log|a i valori C g .
ri att i
Christoffel sono 12] 5 uali dei simboli di

(112):%‘?‘917(_%‘2‘)=2(b+w), (122):0,

gt
22 ) oo 1 a é
= — 2 2 f22 9 [ Gy
( 1 a2 + 2 a, ou ( o ) +
1 9 a. 1
-+ - (a12 =22 ) —_ a9 6 i ag 4 (229
2013 Bv (27 2 ‘1'12 ’+‘ 2 “12 au —E)

. _1_‘ 0 Gog ’ ’
5 W('@‘) = (@ —B'a) + 20" — 66 + (¢ — H'c)u? +
+ 4(a + 2bu + cu®) (b + cw),

(22 _g_ 1 8 (ap ,
2 | = _“Q—"a;( >=5—2(b+cu).

3T

Svil‘uppando ed eguagliando a zero identicamente nella » la
(1) ter , si trova quindi:

P+ ¢ —b'c=0 (che & 'unica condizione d’ integrabilita)

Y = (0 —2b)y' + 2a2' + (N—B)y + (v — atf + A)z,

2" = — 2cy’ (6’ + 2b)2' -+ ‘(2b’—— 266’ + N+ B)z + (cb'—c'—O)y.
Si introduce simmetria definendo una quantita § con la

(10) j= — N+ ac—b2— b L b,

E si hanno cosi le equazioni jondamentali per i punti y,zdi
due direttrici : ,

Y= (' — 2b)y + 2a2'+ (— b+ b6 -+ ac—b — B — j)y -+

an + (@' —ab'+ A),

2= — 2y 4+ (0'+ 2b)e’+ (— 4 ' — O)y +
+ (' — b6+ ac — b2+ B—jz.
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Le equazioni {7) e (9);, mostrano che per 1 e { valgono equa-
zions che differisconio dalle precedenti soltanto mei segmi di 4,B,C:
7= (6'— 2b)'q"+ 2l + (—b'+ b8’ 4- ac — b2+ B— ) +
+ (a'—ab'— A)C ,

(A1)

¢ = —2en + (6" + 26)¢' 4 (—¢'+cb'+ C)q +
+ (b'—b8'+ ac—b2— B—j)C.

TEOREMA FONDAMENTALE.

Dato I elemenio lineare proiettivo (8) . busterd quindi la cono-
scenza della sola N, o della j, per determinare completamente la
superficie. (Si noti che § pud assumere valori arbitrarii al variare
del fattore di proporzionalita delle y, z).

§ 32. — Deduzione diretta dei risultati precedenti

e prime applicazioni.

A4) Nuova deduzione delle (11).

Prima di proseguire, voglio mostrare come si possa giungere
ai risultati del § precedente in modo diretto, indipendente cioé dalla
teoria generale delle superficie. Il metodo, di cui faremo uso, &
del resto applicabile a casi pitt generali negli iperspazi. Come al §
precedente, definiamo la rigata B come luogo delle rette congiun-
genti punti omologhi ¥ e 2 di due curve C, e C; in corrispon-
denza biunivoca, punti le cui coordinate sono funzioni di un pa-
rametro v, sicche il punto generico » di B @ dato dalla

(¢)) x =y -+uz.
Porremo
2) (2 dy d2) = o(a;pdv)?, o= 11

ossia, indicando con apici derivate rapporto alla v,

(') = ony?, = sg(yEy'e)
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e supponiamo, come & lecito, anche sgna,, = w. Le coordinate della
generatrice p di B sono nella solita notazione

@ p= (y2).

Le coordinate ¢ del piano tangente ad R nel punto % sono

A ’
Ez—dv—(y,z,dx)z)\[(y,z,y)‘_‘r_u(y,z’zf)},

oppure, posto
1= N2y, L=\yz),
€] §€=n +ul.

Per determinare A in modo indipendente dalla-scelta del pa-
rametro v, basta porre la condizione

() = & (nQ).
E (Introduzione § 1E)
(vzy', yea') == (y2) (29’2},
sicché risulta subito :
Wyzy?d) =+ 1= o,

Prendendo p. es. A > 0, risulta

(yzy) (yzz")
4 bis T et , C o
? k Viyzy'? | VIyzy'?]
(3) bis ' (nc) = w(yz) .

L’equazione (3),;, da il significato geometrico del segno w: Un
verso scello nella punteggiata p e il verso corrispondente nel fascio
dei piani tangenti sono associati nel senso dell’introduzione § 1 C allora
e allora sottanto che o == 1.
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{§ 82, 4] .
Accanto alle precedenti, valgono le formole duali
_ () L )
®) Y= Ve )]

(en'C) = w(ar doy?

che il lettore verifichera facilmente. _
Sono evidenti le identita (6) e (6)y, del § precedente. Deri-

vandole, si vede subito che si pud porre (& 6= log|ass))

1 .
=L sy = Sy,

o= g S =g 2y
6 b=— s Sn'z' = — ™ Uy = E;: Sz — ——é——- &
c=— 2:],) Stz = 2a1.12 Stz = 2;2 8¢z,

Dalle (4), si vede che si ha anche

L1,
hd (yzy'z')———g—ﬁ =

B)pis o= 5 “122

w
L b=
(v2y'y") Sarg?

1 (0] o
. Y =0 c= 22'2").
== S g2 (y22'y )+ 5 257 (¥

Notiamo pure 1’identitd

I

e | = s e

2 _h2
4;(112 (ac b ) Sz'n' Serv‘

Ora dalle (4),; si ha
[(yzy") (e y)— (), (92) +(y'2) — 0'(9»’-«'4')}

(q¢) = 2

G2

— L) ) + P

P)

Ay~
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dove P soddisfa alla SP(y’2') = 0, sicchd

1
(6) er ac — b2 = —— yzy"‘z” y'z!ynzn .
t 4a,,° ( )( )

Definiamo le 4, B, C dalle (8),;, del § precedente e poniamo

(7) 7 J— S(erN _ y/rc/_zr.qu + Z”'ﬂ') — 3(ac . bz)'

4a,

(Si vedra fra poco che cid coincide col valore di 7 definito
dalla (10) del § precedente). I1 lettore stabilira facilmente le formole

® s '
A= 5— [—(yzyy ) +3(yy'2'y") + 86 (yzy'y )],
12 |

O B g | () — (") 4 Sy +
12

+ 3(23/2’2]”) + 30'(yzy'z") + 30’(%2’:1/”} ,
C = _‘0._[__ (yzz'z"’) _|_ 3(Zy,Z’Z”) + 36’(‘7]22,3” ] ,

2
2a,,

1117 100

, ® o ‘
7= Tag? [(Wy")—(yzw ) — (yy'22") +
12

1 1t

+(zy'z'y")+2(yzy"z”) —+—6'(yzz'y”)-6’(yzyz )-30)(‘]/2:!/”5”)(]/,»2,?/ 2 )]
1 1 2]
+ 5 (67— 67).

che esprimono le 4, B, €, j mediante sole coordinate di punto.
I punti y,z, 4,2 essendo linearmente indipendenti, valgono
equazioni della forma

Yy’ =Pu ¥ + PJzz' + 4117+ 22 7’
2 =05 Y 4 Pas? + €0y + a2

Moltiplicando con 7 e { e confrontando con le (6), e con
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le (6) e (B) s del § precedente, si trova

20,00 = @pPy , 20350 —dgp b= —a,py,
20150 + a1 6’ = a1, P1p 28150 = 815Dy,
ossia
pu=—2b+8, pp=2a, py=—2¢, Paa = 2b + 6.

Moltiplicando invece con ' e ¢’ si deduce

Sy = — 2a,,ap;; — 20y, bpis — @y99y2 = — a,5(208" -+ ¢10)

8y = — 2a5,bp;; — 28156P1s + C12911 =
= a,,(46% — dac — 2b8" + q,,)
812" = —2ay,apy; — 2019 0P20 — @1995 =
= — a,,(4b% — 4ac + 2b6" + q,,) ,
SC'2" = —2a,5bpy; — 20156Pye + 19051 = ayo(— 28" + goq).
Ora derivando le (7)., del § 1 e tenendo conto delle (8) wis
del § 1 e della (7) si trova
Sy’ = — (@’ + ab' 4 4),
SUy" = —agy(b’ + b8’ + Bac — 36 + B + ),
82 = — ay(b' + b8"— Bac 4 3b* +- B —j),
8tz = —ay(c + b +0),

sieché
g =—0b -+ +ac—b>—B—j, g =0’ —ab' + 4,

gy =—¢€ +ct'—C, 922=b’—b6’+ac——b2+3——7-

Ecco ritrovate, con un procedimento pit semplice,' le equazioni
fondamentali (11). Nello stesso modo si possono verificare le (3).
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B) Applicazione alla quadrica di Lie.

Sappiamo dal Cap. III § 21 D che la quadrica di Lie di une
rigala é il suo iperboloide oscuiafore ; lo si indichera nel seguito
con la lettera H. Per un walore fisso di v, il piano polare del punto

(9) 1Y + Poz + 01 4 027
rispello ad H ¢

{9) ot P17 + P& 40y + 0,8

Cid si vede quasi immediatamente da L. c. Ne vogliamo dare qui
un’ altra dimostrazione. In primo luogo, si vede dalle (6) e (6)
del § 31 che la condizione d’incidenza

S(pyy + paz + 0,y +0,2) (0 + 26+ 017 +028) =0

& simmetrica in p,, py, 0y, Gy © 015 P Sy, Oy, SeNza essere
soddisfatta identicamente per p, = p, ecc., sicché la correlazione
definita dalle (9) e (9) ». © proprio una polarita rispetto ad una
quadrica H, Ma di pit si ha per le (11) del § 31

p=(), P=@)—c,
(10) P’ = (") — (2y") + 2(y/%) = —2c(yy) +
+ (8 +2b)(y2') — (&' — 20) (29 ) — 2a(z2')+ 2(ac— 6> — ) (y2) +-2(y')-
Ora dalla (), § 32 e (11) 4, § 31 si vede che similmente
op= (1) , op'=(10)— 1),
wp’ = — () + (8" 26) (&) — (6'— 2b) (L) — 2a(CL') 4
+ 2(ac — b — ) (n8) + 2('C),

sicche ogni retta linearmente dipendente da p, p’, p" & polare di
s& stessa rispetto ad H, ¢. d. d. (Lo stesso si pud far vedere, con
la stessa facilita, delle generatrici del secondo sistema di H, cfr. § 34).
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La dimostrazione precedente ci permette di provare per un’altra
via il teorema del Cap. III, § 21 D che, in un punfo X di una
superficie qualungue, la quadrica di Lie é U iperboloide osculatore di
ciascuna rigata asinloticy (cioé di ognuna delle 2 rigate generate dalle
tangenti asinlotiche d’un s stema lungo la curva asintotica dell’aliro
sistema). Per chiarezza si supponga S riferita alle asintotiche. Una
delle rigate del teorema & generata dalla retta luogo del punto
x, + tz, dando a « valore costante. Si vede subito che, se £ & il

-piano tangente ad S, allora:

St (2, + tx) = Sé(x, + tz) = S(&, + 16). (v, + tr) =0,

cosicchd il piano tangente alla rigata nel punto z, + itz & §, + &
Ora ® (xx,) = (8,) [cfr. Cap. II, § 19 (V)], sicchd la nostra scelta

del fattore delle coordinate del piano tangente & d’accordo con
la (3)y;, del § presente. Il piano polare del punto

P1% + Pp %y + 01 Ty 1 T Tus
rispetto all’iperboloide osculatore coincide quindi col piano polare
p1§ + p2bu + 018 + 0

dallo stesso punto rispetto alla quadrica di Lie, ¢. d. d.

§ 33. — Orientazione delle generatrici;
espressioni intrinseche.

Formole relative al cambiamento di variabili.

Le quantiti a, b, c, 4, B, C, j precedentemente definite
sono evidentemente invarianti per sostituzioni nnimodulari. Occorre
trovare delle espressioni che siano di pia indipendenti dalla scelta
particolare delle »,v (intrinseche) ed invarianti per sostituzioni
moltiplicative. Ma bisogna tener presente che noi qui non facciamo
uso di coordinate curvilinee u , v qualunque, ma soltanto tali che sia

r=19y + uz

Fueint e &kcw, Lexioni di Gi i, proiettivo-differenxial 13
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i punti y e z non dipendendo che da ». La trasformazione pi ge-
nerale che non cambia tale ipotesi &

) u=%{-§%, o=V, z=plh+ pa®7,
1

A, P1s Moy Mo, ¥V, p essendo funzioni di v tali che

PV e — A m)z 0.

Nella teoria delle superficie generali abbiamo chiamata intrin-
seca un’espressione il cui valore non cambia mutando le u, v ma
non alterando il fattore di x. Corrispondentemente dovremmo qui
chiamare intrinseca ogni espressione che non varia ponendo

u:)\z—{—p.zz—c, v="V, z=um

Ma qui troviamo pilt opportuno, chiamare intrinseca soltanto ogni
espressione che non varia ponendo

@ w= %%% y v=V, §=()\1+p.117)x ) ()‘1@2—)‘21"1)221'
1 1

Per un’espressione intrinseca nel senso ora precisalo 1 esame
del comportamento per sostituzione moltiplicativa si riduce a cer-
care come essa si trasformi ponendo

(3) u:;, v::?, T = px.

Le trasformazioni (2) sono di due specie; quelle di prima
specie per cui Appy — Aoty = 1 e quelle di seconda per cui
Attg — Mgy = —1. Una espressione che non varia per quelle di
prima specie e cambia invece di segno se A pp — gty =—1, 8i
dird impropriamente inirinseca. Geometricamente, essendo

bu_ Mps— e

ou (A + py)?

le trasformazioni (2) di seconda specie cambiano il verso positivo
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sulle genceratrici, se si chiama verso positivo quello di « crescente.
11 lettore verifichi, eseguendo la trasformazione (2) nella (7) del

§ 32 che la quantila

a‘jf ¢ inlrinseca. Ne daremo al § seguente
una dimostrazione pi facile.

Anche I’equazione A 4 2Bu -+ Cu? = 0 & intrinseca, anzi in-
trinseca ed invariante. Infatti, noi sappiamo dalla teoria generale
che I’ espressione (8) . del § 31 (elemento lineare) non cambia af-
fatto per la (1). I due punti sopra ogni generairice per cui A+ 2Bu-
+ Cu®= 0 soro ¢ punti flecnodali della generatrice; al variare di v
essi descrivono le due curve flecnodali di R. Cio sappiamo gia dal
Cap. II § 16 B; un’altra dimostrazione sard data al § 37.

Per vedere come si trasforma !’ espressione A4 - 2Bu + Cu?
per la sostituzione generale (1), si pud (F.) far uso dell’ invarianza
dell’ elemento lineare proiettivo.

Da (1) si ha

Ao —A - — -
du= P2 W gy 4 g dv=1T
Oy + 5y 07 +(.)dv , dv=TVidv,
dove non importa precisare il valore di (...). Se ne deduce tosto:

__l_ (4 + 2Bu -+ Cuddv®
2 du -+ (a + 2bu + cud)dv

V2 A )R 2B0 ) (g i) +O0g - pgu) | de?

200 1a— Ao ) du (.. )dv
sicch®
(4) A+ 2Bu+Cut=
4 - - — _

=)\1 ™ _E{A()‘l ity w2 2B(h; -y w) (Mgt g %) +Clhg 1o w) 2].

D’altra parte, dal Cap. II sappiamo che & in virth di (1)
iz = p’(A; + pwPFy,

ed, essendo
Fy = 2a,,dudv + agyd? =
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— 20, Mt MW gy g (a2,

N+ P‘l’“)z

sara :
(%) e = V%0 g — A br)iiazs
sicche :
@) e 1 (44 2Bu+0w) =

ﬂmg
= ————L___— ___1_ 2 ot -
= gy w40 T 2B ) Ga )

+ 00q + 12 )Y

ossia :
(4) o L @+ 9Bu+0w=

ay?

_ Wt Loy o4 ow)

Toptape— M) O

L’ aspetto della formola a cui si & arrivati rende spontanea
I’idea d’ introdurre coordinate omogenee sulla generatrice ponendo
u = ty: t,. Poiche

A+ o u 1

= — X =

NAwu o et W

z=y+uw=y+

= = (.?7'*';; )
POy - 1%) )

8 in virta di (1)
(6) T=p0 9+ M2 .« 2=0Y T ta2?)

Posto al solito p= (#2), & p = p?p; le sostituzioni (2) di
prima specie non cambiano dunque il fattore delle coordinate delle
generatrici.
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Per definire come si trasformano ¢, %y, @ naturale porre la
condizione

Y iz = ptyy + 1)
Se ne deduce subito:

(6) wis t1=)‘1t_1.+%’~1;; ) tzz)‘za‘}'i"zt—z-

t . . .
Ponendo nella (4) v %= ?2—, essa si scrive ora semplice-
1

mente :
1

2
%13

(4) quater (Ati + 2Bt1tz+0€) =
\ | G oBi i 4+ 0B
= PO‘]H—“)‘!P‘l)‘;‘; (A% + 2Bty ty +04).
12

In particolare, posto p= 1, A — Aty = T 1, si vede che
la forma gquadratica

) —3 (A8 + 2Btyty, + Of) = j( ;1 )_—= 1)
12 2

¢ impropriamente inirinseca, vale a dire, mutando il parametro v,
ed esoguendo la (6) y, in cui (Ajpte — Agpy 2 =1, essa non cambia
oppure cambia di segno secondo che Aps — Agp, = 1 oppure
Mty — Aty = — 1. Questa proposizione & essenziale nella nostra
teoria delle rigate. Al § prossimo se ne vedra un’altra dimostra-
zione. Lo studio della forma intrinseca /() e di j:a,,® sara ese-

guito al § 35.
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§ 34 — Linee asintotiche, la forma bilineare intrinseca.

A) Linee asintotiche.

Le generatrici v =costante di una rigata formano un sistema
di curve asintotiche. Per brevita, indicheremo in questo Capitolo,
col termine asintotiche quelle dell’altro sistema (*), date dall’e-
quazione differenziale 2a,,du + ayydv==0 ossia

1) %’;‘+a+2bu+cu==o.
L’ equazione (1)'ha la forma di Riccati, ed il suo integrale

ha quindi la forma

A ,. G
S Tl L , o costante arbitraria.

AMApa

Segue il teorema di Serret, che le asintotiche segnano sulle
generatrici punteggiate proieltive. Posto

w— )\2+‘pﬂz—t—
At

il punto y+ uz descrive un’asintotica se w & costante. Cerchiamo
la corrispondente trasformazione delle coordinate omogenee ¢, ?,.
Posto u=1ty:¢,, la (1) diventa

tht,—1t, -+ at; + 2bt, 6, + e =0

che, introducendo un nuovo parametro o, posso scrivere nella
forma :

t; = (b+ o), +cty, ts=—at;+ (—b-oajt,.

(*) Con cid non escludiamo il caso che B sia una quadrica.
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Posto
t1=7'1t_1+ P‘lZZ’ 52=7~2?1+P°22;’

il precedente sistema deve essere soddisfatto dando alle ¢ valori
costanti qualunque, sicchd XA;, A, © p., p, De S0NO due soluzioni
particolari. Supposto p =1, deve essere secondo le nostre conven-
zioni A, —Asf; = 1+ 1= costante. Se ne deduce subito 6= 0,
cosicché :

2) 4 =bt, +cty, ly= —at;—bi,.
Se R ¢ riferita alle asintoliche, ¢ a=b=c=0. Se E non &

riferita alle asintotiche, vi si pud arrivare cambiando il parametro
col porre

RS 2 )
Mtmu
e pill precisamente
(3) t1=)‘12;+@1z;’ tﬁ=)‘2’g+!"2£;

senza cambiare v e il fattore delle ; dove X, Xy © {15, the SODO
due soluzioni del sistema lineare (2) scelte in modo che sia

(3) bis _ Mto—hoty=1.
Secondo il § precedente, sard poi
(3)ter -?7=)‘1y+)\22, 2—=p.1y+pzz.

Si considerino qui v, ¢;, i, come variabili indipendenti; le
derivate parziali di ¢, e ¢, rapporto a v sono date da (2). Essendo

by+lr=hy+ b
si ha quindi derivando rapporto alla v sotto le ipotesi fatte

@ by i =0y + L7
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dove abbiamo posto
(5) y=y +by—az, z=2 +ocy—bz
Introducendo le 4, z , le equazioni (11) del § 31 assumonﬁ
la forma pit perspicua
Y =—by+tazt+y, 2=—cytbzt z,
(6 y'=--(B+j)y+4z+ (0'—b)y +az,
2’ =—Cy+ (B—jz—cy + (8 +b)z.
Correlativamente, posto
(5) n=1'+bn—al, {=0C+on—bL,
si ha: ‘
W=—by+al+n, U=—ocq+bl+C,
®w 0 =B — A+ —b) +al,
U =—0n— (B+j)t—en + O+ -

Alle (6) e (6) , si associano le formole seguenti che seguono
subito dal § 31
Syn=0, Syt =0, Szn=0, 8:{ =0,
6. sé'v.; =0, Sz./C.= —a,, :S.’z"q =ay,, 82 =0,
Syn=0, Syl =a,y, Szq=—a,, S:L=0,

8yn =0, Syt =0, S =0, $:{ =0.
Notiamo pure qui le formole
(6) quater (y292) = 0y ("IC"IE) = wa,?
che si hanno subito dalle (4) § 31 e (5) § 32 e le formole

%) =o(y2), (1) = —o(yy), (€f)=—o(z)

(6) quinquies

1)=—a(zy), (0) =—o0(¥), (10)=ow().
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Queste ultime si possono dedurre facilmente dalle (6) .., e
(6) quater- P. 8., essendo

Sy = Sny = Sny==Siy =0,

<]
() = Myy) .
Ora
(Ll) = — (ptnd) = — 01,2,
.. . Syt Syé 0 a
(qied) =A8(ys) @) =\ | . | =) | =ha?,
Syt Syt —ayy 0

sicché A =—a, ecc.

Continuando a considerare v, t,, {, come variabili indipen-
denti, deriviamo I’ identita (4) rapporto alla ». Per le (6) si ottiene-

ty|—B+Ny+ A2+ e'y'J + 15 [—0y+ (B—jk+ 6’5] =
=4y +h2' =1 [— (B+7)y+4z+ 6’.7/} +
=05+ B—7)F 47|
e quindi per la (4) stessa
ty l— (B+iy+ Az] + 1y [—Cy + (B——f)Z} =
— [ B+ D)y 47] + iy | Ci+ (B—7)|.
Correlativamente

4 [(B—i)n—AC] +1t [Cn—(B_j)cJ =

— (B 77— 47|+, 07— B+7)].
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Queste equazioni valgono anche senza I'ipotesi che i coef-
ficienti della sostituzione (3) siano soluzioni di (2), purchd sia
X g — Agpty = 1. Infatti, 8 essendo una tale sostituzione, &
chiaro che si possono trovare due sostituzioni 8, §; della stessa
forma e con cofficienti soddisfacenti alla (2) e tali che § sia il
prodotto di S; e dell’inversa di §,. Partendo da (4), lo stesso
si pud dire per la:

hy +lz=5y +h2

~ -

B) La forma bilineare fondamentale.

Indicando con Ty, 7, € Ty, T, Tisp. altri valori di ¢y, t, © £y £,
la forma bilineare

Sty +15)|n [(B—m—Ac] +5 [sz—~(B+7')t”

non. cambia per la sostituzione
t1=)‘1;1+P'122’ "1=)‘1;1+P'1;2
_ _ - _ Mp—Ahp =1
ly=Dgly+laly, T=DNT Ty
Per le (6) ,, la forma bilineare scritta sopra &

G2 [Atl'ﬁ + (B + Diyty +(B — ity + 052"’2] .

Pit precisamente, si trova che la forma bilineare

v f<t1 ' 11:) ft)=-— [A‘1 &+ Bty % +87) + Oy % +

ty
4t ma—1t 71)]

& impropriamentc intrinseca. Per cid che abbiamo provato, basta
dimostrare che: 1° essa non cambia introducendo un nuovo para-
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metro v al posto di v, 2° essa cambia di segno per la sostltuzxone

tl- — 13, ly =1, che equivale alla y=—y, z=2, n=—"1,
L=1"0, apy=—ay; e cid si vede subito dalle (6) u; € (8) w, del § 31
e (7) del § 32.

Dire che f(¢,t) & impropriamente intrinseca, equivale eviden-

temente a dire che ELE & intrinseca e che la forma quadratica
12

f(t) @ impropriamente infrinseca, il che abbiamo visto, per tut-

1’ altra via, al § precedente.

E spontanea la domanda: quale & i sigmficato geomefrico della
projettivite definita sopra ogni generatrice dalla relazione bilineare
ft,t) =0?

La relazione f(f,t) =0 & intrinseca, ma non invariante; e
quindi non si pud caratterizzare con elementi dipendenti soltanto
dalla rigata R, ma occorre anche tener conto del fattore scelto
per le coordinate p=(yz) della generatrice. Per interpretare

geometricamente il fattore delle p, si pud considerare il complesso
lineare di coordinate p’ =%1;— Questo complesso (variabile al va-
riare di v) contiene evidentemente la congruenza lineare speciale
delle tangenti di R nei punti della generatrice corrispondente.
Viceversa se facciamo passare, per ogni valore di v, un complesso
fineare (non speciale) per la congruenza lineare delle tangenti di
R nei punti della generatrice corrispondente, si pud scegliers il
fattore di p in mode che il complessso scelto abbia per coordinate
le p', il che del resto non determina p che a meno di un fattore
numerico. Il complesso p’ contiene evidentemente tutte le generatrici
del secondo sistema di H (tangenti asintotiche di R) convenendo
chiamare primo sistema di generatrici di H quello cui appartiene
1a generatrice corrispondente p di R. Invece due sole generatrici
del primo sistema di H appartengono al complesso p’, ciod p ed

un altra generatrice ¢. Dico che
® ¢=(yz)

La retta g essendo intrinseca [cfr. (4)],si pud supporre B
riferita alle asintotiche. Allora g=(y'z") e per le (10) del § 32:

) 2 =p"'—b6'p + 2jp
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sicchd ¢ sta su H. D’ altra parte &
Sgp" =8(y'?) [(yz’) — (zz/)] =0,

¢. d. d. Osserviamo che 1’ equazione (9) vale evidentemente anche
se R non & riferita alle asintotiche.

Considerando la retta ¢ come immagine del fattore delle p
si arriva facimente al significato geometrico della proiettivitz‘:
f(t,©) =0. Si consideri la rigata S generata da q; fissato v, 8
a’)atruz'sca il piano tangente di R nel punto t,y 4 tyz; nel pu,,nto
d’ intersezione di questo piano con la retta q, si costruisca il piano
tangente di S; U intersczione d: quest’ ultimo piano con la retta p
é il punto T,y 4T,z corrispondente a t,y-+t,z nella proiettiviia
f(t, ©)=0. :

Infatti 1’ intersezione del primo piano dell’ enunciato con ¢
essendo evidentemente #;y -+ tzz', le (6) mostrano che I’ interse-
zione del secondo piano dell’ enunciato con p &

b [—(B+ iy + 42| + t[— 0y + (B—ik].
Ora
Gy —(B+ )y —Ch

tg, Aty + (B— ) =) o d.d.
La quantita I do intri i
q a essendo intrinseca, per vedere come si tra-

s,forma per la sostituzione generale (1) del § 3, basta esaminare
I’ effetto della (3) del § 33. La (7) del § 32 mostra subito (si pud

per semplicitd supporre a=c¢ =b=10) che &

1

A0 T=ite(3) +0L 0w 7m0, =g

C) Congruenza flecnodale.

La congruenza generata dalle generatrici del primo sistema
dfelle quadriche osculatrici H si chiama la congruenza flecnodale
di R; una rigata qualunque della congruenza flecnodale si pud
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scegliere come la rigata delle rette ¢ disponendo del fattore arbitrario
delle p. In particolare possiamo scegliere il fattore p in modo che
g descriva una sviluppabile della congruenza flecnodale, per il
chd occorre e basta che la proiettivita f(t,7)=0 sia degenere,
ossia che sia soddisfatta la condizione

QG- (B+7) (B—7) = A0—F +7=0;
dalla (10) e dalla (4) del § precedente si ha

Qan (%)—6 (—é—) +j VB —A4C=0.

Le tangenti asintotiche nei punti flecnodali si chiamano
tangenti flecnodali di R e le rigate che esse generano si dicono
trasformate flecnodali di R. 1 punti doppi delle proiettivita 7, 7)=0
sono i punti fleenodali; applicando quest’ osservazione alle proiet-
tivith 7 =0 degeneri, si arriva alla proposizione di Wilezynski
che le due trasformate flecnodali di R sono le due falde focali della
congruenza flecnodale di R. Da cid appunto il termine di congruenza
fllecnodale. La congruenza flecnodale & quindi un caso particolare
delle congruenze con ambedue le falde focali rigate (che saranno

studiate al Cap. seguente).
Terminiamo questo § con un’osservazione relativa alle cor-

relazioni. Per passare da E ad una superficie correlativa, basta
sostituire 7 e ¢ alle y e z e quindi, per le (4) 4, © (5) del § 32
y ez alle e L Da cid si vede immediatamente che la forma
bilineare f (t, ©) si cambia in —f(r,t) passando alla rigata correlativa ;
in altre parole, la forma quadratica f (t) cambia di segno, © la

quantita a,‘L2 non cambia.
12
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§ 35. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici

per superficie rigate a due curve flecnodali distinte.

4) Coordinate mnormali.

Per arrivare dalla forma quadratica intrinseca f(t) e dalla

quantitd intrinseca aE ad espressioni che siano anche invarianti,
12

occorre esaminare 1'effetto della sostituzione moltiplicativa z = pa.

Abbiamo gia osservato che & (cfr. (4) quater del § 33 e (10) del § 34)

1)) 7(f)=%«f(‘)’ ! ”L[H”p(%)

T gz
ap %12

44

+o £

Le variabili ¢,, ¢, della forma quadratica f(f) non sono com-
pletamente determinate; esse si possono sostituire, come sappiamo,

da 4y, dove
h=hi+ply t2=)‘2E+P'2;;’)‘1P'2_)‘2!"1=i1;

se Appa—Agpy =—1, occorre inoltre cambiare il segno delle
A4, B, C. Il discriminante’ B2— AC di f(t) é quindi intrinseco; e
U effetto della sostituzione moltiplicativa % = px ¢é

(1) ve BQ—AC=Ap“(§2——zZE).
Il segno
1) ¢ = agn (B2 — 4C)

di B2— AC ¢ quindi intrinseco ed invariamte; cid & a priori chiaro,
essendo e=1 se le due curve flecnodali sono reali e distinte,
e=—1 se le due curve flecnodali sonc immaginarie coniugate,

(*) B facile verificare che il valore di =L~ ¢ indipendente dalla scelta
a
particolare di . "

* porremo ¢ =1;
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ed s =0 se le due curve flecnodali coincidono. In questo § sup-
¢ spontanea U idea di normalizzare il fattore

arbitrario colla supposizione inirinseca ed invariante

(@) R—AC =

Le coordinate p corrispondenti si diranno coordinate normali ;
la (1), mostra che le coordinate normali contengono un radicale
quarto; precisamente se p non sono normali, le coordinate nor-
mali sono

| B*

4
+ V] B*—AC|p.
11 segno delle coordinate normali non & determinato; la scelta
di esso equivale, come sappiamo, alla scelta del verso positivo

sulle generatrici. Possiamo scegliere anche la variabile indipendente
» in modo sostanzialmente determinato, supponendo {in coordinate

normali) a;, = 11, ossia
(3) %Sd}_)'dp:(yzdydz)=wdv2, o="1.
(I segno w del resto non & invariante che rispetto a collineazioni

a modulo positivo).
La variabile v determinata da (3) a meno del segno e di una
costante additiva si dira 1’ arco proieitivo della rigata. In coordi-

nate non normali &

wde® = )| B2 — AC| (yzdydz).

B) Invarianti fondamentali @’ una rigata a linee flecnodali distinte.

Nei calcoli seguenti faremo uso di coordinate normali, as-
sumeremo 1’ arco proiettivo come variabile indipendente ed inoltre
supporremo la rigata R riferita alle asintotiche. Le variabili ¢, ¢,
non sono ancora completamente determinate; fissando anche il
verso positivo sulle generatrici, & ancora lecito di porre

t1=)‘1t:+1"1 t_z’ tg:’*z‘t—;“'}"zi;’ Mpe—hety = 1
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{4) Ay hgy Pyl coStans;

se invece invertiamo il verso positivo sulle generatrici, dobbiamo
porre

‘1=)~1£1+P‘1£;’ ta=Dty +palty, Mpp—lhopy=—1
4) v A1y Ay, i, Yo costanti;

© di pil, cambiare il segno di A,B,C. La quantita j corrispondente
alle nostre ipotesi & intrinseca ed invariante; la forma quadratica

) f(t) = At} + 2Bt t, + Ci}

a discriminante B2 — AC —¢ & impropriamente intrinseca (cam-
biando di segno, se si inverte il verso positivo sulle generatrici)
ed invariante; e fali sono pure le forme

f)=4'6 2B b8+ C'8,
'(5) bl f” (t)-_—A”ﬁ"- 2B,’tlt2+0,'F§

dove gli apici indicano derivate rispetto all’ arco proiettivo v; perd
con U avvertenza che f (t) cambia di segno anche se si inverte il verso
positivo dell’ arco proiettivo. Essendo a=5b=c==0, R ¢ ben determi-
nata, a meno di collineazioni, date f(t) e j in funzione di v; (Se si
vuole determinare B a meno di collineazioni a modulo positivo,
bisogna conoscere anche il segno w). Osserviamo ancora che pud
essere B2— AC =0 per qualche generatrice particolare; tali gene-
ratrici sono da escludersi come singolari, se si fa uso di coordinate
normali e dell’arco proiettivo.
Derivando la (2) si ottiene :

AC' 4+ CA’'—2BB =0,

e forme quadratiche f (t) e /' (t) sono guindi consugate; ¢ due punts
(5)ier Che somo definiti da f' (t)=0 sopra ogni generatrice sono co-
niugati armonict rispetio alla coppia dei punti flecnodali e si diranno
punti armonici della generatrice; essi descrivono le due curve
armoniche di R. Se ne vedra pili avanti un significato geometrico;
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un significato pilt semplice sara dato al § 37. Il risultante delle
forme f() e f'(t)
4 (B2—AQ) (B —A4'C")—(4C"' 4+ 04’ —2BB')?
si riduce, in virtd di (2) e (5)r, a 4k, dove
(6) h=B?—A'C

& intrinseco ed invariante; si vedra fra poco che é h= 0 allora
ed allora soltanto che R possiede una refta direttrice. La quantita

4 B ¢
(D k=| 4 B C
AII BH OII

& impropriamente intrinseca ed invariante, ma cambia di segno
anche invertendo il verso positivo di ». Si vedra al § 37 che é
k=0 allora ¢ allora soltanto che R appartiene ad un complesso li-
neare; in particolare se h=20, é anche k= 0. Cid si pud verificare
con facile calcolo. Infatti

A B C ¢ —2B 4
2*=| A" B (C ¢ —2B 4 =
AII BH CN Cl' __ZBH A’I

—2(B*—AQ) AC'+ CA'—2BB’ AC"” + CA” —2BB”
= |AC' +CA'—2BB —2(B*—A'C') AC'+('4"—2B'B"
AC"'4-CA"—2BB" A'C"'4+C'A"—2B'B" —2(B'"'*—A4"(")

—2: 0 2h
= 0 —2a —h =0, se A=0.
2 —hb —2(B"—4"C")

Dalla (5),, segue per un noto teorema d’algebra (o se si vuole
di geometria proiettiva) che, se e=—1, A=0. Dimostriamo il

TEOREMA FONDAMENTALE :

Se h 40, cioé se R ha curve flecnodali distinte, e non possiede
nessuna retta diretirice, la superficie R ¢é determinata a meno di colli-

Fusint e Crcn, Lexioni di Geometria proisttivo-differenziale. 14
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neazioni, se si conoscono e=—+1, h+0,k, j tn funzione dell’arco
proiettivo v; ma affinché R esista, deve essere h>0 se e=—1,
Basta vedere che la forma quadratica f(f) ne & ben determinata a
meno di sostituzioni della forma (4), (4)w,. Per fissare le idee,
supponiamo € =1, A>>0; il lettore vedra da s& che il teorema vale

anche per e =—1, 2>>0, e per e=1, h<{0. Il dare 4 e k equi-

vale a supporre soddxsfatte per un valore iniziale v=v, le

(8) B:—AC=1, B*—AC'=h, AC' 4 C4A’'—2BB =0,

o dappertut’o le equazioni ottenute derivando

9 AC" + CA” —2 BB" = 2h,
( A’C”’i‘O'A”—zB’B”:'—‘h’,
oltre alla
AB 40 |
e+ g | B’ =k.
A'B B 0' 4’0

Le (9) si possono risolvere rispetto a A", B” C''; infatti il
loro determinante vale

¢ —2B BC||—2B A Ac||c4
AB’ ¢ —28 BC | |—2B 4 a'c| |cd |
_|4BC 'C—ZBA _
T4 BC||0C—2B4
—2(B2— AC) AC' 4 ¢4’ —2BB' ]_4h

Tl AC'+CA’—2BB —2(B? —AC)

Le (9) determinano dunque completamente le 4, B, C appena-

siano date >0, k con 1 unica condizione che i valori iniziali
soddisfino alle (8). Noi possiamo con una delle trasformazioni (4)
portare i valori iniziali delle radici di /=0, /=0 (reali per ipo-
tesi) in un gruppo armonico prefissato a piacere, p. es. le radici di
f=0 nei punti u=0,00, quelle di /=0 in u=1, —1. Sara
inizialmente

A=C0=0, B=0, 4+C=0
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sicché le (8) danno

e abbiamo quattro gruppi possibili di valori iniziali e cio®

1° f@)=24ty fO=VE{E—1H),
20 f)=—2ts, [ (O=VEE—B),
per v="1,.
3 fO) =2t | )=—VRE—B),
L f)=—2t, [O=—Vh({E—HE).

Ma tutti questi casi sono equivalenti per le nostre trasforma-
zioni (4) e (4)\,‘,' infatti da 1° per es. si passa a 2° ponendo tl__
= tz, ty= tl e cambiando i segni, a 3° ponendo ty= ——tl, ty= t2
e cambiando i segni, ed a 4° ponendo £, = ty, lo= —tl Pertanto
considerando non distinti due sistemi di valori di 4, B, C che si
deducono I’ uno dall’altro con una delle trasformazioni (4) 0 (4
le A, B, C sono completamente determinate dalle equazioni diffe-
renziali (9) e dalle condizioni iniziali (8), c¢. d. d. Dimostreremo
al § 38 che il calcolo si pud fare in modo che non si abbia ad
integrare che un’ equazione di Riccati.

Supponiamo invece = 0. Dimostreremo:

Se h =0, una dslle radici t,:t, di £(t)=0 ¢é costante, e una
delle linee flecnodali é una direttrice rettilinea. Infatti si pud porre:

f(t) = f(j:) = 2(ota— e ty) (Brfe— Bt

sicche

&)= 2(o1te— ozt) Brts— Bot)) + 2(tata— 2eth) (Bita— Bet)-
Abbiamo visto sopra che &, in virth di =0, f (:):0 op-

pure f' (gl\)z 0; sia p. es.

f (::)_—_- 2 (0 Bs == e By) (ot 0ts — g 7) = 0.




212 CAPITOLO QUARTO (s 35, B]

Ma (oyB:—ofif= ez 0, sicchd o, oy — o ;=0 ossia o, : o=

= costante,

Per un momento escludiamo il caso che tutte le due radici e
quindi per la (2) anche tutti i coefficienti di f siano costanti; al-
lora o,:0, & reale sicchd s=1; e con una trasformazione (4) si pud
ottenere che sia o, = 0 ossia C=0. La linea ¢, =0 generata dal
punto z & quindi flecnodale ed asintotica e dunque retla. Cio si
verifica facilmente. Infatti, se a==b=c=C=0 =0, la seconda
delle (11) del § 31 si riduce a

z"=(B_‘7')z7

sicchd fra le quattro coordinate z vi sono due relazioni lineari a
coefficienti costanti. Supposto € =0, la (2) da

10) B=s=+1,

sicché
f(t)=t, (4, + 20ts).

Le trasformazioni (4) che non cambiano 1" ipotesi C =0 sono
- - - 1 .
ti=MNly, =t +Tt,, (A, p costanti, A$0).

Sostituendo in f(f) si ottiene

ft)= (4% +201),
dove
A=A+ 20

Delle trasformazioni (4),, non occorre che considerare una
sola, p. es. la .

6= E;a ly= — ?:a
seguita dal cambiamento di segno di f, che da

—f()=t(— 4% + 20 1,).
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Si vede dunque che tanto il segno o quanto la quantita

AH
(11) D= T

sono intrinseci ed invarianti, e che quindi: :

2° TEOREMA FONDAMENTALE :

Una rigata R con wna sola retta diretirice e con un’ altra curva
flecnodale non retta, & determinata, a meno di collineazioni, date
s=-+1, D e j in funzione dell’ arco proiettivo.

Resta il caso che tutti i coefficienti di f(t) siano costanti. Il
ragionamento che precede mostra che R possiede due rette direttrici
distinte, reali o immaginarie se % coefficienti della f sono costanti.

1 evidente il teorema: Una rigata R con due reite direttrict di-
stinte, cioé appartenente ad una congruenza lineare mon speciale é
determina‘a @ meno di coll.neazioni conoscendo e= 11 e j in fun-
zione dell’ arco proietlivo v.

I’ osservazione fatta alla fine del § 34 permette di indicare
subito U effetto del passaggio da R ad una superficie correlativa.
Se h+0, ¢, b e j non cambiano e k cambia di segno. Sarebbe
facile dedurre senza calcoli che k=0 & la condizione perché la
rigata appartenga ad un complesso lineare. Se h=0, ed i coef-

. ficienti di /(t) non sono tutti costanti, D e j non cambiano, muta

invece il segno 7. Infine una rigata appartenente ad una con-
gruenza lineare ammette sempre correlazioni in s&.

C) Alcune applicazieni geometriche *).

Terminiamo il § con I’ interprelazione geomelrica delle coordinate
normali, Per quanto abbiamo detto al § 34, basta interpretare la

(*) Le quadriche W, e W, e le rette ¢, © gp che qui definiremo furone
introdotte per la prima volta da Cech nella memoria: « Projektivni geometrie.

peti soumeznych mimobezek » (Géométrie proiective de cing droites infiniment
voisines) nelle Publications de la Faculté des Sciences de 1’ Université Masaryk,

1921, . 4.
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posizione della retta g corrispondente [che diremo generatrice prin-
cipale di H (*)]. A tale scopo determiniamo, per un valore fisso

di v, il luogo dei poli della generatrice corrispondente rispetto alle

coniche osculatrici delle asintotiche. Per 1’ asintotica generata da
z=y+uz il polo della generatrice &, secondo il Cap. III § 26

alog@
1 4

4, —
T ov ’

Essendo Fy= a7 dv®, sard [(8) del § 31]
ae=1, 1= A+ 2Bu-+Cu?,
o ,

dlog -
z =4y + w)+

ov

A 2B u+4-Cu?
A + 2Bu - Cu?

42“—- (y+uz).
Posto al solito u==1£,:£,, il polo della generatrice p rispetto
alla conica osculatrice dell’asintotica 1,y + 4,2 &

(12) 4Oty + 0+ Oty +1:2)

Per fissare le idee si supponga A=>0. Le forme f() e f'(t)
sono allora prive di fattor comune sicchd: Fissato v, il luogo dei
poli della generatrice corrispondente di R & una cubica sghemba C.
Le generatrici del primo sistema di H sono bisecanti di C; in par-
ticolare, la gemeratice p di R inierseca C nei punti flecnodali. La ge-
neratrice principale q di H interseca C in una coppia di punti ar-
monica rispetto alle tangenti flecnodali. Le generatrici del secondo
sistema di H che passano pei punti d’ infersezione di q e C incon-
trano p mei punti armonici di p. La retta p e la cubica C sono la
base di un fascio di quadriche, al quale appartengono due coni i cui
vertici sono rispettivamente nei due punti flecnodali; & notevole la
quadrica del fascio coniugata armonica di H rispetto ai due coni del
fascio, che & quindi il luogo delle reite che congiungono i poli della

(*) La rigata generata da ¢ & quella che il Wilezynski chiama rigata
principale della congruenza flecnodale.
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generatrice p rispetto alle coniche osculatrici delle asintotiche che pas-
sano per ¢ diversi punti X di p ai punti coniugati armonici di X
rispetto ai punts flecnodali; tale quadrica sare -indicata con la lei-
tera 'W,. Incontreremo la quadrica W, ai Cap. IX e X nello studio
delle corrispondenze I e delle quadriche di Moutard. Posto per un
punto generico dello spazio

(13) 2= hy+ pz+ My + 2’y

e riguardando A, @, Ay, g, come coordinate di « in un sistema di
riferimento dipendente da v, si trova facilmente che I’equazione di

W, 8 .

(14) A[AN B+ M) + Cap] — (AN 42BNy + 0N =0.

Correlativamente, il piano polare di p rispetto al cono oscu-
latore dell’asintotica t,y 112 € .

(12)us 41 (@) (b +68) + 1 O +10)-

11 fascio di piani di asse p e I’insieme dei piani che si ottengono
da (12) o, al variare di £ ,%; sono la base di una schiera di qua-
driche. Indichiamo con W, la quadrica della schiera coniugata armo-
nica di H rispetto alle due coniche della schiera. Essendo § un
piano generico dello spazio, posto

(13) s g=hn + pL+ M7 4wl

in coordinate A, g, My, B, [diverse da quelle definite da (13)]
I’ equazione di W, & la stessa (6). '

Se R possiede una retta direttrice, la cubica O si spezza in
tale totta ed in una conica che interseca la retta direttrice nel
suo punto d’ incontro con la generatrice principale di H. Se R
possiede due rette direttrici, C si spezza in queste due rette e nella
generatrice principale di H. Cio si vede immediatamente dalla (12).
Ometto pure le facili dimostrazioni delle osservazioni seguenti: Le
quadriche W, ¢ W, sono polari reciproche tanto rispetto ad H,
quanto rispetto al complesso lineare osculatore (§ 37) di R. Se R
appartiene ad una congruenza lineare, W, e W, coincidono. In ge-

nerale, W, e W, si toccano lungo p, ed hanno in comune due
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generatrici dell’ altro sistema che escono dai punti armonici. Ze due
generalrici di W, passanti per un punto flecnodale di p (una delle
quali & appunto p) sono coniugate armoniche rispetto alla tangente

flecnodale (tangente asintotica nel punto flecnodale) e la fangente

alla curva flecnodale.

Qualche importanza ha pure quella generatrice g, del primo
sistema (cui appartiene p) di W, che interseca C in due punti
coniugati armonici rispetto a quelle generatrici dell’ altro sistema
che escono dai punti flecnodali di p; la definizione di tale retta
essendo analoga a quella di ¢, la diremo generairice principale di
W,. Un facile calcolo da

0,=(4'C'~ B?)(yz)+4(4'C- BB)(y2') - 4AC' - BB') (zy)+ -

(14)
+4(BC'- OB')(yy')+4(AB' - A'B)(z2')+16(AC = B?)(y'7).

Correlativamente si definisce la generatrice principale q, di W,,
le cui coordinate sono

s ¢,=(4'C’' - B'%)(yz)4-4(AC' - BB')(yz') - 4(4'C - BB')(zy) —
bis
— 4BC’'-CB')(yy')-4(AB'- A'B) (z2')+16(4C - B2) (y'7).
E dunque
0 + @ + 2hp + 32 = 0:

le due coppie di reite p, q; q,, q, appartengono ad una schiera
rigata e st dividono armonicamente. Se h= 0, q, q, ¢ q, hanno
un punto comune sulla diretirice di R.

§ 36. — Normalizzazione delle coordinate delle generatrici
per superficie rigate a curve flecnodali coincidenti.

4) Determinazione di queste rigate per mezzo di invarianti.

Qui vogliamo studiare il caso, escluso al § precedente, che
sia identicamente B%?— AC=0. Il discriminante di f(#) essendo
nullo, si ha
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¢)) f( 2) = o(a;ty— 0yt = o(at)?, o=+1,
il segno o dipendendo dal verso scelto come positivo sulle gene-
ratrici di R. Per scegliere in modo intrinseco e invariante il fat-
tore arbitrario di p o, cid che & lo stesso, di f(#), il procedimento
del § 35 non si applica pit. Escludiamo dapprima il caso che Punica
curva flecnodale a,y -+ apz sia retia ; in tal caso, come vedremo
al § prossimo, la rigata apparterrebbe ad wna congruenza lineare spe-
ciale ; riferendo R alle asintotiche supponiamo dunque che o, : oy
non sia costante, sicche il determinante

oy oy — gy = (a0)

= 0. Del resto, pud essere (ax’)==0 per delle generatrici

sara
<

particolari ; noi le escluderemo come singolari. Poniamo
@) 5=sgniaa) , 8=t1;

siceh® (cfr. la (1) § 35) & & intrinseco (non dipendendo neanche det
verso positivo sulle generatrici) ed invariante, ma dipende perd
dal verso positivo del parametro v. Per scegliere in modo deter-
minato il fattore arbitrario di f(f) basta supporre

3) (ao”y = 3.

Le coordinate p corrispondenti a (3) e a =1, che sone
quindi ben determinate anche nel segno, si diranno coordinate mnor-
mali. Anche la variabile indipendente v si pud scegliere in modo
ben determinato (anche nel segno) a meno di una costante additiva
supponendo, se p sono coordinate normali :

) %Sdp,dp:(yzdydz)=mdvz, o=1+1, =1,

la si dird D’arco proieftivo di B. Non ¢’ & pericolo d’equivoco colla

denominazione del § 85, le coordinate normali e I’arco proiettivo

ivi definiti essendo identicamente nulli per B2 — AC = 0.
Supponiamo che le p siano coordinate normali, che R sia ri-
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ferita alle asintotiche, e che v sia 1’arco proiettivo, sicché
f® =@ , (a)=1

Derivando si ha (aa’) ==0 sicchd

r

(5) a;’ = lal 2 ac = la’-
3* TEOREMA FONDAMENTALE :

La quantita ! & evidentemente intrinseca ed invariante ed il se-
guente teorema & ovvio: Una rigala R a curve flecnodali coincidents,
ma non - appartenente ad una congruenza lineare, & deferminala o
meno di collineazioni dati gli invarianti 1 ¢ j in funzione dell' arco
proiettivo. Dall’ osservazione alla fine del § 34 si deduce che una
-correlazione non cambia che il verso positivo dell’ arco proiettivo,

In secondo luogo supponiamo che sia (riferita R alle asinto-
tiche) &, : oy = costante. Si pud determinare il fattore di f() e quindi
quello di p @ meno di un fatiore costante ponendo la condizione
che &, e a, stesse siano costanti; fatto cid, si pud scegliere do
gecondo la (4). Essendo ¢ una costante arbitraria si pud ancora
:sostituire dv e j con

edv , c7%j.

Supposto j z 0, sia
e = Sgﬂj y W =/Vlj—ldv ;

a0 & ben determinata a meno del segno e di una costante additiva.

4° TEOREMA FONDAMENTALE :

Una rigata R apparienente ad una congruenza lineare speciale per

cui j> 0 ¢ determinata a meno di collineazioni dato e =+ 1, e

logljl . . . .
Glogl|j| gil‘]l in funzione di w. Se invece j = 0, non esiste nessun

differenziale intrinseco ed invariante e nessuna espressione finita
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intrinseca ed invariante: la variabile » non si pud fissare che a
meno di sostituzioni del tipo av 4+ b con a,b costanti arbitrarie.
La rigata B se j=0, ammette quindi 8 collineazioni in 8é (*) ed
& dungue la rigata cubica di Cayley. Cid si conferma del resto su-
bito integrando le equazioni (11) del § 31. Postovi

A=1 B=0=0 , =0 , j=0 , a=b=c=0,

’

esse diventano

ed integrando si ha:
2 8
2=(0,0,1,v) , y= 1,"’)_2‘,'6“,

2 3
x;:y+uz=(1,v,—§—+u, —6—+uv)

\

ossia, indicando con 1, %, y,2 le quattro coordinate di =,

B) Alcune interpretazioni geometriche.

Analogamente a quanto si & fatto al § 35 si possono inter-
pretare geometricamente le coordinate normali. Si consideri anche
qui, per un valore fisso di v, il luogo dei poli di p rispetto alle
coniche osculatrici delle asintotiche. Tale luogo & sempre dato dalla
(12) § 85, ma qui si pud scartare il fattore (af); sicch® rimane

(*) Non soltanto o * perché ogni rigata appartenente ad una congruenza

lineare (generale o speciale) ammette ! collineazioni in s& che lasciano in-

variate le singole generatrici.
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6)  20ate—aty) (Y +1:2) + (0 ty—ay't) (b y + 4y2).

Quindi i luogo dei poli di una generatrice rispetto alle coniche
osoulatrici delle asintotiche ¢ una conica. Con la lettera W, indi-
chiamo qui il piano della conica, cio¢ il piano

(7) a1+ oyt — 2ay ' + oy 0.

Correlativamente, i piani polari della generatrice p rispetto
ai coni osculatori delle asintotiche sono dati da

B)oie  2(aqty—2tg tDEN + )+ (ay'ty— ay' )t + 4, 0),
e sono i piani tangenti di H passanti per il punto W,
(7) vis o'y + a3z — 2y + 0y2)

che & il polo di W, rispetto ad H. Se (aa’) = 0 la detta conica
si spezza nella direttrice e nella retta ¢ = (y'z) corrispondente a
quella scelta del fattore di p per cui i coefficienti di f() sono co-

stanti. Se invece (aa’)z() la conica & propria. Supponiamo come

sopra (aa') = 1 e chiamiamo, come al § 35, generafrice principale
di H la retta ¢ corrispondente. Il punto della conica (6) situato
sulla generatrice principale di H sta nel piano osculatore della
curva flecnodale (unica). Infatti, tale punto & dato da ofy -+ ofz.
D’ altra parte, le equazioni (11) del § 31 si riducono, per le ipotesi
fatte, a

Y'=(am—jy+ oz, 2" =—ody — (o0 i)z,
sicche
0 y" + ap2’ = — (o y + 042)
e quindi
(MY +az)' =—jlay + apz) + 2oy + a2) +-af' y + a2
ed osservando (5)

2oy + 032") = (1Y + 32)" + G — D (ony + as2).
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La genera'rice principale di H incontra quindi l’intersez:’o'n.e
del piano W, col piano osculatore alla curva flecnodale ; correlati-
vamente si vede che essa incontra pure la refia che congiunge <l
punto W, al punto cuspidale della swluppabile circoscritta a R lungo
la curva flecnodale.

E notevole che lo studio fatto a questo § ed al precedente
si pud applicare senz’altro anche a coordinate non asintot.iche.
Riprendiario Ia sostituzione (3) del § 34 che conduce a coordinate
asintotiche e, come ivi, consideriamo v, f, , t, come variabili indi-
dipendenti. Derivando rapporto alla v 1’identita

TOESOF
si trova subito
7 =), 7O =/t
dove :

jiy= At + 2Bt t, +Ciy, fy= A&+ 2But. 4 08,

A=A'+2(4b—Ba), B=B+ Ac—Ca,
0= (4 2(Be—0Cb),
\ A=A"+ 2(Ab— Ba)= A"+ 4(4'b— B'a) +
(8) + 2[A4(b' + 2b*> — ac)— B(a'+- 2ab) + Ca?],
/ B=B -+ dc—Ca= B'+2(d'c—C'a) +
+ A(c' -+ 2bc) — 4Bac — C(a'— 2ab)
=0+ 2(Bc— Cb) = "'+ 4(B'c—C'b) +
+ 2[Ae? + B(c'— 2bc) — Ob'— 262 +-ac)].

Basta sostituire le f(t) e f(f) alle f(f) e /'(t) per formaré le espres-
sioni generali di » e k. Sara utile che il lettore faccia tale gene-
ralizzazione formale per tutte le formole dei § 35, 36 assumendo
anche la variabile indipendente v in modo arbitrario.
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§ 37. — Il complesso lineare osculatore.

Nel seguito si suppone R riferita alle asintotiche ; 1’ osserva-
zione finale del § precedente permette senz’ altro estendere le for-
mole al caso di coordinate qualunque. Le formole fondameutali (11)

del § 31 ‘si riducono alle ’
() ¥'=8y—(B+j)y+4z , 2'=07+ (B—jz—0y.

Posto al sollto p= (yz), ¢ = (¥'2"), si hanno quindi le for-
mole seguenti, in cui i termini trascurati a destra sono combina-
zioni lineari di p, p' e delle precedenti

p'=2¢+ 6p — 2jp , gia osservato al § 34, (10)
¢ = 0¥) + By — ()] + 4@) + 28q — i
"= Cyy) + Bl(ys) — (s)] + ez + ...,

7' = C"(yy) + B'[(y3) — (5)] + 4") + . ..

(2)

Se ne traggono subito diverse conseguenze, Cerchiamo in
primo luogo le direttrici della congruenza lineare osculatrice deter-
minata da quattro generatrici successive: se r & una direttrice di
tale congruenza, deve essere

Srp =8rp' = 8rg = Srg’ = 0.
Le prime tre condizioni danno che
r=tyths by +62) = 4y)— 4 (e — ()] + 4@
sicchd dalla (4) del § 31 si ha:
Srq' = — 0ayy? (46 + 2Bl 1y + O8) = — wag?/(().

Le direttrici della congruenza lineare osculairice sono quindi le
fangenti flecnodali come si sapeva a priori. Si vede anche che, se
A=B=C=0, R ¢ una quadrica come si pud stabilire facil-
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mente in altri modi; se A =B=C=0 per un valore di v, H
iperoscule R lungo la generalrice corrispondente. Condizione affinché
¢’ sia combinazione lineare di p,p’,q,¢ o che R appartenga ad
una congruenza lineare s irova subilo essere .

4 B 0
@) Ai~B~0°

che cioé le radici di £ =0 siano costanti (cosa che sapevamo gia
almeno nel caso Bz—AC’zO). Condizione affinché ¢’ sia combi-

nazione lineare delle precedenti o che R appartenga ad un complesso
lineare ¢ k=0, come abbiamo gia enunciato. o

Le rette del complesso lineare osculatore & sono combln.a.zmm
lineari di p, 9, ¢,¢',¢"’. Vi appartengono tutte le generatnc:ldel
primo sistema di H che sono combinazioni lineari delle sole p, ', ¢;
per fissare la posizione di @ basta adungque trovare le flue gene-
ratrici di H del secondo sistema che vi appartengono. Sia

. , o
r=(hy-+tz, iy +i2)=6(yy)—tt, [(y’z)—(z/Z) + 8 (z2)

una di queste due rette. Affinché r sia combinazione lineare di

. . . R
p,9',4,¢,¢" & necessario che r sia combinazione lineare delle ¢ e ¢
sole, sicch® si trova la condizione

& ¢ C

' B, Aty + B, Bt +Ct,
) Wh —B — , A'ty+ Bty Bt;+C'ty

2 A 4

Il primo membro di quest’ equazione & lo Iacobiano delle
forme f(t) e f'(t); il suo discriminante vale

4(AB'— A’ B)(BC'—B'C)—(AC" — A’ ()2 =
=4(4C—B?) (A'C"— B'?) — (AC' 4+ CA'—2 BB')~.
Affinche esso sia identicamente nullo, deve essere identica-

mente o
B2 —_CA=0
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oppure-
d I ¥
! L ) = { —32
A'C’—B ( dv;/[ AC |)_

Vi sono due classi di superficie rigate per cui tutti ¢ compless
lineari osculatori Q sono speciali : la prima é quella delle rigate a
curve flecnodali coincidenti; la secondz é quella delle rigate che pos-
seggono una direttrice retia. Nel secondo caso, supposte coordinate
normali, 8 h=0, condizione che ci & nota dal § 35. Nel caso
generale la (4) definisce sopra ogni generatrice due punti di-
versi che si dicono, per il loro significato, i punii del complesso
(della generatrice) perché per essi passano le gemeratrici di H del
secondo sistema appirtenenti al complesso lineare osculatore, Le
curve generate da tali punti al variare di v si dicono le curve
del complesso di R. Le tre coppie di punti sopra ogni generatrice:
dei punti flecnodali, dei punti armonici, dei punti del complesso somo
armoniche a due a due, sicché due coppie e due soltanto sono
reali. Ecco la nuova definizione delle curve armoniche promessa al
& 35! Osserviamo ancora, lasciando la dimostrazione al lettore
come esercizio: Se per un valore particolare di v é B2 —AC=0, la
curva flecnodale tocca in generale la gemeralrice corrispondente ed
Q non ¢ speciale. Pud accadere invece che la curva flecnodale abbia
un punto doppio; allora Q & speciale. )

Cerchiamo ancora il complesso lineare osculatore dell’ asin-
totica descritta dal punto

==ty 2
dove t; e ¢, sono costanti. Posto
§=tm+ 50

dal Cap. I (§ 7 A) sappiamo che, rispetto a tal complesso, il
piano polare del punto

PEE S WA o
& il piano '

M0 E A8
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Essendo

Ao+ 2 =My 4+ Myz+ Aty + Mitp2,

MM =M+ M0+ May + 060,

il piano A+ 1€ & anche il piano tangente di H nel punto
Az + ) @; segue che tutte le generatrici del primo sistema di H
appartengono al complesso in questione; di pit

Az 4 dy (2" —62") =

My—2 [t1(3+7')+t=0]}y+
+ iltz‘{')\z[tlA‘i'fz(B'—?')]ez 3
MA+h(E"—68)= ;)‘tl +23[ta(B—7) + tzojt n+

+

Mz—x2[t1A+t2<B+f>>}c.

Condizione affinchd il piano A2 (8" —06'¢) sia il piano
tangente di H nel punto Az 4 Ay (2" —6'2") &

)\tl—-)\z[t](B—}-j)—i—tzC’], My + N lty 4 + 6, (B—7)] i
M+ X [(B—=D+ 6,0}, My—h[t, A+ t,(B+4)] |

=1tk (i —2).

Escludendo il caso triviale di f(£)= 0, otteniamo i due punti
di p da cui escono le generatrici del secondo sistema di H ap-
partenenti al complesso lineare osculatore dell’ asintotica generata
da z; il primo & z, come era evidente a priori, il secondo &

jet o’ —b 2 =— B+ 4,0y -+ (4, A-+-t, Bz,

ossia il coniugato armonico di « rispetto ai punti flecnodali. Segue
subito che le tangenti flecnodali sono polari I’ una dell’ altra ri-
spetto al complesso: in altre parole: il complesso lineare osculatore
dell’ asintotica curva di una rigata contiene la congruenza lineare

Fusizt e Ceen, Lexioni di Geometria proiettivo-diffe iale. 15
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osoulatrice della rigata. Se tutte. le asintotiche di una rigata appar-
tengono a complessi linears, la rigata appariiene ad una congruenza
lineare; la reciproca si prova pure facilmente. Ma il nostro ri-
sultato ha un’ altra conseguenza interessante. Al Cap. III, §25 B)
abbiamo definito, per un punto generico di una superficie non
rigata S, le due direfirics come la coppia di rette polari V’ una-
dell’ altra rispetto ai complessi lineari osculatori delle due asin-
totiche incrociantisi nel punto corrispondente di 8; la prima di-
rettrice passa per il punto considerato di 8, la seconda sta nel
piano tangents, e le due rette sono polari reciproche anche rispetto
alla quadrica di Lie. Abbiamo pure enunciato un’altra definizione
delle direttrici che ora siamo in grado di provare equivalente
alla. primitiva. 8 considerino le due rigate generate dalle tangenii
agintotiche di un sistema di S lungo la curva asintotica dell’ altro
sistema, passanti per il punto X considerato di S. Sopra la gene-
ratrice passante per X di una tale rigata, 8i considers il coniugato

armonico- di x rispetio ai punti flecnodali: i due punti cosi ottenuts '

stanno sopra la seconda direttrice (e correlativamente per la prima
direttrice). Infatti I’asintotica di S essendo evidentemente asintotica
anche sulla rigata, una facile considerazione basta a dedurre la

proposizione da cid che si & provato poco fa, tenendo conto
del fatto che le due rigate hanno in z il medesimo iperboloide

osculatore.

§ 38. — Ulteriore studio di superficie rigate

a curve flecnodali distinte, prive di retta direttrice.

Sia data una rigata R a curve flecnodali distinte in coordinate
normali, riferita alle asintotiche e v sia I’arco proiettivo (sono le
ipotesi del § 35). Supposto hzo (se e= — 1, h>0) vogliamo

studiare piti da vicino come si determina la forma quadratica f(t)
dagli invarianti % e k, dati in funzione di ». Distinguiamo due casi.
1° caso. ¢ = 1. La forma f(¢} si pud decomporre in due fat-

tori lineari reali, sia

1) 1) = 2() (Be)-
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Qui, e nel seguito
(@) = ayty—agt, , (B)=...,...

Dal significato di ¢ si ha (aB)? = 1 ed evidentemente & lecito
supporre :

(1) o (aB) = 1.

Le forme lineari (af), (Bf) non sono completamente determinate
dall? {1) e (1) w: p essendo funzione qualunque di v, possiamo
sostituire (af) e (Bf) rispettivamente con p(at), p~'(Bf) e quindi
(aa), (BB') rispettivamente con p¥(aa’), p~2(B’). Sia

@ 5 = sgn(aa’) (B3).

] Non pud essere 8 = 0 perchd allora sarebbe &= 0 come si
vef'lﬁca facilmente. Escludiamo anche i valori particolari di v per
cui fosse A= 0 e quindi § = 0. Possiamo dunque fissare le forme
(af) e (Bt) a meno di un cambiamento simultaneo di.segno, ponendo
la condizione ,

3) (o) = 3(e8) = n 2 0.

Derivando la (2) si deduce
@ - (@f') = (Ba) = m. )

Le n e m, nonchs il segno &, sono evidentemente invarianti per
le sostituzioni (4) del § 35.

E facile vedere che, dati ad arbitrio §=+1, m, » in fun-
zione dell’arco proiettivo », la forma quadmti; H{0)] e’siste ed &
ben determinata & meno di tali sostituzioni. Infatti, da (1), si
vede che (a’t) e (B'%) sono combinazioni lineari delle (az) o (Eit)
¢ dalle (3) e (4) si deduce che & precisamente ’

(@) = — m(at) + n(pr)
(Bt) = — dn(at) + m(Bo).
Basta quindi prendere per (a;,B;) e (ay,B,) due soluzioni del

()
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sistoma differenziale

(B) 1 va'=——ma+n{3 , B=—28na-} mB

legate da (1), ; il che & possibile, la (aB)= cost. essendo conse-
guenza delle equazioni (5),. Da (5) si deduce tosto

(6) f) = 2n{— 8(ad)® + (B1)?| , b= 48n2, k= 168mn2.

Dati & e k, sono quindi determinati &, m , n> ma non il segno di =.
Infatti tal segno cambia invertendo il verso positivo sulle genera-
trici, ossia per una sostituzione della forma (4)u, del § 35.

Se si vuole determinare soltanto la superficie B e non le sue
asintotiche, non & necessario integrare il sistema (5) ws» Posto infatti

L= () , fp=(8)
valgono per ¢, fisse le equazioni (cfr. le (2) del § 34)
-t-; = (a't)= 521 -+ ;t_g ,
(6) bis _ e -
f,=(Bt) = —at, —bt,.
Confrontando con (5) si ha

a=2¢n , b=—m , c=mn

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato: Se la rigata R
possiede due diverse cufve flecnodali di cui messuna é refta, possiamo
normalizzare (a meno di un cambiamento di segni) ¢ fattors delle
coordinate y e z dei punti flecnodali in modo che sia (I arco proiet-
tivo di R essendo la variabile indipendente)

m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle A=40n?, k=16dmn.
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Le equazioni (6) del § 34 sono allora

) y'=my+mz+g , ¢ =my+mi—1+7y

' =—ny—mzx+ i, i'=—ng—mzi+(1—jx.

Se 8 =1 le curve armoniche sono reali e generate dai punti
y+z, se invece § = —1 le curve del complesso sono reali e
generate dai punti y-+2. Le (11) del § 31 sono

y"'=2my'+ 28nz' 4 (m'+- 8n2—m? —1—j)y + n'z

(7) bis
2= —2ny'—2mz'—n'y +(—m'+ nP—m2 + 1 —j).

Se ne deduce una dimostrazione molto semplice di un inte-
ressante teorema di Sullivan:

Se le due curve flecnodali di una rigata somo piane, anche le
curve del complesso e le curve armoniche somo piane e tutti i loro
pians appartengono ad un fascio. Indichiamo con y, e z, 1=1,2,3, 4)
le quattro coordinate di y e z. Scegliendo convenientemente il si-
stema di riferimento, possiamo supporre per le ipotesi del teorema
Ya=0, z,= 0. Le (7) 4, danno poi

2nzg + n'z; =0 Qny, + n'y, =0

sicch® zg: y, = A\ = costante. La curva descritta dal punto x=y-cz
(¢ costante) sta quindi nel piano fisso

Ty — Aex, = 0.

2° caso. e= —1,h>0. La forma quadratica f(f) essendo
definita, si pud scegliere il verso positivo sulle generatrici in modo
che f(¢) sia positiva. Si pud dunque porre

® 1) = (a8)® + (Be)%

Dal significato di ¢ si ha {aB)2 =1 e si pud supporre anche
qui

(8) v (af) = 1.
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Derivando si deduce
) (@f) = Ba) = m.

Le forme lineari (af) e (8f) non sono ancora completamente
determinate; p essendo una funzione arbitraria dell’arco proiettivo v,
si pud sostituirle ordinatamente con

cosp(af) + sinp(B) , — sinp(at) + cosp(Bt)
¢ quindi le espressioni (aa’) e (88') ordinatamente con
cos?p(aa’) + 2m cosp sinp + sin?p(Bp’) + p',
sinp(aa’) — 2m cospsinp 4 cos®p(BR') + o',
sicch® (xa’) — (BB’) viene sostituito da
[(aa") — (B8] cos2p +- 2msin2p.

Segue che possiamo fissare le (af) e (f¢) a meno di un cam-
biamento simultaneo di segni col porre le condizioni m >0 (non
pud essere m = 0 perchd risulterebbe h = 0 contro I’ipotesi) e

10) (o) = (BF) = .

Come al caso precedente, si deducono senza fatica dalle (8) .,
(9) o (10) le formole

A1) (@)= —m(at) + n(@) , (%)= — n(at) + m(B)
da cui si deduce

(12) 1 ()= —2m[ (o) — (807 ]

(13) h=4m?, k= 32m?n,

il che insieme con la m >0 determina univocamente le m, n, dalle
h>0, k. Per costruire dalle .>>0 e £ o ci6 che & lo stesso,
dalle m>>0 ed » la forma quadratica f(f), basta scegliere per
(24 By), © (x5P;) due soluzioni del sistema differenziale

o' =—ma +nB, B =—na-+mp
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legate dalle (8).,. Se non ci interessano le asintotiche di R, non
& necessario integrare le equazioni precedenti. Posto infatti

(at) = t—u @)= t_z.
valgono le (6),, e il confronto con le (11) da

a=n, b=—m, c=mn.

Dalle (8) e (12) si ha poi

A=1, B= s 6’:1,

At;+ Bi,, Bi 4Ci, -
4t +Ft, Bih+Ch

Omettendo i soprassegni otteniamo il risultato: Se la rigata
reale R priva di retta direttrice ha le due curve flecnodali immagi-
narie possiamo normalizzare (a meno di un cambiamento simultaneo
di segni) ¢ fattori delle coordinate y e z dei punti del complesso in
modo che sia (I’arco proiettivo essendo la variabile indipendente)

a=n, b=—m<0, c=n,
A=1, B=0, C=1,
m e n essendo legate agli invarianti h e k dalle (18). Le curve
armoniche sono descritte dai punti y+z, le curve flecnodali dai
punti immaginar; y +iz. Le equazioni (6) del § 4 sono nel caso
considerato
y=mytnx+y, §=—jy+z+my+tai,

(14) ; .
=y —mi i, f=—y—ir—ny—mi.

§ 39. — La trasformazione flecnodale.

Torniamo a considerare una rigata R a due curve flecnodali
reali e distinte senza retta direttrice. Scegliendo 1’arco proiettivo
di B come variabile indipendente e fissando convenientemente i
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- fattori delle coordinate y e z dei punti flecnodali delle generatrici,
possiamo scrivere le equazioni (7) del § 38:

Y=my+dnz+y, F=my+dimi—(14j)y

2 =—ny—mz+i, i=—ng—mit+(1—jz.

@)

Per ogni v, il significato geometrico del tetraedro formato
dai punti ¥, %, 9, £ ci & noto: (=) @ la generatrice di R, (%)
e {x%) sono le tangenti flecnodali (§ 34) ed (§4) & la generatrice
principale di H (§ 35). Al § 34 abbiamo chiamato trasformate
flecnodali di R le rigate R, e R, generate rigpettivamente dalle
rette (yy) e (x%). Essendo

(1)uss (Y29 D=w,

se determiniamo la generatrice generica di R, dai punti (cfr. § 33)

7
(2) yl =Y, zl = ﬁ}
sara
(2)bls (712, ¥ )= —o.

Possiamo omettere i facili calcoli con cui si deduce da 1)

’ n 12 mn’ a > 7
A =;y;—}—2nzl’—{—(m ——T+m-—8n2+1—}—7)yl+nzl,

» i, a 1447y m
# __2_?7"_:[/1_731—.{_ [__<7_7>_2;J y1+
,  mn n' a2 i
+(m ——n——}—m2—-—8n2—-;b—-+-ﬁ—l—}—7>zl.

Indicando con indice 1 le quantita relative a R;, risulta dal con-
fronto colle (11) § 31

1n 7
w=mb=—g o=,
. n' m
3) 4=0, Bi=—1, Oi=——+2—,

I§ 39] SUPERFICIE RIGATE 233

La 4,=0 dice che i/ punto Yy genera anche sulla R, una
curva flecnodale. Questa proprieta & stata segnalata dal Wilczynski
che ha osservato pilt in generale che esistono oo ! rigate che toc-
cano R lungo la carva flecnodale generata da y ed hanno pure
nella curva di contatto una curva flecnodale. Ma tale proprietd ci
& gid nota: infatti, al Cap. II § 13 B pag. 76 abbiamo dimostrato
un teorema pilt generale relativo a superficie qualungue. Delle (3) si
deduce di pitt B}— 4,C, =1 ossia osservando la @) : Usna trz-
sformata flecnodale di R corrisponde ad R con uguaglianza 4 arco
proietiivo.

Analogamente, posto

%. 7
(4) Yp=2, z9= )’ (y222y922)=-—w,

le quantita relative all’altra trasformata flecnodale R, di B sono

1w 7

Gg=mn, b2=”‘_2‘;;7 62':7—2,

n' m

(5) 4;=0, By=1, Cr=—+2—,
12" 3 a2 , / s )
T T T ke

II confronto delle prime righe' delle (3) e (B) dice che, facendo
corrispondere il punto y, w2z, di R, al punto y, 4 uz, di R,, le
asintotiche curve di R, e R, si corrispondono. Cid si poteva pre-
vedere: infatti, la congruenza delle rette congiungenti v, +uz, a
Y2 +uzy & la congruenza flecnodale di R che sappiamo essere
una congruenza W a falde focali B, e R,. Per brevita, diciamo
%(z) il primo punto flecnodale della generatrice (y3) di B, [(z4)
di B;]. La seconda riga delle (3) dice che la seconda curva flec-
nodale di R, & generata dal punto

1 » .
(6) (—77 +m)y+y,

similmente si vede che la seconda curva flecnodale di R, & ge-
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aerata dal punto
)" (—-—é—%——-m)z-}-i.

Donde il teorema di Wilczynski: La retia che congrunge i due
secondi punti flecnodali di R, e R, corvispondenti al medesimo va-
lore di v, appariiene ad H allora e allora soltanto che m =0, che
cioé R appartenga ad un complesso lineare. Essendo per- le (1)

Y'+@m—2m)y + (—m 4 mP=8n2 4 14j)y=
. 12
= 281@[% +(?1—z-—— ) % ],
¥’ intersezione del piano (yy'y”) con la retta (z£) &

e . 1 2 K
similmente si trova che I’intersezione del piano (22z") con la
retta (yy) &

. 1 2
® i+ (g +m) v

Il confronto delle espressioni (6) conduce subito al teorema:
La generatiice del primo sistema di H che passa per 1 intersezione del
piano osculatore alla prima curva flecnodale di R, con la generatrice
di R, e la generatrice di H che passa il secondo punio flecnodale di
R, sono coniugate armoniche rispetio alla generatrice di R e alla
generatrice principale di H. (Naturalmente tutte le rette dell’enun-
ciato devono corrispondere al medesimo valore di v). Questo teo-
rema & dal Wilczynski riguardato come definizione geometrica della
generatrice principale di H. Il lettore trovera facendo un calcolo
privo di difficoltd che nel teorema enunciato compaiono elementi
dipendenti da sei generatrici successive di R, mentre & facile tro-
vare che la generatrice principale di H non dipende che da cingue
generatrici successive di R. Per questa ragione la definizione geo-
metrica della generatrice principale data al § 35 sembra preferi-
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bile: il teorema precedente da piuttosto la costruzione geometrica
del secondo punto flecnodale di B, (e naturalmente anche di R,).
Mediante le formole (8) del § 36 si deduce dalle 3) e (®

A;=2n, By=——2m, 01———n—+ 5 T 22
Ay = — 20 + 4mn, B‘l_z’:_z__z — — 4m' 4 4j,
. " n'n' ns m' 7!
01——7+3 5——2 por +2—-—2-7;“+
n'j mj
+2 nt om
dy=—2n, Bz=——:-:——2m,
Gpm MM ™ g d
T T T AT
. , . P n" ”'2 , J
Ay =2n"+ 4mn, By = —2 - +2—7—{2————4m-—47,
. w” wn' w8 m"” ?-/ n'y mj
G= PER R B eI Rl (e
Seguono i valori degli invarianti » e & per B, o By:
'’ n'2 mn' . , .
h1=27—-;l—f——4 n +4:m -—4m-|-47,
n” mn” m'n’ mén’ "
ic1=--2—-“—+12 - + 12 m — 24 . + 4m''—
, . n'j "
— 24mm’ -+ 16m3 + 16my—8——n + 4,
) ’

n' n'?

mn’ . .
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" mn' 5 mn mn’ v
Ic2_2T+12 n -+ 12 - + 24 - + 4m” +

+ 24mm’ + 16m8 + 16mj + 8L 44y,

La trasformazione flecnodale merita senza dubbio uno studio
piu approfondito. Ma qui ci limitiamo ad una semplice applicazione
delle formole (7) proponendoci la domanda: Pué accadere che le
due trasformatz flecnodali R, ¢ R, di una rigata R siano collineari
fra lorc, corrispondendosi nell’ omografia le tangenti flecnodali appar-
tenenti allr medesima generatrice di R? Le condizioni del problema
sono

hi=by, by=1Fk, jy=r7].
Ora dalle (3), (5) e (7) si ha

8 , . . m\'
by — =—T(mﬂ), 71—'7z=—2"(',,7)

sicché mn e —- sono costanti. Due casi son possibili: 1° m e =»

sono costanti; 2° m = 0. Nel primo caso &, — k, = — 8/, sicch®
anche j & costante. Viceversa, se m, n e j sono costanti, tutte le
condizioni del problema sono soddisfatte. Le equazioni differenziali
(1) non cambiano in questo caso mettendo v -+ costante al posto
di v sicché B ammetle un gruppo condinuo oo di omografie in sé.
Le equazioni in termini finiti di R si potrebbero scrivere quindi
senz’altro. Nel secondo caso &; - ky = 0, sicché &y, = k, = 0 ¢ tutte
le tre superficie R, R;, R, appartengono a compless: lineari. Vice-
versa se R e R,, p. es., appartengono a complessi lineari @ e @,
rispettivamente, la polarita rispetto @, non cambia R, e la polarita
rispetto @ la porta in R, , sicch® il prodotto delle due correlazioni
& una omografia (biassiale) che porta R, in R,. Essendo m = 0,

by — by = -—4—nn——~16%—8j’.

Dunque » pud prendersi ad arbitrio purché diverso da zero, e j si
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determina dall’ equazione differenziale lineare

, nl 1 n”l

=—2—j———

7 2 n b

che integrata da

1
R N PR Y .
i= 4= (n 2nn”" - cost.)

La classe delle rigate a cui siamo arrivati é interessante perché
ogni rigata della classe si deduce semplicemente da una linea a cur-
vatura cosiante di uno spazio a tre dimensioni di curvalura costante.
Si osservi dapprima che i complessi lineari Q, Q,, Q, cui appar-
tengono ordinatamente le rigate R, R,, R, appartengono ad un
fascio, perch®, come abbiamo gia osservato, ; e , sono polari
rispetto a Q. La congruenza lineare A base del fascio pud essere
generale o speciale. Per brevita, limitiamoci al caso che A sia ge-
nerale. Sia @, una quadrica a quattro dimensioni immagine delle
rette del nostro spazio. Le immagini C, C,, O, delle rigate B, R,, R,
sono tre curve in corrispondenza biunivoca sopra @,, contenute in
tre spazi 8,, 8i, 8 a quattro dimensioni; S,, S}, S% si interse-
cano in uno spazio S; a tre dimensioni che interseca @, in una
quadrica @, che & generale, essendo immagine della congruenza
non speciale A. Gli spazii 8, 8}, 8% intersecano @, in tre qua-
driche a tre dimensioni @, @3, @} immagini dei complessi , @, Q,.
Siano P, P,, P, i punti di C, C,, C, corrispondenti ad un va-
lore di » scelto ad arbitrio. La retta ﬁl—’; & polare rispetto a @,
dello spazio osculatore m; a tre dimensioni della curva € in P,
essendo P, e P, le immagini delle direttrici della congruenza lineare
osculatrice di R appartenente al valore scelto di ». Ora = sta evi-
dentemente nell’ iperpiano 8, sicché la retta P, P, passa per un
punto fisso 0. Sia @, la proiezione di @} e di @% dal punto O sul-
I’iperpiano S,. Una facile considerazione o un facile calcolo mostra
che le due quadriche @; e Q, dello spazio 8, si toccano in tutti
i punti della quadrica @,. Sia C la proiezione della curva C, dal
punto O nello spazio S, che ¢ quindi wna curva giacente su Q,
e sia P il punto di C corrispondente al valore di v scelto sopra.
La retta P, P, essendo la polare di =, rispetto a @,, il punto P
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il polo di =, rispetto a @, e quindi gli iperpiani =x, corrispondenti
ai diversi valori di v toccano la quadrica @,* polare di (-2-; rigpetto
Qs, che tocca pure @ in tutti i punti di @,. Introduciamo ora nello
spazio S, una metrica euclidea riguardando S, come iperpiano al-
Pinfinito e @ come l’assoluto: le quadriche Q, e @;* appaiono in
questa metrica come ipersfere conceniriche. La curva C sta sul-
Iipersfera @, e i suoi iperpiani osculatori (e quindi anche i suoi
piani osculatori) (*) toccano ’ipersfera concentrica @;*. Questi piani
osculatori intersecano @; nei circoli osculatori di C che hanno quindi
raggio costante e la curva C & una linez a curvatura costanie trac-
cinia sopra lo spuzio a curvatura costante (ipersfera) Q.

Analogamente si pud trattare il caso di A speciale che con-
dace a dedurre R da una linea a curvatura costante dell’ ordinario
spazio euclideo (**).

§ 40. — L’ applicabilitd proiettiva di superficie rigate.

11 teorema generale Cap. II § 20 A4) mostra subito che una
rigata non pud essere applicabile che su una rigata. In particolare
una quadrica non & applicabile che su una quadrica e si dimostra
subito : due quadriche somo proieitivamente applicabili se 8 corri-
spondono i due sistemi di generatrici. Escludiamo il caso delle
quadriche. Siano R e R, due rigate riferite alle asintotiche. Rite-
niamo le solite notazioni per R, e facciamo uso delle stesse nota-
zioni con indice 7 per R,. Secondo le (8), § 31 condizione ne-
cessaria e sufficiente affinch® sia possibile stabilire fra R e R, una
corrispondenza biunivoca che sia una deformazione proiettiva &
che si possa risolvere rispetto % e v, I’equazione

(1) (A+ 2Bu 4 Cu?)dv? _ (4, 4+ 2By, + Crul) do? .
du du,

(*) Pit intuitivo 6 il ragionamento correlativo: se tutti i punti di C
stanno su Q,, tutte le tangenti di C toccano Q,.

-(*) Cfr. una Nota (in boemo) di Cech, nel Casopis pro p\e’stovdn/i mat. @
fys., vol. 52, 1923. .
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In primo luogo si vede che se vi sono soluzioni, esse si otten-
gono uguagliando #, ad una funzione della sola % e v, ad una fun~
zione della sola ». Cambiando il parametro v, (se 1’ applicabilita &

_possibile in diversi modi, tal cambiamento in generale & diverso

per i diversi modi di realizzarla) si pud dungne supporre v=uv,.
Sicchd si ha pilt semplicemente

) du _ - du,
ble A+ 2Bu+Cu?~ A4, +2Bu, + Cois

dove adesso 4, B, 0, 4,, B, C, sono funzioni della sola v. Senza
ledere le generalita si pud supporre o che B:— AC= + 1, o,
86 B*— AC=0, che la forma f(f) sia normalizzata secondo una
delle regole del § 36.

Cominciamo con 1’ ipotesi che le 4, B, C siano costanti. Evi-
dentemente non & possibile soddisfare a (1),, che se anche le 4, ,
B,, C, sono costanti: Una rigata appartenente ad una corgruenza li-
neare (non importa se generale o speciale) non pud essere prosetti-
vamente applicabile che su rigate appartenenti pure congruenze li-
neari. Eeco il teorema inverso : Due rigate appartenenti a congruenze
lineari sono sempre (anche se una congruenza & generale e Daltra
speciale) proiettivamente applicabili in oo 3 modi. Infatti se nelle (1)
le 4, B, C, 4,:0,, B,:C, sono costanti, per passare da (1) a (1),
occorre cambiare il parametro v, in modo che anche le 4,, B, C,

‘risultino costanti. Cid & evidentemente sempre possibile e se v, —

== p(v) & una maniera di farlo, le altre sono v = ap(v) 4+ b, con
a, b costanti qualunque (az()). Scegliendo le a, b, la (1),;, deter-

mina w, in fanzione di w, il che introduce una terza costante arbi-
traria. Si vede subito che: Se le due congruenze somo speciali, co-
munque i realizzi I’ applicabilita, la corrispondenza fra i punti delle”
generairics corrispondenti é sempre prosettiva. Se una congruenza &
generale o I'altra & speciale, tale corrispondenza non pud essere
proiettiva. Se le due congruenze sono gemerali, allora nel campo
complesso o * delle o maniere di realizzare I applicabilitsa hanno
la proprietd che la corrispondenza fra i punti delle generatric; cor-
rispondenti & proiettiva; mnel camgpo reale, tali applicabilits non
esistono che se le due congruenze sono simultancomente od iperboliche
od cllittiche. Come esercizio, il lettore parta dalle equazioni in ter-
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mini finiti delle due rigate e determini le o % applicabilita, sup-
ponendo ordinatamente le due congruenze generali ecc.

Passiamo al caso che nessuna delle rigate appartenga ad una
congruenza lineare. Integrando la (1), in cui #» si riguarda come
parametro, si ottiene una delle quattro equazioni '

n
Uy e Ol u—o\r  u—oy U—oa
=)\ =)\C
u—p, (’“_ Bl> Tow—B !
2) ‘
- A A
U—oy U—oa 1 —
he T u—p’ u-—a+ul—al B

dove a, B, a,, Bi, A, Ay, 1 sono funzioni di v che possono essere
immaginarie. In particolare, u=a ¢ u=§ (0 soltanto = a) sono
e equazioni delle due linee flecnodali di R, sicché wna almeno
delle o ¢ B (p. e. @) non é costante, altrimenti R apparterrebbe ad
una congruenza lineare, contro la supposizione. Ora osservando il
comportamento della fanzione u, di » nell’ intorno del punto u=a
si vede subito che u, dipende necessariamente anche da v, se vale
la seconda o la terza delle (2), oppure se vale la prima e se u2+1.
Tali casi sono dunque impossibili, e non restano che due possibilita

w—o  (u—a\Fl A N

N& deduciamo: 1° se le linee flecnodali di R coincidono, co-
incidono pure quelle di R, e viceversa 2°; &

el B
ruds’

€ p, g, r, 8 sono necessariamente costanti, perch® », non dipende che
da u. Cambiando il parametro u, possiamo dunque supporre u,=u,
dopodiche la (1), da A,= A4, B,=B, C,=C, E seguono ora
senz’ altro i teoremi :

8¢ due rigate B ¢ R, proicttivamente applicabili non appar-
tengono a congruenze lineari, le due curve flecnodali di R, sono di-
Sstinte o coincidenti, reall od immaginarie, come quelle di R, e si
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corrispondono nell’ applicabilita. Le rigate R ¢ R, si corrispondono
con uguaglianza d’ arco proiettivo.

Se una delle due rigate (¢ quindi anche 1 altra) é a curve
flecnodali distinte e priva di retta diretirice, condizione necessaria e
sufficiente per U applicabiliti proiettiva ¢ che, per uguali valori d:
arco proiettivo, il segno ¢ e gli invarianti h e k siano uguali sulle
due superficie. Se R e quindi anche R, possiede una retta diretirice,
condizione mecessaria e sufficiente per U applicability proiettiva é che,
per uguali valori dell’ arco proiettivo, il segno o ¢ I’ invariante D
[§ 35 (11)] siano uguali sulle due superficie.

8z R (e quindi R,) é a curve flecnodali coincidenti, condizione

© mecessaria e sufficiente per U applicabilites proiettiva & che, per uguals

valori dell’ arco proieitivo [§ 36, (4)], U invariante 1 [§ 36, (5)] sia
uguale per le due superficie.

Non importa invece il valore dell’ invariante j. Dunque: Le
deformate proiettive di una rigaia che non appartiene ad wna con-
gruenza lineare dipendono da una funzione arbitraria di un argo-
mento, che & appunto la j. Se ne deduce per es. che, se le curve
flecnodali di R sono reali e distinte (coincidenti), esistono due de-
formate proiettive (una deformata) R, di R tali che le generatrici
principali delle quadriche di Lie di R, descrivano una sviluppabile.
Basta porre j=+1(j=0); cfr. § 34, (11).

Le ricerche precedenti danno immediatamente la soluzione del
problema di trovare le rigate che ammettono un gruppo continuo di
deformazioni proiettive in sé. Esse sono di due tipi diversi: 1° una
rigata R di una congruenza lineare, generale o speciale, ammette o 3
deformazioni protettive in sé; 2° una rigata R, che non é di una con-

>
20, h=

gruenza lineare, ammette o deformazioni in sé, sec ¢ h

cost., k=‘cost., oppure h= 0, D=cost., o infine B:—AC= 0,
1= cost. E interessante rilevare che in tutti e due i casi si pud
indicare una deformata proiettiva R, di B tale che le deforma-
zioni corrispondenti di B, in s& siano delle semplici omografie:
se R appartiene ad una congruenza lineare, R, & la rigata cubica
di Cayley, negli altri casi R, si ottiene da R sostituendo a j una
costante scelta ad arbitrio.

Fusizt o Cmcn, Lexioni di Geometria proiettivo-differenxiale. 16




Caprroro V.,

CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFORMAZIONI

PER CONGRUENZE W (¥).

§ 41. — Congruenzé di assegnata prima falda focale.

4) Formole fondamentali.

Supporremo in quanto segue la superficie § ad asintotiche
reali. Se cosi non fosse, si potrebbero ancora applicare gli stessi
" metodi ricorrendo ai sistemi u, v isotermi-coniugati.

Sia dunque 8 una superficie riferita alle asintotiche u, ». Se
A, B sono funzioni delle %, v, il punto

¢y x =px + 2(4z, + Bz,)

descrive al variare di p. una tangente alla linea %:% Queste
linee sono determinate dal solo rapporto 4:B.

Affinché 7 sia il secondo fuoco della congruenza generata da
queste tangenti (congruenza che & la pii generale .di quelle che
hanno 8 per falda focale) dovra avvenire che

oz oz

A% — B %0 sia combinazione lineare delle z ed Aw, - Bz,

(*) T principali risultati di questo Capitolo furono pubblicati in varie
note dei Rendic. della R. Accad. dei Lincei (1922-23-24) da G. Fubini.
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Esplicitando questa condizione (*), osservando che per le equazioni
del § 16 4 le derivate di @ sono combmazxom lineari di 2, 2,, z,,
Ty, Si trova tosto, posto al solito a;, = e che:

@ p.::—Au—AB,—B,L.——BBl.—i—AB“_;AB-}—B A““ZB" .

Risultati duali si trovano scambiando coordinate z di punto e §
di piano tangente, e cambiando 4, B, 8, 7 in 4, — B, —B, — 7.
O cosi, o col calcolo diretto si trova che i piani passanti per
la retta (x, Z) sono i piani

3) = 1§+ 2(48,— BE,)
e che questo piano tocca la seconda falda focale, se

() A=—A,— 46, +B. + B, 4aBet 2l phot Ot

Notiamo che

(€, F)=24¢, &) — 2BGE, £)=24(z,2,)+2B(z, 2)=(2, 7).

I fattori di poporzionalita furono scelti in guisa da assicurare la
coincidenza delle coordinate (&,E) e (z, o).

Trascureremo il caso AB= 0 delle congruenze a falde focali
coincidenti. Si noti che le A, p dipendono soltanto dalle 4, B e
dai coefficienti dell’ elemento lineare proiettivo (non dalle ).
Perecio:

Se una una falda focale S di una congruenza K si deforma
proiettivamente, trascinando con 8¢ i Taggi di K, ¢ secondi fuochi, e
i secondi piani focali vanno nei muovi secondi fuochi o secondi pian,

focali.
Si ha poi, derivando e tenendo confo delle citate formole

del § 16 4:

®) %= Mw—m_.x( %ﬁxw)

(*) Che equivale alla : S{4Z, — BEy) (4w — Bry)=0.
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ove M=p,u+ 24p, — “+App.,
®) 7 =2 P da (s + )
A,+ B
ove L==p, + 2Bpy,— —Z 7!“

Se ne deduce, derivando di nuovo:
- B,+4 W 2B
xuu_( + B > +4B2__ xuv+ Pllz+clll( Tmuu)+
| 4

+ c‘usz( v+ B -”Cuu)

EW=( o+ By > +4A’—ru,,+pz.,x+om<v 2f xuv)+
M , +0w<m +2A )
T (B"*I;A %)u+(- N+44B) 2 4 g o (xu—?-? x)
| A

ove non ci interessa dare i valori delle p, s, e dove:

® e (B (Bt )
(9) N=M.+24 (uu +24p, — %Lf-“j;i) —
— ZB({L,, + 2Bp2—p.i4;"—;;—37—> .
Si noti che ne segue: \
A0 EEEET) = (55— T+ S a5 X
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" 24 2B 0
M —A 0 0

XL 0 \ 0 -

Zpy du,; duy, Ty, du;duy, X ye du;duy, 4W(Bdu -+ Adv)*+ 2Ndudy

4W(Bdu + Adv)* — 2N dudv

= (zx, x,d?

@BLA—)2p— 240M)

= —N(zz,z,d*)[ 4W (Bdu + Adv)®— 2Ndudv].

Indicheremo con N’ la quantiti dedotta da N, cambiando il
segno di B, B, 1 (cid che non muta W). Allora, essendo

( 2y 2 24) = (§ & & &),
si dedurra col calcolo duale
(€€, €, d2E)=—N'(z «, 2, d* 2) [4W(Adv— Bdu)* —2N'dudv].

Dovendo questa espressione essere proporzionale alla prece-
dente, perchd entrambe somo proporzionali alla forma F, per la
seconda falda focale S, sara:

(11) — N4+ AWAB= — N —4WAB
(868, N N
12) Gr5.a.) N = N—swap Ce YN0

Le & non sono dungue mnormale secondo le conwvenzioni da no:

4 __
poste per le superficie; alle T dovrebbero corrispondere le £ Vﬁ—,-

Alle T corrispondono le & soltanto se N = N' ossia W = 0; & £ sono
in generale normate inmodo che (x T)=(£, £). Si noti che:

o) 2dudv=0 & I’ equazione delle asintotiche della superficie S
iniziale.

) Bdu—+ Adv=0 & quella delle sviluppabili,

1) 4W(Bdu+ Adv)* —2Ndudv == 0 quella delle asintotiche della
seconda falda 8. Essa si puo scrivere anche N'(Bdu 4 Adv): —
— N(Bdu — Adv)? = 0,
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Il caso W = 0, in cui le X , £ 8i corrispondono nella legge di
normazione, ¢ quello delle congruenze W.

Il caso N =0 od N' =0 ¢ quello in cui la seconda falda focale
degenera come luogo di punti od inviluppo di piani.

Il rapporto N': N ¢é il birapporto delle due coppie di direzions
asintoliche con le due coppie formate ciascuna dalle direzione cor-
rispondente ad wno dei 2 sistemi di sviluppabili contata due wolte ;

7 2
o anche (M) ¢ il birapporto delle 4 direzioni asintotiche.
¥+ /N

Lasciando invariata la congruenza, possiamo moltiplicare sia
le = per uno stesso fattore p, sia le 4, B per un fattore o. Nel
primo caso anche le £, le z, le & restano moltiplicate per lo stesso
fattore p, e dalle formole precedenti segue che W, N, N’ restano
inalterate. Nel secondo caso le & restano inalterate, le z, £ molti-
plicate per 5, N ed N’ restano moltiplicate per o2 Quindi sia W
che N: AB sono invarianti della congruenza, di cui sopra abbiamo -
dato il significato geometrico.

Mentre perd N: AB ha significato intrinseco, ¢id mnon avviene
per W, ha invece significato intrinseco la forma Wdudv.

B) Nuova interpretazione delle formole precedenti.

Noi possiamo definire la congruenza, dando il punto z della
falda § e il piano & della falda S, imponendo la sola condizione

as) SzE=0

che dice essere =, £ un elemento. Se questa condizione non fosse
soddisfatta, il nostro studio equivarrebbe a quello di una coppia
di superficie, che si potrebbe svolgere con metodi analoghi ai se-
guenti, ma di cui qui non ci occupiamo. Altri invarianti della no-
stra coppia di superficie si otterebbero studiando le espressioni

(14) SxdE , Stde , Sdzdf , Sd~wdE ecc.

L’ annullarsi del primo e quindi, nel caso attuale, anche del se-
condo dice che le superficie S ed S coincidono; cid che noi esclu-
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deremo.ﬁSupposto che u , v siano le asintetiche di 8§, dall’annullarsi
della Sz deduciamo I’esistenza di quantiti A, A, B tali che:

(15) F=a 2(4¢,— BE,)

donde :
[ —_
i dé= (A4 24, + 246 )du - 204, + B-{)du% &, -+

+ i_ 2(48 + B.)du + (A — 2Bv-—-2B6,,)dvg £ 4 ...
(16) §%dx = 2(Bdu — Adv)a,,
SAEdr=s |— (4. Br)do® 4 (4B + Bdu® —

i — (A + 4, + 46, — B, — B6 )dudv ]

L’ultima & divisibile per la penultima soltanto se A & dato
dalla formola trovata in principio del §. Se ne deduce il teorema
di Fubini, che pud servire alla teoria delle congruenze in coordinate
u, v qualsiasi :

Se x descr_z;ve una superficie S e £ passa per X ed tnviluppa
una superficie S, che con S é in corrispondenza biunivoca, questa
corrispondenza ¢ deferminaia da wna congrucnza di cui S ed S sono
falde focali soltanto se Sdxd& & divisibile per SEdx. E in tal caso
SEdx = 0 ¢ la equazione di un sistema di sviluppabils.

Precisamente si ha in tal caso:

(17) Sd_xdE _ 4B+ B, By + 4, .
Siin B —du 4 —-“dA V.

Dunque : Soltanto sc la congruenza ¢ W, il precedente quoziente

¢ un differenziale esatlo. In lal caso, moltipticando le & per uno stesso
conveniente fattore p, polremo rendere tale quoziente identicamente
nullo, cioé

(18) Sdadf =0,
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ossia :
(19) B, = — AB A,= — By.

Siano le z, y, z, ¢ coordinate non omogenee, ciot = 1. La
S8&x =0 diventa un’equazione, che determina t. La Sdad&= 0

diventa :
ded§ + dyd vy + dzdT = 0

che, se interpretiamo £, E,E come spostamenti infinitesimi del
punto di cui z., ¥, z sono coordinate cartesiane, diventa I’ equazione
delle deformazioni infinitesime nella geom. euclidea di una super-
ficie. Se ne deduce ¢l classico teorema dells geom. melrica, di cus
qui 81 riconosce U intima ragione provetiiva, che collega la teoria delle
congruenze W a quella delle deformazioni infinitesime metriche.

Se invece 22 4 y* + 2> + 2= 1,e quindi x,y, 2,1t st pos-
sono pensare come coordinate di Weiersirass nella geometria non eucli-
dea, le precedenti equazioni

Stx =0 Sd€dx =0

diventano quelle, cui soddisfano le componenti & dello spostamento
di x in una deformazione infinitesima (nel senso non euclideo) della
superficie S. Si & cosi dimostrato per altra via il teorema di Fu-
bini, gia intuito dal Bianchi:

Se noi diamo anche in geom. non euclidea wuna deformazione
infinitesima ad una superficie S, e tiriamo per ogni punto x di S
il raggio normale al corrispondente spostamento & e posto nel piano
tangente §, troviamo una congruenza W.

Dalle S&z = Sdfda= 0 si ha che per ogni funzione plu, v)
vale la 8d(pz)d(p€) = 0. Ora d(px) descrive, al variare di du:dv
un raggio; questi raggi descrivono una congruenza armonica ad S
(anzi la congruenza armonica pill generale, variabile col variare
di p). Cosi d(p&) descrive un raggio della pit generale congruenza
coniugata ad S. .

Quindi: Se S ed S sono jalde focali di wna congruenza W ,
tra 1 punti dei raggi delle congruenze armoniche ad S e i piani di
quelle coniugate ad S intercede una corrispondenza tale che punto e
ptano corrispondenti si appartengono. ‘
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Vale il teor. di Cech: Questa corrispondenza mon é per ogni
sistema di valori u, v che la polarits rispetlo al sistema nullo oscu-
latore della congruenza (determinato dal complesso lineare osculatore
alla congruenza, di cui parleremo pitt avanti). Il teor. di Cech si
pud enunciare :

Su ogni piano tangente ad una superficie S, falda focale di una
congruenza W, 8 tiri una relta r, e sia r' la retta polare rispetto
al sistema nullo osculatore. Se la congruenza formata dalle v ha svi-
luppabili che corrispondono a un sistema contugato, altretianto avviene
della congruenza delle rette 1’

§ 42. — Formole fondamentali della teoria

delle congruenze W.

Abbiamo gia osservato al precedente § e si dimostra diretta-
mente nel modo pilt semplice che, se la congruenza ¢ W, cioé se
W = 0, si possono moltiplicare le 4 , B per uno stesso fattore tale
che:

1) A, = — By B, = — A3.

Potremmo invece moltiplicare le 4 , B per un tale fattore che
B A
— 1= (logB), 5 B = (log4).

giungendo pure a risultati semplici ; e potremmo procedere in altro
modo, fissando che dedgz SEdx abbia un altro valore prefissato.
Noi perd adottiamo la prima convenzione. Resta cosi provato (F.):

Lu determinazione di una congruenza W di data prima fald.
focale S é ridotta a quella del sistema lineare (L.

Confrontando con le (16) del § 17 €' si deduce il teorema (F.):

Su una superficie S i sistemi coniugati tali che I’ equazione cor-
rispondente di Laplace per le coordinate di punio ha wun invarianle
uguale all’ invariante non omologo dell’ equazione tangemziale sono
tutti ¢ soli quelli che corrispondono alle sviluppabil: delle congruenze
W, di cui S ¢ wna falda focale.
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Se ne deduce ricordando le altre formole del § 41:

(2) Auv = — BYu + AS7 Buo = - Apv + BB’{*
(3) )‘z_Au—Aeu’l"Bv_{_Bev'

(5) z=px+2(d4z,+ Bx) ; (6) &=+ 2(48,— BL).

(7) ;u == (P‘u + ZAPII)I - )\CIJ,,‘ + ZBxuv'
(8 %, = (o + 2Bpm)r + Az, + 242,
Q) N =\ - 24(w, + 24py) — 2B, + 2Bpy)

= Mt + 240\, + 247,) + 2B(\, — 2Bry).

(10)

che permettono di dedurre la prima dalla seconda falda focale.

(11) (x 2, v, 2,) = N¥z x, 2, 2,,)
ossia :
(12) ;12 = i Nam

cios (posto anche |ap,| =€)  G=6-log|N]|

Data lo congruenza (ciod A : B)'le 4, B sono note a meno d’un
fattore comune, che le (1) permettono di determinare per quadrature.
Rimane U indeterminazione di un fatlore costamte inessenziale. 11 ca-
rattere invariantivo di N appare poi meglio, introducendo le L, M
del § 16 D. Vale infatti la:

9) s N =(2BB,, + 2B2M — B?) —(244,, + 24°L— 4})
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affatto equivalente alle precedenti. Una trasformazione simile si
Poteva eseguire anche nel caso di congruenze generali.
' ’OItre le A,B,le h,p e la N vi sono due altri clementi essen-
ziali : te S, T che qui definiremo, pomendo
(13) 8= Pows — eu P + lsp‘v"' P‘(pv + Be,) + .
+ 4B + 44,y + 24 P2 4 o OPu
du ov

(14) T= p‘eu - Gv p‘v + 'ﬂl‘u - P‘(.{u + Teu) +

+ 441py + 4B,ps+ 24 P2 | op P
. ou ov

Si trova, derivando le precedenti:

(18) Tyy— 0,%, + BT, — 7y T = 28 = — (247, — 2B%, + A7)

(16) iwv_ev_iv_"Viu—‘ﬂgg&:%T:

2l 2w

(247, — 2B%, 1+ A7)

Confrontando con le equazioni fondamentali relative alla su-
perficie [ Tyy =0,2,+ Bz, pyz e analoga per z,, ] , si ha:

= S B N — T
(I8) p+f=—2B—=—— "% _ __4Vn,
N 4N 1Y ZA——-N__. S
P » XN 8 = AN
19 —_—y = e et = ) I o T
19) py—my 54 N )\N’ o0 7:,3_.—51.;_7_\7_:;\?.

Le (12), (17), (18), (19) danno tutti gli clementi 6, B, 7, pu
della seconda falda focule S, -che ne é completamente determinata,
‘Risulta di pili che, se dalla seconda falda S si vuole tornare alla
prima, ossia se si assume la § come superficie di partenza, basta

-

{§ 43] CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFOR. PER CONGR. W 253

alle o, A, 4, B, N sostituire le:

A

(20) =y A=Tv'u B=""ia l=—%}‘, N=T7-'

Cosiccheé varranno anche le formole :

- P‘ Nu oy p‘ N'«'
@n p11=7rn'—ﬂ N %=“u—"fB‘ N

dedotte dalle (19), scambiando le due falde focali. Ma poiché

— — —_— e — — N,
ﬂxl—@11=ﬁv+ﬁeu s 7511—1711:(31-‘{'39»-:51‘{‘3(6\7"' N)
e analoghe per p;, %,

si deduce dal confronto di tutte queste formole tra le p, =, te-
nendo conto dei valori di B 4 Bediy -+ ¥ Ueguazione fondamentale :

A B__
(22) Nuv+'FpAv+—ZYNu—0y

che chiameremo 1 equazione in N.

§ 43. — Le congruenze W con N = cost.

Proveremo ben presto che, se T sono le sei coordinate di una
retta della nostra congruenze, le r,, sono combinazioni linear: di
r, r,, I, e che per ogni refta 1 il complesso lineare che é in involu-
luzione con T, Iy, I'y, Ty, Iy, & anche in involuzione con 1., cioé

) 1 U
contiene tutte le refte v, v +dr, r 4 dr 4 2—d2r, e percid ¢ il
complesso lineare osculatore alla congruenza.

Se dunque 7,4, , Tow, S0N0 combinazioni lineari delle r,r,,
Toy Tuw, Top allora le r sono legate da una relazione lineare a coef-

ficienti costanti, ciod la congruenza appartiene a un complesso li-
neare. 11 calcolo effettivo prova che cié avviene quando N = cost.,
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ma noi possiamo evitare il calcolo nel seguente modo, Se N= cost.%0
le formole del precedente § dicono che ’

B+E=0, 7+?=O’ _ﬂ.ﬂ:pii’ D=1y

De coordinate Z soddisfano dunque alle stesse equazioni fon-
damentali, cui soddisfano le £ Se ne deduce quindi che le due
falde focali S ed § sono superficie trasformate ’una nell’altra da
una correlazione ; e, poichd un punto = (piano £) di una appartiene
a.l piano £ (punto ') omologo dell’altra, tale correlazione & un
sistema nullo, e la nostra congruenza appartiene evidentemente al
corr.ispondente complesso lineare. Viceversa se la congruenza ap-
p_artlene a un complesso lineare, le falde focali chiaramente si cor-
rispondono nel -sistema nullo definito da tale sistema.

Dunque: Le congruenze W per cui N =cost. £ 0 sono quelle
che appartengono ad un complesso lineare.

Alle precedenti considerazioni si sottrae il caso N — 0, in cut

la seconda falda focale S ha una forma F, nulla. In tal caso le:
Nz =)Z + 2(A%, — BZ,) Né=pE42(48, + BE,)

diventano, per N = 0, moltiplicando le % e le £ per convenienti
fattori :

4%, — Bz, =0 A% +BE =0,

Q}xindi, se w = cost., ¥’ = cost. sono le equazioni delle svi-
luppabili della congruenza, ¢

0z BF - =
W—W=O; z=720), ¢&t=E¢@u)

ciog i punt_i_:i si riducono ad ! punti, i piani £ ad oo? piani.
Ftoiché, Sxzt=0 identicazil_ente in w', v segue che ogni punto T
giace su ognuuo—dei piani §, e che quindi i punti 7, trovandosi
su tutti i piani &, appartengono a una retta, per cui passano tutti

i piani &
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Una congruenza W, per cui N =0, appartiene a wun complesso
lineare speciale, VUasse del quale & la sua seconda falda focale.

Questo teorema del Fubini & stato nel modo seguente reso
intuitivo dal Prof Segre. Se N=0, la forma F, relativa ad S »
identicamente nulla; e pertanto S si riduce ad una linea L. La
congruenza & luogo delle generatrici di oo coni, aventi i vertici
su L. Questi coni possono ridursi a fasci di rette: cosa impossibile
nelle nostre ipotesi secondo le quali la prima falda focale S & una
effettiva superficie non sviluppabile. Se i coni sono cuarvi, e P, P/,
P sono i vertici di 3 coni consecutivi, il complesso lineare oscu-
latore alla congruenza in una sua retta r uscente da P dovra con-
tenere tutti i regoli determinati da r e da due rette consecutive.
Prendendo queste 2 rette sul cono di vertice P, se ne deduce che
il complesso & speciale; prendendo queste due rette una uscente
da P', Valtra da P” si deduce che P, P', P" sono sull’asse del
complesso, che costituira percid la seconda falda focale della con-

gruenza.

§ 44. ~— Confronto coi risultati classici

della geometria metrica.

Supponiamo nota la ., e proponiamoci di calcolare 4, B e
quindi la nostra congruenza. Assumendo A come nuova incognita
ausiliaria, le nostre equazioni in 4, B diventano:

(1) A4, =— By B,=—48.
(2) 24,=—246,—(\+p) 2B.=—2B6, +(h—yp)
Secrivendone le condizioni d’ integrabilita troviamo :

A= — w, — 24(0, + 1) + 2B(10. + 7.)
@ Ao = o + 2B(By, + B1) — 24(80, + B.) .

Serivendo infine la condizione d’integrabilitd di queste ultime,
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troviamo :

OPag 0Py
(4:) l"‘uv—' (Bm’ + B?)P‘ + 2B u + 24 v = 0.

Senza.pi oltre occuparci del caso generale, silpponiamo le
.coordinate non omogenee Ciod Py = Py =0, t =1

Questa equazione 8i riduce alla equazione di Moutard (Cap. I,
§ 18)
(%) e — (B + BV =10,
al cui studio é dunque ridotta la ricerca delle congruenze W. Ora
questa equazione & appunto la base della teoria metrica di tali

.congruenze, cosl come & svolta nelle classiche lezioni del Bianchi.
Le equazioni che definiscono 8, 7' si riducono per le p;;=0 a:

1

(6) !"“““e““"v_*_pp‘v_p'nll:S'——— ._Z-Z-N“’
1
’(7) P‘””_QUP‘”—*_A(P‘M_!L”.%:T:_"2_B—Nv'

Se sostituiamo 0 al posto di S, 7', queste 3 equazioni nella .
.sono le stesse cui soddisfanp le coordinate &, 7, del piano tan-
gente (loc. cit.) e percid sono illimitatamente integrabili. Ne segue
facilmente, scrivendo che esse sono compatibili anche quando i
secondi membri delle ultime due sono S e T' che

@®) BT = 8, W=7,
ossia
Guw  S=(BETD (—D=—78

Sostituendo alle S, T i loro valori N,:2A ¢ —N,: 2B, si ri-
trova U equazione fondamentale (22) del § 42 in N.

Nel caso g = 0 la congruenza degenera; questo fatto noto ci
risulta evidente poich®, essendo qui p, = 0, & auche N = 0. )

La formola : .

(9) £ = (ho -+ 247y,)¢ — pé, — 2BE,, =
= |p + 2B, + Br) — 24(88. + B.) + 247, §—pb, —2BL.,
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(con le analoghe in 7, ) diventa per le:

7:11 = Pn + ﬁez + pu b &uv = (euv + BT)é

appunto la:

(10) —Eu = P‘ue - Pde., OSSia &'; = e— (._&_.) ;

si trova analogamente —é-; = <—é-) .
* L

‘Ritroviamo cost la classica formola della trasformazione di Mou-
tard. Ne deduciamo poi:

11) T, = 4 T
P "

Ciod: Il piano &, ?, T, 1 inviluppa una superficie _Z., su

- oui le u, v formano un sistema coniugato a uguali invarianti tan-

genziali (ciod relativi all’equazione di Laplace per le coordinate di
piano tangente).

Anche sulla superficie S, inviluppata dal piano &, 7, ¢, u (le
cui coordinate soddisfano tutte all’equazione di Moutard iniziale)
le u, v descrivono un sistema coniugalo a invarianti tangenziali
uguali.

Calcoh:,fldo I’ equazione (&, £, d?€) = 0 delle asintotiche della
superficie X si trova:

1

5 N,dv*=0.

(12) Sdu? = Td*  od anche %Nuduﬁ—f—

Cercando invece 1’ equazione delle asintotiche di §,, inviluppo
del piano &, v, {, p si trova:

1

1
N“du2= f

(13)  Sdu® - Tdw?®= 0 ossia - N, dv?

Le asintotiche di T ¢ di S, determinano sulla S due sistemi
coniugats che si tagliano armonicamente e che, st noli, sono, come

Fupmt e Ceom, Lenioni di Geometria profsttivo-differenxiale. 17
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le A, B, N, indipendenti dal piano t= 0 assunto mei calcoli pre-
cedenti come piano all’ infinito.

Le equazioni (8) ., cui soddisfano S, — T si deducono da quelle
oui soddisfano A , B mediante lo scambio di B, 7. Se ne deduce il
teor. (F.):

Data una congruenza W di cui una falda 8 sia isoterma—asin-
totica (8 = 1), 0 anche data U equazione du : A =dv:B di un siste-
ma di sviluppabili (col che le 4, B sono determinate a meno di
un fattore, la cui ricerca si esegue per le (1) con sole quadrature),
le tangenti alle linee du:S =dv:—T descrivono pure una con-
gruenza W.

Nel caso generale, confrontando con le (14) del § 17 B, ve-
diamo che:

Sulla S le linee corrispondenti alle asintotiche di Sy formano un
sistema coniugato a invarianti tangenziali uguali, com’® intuitivo
perché piani tangenti omologhi di S , S¢ 8i incontrano sul piano t=0,
su cui segnano lo stesso sistema di linee; e il sistema coniugalo
di S, armonico al precedente, ciod quello che corrisponde alle asinto-
tiche di T, ha uguali gli invarianti di punio. Ecco un nuovo signi-
ficato della equazione cui soddisfa la N'!

Le asintotiche di una delle 3 superficie S, Sy, T corrispondono
sulie altre due a un sistema coniugato.

Se indichiamo per un momento con p = cost., g = cost. le
equazioni delle asintotiche di S, , formanti su §, T un sistema
coniugato, varranno equazioni del tipo :

Zpq

= 12, + 8%, EPQ = pép + ok,
Dalla Sdzd& = 0 donde 8z,& = 0 otteniamo derivando :
8z, 8t + St 2, =0 Sz, (pé, + 6E) + SElra, + s2) = 0

o8z, &, + 88& z, = 0 che, confrontata con la Sz, + SE =z, =0,
di s =3s.

In modo simile si prova r = p. Quindi, relativamente al siste-
ma coniugato comune, le coordinate mon omogenee di un punto della
S e di un piano tangente della T soddisfano a una stessa equazione
di Laplace. Vale pure 1’ oss. (F.):
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Date le equazioni differenziali {(du: A = dv:B) di un sistema
di sviluppabili col che le A, B, come gia abbiamo detto, si calcolano
con sole gquadrature, allora, trovate le A |, B, senza wulteriori quadra-
ture non solo si calcolano tutty gli elementi della congruenza, ma anche
le equazioni differenziali Sdu? + Tdv? dei precedenti sistemi coniugati.
E viceversa, dato wno di questi sistemi coniugati, le S, T &t calcolano
con sole quadrature ;e con ulteriori quadrature si possono calcolare
tutti gli elementi della congruenza.

Infatti le tre equazioni (5), (6), (7) nella . si sanno integrare
se 8= T=0 ed hanno per soluzioni le combinazioni lineari di
¢, 7, C. Determinata la g, le (1), (2), (8) determinano 4, B, X\
con nuove 3 costanti arbitrarie, cosicché otterremo sei sistemi di
valori linearmente indipendenti A9, B®  A®  n® [la ¢ & un indice,
non un simbolo di calcolo assoluto] di cui ogni altra soluzione &,
gse 8 = T = 0, una combinazione lineare.

Ora, essendo S= T'=0, & N = cost. ; e quindi la congruenza
appartiene a un complesso lineare; questa osservazione basta a
provare che la A®W, B®  ecc. si trovano senza quadrature. Nel
caso generale in cui 8 e 7' non sono nulle, si ponga A=ZXkA40,
B=Xk9B®, ecc. Il metodo della variazione delle costanti arbitrarie
dimostra che le & si trovano con sole quadrature.

Si osservi perd che, mentre, date le A, B non sono pis meces-
sarie quadrature, se invece sono date le S, T, sono ancora necessarie
delle quadrature. Cid che spiega la maggior semplicitd della teoria
proiettiva (F.) in confronto alla teoria classica, che si volge alla
determinazione della p., da cui segue subito la conoscenza delle
8, 7. Ed ecco I’intima ragione di questo fatto.

Mentre date le A, B, la corrispondente congruenza é determinaia,
il dare le S, T individua le infinite congruenze che si ottengono da una
di esse combinandola linearmente con le congruenze di un complesso
lineare. '

Se invece di dare le sole S, 7', si desse effettivamente la p.,
permane ancora una indeterminazione ; infatti, se p. =0, si ha,
nelle attuali ipotesi ¢ = 1, che ¢ = 0, che cioé la congruenza ha
per seconda falda focale una retia posta mel piano che abbiamo as-
sunto come piano all’ infinito,
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§ 45. — L’equazione delle congruenze W

in coordinate di retta.

Ritornando a coordinate omogenee, le coordinate r=(z z) di
una retta generica della nostra congruenza soddisfano alle:

r=A@zz)+ Blzz) ;

A

re=— 2 )+ Bley ) + Ba )
M I '

ro= 224 (on) —Alm, 5) + A

Tup = (eur + pT)r + )‘(x“ x"‘) - P‘(x x“l‘)
donde :
(R g, (e

“ o vffe ou + eu)rv +

dlog4 dlogB
+K £ +6,.\)( gi +e,)——(ew+p~()Jr=o,

Le coordinate v di una retta descrivente una congruenza W sod-
di.s.fano ad una equazione di Laplace, le cut caratieristiche somo le
asiniotiche delle falde focali. Il complesso lineare in involuzione con
Ty Ty Toy Tuus o © i involuzione anche con r,,, ciod & osculatore
alla nostra congruenza. Gli invarianti di tale equazione sono uguali
soltanto qqando A:B=U:V, ove U ¢ funzione della sola u
V della v. Posto A:U=B:V =20, le (1) del § 44 danno: ’

| vV ©
®) pm— e S =—‘l‘717 c

v

Q

- OlogC dlogC
(4) B“‘ - 3u » 1=— gf e qmnd1 B'= Tu-
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Porcid : Soltanto le superficie R (per cui ciod i parametri delle
asintotiche si possono scegliere in guisa che B, == 1.) somo falde
focali di una congruenza W, le cui reite soddisfano ad uno equa-
zione di Laplace ad nwarianti uguali. Tale congruenza é formalo
dalle tangenti alle uw — v = cost.; da quanio segue apparira che al-
trettanto avviene delle tangent: alle linee u + v = cost., le quali con
le precedenti formano un sistema coniugato, che si dice R.

Per vedere tutto questo chiaramente, chiediamoci quando sia
le tangenti ad un sistema di linee, che le tangenti alle linee coniu-
gate formano congruenze W. In tal caso per le due congruenze A:B
ha valori uguali e di segno opposto. Dovendo entrambi soddisfare la

A
8%log —
B B A
® W=W+(7“>,,“(”Eﬁ>.“°’
d%log(4: B
caratteristica delle congruenze W, sard appunto quf o ) =0,

ciod A:B=U:V, come nel caso precedente. Ciog :
Se le tangenti a un sistema di linee tracciate su una superficie

'S formano una congruenza W, condizione necessaria e sufficiente

affinché anche le tangent: coniugate formino una CORGruenza W é che
tali linee insieme alle coniugate formino un sistema R, ossia che U e-
quazione di Laplace cui soddisfano le coordinate delle refte della data
congruenza abbia invarianti uguali.

Altrettanto avverrda percid anche del sistema coniugato, immagine
delle sviluppabili sulle seconde falde focali ; e le successive trasfor-
mate di Laplace della nostra congruenza sono tulte congruenze della
stessa specie. Si noti in pit che 1 sistemi conjugati R sono tutti
isotermo—coniugats.

Se u + v = cost. formano un sistema coniugato B, a coordi-
nate delle tangenti a tali linee possiamo assumere le

T

© o= [(m..)ﬂm)] p'=l{(xxu>—(xxo)]

le quali hanno il vantaggio di essere invarianii; perch&, moltipli-
cando le « per un fattore %, e quindi a,, per %2, esse non mutano.
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Valgono le:

d
M to+6) = Bo—¢ e

w PTEI=8e—p) o G—)=1e+e)
ossia :
8 e p/ 1
®  Ch=—clf) . e=c(f)
donde :

() putCu—Lul)p=0 , plot(—Tu—LLLJp'=0 (T=logO).

Quesle equazioni sono pertanto tras . !
e formate di Moutard 1’ una

Le pu, pu, pu sono le coordi
) 15 | inate del punto ove la retta
tlin;ont;a 11' piano ¢=0; risultato analogo vale per p'. Dai risultat‘;
: .§. 8.81 'deduce che tali due punti si possono considerare come
proiezioni di due superficie £', £ di cui u, v sono le asintotiche
Supposto ¢ =1, &: .

1

T

1
10 = — (2, + = + = —(2,+
( )Pu @y, (xu xv) y Pe (yu yb) s Pas ul (zu zv)
12

che noi potr.emo pensare (loc. cit.) essere ire delle quattro coordinate
omogenee .dl un.punto di X', mentre le coordinate &, 7, ¢’, ¢’ cor-
rispondenti del piano tangente soddisfano alla © = 1 (sono m;n omo- ‘

genee). E dalle f . - )
el ormole date loc. cit., duali di quelle di Lelieuvre,

O e pe | 1 jmtu 2t 2,
du 8942 0 Pas - -7"?:
“6u T ou (B—6.)% + %o (B—B,)2, + 2,,
(11
_"')_5,______ Pe Pa | 1 |Yutu 2, + 2,
o Opys Opg T 7‘71!:
o ov =009 + tue (1—0.)2u 420,

Derivando, ricordando la B,=7, e le equazioni fondamentali
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per ¥
(12) fuu = OLEL—B'E =08 —1&

(dove appare chiaro il significato dei simboli)

gi trova che le quantita B, 7' relative a 3 sono date da:
(13) B+ B'=0, 40, ; v+v1'= 08+ 6, 0-46'=log(6,+ 0 —B—7)

Anche ¥’ & percid una superficie E; e cosi pure 3. & facile
precisare tale proprietd giungendo al teorema seguente :

Le intersezions con un pano di due congruenze R, trasformate
di Laplace, sono proiezioni delle asintotiche di due superficie 2", X',
che somo ancora superficie R, anzi sono falde focali di una nuova
congruenza W che si dird trasformata T della falda focale S comune
alle due congruenze iniziale. Vale anche il teorema duale, perché le
correlazioni portano superficie E in superficie R.

§ 46. — Le congruenze di Wilezynski.

Ci chiediamo quando due congruenze aventi & comune tna falda
foeale S, su cui le loro sviluppabili segnano lo stesso sistema contu-
gato, appartengono enirambe complesst lineart.

Entrambe le congruenze saranno W, percid il sistema coniu-
gato sard un sistema R, le cui equazioni si potranno porre nella
forma w + v = cost., mentre & B, = Tu- Le due congruenze si ot-

tengono ponendo

(1) A—=B=¢% oppure A=—B=e"?

ove Pu=08 , =171

Gli elomenti della seconda congruenza Saranno contrassegnati con

apici.
Per entrambe si calcolino ., A, N. Si trova subito:

(2) N = A2(2p,, — 29— ¢+ 75 + O — 0+
+ 2,6, — 2¢,6,— 204, + 26, + 401, — 4P20) 5
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(3) N'= A'Z(_ 2?«» + 2?»'» - ‘Fi + ?5 + 6‘2‘ — Gi +
'+‘ 2?« ev - 2?0 6« - 26uu + zew) )
donde, sottraendo :

(4) 1 ye .
4 (Ne ® —_Ne Qcp) = ((Puu—" (F'vu)'

Sommando si trova invece :

(5) 1 vee o ar—op 1
g (e N'e™20) = — (o — g2y —

1
—(f, — = __ _ 3 -
( wu 2 65 pev Pn) (ew ; 63 7605 Pza)

ciod, ricordando la B

S 10D ©=Tu; © 1 valori delle L, M definiti al

" (6) L w2 g . .
T W+ V™) = — (i — ) — L4 1.

Le condizioni (14), (

15 . .
dann0 portants ) della teoria delle superficie (§ 16 D)

Mu = (27pv + [3”(1;) = 2{Pc ?uu - Sou (va =

== —— 4 1
29, Puv— Pu | Puue — 4 (Ne® — N'e—2%)

donde, se N, N’ sono costanti, se cio¢ le no

stre con
partengono a complessi lineari, griienze ap-

. e 1,1
H M Pt G (W — N~ 4 p

[V = funzione della sola 7].
E similmente si trova:

. _ 1 1
® L= o P o (Ve — N2 L 1y

[U = funzione della sola u].
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Confrontando col precedente valore di L — M, se ‘ne deduce
U=V cio®

9) U=V =m= cost. -

Ora, se N ed N’ sono costanti:

o2 82 N2 —N'e—
va  Tuuuw = m (?W - (Puu) - Bm _—T_-‘—“ .

29 1620
= — 5., &_Jr_?l‘lf__ 0,5, (Ne2P — N'e™2%),
Se ne deduce facilmente che anche la terza condizione (5) del § 16 D

d’integrabilitd & soddisfatta. »
La nostra ricerca & ridotta allo studio della sola equazione:

(10) ‘ Pour — Poo = —i— (Nech - N’e—-Qcp)

Se una almeno delle citate congruenze W & degenere, se p. es.
N'= 0, questa equazione si riduce alla nota equazione di Liouville

(11) R s

il cui integrale generale & dato dalla ¥ =cost. XIT ove X &
funzione soltanto di v + v ed ¥ di v — .

Se né N, ng N’ sono nulli, allora, essendo ¢ determinato a
meno di una costante additiva & dalla dp = Bdu -+ 7dv, possiamo
sostituire ¢ - 7 alla ¢ deducendone :

(12) o o = 5 (Ve 2 — NP %),

Scegliendo & in modo che Ne?h = + N'e—=?* si trova, molti-
plicando % , v per una stessa costante:

(13) o G = (T ) (e=+1)
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che & U equazione da cui dipende la ricerca delle superficie a curva-
tura costante ¢ da cui nel campo proiettivo dipende la ricerca delle
superficie su cui esiste un sistema coniugato le cui tangenti defini-
scono due congruenze appartenenti entrambe a complessi lineari,

Ricordo che lo superficie a curvatura costante (cosi come lo
deformate delle quadriche) sono (Bianchi) casi particolari di super-
ﬁ.cle E; le tangenti a un qualsiasi sistema di linee di curvatura
di una superficie a curvatura costante sono W.

§ 47. — Congruenze W di cui una falda focale S & guadrica.

4) Primi teoremi.

' Se § & una quadrica, & B=1v=20. Dunque 4 =U & fun-
z19ne della sola u, B= V della v. Le congrucnze aventi una qua-
drica S per )‘tlzlda focale sono dungue quelle le cusi sviluppabili invi-
luppano su di essa linee, che con le coniugate formano un sistema iso-
termo—coniugato.

Posto t=1, y=wu,z2=v,2=uv,si ha 0 =py=120,=0
e quindi

(1) P'Z_U,_V,, )\z——U/_}— V', N:IU’Q_Vlz_ZUU//+2VVM

@ F=F+p=220" | Toipq=—

2UVIII
N .

.La seconda falda focale S ¢é rigata (§?=0) soltanto se o U &
funzione di secondo grado della u,o0 V della v. Se p. es. A= U=
= au? + 2bu + ¢ (a, b, ¢ = cost.), allora

- 2V"(au® + 2bu 4 ¢)
d(ac — %) + (V2 —2VV")"

=2

(&)

Dunque: Se una congruenza W ha per falde focali una gquadrica
S ed una rigata S_ questa appartiene o una congruenza lineare (per-
ché I’equazione 7= 0 ha due radici v = cost.), e le sue asinlotiche
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Y

curve appartengono ciascuna a un complesso lineare. Se S non ¢
rigata, ma S & sempre una quadrica, U identitd

82logh  @d%logy _ =-
(4) dudv ~ Oudv =B

prova che le asintotiche curve della seconda falda §, di qualungue
sistema siano, appartengono ciascuna ad un complesso lineare.

E poi evidente che sono equivalenti © 3 fatti sequenti:

a) U e V sono polinomi di secondo grado; b) la congruenza
appartiene a un complesso lineare ; ¢) anche la seconda falda focale
& una quadrica.

In tal caso con una trasform. lineare (reale o no; intera o
fratta) sulla » e una trasformazione analoga sulla v (ciod con una
proiettivita applicata ad §) potremo ridurre U ad 1 (se U= 0 ha
radici coincidenti che si mandano all’w ) oppure ad au (@ = cost.)
e similmente la V ad 1-oppure ad av (a = cost.) Le linee du: U =
== dv: V saranno quindi riducibili ad uno dei tipi: w — v = cost.
(nel qual caso N =0 e la seconda falda degenera in una retta)
oppure ue—*? = cost. (h= cost.) oppure u: o = cost. (b = cost.)

B) Interpretazione nella geometria non euclidea.

Assumeremo S come assoluto di una metrica non euclidea di
Cayley. Le coordinate di un punto di S sono :

5 T=— (U'+ Vw4 20U+uV) ; t=—(U+V);
( Yy=—U"+Vu+2U 3 E=— (U4 V)42V,
formole notevoli che danno in termini finiti per mezzo di una
funzione arbitraria U della » e V della v le equazioni di una

superficie S.
Posto

(6) =2V —"V' s y’:-—-—V’ s 2= y t'=1,

questo punto, al variare di v, descrive una curva C'. Le equazioni
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precedenti che si possono scrivere :

T=ux' + 2U — Uw' ; Y=wuy'+ QU —Uu);
)

T=a—U% ; T= y—U't

provano che: Le asinfotiche u = cost. di S sonmo tutte tra loro col-
lineari (proiettive a C'); e altreftanto dicasi delle v = cost. Poichd
dalle precedenti equazioni segue che T:— % % & proporzionale ad

2't' — y'2" segue che le collineazioni che portano un’asintotica di S

in un’ altra asintotica dello stesso sistema lasciano invariata la gua-
drica S, e nella metrica di Cayley sopra definita si riducono a mo-

vimenti. La tangente a una asintotica v = cost. di § incontra 8
in un punto ¥, + pZ, ove p & definito dalla:

@. + 67) (a + p1) = (T + 67) (Fu + p2),
ossia :
® U’'42U0'p + 2Up% = 0.

Le generatrici u= u, di § a cui si appoggia tale tangente
sono date dalla:

Yu 1+ pY 1
9 Uy —= ——————— = YU —
® Ot e T
che dipende esclusivamente dalla coordinata » del punto di 8, ove
si @ tirato la tangente all’asintotica v = cost. Dunque:

Le tangenti olle asintotiche (p. es. v = cost) di wun sistema
della S tirate per ¢ punti di un’ asintotica (W= cost.) dell’altro siste-
ma incontrano S in una stessa coppia di generairici (u = cost.), e
nella nostra metrica sono pertanto parallele di Clifford. (La funzione
U determina tale corrispondenza tra » e i due valori wu,; signifi-
cato geometrico analogo ha la funzione V).

: . d d . = :

Le linee ——I;—l—- -+ —VY—: 0 inviluppate su S dai raggi della
nostra congruenza hanno dunque per tangenti tali raggi che somo
anche tangenti ad S. Percid nella nostra metrica esse sono su S linee
- di lunghezza nulla. Cid si controlla col calcolo nel modo seguente:

et
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Essendo Zt— 7 % = —4UV, ] elemento lineare di S nella nostra
metrica &, a meno di un fattore costante arbitrario :

() ) - ) (557 -

du dv 200" — U2 2VV" — V2
=(T+T) ( e R d”)

che si scompone appunto nel prodotto di due fattori, di cui il primo

& —?]L—i- —%v——, come si voleva verificare. Ma, osservando che
anche il secondo & un differenziale esatto, si ha in pili:

Le superficie S sono nella metrica di Cayley superficie a cur-
vatura nulla. La congruenza W iniziale & quella delle tangenti al

d d .

primo sistema di linee ——;— + -—-VE— = 0 di lunghezza nulla; la
simmetria del risultato fa prevedere che anche le tangenti al secondo
gistema di linee di lunghezza nulla formano wn’altra comgruenza W

avente le stesse falde focali. Infatti per S &:
(11) B=2VU":N , 4= —2UV":N.
Affinche le tangenti alle altre linee di lunghezza nulla

dv = = 200" —U®  2VV'—V7
= B:4=— i : 7

du
4
formino una congruenza W & necessario che

leoglfl_:_g_*_ By . 48 __'
Odudv a /, B v—_ ’

equazione che si trova identicamente soddisfatta.

Oss. In un punto di § tiriamo le tangenti alle due linee di
lunghezza nulla, che ne escono ; esse incontreranno la quadrica in
due punti 4, B. Siano (u,v) le coordinate curvilinee di A ed
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{4y , v;) quelle di B. Si trova che:

U 4
(13) u1=u—27]—,— vl=v—2?.

Cosi la U e la ¥V si possono pensare anche come le funzioni
che definiscono la corrispondenza tra 4 e B. Il fatto che u, & fun-
zione della sola u, e v, della sola » dimostra in altro modo 1’ul-
timo teorema ottenuto.

Questo teorema risultera pure evidente, se si riesce a inver-
tire il penultimo, ciod a dimostrare: Condizione necessaria e suffi-
ciente affinché le tangenti o un sistema di linee di lunghezza nulla
(in una metrica di Cayley) per una superficic S formino una con-
gruenza W, & che S sia a curvatura nulla,

Adottando i simboli della geom. metrica, indicando con z, y, z, ¢
coordinale di Weierstrass, cosicche Sa2=1 (s 82% = a® + y2 +
+- 22 4+ 12 = 0 & 1 equazione dell’assoluto), sia

2Fdudv = S(da?)

I'elemento lineare di una superficie S riferita alle linee di lun-
ghezza nulla. Una tangente in un punto z di S alla v = cost.
incontrerd I’assoluto § nel punto Z,. Affinché¢ questa congruenza
sia W & necessario e sufficiente che 1’ equazione

(Zu Tuw Too °T,) = 0
delle asintotiche di 8 coincida con la equazione
Ddu?® 4 2D'dudv + D"dv? = 0

delle asintotiche di §. Posto ¢ = logF, le equazioni fondamentali
della teoria delle superficie danno :

(14) Ty = %x,,—{—D& y Xyp=—Fz4D't y L=, xv+Dlle,

se § sono le coordinate di Weierstrass di piano tangente. Tenendo
conto di queste equazioni, ed escludendo al solito che S sia svi-
luppabile e che quindi possa essere D = D' = 0, si riconosce fa-

¢
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cilmente che le precedenti equazioni coincidono soltanto se ¢,, = 0,

ciod se la curvatura di § & nulla, come si doveva provare.
L’ equazione di Gauss per § prova allora che, in coordinate
u, v qualsiasi,

(15) DD'— D' = — (EG — F?)
E, poichs dalle formole della geometria non euclidea, si deduce :
(x 2, 2, d?x) (£ &, &, d%¢) =
(16) = — (DD"— D'?) (Ddu? + 2D'dudv + D" dv?)?
(2 2, =, d*z)=)EG— F* (Ddu?+2D'dudv-+D"dv?)

si ha nel nostro caso:

an (@ =, , d*z) = + (£ &, & d%).

Ciod : Le coordinate di Weierstrass di punto e di piano tangente si
corrispondono (per le nostre superficie §) secondo la legge da noi
posta in generale al § 12 per ogni superficie. Questo teorema ha una
semplice interpretazione geometrica: La normale non euclidea della
nostra superficie coincide con la prima direttrice di Wilczynski. In-
fatti, scritto 1’elemento lineare riferito alle asintotiche nella forma:

du?® + 2coswdudv + dv?,

il precedente teorema prova che la seconda forma di Gauss

2senwdudv

coincide con la nostra forma F,. La direttrice di Wilczynski & la
retta congiungente z ad

v 1 ologBay, 1 dlogya,,
a8 e =t — ey T T Tew ™

ove a,,= sene o fB,7 coincidono (come per la geom. euclidea)

11 22

2 %1

coi valori di . Poichd w,, =0 (perché¢ S & a cur-
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vatura nulla) il punto #" coincide con z,,, ciod per noti teor.
di geom. metrica, con — Fxz 4 D'¢; la direttrice di Wilezynski
coincide percid con la retta (z, &), che & proprio la mormale non
euclidea. _ ‘

Tutti questi risultati dimostrano che le nostre superficie S coin-
cidono con quelle studiate dal Bianchi negli Annali di Matem.
Ser. 2, tomo 24, 1896, pag. 93. Nella mem. del Bianchi si trova
in pilt dimostrato che: Le normali non euclidee (ciod le prime di-
rettrici) di una delle nostre superficie formano ancora congruenze W ,
le cui falde focali somo ancora superficie del medesimo tipo. Viceversa
ognuna delle nostre superficie si pud pensare falda focale della con-
gruenza delle prime diretirici di un’ altra superficie del medesimo tipo.

C) Inversione dei teoremi dati in A.

Invertendo il significato delle S, § cerchiamo di provare, se
possibile, i reciproci dei teoremi dati in 4. Il primo si enuncerebbe :
Se S & una superficie non 1igaia le cui asintotiche appartengono
ciascuna ad un complesso lineare, allora S ¢ falda focale di congruenze
W, di cui Ualtra fada S ¢ wna gquadrica ; vedremo che quesio
teorema non si pud dire sempre vero, perché puod capitare che S de-
generi (caso in cui il teorema non ha senso). Nelle nostre ipotesi

19) p=y; 2088 _ g2 qonde p—JTV : (U+V) (cfr.§ 18 B, O)

' Budv

Se S deve essere una quadrica, ciod se deve essere B=7==0,
sara :

- B N - A N
20 == I hd p— — TN e e hd
Poichs
@n 4,= — BB B, =—Ap
sara '
B N, A N,
(21) s =N 7 AN
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e quindi per la (22) del § 42

(21) o B,: B=2§,:8 Ay A=0py:B.
Percid
U ed X funzioni della sola
22) B=§8X A=pY *
(22) 8 8 (V edY » > v)
(23) (BY) = —BX  (BX), = —p?Y,
donde :
XUI ]) 1177
24 pY= TV + funzione della sola u = UU—-:/V Y.
v . VTV
. (25 _=— =
(25) £9.4 TEV + funzione della sola » = TV X
. YWV—XJT
Percid LU-{-?V_ dev’ essere funzione sia della -sola u,
che della sola v, e percid deve essere costante. Quindi :
(26) XyU = —HU+ K , YV =HV+K (H,EK = cost)
e quindi :

yur
U+v

(HV+K) B= v (—HU + K).

@7 4=
U+v

Scegliamo coordinate omogenee tali che a3 =1 : 8. Sara allora:

(28) sL=A(— ‘j‘ +,%)+B(——%’—+ ‘;”)=0.
(29) N = 44%p;, — 4B p,,.

Nella nostra ipotesi per |a;,|=e® 8:

du? 2 ou

Fusixt o Ceon, Lexioni di Geometria proisttivo-differenxiale 18

a%lo 1 /al 2
80) L=— &P —~——( ng) — 2py; e analoga per M.
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Confrontando coi valori di L, M dedotti al § 18 0, si trovano
i valori di py,, Pag; © se ne deduce il valore di N. Si trova cosi:

@) MOEVE @y rT+ =BT+ 21+

+ (—HU + ER[kV2 4+ (h—1)V + 7],

ove h, k1, p sono costanti dipendenti dalla superficie S considerata.
Poiche le B=7 =0 equivalgono alle N,:N=B,:B o
N,: N=A4,: A, dovra essere

Nop EVHECHUFE) o p— cost)

(32) U+V

Identificando i due valori trovati per N, se ne deduce :

P
Hi(h — 1) — 2kHE = — 5 H?,
R*(h—1) — 2pHE — 2 K*

(33) (h—1) — 2pHK = 5~ K%
IcKz-—pH2=————§KH.

La prima divisa per H si riduce alla seguente formola (che sus-
giste (*) anche se H = 0):

, P
(34) H(k——l)——2kK=———2—H.
In modo simile si trova:
P
(34) i K@p—1)—2pH= ?K.

(*) Se H=0, § K+ 0, perché altrimenti o U'= V=10 (caso assurdo,
bbe B ==y =0, cioé che S & una quadrica contro 1’ ipotesi)

perché ne seguire e 0 .
oppure A =B =0, caso in cui le S, S coinciderebbero contro I’ ipotesi.

(35) (h—l)2—dhp =2
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E queste due equazioni equivalgono alle tre precedenti. Eli-
minando le H, K, non contemporaneamente nulle, come abbiamo
gia osservato, se ne deduce:

©°

P
4 b

che determina P a meno del segno; per ogni valore di P si deter-
minano poi le H, K dulle formole precedenti. Quindi, com’era
prevedibile, ognuna dellc nostre superficie S ¢ falda focale di due
congruenze W aventi per seconda falda focale una gquadrica, 11
teorema ha eccezione nel caso (h—1)2—4kp=0; le congruenze
W corrispondenti (essendo P = 0) hanno N uguale a zero, e percio
hanno una seconda falda focale degemere. Questo avviene in parti-
colare se k=h—Il=p=0, ciod se la superficie appartiene al
caso limite di Tzitzeica-Wilczynskr.

Quanto alle rigate S di una congruenza lineare, si noti che,
scegliendo opportunamente i parametri delle asintotiche e il fattore
di proporzionalitd delle coordinate omogenee, si pud rendere :

(36) a@p=1,6=0, p=p8=0, y=2bu-+c (bc=cost) (¥

o quindi, per le condizioni d’ integrabilitd, pg, é funzione della sola v.
Indicando con U, V funzioni della sola %, o della sola v, sitrae:

(37 B=V; A=—_2bu+c)V+U
Se si vuole che la corrispondente congruenza W abbia per seconda
falda focale una quadrica (= 7 = 0), dovra essere:

(38) Nu=0 "{:2bu+c=w&

ossia

(2bu+c)(v'—v%) -

(*) Si suppone qui che una delle direttrici sia I’ asintotica w=0. Al-
trimenti y sarebbe un polinomio di 2° grado in w.
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con N funzione della sola v. Dunque U = k (2bu - ¢) con k = cost.;
e percid, aggiungendo a V una costante, potremo supporre U = 0.
E la precedente equazione diventa N = AV con b= cost. Vediamo

dunque quando dalle:

(39) B=V; A=—(2bu-tc)V segue N=hV con k= cost.
Esplicitando il valore di N si trova

(40) RV == 40272 — V"2 27" (2bV' — V' 4 2V pys)

Data una rigata appartenente a una congruenza lineare, ad ogni
soluzione V di questa eguazione (purchd V 3 cost; perché B3 0) cor-
risponde una congruenza W, le cui falde focali si riducono alla data
rigata ed o una quadrica. (Due soluzioni V proporzionali indivi-
duano la stessa congruenza).

-~ §48. — Congruenze W con le due falde rigate (non quadriche)

Siano S ed 8 rigate; e sia =0, 7= 0, cosicchd le v = cost.
sono asintotiche su S, le uw=cost. su 8. Le formole che danno

B+ B e v+ 7 si riducono a:
N . _N, -__ AN,
@ p=—gy ot =g 7 BN

L equazione (22) (§ 42) in N diventa pertanto:

NN, . 9%logN
—N———-O ossia

) Nuu+%BNv=0 ossia N,,— '_5;51‘_—,0’

che per le precedenti da:

aleng 0 donde

9%logB
(3 dudv -dudv 0 ()

(*) Infatti la Byo=— AB. -+ BBy d& Buv+ AB,=0 e per la precedente

B, B,

By . . 8mB,:B.
equazione del testo AB,—— 7 = Ap o Br:p =B,
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Cambiando il parametro u potremo ridurre £ ad una funzione
della sola v (necessariamente un polinomio al massimo di secondo
grado, se il parametro di v & stato scelto opportunaments), ¢ la §
& una rigata di una congruenza lineare, cosicché si pud supporre:

4) b=1pp=0, p,;= pu®); B= 2bv{-c (b, ¢ = cost).

Dalle (1) del § 42 si deduce, indicando con U o ¥ una fun-
zione della sola » o »:

(5) A=T" B=—UB8+7V

dove, per la (logB),,=0, essendo U’'=4%0, deve essere V=@-+cost.
Mutando dunque U in U+ cost, sara:

(6) A=T B=—1UB,

Basta calcolare N per dedurne che N & funzione della sola «

e che quindi anche 7= 0. Dunque si ha il teorema di Segre:

Se le due falde di una congruenza W sono rigate, ¢ alle asin-
totiche curve della prima corrispondono generatrici della seconda, questa
seconda falda ¢ una quadrica e possiede pertanto un altro sistema
di generairici, a cui corrispondono le rette della prima falda focale,
Escluse dunque le gia studiate congruenze W, di cui una falda
focale & quadrica, per studiare le congruenze W a falde focali ri-
gate, bastera studiare il caso che sulle due falde focali si corrispon-
dano le generatrici, che p. e. 1= ?: 0.

Potremo supporre 6=1, = — P2 +pyv-+-p,, Pu=p1+vp,
ove le p, sono funzioni della sola u, e infine Py =10. Le equa-
zioni fondamentali dicono che 4 & funzione della sola %, e che,
posto

dg;
E’; = + Apﬁ
si ha:
7 B=p(0) + g* + gr—g, .

Dobbiamo ora esprimere che ; ¢ nullo come 7. Ricordando
il valore di y+ '?, cid equivale a dire che N,=0, Esplicitando
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il valore di N, si trova che la N,=0 equivale a ¢""'(v) =0, ciod
alla ¢ =0, quando si aggiungano alle g, opportune costanti. Data
una superficte rigata con le sole imlegrazioni mecessarie al caleolo
delle q si trovano le congruenze W, di cui essa é falda focale, e la
seconda falda ¢ pure rigata.

§ 49. — Superficie trasformate delle rigate

con congruenze W.

Sia § rigata, e precisamente sia B = 0. Sara:

BN, . N,
B=—Z7V_ ossia 1‘3.,_3—1-\7 .

I’ equazione in N diventa cosi:

dlogN

N,
oudv

Nuv_N

N,= NBy ossia

donde, per le precedenti

82log B
oudv
=-—ABB,-+ B%y ciod B,:B=B,: B, e infine, per le prece-
denti

=By ossia BB,,=B,B,+ BBy ossia (—AB,+ Bfy)B=

a%logp
@) dudv

=pr (se £F0).

Se una superficie S (non rigata) é trasformata con wuna com-
gruenza W in una rigata S, le asintotiche di S che corrispondono
alle generatrici di S appartengono a complessi lineari (Segre).

I metodi qui svolti permettono di dimostrare facilmente il
teorema reciproco: Se le asinfotiche di un dato sistema di una
superficie S appartengono ciascuna a wun complesso lincare, la S
¢ trasformate di una S rigata, le cui gemerairici corrispondono
a tali asintotiche. Questo teorema ci di un metodo geometrico per

[§ 49]  CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFOR. PER CONGR. W 279

trovare tulte le superficie, di cui un sistema di asintoliche & formato
da linee appartenenti a complessi lineari. Questo metodo, come nel
precedente §, richiede le sole gquadrature necessarie a determinare
le ¢ (e lascia la ¢(v) del citato § completamente indeterminata).
Supponiamo dunque che valga la (1). Come sopra si riconosce

che imporre la condizione § =0 equivale a imporre che sia

(2) N, N=B,:B
da cui segue: ’
(3) p,,:ﬁ: B,,:B

che dovremo ricordare assieme alle:
4,=—By, B,=—AB
4 B
® Au:“!‘"“Aeu"?(Bv'{'ﬁev)

dove la p si riguarda come nuova incognita. Si deve dimostrare
che si pud trovare y in guisa che (3), (4) risultino integrabili e
compatibili con (2). La condizione d’ integrabilita da soltanto:

(5) Pm=B(Yu+7eu)_A(6uv+‘87)_§(§v+Bevv-

La (2), per la S=—2%Nu e per la (6) del § 44 da:

. N
(6) P-uu_eul-"u'i"pp‘v_l*(gv‘{‘ﬁav):—z_gﬁ
ove, usando per semplicitd coordinate non omogenee (p;= 0), si ha:
B
N=2A4p,— 2By, +p2 + 2—‘3—(5,, + [36,)

cosicché la (6) si riduce a:

(M Wu+(%ﬁu,—0u)vu+2%uz=0-
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Le condizioni d’ integrabilita delle (8), (4), (5), (7) si riducono
"a quelle relative alla (8), (7). Da (5) si trae derivando, come po-
tevamo aspettarci (§ 44), I’ equazione di Moutard

(8 o = (B4 + BY)p

I valori di py,, dedotti da (7), (8) si riconoscono identicamente
uguali, appena si ricordino le condizioni d’integrabilit;‘a della teoria
delle superficie, e la identita

2
(%p—eu)p= - %%f_ew= —_ 9«9—37-

In conclusione dunque restano arbitrari valors iniziali delle
A, B, p, py; e, poichs, solo moltiplicandoli per una stessa costante,
la congruenza non varia, si ha il teorema (F.) che una delle
nosire superficie é falda focale di o ® congruenze W, di cui la se-
conda falda ¢ rigata.

§ 50. — Composizione di Bianchi di due’ congruenze w.

Siano date due congruenze W aventi una stessa falda focale
S. Ne indicheremo gli elementi caratteristici con 4, B;, Wiy Ay N,
per §==1,2, Se 2, z, sono due costanti, anche A=z, 4, + 24,
e B=1z, B; 4z, B,, soddisfacendo alle (1) del § 44, individueranno
una congruenza W; e chiaramente il relativo valore di N sara
N=N;21 + Nyy2y2,+ Ny 22, ove:

(1) N12=N21=)‘1P‘2 +7\3P1+8(A142P11+B132P22)+

O ] O o,
+2(A1Tu Tz —Big By,
Invece il valore corrispondente di § & 1a funzione z, 8, + 2,8,
lineare in z,.

1 _ _ % 0N, =z 0N, .
La EZN“—ﬁSl +1282—-221'6—u- 2A2_—67 diventa
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1 2 ON, N, , ,0N, _ % 0N, |z, 6N,
2(2,4, +2,4,) (ZIW—*_zlzz ou +2’T1; T 24, 5u 24, u

cosicche varra la:

@) =0 4,

-insieme all’ analoga :

® G- 2o

Sorge dunque spontanea I’ idea di porre
(4) N, =0+Q,
dove le funzioni w, Q sono definite dalle :

4

_4,8N, 6N,
R B s T W=7 T = 248,
®) BN pp, g BN,
“=3 @ — 2B "B, e — 28T,

Che cid sia legittimo si deduce da cid che, in virtu dell’ equazione
cui soddisfa NV, , le condizioni ¢’ integrabilitd per le equazione in
® sono soddisfatte. Si trova infatti -

(6) Ouy == — = —— 2 1
Poniamo ora :

Zio= 0z 4 (— k2w1—2A2-W+ 2B230—)

oz 8z
Zy = Qx + (—x!x,—zAl—af + 2B, aTz)

Sostituendo alle 7 = %; e loro derivate i valori dedotti dalle
(5), (7), (8) del § 42 per A=4,;, B= B,, si trova:

(9212—}-x2,)=x(m+9——]\7)= 0.
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Trattandosi di coordinate omogenee, se ne deduce che i punti

%19, %y coincidono.
Sostituendo ad x il valore dedotto dalla (10) § 42, ponendo
A=A,, B=B,, si trova:

A 9 A
® ‘”u=‘”1(—)~2+?—v‘1‘)+—3%("‘2‘42+27¢‘1"’)+

1

oz, 2B,
+ —5'”—(232 —_ —NTU)) .

Ciod il punto z,, si trova nel piano tangente ad 8, nel punto
,, e simultaneamente anche nel piano tangente ad S, nél punto .
Poiche, posto

" — 4, ' B, ' ok,
(9) Al""_A2+N]w, B,.—.B2 Nl(,)’ p,l____)\z.*.w.;,
7 [O)]
)\1':—9‘2_*"1%1)
si ha:
a 4; , . B, 8logN, ,, , 4B, ,
(10) _av—1=7B‘+T[i —3%—131=—11B, o Sl=—4ipy,

]a retta congiungente z, ad z;, descrive una congruenza wW. E
sara provato che z;, ne & il secondo fuoco, se si osserva che, in

virtd della % = a, = aN= Ne®, vale la:

. 04 0 B; , dloga, , dloga,

) M= T AT BT

che appunto corrisponde alla (4) del § 42.
Si ha pure:
4 Sl
Slz -_ Sz + g ﬁ
1
(12)

: T
Ti=T,— Q3!

Poichd & definito dalle (5) a meno di una costante arbitraria
edditiva, segue: '
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Se S & trasformata W (ciod trasformata con congruenze w)
di altre due superficie S, ed S,, esistono oo ! superficie S,y che sono
trasformate W sia di S che di S,, che di tuite le @l superficie
trasformate W della S mediante le congruenze W definite dalle:
A=1zA,+2,A;¢eB=2B,+72,B, Tali superficie si determinano
con una quadratura. ’

: 4 ror ! a)\; ’ 7 6)\{ /

Si ha Nj=M &LH-ZA)(E; + 24; 1:{‘1‘) + 2B; (79;— 2B; ﬂg’)dove

le = sono calcolate per la superficie S;. Sostituendo alle A,

ecc, i loro valori si trova:
wQ

®
Nl———ﬁ;N”:Z\TB_W—l; (N12=‘°+9)'

2

13) Ni=N+yp
§ 51. — Le trasformazioni W di Fubini

delle superficie isotermo-asintotiche.

Quando mai sulle falde focali di una congruenza 81 corrispon-
dono le linee di Darboux ? In tal caso si corrisponderanno anche
le asintotiche, Hessiano di queste, e la congruenza sara w. Con
le precedenti notazioni la fattaci domanda equivale a chiederci

quando sara

1 B:B= 7:7 ossia Nu—ﬁ—: Nv%=B:'{ ossia BS:— AT=0:,

ossia, per le (5), (6), (7) del § 44, usando per la prima falda focale
coordinate non omogenee, e quindi ponendo py;= Pz = 0, quando

i Bu s - Bo— T 0= P proporzionalitd)

(2 P‘W—(euv +pr)n=0

B ) (essendo p un fattore di
> S= ———Nu= 4

1
o+ Tt Ba o T = b ) T=—gpNo=—p—"

1



284 CAPITOLO QUINTO [§ 513

da ricordare insieme alle :

4y =—By B,=Ap

244 = —p—2—246, 2B, =\A—p— 2B,
)\u ==y + ZB(ew -+ BY)_’zA (Be vt pv )

by = —o — 24 (Ous + BY) + 2B (10, + 1, )

®

donde, se consideriamo 4, B, ), p. tutte come incognite, si hanno
come condizione di integrabiliti la seconda delle (2), come gia
sappiamo, oltre alle condizioni di integrabilita delle prime tre

equazioni nella sola ., che si trovano (per la 4, = — By) essere:
o8 PY
o  ou
a‘zlogﬁ

Sara dunque =0; e, mutando i parametri delle u, v, si

dudv
B
potrd supporre 8 =1v, e quindi p::kA—ﬁ—. Si ha dunque il teor.

di F. (escluso il caso elementare p=0):

Tutte e sole le superficie isotermo—asintotiche sono falde focals
di una congruenza sulle cui falde si corrispondono le linee di Darbouz.
Se S ¢ isotermo asintotica, una di tali congruenze avente S per
prima falda focale & determinata dai valori iniziali di 4, B, ),
¥ tu, to e dal valore di k. Ma, poichs, moltiplicando 4, B, A, u
per uno stesso fattore, la congruenza non cambia, una superficie
i8otermo — asintotica ¢ falda focale di oo® congruenze della specie
voluta, la cui seconda falda focale ¢ ancora 180lermo—asintotica.
Questo teor. da una trasformazione per congruenze W delle super-
ficie isotermo-asintotiche, per cui la Sig.* Ragazzoni ha dimostrato
il teorema di permutabilita, che segue immediatamente dalle nostre
formole. Dalle precedenti (8=pB:B=4kd4, T=—kB) segue

(*) Resta escluso il caso p =0, che ¢ il caso elementare delle con-
gruenze W appartenenti a un complesso lineare, e che hanno per falde focali
due superficie reciproche.
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(5) N, =2k4?, N, = 2kB>.

Siano date due di queste congruenze W, di cui S & prima
falda focale, corrispondenti ai valori k,, k, della k. Dalla (2) del
§ 50 segue:

N
(6) aTul—z =2y +ky) 4,4,

olire alla analoga in . '
1

Le w, =2k4,4,, », =2k, B; B, provano che w=mN12—{—c

ove ¢= cost. (sé ky+k,30). Per le mostre congruenze la o, e le
relative superficie del teorema di permutabilits si trovano senza
quadrature (se &, + k,40). Vediamo se tra esse ce n’ & ancora
qualcuna isotermo — asinlotica.

Dovra essere:

B B S e

ciod:

] »? ® A,m)2 .
2 —_— =1[—4A —=— | e analoga in v,
® 7 (N2+ , NIN”) l( 2T y,) © analog

Queste equazioni sono soddisfatte soltanto per I =k,, c= 0.

Se 8, ed S, sono superficie isotermo—asintotiche trasformate W
di una superficie S isotermo—asiniotica, tra le superficie Syp del
teorema di permutabilita (nel caso k;+ k,+0) ve ne & una sola
t18otermo—asintolica che si determina senza quadrature. Quindi, come
nelle classiche trasformazioni del Bianchi, se di una superficie S
i8olermo-asintolica st conoscono le lrasformate per congruenze W,
U applicazione successiva a queste ultime delle trasformazioni per
congruenze W si esegue tn termini finiti (senza neanche integrazioni).

Anche il caso k; + k=0 si studia facilmente, come ha os-

servato Cech. Se ky+ k, =0, allora:
oN, @ 2 o © 2
O o= g Mot 3 3 V) =2 (— Ak ) +

Bu gu

4 A
+ 2k, F; Nm(A2 —o Fi) .
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oN, 2
9) e ol Oy — © B B
N, dN,
(10) ‘TJL = —%La =0 le = cost.

come segue immediatamente dalle precedenti equazioni. Dunque
le (7) saranno identicamente soddisfatte per Ny, =0; ¢ in tal
caso tutte le o' superficie del teorema di permutabilita, determinabili
per quadrature, saranno isotermo—asintotiche. (Invece, se N,,%0
nessuna sard tale). e

Delle superficie isotermo asintotiche & caso particolare inte-
r?ssante quello delle superficie di Tzitzeica ~ Wilezynski. Nel caso
di queste, supposto p,; = py, =0, si hanno le:

1 d%logp 1
“12—-{3—» Judv =32'—'p_’ Ty =Ty =0,
Le precedenti equazioni si riducono alle:

uw+%“~pﬂ + Bpo = kA p‘“,,——%p,;—o

Pw-}-%—pﬁ—}-ﬁyu:-—kl? Au=p,“+2—§- M:—H—Z%

sz-‘Bﬁ B,=—4 i] f_:_)\—’_l"
‘ Poowley 24
E, se poniamo :

k—_4h_ 24
={—w 2M=—(+Mim, 3B=—(1—Rfip, A=,

tutte queste equazioni si riducono alle:

Bu , [ 1+h 1
P + g b + 75 B =0 v - =0
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1—

Bo —

Se ne deduce:

1+h
N=h(@2—2Bp ), Nu= 2"1%732;»’5 = 2kA4?,
1—h ,,
Ny =2h 37 Bbu
e si ha:
7 hB’
B=—"N-

Poiche B soddisfa alla stessa equazione cui soddisfa §, anche
la seconda falda focale ® una superficie di Tzitzeica -~ Wilczynski,
Questo caso particolare delle nostre trasformazioni & stato scoperto
da Tritzeica, che ha pure enunciato per esso il teorema di per-

mutabilita.

§ 52. — Le trasformazioni di Ionas
per congruenze W delle superficie E.

Sia & una superficie B, ciod sia B, =7, . La teoria che svol-
geremo si applica (Cech) anche al caso B, = ly, con = cost.:
equazione che, se 140, si riduce facilmente alla precedente, mentre,
so 1=0, si pud ridurre alla B=1. Entrambe queste classi di
superficie si presentano nella teoria delle deformazioni proiettive
di una superficie. Supposto dunque B, =74, Doi ci chiediamo

" quando avviene che anche la seconda falda focale & R, e preci-

samente quando & anche By == 74 ossia (8 +Bly= (v + 7)w ossia:
4 N,\ _(B N
. B N)J), \4d N}/,

che, in virth della equazione 22 del § 42 relativa ad N, si pud



288 CAPITOLO QUINTO [§ 52]
scrivere :

1) N, N __ 0Olog(B2— 4% n N. (N, odlog(B2— A?) -0
WFlvy——a )JTF¥\vy—— %)=

equazione a cui si soddisfa, se

2) N =Fk(B*— 4% con k=cost.30.

[Resta posta la questione se & possibile soddisfarvi in altro modo
compatibile con le formole della teoria delle congruenze W]. Da
(2) segue:

1

@) 8=y No=—k(B3+ 4y)

1
T=——N,=—k(dy+B,)

E le equazioni (6), (7) del § 44 diventano, supposte le coordinate
non omogenee (p,;=0):

P — Oy 0 + Bitw — &y =—k(4, + Bp)
4 oo = (BY 4 Ou) ‘
oo — 0y Py + Yy — Ty = —k(B, + 4B)

Le (4) insieme alle equazioni del § 44, considerate come equa-
zioni nelle incognite 4, B, ), . sono illimitatamente integrabili [cid
che dimostra che & lecito 1’ aver fatlo 1’ ipotesi (3)]. Bisogna ora
vedere se da tali equazioni segue la (2). Confrontando le (4) con
le equaz. citate, si deduce che dalle nostre equazioni seguono le
(3), ciod le equazioni ottenute derivando (2). Basterd percio che
(2) sia soddisfatta nel punto iniziale perché sia identicamente sod-
disfatia.

Poiché, moltiplicando 4, B, p per uno stesso fattore, la con-
gruenza non varia, e sono arbitrarii i valori iniziali di A, ., py,
W, 4, B legati soltanto da (2), segue che per ogni valore di k. vis
sono oo* congruenze W del tipo cercato, la cut seconda falda focale
é ancora una superficie R.
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Siano k,, k, due valori della costante %, ed 4,, B,, ecc.
(=1, 2) due sistemi di valori corrispondenti delle 4, B, ecc. K:

] a4, 04
@‘(A1A2"‘B132)=A1< au" + B, ﬁ)+ 4, (‘a;;] + BIS) =

_ A 9N, A, 8N, Qo

2kyd, du 2% A, u 2k, 2k,
ciod
(5) -9%{21@9 + 2k + dkey by (4, 4, — B, Bz)} =0.

Da questa e dalla formola analoga per 56;, si deduce :

) 2k, Q + 2kyw + 4k, ky(4, 4, — B, B,)= H = cost.
da considerarsi insieme alla gia nota:
(7 Q4 0=N,,.

Percio, se ky %k, le Q ed o si trovano senza quadrature.
Ciod: Se 8, ed S, sono due superficie R trasformate di una wnica
superficie S dello stesso tipo mediante congruenze W, si trovano, se
by ky, le oo superficie S, del teorcma di permutabilitt senza qua-

drature. Vediamo se tra di esse vi & un’altra superficie R trasfor-
mata di 8, ed 8, mediante congruenze di Ionas. Bastera vedere

se per qualche valore di H la N, =N2—%Q— differisce per un
1
fattore costante dalla:
, ? ®
Bt —AP=B— A+ 5 (Bl —4) —2 (B, By— 4, 4,) =
1 1
N, ? ® H Q [0}
~Etoy iy (e m )

Cio avviene solo per H = 0. Dunque per queste trasformazioni
vale, s¢ k % ky, il teorema di permutabilita (Ionas).
Se k; =1k,, le superficie 8, si trovano (come avviene in

-y

Fusvi o Cmom, Lexioni di Geomelria proisttivo-diff I 19




290 CAPITOLO QUINTO 8 53]

generale, § 50) con quadrature. Se la costante H (a cui non si pud
pitt dare un valore arbitrario) é nulla, tutte queste o' superficie
8,2 sono ancora superficie R; se invece H+ 0, le congruenze che da
S; od S, conducono ad una S, non somo mai del tipo wolulo, ¢ il
teorema di permutabilita é in tale caso falso. (*)

§ 53. — Le trasformazioni di Ionas

delle superficie di Ionas.

In certo qual senso reciproca della precedente & la trasforma-
zione per le superficie di Ionas (§ 17 B), che lo Ionas stesso ha dato
nei Sitzungsber. der Berl, Mathem. Gesellschaft (XIX Jahrgang, 1919).
Queste superficie sono caratterizzate da questo, che i parametri », »
delle asintotiche si possono scegliere in guisa che B, = v, , ossia
che esista una funzione ¢ tale che

dyp = ydu + Bdv.

1l sig. Ionas ha osservato che in tal caso et% (Adu + Bdv) @
un differenziale esatto, che cioé il sistema coniugato, armonico a
quello delle sviluppabili di una qualsiasi congruenza W avente la data
superficie di Ionas per falda focale, si pud determinare con sole qua-
drature. Le equazioni per 4, B, 8, T diventano nel caso attuale:

(1) Sy = T, Ty = Spu,.
(2) 4y = — B(Fu B,=— A‘Pv .

Si soddisfa alle seconde ponendo (in modo per cosi dire re-
ciproco di quello definito dalle (3) del precedente §):

(8) A=kKk8;—Tpy) B=kTy— Sp,) (k= cost)

(*) Per qualche ulteriore proprietd di queste superficie cfr. Ionas «Ueber
die Konstruction der W Kongruenzen » (Jahresber. d. D. Math. Ver., tomo
29, (1920) pag. 64).

[§ 53]  CONGRUENZE, CONGRUENZE W E TRASFOR. PER CONGR. W 291
Dalla N, = 248 e analoga per N, si trae

(4) N=FK82—1T%+h (h = cost.)
donde

8@ S, — T,)

(S* — T7) ¥ cost. e analoga per 7 -+ 7.

p+B=2
Anche la seconda falda focale sara una sﬁperﬁcie di Ionas,
ciodé
(8 + B + (1 + 7)du

sara un differenziale esatto d(p + ¢) soltanto se &= 0. In tal caso
infatti

T?¢, — 28T,
¢v+‘?v*p+p“2§°v+2_“f—'ﬁg =
B 78, ST _ 0 1, T+

=%t 2—g—m — 5 87 _g

che insieme all’analoga per ¢ —J;—? da:

_ T+ 8 (ove non ha importanza
(5) p—¢=lg7—g T —S8  una costante additiva).

Per trovare dunque le trasformazioni di Ionas basterd scrivere
le (1), (3), pensate come equazioni che danno le derivate prime
delle 8, T pensale come nuove incognite, le (1) e le (2) del § 44
destinate a darci le derivate prime di 4, B, le (3) e le (4) del
§ 44 destinate a dare le derivate prime di A e le derivate seconde
di p. La (4) ove sia posto h=0 & una condizione relativa ai valori
iniziali. Per ogni valore di k esisiono oo ® congruenze che trasformano
la data superficie di Ionas in altre superficie di Ionas.

Siano ora due congruenze di Ionas aventi la stessa prima falda
focale, e siano k;, 4;, B; ecc. (¢==1, 2)ivaloridelle &, 4, B...
per le due congruenze. Sard

0
“a‘;,“(sl’sz— TyTy)=8,Topy+ 83T 90 — Ty Ty — T4 Ty =



292 CAPITOLO QUINTO [§ 53]
B, B, Q o
- Ztp __2p o Y
k, T Iy T, %, T 2k

Da questa e dalla analoga in 6_(1- si deduce :

Q ®
2k, + 2k,

Percid, per la @ +Q = Ny, si trae: Se kyFk, le ot su-
perficie S,, del teorema di permutabilita generale si deducono senza
quadrature.

Vediamo se tra esse vi & ancora una superficie di Ionas,
-0 pil precisamente se tra le congruenze che portano 8; od S, in
una delle S,, ve n’® ancora una dello stesso tipo delle precedenti.
I corrispondenti valori delle N, 8, T sono:

(6) 8,8, — T,T,= +H (H= cost).

. ol , 8. , T
() Nl—Nz_Tyl' 7’Sl=—82+9—1§i‘ ) T1=Tz—£2——N1]
donde :

o . N Q N, Q/Q
8) SP_TpRp= %1 2 1 9. = ([ L
®) S=T=7"T 3 3 2N,(2k,+2k2+0)

che, a meno di un fattore costante, coincide con N soltanto se C=0,
I teoremi di permutabiliic, enunciati al precedente §, valgono
dunque inclieraty anche per le altuali trasformazioni.

Tra le altre osserv. dello Ionas, per cui rinviamo il lettore
alla Mem. originale, & specialmente notevole la seguente. Le equa-
zioni 8, = T3, T, =8y sorgono dal problema di determinare i
sistemi coniugati ad invarianti uguali; poiché le nostre superficie
sono caratterizzate dall’averne due armonici tra loro (du?- dv?=0),
ad essi corrispondono due soluzioni delle nostre equaziEi, che si

riconoscono facilmente essere le:
8 = T==¢? S=—T=¢""%,

Le corrispondenti congruenze W si determinano con quadra-
ture; e la loro seconda falda focale & ancora una superficie di
Ionas. Lo Ionas ha anche studiato la composizione delle trasforma-

zioni cosl definite con le precedenti.
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§ 54. — Il teorema di Fabini

per le trasformazioni delle supérﬁcie R.

Per.una congruenza K di Ionas &:

2

(1) N= g +24(p + 24py,) —2B(py + 2Bpy) = b(B*— 4%,

Ora, conservati i valoridi 6, B, 7 (soddisfacenti alla B, = 71.),
ma, sostituiti alle p,; le pj; = pi; + -i—k (i=1, 2) si definisce

una saperficie 8’ proiettivamente applicabile su §, perch¢, per la
, = [ , continuano a essere soddisfatte le condizioni d’ integrabilita
della teoria delle superficie. Deformando § in S', la congruenza K
va in una congruenza K' avente S’ per prima falda focale, che
corrisponde agli stessi valori di 4, B, ., A, ma per cai N hail

valore
2) N'=\p +24(pu + 24py) — 2B(wy + 2Bpy) .-

Ricordando i valori di p}; e di N, se ne deduce che N'=0,
cosicche K’ ha una retta per seconda falda focale; e viceversa se
K’ & una congruenza avente S’ ed una retta per falde focali, la
precedente congruenza K & di Ionas. Quindi: Twuite lc congruenze
K di Ionas aventi per falda focale una sup:rficie S dcl tipo R s
ottengono costrucndo le congrucnze K’ aventi por felde focal: wia su-
perficie S’ applicabile proicliivamente su S ed una rctla qualurque T.
Applicando §' su 8, la X' divenla una congrucnze K di Ionas;
le o congrucnze corrispondenti ad una stessa S' sono le w* con-
grucnze corrispondenti ad wuio stesso valore delle cestanie k. Anzi da
questo teorema risulta senza calcoli evidente che & lecito porre
N = b(B* — 42).

Conosciuta unt S applicabile su S, con sole derivizioni si cal-
colano o * congruenze di Ionas, di cwi S ed un’ altra superficie S
del tipo R sono falde focali e altre co* congruenze dello stesso tipo
per cwi S' ed un’ altra superficie S del tipo R sono falde focali.

Con le stesse notazioni una congruenza di Ionas avente 8 per
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prima falda focale, alla quale corrisponda la costante k, diventa,
quando 8 si deforma in &', una cougruenza a cui corrisponde la
costante k, — k.

Una osservazione sulla teoria delle congruenze W.

Sia ¢(u, v) = cost. I’ equaz. delle linee Bdu — Adv =0 inviluppate su S
dalle sviluppabili di una congruenza W. Moltiplicando le #, y, %, ¢ per uno

stesso fattore p (e quindi auzee per p*), il nuovo valore p” di p sari
p—24 P—p'“ — 2B %3—, che potremo in infiniti modi rendere nullo con oppor-

tuna scelta della p.
Se a’y; & il corrispondente valore di @,,, sard :

(A 19)u + (Ba'yg) = 0.
Percié o’ ,(Bdu — Adv) sard un differenziale esatto; e quindi

4= G@)90 B G@)u
@'y a's

con G(y) funzione della ¢, variabile al variare della p. Scrivendo f G(op)de

al posto di ¢, si potrebbe rendere G(¢)=1. Le equaxtoni cui soddisfano
A, B diventano :

Pun = 0"u pu + B , $vo = 0"y ¢v + T9u ,

che differiscono da quelle cui soddisfans le x , perché manca il termine py X.

D’ ora in poi sopprimeremo !’apice in a’yy, 8°, p'=0. Il problema di de-
terminare le congruenze W di data falda focale .S equivale pertanto al problema
di normare le coordinate di un punto di S in modo che anche queste equa-
zioni ammettano una soluzione.

Se la congruenza & di Ionas, si pud dai risultati precedenti dedurre che
le coordinate dei punti di S si possono normare in guisa che non solo sia sod-
disfatta la precedente condizione, ma che in pili p,, == pge = cost.

Caprroro VI

INVARIANTI DELL’ ELEMENTO LINEARE PROIETTIVO (*)

§ 55. — Alcune considerazioni preliminari.

Dopo aver considerato, al Capitolo IV, il caso Partico(l}are <Ii;
superficie rigate, ritorniamo ora alle rice?che 'general%. Al Cap.
abbiamo visto che, nella geometria proiettivo-differenziale di S-l]pes-
ficie non sviluppabili, ha importanza fondamentale la coppia di

forme differenziali
F, = Za, du,du, ,
@ F, = Za,, du,du, du,

legate dalle relazioni di coniugio

=0
@) Ap0y;+H24505 140 tyg9==A1; @119 +24 190129+ Apg G202="Y
fattore comune arbitrario.

inate soltanto a meno di un
icordiamo. supposto J + 0, dove

Ricordiamo del resto che (Cap. II, § 15 D)
G131 G112 %i22

3 J =4 Gy1a Gyo3 Ga22 | >
Gy G13 Oo2

i idi i tati esposti, per la prima volta,

%) T risultati di questo Capitolo sono & pos la rolta

da Eic)h nella Memoria « Ftude analytique de l'element lw’zemr.e pfozeﬁ:/:
& une surface »,. Publications de la Faculté des Sciences de I’ Université

saryk, 1924, n. 36.
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possiamo togliere ogni indeterminazione sostituendo alle F,, Fy le
forme normzli tp,, 9y loro proporzionali per cui J=—1. Appare
opportuno, e ne vedremo delle applicazioni importanti ai Capitoli
seguenti, interrompere i nostri studi geometrici per dedurre parec-
chie formole utili relative a tali coppie di forme. [ leifori che desi-
derino arrivare al pid presto alle applicazioni, possono omettere nella
prima leitura 1+ §§ 59, 60, 61, 62, accontentandosi di leggerne solo
la definizione di &, W, W', H, K, 0, ' al principio dei §§ 59 e 60.
Avvertiamo pure che il lettore frettoloso pud accontentarsi di veri-
ficare le formole dei §§ 56-58 in coordinate asintotiche il che si
fa immediatamente, omettendo le dimostrazioni generali da noi
messe in carattere piccolo. Perd lo studio delle dimostrazioni del
testo appare utile per penetrare nello studio dei metodi usati ai
due Capitoli seguenti,

Prima di tutto, spieghiamo il procedimento d’elevazione degli
indics di cui faremo uso frequente. Sia per fissare le idee, come al
-Cap. II § 9, b,,, un sistema covariante simmetrico a tre indiei.
Porremo

b:, = ZAir brat b
bt = X A4,,b}, = T4, A,b,, 3
b* =T A4,b% =3 A, 4,,4,b,, .
i rst

Il sistema b}* p. es. si dice controvariante negli indici ¢ e k
e covariante nell’indice ¢. Cid vuol dire che, introducendo nuove
variabili indipendenti «, v, esso si trasforma come il prodotto
B.du;du, , le B, essendo covarianti. Osserviamo che, anche se il si-
stema covariante b,, non fosse simmetrico, si pud elevare un indice
qualunque; soltanto occorre tener presente 1’ordine degli indici.
Si pone allora p. es.

bi’f‘ = EAir Aksbru )

bf‘l-’: = 2 Als Akt bnt .
st
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In virtt delle identita

8, & =1 ser=s; Sdz0,=2
ik

AV

(4) TA,0,=c¢ ove &, =0,ser
i

, .. C i o
si ritorna semplicemente da uno qualunque dei sistemi b}, b;
b a b, (abbassamento degli indici). Si trova ciog tosto

7

ik ik
brxt == 2 Qi bét = 2 Qi Qs b; = Elair Qs Dy b b]
i ik

ed anche
bi, = Za,, b ecc.
k

Porremo anche frequentemente

7S o
4, =a”;

e cido non & che un caso particolare della notazione generale ora
spiegata ; infatti si riconosce subito che

atk — Z air ahs a,,.

r§

Avvertiamo ancora che ometteremo al solito d’indicare, sotto il
segno L, gli indici rispetto a cui si somma, fali indice e.?sen'do
semplicemente sempre quelli che compaiono due wvolle, come indice
superiore e come indice inferiore *).

§ 56. — I differenziali coniugati.

. . i

1l sistema covariante a,, si & visto al Cap. I § 9 aver 1 i
portante proprietd che il suo sistema derivato covariante & identi-
camente nullo. Vi & un altro sistema covariante che gode la me-

desima proprietd. Posto infatti

1 1(}11:=0’ ‘(}12:@7 '&21=—VE’ Y =0,

Lo , N . - iore.
(*) L’ indice di un défferenxiale si deve riguardare come un indice superso
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8 facile vedere che le §,, formano un sistema impropriamente co-
variante (ciod covariante per cambiamenti di variabili a Iacobiano
positivo, cambiante di segno per quelle a Iacobiano negativo). Di piii

09 kt st
. ou, c\g)? g \¢q e

si vede subito identicamente nullo, in virti della formola

3log/]4| _ (1i)+ (2;)_

ou, 1 2

Mentre il sistema a,, & simmetrico, il sistema 3,, & pseudosim-

melrico, ciod ¥, = — 9,,. Cid bisogna tener presente nei nostri
calcoli.
Qual’s il sistema controvariante $*? Essendo 4 = —¢|4],

si calcola subito

€

931 —

(1) bis ,&11 o 0’ 3.1'2 — e ,
VIA| V4]

, 92=0;

anche il sistema 9 & evidentemente pseudosimmetrico.
Notiamo le identita analoghe alle (4) del § 55

T8, = —29%9, =39%9, =0 se kzs,
)] =—¢ se k=3,
X849, = — 2.

1l sistema covariante 9,, si pud generalizzare al caso di un
numero qualunque 7 di variabili indipendenti ; ma nel caso attuale
di n = 2 esso ci conduce ad un concetto peculiare per tale caso,
ciod al concetto di differenziali coniugati che ci riesce opportuno
per semplificare diversi calcoli. I differenziali du, formando un
sistema controvariante, lo stesso vale delle espressioni

(3) Dy, = 29%*a,,du, .
Si ha anche
(3) b Du, = Za™ ¥, du, ;
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infatti
@ 59", = Za" .

essendo

Eﬁikah =3 &pq a® g™ Qs = Y 19'1,5 a®.

Scrivendo per disteso, abbiamo

Du= — ——— (agdu + gy dv);

V14l

e
Dy = Vi.f—i_(a],du + aypdv).

Si vede subito che, se F, =0 definisce le asintotiche di una
superficie, la direzione corrispondente a Dw, & coniugata a quella
corrispondente a du; ; percid appunto chiamiamo i Du; i differen-
ziali coniugati. Da cid si prevede che si pud, a meno di un fattore,
scambiare d e D nelle (3); precisamente si trova osservando le (2)

(3) ter

T 9* a,, Du, = 2 8% a,,a® d,gdu, = X 9 Yy, du, = edu;

sicché
(3) quater du,' =€ Z 81‘1& Qs D’ll«‘ =3 aik 'S'h Du‘ .

Dal significato geometrico dei differenziali coniugati risulta
subito senza calcolo che la forma F, si moltiplica soltanto per un
fattore finito, se vi sostitniamo i Du, al posto dei du,, e lo stesso
si vede valere di una forma differenziale quadratica qualunque
coniugata ad F,. Precisamente valgono le

(5) L ay; Duy Dug = — eF,,
(6) 3 by, Duy Du, = e L by, du, du, , se A b =0.

Cominciamo con la dimostrazione della (6). Noi sappiamo che

Sbus Dup, Dus = a2 bus du dus

e vogliamo determinare il fattore a. Sostituendo qui

duh + A Dux
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a dux e quindi [come risulta dal confronto di (3) e (3) quater]
quater
Duy + sxduy,
8 Dux e confrontando i coefficienti di A, risulta
Zbysdur, Dug == g0 Sby s Duy du;

sioché, ess =
; 0850nd0 bys = bsr, ex =1, ¢. d. d. (*) Per dimostrare la (5) si, noti che

5) bis /4

) n Fy=—s&V|4]| (duDv — dv Du)
ossia

5) ter

B Fy=— X%y du; Duy,

come risulta subito p. es. dalle (8) .,

&du; & Dui , la (5) s mostra che F,
¢ affermato dalla (5). ?

Qra, sostituendo Dw; a du; o quinds
si moltiplica per —e, il che appunto

Introdu(:‘la

mo ancora una Orﬂoda ual. he
notﬂzli)ne) Che Cl 8Sara c: q c

UOlta- Se ? é una ianzione qllalunque dl u, 'v, S1 scrive

dy = ¢,du + pydv;

€ no1 scriveremo analogamente qualche volta

(7) Do = ¢, Du+ ¢y Dv.

§ 57. — La forma differenziale F,".

4) Definizione di F,’,
Noi porremo [cfr. le (3),, del § 56]
¢)) Fy = Xa,,, du, du,Du, =

= /% 00U+ aydv ayy; du + 2ay, dudy + a9y de?
VAl | aypdu+aydo  ay,5du? + 2a,,, dudv + a0, dv?

( ) sl noti che il ragi apphca 88 bpy = (77
) ' glonameuto non Si i
; 8 ks ey essendo
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e indicheremo con by, il sistema simmetrico dei coefficienti della
forma impropriamente inirinseca F,. La forma Fj 8, come la Fy,
coniugata ad Fy, ciod valgono le

@ T Ay by = Sa* by, = 0.

Le b, sono date dalle

6) bry = T ¥, 0%, ,

ed inversamente valgono le

(3) bis g = 858, bl

Di pit si hanno formole simili

® e b= 3,

(3) quater al, = e X ¥ by -

Accanto alla (1) possiamo scrivere anche

(1) wis Fy = eXay, du, Du,Du,
Q) ter Fy = eZay, Du,Du,Du,.

La (1) . mostra che I'equazione F,= 0 definisce le tangenti
di Segre. Tutte le formole precedenti si verificuno subito in coor-
dinate asintotiche, ma noi le dimostreremo mediante calcoli diretti.

Essendo [cfr. le (3)vis del § 56]

2 Gnsp dun, duus Dy = Zaisp a9y duy duy dus = Zdu ahs dun, dus At

per dimostrare le (3) basta provare che, se si definiscono 1¢ drs dalle (3),
trico. Ora 6 evidentemente brst == bsxe 5 sicché

egse formano un sistema stmme
by1s— broa =0, oppure che

basta provare che bus= b, ossia che

295 by = 0.

Ora [cfr. le (2) del § 56}

595 g = D By ahs = B9 By 07 Bhsr = — 20" Gy =0.
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Da (3) si deduce poi [cfr. le (4) del § 56 e lo 93, == — 9]
bhs=Za¥ 9y aby = 23“%.- afs == T 9% @y,

ciod le (8)tr. E lascio al lettore il facile esercizio di provare anche le (8) b,
(3) quater © (2). Per dimostrare le (1) bss @ (1)1 basta osservare che & per le
relazioni di coniugio e per la (6) del § 56

Zaxsy Dur, Duy = e2 ays duy, dus .

B) Alcune identita notevoli.

Noi sappiamo (Cap. II § 12) che la forma F, & proporzionale
all’ Hessiano della forma Fy; la seconda espressione (1) di F prova
pertanto che la forma F; & proporzionale al covariante cubico di F.
Esiste dunque una relazione lineare ed omogenea fra F%, Fj*, F3,

e precisamente

@) F§—eF§’+—;—-JF‘;‘=O.
In particolare, usando le forme normali ¢3=— JF,, ¢f=
= — JF;, ¢, = — JF,, essa diventa
1 , 1
(4) bis Pi—egs’ — g3 =0.

La teoria dei covarianti di una forma cubica binaria conduce
anche ad altre formole importanti. Infatti le forme F. e F; essendo
proporzionali a forme covarianti di F,, evidentemente anche le
forme

Sata,, du.du,, Zb%b, du.du,, ZaPb,, du, du,

sono proporzionali a forme covarianti di F;. Ora, come & noto, I'unica
forma covariante di secondo ordine di una forma cubica binaria & il
suo Hessiano, sicché le forme sopra scritte sono nulle oppure sono
proporzionali a F,. Piu precisamente, noi dimostreremo le formole
importanti

®) Ya¥*ay, = — Ja,,,

(®) vs Sb*by, = eda,,,

L
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(B) ter Sad by, = —J¥,.
Per provare le (), occorre dimostrare anzitutto le formole
(6) Satlap = — 2J,
(6) vts SRy =2eJ,
(6) ter Tathtbgy = Sapm b* = 0.

Dalla (3) del § 55 segue subito

ik
J:—-——E—E a

S Y

3 e i
=— ZHP P Atk aips Grpg = — 5 Z¥P I Gips Opg
2

(@1 arse — 2002 a1z + @iz axn ) =

o facendo uso di (3) ter

J.—:_%zwz}&a,‘,q.

Da questo si passa subito a (6) e (6)bis: a (6) facendo uso de].la (8) quater , 2
(8) bis facendo uso della (3)ter. In quanto alla (6)ter, da (3) si ha
Sa™ by = Z¥-; &M aiy

o il secondo membro, cambiando di segno se si scambiano gli indici ter,

svanisce identicamente.
Cid premesso, osserviamo che i sistemi covarianti

S0 ains, BOF biks, Zar birs T

sono simmetrici (*). Pertanto, ricordando 1’ osservazione fatta sull’ Hessiano di
una forma cubica binaria, risulta che si possono trovare o, f e y tali che sia

ik

@y @jhs = G+ Qps 4
ik

2o biks =B . rs

Eaf-k' bars + I¥ps = Y- Qrs.

(*) Cid & evidente per i primi due, ma vale anche per il terzo. Infatti
[efr. (8) quater © (6) del § BT o (2) del § 56}

(Sal bus + JH2) — (Bat’ bas+ J 9u1) =

= — VA 287 Bl bine + T 9s) = — e []4] (22T — 26J) =0.
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Ora moltiplicando le precedenti per a™ e sommar(xdo, si trova
2o = Za¥s an, ,
2B == b by
2y = Zats by, ,

¢ basta osservare le (6) per arrivare alle (5).
Passiamo alla dimostrazione di (4). Dalle (1) e (1)uis si deduce

e Fy? — Fy? = Zain du; dux dug . Zarg du, Dus Du, —
— S agn du; dun Duy . 2 arg Quy dus Duy ‘
== Zag; G Gu; duy duy Duy (duy Dug — dus Duy )
= — e V|4 28 ani arar dus dun du, Duy . (duDv — dv Dw)
e per la (D) ws del § 56
eFyt — Fy'8 = F, 38 ag g du; duty du, Du,

e, scambiando gli indici ¢ ed 7, k e f. I & s, essendo §% = — ¥

, 1
e Ft—Fyt = 5 Fyp S9% auug trg du duy (dux Duy — duy Dux )

Applicando nuovamente la (5) bis del § 56 si deduce

‘o 1 .
e F2 — Fy? =g F 9kt 3b apg arg dui dur ,

ed osservando la (8) ter

= _flz_ Fy? 394 by aps dui dur
indi per 1a (3) quater
== -52— F22al o dus du,
e finalmente per le (5)
eF — Fy?= — % JF2 Sy du; du, = — -%—JF,’, c.d.d.

- VA Fy 595 9% agny apsedus dur (du Do — dv Du),
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§ 58. — La forma differenziale X ¢;du,.

A) Definizione delle ¢ .

Dimostreremo in questo § che il sistema covariante @, deri-
vato del sistema covariante a,,, pud sostituirsi con un sistema co-
variante ¢; ad un sol indice. Tale fatto & importantissimo, perchs,
come vedremo anche nei futuri Capitoli, cid permette di dare ai
calcoli di geometria proiettivo-differenziale delle superficie grande
semplicitd ed eleganza. Perd le formole che andiamo a dimostrare
non hanno senso se J = 0. Supponsamo quindi in tuito il § attuale
-J 0, sicchd le nostre formole non si applicano a superficie rigate.
Osserviamo dapprima che le forme Fg e F} sono linearmente indi-
pendenti (*) ; se ne deduce che ogni forma cubica coniugata ad F,
3 combinazione lineare di F, e Fj. Ora tali sono le forme
B,y du, du, du, (5 =1, 2) ; infatti, derivando covariantemente le
Saa,, =0 si trova Za™a,,, = 0. Ne segue tosto che si possono
trovare due sistemi covarianti «; e B; ad un sol indice tali che sia

(U') Qpgs; = O a'm + 34 br«t .

Ora & facilo vedere che o, = ——;—~ —'.]7'- (**) ; noi porremo

(*) Infatti, so fosse brst = % Ore; , BATEDDE

Bhrstbpg = 0 Zb¥ any, ossia J=0

per le (6)vis © (6)ter del § BT.
(**) Infatti, derivando covariantements Ia (6) del § B7, si deduce

Ji= — —é-z(a’“‘ a® qdt Arpg Crst )i =

1
= — ——2 S akr aP® a9t (Qnpgi Bret + Crog Orsti) =

= — Za* a® a ¥ arpq Crstt = = 207 Qrati -

Moltiplicando la () con a** e sommando, si ottiene pertanto, osservando
anche 1o (6) o (6) v del § B7, —Ji=— 2Jai, c.d. d.

Fuming o (ucw, Lexioni i Geomelria proisitivo-differenxials. 20
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B = eS¢t (%),

sicché

[y
K

(1) Qpggs = '_2_ ‘ Agy + 823& ‘Pk . brn .

Accanto alla (1), vale la formola analoga

1

(1) bis brni = —2-_ : br:t + 2 &ik d?k- Dopyy

|

Essa si deduce subito dalla precedente, derivando covariante-

mente la (3) del § 57, e osservando che le derivate covarianti di &, .

sono nulle.
La forma differenziale = ¢,du, & evidentemente intrinseca; ma

essa non © invariante, K invece intrinseca od invariante la forma

3 dJ
(2) Ldidu+ 5 5

ma & inutile confermarlo con calcolo, perché ci arriveremo in mode
indiretto al Cap. IX § 76 dove vedremo anche il significato geo-
metrico delle direzioni definite dall’ annullarsi di tale forma.

B) Relagioni con le prs — IIs.

Il sistema covariante a.,; appare nella formola 13) Cap. II,
§ 14 B). Usando i differenziali coniugati essa si scrive

1

T p (a‘mz — Oyxsn) du; Dy,

P—II=

ossia
(3) P —T1I = — 29" ay,, du;, Dy

(*) La ragione perché prendiamo le ¢ e non le B¢ come quantitd fon-
damentali, sta nel fatto che le ¢ dipendono raxionalmente dai coefficienti di
F, e F; e dalle loro derivate, come si verifica facilmente,
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Sostituendovi a Du, i valori (3), si trova tenendo conto suc-
cessivamente delle (3) w © (3) quater del § B7

P—T1 = — 29 9 ay,, 0, du, du, =
= — e by, 2, ay, du; du, = — Lag, 0, du, du, =
= — Bayt, du; duy = 5 (py — Tig) ddutg
e cid pud scriversi
(3) us P — T = — DauZ, (*):
Se J + 0, possiamo usare la formola (1) che da

1 o J

‘Baal, = 5 B ah + e3¢ b
1 oJ. /
= 727 @y + Sdtay, [cfr. § 57, (3) bis )
sicchd, se J £ 0,
3) o po—ma=— (g 5+ )

§ 59. — Gli invarianti del primo ordine
dell’ elemento lineare proiettivo.
4) Definizione.

In tutto ii resto del Capitolo faremo uso ds coordinate normali
@=—1 ).

(*) 8i ricordi che
B @ik == DAy s Cinar

(**) Le formole che andremo a dedurre si generalizzano senza difficolta
al caso di J qualunque, ma cid ha poco interesse.
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Porremo |
® = Za* §h=Zaa ¢ ¢ = B¢,
1) T = Za* ¢, du § = Zag, ¢ §* ¢,

W= Zp* $edu b = Zba ‘P‘ q’h 'V'

Le quantitd ®, ¥, ¥ hanno evidentemente significato intrin-

seco ed invariante (*). Essi sono del resto gl’invarianti pilt sem-
plici dell’elemento lineare -proiettivo ; vale infatti il teorema che
¢i accontentiamo d’ enunciare, che ogni invariante (assoluto) di —?—

2
che contiene soltanto derivate prime dei coefficienti di ¢y © 94 &

funzione razionale di ®, ¥ e W’. Essi sono legati dall’identitd

(2) W= @0 (™),

B) Alcune identitd nel caso ® 0.

Le forme differenziali lineari
S¢idu;, X, Duy= X, 9" du,,
S 7 P s, L6, 9" ¢ Dy, = b, ¢ du,

sono intrinseche (le due forme a destra impropriamente intrinseche)

ed invarianti. Se on, le forme E¢,du,, Z¢; Du, sono linear-

mente indipendenti e viceversa (***); in tal caso pertanto le altre
due sono combinazioni lineari di esse; precisamente valgono le

(*) Bi tenga presente che esse s'intendono calcolate in coordinate nor-
mali e che T’ & soltanto impropriamente intrinseco.

(**) Cid si vede subito, sostituendo ¢t a duy nell’identitd (4)vis del § 57.

(***) Infatti :
d1 281 ¢n
4’2 z&rl 4‘1-

:—.—-eVI-Z[_Z&“‘&rMIHV =mg¢r ¢ =V|_Z|—¢‘
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L 2 g
,Za,-,:,qa*qa‘du, = -&;anidui + & —‘ITde,Du‘,

©))
g v
Sy, " ¢ Duy = = Zdidu; + 5 3¢, Du,.
<] P
Tnfatti, noi sappiamo che si possono determinare « e B in modo che sia
Zapsr §* du;=—aXd;du; + BEZd Du;.
Sostituendovi Du ; al posto di dw e quindi sdu ; al posto di Du si ottiene
TV §¢ Duy=eBZ; dusi + aZ$p¢Du;.

Nelle due equazioni poniamo ¢ ¢ al posto di du;e quindi Z9;,-¢" al .
posto di Du,. Si ottiene, tenendo conto delle (1) § 59 o delle (3) § 57,

T=0ad , T =80,

da cui si hanno le (3).
C) Altre identita.

Dimostreremo subito che i quattro sistemi controvarianti a
due indici

(4_) ,&ik. , “ik , 2 at’kv q)r , 2b¢kr d?,-
sono linearmente indipendenti se ® z 0. Ne segue che, sotto 1" ipo-
tesi @zo, ogni sistema controvariante a due indici & combina-

zione lineare dei sistemi (4). Cid vale in particolare per ¢’du, ,
o §, ¢, du, , b7 §, ¢, du, . Precisamente proveremo che '

Y du, = (_;_ @+ g_z T, — o %@ b q;r) % 4ydu; +

(5)
1 i 1, thr ikr
+ a("'z"“”‘F 20— I 4’")24"'%
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. e ¥, 1 ¥ 1
Ta ¢, 9, duk=(- =F 9 =7 at - -5 Satr q,r)zqaidu.- +
(5) bis
_1_ ¥ ooa 1w o1k 1 ikr
+E(—- ) $3 +-§—-$a ———2—Zb (P,. an,-Du,.,
rst — _l_ ll)' ik 1 _qi' ik 1 ikr
) v, 1V 1
—_— _i_ e U 2 W ik _ ihr
+ 5 (1)8 + 3 d)a 5 Sa @)Zcp,Du,

Dimostriamo dapprima che i sistemi controvarianti (4) sono linearmente
indipendenti. Se

003'“‘ + e atk -+ cgzathrq)r + cazbur 4),‘ =0'

scambiando Z con k e sottraendo si ricava ¢, == 0.

Moltiplicando con @ix © sommando risulta anche ¢, =0 per le golite re-
lazioni di coniugio. Infine moltiplicando con @i s oppure con b3x s e tenendo
conto delle identitd (5) del § 57 si ottiene

6, ®=0 , c;®=0.
Quindi ¢, =¢, =¢,=¢; =0, c. d. d. Pertanto si pud porre
$i dup, = o, % + o 0™ + ag2a ™ Gp + 0 B0 Gy
Sa7 G §r dun = B, + Byat + By Zatr ¢, 4 B3 20 e
Shrst @y s dun, = 7, ¥ + 107 ¥ S gy 4 Y5 Zb* Y

Per determinare i coefficienti, moltiplichiamo le precedenti equazioni per

Yix , @ik , Euﬁk ¢, bk ¢, e sommiamo risﬁetto a1 o k. Moltiplicando per %x, -

osservando che 8 -+ $u; =0 e tenendo conto delle (8) e (3) vis del § 57 si trova
¢ Du; = — 2e09, Zbra ™ ¢ duy = — 28y + Sara " ¢ dg = — 29,.
Moltiplicando per @ , si trova per le relazioni di coniugio
S duy == 2, , Berady §F duy = 2By, Bbrai 7 ¢ dus = 2y,.

Moltiplicando per Eafp, ¢; e tenendo conto delle (B), (B) bis © (B) ter del § 57
dove nel caso attuale J = — 1, si trova

Sara $* dug = uzq’a
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Zarsal, $r Gs 1 ddh =8, @,
2t a'zk t!h- <|); 4)[ duk =Y [N

Similmente si trova moltiplicando per bh i

Db §° duy = — a3 P,
Sar bl Op U5 §i dun = — €3 @,
S brsi bf;h br s G1. dur = — &Y3 ®.

Le espressioni cosi trovate di 8, , B3, Y2, Y3 si possono semplificare. Infatti,
esse si possono scrivere evidentemente

Sairsats 7 ¢ § dn = B, @,
Zairs by ¢ ¢ Pt dup, = — B3P,
Bbursohe ¢ 4 dun = 1, @,
Sbirs bl ¢ §* P do = — e15 P,

D’ altra parte, sostituendo nelle (3) (*) Sak O dus al posto di du; , si
trova per le (3) stesse, osservando anche I identitd (2)

1 .
Bp® = o= (WZaki di ¢ dun + W' T8rials 4 41 du )
1 . ’
=5 (T Zaied ¢ dus — W Zbin§7 ¢ dui ) =
1
=-—b‘;— DI, du; 4
1 ’ ;
Yz‘I": (m Eai;«:‘l’r 4)’ dui - ‘szmlli' 4’8 du; ) =

)

®Z¢; Dug .

[

MIH

Similmente, sostituende nelle (3) by ! dux al posto di du; , si trova
— gy ® = (T 2 birs 7§ dug — T D ains ™ ¢ doyy ) =

®2d; Du;

I

Nl"‘ 'B'lv-

(*) Si pensi scritto 2 & ¢" dug al posto di Zd¢ Duy .
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1 ’
— 873 ® = = (W' Bbirs g ¢* duis — e T Eam ¢ ¢ du ) =

=—-~%— ®.3 i dug .

Sostituendo i valori trovati di o, ...7y; © facendo uso delle (3) si otten-
gono finalmente le formole che volevamo dimostrare. ‘

D) Il caso @ =0, ¥ $0.

Le formole (3) e (5) non hanno senso se @ = 0. Se non sol-
tanto ®=0, ma anche ¥'=0 (*), i primi membri di esse svanisco-

no identicamente. Supponiamo pertanto che sia ®==0, ma ‘on (**).

Si dimostrano facilmente le formole
(6) 29, ¢ =0d, V=¥, =1,

se & =0.
Infatti, essendo @ = ¢, P! 4 $,4? = 0, esiste una quantitd o tale che
Vidig = ot Vidlgt=— o,

ossia 29 9f = v, . Se ne deduce

Qo= Bbh §F PF PP =Z S ok P PF PP =0 Dan ¢ PP Y =0T,

D’ altra parte la (2) si riduce 8 T2 — e W = 0, sicché e =1, w?=1,
e. d. d.

Nel caso ora considerato, le forme

Z¢du;, Da, ¢ du

sono linearmente indipendenti (***), e le formole (3) vanno sostituite

(*) B quindi, come si vede subito, ¢, = §p,=0.
(**) Tale caso si pud presentare nel campo reale soltanto se e = 1.

Zand" ¢ Yy
Zaers O ¢p
=— V4] =—wliaw 0.

(***) Tnfatti =V]A] 8% ¢; arrs ¢ ¢
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con le

Z¢; Dy, = — 02, du,,
@
by, " ¢ du; = 0 Bag, §7 ¢ du,, se =0,
che si dimostrano subito osservando la prima delle (6).

Continuando a supporre ®=10, ¥ z(), dimostriamo subito
che i sistemi contravarianti a due indici
ﬂik , atk , Ea(hr ,‘pr , q)i q)k

sono linearmente indipendenti, sicché ogni sistema contravariante a
due indici ne & combinazione lineare.
In particolare valgono le formole

. . 1 N i x‘ oy
(8) ‘Ptduh:(—g—&'k + 'Eaa )2‘P1dui+ ¢q;? Zairxq) q) dui?

(8) bis Ta'r 4),, q)s du,- = Eai"" (!),. . 2(1), du,; +
+ (_ _;)_a,ik + _;_aik ) Sag, ¢ ¢ du,

che sostituiscono le (5), (5) us © (5) wer (*) nel caso attualmente con-
siderato.

Por dimostrare 1’ indipendenza dei quattro sistemi contravarianti sopra
enumerati supponiamo che valga un’ identitd della forma
e + e ot 4 e B §p + o3P =0,

o dimostriamo che & ¢, = ¢, = ¢y = ;== 0. Scambiando ¢ con k e sottraendo,
risulta ¢, = 0. Moltiplicando per @i e sommando si ottiene

2¢, + e3P =2¢, =0.

Moltiplicando per ¢; ¢» e sommando si ha

¥ e P2 =0c, ¥ =0,

sicché ¢; = 0 e quindi anche ¢; =0, ¢. d. d.

(*) B evidentemente Zbirs ¢, ¢ du; =0 Z airs §, ¢y du; .
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Possiamo pertanto porre
O dux = oo 9% - o, a'* + oy Zar g, | oy Pt P*
2 airt gy i dun == By 9% + B o + By Zatr g + By &Y 4.

Moltiplicando per 9 e sommando si trova subito (si tenga presente che
s=1)

Sgidu;, fo=— »-;l- Sairs O ¢ duy .

wle

&y —
Moltiplicando per @ e sommando, si ottiene pure subito (essendo
Zapdi Pr=0=10) .
Tgidu =2, Zaisd” ¢t du;=28,.

Moltiplicando per ¢: ¢» e sommando si ottiene, osservando che Edq ¢ =
=& =0, .
=0, T du; =TPe.

Infine moltiplicando per Z am¢* e sommando si ha, osservando che oz =0,
St duyy =0 ¥,
2 @i oy Pr §s Gt dies, = Po T o ag $r §t - P2 T
Ora la (5) del § 57 dimostra che
20t apdy §t = Zar G T Pt =San TP =2 =0,
sicch® risulterd Bs = 0 se ci riesce di provare che
2 g Gpgi §7 $F 4P dug =0,
e le formole (8) e (8) v saranno dimostrate.
Ora cid segue immediatamente dalla formola generale
) 5 oty gt 7 4 49 dtg = — - @ T duy
o dalla nostra ipotesi ® == 0. La formola (9) é stata dimostrata a pag. 311,
gotto 1’ ipotesi ® 20 , ma essa evidentemonte non pud cessare d’ esser valida

se P =0.
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§ 60. — Invarianti del secondo ordine

dell’ elemento lineare proiettivo.

A) Definizione.

Oltre gli invarianti @, ¥ e Y studiati al § precedente, ci
sard utile considerare quattro ulteriori invarianti che dipendono
anche dalle derivate seconde dei coefficienti dell’ elemento lineare
proiettivo. Essi sono (le ¢, sono naturalmente le derivate cova-

rianti di ¢,)

K m — 30 = — e [ I+

L gme)| o,

R LT
W r=zvg= o ()

8 =30, 4 , =320, ¢.

Osserviamo che H e @' sono soltanto impropriamente intrin-
seche. La quaniits K mon & che la curvaturc della forma ¢, ; cid si
vede facilmente calcolandola in coordinate asintotiche (**). La H =0
¢ la condizione che caralierizza uud superficie isotermo—asiniotica.

B) 1l caso & 0.

Supponiamo ora @20. Allora ogni forma lineare in du , dv

(*) L identits Zar g, = L[ (e + O (i ¢?)| si dimo-
Via L Oou ER)
stra nel calcolo assoluto al solito supponendo che Z¢; du; sia un differenziale
esatto; ma la dimostrazione (v. p. es. Buaxcu1, Lexdoni di geometria differen-
xiale, vol. I, 3% ed., p. 85) vale in generale.

(**) Ci torneremo al Cap. IX.
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si pud esprimere come combinazione lineare di 2, du; e Z¢, Du, (Y.
Cio vale in particolare per i differenziali d®, dW', d¥'. Precisa-
mente si hanno le formole

d¢=(_3K+2.q.)e_%:_wi)Z¢‘-dui+
@ :
+s(_g+2&;_‘lﬁ)2¢5bm,
3s W'H 9 ¥K 3
(2)1)1-
, 38 WH 9 ¥K 3 o
+e(—-—‘l"——2—- "% @ —?O)E(P:D“n
. 3 ¥H 9 WK 3 .
’w"(_?Tb“_"z“ T3 ")2"“”“”r
@

Le identita dedotte al § precedente forniscono una facile dimostrazions
delle formole precedenti.
Infatti

ad = dZa"tPi 4’-* = 220/”(@;5 $y duy, = 224’1‘}{ q;i duy .

Sostituendovi i valori (5) del § 59 per ¢ duy ed osservando le (1) i ricava
subito la formola (2). Similmente

AT = dZai, ¢, §; = I aﬁhq;, $e Gi dun + 3Zam O, &y b du
AW == dZbr% §y ¢ $1 = Zb:ffk Pr by $y At + 3T, Gy Pix dre, .

Ora dalle (1) e (1) del § 58 si ha, essendo J = — 1,

ari = e Sy, b . bret,

bﬁih ==X P Pt | aret,

(*) Cfr. § 59, pag. 308.
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cosicche
AT = eZ % Pt dun 20" Pp s ¢ + 3Zarst Oy s i dur =

= —e¥'3 $; Dm + 33 a""cp, $s Pir A N
A9 = — U I Y; Du; + 3T b ¢, ;s Gin drn .
Sostituendovi a Sar* ¢, ¢ dux © b7, ¢, duy i valori (5) vis © (B) ter
del § 59, ed osservando le (1) si ottengono le formole (2)bis © (2) ter.

C) 1l easo ® = 0.

Se & =¥ = 0, & naturalmente d P = d¥=d¥ = 0. Se ¢ =0,

ma ‘I"zo, 8 =a¥, (0= 1), come sappiamo dal § 59 (pag.
312); o si dimostra precisamente nello stesso modo che vale anche

la prima delle

=006,
®)
H=30K; se =0,

la seconda identitd sard dimostrata fra poco. La formola (2);, va
sostituita con la

) AW = (¥ 4 36) X ¢,du, — 9K Sa,,, ¢ ¢* du,
(se @ = 0).

Per dimostrare la seconda delle (3) osserviamo che, nells nostre ipotesi,
0=d®= 22(1"'4!,1 Gy duy, = 224}51; QPi duy .

Sostituendovi il valore di ¢* duy dato nella (8) del § 59, risulta
iR oy
(wH — 3K) 2 du; + _‘__—__224)";! ik S a i §* du; = 0.

Ora le forme differenziali Z¢y¢ du; e Zags$" * du; -sono linearmente in-
dipendenti (*), Vale dunque la seconda delle (3) ed anche la 2¢¢ ¢* g =0 (*¥).

(*) Cfr. § 59, pag. 812.
3 eT'e’

() 80 820, 5 294 ¢t g = — oo L0 —tTE

o . Infatti, so-
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E similmente si dimostra la (4). Infatti, 8, come a pag. 817, essendo qui s =1,
= o,

A0 = — 0TI Du; + 3T a7 . ¢, $irn dten .

Sostituendovi il valore di Ta™ ¢, ¢, du, dato nella (8)ms del § 59, ed

osservando la (1) del § 60 o la prima delle (7) del § 59 si trova la formola

cercata (4).

D) 11 caso delle @ e T costanti.

Come prima applicazione delle formole del presente § dimo-
streremo che: Se ® ¢ W sono costanti, &

1
H=0, K=——&,
(5) ) .
8::—-3—"1)., 9=———-—3 llr.

Viceversa se valgono le (5), ® e W sono costanti (¥).

Tofatti, se ® = ¥ =0, & ¢1 == ¢3 =0, e quindi per le (1) anche H=
—K=0=6=0. Se ®=0, ¥= costante zo, 1a (4) d, e forme Z; du
o Xair §” ¢* essendo indipendenti,

1
8=— 5%, E=0,

o basta ricordare le (3) e la ¥"==w T per vedere !’ esattezza dells (5). Se in-
fine d® = d¥ =0, ma ¥ 2 0, le forme 2¢; du; e E¢; Du; essendo indipen-

denti, le (5) si deducono tosto dalle (2) e (2)bn. E in modo perfettamente

analogo si dimostra la proposizione inversa. E

stituendo ¢* & dus e quindi zero a Z¢y Duy == E¥n¢” du; nella formola (6)
del § 59, si trova
¢t ¢h=_;__¢ath +%zmur¢r__ ,%zbnr% .
Moltiplicando per ¢u e osservando le (1) si giunge subito alla formola
che si voleva dedurre.

(*) Vedremo pit tardi che le corrispondenti superficie sono quelle che
ammettono % deformazioni proiettive in sé.
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§ 61. — Il primo problema dell’applicabilita proiettiva.

4) Preliminari.

1 problema che ora ci accingiamo a risolvere, partendo dalle
ricerche dei §§ precedenti, si enuncia: Dati due elementi lineari
proteftivi, riconoscere se & possibile trasformare I’uno nell’ aliro cam-
biando opportunamente le variabili indipendenti e, mel caso afferma-

- tivo, determinore tutle quelle trasformazion:.

Nel caso che gli elementi lineari dati appartengano effettiva-
mente a due superficie date, tal problema & equivalente all’altro
di riconoscere se le due superficie sono proiettivamente applicabili
o, nel caso affermativo, di determinare tutte le corrispondenze che
realizzano 1’ applicabilits (*). Noi possiamo senz’ altro escludere il
caso J =0 esaurientemente trattato al Cap. IV § 40, e far uso di

forme normali. Riteniamo le nostre solite notazioni per il primo

elemento lineare _:a , & per I'altro %3 faremo uso di notazioni
2

2
_ analoghe dotate di un soprassegno. Il nostro problema & stato riso-

luto, per la prima volta, dal Carrax, nella Memoria Sur la défor-
mation projective des surfaces, Annales de I’ Ecole Normale, (3) 37,
1920, pagg. 259-356 (cfr. pagg. 807-311). Il metodo di Cartan
suppone risoluta 1’ equazione cubica ¢y= 0. Noi non faremo uso

di nessuna irrazionalitd oltre la solita J[4].

B) Condizioni necessarie.

Supponiamo dapprima che esistano due invarianti (propri o
impropri) P e @ del primo elemento lineare proiettivo (**) le quali

(*) Cid & stato dimostrato al Cap. II, § 20 4). 1l problema si pud chia-
mare il primo problema dell’ applicabilita proiettiva, analogamente alla lo-
cuzione usata dal Bianchi nel caso metrico. )

(**) Cioé quantith intrinseche o impropriamente intrinsechs, che dipendono
soltanto dai coefficienti di g e ¢ e dalle loro derivate.
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op 9P

. - : . ou  9v |~
siano funzioni sndipendenti di u, v ciod tali che 2 = 0.
_ du dv |
Allora anche P e @ devono essere funzioni indipendenti di », .
Poniamo 7, = 1 oppure n,=—1 secondo che P & invariante
proprio o improprio, e similmente 7, = 1 oppure 7, =—1 secondo

- il ecomportamento di Q. La trasformazione cercata, se esiste, & evi-
dentemente tale che sono soddisfatte le

(1) P=a,P , @=0,Q,

dove o, =1 se =1, e a,=~+1se y,=—1. Un primo passo
nella risoluzione del nostro problema sara pertanto di esaminare se
le (1) si possono risolvere rispetto a %, v. Se cosi non & il pro-
blema ¢ subito risolto negativamente. Invece, nel caso affermativo,
affinch® un sistema di soluzioni possa fornirei la trasformazione
cercata, © evidentemente necessario che, se ;= — 1, il segno a, sia
quello dello Iacobiano di W, v rispetto a u,v. Per breviti di-
ciamo soluzioni proprie di (1) quelle che soddisfano a questa con-
dizione relativa ai segni (*).

C) Condizioni sufflcienti.

Scelti gli invarianti P e @ comunque, purché funzioni indi-
pendenti di u e v, I'esistenza di una soluzione propria delle (1) &
soltanto una condizione mecessaria per la trasformabilitd di pg:9;
in ¢3° Ps. , ,

Per trovare condizioni sufficienti, osserviamo dapprima che si
possono, con semplici derivazioni, dedurre da due invarianti qua-
lunque P e @, degli invarianti nuovi. Infatli, posto

A(P,Q)=ZLa"P,Q:, A(P,P)=A(P)

@)
E(P’Q)-':za‘k‘PthQli E(PsP)=E(P)3

* Bem=m=1, (e quindi @, = o, = 1) ogni soluzione di (1) & pro-
pria. Le soluzioni che non sono proprie non hanno per noi nessun interesse.

-
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gono invarianti nuovi le espressioni (¥)

A(P), A(P,Q), A(Q),
E(P), E(P,Q), E@,P), E(Q).

&)

Ora possiamo enunciare il teorema: Se P e Q sono due inva-
rianti di py: Py che siano funzioni indipendenti diu e v, condizions

. necessarie ¢ sufficienti affinché oy : ¢q sia trasformabile in Py : ¢y SONO

1° che esista qualche soluzione propria (**)
@ u="T,v), v=V(u,v)
delle (1);

2° che le equazions
A(P)=AP), AP, Q=0,0,A(P, Q)

@ 3Q=AQ, E(F)=0o,E(P),
" E( Q9=xE(P,Q, E@. P=2,EQ.P).

EQ=axEQ (™). -

siano conseguenza delle (4). Le trasformazioni di ¢g: ¢, in P3P

(*) Esse son legate dalle identita facilmente dimostrabili :
A(QE(P)—24(P,Q)E(P, Q)+ A(P)E(Q,P)=0,
A(QE(P,Q) —2A(P,QE(Q,P)+AF)EQ) =0,

E(P), EP,Q), EQ,P »

EP,0, 50, 3@ |+[a@s@—ap,or|=0.

A(P), AP, Q), A(Q)

Se p. es. P & invariante proprio, Q improprio, A(P), A(Q}, E(F),

E(Q, P) sono invarianti propri e gli altri impropri.

(**) Cfr. pag. 320.

(***) doveisegni a; son quelli che compaiono nelle (1). Tra le equasioni
(4) s, quattro soltanto sono indipendenti. Cfr. la penultima nota a pié di pag.

Fusnv o Eucw, Lexiont di Geometria protsitivo-differmaials, 21
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sono tutte e sole quelle soluzioni proprie di (1) che si trovano nelle
condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema basta evidentemente provare che,
scelte P e Q a nuove variabili indipendenti (*), i coefficienti delle
forme trasformate di p, e @z sono funzioni razionali delle quantitd
(3), & coefficienti numerici. Ma, dato il significato intrinseco di P
e Q o delle espressioni (3), basta provare che i coefficienti delle
®, © Py stesse sono funzioni razionali delle sole

A(u)‘) A(u: 1)) ece.
Ora
A(w)y=all, A(u,v)=a??, A-;v):.—azz"

E(u)=a1, E(u,v)=a'?, E(v,u)a'®, E(r)=a®,

od a, © ay; sono evidentemente funzioni razionali, a coefficienti
numerici, delle a® e a™.

Per poter applicare il teorema ora dimostrato in tutti i casi
in cui esso & applicabile, occorre saper decidere se un dato ele-
mento lineare ¢,: @, possiede due invarianti che siano funzioni in-
dipendenti di » e ». A cid risponde il teorema che noi dimostre-
remo al § seguente: dato comunque wn elemento lineare prosettivo
®3:Pa, 0 vi sono due fumzioni indipendenti fra le espressioni

(5) ¢,‘F’ lIr” H!K) e) 8’
definite ai §§ 59 e 60, oppure non & possibile trovare due invarianti
‘di py: gy che siano funzioni indipendenti di u e V.

D) Nuova forma delle condizioni sufficienti.

In particolare, il criterio precedente & applicabile se ® o W
sono funzioni indipendenti di » e v. Ma in tal caso possiamo enun-
ciare un criterio piti semplice: Se ® ¢ W sono funzioni indipen-

(*) Cid & possibile, essendo per ipotesi P e ( funzioni indipendenti
di 4 o 2.
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denti di u e v, condizioni necessarie ¢ sufficienti affinché @z @, sia
trasformabile in ;p;a: @y 8Om0 : A
1° che esista qualche soluzione

(6) u=U@,v), v=V(u,v)

delle equazioni =&, T=V;
2° che, essendo o. il segno dello Iacobiano

kil U
du ' ov
ov.  av |’
du ' ov

le equazioni
-‘I"_’=alIJ", H= aH, K:K, 6:9, 6':0.@'
siano conseguenza delle (6). Le trasformazioni di ¢4:¢, in ;, : ?p?z

sono tutte e sole quelle che soddisfano alle condizioni dell’ enunciato.

Per dimostrare il teorema, osserviamo dapprima che, se si possono (*), par-
tendo da un’ espressione intrinseca P qualsiasi, definire due altre espressioni
intrinseche Py e Py (**) dalla

(7 dP=P; Z¢; du; + PuZ; Du; ,
ed &
D Po=—p 3¢ P, Pu= — 2974 Py ().

Q essendo un’altra espressiome intrinseca, poniamo analogamente

dQ = Q1 2¢; du; + QuIi Dus .

(*) Be ®
di e v

(**) Se P 6 propriamente intrinseco, Py & pr. intr. e Pn & impr. intr.;
ge P & impr. intr., P; & impr. intr. e Py é pr. intr.

(***) Cid segue dalla definizione stessa di .

0; in particolare dunque se ® e ¥ sono funzioni indipendenti

>
<
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Begue
A(P; O)=za"‘P( Or=

=2a* (P i + PuZ % dr) (Qr¢n + Qui ¥ ) =
=P Q1 Za* ¢ ¢r + (Pr Qu + PuQr ) 28 ¢m ¢

4+ PuQuIddna®Pros.
Ors
Sa*dida=®, TPt == ' =0,
2 Bes S @ QT PF = I I agy agy % S 4T P =
=28 Gpap §r = —sZap PP =—0e&,
cosicohé
® AP, =@ (Pt Q1 —sPuQu),
e in particolare
(8) bis A(P)=® (P{ — s Ph).
Similmente

E(P,Q)=Za™M P, P, Q)=
=3aMPr¢i + Pul 8" ) Prr+Pu8ad®) (Qrdi + QuIdudt) =
=Pl o Za™ gt +
+ P (2Pu Qi+ 2P Qu) Za® 8" dudy +
+ Pu(Pu Q1 + 2P1 Qu) Za™ $p S §7 ¢* ¢ +-
+ Pit QuZ a™ 8r ba S dr ¢ ¢4*
--onde, ricordando la definizione di ¥ ¢ ¥’ e le_ formole (3) e (8) nie del § 57,
E(P, Q) =0 (Pl Q'+ 2¢Pi PuQu-+ e P Q1) —

®
— TP Qut2h Pn Q1 + 8 P Qu)
in particolare
©) bis E(P)=WP; (Pl + 8¢ Ph) — W Pu(8 P + s P}

Ora possiamo tosto dimostrare il teorema di pag. 323. Infatti, per il teo-
rema di pag. 321, basta provare che le A(®), A(®,T), A(T), E(®), E(P, W)
E(T, ®), E(T) si possono esprimere razionalmente mediante ¢ , ¥, ¥, H ,
K, 0, . Orale (7) e (8) mostrano che quelle quantité sono funzioni mio:
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@, Ty (*); & altra parte, lo formole (2)

pali di ®, @, 0, ®r, Pu,
w’,H,K,G,O"

o (2) v del § 60 esprimeno @y , P, T, , Oy mediante @, 7,

§ 62. — Continuazione. Elementi lineari proiettivi

con un gruppo continuo di trasformazioni in sé.

A) Alcune formole preliminari.
Prima di procedere alla risoluzione del nostro problema anche
nel caso in cui le sette espressioni
1) &, v,V , H,K,8,6

sono funzioni di una di esse, occorre premettere qualche formola
gulle forme differenziali lineari

Zq); du‘ ) 2([). Dug y Ea‘" q)' q)‘ du, .
Siano - S du; , 2fidu,

due forme differenziali lineari nelle variabili wewv, e d, & siano
due simboli diversi di differenziali; poniamo col Cartan

2 a; du; Z 34 d‘u,-
@) [ZBa;du;, 2B, dug] = Yo, du; LB du =

= € IA[Z%MW& [du > dv].

Valgono le formole (**)

(*) E di &; ma ¢ & funzione razionale di &, ¥, ¥, per I'identitd (2)
del § 69. B
(**) Infatti, per la (1), la (2) del § 56 o la (8) wr del § B7,

[Eds dus , 2y Dug ] = [Bi dwg , B9ndr dusg 1=
= e[ 4] 29% 8t 47 [du, do] =V 4| s ¢ [du, do],
[20s duis ; Baire 4 ¢ dus ] = e || A] 39 anpe o ¢ 4 [du, do] =
=e)|4| 2br s ¢ ¢* [du , do].
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(2) e [Z¢idu, , 24, Du] =[A] @ [du, dv] ,
(@) o [Z¢edu; , Zay, ¢ ¢*du] = e[A] ¥ [du, dv].

Covari .
ovariante bilineare della forma differenziale lineare Za,; du;

si dice (*) I’ espressione a due sistemi di differenziali
(3) (z oy du‘)l= 52 o d’u‘ —dZX - 7] au‘ =

= s/4|Z a,, [du, dv]

] . .

dt;ﬁ :?e ::fx:lndo derivate covarianti rispetto a (una qualsiasi forma
iale quadratica, poniamo ri 3

: tal , ispetto a ¢,). E ovvio ch

(Ba;du)’= 0 allora ed allora soltanto se Za,du; & un diﬁ‘erenzicalz

esatto.
Dimostriamo che: 1° se d>> 0
b

@ (Sgedu)=—e 2 [S4,du,, T¢,Du],
(4) v ) (2¢: Du,)= 3¢ é{; [Zd,du,, Z¢, Du].
2° b=0; = |
se 0; lIJ'<0
%) s du) = — L;,. [Z¢idu,, Sa,, ¢ ¢ dug],

OI

(5) bis (zain (lﬂ' '«p‘ du‘)'= —_— (1 + 2 v ) [2 c,p‘ du‘ , za‘" q)r 4); du,].

Infatti, da (8) si deduce

(B4 du ) = e || 4] 294 g [du , do] =
= eVEH[du, dov] ,

%'
(*) Cfr. p. es. Goumsar Lepons sur le probléme de Pfaff, p. 17,
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(24 Doy ) = (23 ¢ dis Yy =cl|4| 2848 0" [du , dv] =

— V[A] 20 g [du, do] = 3V | 4| K [du , do],

o basta ricordare la (2) s per dedurne lo (4) e (4)bis, @ 18 (2) tor POT dedurre

la (5). Similmente si deduce da (3)
(Bt 4 dui Y= ¢ V4| B 9% apandr ¢ [du, 401 +
+ 2e V14| 294 af’ dr b [du, d0)
cosicohs, ricordando 1a (3) ter del § 57 o la (1) del § 58

(Saimdr ¢* dui ) = —¢ | 4| T+ 298) [dw, dol.

Osservando la (2)ter si ricava la (5) bis-

B) Un lemma.

Se Do, du; e TB; du, sono due forme differenziali lineari linear-
mente indipendenti nelle variabili w, v, e \ & una funzione gqua-
lunque di u, v ma non costante, e se melle equazioni

(Z oy d.lli)'="— A [20.1 dui y EB,' dl]i] y
(Egduy=B [Eagduy, 2B duy] ,
dA = CZa, dui + szi dui

‘le A,B,C, D sono funzioni della sola \, si pud con quadrature
determinare un fattore integrante per Sa,du, e per LB du, pits ge-
neralmente per A, oy dug + Ag BB, duy, A, e A, essendo funzioni
qualunque della sola X ; tal fattore integrante & funzione della sola A.

Basta provare 1’ esistenza di un fattore integrante per Doy duy (¥). Ora

da (8) si ricava, se p & funzione di A,

ZO, le condizioni dell’ enunciato restano soddisfatte se in-

(*) Se p.es. Ay
duy + Ag2B; dug al posto di oy dr .

troduciamo la forma A 2oy
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(pZaidus Y ==p( By dt; ) + [Zay duy , dp] =
. d
=(pa+D -a{—) [Bos dug , B dug ).
Se D %0, & pertanto
—[A dx
e f" Sea; duy
un differenziale esatto; se invece D =0,

CZag du = dA

& pure un differenziale esatto.

0) 1l teorema fondamentale.

Se tutte lo quantits (1) somo funziomi di una sola variabile

l.rt)\(u, v), e non & simullaneamente ® = cost., ¥ = cost., con-
tl_czao_ne necessaria e sufficiente per la trasformabilitd di @y: ¢y in
PaiPa & che

a 2 T ’ -q—r"} E 3 E 3 -6 ’ 6"
siano le slesse funzioni di una sola variabile r=X(a, V) come
le (1) di \ La trasformazione di 9y, in @ 9 pud farsi in
! modi che si trovano con guadralure.

I evidente che le condizioni dell’ enunciato sono necessarie. Per dimo-
strare che son sufficienti, e per trovare effettivamente le trasformazioni di

%31 9; iD P : ¢y, distinguiamo due casi.
1° caso: @ 20. Posto
Doy duy = 2; dug 5 ZPs dui == Bds Duy
A=® o8 ®=cost.,, A=T

le condizioni del lemma son soddisfatte, in virtd delle (4) e (4) bis © della (2)
del § 60.. Il lemma oi dice pertanto che possiamo con guadrature determinare
due funzioni di w, o, siano U e ¥, tali che

aU = pZrduc , 4V =cZ¢ D,
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p © o essendo funzioni di A. Analogamente si veds che possiamo con quadrature
determinare due fanzioni di @ e v, siano T eV, tali che

4T = p2fids , @V =0Z%iDws
inoltre p & o sono le stesse funzioni di T come p e o di A. Per fissare le

idee, supponiamo D 20 (*).
1a trasformazione cercata non pud essere contenuta che fra le (**)

{6) F=xr , O=U+a, @ costante arbitraria.

E, comungque si scelga a, 1a trasformazione scritta porta @5 : @, in @ :;g.
Peor vederlo, introduciamo A e U+aalpostodiuer(ere T al posto
di % e v) come nuove variabili indipendenti. B (ofr. 1a (7) del § 61)

a=0C, in=D, (U+a)1=p , (U+a)1x=0,
=0, =D, Ti=p, Ou=0; -
inoltre &, ¥, ¥, C, D sono funzioni della sola . e ,T,T,C, D sono
le stesse funzioni di . Le equazioni (8) e (9) del § 61 mostrano quindi im-
mediatamente che, introdotte le nuove variabili sopra nominate, sard q.;s D=
= g * Py in virtl delle (6), ¢. d. d.
90 cago : ® == 0. Scegliendo

S dug == Zds drtg Zﬁ;dugz}:a,-,-,q;"q:‘dui, A=U,

le ipotesi del lemma sono goddisfatte per lo (B) e (5) bis © per 1a (4) del § 60.
11 lemma dice che si possono con quadrature determinare U e V in modo che sia

dU = pZ¢¢ dus AV = o Dairs " dusi

p © o essendo funzioni della sola A. E si continua come 80pTa, cosicchd possiamo
lasciare al lettore il resto della dimostrazione (**¥).

(*8e D=0, & C z 0 (altrimenti A sarebbe costante, contro 1’ipo-

tesi), e si procede analogamente,

(**) Si osservi che A 8 U sono funzioni indipendenti di w, v, essendo
oD z 0.

(=) 1 lettore vedrd facilmente che il lemma si pud usare a determinare
con quadrature le linee agintotiche, le linee di Darboux o di Segre, le linee
integrali di Z¢s du; = 0, ecc.
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Corollario : 8¢ le (1) sono funzioni di una sola variabile, ma
& ¢ U non sono simultaneamente costanti, U elemenlo lineare proiel-
tivo ammetie un gruppo coniinuo di deformazioni proiettive in 8é.
Basta prendere, nel teorema che precede, 53 : ;2 identico a ®gz: Ps.
Da cid risulta che non possono esistere due invarianti funzioni
indipendenti di u, v, come abbiamo gia annunciato a pag. 322,

Resta il caso in cui @ e ¥ sono costanti. Allora vale il se-
guente teorema semplicissimo :

Se @ ¢ W sono costanti, condizioni necessarie e sufficienti per

lo trasformabilits di Py : @ in Pg: Py SOMO
t=e , =@ , ¥=V.

La trasformazione pud farsi in w? modi che s trovano con qua-
drature.

1 evidente che e condisioni dette sono necessarie; per dimostrare che
sono sufficienti, distinguiamo tre casi.

1°caso: @ 20. Lo (4) e (4)bis si scrivono, ricordando il teorema del
§ 60 D, ‘
(Zgidus Y =0, (S¢: Dus Y= — — [Bi dui T Dowi ).
La prima dice che .

aU

3¢ duy = — 38 T

& un differenziale esatto; e dalla seconda si ottiene tosto

- (UZdu Duy Y =0,
cogicché anche

UZ ¢ Dus = aV

% un differenziale esatto. Introdotte U e V a nuove variabili indipendenti (*),
si trova senza difficoltd, ricorrendo alle formole 8) e (9) del § 61

1

=g @t — 9edV?),

PUNTSS———

(%) Si vede subito che esse sono funzioni indipendenti di « e o.
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(@3Us + 3W U4V +

e
B=FTUs 8

+9WdU V4 21T dV3).

Introducendo in modo analogo nuove variabili indipendenti al pesto di
w o 7, si vede subito che ponendo '

T=U,V=4+V®

@55 g 81 trasforma in 53 : ;2. Ora U e V non sono determinate che a meno
di sostituzioni della forma

al , aV+0b,

con @, b costanti (a, z O) cosicchs risulta provato tutto cid che si é enunciato.

2 cago: =0, ¥ z 0. Osservando di nuovo le (5) del § 60 D, le (5)
[} (5) bis danno

(B4 du Y =0, (Zaiwmd” §* dui ) = — “]é‘ [Z¢s dus , D $* dua ],

8i pud quindi porre

B¢ duy = —3 —‘ig , USainsdr §f dus = av.

Introducendo U e ¥ come nuove variabili indipendenti, il che il lettore
faccia come esercizio, si giunge facilmente alla dimostrazione dell’ enunciato.

30 cagso: ® =0 =0, ossia ¢, =y = 0, quindi in particolare K=0.
La curvatura di g, essendo nulla, gi possono, come ben i sa, introdurre
con quadrature nuove variabili indipendenti in modo che i nuovi coefficienti
di ¢, siano costanti.

La (1) del § 58 mostra che anche i nuovi coefficienti di @3 sono costanti.
Fd & un facile teorema d’algebra che due eoppie di tali forme si possono tra-
sformare I una nell’ altra mediante una sostituzione lineare a coefficienti co-
stanti in du , dv, a oui corrispondono o *? trasformazioni in %, .

Corollario : Se @ e W sono costanti, U elemento lineare proiettivo
Py : Py ammette > trasjormazioni in 8é.

(*) + secondo che T —w oppure ¥'=—1T.
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Quadro di formole per coordinate asindotiche.
au=%?611’=an‘=o’ © == 8gN Gy,
G131 = G13B , Oag3 =037,
F,= 2andudv y F8= Gy (Mus -+ 7@3)-

J=_ P

G2

Bu=19u=0 , 9,=—3 =|ay|,
1

=M=0 , M=—9=———

Du=—wdu , Dv=odv,
Dy = — wp;du + wpgdv.
byg=by =0,
by = — 085, , by = wayT,
F; = wayy (— Pdud + 1dv?).

1 dlog(yak:p)

b L O0SGED 1 slegain
- 2 3’u ’ t B 2 av .
In coordinate normali :

G19=B1 , Oy =0 , Ggq==P?,

o=s8gnfy , by = — 0Py, bygy = @fyh.
py = 2Bydudy , ;= By (Bdu 4 Ydv),
¢ = wBy (— Bdu + 7dv),

— 8 log By? __ dlogp?y
b= ou » =T,

(8 62, ]
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)

2 3 logByt dlogB®y

=5 " ou v
1 (dlogp\®, 1 (6 log B2y )3’
=7 ( TEE e
o (8logpt ® (810g$21 )3_ .
= ( TR\ e
1 d%log (31
E=— 3 “Gudv
1 8log(B:1)
H= 1871 ou dv ’
1 dlogPy® (9%log pr®? _ @ 9logfr alogfy? )
8= By ou ( ou? “ou  Ou
1 dlogB®y 82 log B2 alogpx Jlog@ 1) .
+ -[37{7 v ov? v v
o dlogpy? (9%log Bt _ @ log gy 0logBy® )
= B2 ou ( du? ou
o dlogpty [0%logft dlog By dlogp? '()
TR o ( ov? v v
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CONDIZIONI I’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE

PROIETTIVAMENTE APPLICABILI

§ 63. — Condizioni d’integrabilita
delle equazioni fondamentali.

4) Equazioni preliminari.

Al Cap. IT § 14 4) e C) abbiamo visto che, fissato comunque
il fattore arbitrario delle coordinate omogenee z del punto mobile
di una superficie S non sviluppabile, valgono le equazion: fonda-
mentali -

1) 2, =2Xa},z+ 0, X +p.%,
(1) b X, =lz4 Zm]z,,

e le formole duali

(@) e =—2320L & + 6, E4 78,
(2) i Bo=NE-+Zpik,.

Di pili, abbiamo trovato al Cap. Il § 14 B) e C) e §16C)
alcune relazioni fra i coefficienti, e precisamente le
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Za"a,,=0,

2a"” p,, =Za" %, =0,

Pre == Dory Tors == Tury Mg == Moy P = llar s

My = Tos — (K 4 J) Oy s =P — (K + T) O,
L+N+E+J,=0,

3)

Tps — Pre == zaroi( (*)'

Queste equazioni esprimono, in particolare, i coefficienti delle
(2)  (2) w, mediante quelli di (1) e (1) s : basta adunque occu-
parci delle (1) e (1), Gid al luogo citato abbiamo osservato che,
derivando covariantemente le (1), possiamo ottenere i valori dei
coefficienti di (1), espressi mediante le @y Gy Pre: OIR
faremo questo calcolo. Del resto i valori delle m,, si trovano gia
dalle (3), cosicche soltanto le espressioni di I, saranno nuove. Deri-
viamo adunque covariantemente le (1). Si oftiene, tenendo conto
delle (1) stesse,

Ty =28 [Orge -+ Eafa Gins -+ Pra O + Gre my] +
+ Gy X + @a:l Pu + Qg lt + Pm) .
1 2

Se ne deduce, ricordando che 9 4 3 =10,
292, =32 [29 a,, + 29" ak, ay, +

+ 29 a, p, + 280, m] +
+ @9 a, py + 290,10 + 29 D) 2.

Ma dal Cap. VI, § 57, (3)ur © (5)wr 8i

Z¥ta;, py = oY py, BH ar, ag, = Lot ag, = J ¥,

(*) Cfr. Cap. VI, § 58, (3). Si ricordi cbe Bary = Edu Grens.
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e dal Cap. 11 § 1E)
Tyg ~ P = (12, 12) 22 = — KAa2?,
Tye — gy = (12, 12) 2! = KAz,
ossia
@ 29 z,, = K39, 2.
Dunque
S [28% @y + (K + J) 8 + T8 (@ prs + 0rmd)] +

+ (Zby P + 9 arllt + L9 ) @ = 0.

I punti #, 2!, #® essendo linearmente indipendenti, seguono
le relazioni

(5) S9ta,, + (E+J)d:+ 29 (@ p. + @ my) =0,

(6) 26 pu + L3 (@l + pru) =0.

B) Trasformazione delle ().

Le equazioni ora dedotte si possono trasformare. Cominciamo
con le (5): noi non ne dedurremo niente di nuovo, ma ritroveremo
soltanto una parte delle (3), e precisamente le

M, == My, , Za” Tps == 0 y Tps = Dps = zarsii .

Moltiplicando la (5) per @i ¢ sommando rispetto a ¢ ed 7, si ottiene,
osservando che = a¥" §.; = S ai" @rsir = 0,

9% @i @i Prs + S a7 arsmyi =0,

ossia
Z9stpys + 2¥tan, = 0.

Essendo p,, = pg; , risulta confermato che ome == M. Moltiplicando
invece la (B) per 9 ed osservando che 29 a.q0 =0, si ottiene

28(K+ J) + T gir &"atipr: + 2-9‘41' 9‘”!17-; Myi =0 3

Ry il

Fusint e &mon, Lexioni di Goomelria profettivo-diff 22
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oppure, scambiando nel terzo termine ¢ con ed s con ¢,
2e(K + J) + 29 $tay (pre + Myg) = 0.
Ora dal Cap. VI, § 56, (2) e (4) si deduce
D §ir 9ot gy = 29 PpiaMt = ea™,
cosicché risulta
(K + J) == ~— Zar* (prs -+ Mrs) = — 2" Mps.
Posto adunque -
My = Ttrs — (K + J) Grs (¥)

risulta confermato che 3a"* %, = 0.
Introdueondo le ., al posto delle m,s nelle (5), si ottiene, osservando

che Z9% @ys @t = Sri
D9 Gy + Z9% Gy Prs + Z$ Grmy = 0.

Dimostriamo che quest’ equazione equivale all’ultima delle (3). A tale scopo
moltiplichiamola per dus Du, . Ricordando le (8) e (8) quster del Cap. VI § 56
risulta .

% 94 @iz dt; Dttr + 2 prs Dttr Dty — e 2 duy dug .

E basta, per giungere al risultato voluto, osservare che

Epys Dty Dus = 83 prs duer du, (*%).

C) Calcolo delle ; .

Invece dalla (6), come abbiamo enunciato, possiamo trarre il

valore delle ;. Moltiplicandola per a™* $,, e sommando rispetto a

h e r si deduce

L8, M py + DI Fa L, + T8 I e Py =0,
donde la formola cercata
¢3) I, = Xaj p, —eZ 9, ¥ a* Py

(*) Bappiamo che le % cosi definite son quello che compaiono nelle (2).
(**) Cfr. Cap. VI, § 56, (6), e § 58, (3) e (3)uu.
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8 63, Cl

Essendo aff = D3 b = e T 9¥ 9 n,,, possiamo scriverla

anche

1
Iy =— A [#111 Paa — 24419 Pz + 2122 P11 +
+ a3 (P1se — Pr21) — %1t (D122 — Pazs)] »
(7) bis
1
ly=— a [@112 P22 — 2099 P12 1+ 222 P11 +

A+ gy (P12 — P121) — %1 (Pr3s — P221)]

Naturalmente, il caleolo correlativo conduce alle
(D) ter = — D0} Ty — X8, ¥ar T, .

11 confronto di (7) € (7)wr conduce alla formola
® I — A = Sa¥* (P, + m) — Zaln ()

come ora dimostreremo.

Sottraendo 1a (7) wr dalla (7) otteniamo dapprima
h— = 2“:‘ (Prs + ﬂrﬂ) — D ¥ a* (Prst — Torst )

sicchd bisogna provare soltanto che
B a @ (Prse — Tpst ) = 52""':"3 .

Ora, derivand& covariantemente 1 ultima delle (8), otteniamo

kp
Prat = Torst = zarsgpt = — 28 ¥ Cs—pr

cosicch®
290 M @k (Prar — Trst) = — ZFa ¥ ¢ @M GraZpt

(*) Si ricordi che 20 = A rn Ask Gihrs «
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Ora dalle (3)1er © (3)vis del Cap. VI § 67 si deduce )
vere sono pertanto
— 2O 30 = — 290 by = s Zafly , P ‘
sicohs (1) T 9 g, I + DO my, — Db my, = 0,
z&ih&"ak" (pr;t'—ﬂr“)=gzatg““’ (2) E&“l“ + 2’3“ al"mirplu= 0.
che ¢ la formola che si voleva dimostrare.
B) Studio delle (1).
§ 64. — Continuazione. Dimostriamo che la (1) non da niente di nuovo, ma soltanto
permette di ritrovare la penultima delle (8) del § 63.
4) Condisjoni d’inte i
) | @'integrabilita delle (1) Dallo (6) del § 63 si deduce
: A = B b¥ pis %D ik -
Al § 63 abbiamo richiamato le equazioni fondamentali (1) B9 an by = B0 pue + BITL
° (%) ws © 1o relazioni (3) fra i coefficienti di esse a cui abbiamo Sostituendo nella (1), si ottiene
aggiunto le formole (7) e (8) che danno le 7, deducendole dalle _ N o
condizioni d’integrabilitd delle (1). Per completare lo studio, do- (1) bis 2 9 (prix + mrin) + Db (P — mp) = 0.
vremo ancora soltanto aggiungere le equazioni che si traggono Dalla
dalle (1) u . A questo studio qui i rivolgiamo scrivendo che X, = s =i — (K + J)ari
=X,;, ossia Z8* X, =0. Derivando covariantemente le (2) si .
trova tenendo conto delle (1) si deduce
Mypik = Trik = {Kk + Ju) iy
Xp=lpz + Lz, + Zm, " + cogiocﬁé 1a (1) pis diventa, ricordando che 2 b ap =0,
+ zm: (Za,,‘,x‘ + arhx + Prx 13) (1) ter 29 (prix “+ Trik) — D9 @ (Kx+ In) + Ebf'k (Pik‘—“ﬁik)=0-
ossia Moltiplicando per a™ %5 © sommando rispetto ad s, si deduce
Xih:zzr(ltark + my,, + Ea;km“) -+ . 2&""3”@"(]%“-{-ﬂrth)—zwk&it(Kk"‘Jk) + a}‘.aﬁ" (pgk—na)=0,
F Ly + Z2m; pu) x 4 my, X. ossia

o

Se ne deduce (1) quater K: + J, = — eX ¥ §y 07 (prlh/ + men) — Sae (Pir in ).
Ora dalle (7) e (7)er 5i deduce

L9+ X, = Z2 ¥ au I + 29 my,, — Zb) m,,) 4 ; _

L+ A= Sat (pi — min) + € 3 9ir 958 4P (Prst = Torat)

4 (291, + 20 m po) x. ikrs t) e confrontan-

Eseguendo nell’ ultimo termine la sostituzione ctrik

Deve essere Z9* X, = 0. Le relazioni che ¢i rimangono da scri- do con (1) ter si ritrova la penultima delle (3) del § 63, come abbiamo enunciato.
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C) Studio della (2).

Resta infine la (2); noi dimestreremo che essa equivale alla
(3) Ebr“ (p"" + 7:7‘") + 22b:ﬁ3 (pr.l + 1trl) = 2 ﬁﬂt .

Sostituendo nella (2) =y al posto di mq», essa diventa (¥)
(2) bus D9 Iy + 8% a™ prs mir == 0 ().

Per la penultima delle (3) del § 63 Z (4 = :
differenziale esatto, cosicché : (bt dydu=—dR—dism

290 U = — 290 dp = = 208 (la — Aa)
e la (2)pis puod scriversi
(2) tor 9Kl — Ap) = — 28 a7 (pir + i) (Prs — Txs)
Ora dall’ ultima delle (3) del § 63 si deduce
9 o (Prs — Tas) = — D g Py = — 29 g, .
e ricordando la formola (3)er del Cap. VI § 57,

3 (Prs — Tous) $hqrs = 3 irs ,

e sostituendo nella (2) tor
(2) quater IO (L — A) = — 207, (pir + mir) .
Derivando covariantemente la (8) del § 63 si deduce

I Ao = 205 (Pro + 7a) + 24l (Prer + Trn) — Bailimn

(*) 8i osservi che I8 a"f @i pre = Z¥* py. = 0.
(**) Ci6 si potrebbe scrivere anche

Pu Pz P
T T Tee |,
an ai as

he — lﬁ:-i—
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cosicché ..
29 (g — M) = bk, (prs + Trs) + Bhrek (prax + Torsn) — Sbrek

onde, confrontando con (2) quster 5 si deduce la formola cercata (3).

%

D) Esame delle condizioni d’integrabilita.

Abbiamo gia trovato fuite le condizioni d’ integrabilita delle
equazioni fondamentali ; esse sono le (3), (M e (1) del § 63 ¢
la (3) del § 64. Fra queste equazioni, ve ne sono sei che conten-
gono 1, by Ay Mgt 1o penultima delle (3), 12 (7) e 1a (7) o (con
i=1,2).

Noi possiamo defindre le I, e N mediante quattro di esse 0
quattro combinazioni di esse, p. es. mediante la penultima riga
delle (3) del § 63 e le (8) del § 63 ed otteniamo pertanto ancora
due equazioni che non contengono pit nd I, né A, Esse sono evi-
dentemente le (1) : che possiamo mettere sotto la forma piu semplice

) 23 (P + Trip) = Z¥*a,, (Br+ Ji) + Lo apt, (%)
Osserviamo ancora che nelle (3) e (4) compaiono i coefficienti

q:-.t - pTS + ﬂf!
della forma

B (Pr + Tore) B, dty = Pp+1l

gia considerata al Cap. II § 14 B).

(*) Infatti, dall’ ultima delle (8) del § 63 si deduce
=¥ (pn — mn)=—2 b ain—s

onde sostituendo nella (1) er si ricava la (4).
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E) Teorema riassuntivo.

Prima di procedere, sard opportuno enunciare un teorema che
riassume i risultati finora ottenuti:

Una superficie S non sviluppabile, cd il fattore arbitrariamente
prescritio delle coordinate omogence dei punti di essa sono individualt,
a meno di una sostituzione linecare unimodulare, a coefficient: costanti,
conoscendo le tre forme differenziali infrinsechc

F, = Sa, du, du,, Fg=Za,, du.duy, du,,
2 q,, du, du,,
legate dalle identita (condizioni d' integrabilitd) necessarie e sufficienti:
Yaa,, =0,
a
Bacq, =0,
28‘“ qﬂk = Z&lk ;o (Kk + Jk) — Eb{»k a,kl. [
{n :
2 brlt q"g + 2 2 bl.l'g q" = 2 br._l_t"‘ .

Le coordinate omogenee x dei punti di S si caleolano integrando il
primo gruppo di equaziont fondamentali

x,,=2a§.x, +Pux +al‘lX)
X;=Lx+3mx,,

sotio la condizione iniziale (XX, X X)= V1A].

1
Posto & = —ﬂ_;A_—| (x X, X,), le & (coordinate dei pian: tangenti
di S), 8i ottengono integrando il seconds gruppo di equazioni fon-
damentali. (*)

(*) Naturalmente, integrato il primo gruppo (p. 8.) 1o & anche il secondo.
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E"=—-zai"&i+ﬂ"&+ang1
E;-—"=7\1§+2P‘I&r>

sotto la condizione iniziale (8§, & 8) = ¢JTA].
I coefficienti delle equazioni fondamentali 81 calcolano dalle formole

Prs 4 Trs = qes 5 Pre = Trs = — > Dpg—i
My, = Trs — (K + J) Arg
(m) Popg = Prs — (K + J) Qg

L4+ M= ’—(Ki‘{' Ji)
ll""')‘i = E‘a;‘s Qrs — zal):rs .

Tl lettore confronti le formole trovate con quelle del Cap. II,
§ 16 D) relative al caso particolare di linee coordinate asintotiche.

§ 65. — Trasformazione delle equazioni
trovate per superficie non rigate.

Caso di coordinate normali.

4) Tl caso J +0.

Supponendo J # 0, escludendo ciod il caso di superficie rigate,

possiamo meitere le equazioni trovate sotto un’altra forma. Essendo

Sarg,,= 0 possiamo porre allora
(1) Qrs = Eti afi's =27 a,,

introducendo cosi, al posto della forma quadratica g, du, du, la
forma lineare

2 T = 3t dy; .
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Ricordando la formola (1) del Cap. VI § 58, otteniamo, derivando
covariantemente la (1) : ‘

1 J,
(1) ws Qe = DT af, 4+ 5 7 Bat, T+

+ 629, 40 6L 7.

Dal Cap. VI, § 57 (8) us © (5) wr © § 58 (1), si deduce

1 .
Bb apt, = - Bb% aiy T+ eDOF b D' =
1 J*
== TZb? a,k,—j- + Eb?‘ Ayxe q)‘ = 2‘8',, (—%— J* + J(l)').

Dalle (1) e (1) we © dal Cap VI §57 8) @ (B)wr © § 58
(1) us si deduce

Zpr t Ors = _'—Zbr“";-"qn + z&zq a™ 4"’ Grs =
—_ 1 ant (1 J‘ e i 113 1
=3 a,,c,—j-—l— ’l’ta’n"i:z& T "Q"Jz'*""l’t y
ix ‘ ik ot 1 i ot Jx '
Y Qrin = Ty a,.":er -—2—2'& ﬂ‘,‘—j—‘t“"‘ez& &M(!)qb,‘."f,'—"
=2b%y + ——Zb"‘——t,, + Db ¢y
E bnt Ebrn 4 1 st Jt rat hE
Qrss = [« -+ _2— za!‘lb ""j"tl+ Za bn 4‘; T =

= Jza“(f“ + q)‘t‘) + —%—21‘)"-’,‘&.
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Di pia (%)
b .=z[iir ¢,,,+3(1 J"+<p,,>( ~—+4~)

2
®3)
+(—1——J—+¢,) (5 A +¢,) (————Mt)} b

Sostituendo nelle (IT) del § 64, si tfovano le equazioni equi-

valenti
S 1 J,
b [t" (2 J 4)') c,.]

=28 a, (K + Ju) + JEd, (—;—TJIZ + q’r) )

JZ¥" [r,. + (—-32-—{;— + 4») fr} = —Zb%,

dove si pud sostituire a sp, il valore (3).

(*) Infatti, dalla (1)bis del Cap. VI § 58 si deduce successivamente

me"='—l"‘zbm 4 28t ot = 2( ; I + $r ) st

zbm"_z(.l__‘_]"_*.q, ) brst +z(—;——{‘}i+¢n)bm =

2
el 55l
[2 + s + ( + ¢r 5 J+‘~Ps bret
zb_m—z[—;— T +¢,.+(—;—3}+¢r)(—;—3f+¢ )]b"w

onde 1a formola del testo.
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B) Nuovo enunciato per le coordinate normali.

Le equazioni precedenti si semplificano e diventano particolar-
mente utili usando le forme normali (J = — 1). Per comodita del
lettore diamo qui un enunciato completo :

Una superficie non rigata S determina ire forme differenziali
intrinseche ed invarianii

¢y = Za,du, du,,
¢g == D, du, du, duy,
T = Zr du;,
legate dalle identita
Ta"a,=0 (t=1,2)
8531 B2 A1

(4) Az 832 8322 Bgpe | =— 1,
837 833 899
Ea‘:l(tn"_ ‘P-fr)= 4’1 —Kiw (i = 1 ) 2)
(B)
29 (tn + (P- Tr) = Zbh™ ("Put + 34)" ‘pt + q)r ‘P. (PC) 3
dove K ¢ la curvatura di @, € le §; son definite dalle
Brpy = EZ'&ik ¢k' bnt )

dove le & somo definite dalle (1), 6 pag. 298, § 56.

Viceversa, date le tre forme differenziali ¢y, @5, T, soddisfa-

centi alle (A) e (B), esiste la superficie S corrispondente ed & com-
pletamente determinata a meno di collineazioni (*). Le coordinate nor-
mali x dei punti di S si ollengono integrando il sistema

(*) Ad una superficie correlativa alla .S corrispondono le forme @, , — 93,
— T
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Xps = Za‘,,x;—&— anX +Prlx)
(Cl-) X, =Lx+Imx

=V[Al|; le coordinate normali &

s viome iniziale (XX, Xg X)
sotto la condiz (xxy ndo il sistema analogo

dei piani tangenti di S si ottengono inlegra

Ers: —E‘ai'axi+ a’ruE + ﬁrs&)
C ‘
© B =ME+ 36,
sotto la condizione imiziale (€, ¢, E) = eV/[A] . Del resto le x eleé
sono legate dalle
1
, V14l
I coefficienti delle (Cy) e (Cy) st determinano dalle equazions

t= (%3 %) x=ﬁ(f;&1€2)-

Prs + Ty = Eam o )
Prs— Trs = = Argi q)‘ ]

m,, = “rs+(1—~K)a'!‘53

o) o = Prs + (1 — K) )
L+n=—K,
| — & = 5 — 280 (e + $e 80 ()
| ) ol =sZ%p¢ebl’ [Cap. VI, § 568, (1]
_=Zajp¢e =Zal ¢y [Cap. VI, § 57 (3)wel,
onde

aiy =2 a} $ps+ o dp,

o per la stessa equazione precedente (che si pud scrivere saf,=3at" ¢q)

=25 ($ps + o s )-

Inoltre Za}’ grs=205 Gt =Zan =" [Cap. VI, § 57, ®)].
Indi si deduce subito la formola del testo dall’ ultima delle (IIT) a pag. 345.
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—~ § 66. — Nuova trasformazione delle equazioni
trovate per il caso di coordinate normali.

4) Introdusione della funzione ausiliaria o.

 Le relazioni fra le forme p,, g5 © T si scompongono in due
gruppi : il gruppo (A) dice soltanto che ¢, & coniugata a ¢, ©
che ¢, e g, son forme mormali; il secondo gruppo (B), relativo
alle «,, si pud porre in una forma assai elegante con I’introdu-
zione di una nuova incognita ausiliaria o col metodo che ora an-
diamo a spiegare. Per breviti, poniamo

1) B =34 =Z0™ hre + Br b + b s )
>

Essendo J=—1 <0, ogni sistema covariante a due indici

& combinazione lineare di

k
Qs ] &r: ] th @y

dove v, & un sistema covariante ad un indice.
Quindi possiamo porre

Tre + (P. T, = 00, + a&,., + zvx, a:. .

In apparenza introduciamo, olire o, tre altre incognite a, v4, Vs,
ma esse si determinano subito. Infatti moltiplicando la precedente
con aj* oppure con 9" si trova rispettivamente, per le (B) del § 65,

¢¢_K£=zvha’?a:t=zvbaua:‘anp
=2vka*?aw=v, *,
B=aZ¥* 9, = —2ea (™).

(*) Cfr. Cap. VI, § 57, (5).
(**) Cfr. Cap. VI, § b6, (2).
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Quindi : L’ incognita ausiliaria o, di ocui faremo uso, ¢ quella defi-
nita da

~

@ et % =— 5 B+ Zal, (h— K9 + oo,

- dove B & definita dalla (1). E queste equazioni (2) possono sosti-

tuire le (B) da cui siamo partiti. In altre parole, date le forme 9s, Ps
[soddisfacenti alle (A)] e la forma T, affinché esista una superficie
corrispondente & mecessario e sufficiente che valgano le (2) con qualche
valore di o.

B) Studio delle (2).

Cerchiamo le condizioni d integrabilita di queste equazioni (2)
quando come incognite &i assumano le ..
Derivando covariantemente le (2), si deduce tenendo conto

delle (2) stesse (*)

T + (P — s d)t, — 06+ O e By =
= '%‘ B"Ps&rt - —'S-Btart + Eaf': ("Pit - Kit) -

-_— Lp, za:.t (lP‘ — K‘) + 82\9,4 q)q . Eb:.s (ﬂ!)i —_— K‘).
Moltiplicando con & si trova **

s9tc,, + Hi, — 2% a0, + 6Xd¥a,, b, =

m LBy — B b (e — ) + 236 (0 — K.

Ora le identita (4) del § 63 valgono qualunque sia il sistema
covariante z;, (anche se x; non Sono derivate, come ivi si suppo-

(*) Si ricordi la (1) del Cap. VI § 88, (in cui J==—1).
(=) Cir. Cap. VI, § 56, (2), § 57, (8)ter, § 60 (1).
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neva) (¥); dunque

s, = EKEZ%,
e la precedente pud seriversi
' (3, K + a, H) o' — 230, (6, + o) =

L (5 Be) 3 2 B 2RI

Moltiplicando per Yot 8y, =E¥ a ()@ sommando rispetto
a r, si ottiene

3) c‘-}-ct{),—kz(em‘}uﬂ-{—aMK)t"::
= 5397 an (B, B Tel (bt 20k — K, —24.K).
Le cercate condizioni d’ integrabilita. hanno condotto alle equa-

zioni (3) nelle . Dobbiamo ora scrivere la condizione di integrabilita
di queste. Troviamo la N

4) 3Ho + (0 H, + ¥ K)rt. =
- LS (Bt 24,B) + LBE+2—®)+

+ 3O,+ 3\1"_— Zbr“ (Kru + 4-Krs 43: +

+ 2K, 4o+ 4K 4 8) D

(*) Infatti esse si dimostrano nello stesso modo nel caso generale; del
resto, ne & facilissima la verifica in coordinate asintotiche.

(**) Per 1’uguaglianza delle due espressioni, cfr. Cap. V1, § 56, 4).

(#**) Derivando covariantemente le (3) si deduce tenendo conto delle (2) e (3)

oir + 0 (br — &t $r + Kaiyr — s Hby) + Z(on K. + e 3 Hr) T —

— Z[eH (Frr bt + $uidr + K (o i + o e )] =

e
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§ 67, — Deformazione proiettiva.

4) 11 problema fondamentale.

Ora ci rivolgeremo al problema importante :
Dato un elemenio lineare proiettivo —%—3— , riconoscere se esiste
2

qualche superficie corrispondente e, nel caso affermativo, determinarle
tutte. Date le ricerche del Cap. IV § 40, possiamo omettere il caso
J=0; sappiamo che in tal caso esistono sempre delle superficie
(rigate) corrispondenti (dipendenti da una fanzione arbitraria che
8 1a j di & ¢.) Possiamo quindi supporre J=—1 sicchs il pro-
plema si enuncia: date le forme @, e g soddisfacenti alle (A) del
§ 65 B, riconoscere se le equazioni (B) del § 65 nelle incognite Ty , Ty
ammettono qualche soluzione e, nel caso affermativo, determinarne tutte
le soluzioni. Ora noi abbiamo visto, al § 66 4, che le equazioni (B)
sono equivalenti alle (2) del § 66 che contengono oltre Ty © T
!’ incognita ausiliaria o. Noi abbiamo calcolato le condizioni d’in-
tegrabilita delle (2), che sono le (3) del § 66.

e

v

9% am (Brs + Br§s + Bdsr) +
+-;—qu £9%au (B: + Bds )+ —;- B (K %i» — Haw) +
+ Zaf (o + s Gor — Kar — 280 Ko — 2% Ki) —
— s DA (Yo 4 205 b — Ko — 20s Ko) +
F oD BBY (Gui + 20 b — Kt — 245 Ki) —

— Ezal (¢ —Ks) — e H2bi (45 — Ks)-

Dobbiamo scrivere che oy == 03, ossia ohe X9 o = 0. Moltiplicando
pertanto la precedente con 3 ¢ sommando rispetto ad ¢ e 7, si ottiene la
formola (4) del testo, se si ricordano le formole Cap. VI, § 56 (2) e 4),
§ BT (3) ter © (3) quater §59 (1) e §60 (1), ® la formola (1) del § presente.

Fusiv e &scH, Lexiont di Geometria protttivo-differenaiale. 93




354 CAPITOLO SETTIMO . [§ 67, 4]

Notiamo che le (2) e (3) insieme esprimono tutte le derivate
di t,, T, © 6 come polinomi lineari (non omogenei) delle’ ©y, Ty
o o stesse. Come condizione d’ integrabilitd delle (8) abbiamo tro-
vato la (4) del § 66, che ha la forma

(o) Ao+ Mt AT =1,

A, A, Ay © . essendo funzioni note. E noi non continueremo il
caleolo effettivo giacchd le formole si complicano troppo ; ma & fa-
cile continuarlo in ogni caso particolare. Derivando la (4) e tenendo
conto delle (2) o (3), si ottengono evidentemente due ulteriori re-
lazioni della stessa forma («); da ciascuna di esse si derivano nello
stesso modo due ulteriori relazioni della stessa forma, e cosl di
seguito. E quindi chiaro che cinque casi sono possibili :

1° le relazioni della forma (a) che si trovano nel modo ora
descritto sono contradditorie. E questo il caso generale *), se si
scelgono a caso le forme g © @g; MOn esisle nessund superficie di
elemento lineare proietiivo -:%"—;

2
9¢ dalle relazioni della forma () si trovano valori ben de-

terminati di t;, 7, (e quindi anche di o). Esiste (a meno di colli-

neazioni) una sola superficie di elemento lineare proiettivo %——, protet-
2

tivamente indeformabile. La terza forma fondamentale si caleola dal-

I’ elemento lineare proiettivo medianie sole operazioni razionali e de-
rivaziont ;

3¢ le relazioni della forma () si riducono a due linearmente
indipendenti sicch® esse si possono ridurre alla forma

=61, + b, a=o01, +d (™).

dove a, b, ¢, d son funzioni conosciute,

(*) Infatti, 1 elemento lineare proiettivo dipende essenzialmente da due
funzioni arbitrarie di % e o, p. es. dalle solite § e y, mentre una superfiote
dipende solo da wna funzione arbitraria di due argomenti.

(**) Se le relazioni della forma () dessero un valore determinato per =T,
basta sostituire T, a T ;.8 poi dessero valori determinati per 7, e 7y, anche
il valore di ¢ sarebbe determinato.
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_ Sostituendo nelle (2) e (3) si ricavano due sole relazioni della
forma =

oty

ot

1

—_—=mT +n —_— =My T -|—n
6'u, 11 1 ov 2 2o

dove m,, mg, My, Ny hanno valori conoseiuti.
Tali equazioni formano evidentemente un sistema completa-
mente integrabile, e t; se ne ricava mediante quadrature. Le super-

ficie di elemento lineare protettivo Fa dipendono essenzialmente (ri-

2
guardando come identiche due superficie collineari) da un para-
metro. La terza forma fondamentale si caleola dall’ elemento linedre
proiettivo con quadrature. La terza forma & del tipo

T, du; = B1) du; + By, du;

con ¢ costante arbitraria ;
4° 1a relazione (4) del § 66 non & soddisfatta identicamente,
ma tutte le ulteriori relazioni della forma (a) son conseguenza al-

gebrica di essa. Le superficie di elemento lineare proiettivo —:idc'-
2

pendono essenzialmente da due coslanti arbitrarie. La terza forma €
Br,du; = S dug + ¢, By dug + Co 2% du,

con due costanti arbitrarie ¢,  ¢;;
5° la relazione (4) del § 66 & identicamente soddisfatta. Le
(2) e (3) del § 66 formano un sistema completamente integrabile.

Le superficie di elemento lineare proiettivo % dipendono essenzial-

2
mente da tre costanti arbitrarie. La terza forma &

S, du, = S du; + 6,2 du; + e D5 du; + c3 By duy

con tre costanti arbitrarie. Determineremo al § 69 tutte le super-
ficie di questa classe. '

Notiamo che dall’analisi fatta risulta:

Se una superficie & proieltivamente deformabile, essa fa parte di
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una famighia continua di superficie che dipende da uno, due, o tre

parametrs (%), tutte proieitivamente “applicabili fra di loro.

B) 11 sistema coniugato di deformazione proiettiva.

Sia k_?i_3_ I’ elemento lineare proiettivo di due superficie 8, S

P2
applicabili ma non omografiche (**) e siano 2, dy, , St du; le

terze forme fondamentali di esse. Poniamo

T‘_'Q:"—X‘-

I Cartan, nella Memoria gia citata al Cap. VI § 61, ha tro-
vato il significato geometrico delle linee definite dall’ equazione
differenziale :

1) B8,y du, du, = 0.
“Tsse formano evidentemente un sistema coniugato (che si pud
ridurre ad un sistema d’ asintotiche contato due volte) che Cartan

dice il sistema coniugato di deformazione proiettiva (***). L’ equa-
zione (1) si pud scrivere anche (cfr. la (1) del § 65)

(1) bis z (q“ - é:t) du, ﬁu« =0

Per ogni sistema di valori (w,v) i piani osculatori delle curve

corrispondenti di § e S nei due punti (v, v) formano due stelle
omografiche. Possiamo quindi (in «? modi) sostituire & S una su-

perficie S'(u, v) ad essa collineare (variabile al variare di %, v)

(*) riguardando come identiche due superficie collineari.

-(**) Pit precisamente, la corrispondenza fra S e T che si ottiene facendo
corrispondersi i punti che appartengono & valori uguali di » e v, non gia
proiettiva. S e § possono invece easere omografiche in virtd di un’ altra cor-
rispondenza puntuale fra di esse, anzi identiche.

(***) Se una superficie ammette ! deformate proiettive, essa possiede
un solo sistema coniugato di deformagione proiettiva. Essa ne pud possedere
invece ! 0 w? se & proiettivamente deformabile in ®? o in co® modi.

I8 67, C] GONDIZIONI D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE ecCC. 357

tale che mel punto (u, v) una curva qualsiasi di 8 e la curva cor-
rispondente di &'(u, v) abbiano lo stesso piano osculatore (e la
gtessa tangente).

Si fissi comungue per ogni valore di (v ,v) una tale superficie
8'(u, v). Siano Py, Py, Py... punti fissi nello spazio, e Pi(w, v),
Plu,v), Piu,v)... quelli che vi corrispondono nell’ omografia che
porta S in S'(w,?). Si fissi ad arbitrio una relazione f(u,?)=10
e sia C la curva corrispondente di S. Posto f(u,v)=10, anche i
punti Pi(x, v), Pju,v) ... descrivono delle curve, e per ogni valore

" fisso di (u,v) le tangenti a tutte queste curve incontrano una tan-

geonte ben determinata (data la relazione fu,v)=0) ¢ di Sin (u,v).
Allora ed allora soltanto che C soddisfa alla 1), tela tangente a C.
Lascio al lettore la facile dimostrazione (*)-

©) Superficie B © R,.

Se Za™ Y, X,zo, ossia se si tratta proprio di un sistema co-

niugato, la superficie dicesi superficie R e 1o due congruenze delle
tangenti alle curve del sistema coniugato di deformazione proiettiva
diconsi congruenze B. Le superficie e congruenzé R furono studiate
per la prima volta, da un punto di vista del tutto diverso, dallo
Tzitzéica nel 1911, ed importanti risultati su di esse son stati tro-
vati, oltre che da Tzitzéica, da Demoulin e da Tonas. Di questo si
® gia parlato al Cap. V § 52 e § 54.

o ™y, .= 0 sicchd il sistema coniugato di deformazione
proiettiva si riduce ad un sistema di asintotiche contato due volte
1a superficie si dird superficie Ro.

Ii Cartan ha dimostrato che le superficie R dipendono da sei
funzio'ni"mbitmrie di un argomenio, Ci limitiamo ad enunciare queste
risultato (**). Le superficie R, dipendono da cinque funziont arbi-

(*) L’ enunciato del Cartan & formalmente diverso. Egli da pure un’ altra

. proprietd cinematica del sistema coniugato di deformazione proiettiva (¥. l.ec.

pagg. 278-279).
(**) Mem. cit., pagg. 280 ¢ 290-292.
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irarie di un argomento. Questo risultato, dovuto pure al Cartan (*
sard dimostrato tosto in modo molto semplice.

D) Deformazione proiettiva di una superficie data.

Al principio di questo § abbiamo supposto che sia dato un
elemento lineare proiettivo —:—’ senza sapere a priori se esiste qual-

2
- che snperficie corrispondente. Ora supponiamo invece che sia data
una superficie (non rigata) e che si voglia riconoscere se essa &
proietiivamente deformabile e, in caso affermativo, determinarne tuite
le deformate protettive. In altre parole, ora supponiamo nota una
soluzione particolare (t , t,, o) delle (2) del § 66 e vogliamo ricer-
care le eventuali ulteriori soluzioni (;, t,, ). Pesto

T—Th=Y , 0—O0=1u,

possiamo introdurre y; e % come nuove incognite. Alle (2) del § 66
corrispondono evidentemente le equazioni omogenee

@ You + B0 Yo = B0 %

Come condizioni d’integrabilita delle (2) otteniamo, come si
vede ormai senza calcolo dalle (3) del § 66,

(3) % - wYe + E(ew‘)“H-{—aMK)x":—-O,
e condizione d’integrabilitd di queste & (cfr. (4) del § 66)
4) 3H»+ Z(@"H, 4+ %" K,)y. = 0.

Una superficie ¢ proiettivamnte deformabile allora ed allora
sollanto che le (2) ammetiono qualche soluzione, olire la soluzione evi-
dente y; = Y, =%=0.

(*) Mem, ocit. pagg. 294-5.
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Ogni soluzione delle (2) soddisfa pure alle (8) e (4). Dfari.va;x;ii: :
la (4) e tenendo conto delle (2) e (3) si arTiva a due ul(tierfmrl;l o
gzioni lin. om. fra %;, Xz © * €cC. La superﬁa? & in ?(1)' oo
ge cosl si arriva a tre relazioni lin. indipendenti, ecc. Ci limi

i i i rficie R,.
o a trattare il caso particolare di supe '
" Per una superficie R, olire alle (2), deve essere soddisfatta

anche la

(5} Zaf'x,.x,:ﬂx,x’=0.
Derivandola covariantemente si deduce
S =0

Moltiplicando (2) per X" risulta pertanto Y% = Ya* = 0 ossia
x= 0. Ora dalla (5) segue (*) che

Z&“x"=m2a“x’°, o=11

sicchs la (3) da (H 4 oK) ¥:=0 ossia
(6) HioE=0, o="11.

Una superficie & R, allora ed allora soltanto che & soddisfatia
l 6 N : y 0 .
| %n(fat)ti noi abbiamo appunto dimostrato che per ognl sugerficw
R. vale la (6). Viceversa, se & soddisfatta la (6), la superficie e;ft:
os?sia. le (2) ammettono una soluzione con Za”*y,x = 0. Infa
tutte lo condizioni @ integrabilita delle

()] v+ eZ¥y=0, Yre T G Yr =0

son soddisfatte, se vale la (6); lascio la facile dimostrazione al
lettore.

(*) Basta sostituire ¢; con s nel ragionamento che oi condusse alla prima

formole (6) del Cap. VI § B9. . _ N
e (‘21).m1nveée)ﬂ fatto che una superficie sia B non puo esprimersi coll’ an

pullare un invariante dell’ elemento lineare proiettivo.
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Da questo risultato si deduce subito che le superficie R, si
ottengono integrando un’equazione alle derivate parziali del quinto
ordine. Infatti se z = f(x, y) & I’ equazione di una superficie in

coordinate non omogenee, 1’ espressione dell’invariante H - 0K
contiene derivate di f fino al quinto ordine.

§ 68. Teoremi varii sulle saperficie R e R,.

4) Elemento lineare riferito alle asintotiche.

L’elemento lineare proiettivo di una superficiec B o R, si pud
mettere sotto una forma notevole. A tale scopo osserviamo che

dalle (B) del § 65 B seguono le relazioni equivalenti alle &)
del § 67 ,

A e+ 4% =0, D (o + dux,) =0.

Scegliendo le asintotiche come linee coordinate, esse diventano

st N R O B _
3u+.( Xa=0 , av‘f—-p—)(g——(),

Oxa , OlogBy* 9y, , dlogpty
B T w1 T gy T g, =0,

oppure

8 8
5 (M) =0, ——(Bxa) =0,
1 :

B (1) =1 o (1) =0.

Le prime due danno
ﬁXB = U ) .(Xl e V

con U funzione della sola » e ¥V funzione della sola », sicch®
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I’ equazione del sistema coniugato di deformazione proiettiva &
b8,y du, du, = — o (Udu® — Vdv?)=0.

La forma quadrafica qui scritta essendo (impropriamente) in-
trinseca, si pud, scegliendo convenientemente il pax.'au_letro u, sup-
porre (}z= 1, a meno che sia U=0 *); ;2 su;nlmente, sce-

i i puo dere V2=1.
liendo v in modo opportuno, si puo rem ‘
¢ Se la superficie & R, possiamo quindi supporre (**), sceghex::z
convenientemente il parametro v, che gia U=0, V=11 0pp

1
Ye=0 , x1=i—;-

Sostituendo nella terza delle (1) si deduce B,= 0, e cambiando
anche il parametro u si arriva ad avere

@ B=1.

Scegliendo opportunamente i parametri u, v delle asintoliche (")
di una superficie R, U elemento lineare proiettivo assume la forma
canonica

(2) bis (Pﬁ == 2“{ du dV y (Pa = “{dua + ’(2 dv3

in cus B=1. Viceversa, sc f=1, la superficie € Ro_ \(****?.
Notiamo che si poteva dedurre questo risultato pit rapidamente

serivendo la (6) del § 67 in coordinate asintotiche.

(*) Si noti che UV?\O per uva superficie B e UV =0 per una su-

P tualmente % con
**) gcambiando eventualmente % . o -
é**“)‘) 1l sistema coniugato di deformazione proiettive si riduce alle asin
totiche ¥ = costante. . .
(****) Infatti le (1) sono allora soddisfatte ponendo

1 R
Xi———'Ta X =0.
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Se invece la superficie d R, possiamo soegliere i parametri

delle asintotiche in modo che sia

UP="Vt=1, ossia = +— y a=7t 3 ;
anzi, ricordando che le 7y non sono definite che a meno d’un fattor
costante, possiamo supporre :

1 1
Y=, bza? , a¥=1,

La terza delle (1) da poi la condizione di Demoulin
(3) Te=aB, , =1

sicchd Bdu -+ aydy = adf v_é un differenziale esatto.
Viceversa se valgono le (3), la superficie & R, le (1) essendo

soddisfatte ponendo ¥, = —i— y Yg=a —;—

Vale pertanto il teorema : Scegliendo opportunamente ¢ para-
meiri u, v delle asintotiche di una auprrfme R, U elemento lineare
prmettwo assume la forma canonica

: ¢y = 2af,f,dudv
(3) bls o= i 1
s = fuf, (af, du? + £, dv3)

in oui Yo= 1 B,. Viceversa se To= 4 8. la superficie ¢ R (“)
B) Un teorema per le superficie B o &.
Se 8 conoscono le equazioni in termins finiti delle asintotiche

di una superficie Ry, la riduzione dell’ elemento lineare proiettivo alla
forma canonica (2) ., 8 effettua con gquadrature. Cid segue senz’ altro

("‘) Ba=1(a=— 1) se il sistema eomugato di deformagzione proiet-
tiva & reale (immaginario).
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dal procedimento che ci ha servito a stabilire la forma canonica. Ma
vale ancora il teorema: Dafa comungue una superficie R, bastano

- due quadrature ad otienere U equazione in termini finiti di quel sistema

di asintotichs cui i riduce il sistema coniugato di deformazione proiet-
tiva, anzi addirittura il parameiro v delle forme canoniche (2) .
Infattx, ® in coordinate canoniche

+ B8, y, du, du, = dv?

cosicchd, determinate le y; con quadratura dalle (7) del § 67,

v = |V]28, xidu,du,] (*).

Data comungue una superficie R la riduzione dell’ elemento Ui-
neare proiettivo alls forma camomica (3)y, ¢ quindi anche la deler-
minazione delle_equazioni in termini finiti delle asintotiche e del
sistema coniugato di- deformazione proiettiva non richiede che quadra-
ture. Infatti da cid che si & detto al § 67 A risulta subito che le y,
si possono avere dalle (2) del § 67 con quadrature.

D’ altra parte, in parametri canonici &

Sat, y du,.du, 4 o b,y du. du, = 2 adu?
Sat, ydu, du, — o Db,y du, du, = 2dv?

e lo espressioni a sinistra essendo note, si hanno anche u e v con
quadrature.

'
(*) Come esercizio, il lettore deduca direttamente in coordinate curvilinee

generali che } | = bi, xi dur du, | & un differenziale esatto, se H -+ 0K =0,

" facendo uso delle (7) del § 67.
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§ 69. — Le snperﬂoie' pmiettivamente defomabﬂi
‘ " in o® modi (*). -

4) Preliminari.

Abbiamo visto al § 67 che una superficie § non rigais §i
pud deformare proiettivamente al pidt in o ® modi. Condizione ne-

cessaria e sufficiente affinchd cid avvenga @ che sia soddisfatta iden-
ticamente la (4) del § 67; il che richiede :

@ H=10 , K= costante,

Le superficie cai & dedicato il § attiiale son quindi le superficie
isotermo-asiniotiche per cui la forma normale g, ha curvalura costanie.
Ma se & dato soltanto un elemento lineare proiettivo ¢;: @y sods
disfacente alle (1), affinchd esista una (e quindi oo 3) superficie cor-
rispondente, deve essere identicamente soddisfatta 1a (4) del § 66 (**)
ciod deve essere ancora -

— 2 Za" (Bt 24, B) + 5 B(K+2—&)+36'+3V'=0.
dove B & definita dalla (1) del § 66. -
Ora conseguenza delle (1) & I'identitd (**)

(2) Za*(B,, +2¢,B)+BP+3E(O4-¥)=0,
sicchd la precedente si riduce a
3) . E+4+2)(B+38'+3W)=0.

"~ (% I risultati di questo §, tranne 1’osservazione che le superficie con
H= K+ 2==0 son quelle con asintotiche di complessi lincari son dovute al
Cartan, Mem. cit., pagg. 801-307,

(*%) Cfr. § 67 4. ; ; :
(***) Ci possiamo acconteptare di verificare la (2) in coordinate particolari.
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Nol determinare le superficie corrispondent, occorre trattare
separatamente i casi ‘K =0 ¢ K40, Cominceremo col primo.

B) 11 caso K=0.

Se K =0 possiamo scogliere,‘come ben si sa, i parametri u, v

~ delle asintotiche in modo che sia

pg=2dudv , By=1 , o=1.

1’ equazione H =0 da

olog(B:y) __ o*logp? -0
duwdv  dudv

-gicch® si pud porre

W =YY =)7

con U funzione della sola » e ¥V funzione della sola v, i due ra-

 dicali avendo lo stesso segno (positivo o negativo). Bisogna ora

verificare la (2) e vedere guali condizioni impone la (3). Ora si
calcola facilmente, dal quadro di formole che chiude il Cap. VI ()

L

1 U 1 v 1 o0V
=55 =3 7> ®=5 5y
T - 1 U3 Vv v
- ¥ it —_—
W‘]’ V8 U9 " TV
100 1 U IR
bu=5pF T TE * MTFT T 7 7

o Te derivate di U e 7 sono indicate con apici.




366 CAPITOLO SETTIMO

A

s 69, B]

e_ YT (LUU 1 U
g LA RN A N

_]/_E’_}_V’V" Ly
v\4 7, "T’I?T)’

10" 3 U0 | Uk

=gyt

_ 1 'V'” 3 VI'V}I V'“
=5y -yt

)

]

v{1 oO" 3 U 3 U3
=Ll "2 2 XY 5

7(2 T T oty
YT (L7 3 wv 3 e

T\2 Vv 4 7 +—8— Vs )
eI (10 _ww s g
! V\2 U "0 T4 00

9 Uy’ 15 U") .

A VoA W W
TYT\ T TV T T T 1w )

—~5—

T(Lyr_ v s v
U\2

s

| &

9 vrg v 15 P
)+

| 4 _T_,_7_ 1 0" 3 o'u’ 3 U3
+5 V(‘T v tE o _“Té"'ﬁs—)’

v -l-'f' 1 g™ 1 oo
312=Bn=7‘/‘7‘(“‘2‘ T Tt
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3 UT 9 UU” , 15 U*
tg 5 o5 T3 U‘)—'

L 272 N S R

U V7 ( 1y 1 vy"
U

3 v 9 v2p” 15 V")

- tETwm s w T v/

Sostituendo nella formola (2) ne risulta confermata 1’ esattezza
per il caso particolare H = K =0 studiato. La (3) equivale alla:

B4+ 36 4+3W=0;

o, sostituendovi i valori ora calcolati, essa diventa :

o semplicemente
U"'= V'""= a = costante,
cosicch®

U=aud+byjuttc,utdy,

()
V=008 4 byv® + ¢,v - dy ,

dove a, by, by, ¢;, €y, dy, dy son costanti qualunque, purché non
sia identicamente nd U=0, né¢ ¥V=0.

“C) Continuazione. Formole finali relative al caso X = 0.

Per trovare le superficie corrispondenti dobbiamo ancora cal-
colare le t; dalle equazioni (B) del § 65. Vedremo che esse si
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368 S "mmkmo SETTINO ' '(§"69 G] ; rryf—«;,{g?eé,: o
 possono integrare effettivamente in w3 mh come sappxamo a ':’- e md]ﬁpiimndo con‘ ;lv‘y,
priori. Le citate equazioni (B) sono in coordmate agintotiche . LamT P
1 1 ., L1
aK N N ‘ | '—2" “+(VV1) U —(U0y) +5 U=
—— (1t = B" s — ’ . , - ;
' 3 UU 30 1 _,.3 VV' 3 ys
: 9 3K —7T 7t -3 7 +—4———V_'——8—_Vz—=o'
® - - (3“:)=B‘((‘Px,’" —a-;) | |
Ora dalle (5) vediamo che
“ : 2 s 2y 0B3®B. ‘ ) : : e
et A fi o B — 71— (Frrm) =of ; _;_V”u___%_ o= by —byo,
‘ 4 3 ‘, .
Sostituendo i valori di 8, 7, ¢;, ¢a, K, esse diventano cosicch la precedente diventa -
a]ﬁf)*lz:_1(¢Z)_sz - 3 o s o
du ( vYTTTV e VTR T AT T A N oy
1 3 vy 3 s

V o _ij- : VV ) - r___ mry, © vy e r-_ _
L‘t?"éﬁ"(‘/-'ﬁ")" v Bv( '1) . ’ - =R "+ 8 Ve byv=e,

Le prime due danno subito (essendo U, fiinzione della sola u con e costante, da cui integrando,
3 U

e V, funzione della sola v) \ ,
- ) , . uu —--2—U" T o bzu"—[—e‘u-{-fl,
a=)L (=¥ )
=7 (v 1 3 v
(7) VVI -§-V'—-§-—-V—+——blv -1-8‘0—*-/’,
_ l/__(l v v 4T, ) :
. " con due nuove costanti f; e f,. Sostituendo in (7) si trova
o (VT _\_ 10" (UUI)’ L e
'a‘u“( V‘”)_ PR . “_V— L7, _I_L".__?_ﬂ.;____z wEeth
2V 8 V¢ 1 4 !
9 l/ 14 1 v vV, - 1 o
. dv ( —Tcl)=—2‘7“+ : Ul) ? o i ' Lop ot enst
| - | i Ulvﬂlﬂ;iﬂ+ZW+mﬁ
' i i di TV V\2e T T2 U 8 TR U

sicché la terza diventa, sostitnendo anche il valore di B
: N Fusixt o &xon, Levioni di Geometria proisttivo-differmiale.
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dove U 6 ¥ sono i polinomi (5). Le formole (D) del § 65 B deter- i

minano subito tutti i coefficienti delle equazioni fondamentali.

D)1l caso K = cost. + 0.

Studieremo in modo simile il caso K 4 0. La forma ¢, essendo

di curvatura costante K, si pud porre, com’® noto, nella forma

4
= K u—op dudv,
cosicch®
2 1 "
®) =% w—o® ’ w_=89nK;

o |
La condizione H=0 ossia 0*10g(B:1) _ ¢ giventa
du v .

» E—o)'@® _
Jude 08 P) =0

cosicchd possiamo porre
=z 1 v T 1 T
o =)=V T ) sV

dove U @ funzione della gola u, V ¢ funzione della sola v, e i

due radicali hanno lo stesso.segno. o
Resta a verificare la (2) e vedere quali condizioni impone la (3).
Dalle formole alla fine del Cap. VI si calcola facilmente

2 2 :
by=—"—p b=——p) dove 6 =log|ay|=1og |Br|
1 U 3 1V 3
¢1= 2 U. P v ] ¢l= 2 V + %— v ]

K LUV | 3K vV
(P—T(u—-v) ——b,—V—-{-—-z——('u 1)) (U --—i-)——QKv

: {§ 6?, D) qomxzxom D’ INTEGRABILITA E SUPERFICIE ecc. 371

oo (YT (L 2 o
2 v I\7 E _T'ﬁs_>(“—”)3+

AN LU

_w(m)aﬂ VT[(Lrr 1
2 Ti\T 7 — T )+

+

D .
et e s e U ‘2
=TTyttt <3‘TJ"‘3—UUT)+

3 _[i 6
w—vE T (w—v) ’

+

1 Vlll 3 -Vr V/r -V,s e
. Gggg e — —— re 1 14 P2
L I 4 2 V2 + 7 a—v 37—3—]-7—2- +
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3 6
Ta—y 7 ¥+ T —op

+
|
m‘w
SE!
+
»lw

%;) (u—2)? + 3 —%'(u—-v)-—-(i] —

: EIN\32Y /¥ / 1 v 3 Vv” 3 ve
- (‘lr‘rl> V‘ﬁ[(—z‘—v“‘r"ﬁ”r "s“vr) o)+

KN U} /¥ _L_‘i_;_i___""’"_
—o\5 ) TYTI\" ¢ 77 g V2

v g P 3 v
+ (—-‘%%‘ +"8"—Vz-> (“—-”)’-—77(“—”)-—3] )

K| \32 1 v vV 8 7
ML) JVAACR R A B

sy /o1 U7 3 UU, 38
B"(‘—gl‘) V 7[(”2‘77—“2'—’m—+ 3 >(“"')8+ |
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LILA VA | (S SCARNE S
+(—2—> FVvI\-TT Ty e
3 U
_”EF) w—2)"+
3 U? 3 U
+ (TTJ""Q‘"UT) w—)—57 (“—”)+3] ’

32 —_
Ba=tn= ()" (7@ —o+e) )/ T (15 +

4 1l '3 2 s
L L uv 3 Ut 9 U?U" | 15 U>(u__v)2

T tET TR T mU

KN (U \ V vV 1 v
—‘”("2_> e\ vt

1 v V”' 3 v 9 yy”r 15 P*
Ty +?W—§";T+'37v)(“— ¥
Dalle formole ora scritte si verifica facilmente che la (2) vale
anche nel caso ora studiato. Resta studiare la (3); se K4 2=0,
essa ® un’identitd e comunque si scelgano U e ¥, le (6) son com-
patibili ed esistono le superficie corrispondenti. Noi sappiamo dal
Cap. II § 18 B) che si tratta in questo caso di superficie le out
asinlotiche appartengono a complessi lineari; esse furono oggetto di

uno studio piti approfondito al Cap. V §§ 47 e 49 dove si sono deter-
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minate anche le loro equazmﬁi in termini finiti. Se invece K 4 2 #0
la (3) impone nuove condizioni. Sostituendovi i valori di B, ¢/, v,

calcolati poco fa, e moltiplicando' con YUV, essa diventa
(10) %- U"" (u—v)* — 60" (u —v)* + 300" (u —v) — 60U =

—o H_ V" (u—v) 4 67" (4 — )2 + 30V (u—1v) + 60 V].

‘ . ¢
Operandovi con S & ottiene

U v
du° = —&-—F == costante
sicché U e ¥V son polinomi di sesto grado al pii.
Di pit posto u=v, la (10) si riduce a U=—wV, sicchd &
necessariamente

U=aus 4 bu®+ cu* + dud - ew?4-fu - g,

(11) ,
—oV=a® 4 b5+ cth+ dv3 f-ev? L fotg.

Sostituendo nella (10) si vede che lo costanti a,b,¢,d, ¢, f,g

possono essere qualunque, purch® non sia identicamente U= 0.

-

E) Le formole finali nel caso K —cost. ¥ 0.

Per determinare le nostre superficie resta ancora di calcolare-
le t; sostituendo i valori di B, 7 nelle (B) del § 65 B, ossia nelle (6)

del § presente. Sostituendo per ora i valori di B, 7591, g, o880
dlventano, K essendo costante,

:u [u-}-v!/ ] l/ K| (u—--v)2 (; I;-,— 311)»’
:v [u—l—v V t’]“m'/ix; (uj-v)2 ('%’%'_I?-T)"
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VRSV -
B 2 1
“OF W

Le prime due danno

-V V% [IVJ’gul |
e

dove U, & funzione della sola » e V,; funzione della sola v, sicché

a2

+ (2%*%‘%’) = Tt (u-l-v)s] ’
e e

17 1 vV o1 1 ]
+(—2V‘—_2—7> (u—v)3 _3—17 (u—v)t —6 (u— o)
e la terza equazione diventa, sostituendo anche il valore di B -

scritto a § 69 D e moltiplicando con ml/ L YOV (u—
L K (10" 3 UU 3 U’;] .
[(UU‘)+“2"(‘Q"T”TT+‘§'_U?> =o'+

3
+ [—-ZUUl—-—;— U"—i—-g— ( 3 — 0"+ ————U——>] (v —wv)24
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+ 22 svp—n—3& +9U=

13)

.. Kf{1 7" 3 vv’ 3 V3] |
= ‘“1[(”’1) +’2‘("2"—V'"'4“"”ﬁ" + 'e‘w)] w—oy—

1.,,, K 3 ., '3 ,
- [‘—2]"’1_?'17 +-§—(—'-2—V +—i"l;3‘)] (w—v)*+

+ 2 .3V'(u—v)+3(K+2)V§.

Se K-+2=0, quest’ equazione diventa, dividendola per (u —v)® '

3y 1 3 U* , \
[(UU,)--—2 Ut o (U )](u v)
w8 U?
— 200, + U'— =

oo () e

%

3

+ 2V, =V

ﬁl‘l
[

Se ne deduce facilmente :

'2 .
UUI=—;— U"—-—g——t;——}—Auz-}-Bu-{-C,
(14) ’
2
VV,=—;—— V”———g—- I; —w(4v® + Bv 4-0).

I valori di t,, 7, sono quindi dati, nel caso di K- 2=0, dalle
(12) e (14). -
Sia invece K -4 230 sicché valgono le (11). Poniamo

-—
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2 o
oo, + 5 (L v—2 )=,

2 8T
15)

(1., 38 v\
VV1+T<—2—V'—-8— V):Vz.

La (13) diventa

Uj (s —v)* + (-—202— xx2 U"> (w— v+

+3 K-2+2 U'(u—v)—3(E + 2)U =
(16)

=0 [V;(u-—v)a—}— (2Va+ K;}—Z V”> (w—2)>+

+3 K;}—Z Vw—v)+ 3(K+ 2)7].

8
Operandovi con e si ricava, ricordando le (11),

U;III___—__ —_— wVéHI

sicchd Uz e V, son polinomi di quarto grado al piu.
Sostituendo nella (16) si deduce tenendo conto delle (11):

U= (_z_au +—g—> (K + 2)u® + Au® + Bu 40,
X))
—wVy= (%av-}— -’;—) (K + 2)v° + Av® + Bo 4 C.

Le (12), (15) e (17) determinano le 7, e le (D} del § 65 B
danno i coefficienti delle equazioni fondamentali.,




F) Teorema riassuntivo e osservazioni varie.

Le superficie con H=K 4 2=0 dipendono, come abbiamo

visto, da due funzioni arbitrarie di un argomento. Per altri valori

di K, le superficie che abbiamo determinate non dipendono.che da -

costanti arbitrarie. Dato il valore della costante K (sia per fissare
"le idee K+0), I'elemento lineare proiettivo contiene, secondo le
(9) e (11), sette costanti arbitrarie. Ma tre sole di queste costanti

&

sono essenziali. Infatti, i parametri di u, v sono stati fissati in .

principio del- § 69 D soltanto a meno di"sostituzioni della forma

con a,, 6y, a3, @, costanti arbitrarie. Quest’esservazione permette
di ridurre il numero delle costanti di tre unita. Di pid, le (9) mo-
strano che, moltiplicando le U e ¥V per una stessa costante, I’ ele-
mento lin. proiettivo non cambia, cosicch® infine non restano che
tre costanti essenziali. Come esercizio, il lettore provi che lo stesso
vale anche se K=0. Quindi:

Le superficie con o3 deformate proieitive somo le superficie
isotermo—asintotiche per cui la forma g, ha curvatura K costante. Se
K =—2, esse dipendono da due funzioni arbitrarie di un argomenio
e sono caratierizzale geometricamente dal fatto che tutte le loro asin-
totiche appartengono a complessi linears. Per ogni valore di K diverso
da — 2 non esistono che w3 classt di oo 3-superficie, le superficie
di ciascuna classe essendo proietlivamenie applicabili fra di loro.

Data comunque una superficie del tipo studiato al § presente ai

possono con quadrature otienere le quantitd u, v, U, V della precedente

discussicne, e gquindi anche deferminare le equazioni in termini finiti
delle asintotiche, delle curve di Darbouz e di Segre. Snppomamo in
primo luogo K z 0.

Essendo H =0, Zq)tdu, & un differenziale esatto Precisamente
(cfr § 69 D)

10U 3 1 v 3
z‘ptd“t‘—“(—é"ﬁ"— u__”)d‘u“l'(2 V vt )dff': J
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sicchd una prima quadratura determina

fz $i du;

(v— v)s

Poi [§ 69 D, (9)]

(2 SRR VAR VAP
w= () o=V o +ol/ 7o)
sicch® due ulteriori quadrature danno

- |K| ————deu du; a

AT |/U 1/2

_ [2¢;du. 3
”“]u/— [/»V / Vit e

Notiamo che cid basta per ottenere le equazioni in termini

Ps—OP;,

finiti delle asintotiche (du= 0, dv=0), delle curve di Darboux

(8v’+ wdv’= 0) e delle curve di Segre (du'— wdv'=0). Per deter-

" minare w e v, occorrono ulteriori quadrature. Sia (gps), cid che si

oftiene da ¢, dando a v un valore fisso scelto a piacere; lo

%{—E%,] , U e V¥, abbiano significato analogo ; saré:
- o

3 .

. (Pa)o= m(—%l—f [ (‘;—7%)-;]0 w zovo), du.

¥
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)
e quindi w. Analogamente si ottiene v. Finalmente

Poichd -G“(_TU:—;— dnoto, un’ulteriore quadratura determina/‘ —‘7%__‘ o
C LI

du® dvf
U= V= —.
v av’

Le cose si presentano pil semplicemente se K=0. E (cfr.-

§ 69 B)
A 1 v
Eqa‘du‘-——z—-fj—du—}——g——‘—,—dv,
1 U 1V
2(});Du,=—-—2—--—U—du+—§-7dv, .
cosicche

VTV = J“‘" s , l/fg - J“”‘ Dus

il che determina U e V. Poi

N VA T
?s—V—U du +V——V dv,
. 2 7]

1
1 3_3—-[24)‘ Du; 3

cosicché

= —— Vs — 95,
V2
1
1 — |2 Duy 3
v== e v f Vot o

LT
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Le equazioni in termini finiti delle curve di Darboux e Segre

- gono qui

ey [
V'u Vv

In cid che precede si & implicitamente ammesso che le asin-
totiche delle nostre superficie siano reali. Ma & agevole vedere che
le formole trovate danno, usando convenientemente I’ immaginario,

= costante,

~ anche tutte le superficie con H=0, K = cost. a linee asintotiche

immaginarie. Se K =0, per arrivare ad una superficie reale, basta
far assumere ai parametri e v valori complessi coniugati, nella
(5) prendere a reale, e by, by; €, 033 d, , d, complessi coniugati,
e nella (7), prendere e reale, f,, f complessi coniugati. Se K +
4+ 220, basta dare aw e v, U e V ~valori complessi coniugati.
Be K0, K +220, i parametri v e v devono assumere valori

complessi coniugati, le costanti in (11) e quelle in (17) devono
essere reali. Finalments se K >0, occorre far assumere valori

complessi coniugati a u e ——i—. La costante d in (11) deve essere

reale, a e —9¢, bef, c e —e complesse coniugate. Nelle (17) B
deve essere reale, 4 e — C_complessi coniugati.

@) Quadro finale delle forme fondamentali
delle superficie con H=0, K= cost.

1* K=0.

po=2dudv,

v T
Py = l/-ﬁdus—}- V—T,-dv*‘,

Vi1V 1 v 3 V2
T=2T‘du‘=l/—i7—(-—2—'—,v—ﬂ+—§———f’——~—8—-—i’7+
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-;——blv°+~gy+l,
+ 7 )d“-i‘-

. o
T AR AT KA —z‘ba“”‘““l)dﬂ
Tt T e E T T goy.

dove

U=au®+b,4®+c,u+td,,
='av3—{r—b,v2 + v -d,y,

2 K=—2 (wperfscze con tuite le aamtatwhe i oomplesu
Lineari). S

2dudv
Pe= TTE—o’

1 V. T
g "*=m(—V*ﬁ“’+V—vd”“)’

1V
T=Zeidu,~ V [ =Tyt

17 3 VP AR+Bo4C
R e )
10
+V [2 uU—v 2 Tt
1 0" 3 U?  Aut+Bu+0 I,
+('§‘—IT——8—'—UT+-——————-U )(u——v)]dv,

dove ) .
A, B, C sono costanti,

U & fanzione arbitraria di «,
¥ & funzione arbitraria di v.
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U3 EK(R+2)40.

Pa= K(u—-'v)2 )

I VAN VA2 LR 1 v
Te=Zedu, = - qu VT [T’T_?"’“z‘—v'""

{ K V' 3K V*
+(*TT+ 6 v

(%av+,;_)(x+2)vS+Av’+Bv—l—C‘)(u -vﬂ oo

K U' 3K U*
+(—T_U-+ 6 0

(—i-av+ —’2’-) (K + 2)0° + Au® + Bu+C
+ T )(u‘—v)] dv

dove

U == au® + bu® 4 cu* 4 du® + eu + fu + ¢,
—oV=a*+ W+t +d*+ ev* +fo g,

w=smK.
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§ 70. — Nuovo metodo per lo stadio .
dei problemi precedenti.

4) Principio del metodo. ®

Lo studio dei problemi precedenti in coordinate asintotiche
porta allo studio del sistema (cfr. le (14) e (15) del Cap. 11, § 16 D)

(1) Le = - (szu + guA‘) y
(2) : Mu= - (2 Tpu + ﬁ“v)
'6)) Bvs - BM, + 2MBo = Tuwu + 1Lu + 2L0u -

Se la superficie non & rigata (caso gid studiato al Cap. IV,
§ 40) potremmo introdurre una nuova incognita ausiliaria B, in-
dicando con ByR i due membri della (3). Allora dalle (1), (2), 3)
si potranno dedurre L., M,,L,, M, come fanzioni lineari di
L, M, R. Dalle condizioni 4’ integrabilitd Ly,= Lo, M, =M,
troviamo delle equazioni lineari in R, R,, di cui si debbono cer-
care le nuove condizioni di integrabilitd. Questo metodo inizial-
mente concepito dal Fubini & di complicazione non inferiore al
precedente, ed ha lo gvantaggio di fare i caleoli in coordinate par-
ticolari, senza vedere chiaramente i fatti invariantivi, che invece
sono posti in evidenza dal metodo precedente dovuto al Cech.

Esso diventa perd semplice in qualche ricerca particolare, p.
es. nella-ricerca dei tipi, cui appartengono due superficie tra loro
applicabili. A cid dedichiamo il resto di questo Capitolo.

La forma lineare delle (1), (2), (3) dimostra che le sue solu-
zioni sono del tipo

| L+Eh;P‘ ) M+zth‘

ove L, M sia una soluzione particolare, P, Q; (*) sono soluzioni

(*) qui gli indici non indicano per nulla sistemi covarianti.
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particolari del sistema omogeneo

(4) P'n=Qu=0 3 BQ0+ZQBv=7Pu+2PTu‘

E percid :

Se una superficie é deformabile, é deformabile in infiniti mods,
al massimo in 3 modi (se restano arbitrari i valori inizials di
L, M, R)

Quando mai le (4) sono risolubili ? Cominciamo ad osservare
che, se L, M ed.L', M’ sono due sistemi di soluzioni di (1), (2), (3),

- allora (Cap. 1I, § 16 D)

(L—L')du + (M — M')de?
ha carattere intrinseco. Tali saranno percid le forme
(%) o Pidu® 4 @ dv?

Per lo (4) sara P, funzione della sola u, @; della sola v. Se

" la superficie & deformabile, ed esiste almeno una forma (5) non

nulla, potremo cambiare i parametri delle u, » (e scambiare, even-
tualmente, le %, v) in guisa che la (5) considerata sia del tipo

dv? oppure du? + dv?
ciod P=0,Q=1 oppure P=@Q=1,

Nel primo caso possiamo ancora scegliere arbitrariamente il
parametro u. Nel primo caso &, come si vede dalle (4): B,=0,
ciod B funzione della sola w. Cambiando il parametro u, potrd ren-
dere B = 1.

Nel secondo caso & B, =1, . Siamo nel caso di una superficie E.
Quindi :

Una superficie deformabile mon rigata o é una superficie R di
Tritzéica, oppure si pud per essa rendere B=1. Ogni superficie di
questi tipi & almeno deformabile in oo modi, Vediamo quando essa
& deformabile in oo 3 modi.

B) Le superficie con =1 deformabili in =3 mod1
Le (4) diventano
Pv=Qu=0 ) Q0=TPM+2PYH'

Foeiny o &eonm, Lexfont di iria. proiettivo-diff tale. 25
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Poichd P ne nsulta fungione di %, Q di v, indicheremo P con

1a lettera U e Q con V, cosicchd avremo I’ equazione

® S V=l 20

Dobbiamo cercare quando, oltre alla soluzione U=0, V=1,

ve ne sono altre due U, e V, ed U, , ¥V, sndipendenti linearmente. :
Posto U= U, e V=V, in (6) per i=1, 2, troviamo due equa-.

gioni lineari, che, risolute rispetto a 7 ed a 7., danno

ViU,— U,V

AR
1=50,=0,0, '

=T U0,—0,0;

Derivando la prima e confrontando con la seconda, si deduce

d
Tum=— 2fu— 1 5108 (U1 U;— T, T3)

donde
a%logy
du oy

E percid 7==U;V,, ove U, & funzione di u, Vs di ». La (6)

diventa
V="U,V, U+ 200 Vs,

ciod .
U,U'+20U0/=h  (h=cost),

da cui si deduce appunto

i *, k costanti).

U=

Se una superficie eon B =1 ¢& deformabile in 3 moda, allora
‘& prodotio di una funzione della u per una funzione della v e 8
ha K=0.

Dovremo ora studiare le (3) in questo caso: cosa facile, ma
qui inutile dopo i risultati del precedente §.
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) Superficie con =1, K+ 0, deformabili al piii in «* modi.

La (6) possegga ora wna sola soluzione U, V (a meno di un

~ fattore costante) con U 0. Derivando rispetto ad u, troviamo

10" 37, U 4+ 200 = 0.

Essendo U4 0, questa equazione in 7 possederd due soluzioni
indipendenti U], Uj funzioni della sola u. E sara

(7 1=UVi+ UV,

ove le ¥, sono funzioni della sola v. Nell’ipotesi K%0, sia le

"U! ed U, che le V,, V, saranno linearmente indipendenti. Dato v,

e scrittolo sotto la forma precedente, la U dovra soddisfare alle

Ul UII_I_ 3UN Ul+2UnI U= 0 ,

ciod
U, U'+20U=h, , (h; costanti)
ossia ’ '
(8) URU=wmU,+k (b, k costanti).
Le due funzioni U, sono dunque legate dalla
® o =
- mWU+k~ KUtk

Le superficie con B=1, K+ 0 deformabili in w0 ?® modi sono,
8¢ esistono, quelle per cui o ha il valore (7), dove le Uy, U, sono

* legate dalle (9) (in cui, si noti, se ;¥ 0, si pud supporre, mutando

U,+—h—~ in U;, che Ic,=0)

Per il resto del calcolo assai facile, e che lasciamo al lettore,
si devono discutere le (1), (2), (3).

D) Le superficie R deformabili in o modi.

Le superficie R deformabils in o * modi sono, se esistono, quelle
per cui esiste una soluzione (diversa da U= V = cost.) delle (4)
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ciod della _
10) BV'+ 2B, V=1U'+2v,U.

Noi qui ci accontentiamo di studiare quelle deformabili in o 2
modi, ciod quelle per cui la (10) ammette due nuove soluzioni
U, V,(i=1,2), che con la U=V=1 formino un sistema di
tre soluzioni indipendenti. Penendo in (10) U=U, e V=V, si
hanno due equazioni lineari in B, 7 e B,=7.. Risolvendole si

trova il valore di B, ; da cui integrando si ha:

: B
an B0 (Vi— U) — Ui(Va— Uy)]] = U3,

ove Ug & una funzione della . Cosl analogamente, risolvendo ri-

" spetto a —'f“i , integrando, indicando con ¥V, una funzione della v,

si trova:
A1) s 7’[V;(71—— U,)— V;(Vz—' Uz)]’-‘-' V3.
Ma, dividendo I'un per altro i valori trovati di % e %3 (e ri-
cordando che B,=1,) si trova che
(11) wr A U,)i A=A
T

B A A A A
Dividendo membro a membro le (11) e (11), e ricordando
{11) 4 , 8i trova che ’
B:v="Us:7Vs,
cioé che la superficie & isotermo—asiniotica,
La ricerca & p. es. ridotta allo studio della equazione non
semplice
Uy: Vo= Us(Vy— U) — Ui(V,— Uy):
Vi (Vi— U) — Vi(Va— Ty).
E inutile proseguire il calcolo, fatto per via piii completa nelle
pagine precedenti.
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