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PREFAZIONE

Geometria mello spaxio hilbertiano non & soltanto am-
pliamento del campo delle ricerche, non & soltanto il pas-
saggio dal finito al numerabile del numero delle dimensioni
dello spazio ambiente.

Cid sarebbe troppo poco.

Essa ¢ un metodo di rappresentazione geometrica che,
sostituito al consueto cartesiano, consente formule piu sem-
plici, dimostrazioni pil concise ed una visione dei problemi
pitt nitida e pit vasta.

Essa trova il suo fondamento nella possibilita di svi-
luppare ogni funzione a quadrato sommabile in serie di
un dato sistema ortogonale chiuso; discende quindi da
quella nozione di sommabilita con la quale il LeBEscUE,
rinnovando da un punto di vista pid generale i fonda-
menti del calcolo integrale, ha permesso di giungere a
risultati di meravigliosa eleganza e semplicita.

II breve saggio di applicazioni della rappresentazione
funzionale che figura nella parte V di questo volume sard
sufficiente per dare un’idea della utilita del metodo.

A questo saggio ho voluto premettere un’ esposizione
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ordinata delle teorie preparatorie ed ausiliarie: sia per dare
maggior autonomia al libro, sia per apportare alle consuete
esposizioni di esse qualche innovazione e forse qualche
miglioramento.

Cosi nella parte I la definizione usata di aggregati
di punty misurebili consente, sin dall’inizio, di riferire le
considerazioni anche ad aggregati non limitati; e la se-
guente definizione di sommabilita non richiede il preventivo
esame delle funzioni limitate.

Nella parte II do in poche pagine i fondamenti della
teoria degli swviluppi in serie di funziony ortogonali, ricor-
rendo alla nozione di successions completamente convergents,
nozione che & la traduzione di ci¢ che altra volta chiamai
integrabilita completa per serie e che fa capo a quella di
equi—assoluta—continuita.

Nella parte III raccolgo alcune nozioni algebriche.
Nel seguitv della nostra teoria si presentano certi determa-
nanti classicr, abbastanza complicati, per il calcolo di al-
cuni dei quali si conoscono solo dimostrazioni ampollose
e pesanti, Ho cercato di sveltire tutta questa materia, e
credo di esservi riuscito abbastanza felicemente.

Nella stessa parte do una estensione, necessaria per
la nostra teoria, al classici teoremi sulle equaxions secolari,

Infine la parte IV ¢ dedicata al calcolo differenziale
assoluto. Perd in essa, e sotto questo titolo, non mi limito
a considerare il classico calcolo del Riccr, ma espongo quella
sua estensione che ero solito chiamare calcolo assoluto ge-
neralizzato e che ha la sua prima sorgente in vari lavori
di Er~esro Pascar, apparsi nel primo decennio di questo
secolo. Naturalmente il caso del Ricci & compreso come
caso particolare in questa esposizione, nella quale gli svan-
taggi della maggior generalitd sono compensati dalle sem-
plificazioni che derivano proprio da questa generalita.
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Anche nel calcolo differenziale assoluto cosi ampliato
si incontra una derivaxione covariante, della quale avevo
dato finora soltanto una descrizione sommaria in una breve
nota pubblicata nel 1928. Con questa derivazione, e par-
tendo da un invariante, si perviene a certi sistemi cova-
rianti ai quali ho dato il nome di ricctant e che en-
trano nell’ orbita del calcolo del Ricei. Questi covarianti
hanno nello studio della geometria varie applicazioni.

Ringrazio i dott. GIUSEPPE ALIPRANDI € Paoro CATTANEO
per 1aiuto intelligente che mi hanno dato nella correzione
delle bozze.

Padova, ottobre 1929

GIUSEPPE VITALI
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1.

Tratti di una retta.

1. .Tratto. — 2. Estremi di un tratto. — 3. Lunghezza di un tratto. —
4. Tratti pulli e non nulli. — b. Tratti distinti.

1. DPF - Data una retta », noi chiameremo tratfo di r ogni
punto di r situato a distanza finita, ogni segmento di 7, ogni
raggio di r, ed anche [’infera retta r.

_ 2. Un tratto di » ha evidentemente due estremi, che sono a
distanza finita e coincidenti, se il tratto ¢ un punto; sono a di-
stanza finita e distinti, se il tratto & un segmento: uno a distanza
finita e 1’altro all’ infinito (+4- 0 0 — o), se il tratto & un raggio;
tutti e due all’ infinito (+ 0 e — ), se il tratto & 1 intera rgttaj

Immaginando la retta » disposta dinanzi a noi parallelamente
alla congiungente i nostri occhi, noi daremo la seguente

. Drr. - Si dice estremo sinistro di un tratto di r, un estremo
di questo tratto, alla cui sinistra non si trovano altri punti del
tratto, e diremo estremo destro del tratto 1’ estremo rimanente.

Se p & I’ estremo sinistro, e se ¢ & 1’estremo destro di un
tratto, indicheremo questo tratto con (p, ¢).

. 3 Se noi immagineremo fissata una volta per sempre 1’unztd
di misura dez- segments, ogni tratto di » avrd allora una lun-
ghexxa determinata; nulla, se il tratto & un punto; finita e >0,

zfe il trattq & un segmento ; infinita positiva (+ ), se il tratto
& un raggio o I’ intera retta.

4, DEIT. - Se un tratto & un punto si dird che & un tratto
nullo, negli altri casi si dird che & un tratto non nullo.
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5. Dir. - Due tratti non nulli si diranno distinti, se non
hanno punti interni comuni. Un tratto nullo ed un tratto non
nullo si diranno distinti, se il primo non & punto del secondo,
nd interno nd estremo, Due tratti nulli si diranno distinti, se

sono due punti diversi.

2.
Boreliano di una retta.
1. Boreliano di una retta. — 2. Lunghezza di un boreliano. — 3. Bore-
liani semplici. — 4. Punti interni ad un boreliano. — 5. Tratt1 congiunti ad
un boreliano. — 6. Sostegoo di un boreliano. — 7. Confronto fra la lunghezza

di un boreliano e quella del suo sostegno.

1. Der. - Un insieme di un numero finito o di una infinita
numerabile (1) di tratti di una medesima retta », si dird un bo-
reliano (%) di r.

2 Dgr. - La somma delle lunghezze dei tratti di un bore-
liano si chiama lunghexza del boreliano.

Evidentemente la lunghezza di un boreliano pud essere nulla,
finita (>>0), od infinita.

3. Der. — Un boreliano di # si dird semplice, se i suoi tratti
sono a due a due distinti.

4. Der. - Se B & un boreliano di 7, un punto di 7 situato
a distanza finita si dice inferno a B, se & interno ad un tratto
di B, oppure, se & estremo comune a due tratti non nulli distinti
di B (e quindi estremo destro dell’ uno ed estremo sinistro del-

1’ altro).

5. Der. - Sia B un boreliano di 7, e sia p un punto interno
a B. Indichiamo con p, il limite superiore dei punti z che se-
guono p, tali che ogni punto del tratto (p,z) sia interno a B,
e con p, il limite inferiore dei punti y che precedono p, tali che

(*) Ricordo che un aggregato di elementi si dice numerabile, se i suoi

elementi si possono mettere in corrispondenza biunivoca coll’ aggregato dei

numeri reali interi e >>0.
() In omaggio ad Emme BogeL.
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ogni punto del tratto (¥, p) sia interno a B. 1l tratto (p,, p,) ha
la proprietd che ogni suo punto interno ¢ interno a B, e che i
suoi estremi non sono interni a B, ed inoltre & un tratto non
nullo. Un siffatto tratto lo diremo un tratfe non nullo congiunto
a B. Un tratto nullo di B, distinto da ogni tratto non nullo con-

giunto a B, lo diremo un #ratto nullo congiunto a B.

6. Der. - 1 diversi tratti nulli e non nulli congiunti a B
costituiscono un boreliano semplice che noi diremo il sostegno
di B.

1l sostegno di un boreliano B & di misura nulla, se e sol-
tanto se B & privo di punti interni, ossia quando anche tutti i
tratti di B sono nulli, ciod quando B & di lunghezza nulla.

7. Tror. - La lunghezza & di un boreliano B & = della
lunghezza s del suo sostegno .

Dor. - I teor. & evidente se s=0 (p. 5, § 6).

Supponiamo che sia s>>0, ed indichiamo con

rlathrb""-

i tratti non nulli di . Un tratto 7, ed un traito non nullo di
B, che non siano distinti, avranno in comune una porzione. Le
porzioni che t, ha in comune coi vari tratti non nulli di B for-
mano un boreliano B,. Se noi riusciamo a dimostrare che la lun-
ghezza b, di B, & == della lunghezza s, di t,, possiamo dire che il
teor. & vero, perché evidentemente la lunghezza b di B & = della
somma delle varie b,, mentre la lunghezza s di § & = alla
somma delle varie s,. Fissiamo ora le nostre considerazioni sopra
un particolare valore di =, e consideriamo un punto p interno a
t,. Sia H 1’aggregato dei punti = che non precedono p, per cui
la somma delle lunghezze delle porzioni che i tratti di B,, non
distinti da (p, ), hanno in comune con (p,z) sia = della lun-
ghezza di (p,«). Se y & il limite superiore di H, anche y ap-
partiene ad H, perche, nell ipotesi contraria, esso sarebbe un
punto limite di H, e, se & un punto di H, la somma o, delle
lunghezze delle porzioni che i tratti di B, hanno in comune con
(p,y) ® = della somma o, delle lunghezze delle porzioni che i
tratti di B, hanno in comune con (p,z), e quindi & = della
lunghezza di (p,x). Facendo tendere x ad y, la lunghezza di
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(p,x) tende alla lunghezza di (p,y), dunque ¢, &€ = della lun-
ghezza di (p,y), ed allora y appartiene ad H. Dico che y &
I’estremo destro di t,. Infatti, se cid non fosse, y sarebbe interno
a t,, e quindi sarebbe interno a B, ed allora esisterebbe una
porzione non nulla di tratto di B della quale y & I'estremo sini-
stro. Sia (y, ) la parte (necessariamente non nulla) di questa
porzione che & contenuta in t,. Le porzioni che i tratti di B,
hanno in comune con (p,¥), contengono tutte le porzioni che i
tratti di B, hanno in comune con (p,y), ed il tratto (y,%), e
quindi la somma o, delle lunghezze delle porzioni che i tratti di
B, hanno in comune con (p,z) & = della somma di o, e della
lunghezza di (y,x), ossia ¢ = della somma delle lunghezze di
(p,y) e di (y,2), ed infine & = della lunghezza di (p,x), ex
apparterrebbe ad H, contrariamente all’ipotesi.

Visto che I’ estremo destro di 1, appartiene ad H, si con-
clude che la somma delle lunghezze delle porzioni di tratti di
B, che cadono a destra di p & = della lunghezza della porzione
di 7, che cade a destra di p. Analogamente la somma delle lun-
ghezze delle rimanenti porzioni di tratti di B, sara = della lun-
ghezza della rimanente porzione di t,, e quindi la lunghezza di
B, sara = della lunghezza di 1,. c. d. d.

3.

Aggregati di punti di una retta. Prime nozioni.

1. Copertura di un aggregato di punti di una retta. — 2. Estensione
di un aggregato di punti di una retta. — 3. Anomalia di un aggregato di
punti di una retta. — 4. Aggregati misurabili e loro misurs. — 5. Primi
esempi di aggregati misurabili, Aggregati trascurabili.

1. Der. — Se a & un aggregato di punti di una retta r, si
chiama copertura di a ogni boreliano semplice B tale che ogni
punto di @ appartenga ad un tratto di B, o come punto interno
o come estremo.

Teor. - Se a & !’aggregato dei punti interni ad un boreliano
semplice B di lunghezza b, e se C' & una copertura di @, la lun-
ghezza di C & = b.
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Dme. — I punti di @ che non sono interni a C sono estremi
di tratti di C, ma poiché questi tratti sono in numero finito o
pumerabile, anche tali punti saranno in numero finito o nume-
rabile. Siano dessi

PrsPesPay---
o sia ¢ un qualunque numero reale >0. Indichiamo, per ogni
€ .. . .
intero #>>0, con 7, un tratto di lunghezza >—2—; di cui p,, sia

un punto interno. Se noi associamo a tutti i tratti di C tufti i
tratti t,, otteniamo un boreliano ¢’ di cui ogni punto di a &un
punto interno, e se ¢ € ¢ sono le lunghezze di C e di €', siha
evidentemente ¢ < ¢+, ossia ¢>¢ —=. Ora il sostegno di ¢’
contiene evidentemente tutti i tratti di B, almeno come porzioni
dei suoi tratti, e quindi ¢'=b, ossia ¢=>b—s, ma ¢ pud essere
preso piccolo a piacere, e si ha ¢=b. c. d. d.

2 Dgr. — 11 limite inferiore delle lunghezze delle coperture
di un aggregato a di punti di una retta si chiama 1’ estensione
di a, e si indica con E(a).

Tror. 1. — Se a’ & un sub-aggregato di un aggregato a di
punti di una retta, & E()<E).

Duv. Infatti ogni copertura di @ ¢ anche una copertura di &,
e quindi il limite inferiore delle coperture di a & << del limite
inferiore delle coperture di @, ed infine E (@)<E@). ecd d

Tror. 2. — Se a & 1’aggregato dei punti interni ad un bore-
liano semplice B di lunghezza b, ¢ E(a)=b.

Dux. - Intanto B & una copertura di a, e quindi E(a)<<b.
D’altra parte si sa (p. 6, teor) che la lunghezza di ogni co-
pertura di @ & =4, dunque & E{a)=b. c. d. d.

Di qui consegue il

Tror. 3. - Se @ & I’aggregato dei punti che appartengono,
o come interni o come estremi, ai tratti di un boreliano semplice
B di lunghezza b, & E(a)=b.

Div. - Intanto, se @ & 1'aggregato dei punti interni a B,
essendo @’ un sub-aggregato di a &

E(@=E(a)=0b (p. 7, teor. 1 e 2).
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Inoltre B & una copertura di @, e perd E(a)<<?, e combi-
nando le due disuguaglianze si ha E(a)=15. c. d. d.

Se noi identifichiamo con un boreliano semplice 1’ aggregato
dei punti che appartengono o come interni o come estremi ai
suoi tratti, noi possiamo enunciare il teor. 3 nella forma del

Tgor. 3. L’estensione di un boreliano semplice 8 uguale alla
sua lunghezza.

In questo teor. & contenuto il

Cor. — L’estensione (dell’aggregato dei punti) di un tratto &
uguale alla lunghezza del tratto.

3. Der. - Si chiama anomalia di un aggregato & di punti
di una retta, e si indica con a (), il limite inferiore delle E(c—a),
dove ¢ indica una qualunque copertura di a (%).

4. Der. 1. - Un aggregato di punti di una retta si dice -
surabile, se la sua anomalia & nulla.

Drr. 2. — L’ estensione di un aggregato misurabile @ si chiama
la sua misura, e si indica con p(a).

5. Se a & un aggregato di punti di una retta, e se ¢ ¢ una
copertura di a, si ha

Elc—a)y<E(c)=1() (p. 7, teor. 1 e 3),

se l(c) indica la lunghezza di c.

Ora se E(a)=0, il limite inferiore delle varie I(c) & zero,
e quindi anche il limite inferiore delle varie E(c—a) & zero, o
quindi «(a)=0, e si ha il

Teor. 1. — Un aggregato di punti di una retta il quale ha
estensione nulla ¢ misurabile.

Der. — Un aggregato di punti di una retta il quale abbia
estensione nulla, e quindi misura nulla si dira trascurabile.

Teor. 2. - Un aggregato a finito o numerabile di punti di
una retta & trascurabile.

Dmy. - Infatti il boreliano semplice che ha per tratti tutti i

(4) Si intende che qui si continua ad identificare un boreliano semplice
coll’ aggregato dei punti che appartengono, o come interni o come estremi, ai
suoi tratti.
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tratti nulli costituiti dai singoli punti di e & una copertura di a
la cui lunghezza & nulla, quindi il limite inferiore delle lunghezze
delle coperture di. @ & nullo, ed infine E(a)=0, ossia a & tra-

scurabile.
Tror. 3. — Un boreliano & misurabile, e la sua misura ©

uguale alla sua lunghezza.
Dt — Se ¢ & un boreliano, ¢ & copertura di se stesso, ¢

poiche E(c—c)=0, & o.(c)=0, ossia ¢ & misurabile, Ma (p. 7,
teor. 8) si sa che E(c)=1(c), dove I(c) indica la lunghezza di
¢, dunque p(c)=I(c). c. d. d.

4.
Principali proprieta degli aggregati misurabili.

1. Somma di aggregati misurabili. — 2. Differenza di aggregati misu-
rabili. — 3. Prodotto di aggregati misurabili. — 4. Corollari.

1. Teor. 1. — La somma (*) di un numero finito o di una
infinita numerabile di aggregati misurabili (%) & misurabile.
Dma. - Siano
Q05,035 ...
un numero finito od una infinita numerabile di aggregati misu-

rabili, ed indichiamo con a la loro somma. Prefissato un qualun-
que pumero reale ¢=>0, si pud trovare per ogni 7 una copertura

e, di a,, in modo che E(c,,—an)<%. La somma delle coper-

ture ¢ & un boreliano, il cui sostegno ¢ & una copertura di a.
Ora ¢—a & un sub-aggregato della somma dei vari ¢, —@n. Sia

3 . . &
s, una copertura di ¢, — @, la cui lunghezza sia <—27,, la somma

delle s, & un boreliano il cui sostegno s costituisce una copertura

(%) Ricordo che si chiama somme di dati aggregati I’ insieme degli ele-
menti che appartengono ad almeno uno degli aggregati dati.

(%) Quando si parlerd di aggregati misurabili si intenderd sempre che
si parla di aggregati di punti di una medesima retta, senza che cio sia detto
esplicitamente volta per volta.
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e
"ﬁge (p- 5, teor)), dunque

E(c—a)<e, ed infine a(a)<Te. Ma & pud essere piccolo a pia-
cere, e percio a{a)=0, ed @ & misurabile,

Teor. 2. - La somma di un numero finito o di un’infinita
numerabile di aggregati di punti di una medesima retta ha un’e-
stensione << della somma delle estensioni dei singoli aggregati
addendi.

Dnt. - Siano

di c—a, la cui lunghezza & <X

@, Qy, 03, ...

i dati aggregati e sia a la loro somma.
Sia & un qualunque numero reale >>0.
Esiste per ogni intero » una copertura ¢, di @, la cui lun-

ghezza I(z,) sia < E(a,)+ ;; La somma delle varie «, ha un

sostegno s la cui lunghezza I(s) & <3,l(c,) (p. 5, teor.). Si
ha allora [ (s)<<ZX, E(a,)+¢, e, poichd s & una copertura di a,
si ha

E(a)<Z,E(a,)+¢,

e, poiché e & arbitrario, si ha
E(@)<X.E(a,).

Teor. 3. - La somma di un numero finito o di un’ infinita
numerabile di aggregati misurabili a due a due distinti () ha
per misura la somma delle misure dei singoli aggregati.

Dm. - Siano

), 05,05, ...

un numero finito od una infinitd numerabile di aggregati misu-
rabili a due a due distinti, di cui indichiamo con a la somma.
Pei due teoremi precedenti si ha

(1) () <Znp(a),
ed in particolare
() (o ta) Sp (@) + p(a).

(1) Cioé senza punti in comune.

W
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Sia k una copertura di @, 4 a,, ed indichiamo con k; una
copertura di @, i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un tratto
di k, e tali che E(k, —a)<e, ¢ essendo ancora un numero reale
>0 prefissato ad arbitrio (*). Analogamente indichiamo con %,
una copertura di @, i cui tratti siano (ciascuno) contenuti in un
tratto di k, e tali che E(h,—ap)<e.

E possibile staccare da %, un numero finito di tratti il cui
insieme %] abbia una lunghezza == (a) —e¢, ed & possibile stac-
care da k, un numero finito di tratti il cui insieme &, abbia una
lunghezza = p(a;) —e.

Le porzioni di tratti comuni ad un tratto di A; e ad un
tratto di %, formano un boreliano semplice p. Un punto di p non
pud appartenere contemporaneamente ad a;, e ad a,, perche, per
ipotesi, @, ed a, sono distinti, e se non appartiene ad a, sard
un punto di h,~—a,, e se non appartiene ad @, sard un punto di
hy,— ay. Allora (p. 7, teor. 1 e p. 10, teor. 2)

EQp)<E(h—a,)+E(hy—ay) < 2e.

Ma (p. 8, teor. 3') E(p)=1(p), dove I(p) & la lunghezza
del boreliano p, dunque !(p)<2e¢. I tratti di k; e le porzioni
dei tratti di k; che non appartengono a p formano un boreliano
semplice ¢ con un numero finito di tratti, e la cui lunghezza &
>u(a)+p(a) —4e. I tratti di ¢ sono porzioni di tratti di & e
quindi la lunghezza di & & > wla,) + p(a,) —4¢, e poiché & &
arbitrario la lunghezza di 2 & =p (a;) + 1 (@) . Da cid consegue
che

(2) (@ + ag) = (@) + p(as) .
Combinando la (1') e la (2) si ha
p(a + @)= p (@) +p(as).
Applicando successivamente questo risultato, si ha subito
wla 4 s+ .o )= (@) + 1 (@) + ... + (@),
(!) Per gquesto basterd prendere una copertura k£ di @, per oui

E(h —a)<e, e poi prendere le sole porzioni dei tratti di » che sono co-
muni coi singoli tratti di k.
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e, poiche¢ a,+4 a;+ ...+ a, & un sub-aggregato di a, &
o pl@y=p (@ +a.+ ... +a,) (p. 7, teor. 1),
ciod
p@)=p (@) + (@) + ... +p(a),
e questo per ogni », ed allora

(3) (@) =2, u(a,).
Combinando la (1) e la (3), si ha
wia)=2,pn(a,) . c. d. d.

2. Teor. 1. - La differenza di due aggregati misurabili & un
aggregato misurabile.

Dmi. - Siano a e b due aggregati misurabili e sia & un sub-
aggregato di ¢, Poniamo d=a—2b.

Sia ¢ un numero reale >0, sia ¢ una copertura di a, per

la quale si abbia E(c—a)<C =

3 Esistera allora una copertura

0 di c—a la cui lunghezza I(9) sia < % Inoltre sia s una

copertura di &, per la quale E(s—b)<%. Se in s vi sono
punti di d, questi saranno in s—b&, e formeranno un aggregato

d’' per cui E(d')<~;— (p. 7, teor. 1). Esistera allora una co-

pertura &' di d’ la cui lunghezza 1(8") sia <—;~

I tratti di s si possono distribuire in due boreliani s’ ed s”,
il 1° dei quali contenga un numero finito di tratti ed il 2° abbia

una lunghezza < %

Sia ¢’ il boreliano che si ottiene sopprimendo dai tratti di ¢
le porzioni comuni a tratti di s'.

I punti di d appartengono o a ¢’ o ad s', e questi ultimi
appartengono a ©’. Il sostegno % della somma di ¢’ e & & adun-
que una copertura di d. Ma in B vi possono essere dei punti
che non appartengono a d. Uno di tali punti o appartiene a &,
o appartiene a &, o appartiene ad s”. Allora il sostegno della
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somma di &, & ed s” & una copertura di k—d, la cui lunghezza
o minore della somma delle lunghezze di &, & ed s” (p. 5,
. P € € €

teor.) e quindi <—§—+—§——i—§=s.

Si conclude che, prefissato un numero reale ¢=>0, & possi-
bile trovare una copertura & di d per cui sia E(k—d)<le, e
quindi che d & misurabile. c. d. d.

Teor. 2. - La differenza di due aggregati misurabili ha per
misura la differenza delle loro misure.

Diu. - Infatti se d o la differenza di due aggregati misurabili
aeb, essendo a=>b -+ d,si ha (p. 10, teor. 3) w(a)=p(b) + 1 (d),
da cui p(d)=p(@)—pn(b). c. d. d.

3. Tror. 1. - Il prodotto (*) di due aggregati misurabili &

misurabile.
Dy, - Infatti se @ e b sono due aggregati misurabili, e se

p & il loro prodotto, ed s & la loro somma, si ha s—a=b—p,
e quindi p=b—(s—a). Ma s ¢ misurabile (p. 9, teor. 1),
dunque s—a & misurabile (p. 12, teor. 1) ed infine b —(s—a)
& misurabile (p. 12, teor. 1), ossia p & misurabile.

Cor. - Il prodotto di un numero finito di aggregati misura-
bili & misurabile.

Do, - Infatti se @, a,,...,a, sono degli aggregati misura-
bili, & misurabile il prodotto p, di @, e a; (v. teor. prec.); poi,
essendo il prodotto di @, as, a5, uguale al prodotto di p, ed a;,
& anch’ esso misurabile e cosi continuando si vede che & misura-
bile il prodotto di a;,a,,...,a,.

Teor. 2. — Il prodotto p di una successione

Qyy Oy, sy ..

di aggregati misurabili, ciascuno contenuto nel precedents, & mi-
surabile, ed ha per misura il limite per n=c0 di p(a,)-
Dm. - Intanto

0
P =al"-2]n (@ t1—an) s

(%) Ricordo che si chiama prodotfo di aggregati 1’ insieme degli elementi
comuni a tutti questi aggregati.
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e poiché a,,,—a, © misurabile (p. 12, teor. 1), anche
%,(an+,—a,) & misurabile (p. 9, teor. 1), ed infine anche p

& misurabile (p. 12, teor. 1).
Inoltre (p. 10, teor. 3 e p. 13, § 2, teor. 2}, @

{-“(p)zl“'(al)_P‘[;ﬁn(an+l_aﬂ)]=
= P‘(al)—‘?np‘(anq-l_—an)

= (@) — . [p (n i) — (@)

=limp(a,) . c. d. d.

n=2ux
Cor. - Il prodotto p di una infiniti numerabile
), Qg, A3, - ..

di aggregati misurabili & misurabile.
Dru. - Infatti detto p, il prodotto di a;,a., ..., a,, I'aggre-
gato p & il prodotto degli aggregati

pl)p!ypaa"-

ciascuno misurabile e ciascuno contenuto nel precedente, e quindi
¢ misurabile (v. teor. prec.).

4. Cor. 1. — La misura di un aggregato misurabile non cam-
bia se a questo aggregato si aggiunge o si toglie un aggregato
trascurabile (p. 8, § 5, def.; p. 10, teor. 3 e p. 13, § 2, teor. 2).

Cor. 2. - L’aggregato a dei punti énternd di un boreliano
semplice & & misurabile ed ha per misura la lunghezza 1(b) di b.

D, - Infatti b—a & finito o numerabile e quindi & tra-
scurabile, ed allora p(a)=p(b) (cor. prec.), ma w(d) = 1)

(p. 9, teor. 3), dunque & p(a)=1(b).
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5.

Funzioni misurabili.

1. Funzioni misurabili. — 2. Somma di funzioni misurabili, — 8. Diffe-
renza di funzioni misurabili. — 4. Prodotto di funzioni misurabili. — 5. Quo-
siente di funzioni misurabili. — 6, Limite di una successione di funzioni
misurabili. — 7. Esempi di funzioni misurabili.

1. Sia f({) una funzione reale definita in un aggregato mi-
surabile ¢ di punti di una retta (*). Le condizioni:

4) Per ogni numero reale « & misurabile I’aggregato 4,
dei punti di g in cui f(f) >a;

B) Per ogni numero reale o & misurabile 1’aggregato B,
dei punti di g in cui f(f)=a;

C) Per ogni numero reale a & misurabile I’aggregato C,
dei punti di g in cui f(f)<a;

D) Per ogni numero reale « & misurabile I’aggregato D,
dei punti di g in cui f{{)<<a;
sono equivalenti.

Infatti essendo 4,4+ D,=B,+ C, =g, & evidente che la
misurabilita di uno degli aggregati 4, e D, trascina quella del-
I’altro, e che la misurabilita di uno degli aggregati B, e C, tra-
seina quella dell’altro, e che quindi sono equivalenti le condizioni
A) e D), o le condizioni B) e C).

Per dimostrare completamente 1’asserto basta allora dimo-
strare che sono equivalenti le condizioni 4) e B). Ora 4, & la
somma degli aggregati B, 1 (n=1,2,...), e dalla misurabi-
lita dei B, consegue quella degli 4, (p. 9, teor. 1). Dunque dalla
B) consegue la 4). Analogamente B, & il prodotto degli aggre-
gati 4, —L (n=1,2,...), e quindi dalla misurabilita degli 4,
. consegue quella dei B, (p. 14, cor. del teor. 2), e dalla condi-
" zione A4) consegue la B).

Cid premesso noi daremo la seguente
Drr. 1. - Quando una funzione reale f(f) & definita in un

(4 Ciod tale che per ogni punto di g abbia un valore reale finito.
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aggregatom isurabile g di punti di una retta e goddisfa ad una delle
precedenti condizioni 4), B), C), D), e quindi a tutte, si dice
che & una funzione misurabile.

Talvolta capita di dover considerare, dato un aggregato mi-
surabile g, una fanzione reale f(r) che & definita in tutti i punti
di g all’ infuori che in un aggregato trascurabile & di punti, ed
allora diremo che f(r) & definita generalmente in g.

Der. 2. — Una funzione reale f(¢) definita generalmente in

an aggregato misurabile g, si dice che & misurabile in g se &
misurabile nel sub—aggregato di g in cui essa & definita.

2. Teok. 1. - La somma di due funzioni f, ed f; misurabili
€ misurabile.

Dot - Infatti se # @ un numero razionale, indicando con
H, Y aggregato dei punti in cui f,>r, ed fi>a—r, si vede
che H, & misurabile perché prodotto di aggregati misurabili. La
somma H degli H, (*) & quindi pure misurabile. Nei punti di H @
fi+ fi>>a. Viceversa ogni punto in cui fi+f;>a appartiene ad
H, perché se fi+f,>a,sard fi+/f:>>a ¢, dove & & un numero
~ 0 sufficientemente piccolo. Esistera allora un numero razionale
r per cui fi>r>f,—e¢, dacui /,>7, ed 4r>hHh+ (h—se)=
(i+f) —e>a, ovssia pf>a—7, ed il punto appartiene ad H.
Si conclude che per ogni numero reale « & misurabile 1’ aggre-
gato dei punti in cui fi +/>a, € che quindi f;+f; & misu-
rabile (%).

Consegue subito il

Teor. 2. - La somma di un numero finito di funzioni mi-

surabili & misurabile.

3. Teor. 1. - Se f & una funzione misurabile, anche —f &
misurabile.

Dix. - Infatti I’aggregato dei puntiin cui — f=a coincide
con quello in cui f<<a, e quindi & un aggregato misurabile, e
la — f soddisfa alla condizione B ).

*) 1 noto che i numeri razionali » sono una infinita numerabile.
(3) In queste e nelle geguenti dimostrazioni ¢i si riferisce, il che & suf-
ficiente, solo ai punti in cui le funzioni in discorso sono definite.
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Tror. 2. - La differenza di due funzioni f, ed f, misurabili
¢ misurabile.

Dme. — Infatti fi—fe =fi+ (— /) e quindi fi—f, &la som-
ma di due funzioni misurabili, ed & percid misurabile (p. 16, § 2,
teor. 1).

4. Teor. 1. - Il prodotto di due funzioni /| ed f; misurabili &

misurabile.

Dix. - Supponiamo dapprima che le due funzioni siano posi-
tive dovanque sono definite. Allora, se » & un numero razionale
>0, indicando con H, I’aggregato dei punti in cui fi>>r, ed
fi>>a:r, si vede che H, & misurabile perché prodotto di aggre-
gati misurabili.

La somma H degli aggregati H, & quindi pure misurabile.
Nei punti di H & f;-f;>>a. Viceversa ogni punto in cul
£, - fo>>a appartiene ad H, perchd,se f; - ,>=,satd f; - >a - p,
econ p>>1 e sufficientemente vicino ad 1.

Esistera allora un numero razionale r per cui f, >r>f:p,
dacui i>redr-fi>fh(hiie)=(fi-f):p>a, ossia fy>a:r,
ed il punto appartiene ad H. Si conclude che per ogni pumero
reale a (1) & misurabile I’aggregato dei punti in cui /- f, > a,
e che quindi f; - f; & misurabile.

Essendo poi f; - fy = (— i) {— fi)=—[(—f) Al =—TA(— s ],
si conclude che il teor. & vero tutte le volte che ognuna delle
funzioni ha segno costante.

Per trattare la questione in generale si indichi con f; (n=1,2)
la funzione che coincide con f, dove f, & positiva, ed & nulla
negli altri punti, e si ponga [, =f,—/f, (3). Evidentemente le
funzioni f}, ed f, sono misurabili ed hanno segno costante, e
poiché

hio k=t ) e+ =11 [t i+ e T

* risulta che £, - f; & misurabile.

Consegue subito il
Tror. 2. - Il prodotto di un numero finito di funzioni mi-

- surabili & misurabile.

(1) Per « <0 la cosa é evidente,
(®) La f, sara solo definita dove lo & la £, |

G. VitaLt — Lexion: di geometria nello spaxio hilbertiano 2
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5. Teor 1. - Se f(f) & una funzione misurabile che si
annulla solo in un aggregato trascurabile, la 1:f() & pure mi-
surabile (%).

D, - Infatti I’aggregato dei punti in cui 1:/>a se a>0,
® quello dei punti in cui 0<Cf<T1l:a; e se a<(0, & quello dei
punti in cuio [>>0,0 f<{l:a;sea=0,¢ quello dei punti in cui
f>0, ed in tutti i casi & misurabile. Dunque 1:f & misurabile.

Consegue il seguente
Teor. 2. - Se f, ed f, sono due funzioni misurabili ed &

trascurabile 1’ aggregato dei punti in cui £,=0, la f;:f, & mi-
surabile.

Infatti fisfi=f -(1:f).
6. Der. - Una successione di funzioni

) fisforfas e

definite generalmente in un aggregato g, si dice convergente ge-
neralmente in g se converge in tutto g, fuorché in un aggregato
trascurabile.

Teor. — Il limite f di una successione (1) di funzioni misu-
rabili, convergente generalmente in un aggregato misurabile g, &
una funzione misurabile.

Dmv. - Se a & un numero reale, 1’aggregato H dei punti in

cui /> & la somma di quegli aggregati H, , in cui f,>a + %—
per ogni r>>n, e dove p ed = sono numeri interi >0. Infatti
& evidente che, se f=>a, esiste un intero p >0 per cui f>a ;1)—
e che quindi esiste un intero 72> 0 tale che per ogni »>n &
fri>a +%—, e che viceversa quando questo avviene & f>a.
Ora H,, © misurabile, perche & il prodotto degli aggregati
K, ,(r>n) in cui f,>a+—;~, ed i K, , sono misurabili. Dun-

que H & misurabile, ed infine f & misurabile.

() La 1:7 () & definita solo dove lo & la / e dove non & f=0, cioé
al)’ infuori di un aggregato trascurabile. Essa & dunque generalmente definita.

R Y

BEE e
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7. Dev. 1. - Se g & un aggregato misurabile di punti di
una retta, se f & una funzione generalmente definita in g, che
all’ infuori di un aggregato trascurabile acquista solo un m;mero
finito od una infinitd numerabile di valori finiti diversi, e se ogni
aggregato in cui assume lo stesso valore & misurabile, si dice
che f & quasi-costante in g.

Teor. 1. ~ Una funzione quasi-costante & misurabile.

Div. - Infatti, se f & quasi—costante, ed « & un numero reale
I’aggregato A, dei punti in cui />>a & la somma degli aggrez
gati di punti (aggregati in numero finito o in una infinita nume-
rabile) in cui f acquista un medesimo valore ~>a, e quindi 4
> misurabile, ed infine f & misurabile. .t

Teor. 2. - Una tunzione f(#) continua in un segmento (p, ¢)
misurabile. ’

Dm. - Infatti, per ogni numero intero »>>0, noi possiamo
dividere (p,g) in un numero finito di parti, il cui aggregato noi
il‘ndicheremo con A,, tali che in ognuna di tali parti I’oscilla-
zicne di fsia <{1:n. La funzione f,, che in ciascuna di tali
K ,:ti. coincide col limite inferiore di f in detta parte (1), & una
yuasi-costante e quindi misurabile. La f & uguale a limf,, o

nN=x

5zindi & misurabile (p. 18, § 6).

Der. 2. ~ Una funzione che & nulla in tutti i punti di un ag-
gato g all’infuori di un aggregato trascurabile in cui pud
=2:2he non essere definita, si dice generalmente nulla in g

Evidentemente una funxione generalmente nulla in m; ag-
;7% misurabile ¢ misurabile. "
D‘EF. 3. = Due funzioni che differiscono per una funzione
' !?lmente nulla si dicono generalmente uguali, ed anzi, quando
- d:remo nel seguito che un fatto avviene genemlmen;e ng
© lcudeiemo dire che esso si verifica in tutti i punti di g, a]l’in:

_.c7i di un aggregato trascurabile.

we

(*) Questo limite ¢ finito, essendo / conticua.

YT
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6.
Funzioni quasi-costanti sommabili e loro integrazione.

1. Funzioni quasi-costanti sommabili. — 2. Integrale di una funzione

quasi-costante sommabile. — 3. Proprietd degli integrali delle funzioni quasi-

costanti.

1. Der. - Se f(t) & una funzione quasi-costante in g, se
(1) )\J))‘E«,)‘ﬂy"-
sono i diversi valori che essa assume, se 7, ¢ I’ aggregato dei
punti in cui f(#)=X,, si dice che la f(t) e quindi anche il
modulo | f(t)] della f(2), & sommabile in g, se e soltanto se la serie
(2) M #(71)"*')\2.[1("{2)'?" )\3.11.(‘{3)"‘*"-..,
{(in cui si intenda che un termine A,.p (7.} sia xero se il fattore
» & =0, anche se I'altro fattore p(7,) © infinito) ha termini

finiti ed & assolutamente convergente.
T evidente che se f(f) ¢ una quasi-costante e se g & diviso

in una infinita numerabile di aggregati misurabili
(3) G195 83y -0+

tali che in ciascuno di essi la f(f) abbia un medesimo valore [,,,
anche se i valori delle varie 7, non sono diversi fra loro, condi-
zione necessaria e sufficiente perche la f(f) sia sommabile in g

o che la serie
(4) ll-P(gl)+l2-P(gS)+13-P~(.(]3)+~~-
sia a termini finiti ed assolutamente convergente.

2. Der. — Se una funzione quasi-costante & sommabile in g,
se (1) sono i diversi valori che essa assume, € S& T, & 1 aggre-
gato dei punti in cui f(f)= A, la somma della serie (2) (somma
che & indipendente dall’ordine dei termini) si chiama 1’ integrale
della f(f) esteso a g, e si indica con

[ra

B evidente che se f(f) & una quasi-costante sommabile in g,

f,
&
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5 se g & diviso in una infinitd numerabile di aggregati misura-

. . . . . . i O

103 (8), tali che in ciascuno di essi l.a f(t) abbia uud.mede.s;n

valore 1. . anche se i valori delle varie l, non sono diversi fira
ny

loro, 1’ / f-dt & anche dato dalla somma della serie (4) (somma
)
che & iyndipendente dall’ ordine dei termini).

3. Teor. 1. - Se f e ¢ sono due funzioni quasi-costanti
sommabili in g, e se in tutto g & f=1%, si ha

ff-dt2]<p~dt.

Do - Se (1) sono i diversi valori che [ assume in g, se
(5) P AR VD VORI
sono i diversi valori che p acquista in g, se Tn. & ]’a'gg'regatc?
dei punti in cui f=A,, e se 7, & I’ aggregato dei Ipuntvl in cui
w=M\, se ¥, ¢ il prodotto degli aggregati - e 7, si ha, per
un ¥,,, non nullo, A,=%;. Poi

ff~ dt:zm)\”.u('l'n) = er)‘r‘}l(vr,s)
g9

f(F . dt =2.n,)\1:-|-1(1:') Z'Ers)‘;'ll(m‘.s))

9
ff.dtZ[qp.dt. c. d. d.
g g9
Consegue il

Cor. — Se [ ® una quasi-costante sommabile in g, si ha

f|f1dt2ff.dt.

Teor. 2. - La somma di due funzioni quasi-costanti somma-
bili in g & essa pure sommabile in g, e si ha

e quindi

T
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/(f+§°)d’=/f~dl+/<p-dt.

Dnr. — Intanto se (1) sono i diversi valori che acquista f,
se (5) sono i diversi valori che acquista ¢, se v, & I’ aggregato
dei punti in cui f=1X,, e se 7, & I’aggregato dei punti in cui
=DM, se 1,,, & il prodotto degli aggregati 7, e %/, si ha

E,,()&, + )‘:) P‘(Tr. a) = er)v!-“ (7r s) + zrs)‘ip‘(’{r.l)v

ma le ultime due serie sono assolutamente convergenti a causa
della sommabilita delle f e ¢, dunque anche la prima serie & as-
solutamente convergente, e quindi la f+ ¢ & sommabile. Ed
inoltre dalla precedente uguaglianza consegue

f(f—f—g)dt:/f.dt—f—f(p‘dt. e d d

g

Tror. 3. - Una quasi-costante sommabile in un aggregato ¢
6 anche sommabile in ogni sub-aggregato misurabile di g.

Dov. - Infatti se f & una quasi-costante sommabile in g, se
(1) sono i diversi valori che essa assume, se 7, & I’ aggregato dei
punti di g in cui f=)\,, se ¢’ & un sub-aggregato misurabile di
g, e se v, & il prodotto di ¢’ con 71,, & w(vl)<<p(r.) e quindi
M) < M n(1) |, e dalla convergenza assoluta della serie
(8) consegue la convergenza assoluta della serie

Zodhan(r)

e quindi la sommabilitd di fin ¢'.
Teor. 4. - Se

(6) gl)ghgaf*"

sono degli aggregati misurabili a due a due distinti, se g ®la
loro somma, e se /' & una quasi-costante sommabile in g, si ha

[ﬂdt:!‘.f}”-dt.

Drv. - Se (1) sono i diversi valori che f acquista in g, e
se 1, & I'aggregato dei punti di g in cui f=2\,, ese vy, # il
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prodotto di g. con 7,, si ha

w(v) =Zape(10d) s
e quindi

[fe =B 0 = B 1 D=5 B )= [1-a1.
9 5n
c. d. d.

Tuor. 5. — Se (6) sono degli aggregati misurabili a due a
due distinti, se g & la loro somma, e se f & una quasi-costante

sommabile in ciascuno degli aggregati (6), e se & convergente
la serie
. [1na,
In

la f & sommabile in g (e quindi si pud applicare il teor. prec.).

Dt. - Siano (1) i valori di f in g, sia v, 1 aggregato di
punti di g, in cui f=AX,, e sia v, , il prodotto di g, e di ¥,.
Sara

]m G=Z, 0 ()]

e, per I'ipotesi fatta, convergera la serie
an|fl dt =Zp N (1a.0) |
In

=L INp() |,

e quindi la f & sommabile in g. o
Tror. 6. — Se f & una quasi-costante sommabile in g, anche
C.f, dove C & una costante, & una quasi-costante sommabile

in g, ed &
fO-f-dt:O -ff-dt.
g

g

Dwr. - Se (1) sono i diversi valori che f assume in g, e se
Y. & I'aggregato dei punti in cui f=1,, la C-f ha in 7, il
valore C.\,, o quindi & quasi-costante, ed inoltre, convergendo

24 INTEGRALI DI LEBESGUE

assolutamente la serie (2), converge assolutamente anche la serie
5,0 -%-u(1n), e quindi C.f & sommabile in g. Inolire es-
sendo X, C . A, u(Ya) =C - Z, A, 1 (1.) &

fO-fdt:C.ff_dt

9

c. d. d.

4. Teor. — Se f & una funzione generalmente costante in g,
e se t(g) & un numero finito, e se ¢ & il valore di f, la f & som-
mabile in g, ed &

ff-dt:(}'.u(g).

Dy, - Infatti la f & quasi-costante, e la corrispondente se-
rie (2) si riduce al solo termine C'.p(g), e quindi la / & som-

mabile in ¢, ed //'-dt:C-p.(g).

g

c. d. d.

7.

Funzioni misurabili sommabili e loro integrazione.

1. Maggioranti e minoranti di una funzione misurabile. — 2. Funzioni
sommabili e loro integrale. — 8. Alcuni teoremi. — 4. Teorema del valor
medio.

1. Der. - Si chiama maggiorante di una funzione f misu-
rabile in g, ogni funzione ¢ quasi-costante per la quale & gene-
ralmente in g soddisfatta la disuguaglianza ¢=f; e si chiama
minorante di f ogni funzione quasi-costante ¢, per cui sia ¢<Cf
generalmente in g.

Teor. - Se una funzione f misurabile in g ha una maggio-
rante ¢ ed una minorante ¢ sommabili in g, esistono innumere-
voli di tali maggioranti e di tali minoranti, ed i loro integrali
estesi a g formano due classi contigue.

Dix. — Dividiamo la retta », su cui giace g, in segmenti di
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lunghezza 1. In ciascuno di questi segmenti sara contenuto un
sub-aggregato di g misurabile e di misura <1.

Siano
91192y 935 -
questi aggregati. Allora g sard la somma di questi g,, e sara
plg) =1. N
In g, le $ e ¢ sono quasi-costanti, sommabili (p. 22, teor. 3).
Siano
byl ls, ...
i valori di 9 in g, e
VI VD VORI

i valori di ¢ in g,

Sia g¢,.,., ’aggregato di punti di g, in cul p =1 e ¢ =A,.
Sara

St (Gn,rs)= 12 (G0) -

Dividiamo !’ intervallo (I,,»,) in un numero finito di parti
di lunghezza <e:2", dove & & un qualungue numero reale >0
prefissato. L’ aggregato g, ., restera diviso in un numero finito
di sub-aggregati ¢, ,, , in ciascuno dei quali la f & sempre
compresa in una medesima di dette parti di (/,, X)), i cui estremi
noi indicheremo con I, , , 4 € Xu r.s.q Unirsg =har.s,0)-

Poichs

L=l g =g =t

essendo assolutamente convergenti le serie
Zariabett Gnrisa) s Zarg Mt (Gnrisa) 5
lo sono anche le serie
Znrigln s, g Gnred) s ZarsgmrsahGnrea)s ()

e quindi la funzione ¢,, che in ogni g, ,., ha il valore I, .4,
e la funzione ¢,, che in ogni g, ., ha il valore A, ..., somno

(1) Infatti S8 an>bp>cn & |bn| <lam |+ leal, e quindi, se le serie
Znan € Znen sono assolutamente convergenti, converge la serie Zn (| @n| + | cn ]
ed infine la serie Z,|bn|, € perd la serie Znbn 6 assolutamente convergente.
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delle quasi-costanti sommabili in g, e la ¢, & una maggiorante
di f; e la ¢, & una minorante di f.
Si ha subito '

f(PZ ‘ dt-/qﬁ . dt:E,,r.., (l,,,,_’,'q —_— )‘n.r.x‘q) p,(g" . "q)
g

<Z,(c: 22 (G J
=zn (5 : 2”) zn o (gn )
=3, (e:2%) . pn(g) < I, (e:2"<e.
Ma ¢ pud essere preso piccolo a piacere, e quindi gli inte-
grali delle maggioranti e delle minoranti sommabili di f formano
due classi contigue. c d. d

2. Der. 1. — Una funzione misurabile si dice sommabile se
ammette una maggiorante ed una minorante sommabili.
" DEr. 2. - Se f & una funzione sommabile in ¢, il numero di
separazione delle classi formate cogli integrali in g delle maggio-
ranti e delle minoranti sommabili si chiama 1'¢ntegrale di f, e si

indica con
f fedt.
g

3. Teor. 1. - Se f @ una funzione misurabile in g, e se in
tutto g (escluso al piti un aggregato trascurabile) & f=0; con-
dizione necessaria e sufficiente perché f sia sommabile in g & che
[ abbia una maggiorante sommabile in g.

Dnu. - Infatti la funzione ¢, che & nulla in tutto g, & una
minorante di f sommabile in g, e quindi / ha una maggiorante
ed una minorante sommabili, ed allora & essa stessa sommabile.

Teor. 2. - Se f & una funzione sommabile in g, ed & in
tutto g (escluso al pili un aggregato trascurabile) f=0, si ha

/f-dtZO.

Dmw. - Infatti I’integrale della minorante nulla di f & uguale
a zero.

Tror. 3. - Condizione necessaria e sufficiente perché una fun-
zione f sia sommabile in g & che il suo modulo |f| sia somma-
bile in g.
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Dm. Intanto, se |f| & sommabile in g, e se ¢ & una mag-
giorante sommabile di |f|; la ¢ & pure maggiorante di f, e —¢
¢ minorante (evidentemente sommabile) (p. 23, teor. 6), e quindi
f & sommabile. Inversamente, se f & sommabile, e se ¢ e ¢ sono
una sua maggiorante ed una sua minorante sommabili; dalle
¢=f=1¢ consegue |f|<<|¢|+ |¢|. Inoltre |p| e [¢| sono som-
mabili (p. 20, § 1, def.), e quindi |¢|4[$| & sommabile (p. 21,
teor. 2), ed infine |f| & sommabile (v. il prec. teor. 1).

Tror. 4. — Se f & sommabile in g, e se ¢’ & un aggregato
distinto da g; la funzione f;, che in g coincide colla f, e che &

nulla in ¢/, & sommabile in Y=g +¢' ed é[ﬁ-dt:ff-dt .
Y 9

Dmnt. - Basta considerare le maggioranti e minoranti di f;
che sono nulle in g¢'.

4. TroreMA DEL VALOR MEDIO. - Se /' & una funzione somma-
bile in un aggregato ¢ di misura finita, &

ff-dt=M-u(g),
14
dove M & un numero compreso fra il limite inferiore I ed il li-
mite superiore L di fin g.
Dm. — Infatti, se I & finito, la funzione che in tatti i punti
di g ha il valore ! & una minorante sommabile di f; il cui inte-
grale vale I.p(g) (p. 24, § 4, teor.). Si conclude che

l-u(g)éf/*dt-
g
Analogamente, se L & finito, si ha

L~u(y)2ff-dt~

Basta questo per provare che, quando uno dei due numeri !
ed L & finito, vale il teorema.

Se poi I ed L sono entrambi infiniti, il teorema & evidento per
se, perche allora sard l=-—o0 ed L=-.
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8.
Proprietd generali
degli integrali delle funzioni sommabili.

1. Integrale di somma di funzioni sommabili. — 2. Integrali estesi a
somme di aggregati. — 3. Integrali di differenza di funzioni sommabili. —
4. Altri teoremi sugli integrali. — 5. Assoluta continuita.

1. Teor. 1. - Se f; ed f; sono due funzioni sommabili in g,

anche f;+ f; ¢ sommabile in g (*), ed &
f(f}—{—/;)dt:[fl-dt-}--/f;.dt.
g g g

Dur. Intanto, se ¢, & una maggiorante sommabile di fi, e
se ¢, & una maggiorante sommabile di fo; la ¢, + ¢, & una mag-
giorante di f;+ fo, ed & sommabile (p. 21, teor. 2). In modo
analogo si vede che fi+ f; ba una minorante sommabile, e si
puo concludere che f;+ f; & sommabile in g.

Se poi si osserva che, se p, e ¢, sono maggioranti somma-
bili di £; ed f2, e, se ¢, e ¢, sono minoranti sommabili di £; ed
/2, si ha (p. 21, teor. 2)

[0+ eaat=[pr-det [peeaez[th+ ot
g g g ¢

ﬁ%+wﬂ=f%ﬂ+ﬁhMSﬁﬁ+mﬂ,
g g g 9
e si conclude che

/(f]—{-f,)dt:fﬂ.dtfyff;.dt. c. d d.

Consegue il
Teor. 2. — La somma di un numero finito di funzioni snm-

mabili in un medesimo aggregato ¢ & pure una funzione somma-

() Con f, + f, indico la funzione, generalmente definita in g, che nei
puati in cui 7, ed f, sono entrambe definite vale la loro somma.
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bile in g, e !’integrale della somma & uguale alla somma degli
integrali delle singole funzioni.

2. Teor. 1. Una funzione f sommabile in g & anche somma-
bile in qualunque sub-aggregato ¢’ misurabile di g.

Do - Infatti ogni maggiorante sommabile di f in g & mag-
giorante di 7 in ¢, ed & sommabile in ¢’ (p. 22, teor. 3). Ana-
logamente ogni minorante sommabile di f in g & anche una mi-
norante di / in ¢', ed & sommabile in g’. Consegue che f'& som-
mabile in ¢’ (p. 26, def. 1).

Teor. 2. - Siano
(1) Grs G2y Pas - -

degli aggregati misurabili di punti di una stessa retta, a due a due
distinti, in numero finito od in una infinitd numerabile, e sia gy
la loro somma. Allora, per ogni funzione f sommabile in g, si ha

/f- dt=3,|f-dt .
[ In

Div. - Siano ¢ e ¢ una maggiorante ed una minorante di
/ sommabili in g. Esse sono tali anche nei singoli g,, e si ha

[gc‘dtsz-dtzfp-dt,
In n In

e, sommando rispetto ad n, si ha (p. 22, teor. 4)
fgc.dz25,,ff-dt2f¢-dt.
g9 In g9

Dunque E,‘ff- dt & compreso fra gli integrali delle maggio-

In
ranti e delle minoranti sommabili di f in ¢, e quindi & uguale

adff-dt. c. d. d.
9

Cor. - Se f & una funzione sommabile in g, se g’ & un sub-
aggregato misurabile di g, se infine 8 =g—g', si ha
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@) !f.d¢=[f.dt—!f‘dt.

‘D, - Infatti, essendo g=g¢'+ 8, 8, pel teor. prec.,
ff-dt:[f-dt+ff-dt,
g I 3

da cui consegue la (2).

Tror. 3. — Se (1) sono degli aggregati misurabili di punti
dl una medesima retta, a due a due distinti, in numero finito od
in una infinita numerabile, se g & la loro somma, e se / & una
funzione sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se & con-

vergente la serie
5, ﬁ lat
In

(questa ultima condizione & verificata se gli aggregati (1) somo
in numero finito); la f & sommabile in g, ed 8, in virtd del pre-

yff- dt:Z,;[f-dt .

Div. - Poiché |f| & sommabile in g,, & possibile trovare in
g. una maggiorante ¢, di || per cui

(3) i[tp,'dtsj-,[tf]dt—i-l:?‘.

_ cedente teorema,

Ora se p & la funzione, definita generalmente in g, che ir
ogni g, coincide generalmente con @, , la (3) diventa

(3" fep-dtzflfldt-kl:?“,
In In
e poichd la serie che ha per termini i secondi membri delle (3')
converge, ed i primi membri delle (3') sono positivi, converge la
serie
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2,;[¢.dt=z,£w|dt,

e quindi la ¢ & sommabile in g (p. 23, teor. 5). Ma ¢ & una
maggiorante di |f] in g, e quindi |f| & sommabile in g (p. 26,
teor. 1 e 3). '

Cor. 1. -~ Supponiamo che (1) siano una infinitd numerabile
di aggregati misurabili di punti di un medesima retta, a due a
due distinti, e che g sia la loro somma. Se f & una funzione
sommabile in ciascuno degli aggregati (1), e se esiste un n, tale

che in g—3X,.g, sia f>>0, e se inoltre la serie
1

2,,/]’. dt
In

converge; la f & sommabile in g, e quindi vale la

gff-dt:z,,‘[f-dt. ’

Dm. - Infatti, nelle nostre ipotesi, essendo f=|f| nei g, con

n>mn,;, e quindi in tali g, flf!dt:ff- dt, consegue che, es-
In

In

sendo convergente la X, f f-dt, loela Z, ﬁ fidt, e sipud
In In

applicare il teor. 3.
Cor. 2. ~ Se

(4) TiyTey Tay e -

& una infinitd numerabile di aggregati misurabili, ciascuno con-
tenuto nel successivo, e se g & la loro somma, se / & una fan-
zione sommabile in ciascuno degli aggregati (4), e se esiste un
n; tale che in g—1,, sia >0, e se inolfre esiste ed & finito il
lim |f.dt; la f & sommabile in g, ed &

Tn
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f-dt-=lim|f-dt .

Tn

D, — Infatti le ipotesi e la tesi di questo cor. si riducono
a quelle del precedente, se si pone :

hi="N, $2:=Te— T, $g=Ts—Tey- -

3. Tror. 1. — Se f & sommabile in g, anche C-f, dove Ceé
una costante, & sommabile in g, ed &

!Cf»dt:()-gff-dt.

Dix. - Infatti se ¢ e ¢ sono una maggiorante ed una mino-
rante di / sommabili in g, anche le C.¢ e C.¢ sono una
maggiorante ed una minorante di C.f sommabili in g (la C.9
sard la maggiorante se 00, ed altrimenti sara la minorante).

Ed allora l’fC-f-dt,‘essendo compreso fra[C-godt=0-/q:- dt
g

g g

e fo.q,.dt:C.fq;.dt, coincidera con C. |[f-dt.
g

9 g

Cor. - Se f © sommabile in g, anche — f & sommabile in g,

yf(-f)dt:—;[f.dt.

Teor. 2. — Se f, ed f; sono due funzioni sommabili in g,
anche f,—/f: & sommabile in g, ed &

J(f,_;;)dt=!f, -dt-—;/ﬁ~dt.

Dm. ~ Infatti

ed &

fi—fh=h+(—F),

e quindi, essendo f; e — /s sommabili, si ha (p. 28, teor. 1)
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= mdt—[ﬁ dt+f f.dt—-[ﬁ dt+ (— -t
p ——f/; t—[f, dt. g

Teor. 3. - Se £, ed f; sono due funzioni sommabili in g, e
si ha, generalmente in g, fi=1;, &

gfﬂ-thJ‘f}dt.

Dm. - Infatti, essendo, generalmente in g, f;—/f,=0, &
f(ﬂ —/)dt=0 (p. 26, teor. 2), e quindi ffl dt—ff. dt =0,

g

ed infine j fi- dtsz, dt. ¢ d d.

4. Tror, 1. - Se f & sommabile in g, se (1) sono dei sub-
aggrogati misurabili di g, ciascuno contenuto nel precedente, e se
g’ & il loro prodotto, si ha

f-dt=lim [f.dt .

N==00

In
Din, — Infatti, se si pone
5n=y..-—g,.+1 (n=1’ 2, 3’_..)’
si ha
In=g— (& +8&+...+8.,),
o

gl =gl"2n 8. )
© quindi (p. 29, teor. 2 e cor.)

g[f.dt=£f.dt—2”ff.dt_llm[ff dt_(ff dt+/f di+

—{—ff dt)]-—hm f-dt c. d. d.

n=,

G. ViTaLt — Lexion: di geometria nello spaxio hilbertiano 8
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Teor. 2. — Se f & sommabile in g, si ha

I;[f‘dt‘s!ifldt.

Dot — Sia ¢' I’aggregato in cui />0 6 ¢"=g—¢' .
E ff-dt:flf]dt ) {f-dt:—flﬂdt, e quindi
7 g q’ g’

| f.dt|=|f| 7l dt—-—flfldt]Sﬁf|dt+ﬁf]dt=ﬁf|dt. c.d.d.
g g g g g’ g

5. Sia f una funzione sommabile e generalmente =0 in g, ed
essendo » un qualunque numero intero >0, indichiamo con g,.
I’ aggregato dei punti in cui f<<n. Poniamo poi S,=g—gn. Il
prodotto degli aggregati d, & di misura nulla, e quindi

lim ff. dt=0. (p. 33, teor. 1).
n—xb”

Allora, prefissato un numero reale ¢=>0, & possibile trovare

un valore »' di » per cui [ff-dtl<s:2.
Bns
Se ora si pone
m<le:2n,

si vede che, se 7 & un qualunque sub-aggregato misurabile d1 g

~ per cui p(y)<m, se 7’ indica il prodotto dite dig,, ey in-

dica il prodotto di 7 e 8., & T=7 ' 44", ed inoltre

ff—dt<n’-m<n’.(s:2n')=e:2,
v
ff dt<ff dt<le:2,
ur
ed infine

ff-dt=ff-dt+ff'dt<s:2+c:2=e.
Y Y

Y
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8i conclude che, se f & una funzione sommabile e general-

mente ==0 in g, & possibile, prefissato un numero reale ¢>0
trovare un numero reale >0 tale, che per ogni subaggregatt;

misurabile y di g di misura <<, si abbia f f-dt<e.
Ne consegue ch | !
gue che, se / & una qualunque funzione sommabile

in g, & possibile, prefissato un numero reale ¢>0, trovare un
numero reale m>>0 tale che per ogni sub—aggregato misura-

bile ¥ di g di misura <Zm, si abbia flf|dt<s,epoiché (p. 34
.t ]

teor. 2) Y
[/f'dllsﬁfgdt,
Y Y

si ha il

TE(?R. 1. - Se f & una funzione sommabile in g, & possibile,
per ogni numero reale ¢>>0, trovare un numero reale m>>0
tale che per ogni sub-aggregato misurabile y di g, con wiy)<<m,

si abbia
Iff-dﬁ(s .
Y

Der. ~ La proprietd delle funzioni sommabili enunciata dal
teorema precedente si suole indicare dicendo che I’ integrale di
una funzione sommabile & assolutamente continuo.

'TEOR. 2. - Se f & una funzione sommabile in un aggregato
g di punti di una retta r, se ¢ indica un punto qualunque di r
ese g, & 'aggregato dei punti di g che cadono alla sinistra di t’
la funzione ’

ro- [f-dt.

8 continua,
ﬁDlM. - Intanto, per 1’assoluta continuitd dell’integrale di f,
f::l ssato un numero reale s >0, & possibile trovare un numero
e m>>0 tale che, per ogni sub-aggregato misurabile y di g per
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cui w(y)<m, siabbia Iff.dt]<e. Allora, se |h|<m, &
Y

IF(t+ h)-—F(t)i=lff'dt—ff~dtl=lff-dtl<e,

[7E%Y 9 Iin

dove g, indica ’aggregato dei punti di g che cadono nel tratto
che ha per estremi i punti ¢ e t+ b, aggregato che ha certa-

mente misura <<k, e quindi misura <m .
Allora, qualunque sia il numero reale ¢ >0, esiste un nu-

mero reale m >0 tale che, per ogni % con valore assoluto <m,
si abbia

|F(t+h)—F ()] <le,

e questo significa che la F(t) & continua. c. d. d.

9.
Funzioni limitate.
1. Funzioni ad integrale nullo. — 2. Funzioni misurabili limitate. — 8.
Sommabilits di una funzione sommabile limitata in un aggregato di misura

finita, — 4. Sistema di infinite funzioni ugualmente limitate. — 5. Permu-
tabilita di limite ed integrale, — 6. Funzioni integrabili secondo RIEMaNN.

1. Der. — Una funzione sommabile in un aggregato g si dice
ad integrale nullo, se in qualunque sub-aggregato misurabile g'

di g, si ha
ff.dt=0.
”

Teor. 1. — Se, generalmente in g, & f=0, e se ff-dt=0,
)

la /& ad integrale nullo.
Dos. - Infatti, se 1 & un sub-aggregato misurabile di g, posto

§=g—1%, si ha ff.dt=[f—dt—ff-dtsff-dt=0, ed inolire
b 9 4 4
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ff- dt =0, dunque ]f-dt: 0, e quindi la /& ad integrale nullo
Y Y
in g.

Tror. 2. - Condizione necessaria e sufficiente perché una
funzione f sommabile in g sia ad integrale nullo & che essa sia
generalmente nulla.

Dmu. - Intanto, se f & generalmente nulla, il suo integrale
esteso a qualunque sub-aggregato misurabile di g & nullo (p. 24,
§ 4) e quindi la f & ad integrale nullo. Se poi / & general-
mente =>0 in ¢ senza essere generalmente nulla, esistera un sub-
aggregato 7 di g di misura >0 in cui f resta >> di un numero

fisso p=>0 ed allora [f.dt>/p-dt=p-pu(7)>0, e la f non &
Y

ad integrale nullo. Si conclude che, se f & generalmente =0,

ed & ad integrale nullo, essa & generalmente nulia.

Infine, se f & una funzione sommabile in g ad integrale nullo,
se 7 & il sub-aggregato di g in cui & =0, poiché evidentemente
f & ad integrale nullo anche considerata in 7, essa & in 7 gene-
ralmente nulla. In g—+v la — f & generalmente =0 ed & pure
ad integrale nullo, quindi —f & in g—y generalmente nulla;
ed infine f & in g—7y generalmente nulla. Allora, essendo [ ge-
neralmente nulla tanto in 7 quanto in g—v, lo & anche nella
somma di questi due aggregati, e quindi la f & generalmente
nulla in g.

Teor. 3. - Sia f una funzione sommabile in g, sia g, I'ag-
gregato dei punti di g che precedono il punto # della retta r su

cui giace g. Se, qualunque sia ¢, si ha f f-dt=0, la & gene-
9t
ralmente nulla in g.

Dme. - Basta provare che, nelle ipotesi del teor., la f ha nulli
tatti gli integrali estesi ai vari sub-aggregati misurabili di g. In-
tanto, se (p, ¢) & un tratto qualunque di r e se p<Cgq, 1'aggre-
gato dei punti di g che cadono in (p, ¢) & la differenza di g, e g5,

e, poichd I'integrale di f esteso ad esso & [ [-dt — j [+dt=0—0=0,
9q 9p

38 INTEGRALI DI LEBESGUE

si conclude che f f-dt=0 tutte le volte che v & I’aggregato
¥
dei punti di g che cadono in un tratto. E poiché ogni boreliano
semplice & I’insieme di un numero finito o di una infinitd nu-
merabile di tratti, si conclude (p. 29, teor. 2) che I'integrale di
f esteso all’aggregato dei punti di g che appartengono (o come
interni o come estremi) ai vari tratti di un boreliano semplice,
ha valore zero. . ‘
lonsideriamo ora un qualunque sub-aggregato misurabile ¢

di g, e passiamo a provare che si ha f [+dt=0. Intanto, pre-

Y
fissato un numero reale ¢ >0, & possibile trovare un numero
reale 72>>0 tale che in ogni sub-aggregato misurabile di g, di
misara < m, il modulo dell’integrale di f esteso ad esso sia <e.

Consideriamo ora una copertura ¢ di 7, tale che p. (c— 1) <m.
Evidentemente, se 7' ¢ il prodotto di g e ¢, ¥ & un sub-aggregato
di 7. Inoltre, se poniamo &==7'—vy, & p(3)<m. Allora

|ff-dt|<e,
3
ff~dt=0,
J

e quindi
([ )= f.dt_ff.dt|s|jf.dt|<e.
Y Y 2 3
E per P arbitrarietd di e

ff-dt:o. ‘ c. d. d

¥
Tgor. 4. ~ Sia f una funzione sommabile in g, sia g, 1'ag-
gregato dei punti di g che sono alla sinistra di un punto ¢ della
retta 7 su cui giace g; se per ogni valore razionale di ¢ si ha

ff’- dt=0, la f & generalmente nulla in g¢.

93
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DiM. - Basta provare che nell’ipotesi del teorema sono nulli

tutti gli integrali / f-dt, qualunque sia ¢. Cid & evidente, per-
A !

ch® la funzione F(f)= f f-dt @& continua, ed essendo nulla per

9
tutti i valori razionali di ¢, & nulla per qualunque valore di 2.

2. Der. - Una funzione f, definita generalmente in g, si dice
limitata, se esiste un numero reale M >0 per cui sia, general-
mente in g, |f]<<M.

3. Tror. - Una funzione f misurabile e limitata in un ag-
gregato g di misura finita & sommabile.

Doa. - Infatti, se M & un numero >0, per cui sia, gene-
ralmente in g, |f|<M, la funzione ¢ che in tutto gy & uguale
ad M, e la funzione ¢ che in tutto g & uguale a — M sono una
maggiorante ed una minorante di / sommabili (p. 24, teor.), e
quindi f, ammettendo delle maggioranti e delle minoranti som-
mabili, & essa pure sommabile. c. d. d.

4. Der. — Piu funzioni che costituiscono una infinitd nume-
rabile, definite generalmente in g, si dicono ugualmente limitate,
se esiste un numero reale M >0, per cui il modulo di ognuna
di dette funzioni sia generalmente in g minore di M.

5. Tror. - Se
(1) fisfosfarenee

¢ una successione di funzioni misurabili ed ugualmente limitate
in un medesimo aggregato g di misura finita m, e se la (1) @
generalmente convergente verso una funzione f, la f & limitata
© misurabile, e si ha

/f-dt:lim, f-dt.
g

NRemD,

[

Diy. — Intanto, per le ipotesi fatte, esisterd un sub-aggregato
g di g, con p(g')=m, ed un numero reale M >0 tali che in
ogni punto di ¢’ la (1) converga e sia 1/, |<M, qualunque sia n.
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Allora da limf, =/ consegue che in ogni punto di ¢ &

n= o
{l=<<M < 2M, o si conclude che la f & limitata. Essa inoltre
& misurabile (p. 18, teor.), e quindi & sommabile (v. il prec. § 3).
Si ha poi
(@) lh—r<Ifil +lri<ey,

. qualunque sia n.

Prefissiamo un numero reale ¢=>0 e, per ogni intero g,
indichiamo con g; I'aggregato dei punti di ¢' in cui per ogni
n=1 sia |f,—/f]<e:(2m). L’ aggregato g, & misurabile, per-
ché prodotto degli aggregati misurabili b, (n=7) in cui la fun-
zione misurabile |f,—f| & <Ce:(2m). Per la convergenza della
(1) verso f, ogni punto di ¢" appartiene a qualche g,. Inoltre
ogni aggregato della successione

91924 93y-- -

& contenuto nel successivo, ed allora ogni aggregato della succes-
sione
3) S=¢—g1, 0=9 —0g, G=9 —gs,....

& misurabile e contiene il successivo, ed il prodotto degli aggre-
gati (3) & nullo. Si conclude che

limp (3,) =0,
i=a

e quindi che esiste un ¢ tale che, per ogni =71, sia
©(0,) <le: (4 M).
Allora, per ogni n=1¢, &

E[(fn—f)dt=[(ﬂ—f)dt +6fn(f..—f)dt;

inoltre, essendo in g,

[ —rl<e:(2m),

lf(fn—f) dt|<[e:(2m)] - m=e:2 .
gn




FUNZIONI LIMITATE 41
Ed, essendo la (2), 3
![(f"_ﬁdtl<2M'f53(4M)] =e:2,

e quindi si ha

lf(fn——f)dtl<E-

7

Questo significa che
lim [(f,—F)dt=10,

g,

ossia

hm f,, dt_ff dt,

ed infine anche che

hm f,, dt_ff dt .
c. d. d.

6. Tror. — Se f & una funzione misurabile limitata integra-
bile secondo Riemaxy in un tratto finito (@,d), con a<b, e se
con g indico I’ aggregato dei punti che costituiscono il tratto

(@, b), si ha
&
f/‘-dt:Rff-dt,
g a

dove con R f indico I’ integrale secondo Riemaxx.

Dmu. - Intanto ricordo che, se & integrabile secondo RiEmaxx
in (a, b), se si divide il tratio (@, 5) in un numero qualunque
finito di parti, che si indicheranno esse e le loro lunghezze con

(1) byy ey

e se con L; e con / si indicano il limite superiore ed inferiore
di f in A,, le sommatorie dei tipi

L Lk, Zilih
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corrispondenti alle varie suddivisioni di (a, ) formano due classi
contigue, ed il numero di separazione di queste classi & proprio
I’integrale secondo RieMann della f esteso ad (a, b

Per dimostrare il nostro teorema bastera allora provare che

[f .dt & il numero di separazione di dette classi. Cio & facile,

g
perchd, se si considera una divisione (1) di (a, b), e si indica con

¢: V' aggregato dei punti di A, si ha

5[f~dt=}l;[f.dt.

Lihisz'dtzlthi;

dunque

)2} L‘h.sz. dt=Z;lh, ,

il che prova I’ asserto.

10.

Funzioni a quadrato sommabile

1. Prime proprietad delle funzioni a quadrato sommabile. — 2. Funziom
normali, — 8. Coppie di funzioni fra loro ortogonali. — 4. Disuguaglianza
di Scawarz.

1. Teor. - Se f; ed f; sono due funzioni a quadrato som-
mabile in un aggregato g, anche il prodoito f;-/; & sommabile
in g.

Dnt. - Basta dimostrare che |fi-f:} ¢ sommabile in g
(p- 26, teor. 8). Sia g, I’ aggregato di punti g in cui |/A|>|f]. In
g una maggiorante sommabile di /7 lo & pure di |f;. /4], e quindi
la |fi-f;] & sommabile in g, (p. 26, teor. 1). Inoltre in g—g,
una maggiorante sommabile di /3 lo & pure di |/ /;|, e quindi
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|fi-fz]| & sommabile in g—g'. Consegue che |f;-/; | & sommabile
in g=g'+(9—9g).

Cor, - Se / & una funzione a quadrato sommabile in un
aggregato g & misura finita, la /' & sommabile in g.

D, - Infatti la costante 1 in g & a quadrato sommabile in
g, appunto perché g ha misura finita (p. 24, teor. 4), e quindi
il prodotto 1.f=/f & sommabile in g.

Tror. 2. — Se f & a quadrato sommabile in g, anche —f &
a quadrato sommabile in g.

Dm. - Infatti (—f)* =72

Tror. 3. - Be f; ed f; sono a quadrato sommabile in g, lo
sono pure la loro somma e la loro differenza.

D, - Infatti (A+/7)=ri+2fi-f+ /3, ed i singoli ad-
dendi del secondo membro sono sommabili in g.

Teor, 4. - Se una funzione f a quadrato sommabile in g

non & generalmente nulla, & f ftdit=>0.
g
Dnt. - Infatti, essendo f*=0, ed [f’-dt:(), la f*& ad

g
integrale nullo (p. 36, teor. 1) e quindi & generalmente nulla.

(p. 37, teor. 2). E allora generalmente nulla anche la .

2. - Der. 1. — Una funzione f a quadrato sommabile in g
si dice normale in g se

| gff‘-dt:l.

Dger. 2 - Normalizxare una funzione f a quadrato sommabile
e non generalmente nulla in g signitica trovare un fattore co-
stante ¢ per cui f,=c-f sia normale in g.

Perchd ¢. f sia normale in g dovra essere

cg-ffz.dt=l,
g

e quindi
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c:-_tl:l/gff’-dt .

Si vede allora che normalizzando la f si trovano due funzioni
normali che sono fra loro contrarie.

3. Der. — Due funzioni f; ed f;, a quadrato sommabile in g,
si dicono ortogonali in g, se

gff,-f;-dt:o.

4. Teor. - Se f; ed f; sono due funzioni a quadrato som.

mabile in g, si ha

ifﬁ~fz~dt)’sgfﬁ-dt-’ff§.dt

(désuguaglianza di ScEwarz). o
Dix. — Il teor. ® evidente se una delle due funzioni f; ed
f, & generalmente nulla, perchd allora i due membri della rela-

zione da dimostrare sono entrambi nulli.
Se una delle funzioni non & generalmente nulla, p. es. f2»

2 ff’,-dt>0, e noi possiamo porre
g

f [i-di="0.
g
Poniamo inoltre
a= f fi-fi-dt
g

Si ha

al
Osf(b-ﬁ———g—-ﬁ)’dt=b’ fi-dt—2a f,.f,.dt+3,—ff;.dt
9 g g9 g

3
=b’-[ﬂ-dt-—2a-a+%,—-b’
g
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=b’-ff’,~dt-——a2

__.gff:.dz.y[fi-dt—-jfﬁﬁdﬁ’ ;

e di qui si deduce la disuguaglianza di ScEwarz.

Cor. 1. — Se f; ed f; sono due funzioni normali in g, si ha
[ty <1,
g
e quindi anche
]ff, faedtl<1.
g

Cor. 2. — Se f & una funzione a quadrato sommabile in un
aggregato g a misura finita, si ha

([rar<ew-[ra.

Dm. - Basta porre nella disuguaglianza di ScEawarz fi=1
ed f; =1/, ed osservare che

[ra=[ra—pe G250
g




PARTE II.

SVILUPPI IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI

E

PRIME NOZIONI SULLO SPAZIO HILBERTIANO




1.
-Successioni completamente convergenti.

1. Definizioni. — 2 e 3. Alcuni teoremi. — 4. Teorema fondamentale.

1. Nel seguito di questo libro indicherd con g un aggregato
misurabile di misura finita.
Der. 1. - Una successione

{1) h), @), f@,...

di funzioni, generalmente definite in ¢ o sommabili, si dice com-
Dletamente convergente in g, se esiste una funzione f(f), general-
mente definita in g e sommabile, per cui si abbia

lim[|f,—F|dt=0;
g

ed in tale caso si dice che la f(f) & una quasi-limite di (1).

Drer. 2. — 8i dice che gli integrali dei termini di una suc-
cessione (1) di funzioni, generalmente definite ¢ sommabili in g,
sono equi-assolutamente continui, se, qualunque sia un numero
reale €= 0, & possibile determinare un numero reale m>>0 in
modo che, per ogni sub-aggregato misurabile ¢' di ¢ di misura
< m, sia

() dt]<e,
/

-qualunque sia !’intero =,
Der. 3. — Una successione (1) di funzioni, generalmente de-
finite e sommabili in g, si dice una successione Vin g, se si ha

G. VITALY « Lexioné di geometria nelio spaxio hilbertiano 4
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fn=w
m=uw

lim [|fy—Fa|di=0.
f

2. Teor. 1. — Due funzioni quasi-limiti di una s?ccessi?ne
(1) completamente convergente sono generalmente ugua?x, &, vice-
versa, ogni funzione generalmente uguale ad una quasi-limite di
di (1) & anche essa quasi-limite di (1). . .

Dix. — Infatti, siano £ e ¢ due quasi-limiti di (1). Si ha,

evidentemente, per ogni 7,
o<|f—el=1fai—N—l—DI<Ifa—/1+I—2l,
ed, integrando lungo g,

Osgﬁf—¢|dts9f|f,.—-f|dt+j|f.——q>{dt.

Ma
lim||f,—Ffldt=lim||f,—p|dt=0,
n=uwx, ﬂ=m9

9
dunque

9

e quindi f—¢ & generalmente nulla (pp. 36-37, teor. 1 e 2) ed

f e @ sono generalmente uguali. .
Viceversa, se f & una quasi-limite di (1), e se ¢ & general-

mente uguale ad £, si ha
olfi—el=l(fi—N—(—I<IL—1+I[—%]-

Integrando lungo g, e tenendo conto della relazione

ﬁf“‘?ldt:oa
g

si ha:

os'ﬁn—wdts'fm——fldt-
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tim [ |fu—fldt =0,
H=2 @,
g
dunque limf|f;—cp1dt= 0 ela ¢ & quasi-limite di (1),
7=00
’

Tror. 2. - Se la (1) & completamente convergente, gli inte-
grali dei suoi termini sono equi-assolutamente continui.

Dix. - Sia f un quasi-limite di {1), !’ integrale di f & asso-
lutamente continuo (p. 35) e quindi, prefissato un numero reale
§>0, & possibile trovare un numerc reale m' >0 tale che, per
ogni sub-aggregato misurabile ¢ di g, di misura < ', sia

1 f f -dtl <Ce:2, inoltre esiste un 7’ tale che per ogni n>>n' sia
v

f]fu—fldt<s:2. Per tali n sard [lf“——fldt<g:2 .
.;I

9
Ma fu=(fi—N+/,  quindi, per n>n' e p(y)<m,

Uﬁ.-dtlslf(fn—f)dtl-}-ijﬂ-dt'sﬁﬁrﬂdt-f )[f.-dt]

<e:2+¢e:2=c¢.
D’ altra parte & possibile trovare un m"” >0 tale che, per
ogni sub-aggregato misurabile 7' di ¢ di misura < m'!, sia

ff"-dt’<s (n=1,2,...,7).
L

Se indichiamo con m il piu piccolo dei numeri m’ ed m",
per ogni sub-aggregato misurabile ¢’ di g di misura <m, sara

uf.-dt]o,

per ogni intero 72 >>0, e quindi gli integrali delle (1) sono
equi-assolutamente continui.

Trom. 3. - Una successione (1) completamenie convergente
& una successione V.
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Din. — Infatti, se /' & una quasi-limite di (1), si ha

lim [ |fu—fldt =lim [|fu—Fldt =0,
n:nﬂj M=mi/

Inoltre 0<|fu— ful<|fu—F|+|fu—F!, e quindi
0 [la—fuldt= [ 1= flat+ [1fa—flat.
g g 9

Da cui limfif,,—fm]dt=0, e la (1) & una successione V.
R==00
m—=w g

3. Oss. - Nell’ ipotesi che gli integrali delle (1) siano equi-
assolutamente continui, esiste, prefissato un ¢>>0, un m>>0 tale
che per ogni sub-aggregato & di g di misura <m si abbia

J fadt

in cui la f, ® >0, e posto &, =8—28,, si ha
f[f,.ldt:f}f,,mt-}-jlﬁ.[dtz jf,dt]+|fﬁ,dt]<e:2+s:2=e

<Z¢:2. Ora, indicando con 8, il sub-aggregato di &

® Bn 4 2n LA
e si conclude che sono equi-assolutamente continni anche gli in-
tegrali delle
7
(1) AR AT

Teor, — Se la (1) & una successione di funzioni, definite ge-
neralmente e sommabili in g, se la (1) converge generalmente
“verso una funzione f, e se gli integrali delle (1) sono equi-asso-
lutamente continui, la (1) converge completamente, e la [ & una
sua quasi-limite.

Dmu. - Comincio col dimostrare che la |f| & sommabile,

Intanto la (1') converge generalmente verso |f].

Sia 7 I’aggregato dei punti di ¢ nei quali la successione (1)
converge.

Sia p un numero reale >>1, e si indichi con 7, il sub-ag-
_gregato di 7 in cui qualche funzione (1) & >p". Gli aggregati

(2) Ty T2y Tay -
sono misurabili (poiché somma di aggregati misurabili), e ciascuno
di essi ¢ contenuto nel precedente. Inoltre non esiste un punto
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di v che appartenga a tutti i (2), poiché in un punto di y la (1')
converge, quindi il prodotto dei (2) & nullo. Dunque

limp.(1,) =0 (p. 13, § 3, teor. 2).
n—a

Poniamo ., ={—1.. Sara

(3) [lf,ldt=f\f;{dt+f|f,|dt (p. 29, teor 2.).
Y Tn Tn

Per I’equi-assoluta continuitda degli integrali delle (1), fissato
un numero reale ¢ >0, esiste un numero reale m >0 tale che
I’ integrale di qualsiasi (1) esteso a qualsiasi sub-aggregato mi-
surabile di g, di misura <m, sia <Ce. Esiste inoltre un»'>>0
tale che per ogni n>>n' sia w(y.)<m. Per tali n, in virth
delle (3), &

@ Umwéﬂmw<a
Y Yo

Ma in 7, le (1') sono ugualmente limitate, perchd in 7, tutte
le (1') sono << p", e quindi

tim [ fldt= [ 17 (p. 39, § 5),
Yh Tn

ciod, per r abbastanza grande,

[ifiae= [0t <,
A Tn

ed infine, per la (4),
(8)

[171ae= [171a] <2e.
1 '

Si deduce che, da un punto in poi, gli integrali estesi a ¢
delle (1) differiscono fra loro per meno di 4¢; ma e & piccolo a
piacere, dunque, per un noto teorema di Cavcsy, esiste il

©) 1im[|f,idt.
Y

r=x
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A causa delle (5) e per » abbastanza gramie, f 1f|dt diffe-
: 3
risce di poco quanto si vuole da . (6), e quindi esiste il lim f |f]dt,
Haee0

d pel cor. 2 a p. 31 esiste f|f|dt, e la |f| & sommabile in ¥,
' ' Y

e quindi in g¢.
Esiste un m'>>0 tale che I’ integrale di qualsiasi (1) e

" anche quello della |f] esteso ad un sub-aggregato di g di mi-

sura < m’ sia <e:2. Se & & un tale sub-aggregato, &
/If.—fldf<flf.|dt+fmdt<=:2+s‘:2=s.
] B 2

Fissato un 7, indichiamo con &, 1’aggregato dei punti in cui,
per ogni n>r, sia
h—r<e:p)
Esiste poi un »>>0 per cui
| plr—8)<m' ().
Per n» maggiore di questo r si ha
[iti=riae= [in—ria+ [i7.—nas
‘ Y [ Y—2
<[s:p(n)]-pl1) + o= 25,

e quindi si pud concludere che
tim [17,—ldt =0,
Y
ed anche che

(%) 8i noti che, per 1a convergenza della (1) verso f, ogni punto di y
appartiene ad un 2, , e che; se un punto di y appartiene ad un 2, , appar-
tiene anche ai suoccessivi,

-
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limflﬂ.——fldt:O;
ﬂ_mg .
e la (1) & completamente convergente ed ha per quasi-limite la /.

4. TEOREMA FONDAMENTALE. — Una successione V & conver-

gente completamente.
D, - Supponiamo che la (1) sia una successione V. Sia

atetest...
una serie convergente di numeri reali 0. Posto

P{=Si+66+l+ei+2+"'7

si avra
limp;=0.

i=w

Ora si potrd per ogni ¢ trovare un intero »,>>0 tale che,
per ogni intero v > r;, si abbia

ﬁf"‘_fv |dt<<¢} .'

g
Si pud inoltre senza difficoltd costruire la successione

Tyy T2y 73y ..

in modo che ogni termine sia < del successivo.
Indicando con g, 1’aggregato dei punti in cui

|f;"—ﬁi+ll>5i )
si ha
0000-0< 11— o U< fif = e
A 9
€ quindi
cplg)<<ls ..
Sia &; la somma degli aggregati

9iy Jit1y Jigeye--
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Si ha
r@I<pi,
e quindi
limp(3)=0 .
=

In g—3&; & soddisfatta la

q—1
If"-‘H’ - f"+9+'1 ‘ = %" ‘ f"‘+?+" —f;l+P+l+1

Bt Eitprrt Eippre—1<Pitsp o

e quindi in g—3&; & soddisfatta la condizione di Cavcmy, perchd
la successione

(w) Foys Frgs Frgsee-

abbia limite.

Questo sta per ogni ¢, e quindi, indicando con & il prodotto
di tutti i &, si pud affermare che la () converge in ogni punto
di g—390, e, poichd & & di misura nulla, la (w) converge gene-
ralmente in g.

Resta intanto provato che esiste una successione estratta dalla
(1) che converge generalmente in g.

E possibile, per ogni numero reale >0, trovare un intero
k>0 tale che, per ogni »>m, si abbia

ﬁf,-——ﬂ|dt<s:2,
g

e quindi anche

ﬁﬂ—Mﬂ<u2,
8§

dove ¢’ & un qualsiasi sub-aggregato misurabile di g. E poi pos-
sibile trovare un numero reale >0 tale che, quando p(g") <m,
si abbia .

[/'ﬁ.dt|<e:2 ,
I's
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e, poichd

lf(f, —ﬁ)dt|<f|f,—ﬁ|dt<e 12,

g g

- dt]<<e r=m+1, m+42,..).

Questo basta per concludere che gli integrali delle (1) sono
equi-assolutamente continui. Allora sono equi-assolutamente con-
tinui gli integrali delle (w). Ma abbiamo visto che la (w) converge
generalmente in g, e quindi converge completamente in g (p. 52,
teor.).

Supponiamo che le f sia una quasi-limite della (w). Voglio
provare che la (1) converge completamente in g e che la f & una
sua quasi-limite. Intanto &

() lim ||f, —fldt=0 .
o
Ora
fi—fldt<|\fu— £t + [, —Fldt
of yf rf

e, per la (a), e poiché
lim f|f,‘—f,‘|dt=0 )
si ha

limﬁf,,——f]dt:() ;
fn==
g

e la (1) converge completamente ed ha per quasi-limite le f. c.d.d.
Dal contesto della precedente dimostrazione consegue il
Cor. — Se (1) & una successione V, se f & limite di una

successione estratta da (1), la f & quasi-limite di (1).
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Convergenza in media.

1. Definizioni. — 2 e 3. Teoremi.

1. Der. 1. - Una successione
ey L@, £, AO),...

di funzioni, generalmente definite in g e a quadrato sommabile,
si dice convergente in media in g, verso una funzione f(t), ge-
neralmente definita in g e pure quadrato sommabile in g, se si ha

tim [(f—ffdt=0.

g

Der. 2. ~ Diremo che una successione (1) di funzioni, gene-
ralmente definite in g ed a quadrato sommabile in g, & una suc-
cesstone F, se si ha
limf(f,,—f,,,)’dt: 0.

n=wo
m=cw g

2. Teor. 1. — Una successione (1) convergente in media
verso una funzione f, & completamente convergente ed ha per
quasi-limite la 7.

Dy, - Infatti, per la disuguaglianza di Scawargz, si ha

o<(|fai—Flat<C- |/ [(fa—[)dt (p. 45, cor. 2),
fianase ]

con
C= V’P‘ (9) )

e, se la (1) converge in media verso f, da

lim [(f,—f)tdt=0
i

consegue che
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limf[f;—f[ dt= 10
=200

9

e la (1) converge completamente in g, e la f & sua quasi-limite.
. Teor. 2. - Una successione F' & anche successione V.
Dm. -~ Infatti, essendo, per la disuguaglianza di Scawarz,

0= 1f..—f,,.|dtso-V (fo— f.)Rdt  (p. 45, cor. 2),
/ /

con ____
C= V!" (g) )
dalla
lim f(f,, — [ dE=0,
mea §
consegue

im ||f.—[faldt=0.
z

Da cui, se (1) & una successione F, essa & anche una V.
Cor. — Una successione F' converge completamente (p. 55,
teor. fond.).

3. Teor. — Se (1) & una successione F, e se [ & una sua
quasi-limite, se inoltre ¢ & una funzione, generalmente definita
ed a quadrato sommabile in g, si ha ‘

limfcpﬁ.-dt:fcgf.dt .
1l=&, ;

Dix. - Intanto, per la disuguaglianza di ScEwWarz, &

o< lofu—ofuldt = ]/fqo’dt-f(f,—m’dt,
e poiché ! ! ’

lim f (f—fu)tdt =10,

m=wm §
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ggfl?f.—?fmld‘=° ;

m=wm g
e quindi la successione

(1) ¢y $fay Phaye-s

& una successione V., La [ & limite di una successione estratta
dalla (1), quindi ¢f & limite di una successione parziale estratta
dalla (1'), e perd & quasi-limite di (1’). Si ha dunque

limfw.—?fldt=0,
—,

e poiche
0< U(?f..—q:f) dtis[lm—m dt  (p. 34, teor. 2),
g g

]imf(cpf,, —of)dt =0,
==,
ed infine

]imfcpf,,~dt=f<pf-dt .
=0
9 s

3

Sistemi di fanzioni normali e a due a due ortogonali.

1. Le funzioni ¥, . — 2. Potenza di un sistema di funzioni normali e
a due a due ortogonali. — 3. Teoremi. — 4. Disuguaglianza di BrssgL.

1. — Dato un aggregato misurabile g, se » & un numero ra-
zionale, noi indicheremo con W, la funzione che & uguale ad 1
in tutti i punti di g che precedono 7, e che & xero nei rimanenti
punti di g.

Evidentemente, essendo i numeri razionali una infinita nu-
merabile, anche le ¥, sono una infinitd numerabile.

Teor. ~ Se una funzione ¢ & ortogonale a tutte le W,, essa
¢ generalmente nulla,
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Dy, - Infatti la f 9. W, .dt = 0 significa che f p.dt=0,
7 9,

dove g, indica I’aggregato dei punti di g che precedono r, e
quindi (p. 38, teor. 4) la ¢ & generalmente nulla in g.

2. Teor. - Un sistema di funzioni normali a due a due or-
togonali contiene un numero finito od una infinita numerabile
di funzioni.

D, - Indichiamo con () un sistema di funzioni normali
a due a due ortogonali, e %, ¢s,..., P, siano n di queste. Se
con ¥ indichiamo una ¥, e, se poniamo

a,=f‘lfcp,~dt,
g

f(‘l"——a,q;, — Gy —...—a, P,) A =0,
g

da cui, tenendo conto della ortogonalita delle ¢, si ha

fqﬂdt2a§+a;+...+az,
9

ed infine
aitai+ ... +ar=<ply) .

Da cid risulta che, per ogni A>>0, non vi & che un numero
finito di funzioni di (¢) per cui

Uw.dt[zx,

e che quindi non esiste pil che un insieme finito o numerabile
di funzioni per cui

f‘l&p-dt:{:().
v

Non possono quindi essere che un insieme numerabile o
finito le funzioni di (p) per cui qualcuno degli integrali
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fwf‘?-dt
7

sia diverso da zero.
Ma non esistono funzioni ortogonali a tutte le ¥, e quindi
il sistema (p) & appunto o finito o numerabile. c. d. d.
3. Tror. - Se

(1) Pry Poy Pay-ee

& una successione di funzioni normali e a due a due ortogonali,
e se

1) | O, 8, Gy, ...

& una successione di numeri fissi per cui la serie

@) ai+a+a+ ...

sia convergente, e se si pone
fi=ampt+ap+. ...+ a9, ,

la successione

) hifos by o

& una successione F,
D, - Infatti &, se n>m,

f;l _ﬁa = Qpi1 Pini1 + LPETL PET +...+ Qn Pu y
e quindi

[t rarat= i+ et 6
g

e, per la convergenza della (3), &

(5) lim f(f,,-—f:d'dt: 0
mez 7
e la (4) & una successione F.
Teor. 2. — Nelle stesse condizioni del teorema precedente
Ia funzione quasi-limite di (4) & a quadrato sommabile, e la (4)
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converge in media verso questa quasi-limite, e se f & tale quasi-
limite, si ha

a; =f?.f.dt )
g

Dme. — Ricordiamo che vale la (5), ed osserviamo che, per
la disuguaglianza di ScEwarz, si ha

ﬁf‘.l fi,.ldts]/f f.)dt. /f,,-{-fm)’dt

f(ﬁ.—l—f,,.)’dtSA}s ,
g

e che

dove s & la somma della serie (3). Risulta allora che la succes-
sione

(6) i 13 1o,

¢ una successione V. Se f & il limite di una successione estratta
da (4), la f* & il limite di una successione estratta da (6), ed &
quasi-limite di (6) ed & sommabile. Dunque f & a quadrato som-
mabile, f & poi quasi-limite di (4), ed allora

(7 lim [f.f,.dt —~ff’ dt (p. 59, § 3, teor.).

n=w

Inoltre (p. 59, § 3, teor.)
(8). lim <p¢f,.-dt=fq>¢f~dt ¢=1,2,..)
= g
e, per n>¢, &
f?‘fn'dt:al ’
g
da cui e da (8)
©) at=f?¢f'dta
e per la (7) ‘
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(10) lim(a}+,a§+...+a§)=ff’.dt. 0
g

Ma, tenendo conto di (9),

!(f—ﬁ)’dt =’ff’-dt-a¥——a§—..-——ai,

e quindi per (10)
limf(f— f)rdt=0
e
7
e la (4) converge in media verso f.
Per questa / valgono, come si & visto, le relazioni (9).

4. Teor. - Se (1) & una successione di fanzioni normali e a
due a due ortogonali, e se f & una funzione a quadrato somma-
bile, se inoltre poniamo

9 a=[pf-dt,
f

la serie (3) & convergente, e quindi la successione (4), dove
fi=apit Gt ..+ 0Py

@ una successione convergente in media e si ha
(11) ff‘-dtZE,a’,‘..
1
v
Dm. — Intanto, essendo

Jir—ry-ar=o,
g

risulta, tenendo conto delle (9'),

(*) Questa relazione si pud scrivere f f2rdt =s, dove s indica la som-
’

ma di (3).
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[razarar.. ta,
g

¢ da questa disuguaglianza si ha che la serie Z,a% converge,
ed inoltre consegue la (11).

La (11) si richiama col nome di désuguaglianza di BusskL.

4.
Sistemi chiusi di funzioni normali
e a due a due ortogonali.

1. Definizione. — 2. Sviluppo di una funzione a quadrato sommabile in
serie di funzioni ortogonali. — 3. Condizione necessaria e sufficiente perché
un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali sia chiuso.

1. Der. — Un sistema di funzioni normali e a due a due
ortogonali, tale che non esista una funzione, non generalmente
nulla, ortogonale a tutte le funzioni del sistema si dice chiuso.

2. Teor. - Se
1) . P1y P2y Pay-
€ un sistema chiuso di funzioni normali e a due a due ortogo-

nali, qualunque sia la funzione f a quadrato sommabile, la suc-
cessione

(2) fi bo foyeeos
dove
=10+ a0+ ... +a,9,,
ed
3 aa=fsvif~dt,
g

converge in media verso f
D, - Intanto la (2) converge in media (p. 64, teor.), e, se
/o © una sua quasi-limite, si ha, per ogni ¢,

a; =f?;ﬁ;-dt (p. 62, teor. 2).
g

G. Virarr — Lexfoni di geometria nello spaxio hilbertiano [
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Da queste ¢ dalle (3) si ricava, per ogni 1,
Jeur—toae=o;
]

il che mostrerebbe che f—f; & ortogonale a tutte le (1). Ne se-
gue che f—/f & generalmente nulla. Dunque la (2) couverge in

media verso f. ) . '
Se, invece di dire che la successione (2) converge in media

verso f, si dice che la serie

2") al(Fl+a1(Pi+a3?3+"-

converge tn media Verso f, il teor. prec. si pud enunciare di-

cendo : ‘ o .
Se (1) & un sistema chiuso di funxioni normali ¢ a due @

due ortogonali, e se [ & una funxione a quadmfa sommabile, la
serie (2'), nella quale ¢ coefficienti a, sono dati dalle (3), con-
verge in media verso la f

3. - Se (1) & un sistema chiuso, di fm?zioni normali e a due a
due ortogonali, qualunque sia una funzione f a quadrato som-

mabile, si ha, ponendo .

a,,=f<pif-dt,
9

n=0o,

limf(f_al%_az%—’---"‘%‘Pu)’dt: 0;
¢
da cui &
f/’-dt:lim(af+a§+...+ai)
; n=n
et =L ([pur-a0f
g

Concludendo affinché (1) sia un sistema chius? & mecessario
che, per ogni funzione [ @ quadrato sommabile, sia

(4) gfﬂ.dt=§,§/¢,f.dt)=.
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Questa condizione é anche sufficiente, perche, se (1) non
fosse chiuso, esisterebbe una funzione f, non generalmente nulla
ed ortogonale a tatte le (1); ed allora, per essa, mentre il primo
membro di (4) risulta’ >>0, il secondo membro risulterebbe nullo,
e la’(4) non sussisterebbe.

Se indico con ¢ un punto generico della retta su cui si trova
I’aggregato g, ed indico con g, 1’aggregato dei punti di ¢ che si
trovano alla sinistra di ¢, e se per f prendo la funzione che in
g: ha il valore 1 e nei rimanenti punti di g ha il valore zero,
la (4) diventa

(+) 0. (9) = 2o ([ pu- diy? .

Vale il

Tror. 1. — Condizione necessaria e sufficiente perché (1) sia
chingo, & che la (4') valga per ogni ¢.

Do, - Che la condizione sia necessaria & gia provato. Per
dimostrare che & sufficiente, basta osservare che, se (1) non
fosse chiuso, esisterebbe una funzione normale 6 ortogonale a tutte
le (1); ed aggiungendo al sistema (1) questa funzione 6 si do-
vrebbe avere, per la disuguaglianza di Bessey, la

wg) =1, (fsv..-dt>’+ (fe-dt)f,
9 g;

che crmbinata colle (4') darebbe

fe-dt:O,

g

qualunque sia #, ed allora 6 sarebbe generalmente nulla (p. 37,
teor. 3), contrariamente all’ipotesi.

Vale inoltre il seguente

Tror. di LavriceLLa. — Condizione necessaria e sufficiente
perché (1) sia chiuso & che la (4) valga per tutte le funzioni f
che appartengono ad un sistema chiuso.

Dm. - Sia
(8) fis foy-o-.

un sistema chiuso.
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B evidente che, se (1) & chiuso, poichd (4) vale per ogni f

a quadrato sommabile, la (4) vale per ognuna delle funzioni (5).

Supponiamo ora che la (4) valga per ogni funzione (5). Dico

che (1) & chiuso. Infatti, se cid non fosse, esisterebbe una fun-
zione normale 6 ortogonale a tutte le (1), e, aggiungendo al si-
stema (1) questa funzione 6, si dovrebbe avere, per la disugua-
glianza di Besskr,

Jﬁdtz?“ifﬂ.(pm.dt)’-f-gf;'e'dt),;

mentre, per ipotesi, si ha

ffg.dt=§miff"-?m'dt)’-

g

Combinando queste due relazioni si ricaverebbe, per ogni 7,
f f.-6.dt=0.
g

La 6 sarebbe adunque ortogonale a tutte le (), ed il siste-
ma (5) non sarebbe chiuso.

5.
Fanzioni linearmente indipendenti.
Costruzione di sistemi chiusi.

1. Funzioni linearmente indipendenti. — 2. Condizione necessaria ¢

sufficiente perché pit funzioni a quadrato sommabili siano linearmente indi-
pendenti, — 3. Costruzione di sistemi chiusi.

1. Der. - Si dice che » fanzioni 6,, 6,,..., 6, sono linear-
mente dipendents, se esiste un sistema di n costanti A, Xs,...y A
non tutte nulle, per cui la funzione A 6,4 A0+ ....+ A0, sia
generalmente nulla. Nel caso contrario si dice che le » funzioni
sono linearmente indipendents.
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2, Teor. 1. — Condizione necessaria e sufficiente perchs »
funzioni

(1) 6!1027"-') 0,,,

a quadrato sommabile in g, siano linearmente indipendenti & che
sia diverso da zero il determinante

M1 Mg oo e Ty
Q— 'q«gl MNeg oececnan 7)2"
Nl Tag oeeocee. 7},," N
dove
.= [6,6,.dt .
g

Dy, - Se Q=0, & possibile determinare delle costanti
Ay Asyeeusy A,, non tatte nulle, per cui

21]‘)\,1;,,=0 (r=1,2,...,m) .
Per tali costanti, posto

k=2.' )\cel )
1

si ha

/ke,-dtz_—o (r=1,2,...,m);
g

e, moltiplicando per A, e sommando, si ottiene

jk’-dt:(),
g

il che prova che & & generalmente nulla (pp. 36 e 37, teor. 1
© 2), e che quindi le funzioni (1) sono linearmente dipendenti.

Viceversa, se le (1) sono linearmente dipendenti, esisters un
sistema di costanti A,, X;,.., A, non tutte nulle per cui

70 SVILUPPL IN SERIE DI FUNZIONI ORTOGONALI
»
N8
1

risulti generalmente nulla. Allora si ha

0=/s,(§‘xie‘)d:=§‘>\i 6,0,dt=20, (r=12,.,7),
g g

il che richiede che sia @ =0.

Teor. 2. — Se le n funzioni (1) sono linearmente dipendenti,
e quindi se @ =0, il massimo numero di funzioni (1) linearmente
indipendenti & uguale alla caratteristica della matrice di Q.

D, - Infatti, se m< n & il massimo numero di funzioni
(1) linearmente indipendenti, supposto che tali siano le prime m
(il che si pud sempre ottenere), vediamo che il minore di @
d’ ordine m, formato colle prime m righe e colle prime m co-
lonne, & diverso da zero, e che quindi la matrice di @ ha carat-
teristica =m. Consideriamo ora un minore di @ di ordine =m 4 1,
e supponiamo che esso sia formato colle colonne di posto

Tyy Tgyeennn v By T -

Poichs le 6;,6,,..... ) 0 s G,M_H sono linearmente dipen-

denti, esisteri un sistema di costanti A;, Asy...A,, Ayyy DOD
tatte nulle per cui la )

A T LT e L
risulti generalmente nulla. Moltiplicando per 6, ed integrando
lungo g, si ha

)\lnrtx + )‘27]7‘(2 + e+ )\my}riﬂl + )‘m+l7)rlm+l =0 )
il che prova che ogni minore di ordine m 4 1 estratto dalle
predette 7 -+ 1 colonne di @, ed in particolare quello considerato,

& nullo. Resta cosi provato che la caratteristica della matrice
di 2 8 =m, c. d. d

3. - Consideriamo il sistema delle funzioni ¥, introdotto a
pag. 60. Esse sono, come sappiamo, una infinitd numerabile di
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funzioni (a quadrato sommabile in g), che non ammettono una
funzione ortogonale a tutte. Consideriamo solo quelle ¥, che non
sono generalmente nulle, ed ordiniamole in una successione, e
sopprimiamo quelle che risultano dipendenti linearmente dalle
precedenti. Otteniamo cosi un successione di funzioni

8., 6, Bs....,

tali che fra esse non ve ne & un numero finito di linearmente
dipendenti, e tali che non esiste una funzione ortogonals a tutte ().
Poniamo al solito

n,,:[ﬁ,ﬂs-dt .

E possibile determinare n costanti A, Ay,..., A, in modo che
Cn+1=6n+1_)\161"")\262'—- . "'—)‘nen

sia ortogonale alle » funzioni 6, 6,,...,6,, e non sia general-
mente nulla.
Per questo basta che risulti

MNTet A, + oo oo+ MYr =Nugrr (r=1, 2)"'1"')'

Queste sono n equazioni lineari in n incognite, col determi-
nante dei coefficienti diverso da zero, poich® le »n prime 6; sono
linearmente indipendenti; e quindi esiste una soluzione, come si
voleva. Inoltre §,,, non & generalmente nulla perchd altrimenti
le prime = + 1 funzioni 8 sarebbero linearmente dipendenti.

Allora le funzioni

cx =01) Cz, ts; ceee

sono a due a due ortogonali; e se si pone

c,,———l:l/f—tf.-_d;,

g

P =0CsC, ,

(*) Se esistesse una tale funzione essa sarebbe ortogonale a tutte le ¥,
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si vede che
P19 P2y Payee-

® un sistema di funzioni normali e a due a due ortogonali. Questo
sistema & chiuso, perchd una funzione ortogonale a tutte le ¢.
sarebbe ortogonale a tutte le 6,, il che non pud essere.

6.
Spazio hilbertiano.

1. Spazio hilbertiano. — 2. Sistema cartesiano ortogonale. — 3. Coordi-
nate cartesiane di un punto dello spazie hilbertiano. — 4. Distanza di due
punti. — 5-6. Teoremi.

1. Der. - Dicesi spaxio hilbertiano reale, o semplicemente
spaxio hilbertiano, od anche spaxio H, I'insieme di tutte le fun-
zioni reali a quadrato sommabile in un dafo aggregato g, consi-
derando come uno stesso elemento di H le funzioni che sono ge-
neralmente uguali in g. Si dice poi che una di tali funzioni &
un punto di H. La funzione generalmente nulla si dice I’ origine
di H.

2. Der. - Un sistema chiuso di funzioni normali e a due a
due ortogonali in g si chiama un sistema cartesiano ortogonale
in H.

3. Der. - Se
1) Pry Py Pageonn
& un sistema cartesiano ortogonale in H, e se f & un punto di
H, i valori

au=ff-(p.-dt (n=1,2,3,..)
g

si dicono le coordinate del punto f rispetto al sistema (1).
Evidentemente, le coordinate dell’origine somo tutte nulle.
R inoltre evidente che le coordinate di un punio individuano

¢l punto.
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4. Drr. - Se f; ed f; sono due punti di H, si chiama di-
stanxa di questi due punti la radice quadrata aritmetica di

/@—mwt

Dunque la distanza di due punti di H & un numero reale
=0, ed & nulla se e soltanto se i due punti coincidono.
Se d & la distanza di f; ed f; &

fiﬁm%wt

La distanza di un punto f dall’origine di H & data da

Vjra.

g

Consegue che, se d & la distanza di un punto f dall’origine
di H e se

a;, Gy, Gg, ...

sono le coordinate di f rispetto ad un sistema cartesiano ortogo-
nale (1), si ha
d*=23.al (p. 66).

In generale, se f; ed f; sono due punti di H e se
(2) @, Az, Ggy....
(3) byy by, bgy..n.

sono le coordinate di f; ed f; rispetto ad un medesimo sistema (1),
essendo

i[(fl—fz)tp,-dt =B/ﬂgo,-dt—gf;;go,.dt=a,—b,,

si vede che
a,—b, as—b,, az—bs,. ..

sono le coordinate di f,— f; rispetto ad (1), e che quindi si ha
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f(fl - f!)2 dt =2, (a. — br), (p' 66),
v i
ossia, indicando con d la distanza di f; ed f;, si ha

= 2“r (ll,.'—'b,.)’ ’

ed allora, come nello spazio ordinario, si ha il

Teor. — Il quadrato della distanza di due punti nello spazio
H & uguale alla somma dei quadrati delle differenze delle coor-
dinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale.

5. Teor. - Se f; ed f; sono due punti di H, e (2) e (3) sono
le loro coordinate rispetto al sistema (1), si ha

fﬁ[",.dt=2,a,b,.
g

“Dm. - Infatti la successione
h=a,9, b=0,9 + a0, G3=a,9, + G2 P+ A3P3,+ - .

& una successione F che ha per quasi-limite la £, quindi

[f,f,-dt:lim fob, - dt (p. 59, § 3, teor.)
'] =% ‘

= lim (@, |fo9:- 3t + ;| fops- At + ... +a,.| 0. di)
' It 't

= lim (@, 6, + a3 b, +.... + a,.b,)= Z,.a,b, .

Cor. - Se f; ed f; sono due punti di ’H, che hanno rispetto
al sistema (1) le coordinate (2) e (3), e /] ed f; sono due altri
punti di H, che hanno rispetto al sistema (1) le coordinate

a;a aQ, gy
B, b, b
si ha :
[i— rd it =3, (0, —a) 6. — 8) .

o
g
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Due. ~ Cid si vede osservando che i punti f; — 71 ed f; —f3
hanno rispettivamente le coordinate a,—a. e b.—b..

6. Teor, - Se fi, /2 ed f; sono tre punti di H, la distanza
di f; ed f; & << della somma delle distanze di f; da f; e da f;.

Do, - Infatti, indicando con d,, la distanza di £, da f, siha

di=[(i—frdt= [t~ — G at
g g

=|(h—f)dt—2|(h—f) (h—f) dt+ | (h—f) dt
o=y /

<dj+ 2d;3dy + d (v. disuguaglianza di ScEwarz)
= (dla + dss)z;

da cui
dlgg dls + dgs . c. d. d.

In modo analogo si ha dj;<<d, +ds o dy=dy,+dgs, e
so ne deduce dyz=|d;—dy|.

7.

Punto-funzione. - Limite. - Continunitd. — Derivazione.

1. Punto-funzione. — 2. Limite. — 3. Continuitd. — 4-5. Derivate

ordinarie. — 6-7. Derivate parziali. — 8. Teoremi.
1. — Supponiamo di avere n variabili
(1) Uy Usyoony Uy

ciascuna delle quali varia in un certo tratto non nullo, che pud
essere diverso per le varie variabili di cui si parla, ed indichiamo
con U il campo di variabilita del sistema (1).
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Supponiamo che a ciascun sistema di valori delle (1) in U
corrisponda un punto di H. Allora il punto si deve considerare
come una funzione delle variabili (1), e si dird che & una punto-
funxione delle (1), e si indichera con

F{t; wy v,yeeny ),
o pii brevemente con
f(t; w5
e, sottintendendo la variabile ¢, con
flw, usy.on.y ), o con [(u).

Dovendo considerare contemporaneamente pitt punto-funzioni,
si potrd, per distinguerle, usare in luogo della f varie lettere, o
vari altri segni.

2. Der. — Se f(t; ») & una punto—funzione in U, e se
(2) Uy USynry U,

& un punto di U, se inoltre ¢(f) & un punto di H, si dira che
f(t; u) tende a ¢ (?) col tendere delle (1) alle (2), e si scrivera

lim £(t; ) =9(f),

se la distanza di f(¢; «) da ¢(f) tende a zero col tendere delle
(1) a (2), e quindi se

lim f(f—(p)"’dt= 0;
u_ug
e si dice che ¢ & il lemete di f(f; w) per il tendere di (1) a (2).
Perché questo avvenga bisogna che, essendo
®3) P15 P2y Payeee

un sistema chiuso in g, ed

() = [t wy-g.-dt
g
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e
b’_ t—— (F . ?r . dt )

8i abbia !
" . _
(4) lim3. o, () —5F=0  (p. 74, § 4),
¢ quindi che
(5) Ji:aa,(u):b, (r=1,2,...)).

‘Pex.'(‘) la condizione (5) non & sufficiente perche sia la (4),
e quindi non & sufficiente per poter dire che ® & il limite di
f(t; ) col tendere di (1) a (2).

3. Der. — Se f(t; «) & una puknto—funzioue in U, se (2) &
un punto di U, e se

[t o, ud,... ud)

limite di f(¢; w) col tendere di (1) a (2), si dice che f(t; w)
cont.inua per il sistema (2) di valori delle (1), Se poi f (t; w)
continua per tutti i sistemi di valori delle (2) in U, si dice
che la f(t; u) & continua in U.

> @

. 4: Dgr. 1. - Se f(t, ) & una punto-funzione di una sola
variabile %, e se «® ed -+ % sono due valori del campo di
variabilitd di %, 1’ espressione

quando si tenga fisso %% & una punto-funzione della k. Se (6)
ha !imite col tendere di % allo xero, si dice che f (t; ») ammette
derz.vata per il valore «° della u, e questo limite si chiama la
derivata di f(t; u) per il valore %’ della u, e si indica con

Perché f(t; u) abbia derivata per u= u’, bisogna che, es-
sendo (3) un sistema cartesiano ortogonale, ed
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(8) a,(u) =ff(t; u) - .- db (r=1,2,..... )
9

le (8) abbiano derivata per u =u’; e le coordinate di (7) sa-
ranno allora le
©) aw =(1%1) =12

Perd non & detto che dall’ esistenza delle derivate (9) si
possa dedurre 1’ esistenza della (7).

Der. 2. - Pud anche darsi che una punto-funzione f(f; u)
di una sola variabile u abbia derivata in tutto il campo U di
variabilita della «, ed allora si dice che la f{¢; u) ha derivata in U.

Teor. - Se una puntoqfunzione f(¢; «) di una variabile u
ha derivata in «° essa & continua in u'.

Dme. - Infatti nella nostra ipotesi la distanza del punto va-
riabile (6) dal punto fisso (7) tende a zero col tendere di %2 a 0,
quindi tende a zero la distanza dei due punti variabili

Af=f(t; u* +h)—[(t; u)
e AY, dove con ¥ indico il punto (7). Ma la distanza di AW
dall’ origine tende a zero col tendere di k2 a 0, e poiché la distanza
di Af dall’origine & << della somma delle distanze di R¥ da Af
e dall’origine (p. 75, teor.) si ha che la distanza dall’origine
di Af tende per =0 allo zero, ossia che

tm (17t -+ )15 W) Pt =0,
g

ciod che f(¢; u") & il limite di f(t; u’+h) per k=0, o cid
significa che la nostra punto-funzione & continua in o’

5. Der. — Se una punto-funzione f(¢; w) di una sola varia-
bile % ammette derivata in tutto U, questa derivata risulta pure
una punto-funzione in U, e pud darsi che anche questa ammetta
derivata. In tal caso la nuova derivata si chiama derivata seconda
della f e si indica con

ar
R
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In modo analogo si pud definire la derivata terxa e, piv in
generale, la derivata r-esima di f(¢; w), r essendo un qualunque
intero >0.

6. Der. - Se f(t; u) & una punto-funzione delle » variabili
(1), (r>1), tenendo fisse tutte le variabili (1) fuori che una,
p- es. la %, la f(; u) risulta punto-funzione della sola w,, ed
allora pud darsi che ammetta derivata 'rispetto a questa variabile;
quando cid avviene, questa derivata si chiama derivata parxiale
di f(¢; u) rispetto ad w,, e si indica con

of

ou,’

o con fi(t; w), o con f.

Perche f(t; u) abbia derivata rispetto ad una variabile w; ,
bisogna che le sue coordinate rispetto ad un sistema cartesiano
ortogonale (3) abbiano derivate parziali rispetto ad wu,, e le de-
rivate rispetto ad #, di queste coordinate saranno le coordinate,
secondo (1), di f;.

Perd non sempre I’esistenza delle derivate rispetto ad
delle singole coordinate di f(¢; u) trascina con sd I esistenza
della derivata di f(t; %) rispetto ad ;.

7. Der. — Pud darsi che, essendo £(¢, «) una punto—funzione
delle (1) che ammette la f; in tutto U, questa f; ammetta deri-
vata parziale rispetto ad u;. In tal caso questa derivata, che si
chiamera derivata seconda di f(¢; u), si indichera con

fise

Si dimostra facilmente il

Tror. 1. - Se f(f; u) & una punto-funzione che ammette
le f;; ed f;;, e se queste derivate sono continue, si ha f;; =f;;.

Basta tenere presente il teorema analogo nell’ ordinaria teoria
delle funzioni.

Analogamente a quanto si & fatto per le punto-funzioni di
una sola variabile si possono definire le derivate parziali multiple,
ed indicheremo brevemente con finn 1a derivata di f;; rispetto ad
Uy, © cosi via.

Risulta facilmente il
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Tgor. 2. - Se f & una punto-funzione delle (1), che am-
mette due derivate multiple che differiscono solo per I’ ordine
della derivazione, e se queste derivate sono continue, esse sono
uguali.

8. Teor. 1. - Se f(u) & una punto-funzione della variabile
u, che per u =u’ ha per .limite un punto F, si ha

&!f‘(u)’-dt:gfﬁ”-dt :

Do, — Consideriamo i punti f(u), F e I’ origine O dello spazio
H. Indichiamo con d(«) la distanza di f(u) da O, con D(w)
quella di f(u) da F e con & quella di F da O.

Si ha subito (p. 75)

D(w) + 8=d () =3 — D ()] .

Ma, per ipotesi, &
limD(uw) =0,

e quindi &
limd(u) =29,
*U=—y®
od anche
lim d (u)* =8,
u=u°
ossia
limff(u)’-dt:fﬁ".dt .
= ;
Consegue il

Cor. — Se f(u) & una punto—funzione della variabile u, che

per » = «° ha un limite F, esiste un intorno di «° in cui f f(uw)dt
8 limitato. ;

Teor. 2. - Se f(u) & una punto-fanzione della variabile » che
per =’ ha un limite F, se ¢ () ¢ un’altra punto-funzione

della stessa variabile , per la quale f @ (u)*dt @ limitato in un
J
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‘intorno di «° si ha

limf(f—F)zp-dt:O.
U=u"
g

Dre. - Infatti, per la disuguaglianza di Scawarz, &

[ f (f—F)tp-dths f (F—Fp . dt f(p’-dt .
g g

g
Ma, per ipotesi,
lim [(f—F)*dt =0

U==u®
g

© [ ¢*.dt & limitato in un intorno di u°, dunque
g

ng_/(f—l?)go-dt—:o.

g

In particolare, se % & costante rispetto ad wu, si ha

U=u°
9

lim[f?Odt= F-(P.dt,
B 9

Cor. — Se f(u) e ¢ () sono due punto-funzioni della varia-
bile » che per % =2 hanno i limiti F e D, si ha

lim [fo.dt =|F®.dt.
U=y
g 9

Dm. - Intanto
[p—F®=(f—F)p+(p—D)F,
€ quindi
[ire—raya =/(f——F)<P~dt+f(<P—¢)F-dt-
g g g

Ma, pel teor. precedente, gli integrali del 2° membro tendono
allo zero, per u=u’, e quindi

@. ViTaur — Lexfont di geometria nello spaxio hildertiane ]
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*=4"

lim f(f:p—F(D) -dt =0,
g
da cui

nmff.qo.dt= Fd.dt.
[ ;
g

Tror. 3. — Se f(u) e ¢(u) sono due punto-funzioni della

variabile » derivabili, anche f f-p-dt & derivabile, e la sua
P

derivata & uguale ad f (F'e +7-9')dt, dove f' e ¢’ indicano le
g

derivate di f e ¢ rispetto ad w.
Dmu. -~ Poniamo

F)=[r¢-dt,
g

ed indichiamo con AF, Af, Ap i rapporti incrementali di F, f, ¢
rispetto all’ incremento % della .
Si ha subito

AP = [tr(u+ 1) Ap+o- A1t
4

Ora, pel cor. precedente, si ba

limff(u—I-k)A(p.dt:ff.(P'.dt’
U==ef®

g g
lim[cp-Af-dt=f¢.f'.dt,
U==u®,
g g
dunque esiste limAF, ossia esiste la derivata F' della F, ed &
U=1*

F =f(fqo’+fsv)dt :
g
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8.
. Varietd nello spazio hilbertiano.

1. Varieti. — 2, Condizione necessaria e sufficiente perché una punto-
fanzione di » variabili descriva una variety ad # dimensioni, — 8. Le de-
terminanti di una varieta.

1. Der. 1. - Una punto-funzione di » variabili
(1) ul) uz}"')uﬂ’

col variare delle (1) nel rispettivo campo U, percorre un insieme
di punti di H, che diremo una varietd di H.

Der. 2. - Una varieta pud essere data in infiniti modi da
una punto-funzione. Il minimo numero di variabili che figura in
queste punto~funzioni, si chiama numero delle dimensioni della
varieta. '

Si conclude che, se # & il numero delle dimensioni di una
varietd V, esiste una punto-funzione di 7 variabili che descrive
V, mentre ogni altra punto-funzione che descrive ¥V dipendera
da un pumero di variabili =n.

Una varietd ad wna dimensione si dira una curva ed una
varietd a due dimensioni si dird una superficie.

Nel seguito s.upporremo che le punto-funzioni che si consi-
derano abbiano derivate in la quanto occorre, e che per queste
derivate valga il teorema dell’inversione dell’ ordine delle deri-
vazioni.

2. Teor. ~ Condizione necessaria e sufficiente perché la
punto-fanzione [f(f;u,, u,, ..., u,) descriva una varietda ¥ ad
n dimensioni & che le funzioni

f.=5au—’: G=1,2,...,n)

siano linearmente indipendenti, od in altri termini che sia diverso
da zero il determinante
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4,1 O3 Q)0
A1 Gy .- Qs

a=

} R
Gp,1 Oy s Ay, o y

dove
a,; =ffe-f,~-dt (p. 69, teor. 1).
]

Dm. - Supponiamo che in un punto generico della varieta
V le f; siano linearmente dipendenti.
Cid significa che & possibile trovare un sistema di funzioni

delle %, u;,..., u,,
A (u) (f=1,2,...,m),

(costanti rispetto alla variabile ¢) per cui
S f,

sia generalmente nulla in g.
Sia
* P1, P2y P3.ene
un sistema cartesiano ortogonale, e siano
bj(u) (j=112)"')
le coordinate rispetto a tale sistema della
[(t;u).
Indichiamo poi con by, la derivata parziale di &, rispetto ad

ad u,. Abbiamo allora
Zhb=0 (7=1,2,...),
1

da cui risulta che n qualunque delle & hanno il determinante
funzionale uguale a zero, e che quindi~ qualunque delle ; sono

dipendenti. - .
Sia m il maggior numero delle b, indipendenti, sara m <n.
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Per figsare le idee supponiamo che siano indipendenti le
2) by by, iy by

Tutte le altre b, sono funzioni di queste e quindi la f(¢;u%)
risulta una punto-funzione delle (2). Indicando questa punto-
funzione con

F(t;bh bzv"'i bm)’
si vede che questa punto-funzione descrive la V, e che quindi il
numero delle dimensioni di ¥ & minore di n. Cosi & provata che
la condizione & necessaria.

Per provare che la condizione & sufficiente, si osservi che,
se il numero delle dimensioni di ¥ & un numero mn, le b
si possono esprimere in funzione di m variabili) e che quindi il
determinante funzionale di » delle &, rispetto alle « & uguale a
zero, Cid & sufficiente per concludere che esistono » funzioni A
per cui valgono le

kb =0,
¢ quindi per cui la
N

& generalmente nulla, il che prova che le f; sono linearmente
dipendenti.

3. Der. - Una punto-funzione £(t;u,,u,,.. -y %,) per la
quale le f3, f;,..., f, sono linearmente indipendenti si dice una
punto-funxione determinante. E, se V' & la varietd che descrive
una punto-funzione determinante f(¢;u), si dice che f(t;u) 8
ung determinante di V.

9.
Spazi lineari o euclidei.

1. Definizione di spazio lineare e di determinante Jineare. — 2 Condi-
zione necessaria e sufficiente perché due determinanti lineari descrivano lo
stesso spazio. — 3. Parametri. — 4, Parametri normali. — 5. Rette orientate

e parametro principale. — 6. Angolo di due rette orientate, — 7. Rette
parallele ugualmente od inversamente orientate. — 8. Rette ortogonali.
1. - Se

(1) Pry Payerey Pu
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sono n funzioni a quadrato sommabile in g, e linearmente indi-
pendenti, se inoltre ¢ & un’altra funzione a quadrato sommabile

in g, se
Uy Usyeooy Uy

sono n variabili, ciascuna percorrente una intera retta, la
(2) ¢+ul'?l+u2'?i‘l—""+un'?n

& una punto—funzione determinante. Infatti le sue derivate par-
ziali rispetto alle varie #; sono le (1), e quindi sono linearmente

- indipendenti.

Drer. — Una varietd che abbia per determinante una punto-
funzione del tipo (2), in cui le (1) sono linearmente indipendenti,
si dice uno spaxio lineare od euclideo ad n dimensioni. Uno
spazio euclideo ad 1 dimensione si chiama anche retfa, uno spazio
euclideo a 2 dimensioni si chiama anche piano, ed uno spazio
euclideo a 3 dimensioni si chiama anche spazio ordinario.

Una determinante di uno spazio euclideo potrd essere anche
di forma diversa dalla (2). Una determinante della forma (2) si
dira una determinante lineare dello spazio euclideo che essa de-
scrive.

2. Tror. — Se 8, & uno spazio euclideo ad n dimensioni,
se
(2) bt @it U Pt U Py
& una sua determinante lineare, condizione necessaria e sufficiente
perchd un’altra determinante lineare

3) Vto-pltv gt ...+ v
sia una determinante dello stesso S,, & che

4) V=9¢+hgth gt ...+ A ¢,
(5) =t 1Pt Pt Py

dove le A e p. sono delle costanti.

Dm. — Infatti, fra i punti di (8) vi ® quello che corrisponde
ai valori nulli delle v, ossia vi & il punto ¢'. Quindi, se (3) &
una determinante di S,, la ¢’ si deve ottenere da (2) dando par-
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ticolari valori alle w, e si avra necessariamente la (4), con le A
costanti convenienti,

Analogamente, se (3) & una determinante di S,, la ¢’ + ¢;
& un punte di 8, e si deve ottenere da (2) assegnando alle u
particolari valori. Sara allora

P4+ =¢+v Vs Pt Y n Py
© sottraendo da questa la (4) e ponendo
Big =Ves—h;

si ha la (5). Dunque la condizione & necessaria.

Questa condizione & anche sufficiente. Infatti, sostituendo in
3)le ¢ e o; date dalle (4) e (5), si vede che ogni punto
(3) & anche un punto (2). Inoltre, se si osserva che il deter-
minante delle p,; deve essere diverso da zero, perchd le ¢; sono
linearmente indipendenti, dalle (5) si ricavano le ¢; espresse
linearmente per le ¢;. Sostituendo allora in (2) la ¢ che si
ricava da (4), e quindi le ¢; colle loro espressioni a mezzo delle
¥;, si vede anche che ogni punto (2) & un punto (3).

3. Der. - Se f; ed f; sono due punti diversi di una retta,
la differenza f;—f; si chiama un parametro di quella retta.

Tgor. ~ Due parametri di una medesima retta hanno rapporto
costante e 0, e, viceversa, se si moltiplica un parametro di una
retta per una costante 0 si ha un nuovo parametro di quella
retta.

Dix. - Infatti, se ¢ +up & una determinante lineare di una
retta S, e se f; ed f; sono due punti diversi di S,, si avra

fi=b+w-p o fi=¢+u’-p,
dove u' ed ' sono valori diversi di «»; e quindi
i—h=W—u)p =k 9,
dove B =u''—u', e quindi & costante 3 0. Si conclude che ogni
parametro di S, & uguale al prodotto di ¢ per una costante %0,
- quindi che il rapporto di due parametri di S, & una costante & 0.

Per provare la seconda parte del teor., basta provare che,
essendo & una costante qualunque +0, la k9 ¢ un parametro di
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S;. Ora cid & evidente, perchd ko = (¢ + kg)—¢, 8 ¢+kp o
¢ sono due punti diversi di S,.

4. Der. - Fra i parametri di una retta ve ne sono due che
sono fanzioni normali (p. 43, § 2) e si diranno parametri nor-
malé della retta.

5. Der. 1. — Una retta si dice orientata quando ad uno e

ad uno solo dei suoi parametri normali & assegnato il nome di

parametro principale della retta.

Der. 2. — Se S, & una retta orientata e se ¢ & il suo pa-
rametro principale, se inoltre f; ed f; sono due suoi punti, poich®
fi—fi=k-p con k costante #0, si dira che f; segue £, se
k>0, e che f; precede f; se k<0,

6. - Se p e ¢ sono i parametri principali di due rette orien-
tate, poiché, per la disuguaglianza di Scawarz, si ha

(fq:-q)-dt)zg[cp’-dt-fz;;”-dt:1,
g g g

'qua.(p-dtISI,

r f ¢-¢.dt pud essere interpretato come il coseno di un angolo
g

ed & quindi

a compreso fra 0 e .
Der. —~ Se ¢ e ¢ sono i parametri principali di due rette

orientate, 1’ angolo « compreso fra 0 e m, per cui & cosa= f ®-¢-dt,
]

si chiama I’ angolo delle due rette orientate.

Evidentemente, se 9’ e ¢’ sono due altri parametri delle due
rette, sard ¢'="Fhe, ¢'=h¢, dove & ed k sono due costanti, e
quindi sara
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7. Der. - Due rette orientate si dicono parallele ed ugual-
menle orientate, se hanno generalmente uguali i parametri prin-
cipali, e si dicono parallele ed inversamente orientate, se hanno

generalmente contrari i parametri principali.
Nel 1° caso, se ¢ e ¢ sono i parametri principali delle due

rette, éfgo-cp-dt= 1, e quindi I’angolo « delle due rette 8 =0,
g
nel 2° caso éfgo-«p-dt: —1, & quindi a=m.
v

Viceversa, se =0, e quindi se /(p-(p -dt=1, siha
g

yf(:p—q;)’-dt=,[go’.dt—2”/@.q,.dt+i[¢ﬂ.dt=1—2+1=0,

e quindi ® —¢ & generalmente nulla, e ¢ e ¢ sono generalmente

uguali; se a ==, e quindi fcp-x{a-dt:——l, si ha
v

/(<p+¢)*.dt=/qp*.dt+2/¢.¢.dt+f¢’.dt=1—2+1 =0,
9 g g v

e quindi ¢4 ¢ & generalmente nulla, e ¢ e ¢ sono generalmente
contrarie,

8. Tror. - Se ¢ e ¢ sono due parametri di due rette, e se

f ®-¢.dt=0, ciod se p e ¢ sono due funzioni ortogonali, o,
v

come si dira, se ¢ o ¢ sono parametri ortogonali, lo stesso av-

viene per altri due parametri delle stesse rette.
Dmw. ~ Infatti, se ¢' e ¢’ sono altri due parametri delle stesse

rette, sard ¢'=ke e ¢'=h¢, dove % ed h sono delle costanti, ed
allora

g g g

Der. — Due rette tali che ogni parametro dell’una sia orto-
gonale ad ogni parametro dell’altra si dicono orfogonals.
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10.
Ancora sugli spazi euclidei.

1. Ancora sulle determinanti lineari di una retta. — 2. Parametri di
uno spazio euclideo. — 3-4. Teoremi. — 5. Triangoli. Teorema di Camnor.
— 6. Spazi ortogonali. — 7, Osservazione.

1. Teor. — Se ¢’ & un punto di una retta S, e se ¢’ & un
parametro di questa retta, la
(‘pl + v- ?l s
¢ una determinante di §,.

D, — Infatti se

© una determinante di S, si ha:
(P’ = k? )

dove k & una costante diversa da zero (p. 87, § 3, vedi dim. del
teor.). Inoltre, essendo ¢’ un punto di S,, o

Y=¢+r. ¥y
dove A & una costante conveniente, e quindi (p. 86, teor.) la
¥ +ove,

© una determinante di §,.
Cor. - Se f, ed f; sono due punti di una retta S, Ia

hitu-(fi—1)

& una sua determinante.
Do - Infatti £; & un punto di S,, ed f;—/; & un suo pa-
rametro,

2. Tror. ~ Se una retta contiene due punti di uno spazio
lineare §,, essa giace interamente in questo spaszio.
Dpt. - Infatti se

bttt U Pt U, p,,
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4 una determinante lineare di S,, e se f; ed f; sono due suoi
punti, sara
fl=¢+ll '(Pl+}‘:'§°z+---+)\u‘cpn’
f=¢+m @t ta et ot Pa,

¢ quindi ogni altro punto della retta che contiene £, ed f, sard
dato da

Atu-(B—R=4 +20 4w —M)er,

e dunque & un punto di S,. ,
Der. - Un parametro di una retta contenuta in uno spazio

euclideo 8, si dice un parametro di S, .

3. Teor. ~ Se
¢+ul'?l+u2'?2+-n+un'?n7

& una determinante lineare di uno spazio euclideo S§,, condizione
necessaria e sufficiente perché una funzione di ¢ sia un para-
metro di S,, & che essa sia una combinazione lineare delle

Py Peocees Pne
Dmt. — Infatti, se
6=)\1'(P1+7\z'%+---+)~n'?u,
ipunti fi=¢ ed f;=¢ -+ 6 appartengono ad 8,, e quindi
fi—fi=®+90—¢=0 & un parametro di S,, e cosl & dimo-
strato che la condizione & sufficiente. Per provare che essa & ne-
cessaria, basta osservare che, se f; ed f; sono due punti di §,,
sara
fi=d+h-othepet. .+ AP,
ed
=94+ Pt te Pt oo+t P,
e quindi
f—=fi=(—p) o1t Q=) Pt i) - Pu s

e si deduce che ogni parametro di S, & una combinazione lineare
delle @;, @5,..., @,.
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Cor. - In uno spazio euclideo S, ad » dimensioni esistono
7 parametri linearmente indipendenti e non pit di .
Dm. - Infatti, se

¢+ I hp,

¢ una determinante lineare di S,, le

?la ‘Ph-“: ?n

Sono 7» parametri lineari di S, fra loro linearmente indipendenti.
Ora, se si considerano 7+ 1 altri parametri di S,, o fra questi
ve ne sono % linearmente dipendenti, ed allora gli %41 che si
considerano sono linearmente dipendenti; o fra gli # +1 ve ne
sono n linearmente indipendenti, e se tali sono

. Pry Pryeney Pr,
poiché

q)+§r’ur'?o"7

& una determinante lineare di S, (p. 86, teor.), si conclude che
il restante (n 4 1)° parametro & una combinazione lineare degli
n parametri ¢;, ¢;,..., 9. c. d. d.

4. Tror. - Se 8, ed S, (m<"n) sono due spazi euclidei, e
se tutti i parametri di S, sono anche parametri di 8,, ed i due
spazi hanno un punto ¢ in comune, tutti i punti di S, appar-
tengono ad S, .

Dmv. - Infatti esiste una determinante lineare di 8, della
forma

q)'JF?rur‘(Pr)

ed una determinante lineare di S, della forma

4"}‘12(”4'6‘-

E poich® ogni 6, & una combinazione lineare delle %, anche
m
2,v,.6, & una combinazione lineare delle %, © quindi ogni punto
1

di S, pud essere messo sotto la forma
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‘P + ?r U, - ?r ]
e quindi appartiene ad S, .

b. - Se f; ed /. sono due punti, e se » & la retta che li
unisce, se noi orientiamo la retta » in modo che f£, segua f,,
i punti di » che seguono f; e precedono f; formano un tuito che
chiameremo il segmento f,f.. Si vede subito che i segmenti
fifs ed [/, sono costituiti dagli stessi punti. La distanza di f,
ed f; si chiama la lunghexza di tale segmento.

Der. - Se f;, f:, [, sono tre punti non situati sopra
una medesima retta, si dice che essi individuano un #réangolo,
di cui i detti tre punti si chiamano i wvertici, i segmenti ff;,
fofsy fi1i 1 tre lati, 1'angolo delle rette f;f; ed f,f, orientate in
modo che 7, preceda nell’una f; e nell’altra f; si chiama 1'an-
golo del triangolo con vertice f;, ed analogamente si definisce un
angolo del triangolo con vertice f;, ed un angolo del triangolo
con vertice f.

L’angolo con vertice f; si dice opposto al lato f,f;.

TromEMa p1 CarNor. — In un triangolo il quadrato di un lato
& uguale alla somma dei quadrati degli altri due lati meno il
doppio prodotto di questi lati moltiplicato per il coseno dell’ angolo
compreso.

Dm. - Infatti, se f}, fz, /3 sono i tre vertici di un triangolo,
86 con a, b, ¢ si indicano rispettivamente le lunghezze dei lati
ffs, hifs, filz, e con a I’angolo con vertice f;, si ha

o= j (h—firdt = ﬁ(ﬁ~ﬁ) —(fi—f)Tdt
g g

= [tb— e+ [t —2 =) (i—
7 g 9
=+ F—2be.cosa,
poiché
f(ﬁ-—f,) (i—F) dt

coso =2 - (p. 88, § 5-6).
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6. Der. 1. - Se un parametro ¢ & ortogonale a tutti i pa-
rametri di uno spazio euclideo S,, si dice che p & orfogonale
ad 8,.

Der. 2. - Due spazi eunclidei S,, ed S,, che non hanno piu
di un punto in comune, si dicono orfogonali fra loro se tutti i
parametri di uno di essi sono ortogonali all’altro spazio.

Tror. — Se S,,,, & uno spazio lineare ad m - n dimensioni,
e se 8, & uno spaziolineare in esso contenuto, e se ¢ & un punto
di S, , esiste uno spazio lineare S, contenente il punto ¢ e tutti
e soli i parametri di S,,, ortogonali ad S, . (Evidentemente
tale 8, sari contenuto in S, , come risulta dal teor. del prec.
§ 4).

Dmx. — Infatti, se
(1) Py Prycc s Pm

sono m parametri linearmente indipendenti di S, , ® s ¢ & un
altro parametro di 8, ., , che non appartenga ad S, , & possi-
bile trovare un sistema di costanti X;, in guisa che

(2) b=0+M P+ d Pt ...+ I
sia ortogonale ad S,,, perche, posto

ar,l=f?r'?t'dt1
g

& possibile risolvere il sistema nelle A,

fcp-zp,-dt—}-?‘a“,)\‘:O (r=L2,...,m),
9

avendo questo sistema diverso da zero il determinante dei coef-
ficienti (p. 69).
Da (2) si ricava che
?=6-§4)~t'?cs

e che quindi ogni parametro di §,., & una combinazione lineare
di un parametro ortogonale ad S, e dei parametri (1).

Ora, se k & il massimo numero di parametri linearmente in-
dipendenti di S,,, ed ortogonali ad S, , e se tali sonv

3 Pty Pmttrecey Pmtrs
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si vede facilmente (p. 69) che gli m 4 k& parametri (1) e (3) sono
linearmente indipendenti.

Inoltre & chiaro che ogni parametro di S,,, appartiene allo
844r di determinante .

(P+)‘l'?l+)‘2'¢2+ L +)\m+k‘som+k,

e percid S, coincide con S, ,, ed allora k=n.

Lo spazio ad » dimensioni che passa per ¢ e che contiene
gli » parametri (3) & quello di cui si & affermato 1’ esistenza nel-
I’ enunciato.

7. Oss. - Se 8, & uno spazio euclideo di n dimensioni, &
possibile trovare un sistema di 7» parametri normali e a due a
due ortogonali che gli appartengono, Se tali sono

X, X,,...,%,,
e se ¢ & un punto di §,, la
4w X+ u-Xo+.... +u, X,
& una determinante lineare di S,, e le
Uy, Ugyooo, Uy

sono le coordinate di un suo punto generico rispetto al sistema
cartesiano ortogonale (nel senso della ordinaria geometria negli
iperspazi) che ha per origine ¢ e per assi le rette passanti per
¢ e di parametri X,, X,,...X,.

11.

Cambiamento di coordinate cartesiane. - Movimenti.

1-2, Cambiamento di coordinate cartesiane. — 3. Trasformazioni lineari
ortogonali. — 4. Traslazioni. — 5. Movimenti.

1. — Supponiamo che
(1) Pry P2y Paye e
o

(2) 4’:7 4)27 %,-.

siano due sistemi di coordinate cartesiane ortogonali.
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Sia f(f) un punto qualunque di H, indichiamo con

Tyy Zgy Tgyoo-

le sue coordinate rispetto al sistema (1), e con

Yiy Ysy Yay - -
le sue coordinate rispetto al sistema (2).
Avremo
wn=ff~ fu-dt (n=1,2,..)
g
ed
y-v:ff'q‘»-dt r=12,...).
Poniamo ¢

am.n=f()pm'¢n'dt (m7n=1,2,-..)-
g
Poiche la serie
Z’m L+ ?m

converge in media verso f, moltiplicando per ¢, ed integrando
termine a termine lungo ¢, si ha (p. 59, § 3, teor.).

®) Sy, T ff- Goedt =1, .
g

Se in luogo del punto f di H si prende il punto ¢,, le coor-
dinate (2) diventano tutte zero, fuorché la y,, che acquista il va-
lore 1, e le coordinate (1) diventano

z,,=f¢p,-go,,-dt=a,,,, m=1,2,...)
g
Sostituendo nelle (3), si ha allora

1, sen=r
0, senZr.

(4) zm am, n alﬂ, r =

Invertendo nelle precedenti considerazioni i sistemi (1) e (2),
si trova, in modo analogo,
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(5) zn Cinn Y=Ly,
©

1 se m=r
(6) p Qo 0Oy, = ’
o 0, semtr.

Le formule (3) esprimono come variano le coordinate di un
punto di H, quando si passa dal sistema di coordinate cartesiane
(1) al sistema (2), o le (5) danno il passaggio inverso.

Per questo significato noi possiamo dire che, se

Xy, Ty,
ed
Xy Tyyeon,
sono le coordinate di due punti / ed /' di H, rispetto al sistema
(1), e, se
. Yy Yoyoroo
ed
Yis Yoyo e
sono le coordinate degli stessi due punti rispetto al sistema 2
date le formule (3), si avra
(1) L@ — @) = Eu (g — 1),
poiché i due membri di (7) esprimono entrambi il quadrato della

distanza di f ed f’, ossia I’ f(f——f’)’-dt.
]

Se poi
Zzy, XY, ...
ed

N 777
‘11 y g,

sono le coordinate secondo il sistema (1) di altri due punti /' ed
" di H, e se

YUy Yo, . ...
ed

117 44

Y1y Ya 3000

sono le coordinate dei medesimi due punti rispetto al sistema (2),
si ha

G. ViTALl = Loxiond di geomsiria nello spaxio hilbertiano T

y -
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i 117

8) E"(x,—x;) (13'—33»)=2n(y»—?/5.)y-'-'—?/~ ’

poich® i 2 membri di (8) esprimono entrambi
[y —ry-ae.
1]

2. Tror. - Un sistema di relazioni (3), i cui coefficienti sod-

disfino alle relazioni (4) e (6), pud essere interpretato come un
sistema di formule che regola il passaggio da un sistema carte-

siano ortogonale ad un altro. .
" Dm. - Infatti, se si interpretano le variabili z, come le coor-

dinate di un punto di H rispetto al sistema cartesiano ortogonale
(1), per la convergenza della serie

2mam? n n=1,2,..),
che risulta dalla ipotesi (6), la serie
2aCun P rn=1,2,...)

converge in media verso una funzione ¢, a quadrato sommabile
in g, e si ha, evidentemente,

a,,,,,,.——jcp,,. -, -dt .
]

Le ¢, (n=1,2,...) formano un sistema cartesiano ortogo-
nale. Infatti

fq’-» . 4)» = Emam.n c A, v =
. g

1, se n=r
0, senzr

per il teor. a p. 59, § 3 e per le (4). Dunque le ¢,, sono normali e fra
loro ortogonali. Resta a provare che formano un sistema chiuso.
Per questo si osservi che, tenendo conto delle

f(p: dit=1,
]
le (6) dicono che

(9) 'fm-dt=z,(b[som-q»n-dt)=.

&
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E, poiché il sistema (1) & chiuso, le (9) affermano, in virtda

~ del teorema di LavriceLra, che & chiuso anche il sistema delle

§, (n=1,2,...).

Oss. - Poiché le (3), quando siano soddisfatte per i loro
coefficienti le relazioni (4) e (6), possono essere interpretate come
le formule che regolano il passaggio da un sistema cartesiano or-
togonale ad un altro, dalle relazioni (3), (4), (6) conseguono le (5).

In particolare si pud dire che, se si considerano le (8) come
un sistema di infinite equazioni lineari con infinite incognite z, ,
e se valgono le (4) e (6), le (5) danno la unica soluzione del
sistema (3).

3. - Le (3), quando si interpretino tanto le x,,, quanto le Yns
come coordinate rispeito ad un medesimo sistema cartesiano or-
togonale, definiscono una trasformazione dello spazio H.

Der. - Una trasformazione dello spazio H definita da for-
mule come le (3), nelle quali le z, e le Yw Si interpretano come
coordinate rispetto ad un medesimo sistema cartesiano ortogonale,
e nelle quali i coefficienti @n,» soddisfano alle relazione (4) e (6),
si chiamera una trasformazione lineare ortogonale dello spazio H.
Una tale trasformazione si pud invertire mediante le (5).

Le trasformazioni lineari ortogonali dello spazio H sono,
come risulta dalle (3) e (5), corrispondenze biunivoche fra i punti
di H e i punti di H stesso. Inoltre in virta delle {(7) e (8) esse
conservano le distanze e gli angoli. Infine esse fanno corrispon-
dere all’ origine di H I’ origine di H.

4. Der. - Se h(t) & un punto di H, la corrispondenza
che fa corrispondere ad ogni punto fdi H il punto f+h si
chiama una traslazione di modulo h.

Si prova facilmente che una traslazione conserva le distanze
e gli angoli e quindi le rette.

Se T & una traslazione di modulo k, se

a, G,....

sono le coordinate di % rispetto al sistema cartesiano ortogonale
(1), se z,, sono le coordinate di f rispetto ad (1), e se , sono
quelle di f+- & sempre rispetto ad (1), si ha evidentemente

y%=au+xn (n=l727"‘)'
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5. Der. - Una trasformazione dello spazio H in se stesso,
la quale costituisca una. corrispondenza biunivoca fra i punti di
H ed ipurti di H stesso, e che conservi le distanze e gli angoli
e quindi le rette, si chiama un movtmenio dello spazio H.

E evidente il

Teor. 1. - Le trasformazioni lineari ortogonali e le traslazioni
sono dei movimenti.

Inversamente si ha il

Teor. 2. — Ogni movimento o & una traslazione, o & una
trasformazione lineare ortogonale, o si ottiene eseguendo una tra-
sformazione lineare ortogonale ed una traslazione.

Din. - Sia M un movimento. Se esso fa corrispondere ad
un punto generico f di H un punto F, e se noi indichiamo con
F° il punto che fa corrispondere all’origine, la corrispondenza
che fa corrispondere ad f il punto # —F° & un movimento M’
che fa corrispondere all’ origine 1’ origine.

Si vede chiaro che il movimento M si pud ottenere ese-
guendo il movimento M’ e poi la traslazione di modulo F*,

Consideriamo il movimento M' ed il sistema cartesiano or-
togonale (2). M' porterd i punti (2) in un sistema di punti (1),
e quindi la retta che unisce I’origine di H con ¢, in quella che
unisce la stessa origine con ¢,. Ma le rette che uniscono I’ origine
coi punti ¢, sono a due a due ortogonali, e poiché M’ conserva
gli angoli, anche le rette che uniscono I’origine coi punti ¢, sono
a due a due ortogonali, ossia il sistema (1) & costituito di fun-
zioni a due a due orfogonali. Inoltre avendo i punti (2) distanza -
dall’ origine uguale all’unita, anche i punti (1) avranno distanza
dall’ origine uguale all’unita, ossia le funzioni (1) sono tutte
normali.

Io dico che le (1) formano un sistema chiuso. Infatti, se cid
non fosse, esisterebbe una funzione % ortogonale a tutte le (1).
La % corrispondera ad una funzione % che, per la conservazione
degli angoli, dovra essere ortogonale a tutte le (2), Cié6 & impos-
sibile perchd il sistema (2) & chiuso. .

8i conclude che le (1) formano un sistema cartesiano orto-
gonale,

Sia f un punto di H, e sia /' il punto in cui f & portato
dal movimento M'.
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Indichiamo con
Tyy Laygoo.-
le coordinate di f, e con
Y1y Yaye- -

quelle di f', rispetto al sistema (1).
Per la conservazione degli angoli e delle distanze dall’ori-

gine, si dovra avere
ff.@n.dt=jf’.?“.dt:y”,
9 0

Ma la serie
2, 2,0,

i

converge in media verso f, dunque

ffq’»dt: zmx.n‘ /?m‘%'dt: Emam,n'x,r; b)
0 g

dove
Ay == [‘Pm . q)n -dt .
9

Dunque il movimento M’ & dato dalle

Y= Z,nam.n Ty

dove i coefficienti soddisfano alle (4) e (6).
Consegue che M' & una trasformazione lineare ortogonale, ed
il teorema & dimostrato.

12
Somme di successioni convergenti in media.

1. Teor. - Se
(1) PryPayeecs Pnye--

(2) q’h%""aq)m“'
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sono due successioni convergenti in media rispettivamente verso
¢ e $, anche la successione \

(3) ?1”‘4’17 ?s"r%,---» ?n""pn”-'

converge in media ed ha per quasi-limite la ¢ +¢.

Dm. - Indichiamo con O I’ origine dello spazio hilbertiano
econ P, e Q, iduepunti ¢, —¢ e (¢, +¢,) — (¢ + ¢). Inoltre
indichiamo con OP,, 0Q,, P.Q, le distanze di questi punti.
Si ha 0Q,<<OP,+ P,Q, (p. 75, teor). Ma

OP, = Vf(tp,,—zp)’ dt , P,Q, :Vf(%—-—({;)’dlf
g g

e quindi, per la convergenza in media delle (1) e (2),
limOP, = limP,Q,-== 0.

n=wx n=

Dunque & 1im0Q,= 0, ossia

n=u0

lim {5+ 4) — (¢ + 9 Tt = 0
g
e la (3) converge in media verso ¢ + ¢.

2. — Applicando ripetutamente il precedente teorema, si di-
mostra il

Teor. ~ La somma di un numero finito di successioni con-
vergenti in media converge in media ed ha per quasi-limite la
somma delle quasi-limiti delle successioni addendi.
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1.

Sulle funzioni razionali intere.

1. Funzioni razionali intere identicamente nulle. — 2. Funzioni razionali
intere identicamente uguali. — 8. Condizione necessaria e sufficiente percheé
il prodotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo. — 4. Sui
gradi dei termini del prodotto di due funzioni razionali intere. — 5. Decom-
ponibilita in fattori primi.

1. Der. — Una funzione razionale intera di una o piu va-
riabili si dice ¢denticamente nulla, se ha valore zero per ogni
sistema di valori delle variabili.

Tror. — Una funzione razionale intera identicamente nulla

ha nulli tutti 1 suoi coefficienti.
Diu. - Intanto & facile vedere che una funzione razionale

intera di una sola variabile z
f@)=ay 2" +a-2"" " +....+a,

che non abbia nulli tutti i coefficienti non pué essere identica-
mente nulla. Infatti, se f(z) fosse identicamente nulla, e se

Tyy Tgyoser Ty Tygy
sono 7 -+ 1 valori diversi della z, dovrebbe essere
flx)=0 (F=1,....,n4+1).
Ma queste relazioni si possono considerare come % -1 equa-
zioni lineari omogenee, nelle n4- 1 incognite
Qyy Aryeeey On,
col determinante dei coefficienti che & il determinante di Vaxpkr-
MONDE degli elementi a due a due diversi
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Tyy oy vvy Tyya,

e che quindi & diverso da zero. Queste relazioni non possono
allora essere soddisfatte se si suppone che i coefficienti di f(x)
non siano tutti nulli.

Per dimostrare il teor. in generale, si supponga che esso
sia stato dimostrato per le funzioni razionali intere con m varia-
bili, e dimostrinmo che esso vale anche per quelle che hanno
m -+ 1 variabili. A tal fine supponiamo che f sia una funzione
razionale intera con m -+ 1 variabili, e che = sia una di queste.
Sara

="+ ¢ 2" ...+ 9.,

dove le ¢ sono funzioni razionali intere delle rimanenti m va-
riabili. Se / & identicamente nulla, qualunque sia il sistema di
valori che si assegnano alle variabili che figurano nelle ¢, la f
& una funzione razionale intera identicamente nulla della sola
variabile x, e si conclude che i suoi coefficienti ¢ sono nulli.
Dunque le ¢ si annullano per ogni sistema delle » variabili che
in esse figurano, ossia le ¢ sono identicamente nulle; e, per 1'i-
potesi fatta, esse hanno nulli tutti i loro coefficienti, ed infine
sono nulli tutti i coefficienti di f. c. d. d.

2. Der. — Due funzioni razionali intere si dicono identica-
mente uguali, se per ogni medesimo sistema di valori delle varia-
bili acquistano lo stesso valore.

Teor. — Due funzioni razionali intere identicamente uguali
hanno uguali i coefficienti dei termini simili.

Dm. - Infatti, se ¢ e ¢ sono due funzioni razionali intere
identicamente uguali, la ¢ — ¢ & una funzione razionale intera
identicamente nulla, e quindi ha nulli tutti i coefficienti. Ma i
coefficienti di ¢ — ¢ sono le differenze dei coefficienti dei termini
simili di ¢ e ¢, dunque i coefficienti dei termini simili di ¢ e ¢
sono uguali. c. d. d.

3. Teor. — Condizione necessaria e sufficiente perche il pro-
dotto di due funzioni razionali intere sia identicamente nullo &
che almeno uno dei fattori sia identicamente nullo,

Dmv. - E evidente che la condizione & sufficiente. Siano ora
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¢ o ¢ due funzioni razionali intere di una sola variabile z, tali
che il prodotto ¢.¢ sia identicamente nullo. Poiché per ogni va-
lore di x risulta ¢ -9 =10, per ogni valore di # uno almeno dei
fattori ¢ e ¢ sard nullo. Ora, se # & il pii grande dei gradi di
% e ¢, e se si considerano 2n -1 valori diversi della x, poiché
ciascuno di essi annulla almeno una delle due funzioni ¢ e ¢, vi
sard una di queste funzioni che si annullerd per almeno n 41
di detti valori. Si conclude che questa funzione & identicamente
nulla.

Dimostrato cosi che la condizione & necessaria nel caso di
una sola variabile, per dimostrare la cosa in generale bastera
provare che, se essa sta per un certo numero m di variabili, sta
anche quando le variabili sono m - 1. Supponiamo allora che ¢
¢ siano due funzioni intere con m 4 1 variabili e che il loro
prodotto sia identicamente nullo. Se né 1’ una n& I’ altra delle due
funzioni ¢ e ¢ & identicamente nulla, indichiamo con « una delle
variabili, ed indichiamo con p. e vigradi di ¢ e ¢, rispetto ad «.
Avremo

?="%0- 2"+ ¢
b=t + ¢

dove p, e ¢, sono funzioni delle rimanenti m variabili e ¢, ¢
rispetto ad x di grado < p. e ¢, & rispetto ad x di grado <7v.

Risulta che il termine di ¢.¢ di grado massimo in z @
%o Po-2*TY, e poiche ¢¢ & identicamente nulla deve essere
%o+ $o=0 per ogni sistema di valori delle » variabili che in esso
figurano, dunque @,- ¢, ¢ identicamente nulla, e, per I'ipotesi
fatta, uno dei due fattori p, e ¢, & identicamente nullo. Questo
contrasta colla supposizione che . e v siano effettivamente i gradi
di ¢ e ¢ rispetto ad x. Dunque bisogna concludere che una delle
due funzioni ¢ e ¢ deve essere identicamente nulla.

4. Teor. - Se ¢ e ¢ sono due funzioni razionali intere, il
massimo grado dei termini di ¢-{ & ugualealla somma dei mas-
simi gradi di ¢ e di ¢, e il minimo grado dei termini di ¢-¢
¢ uguale alla somma dei minimi gradi dei termini di ¢ e di ¢.

Dm. — Supponiamo che p. e v siano i massimi gradi dei
termini di ¢ e ¢.
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Si potrd porre
P=P+ e

q’=4’1+¢z )

dove ¢, & la somma di tutti i termini di grado p di ¢, e @, @
la somma dei termini rimanenti; ed analogamente ¢, & la somma
dei termini di grado v di ¢, e ¢, la somma dei rimanenti.

Sara

Pd=0-9h+ R,
dove R & una funzione razionale intera di grado minore di p. -+ v.
Quindi si potrd concludere che il massimo grado di ¢-¢ sard
g+ v, se non sara @, ¢, identicamente nullo. Ma ¢id non pud
essere, perche, per ipotesi, nessuno dei fattori %, e ¢, & iden-
ticamente nullo.

Resta cosi provato che il massimo grado dei termini del pro-
dotto di due funzioni razionali intere & uguale alla somma dei
massimi gradi dei termini dei due fattori. In modo analogo si
dimostra 1’altra parte del teorema.

Cor. — Se il prodotto di due funzioni razionali intere ¢ e ¢
¢ una funzione omogenea, le due funzioni ¢ e ¢ sono pure omo-
genee ed il grado di p.¢ & uguale alla somma dei gradi di ¢
e di ¢.

Dix. - Infatti, se p.¢ & omogeneo, e se » & il suo grado,

- tanto il massimo come il minimo grado dei termini di ¢.¢ &

ugnale ad 7, dunque la somma dei massimi gradi e quella dei -
minimi gradi di ¢ e ¢ sono uguali ad #, e perd il massimo grado
ed il minimo grado dei termini di ognuno dei fattori e ¢ sono
uguali, e quindi ¢ e ¢ sono omogenei; ed inoltre risulta che il
grado di 9.¢ & uguale alla somma dei gradi di ¢ e di ¢.

5. Der. - Una funzione razionale intera di grado >0 si
dice prima se non & decomponibile in un prodotto di due fun-
zioni razionali intere di grado >>0.

Con considerazione analoghe a quelle che si fanno sulla di-
visibilitd dei numeri interi si pud dimostrare il

Teor. 1. — Ogni funzione razionale intera non prima si pud
decomporre in un prodotto di funzioni razionali intere prime.

Se poi si considerano come un medesimo fattore primo due
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fattori primi che si ottengono 1’un dall’altro moltiplicando per
una costante, si ha anche il

Teor. 2. — Una funzione razionale intera si pud scomporre
in un sol modo in un prodotto di funzioni razionali intere prime.

2.

1 determinanti funzioni dei propri elementi.

1. Determinanti generici e simmetrici considerati come funzioni dei loro
elementi. — 2. Indecomponibiliti di tali determinanti in fattori.

1. - Un determinante generico

Xy Ty ees Ay

Tor Xo Tan
(1)

Tyt Loy v Tpp|,

considerato come funzione dei suoi elementi, & una funzione ra-
zionale intera omogenea di grado » di »* variabili.

Un determinante simmetrico, ciod un determinante {1) in
cai z,,=x,,, considerato come funzione dei suoi elementi, &
pure una funzione razionale intera omogenea di gradon, ma con

sole (n; 1) variabili.

2. Teor. - Un determinante simmetrico considerato come
funzione dei suoi elementi & una funzione prima.

Dm. — La proposizione & evidente se 1’ordine del determi-
nante & 1. Per dimostrare la cosa in generale basta provare che,
se essa & vera per i determinanti di ordine 7, & vera anche per
quelli di ordine n+ 1. A tal fine consideriamo un determinante

simmetrico di ordine n -1 di elementi
T, (rys=1,2,....n4+1).

Supposto che esso si possa scomporre nel prodotto di due
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funzioni razionali intere ¢ e ¢, poiché il determinante & di grado
1 rispetto all’elemento z;,, uno dei due fattori sara di grado 1
rispetto ad x,, e P’altro di grado zero. Sia ¢ il fattore di grado
1 rispetto ad x, allora sard

P =2TnP + Pe,

dove ¢, e @, sono di grado zero rispetto ad z,,. Inoltre il deter-
minante varra

rn '(P1'¢+<Fz'4’-

Ma esso vale anche x,,-X;, + Y, dove X,, indica il comple-
mento algebrico di ,,, ed Y & una funzione razionale intera di
grado zero rispetto ad z;. Si conclude che dovra essere

X11=?1"P-

Ma X,, & un determinante simmetrico di ordine », e quindi,
per ipotesi & indecomponibile. Dunque una delle funzioni ¢, e ¢
deve essere costante. Se risulta ¢ costante, la supposta non &
una decomposizione del determinante primitivo. Resta a supporre
che sia costante la ¢,. Ma p & omogenea, e contiene 1'addendo
%, - @ che & di grado 1, dunque la ¢ & di grado 1.

Nella ¢ possiamo supporre il coefficiente di «,; uguale ad 1,
ed allora sara ¢ = X;.

Notiamo poi che in tale ¢ non figurano le variabili x,, 2y,...,
%14, T1nq1 , © che, rispetto al complesso di queste variabili, il de-
terminante dato & di 2° grado; dunque ¢ dovra essere almeno di
2° grado, il che & assurdo. Si conclude che il determinante & in-
decomponibile.

Cor. - Un determinante generico considerato come funzione
dei suoi elementi & indecomponibile.

Din. - Difatti, se un determinante generico fosse decompo-
nibile, basterebbe uguagliare in esso gli elementi simmetrici ri-
spetto alla diagonale principale per ottenere un determinante sim-
metrico decomponibile, il che & impossibile.

Del resto la dimostrazione precedente potrebbe essere seguita
nelle sue linee generali per dimostrare direttamente questo cor. -
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3.

Quadriche e trasformazioni lineari.

1. Quadriche, — 2. Trasformazioni lineari. — 3. Trasformata di una
quadrica. — 4-B. Bopra certe funzioni omogenee dei coefficienti di una
quadrica,

1. Der. — Una funzione razionale intera omogenea di grado
2 in un sistema di variabili si chiama forma quadratica o sem-
plicemente quadrica.

Una quadrica con n variabili

Tyy Xoyoony, Ty

si scrivera sotto la forma

con

F= E‘rsar,.s + &y T (ar.x =a.
1

¢ una forma quadratica, il determinante dei coefficienti

Oy Qe .. Oy,

Ay Ggp ... Uy,
Qpy Qug oo Quy !

si chiama il suo discriminante.

Der. 3. ~ Una forma quadratica si dice generica se il suo
discriminante & diverso da xero. Nel caso contrario si dice sin-
golare.

" 2. Dr. — Una sostituzione che porta dalle variabili

Yy Yss ooy Yn
alle variabili
L1y Tgy veuy Ty,
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data dalle » relazioni
(1) . » xi:%lcb"yj (i=1,2)"'3n)7

in cui le ¢y sono dei numeri noti, si chiama una trasformaxione
lineare. Le (1) si dicono le equaxioni della trasformazione, ed il

determinante
c‘l Clg .. e cln

Cyy Cop ov. Cgy

Cut Cpz o Con

si chiama modulo della trasformazione.

3. — Una trastormazione lineare (1) trasforma una gquadrica
n
F= erar,l sy e Ty
1

colle variabili z in una quadrica colle variabili y

n

Fl=zrsbr.: Y Y
1
con
”
(2) b.,=b ?po o, Cor * Cas -

Dur, — La quadrica F’ si chiama la trasformate della F

mediante la trasformazione (1). .
Teor. - Il discriminante della trasformata di una quadrica

Fb uguale al discriminante della F moltiplicato per il quadrato

del modulo della trasformazione.
Drx. - Infatti, se noi poniamo

n
r=Zo0c Cor»

ed

Oy Oz ee. Oy

Oy Ogg ... Ogy

es s esa re s s

Oy Opg o Opn |y
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e se ricordiamo le regole di moltiplicazione dei determinanti,
vediamo che o & il prodotto dei determinanti a e ¢, E poichs ri-
sulta

bm = 120 %y Cog
vediamo anche che & & il prodotto dei determinanti « e c¢. Si
conclude che
b=a.c=(a.c)c=a.c c. d. d.

4. - Sia
®3) ?(al.l, Qigyonn, @, )= ?(a)

una funzione razionale intera omogenea di grado & dei coefficienti
di una quadrica F. Si trasformi la ¥ in una quadrica F’ a mezzo
di una trasformazione lineare (1), e si consideri la

(4) ¢ (bl,l 1 bl.ta ey bn, "= ¢ (b)

ottenuta dalla (3) sostituendo ad ogni coefficiente di # quello di
F' che ha gli stessi indici.

Sostituiamo poi in (4) alle &, , le loro espressioni date dalle
(2). Allora la (4) diventa una funzione razionale intera dei coef.
ficienti della F e dei coefficienti della trasformazione (1), omo-
genea di grado 3%, e pit precisamente omogenea di grado % nei
coefficienti di 7, ed omogenea di grado 2% nei coefficienti della (1).

Indichiamo questa funzione con

(5) ‘p(al.l’ al.h"', an.u, cll; c127 c!l»'“’ cnn)'

Vale il
Teor. - Se la funzione (5) ¢ uguale al prodotto della fun-
zione (3) per una funzione razionale intera

8(cu, Cy Coy. .., Can) = B(c)

dei soli coefficienti di (1), la 6 & una potenza con esponente in-
tero del modulo di (1), ed il numero 2% deve essere divisibile
per n,

Dum. - Supponiamo che la trasformazione (1) sia di modulo
diverso da zero, e risolviamo rispetto alle y. Si avra

G. ViTALr — Lexions di geometria nello spaxio hildertiono 8
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c'.?/j=lzioijx( U=12...,m),

(6)
dove le C,; sono i complementi algebrici flelle ¢; in ci ° Juind!
sono funzioni razionali intere omogenee di grado n—1 de
ficienti di (1). .

La relazione algebrica

e quindi

‘P(an, Qyoy -y Augs C1y Cazy Colye vy C,m)=
(‘) =(P(all) al.:’”-, aﬁ,u)'e(clh cl!) c:la'-" cvm)
, i sto
sta anche se al posto delle a,. sl pongloxic; le b,i) ;(,) ?1 ial(r};odi-
i : llora i mem
\le ¢, si pongono le Cyic, ma a el
‘wl'ana 1'; (3)pe la 6, tenuto conto della sua omogeneitd, diventa

Lot
6(Cu, Cry Ca,y - - ,C,,,,):c”‘:ﬂ(C).c’ .

Si hanno adunque le relazioni
p(b)=7%(a) 6(c)
e(@)=p(0) - 6(0):e",
I ali si ricava
dulln an b)) -6(C)=c".

bl k
Ma ¢ & una funzione prima (p. 110), 4’ altra parte ¢ non

S1 pu() Sc()!np()lle m atto[l leml he 1n una 8O 9y
f C la maniera.

dunque deve essere
- b(c)=M- =,

nte. ed m & un conveniente numero intero.
b

dove M & una costa o trastor

i vede subito che M =1, perché, se noi prendiamo
mazione (1) la o iz,
abbiamo ¢c=1¢e le a, ,=b.,, e la

% () =9 ()-0()

i = d infine
ci da corrispondentemente 6 (c) = 1, ossia M.cm=1, e

M=1. .
Dunque per ogni sistema delle ¢;; si ha

6({c)=c".
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Ora 6(c) & di grado 2k, e c™ & di grado n - m, deve dunque
essere
n-m=2k,

ossia 2k deve essere divisibile per .

5. Teor. — Una funzione derivabile ¢ dei coefficienti di una

s

forma quadratica generica F & una costante {ciod & indipendente
dai detti coefficienti), se essa non cambia valore tutte le volte
che in essa si sostituiscono i coefficienti di F coi corrispondenti
di una trasformata F' della F a mezzo di una trasformazione li-
neare.
Dma., ~ Consideriamo la trasformazione lineare di equazioni
=y, (r %)
l.azyc'{‘)"yh bl
dove A & una costante ed s ed k& sono due numeri interi fissi,
che possono essere diversi od uguali.
Cid equivale a prendere nel caso di s==%
c.=1 (r£s)
Cu=1-+X
Coq=0 (p+9),

e nel caso di stk
Cop==1 (p=1,2,...,m)

Co =N\ .

e le rimanenti ¢,, uguali a zero,
In tutti i casi si avra

Sb,q=am p¥h e qFh)
b= g+ h- g (g %h)
( bhh= )‘g'an+2 ‘)“axh"}"ahh

Mettiamo ora in evidenza nella ¢ gli a,, che hanno almeno
un indice uguale ad k, e quindi scriviamo

P=@(@r1; Bnzye--y Cnnr+ ey Gua) -
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Per I’ipotesi, si avrd

p(au, ah‘g, vy am,, ceey a*J)=
= ? (ah,1+)‘al,l b ah.!+mc.2) ey a’h.h+ 2)‘aa,h+ )‘2“:.:; vy ah.a'*")ta:.n) ’
e questo avviene per ogni A.

Derivando rispetto a A i due membri della precedente ugua-
glianza, e poi facendo A= 0, si ha

_ 9%
0= aah’la‘,,,-l—...—}-2

%% ¢
EFI Gp+...+ 5&;‘: Asm »

Facendo variare s da 1 ad n, si vede che le

ap 9 o ap

dan, " T day,’ T day,

soddisfano un sistema di » equazioni lineari con 7 incognite e
col determinante dei coefficienti diverso da zero, poiché esso & il
discriminante della forma F. Dobbiamo quindi concludere che

Questo avviene per ogni k, quindi, per ogni coppia di indici
p e g, si ha
By g

da,,

ossia la ¢ & indipendente da ogni a,,,, e quindi & costante. c. d. d.

Cor. — Sia 9 una funzione derivabile dei coefficienti a,, di
una forma quadratica generica F tale che, quando in essa ¢ si
gostituiscono i coefficienti a,, coi corrispondenti b,, della forma P
in cui la F si trasforma a mezzo di una qualunque trasforma-
zione lineare omogenea, la ¢ risulta moltiplicata per la potenza

9v—esima del modulo della sostituzione. Si ha ¢ =C.a", dove C
& una costante ed @ indica il discriminante di F.

Dmu. — Infatti, poiché a per una trasformazione lineare omo-
genea sulle variabili risulta moltiplicata per il quadrato del mo-
dulo della sostituzione, :a” rimane invariato, e quindi g:a” &
una costante. Si ha dunque ¢ = C.a", dove C & una costante.
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4,
Determinanti di Torelli.

1. Definizione. — 2. Caloolo. — 3. Condizione necessaria e sufficiente
perché un determinante di TorerLr nen si annulli.

1. Der. — Se a ed z sono due numeri, chiamo deferminante
d¢ Torewwur il determinante di ordine »

at+x «x T
T, (a,2) = r atz ... x
x z A AR
2. - Si ponga

ap+z eyt ... a,+x

U+ utx ... G+x
D(x) =

A+ Qe+ ... Q-+

Poichg i termini di ciascuna colonna sono somma di due
numeri ciascuno, il determinante D(x) si pud spezzare nella
somma dei 2" determinanti che si ottengono sostituendo ad ogni
colonna o i primi addendi che in essa figurano od i secondi ad-
dendi. Di questi determinanti sono nulli tutti quelli che hanno
almeno due colonne formate coi secondi addendi, perché hanno
almeno due colonne uguali, e quindi si ha

Dx)=D + ):T,.A, (x)
1

dove D=D(0), e

@ ooe Gry T Gyppy v.e Oy
Ay oo Oy T Qgrqg oo Qg »
A,,.(Z):‘- =’”'§3A1r )
Qup o oo Qury X anr-{-l e Qg
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indicandosi con A4, il complémento algebrico di @, nel deter-
minante D.
In conclusione

‘D(x) =D+w'1zrt‘4:r-

Supponendo
a, se r=s
a?‘.(‘ =
0, se 7r%s,
si ha
D(I): Tn(“; )
e, poiché allora
D=a"
ed
at=t, se r=s
A?‘S
0 , se r¥s,
si ha

T,(a, t)=oa"+n -z o
=" oat+n 7).

3. - Dalla precedente espressione si ricava che, se n>1,
condizione necessaria e sufficiente perché 7', (a, ) non si an-
nulli & che o ed a + nx siano entrambi diversi da zero.

5.

Determinanti di Spottiswoode.

1. Definizione. — 2. Calcolo.

1. - Se
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¢ un determinante qualunque di ordine =, e se m & un intero
< n, i minori di ordine m che si possono estrarre da ¢ sono

2
. . [ n N . . . .
in numero di (m) , perché la righe di un tale minore si pos-

sono scegliere in (m) modi (numero delle combinazioni semplici
di n elementi ad m a m) e le sue colonne si possono scegliere

. [(n .
pure in ( ) modi.

m

Si potra indicare con Ci .y, ...i,,j4,...5, quello di questi
minori che & formato colle righe di ¢ che occupano i posti indi-
cati coi numeri 4, %,..., ¢, e colle colonne di ¢ che occupano
i posti indicati col numeri ji, s, ...,J.. Prendendo questi minori

come elementi, formiamo il determinante di ordine (m) che si

ottiene disponendo i Ciy, ..., ,j, 4,5, iD UD quadrato in modo che

in una medesima linea sia costante il gruppo degli indici ¢,7;...7m
ed in una medesima colonna sia costante il gruppo degli indici
Jjije-..jm, € che in ogni termine della diagonale principale i due
gruppi di indici 4,%;...%m © fifs...Jm siano uguali.

Come si vede, vi sono vari modi per formare un tale deter-
minante, ma, poichd da un modo all’altro si passa eseguendo sulle
righe e sulle colonne la medesima sostituziene, si conclude che
il valore del determinante di cui si discorre & determinato. Lo
indicheremo con c¢y,.

Der. - 11 precedente determinante ¢, si chiamera I’ m-estmo
determinante di Sportiswoope dedotto da c.

2. — Nel precedente determinante di SporriswoopE noi di-
stingueremo le righe e le colonne in pari e dispar:; diremo
pari una riga quando & pari la somma degli indici 4,%... %
dei Cy i, ... 4,55 - im Che in essa figurano, e diremo dispare le
altre righe, e diremo analogamente pari una colonna quando &
pari la somma degli indici 7, Js...Jm dei Cyy.vvip sy -mim Che
in essa figurano, e dispard le altre colonne.

Se in ¢, cambiamo il segno a tutti gli elementi di ogni linea
dispari e poscia a tutti gli elementi di ogni colonna dispari, ve-
diamo che il determinante non cambia valore, e che nello

120 COMPLEMENTI DI ALGEBRA

stesso tempo si muta nel determinante che ha per elementi i

Ci, o triydy -+ iw DTESE COl SEEDO + 0 cOl S6gN0 — a seconda

che la somma di tutti i 2m indici & pari o dispari, o in altri

termini si muta nel determinante che ha per elementi i comple-

menti algebrici dei minori di ¢ di ordine n—m.
Consideriamo ora il prodotto

Com * Cn—m~

Noi possiamo pensare che il ¢,_, sia formato coi comple-
menti algebrici dei minori di ordine m di ¢, e che nei due de-
terminanti ¢,, ¢ ¢,—, un minore di ordine m di ¢ ed il suo
complemento algebrico occupino lo stesso posto. Allora, eseguendo
la moltiplicazione per righe dei due determinanti cm € crm ©
tenendo conto di note proprieti dei determinanti, si trova come

prodotto un determinante di ordine (:;) che ha tutti gli ele-

menti della diagonale principale uguali a ¢, e tutti gli altri uguali
a0.
Si conclude che

()

Cm * Cp—m = .

Considerando che ¢, © ¢4y sono funzioni razionali intere
degli elementidi ¢, e che, essendo ¢ un determinante qualunque,
non si potrd scomporre in fattori razionali interi, si deve conclu-
dere che ognuno dei fattori ¢, © €,_. Sara uguale ad una po-
tenza intera di ¢ moltiplicata per una costante.

Dunque

em=M .c*,
dove M & una costante, e 2 & un intero > 0.
Ora ¢, &, evidentemente, di grado = - ( ZL) negli elementi di

¢, o ¢ & di grado »-k in questi medesimi elementi. Dunque

sard
n
m( )=n-k,
m

da cui
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=2 ()
n \m m—1)"’

cm=M . C(’:::) .

e quindi

Prendendo poi per ¢ il determinante di ordine » che ha
=1 i termini della diagonale principale, ed =0 i rimanenti, si
vede che allora risulfa ¢,=1 ed anche ¢c=1, e se ne trae
1=M.1, dacui M=1.

Si ha dunque

m=onmi)

Essendo questa una identita algebrica, essa varra qualunque
sia ¢, ed anche se ¢=0.

Determinanti di Kronecker.

1. Definizione — 2. Calcolo.

1. Der. - Sia
€ Cp Cin
Cai Cpe Can
C=
Cri Cpe Con

un determinante qualunque di ordine 7, e si ponga, essendo
un qualunque intero >0,
City o trdydy i = Cigy " Coad o Coyiy, -
Consideriamo il determinante di ordine »* che ha per ele-
menti i

C‘: [ METTI PP P PICTO PR
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in modo che in una stessa riga siano costanti gli indici
%y» %5, ..., 8, ed in una stessa colonna siano costanti gli indici
Jiyfage--sJn, © che gli elomenti della diagonale principale ab-
biano

G=1J1, e =Jay -ovy & =01 -

Tale determinante, come quello di Spormiswoope, ha un valore
indipendente dall’ordine in cui si dispongono le righe, si chiama

il k-esimo determinante di Kroskcker dedotto da ¢, e si indi-

chera con (c)x .

Il determinante (¢), & una funzione razionale omogenea di
grado %k.n* degli elementi di ¢. Inoltre essa non & identicamente
nulla, perchd se noi prendiamo un determinante ¢ che ha tutti
gli elementi della diagonale principale uguali ad 1 ed i rimanenti
nulli, vediamo che anche (c), ha tutti gli elementi della diago-
nale principale uguali ad 1 ed i rimanenti nulli, e che quindi
risulta (¢),=1.

2. ~ Consideriamo una forma quadratica

»

F:E,,a,_s‘:r,-x, (ar.x=a:.r)
1

ed il determinante (a), di Kronkcker dedotto dal suo discrimi-
nante a.

Vediamo come essa si trasforma quando ai coefficienti di ¥
si sostituiscono i coefficienti della trasformata

F,: rsbr,a’?/r‘yt

-

della  a mezzo di una trasformazione lineare

3

Ty =204 (i=1,2,...,m).

=

A causa delle note formule

pa“p, 0" Cor * Cos

b, ,=23.,a
1
si ha
(h=1,2,...,R)

by ;=2 . .
ip s in 1ph°haph'°h Conin Coyip
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e quindi, con notazioni che si intendono facilmente,

Bi, g e iy 9 Jidy ey T

!
—"zpa A k'CPx Py Py it ch G, =+ O, 2 uds e dn )

Py Py Py?0, 0, O
la VZ intendendosi estesa al variare da 1 ad » degli indici
P1yPey-v-s Pry O1902y 00y Oi
Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si &
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che

(b), = (a)k : (0)1;2-

Da questa relazione si ricava (p. 113, teor.) che (¢), € una
potenza di ¢. Supposto che sia
(c)k =",
poiche (c), ¢ di grado k.»*, e ¢™ & di grado m.m negli ele-
menti di ¢, si avrd
m=k . n*"",

Si ha allora il
Teor. - Il determinante k-esimo di Krozecker dedotto da un

determinante di ordine 7 vale la potenza di questo determinante
che ha per esponente il numero k-n*~'.

7.
1 determinanti di Brill-Scholtz-Hunyady.
1. Definizione. — 2. Calcolo.
1. - Sia
p Ce ... O

Coy Co ... Cpy

cC=

Cn1 Caz oo Cun

un determinante di ordine 7, e sia £ un numero intero >>0. In-

dichiamo con
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By fay.ue, By
JisJeyeeoy

n+h—1

due delle ( x

) combinazioni con ripetizione & k a k dei

numeri
L,2,...,n,

¢ consideriamo il prodotto
1) Ciiy® Ciggye o Cigsy -
Teniamo poi fisso 1'ordine degli indici

jl,j!a"‘ajk
e disponiamo gli indici
Gy Gyyenny B
in tutte le loro permutazioni distinte (*}. Otteniamo allora da (1)
tanti termini quante sono queste permutazioni. Indichiamo poi
con
(2) C'i, LPRZLE FEF P PRI Y
la somma di tutti questi termini.
Si vede subito che 1’elemento (2) non cambia se si cambia
I’ordine iniziale degli indici
j]’j”"'i’jk?
€ che esso non dipende dall’ordine in cui si considerano gli
indici
Gy Bgyeeey By
In altri termini (2) ¢ un elemento determinato dalle due

combinazioni di indici considerate in principio.

Der. - Il determinante di ordine (n-f—}l:—l) che ha per

elementi gli elementi (2) disposti in modo che in ogni riga sia
costante la combinazione ¢;%,...¢,, ed in ogni colonna sia co-

(1) Si tenga presente che aleuni degli indici 4,,%,...,% possono es-
sere uguali.
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stante la combinazione j,js...J., e che in ogni elemento della

diagonale principale siano uguali le due combinazioni
Gts.i k@ Jifseejus

si dira il determinante k-esimo di Brill-Scholtz-Hunyady dedotto
dal determinante ¢, e lo indicheremo con [c], .

Il determinante {¢], & una funzione razionale intera omogenea
di grado k.(n+:—1
identicamente nulla, perché, se noi prendiamo il determinante ¢
che ha tutti gli elementi della diagonale principale ugunali ad 1 e
tutti gli altri nulli, vediamo che anche in [¢], tutti gli elementi
della diagonale principale risultano uguali ad 1 e tutti gli altri
nulli e che quindi risulta [¢),=1.

) degli elementi di ¢. Inoltre essa non &

2. - Consideriamo una forma quadratica

n

F=23%_a,x,z,
1

ed il determinante [a], di BrirL-Scrourz-Hunyapy dedotto dal
suo discriminante a.

Moltiplichiamo ogni elemento di {a]y per |k e dividiamo tutti
gli elementi di ogni riga per il numero delle permutazioni distinte
che si possono fare cogli indici

1. .0

che la individuano. Si trova cosi un nuovo determinante 4,, che
varrd M -[a],, dove M & un conveniente numero intero fisso 0.
4, non & identicamente nullo, poiché tale non & [a], .
Gli elementi di 4,, che indicherd con

(Ail [PERE MU PRI f];,) L]
valgono la somma dei |2 prodotti che si ottengono da

a

S5, 'a"zvjz"' s Jk

tenendo fisso 1’ ordine degli indiei j,,jz,...,Jx © facendo subire
agli indici 4, %,..., % tutte le |k permutazioni che si otterrebbero

considerandoli come se fossero distinti.
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Vediamo come si trasforma 4,, quando ai coefficienti di ¥
si sostituiscono quelli della trasformata

F'= lﬁ brsYrYs
della F a mezzo di una trasformazione lineare
4Te=§‘:j0¢j!/1 =12,...,m).
A causa delle formule

— 3
b= el o Cor * Cox

si ha
n
by, = ?P;."n Cour s, Conin Copin (h=1,2,..., k)
e quindi
(4) bi iy biyogyee b=
= Epa%‘ vo, g s, g0, (.40, “Cp, ik) . (c°m Co, 00 c,,”h) s

la ¥ essendo estesa al variare di tutti i p e di tuttii o da 1 ad «.

Facciamo ora un cambiamento di ordine degli indici 7;,4,, ... ,%.
Cid equivale a fare lo stesso cambiamento di ordine negli indici
P1y Pey---,px D€l soli fattori a che figurano nel 2° membro
della (4).

Allora, se si sommano membro a membro tutte le (4) che
si ottengono ordinando gli indici ¢;, 4,..,%, in tutti i [& modi
possibili, si ha, con notazioni facili ad intendersi,

P

(Biy g iy s iy g e i) =

=3 . . . . .
“po (Apx Py ™ Py ? 90y Gh) (CP‘ i epz iy Cpk ik) (cole cczh cck-’k)

Nell’ ultima ¥ sono uguali fra loro tutti gli
(4

60y - By 0,6, o T,)

in cui gli indici p;,ps...px formano la stessa combinazione con
ripetizione a k a k& dei numeri

1,2,...,n
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e gli indici 6;,0;,...,0, formano pure la stessa combinazione
con ripetizione a k a k degli stessi » numeri.

Quindi ogni termine (4, , ... £y 010y %) figura nella
predetta X un numero di volie uguale al prodotto del numero
delle permutazioni distinte degli indici p;, ps,...,px per il nu-
mero delle permutazioni distinte degli indici ¢,,6,,...,0.

Indicando con X' la sommmatoria estesa ai diversi

(Ap1 - 32_,,0’(), si ottiene facilmente

(B"l"a" ik’fxfa"‘jh) =

=3 (4 o) C
k

P1 P2 Py 0y T2

Mediante questa formula si dimostra, procedendo come si &
fatto per dimostrare il teor. a p. 112, che

B,( == Ay [c]f .
Da questa relazione si ricava che
lely=1¢™.

nt+k—1

k ), ec”adigrado m.n

Poiche {c], & di grado k-(
negli elementi di ¢, si avra

kR (n+k—1 kR (ni+-kh—1 n+k—1
m:-;L-.( k ):_n—< n—1 >=< n )

Si ha allora il

Tror. - Il determinante k-esimo di BriLL-ScroL1z—Huxyapy de-
dotto da un determinante di ordine n vale la potenza di questo

n+hk—1

n ) ’

In particolare il 2° determinante di Brin-ScroLrz-HUxyany
di un determinante di ordine n vale la (n + 1)™* potenza del
determinante.

determinante che ha per esponente il numero (

PLPe P iy "ty 010 Oyttt
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8.
Calcolo di particolari determinanti.

1. - Consideriamo una quadrica

F= s Bp, g L Ly (ar,:‘:'a:.r)

~3

di cui indichiamo al solito con e il discriminante.
Indichiamo poi con

rs e pg

due qualunque delle combinazioni con ripetizione a 2 a 2 dei
numeri
1,2,...,n,

€ poniamo
(1) Wepg =70 Oy g+ (@ -+ g0y

con A e p. costanti rispetto ai coefficienti di F. Un elemento (1)
& evidentemente individuato dalle due combinazioni considerate.

Sia W il determinante di ordine ("—’2_1> che si forma cogli
elementi (1) tenendo fissa in ogni riga la coppia s ed in ogni co-
lonna la coppia pg e facendo percorrere nello stesso ordine a
queste due coppie tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a 2
dei numeri

L,2,...,n.

Se si tien conto del fatto, che per una sostituzione
@) xtzlzfc‘j'yl (t=1,2,...,n)

col modulo ¢ diverso da zero, W, 4, si muta in
n

!
Wrt,m = lzpcmc Wpc, %" (cpr ' cas\' (c-r:p . cuq)

’
= Zgo, nx Woo, ax * Ppo,rs Prn, pg »

dove
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Ppa,rs=cprcqs+cpscpr) se pto,
P =, .C

pp, s = “prCps
© X' i intende estesa a tutti i termini che si ottengono facendo
percorrere a ps e wx tutte le combinazioni con ripetizione a 2 a
2 dei numeri
L,2,...,n,
si vede che, per la (2), il determinante W si muta in
W=Ww.pP,
dove P & il determinante formato colle P, . come il W & for-
mato colle W,, oq+

Ma il determinante P & il 2° determinante di BrrL.-ScHOLTZ-
Hoxvapy dedotto da ¢, e quindi vale ¢"+! dunque

W=W.ar+y,
€ se ne conclude (p. 116, cor.) che

WeC.q"+! |
dove ¢ & una costante.
Per calcolare C' basta assumere per F la forma

3) 4B+t
€ calcolarne il relativo W, Essendo, per essa, a— 1, sara
W=C.1""=(,

Con questa osservazione il calcolo di C risulta facile, perche,
per la forma (8), tutti i W, 5 risultano nulli ad eccezione dei
seguenti

W m=A+2p (r=1,2,...,n)
W, W= (r£s)
W o=t (r+s) s
¢ quindi C vale
P‘G‘) -4 )

dove A ¢ il determinante di ordine 7 che ha tutti i termini della
diagonale principale uguali a A+ 2. e tutti gli altri uguali a A

G VITALI — Legioni di geometria nelio spaxio hilbertiano ’ 9
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A » dunque il determinante di Tomet T,(2p,)) e quindi
A= (2p)* " (2u+nh) .

Dunque
c=20-1.p8"" 2u 4 k)

= o1, t“‘("TI)_I . (2p,+ 7nh)

ed infine
: W=2.-1_P.(“;l)-l.(Zp—i—n)\)-a‘*'l-

Consegue che, per n>1, W=0, se e solo se p.= 0, oppure

se 2+ nh=0.
Nel caso di 1
r=1 e p=—
si ha
(__1)( P ) ].(n——l)-a”"'1
W= N6
9.

Equazioni secolari.

. - iato
1. Forme quadratiche definite. — 2. Teoremi. — 3. Equazioni associa

. . B Realta
d una coppia di forme quadratiche, — 4. Equazioni seoolané 1 - 50 I:edel_
;elle vadici di una equazione secolare. — 6-7-8-9. Confronto del rang

i i i i ione secolare.
I’ ordine di una radice di una equazio

1. Der. - Una forma quadratica a coefficienti reali
n
Fx:_):‘rxar,:'xr‘z: (a‘r.u—a:,r)
1

si dice definita se, per ogni sistema di valori reali delle variabili

xl,x’,"'1xl )

si ha sempre
51 p 7 F.>0,

mpre
oppure semp F<0.
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Evidentemente una quadrica definita resta tale se si eseguisce
sulle variabili una trasformazione lineare a coefficienti reali e a
modulo diverso da zero.

' 2. Teor. 1. - Se F, & una forma quadratica, e se per un
sistema di valori non tutti nulli delle z sono soddisfatte le re-
lazioni

(1) lE,a,_,-x,:O (r=1,2,...,n),
la F, & singolare.

D, - Infatti le (1) costituiscono un sistema di 7 equazioni
lineari omogenee nelle » variabili z, e perché sia soddisfatto per
un sistema di valori non tutti nulli delle « si richiede che sia
nullo il determinante dei coefficienti, ossia che sia nullo il di-

scriminante della forma, ed infine che la forma sia singolare.
Tror. 2. - Se

"
Fa;=§rtar.:zrmn (a,_,: ,’,.)

¢ una forma quadratica definita, che si annulla per un sistema
di valori reali non tutti nulli delle

Ty &gy ooy Tu,y

per questi valori delle  sono soddisfatte le (1), e quindi la F,
& singolare. *

Div. - Infatti, poicheé la F, & definita e si annulla in un
punto reale, in questo punto la ¥, deve avere un massimo od un
minimo, ed allora in questo punto si devono annullare tutte le
derivate prime di F, rispetto alle n variabili z. Queste derivate
sono appunto uguali ai primi membri delle relazioni (1) moltipli-
cati per 2. Dunque nel punto considerato sono soddisfatte le (1).

3. - Essendo
F,

f
-~

rs @ g * Ly + Ly

X

G, = nbr,: * &y o X

-

_-due quadriche, noi associeremo ad esse 1’equazione
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a,— Pbu Qe—p by on Ga—p by

@y —pbsy  Gpe—pbey ... Ay —pban
A(P)= = 07

R N T T I R S I ST R TR T S S B

an.l—' an,l au.! - an.z e an.n - an.»

e |’ equazione

dove
Qp)= P'A(%‘) .

La Q(p)=0 si ottiene dalla A(p)=0 scambiando fra loro
le due forme F, e G,, ed & evidentemente 1’equazione reciproca
di questa.

Considerando entrambe le equazioni A(p)=10 ed Q(p)=0
come equazioni di grado =, nella quale ipotesi pud darsi che esse
abbiano delle radici infinite, si vede che ad ogni radice di una
di esse ne corrisponde una dell’altra (la reciproca). Inoltre ad
ogni radice reale od infinita di una di esse corrisponde una ra-
dice dell altra o reale od infinita.

Se noi consideriamo le radici infinite come reali, possiamo
dire che ad ogni radice reale di una delle due equazioni ne cor-
risponde una reale dell’altra.

Der. 1. — Se p, & una radice finita dell’equazione A (p) =0,
e se k & la caratteristica della matrice A (p,), la differenza n—&
si chiama rango della radice p,. Se poi I’equazione A(p)=0 ha
una radice infinita, si dice rango di questa radice il rango della

.radice nulla nella equazione reciproca Q(p)=20.

Tror. 1. — L’ordine di moltiplicita di una radice di una
equazione A(p) =0 & == del rango di questa radice.

Dms. - Bastera considerare solo le radici finite, perché la
considerazione della eventuale radice infinita si conduce alla con-
siderazione della radice nulla della equazione reciproca.

Sia adunque p, una radice finita di rango k della equazione
A(p)=0. La matrice A (p,) ha allora caratteristica = —% e quindi
sono nulli tutti i suoi minori di ordine >n—#h.

Per ogni intero ¢<<n la derivata i™* di A(p) rispetto a p &
una combinazione lineare di minori di ordine n— ¢ della matrice
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A(p) (), e quindi, se ¢<Ch ossia se n—i>n—h, la derivata
i™ di A(p) si annulla per p=p,.
Poiché allora la p, annulla A(p) e le sue derivate di ordine
<h, la p, & radice di A(p)="0 di ordine =4. c. d. d.
Der. 2. - Una radice di una equazione A(p)= 0 che abbia
’ordine di moltiplicitda uguale al rango si dice regolare. i
Teor. 2. — Eseguendo sulle variabili una trasformazione li-
neare

xizzjcl.jyj (¢= 1,2,...,7&)
1

a modulo diverso da zero,le due forme F, e @, si trasfor-
mano in altre due forme F), ed @, corrispondentemente alle quali
si avrd una equazione A’(p)= 0 analoga alla A(p)=20. Le due
equazioni A(p)=0 e A’(p)= 0 hanno le stesse radici collo stesso.
ordine di moltiplicita e collo stesso rango. In particolare una ra-
dice regolare dell’una & anche regolare dell’altra.

Dm. - Intanto & evidente che A(p) & il discriminante della
quadrica F,—pG,. Quindi A’(p) ¢ il discriminante della qua-
drica trasformata F,—pG,, ed allora A’(p) =A(p)-¢’, dove ¢ &
il modulo della trasformazione. Di qui consegue intanto che le
due equazioni hanno le stesse radici e cogli stessi ordini di mol-
tiplicita.

Sia ora p, una radice di A(p)=0, e quindi di A'(p) =0.

Indichiamo poi con a,, gli elementi del determinante A(p,)
e con B, , i corrispondenti di A'(p).

Infine poniamo

n

(2) Y?'.s = ?h ah.r + Cps -

Dalla (2) risulta subito che ogni minore di ordine 7 estratto
dalla matrice |7, .|| & il prodotto di due matrici rettangolari con
m righe ed n colonne, la prima formata con m righe della ma-
trice A(p,) e I'altra con m righe della matrice | ¢, ||. Esso quindi
vale la somma dei prodotti dei minori corrispondenti di ordine
m che si possono estrarre da dette matrici rettangolari, e quindi

{1) Cid risulta subito dalla regola di derivazione dei determinanti.
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vale una combinazione lineare di minori di ordine m della ma-
trice A(p,).

Poiché poi si ha
Ba= %Mah,k O G =Zy Yy p e Cie
3

si. vede, in modo analogo a quanto precede, che ogni minore or-
dfne m estratto dalla matrice A’(p,) & una combinazione lineare
di minori di ordine m estratti dalla matrice KA

Combinando i due risultati si ha che ogni ininore di ordine
m e.astratto dalla matrice A’(p,) & una combinazione lineare di mi-
nori di ordine 2 estratti dalla matrice Ap).

'Consegue che, se tutti i minori di ordine m di A(p;) sono
n.ulh, sono nulli anche tutti i minori di ordine m della A'(p), e
si conclude che il rango di p, in A'(p)=10 & = del suo rango
in A(p)=0.

Ma, poiché si passa anche dalla A’ alla A con una trasfor-
mazione lineare sulle variabili a modulo diverso da zero (V'in-
versa di quella che porta da A a A’), si deve concludere che
anche il rango di p, rispetto a A & = del suo rango rispetto a

'A’. Dunque p, ha rispetto a A e a A’ lo stesso rango. c. d. d.

4. Der. - Se

"
Gw__: lznbr,s &y - X

sono due quadriche a coefficienti reali, delle quali una definita ed
una generica (le due qualitd potendo essere riunite in una sola
quadrica), I’equazione A (p) =0 si dice una equazxione secolare.

Evidentemente, se A (p)==0 & una equazione secolare, & anche
tale la reciproca Q(p)=0.

5. Teor. — Le radici di una equazione secolare sono tutte
reali,

Dy, - Supponiamo che I’equazione secolare che si considera
sia la A(p)=0 e che la forma F, sia definita. Indichiamo poi
con p, una radice finita di A(p)=0. Sara possibile trovare un
sistema di valori non tutti nulli delle z, per cui sia
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(3) %t(ar.t—pl'br.l)'wx':() (7‘=1,2,...,7l),

poiché il determinante dei coefficienti di queste equazioni & nullo.
Indichiamo con %, i coniugati di questi valori z,, e poi moltipli-
chiamo per %, le relazioni (3) e sommiamo rispetto ad r. Troviamo
allora

n "
(4’) %r:ar,l'xr'xs—Pl'?r:br,a‘ir'w.v:o'
Ora, se poniamo

T,=Y, + 1%
e quindi

T, = Yr— ¢ Xy
vediamo che

n ” n

(5) ?rxar,l c Xy Xy = Zlnar,: Yo Ys + %nar, &t Ry

e, poiche le e le z sono reali e la F, & definita, le due som-
matorie

(6) 2,., Qs Yr'Ys © 2,., Qp s Rp* %y
1 1

devono avere lo stesso segno.

Percio il secondo membro della (5) non potrd essere zero
se non sono zero entrambe le sommatorie (6).

Supponiamo che le due sommatorie (6) non siano entrambe
nulle. Allora non & nulla la sommatoria che figura nel primo
membro di (5), e quindi non & nulla la prima sommatoria che
figura in (4).

In tal caso, le due sommatorie che figurano in (4) essendo
reali, la (4) ci assicura che p, & reale e diversa da zero.

Se poi le due sommatorie (6) sono entrambe nulle, si avra
(p. 131, § 2, teor. 2).

Exar,:'ynzo
1
(1) (r=1a27'-'7”)3
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e quindi
n .
“.:.,am‘z,-—-o (r=1,2,...,n).

E, tenendo conto di (3)

"

p,.).;asb,,‘-x,=0 (s=1,2,...,n).

Ora, o0& py=0 (e quindi p, & reale), o & p,%0 ed allora

n

(8) 3,b,,x,=0.
1

Questo non pud essere, perché per le (7) ed (8) sarebbero
nulli i diseriminanti di entrambe le forme F, ¢ G, ela A(p)=0
non sarebbe piu secolare.

Si conclude che necessariamente, nel caso in cui si annullano
le (6), deve essere p,=0.

E inutile che ci occupiamo delle radici infinite della A(p) =0,
perch® esse per convenzione sono da considerarsi come reali,

6. Levwa. — Se

"
Fw= lzrsar,s’wr'xs

& una quadrica, e se

Cr1y Gty vvey Cm
é un sistema di valori per cui

”

?ﬂ‘ar,l' O + Cqp == -l_— 1 )

& possibile trovare altri » -1 sistemi di valori

clhcz&, "-,cnﬂ

............

Ciny Cons ++vy Cun

in modo che il determinante
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Cn Oy Cp1
Ciz  Co Cre
C ==
Cin Con +v-r Cpp

ol K

5@y s Cry * Coq == 0 (g=2,3,...,n).

Dmv. - Poniamo

~bd2

o, = rar,s 'crl bl

e consideriamo I’ equazione lineare
" .
?: O Y= 0.

Di questa equazione & possibile trovare n#—1 soluzioni li-
nearmente indipendenti. Siano tali le
Y1==Cigy Y2=2Csqy -+ y Yn= Cnq (q=2,3,...,n).

Allora la matrice

Cin Cen cee Copn

ha caratteristica 2 — 1. Dico che il determinante

Cu Cn ... Cny
Czg Cx Cns
Cat Cnz e Can

& diverso da zero. Infatti, se fosse uguale a zero, la prima riga
sarebbe una combinazione lineare delle seguenti (), e quindi sa-
rebbe una soluzione della equazione

(!) Appunto perché la matrice delle ultime n — 1 righe ha caratteri-
stica n—1.
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z- Oy Y= 0 )
1
e si-avrebbe

n
lzﬂar,t'crl “Cy = 0

contrariamente all’ ipotesi.
Inoltre le relazioni

Z,0,00,=0 (9=2,3,...,m)
1
8i possono scrivere
zx:,.,a,.,,-(},,‘c,¢=0 (¢=2,8,...,n)
e cosi & dimostrato il lemma.

Tror. ~ Tutte le radici di una equazione secolare sono rego--
lari, salvo eventualmente quella radice che risulta infinita per
quella delle due equazioni A(p)=0 ed 2 (p)= 0 nella quale la
incognita p moltiplica i coefficienti della forma definita.

Dm. - Conservando le solite notazioni, supponiamo che delle
due forme a coefficienti reali, ¥, e G,, la F, sia definita.

Consideriamo poi la equazione 2(p) =0, ed indichiamo con
¢ una sua radice finita. '

Per il fatto che il determinante 2(p;) & uguale a zero, si
possono determinare dei valori non tutti nulli

Yoy Y2y ooy Yn

che soddisfano il sistema di equazioni lineari
(a) Zr(pl-a,,,-—b,,,)yr=0 (s=1,2, ...,n) .
1
Dico che deve essere

znar,s'yr'y: :F 0.
]
Infatti, se fosse

%nar,a'yr‘ys =0 s

si dovrebbe avere (p. 131, § 2, teor. 2).
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(p) Elrar.:'?/r=0 (s=112a"'a")
e per le (), essendo p, finito, si avrebbe

() ?,b,,.-y,-——O (s=L2,...,m).

Ma dalle (B) consegue che F, & singolare, ¢ dalle (y) conse-
gue che G, & singolare. Questi due fatti non possono sussistere
ingieme poiché la Q{p) =0 & secolare, dunque deve essere appunto

zrsar,s' Yr-Ys :FO .
1

Indicando con A la radice quadrata del modulo di

zrxar,l'yr"lx7
1
si vede che i valori
® Ch="Y1'hy, Cou=Ys N, .00y Cn1=Yp:h

sono tali per cui

=2

rtar,s'crl cCy = il M

Allora, pel lemma precedente, & possibile associare al pre-
detto sistema di valori (3) altri » — 1 sistemi di valori
Cizy Crzy orey Cne

cln’czn’ rrey Con ]

in modo che siano soddisfatte le relazioni

”

?ﬂar,l'crl'ctqzo (q=213$"'1n)’
e che il determinante
en Cy .. Cm
cm Cao PPN C,‘z
01" c“ .. c,m

sia diverso da zero.
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Consideriamo la trasformazione lineare
’ "
x‘=§,c,j-yj t=1,2,...,n).

Essa ha modulo diverso da zero, e trasforma F, e G, ri-
spettivamente in due altre forme

”

’ ’
Fy=lzrxar,:'1r‘ys

G; = 2zrxb7l-,: ‘ yr * yx )

con

Si ha allora

n
’
a1 ::Er.rar.: ¢ Cpy - Cyy == i 1
1
n
’
alnﬂzaml=lzrxar,3'crl'e:q=0 ((1=2,3,...,n)

e, tenendo presenti queste relazioni e le (),

a

”n
7 \]
bl,l =%rxbr,s *Cp v Cy =y - ?nar,: +Cpy Cyy = i [}

n L}

bio=by1=2ub.. cn-0q=pr-Zna, a0 =0.
Si ha allora
F,=tyi+F, G=tpyi+6/,
dove F, e @ sono forme quadratiche nelle sole variabili
Yoy Yagerory Yn -

E evidente che la F;/ & definita, perchd, se esistessero due
sistemi di valori delle variabili



EQUAZIONI SECOLARIL 141

Y29 Ysyeeey Yn

per cui F. acquistasse due valori non nulli e con segno differente,
basterebbe associare ad essi il valore y, = 0 per avere due sistemi
di valori delle

Yiy Yo2y0005 Yu

che facciano acquistare alla ¥, due valori non nulli e con segno
differente.

Inoltre, essendo il discriminante o’ di F, uguale al discri-
minante a” di F, moltiplicato per + 1, si vede che, se a'$0,
deve essere a”’+0, e quindi, se F, & generica, lo deve essere an-
che F//. Infine, essendo il discriminante 4" di &, uguale al discri-
minante b” di &' moltiplicato per +p,, si vede che, se & %0,
deve essere (oltre che p'+0) 4”40, e quindi, se G, & generica, lo
& anche G,. Riassumendo, poich¢ una delle due forme F' e &
& generica, lo & anche una delle due forme F, e G}, e percid
la equazione che si ottiene annullando il discriminante della for-
ma pF; —@, & una equazione secolare.

Possiamo intanto concludere che, se la Q(p)=0 ha una
radice finita, la Q(p) =0 pud, con una trasformazione lineare
sulle variabili con modulo diverso da zero, ridursi alla forma

+{p—p) 0 0

0 Pam,z‘—bn.z e Pan,w'—bn,n

mentre !’ equazione
PAse—bas ... pas n—bs
paﬂ{2—bn,2 LY pan,u'—bn,n

& pure una equazione secolare in cui i coefficienti di p sono i
coefficienti della forma definita,

Se questa ultima equazione ha una radice finita g,, sara pos-
sibile, con un ulteriore trastormazione lineare a modulo diverso

da xero, ridurre la Q(p) =0 alla forma
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+(p—p1) > ; 0 0
0 +(p—ps) 0 0
0 0 PAss—Dbys ... pay.—by, =0
0 0 Pan,a—bn,a Paa u_bn»

e si potra continuare finchd si arrivera ad una equazione del tipo

+(e-p) 0. .. O 0 0
-0 +{p-p) ... 0 0 0
0 0 .. +(p-p.) 0 0
0 0 Pam+l,m+l-bm+l,m+l o 'Pa.n+1,n—bm+1.u
0 0 0 pan, m+1_b»,/n+1 Pan n= bn ”

con m<-n, dove

POt 1t — bops, ces Pt n—bupin

P Qn, g1 Oy, m+41 LR pan.u-bu,n

& una equazione secolare, in cui p moltiplica i coefficienti della
forma definita e che ha tutte le sue radici infinite.

Ridotta a questa forma la Q(p) =0, si vede che, se una
delle sue radici finite & r—upla, per p uguale a tale radice sono
nulle 7 righe del determinante che si ha nel 1° membro, e quindi
sono nulli tutti i minori di ordine #—7» 41 della sua matrice.
Si conclude che il rango della radice che si considera & = 7.
Ma esso non pud essere >>r (p. 132, teor. 1); dunque 6880 &
uguale ad 7, e la radice & regolare. :

Oss. — La radice infinita di Q (p) =0, quando una tale radice
esiste, pud anche non essere regolare.

n

Cosl, se & & un intero <g 3

e se si pone
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F.=xi+2+...+ 2

G, =— (BT + Ty Ty + TsTps + ...+ T Ty) ,

si ha una equazione secolare Q(p)= 0 che ha la radice infinita
di ordine » e di rango n—k.

S8i noti che in questo esempio il rango & 2% , @ che quindi

I’ordine di moltiplicita n della radice o non supera il doppio
del rango.
Vedremo come tale proprietd vale in tutti i casi.

7. La dimostrazione precedente conduce ad affermare che,
se la F, & generica, la Q(p)=0 pud, con una trasformazione
lineare di modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma

i‘(P— p1) 0 oo 0
0 te—p) --. 0 — o
0 0 i(p_‘Pn)

dove p,,ps,...,p, Sono numeri reali finiti. Allora detta trasfor-
mazione muta la G, in

G=*pyitmpt.. . Ty
Si ha cosi il
Teor. - Ogni quadrica

n

Gz = lzra . T, T

pud, con una trasformazione lineare a modulo diverso da zero,
essere ridotta alla forma

G=p Y+ it . +pon¥n,

dove le p; sono dei numeri reali finiti che possono essere anche
nulli.

In particolare le cose vanno anche se la G, & definita. In
tal caso tutte le p, devono essere dello stesso segno, ossia tutte
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=0 o tutte << 0. Infatti, se k3 uno dei numeri 1, 2,..., %,
facendo y, =1 e tutte le altre y, uguali a 0, la G, acquista il
valore p,, e dovendo la @, acquistare tutti valori dello stesso se-
gno, si deve concludere che tutte le p, hanno lo stesso segno.

'Si ha allora il
Teor. 2. — Ogni quadrica definita pud, con una trasforma-
zione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla forma

Flo vt tpe it +paya),
dove le p; sono dei numeri reali finiti tutti =0.
8. — Teor. Se

n

F,=3.a,, %%
1

& una forma quadratica definita, e se g & un aggregato misurabile
di punti, & possibile trovare » funzioni

L@, AW, .-, fu(0)
a quadrato sommabile in g, in guisa che risulti
W) Re=t[Gamtheomt o fontd
g
e quindi
a., ==t |f-f-dt (r,s=1,2,...,m),
9

il segno davanti all’ f essendo lo stesso per tutte le coppie di in-

dici 7, s.
Dix, - Intanto, con una conveniente trasformazione lineare
a modulo diverso da 0, la F, si pud ridurre alla forma

Fl=a4 (@ yi+p i+ ...+0. %),

dove tutte le p, sono =0.
Siano
Pis Prycecy Pn

n fanzioni a quadrato sommabile in g, tutte normali e fra loro
ortogonali, e si ponga
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4 =Vp: - o4 ¢G=1, 2,...,m).
Si ha subito

F, =i_f(¢1'?/1+q)z'%+---+¢n'?/n)2dt .
g

Eseguendo ora la trasformazione lineare che riporta dalle
variabili y alle variabili , e supposto che

"
y,=lE,-cﬁ-xj (¢t=1,2,...,m)
siano le sue equazioni, si ha la (1) in cui

f.;'=§tcij'q’i (j=172)-"7")'

9. Prendiamo ora a considerare una equazione secolare
Q(p) =0 formata col concorso delle solite quadriche F, e G,
di cui la 1* sia definita. '

Cambiando eventualmente il segno ad entrambe le quadriche,
il che non altera le radici dell’equazione secolare che si consi-
dera, noi possiamo pensare che sia

Fx=[(ﬂ-x1+f='xz+---+f.-90..)5dt,
[}

Supponiamo ora che la Q(p) =0 abbia la radice o n-upla.
Cio porta che la corrispondente A(p)=0 ha nm-upla la radice
p=0.

Se % & la caratteristica della matrice del discriminante di ¥,
i parametri

f:l) ﬂ’"') f’b

- appartengono ad uno spazio lineare S, a % dimensioni, e noi
possiamo prendere in tale spazio % parametri normali e fra loro
ortogonali
X,X,.. ,X.
1.2

k

Allora sard

G. Vitan1 ~ Lexions di geometria. nello spaxio hilbertiano 10
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& .
f;=§43_’:r‘x (r=12,...,n)

e si trova subito

x,=ff,-X~dt.
[} [
9

La G, ha il discriminante diverso da zero, e noi indicheremo
oon b™* il reciproco di b, , in esso.
Poniamo poi

"
r=30z,,
i 1 i
” n
(zax)=(x7x)=2rxr'x'=zrcbr.l -$'-$'=£,.,b"‘ Xy T, .
i J 54 1 k) 1 i 4 1 i

Dico che si ha
(:g:,x):() (#J=1,2,..,k).

Intanto si ha subito
(2). érzf"ﬂ=(=f,g:)‘§+(g:,1x)~§+...+(f,g)- X. ‘

Consideriamo ora la equazione secolare

@9 @) - (@)
so| BD DT B0
1) @) o (B

Essa ha tutte le radici finite, infatti la forma quadratica i
cui coefficienti sono i coefficienti di p in questa equazione & de-
finita ed ha il discriminante diverso da zero.

Sia p, una di tali radici.

Noi potremo trovare dei numeri non tutti nulli

QuaGryeces Quy
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per cui

,[(:f,gr)——px]-q.+(rf,gc)-qz+-.-.+(alc,:f)-q;. =0
(ag,f)-ql+[(ag,g)—m]-q,+....+(72c,f)-9x =0
(f,a;')'qﬂ-(f,f) Gt oo, + [(fs‘f)—Pl]qk—_—Oa

od, in altri termini, per cui sia
)
§¢(?,f)-q«=pl-qj (U=1,2,...k) .

Mutiamo nelle (2) I’indice j in ¢, moltiplichiamo per ¢,
e sommiamo rispetto ad 7. Otteniamo

. k
(3) %Qszrfitrﬁ-=Pl(%'IX+92'§+--~+9k'§)=P1'Y,

k
dove ¥ =2%,¢,- X .
1 i

Evidentemente ¥ & un parametro di S,.
Poniamo

Y= f fr-Y.dt.
g
Abbiamo subito
k &
Y, = ?iq(' [ﬁx 'dt:zgq"'x,- .
« t 1 i
7
Infine poniamo
ys —_ z, br, L] yr
1
e quindi
.4 n &
Y =250z, =392 .
1 1 i 17

La (3) diventa allora

(3) ?ryrﬂ =p-Y.
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Moltiplichiamo queste per f, ed integriamo lungo g, otteniamo

: ?ry"ar,: =p1Y: =Pllzrbr‘s ?/V 3
ossia ’

(4) ?r(ar,x —Pl'bm)?f:O .

Osservo che le " non sono tutte nulle, perché sarebbero
tutte nulle le

yr=§‘tbr.x Y,

ossia sarebbe
ff,.Y.dt=0 (r=1,2,..m),
g

e percid sarebbe ¥ =0, o le g1, gzy..s sarebbero tutte nulle.

Dunque le (4) sono soddisfatte da valori delle y” non tutti
nulli, e quindi p, deve essere una radice di A (p) =0. Ma, per
ipotesi, questa equazione ha radici tutte nulle, dunque p, =0,
ossia tutte le radici di Z(p) =0 sone nulle.

La equazione secolare Z(p) =0 ha dunque la radice p=0
k—upla, e, poiché questa radice & finita, essa deve essere di rango
k, ossia la matrice Z(0) deve avere caratteristica nulla, e quindi
deve avere nulli tutti gli elementi.

Si ha dunque

(z:2) =0 Gj=1,...k ,

come volevo dimostrare.
Allora le (2) diventano

™
I
=
-~
{
u""
™
=

rxr'

[

)

- M

Aggiungo che i % sistemi

sono linearmente indipendenti, perché se cio non fosse sarebbero
dipendenti linearmente i sistemi
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$|,¢3,....’.x" i-:l,?,-..,k)
12 1 1

e quindi lo sarebbero i parametri

X ) (t=12,...,k),
¥

il che non pud essere.
Si deve concludere che fra le f, passano almeno % relazioni
lineari fra loro indipendenti, e che quindi la caratteristica della
matrice del discriminante di F, deve essere <<n—£k. In altri

termini si avrd 2<<n—% da cui 2k<|m, k_<_g

Passiamo ora a considerare una equazione secolare qualun-
que (p)=0 nella quale supponiamo che i coefficienti di g siano
quelli della forma definita, e supponiamo che essa abbia la ra-
dice oo di ordine v.

Per quanto sappiamo, essa potra con una conveniente tra-
sformazione lineare a modulo diverso da zero, essere ridotta alla
forma

tp-p) O 0
0 H(p-p 0 0
0 0 i(?"?n-v) 0 0 =0,
0 0 . 0 pay, 1 =01, pa, y=byy
0 0 0 pay, 1= 0y, pa,,~b,y
dove
payy— by, pal,v——b, v
............ e e ool =0
pa“—b,,,l eo. po,,—b,,

& una equazione secolare nella quale i coefficienti di p sono
quelli della quadrica definita, e che ha v-upla la radice .
Consegue che la caratteristica della matrice
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-;—, ossia << di n—% la carat-

teristica della matrice A(0), essendo A (p)=0 I’ equazione reci-
proca di Q(p) =0.
Cid significa che il rango » della radice o di Q(p) =0 &

E dunque < di (n—v)

= di n—(n——-—%), ossia 2%

Dunque v<<27r, e si ha il

Tror. —~ Se Q(p)=0 & una equazione secolare in cui i coef-
ficienti della p sono quelli della guadrica definita, e se questa
equazione ammette la radice oo, ’ordine di moltiplicita di questa

radice & << del doppio del suo rango.

10.
Un’ osservazione sulle quadriche generiche.
Sia

Fo=3 0 T 2y (@, 1 =y, »)
1

una quadrica generica, ed indichiamo con a™* il reciproco di
a,, . nel determinante |a, | .
Consideriamo poi la sostituzione

x‘=12,a""-yj t=12,...,m),

la quale &, evidentemente, a modulo diverso da zero.
Per questa sostituzione la F, si muta in

” ”

F, =12Mnah.k cahfoat .y, Y, = lﬂa’” Yo' Yo -
Ne consegue che, se la forma F, & definita, lo & anche la

” .
forma X, 0*%-y,-y,.
- 1
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1.
~ Notazioni e definizioni preliminari.

1. La serittura f[«]. — 2. Invarianti. — 3. Indici ed apici — Campo 2.
4. Ordine naturale. — 5. Rango di uno stato; classe; classe intera.

1. - Con una lettera f, F, ¢,..., o con una lettera affetta da
tndict od apici, noi indicheremo nel seguito una funzione di »
variabili, della quale si sa che, per una sostituxione invertibile
sulle variabili, si muta con una legge conosciuta in una funzione
delle nuove variabili. La legge di trasformazione potrd cambiare

da caso a caso.
Per mettere in evidenza che una funzione f & considerata
per le variabili

(1) Upy Usyeuony Uy

noi scriveremo f{u], cosich®, se 8 & una sostituzione invertibile
di equazioni

(2) U= u;(V1, Vay..., ) (=12,...,m),
che porta dalle variabili (1) alle variabili

3) Viy Vgyevny Up,y

indicheremo con f[v] la funzione delle (3) in cui la f[u] si tra-
sforma per la sostituzione S.

Nel seguito noi supporremo che le funzioni fJu] ed i secondi
membri delle equazioni (2) che noi avremo a considerare abbiano
derivate continue in l& quanto si vuole.
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2. Der. - Una fonzione I si dice ¢nvariante se, essendo
(1) un qualunque sistema di variabili e (8) un altro sistema
legato ad (1) da una sostituzione invertibile S, si ha

ITu} = ITv],

per ogni coppia di sistemi di valori delle (1) e delle (3) che si
corrispondono nella S.
Allora, se I & una invariante, e se per le (1) &

I[u]=?(ulauh'--7un)1
e se le (2) sono le equazioni di S, sara
I[‘l)]:?( (1' Ve, . )vu))u!(tl)’lzva”n)v coy Uy (vla'vh ,11)) .

3. - Nelle seguenti considerazioni figurera, dato una volta per
sempre, un numero intero » >0, e si presenteranno come sndici
o come apics degli aggruppamenti di numeri scelti fra i seguenti

(4) ,2,.......,n,

in ciascuno aggruppamento alcuni numeri potendo essere uguali,
ed in ciascun aggruppamento non avendo importanza I’ordine in
cui si scrivono detti numeri. Si trova opportuno di considerare
ciascuno di questi aggruppamenti come un tutto, e di indicarlo
con una- sola lettera.

Con tale convenzione le notazioni si semphﬁcano, ed ogni
indice od apice fisso & una combinazione con ripetizione dei nu-
meri (4) ad 1 ad 1,2 2 a 2, a 3 a 3, ecc...

L’insieme di tutte queste combinazioni si chiamer il campo Q.

Un apice od un indice pud percorrere parecchi elementi del
campo €, ognuno dei quali si dira uno stato dell’indice o del-
Papice variabile che si considera, ed i numeri (4) che compongono
un tale stato si chiameranno le cifre di questo stato.

4. — Quando le cifre di uno stato di un indice o di un apice
sono scritte in tale ordine che ciascuna sia << della successiva,
diremo che lo stato & scritto in forma normale.

E superfluo avvertire che uno stato si pud serivere in forma
normale in una maniera sola.
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Se r & un numero intero >0, indicherd con P, la permu-
tazione degli stati con » cifre per cui, essendo tutti questi stati
scritti in forma normale, il successivo di uno di questi stati sia
quello che si ottiene da esso aumentando di 1 I’ ultima sua cifra
diversa da n.

8i dira poi che gli stati di un indice od apice variabili in @
sono disposti nell’ ordine naturale, se sono disposti in una suc-
cessione percorrendo la quale si incontrino successivamente le
successioni

P, Py, Pg,...

Noi indicheremo tale successione con P.

Se in avvenire avremo da considerare solo alcuni stati di
un indice od apice, noi diremo che essi stati sono disposti in
ordine naturale, se sono disposti in una successione in cui essi
si succedano come nella successione P.

5. Der. 1. - 1l numero delle cifre di uno stato a si chiama
il rango di questo stato e si indica con p, .

Der. 2. - Se v e sono due numeri interi soddisfacenti
alle limitazioni v=p.>0, si dice che un indice od un apice
varia nella classe (v,p), o che & di classe (v, 1), se percorre
tutti e soli gli stati per cui v=p,=pn. La classe (v, 1) si
chiama anche la classe v, e si dice che & una classe intera.

2.

Derivate di un invariante.

1. Rappresentazione sintetica delle derivate multiple di un invariante.

ou,

— 2, Legge di trasformazione di queste derivate. Le F
B

1. — Se I & un invariante, se o, & uno stato di un indice
variabile a, e se
Uy Tayeneey O
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sono le cifre di a,, noi porremo

8~ I[u]

... 0uy
¢9u,;i é)u,2 ou,,

2

Iao [u] =

ed analogamente per gli altri sistemi di variabili. Si ottiene cosi
un sistema di fanzioni I,, in cui I’indice « percorre il campo Q.

2. - Andiamo a cercare la legge secondo la quale le I, va-
riano per il passaggio da un sistema di variabili ad un altro.
Supponiamo, al solito, che

Ue= U (Vyy Vgyorvy Up) f=12,...,n)
siano le equazioni della sostituzione S che porta dalle variabili
u alle variabili .

Intanto osservo che, per 1’ ordinaria regola di derivazione di
funzioni composte, si ha

ou;

”
I{[’”]=§jlj[“]' B0, (=1,2...,n),
e si pud anche scrivere
(1) I,[v]=2313[u]—3v—‘— (=12...,mn),

con la 3 estesa a tutti gli stati di un indice B variabile in 2,
purché si ponga
auﬁ

(2) a’U‘ =0 per Pﬁ>1 (i:l,._"n) .

Ora io dico che, qualunque sia lo stato di un indice a va-
riante in Q, si ha

: dup
(1" Ia.('l"):zﬁ Iﬁ [u]m ’
con la T estesa a tutti gli stati di un indice B variante in €,
ou .
dove le avﬁ sono funzioni razionali intere di derivate (semplici

o
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o multiple) dei secondi membri delle equazioni di 8; ed, in par-
ticolare, si ha '

, )
@) G =0, >y

Lo dimostreremo per via ricorrente. Intanto sappiamo che

la cosa vale quando a ha una cifra.
Supponiamo ora di aver dimostrato la proposizione quando
@ ha un numero di cifre <<k, e proviamo che essa vale anche

quando o ha %21 cifre.
Se « ha k-1 cifre ed % & una sua cifra, indichiamo con ¢

lo stato di % cifre che si ottiene sopprimendo in o una cifra u-

guale ad &.
Per ipotesi si ha

' 6u&
(1 ) Iy[”]':ZaIa[“-l'—%;“ )

con la ¥ estesa a tutti gli stati dell’indice & di classe k, perche,
sempre per ipotesi, si sa che

aub

(2") 2 =0y se ey =k;
Y
inoltre le
aua
®) T

che figurano in (1) sono funzioni razionali intere di derivate
dei secondi membri delle equazioni della -sostituzione S.
Deriviamo ora i due membri di (1”) rispetto a v,. Si ha

oIy [u]  du, .8 Oup
Ia[”]-‘-za—ga“' a0, +2515L“J'§;;—57Y-‘;

e poichd, per la comune regola di derivazione delle funzioni com-
" poste, si ha
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oIy [u] » oIy[u] ou
= 3 . n
ov, T 3un EPR

n ou.
= ]
"“?‘n Iy, [u] - o0,
dove ?videnten.lente &7 indica lo stato che ha tutte le cifre di 3
e la cifra v, si vede che I,[v) risulta uguale ad una combina-
zx.one.lmeax:e delle I; [«] con @ variante nella classe &4 1, com-
binazione lineare i cui coefficienti sono funzioni razionali intere
delle (3) e loro derivate prime, e quindi funzioni razionali in-

tere di. derivate dei secondi membri dello equazioni di 8. Ed
allora si pud scrivere

Buﬂ
)

Ia [‘D] =25 Iﬂ [u] . £

con la X estesa a tutti gli stati di un indice B variante in Q,

auB
7, sono. funzioni razionali intere di derivate dei se-

condi membri delle equazioni di 8, e dove

GuB
‘5{?-0, se pp>p,=k+1.

dove le

8i conclude adunque che la proposizione enunciata vale per
Po =k +1, se vale per p,=%k; ma essa vale per pe=1, o
quindi vale per ogni a.

3.

Proprietd dei simboli ?P—.
v

[]

1. — Abbiamo gia visto che valgono le seguenti proposizioni :

auﬂ

Teor, 1. - I simboli
ov

sono funzioni razionali intere di

-1



,,,,,,,,,,,
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derivate dei secondi membri delle equazioni
Ug=u; (v, Vg,..., V) (t=12...,m)

della sostituzione S che porta dalle variabili « alle variabili ».

ou
Tror. 2. ~ Se i B
Pp = Pe, 8i ha 5 =0

2. Teor. 1. - Si ha
auB 1, se a:ﬁ s
@ 0, se atf .

Div. ~ Cid consegue dalla def., ed infatti dovrebbe essere
ou
= B

ed, applicando successivamente il procedimento di generazione

dug
delle , Si trova
ou,

I[u]=1I,[u] .
Tror. 2. - Se
Upy Ugyeony Uy,
Vi Vgyeeny Uy
wl} w”"'? wn
sono tre sistemi di variabili legati da sostituzioni invertibili, si
ha, qualunque siano gli indici a e B,
ow, _3 dw, ) v,
auﬁ ¥ ovy aua

@)

1

la 3 essendo estesa a tutti gli stati di un indice ¥ variante in Q.
D, - Infatti, qualunque sia un invariante I, si ha

ow,
@ IB (2] =Zg I, [w] - _a‘u_ﬁ‘a

ed inoltre
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ov, ow,

L[] =3, 1, [v] 'Eﬁ'" I, [v) =3, I, [w) - Bv: ,
dalle quali si ha ‘
ow,  0v,
3) Ia[u]=2aiu[w]. 2,{.%_._&‘? ,
Y

e, confrontando (2) con (3),

ow ow, av

7. o @ b

0 Il ( et A ) 0.

Ora, questa relazione sta qualunque sia I’invariante 1. Sia
(5) wh, W, . ..., Wh
un sistema di valori delle w, sia a, uno stato di a, ed 7, indichi
il numero delle volte che la cifra ¢ figura in «°. Ponendo
I[w] = (w, — w)" (ws —wp)2...... (w,—wh)™
si vede subito che
o [T [ s o =d, ,

Ia[w°]=§ - -
(0

, se o+ o ,

e che quindi, in virta della (¢), per il sistema (5) di valori delle
w 8i ha

c?u:%__E ¢9wmo . i')'vY —0
a“B ¥ a'u,( 6'03 ’

Ma o, & uno stato qualunque di «, dunque le (1) valgono
per ogni «. Inoltre il sistema (5) & arbitrario, e quindi la (1)
vale per ogni sistema di valori delle w.

Cor. - Se u e » sono due sistemi di variabili legati fra loro

da una sostituzione invertibile, si ha:

ou v 1, se o=
1) EY.___“_..___T_= by
BvY Buﬂ 0, seat B .

D, - Basta mettere nella (1) al posto delle w le u, e ri-
cordare il teor. 1.
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Oss. ~ Nelle formule (1) e (1) Ia Z, si pud pensare estesa
ai soli stati dell’indice v, per cui & contemporaneamente

Py==Ps e By=pg,

. wa . . ua
perché per py << pg, risulta 50, =0 o rispettivamente 7o, =0,

. 81).{
© per p,>py risulta 3 =0.

3. Teor. 1. - Se B ha una sola cifra &, e se ¢, 4,..., 3,
sono le cifre di a, si ha

Bus _ aru,,
dv, 8w, Ov,....0v,

o

Dix. - Il teorema & vero se o ha una sola cifra. Per pro-
varlo in generale, basta provare che, se esso & vero quando a
ha r cifre, & vero anche quando « ha r 4 1 cifre.

Supponiamo ora che il teorema valga quando o ha r

cifre, e consideriamo poi un a che abbia le r41 cifre

G lyyenny Bny Bagys
Posto y=14, 4 ... 4., e quindi a =74,,,, si osservi che,
se I & un invariante, si ha
Lo =% Iy [u] - | L) . 22
(1=} p[“]'%’{—'—F alu] - du,

dove ¥’ indica la somma estesa a tutti gli stati di un indice B
variabile in @ escluso lo stato A. .
Derivando i due membri rispetto a w; s Si vede che da X’

non possono ottenersi che termini col fattore I, [«] con 344 (Y,
€ che solo dall’addendo ultimo risulta un termine con I,[u],

che sara
b} ou
L[] - (—”—) .
6v‘-,+1 6v.{

(1) Si ricordi che % ha una sola cifra. -

G. ViTaLl == Lexioni di geomeiria neilo spaxio hilbsrtiano 11
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L% ‘
Ed allora sard = (poiché =1I,[v])
oy, 1
Quy @ dup\ oty
v, 9, P‘+1< v, ) 00, vy ... O, Ovy

Teor. 2. — Se p,= pg, se
Ty By veny by

sono le cifre di «, e se

jl’j”""j"
sono quelle di B, si ha
ou ou; ou; ou;
(@) L= o e T
a'va B 31);1 av‘, 'U‘,_

dove ¥, indica la somma estesa a tutte le permutazioni distinte
delle cifre di B. .

D, - Il teorema & vero quando p,=pg =1. Esso sara
dimostrato in generale se, supposto vero per p, =pg =17, & vero
anche per p, =pg=7+1.

Supponiamo allora che sia vero per p,=pg=1r e conside-
riamo poi un « ed un B che abbiano r 41 cifre.

Sia

a=i1z'3...'l:,i,.+1 © p=j1jz-.-j,jr+l.

Posto 7 =19,%...%,, € quindi & =7¢y,, si osservi che,

se I & un invariante, si ha

, aub 1 aua
L[v]=2I,[u]- “5;)7"'25 Ia[u]-a—v_{ )

in cui ¥’ si intende estesa ai & con py<l7, e la I si intende
estesa ai & con py=r.

Derivando i due membri rispetto a v, , si vede che da X' non
possono ottenersi che termini col fattore I, [«] con py=7. Solo
da X si posst;no ottenere dei termini col fattore I,[u] con
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pp=7+1, ed essi sono quelli che figurano in

E%h G alﬁ [u] aua au,,
1778 du, v, ’ o,
—_— " ou ou
_znzalah[u]-mb_ __aﬁh__.
T vfr+1

| Consideriamo ora quelli fra questi termini in cui 8k coincide

;o P prefissato. Intanto sono quelli in cui % & una cifra di Be
& formato dalle rimanenti cifre di

i ed i ich®

o 8, ed allora risulta (poichs

8v¢,+x - Ia [1)] ) che
(6) zZs _y, b O
o ov, 9o, 1

dove X, si intende estesa a tutti i termini in cui % & una cifra

di B, e & & lo stato che si otti : .
ugua,le ad b e si ottiene sopprimendo in B una cifra

Se s, s, s i i i
17 8g5..-5 S, SODO le cifre di 3, &, per ipotesi,

duy =3 ous, . O, dus,
e Q.. A trecaes
avY 8 v, ‘ 9, év,
e quindi
aug ou,
av‘Y aU‘.r-{-l

contiene tutti gli addendi della somma

) y S Ow Oy
B avfx ang av,»r_H
che terminano col fattore Bun )
o; " '

(*) Ossia gli addendi nei quali jr41="4.

i e e 2 et o
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Dungue nel secondo membro di (6) vi sono tutti e soli gli
addendi di (7), e percid il 1° membro di (6) vale la (7), e cosi

& dimostrato il teorema.
Oss. - Abbiamo usata nelle ultime formole la scrittura 2,:3

per indicare una somma estesa a tutte le permutazioni diverse

delle cifre di B.

Nel seguito indicherd con g il numero
distinte delle cifre di B.

Tror. 3. - Se p, =pg, S

delle permutazioni

iy ey ooy b
sono le cifre di «, e se
jlajh "'ajr
sono quelle di B, si ha
dug g du;, _a_u,__ ou;,

B iy e R
oy Ty, e §v; dv,, v,

-3

Dmx. — Intanto osserviamo che, se in tutti gli addendi sotto
la , di (w) si sostituisce alla permutazione delle cifre di a

si ritrovano tutti gli stessi addendi, ma

un’ altra permutazione,
come somma ancora la

scambiati fra loro, e quindi si trova

auﬁ .
0v,
Allora si avra
ou ou, duy, du;,
(8) Ty B:Zﬁan —(9—%-6 T
0v, B oYy L i
Inoltre © evidente, in modo analogo, che il 2 membro di
(8) vale
5 du;,  Ouy, oy,
’Eﬁ ﬂa—%"l—"—a';‘;—....-. 8’!1"

Ed allora consegue il teorema.
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Teor. 4. ~ Se p, =pg=h+ (r—Fh), dove kh & un intero
>0e<r, se « ed o' sono due stati, il 1° di % cifre ed
il 20 di r—£h cifre, tali che complessivamente abbiano tutte le
cifre di «, se inoltre

Br, BYs B4, BY's -3 By Bias

sono i vari modi di distribuire le cifre di B in due stati, il 1"
B, di . cifre ed il 2° By di r—*h cifre, si ha

== &g A
a’Ua 1 3?)0.' Brpuu
Duws, — Infatti, se ¢, %,..., % sono le cifre di o ed
bapry -+, 8 sono quelle di a”, se infine J1y Jay + ooy Jn SODO

quelle di B, si ha, pel teor. 2,
dug _ ou; ou, ou;_

dv, g ovy  ov, 7T dvy

e raggruppando insieme quegli addendi di 2"5 in cui nella per-

mutazione degli indici di B figarano come primi 4 indici (salvo
I’ ordine) i medesimi % indici, ciod gli indici che costituiscono le
cifre di un medesimo B;, si trova

aup m auB’ au,H_l auk
o, 1t dvy A

17

dove kppy ..., k. indicano le cifre di {i.
Consegue da cid la formula da dimostrare.
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4.

Sistemi assoluti.

1. Definizione. Legge di varianza assoluta. — 2. I sistemi Iy . — 3. For-

mazione dei sistemi assoluti. — 4. Sistemi nulli. — 5. I sistemi bB . —_
«

6. Sistemi simmetrici ed emisimmetrici.

1. Der. - Se o, ed a, (h=1,2,...,7) sono r coppie di
indici entrambi della stessa classe, se B, e B, (k=1,2,...,59),
sono altre s coppie analoghe di apici, e se

Bl’pi""iﬁ‘
H

Oy Ogyee gy Oy

1)
& un sistema di funzioni tale che, qualunque siano i sistemi di
variabili « e v, legati fra loro da una sostituzione invertibile, si
abbia

) HB,,B,, e B'\'[v] =
OlyyOlgy ooy %
@;3 ﬁé? -~~,B: r aua;. s avB,,

la T essendo estesa a tutti gli stati degli indici o (b= 1,2,...,7)
e degli apici B, (k=1,2,...,s5), si dice che il sistema (1) 8 un
sistema assoluto con r indici ed s apici.

Quando mancano gli apici il sistema assoluto si dice pura-
mente covariante, e quando mancano gli indici si dice puramente
controvariante. '

Un invariante si deve considerare come un sistema assoluto
(costituito da una sola funzione) privo di indici e di apici.

La legge di varianza di un sistema assoluto, espressa dalla
(2), si chiama legge di varianxza assoluta.

In particolare, se

1) H,
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& un sistema puramente covariante ad un indice, la sua legge di
varianza assoluta & data da

Ou,y
v b

(2) H,[v] =2, H,[u]- ]

-1
la £ essendo estesa al variare di o' nella classe di «; e, se
(].") HB

& un sistema puramente controvariante ad un apice, la sua legge
di varianza assoluta & data da

avﬁ
)
8uBr

@) HP [v] = Zp H [u]-

la 2 essendo estesa al variare di B’ mnella classe di B.

2. — Se o & un indice di classe v, e se I & un invariante,
il sistema I, (p. 155, § 1) & (p. 156, (1)) un sistema pura-

mente controvariante ad un indice di classe v.

3. Teor. 1. - Seay (h=1,2,...,7) e B (B=1,2,...,5)
sono r indici ed s apici di classi determinate, se (1) & un sistema
di funzioni per il quale esiste un particolare sistema di variabili,
p. es. le w, per cui, qualunque sia un sistema di variabili v,
si abbiano le (2), il sistema (1) & un sistema assoluto.

Diy. — Per ridurre la scrittura, ed anche per non stancare
il lettore, supporrd r=s=1. Perd il caso generale si tratta
allo stesso modo.

Se v e w sono due qualunque sistemi di variabili, per ipo-
tesi, si ha:

Ouy dwy

B g’
B [ol=3y¢ B [ 50
dove la 3 & estesa al variare di «' nella classe di o o al va-
riare di B’ nella classe di 3.

E poiche (p. 159, § 2, teor. 2)

oy Ouy 6@7 awB _ dwg vy
w, =Z’Y dv,  ow ® dug —Za ovy  dug ’

«%
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con 7 variabile nella classe di a, e & variabile nella classe di 8,
si ha ’

B g’ ou, 0v ow, ov
H Wil = [y H . . ____Y . ——-—S . ——a =
a[ ] Zmﬁma a"[“] ov, Ow, vy Ouy

, B duy v dv, dw
= Lo | Loy B 0 gy auﬂ,J :

HS dvy dwy
_27,5 .{[”]' ow, vy
poiche, giusta I’ ipotesi, si ha

8 g Ouy  Ovy
H [v]= r e H o [ul- ®
0= L B0

Dunque il passaggio dalle H[v] alle H[w] si ottiene colla
legge di varianza assoluta, ed il sistema H & assoluto.

Tror. 2. - Un sistema assoluto & determinato in modo unico
quando & assegnato il sistema di funzioni a cui si riduce per un
particolare sistema di variabili, p. es. per il sistema delle u.

Dim. - Infatti, dato il sistema di funzioni delle » a cui
deve ridursi il sistema assoluto che si desidera, il sistema di
funzioni a cui si riduce per una qualunque sostituzione sulle va-
riabili, 8 determinato dalla legge di varianza assoluta, e viceversa,
qualunque sia il sistema dato per le u, il sistema cosi costruito
&, per il teor. prec., un sistema assolato.

aup,

4. - Se tutte le funzioni a cui si riduce un sistema assoluto
per un particolare sistema w di variabili, sono uguali allo zero,
anche per qualunque altro sistema di variabili il sistema si riduce
a funzioni nulle, come risulta applicando la legge di varianza
assoluta.

Drr, - Un sistema assoluto, che per ogni sistema di varia-
bili, si riduce ad un sistema di funzioni nulle si dice un sistema '
nullo.

5. Teor. -~ Se « e B sono un indice ed un apice della me-

desima classe, © se H P & un sistema assoluto tale che per un
3
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particolare sistema di variabili « si abbia

8

1 p——
B (] = , se a=§
[~ 4

~ A

0, sea FB ,

per qualunque altro sistema. di variabili » si ha

1 se a =
HB (] = 2 ) e o =f
¢ 0, seaz+B
Dy, - Infatti si ha, per la legge di varianza assoluta,
8 8 ou o
H [v]= H pits S T
o (2] ZYa y [u] dv,  Ouy

du,  dvg 3 1, se o=
0, se at B {p. 160, cor.).

Der. — Un sistema assoluto con un indice « ed un apice B
della stessa classe, che per qualunque sistema di variabili vale

1, se a=p, e vale zero, se a$B, si chiama un sistema & .
a

E bene perd avvertire che questa ultima notazione non & suffi-

ciente ad individuarlo. Perché un sistema & sia individuato &
[

necessario conoscere la classe comune di a e di §.

6. Der. 1. — Un sistema di funzioni si dice s¢mmetrico ri-
spetto a due indici (o a due apici) della stessa classe, se ogni
sua funzione & uguale a quella che si ottiene scambiando fra loro
i detti due indici (od apici).

Drr. 2. — Un sistema di funzioni si dice emisimmetrico
rispetto a due indici (o a due apici) della stessa classe, se ogni
sua funzione & contraria di gquella che si ottiene scambiando fra
loro i detti due indici (od apici).

Teor. 1. — Se un sistema assoluto & simmetrico rispetto a
due indici (0 a due apici) della medesima classe per un partico-
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lare sistema di variabili, lo & anche per ogni altro sistema di
variabili. :

Div. — Infatti, se nel sistema assoluto (1) i due indici a,
ed a, sono della stessa classe, e se per le variabili « detto si-
stema & simmetrico rispetto agli indici a;, ed o, la (2) si pud
scrivere.

th ph """" ] Bc [27] -
Qpy O3y O3, . y %y
1 BLyBayeenseres Be r av":x; s avﬂ Bua; aua;
=2 2. H (] . L] e s
Z%,az[z 0], 0lg, Oyen - Or Uhal‘ah 1—11"’ 3u3,1‘ d'vanl a'”a”

dove X' indica somma estesa al variare di tutti gli indici ed
apici di H nelle rispettive classi, esclusi gli indici o, ed a,.

E poiché la espressione entro le parentesi [ ] nel 2° membro
® simmetrica rispetto agli indici o] ed oz, si vede che il 2° membro
non si altera se si scambiano fra loro questi due indici entro la
parentesi [ ]; ma cid equivale a scambiare fra loro nel 2° membro,
e quindi nel 1° gli indici &, ed a.. Ne consegue che, per qua-
lunque sistema di variabili v, il sistema risulta simmetrico ri-
spetto agli indici a; ed a,.

La dimostrazione fatta vale nel caso della simmetria rispetto
a due indici, ma nel caso della simmetria rispetto a due apici
si potrebbe ragionare in modo analogo.

Con ragionamento simile al precedente si potrebbe anche di-
mostrare il

Teor. 2. — Se un sistema assoluto & emisimmetrico rispetto
a due indici (od apici) della stessa classe per un particolare si-
stema di variabili, lo & anche per ogni altro sistema di variabili.

Dir. 3. — Un sistema assoluto si dice simmetrico rispetto
a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se, per qualunque
sistema di variabili, & simmetrico rispetto & quegli indici (od apici).

Der. 4. — Un sistema assoluto si diee emisimmetrico ri-
spetto a due indici (0 a due apici) della stessa classe, se, per
qualunque sistema di variabili, & emisimmetrico rispetto a quegli
indici (od apici).

Evidentemente, se un sistema ¢ emisimmetrico rispetto a
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due indici (0 a due apict), ha nulle tutte le funzioni in cui
questi due indici (od apici) sono uguali. Infatti ognuna di tali
funzioni non si altera scambiando i detti due indici (od apici),
e nello stesso tempo deve mutarsi nella contraria.

5.

Fuanzioni »r-varianti.

1. Definizione. — 2. I determinanti (%; v; ) e {u;v;#}. I numeri N,
ed Oy.-3. Lsistemi ey, o, .

.y aw-

1. Der. - Una funzione A4 si dice r-variante, se, essendo
# e v due qualunque sistemi di variabili legati fra loro da una
sostituzione invertibile S di equazioni

U= (U1, Vg, ...y V) ¢=1,2,...n),
si ha
Ap]=A[u] - (u; ),
dove
ou;  duy ou,
év, o6v, ' 9,
ouy,  Ous ou, 1
(w;v)=| 08w, v, O, T
ou,  u, Ouy
ov, 06w, = dv,

Evidentemente, se 4 é un r-variante, ¢ un (-r)-ve-

4
riante, ed un invariante é un O-variante.
2. - Indicheremo poi con (w;v;v) il determinante che ha

ou
per elementi le a—v—ﬁ, con o e [ percorrenti tutti gli stati di
[

rango v, e disposti in modo che o sia costante lungo una linea,
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e B sia costante lungo una colonna, e gli stati di a e quelli di
B si succedano nell’ordine naturale (p. 155).
Evidentemente & (u; 1; v) = (u; v)
Il determinante (u; v; v) & il v-esimo determinante di BriLi—
a+v—1
Scrovrz-Hunyapy dedotto da (u; v), e vale (u; v)( =) (p. 127,

teor.), dove I’esponente & il noto coefficiente binomiale.
Indichiamo poi con [u;v; v] il determinante che ha per ele-

ou
menti le 5?1—?’ con o e B percorrenti nell’ordine naturale la
-3

classe v, e per cui a sia costante lungo una riga,e 3 sia costante
lango una colonna.

ou
Allora, ricordando che 5{75 =0, se pg>p, (p. 159, § 1,
teor. 2), si ha
fesvivl=(u; 1;0)-(u; 2;0)...(u;v;2)
= 0", -

dove

() (Y (Y ()

n n n n n+1

L’ordine di [u;v; »] & evidentemente uguale ad

[ n n+1 n -+ 2 n4+v—1
R e

:(n—{—v)_l'
n

3. Teor. — Se 4 & un N, -variante, il sistema assoluto

che ha O, jndici di classe v, e che per un determinato sistema

-di variabili » ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali,

e ciascuna altra uguale a +Afu] 0 a —A[u], secondo che la
permutazione degli indici & pari o dispari rispetto alla permuta-



FUNZIONI 7'~VARIANTI 173

zione principale, & anche tale che per qualunque altro sistema
di variabili v ha nulle tutte le funzioni con due indici uguali,
e ciascuna altra uguale a - A[v] o a —A[v], secondo che la
permutazione degli indici & pari o dispari.

Dy, - Infatti

Ov 3u5
Hah aﬂj ey “Ov [v]=2ﬁ Hﬁl’ﬁz"“’ ﬁOV{u]II_Ii 8v“A !

la I essendo estesa al variare di tutti gli O, indici B, nella classe
v, e quindi

Ov Buﬁi

Hal,uz,..., ocov[u]=A[u] . ZBiH‘ a0, ’

la X' essendo estesa a tutte le permutazioni

By Bes- ooy Boy
degli stati della classe v, ed il segno sotto la X' dovendosi sce-
gliere 4+ o —, secondo che la permutazione

phph"'apov

& pari o dispari. Se due degli «, sono uguali, la £ & nulla,
perch® sarebbe lo sviluppo di un determinante con due righe
uguali, ed allora, se due indici sono uguali, &

HU.I, dg,...., aw[v]=0,

Qyy Ogyonny Ooy

& una permutazione senza ripetizioni, la X' & lo sviluppo del de-
terminante [«;v; v] preso con segno + o -—, secondo che detta
permutazione & pari o dispari, ed infine

[v]= 2 A[u] - [u;v; v]=TA4[u]- (u; v)=12A[v]

Gy gy ooy O

il segno essendo + o —, secondo che la permutazione

174 CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO

Oyy Olgy v v og Koy S
& pari o dispari. :
Dzr. - Un sistema assoluto

H
cc“ug,,,.,aov

con O, indici di classe v, per il quale, qualunque sia il sistema
di variabili, sia
=0

o
19 %2y 000y %oy

H

o

se due indici sono uguali, e

H =14

Gy %oy ve, %oy ’
con il segno - o —, secondo che la permutazione degli indici,
se questi sono differenti, sia pari o dispari, e dove 4 & un
Ny—variante, si dice che & un sistema e, o, ..., 2, 0 me-

c e . vari A
glio il sistema ¢, o, ..., %, associato al Ny-variante

Un tale sistema & evidentemente emisimmetrico rispetto a
ciascuna coppia di indici.

6.

Operazioni elementari sui sistemi assoluti.

1. Addizione. — 2. Sottrazione. — 3. Moltiplicazione. — 4. Saturazione.
— 5-6. Criteri per riconoscere se un sistema di funzioni & un sistema as-
soluto, — 7. Applicazione.

1. Der. - Se
) glo B B
a'la a!:"oaa'r
(]
(2) KBI, B’)"‘)B{

01y Ogyeony @y
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sono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen-
tati da uno stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema

Spl’B’,""ﬁt =Hp1’p21""pl+ pl’ﬂ’? ’B

Oy Oe,yu.ey O Oy Ogyurey Oy Oy Ogy. e a,

(3)

che evidentemente & pure un sistema assoluto, si chiama la somma
dei sistemi (1) e (2).

2. Der. - Se (1) e (2) sono due sistemi assoluti, in cui gli
indici e gli apici rappresentati da uno stesso simbolo sonc della
medesima classe, il sistema
(4) Dﬁ” 32"-'1 ps =HB“ p?a"'a Bs _Kﬁl, Bza'-': ps,

Oy Ogyun.y O, Qyy Opyeuey O Opy Ogyeney O
che evidentemente & un sistema assoluto, si chiama la differenza
dei sistemi (1) e (2).
3. Drr. - Se (1) e
(5) KBJ+17 Ba+2’ (] Bt+q
Orgry Xrgps ooy Gpgp
sono due sistemi assoluti, il sistema
[6] Pﬁl)ﬁh")pﬁh___HBnpzs'-,Bl.Kﬁs+l)"sp&|-q’
%1y 02300y Rppyp OpyOgyuey O Opgyyee, iy
che evidentemente & un sistema assoluto, si chiama prodotto dei
sistemi (1) e (5).

4. Teor. - Se (1) & un sistema assoluto, e se a, e B, sono
della medesima classe, il sistema

(7) KB *9 B —Z ) B"a aps

Ggyeey Oy Ty Og,ye )ar

dove la ¥ & estesa al variare di © nella classe comune ad «, o

. B, & pure un sistema assoluto.

Gt 235

A
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Dm. - Infatti &
Ht’ B’"" ﬁl

TyQgyoey Oy

[v]=

r ;) s ov du,r ov
Blv ﬁh (¥} Bs ou %y By % . ____t
—Z ﬂ'H 2] Hn o, Ukaup;‘. dv, 9uB;v k

ana:a

e, sommando i due membri rispetto a © (p. 160, cor.) si ha

KB"“’p'[v] —
Ogyeeyly
L T B B S o S
~E (i) L e

duyr

By - ‘ .
—ZK []Hhav Hauﬁ

dove la X' & estesa al variare degli indici e degli apici

1

Gyeeey Oy Bryen B

nelle rispettive classi, e cid dimostra il teor.

Der. 1. — La proposizione enunciata nel prec. teor. si indica
sotto il nome di principio di saturaxione.

Drr. 2. - Se

(8) Hcl,ciﬁ--'a Ok BHB!)"'?&

Tyy Tagenny Thy Oy Opyecey Or

9) KTHTH"’ch) Bn+l,‘31+2a"ap&+ll
( 01,0,,.‘,6;‘,a,,+1,a,.,”,..,a,+’,

gono due sistemi assoluti, in cui gli indici e gli apici rappresen-
tati dallo stesso simbolo sono della medesima classe, il sistema
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CBI’ B’S", l+q‘

Oyy Ogyony Opyy

= Z_‘ Hcl’c’""o"’ Bises B . KT“ Teyeoy Tay Butayers Brpg
]

b
tl,':,,..,t,,,a,,..,a,, 61,03,..,51,, a,._l_l,..,a,q,,

nel quale la ¥ si deve intendere estesa a tuiti gli stati di
Ty Tey--ey Tay O1y Osy..., G, € che, per la successiva applica-
zione del principio di saturaznone, & agsoluto, si dice un sistema
composto,

5. Tror. 1. — Un sistema (1) & assoluto, se, qualunque sia
il covariante X;,, il sistema

p:a ---- ’ p: @1» 32, ) p:
K o = Zﬂl Xﬁa
15 G2y e vy O, 0, gy r
& assoluto.
Duv. - Infatti, per ipotesi,
X Beyerrnnn y Bs ] =

KB“""'"B‘ - 9,
=2y o H,.a,, 'U~au3, -

a m"l 7ar

1y Bes s B r o Quy s oy,
_Za ¥ Xp'[u]Hg“i’“,i[u],Hh aya: ’ Ax au:: )
e, poichd
803
XB; [u]:EﬁlXﬁl[v].a_uB_’l ,
e 1
T THE M NS
%1y Ogyony O, Oy Ogye-, O,

sostituendo e portando tutto nel 1° membro, si ha

G. ViraLr — Lexion: di geometria nello spaxio hildertiano 13

5
23

e
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Blv ;'0\:\(:5:
IEACHEY o o) —

r 8ua s
"zu,p ph B!’, 158[ ] H} 'y

a],ag, -.,U»

=0.
"aupg

Ma X [v] pud essere un qualunque sistema di funzioni
delle v, dunque I’espressione fra parentesi || deve essere zero,
o cio significa che il sistema [1] & un sistema assoluto.

odo analogo si dimostra il
'Ir!:;o]: 9. - Un sistema (1) & assoluto, se, qualunque sia il

controvariante X*, il sistema
Bl:ﬁ!) "’B Z X“ px,ﬁ:,--.,p,
a,,.....,a “ Cyylayerey On

& assoluto.
Applicando successivamente i due teoremi precedenti, si ha

il seguente ‘
I° eriterio per riconoscere ¢ sistemsi assoluti.

Un sistema

Hpnﬁzy"wﬁn ﬁ&u--wﬁoﬂ
(«) Oy Opyevs g Oy Ongrgeeey Lrip

& assoluto se, qualunque siano i covarianti
Xg» Xgyreor Xp

ed i controvarianti
Oy
x“i,zg“z,..., X%,
1

»

il sistema
Kp.-;»n-"’ Bite -
Rryryees s iy
HBHB!s ,po-l-(n XahI—I,‘%Bh
Zaii"iafsell"7al Oy Gayery Oppp 1

& un sistema assoluto.
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8. - 2° criterio per riconoscere i sistemi assoluti.
Se (w) e
K ﬁe—H: ey ?.+g
g1y eeey Oppp

sono due sistemi assoluti, ed il sistema di equazioni lineari

(11) Za.i,.ndnﬁu-'vs‘

(10)

. HBlap:v"a :ﬂ-xal,dz,..,a,z
QyyOgyeey Opgp B],pg,..,pr

_Kpt+la~-a ps—{—p

a,_'_] 1oy av‘-{-p
nelle incognite
Oy, O yrey Oy

Bl) ﬂza") B:

& fleterminato, ciod ha la matrice dei coefficienti e quella dei coef-
ficlenti e termini noti con caratteristica uguale al numero delle
incognite, la sua (unica) soluzione & un sistema assoluto.

Div. - Infatti, se si considera dapprima un sistema fisso di
variabili, p. es. quello delle u, e si risolve il sistema (11), si
trova un sistema di funzioni delle %, ¢ noi possiamo costn,lire
il sistema assoluto

o’l,az, ceny O,

Brs Bas ooy Be

che per le variabili « coincida con tali funzioni (p. 168, teor. 2).

Mettendo questo sistema assoluto nei primi membri delle
(11), questi diventano, per il principio di saturazione, un sistema
assoluto, che per le variabili % coincide col sistema

(12)

Kp’+h rey p:-i-q
Ml,...,aﬂ_’

(] ,

e quindi coincide per tutti i sistemi di variabili col sistema as-
soluto (10); dunque il sistema (12) & la soluzione del sistema
(11), e quindi la soluzione del sistema (11) & un sistema assoluto.
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7. Teor. — Se H, g & un sistema covariante a due indici

o o B della stessa classe (v, ), @ se il determinante H=|H, 8o
scritto in modo che a sia costante in una stessa riga e B sia
costante in una stessa colonna, e che i due indici si susseguano

nell’ ordine naturale, & diverso da zero, e se H*# indica il re-
ciproco di H, g in H, il sistema H*® con « e B varianti nella

classe [v, 1] & un controvariante a due apici.
Div. - Sia X, un qualunque sistema covariante ad un in-

dice a di classe (v, p). Il sistema di equazioni
L H, g XF =X,

nelle incognite X?, « e B variando nella classe (v, p), & un si-
stema di equazioni determinato, e quindi la sua (unica) soluzione

xB & un controvariante (p. 179), e si ha
(13) Xt =3, H»PX

il che prova che, qualunque sia il covariante X, il 2° membro
di (13) & un sistema assoluto, ed allora si pud concludere

(p. 178) che il sistema H*% # & assoluto.

7.

Simboli associati ad una punto-funzione.

1. I simboli ag . — 2. I simboli & ed a%B. — 2. I simboli di
v v

CuRISTOFFEL. — 4. Proprieta dei predetti simboli.

1. - Abbiamo gia osservato che una punto—funzione

(1) f(t) ula u!)"" ’tl,,)
deserive una varietd V. Se noi consideriamo una sostituzione
invertibile 8, che porti dalle variabili » alle variabili v, di equa-

zioni
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2) U= (U, Vgyeeny V) (¢2=1,2,...,7n)

e sostitniamo i secondi membri delle (2) alle « nella (1), vediamo
che questa si muta in una punto-funzione delle variabili v che
descrive la stessa varieta V.

Consegue che, se per ogni ¢ si considera 1'invariante che
per le variabili » coincide con (1), questo invariante descrive,
qualunque sia il sistema di variabili, la stessa varieta. Tale inva-
riante, quando si vuol mettere in evidenza le variabili » a cui
c¢i si riferisce, si rappresentera con f[f;u] o con f[u], confor-
mandoci cosl a notazioni gia introdotte.

Allora, con notazione da noi gid usate per rappresentare le
derivate di un invariante, ha significato ben preciso la scrittura
. dove a rappresenta uno stato di un indice variabile in Q.

Der. - Noi porremo
(3) am’ﬁ=//‘a fﬁdt,
[

e, se si fa variare 'indice « in una classe intera » e I’indice

B in una classe intera s, il sistema (3) & assoluto.

2. Der. 1. - Noi indicheremo con @ il determinante che ha
v

per elementi gli a, p coi due indici a e § varianti nella medesima
classe intera v, scritto in modo che « sia costante in una stessa
riga e B sia costante in una stessa colonna, e che i due indici
si susseguano nell’ ordine naturale.

Der. 2. ~ Nell’ipotesi che a sia diverso da zero, noi indi-
v

cheremo con a® 8 il reciproco di a, g in a.
v Y

Tror. — Il sistema a% P & assoluto (controvariante a 2 apici)
v

(p. 180, teor.).

3. Der. - Se a e B variano nella classe v, se p & un indice
di classe 1, se con ap si rappresenta lo stato (di un indice) che
ha tutte le cifre di a e la cifra p, noi porremo
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X 3 i . Blf
gap"z\'“m‘r &0

la $ essendo estesa al variare di 7 nella classe v. I simboli
Cgp si chiamano simboli di CmristorreL di classe v.

Quando la classe del simbolo di CaristorrFeL & precisata in
altro modo, senza che possano nascere equivoci, si risparmiera di
scrivere il v sotto il C.

4. Teor. 1. — Se p & un indice di classe 1, si ha

O, 8

(®) 7

= gp,p + %, pp -
Dm. - Infatti (p. 82, teor. 3).

s
%—ffu fydt =/fmpf3dt +/fa fap @t =8ap g+ Ca,pp -
P
g g 9

Tgor. 2. - Si ha, se a, B, Y variano nella classe v,
(6) z'{ @y, 723’7 = ai 3

Dmn. - Cid consegue da una nota proprietd dei determinanti,

e prova in altro modo che il sistema 8‘:‘ (p- 168, § 5) & assoluto.
Teor. 3. — Se p e & variano nella classe v, e se p & un
indice di classe 1, si ha, per ogni sistema di variabili  ,

aaﬁ,b
v B .gnd 3% O - oY
® du, Za ?ap 0: Zy P ‘: ’

le T essendo estese al variare di o e 7 nella classe v.
Dm. - Infatti, pensando i due membri delle (6) scritti per

le variabili », e derivandoli rispetto ad u,, si ricava

aapa'{
s _aggLI_.aavY_{_xYa R =0,
Y du ST duy

y 4 v
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e per le (5) ed introducendo i simboli di Crristorrer
aaB,Y

v
Ly Oy ou,, = —ET‘:B'Y'(“GPJ““%,W) =

=__(v)i —3Z, b aa v,
v

e, moltiplicando i due membri per a* %, e sommando rispetto
v

ad o, tenendo conto delle (6), ed introducendo i simboli di Carr-
STOFFEL, si ha la (7). c. d. d.
Teor. 4. ~ Se p,<v, si ha

B =8 |
ap

V“p

Dm. - Infatti, per definizione,

v

(8) ?ip =ZYa“pyT.aBaY R

e, poichd ap e B appartengono alla classe v, per la (6) si ha la (8)
Teor. 5. — Si ha

@) 2 ?gp "%,y = 8ap,y

se 7 & nella classe v e se la X & estesa al variare di B nella
classe v.
Div. - Infatti

— '8 —_
Zg Oop * 8,1 = 2,8 Gup, 5 89" - 3y =
— N =
- 25 Bap, 5(23 ?B - @, Y) -

=0up, y (v. il prec. teor. 2).
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Teor. 6, — Vale la formula

dlog V a
Y o
(10) T = Za ?“p .
Dy, - Infatti, per la regola di derivazione di un determi-
nante, si ha

dloga 84 5

v
== 2 — a“’ﬂ =
duy «, B ouy

=2 g (@ap, g+ a,pp) - 0% P =
v
F= o B = ¢ i
x, 02, + 30, =22, G5,

e, dividendo per 2, si ha la (10).

Derivato covariante di un sistema assoluto.

1. Definizione. — 2. Carattere assoluto del derivato covariante di un
sistema assoluto.

1. Der. - Se
Hﬁlapzw',pa

Oy g OgyonyOy

(1)

¢ un sistema assoluto, cogli indici e gli apici di classi intere,
si chiama derivato covariante di (1) rispetto alla varietd descritta
dalla punto-funzione f(¢; %, %s,..., %,) il sistema

Hﬁl: ph-'-’ pt

Qyy Ogyeeey &y Py

@)
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dove p & un indice di prima classe, che per ogni sistema di va--

riabili # & dato da

aHBh pz,--'. Bs[u.‘

(2,) Hﬁly ?21 ...,Bv [u]= Oy Hgyoany &y _
Oyy Ogyeeey@pp 9ty
——ﬁhz.rolhp [u]-Hp“ Bayevereneninnan, ’Bl[u]—]—
1 Oy yony Onoty Ty Opgly ey O

Bn--,ﬁn-n T ph+11"7 ps

+ 52,00 (] - H .

in cui si intendera che ogni simbolo di CHrisrorreL sia della
classe dell’ indice a, o dell’apice B, che in esso figura, ed in cui
per ogni X si intendera che il ¥ varia nella classe dell’indice o
dell’apice di cui occupa il posto; sistema che per maggior chia-
rezza indicheremo anche con

-D,le, Bh"" ﬁs,

Oy Ogyuany O,

¢, se non nascera confusione, con D, H,
In questa definizione & compreso il caso in cui H & un in-
variante, nel qual caso si avra

0H [u]
ou,

P

D,,H[u] =

Come casi particolari della precedente definizione si ha an-
che: se o & un indice di classe v e se H, & un sistema assoluto,

0H [u]

D, H,[u] = 7
D

—Z, gzp (v] - H,[u] ,

e, se B & un apice di classe « e se H® & un sistema assoluto,

6H [u] 8
D, H¥ [u] = Juy + X, Oy [w] - HY [u] .
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2. Teoa. - 1l derivato covariante di un sistema assoluto (1)
© pure un sistema assoluto. '

Dm. ~ Tl teorema & vero se il sistema dato & un invariante,
perch® il suo derivato covariante coincide col sistema delle co-
muni derivate di detto invariante con indice variabile nelia classe 1.

Supponiamo ora che il sistema dato sia un covariante H,

ad un solo indice « di classe v. Si ha

du,
b
dv,,

H,[v]= Ea'Hu' [¥] -

a' variando nella classe v. Derivando rispetto a v, , essendo p
un indice di classe 1, si ha

3) ol [v] 'y ’BHar [u] . ou,; . Ouyy +
ov, P duy, ov, v,
8 Ou,
S H . [ul. _x
R H

Analogamente, ponendo per H, il covariante Ty si ha

du, ou,
4 — ’ ’ y_r P
(3") fap[”]—za,ﬂ fGP [ee] - 9y, ) 8vp +
‘ 8 Ou,
+ 2y for (4] - o, Bo,

8i osservi inoltre che, per il principio di saturazione, si ha

@ Zpy T[] Hy o] fy[0] =3, P T[] By [u] - £y [0

e, moltiplicando membro a membro la (3') e la (4), ed integrando
rispetto a ¢ lungo g, si ottiene

23, '3 ?B'Y [v]- HB [v] . aap, Y [v] =

aua' aur
=Dy, p (X Y[ - o ?
= Eap By @0 By 2y ) - et
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du.r
B B Byl By T 0y, )| e
v P

o

e semplificando (p. 181, § 3 e p. 182, teor. 2)

ou,r 0u,r
(B) S, [ . H [n]=3, . (% OB . ey
) ﬂvap[] 8 [v] a,p(Bva'p'[“] Hy [u]) avu'avp'{_
8 Ou,
+2.H,[u]. —*
* e ov, 9y,

Sottraendo poi membro a membro la (5) dalla (3) si ha,
tenendo conto della definizione di derivato covariante,

ou,’ ou,
Hmp[v] '—‘:za',p'Ha',p’[u] . ?vi R Tvp-’
o P

il che prova che H, , =D, H, & un sistema assoluto.
Supponiamo ora che il sistema dato sia un controvariante
H? ad un solo apice B di classe v. Allora

Ku =EB aa,BHB

& un covariante ad un solo indice a di classe v, ed il suo de-
rivato covariante Dy, K, = K, ,, & un sistema assoluto. E si ha,

per qualunque sistema di variabili u,

K, ,—Ke_ 5 0%g,
P 3up o Vap Co =
da, g oH® .
= Gy o B gy, B Ot Gap - ) B
8H?
= Zp (@ap, 5+, ) B + 2 g, g+ 5 — Ty G, g

(pp. 182-183, teor. 2 e 5),

e semplificando

i)
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oHE
K“yl’=zﬁa“ﬂ BpHﬁ +EB a“’a aup -

oH®
=3 .0 .a, H +3a, g —
By G O a 5 %8 (0 183, teor. ),

e scambiando nella 1* I dell’ultimo membro gli indici B e 7,

dH? 8 B
Ko p=25 84, (‘a’;{};‘ + 2y ?vp HY) =34 ag, g Hp (p- 184, def)

con H;,‘:Dp HP, ed infine moltiplicando per a™7 e som-
v

mando rispetto ad «, si ha
z“ %“y‘{ ’ K“vp = ZB (EG ?a,'f. aa’ B) . Hg = H¥
(p. 182, teor. 2).

Ma il primo membro & un sistema assoluto, quindi anche

il secondo membro H; & assoluto.

Per dimostrare completamente il teorema bastera allora pro-
vare che, se & vero quando il sistema (1) ha un certo numero 7
di indici ed un certo numero s di apici, & vero anche quando
ha un indice di pit od un apice di pii.

Supponiamo adunque che il teor. sia vero quando il sistema
(1) ha 7 indici ed s apici, e proviamo che & vero anche quando
il sistema ha » indici ed s+ 1 apici.

Si abbia allora il sistema assoluto

Hﬁn Beyeors By B

Oyy Ogy veny &

ed indichiamo con X3 un qualunque covariante ad un indice
della classe dell’apice B. Il sistema

Kﬁla Bh"'v p: =3 le, 32’-"7 BHB

Oyy Ogyovey G Oy Oayerey O

.X‘3
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o assoluto, ed ha r indici ed s apici, e quindi & assoluto il suo
sistema derivato

Kph ph"w Bt
Oy Ogyenny Oy P o
Questo, per un qualunque sistema di variabili », & dato da

Bl! pg”"? B‘

K
31, 327"'1 Bx %y Ogyacey Oy _
K - ou
Oy Ogyere, &y P 14
r Bl7 Bg, ............ y ﬁs
— 3,505, K +
1 Y al)"a“h—-l) 7, ah+l)"7ar

Bla'-a Bh-li Ty BM—M", Bs:

Oy Ogyonnnnnnnnns y O

S Br
+§:th07;, . K
BHBH Biw‘”; st B

Oy, Ogyeery Gy
aup

4 Y
——?,.ZYC“W - H

Opyeey Oaa1y Ty Ongryeey %

@la"a ph—l’ T Bh+l)", Bn @

3 B g +
+§11th0.", Qpy Kgyoonasncenanonns y Oy
pl? piv"upup aXB
+ . H . .
¥ Oy Ggyeeey &r Bup
E, posto
HBHBZ)"',B::B =D HBHBZ)"'VBHB
Oyy Ogyeony Opy P Oy dgyeeey By

si ha
lei B?)"" Bs’ B

Oy Ogyeeny Oy P

g B B =23Xs[

Opy Ogyeeey O D

s BB 0K
B Biyoery By 7 ) lea ’ ) ,
_ZYOTPHOLI,..., a, } B Oy oeey %y a“p
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6, mutando nell’ ultima s indice B in v, si ha, qualunque sia
il sistema di variabili,

Kﬁ“ Bry-oey B — 3, x,. Hﬁ“ Beyeerey By B "
Gyy Ogyesey %y Gy Ogyeney Oy P
+27le’ Bh"') ey T . XY’p ,

Oyy Ogyuuny O,
dove
X’(a!):Dpxr )

e, poichd il primo membro di questa uguaglianza & un sistema
assoluto, e, per il principio di saturazione, anche 1’ultimo ad-
dendo & pure un sistema assoluto, anche il primo addendo del
secondo membro & un sistema assoluto, ossia & un sistema as-
soluto .

pl’ p’y"'a Bnﬁ

Oy & ey Gy P

%X H

qualunque sia il sistema assoluto X;, dunque (p. 178) & as-
soluto il sistema :

lea Bh MR | Bn B
Qyy Agyeeey &y P
c. d. d.
In modo analogo si dimostrerebbe il teorema quando il si-
stema di partenza ha » -1 indici ed s apici,
Dunque il teor. & vero in generale.
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9.
Regole di derivazione covariante.

" 1. Derivazione dei sistemi somma o differenza. — 2. Principio della per-
mutabilitd della saturazione e della derivazione covariante. — 3. Derivazione
dei sistemi composti. ’

1. - Dalla definizione di sistema assoluto somma o differenza
di due altri (pp. 174-175, § 1, 2), e dalla definizione di derivato
covariante di un sistema assoluto (p. 184), risulta facilmente il

Tror. - Il derivato covariante della somma o della differenza
di due sistemi assoluti & rispettivamente uguale alla somma o
alla differenza dei derivati covarianti dei due sistemi dati.

Bla Bsa ceey Bx .

2. Tror. - Se H 6 un sistema assoluto, e se
Qyy oy vaey Ay
a; © B, sono della medesima classe v, si ha

T ceey Py T veey B3,
(1) Dpth 1927 7? =21DPH 132, ap
TyOgy .unylly TyOlgy cunyly

0, come diremo, vale il principio della permutabiliti della satu-
raxione e della derivazione covariante.
D, - Intanto, per un qualunque sistema di variabili u,
si ha
aH.t') Bh e ﬁx
D H";ph"'agaz 7L TR L.

Ty Rgyoanyly aup

__z 0‘{ Ht7ﬁ27"')pl~—
T T,“h---,ar

_ ctH
—,"2‘( ap

7

¢
S
192 CALCOLO DIFFERENZIALE ASSOLUTO

T By oo B
+ 3,0 H +
T gy, @

s T, Bg,---; ah—h T)Bh—f-l;pl
R0,

o, sommando i due membri rispetto a t variante nella classe v,
od .osservando che i contributi forniti dal 2° e dal 4° addendo del
2° membro hanno per somma zero (il che si vede scambiando
in uno di essi i due indici di sommatoria 7 e 1), si trova

< vy By
2 ' a(E.:H,B“ ’ﬁ)
T ceey By ) Oayees
5. D, T < ‘a;" 2 &
Ty Olgy oeey Oy ¥
Ty Bay oo i e B.
__2,,2,{(th » By ! )01p+
Ty Olgyeeny Gamty ¥y Opgry - ooy O
H T 32»---:3»-1777@1;4-17---’ p: B
. Chh —
+;‘J,E.{(LTHT7%’ .............. , a,) P
T pg)"','pl
=D,%.H’ ,

Ty Ogyo.oy Oy

e quindi vale la (1).

3. Teor. — Se
Giy Opy ey Ory Pryeeey B
@) H
Tyy Tay coos Thg Opyoony Oy
€
T “z’---;"mﬁs+h---’ﬁa+q
® K’

81308y 000y0ky Lpgyyerey Opyp
sono due sistemi assoluti con indici ed apici di classe intera, ed
in cui gli apici ed indici rappresentati dallo stesso simbolo sono
della medesima classe, e se
ﬁn, Bz, "oy Bl-l-q
C

OpyOgy.ony Grgg

4)
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¢ il sistema composto che si ottiene da essi saturando gli indici
o gli apici © e o, si ha

(5) D, C=Z%, , (HD, K + KD, H) ,

dove la I si estende a tutti gli stati dei Tiy +vey Tay Oy <ury Op,
© sono sottintesi gli apici e gli indici dei sistemi (2), (8) e (4).

Dma. —~ La proposizione si verifica facilmente (tenendo pre-
sente la definizione di derivato covariante (p. 184), quando
h=Fk =0, ossia quando il sistema composto & un prodotto
(p- 175, § 3). In base a questo si ha

D HC],G:,...,Gk,Bl,...’p‘. K’Cl,‘f.'g’ vovy Tny B“l—l)""p"*"l _

BT Ty Gy B Oy Oy ey Ohy Gy ey By

= HD,K + KD, H

nel cui 2° membro si intende che H e K abbiano gli stessi in-
dici ed apici che hanno nel 1° membro.

Sommando rispetto alle = ed alle o, ed applicando il prin-
cipio di permutabilita della saturazione e della derivazione cova-
riante, si ha la (5).

10.

Derivati covarianti di alcuni sistemi assoluti.

1. Derivato dei sistemi e, gr 2. Derivato dei sistemi % B .-
’ v

3. Derivato dei sistemi 2° , — 4. Derivato dei sistemi & .
o “1'“2""’“0\'
1. Tror. - Il sistema assoluto @, g, con a e B della stessa

classe intera v, ha nullo il derivato covariante.
Dm. - Infatti, per un qualunque sistema di variabili u,

G. VrraLr — Loviond di geometria nello spaxio hilbertiano 13

- .'}«f’

£
i

44
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aa,p b 34 —
=k __ 3% (¢ — 2,0y g =
Dya, 3= 5u, zyvap“'{,ﬂ 27va a, Y
3au73 2, Y - a . ab, Ya =
= Tw, 1wt e L
da,, _ . 182 teor. 1 o 2).
= a;p — Ggp g — Go,pp = 0 -1
'p

2. Tror. - 1l sistema assoluto a%®, con a e B varianti nella
v

. . iante.
lasse v, ba nullo il derivato covarian . .
° Dm.’ - Infatti la formula (7) & p. 182, quando si trasporti

il 2° membro nel 1°, dice che

“B =9 .
Dya 0

v

3. Teon. - Si ha D, 8 =0. |

Dme. - Il teorema discende derivando covariantemente 1 dl:e
membri della formula (6) di p. 182, tenendo pre.sente 1at regola
di derivazione dei sistemi composti a p. 192 ed i prec. teor.

- e I associato
€
4. Teor. SOH%,%,---,%V -\ R

ad un N, - variante A, si ha
DPH=H-J \

e e s . - iante
dove Jp indica il sistema derivato dall’ invaria

J=log(A:V§_) .

D, - Intanto & chiaro che essendo, qualunque sia il si-
stema di variabili u,

vy
DPH =-——:f —-%EY C'th. H“u--'v LN L NPRTITE
P
i = . es.
ge due indici di H sono uguali, & D,H=0, perchd, se p
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& ay=a,, il 2° membro si riduce a
vy -—=z (o, .HS T \
Y| “ap Y,ug,.--,aov‘*‘oazp‘Huuv,ua,---,ao)’

poichd gli altri addendi, contenendo un H con due indici uguali
. )

so_np n‘ulh. 'In.oltre, essendo o, =oa, e la H essendo emisimme-
trica, i termini (1) si riducono a

3
yoa‘P(HY’“z’"”“ov——H“(a%,...,ao)=O=H-J,.
v

Se poi gli indici di H sono una permatazione degli O, stati
. v
dellfa classe v, si .ha, pensando che in tutto quel che segue la H
abbia sempre per indici una stessa permutazione degli O, stati
della classe v, ' ’

oH % «
D =
pH aup El"H' Ooc:P =

I

()
H( dlog H _2‘; o ) _
1

ouy, %P
dlogy/a
a(ser ™
aup T (p.- 184, teor. 6).
=H.J,.
Cor. — ¢ I
orR. — Se Ha“uzy---,ao 61 fa,,a,...,0q, B&S0ciato

, ) a v v
all' N - variante V:t y @ D,H =0,
Div. - Infatti in questo caso J =1
. =logl =0, e quindi &
Jp=0, ed infine DyH.0=0. , qlcl.mdlde
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1.

Sistemi che possono considerarsi come assoluti
in varie maniere.

1. Teor. - Se un sistema

H@H pﬁa"'u pc

Oy Ogyerey Oy

M

® assoluto, se o, & di classe [v, p] con v>y,se inoltre per un
particolare sistema di variabili « &

HBH 321"'1 3: [u]=0
Oyy Ogyerey %r
tutte le volte che p, <V, anche per ogni altro sistema di varia-
bili v sard
Hﬁh ph"'v pc [v]=0
Oy Ogyeney %y
tatte le volte che p, <Zv.
D, - Infatti, per la legge di varianza assoluta, quando
Pu, <V 18

Bis Bes--s B
(2) Hd.l, Olgyeney d.r{,v]

viene espressa da una combinazione lineare degli

Hﬁi, Beyeoes B:,

’ ’
0y, Ogqe-ey Or

®) (v]
o o perché & nullo il fattore 3),

nella quale ogni termine & nu
o perchd & nullo il fattore

il che capita quando p¢;<v,
31/6“{
v

%y
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il che capita quando p,/ = v (p. 159, teor. 2); dunque 1’ elemento
(2) con Pg, <<v & nullo. ‘

Cor. — Se in un sistema assoluto (1) un indice o, @ di classe
[ #] con v>, e sono nulli per un particolare sistema di va-
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele-
menti di (1) in cui Pu, <<V, gli elementi del sistema (1) per
cui p, =v formano ancora un sistema assoluto in cui !’indice

a, varia nella classe [v, v]. Viceversa, se (1) & un sistema as-
soluto con «, di classe [v, v] e se p<Cv, il sistema

Kp” B!a'“, Bs

Oy Ogyeeey O

in cui o varia nella classe {v, p] e gli altri indici od apici va-
riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1), ed i
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando Po, =V,

e sono nulli quando Po, <V, & pure un sistema assoluto.

2. Tror. 1. — Se (1) & un sistema assoluto con a, di classe
[v, v], posto

Kpla Bh""ﬁc =le,ph"'7ps

Ty Bagerny By, Ooyuuny O Oy Ogyensy Oy

(4)

se 1, %,..., %, sono le cifre di a;, qualunque sia il loro or-
dine, il sistema (4) & un sistema assoluto, nel quale i primi v
indici sono v indici di classe 1.

Dm. — La proposizione si rende manifesta considerando la
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle « alle

U ’
. . a . . .
v, e ricordando che il fattore . ! | in cui necessariamente
%y
Paj = Py, =Y, Vale
ou;
auh‘ . ou;, Iy
, == 2L
“ul a’v,"‘ a’L’iz a'vqf

88 Jiy Js,...jy sono le cifre di o (p. 162 ; teor. 2).
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Inversamente si ha il :

Teor. 2, — Se il 1° membro di (4) & un sistema assoluto
cogli indici ¢, di classe 1 e simmetrico rispetto a questi v indici,
anche il 2° membro di (4) & un sistema assoluto in cui I’indice
a; & di classe [v, v].

3. - Con ragionamento analogo a quello del § 1 si dimostra il

Tror. - Se (1) & un sistema assoluto, ¢ se B, & di classe

[v, ] con v>>p., se inoltre per un particolare sistema di varia-
bili u &

Hﬁly Bh"', ps

Xy Opyevey Of

[u]=0)

tatte le volte che pg = p, anche per ogni altro sistema di varia-
bili v sara

HBH Bh"'a B;

Oy, Ogyee.y O,

[’I)]=0 )

tutte le volte che pg > p.

E da questo si ha il

Cor. — Se in sistema assoluto [1] un apice B, & di classe
[v, n], con v>y, e sono nulli per un particolare sistema di va-
riabili, e quindi per qualunque sistema di variabili, tutti gli ele-
menti di (1) in cui Pgy =t gli elementi del sistema (1) per
cui pg, = ¢ formano ancora un sistema assoluto in cui I’ apice
B, varia nella classe [p, p]. Viceversa, se (1) & un sistema as:
soluto con B, di classe [p, pl], e se v>y, il sistema

Kﬁh Bﬂ'-'! B-
Oy Ogysevy Oy
in cui §; varia nella classe [v, p] e gli altri apici od indici va-

riano nelle stesse classi in cui variano per il sistema (1) ed i
cui elementi coincidono coi corrispondenti di (1) quando pg =g,

e sono nulli quando pg >, & pure un sistema assoluto.

4. Teor. 1. - Se (1) & un sistema assoluto con B; di classe
[# @], posto
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Gpy Ogyeeey %y 8, Opy Ogyevey &

(5) Kjujn"'ajlh ph"'sﬁs 1> phph-"apt

88 J1y Jayer+y Jy SONO le cifre di B, qualunque sia il loro ordine,

& anche assoluto il sistema (5), in cui i primi p apici sono p
apici di classe 1.

Dm. - La proposizione si rende manifesta considerando la
formula di varianza assoluta di (1) per il passaggio dalle u alle

v
v, e ricordando che il fattore uB] in cui necessariamente
B
Pg; = pp, =, Vale
) ) dv;
W > ov, 9%, Y
ﬂ:B; ﬁﬁl auii 6u,l-2 au,;p.

86 @, f3,..., %, sono le cifre di B (p. 164, teor. 3).

Inversamente si ha il
Tror. 2. - Se il 1° membro di (5) & un sistema assoluto
cogli apici j, di classe 1 e simmetrico rispetto a questi apici,
anche lo
th ‘32, LR} Bn

Oy Oay.nvy Oy

che figura nel 2° membro di (5) & un sistema assolute in cui
I’ apice B, & di classe [p, w].

5. — Dai teoremi prec. e da quello di p. 180 consegue il
Teor. - Se H, g & un sistema assoluto a due indici di co-

varianza o e B di classe [v, v], e col determinante H = |H, g|
diverso da zero, e se H*® indica il reciproco di H, g in H, il
sistema

iy By ey By s dir darees gy HYE
K _————

(1 7!8 ’

% -

dove %,, 4,..., ¢, sono le cifre di a e ji, js,..., j, Son0 leo
cifre di B, & un sistema assoluto a 2v apici di classe 1. Eviden-
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temente questo sistema & simmetrico rispetto agli apici ¢, e sim-
metrico rispetto agli apici j,, e se il sistema H, ; & simmetrico
rispetto ai due indici « e B, il sistema K resta invariato se si
scambia il sistema degli apici ¢, col sistema degli apici j,.

12.

I ricciani di un invariante.

1-2. 1 ricciani di un invariante. — 3. Simmetria dei ricciani. — 4. I
ricciani della punto-fanzione 7. — 5. 1 simboli di Riemanx di 13 specie e di
classe v. — 6 Loro varie espressioni. — 7-8. I simboli di Rieman~ di 28
specie e di classe v.

1. - Sia I un invariante, sia a un indice di classe v e

consideriamo il sistema I, (p. 155, § 1).
Si ha, qualunque sia il sistema delle variabili u,

‘DI——M“ 0l .1 =1 o .1
piaT aup"' T YT ap— By e

Ora, se a ha meno di v cifre, si ha (p. 183, teor. 4)
DpIa=Iap-—-Iap=0.
Quindi il sistema assoluto

Iu,p": Dpla ®
v

a due indici o e p, ¢l I° di classe v ed il 2° di classe 1,
ha nulli tutti i termini in cut o ha un numero di cifre <v.

2. — Consideriamo solo i termini di
I

P
v

() B convenionte mettere I indice v sotto la lettera I perchs la funzione
Iy, p dipende dalla classe v in cui si pensa che varii «, e mon golo dello
v

stato di «.
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in cui & p,=v, e poniamo

1) Iz',,iz,...,z'vp={a,p )
dove 4,7, ...,%, sono le cifre di «.

Per il teor. a p. 197, si ha il

Teor. — 1l sistema (1) & un sistema assoluto con v -1 in-
dici di classe 1.

Dgr. - 1l sistema a v+ 1 indici di classe 1 che si ottiene
nel modo precedente da un invariante I sari da noi chiamato il
(v+ 1)mo riceiano (M) di I, od il ricciano di I di ordine v+ 1.

Il 1° ricciano di I coincide con I, .

3. Teor. - I (v+ 1).mo ricciano di un invariante I & sim-
metrico rispetto all’ insieme dei suoi v+ 1 indici, ossia ha uguali
tatti gli elementi che differiscono solo per I’ordine dei suoi v+1
indici.

Diu. - 11 teorema consegue subito dalla formula

Loyp = Tap —3Zy Olp Ly
v v

osservando che I, e CZp non mutano se si permutano le cifre
v

di ap.
In particolare

4. — Hanno particolare importanza i ricciani dell’invariante
f, essendo la fT¢;u] la determinante della varieta a cui ci si
riferisce.

Vale il

Tror. - Un termine del (v+41).mo ricciano di f, se non &
nullo, & ortogonale a tutti i termini non nulli del sistema f3 con

B di classe v.

() In omaggio a Greeorto Ricci-CursasTRO (1 1926).
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D, - Infatti, essendo
(@) (,,P=fap-—}3¥ ?Zp.f,{,
si ha
ffa,p-fadt=ffapfﬂdt—‘27 (szp.fﬁ{fpdt =
g g 7

1
= Qgp p— Cv‘ap "Gy, p =
)
= Ogp 8 — %pa, (p. 183, teor. 5)
=0 e d. d.

Cor. — Se ¢ e ¢ sono due elementi non n.ulli di due ric-
ciani di f di ordine diverso, essi sono ortogonali fra .101'0. .

Dm. - Infatti, se ¢ & un elemento del ricciano di f dl.Ol‘-
dine v+ 1, e se ¢ & di ordine inferiore, ¢ & una combina-
gione lineare di elementi di f, con a variante nella classe v,

ciod di elementi ortogonali a %.

5. Dir. - Se o e B variano nella classe v, e p e ¢ Va
riano nella classe 1, noi porremo

(3) (avﬁ;P,Q)v =ffd.,p fqudt'—j‘fa,q{ﬁ,pdt 4
g v v g

e chiameremo i simboli (a,B; p,q), stmboli di Rigmaxw di I®

e ¢ di classe v. ' o
Dalla (3), e ricordando che f, , =0 per gli stati di « che
v

hanno meno di v cifre (p. 200, § 1), si ha il . .
Tgor. 1. — Se uno degli indici @ o B ha meno di v cifre, |
si ba (2, 8; P 9y =0 _
Dalla stessa formula (3) si ha il - o
Teor, 2. — Il simbolo (a, B; p, g), & emisimmetrico rigpetto

alla coppia degli indici a e B, ed emisimmetrico rispetto alla
coppia degli indici p e ¢.
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Tenendo poi conto della simmetria dei ricciani, si ha il
Teor. 3. — Se 7 & uno stato di v—1 cifre o se r ed s
sono indici di classe 1, si ha, per la (3) e pel § 3 di p. 201,

(eryvs;py @)y = (0, 195 7, 8)y

©, come caso particolare

ry 850, h=(@, q; 1, 3).

Si ha ancora il

Teor. 4. - Se p, =, py=v—1, e s, p, q sono indici
di classe 1, si ha

(@ 785 2, @y + (2, 125 ¢, 5), + (2, 19; 5, P), =0.

Dry. — Infatti il 1° membro vale, per la (3),

([ Fro gt — [ Fusy Frn pt) + ([t o gt —
g q g9

— [fays g ) +(ff,,sfw,,,d¢_/fa‘pfwd,) e
4 g 9

6. - Ricordando la (2) ed il precedente teor. si ha

(2 B; p, 9)y =[{¢:P’%th_ﬁa,qf‘ﬁpdt =
g 9
=ffapfﬁth—ffaqﬂgpdt—EYCZp]fTfﬁth_{_
g g v g
+ 2 CzqffY Top B = Qop, gg— 8ug gp —
v
9

. i
- E'{ (OZp %Bg,y — ?aq * gy, Y) )
v
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e poichd, per un particolare sistema di variabili %, si ha

aaap B
Fu,  Cemba T Coped
(]
aaa'qv B
Ju, = Gug, fp + Papg, B

e, sottraendo,

88gp g5 9%ag

auq - Bup = Qap, Bg — Pug, fp 1

si ottiene
4 (2 B; P, @) =
(

9a4p,5 9%y, X x _
= 1 — P 3 (CL, - _C . a )=
T oy, du, ET(V“P g, — Yo" Moy

oa oa 8
= 6::’3_ a;q,ﬁ —Zpy """ (@ap, 5 * Ogg,y — Pag,2 " Upp,y) -

q y 4 v

7. Der. - I simboli
(5) [a, 15 2y 9)y = 23 a'fhﬂ(a’ B » 9y
v
si chiamano simboli di Rimman~ di 2° specie e di classe v.
Si bha

(6) (o %5 P, gy =

oa oa B v,
1, B%%ap, B _ 8" ag, B_x a"h a'ﬁ a
Saa ' —— 23(1« ——"—’—aup Byd y v (

ap,d “ﬁq,‘r' a“‘lya.appﬂ' )'
v “q v

Ma, ricordando I espressione dei simboli di CEHRISTOFFEL, ©
tenendo conto del teor. 3 a p. 182
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5 acy, da™®
3 a‘mﬂ aWP,f*: M ~a v —
v 8uq auq B “ap, B auq
m
3€up n 0B L% a kB a™7
%ap, 5+ Cyg * @ By Tap, B - Uyg
v v v A
n
—_ 8€¢P+ 3 0’1’ 0'73 b} 05 n, B
= Bu, e G S Gape Tp 0

dove I’ultima ¥ & ottenuta dalla corrispondente sostituendo gli
indici di sommatoria 8 e 7 rispettivamente con & e B.

Se poi nell’ultima ¥ sostituiamo il simbolo di CarisTorreL
colla sua espressione e portiamo al 1° membro, abbiamo

B

da
", B ap, B 1,8
Zgat — = — gy am @ Cap,y g,y

Y
ao’“

—_ il

- + E‘f “P ?YQ

a Ug

e scambiando p con ¢ e sostituendo in (6)
iy M
Iy 3Cq,

v v Y Y] 11 Y
—_— + 2 (Chp Oy, —Cpy - Cyp) -
auq aup Y (V ap qu vuq VYP)

) (a5 p q]v =

8. - Dalle (3) e (5) si ricava che

Rg,p, q=[°‘1 1 P gl

& un sistema assoluto a tre indici o, p, ¢ di cui il 1° & di
classe v e gli altri di classe 1, e ad un apice 7 di classe v. Esso
ha inoltre nulli tutti gli elementi per cui p, <v.
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13.

Influenza dell’ ordine delle derivazioni covarianti.
Le identitd di Bianchi per i simboli di Riemann.

1. — Sia H, un sistema assoluto con un indice a di classe
intera v. Si ponga

Dy H, = H,,yp

e

DqH“w H“7]’x

Si ha, per le variabili «,
(1) H ZT op ‘( 1
da cui
oM,

@ - Touy = ¢P+Z'{ Jop H, .

Inoltre

(3) H“a?aq “’p Z'{ V4 ‘(aP Zr PQ

Ma dalla (1) si ha

9Cep
aH,
P
ou, aupau ZY au H ZY ap Bu

e, tenendo conto della (2),

ac*
et S o Hy— ¥, Ol Hy = YOty
auq au 6u Yau i Ta “P o1 4]

e, sostituendo in (3), si ha
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307
(4) H“’Pﬂ au au Z‘\’ ou H Z‘Y “p T’q
— o7 s 2
va Vaap ’ ?W‘HB - ngur Z ,pq

In modo analogo si trova H ed osservando che

%,q.p?
Cpq 0 * e scambiando nella ¥ doppia i due indici v e § di

sommazxone, si ha
®) Hygp—Hapg=
Cy,, ao*
_ v 5 At —
= ZYH‘{ 3@7; - + Zb(%t? qu gaq fbp) =
=Y H-[o7p.9), (p. 205, form. (7)).

2. — Tenendo presente la formula

O B2 = [fup fratt— [ fug frpt
[ 9

potremo considerare il sistema

Ru, Bypyqg = (2,80, 9)y
v

come un sistema covariante a 4 indici, i primi 2 di classe v e
gli ultimi 2 di classe 1.

In questo senso si ha il

Tror. - Vale la relazione

(" Dp(2,8:p,9)y + Dp (@,8:9,7)y + Dy (2B37,p)y =0

(identitda di Bianom).
Dme. - Infatti, per la (6), si ha, omettendo il v sotto ogni f,

Yo
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D, (a, Bipy9)y =

[tume s+ [lnpthartt=[Fuarlip = [Fuanr®
9 g g 9

e quindi il 1° membro della (7) diventa la somma di 6 termini
del tipo

f(faapvr_f“arvp) fﬁ’th :
g

Ma dalla (5) e dal teor. a p. 201, § 4, si ha

f(f“‘p"— fa,r,p) fo, 8 = 2y [“v’f?”’P]vff;' fa,q @ =10
! v

e quindi vale la (7).
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1.

Gli spazi o, di una varieta.

‘ 1. - 2. I o, di una varietas. — 3. Significato della tangente ad una
linea. — 4. Spazi principali. — 5. Loro determinazione a mezzo di ricciani.

1..- Sla.V,. una varietd ad n dimensioni, sia / una sua
determinante invariante, e sia v un numero intero >0.

Consideriamo un punto P di ¥, ed in esso le [ con a
i o :

i classe v. ,

Per }1 passaggio da uno ad un altro sistema di variabili
ognuna di queste f, si muta in una combinazione lineare delle
medesime.

. N.e' viene che, interpretando per ogni particolare sistema di
variabili le /, come parametri di uno spazio euclideo passante
per P e da essi individuato, questo spazio non varia variando il
sistema delle variabili,

Drr. — Noi indi i i

Noi indicheremo con o, lo spazio sopra considerato.

Il 6, di una V, in un suo punto ha evidentemente per nu-
mero di dimensioni la caratteristica della matrice quadrata che
ha per elementi gli @, g con o e B varianti nella classe v
{p. 70, teor. 2).

Quindi il massimo numero di dimensioni che pud avere un

- nty
o, sard il numero O, -———( : )—1 degli stati di un indice

di classe v.

‘ 2, — 1l o, & certamente ad » dimensioni (p. 83, feor.) e si
chiama lo spazio tangente alla V,.
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Se m=1, lo spazio tangente si riduce ad una retta che si
dice la fangente alla curva V. .

Riferiamoci ad un particolare sistema di variabili o, tte, .+, Un.

Consideriamo una di queste variabili, p. es. la u,, ed as-
segniamo a tutte le altre dei valori fissi. Allora la determinante
dipende da una sola variabile %, e quindi descrive una curva.

Si ha cosi, per ogni sistema di valori delle

Upy Usyoory Wity Uipryoony Uny

una curva su V,.
Tutte queste curve si chiameranno le linee coordinate u,

della V,. Cosi, fissato un sistema di variabili, restano determi-
nati % sistemi di linee coordinate della V,, corrispondenti alle n
variabili. Si vede inoltre che per ogni punto di V, passa una

linea di ciascuno di questi 7= sistemi.

E evidente che le tangenti alle » linee coordinate u,, us,.., U
hanno per parametri le /
fi[u] =1, 2,..., n).

3. Teor. - La tangente ad una curva in un suo punto P
& la posizione limite di una corda PQ, che passa per P e per
un altro punto @ della curva, col tender di Q a P.

Doy, — Infatti se f(#; %) ® una determinante di una curva
C, se u} & un valore di %, e se si indica con P il punto
f(t; u) e con Q il punto f(t; u} + h), dove k. & un qua-
lunque incremento, la retta PQ ha il parametro

f(t; W+ k) —[f(t;u)
h

che col tendere di % allo zero, @ quindi col tendere di @ a P
tende ad f,. Dunque la retta PQ, col tendere di @ a P, tende
alla retta di parametro f;, ossia alla tangente in P alla curva.

Oss. - Non & escluso che un medesimo punto P di una

_ curva possa corrispondere a diversi valori del parametro. Fissato

uno di questi valori, p. es. u}, perché il teorema sia véro bi-
sogna far tender Q a P in modo che il valore corrispondente di

u, tenda ad uf.
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-4, — Se v & un numero intero >>0 e se #, indica il numero
delle dimensioni del o, di una V,, & evidentemente, r, +12r
e, 80 r,,, >, esistein ¢, , uno spazio euclideo ad Ty —
dimensioni perpendicolare al o, nel punto che si considera della V,

Indicheremo questo spazio con I, ,, mentre con II, indi-
cheremo il o, .

Der. - Gli spazi II; (¢=1, 2, 3,....) si dicono gli spazé
principali di V, nel punto che si considera, e, pilt in partico-
lare, lo spazio I, si dice I’ Z.mo spaxio principale.

" Come risulta dalle nostre considerazioni uno spazio princi-
pale di dato posto pud mancare, ed allora diremo che esso &
nullo. Si ha il

Tror. — Se & nullo lo spazio principale di un dato posto,
sono nulli anche quelli di posto successivo.

Div. — Supponiamo che per una varieta V,, di cui f(t; u)
sia una determinante, sia nullo lo spazio principale (v + 1).mo.

Cio significa che ogni f, con p,=v-+1 & uguale ad
nna combinazione lineare degli f,, con o di classe v. Ogni f,
con p,=1v -+ 2 si ottiene derivando rispetto ad una delle va-
riabili una f, con p,=v+ 1, ossia derivando rispettoc una
variabile una combinazione lineare delle f, con a di classe v.
Consegue che una f, con p, =v + 2 vale una combinazione
lineare, di f, con a di classe v 4 1. Dunque il o, 42 coincide
col o,,,, e quindi anche il (v-2).mo spazio principale & nullo.
Visto in tal modo che quando uno spazio principale & nullo &
nullo anche il successivo, si conclude che se uno spazio prin-
cipale & nullo sono nulli anche tutti quelli che lo seguono, c. d.d.

5. — Gli elementi non nulli del (v-1).mo ricciano di f
sono perpendicolari al o, (p. 201, § 4, teor.), e quindi sono
parametri di direzione del (v 4 1).mo spazio principale.

Viceversa, ogni parametro di II,,, & una combinazione Li-
neare degli elementi del (v 1).mo ricciano di £ Infatti un pa-
rametro X di II, 41 & una combinazione lineare degli f, con o
di classe v+ 1. In questa combinazione gli f,, con adi v+1
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cifre, che noi indicheremo con fa,r fagr+ + figureranno con certi
coefficienti )\,, As,... Se ora indichiamo con Fg, D'elemento del
(v~ 1).mo ricciano di / che ha per indici le v—{— 1 cifre di a,,
ecc., e poniamo Y =MAF, +X,Fa2+ .., vediamo che X—Y
é una combinazione lmeare delle sole f, con o di classe v, e
che quindi & un parametro di o,, ma, poichd X ed ¥ sono or-
togonali a o,, XY, non potendo essere ortogonale a o, , sara
nullo. Dunque X =Y, ossia X & una combinazione lineare di
elementi del (v 1).mo ricciano di . Si ha dunque il

Tror. — Gli elementi del (v 4 1).mo ricciano di f indivi-
duano Jo spazio principale (v 1).mo.

2.

Curve.

" 1. Elemento di arco. — 2. Rette principali. Curvature. — 3. Altra espres-
sione delle curvature. — 4-5. Formule di Frenet. — 6-7-8. Teoremi. —
9. Punti principali e centri di curvatura.

1. Der. — Se C' & una curva, e se f(¢;u,) & una sua de-

terminante, 1’ espressione
V [t dt-du,

si chiama elemento lineare della curva C, e si indica con ds.
Evidentemente si ha

1) ds* = L f ﬁdtJdug - f @ntde,

dove df indica il differenziale della f considerata come funzione
di w,. :

La prec. definizione & giustificata dal fatto che, se C appar-
tiene ad uno spazio euclideo ad 7 dimensioni, se " X, X,, ..., X,
sono n parametri normali e a due a due ortogonali di questo
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spazio, ‘s6 I;,%;,...,Ts, sono le n coordinate di un punto di
tale spazio rispetto a detti parametri, se inoltre

Ty =T (ul) (i = 1,2, cony n)

sono le equazioni parametriche di C, si ha

flt;u) = lécx(tul) - X,

e quindi
ds* = j Sdz, X)dt = S, (da)
1 1
g

che & la nota formula che da il quadrato dell’elemento lineare
di una curva in uno spazio euclideo.

Del resto la formula (1) si potrebbe ottenere partendo da
una definizione di lunghezza di arco analoga alle consuete.

2. - Per una curva, uno spazio principale che non sia nullo
si riduce ad una retta, che si dird refla principale o normale
principale (i.esima, se essa & lo spazio principale ¢.esimo).

Supposto che la ¢-estma retta principale non sia nulla,
indichiamo per brevita con f,; il ricciano i-esimo di f, e po-

niamo k,=Vf (f.,)pdt, il segno di radice indicando radice
9

aritmetica.

Evidentemente X;= 2" & un parametro normale della retta

12

principale ¢-estma.
Se ¢ & pari, X; & un invariante, ed infatti per il passaggio
dalla variabile w, alla variabile v;, tanto f1 quanto %; ven-

S du, \}
gono moltiplicati per ( dvl) .

Invece per ¢ dispari il parametro X; resta invariato per le ‘

sostituzioni per cui 71#>0, ma per le altre sostituzioni cam-
1

bia di segno.
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Immaginiamo di aver fissato una origine degli archi ed il
loro verso positivo, eéd indichiamo allora con.sla lunghezza d’arco.
La

@) o= [l xma
9

non cambia se si cambia il verso positivo degli archi, perch® un
tale cambiamento fa moltiplicare ciascuno dei due fattori sotto il
segno di integrale per (— 1)*'.

Der. — La funzione C; si chiama la i-esima curvatura
della curva,

Si ha facilmente

d f;i[s] d'-——l ’
dX,[s] ~ k[s] 1 dfls] ki[s]
s~ ds Rp ds Thill g
1 kil ’
= rmf, i [s1+ B, = IZ[S] Xpls]+ B,

dove con R; indico un parametro del o,, e quindi ortogonale
ad X, .
Si deduce, per la (2), che

__ki [s]
Oi_T“"E;]—-.

Dalla (1), essendo f.y=h, siha poi
ds’ =k1 [’u,]’ 'du?

e, prendendo in luogo di u, la variabile s,

ds* =k, [s}.ds* ,
da cui
k] [3]’ = 1
ed infine
(3) kx [3] =1,

Allora ai pud scrivere
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_ kea[s)
C= k[s]- kifs]

ed infine
4

_ ki
C= Tt

qualunque sia la variabile u,, e cid in conseguenza del noto ca-
rattere assoluto delle %,.

3. - Dalla relazione

[X,[s]~ X, a[s]ldt =0,

derivando rispetto all’ arco si ricava

ded,st] Xop[s}dt+ fX 1. dx;+1[s] dt —0

9

e quindi che

O =— [x [s]- dX“r‘[S] dt .

4. Tror. - Se X! indica la derivata di X; rispetto alla va-
riabile «, prescelta, o X; & nullo, o & ortogonale ai parametri

Xy Xeyeo oy Xisy X
Dm. - Infatti se p,<¢t—1, &

fX; fo-dt=0,
g
e derivando

Jxitardts [Kigyat =0
g

4

jx‘fm-dt=0,
)
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perché il numero delle cifre di a1 & <4, dunque

fX{fadtzO,
g

" e percid X;, se non & nu]lo; & ortogonale ai parametri

Xl,Xzy'--yXf-z .

fodt:l,
g

[X‘det=0 ,

Inoltre, essendo

si ha derivando

e quindi X7, se non & nullo, & ortogonale ad X,, e cosi & di-

" mostrato il teorema.

5. ~ Fissiamo al solito 1'origine ed il verso degli archi, ed
indichiamo con s la relativa lunghezza di arco, e supponiamo_che
s sia assunto come variabile di riferimento.

Poichd la X, & una combinazione lineare delle f, con «

di classe ¢, si vede che la X| — OXIs) risulta una combina-

zione lineare delle f, con a di classe ¢+ 1, e quindi appar-
tiene al o,;.
Inoltre & ortogonale allo spazio euclideo individuato da

X, X, X, ., X, ,
quindi essa apparterrd allo spazio euclideo individuato dalle X,_,
e X,,,, ossia sard
X: = )~X¢+1 + !‘-Xt-l >
dove A e u sono due coefficienti che dipendera.nno dall’ indice <.
Per calcolarli si moltiplichi una volta per X, w1 ed un’altra

volta per X, , e si integri rispetto a ¢.
Si ottiene
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fXQXm dt=\, fx; X, dt=p.
g 9

e quindi

. A= C; s = —0C, s
e si ha
(5/ X; =C¢Xi+1—0¢—1X(-—l .

Le -formule [3] sono note sotto il nome di formule d¢ Frexer.

6. Tror. 1. — Se s indica la lunghezza di arco, si ha
. d
©) x=,

od, in altri termini,

X, =fi[s] .

D, - Infatti, se si assume come variabile di riferimento
la s, si ha k,=1 ed, osservando che

fuls1= £ls],

si ottiene
¢ X, =filsl:k=F£ils] -
Tror. 2. — Se s indica la lunghezza di arco si ha
a@f
Tals1= g

D, - Infatti da & [s]=1 si ha

Jipa-

g

e, derivando,
Tf

df _
fﬁ:'ﬁ'dt—"’
g

da cui si ricava che FrE

. trambe ortogonali a

evidentemente parametro del o, della
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curva, & ortogonale al parametro % Inoltre, per definizione di

ricciano, & :
_a&f daf

f;s [s] = F + A E ]

dove 1 & un conveniente coefficiente, e moltiplicando per L ed

ds
. . - a*f
integrando lungo g, risulta A =0, poiché f, [s] e 5% Sono en-

af
Td; .
Teor. 3. — Per ogni curva &

d! 2
r}
Dm. ~ Infatti &

mist = [ folstae= [ (55 ar

e, per lo (4) e (3)

_ ks]
Cx-—k‘rt;j‘i-—kz[s] .

7. ~ Siccome, per la definizione della X,, &

f;z [3]‘: k![s] - X, )

e

d?

foll= 3L, hpl=0,

si ha -

&

~ =0

osgia, per la (6)

dXx
(5" Sl=01X, .

Questa formula pud rientrare nel tipo delle (5) quando si

ponga C,=0. '




CURVE ‘ 221

8. Teos. - Condizione necessaria o sufficiente perché una
curva C giaccia in uno spazio euclideo ad ¢ dimensioni, e non
in uno con minor numero di dimensioni, & che nei suoi punti
(generici) la (¢4 1)-esima retta principale di C sia nulla, e non
sia nulla la i-estma.

Dme. - Infatti, se la (s41)-esima retta principale & nulla,
esiste una relazione lineare fra gli elementi del sistema f,
con o di classe 2+ 1, e quindi la £, considerata come funzione
di »,, & soluzione di una equazione differenziale lineare omogenea
di ordine ¢ <41 a coefficienti funzioni della sola u, del tipo

i 4l £
%,b,(u,) ju -~ +’: =0.

Sia a,= ‘1, a,(uy), as(ey), ..., au;), un sistema fondamentale
di integrali di tale equazione
Sara

(6) f= :PO + %r ?rar (ul) ]

dove le @q,%1,...,P; sono delle costanti rxspetto ad w,, ma che
in generale saranno funzioni di .

Derivando la (6) rispetto ad w, .una volta, due volte, ...,
i volte, si ottengono insieme colla (6) ¢+ 1 equazioni lineari
nelle ¢ + 1 funzioni ¢, col determinante dei coefficienti diverso da
zero (*). Risolvendo colla regola di Cramer si ottiene che ogni ¢
& una combinazione lineare di f e degli f, con a« di classe
t+1, e si conclude che le ¢ sono funzioni (di #) a quadrato
sommabile.

Allora dalla (6) risulta che / & un punto dello spazio eu-

clideo che passa per ¢, e che & individuato dai parametri

PryPesererPi-

Quindi la curva C appartiene ad uno spazio euclideo con
numero di dimensioni <C¢.

Viceversa, se la C giace in uno spazio euclideo ad ¢ dimen-
sioni, cadonp in esso tutte le £, con a di classe 241, e quindi

(*y I Wronskiano delle ¢+ 1 funzioni @y,0,,a,,...,0i .
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queste f, sono linearmente dipendenti ed allora esiste un minimo
numero j <S¢+ 1 percui & nulla la j—esima retta principale. Con-
segue che & nulla anche la ¢+ 1 retta principale,

Combinando i risultati ottenuti si ha il teorema enunciato,
perchd, se lo spazio euclideo in cui giace C ha un numero di di-
mensioni <, la prima retta principale nulla & di ordine <Cs+ 1,
e, viceversa, se si annulla una retta principale di ordine <<¢-4-1,
la C & in uno spazio euclideo con numero di dimensioni <3.

Cor. ~ Quando nessuna retta principale di una curva C &
nulla, la C non pud essere contenuta in uno spazio euclideo.

9. - Conservando tutte le notazioni precedenti moi daremo
le definizioni che seguono :

Der. 1. - Si chiama s-esimo punto principale di una curva
C ogni punto dato da [+ C;X,,;, qualunque sia la variabile w,
di riferimento.

Ricordando quanto si & detto precedentemente sulla natura
delle X, e delle C; si pud coneludere che se 7 & dispari si ha un
solo punto ¢-esimo principale, e che se 2 & pari si hanno due
punti ¢~esémi. Essi sono sulla retta (i< 1)-eséima principale si-
tuati da banda opposta rispetto al punto della curva e ad uguale
distanza da esso (alla distanza C,).

Der. 2. - Se P & un punto di una curva e se @ & un suo
punto principale i-esémo, il punto @ che si trova sul raggio
uscente da P e passante per @, tale che PQ.PQ'=1, si dira
un ¢-esimo centro di curvatura della curva.

Sara bene osservare che, tenendo conto delle (4), un punto
t-estmo principale della curva & dato da

Fin

L
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3.

Curve di una varieta.

1. Elemento lineare di una varietai. — 2. Sistemi assoluti lungo una
curva di una varietdi. — 8. Derivazione assoluta lungo una curva. —
4-5, Proprietd ed applicazioni. — 6-7. Geodetiche. Loro determinazione, —
8-9. Cono geodetico corrispondente ad un punto di V,. — 10. Is varieta
principale e varietd dei centri di I® curvatura.

1. — Sia ¥, una varietd ad = dimensioni, ed
[(t; w

una sua determinante. e

Se si pongono tutte le u funzioni di un medesimo parame-
tro t, si vede che la f risulta una punto-funzione di t, e quindi
descrive una curva, Questa curva giace sulla V,.

L’elemento lineare di questa curva & dato da

ds* = f @yt
g
- [ Cufdugpdt = >1':',.,. o, du,du; .

Si suol dire percid che la forma
X a5 dugdu;
1
da il quadrato dell’ elemento lineare della V,.

2. — Consideriamo un curva C di V,, fissiamo per essa 1'o-
rigine degli archi ed il verso positivo, e con tal scelta indichiamo
con o la lunghezza di arco su C.

Der. - Noi diremo sistema assoluto lungo la curva C un
sistema assoluto definito nei punti di C.

Tror. - Se lungo C si ha

w, =1u;(c),
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il sistema . .
asfug= 24 =1, 2., n)
& assoluto. A
Dmx. - Infatti
dv av du av
‘ f LI _f_ = ). ——- . d. d.
A'v] = Z, ou, ZJA [u] duy . d.d
3. — Sia
(1) le’ph")ﬁl
Oy Ogyeey Oy

un sistema assoluto lungo C, con apici ed indici di classe intera.
Supponiamo di poterlo estendere in ¥, in modo che acquisti la
proprietd di essere derivabile in 1a quanto occore rispetto alle
variabili su V,, e supponiamo che cid sia possibile anche per il
sistema predetto 4°.

E continuiamo ad indicare allo stesso wodo i sistemi cosi
ampliati.

Allora noi potremo ad essi applicare un noto teorema di
caleolo assoluto (p. 175, § 4), e potremo affermare che il sistema

Kﬁh Bﬂa"'a @: =§PAP . DPHBH Bh"') B‘
Oyy Olgy ooy Oy ! %1y Ogyeeey Gy

¢ un sistema assoluto.
Limitando le considerazioni lungo C, possiamo concludere col
Teor. - Se (1) & un sistema assoluto lungo C, & anche tale
il sistema che, per qualunque sistema di variabili «, & dato da

B B B ley @z,---, ﬂ‘[u‘]
. 1y P2y ceey s Oyy Oogeesy Oy
@ K e [u] = X _
Bl) Bg, ..... ....o.-")Bl du
- ZP 2"270%? (x] '_Ej;p‘

Opyeey Onmty Ty Opgryeey G

thﬁh"sph-ly Ty Batryees Bs ul. du: .

» ks ph
+ 3y 5,2, 0 :
P T veeey Oy
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La dimostrazione di questo teorema lascia qualche dubbio
quando non apparisce manifesta la possibilitd dei prolungamenti
richiesti per i sistemi, ma essa pud essere sostituita con una di-
mostrazione diretta condotta coi criteri adoperati a pp. 186-190,
quando si ammetta che gli elementi del sistema (1) siano deri-
vabili rispetto a a.

Der. - Il sistema (2) ottenuto dal sistema (1) colla regola
prédetta si chiamerd ¢l derivato assoluto di (1) lungo C, e lo
si indicherd con DH. .

Ha particolare importanza il derivato assoluto del sistema
controvariante A* gia considerato.

Evidentemente, se si pone

B' = DA,
si ha
B‘[u] = u;' + 27‘3 05“ uf" u' b

dove gli accenti indicano derivate rispetto a s ed i simboli di
Caristorrer sono di classe 1.

4. - Per la derivazione assoluta lungo un curva C valgono
regole analoghe a quelle che si hanno per la derivazione cova-
riante dei sistemi somma, differenza, prodotto e dei sistemi com-
posti (p. 191-193).

Inoltre si verifica facilmente che i sistemi a, g ed a* b
v

altrove considerati, hanno derivata assoluta nulla lungo C.

5. - Dalla espressione dell’ elemento lineare si ottiene fa-
cilmente, sempre indicando con accenti le derivate rispetto al-
i’ arco, che

n

’ ’
lzhkab,huhuk= 1

¢, derivando i due membri colla regola di derivazione dei sistemi
composti, e tenendo conto del fatto che Da, =0, si ha
2385 1% - Dup =0,
1
o meglio
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Enah. ku;DuL =0,
1

Questa relagione si pud scrivere sotto la forma

[ G D=,
g

il che esprime che «il parametro
?h ﬂt * Dui,& )

il quale, quando non svanisce, appartiene certamente al o, di ¥V,
& ortogonale alla curva C ».

6. Der. — Una curva di una varietd V, si dice geodefica
ge in ogni suo punto la sua 2* retta principale & perpendicolare
al 6, di V,.

Per cercare lo geodetiche di V, si consideri una sua curva
C, e si indichi con o la lunghezza d’arco di C.

Si ha allora lungo C

f =§Afhui
[-] .
® Fr =Zufasis + BAu

dove gli accenti indicano derivate rispetto a o. Ricordando che

ﬁl,h =fn—24 C‘nfn
da cui
(4) fa="lur T30,

mutando nell’ultima  di (3) l'indice 2 in ¢ ed infine sosti-
tuendo in (3) alle f;, le espressioni date dalle (4), si ha

®) "’ =Zufirtatn+ S + 2O )fi.

Ora f” & un parametro della 2* retta principale della curva
(p. 219, teor. 2), ed esso sara normale al o, della V., se e solo
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se sono nulli i coefficienti delle f;, ossia se saranno soddisfatte
le equazioni
(6) uy + O uruy, =10 (=1, 2,...n).

Queste sono 7% equazioni del 2° ordine in » funzioni inco-
gnite della variabile 6, e quindi esiste una soluzione costituita
da n funzioni

(7) u; (0) (Z =1, 2,..., n)
che per o =0 acquistano, esse e le loro derivate prime, valori

arbitrariamente assegnati.
Se (7) & una soluzione del sistema (6), noi non potremo

affermare che la variabile o ha per la curva ottenuta il significato -

di lunghezza d’arco.
Percid indichiamo con s la lunghezza di arco della curva
ottenuta, e deriviamo assolutamente il sistema controvariante

du, ds
Hf — i 4f
do 4 do’
dove
du
i %%
A= .
Otteniamo subito
dH* du
(] 4 h *
DH'= s + 2, 0 H - =
— dH' . ) 98 _
-—( 7o —I—Z,.kC’MHH) F Pl

ds
= (ug’ + Z Chn urwz) s !
s
dove gli accenti indicano ancora derivate rispetto a o.

Ma le nostre (7) soddisfano le (6), e quindi le

DH'=0.
Ora si ha

, ds \?
Za a,,hu,u.=(%) .
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Derivando i due membri rispetto ad s, applicando la regola
di derivazione assoluta dei sistemi composti e ricordando che

.Dah_h=0, Si ha

w Vi
(8) Eua,',,u;DH"=—(—i—c—- ds 5

ma, per le DH* =0, il 1° membro di (8) & nullo, e quindi &
nullo anche il 2° membro di (8), ossia & nulla la derivata rispetto

. ds - ds
ad s di i quindi la v deve essere costante.

Indicando questa costante con ¢, abbiamo

” ' l/id du du
u; + ZuO‘Mu,,u,=c’( ds‘ + an‘n——d; -——ds")

e quindi la curva definita dalle (7) soddisfa alle equazioni

Pu,
ds*

duy, du,
+EMO;“W'W_ ,

dove s @ la lunghezza di arco. Ed & questa la condizione che
si richiede perch® la curva sia una geodetica. )

La possibilita di assegnare arbitrariamente i valori iniziali
delle funzioni (7) significa che per ogni punto di ¥, passano
geodetiche, e la possibilita di assegnare inoltre arbitrariamente i
valori iniziali delle derivate prime delle (7) ci dice che per ogni
punto di V, passano infinite geodetiche. Ciascuna di queste &
individuata, oltre che dal punto per cui deve passare, dal sistema
dei valori assegnati in quel punto alle derivate prime delle (7),
ossia dal parametro

af

du
ikl

l—dT,

e quindi si ha il
Teor. — Da un punto di una varietd V, ad = dimensioni

" escono infinite geodetiche della varietd, Se si fissa una direzione

del o, in quel punto, esiste fra queste una ed una sola geodetica
che in quel punto & tangente alla data direzione.
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7. - Dalle considerazioni svolte risulta che ogni soluzione
del sistema (6) individua una geodetica, e che, se s & I'arco di
questa geodetica, si ba lungo essa

s
a5 = costante,
e quindi
s=co+4b

dove ¢ e b sono delle costanti.

8. — Dalle (5) o (6) risulta che per ogni geodetica, se ¢ &
1a sua lunghezza d’arco, si ha

®) " =Zmfurtatis,
dove gli accenti indicano derivazione rispetto a a.
Se si pone
(10) Ah,%;r'qufh.kf;.tha
g

si ha (p. 220, teor. 3)

(11) o= f AL = Barg An s o Ut U
9

9. - Sia P un punto della V,, la
(12) f+Zwhoada,

in cui la f e le f,. sono calcolate nel punto P e le A sono
considerate come variabili, & una punto~funzione, e quindi descrive
una varietd W, che evidentemente & contenuta in II,.

Si vede facilmente che, se P’ & un punto di questa varieta,
tutta la semiretta che esce da P e passa per P’ appartiene alla
varietd W.

Infatti, fissati i valori delle A che corrispondono a P, ap-
partengono a W tutti i punti che si ottengono moltiplicando tutte
le ) per un medesimo numero reale p, ossia i punti

40 Zmlhed Ay

230 GEOMETRIA DIFFERENZIALE

che col variare del numero positivo p® descrivono il raggio uscente
da P e passante per P'.

Der. - La varietd descritta dalla punto—funzione (12) si dira
il cono geodetico di V, corrispondente al punto P,

10. - La punto—funzione
(13) f+| Eahhrdurdu) : (Saaa, rdupduy) |

nella quale f, le f, . e le @a, , sono calcolate in un medesimo
punto P di V,, e nella quale si considerano come variabili le
du,, o meglio i rapporti di »—1 di questi differenziali al rima-
nente, & una varieti che giace sul cono geodetico.

I punti di questa varietd banno dal punto P una distanza
uguale alla curvatura in quel punto della geodetica corrispon-
dente, il che risulta dalla formula (11). Questa varieta inoltre
¢ il luogo dei primi punti principali delle geodetiche per P.

Drr. - Diremo che questa varietd & la 18 vardeta principale
della ¥V, in P.

Ha pure importanza la considerazione della wvarietd dei centrs
di 1* curvatura delle geodetiche di V, passanti per P. Anche
questa varietd giace evidentemente sul cono geodetico corrispon-
dente a P,

4.
Studi sul‘ 2° spazio principale di una varieta.

1. Condizione necessaria e sufficiente perché una varietd sia uno spasio
lineare. — 2-3. Sistema di parametri normali ed ortogonali in MH,., —
4-5. Casi particolari nei quali i centri di 1% curvatura delle geodstiche giae-
ciono sopra una ipersfera di I,. — 6, Il parametro invariante J per le
n -+ 1

varieta col I, ad ( 9

) dimensioni.

1. — Consideriamo una varieti V, ad » dimensioni, ed in-
dichiamo con v il numero delle dimensioni del sio 2° spazio
principale II, .
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Manifestamente sara v<< ( i ;— 1\) (numero delle combina-

zioni con ripetizioni di n elementi a 2 a 2).

Tgor, — Condizione necessaria e sufficiente perché una va-
rieta V, ad » dimensioni abbia nullo in ogni punto il 2° spazio
principale & che V, sia uno spazio lineare,

Dm. — La condizione & sufficiente, perchs, se ¥, & uno spa-

zio lineare e se
(1) 4Pt UsPet oo UnPa

3 una sua determinante lineare, tutte le derivate seconde di (1)
sono nulle e quindi il o, coincide col o, ossia II, & nullo.

Viceversa, se II, & nullo e se f(x) & una determinante di
V., devono essere nulle tutte le f, , (r, s =1, 2,..., n), ossia
devono essere soddisfatte tutte le equazioni

fn—‘zﬁof'xfi = 0 .
Indichiamo con .
b; (u) (=1 2,..)

le coordinate di f(u) rispetto ad un sistema cartesiano ortogonale
X; =1, 2,...).

7
Ognuna delle funzioni b; () soddisfera alle equazioni

&b, . b
du, ou, — 20 ou,

0.

Questo prova che la matrice delle derivate prime e seconde
di n+ 1 delle b, deve avere caratteristica <<m.

Esistono » delle b; che hanno un determinante fanzionale
diverso da zero, perch® altrimenti la J; avrebbe un numero di

dimensioni < n. Supponiamo che tali siano le
byy byyenny ba

Allora, considerata una & diversa dalle prime 7, la matrice
delle derivate prime e seconde delle 7 41 funzioni

by, beyeery bay by

ha caratteristica uguale ad n.
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Quindi il sistema delle equazioni nelle A
5. b ab;

2 - it A

@ Eh G T =0 k=1,2,.., n)
n b )

3 — i AN —

(3) };“'l‘au.au,, +‘)"8u,6u,, =0 (h k=1,2,..., n)

ha soluzione non nulla, e tutte le sue soluzioni non nulle sono
fra loro proporzionali.

‘ Consideriamo una soluzione. Derivando una volta Ie equa-
zioni (2) e tenendo conto delle (3), si vede che le equazioni
del gruppo (2) sono soddisfatte anche dalle derivate prime delle
A rispetto ad una medesima variabile %, qualunque essa sia.

l.ria anche la caratteristica della matrice dei coefficienti delle
equazioni (2) & »; quindi le A devono essere proporgionali
alle l?ro derivate prime rispetto ad una medesima u, qualunque
esa sia. Dunque le A devono essere proporzionali a delle costanti;
inoltre deve essere X,40, perchd il determinante funzionale dell(;

biybyy ..., b,
¢ %0. Dunque esiste per ogni j>#» un sistema di costanti
i, ) = .
per cui B =t2m
0b; ob,
T d"j.t‘—‘—auh (r=1,2,...,n).

Integrando si avra
b= oo b+ G

dove ¢; sono costanti.
Assumiamo le

@ byby, ooyt

come nuove variabili. Esistera un sistema di valori delle (4) tale
che, in esso ed in un suo piccolo intorno, converga la serie’

E{l[‘l‘:‘ P‘.Mbi + 0;]’ .
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Se colle (4) indichiamo il sistema di valori che consideriamo,
la serie precedente converge, e converge se al posto di &, si
pone b,4 &, dove & indica un incremento sufficientemente pic-
colo. Converge quindi la serie differenza di queste due serie,
ossia la serie

E_Jl26 [:H“ R e 5’311 fia”

Dividendo per & e poi facendo variare 8, si conclude che
converge la serie

* 2
ot
aHl
In modo analogo si dimostra che convergono tutte le serie

o« . .
Z; ¢ (t=1,2,...,m),
nfl

e poi facilmente si dimostra che converge la serie

- 2
;e .
a1

Consegue che le serie
X, +§{ . &
convergono in media verso delle funzioni ¢,, che la serie
2 X,
converge in media verso una funzione ¢, e ché infine
O+bpt+ 0Pt ...+ nPa

& una determinante di ¥,, e che quindi V, & uno spazio eu-
clideo ad n dimensioni. ‘

2. - Se in un panto P lo spazio principale Il; ha v di-
mensioni, noi possiamo trovare in II, un sistema di v parametri
normali e a due a due ortogonali X (¢i=1,2,...,).

§
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Poniamo
x,,.=fx.f,,,dt L
i ‘
9

Non puo esistere un sistema di A non tutte nulle per
i

cui sia

(5) 2;)_\-3_:,.,, =0 (r,s=1,2,...,m),
i

o, in altri termini, che i sistemi assoluti z,, sono linearmente
i

indipendents.

Infatti, nell’ipotesi che esista un sistema di A non tutte
i
nulle, per cui siano verificate le (5), posto
Y=2Z7- X,
v
si ha

7 futt=si- [x fat=20-5.,—0
[4 3 i ¢
g

e quindi ¥, che & un parametro di Il,, & ortogonale a tatti i pa-
rametri di II;; perci6 Y & nullo, ossia

A X
i
¢ generalmente nulla, ed i parametri X devono essere linear-
i
mente dipendenti, il che non pud accadere.

3. - Evidentemente si avra

r;.n = ztp'r,a N X )
[} s

poichd f,, & un parametro di II,; ed allora, moltiplicando per
iX , integrando e ricordando che

1, 3¢ ) =1
[X-th=
;7 0, sej i,
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si ha
[LﬁM—w”
J J
ossia
§ == xr.s
ey
ed infine
v :
(6) fra= le‘fr,.-lf .

4. - Ha importanza il caso in cui sono linearmente dipen-
denti i v+ 1 sistemi assoluti

a.. e Z, (¢=12,..., v).
+
In questo caso, se
Q= 2‘()‘ ’:.vr.: ’
+

il parametro
Y=ZXA.-X
[ 4
& tale che
/Y-f,,,dt=2‘k-[X-f,_,dt=Zik-x,_, =a,, .
[} [} [ Y
9 g

Esiste allora un parametro Y di II; per il quale si ha

a,,;/Y-ﬁ‘,dt .
4

Poniamo 2 =1: Vf Y*dt. Allora Y'==kY & un parametro
4

normale, e si ha

[ Yf.di=k-a,, .

9
Ma siccome il sistema delle X si pud scegliere in modo
1

che tra i suoi parametri vi sia tale parametro Y’', possiamo sem-

pre supporre che X sia tale parametro Y’, ossia che Z,, =k .a,,.
v v

Thas
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Consideriamo ora la 1% varietd principale corrispondente al
punto P. Essa 8, come sappiamo, descritta dalla punto-funzione

3, fondu,du,
I+ 3, 0..dudu, ’

o, tenendo conto della (6), dalla punto-funzione
f + 2(2 * X ’
t 13

dove
L.z, . du,.du,
z - _‘_—___
¢ X,a,,du.du,
Ma, poichd z,,=k-.a,,, & T=EF, ossia la 1% varieta
v v

principale corrispondente al punto P giace nello spazio lineare a

v—1 dimensioni di equazione = k.
v

I centri di 18 curvatura delle geodetiche uscenti da P si
trovano allora sulla ipersfera di Il; che passa per P e che si ot-

tiene dall’ iperspazio euclideo x = % con I’ inversione per raggi
v

vettori reciproci di centro P.
Si ha adunque il
Tror. — Se nel punto P lo spazio principale II, ha v dimen-
sioni, s¢ X ({=1,2,...,v)  un sistema di v parametri normali
1]

e a due a due ortogonali di II,, e se i v+ 1 sistemi assoluti

a,, ed :_z:,_,:fX:-f,,,dt (t=1,2,...,v)
s %
g

sono linearmente dipendenti, i centri di 18 curvatura delle geode-
tiche per P giacciono sopra una ipersfera di II, passante per P.

Consegue che, se Q ¢ I’antipodo di P in questa ipersfera,
i centri di I' curvatura delle geodetiche per P sono le proie-
zioni ortogonali di Q sulle normali principali di dette geodetiche.

5. ~ Se
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allora, poiché ognuno dei sistemi

a.,, ed z,, (£=1,2,...,v)
i

ha v elementi, la matrice formata con questi elementi {matrice
che ha v+ 1 colonne e v righe) ha caratteristica v, ed i v-1
sistemi '
a,, el ., (f=12,...,v)
1

sono linearmente dipendenti.
Si conclude che vale il

Teor. - Se in P il 2° spazio principale ha (" g- 1) di-
mensioni, i centri di 1* curvatura delle geodetiche di F, passanti
per P sono situati sopra una ipersfera di II, passante per P.

‘6. — Sempre supposto v = (n ;_ 1 ), poniamo, come a p. 229,

An,h;p,q"‘fﬁ.hﬁ.th )
g

ed indichiamo con A il determinante di ordine v ottenuto facendo
percorrere nello stesso ordine alle coppie kk e pg tutte le com-
binazioni con ripetizione a 2 a 2 dei numeri
L,2,...,n,

e mettendo in una stessa riga tutti gli elementi colla stessa cop-
pia k%, in una stessa colonna tutti gli elementi colla stessa
coppia pg. Per I ipotesi fatta sul numero delle dimensioni di II;,
& A%0. )

Indichiamo poi con A4*#¢ il reciproco di 4, ,, diviso per
Ty« Ty, dove & a = hk, B=pq e =, indica, al solito, il nu-
mero delle permutazioni distinte delle cifre di a ().

Il sistema A4™%?? & un sistema assoluto con 4 apici di
classe 18 (p. 199, § 5), e si ha

(*) Ossia u“=1 se lo cifre di o sono uguali, e m, =2 se lo cifre di «
sono diverse.
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i o, se hk + rs

7 i AMura A, p—
@ o wpe —1-, se hh=rs=ua.
. =
Poniamo
(8) a? = 3, a,, AV
e
9 =250 foq -

Evidentemente J & un invariante.
Io dico che il punto
f+J,

che indicherd con Q, & I’antipodo di P nella ipersfera considerata
al § precedente.

Basta che io provi che, proiettando ortogonalmente Q sulle
normali principali alle geodetiche, si trovano i centri di curvatura .
di queste geodetiche.

, Ora & chiaro che, se R & la proiezione ortogonale di Q sulla
retta PS, essendo S un punto della 18 varietd principale, si ha

PR = PQcosQPR ,

EM fh.k du’h du, _
fJ' S O 5, QU AUty di=PQ.PS-cosQPR .,
g

Ma il 1° membro dell’ ultima uguaglianza vale, per (9), (8)-
e (7),
Sapg 00 - Apa; padndu,
Zn O p Auip duy,

2"‘ rs zn du“ du,, 2}1 Arnra Ahvh; e __ 2,., Qs dur du: =1 (l)
L O x dup dusy, T Taoadundu, )

e cio in base alle relazioni che passano fra gli elementi di 4 ed
i loro reciproci.

(%) Bi noti per questo passaggio che, se r¥s, si ha

Z,, du,du, B, ArePAA,, =t du duqt o dudu =dudu ,

hhipg
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Dungque
PQ.PS.cosPQR = 1

e, tenendo conto della
PR = PQcosQPR ,
si ha
PS.PR=1.

Cid prova che R & il centro di 18 curvatura della geodetica
per P corrispondente al punto S.
Calcoliamo infine il diametro PQ della ipersfera. Si ha

—
PQ = f St = Zpsp 0 0P A 1 p.g = Snp OB B Bpg AP Ay 0 =
H

h.k — LA A
= B o™ @y ) = Dypgg Oap Op g AV P .

5.

11 teorema di Meusnier.

1-2. Direzioni asintotiche. — 3. Lo Spy1 tangente ad una ¥, lungo
una sua direzione mon asintotica. — 4. Il teorema di MrusxsEg.

1. — Sia ¥, una varietd ad » dimensioni e sia P un punto
preso su essa.

Consideriamo nel o, corrispondente a P una retta & uscente
da P.
Esistono infinite curve di V, passanti per P e tangenti a 9.
Indichiamo con ¥ una di queste curve.

Se f(¢; ) ® una determinante di V,, se s indica la lun-
ghezza di arco di 7 e se indichiamo con accenti le derivate ri-
spetto ad s, si ha (p. 226)

(1) [ =2ufr ntithn +2ufu(wd’ + Zn Ol 1)«
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 Osserviamo che (1) & un parametro della 2* retta principale
di yin P.
La direzione &, insieme colla condizione

Zla,uamuwi =1 (@, =fﬁﬁ.dl) '
9

la quale esprime che s misura la lunghezza di arco, individua
gli-elementi u, (k=1, 2,..., n).
Drr. — Se la direzione & & tale per cui il parametro

”
!’ ’
lznu f;;, x Up Un

risulta generalmente nullo, si dice che & & una direzione asin-
totica reale di V, in P,

2. - Se lo spazio principale II, della ¥, corrispondente al
punto P si riduce ad una retta, e se X & un parametro prin-
cipale di questa retta, Ia condizione perché unma direzione & sia
asintotica si traduce nella condizione

n
/(?ufu. vau) X dt=0
I/
€, ponendo

bh.k=ffh,k'x‘dt7
9

nella condizione

(2) lzubh,uu;u£=0 .

Se la equazione (2) nelle u, ha soluzioni reali, queste indi-
viduano delle asintotiche reali di ¥, per P. In particolare, se
n =2, la (2) ammette due soluzioni, poiché la (2) diventa una
equazione di 2° grado nel rapporto w«;:u;. Se queste. due solu-
zioni sono reali e distinte la ¥V, ha per P due direzioni asinto-
tiche reali e distinte. .
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3. Dur. - Se & & una direzione non asintotica di V, per
P, lo spazio lineare ad % 4 1 dimensioni che passa per P e che
contiene i parametri

1) ﬁ?ﬁr")ﬁw ‘?hkfh,ku;;“iln

si dira lo 8,4, langente in P a V, lungo 3.

Nello §,,; tangente in P a ¥, lungo & cadono tutte le 2°
rette principali in P delle varie linee v di ¥, passanti per P e
tangenti a J.

Infatti un parametro di una di queste rette & una combina-
zione lineare dei parametri (1).

4. - Tror. di Mevs~iEr., I primi centri di curvatura delle
curve 7 passanti per un punto P di una varieta V, e tangenti
ad una medesima retta & non asintotica sono situati tutti sopra
una medesima ipersfera dello 8, tangente a ¥, lungo 8. Questa
ipersfera passa per P e I’antipodo di P in essa & il 1° centro di
carvatura della geodetica di V, tangente a 8.

Dm. - Bastera provare che, se ' & la geodetica tangente a
3, se ¢ @& il suo 1° centro di curvatura, se v & un’altra curva
tangente a & ese @ & il 1°.centro di curvatura di v, il punto @
€ la proiezione ortogonale di Q' sulla 28 retta principale di 7.

Ora

"
Y = PQ - frrtit

Z=PQ. [lzru» farni + %-‘ foluw! + ?ﬂm Cix Uty |

sono parametri normali (') delle 2° rette principali di { o 7.
Se con R si indica la proiezione ortogonale di Q' sulla retta
PQ, si ha

PR — PQ’-/ YZ.dt .
g

. . , . , . . " -
(*) 8i noti che PQ’ ¢ uguale all’ inverso di V f Cafurwiul)?dt | ed
g 1
analogamente per PQ.
G. ViraLl — Lexioni di geometria nello spaxio hilbertiano 16
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Ma, ricordando che le £, sono oriogonali alle f;, si bha

[Y-Z-dt= PQ’-PQf[?nfu“;“;]’dt =
g s k

= [PQ - PQ|: [PQT=PQ: PQ .

Dunque PR = PQ .[PQ:PQ] = PQ. Questo dimostra che
R coincide con § e che quindi il teorema & vero.

8.
Varietd minime.

1. Enunciato del problema generale di massimo o minimo. — 2. Il pro-
blema delle varietd minime. — 3. Il parametro invariante I.

1. — Consideriamo una varietd ¥V, ad » dimensioni della
quale f(u) sia una determinante.

Consideriamo poi una porzione t del campo di variabilith
delle » e indichiamo con K il contorno di .

Sia ¢ un 1-variante costruito- col solo concorso della f e di
sue derivate. Tale potrebbe essere

a'y Q' ..., O
1 2 »

con gli esponenti numeri reali soddisfacenti alla relazione

) n4v)__
233 1)) =1

In tale ipotesi, 1’ espressione

(1) flw-du,odu,...du,

(dove l’f indica un integrale riemanniano multiplo) & un inva-
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riante, come risulta dalla legge di trasformazione degli integrali
multipli per un cambiamento di variabili.

Ci si pud porre il

Prosrema. - Fra le V, per cui la f{u) ha al contorno K
dei valori assegnati determinarne una per cui I’ espressione (1)
diventi massima o minima.

2. - Noi ci limiteremo qui a considerare il caso in cui

¢=Va .
1
Consideriamo un sistema ortogonale cartesiano di riferimento
‘X (t=1,2,..... )
ed indichiamo con
z (t=1,2...... )

t

le coordinate di f(u) ad esso corrispondenti,

Immaginiamo che f{u) sia la determinante della varieta che
si cerca e teniamo fisse tutte le coordinate di f{u) ad eccezione
di una particolare z.

Poichd nella p=}a non figurano che le derivate prime di
1
x, applicando le prime nozioni di Calcolo delle variazioni, tro-
L3

viamo, per il variare della sola z, 1’ equazione di Evurero
i

" 9 é
2 2 (Lr) o
@) z’&u,(éz,) 0,
N [

dove z, indica la derivata parziale di z rispetto ad .

4 3

Sviluppiamo la (2). Intanto osserviamo che la nostra P &
funzione delle a,, (kk =1,2,...,7n) e che, essendo

@

G =L Zh - Tr
16 4

solo quelle a,, che hanno almeno un indice uguale ad r con-
tengono la =z, ,
: [}
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é @
Inoltre ~a‘:’:’h = aa:,, (h=1,2,...,r—1r41,..,7)
e
2.z, , se h=r
aar,h . i
oz, T, se hir.
i

Allora, applicando la ordinaria regola di derivazione di fun-
zioni composte, si ha

d¢ > 99
axr 2 ' §h aarh ’ .?"
]
Ma
a? —— _1_ > r.A
da,, 2 “xz v
Danque la (2) diventa
” a n »
4 —_— . AL =0.
GO ler u, (VZZ ‘?"‘} ?")
Questa equazione & della forma
2") %nph'?h'i‘lzner':?nr-_—oq

dove z,, indica la derivata di z, rispetto ad w,, ed i coefficienti
[ 3 i

P e @ non dipendono dail’ indice .
Moltiplicando per X la (2”) e sommando rispetto ad ¢, si

ha nel primo membro una serie convergente in media verso

5P /i +2n Quhh (. 101, teor. 1) ()

ossia verso ,
%2 (ya.Ea
- —— (Va.Z,a .
i 3u,.( 1 xhl fh)

(*) Poiché le sorie 2, f;. X e I :‘:;,.r )‘( convergono in media verso
+
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