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Carrroro IX.

CURVE SGHEMBE ALGEBRICHE SPECIALI
DI ORDINE QUALSIVOGLIA.

§ 1. Curve simmetriche rispetlo ad un tetraedro.

G. Lamé ha per primo considerate 1) le superficie rappre-
sentabili in eoordinate cartesiane mediante equazioni della forma

x a y a 2 1a
1 (—— L[ +-(~—)=1
( ) 7 ) /) 14
ove a ¢ un numero razionale (positivo o negativo) che diremo
indice della superficie. Mediante una trasformazione omografica
nascono da esse altre superficie che si possono rappresentare
in coordinate proiettive mediante equazioni della forma :

(2 2 -,

(2)
() ay @y ' ag

sono le superficie simmetriche rispetto ad un tetraedro (o pitt bre-
vemente fedraedralt) considerate da J. de la Gournerie 2). Per
determinarne Vordine bisogna distinguere il caso di a positivo
da quello di a negativo:

1. a=%, ove p,q sono interi positivi fra loro primi ;

Vequazione (2) diventa razionale scrivendola come segue :

ng V(&S \/@* \/(iT)L 3\/@7§=0

') Ezamen des diff. méthodes employées pour resoudre les problémes de géomé-

irie (Paris, 1818, p. 117).
2) Recherches sur les surface tétraedrales symétriques (Paris, 1869),

G. Loria, II.
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ove ¢ ,¢,,¢, sono radici ¢™° dell’unitd ; percid i fattori sono in
numero di ¢%; ognuno & del grado -g-, onde il prodotto & del
grado pg® ordine della superficie.
I a=-— —S— » Ove p, g hanno gli stessi significati di prima;
la (2) pud scriversi
» ¥ ? 14
(@)? + (i’l)? + (31)7 + (&)? =0;
\ @, @, Z,

ossia
» 2 2

N 7 W7 q
(ap%32525) " + (0,24%0%5) * + (@gToy2g)  + (ag2o@y@,) =0

[rs

razionalizzandola si ottiene, ragionando come prima, un’equa-
3
zione del grado q3—gi= 3 pg? ordine della superficie nel caso

attuale. Gli spigoli del dato tetraedro ne sono rette di molte-
plicita pg?
La superficie (2) & tagliata da altra analoga

o GG () ()

in una curva I" che si dird simmetrica rispetto al tetraedro di
riferimento e per la guale passano oo’ superficie analoghe ; fra
essi si trovano quattro coni, ciod quello che si ottiene elimi-
nando #, fra le equazioni (2) o (2') e che ha per equazione

(3)
a.° b e a.® b.o a.® , @
a.la( Oa _‘_OZ'> +‘T2a ( 0.0 ) +‘T3a (ﬁo_i)=0 »
% by a,” by* ay” by
ed i tre analoghi: le loro basi sono curve triangolari simme-
triche 1). Siccome ogni binomio che compare in quest’equazione

¢ suscettibile di ¢ valori cosi I intersezione delle due superfi-
cie (2), (2') & costituita da ¢® curve analoghe, ma fra loro di-

stinte, Ora se a & positivo e = {; I intersezione completa di

') Cfr, G. Loria, Spez. Kurven, T. I, p. 346.
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dette superficie & dell’ordine p%* onde ciascuna delle curve in
esame & dell’ordine p%q. Se invece g — — —;; I’ intersezione com-

pleta & dell’ordine 9p%¢*; siccome comprende gli spigoli del dato
tetraedro contati ciascuno p*q* volte e siccome si spezza in ¢
curve congeneri, cosl ciascuna di queste & dell’ordine 3p2q,

Fra le curve in esame si trovano quelle suscettibili della
seguente rappresentazione parametrica

(4) orf =Ikit+1 (i=0,1,2,3)

t essendo un parametro, %, 1 costanti, e o un fattore di propor-
zionalitd ; infatti eliminando ¢ e ¢ si ottiene il sistema seguente
di equazioni :

o @ g &y
(&) k, k, k, k2 | =0,
A A A ly

le quali rappresentano appunto quattro coni del tipo (3); ag-
giungiamo che la curva in questione sta anche sulle =3 super-
ficie rappresentate dalla equazione

woa 1(1 za maa
k k k k
(6) (] 1 2 3 -0,
A L, L, Iy
my my my mg

al variare delle costanti My 3 My, Mg, Mg,
Alle (4) daremo la seguente forma pili conveniente

(#) ez =b(@—a)" (i=0,1,2,3)

1
© chiameremo n( = 7) indice della curval); se & negativo

© soltanto allora la curva passa pei vertici del tetraedro fon-

) Per n =3 0o = —1 si ritrovano le oubiche gobbe e per n = 4 le
quartiohe di I specie riferite ai loro quattro piani stazionari (v. vol. I, p. 285).

AR Tt I AT T
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damentale (questi punti corrispondono ai valori a,,a,,a,,a,

del parametro). .
La tangente alla curva (4') nel punto di parametro 1 &

rappresentata (v. vol. I, p. 10, eq. (I1"”)) come segue:

z 2, !
Ly &z, 2 —_, |
by (A—ag)®=t " by (A-—a;)>7F 7 by (A—ay)""t 7 by (A—ay)® 1_0
1) » ay ’ Ay y Qg [
1 ? 1 b 1 H 1 i

Dette Ty, 7,,T,,T, le intersezioni di essa con le facce del
tetraedro fondamentale, si trova che le loro coordinate sono date

dal seguente quadro:

0 s (84-00)D, (A-a)"7Y, (@00 by(A-a) 2L, (ag-ag)by(A-ag)"?
(a9-a4)by(A-a4)"1, 0 y (Qg-0,)by(A-00)" 71, (Gg-0y )By(A-a5)" 2
(ag-ag)bo(A-ag)> L, (ay-ag)by{A-ay)™2, 0 s (Ag-a,)bg(A-ag)>"2
(@-03)bo(A-ag)"™2, (a,-Gg)bg(A-a, )", (ay-a5)by(A-ay)" Y, 0

In conseguenza si ha:

-, a, —4a,
(T T, T,Ty) = —2—% : 21" % ,

Qo —0ag ay—ag

le tangenti della curve (4) o (4') tagliano, dunque, le facce de'l
tetraedro di riferimento secondo quatiro punti che formamo un bi-
rapporio costante ; quella curva appartiene in eonseguenza ad un
complesso quadratico di rette (complesso tetraedrale) avente quel
tetraedro per superficie simgolare 1).

1) 8i puo dimostrare che guesta proprietd non & in generale posseduta
da una curva simmetrica rispetto ad un tetraedro. Si noti infatti che la tan-
gente nel punto (x, , 2y , %5 , #3) dell’ intersezione delle due superfieie (2) e @)
& rappresentata come segue

"1 Xy Laxn + "1 Xy L B

=0
o a' a" ag®
xy""1 X, ;"1 Xy 7, -1 X, x3""1 X -0:
bou + blu + bz“ + bau ’
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Le formole (4') permettono di determinare tutte le carat-
teristiche della curva che rappresentano nel caso in cui n sia
un numero razionale. Per trovare lordine tagliamo la curva

col piano
2 =0;
1

i punti risultanti corrisponderanno alle radici dell’equazione

(7) 2¢b (A—a)" = 0;

per calcolarne il numero occorre distinguere il caso di n po-
sitivo da quello di » negativo. Se »n =% (p , q positivi e primi re-
lativi) razionalizzando la (7) si giunge ad un’equazione in 4 del

grado pg¢?; mentre se n = — P 5 ne ottiene similmente una

del grado 3pg?; quindi si conclude (d’accordo con quanto si vide
prima) : Uordine di una curva simmetrica rispetto ad un telrae-
dro ¢ espresso da una o tre volte il prodotto del nwmeratore per

dettene ancora 7y, Ty, Ty, T3 le tracce sulle facce tetraedro di riferimento

@ posto per brevitd

1 1
- oy
Ly = * > = — Ly ’
| 1 1
.
si vede che le loro coordinate hanno le espressioni seguenti :
0 » " Lag" 1 Loy , @g" 1ay" L Lgy , #y 1oyl Lyp
w1 gy™ 101y, , 0 y 3" 1y 1 Loy , wp" 1w 1 Ly
%3 1oyt Lyg , 2" lay™ 1 Ly 0 ) @ 1@ Ly
2" 12" Loy, g Lap ™ Loy 5 @y lap" 1 Ly 0

Ora da queste si trae:

@3" 1 LngLgg — ™1 Ly Ing
— 23" 1 LygLgy + wp™ 1 Lyy Lyp

(TyT1 T T3) =

espressione in generale variabile con le x ; riuscirebbe costante soltanto nel-
1 ipotesi che le costanti a , b soddisfacessero la condizione

L%y — Ly; Ly3 =0.
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il quadrato del denominatore della funzione esprimente il valore
assoluto dell’ indice, secondoché questo & Postiivo o negativo.

Le coordinate omogenee della tangente in un punto qua-
lunqoe della data curva sono notoriamente proporzionali ai de-
terminanti estratti dalla matrice

E

bo(A=ag) 5 b (A-a)® |, by(A-ay® | by (A - ag)®
nby (A~ a)*1, mby (A-ay)* 1, nb, (A-ay)"= | nby (A-ag)n-1

percid si pud scrivere
(8) Pik = bibye (A—a;)* ! (A— ay)"~1 (4, — ay)

ossia, per le (6),
(&)

1l 1 n-1 n—1
Px=H( b a; » gz (a;—ayj .

Emerge dalle (8) che il rango della curva & dato dal numero
delle soluzioni della seguente equazione in A:

2 gy biby (A—a)* 1 (A— )" (@ —a) = 0

ove tki'k’ & una permutazione qualunque dei numeri 0,1,2,3.
Ora, se p e ¢ hanno i significati di prima razionalizzando
questa equazione (se necessario) si trova un’equazione

di grado 2 (p-—gq)q* se n>1

> » 2 (g—p)gt » 0<n<l

> > 2 (p+gg » n<0;

€ questi numeri esprimono, negli indicati casi, il rango della data
curva.,

L’equazione dell’osculatore &, invece. m .
elle co _
renti X, .., X,: ’ ) coordinate cor
XO
by (A—ag)®
nb, (A— ag)n-1

n(nhl) bo (;'_ao)n-z y e
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ossia

X
O) Gty () (0 — ) @y —ay) + - =0,

che si pud scrivere anche cosi :
Xy

‘(9') a7 (@y—dy) (ag—a,) (@, —ay) + ... =0.

by 1y

Se nella (9) si considerano le X date e 1 incognita essa
potra servire a determinare la classe; ed invero razionalizzan-
dola se & necessario si trova un’equazione

di grado ¢%(29—p) se 0 <n<<2
» > 33 (p—2¢) » n>2
»  » EP+29 » n<0;

tali sono le espressioni del rango della curva in ognuno di que-

sti casi.
La curva data I" & proiettata da ciascun vertice del tetrae-

dro fondamentale sulla faccia opposta secondo una curva I”
dello stesso genere; ma I” & una curva triangolare simmetrica

d’ordine%; applicando quindi un teorema di V, Jamet 1) si

conclude che il genere di I, al pari di quello di I, & dato da

(_q;l)?(g_—_—_@ sempre nell’ ipotesi che sia 'n=i% .

Consideriamo in particolare la cubica gobba rappresentata
dalle equazioni
B

(10} or; = T—a

applicando quanto si espose prima si vedrd che per essa tan-
gente ed osculatore sono determinati come segue :

a0 (o — ap)
11) ==l "k
. P XA
X, B,2 )
(12) x"‘ﬂ;—(az—-—aa) (az—ay) (@, —ay) + ... =0;
)

1) G. Loria, Specielle alg. und transs. ebene Kurven, T. I, p. 346.
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supponiamo ora che questa curva e la deta (4') abbiano comune
il punto (w,,,2,,2,) e la corrispondente tangente ; cid esige
abbiano Iuogo tutte le relazioni seguenti:

[ .

1 1 n-—1 n-—1 2, 2
— ol x.em a; — ay)
b2 bt P omy P (g =k Kk (o —
Bifx

08sia
n+1 n -1

aG—a Z; * my

T Bbe L

b;® b ® -

a. —

i ax

Ora sostituendo questi valori mella (9') si ottiene un risultato
divisibile per
;42 2042 242 242

n n n
Zo y Ty )
R

502ﬁ12/322ﬂ32 boTb]szTbs

Ble| B
-

tolto questo fattore si ricade nelPequazione (12j. Cid permette
il seguente

TEOREMA. 8¢ una cubica gobba é circoscritta ad un tetraedro
ed ha comuni con una curve simmetrica rispetto a questo un punto
¢ la corrispondente tangente, essa ha ivi comune anche il corrispon-
dente piano osculatore

Donde il seguente

CoroLLARIO. Se¢ due curve simmetriche rispeito allo stesso te-
lraedro hamno comuni un punio ¢ la corrispondente tangente,
avranno ivi comune anche il piano osculatore.

Proiettiamo le due curve di cui parla il teorema prece-
dente da un vertice qualunque del tetraedro fondamentale
sulla faccia opposta ; otterremo una curva triangolare d’indice

1 .
w ed una conica fra loro tangenti nel punto P’ proiezione del

punto P comune alle due curve date. In virtd di un noto teo-
rema il rapporto dei raggi di curvatura in P di queste & eguale
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a quello dei raggi di eurvatura in P’ delle proiezioni; ma que-

sto 1) vale 2 - - Sussiste, dunque, quest’altro

n
TEOREMA. Il raggio di curvatura in un punio gualungue di

una curve simmeirica & indice n rispetto ad un tetraedro sla nel

col raggio di curvatura mello stesso punio della

2
rapporto
11

cubica gobba che la tocca in quel punito ed é circoscritta al tetrae-

dro fondamentale 2).
Pitt generalmente sussiste il
TEOREMA: Se due curve sono simmetriche rispetto allo 8lesso te-

traedro hanno gli indici n,n’ e sono tangenti fra loro in un punio,
1

le loro curvature nello stesso stanno fra loro nel rapporto 1 ;‘ .

§ 2. Curve di cut tutte le tangents

appartengono ad un complesso lineare 3).

TEOREMA DI APPELL. Quando tulte le tangenti di una curva
appartengono ad un complesso lineare, il piano corrispondente ri-
spetto al complesso ad un punto qualunque della curva stessa coin-
cide col relativo piano osculatore.

1) G. Loria, Spezielle alg. und transs. Kurven, T. I, p. 345.

2) Jamet, Sur les surfaces et les courbes téiraddrales symétriques (Ann. de
UEc. norm. Sup., III Ser., T. IV, 1887, V, Suppl. p. 3-78); Fouret, Sur
les rayons de courbure des courbes triangulaires et des courbes tétraédrales symé-
triques (Bull. de la Soc. math. de France, T. XX, 1892, p. 60-64).

3) P. Appell, Sur les propriétés des cubiques gauches et sur le mouvement
hélicoidal @un corps solide (Ann. de V’Ee. norm. sup., II Ser., T. V, 1876,
P. 246-T4) e Sur les courbes dont les tangentes appartiennent & un compléxe li-
néare (Nouv. Ann. de Mathém., ITI Ser., T. XI, 1892, p. 115-19). E. Picard,
Application des compléxes linéaires d Vétude des surfaces ot des courbes gauches
(Ann. Ec. Norm. Sup., II Ser., T. V, 1877, p. 329-66).
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.DIMOSTRAZIONE. Per rappresentare un complesso lineare
mediante coordinate cartesiane sj pud evidentemente adoperare
la segunente equazione :

1)
L M N
A(ml—%HBly,-—yzHG(zl—zg)+ @, Y z |=0.
Zp Y2 %

Sia poi

la rappresentazione parametrica di una curva - I" arbitraria; Ia
J

sua tangentfa nel punto Z,¥%,% avra per equazione (X, Y,Z es-
sendo coordinate correnti) Y

@) L—e Y—y 27—,

7 =

&€ y' 2

onde le sue coordinate Saranno proporzionali alle sei quantity
TES Yy =Yy —yr, o — iy y oY —a'y.

Se, quindi, I appartiene al i
q complesso lineare (1 i
tutti i valori di t, I’ identita “ ssisiers, per

L M Ny |
(3) A2’ + By + 0/ —| o y z j=0
4 ¥ 74 |
epperd anche la seguente che se ne trae per derivazione
L M N
4) 42" + By" + 02" —| o Y 2 [=0
wli ?/Il zll ’

Notiamo poi che il p; i
P1ano che corrisponde rig etto al com-
plesso al punto (z,y,z) ha per equazione: i o
(5)
L M N

A(X-x)+B(Y—y)+C(Z-—z)+ X-2 Y-y 2-, =0

& y z
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Ora le tre equazioni precedenti si possono scrivere come
segue : ,

(3)
M | N LY L M

g —_ Ngm’ +SB—— sy' +§G’~— ;z’ =0
y 2 7z 2 Uz oy

#)
MN N L L M

éA— {w" +JB-—{ (y" + 20— Sz" =0
y 2 |z« z Yy

(5"
M N ( { N L L M

g — { (X-z)+ 13—‘ ‘% (Y-y)+ §0-— (Z-2)=0;
y o ol o

inoltre le tre espressioni in ; | non sono identicamente nulle,

chd altrimenti la curva si troverebbe nel piano Az + By + Cz=0;
in conseguenza si conclude essere

X—z Y—y Z—z
(6) 4 z ¥ Z
wll yII %I

|
!
|
!
i
i
i
i

sotto questa forma si pud dunque scrivere la equazione (5); ma
essa compete all’osculatore a I', dunque il teorema & dimostrato.

COROLLARIO. Se una curva appartiene ad un complesso li-
neare, i punti di contatto dei piani in cui essa & osculata da
piani passanti per un punto dato P stanno in un piano (che &
quello corrispondente a P rispetto al complesso).

TEOREMA DI PICARD. Se una curva appartiene ad un complesso
lineare, le rette che la toccano mes punti di contatto con i piani
stazionari, ha ivi con la curva un contatio di second’ordine.

D1MosTRAZIONE. Conservando le notazioni precedenti ricor-
diamo che i piani stazionari della curva I’ corrispondono ai va-
lori del parametro ¢ che annullano il determinante

a y' 2
D - w’l yll i 7

r7s 7 ”
4

Ly

(M
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Dalle (4), differenziando nuovamente, emerge 1’ identita

® I ¥ N | ) L M ¥
|

.A_$’” +B:l/" + OZ"'— x :'/ 2 :‘= ; w/ yl 2’

ml'l y'll %I’ ) 1 m’l yll z'l

Usando abbreviazioni di evidenti significati le (3), (4), (8)
possono scriversi :

W+ Y +7E =0, @By £y =0 | ax' 4By +yd” = A
allora la (7) da
| a’ +py +yd oy x
at’ + By’ +yd g | =
ar’”’ + By 4y g

D:i
a

’ ! 7 A 27 2w
Y2 —y z’)=—3—(_z’w —2 m)=%(w’y"-—-w" ).

Si osservi ora che 1la posizione dei piani stazionari di I non
dipende dal complesso lineare considerato ; percidp D deve annul-
larsi indipendentemente dai valori di L, M, N il che esige sia

: 55" ’ z/
(9) I{ ’7 yn ’ “ = O,
ety o
ossia
L” _ yu _ zn
-Z', :l/, = ‘2_;—

© poiché cid esprime che 1a tangente nel punto (@, y, 2) ha ivi
con la curva un contatto di second’ordine, cosi il teorema & dj-
mostrato.

COROLLARIO. Dalla (7) si trae differenziando

/ ’

@& Yy 2
D = il e ’

{ Y r'd

xIV y v 21V

cid prova che, se sussistono le (9), coesistono 1le equazioni

D=0, D =0; D ¢ quindi 41 quadrato perfetio di una funzione
del parametro.
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Rispetto ad un complesso lineare speciale, le curve chfs v.i
appartengono sono quelle situate in piani per Iasse ; sc?, quindi,
questo coincide con Oz le funzioni , y, z che definiscono la
curva dovranno soddisfare un’identitd del tipo y — ux =0, ove
4 & una costante. Per stabilire un analogo criterio relativo alle

curve appartenenti ad un complesso non speciale
@Yy —TgY; = k(8 —2,)
applichiamo la (3) ed otterremo

xy — &y +kZd =0
donde

(10) 7= — _Ilc_f (wy’ —'y) dt;

prese, adunque, arbitrariamente le funzioni x, y, la determina-
zione di z mon esige che una quadratura.

Si supponga ad esempio che si cerchino le curve che, ol-
tre ad appartenere ad un complesso lineare, si trovino sul ci-
lindro circolare retto di equazione

(0—a)? + (y—b)? = B
si potra porre
x=gq+ Rcost , y="5-+ Rsent;
si avra quindi
o= —Rsent,y = Rcost
2y —a'y = R(acost+ bseni) + R?

e la (10) dara
R 3 7 R*%
T(asen —becost) + T

Z2+e¢=—

onde si tratta sempre di curve non algebriche; se, in partico-
lare, @ = b =0, cioé se il dato cilindro & coassiale al complesso,
si ottengono delle ordinarie eliche.

Per fare un altro esempio, consideriamo la curva

_LhO k) f0)
an TRV TR T e
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ove fo,f,fs,f; sono polinomi di grado 1, di cuni i tre prumi ar-
bitrari. Siccome la (10) si pud scrivere

kz+]=ff1 fz'];o‘zflfz di.,

cosl si avra

donde si trae z = f, (#). Affinche la curva risultante sia algebrica
questo’ integrale non deve contenere alcun termine logaritmico ;
una delle condizioni 1) affinchd cid accada & soddisfatta, dal mo-
mento che il denominatore dell’espressione da integrarsi ha ra-
dici tutte di molteplicitd >2; altre sono in numero eguale al
numero delle radici dell’equazione f, (t) = 0.

Fra le curve razionali sono notevoli quelle aventi una rap-
presentazione parametrica del tipo seguente :

_apl™ + a,i® + a,tP + ag
T @Rt A APt 4,
_ Bol™ + byt® + bytP + by

dyt™ + d,t* + dyt? + d
2 Gl + Gt + cpt? + ¢,
\ dyi™ + dyt® + dptP + d,

(12) y

ove m, m, p sono numeri razionali che si possono supporre in-
teri, positivi e disposti in ordine decrescente. Indicando con
%oy %1y ®yy Ty Opportune funzioni lineari delle coordinate esse
possono scriversi come segue

" allora le coordinate generiche p; di una tangente sono propor-

zionali ai determinanti ricavabili dalla matrice
[ m A 13 1
|| mm=1 pp-1 pt-1 0

1) J. A, Berret, Caloul intégral, II ed. (Paris, 1880) p. 18.
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8i ha quindi

Py =(n—m)imtn=1 | o =(p—m)im+p-1 y Pog=—mim—1

Pyp=pt?1 ) Py =nitt y Prp=(p—n)tnP-1,
Ora affinch® fra queste quantita passi una stessa relazione lineare

per tutti i valori di ¢, gli esponenti devono soddisfare una
delle tre relazioni

mtn=p,ntp=m,p+tm=n;

ma la prima & impossibile essendo m>p e la terza perche
m>n; nel terzo caso tutte le tangenti della curva apparten-
gono al complesso

(n + p) p]z—(n—p) pos =0.

Fra le curve cosi risultanti si trovano le cubiche gobbe,
le quartiche con due tangenti stazionarie ed in generale tutte
quelle suscettibili della seguente rappresentazione parametrica :

. aol” + ;1" 4 apt + a,

'\ o™ + dy "1+ d,l + d

13) y = Do £ BT+ byt + b,
dot™ + &y 1"+ dyt + a
e Gl + 0P gt + o
\ dot™ + d, "~ + dyt + d

n essendo un intero arbitrario. Ora VAppell ha notato che
ad un complesso lineare appartengono anche le curve nascenti
dalle (13) col far tendere % a 0.

Per riconoscerlo scriviamo la prima delle (13) come segue:

ay’ /
0 tﬂ+altn-1+a2t+(a3'_“_°)
= n n
d, dy \
_1 -
e +d2t—{—(d3'-———£—
o T2 e bagtar
S, 1 ot T 83

A1 i
d, — dprt 4+ dyt 4 d,)
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. n._. PR | Jqe .
lim #—1 _ lim l0g7.17 logt; percid al limite si ha

ma o ¢ =0 1

e ay' logt + a,t7t + ayt 4 ay

T dy logt+ dytt + dyt + dy

by logt+ byt + bt + by

1 — -0 it 2 3
14) Y=y logt+ dF L+ dgt + dy

- co logt+ e t™1 + oyt + ¢
LT Ay logt+ a T+ dpt +dy

Ragionando come prima si vede che a queste equazioni si
possono sostituire queste altre

onde la tangente della curva nel punto t ha coordinate propor-
zionali ai determinanti estratti della matrice

— 1
logt 7 t
. 1 ’
5 F 1 0

essendo, in particolare,
. 1 2
Pog=— T Pro=— T

si vede essere
Piz+ 2P0 =0,

onde la curva appartiene al complesso lineare di cui questa &
Pequazione, come appunto erasi annunziato.

OSSERVAZIONE. Esistono curve tali che ad ogni lor punto
corrisponda il relativo piano normale rispetto ad un complesso
lineare p,, + kpyy = 01

Conservando le precedenti notazioni, si vede che, affinche
¢id accada per tutti i valori di ¢, devono coincidere i due piani:

(X—a)d +(Y—9)y +(Z—2)2 =0,
(X—2)y—(Y—y)o+k(Z—2)=0;
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cid esige si abbia:

x y _Z
YT T
se ne conclude
22 +yy =0
onde
w2+y2=R2’

R essendo una costante. Inoltre

q

et "
Ty V R —2?

onde

X
2+ ¢ = karcsen —- .
R
Cid prova che le curve richieste sono suscettibili della seguente
rappresentazione parametrica :

z=Esent , y=Rcost , 2+ c=kt;

epperd sono ordinarie eliche cilindriche, come scoperse il Picard.

Fra la flessione % e la torsione » di una curva I' appar-
tenente ad un complesso lineare passa una relazione 1), la quale
pud intendersi come una delle equazioni intrinseche della curva.
Per stabilirla osserviamo che, affinché I appartenga ad un
complesso lineare di parametro p & necessario e sufficiente che
esista una retta r (Passe del complesso) tale che, detta ¢ una
retta qualunque del complesso, si abbia

(15) dist (r , t) . tg(r , ) =p
o anche
(15") mom (r , t) =pcos(r , t).

1) Fa stabilita per la prima volta da M. F. Egan (The linear Complezx,
and a certain Class of twisted Curves; Proc. R. Irish Acad., T. XXIX, 1914,
p. 33-72) e ritrovata da G. Sannia (Proprietd metriche ocaratieristiche delle
ourve di un complesso lineare ¢ delle sdperﬁcie rigate di una congruenza lineare;
Rend. Acc. Lincei, 1° genn. 1914, p. 937-43) col procedimento esposto nel
testo.

G. Loxia, IL 2
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Supporremo che gli assi coordinati siano gli spigoli del
triedro satellite relativo all’origine (punto arbitrario della curva)
e che come coordinate p; della retta

X—z Y—y Z—-=

l m n

si assumano i determinanti estratti dalla matrice seguente :

0 { m n
1 z ] ] ’

fra esse passano le relazioni
(16) Dor® + Pos® + Pog® = 0
(17) Po1P2s + PogPsy + PosPyz =0 .

Si consideri anche il triedro satellite relativo al punto della
curva consecutivo a O e si supponga che il punto P avente per
coordinate x -+ dz,y + dy, 2+ 8z abbia rispetto a quel secondo
triedro le coordinate x 4 dr , y + dy , 2+ dz. Allora sussistono
le seguenti relazioni 1):

(18)
dx dr dy ay 6z  dz )
@ TG TR gy T gy g Tty

supponendo che il punto si trovi all’infinito si giunge alle se-
guenti relazioni, valide per una qualunque direzione :

(19)

8l dl om  dm on dz

—_— i —— —_— e —— —— ——

FA T kn , s 45 T s -kl A wm.
Se, quindi, il punto o la direzione non variano sussistono le
seguenti relazioni :
dz

P + kx4 xy

(20) 0=1+%——kz, 0=%’——m , 0=

dl dm dan

1) Cfr. Cesdro, Geometria intrinseca (Napoli, 1896, p. 124).
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ovvero, designando can accenti le derivate rispetto all’arco,
(20') 0=14o"—ke, 0=9' —ne ) 0=2 4 ke + ny
21 O=10—1lx y O=m'—um |, 0=+ kil + xm.

Da queste formole se ne deducono altre concernenti una
retta arbitraria. Essendo infatti

Doy = lz—my
si ha

é
Py _ O Oz, om _ %

ds ds ds ds ds
onde, grazie alle (18) e (19),

(%,? =—kpp+ pogs.

Se, pertanto, quella retta & fissa questo binomio ¢ nullo. Es-
sendo similmente nulle le analoghe quantita 6;;;“ e 6%;’3 si
concludono le tre relazioni :
(22)
Pag—kpa=0, p'yy—mp,=0 P'ro+ kpog + #py; + poy = 0
per le (21) si ha poi
(23)

Por—kpos =0, p'og—pys =0 , Plos+ ¥Poy + #pgy = 0.,

L’agse delle # ha per coordinate

Por=1, Pog=...pp=0;

onde per esso
mom (rf) = —§ , cos (r't) = p,,

epperd la (15’) diviene
(24) Pes = — PPy, -

Per trovare la relazione esistente fra % © % © necessario e
sufficiente cercare le condizioni affinche coesistano le relazioni
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(16), (17), (22), (23), (24). Ora, differenziando la (24) e tenendo
conto delle (22) e (23), si trova:
(25) D12 = —PPo: -

Difterenziando nuovamente ed applicando la (24) si ottiene:

1
(26) Py =— <"”— + p) Poz -

Moltiplicando le equazioni (24), (25), (26) rispettivamente
Per Doy, Pozy Doz €3 applicando le (16) (17) si giunge alla se-
guente relazione:

Doz =V ——px;
in conseguenza la (23, 28) da
V —prx
(28) Pos= "4,

e poi la (23, 3%):

43t — 352 + 205"’
(29) Por = D -V —px

Sostituendo i valori (27), (28), (29) nella (17) si conclude
1a relazione ecercata :
(42 —3x'2 + 23 2’)2 2’2

1
(30) 16,512 T TP T

Si vede dunque, che, affinché la data curva appartenga ad
un complesso lineare, deve il primo membro della (30) essere
costante ; allora I’inverso ed opposto del valore di essa egua-
glia il parametro del complesso contenente la curva. .

Per esempio se k e » sono costanti, la condizione é.SOd'dl-
sfatta; siccome la curva & allora un’ordinaria elica cilindrica

(v. Cap. XI) cosl si conclude che questa curva appartiene ad un
3

. . 0
complesso lineare, il cui parametro vale —m , 8¢ r e o
.

sono i valori costanti dei raggi di flessione e torsione; si pu’b
aggiungere che detla curva & U'unica a torsione costante che sia
contenuta in un complesso lineare, ch® se x = cost., affinche
la (30) sia soddisfatta, dev’esser anche % = cost.
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Introduciamo ora 1’ipotesi che la curva I” le cui tangenti
appartengono ad un complesso lineare sia algebrica (dell’or-
dine n) 1); allora ad ogni suo punto corrisponde rispetto al com-
plesso il relativo osculatore e ad ogni suo osculatore il punto

di contatto. Per trovarne gli osculatori che passano per un .

punto arbitrario P si consideri il piano che corrisponde a que-
sto punto rispetto al complesso ; esso taglierd la curva nei punti
di contatto nei piani richiesti. Cid prova che se una curva al-
gebrica corrisponde a sé stessa rispetto ad un complesso lineare il
suo ordine ¢ eguale alla sua classe. Inoltre essa mon pud avere
piani stazionari, se non nei punti in cui esistono tangenti sta-
zionarie 2), perchd un tale piano avrebbe per corrispondenti due
punti consecutivi della curva. Similmente si vede che la curva
non pud ammettere cuspidi 3), punti doppi ordinari o piani bioscu.
latori ; nulla vieta perd che essa possieda la singolarita risul-
tante dalla combinazione di un punto doppio e di un piano
biosculatore.

Cerchiamo il rango della curva [, cioé il numero delle sue
tangenti che incontrano un’arbitraria retta dello spazio r. Con-
sideriamo a tale scopo la retta ' coniugata di r rispetto al
dato complesso. Ad ogni punto P’ di +' corrisponde un piano
' passante per 7, il quale taglia I" in » punti X, e le n rette
P'X, incontrano r in altrettanti punti. Variando P’ su r questi
gruppi costituiscono un’involuzione di grado 7, la quale ammette
2 (n—1) punti doppi. Ognuno di questi proviene da due rette
P’ X, coincidenti; ora queste rette, segando due rette r, » cor-
rispondentisi rispetto al complesso, appartengono al complesso
stesso; e siccome ciascuna contiene due punti X; infinitamente
vicini, & una tangente della curva. Questa & dunque, tale che

1y C. P. Steinmetz, On the Curves whioch are Self-reciprocal in a Linear
Nulsystem, and their Configuration in Space (Amer. Journ. of Mathem., T. XIV,
1892, p. 161-85).

2) Cid ha evidentemente luogo anche se la curva non & algebrica (cfr.
V. Suyder, Twisted Curves whosc Tangents belong to a Linear Complex, Id.,
T. XXIX, 1907, p. 278).

3) Ove cid accada il corrispondente piano osculatore deve avere con la
curva almeno un contatto di 5° ordine (v. Smyder, 1. c.).
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(.)gm retta dello spazio & incontrats da 2 (n—1) sue tangenti';
d. suo. rango & quindi 2 (n—1). Proiettandola da un punto ’
bitrario su un piano qualunque dello . v
dell’ordine n, della classe 2 (n—1)
quindi d il numero dei suoi punti éo
eguale a qnello dei punti doppi app
formole di Pliicker, si avra

spazio si ottiene una curva
esente da cuspidi; detto
Ppi (numero generalmente
arenti di I”), per una delle

n(n—1)—2d = —1)
donde ) 2=

q= =1 ((—2)
s )

L -
a pr01ez.mne (epperd anche la curva obbiettiva) & in conge-
guenza di genere 0; in altre parole :

L - . . ..
y ¢ curve algebriche corrispondentisi rispetlo ad un complesso
neare cono tutte razionali,

stichjlc)lt')hcando le formole (di Cayley) che legano le caratteri-
! Una curva a doppia curvatura si pud facilmente di-

m . . .
ostra.r.e che i numeri correlativi sono (come vedemmo accadere
per ordine e classe) fra loro eguali.

§ 3. Curve di cui tutte le tangents
appartengono ad un complesso di grado superiore al primo
“ I Le linee'di lunghezza nulla, avendo per tangenti rette
€ 1ncontrano il cerchio immaginario all’ infinito, appartengono

all ia di i i
Esa categoria dl' curve a cui ¢ dedicdto il presente paragrafo
8¢ Son curve immaginarie soddisfacenti Pequazione

(1) do® + dy? + dz22 =0

ed ammettono la Seguente rappresentazione parametrica ;
; r= (=) )+ 2tf (t) —2f 1)

2) j Y=iQ OO — 2t (4) + 2if(e)

: 2= 24" (1) —2f (1)

ove f(t) & una funzione arbitraria 1,

1) Weiertrass, Berlin. Monatsberichte, 1866, p. 619.
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II. Per trovare le formole analoghe relative alle curve ap-
partenenti ad un complesso tetraedralel) si esegua una tra.
sformazione proiettiva che faccia andare all’infinito una faccia
del tetraedro fondamentale e si assumano le altre facce come
piani di riferimento di un sistema cartesiano.

Sia poi

X—z Y—y Z—z

®) dr = dy = dz

l’equazione della tangente nel punto (#,y,?) ad una delle curve
in questione; le terze coordinate dei punti in cui questa retta
incontra i tre piani coordinati essendo

il birapporto 4 che esse formano col punto all’infinito della
stessa retta & espresso da

(xdz — zdx) dy

(ydz— 2dy) dzx

Se, quindi, si indica con Z%
- per le fatte ipotesi:

(wdz—edz)dy a—c
(yiz—z2dy) de ~ b—c

ossia
z(b—c¢) y(c—a) zla—b) .
(4) Frais i + = =0:

questa © Pequazione differenziale delle curve domandate.
Per integrarla distingueremo due casi:
dy

d:
1) Supponiamo che il rapporto ;"E : sia variabile

lungo una delle curve considerate; posto allora

@ ay_ 11
z "y a+t b4+t’

1) Lie-Scheffers, Geometrie der Beriihrungsiransformationen, I Bd. (Leip-
zig, p. 327).

_Z il valore costante di 4 si avra
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per la (4) si ottiene

do 4y & 1 1 1
¢ "y "z a+t b+t o4t’

de _ [ . Ay _ f0) . de_ f@)
P R e

f(t) essendo una funzione arbitraria. Integrando e chiamando
4, B, O tre costanti qualunque si trova :

) t |
ff() it U ff(t) it
t+a t+b t+e¢ -
T = Ade , 4 = Be ; 2= Ce s
formole che rappresentano la soluzione generale del problema.
Se p. es. () & costante ( = %) le (5) danno
1 f dt 1 1 N
Tl R — log(a+1)
x=Ae = Ae ecc.
ossia
@ n y n z n
(-I) =a+1t, (§> =b+1t, (~(—7-) =c¢+1
donde

()= (3 = (3=

equazioni che rappresentano infinite curve di Lamé, trasformate
omografiche delle curve simmetriche rispetto ad un tetraedro
che studiammo nel § 1 del presente Capitolo.

2) Se invece i rapporti mutui di gz , Iy , 2 8010 co-
z
stanti, si ponga Y ?
dg 1 dy 1 dz 1
z : (1_7-—5:7'7(:&[);
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la (4) mostra che fra le costanti a, B, y e le a,b,c passa la

relazione
6) b—oa+(c—a)f+(a—by=0;
essendo poi .

z a

integrando si trova (4, B, C essendo costanti arbitrarie)

®x 7
log 7=+,
sia
088i e Ao
e cosi
yh=Bfeg , 2r=C" ¢
ossia o i y—ﬁ ) o
© i, "B, G

! e costanti arbitrarie.
44, B,, C; essendo nuov | caso suindicato:
Le (6) rappresentano lc curve cercate nel ca dleat t(;
seguendo ’esempio dato da Klein e Lie si chiamano di soli

Curve W.1).

III. Se o
1 (Pagy Pa1 s Pros Pox s Poz s Pos) =

® Pequazione di un eomplesso di rette, affinché questo contenga

la retta (3) dev’essere soddisfatta Pequazione

(7) o
fyde—z2dy , do—adz , ody—yde , do , dy , d) =0;

ora questa & della forma
8) Qxz,y,z,dr,dy, do)=0

Q essendo una funzione omogenea in dr, dy, dz onde appar-
tiene alla classe delle « equazioni di Monge » (secondo la no-

1) F. Klein e S. Lie, Sur une cerlaine famille de courbes et surfaces (Com-
ptes rendus, T. LXX, 1870, p. 1222-26 e 1275-79).
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menclatura di 8. Lie). Tutte le curve integrali di essa appar-
tengono ad un complesso e godono di una proprietd che si
stabilisce come segue: Detti s I'arco di una di dette curve in-
tegrali; a, 8,y i coseni di direzione della tangente, &,%,, quelli
della normale principale e r il raggio di curvatura, la (8) si
serive

Q(w7yyzya?ﬁ’7)=o;

differenziandola ed applicando le formole di Serret-Frenet se
ne deduce :

382 30 EYo) 1(8Q EYo) 500
9w T ey PTG Tttt {=o.
awa+ ayﬂ+ a:yi+ 22(9& &+ aﬂ’7+ 67:

Ma se zy,y,,2, sono le coordinate del centro di curvatura
nel punto #,y,z si ha notoriamente :

To=a+1E | Yo=y+ry , Zy=z+1{ , {wo—a;)a-i—(yo—y)ﬂ+(zo—z)y=0;
e la precedente si pud scrivere come segue :

£
02 4 82,5, 99

4
— — ‘ — 2 . 2 _ 2
az *F oy 9z ;,(w @o)® + (Y —Yo)? + (2 — 2,)
_a‘a‘(ﬁvo*z‘)‘*'a_ﬂ (yo‘y)+797(zo—z)=0.

Avuto riguardo alle due ultime equazioni scritte si pud
ritenere dimostrato il seguente

TEOREMA DI LIk ). Se i considerano tutte le curve integrali
di un’equazione di Monge che passano per un dato punio P ed hanno
i la stessa tangente t, i loro centri di curvatura relativi al punto P
appartengono ad un medesimo cerchio situato nel piano condotto dal
punto P perpendicolarmente alla retta t 2).

1) Zur Geometric einer Monge’sche Gleichung (Leipz. Ber., T. L, 1898,
p. 1-2).

2) 8peciali ourve le cui tangenti appartengono ad un complesso lineare
s’incontrano nella nota di E. Turridre, Sur une trangformations des courbes
du compléze linéaire (Annales de Acad. de Porto, T. XIV, p. 129-41) ; nella
quale sono considerate le curve le cui normali principali appartengono ad
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§ 4. Curve gobbe algebriche rettificabili
mediante archi di cerchio o d’'ellisse.

Una curva dicesi rettificabile algebricamente quando la lun-
ghezza di un suo arco qualunque & una funzione algebrica delle
coordinate del suo estremo; se sta in un piano essa & — in
forza di un teorema di G. Humbert — Vevoluta di una curva
‘algebrica ; altrettanto accade se appartiene ad una sfera; nel
caso generale essa deve soddisfare ad altre condizioni, che pos-
sono esprimersi in vario modo!); per rappresentarle analitica-
mente servono formole del seguente tipo :

z =0 + (uw —v)
=7 —(uw —o)
( z=w —(u v —ov)

s=w + (u v —v),

;

@)

Iultima delle quali (ove s & I’arco) & corollario delle precedenti,
nell’ipotesi che v e w siano funzioni algebriche di w.

Non si conoscono criteri analoghi per decidere quando la
rettificazione di una linea dipenda da funzioni circolari ed el-
littiche ; si conoscono perd alcune classi di curve dotate di tale
proprietd ed ora ne daremo notizia 2),

un complesso della stessa specie e alecune curve le cui tangenti appartengono
a certi speciali complessi di secondo grade. E ivi applicata 1’osservazione
che ogni curva gobba pud intendersi inviluppata dagli o piani rappresen-
tati da un’equazione della forma

xoost L ysent 4 ug=v

ove u,v sono note funzioni del parametro .

1) P. Stickel, Ueber algebraisch rectificierbare Raumourven (Math. Ann.,
T. XLIII, 1892, p. 171-84) e Usber algebraische Raumocurven (Id. T. XLV,
1894, p. 341-70) ; E. Salkowski, dlgebraisch rektifizierbare Raumkurven (Id.
T. LXVII, 1909, p. 445-58).

2) Per quanto segue vedi H. Molins, Détermination, sous forme intégra-
ble, des équations des courbes dont le rayon de courbure et le rayon de torsion
eont liés par une rélation donnde quelconque (Journ. de Mathém., II Ser., T. XIX,
1874, p. 425-51 e Sur des nouvelles classes de courbes gauches dont les arcs re-
présentent exactement la fonction elliptique de premiére espéce @ moduls queloon-
que (I1d. III Ser., T. VI, 1879, p. 187-212).
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Una di tali classi ha per equazioni generali:

/

& 1 1
T T aa—p TP gy AR
y 1 1
2 == —_p) f—
(2) Y - sen (1—p) ¢ T{i+p) sen(1+pjt
k4
' T:Sent;

1

ora, supposto il numero p razionale, queste formole rappresen-
tano evidentemente curve non solo algebriche, ma anche razio-
nali; da esse segue :

1@ L en—p)t—-Lsen(1+p)t
T @ = 3 en ( p)——§-sen( + p)
1 dy 1 1

Ta T g ot rsen ()
1 & st

T a@ = eost;

quadrando e sommando queste relazioni si trova

ds
— =1,
dat
onde
8 =1t + cost.
ossia
(3) 8 = arc sen —Izc- + cost.

donde emerge che le curve in questione sono rettificabili per archi
di cerchs.
Eliminando ¢ fra le (2) si trova l'equazione

2 2 B
SR

dunque guelle curve appartengono tutte a quddriche centrali di vo-
tazione.
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Si supponga 0 <p <1 e si faccia :

1 [4
m=R""" ) m=r , A—p)t=1g;

le prime due equazioni (2) diverranno:

R—
z = (R—r) cos ¢ + B cos (——rl @ )

)

le quali equazioni mostrano che tutte le curve in questione si
proiettano ortogonalmente sul piano xy secondo epicicloidi. Alla
stessa conclusione si giunge in modo analogo nell’ ipotesi p > 1.

Se la terza delle equazioni (2) si sostituisce con que-

y = (BR—r)senp— Esen (R

st’altra
z=msent
ove m=kl, si ottengono curve analoghe, ma rettificabili me-
diante integrali ellittici di IT specie.
Si considerino similmente le equazioni
z=acos(p+1)t+beos(p—1)t
(4) y=asen(p+l)t+bsen(p-—1)t
( z=csent ,
Oove p © ancora un NUmero razionale ; e si applichi ad una qua-
lunque delle curve cosl rappresentate I’ inversione
o= kx o = K%y g K2z
TRYpE+2 T E+er+R T B2yt

Essendo in generale (cfr. p. 57)
, k2ds
el R

se si suppone che le costanti a, b, ¢, p soddisfino la relazione

4ab (p®—1) + ¢ _ 4ab—¢
[p(a+b) + (a—b)+ ¢ T (a—b)?%’
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per la trasformata di una delle curve (4) si ha:
(8)

i < EVIP@+ )+ a—pFr & @
@+0)? —
.1 ha Td‘:l:z)T sen? ¢

donde si trae che essa ir mezzo
; asformata ¢ retii 20 d ¢
legrali ellittici di prima specie. Hoabile co o
Lasciamo al lettore di verificare che, supponendo
o=2vab(1—p?) ,

le. formole (4) rappresentano curve rettificabili mediante archi ds
circolo; lo si dimostra con un semplice calcolo ne

§ 5. Curve @i origine ciclografica.

tler I(i:; 'svilu't)pi dche di recente ottenne la ciclografia del Fie
merito di E. Miiller condussero 1) i .
a considerare le

curve rappresentate dall’ ’ i i si
cooap uno o laltro dei seguenti sistemi di

\ = ERcosgp z = Reosgp
=R
m Y sene 2 ¥y=Eseng
) z=-—2£senﬁz {
u 2 =K +r2—2hrcosng

,:s ;3 nr; et:‘zsend'o numeri interi, che possono sapporsi positivi, Ne
oute ; mo {l-c'oncetto supponendo quei numeri semplicemente
qazwndueue r; (posltlv:;, ma per brevitd ci occuperemo soltanto di
ppresentate dalle (1), lasci i i i
oo dupres (1), iando ai lettori lo studio ana-
Notiamo anzitutto che dalle (1) segue

@ dryp=m, pg 22
©

1) O. Dangzer, Ucl;ar Kurven, die si
s die sick syklographisoh al i
den (Monatshefte f. Math. u. Phys., T. XXII, 1911 P 17; f:)"lo““ i
) . al .
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onde ogni curva del detto tipo appartiene ad un cilindro cir-
colare retto ed & tutta compresa entro lo strato limitato dai

- 2E SN
piani z = =+ " Le sue proiezioni sui piani @z e yz sono curve

di Lissajous ). Facciamo u = % , P © q essendo numeri interi

fra loro primi; i punti comuni alla curva in questione ed al

piano
Az +By+C2+D=0

corrispondono ai valori di ¢ soddisfacenti ’equazione seguente:
(3) pR(A comp+Bsen(p) + 2qRCsen +pD=0;

per vedere quanti siano ¢ necessario distinguere 1’ ipotesi di p
pari dalla opposta.

a) Se p = 2p', posto i;— =1y la (3) diviene

p'R(Acos gy + Bsen gqy) + gRCsenp'y + p'D = 0;

ma se si pone

‘si ha, per tutti i valori interi positivi di m,

Fzm-l

COB My = (—I-—IT)m.

_(.j—-r-g;n_z);- , Senmy =

F, e F,,_, essendo polinomi interi in ¢ dei gradi indicati da-
gli indici. La precedente equazione diviene in conseguenza :

p'R (AF,, + BF,,_,) Fopa S o
1+ 850 +4q RC———(1+t2)p,+pD—0,

ora, se ¢>p ossia 2¢ > p quest’equazione liberata dai deno-
minatori si manifesta dal grado 2¢; se invece g <p’, ossia

1) Cfr. G. Loria, 8p. Kurv., T. I (II Aufl.) p. 482 e segg.
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2¢ <p, essa si trasforma parimente in un’equazione del grado
20" =p.

b) Se p & dispari, posto —é% =1y e, come prima, tzm%
la (3) si muta in quest’altra :
pr(AF, + BF,, 1) o 2p-1 =0
1+ &) + 26RO Sy T PP =

la quale, se 2¢ > p & del grado 4¢, mentre nella ipotesi con-

traria risulta del grado 2p.
Raccogliendo i risultati di tale discussione possiamo dire:

Supponendo = % la curva rappresentata dalle equazioni (1) &

sempre algebrica razionale ; se p & pari essa & di un ordine eguale
al maggiore dei numeri p, 2q, menire, se p & dispars, il suo or-
dine & espresso dal maggiore dei numeri 2p, 4q.

Sviluppando su un piano il cilindro contenente la curva,
al punto che corrisponde al valore ¢ del parametro corrisponde
quello di coordinate

2R
U = y U =-—8en ——/L—?i—;
M 2
siccome da questa segue
2R Vi3
v=a R

cosl la data curva si mule in una sinusoide.

Presi come piani di proiezione in un sistema mongiano i
piani @y, oz la prima proiezione della curva in questione ¢ un
cerchio, mentre la seconda si pud costruire agevolmente per
punti; la tangente in un punto qualunque P si proietta oriz-
zontalmente nella corrispondente tangemnte del cerchio base; per
trovare la proiezione verticale, notisi che I'equazioni della tan-

gente sono
X—2 Y-~y Z—=z

—sengp  COSQ P
2

CO8
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onde le coordinate X, Y della traceia orizzontale 7, della tan-
gente stessa sono tali che
2Rz
X -0+ (Y —yP= ——"
Vv ( y ViR
il segmento P'7; & quindi agevolmente costruibile con riga e
compasso; noto 7, il punto 7,” unito a P’ di la cercata
proiezione verticale della tangente.
L’equazione dell’osculatore &:

2R
X —Rcos¢p Y —Rseng Z.._'u_senﬁz?f
—Rseng Rcosgp Rcos 'uij =0;
R cos R pE lacd
- 4 —/Lvseng — 5 sen—

se ne deduce che il punto nel quale esso incontra l’asse del
dato cilindro ha per terza coordinata
4—pul

7Z =
4

2,

ovnde & facilmente costruibile; esso, con la gia costruita tan-
gente in P, determina l’osculatore in questo punto.
La curva ammette piani stazionari in tutti i punti per cui

s A
cos?—_o.

La sua classe si determina con una discussione analoga a quella
<he ci servl a trovare l'ordine e che lasciamo al lettore.

§ 6. Curve globoidali in genere,
in particolare le lumache globoidali ).

Una naturale generalizzazione del concetto di « toro » porta
a considerare la superficie generata dalla rotazione di una cir-
conferenza attorno ad un asse situato comunque nello spazio;

1) E. Neubauer, Globoidschneckenlinien, globoidische Strahlensysteme und
Regelfiichen (Diss. Halle, 1922).

G. Loru, IL 3
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& una superficie che venne incontrata nella tecnica ove ricevette
il nome di globoide 1).

Per trovarne la rappresentazione parametrica osserviamo che
la superficie generata dalla rotazione attorno a 0z della curva

z=£(0) , y=19 (@), 2={ (o) ’
ove w & il parametro, puo rappresentarsi nel seguente modo:
z=£(w) cos y — 7 (w) sen x
? y=¢ (o) sen y + 7 (w) cos x
2=l (o),
x essendo un altro parametro.
Applichiamo queste formule al cerchio rappresentato dalle
equazioni (16) della pag. 68 del vol. I, ed otterremo:
=12, CO8 y — Y, 8en y+
+rf €08 (@+7) 08 (3 — w) +sen (p+y) sen (p — w) cos @ !
Y=a;8en y-+y, cos y+
+r { sen (p+y) cos (y — w) — cos (p+7) sen (p — w) cos 6 !
2=2,-+rsen (p—w)send.

Per semplificare queste formule poniamo
Zo=lcos 1 , y,=Isenl

e sostituiamo a y il parametro ¢ definito dalla formula x+A=t.
Allora le prime due delle equazioni precedenti assumeranno la
seguente forma:

@=1c08t+7 | cos (p+t- 1) cos (p—w)+sen (p+t-7) sen (y-) cos g
y=lseni+r{sen (p+t-2) cos (y-w) - cos (p+1- 1) sen (p - w) cos 6}
Se, di pid, si pone A—g@=u e & introduce in luogo di @ il pa-
rametro u=y—w si giunge alle seguenti formule, che riterremo
definitive :

g z=lcost+r | €08 (t— u) cos u+ sen (f— u) sen . cos 6 1
(8)) ? y=Ulsent+r|sen(t— u) cos u— cos (t— p) sen u . cos & }
2=2,+rsenu.sené.

\

1) ¥. Reuleaux, Der Konstrukteur, 1V Aufl., p. 569; Theoretische Kino-
matik, II Bd., p. 678.
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Esse rappresentano una superficie di quarto ordine avente
per linea doppia il cerchio immaginario all’infinito. Stabilendo
una relazione fra i parametri f e « si ottiene una curva sitnata
su quella superficie e che dicesi lLinea globoidale. Notiamo che,
appunto nell’ ipotesi che u sia funzione di ¢, ponendo

| @y=lcost
(2) | 1=lsent,
L g=0 .
\/ w2=rgcos (t— u) cos u + sen (t— p) senucosO}
@) } yz=risen (t— u) cos u—cos (t— u) senucosﬂ}
\ %=rsenwusené,

le equazioni (1) divengono
T=8y + Xy, Y=Yy + Yo 2=2;+ 2,

donde emerge che la linea considerata pud costruirsi come curva
d’addizione di quelle rappresentate dalle (2), (3); ma le prime
rappresentano una circonferenza e le altre una curva sferica ;
dunque: gqualungue curva globoidale pud otienersi come curva d’ad-
dizione di un cerchio e di una curva sferica. Tale relazione abi-
lita a dedurre da proprietd delle curve tracciate sulla sfera al-
trettante prerogative di quelle appartenenti ad una superticie
globoide.

Le pit semplici linee globoidali corrispondono all’ ipotesi
che e u siano legate dalla relazione u=kt, k essendo costante ;
esse si chiamano lumache globoidali.

Se di piu si suppone Ic=7 y OVe m e n sono interi fra loro

primi, si perviene a delle curve algebriche. In tale ipotesi, ponendo
n=m{ , t=nf , ig §=T,

8i ottengono x,y,z, espresse mediante fanzioni algebriche ra-
zionali di grado 2 (m +n) di T; donde emerge che le lumache
globoidali sono in tal caso curve razionali dell’ordine 2 (m + n).
Il caso pit semplice m=n=1, riconduce alle quartiche di se-
conda specie.

CariTorLo X.
CURVE SFERICHE.

A) NOZIONI DI GEOMETRIA SFERICA.

§ 1. Coordinate sferiche : a) Le coordinate metacartesiane

Per investigare le curve tracciate su di una superficie
giova ricorrere ad una rappresentazione di questa su di un
piano o ad un opportuno sistema di coordinate. Nell’ ipotesi che

la superficie sia sferica

y ¢ utile di ricorrere alla -
proiezione stereografica
della stessa; di tale rap-
presentazione c¢i occupe-
remo, dopo di avere espo-
sto come lo stesso scopo
L _ possa raggiungersi esten-
dendo i procedimenti in
! uso nella geometria ana-

0 " litica del piano.

z ' Gudermann 1), Gra-
= ves %) e Bourget 3) nei loro
studi sulla geometria della

Fig. 1.

1) Grundriss der analytische Spérik (Kolu, 1830); v. anche le molte me-
morie pubblicate dallo stesso geometra nel G. di Crelle, fra le quali segna-
liamo quella (De curva quarti ordinis sphaerica, de circulari scalena: J. f. r. u.
Math., T. XLIII, 1852, p. 93-113) dedicata al luogo dei punti di una sfera
tali che gli archi di circolo massimo che li uniseono a due punti fissi della
stessa formino fra loro un angolo costante.

2) M. Chasles’ Memoirs on Cones and spherioal Conics, with Notes and an
Appendiz (Dublin, 1841).

8) Essai de gdométrie analytique de la sphére (Tours, 1847), da cui &
estratta la nota Sur la géométrie analytique de la sphére (Nouv. Ann. de Ma-
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sfera fecero uso di un sistema di coordinate analoghe a quelle
che, nel piano, portano il nome di Cartesio; ci sia, quindi lecito,
chiamarle metacartesiane.

Per definirle consideriamo (v. fig. 1) sulla sfera due circoli
massimi 0XX', OYY fra loro perpendicolari ed un punto qua-
lunque P della superficie; se i circoli massimi PYY e PXX’
tagliano gli archi OX, OY risp. in M ¢ N le coordinate (meta-
cartesiane) del punto P saranno i numeri:

u=tgOM y v=tgON .

Proiettando tutta la figura dal centro C della sfera sul
piano che la tocea in O si otterra un punto P’ le cui coordinate
cartesiane rispetto alle proiezioni degli archi 0X, OY valgono
precisamente u, v; donde emerge che un’equazione di grado n fra
le coordinate metacartesiane di un punito della sfera rappresenta
una curva nella quale questa & tagliata da un cono dordine n con-
centrico alla sfera stessa.

Si assuma il centro C della data sfera come origine di un
sistema cartesiano ortogonale avente CX per asse delle ze CY
per asse delle z e si supponga per semplicitd che la data sfera
sia di raggio 1.

Per determinare le relazioni che intercedono fra le due spe-
cie di coordinate di uno stesso punto P chiamiamo ¢, w gli
archi YP e OM ; sara
(1) u=tgw

Fi4 T
arcMP=_5-—g , arc MX = 5 —®;

e poiche il triangolo sferico rettangolo PM X da
tg MP = sen MX .tg ON ,

them., T. VII, 1848, p. 147 e 174), — Da notare che le coordinate omo-
genee applicate dal M&bius nella sua memoria Grundformen der Linien drit-
ten Ordung (Abh. de k. Siichs. Ges. der Wiss., T. I, 1852; Gesammelte
Werke, T. IT, 1886, p. 89 e segg.) sono in realtd coordinate dei raggi di
una stella; quelle proposte ed usate da F. Daniéls (Kssai de géomédirie sphé-
riques en coordonndes projetives, Fribourg, 1908 ; dnalytische Sphdrik in homo-
gener Koordinaten, Arch. f. Math. u. Phys., III Ser., T. V, 1903, p. 261 e
segg.) riposano sull’nso di vettori.
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8i ottiene
4
i€ (5 —e)
g 2 e
V= —
M4
sen{ — —w
| (5—)
cioe

@) oot
cosw.tgp

Ora le (1) e (2) danno:

s 1

\/m,cosw = Wﬁé

| tgo= L _Vited _ Vit v

{ e= y8el Q= ————— o8 p= T,
! vcosw v Vitwet = Viturr e’

’\ sen w =

¢ siccome dimostreremo fra poco (p. 41) le relazioni
Z=8eNQ.COBw , ¥ =senp.8eNw , 2= CO8 o ,

cosl si conclude:

@ =t -1 e v D
Viturto? Vitwrtrer '~ \/Irutrot

Formole pilt simmetriche si ottengono ponendo

infatti le (3) divengono :

@) e=—F__ 4t
VEeLEirt VEipie’ Vaipia’

1 . .
y ) Questa rappresentazione parametrica della considerata sfera presenta
I’ inconveniente di non essere razionale; la seguente

14 L 1— —
_itre _1—p | p—g

Cr+aq’ p+ea ' T p+q’

ove p , g sono variabili complesse coniugate si potra usare quando si am-
metta 1'uso d’immaginari,

z




CURVE SFERICHE 39

&,7n,{ sono coordinate omogenee dei punti della sfera. Sulle
(3), (4) va osservato che, lasciando ai radicali tutta la loro ge-
neralita, ad ogni gruppo di coordinate corrispondono ofto punti
della sfera; per render univoca la corrispondenza fra punti e
coordinate si potra, quando la cosa & lecita, limitarsi a consi-
derare un ottante della data sfera.

Qualunque circolo della data sfera & 1’intersezione di que-
sta con un piano; se

Az + By+ Cz24+ D=0

ne & lequazione, in coordinate metacartesiane quel circolo si
pud rappresentare mediante I’equazione

(5) (Au+ B+ o) —D2 (1 +u+ o) =0;

se in particolare si tratta di un circolo massimo, D =0 e la (3)
diviene semplicemente
(6) Au+ B+ Cv=0:

emerge da cid che l’equazione lineare generale in coordinate
metacartesiane appartiene ai circoli massimi della sfera. I cen-
tri sferici del circolo (5) sono le intersezioni della data sfera
col diametro perpendicolare al piano di quel circolo, cio2 con
la retta

ed inoltre i centri sferici cadono sul piano xz.

40 CAPITOLO DECIMO

La distanza sferica ¢ dei due punti P, (u;,v,), P (4, y09)y
non differisce dall’angolo delle due rette CP,,CP, epperd &
dato da

Ugthy + 1 + 0,0, -
() cos@ =2, + Y1y T %2 = Vur+1+o? Vug+1+07

\/ u, 1 v

(7) Uy 1 0,
sen p= S
V (4?2 + 1452 (? + 1+ )

o dall’equivalente

2

Percid, se i due punti dati distano di un quadrante, si ha
Ugthy + 1+ 0,0, = 0.

ed il cerchio (generalmente minore) luogo dei punti che stanno
alla distanza R dal punto (u,,v,) ha per equazione:
(8) (ug2 + w2+ 1) (u2+ 02+ 1) cos? B — (uuy + vop + 1)2 =

Si faccia ora nelle (7) u;=u , ¥;= 0 ; Up=U+dU , V,=0+dV;
allora sen ¢ si identifica con dg, ossia con 'arco ds della sfera;
se ne conclude

9) ds

_ V au? + a® + (udv— vdu)?
u? + 1+ o*

e si possono subito scrivere i valori delle quantitd fondamentali
(efr. vol. I, p. 20) di I ordine E, F, G.

Una conica sferica nascendo dall’ intersezione della data
sfera con un cono ad essa concentrico ed il cono avendo un’equa-

zione della forma
ax® + by? + ¢z + 2eyz + 2fzw + 2g0y = 0,
si vede che, in coordinate melacartesiane, una conica sferica he
un’equazione della seguente forma
ou? + b+ ov? + 2ev + 2fur + 2gu =0,
ciod da un’equazione generale di 2° grado; ridotta questa alla
forma tipica
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se uno dei numeri p, ¢ risulta eguale a 1, la curva corrispon-
dente fu detta, dal Davies, parabola sferica.

§ 2. Coordinate sferiche: b) Le coordinate polari geografiche.

Per rappresentare mediante coordinate i punti di una sfera
(di centro 0 e raggio 1) si pud estendere il concetto di coor-
dinate polari.

A tale scopo si fissi nella superficie un punto N e si con-
sideri della stessa un punto arbitrario P, Se ¢ & l'arco (colati-
tudine) PN e w l'angolo (longitudine) che il cerchio massimo a
cui esso appartiene forma con un piano fisso NOA4, ¢ e w si
dicono coordinate geografiche dal punto P ). Presi OA per asse
delle © e ON per asse delle z, dall’esame della figura si trae:

PQ = cosp , 0Q =seng , OR=seng.cosw , QR=seng.senw,

ossia
(10) o =senp.cosw , ¥y = seng.senw , ¥ = CO8 0,

formole che stabiliscono I’ interdipendenza fra le coordinate car-

tesiane e le coordinate geografiche di un punto della data

sfera 2); da esse si traggono queste altre equivalenti:

- %
Vo +y?

, COS @

{ K Yy
tgw=—— , 8EN® = ————
S S vVt +y?

xT . 3
1) Alouni preferiscono l’angolo 6 = 3¢ (latitudine).

2) Se la sfera » di raggio a == 1, le formole (10) vanno sostituite con
queste altre:

x:asenicosw
a

a1’) y=asen7 senw

N
|
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Siccome p e @ hanno gli stessi significati che attribuimmo
loro trattando delle coordinate metacartesiane, cosi fra queste
e le coordinate geografiche di un punto della sfera passano le
relazioni (1), (2) o le equivalenti

2
(12) w==arctgu , g=arctg\/lvi-

Fra le coordinate cartesiane di un punto di un circolo mas-
simo ha luogo una relazione della forma

Ax + By + C2 = D;

percio fra le sue coordinate geografiche ne sussiste una del se-
guente tipo :

senp (A cosw + Bsenw) + Ccosp=0.

Ora, se m, r, a sono altre costanti opportunamente scelte, si
pud porre

A=mcosa, B=msena , O =—mtgr

ed assumere come equazione generale dei circoli massimi della
sfera la seguente:
tgr

(13) cos (w—a) = tge

Per applicare alla sfera la teoria generale delle superficie
osserviamo che le linee coordinate altro non sono che i paral-
leli ed i meridiani della sfera e deduciamo dalle (10):

-‘Zc-=cosg.cosa>,—a—y—=cosg.senm,iz—=—seng
de ae 00
o __ 9Y _gen, 9% o,
Py seng.senw , 30 =8eNP.Co8 w, 5 =0;
percio
(14) E=1,F=0, G=sen?p , D=2senp
(15) ds? = dp? + sen2p.dw?.
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Detto quindi u ’angolo che elemento ds di curva forma
col corrispondente meridiano, si ha:

1
V 1+ (%)288112 0 ’

dw
——8enp

de dw
V 1+ (%)2%n297 t’g/“‘_"’d_g‘seng'

Per mostrare un’applicazione di queste formole estendiamo
alla sfera un noto problema di geometria pianal) cercando le
curve caratterizzate dalla proprietd che, quando il raggio vet-
torfa ruota uniformemente attorno ad un polo fisso, altrettanto
fa il cerchio massimo tangente. Ora, scegliendo opportunamente
gli elementi di riferimento, ’enunciata condizione pud espri-
mersi mediante una relazione della forma:

(16) coS u =

sen u =

T
ko = — —
2 ”
%k essendo un fattore costante. Se ne trae

cotgkw=tgu= seng%(g- .

B questa Pequazione differenziale del problema ; separando
le variabili se ne trae

e _
sené‘ tg ko .dw

onde integrando
1
logtg %= loge— % log cos kw
ossia

0 1
tg 0} (coskw)k =¢

1) G. Loria, Spes. alg. ebene Burven, T. I (2 ed.) p. 471.
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ovvero, ponendo k=—n
9 n
tg (—2—> = C"COSNW;

quest’equazione, che rappresenta le curve cercate, & del tutto
analoga a quella delle spirali sinusoidi, che appunto risolvono
il eorrispondente problema piano.

Rispetto ad una curva sferica si possono considerare due
elementi analoghi alla suttangente e alla sunnormale di una
curva piana riferita a coordinate polari.

Per definirle chiamiamo P un punto qualunque di una curva
sferica I'; segniamo il corrispondente meridiano della sfera ed
i cerchi massimi PT e PU risp. tangente e normale in Pal;
ne siano T e U le intersezioni col meridiano perpendicolare a
quello passante per il punto P. Definiremo allora come segue i
nuovi ‘elementi di cui sopra:

suttangente = tg NT , sunnormale = tg NU.

Per trovarne le espressioni consideriamo il triangolo sfe-
rico NPT, rettangolo in N ed ove l’angolo in P & quello dianzi

chiamato u; esso da

te = tg NP
Bl e NV
onde
dw
tg NT=tgu.sen NP= senﬂg.—‘-i-g—
cio®
a7 suttangente = senzg.%

Similmente il triangolo sferico NPU, pure rettangolo, da
( L ) _ tgNT
8\2 ~#) " sen NP
sen NP
tgu

onde
tg NU = cotg u.sen NP =

dunque
‘ -
(18) sunnormale = o
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Segue da questa formola che le curve sferiche per cui &
costante la sunnormale sono caratterizzate dall’equazione g =
cw + k o pitt semplicemente ¢ = cw: sono le curve che studie-
remo fra poco (p. 57) sotto il nome di Clelie.

Un altro elemento che giova considerare & il circolo (ge-
neralmente minore) della data sfera che oscula una data curva
sferica in un suo punto arbitrario (g, w) !). Per determinarlo
chiamiamone (a, B) il centro e r il raggio sferico, Una semplice
applicazione del teorema del coseno da:

(19) cos 7 = c0s fcos o + sen §sen g ¢os (w —a) .

Differenziando rispetto a « si deduce:

0 =——cosﬂsenég% +senﬂcosgg(% cos (v — a)
—sen f senp sen (w—a),
o8sia
dw
(20) cot § = cot p cos (w — a) — sen (w—a) 3

Scrivendo la (19) sotto la forma

cosr
sen B

= cot §.cos p + seng.cos (w—a)

e sostituendo a cotp il valore precedente si trova

cos 7r

senf

Togliendo il quadrato della (20) del quadrato della (21) si
ottiene

(21) = ¢osec g.cos (w — a) — Cos g.8en (w—a)-d?

cos? f— cos?r dw \?
_—é?-ﬂ— =—cos?(w—a) + sen’?o .sen®*(w—a) ( '3 ) ,

ossia

sen?r dw \?
ey = sen? (w —a) i 1+ sen?p (E) g

1) Jeffery, On spherioal Cyoloidal and Trochoidal Curves (Quarterly Journ.
of Math., T. XIX, 1883, p. 44-45).
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. ds \2
Ma la quantita entro vale A (v. p. 42); dunque

(22) senpf = __..__Eens(e::r_ 3 % ;

in conseguenza la (20) da:

(23) cosﬂ:senricotg cot(w—a)%—%;,

In forza delle (22), (23) la (19) diviene:

ds
(24) cotr. —— = cosecp.cot (w—a)— cos g.

do

Differenziando la (22) rispetto a g si trova
d?s
dg?
do  ds’
do  de
equazione che permette di eliminare a dalla precedente ed otte-
nere cosi:

d8 zda) dzs dw st
oot BV 9 g g (F2)
cor\de> do cosecp dez-!-COSQ(dg) P

Ma, essendo
2 2
(%) =1+ sen?p (%) y

differenziando rispetto a g si trova:

L)
%

cot (w—a) = —

ds d’s dow\? 2
(25) @@,:sengcosg(@) +senzg% . %; ,

applicando la quale, la precedente assume il seguente aspetto :

ds\?® do a2 ds \2
(26) ——cotr.(@> cosg.%i-seng.—jg—-;—cow(%)%,



CURVE SFERICHE
47

ue i
Questa formola serve a determinare il raggio sferico del

be!(Bth OSCll]atOIB y le dﬁllvate 3 _—i ;) 81 tlallan.n() dalla

q a pO 0 dl - 1 IT:
y St
equazione (le“a curv mentre axl l 8 pO a:

l/l + sen?p (%)2 . ‘

Alla (25) si pud dare f i e
X orma pilt conveniente 1) i
ce?ndovx Pangolo u definito dianzi (p. 43). A tale ) mtmdl.l-
viamo la (16, 22) come segue ) scopo seri-

’ —— 8en
(16) senﬂ=l€_____?.

’

&

differenziandola rispetto a ¢ se ne trae :

ds\*dsenu ds [ @Pw

— ) —— " = T dw dw 2

dQ) do do [doz'sen9+—‘0089]——~s is_
¢ do do %" 0 gg?

ossia, applicando 1’equazione (25),

(Eytsmn_ao,,,
do do = do? sen g + -d—g- €os g.

Servendosi di questa la (26) diviene :

dw

tgr do ds
dg
o anche, grazie alla (16'),
27) _i_: dsen u n sen u
tgr dp tgo

che & la formola annunziata.

1) C. E. Wasteels, Sur la
} » courbure des .
thesis, III 8ér. T. IV, 1904, p. 154-58). courbes planes et sphériques (Ma-
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Serviamocene per risolvere la questione : gquali sono le curve
sferiche reali per cwi il cerchio osoulatore & fisso ?

In tale ipotesi la (27) & un’equazione differenziale lineare
in sen u; integrandola col procedimento classico si trova:

I S
tgr.tgo seng

sen u =

ossia
sen,u.seng.senr——cosg.cosr = ¢8enr;

la costante ¢ introdotta dall’ integrazione pud determinarsi sup-
ponendo che il centro del cerchio osculatore coincida col punto §
diametralmente opposto al polo N; la precedente dev’essere

soddisfatta da r=n—0, 4= —g— il che esige sia
gen?r + cos?r = csenr

ciod cseny = 1; si ha quindi
senpsengsenr——c%gcosr =1.

Combinando questa equazione con le altre note

sen p = Sene gs._—dw , ds? =dg® + sen? o .dw’

si trova
do \*_ __ sen? o (cos o — €08 T)?
do ] § +cosgeosn)?

- ora il primo membro deve esserc reale se reale ¢ la curva data,

mentre il secondo & sempre pegativo, se non & nullo; si con-
clude dunque cosp=CO8T,Q =7 € tutti i punti di una delle
curve cercate sono equidistanti dal punto 8. Pertanto le curve
sono circoli, in generale minori, della sfera.

Faremo un’ultima applicazione delle coordinate geografiche
allo studio dell’inviluppo degli o' circoli minori di dato raggio k
coi centri su una data curva sferica I': somo le curve equidi-
stanti o parallele alla data 1y, Siano (P, Q) le coordinate di un
-

1) W. Roberts, Sur les courbes equidistantes sphériques (Ann. di Matem.,
. IV della II Ser., 1870-71, P. 207-11).
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punto qualunque di I, (g, w) quelle di un punto della curva
parallela ‘alla distanza k; sara

28) cos k = ¢os P cos ¢ + sen P sen g cos (2 — w)

e l'equazione della curva cercata si otterra applicando la re-
gola generale per la ricerca degli inviluppi. Osserviamo adesso
che lequazione del piano che tocca la sfera di centro O e rag-
gio 1 nel punto M (P, 2) ha per equazione :

(292) 1==xsen Pcos {2+ ysen Psen 2 + zcos P;

e quando M percorre la curva I” questo piano inviluppa una
superficie la cui equazione si ottiene applicando nuovamente la
regola suceitata. Da cio e dal paragone delle equazioni (28), (29)
si desume il seguente

TEOREMA. 8¢ f (x,y, 2)=0 ¢& I'equazione della superficie invilup-
pata dai piani che toccano lungo la curva I' la sfera x2+y2+2z2=1,
Uegquazione in coordinate geografiche di una curva di tale sfera equs-
distante da I’ sard f(sen 0-co8 W ’ sen o.8en w ’ cosg) —0.

cos k cosk cosk

Similmente : consideriamo 1’ inviluppo dei circoli massimi
passanti pei punti della curva I' e perpendicolari a quelli con-
dotti per tali punti e per il polo N della sfera; & naturale chia-
marla prima podaria megativa di I' rispetto al punto N. L’equa-
zione generale di tali cerchi sara

tgp.cos (2 —w)=tg P,

nell’ ipotesi che (P, £) siano le coordinate di un punto della
curva I' e che (g, w) siano coordinate correnti.

Si noti ora che se nella (28) si fa k¥ = p essa si muta nella
seguente :

tg o cos (Q—w):tg.le_;

paragonando la quale alla precedente si giunge a quest’altro
TEOREMA. Se si scrive p in luogo di k nell' equazione della
curta parallele alla distanza k da wna data curva sferica T, si ot-

G. Loria, II, 4
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tiene Vequazione detla prima podaria negativa, rispetto al polo de%
dato sistema di coordinate geografiche, della curva luogo dei cenire
dei raggi vettori sferici- della curva I'1).

§ 3. Protezione stereografica di unma sfera :
a) Formole del primo tipo.

Si proietti la sfera
72+ y% 422 = R?

dal punto N (0,0, R) sul piano ay. Dette &, 5 le coordinate del
punto P’ proiezione del punto P (z, y, 2) sussisteranno le re-

lazioni

detto o il valore comune di queste frazioni si potrd scrivere:
w=pf,y=0n,2=R(1—0);

ma , y, # devono soddisfare Pequazione della data sfera; da cio

la condizione
R=%(&+ 7% + RE(1—p)?

che da
- 2B
e= AP
eppero :
(30)

2id; 2Ry K@ R

m=f2+‘)]2+.R2 ’y=§2+7]2+R2 ) B = £2+n?+R‘:

Sono queste le formole che esprimono la dipendenza fra i
punti P e P'. Esse permettono di determinare la curva sferica

1y Per un’applicazione delle coordinate omogenea dei raggi di una
stella allo studio della curva che nasce tagliando un cono cubico con una
afera concentrica, rinviamo il lettore agli ultimi paragrafi del trattato di
R. Heger, Analytische Geometrie auf der Kugel (Leipzig, 1908).
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che corrisponde ad una data curva piana @ (& n)=0; essa &
I’ intersezione della data sfera col cilindro avente per equazione
il risultato dell’eliminazione di & n fra questa equazione e le
(80, 12-2%). Viceversa se si considera la curva in cui la data
sfera & tagliata dalla superficie f(z, ¥, 2) =0, ad essa corri-
spondera la curva avente per equazione

(g2t 2By RE s AN
&4 n®+ B2 &2 L R? e+t R?
Per es. alla sezione prodotta nella data sfera dal piano
Az +By+ Cz+D=0
corrisponde la curva
(C+D)(E+92)+245+2By+ (D—0)=0,

che in generale & un cerchio, tranne se €+ D = 0, cio¢ quando
il dato piano passa per il polo N, chd allora si ottiene una
retta. 8i vede dunque che: nella proiezione stereografica ai csrcols
corrispondono in gemerale circoli 1).

§ 4. Proiezione stereografica di una sfera :

b) Formole del secondo tipo.

Eseguendo la stessa operazione geometrica nell’ipotesi che
la data sfera sia rappresentata dalle formole

(32) @=Rseng.senw , y = Rseng.cosw , 2= FRcosg

si avranno le relazioni:

Rsenp.senw _Eseng.cosw _ Rcosp—R
3 - 7 . —E

1) Per altri usi dello stesso artificio si vegga la nota di G. Pirondini,
Proiexione stereografica ¢ sua applicazione allo studio di aloune linee 8feriche
(Period. di Matem., T. XIV, 1898-99, p. 196-205 e 229-243).
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ora da queste si trae:

e
tgw=—::— , Rseng.senw:flf.sen”.—é— ,

e _ 2) son? = .
Rseng.c05w=2n.sen2—§—,chos2—2——-($2+17)sen )

Bmerge da queste che, se 8’ introducono le coordin'ate po-
lari (g; , @,) del punto (£, ) mediante le note relazioni

tgw1=_f?_ ye=V&+7n

si ha: 0
(33) w; = ,91=Rc°t’?’

formole che stabiliscono la corrispondenza fra sfex.'n ‘e piano.
Vogliamo applicarle a dimostrare che la .prmemone ste:e(r
grafica conserva gli angoli. A tale scopo applicheremo (;a dox;
mola generale che serve a calcolare I’angolo 6 formut? : t:
direzioni du, dv; Su, dv appartenenti ad una .superﬁ(fxe e l1'-
minata mediante le espressioni delle coordinate in funzione delle

due variabili %, v:
Edu.bu + F (du.6v + dv.du) + Gdv.év
CO8 0 = T Rdu? 1 2Fdu.dv + Gav*y Eow? + 2Fou.dv +Gov*

Per servircene notiamo che, per la sfera (32), si ha
E=R,F=0 G=R?sen®p
mentre nel piano riferito a coordinate polari oy, w; &:
E=1,F=0, G=p

8i ha dunque:
do .0¢ + sen®p.dw.dw

008 0= o du? v/ O T soit 0w

_ do, -89, + 0,% 4w, -0 .
cos 6, = V o3 + o, deos® V 80, + 0,% dooy?
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Ma, se sussistono le (33), si ha:

2 Ro, 2R dg,

=2arc t £ senp = el
e= o P TNCT R 0 T TR

sostituendo questi valori nella prima delle relazioni precedenti
si vede essere cos @ = cos §;, eguaglianza che esprime il teo-
remsa enunciato. .

Dalle stesse formole (33) si deduce che la proiezione ste-
reografica della curva, che incontrammo prima {v. p. 44)

e n
(tg—é—> = ¢® COS nw

R n
(——) = ¢" CO8 nw,
&

R n
0" Ccos nw, = (7)

ond’® una spirale sinusoide.

Faremo una terza spplicazione delle stesse relazioni (33)
alla dimostrazione del seguente

TEOREMA DI H., D’ARREST 1). Sopra il diametro di un cer-
chio massimo di una sfera (di raggio 1) passente per questo dia-
metro e nel piano di un cerchio massimo, i descrive una lemni-
scata, di cui st fa la proiezione da uno dei poli di quel cerchio;
questa proiezione ricopre wna parte del corrispondente emisfero ;
¢id che rimane ¢ eguale al quadrato del diametro della data sfera.

DIMOSTRAZIONE. La lemniscata di cui parla il teorema
& rappresentata in coordinate polari come segue:

ha per equazione

ossia

2 _
p,2=co8 2w,

onde la curva che le corrisponde sulla sfera ha per equazione

. 20—1
cot? £ —cos 20w, o8sia €08 Q= Loszo— -,
2 cos2w+1

1) Delaire, Sur un théoréme de géométrie sphérique (Nouv. Ann. de Math.

T. XV, 1856, p. 53-58).
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Detta, quindi, 8 ’area da calcolare si ha:
T

1 w=—:'— e % T
~—S=[dw fsen. =fd 1—cosg) = _ 2o
4 . 0-dg o o 1+cos2w

0 0

=0 0
|

do |

=fcos2w =;tgw

0

»|a
'-]:g

=1 e¢.d.4.
(1]

§ 5. Applicazione alla sfera della teoria gemerale delle superficie.

E noto che fra i raggi r , ¢ di flessione e torsione e larco s
di una curva appartenente ad una sfera di raggio R sussiste
la relazione :

dr 2
34 2 2 (&0 )y
(34) r+g<@)—ﬂ.

Ma, detto do Pangolo formato da due osculatori consecu-
tivi, si ha
do
ds ’

1
e
percio la precedente pud scriversi
, dr \2
34 sy (2)-
(34") 72+ ‘ do) R2,

Differenziandola rispetto a o si trova:

a&r
r+ —‘-{52— =0,
E questa un’equazione differenziale lineare a coefficienti

costanti il cui integrale generale &:
7=0,C080 + Cy38€N0;
ma le costanti ¢, e c; non sono entrambe arbitrarie perche

dev’essere soddisfatta la (34'); sostituendo in questa il valore

trovato si vede essere
of + ¢t = R?,
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relazione che autorizza a porre

¢, =Rseny , ¢,=Recosy,
y essendo una nuova costante; in conseguenza si ha:
(35) r= Rsen (o + y) 1),

che, con una scelta conveniente del piano osculatore di par-
tenza, puod scriversi pitt semplicemente sotto la forma

(35") r=Rseng.

Da questa si puo dedurre una rappresentazione analitica
generale delle curve appartenenti alla sfera

2?4+ y*+2=R2?),

Adottando, infatti, le notazioni che abbiamo sempre usate 3)

e differenziando la precedente identitd rispetto all’arco si trova :
(36) ar+ fy +yz=0.

Differenziando una unova volta si deduce :

1
a2+ﬂ2+}’2+—r‘(af+ﬂ’7+75)=0
ciog, per la (35),
(36) éx+ nyy+lz=—Rsenoc.

Differenziando una nuova volta e applicando ancora le for-
mole di Serret-Frenet si ottiene:

1
(a§+ﬂn+yC)——r—(aw+ﬂy+yz)—
—%(7m+yy+v2)=—Rcosa.%§

ossia, tenendo conto delle precedenti,

(36) Az + puy +v2=Rcoso.

1) W. Schell, 4llg. Theorie der Kurven doppelter Krimmung, III Aufl.,
bearb. von E. Salkowski (Leipzig und Berlin, 1914, p. 186).

2) J. Rithlemann, Ueber sphirische Kurves (Diss. Halle a. 8. 1917, p. 6).

8) Cfr. Vol. I, p. 2.
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Moltiplicando le (36) risp. per a, & 4, o per f, 5, u o final-
mente per y, {, v si conclude, essere:
x = R (A cosc—éseno)
(37) y = B (. cos 6 — 1 8en o)
\ 2= R (v cosoc—{sen o)

che sono le formole annunziate.
Mostreremo come esse si applichino, servendocene per de-

terminare le equazioni intrinseche della curva per cui & co-
stante il prodotto rp. Essendo per ipotesi

ro = b?
la (35’) da successivamente
r¥E__¥
do seno
d
Rds =0 ——
sen o

Rs=b%log tg%

B2
e Eseno
/ b2 Rs
!\ Q= 5 0085
(38) 2
? r= Rs
, CO8 -

—

e queste sono le equazioni cercate !).

§ 6. Trasformazione per raggi vettori reciproci.

Se si fa corrispondere al punto P(z,y,2) il punto P,
(@,y,2) dalla retta OP tale che
OP.OP, =k

1) Rdhlmann, L c., p. 93. Ivi p. 102-103 trattata da un analogo
punto di vista la ourva caratterizzats dall’essere 7" = cost.

A
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(ove % ® un numero reale od immaginario puro) si ottiene la
trasformazione involutoria detta per raggi vettori reciproci od
inversione. Essa & rappresentata analiticamente dalle formole :
Kz K2y : 12z
s s R - pr  E
Da esse segue la seguente relazione fra dune elementi li-

neari corrispondenti :
k%.ds

P+t

1. inversione permette, non soltanto di dedurre da una curva
sferica un’altra, ma anche di trasformare una linea piana in una
sferica.

ds, =

B) CURVE SFERICHE PARTICOLARIL
s 1. Le Clelie di G. Grandi )
ed in varticolare le spirali sferiche di Archimede e Pappo.

Sulla sfera si possono concepire delle rose multifoglie ana-
loghe alle rodonee ; esse s0no suscettibili della seguente genera-
zione: Nella sfera di centro O
e raggio R (v. fig. 2) consi-
deriamo una delle calotte
(p. es. la superiore) determi-
nata da un circolo gqualsivo-
glia AED. Sia BC il diame-
tro della sfera perpendicolare
al piano di questo circolo
e CGH un piano qualunque
condotto per esso; ne sia BH
I’ intersezione col piano li-
mitante la base e si consi-
deri l’arco EH del cerchio
AED comprese fra H ed Fig. 2.
un punto fisso E. Se poi x & un dato numero positivo, sia

arc BEF = p.arc EH

1) Flores geometrici ex Rhodonearum, et Claeliarum curvarum descriptione
resultantes etc. (Florentiae, 1728).
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e s8i prenda sul diametro CB
CB
CM =R ——. s
R B -5 EBF;

da M si conduca la parallela a BH e si otterra sulla sfera il
punto @, il cui luogo geometrico, al variare del piano condotto pel
diametro BC, & la curva detta da G. Grandi clelia di prima specie
(« prima descriptiones »). Se invece si prende su BH il segmento

CB
BlI=R.—/—. %
R BD sen EBF

e da I si conduce la perpendicolare a BH si ottiene sulla sfera
un punto @ il cui luogo geometrico ¢ una clelia di seconda spe-
cie (« seconda descriptiones »).

Per trovare la rappresentazione analitica delle clelie assu-
meremo un sistema di coordinate polari sferiche di cui C sia il
piano e ’asse polare il cerchio massimo CEQ. Sara quindi:

arcC@ =g , ang EBH = w.
Posto poi
CB=1,
sard
BH =V 1(2R—1) = BD
onde
CB l

BD =Vl(2R—I) '

indicheremo con % questo rapporto ed osserveremo che ké 1
secondoché léR, cioé secondoche® la zona considerata & minore,
eguale 0 maggiore d’un emisfero. Per le condizioni del problema &
CM = R.E.sen pw
OM = R(1—ksen uw);
ma d’altronde
OM = Rcosg;
dunque in tutti i punti di una clelia di I specie sussiste la relazione
1) cosp =1—1Fksen uw.
Invece per quelle di 1I abbiamo.
GM = BI = Rl.senpuw:



CURVE SFERICHE 59
ma

GM = Rsenyp,
quindi
@ sen o = k sen uw

Le (1) (2) sono le equazioni in coordinate polari sferiche di
tl.ltte Ic? clelie; si noti che, nel caso in cui il campo di opera-
zlone sia un emisfero, k=1 e la (2) assume ’aspetto pitr semplice
@) 0= uw

Le (1) (2) mostrano che tutte le clelie passano per il polo O,
essendo le (1) (2) soddisfatte da p=0,w=0; siccome poi a

due valori di o differenti di corrispondono valori eguali

d'i 0, una clelia qualsiasi consta di tante foglie fra loro iden-
tlche.' Ricordando le formole, che stabiliscono il passaggio fra
coordinate cartesiane e coordinate polari sferiche,

(4) = Rsenp.cosw , y = Rseng.senw , 2= Rcosp
e chiamando «, § le coordinate polari della proiezione sul piano
xy, del punto (z, y, 2) si trova.
u=Rsenp , =0.
Se, quindi, sussiste la (2) si ha
% = Rk.sen uf ,
la quale dice che la proiezione ortogonale & wuna clelia di 11 spe-

cie sul piano che limita la corrispondente zona & una rodonea.
L’elemento superficiale sulla sfera essendo

R2seno.dg.do

¢ facile quadrare una frazione della superficie limitata da una
clelia di I specie: si ha infatti

Rffseng.do.do = — R fdw|cosg |5 = R fdw.k sen po =

ERR | s unl” = BB
= ,u,w = e— — €08
iy ( pw)
2k R?
= sen? ; ;

T .
supposto w= —; 8t ottiene come espressione dell’area iliaii
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Affinche la curva oltrepassi od almeno sfiori il piano zg,
o deve poter assumere il valore 21; perchd cid abbia luogo

deve esistere un valore reale di w tale che sia & sen uw=1: questo
® possibile soltanto se k> 1, ciod quando la zona contenente
le clelie considerate sia superiore od almeno eguale ad un emi-

sfero.
Tra le clelie speciali rappresentabili mediante 1 equa-

zione (3) ve ne & una anteriormente considerata da Pappo,
come analoga sulla sfera della spirale d’Archimede 1); & quella

per cui u=——; siccome tale analogia sussiste per tutti i valori
» Yk g

di u cosl noi chiameremo tutte le curve rappresentabili con
un’equazione del tipo (3) spirali sferiche 4’ Archimede (nel seguito
del presente paragrafo le designeremo per brevitad come curve X)

d’ indice -;1‘— Dalle (i) emerge che se, per maggiore generalita,

supponiamo che il centro della sfera considerata si trovi in un
punto arbitrario (a, b, ¢), per rappresentare la curva servono
le seguenti equazioni :

w=a+Rsengcos% , y=b+ Rsengsen—%—, z=c+ Rcosp;

se u & razionale, lo indicheremo con Pt ove m © m 80n0 nu-

meri interi positivi fra loro primi. Vogliamo dimostrare che in

tal caso = & una curva algebrica e determinarne l'ordine. A tale

scopo cerchiamone le intersezioni con un piano arbitrario
Az + By + Cz+d=0;

posto per brevitd
Aa + Bb+ Cec+ d=RD

esse corrispondono ai valori di ¢ che soddisfano lequazione

(5) Asengcos—"f—+Bsengsen':?+C’cosg+D=0.

1) G. Loria, Le soienze ofatic nell’antica Grecia (Milano, 1914) p. 673
e La spirale de Pappus (Arch. f. Math. u. Phys., III 8er., T. XII, 1907,

p. 45-48).
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Per determinarli poniamo

e,

n

Pequazione precedente diverra
A sen ng.cos mo + Bsenno.senmo + Ccosno + D =0.

Ma, si ® gid osservato (p. 31) che, posto

[
tg—?=i,

8i ha in generale, se p & un nuamero intero positivo,

02P — S‘lp—l

T T S T VT
ove Oy, © S,,, sono polinomi interi in ¢ dell’ordine indicato
dal rispettivo indice. Percid l’equazione precedente assumera
la forma :

AS2n—1 CZm -+ Bs2n—1 S‘Zm—-l + c (1 + tzim CZn + D (1 + ta)m*n=0'

€O8 po =

Ora questa & un’equazione algebrica di grado 2 (m + n) nell’ in-
cognita t, onde si & autorizzati a concludere :

1 m
Una spirale sferica di Archimede di indice-; =0 (ove m,

n sono interi positivi fra loro primi) & una curva algebrica del-
Vordine 2 (m + n).
Da quanto precede risulta di pil che essa & razionale.
La pil semplice curva = corrisponde all’ ipotesi m=n = 1;
essa & di 40 ordine e rappresentata dalle equazioni

#=a+ Rsenpcosg , y=>b=Rsen’o , 2=c+ Rcospg;
queste equivalgono alle altre

1—cos2p
2

m__a:M , y_b=R

2 y e=¢+ Rcosp;

ma le due prime danno

e s 2) - (3)"
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ma questa rappresenta un cilindro circolare retto avente per
base un cerchio descritto su un raggio della data sfera; onde
la curva J in questione non differisce dalla finestra di Viviani
(v. vol. I, p. 201): donde emerge ‘che questa & rappresentata
in coordinate geografiche dall’equazione g=w 1).

Di carve X di quart’ordine nella classe che studiamo non
si trova che la finestra di Viviani; ma dell’ordine 2N ve ne sono
tante per quante coppie di numeri primi relativi soddisfano ’equa-
zione m + n = N: per es., di 10° ordine, oltre alla spirale di
3

30739

Pappo (,u:—i—), esistono quelle di indici

Dalle (3) (4) si trae:

0
T

percio le (2) danno quest’altra rappresentazione parametrica
della curva:

z=a + R sen (&) cos @,
m

y=b+ Rsen (n_@) senw, 2z=c-+ Rcos (n—w) .
m m

Siccome queste provano che ai valori w e w + 2ma corrisponde
lo stesso punto della curva, cosl per ottenere tutta questa &
sufficiente far variare w tra 0 e 2mn; la curva ricopre dunque
m volte la superficie sferica. Si osservi poi che per ottenere il
punto N(a,b,c+ E) & necessario e sufficiente attribuire a
uno dei valori

2k
o per k=0,1,..n—1;

si vede quindi che il polo N & un punto w~plo della curva.

1) Senza riferimento a lavori precedenti tale curva venne di recente
studiata da F. Schiffner (Die sphdirische Sohleifelinie ; Arch. {. Mathem. n.
Phys., II Serie, T. V, 1887, pp. 160-71) e E. Janisch (Zur sphdrische Schleife-
linie, 1d. T. VIII, 1888, pp. 184-209).
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Similmente : per ottenere il
punto S(a,b,c—
darsi uno dei valori (@,b,c—E) a w deve

@kt m

" per k=0,1,..n—1

Y

quindi anche il polo opposto § & un punto n-plo della spirale

in questione.
new
oy=Rsen{ —
m

La curva

in cui.si projetta la curva & dell’ ordine m + » quando i due
gjlmefx m, n sor.xo entrambi dispari, diversamente & dellor-
11_t1e. .z(m+7f).; cid prova che nel primo caso tutte le genera-
ra 1"101 del cilindro proiettante sono corde della curva, mentre
?ell alt':ro ognuna incontra la curva in un solo punto. Il primo
.atto 8i pres-enta, ad es., nella finestra di Viviani, che si proietta
:Ixf un cerchio, nfentre il secondo caso s'incontra nella spirale
i .Pa.ppo, la cui proiezione ortogonale & di decimo ordine al
pari della curva obbiettiva.
o Pronetl:tiamo la stessa curva dal centro della sfera su un
iano qualunque (2= i ; 8i A
plano. que (2=1I) parallelo al piano zy; si otterra cosi la

z=a+ (1—c)tguw.cosw, y=b+ (I—o)tguw.senw;
siccome da questa si trae
(x—a)® + (y — )%= (I—¢)2tg% pow

cos), introducendo le stes: i

se coordinate polari usat i i pud
; ©
A prima, si pud

0= (l—0) tg puw,
dunque la proiezione cenirale dianzi definita di una curva 3 é un
nodo ). Ora & faci i d
) ¢ facile dimostrare che, se u = r questa curva &

y s <
dellordine 2(m + n) se entrambi i numeri m,n sono dispari

’ . . - ?
mentre & dellordine m + n se & dispari uno solo; cid prova che

1) G. Loria, Spez. Kurven, T. I, p. 199.
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nel primo caso tutte le generatrici del cono che proietta la data
carva dal centro della data sfera sono unisecanti, mentre nel
secondo ne sono corde. Per es., proiettalido la finestra di Vi-
viani dal centro della corrispondente sfera si ottiene una curva
kappa 1), mentre nasce in modo analogo una strofoide dalla spi-

1
rale sferica d’Archimede &’ indice 5

Dalle formole (33) del Capitolo precedente risulta che la
proiezione stereografica della curva > considerata ha per equa-

zione polare

it
= R cot
0 cot >
e se ha luogo la (4) (p- 59)
_ nw,
0, = Eecot m

n nodo; se n & di-

La curva proiezione & dunque puovamente u
=2m; +1,

spari questa & dell’ordine n -+ 2m; se n=2°1 , M

si ha
2¢ = In,04

om; + 1’

0, = R cot

Vordine 2(2¢—n, + 2my +1) =0+ 2m come
o che = & una curva dell’ordine
punto m~-plo. Identico risultato
dal punto § antipode di N.

o in generale determi-

onde la curva & del
prima; cid & d’accordo eol fatt
2(m -+ m) avente il polo N per
si ottiene proiettando la curva

Trarco di una curva sferica essend

nato dalla formola
ds = R\/dp? + sen? g.dw?

1
ge p = pw sard do = ”m do, epperd

ds:Rdg\/1+7%sen29;
donde emerge che la rettificazione della curva X dipende da in-
tegrali ellittici.

1) G. Loria, Spez. alg. und transso. ebene Kurven, 2% ed., T. I, p. 196.

Pt
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La curvatura geodetica della considerata spirale si trova
essere espressa come Segue:

cos w (2 + u?sen®w)
(6) E,=" £ ;

3
(1 + p2sen?w)’

per dare a questa formola un aspetto migliore consideriamo 1’an-
golo t che la tangente alla data curva forma con il corrispon-
dente meridiano; essendo

1
O T =
BTV + u?sen’w ’
si trova
Y R, = (1 + cos?7)\/u? cos?t —sen?t

3

e questa & analoga all’espressione
087 (1 -+ cos?1)
/2

della curvatura della spirale d’Archimede ¢ = uw in funzione
dell’angolo v della tangente col raggio vettore.

§ 2. Epicicloidi ed ipocicloidi sferiche.

Il concetto di epicicloidi ed ipocicloidi si estende imme-
diatamente dal piano alla sfera. Pero a queste nuove curve non
gi pervenne con siffatto naturale processo di generalizzazione,
ma per un viottolo laterale, di cui giova dar notizia. Si ricordi
(T. I, p. 201) il celebre « enigma fiorentino », ciod il problema
proposto da V. Viviani di traforare una volta emisferica in
modo che la parte residua fosse esattamente quadrabile; orbene
esso indusse C. E. Offenburg a proporre (Acta erud. 1718, p. 175)
la questione analoga, ma in cui & posta la condizione che risulti
esattamente rettificabile il contorno dell’anzidetta volta. Credette
di averla risolta J. Hermann 1), ma il suo errore venne rilevato

1) V. la mem. De epicycloidibus in superficie sphaerica descriptis (Com-
ment. Petrop. T. I, 1728, oppure Joh. Bernoulli, Opera Omnia, T. I1I, 1742,
pp. 211-215).

G. Loria, IT. 5
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da Giovanni Bernoulli 1), al quale spetta Yosservazione che la
rettificazione delle curve usate dall’ Hermann dipende da quella del-
Viperbole.

Nel secolo scorso le stesse curve vennero considerate da
altri punti di punti di vista, in special modo perché offrivano
eleganti applicazioni dei metodi della geometria descrittiva di
recente creata ?); fra i numerosi lavori che le concernono limi-
tiamoei a ricordare il pil esteso fra i recentissimi %).

Prima di esporre le formole relative avvertiamo che (come
nel piano) le epicicloidi ed ipocicloidi sferiche si dicono ordi-
narie quando il punto generatore appartiene alla periferia del

cerchio mobile, allungate

od accorciate negli altri

casi; portano il nome di

cicloidi se hanno per base

un circolo massimo e di

cardioidi se, oltre ad es-

gsere ordinarie, sono ge-
nerate da due circoli fra
y loro eguali.

Per procedere dal sem-
plice al complesso comin-
ciamo dall’occuparci delle
z L epicicloidi ed ipocicloidi
ordinarie, ragionando co-
me segue 4):

Un cono retto (v. fig. 3) abbia per centro il punto V e per
base un circolo di centro O e raggio R. Un altro cerchio di

F4

Fig. 3.

1) Probléme sur les épicycloides sphériques (Mém. de Paris, 1732, oppure
Opera omnia, T. III, pp. 216-229); v. anche la memoria Sur les courbes al-
gébriques et rectifiables traceés sur une surface sphérigue (Id., T. III, pp. 230-37)
ove & esposto un metodo per trovare tutte le linee godenti dell’indicata
proprietd ed & applicato a ritrovare risultati noti.

2) Hachette e Gaultier in Corresp. sur U Ec. polyth. T. II, 1809-1813,
pp. 22, 27 e 87; Olivier, Mémoires de géom. descriptive (Paris, 1851); ecec.

3) Hatom de la Goupillidre, Efude géométrique et dynamique des rouleties
planes et sphériques (Journ. de VEe. polyth., II Serie, T. XV, 1911).

4) Cfr. A. Ruiz de Cardenas, Intorno allepiciojoide sferica (Giorn. di
Matem. T, XII, 1874, pp. 313-20).
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raggio r tocehi la base di quel cono in A ed abbia per diametro
un segmento AB della corrispondente generatrice; detto a lan-
golo costante OAV, sard a anche la misura dell’angolo acuto
formato dai piani dei due cerchi considerati. Si faccia ora ruz-
zolare il secondo cerchio sul primo in modo che il suo piano
8i conmservi sempre in contatto col dato cono e si cerchi il luogo
geometrico delle posizioni assunte in conseguenza dal punto A.
Notisi subito che i due cerchi dati, avendo comuni un punto e
la corrispondente tangente, appartengono ad una sfera, sulla
quale si trova I’anzidetto lnogo ; questo & pertanto un’epicicloide
od ipocicloide sferica. .

Per determinarne la rappresentazione analitica assumiamo O
come origine, 04 come asse delle z ¢ OV come asse della z
di un sistema cartesiano ortogonale e consideriamo il cerchio
mobile in una posizione arbitraria; ne sia C il centro e L il
punto di contatto con la base; sard ang VIO =angVAO =a
e arc AL =arc LM ; se, quindi, si pone

ang AOL=¢ , angLOM =6
8i avra evidentemente
1) Ry = 6.
Siccome OV = R.tg a e siccome
rcos @+ ysenp — R=0

¢ lequazione della tangente in L alla base del dato cono, cosi
l’equazione del piano del eerchio mobile &:

(2) rcosp + ysen g + zecotga— R=0.

Sia D la proiezione ortogonale del centro O sul piano ay;
le coordinate del punto C stesso saranno

(3) OD cos p=(R—rcosa)cos ¢,
ODsenp=(R—rcosa)senp , CD=rgena.

Emerge da cid che la perpendicolare condotta dal punto C al

piano (2) del corrispondente circolo ba per equazioni

a;——(R——-rcosa)cow__y—(R—rcosa)sen«p z—rsena
cos @ - sen ¢ ~ cota '’
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percid essa incontra l'asse della 2 in un punto Q tale che

y—Recosa
sena

4) 00Q=2=

Da cio risulta che il raggio AQ=R, della sfera contenente la
curva considerata & espresso dalla formola:

VR2+r2—2Rrcosa
®) Fo= sen a

Conducendo la retta MQ perpendicolare alla generatrice VL
e notando che essa @ parallela alla tangente in L a}la bas?
dell’ anzidetto cono, si vede che forma con gli assi gli angoli

7
5 ®y9,0.

Invece la retta VL, congiungente i punti (0,0,Rtga) e
(Rcosp, Rseng,0) ha per coseni direttori

cospcosa , Sen@cosa , —Sena.

Finalmente i coseni di direzione della retta OC valgono rispet-
tivamente

(R—rcosa)cosp (R—rcosa)seng rsena
oc ! 1) ' 00

essendo
002=(R—rcos a)® + r2sena=R? + r*—2Rrcos a.

Si osservi ora che
MQ=rsend , CQ=rcosb
e si proiettino sugli assi i cammini contermini OM e O0QM ;
si otterra cosi:
@=(R—rcos a) cos @ + 7cos 6.cos p.cosa + rsen 6 sen ¢
y=(R—rcosa) sen ¢ -+ 7 cos ¢.8en ¢.cos a—78en 4 cos ¢

2z=rsena—rcosfsena,
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ossia, eliminando l'angolo ¢ mediante la relazione (1),

; R r6
a=[R—rcos a(1—cos 8)] cos pry + rsen f.sen =

(6)

r0 0
’ y=[R—rcosa(l—cosb)] sen — — r 8en 6.co8 53

{
\ z=rsena(l—cosd),

equazioni che costituiscono la rappresentazione parametrica

della curva considerata.
Nel caso in cui il cerchio fisso sia un circolo massimo della

sfera contenente tale curva, & R;=R onde, per la (5), =R cos a;
la curva & allora (v. p. 66) una cicloide sferica.
Siccome le lunghezze delle due circonferenze date stanno

m .
fra loro nel rapporto —1%, cosl se questo & razionale (: _n_) il

punto mobile, dopo un certo numero di giri, ritorna alla posi-
zione di partenza. In tal caso posto f=nd risultera p=md e
le (6) diverranno:

/

@ n
/ == [Tn_ — 08 a (1 — cos nd) ]cos md + r sen nd.sen m

(7) i—cosoa(l —cos nd) |sen m@ — rsen nd.cos md
r m

|

It

n

| -;=sena (1—cosnd) ;

. ]
e se introduciamo il parametro A=tg7 vedremo che la curva

rappresentata dalle (7) & una curva algebrica razionale dell’or-
dine 2(m + n).

Dalle (6) si pud dedurre la rappresentazione analitica della
curva nelle solite coordinate geografiche

y z
w=are tg = =arc¢ cos — .
82 7 ¢ R,
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Infatti dette formole danno

tgﬁ— rsen O
tg = E R-—rcosa(l—~cos0)=
1+ r8en 0

R—7rcosa(l—cosb)

rsen @
—7rcos a(l—cos g)

0
=tg )—;— —arce th

onde
'l rsen §
8) =— —arct .
( TR T Ry eosa(l—cosh)’
inoltre
2q(1—
(8) o = are cos rsen?aq (1 —cosf)

VE:f ®—2Rrcosa’

siccome le formole (8) esprimono ¢ e w in funzione del parame-
tro 6, cos) costituiscono la cercata rappresentazione parametrica.

M Passiamo alla ricerca della
rappresentazione analitica in
coordinate geografiche di tutte
le ipocicloidi ed epicicloidi Y).
Assumiamo percid (v. fig. 4)
1 come polo il centro O del cer-
/ chio tisso e come asse polare
il cerchio massimo passante
per O e pel punto 4 in cui av-
viene in origine il contatto del
cerchio fisso col cerchio mo-
bile.

Sia C la posizione gene-
rica del centro di questo. K il
relativo punto di contatto,
M la corrispondente posizione
del punto generatore della

Fig. 4.

1) Cfr, H. M. Jeffery, On spherical Cyoloidal and Trohocidal Curves (Quart.
Journ. of Mathem., T. XIX, 1885, p. 44).
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curva e L il punto in cui il raggio CM taglia la periferia del
cerchio mobile ; sara evidentemente

9 arc KL=arc KA .

Siano R e r i raggi sferici del cerchio fisso e del mobile,
o e o le coordinate geografiche di M e hParco CM ; finalmente
con O e u designeremo gli angoli in C e O del triangolo COM.
In conseguenza la (9) assume il seguente aspetto:

9) 6. sen r=(w + u).8en B
ossia

_senr
10 —u.
10 “sen kB ®

Applicando ora due formole fondamentali della trigono-
metria sferica al triangolo CMO otterremo:
(11) ¢08 p=co8 (R + r).cosh + sen (R + r).8en h.cos 6
cotg h.sen (R + r)=cos (R + r) cos§ + sen § .cotg u
Siccome quest’ultima da

sen h sen 6
cos h.sen (R + r)—sen hcos (R + r) cos 6

u=arctg

cosl le (10), (11) conducono alle equazioni seguenti :

o=arc cos [cos (R + r) cos h + sen (R + r) sen k cos 0]

(12) ? o ST sen k.sen ]
" senR cos h sen (R+r) —senk cos (R+r)cos6

0 —are tg[

le quali, dando le coordinate geografiche della curva in funzione
della variabile 0, ne costituiscono la rappresentazione parame-
trica; da esse si possono trarre le espressioni delle coordinate
cartesiane in funzione dello stesso angolo. Notisi che suppo-

nendo E = g— s8i ottengono le cicloidi sferiche, mentre per A=y

si ritorna alle ipocicloidi od epicicloidi ordinarie.

Ci serviremo delle (12) per ottenere la rettificazione della
curva in questione per h=r e stabilire la veritad della surrife-
rita (v. p. 66) asserzione del Bernoulli. Indicando come prima
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con E, il raggio della data sfera ci serviremo dellespressione
del differenziale dell’arco di una curva sferica, ciod della nota

formola:
() =ne[ (%) s wure(5)]

Ora le (12) danno, nell’ipotesi h=r:
do sen (R+7).senr.senf
a6 sen o
dw senr . cos (R 4 r)—cosr.cos o
‘@ R sen2p

?

percid dalla precedente ricavasi:
senzg sean ds)

=sen? R[sen?r— cos? (R + r) + 2 cosrcos (R + 1) cos p — cos? o]
+ [cos Esen (r + R) —sen E.cosr.cos p—senr cos?p]?.

Osserviamo che il secondo membro si annulla per cosp =t 1, ;
onde tutta la relazione precedente & divisibile per sen®¢; fatta

la divisione si trova:

sen R ds —\/sen? (r + R) — (cos g.sen r + cos .8en R)?.
R, &

Ma, dalla (12, 12) si trae:

0
cos p sen r + cos r.8en K=sen(r + R) [1 — sen2r.sen? 5} )

onde la precedente diviene:

6 ]
13) se;oR %;— =2 sen (r+ k) sen®r sen Z)'\/ cotg?r + cos® 5 .

Per eseguire la quadratura necessaria per rettificare le curve
in questione poniamo

Ccos 2
2
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e troveremo

4 Rysen (r + R)sen®r f 5 1
(14)  s=— =5 dn Vcotg?r + n?

Notiamo ora che 1’ integrazione per parti da

_— 1 —_— 1
2 2 - 2 2 — —_—
qu\/cotg r+ = 21]\/cotg r+ 52+ 2fx/cotg2r+?72’

eppero

1 - 1 —e———
Jany/ cotg?r+n? =5 nV cotg®r+ i+ Ecotgz'r.log (9+V/ cotg?r+n2).

Sostituendo nella precedente ed integrando fra i limiti §=0
e O=n si ottiene, per determinare la lunghezza L dell’arco di
epicicloide od ipocicloide limitato da due cuspidi comsecutive,
la formola seguente:

2R, sen (r + R) sen?r 2 ‘T
s) L= . [sen r + cos®rlog cotg ( 173 )] ,

la quale contiene un’implicita conferma dell’asserzione bernoul-
liana di cui sopra.

T
2
ds=R, cotg R.senf.df ,

Nel caso speciale r== — la (13) diviene

onde
s=— R cotg R. cos § + cost .

e integrando fra 0 e z si ottiene, in luogo della (16), la formola

L=2Rycotg B 2).

1 S
1) Ricordando che ’arco della parabola y2=3pz & dato da 7 qu vV p2tLy2

si vedrd che un arco di epicicloide od ipocicloide ordinaria @ eguale ad altro
di un’ordinaria parabols.

2) Un’altra estensione del - tto di ipo- ed epicicloidi piane fu
proposta da J. 8. Vanecek (v. la nota Raum-Epyoioloiden, Wiener Ber.,
T, LXXXIV, 1881, pp. 69-71) ; ecco in che consiste : Dato un cerchio fisso KX,
un secondo cerchio L si muove in modo da avere sempre con K un punto A

+
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§ 3. Lossodromica sferica.

Questioni suggerite dalla pratica della navigazione indus-
gero il matematico portoghese P. Nunes a considerare la curva
che taglia sotto angolo costante i meridiani della superficie ter-
restre 1). Indipendentemente da tale considerazione, essa venne
studiata, sotto il nome di lossodromica, da molti matematici
(Leibniz, Giov. Bernoulli, Halley, ecc.) i quali avvertirono in
essa prerogative degne di nota (in particolare che essa & l’ana-
loga sulla sfera della ordinaria spirale logaritmica).

L’equazione differenziale della lossodromia si ha facilmente
supponendo in una formola del § 1 costante ’angolo u; & dunque

d
tg,u:—&(;—)- seng.

Ora se la si scrive sotto la forma-

dg

sen g

=cotg p.dw

le variabili risultano separate e ! integrazione si effettua su-
bito ; supposto che a w=0 corrisponda ¢ =% si conclude :

1) w=tg u.log tg —Qé- .

Per stabilire alcune proprieta della lossodromica applichiamo

formole gia stabilite ed otterremo

7% 4+ y*=sen2p , £=tg w,

8

onde le coordinate polari della proiezione di un punto qualunque

della curva sono
01=8eng , W;=w;

in comune, 8e ’arco descritto da M su K & sempre eguale a quello descritto
su L da un altro punto, questo descrive una delle nuove curve. Le condizioni
del movimento sono poi ulteriormente ed in vario modo determinate.

1) Tratado em defensam da carta de marear (1537), De arti atque ratione
navigandi (1546) e De regulis et instrumentis artis navigandi (in Petri Nonii
Opera, Basileae, 1566).
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ora la (1) da
w e

ow COYg th tg _5 ,

ossia
e P u— e
cotg )

onde

sen g

ewcotgu | g—cotg =
2

e per le precedenti
2
(2) Ql:gwwtgy_{_e—maotgu'

Questo dimostra che la proiezione ortogonale della losso-
dromica sul piano dell’equatore & una spirale di Poinsot Y).

Si ricordino poi le formole concernenti la proiezione ste-
reografica e si scriva la (1) sotto la forma

e ootgk cotg —g—=1 ;

si vedra che la proiezione stereografica della lossodromica ha
per equazione
%1 cotg u 'Ql=1 s
ossia
3) . Ql=g—°’c°°tgﬂ,

che rappresenta una spirale logaritmica 2).
Per rettificare la curva ricorriamo alla formola

ds®=dp? + sen?p.dw?;
essendo senp.dw=1tg udp essa diviene
ds?=(1 + tg%u) dg?

PR

T cosp

ossia

1) Cfr. G. Loria, Spez. alg. und transso. Kurver, T. II, p. 218.
2) Tale risultato pud ottenersi senza calcolo ricordando che la proiezione
stereografica conserva gli angoli,
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che integrata da

4
8= cost
@ €os u + !
la quale formola mette in evidenza che la rettificazione della
lossodromica sferica non differisce da quella di un arco circolare.
Per determinare la curvatura geodetica della lossodromica

gerve la formola

tge
(5) % senp

di cui @ notevole l'analogia con lespressione della curvatura
della spirale logaritmica 1).

Alla rappresentazione parametrica della lossodromica si
giunge anche partendo dall’osservazione che essa pud definirsi
come traiettoria obliqua d’un fascio di piani. Assunto Vasse di
questo come asse della z ed indicando con X, Y ,Z le coordi-
nate correnti, il piano del fascio passante pel punto (,¥,%)

avri per equazione
yX—2Y=0

mentre
X—2 Y—y Z—z

z 9 2
potranno intendersi rappresentare la tangente nel detto punto
alla cercata traiettoria. Per le condizioni del problema sard
Il
. Var+ g2 Vo't + Y2+ 72
ovvero

=sen g,

(ady — ydo)® —sene.(2? + y¥)(da® + dy® + de?)=o0.

La curva cercata sard una linea integrale di quest’equa-
zione ; siccome poi deve appartenere alla sfera di centro Oe
raggio 1, si potra porre
(6) z=seng.cosw , Yy=seng.senw , ¥=COBQ;

essendo in conseguenza
dz=cos p.cos w.dp—sen g.sen w.dw
dy=c08 p.8en w.dp + sen p.cos w.dw
dz=—senp.dp
1) Cfr. G. Loria, Sperielle aly. und transsc. Kurven, II Aufl. II Bd.,
p. 65.
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" quell’equazione differenziale diviene

sen? o .dw?=sen?¢.sen? g(dp? + sen?p.dw?),

o pill semplicemente

o=t tge. 2.
sen g
Posto, quindi,
Itge =—;c-

avremo integrando

ko =log tg —g—

o, dopo qualche facile trasformazione,
1
Fof o= ks’

2

senp=

ovvero, servendosi di funzioni iperboliche,

genp.cosh kw=1.

Le (6) divengono in conseguenza

cos w sen w

- ) —_ =tgh k
() = oshkw ’° Y coshkew ' a=tgh ko

che sono le formole cercate. Siccome da queste si trae:

Y
’

———e = tg w
cosh kw T g

Vo +y? =
cosl equazione in coordinate polari p; , @, della proiezione della

lossodromia sul piano zy &
1

1= Gosh ko,

epperd la proiezione stessa & una spirale di Poinsot, conforme-
mente a quanto si trovd prima 1).

1) Per altre proprieta v. Vannson, Equation et propriéiés de la losso-
drome (Nouv. Ann. de Math., T. XX, 1861, pp. 31-41 e 235-232). La stessa
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§ 4. La curva di caccia su di una sferal).

Sotto la forma pid semplice la curva di caccia nel piano
gi pud definire cosi: « Due punti percorrono con velocitd co-
stanti il primo una retta 7, il secondo una linea I'di un piano
passante per r; se P e @ ne sono le posizioni in un medesimo
istante e se si suppone che la tangente in @ a I" passi sempre

per P, I sard una curva

di caccia rispetto alla

retta r ». I’estensione

di questo concetto alla

sfera & immediato; ba-

sta, infatti, alla retta r

sostituire wun cerchio

massimo 4 ed alla tan-

L gente in @ alla linea

cercata pure un cerchio

C massimo. Per giungere

alla rappresentazione

P analitica della risultante

y curva di caccia giova

supporre che la sfera

considerata abbia per

centro O e raggio 1, che 4 ne sia 1’ intersezione col piano 2y e
che si usino le solite coordinate geografiche.

¥4

Fig. 6.

Se p,w (fig. 5) sono le coordinate di ¢ e 121"‘"1 quelle

di P, essendo costante il rapporto della velocitd dei movimenti
dei due punti considerati avremo:

doy \/ W%
(1) -—dz_m 1 4 sen g(—@) .

curva nel 1862 fa scelta in Francia come soggetto della « Question d’ana-
lyse au Concours d’agrégation » (v. un articolo di Audoynard, id., Ser. II,
T. II, 1863, pp. 63-69). ‘

1) E. Roeser, Die Verfolgungskurve auf der Kugel (Diss. Halle a. 8. 1909).
Ivi si trova anche un cenno dell’analogo problema sulla pseudosfera.
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8i chiami poi C il punto in cui il meridiano passante per @

incontra il cerchio 4 e si applichi al triangolo sferico rettan-

golo CQP una delle relazioni fondamentali della trigonometria
sferica; si otterrd:
tg OP |

th:senCQ’

ma di tg @ si pud avere un’altra espressione essendo CQP l’an-
golo formato dal cerchio massimo tangente a I col corrispon-
dente meridiano; percid

d —
7::—seng_ g(w; @)
sen (E —e)
Pongasi ora
do
(2) 7e_=

e si potra scrivere

w;=w + arc tg (psenp.cos ) .
Differenziando rispetto a ¢ e poi eguagliando il risujtante va-
lore di %1— a quello dato dalla (1) si giunge alla relazione se-

guente :

d
(3) p?sen?p.cos?g +22 sen g .cos g + 2p cos%p=

do
=m (1+ p?sen?g.cos?p) /1 + p?sen?g.

Considerando p come funzione incognita (di g) e integrando
si otterra p in funzione di g e allora la (2), mediante una nuova
quadratura, condurrd alla risoluzione del problema.

Per eseguire I’integrazione dell’equazione (3) s’ introduca

in luogo di g la variabile
1

(4) U”—‘m

ed in luogo di p la funzione u definita dalla formola segumente :

v—1
(5) v1+p2 v =pu.

80 CAPITOLO DECIMO

Eseguita la sostituzione si trova la seguente equazione diffe-
renziale : 3
2uv—2v"(v-—1)—d:— =m (uv +v—1)(uv—ov +1);

ora questa appartiene al tipo Riccati ed ammette come solu-

zioni particolari
1—v v—1
= U = H
v v v

percid la soluzione generale & data da

v—1 0™ 41
YET am =1’
¢ essendo una costante arbitraria. Riponendo per u il suo va-
lore (5) e poi applicando la (2) si conclude :

) (o™ —1)dg ¢
(6) w = f2(v—1)\/4cvm+1~—(cv_~—_m +1)2+cos .

1 -
Se qui 8'intende sostituito a v il valore c_o_s_’—g , 8i avra una equa-

zione, la quale pud servire a quello studio completo della curva,
che a noi & vietato dai limiti imposti alla presente opera.

§ 5. La sinusoide sferica.

Lo studio degli strumenti per misurare il tempo col sus-
sidio della luce solare immaginati dagli Arabi condusse M. Cha-
sles 1) a concepire la curva generata come segue: « In un dato
emisfero si considerino gli o! archi di cerchio minore che st,a%mo
in piani fra loro paralleli e sono limitati dal cerchio u.xasmmo
che chinde D’emisfero e si dividano in un dato rapporto; il lnogo
dei punti di divisione & una curva che, proiettata dal centn?
della data sfera su un piano arbitrario, da la linea di ore egualy
asata dall’astronomo Abul Hassan ».

1) dpergu historique ete., II 6d. (Paris, 1875), p. 496.
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'~ Nelle solite coordinate geografiche o, essa ha un’equa-
zione della seguente forma

1
1) cotg o = hcos—c":- ) )
(ove h,k sono costanti), supposto che ’emisfero considerato sia
limitato dal cerchio massimo della sfera di centro O e raggio r
situato nel piano xy.

Se si proietta da O un punto arbitrario di detta curva sul
cilindro circoscritto alla sfera lungo detto cerchio e poi si svolge
quel cilindro su un piano si ottiene il punto di coordinate

T =rw , Y =rcotgo,

il cui luogo geometrico ha, in forza della (1), la seguente

equazione :
Y% h Ty
== =h cos —
(2) ” kr
ciot una sinusoide; da cid un procedimento per farsi un’idea
della forma della curva e la ragione del nome sinusoide sfe-
rica che essa porta.
Se invece la si proietta da O sul piano z=I si ottiene il
punto di coordinate cartesiane

r;=l.tgo.senw , y;=l.tgo.cosw,

epperd di coordinate polari
o=ltge , o=w;
tenendo conto dell’equazione (1) si vede che la curva proiezione

ha per equazione polare
{
(3) 0= P
h -1
cos %

¢ dunque una spiga 2).
La rettificazione della sinusoide sferica dipende da inte-
grali ellittici di I e IIT specie.

1) H. Michnick, Beitrige zur Theorie der Sounenuhren, I Thl. (Leipzig,

1914).
2) G. Loria, Spezielle alg. und transs. eb. Kurves, II ed., T.I, p. 367.

G. Loria, II. 6
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§ 6. La trattrice circolare sghemba 1).

Proponiamoci di determinare una curva sghemba avente
per linea equitangenziale una circonferenza, curva che, come &
naturale, diremo tratirice circolare sghemba. Scelta, come & lecito,
per equazione della data circonferenza la seguente

1) X+ Y= , Z=0,

per risolvere il problema dovremo integrare il segnente sistema
di equazioni differenziali

dx dy dz
@) X-_w——-a-ﬁ y Y—y—a—% R 0=z—a-§§,

x,y,c essendo le funzioni incognite. Ora la terza di queste,
scritta sotto la forma

dz ds
Z  a
da
i?
(3) . 2=ce *

¢ essendo la costante d’integrazione. D’altronde, quadrando e
sommando le (2) e tenendo conto delle (1), (3) si trova:

b2=a2 + y2—2a (m%—j +y %) + a?—c?%
ossia
2
da*+4?) ot +9P _ aP—bP—c% ¢ .
ds a a

Ora, nella funzione 22 + y2, questa & un’equazione differenziale

lineare ; integrandola si ottiene
28 8

(4) ? + y?=b>—a?— e + cleT ’

1) O. Hoel, Recherches sur les courbes & double courbure (Arch. for Math.
of Naturvid., T. XXXVI, 1920); La tratrice ciroulaire & double courbure
(Ann. do Acad. Polyt. do Porto, T. XIV, 1920).
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¢, essendo una nuova costante arbitraria. Ma, applicando la (3)
e ponendo
41

(5) o=k , BP<h—a?i k2.

8i vede che la (4) pud scriversi
(6) @® + y? + (2—k)2=R?,

equazione che prova essere la trattrice circolare una curva si-
tnata sulla sfera di centro (0,0,%) e raggio R.

Per ottenere la rappresentazione analitica della curva di
cui ci occupiamo in coordinate sferiche u ,v, poniamo al solito

(7) ao=Rseny.cosv , y=Rsenu.senv , 2=Rcosu + %k

ed otterremo
ds®=R¥du® + sen?u.dv?);

ma, per la (3) la (7, 33) da
ce“_ =Rcosu +k
e poi
Rasenu.du

ds:—R cos U + %’

percio, sostituendo nella precedente, si trova :

a? 1
8 dv= —_
®) v \/(R cosu + k)2 senu u

Questa quadratura & eseguibile elementarmente ponendo
Rcosu + k=w; ma, anche senza eseguirla, si vede che u varia
fra i valori

— Rk
ab k)’ are co ( ab+Rk)

arccos ( ——— =TTy
R+ a? R {at.

Si esegua ora la proiezione stereografica della trattrice me-
diante le note formole

po=Rcotg % , W=V,
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La (8) si trasforma in conseguenza in quest’altra:

(9) dw = — de V4R%20?— }(R + k)o*— R3+ kR
e (R + k)o®— R® + kR? 3

ora questa equazione caratterizza la curva piaba detta trattrice
circolare 1); si conclude quindi: la tratirice circolare sghemba
ha per proiezione slereografica una tratirice circolare piana.

§ 7. Curva sferica di pendenza costante ?%).

La curva sferica di pendenza costante su di un piano puo
anche definirsi come la traiettoria obliqua di un sistema di se-
zioni prodotte nella sfera considerata, da o<! piani fra loro pa-
ralleli. Per trovarne l’equazione supporremo la sfera di centro 0
e raggio 7, di pil che tutti i piani considerati siano paralleli
al piano zy. Essendo ’elemento lineare della sfera dato da

(1) ds?=r%(dp® + sen?p.dw?),

ed essendo per ipotesi

2
—d—s-=cost. =8en a
si avra
ds? —dz?
—-8—d22—z=cotg2 a.
Ma, poiché & z=rcosp, si ha dz=—rseng.dg, onde la prece-
dente, dopo facili trasformazioni, diviene
(2) dw=dg \/cotg?® a— cotg?p .

Per eseguire questa quadratura poniamoc

A3) cotg p=cotg a.cosy;

1) G. Loria, Sp. Kurves, T. II, 2 Aufl., p. 19.

2) H, J. Jonas, Kurven von konstantes Steilheit auf der Kugelfiiche (Arch.
f. Math, u. Phys. III Ser., T. VIII, 1905, p. 281-84). La stessa curva s’ in-
contrerd fra le eliche ; qui ne faceciamo cenno per la semplicitd della trat-
tazione diretta che essa consente.
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avremo:
Veotg?a — cotg? p=cotg a.seny
cotg a.senp.dy
71 + eotgZa.cos’y
e quindi

_cot?a.sen’y.dy dy —
T1 + cotg2acos?y sen®a.cos?y 4 sen®o

Integrando si trova

arc cotg (sen a.cotgy) —yw + cost.

1
(4) ?=Sena

Le equazioni (3), (4) esprimono le coordinate geogra;ﬁc'he
di un punto arbitrario della curva in funzione della variabile
indipendente v, onde ne costituiscono la rappresentazione pa-

rametrica. .
La rettificazione della curva si pud eseguire elementar-

mente ; eliminando, infatti, de fra le (1) (2) si trova

ds

—_— = n
do  sen a>ne
donde
¢ __T-cose
(5) g=cost. ——— =

§ 8. Catenaria sferica.

La catenaria sferica & la forma d’equilibrio assunta da un
filo pesante ed omogeneo, flessibile ed inestendibile, col]océto su
di una sfera, sulla quale pud scorrere senza attrito e di cui sono
fissi gli estremi ). La ricerca di tale forma venne proposta dal

1) Il Gudermann (Grundriss der amalytischen Spérik, Koln, 1830, p. 47)
diede lo stesso nome alla curva che, in coordinate metacartesiane ha per
equazione gt 4 o—ma
tgv="—"79—""
analoga a quella della catenaria piana ; ma questa denominazione venne ab-
bandonata pit tardi da Ini stesso (v. p. seg.).
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Bobillier nell’articolo De I'équilibre de la chainette sur une swr-
face courbe (Annales de Mathématigues, T. XX, 1829-30, p. 153)
@ poco dopo dal Gudermann nel Giornale di Crelle (T. XTI, 1834,
P. 200); cid diede origine a due memorie, una del Minding 1),
Paltra pit estesa e completa del Gudermann stesso 2), alle quali
8i deve in gran parte se detta questione s’incontra nei pin
estesi trattati di meccanica razionale 3).

Se, al solito, 0 & il centro e 7 il raggio della data sfera,
e si chiamano ¢, w le coordinate polari della proiezione ortogo-
nale della catenaria sul piano xy, per determinare la curva si
trova, oltre la 2%+ 2 + 22=+2, Vequazione

krdz
1 = —_—
@ w‘ﬂﬁ~mwa

ove
@) fle)=(z—h)¥a2— 23 — k2,

e b, k sono costanti date; essendo o=\/r2— 22, la proiezione
€ cosl rappresentata analiticamente, dal momento che ¢ e w si
conoscono in funzione della variabile indipendente 2.

La quadratura indicata nella (1) dipende da integrali el-
littici e venne eseguita in vari modi 4). Se si scrive la (2) sotto
la forma

f(2)= —[(2*—a?) (z— k)2 + k2]

8i vede che, affinché la curva sia reale, ’equazione f(z)=0 non
pud avere radici tutte complesse; ora detta curva si presenta
sotto due distinte forme tipiche, secondoché sono reali due sole
0 sono reali tutte. Notevole & il caso h=0; la curva corrispon-

1) Beantwortung der in 11. Bande dieses Journals 8. 200 wvorgelegten
Frage N. 4 (J.'f.r. u, augew. Math., T, XII, 1834, p. 179-80).

%) De ourvia catenariis sphaericis dissertatio analytico-geom. (T. XXXIII,
1846, p. 189-225 e 281-315).

3) V. p. es. P. Appell, Traité de Mécanique rationnelle, T. I, p. 202,

4) Clebsch, Ueber die Gleichgewiohtsfigur eines biegsamen Fadens (Journ.
f.r. u. a. Math. T. LVII, 1860, p. 93-110) ; O, Biermann, Problemata quaedam
mechanica functionum ellipticarum ope soluia (Diss. Berlin, 1865); P, Ap-
pell, Sur la chainette sphérique (Bull. de la Soc. math. de France, T, XIII,
1885, p. 65-71). ’
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.

dente dicesi catenaria parabolica ), e puod rettificarsi elementar-
mente. Ma ancor piill notevoli sono i casi in cui, per valori spe-
ciali delle costanti, I’ integrale (1) & pseudo-ellittico, che allora
la catenaria & una curva chiusa algebrica; tale importantissimo
fatto venne scoperto da A. G. Greenhill 2), il quale ha studiate
accuratamente le catenarie algebriche e ne ha messo in com-
mercio delle riuscitissime immagini stereoscopiche.

Gli sviluppi analitici necessari per stabilire quanto si &
enunciato sono talmente considerevoli che non ci & possibile
riferirli e ci & forza rinviare il lettore agli scritti citati. Vo-
gliamo soltanto aggiungere, finendo, che Gudermann ha anche
considerata la curva luogo dei poli dei circoli massimi tangenti
alla catenaria sferica (ciod la curva polare reciproca di essa)
mostrando che la sua proiezione sul piano xy & rappresentabile

come segue :

_r r(k + h2)dz /72— %
) AV A — (kR Ve

di pitt ha notato che, nel caso h=0, la curva dedotta non diffe-
risce dall’antica, cid che costituisce una nuova notevole prero-
gativa della catenaria parabolica.

OSSERVAZIONE. Si possono considerare catenarie anche su
altre superficie; vennero sinora studiate quelle relative alle tre
pitt semplici superficie di rotazione: cono, cilindro e parabo-
loide; le loro equazioni dipendono ancora da integrali ellittici 3).

§ 9. La curva del pendolo sferico.

Se a Olairaut spetta il merito di avere per primo conside-
rato il movimento di un pendolo nelle ipotesi pii generali %),
a Lagrange si deve una trattazione del problema che divenne

1) Perger, De curva catenaria sphaerica parabolica (Diss., Berlin, 1838).

2) The sphericul Catenary (Proo. of the London Math. Soc., T. XXVII,
1896, p. 123-85).

3) H. Dannehl, Die Kettonlinic auf einigen Rotationsflichen (Diss. Ko-
nigsberg, 1887).

4) Examen des difféventes oscillations qu'un corps suspendu par un fil pent
faire (Mém. de Paris, 1735).
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presto classica 1) e grazie a cui di quella questione & fatto cenno
11? ogni trattato di meccanica razionale ove si parla del moto
di un punto ritenuto di una superficie.

' La curva descritta dal punto mobile offre una spiccata ana-
logia con la catenaria sferica, perche, ritenendo le notazioni usate
nel p;_aragrafo precedente, pud rappresentarsi mediante le due
equazioni

1) w:f _E’@i___ =\ 2
Eemyim OV

ove perd

(@) fle)=(z—R)(r2 — %) — k2.

. Emerge da queste formole che dipende da funzioni ellit-
tlche.; onde il problema indicato ha dato lnogo a moltepliei svi-
luppi analitici da parte di Tissot %), Hermite 3), de Sparre 4)
Moulton 3) ed altri e se ne trova cenno in tutte le trattazioni’
della teoria e delle applicazioni delle dette funzioni (Greenhill
'Halphen, Tannery et Molk, Durege, ecc.). Direcente poi A. Emch “)’
inspirandosi ai risultati ottenuti dal Greenhill per la catenaria’
sferica, ha determinati i casi in cui, per speciali valori delle
c?stanti, la curva del pendolo sferico risulta algebrica; l’am-
plezza delle considerazioni che conducono a tali risultati non
el permette che di segnalarne ai lettori I’ importanza.

1) Mécanique analytique, Nouv. édit., T. II (Paris, 1815) p. 194 e segg
V. anche V. Puiseux, Sur le mouvement dun point matériel pésant sur um;
sphére (Journ. de mathém,, T. VII, 1842) e C. Gudermann, De pendulis
sphaericis, et de ourvis quae ab ipsis desoribuntur sphaericis (Journ. f. r. n. a
Mathem., T. XXXVIII, 1849, p. 185-215). o

2) 1d. T. XVII, 1852.

3) Sur le pendule (Journ. f. r. n. a. Mathem., T. LXXXV, 1878, p. 246-49)
© Sur quelques applications des fonctions elliptigues (Paris, 1885),

4) Sur le mouvement d’un solide autour d'un point fize et sur le pendule
conique (Ann. de la Soc. seientif. de Bruxelles, T. IX, 1865, p. 49-94).

8) The Problem of the sperical Pendulum Jrom the Standpoint of periodic
Solutions (Rend. del Cire. mat. di Palermo, T. XXXIJ, 1911, p. 338-64).

6) On closed Curves described by a Spherical Pendulum (The T6hoku
Mathem. Journal, Vol. XV, 1919, p. 146-65; cfr. la comunicazione preli-
minare dello stesso titolo inserita nei Proc. of the Nat. Accad. of Sciences
Vol. 1V, 1918, p. 218-25). ’

T e e
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OSSERVAZIONE. Un’altra curva fisico-matematica che offrl
notevoli applicazioni delle funzioni ellittiche & la mmu.z d.ella.t corda
del funambolo; essa rappresenta la forma secondo cui si dispone
mna corda omogenea pesante di sezione costante ruotante at-
torno a due suoi punti fissi con velocitd costante !); non ci ar-
restiamo su di essa perche finora non vennero ravvisate in essa

notevoli proprietd geometriche.

1) Cfr. Clebsch. J.f. d.r. und angew. Mathem., T. LVII, 1860, p. 733
F. G. Teixeira, Obras sobre mathematicas, T. VII, p. 275.

CarriToro XI.

CURVE DEFINITE
DA RELAZIONI FRA ELEMENTI INTRINSECI.

§ 1. Curve di Bertrand.

Una facile applicazione delle formole di Serret-Frenet guida
a concludere che non esistono curve aventi comuni tuite le tan-
genti; cerchiamo se ne esistono aventi comuni le normali princi-
pali ). A tale scopo consideriamo una curva I, la quale sia
definita dandone le coordinate x,y,z in funzione dell’arco s
a partire da ogni suo punto P portiamo sulla corrispondente
normale principale un segmento P?:u, % essendo in generale
funzione di s e proponiamoci di vedere se & possibile determi-
nare « in modo che la curva I, luogo del punto P, abbia le
stesse normali principali di I". Indicando con le medesime lettere

sopralineate gli elementi di I, avremo, per le fatte ipotesi,

(1) T=x+&u , Y=y +yu , z=2+lu
&) b, =, I=t
3 at + Py + yl=0 , A& + un + v =o.

Differenziando le (1) rispetto a s e applicando le formole di
Serret-Frenet si trova

f agé=a+§u"—u (—:i + :7)
(4) B%=ﬂ+qu’—u(—g+ﬁ>

1) Questo problema venne proposto dal Saint Venant nel suo Mémoire
sur les lignes courbes mon planes (Journ. de ’Ec. polyt., XXX Cah., 1845 ;
nota a pag. 48).
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inoltiplicando queste relazioni per £,7,{ ed addizionando i ri-
sultati si trova w'=0, onde u=cost.(=h). Le (4) divengono in

conseguenza :
[ _ds h h
| aa?=a(1—-—)——ﬂ.
) - d3 R\ h
o s
ds

Quadrando e sommando queste relazioni si trova
- ds h\2 h\2

3 —= - =

() ds ‘/(1 'r) + (9 ) ’

Giova ora introdurre ’angolo 6 definito dalle tre relazioni
equivalenti :

13 B
Q [4
tgf=———— =
(6) g6 1_lysen0 \/1 AIAEYE
o (=3)+()
1t
cos =

o
o hNZ2 /hN\2’
Ve ()
r 4
la (5) assume in conseguenza la forma
. H__h
) ds pgsenf’
mentre le (4') divengono:

S’ a=acosf —Aisenf
) { B=Bcosf—pusend

p=ycosf—»senf .
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Differenziando queste formole rispetto a s e applicando nuova-
mente le formole di Serret-Frenet si trova:

¢ -(-13 13 cos f __sene) — (asen @ + 4 cos 6)8

T ds r ]

7 &5 (080 _send) ,

= ds—n( ; 0 ) (B sen B + p cos 6)0

{ d  (cosb sen @ '
\ ?EE_C< e )—(ysen0+vcosﬂ)0

Moltiplicando queste eguaglianze una volta per a, 8,7, un’altra
per A,u,» ed in entrambi i casi addizionando i prodotti risul-

tanti, si trova
0=sen#.0' , O=cosf.0';

donde segue § =0 epperd §=cost. Ora la (6, 1) pud scriversi:
h
(1——) sen § — Ecos@:ﬂ;
r r

essendo 0,k costanti, dico che questa relazione & della forma:

A B
8) —+5=%

ove A,B,C sono costanti qualsivogliono; infatti identificando
questa relazione alla precedente si ottiene

A4 B _C
senf cosf senf
h

onde

6=arctg% , h= T ece

Concludiamo dunque il seguente importante

TEOREMA. Le curve le cui mormali principali sono mormali
principali di un'alira curva 8ono caratterizzate dalla proprietd
che in ogni loro pumlo flessione e torsione sono legate da una re-
lazione lineare.



CURVE DEFINITE DA RELAZIONI FRA ELEMENTI INTRINSECI 93

Esse, dal nome del geometra che le ha scoperte 1) si chia~
mano curve di Bertrand. Da una curva siffatta se ne ottengono
infinite altre staccando sulle sue normali principali dei segmenti
di lunghezza costante 2).

Alla relazione (8) si pud giungere anche con un altro pro-
cedimento, che merita di essere segnalato perche, con lievi
modificazioni, & applicabile a questioni analoghe.

Partiremo ancora dalle formole (1), ove, come dimostrammo,
u & costante (=h): le scriveremo, quindi, come segue:

(1) F=w+hi , F=y+hy , z=24+h{.

Ricordando le formole (IV) del Cap. I (Vol. I, p. 3) si vede
che la (3, 28) si pud scrivere come segue:

£ ” ¢
¥ 7 =0,
%II :I_/” EIV |

le derivate essendo prese in rispetto a s. Ma le (1) (ponendo

per brevita k=% y % =§ e applicando le formole di Serret-Frenet)
danno:
7' =a(l— hk) — haxd

T =—hlk o+ (k— hk®— ha?) & — ko' 2

e le analoghe; percid la precedente diviene:

£ oo !
a(l — W) —Toxd... | =0
—hk'a—hx'A |

1) J. Bertrand, Mémoire sur les courbes & double courbure (Journ. de
Math., T. XV, 1850, p. 347). Altre dimostrazioni della relazione (8) furono
suggerite da J. A. Serret (Sur un théoréme rélatif aux courbes a doubdle cour-
bure, 1d., T. XVI, 1851, p. 499-500), A. Mannheim (Démonstration géoméirique
d’une proposition due & M. Bertrand, 1d., II Ser., T. XVII, 1872, p. 403) ed
altri.

2) E facile vedere che la courbe adjointe (ofr. Vol. I, p, 39-40) di una
curva di Bertrand @ una curva della stessa specie ; altrettanto pud ripetersi
riguardo a tutte le curve di cui parlasi nel § 5 del presente Capitolo.
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ossia
Léon ¢ & n ¢
W(1—hk); ¢ B 7 | —hek Aop v |=0
LA op a B 7
o finalmente

' (1 — hk) + %k =0.

Se ora scriviamo questa formola come segue

* ¥
ST =0
®x 1—h
e integriamo, otterremo
1—hk
log »—log W =cost,
ossia
x 1
PR

relazione che non differisce in sostanza dalla (8).
Un analogo ragionamento pud servire a decidere se, data

una curva I, se ne pud trovare un’altra I'y avente le stesse

binormali ; sussisteranno allora le formole
o= + AU , Yo=Y + pu , FH=2 + YU
Ay=2 , po=p , Vo=V
agh + Bopt + 7 =0 , ok + mopt + Lr=0;
ora, tenendo conto della penultima di queste formole, si dimostra

facilmente che u & costante (=h); applicando poi le citate for-
mole (VI) del Cap. I si pone Vultima sotto la forma

& o(Ary + py’o + vZ o) =8 o(Ady + wyo+ 7o) ;

ma, differenziando le formole
@g=z -+ Ah , Yo=Yy +ph , =2+ vh,
si riesce a ridurre questa alla seguente
h
— =0;

e
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. ‘ 1 . .
¢id prova che, se . non & nulla, se, cio®, la curva non & piana, si

deve assumere k=0, onde I, coincide con I'; nel caso opposto
quella condizione & soddisfatta qualunque sia 2 : la nuova curva
& una qualunque sezione retta del cilindro avente per base la
curva I e le generatrici perpendicolari al suo piano. Da tutto cio
si raccoglie che non esistono coppie di curve gobbe aventi comuni
le binormali.

Ritornando alle curve di Bertrand, osserviamo che l'angolo
costante § ha un significato geometrico che si desume dalle (4”);
esse infatti danno

9) ad + BB + yr=cos b,

relazione che esprime la seguente proposizione: Se due curve
hammo comuni le normali principali, le loro tangenti in puniti cor-
rispondenti formano un angolo costante,

Per stabilire altre proprietd delle curve di Bertrand diffe-
renziamo la (4", 1#) rispetto a s ed otterremo

ma &=£ e sussiste la (7), quindi

1 gsen 6<cosB sene)
(10) ¥ h r 0o /-
Essendo poi ortogonale il determinante
|

|

applicando le (4') si trova:

> v R
R R N |
S e Ry

( 1=121cos0 + asend

(11) R=pcosf + fsenf
e v=vcos + ysenf.
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Differenziando la prima rispetto a s si trova:

:ds E(#+sene).

r /7

o ds

ma &=£ e sussistono le (6) e (7), quindi

1 sen O
1) Frmi

dunque se due curve hanno comuni le mormali principali, & co-
stante il prodotio delle loro torsioni in una coppia di punti cor-
rispondenti 1).

Per trovare la rappresentazione analitica delle curve di Ber-
trand, consideriamo 2) 1’ indicatrice sferica delle binormali della
curva I" dedotta da I'nel modo indicato; siano u,v,w le coor-
dinate di un suo punto arbitrario espresse in funzione dell’arco o
della curva. Sussisteranno allora le formole

(13) A=eu , p=ev , y=ew ove e=t1
(14) u? + 0%+ we=1, w2+ v+ wi=1
(15) u’ + o0’ + ww' =0.

Detti, quindi, U,V,W i determinanti estratti dalla matrice

u v w
o v ,

w

8i avra

(16) U? + V2 + W2=1

(17) Ve=1—(u2+u'?) , Vi=1—(*+v'%) , W2=1— (w?+w'?)
(18) Vw —Wv'=—u , Wu'—Ow'=—v, Uy — Uv=—w.

1) Allo stesso risultato si perviene osservando che, per la perfetta re-
ciprocanza esistente fra le curve considerate insieme alla (7) sussiste 1’altra

b
dz oeend’
e questa combinata alla (7) da la (12).
2) G. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, T. I (Paris,
1887) p. 45.
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Dalle (11) e (13) risultano queste altre:

S eu =asenf + Acosl
(11) ev =fsen B + ucosd
( ew=ysenf + v cosf,

do misura Vangolo di due binormali consecutive di I_’, onde
do
vale —52 ciod per 'analoga della (7)

do senf

Differenziando poi le (11') si trova

sen @ cose) , do
f(—— + —)=¢u ——, ecc.,
r 0 ds

ciod per la (6,12 e per la (19)

(20) E=eu , n=ev , {=ew';
ed essendo

af + fn + y{=0.
si conclude
(21) auw + v’ + yw'=0.
Inoltre le (11') danmo
(22) au + Pv + yw=esen .

Combinando le (21) (22) alla nota relazione
a® + 2+ y2=1
si ottengono i seguenti valori:
" a=¢cu senf = U cosb

(23) \ B=ev senf =V cosb
( y=ew senf = Weosb,
nei quali i doppi segni si corrispondono.
Sostituendo questi valori nelle (11') si trova:
J=eu cosf = U senf
(24) u=ev cos = V sen
vy =ewcosf = Wsenf .

G. LoRia, IL
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Ricordiamo ora che & il determinante

a B 7
& 7 0 =41
| 4 I v
sostituendo ai nove coseni i valori trovati si vede essere
eu &v ew { gsenf 0 cosf
e w v w 0o 1 0 =41,

=7 =V =W cosf 0 —send

donde emerge che il doppio segno non & arbitrario, ma devesi

prendere sempre il segno —.
Finalmente si osservi che dalle formole stabilite si desume

essere :

ossia, per le (23),

%:ehu —hU cotgb.

Si conclude dunque:
g a:=ehfudo — h cotg Gf(vw’ —v'w)do
(25) y=ahfvdo — h cotg Gf(wu’ —w'u)do
. z=eh fwdo— h cotg Gj(uv’ —uw'v)do;
e queste, supposto che le funzioni w,v,w soddisfaceiano le re-
lazioni (14), costituiscono la rappresentazione analitica generale

delle curve di Bertrand.
Nel caso in cui la relazione fra le due curvature sia scritta
gotto la forma (8), le (25) assumono il seguente aspetto:
! Cm:eAfudo-—-Bf(vw’ — v'w)do
(25') Cy=¢A fvdo — B f(wu' —w'u)do
Cz =eAfwdo——B/(uv' — u'v)do

e sono applicabili solo quando sia C==01).

1) Curve di Bertrand dotate di speciali proprietd, eppero suscettibili
di altre rappresentazioni analitiche, furono scoperte ed investigate da
E. 8alkowski (Beitrige zur Kenntniss der Bertrand’schen Kurven, Math. Ann

T, LXIX, 1910, p. 559-79).
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§ 2. Curve a flesstone costante.

Se nella relazione (8) del paragrafo precedente si sup-
pone B=0 essa diviene r=%, onde le curve considerate sono a

flessione costante; da taluni sono chiamate cerchi storti 1), da altri
curve di Monge?); la loro rappresentazione analitica generale &

1) o=t fu.do, y=r fv.do , z=r fw.do
nell’ ipotesi che le funzioni u,v,w siano legate dalla relazione
u? 4+ 0% 4 w?=1,
percid si pud supporre
U=COS .COSY , V=8ER P.COSY , W=8eny

@ ¢ p essendo fonzioni arbitrarie di .
Un’altra rappresentazione analitica & data dalle seguenti
formole suggerite da J. A. Serret 3):

o (VD
w“‘rf Wsen t.di

TTofr ot
@ =1 VAT s

e 1+ ¢24 92
\ o= f (1—!—(})2)3 (pdt.

E noto che le coordinate del centro del cerchio osculatore
in un punto della curva

r=x(s) , y=y(s) , =2==2(s)

1) B, Cesard, Geometria intrinseca (Napoli, 1896) p. 144.

2) Questo geometrs ha per primo considerate tali curve nel suo Mé-
moire sur les développées, les rayons de courbes etc. presentata nel 1771 al-
1’Accademia delle scienze di Parigi.

3) Cfr. Ved. di Liouville dell’Applications de lanalyse & la géométrie
di Monge (Paris, 1850).
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sono date dalle formole
3) = +1E , p=y+rm , x=t+10{,

mentre quelle del centro della sfera osculatrice nello stesso
punto si determinano mediante le formole

(&) @y=0+rE—or'h , Y=y +m—or'n , H=r+ri—ery;
ora, affinché in ogni punto di quella curva si abbia
=2 , N1=Y2 » A~%

& necessario e sufficiente che sia 7 =0 ciod r cost. lenque :‘ per
tutte ¢ sole le curve a flessione costante il luogo I, det cemiri dei
cerchi osculatori si confonde col luogo I'y dei centri delle s.fere osou-
latrici (ciod con lo spigolo di regresso della sviluppabile costi-

tuita dai piani normali) '). '
Indichiamo con I’ indice 2 tutti gli elementi della curva F,?
differenziamo le (4) rispetto a s @ gerviamoci delle formole di

Serret-Frenet ; otterremo :

essendo in conseguenza

ds, r ,
—df=ﬁiz+(gr’)g ove e=*1

si conclude

(5) Q=—¢k , fo=—8u , Ve=—8.

1) Dieu, Concours d’aggrégation aux Liceés, année 1850 (Nouv. Ann. de
Math. T. XI, 1852, p. 341-44).
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TUna nuova differenziazione da:
G sy E mds_ o Lads L

ey = ey, T —

re ds 0 ry ds 0 Ty ds 0

onde, quadrando e sommando,

1ds, ¢ e
22" ove £=F1
(6) Ty ds 0
eiog
(6" ro=e¢’ [r + 0 (er)']
eppero : )
(7) 2:—88'5 ’ ng=—28En , La=—eg' L.

La (6') mostra che se I" ¢ a flessione costante, lo stesso accade

di quella mella quale cotncidono le curve I, eI, '
In tal caso le curve I' e I', sono reciproche; infatti essendo

Gyg=0 +7E , Y=yt 5 B=2+rl

sara
Ty=1g + 1oby=a + & + &€'r (—€'E) =x; ecc.

Si ha ancora:

By — I Ba 72 e I ace.
1y Lo n
onde
(8) hg=—6a , py=—¢Py=—¢7.

Le formole (5), (7), (8) provano che, qualungue sia la curve I,
il triedro satellite in un suo punto arbitrario ha gli spigoli pa-
ralleli a quelli del triedro satellite mel punto corrispondente della
curva luogo dei ceniri delle sfere osculatrici.
Finalmente dalle (8') traesi:
L () (Ga)T (S
;27—(7172) + () + )

{8+ - (L

() (@) =
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ciod in valore assoluto (5) gp,=17,; se quindi I' ¢ a flessione
ocostante, si ha ‘

992=727
onde in punti corrispondenti delle due curve I' ¢ I'y le torsions
sono inversamenie proporzionali.

La fondamentale questione se esistono curve algebriche a fles-
sione costante venne di recente risolta in modo affermativo 1)
servendosi di una rappresentazione parametrica diversa dalla (1)
— anzi pitt complicata —, alla quale si fu condotti dalla consi-
derazione delle relazioni esistenti fra due curve in corrispon-
denza, con la condizione che in punti analoghi le tangenti siano
fra loro perpendicolari.

Siano I' e I due curve siffatte. Servendosi delle consuete -
notazioni sussistera I’ identita

aa; + Py + 77, =0
alla quale si soddisfa, qualunque sia Pangolo 6, ponendo :

a;=Asenf + & cos
(9) Bi=psend + 5 cosb
y1=v» senf + fcosf.

Si assuma ora ad arbitrio la funzione f(s) e si ponga:

(10) ds,=f(s)ds.

Indicando poi con ( = %) la flessione e v ( = %) la torsione

di I', e similmente per Iy, si ha:

day \2 ag )2 dy, \? , , , ( ds )2
e_{ 71 1 palt N R 2 2 af 2
= _( ds, ) + ( ds, + ( ds; (@ + 8% + 1) ds,

ciog, per le (9), (10),

(12) f(8)ny= \/xz cos?6 + g(%% )2—1 22 .

1) Salkowski, Zur Transformation des Rawmkurven (Math. Ann. T. LXVI,
1903, p. 534-42).
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Similmente si trova:

13)
xsene(ﬁ——z) + %2cos 0 igl d6 1)
ds das | »
f(s)zy=— —xsenf.
x2cos? 0 + (119‘ -—1)2
ds
Ora:

_day  dzy as 1 day

onde sussiste la relazione
@y =~/ﬂ f(s) ads
e due analoghe, ossia per le (9)
=f f(8)(A sen 6 + £ cos B)ds ,
(14) L% :_// “H(s)(wsen 0 + 5 cos O)ds ,
= [ f(s)(v sen 6 + { cos O)ds .

Affinch® la curva I risulti di curvatura costante x,;=1, per
la (12), si deve assumere

f(s)=\/nzcms2 0+ 3(%?)2__,;2 ;

le (14) divengono allora:

[ 2
w1=f(l sen 6 + £ cos 9) \/%200320+g(3§) T§d8

- 7 <
(18) § 9, =j (usen 6 +17 cos 0) Nf 2 cos? g +i(§;> -—1:; ds

2 =f(v sen @ + £ cos 9) '\/x*’- cos?d + g(%g—)z——tgads

La semplice ispezione di queste formole prova che esse su-
biscono una notevole semplificazione, supponendo
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esse, infatti, divengono:

it z, =J"(1 sen 6 + & cos B)x cos 6.ds
v Y =J ‘(H sen @ + 7 cos 0)x cos §.ds
? 2 =J'(v sen @ + £ cos §)x cos 6.ds.

Supponiamo ad es. che la curva I' di partenza sia lelica
x=co8v , Yy=senv , R=mUV.

Si avra allora:

. I
1+m?’ Tirm
E=cosv , n=senv , (=0

x= , s=V1+miv,

1 msenv ___ mcosv 1
Viem T T viEm TTim
=" .
V1+m?
Giova introdurre, invece di m, la costante
m
N=—e——;
V14 md

le (17) si mutano allora nelle altre:
@y = —y/1—n? f(nsenv.sennv + Co8v.COB no) cos nv.av
(18) Jy = —v/1—n2f(ncosv.sen nv—senv.cos ne) cos no.dv
( 2 =— (1—n?) fsen nv.cos n.dv.
Per eseguire le quadrature indicate si supponga aversi:

(n 8en v.sen nv + COS v.CO8 1Y) COS NV=

1
= —;ﬁ sen v.sen 2nv + D) cos v(1 + cos 2nv)

n ¢os (2n—1)v —co8 (2n + 1)v }_
=3 2 + B cos v +
1 cos (2n—1)v + cos (2n -+ 1)
+_
2 2
1+4+n

—_ 1
cos (2n—1)v + 1 ”cos (2n +1)v +Ecos'v;

4
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¢ similmente per la quantitd che si presenta sotto il segno f
nell’espressione di y,;; mentre

1
sen nv.cos m)=—2— sen 20 .

Si conclude quindi:

i —— 1—n
—— 1 ) —
,J Ty= Vi—n E4(1 +2n)sen (1 + 2n)v
1+4+n 1 |
msen(1—2n)v+ 5 sen/oS

.

— 1—
a9 < n= \/l—n"‘} m’z%)eos 1 +2n)v

147

1
+mcos 1—2n)o +Ecos'u

2
»
cos 2.

2=

Ora se si suppone che 7 (< 1) sia un numero razionale queste
equazioni rappresentano una curva, non solo algebrica, ma anche
razionale ; e siccome dalle (19) segue agevolmente una relazione

della forma
A(x® + 9,)=B + C(2, + D),

ove A,B,C,D sono funzioni di n, cosl tuile le curve irovale
appartengono a quddriche rotonde.

1
Cos) per es. nell’ ipotesi n:E si trova la curva:

/ V'35 §5seni:-+14sen-2;i+l3sen0(

o=y

\ 6.32 )
V'35 | kil ? . 16
%:Eﬁé b cos 3 -+ 14 cos 3 + 16 cos v

35 v
21=34 008'3";
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v R s .
posto §—=w, essa pud rappresentarsi pii semplicemente come

segue :
35
ml=L | 5sen 4w + 14 sen 2w + 13 sen 3w {
6.32
35
y1=g32{5cos4w+l4cos2w+160053w}

zl=—‘:33 cosw;
34

introducendo finalmente come parametro

w

si vede trattarsi di una curva razionale di ottavo ordine.

§ 3. Curve a torsione costante.

Dalle equazioni che chiudono il § 1 del presente Capitolo
si traggono, supponendo 4=0, quelle che porgono la rappresen-
tazione analitica delle curve a torsione costante; ma le formole
risultanti possono anche ottenersi agevolmente per via diretta
ricordando essere

~r 5 ’ r C
PO AN I
Y e @
Seriviamo, infatti, queste relazioni come segue:
ar du dy
§=0 g v n=0 g s L= 43
ricordiamo poi che si ha in generale
dz 7 ]
a=—— = ecc.
s | p v |
onde per le precedenti
de o | du dv
ds N ds_ u P ece. 5
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quindi, quando ¢ & costante:
(1) e=g f (v.dp—p.d) , y=0 [ (A.dv—v.dA) , z=g f(u.d2 —2.dp);

sono queste le formole cercate nell’ipotesi che le tre fun-
zioni 4, u,v soddisfino all’identita

(2) A2 ud =1
Fra A,u,» si potrd stabilire una relazione arbitraria
(3) fA, p,v)=0;

traendo allora dalle (2), (3) u, in funzione di 1 e sostituendo
nelle (1) i valori risultanti, si ridurrd alle quadrature il pro-
blema di determinarne tutte le curve di torsione costante.

Ponendo
k l
4) dm——— —_— —— o
) Vitere TvEreier  VETELR
la (2) risulta identicamente soddisfatta e le (1) divengono:
_ fldk—k.dl (hdl—ldh fk.dh—h.dkl)
= miere V) ereye s’

Alle formole (1) si pud dare un altro aspetto, introdu-
cendo delle nuove variabili suggerite da O. Bonnet 2).

Osserviamo percio che la (2) risulta soddisfatta identica-
mente ponendo:

e 1— aﬂ — 14 af a—+fB
a—ﬁ ’ —B ’ "a_B ’
a e p essendo due variabili indipendenti; in conseguenza:
d,
PR S £,
(a—B)?| a®—1 B2—
a i da as 2 da dg
M= la—B2| a2+1 f+1 |’ T (a—pE| @

1y J. A. Serret nella gid citata V ed. dell’ dppl. de Vanalyse d la géom.

di Monge, p. 566.

2) Cfr. Lyon, Sur les courbes d torsion constante (Ann. de 1’Enseign. Sup.

de Grenoble, T. II, 1890, p. 353-422),
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ed alle (1) si possono sostituire queste altre :

/ . . 2. da + a®.4B
S z + iy=210 é—‘___—é_-

fda-x—dB
‘ z—ty——-—Zi@

(a—

o= 2’9f )2;

per eseguire le quadrature indicate bisogna stabilire fra a e p

una relazione.
Le (5) equivalgono alle seguenti :

i N

i d.i(1+l)
. a B

w+zy=——29f_(_l._—-?

a B

. d.i(a + B)
r—iy=—2 | 7T 1.3
(-7

di—
af
‘ z=29f T 1)
(37
se, quindi, si pone -
2 @.(1 + 1) _ 2
a+ﬁ) - U, a ﬁ - u’
8i avra
. du . du,
(6) ¢ + 1y=g 1 ¥’ r—y=Q 1T+
o fu Aty —uq.du
=3 1 + uu,

e anche qui, per eseguire le quadrature indicate, & necessario
stabilire una relazione fra u e u,. Suppongasi ad esempio

Uy =a;
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verra
) e _ a du
vdw+1d/y—1-+ad/u ) dw——zdy_ du1 , de= 1’1+a u
0? duz] ag?. du?
2 | =
ds*= a + | +a)? [du duy—a u? u¥(1 + a)

dz a 2 2 ag®
— = x4+ Y=
ds Va +1 y 1 +a)®’
donde emerge che la curva & un’ordinaria elica-cilindrica.

Per far scomparire dalle (6) ogni traccia &’ immaginario

porremo :

u =& + in=r(cos w + i sen w)
Uy =& — i =7(C0S » — i 86D W) ;

esse allora si presenteranno sotto le due forme seguenti :
a: B " [ nd—&dy
@ m"9f52+n"-+1"y_9f52+n2+1 ) B

5 _ fcosw.d'r _fsenw.dr (f w)
®) o=e) a7 V7)1 211

ove fra & e 7 oppure fra r e w si deve supporre stabilita una

relazione 1).
Fra le curve a cui in tal modo si giunge notiamo le due

geguenti :
I w~10g( 2 + cos:p) y=p—2y , z=p—2p
M \/é— b b

pell’ ipotesi che fra ¢ e yp passi la relazione
v \/ 2—V3 ¢
tg — = —tg--;

(\/1 +9

II. log + cos @ ) y

y=§5(¢>—\/1 T8y, ==—o;

1) Per altra rappresentazione analitica v. W. de Tanneberg, Sur les
ocourbes gauches & torsion oonstante (C. R. T. CXXXVII, 1903, p. 692-95).
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gli angoli ¢ e p essendo legati alla costante § mediante la re-
lazione

4 1 w

tg - =————1tg —

€2 7% +V1+a2 €

Per ottenere delle curve a torsione costante razionali sup-
poniamo nelle formole (6)

A C
u_—_i- , u1=_-—B—

ove A,B,C sono polinomi interi di uno stesso parametro, non
aventi due a due fattori comuni.
Le (6) diverranno:

ABI I
o+ iy= gfdt q0—B% ;

. BC'—B'0C CA'—C4
w_w="fdt A0—BF wfdt B

volendo ottenere curve reali basta porre

A=a—ic , B=b , O=a +1ic,

ove a,b,c¢ sono nuovi polinomi a coefficienti reali; infatti le
precedenti danno:

ab’ —a'b
9 o | 222G
(9) © Q.fa2+b2+czat’

_ f bd —be _ f cd —ca it
=) @i a® 0 T wipre

Sotto questa forma si potranno rappresentare analiticamente
tutte le curve razionali reali a torsione costante, supposio che
essstano, dubbio che le (9) lasciano sussistere.
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Per toglierlo ricorriamo 1) alle formole (4), supponendovi :

h=a +0b cosi® +c senld +d cosuld +e senpub
k=a" +V cosd6 +¢ senif +d cosp'f +¢ senu'f
l=a" + b cos 'O+ c’"senl’6 +d’ cosp’’ 0+ ¢ senpu’’9,

7! . . .
ovg Ay....x" sono numeri interi e § un parametro; si scelgano
- poi le costanti a,a’,.....¢" in modo che il trinomio

B4 KR 4 T2

risulti costante e che nei determinanti estratti dalla matrice

h k 1
@ @
a6 do daf

manchino i termini costanti. In tale ipotesi dalle (9) risulta che
z,y,2 saranno esprimibili mediante funzioni lineari intere di
seni e coseni di multipli dell’angolo 6; quindi, introducendo

]
co e O Lo
me parametro r=tg 5 si otterranno per x,y,#z funzioni ra-

zionali di 7. In tale modo risulia stabilita Uesistenza di curve al-
gebriche reali a torsiome costante.

Applicando la procedura esposta si arriva ad es. alla curva
__e Wi
2142 —3 (A+1)2

1] 2\/1—

’/
z\ z (4 sen 6+ B sen 30+E551- sen 56)
) Y= 1413 (+1)2

(— A’ cos 6+ B cos 30 — 271 cos 50)
5

P S SRR -
\ ¢ =mTa—3 sy (— 4V/2%2— 3 sen 20+ Asen 40)

. . A =
nell’ ipotesi che sia ik V'3 e che le costanti 4 ,4'; B, B val-
gono rispettivamente
o7 1 g T 212 yl —
(A+3Y (A+1)% + A(A+-3)V22—3 , —5 =+ (—3- *1)\/;12—3.

1) E. Fabry, Sur les courbes algébriques & torsion constante (Ann. de I’Ec.
Norm. Sup., III Ser. T. IX, 1892, p. 177-96).
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Per la stessa via si giunge alle infinite curve rappresen-
tate, qualunque siano gli interi p,q, dalle formole segnenti:

! 9\/11
I = n pﬂ—
' A-——lse

_evrpz 4 e L o;
{Ziﬁiq—pmn@ )0 Q+pmn@+m
oV4

y_—:l_AcospB—

___—9\/@% 4 o 6 ! g
_ = — + ——— cos (¢g+86)0
TRl g—p PO

i

| ao_04
: z_.(A+1)2 p cos8 g0 .

ove
q+2p 1
A= = >2p ).
l/q__2p y 4 pY)

Chiuderemo questo paragrafo notando che sulla sfera non
esiste alcuna curva algebrica a torsione costante 3) e che fu
iniziato lo studio delle trasformate omografiche delle curve do-

tate di siffatta prerogativa 3).

1) Per altre applicazioni della medesima procedura, si veds G. He-
berich, Eine neue Klasse von reellen algebraischen Raumkurven konstanter Tor-
sion (Diss.). L’Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Francia pose a con-
corso per il 1915 il seguente problema : « Realizzare un notevole progresso
nello studio delle curve a torsione costante ; possibilmente determinare quelle
fra dette curve che sono algebriche od almeno quelle che sono unicursali ».
Furono presentate al concorso e premiate due importanti memorie, a oui
deve ricorrere chiunque intenda approfondire ’argomento : eccone i titoli:
B. Gambier, Sur les courbes & torsion coustante (Anuales scient. de VPEcole
pormale sup., III Ser. T. XXXVI e XXXVII, 1918-20); G. Darmois, Sur les
courbes & torsion constante (These de doctorat, Toulouse 1921).

2) Le Vasseur, Sur les courbes sphériques & torsion conmsiante (Bull, de
1’Univ. de Toulouse, T. I, 1897, p. 87-88).

8) G. Darmois, Sur les courbes & torsion constante (Bull. d. sciences ma-
thém., II Ser., T. XXXVIII, 1914, 2* Partie, p. 154-57).
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§ 4. Cwrve di Mannheim.

11 problema risoluto delle curve di Bertrand suggerisce
Paltro: esistono curve I' le cui normali principali siano binormali
di wwaltra curva I;?1). Mostreremo che tale domanda am-
mette risposta affermativa e, in memoria del geometra che per
primo sciolse Penunciata questione 2), diremo curve di Mannheim
le curve dotate dell’anzidetta proprieta, di I specie, quelle di cui
le normali principali sono binormali di altre, di II specie quelle
per cui, viceversa, le binormali sono normali prineipali di altre.

Per risolvere l’enunciato problema partiremo da formole
analoghe a quelle che c¢i servirono nel § 1, cio¢ dalle seguenti:

(1) =2+, Y=y +qu , y=2+0u,
facendo perd le ipotesi

(2) MW=E&, ;=1 , n={

e le conseguenti:

(3) ayé + By + 9i8=0 , && +m + §L=0.

Differenziando le (1) rispetto a s e poi tenendo conto della prima
delle (3) si conclude, come in principio del § 1, che u & co-
stante; lo indicheremo con k e scriveremo, invece delle (1),

) ay=x + hE , Y=y +hy , H=z+ k.

Ricordiamo poi le formole (VI) del Cap. I (Vol. I p. 3) e ap-
plichiamole alla curva I (di cui tutti gli elementi s’indiche-
ranno apponendo 1’indice 1 alle notazioni in uso per la I'); la
seconda delle (3) diverra in conseguenza

8y (Emy" + ny" +82y ) =8y"" (§xy' + nyy +{2),

1) Non & il caso di domandarsi se le tangenti di una curva possano
essere normali principali o binormali di un’altra, perch®, mentre quelle co-
stituiscono una superficie sviluppabile, le rigate formate da queste rette

sono gobbe.
2) Principes et développemenis de géoméirie oinématique (Paris, 1894)

p. 536.
G. Loria, IL 8
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le derivate essendo pure rispetto a s; ma, per la prima delle (3)
quest’ultimo trinomio & nullo; onde si ha semplicemente

50?1"4- 77’311"-]- tzlll=0.

Applicando adesso le formole di Serret-Frenet alle (1') si trae:

' , h 3
(4) w1=a<1-—;-)——5-2, ecc.
e quindi

LW ‘1 kb kY ke
/ Yy =-7,—2"5+'7(7 —*;z“—-e';)-l-——g,”,
,,_hr'. 1 lb_ h hg'
| zl—’_,y-%-C(r 2 92)-}-921;,

e da queste, moltiplicando per &,7,{ e addizionando i risultati,
1,1 _1
®) AT 0t M

e questa & Dequazione che caratierizza le curve di Mannheim di

I specie.
Notiamo che le (4) si possono scrivere

ds;\ (__i __h .
0'1(-‘1';)—“1 r) Eﬁ.,ecc.,

onde, quadrando e sommaudo, si trova

dsl)' ( R\2 B2
(Td? =\1=5)t

o, per la (5)

w)=(-3

/) =\1"%7)
ciod

ds, B
© @=Vi-3
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0 anche, eliminando % mediante la (5)

i r
8 = Th—z H
Vrito
in conseguenza
’” Qr' - Q,T
8'=0—-—
(r*+eY) 7

Ora la formola (VII) del Cap. T (Vol. I, p. 3) da

1 _ wIIIZ + yl/rg + zlug~81uz )
2 ‘8 ’
Ty 8 ,

r’204_|_912r4_. 2(971 —g'r)2
r3(r? + g2)2 e (r* ¥ p2p
_ (e + 75

r2(r ¥ o2

wlllﬂ + ylllg +z1"2_81“2

dunque

(7) i - 937/ + 1.391
7 rt *

Un procedimento del tutto simile a quello che condusse
alla (5) guida all’equazione caratteristica delle curve di Mannheim
di II specie. Partiremo percid dalle formole

(8) D=T+ U , Y=y +pu , =2+ vu,
% essendo una funzione da determinarsi con la condizione che

la curva I rappresentata dalle formole (8) abbia per normali
principali le binormali della data; sara quindi

9 1=, m=p, {=v
e quindi
(10) day + puBy + vy =0 , A + ppy + vy =0.
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Cid premesso differenziamo le (8) rispetto a s ed applichiamo
le formole di Serret-Frenet; otterremo:

ds & ,
a ——;1—=a + " + M

B o=t L

——

ds, ¢ ,
—_—= = u + vu
\\ 141 ds y+ 0

onde la (10, 1#) mostra essere w=0; u & quindi., costante e
potra indicarsi con k; percio, invece delle (8), scriveremo:
(8') o=+ A, yy=y + uh , #7=2+vh.

Applicando ora alla curva cosl rappresentata le equazioni (VI)
del Cap. I (Vol. I, p. 3) si vede facilmente che alla (10, 28)

pud sostituirsi la seguente:

i 2 v
(10) o oy s |=0.
wlll ylll zll ?

le derivate essendo sempre prese rispetto all’arco s. Ma le (8")
danno:

h
m1‘=a+55
w__ b (1 _ My, B,
“ =—E“+(7“?)f 2
e le analoghe; la (10) diviene quindi:
A
at+—§ —o
3 1 hr’) h
—_— D )E——
‘rga r 0? 0?
ossia . , i n s
(}—"’%")!a By "‘-;é'z- E n L |=0
e gt a By

T
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o pit semplicemente

1 / h?
=4 =1
T T

o finalmente

(11) 0%+ h2—hrg' =90

¢ i inire i Mann-
e questa & Uequazione imirinseca comune & tutte le curve d

heim di 11 speciel).
Scrivendola sotto la forma

hdg _ s
0%+ h® T or
avremo
0 ds
are tg ;z =]
ovvero

ds
(12) g=htgf7,

equazione equivalente alla (11).

»

§ 5. Curve di cui flessione e torsione in un punto qualungue
sono legate da una equazione quadratica ®).

Si consideri 3) una curva I" riferita al triedro satellite re-
lativo ad un punto O, ed una retta arbitraria r determinata
da un suo punto (&, ¥g,%) e dai suoi coseni direttori (a,b,0)-
Se immaginiamo il movimento atto a trasferire quel triedro nel

1) T. Hayashi, Ou the Curves whose Principal Normals are the Binor-
mals of a given Curve (Giorn. di Matem. T. LIV, 1916, p. 71). . )

2) Per la bibliogratia dell’argomento si ricorra alle due Diss. di
0. Joachimi (Ueber Kurven bei denen die beiden Krimmungen durch eine qua-
dratisohe Beziehuug verkniipft sind, Miinster i. W. 1911) e F. Klaucke (Ueber
Raumkurven zwischen deren beiden Kriimmungen eine Beziehung besteht., Halle
a. 8., 1916). '

3) G. Griibner, Systeme von Gerden, welche bei Fortbewegung des die
Raumkurven begleitenden Dreikantes besondere Regelflichen erzeugen (Progr.
Kreisoberrealschulz, Wiirzburg, 1913).
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triedro satellite relativo ad un altro punto arbitrario della curva,
la retta r assumerd una nuova posizione; 1’insieme di tutte
le rette analoghe costituisce la rigata avente la seguente rap-
presentazione parametrica :

X=x + (awy + Eyg + 4%) + u (aa + &b + 2¢)
@) Y=y + (Bxo + 190 + p2e) +u (Ba + nb + uc)
Z =z + (yzy + Ly +v2) + u (ya + {b + ve)

ove non solo le coordinate z,y,z di un punto della curva, ma
anche i nove coseni a,f,..,» sono funzioni dell’arco s di I'.

Posto:
s =z + (G-To -+ 5?/0 + Azo) l=aa + &b+ ¢
(2)  § 9=y + (Bag + 1Yo + 1) (3) { m=Ba+nb+puc
( r=2+ (y@ + Lyp + v2y) n=ya + b +»e,

quella rigata pud intendersi definita mediante la curva (2), che
ne e direttrice, e la (3), che ne & D indicatrice sferica delle ge-
neratrici. Ora differenziando le (2) ed applicando le formole di
Serret-Frenet si trovano le relazioni

_d_P=a(1_@ +§(ﬁ+fg)_1}@_
(4) ) ds r r 0 0

¢ le quattro analoghe. Detto quindi o I’arco della direttrice si ha

o =V (Fen)e i

quantitd che designeremo con \/H ; le (4) danno in conseguenza:
dp 1 ( I‘/o) (wo % ?/o}
do \/H( @ r +é y T ) 0
a1\ b ( a c) b

‘

(6)
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e le quattro analoghe. Detto, quindi 6, 'angolo sotto cui una
generatrice della rigata considerata taglia la direttrice, avremo:
dp dq dr

O=1—— —= -—
cos lda+mda+ndo

1 ( ?/o) (w z Y
=—)a{1—-22 Fo 4 ) __ Y0
\/Hz . +b r+g cQ 1

Emerge da cid che, affinche 0 sia costante (=arccosk) deve
sussistere la relazione seguente :

?Io) (Wo &) Yo )2
al{l——— =0, ) - .
(7) 2 ( r +b r + ] ) ¢ e g
' 2 2 2
e (1_1@) 2 _zo_) Yo (_y,
% r + r + ) + r2 0;

e siccome questa e in generale della forma:

A B ¢ D

(8) W+F+7é+—r—+—f +F=0

cosi si conclude: Se una curva I' possiede la proprietd che
una retta r invariabilmente legata al triedro satellite di un suo
punto, al moversi di questo, descriva una rigata le cui generatrici
segano sotto angolo costante la curva descritia da un punto di T,
flessione e torsione di I' sono legate da un’equazione di secondo
grado a coefficienti costanti.

Nel caso in cui 0=—g— , € h=0 e la (7) diviene

a( ——Zf°—) +b(ﬁ+ﬂ —e¥_p
r r e (4]

onde ha la forma

D E
— +-—+ F=0;
r e

percid I' & wna curva di Bertrand 1)

1) E appena necessario avvertire che anche le curve di Mannheim di
1 specie appartengono alla classe di curve di cui ci occupiamo.
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La considerazione della rigata costituita dalle o<’ posizioni
assunte dalla retta » induce a chiedersi quando quella superficie
sia sviluppabile; & noto che, affinchd cid accada, dev'essere per
tutti i valori di s

l m n
.
ds ds ds | = 0;
& dm v
ds ds ds

ora tenendo conto delle (4) si vede che questa equivale alla
seguente :

} a & 1 a b ¢
i 1% %o A Y
e e Te |=o;
. 1 b a ¢ b
y ¢ v || —— —+— ——
| r r 0 )

ora il primo determinante vale 1 ed il secondo, svolto, assume
la forma del primo membro dell’equazione (8) in cui perd F=0.

Percid: Se una curva I' possiede la proprietd che una reita r
invariabilmente legata al triedro satellite di un suo punto, al mo-
wversi di questo descriva una sviluppabile, fra la sua flessione ¢ la
sua torsione in wn punto arbitrario ha lWogo una relazione di
secondo gradv a coefficienti costanti senza termine costanie ; I' viene
allora chiamata curva di Cesdro in memoria del geometra che I'ha
per primo incontrata 1).

1) Geometria intrinseca (Napoli, 1896) p. 149. Quando fra torsione e fles-
sione di una curva gobba sussiste una relazione dell’anzidetta speocie, esi-
stono nello spazio in generale guattro rette atte a descrivere nel modo in-
dicato una superficie sviluppabile, eccezion fatta per sei classi che furono
determinate da E. Salkowski (v. la memoria Die Cesdro’schen Kurven, Sitzungs-
ber. der Bayer. Akad., 1911, p. 528-37) per le quali esistono infinite rette
godenti di quella prerogativa (cfr. anche la nota dello stesso autore inti-
tolata Bestimmung aller Raumkurven, fiir welche zwischen Krimmung, Torsion
und Bogen eine gegebene Gleichung besteht (Sitzungsber. der Berl. math. Ge-
gell., 1905, p. 64-69). Una di queste curve eccezionali era stata incontrata
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Un’altra classe di curve .aventi un’equazione intrinseca
della forma (8) si ottiene ) riferendo la eurva I’ considerata ad
un triedro satellite ed osservando che lasse dell’elica avente
comune con la data curva nellorigine flessione e torsione & rap-

presentata dall’equazione

ro?
) y'__,rz + 92 9

%|N
)

9

r e p essendo funzioni della stessa variabile; eliminando questa
si ottiene un’equazione della forma )

2
F (— ) =0
z Y
la quale notoriamente rappresenta una superficie conoide di cui
tutte le generatrici sono parallele al piano xz od incontrano

Passe delle y. Se questa superficie & una conoide di Pliicker la
sua equazione ha la forma

Axz + Ba? + 022 + Dy (42 + 2%)=0

2 2
4% +B(£> +G+Dy[1 +(—z-) ]=0
k4 F4 X

sostituendovi i valori (9) si ottiene:

ossia

4o 0? 792( e*y _
__._.T—+B»12—|—C+.D;—2:—Q—2 1+'I'2/—0
ossia
A B C D
——t gt t—=0
70 r 0 ¥

che & caso particolare della (8). Facendo Y ipotesi C=0 si ricade
in una curva di Bertrand.

dal Cesaro (Remarques sur oertaines questions de géoméirie inirinséque, Mathésis,
2¢ 8ér., T. X, 1900, p. 9) e fu poi studiata accuratamente da B. Spieweck

nella Dissertazione Genauere Untersuchung der Kurven Ax + Br= o=
”

(Halle a. 8. 1919).
1) Demounlin, Sur una classe particulidre de courbes gauohes (Bull. Soc.

math. de France, T. XXI, 1893, p. 8-13).
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Non sono queste le uniche questioni geometriche condu-
centi a curve in cui curvatura e torsione in ogni punto sono
legate da una equazione quadratica 1),

§ 6. Continuazione: Curve di curvatura totale costante.

Fra le curve le cui due curvature in un punto qualunque
sono legate da una relazione quadratica si distinguono quelle
caratterizzate dalla relazione

1 1 1
?‘*“é‘z‘:;{.

A. Mannheimn ne ha scoperta una proprieta notevole, la quale
si pud stabilire con la seguente procedura.

La superficie rigata 2 costituita dalle normali principali
di una curva [ si pud rappresentare mediante le equazioni

X=z 4+t , Y=y+ty , Z=2+H,

ove X,Y,Z sono coordinate correnti e x,y,2 (epperd an-
che £,%,{) sono funzioni dell’arco s di I. I1 piano tangente in
un punto qualunque di 2 ha per equazione:

X—=z Y—y Z—z
o+ Y+t A4 =0
3 7 ¢

ossia, applicando le formole di Serret-Frenet,

o fo (1= ] rera £ (120 ]
ra—a Lr—(1-2)] 0.

1) Per altre v. G. Gritbner, Ueber Raumkurven, deren Kriimmung und
Torsion einer Relation zweiten Grades geniigen (Arch. f. Math. u. Phys,, III Ser.,
T. XXIV, 1916, p. 316-41).
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Percio, affinché i piani tangenti nei punti di una generatrice che
corrispondono ai valori ¢;,7, del parametro ¢, siano fra loro per-
pendicolari dev’essere

Ut

= () (=p)-o

cid prova che a #, =-o corrisponde il valore #, che & radice

dellequazione :
1 1 ) 1
- +t—=)=—)
0> r
onde
__re* .
TRy 0’

emerge da cid che la linea di stringimento della rigata X & rap-
presentata come segue:

X=x4+

- re? ro?
At T 2oee 5t

Sulla stessa rigata consideriamo il luogo K dei punti nei quali
la curvatura media della rigata stessa & nulla; servendosi delle
consuete notazioni si vede che, sopra una superficie qualunque,
essa & caratterizzata dalla relazione

EN —2FM + GL=0;

ora nel caso della rigata 3 si ha:

t\2
E=(1— ~> +— , F=0 , @=1
r 0%
mentre N=0, onde quella relazione si semplifica divenendo

L=0
o pitt esplicitamente
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Emerge da cid che su ogni generatrice di 2 esiste un punto
della curva I’ e che esso corrisponde al seguente valore di ¢:
r2g’
rl 9 — @' .
Cid prova che, affinchd la curva K coincida con la linea di strin-
gimento di 2 dev’essere

__rd _
ro—ro 124+
ossia
o finalmente
,.1_2 —5 = cost

Dunque wna curva di curvatura totale costante gode la proprietd
che sulla rigata formata dalle sue normali principali la linea di
stringimento coincide col luogo det punti di curvatura media nulla 1).

§ 7. Cenni intorno ad altre curve

caratierizzate da una proprietd intrinseca.

I. B noto che in ogni punto di una curva si possono co-
stroire =’ eliche cilindriche che ivi la osculino; una di esse
ha il proprio asse normale alla superficie costitnita dalle nor-
mali principali della curva. Ora se si cercano le curve tali che

1) A. Mannheim, Principes el développ ts de g trie ocinématique
(Paris, 1894) p. 537. Le stesse carve vennero incontrate da E. Cesdro cer-
cando le curve i cui assi eentrali sono binormali di un’altra curva (Remar-
ques sur certaines questions de géoméirie intrinséque, Mathésis, II Ber., T. X,

1900, p. 40).
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tutti i risultanti o' cilindri retti abbiano il medesimo raggio a
si trova che, per esse, la curvatura » e la torsione z soddisfano
la seguente relazione:

a3x%% — 3a?x® + 3ax + 13 —1=01).

II. Se si considerano gli assi degli o’ movimenti eli-
coidali infinitesimi che trasportane ogni triedro satellite nel eon-
gecutivo e si domanda quando essi formino una rigata cubica
di Cayley, si trova che sono pure caratterizzate da un’equa~
zione cubica fra la flessione e la torsione.

III. E. Cesaro ha determinate 2) tanto le geodetiche quanto
le linee di curvatura d’un’elicoide-conoide ed ha trovato che,
tanto per le une quanto per le altre flessione e torsione sono
legate da un’equazione biquadratica.

IV. Ad una curva in cui le due curvature sono legate
fra loro da una relazione di sesto grado pervenne A. Enneper 3)
cercando le geodetiche dell’elicoide sviluppabile.

V. Oltre le linee caratterizzate da una relazione in termini
finiti fra le due curvature, si possono cosiderare quelle definite
da una equazione differenziale fra gli elementi intrinseci. Cosl 4,
se si considerano le curve per cui il raggio della sfera oscu-
latrice & proporzionale al raggio di flessione, tali cioé che sia

R =kr,

si trova che esse soddisfano alla relazione

VEkE—1r=pr;

1) Klaucke, Diss. cit., p. 114-19.

2) Remarques sur ceriaines questions de géométrie intrinséque (Mathésis,
II Ser., T. X, 1900, p. 60 e 61).

3) Zur Theorie der Curven doppelier Kriimmung (Math. Annales, T. XIX,
1881, p. 78).

4) R. Ocohipinti, Su aloune linee gobbe (Giorn. di Matem., T. LIV,

1916, pp. 373-80).
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in particolare se & =/ 5_, si ha pii semplicemente
dr
T=e g

in es.se pe.rb non vennero sinora riscontrate proprietd cosi no-
tevoli da indurci a trattenerci su di esse n,

1? Oltre le curve considerate nel presente Capitolo vennero incontrate
fiell? lm.ee gobbe caratterizzate da relazioni fra elementi intrinseci e non
intrinseci ; ad es. : O. Hoel, Uber ¢inige halbnatiirliche Koordinaten (Norsk
matem. foreigns Skriften, I Ser., N. 11, 1923) ; B. Spieweck, Neue Paare

von Raumkurven (Jahresber. d. ini
My ( T Deutschen Math. Vereinigs, 32 Bd., 1923,




CAriTOoLO XII.

CURVE SPECIALI
SITUATE SOPRA SUPERFICIE ASSEGNATE.

A) EricmE.

§ 1. Eliche del cilindro circolare retio.

La considerazione dell’elica del cilindro circolare retto
(come traiettoria del moto composto dalla rotazione uniforme
di una retta attorno ad un asse fisso ad essa parallelo e dalla
traslazione pure uniforme di un punto sopra di essa) risale alla
piut remota antichita, essendo attribuita ad Apollonio Pergeo ?).
Tale curva pud anche considerarsi per la traiettoria obliqua
delle generatrici del dato cilindro, oppure come linea di pen-
denza costante sopra un piano perpendicolare alle generatrici
di questo; quando il cilindro si svolge su di un piano essa
mutasi in una retta, onde & geodetica del cilindro.

Queste svariate definizioni furon la fonte delle varie gene-
ralizzazioni che vennero proposte per la curva concepita dal ce-
lebre matematico greco ; prima di parlarne occupiamoci di questa.

Detto R il raggio del cilindro e H il passo della curva, as-
sunti per asse delle z di un sistema cartesiano ortogonale ’asse
del dato cilindro e per origine il centro della base di essa, si
vede facilmente che, per rappresentare analiticamente la curva
servono le equazioni seguenti:

Ht
(1) z=Rcost , y=ROOSt R Z=_2_77;

1) Cfr, G. Loria, Le soiensze esatte nell’antica Grecia, II ed. (Milano,
1914) p, 308. La stessa ourva fu considerata poi da Guidobaldo del Monte
nell’opera De coohlea libri quatuor (Venet. 1615).
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conviene introdurre metodicamente la costante
H
(2) - o0n

che chiamasi passo ridotto. Detto s Varco si trae dalla (1)
ds?=(R2 4 h?) di?

onde B

(2) s=\/R? + h2t + cost.

Assumendo per origine degli archi il punto in cui t=0, si ha
s=\/R? + h2t; cid prova che, in luogo delle (1), si possono usare.

queste altre equazioni:

hs
8 8 . )
(1’) z=Rcos \/_—_—Ra-k 5 y=Rsen J_Rﬂz—-k—_hz y ® \/———Rz__+_h2

Se ne deduce:

LY y’:J———,_z’z—-——L
\ TR+ R VEE+ 12 VE: 4+ h?

' @ r______L r—0
® |C=—mw VT B’
n/________y____ ,,=____$___ 2" =0
T T v (B + b+
epperd
R? + B2 R+ k2
@ e
/ Y = T h
=T vETR D VETR VELR
@x Yy _
(5) f=—5 1=—-5 > =0
h ho R
i TR R
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Le (4) dicono che DVelica del cilindro circolare retta ha costanti
entrambe le curvature; mentre le (5) della prima e terza linea di-
cono che nella stessa curva sono costanti gl angoli fatli con Vasse
della curva dalla tangente e dalla binormale. Dalle (5) della se-
conda orizzontale si desume invece che le equazioni della nor-

male principale sono

X Y

— =, Z—2=0,

v )
onde la normale principale coincide con la normale al dato ci-
lindro (il che conferma essere 1’elica geodetica del cilindro).

Dalle (3) si deduce facilmente che l’equazione del piano

che oscula la curva nel punto corrispondente al valore ¢ del
parametro t &

(6) wsenw—ycos¢+-lhi(z—h<p)=0,

trarremo da cid un teorema importante. A tale scopo conside-
riamo i punti nei quali V’elica taglia un piano arbitrario:
ax + by + ¢z + d==0;
per uno qualunque di essi sussistera 1’equazione
aRcos @ + bRsen @ + che + d=0;
ci0 prova che l'osculatore corrispondente ad uno qualunque

degli stessi punti passa per il punto le cui coordinate soddi-
sfano alle condizioni seguenti:

@ Y —R Rz

R~ "aR_ e hd
cio¢ per il punto

bR?*  aR? d

¢h ' ch ’ c)’
il guale appartiene al dato piano. Risulta cosi dimostrato il
seguente

TeoREMA DI REYE 1). I piani che osculano wun’ordinaria
elica cilindrica mnegli infiniti punit in cui essa & tagliata da un

1y V. la nota Bemerkenswerte Eigenschaft der Schraubentinie {Zeitschr, f.
Math, u. Phys., T. XV, 1870, p. 64-66).

G. Lori, IL 9
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piano arbitrario dello spazio, passano tuiti per un punio del piano
stesso,

In modo analogo si dimostra la proposizione correlativa,
ciod il

TeOREMA. I punti di contatto degli imfiniti osculatori di
un’'elica passanti per um punto arbitrario dello spazio stanmo in
un piano passante per quel punio.

Notisi che, dette X, Y, Z le coordinate del punto dell’elica
corrispondente al valore ¢ del parametro ¢, la (6) si pud scrivere

R2
-+ 7(2—'Z)=0,

z Y
X Y
ossia, introducendo le ordinarie coordinate di rette,

R
P12= W Pos >

equazione di un complesso lineare individuato dalla data elica.

Proiettiamo questa curva da un punto arbitrario C del-
I’asse 0z sul piano xy; detta cla 2z di C le equazioni generiche
del raggio proiettante sono

x oy _é—c.
Rcost Rsent hi—e’

facendo ivi #z=0 si trova la seguente rappresentazione analitica

della proiezione:
creost crsent

Sy TPl T

ossia introducendo coordinate polari ed eliminando ¢
g(c—hw)=cR:

ma, facendo

TIFHTT
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questa si pud scrivere

8i pud quindi concludere il seguente

TEOREMA DI T. OLIVIER 1), La proiezione centrale di una
ordinaria elica cilindrica fatta da un punto dell’asse su un piano
perpendicolare a questo & una spirale iperbolica.

Proiettando invece la stessa curva parallelamente alla di-
rezione individuata dagli angoli I,m,n si ottiene similmente
la curva

hcos! heos m
z=Rcost— t, y=Rsent— —— ¢
cos n

cosn
ora queste equazioni rappresentano una cicloide allungata, or-
dinaria od accorciata secondoche

71_2(0032 l + cos2m)
"~ cosZn

> p2
2R

o88ia

v
=)

<73

tgn

R
ma W (v. eq. (5)) misura la tangente trigonometrica dell’angolo

che la tangente all’elica forma con Passe della stessa, onde si
conclude

TEOREMA DI MONTUCLA-GUILLERY %). La proiezione di un’or-
dinaria elica cilindrica fatta su un piano perpendicolare all’asse
parallelamente ad wna data retia & una cicloide allungata, ordi-

1) Devéloppements de géoméirie desoriptive (Paris, 1843) p. 77.

2) Lo designamo in questo modo perchd lo si trova, per la cicloide
ordinaria, in Montucla, Histoire des Mathématiques, Nouv. éd., T, II (Paris,
1799) p. 78; in generale venne comunicata, per inearico di un suo amioo,
da Th. Olivier nel 1847 alla Société philomatique ; ofr. i Mémoires de géomé-
irie descriptive (Paris, 1851) di questo geometra, p. 290.

SRR Yo 1
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naria od accorciata secondoché la inclinazione di quesia retia sul-
Vasse ¢ maggiore, equale o minore dell’angolo _formato dalle tan-

i 2] ? ella stessa 1).
enti alla curva con lasse d '
! Se ,,¥%;,% Sono le coordinate del centro di curvatura
?

dell’elica nel punto (x,y,%) si ha notoriamente
o=w+ 2", p=y+r2y", p=2+1r%" %,

I3 s ’’ ’
ossia pei valori trovati di &,y ,7",r

h2x r?y o
B=—"p o N T ATH

essendo in conseguenza

hz 2
mlz + y12= (f’) ’
la curva luogo dei centri di curvatura sta sul cilindro di rag-
gio Rl=h—2 con le generatrici parallele a 0z, Si ha poi:
R

2y h2x ’

’

’ = e——— — 2 =
v RV, -

onde, detto s, Parco della nuova curva, si trova

’ h2
-
epperd
PP he
W R

1y 8i desume dai teoremi precedenti che il eerchio, la,' spirale i.perho-
lica e le cicloidi sono casi particolari delle curve nascfantl .da.l proxettstre
ur’ordinaria elica da un punto qualunque su un piano arbitrario d.ell? SP?ZI(.).

2) Essendo per l'elica ordinaria r costante, queste espress.xom com011~
dono con quelle delle coordinate del centro della sfera o.scnlatmce, o:tille a
linea di cui stiamo per occuparci non differisce dallo spigolo della svilup-
pabile costituita dai pisni normali dell’elica.

S —

B U

-
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Se ora, per simmetria, si fa hy=h si vede che la stessa curva
& rappresentabile come segue:

S1 - i S
2= —R, cosm , #=—R;sen \/h:?—:Rlz’
sy .
Wk 4 R

¢, quindi, un’elica avente lo stesso passo della data. '
Paragonando queste equazioni alle (1') si desume facilmente
che D’evoluta dell’evoluta trovata ha per equazioni:

B S hySy .
@g=Ryc08 ——2— | ygp=Rysen———2—— , fy=——=;
TR R+ Ry Vha? + Ry? Vi + B,
essendo

hy8;
ho=hy=h , $g=—>=h.
2 1 ’ 2 R1

2

et =2 e— =R

ﬁ.-ﬁzs , RZ— -—h R,
si vede essere

Tg=T 3 Y=Y y %p=%¢

donde emerge che wn’ordinaria elica cilindrica e Uanaloga curva
che ¢ il luogo dei centri di curvatura della data, sono fra di loro
in posizione scambievole 1). '

Risulta dalle (5) che l’equazione generale dei piani retti-

ficanti e
Xz + Yy=

onde i piani stessi toccano il cilindro a cui appartiene la curva;
in conseguenza la podaria di un punto P rispetto ai piani ret-
tificanti non differisce dalla podaria del punto stesso rispetto

1) Questa proposizione fa sorgere la seguente questione : Di una curva I’
si cerchi il luogo I'y dei centri delle sfere osculatrici e si consideri la curva
analoga I, rispetto a Iy : quando sucocede che I, sia identica I'? Di essa
si occuparono 1’Aoust (Intégrales des courbes dont les développantes par le plan et
les développdes sur le plan sont égales entre elles; Bull. Soc. Math, de France,
T. VII, 1879, p. 143-154), e ’Hoppe (Das Aoust’sche Problem in der Curven-
theorie, Arch. f. Math. u. Phys., T. LXVI, p. 386-96). Di recente fu ripreso
con maggiore successo da E. Salkowski (Das Aoustsche Problem der Kw‘v.en
theorie; Sitzungsber. der Berliner math. Ges., 20 marzo 1907), il quale stabili
1’esistenza di un’intera categoria di eliche dotate dell’ indicata proprieta.
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alla circonferenza in cui il cilindro contenente l’elica ® tagliata
dal piano condotto per P perpendicolarmente all’asse della curva;
quella podaria é quindi una lumaca di Pascal 1),

Le normali principali di un’elica essendo le corrispondenti
normali del cilindro contenente la curva, costituiscono un’elicoide-
conoide; perciod la podaria di un punto qualunque P dello spazio
rispetto alle normali prineipali dell’elica non differisce dalla po-
daria di P rispetto alle generatrici g del corrispondente elicoide-
conoide. Ora, dette P’ ,¢',n’ le proiezioni sul piano della base
del cilindro contenente la curva rispettivamente del punto P,
della generasrxce g © della normale condotta da P a g, si vede
che Pangolo ng’ & retto, perché proiezione ortogonale dell’an-
golo retto ng avente un lato parallelo al piano di proiezione.
Cid prova che la podaria in questione si proietta sul piano della
base nella circonferenza avente per diametro il segmento OP';
questo fatto abilita a concludere che quella podaria & uw’elica
eccentrica all’elicoide-conoide. Notisi che tale podaria cambia sol-
tanto di posizione se il punto P si muove sopra una parallela
all’asse della curva data.

Siccome i piani rettificanti dell’elica non differiscono dai
piani tangenti del cilindro contenente la curva, cosl & chiaro
che questo ¢ anche la podaria dellasse dellelica rispetio ai suoi
piani rettificanti. Un breve calcolo mostra invece che proiettando
ortogonalmente Uasse dell’elica sopra i suoi piani oseulatori o nor-
mali si ottiene un elicoide a cono direttore.

Applicando le formole di pag. 36 del Vol. I troviamo su-
bito come rappresentazione analitica della curva baricentrica
dell’elica (1) la seguente :

— Rsent __~R(1—cost)

(‘) Xr= 1 y Y= ;

é—ht
* e

. S . ]
essendo in conseguenza F=gz 8 vede che il baricentro dell’arco

d’elica avente per estremi i punti della cwrva corrispondente ai
valori 0 e t del parametro si trova ad uw’altezea sul piano xy
eguale alla metd dell ordinata dell’estremo dell'arco stesso e si

1) G. Loria, Spezielle alg. u, tranns. ob. Kurven, IT Aufl. I Ba. (Leipzig,
1910) p. 147.

R e e T

T

B I
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proietta sul piano stesso nel baricentro dell’arco circolare che &
proiezione di questo 1). Notiamo poi che le (7) danno:

¢ 2Rsen—;
=bg~2— ’ \/524‘?2:

SIIEY

t

donde segue che la proiezione ortogonale della curva baricen-
trica dell’elica ha per equazione polare

8sen w
= P H

la proiezione stessa &, quindi, una cocleoide 2). Se finalmente si
elimina z fra le equazioni

8|t

- h
A
) ® p)

I
t+
L)
ﬁ[ec-

si ottiene

2
tg -h—

YR

equazione che ci dice trovarsi la linea baricentrica considerata
sull’elicoide-conoide individuata dalla data elica.

Questo risultato trova conferma nella determinazione della
superficie baricentrica dell’elica che ora faremo applicando for-
mole esposte nel Cap. II del vol. I, p. 37.

R
Posto per brevitd k=———— si ottiene cosl:
vV R?

+ h?
k(t—u) k(t + u)
gpe Sen oF .co8 5P
X= .
k t—u
k(t—u) kit + u)
9B sen oR .sen oR
Y=—r--:
k t—u
hk
Z=2R (t—u);

1) Cfr. Ferriot, Centre de gravité d’un arc quelcongue d’hélice tracde sur
un cylindre droit & base circulaire (Nouv. Ann. de Mathém., T. I, 1842,
p. 201-203).

2) G. Loria, Spez., Kurven, II ed., T. II, p. 29.
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essendo in conseguenza

Y k(4w
X% "5r

8i conclude che la superficie ha per equazione

X . Z
X 87

onde coincide con Uamzidetia elicoide-conoide.

§ 2. Eliche cilindriche in generale.

Un’elica cilindrica & una traiettoria obliqua delle genera-
trici d’un cilindro; siccome svolgendo questo su di un piano
quella linea si muta in una retta cosi le eliche non differiscono
dalle geodetiche dei cilindri.

Per trovarne la rappresentazione analitica supporremo di
assumere come asse delle z una retta parallela alle generatrici
del dato cilindro e che dell’elica si cerchino le espressioni delle
coordinate in funzione dell’arco s. Essendo per le fatte ipotesi
gg— costante (=cos w), 8ard z=scos @ + cost, onde, scelto come
origine degli archi un punto comune all’elica ed al piano wy,
otterremo la seguente rappresentazione parametrica :

) r=2(8) , y=y(s) , z=8coBw.
In conseguenza per tutti i valori di s si ha:

[ @2+ y2=senw , ¥ +yy'=0,
@) V@ YY)+ (@72 4+ y7%) =0, ecc.

d=cosw , 2'=01) , Z”=0, ecc.

1) Essendo in conseguenza [=0 si vede che l¢ normali principali del-
Velica sono perpendicolari alle generatrici del corrispondente cilindro.

Rl =i
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L’equazione genérale dell’osculatore &, se X,Y,Z rappre-
sentano coordinate correnti,

’ . w'yl— "y’ — .
3) —(X—a)y +(X—y) +—5—6§w—_(z_z)_01)’

invece ’equazione del piano tangente al cilindro contenente la
curva @
(X —a)y — (Y —y)a’ =0;

ora in virth di una delle identitd (2) questo piano & perpendi-
colare al precedente ; ne segue che il piano che oscula un'elica in
un swo punto arbitrario & quello determinato dalla corrispondente
tangente della curva e della corrispondente normale del dato cilindro.
La traccia dell’osculatore sul piano xy ha per equazione

X—2 Y—y
w’l = yll ;
per interpretare questo risultato notiamo che tutte le evolventi
della base del dato cilindro hanno equazioni della forma

X=w+(1—98)2" , Y=y + (1—9)y,

1 essendo una costante arbitraria; le loro tangenti hanno, quindi,
per equazione generale
X—[o+(@—982] Y—[y+{I—9y]
x - yl/ ’

siccome questa si identifica alla precedente supponendo I=s si
conclude: L’osculatore di un’elica cilindrica in un swo punto
taglia il piano di wna sezione retta del corrispondente cilindro
secondo una tangente ad una determinata evolvente di quella se-
zione retia.

1) Servendosi delle (2), la (3) pud scriversi sotto la forma :

sen? @

Xa' + Yy —Z ——— (—ax’ ' ggen? w)

z' + Yy el et Ll o @)
e da questa » agevole dedurre che l¢ superficie di egual pendio su di un dato
piano sono le sviluppabili osculatrici di eliche appartenenti a cilindri con le ge-

neratrici perpendicolari a quel piano.
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La base del dato cilindro essendo rappresentata dalle equa-
zioni:
w=a(s) , y=y(s);

se S ne & Varco e R il raggio di curvatura, si trova anzitutto :
as\z
7y =224 y/2=sen?w onde (4) S=ssenw

supposto che gli archi sull’elica e sulla base abbiano comune
Porigine 1) ; inoltre
2
) R=_ 0@
V ' ¥ y/g
Indicando, poi al solito, con 7 e p i raggi di prima e seconda
curvatura della data curva, si trova

(6) T=“———‘__}__—
vw//2+y112
o per le (5)
, R
(6 -
) sentw’

equazione che dice: in due punti corrispondenti dell’elica e della
base i raggi di curvatura stamno fra loro mel rapporto costante

— ,- . Inoltre:
sen? w
1 COoS w a;,ll m'II . .’I}” wr!l
e T Ty g g [Ty |

Ma, grazie alle identita (2), si ha:

v _VEES
—& /oty yt rseno

st y’ / xl

— LA .
rsenw ’ 4 T

z’
— =
Y

&

rsen w’

1) In conseguenza, ogni elica cilindrica si pud rappresentare in fun-
zione degli archi della Lase, sotto la forma

w=1(8) , y=y(8) , z=kS

k essendo non costante di cui 3 facile trovare il significato gcometrico.
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in conseguenza

1 7 CO8 w

7 €08 @
wlwlll + s — wllz + '12
0 sen w ( vy sen ( v

o finalmente
(7) o=rtgw.

Dunque: in ogni elica cilindrica & costamte il rapporto delle due
curvature tn un punto qualungue ).

La stessa conclusione pud ottenersi applicando le formole
di Serret-Frenet, con un ragionamento che esporremo perchd
guida ad una nuova definizione delle eliche.

Detti a,b,c i coseni direttori delle generatrici del cilindro
contenente la curva, si ha, per le fatte ipotesi,

(8) aa + bf + cy=cost;

differenziando rispetto a s ed applicando le formole sueccitate

si trova
9) af + by + ¢f=0,

ossia, differenziando nuovamente,
1 1
—r—(aa—{—bﬂ-f—cy) +E-(al+blu+cv)=0;
ora aa + bf + oy & costante per ipotesi; d’altra parte

%(aﬂv+b/t+cv)=%(a§+bn+cc)

& pure nulla, onde anche al + bu -+ ¢y & costante; epperd lo

stesso accade del rapporto % c.d.d.

1) Emerge dalla (6') che »  costante sempre e solo quando & costante R,
ciod quando la base del dato cilindro sia un cerchio; ma allora, per la ()
® costante anche g ; si vede dunque che le elicke del cilindro circolare retto
sono le unioke in cui le due curvature somo costanti; v. Puiseux, Probléme
de géométrie (Journ. de Mathém., T. VII, 1842, p. 65). La proprieta ora di-
mostrata mostra che le eliche sono speciali ocurve di Bertrand; esse perd
sfuggono alle formole di Darboux stabilite nel Cap. XI (v. p. 98) perch®
non ei pud in esse supporre C=0. °
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Viceversa, supponiamo sussista una relazione della forma (9);
essa puod scriversi successivamente come segue:

ax’’ +by”+02/'=0
ar’ + by + ¢ =cost,

e questa non differisce dalla (8): dunque le eliche possono defi-
nirst come le curve le cus normali principali sono parallele ad
un piano fisso 1).

Facciamo invece 1’ipotesi che sia —g=cost(=k) ; le formole
di Serret-Frenet danno

V—kd=0, p/ — k=0 ,v —ky=0,
ossia, dette p,q,r tre costanti
A—ka=p , p—kB=q , v—ky=r;
queste nuove costanti sono evidentemente legate dalla relazione
pZ + q2+,,.2=1 + kZ;

se quindi si pone

4 a q r

V1+ k2 Vit e Vit R

saranno a,b,c i coseni di direzione di una determinata retta e
si potra scrivere

A—ka=aV14 R, u—kB=bV11k , v—ky=cV1+|k2;
y ?

86 ora si moltiplicano queste equazioni per a,B8,y e si addi-

zionano i risultati si trova la relazione
aa + b + opm—
V14 g
1) Essendo le eliche cilindriche curve di Bertrand, le loro normali
principali sono normali principali di infinite altre linee di quella categoria;
ma, essendo tali normali principali parallele ad nn piano, si vede che le
normali principali di un’elica oilindrica sono normali principali di infinite curve
della stessa specie.
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Siccome questa concorda con la (8), cosi potremo asserire che
le eliche cilindriche possono definirsi come le curve per cui & co-
stante il rapporto delle due curvature?).

Dalle formole che determinano gli elementi di una curva
parallela ed una data linea 2) o dello spigolo di regresso della
sviluppabile polare 2) si deduce che: Le curve parallele ad uno
elica sono eliche; ¢ pure un’elica la curva polare di wun'elica.
Avendo noi dimostrato nel § 2 del Cap. XI (v. p. 102) che, se
5,0, 80DO le due curvature della curva I, luogo dei centri
della sfera osculatrice di una curva I, sussiste la relazione

olr=ryl0,

co8l & chiaro che se I' & un’elica alirettanto avviene di Iy *).
Le o evolventi filari di una curva sono rappresentate, al
variare della costante !, dalle equazioni

@y =+ al—$) , Y=y +Bl—s) , ;=2 +y(l—3);

ora se z=8C0Sw, & y=C0S® epperd z =Ilcosw; dunque: l¢ evol-
venti filari di un'elica sono le sezioni prodotte nella corrispondente
sviluppabile osculatrice da piani perpendicolari all’asse della curva.

Le coordinate del centro di curvatura in un punto qua-
lunque della data elica sono date dalle formole

(10) =2+ 1% |, =y + 1%’ , z=s5c08w

B questa curva in generale un’elica tracciata su un cilindro
con le generatrici pure parallele a 02? In caso negativo, quando

’

1) J. Bertrand, Sur la courbe dont les deux courbures sont constantes
(Journ, de Mathém., T. XIII, 1848, p. 423).

2) Scheffers, Einfiihrung in die Theorie der Kurven, III Aufl. (Leipzig,
1923) p. 402.

8) Id. p. 406.

4) P. H. Suchar, Sur une propriélé appartenent a certaines hélices (Nouv.
Ann. de Math., IV Ber., T. III, 1903, p. 511-14), ove si leggono altre pro-
prietd delle eliche.
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lo &% Per rispondere a tali questioni indichiamo con !’indice 1

tutti gli elementi della curva (10) e notiamo che, essendo

- dz - ziﬁ_‘ _ COB w
dsy \/ml'z + yl” -+ 21'2 \/w1'2+y1/2+ cosz,’, ’

affinche y, risulti costante, dev’essere

71

@)% + y,"2=cost.
Ora dalle (10) si trae

1) (@ —2)® + (4, —y)2=1%;
d’altra parte le (10), possono scriversi
By—x=rf , yy—y=ry , 2, —2=0
onde moltiplicandole per a,B8,y e sommando si trova:

(12) (@ —2)dz + (9, —y)dy=0;
per conseguenza:

Hh—® _$H—y__r r
—dy do \/dw2+dgﬂ_senw.ds
onde
(13) Y
A= e ) WYt
eppero :
.T{:{L"— 1 (T’ ’ 7?/, ’ 1
seng Y T 1Y) Y=Y + o (Y +ral)

’ ’ ’ ) 2r
$12+y12= 2+?/2_"s*ei"g($/?/”‘*$"!/)+

1 ror
sen? U732 4y 4 202 4y o @ 4 vy}

= 20— 2r 7 47 1
sen®w Sen @y —a'y) fsenzwfr’2sen2w+1 $s
ma
’ 2
oY —oy = ‘ vy f: sen’ow 0 _seno
)wp y;/ ‘ -r—z r
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percid
1

2% + y/2=sen2w— 2 + 72 4 son?a

Dunque, affinché ,'2 4 y,'2 risulti costante, & necessario e suf-
ficiente che sia costante #, epperd r=as + b ovvero per le (5)
e (6")
R a8
senfew  senw

La base del cilindro contenente la curva ha pertanto un’equa-
zione intrinseca della forma

R=48 + B,

epperd ') & una spirale logaritmica o, per eccezione (4=0), un
cerchio. 8i conclude quindi: Affinche il luogo geometrico dei centri
di curvatura d’un’elica tracciata sw di wn cilindro sia un’elica
appartenente ad wn cilindro parallelo al primo, é necessario e
sufficiente che questo abbia per base una spirale logaritmica 0, in
barticolare, un circolo 2). Cos), mentre viene confermata una pro-
prieta gia dimostrata dell’ordinaria elica cilindrica, viene se-
gnalata, come notevole, quella situata sul cilindro eretto sopra
una spirale logaritmica: & una curva che incontreremo fra breve
da un altro punto di vista e che allora avremo occasione di
studiare.

§ 3. Eliche cilindriche algebriche ; altre eliche cilindriche speciali.

Sia f(x,y)=0 lequazione della sezione retta di un cilindro
contenente un’elica algebrica 3) e ¢ il suo arco; come si & visto
la curva pud rappresentarsi mediante equazioni della forma:

(14) flx,y)=0 , 2=ks.

1) G. Loria, Spez. alg. und transs. ebene Kurven, 11 Aufl., T. II, p. 65.

2) A. Tissot, Sur les hélices (Nouv. Ann. de Mathém., T. XI, 1852,
p. 454-67).

8) P. Stickel, Algebraisch rectificierbare Rauwmourven (Math. Annalen,
T. XLIII, 1893, p. 178); G. C. Tedesco, Su le elishe cilindriche algebriche
(Atti dell’Acc. Gioenia, Serie V, T. VIII, 1915); appartiene a questa cate-
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Ora, affinch® questa curva sia algebrica & necessario e suf-
ficiente che s sia una funzione algebrica di @,y ciod che la
curva f(x,y)=0 sia rettificabile; cio succede, come & noto 1),
sempre e soltanto quando essa sia levoluta di una curva al-
gebrica.

Questo risultato si puo meglio precisare osservando che l.a,
sviluppabile osculatrice d’un’elica algebrica & una superﬁc‘le
algebrica; algebriche sono quindi anche le sezioni prodotte in
essa da piani perpendicolari all’asse della curva, ciod, come ‘ve-
demmo (p. 141), le sue evolventi filari: dunque le eliche alg.ebmch?
sono evolute gobbe di curve piame algebriche o le evolute pl‘ane di
queste sono le proiezioni ortogonali delle eliche sui piani dellg

stesse curve piane. ' .
Applichiamo ad esempio questo risultato nell ipotesi che

la base del cilindro sia ’evoluta della parabola
y2=2(x + 1)
ciod la parabola semicubica
27Ty2=8a3;
osserviamo percid che questa equazione equivale al sistema
o=312 , y=2V28;
si ha quindi
ds=6t.dt V1 + 28;
posto dunque 1+ 22=wu? si pud scrivere
ds=3u?du

onde
s=u3 + cost

cioe oo s
s=(1+ ZtZ)% + cost=(1 + ;)7+ cost .

goria la cubica che incontrammo nel Cap. V (vol. I, p. 190); v. anche la
III Parte della importante memoria di E. Salkowski, Zur Transfermation der
Raumkurven (Math. Annalen, T. LXVI, 1909, p. 517-57).

1) G. Humbert, Sur les courbes algébrigues planes rectificables (Journ. de

Math. p. appl., IV Ser., T. IV, 1888, p. 138-51).
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Presa per origine degli archi il punto (0,0) s8i conclude
23:).3_
s={1+—)7 —1
(1+5
0 anche

(302 + 9987
e

1.

Si giunge cosl all’elica rappresentata dalle equazioni :

422+ 9y0)7

8 i(
2. 3 _
(16) y°= 27 & z_.k[ 82

{
7/
siccome queste si possono sostituire con queste altre

_3 (@4 w2 8us _(1 + uz)a

T=- (1—u2)2 ’ ?/=(1___—u2)3 y % T—w)

)
¢o8l la curva ottenuta & di sesto ordine.

Innumerevoli altre eliche algebriche si ottengono assumendo
come sezione retta del relativo cilindro Pepicicloide generata
dal movimento di un punto di una circonferenza di raggio r

rotolante sopra altra di raggio —;—, ché tale curva & notoria-
mente rettificabile.

Algebriche sono anche le eliche aventi per base l’evoluta
d’an’ellisse (in particolare un asteroide regolare); le loro coor-
dinate si possono esprimere mediante funzioni ellittiche di un
parametro 1).

Un’altra categoria notevole di eliche comprende quelle go-
denti la proprietd che le loro normali principali incontrano
una retta fissa %), Esse appartengono ai cilindri le cui sezioni
rette hanno equazioni intrinseche del seguente tipo:

82‘11 ‘——q———__eﬁ_—,
2 f\/ag_(\/;+ m)?

1) Bilvia L. Creanza, Sur une hélice et la surface des ses tangentes (Ann.
8cient. de I'Univ. de Jassy, T. XII, 1923, p. 15-32).

%) G. Pirondini, Rettifica di un teorema ¢ dimostrazione di alcuni teoremi
geometrici (Giorn, di Matem. T. XXI1I, 1885, p. 222-29) ; E. Cesaro, 4 propo-

G. Logia, II. i
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a e m essendo costanti; & appena necessario rilevare che la

quadratura qui indicata si pud eseguire elementarmente. .
Di altre, che s'incontrano nella teoria della deformazione

delle superficie rigate, basti qui accennare Vesistenza 1).

§ 4. L’elica cilindro-conica classica.

Dato un cono circolare retto, cerchiamo la curva che ne
incontra le generatrici sotto angoli costanti. Se il co.no ha pe.r
asse 0z, per altezza le per apertura 2 la sua equazione ® evi-

?
dentemente
_—_—_,‘/mz +9° +2—1=0;
tgd

ercid, se una curva tracciata su di esso si proietta nella linea
fl)i eql;.azione polare g=f(w), la sua rappresentazione parame-
trica sard: _l_f(_a)z
(1) r=f(w)cosw , y=Hw)senw , 2= t2h’

Determiniamo ora la funzione f(w) con la condizio‘ne ’che ia
tangente in punto arbitrario della relativa curva faccia Pangolo
czstgante a con la corrispondente generatrice del dato cono; ot-
terremo la seguente equazione di condizione:

_———:r_f—’___-—‘ =C08 &

VP2 L f2sen?b

ossia
sen b

tga

;

r_
f

percid

sen b

(2 f(w)=c € 8%

w

ito di un teorem sulle eliche I T. XXIV 1886 Pp. 46'48) i . Piccio y T
8 teorema le ( d. T. y 3 E 1 1i, Su
les hélices oylmquues dont les normales p’l‘lMlpales rencontrent une droite ﬂze
(NO‘I.IV. Ann. de Mathém., IV Bel., T. II, 1902, P. 1”—181)0 E. Duporq,

i '84).
Remarques sur la note préoédente (Ivi p. 181 . A
7;) (;;fr8 0. Weber, Binormalfiichen mit eine sur Striktionslinie dquidi
. . ’

stanten Asymptotenlinie ete. (Diss. Halle a. 8. 1914).
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¢ essendo la costante introdotta dall’integrazione; volendo che
la carva cominci nel punto (Itgb,0,0) si deve scegliere

3) e=ltgf.

Lu proiezione ortogonale della curva in questione sul piano ay

ha per equazione polare
sen b w©
g:c € tga y

ond’¢ una spirale logaritmica, la quale taglia i raggi vettori
sotto ’angolo costante x determinato dalla formola

_tga
" genb’

tg u

Viceversa & facile vedere che se una linea di un cono retto si
proietta ortogonalmente sulla base secondo una spirale logaritmica
avente per polo il centro della base stessa, essa incontra sotto an-
goli costanti le generatrici del dato conol),

Se con R si chiama il raggio della base del dato cono si
avra:

R l
senﬁ= cosﬂ= VE P
epperd la (3) da ¢=R e la (2)
R [}

(2 f(w):Re‘/m"{"nm
e quindi
2’ T, e T/ T .
@ flo)~ Ve

La curva in questione pud dunque rappresentarsi come segue:

4) z=f(w).cos  , y=f(w).senw , z=l——1—;— f(w),

f(w) avendo il valore (2').

1) Risulta da oid che il vertice del dato cono & un punto asintotico
della curva che consideriamo.

148 CAPITOLQO DODICESIMO
Dalle (4) derivando si deduce:
i
o =fcosw—frenw , ¥ =fsenw + fcosw , z’=——7e—f’(w)

12 12 4 R?
8l2=f/2+ f2+ R2f2___f2+__£_2_. fz;

servendosi delle (2) si pud scrivere:

, VR2+ 2
() “Rcosa '’
onde
VRE+ B,
() *= Rcosa fte) %),
o piu esplicitamente
sen b
! e tgn “

(6") 8=cos acosd

1) Cfr. Turquan, Rectification de la courbe qui coupe les géneratrioes d’un
cone qualungque sous un angle comstant (Nouv. Ann. de Math, T, IV, 1845,
p. 659-60).
La (6) pud scriversi
f(w)

“senbcosa’

8i noti poi che la distanza d del vertice ¥ del cono da un punto qualun-
que P della curva & dato da
g f@)

" send’

se, quindi, si considera l’arco della curva in questione compreso fra due
punti Py e P, si vede essere

8y — 8 1
dp—d; cosa’
ossia
do—d)
8y — 8 = -
2 cosa ’

onde 1’arco PP, & eguale all’ipotenusa di un triangolo rettangolo avente
per cateto Py P, e per angolo compreso a: cfr. un articolo del Dieu (Nouv.
Ann. de Mathém., T. XII, 1853, p. 373-390) nel quale 2 risolta la questione
proposta ocome Composition &’ analyse per il « Concours d’aggregation aux
Lycées, Année 1845 ».
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Osserviamo anche
e —— = = e == — COS & COS b

e concluderemo
(M y=-—CO8acos b;

cid prova che la curva in questione pud anche considerarsi
come un’elica tracciata sul cilindro con le generatrici parallele
a 0z ¢ la cui sezione retta ¢ la spirale logaritmica di cui dianzi
parlammo; donde la ragione del nome di elica cilindro-conica
con cui viene designata 1).

Tenendo conto del valore trovato per s, trasportando 1’ori-
gine delle coordinate nel vertice del dato como, invertendo il
8enso positivo su 0z e finalmente ponendo per brevita di scrittura

(8) p=cotga.send , g=cosa.senb

si giunge a scrivere le equazioni dell’elica cilindro-conica sotto
la forma

(8) T=QsCOSw , T=gSBEN® , Z=8COSACO8 b,

s avendo il valore (6'); ce ne serviremo per stabilirne alcune
proprietd importanti.
A tale scopo deduciamone:

1
x’=q(cosw——senw) ,
p
, 1
Y =q senw-;—?eosw , &=cosacosb

e notiamo che in conseguenza lequazione generale della tan-
gente &:

X —gscosw Y —gssenw 2—8C0S a CO8 b
cosa cos b

q(cosm——isenw>=q(senw+—1—cosw)~ '
P P k

1) Questa curva venne da noi gid incontrata nella chiusa del § 2 del
presente Capitolo (p. 143).

150 CAPITOLO DODICESIMO

le coordinate della traccia sul piano xy di tale retta somo

g8 g8
ry==—8eDw , Y=—-"—COBW;
4 14
percio
—— cos?a sen b
x/a:f +y2= Lo %0, % “s
P senacos b

questa equazione dimostra che ¢l luogo geometrico delle tracce delle
tangenti all’clica cilindro-conica sul piano condotto dal vertice del
cono perpendicolarmente all’asse & una spirale logaritmica identica
a quella in cui quella curva si proietta ortogonalmente sullo stesso
piano ed avente lo stesso polo.

Differenziando nuovamente si trova:

f’:-—q—(senw+——1~cosw),
ps 4

'=L< 1 2 =0
v pr €o8 w p senw) , 0.

Percio il raggio di curvatura dellelica cilindro-conica & dato
dalla formola :

ps 1)
(10) S dha— .
V1 costacostd

1) Detta i )’ inclinazione costante delle tangenti all’elica sulle genera-
trici del corrispondente cilindro si pud scrivere

__ Jlw)
r=—"
sen a.sen §

Ma il raggio di curvatura R, del cono dato nel punto considerato » dato da
flw) |
B1="cosp }
percid
Ry cosb
sen a.sen i’

espressione diversa da altra enunciata da T. Olivier.

e -

T

hl

TN ™~ 7~ IO ||
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mentre le coordinate del centro di curvatura hanno le seguenti
espressioni :

/ 1 | ps
= — — sen @
B=Ps COS @ ) DA — e o b)) T 1 cos?a costh
= —_— senwssena-———~—1—— !
Y1=P8COB W I eofh { p(1 - cosacos?b) §

‘\ Z=sgcosacosbh.

Ora se poniamo, come & sempre lecito:

1
1 =leosd , ——————— =Isend
p(1 — cos? a cos? b)

Sena— 1—cos2acos®b

si pud scrivere pili semplicemente
2, =pls(cos w cos § — sen w sen )
. Y, =pls(cos w sen § + sen w cos 0)

\ #;=8cosacosb;

e se si esegue la trasformazione di coordinate determinata dalle
formole :

X,=x,c080 +y,senf , ¥y=—uz;8senb + y,e080 , Z;=2
le stesse divengono:

X,=plscosw , Y,=plssenw , Z;=scosa.cos8b,

e queste, paragonate alle (9), portano a concludere che: l’evo-
luta dun’elica ctlindro-conica & una curva identica alla curve
data 1).

A questo esempio di riproduzione della curva che stiamo
studiando se ne possono aggiungere altri, i quali ne rivelano una
certa analogia con la spirale logaritmica 2). Per stabilire queste

1) A. Tissot, Sur les hélices (Nouv. Ann. de Mathém., T. XI, 1852,
p- 454-57). 11 teorema stabilito & in accordo col risultato esposto in fine del

¢ 2 del presente Capitolo (p. 143).
2) Cfr. G. Loria, Spez. alg. und transsc. ebene Kurven, II Aufl., T. II

(Leipzig, 1911) p. 67.

152 CAPITOLO DODICESIMO

nuove prerogative dell’elica cilindro-conica riprendiamo le equa-
zioni (4), cio®
r=fcosw , y=fsenw , z2=I— cotg b.f(w)

e ricordiamo che

senb‘D
f(w)=Re™
Differenziando si trova: J
ﬂ-f ) (senb.cosw sen )
o @ tga ®)
dy (sen b.sen w ’
Td_w__f(a,) -———-—-tga + cos w) )
de  cosbh, . ds  flw)
do ~ tgaﬂm) " dw  sena’

donde le seguenti espressioni per i coseni di direzione della
tangente :
(11) a=cos a (sen bcos w —tg a.sen w) ,

f=cos a (sen b sen w + tg a.cos w) y y=—CO8a.CO8b.

I1 cilindro proiettante la curva sul piane xy ha per equazione
sen b v
2 5 ere cg—z—

22 + y2— R2e =0;

scriviamo l’equazione del suo piano tangente e deduciamone
quelle della normale; ora questa non differisce dalla normale
principale all’elica cilindro-conica dal momento che questa &
geodetica di quel cilindro 1) cid prova che i coseni di direzione
della normale principale sono espressi come segue:

tga.cos w + sen b.sen w

VigZa + sen®b
_tga.senw—sen b.cos w
" Viga + senth

?

(12) ¢

, ¢=0

1) 11 piano rettificante in un punto di una curva qualunque & perpen-
dicolare alla normale principale ; onde, per l’elica cilindro-conica, coincide &
col piano tangente al cilindro proiettante la curva sul piano zy; dunque
tale cilindro rappresenta la sviluppabile rettificanie di detta curva.
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o, se meglio piace,
(12)
a B

cosa \/tgz a-+senth K cosa \/bg2a + sen;é ’

{=0.

Servendosi di questi risultati si arriva alle seguenti espressioni
per i coseni di direzione della binormale :

(1‘3) 4 cosa.cos b(sen b cos w — tg a sen w)
Vig?a + sen?d

= cosa.cos b(sen b.sen w -+ tg a.cos w

— 2
Vigte Toonts ) r=cosa Vighasonth

Le equazioni della tangente in un punto qualunque dell’elica sono

T — f(w)sen o _ y— f(w)cos w
senbcosw—tga.senw senbsenw -+ tgacosw

_ 2—1+ f(w) cotgd .
- —cosb ’

percid il piano condotto dal vertice del dato cono perpendico-
larmente alla tangente ha per equazione :

z(senb.cos w —tga.sen w) +
+ y(senbsena + tga.cos w) + (I—z)cos b=0
eppero incontra la tangente nel punto di coordinate: .

/ sen2a
I
sen b

f(w)(cos w sen b + sen w . cotg a)

sen2q
14 =
14) y sen b

f(w)(sen w .sen b — cos w . cotg a)

2

Queste equazioni rappresentano (v. Vol. I, p. 33), al variare
di o la podaria del vertice del cono rispetto alle tangenti del-
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Pelica ). Per determinarne la natura eseguiamo la trasformazione
di coordinate determinata dalle formole

T cotga z senb y
1" Veotg?a + sentb  Veotg®a + sen®d
senb cotga
Y= e — e——————x Y,
Vcotg?a + sen®h Veotg?a + sen?d
27 =2;

potremo allora sostituire le (14) con le formole:

[ . Sen?a VcotgZa + sen?h

L= end f(w) cos @
) \ senZa V' cotg?a + sen?bh
(14") ? h= sond f(w) sen w
sen?aq
l Z=1— ) f(w) .

Paragonando queste alle altre formole che rappresentano la data
curva si ha il mezzo per concludere che la podaria del vertice
di un cono rispetto alle tangenti di un’elica cilindro-conica appar-
tenente allo steseo & una curva della stessa specie della dala.

Lasciamo al lettore di determinare tutti gli elementi ca~-
ratteristici della nuova ecurva.

In modo analogo si dimostra che sono eliche cilindro-coniche
anche le podarie del vertice del dato cono rispetio alle normali prin-
cipali, alle binormali ed ai piani normali della curva.

Invece la podaria dello stesso punto rispetto ai piani retii-
ficanti & una spirale logaritmica; infatti 1’inviluppo dei piani
rettificanti & il cilindro proiettante ortogonalmente P’elica ; percid

1) La distanza del vertice del ocono -dal punto di coordinate (14) si

. sena

trova facilmente essere espressa come segue: P

® una quantitd ocostante, cosl le tangenti dell’elica non sono tutie tangenti

ad una sfera avente per centro il vertice del cono, come asserl 1’ Olivier

(Développements de géom. déscriptive, Paris, 1843, p. 30), il quale attribal al-

V'elica del cilindro circolare una proprietd che vedremo appartenere alle
geodetiche di tutti i coni (v. il § 1 della Bez. E del presente Capitolo).

f(w). Biccome questo non
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Panzidetta podaria noun differisce da quella del vertice rispetto
alla sezione retta di quel cilindro condotta per il vertice stesso;
e siccome tale seziome retta & una spirale logaritmica, cosl,
grazie ad una nota proprietd di questa curva, si conclude se-
condo ’enunciato precedente.

L’equazione generale dell’osculatore &:

(® — f(w) cos w) cos b (sen bcos w —tgasen w) + |
(y— f(w) 8en w) cos b (sen b sen » +tg a cos ®) + (
+ (2—1 + f(w) cotg D) (tg2 a + sen?b)=0;

(15)

in conseguenza la sua distanza dal vertice del cono & propor-
zionale a f(w); percid non & costante né si annulla mai; onde i
piani osculatori dell’elica cilindro-conica non sono tutti tangenti
ad una sfera concentrica al dato cono e tra essi nessuno passa
per il vertice 1),

Lo spazio di cui disponiamo non consentendoci di intrat-
tenerci pitt a lungo sopra la curva in questione (la quale po-
trebbe dar materia a molti altri sviluppi 2)} chiuderemo il pre-
sente paragrafo mostrando come essa risolva il seguente problema
proposto a p. 166 del T. XVII delle Annales de Mathématiques 3):
Trovare in un cono circolare retto una curva tale che una delle
sue evolventi filari sia situata nel piano condotto dal vertice
parallelamente alla base.

La curva cercata avrd una rappresentazione analitica del
seguente tipo:

r=f(iw) cosw . y=f(w)senw , z=l——-%j((o)

f(w) essendo una funzione da determinare; ricordiamo poi che
tutte le evolventi filari di essa hanno equazioni della forma:

zy=2+alk—s) , y1=y + Bk—s) , z=2+ p(k—3s).

1) Da una formola stabilita nella nota a pag. 154 risulta che per il
vertice del cono non passa neppure alouna tangente dell’elica in esame.

2) Per alcune altre proprietd si ricorra alla memoria di G. Pirondini,
Sur quelques lignes lieds & Uélice cylindrique (J. f. r. u. a. Mathem., T. CXXI,
1900, p. 245-264).

3) Cfr. E. Jubé, Sur le développement d’une spirale conique (Nouv, Ann,
de Mathém., T. IV, 1845, p. 454.56).
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Per le condizioni del problema dovra esistere un valore della
costante k tale che sia 2=, ciod

1=l—~1% fl) + y(k—3s)

e questa & l'equazione del problema. Ora si ha:

i ] esw—fsenw , " =fsenw+feosw , ==z
sy /B+ R, ! , Y\ /B+ R
do R? 2+, 7="“‘R’7- Fog fe+f.

Percid quell’equazione di condizione, dopo qualche semplice tra-
sformazione, diviene

(s—k)f
=l
dw
ossia
df  ds
f T s—k&
Se ne trae
f=e(s—k)

c essendo una costante arbitraria. Ora questa da
ds \?2 2+ R?,
r=c(g) = (T 1+ 1)

17 cR
f

TVR—ariR)

epperd

Indicando con m il secondo membro e con n un’altra costante
introdotta dall’ integrazione, si trova facilmente

flo)=ne=> .

La proiezione della curva cercata sulla base del dato cono &
pertanto una spirale logaritmica; la curva stessa & in conse-
guenza un’elica cilindro-conica, come erasi annuanciato.
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§ 5. Digressione sopra una curva con un punto asintolico.

La genesi dell’elica cilindrica e dell’elica cilindro-conica ha
condotto !) a considerare il luogo I” delle posizioni assunte da un
punto P, mobile nello spazio con la condizione che le sue distanze
da una retta fissa ¢ da un piano fisso ed essa perpendicolare
stano inversamente proporzionali all’ampiezza della rotazione ese-
guita dal punto mobile attorno all’asse fisso. Per trovare una con-
veniente rappresentazione analitica di tale curva assumiamo la
retta fissa come asse delle 2, come piano xy il piano fisso e

come piano xz quello passante per la posizione del mobile. Dette ‘

a,b due date costanti, M e N le proiezioni del punto dato sul-
Passe Oz e sul piano xOy, finalmente w P’angolo NOz, si avra:

ON.w=a , PN.w=b
x=0N.cosw , y=ON.senw , 2=PN,
onde come equazioni della curva si possano assumere le se-
guenti :

(1) =2 oS usen = b
b =— W, 2=—,
® ' Y ’ @

Siccome da queste si trae:

a?
2) a? +y2=—52~ 2%,

cost la curva I' appartiene ad un cono circolare di vertice O ¢
asse Oz. E poiche dalle stesse si trae

a

Va2 +y2=—w— y =tgw

)

risulta che ’equazione polare della proiezione ortogonale di I”
sul piano xy &
(3) ow=a,

onde la proiezione stessa & una spirale iperbolica.

1) F. Schiffner, Ueber cine Raumcurve mit einem asymptotisohen Punkt, und
deren Tangentenfliiche (Arch. f. Math. u. Phys., T. LXVII, 1882, p. 207-14).
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Differenziando le (1) si trova

dz  a son o 205 @
do o w? '
dy @ asenw dz b
w " T Tt e o
e quindi
ds V(@ + ) + aw?
# @ o ;
percid, applicando note formole d’integrazione !), si ottiene
(2L b2+ alwm? -
5) 8=—Mﬂ + alog § aw+ \/(a'2+b’)+a%o’ ¢ 4-cost.
w

S’ immagini di svolgere su di un piano il cono rotondo al quale
appartiene la curva I” e di riferire la curva trasformata ad un
sistema di coordinate polari g, 6 col polo in O; sard evidente-
mente p=0P ossia, per le (1),

‘\/ a2 + b2

(6) e p”

D’altronde gli archi elementari essendo invarianti di sviluppo
8i avra:
ag? + 0= (2 ) g2
dév

onde per le (4), (6)
aw

(7 9=7ﬁ§+c,

¢ essendo una costante arbitraria. Ora eliminando o fra le (6), (7)
8i trova

(8) o(0—c)=a;

cid prova che la curva I' 8i sviluppa in wuna spirale iperbolica
tdentica alla proiezione ortogonale di quella curva.

1) Schlomilch, Uebungasbuch sum Studium der Rhoheren Analysis, II T1.,
(Leipzig, 1875) p. 22-23.
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La tangente in un punto arbitrario della curva I” pud rap-
presentarsi mediante il sistema

z Y z 1 ;
acosw asenw b @ | =0
—asene acosw 0 1

ovvero con le due equazioni:
/ az
r=— (cos w + w sen w) — @ sen w

(@)

az
[ y=—b—-(senw——-w coOSw) -+ acosw ;

facendo ivi 2=0 si trova

r=—asenw , y=acosw,

relazioni che dimostrano essere una circonferenza di centro O e
raggio a il luogo geometrico delle tracce delle tangenti della curva I
sul piano xy.

L’equazim}e generale dell’osculatore e

x Y z 1
@ COS @ asen @ b o 0
—a8enw acCoSw 0 1 -
—acosm —asSenew 0 0

ciod
' %
(10) g-(a)cOSw——senco) + % (w sen @ + cos w) +Tw——1 =0.

Facendo tendere w a < le (1) mostrano che z,y,z tendono
a 0; percid Porigine & un punto asintotico della curva I'; le stesse

equazioni provano che
lim g=o , limy=a , lim2= o
o=0 =0 =0
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onde si ha un punto all’infinito della curva; dalle (9) emerge
che il corrispondente asintoto & la retta

(11) T_Z y=a

mentre dalla (10) si desume che

y=a
¢ il corrispondente piano asintotico. La curve I" & esente da piant
stazionari.

Applicando note formole si ottengono le seguenti espres-
sioni per i raggi di curvatura e torsione:

3
[(a® + B®) + a?w?® T
b p=
(12) T T awate? + 45
(13) e + )

b

Eliminando o si ottiene un’equazione algebrica fra r e o ; dunque
una delle equaziont intrinseche della curva in questione & algebrica.

§ 6. Altre eliche cilindro-coniche. Eliche biconiche.

Oltre la curva di cui si & parlato nel § 4, esistono curve
che siano traiettorie oblique delle generatrici sia di un cono
che di un cilindro? Tale questione, enunciata da A. Enneper
sino dal 1866 venne da lui completamente risoluta nel 1882 1),
mediante il seguente

TEOREMA. Se I' ¢ una curva situata sulla superficie gene-
rata dalla rotazione di una ellisse o di una iperbole attorno al
proprio asse focale e le cui tangenti formano angolo costante con
Vasse della superficie, essa taglierd sotto angolo costante anche
le generatrici del cono che la proietta da uno dei fuochi della curva

1) Zur Theorie der Kurven doppelter Kriimmung (Math., Ann., T. XIX,
p. 72-83).
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",gmemtnee, la sua proiezione ortogonale su “un piano perpondz-
“colare all'asse & un’epicicloide 1).

" Per venﬁcate P'esattezza di questa proposwone ) 8i con-
' sideri l’epxexcloxde rappresentata analiticamente come segue: - =

z+ iy=(R + r—re¥¥)ei?

nell ipotesi HEEEE Y
@ - Rp=ry. ‘ R
Ohiamiamone o V'arco; essendo e
. . Ry
dotidy e ETe
e
si ha ' : ‘
, .d?_)z | 2{ Ry
(d(p =2Rr) 1—-cos—-r—
- o8sia )
: do 2R +7) v
{3) a;_.Tsen—-z—.

Supponmmo poi che quell’epicicloide sia base di un cilindro le
cui generatrici siano tagliate dalla curva I sotto Pangolo co-
© stante a; sard. quindi

: dz
(4) o o =cotg o=k
epperd o
: o _2r(R 4 7) v : S
daz ——T———ksen? . 7 oo

: Integrando, seeghendo convementemente la costante &’ mtegra-
zione e ponendo per brevita

. _ 2R+ r)k
@ o g=MEAR

"1} Un teorems- analogo snssube per la superficie generats da una pa.
. -tabola; la proiezione ortogonale ® allora un’evolvente di cireolo.
o ; 3) 11 ‘seguente metodo di -esposizione fu proposto da M. Lerch in un
- mrticolo Su alewne curve gobbe (Caropis pro pestovani mathem. fys., T. XLIV,
1914. p. 1-16), dl oui- I’autore stesso mi favorl nnn versione fmneese

u.um. S ‘ ‘ : u

(6) 2= —28 cos L,
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8i conclude

2

La curva I' & rappresentata dalle equazioni (1), (6)
Ora le (1) danno

@+ y*=(B+rP+r—2AR+1r)rcosy;

onde eliminando y con Paiuto della (6) si ottiene:

a® + 9P
(N e + 5 =1
avendo posto per brevita:

a=R + 2r
® b= 2;: ViR 7).

Cid prova che Velica considerata appartiene allPellissoide di re-
tazione rappresentato dall’equazione (7). ’
Proiettiamo ora la curva da un punto arbitrario dell’asse 0z,

p. es. dal punto F(0,0,0). I coseni degli angoli formati con gli
assi coordinati della retta FM, passante per un punto qualun-
que M di detta curva sono espressi come segue:

z Y z—1

V& ' Ve Vo
avendo posto per brevitd
(9) D=a? + 3% + (z—1)%.
D’altronde gli angoli a, B,y della tangente dell’elica conside-
rata con gli assi sono espressi, da

dz d '
7o senw , ;l%senw y COB®.
Detto, quindi, # angolo di questa tangente con la retta FM
si ha: J
( Zj +ydy)senw+(z—-l)cosw
= — ?
cos § vVa
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" ‘ossia

1d(2*+ )
c0sf 3 do T
senw Vo
Ma
1d@®+12) 1 d@®+y?) d _
il = y
.2 do 2 dy do_Rcos%
dunque: -
9 [, 4rR+7)
cosg 008 [-R__T— kz] —kl
senw Vo ’
ossia
g ¥
(10) cos 6 P 08 o kl
senw Vo
avendo posto
(11) _ P=R___4r(1;+ e

Ma. ¥i . . .
8, ricordando il valore trovato di a® + y2, si ottiene

(12) &= A cos? —g—)— -+ 2B cos _g_ + C
ove

/

[ 4qepe B+ 1)

\ A=168 ————4r(R + 1),
a3) ) 4B+ Nk

{

| C=(B+2r2 + P
® & dunque una funzione quadratica di cos—g-; essa diviene

un quadrato perfetto se ! si sceglie in modo che risulti

14) B:—AC=0,
ciod
(18) P=(R+ 27)22 #nR+r) i
B
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giccome questa si pud scrivere

B=p2—qa?

cosl il punto F & uno dei fuochi dell’ellisse considerata.
Essendo ora C=B2.4 la (11) da

Acos—% + B
Vo= S
V4
e la (10) diviene:
¥y _
058 _Pcos o) kl

sen o A cos g +B

Ma
PB + Akl=0

onde questa relazione si semplifica e diviene

cosf _kl V4

senw B

o (per essere k=cotgw)

cos 6 1VA4

(15) cosw B

Questa relazione prova che anche 6 & costante, onde la curva
considerata & un’elica anche rispetto a ciascuno dei due coni
che la proiettano dai due fuochi della conica generatrice: ®
dunque un’elica biconica.

Questo fatto suggerl la questione generale se esistono curve
che siano eliche di due coni. Per risolverla 1) si assume come
origine il vertice di uno dei due coni e per asse della zla retta
che unisce i due vertici. Detta ! la distanza fra questi, siccome
dopo gli svolgimenti dei coni su un piano I’ ipotetica elica si

1) @. Pirondini, Sur les trajectoires isogonales des génératrices d’une
surface développable (Journ. f. T. n. &. Mathem., T. CXVIII, 1897, p. 61-73).




CURVE SPECIALI SITUATE SOPRA SUPERFICIE ASSEGNATE 165

trasforma in dme spirali logaritmiche, cosi sussisteranno le se-
guenti relazioni: ‘

(16) Va2 + 4 + =g cosi
17) \/wz+y2+(z—l)2=scosj—m

s essendo l’arco della carva, ¢ e j le inclinazioni di essa sulle
generatrici dei due coni e m una costante. Eliminando fra
le (16), (17) il trinomio #2 + y* + 2% e ponendo per brevita

cos2i—cos?§ b_mcosi
AT 'O T 0

me— I3

T2k

C=

si ottiene:
(18) z=as® + 2bs—c,

Eliminando poi z fra le (16), (18) e pomendo u=VaZ+ 4, si
trova

w=Vs®cos? i — (as? + 2bs — ¢)?

e questa, combinata alla (18), porge la soluzione del problema.

Da queste formole si pud dedurre che: .
1) Se si svolge su un piano il cilindro che proietta la

trovata elica biconica parallelamente alla congiungente i vertici,
la curva si muta in una cicloide.

2) Se si fa ruotare la stessa elica attorno alla congiun-
gente i vertici dei due coni si ottiene una superficie di quart’or-
dine, fatto importante perché dimostra che la curva, benchd
trascendente, appartiene ad una superficie algebrica 1)

1) Notiamo che alla categoria delle eliche cilindro-coniche appartiene
anche !’intersezione del cono ellittico
2= -;— #2a% +pBy?
col cilindro parabolico
s=2u Vaz + uy,

curva che trovasi studiata nella memoria di Huth, Kurven konstanter Steigung
auf gegebenen Fliohen (Progr. Realschule zur Stoliberg i. E. 1893).
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§ 7. Digressione sulla spirale conica.

Fra le eliche venne erroneamente annoverata una curva la
cui genesi presenta una spiccata analogia con quella dell’ordi-
naria elica cilindrica. B il luogo geometrico delle posizioni oc-
cupate da un punto che percorre uniformemente una generatrice
di un como retto partendo dal suo vertice, mentre tale genera-
trice ruota uniformemente attorno all’asse; la diremo spirale
conica. Essa s incontra in un lavoro di B. Paseal 1) e poi in
altri scritti che videro la luce nel corso del secolo XVIII #),

Indipendentemente da questi (a quanto sembra) fu conce-
pita da un professore dell’ Universitd di Varsavia, H. Garbinski,
il quale occupandosi della costruzione della tangente 3), ne diede

-una rappresentazione grafica (metodo di Monge) e notd che si

proietta ortegonalmente sulla base del cono secondo una spirale
d’Archimede e che sta su un’elicoide-conoide coassiale al dato
cono. Cos) egli richiamd Pattenzione dei geometri sopra una curva
notevole 4) e di data antichissima, perche, come rilevd M, Cha-
sles %), era nota ai geometri greci, i quali, prima del Garbinski,
notarono che per essa passa un’elicoide-conoide.

La definizione surriferita della spirale conica mostra subito
che la sua proiezione ortogonale & una spirale d’Archimede;
sia questa rappresentata dall’equazione polare

e=aw;

1) Oeuvres de B. Pasocal, T. V (La Haye, 1779) p. 422.

2) Cfr. una lettera di T. Ceva a G. Grandi, da questo pubblicate in
appendice dal noto epuscolo Geom. demonastratio theorematum Hugenianorum
(Flor. 1701) e il terzo dei ZTrattenimenti matematici di G. B, Buardi (Bre.
scia, 1764).

3) Méthode graphique pour les tangenis & la spirale conique (Ann. de
Math. T. XVI, 1826, p. 167-172).

4) Cfr. Annales de Mathém. T. XVI, p. 327 e XVII, p. 159, 166, 349).

5) Apergu historique etc. II 6d. (Paris, 1875) p. 32; ivi a pagg. 297
e segg. importanti sviluppi dottrinali. ‘
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siano poi r il raggio della base e ! Valtezza del cono; gquesto
_potra allora rappresentarsi come segue:

0 z

LA

P !

emerge da cid che la curva in questione ammette la seguente
rappresentazione parametrica :

ald
1) r=ah COSw , y=awseno , z=Z-—-—r—.

Supponendo che il punto mobile arrivi sul piano ay dopo avere
compiuto un intero avvolgimento attormo al cono, a w=2n deve
corrispondere 2=0 il che esige sia

r

2) —
@ @ 2n
Posto similmente
l
3 _
3) m 27
scriveremo le (1) come segue:
@) T=aw COS @ , Y=aw Sen® , 2=2aMm— Mo .

Da queste si trae:
Y z
A =07y — ——
tgew , w=2n ,
onde

(4) Y

k4

equazione che rappresenta 'elicoide-conoide contenente la curva.
-Le stesse (1') danno: '

i | dy A dz N
-afw--;a(cosw—'afsenw) ’ %A_a(senm-l-wcosm) ’ dw ="
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percid Pequazione della tangente si scrive

5) Z—a®WCOSw  y—awsenw  ¢—(2nm—mo)
. COSGH—®BEN® BeR® -+ @ COBw —m !
a
epperd
(6)
COS @ —w 8en w 8én w + @ Cos @ m
VA A A N
V1+w2+7 \/1+w2+——2~ a~/1+w2+-——,—
@ a a
onde y non & costante; si ha ancora
48 _ E T L At
i (a® + w?) + a®d®,
) ) V(a® + ?) +a*w?

2 B

a? + mzlo aw + \/(a"’ + m?) + a?w?

2a € \/a2+m2

Fra la curva di cui ¢i occupiamo e l'ordinaria elica cilin-
drica sussiste una relazione espressa dal seguente

TeoREMA. Lo podaria, rispetio agli osculatori d’un’elica trac-
ciata su un cilindro di rivoluzione, di un punto qualunque dell’asse
2 una spirale conica.

-+ cost .

DiMoSTRAZIONE. Dell’elica rappresentata dalle formole
r=rsen¢ , y=rcosq , 2=he '
VPosculatore generico ha per equazione
7

rsen g—ycos o + W (z—hg)=0.

Percid le coordinate del piede della perpendicolare calata su di
esso dall’origine sono:

hirep Ry **he
(8) @=aT SN, Y=— 30089, r=g—g.
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Siccome da queste equazioni si deduce essere
9 x? + g K 22 |
9 + Y -z =0

cosl la curva rappresentata dalle equazioni (8) appartiene al
cono circolare retto avente per equazione la (9). Le stesse (8)
danno :

hirp \?
2. z__
dry=\grp) » =k
dette quindi ¢o,w le coordinate polari del punto (x,y) avremo
h2ro
g—m , cotgw=—tg o
ossia
T
W=@Q— o H
& dunque

_ﬂ(1+ )
i\ T 9)

la proiezione ortogonale della curva (8) sul piano oy & pertanto
una spirale d’Archimede; donde il teorema.

Ad una curva analoga si giunge cercando il lnogo dei punti
simmetrici di un punto dell’asse dell’elica data rispetto agli
osculatori della stessa.

§ 8. L'elica catenoidica.

E. Catalan propose 1) nel 1878 lo studio della curva avente
la seguente rappresentazione parametrica:

1) =6 , y=e-*t, 2=tV2,

asserendo che essa & un’elica relativa ad un cilindro avente
per base una catenaria e che la sua proiezione su un certo
piano & un’iperbole equilatera.

1) Nouvelle Corresp. mathém. T. I, p. 67, Question 28. Il problema
non venne risoluto; ma chi lo propose lo illustrd in qualche punto (stesso
periodico, T. V, p. 202).
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Quest'ultima asserzione si verifica subito perchd dalle (1) ’
si trae #y=1, onde il piano anzidetto non & che il piano 2y. -
Eseguendo ora la trasformazione di ecoordinate determinata dalle
formole ) '

r+y x—y

-’F1=7§: ’ %:_\/? y =%,
le (1) divengono
e+et et —e—t —
(2) Xy = = o = \/ 3
1 \/2— CH '\/2 2 2=1tV2;

e siccome da queste si trae
B N
eVTpe VI
Ty= ‘—E— ’
cosl la proiezione ortogonale della curva di Catalan fatta sul -
piano z,z; & realmente una catenaria.
Introducendo le funzioni iperboliche le (1) si scrivono:

(')  @x=cosht+ senht , y=cosht—senht , z=t ‘\/E;
86 ne trae:
#'=senht +.cosht , y =senht—cosht, 27 =V2,
chiamandq al solito 8 Parco dell’elica in esame si trova
§'2=2(senh®t + cosh??) 4 2=(¢* + ¢ ~*)2=4 cosh? ¢
§'=2cosht , s=2senht 4 cost.

La curva & quindi rettificabile. Si ha poi con le consuete no-

_ tazioni:
1 1 1
a=— (L+tght) , f=—(L—tght) , p=——
2 T2 " 7= VZoosh 1
epperd

1 1 1
a—F=+f. =ty 0=—=
va Ty o=y

eiod la curva in questione taglia sotto angolo costante le ge-
neratrici del cilindro proiettante ortog_'on'a.lmente la curva sal
piano 2,2,; dunque & un’elica. '
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Notiamo finalmente che dalle (1) si dedace 1’equazione

3) - % + y2=2 cosh (z\/f) y

che rappresenta una superficie di rotazione contenente Vanzi-
detta elica 1),

’

§ 9. Eliche cilindriche apparienenti a superficie di rotazione ;

in particolare Uelica sferica.

Siccome tutte le eliche cilindriche verificano Pequazione in-

trinseca %= cost, cosl 8i pud cercare quelle fra di esse che soddi-

sfano un’altra condizione, p. es. quella di appartenere ad un’as-
segnata superficie 2). Supponiamo ad es. 3) che questa sia una
superficie di rotazione attorno ad un asse parallelo alle genera-
trici del cilindro sul quale trovasi la eurva. Sussisteranno allora,
se g & I'arco dell’elica e § quello della sua proiezione sul piano zy),
le formole
S=sgenw , z=scosw
donde
z=fcotgw;

d’altra parte, posto u=42% 1 y2, la superficie di rotazione avra
un’equazione della forma
flu , 2)=0;

1) Una naturale generalizzazione porta a considerare la curva
x=¢€b, y=6—~1t , g=at

a essendo una oostante arbitraria. Essa fu oconsiderata da 8. Giinther in
vista delle applicazioni che essa offre delle funzioni iperboliche: v. Vopera
Dis Lehre von der gewdhnlichen und verally. Hyperbelfunctionen (Halle a.,

8. 1881) p. 260.

2) Rispetto al piano della sezione retta del cilindro contenente Velica
tali curve sono linee di costante pendio, epperd sono dotate di considere-
vole importanza anche dal punto di vista pratico,

. 3) W. Blasohke, Bemerkungen iiber allgemeine Sohranbenlinien (Monathefte
f. Math. u. Phys., T. XIX, 1908, p. 188-204).
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ora questa, in virtd della precedente diviene
ftu , Scotgw)=0
che & della forma
u=@(8).

Cid prova che la base del cilindro su cui deve giacere Velica
gode della proprietd espressa da quest’ ultima equazione, essa
ciod & determinata mediante la relazione che intercede fra il
raggio vettore di un suo punto qualunque e Parco contato da
una origine fissa. Dico che in conseguenza si pud trovare Pequa-
zione intrinseca di detta base, in altre parole che essa & de-
terminata a meno di movimenti del piano. Per dimostrare
¢id 1) usiamo le notazioni solite nella teoria delle curve piane,
ciod indichiamo con s l’arco di una linea riferita a coordinate
polari w,p e supponiamo data Vequazione o=p(s).
In conseguenza la linea stessa avra la seguente rappresen-
tazione parametrica
T=0COS®w , Y=psenda.

Ora qualunque sia il parametro si ha:

E ' =g’ 08 w —p sen w.w’

( ¥ =0 senw +pcosw.o’

| @' =(0"—ow'?) cos w —(20'w + pw'’) sen @

; Y'=(0"—ow'?) sen o + (20’0’ + pw’’) cos w
quindi
2 + y’2=9’2 + QZw’Z
w! yl

@’ 9

/ ’

4 ow
Q”vgwlz 29/wl+ew//

CoOsw —B8enaw

1

sen @ cos @
=2@/2w/ + Qelwll_ QQ,/d)’ + gzwlz
epperd il raggio di curvatura & dato da:
3
re (9’2 -+ 9260,2) 2
= (2912 _Qell)wl + ezwla + QQ’wII

1) Nella memoria citata nella nota precedente si perviene alla stessa
conclusione applicando alcune formole del Cesaro.
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Se ora ¢ introduce I’ipotesi che il parametro sia 'arco della
- data linea si avrd identicamente

9’2 + sz/2=1

‘epperd: . _
'\/1-_ '2 /7 , 1+ 00" — .
e

in conseguenza la precedente diviene, dopo qualche facile ri-

duzione,
e Vi—g?
(1) r= 1_912_9911
i i i ! altret-
[ Ricordando che g & una nota funzione di s si vede che

tanto pud ripetersi, grazie a questa formola, di r; la formo_la.
stessa ® pertanto la cercata equazione intrinseca della curva in

1 uestione. . _
| ¢ Supponiamo ad es. che si vogliano trovare le curve situate

sull’ellissoide rotondo

2ty R
74‘72——1

o facenti un angolo costante con Vasse 0z. Ritornando alle no-
ipi 0:
tazioni usate in principio del presente paragrafo avrem
azk?

u2
ES—b VI"F=°

avendo scritto per brevitd k = cotgw, ossia, se ¢= TR

u? 4 ¢8%=a?,
ciod

u="Va? — oS
8i hanno cosl tutti gli elementi per applicfjlre la f.'ormola (1)
(nella quale si legga u invece di r e le derivate siano prese
rispetto a 8); essendo
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8i trova

Vi g
=

[/

ossia, sostituendo a u il superiore valore,

2
2 @
(2) : eS8 + (¢ + 1),-2_0+ -

Ora quest’equazione intrinseeq carallerizza una ourve oidies 1), di
out sard facile al lettore determinare tutt; gli elementi essenziali 3
dunque un’elica situata Sopra una quadrica di rotazione gi
proietta ortogonalmente Su un piano perpendicolare all’asse ge-
condo un’epicicloide od un’ ipocicloide ordinaria 2),

Tale conclusione & haturalmente applicabile allg sfera, nel
qual caso b=a epperd ¢—x2 %). Ma in tal caso si pud giangere
al precedente risultato applicando la relazione

”
— 4+ ("p)=0
P (9).,

caratteristica delle curve sferiche, Essendo infatti o=rtgw que-
st’equazione diviene

d(rr')
t —
cotgw + tg w s ,

1) @. Loria, 8pez. alg. transsc. ebens Kurven, 2 ed., T. II (Leipzig,
1911) p. 104. *

2) Nella citata memoria del Blaschke lo stesso sohema di caloolo 3 applicato

anche alla superficie /72 + 2 =a cosh —;— Altra superficie di oui vennero

considerate le eliche & quella generata attorno a 0z dalla ourva z—gq sen (%tgs‘),

avendo G. Pirondini dimostrato che le eliche d’inclinazione § che vi si tro-
vano gono ordinarie (v. la memoria Sullg teoria delle suporfivie di rivoluiiom,
Annali di matem, II Ser., T. XVIII, 1890, p. 175). ;
3) A questa categoria di linee appartiene la ourva di sesto ordine og-
gotto dello Studio di un’elica sfericn ed algebrica di A. Buffone (Giorn. di
Matem., T. XXX1V, 1896, p. 152-78); essa appartiene ad un cilindro avente
per sezione retta un’episicloide bicaspide, ’ .
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onde inr;egfa.ndo
. 1 .
e T W

i essendo una costante; ossia

d(rz)__l__ 2
ds, tg?w’
onde
2 &
=g — o +m.

" Applicando ora le (4) (6') del § 2 (p. 138), la precedente si pud
scrivere :
R2 18 82

sen?w sene Cosw

+m;

essendo questa l’equazione intrinseca della sezione retta del ci-
lindro contenente l’elica, questa sezione & una curva ciclica.

Nelle stesse ipotesi & agevole ottenere direttamente Yequa-
zione ordinaria della sezione retta del cilindro contenente la
curva, ragionando come segue 1), La sfera data abbia per cen-
tro 0 e raggio 1, e sia riferita alle ordinarie coordinate geografi-
che g,w; il suo elemento lineare sara dato da:

ds®=dg® + sen?p.7 °.

Sia poi:
d»
qa- TR L
8ard
dst —de? .
-dz—2=cotg2 13
ma per essere
2=CO08 g

si ha
dz=—senp.dg

1) H. J. Jonas, Kurven von konstantes Steilheit auf der Kugelfiiche (Arch.
‘f. Math. u. Phys., T. VIII, 1905, p. 281-84),
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epperd :
do®.cotg? o + dw?=cotg?i.dg?

dunque
w=f‘V cotg?i —cotg? odo .
Per eseguire questa quadratura poniamo
cotg p=cotg¢.cos @;

verra successivamente :

g=arc cotg (cotg i.cos ¢)

do= cotgi.sen g .
€71 Fcot?i.cost g
Vcotg? i — cotg? p=cotg i.sen @

cotg?i.sen? @ dep.cos? ¢ do—Jip
D= e P = —_—ee——e—e QP @
w—fl + cotg’i.cos%pd(p 1+ sen?a.tg?o

epperd
re tg (sen . t
(3) w=211_g_(gégi_-gg-)_ —p+ cost

e questa & Pequazione dellelica sferica in coordinate geografiche.

Servendosi delle formole che stabilimmo nel Capitolo X
come applicazione della teoria generale delle superficie si pos'-
sono trovare le equazioni intrinseche dell’elica sferica 1), Infatti,
una di queste & la g.r=cost, che seriveremo

“4) r+otg H=0.
Inoltre se do & 'angolo formato da due osculatori consecutivi
della curva e R il raggio della data sfera si ha
r=Rseno,
onde la precedente diviene
o=—DRtgHseno;

1) Schell-SBalkowski, Allgemeine Theorie des Eurven doppelier Krimmung,
1II Aufl. (Leipzig, 1914) p. 113.
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a8
‘ "~ do
- quindi, integrando,
s=RtgH.coso,

ossia ‘
" #=Rtg?H (1 —sen?o);

e poich® sen o=
po =%
(5) 7% 4 s cotg? H=R?,
equazione che, insieme alla (4) costituisce la
. . X ra .
intrinseca dell’elica sferica. ppresentasione
’ 'Per le quadriche a centro 1a ricerca delle eliche si puo, se-
guendo E. Sal!:owski 1), ridurre alla ricerea delle linee di ’lun-
ghezza nulla di una analoga superficie, ragionando come segue:

Egsendo

dz _
a3 =COo8 y

posto per brevitd k=tgy si ha pure
sz + dy? —k2d2=0,
mentre r,y,2 devono soddisfare equazione

a2 y? 22
p +T+—c-=1.

8i faccia ora la trasformazione
n=x , Y=y , n=ike;
le equazioni precedenti diverranno

. 2 2

le quali stabiliscono appunto Vannunci :
8 ciata trasformazi
problema in discorso. Relone ael

1) Ofr. Frieda Nagel, Die Sohrxmiwh‘aim (Diss. Halle a. 8. 1912) p. 63
+ @, Lomia. . . .

a

178 CAPITOLO DODICESIMO

B) LOSSODROMICHE.

§ 1. Lossodromiche sopra una superficie qualungue.

Per estendere il concetto di lossodromica della sfera (vedi
Cap. X, B), § 3; p. 74) ad una superficie qualunque !) suppor-
remo noto su questa un sistema di oo linee e considereremo
una curva che le incontra tutte sotto angolo costante. Per de-
terminare tale curva supporremo che sia fissato sulla superficie
un sistema di coordinate curvilinee u,v, che Velemento lineare -
si presenti sotto la forma classica

dst=Edu? + 2Fdu .dv + Gdv®
e che il sistema di linee considerato sia v=cost.
Siccome l’angolo o sotto cui queste sono incontrate da una
curva arbitraria & determinato dalla formola
VEG— Fdv

tga= Edu + Fdv ’

cosl & chiaro che, posto tga=m, lequazione differenziale delle
lossodromiche & ‘
(1) mEB.du=(VEG—F*—mF)dv.

Similmente Vequazione differenziale delle lossodromiche relative
alle linee u=cost & : '

2) 2@ .dv=(V EG — Ft—nF)du,

n essendo una nuova costante.

In particolare, se le coordinate sono ortogonali, le (1) (2)
assumono i seguenti aspetti fra loro equivalenti:

’ E dv

() m\/a—du"
7 G dv

®) V=@

1) C. Dina, Sopra una curva particolare giaocente sopra una superficie ge-
nerale (Giorn, di Matem., T. XIX, 1881, p. 298-310).



- . A
CURVE SPECIALI SITUATE SOPRA SUPERFICIE ASSEGNATE ‘179

se. di v . .
y di pid, le linee coordinate costituiscono un sistema isoterm
0

ortogonale, essendo E=@, 1’
b == 17 s .
per risultati » ' Integrazione & subito eseguita e da

O—mu=cost , y—npnp=cost.
'z .
sempt. 1. Nel caso della sfera di centro 0 e raggio 1 si ha
E=1, F=0 , G=sen?v;

per ¢id la (1’) diviene

m  du
. senv dv
ossia
d’u=m dv
sen v
e integrando

% + c=mlog tg %

come si & gid trovato nel Cap. X (v. p. 74)
II. Se la superficie & un cono circolare rett

presenti con le equazioni : o ot rap-
3)

. @=kucosv , y=Z%usen v y R=U
e 8i avra: ‘

E=1+1, F=0 =k%u2;
la (1) diviene: ’ G
n/itE_ @
, ku du’
integrandola, previa separazione delle variabili, si trova
: B
t=co my/ 1 +k=;
sostituendo quest’espressione i
: 1 nelle (3) si ricade nella n
presentazione analitica dell’elica cilindro-conica 1) o e

1) L’analogo problema

per un cono qualsivoglia fi ) ,
., glia fu proposto da St
(Vi doborﬁs) (Nouv._ Ann. de Math., T XI, 1852, p. 368) e risolto da L ;.61301'
. vin (Id., T, XIII, 1856, p. 306-14), ' e
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§ 2. Lossodromiche delle superficie di rotasions 1),
in particolare del toro.
Se le equazioni

rappresentano il meridiano, situato nel piano «z, di una saper- ’
ficie di rotazione avente per asse 0z 1a superficie stessa pud
rappresentarsi mediante le equazioni

(1) w=p(u).co8v , y=op(u).8eno , z=yp(u)

onde:
B=¢u) + ¢/¥u) , F=0 , G=y*x)

e le relative lossodromiche %) sono ‘determinate dall’equazione
differenziale seguente:-

m Vg'iu) + y'¥u) _ do
o(u) T odu

la quale 8’ integra immedia.tamentt; e da

v=m f ___\/¢'2(u) bk YHw) du .

@ (u) .

Dunque: le lossodromiche di tutie le superfioie di rotazione i de-

terminano mediante guadrature. La loro rettificazione si esegue

gervendosi della formola

o f ViF+ AR v g,
@

@

1) Gergonne, De la lozodrome sur uné surface de révolution e, en parti-
oulior, sur wn sphéroide elliptigue (Ann. de Math., T. VIII, p. 135). V. anche
J. R. Boymsann, Entwickung der Gloichung der Lozodrome auf dom dwurch

Drehung der Parabel um thre
(Arch. f.-Math, u. Phys., T. XIII, 1849, p. 375-17).

rn.lioli.

austere Aze entstchende Rotationsparaboloid

%) Fra esse sono da snnoverarsi evidentemente i meridiani ed i pa- e
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Bupponiamo in particolare che si tratti -del toro 1) generato dalla

circonferenza ‘
(x—a)?+2=R?,

& un toro aperto, chimso o rientrante, secondochéa%R, ma
"sempre rappresentabile mediante le equazioni:.

(4) x=(a—Rcosu).co8v , y=(a —Rcosu).senv , 2= Esenu;
percid ’

E=R? , F=0 , G=(a—Rcosu)2
e per determinarne le lossodromiche si deve integrare Pequa-

zione differenziale
: dv R

tga.% “e—Rcosu’
posto per brevitd
m=cotg a
si ottiene subito
Rdu

V=m —_—
a—Rcosu

Questa quadratura & sempre eseguibile, ma da risultati diversi
secondoch® a §R ?),
Nel primo caso si trova:
— e u
G . ¢© mE log \/R2—a2—(R+a)ﬁg§ + cost
2 =pr 3 cost;
2 __ g2 e ’
VE—d VR —at+ (R+a)tg-g-

® facile vedere che la curva corrispondente & sempre trascen-
dente. Se, invece, a=E si trova

U
(6) v=cost —m cotg 5
1) A, P;Iteha, Loxodrome und kiirgeste Linien auf dem Kreisring (Mo-

nathefte f. Math. u. Phys., T. I, 1890, p. 443-50) : M. de Franchis, Sulla
‘rmruenumm grafica delle lossodromiche di un toro (Messina, 1905).

2) 0. Schlomilch, Usbungsbuch sum Studium der hoheren Analysis, II T1.,

IX Aufl, (Le:pzig, 1874) p. 37.
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e tutte le lossodromiche sono nuovamente trascendenti 1). Ma
se il toro & aperto I’ integrazione da:

2mR 2
7) p=———— arct s+R 1‘;
( Ve—m g( g5 )+ cost.

Scegliendo, come & lecito, la costante d’integrazione egunale a 0
questa puo scriversi

' ) a—R. [Va:—R?
(™) tg2=Va+R( oR tga.v).

Mostreremo che fra le curve cosl rappresentate se ne trovano
infinite di algebriche; esse si ottengono supponendo Yangolo a

. ViR e . .
scelto in modo che —5 tg a risulti razionale. Detti infatti p, g

doe numeri interi positivi fra loro primi si supponga

8 tg g=—— "
8 RV ey X
la (7') diverra:

Fatto poi %:w potremo scrivere quest’ultima e le (4) come
segue:
9) tg X

g5 =V pte )

#)

x=(a — R cos u)cos (2qw) , y=(a — R cos u)sen (2qw) , 2=Rsenu

Ora la (9) sviluppata diviene

(P i3
t:gl— a_Rtgw (3)tg w+ .
2 " a+E 1—<g)tg’3w+.

1) Esse si proiettano sul piano xy nelle curve di equazione polare

o(m2 4 w?2)=2am? .
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dnde tg—g- & esprimibile in funzione razionale di tgw e lo

stesso accade per senwu e coswu; d’altra parte cid si verifica
anche riguardo a sen (2qw) e cos (2qw). Percid i secondi membri
delle (4') risultano funzioni razionali di tgw il cui grado si
determina agevolmente. Donde si conclude che: sul toro aperto
esistono infinite lossodromiche algebriche razionali di ordini espressi
dalla formola 2q(p+1), p e q essendo numeri inleri fra loro
prime.

11 caso pn‘x semplice corrisponde all’ipotesi p=g¢=1; allora
a —-R
'th “ VY e+R g
epperd
‘sen v = Va? —Risenu

a—Rcosu

®
o=Va®—Rtsenu;
ma
z=Rsenu

onde

2Va®—R:*—Ra=0.

La lossodromica in tal caso sta in un piano e precisamente in
un piano bitangente al toro; cid prova che sono lossodromiche
di un toro aperto, non soltanto i suoi meridiani ed i suoi pa-
ralleli, ma anche le sezioni circolari che quella superficie pos-
siede in virtd di un noto teorema di Yvon Villarceau 1).

§ 3. Lossodromiche sulle ciclidi di Dupin %)

Una ciclide di Dupin si pud definire come traiettoria or-
togonale del sistema costituito dalle 2 rette che incontrano
contemporaneamente due coniche ognuna delle quali & luogo

1) Comptes-rendus, T. XXVII, 1848, p. 246,

2) E. Bompiani, Rappresentazione grafica delle oiclidi di Dupin e delle
loro lossodromiohe (Mem. del R. Ist, Lombardo, Ser. III, Vol. XII, 1915,
p. 205-42).
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- geometrico del vertici dei coni di rotazione promtﬁanh T'altra.

Tali coniche, se dotate di centro, possono rappresenmrsx me-

‘diante le eqnazlom :

a % w=acosu , y=bsenu , z=0 (a>b>0)

x=Va®—b2coshv , y=0 , z=bsenhv.
Percid una retta dell’anzidetta congruenza ha per equaszioni

2=a co8 U + ta cos u — Va®— b cosh v)
y=b(14t) senu
z=-—bsenhe.?

2

T —

e si ottiene una ciclide ‘supponendo che t abbia un valore della .
seguente forma:
¢— VaE—bEcosu

Va?—b2cos u —a cosh v

3) t

¢ & una costante arbitraria; attribuendo ad essa infimiti valori
si ottengono altrettante ciclidi di quart’ordine, che si distri-
buiscono nei segumenti tipi:

L ¢>a; ciclide a gomitolo, con due punm doppi
reali e distinti, nel piano zz.
IL. ¢=a; i due punti doppi del caso precedent.e
coincidono.
III a>c¢>Va2—b®; ciclile anulare, senza punti doppi reali.
IV. c=Va®—B5; H i due punti doppi del caso seguente com-»
cidono.

V. e<Va?—b?%; ciclide a corno, con due punti doppi reali
e distinti, nel piano ay. :

; .VI. ¢c=0; ciclide con tre piani di simmetria.

Se le coniche focali sono parabole, possono_ rappresentaml me-
diante le equazioni:

y2=2z , 2=0

(4)
R=—24+1 , y=0
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' _mentre e formole

1—¢®

,uR
B=— (L4 1)— t

5
(-.) y=u(l+1)

Z=——71

rappresentano una qualunque delle o2 rette che le incontrano ;

. supponendo
c—u
6 —
(6) t w4+ 1

esse mdlvnduano ol ciclidi di terzo ordine, le quali possono
, ‘offrire le seguenti varieta:

. I e>0; ciclide con due punti conici reali nel piano xy.
IL. ¢=0; i due punti doppi del caso precedente coincidono.
III. ¢<.0; ciclide senza punti doppi reali.

Per determinare le lossodromiche di mna ciclide di quarto or-
dine notiamo che dalle (2), (3) si trae

B=(Q1 +t2)b3 , F=0, G=t%2,
Se ne deduce che dette curve sono le linee integrali della se-
guente equazione differenziale

, dv du
=m — ;
c—acoshy o V2 pReosu

‘T integrazione di questa si riduce subito a quadrature esegui-
bili; ma i risultati assumono forme diverse a seconda del va-
-lore della costante ¢. I risultati stessi si presentano sotto le sei
" seguenti forme (ove % & una costante arbitraria):

1 .
L c>a, B mal‘(} tgh (Vgiatgh -v_) =
m o+ Va2 —p2 \/a?—b3 w
=———————arct k.
Ve—ain g( —Va—p )+

. VIR
1L ¢=a, - cotgh g—= ’%“ a.rctg(a—-i.—g—b2 tg%—)+k.
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IL 6> 6> Vais aretg(l/“""tgh———)

m c+\/a’—-b2 u
= —— t tg + k.
Ve —at 42 e (\lc—— Val—p* )

S Vat b, w
IV. 6= Vai—##, a.rctg(a—t‘“;——tgh—z‘ =

= _m eotg%— +k.

Va?—b?
= 1 a+e )
—_ ————arct, tgh —
V. e< '\/az 2, Vii—a g(l/a_c g
m — Ve —Btecosu+ Vai—bi-cEsenu ey
T Ve —p— c—Va®—12cosu
Vi ¢=0 are tg(tgh%) =
ma 1—senu
= lo + k.
Vat—F2 CO8 U

In modo analogo si procede per determinare le lossodro-
miche delle ciclidi di terz’ordine; ciod dalle (5), (6) si deduce

e88ere :
E=(Q1+1t2, F=0, G=t;

le dette curve sono, dunque, le linee integrali dell’equazxone dif-
ferenziale seguente:
dv du
c+1+ 2" o—ut’

questa 8’ integra agevolmente e da i seguenti ribultati:

1 Ve+u .
A 0 — e arctg =— log e Y 'H
I 0= '\/c—{— '\/0 +1 V‘G \/c_—u
I e=0 arctgv=-—’3—+k
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III e<0,]0]<1, - aro ™ _ arctg —r—
, ’l | Vet tg\/c-}-l V_carcg‘/_v-}-k

1 _
. IV c=—-—-—2— aretg (v \/2—)=—ma.rctg(u v2) k.

Fra le cxchdl di quart’ordine, le sole anulari contengono losso-
dromiche a.lgebnche mentre fra quelle di terz’ordine godono
di eguale proprieta soltanto quelle dei primi due tipi.

§ 4. Le lossodromicke generali e le equazioni di Monge 1).

Le eliche si possono, come vedemmo (p. 136), definire come

o le curve che incontrano sotto angolo costante un fascio di _piani
% paralleli (ciod quelli normali alle generatrici del cornspondente
] cilindro); sostitituendo a tal fascio un fascio proprio di piani si
ottengono delle nuove curve fra cui si trovano le lossodromiche e

- che si presentano come le analoghe nello spazio delle spirali loga-

ritmiche 2), Per trovare la rappresentazione analitica di queste -

 lossodromiche generali assumiamo come asse della z Iasse del dato
fascio di piani; detto ¢ ’angolo costante che le. tangenti della
_curva formano con i piani considerati sussistera la relazione
xdy —ydx

1) =8
( Va? 4+ 2 Vda? + dy? + da one

e questa & Iequazione ai differenziali totali 3) dalla cui integra-
zione dipende la determinazione di dette curve. Per eseguire
siffatta integrazione si ponga

(2 2=ucos 6 , y=usen
e si trasformerd la precedente nell’equazione

(3) ' udf=sene Vau? + u?d6® + dz?;

1) G. Soheffers, Eucykl. des mathem. Wissensch., T. III3, Leipzig, 1903,
p. 344~49.
. %) 8i ricordi, infatti, che queste somo le traiettorie obligue di un or-
dinerio fascio di raggi.
3) Esea appartiene alla classe delle cosidette « equazioni di Monge ».

v ,'1883 U  caprroro nomcnmxo

aaaunta ora ad arbitno 1a relmone

(5) o=tgs S/ Vit iw- —;; .

)] \ - e=f(w),

1a (3) si muta in nn’eqnazwne differenziale ordinaris fra ¥ e o, h
mtegrablle per quadrature; eseguita I’ mtegrazmne si ottiene:

Tenendo conto di questa relazione, le formole (2), (4) _poi'goho la
rappresentazione analitica di tutte le lossodromiche generali. -
Questo risnltato riceve un notevole complemento dall’os-

servazione ) che & possibile evitare la quadratura indioa’ta.‘
nella (5). Si eonsideri, infatti, Vequazione (di Monge) che ca-
ratterizza 1o linee di lunghezza nulla:
() dg + ayd + ar2=0 ‘ 4
e si noti, in pnmo luogo, che essa risulta soddisfatta poneudo : -
s E=1T"cost— T sent S

n=Tsent+ T cost
[ c-iz+ 1,

T essendo una funzione arbitraria di #; ed in secondo lmogo
che, facendo :

(M

§=pcosw , n=gsenw

essa assume la forma seguente:

(6) dg* + gfda? +d03=0.
Ora, scrivendo Pequazione (3) caratteristica delle lossodromxche, =  ?
sotto la forma equivalente , S
) du®—ctg?e.u.dR +dz” 0, ‘ o
si vede che si passa dalla (3') alla (6”) fncendo la seguente tra- o

sformazione :
’ u=g , O=ictge.w , 2={.

1) @, SBcheffers, Usber Loxodromen (Leipriger Ber. 1902, p. 863&70), :
E. Balkowski, Schraubonlinien und Loxzodromen (Sitzungs ber. des Berlimr

math. Ges., 27 Mai 1908)




Da ¢id si desume che le lossodromiche generah sono snsoettx-
:'bxh della seguenbe rappresentazione analitica:

{8) v=ucosd , y=usenl , 2=U —TU"

ove

. N N U’ U"
@0)  u=VTI—77%, 0=tga(log 1/ + t - )

e U ® una fanzione arbitraria di un ‘parametro 1),

() LINEE DI CURVATURA.

§ 1. Superficie di 2° ordine.

Nel Cap. VI, C) § 5 (vol. I, p. 244-47), si sono determinate
" le linee di curvatura dell’ellissoide mediante integrazione della
~relativa equazione differenziale di I ordine. Qui vogliamo ag-
, éiungere che allo stesso risultato si perviene applicando il teo-
rema di Dupin, grazie al quale il dato ellissoide

2 y2 22 .
@ | Tttt g —1=0,a>b>c¢

‘focali
@) 22 2 22

driTErite =0

-+ Infatti, I’ intersezione delle due superficie (1), (2) si proietta sul
© piano ay secondo la conica
a®—ct b2 — 2

2 —_—1=
da 0 VeEen 0

@ o

5y 1) Per le lousodromiéhe sopra altre superficie v. Boymann, Entwicke-
. lung der Gleichung der Lozodrome auf der Fidohen zweiter Ordwwng (Arch, f.
 Math, w. Phys., T. VII, 1846, p. 337),
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& tagliato nelle sue linee di curvatura dalle quadnehe omo- -

190 ’ CAPITOLO DODICESIMO
ossia

) A i
®) T 10
avendo posto ‘ o

P e o VRS (O
af—c '@

ora eliminando 4 fra queste eguaglianze si ricava

a?(b? — c?) 8+ a%(a?—b?)

- @ "

4)

che & appunto la relazione trovata nel c. 1
8e invece si tratta di una superficie priva di centro, p. es.

 del paraboloide

2y
(5) Pl + 3 22=0

le sue linee di curvatura si ottengono segandolo con le o’ qui-
driche ad esso omofocali ,
22 ¥°

aratEa T =0

(6)
dette linee sono pertanto gquartiche di I specie ognuna delle quali
¢ base di un fascio di paraboloidi (cfr. vol. I, p. 238).

Un’altra osservazione merita di essere fatta ). Le coordi-
nate di un punto dell’ellissoide (1) si possono esprimere come
segue in funzione di due parametri a,f:

g0t Br

52 ?
b4 — B)2
y2.= __(%rﬂl )
_CaB—1)
=

essendo
£=a%a + f)2—ba—B)? + Haf—1)?;

1) P. Adam, Sur Véquation d’Euler et sur les lignes ds courbure de lsla _-
Upsoide (Bull, Soc. math. de Franee, T. XXII, 1894, p. "20&208).
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posto poi

a?(b2—c2) 4 b’(az-—-c’)_m’
- 02(a2—b2) -
risulta m®>1 e le linee di curvatura dell’ellissoide sono le
curve integrali della seguente equazione differenziale :
da B dg . -
Vi —2m'd +1 Vpi—ompr 11

ora, 8e 8i pone
k =m2— ’\/mz —1
quest’equazione diviene

dz _ dy
VA—)1—#?)  V(I— g1 kgh)

cioé Vordinaria equazione differenziale ellittica; emerge da cid
~ che 1’ integrale di tale equazione pud scriversi sotto la forma (3),
intendendo che 4 sia la costante introdotta dallintegrazione,

§ 2. Superficie @ elasticita 1).

Geometricamente questa superficie & Adeﬁnita, come la po-
daria del centro dell’ellissoide
22 y? 22
@ atEt==1
8e, quindi, @, ¥, #, sono le coordinate del punto della superficie
@’elasticitd che corrisponde al punto di coordinate z,y,2 del-
Pellissoide, sussisteranno le relazioni

R W/} 1 y_o

) @ Tt —1=0
a?x, by, _ o2z, .
@ B

1) L. Fuchs, § 7 delle Diss. De superficierum linsis ourvaturae (Berlin,
1858 ; Gesammelte mathem. Werke, I Bd., Berlin, 1904, p. 21.29).
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 eliminando 2,7y, fra lo (1), (2), (3) sl otierra Vequasione della
* superficie delasticita. Ora dalle (3) si trae U

L ooy - byge

Az, y %z,

percid 1a (2) da ; .
’ %z, by, ,.____;'?l;_.__
“) w_mng +3i -+t y o + 9P+t * o +;§;’ + '

onde, sostitnendo nela (1),
o & (24 + 92® + 5P =atay® + By + 0%?

che & Pequazione -cercata. .
Posto per brevita L .
'U—'—‘-iclz + yf‘ + zj_z

potremo scrivere invece della (5)

(5") 7t — (a*zy? + Py,® + 62, )=0;
se poi al solito si pone
_oz 8
= oz’ q ”
e similmente s
L %%
'pl—aa'g 1 @ oY
dalla (1) si trarra
% - oy
= "aTz’ ) 4 b’z
¢ quindi ‘
a%—2v P —2v

p1=og _%p ' @1 03_209
Bostituendo questi valori nell’equazione differenziale

day + prdey _ dys + ads
dpl ‘ dgl
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delle linee di eurvatura della superficie d’elastxcxtﬁ 8i trova,
dopo alcune trasformazwm algebriche,

w 7

. -—ca_lﬁ 2 e az_bz) B2 “2~°2.f'f‘3/;0
2 —p2 g2 " gl b2+a’2 R R E g Y

Le curve integrali di questa equazione differenziale rappresen-..

tano le proiezioni sul piano zy delle curve dell’ellissoide che cor-
rispondono alle cercate linee di curvatura ; ora quell’equazione
. bha la stessa forma di quella determinatrice delle linee di curva.
tura dell’ellissoide, la quale &, come sappiamo (vol. I, p. 245),

a*(b? — ¢2) , —c?) a2(a — bz)
(a2 — ¢?) zy Y+ ( b2(a2 ) y:— P )_7/ —ay=0;

applicando ad essa il metodo di integrazione di Monge si trova
che le sue curve integrali sono le -’ coniche

az g2
7 : —_ L
) m2 n?

ove m e n sono legate dalla relazione (vol. I, p. 247)

(@ —cm* (02— )

(8) e

Bostituendo nella (6) i valori (4) si trova Pequazione

atz, b4.'11
m2

{9) =2 + y,® + 2,2)?

la quale, supposta soddisfatta la (8), rappresenta assieme alla &)
le cercate linee di curvatura. Notando che dalle (5) (9) si trae
quest’altra equazione

atv?  biy?

{10) a*ry® + By,® + = me n?

)

8i conclude che le linee di curvatura della superficie d’elasti-

«itd sono le intersezioni di questa con gli infiniti coni quadrici ;

G. LoRgIa. i 1

‘19’4 e

"si vede che esse sono le conseguenti trasformate delle o=’ co-

GA?I'!.‘OLO DODICESIXO

rapprasenmtl dan’equamone (10), epperd sono linee algsbndn de’ :
oftavo ordine; posto ; o

sIok | 4Pk , 5imbZ

niche rappresentate dalle equazioni
g X+ Y+ Z)2=a2X+b2Y+é2.Z,‘

\ at bt
( a2X+b2Y+c22=7nTX+;,— Y

sempre nell’ ipotesi che fra m e » passi la relazione’ (8). o v

§ 3. Superficie di equazione x™y"zP=e ). o

Se X,Y,Z sono i coseni di direzione della normale ‘ne}
punto z,y,z ad una data superficie, la normale stessa pud rap-
presentarsi mediante le equazioni .

(1 f=0—IX , n=y—2Y , (=2—1Z.

Affinchd queste formole rappresentino una linea di ‘eurvatura:4 s
dev’essere scelto in modo che si abbia v ’ T

dz—IiX) diy—AY) dz—iZ) ‘ , |

@) ¥ - ¥ - Z
ossia , o
dr—1.dX dy—A.dX dz—Ai.dZ , Ry
x ¥ |z o A
donde la condizione
de 4X X | |
C) ’ dy 4y Y |=0

= a4z Z| .

1) Darboux, Legons sur la théorie générale des - surfaces, T. 1 {Pum"
1887) p, 193-99.
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Aaidera la superficie di equazione

- OVe m,n,p,c sono costanti date, si avra

' dz ~ d d
(8) m—pnL g p %
, ‘ g TNy TP
e le (1) diverranno: '
_ mi na
f=t—— =YY= €="-"p?1'
mentre dalle (2) si trae:
: S .
d ( =) y a
® z Z+m)”dy(l+—;) dz(l-}-?')

z Yy 2

‘Sostituendo nella (5) si ottiene

@ 112 L L
m n P

. equazione quadratiea in 1 la quale serve a determinare le due

linge di curvatura della superficie che passano per il punto di
coordinate (z,y,z). . -
Ora, invece di far corrispondere ad ogni radice di questa
] e(.luazione 1a linea di curvatura la cui direzione & definita dalle (6)
gxoja considerare la linea della superficie ad essa perpendico-
: lare; detti dz, dy,dz gli incrementi relativi a questa nuova di-
- rezione si avrd Pequazione )

dz . -
& 4 y.dy + z.d:z

g 2 =0
A= i+¥ .=
m At it

'_(8_)

 :@?, e?mbinata alla (5) servira a determinare i répporti dzidy: dz;
: *qmﬂx, per ottenere le equazioni differenziali delle due famiglie

che appunto caratterizza le linee di curvatura. Ora se si con- -
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di lineeV di curvatura basterd sostitnire nella (8) le due radiei
della (7). Ma se al doppio della (8) aggiungiamo la (7) molti-
plicata per di si ottiene

dz mlog (l +-§) + n log (1 +::/—12) + plog (l +%) §=0

onde integrando

A

ove » ® un parametro e a 4 debbonsi sostituire le due radiei

della (7).

Da tutto cid emerge che le linee di curvatura della super-
ficie x™y"zP=c saranno algebriche ogni qualvolla m,n,p garanno
numers razionali. '

Se p. es.

m=n=1 , p=—1

si avrd la superficie di second’ordine

xy=0z

.e la (9) dara

Vi VEFa+ Vaia,

equazioni che, per ogni valore di u, rappresentano il luogo dei
punti tali che la somma delle loro distanze dagli assi delle &
e delle y & costante.
Se invece
m=n=p_—..1
si vede che, per ottenere le linee di curvatura della superficie
Tyz=c

bisogna tagliarla con le superficie seguenti:
3

3
3V3u— (22 + 0 + w¥2)? = (2® + w0y + w??) ?

’

ove w © una radice cubica immaginaria dell’unita.

=
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§ 4. Superﬁcie delle onde ).

La superficie delle onde relativa allellissoide di semiassi
a,b,c pud rappresentarsi o mediante ’equazione

1 (22 + 3 + 22)(a?a® + b2y + o) —
— a%(b? + 2)a?— (2 + a?)y?— cX(a? + b2)2? + a2 =0

o parametricamente con le altre:

2
u—a?(v—a?)

[ (02'—@2)(6!2—"52)102———( r— (22— (b + ®u + uv|
(u—b%)(v—b%)

o — o) [2a? — (€% + a®)u + uv)

(a® — b%) (b2 — c2)y?=

(et — et = O a8 )

Ora da queste si deduce che per determinare le linee di cur-
vatura della superficie delle onde, devesi integrare la seguente
equazione differenziale:

— — B2 —
duz-du.dv: @t a—b  u—d

—a? v —b2

(% — a2)(u —b%)(u —c?)

T—ao— ) (r— )

+ dv? 0.

1) Geometricamente le lines di curvatura di questa superficie vennero
investigate da P. Zech (Die Krummungs~Linien der Wellenflichen zweiaxziger
Krystalle, Journ. f.r.u.a. Math., T. LVIII, 1857, p. 72-76), analiticamente
da B. Combescure (Sur les lignes de courbure de la surface des ondes, Ann. di
Matem., T. II, 1859, p. 278-85), A quest’ ultimo lavoro fecero saggiunte
F. Brioschi (Upere maiematiche, T. II, Milano, 1902, p. 21.23) e A. Cayley
(The collected mathem. Papers, T. XII, p. 238-52).
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§ 5. Elicoide a plano dtrettorf’
Questa superficie pud rappresentarsi mediante le equyazienif"' :
{1) Z=UCO8D , y=ugenv , 2=hv " L
onde le sue linee di curvatura si ottengono integrando 'equa-
gione ' ‘
@ (u? + R¥di? —du?=0,
O:a da questa si trae
' S
’ Vit
ciod )
' u=hsgenh (¢ + ¢)
o"esse_ando la costante d’integrazione. Lo
Le linee di curvatura dell’elicoide-conoide sono dunque le - v
curve trascendenti rappresentate dalle equazioni seguenti :

(3) a@=hsenh(v+c).cosv , y=hsenh (v + ¢).sen v y 2=hv

D) LINEE ASINTOTICHE.

§ 1. Conoide di Pliicker.

Se si considera la superficie rigata rdppmséntata dalle
equazioni

@ T=El) +up(t) , y=n(t) +ug(t) , 2=L(1) + up(t)

@ si applica l'equazione (XXV) del Cap. I (vol. I, p. 22), si
vede che Pequazione differenziale delle sue linee asintotiche si
spezza in di=0 (che da le generatrici) e nell’altra:

- ') +ug’®) , FO) +ug'(t) , ot
@ at| ') +uy') , 7O +ur'@) , 20 |+
&) +uy’(t) , CO+u'@®) , pt) |
v, E@ , o)
+2 40 , 7 @) , yt) |du=0;
ye , I, (i)
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. siccome questa ha la forma

. %t—+A+Bu+C’u”-O

- {ove A,B,C sono funzioni di ¢), cosl un’equazione di Riceati.
Applichiamola alla ricerca delle asintotiche della superficie

®) (22 + g2)z=may;

' @ la nota conoide di Pliicker, rigata di terzo grado avente 0z

per retta doppia; nel punto (0,0,1) la superficie ammette come

tangenti i piani rappresentati complessivamente dalla equazione
‘ Ya? + ¥°) —may=0

‘i quali coincidono se

m-

m
(070’*‘7)

sono punti cuspidali della superficie e limitano un segmento
avente per centro Vorigine delle coordmate, per ciaseuno passa
una generatrice torsale della superficie; queste sono rappresen-
tate dalle equazioni:

_ i due punti

=0,

_m
m:f:y=0,z+—2——

Per servirci della (2) sostituiamo alla (3) le equazioni:

mt
+ &’

“(3) ‘ r=u , y=tu , #=7

vedremo che le cercate asintotiche si ottengono come curve in-
“tegrali dell’equazwne dnﬁ’erenmale

mb \"
—u () at+e( tz)du 0.
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Per integrarla scfiviamolg sotto la seguente forma

(;"1{ )n
A i

e u
| )
ed otterremo
u2 mi )’ 1—12
T \iLe) S aoEe
c 1+t T+t

¢ essendo la costante d’integrazione, ossia

Vi_g -
1—1 ove k=em.
1+t

(4) U=k

Sostituendo questo valore nelle (3') si giungera all’equazmxie
generale delle asintotiche. Per ottenere formole razionali po-
niamo

VIZfo1—u,

T essendo una nuova variabile, ed otterremo:

—‘L’zu 14 672 4 o4 11—t
14 1—t 7714624047

Introducendo nelle (3') i valori trovati per t,u in funzione di ¢
8i trova:

1—o I ) 21+ |
Tr62 4+ Yo Tgara M gaaas

£

(6) x=k

¢ queste equazioni provano che le asintotiche di una conoide di
Pluclaer sono quartiche razionali non avenii aleun punto reale
W infinito.
Le intersezioni della curva col piamo generico

az + By + ye+ 1=0
corrispondono alle radici 7,,1,,7;,17, dell’equazione

ka(l —4) + 2kB(xr — %) + 2my(x + 13) + (1 + 622 + ™=0;
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~detta quindi s, la somma dei prodotti delle 7, r a 7, si avra

-8 g _ltke
251 "k T 1R
donde, eliminando a,
(7) . 384 — 8, -+ 1=0,

Questa & la condizione di coplanaritd dei punti della curva che
corrispondono ai valori 7, ..,7, del parametro.
Supposto
Ty =Ty=T3=T4=T
la (7) diviene
(2—1)2=0;

6i0 prova che i piani stazionari coincidono a coppie nei punti
cuspidali della conoide; quindi le quartiche trovate apparten-
gono alla classe considerata nel § 2 del Cap. VII, B) (vol. I,
. 297). )

Un piano passante per la prima generatrice torsale ha
un’equazione della forma:

(W—w+@(z—%;)=%

le sue mtersezmm con la curva (6) sono determinate dall’equa-
zione:

@~4Pm@+1y+g?gp~1n=m

per conseguenza tre cadono nel primo punto cuspidale, il che
prova che quella generatrice torsale & tangente inflessionale
dell’asintotica. La quarta intersezione corrisponde ad un valore
del parametro tale che .

8)

[

k _ 1—1

mg 1+7t°

. Ragionando similmente sulla seconda generatrice torsale si ot-
tiene l’equazione

() B 1+«

—7T

oy

2k
=

202 ’ o ‘CAPITOLO mnmmo

‘Ora, ehmmando T fra le (8) (9) si trova
(10) . 4k2=m320 ;

perclb i piani proiettanti © punti di un’asintotica dalle genemtrwz '
torsali della conoide formano due fasci proiettivi; essi genera.no
una quadrica la cui equazione &

22—y 422
'_Ic?_y_?z?+1=0;

facendo variare la costante % si ottengono o iperboloidi i

quali segano la data superficie, oltrechd nelle sne genemtrlm =L

torsali, nelle sue linee asintotiche 1).

§ 2. Una catigoria di_conoidi %).
Le equazioni:
(1) =UCOBV , Y=UBENDV , Z=¢ COR NV

rappresentano, qualunque sia il numero » (che si pud sni)pbrfreA -
positivo), una superficie conoide retta avente l’asse delle z per,

direttrice rettilinea ed il piano xy per piano direttore; infatti -

dalle (1) seguono le equazioni

—i——-—tgv y Z=gCOBNY

le quali rappresentano una retta che incontra 0z ed & parallela
al piano zy. Se n=2 dalle (1) si trae facilmente Vequazione

& _Py
g P+’

1) Riguardo alle questioni di geometria descrittiva relative a queste
lineo, veggasi ’ultimo paragrafo della nota di O.Danzer, Einfacke Konsiruk-
tionen fiir melyisch spezielle Baumkurven vierter Orduung gweitor Art {Wiener
Sitzungsber., T. CXXII; Abt. Ila, 1913, p. 1107-11-34),

2) E. Geszner, Uebor die Asymptotenkurven siner Schaar an; i

und die des Cylmdroidc im Besonderen (Diss. Miinster, 1906)
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N

che apparnene ad un cilindroide. L’eliminazione di n e v pud ese-
-guirsi ogni qualvolta # & un numero razionale p, ove p, g 8ono
q

A numeri primi relativi; si vede cosl che la superficie é dell’or-
’,dme P+q s¢ p & pari, 2(p + q) se & dispari.
Dalle (1) si ottengono le seguenti espressioni per le quan-
- ma fondamentali di I e II ordine:

=1, F=0, G=u?+ n?¢®sennv , D= Vu? | nPg®sen®nv
L=0 , DM=ugsennv , DN=—u2ng cosnv H
- percid 1a determinazione delle asintotiche dipende dall’integra-

;ione della seguente equazione differenziale :.

2sennv.du—nu cos ne.dv=0;
ora, scrittala questa sotto la forma

2du _ M CoBnY W7

“u sennv ’

o essa &' integra subito e da

ut=c®gennv,

i ~ ¢ essendo una -costante arbitraria. Le equazioni generali delle
& asintotiche sono quindi:

2 x=¢Vsen nv.cos v y z=c"Vsennv.sen v y #=g CO8 N .>

Siccome z e y oscillano fra +ce —¢ o 2z & sempre compreso
fra +g e —g cosl le dette curve non si estendono all’in-
finito; le loro proieziomi sul piano 2y hanno per equazione po-
- lare ‘ : '
e®=c%sen no,

curve che, quando »n=2, sono lemniscate bernoulliane 1),

et 1) €. Loria, Sper. alg. u. transs. Kurven, II ed., T. I (Leipzig, 1910)
fp 214
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Nel caso in cui il numerg = sia razionale ( = —Z—) posto
w=2 e quindi 7= tg-—g—, per trovare le intersezioni della
curva (2) col piano generico

Az + By + Cz + D=0

si ottiene un’equazione, il cui grado 2(p + ¢) rappresenta l’or-
dine di quella curva.

OSSERVAZIONE 1). Un caso molto ampio in cui si possono
determinare le linee di curvatura di una rigata & quello offerto
dalle conoidi la cui equazione risulta dalla eliminazione di # fra
le equazioni:

4
£2 7%% , 2=f(t)

ove @ e y sono polinomi di uno stesso grado m in ¢ mentre f(f)
¢ il quoziente di due polinomi pure dello stesso grado. In tal
caso la superficie & suscettibile della seguente rappresentazione
parametrica

r=up(t) , y=ux(t) , 2=f(1)

onde la (2) del § 1 diviene

/7

Y ¢ @ :
u.di Z” x' z —+ 2j”(qa’x-——(pz’)du=0
jl’ fl 0
ossia
PR GPTIE & feus 2 A PR
v | f PL—ox

ora integrando si ottiene
2logu +logf + log (¢'y — @y’ )=logc*,
1y Cfr. L. Cremona, Rappresentagione di una classe di superficie gobbe

sopra un piano, ¢ determinazione delle loro ourve asiniotiche (Ann. di Matem.,
Ser. 11, T, I, 1868 oppure Opere matematiche, T. II, Milano, 1915, p. 408-19).
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¢ essendo una. costante arbitraria; ovvero
W (¢ —ox)=¢.

Cid prova che le linee asintotiche della data superficie sono
suscettibili della seguente rappresentazione parametrica:

el PR 1)

Vigr—er) ~ Vigr—ex)

§ 3. Superficie xyz=a3.

P. Appell ha osservato ) che, dette a,f le radici cubiche
immaginarie dell’unita, e ,v due parametri, quella superficie &
suscettibile della seguente rappresentazione parametrica,

- (1) r=q e +h , y=ae/”"+”” , =@ ot 1Y,

Ora siccome da queste si trae:

I A
%:“%” e Py giz
%:aﬂw, éu_al-?— apy, auav
e ,‘;—Z@;=azy,g—z§=o,

.

-epperd
' L=0, M=3(f—a)a® , N=0."

1) Sur les lignes asymplotiques de la surface ropréseniés par Uéqua-
tion XYZ—T3 (Arch, f. Math. u. Phys. T. LXI, 1877, p. 44-46).

B

. zlone
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Le linee di cnrvn.tura. sano qmnd: ie hnee mtcgrah dell’equa- ,' R
du.dv=0, ‘

ciod le linee coordinate a oui si & nfenta la superficie; esse
sono rappresentate dalle equmazioni (1) in cui si supponga co-
stante o » o u. Notisi che, essendo a,8 quantitd immaginarie
coniugate per ottenere punti reali della superficie si deve sup-
porre che ai parametri  , v si attribuiscano valori delle forme

pEigh. :

F) GEODETICHE.
§ 1. Superficie coniche ?).

Assunto come origine delle coordinate il vertice della data
superficie conica, le coordinate dei punti di questa potranno
scriversi sotto la forma

(1) r=up , y= W By

ove g,y,y sono tre funzioni di una stessa variabile . Per sem-

plificare i caleoli supporremo che:
1° ¢,x,y siano coseni di direzione di una generatrwe

della superficie, onde sussista 1'identitd
2 : ¢+ 2+ yi=1,
20 la variabile v rappresenti Parco della curva

(3) T=@ , Y=x , 2=y

1) Le superiicie zyz=a8 fanno parte di una delle categorie di super-
ficie studiate nell’importante lavoro di G. Darboux, Détermination des lignes
de courbure d’une classe de surfaces ot en particulier des suifaces tétraddrales
de Lamé (Comptes Rendus, T. LXXXIV, 1877, p. 883-84), che segnaliu_nd ‘
a chi ' interessa della teoria dei sistemi tripli ortogonali.

2) P. Schauff, Usber die geoditischen Linien auf cinem Kegel (Diss. Mun-
ster, 1906) ; E, Salkowski, A4lgebraisch rekisfisierbare Raumkurven (Math, An-
nalen, T. LXVII, 1909, p. 454-56). :
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‘ ,-éécbhdo cui il dato cono & tagliato dalla sfera di centro 0 e
. 'raggio 1; sussisterd quindi, quest’altra identita:

o (4 )2 (dx)2 dy \*_
o )+ (@)~ (F) =
_ Dalla (2) si deduce, differenziando, questa nuova identita -

: . - de dy dy

®). Yo Ear TV

: 1@ quale esprime la perpendicolarité, fra la tangente alla curva (3)
Jed il raggio della data sfera passante per il punto di contatte.

) ‘Biccome le (1) danno:

(oo, oy o
; Bu—(p’ M—Z’ av—fl’

’ dw *
\ﬁz ap oy _,9x 6z _ 4y
\ v

(6)
u ’ ’
dv dv dav ov dv
cosl si ha . :

n E=1, F=0 , G=w* , D=u

e lequazione differenziale delle geodetiche assume il seguente
aspetto

C . dav (d’v )3 dv
Rl of Y av _
(8) uduz -+ w qu +2du 0.

. . . v
Essa si abbassa immediatamente al primo ordine ponendo %:p ;
infatti diviene

dp
Lo + up® 4 2p=0;

ora questa pud scriversi come segue:

d ( 1 ‘)+ 1 /1 ) o .
du \p2ut/ " du\wr /)
-onde integrando

1 1 1
e R
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! essendo la costante d’integrazione. Da questa si trae

1
p*u\/uz——lz ’
eppero
ldu
dy =———— .
u Ve —

Integrando nuovamente e chiamando % una nuova costante si
ottiene: ‘

v + k= —arcsen i
u
cioé
B l
— sen(k+0)’
o, ponendo
T

m essendo mna nuova costante,

{9) u =—-—l—-———— .
cos (m —v)

Variando le costanti ! e m si ottengono le o<* geodetiche del

dato cono; la loro rappresentazione parametrica si oftiene so-

stituendo nelle (1) il valore (9). ’

Le costanti !,m si possono determinare quando si cono-
scano due punti (uy,y), (%,,v;) pei qnali passa una geodetica;
infatti quelle costanti debbono evidentemente soddisfare le con-
dizioni seguenti:

l 1 .
~cos(m—uoy) * " cos (m—oy)’

Uy

ora da queste si trae:

Uy COS (M — V) =1y COS (M —1y) ,
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- @pperd successivamente :

—senm cosm
%y COS Dy — U COS V; = U 8810 Vg — Uy 8en v; =
1 o
Vg + ug® — 2uquy cos (v,— ;)

v)—-ul sen (v—w;) + u, 8en (vy— ;)

cos (m —
Vud + 1y — 2uqu, €os (v, — ;)

Uy sen (vy —
Cos (1m — v,) 1 (Vo —vy)

Vugd + u®—2uyu, cos (v, — ;)

Uyl S€N (Vg — )
)
Vgt + U — Zuguy 608 (v —;)

l=u,co8 (m —1vy)=

Tequazione cercata & dunque:

UgUy 8en (v, —v,)

(10) .
711 sen (v; —v) — ¥, Sen (Vg —v)

Per rettificare una delle trovate geodetiche differenziamo
rispetto a v le equazioni (1), nelle quali invece di u, sia posto
il valore (9); otterremo: '

dv  du do
w -
dy  du dy dz  du dy
P TR PR ity rE A Y
-eppero
@_) (lu) 4o
dv dv “
< applicando la (9)
ds 1

v~ cost(m—u) "
Integrande si ottiene:

{11) s=cost.— I tg (m —1)
6. Lonia . u

e
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in particolaré

{11) 8=—1tg (m—0)

se s’integra dal punto (vertice della geodetica) v=m; se invece - -

si suppone che la curva passi per i punti (uy,v,) , (¥, y0q) si -
trova che l'arco limitato da questi punti & dato dalla formola:

(12) s=Vug + 12— 2ugu, cos(vy—o,) .

In virth delle equazioni (6) i coseni di direzione della nor-
male in un punto qualunque della data superﬁem sono deter-
minati dalle formole: . :

- X Vv
(13) X. Y. Z= dp dy dy ;
. dv dv dv
siccome poi le (6) mostrano essere
/A2 2 2
o By,
14) ou? ou? ou?
. &% 8%y oz -

guas ! susy " Fugs
cos} s8i vede essere
: L=M=0
Per trovare la curvatura —i— della geodetica possiamo appli-

care la formola
B + 2Fdudv + Gir?
"=Tdu® + 2 Mdudv + Ndv®

la quale, nelle attuali ipotesi, diviene
du? 4 u2do®

{e) R 7T

1
invece, per trovarne la torsxone ? serve la formola

i~ (EM — FL)du? + (E'N GL)dudv + (FN—-G.M’)J”’
o B D(Ed?® + 2Fdudv + Gdv?) B r
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che, nel caso presente dlvmne

1 Ndv.dv .

L (16) rs = u(du® + 2dv?)

R _ ora le (15) (16) danno:

r_1aw
e - m dv
e poi la (9) '
’
- = —1tg (m—v)
0 (
0, finalmente per la (11)
(an A

p essendo una costante a.rbxtrana Questa formola esprime al-

- gebricamente il seguente
TEOREMA DI ENNEPER. Per la geodetwa dt qualunque super-

ficie conica il rapporto della flessione alla torsione & una funzione
lineare dell’arco 1).

Altre proprietd delle geodetiche del cono si deducono de-
terminando i coseni di direzioni

a, f,y della tangente

&,7,¢ della normale principale
A,u,v della binormale.

Notisi anzitutto che, in forza della proprietd caratteristica delle
geodetiche, i ha _

-~ =X, =Y , #2=2Z
ciod per le (13):

9 &=z dy |y 1= dp dp | =\ dp a4y |-
| av W @ @ d

1) A. Enneper, Zur Theorie des Curven doppelter Kriimmung (Math. Ann.,
T. XIX, 1882, p. 72-83) ove sono dimostrati i risultati enunciati per la pnms
L volta in una nota delle Gottmger Naohrichten, 1869.

~ »
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- Poi d ip
or ax U
= —_—t u—=—
dr aud R F’} _ v + av
= = ds - ds
av
=—q;sen(m—p)+-g?—;—cos(m-—v)f

onde si pud scrivere:
a=—gsen (m—7v) + —g% cos (m —v)

(19) B=—ysen (m—o) + -‘}lgé 008 (m—)

d
y=—1sen (m—0u) —b% €08 (m—v);

sussistendo poi la relazione

B v

=1

e le due analoghe, si conclude essere:

d
A=qcos (m—0) +~d%’— sen (m —v)

(20) p=y €08 (m —v) +—:li—75—sen(m——v)

- d
v =y cos (m—0v) + %sen (m—uw).

Ora Pequazione del piano osculatore & in generale — se X, Y,z
sono le coordinate correnti —

(X——:v)l + (XY —y)u+ (Z—2pp=0,
ossia, per essere ’
A2 + py + ve=u eo8 (m—v)=Il,
XA+ Yu+ Zy—1=0,

-
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la quale esprime quest’altra proprieta, pure avvertita dall’En-
neper:
’ Gli osculatori di una geodetica d’un cono sono equidistanti
dal vertice ); essi, quindi, toccano una sfera che non muta al va-
riare della costante m. .
Similmente ’equazione del normale &
(X—2)a+ (Y —y)f +(Z—2)y=0
ossia, per essere
ax + By + yz= — u sen (m —v) = — L tg (m—v)=s,
Xa+ YB + Zy —s=0;
¢id prova che
La distanza fra il normale in un punic di una geodetica di
un eono ed il centro di questo & eguale all’arco della curva com-
preso fra il vertice della geodetica ed il punio d incidenza.
La tangente in un punto qualunque della curva ha per
equazioni
X—z Y—y Z—z
a B8 5

(21)

ossia
X=r + ga=ugp + oo

(21) Y=y +pf=uy + 0B
Z=z+oy=uy + oy

onde il piano condotto dal centro del cono perpendicolarmente
alla tangente ha per eqnazione

aX +BY +yZ=0;

esso incontra la tangente stessa in un punto le cui coordinate
si ottengono dalle (21’) supposto o scelto in modo che sia

e + ulap + By + yy)=0
ossia
o=1ltg (m—0).

1) Essendo tale distanza espressa da I, resta determinato il signifieato.
geometrico di questa costante. -
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_ Ora le (21') danno, tenendo conto di questo valore,
X+ X2+ Z=b* + ¢ + Sou(ap + By + ry)=

" oyt m o=,

dunque le tamgenti di wna geodetion di un cono sono eqmdtatmm

dal vertice; esse quindi toceano una sfera la quale non varis

mutando la costante m.

Facelamo ora 1’ipotesi che il cono eonslderato sia di- ro-
tazione attorno a 0z1) e che A ne sia Vapertura; si potra allora
rappresentarlo mediante le equazioni
(22) z=usenlcosw , y=usenisendm , z=cos i,

Per applicare le formole generali bisogna sostitnire alla o la
variabile v; osserviamo percid che, nel caso attuale, si ha
p=s8eni.cos® , y=seni.senw , y=cos 4

percido la (2) & soddisfatta e la (4), ossia
d
(@) + @)+ (@) - (&)
sen21=( %)’

- diviene

onde si pud assumere

(23) °

YN
Da cid la seguente rappresentazione analitica delle geodétiche:

i x=senlcos
senl/ cos (m —v)

) .
(24) / y=sen 1 sen (se—ni.) cosm—1)

! y=0051

!

cos (m—1v)

1) E. Czuber, Die geoddtisohe Linie anf der Kroiskegelfidohe (Arch. f-
Math. u. Phys., T. LXIX, 1883, p. 125.43). Altre considerasioni sopra sif,
fatte geodetiche trovansi esposte in una nota dell’autore inserita nella Re-
vista matematica hispano.americana, 1925.
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" Per semplificarla poniamo
é seni=yu ; lseni=a

o ritorniamo all’angolo w mediante le (23); otterremo nel caso
~di m=0. ‘ :
(25) =0 COS @ SEC U ; §=a SON &) BeC U

—u2
z=a\—/—1’7ﬂ- 8eC U .

»

~ Se ne deduce che la proiezione della curva: sul piano Xy ha per
-equazione polare g=a sec uw onde ¢ una spiga ). Si vede inoltre
che s¢ Vapertura del dato cono ha per semo un numero razionale
le sue geodetiche sono curve algebriche 2), di cui non & difficile
trovare lordine. Il raggio di curvatura & dato dalla formola
1 Vi—p?
e

cos? uw .

©§ 2. Superficic di roiazione.

Le equazioni della normale ad una superficie e delVoscu-
latore ad una linea essendo rispettivamente (se &,7n,{ sono
coordinate correnti) .

g—=x n—y _L—2

X Y Z

E—x n—y {—2
dz dy dz |=0

az &y . d*=

afinchd quella linea sia una geodetica deve essere

X Y Z
de dy dz |=V
&z d¥y d%

1) G. Loria, Spez. Kurven, II ed,, T. I, p. 366. .

2) 1 detti coni sono gli unici di second’ordine che contengono geode-
tiche algebriche: v. W. Vogt, Usber algebraische geoditische Linien auf Kegel-
sweiter Orduung (Arch. f. Math. u. Phys., III 8er. XIX, 1912, p. 301-306).
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ossia ;
do(Yd% — Zd%) + dy(Zds — X i) + de(Xdty — Ydz)=0.
. B poiché & pure
€8] Xdx + Ydy + Zdz=0.
cosl, detto x un fattore di proporzionality si ha:

\ pde=d*s— X(Xd% + Yd%y + Zd%)
2) pudy=d*y — Y(X&x + Yd% + Zd%)
Mz =% — Z(Xd%r + Yd2y + Zd%) .

Moltiplicando per dz,dy,ds e sommando si trova
p(da? + dy? + deP) = (A2 d% + dy . d% + dz.d%) —
— (Xdw + Ydy + Zdz)(Xd% + Yd% + Zd%)
ciod, in virth della 1),

3) _Ps
# ds?’

Ma dalle (2) si deduce pure
u(Ydz— Zdy)=Yd*% — Zd%y;
dunque in tutti i punti di una geodetica si ha:

a* Yd%—Zd% Zdr—Xd% Xd%— Ydir

ds®  Ydz—Zdy =~ Zdr— Xdz Xdy— Ydo

Supponiamo in particolare che la data sia; la supertficie di ro-
tazione

®) 2—fu)=0 ove u=VELyp,

essendo allora

dalle (4) si trae:
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ossia -
- xdy —ydw
dlogT 0;
integrando si ottiene
dz dy
@ - r e

k essendo una costante arbitraria. B questo un integrale primo
delPequazione differenziale delle geodetiche di una superficie di
rotazione, il quale esprime il seguente

TEOBREMA DI CLAIRAUT. Lungo qualunque geodetica di una
- superficie di rotazione é costante il prodotto del raggio del paral-
lelo per il seno dell’angolo che la curva fa col meridiano 1).

La superficie considerata pud anche rappresentarsi mediante
le formole B .
(7 T=uCo8v , y=usenv , z=f(u)
percid

ds?=[1 + f'%(u)]du + w2dvt
essendo poi
Y
v=arc tg o

8i ha
zdy —ydw

av ="— pe 3

la (6) diviene in conseguenza:

utdvd=k2 { [1 + F2(u)) du® + ulde? |
e da
‘/1 + f’z(u

8 d
(8) v= u\/uz

donde emerge che la determmazwne delle linee geodetwhe di una
superficie di rotazione & un problema che si riduce sempre alle
quadrature.

1) Clairant, Sur quelques questions de mazximis et minimis (Mémoires de Pa-
ris, 1733).
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Cousxdenamo due casi partieolari. ;
1. Si supponga che la superficie sia il toro generato della :

circonferenza .
(r—a)? +22=R2;
essendo —in conseguenza
: j(u):\/ﬁz——(u——a)2
1a (7) diviene

do=kR du -

uVuit— R VER— (u—a)?

onde la quadratura da eseguirsi dipende da integrali ellittici 1),
20, 11 meridiano della superficie sia invece la trattrice 2):

e Ve ’ .
2= \/02—192+clog—6—2#. x
Essendo
VE w2
9) f(0)= — V@ —ut + clog ——“z;—uiif
la (8) diviene: -
v = kerndn
WV
e da
N c Va2 .
(10) = o+

1 essendo la costante @ integrazione, e questa al variare di &k =~
e | rappresenta le _* geodetiche del trattoide, ciod le curve . =

chiamate da E. Beltrami pseudocerch: 3).

1) Lo stesso risultato fu ottenuto altrimenti da A. Puchta, Lozodromen
und Liirzeste Linien auf dem Kniariug (Monatshefte f. Math. u. Phys., T. I,
1890, p. 447-50). _ ;

2) G. Loria, Spez. Kurven, II ed., T. II, p. 180. :

3) Saggio & interpretazione dolla geomma non euclidea (Gxom di Ma-
tem., T. VI, 1868 ; oppure Opere matematiche, T. I, Milano, 1902, P 374-405),
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- Applicando le formole (7) nell’ipotesi (9) si oftiene:.
@

, du/ TR

onde

S du N
=cf = = —k2) + cost.;
: ,“(11) le._c‘f‘/ﬁ_“_k2 clog (u +Vu ) + ;
percid Parco pseudo-circolare limitato dai punti corrispondenti
ai valori %y, u; del parametro & espresso da

‘ uy + Vi — k2

‘ S R s=clog - e T
ar) gu9+ \/u(,z—-lc2

Alla formola di rettificazione si pud dare un altro aspetto.
Supponiamo infatti nella (10) I=0 e poniamo

e
V=7 C08w;

sard quindi
‘ - k
n =
sen @
¢ ¢
koos(i cosw) , ksen (T senw)
= senw - YT sen@
dz  VEsenlo —Ecosw ds ¢
do sen? ' dwo  senow'’

onde finalmente
s=clogtg ;)ﬁ + cost.

Flessione e torsione di un pseudocerchio hanno espressioni
-abbastanza semplici che lasciamo al lettore di calcolare 1).

»

s I) F. G. Teixeira, -Obras sobre matematicas, T. V1I.(Coimbra, 1915,
~p. 268-78), '
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§ 3. Superficie di 2o ordine,
I coseni di direzione della normale all’elligsoide
) P
1) . g L e
@) T E—1=0
80n0 proporzionali rispettivamente a

x

ek
d’altronde i coseni di direzione della normale principale di una
geodetica essendo proporzionali rispettivamente g

iz dYy  qz
ds® 7 ds? ? gg?

in ogni punto di una geodetica dell’ellissoide sussistono le re-
lazioni :
) & &z p2 %y ¢ g2

z ds® oy ds? T 7 g

chiameremo 4 il valore comune di queste quantitd. Ora diffe-
renziando due volte la (1) si trova

3 2dz  ydy = dz_

(3) o ds W ds +?a—0
d2x daz a

4 (%2, 98y, &

@ a? ds? b2d82+02d82+

1 da:)z 1(«13, 2 1 /ds\2
T\ el tw B?) =0,

onde, tenendo conto delle (2), si ottiene

(5) ' uP + D=0

avendo posto

(6)

? oy 2 1 /dx\2 1/dy\2 1 ‘3
P=" 4 4 = - __) Sy dz
Attt o, D a,(de +bz(ds)+F(dT )
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Differenziando rispetto a s si ottiene:
z dz y dy z,dz
P=2 a4d8+-57d8 ot ds
lded?x 1 dyddy 1 dz d?%
”—2f3?a?w+b—za; @ T E G an
0, per le (2)
(v dz y dy | 2z dz

—9,) & & @y L up
v 2’u=a4ds+ s T A aGTH

Eliminando u fra la (5) e l’e«juazione I’ =uP si trova

DP + D'P=0
onde
(7 DP=cost.

B questo un integrale primo dell’equazione delle geodetiche del-
Pellissoide. Per interpretarlo geometricamente consideriamo la
distanza 4 fra il centro dell’ellissoide ed il piano tangente nel
punto (x,y,#), nonche la lunghezza L del semidiametro di detta
superficie che & parallelo alla tangente in quel punto alla con-
siderata geodetica; si trova facilmente

1
A=——_~ L=—
_ vPp’' VD
onde la (7) diviene
(8 4L =cost

relazione notevole dovuta a Joachimsthal 1).

LI’ integrazione completé, della equazione differenziale delle
geodetiche dell’ellissoide venne ridotta alle quadrature da Ja-
cobi %), usando ecoordinate ellittiche u, », o; Pelegante risultato
da lni ottenuto

f ’\/9 — pidp f \/g —vidy
vﬂ — BV — 2\/# —8 VE Ve 2V 2

1) G. di Crelle, T. XXVI, 1843, p. 155-71.
2) Journ. de Mathém., T. VI, 1841; WeRkE, T. II, p. 57-63.

linea di curvatura e g un’altra costante ; mentre — come mostrd -

cammm mmexsmo i

j, (ove ad una costante arbitraria) pud porsi sotto la forma
(1) ;

B8=p2 cosz-i—v*senc o :
supposto “¢he § sia Pangolo sotto cui la geodetwa tagha nn;\‘

Liouville 1) ~— la rettificazione deu’anzldetta linea pnb eﬁett;nam
mediante 1a formola . e

‘\/—pzdp ‘\/-_vzdr

S Y
Vii—§ = VE—
ove
) _ 92“/‘2 _ 32_,,2
"= T E— A )

Ulteriori sviluppi sopra questi notevoli risultati si trovanb
in namerosi lavori di Liouville stesso %), di M. Roberts 3), di
D. Chelini 4), di M. Chasles %) e finalmente di A. Oayley ®), il
quale ultimo si occupd anche della forma delle geodemehe delle

- quadriche; a questi lavori rimandiamo il lettore desideroso di

ulteriori particolari sull’ importante argomento ; mentre riguardo
alle geodetiche dei paraboloidi segnaliamo alcune memorie pnl
recantl di B. Mareolongo 7). -

. § 4. Elicoide-conoide 8).

La superficie della vite a filetto quadrato pud mppmaen
tarsi mediante le formole seguenti: )

1) T=UCOBY , y=usenv , z=hy

‘si ha quindi

@ - E=1, F=0 , G=u? + }2

1) Journ, de Math., T. IX, 1844, p. 401-408,

2) Journ. de Math., T. XI, 1846, p. 21-24,

3) Journ. de Math., T. XI,.1846, p. 1-4.

4) Giornale areadico, T. CVI. B , N

5) Journ. de Math., T. XI, 1846, p. 5.6 105-19, '

6) The collected math. Papers, T. VII, p. 34-35 e 498-510.

7) Rend. Acc. Lincei, 1890 ; Rend. Aco. di Napoli, 1891 Gwrnaledi L
Teixeira, T. XI, 1904. ) <

8) 8. E. Rasor, The geodesio Lines on the Helicoid (Ana. of Mathem.. g

II Ser., T. XI, 1910, p. 77-85); Teixeirs, Obras, T. vn, p: 259,
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’gﬁﬁazione differenziale delle geb&eﬁéhe'-dﬁsnmﬁ la seguente -
Aforma: . |

N A I 53‘)8_,‘
O B R +#) (32) =o.

“Per integrarla pongasi
@ | ==

| o ' i
- - ‘ ) du® - 2 '\/F du
©la (3) diviene:

, d 4u
- ®) =4

du w24 R

g=2u.

E questa un’equazione differenziale lineare che integrata da

(u2 + h2)(u2 + B2 —Bb2) -
T ’

- -b essendo una costante arbitraria. Per conseguenza dalla (4)
o8l trae :

: 16) R du + cost
' _ fV(u2 + k%) (u® + B2 —b?)

dunque la determinazione delle geodetiche dell’elicoide-conoide di-
_ pende da integrali ellittici. ' ,
Dagli stessi trascendenti dipende la rettificazione delle linee
--'medesime. Infatti dalle (1), (6) si trae

ds )2 u* + k2

; Naw/ " @ e —p
. onde
: u? -+ R?
U,

) T Ve rme s e—m

’_f{;zmolav che dimostra P'asserto. ,
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Invece flessione o torsione si possono esprimere col m==:
di funzioni algebriche. Per dimostrarlo indichiamo con .gz~ °

le derivate rispetto a v; ¢d osserviamo che dalle (1) scz—--
Ie relazioni : )

o' =u’ €08 v—u sen v @ =(u""—u) cos v—2u’ sen v
’ ’
Y =u'senv -+ ucosv Y’ =(u""—u) sen v + 2u’ cos v
[ 2=n 2'=0
" =(u'"—3u') cos v— (3u”’ —u)senv

¥ =(u""—3u')sen v + (3u”’ —u) cos v
7" =0,

In conseguenza:
224yt 2R g2 + w2

¥y ¢ ” ,
x?l yl %I =h "lt ———u zu
2z ylll P u”’—Su, 3u”‘u
A | L Y A

7] ’ ’ - . hz - 2 & N )

‘m y' 7 w'—u 2u RO =)t + 4]
Ma la (6) da:
o VP R
. b
v LR+ 21—

b2

o =(6u2 + 2h2 — B2) V(42 + h2) (uB+ )

" bs y
quindi sostituendo,
Z ¥y 7 ‘
30942 2
&y =__4h (u? +h b;i(u2+h2—-262)
w[ll yi! z!N ’

Y Y|Pkt +he—pe) (u? + K22
a/[l yli dl b‘



_‘épperd ;-

@ 1 o VaELRE—PB
’ ’ r (u® + 22
o 1w+ h?—2p°
9 S
® = T

Sono queste le formole annunziate. La seconda mostra che

se b<7= i punti in cui ="+ V 252 _h? somo  stazionari
.per la geodetica.
Fra le geodetiche dell’ elicoide sono notevoli quelle corri-
spondenti ai valori =1 della costante b; per esse la quadratura
che entra nella formola (6) & eseguibile elementarmente e da

{10) v=Flog e rrTh W .
: \ Vi E—h

§ 5. Superficie di egual pendio.

Basandosi sul fatto, di cui gia facemmo menzione (v. nota a
9. 137) che le superficie di egnal pendio hanno per spigoli di re-
gresso delle eliche, si puod dimostrare che le loro geodetiche

sono evolute filari di curve di tali specie 1), Di esse si conosce

_ 1a rappresentazione analitica senza aleun segno d’ integrazione ),
- dalle quali emerge che sono tutte curve rettmcablh algebrica-

mente . )
F) CUrRVE DI DARBOUKX.

Caso di una quidrica.

Le curve di Darboux (o pili brevemente linee D) sono,

" .come vedemmo (vol. I, Cap. I, B, § 3; p. 24-26) quelle linee

i una superficie che hanno la proprietd seguente: in ogni loro

. 1) Schell-Salkowski, dilg. Theorie der Kurven doppelter Krimmung,
" @I1 Aufl. (Leipzig und Berlin, 1914) p. 133-35.

w0 %) E, Salkowski, Algebraisch rektificierbare Raumkurven (Math. Annalen ,
T. LXVII, 1909, p. 456-57).
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pmzto la sfera oseulatnee ; tangente alla data superﬁcie
e soﬂdmt’ano }a aeguense equazmne dlﬂ?erenzmle s o

- ofmpadf df-—
@ - 3:1;: = ( . d_a lF(dw + :.),’ :

a2s
da:a-l-

. nell’ ipotesi che Fix,y,2)=0 rappresenti la snpei'ﬁcie data, -
Facciamo )’ ipotesi che questa sia una quadrica a centto 1),.
e preclsamente che. sia

F(x,y,2)=A2*+ By* + C’z2+".A1x+2BLy+2012+K

ln‘tal caso:
oF 4 oF 1 [ oF }
2 ——— . — b o T — oo — . o
dmda + . da:dzaw+ 2d dmdaw-i—
'+ e la (1) diviene o
’ arF )
, @ ‘d(dw.damﬂ-... |
ds da;d?—!—'-l—
or

Ora questa © suscettibile d1 una prima integrazione e d& se D

"& una costante, ~
ds? 61"'
(2) D!_.dm a2 e

E v Per procedere ulteriormente nell’ mtegrazlone giova ricorrere a
" eoordinate elhttlche, supponendo si ‘tratti dell’elhssonde '

L2 22
zwz y? _1

(3) ‘F("”yy7z)=2 AZ_Q+BZ.—.Q+02—Q

1) Oltre alle memorie -di Darboux e Enneper citate nel Cap. I, B§3,
(Vol. 1, p. 24 e 26) si vednno quelle di Hardy (On ' Darboux-Lines on swr-
faces, Amer, Journ. of Math. T. XX, 1898, p. 283) e Pell (« /7 »-Lines on

_ sweiten Grades (Heidelberg, 1920) ove i precedenti lavori.sono compendiati ed =
“in parte corretti ; ivi alle dette curve sono hxgnmente applicate lo fnnsioni, :

ellittiche di Wexentrus.

Quadrics, Trans. of the Amer. math, Soc., Vol I, 1900, p. 815). Inoltre e
la pregevole Dies. di J. Griinberg, Die « D »-Linien der Mittelpunktsfidohen
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i - apphmdo Ie formole clasmehe relatzve a quel sxstema ‘

_,eoordmate ‘6 ponendo
@ A, B*—o=p?, 02-9 =

s

"sx gumg'e alla seguente relazione

, VD —udw VI v
V(a‘*’———u)(bz——u‘)(cz—u) \/(aZ-v(bz-«v)(cs—~v)

®

. ‘F : _}a quale dice che la determmazwne delle linee D d’ un’ellisscide
. dipende dall’ integrazione d’un’equazione differenziale ellittica.

- Sia I la lunghezza del semidiametro del dato ellissoide

 avente a, B,y per-coseni direttori; si trova subito
by . 1 g B 2
¢ (6) : | ﬁ“—-a?-i-—b?‘r"c?-
- Bi supponga che a,f,y siano anche i coseni direttori di una
- tangente di una linea D dell’anzidetto ellissoide ; sara
dz dz
a—_' )y B= A y V= F7 H

" siccome nel caso attuale

, oF _ da? ay? | de?
dx'd—a':v"+""‘7z'2"' Tt e
" la (6) dd -
; ds? aF
= do

ciod per la (2) B=D2 Dunque: ,
: I diametri di un ellissoide paralleli alle tangenti di una U-

- mea D di tale superficie sono tutti fra loro eguali; percid i loro
- estremi cadono nells curva in cui l’elhssmde ¢ segato da una -

" sfera concentrica,

. Quando per determinare i singoli punti dell’ellissoide
P Y S T
-+ 5l + =z —1=0

si usano coordinate ellittiche, le qnantxtﬁ fondamentnli di primo .
ordine valgono ,

R
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_uu—n) _ve—1 )
B Ol
ove ‘ - ]
Hu)=4(a?— u) (B2 — u)(c®*—u),
mentré

__abe(u —v) N a'bc(v — u)

f(w) ) Var fu) ‘\/ uv

onde i raggi principali di curvatura in un punto qualunque vak
gono rispettivamente :

uVur v Vo

@ B=— e 0 B e

Il raggio di curvatura della sezione normale determinata dal
valore —_-%. & poi dato da
_E¥+ G S
"L+ N’ %
ora sostitnendo a E,G,L, N i valori precedenti e supponendo

che k sia il valore di %";— tratto dalle (5) si ottiere A

i D2V
@ B — abe
ossia per le (7)
) .D2 VY =l
R=— ——vV'R,R,.
-(9), Vabe 2

Cid prova che: se una sezione normale di un’ellissoide passa per
la tangente di una linea D dell'cllissoide stesso, il suo raggio di
curvatura & proporzionale alla radice quarta del prodoto dei raggi
principali di curvatura della superficie nel punto considerato.
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 La distanza 8 del centro del dato ellissoide dal piano che ‘
1o tocca nel punto (u,v) & data dalla formola
. ' abe
10) : §=——
( Vu
"onde la (8) pud scriversi
(8" Ré=—D%;

ma R non differisce dal raggio della sfera che oseunla nel punte

considerato 1a linea D ; dunque: In un punto qualunque di una bi--

nea D di un ellissoide, il raggio della corrispondente sfera oscu-

latrice & inversamente proporzionale alla distanza del centro della

superficie dal piano langente ad essa in quel punto?).

&) CURVE D’ALLINEAMENTO.

Generalizzando un concetto ed un termine msati in Geo-
desia %), chiameremo curva d’allineamento di una superficie qua-
lunque il lnogo dei punti di questa le cui normali incontrano

una retta fissa r; & una curva che evidentemente passa per

i punti comuni a re 1a superficie. Se i dati sono rappresentati
analiticamente mediante le equazioni

@ f@,y,2)=0
2 X—a Y—b_Z—c
( cosa cosB  cosy’

ove X,Y,Z designano al solito coordinate correnti, la normale
alla data superficie nel punto (z,y,2) ha per equazione
X—y Y—y_ Z—=z ’
@ o o of
ox oy oz

e
.1) Per mon oltrepassare i limiti che ci siamo imposti, limitiamoci a ri-
ferire ohe, oltre che per le quadriche, le linee D vennero, dal Darboux
stesso, determinate sulla saperficie di quart’ordine aventi per linea doppia
il cerchio immaginario all’infinito, servendosi di coordinate pentasferiche.
2) P. Pizzetti, Sulla curva dallineamonto (Giorn. di Matem. T. XXII,

1883, p. 1-15).
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'~ 3 Ora T'Plﬂfrf"l"incidem delle rette (2) (3)5 i R

" ‘due numeri tte (2) (3) & neoessario che esis

- due numeri ¢, 0 tali che si abbim@’ fSigocduarly che ssiaten

¢'+9'0;58a=aw+6.§1_
oz .

b+gcosﬁ=y+a—'-9—f—
o
c+90087=z+a-?—[-
. az
donde la condizione:
: d
X—a ’ ‘a“%' y COSa
4 o of
4 yb,gi,cosﬂ =0.
af
z2—c , ‘a'; y COBYy

Ifa ourva d’allineamento & pertanto rappresentata dalle qua- o
zioni (1),’ (4).. Emerge da cid che, s¢ la superficie daia-;:l};:f !
k Zwa dellordine n le sue curve d’allineamento sono pure algébrioke
in generale dell’ordine n®. Se invece la data superficie &
nalgebrica 1), la (4) & algebrica, percid e curéé d'allinétmw;’:
sulle superficie panalgebriche stanno fopra superficie algebriche ;
P. es. la curva d’allineamento relativa alla retta (2) deil’élicoid(;‘ :

*

z=harctg y
- x

appartiene alla superficie cubica di equazione
z—a —hx cosa ‘
¥y—b hy cosf [=0. -
z—ec x>+ y® cody

1) G. Loria, Sopra us’sstesa oa , R
« S tegoria di superfisie trasoewdonti (e o
Jiolo panalgebriche) (Rend. del R. Iat. Lombardo, If Ser., T. XLIY, 'P;‘Gt;'.‘:;’)‘ £

»
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~fn un punto doppio déllg '“snpféiﬁcie (1) si annullano le
erivate R . :
Sl of of 8f
9z ' 8y ' oz

epperd la equazione (1) d soddisfatta, dunque le curve dallinso-
mento di una superficic ne conlongono tutti ¢ pu?m’ doppi; 8e,
"‘qaﬁndi,;la. data possiede una curva doppia d’ordine 1,
delle sue curve d’allineamento scende a ne—2r.

" Se ad es. la superficie & Pellissoide

BT P A o g
- (®) _I2‘+?n_2+—n?—1—0’lz>m >n

1a (4) diviene:

- (6) P(m”—'n?) cos a.y2 -+ mi(n?—1I%) cos B.2w +

| n3(-—m?) cos y .2y + men3(b cos y -— ccos B)& +

+ n2l(ccos a—a cos )y + Pm?(a cos f —boos a)z=0;

ﬂonﬂe “emerge che le curve d’allineamenio &’ un’ellissoide sono

- quartiche di I specie.
.~ . Essendo poi il discriminant
i\gseeondo grado dell’equazione (6) espresso da

2BmEn2{m? — n?)(n2 — ) (2 — m?) cos a. cos ﬁ,' cosy

o dell’ insieme dei termini di

8i ve&e che ® negativo, onde la ‘quédrica (6) ¢ in gt?nerale
un’ iperboloide ad una falda; ma se il dato ellissoide & di rota-

zione (ipotesi che si fa ordinariamente in geodesia) detta qua-

drica diviene un paraboloide iperbolico.

- H) Curve T p1 TZTZEICA 1.

an. parame

Ii1 Ser., T. XXVIII, 1911, p. 9-32).

232 CAPITOLO DODICESIMO

TPordine -

' Le funzioni a(1),y(t),#() che servono a rappresentare 1e
' coordinate di un punto qualunque di una curva in fanzione di
, tro ¢t possono considerarsi come t.rerintegrah linear-

1) Tziﬁzeiea, Sur coriaines courbes gauches (Ann. de I’Ee. Norm. Sup.,

‘;!Ill‘entev indipendenti di un’equaziome differenziale lmeare i
terz’ordine ' ‘ e

Kl 0" +0:0" + o + p0=0,
ove le p sono funzioni determinate del parametro . Giova ao—

tare che, mutando questo opportunamente, alla (1) si pud far -
prendere la seguente forma: ‘ .

2) 9" =pb + 48.

Supponiamo che la curva (che diremo curva T) goda deila
proprietd espressa dalla formola -
3) gd?=cost :

o essendo il raggio di torsione in un punto qualunque e d la

distanza del corrispondente piano osculatore da un punto fisso,
che agsumeremo come origine delle coordinate. Essendo:

© ¥y =z
Z ¥ 7 r ¥ ¥ 7
N wll yll #I . : w’l yll 2"
1Ty 7| 7 v 7
m/l yu z/t» a;" y',’ z"
xlll ylll z[ll i
la (3) puo scriversi come segue:
h ¥ o X z o o 2
4 Y ¥ ¥ ||y ¥ oy | =c
4 7 2 z 2 2

Se ora si tiene conto dell’essere »,y,2 integrali della (1) si tra-
sforma questa nellaltra: ;

» z 7
(5) R y y’ y" == %@_ .
: 2 2 2
Differenziamola ed otterremo: )
’ v o« o ,
y ¥ ¥y |=— %’—
z 7 27
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(6) . pl y yl yrr ‘.: 20

e

;ﬁ‘v‘_.'PaJ:agonando questa alla (5) si trova: o
R Pips + P5 =0.

"Dunque condizione necessaria e sufficiente affinché la curva cor-
" rispondente all’equazione (1) sia una. curva T ¢ che 1 coefficients
Py, Pas Dy s0ddisfino la condizione (7). In particolare, se la (1) &

e gia ridotta alla forma (2), la (7) & sostituita dalla ¢ =0, onde ¢

".“d costante e pud assumersi = 1.
: "Essendo per ipotesi z,y,# tre integrali indipendenti del-
. Tequazione (1), le formole
=aa + by + 6z
®) Yy =057 + bgy + €2
‘ 2y =asx + bgy + €37,
se le costanti a,d,c¢ sono tali che risulti il determinante

a b 9

ag by & |0,

ag by ¢
 definiscono tre nuovi integrali della stessa equazione; ora le (8)
** rappresentano un’omologia (affinitd) avente per elementi uniti
Yorigine ed il piano all’infinito; percid ogni tale trasformazione

muta una curva T in un’alira della stessa specie.
‘Esiste un’altra classe - di trasformazioni geometriche che
mutano una curva 7T in un’altra. Consideriamo infatti la sfera

@? 4 y? -+ 22— Ri=

Se z,y,2 sono le coordinate di un punto di una curva 7' cor- .

rispondente all’equazione differenziale

@ 6" 8 + g0

il suo piano polare rispetto a quella sfera ha per equazione
X +yY + 2Z— R?*=0

CAPITOLO mnmxsma ‘,

s:’X-I—y"Y«{_-@'Za:O'

XYY+ Z=0.
Se ne ricava la formola R :
v 7 r Yy =z
X=R? o e ¥ ¥
J xll yll' z[l
e le due analoghe, in conseguenza
_ y @ z y z
X =-—R? . e oy 2
y <.
wll yll dl
y 2 r 9y ®
X' = — R? "oy R SN 4
y ) wll yl !I -
, z Yy .%
z . 2
X111=_R2 :’ z' + 3/” zf’l}: d y' # ;
y ’wﬂ B yt #I 2

ora da queste si trae:
x/u ___px/ -"'.X==0

e due formole analoghe in Y e Z. Onde X, Y, Z souno tre nuovi
integrali dell’equazione (8). Dunque: la polare reciprooa. dai m
ourva T relativa al polo O, rispetio ad una sfera avente per omtro
questo punto & un’altra curva T.
’ Lepii semplici curve T' corrispondono all’ ipotesi ¢ che nel]a (8) :
anche p sia costante; allora, a seconds della natura delle” radici .
. della corrispondente equazione caratterxatwa della (1) 8i hnmm
i quattro seguenti tipi di curve: '

z=Ae* | z=Ae z=Aes ¢=_=A,e" |
~ { y=Be* { y=Be™coskt ‘y=Be* | y=Bte
o e=Cet 2=Cctsenkt | z=Ce® [ z==Ottert;
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To esurve del pmno potendo mppresentarm con le equazioni

(D)= -)
sono di Lamé (v. p. 1), mentre quelle delPultimo appartengono ‘

al ‘cono quidrico: avente per equazione
‘ Borz—=ACy?.

J) CURVE DI UNA SUPERFICIE SVILUPPABILE

TRASFORMANTISI IN ASSEGNATE LINEE PIANE
§ 1. C’@lmdro circolare retlo.

Sm dato il cilindro rappresentato dall’equazxone

m2 + yg_._.,ag

Z=acosp , y=aseng;

‘gvolgendolo su un piano nel modo insegnato dalla Geometria
descrittiva, al punto P(z,y,?) corrisponde un punto M le cui
coordinate cartesiame (u,v) si possono esprimere come segue:
) u=dap , v=2. , .
»* Pereid, quando il punto M descrive la curva di equazione '
L A8) v=f(u),

il isunbo‘ P avrd per luogo geometrico 1a curva

) . @=acosp , y=aseng , z=f(ay).
. Be, p. es., il punto M percorre la retta
v=mu + 0,

il luogo geometrico del punto P sard rappresentato dalle equa-
Bl ‘ -
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Se invece il lnogo di M &1a clreonferenza‘

(w—a? + (0 pyeer
verra
' (0p—a)? + (2—B)*=1*;
ora questa pud surrogafsi con le due seguenti:
ap—a=reosw , z—f==rsenw;
percio
_a-Treosw

p =8 4 reenw;

onde la curva prima dello sviluppo & rappresentata come segue:
N a -+ rcos Cco8 :
(6) m=41sco_s——-—-—7]&———2 , y=aseng—+~—ra———f‘~) , #=8 +reenow

Per semplificare queste formole, eseguiamo la trasformazione di
coordinate rappresentate dalle seguenti formole: i

a a a ;
weos—— +ysen y yl—-—:vsen—a—+ yeos— , #=2—8 .

ed otterremo

7 CO8 @ 7COB ® )
(6') wy=acos —a——) ,y,=asen( p y G{=rSena,

le quali equazioni sono abbastanza semplici per consentire lo’
studio delle curve in questione, che lasciamo al lettore,

Le formole generali esposte abilitano anche a « determinare
le curve piane che, avvolte su un cilindro circolare retto, di: -
vengono di curvatura costante B » 1). lnfatti per le condmom
del problema dev’essere

de dy dz
d?r d%y d*

2 dst

@ -

1) Tale ricerca fu proposta in Francia nel 1851 al Concours d’ngr,éf'
gation aux Lycées; per la soluzione v, un articolo del Dieu in Nouv. Ann.
de Math., T. XI, 1852, p 33-44.
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. +Ora, per le formole (1) (2), 8i ha:

L dz== —a sen ¢ .dp=—sen .du
: § dy= acos g.dp= - cos@.du

! coS @
A= —acos g.dg*=——1 au?
: sengQ . o,
@y=—asen g.dg?=: ——_— du*;
’ onde la (7) diviene
Cdu? 4 de? dv.d*v: (@2 + dv*)®
dut =TT R
: dv.d o+ (@)
o finalmente g
° du4 d 2/d2,v)2= M .
(du? + dv?) —,— + du¥{ R

: -
Questa & l'equazione differenziale delle curve cercate. Per inte

- grarla poniamo

D _y

du
« potremo scriverla
| o \? a+on 11
@ (%) =(1+"2’[ B @

Supposto anzitutto che sia

1+9% 1 _,

@ B a2’
— t
VET A

, a .

e =()

R duw
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ondde_Tequasione differensisle (8) ® soddisfatta; la earva oe

‘cata si sviluppa in una retta, & dunque un’elica del cilindro:
_colare retto. Se invece la (9) vou & soddisfatta, si ponga

' v=tgy S R

e la (8) diverrd:

dy \* a®— R2costy
W) = sy

onde, separando le variabili ed integrando

(0) . u=R f cosvdy .
1 — __!_33_ mav
‘ ’ a®
e siccome
e - dv=tgy.du
e cosl ' .
a1 » v=Rf seny dy )

Le (10) (11) ecostituiscono una rappresentazione parametrica delle
curve richieste; le quadrature indicate dipendono da integrali
ellittici. I’arco ed il raggio di curvatura di dette curve essendo.

_dati dalle formole ; »

R B
\/1—-—-—&? costy 1 —;;—eos‘;o

delle curve stesse si ha la rappresentazione intrinseca. Ienun-
ciato problema resta in tal modo risolto. ‘ I

§ 2. Cono circolare retto.

E _ Detta a Papertara di un cono. avente per base il mobio
i ~di raggio r e per altezza % si ha ' e i

: N

Sena= -

Va2+h2




cnn 015 Wy le coordinate polari del punto nel guale si muta il
fpuﬂto o, della superficie, tenendo presenti i noti particolari
di quella operazione di sviluppo !) si ottengono agevolmente le
formole : . . .

. e

wy=wsena , @=co —-

{ota, | };uindi, Pequazione
floy  ©1)=0

j( e_, wsena)=0
A8sena

equazione polare della proiezione della curva obbiettiva sal
piano della base del cono, epperd la carva stessa sard deter-

inata. o
Se ad es. la (3) @ una spirale logaritmica

o,=!sen a¢™

Ia proiezione & rappresentata dall’equazione

Q=lsena{maena.w
ﬂonée’é pure una ‘apiralé ldgaritmica e la curva obbiettiva &
eiica cilindro-conica (efr. p. 149). :

1) V. ad es. G. Lona, Poliedrs, ourve ¢ superficie secondo i metodi della
Wrﬁa ducriitwa (Milano, 1912) p. 194.
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Se invece la {3) ¢ }a retta’ _
01008 (0 ‘;“‘)'*“P -

- la proiezione ha per equagione

psena

e=cos (msena—l)’ e

onde ® una spiga, come potevasi prevedere dal momento che

" 1a curva obbiettiva ¢ una geodetica del dato cono (cfr. p. 215}.

Se come curva (3) si assame la conica

?

a=y7 ¢cos w,

come proiezione si ottiene la curva di equazione
. psena
=1 T ecos (wsena)’

ciot una curva a parecchi centri ): in tal modo si giunge ad:

una costruzione geometrica, di detta curva, che crediamo la

prima del genere. :
Se, finalmente, come curva.(3) si assume il cerchio

le + k2 — 2]‘@1 CO8 (l)l‘——Rz,

8i arriva alla "cnrva di equazione

+ k2 — 2k - co8 (wsen a) —.R2

sxen2

che é della forma

% + 12— 2p1 cos (nw) =m?.

Questa linea si chiama folioide 2); la corrispondente curva gobba
ha importanza per le sue 'applicazioni botaniche 3),

1) @. Loria, Spez. Kurven, T. I della II ed., p. 438.

2) Per uno studio accursto di essa rimandiamo il lettore all’articolo di
P. vau Geer, De folioide (Nieuv Arch. voor Wiskunde, II Ber. T XII 1918, -
p. 185-51). :

3) G. van Jterson jun., Mathematische und mikroabopdooh-—mamm Sm-

- diew iiber Blattstellungen (Jena, 1907).
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~ Quando % & un numero ragzionale —;:— (p, q essendo numeri

pmm relativi) la folioide & una curva algebrica dell’ordine 2g,

. ge i due numeri p,q sono entrambi dispari, mentre & dell’or-

© dine 4¢ se uno di essi & pari.

§ 3. Superﬁcée sviluppabili in generale.

b -Quando si sviluppa su di un piano la superficie costituita
" dalle tangenti di una curva I, questa si muta in una linea

L piana 4; passando da I' a A due elementi metrici si conser-

yano inalterati, cio¥ I'arco elementare ds e l’angolo di contin-

5 genza dr (epperd anche la flessione); di A si pud pertanto

. stabilire Vequazione intrinseca e quindi dedurne, a meno di

. “movimenti nel piano, Pordinaria rappresentazione analitica. 11
. .- problema inverso, quello ciod di <« determinare una curva I"

" tale’che, dopo lo svolgimento su un piano della corrispondente
swluppabxle osculatrice, assuma una forma prestabilita » & in- .

“determinato, perch® della ‘curva cercata si conosce una sola
equazione intrinseca; l'altra si pud assumere ad arbitrio. Per

. ottenere tutte le soluzioni del problema si pud procedere come

segue.
Per la curva A si supponga aversi:

B 3 : Cds=f(r)dx.
Se i coseni di direzione a,f8,y della tangente della curva cer-

cata I" sono noti in funzione dell’arco s, la ricerca di I" & ri-
dotta alle quadrature, essendo:

(2) : z=fads , y= fﬁds,z = [yds .
Ora, essendo identicamente
(3) o2 + B3+ y2=1
- s8i pud porre ) ‘
' w(u) + % . wou)—u 1 — uw(u)
1t uo)’ b= 1+ o ' 7 1+ uew(w)

w essendo una funzione qualunque della variabile u.
. G.LomlA 16
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 Detto poi r il raggio di flessione si ha

'i;:\/(ds) ( )"‘(

ossia

e (BT )T

onde per la (4) ,
2V (w)ydu

@) dp= 270 0%
1+ uco(u)

Da questa, mtegrando, si trova ¢ in funzione di u; onde, vi- i
ceversa, u sard noto in funzione di z e le (4) daranno i coseni -

di direzione della tangente sotto la forma a(r) ﬂ(z),y(t) Fa.tto e

cio, dalle (1), (2) si dedurra:
®  e=Sa@i@dr , y=fB@i@dr , 2=/r@)iw)d,

formole che, data Parbitrarietd della funzione w, danno la se-

lazione generale del problema. ‘
Fra le curve cosl ottenute consideriamo in particolare quelle

che appartengono alla categoria delle lossodromiche generali :

secondo Scheffers (v. p. 187); essendo linee integrali dell’equa~ *

zione di Monge

dw2 +dy?——de?=0,
esse soddisfano all’equazione
1
a? + B2 —— y*=0,

che, combinata alla (3) da:

_ _Benu CO8 % _om
Vigm U Vizm' T Viem
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~ora da queste si trae:

da CO8 U dp senu - dy 0

—_— e, =

W View W Vi

*

du u

drss ——o— T~
Viime ' Vitme

~avendo scelta convenientemente la costante d’integrazione. Es. '

sendo
; u=V1+ mit
~-8i ha :
a=sen(vmr) 8- cos (V1 + m2t) ™
Vietmt Vitm: ' Viime

‘i"ig,e. quindi dalle (6) si traggono queste altre:

—

xr= —#fﬁ—;;}fsen( Vi -i-mzt)f(r)dr

. 1 s
Y- m f cos (V1 -+ m2v)f(z)dr

. "
) 2= V.i——_*_—;;’:zfﬂ't)d‘[ .

Di queste formole ci serviremo per determinare le curve
gobbe che si trasformano in coniche e ehe, secondo L. Bianchi,
si chiamano coniche storte 1), distinguendo i tre casi che pud pre-
sentare la trasformata A:

I. A sia Vellisse

z=acost , y=>bsent;

1) E. Salkowski, Ueber eine bemerkenswerte Klasse von Raumkurven
{Jahresber, des Deutsch. Math. Ver. T. XX, 1911, p. 255-58); H. Kdasler, Uecber
_windsokiefe Kegelschnitte (Diss. Halle, 1911); F. Kurth, Herleitung wind-

Ee schiefer Kegelsohnitie durch die Bianchische Transformation Bk. (Diss. Halle, 1913).

-
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in tal caso si ha successivamente :

ds
o =—asent , y =bcost, — = Va2sen?t + b2 cos?t

#'=—acost , y'=--bsent
3
ds (a®sen?t+ b2cos? UENS a2sen2t + b2 cos?t Es;
= ab - ab @t

abdt
~a?sen?t -+ b2cos2t

=
I
i
|

dr
r=arc tg (-% tg t)

b
t=aretg (; tg t)

a2b¥dr

ds =

mloa‘

(a% cos?t + b%sen?1)

Emerge da cid che nel caso attuale &

azh?

f@)=

3
(a®cos?t + BZsen®t)®

epperd le (7) danno:

/ a2b? f sen (z V1T m?)de
— 3
(

| m=7m a? cos?t + b2 sen?t)d
\ a2h? cos (V1 + mi)dr
, (8) | VIS —\m (a2 cos?t -+ b sen? ,)*:"
, ’ matb? ar .

o=
' V1+m*J (5200827 + b2sentn) T

! 3
I1. Cambiando in queste formole b in b si ottengono le

analoghe relative alla iperbola.
III. A sia la parabola

yi=2pzx,
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ossia
2
$=—2'5 y y=t;
si trova allora: )
:c’-—-—t—- =1 ds —-VtZ_LPZ
- p ? y— ? dt - p
7 1 ’
« =',p" ’ y’ =0
r__d_s__ 2+ p? ds
Tdr p ot
dt
dr=— ,21: el t-=pecotgz
__ P&
ds=— ol

Oid prova che nelle attuali ipotesi &

f@)=— sei3 T

onde le (7) divengono:
P _—‘_Z,).__‘ [sen (\/1 + mz't) dr

®
i V1 + m2, sendz

__Lfcos(\/l—f—mzr)dz

sendt

z—- mp de_ -
VST TV £ meJ sen®t’

queste quadrature si possono eseguire se V1 + m2 & un numero-

razionale; in tal caso si giunge a una intera categoria di caurve
algebriche.
EK) CURVE GNOMONICHE 1).

Si consideri un’ordinaria meridiana delineata su una parete
verticale, con uno stilo parallelo all’asse del mondo; in quale

piano sono le curve dotate della prerogativa che lombra dello.

stilo stacchi su di esse archi eguali in tempi eguali?

1) G. Scheffers, Usber Sonnenuhrhburven (Sitzungs bear. Berl. math. Gesell.,
T. VI, 1909); E. Snlkowskl, Katenoid und Sonnenuhrkurven (1d. T. X, 1911),

248
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Togliendo la condizione che tatto avvenga in un p:ano 6

_spogliando I’enunciato di ogni considerazione fsica, si gxunge»»j‘
a formulare il seguente

ey

PrOBLEMA. Dala una retla fissa g, delerminare sopra ung
data superficie le curve dotate della seguente proprieid: se A,B -
sono due punti contigwi di una delle linee richieste, Varco AB &
proporzionale allangolo des piani gA., gB. v

Le condizioni del problema possono evidentemente espri- i
mersi mediante un’equazione della forma ;

ds=k.dw

k essendo una costante Scelto come asse 0z la Tetta g que- '
st’equazione si scrive

2

3

xdy — ydw

v, <+ dy?- = .
da® 4 dyt -- d=k g K

o; introducendo coordinate cilindriche,

Vi T ot ¥ b o> .

Assunto p eguale ad una fanzione arbitraria di  la (3), con
una quadratura, dard @ pure in funzione di w e si otterra cosl

una classe di curve risolutrici del problema; se p. es. si assume '

z2=mp

(se ciod si cercano le curve gnomoniche appartenenti al cono

_rotondo 2?=m2(#? + y?) la (3), con una scelta opportuna della . :

costante d’ integrazione, da

o=ksen

V1 m?

e quindi si arriva alle curve

[t

w ‘w
CO8 @ =ksen ————8enw
V14 m? 'Y Vit m? ’
z=km sen L

V14 m?

le qnah sono algebnche se V1+ m? ¢ un numero razionale. .

Per formarsi un concetto della distribuziene nello spazio .

delle carve in dxscorso, notiamo che, detti a,8,7 i oosem di
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direzione della tangente in un punto P di una di esse e con -
- X,¥,Z i coseni di direzione della normale al piano Pg si ha

4 dx dy dz

Vi tdprae " Vit rdp rde’ | Vadidy+dd

y @
T Vaip Tvae 70
onde la (2) diviene i .

© aX+8Y + yz=—‘/“2k"’ s,

-equazione la quale mostra che le langenti in un punto P alle
snfinite curve gnomoniche passanti per questo pumto costituiscono
un cono di rotazione avente per asse la parallela condotia dal
punto P alla retta g.
i Si scriva la (3) sotto la forma:
do? + (2 — k¥ dw? + d22=0
o si faccia -
CARREE) 2=io , ky=ik;
essa diverra:
‘ " do*=dg? - (k® + 0%)dw?;
..ora siccome 3 questo !’elemento lineare della’ superficie ge-
-nerata dalla rotazione della catenaria attorno al proprio asse,
. o8l ogni curva gnomonica & collegata ad un catenoide.
V Limitiamoci ad osservare, finendo, che, applicando la teoria
delle equazioni a derivate parziali si arriva alle seguenti spe-
«ciali curve gnomoniche:

/ —
| &= Vi* —a®sen?icos (af—dt—-— + b) e
Vi —a?sen?t
' 72 1S aenti dt L
y= V2 _a?sen?isen af———-*—___ + b)
v : ( V2 —aZsent
sen? idt -

2= |
Viki--a?sen?t

i@ ‘qua]i sono linee asintotiche di superficie di rotazione attorno
alla data retta g.
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Un’opera quale & la presente non & destinata a condurre
ad alcuna conclusione di carattere generale. Tuttavia uno sguardo
d’ insieme alle pagine precedenti mette in luce due fatti e cioé:"

1o, Fra le curve sghembe non ne venne segnalata alcuna
dotata di singolarita altrettanto strane di quelle offerte dalle
curve piane prive di tangenti bencheé continue, o da quelle che
riempiono tutta un’area. )

20, Tutte le linee da noi incontrate, se non sono alge:
briche, sono perd proiettate da nn punto qualungque su un piano
qualunque secondo curve algebriche o panalgebriche, ond’¢ ra-
gionevole formare con essa un’unica categoria i cui elementi &
giustizia chiamare céurve sghembe panalgebriche.
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