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CORREZIONE relativa al Vol. 1.

v _ Le curve studiate nel Cap. X del I11 Libro rientrano tutte nella classe di

quelle a cui & dedicato il Cap. V1-del 1V Libro. Sono, dunque, curve
polizomali non poligonali come, per una svista, fu seritto piu volte.

LIBRO VI.

CURVE TRASCENDENTL

CAPITOLO 1

Introduzione. Le curve panalgebriche.

192. Tutte le curve che non si possono rappresentare mediante
un’equazione algebrica (razionale intera) fra le coordinate carte-
siane z, y di un punto, si chiamano trascendenti. Fra le curve non
algebriche meritano un posta speciale quelle il e¢ui primo membro
& un polinomio ove almeno alcuni degli esponenti delle variabili
s0no numeri irrazionali; secondo la proposta di Leibniz si chiamano
interscendenti 1); esse rappresentano in certo modo il trapasso delle
curve algebriche alle trascendenti; un esempio di esse ci & offerto
dalle curve binomie interscendenti (Vol. I, p. 370).

Quella parte della teoria delle curve algebriche che tratta delle
proprietd invarianti rispetto a una trasformazione proiettiva o
cremoniana (teoria delle polari, curve covarianti, fornmole di Pliicker,
genere, curve aggiunte, ecc.), non ha sinora nulla di corrispon-
dente nelle curve trascendenti: per converso la geometria infinite-
simale delle curve (costruzione delle tangenti e dei cerchi di curva-
tura, quadratura, rettificazione, ecc.) é integralmente applicabile
alle curve trascendenti, essendo indipendenti dall’ipotesi che la curva
sia algebrica.

Inoltre H. Brocard per due volte (Intermédiaire T. V, 1898,
p. 99 e T. X VI, 1905, p. 220) ha chiesto se per le curve trascendenti
esistono punti analoghi ai fuochi delle curve algebriche. In risposta
chi scrive e E. Dubois osservarono (Id., T. XVII, 1910, p. 10-13)
che la definizione generale di fuoco data da Pliicker & applicabile

1) Cfr. CRAMER, Introduction d Uanalyse des lignes courbes algébriques
(Généve 1750), p. 8; ove & addotto 1’esempio seguente: yV 2 fy=nu.

1. — G. 1oR1A, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. 1I.
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anche a curve trascendenti e mostrarono su qualche esempio (sinu-
soide e curva logaritmica) come si potessero trovare le coordinate
dei fuochi delle curve trascendenti.

Invece una singolaritd possibile esclusivamente per curve tra-
scendenti & il punto asintotico, cioé un punto attorno a cui la curva
compie infinite circonvoluzioni, accostandosi ad esso senza raggiun-
gerlo mai; una curva trascendente pud presentare piut di un punto
agintotico.

Attenendosi esclusivamente all’uso di coordinate cartesiane, le
curve algebriche e le trascendenti appaiono come enti geometrici
del tutto differenti; ma usando altri sistemi di coordinate questa
barriera divisoria scompare. Cui nel n. 149 (Vol. I, p. 419) vedemmo
che Pequazione polare p = R .sen uw, al variare dell’indice u,
rappresenta-infinite curve che sono algebriche o trascendenti se-
condoché p & o non razionale, ma che godono di molte proprieta
comuni; altrettanto puo dirsi delle curve di Lissajous (n. 191; id.,
p. 563), nelle cui equazioni i coefficienti m, n possono essere numeri
irrazionali. Ma questi casi sono rari, onde per altra via si é cercato
di coordinare le proprietd delle curve trascendenti, eioé collegandole
a curve algebriche; il collegamento fu ottenuto ricorrendo alla
teoria delle equazioni differenziali 1), come ora passiamo ad esporre.

193. La generalitay delle curve trascendenti note godono della
proprietd che in ogni loro punto il coefficiente angolare della tan-
gente (y' = dy/dx in coordinate cartesiane ortogonali) & radice di
un’equazione algebrica i eui coefficienti sono polinomi interi
in @, y; in altri termini ogni siffatta curva & un elemento del sistema
di linee integrali di un’equazione differenziale (di I ordine) del
seguente tipo:

r=n
) F (=, Y y,) = %_'; fr (.Z‘, Y) 2/"“' =0,

ove f,,f1 ...y fn 8000 % -+ 1 polinomi genza alcun fattore comune;
ne indicheremo con » il grado comune (ipotesi che non esclude pos-
sano essere di gradi differenti, potendo alcuni coefficienti risultare
nulli). Siccome la stessa proprietd & evidentemente posseduta anche
dalle curve algebriche, cosi le curve in questione possono rignar-
darsi come generalizzazioni delle curve algebriche, epperd verranno

1) Per cid che segue vedi: FOURET, Mémoire sur les systémes généraux
de courbes planes, algébriques ou transcendantes, définis par deuwr caracté-
ristiques e Sur les courbes planes transcendantes susceptibles de faire partie
d’un systéme u, v (Bull. dela }Saoc. math. de France, T. 11, 1873-74); CLEBSCH-
LINDEMANN, Vorlesungen iiber Geometrie, T. 1 (Leipzig 1875), V11 Abth., 1V
Cap.; G. Lor1ta, Le curve panalgebriche (Prager. Ber., 1901; Le matematiche
pure e applicate, T. II, 1992). .
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chiamate curve panalgebriche. Ne diremo n il grado™e » il rango:
questi numeri hanno significati geometrici che ora determineremo.

Se nella (1) supponiamo dati z e y, essa diviene un’equazione
di grado = in ¥’, la quale ha altrettante radici; dunque per ogni
punto del piano passano n curve integrali dell’equazione (1). Cerchiamo
invece quante riescono tangenti a una retta

Yy =ax + b;

per una tale curva dovrd aversi y' = a onde la (1) diviene
r=n
- X f(ryax +b),a " =0
r=0

la quale & un’equazione in generale di grado v»; cid prova che in
generale ogni retta del piano & tangente a v curve imtegrali dell’equa-
zione (1)1).

Dimostreremo ora una serie di teoremi atti a porre in luce 1’ana-
logia esistente fra le curve di cui ragioniamo e le algebriche.

TEOREMA I. — Una curva panalgebrica come luogo di punti lo
& anche come inviluppo delle sue tangenti.

Chiamiamo «, v le coordinate pliickeriane della tangente a una
curva panalgebrica nel punto di coordinate z, y; si avra evidente-
mente:

y' —1
w = —, 0 = —
Y — x Y —
se ne deduce Y Y Y Y
. w o yy" wy”
y o= — it = — P
v (y — wy'y? y—ay'y’
v’ dv x
W du _ 7
epperd
—dv du
r = =

udv—ovdu wdv—vdu

*) Che questo numero possa scendere al disotto di v é mostrato dalla
equazione di JacoBI, in cul v = 2:

(Ade+ By + ) + (4’2 + By + )y + (472 + By + 0”) (ay’ — y) =0;
applicando infatti il procedimento indicato nel testo, si giunge all’equazione

[Ax + Blar +b) + C] + [A’z + B’ (ar - b) + ("1b =
= [A”x + B” (ax’ + b) = C”]b

la quale, non ¢ quadratica, ma lineare in 2.
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Se nella (1) sostituiamo a @, y, ¥’ i loro valori in funzione diuer
troveremo
dv du

1‘;n r
2) X (— D urr e f, | — = 0;
) r=0( ) ! L wdv—vdu  uwdv—ovdu J ’

ora in u e v questa ¢ un’equazione differenziale analoga alla (1),
ma di grado » invece che n; cid prova che una curva panalgebrica
considerata come inviluppo delle proprie tangenti é suscettibile di
una definizione analoga a quella che ha quando & riguardata come
luogo di punti. ’

TrEOREMA II. — In wun sistema di curve panalgebriche di grado
n e rango v si trovano in generale in My + n u curve tangenti a una
curva d’ordine m e classe u.

Sia '

(3) g, y) =0

I'equazione della curva considerata; se ha d punti doppi e % cuspidi
sussisterad la relazione

u=mm—1)—2d—3k.

Ma se questa & toceata nel punto (z, y) da una curva del sistema
definito dalla equazione (1), questa dovrd essere soddisfatta sosti-
tuendovi

sarh quindi

="

do W”—’(qu]’
— 1) f, (&, 2 _'_l -
( )f(a"u){bxj |57 )

Emerge da cid che i punti di contatto della curva data con
curve del dato sistema saranno punti comuni alle curve (3), (4),
purché non siano singolari per la prima.

Ora la (4) rappresenta una curva dell’ordine » + »n (m —1),
la quale in ogni punto doppio della (3) ha un punto n-plo e in ogni
cuspide un punto «-plo a tangenti coincidenti. Percid il numero N
di punti di contatto & dato da

(4)

=

=

N:m{v -'rn(m——l)}—2dn—3kn =my +
+n{m(m—1)—”d—3k},

cio¢, per quanto precede, N =mv +np c. d. d.

Introduzione. Le curve panalgebriche 5

Dette X, Y le coordinate di un punto gualunque della tangente

nel punto (x,y) di una delle curve considerate, si avra

' Y—uy
5 SRR ——
®) ' X —=z v

sostituendo nella (1) a ¥y’ questo valore si trova
(6) Z; fr @ y) (X —a) (Y —y)n" =0

Se in quest’equazione si considerano r,y come date e X, Y
come variabili, essa, rappresenta l'insieme delle tangenti nel punto
(o, y) alle curve del sistema che passano per questo punto. Se in-
vece X, Y sono date essa rappresenta il luogo dei punti del piano
tali che le corrispondenti tangenti alle curve integrali del sistema (1)
passino per il punto (X, Y); in altre parole la (6) rappresenta il
luogo dei punti di contatto delle tangenti condotte da questo punto
alle dette curve integrali; osservando finalmente che l’equazione (6)
rappresenta una curva dell’ordine n + v passante n volte per il
punto (X, Y), si conclude:

TeoREMA III. — T punti di contatto delle tangenti condotte
alle curve di un sistema di grado n e rango v da un punto del loro
piano & una curva dell’ordine n -+ v avente quel punto per n-plol).

Correlativamente si dimostra: )

TEOREMA IV. — Le tangenti delle curve di- un sistema di rango
v e grado n nei punti in cui esse sono tagliate da una retta del loro piano
inviluppono una curva di classe n + v avente quella retia per tangente
v-pla. .

Dal Teorema IIT risulta che, rispetto a una curva panalgebrica,
ad ogni punto del piano corrisponde una determinata curva alge-
brica che diremo parapolare di quel punto (che chiameremo polo). Se
quella & una curva integrale dell’equazione (1) questa ha per equa-
zione la (6); se immaginiamo che il polo vada all'infinito, la (6)
si trasforma nell’altra

r=n
M [y tgra=0
onde l'ordine della parapolare si abbassa dan +» a »; la curva
ottenuta si dice paradiametrale.

Supponendo che la curva considerata sia rappresentata in coor-
dinate polari g, @ di polo O, la parapolare si pué determinare,
senza ricorrere a coordinate cartesiane, nel seguente modo: Sia P

1) Per alcuni casi speciali di questo teorema vedi P. H. ScHOUTE,

" Intermédiaire, T. 111, 1896, p. 7
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(P,-£2) un punto arbitrario della. tangente nel punto M (o, w) alla
data curva; ora,se u ¢ l'angolo formato dal raggio vettore O M
con la tangente M P, la considerazione del triangolo O M P da

P 0
(8) . = ~ ;
sen u sen (1 + 2 — o)

siccome quest’equazione ¢ soddisfatta soltanto dalle coordi-
nate p, w dai punti di contatto della data curva con le tangenti
nscenti dal punto P, cosi non & che ’equazione polare della para-
polare di P. Similmente si trova l'equazione polare della curva
paradiametrale; chiamisi infatti ¢ 1’angolo formatoe con l’asse po-
lare delle tangenti considerate e M (p, w) il punto di contatto di
una di esse; conservando a s il precedente sigmificato, la figura
mostra che p = a — w; percido tg u =tg (¢ — ) ossia, grazie a
formole note,

(9 0

do
do

4

=1tg (¢ —w):

e questa rappresenta la curva anzidetta quando si tenga conto del
fatto che il punto M (o, w) appartiene alla curva data.

194, Un’altra proprietda delle curve panalgebriche si ottiene
applicando un teorema di Darboux relativo alle soluzioni singolari
delle equazioni differenziali del primo ordine'); esso dice che se
si elimina y’ fra le due equazioni

dF

F =0, =0

oy

si ottiene l'equazione del luogo delle cuspidi delle curve integrali
dellequazione (1). Ora & evidente che lequazione risultante &
algebrica, onde le cuspidi di una qualunque delle curve stesse ap-
partengono a una linea algebrica. Cid prova il seguente

TEOREMA V. — Le cuspidi di una curva panalgebrice stanno
sopra una curva algebrica.

Applicando lo stesso teorema di Darboux all’equazione (2) si
conclude :

TroREMA VI. — Le tangenti di flesso di una curva panalgebrica
toccano una curva algebrica.

Qualunque trasformazione di contatto «algebrica» rappre-

1y Sur les solutions singuliéres des équations aux dérivées partielles

(Bull. des Sc. math. et astr., T. IV, 1873); cir. E. Picarp, Traité d’analyse,.

T. III (Paris, 1896), p. 47.

Introduzione. Le curve panalgebriche 7

sentabile cio¢ con equazioni della forma:

Q@YY 5@, Y1,9) =0
2@y ¥ 50, Y,9) =0
w(w,y,y’;wuyu?h’) =0,

ove @, 7,y sono frazioni algebriche razionali intere delle due serie
xuy , o,y y, trasforma la equazione (1) in altra dellidentico tipo,
onde muta ogni curva integrale di questa in altra analoga. Da cid
risulta il

TEoREMA VII. — Qualunque curva panalgebrica viene mulata
in altra da ogni trasformazione di contatio; p. es., le projezioni, le curve,
parallele, le podarie o antipodarie e le inverse di una curva panal-
gebrica sono curve pure panalgebriche. .

Le traiettorie ortogonali delle o’ curve integrali dell’equa-
zione (1) soddisfano la eguazione

3 (— 1), (v, ) (dy/doy =0;

r=0

essendo questa di forma analoga®alla (1) si ha:

TroreMA VIII. — Le traiettorie ortogonali di un sistema di curve
panalgebriche sono curve pure panalgebriche!).

Le curve parapolari dei punti di un piano rispetto ad una curva
panalgebrica possiedono in generale ciascuna un numero determinato
di punti singolari, fissi o variabili, di assegnata molteplicita; ve ne
sara fra esse un numero semplicemente infinito aventi un punto
doppio di pil e si potra considerare (per analogia con quanto avviene
nelle curve algebriche) sia il luogo dei poli le cui parapolari hanno
ciascuna un punto doppio in piu, che il luogo di questi punti doppi;
chiameremo (sempre guidati dell’analogia) tali curvé una para-
steineriana, Daltra parahessiana. I facile dimostrare:

TrorEMA 1X. — Le curve parahessiana e parasteineriana di
una curva panalgebrica sono curve algebriche.

Tnfatti affinché la curva rappresentata dall’equazione (6) abbia
un punto doppio in (z, y) devono sussistere, oltre la (6), le due se-
guenti equazioni: ‘

2 {of fox (X — o) (¥ —y)""— 1 f, (X—a)™? (Y—y)""} =0
=0 (10)

S (ot oy (X—a)r (T~ — () |, (Xa) (F—y) =} = 05

1) 11 teorema sussiste anche per le trajettorie oblique.
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eliminando fra queste e la (6) X, Y si giunge all’equazione della
parahessiana; eliminando invece x, y si ottiene quella della para-
steineriana. Bencheé l'eliminazione non si possa eseguire in generale,
€ noto che in ogni caso il risultato & una equazione algebrica, onde
¢ dimostrata la veritd del Teorema IX.

La suindicata eliminazione si pud eseguire agevolmente nel
cago in cui le funzioni f,,f,,...,f,; siano identicamente nulle.
Infatti le equazioni (6) (10) divengono:

(Y — y)n (X —2)"=0
(6') fo "+ fal z)

3 fo o fn .
(¥Y—y)+ —— (X — )= [, (X — &)
[ dx
(10"
d fo oy
(Y—y)" + X —a)"=unfo (¥ —y)"?
oy oy
Scriviamo queste due ultime come segue:
2fe (Y—yr ¥ nfs
0z (X —ao)» dx X—z
dfy (X—ua) d fy . R fo
dy (Y—umy)» oy Y —y
ossia tenendo conto della prima
f fr fa f
o s ’ " fafo
0fy 0. = dfn d fo e —
X—x — Y—y
ow o 0y oy

Elevando queste all'’z™® potenza e tenendo ancora conto
della (6') si trova come equazione della parahessiana

fl) .fn " .fn fu "
(11) fo| ofy ¥fu | +fu| ¥fn Ofy | =0
oz [ 4 oY 0y

Se in particolare n =1 e si serive f, = ¢, fy = v quest’equazione
81 scrive

g v 0
o 0¢

(2) H=| o2 oy ' |=0
dy dy |

)
ox 0y

Introduzione. Le curve panalgebriche 9

Si osservi ora che sotto questa forma si pud sempre scrivere
I'equazione della parahessiana di qualsia curva panalgebrica; in-
fatti risolvendo l’equazione (1) si ottiene un risultato della forma

dy )
(13) . BL S
dx w

onde come equazione della parapolare del punto (X, Y) si trova

X —=2 v . )

—— =——ossia (X —a)p + (Y —y)p =0

Y—y @
e affinché questa curva acquisti un punto doppio si trova come
condizione la (12). Questa osservazione guida ad un’altra proprietd
delle curve panalgebriche. Per ottenerla differenziamo la (13) e
teniamo poi conto della stessa; otterremo facilmente
a2y H

adr ¥
Segue da ci6 che tutti i punti in cui si ha H =0, 9=+ 0, & pure
azy

T 0; quei punti sono punti d’inflessione e viceversa affinché

ay
dax®
hessiana cadono tutti i flessi di una qualunque delle curve integrali
dell’equazione (1) epperd si pud ritenere dimostrato il seguente:

TEOREMA X. — I flessi di una curva panalgebrica stanno sempre
su una curva algebrica.

Ragionando similmente sull’equazione differenziale (2) si di-
mostra l'altro

TEOREMA XI. — Le tangenti cuspidali di wna curva panalge-
brica toccano sempre una curva algebrica.

I1 Teor. X offre un metodo comodo per trovare I’equazione della
parahessiana di una curva panalgebrica; giacché, se questa & de-

sia 0, dev’essere H = 0, yp+ 0. Cid prova che sulla para-

eliminare dal

Y
daz’
risultato le funzioni trascendenti servendosi della equazione data
ed eguagliare a zero il risultato; se essa e invece definita in coordi-
nate polari, basta far scomparire le funzioni trascendenti della

equazione
1 az (1 1
=0

finita in coordinate cartesiane, basta calcolare

I [J—

0 do* (¢ J

'(detérminat;rice dei flessi)!) tenendo conto dell’equazione data.

1) V. p. es. STURM, Cours d’analyse, T. I (VI ed., Paris 1880), p. 255.
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195. Ulteriori proprietd delle curve panalgebriche scaturiscono
dalla congiderazione delle normali. Per giungervi assumiamo nel piano
di una curva panalgebrica che sia un’integrale dell’equazione diffe-
renziale (1) un punto arbitrario P (xy,y,): i punti della curva
stessa le cui tangenti passano per P soddisfaranno alla condizione

¥ — 1% ,
Py

r—27

le normali corrispondenti sono rappresentate dall’equazione
(X —ay) +(Y—y)y =0
onde le loro coordinate pliickeriane sono espresse come segue:
1 y
U= — P — —
T - yy’ T+ yy
In conseguenza sussisteranno le relazioni seguenti:

¥y =vw , ux +oy+1=0, cr—uy=rva,—uY;

da questa si trae

w v {wy,— v, oA (u Yy, — Ty
T = — LY = —

u? + ¢? u 4

Sostituendo nella (1) i valori trovati per ux, y,y  «i trova

—

r=n w v (U Yy — v,
S f, | —
r=0

u? -+ 1?

N J—

v 4w (g, — T X i’ v )2
_ =10
u? + ? L ow J ’

Ora, essendo quest’equazione algebrica in « e v rimane dimo-
strato il seguente

TEOREMA XII. — Le normali di una cwrva panalgebrica nei
punti nei quali essa ¢ toccata da raggi di un fascio, sono tangenti di
una stessa curva algebrica®).

Le curve trascendenti note che non appartengono alla cate-

1) Vedremo nel Cap. X che un caso particolare di questa proposizione
fu notato dal JUEI, dimostrando chele normali di un’epicicloide o ipoci-
cloide nei punti in cui essa ¢ toccata da rette uscenti da un punto toecano
una medesima conica.

Introduzione. Le curve panalgebriche 11

goria delle curve panalgebriche sono cosi poco numerose !) che non
sembra ancora giunto il momento per farne una metodica classi-
ficazione. Tuttavia si pud sin d’ora pensare a porre in una classe
quelle tali che i punti di contatto delle tangenti uscenti da un punto
appartengono a una curva, non algebrica, ma panalgebrica; in altra
quelle i cui punti di contatto appartengono a una curva della classe
precedente; e cosi continuare. ’

196. Molti dei concetti che vedemmo gia applicati per otte-
nere nuove curve algebriche vennero sfruttati, e con buoni risultati,
anche per giungere a nuove curve trascendenti.

Anzitutto 'idea di generalizzare certe proprietd delle coniche
fu feconda di risultati anche pel ramo di geometria di cui attual-
mente c¢i occupiamo; lo prova il seguente esempio: E noto che la
tangente in un punto qualunque di una conica a centro forma angoli
eguali con i raggi vettori condotti dai fuochi a quel punto; che tale
proprietd sia caratteristica delle curve di second’ordine a centro
venne dimostrato da Eulero 2). Ora cid suggeri a G. Bellavitis il
problema generale seguente: Trovare una curva tale che la tangente
in un suo punto qualungue formi con le congiungenti questo punto
a due punii fissi due angoli la cui differenza sia costante. Se questo
valore costante ¢ diverso da zero, le curve corrispondenti sono tra-
scendenti e vennero determinate appunto dal Bellavitis col metodo
delle equipollenze 3) e da S. R. Minich con gli ovdinari procedimenti
insegnati dal calecolo integrale ¢). D’altronde, detti A e B i punti
fissi e ¢ la differenza costante, & facile vedere che le curve cercate
altro non sono che le traiettorie d’angolo 6 del sistema delle coniche
aventi A e B per fuochi; da questo punto di vista il problema del
Bellavitis & stato risoluto da G. Mainardi®); e siccome l'elegante
soluzione di questo venne inserita in un conosciutissimo trattato
del Boole 8), ci ¢ lecito limitarci a gquesta menzione di essa.

Un’altra ricca fonte di curve trascendenti ¢ rappresentata dai

) Da quanto esporremo nel presente Libro risulta che, fra le curve
trascendenti che portano un nome, non sono panalgebriche: la clotoide, la

‘curva di Eulero, le linee di Mercatore, la catenaria di eguale resistenza, la

lemniscatrice e le logaritmiche di addizione e sottrazione.
¢) Solutio trium problematum difficiliorum ad metodum tamgentium in-
versa pertinentem (Mém. de D’Acad. de St. Pétersbourg, T. X, 1821-22).
. ®) Saggio d’applicazione del calcolo delle equipollenze (Annali delle
Scienze del‘Regno Lombardo-Veneto, T. 111, 1835). Cfr. anche Sposizione
del metodo delle equipollenze (Mem. della Soc. It. delle Scienze, T. XXV,
I1 Parte, 1854).
%) Soluzione d’'un problema di geometria relativo al metodo inverso delle

’ tangenti (Annali delle Scienze del Regno Lombardo Veneto, T. VII, 1837).

T I‘) Sulla integrazione delle equazioni differenziali (Annali di Matem.,
. 1,7 1850).
%) A treatise on differential Equations (1V ed., London 1877), p. 248-251.
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secolari studi sulla quadratura del circolo; percio alle linee qua-
dratrici si & dedicato un Cap. (il II) del presente Libro. Una note-
vole curva scoperta da Archimede e tutte quelle che vennero ideate
generalizzandone la definizione diede una materia a quattro altri
Capitoli (III - VI); altri cinque (VIII - XII) concerndno le linee che
nascono (al pari della spirale archimedea) dalla combinazione op-

portuna di speciali movimenti. Tratteremo in seguito delle prin-

cipali curve a cui si pervenne risolvendo questioni di geometria
infinitesimale (Cap. VII, XIII-XV). Meno interessanti sono le curve
nagcenti dalla rappresentazione grafica di speciali funzioni (Capi-
toli XVI-XVIII); fra esse se ne trovano perd alcune importanti per-
ché dotate di singolaritd affatto straordinarie. Alcune classi di curve
trascendenti provenienti da speciali trasformazioni geometriche sono
studiate nei Cap. XIX-XX, mentre nell’'ultima parte del Libro
presente (Cap. XXI-XXV) sono esposte le piul spiccate proprietd
di cui godono le curve a cui guidarono ricerche di filosofia naturale.

CAPITOLO 1I

Quadratrici.

197. Nel Cap. XII del Libro prec. abbiamo data notizia di
molte curve algebriche le quali possono servire a risolvere geome-
tricamente il problema della divisione di un angolo in parti eguali.
Ora questo problema — anzi la questione pilt generale di decom-
porre un dato angolo in parti aventi fra loro dei rapporti presta-
biliti — é risolubile mediante una eurva non algebrica di cui, al dire
di Proclo, il sofista Ippia d’Elea avrebbe determinata la proprieta
caratteristica (6 odumrwa) ). Ma la stessa curva venne adoperata
da un altro geometra — Dinostrato — per risolvere un altro pro-
blema non meno famoso, quello della quadratura del circolo; donde
il nome di quadratrice (rezpajwvifovoa) con cui la si designa seguendo
l’esempio di Pappo. Questo celebre commentatore indica con le
parole seguenti la genesi della curva?): «Dato (fig. 1) un qua- .
drato A B C D si descriva col centro in 4 la circonferenza B E D
e si faccia muovere la retta A B in modo che il punto A4 resti fisso
e B descriva la circonferenza B F D. La retta B C rimanga poi
gsempre parallela a A D, mentre il suo punto B percorre la retta B A;

divtre la retta -4 B-descriva wniformemente l'angolo B A 1) {oioe
giﬁnm;o B la~eireonférenza. B-E D)-e o steésso faceia 1a- retta B C;
inoltre la retta A B descriva uniformemente ’angolo B A D (cioe
il punto B la circonferenza B E D) e lo stesso faccia la retta B ¢
(ciod¢ il punto C sopra la retta A B). Accada poi che AB e B(
coincidano contemporaneamente sulla retta 4 D. Supposti tali mo-
vimenti regolati in questo modo, le rette A B e B ( s’inter-
secheranno in ogni loro posizione in un punto variabile F, il
quale descrive, entro lo spazio limitato dalle rette BA e A D e

1) E noto che con tale nome gli antichi designavano quel quid che,
nel loro metodo, faceva I'ufficio dell’equazione di una curva nella mo-
derna geometria analitica.

2) Pappo ed. Hultsch, p. 250-2. Cfr. G. LoRria, Le scienze esatte nell’an-
tica Grecia, p. 70 e 160.
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dalla circonferenza B E D, una certa linea tutta coneava dalla stessa
parte, la quale si mostra atta alla ricerca di un quadrato eguale
ad un dato circolo ». Da questo passo emerge che la quadratrice si
pud facilmente costruire per punti (i1 modo pil conveniente & di
dividere tanto la retta A B quanto il quadrante B D in 27 parti
eguali); emerge anche che essa serve a ridurre il problema della
divisione di un angolo in parti aventi fra loro dati rapporti al pro-

Fig. 1. — Quadratrice (incompleta).

- s
e Lz PR
T NN
. .
S R
N A
< b1y
“TT T £
A ' B

Fig. 2. — Quadratrice (completa).

. blema analogo per un segmento rettilineo, e tale riduzione abilita
a risolvere il problema.

Per oftenere una conveniente rappresentazione analitica della
quadratrice di Dinostrato prenderemo A B e A D per assi delle z
e.y, chiameremo 7 il lato del quadrato, w I’angolo variabile ¥ 4 B
e n un coefficiente; sussisteranno allora le relazioni

c=1—wr, o =un/2,

donde, eliminando g,

r—ux 2w
r b4
4 - x wi

Quadratrici 156

Ma, se 4F =p, si ha z =pcosw, dungue

) r f 20
1 0 = 1—
cos o | 7
_che & 'equazione polare della curva; ponendo w = z/2 — @ se ne trae
2r @ ‘
an 0 = ,
7 sen @

altra forma dell’equazione polare che incontrammo piu indietro
(Vol. I, p. 464}). Essendo ¢ = g cos w, w == are tg y/z la (1) diviene

xr 2 y
— =1 ——-arctg —
r 4 x
ossia
(2) ¥ = @ cot (mx/2r); '};

® ol

seguenza importante; sia y, la ordinata del punto I in cui la qua-
dratrice taglia la retta A D (asse delle y); avremo

. x oo 2 nx 2y
9y = limy = lim ——— =1lim | cos? = ;
*=0 =0 tgaw/2r =0 27 1

onde m = 2r/y,; costruito che sia geometricamente il punto I resta
quindi determinato anche m, epperd rettificata qualunque circon-
ferenza e quadrato qualunque cerchio; & cosi assodata l’applica-
bilitd  della curva di Ippia e Dinostrato al problema della qua-
dratura del circolo. — Ad un’altra conseguenza conduce la (2);
essa prova infatti che l’equazione della tangente alla quadratrice
nel punto (x, ) ha per equazione (X, ¥ essendo coordinate correnti)

T /2y
(3) Y—y =(X—u){cot —
) 2y cos? (x/2r)
\J
ossia, per la (2),
@ (@ + y°)

}-

Se in questa equazione consideriamo date X, Y e incognite
®, w essa; combinata con la (2), servird a determinare i punti di
contatto delle tangenti condotte dal punto P (X, ¥) alla quadra-
trice; ora essendo la {3) una equazione cubica in z,y soddisfatta

Yy
(3") Ty =(X—2) {———
T A A
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da X =2, Y =y si conclude che: i punti di oontatto delle tangenti
che si possono condurre da un punto ad una quadratrice stanno sopra
una curva del terz’ordine passante per quel punto; la quadratrice fa
dunque parte di un sistema le cui caratteristiche sono n =1, » = 2:
ne consegue che le tangenti condotte ad una quadrairice dai punti
in cui essa ¢ tagliata da una retta inviluppano una curva di terza
classe avente quella retta per tangente doppia.

198. Come risulta dal passo della Collezione di Pappo che rife-
rimmo nel n. prec., gli antichi ritenevano che la gquadratrice fosse
costituita semplicemente dal ramo B I interno al quadrante 4 B D,
e quest’opinione si & conservata almeno sino ai tempi di Viéte.
L’erroneita di essa & dimostrata ad evidenza dal fatto che 'equa-

zione (2) non muta cambiando il segno di x, onde la quadratrice

‘© simmetrica rispetto all’asse delle y (retta A D); la stessa equa-
zione dimostra che se | x| > 7,y < 0, onde la curva estendesi
anche dalla parte delle y negative, tanto che per @ =|2r| ri-
sulta y = oo; anzi si vede agevolmente, applicando ad una delle
equazioni della curva delle regole note, che le due rette & =+ 2r
sono asintoti della quadratrice. Essa curva € simmetrica rispetto
a O y e taglia 'asse delle x in infiniti punti di ascisse + (2h + 1)1,
h essendo uno dei numeri 0, 1, 2, ...; ne sono flessi le interse-
zioni con la retta y = 2r/m e asintoti le rette & = & 2 hr; tutto
¢id0 prova che oltre alla parte di curva interna al dato quadrato,
che & la sola nota agli antichi, la curva consta d’infiniti rami infiniti,
a coppie simmetrici rispetto & Oy, come indica la fig. 2. Sono queste
osservazioni importanti che il Montucla attribuisce!) al P. Léau-
taud 2), ma che si trovano fatte, almeno in parte e forse prima,
dal Roberval 3). Al quale devesi inoltre una notevole costruzione
della tangente, che crediamo opportuno di riferire adoperando per
esprimerci il linguaggio dell’algebra.

Sia T (fig. 1) 'intersezione dell’asse delle y con la tangente in ¥
alla quadratrice; grazie alla (3) avremo:

7 x? 1
AT =

2y  sen?{(nx/2r)

Descriviamo ora il cerchio di centro A e raggio A F; ne sia &
I'intersezione con A B. Sulla tangente in ¥ a tale cerchio prendiamo
il segmento F R eguale in lunghezza all’arco circolare F G : dico che

1) Histoire des mathématiques, Nouv. éd., T. II, p. 77.

?) V. Yopera Cyclomathia, sew de multipli circuli contemplationé (Lugd.
Bat., 1663).

3) Observations sur la composition des mouvements etc. (Mem. de I'Acad.
des Sciences, T. VI, Paris 1739), p. 51.
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la perpendicolare condotta da R a B F passa pel punto 7. Essendo
infatti (v. sopra)

r—go 2w
r T
si ha -
z r ( 2w
AF = = 1— ,
cos W cos o | T

onde, per la costruzione indicata,

: - r 2w 7T
FR=F@G= [1— ] {-———w]:
COo8 w 14 2

2r (75 2
= — | — —w

weosw [ 2

Condotta poi la retta A R si chiami p 'angolo 4 E F e U la traccia
su Oy della perpendicolare condotta da R a R F. Si avra:

AU AR
FR = AR cos y; =
sen (7/2—y) sen (/2 4+w)
onde ‘
cos FR 2r l’n 2
AU =AR = = = | —— o | =
Co8 cos @ meostw [ 2
Tx

2 7 gen? (w/2r) ’

¢id prova che A U = A T e che quindi il punto T & la traccia della
tangente in F alla quadratrice. 7 pué quindi costruirsi e quindi la
tangente 1).

Per quadrare la quadratrice pomiamo

X
=u
2r
ed avremo:
2ru 2r 2r ‘|2
Jyde = | - cot. 4 - du = [ u cot u. du;
7 1 T )

1) Sulla stessa questione vedi le Lectiones geometricae del BARROW
(Londini, 1670; ristampate in The mathematical Works of 18. BARROW
ed. WHEWELL, Cambridge, 1860) e 1’ Analyse des infiniment petits del Marchese
DE L'HOPITAL (II ed., Paris 1705), p. 26; inoltre Oeuvres de Fermai, T. I,
p. 163 e T. I11, p. 145 e H. RusaL, Construction de la tangente en wn point
de la quadratrice (Nouv. Ann., 2& Serie, T. XV, 1876).

2. — G. Lor1a, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II.
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ora
cos % 11— u2/2! + ut/dlt—. - - -

ucot.u =u = =
sen u 1 — u?/3! + wi/br— - - . .

1 u? ut 2 u®
- 3 45 945
quindi
p 27 % { u? ud 2u7 }
Ju = U e —m e ——— — . -
Jl y 7 9 225 6615

Quest’espressione s’incontra in una lettera scritta da Newton
il 13 Luglio 1676 a Oldenburg perché a Leibniz la comunicasse '),
lettera.in cui trovasi lo sviluppo analogo per l’arco della quadra-
trice. Essa venne perd pubblicata per la prima volta molto dopo da
A. Stone in A method of flunions (London, 1730)2) e venne tosto
aspramente criticata da Giovanni Bernoulli, il quale osservd: «Avee
tout cela il ne donne pas la quadrature par une espression finie,
comme nous en pouvons donner une, quoique les logarithmes y
entrent » 3). A qual formola egli alludesse non ¢ noto con certezza
matematica. Ammesso che egli pensasse ad una espressione dell’area
A compressa fra le curve l'asse delle @ (cioé il doppio del settore
A B1I), la formola da lui annunciata ¢ probabilmente quella che si
ottiene come segue?):

La (3) prova che:

, nx
A=2J'0meot

dz;
2r
pongasi ora n (r—a) =27 u e s otterra

. 472 =
A = /

g L 2(yz—2u)tgu(lu==
4r Ty /s
= {[(2 u—m)logeosu] —2f log cos u @u } :
7[2 0 0
e poiché la parte integrata annullasi ai limiti
8 7y '
A4 =—— ‘[0 log cos « du;

7T

1y Leibniz ed. Gerhardt, T.1, p. 109. Cfr. anche il Methodus flurionum
et serierum infinitarum (1736) riprodotto in Isaaci Newtoni Opuscula, T.I
(Lausanne et Genevae, 1744), p. 198. .

2) Cfr. Analyse des infiniment petits par M. STONE, trad. RONDET (Paris,
1735), p. 70-71.

3) Remarque sur le livre intitulé etc. (Joh. Bernoulli Opera T. IV), p. 177.

) Intermédiaire, T. 1V, 1897, p. 14.
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quindi 1)
8r2 1 4 72 log 2

A= —nlog2 = —nnv—
n? 2 T

che & la formula cercata.

199. Pappo ha scoperta una notevolissima generazione stereo-
metrica della quadratrice; & espressa dal seguente
TEOREMA. Segando un elicoide a piano direttore mediante
un piano condotto per una generatrice e proiettando la curva se-
zione sopra il piano della base si ottiene una quadratrice.
DIMOSTRAZIONE. Siano

2mz Y pa z 1
(4) —— = are tg — ;2 — +ﬂ.[ — id J:()
P T 27 L cosa sen

I’equazione dell’elicoide e del piano segante. Eliminando 2 fra queste
equazioni si otterrd l’equazione della curva proiezione considerata

nel teorema; tale nuova equazione &:

Y
arc tg — — + A
2n T 2 | cosa sen «

P [« yJ_O

Passando a coordinate polari diviene:

psen 2« o —@

¢= dm A sen(a——(p)’

essendo questa della forma (1’) il teorema & dimostrato.
Va ora notato che segando lo stesso elicoide (4) con un piano

arbitrario

.
z=uzsena +ycosa—Fk

si ottiene come proiezione la curva
p @ +2kxn/p
2x sen (p + ) ’

0 ==

evidentemente pitt generale della quadratrice, giacehé con questa
coincide golo quando sia

2kn sen 2.
A=

P 2
1y E. CEsiro, Calcolo infinitesimale (Napoli 1899), p. 263-4.
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Le curve da essa rappresentate vennero considerate da M. Chasles 1)
che diede loro il nome di quadratrici allungate od accorciate. Esse
possono ottenersi, senza abbandonare il piano, in modo analogo
a quello indicato da principio per la quadratrice 2); infatti se nella
genesi riferita nel n. 197 si toglie la condizione che le due rette mo-
bili coincidano al termine del movimento si otterranno delle curve
rappregentabili con equazioni del seguente tipo

w+ «a
0 =a y
sen o

-che sono appunto quadratrici allungate od accorciate.

200. La letteratura matematica del secolo XVII offre due
contributi geometrici al problema della quadratura del cerchio rap-
presentati da due nuove quadratmcl
- La piu antica ¢ anche la pil nota; ¢ la quadratrice di Tschzrn-

}musem 3), curva rappresentata dall’ equazmue

7z
(5) Yy = r sen ;
2r
ora questa & della forma
x
y = b sen —,
, a

che vedremo rappresentare una sinusoide; per cid la quadratrice
di Tschirnhausen é una particolare sinusoide. Supposta descritta
completamente detta curva si potrd costruire una frazione eguale
a 7, onde & chiaro che essa & una quadratrice; infatti 1’area com-
presa fra l'asse delle x ed il primo degli archi di curva che hanno

Py

gli estremi su quest’asse & espressa come segue:

T 292
dz = y
2r Fr4

r
j'o 7 sen

onde, misurata direttamente detta area,se ne trae il valore di =.

1) Apercu historigue (11 ed., Paris 1875), p. 32 nota; cfr. FOURET, Sur
une généralisation de quad'ratrwe (Nouv. Ann., 32 Sene T. V, 1886).

2) BrROCARD, Question de licence (Mathésxs T. VI, 1886).

3) Medicina mentis (Amstel., 1686), p. 115.
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Similmente il volume generato dalla rotazione di quell’area attorno
a Ox & dato da

T A
de = —mr3,

r
7 [ 12 gen?
° 27

onde, determinatolo dlreftamente, ne seguirebbe del pari z.

La quadratrice di Tschirnhausen si pud costruire nel seguente
modo: « Dato un eerchio di centro 0 e raggio » e due suoi diametri
A A', B B’ {fra loro perpendicolari, si supponga che un raggio O M
ruoti uniformemente attorno a O mentre una parallela a A A’ si
muova uniformemente partendo da questo diametro; si supponga
ancora che quei due moti comincino contemporaneamente e che
nell’istante in cui M giunge in B, quella parallela coincida con la
corrispondente tangente al dato cerchio. Il luogo del punto P nel
quale tagliansi quelle due rette mobi}i ¢ una quadratrice di Tschirn-
hausen ». Detto infatti ¢ 1’angolo, &M, si ha

re x
Yy =rsen g, — =
: rem/2 r
onde
X
¥ = rsen
2

Agssai somigliante a questa & la linea. che, dal nome del suo
inventore, diremo curva di Ozanam'), e che & definita col mezzo
della seguente costruzione: «Sia A B un diametro fisso di un cerchio
di centro O e raggio a; da un plmfo qualunque P di esso si abbassi
la perpendicolare sopra A B e si porti su di essa, a partire dal suo
piede H, il segmento H M eguale all’arco. A P del dato cerchio;
il lnogo del punto M & la curva di cui trattasi». Assunta A per ori-
gine delle coordinate e A R per asse delle z, indicando con ¢ I’angolo
P O B, per rappresentare anahtloamente la eurva si trovano le due

equazioni

t=a+acose , y =a(x—q¢)

donde, eliminando ¢,

Y
T = a-—aco§ —.
a

1) OzaNawM, Dictionnaire mathematzque, ou [dée générale des mathéma-
tiques (Amsterdam 1691), p. 98-99 ove & citato come fonte il Traité d’algébre
dello stesso autore.
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Ora facendo
na
a—ax =g,

questa diviene

; a

che evidentemente ¢ pure caso particolare di quella ch
] / , che rappre-
senta in generale la sinusoide. 1 ppre

201. Dell’altra quadratrice di notizia il N. 260 delle Philo-
sophical Transactions (1700), il quale contiene uno scritto anonimo 1)

intitolato The construction of a Quadratrix to the circle, being the curve

describgd b.y its equable evolution. La curva di cui si tratta & rappre-
sentabile in coordinate polari ¢, w mediante 1’equazione

4 7 r cos
©) p = Arreoso
T—2w

(’?he essa Possa gervire a quadrare il cerchio si vede osservando che
lequaglonfe (6) da per w ==z/2, 9 = 2 r; onde descritta la curva
almeno pei valori di w compresi fra 0 e 7/2, si conoscera la Iunghezzaj
della periferia del cerchio di raggio r e quindi z. Siccome per

w={(2k +1)n/2 (k+0)

eo=0 cosi & chiaro che la curva passa infinite volte pel polo; il
raggio vettore passa poi per infiniti massimi finiti; ecc. La curva
¢ in una relazione geometrica semplicissima eon la quadratrice di
Dinostrato, relazione che spiega perché essa al pari di questa serve
a qqadrare il circolo. Effettuando infatti sulla curva (6) la trasfor-
mazione per raggi vettori reciproci avente il suo centro nel polo
e per potenza k® si ottiene la curva di equazione

kK 1—2w/n
9 TID e e+
4r [ )

essendo questa sostanzialmente identica alla (1), resta dimostrato

1) Gli editori (C. HurTON, . SHAW @ R. PEARSON) della ristampa di
phz@osophwal' Tramsactions of the R. Society of London )notano a qugsto pf"é?
posito (T. IV, London 1809, p. 462): « This paper, which is anonymous has
much of the manner, style and peculiarities of William Jones, Esq., who
soon afterwards made so cospicous figure in the Royal Society, and in the
g}atgmatwal world ». Invece E. WOLFFING (Bibliografia della cocleoide, Boll.

i bibl. e stor., T 111, 1900) ha stabilito, conformemente alle vedute di chi
serive, che ne é autore J. PERKS (V. nota a p. 31).
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che la nmuova quadratrice non & che la trasformata per raggi vet-

tori reciproci dell’antica. )
Facendo 7 — 2w =2¢ e 2mxr =a la (6) diviene

sen @

@

y

(6/) o =a

e sotto questa forma elegante venne incontrata da parecchi che ri-
scopersero la curva di cul ci occupiamo e dei quali dobbiamo fare
cenno.

Anzitutto a Gregorio Fontana venne proposto il seguente pro-
blema: « In una retta indefinita (fig. 3) M @ ¢ dato un punto A
e fuori di essa un punto
gqualunque B; laretta A B
e langolo BAQ sono
quindi noti; si conduca
ad A B la perpendicolare
B C e dell’angolo B A Q
la bisettrice A C; simil-
mente si conduca ad A C
la perpendicolare C D e
dell’angolo C A @ la bi-
gettrice A D; cosl si con-
duca ad A D la perpen-
dicolare D E e dell’angolo
D A Q la bisettrice A E;
proseguendo in questo modo all’infinito si otterranno infiniti punti
T'ultimo dei quali — che chiameremo H — viene a cadere sulla
retta M Q. Cid posto si domanda: 1. la posizione di questo punto
H; II. equazione della curva su cui stanno i punti B, C, D, E, F,
..., H». Per risolvere questo problema il Fontana procede in so-
stanza cosil): Si prenda A per polo e A @ per asse polare; si in-
dichino con g, ¢ le coordinate di un punto qualunque della curva
e CON 0y O - On - 1 Taggi vettori corrispondenti agli angoli

Fig. 3.

¢ ¢ @
— e g Ty e

, ¥
2 o2 2"

la costruzione indicata conduce evidentemente alle seguenti re-
lazioni:

1) V. la prima parte dell’articolo Sopra Uequazione duna curva, sopra
la falsita di due famosi teorems, e sopra le serie armoniche a termini infini-
tamente piccoli (Mem. della Soc. It. delle Scienze, T. I1, 1784); I’equazione
polare della curva trovasi anche in una lottera di MALFATTI a LORGNA
del 27 aprile 1783 (Bull. di bibl. e storia ecc., T. 1X, 1876, p. 438).
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: 0 41 n—
(%) 0 = 792:;_,---70”:"9“;7
cos /2 cos /22 cos @/2"

dalle quali deducesi moltiplicando

o o
=" cos @/2 cos q)/2’2 e €OS q7/2"'

ora dalle notigsime relazioni

sen @ =X 2 sen /2 cos ¢/2 , sen ¢/2 = 2 sen @/22 cos @/22, ...
-y 8en /2771 = 2 gen @/2" cos ¢/2" ‘

8i trae
sen ¢ = 2" cos @/2 cos @/22 ... cog /2" se 2n
onde ® o/ P/2" sen ¢/
sen @/2"
On€NQ = Q@ + ——m
- ‘p/‘_)ﬂ v

Pagsando al limite per # = o si conclude

O S€N @ =@ @.

Qra, se chiamiamo a, « le coordinate polari del punto B di cui si
diparte la curva, avremo in particolare

O S€D & = a a;
dividendo per questa la precedente si ottiene

aca sen @

sen a @

equazione che ha la forma (6) onde i punti BCDE.. H stanno
80pra una quadratrice della suddetta specie ).

!) Cir. F. Ruplio, Mathésis, 111 Ser., T ioni
(*) del testo si possono compendiar: rn’ella. Vil, 1907, p. 271, Lo ednaziont

Pr—1
cos ¢/2%

ove k==1,2, .., che pud anche scriversi

I P D ¢
2k—1 s 2k o8 ok

P ==
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Tale curva era stata gid prima incontrata dal Fontana!) cer-
cando il luogo dei centri di gravita degli archi di un dato cerchio
aventi una data origine. Se O & il centro ed r il raggio del cerchio
e A Yorigine e si prende O per polo e O A per asse polare, si con-
gideri uno qualunque 4 A’ =2r ¢ (fig. 4) di quegli archi; & noto
che il suo baricentro avra per coordinate polari risp. ¢ e 7 sen @/p;
onde ’equazione del luogo in questione & appunto ¢ =7 sen @/g 2).

Un terzo problema risoluto dalla medesima curva venne trat-
tato privatamente tra D. Bernoulli e Goldbach 3) e pubblicimente

ossia, ponendo $/2% = w,
P (2 w)=p(w) - co8 w,

relazione che porta a concludere che la ricerca dell’equazione della curva
di cui ¢i occupiamo non differisce da quella della funzione p soddisfacente
la precedente equazione funzionale. Notisi ora che se p, é una funzione che
vi soddisfa, tale cioé che sia

po (2 w) = py (@) - CO8 w

p(2 w) p (w)

sl avra

po (2 w) po (@)

onde il rapporto p(w)/p(w) & una funzione di w che non muta cambiando
w in 2 w. Percid, in virth di un teorema di Laplace, essa ha la forma

27 log w 27 IOg‘ w
6 | sen » COB ’
log 2 log 2

© rappresentando una funzione arbitraria di due argomenti. Se, dunque, p, (w)
¢ una soluzione particolare dell’anzidetta equazione frazionale, ne sara

2nlog w 2nlogw
@ | sen  cos o (@)
log 2 log 2

la soluzione generale. Tale dimostrazione della non equivalenza della equa-
zione trovata per la curva in questione con la risolutrice di quell’equazione
funzionale & in sostanza dovuta a E. BELTRAMI (Remarques au sujel de la
Question 654; Nouv. Ann. de math., I1 Ser., T. I1. 1863: Opere matematiche,
T. I, p. 100-102).

1) V. il secondo problema della IX fra le Disquisitiones physico-mathe-
maticae nunc primum editae (Pavia 1780); ¢ caso particolare di un pro-
blema di cui si & occupato Leieniz nella memoria Constructio problematis
d?c%ndi recta quae tangunt lineas centrorum gravitatis (Miscell. Berol., T. I,
1710).

?) Questa generazione della curva si ritrova in una nota di E. EGGER
inserita nel T. V1, 1864, degli Ann. di Mat., p. 21-27, e nel pill recente la-
voro di V. SToErLY, Bedeutung und FEigenschaften«der ans r — a sen ¢/¢
entspringenden Curve (Archiv, T. XLVIII, 1868).

3) V. le lettere del 30 e 31 ottobre 1726 pubblicate da P. H. Fuss in
Corréspondance mathématique et physique de quelques célébres géométres du
XVIII Siéele (T. 11, St.-Pétersbourg, 1843, p. 242-244).
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propostq dal Bosgut!) e poi da E. Catalan 2); eccone ’enunciato:
I_In’mﬁmt-é. di circonferenze sono tangenti in un punto ad una retta;
si prende sopra ciascuna a partire questo punto un arco di data
h_mghezza-; qual & il Inogo degli estremi di tutti questi archi? Per
nspopdere a2 questa domanda assumiamo un sistema di coordinate
polari avente per polo O il punto fisso (fig. 5) e per asse polare
lap retta data. Sia € il centro e r il raggio di una qualunque delle
circonferenze di cui parla il problema; detta I la lunghezza data

4
A
C?;’
e ’ ¢
/
Fig. 4. — Coclevide. Fig. 5

€Q,¢ le coordinate dell’estremo dall’arco O M di lunghezza I avremo
eyldentemente l=2r¢, 0 =2rsen ¢, donde eliminando r si ot-
tiene ¢ = lsen /g come equazione del luogo di M: g¢.e. d.

élla stessa curva si & giunti pin tardi da G. Jung 3) e C. Falken-
bl}rg .) partendo da considerazioni di meceanica applicata 5); que-
st’ultimo angi, tenendo conto della somiglianza che essa ha cd'n una
lumaca, le impose il nome di cocleoide che essa sembra destinata

) Calcul intégral (Paris, An 1X); i
dellez)AijnalesZ;iingat;z Pazis, (I;ERG()),N zeEfle trova una soluzione nel T. III
anuel des candidats & ’Ecole polytéchni T i
Ctr. A i Beole polytéchnigque, T. 1 (Paris 1857), p. 331.
o Y‘, }Z\TSAg;mI’ Alcune proprieta di una curva trascendente (Ann. di Mat.,
. ?) Nuovi teoremi a complemento della regola di ] tetd
sp@'rqlle r==asen d/¢ (Lincei Rend., 32 sgg'?e, '(Ii} ({V’l;lfillnISeS%’)'op”em detla
ﬁg .ew CO}CIhZe%zdg (Archiv, T. LXX, 1884). ’ )
. anche E. Cesiro, Elementi di calcolo infinitesimale (N i ¢
p. 332, ¢ R. Woop, The cochleoid (Amer. math.%dontlﬁz;exgaggizhlg%%;?
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a conservare; che essa sia appunto la curva che gli antichi chia-
mavano con questo nome & un’ipotesi che P. Mausion ha emessa 1),
ma che possiede ben scarsa verosimiglianza ?).

L’equazione (6') mette in evidenza che la curva ¢ simmetrica
rispetto all’asse polare e passa per il punto A di questo distante
di a del polo; essa poi mostra l'esistenza di un punto asintotico;
infatti se @ tende a infinito o tende a 0 onde il polo & un punto di
detta specie.

Per trovare ora la tangente in un punto qualunque M (g, ¢)
della curva serviamoci della seconda delle suddette generazioni e
(fig. 4) chiamiamo 6 l'angolo che detta tangente forma col raggio
vettore; la (6’) ci dara:

do @ sen @

tg 0 = p: =
¢ do @ COS @ — SCN P

Segniamo ora le intersezioni H , N del raggio 0 M con la retta
A A’ e con la periferia del dato cerchio; detto 2 l'angolo H M A’

avremo:
OH =rcosgp , AH=HA =rseng,
sen g

MH=0H—0M =rcosqg—7 ,
w

A'H @ sen @
tg A = = 5
MH @ eus @ —sen @

Cio dimostra essere 4 = 0, essere quindi la retta A’ M tangente
in M alla eocleoide; quindi per costruire la tangente in un punto M
di questa curva basta congiungere M al simmetrico A’ di A rispetto
2 O M. Siccome la posizione del punto A’ non dipende che dal punto
A e dalla retta O M, cosi si puod concludere con C. H. Otto 3) e E.
Cesaro 4): Ogni retta uscente dal polo O della cocleoide ¢ = 2 sen ol
taglia la curva in infiniti punti; le corrispondenti tangenti concorrono
in un punto A’ il cui luogo & la circonferenza di centro O e raggio a;
viceversa conducendo da A’ le tangenti alla cocleoide i loro punti di
contatto §i trovano sulla bisettrice dell’angolo A O A’. Questi punti
sono i baricentri degli infiniti archi di quella circonferenza aventi
per estremi i punti A e A’ ‘

1y Mathésis, T. V (1885), p. 92.

2) Cfr. F. Rupio, Mathésis, IIT Ser., T. VI1I, 1907, p. 261.

3) Ueber einige Eigenschafien der Schwerpunktskurve des Kreises (Diss.
Jena 1872).

%) Quelques propriétés de la courbe representée par U= R gen w/w (Nouv.
Con. math., T. IV, 1878).
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Queste conclusioni si possono confermare come segue. In co-
" ordinate cartesiane la cocleoide & rappresentata dall’equazione se-
guente: ‘

T(@® + ) arc tg y/o — ay = 0;

onde 'equazione della retta che la tocea nel punto (z, y) &:

[2asy—y (@ + 9] X + [a@i—a) + @ +99] ¥
=ay (@ +9°).

Date ora X, Y questa equazione rappresenta una curva di
terzo ordine passante pel punto avente queste coordinate; dunque:
le tangenti condotte ad una cocleoide da un punto gqualunque P del
suo piano stanno sopra wna curve di terz’ordine passamte per quel
punto ed avente il polo per punto doppio; la cocleoide fa dunque parte
di un sistema avente per caratteristiche 1 e 2. Introducendo coordi-
nate polari e supponendo che il punto P stia alla distanza a dal
polo, ponendo cioé

£ =0CO8w , Yy =psenw X =acose , Y =asenc,
Iequazione precedente diviene

asen (2w — a) = p [sen w + sen (0 — a)]
ossia
sen (o — a/2) { a cos (w — a/2) — o cos a/2} =0;

la cubica del caso generale decomponesi quindi nella retta o = a/2
e nella circonferenza

o0 c0s @/2 = a cos (0 — a/2),

circonferenza che passa pei due punti O, A della cocleoide ed ha
il proprio centro sulla bisettrice dell’angolo P O A.
La cocleoide pud anche ottenersi come proiezione ortogonale
d’un’elica cilindrica '); sussiste, infatti, il seguente
TroREMA. E una cocleoide la proiezione di un’ordinaria elica
cilindrica fatta da un punto della curva sopra un piano perpendi-
colare all’asse.
DIMOSTRAZIONE. Si consideri infatti la curva rappresentata
dalle equazioni

1) Mathésis, 111 Ser., T. 1, 1901, Question 1273 (BROCARD). Applica-
zioni di tale definizione trovansi nell’articolo di R. DEAUX. Sur la cochléoide
(Id. T. XL1, 1927).
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x =Recosgp ,y=Rsengp ,z=hg

e la si proietti sopra il piano z = z, dal punto della curva che cor-
risponde al valore ¢, del parametro ¢.

La proiezione ortogonale sul piano zy della curva risultante &
eguale alla curva obbiettiva ed & rappresentata dalle equazioni

x — R cos @, y — R sen ¢, 2o —h @y
R (cos ¢ — €08 @) R (sen ¢ — sen @,) Ch (g — qo) '
Ora da queste si ricava
y — Rsen ¢, ¢ + @
_ T = — cot ——
2 — R cos py- 2 .
e . 2
sen £—_ %o
2y —h e, 2
(x —Rcos ¢,)2 + (y— Rsen @) = | R
‘ h L 2%
2

Si tragporti ora l'origine nel punto (R cos ¢, , E sen ¢,) e si chia-
mino z , 7 le nuove coordinate del punto (z,y); si avra allora

P — P
zo"‘h‘Posen 2

h P — %o

@ + @

= — cot ,VB®+y=R

Q|| 8i

ossia, introducendo le solite coordinate polari,

La prima da

ossia

ety TR T

. pb . . —
Se ora si fa ruotare l'asse polare dell’angolo /2 — g, e si chiama w
la nuova anomalia si ha

T

E’:T_V‘O+w’
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onde si conclude :
2y—h @, senow
g=R )

h w

conformemente all’enunciato.

Dimostreremo da ultimo come un problema di Geometria de-
serittiva conduca ad una classe di curve in cui trovasi la cocleoide.
Si consideri per cid la superficie elicoide di equazione

z
Y =wtg7;

1a curva di contatto di essa con i piani tangenti condotti pel punto O
(X, Y, Z) & rappresentata dal sistema formato dalla equazione pre-
cedente e dalla seguente:

) Y a® + y?
—(X—)— + (¥ —y)— ——(Z—32) =0
T hax .

Eliminando 2 si otterra I'equazione della proiezione sul piano zy
di detta curva di contatto; il risultato &
@+ ¥
B —— [Z—-—ha,rctg __y_} ,
z )

Ye— Xy =

ossia, passando a coordinate polari e di pit ponendo X = acos a,
Y =aseng, )
ah sen (¢ — w)

¢ =—
’ Z—ho

Ora, se in particolare ¢ Z = h ¢, cioé se il punto O appartiene alla
data superficie elicoide, questa diviene

h sen (¢ — w)
9 ==
o —
_che rappresenta una cocleoide. Dunque: Le proiezioni su di un piano
orizzontale delle linee d’ombra propria di una superficie d'una vite
a filetto quadrato, illuminata da un punto della superficie, & una co-
clevide), che si conserva eguale a sé stessa quandé quel punto de-
scrive la superficie suddetta.
L
1) G. FOURET, Syr les faisceaux pomcturel plans de caractéristique ¥,
aﬁm &gsp%;at principal multiple d’ordre v.(Bull. Soc. Math. de France,
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202. L’iperbola, al pari del cerchio, non & quadrabile algebri-
camente, onde chi voglia calcolarne l’area deve ricorrere a funzioni
e curve trascendenti; orbene & chiaro che mentre una quadratrice
del cerchio deve contenere almeno un punto di cui una coordinata
cartesiana od il raggio vettore sia un multiplo (intero o frazionario)
di 7z, per una quadratrice dell’iperbola una delle coordinate dev’es-
gere una funzione logaritmica dell’altra. Di tale natura ¢ la curva
per cui & costante la somma della tangente e della suttangente car-
tesiane. Infatti la sua equazione differenziale &

/ ( dz )32 da
| ol B Dbk
_ Lyd dy
ossia
02 — y2
doe = ——dy;
2ay
integrando si trova subito
¥ “
- xr = — | S o Jm—
(7) ] T 1a + 9 0g ’

b essendo una costante arbitraria. B chiaro che descritta questa
curva si avrd log y/b in funzione razionale della y e della corri-
spondente z. Ebbene sin dal 1706 il Perks ha ideato!) un ingegnoso
strumento per descrivere con moto continuo la curva (7); non ci

" arresteremo a descriverlo, come non ci dilungheremo a riferire le

proposizioni che su questa quadratrice dell’iperbola stabili John Col-
gon 2), il ben noto professore dell’Universita di Cambridge 3). Osser-

1) The construction and properties of a new Quadratriz to the hyperbol
(Phil. Trans., n. 306, 1706; T. V, p. 302 della ristampa). Una circostanza
va notata. Il PErEs nell’introduzione del suo scritto ricords « the old qua-
dratrix of Dinostratus, by which the circle and the ellipse are squared »,
ed aggiunge « an other sort for the same purpose, I inserted in the Transac-
tions for the same year ». Ora siccome l’unico articolo a cui puo riferirsi
siffatto richiamo & quello anonimo che citammo in principio del n. 201,
cosi c¢i sembra illegittima 'attribuzione di essa al JOHES fatta (vedi nota
a pag. 22) dagli editori della ristampa delle Phil. Trans.

2) V. il succitato articolo del PEREKS.

3) Citiamo un esempio: detto F il raggio di curvatura e 7' la lunghezza
della tangente si trova )

(a+9°) (a-+y?)
— T2 — —

- ’

4a*y 4 a?

donde la seguente proprietda della curva: R:T="T:y. Aggiungiamo
che i punti di contatto delle tangenti condotte alla curva da un punto
arbitrario del suo piano appartengono a una cubica passante per quel punto;
mentre quelli delle tangenti formanti con I'asse delle x I’angolo « sono di-

stribuiti sulle due rette y =a (1 + tg o).
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veremo invece che la medesima curva venne incontrats assai pitL

tardi da Paolo Fuss?), il quale ne rilevd una bella proprietd dimo-
strando la quale chiuderemo questo Capitolo. Notiamo percid che

siccome la costante b non influisce che sulla posizione della curva -

rispetto all’asse delle y, cosi, scegliendola opportunamente, la (7)
potrd surrogarsi con la seguente: :

a a a? — g2
(®) ®=— log— f—— .
2 Y 4a

ora, fissando convenientemente 1'origine ed il senso positivo degli
archi s della curva, si trova facilmente

a y a?__ 2
9) $ = — logt _ TV
2 a 4a
Le (8) (9) danno .
. aZ_uZ
r—s = =
2 a

© poiché la (8) mostra essere per y =0z = w, 8i conclude

Iim (x — 8) = a/2;
Z= Q0

dunque la differenza fra Varco indefinito della curva ed il proprio -

asintoto ¢ una quantitd finita.

La quadratrice dell’iperbola & caso particolare delle curve che
rigolvono il reguente problema 2): « Data una retta ed un punto A
di essa, far passare per questo una curva tale che condotta la tan-
gente in un suo punto qualunque M e determinatane la interse-
zione T coll’asse delle x, sia A T = narc A M , 7t essendo un rapporto
dato ». Presa la data retta per asse delle z, e detta a 1’ascissa del
punto A4, s I'arco e p il rapporto dy/dw, il problema si traduce subito
nella relazione:

Yy
(10) R =g — — — a
Differenziando questa si ottiene:
y dp
nds = J——,
p?

1) V. il quarto dei problemi trattati nella memoria intitolata: Quanium
differat longitudo arcus ab asymptota, utraque th infinitum extensa, inquiritur
(Mém. de I’Acad. de St. Pétersbourg, T. 1X, 1924).

*) P. Fuss, De curva quadam transcendente ejusque proprielatibus (Mém.
de St. Pétersbourg, III T., 1822).
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e poiche dy \/—1-_—{_-52
s = ————,
4

dy pdp

W — =

¥ \/I—H’z,

si pud anche serivere

onde integrando

Yy ]“ P
[7 Bl 144/1+p?

a essendo la costante d’integrazione. Deduciamo da questa il valore
di p = dy/dz ed otterremo: :

v dy 2 a™y"
—;i; - azr — y2n
ossia i
(11) 2ardx = a®" — yrdy
y’n
Supposto anzitutto » + 1, integrando si trova.
a2n n+l

_— + cost.;
(n — 1) y»! n+1

2a"r = —

e poiche la curva deve passare pel punto A la cost. & determinata
e l'equazione precedente diviene
a (,ynAl — an—-l) a‘n+1 —— yﬂ-{-l

*2) T a1y | 2mil)ar

la quale rappresenta una curva algebrica o trascendente secondoch§
il numero n & razionale o non. Nel caso escluso n =1 la (11) da

invece
a 2
r=——logy — — + cost.;

4a
determinando la costante in modo che la curva passi per 4 si trova
¥ a*—y?

+

a 4a

T = log

wls

come equazione della curva cercata: poiché questa coincide con la
{8), & dimostrato quanto sopra enunciammo.

3. — . Toria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. 11.

a.



CAPITOLO III

La spirale di Archimede.

203. Se una retta si muove in un piano retando attorno ad un
punto fisso con velocitd uniforme e se un punto mobile percorre
questa retta pure con velocitd uniforme partendo da quel punto
fisso, il punto mobile descrivery una curva passante pel punto ori-

~ gine del movimento. e facente infinite circonvoluzioni attorno ad
esso. La si chiama spirale di Archimede perché al sommo geometra
di Siracusa si deve la scoperta di essa e delle sue proprieta pil im-
portanti ). B evidente che, se si prende per polo il punto fisso 6
per asse polare la posizione iniziale della retta mobile, 'equazione
polare della curva é

@) 0 =aow,

- £

a essendo una costante, che possiamo supporre positiva. Facendo
variare  da 0 a + o, g varia pure da 0 a + oo; si ottiene cosi un
ramo di curva che ordinariamente si considera costituire tutta la
spirale d’Archimede; ma se, conformemente al nostro modo di
vedere, attribuiamo a o valori negativi otterremo un altro ramo,
simmetrico del primo rispetto all’asse polare secondario; su questo

) V. Popuscolo mzpi éhwmv. — Nella lettera-prefazione ARCHIMEDE
narra (cfr. Gr: L(.}RI.A, Le scienze esatte nell’antica Grecia, 11 ed., p. 301) come
egli avesse inviati anteriormente a CoNowE da Samo ghi enunciati di alcuni
teoremi intorno alla spirale; cid indusse Papro ad attribuire a CONONE
la scoperta della curva di cui ci occupiamo (Pappo ed. Hulisch, p. 234),
errore questo che venne riprodotto da molti. Quanto al tentativo fatto dal
SEp1LLoT (De Vorigine de la semaine planétaire et de le spirale de Platon,
Bull. di bibl. e storia ecc., T. VI, 1873 o Comptes rendus, % LXXYV, 1872)
d; fa'tre ns.a,hre_ a PLATONE la scoperta della spirale in questione, esso deve
dichiararsi fallito perché la spirale di cui parlasi nel Timeo non & definita
geometricamente.

“verus)?); questa infatti & gene-
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si tagliano i due rami considerati determinando infiniti punti doppi
della curva (fig. 6) ).

La spirale di Archimede non differisce dalla spiralis quadrantis
di Bartolomeo Souvey (lat. So- . .

rata da un punto che percorre

uniformemente il diametro di
un cerchio mentre questo su-
bisce una rotazione di 90°. La
curva & dunque rappresentabile
con un’equazione del tipo (1);
se R ¢ il raggio del dato cerchio .
deve essere o = R per o = /2 5 >
onde a = 2R[n e la (1) diviene
2Rw .
0 =—
T
equazione sostanzialmente iden ~__|

tica alla (1). .
La equazione (1) insegna a
determinarne quantisivogliano . . :
. . . Fig. 6. — Spirale d’Archimede.
punti della spirale d’Archimede &0
quando siasi rettificata la cir-
conferenza di raggio a; onde, viceversa, sapendola descrivere con

1) Di questi due rami della spirale gli antichi conoscevano soltanto
uno. La prima menzione del secondo ramo (ci esprimiamo cosi perche nelle
opere di S.DpEGLI ANGELI, De infinitorum spiralium spatiorum mensura, Ve-
netiis, 1660, e del P. CaraccioLl, De lineis curvis liber, Pisis, 1740, ne &
disegnato uno solo) si trova nell’Iniroductio in analysin infinitorum (Lau-
sanne, 1748, T. II, p. 301-2) di EuLero. Dopo la si trova negli Elementi
di algebra (Pisa, 1798), T. 1, p. 312 di PieTro PaoLi, nelle Sammlung von
Aufgaben wnd Lehrsditze (Berlin, 1833), p. 313-4 del Macxus, nel Traité
élémentaire de la théorie des fonctions et du caloul infinitésimal (Paris 1841)
del CournoT, nelle Legons de géoméirie analytiqgue (IX ed., Paris 1878),
p. 349 di BrioT 6 BOUQUET, nell’Analytische Geometrie (Leipzig, 1882) di
R. BALTZER, nell’ Analytische Geometrie (Leipzig 1900), p. 23-24 di M. SIMON.
Figure esatte trovansi anche nella monografia di A. MICHALITSCHKE, Die
archimedische, die hyperbolische und die logarithmische Spirale (11 ed., Prag
1891), p. 6. In altre opere assai diffuse della spirale archimedea si consi-
dera una sola meta; citiamo le seguenti: Encyclopédie méthodique, Géoméirie,
Tav. IV, Fig. 39; MONTFERRIER, Dictionnaire des sciences mathém., Ta-
vola LVII, Fig. 12; SERRET, Calcul différentiel (11 Aufl., Paris 1879), p. 359
(la figura fu completata nella nota traduzione tedesca fattane da G. SCHEF-
FEN); SturM, Cours d’analyse, T. 1 (V1 ed., Paris 1880), p. 214; Haas,
Kleyer’s Lehrbuch der Differentialrechnung, 111 TI. (Stuttgart, 1894), p. 22
e 180; ecc.

2) Cfr. CaNTOR, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, T. 1Y
(1II Aufl.,, Leipzig 1900), p. 832.
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moto continuo si arriverd a rettificare qualunque circonferenza:
ora cid potendosi effettivamente fare mediante uno strumento sem-
plicissimo 1), & chiaro che la spirale d’Archimede & una quadratrice:
della qual cosa incontreremo fra- breve una conferma,.

diviene:

4\/992—}—_1/2 —aarctgy/r =0;

Yequazione della tangente alla curva nel punto (z, y) & quindi rap-
presentata dall’equazione

(X —2) {z1/z°1y? +ay} + (I’—J){y\/:c?+y2—am} =0

Razionalizzando quesf}’equazione si ottiene l’altra
@+y?) {Xo + Ty —a2 192} = @ (Yo — X yp%;

ora, siccome, quando siano date X, Y, questa rappresenta una curva
del sest’ordine che ha per punto doppio il punto avente X, ¥ per
coordinate, cosi ¢ punti di contatto delle tangenti condotte da wun punto
ad una spirale &’ Archimede appartengono ad una curva del sesto ordine
del quale quello ¢ un punto doppio; cid basta per concludere che ogni
spirale d’Archimede fa parte di un sistema avente per caratteri-
stiche 2 e 4. Le tangenti della stessa spirale facenti l’angolo «
con I'asse polare hanno i loro punti di contatto sopra la curva kappa
di equazione
0 = a cotg (a — w).

204. Quando la retta mobile generatrice della spirale ha com-
piuti » giri, il punto mobile si sara allontanato dal polo di una
lunghezza O N = 2 nx a; il circolo di centro O e raggio O N & chia-
mato da Archimede n-mo circolo; la lunghezza della sua periferia
& 4 na? a. D’altronde detto 4 I'angolo fatto dalla tangente col raggio
vettore, la nota formola

do
dw

tgu =g:
da nel caso attuale

tgu =aw:a=uw,

onde la tangente trigonometrica dell'angolo fatto dal raggio vet-
tore O N con la tangente nel suo estremo & — 2 # . Cid prova che

) CLIFFORD, Il senso comune nelle scienze esatte (Milano 1888), p. 197-199.

Intanto notiamo che, passando a coordinate cartesiane, la (1)
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la perpendicolare condotta dal polo all’asse polare incontra l'anzi-
detta tangente in un punto la cui distanza dal pqlo é 2 naa X
X 2nm =mn X 4nna, cioé eguale a n volte la .perlfer}a dell’n-mo
circolo. Emerge da questo che, quando sappiasi tira.cclare la_ tan-
gente in N alla spirale, si ¢ pure in grado di rettificare 1?, circon- .
ferenza e viceversa; donde un modo — segnalato da Archupede —
per considerare la spirale in discorso come una quadratrice.

Se 8, & la suttangente polare si ha
de ¢
S, = 0% =
dow a

ora ge si descrive il cerchio che ha il centro in 0 e passa pel plmto
M (o, ») della spirale, la lunghezza del suo arco intercetto fra_J I’asse
polare e la Tetta O M & = p w = g*la = §;; don@e un proeeduqento
per trovare ’estremo di quella suttangente e qumdl per eostrqlre la
tangente. B questo il pitl antico esempio di costruzmne_ di una
tangente servendosi della suttangente polare, epperb meritava di
essere qui notato; ma a tale metodo per costrl’nre la ta,.ngente a];a
gpirale é preferibile quello che trae origine da!l osservazione che in
detta curva la normale polare (S, = (lg/dw) & costante (= q).
Sia E, ’area descritta dal raggio Vet-t‘ore‘quando o varia tra
2(n—1)m e 2nme O, I'area dell’n-mo cerchio; avremo:

=2nr . g2 ~0Qn7 a?
E :_——1——[22(10):—-—/aﬁdw=—[8n3n3—8(n—1)3n3]=
" 2 J2 2 V24 g 6

4 3a2 . )
'-———n——(3n2—3n +1); C, =4 n*>n%a?
3 ;

donde
E, 2nma-2(n—lma+b@aa?

C, 2nma)?

formola che dice: L’area compresa fra I'n-mo sp'im clella’ curva di
Archimede ¢ la posizione iniziale della retta mobile sta q,ll area del-.
Un-mo cerchio nel rapporto in cui il prodotio delle periferie det cerchi
(n — 1)mo e n-mo accresciuto dalla terza parte fiel .quadmto d_,glla pe-
riferia del primo cerchio sta al quadrato dellar periferia del cerchio n-mo.
Dal precedente valore di K, deducesi

E,—E, , =8 (n—1)a%a?

in particolare
E, —E, =8=n%a%
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quindi
En’—'En—l
=n—1,

B, — E, .

relazione elegante che & facile esprimere a parole.

Consideriamo ora ’area S del trian igtili
' amo 1 golo mistilineo avente
lati un arco di spirale ed i due raggi vettori g, e g, > p; relativi ;);Ili.

estremi M, e M, di quell’arco. Si trova agevolmente:

(02> + 02 0, + €:%) (02— 01)
6 a '

S =

siano poi §; e 8, le aree dei settori circolari limitati dagli i i
[ ¢ g > stes ;
vettori e da archi passanti risp. per M, e M,. Saré»:g o e

8, — eflee—e)  efle—e)
y N &= —————————
quindi: 2a 2a
A =8—8, = (0201 (2 0,+02)
6a ’
A = Sz——S — (92—91)2 (91 +2 92)
6a
7 2 )
4 atlee—a) S _ slee—0) + a0,
A.” 01 + s (02— 6) ’ Sy ‘ 0 ’

gguizrlgllll;u:gldeefaspnmono algebricamente altrettanti teoremi scoperti
~ Riandando al fin qui esposto si vede che Archim ri
riguardo a;l'la) sua spirale due fra i tre problemi metrici foxfgg;gg:lei
concernenti una curva qualunque data, cio¢ il tracciamento della
tfmgel%tev e la quadratura, lasciando intatto il problema della ret-
tificazione; questa importante questione, non solo non venne ri-
sol.ta da alcuno dei contemporanei od immediati successori di Ar-
chimede, ma non venne affrontata e sciolta che diciannove secoli
dopo, quando 'Bopa,ventura, Cavalieri 1), Gregorio & S.to Vincentio 2)
e Fermat 3), %ndlpendentemente I'uno dagli altri, scopersero ehé
1! problemsa di rettificare una spirale di Archimede ¢ identico al-
Vanalogo per una parabola; cid fu dimostrato semplicemente da

1) Geometria indivisibilibus (Bononiae 1635), Li y
:; g)ypus gemetricum (Antverpiae 1647). ) Lib. VI
. una le . seri ibi
de Former o 50 e;a :ggm)t?ta a Carcav presumibilmente nel 1659 (Qeuvres
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B. Pascall). Per giustificare e precisare questa asserzione consi-
deriamo le due curve

@ w=2pr B e=——

dettine s, e s, gli archi avremo

1 2x [ a ?
(#)  ds, = —dy/pPry, ds, = ——dg | | + e
P

{5) P = ’

Parco della parabola (2) compreso fra il vertice ed il punto di or-
dinata y = k & eguale all’arco della spirale (3) compreso fra il polo
ed il punto il cui raggio vettore & ¢ = k. La relazione (5) fra le co-
stanti a, p pud esprimersi dicendo che nella parabola il punto avente
per ordinata il raggio del primo cerchio della spirale deve avere per
ascissa la semiperiferia del cerchio stesso. Integrando I’equazione
(4, 1%) con la condizione che il vertice della parabola sia l’origine
degli archi si trova

Yy 4
(6) 8§, = — p2+y2 +— IOg -
Zp 2 P

formola che spiega come uno dei fondatori dell’Accademia delle
Scienze di Parigi — Adriano Azout — abbia potuto dimostrare
che « étant donnée une droite égale & une parabole ou & une spirale,
la quadrature de I’hyperbole est donnée, et contra» 2), Aggiungiamo
che, se s’introducono le funzioni iperboliche col porre

y = p senh g,
la (6) assume la seguente forma piu semplice ed elegante
(6') $, = (p/4) (senh 2 ¢ + 2 ¢) *).

1) V. la memoria Egalité des lignes spirales et paraboliques (Oeuvres de
B. Pascar, T. V, La Haye, 1779, p. 441), la quale — stando a quanto as-
serisce C. HENRY (Bull. di Bibliogr. e Storia ete., T. XVII, 1884) risali-
rebbe al 1659. Nella Letire de M. Dettonville premessa a questo scritto é
detto che ROBERVAL giunse alle stesse conseguenze «Inais sans en donner
de démonstration autrement gue par les mouvements, dont on voit quelque
chose dans le Livre des Hydrauliques du R. P. MERSENNE ».

2) Cfr. una lettera di C. MYLON a HUYGENS del 31 gennaio 1659 (Oeuvres
de Huygens, T. 11, p. 334).

3)"HoiigL, Cours de Caleul infinitésimal, T. 11 (Paris 1879), p. 33;
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205. Pappo ha osservatol) che la spirale d’Archimede pud
costruirsi con un metodo analogo a quello che egli scopri per la
quadratrice di Dinostrato (v. n. 199); secondo lui la spirale d’ Archi-
mede ¢ la proiezione ortogonale della imtersezione di un’elicoide a
piano direttore con un cono di rotazione coassiale, avente il vertice
sull’asse, proiezione fatta ortogonalmente alla base del cono sopra la
base stessa. Per dimostrare cid si osservi che le due superficie di
cui parla Pappo si possono rappresentare mediante le due seguenti
equazioni:

" 2mz Y w2y 2
=a,rctg——,l/_._+____1=0’
p T a c

2 -y Y
\/ + 4 are tg — = 1;
a 2me x

passando a coordinate polari questa diviene

ap [ 2xc ]
| — o

2ne || p

che effettivamente appartiene ad una spirale d’Archimede.
Mentre questa generazione stereometrica della curva che stu-
diamo presenta esclusivamente un interesse teorico, ve n’¢ un’altra,
scoperta da Clairaut ?), la quale & utile in pratica perché con-
duce a concepire un nuovo strumento per descrivere la curva con
moto continuo ). Alla nuova genesi il geometra francese giunse
cercando il luogo delle tracce di uno stilo verticale fisso sul piano di
un oerchio orizzontale, mobile con la condizione di rimamere costante-
menie tangente ad una retta fissa r. Per trovare l'equazione di tale
luogo consideriamo (fig. 7) il cerchio mobile in una sua posizione
qualunque B M E I e segnamo anche quel cerchio nella posizione

GUNTHER, Die Lehre der gewohnlichen und ver allgemeinerten Hyperbelfunk-
tionen (Halle a. S., 1881), p. 241. — Costruzioni del centro di ecurvatura
in un punto della spirale d’Archimede furono indicate da L. BURMESTER
(Lekrbuch der Kinematik, Leipzig, 1884, p. 157) ¢ H. WIENER (Arch. Math.
Phys., Il Ser., T. XV, 1909, p. 107).

) Pappo ed. Hultsch, p. 262.

?) V. la memoria intitolata: De la spirale d’Archiméde décrite par un
mouvement pareil & celui qui donne la cycloide, et de quelques autres courbes
du meme genre (Mém. de Paris, anno MDCCXL, Paris 1742).

%) 8i deve rilevare che la questione di descrivere meccanicamente la
spirale d’ARCHIMEDE & pure trattata in un lavoro giovanile dell’HuyGceNs
(v. Oeuvres complétes, T. XI, 1908, p. 216).
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in cui esso tocca la retta r nel piede A della peljpendioolare a(bpa.s-
sata dalla traccia 8 dello stilo sopra r stessa. Sia B E la posizione
presa dal diametro 4 8
gquando il cerchio & nella_,
posizione B M EI. Noi
prenderemo questo diame-
tro come asse polare ed il
suo centro C per polo; al-
lora per avere l'equazione
del luogo cercato bastera
stabilire una relazione fra
il raggio vettore C 8 =yp
e l'angolo SCE =w. A
tale scopo chiamiamo a il
raggio del circolo mobile,
conduciamo da C la retta
I M perpendicolare a r e
da 8 la retta S H a questa Fig. 7.
paralleln; C H,  differenza F

fra 84 e a, ¢ una lun-

ghezza pure data che indicheremo con b. Avremo:

achM:AM:SH=VCS2—ETIZ:VQZ—b2:arcIE;

SH ; 0*—b®
A = ang tg = ang tg ———;
ang SCH ang tg CH g tg ) 5

2_b2
arc I F = aarctg—T—; arc EF =aow
E siccome
arce FE =arcFI +arclE,
cosi si conclude S

L) N
Ve =

(7) a‘wzaarctg—-b—
Se in particolare b = 0, cioé lo stilo sta nel centro del cerchio
mobile, quest’equazione si semplifica e diviene
o =a(w—m/2)
onde che rappresenta una spirale d’Archimede ?).
1y Riguardo alle curve (7) e ad altre considerate da CLAIRATT nel ci-

tato lavoro, veggasi un’osservazione di V. RETALI nel T. IV, 1897, p. 252
dell’Intermédiaire.
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Queste considerazioni fanno apparire la spirale d’Archimede
come individuo di un’intera classe di curve. Ad altra classe analoga
credette giungere A. von Burg!) introducendo la considerazione
delle curve aventi per equazione polare generale

s

®) o =aw+b.

Una siffatta curva si ottiene evidentemente prolungando della lun-
ghezza b tutti i raggi vettori della spirale (1) e venne chiamata
neoide?). Ma se si osservas) che, ponendo w; = w -+ bja, la. (8)
diviene ¢ = a w, si conclude che la neoide non differisce dalla spirale
@’ Archimede %). Intanto si vede che: la concoide di una spirale d’Ar-
chimede & un’alira spirale eguale alla primitiva. Aggiungiamo che
tale proprietd & caratteristica per la spirale d’Archimede; infatti
8¢ 0 = f (w) & Vequazione polare di una curvs dotata di tale pro-
prieta, dovri esistere un angolo « tale che, qualunque sia w, si abbia

, f@ +b=f(o+a)
0s81la

b=ajf (@) +af (@) + ..

e affinehé cid accada deve essere f' (w) =bja , j' (w) =0 g e
dunque ’equazione della curva in questione &

o =bw/e +¢ c.dd.
Notiamo finalmente che applicando il ealcolo delle variazioni

si giunge a dimostrare che la spirale di Archimede gode una pro-
prietd di minimo %).

1) Lekrbuch der Mathematik, T1T Bd. (Wien 1832), p. 241.

%) Cfr. HoFFMANN, Mathem. Worterbuch, 1V Bd. (Berlin 1864), p. 194.

) STEGMANN, Verschiedene mathematische Bemerkungen (Arch.” Math.
Phys., T. VIII, 1846).

%) Percio 1a nota di W. Rurr (Bestimmung des Kriimmungsmitielpunkt
der Neoide mittelst eines Kegelschnittes, Arch. Math. Phys., 28 Serie, T. XI,
1892) si riferisce alla spirale d’ArcHIMEDE. L’identitd della neoide con la
spirale d’ARCHIMEDE farebbe cancellare il nome neoide dal catalogo delle
curve gpeciali ove esso non fosse stato applicato in un altro senso; v, infatti
la memoria di W. J. MACQUORN RANKINE, On the mathematical theory of
stream._lines, especially those of four foci and wpwards (Phil. Trans., Vo-
lume CLXI, 1871), ove si parla (p. 268) di « Neoids, that is ship-shape lines ».
1vi s’incontrano poi altre curve, chiamate (dal greco zuzwozidic) « Cyenoids,
or swan-like lines »; essendo le une e le altre di pertinenza della matematica
applicata, non ne facciamo che questa fugace menzione.

%) E. Jaxisch, Arch. Math. Phys., 11 Ser., T. 1X, 1890, p. 445.

CAPITOLO 1V

Le spirali di grado superiore.

Lo . s .

9206. Come immediate generalizzazioni della spllrale dA'_I'OhJ
mede sono da considerarsi le curve rappresentate in coordinate
polari da un’equazione della forma

w

E o gk
49 e om

il numero %k & intero e positivo; le indicher.emo col norfle dl
g;fmlli di grado superiore. Di esse parla Fermat in una lette;ta (%;1(;
retta al P. Mersenne addi 3 giugno 1636 '), nella guale, non §o a_nt\
ne promette una trattazione completa, ma enuncia alcune proprie ]Z
di quella corrispondente all’ipotesi k = 2, da }m sgpposta 2essere
curva ammirabile (nagddofos joauu) che, al duje di Papl_)o )s vtqnndfi
inventata dal geometra Menelao d’Alessapdna, 3. I rltrm‘za i :
Fermat vennero divulgati dal Mersenne, il qua-l_e ne parlo nella
seconda parte della sua Harmonte umw_arselle (Paris 1637) e poxfn;:
Cogitata physico-mathematica (Lut. Paris. 1644); 10. stesso 4ne ve ¢
menzione in una lettera a C. Huygens (_1e1 22 maggio 1&7348 ) 1(1) Ze_
proposta la questione di determinare il rapporto dell greau2 o
scritta dal raggio vettore quando _1’angolo o varia tra 0 e n.o v
area C del cerchio (detto ancora prvmo cerqhw) d,‘» eeqtro 0 e.raggl do'
Tale questione risolvesi coi nostri metodi assai facilmente; essen

infatti

L v a?
2 ka cp=@ krna
: 1 wg:;' _ ol d o = ; € =ma?
A=—0do = . CAR k42
2 W= ar v pyp

1y Oeuvres de Fermat, T. II, p. 12-14 e T. I11, p. 277-278.

)
.2 . Hultsch, p. 270. . . .
3; ggg;:to’o;gnio& del Selebre genatore tolosano trovo searsi aderenti,

erche si ritiene generalmente che la curva mirabile sia a dol)psi a2gurva.tura:
1\2. G-. Loria, Le scienze esatle nell’antiaf Grecia, 11 ed., p. 518-20.
1 Oeuvres de Huygens, T. I, p. 95.
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si ha tosto
A k
- .

B k -2 '

perk =1 s? ritr.ova cosi un teorema di Archimede (v. n. 204), mentre
Eer k> 1. 151 ottlc_x,ne una proposizione che concorda con altre di Ste-
ano degli Angelie G. Wallis, segnalate da R. de Sluse in una let-
tera qame Huygens dell’agosto 1663 1). b
Se u & I'angolo formato dalla tangente alla spir i
/ . , _ ale col ra
vettore terminato al punto di contatto, la (1) da P Fee

do

- =lko
d o

dpnde si pud dedurre un metodo per costruire la tangente; altri
81 ottengono osgervapdo che la suttangente e la sunnormale polari
80n0 espresse rispettivamente come segue:

k+1
o kn 2 1 e
2kn e .
a* Dk okl

i I 'calcolo fatto al termine del n. 203 relativamente alla spirale
d’Archimede pud adattarsi con lievi modificazioni alla curva rap-
presentata .dall’e.qu&zione (1) e mostra che anche siffatta curva pud
fqr part;e. di un sistema, le cui caratteristiche perd hanno espressioni
dlﬂerentl‘ secondoché k & pari o dispari. Questa diversity di eompor-
te_mmex.xto_ in que? due casi si ripresenta studiando la forma delle curve
di cui ci occupiamo; infatti se k & pari, per ottenere dei punti reali
della curva, bisogna attribuire a « valori positivi, e per ognuno si
h‘anno per g.due valori eguali e di segni contrari, onde la curva &
glmmetrlca, 1"1spetto al polo (che & sempre un punto della curva);
invece se k ¢ dispari a valori di » eguali e di segni contrari corriZ
spondono valori.di ¢ eguali e di segni contrari, il che dimostra es-
sere la curva simmetrica rispetto all’asse polare secondario

La rettxﬁpazione delle spirali di grado superiore da luoéo ad
un teorema,_nlevato da Fermat, che ¢ la generalizzazione di guello
del Cavaherl che dimostrammo a p. 39. Per vedere in che cosa
consista osserviamo che, detto s, 'arco della spirale (1). si h:;J:

g
a 2kn

—_—_— 2k , x 2
s, = 4/ 0* + g* do?® = ; .dmL/ Ir ‘ J + 0%
L

@’altronde se diciamo s, I'arco della parabola d'ordine k -+ 1 rap-

') Oeurres de Huygens, T. IV. p. 399.
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presentata dall’equazione

g = (k1) pF o
si ha Y '

1 ———— e
ds, = —dy A/ p** +
o

¢id prova che l'arco della spirale compreso fra il polo ed il punto
in cui o = ¢ & eguale all’arco della parabola compreso fra il vertice
ed il punto di ordinata y = ¢, purche si supponga che le costanti
a e p siano legate fra loro dalla relazione

a = ,\”/E‘IZT{ p.

Per k = 1 si ritrova il succitato teorema di Cavalieri; per k
gualunque si giunge ad una proposizione che E. Torricelli comunicod
a Michelangelo Ricei il 24 agosto del 16471) e che Fermat faceva
conoscere a Carcavi in una lettera che venne comunicata a Huygens
il 13 settembre 1659 2). B curioso notare come Huygens nel rispon-
dere a Carcavi il 26 febbraio 1660 osservasse: «La comparaison
des autres sortes de spirales avec les lignes paraboloides que donne
M. de Fermat est véritable, mais non pas fort difficile & trouver
aprés que la premiére est connue. Et je n’estonne qu’il prend plaisir
3 inventer des lignes nouvelles qui n’ont pas autrement des proprietez
dignes de considération » 2). Colpito da tale appunto Fermat replicd
all’Huygens pel tramite di Carcavi?) che per k = 1/, le sue spirali
al pari delle corrispondenti parabole (v. Vol. I, p. 364) godono la
notevole prerogativa di essere rettificabili; osservazione questa im-
portante perché mostra che Fermat non restringeva le proprie con-
siderazioni alle spirali rappresentate dall’equazione (1) quando %
¢ intero; si pué aggiungere che la stessa spirale (k = 1%) si ottiene
cercando il luogo degli estremi delle suttangenti polari di una spi-
rale d’Archimede.

207. 11 carteggio di Fermat ha serbato notizia di un’altra curva
la cui invenzione viene attribuita a Galileo 8): dopo essere stata

. 1) Vedi Opere di E. Torricelli, ed. . LORIA ¢ (. VASSURA (Fraenza
1919), T. I1I, p. 473; inoltre la memoria De infinitis spiralibus pubblicata
per la prima volta ivi, T. 1, P. II, p. 351-399). '

%) Qeuvres de Huygens, T. I1, p. 538; Oeuvres de Fermat, T. 11, p. 441.
V. anche le proposizioni dirette a LALOUBERE e da questo pubblicate nel
1660 in appendice all’opera Velerum goemetria promota in septem de cycloide
libris; vennero ristampate in Qeuvres de Fermat, T.1, p. 206 e T. 11T, p. 178.

3) Oeuvres de Huygens, T. 111, p. 27.

4) V.1a lettera di FERMaT datata 25 giugno 1660 e pubblicata in Oeuvres
de Huygens, T. 111, p. 89 e in Ocuvres de Fermat, T. 1I, p. 448.

5} Oeuvres de Fermat, T. 11, p. 12.
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impropriamente chiamata heliz Baliani!); si indica oggi col nome
di spirale di Galileo. Essa deve annoverarsi fra le curve fisico-mate-
matiche essendo per definizione «la linea descritta, relativamente
alla terra animata dal suo movimento diurno, da un punto ma-

teriale pesante, cadente liberamente »; in coordinate polari essa & -

rappresentabile mediante un’equazione della seguente forma:
(2) 0 =a—baw

Siccome quest’equazione non cambia mutando il segno di o,
cosi la spirale di Galileo & simmetrica rispetto all’asse polare; il
polo & un punto doppio e le relative tangenti formano coll’asse po-
lare angoli eguali a + \/ a/b; la curva ha poi sull’asse stesso infiniti
punti doppi, quelli ciod per cui w = kz, k essendo un intero
Positivo o negativo; per k = 0 si ha invece un punto semplice con
la tangente perpendicolare all’asse polare. Essendo la sunnormale
polare espressa da 8, = — 2 b w si vede che nella spirale di Galileo
il luogo degli estremi delle sunnormali polari & una spirale d’ Archimede.
Altre proprietd non vennero sinora avvertite nella spirale in discorso,
la quale non sembra possedere che un interesse storico.

La spira'e di Galileo & caso particolare di un’altra curva fisico-
matematica, alla quale il Varignon 2) pervenne generalizzando quella
questione che vedemmo (Vol. I, p. 364) Leibniz avere proposto
nel corso della sua celebre disputa con i Cartesiani. B la curva iso-
crona nell’ipotesi che il centro della terra si trovi, non pit all'infi-
nito, ma in un punto a distanza finita. Mediante considerazione che
qui non importa riferire il citato geometra francese ottenne come
equazione differenziale della curva in questione in coordinate po-
lari la seguente:

(1)

4 c— 0

ove 4, ¢, l sono costanti positive date. L’integrazione di questa
equazione & possibile, ma il Varignon non la effettud, e cosi mancd
di fare una distinzione importante, quella cioé dei tre casi ¢> a,
t=aec<a.

I. Se ¢> a si ponga

e=a+u, ¢c=a+k;

1) Cfr. le osservazioni di P. TANNERY in L’ Intermédiaire des mathéma-
ticiens, T. 111, 1896, p. 78 e 213.
- %) Vedi Méthode pour trouver des courbes le long desquelles un corps
tombant, s’approcke ou 8'éloigne de Uhorizon en telle raison des tems qu’on
1;%13{;7)11, et dans quelque hypothése de vitesses que ce soit etc, (Mém. de Paris,
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la (1) diverra:
l

a 1 1 )
dow =du{k ( — — 14
e ¢ { Lutk u—Fk J } ’
questa s’integra_subito e diviene (con una scelta opportuna della
costante d’integrazione)
4 \/ @ u—+k

=klo
4 @ gn+

ossia riponendo per u e k i loro valori

l\/; ) \/Q_aﬂ—\/c—a_; —
(2) p w =4/¢c— a log \/g—a——m \/g

equazione che, sott’altra forma venne stabilita per l’a prilga, volt?,
da L. Mascheroni!). Siccome facendo o = ¢ questequazione .d_a
@ = 0, cosi & chiaro che la curva fa attorno al polo infiniti giri.

Seriviamo la (2) come segue

ly/a
_______\/ w = log —————— —a‘;
cyfe—a /g—a__l
/ ¢c—a .

ponendo allora 4/ ¢ — a = 6 veédremo che, invece della (2), si pud
assumere come rappresentazione analitica della curva la seguente

coppia di equazioni: :

_ c\/c—:a [lbg 6+1 __9]

H—1

B) o=a+(—a)f,w e

II. Se ¢ = a la (1) diviene

l do
—do +——— =0;
. \/a Vo —a

Lo . . 1T o da-

1) 8i vegga un foglio diretto Al Nobile Signor Achille Alessandri e )

tato t{a. };ergga.%no, 19 ségttembre 1782 e la nota di G. Lor1a, Mascheroni contro
Varignon (Contributi alla biografia di L. Mascheroni, Bergamo 1904).
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integrandola se ne trae

2
(4) o =a-+

w?,
4a

che rappresenta una spirale di Galileo.
III. Se finalmente ¢ < a, porremo

‘

L =c¢ + K, p=a -+ u
.la (1) diverrd quindi

l+7/a )
Vot au— e " .
2e u? 12 ’

, )
onde, con un’opportuna scelta della costante d’integrazione,

l\/ii '
w+u —karce tg

= 0.

| =

o0ssia, restituendo a w e k i loro valori,

Z,\/; . [
p w+\/0—a—\/a—carctg—£—i.—_0
4 Va—e

(5)

Quest’equazione & soddisfatta da —
: ' ¢ = @, = 0 onde la curva part
da un punto dell’asse polare. Scrivendo la (5) come segue: parte

lr/a — —
w:ar(‘thg “_V&' ’

2eq/a—e a—e¢ a—e

‘ g—a . .
e ponendo Vm =0, si vedrd che la curva in questione puo,

nel caso presente rappresentarsi mediante queste due equazioni:

2er/a—c
l/a
Emerge dalle equazioni (3) (4) (6) che 1’ : ;
; ; *quazi : » isocrona di Varignon
€ una curva simmetrica rispetto ad un asse (I'asse polare); la,sciimo

':LI lettore di farne una pilt minuta discussione e di dimostrare che
€ una curva panalgebrica.

B o=a+(a—e), 0w

(are tg 6 — 6)
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208. In condizioni non molto dissimili si trovano le «? curve
rappresentate, al variare delle costanti @ e p, dall’equazione

(3) (0—af =2apuw;

quando in particolare a tende a 0 e contemporaneamente p tende
a o in modo che sia lim (2 @ p) == b?/2x, ove b & una nuova co-
stante finita, la (3) diviene

o
o* = b? ,
2n

e rappresenta una spirale di Fermat (p. 45). ') Le curve rappre-
sentate dall’equazione (3) vennero considerate da Giacomo Ber-
noulli 2) il quale (grazie all’analogia dell’equazione (3) con quella
di una parabola) chiamd una qualunque di esse «parabola heli-
coides, vel, si mavis, spiralis parabolica »; i posteri diedero la prefe-
renza al nome di spirale parabolica che noi pure adopereremo. Le
curve di cui si tratta presentano forme differenti a seconda del

. valore che ha il rapporto a/p (il Bernoulli ha specialmente con-

siderato il caso a/p = 4m); si pud sempre supporre quelle costanti
positive, allora i punti reali della eurva corrispondono a valori
positivi di w, a ciascuno spettano due valori di g eguali e di segni
contrari, onde tutte le spirali paraboliche hanno centro.

Alle spirali paraboliche il Bernoulli applico sin dal 1691 i me-
todi che Leibniz comincid nel 1684 a fare conoscere al mondo ma-
tematico. Cosi egli ne determind la tangente osservando che la sun-
normale polare & data da do/dio = ap/(p-a), espressione di facile
costruzione e che mostra essere g? (w — 7/2) = ap/2 'equazione del
Iuogo degli estremi delle sunnormali polari, essere quindi tal luogo
un litwus (v. n. 211). Similmente il Bernoulli. determind i valori
massimi e minimi di ¢ e w; la prima ricerea egli ridusse allo studio
di un’equazione algebrica fra w e tg w; ora se w fosse legato a tg w
da una relazione algebrica, I'equazione precedente si potrebbe ri-
durre ad essere algebrica in w; le sue radici sarebbero in numero
finito e gquindi in numero finito sarebbero pure i valori estremi di g;
ma la forma della spirale parabolica prova invece che p ammette
infiniti massimi, onde & assurda lipotesi che fra w e tg w passi una
relazione algebrica; in particolare, facendo w = m/4 si vede che z
non pud essere radice di un’equazione algebrica 3). E questo forse

1) Scrivendo la (3) sotto la forma p=a + 4/ 2ap « si vede che in
generale essa rappresenta una concoide della spirale di FERMAT p* =24 p .

2y Specimen caleuli differentialis in dimensione parabolae helicoidis eic.
(Acta erud. Gennaio 1691 oppure Jacobi Bernoulli Opera, T. I, p. 431; cfr.
Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 46-47).

3) 11 BERNOULLI aggiunge che si dimostrerebbe similmente I'impossi-

4. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II,

et
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il piu antico tentativo per dimostrare I’impossibility di risolvere
algebricamente il problema della quadratura del circolo.

I flessi della spirale (3) si ottengono (sempre secondo il citato
autore) combinando questa equazione con la seguente

ngz o

- 4 =0,
dw

92+2[

T do?

cioé

(@a—of—2a(a—o) +a(a—pP +3p*a*(a— o) —pda® = 0.
L’analoga ricerca dei punti doppi non venne affrontata dal Ber-
noulli ma pud compiersi senza difficoltd. Per converso egli si &

occupato della quadratura della curva; il controllare le sue conclu-
sioni & facilissimo osservando che

. . (e 1
—[do = fotlo—a)ydg = — | — ——— -+ Cost.,
2 2ap 2p | 4a 3

onde, supposto 2p = a/2n e preso lintegrale fra o =0 e 0=a
si ottiene 1/6 7 a?, come appunto trovo Bernoulli.

Assai pit arduo ed interessante & il problema della rettifica-
zione della spirale parabolica; Giacomo Bernoulli, occupandosene,
scoperse una proprietd notevole di essa — che si riscontra anche
in altre curve —1) di cui vogliamo dare notizia. Detto s ’arco della
spirale la (3) da: .

8=IdQV1+ (Q%JZ: IdQ'/lJrgz[g;a]z,

onde il caleolo di s dipende da integrali ellittici. Ora se s’introduce
la considerazione della curva rappresentata dall’equazione seguente:

2% (x — a)?
=1t —
ap
si vede che la rettificazione della spirale parabolica equivale alla
quadratura di questa curva. Questa curva, o meglio quella affine
ad essa rappresentata dall’equazione

bilita di quadrare algebricamente « ullius curvae geometricae in se redeuntis v,
affermazione su cuil ¢ lecito nutrire qualche dubbio.

1) Ctr. ENXNEPER, Elliptische Functionen, 1I Aufl. (Halle a. S., 1890),
P. 526 e seg.
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a? 2 (r — a)?
4 Pr=—+ —
(4) == i

§i pud costruire nel modo seguente: «Sia C (fig. 8) il centro d1
un cerchio di diametro a tangente nell’origine all’asse delle y. Prefsl
ad arbitrio sopra O z i segmenti C W =CZ e (}opdot.te nel qerchlo
le corrispondenti ordinate W T e Z X si determini ’la intersezione S
di T X coll’asse delle y. Sia poi 4 un punto dell’asse delle « tale
che si abbia O 4 =2p e si porti sullo stesso asse O K = O 8; si

//// i ‘}\
;/ il ! ; L4 5
H A0l 4w c A

A\ %

A Y

|

i

T

Fig. 8.

conduca 4 8§ e da K la parallela a questa retta; se R ne & l'inter-
gezione con O y, portando il segmento C E a part;iz:e rigp. da We Z
sopra le rette W T'e Z X si otterranno quattro punti della curva (4) ».
Lasciamo al lettore di dimostrare cid; e notiamo che emerge dalla
costruzione che la curva (4) & simmetrica rispetto alla retta z = a/2,
onde contiene infinite coppie di aree equivalenti; cid prova che
la spirale parabolica malgrado l’irregolaritd.di forma che presenta
contiene infinite coppie di archi fra loro eguali: & questa la proprietd
geometrica pill cospicua in essa sinora rilevata ).

1y Ulteriori ragguagli sopra la curva ora studiata e sui lavori che vi
si rif(griscono si trggeranno nella monografia di G. D. E. WEYER, Ueber

die parabolische Spirale (Kiel und Leipzig, 1894).



CAPITOLO V

Altre spirali algebriche.

209. 11 vocabolo spirale, che usammo nelle pagine precedenti,
risale all’antichitd pil remota essendovene traccie nel sistema
agtronomico di Platonel); ma il corrispondente concetto generale
non raggiunge ancora quel grado di precisione che si esige da qua-
lunque concetto matematico 2); noi provvisoriamente chiameremo
spirali 3) tutte le curve la cui rappresentazione analitica pilt semplice
e conveniente si ottiene adoperando eoordinate polari. Tali sono le
curve aventi per eqaazione

flw)

»+ g

ove f e ¢ sono funzioni ra-‘zionah' delle linee trigonometriche dell’an-
golo w e dei multipli e summultipli del medesimo 4); tali sono le

') V. A. SEpI1LLoT, De Uorigine de la semaine planétaire et de la spirale
de Platon (C. R., 7 dicembre 1872, p. 1646), e Tu. H. MARTIN, Hypothése
astronomique de Platon (Mém. de I’Acad. des Inscriptions et Belles Lettres,
T. XXX, I Parte, 1881), p. 46-48. Va notato che nel Cap. XX1 dell’Astro-
nomia di TEONE SMIRNEO (v. THEON DE SMYRNE, Ezxposition des connais-
sances mathématiques utiles pour la lecture de Platon, éd. Dupuis, Paris 1892,
p. 328) si parla di un’altra spirale astronomica; & di forma analoga alla
sinusoide essendo descritta da un cavallo obbligato a restare fra due bar-
riere: v. anche MARTIN, Mem. cit., p. 49.

) V. gli articoli Spirale dell’Encyclopédie méthodique, del Mathemati-
sches W orterbuch dell’HOFFMANN e del Dictionnaire des Sciences mathé-
matiques del MONTFERRIER. Cfr. anche BRrocArD, Notes de bibliographie
des courbes géométriques, Partie complémentaire (Bar Le-Due, ¥99), p. 166.

%) Altri adopera il nome di curve radiali (v. MONTFERRIER, oD. cit.,
T. 11, p. 410).

%) G. FOUuRET, Sur la construction de la tangente d la courbe p =— %%,
@ w
f(w) et ¢ (w) désignant des fonctions rationnelles des lignes trigonométriques
de Uangle w, de ses multiples ou de ses patties aliquotes (Nouv. Ann., 2* Serie,
T. X1X, 1880). :
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curve rappresentate da un’equazione a]gepriea, fr?m p e w e che si
possono opportunamente chiamare spirali alqebrwhe 1. . )

Sia (1) f (¢, w) = 0 lequazione di una spirale algebrica; f sia
di grado p in @ e di grado » complessivamente. Essendo

R Y
0 =+/TFy e o = are tg —,

si vede che ¢

20f 1 o f of
ﬂzbf _b_g+_f @ =~———{ch —y——},
Dz do O dw dx 0% Do ]
2f  of 2f dw 1 df o f
_-f= f ‘-f-——f——:— oy +m-—,}
oy 0p 0y ow 0 o [ dw
e che quindi
df df
) X — x —y—y +
@) ( ) {o . am}
2 df
Y — — t+r—y =
+ (Y —n{ey - —1

¢ Pequazione della tangente alla spirale nel punto (z,¥). .

I lettore potra facilmente dimostrare che per una tz?le Splr_ale
il luogo degli estremi delle sottotangenti o sott(.)n(.)\rl'nah polari e
un’altra spirale analoga, proposizione generale di cui gid incontrammo
e troveremo qualche caso speciale.

Eliminando da questa equazione o tenendo conto della equa-
zione f (0, w) = 0 e serivendo per g il suo valore \/ x? —i~yﬁ si otterrd
l’equazione del luogo dei punti di contatto delle mngent} condptte
alla curva dal punto (X, Y); cosi si giunge sempre ad un equazione
algebrica, onde tutte le spirali algebriche sono curve’pa.nalgebrwhe;
ma le caratteristiche di questi hanno varie espressioni a secondo
dei casi. ’ .

I. Se nella (2) non entra w essa ravppresentav‘seuz altro il
luogo suddetto. Tale circostanza si verifica quando sia

1) Questo nome & adoperato nel senso indicato da W. RULF nel}’artx-
colo Geometrische Bestimmung des Kriimmungsmittelpunktes der algebraischen
Spiralen (Monatshefte, T. 111, 1892). Invece il SYLVESTER lo usa (Iihzli)-
sophical Magazine, 4% Serie, T. 36, 1868) per indicare le curve tali 01;; 2
lunghezza della perpendicolare calata dal polo sulla tangente sia una fun-
zione algebrica dell’angolo di contingenza; in particolare si POSSORO cons(i:
derare le spirali intere, le quali sono le successive evolventi di circolo e di
cui tratteremo piu avanti.

FORE LS
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d [ df df ] d df df
o —y =0 ” -+ = (
dw |- dp dw YR LAY dw
cioé :
o2 f o f
= =0,

0p dow d w?

ciot¢ quando sia f = a w + ¢ (9): 'esempio pill semplice di siffatte
curve & offerto dalla spirale d’Archimede. Se nella (2) non vi sono
che pot(?nze pari di g, essa & razionale in z, ¥y onde rappresenta una
curva di un ordine eguale al grado m della (2) in x, y passante sem-
plicemente pel punto (X, Y¥) onde la curva fa parte di un sistema
avente per caratteristiche 1 e m — 1. Ma se nella (2) vi sono anche
potenze dispari di ¢ & necessaria un’elevazione a guadrato, eseguita
la quale si vede che le caratteristiche del sistema sono 2 e 2 (m—1).
II. Se invece nella (2) w entra al grado g, 'eliminazione di o
fra le (1) e (2) eseguita col metodo dialitico di Sylvester conduce
ad un’e;quazione il cui primo membro & un determinante d’ordine
p+gin cui gli elementi delle prime ¢ orizzontali hanno ciascuno
uno .del fattori X — 2, Y — y; quindi, se quel primo membro non
contiene che potenze pari di o, il lnogo di cui ¢i occupiamo passa ¢
volte pel punto (X, Y), in cagso diverso vi passerd 2q volte; la spi-
rale fa dunque parte di un sistems in cui una caratteristica ¢ ¢ o
2¢; YValtra caratteristica si deduce dalla semplice ispezione della
suddetta equazione risultante, razionalizzata se & necessario.
Le spirali algebriche sono suscettibili di una generazione ste-
reometrica analoga a quella segnalata per la gpirale d’Archimede
(p. 40). Si consideri, infatti, 1’elicoide-conoide avente per equazione

2z Y
= arc tg —
p r

.

e lo si tagli con la superficie di rivoluzione coassiale

La curva d’intersezione si proietterd sul piano z y nella linea

f»
fl
L2=n
ora introducendo coordinate polari p, w questa diviene

pow
—_—— :O,
f[% ,Q]

Altre spirali algebriche 55

onde, se f & una funzione algebrica, algebrica sard pure la spirale
cosi rappresentata; come appunto 8i & asserito.

210. Alla grande categoria delle spirali algebriche appartengono
tutte le curve studiate nei due Capitoli precedenti; ma in essa tro-

‘vansi ancora altre non meno notevoli al cui studio ¢i volgiamo ora.

Se si sottopone una spirale d’Archimede ad una trasforma-
zione per raggi vettori reciproci avente per centro il polo della
curva, si ottiene una curva rappresentabile in coordinate polari col
mezzo di' un’equazione della seguente forma:

3) . ow = a.

Tssa incontrasi — fra altre pill generali — in una memoria

i Varignon, presentata all’Accademia di Parigi nel 1704 ma pub-

blicata soltanto nel 1722 1); essa fu poi scoperta anche da Giovanni
Bernoulli, il quale, in una lettera scritta in francese all’Hermann
addi 7 ottobre 1710 la chiamo spirale hyperbolique?), e tre anni
appresso, dopo di averne avvertite le analogie e le differenze con
la spirale d’Archimede, serisse: «ita ut non incongrue haec gpiralis
vocari possit Hyperbolica, vel etiam Archimedea inversa; utpote,
quae cum Archimedea ordinaria hoc commune habet, quod in
utraque distantiae punctorum ab umbilico sint proportionales cir-
culationibus emensis, in Archimedeam vulgari directe, in nostra
vero imverse»3). Venne generalmente adottato il nome di spirale
iperbolica, consigliato all’analogia fra Pequazione (3) e quella del-
P’iperbole riferita agli asintoti.

L’equazione (1) dimostra che a valori di w eguali e di segni con-
trari corrispondono valori di o pure eguali e di segni contrari, onde
la gpirale iperbolica é una curva simmetrica rispetto all’asse polare
secondario; su questo si trovano infiniti punti doppi della curva
(fig. 9). Facendo tendere w a =+ ©, @ tende a 0 onde il polo & un
punto asintotico della curva; facendo invece w = 0 si ottiene ¢ = ©
onde la curva passa pel punto all’infinito dell’asse polare; e sic-

come la (1) da

. : ) sen
v wi W o lim (o sen w) = lim | a = a,
< w=0 . w=0 w

@y -
cosi la retia parallela oll’ asse polare e distante da questo della lunghezza a
& un asintoto della curva.

1) Riguardo a questo lavoro di VarieNoN v. il Cap. I del Libro se-
gwente,
2) Joh. Bernoulli Opera omnia, T. 1, p. 480.
3) Id., p. 552.
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La suttangente polare & data da 8, = ¢* : dp/dw = — a; percid:
nella spirale iperbolica (1) il luogo degli estremi delle suttangenti
polari & il cerchio di raggio a col centro nel polo; donde una sempli-
cissima costruzione della tangente. A questo proposito noteremo
che in coordinate cartesiane la curva (1) & rappresentata dalla
equazione -

V#FPRarctg y/x —a = 0
onde la sua tangente nel punto (z, ) lo & dall’altra
X —o) {aw—y+/E+g*} + (Y —y) {oy + 21/} = 0;

y

Fig. 9. — Spirale iperbolica.

supposto quindi dato il punto P di coordinate X, Y, se ne deduce
agevolmente che: ¢ punti di contatto delle tangenti che si possono
condurre da un punto qualungue P del piano ad una spirale iperbolica
appartengono ad una curva di quarto ordine avente P per punto doppio;
per conseguenza gqualungue spirale iperbolica fa parte di un sistema
di. caratteristiche 2, 2. Se P trovasi all’infinito il Tuogo dei punti di
contatto & una curva kappa., L’area A del settore compreso fra un
arco di spirale ed i raggi vettori dei punti estremi ¢ dato da

1 2 a2[1 1
A::——-/dewz.— R —
2V 2 L w, 0o

onde, quando 2 tende a o, A si accosta indefinitamente al valore
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a?/2w, , sempre finito se w, + 0. Invece pel differenziale dell’arco

si ha
do \? a/at+¢?
ds:dwl/ngr[ } = — —dp
Ldo 4
onde

#+0* 4+ a
8§ = _al._ 1ogl/____j__‘____ i VA a,z_'_{f .|. cost"
2 \/a“—{-g?——a

il che dimostra che la rettificazione della spirale iperbolica dipende
da logaritmi. ) .

Sia g l’angolo che la tangente forma col raggio vettore e R il
raggio di curvatura. Si trova agevolmente

1+0*
: NP R AE S
w

\/Qﬂ—-(dg/dw)2 B ,\/] +a? o

sen y =

donde, eliminando w,
o/R = sen? u;

si potrebbe dimostrare che questa relazione & caratteristica per la
gpirale iperbolica 2). . .

Fra la spirale iperbolica ¢ la cocleoide intercede una relazione
semplicigsima che va rilevata. Si consideri un punto qualungque
M (9, w) della curva (3), si conduca da esso la parallela all’asse po-
lare e si prenda su di essa MM, = M O; il luogo del punto M, (01, wy)
¢ una cocleoide. Si ha infatti

7T +m ()

w, = , 3
2 2

ossia

w=20,—mn, 0=

sostituendo nella (3) si trova

9

7 ) ;
01 [w; — %J = @ sen {0)1 — _Z_.J

che rappresenta una cocleoide, come erasi affermato.

1) Per la relativa costruzione, v. BALITRAND, Construction du centre de

" courbure de la spirale hyperboliqgue (Nouv. Ann. Math., IV Ser., T. XVI,

1916). . ) , ) . )
2) TISSERAND, Recueil complémentaire dexrercises sur le calcul infini-

tésimal, 11 od. (Paris 1895), p. 310.
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Ma vi & anche una notissima curva gobba avente con la spi-
rale iperbolica una relazione intima. Si consideri infatti lelica di
equagioni:

z=aco8sw , Yy =asenw , 2=kaw;

proiettandola’ da un punto qualunque dell’asse, p. es. da quello
di ordinata £, si ottiene una superficie conica che pud rappresen-
tarsi mediante le equazioni

he d
a cos a sen w kaw +17% S
xTr = , Y = y 8= ————

144 1441 1+ 4

A essendo un nuovo parametro. La traccia di guesto cono sul piano
2y si ottiene facendo z = 0 cioé A = — kaw/{, onde & rappresen-
tata dalle equazioni

@ co8 w a sen w

= —— Y = .
1—kaw/L 1 —kaw/L
Ora da queste si deduce

—— e a
Byt = —————j
' % 1 — kao/t
ossia, ponendo
R kaw
VEFP = 1——— =g, 09 =@

dunque: una spirale iperbolica ¢ la proiezione di wn’ordinaria elica
cilindrica fatta da un punto dell’asse del cilindro di rotazione sul
quale essa & tracciata sopra un piano perpendicolare all’asse stesso 1.

211, Le equazioni
a a

O =—"""", 0=

w—1 w+1

rappresentano evidentemente due spirali iperboliche eguali e con
lo stesso polo. Cerchiamone la concoidale (Vol.d, p. 172) ponendo
o =0, + o, ed otterremo la curva '

2a

(4) L
wt—1

la quale venne incontrata risolvendo il seguente problema: trovare

1) Te. OLIVIER, Journ. de I’Ec. pol., XXI1I Cah., 1833, p. 108.
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una curva piana tale che, quando la si faccia muovere con la con-
dizione di toccare sempre una data retta, un suo punto descriva
una circonferenza di raggio a tangente a quella retta 1), E note-
vole che questa curva & rettificabile elementarmente: infatti dalla (4)
traesi

ds 0o+a

do 0 +2ap
onde integrando
s =14/0"+20a0;

detto poi R il raggio di curvatura si trova 2)

R:o{a‘*—g]i'

15
a

se ne deduce l'equazione intrinseca-

(W @+ — a) (a*+5?)

a?

R

Ad un’altra spirale algebrica si arriva cercando la curva tale
che l’area limitata da un suo arco e dai raggi vettori negli estremi

sia proporzionale al logaritmo del rapporto dei raggi vettori stessi.:

B questo un problema che R. Cotes si ¢ proposto ed ha risolto come
segue 3): Le condizioni del problema si traducono subito nell’equa-
zione :
1 s )
—/Q2d03 =a‘210g£-1—
2 Jon

40

Differenziando si trae:

dow = 2a® ae
. 03
onde integrando
a2
w— o =
o?

Ponendo quindi ¢ — o = ¢ si trova
(5) 92 @ = 0/2

1y R. FaBri, Sulle curve cicloidali (Atti dell’Acc. Pont. dei Nuovi Lincei,

T. X, 1856).
2) R consigliabile applicare qui la formola: data dal SERrET (Caleul

différentiel, I1 éd., Paris 1879, p. 305).
3) Harmonia mensurarum (Cambridge, 1722), p. 85.
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come equazione della curva cercata. Questa & una curva simmetrica
rispetto al polo, il quale ne ¢ un punto asintotico; i punti reali di
questa si ottengono attribuendo a ¢ valori positivi (fig. 10). Tras-
formandola per raggi vettori reciproci si ottiene, se il centro della
trasformazione coincide col polo ‘della curva,

0 ="he

che rappresenta una spirale parabolica di Fermat del 20 grado;
per tal fatto la curva rappresentata dalla (5) si chiama talvolta
spirale parabolica inversa): pit diffuso & il nome di Lituus (bastone
ricurvo) usato dal Cétes, che equivale a quello di tromba adope-
rato da G. Sacchi?). Siccome la (5) d4 per ¢ = oo, ¢ =0 cosi il
polo & un punto asintotico della curva in questione; ne ¢ un flesso

T
\jy .

Fig. 10. — Lituus di R. Cotes.

invece il punto di coordinate ¢ =1/,, 0. = a4/ 2; ece. Particolariz-
zando il procedimento indicato nel n. 309 si vede che il lituus fa
parte di un sistema avente per caratieristiche 1 e 2. Finalmente un’im-
mediata conseguenza della (5) é il seguente teorema: Data una serie
di circoli di centro O ed una retta O X passante pel loro centro
comune, si determina sulla periferia di quello che ha per raggio il
segmento O 4 della retta O X un punto M tale che il settore A O M
valga 1/, a?; il luogo del punto M ¢ il lituus rappresentato dall’equa-
zione (5) %),

1) ScuroymincH, Uebungsbuch zum Studium der hoheren Analysis, 1 Th.,
3. Aufl. (Leipzig 1878), p. 106. '

. ) Sulla geometria analitica delle curve piane (Pavia 1854), p. 9. La ra-
gione di questi nomi risulta evidente riflettendo che ordinariamente si con-
sidera della curva di cui i occupiamo solo il ramo corrispondente a valori
positivi di p e che Orazio e Virgilio indicano col nome di litwus una tromba
di ottone ricurva verso il fondo.

%) LAISANT, Nouv. Corr. Mathém., Question 251, 1877, p. 87-8R8; ove
la curva & indicata col nome troppo generico di spirale polare.

CAPITOLO VI

La spirale logaritmica e le curve che ne derivano.

212. In una lettera diretta al P. Mersenne il 12 settembre 1638,
Descartes, per soddisfare il suo corrispondente, che avevagli chiesto
di « plus particulierement expliquer la nature de la spirale qui re-
présente le plan également incliné» gli comunico la seguente pro-
prietda di quella curva: «si A est le centre de la terre, et quée ANBCD
goit la spirale, ayant tiré les droites A B, A C, A D et semblables
il y a méme proportion entre la courbe A N B e la droite 4 B que
entre la courbe A N B C et la droite A C ou ANBCD et AD,
et ainsi des autres. Et si on tire les tangentes D E, C F, B G etc.
les angles A D E, A CF, A B G etc. seront égaux»!). La propriety
con cui Descartes caratterizzo la nuova spirale si traduce subito
nell’equazione -

slo—a, Mo
o essendo il raggio vettore uscente dal punto A, s I'arco della curva

e @ una costante. Differenziando 1’equazione precedente e sosti-
tuendo a ds il suo valore 4/ do®+o*dw? si ottiene

donde integrando

—_* P
1 0 = ¢ Vo, P
ove ¢ ¢ una costante arbitraria. Questa & l’equazione polare della
spirale in questione; per la forma della (1) la spirale stessa venne
chiamata da Va,rignong)"s'p'imle logarilmica, nome che le & rimasto 3).

1) Oeuvres des Descartes, ed. ADaAM e TANNERY, T. IT (Paris 1898), p. 360.

?) Cfr. la gid nominata memoria di cui diffusamente parleremo nel
Cap. I del Libro seguente.

%) Meno adoperato & il nome di Spirale proporzionale (HOFFMAXN,
Math. Waorterbuch, T. IV, p. 319.
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Detto u I’'angolo della tangente col raggio vettore, essendo in
generale tg u = ¢ : dp/dw, si ha nel caso attuale

2) tgpu =4/ a*—1;

u & dunque costante, come avverti il Descartes stesso nel brano sur-
riferito. La spirale logaritmica & dunque una traiettoria obliqua dei
raggi di un fascio; per cid da taluno fu designata col nome di spi-
rale equiangolal) e Giacomo Bernoulli asserl «ipsamet etiam esset
vera loxodromia 2), si terra plane foret». Questa proprietd della
spirale logaritmica dimostra che per condurre ad essa le tangenti
da un punto arbitrario del piano basta descrivere (se O & il polo)
su P 0 un segmento circolare capace dell’angolo u; il suo arco taglia
la curva nei punti di contatto delle cercate tangenti. Percid: i punti
di contatto delle tangenti condotte ad una spirale logaritmica da un
punto qualunque del piano stanno su una circonferenza passante per
quel punto ed il polo; ogni spirale logaritmica ¢ dunque panalgebrica
e fa parte di un sistema le cui caratteristiche valgono entrambe uno.

Dall’equazione (1) traggonsi subito alcune conseguenze degne
di essere rilevate. Anzitutto facendo tendere w a — o, g tende
a 0, dunque il polo & un punio asintotico della spirale logaritmica. Con-
sideriamo quattro punti A4, B, 0, D della curva corrispondenti a
valori «, 8, y, 8 di w tali chg f—a = 8 —p. In forza della (1) si
ha. se al solito O & il polo, .

0B _g& 00 &
04 0¢
onde, per le fatte ipotesi,
OB 0D
o4 00

¢id prova che i due triangoli 4 O B ¢ € 0 D gono fra loro simili. Se
quindi della spirale si conoscono due punti M N e si costruisce su
O N il triangolo O N P gimile al triangolo O M N, sard P un terzo
punto della curva, da cui se ne dedurrd un quarto, poi un quinto

e cosi via (fig. 11). Un altro corollario dell’equazione trovata e
che al variare della costante ¢ Uequazione (1) rappresenta infinite curve

1) WiTHWORTH, La spirale équiangle. Ses propriétés prouvées géomélrique-
ment (Nouv. Ann., 22 Serie, T. VIII, 1869, e I1X, 1870).

2y E noto che si chiama lossodromia una curva sierica segante tutti i
meridiani sotto angolo costante; quindi la proiezione stereografica di una
lossodromia & una spirale logaritmica. s
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fra loro identiche. Se infatti si considera la curva

L .
]
@ =06 e‘\/d Ir
si ponga
a

=
b

¢ =ce

o sard un angolo pienamente de-
terminato e si avra

w+a

Ve,

Q:CG

posto quindi w + a = w, si ot-

terrd
W,

1
=¢ e\/"’_l,

0

che paragonata alla (1) mostra la
verita dell’enunciato. Segue da
questo che la spirale logaritmica
i trasforma in una curva eguale
per qualungue inversione avente il
suo centro nel polo; supposto in-
fatti po, = #* la (1) da

T
w
B =co, e'\/“"“l; Fig. 11. — Spirale logaritmica.
onde, posto w;, = — w,
wy .
B a3
B= e

che rappresenta una curva eguale alla (1).

Similmente si dimostra che la podaria di una spirale logaritmica
rispetto al suo polo & una curva ad essa identica.

213. Alla spirale logaritmica Evangelista Torricelli pervenne
dal canto suo partendo da altre considerazioni: in quale anno egli
abbia compiuto tale scoperta non & noto con certezza; ma & pro-
babile che essa sia stata circa contemporanea a quella di Descartes 1).

1) Di queste ricerche di TORRICELLI di notizia il Racconto d’alcune
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Della nuova curva il celebre discepolo di Galileo, non soltanto as-
segnd due generazioni, una geometrica e l’altra meccanica, ma ne
scoperse la rettificazione e la quadratura; cosicché se Fermat, Neil
e van Heuraet hanno la gloria di avere per primi rettificata una
curva algebrica (Vol. I, p. 64) al Torricelli spetta il merito di avere
per primo rettificata una curva matematicamente definita®): vero
¢ che la rettificabilith della spirale logaritmica & immediata con-
seguenza dell’equazione s = a g con cui la defini Descartes, ma non
lo & per chi prenda le mosse da una delle definizioni torricelliane.
Comunque & importante dimostrare qui il teorema di rettificazione
dovuto a Torricelli; osserviamo percid che essendo s =ap e es-
sendo per la (2)

2 cos y = t si h 3 e
2 s pu = , siha  (3) § = ;
a cos u

dunque: Se in un punto M della spirale logaritmica si conduce la re-
lativa tangente e se ne determina la intersezione T con la retia condotta
dal polo O perpendicolare al raggio vettore O M, sard il segmenio M T
equale a tulla la spirale dal punto M sino al polo?). Questo é uno
dei teoremi di Torricelli. Per stabilire I’altro notiamo che dalla (1)
si trae:

fw 1 @ [o 22 a*—1
—-—diw:—f e\/“'_ldwz——————\/ — % =
—w 2 2 J— 4
X .

00

Pt

0-otgu;

lQl

2

dunque: Eseguita la costruzione indicata mnel teorema precedente,
Varea del triangolo O M T ¢ doppia dell’area descritta dal raggio vei-
tore quando parte dalla posizione O M e fa infiniti giri attorno al polo
nel senso megativo; & questa la seconda delle citate proposizioni.

proposizioni proposte ¢ passate scambievolmente fra Matematici di Francia
dall’anno 1640 in qua, pubblicato dal FapsroxI nel T. I (Pisis, 1788, pa-
gina 345-372) delle Vitae Italorum doctrina excellentium qui Saeculis XV 111
et X VIII floruerunt e ristampato nelle Opere di E. Torricelli (Faenza, 1919),
T. I1, p. 222; v. anche il brano della memoria De spiralibus (1d., T. I, P. 11,
p. 362 e segg.) e la lettera seritta a M. A. Riccr il 17 marzo 1646 (1d., I. 111,
p. 360).

1) Cfr. G. Loria, Evangelista Torricelli e la prima vettificazione di una
curve (Lincei Rend., 52 Serie, vol. 6, 1I sem., 1897).

2) Essendo O T==psenyu, T M =pcosp si ha pure OT/TM ==1tgu,
donde si deduce che se una spirale logaritmica rotola senza sirisciare sopra
una retia il suo polo descrive una linea retta (CATALAN, Nouv. Ann. de math.,
T. XV, 1856, p. 106).
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Ad altri teoremi si perviene notando che la sunnormale S,
la suttangente S, ed il raggio di curvatura R della spirale logaritmica
SONO0 espresse Tisp. come segue:

e 4
4) S =ptgp, Sy = y B=——.
tg u sen u

Combinando opportunamente queste equazioni fra loro e con la (3)
8i trova:

5) R =scot u
(6) -8 =8 o* + 8,2 = R~

La (3) & lequazione intrinseca della spirale logaritmica; inter-
pretata convenientemente essa dice che se una spirale logaritmica
ruzzola sopra di una retta, il luogo dei centri di curvatura nei singoli
punti di contatio & una retta ). Delle equazioni (6), la prima esprime
nuovamente il teorema di rettificazione di Torricelli, mentre la se-
conda dice che nella spirale logaritmica il centro di curvatura in un
punto si trova nell’estremo della corrispondente sunnormale polare.
Dette quindi g, , w; le coordinate del centro di curvatura nel punto
di coordinate p, w si avra

0 7
, Wy = — + o}
sen 2

01 =

eliminando ¢, w fra queste equazioni e la
(1/) o =ce® coty’

che rappresenta la spirale data, si otterra

Pt cob u

sen p P cot p/2

equazione che, grazie ad un’osservazione generale gia fatta (p. 63)
rappresenta un’altra spirale logaritmica eguale alla data. Siamo

Iy

quindi autorizzati a concludere: la spirale logaritmica & wna curva
equale a tutte le sue evolute successive ?).

1) MaANNHEIM, Recherches¥ géométriques rélatives aw lieu des positions
successives des centres de courbure d’une courbe qui roule sur une droite (G. di
Lionville, 22 Serie, T. 1V, 1859, p. 95).

%) Fra le spirali logaritmiche reali se ne trovano che sono le loro proprie
evolute (cfr. G. SCHEFFERS, Binfihrung in die Theorie der Eurven, 111 Aufl.,
Berlin 1923, p. 103); M. ALLE osservd (Ein Beitrag zur Theorie der Evoluten,
Wien. Ber., T. 113, 1904) che sono le uniche curve che siano dotate della
detta proprieta.

5. — G. Loris, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol 1L
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Sia O il centro di curvatura della spirale logaritmica nel punto
M (0, ») e sia C' (¢, ') il simmetrico di C rispetto a M; il luogo
del punto €’ chiamasi anti-evoluta della curva data. Essendo O M
mediana del triangolo € O ¢’ si ha
2R 4202 =82+ o?

onde, per le (4),

o' =p/ 4 FootPu =cq/ 4 + cot® p ew oty

inoltre

' 0 Mo 0

MO =M0C= 5 - = ’
senu  sen (w — w') €os (o — o' + u)
onde
sen u sen (w — ') =co0s (4 + » — ')
088i%
2tgu tg (0 —o') =
Se ne deduce

o = o' + are tg |

(cot,u]

&

epperd come equazione del Iuogo del punto C’ si ottiene finalmente

9/ — e /4 + cot2,u ecot p arc tg (cot u/2) ew’coty.;

ora questa rappresenta una spirale logaritmica; dunque: la spirale

logaritmica ¢ una curva eguale alla sua antevoluta. Questa proposi-
zione, al pari della precedente, & dovuta a Giacomo Bernoulli?l),
il quale di pit notod che, se il lume si pone nel polo della spirale lo-
garitmica, anche le caustiche per riflessione e per rifrazione sono

1) V. Particolo: Lineae cycloidales, evolutae, amt-evolutae, causticae,
anti ticae, peri-causticae. Earum wusus et simplex relatio ad se invicem.
Spira mirabilis (Acta Erud., maggio 1692). 1 casi segnalati dal Bernoulli
non sono gli unici di riproduzione della spirale logaritmica. Fra quelli che
gli sfuggirono noteremo il seguente scoperto da HATON DE LA GOUPILLIERE
(De la courbe qui est elle-meme sa propre developpée, G-. di Liouville, 22 Serie,
T. X1, 1866 o Mémoires divers, 11 ed., Paris 1909): se si cerca una curva
la cui podaria sia una curva ad essa simile ¢ fatta rotare di un certo angolo,
si giunge ad una spirale logaritmica. Un altro caso emerge dal teorema
seguente: La curva d’aberrazione di una spirale logaritmica é un’altra spi-
rale logaritmica (F. J. vaAN DEN BERrG, Over Krommingskegelsnede van viakke

Lromme lignen, Amsterdam Verl., 35 Serie, T. 1X, 1892). Cfr. finalmente .

la Questione 107 proposta dal PECHE in Arch. Math. Phys., I1I Serie, T. VIII,
1904, p. 173 e risolta dal MEeissNEr, 1d., T. 1X, 1905, p. 94.
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curve ad essa eguali; impressionato gino all’entusiasmo da gqueste
facoltd di riprodursi posseduta dalla spirale logaritmica il celebre
geometra serisse: « Cum autem ob proprietatem tam singularem
tamque admirabilem mire mihi placeat spira haec mirabilis, sic ut
ejus contemplatione satiari vix queam; cogitavi, illam ad varias
res symbolice repraesentandas non inconcinne adhiberi posse. Quo-
niam enim gemper sibi similem et eandem spiram gignit, utcumque
volvatur, evolvatur, radiet; hinc poterit esse vel sobolis parentibus
per omnia similis Emblema; Simillima Filia Matri: vel (si rem ae-
ternae veritatis Fidei mysteriis accomodare non est prohibitum)
ipsius aeternae generationis Filii, qui Patris velut Imago, et ab illo
ut Lumen a Lumine emanans, eidem Sudotos existit, qualiscumque
adumbratio. Aut, si mavis, quia Curva nostra mirabilis in ipsa mu-
tatione semper sibi constantissime manet similis et numero eadem,
poterit esse vel fortitudinis et constantiae in adversitatibus; vel
etiam Carnis nostrae post varias alterationes, et tandem ipsam quoque
mortem, ejusdem numero resurrecturae symbolum; adeo quidem,
ut si Archimedem imitandi hodienum cosuetudo obtineret, libenter
Spiram hanc tumulo meo juberem incidi cum Epigraphe: Eadem
nUMEro mutata resurgo ».

Per lo studio della spirale logaritmica le equazioni pii conve-
nienti sono quelle in coordinate polari (1) o (1’) e la equazione in-
trinseca (5). Va tuttavia notata una conseguenza a cui conduce
l'equazione cartesiana. Dalla (1’) prendendo i logaritmi si ottiene:

1 ¥
- log [(x+i y) (e—i y)] = log ¢ -+ cot u arc tg —
2 x
0 anche
1 cot u Wy -z
— log [{#+i y) (—i y)] = log ¢ + — log ———;
2 24 iy—ax

onde, ponendo & +iy =& , v —iy = 7, otterremo un’equazione
della seguente forma:

(M) g l——fza nl—#:@a

)

2 2

= cost.,

la quale prova essere la spirale logaritmica una speciale curva
binomia interscendente; vedremo pill avanti quanto sia impor-
tante quest’osservazione che collega la spirale logaritmica ad altre
curve pilt generali.

Aggiungiamo che se nell’equazione

0 = ¢ et
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si attribuiscono alle costanti ¢, 4 convenienti valori complessi si pos-
sono ottenere delle curve, non solo reali, ma anche algebriche 1).

214, Non ci dilungheremo a descrivere gli strumenti che
G. Collins ?) e Th. Olivier *) hanno immaginato per delineare la spi-
rale logaritmica e chiuderemo questo Capitolo menzionando alcune
curve che da questa vennero dedotte.
I. Si considerino le due spirali logaritmiche rappresentate
dalle equazioni:

01 = ¢ ew oot pu 02 :ce—wcot.p,;

sono evidentemente due curve eguali, fra loro simmetriche rispetto
all’asse polare. Ponendo ¢ = o, = g, si otterranno due nuove curve
rappresentate come segue:

(8) o = ¢ cosh (w tg u) ; (9) @ = csenh (o tg u);

H. Dittrich che per primo le considerd?) chiamo la prima Summenspi-
rale e la seconda Differenzenspirale 5); egli se ne servi per rappre-
sentare geometricamente le funzioni iperboliche: queste curve sono
le analoghe, nel campo iperbolico, delle rodonee (Vol. I, p. 419);
le incontreremo di nuovo pil avanti da un altro punto di vista.

II. Se 2 =2 +iy e Z =X 4 i Y sono due variabili com-
plesse e si pone

T +1

c—1

77—

fra i punti (z, y) e (X, Y) resta stabilita una corrispondenza isogo-
nale involutoria. Essendo

o x+iy +1 z—iy +1
A+LY=—T—1,X—¢'Y:_____
r+iy— r—1y—1
si deduce Ty Y
(2 4172+ Y ] Y
X2 Y? = | arctg = arc tg — are tg —.
(e—1)2 +-y2 X zr+1 z—1

1) R. Barous, Ueber logarithmische Spiralen, die gleicheeitiq algebraische
Kurven sind (Arch. Math. Phys., IIT Ser., T. XXVIII,. 1920).

%) Correspondence of scientific Men of the seventeenth Century ete., Vol. I
(Oxford 1841), p. 218; cfr. A. Favaro, Notizia storica sulle applicazioni
della spirale logaritmica (Bibl. mathem., 1891). '

%) Compléments de géométrie descriptive (Paris 1845), p. 102 e Mémoires
de géométrie descriptive (Paris 1848), p. 284.

4) Die logarithmische Spirale (Progr. Breslau, 1872).

%) AUBRY (De l'usage des figures de Uespace pour la définition et la trans-
formation de certaines courbes (Journ. de math. spéc., IV Serie, T. V, 1896,
p. 29) le indicd col nome di spirales tractrices.
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Chiaminsi ora R, le coordinate polari del punto (X, ¥);
nel piano z si considerino poi i punti (4 1, 0) e se ne dicano g, e g,
le distanze dal punto generico (z, ¥); siano finalmente w, e w, gl
angoli che ’asse delle # forma con le congiungenti di quei due punti
fissi con questo punto mobile. Le ultime equazioni stabilite potranno
allora scriversi come segue

51
BR=—,60=w0—o,
Q2

Per conseguenza se si effeftua la trasformazione teste definita sulla

spirale logaritmica
R = g@

y
si ottiene la nuova curva rappresentata dall’equazione

91 Q2

(10) k = ;
a, eb a, b

ed avente quindi per punti asintotici i due punti fissi (& 1, 0), essa
chiamasi logarithmische Doppelspirale ). .

III. Se i raggi vettori di una spirale logaritmica ¢ = a e™
si prolungano di una lunghezza costante b, si ottiene una nuova
linea rappresentata dall’equazione

(11) 0 =aem® b

Essa venne proposta nel 1840 dal conchiliologo C. F. Naumann
per rappresentare matematicamente la proiezione ortogonale di una
conchiglia sopra un piano perpendicolare all’asse; donde il nome di
Concospirale con cui & designata. Dal punto di vista matematico
la concospirale presenta interesse agsai limitato. Due cose perd
vanno notate. La prima & che siccome la (11) da

lim (p — &) = 0,

w=—0

cogl il cerchio di centro O e raggio b & un cerchio agintotico della
curva. L’altra ¢ che l’equazione (11) al variare delle costanti a, b, m
rappresenta co® curve fra cui se ne trovano di gid note; cosi per
b = 0 si hanno oo? gpirali logaritmiche e per ¢ = 0 oppure m =0

1) HorzMULLER, Ueber die logarithmische Abbildung und die aus thr
entspringenden orthogonalen Curvensysteme (Zeitschrift, T. XVI, 1871) e
Einfihrung in die Theorie der isogonalen Verwandschaften (Leipzig 1882),
pag. 65. :
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oo’ eircoli; inoltre, posto @ = — b = a/m la (11) diviene
« a a m? w?
o=—¢€¢" — —=—11+mw+ 4+ —1| =
m m m 2!
ma w?
=00 +—— + ..;

21

se quindi si fa tendere m a 0 si ottiene l'equazione ¢ = c o che
rappresenta una spirale d’Archimede ; finalmente se sipone b = — 1 a
la (11) diviene

___Q___ — M@ __ }‘
a
donde, facendo tendere a a oo, .
1
o = — log A,
m

equazione di una retta passante per l'origine ).
IV. Come generalizzazioni della spirale logaritmica possono
riguardarsi le curve di equazione polare

a + be™
al + b/ e’”l-w

che in casi speciali furono incontrate da O. Schiémilch 2) e in generale
furono studiate da W. Heyman ®) sotto il nome, difficilmente tra-
ducibile di Anakondaspiralen. Scrivendo l’equazione precedente
sotto la forma

Q - p ar, + bl emm
si vede che la curva generale pud considerarsi come concoide di

1) Ulteriori particolari su la curva in questione e le sue applicazioni
si trovano nella Dissertazione di A. H. GrRABAU, Ueber die Naumann’'sche
COouchospirale und ihre Bedeutung fir die Couchiliometrie (Leipzig 1872).
Applicazioni della stessa curva alla tecnica sonc segnalate nella nota di
A. E. MAYER, Geometrie der Frdserhinterdrehung (Werkstaltts Technick,
T. 1, 1926, p. 6).

2) Uebungsbuch zum Studium der hoheren Analysis, 11 ed., T. 11 (Leipzig
1874), p. 286-8.

8) Hin Rollenproblem. Die Kurven T und N (Abhand. und Berichte
der Techn. Staatslehranstalten in Chemnitz, 1915).
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quella speciale
q .

=)
al + b/ 6mm
applicando a questa una conveniente affinitd si arriva a una delle
seguenti
l
0 =——"7—3
1 + emw

prendendo il segno - si giunge a una curva di cui il polo ¢ un
punto asintotico e il cerchio di centro O e raggio I cireolo asintotico;
prendendo invece il segno — si ha una curva costituita di due rami
aventi per comune asintoto la retta

Yy =— —.

m

Tutte le curve di cui si tratta sono quadrabili elementarmente 1).

1) La spirale logaritmica fu incontrata anche nella reccnte geometria
differenziale come curva tale che in ogni suo punto la normale affine faccia
un angolo costante con la corrispondente tangente; v. T. KuBora, Ein
Problem in -der Affingeometrie (Science Report of the Téhoku Imperial Uni-
versity. Ser.’1, Vol. XV1, 1927). Altre spirali che, al pari della logaritmica,
non possono dirsi algebriche nel senso dichiarato a p. 52, sono considerate
nell’articolo di M. pa Costa LoBo, Espiraes reversives (Ann. Acad. Porto,
T. X111, 1918.9); la pilisemplice ha per equazione polare p==1asen (w/p).



CAPITOLO VII

La clotoide.

215, L’equazione intrinseca della spirale logaritmica (p. 65)
esprime algebricamente che questa & una linea tale che la sua cur-
vatura in un punto qualunque & inversamente proporzionale all’arco.
Quest’osservazione conduce naturalmente alla ricerca delle curve
tali che in un punto qualunque la curvatura é diretfamente propor-
zionale all’arco. Di tale ricerca e fatto cenno in un articolo postumo
di Giacomo Bernoulli, ma non & ivi esaurita 1); essa puod effettuarsi
facilmente come segue applicando le formole esposte nella nota 3
della pag. 186, Vol. I. Essendo, infatti, per ipotesi

1) Rs = a2,
si ha
i (s) a? ds 82
8) = —— = B
) s 7 f(s) 2a2
onde viceversa .
’ s = a4/2
e quindi
3 a ¢ a

cos p dp , y =] ——— sen ¢ dop.

= /
J 0 \/ 2(’) 0oV 2¢
Ponendo ¢ = av?/2 queste equazioni divengono

L T v? v T v?
2) x:a\ﬁz.}cos - dv,y:a\/ﬁ/sen . dv ,
0 2 J 2

o
1) Iﬁem’ro curva, cujus curvedo in singulis punctis est proportionals

longitudi arcus id est quae ab appenso pondere flectitur in rectam (Jac. Ber-
noulli Opera, p. 1084-1086).
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e si ha
s :a\/y?v.

Gli integrali che qui compaiono sono i ben noti integrali di
Fresnel che s’incontrano nella teoria matematica della luce; ed
appunto per ottenere una rappresentazione geometrica espressiva
dei fenomeni di diffrazione il fisico francese A. Cornu!) considerd
per primo la curva rappresentata dalle due equazioni (2); solo molto
piu tardi E. Cesaro 2) avverti che esza gode della proprietd espressa
dalla equazione (1).

Le equazioni (2) provano che per v =0 si ha 2 =y =5 =0
e quindi — per la (1) — R = «o; Vorigine & dunque un flesso della
curva. Le stesse equazioni (2) provano che a valori di v egunali e di
segni contrari corrispondono valori di « e y pure eguali e di segni
contrari; dunque la curva é simmeirica rispetto all’origine. Facciasi
ora tendere v a infinito: essendo 3)

-t

2wt e g?

l Cos dv :] sen dy = —
2 R} 9

0 ~ [d b ~

si vede che il punto

' 2

aqr_i a\/ﬁJ

r
1

¢ un punto asintotico della curva. Un altro punto é il simmetrico
A’ di A rigpetto all’origine. La curva consta di due spirali riunentisi
nell’origine e gimmetriche 1'una dell’altra rispetto a questa (fig. 12).
Questa forma suggeri al Cesaro il nome di clotoide %) che la curva
¢ destinata a portare.

Se ¢ & l’angolo di contingenza si ha notoriamente R = ds/de
onde la (1) equivale alla seguente

s ds = a? de

1) Etudes sur la diffraction: méthode géométrique pour la discussion des
problémes de diffraction (C. R. T. LXXVI1l, 1874; Journal de Physique,
T. 111, 1874). o

2) Les lignes barycentriques (Nouv. Ann., 33 Serie, T. V, 1886); Sulla
curva rappresentativa dei fenomeni di diffrazione (Nuovo Cimento, 32 Serie,
vol. XXVII1, 1890; C. R., T. CX, 1890).

) V. per es. SERRET, Calcul intégral, 2* ed. (Paris 1880), p. 136.

1) V., oltre le memorie citate nella nota 2), Lezioni di geometria intrin-
seca (Napoli 1896), p. 15 e Elementi di calcolo infinitesimale (Napoli 1899),

p. 334.
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onde integrando
2 =2 ae,

equazione di forma analoga all’equazione canonica della parabola.

Cid prova che la clotoide non differisce da una curva molto tempo
addietro studiata da A. Peters?) e
K. C. F. Krause ?) e da questo ul-
timo designata (per ragioni facili a

- eomprendersi) col nome di parabola
originaria longitudinaris.

La clotoide gode di molteplici
proprietd, la maggior parte delle
quali vennero avvertite da E. Ce-
saro; limitiamoci a enunciare le se-
guenti: Nella clotoide il baricentro
di un arco qualunque & centro di si-
militudine pei cerchi osculatori negli
estremi dell’arco. La clotoide ¢ Uu-
nica curva in cui il baricentro di un
arco qualunque stia sulla congiun-

gente dei ceniri di curvatura megli estremi dell’arco?®).

Le equazioni intrinseche della spirale logaritmica e della clo-
toide dimostrano che entrambe queste curve sono casi speciali di
quelle caratterizzate dall’equazione

Fig. 12. — Clotoide.

(3) B =ksm?);

vedremo tra poco che della stessa categoria fa parte un’altra note-
vole curva, cioé 'evolvente di circolo.

Queste curve si chiamano pseudospirali ®) e godono la pro-
prietd di avere per evolute delle curve appartenenti-alla stessa classe.
Applicando infatti alcune formole che stabiliremo piu avanti, si
vede che 1’equazione intrinseca dell’evoluta della ecurva (3) si ottiene

1) Neue Curvenlehre {Dresden 1835), p. 173.

) Nova theoria linearum curvarum (Minchen, 1835), p. 79.

3) Altre si leggono nella nota di H. WIELEITNER, Die Parallelkiurven
der Klothoide (Arch. Math. Phys., II1 Ser., T. XI, 1907).

%) H. ONNEN, Discussion d’un systéme de spirales d’apres leurs équations
egsentielles (Arch. néerland., T. X, 1875) e . PIRONDINI, Intorno a una
famiglia notevole di linee piane (G. di Matem., T. XXX, 1892). Queste
curve erano gia state incidentalmente incontrate dal PuisEux (v. la seconda
parte dei Problémes sur les developpées et les développanies des courbes planes,
G. di Liouville, T. 1X, 1844).

1905')5) G. PIRONDINI, Sur les pseudo-spirales (Jornal di Teixeira, T. XV,
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eliminando s fra le due seguenti:

R, =mk2smt, s =ks™
onde &

1 2m-—1
Ri=mbkms ™

-

che & appunto della forma (3).



"CAPITOLO VIII

Le cicloidi.

216. 11 concetto di movimento geometrico, che vedemmo in-
tervenire nelle definizioni della quadratrice di Ippia e Dinostrato
(n. 197) e della spirale d’Archimede (n. 203), & germe di un gran
numero di curve importanti, a cui sono dedicati il presente Capitolo
ed i seguenti quattro.

Quando un cerchio rotola senza strisciare sopra di una retta
fissa (base) ogni punto del suo piano descrive una linea che si dice
cicloide, e precisamente cicloide ordinaria se il punto generatore
appartiene alla periferia del circolo mobile, accorciata se & interno,
allungata se & esterno. Chi per primo ha considerato questa linea?
La questione ¢ malagevole a risolversi; perché il concepire questa
linea non riesce difficile, per esempio a chi contempla il movimento
della ruota di un carro; ed un eccitamento a tale concezione pud
essersi trovato sia cercando di spiegare il paradosso noto sotto il
nome di «ruota d’Aristotele », sia nell’osservazione che, se si sapesse
costruire geometricamente la cicloide ordinaria, si saprebbe imme-
diatamente rettificare qualunque circonferenza e riuscirebbe ridotto
all’analogo problema sulla retta qualunque questione avente per
iscopo la divisione di un arco circolare in parti soddisfacenti a con-
dizioni prestabilite. Nulla dunque vieta di supporre che gli antichi
abbiano conoseiuta la cicloide: un passo di Giamblico 1), ove si parla
di una «linea a doppio movimento » inventata da Carpo d’Antiochia
per quadrare il cerchio, venne interpretato 2) come riferentesi alla
curva di cui ci occupiamo. Esso perd non basta a fare ascrivere la ci-
cloide fra le curve note sin dall’antichitd ; onde non possiamo esimerci
dal citare altri nomi pitt moderni collegati alla scoperta di quella

') Comment. in Aristotelis phys. libros quattuor priores, ed. Diels, p. 60.
.2 P. TaNNERY, Pour Uhistoire des lignes et surfaces courbes dans U'an-
tiquité, paragr. 11 (Bull. des Se. math. et astr., 23 Serie, T. VI1I, 1884:
oppure Mémoires scientifigues, T. I1, Paris 1912, p. 5).

~1
~1
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linea. Prescindendo dal Cardinale di Cusa, il quale venne dal Wallis ?)
annoverato fra gli scopritori della cicloide in base a documenti di
attendibilitd assai dubbia 2), troviamo Carlo de Bouvelles, il quale
nel 1501 ne avverti Iintervento nel problema della quadratura del
circolo 3), e Galileo Galilei, il quale circa un secolo dopo considero
la cicloide ordinaria, le diede il nome con cui noi la designamo
e tentd indarno di determinarne ’area servendosi della bilancia 4).
Questi scienziati appartengono a quello che si pud considerarsi
come il periodo preistorico della cicloide; la vera storia comincia
intorno al 1615 o meglio nel 1628 quando il P. Mersenne, non
riuscendo a scoprire le proprietd della cicloide, invitd il Roberval
ad investigarle. E questo geometra nel 1634 trovo che l'area del-
Iintera cicloide ordinaria (da lui chiamata trocoide da tooyws =
ruota) & eguale al triplo della superficie del cerchio generatore:
proposizione estremamente notevole che valse a fissare sulla ci-
cloide gli sguardi del mondo matematico e che venne confermata
subito (1638) da Descartes e Fermat. Poco dopo il Wren giun-
geva alla rettificazione della curva e circa nello stesso tempo il
Pascal scopriva in essa (da lui chiamata rouletic) tante e cosi ele-
ganti proprieta che credette opportuno di porre (1658) la dimostra-
zione di esse come tema di un pubblico concorso. Quali ne siano

‘stati i risultati, quali le ragioni per cui il Wallis e il P. Laloubeére

(unici concorrenti) non ottennero il premio promesso, Pasecal ha dif-
fusamente narrato ) e noi non ripeteremo, come non rileveremo
le calunnie che vi si leggono, né ¢i faremo eco delle lagnanze dei
vinti; se abbiamo fatto cenno di questa pubblica sfida e per no-
tare che essa diede immensa celebrity alla cicloide e fu proba-
bilmente causa non ultima dell’essere essa stata studiata da tanti
eminenti geometri del secolo XVII: essi determinano il PrIMO

Yy du ertract of a letter, of May 4, 1697, concerning the Cycloid known to
Cardinal Cusanus, about the year 14505 and to Carolus Bovillus about the
year 1500 (Phil. Trans., 1697, p. 561).

2) Cfr. S. GiNTHER, War die Zykloide bereits in X711 Jahrhundetr
bekanntf (Bibl. math., 1887). \

%) BOVILLUS, Geometriae introductionis libri ser (Parisiis, 1501).

%) « Quella linea arcuata sono pit di e¢inquant’anni ehe mi venne in
mente il descriverla, e ’'ammirai per una curvita graziosissima per adattarla
agli archi di un ponte. Feci sopra di essa, ¢ sopra lo spazio da lei e dalla sua
corda compreso, diversi tentativi per dimostrarne qualche passione, e par-
vemi da principio che tale spazio potesse essere ftriplo del cerchio che le
descrive; ma non fu cosi, benché la differenza non sia molta ». Cosi leggesi
in una lettera di GAriLeEo a B. CAvALIERI del 24 febbraio 1640 (Opere di
G. Galilei, T. XVI1II, 1906, p. 153-4). V. anche FaeBrOXI, Vitae Italorum
doctrinae excellentium, T. II (Pisis, 1788), p.12.

5) Histoire de la Roulette, appellée autrement Trochoide, ou Cycloide, ou
Von rapporte par quels degrés o est arrivé & la connaissance de cette ligne
(Oeuvres de B. Pascal, T. V, La Haye, 1779, p. 135-214).
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periodo della storia della curva di cui trattiamo?!). La invenzione
del metodo infinitesimale porse nuovi procedimenti per studiare
la cicloide: gli importanti teoremi di quadratura scoperti da Huy-
gens, Leibniz e Giovanni Bernoulli dimostrarono come anecora
molto rimanesse a fare prima di avere esaurita 1'investigazione delle
sue proprietd; inoltre le questioni di filosofia naturale in cui inter-
viene la cicloide ordinaria e che vennero segnalate in quel tempo

. da Huygens ed altri2) fecero prolungare questo secondo periodo

della storia della cicloide e lo fanno giudicare non meno importante
del primo.

Nelle linee precedenti, in cui ¢ descritto a grandi linee 1’evolu-
zione successiva della teoria della cicloide, & in pari tempo tracciato
il programma che dobbiamo svolgere in questo paragrafo: esporre,
cioe, le pilt spiccate proprietd delle cicloidi, indicandone gli scopri-
tori: cosi la precedente notizia storica perdera quanto ancora rac-
chiude di vago ed imprecigo.

217. Cominciamo dal trovare l'equazione della cicloide, tanto
della ordinaria quanto delle altre pil generali (figure 13, 14, 15).
Indicheremo con C il centro e con r il raggio del cerchio mobile;
e con d la distanza di U dal puniopPgeneratore. Prenderemo poi
come asse delle z la base e come asse delle 4 la perpendicolare
calata sulla base dalla posizione iniziale P del punto mobile. Sia

P’ (z, y) una posizione qualunque di questo, C’ il centro e K’ il punto
di contatto coll’asse delle # della corrispondente posizione del cerchio
mobile e finalmente O’ la posizione attuale del punto della periferia
del cerchio mobile che in origine stava in 0. Sard evidentemente
arc 0' K’ = O K’'. Condotto il diametro K’ (', proiettiamo su di
esso ortogonalmente in N’ il punto P’; avremo evidentemente
#=0K —N'P ,y=0C K =~=C N, Ora se si chiama ¢ I'an-
golo O’ C' K’ & chiaro che si ha arc 0' K’ =r¢ , N' P’ = dsen ¢,
C™N' = d cos ¢; percid

&
(1) 2 =r@g-—dseng , y =7r—dcos ¢. e ?;

Questa & la rappresentazione parametrica applicabile a tutte
le cicloidi; nel caso della cicloide ordinaria (d = r) essa diviene:

1) @ =7r(p—seng), y =r(l—-cosg) 3.

') A questo periodo appartiene una questione di prioritd dibattutasi
fra TorRICELLI ¢ ROBERVAL; il lettore ne troverd i particolari nella Lettera
di T. Antiate, ristampata in fine del T. 1 delle Opere di E. Torricelli (Faenza
1919), nel T. 11 (p. 52-73 della 2= ed.) dell’Histoire des mathématiques del
MoxTucLa 6 nel T. Il delle Vorlesungen di M. CANTOR.

*) Ctr. PoppE, Ausfiihrliche Geschichte der Anwendungen aller krummen
Linien ete. (Nirnberg 1802), p. 122-124.

3) 8i deduce da queste che nella rappresentazione conforme definita
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Facendo ruotare gli assi dell’angolo — A e scegliendo oppor-
tunamente l'origine le (1) possono sostituirsi con le seguenti piu

A

-

y .
Cv/
(‘ I .. .
P F—iv'
Plo g x
Fig. 13. — Cicloide ordinaria.
¥
/ c ]
7 w, \-
\_ﬁ , -
H
Fig. 14. — C(icloide accorciata.
g
,\ 5
K 4

Qw r /) i

Fig. 15. — Cicloide allungata.

dalla funzione z =1 + w —e¥ alla retta x =0 (asse delle y) corrisponde
la cicloide ordinaria generata dal cerchio di raggio 1: efr. AMSTEIN, Quelques
exemples de représentation conforme (Bull. de la Soc. Vaudoise, T. XVI, 1882).
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simmetriche

o =dsenyp—y-rcosi , y=dcosy—y-7sen il

o anche

z=dseny—py , Yy =dcosy—qy:

in quest’ultima ipotesi \/pH—q2 & il raggio del cerchio generatore,
onde la cicloide & allungata, ordinaria od accorciata secondoché &

\PEE S A

Le equazioni (1) porgono il mezzo in generale piu comodo per
rappresentare analiticamente le cicloidi; ma talvolta pud tornare
utile la egquazione fra », y che si ottiene eliminando ¢ fra le (1);
¢ la seguente:

7‘_——

d

(2) X = r arc cos Y — A {d+r—y) @—r+y),

che, nel caso d =r, diviene

F—y

29 X = T Arc Cos — ATy — ).

,
Notiamo subite che dalla (2) deducesi

dy A +r—y @—r+y

da- Y

onde Iequazione della tangente alla cicloide nel punto (z,y) ¢

Y—y AVd+r—y) d—7 +9Y)
3) = .
X—2 Y

Ne viene che i punti di contatto delle tangenti condotte dal punto

1) Scrivendo la (2) come segue

dy p——
fﬂzjﬂ”—_.——..__'— — N 2ry—y?
'\/21‘y —

si ritrova un’equazione scoperta ed assai vantata da LEIBNIZ; V. una let-
tera a HuycEens dell’11-21 luglio 1690 (Letbniz ed. Gerhardt, T. 11, p. 43-44)
e una al WarLis del 19-29 marzo 1697 (1d., T. IV, p. 14); inoltre Particolo,
pubblicato sin dal 1686 negli Acta erud., intitolato De geometria recondita
et analysi indivisibiliwm atque infinitorum (Id., T. V, p. 231).
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(X, Y) stanno sulla curva di equazione
(@) X—aopd@+r—y)d—r+y)—y (Y —yPr=0.

Siccome questa in generale rappresenta una curva di quarto
ordine avente (X, Y) per punto doppio, cosi i punti di contatte delle
tangenti condotte ad wna cicloide allungata od accorciata da wn punto
qualungue del suo piano stanno sopra una curva di quart’ordine avente
quel punto per punto doppio: cid prova che ogni cicloide allungata
od accorciata & una curva panalgebrica che fa parte di un sistema
avente per caratteristiche 2, 2. Ma nel caso della cicloide ordinaria,
la (4) diviene

) X —ap@r—u—y (Y —yp =0;

percid: ¢ punti di contatto delle tangenti condotte ad una cicloide or-
dinaria da un punio qualungue del suo piano stanno sopra una cubica
avente un nodo in quel punto; ogni cicloide ordinaria ¢ una curva pan-
algebrica che fa parte di un sistema avente per caratieristiche 2, 1.

Per ottenere una conveniente costruzione per la tangente o
la normale alla, cicloide in un suo punto qualunque, osserviamo
che dalle (1) deducesi

®) dy dy dzx dsen @
5 _ e — — T ———
~ dr  dp dp r—dcosg

e questa funzione misura la tangente trigonometrica dell’angolo fatto
dalla retta tangente nel punto P’ (di parametro ¢) alla cicloide
coll’asse delle , ossia dell’angolo 0 fatto dalla retta normale in quel
punto P’ coll’asse delle y. Ora se noi conduciamo (figure preced.)
la retta P’ K’ e chiamiamo p l’angolo P’ K’ N', dal triangolo K'N'P’
trarremo

NP dsen ¢

to v = = R
ey N' K’ r—dcos g

dunque y = 6. Percid la normale in P’ alla cicloide, oltre a passare
per P', forma con la retta K’ N' un angolo eguale a P’ K' N'; essa
quindi coincide con P’ K'. Per cosiruire la normale in un punto qua-
lungue della curva che studiamo basta dunque congiungerlo al punto
in cui la corrispondente posizione del cerchio generatore tocca la base).

1) Questa costruzione si legge in una lettera di DESCARTES al P. MER-
SENNE datata 23 agosto 1638 (Ueurres de Descartes, ed. ADam € TANNERY,
T. I1, Paris 1898, p. 3(7-311). Per la cicloide ordinaria essasi trova anche nel
famoso Methodus ad disquirendam maximum et minimum di FERMAT (Ueuvres

6. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. 11,
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218. Esaminando le equazioni (1) si vede che mutando in esse
@ in @ + 2 kx (k intero) ¥ non cambia e 2 non fa che aumentare
di # +2kar; il che mostra che imprimendo ad una cicloide un
moto traslatorio in direzione parallela alla base e di ampiezza 2kar
la ourva si sovrappone a 8¢ stessa '); la cutva consta di infinite parti
fra loro eguali; per conoscere la forma di una qualungue di esse
basta ad es. fare variare ¢ tra —m e +x 0 tra 0 e 2. Le formole
(1) mostrano che i punti in cui la cicloide taglia la base sono dati da
@ = arc cos r/d; tali punti sono reali soltanto quando r < d; dunque
soltanto le cicloidi ordinarie ed accorciate tagliano le loro basi. I valori
massimi e minimi di ¥ sono » + d; onde la curva rappresentata dalle (1)
é tutta compresa nella striscia di piano limitata dalle rette y =r 4 d.

Per trovare, se esistono, i punti doppi bisogna cercare delle coppie.

di valori di ¢ a cui corrispondano valori fra loro eguali tanto di »
quanto di y¥; nascono cosi le equazioni

ro—dsene =ryp-—dseny , CO8 @ = CO8 P;

esclusa.come insignificante la soluzione ¢ = y della seconda fra queste
relazioni, resta l'altra vy = — ¢ che muta la prima in

ro—dseng =0.

La soluzione ¢ = 0 & da escludersi perché non da che la posi-
zione iniziale del punto mobile; resta quindi per determinare ¢
T’equazione

sen ¢ r

@’ d

sen . . . .. .
essendo sempre eng < 1 affinché quest’equazione abbia radiei reali
p =

dev'essere r < d, dunque le cicloidi allungate sono esenti da punti
doppi. Nel caso r/d <1 l'equazione precedente ammette due ra-
dici reali, eguali e di segni contrari;la (5) prova che le corrispondenti
tangenti formano coll’asse delle y angoli fra loro eguali, mentre

de Fermat, T.1, p. 163 e T. I11, p. 144); cfr. la lettera di FERMAT al P. MER-
SENNE del 22 ottobre 1638, in Oeuvres ora citate (T. I1, p. 171). Sullo stesso
tema si vegga ROBERVAL, Observations sur la composition des mouvements
(Mém. de I’Acad. des Sciences, T. VI, 1730), p. 58, nonché alcune lettere di
R. pE SLusk a Pascar e ad OLbENBURG, datate risp. 6 luglio, 2 agosto e
13 settembre 1658, 29 aprile e 26 maggio 1659, tutte pubblicate da C. LE
Parce nel T. XVII del Bullettino di Bibliografia e Storia ecc.

1) La cicloide offre il primo esempio delle linee, chiamate dal WHE-
WELL running pattern curves, che constano di infinite parti sovrapponibili
per traslazione: cfr. A. WALTER, William Whewell Abhandlung zur natiir-
lichen Geometrie der Kurven (Jahresber. der I. Staatsrealschule in Graz,1907).
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la (1, 18) fa vedere che nel comune loro punto di eontatto si ha =0;
dunque le cicloidi accorciate ammetiono infiniti punti doppi le cui
ascisse sono multipli della lunghezza della circonferenza generatrice.
Nel caso limite r = d quelle tangenti coincidono, onde le cicloidi
ordinarie hannd infinite cuspidi. Un’ultima proprietd di forma delle
cicloidi si ha notando che il raggio di curvatura di esse e in generale
dato da

{72 + dz—‘_?-rdcos¢}3/2

d{rcosp—d)

(6) )
e nel ecaso di cicloidi ordinarie da

(6") R = 47 sen —;’;

Emerge dalla (6) che i flessi della eurva (1) sono i punti deter-
minati dall’equazione .
/
Z r—d
tg i _— l// .

2 r—i—d’

ora, affinché questa abbia radici reali dev’essere d <7, dungue
intanto le cicloidi accorciate sono esenti da flessi; nel caso d =7 i’
punti in cui R risulta nullo sono quelli in eui ¢ = 0 (mod. 2 x), ciod
sono le cuspidi, dunque soltanto le cicloidi allungate sono fornite di
punti d’inflessione.

Da questa discussione si trae che le cicloidi accorciate, ordi-
narie e allungate, potrebbero chiamarsi in modo pili espressivo
risp. inflettute, cuspidate ¢ modate.

219. Chiamiamo ds, il differenziale dell’arco della cicloide rap-
presentata dalle equazioni (1). Avremo:

(7) ds, = dp A/ r® + @& —2rdcos ¢:
poniamo poi
a b
r4d=—, |7‘—d| =
2 2

ed otterremo

d
ds, = 7 l/ b 4 (a® — b?) sen? —(f—

2 -
0, ponendo ¢ = 2 v,

ds, = dy /B + (a* —b*) sen® p.
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Se ora consideriamo Pellisse
2 ¥
a? b2 ' .
ossia

z=acosy ,y =bseny

il suo arco s, avra per differenziale

ds, =dyA/ b + (@ —b?) sen y

onde ds, = ds,. Questa notevole relazione che intercede tra un arco
di cicloide ed uno di ellisse & stata scoperta da B. Pascal e pud
enunciarsi brevemente dicendo: la rettificazione di un cicloide qua-
lunque dipende in generale da quella di un’ellisse?). Ma nel caso in
cui si tratti di una cicloide ordinaria la rettificazione non esige che
Yimpiego di funzioni circolari; infatti per d = r la (7) diviene

(7) ds, = 27 sen —g— dp,

che, integrata fra 0 e ¢ da

(8) : sc=4r[1—cos —Z—]:Srsenz—?

A

Per ottenere la lunghezza dell’arco di cicloide ordinaria com-
preso tra due cuspidi consecutive basta fare qui ¢ = 2 7; si ottiene
cosi come risultato 87, e si & in grado di concludere il seguente
teorems di Wren: Varco di una cicloide ordinaria compreso fra due
cuspidi consecutive ¢ eguale al quadruplo del diametro del cerchio
generatore 2).

L’area S generata dall’ordinata della cicloide (1) quando ¢
varia tra 0 e 2z & data da

R ]

1) Dimensions des lignes courbes de toutes les roulettes (Oeuvres de B.
Pascal, T. V, La Haye 1779, p. 411). Cfr.: GiaxxiNi, Opuscula mathematica
(Parma 1773), p. 85; KupPER, Uebungsaufgaben fiir Schiler (Arch. Math.
Phis., T. XXVI1I, 1858); J. NEUBERG, Sur la cycloide (Nouv. Corresp. ma-
thém., T. V, 1879).

) Vedi WALLIS, Tractatus duo etc. (Opera mathematica, T. I, p. 533-541);
cfr. la nota intitolata Propositio Domini Wren. Demonstrata a Claudio
Mylon die 26 Januarii 1659, annessa ad una lettera inviata dal MyLon a
HuveeNs in data 31 gennaio 1659 (Oeuvres de Huygens, T. 11, p. 335).
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w w
S’=2f y dr =2f (r —dcos p)dp =
0 0
d?sen2¢ |7
=] @2r +d)p—4tdrseng + ————— =
2

=@2r4+d)a=2ar +nd,

onde ¢ equivalente al doppio dell’area del cerchio generatore aumentate
dell’area del cerchio avente per raggio la distanza del centro di questo
dal punto mobile. Supponendo in particolare d =r si giunge al
teorema che dice: in una cicloide ordinaria Uarea compresa tra la
base e Uarco della curva limitato da due cuspidi consecutive & eguale
al triplo dell’area del circolo gemeratore?). :

Nello stabilire questo memorabile teorema il Roberval fu tratto
ad introdurre la considerazione di una nuova curva strettamente
collegata alla cicloide ordinaria e per tale ragione da lui chiamata
compagna della cicloide (trochoidis comes o socia)?); essa si costruisee
come gegue: da un punto qualunque P’ della cicloide (fig. 13) si
conduce la parallela alla base e su di essa si porta a partire da P’
pel senso in cui avviene il movimento il segmento P’ N’ eguale alla
meta della corda che sopra quella parallela taglia il cerchio ge-
neratore; N’ stara sulla compagna della cicloide. Le coordinate di N
sono evidentemente espresse come segue:

z=rg,y=r(—ocos¢);
eliminando ¢ si ottiene
r—y =7 cos zfr

la quale rappresenta evidentemente una curva di Ozanam (v.
p. 21) 3). Osserviamo che l'area S, limitata dalla compagna della
cicloide e dalla base & data da:

S;=2°["(1—cosg)dp =2nr

1) ROBERVAL, De trochoide ejusque spatio (Mém. de I'Ac. des Seciences,
T. V1, 1730), p. 311; v. anche una lettera diretta a FErmar il 1° giugno 1638
(Oeuvres de Fermat, T. 1I, p. 151), nonché due lettere scambiatesi fra il
P. MersENNE e DEscARTES il 28 aprile (o il 1° maggio) e il 27 maggio 1638
(Oeuvres de Descartes, ed. ADam e Tanxery, T. 11, 1898, p. 116 e 135). Una
dimostrazione geometrica semplicissima del teorema di ROBERVAL leggesi in
The mathematical and other Writings of R. L. FErLis (Cambridge 1863), p. 224.

2) De trochoide etc., p. 63 e 306. Il MonTUCLA (Histoire des mathématiques,
Nouv. éd., T. 11, p. 72) adopera invece il nome di petite cycloide.

3) Siccome essa non differisce da una sinusoide, cosi a ragione il WALLIS
osserva in una lettera scritta a Leisxiz il 6 aprile 1697 (Leibniz math.
Schriften, T. 1V, p. 18): « Et Gallorum socia Cycloidis est ea Curva quae
(mihi) terminat Sinnum rectorum ».
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onde & media proporzionale fra 1’area (x r%) del cerchio generatore
.e quella (7 - 4 72) del cerchio che ha per raggio il diametro di questo.
Roberval, oltre a c¢id, ha notato essere 8§ —§; =z 72

Egli poi si & servito della stessa eurva ausiliare per cercare il

volume V generato dalla rotazione della cicloide (supposta sempre-

limitata fra due cuspidi) e la propria base!). Per dimostrare i ri-
sultati da lui ottenuti chiamiamo V, l'analogo volume generato
dalla compagna della cicloide e U quello del cilindro eircoscritto
alla curva; applicando formole note si trova

V=>bar, V,=3mr2, U=_8nm,

onde
14 5 7, 3

=—, , VAV =T,
U 8

r

I

o 2]

come ottenne il citato geometra francese. Dette quindi g e g, le
ordinate dei baricentri delle aree S e 8, si avra, grazie al teorema
di Pappo-Guldin,
V=2zmg¢g-8 , V,=2m¢8,
da cui :
5 3
g = —7,4=—"7
6 4

Lasciamo al lettore di caleolare similmente (come fece Roberval
sin dal 1644) il volume generato dalla rotazione della cicloide at-
torno alla sua linea mediana ed il baricentro di un suo arco 2) e ri-
torniamo alla quadratura della cicloide ordinaria per stabilire al-
cune importanti proposizioni che vi si riferiscono.

220. Quella di piu antica data venne scoperta da Huygens 3).
Per stabilirla osserviamo anzitutto che le (1’) danno

[fwdy =1 [ (psen g —sen? ¢) dp =
:r‘*’{——q)cosqa +seng— %o + %senfzqz} + cost.

1) Alle questioni di cubatura fanno allusione I'ESCARTES in una lettera
al P. MERSENNE in data 8 ottobre 1638 (Oeuvres de Descartes, ed. cit., T. 11,
p. 395) e FERMAT in altra lettera allo stesso del 1° aprile 1640 (Oeuvres de
Fermat, T. 11, p. 191). Alle stesse si riferisce la Prop. XX del trattato Me-
chanicorum (1670) del WarLLIS (Opera mathematica, T. I, p. 815-835).

) SAINT-GERMAIN, Recueil complémentaire d’exercises sur la mécanique
rationnelle (Paris 1889), p. 56. ’

®) V. una lettera da lui scritta a 1. Bovrriav il 25 Luglio 1658 (Oeu-
vres complétes de Huygens, T. 11, p. 200).
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Segnamo (fig. 16) ora il cerchio generatore nella posi.zione in
¢ui tocea il punto di culminazione A della cicloide; ne sia B il centro
e H il punto di contatto con la base; pel punto medio G del raggio
A B conduciamo la parallela alla base stessa a tagliare la curva

e
A
A 5
D
I Gl
B i
il
|
X
0 H
- Fig. 16.

in I e l'asse delle y in L’; sia poi A’ l'intersezione di questo asse
con la parallela eondotta da A alla base. Avremo:

»

Area A'L'LA =
y=2r 1 1 . p=
:/ rxdy =1r*|—g@eos@ + seng — —¢ + —sgen2 ¢
v 3r 2 4 l?=2_1t
2 3
2 -
7 12 3\/31’2
I
e quindi: 3 \/3 I
areca AGLDA = ——8——,

3 \/ 32
area segmento ADLMEA = ——T—

Ma quest'ultima esprime l'area di meta dell’esagono regolare in-
seritto nel cerchio di raggio r; dunque la zona cicloidale A D L M E /
& quadrabile esattamente. ) o
Questo notevole risultato conseguito da Huygens spinse Leibniz
a cerearne di analoghi; e non indarno. Egli infatti trovo ') che, trac-

1y Eatrait dune lettre de M. Leibniz écrite ’ Hanovre o Vauteur du Journal
touch;n? la quadrature d’une portion de rouletie (Journ. des'Sava,nt-s, 1678;
Leibniz ed. Gerhardt, T. V, p. 116-117). Cfr. una lettera seritta da LEIBNIZ
a OLDENBURG il 15 luglio 1674 (1d., T. I, p. 52), nonche le lettere sgan:bxa_-
tesi fra LEiBNIz ed il marchese DE L’HGPITAL il 30 settembre ed il 1° di-
cembre 1695 ed il 15 gennaio 1696 (1d., T. 11, p. 299, 304 o 311).
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ciato il cerchio nella posizione in cui tocea la cicloide nel suo punto
di culminazione A4 (fig. 17), se si conduce pel suo centro B la pa-
rallela alla base a tagliare quel cerchio, la cicloide e I’asse delle y
rispettivamente in E, F e B’, il segmento limitato dalla retta 4 F

e dal corrispondente arco di cicloide é equivalente al triangolo
A B E. Si ha infatti:

area segm. AFDA = area trap. AA'B'FA — arca AA'B'FDA =
1

r 7 1
.:-E—[nr—i—ﬂr—z——r]—rz ‘—(pcosszrsen(p—?qy +TZ¢

SERE]

1
= Trz = triangolo A E B e¢.d. d.

I due teoremi ora dimostrati suggerirono a Giovanni Bernoulli
la ricerca di altro in cui essi fossero inclusi come casi speciali; ed

Y

Z }ﬁ%—

/A — a
NV
F »

Fig. 18.

infatti egli giunse a scoprire nella cicloide ordinaria infinite su-
perficie esattamente quadrabilil). Per esporre come si determinino

1) Cycloidis primariae segmenta innumera quadratura determinatio ete.
(Acta erad., Jul. 1699; Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 322-327).
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consideriamo ancora il cerchio generatore nella posizione in cui
tocca la cicloide nel suo punto di culminazione A4; ne sia H il
centro (fig. 18) e F il punto di contatto con la base. Siano I, K
punti del diametro A H tali che si abbia A K =H I (=17); da

K e I conduciamo le parallele D’ DM D e B BLB alla base della
cicloide e proponiamoci di calcolare le aree dei segmenti BCDB e

BCDPDB. Chiamiamo per cid @y, 9, @ i valori dell’angolo ¢ cor-
rispondenti ai punti B, D, D; (x4, %), (X, Y), (X, Y) le coordi-
nate di questi punti. Avremo:

Vs
E—

€08 y = — —— , Sell @y = ,
r

———n r——/r}
cos ® = ¢cos @ = — ;
”

r

gsen @ = —sen @ =
Ora dalla figura e dall’espressione generale di [« dy stabilita
in principio di questo numero, si trae:

area B C D B = trapezio BB'D' B —area BB' D' (B =

(Y — yo) (X + 2,) jﬂ’:z'“ﬂ
= —\ zdy
2 y=r+7

Cr—29) (X + )

2

1 1 |e=9
— ——(pcosw—l—senzp——o q9+——4 sen 2 ¢
2 §=ro

o dopo qualche riduzione

(n —1—7')\/7‘2———;72 _ (27‘-—7])\/27‘7;—172

area BCDB = 5 ‘ 2
Similmente
— +nyVrE—p  @r—y V22—
area BCD B, = -+

2 2
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Ma congiunto F ai punti L e M si ha

.
area triang. FIL = - (r-+mn) /12 —n?,

dunque

area BCDB
(9) { = triang. F I L ¥ triang. F M K.

area BCDBB '

Questa doppia relazione compendia il teorema con cui Giovanni
Bernoulli generalizzd i precedenti di Huygens e Leibniz. Egli, nonché
suo fratello Giacomo, fece poi ulteriori congeneri ricerche su cui
ci & vietato di estendercil): notiamo solo che esse condussero alla
scoperta di una relazione analoga alla (9) valida per tutte le cicloidi
allungate od accorciate 2). :

- 221, Ad altre proprietd notevoli della cicloide ordinaria con-
duce la considerazione della sua curvatura.
Essendo infatti

14
R:4ﬂrsen—§—,s:4r[1——cos—¢—J,y:2rsen2i—
' 2 3

si conclude

(10) R+ (s— 472 =47
(11) — =87

La (10), cambiande l'origine degli archi, diviene R? + §* = (4r)%;
& questa l'equazione intrinseca canonica della cicloide ordinaria:
convenientemente interpretata essa dice che se una cicloide ruzzola
senza strisciare sopra una retta fissa, il luogo dei centri di curvatura
nei successivi punti di contatio é una circonferenza di raggio quadruplo
della circonferenza generatrice ). La (11) dice invece che nella ci-

1) Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 328-335; Jac. Bernoulli Opera, pa-
gine 1129-1134.
2) Acta Eruditorum, Jun. 1700; Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 330.
_ ®) MaxNHEIM, Recherches géométriques sur le lieu des positions succes-
sives des centres de courbure d’une courbe qui roule sur une droites (G. di
Lionville, 22 serie, T. IV, 1859), p. 99.

Le cicloidi 91

cloide ordinaria il raggio di curvatura in un punto qualunque & medio
proporzionale fra la corrispondente ordinata ed una lunghezza costante:
e questa & un’altra proprietd caratteristica della cicloide L.

Se (2, , ¥,) sono le coordinate del centro di curvatura della ci-
cloide ordinaria nel punto (p) si trova facilmente

.(12) 2y =7 (g +seng) , ¥y, =—71(1—cosg);

se ora si effettua la trasformazione di coordinate determinata dalle

formole
x,=a +ar,yy=9y —2r

e si introduce un angolo y legato a ¢ dalla relazione ¢ =z + vy,
si mutano le equazioni” precedenti in queste altre

' =7 (p—seny), y =71 (l—-cosy);

e queste, paragonate con le (1') mostrano che Vevoluta di una cicloide
ordinaria ¢ una curva ad essa eguale ?).

11 segmento N della normale alla cicloide compreso fra il punto
da cui essa si diparte e l'intersezione con la base & dato

\/ dat + dy? @
N =y ——d—~=;rsen——,
x 2

onde B = 2 N; nella cicloide ordinaria il raggio di curvatura é dunque
doppio della normale, e tutti © raggi di curvatura sono bisecati da una
retta fissa (la base): anche questa proprietd & posseduta esclusiva-
mente dalla cicloide ordinaria ®).

Dimostreremo finalmente il seguente

TEOREMA DI GUILLERY %): Ogni proiezione parallela di un’elica
cilindrica sul piano della base ¢ wna cicloide ordinaria, accorciata
od allungata secondoché Uinclinazione dei raggi proiettanti sulle gene-
ratrici del cilindro ¢ egquale, inferiore o superiore all’inclinazione del-

Velica.

1) TiSSERAND, Recueil complémentaire d’exercises sur le calcul infinité-
simal, 28 ed. (Paris 1895), p. 251.

) HuyGeNs, Horologium oscillatorium (1673), 32 Parte, Prop. VI.

%) CEsARO, Lezioni di geomelria intrinseca (Napoli 1896), p. 24.

4) Letires sur Darchitecture (Bruxelles 1847); efr. una comunicazione
fatta da Ta. OLIVIER nel 1847 alla Société philomatique e dello stesso Mé-
moires de géom. déscript. (Paris 1850), p. 290. Pel caso della cicloide ordi-
naria il MonTUCLA parla di quel teorema (Histoire des Mathém., Nouv. éd.,
T. 11, p. 78) come di cosa propria e ne deduce che la cicloide si estende al-
Pinfinito, mentre sembra che prima non se ne considerasse che I’arco com-
preso fra due cuspidi consecutive.
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Si consideri infatti Pelica
x=rcosep ,y—=rseneg , z=rcotu - p;

se la si proietta nella direzione definita dagli angoli e, 8, y, si ottiene
il cilindro rappresentato dalle equazioni

r—7Ccos @ y—rseng g—rcotu-g

cos a cos f cos y

Facendo ivi 2 = 0 si ottengono le due equazioni seguenti per
rappresentare la curva proiezione:

cos a cos f
@,y =rsenge—reotyu
cos y cos y

& =7 CO8 (p——‘r cot u

@

che appartengono effettivamente ad una cicloide (p. 80). Il raggio
del cireolo generatore &

1/ costa + ecos? B
=r cot u = r cot u tg y,
cos? y

"

onde la cicloide & accorciata, ordinaria od allungata secondoché
reot p tgyér, cioé 3 norma che yéy, come appunto dice il
teorema enunciato.

Le proprietd geometriche dimostrate nella cicloide ordinaria —
e non sono le uniche da essa possedute !) — provano a sufficienza
quale curva notevole essa sia e basterebbero a spiegare l'assiduitd
con cui venne studiata a partire dal secolo XVII. Ma il pregio in
cui essa era tenuta si acerebbe a dismisura quando Huygens avverti 2)

1) Fra le proposizioni da noi taciute ricorderemo specialmente quella
esposta da GIov. BERNOULLI nella nota De evolutione successiva et alternante
curvae cujusque ete. (Opera, T. 1V, p. 98); essa venne studiata poi da LE-
GENDRE (Ewercises de calcul intégral, T. 1I) e da PoissoN (Journ. de I’Eec.
pol., XV11I cahier) e generalizzata da G. MaINARDI (Sullo sviluppo imper-
fetto eomtinuo di una curva piana, Annali delle Scienze del Regno Lombardo-
Veneto, T. V11, 1837). — E fra i problemi risoluti dalla cicloide va ricordato
il seguente: « Trovare una curva che passi per due punti dati e limiti con
le normali corrispondenti ed il relativo arco di evoluta un quadrilatero
di area minima (cfr. KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung, Braunsch-
weig, 1900, p. 203); esso fu risolto da EULERO nel suo lavoro fondamentale
sul calcolo delle variazioni (1744) e studiato di recente da 0. DunkeL (4
determination of the curve minimizing the area enclosed by it and its evolute,
Amer. math. Montly, T. XXVI1II, 1921).

) Horologium oscillatorium, 11 Parte, Prop. XXV; cfr. pE 1A HIRE,
Traité de mécanique (Mém. de Paris, T. IX). Una dimostr azione sempli-
cissima del tautocronismo della cicloide si trova in The mat hem. and other
Writing of R. L. ELL1s (Cambridge, 1863), p. 326. V. anche LEx MANN, Theorie
der Cykloide als Tautochrone (Journ. f. Math., T. VI, 1830).
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essere dessa la curva tautocromna nel vuoto (da rdviés = lo stesso
e yodvos = tempo) 1), quando cioé egli scoperse che «la curva tale
che un punto pesante che la percorre arriva alla suna posizione pin
bassa nel medesimo tempo qualunque sia il punto da cui si diparte
¢ una cicloide ordinaria a base orizzontale concava verso 1l'alto ».
Non basta. Giovanni Bernoulli 2) negli Acta eruditorum del Giugno
1696 e poi in un Programma editum Gromingae A.°© 1697 propose
come «problema novorum ad cujus solutionem mathematici in-
vitantur » il seguente: « datis in plano verticali duobus punectis 4
et B, assignari mobili M, viam 4 M B, per quam gravitate sua de-
scendens, et moveri incipiens a puncto 4, brevissimo tempore per-
veniat ad altrum punctum B »; ora la curva risolutrice — designata
in quel programma come linea celerrimi descensus e chiamata oggi
curva brachistocrona (da Podnioros = brevissimo e ypdvos = tempo)
& una cicloide ordinaria, non un arco di cerchio come credeva Ga-
lileo 3): lo dimostrarono Leibniz, Giacomo Bernoulli, il marchese
de I'Hoépital e Newton 4). Inoltre, se nel movimento di un punto
pesante su una cicloide, si considera 1’orizzontale del punto di par-
tenza, quella del punto pilt basso e l'orizzontale equidistante, il
tempo impiegato dal mobile nel passare dalla prima posizione alla
terza sard eguale a quello impiegato nel passare dalla seconda alla
terza 5); ¢id si esprime dicendo che la cicloide & una curva mesocrona ©).

Finalmente la cicloide & collegata alle origini della teoria delle
curve sincrone; infatti negli Acta eruditorum del maggio 1697 Gio-
vanni Bernoulli proponeva il seguente problema 7): « Quaeritur in
plano verticali curva P B, quam synchronam appellare liceat, ad
cujus singuli puncta B, grave en A descendens per cycloides con-
terminans A B aequali tempore pervenirete ». Piu tardi la nozione
di curve sincrone venne grandemente generalizzata: si suppose cioé
di considerare una famiglia di curve poste in un piano verticale ed
uscenti da un punto 4 e si considert il luogo delle posizioni occupate
nel medesimo istante da punti che percorrono le curve date sotto

1) Giov. BERNOULLI adopera invece il nome di linea tachystoptoma
(lettera ajLrrsniz del 16 giugno 1696; Leibniz ed. Gerhardt, T. 111, p. 291)
e G1acoMo BERNoULLI quello di curva oligochrona (Acta erud., maggio 1697;
Jac. Bernoulli Opera, p. 768-778).

2) Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 155-161 e 166-169.

3) Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze,
Giornata II1L* Prop. 36, Scolio (Opere di Galileo Galilei, T. VI1I, Firenze
1898, p. 263).

4) Le prime tre soluzioni del problema di BERNOULLI si trovano in Acta
Erud., maggio 1697; l'ultima, anonima, nel numero 224 delle Phil. Trans.,
gennaio 1697. V. anche Leibniz ed. Gerhardt, T. 111, p. 290 e Is. Newtoni
Opuscula, T. I (Lausannae et Genevae, 1744), p. 285.

%) P. SERRET, Des méthodes en géométrie (Paris 1855), p. 132.

%) BROCARD, Notes de bibliographie des courbes géométrigues (Bar-le-Due,
1897), p. 201.

7) Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 192. .
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I'impero di forze date, dopo essere partfiti contemporaneamente
da A1). La trattazione di questo problema, come queélla dei pro-
blemi delle curve tautocrone e brachistoerone — sia sotto la forma
primitiva, sia supponendo che il moto avvenga in un mezzo resi-
stente — esce dai limiti che abbiamo posti a questo lavoro 2).

222, La definizione di cicloide & suscettibile di svariate gene-
ralizzazioni, alcune delle quali si presentarono nel periodo di tempo
in cui quella curva venne specialmente studiata e vanno qui men-
zionate 3). Fermat, in una lettera scritta nel 1660 a Carcavi?) e
che questi eomunico a Huygens il 6 marzo di tale anno 5), defini
ed assegnd una proprieta di alcune curve, di cui il pubblico aveva
gia avuto notizia vent’anni prima, avendone il P. Laloubére par-
lato nell’appendice della sua opera Veterum Geometria promota in
septem de Oycloide libris (Tolosae, 1640) ®). Sono curve affini alla
cieloide ordinaria, essendo rappresentabili con equazioni della forma:

(13) e=kr(p—seng), y =r(1—cosp),

ove k & numero dato. Se k> 1 si ha una cicloide allungata, se k < 1
si ha invece una cicloide accorciata.

Fermat ha osservato che le cicloidi allungate sono rettificabili
mediante archi di circolo, mentre quelle accorciate lo sono mediante
archi di parabola. Per dimostrarlo notiamo che dalle equazioni (13)
si deduee:

ds =rdp+/ (B +1)—2 k2 cos ¢ + (K — 1) cos® g;
ponendo tgl/,@ =u si pud scrivére
4rudu\/l+k2u2

ds = H
(1 + u2)2.

ed introducendo inveee di % una nuova variabile z con la condizione

1) V. due memorie postume di EULERO stampate nel T. IX (1824)
dei Mém. de UAcad. des Sciences de St. Pétersbourg.

2) 11 lettore desideroso di ragguagli pii precisi ricorra a: LacroIx,
Traité de calcul differentiel et de calcul intégral, T. I1 (Paris 1798), p. 696;
Pascar, Caleolo delle variazioni e caleolo delle differenze finite (Milano 1897),
p. 172; SAINT-GERMAIN, Recueil dexercises etc., p. 292 e 298; ecc. Inoltre
ai lavori storici di C. OHRTMANN (Das Problem der Tautochronen, Berlin 1872)
e F. AMODEO (Monografia delle curve tautocrone, Avellino 1883).

3) Per altre vedi E. KésTLIN, Ueber eine transzendente Kurve von der
die Zykloide ein Grenzfall ist (Wiirttemberg, Mitth., 11 Ser., T. 1X, 1907).

% Oeuvres de Fermat, T. 11, p. 445-448.

%) Qeuvres de Huygens, T. 111, p. 39-40.

&) Cfr. Oeyvres de Fermat, T. I, p. 202 e T. IIl, p. 175. .
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1 + Kk u? = 22 otterremo -
412r22dz
ds = —— e,
(k2 + z2 —_ 1)2
Integrando per parti si conclude

8 2 - dz

- = Jr-, 3
2k2r 22 4 k—1 24 —1

ed eseguendo la rimanente quadratura

.

2 1 z—/1—R

— ——— log se k<1
8 24+ R—1 24/1—K 2z +4/1—R
2Ky B 22 1 z
——— 4 ———— arc tg ——— se k>1;
24+ r—1 V e—1 V1

e poiché se k< 1 si hanno cicloidi aecorciate e se k> 1 cicloidi al-
lungate, si ¢ in grado di concludere I’enunciato di Fermat!).

Le cicloidi di Fermat si incontrano in una questione di geometria
descrittiva 2). Ma & notevole il fatto che, probabilmente senza co-
noscere le osservazioni del celebre senatore tolosano, il Laisant le
ritrovd generalizzando la genesi della cicloide ordinaria 3). I1 Laisant
infatti osservd che se un’ellisse & animata da un moto uniforme
progressivo in una direzione parallela ad un asse, ed un suo punto
ne percorre la periferia con moto uniforme, la traiettoria del risul-
tante moto composto € una curva che pud rappresentarsi con due
equazioni del tipo seguente:

(14) x =7 (p—seng)la® , y =r cos ¢;

dalle quali emerge che per ¢ = 1 la curva e una cicloide ordinaria,
ma che per ¢ =1 & una cicloide di Fermat. Il Laisant la chiama
cicloide ellittica, per distinguerla dalla curva analoga generata si-

1) Questo teorema fu ritrovato nel 1859 da B. ToORTOLINI; V. 1a memoria
Sul metodo inverso delle tangenti (Giornale arcadico e Journ. f. Math., T. 26,
1843); cfr. dello stesso Rivista bibliografcn. Sugli archi di cicloide (Ann.
di mat., T. VI, 18653).

2y F. J., Exercises de géoméirie déscriptive (I1I éd., Paris 1893), p. 545.

3y Essai sur les fonctions hyperboliques (Paris 1874), p. 36 e seg. V. anche
8. GliNTHER, Die Lehre der gewohnlichen und veralljemeinerten Hyperbel-
functionen (Halle, 1881), p. 243 e seg. ‘




96 . Libro VI — Capitolo VIII

L]
milmente mediante un‘iperbole, curva che egli chiama cicloide iper-
bolica e che & rappresentata dalle equazioni seguenti:

{15) @ = r (p — senh g)/a® , y = r cosh ¢.

223. In data 6 maggio 1674 Michelangelo Ricei scriveva a Huy-
gens: « Presa (fig. 19) la retta A B di qualsivoglia lunghezza, sopra
di essa s’intendano due semicerchi simili, et eguali,.e similmente
posti BC D, A GE, con i loro diametri B D, A E perpendicolari

alla A B, e prendendo nella peri-
D feria i punti C, C, etc., si tirino le
7 ¢ C F, CF, ecc. parallele alla base
A B, con tal proporzione, che
BCD alla DC,DC, ete. sieno,
come A B alle CF,CF, etc. 1
punti F, F' etc. descriveranno una
linea, che sard cicloide primaria,
se A B si porrd eguale alla peri-
> B—X feria B C D, e secondaria se la
. supporremo diseguale; e la mede-
o Fig. .19' . sima curva DF F A, quasi diame-
Cicloide secondaria di M. Ricel. .0 501 eurvilineo parallelogrammo
D CCBAGE lo seghera in due
parti eguali; dal che segue, che il triangolo curvilineo AFFDCCB
sard la ‘metd di esso e del suo eguale rettangolo A E D B; e tirata
la retta A D, il curvilineo A D F F A sard eguale alla figura
genitrice B C D»1).
Per trovare le equazioni della cicloide secondaria del Ricei pren-

p:

Al

diamo 4 B come asse delle x e A E come asse delle y; posto A B = a,

BD =2, ang DO C = o si trova agevolmente
T=a—rsenow—awfn , y =7 + 7 €os w;

ovvero — ponendo w;n—¢ e a=nR —

(16) x=Reg-——7r86NQ , §y=1—7COSQ

e questa & la cercata rappresentazione analitica. Siccome per B = r
le (16) coincidono con le (1') cosi & evidente che della nuova curva
& caso particolare la cicloide ordinaria. Dalle stesse (16) si deduce:

1) Qeuvres de Huygens, T. VII (La Haye, 1897), p. 381.
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P=ar L
area ABDFF A= ydm:f(r—reoszp)(R—rcosqy)d(p=
p=0 0

w mw ki
= Rr qu:—?Rrj‘eoswdzp+ﬂfcos2¢d¢:n(Rr+ﬂ/2),
J0 0 0
quindi

area ABCCDFFA=nRr=4%-7R-2r=%a-2r=
= Lrettangolo ABDE =3ABCCDEG A.

E questo il principale dei teoremi enunciati dal Ricei: gli altri
ne sono conseguenza. Sembra che essi siano rimasti ignoti al pubblico
sino al momento (1897) in cui la surriferita lettera vide la luce in-
sieme alle altre che formano il carteggio scientifico di Huygens.
Tuttavia la ecurva a cui si riferiscono detti teoremi non rimase del
tutto ignota; infatti, se si dividono in un dato rapporto k le normali
della curva rappresentata dall’equazione (1’) si ottiene una curva
rappresentata come segue:

r N r
m:_l_:ic— {1 +k)qc—sen¢} ) y:m{l_COS‘P}?

e siécome queste equazioni sono della forma (16), cosi la curva
corrispondente non differisce da una cicloide secondaria del Ricei.
Ora, appunto partendo dall’esposta considerazione, il Mannheim ?)
s'imbatté nelle stesse curve e notd che sono rettificabili mediante
archi d’ellisse, cosa che é facile verificare mediante le equazioni
precedenti.

Draltra parte Clairaut nel trattare certe questioni di mecca-
nica 2), trovd che una di esse & risolta da una curva descritta del-
I'estremo del raggio di un cerchio quando il centro percorre unifor-
memente una retta ed il raggio stesso ruota uniformemente attorno
al centro; ora tale curva pud rappresentarsi con due equazioni del
tipo seguente

x=at+b—rsen(at+f), y_—;r——rcos(at%—ﬂ),

le quali sono facilmente riducibili alla forma (16). Va notato che

1) Nouv. Ann. de math., IT Ser., T. 111 (1864), Quest. 699, risolta ivi
T. IV (1865), p. 55. Cfr. anche la memoria del MANNHEIM, Recherches géo-
métriques sur les longueurs comparées de différentes courbes (Journ. Ee. pol.,
Cah. X1, 1863).

?) A. CratravuT, Solution de quelques problémes de dynamique par rap-
port awr tractions (Mém. de Paris, 1736).

s

7. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. I1.
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il Clairadt, definita la curva risolutrice nel modo an;id_etto, gog-
giunge: «tout le monde reconnaitra dans cette déscription la cy-
cloide allongée ou accourcie ». o ’-
La nuova cicloide non gode di spiccate proprieta L, ondg la‘p—
bandoniamo per altre pit importanti generalizzazion} ‘del_l’ordma,na.
cicloide. Prima perd osserviamo che, se nelle ‘deﬁmzmm de}le tre
primitive cicloidi, si toglie la condizione che il moto considerato
sia uniforme, si ottengono delle nuove curve che, appunto come ge-

neralizzazioni delle cicloidi, furono studiate da Varignon in una -

memoria presentata all’Accademia di Parigi il 31 marzo 1693 ?).

1) Il lettore dimostrera agevolmente che essa & una curva algebrica
artiene ad un sistema di caratteristiche 2, 2. . . .
° ap};) Des cycloides ou roulettes d Uinfini, traitées a la manidre des lignes
géométriques (Mém. de I'Acad., T. X).

CAPITOLO IX

Epicicloidi, Ipocicloidi, Evolventi di circolo.

224, 11 concetto che guidd dalla concoide di Nicomede alla
lumaca di Pascal (Vol. I, p. 171), I'idea cio® di sostituire alla base
rettilinea una base circolare, condusse dalle cicloidi alle nuove curve
a cui ¢ dedicato il presente Capitolo; idea che si presenta in tal
caso assai spontanea a chi ricordi come la considerazione del moto
di rotolamento di un cerchio sopra un cerchio fisso risalga almeno
all’epoca di Ipparco, il quale se ne servi per dare una plausibile spie-
gazione dei movimenti celesti (sistema degli epicicli).

Quando un cerchio ruzzola sopra un cerchio fisso pud toeearlo

- 0 sempre esternamente o sempre internamente; nel primo caso
un punto qualunque del piano di quel cerchio genera una epicicloide
(0 epitrocoide o epicicloide esterna), nel secondo una ipocicloide (o
tpotrocoide o epicicloide interna); gli epiteti ordinaria, accorciata e
allungata si adoperano per indicare che il punto generatore sta sulla
periferia, & interno od esterno al cerchio mobile; gli stessi aggettivi
si uniscono da taluno al nome pericicloide quando il cerchio mobile
tocca internamente il cerchio fisso ed ¢ piu grande di questo. Le epi-
cicloidi e le ipocicloidi vengono poi talvolta indicate complessiva-
mente col nome di curve cicliche) o anche cicloidali. Il pit antico
cenno di tali curve si trova nell'opera di Alberto Diirer intitolata
Underweysung der messung mit dem zyrkel und rychscheyt (Niirn-
berg, 1525) 2), ove 'epicicloide ¢ designata col nome di Spinnenlinie
ed & costruita coll’aiuto di un apposito strumento 3). Ma si direbbe
che le parole del geniale pittore tedesco non abbiano fatta impressione

) Per altri nomi vedi Intermédiaire, T. VI, 1899, p. 266.

%) V. anche Alberti Dureri Institutionum geometricarum libri quatuor
(Arnhemii 1606), p. 37; cfr. S. GiNTHER, Geschichte des math. Unterricht
im deutschen Mittelalter bis zum Jahr 1525 (Berlin 1887), p. 367.

%) Un altro apparato analogo (epiciclografo) é descritto dal RipoLri
nella‘memoria Di aleuni usi delle epicicloidi ¢ di uno strumento per la loro
descrizione e specialmenle per quella dell’ellisse (Firenze, 1844), p. 43.

§

i
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sui matematici, od almeno & soltanto pilt di un secolo dopo che esse
fruttificarono e sotto altro cielo: giacché & un francese — il de la
Hire — che scrisse la prima trattazione metodica delle curve in que-
stione. Sembra perd che, nel concepire tali curve e nello scoprirne
I'applicazione alle ruote dentate presentanti l'attrito minimo, egli
abbia avuto un precursore in Franeia: giacche, nella prefazione al suo
Traité de Mécanique, egli stesso accenna ad una ruota « dont la pré-
miére invention était due & Mr. Desargues, qui étoit un des plus excel-
lents géometres de notre siécle»!). Lo stesso de la Hire nell’esordio
del suo Traité des épycicloides, et de leurs usages dans le mécaniques,
ritornando sullo stesso soggetto dice: «mais je n’ai point su que cet
excellent Géomeétre (Desargues) eut jamais rien expliqué de sa con-
struction, et comme il n’étoit pas appliqué & cette partie de la Géo-
métrie, je crois qu’il en avait seulement determiné la figure mécani-
quement » 2); eongettura questa che sembrerd indubbiamente poco
accettabile a chiungue conosce l'alto valore e loriginalitd di vedute
di Desargues come geometra. Ad ogni modo & certo che le epicicloidi
e la loro principale applicazione erano conosciute in Francia nella se-
conda meta del secolo XVII; ivi probabilmente ne avra avato notizia
il Romer, che fu uno dei primi collaboratori di Cassini nel grande
osservatorio fondato a Parigi nel 1667 3), ed al quale molti, seguendo
Pesempio di Leibniz ), fanno risalire I'invenzione di quelle curve
e 1a scoperta del loro intervento nella meccanica pratica; ma ammesso
anche che il Rémer nel 1674 sia giunto all'una ed all’altra, la prio-
rita spetta sempre a Desargues, il quale era sceso nella tomba sin
dal 1662: al de Lahire invece spetta la gloria di avere inaugurato
le investigazioni geometriche sulle curve di cui ¢i occupiamo, dimo-
strando buon numero di eleganti teoremi concernenti le loro tan-
genti, la rettificazione e la quadratura: li incontreremo nella trat-
tazione che ora cominciamo ®).

225. Indichiamo con R il raggio del cerchio fisso, con r quello
del cerchio mobile e con k la distanza del centro £ di questo dal
punto generatore P ). Prendiamo (fig. 20 e 21) poi come origine
il centro O del eerchio fisso e come asse delle z una retta che passa
pel punto di contatto 4 di questo col cerchio mobile, quando

1y Mém. de I'Académie des Sciences depuis 1666 jusqu’a 1699 (Paris
1730). Cfr. Oeuvres de Desargues réunies et analysés par Poudra (Paris 1864),
pag. 31. @
2) Mém. de UAcad. des Sciences depuis 1666 jusqu’a 1699, p. 222.
3) R. WoLF, Geschichte der Astronomie (Miincken, 1877), p. 433.

4) V. le lettere seritte a GIov. BERNOULLI il 18 gennaio 1898 ed il 1° feb-

braio 1707 (Leibniz ed. Gerhardt, T. II1, p. 477 e 811).
5) Un riceo elenco bibliografico dei lavori relativi venne somministrato
da EXWOLFFING a L’ Intermédiaire, T. V, 1898, p. 235 e T. VI, 1899, p. 11.
)  si prendery positivo quando P cade nella semiretta che va da @
verso A, negativo nel caso opposto.
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questo € in tale posizione che P si trovi sulla linea dei centri O Q.
Consideriamo poi il cerchio mobile in un’altra sua posizione arbi-
traria; ne sia Q' il centro, B il punto di contatto col cerchio fisso
e P’ la corrispondente posizione del punto mobile e A’ I’estremo

4 Al’/\ 2
/

Fig. 20. — Epicicloide.

dell’arco 2 P'; avremo evidentemente arc A L M = arc A’ A B; onde,
posto ang BOA =¢, ang BQ' A’ =y, si avrd

1) Ro=ry.

Considerando ora che la retta O P’ e la spezzata O 2 P’ hanno
i medesimi estremi, avremo che

proiez. P O’ = proiez. O 2+ proiez. ' P';
noi faremo le proiezioni ortogonalmente sui due assi; ma, a questo
punto, bisogna distinguere il caso dell’epicicloide dal caso dell’ipo-
cicloide. Per 1’epicicloide si ha (fig. 20)
0Q =R +r,ang(QP,02) =¢+ yp—nm;
per l'ipocicloide invece (fig. 21)

iy 0Q =R—vr ,ang (P ,0x) =¢—y;
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quindi per ’epicicloide sussistono le equazioni

x = (R + r) cos ¢ — h cos (¢ + p),

(2e)
y = (R + r)sen ¢ — h sen (p + y),
Y
—
5?,
A
A
x
7 2
Fig. 21. — Ipocicloide.

mentre per I'ipocicloide si ha

2z = (R—r)cos ¢ + hcos (p— ),

(22)
y = (BR—r)sen ¢ + hsen (¢ — p).

Queste equazioni insieme alla (1) porgono la rappresentazione.
analitica di tutte le curve cicliche; & in generale conveniente eli-
minare uno degli angoli ¢ e . Eliminando v ie (2) divengono:

R +r
w=(R+r)eos<p—hcos{ c,v],
r

(30

R+
y:(R—Lr)sencp——hsen[ @
r
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. R—r 1
m:(R—r)cos<p—|—hcos{ sz ,
r

(3a)
R—r 1)
y = (R—r)sen ¢ — hsen (p}
r
Si elimini invece ¢; ponendo

r
(4) —=n
‘ R

(n si chiama modulo della curva), si ottiene

T 1+mn
_—= cos my — ——cos (n + 1)y,
r n r
(4,
Y 1+4+n )
— = senny—-—sen(n + 1)y
r n r
T 1—mn h
_ = cosmy + —ecos (1 —n)y,
r " r
(45)
Y 1—n h
—_— = sen np — — sen (1 —n) y:
r n r

si puod notare che 'equazione (4,) nasce dalla (4,) cambiando 7, y, n
risp. in —r, —p, —n.

Dalle equazioni trovate scaturisce agevolmente una conse-
guenza della massima importanza.

Indichiamo con E (R, r, h) la eurva rappresentata dalle equa-
zioni (3,) e con H (R, r, k) quella rappresentata dalle equazioni (35).

Nella (3,) invece delle costanti R,r, h introdueiamone altre

" R,, 7, h,; legate alle prime dalle relazioni:

h R . h (R-+7r)
(5) R, = y 1= ———— by =R+,
r r

1y §e R < r, e si mutano le direzioni positive degli assi coordinati
le (3,) divengono:

r—R
x:(r—R)cosd;-—hcos[ qs]

r

r—R
g;:(r—R)se11¢4hseu[ qSJ.
"
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onde ) Ry <
esse diverranno
ne
z = h; co8 ¢ + (R, —7;) CO8 ———,
rn—R,
e
y = hysen ¢ + (B; — 7y) sen ————;
r— R,
e ponendo
71
Q=@ 8 = — &, Y =Y
7 — By

si potranno scrivere

r— By
@, = (r, — R,) cos ¢, — h, cos "‘_7"‘_‘991 s
1

r,— R,
Y, = ("'1 —_— Rl) sen ¢, — hl sen | —— ¢, | -

ry

Paragonando queste alle equazioni (35) si vede che la curva
da esse rappresentata & da designarsi simbolicamente con H(R,,
71, hy). Dunque: Vepgicloide B (R, 1, h) non differisce dall’epicicloide
E (R,, 1; . h,) quando sussistano le relazioni (5). Similmente se sus-
sistono le relazioni

LR h(R—r)

(6" R, = y 1y = ————— , by =R—r,
r r

Vipocicloide H (R, 1, h) coincide con Uipocicloide H Ry, ry, hy) ).

Se si considera il modulo n, = r/R, si ha, quando sussistono
le (5), m, =n -+ 1 e quando sussistono le (5') n, = n —1. Nel caso
di epicicloidi ed ipocicloidi ordinari & b = 7; le (5) divengono R,=R,
r, = hy = R + r, mentre le (5’) si mutano in R, = R, 7, = hy =
— y— R: §i arriva cosi alla duplice generazione degli epicicloidi
ordinari avvertita da de la Hire ed Eulero?); l'analogo teorema

1) Quando R < r in queste formole bisogna cambiare il segno della
differenza K — r.

t) De duplici genesi tam epycicloidum quam hypocicloidum (Acta Petrop.
pro anno 1781, Part I, 1784). La stessa proposizione venne avvertita da
DANIELE BERNOULLI e comunicata a GorpBacH da NicoLa BERNOULLI
con lettera datata 2 giugno 1725; GOLDBACH ne diede una dimostrata nella
risposta seritta il 18 settembre 1725 (P. H. Fuss, Corréspondance math.
et phys. de quelques céldbres géoméires du X VIII Siécle, T. 11, 8t. Péters-
“bourg, 1843, p. 168-170).
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generale venne scoperto da parecchi, ma in tempi assai piu vieini

a noil).

Altre conseguenze che si traggono dalla trovata rappresenta-
zione analitica delle curve cicliche concernono la forma di esse.
Considerazioni analoghe a quelle svolte nel n. 218 portano a con-
cludere che in generale le epicicloidi ordinarie hanno infinite cuspidi
sulla periferia del cerchio base, quelle allungate possiedono invece
infiniti punti d’inflessione e quelle. accorciate infiniti punti doppi.
Inoltre tutti i punti reali della curva (3,) stanno entro la corpna
limjtata dai due cerchi di centro O e raggi | R + v+ k| mentre
quelli della curva (3 h) stanno entro I’analogo spazio limitato dai
cerchi di centro O e raggi |R—r+h|.

226. La generazione delle epicicloidi acquista maggiore chia-
rezza e conduce a nuove conseguenze se si considera come caso li-
mite del movimento determinato da un poligono A B C... che si
sposta nel piano con la condizione che i suoi lati coincidano succes-
sivamente con i lati (supposti ordinatamente eguali ai lati di quel
poligono) di un poligono fisso A’ B’ (... ?). Consideriamo i due po-
ligoni quando il lato 4 B del primo coincide col lato A’ B’ del se-
condo; si immagini ora che il poligono mobile ruoti attorno al ver-
tice B’ sinche il suo lato B C si disponga sopra B’ ¢’; un punto P
invariabilmente connesso al primo descrivera in corrispondenza un
arco P P, del cerchio di centro B’ e di raggio B’ P e sard ang PB'P, =
= ang OB’C’. Effettuando ora sul poligono mobile una seconda
rotazione di centro ¢’ per modo che il suo vertice D cada in D',
il punto P, descrivera un secondo arco di cerchio di centro ¢’ e
raggio ¢’ P, . Continuando cosi si vedr che la traiettoria del punto P

1) GILDEMEISTER, De lineis curvis epicycloidibus et hypocycloidibus
(Diss., Marburg 1866); BELLERMANN, Epicykloiden und Hypocykloiden (Diss.
Jena 1867); FOURrET, Sur la double génération des épycicloides planes (Nouv.
Ann., 28 Serie, T. V1II, 1869); A. PROCTOR, A treatise on the cycloid and all
forms of cycloidal curves (London 1878), p. 154-157. Cfr. VIETOR, Die Polk-
reispaare einer Cykloide (Zeitschrift, T. XXV, 1880), e Cr. WIENER, Dop-
pelte Entstehungweise der geschweiften und verschlungenen cyklischen Curven
(Id., T. XXVI, 1881, ¢ XXVII, 1882); F. W. REED, On parametric and
pseudographic transformations (Amer. math. Monthly, T. I11, 1926). F.
SCHILLING in una memoria che citeremo a p. 108 (Zeitschr. Math. Phys.,
T. 44, 1899) distingue i due modi di generazione con le locuzioni di centro
coperto e centro libero, secondo che la superficie del cerchio mobile ricopre
o non il cerchio fisso.

Dall’esposto teorema emerge che la distinzione fra epicicloidi e ipoci-
cloidi & possibile esclusivamente tenendo conto della definizione da cui si
parte.
2) R. HENNIG, Beitrag zur Theorie der ebenen Rouletten (G. di Crelle,
T. LXYV, 1866; ivi le due curve generate dal ruzzolamento interno ed esterno
di una stessa curva sulla stessa base vengono considerate come costitutive
una zweiseitige Roulette o Doppelrouletie); ScHLOMILCH, Uebungsbuch zum
Studium der hoheren Analysis, {?1 Tl., 11 Aufl. (Leipzig 1873), p. 320 e seg.

L N PR VTR
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consta di una serie di archi circolari con i centri nei vertici del po-
ligono fisso. Supponendo ora che i lati dei due poligoni siano infini-
tesimi, si otterra il movimento determinato dallo svilupparsi di
una curva mobile sopra una curva fissa; e la traiettoria del punto P
sard Vinviluppo di una serie di circoli aventi i loro centri sopra la
curva fissa. Siccome in ogni suo punto linviluppo ha comune la
tangente (e quindi la normale) con la corrispondente inviluppata e
siccome la normale allinviluppata (che & un cerchio) passa pel
(centro di questo, ciod pel) punto di contatto della corrispondente
posizione della curva mobile con la curvs fissa, cosi si ha un metodo
semplicissimo per trovare la normale in ogni punto della traiettoria;
notevole osservazione di Descartes!), che comprende come suo caso
specialissimo la costruzione da lui scoperta (v. p. 81) per la nor-
male alla cicloide. Particolarizzando le considerazioni precedenti si
vede che ogni epicicloide od ipocicloide 8i pud considerare come in-
viluppo di wn cerchio di raggio variabile il cui centro descrive una
circonferenza fissa. Tale conseguenza si pud confermare e meglio
precisare col calcolo seguente 2).

Si prenda, come prima, per origine il centro O del cerchio fisso
e per asse delle z una retta tale che contenga tanto il centro 0
del cerchio mobile in una sua posizione quanto la posizione corri-
spondente del punto generatore P (fig. 20 e 21). Si consideri il
cerchio mobile in una sua posizione qualungue e si cerchi l'invi-
luppo del cerchio di centro B e raggio £’ P’. Ritenendo tutte le
notazioni di prima vedremo che l'equazione generale dellinvilup-
pante &

(x— Reosg) + (y— Rseng)® =h* +*—2hrcosy
o per la (1)
Ty Ty
{6) 2+ 4+ RR—2Raxcos—— —2Rysen — =
' R R
=h? + 12— 2h 7 cos y.

Differenziando questa rispetto a v se ne trae:

7

ry
(7) x sen —ycos—};—:hsenzp.

1) V. anche HuyGENs, Horologium oscillatorium, Parte I, Prop. 15
(¢ noto che la dedica di questa celebre opera porta la data 25 marzo 1673).
Una dimostrazione analitica semplice di questa costruzione leggesi nelle
Note di F. FRENET sur un théoréme de Descartes, courbe roulant sur une autre
(Nouv. Ann. Math., T. XIIl, 1854).

?) 0. WerzrLL, Die cyclischen Curven alf Einhilhungscurven eines
beweglichen Kreises (Diss. Marburg 1880).
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Mediante le (6) (7) potremo esprimere x e y in funzione di y. A tale
8cOPO poniamo

ry r '
(®) z — R cos = =&,y — Rsen ¥ =n;
le (6) (7) diverranno:
(6" - 4P =nmr+r—2hrcosy,

r r
(7" £ sen — 17 cos = h sen y.

Alla (6') si soddisfa ponendo

(9) E=cos Ay/h +*—2hrecosy,

n=sen A/ Rk + 12 —2hrcosy;

e queste mutano la (7’) nella seguente:

ry h sen p
sen — A= ;
R VR +12—2hreosy

in corrispondenza

ry r—h cos y
cos | — — A | =¢ ,
R AV R+ rP—2hreosy
(ove ¢ = + 1), ossia per le (9)
(10) £ 005 4 sen —— = ¢ (r —
cos —— sen = ¢ (r — h cos p).
7 T = )
Risolvendo le (7') (10) rispetto a &, #n si ottiene:

’ +e(r—h ) Y
¢ (r — h cos y) cos ,
¥ R

& = a sen y sen

r ry

n = — a sen y CO8 + & (r — h cos p) sen

cioé per le (8):
(R +eny

xz = (R + er) cos —hecos——————R————,

(11) (R
r +er
y = (R + er) sen L ——hsen——-———-—-)——w—
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Questa & la rappresentazione analitica dell'inviluppo: essa
prova che questo & costituito da due distinte curve cicliche, corri-
spondenti ai due valori 4- 1 che pud assumere &.

Le epicicloidi sono suscettibili di una seconda generazione come
inviluppo: & infatti facilissimo dimostrare (e laseiamo al lettore di
farlo) che se due punti descrivono la periferia di un cerchio con velo-
cite angolari in rapporto costante, Uinviluppo della retta che li congiunge
& un epicicloide. ‘Ed & notevole che un’altra analoga curva nasce
dividendo nel medesimo rapporto tutte codeste congiungentil).

Non meno notevole dei precedenti é il metodo di generazione
indicato nel seguente teorema: Se due lati consecutivi O E;, O E,
di un parallelogrammo articolato ruotano uniformemente (ma con ve-
locita diverse w, , w,) attorno al comune vertice O, il quarto vertice M
descrivera un’epicicloide od un’ipocicloide ?). Per dimostrarlo note-
remo che si pud sempre supporre che in origine i lati O E; e O E,
coincidano in una retta; prenderemo questa per asse delle x, por-
remo OE, =1,, O E,=1,, e, come & lecito, ang E; 0z =t w,,
ang E,0 v =t w,, t essendo una variabile libera (il tempo). Detti
allora z,, 2, , # i numeri complessi3) che rappresentano, nel modo
consueto, i punti E,, E,, M, avremo:

G=leot g, =160t =23+ 2

onde

(12) 2=l et ], elnt 1),

1) ECKARDT, Einige Sdtze diber die Epicycloide und Hypocycloide (Zeit-
schrift, T. XV, 1870); WOLSTENHOLME, On epycycloids and hypocycloids
(Proc. Lond. Math. Soc., T. 1V, 1873); F. SCHWERING, Theorie und An-
wendung der Linienkoordinaten (Leipzig 1884), p. 77. Come caso partico-
lare si vede che, in un orologio a lancette eguali, ’inviluppo delle congiun-
genti delle posizioni corrispondenti dei loro estremi ¢ un ipocicloide; se
le lancette avessero lunghezze differenti, I'inviluppo sarebbe l’evoluta di
un’epicicloide (v. Intermédiaire, T. I1, p. 9 e 396).

) Questa generazione venne segnalata dal BELLERMANN nella Diss.
citata nella nota 1 a pag.105 e da F. MORLEY nella memoria On adjustables
cycloidal and trochoidal curves (Amer. Journ. Math., T. XVI1, 1894); ed in
un caso particolare dal NEUBERG (Sur la cycloide, Nouv. Corr. math., T.V,
1879). F. ScuiLLiNg I’ha applicata per costruire degli apparati che servono
a descrivere tutte le curve cicliche: v. l’articolo Usber neue kinematische
Modelle, sowie eine neue Einfihrung in die Theorie der cyclischen Curven
(Zéitschrift, T. XL1V. 1899).

3) La pii antica menzione di applicazione dei numeri complessi (o
se si vuole del calcolo delle equipollenze) alle epicicloidi e ipocicloidi tro-
vasi in una lettera diretta da E. FRANGOISE a (+. BELLAVITIS e da questi
pubblicata nella 11 Parte dell’ X1 Rivisia di giornali (Atti Ist. Ven., IV Ser.,
T. 1, 1872-72), nella quale sono elegantemente stabilite parecchie proprieta
¢ risolte alcune questioni concernenti le dette curve.

4) Lo studio dall’indicato punto di vista delle curve cicliche ha con-
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Separando le parti reali e le parti immaginarie si conclude essere
x=1,c08w t+1l,co8myt , y=1IUsenw;t+lsenmyt

la rappresentazione analitica del lnogo di M : 1a forma di queste equa-
zioni conduce subito all’enunciato. Se poi si serive la (12) come segue

2= {ll + Iy e‘(“’r‘w!)‘} it

e si applicano noti teoremi concernenti la rappresentazione geome-
trica dei numeri complessi, si concluderd: Qualunque epicicloide od
ipocicloide é generabile da un punto M ruotante uniformemente attorno
ad un punto E, il quale descrive, pure con velocitd costante, la periferia
di un cerchio fisso. Notiamo finalmente 1) che il centro del parallelo-
grammo O E; M E, & rappresentato dal numero complesso 2 /2, onde
descrive una curva omotetica a quella generata dal punto M, cioe
un’altra epicicloide 2). .

L’equazione polare delle epicicloidi si presenta sotto forma cosi
complicata che riesee di utilitd pressoche nulla. Utile invece torna
in parecchie oceasioni l'equazione differenziale polare delle curve

dotto .a considerare le linee rappresentabili con equazioni della forma

o (P2 o
=R, eiw + Rye ¢ +Rae‘(a)+‘°

ove R,, R,, R, sono date lunghezze, ¢ un angolo dato e p, ¢ numeri interi
positivi; esse si presentano sotto svariate forme e si possono tracciare me-
diante apposito apparato (il compasso SCHWARZBAND) costruito dalla Casa
CHATEAU di Parigi. :

1y REINCKE, Ueber cyclischen Curven, dargestelll als geometrischer Ori
des Mittelpunkts derjenigen Geraden, welche zwei auf zwei concentrischen
Kreisen gleichforung bewegte Punkte in jedem Moment verbindet (Programm
Malchin 1892).

?) L’equazione (12), con cui si pud rappresentare qualsia epicicloide,
¢ caso particolare della seguente:

z=1 + 1 et Iy e"‘""t,

ove lgly ... 1, w; ... w, sono numeri reali dati e ¢ una variabile indipendente.
Le curve da essa rappresentate vennero considerate da EicHLER (Die Dar-
stellung der cyklischen Curven und ihre Bedeutung fiir die Schwingungstheorie,
Hamb. Mitt., T. II, 1890), il quale ne segnald la generazione mediante
un poligono articolato analoga a quella riferita nel testo per le epicicloidi
col mezzo di un parallelogramma analogo. Osserviamo anche che, senza
ledere la generalita, si pud sempre supporre I, — 0; ne dedurremo che ogni
curva di Eichler puod considerarsi come luogo del haricentro di un poligono
i cui vertici descrivono uniformemente altrettanti eireoli concentrici. Fra
le curve in questione molte s’incontrano in ricerche di ottica e meccanica.
Senza riferimento all’EicHLER, delle stesse curve si occupd R. E. Morirz
nella nota On the kinematik construction of cerlain higher plane curves (Amer.
Math. Montley, T. XXXI1, 1923).
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stesse. Per ottenerla notiamo che posto R/r =n un epicicloide si
pud rappresentare colle equazioni

@ n+1

—_—= co8 n @ — €08 (n+1) g,
r n
Y n-+1

—_— = sen n ¢ — sen (n+1) ¢;
r

se ne trae

(a) P B — COS @.

D’altronde, essendo

2 nt1 Y2 2 1
0 [ }+1 (n+1)

n

Yy
w = arc tg —,

x
si ha
=z e
r r
Y 4
xdy —y de r r .
dw = = =
a2 + y2 92
- r?
r2 n+1)2n+1)
= (1 — cos @) dg.
o n
Ma, differenziando la (a), si ottiene
n+1l 72
— sen @ dp ,

dg =
. W

4

onde la precedente diviene

dw 2n+1 l/l-—cosqa

do N 0 14 cosg ’
cioe per la (a)
R
of—
d n?
(14) dow = ¢ :
0 r2 92

n? 2n+41)?
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E questa ¢ Pannunciata equazione differenziale. Applichiamola
alla ricerca delle tangenti condotte dal punto A4 (g, w,) 2 una
epicicloide. Se P (g, w) & il punto di contatto di una di esse e u 'an-
golo della tangente col raggio vettore che va al punto di contatto,
il triangolo O A P da .

sen {wy— w + u)

0 =g = go [8en (g — ) - tg u + €08 (wy — w)]
sen u
dw
Matgu = onde
d o
. dw
# 0 = go[sen (wg—w) - p 'd— + €08 (wy — )]
4

Ponendo qui in luogo di p dw/dp la sua espressione data dalla
equazione (14) e poi passando a coordinate cartesiane se ne deduce

22— r
3 4y — (T2 + Yo ¥) {2 _ n?
Yo — Lo Y | " x® 4y
w (2n + 1)

equazione che, liberata dal fattore estraneo a? - g%, diviene:
[22 + 9y — (x a2y +yyo)F =
r? -1

= — & — 2" + (¥ — ¥l — ———— (€Yo — 2o ¥)%:
13 2n + 1

ora, con un’opportuna trasformazione di coordinate, questa assume
la forma

(X2 4+ Y2 (X X, + Y V)P = a2 (X — X, + b2 (Y — Y,)?
e vedremo che rappresenta la podaria di una conica; percid: I punti
di contatio delle tangenti che si-possono condurre a una cwrva ciclica
(algebrica o trascendente) appartengono alla podaria di quel punto
rispetto a una determinata conica'). Emerge da cid che ogni epici-
cloide e ipocicloide ¢ una curva panalgebrica appartenente a un $i-
stema di caratteristiche 2, 2.

1) R. BLuy, Cykloiden und Cykloidalen als Umhiillungskurven und
deren Zusammenhang mit der Fusspunktkurven der Kegelschnitte (Progr.
Stuttgart, 1902).
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227. Chiamisi s ’arco dell’epicicloide rappresentato dalle equa-
zioni (3,); differenziando queste equazioni si ottiene

ds dr 2 dy 1t R+r / _ .R¢'
(13) — = [__ + [__ = l 2 4 h® — 2rh cos —
o de r

d de r !
si ponga ora
pong: R¢
r+h=a,|r—h|l=05%, =2w
r
e si otterra
2 (R-+7)
ds :-—E-——\/Iﬁ + (a2 — b*) sen? o d .

Ma se si considera I'ellisse 22/a® 4 y2/b? = 1 e se ne chiama o l'arco
si ha notoriamente

do=+/0 + (@®—b)sen*w dw

dunque
2 (R+r) p

af =

o5

computando gli archi tanto sull’ellisse come sull’epicicloide dal punto
in cui w = 0 se ne trae la seguente notevole relazione

2 (B+r)
§ = —— 0.
R

- La rettificazione delle epicicloidi dipende, adunque, come quella
delle cicloidi (v. p. 74), in generale, df integrali ellittici'). Ma nel
caso speciale in cui sia h =r la (13) diviene

ds Rg
—— = 2 (R-}7r) sen ——
dg 2r
e da .
4r(B+r) Ry
s = Cost. — [ ¢ ,
R 2r

onde la rettificazione delle epicicloidi ordinarie puo effetiuarsi elemen-
tarmente.

1) Dimostrazioni geometriche di questo teorema trovansi nelle seguenti
note: A. (+oB, Réctification des épitrochoides (Mém. Soc. Liége, 111 Ser., T. IV,
1902) e H. WIENER, Die Rektifikation der zyklischen Kwrven (Wirttemberg
Math., 11 Ser., T. IX, 1907); M. p’OCAGNE, Sur la rectification et la quadra-
ture des épi- et hypocycloides (Comptes rendus, T. 161, 1915).

Epicicloidi, Ipocicloidi, Evolventi di circolo 113

Se si sceglie lorigine degli archi in modo che risulti s = 0 per
@ = 0 dalla precedente relazione si trae

8r (R+71) R Ry

(14) § = sen ;
. R 4r’

si pud dedurne la lunghezza dell’arco di epicicloide limitato da due
cuspidi consecutive, basta percid supporre ¢ = 27zr/R ; si ottiene
cosi come risultato 8 7 (1 + 7/R) = 87 (1 + n), come trovd La Hire!).

Indichiamo ora con d S P’area del settore infinitesimo di centro
0, avente per arco l'elemento lineare dell’epicicloide (3.); avremo:

ds v dy —y dr 1 h?  h(R42r) Ry |
= :——{R+r+————cos }dq
R+r 2 (R+7) 2 3 ¥ 7
onde integrando
(B+r) h (R+2r) Ry
(15) S:—)—{(R+r+h2/r)(p—~ = sen (f},
. ,

“~

e non aggiungiamo alcuna costante perché supponiamo sia § =0
per ¢ = 0. Nel caso speciale di cicloidi ordinarie questa diviene

(R+7) (B+27)

(16) S {¢o—r/R-sen (Replr) } 2.

2
Facciamone un’applicazione supponendo ¢ = L’m/R; otterremo
wr (R+7r) (R+27)
R *

ora il settore del circolo fisso limitato dai raggi corrispondenti agli
angoli ¢ =0 e ¢ = 27r/R ha un’area data da

1 2y

2

R=nrR;

la differenza di quei due settori ¢ dunque
=23 +2r/R) =ar (3 + 2n),
come trovo La Hire3).
3) Mém. de I’Acad. des Sciences depuis 1€66 jusqu’a 1699 (Paris 1730),
p. 234 e 239.

) NEwToN, Principia, Lib. 1, Prop. 49.
3) Mém. de I’Acad. des Sciences etc., p. 230 ¢ 231. Cfr. anche: CASWELL,

8. — (. Loria, Curve piene speciali algebriche ¢ trascendenti. - Vol. II.
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Nel caso di epicicloidi ordinarie il raggio di curvatura R &

dato da
4r (R 4+ r Ro1l
a7 R = )sen ¢ ).
2r + R 2r

Eliminando ¢ tra le equazioni (14) e (17) si trovg,

=1,

\ Rs 2 2r+R 12
i {4) P

) 47 (R+7r) 4r (R+7)
equazione intrinseca dell’epicicloide considerato; interpretata al
solito modo essa dice ehe se wn’epicicloide. ordinaria ruzzola sopra
una retta fissa il luogo del centro di curvatura della curva nei succes-
sivi suoi punti di contatto con la retta & un’ellisse 2).

Dal fatto, ora dimostrato, che ogni epicicloide ordinaria ha
un’equazione intrinseca del tipo seguente

R2 §2

a? b?

(18)

si pud dedurre una conseguenza importante. Intanto quest’equa-
zione si pud surrogare con le due seguenti:

R=acosi,s=>0bsenli

2 essendo una variabile libera. Detti B, e s, il raggio di curvatura
e larco dell’evoluta della (18) si ha

dR *
R, =E Te 8, =R
cioé, per le precedenti,
a2
R, = — . sen 1, 8; = a cos A

The quadrature of a portion of the epicycloid (Phil. Trans., 1695, n. 217}
e E. HALLEY, A general proposition for measuring ali cycloids and epicycloids
Id., n. 218).
( 1) Per l)a, costruzione del centro di curvatura si vegga il § 1 del Beitrag
2ur Theorie der ebener Rouletten (G. di Crelle, T. LXV, 1866) di R. HENNIG.
2) MANNHEIM, Recherches géométriques rélatives au liew des positions
successives des centres de courbure d’une courbe qui roule sur une trotte (G. di
Liouville, 22 Serie, T. 1V, 1859), p. 99; per il caso di un asteroide rego-
lare questa proposizione fu notata prima da 0. BoxLEN (Arch. Math. Phys.,
T. XXXVII, 1856, p. 105).
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Eliminando A si conclude essere

R,2+ 8,2 . [a]z

a? b?

’

I'equazione intrinseca dell’evoluta della curva (18); paragonandola
con la (18) stessa si conclude che Uevoluta di un’epicicloide ordinaria
¢ un’altra epicicloide ad essa simile'): notevole proprietd pure av-
vertita da La Hire 2). :

Riprendiamo le equazioni (3,) nell’ipotesi h = r e differenzia-
mole rispetto a ¢; otterremo facilmente le relazioni seguenti (ove
gli accenti indicano derivate rispetto a ¢):

B
x* + y2— R?* = 4r (R + r)sen?
”
7 I3 'R
'+ y? = 4 (R -+ r)? sen?
2r
zy —a'y = 2(B + 1) (B + 2r) sen® —
2r
! ” 17 ’ 2(R+7) (R+2,.) R¢
ry —xy = sen?
r 27r
donde
w2+:y2,__R2 $y'—w’y
wz_*_yZ —wlyu_wuy;
088ia
z y R—@+9
w’ yl 0 —_ ,
ml' yll w12+y12

1) Al BALIT};A}:ID si deve ’osservazione (Intermédiaire, T. XXIV, 1917,
P. 25) che i raggi di curvatura successivi in un punto d’un epi- o ipocicloide
ordinaria costituiscono una progressione geometrica; essa fu dimostrata
da chi serive (Ivi, p. 92). Le evolute delle altre epicicloidi sono nuove curve
che vennero studiate da CHrR. WIENER (Die Evoluten der geschweiften und
verschlungenen cyklischen Curven, Ze%‘tschﬁft, T. XXVII, 1882).

. ) Mém. de U'Acad. des Sciences T. 1X, p. 265. Le evolventi delle epi-
© ipocicloidi furono dette curve di Mannheim; il lettore che desidera co-
noscerne le proprieta ricorra alle memorie sull’argomento pubblicate dal
:IBéAl,I;I)’I‘RAND nelle Nouv. Ann. de math, (IV Ser., T. XI1, 1912, e XIV,
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che pud anche seriversi

z oy R?

oy xx’ + yy' = 0.
ml' yll w12+y12+mw/r+yyn

Questa relazione ammette una notevole interpretazione geo-
metrica; essa dice, infatti che, indicando con X e Y coordinate cor-

renti, le tre rette
v X +yY =R?

X—2)2' + (XY —y)y =0
X—2)e"+ (Y —y)y’ = a” +y*

coneorrono in un punto. Ora: la seconda di queste equazioni rap-
presenta la normale nel punto (x,y) al dato epicicloide e la terza
ne ¢ la derivata, onde le rette che esse rappresentano si tagliano nel
centro di curvatura dell’epicicloide nel punto (z,y); tale punto
appartiene anche alla retta rappresentata dalla prima di dette
equazioni, che & la polare del punto (z, y) rispetto al cerchio X? -+
4 Y2 = R2. Ricordando la costruzione di Descartes della normale
(v. p: 106) si conclude: Per costruire il centro di curvatura in un punio
P di un’epicicloide o ipocicloide ordinaria, basta determinare Uinter-
sezione della polare di P col cerchio fisso con la congiungente di P
con il punto di contatlo di questo con la posizione corrispondente del
cerchio mobile 1).

228. Dalle equazioni (3 ¢) si deduce che Pequazione della nor-
male alla curva da esse rappresentata ha per equazione:

R+4r
(19) (x — R cos ¢) — r cos ¢ + h cos [—————zp]]
r

L
v =[50
sen ¢ — —— sen @ —
r

r

[ R+4r
(y—Rsenw)—rsen¢+hsen[ q;}]
,

h R4r
€os ¢ — —— €08 @ =0;
r r

1y Zraue, Elementare und analylische Behandlung der verschiedemen
Cykloiden (Iserlohn und Elberfeld, 1854). Cfr.: DiEu, Nole sur les hypocy-
cloides (Nouv. Ann. de Math., T. X1X, 1860); HENNIG, Beilrag sur Theorie
der ebenen Rouletten (Journ. f. Math., T. LXYV, 1866); E. CEsAro, Remarques
de géométrie infinitésimale (Mathésis, T. VII, 1887) e Sur deux classes re-
marquables de lignes planes (Nouv. Ann. Math., 111 Ser., T. V11, 1887).
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questa equazione & evidentemente soddisfatta da 2 = R cos ¢,
y = R sen ¢, onde la normale passa pel punto che ha queste
coordinate; e questo non & altro che il punto B (fig. 20 e 21) in
cui il cerchio mobile tocea il cerchio fisso; la normale in P’ é per-
ga.méo la retta P’ B, d’accordo con un’osservazione generale prece-
ente.

Nel caso di epicicloidi ordinarie, servendosi delle equazioni (4,)

si vede facilmente che le equazioni

(Zn+1) (2n+1 2n+1
(20) msen——————(p — Y €08 A = + rsen-—(p—
2 2 n 2
Crn+l)e (2n+1 1
(21) x cos ——— -+ y sen )1;0: rcosi
2 2 n 2

ra;ppresentano rispettivamente la tangente e la normale all’epici-
cloide nel punto (¢). Dette quindi # e v le coordinate pliickeriane
della normale si avra:

Cn+1) @ 2n+1)g
0 €08 ————— — n sen
2
(22) U = , v =
r cos /2 7 ¢os @[2

) Sp immaginiamo di condurre le normali all’epicicloide nei punti
In cui essa ¢ toccata da rette passanti pel punto z,y I’angolo ¢
soddisferad I’equazione (20); onde eliminando ¢ fra le equazioni (20)
e (22) si ofterra lequazione tangenziale di una curva avente per
tangenti tutte quelle normali. Ora le (22) danno

n2

ut 4 v? = ;
2 2 /0
r? cos? @2

d’altronde, sostituendo nella (20) i valori di

2n+1 2n+1
Sen(n+)<p (2n+1)¢

, €08
9

dati dalle (22), si ottiene
zu—yv=2n+l)tg p/2;
ed eliminando ¢ tra queste due ultime equazioni si ottiene:

2n-+1

2
(wu——yvﬁ:[ ] r2(u? + v¥) — (2n 4 1)

n
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Essendo questa di secondo grado in u,v si pud concludere
con C. Juel: Le normali ad un ipocicloide ne’ punti in cui esso ¢ foc-
cato da rette uscenti da un punto inviluppano una cowica ),

Questa elegante proprietd & collegata alla circostanza che qua-
lunque epicicloide od ipocicloide fa parte di un sistema di cui
entrambe le caratteristiche valgono 2. Lasciamo al lettore di di-
mostrarlo. Ed osserviamo invece che la polare del punto (p) del-
I’epicicloide ordinario (3,) rispetto al cerchio 2® + y* =I* ha per
equazione:

g} +

R+r

x {(R+r) cos ¢ — 7 coS

R+r

—}—y{(R+r) sen @ — 7 sen @) =1

IS

differenziandola rispetto & ¢ e combinando il risultato coll’equa-
zione primitiva si trovano le equazioni

R4-2r R+-2r
? sen ? cos @
2r 2r
e re
(R-+2r) sen = (R~+2r) sen
1

per rappresentare la polare reciproca di quell’epicicloide rispetto
a quel cerchio. Ora, introducendo un sistema di coordinate polari
di cui I’asse polare coincide coll’asse delle y, queste due equazioni
gi possono surrogare con la seguente

2 1
- @2n+1)R w
sen
2n+1

e

giccome questa rappresenta una curva a noi gia nota (Vol. I, p. 430)
cosi si conclude: la curva polare reciproca di un’epicicloide rispetio
ad un cerchio concentrico alla base & una spiga *).

Servendosi dell’equazione (20) si vede che la perpendicolare
calata dal centro del cerchio base sulla tangente & rappresentata
dall’equazione '

@n+1) @ @n+1)g
wcos——?—— -+ ysen———z——— =0,

1) Intermédiaire, T. 1, 1894, p. 22 a 243, T. I1, 1895, 208.
%) V. JERABEK, Courbes polaires réciproques des épicycloides et hypo-
cycloides (Mathesis, 22 Serie, T. 1X, 1899).

Gl S ARt SR
LR e
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onde le coordinate del piede di quella perpendicolare sono:

2n+1 @ 2n+1)¢
& = ————— 7 8N —— §en ————,
2
2n+1 @ @en41) g
y=— - r sen — 0§ —————;
2 2 2

introducendo anche qui coordinate polari col porre

_____ 2n+1) e
0 =BT, ————

si vede che il luogo del detto piede ha per equazione

2n+1 w
7 - CO8 ,
2 2n+1

Q:

dunque (Vol. I, p. 419) la podaria di un’ordinaria epicicloide ri-
spetto al centro del cerchio base & una rodonea ).

I teoremi testé esposti mostrano quanto notevoli siano le epi-
cicloidi e le ipocicloidi in cui h = 7. Ma vi & un altro valore speciale
che merita di essere rilevato: & il valore b = R — r. In tale ipotesi
le equazioni (3 k) divengono:

R—r
m:(R—r)[cos«p—i»cos[ qc}],

7

R—v
y=(R——r)[sencp—sen[ qy}]

7

ossia
R (2r — R)
x = 2 (R —7r)cos (Pcos (F,
2r 27
R (2r — R)
y = 2 (R —r) cos (psen ¢
2r 27y

Ora da queste si deduce

2r—R)p  _____ R
i=g_(_____)_?iy\/w2+y2:2(R——r)cos (p:
@ 2r 2r

1) BSRLEN, Hinige geometrische Sdize tber Kurven (Zeitschrift, T. 1I1,
1858).
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se, quindi, introduciamo coordinate polari ponendo

y —
® = are tg — , p = \/2*+1?
@

avremo @ R) R
2r—R)g

©w=————,p0=2(R—r)cos (P;

2r 2

ed eliminando ¢
Row

=2 (R —r) co§ ————.
¢ ( ) 2r—R
Siccome quest’equazione rappresenta una rodonea generale
(Vol. I, p. 420) cosi resta dimostrato che qualungue rodonea é ge-
nerabile in due modi col ruzzolamento di un cerchio sopra un altro
cerchio fisso; percid essa pud considerarsi tanto come un’epicicloide
come un’ipocicloide; ¢ un fatto importante scoperto nel 1844 da
Luigi Ridolfil), e ritrovato venti anni dopo da Durige ?) e piu tardi
nuovamente da E. W. Hyde 3).

229. Tutte le considerazioni svolte sinora sussistono qualunque
sia il valore del modulo; ma a nuove proprieta delle epicicloidi si
giunge facendo qualche ipotesi sul valore di esso. Notiamo anzitutto
che dalle (3.) si deduce la doppia equazione:

R+r
42t
x+iy=(R+r)et? — he ¥
Se quindi il modulo & razionale (E—+7) /r sard una frazione che, ridotta
ai suoi minimi termini potrd indicarsi con p/q (p>>q). Se si pone
% =19 x4+ iy =& x—iy =n le equazioni precedenti diver-
ranno:

(23) E= (R +7r)A—h 27,
(R + r) AP0 —h
v ’

n=@R+r)A*T—hil "=

questa nuova rappresentazione parametrica prova che, nel  caso

1) V. lo seritto citato nella nota (3), pag. 99. )
%) Ueber eine besondere Art cyclischer Curven (Zeitschrift, T. 1X, 1864).
Ivi le rodonee, considerate dall’attuale punto di vista, sono indicate col

nome sternformige Cycloide.
3) Foliate Curves (The Analyst, T. 11, 1875).
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attuale si ha una eurva algebrica d’ordine 2 p; dunque: le epicicloidi
di modulo razionale sono tutte curve algebriche. Quella rappresenta-
zione parametrica, che & analoga a quella che incontrammo nello
studio delle curve di Lissajous (Vol. I, p. 563) si presta benissimo
alla determinazione delle caratteristiche pliickeriane delle curve in
questione 1); si trova ad es. che la classe della curva & p + ¢.

Se, ancora piu in patticolare, si suppone che n sia un numero
intero positivo I’equazione (20), quando x e y si suppongono dati,
servird a determinare i punti di contatto delle 2n+-1 tangenti che
si possono eondurre dal punto (z, y) alla curva. Tale determinazione
si facilita introducendo coordinate polari. Posto infatti # = g cos w,
y = o sen w la (20) diviene :

2n+1 2n-+1 ®
o sen g | = — 1 sen —.

n =

Supponiamo in particolare
2n+1

r;
n
quest’equazione diverra

[ 2n+1 J P
gen p—w | = sen —

9 2

e ad essa si soddisfa ponendo
2n+1

2

&

¢ —w = ;j—+2k7roppure :(2k+1)7z—-——§—,

ossia ponendo
npg—w=2kx oppure (n + )p—w =2k +1)=

cioé assumendo

w+2kn w+ 2k+1)x
@ = ——————— oppure ¢ = —————————.
n n-+1

Nella prima di queste formole bastera attribuire a k i valori
0,1,..,n—1 e nella seconda i valori 0,1, ..., n; si ottengono cosl

1) S. RoBERTS, Note on the Pliickerian Characteristios of Epi- and Hypo-
trochoids and allied Curves (Proc. L. M. S., T. 1V, 1873); ErLing HoLsrt,
Ueber algebraische cycloidischen Curven (Lie Archiv, T. V1, 1881); F. MORLEY,
On the Epycicloid (Amer. Journ., T. X111, 1890); D. M. Y. SOMMERVILLE,
The singularities of the algebraic trochoids (Proc. L. M. 8., 11 Ser., T. XVIIIL,
1920).
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due grappi uno di » e l'altro di » + 1 tangenti dell’epicicloide for-
mati ciascuno da fasci regolari. Dunque: Le tangenti di un’epicicloide
di modulo intero n concorrono n ad n en + 1 ad n + 1 in punti di
une circonferenza, formando in ogni punto di questa due fasci regolari;
guella circonferenza & concentrica alla base dell’epicicloide ed il raggio
sta nel rapporto 1/n—1 col raggio del cerchio mobile. E questa una
notevole generalizzazione di una notissima proprietd dell’ipocicloide
tricuspide (Vol. I, p. 194)1). .

Fra le epicicloidi algebriche si trovano parecchie curve note
che crediamo opportuno di enumerare:

1. Sia r = h = R/2. Le (3;) divengono: # = Ecos ¢, y = 0,
che rappresentano il diametro del cerchio base steso sull’asse delle x;
dunque: se un cerchio si muove conservandosi sempre tangente inter-
namente ad un cerchio di raggio doppio, un punto qualungue della
sua periferia descrivera un diameiro del cerchio fisso. Questo curioso
teorema, trovandosi nel Traité des épicycloides del de La Hire ?)
venne da molti attribuito a questo geometra; ma fu osservato ®)
che si legge non soltanto in un lavoro -di Tacquet stampato nel 1651
non soltanto in uno di Cardano stampato nel 1572, ma nella ce-
lebre opera di Copernico De revolutionibus orbium coelestium, pub-
blicata, come ¢ noto, nel 1543.
II. Per R = 2r le (3;) divengono

x=(r +h)cosp , y=(r—nh)seng

che rappresentano un’ellisse; su quest’osservazione si fonda la co-
struzione di uno speciale ellissografo %).
III. Se R =r le (3,) divengono:

r=2rcosp—hcos2¢ ,y=2rsenp—hsen2e
088ia

x—h=2cosq@-(r—hcosqp) , y=2seng- (r—hcosg);

ora, se introduciamo coordinate polari col porre x —h = p cos w,
Y = p sen w avremo, o = 2 (r — h ¢os ¢), w = ¢, onde eliminando ¢

@ =2 (r—hcos w)

1) E implicitamente contenuta nel lavoro di P. SErRrET, Sur les equi-
latéres d’ordre quelcongue (C. R., T. CXX, 1895). Altra proprietd degli epi-
cicloidi ordinari algebrici é esposta da T. L. BENNETT nella nota 4 theorem
on hypocyeloid by the method of circular coordinates (Amer. math. Monthly,
T. XXVII1, 1921).

2) Mém. de I’Acad. des Sciences depuis 1866 jusqu'a 1699, p. 254.

3) C. LE PAIGE, Sur un théoréme atiribué & La Hire (Bibl. math., 1887);
M. Cumrrze, Ueber einem De La Hire zugeschriebenen Lehrsate (Id., 1888).

4) RIDOLFI, op. cit., p. 25.
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o
che rappresenta (Vol. I, p. 176) una lumaca di Pascal!); in parti-
colare, se b = 7, si vede che la cardioide & una speciale epicicloide.
Questo modo di considerare la cardioide fu osservato, se non prima,
da G. Cramer 2). Ma Depicicloide speciale corrispondente all’ipotesi
R = r = h venne studiato molto anteriormente, cioé sin dal 1678,
dall’Abate de Vaumesle3): & anzi alle comunicazioni fattegli da
questo che Huygens venne spinto ad occuparsi delle epicicloidi in
generale %). ‘
Applicando 1’equazione (20) al caso r/R =mn =1 si ottiene
come equazione della tangente alla cardioide

3¢ 3¢
xsenT—yeos

:3rsen—(—p—~;
2

ce ne serviremo per stabilire una proprietd notevole di tale curva.

Posto
p=n—260,3r=a

l'equazione precedente diviene

(a) —xcos36 + ysen30 =acosb.
L’equazione
(a') —2cos36 +ysen36 =acost
rappresenterd una tangente perpendicolare alla precedente quando

0" =6 + /2 oppure 6 =6+ w/6.
Nella prima ipotesi ’equazione (') diviene

B weos30 +ysen30 =asenb;

ora eliminando 6 fra le (a) e (f) si trova
a? 9 72

2 2

4+ y? =

onde da ogni punto di questo cerchio partono coppie di tangenti
ortogonali della data cardioide.

1) SALMON-FIEDLER, Analytische Geometrie der héheren ebenen Curven
deutsch von Fiedler (Leipzig, 1873), p. 345.
. '%) CRAMER, Introduction & Vanalyse des lignes courbes algébriques (Gé-
néve, 1750), p. 431.

3) Vedi le lettere scritte a HUYGENS il 29 ottobre e il 19"novembre 1678,
il 31 luglio 1679 (Oeuvres de Huygens, T. VI1I, p. 117, 127 e 189); ivi la curva
in questione & chiamata cicloide circolare.

4) Oeuvres de Huygens, T. VII1, p. 117, nota 6.
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. i
Nell’altra ipotesi e prendendo il segno + la (¢') diviene

») zsen 30 + ycos 360 = acos (6 + z/6);
eliminando 6 fra le (a) e (y) si ottiene

8@ +yr—a? +6a2 (@ +y*P—a*) +3a*R2x—a)=0,
equazione che si sarebbe ottenuta anche prendendo nella (¢') 6§ =
= 6——::/6. Onde la curva di 4° ordine da essa rappresentata esau-
risce il luogo dei punti da cui partono coppie di tangenti ortogonali
della cardioide. Ora se si trasporta l’origine nel punto di coordinate
(a/2,0) e poi si passa a coordinate polari si arriva a scrivere la
equazione precedente sotto la forma seguente

0 + acosw = acosn/6,

la quale equazione rappresenta una lumaca di Pascal. Dunque:
Uortottica di una cardioide é formata da una circonferenza ed una lu-
maca di Pascall).

IV. Se un cerchio ruzzola su un cerchio di raggio meta,
si ottiene una curva che alcuni?), seguendo l’esempio di R. A.
Proctor 3), chiamano nefroide *).

V. Per R =3r le (34) divengono

z=7r(2cosp +cos2¢), y=r(2senp—sen?2gp),

le quali rappresentano un ipocicloide tricuspide (Vol. I, p. 192) 3).
V1. Supponiamo R =47, h =r le (3;) danno:

z=3rcosp +rcos3¢g ,y=3rseng—rsen3g

Z Yy
— =4cosPp , — = —4gen’ ¢
r r

1) WOLSTENHOLME, On the locus of point of concurse of perpendicular
tangents to a cardioid (Proc. Lond. math. Soc., 1V, 1873).

2) H. WIELEITNER, Speziclle ebene Kurven (Leipzig, 1908), p. 139;
F. BALITRAND, Note sur la néphroide de Proctor (Nouv. Ann., IV Ser., T. 14,
1914). :

3) A treatise on the Cycloid ecc. (London, 1878), p. 79.

4) Come trisettrice la s’incontra nell’articolo di G. M. JUREDINI, 4 new
cirgrve connected with two classical problems (Amer. Math. Month., T. XXIII,

26). .

%) L’ipocicloide tricuspide s’incontra nell’articolo di D. F. Barrow,
On the envelope of the Wallace lines of an inscribed quadrangle (Amer. math.
Montly, T. XXVI, 1919).
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donde, eliminando ¢

Rl Er AL

che rappresenta un asteroide regolare (Vol. I, p. 340) ).

230. Senza arrestarci ad esporre le applicazioni che ricevet-
tero le epicicloidi alle arti 2), a problemi di meceanica 3), ed alla di-
visione di un angolo in parti eguali?), osserveremo che nella defi-
nizione generale di epicicloide ed ipocicloide nulla vieta di supporre
che il raggio della base od il raggio del cerchio mobile siano infiniti;
ed infatti nella prima ipotesi si ricade nelle cicloidi, e nella seconda
in nuove curve il cui studio servird di chiusa al presente Capitolo.
Se il punto generatore sta sulla retta mobile la curva risultante altro
non ¢ che. una ordinaria evolvente di circolo ®), in caso diverso ¢ una
evolvente allungata od accorciata secondoché il punto mobile sta
rispetto alla retta dalla parte opposta o dalla stessa parte del centro
del circolo base 8). Le equazioni di queste evolventi potrebbero ot-
tenersi dalle equazioni (3,) con un passaggio al limite ?); ma pre-
feriamo stabilirle direttamente. Supporremo che il punto gene-
ratore parta da una posizione P tale che la sua congiungente
col centro O del cerchio fisso riesca perpendicolare alla corrispon-
dente posizione g della retta mobile. Assumeremo per origine (fi-
gura 22) il punto O e per asse delle z la retta O P; chiameremo a

1y Questa osservazione sembra sia stata fatta per la prima volta da
C. STURM; v. la Question 39 delle Nouv. Annales, risolta nel 1843 dal Bre-
TON (de Champ).

?) PoppE, Ausfiihrliche Geschichte der Anwendung aller krummen Li-
nien etc. (Niirnberg, 1802), p. 124 e 210.

3) Sin dai tempi di NEwron (Principia, Lib. 1, Sect. X) era noto che
le epicicloidi risolvono alcuni problemi di tautocronismo in mezzi resistenti;
ma il risultato piui generale in proposito & quello esposto da HATOX DE La
GoUPILLIRRE nella nota: Théoréme sur le tautockronisme des epycicloydes
quand on a égard au frottement (G di Liouville, 2 Serie, T. XII1, 1868).

4) RIDOL¥I, op. eit., p. 13-17.

5) Questa curva — di cui parlo il Lo HIrE nel suo Traité des Roulettes
(Mém. de I’Acad. des Sciences, 1706, p. 369) — venne trattata metodica-
mente dal DIDEROT nel suo Examen de la dévelopante du cercle che forma
il secondo dei Mémoires sur différents sujets de mathématiques (Paris, 1748).

¢) Queste curve s’incontrano anche in questioni di meccanica di ma-
tematica applicata. Ad es. risolvono il seguente problema: « Tn piano
ruota con velocita uniforme attorno ad un asse ad esso perpendicolare;
un suo punto muovesi per forza d’inerzia in causa di una spinta ricevuta in
origine; trovarne la trajettoria » (RotH, Ueber die Bahn eines freien Theilchen
auf einer sich gleichmdssig drehende Scheibe, Repertorium der Physik, T. 22,
1886). :

2) V. ad es. SERRET, Caleul différentiel, II éd. (Paris 1879), p. 356.
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il raggio del dato cerchio, 4 l'estremo del raggio O P e h la distanza
A P. Se ¢’ & una posizione qualunque-della retta mobile e B il suo
punto di contatto, prendendo B A’ =arc B A A’ sard A’ un punto
dell’evolvente ordinaria del dato circolo; condotto poi il segmento

Fig. 22.

A’ P’ = h e perpendicolare alla retta g’, sard P’ un punto dell’evol-
vente generata dal punto P. Poniamo:

ang A'Oz=¢ ,angBOA =y, 04" =g;

avremo
alp+y)=+0F—a,a=gcosy
o8sia
a \/62“ -
= = )
cos p a
o anche
a psen g
(24) 0= o= -
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Queste equazioni possono considerarsi come una rappresen-
tazione parametrica dell’ordinaria evolvente di circolo; eliminando
fra esse ’angolo ausiliare y si conclude

. \/éz‘_”_"a‘z a
(25) @ = ——————— — arc¢ €08 —,
a 4

che & 'equazione polare di detta curva. Ora, se si indicano con &, n
le coordinate del punto A4’ cioé i prodotti p sen @ e pcos ¢ le (24)

danno:
£ = a cos (tg y) + a tg p sen (tg y),

n = a sen (tg p) — a tg p cos (tg v),
0, ponendo
(26) tgy = o,
E=acosw +awsenw , ¥ =asen w—aw oS w.

.

Ora, poiche il segmento A’ P’ & parallelo al raggio O B, dette z e y
le coordinate del punto P’ si ha:

x=2E&+hcos(p +vy) , y=n+ hsen(p + y);
inoltre, per le (24) e (26),

Py =1tgy=o;
dunque finalmente
(27) = (a + h)cosw + a w sen w,

¥y = (a + h)sen w —a w ¢o0s o:

questa & la cercata rappresentazione analitica di tutte le evolventi
di circolo. Ne dedurremo qualche conseguenza. Anzitutto esse danno:

ds
(28) =/ + @ o
dw
onde se h + 0
1 h? w—%—\/hz-}—a?wz
29) s =—+/B+io? + log + cost.
2 4a w—\/h2+a2w2
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mentre se b = 0 e si sceglie per origine degli archi il punto in cui
w =20,

(29) ' s =}awt

Osservisi poi che &:

dz dy

—_— = Sen w — y,——:—acosw+w

dow dw

R d?y
=2acosw—&, =2asenw—Y;

d w? 4 w?

si otterrd quindi come valore del raggio di curvatura R:
(h2 + a® w2)3 2

a® @* + ht— ah ’

(30) R =

le equazioni (29) e (30), dando R e s in funzione del parametro o,
porgono la rappresentazione analitica della curva dal punto di vista

della, geometria intrinseca.
Se h = 0 la (30) diviene

(30") R=aow.
Eliminando o fra le (29') e (30°) si trova:
(31) R =2as;

& lequazione intrinseca dellordinaria evolvente di circolo!); essa
mostra che la curva corrispondente appartiene alla classe segnalata
a p. 74, e che se un’ordinaria evolvente di circolo ruzzola sopra und
retta, il luogo dei centri di curvatura della curva mei suoi Successivi
punti di contatlo con quella retta ¢ una parabola %), Osserviamo anche
che, detto ¢ I'angolo di contingenza essendo in generale ds/da =R

e nel caso attuale B = 4/2 as si ha

ds_ = \/2& de,

\/5

s = a €2, equazione di forma analoga all’equazione

onde, integrando, 2

es qu'on peut tirer, dans la théorie

1) AMPERE, Mémoire sur les avantag
boles osculatrices (Journ. de I'Ec.

des courbes, de la considération des paral

pol., X1V cah., 1808). .
2) MANNHEIM, vedi p. 97 della memoria citata a p. 114.

NG
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canonica della parabola: cid spiega il nome di parabola originaria
angularis adoperato dal Krause per indicare la curva di cui ci oc-
cupiamo 1).

La quadratura dell’evolvente ordinaria da luogo ad un ele-
gante teorema scoperto dal Mannheim ?). Per esporlo chiamiamo T
la superficie del triangolo avente per lati la tangente TM e gl

Fig. 23.

archi T A e A M del cerchio e dell’evolvente (fig. 23); dalle (24)
si deduce:

1 ¢ a® vy d 1
area settore 0 A M = —, 0% do :—-—j Y —1 =
2.t 2 J, cos?y costy

a2

tg® .

6
Ma, se N & lintersezione di O M col dato cerchio si ha:
area settore 4 O N = 1a? ¢ = (a?[2) (tg v —¥);
area settore N O T = (a*[2) y; ’
area triang. 0 T M = La -a(p + ) = (a*/2) tg y.

1) Novae t'heo/m'a,e_lineamm curvarum (Miinchen, 1835), p. 79.
2) Mem. cit. p. 98. .

9. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II.
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Ora:
T — settore 0 A M — sett. A O N - triang. O T M —sett. NO T

dunque
T = (a2[6) tg® p.

Ma per la (29)
arc A M = (af2) tg?y

onde
T = Yarc A T arc A M;

equazione che dice: I'area compresa fra un arco di cerchio, l’qreo
corrispondente di una sua evolvente e la relativa tangente .del primo,
& misurato dalla terza parte del prodotio di quei due archi.

231. Fra levolvente di circolo ordinaria e altre curve a noi
gia note esistono notevoli relazioni che non possono venir qui pas-
sate sotto silenzio.

a) Essendo in generale arc cos z = n/2 — arc sen #, ponendo
n/2 +o=owla (25) diverra:

. 2 — a2 a
(23 w = _\_/_Q_.____ -+ arc sen — .
. a e

Serviamocene per determinare la podaria di questa eurva._Siano
(fig. 23), 01, w; le coordinate del piede F della pe.rpendmo}are
abbassata dal polo sulla tangente in M (g, w); se si chiama u 1'an-
golo O M F si trova:

i 4 92_a2
w—-wlz—-2——y y 00 = gB8enp , Sen u :——_Q—_—
onde
VESE e
cos (w — wy) =8sen g = ——————, 0=V —a
e
¢ —a e
o — @, = arc cos = arc sen —
0 a
e la :(23") diviene
0
Wy = —
a

ossia

(31) o =aa;.
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Siccome questa rappresenta una spirale d’Archimede, cosi la podaria
della evolvente di un circolo rispetto al centro di questo, & una spirale
d’Archimede 1).

b) Si descriva li cerchio di centro O e raggio l. Se sulla retta
O T si prende il punto P (p’, ') tale che O T - O P = I, il punto P
sard polo rispetto a quel cerchio della tangente M P ed il luogo di P
sard la polare reciproca dell’evolvente considerata. Ora essendo
w; =o'y, ¢ g, =08, la (31) diviene

l2
———'——}—aw’=0

. @
ossia

2
Q’wl+_:0
a

che rappresenta una spirale iperbolica. Dunque: la polare reciproca
della evolvente di un circolo rispetto ad un cerchio a questo concentrico
¢ una spirale iperbolica 2).-

¢) Si consideri I'elica cilindrica rappresentata dalle equazioni:

r=rcosep ,y=rseng , 2 =hp;
I’equazione generica della tangente &

T =1 oS ¢ y—rseng r—he

— 7 sen ¢ 7 COS @ h
Facendo ivi ¢ =0 si ottiene
T :i(cosq; + @ seng) , ¥y =r (sen ¢ — @ €08 P).

Paragonando queste equazioni alle (27) si conclude: La traccia
dell’elicoide sviluppabile sul piano della base é un’ordinaria evolvenie
di circolo ?).

1) CLAIRAUT, Mém. de I’Acad. des Sciences de Paris, 1740. V. anche
LA GOURNERIE, Traité de géoméirie descriptive, I1I ed., 111 Partie (Paris
1901), p. 143.

2) NEUBERG, Nouv. Corrésp. math., T. VI, 1880. Un’altra relazione
fra le stesse due curve & esposta nella nota di SCHIFFNER, Ueber die Tan-
gente der hyperbolischen Spirale (Archiv f. Math., T. LXVI1, 1881).

3) MoNGE, Géoméirie déscriptive (Paris, An VII), p. 112.
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Le Pseudocicloidi.

.

232. Riprendiamo le equazioni (3;) (p. 103) e cerchiamo se
esse possono rappresentare una eurva reale anche q1_1ando le co-
gtanti R, r, h che in esse entrano non siano tutte reali 1). Porremo

quindi per generalitd

R=R,+iR, , r=r+115, h="h +ihy,, p=1(0 + 1)@

ove R, , ..., o, sono otto costanti reali. Porremo inoltre per brevitd
dy + i dy = (By—1y) + 1 (By—1a);

(0, + i 0y) (dy + i dy)
ry i

™ 0, +i0y =

Le citate equazioni diverranno quindi:

Swz(dl+id2)cos(91+i92)w+(h1+ih2)eos(¢71+iaz)w
(1) . 3
(y:(dl+id2)sen(gl+1lgz)w—(hl + i hy) sen (o + 1 6p) @

Affinché z e y risultino reali per tutti i valori reali di w arll'(a co-
stanti introdotte devono imporsi alcune equazioni di condizione;
ed una non difficile discussione prova che a queste si soddisfa sol-
tanto nei due modi seguenti:

1° dy =hy =0, =0, =0
@)

20 dy="h, , dy=—hy, 00 =01, Q2 =02

1) Per cid che segue vedi E. WOLFFING, Ueber Pseudotrochoiden (Zeit-

gehrift, T. XL1V, 1899), ove si trovano anche estese notizie bibliografiche.
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Nel primo caso si vede subito che & r, = 0, R, = 0 onde dalle (1)
seompare ogni traccia d’immaginarietd; esse allora ricadono nelle
citate equazioni (3;), onde la curva corrispondente & un’ordinaria
epicicloide.

Nel secondo caso si ha d,—idy=h; +ihy, 0y + 10, =
— (0 — 1 0,) e le (1) divengono:

2 =2 d; cos o, v cosh g, » + 2 d, sen g, w senh g, @

@)

y = 2 d, sen p, w cosh g, ® — 2 d, cos p; w senh g, w.

Le curve reali cosi rappresentate, essendo generate dal ruzzo-
lamento d’un cerchio complesso sopra un altro analogo, vennero
chiamate da E. Cesaro e da E. Wolffing Pseudocicloidi o Pseudo-
trocoidi.

Siccome dalla (*) si trae

(dy7ry + d3735) 0 + (dy7o—dy7y) 0,

0y = ’

712 + 722
—(dyry—dyry) o + (dy 7y + dy7y)
Oy = ’
7-12 -+ 7-22
e siccome per le (2) 0y = —p, , 0, = g5, cOsi 8i trova:

) 01 (1 dy +1ydy + 72 + 1) + g (dy 1y —dy7y) =0,
01 (dy7o—dy7y) + @ (r1dy +7ody— 7 + 172 =0

donde eliminando él e 0,

(5) df +d? =r? +r?,
o anche
(5") RZ+R2—2R,r,—2Ryr, =0.

Ora 4/ d;? + d,? rappresenta il modulo della distanza del centro
del cerchio fisso dal centro del cerchio mobile, mentre 4/ r,® + 7,2
rappresenta il modulo del raggio di quest’ultimo; dunque: affinché
wn cerchio complesso generi, ruzzolando sopra un altro, una pseudo-
cicloide, deve il valore assoluto del suo raggio essere eguale al valore
assoluto della distanza del suo centro dal ceniro della base. .

Le (3) si possono serivere un po’ diversamente. Posto infatti
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“ =‘92/Q1 le (4) e (5) danno

By E,

6) = =
( ! Ry, —2r, 2r, — R,

e se si introduce invece di w l'angolo 6 = u w si avra:

\w=2(Rl——r1)cos0c:osh,u0 + 2 (R, — 7,) sen 6 senh p 6

()
'y =2 (R, — 1) sen 6 cosh yu 6 — 2 (R, — r3) cos 0 senh u 6,

ove u & determinato dalla (6).

Ad ogni quaterns di valori di By, Ry, 71, 72 soddisfacenti
la condizione (5') corrisponde quindi una pseudocicloide; onde le
pseudocicloidi distinte sono «®; sono ? quelle di forme distinte.
Come fra le cicloidi sono notevoli quelle in cui il punto generatore
sta sulla periferia del cerchio mobile, cosi fra le pseudocicloidi me-
ritano una speciale considerazione quelle in cui b = & 7. Supposto
anzitutto h —r, le (2) danno R, =2r,, B, =0 onde R = R,,
r=R; /2 4 iry; la eurva & generata dal ruzzolamento di un cerchio
complesso sopra un cerchio reale; si chiama paracicloide) ed ha
per equazioni

@ = 2r, cos 6 cosh u 6 — 2r, sen 6 senh u 0,

(8)
y = 2, sen 6 cosh u 6 + 2r; cos 6 senh u 6

ove = —1ryrs.

Supposto invece h + 7 =0 le (2) danno R, =0, R, =2r,
onde R — iR, e r =1, + iR,[2; la curva & generata dal ruzzola-
mento di un cerchio di raggio complesso sopra uno di raggio pura-
mente immaginario; si chiama ipercicloide *) ed ha per equazioni

: & = — 2r, cos 6 cosh 6 + 2r, sen 0 senh u 6,
9)
Y :-—Zrlsenaeoshya—‘ﬂzcosﬂsenh,u@
ove u = ryfr;.

233. Le pseudocicloidi godono di qualitd analoghe a quelle di-
mostrate per gli epicicloidi; ad es. sono rettificabili mediante in-

1) R. DE SAUSSURE, Sur la génération des courbes pas roulement, Diss.
Généve, 1895, p. 41-55; Note sur les lignes cycloidales (Amer. Journ., T. 17,

1895).
2) R. DE SAUSSURE mem. cit.
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tegrali ellittici. Le paracicloidi e le ipercicloidi poi ne possiedono
altre degne di menzione. Cosi dalle (8) (9) si ottiene come espres-
sione dell’arco s e del raggio di curvatura R:

Tz+7”2 7.2+7.2
s.—_iz—l———z—coshuﬂ,R:2 ! 2

T2 T

senh y 0.

Eliminando 0_ 8i trova:

8 2 R 2 7-12 + 14-22 2
N

7y (81 L)
¢ la comune equazione intrinseca della paracicloide e delliperci-
cloide; essa dice che quando una paracicloide od una ipercicloide ruz-
2o0la sopra di una retia il luogo dei centri di curvatura della curva nei
successivi punti di contatto & un’iperbole. Paragonando la (10) col-
I'equazione intrinseca delle epicicloidi trovata a p. 114 si puo
dire che R? = as? + bs + ¢ & Uequazione inirinseca di un’epici-
cloide se a < 0, menire se a>0 appartiene ad una paracicloide o
ad un’ipercicloide '). Un’altra conseguenza merita di essere rilevata.
Sia

R? 8

a? v

=1

I'equazione intrinseea di una paracicloide od ipercicloide. Ponendo,
come ¢ lecito,
R=asecl,s=>btgh,

ove A ¢ un parametro, e chiamando R; e s, il raggio di curvatura
e l'arco della evoluta, applicando il consueto procedimento, otter-
remo per rappresentare l'evoluta le due equazioni:

a®

RI:—;—tgl , 8 = asec A

E se chiamiamo R, e s, gli elementi analoghi per la seconda evoluta
troveremo similmente:
a3 a?
R, = -—sec i, s, =—1tgh;
b? b '

1y CEsARO, Sur deur classes remarquables de lignes planes (Nouv. Ann.
de Math., 3* Serie, T. V11, 1888). Cfr. una questione proposta dal CESARO
stesso nel T. 1, 1894, dell'Intermédiaire (p. 153) e le risposto di C. JueL
(T. 11, p. 160), R. pE SavUssURE (1d., p. 356) e G. Tagrry (1d., p. 390). Nel
caso escluso a — 0, si ha un’ordinaria evolvente di circolo.
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eliminando A si conclude essere

R22 322 r a2 ]2

a? b? - L_ﬁ-

Pequazione intrinseca della seconda evoluta. Dunque: come le epi-
cicloidi ordinarie sono curve simili alle loro prime evolute, cosi le pa-
racicloidi e le ipercicloidi sono curve simili alle loro seconde evolute.
Cid spiega perché queste curve siano state incontrate da Eulero
nel corso delle sue ricerche sulle curve che sono simili alle loro evo-
lute di qualche ordine !).

Altre notevoli pseudocicloidi speciali sono quelle che nascono
supponendo R, = r, oppure R, = r,. Nel primo caso le (7) divengono

z =2 (B, —ry) cos()eosh,uﬂ , y =2 (R, —r)senfcoshub;
passando a coordinate polari si ottiene
o =2 (R,—ry)coshub,

che rappresenta una Summenspirale (p. 68). Nel secondo caso le
stesse (7) divengono

x=2(R,—r,)senfgenh ub , y =—2 (By — ;) cos 0 senh u 8;
anche qui passando a coordinate polari si ottiene
o0 =2 (R, —r,) senh p 6,

che rappresenta una Differenzenspirale (p. 68). Restano cosi asse-
gnate due generazioni di codeste due curve. Va notato che esse
si presentano come le podarie delle pseudocicloidi rispetto al centro
del cerchio fisso; lo si dimostra con un procedimento analogo &
quello con cui dimostrammo (p. 119) I’analoga relazione esistente
fra le epicicloidi e le rodonee; né va taciuto che esse s’incontrano
in alcuni problemi di tautocronismo 2).

Notiamo da ultimo che ¢ una pseudocicloide la curva che ri-
solve il seguente problema: « Un piano ruota con velocita uniforme
attorno a un asse ad esso perpendicolare; un punto si muove in esso
incontrando dell’attrito, in causa di una spinta ricevuta in origine;

1) Investigatio curvarum, quae evolutae sui similes produwerunt (Comm.
Petrop., T. X11, 1750, p. 19-23) e Investigatio curvarum quae similes sunt
suis evolutis vel primis vel secundis vel tertiis vel adeo ordinis cujuscumque
(Nova Acta Petrop.,-T. 1, 1783, p. 97-106).

%) PUISEUX, Sur les courbes tautochrones (G. di Liouville, T. IX, 1844).
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3

trovarne la traiettoria ». Questa infatti & rappresentabile con le
equazioni:

r=0 e(p_%)tcos { (y—w) t——x} + 04 e_(ﬁ+%)t cos { (y+w) t—xl}

y=o e(ﬂ—%)tsen {y—w)t—x} — 0 e—(ﬁ+%)‘sen { y+w) t—x1 },

ove t ¢ la variabile indipendente (il tempo). E facile dimostrare che
la curva in questione & pure generabile da un punto percorrente
una spirale logaritmica il eui polo descrive un’altra spirale logarit-
mica; tale nuova generazione consiglio al Roth!) di chiamare

quella curva Epheliz.

1y Ueber die Bahn eines freien Theilchens auf eine sich gleichmdssig
drehende Scheibe (Repertorium der Physik, T. XXIII, 1887).



CAPITOLO XI

Le curve di Delaunay e C. Sturm.

934. Cambiando la base da rettilinea a circolare si & passati
dalle cicloidi alle epicicloidi ed ipocicloidi; mutandola in altra curva
ed in pari tempo sostituendo alla circonferenza mobile una linea
arbitraria si ettengono le curve che i Francesi e gli Inglesi chiamano
Roulettes, e che noi diremo in generale Trochoidi. La considera-
zione di esse risale al secolo XVII); ma lo studio metodico venne
fatto soltanto nei primi anni del secolo successivo per merito spe-
cialmente di de La Hire!), Nicole?) e Waring?). Si pud inoltre
supporre che la curva mobile traseini seco, non un punto, mas una
curva, e quindi considerare la curva da questa inviluppata; .essa
appartiene ad una ancora piu vasta categoria di linee chiamate
dal Besantt) Envelope-roulettes e che noi possiamo designare col
nome di Inviluppi trocoidali 8). La teoria delle trocoidi e degli in-
viluppi trocoidali & meno lo studio di una classe speciale di linee
che un modo particolare di considerare le curve piane qualisivogliano,
avendo de La Hire dimostrato che qualungue curva piana pud con-
siderarsi come una trocoide ®): onde quella teoria non pud né deve
entrare in un’opera, come la nostra, dedicata alle curve che per
qualehe ragione si distinguono dalle generali. Rimandando percid

1y Traité des Roulettes (Mém. de I’Acad. des Sciences, MDCCVI, Paris
1707).
2y Méthode générale pour déterminer la nature des courbes formées par
le roulement de toute sorle de courbes sur une courbe quelconque (Mém. de
I'Acad. des Sciences MDCCVI1, Paris 1730); Méthode générale pour rectifier
toutes les roulettes ‘¢ base droite et cireulaire (1d., MDCCVIII, Paris 1730).

3y Miscellanea analytica (Cantabridgire, 1763), p. 114.

4) Notes ow Roulettes and Glissetles (2° ed., Cambridge, 1890), p. 33.

5) A guesta classe appartengono in particolare le curve studiate nella
Diss. di V&? MERKELBACH, Ueber Rollcurven, die von einer Geraden eingehiillt
werden (Marburg, 1881).

*) Una dimostrazione semplice di questo fatto leggesi nella Note sur
la théorie des roulettes di E. CararaN (Nouv. Ann. math., T. XV, 1856).
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il lettore ad altri lavoril), noi osserveremo che fra le trocoidi par-
ticolari, dopo le epicicloidi, vennero considerate quelle generate
da un punto invariabilmente connesso ad una conica che ruzzola
gopra una retta fissa: e fra esse spiccano quelle deseritte da un fuoco
o dal centro della curva mobile 2).

L’occasione e lo stimolo per lo studio della prima si deve cer-
care nel seguente teorema di Delaunay: « Per trovare la curva me-
ridiana della superficie di rivoluzione la cui curvatura media ¢ co-
stante ¢ =1 /2a basta fare ruzzolare senza scorrimento sull’asse
della superficie un’ellisse od un’iperbole il cui asse trasverso & eguale
a 2a; ogni fuoco della conica descriverd la - curva richiesta » 3).
Grazie a questa proposizione la linea in questione, seeondo la pro-
posta di P. Mansion ¢), & ordinariamente designata col nome di
curva di Delaunay, nome preferito a quello di catenaria ellittica,
iperbolica o parabolica corrispondentemente alla natura della curva
mobile, adoperato da Lindeldf ®).

C. Sturm, applicando il calcolo delle variazioni, trovo®) che
Pequazione differenziale della curva di Delaunay é

dax
1) v+ 2ay + b2 =0
ds
o anche
yZi b2
2) dr = dy.

,\/ daty? — (yzibz)z
Per dimostrare che questa appartiene alla trocoide suddetta

1) LAMARLE, Exposé géométrique du Caloul différentiel el intégral, 111 P.
(Paris, 1863), p. 218-229; Aousrt, Analyse infinitésimale des courbes planes
(Paris 1873); H. ONNEN, Notes concernant la théorie des équations essentielles
des courbes planes (Archives néerlandaises, T. X1V, 1879; ivi & adoperato
Pepiteto anticicloidali per designare le due trocoidi risultanti dal ruzzola-
mento di una stessa curva da parti opposte della stessa base); E. CEsiro,
Lezioni di geometria intrinseca (Napoli 1895); p. 65-77. Inoltre il succitato
opuscolo del BESANT.

2) Per altri casi vedi: BROCARD, Roulettes de coniques (Nouv. Corr. math.,
T. 11, 1875, e 111, 1876); H. Ekama, Die Kurven welche von Punkten von
Kegelschnitten die sich, ohne zu gleiten, lings andere Kurven wdlzen, besch-
rieben werden (Arch. Math. Phys., II Ser., T. VIII, 1890).

3) Sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est constante
(G- di Liouville, T. V1, 1841); v. anche il §5 della memoria di M. EHRHORN,
Ueber die von Challis vorgeschlagene Methode ecc. (Arch. Math. Phys,,
T.LXVIL, 1881) e R. VerpUzIO, Curve di Delaunay ( Riv. di mat. e scienze
natur., 2°¢ Sem. 1908).

1) HaBICH, Sur une question de roulettes (Mathésis, T. V1, 1880).

§) Théorie des surfaces de révolution & courbure moyenne constante (Mém.
de la Soc. des Sciences de Finlande, 1863). .

%) Note a Uoccasion de Uarticle précédent (di DELAUNAY) (G. di Liouville,

T. VI, 1841).
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consideriamo un’ellisse di assi 2a e 2b ruzzolante senza seorri-
mento sull’asse delle z (fig. 24). I1 suo fuoco F descriverd una curva
avente (in forza del swrriferito teorema di Descartes, v. P. 106)
per normale la congiungente di F col corrispondente punto di con-

Yy
E
/ x e
o T PKX H P’
Fig. 24. — Curva di Delaunay.

tatto K dell’ellisse con la base. Siano O P = , P F =y le coordi-
nate di F. Avremo evidentemente

y = FK-sen FKP.

Ora F K P @& il complemento dell’angolo fatto con 0 z dalla
retta F T tangente in F alla curva di Delannay; & dunque

dx
sen FPKP =cos FTK = P ;
e quindi i
=FK
Y ds

Consideriamo anche l’altro fuoco F' e le sue c?ordillaa,t_e oP
e P’ F' = y'. Essendo eguali gli angoli F K P e F' K P’ si trova
similmente
TR
"= F .
v ds

h
Notando ora che FKLFE=2a,yy =0

sifpossono eliminare F K , F'K e y'; si trova cosi
dx
ds

v —2ay + b2 =0
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come equazione differenziale della curva descritta dal fuoco F.
E cambiando il segno del secondo termine si avrd quello che com-
pete alla curva descritta da F’. Siccome le equazioni trovate coin-
cidono con la (1), quanto si era enunciato resta dimostrato. Cam-
biando il segno di b si trasforma la (1) nell’equazione differenziale
della curva analoga relativa ad un’iperbole. Lasciamo al lettore
di dimostrare analogamente che se la curva mobile & una parabola
il suo fuoco descrive una curva avente la seguente equazione dif-
ferenziale
dy

%
VY —
questa s’integra e da

a =z z
Yy =—1ca -+ ea ,
2

che vedremo rappresentare una catenaria.

Prima di studiare ’equazione (1) cerchiamo anche la trocoide
generata dal centro G dell’ellisse mobile. Per cido consideriamo il
semidiametro G I di questa curva parallelo all’asse delle z e quindi
coniugato a G K. I teoremi d’Apollonio danno .

dx = a

GI? + GE2=0*+b> ; GI -GKsenGIK = ab;

se poi si segnano le coordinate O H =z, H G =y di G, avremo:

x
senIGK:senGKH:—d——,y:GH:GKsenIGK
s

onde

ds )32 »
Gr+ly——| =a+¥, 61 y=ab
&x

Eliminando fra queste G I se ne trae

a? b? . ds )2 A
+ — | =&+
» y[M]
o0 anche
2 d
3) dx = v

VW—WW—M'

Questa & l'equazione differenziale del luogo del punto G; il
quale — dal nome del geometra che per primo lo ha considerato —
pud chiamarsi curva di Sturm.
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Ritorniamo ora alle equazioni (1) e (2) scrivendole come segue:

dx ¥+ b ds 2ay

dy - N W02 "4 v \/_4(;21/2 Ry

La seconda s’integra subito e da

$— 38,
(4) y* = a {1 + ¢ + 2¢sen },
\ . . a®Fh? , ..
ove s, & la costante d’integrazione e ¢ = - ¢ Deccentricita.

Preso, come & lecito s, = 1z a, si ha pit semplicemente

8
) yZ:az[l—.?ecos————{-e?Jl).
a

Detto poi R il raggio di curvatura della curva di Delaunay
si trova senza difficolta
2ay?
(3) E= =
¥»—b
relazione che permette di eliminare y dalla (4'): si trova cosi

1—2eccossla + &

R =
©) ¢ e (e — cos 8/a)

come equazione intrinseca della curva in questione ?).
Se N & la lunghezza della normale alla linea che studiamo,
applicando le equazioni gia stabilite, troveremo:

ds ds dy 2 a y?
N=y =y — = 2;
dx dy dux v+ b
eliminando ¥y fra questa e la (5) otterremo
1 1 1 2
J— —_— + — = —,
2 R N a

dunque: nella curva di Delaunay & costante la media armonica fra
il raggio di curvatura e¢ la normale.

1y SpiTzER, Merkwiirdige Eigenschaften derjenigen Curve, welche vom
Brennpunkte einer Ellipse beschrieben wird, wenn diese auf eine Gerade rollt
(Archiv, T. XLVII1, 1868).

) CesAro, Lezioni citate, p. 70.
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La (6) mostra che se e < 1, cioe se la curva mobile & ellittica,
la curva di Delaunay ammette infiniti flessi, cioé tutti i punti in
cui 8§ = a arc cos e; essa ¢ di forma simile alla cicloide allungata.
Se invece ¢ > 1, cioé se la curva mobile é iperbolica, la stessa curva
& esente da flessi ma possiede infiniti punti doppi; & di forma ana-
loga alla cicloide accorciata.

Osservazione. — L’equazione e le principali proprieta della curva
generata da uno degli estremi dell’asse focale di un’ellisse che ruz-
zola sopra una retta si apprendono dalle Noie ok a rouleite di A. V.
Lane (Amer. Journ. Math., T. VIII, 1886); mentre un metodo per
ottenere ’equazione della curva (epiellipside) generata da un punto
arbitrario d’un’ellisse che ruzzola sopra un’altra & contenuto nella
memoria di O. Biermann, Ableitung einer analytischen Darstellung
der Epiellipside (Monatshefte Math. Phys., T. VIII, 1877). Note-
vole & il caso in cui le due ellissi siano fra loro eguali, che allora il
punto mobile, dopo un intero giro, ritorna al punto di partenza,
onde si ha una curva chiusa, la quale é trascendente, escluso il caso
in cui all'inizio del movimento le due curve si tocchino in un punto
che sia per entrambe un estremo dell’asse maggiore; risulta intanto,
contrariamente a un’opinione diffusa, che esistono curve trascendenti
chiusel).

235. Nella definizione generale di trocoide entrano tre curve:
la base, la curva mobile e la trocoide generata; supponendo date
le due prime la ricerca della terza costituisce il problema delle tro-
coidi; supponendo invece data la terza (e pud supporsi totalmente
arbitraria in forza del teorema di de La Hire citato a p. 138),
si pud cercare una delle due prime: nasce cosi il problema inverso
delle trocoidi. Risolvendolo si ricade talora in curve gid note, ma
pitt spesso se ne ottengono di nuove: lo provano gli enunciati se-
guenti: 1° La linea su cui si deve far ruzzolare un’ellisse affinché
un punto ad essa invariabilmente connesso descriva una retta &
una curva di Delaunay. 2° La linea che devesi far ruzzolare, sopra
una retta affinché un punto ad essa collegato descriva una circon-
ferenza ha per equazione differenziale, in coordinate polari,

edw b
(7) =—
do AV (@ — P — b?

la integrazione ne & completamente eseguibile 2). 3° La linea su

1) C. SCHWERING, Ueber eine Gattung transzemdenten Kurven, welche
eschlossen sind (Zeitsch. Math. Phys., T. XX, 1875).
2y KoENIGS, Legons de cinématique (Paris 1897), p. 170-171; se si esegué

o
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cui si deve fare ruzzolare un’ellisse di assi 2a e 2b affinché il suo
centro descriva una retta, & rappresentata, mediante funzioni el-
littiche jacobiane, dell’equazione

in E
=adn —.
(8) ¥ )

11 corrispondente problema per l'iperbole & risoluto dalla eurva

z
9) a=yen —— ).
\/a2+b2

Le curve analoghe, rappresentate dalle equazioni

ax
y=bsn— , ponw = cost.
a

gincontrano in questioni di meccanica; la penultima ¢ detta dai
francesi courbe & sauter, essendo la forma assunta da un filo pesante
omogeneo flessibile ed inestendibile quando venga fatto ruotare
attorno ad un asse orizzontale 2).

la quadratura si ottiene

a® — b2
se a < b, p=
azﬁbz
a+beos | —— w
b
2a
ge a=—=>b, p=—
1—o?
a/?._._.bﬂ

gse a<b p=

2,__b2
a + bcosh{\_/a——-——w}
b

1) GREENHILL, Applications of elliptic functions (London, 1892), p. 71-73;
Oprrz, Anwendung der elliptischen Funltionen auf ein Problem aus der Theorie
der Rollkurven (Dresden, 1904).

®) APPELL et LACOUR, Principes de la théorie des fonctions elliptiques

(Paris 1897), p. 188.

CAPITOLO XII

Curve sintrepenti e Curve isotrepenti.

236. II metodo cinematico che condusse alla maggior parte
delle curve esaminate nel presente Capitolo & il fondamento del
concetto di altre: non ei arresteremo a trattare di quelle (le curve
reptorie di Giovanni Bernoulli) !) generate da un punto invariabil-
mente connesso ad una curva, la quale si muove parallelamente a
sé stessa conservandosi sempre tangente ad una curva fissa, perché
esse possiedono una generalitd paragonabile a quella delle olistoidi
(n. 109) e delle trocoidi (n. 234); ma ci occuperemo di altre piu spe-
ciali a cui guidano le considerazioni seguenti.

Quando due cerchi materiali coplanari girevoli attorno ai loro
centri sono tali che la distanza k dei loro centri ¢ eguale alla somma
7 + v dei loro raggi, essi possono muoversi senza che la circonfe-
renza dell’'uno strisci sopra quella dell’altro. Generalizzando siffatta
condizione di cose si chiamano 2) sintrepenti (da ovvrgemew = girare
insieme) due curve Iy, IV quando possono girare simultaneamente
attorno agli estremi del segmento O O’, posto nel loro piano co-
mune, senza cessare di conservarsi fra loro tangenti e senza che
abbia Iuogo strisciamento dell’una sull’altra; in modo cioé che ri-
sultino eguali due archi C M, C M’ passanti durante lo stesso
tempo pel punto di contatto delle due curve (punto variabile, ma
sempre situato sulla retta O 0’). Un esempio di curve sintrepenti

1) V. larticolo intitolato Motus reptorius, ejusque insignis usus, pro-
lineis curvis in unam omnibus aequalem colligendis, vel a se mutwo subtrahendis
atque hine deducta problematis de transformatione curvarum in Diario Gallico
Paris, 12 Febr. 1702 propositi, genuina solutio (Acta Erud., Aug. 1705;
Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 408); inoltre G. Saccui, Sulla geometria ana-
litica delle curve piane (Pavia 1854), p. 106-108 e PROUHET, Etude géomé-
trique sur les courbes engendrées par le mouvement de réptation, pour servir
d'éclaircissement o plusieurs passages des Oeuvres de Jean Bernoulli (Nouv.
Ann. Math,, T. XI1I, 1854).

2) A. MIQUEL, Sur quelques questions rélatives d la théorie des courbes

(G. di Liouville, T. III, 1838).

10. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. 1L
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non ecircolari & offerto da due ellissi eguali in cui assi maggiori siano
uno sul prolungamento dell’altro; se O, 0’ sono fuochi corrispon-
denti e P, P’ gli altri due, se inoltre M e M’ sono due punti delle

due curve equidistanti da C, si ha OM+0'M =O0OM+PM = AC;

onde se le due curve girano in sensi opposti attorno a O e 0’ si po-
tranno conservare sempre &

¢ t contatto senza che abbia luo-

T go strisciamento. Passando

al caso generale, se I' e I

gsono curve sintrepenti (fi-

gura 25) e M, M’ due loro

/ punti eorrispondenti la som-

o ‘7\ 4 ma OM 40 M dei loro

. raggi vettori & costante e

Fig. 25. = 00’ = k; devono inoltre

risultare eguali gli angoli di

quei raggi vettori con le relative tangenti. Riferendo quindi I" e [”

a due sistemi di coordinate polari di cui O e O’ siano i poli e la
retta O O’ sia il comune asse, avremo:

. dw do'
1 + 0o =k —_— =9
1) e +e ’ng edd

Supposto che w =y (g) © ' = ¢ (¢’) siano le equazioni di r
e I, 1a seconda di queste equazioni diviene

ev' (o) =¢ ¢ (2)
o0, tenendo conto della prima,
@) oy (o) =(k—o) ¢ (k— o)

Supposta, pertanto, data la funzione ¢, y si determina mediante
una quadratura, cioé
rk—o) g (k—9)
3) v (o) =] -

do;

si noti che la costante d’integrazione influisce sulla posizione, non

sulla natura della curva I
Si consideri, ad esempio, come Curva I Tellisse

»ro
(¢ = A/a*—b?)

)
I

al— ¢ cos @
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ossia
ao—b*
® = are cos ————;
oo
la (3) diverra:
de
wm%=—€{ : =
g»\/cz-——(ov—k)2 +2(@—k)po— @
b (a—k)p—b?
= ————— are 0§ ——8————.
£V (@ — kR —c co
Scrivendo questa come segue:
b?
a—k
e = - ’
¢ (@ — kP2 — ¢
1+ o8 17
a—k b

si vedrd che la curva corrispondente, quando k¥ = 2 a, diviene un’el-
lisse eguale alla data (si ricade allora nell’esempio addotto piu
sopra), onde in generale pud riguardarsi come una generalizzazione
dell’ellisse. Essa & algebrica o trascendente secondoché il numero

Vie—kF—e2 ., .
— ¢ razionale o non.

Ritornando alle considerazioni generali domandiamo se, oltre
all’ellisse ed al circolo, esistano curve identiche alle loro sintre-
penti. Per trovarle, se esistono (nella quale ipotesi le chiameremo
curve isotrepenti), ci serviremo dell’equazione (2) ponendovi p in-
vece di ¢; essa diverrd

0¢ (o) = (k—o)¢" (k—0);
ne dedurremo che, posto f (¢) = o ¢ (0), &
fle) =1 (k— o),

ciod f & una funzione simmetrica di ¢ e k — p. Indicandola con
F (o, k — p) avremo

o9 (¢) =F (0, k— )
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onde

F(,k—e)
4) p (o) = f—————'——‘ do.
) o
Cid prova che I'equazione
5’ Fo,k—o)
w =

4

(5)

ove F & una funzione simmetrica di ¢ ¢ k— g, da la ra‘ppl"gsenta-
zione analitica generale delle curve gintrepenti. L’ipotesi piu sem-
plice & F = k; allora la (5) diviene
d
o=k[ -2

4

ehe integrata diviene
w+ta

9:ek ’

equazione di una spirale logaritmica: cosi resta incidentalmente

trovato un nuovo caso di riproduzione di questa notevole curva.

do, -

CAPITOLO XIII

Le curve di Debeaune ).

237. «Dato (fig. 26) un segmento rettilineo n e due rette
G D, F E formanti fra loro 'angolo A = x/4, determinare una curva
A B tale che se in un suo punto qualunque B si conduce la tangente
a tagliare G D in L e poi la perpendicolare B C a G D stessa, si
abbia, se I & lintersezione di quella perpendicolare econ E F,

BC n
1) —_— = »
CL BI

Questo problema venne proposto dal Debeaune a Descartes e
questi ne serbd0 memoria in una
delle sue lettere 2); & il primo Y
problema avente per iscopo la
ricerca di una curva avente per B
tangenti delle rette soddisfa-
centi ad una assegnata condi-
zione comune, epperd possiede
non comune importanza storica,
segnando esso il principio del

cosi detto « calcolo inverso delle &6— / i 7 - X

tangenti ».

Per trovare I’equazione
delle linee domandate (che pos- : Fig. 26.
sono ragionevolmente chiamarsi
curve di Debeaune) prendiamo
un sistema cartesiano ortogonale di cui la retta G D sia l'asse delle
« e Porigine sia la sua intersezione con la retta E F. Allora, lasciando

1) Usiamo la grafia DEBEAUNE invece di DE BEAUNE per consiglio di
P. TanNerY (Bibl. math., II1; Ser., T. 1I, 1901, p. 149).

2) Qeuvres de Descartes, ed. Adam e Tannery, T. 11 (Paris 1898), p. 510
a p. 519.
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pel momento arbitrario I’angolo 4, ’equazione della retta E F sard

y—atgi=0,

e la (1) equivarry alla seguente equazione:

Yy n
y da/dy y—aotgd
Scrivendole come segue
_ - da tg A
@) S LA
dy n n

e‘conside‘rand(_) ¥ come funzione di ¥, si vede che essa & un’equazione
differenziale lineare il cui integrale generale &

_ytg}x Y _ytgd
rx=€e n [f——e n dy—{—c};
n

ma lintegrazione per parti insegna essere

_ytgl 1 g2 1 el
—e n dy = yen — en’
n tg A tg? 2
onde
; . n yigA
3) o= 4+ce n
tg A tg? A

Questa & ’equazione generale delle curve di Debeaune; nel caso
speciale A =az/4 essa si semplifica e diviene

v

(3 x=y—mn-+ce ";

in _ogm' caso le curve di Debeaune sono trascendenti. La (2) mostra
poi che la tangente nel punto (z,y) ha per equazione

n(X—a)=(Y—y) (y—xsgl);

e da questa, supponendo dati X e Y, si deduce che i punti di con-
tatto delle tangenti che si possono condurre ad wna curve di Debeaune
da un punto qualungue del suo piano stanno sopra un’iperbole passante
per quel punio; ci6 dimostra che qualunque curva di Debeaune é
pa/nalgeb;:ica e fa parte di un sistema di caratteristiche 1, 1.

‘A risolvere il problema di Debeaune si provd, e mon inutil-
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mente, Leibniz!); egli peré non pubblicd la soluzione di cui era
in possesso. La prima pubblica soluzione del problema si legge nel-
Iarticolo intitolato Solution du probléme que Monsieur De Beaune
proposa autrefois @ Mr. Descartes, et que Uon trouve dans le 79% de
ses Lettres, Tom. 3. Par Mr. G.*¥** ed & pubblicato nel Jowrnal
des Savans del 1692. La paternita di esso fu rivendicata tanto dal
marchese de 1’'H6pital ?), quanto da Giovanni Bernoulli 3); 1a verita
& che a quella solazione eollaborarono entrambi questi geometri*).
Va rilevato che (come si apprende dall’articolo precitato) essi tro-
varono della curva risolutrice un asintoto parallelo alla retta E F;
ed infatti la curva (3) ha per asintoto la retta di equazione

Yy n

tg 4 tg? A

mentre della (3') ¢ asintoto la retta
rT=9y—n

effettivamente parallela alla retta E F. Nello stesso articolo sono
risolti problemi concernenti la quadratura delle curve in questione
e la cubatura dei solidi che esse generano rotando attorno all’asse
delle x, con I'osservazione che la loro costruzione & immediata
quando siasi costruita:\ la curva (logaritmica) rappresentata dall’e-
yte
quazione x =ce " . Riguardo alla rettificazione & detto: « mais
comme on a besoin d’une adresse particuliére pour rectifier cette

courbe, en supposant la quadrature de I’hyperbole, je propose ce
probléme aux géometres en leur assurant qu’il mérite leur recherche »;
non sappiamo se talé esortazione abbia avuto il desiderato effetto;

quello che & certo & che la questione segnalata non presenta oggi

1y « Hane eurvam — egli seriveva a OLDENBURG in data 27 agosto 1676
__ nee Cartesius nec Beaunius nec quisquam alius (quoad seiam) invenit. Ego
vero qua primum die, imo hora, coepi quarere, statim certa Analysi solvi »
(Leibriz ed. Gerhardt, T.1, p. 121). 11 metodo a cui allude il LEIsN1z risulta
da ¢id che egli serisse a G. MANFREDI il 10 agosto 1708 (v. G+ LoRrIA, Abhand.
our Gesch. der Mathematik, T. 1X, 1899, p. 274) riguardo all’integrazione
delle equazioni differenziali lineari. )

2) V. le letteré scritte da questo geometra ad HUYGEXS il 10 settembre
1692 ed il 12 febbraio 1693 (Qeuvres de Huygens, X, La Haye 1905, 8. 312
© 391) ed a LeisnIz il 26 aprile 1693 (Leibniz ed. Gerhardt, 11, 8. 234). Della
questione si occupd anche HUYGENS (v. Ocuvres, T. X, p. 460, 500, 537
e 550 ; inoltre Particolo C. H. Z. [cioé HuyGENs], De problemata bernoulliana
in Actis Lipsiensibus hujus ann proposito, Acta erud. Ottobre 1693).

3) Joh. Bernoulli Opera omnia, 1, 1642, S. 63.

4) Lettera di e L’HOPITAL ad HuyceNs del 10 agosto 1693 (Oeuvres

de Huygens, X, S. 484).

,},
ki
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alcuna difficoltd; essendo infatti ;

ds V 1 2 _ytgd  2tg?l _2wtegd
—_— A 4 ¢ T
dy

sen? 4 n n?

?

_ytgA .
basta porre ¢ " =75 per ottenere ds espresso sotto la forma

dyn+/a + by + cop[n, espressione facilmente integrabile.

238. In processo di tempo il problema di Debeaune oeccupod
_varie volte Giovanni Bernoullil) e suo fratello Giacomo lo gene-
ralizzd grandemente enunciandolo come segue: « Data una curva
qualunque trovarne una seconda tale che in un suo punto qua-
lunque l'ordinata stia alla suttangente come una costante data n
sta alla somma od alla differenza delle ordinate corrispondenti della
curva data e della cercata, oppure tale che il primo dei suddetti
rapporti eguagli il reciproco del secondo»?2). Questi problemi si
traducono — se y = f (#) & P'equazione della curva data — nelle
due equazioni

") dy _~ » dy  f@+y
dx flx)y+y "dx n ’

la prima non appartiene ad alcun tipo che si sappia integrare in
termini finiti, tranne quando f sia funzione lineare di z, nella quale
ipotesi si ricade nel primitive problema di Debeaune; la seconda,
se si considera z come funzione di y, & un’equazione differenziale
lineare che integrata da

—Z -

syt r [T f @ de 4 ¢ =0,

ove la quadratura & effettuabile o non secondo la natura della fun-
zione f (x) 3). :

1) V. l'articolo, scritto eon la cooperazione del Marchese DE L’Ho-
PITAL, Solution du probléme que Monsieur De Beaune proposa autrefois &
Mr. Des Cartes et que Uon trowve dans la 79® de ses lettre (Journal des Savants,
1692; Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 62-63); inoltre Solutio problematis Car-
tesio propositi @ Dn. De Beaune (Acta erud. Maggio 1693; Opera, T. I,
p. 65-66), Demonstratio suae comstructionis curvae Beaunianae (Acta erud.,
febbr. 1696; Opera, T. 1, p. 145.148) e la X delle Lectiones mathematicae
(Opera, T. I, p. 423). ’

%) Problema Beauniani universalius conceptus (Acta erud. Juli 1696;
Jacobi Bernoulli, Opera, T. 1I, p. 731-799); Addenda ad constructionem
problematis Beauniani (Acta erud. Sept. 1697; Opera p. 782-785).

3) R eseguibile ad es. se f (x) & un polinomio intero in x, oppure & eguale
a e9%, ecc.
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Un’altra generalizzazione dello stesso problema *) conduce alla
equazione differenziale

Yy n

y dojdy (Fy—atgh)

F essendo una funzione data. Ponendo y — x tg A = 2 questa diviene

dz n
tg A + =
dx F(2)
e da
dz
x:f ,
Y tga
— g
F (2)

cosicché la questione & ridotta alle quadrature.

Gli studi fatti da Giovanni Bernoulli lo condussero poi a for-
mulare un altro problema analogo e a proporlo ai matematici del
suo tempo 2). E il seguente: « Trovare una curva in cui la sotto-
tangente stia in un dato rapporto (m) alla lunghezza della tan-
gente». Esso traducesi nella seguente equazione differenziale:

4) zdy —ydo=my+/da® + dy;

essendo questa omogenea la sua integrazione & riducibile a quadra-
tura, le quali anzi in tal caso sono effettuabili.

11 relativo caleolo non & breve a cagione dei radicali che si
presentano; per evitarli Hermann suggeri un artificio di caleolo
non privo d’interesse 3); egli, cioe, propose di porre:

G y=&—p,
6 LAY
(6) '_?/dy =457,

& e 7 essendo due nuove variabili; sostituendo questi valori nella (4)
si ottiene

(7) w=m (& + ) —2&n

1) V. RicoaT: et H. SALADINI, Institutiones analyticae, T. 11 (Bomniae
1767), p. 500. ) o

2y Problema ab eruditos solvendum (Acta Erud., Mai 1693). Vedine
parecchie soluzioni nell’articolo Ad problem in Actis Eruditorum a. 1693,
mense Majo propositum (Leibniz ed. Gerhardt, T. V, p. 288-294).

%) Lettera a LEIBNIZ in data 28 ottobre 1705 (Leibniz ed. Gerhardt,
T. IV, p. 286-7). :
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In forza delle (5) (7) la (6) diviene:

§dg—mndy + m(EdE+ndy) —(Edy +ndl) — 0

e—rn 2&n
o anche :
ndt—é&dy e EdE+ndny
. 52_,72 52__7]2
08818
dEg—dny d&+dn . 2(dé+ndn)
E—n E47 e 4+

L’integrazione & ora eseguibile e si trova

E—n [524-172}’"

8 =
) &+

a

ove a ¢ la costante d'integrazione. L’equazione cartesiana della
curva altro non @ che il risultato dell’eliminazione di &, 5 fra le equa-
zioni (5) (7) (8). Se, per es., m =1 le (5) (7) (3) divengono:

E—n &4
&+ a

da esse si deduce

x &+
—_— =,y =8=7
Y a

ax + Yy ax—y? , N
f=Y—— =y —
2y 2y

e per essere £ —7 =4/« si conclude che

\/aw—{—yz—’\/a-w——y2=1/2xy

& Yequazione-della curva cercata; razionalizzando se ne trae

onde

y@ +y)=2ad

che rappresenta (Vol. I, p. 41) una cissoide di Diocle.
Le curve ora ottenute sono, al pari di quelle di Debeaune,
integrali di equazioni differenziali del primo ordine; da questo
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punto di vista si avvieinano ad altre che sono definite da proprieta
dell’arco !): su queste non ci arresteremo non essendo dotate di
importanti proprietd geometriche, e ci volgiamo alle; curve nella
cui definizione entra la curvatura.

1y V. fra Daltre, lo memorie seguenti: N. Fuss, Ezercitatio analytico-
geometrica circa lineam curvam singulari proprietate praeditam (Acta Petrop.
Pro anno MDCCLXXX, Pars II, 1784) e Disquisitio analytico geometrica
de variis specibus linearum curvarum singulari proprietate praeditarum (1d.
pro anno MDCCLXXXI, Pars I, Petrp. 1784); A. VarLpx, Ueber die Curven,
deven Bogen der Tangenten des Leitstrahlwinkels proportional ist, und die
damit verwandten Curvenschaaren (Archiv, 2a Serie, T. XIV, 1895).




CAPITOLO XIV

Le curve di Ribaucour.

239. A Giovanni Bernoulli dobbiamo l’enunciato e la prima
soluzione di un altro importante problema, ciod del seguente: « Sopra
una data retta A G come asse e pel punto A della stessa condurre
una curva tale che il raggio di curvatura in un suo punto qualunque
B sia diviso dall’asse in un dato rapporto e determinare le trajettorie
ortogonali delle curve soddisfacenti a questa condizione »!). Proposto
poi da Leibniz ai matematici Inglesi, attrasse P’attenzione di molti
scienziati, specialmente a cagione della parte di esso che concerne
le trajettorie ortogonali?); oggi esso & uno degli esempi classici
nei trattati sulle equazioni differenziali e le loro applicazioni alla
geometria; le curve che lo risolvono vennero incontrate dal Ri-
baucour nel corso delle sue ricerche sulle superficie di area mi-
nima %), onde vennero chiamate linee di Ribaucour: noi pure ci
serviremo di questo nome per non introdurne uno nuovo, ma non
possiamo tacere che sarebbe stato assal pii ragionevole e giusto
quello di linee di Bernoulli.

Assunta I’ascissa come variabile indipendente, ’equazione dif-
ferenziale del problema di Bernoulli &:

a2y dx
d o2?

1+ LER R 2,1‘
B

1 V. la lettera scritta a LereNiz I’ll marzo 1718 (Leibniz ed. Ger-
hardt, T. II1, p. 958).

2y Cfr. Joh. Bernoulli Opera, T. II, p. 281 e seg.

3) Fiude sur les élassovdes ou surfaces & courbure moyenne nulle,
§§ 123-192 (Mém. cour. par I’Acad. de Bélgique, T. XL1V, 1880).
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o pili semplicemente
az n d 2
7y _ " 3 1 [_i} |
d a? Y dax )

Applicando un metodo generale sostituiremo queste equazioni con
le due seguenti:

ay ay’ n
— —y, — =— (1 + Y.
dx v dzx Y y
Eliminando d« risulta
y'ay dy
=n
1+y? y

che §’integra subito e da
) , y 2n
M v=Y [—J —1
¢

Una nuova integrazione da — supposto che si prenda per ori-
gine il punto da cui dipartesi la curva —

v dy
9 v = e Nam
@ \VIER
. . .
risultato gid in sostanza ottenuto dal proponitore della questione
che ci occupa ). Dalla teoria dei differenziali binomi risulta che
1a quadratura indicata & eseguibile se 1 [2n = koppure1/2n —1 2=k,

ove k & intero, ciod se n ha la forma 1/2k+1 o 1/2k, cioé 1/h ove h
& un intero qualunque. Porremo per comodita:

1
m+1

n = -

1y Le stesse linee sono caso particolare delle « curve di CEsiro » ca-
ratterizzate dalla proprietd che la polare di uno qualunque dei loro punti
rispetto a un cerchio fisso divida in un dato rapporto il corrispondente raggio

& curvatura. R. GGOORMAGHTIGH fece su di esse ricerche metodiche (v.

VEtude géoméirique des courbes de Cesdro, Mathésis, T. XL, 1926), dopo di
avere studiate (Sur une classe de courbes planes remarquables, Nouv. Ann.
de math., IV Ser., T. XIX, 1919) quelle piu generali di equazione intrinseca

s:vf V—[—%—d}%ﬂ—__]_
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ove m & un nuovo intero, & avremo invece della (2)

2
ymtdy

dr = —_—————)
2 2
cm+1 — ym+1

1 1

— o
gyl =n , T =1

ossia, se si pone

(m-+1) 7}"“*‘1 dn
,\/,},2 __,72

Ponendo da ultimo n =y sen @ si vede 'che.per rapprgsentare
le curve cercate pud servire la seguente cOppla di equazioni:

dr =

?
4) T = (m—}-l)cf gen™lopdp , ¥y = csen™tl g,
0

le quali confermano che, quando m & intero, 1a quadratura indicata

¢ effettuabile.
¢ Prima di iniziare lo studio delle curve rappresentate dalle

equazioni (4), consideriamo alcuni casi particolari corrispondenti &

valori speciali del numero m:
10) m = 0. Le (4) divengono

r=—CCOSQ , Yy =CBEN Y

e rappresentano il circolo a* + y? = &
20) m = 1. Le stesse danno

azﬁ—205(€sen2<pd<p , y=csen’g
0
os8ia
? c
x:cf(l——cos%p)d«p , ¥y = —2—(1—cos2<p)
0

o finalmente

¢
w—————c—-(2(p—-sen2q)) , y:-———(l—cosZ(p),
92

i

(&4

che rappresentano (V. P. 78) una cicloide ordinaria.
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39) m = — 2. Dalle (4) traesi:
j‘? dg ¢
r=—2=0 y Y=
. 0o seng sen @
088ia
1 ¢
r=—clgtg—9 , ¥=
. 2 sen ¢
Ora la prima da:
1 2 1 z » 2
tg—o@=¢ ¢ , cOt—@=0¢°c , 6° +e ¢ = R
2 2 sen @
onde tenendo conto della seconda
¢ 2 _z
Yy = —2—- {gc + e ¢ J y
che vedremo appartenere ad una catenaria.
40) m = — 3. Le (4) si mutano in:
do ¢
w=—2c‘“ =2ccote , Y=
sen? @ sen® @

donde eliminando ¢
?»=2c(y—c)

equazione di una parabola.

Queste quattro speeciali curve servono di tipo alle quattro ca-
tegorie in cui (come mnotd Giovanni Bernoulli) si ripartiscono le
curve in esame secondoché m & pari o dispari, positivo o negativo.
Le curve componenti ciascuna di gueste classi godono di preroga-
tive speciali, come ora mostreremo:

I. m -+ 1 = numero positivo dispari. Eseguendo la quadra-
tura indieata, le equazioni (4) divengono:

x

— = —cos ¢ {sen" @ +
¢

k=m|2 mm—2)...(m—2k+2)

+ £ sen™ 2 g}
=1 (g —1) (m—3)...(m—2k +1)

y
— genm-i—l (P'
c
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p endo il parametro v = tg 1 ¢ si vede che queste curve
sonolrggz(ll]gfi d’ordin% 2 (m—+1), simmetfrich_e rispetto al‘l’asse delle
od aventi i punti ciclici del piano per punti (m -+ 1)pli; per m = 0
si mutano in eerchi, onde in generale possono — come fece Ribau-
cour —. designarsi col nome di cireoli dw_ grado superiore.

II. m -+ 1 = numero positivo pari. Le (4) pongono:

@
— = —cosgp{sen™g +
c
— — 2
H""yjll/ﬁ mm—2)... m—2k+32) sen™-2*} -+
k=1 (m_l)(m—S)...(m—2k+1)
1-3...m Y :
+ ¢,——=senm+1(p,
2.4...(m+1) 4

curve trascendenti costituite da infi-

delle
e queste rappresentano de punto la cicloide

nite onde cicloidiformi; per m —1 si ritrova ap

ordinaria. ) . )
III. m + 1 = numero negativo dispart. Le curve corrispon-

denti sono rappresentate come segue:

z cos @
= {sen™2 g +

(m+1)c  m+2

ks_mg —a mAB ED (mi2k— 1) gen™+2x 'P} +

-+

=1 (m+4) (m+6) ... (m+2Fk)

1-3-5...(m+3) ¢ y et
+ log tg — ; —— = senTT Q.

2.4.6...(m+2) 2 ¢

Anche queste sono trascendenti; hanno per forma tipica la

catenaria.

IV. m 4+ 1 = numero negativo pari. In tal caso le (4) danno:

x cot @
= {sen™ ¢ +

(m+1)e  m+2
m(+3) (m+5) . .. (m+2k—1)

k=—(m+1)/2
2

k=1 (m-+-4) (m—+86)... (m+2 k)

genm+2k+1 q)} ,
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Y
— = sen"*l g.
¢

¢ rappresentano delle curve razionali d’ordine —(m-1),-le quali,
avendo la parabola per forma tipica, possono, come propose il Ri-
baucour, indicarsi col nome di parabole di grado superiore.

240. Riprendiamo le equazioni (4) per dedurne la seguente
espressione dell’arco:

- ?
(5) s =(m-+1)c ( sen™ g dg.

Jo

Ne viene che, se m & positivo e si chiama L, la lunghezza dell’arco
della corrispondente curva compreso fra i punti di parametri ¢ = 0
e ¢ =ma/2, si ha
1-3...(m—1) = i

se m e pari

(m-+1) ¢
2.4....m 2
(6) L, = o
2-4....m se m ¢ dispari:
(m+1) ¢
3-5. m
in ogni caso
L, m+1
= ’
L, _, m

relazione notevole scoperta da E. Dubois?!). Le stesse equazioni (4)
danno, supposto sempre m positivo,

[y dr = (m+1) & [ sen®(m+) ¢ . dg

onde, integrando fra ¢ =0 e ¢ :n/‘Z e chiamando A4,, l'area ri-
sultante,

1-3:5....2m+1) =
(7) *4771:(/”1 +1)("2 >
2.4.6....(2m+ 2) 2
onde
2m + 1
Am:—__‘_Am—d!
2m

altra relazione elegante dovuta al Dubois.

1y Sur une famille de courbes cycloidales (Nouv. Corr. Math., T. VI,
1880).

11. — . Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. TL.
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Come espressione del raggio di curv
baucour si trova in generale

(8) R = — (m+1) csen™ g.

Eliminando ¢ tra le (5) e (8) si ottiene

dR

1
® SZ‘_WT[V[ R }—zm
—1

che & 'equazion

m+l)e=a , m=

(m-+1) ¢

1—n

1+4+n

questa assume la seguente forma pit comoda.

n+1

(9") §=—

Paragonando questa all’equazione intrinsec

(Vol. I, p. 555)

1,

dR

og=

n+1 dR

§ =

n—1

vedremo che qu

generale di curve aventi la seguent

e equazione intrinseca:

=

Se R, e s, sono il raggio di curvatura e I'arco dell’evoluta

essendo

R, =R

JR——
1y CEsAro, Lezioni di

dR
ds

, 8, =R

geometria infrinseca (Napoli 1896), p.

atura R delle linee di Ri-

e intrinseca delle curve in questione. Ponendo

2 delle spirali sinusoidi

este e le linee di Ribaucour rientrano nella classe

di questa,

49.
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s $ m
Ry — —- {—g’— J —1
a b

eome equazione intrinseca dell’evoluta; ora, vedremo che questa &
I’equazione intrinseca delle curve in cui l’arco & proporzionale ad
una potenza dell’ascissa; onde si conclude: Le spirali sinusoidi e
le linee di Ribaucour appartengono alla classe costituita dalle evol-
venti delle curve tali che Uascissa & proporzionale ad una potenza
dell’arco ). '

Sono notevoli le linee di Ribaucour in cui m & intero positivo;
esse si possono considerare come speciali inviluppi trocoidali. Si
consideri infatti un cerchio C,, un suo diametro d ed una retta
fissa 7; se C, rotola senza scorrimento sopra 7, il diametro d invi-
luppera una cicloide ordinaria C;: teorema interessante che Chasles
scoperse fin dal 1837 2) e che il Todhunter ritrovo assai piu tardi®).
Si faccia ora ruzzolare la cicloide C; sulla retta r; la sua base invi-
luppera una nuova curva C,. Da questa nascerd similmente una
curva C, e cosi via. L’'m™ di queste curve sard rappresentata dalle
equazioni (4). Questo fatto notevole venne esposto pubblicamente
per la prima volta da N. Nicolaides %) e poi da E. Dubois ¢; ma
era, stato osservato sin dal 1886 da Mannheim e Ribaucour, i quali

81 trova

1) CEsAro, Sur une note de géométrie infinitésimale (Nouv. Ann,, 32 Serie,
T. X111, 1894).
2y Apergu historique, 2* ed. (Paris 1875), p. 69. Questo teorema si di-
mostra facilmente riferendosi alla fig. 13 e tenendo le notazioni del n. 217.
Infatti si vede agevolmente che 1’equazione del diametro C O &
x —y cot ¢ ==71 (¢ — cot ¢)
ossia
Z 86N ¢ — y €OS ¢ =17 (¢ 5€N  — CO8 ¢).
Ora differenziando questa si ottiene:
x CO8 ¢ + ysen ¢==7 (2sen ¢ 1 ¢ cos ¢),
equazione che combinata con la precedente da:
r==17(2¢ - sen 2 ¢)/2,
y==r(3 —cos24)/2.
E se si pone
w2 —x=uy , 2r—y="Y, T—2¢=1d

queste si mutanojin
a7y =17 (¢ — sen ¢,)/2,
yr="r(1—cos $;)/2,

che sono le equazioni canoniche della cicloide ordinaria, generata dal cerchio
di raggio r/2.
3) Nouv. Corr. math. Question 203 (risolta T. IV, 1878, p. 69). Cfr.
BESANT, Notes ou rouletles and glissetles, 22 ed. (Cambridge 1890), p. 34.
%) Analectes ou Mémoires et Notes sur les diverses parlies des mathé-
matiques, 1V Livraison (Athénes 1871), p. 103 e seg.
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scopersero un procedimento per ottenere per via ricorrente tutte
le curve in discorso 1). Le speciali linee di Ribaucour ora considerate
fanno parte ciascuna di sistemi le cui caratteristiche sono 2(m—+1) e 2;
onde i punti di contatto delle tangenti condotte ad una di essa
da un punto arbitrario del piano stanno sopra una curva di ordine
2 (m-+2) di cui quel punto ¢ multiplo secondo 2 (m—+-1).

Le linee di Ribaucour sono notevoli non soltanto per le pro-
prietd di cui godono %), ma anche perché s’incontrano risolvendo certi
problemi di meccanica; valga a provarlo 1’esempio seguente: Gio-
vanni Bernoulli, due secoli or sono, propose la seguente questione ?):
«In un piano verticale trovare una curva tale che un corpo che
la percorre discendendo liberamente in forza del suo peso, la
prema sempre in ciascuno dei suoi punti con una forza eguale
al suo peso assoluto ». # chiaro che il punto mobile dev’essere s0g-
getto a qualche altra forza oltre la gravita, ché altrimenti l'unica
curva soddisfacente al quesito sarebbe una retta orizzontale. Ora
se la legge con cui varia la pressione alla quale il mobile & sottoposto
& la medesima per tutti i punti della curva, questa, servendosi
della nomenclatura di B. Peirce?), si chiama baritropa, se invece
la pressione & costante si chiama tautobaride. 11 problema del Ber-
noulli, non appena proposto e poi in seguito, attird I’attenzione di
geometri di alta rinomanza quali il Marchese de I’Hépital, Varignon
ed Eulero; il P. Jullien ®) e C. H. Miiller %) hanno esposti, compen-
diandoli, i risultati cosi ottenuti, i quali appartengono meno alla
geometria che alla meceanica. Questultimo ha poi specialmente
trattato il problema seguente: « Trovare le curve situate in piani
verticali su cui un punto pesante, soggetto ad una certa forza, si
muova in modo da conservarsi costante (n) il rapporto tra la
pressione dovuta a quella forza e la pressione proveniente dalla
gravita ». L’equazione differenziale delle curve cercate si trova essere

dy

dx

?

V@ +2gypin—1

le curve stesse sono dungue linee di Ribaucour, come erasi annunciato.

1) Nouv. Corr. Math., T. V1, 1880, p. 224-223. V. anche ¥. MORLEY,
On adjustable cycloidal and trochoidal curves (Amer. Journ., T. XV1, 1894).

2 V. L. BRAUDE, Rend. Circ. mat, di Palermo, T. XXVI, 1913, p. 27;
E. TURRIERE, Ann. Sc. Pol. di Porto, T. V111, 1913, p. 242-8; Enseign.
mathém., T. XV, 1913; Nouv. Ann. de math., 1V Ser., T. X111, 1913; ecc.

9y Acta krud., Suppl. T. II, p. 291; Joh. Bernoulli Opera, T. I, p. 141.

4 Physical and celestial Mechanics, p. 370.

3) Problémes de mécanique rationnelle, T. 1, p. 405.

s} Ueber barytrope und tautobaryde Curven (Diss., Marburg 1880).
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. 2451. Il problema risolto dalle curve di Ribaucour presenta
un’indiscutibile analogia col seguente trattato verso la fine del
secolo X VIIT da un membro dell’Accademia di Pietroburgo ): « Tro-
vare una curva tale che sia costante (m) il rapporto del raggio di
01’1_1'vatura R alla distanza dell'origine delle coordinate dal punto
d 11.100ntr0 della tangente e dell’asse O x». Esso sirisolve abbastanza
facilmente scegliendo come variabile indipendente ’angolo ¢ for-
mato dalla normale coll’asse delle x; detto al solito s larco della
curva si ha allora:

dx =ds-seng , dy = ds - cos ¢ , sunnormale = x + y cot g,
ds dx

R = = y
deg seng -dg

onde la condizione del problema di

dx
———— =m (r + ycot ¢)
- seng-dg
ossia
) dz = m (r sen ¢ + y cos ¢) do.

Questa espressione ¢ integrabile, onde
5] ;
2 - x4+ a=m(ysen g —x COS @),

a essendo la costante d'integrazione.
"Eliminando y fra le (1) (2) si ottiene

dz sen g — (x + a) cos pdp = m x dy

ossig’
m -+ cos @
3) dr — & ——— dg = a cot ¢ dg
. sen @
Pongasi ora
d = 4+ oS
@) _ m 4+ COS @
. z sen @
e si avra e
sen ¢
log — = m log ————— + log sen ¢
. 1 1 + cos g
cioé
. (I +cos @)™
(;)) 3= ___—__.qi)_
» sen”*l @

1) M. PratzmanN, Solutio problematis ex methodo tangentium i
(Acta Acad. Petrop. pro anmo MDCCLXXXI, Pars 11, Pet!]x‘bp.lul7sél;.l e
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Ma, grazie alla (4), la (3) diviene:

" = acotg dg

dx + x

onde ‘
xz=a [2cobg dy

cioé per la (5)

(1-+cos )™ (1+4cos @)™ co8
©) . ®) —’-"f +¢0s @) ? 4

sen™*1 g sen™+2 ¢

J‘ cos ¢ sen" g
=
(1 — cos @)™

dy

Supposto m = 1, integrando si ottiene, dette b la ‘costante d’inte-
grazione,

x (14cos ¢)™ 1 sen™ 1 g
a sen™*! @  2(m—1) (1—cosg)"t
1 sen™+1
— v + b

2 (m+1) (1 — cosg)m*t

0, indicando con c¢ la costante arbitraria ab, e poi applicando la (2)

sen™+1 g 1— m ¢o8
() xr=¢ i + a ¢ H
(1 + cos @)™ m?—1
(1 + m cos ¢) sen™ ¢ a sen ¢
y = C .
(1 4 cos @)™ m?—1

Tale & la rappresentazione analitica delle curve cercate quando
m + 1; & chiaro che tali curve sono algebriche o non secondoché m
& razionale o non; se m € intero esse sono di pit razionali.

Vel caso escluso m =1 la (6) diviene:

x 1+tcosg j’ cos @ dg
{

a sen® ¢ 1 — cos @) sen @

1 (1-+cos @) — (1 — cos @) 1 sen ¢ dy
== ' ir =

(1 — cos @) sen ¢ 1—cosg

15‘ dg -
2 sen(py
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integrando, indicando con ¢/2a la costante d’integrazione e poi ap-
plicando la (2) si conclude:

sen ¢
9 pta=c (1 — cos p) — a (1 — cos @) log — ™,
i \ 14-cos ¢
(8)
sen @
2 y=csen g+a (1 —cos p) —aseng log —.
. 1-+4cos ¢

Queste equazioni rappresentano la curva cercata nel caso ora
considerato ; essa ¢ in generale trascendente. Supponendo in par-
ticolare « = 0 si ottiene

x=c(l—cosg), Yy =cseng,

eliminando ¢ se ne trae

equazione di un cerchio; che questo dovesse trovarsi fra le curve
cercate era cosa da prevedersi, onde la conclusione precedente non
& che una verificazione di calcolo. Similmente si procede nel caso
m = — 1; le curve risultanti sono tutte trascendenti.

Yotiamo da ultimo che se nel problema di Bernoulli (p. 156)
si sostituisce al rapporto, il prodotto del raggio di curvatura per
la corrispondente normale, si ottiene una nuova classe di curve,
dipendenti da funzioni ellittiche, la cui determinazione fu fatta
da G. Scheffers ?).

i

1y Zusammenhang zwischen der Abwicklung eines Kreiscylinders und den
Rotationsflichen konstanter Krimmung (Arch. Math. Phys., I1I Ser., T. VI,
1903); Einfiihrung in die Theorie der Kurven, 111 ed. (Berlin, 1923), p. 137
e segg.



CAPITOLO XV

La Spirale di Norwich o di Sturm, e la Curva di Eulero.

242. Un problema assai generale risoluto per la prima volta
da Jacopo Riccati & il seguente : « Determinare una .curva cono-
scendo Pespressione del raggio di curvatura in un punto qualunque
in funzione del corrispondente raggio vettore»!); esso conduce ad
un’equazione differenziale di second’ordine integrabile per quadra-
ture col seguente procedimento :

Dette al solito p, w le coordinate polari e R = ¢ (o) il raggio
di curvatura avremo lequazione :

(92 + 9/2)3 2

(1) = ¢ (o)
¢+ 202 —00" v
Si ponga :
,_Ade
¢ = dw -
e s avra
12 7 7 ]
,_ ®e de  do 4o . dp
d o? dw do dwow do
onde la (1) diviene:
) (()2 _}_ p2)3/2
=) ¢ (o) = ,
dp
e +2pP—op——
do

Integrando quest’equazione si otterra p in funzione di g, e

1) Vedi Soluzione gemerale del problema imverso inforno « raggi oscu-
latori (Giorn. de’ Letterati d’Italia, T. X1, 1712); cfr. N. Fuss. Solutio pro-
blematis ex methodo tangentium inversa (Nova Acta Petrop.. T. IV, 1788).
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quindi, per le posizioni fatte

d
(3) w + «a :J‘ ¢
(4

Ora per integrare la (2) poniamo:

=z, +pP =y, ¢ =¢Hk)=7f()

"¢ potremo seriverla come segue

1 2 x dy
N @ Ay /Y ds
cioé
1 — 9 d T
7@ dz /Yy
donde
x 1 rdex
Vy o2 fw
Riponendo in luogo di z e y i loro valori si trova
0 ‘ o do
V e+ ¢ (0)
da cui, ponendo
" odo
—— =ypo)— ¢
¢ (0)
o/ o — Iy (o) —cF
y (o) —e¢ .

Sostituende nella (3) a p questo valore si conclude
- y(e)—e
(4) o +e = — ——— dp:
04/ 0*— [y (@) — P

& questa l'equazione polare della curva'). Se ne deduce che

1) La (4) trovasi senza dimostrazione nel T. II. p. 340 della 22 ed.
(Leipzig, 1874) dell’Uebungsbuch zum Studium der hoheren Analysis dello
SCHLOMILCH.
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" R-dR
$§ = =
J N E—{y(R)—c}?

ne & lequazione intrinseca. Applicando le formole che legano gli
elementi E e s di una curva agli elementi analoghi della sua evo-
luta, cioé le formole

(3)

dR
R, =R .8 =R
ds
si trova
(6) R, = \/312—[1}) () — ¢
come equazione intrinseca della evoluta della (1).
Pit di un secolo dopo Riceati, un caso speciale — il pilt sem-
plice — di questo problema attrasse Pattenzione dei matematici:

& quello in cui il raggio di curvatura sia equale al raggio vetiore. Ne
trattd C. Sturm nel 1857 in una nota al suo Cours d’analysc 1), donde
il nome di spirale di Sturm data da taluno alla curva 2) ; undici anni
dopo se ne occuparono J. Sylvester, durante il Congresso tenuto
a Norwich nel 1868 dalla British Association for the Advancement
" of Science, donde il nome di spirale di Norwich dato alla curva ?);
I’anno dopo la stessa diede materia ad una nota di O. Schlémileh 1).
L’equazione polare della nuova spirale si ottiene dalla (4) suppo-
nendo g (p) = o e quindi anche y (0) = ¢ & pertanto

o

. (o —¢) de
w+a:J ;
e/ 2¢co—¢*

eseguendo l'integrazione indicata se ne deduce

: To—¢ 2o —¢
(7) w+a=]/-—g——ﬂ2arctg'/-————-
¢ ¢
o anche, ponendo 2 ¢ = a,
Tp—a a
(7) w+a :l//————— + 2 arc cos —;
a 0

1y Cfr. 6* ed. (Paris, 1880). T. 1I, p. 106.

2) N1COLAIDES, Analectes ou Mémoires et Noles sur les diverses parties
des mathématiques, p. 136 (Athénes, 1872).

3) Note on the successive involute to a circle (Phil. Mag.. 48 Serie, T. 36.
1868); Outline trace of the Theory of redurible C yelodes (Proe. of the L. M.
Soc., T. 11, 1869).

1) [eber eine Spirale (Zeitschrift. X1V, 1869).
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Yequazione intrinseca e invece

:R+c'/'2—ﬁ_—“—7 /

8) s
3 ¢
ossia
R+2a R—a
) 5 = ) ;
3 a

¢ l'equazione intrinseca dell’evoluta risulta dalla (6) supponendo
p(s,) =s,, onde &

9) Rp2 =2c¢s — *;
scrivendola sotto la forma
R =2c¢(s;—¢/2)

si vede (p. 128) che rappresenta un’evolvente di cerchio : la spirale
di Sturm ¢, dunque, Vevolvente dell’evolvente, cioe la seconda evol-
vente di un cerchio.
Osserviamo incidentalmente che la (6') é analoga alla seguente
equazione
2 (aj2) /2
10) o = —\10——(/—1— -+ arc sen o
a 0

che rappresenta una curva la quale s’incontra nella matematica
applicata e che, per essere generabile mediante il ruzzolamento
di un cerchio, venne dal Sylvester chiamata convoluta del cerchiol).

243. Se le coordinate polari g, » di una eurva piana si sup-
pongono funzioni di una variabile indipendente t, e se ne indicano
con s l'arco e con R il raggio di curvatura si ha:

&)

dw)? dpl2dw 2o dow dgdzw'
Pl— | +2|—| ———e, 7 te;
dat dt dt ag dt dt dt

(11) R =

Supposto in particolare che come variabile ¢ si prenda il raggio

1) Va notato che il BARROW aveva gid usato nelle sue Lectiones _geo-
metriae i termine convolute, ma in altro significato: vedi The mathem. Works
of J. Barrow, ed. Whewell (Cambridge 1860), p. 295-297.
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vettore o si ha:

Ora se si chiama u 'angolo della tangente col raggio vettore e p_

Ia lunghezza della perpendicolare abbassata dall’origine sulla tan-
gente si ha:

dow
(13) ten =0 , P =opsenpu
do
e quindi:
dow dow ) dw)?
¢ 0=+ ¢+ ¢
do dp do d o? do
b= dw)? ) do- \ dw?? 1’"“-’
o — | + — | +
do 1 e \
E per conseguenza
d
(14) R =9 ——0
dp
Di questa elegantissima espressione Eulero si & servito — in

una memoria presentata all’Accademia di Pietroburgo il 20 agosto
1781 1) — per risolvere la questione — di cui nel n. prec. esponemmo
la soluzione di Riceati — di trovare una curva il cui raggio di cur-
vatura in un punto qualunque sia una data funzione della distanza
di quel punto da un punto fisso. Preso per polo questo punto sara
R una funzione data di p

R =7f(o)
onde la (14) dara
rodo
(15) P =
, f (o)

1) De curvis quarum radit osculi tement rationem duplicata distantice
a puncto fizo, earumque mirabilibus proprietatibus (Mém. de I'Acad. de
St. Pétersbourg, T. 1X, 1824).
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Draltra parte, essendo u l’angolo opposto al cateto p di un
triangolo rettangolo avente per ipotenusa p si ha

p
tgu = ———u
Ve—p
onde per la (13, 13)
dw P
do A/ F—1

Surrogando qui p col suo valore dato dalla (15) con una quadratura
si otterra

d
(16) wiﬁ—iiL—;
eV E—1p

e questa € I’equazione generale delle curve richieste.
XNel caso semplicissimo in cui sia f(9) =eo/¢ la (15) da
P =po -+ ¢ ¢ essendo una costante ; la (16) diviene quindi

e

f (mo+c)do
W =
ey @—(ueo+of

e la quadratura ¢ eseguibile elementarmente 1); se in particolare
sl suppone ¢ = 0 si ha

) I do I 0
0 = = log —

Vi—wJ o V1—p a

ossia o =ae F ,

“onde la curva richiesta non ¢ che una spirale logaritmica.

Pitt complicato & il caso corrispondente all’ipotesi f (p) = o?/a
su cui si & intrattenuto Eulero ; in tal caso le equazioni (15) (16)

1) E. WoLFFING ha mostrato (v. la nota Ueber eine besondere Klasse
transzendenter Kurven, Arch. Math. Phys., III Ser.. T. IV, 1902) che le
zug’ve ottenute sono evolventi di eurve cicliche e le chiamo linee di Mann-

eim. ’
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divengono : ~do 0
p=a ’ = a log —
Q c
( alog gfc - do
17 o = e —
an ) o/ E—(@iog ofe?

dratura non sia eseguibile, Eulero ha inse-
onato il modo di discutere ne’ suoi minuti.pg.rt_icolari 1o curva.lot-
:enuta; 1oi non ne seguiremo l’esempio.e ci limiteremo & segnalare
una proprietd che possifade la curva di Eulero.

Dalla (17) deduces:

Benche questa qua

do alog gjc ds e
3 = R T PPV
O . T avF—(alegelr  de  V@—(alogeld
onde

ds — a dw =d\/m

e integrando

s =aw +1/ o* — (alog g/e)* + cost.

Ora \/m misura la proiezione ¢ del raggi
sulla tangente, dungue

¢ =aw + ¢+ cost.,

o vettore

relazione elegante che & facile enunciare a parole. . -
Osserviamo finalmente che, essendo per ipotesl o = \/ a R,

posto b = ¢/a, 1a (8) diviene :

§ = \/a,f 4 B — a (log R/b)?

e questa & l'equazione intrinseca della curva.

pel numero precedente sono qu'elle
la ogni qualvolta si tratti di studiare
fra il raggio di curvatura Rela

9244. Le formole esposte
che si devono invocare di rego
le curve definite da una relazione
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distanza p della corrispondente tangente da un punto fisso. Sup-
poniamo, ad esempio, che tale relazione sia la seguente

(7) R =kp,

ove k,n sono costanti date. Grazie alla (14) questa pud seriversi

odo =kp"dp
che integrata diviene i
2k
(18) ¢ = " —q,
n 4+ 1

e questa serve a rappresentare tutte le curve in questione. Le loro
evolute godono di un’elegante proprietd che ora stabiliremo !). No-
tiamo percid che dalle relazioni che legano gli elementi intrinseci
R, s di una curva a quelli della sua evoluta risulta che

RdR

17 .

ds

Ora dalla (16) si deduce successivamente :

p do 0* dg* e de
— LA =dg* + P de = ——— , ds =
VeE—p? o —p? \/ o —p?

per c¢id e per le (17) si conclude

odn =

R, =nkp"‘1\/92-——-p2.

Ma se pel centro di eurvatura C in un punto qualunque P della
curva considerata si eonduce la parallela alla tangente e se ne de-
termina la intersezione D col raggio vettore O P si ha

CD =Rcotyu;

. . . »\/ 92 — p2
sostituendo a R il suo valore & p” e a cot u la sua espressione —————
si pud serivere 4

C’D=kp"‘1\/g2-——p2.

1) Essa forma oggetto della Question 493 delle Nouv. Ann. de Math.;
una soluzione di essa, differente da quella esposta nel testo, si legge nel
T. I (1862) della 2& Serie di quel periodico (p. 321-22), ed appartiene a
G. SaccHr.-
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Dunque
R,=n-CD,

relazione che esprime I'annunciata proprieta e che insegna a costruire
i raggi di curvatura delle evolute di tutte le curve determinate della
equazione (17).

Aggiungiamo che fra queste si trovano molte curve a noi gia
note; lo si vede applicando appunto le formole (15) (16) dopo di
avere osservato che eliminando p fra le (17) (18) si ottiene

n

n—+1 nF1
R =k 0+ ¢

2k

onde attualmente in quelle formole si deve supporre

Per n — 0 questa rappresenta una circonferenza.
Supponiamo n =1 e %k + 1; otterremo successivamente

Veéte J V@ +edo

flo) = 17 92‘}'07?:“——':_—"7“’: —
0=V \ ok 0y (k—1) et —c¢

ricordando P'equazione (14) a pag. 110 si vede che, facendo in essa

a? 1
¢e=—— bk =1——"
n? (2n+1)

Pequazione ottenuta rappresenta un’epicicloide od ipocicloide. Nel
caso escluso k =1 si ha invece

et L e
\/:_CU):J‘\/QZ“?’O Q:\/02+c+\/—c arc sen\/ .

0 e
facendo ivi ¢ = — a2 5i vede (V. P- 127) che la curva rappresentata
l

& una evolvente di circolo.
Parecchie altre curve si ottengono supponendo ¢ =0 e attri-
buendo a n vari valori, come accenneremo brevemente.

L]

l.a Spirale di Norwich o di Sturm, e la Curva di Eulero 17

-1

1 n =1,

6|/17—1 w

" — . Lo
i spirale logaritmica.

3 T
20 =3, f(e)zl/ ik ) 7)=V ke ,

k 2
\/g — k2 k
m = 2 arc tg — 0= : ”
g \/ = 1t eos o 5 parabola.
3¢ 1 V 2 2¢?
30 = —, — A _ -
— fe=) ke =) =2,
B 40—k k
o) = arc¢ sen ————— , 0 = T (1 + sen w); cardioide.
1 3 K2 3
40 o= —— f (o) = , ng
3 0 9 k2
1 2
w = vy are sen , =9k sen 2 o ; lemniscata di Bernoulli
3 2
5o n=—3 flo) = — — l
3, 0) =— —, =—,
ke P
1 k? k?
@ = — —— are sen — xy + - = 0; iperbole equilatera.

4

Laseiamo al lettor.e di verificare che, quando c¢ + 0, supposto
n = - 3 la curva corrispondente & una conica a centro.

12. — G. Loris, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. IL.
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Curve trigonometriche e Curve ipertrigonometriche.

245, Chiameremo curve trigom;metriche quelle rappresentate dalle
equazioni :

x xr &
(1) y=bsen—, (2) y=btg — , (3 y=bsec —
a a a
x T €T
(4) y =becos— , (8) y =bcot — , (6) y=bcosec —
a a n

. ey
ove a e b sono costanti che possono sempre supporsi positive 1).

i i ; i or- -
Siccome ponendo z —=ma/2 — a' si passa dalle tre prime

dinatamente alle altre, cosi basta studiare direttamente quelle. Essle
gervono a rappresentare geometricamente, quando a =b' = 1, le
ordinarie funzioni trigonometriche; in .133.1‘03.30 possono vdlljfl cur;l)e
trigonometriche propriamente detle; e poiché possono seriversi anche

come segue

Y Yy . Yy
I:aarcsen———,m:aaretg—-—,x:aamaec —_—

b b b

Y Yy Y
+ = a arc co§ — , £ = @ arc cot — , T = @ are cosec —

b b

1) Sono analoghe ad esse quelle rappresentate dalle equazioni
y=—bsn(zfa) , y="b (ecnala) , y=> (dnafa),

e le tre funzioni ellittiche di JacoBI;

atte a rappresentare geometricament L aiata da F. Gors ey

pure analoga & la curva | sen (z + 1Y)
(Obras, T. V, p. 36).
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servono anche a rappresentare in modo analogo le funzion! trigono-
metriche inverse. Variando la costante b si ottengono curve fra loro
simili, differenti cioé solo per la grandezza ; variando & si ottengono
invece curve fra loro affini.

Curve le cui equazioni rientrano nel tipo (1) vennero da noi
gid incontrate: sono la compagna della cicloide (p. 85) 1), la qua-
dratrice di Tschirnhausen (p. 20) e la curva di Ozanam (p. 21).
Le semplici relaziont geometriche che intercedono fra le =2 curve
nascenti dalla (1) al variare delle costanti a, b permette di consi-
derarle come identiche ad una stessa : & questa la linea che Leibniz
chiama linea sinum 2) e che oggi dicesi Sinusoide ®), mentre la (4)
si chiama Cosinusoide. Essa pud ottenersi svolgendo su un piano
un cilindro circolare retto ; ché ogni sua sezione piana diviene una
sinusoide %). S’incontra pure nella teoria matematica del suono ove
¢ chiamata Curva armonica ); e venne a torto identificata colla
forma assunta da una corda vibrante ) ; alcuni esteti la conside-
rarono come linea della bellezza 7). Si conoscono strumenti per de-
seriverla di moto continuo ®) e ne furono anche determinati i fuochi 9).

Si considerino simultaneamente le curve y = cos #, ¥ = tg z;
nei punti ad esse comuni si ha sen # = cos? #. Ora per la prima il
coefficiente direttivo della tangente ¢ dato da — sen z, mentre

per la seconda — ; nei punti ad esse comuni il loro prodotto

08% &
vale — 1; percid le due curve si tagliano oriogonalmente in tutti i
punti comuni °). ‘

Indicando con X, ¥ le coordinate correnti, ’equazione della

3

tangente nel punto (», y) della curva (1) &

Y—y  JE—g
X—a a ’

') « Et Galloram socia Cycloidis est ea Curva quae (mihi) terminat Fi-
guram Sinuum rectorum»; cosi il WALLIS in una lettera a Lrmsxiz del
6 aprile 1697 (Leibniz ed. Gerhardt, T. IV, p. 18).

?) Lettera a HUYGENs del 4/14 settembre 1694 (op. cit., T. I, p. 195).

) BELIDOR, La science des ingénieurs (Paris 1729).

%) G. LoriA, Le scienze esatte nell’antica Grecia. 28 ed. (Milano, 1914),
p. 133.

5) Lord RayrgicH, The Theory of Sound. T. 1 (22 ed., London 1894),
pag. 21.

®) M. Caxtowr, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, T. III
(Leipzig 1899), p. 872.

?) Vedi The analysis of beauty (1753) del pittore W. HOGARTH.

) A. STANLEY MACKENZIE, An instrument Jor drawing @ sine curve
(Physical Review, Vol. XV, 1902); G. Puprro, Sul tracciamento di qualche
curva trascendente per moto continuo (11 Politecnico, 1927).

®) L. Rorn, in Arch. Math. Phys., III Ser., T. XXV, p. 338.

19) Proposizione comunicata all’autore dal prof. K. CARDA, con lettera
datata da Praga, 21 aprile 1928.
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razionali?zando si vede che : i punti di contatto delle tangenti che si
possono condurre ad una sinusoide da un punlo qualungque del suo
piano appartengono ad une curva del quart’ordine di cui quel punto
¢ doppio ; onde qualunque sinusoide ¢ una curva panalgebrica e fa
parte di un sistema con le caratteristiche 2 e 21).

Facendo ruotare di un angolo costante « le ordinate d’una
ginusoide si ottiene la curva, detta sinusoide obliqua, di equazione

y

r = a are¢ sen [ } 4y cot a ?)

bsen «

La cutva rappresentata dall’equazione (2) & chiamata Tangen-
toide 3) e Cotangentoide quella rappresentata dalla (5). L’equazione
della tangente alla prima nel punto (z,¥) ha per equazione

1‘_’?/ b2+y2
X —=x ab

donde & facile dedurre una semplice espressione della suttangente
e quindi una costruzione della tangente *) ; I'equazione stessa mostra
che i punti di contatto delle tangenti condotie ad una tangentoide da
un punto qualungue del suo piano stanno Sopra Und cubica passante
per quel punto ; ogni tangentoide fa quindi parte di un sistema le
cui caratteristiche sono 1 e 2. L’area che & compresa fra la curva
gli assi coordinati e l'ordinata relativa alla ascissa @ & espressa
da ablog sec #/a ; mentre il volume generato dalla rotazione di
questa area attorno a O « ¢ dato da = b? (a tg w/a — %) : SONO questi
teoremi stabiliti da Cétes e che & facile verificare 5).

Finalmente le curve rappresentate dalle equazioni (3) e (6)
si chiamano risp. Secantoide ®) e Cosecantoide. La tangente alla
prima nel punto (z,y) ha per equazione

1) La rettificazione della sinusoide dipende da integrali ellittici: efr.
F. GoMEs TEIXEIRA. Nota sull’applicazione del teorema di Fagnano agli archi
~ delle lumaca di Pascal e della sinusoide (Period. Matem., ITI Ser., T. XIX.
1903).
2) FaA D1 BrUNO, Mémoire sur les colonnes torses (Paris 1850), p. 3.
Ivi (p. 10) & anche considerata la scolioide (da oxolhog = tortuoso) di equa-
zione polare
tg v g cos o
tg (w — B) —=tg a | —— - log -
Ben o p co8 (@ — B)
3) « Figure des tangentes » € chiamata in STONE, Analyse des infini-
‘ment petits, trad. RONDET (Paris 1735), p. 56.

4) BarrROW, Lectiones mathematicae (Londini 1670); v. The mathem.

Works of 1s. Barrow, ed. Whewell (Cambridge 1860), p. 250.
5y Harmonia mensurarum (Cambridge 1722), p. 78 e 81.
¢) « Figures des secantes », secondo STONE-RONDET.
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Y—y  gF—F

X —=x b

3

se ne deduce : ¢ puniti di contatto delle tangenti condoite ad una se-
cantoide da un punto qualunque del suo piano appartengono ad una
curve ‘del sest’ordine avente quel punto per doppio; ogni tangentoide
fa qulndj parte di un sistema le cui caratteristiche sono 2 e 2.
L’area limitata dalla secantoide, dagli assi e dall’ordinata relativa
alla ascissa x & espressa da ablog (sec x/a + tg z/a) = ab log cot
(n/4 — x/2a): lo trovd Cotes?!) e si pud dimostrarlo con facili in-
tegrazioni.

246. Crediamo superfluo arrestarci ulteriormente sopra queste
curve le cui proprietd non sono molto rilevanti e chiuderemo questo
Capitolo facendo menzione di alcune curve che, rappresentando
delle funzioni composte con funzioni trigonometriche, possono ri-

tenersi costituire una nuova classe dilinee, le curve ipertrigonometriche.
La piu antica ha per equazione

y:bl/cosi;
a

gle'lxgat insegnd a trovarne la tangente 2). Segue poi quella di equa-
cosmy =kecosmu?);
indi quella rappresentata dalla
aseny-senmy =bhsenz-sennx + e?);

e finalmente quella avente per equazione

. Yy = asen senx

1) Harmonia mensurarum, p. 78.
T 2) Lettera al P. ]\lEI.tSENNE del 22 ottobre 1638 (Oeuvres de Fermat
- I, p. 172). 11 nome di ovale di Fermat con cui viene talora designata é
:glpropr_lato lfili qx;gnti:)_ si tratta di una curva chiusa simmetrica rispetto
1 assi coordinati; bisogna perd tenere presente che & costituit
e mﬁ oordlinati; ovalg:l P P nte che & costituita, non da
3 i} y T, e (o — } ¢ e
1859)? ULSEN, vUeber die Curve: cos m y = k cos m x (Progr. Naumburg,
equa;) A.. N};WTON 'and A. W. PuiLIpPS, On the trascendental curves whose
ion is sin y sin Iy = a sin X sin nx + b (Trans. of y i
o B T arny -+ b (Trans. of the Connecticut
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che & chiamata curva dei seni duplicati 1). Pitt semplici sono le curve
y =asen"zr

che P. Mansion 2) chiamd sinusoidi pari o dispari secondoché »
¢ pari o dispari; esse hanno forme differenti, & seconda del segno
e del valore di n; notisi che essendo sen™ z per » dispari esprimibile
linearmente in funzione di sen «, sen 3 «, ..., 8en N & le dette curve
rientrano nella pit vasta categoria di curve di equazione

Y = @, Sen My & + Qg SCN My & + ...

le quali danno la rappresentazione grafica delle funzioni definite

da serie di Fourier.
Sotto il nome di albero fu considerata la curva

YR x? r Tr
—_— == —— — 2 ——sen
b? a2 a 2 a

+179)

e furono investigate anche le curve integrali dell’equazione diffe-
renziale
senx - dr = seny - dy *).

Innumerevoli altre analoghe si potrebbero immaginare ; ma
goltanto alcune presentano gualche interesse e possiedono una ef-
fettiva importanza. Fra queste si trova 1a lemniscairice di E. Oekings-
haus %), definita dall’equazione

(N o sen iy =i Cos .

Che in questa glimmaginari non entrino che in apparenza
si vede scrivendola come segue :

(7) y =log (cos x + /1 + cos* z).

1) E. 8ANG, On the curve of second sines and its variations (Edinburgh
Proc., T. VIII, 1874).
) Aires des sinusoides et formule de Wallis (Mathésis, II Ser., T. X,

1900). .
3) J. DE VARGAS Y AGUIRRE, Catalogo general de curvas (Mem. Acad.

Madnd, T. XXVI, 1908, p. 73).
1) F. FRANKLIN, On_some applications of circular coordinates (Amer.

Journ. of Math., T. XII, 1890).
5) V. la memoria Die Lemniskate (Archiv, 22 Serie, T. VIIL e VILI, 1889).
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Si deduce da questa :

dy sen x azy 2 cos x
®) = pusa————— ) = p———
dx 1+ oz da? 4/ (@ + cog? w3

onde tutti i punti di coordinate
x=kn,y =Ilog (\/éil)
sono punti di culminazione, mentre i punti
z=0Qk+1)n/2,y=0

sono flessi. Detti poi al solito s ’arco e R il raggio di curvatura dalle
(8) si deduce )

d s \/E V2

= En—
dx 4/1 + cos?x cos

donde eliminando «

dR
9) § =2 p——
\/ Rt— 4

che & Vequazione intrinseca della lemniscatrice. Chiamando s, e R,
I’arco ed il raggio di curvatura dell’evoluta, essendo

dR
ds

s;,=R , R =R
si ottiene

$ S
R] :—4'1‘"\/314—4.

Ricordando quanto si vide a p. 163, si conclude che, al pari
delle spirali sinusoidi e delle linee di Ribaucour, la lemniscatrice é
Vevolvente di una curva in cui Uascissa é proporzionale ad una potenza
dell’arco.



CAPITOLO XVII

La Logaritmica, la Curva ipergeometrica
e la Linea di Wallis.

247, L’equazione
x
(1) y =blogg —

rappresenta, al variare delle costanti a, b, B, c«c® curve, una qualunque
delle quali & ehiamata logaritmica o logistica ; serivendo la (1) come

segue
() @ = a BY?

si vede essere altrettanto giustificato il nome di curva esponenziale
"adoperato da Leibniz ed altri!). Scoperti i logaritmi, guando fu

nota la rappresentazione grafica di qualunque funzione, il conce- -

pire la logaritmica doveva ebsere cosa naturale ed agevole: niuna
meraviglia quindi se incerte siano le origini di tali curve. Il Cantor
osserva a questo proposito che Huygens, il quale enuncio pubbli-
camente le pitt belle proprietd di questa curva %), ne parla come
di una linea gia nota 3) ; e infatti il Montucla ne rilevo %) la presenza

1) Questo nome potrebbe evidentemente attribuirsi anche alla curva

di equazione
y==c ¢ha |

ove a designa 1’angolo formato dalla tangente alla curva con l'asse delle x;
essa gode di varie proprietd geometriche e meccaniche, come pud vedersi
nella nota di E. COLLIGNON, Probléme de géométrie (Ass. fr. avane. Sciences,
T. XXXTI, 1904).

%) V. la memoria De la cause de le pésanteur letta all’ Accademia di Parigi
il 28 agosto 1669, pubblicata nel 1690 in appendice al Traité de la lumiére.

%) Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, T. 111 (Leipzig 1899),
pag. 223.

%) Histoire des Mathématiques, Nouv. éd., T. 11, p. 85.
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nell’opera di G. Gregory (Geometriae pars universalis, Venetiae 1667),
Torricelli ne parldé in una lettera scritta a Bonaventura Cavalieri
il 15 ag. 1647 1) — ove & citata la memoria De Hemhyperbola loga-
ritmica pubblicata ai giorni nostri?) — e finalmente essa risolve
uno dei problemi proposti da Debeaune a Descartes sino dal 1638 3).
Emerge da cid che se incerta o molteplice & la paternita della loga-
ritmia, come data della sua naseita puo ritenersi il periodo 1635-1650.

Essendo B = ¢'°%® 1a (2) puod scriversi

log, B
¢y

r=ae b

onde si vede che le costanti essenziali nelle (1) (2) sono due sole,
epperd si pud sempre supporre che sia B = ¢. Ammettendo quindi
di considerare logaritmi neperiani scriveremo la (1) come segue

T
(3) y =blog—
a
donde
(4) z = aevlb,

L’equazione (4) da per y =0, ¥ = a, percid la curva consi-
derata passa sempre pel punto A (a, 0); la stessa prova che si ha
£ =0 per y =4 oo secondoché & b= 0; e poiché la stessa da
¥y =bjzx, y' =—>b/a? yy' =—Dbylx® cosi si vede che la curva &
convessa (concava) verso O x quando b e y hanno segni opposti
(eguali) ; a seconda del segno di b si hanno in conseguenza due
differenti casi di figura 4). Si noti ora che, supposto

Y 2h-+1

- = ’

b 2k

ove h e k sono numeri interi e questa frazione si suppone irridu-
cibile, la (4) da

1) Opere di E. Torricelli (Faenza, 1913), T. 111, p. 467.
 2) G. Loria, Le ricerche inedite di Evangelista Torricelli sopra la curva
logaritmica (Bibl. mathem., 32 Serie, T. I, 1900); Opere di E. Torricelli
(Faenza. 1919), T. I. 28 Parte, p. 335-47.

3) Cfr. una nota di P. TANNERY nell'Intermédiaire, T. VII, 1900, pa-
gine 94.95, riferentesi alla lettera scritta da DESCARTES 2 DEBEAUNE il
20 febbraio 1639 (Oeurvres di Descartes, T. 11, p. 513).

4) La distinzione di questi due casi & generalmente trascurata; donde
la necessitd di modificare quanto & asserito nell’ Analyt. Geom. der hoheren
ebenen Kurven di SaLMoON-FIEDLER (Leipzig, 1873). )
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X == V@

ora siccome si ammette in generale che alla curva f (z, y) = 0 ap-
partengono tutti i punti le cui coordinate annullano la funzione
f (2, y) cosi si concluderd che la logaritmica, oltre un ramo continuo,
contiene una serie discontinua di punti succedentisi @ distanze che
possono rendersi minori di ogni numero dato, cioé un ramo punteg-
giato discontinuo simmetrico del precedente rispetto a Oy : «unde
vides curva Logarithmica habere sua comparemtem ut ex. gr. Hy-
perbola » ).
Dalla (4) si deduce essere

Y — b

3) -~y _2

. X —u x
Vequazione della tangente nel punto (x,y); essa prova intanto
(facendo X = 0) che nella logaritmica la suttangente relativa all’asse
delle v & costante (= —1Db): ¢ una prerogativa caratteristica della
curva in questione (lo si dimostra con tutta facilitd) che avvertirono
prima E. Torricelli e poi Huygens 2), La (5), in cui si considerino
X e Y come dati, mostra che i punti di contatto delle tangenti che
si possono condurre ad una logaritmica da un punto qualungue del
U0 piano stanno sopra UnG conica passante per quel punto ; per con-
seguenza gqualunque logaritmica ¢ una curva panalgebrica e fa parte
di un sistema le cui caratieristiche sono 1 e 1.

Si consideri un triedro trirettangolo O z, Oy, 0 2, 8i conduca
per O z un piano arbitrario nel quale si fissi un sistema di coordi-
hate cartesiane ortogonali @, , ¥, di cui lo stesso O z sia D'agse delle
ascisse. Se x, y sono le coordinate del punto P che nel piano ¢ ha

per coordinate x,,¥, si ha

1) Cosi seriveva Giov. BervouLLl a LEIBNIZ addi 25 maggio 1712
(Leibniz Math. Schriften, T. II1, p. 887) a proposito della celebre questione
dell’esistenza dei logaritmi dei numeri negativi. Sullo stesso argomento
i veda: VINCENT, Considérations nouvelles sur la mature des courbes loga-
rithmiques et exponentielles (Ann. de math., T. X1V, 1824, e XVI, 1826);
STEIN, Dissértation sur la théorie des logarithmes (18.); W. Heymaxx, Die
Logarithmen negativer Zaklen bei der Anflosung transcendenter Gleichungen
(Zeitschr. math. Unters., T. XXXII, 1901). Contro il modo di vedere
adottato nel testo insorse E. WOLFFING (W irttemberg. Mitth., II Ser.,
T. VI, 1904, p. 34) facendo valere il fatto che la funzione esponenziale &
uniforme per tutti i valori della va;abile e sostenendo la necessita di di-

2h+1
stinguere la funzione e 2t dalla 4/ e2h+1, )

z) I teoremi semplicemente enunciati da HUYGENS vennero dimostrati
per la prima volta da GUIDO GraxDI nel 1701 (v. Popuscolo Geometrica de-
monstratio theorematum Hugenianorum circa logisticam seu logarithmicam,
Florentiae).
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Y

cos

T =2, Y =

« essendo I’angolo fatto dal piano ¢ col piano zy.
In detto piano o si considerino le eurve di equazioni

&y Y Y Z.
— = log -—1 y 2 = log = :
a b b a

esse si proietteranno ortogonalmente sul piano z y nelle altre

xr Y Y T
— =log— —log cos ¢ , ——— = log —— + log cos a.
« b b cos a a cos i

Di queste equazioni la prima rappresenta una curva eguale
alla curva obbiettiva, mentre la seconda rappresenta una curva ad
essa affine. Si conclude quindi: La proiezione ortogonale di una lo-

13 > y
garitmica su un piano passante per @fna. retta normale all’asintolo | p
per Vasintoto /

Z%Zie ; alla curva obbiettiva ).

La curva considerata si accosta indefinitamente alla parte ne-
gativa dell’asse delle y, il quale ¢ un asintoto della curva. Riuscendo
pitt comodo supporre che I'avvicinamento asintotico accada verso
la direzione positiva dell’asse delle # surrogheremo la (4) con la
equazione equivalente

una cCurva }

x

(6) oy =be @

allora risulta costante (= a) la suttangente relativa all’asse delle z.
Si deduce poi:

b.¢ X _%
fyM=ﬁe“M:M%—m;
EN £

onde nella logaritmica le aree comprese fra la curva, Uasintolo ¢ due
ordinate stanno fra loro come le differenze di queste ordinate, essendo
esse misurate dai prodotti di queste -differenze per la suttangente ).
Supposto in particolare X = oo sard ¥ =0 e il secondo membro
dell’equazione precedente diverra ay, dungue: lUarea illimitata
compresa fra una ordinata, la curva ¢ Uasintoto é la meta del rettangolo
avente per lati quell’ordinata e la suttangente.

1) Proposizione comunicata all’autore dal sig. J. FINSTERBUSCH.
2) 'V, anche Craic, The quadrature of logarithmic curve (Phil. Trans.,
n. 245, 1698).
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Questi eleganti teoremi di quadratura appartengono a Torri-
celli e Huygens; i quali poi si occuparono di guestioni concernenti
la cubatura, ottenendo dei risultati che meritano di essere ricordati.

L’area compresa fra ’ordinata relativa all’ascissa z, la curva
e Dl’agintoto, ruotando attorno a questo, genera un volume

~® 2z mab® { _22)® Tab® _ 2z 3 1
=:1/ bte edxr = — e @ = e 6 = -—. —may?,
Jz 2 » 2 2 3

cio® un volume equivalente a 3/, di quello del cono avente per altezz
la suttangente e per base il cerchio di cui quella ordinata é il raggio.
Supponendo che la stessa area ruoti attorno all’'ordinata considerata,
il volume generato ha un’altra espressione ; presa infatti quell’or-
dinata per asse delle y si vede che quel volume &

~y=b b.?'t -~ L) _3—
:nl rrdy = — , e ady =
© y=0 Y Zmo
_=zl° 1
=ba|(@+2axr+2ae 0| =6.-—nmah,
3

@

onde equivale a sei volte il cono avente per altezza Uordinata ¢ per base
il cerchio di cui la sottotangente & il raggio.

Dai due teoremi precedenti, con una duplice applicazione del
teorema di Pappo-Guldin, si deduce che la porzione di piano limitata
. dalla curva, dell’asintoto e da un’ordinata ha per centro di gravita un
punto che dista dall’asintoto di una lunghezza eguale alla quarta parte
dellordinata e dall’ordinata di una lunghezza eguale alla suitangente.

La rettificazione della logaritmica pud effettuarsi mediante lo-
garitmi : lo osservo il Marchese de ’'Hopital in due lettere dirette a
C. Huygens il 26 giugno e il 10 settembre 1692 ?) ; il calcolo relativo
fu eseguito, poco dopo e indipendentemente dal geometra francese,
da Huygens 2); lo si trova anche nell’Harmonia mensurarum del
Cotes (insieme al calcolo del volume generato dalla rotazione della
curva attorno all’asintoto) : il risultato che cosi si ottiene pud porsi
sotto forma notevolmente elegante introducende funzioni iperbo-

1) Oeuvres de Huygens, T. X (La Haye, 1905, p. 305 e 307; v. anche la
lettera del 14 dicembre 1692 con cui s’inizia il carteggio tra I’HOPITAL
¢ LeipNiz (Math. Schriften, T. II, p. 216). Riguarde ad altre questioni
congeneri trattate da HUYGENS e DE L’HOPITAL, V. la nota di G. LoRia,
Curve speciali nel carteggio di C. Huygens (Bibl. mathem., I1I Ser.. T. VII,
anno 1906). '

2) (Construction d’un probléme de géométrie: Trouver ume ligne droite
égale & une portion donnée de ligne logarithmique (Hist. des Ouvrages des
Savants, Février 1693).
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lichg .1). Senza arrestarci a questi particolari, dimostreremo una pro-
posizione notevole concernente la rettificazione della logaritmica.
Detto al solito s 'arco della curva (6) si trova :

dx : 2z
ds = ]/ a -+ be a

a
onde
, Vo g ®
(7) al(s—uzx) = [dr \'a2+b2c “—a].
Per effettuare l'integrazione porremo

/ 2z

(8) \a2¢b2e——‘;—a:z

ed otterremo

Ca +z

—_—=r—alog2a +z COSt.
Sa g ( ) +

(r—8) =/'

S’fntegri ora fra x =0 e x =co ; cioe [in forza della (8)] fra
z=17/a® + b —aez=0e siotterra

(9) lim (x — s) = \/a2+b2 —a + alog ———
r=0 »\/a2+b2 +a

onde la differenza fra un arco di logaritmica e la propria proiezione
sull’asintoto tende verso un limite finito quando un estremo del-
Parco si accosta indefinitamente all’asintoto. Nel caso speciale
a=5b=11a (9) da

=0

. o 2
lim ((l' —_— 8) = { 2—1 4+ 10',.3.' —:}
\/ T A/24+1

come trovd Paolo Fuss 2).

') BarsorTi,” Determinazione del centro di gravitda di alcune linee piane
g{l’u?}h(lellg fudnzioni ipiﬂ;oliche (Annali di Tortolini, T. II). Cfr. GliNnTHER
ie eorie der gewdhulichen wund verallgemeinerte ! .
(Halle a. S., lSSl),gp. 241. g n Hyperbelfunctionen
. AP Fuss, Quartum differat longitudo arcus curvae ab asymplota, utraque
n infinitum usque protensa inquiritur (Mém. de St.-Pétersbourg, T. IX
anno 1824). Lo stesso risultato sembra essere stato ottenute primc:; da Gro-
VANNI ALBERTO primogenito di LEONARDO EULERO: v. gli Adversaria ma-
thematica pubblicati nel T. I di L. EULERO, Opera postuma mathematica et
physica (Petropoli. 1862).
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Osserviamo finalmente che la curva si pud costruire per punti
facilmente ; giacche, se si pone mnelle (6) successivamente x = x;,
2@y, ey My e @ gi chiamano ¥y, Ya- «ooy Yns - 1 corrispondenti
valori di y si ottiene:

= _ )Zy 2y

y1:b8 a,...,y/,,,1=be e 9yn=b€'_—a—;

se ne frae

Y1 Y1
yn = b ?

onde conosciuto il punto (z, , ¥,) gli altri si possono costruire mediante
triangoli simili.

Costruita la logaritmica si pud dedurne un metodo per deseri-
vere altre curve ; per es. l’equazione (3) con cui a p. 150 rappre-
sentammo le curve di Debeaune fa vedere che queste pOsSSOnO cO-
struirsi addizionando le ordinate analoghe di una retta e di una
curva esponenziale. Analogamente si pud ottenere la curva le cud
ordinate rappresentano i numeri figurati!) : ritenendo, infatti, che
nella formola

mn+? — mpl i-z—=:p nn+1)..(n+i—1) mPta
. -
(m — 1)+ i=1 i! T (m—1r

siano costanti a, m, p e che n varii si ottiene la curva

meE+? — Pl i=p 2@+ 1) .. (@ +i—1) mrta
@ —
(m — 1)?+1 i=1 i! (m — 1P+t

Yy =

alla quale puod evidentemente giungersi addizionando le ordinate
omologhe di una logaritmica e di una curva parabolica.

248. Come le curve trigonometriche condussero a considerare
le curve ipertrigonometriche, cosi dalla curva logaritmica si fu con-
dotti a considerarne altre analoghe, ma pill complicate. Tali sono

1y 11 problema di trovare la curva le cui ordinate sono i numeri trian-
golari venne proposto nei Mémoires de Trevour dei mesi di Settembre-
Ottobre 1701 ¢ tosto risoluto dal CARRE (Histeire de 1’ Académie Royale des
Sciences, Année MDCCI) e poi generalizzato da FoNTENELLE (Eléments
de la géoméirie de Uinfint, Paris 1727, Seet. VII, Prop. II) a tutti i numeri
poligonali. La questione generale enuncista nel testo venne trattata da
(iIROLAMO ¢ GIUSEPPE RINALDIS nel Saggio di wna muova leoria dei numeri
figurati (Raceolta di opuscoli scientificr e filologici, T. XXXVIIL. 1748;
efr. G. Loria, Abh. zur Geschichie der Mathem., IX Heft, 1899, p. 265).

La Logaritmica, la Curva ipergeometrica e la Linea di Wallis 191

quelle rappresentate dalle equazioni
y =be* , y*=a?log a?/z?

(_:he O. Schlomileh ha considerate chiamando la prima logaritmica
inversa e la seconda lemmniscata logaritmica 1) ; tale la curva

Y =

che Maria Gaetana Agnesi insegnd a costruir i i
! e mediante 1 -
miea 2), quella di equazione 2 logarit

Yy =+/T

offrente un nuovo esempio di curva con i iati
) rami punteggiati 3) e quelle
rappresentate come segue: P e red

1+,

7y V—2logw =14, ay = ¢,y =, 0" =%,y =log;
—_—X

)

tali ancora la curva campaniforme definita da Gregorio Fontana 7).
con scopi analitici mediante 1’equazione ‘

y = (— log o)},
e quella rappresentata dalla equazione
Yo o= ¥

e su cui non sdegnod arrestarsi Eulero &) ; tali la visoria

1) Uebungsbuch zum Studi - R I8 5
(Leipzig, 1(;8%)’ b 1178, udium der hoheren Analysis, 1 Th.. 5. Aufl.
v 8;)9 Instituzioni analitiche ad wuso della gioventd, T. II (Milano 1748),

%) Hesser, Ueber das merkwiirdige Beispiel einer zum Theil punktirt
gebildeten Curve, das der Gleichung entspricht y =\I/_x (Archiv., T. XIV.

1850); H. SCHEFFLER, Ueber die durch di / =~/ x
Curv‘en Ha e 1851).’ ie durch die Gleichung ¥y = +/ X dargestellten
) G. GrANDIL. De infinitis infinitorum et infint isig, 17
i)) llvgém. Ac%{d. de Turin 1805-08. winite parvus (Pisis, 1710).
LEYER-HAAs, Differenti abrechnung. 111 TI. (Stuttgart 1894 116
) Sopra la pretesa distinzione fra il nulla al.v d 7 ol im )’P" -io
(MGH:). %ella; %0(',. Italiana, T. VIII{ 1799). ? realo e sl mulla immaginario
: . il Cap. XXI della 28 Parte dell’Introduciio in Analysis infini-
torum (Lqusann&e 1748); ivi la curva é studiata mediante la seﬂ?{mnte%z:;-
bresentazione parametrica: z = (1 + 1), y = (1 + 1)+ not?si che della
curva in questione si stacca la retta x _—fy. ‘ ’ '
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q bx 22 —a

y =—a + —1log — 1),
P a 2p-—a

la curva di probabilild
y = e (m>0) *),
la logaritmica di addizione, determinata dalle equazioni
@ =1logt , y =llog (1 + 1/ ‘

e molto utile in questioni di matematica applicata ®), e la curra
dei seni logaritmici rappresentata della egquazione

y =log4/1—a%,

di cui venne determinata l'evoluta 1), L’abbondanza di materia ci
vieta di arrestarci sopra queste eurve.

Altrettanto faremo riguardo alla curva ipergeometrica definita
dall’equazione y = z! a cui Eulero dedicod una delle sue memorie °),
e che non & da confondersi con quelle, designata col medesimo nome,
con cui Multedo ¢) illustro geometricamente la teoria delle funzioni
fattoriali di Kramp e Vandermonde 7); potendo la curva di Eulero
determinarsi coll’equazione y = I' (@ + 1), da una rappresenta-
zione geometrica degli integrali Euleriani di seconda specie 8).

1) E. SAAVEDRA (4nn. de la construct. y de la industria. Madrid 1886.
p. 329-332) la incontro risolvendo il seguente problema: « Determinare la
forma e la grandezza dei posti degli spettatori in un anfiteatro affinché
tutti questi possano scorgere chiaramente un punto determinato della sala ».
Aleune proprieta di essa furono dimostrate da F. GoMes TEIXEIRA (Obras,
T. V, p. 10-11).

) (. BuraLri-Forrr, Sulla curva delle probabilita (Atti Accad. Torino.
T. XLI, 1906); il caso particolare ¥ — ¢—** gome l’analoga curva y — e—e"
Sincontrano fra le curve derrore (K. SCHWERING, Lehrbuch der kleinsten
Quadrate, Freiburg 1909, p. 70).

3) R. MEHMKE, Neue Methode, beliebige numerische Gleichungen mit
einer nubekannten numerisch aufzulosen (Civilingenieur, 22 Reihe, T. 35,
1889) e Leitfaden zum gra hischen Rechnen, 11 ed. (Leipzig und Wien 1924).
p. 27, 30 e 33; inoltre M. D’OCAGNE, Traité de nomographie (Paris 1899),
pag. 384.

4} L. G. BARBOUR, Evolute to the curve of logarithmic sines (The Analyst,
T. IV. 1877).

5) De curva hypergeometrica hac aequatione expresse ¥ =1,2, .. X
(Novi Comment. Petrop., T. X111, 1769).

¢y Memoria sulle curve hypergeometriche (Mem. dell’Accademia di Ge-
nova, Vol. 111, 1814).

7) V. ad es. Particolo Factorielle nel Dictionnaire des Sciences mathé-
matiqgues del MONTFERRIER.

%) SERRET, Calcul intégral, 28 ed. (Paris 1880), p. 165 e segg.
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_ pa questo punto di vista essa si avvicina ad una linea di
cui & spesso parola nel carteggio scientifico di Huygens ), ove &
designata col nome di linea di Wallis 2); & una curva di eu’i veni-
vano _allom assegnati alcuni punti, ma di cui indarno si cercod la
equazione. Questa puo,trovarsi come segue.

o I;a curva ip qufestione & determinata dal fatto che i punti di essa
aventi per ascisse i numeri 1, 2, i i
svent' 2 , 2, 3, 4, hanno per ordinate risp.

Prescinde_ando dgyi primi due valori si put dire che la linea di Wallis
passa pei punti aventi le seguenti coordinate :

2:3 2.5 2@EH1) 26.3.5. ... (26+1)
1 2 g &t

per & intero e = 1.
Ora, essendo

2E+1)! =3-5....2¢&+1)-26. &1,

si pud scrivere
2&+ 1!

Yy =
(&1p

0, introducendo la funzione I' (integrale euleriana di II specie)
avremo

y = Ies+2)
reE+1)
cioé, per essere & + 1 =z,
I'2ax)
y =——
1% (x)

Questa- & l’equazipne cercata : essa vale per tutti i valori positivi
di z: siccome € in generale

1) V. i passi segnati sotto la rubrica « courbe de Wallis 1T
Oeuvgr)eswcomplé.testglg C. ﬁlulygens; specialmente v. pag. 215. nel T 1 delle
Nome giustificato da Pessere tale curva consid ! 2
dell’ Arithmetica itnfinitorum (1655). onsidorata nella prop. 102

13. — G. Lorxa, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II.
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194
B, = Iy I'(g)
Pt r'e+q
cosi si pud anche serivere
1
V= B (z, x) ’

dunque la linea di Wallis pud venire utilizzata nellaj rappresenta-
zione geometrica degli integrali euleriani di I specie.

CAPITOLO XVIII

Le Curve straordinarie.

249, 11 concetto di rappresentare graficamente una funzione
condusse a molte nuove curve, di cui le pit cospicue vennero defi-
nite nei due Capitoli precedenti, curve le quali, per quanto varie
di struttura, pure corrispondono all’idea generale di curva che tutti
possiedono. Col progredire dell’analisi matematica il concetto di
funzione venne gradatamente allargato e modificato ; si scopersero
cosi delle funzioni dotate di proprietd inattese ¢ dalla loro rappre-
sentazione geometrica si fu condotti a considerare delle curve aventi
caratteri in aperto contrasto con quelli che si ritenevano propriet
generale delle curve. L’importanza principale che possiedono pel
geometra siffatte curve straordinarie & che esse resero manifesta la
necessitd di introdurre certe restrizioni negli enunciati di alcuni teo-
remi ; le piu notevoli fra le curve meritano quindi almeno un cenno
in un’opera geometrica quale & la presente !). )

I. La piu antica e piu celebre & quella rappresentata dalla
equazione

) y =% beosw(anz),

a=0

ove a & un intero pari > 1 e b ¢ una quantitad reale positiva < 1.
Si pud dimostrare che il secondo membro & una funzione di » sempre
continua, ma che, se il prodotto a b supera un certo limite. non ha

1) Queste osservazioni generali sulle curve straordinarie ci offrono
P’occasione per notare che il PLATEAU ha suggerito un procedimento per
trovare le equazioni di infinite curve con punti salienti o con le singolarita
da lui dette « punti di sdoppiamento ». Vedi al proposito: J. PLATEAU,
Quelques exemples de discontinuité en analyse (Bull. Acad. Bélgique, II Ser.,
T. XLIII, 1877); P. Maxs1oN, Sur les points de dedoublement de M. Platean
(Bull. Se. math. astr., II Ser., T. II, 1878) e Sur les nouveaur points sin-
guliers des courbes planes (Mathésis, T. 1II, 1883); VoGEL, Note iiber die
Diskontinuitdten bei Kurven (Zeitschr. Math. Phys., T. XXVI, 1881).
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in alcun punto una derivata determinata. I questo un fatto anali-
tico di straordinaria importanza, segnalando il quale Weierstrass 1)
fugd V'antico preconcetto che ogni funzione continua possedesse
una derivata. La curva di Weierstrass rappresentata dall’equa-
zione (1), benché continua, non ammette quindi tangente deter-
minata in alecun suo punto ; come cid Possa accadere venne chiarito
da Chr. Wiener 2), dalle cui indagini risulta che guella linea compie
infinite oscillazioni in ogni intervallo finito.

II. Questo esempio di curva continua priva generalmente
di tangente non soddisfa pienamente lo spirito dal punto di vista
geometrico perché della forma della curva di Weierstrass non e
posgsibile formarsi un concetto memmeno approssimato. Da tale
inconveniente & esente un’altra curva di recente immaginata da
H. von Koch3) e di cui ora spiegheremo la genesi ed enunceremo
le pit cospicue proprieta.

Sia (fig. 27) A B un segmento rettilineo appartenente ad un
piano 7. Dividiamolo in tre parti eguali nei punti C, E e costruiamo
sul segmento C E nel piano z il triangolo equilatero O D E. Per to-
gliere ogni ambiguitd supporremo :

10 che sulla retta A4 B il senso positivo sia A ... B;

90 che come Tegione positiva del piano x gi assuma sempre
quella ché sta a sinistra d’un osservatore percorrente nel senso po-
gitivo una retta di- quel piano;

30 che il triangolo C D E si trovi nella regione positiva del
dato piano.

Chiameremo operazione 2 quello che conduce dal segmento
A B alla spezzata A C D E B. Si imagini ora di effettuare la ope-
razione £ sopra ciascuno dei 4 segmenti A ¢, C D, DE, E B. Si ot-
terra cosi una nuova spezzata di 42 1ati e 42 -+ 1 vertici ; operando

1) P. pU Bo1s-REYMOND, Versuch einer Classification der willkiirlichen
Functionen reeller Argumente (G. di Crelle, T. LXXIX, 1874), p. 29.

2) Geomelrische und analytische Untersuchungen der Weierstrass’schen
Funetion (Id., T. XC, 1881); T. BrODEN, Ueber die elementare Konstruktion
sogenannter Kurven ohne Tamgente (Arkiv f. Math., Astr. og. Phys., T. 1I,
anno 1905).

3) Sur une courbe continue sans tzmgente, obtenue par une construction
géometrique élémentaire (Arkiv f. Math., Astr. ock Fys., 1, 1904, p. 681-702)
e Une méthode géoméirique élémentaire pour Vétude de certaines questions
de lu théorie des courbes planes (Acta math., XXX, 1906, 145-174). Si veg-

ano inoltre: E. CESARO, Remarques sur le courbe de von Koch (Napoli Mem.,

TI Ser., XII, 1905) e Fonctions continues sans dérivée (Arch. Math. Phys.,
111 Ser., X, 1906); A. BROGLIO, Studio analitico della curva del sig. Helge
von Koch (Giorn. di Matem., T. XL1IV, 1906); A. SELLERIO, Le curve limgti
di poligonali che si deformano con legge assegnata (Rend. Circ. Mat. Pa-
lermo, T. XXVIII, 1909); K. Knorp, Einheitliche Erzeugung wnd Darstellung
der Kurven von Peano, Osgood und von Koch (Arch. Math. Phys., II1 Ser.,
T. XXVI, 1917); F. Apr, Die Tangentenlosigkeil der von Kochsche Kurve
(Mathem. Zeitsehr., T. X111, 1922).
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S}Ieilmente su di essa se ne otterra una terza di 43 lati e 43 4 1 ver-
tici. 'Ora continuando cosi indefinitamente si giunge ad una ser‘ie
continna di punti, formanti appunto la curva di von Koch. N

. Tale curva, oltre a non possedere alcuna tangente, gode della
singolare proprietd che 1'arco di essa intercetto fra due” punti qua-
lunque h:.aJ lunghezza infinita ; invece 'area compresa fra quell’arco
e laL relativa corda ¢ finita ; essa inoltre é in tutte le sue parti simile
a sé stessa. Di essa si conoscono varie rappresentazioni analfti(:he;

L

| c

A

AN

Fig. 27. — Costruzione della curva di von Koch.

cioe la.ordinaria equazione cartesiana, diverse rappresentazioni pa-
rametriche, tutte col mezzo di funzioni analitiche.
. IIT. La stessa proprietd, di non avere determinata tangente,
& posseduta dalla cosi detta Cuwrva H di Boltzmann?), la quale
perd essendo definita empiricamente e non possedendo finora una
rappresentazione analitica, non entra nel campo che noi andiamo
esplorando.

IV. G. Peano ha insegnato 2) a costruire due funzioni uni-

18981)) L. BoLTzZMANN, Ueber die sogenannte H-Curve (Math. Ann., T. L,

1890;) Sur ume courbe, qui remplit toule une aire plane (I1d., T. XXXVI,
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formi e continue ¢, y di una variabile reale ¢, tali che quando ¢ varia
nell’intervallo (0 ... 1), ¢ e y prendono tutte le coppie di valori ap-
partenenti al medesimo intervallo ; le equazioni # =@ (1), ¥y = ¢ t)
rappresentano quindi una curva che passa per tutti i punti di un
guadrato, cioé ricopre tutto questo.

La si pud costruire come segue’): Sia dato (fig. 28) un qua-
drato, lo si divide in quattro quadrati eguali mediante due parallele
ai lati e se ne congiungano i centri in modo da formare un qua-
drato traforato in A. Si segnino i centri dei nuovi quadrati con-
giungendone i centri come indica la figura, in modo da ottenere
ana nuova linea poligonale aperta in A. Si operi similmente sui

— ]
|
NN S S i
T
[ S —
A A
Fig. 28. — Costruzione della curva di Peano.

sedici quadrati risultanti nel modo che risulta dall’ispezione della
figura. Continuando indefinitamente si giungerd ad una linea spez-
zata che appunto ricopre il dato quadrato.

V. Finalmente il Gravé ?) diede il nome di linee poligonali

"X
a quelle rappresentate dall’equazione y = | f (#)dw, ove flx) &
: [
una certa funzione aritmetica la quale per infiniti valori di # non
possiede derivata, mentre per gli altri I’ha nulla ; tali linee constano
di infinite porzioni rettilinee ; esse hanno in ogni punto una tangente
determinata, variabile da punto a punto, ma per esse cessa V’ordi-
nario concetto di curvatura.

1) D. HiLert, Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Fldchen-
stiick (1d. T. XXXVIII, 1891).

2

2y Sur les lignes composées de parties vectilignes (C. R.. T. CXXVII, 1898).

CAPITOLO XIX

Le Curve W di Klein e Lie.

250. Ritorniamo in un dominio prettamente geometrico con-
sacrando il presente Capitolo ed il seguente a curve che hanno la
loro qri,qine nella teoria delle corrispondenze e delle rappresentazioni.

Consideriamo una trasformazione proiettiva 7' avente tre punti
uniti .clis.tinti A,, A,, A,7). Essa pud intendersi definita dalle
equazioni

7 P ’
1) omy) =@y, 0F =aywy, 0F'y =0y,
¢ essendo un fattore di proporzionalitd. Ponendo

'
Ly ay Ay

’
/ ’

£y &y &,
=y, — =y, — =2, — =y, —=a,—=1
x x X, o

0 Lo 0 0 a, aq

gueste tre equazioni possono sostituirsi con le seguenti :
(2) 2 =ax , ¥ =by.
Sia P’ (&, ') il punto trasformato di P (z, y). Applicando ad

esso nuovamente la trasformazione 7 si ottiene il punto P (2, y")
le cui coordinate sono

2 =ax ,y’ =by.

Operando similmente sopra P’/ e cosi continuando, dopo « opera-
zioni si giungerd al punto P(? le cui coordinate sono

(3) 2(n) = g7 , y(n) =bry.

1) I casi in cui i punti fondamentali non sono tutti distinti si tratte

rebbero analogamente; essi non conducono peré a nuove curve come Pipo-
tesi generale.
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Quando 7 & una trasformazione infinitesima, i punti P, P/,
P, .., PM, .. si succedono a distanze infipitesime, costituiscono
cio¢ una linea ; & una traiettoria del gruppo monomio di trasforma-
zioni generato dalla trasformazione infinitesima 7, onde & trasfor-
mata in se stessa da tutte le trasformazioni di quel gruppo L. Se-
guendo esempio di F. Klein e S. Lie 2), che per primi la studiarono
a fondo, la chiameremo curva W (iniziale questa della parola Wurf),
e Ay A, A, il triangolo fondamentale. Per trovarne T'equazione os-
serviamo che, nelle attuali ipotesi, le costanti a, b devono differire
dall’unita di quantita infinitesimo, onde log @ e log b saranno esse
stesse infinitesime dello stesso ordine. Ora essendo

an — enloga — 1 4+ mloga + ... , bm = enlo8e =1 + nlogh + ...
le (3) si possono scrivere :
o —g = (mloga +..)z , yW —y = (nlogh -+ ..) ¥
e per le fatte ipotesi & lecito porre:
oW —p —da, yW —y=dy, nloga=a-di, nlogh =fB-dA

a e B essendo quantitd finite. Trascurando gli infinitesimi di grado
superiore avremo pertanto :

dr =z-adh,dy =y-fd2

donde
dwr dy

ez By .

questa ¢ l'equazione differenziale delle curve W. Integrandola si

1) Usiamo qui concetti e denominazioni della teoria dei gruppi di LiE,
essendo gli uni e le altre ormai nel dominio universale.

2) V. la memoria Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein gesch-
lossenes System von umendlich vieler vertauschbaren Transformationen in sich
iibergehen (Math. Ann., T. IV, 1871). Le curve W si trovano gia in JACOBI
(Journ. f. Math., T. XXI1V, 1842, p. 1-4), nello geritto di G. BATTAGLINI,
Sulle involuzioni dei diversi ordini mei sistemi di seconda specie (Atti del-
I’Accademia di Napoli, T. II, 1865) e nella memoria di A. CLERSCH e P.
GoORDAN, Ueber biterndren Formen mit contragredienten Variabeles (Math.
Ann., T. 1, 1868). Per un’esposizione recente delle proprieta delle stesse
linee v. R. AraNJO, Las curvas W (Pubbl. del Laboratorio ¥ Seminario
mat., T. 111, Madrid 1919); curve ad esse collegate sono considerate nella
nota di W. A. VERLUYS, On satelite-points on Curves given by the equa-
tions x=atP, y==Dbta (Proced. Acad. Amsterdam, T. XX, 1928).
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‘ottiene :
log x — log & logy —logy

@ p

&, n essendo le coordinate del punto da cui si suppone dipartirsi la
curva ; o anche -

)12

. Ri_scrivendo al posto di # e y i loro valori e ponendo per mag-
giore simmetria )

——a:ﬂl,ﬂ=02 ’ a—ﬂ:(}o,

onde

(5) Cop+ €+ =0
la (4) diviene

(6) Lot o1 00 = cost.,

e, al pari della (4), pué assumersi come equazione generale delle
curve W.

Q,uan@o 11 lato 4, A4, del triangolo di riferimento sta all’infinito
(cas_o a cui si pud sempre ridursi per proiezione) # e y sono ordi-
narie coordinate cartesiane e, in forza della (4), le curve W diven-
gono parabole, ordinarie o interscendenti secondoché gli esponenti
a, B sono razionali od irrazionali ; e siccome a quella posizione spe-
cl’a.le si pud sempre ridursi per proiezione, cosi ogni curva W & proie-
zione di una parabola o iperbole in generale interscendente. Differen-
ziando la (4) si ottiene

paBldx eyeldy
&8 B 7% . ’

ossia, per la (4) stessa si ritrova

dy By

== 3y

dx ar
I'equazione della tangente & quindi

Y —
1) y Z‘Vf‘l

X—= ax
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Ne trarremo varie conseguenze. Supponendo date X, Y, essa
prova che in una parabola o iperbole interscendente i punti di con-
tatto delle tangenti che si PossONO condurre da wn punto arbitrario del
piano stanno su und conica passanie per quel punto; essendo questa
una proprietd proiettiva, §i conservera per proiezione, onde potremo
dedurne in generale che ogni curva W ¢ panalgebrica e fa parte di un
sistema avente per caratteristiche 1 e 11); si potrebbe dimostrare
facilmente che esse sono le pil generali curve dotate di {ale pro-
prieta 2). Indicheremo con P il punto (z,y), con S, T le interse-
zioni della relativa tangente con gli assi coordinati e con I, il
punto all’infinito di essa : indicando con accenti le proiezioni fatte
su 0 dal punto all'infinito di Oy otterremo :

_ «—f a—f
(PNTIg) =@ 801g)= |2, ———&,0, % | = =7
« f

onde il birapporto (PS8 TI,) ¢ costante, generalizzando me-
diante proiezione questa proprieta a tutte le curve W si pud dire:
Per qualungue curva W & costante il birapporto di un punto qua-
lunque della curva con le intersezioni della relativa tangente con i
lati del triangolo fondamentale : questo teorema da ragione del nome
curve anarmoniche dato da Halphen alle curve di cui ci oceupiamo :
di esso sussiste il correlativo, perche si vede facilmente che l'equa-

zione tangenziale delle curve W ha la stessa forma dell'equazione -

locale.

1) Fourer, Sur quelques propriétés des systémes de courbes (p=1.
v = 1) ¢ Interprétation géoméirique de Véquation L (x dy — ¥y dX) — Mdy -
-+ N dx = 0, dans laquelle L, M, N désignent des fonctions linéaires de X.V
(C. R., T. LXXVIII, 1874).

z) Diciamo facidmente perché un sistema di caratteristiche 1 e 1
pud definirsi (v. n. 193) mediante una equazione differenziale del tipo
Lzdy—yde)y— Mdy + Ndr=0, ove L, M, N sono funzioni lineari
delle coordinate; e questa & integrabile con un metodo ormai classico do-
vuto a Jacosr (G. di Crelle, T. XXIV; v. p. es. BooLE, Differential Equa-
tions, 48 ed., 1877, p. 83). — La ricerca analoga dei sistemi le cui carat-
teristiche sono 1 e 2 equivale similmente all’integrazione della equazione
differenziale .
Apt+ Bpa+ (,'a2+])p+Ea+F==()
ove

p=dylde ¢ a=Yy —P*r
¢ A, ..., F sono funzioni lineari delle coordinate , y. Essa venne fatta da
A. LEGOUX (FEtude analytique et géométrique d’une famille de courbes repre-
sentde par wne équation différentielle du premier ordre, Thése, Paris, 1878)
e condusse alla scoperta delle curve rappresentate dall’equazione

a2 (wt+a)rt - (y+naf

= —————— o ——— ,
2 (y—a)*t 2 (m—1)a?
le quali sono algebriche o trascendenti secondoché n & razionale o nou.
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251, Fra le curve W una speciale notevole ci & nota ; la spirale
logarl‘{llllca [v. p. 67, equazione (7)]. In tal caso due éei vertici
del Tl’langqlo fondamentale stanno nei punti ciclici del piano e le
trasi'ormazwni proiettive considerate sono rotazioni attorno al terzo
vertice. Questa osservazione !) serve a spiegare come quella curva
possa riprodursi in forza di un cosi grande nwmero di trasformazioni
e pud essere utilizzata a scoprire nuove proprietd di essa.

- }?‘ra le stesse curve W se ne trova un’altra nuova che venne
gmdlcam meritevole di studio e che ricevette un nome specialel
& quella che in coordinate baricentriche ¢ rappresentata dalle equu

N .
®) Jo B T
agh a,A a)

ove 7 ¢ un parametro e a@,, a;, @, sono le lunghezze dei lati del
1’,1‘1&1.1,‘."01.0 fondamentale ; secondo la proposta di G. de Longchamps
la si chiama potenziale triangolare 2). Per dimostrare che essay e uné
curva W, supponiamo, per fissare le idee ay>a; >a, e pbniamo :

1 Ay o
log —— =¢, , log— =¢; . lOg— =¢,
a, @ ay
onde fra le costanti ¢ sussiste ancora la relazione (5). Dalle (8) si trae :

27 z J)n
(8") 10g[%}=—202,102{—']:2(‘,

e x,

onde eliminando 4

[~ Ty ay
cqlog | — | +e¢log| — | =0
L X Lo

(9) -l’lc‘ wzcz — x001+&.

ossia

o, per la (5),
9) Tl o gl =1

essendo quest’equazione del tipo (6) resta dimostrata la proposi-
1y Fatta per la prima volta ed ampliamente sviluppata nella succi-

tata megnoria. di KLEIN e LiE.
2) V. Darticolo Sur la potentielle triangulaire (Mathesis, T. VI, 1886).
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zione enunciata. Serivendo la (9) come segue o Ay
12) tg T = — ——.

(L’lcllc' T, = m01+°1101 , nr

Lo . . . . . Siano 4, e 4, (fig. 29) le i ioni A
si vede che affinché la potenziale triangolare sia una curva algebrica coordinati ; ;i f,rozv(a, gsubit)o e ntersezioni della tangente con gli assi
& sufficiente che risulti razionale uno dei mutui rapporti fra le co- ’

stanti c. In generale le (8) o (8') mostrano che la potenziale triangolare r y
passa per molti punti notevoli del triangolo fondamentale ; suppo- 13) 04, =— , 04, =—;
nendo infatti A = 0 si ottiene il baricentro di questo, per A=1 A "
il centro del cerchio in esso inscritto, per A =2 il punto di Le-
moine, ece. Si osservi poi che, dall’essere ag> a4 > @y, si deduce : Y
€ a, A x a A
i 2 gim | 22 =0, lim—t =lim | — | =0
A=w Zo A= ®© a, A= 2o As=c0 @,
x a. A z a A
im % im 2T —0, lim — —lim | — | =o0: i
Am—w Ty A=c0 @, A=—® Ty Amao ay 3 2

¢id prova che la potenziale triangolare passa pei due vertici del trian-
golo fondamentale che sono opposti ai lati di lunghezze massima €
minima. Essa tocca in quei punti il lato di lunghezza media ).
Queste proprieta sono sufficienti a mettere in evidenza 'importanza
della curva definita, nella moderna geometria del triangolo.

252. Una categoria notevole di curve W & composta delle linee
che, in coordinate ortogomali & rappresentata dall’equazione

(10) Pyt =a
con la condizione Fig. 29
(11) Ad+p=1; . . .
e poicheé grazie alla (11) si puod porre
esse hanno per asintoti gli assi coordinati e vennero chiamate (14) R .,
Curve politropiche. Ne stabiliremo alcune proprietd 2). La equazione A=cos?a , u=sen’«
generale della tangente essendo si ha pure
¥ s (15) 04, = L 04, —
cos? ¢ sen? o
T'angolo 7 fatto da essa con Oz & determinato dalla relazione e quindi, se si chiama ¢ il segmento 4, A
! i ’ 142,
1y CesAro, Lezioni di geometria intrinseca (Napoli 1896), p. 104-106. (16) £ — x? ¥ x* y?
) F. KoscH, Normale und ERriimmungsmittelpunkt der polytropischen = _}(: + ;2— = cost o + ot
n® o

Kurven (Zeitschrift, T. XLV, 1900, p. 161-166).
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Se P &1l punto di contatto della tangente A4, A, si trova subito :

Yy x PA, A
P A, = ,PA, =— onde =
. sent o8 T A, u
se ne deduce
a7 PA =put, PA, =47t

Descriviamo ora il cerchio circoseritto al triangolo 04, 4,,
ed in esso segnamo la corda B, B, passante per P e perpendicolare
alla retta A, A,. Avrenio P BE=PB2S=PA,.PA, onde, per
la (17),

(18) PB,=PB, =tr/In.

Condotte poi le rette 0 B, e O B, avremo:
tg By A, P =tgB, A, P L / £
g p. =tg = — :l —_— =t
1 2 2442 PAl Z =

ora ang B, A, P =ang B, 4, A, = ang B,OA,, e angB, 4, P =
—ang B, 4, A, =ang B, 0 A, , dunque

ang B, 0 4, =ang 4,0 B, = ¢,

epperd le rette O By =1, , 0 B, =1, sono indipendenti dal punto P
dells curva. Si chiamano assi della curva politropica; con tale
denominazione si pud riassumere quanto sopra si disse nelle propo-
sizioni seguenti: 1. La porzione di una normale ad una curva poli-
tropica compresa fra gli assi ¢ bisecata dalla curva ; 2. Il triangolo

avente per lati una tangente ed i due asintoti ed il triangolo avente -

per lati la corrispondente normale e gli assi sono inscritti nel medesimo
triangolo.

Chiameremo vertice della curva il punto S in cui essa e tagliata
dall’asse 1, . Siccome I’equazione di questo & y/x =tg a, per tale
punto si ha applicando la (12) tg T = —cot a = tg (7/2 + a), onde
la curva sega quell’asse ortogonalmente.

Dal punto P si abbassino le perpendicolari agli agintoti sinché
taglino gli assi risp. in D, e D, ; & facile vedere che le perpendicolari
condotte a questi punti agli assi tagliano gli asintoti risp. in 4,
e A,; e si ha:

(19) 0B —— — ——=0D,—0D,,
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T Y
OB, =—— +~-———=0D;+0D,.
cosa  sena )

Per il raggio di curvatura R nel punto (z,y) si trova poi agevol-
mente il valore
AZ 2 t3
R=11"
xy

Ora per le (13) (17) questa pud scriversi

P4, -PA,-t
04,.-04,

ma se si conduce O H perpendicolare a B, B, si vede che 1’area del
‘.rvrlangolo 04,4, & data tanto da 3 04, - 04, quanto da 4 PH - t;
in conseguenza ¢ ’

P4,-PA,
PH '

E questa prova cl_}e la circonferenza circoscritta al triangolo H A, A,
passa .pel centro d? curvatura relativo al punto P ; nulla di piu facile
quindi del costruire questo centro di curvatural).

1) Per altra costruzione v. ¥. DINGELDEY. Konstruktion de i

‘ I é : . B 2 . s Kriim-
rrfm}gsmdms bet Kurven mit der Gleichung y = cxn (polytropischen Ku;?eyz)
(Zeitschr. f. Math. u. Phys., T. LIV, 1906, p. 87-91).



CAPITOLO XX

Le Linee di Mercatore o di Sumner.

953, Sopra una sfera di raggio 1 sia fissato (v. fig. 30) un si-
stema di ordinarie coordinate geografiche ; indicheremo con 6 la
latitudine e con & la longitudine
di un punto qualunque P della
superficie. Lungo il circolo mas-
simo assunto come equatore im-
magineremo un cilindro tangente
alla sfera ; come coordinate di un
punto qualunque M di esso DOs-
sono servire la longitudine & e la
distanza di M dall’equatore. Sta-
biliremo una relazione univoca fra
la sfera ed il cilindro facendo cor-
rispondere due punti P (&, 0),
M (&, n) tali che sia

1 tg 6 = senhy

ossia

1) — coshy , sen @ = tgh .
cos §

Immaginando ora di tagliare il cilindro (che ora e op_portuno
considerare come una superficie di Riemann a piu strati) lqngo
una sua generatrice e poi svolgendolo sopra un pig.no nasce fra piano
e sfers una corrispondenza univoca : & l’ordinamaj rappresentazione
(cilindrica) di Mercatore. Cerchiamo che cosa eorrlsp_onday sul piano
alla sezione prodotta nella sfera da un piano arbitrario

a+pr=ya+0yY.
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Essendo pei punti della sfera
¢ =cos f cos £,y =cosf sen &, z=-senb
quella sezione puo intendersi rappresentata dall’equazione
o+ Bsen 6 = cos O (ycos & + dsend);

onde la curva che le corrisponde nel piano, grazie alle (1) (1’) e rap-
presentata dall’equazione

a+ ftghy =

(y cos & + O sen &)
) cosh g
ossia

2) a coshy + fsenhzn =y cos & + dsen &.

Le curve cosi ottenute furono chiamate dall’Holzmiiller!)
curve di Mercatore e dal Greenhill linee di Sumner ?) (in memoria
del capitano marittimo americano che per primo ne mostrd l'uso
nella navigazione).

L’equazione (2) pud ridursi a varie forme piu semplici a se-
conda dei valori delle costanti che entrano in essa, secondoche cioé
2= p23).

<
1o Cago. o®>> f2. Si pud porre:

@ =7yC08%, , f = —ToseN 7,

"= E—F;

onde .

si ponga inoltre

y = 0y€08 & , 6 = gosen &,

00 =V 7P + &;

onde

la (2) diviene quindi :
74 COSh (1) — 7)9) = o €08 (§ — &)

1) Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandschaften ete. (Leip-
zig 1882), p. 242.

2) Sumner Lines on Mercators’chart (Messenger, T. XVI, 1887); Summner
Lines on Mercator and stereographic chart (1d., T. XXV, 1890) e Application
of elliptic functions, p. 89-92.

3) H. E. TIMERDING, Ueber die Mercator’sche Projection (Zeitschrift,
T. XLIII, 1898).

14. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. IL.
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o0, ponendo go/rg =M
cosh (5 — 1) = m €08 (& — &)-
Con una semplice traslazione di assi questa si semplifica e di-
viene
3) cosh 7 = m cos &.

ardo alla costante m va fatta un’osservazione. Affinché il piano

igu
hid e la sfera deve essere

considerato seghi realment

% <1 ossia P+ RS
VP E
esta condizione ¢ sempre soddisfatta ; ma guando,

a 2 < u (
T e o2 > [ essa traducesi nell’altra

come S8i suppose,
02> 12 ciod [m|>1;
dunque la (3) rappresenterd una linea di Su_mner reale purche la co-
stante m sia in valore assoluto maggiore di 1.
20 Caso. o< f2. Porremo

@ = —rgsenhn, , B =70 cosh 74 5
quindi
ro =4/ —,
inoltre
y =—oisen &y, & =00c08 5o
la (2) diverra :
ro Senh (1 — o) = Qo S€0 (& — &p)-

E con una traslazione di assi assume la forma

senh 7 = n sen £.

(4)

30 Caso. of = . Indicando con ¢ I'unita positiva o n(;gzi-
tiva potremo scrivere B = ¢ea; onde ponendo y = @, €OS Eps 0=
= gy sen &, la (2) diverra : .

« (cosh 7 + & senh ) = go €08 (&— &)
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che ha la forma

€N = pecos (§— &)
e questa, con una traslazione di assi si semplifica, divenendo
(5) y = elog cos £.

Si_hanno cosi tre tipi di linee di Sumner ; le (3) (4) (5) possono
assumersi come loro equazioni canoniche.

Le curve del primo tipo sono periodiche, constano cioe di infi-
nite parti congruenti, una qualunque delle quali si ottiene facendo
variare £ da —x a + 7 ; sono simmetriche rispetto all’asse delle £
ed alle -’ rette & = 2 kx (k intero) ; tagliano ciascun asse in infi-
niti punti reali, le relative tangenti sono parallele all’altro asse ;
non hanno flessi e constano di infinite ovali congruenti. Le curve
del secondo tipo sono pure periodiche e possiedono infiniti centri
(i punti & =kzx, n =0) i quali sono flessi ; per & compreso fra 2kz
€ (2k + 1)n si ha un ramo posto al dissopra all’asse delle £, mentre

_per & compreso fra (2k—1)n e 2 kx se ne ha uno posto al dis-

sotto ; 1 punti di ascisse (2% + 1)z/2 sono punti di culminazione.
Finalmente anche le curve del terzo tipo sono periodiche ; sono esenti
da flessi, ma hanno infiniti asintoti (le rette & = kx/2) e infiniti-
assi di simmetria, il primo dei quali & ’asse delle ordinate.

La rettificazione delle linee di Sumner dei due primi tipi esige
funzioni ellittiche ; mentre per quelle del terzo pud eseguirsi ele-

mentarmente. Si trova infatti mediante la (5) ds = c((l)f £ onde

s = log cotg ['ﬁ -—i] ; notando poi che ] - si giunge
4 2 d &2 “cos? &

alla seguente espressione del raggio di curvatura: R = _coz E

Eliminando & eol mezzo di questa dall’espressione di ds si trova

RAR

ds = —
R?—1

e quindi s + ¢ =4/ R? —

che é I'equazione intrinseca della curva. .

Le curve ora studiate essendo rappresentate da un’equazione
omogenea di 1° grado fra cos &, sen & coshy, senh s si possono
chiamare linee di Sumner di primo ordine; analogamente si potreb-
bero considerare quelle di ordine superiore, ma non hanno raggiunto
sinora notevole importanza.

Poiche le superficie pseudosferiche presentano una spiccata
analogia con le sferiche, su cui stanno le linee testé esaminate, os-



212 Livro VI — Capitolo XX

gerveremo che le loro linee di curvatura haqno per proiezioni orto-
gonali curve rappresentabili con le seguenti equazioni :

— P M 'l)
= —E\—/‘i———l——{»\/ﬂ——lmshvwen———z—__—:—
~ a(acoshv 4 1) A E—1

v
— senh » - cos —\—/—a‘z———‘l']

_M_j— [\/a,z——l cosh v - cos —\—/—;:——_-_-—1—-

v= a (a cosh v + 1)

v
3 n Pe———
+ senh v - 8@ \/aﬁ 1]

i io di i nti equazioni :
per I'arco s e il raggio di eurvatura r sl trovano le segue q

R4/ a*—1senhv
B a (@ -+ cosh v)

R . acoshv + 1
= — 10,
: a & a+1

s ¥

mentre l'evoluta ha la seguente equazione polare

R (a2 —1) .
e ala + cosh (w 4/ a* — 1)]

io di y icazioni delle fumzioni iperboliche
1y A. Forti, Saggio di muove applicaziont }
(Rivigta scientifico-industriale, T. XX%;, Firenze 1883), p. 259-263.

CAPITOLO XXI

Le Trattrici.

254, Le curve trascendenti di cui dobbiamo ancora occuparci
vennero concepite nel corso dello studio matematico dei fenomeni
naturali, appartengono quindi alla grande categoria delle curve fisico-
matematiche, di cui fanno parte alcune curve, algebriche o non,
che gid conosciamo: tali sono la parabola semicubica, considerata
come curva descensus aequabilis (Vol. I, p. 365), le linee di Lissajous
(id., p. 563), la cicloide, considerata come curva tautocrons o bra-
chistocrona (questo Vol., p. 93), e le curve di Ribaucour, consi-
derate come risolutrici un caso speciale di un problemsa del Ber-
noulli (id., p. 164) ecc. Nel trattare delle segnuenti curve non entre-
remo in minuti particolari concernenti le questioni fisiche a cui esse
debbono la vita, ma restringeremo le nostre considerazioni alle
proprietd geometriche di cui esse godono.

Claudio Perrault, dotto medico vissuto a Parigi dal 1613 al
1688, propose a parecchi matematiei e da nltimo a Leibniz la ricerca
della curva descritta in un piano orizzontale da un punto pesante
attaccato all’estremo di un filo teso, di cui 'altro estremo percorre
una retta situata in quel piano. Leibniz non tardd a riconoscere
che la curva cercata € caratterizzata dalla proprietd che per essa
& costante il segmento di ogni tangente compreso fra il punto di
contatto e l'intersezione con una retta fissa !). Huygens si occupo
egli pure della stessa curva 2), la generalizzd e diede il nome di trac-

1) Supplementum geometriae dimensoriae, seuw generalissima omnium te-
tragonismorum effectio per motum: similiterque mulliplex constructio lineae
ex data tangentium conditione (Acta erud., 1693; Leibniz ed. Gerhardt, T. V,
P. 294 e seg.). Cfr. anche una lettera a HuvcENs del 1-11 ottobre 1693

_ (Leibniz_ed. Gerhardt, T. 11, p. 164).

) V. una lettera diretta a BasNaGe DE BEaUvAL inserita nell’Hi-
stoire des ouvrages des savanits (Dic. 1692-Febbr. 1893) e riprodotta in Qeuvres
de Huygens, T. X, p. 407-17. g
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“torie alla curva che lo risolve 1) ; questo nome & tuttora adoperato,
ma & piti generalmente usato quello di tratirice, a eui noi accordiamo
la preferenza ; altri usa i nomi di traiettoria di Huygens o di spirale
tratirice, mentre il Ribaucour propose quello di alysoide ?).

Se per la trattrice e la spirale logaritmica noi adottiamo le

definizioni seguenti :

La trattrice & il luogo di un | La spirale logaritmica. ¢ I'in-
punto tale che il segmento della | viluppo di una retta tale che
tangente in un suo punto qua- l’angolo da essa formato con la
lunque compreso fra il punto di | retta congiungente il suo punto
contatto e l'intersezione con una
retta fissa ha lunghezza costante t grandezza costante,
si vede che queste due curve possono, da un certo punto di vista,
considerarsi per correlative 3). .

Aumentando ¢ diminuendo in un- dato rapporto costante le
ordinate (perpendicolari alla retta fissa) di una trattrice si ottengono
le tratirici allungate ed accorciate che s’incontrano in questioni di geo-
metria infinitesimale.

L’equazione della trattrice si ottiene agevolmente scegliendo
come asge delle z la retta fissa ; in tal caso essa & «la curva per cul
o costante la lunghezza della tangente », onde la sua equazione

differenziale ¢ la seguente :

[

dx \*
@ vy | =
dy

it

separando le variabili questa si riduce alle quadrature e'da

(A —y - dy
x =] —m—mm.
Y
Per effettuare la quadratura indicata conviene porre ¥y = & sen w;
si ha cosi: ,

cos? o - do .
x:a{-————dw:a , ——Jsenwdw .
d J sen w

sen w

1) V. una lettera a LEIBNIZ del 17 settembre 1693 (Leibniz ed. Gerhardt,
T. 11, p. 161).

2) ‘Ftude sur les classoides ou surfaces 4 courbure moyenne nulle (Mem.

cour. par PAcad. de Belgique, T. XL1V, 1880).°
3) CesAro, Sur la tracirice (Mathesis, T. 11, 1881).

di contatto ad un punto fisso ha

- o
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Sppponendo quindi che la curva parte dal punto 4 (0, a) dovra
aversi = 0 per w =n/2 e quindi per rappresentare la trattrice
servono le due equazioni : ’

(2) 'vw:alogth/g—Fa(jOSw,y:asenw" -

S [N

Siccome caymbiavndo ivi w in @ — w, = non fa che mutare segno e
conservarsi inalterato, cosi la trattrice ¢ simmetrica rispetto -all’ués‘z
delle y : A ne & una cuspide con l'asse delle y per eorrispondenfe;
tangente. L’equazione” ordinaria di essa & il risultato dell’elimi
zione di o fra le (2), onde & v e

L

a— A/ a® — y?
(3) w:alog_._i___i+\/a—z_y21)
ovvero y
g—Vat—y
ye ¢ =a—fa>— 2.

Energe da queste che (’asse delle z, eioé) la » ¢ ast

2 ste ) retta fissa & asin-
toto della trattrice. Sl. dimostra poi che l’i;wiluppo delle o’ rette rap-
prese(ztm{’e dall’equazione x -+ senh (6/a) = 6 al variare di 6 ¢ una
trattrice *). Invece l'equazione differenziale (1) mostra che

X —2x \/ag__y2

1} SALMON-FIEDLER, Hohere ebene Hurven. 11 ed. (Leipzi 2);
KLEJER-Hass, Differentialrechnung, T. 111 (Stuttgarﬁ ‘ 1(8921)?Z;5 (152853,
1‘:{,1 1Hr§g:cl~ah so(no lpres1 con entrambi i segni, sistema questo approvato da’

- HEYMANX (v. la memoria gia citata Ein Roll 3 e Kure
und N, Chemnitz 1915). L’quazione en problem. Die Kurven T

4)

Y
a =+ ar—y?
si trova, forse per la prima volta, in una memoria di Lord BRouGuam pub-

blicata nelle Philos. Transactions. (London 1798)
icat: g ilos. X . ) ; essa prova che la trat-
trice & caso particolare di una classe di curve definite da I?I Durax Lonﬁ?;&

r=+4 @ —y + alog

(Intermédiaire, 'T. IV, 1897) mediante l’equazione .
y c + 2o 2
X == ——2— cos 0 + [—— 4 y:—y: —alog 9_\—/_{1__31_]
essendo 1 Y
4 ¢
=
4 — cos® ¥

la trza)ttéic(i3 corrisponde all'ipotesi 8 = =/2.
. BELTRAMI, Teorema di geometria pseudosferica (Giorn. di )
T. X, 1872, oppure Opere matematiche, T. }I)I. p- :;92). (Glorn. di Matem.,
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& V'equazione della tangente nel punto (v, y). Supponendo in questa
date X e Y ed elevando a quadrato si deduce che i punit di contatlo
delle tangenti condotie ad una tratirice da un punto qualunque del suo
piano stanno in generale sopra wuna curva del quart’ordine passante
due volte per quel punio ; se perd quel punto & preso sull’asintoto,
questa quartica si decompone nell’asintoto stesso contato due volte
od in un cerchio di raggio a. Come corollario del teorema precedente
si ottiene : qualungue tratirice é una curva panalgebrica facendo parte
di un sistema con le caratteristiche 2 ¢ 2. ,

Una semplice applicazione di formole notissime mostra che
I’area compress fra la trattrice ed il proprio asintoto & espressa
da ma?/2 mentre il volume e la superficie che essa genera rotando
attorno a questo sono date risp. da */gma® e 4 7102 1) cioé : Il wolume
generato dalla rotazione della tratirice attorno al proprio asintoto ha
la stessa superficie e metd volume della sfera il cui raggio ¢ eguale alla
lunghezza costante della tangente.

Pitt importanti sono le conseguenze a cui guida la rettifica-

zione della curva. La (1) da infatti

ds a
dy Y

onde
a
(7) : s = a log —
y

facendo cominciare gli archi dal punto 4 (# =0, y = a) in cui la
curva taglia Oy. Ora le (7) e (3% 12) si possono anche scrivere:

(7") § = —alog sen w,
(3) z = alog (1 — cos w) —alogsen » + acosw,
onde

§ — x = — & cO8 w — a log (1 — cos w).

_Ora supponendo qui @ =7, 8i ha z = © onde (8) lim (8 —z) =
L= 0

= g (1 —log 2) ; essendo la curva gsimmetrica rispetto a O y, questa
relazione esprime il seguente teorema di Beltrami 2): La differenza
tra la lunghezza (infinita) della tratirice caratterizzata dalla costante a
e quella (parimente infinita) del suo asintoto & finita e eguale a

2a (1 —log 2).

1) HuYGENS, Qeuvres complétes, T. X, p. 418-21.
2) Intorno ad alcume proprietd delle superficie di_rivoluzione (Annali
di Matem., T. VI, 1864, p. 275; Opere matematiche, T. I, p. 204).

(e

Lt
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255. Detto ora R il raggio di ;
. . gio di curvat i
facilmente, mediante le (3), ura della trattrice si trova

®) R =acot w,

ed eliminando w fra le equazioni (7’) (8) si conclude essere

T
(9) R:a\/g:_l,

lequazione intrinseca della trattrice. Indic i

z !  del . ando al solito con s

;30 rlfﬁol] arco ed il raggio di curvatura dell’evoluta e servendosi dellel\
e o

dR
s, =R,R =R
ds ’

si ottiene

VE 2
s;=aVer —1,R =ae®

donde eliminando s-

(10) R =L |4,
. R, = —

ora, essendo questa 1’equazione intrinseca della prim i
¢ dedicato il Capitolo seguente, si conclud ln tratirics 3 evol.
¢ dedisato 11 Capltolo | egu , 81 conclude che la tratirice & 1’evol-
L’equazione (9) induce a considerare delle curve pit i

G e piu general
quelle cioé rappresentate da equazioni della forma " Pt generath

1/ 28
(11) R=0b e_’l-—]_;

sono 1(? é;s.eudotmttrici di Cesaro?); le loro evolute hanno un’equa-
zione intringeca a cui si giunge con un calcolo analogo -
dente : & questa g0 ol prece
8,2
(12) R =— + ¢
. a

ove ac = b%; sono le curve dette pseudocatenarie, che incontreremo
nel Capitolo seguente.

1) Lezioni di geometria intrinseca (Napoli, 1896), p. 18.
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Di pill antica data & un’altra generalizzazione della trattrice
di cui va qui fatto cenno. Si chiama, secondo la proposta di V. Rie-
cati 1), sintrattrice il luogo dei punti P che dividono in un dato rap-
porto le tangenti M T di una trattrice. Per trovarne l'equazione
indichiamo con x, y e &', ¥ le coordinate di M e P e poniamo MP=h,
PT =k, onde & -+ k = a. Avremo

y e y—y dy.
y' kL or—a dr ' .

combinando queste con la (1) si trova

ay

h -
Yy = ,J‘:J‘I—f'—k—'\/kz-—y/g,

e sostituendo questi valori nella (3):

(13) & —A R —y" =alog

k__ k2___,.y/2
y' '

questa ¢ ’equazione della sintrattrice ; per k = a coincide con la (3)
come potevasi prevedere; invece delle (13) possono servire le due

equazioni
(14) 2 =keosw + alogtgw/2 , y' = ksen o.

Assai pit naturale e vasta ¢ la generalizzazione della trattrice
che nasce sostituendo alla retta fissa una curva qualsivoglia ; si
giunge cosi al concetto di tratirice di una curva qualungue (che in-
contrasi gid in Huygens e Leibniz) %) e ad una notevole relazione

_fra due curve, che puod enunciarsi cosi: Se su tutte le tangenti di
una curva I’ si portano a partire dal rispettivi punti di contatto
delle lunghezze costanti, il luogo dei loro estremi & una nuova curva E
che si dice curva equitangenziale di I'®), mentre I’ & la trattrice di E

1) De natura et proprietatibus quarundam curvarum, quae gimul cum
tractoria generaniur, quaeque proinde syntractoria nominabuntur (Comment.
Accad. Bonon., T. 111, 1755). '

?) Cfr. A. PouLaIN, Les aires des tractrices et le stang-planimétre (Journ.
de math. spéc., 4* Serie, T. 1V, 1895).

3) BrRocARD, Notes de bibliographie des courbes géométriques (Bar-le-
Duec 1899), Partie complémentaire, p. 58. Supposto ad es. che L sia una
conica, E & una curva di 8° ordine che A. SCHRADER ha studiato nella me-
moria Ueber den Ort der Endpunlte, die man erhdlt, wenn man auf jede Tan-
gente eines Kegelschnittes nach beiden Seiten hin von Berihanngs punkte
eine konmstante Strecke abtrdgt (Programm. Padeborn, 1904). In generale
le equitangenziali furono investigate dall’AousT nella sua Analyse infini-
tésimale des courbes planes (Paris 1873); esse furono considerate anche da
(+. SCHEFFERS, che le chiamd tangenziali, avendo usato il nome da noi pre-
ferito in altro senso; v. la memoria Isogonalkurven, Aequitangentialkurven
und komplexe Zahlen (Math. Annalen, T. LX, 1905).
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{e se ne chiama base) ; siffatte coppie di curve s’i i
. . . e S h
stioni “di matematica applicata !). neontrano in que
Data che sia la curva Iy Vequitangenzi i i

~ Da sia la cur ( genziale I" si determina con -
p.lwz. dz/ferenzwzz_om: infatti se x = (s), y = y (s) sono le QZS}f;ZZ-
flonlhdelle coordinate di punto di I' in funzione dell’arco, e I & ia
unghezza costante, le coordinate X, Y del : i ;
Hnghesza co s punto cgrrlspondente

dx dy

Y = l
ds v ds

X =a +1

Chiamando quindi § I’arco di E e notando che i i i
: ' ) ;i e il ragg
curvatura di I" & determinato dall’equazione ragelo It di

__Lv dy dx dr a2y

R d 2 . 2

si deduce s ds ds ds
dS 2 2
(15) [ ' :1+l_
ds R’

notevole relazione fra I" e E. Un’altra pud enunciarsi ¢ 3 :
La normale nel punto P della curva E equitangenziale di (;Snce;z: e(f):lfz .
s?)onde al punto M di questa, passa pel centro di curvatura di I" rela-
tivo a M. Per dimostrare questo teorema notiamo che le ooordinéte
di questo centro di curvatura sono ’

dy d
Tg=2+R—,y =y —R x.
ds ds

mentrfa — se £, 7 sono coordinate correnti — 'equazione della nof-
male in M alla curva E ¢

ay

dX
E—X)— +(p—Y)— =0;
ds ds

ora ponendo nel primo membro di questa equazione invece di X
€ Y i loro valori e poi & =w,, 5§ =y, si ottiene per risultato

dy d*x dx d?y
4R{ - — 1} =0,
ds ds? ds ds*

conformemente all’enunciato. I’importanza di questa proposizione

1) C. BoURLET, Nowuveau traité des byci i

i s yeicles et des byciclettes (22 ed.,

gans 1898); L. KLERITLI, T'raktoriograph und Construction ger tmnsze(ndmteh
ahlen «m» und <e» sowie Construction des n-seitigen dem Kreise ein gesch-

riebenen regelmdssigen Polygone (Dingler’s Polyth. Journal, T. 305, 1897).
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sta in cid che permette di costruire il centro di curvatura in un punto
qualungue di I" quando si sappiano costruire le normali alle due
curve I', E ; da essa in particolare si deduce che per cosiruire il centro
di curvatura in un punto M della trailrice ordinaria avente per base
la retta O x, basta trovare la intersezione della normale in-M a quella
curva con la perpendicolare condotta alla base mel suo punto d’inder-
sezione con la tangente in M alla tratirice. Similmente per costruire
il centro di curvatura in un punto M della tratirice avenie per base un
cerchio basta trovare la intersezione della normale in M a quella curva
col raggio della base che va al punto di questa che corrisponde a M.

Quando invece sia data la curva (base) E la ricerca della tratirice
esige in generale la integrazione di equazioni differenziali o almeno
delle quadrature. I calcoli relativi possono eseguirsi completamente,
non soltanto quando E sia una retta (v. sopra), ma anche quando
sia una eirconferenza !): gli & quanto ci apprestiamo a dimostrare

nel n. seguente.

956. La curva base sia il circolo di centro O e raggio a; I sia

il segmento costante. Chiameremo z,y le coordinate di un punto
qualungue M (fig. 31) e s I'arco della trattrice. Porremo per brevita :

dy ds
az— P =n?, P ___y/’ — R ondel—Jf-y’z:s'ﬂ.
Y
// v
h

d

F p:

L

x
I
Fig. 31.

Sia N il punto del cerchio che corrisponde a M ; condotte MP
e N R perpendicolari a O w e M V a questa parallela, avremo :

1} V. RiccaTi, Deusu motus tractorii in constructio aeg. diff. (Bonomiae
1752). La sostanza di questo opuscolo ¢ riprodotta nel T. 1I (Bonomiae
1767, p. 270-487) delle Institutiones analyticae a V. RICCATI el H. SALADINO

collectae

Le Trattrici 291

P

| 1 :
8

——3 ——

e siccome N appartiene al dato circolo cosi OR + RN 2= a?; dunque

1 2 1 y/ 2
8 Iy

2s

ovvero

(16) 2 4 g+

(*+yy') =n

’

Questa & l’quaziope differenziale della trattrice ; essa intanto
conduce alla rettificazione di questa. Scriviamola, infatti, come
segue :

8 = l 2r 2y l a )
d?2+y2—n2 = - FP 10g(1‘2+y2_n2)
e troveremo
a7 s =c—1llog (22 + 9> — n?).

Introducendo ora coordinate polari 0, w la (16) diviene :

&t 21p-dp o,
‘ Vig+dda?
ovvero
@as) do_ te V2@ B — g —nt

o (0* —n?)

€ cosi si & ottenuta la separazione delle variabili. Per proseguire
nel calcolo porremo :

(19) @ =a*+1+2alcosp

e cosi trasformeremo l'equazione precedente in quest’altra :

Zl 9
do—=—adpu a2lcospu
ovvero (21242 al cos u) (1+a cos u)
1 l d . 2
20)do =—dpy —— # - dp
2 a l 4 4al a® + P
— - cos p
p “ 2 al -+ cos u
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18]
to
(8%

E se poniamo tg $u = 0 la (19) diverra

/ 1— 6
(21) o=|erriza—-
: 1+ 6
mentre’ la (20) si muterd in :
do dae a6
dw = — n? - — 21 -
1+ 6 (@ +1)2 + (a—1)* 62 (@ + 1) —(a—1)6?

Le quadrature indicate nel secondo membro danno risultati
differenti secondoché ail e in corrispondenza si ottengono le

espressioni seguenti:
[arctg§—0 + 4,

210 21 l—a v
arc tg — —arctg 6 - B,
(22) 0 = (a4-1) + (a —1) 62 n l+a
2180 l a-+1l4+nb
are tg - —log —— o + C,
‘ (a+l) + (a —1) 6 n a+1l—mnt

ove A, B, € sono le costanti arbitrarie introdotte dalla integrazione
e che si possono sempre sSupporre
nulle.

Le (21) e (22) danno in ogni
caso le coordinate polari g, w in
funzione della variabile indipen-
dente 6, onde somministrano la
rappresentazione analitica della
curva ; in particolare possono ser-
vire a determinarne la forma. Ad

TR es. la (21) mostra che la curva

& tutta compresa nella corona cir-

colare di centro O e raggi a +1

e |a—1]|; e le (22) fanno vedere

che (supposte nulle le costanti

Fig. 32. — Trattrice del cerchio. A4, B, () essa & simmetrica rispetto

all’asse polare (perché cambiando

il segno di 6, w fa altrettanto, mentre g resta inalterato) ; la (22, 3%)
mostra che se 62 :: +; si ha 9 =4/a2—1P e v = x, onde il

cerchio di centro O e raggio n & asintotico della curva (v. fig. 32);
ecc. ecc. Osserviamo anche che, nel caso ! = a, A = 0 si trova come
equazione polare della trattrice
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’ 4 a2 — g2 1a2 — 2
w = arc tg \/ e — \/ ¢
¢ 0

A. Bordoni, a eui & dovuto il calcolo testé esposto 1), ha al-
tresi scoperte alcune considerazioni semplicissime le quali, in modo
veramente inaspettato, somministrano un’equazione differenziale fa-
cilmente integrabile della evolvente della trattrice considerata : le
esporremo con la massima concisione possibile. '

Siano ¢, u le coordinate del punto dell’evolvente che corrisponde
al punto @, y della trattrice ; supporremo tutte queste quantita fun-
zioni di una medesima variabile indipendente. Avremo

8/2 yl o2
(23) t =x — — U =y +

k]
y'’ 12

¥

Eliminando_m e y fra queste equazioni e la (16) — differenziata
se occorre — si otterra 'equazione differenziale della evolvente.
Ora differenziando la (16) si trova :

@+yy +1s)s® =1y —y)y";

s

in questa e nella (23, 12) si sostituisca il valore y' = dato dalla

u—y
(23, 13) e si giungers alle equazioni :

+yy +1s)s (u—y)=lxy —y),t +uy —z—yy =0.

ovvero
wy —t . I t—uy

=ty —— oy =u +~—~*——y.

wy 41 s t+uy

Sostituendo nella (16) a x e y questi valori si ottiene :
2+ u? u+ty )?
Z+u+ 2l —m0m— L P2 —1— = n2.
t+uy' t+uy’
Ma & noto dalla teoria delle evolute che

t

) Vedi la memoria Sul nuovo tornio immaginato dal Sig. Carlo Parea
(Mem. della Soe. Ital. delle Scienze, T. XVIII, 1820).
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onde (detto ¢’ l'arco dell’evoluta)

— ,
tw —tw t 4w 8____\”’”‘“_"
t—}—uy':T’_‘vty —U = ! ’ w' u'

e la precedente diviene :

2 | u? tt +uw )2

? 4w L -+ ] ey
tu —t' u

24210
(24) ¢ 4+ u? 4+ PR
'diﬁerenziatle dell’evolvente. Per integrarle

T’equazione .
B questa © o ate polari g, » e cosi la trasformeremo in

introdurremo le coordin
quest’altra :
’ 2
[ . 14
2 — n2
92__210)1 + 1 920)/2 ,

lo' 2
Q—— o ] .—__n2.
oo

Scrivendo ¢ invece di + 1 ne trarremo

ovvero

lo
0o — =€&n
oo
e quindi " 0”
= = 1 —
(9—3”)2:— 2 (' lz[ + o 12]
ossia 1o
e —F =—
Vi{e—en) oy
o finalmente
l-dp
(25) do

= ’
g\/(g—e n)2 — 2
e cosi le va;riabili rigultano ‘separate. Ponendo

(26) i o—2n =1z

essa diviene
l-dz

== _____;
(em +12)4/2—1

dw
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e, ponendo
(27) VEa—1=z—u
— 2 du
do = ,
n
u? 4 2 e—[—u +1
onde
— 2 du
(28)- w =
n
I u? +2eTu- +1

Eliminando poi z fra le (26) e (27) si ottiene :

l 1
(29) sta'Jr—o*[uﬁ-—J 5

u

siccome le (28) e (29) danno w e g in funzione della variabile indipen-
dente wu, cosi porgono la cercata rappresentazione analitica della
curva; possiamo aggiungere che la quadratura indicata nella (28)
& eseguibile e di i seguenti risultati:

2

D — se n =1
n—e .
l ca +lu :
(36) w =/ FE + < are tg se n <l
VE— nt VE—n
l en+Iln—mn
F + log se n >1;
2n en+1ln+n

ove D, E, F sono le costanti introdotte dall’integrazione e con-
verra di regola supporle nulle. Col mezzo della trovata rappresen-
tazione analitica si potra giungere a conoscere tutte le proprieta

. della curva (la fig. 33, p. 226 ne da la rappresentazione grafica nel

terzo dei casi suddetti); lasciamo al lettore tale investigazione.

257. Il nome di traitrice del cerchio & stato dato di recente da
F. Morley ad una curva a cui guida la considerazione di un no-

15. — G. Lor1s, Curre piane speciali algebriche ¢ trascendenti. - Vol. II.
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tissimo strumento d’integrazione ). Tale curva si puo definire come
trajettoria ortogonale degli w’ cerchi di dato raggio (b) i cui centri
stanno sopra una circonferenza data (di centro O e raggio a); essa
& quindi anallagmatica rispetto a qualunque inversione di centro O;
nel caso speciale a =b, & Pinversa d’un’evolvente di circolo. Per
trovarne la rappresentazione analitica si osservi che gli oo’ circoli

di cui sopra hanno per equazione generale

(31) (x — @ cos @) + (y —asen pr =10

Fig. 33. — Evolvente della trattrice del cerchio.

ossia
2 L ypr—2amcosg—2byseny +a2—b =0

Differenziando si ottiene

dy z— @ Cco8 ¢
iz y——bsenqn’

onde lequazione differenziale delle traiettorie ortogonali di quel

sistema di cireoli &

1y V. la nota The «no rolling » curves of Anasler’s
of Mathem., II Ser., 1, 1899); cfr. F. Gomes TEIXEIRA, Sobre algufffas pro-
priedades de duas curvas nota_peis (Jorn. Se. math. phys. e nat., Il Ser.,

VII, 1909).

planimetres 'zAnnaIS
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(32) . dw :x—acoszp
dy y—bseng

da cui ¢ si deve eliminare t
enendo conto dell’ i
Ora la (32) da, quando si ricordi la (3133 equazione (31).

b

dx dy ds

& —acos @ y—bseng b
s essendo al solito ’arco della curva cercata ; per cid
bdax bdy

— X = — a Cos — Ty =
ds (2 ds Yy = — b sen ¢,

onde, quadrando e sommando

ds ’
ossia, ponendo x® + g2 = g2,
5 .
0+ b —a?— M -0
ds ’
Se ne deduce
42 0% . d g2

d$ = ——— —
Hot—a? b2
ossia (introducendo coordinate polari)
452 % . d o

cdd+Pda?® = —m o~
(¢* — a* + b2

onde

(33) o | Vi@ —a 1 PY
9(02—a2+b2) do

© questa ¢ ’equazione polare dell i

0 ne ella curva. L’integrazione indicats

m;nSiggﬁgrilge&segmbllle soltanto introducendo fuirzioni elllil‘lcgil:l?z(?
13 uare elementarm =b;i i |

Tivione u ol e o ente nel caso a = b ; infatti la (33)

AL — o
,,,_j__V_"‘_ft_ez
2

Y

do
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228
e da
\/ 4 q® — 92
w = arc cos —
c2a 0 )

la quale rappresenta la curva riversa d’una evolvente di circolo.

Nel caso generale la (33) prova che la trattrice del cerchio &
una curva panalgebrica ; lasciamo al lettore di -ottenere ’'equazione
della curva (di 8° ordine) su cui stanno i punti di centatto delle
tangenti condotte alla curva da un punto qualunque del piano.
Notiamo piuttosto che i punti di contatto delle tangenti formanti
con l'asse polare l'angolo ¢ stanno sulla curva di equazione

\/4b2@2—(92—a2+b2)
o (g —a* + )

= tg (@ — w);

ora se si passa a coordinate cartesiane si trova che tale equazione
si spezza nelle due

(x + becos @) + (y = bsen ) = a?,

che rappresentano quei due cerchi del sistema dato i cui centri sono
gli estremi del diametro &’inclinazione o del cerchio di centro O

e raggio b.
11 Morley ha osservato che la curva si presenta gotto forma dif-

ferente secondoché a% b; nella prima ipotesi essa ha un cerchio
asintotico di centro O e raggio 4/ a* —b?; se a = b si ha invece un
punto asintotico O ; se finalmente a < b la curva ammette «’ cu-
gpidi distribuite regolarmente sulle periferie dei cerchi di centro 0
e raggi b+ a e tali che la distanza angolare fra due cuspidi conse-
b

B —a?

11 fatto (v. N. 259) che I'evoluta dell'ordinaria trattrice ¢ una
curva nota — la catenaria — ha guidate il Morley & cercare quale
sia Pevoluta della trattrice del cerchio ; egli trovd come equazione
polare di tale curva

bdy b
m = | —————— ove p = arc cos
b+ acosy o—a

cutive sia

Tale integrazione & sempre eseguibile elementarmente ; nel
caso b> a conduce alla seguente equazione polare della evoluta :
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0/2 — B
g ==
bw
@ — b co§ ——
\/ P —a
la quale, come sappiamo (Vol. I, p. 497) quando ——— _b_. =n

VB —a -

numero intero positivo, rappresenta una curva a » ventri.

dellazstfétz‘;g:%?d?in ;S,I;i'a 214) (;he, preso per asse delle « la base
I questa pud definirsi come 1

cui la tangente ha Iunghézza, costa o nasoote

nte. Quest’osservazione f:

spontaneamente la domanda: Quali ¢ amaloga pro.

ontar 1 : curve godono 1’analo -

prietd-in un sistema polare? Sono evi ntegeal

? evidentement i i

della seguente equazione differenziale : ¢ le curve integrali

| .
(31) 9V1+[9‘”J .
do

Scrivendo questa come segue

do
ds = a
€ poi integrando si ottiene ¢
. (32) s——s‘,:alogi—),

20

;lof;.x;d;rs(r)nelfel che le curve cercate godono della proprieta che un
gy Vett(()lria,dupque e propor‘zmna,le'al logaritmo del rapporto dei
g othom ¢ el é)untl estremi. Appllcan_do la definizione di questa
it senzal,ls(ll igj(zflli?;nc Ezpo.st‘e in principio di questo Libro si
) *he si € in presenza di rva Ps
g.eb.mca facente parte di un sistema dip cas;tid‘er?sltizﬁg 20 ?‘4& g:nagi.
?l qlene presente ‘che'i flessi di una curva definita in eoofdiriate II))O-
arl sono determinati dall’equazione
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,_I_
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| ~
| ———
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0 do?* | o
- e che nel caso nostro
a (1 o8
dw?t 0 ] S (a* + o%)?

ede che C1i i ’ =3 R ®
81 v ld wreonferenza 92 as s g f }

eqa la laxta CUrva ner suor
puntl d 14””68310’"/6~ 1
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Dalla (31) si trae poi

dow = S
o
ora, se si pone ¢ = « cos 6, si ha
0 do
dw =db —
¢ cos? 0

onde w=6——tg0+c'

ossia, poiché O = arc cos g/a,

4 a* — @*
w = are cos—————\—/—————-{—c.
@ 0
Prendendo come nuova anomalia quantitd ¢ — o potremo rite-
nere che
, V@ —¢ 0
(33) 0 = . — arc cos "

sia l’equazione polare della curva domandata. Essendo poi

e
arc cos — = — arc sen ——
a @

2
facendo compiere una rotazione di ampiezza /2 all’asse polare si
puod surrogare la (33) con la seguente

y @& — ¢ e
— are sen ——.

4 a

(33") w =

i iderd determinata la

R. Cotes che per primo considero la curva ora :
chiamd 1) complicata tractriz ; il Giard 2) ed il Neuberg 3) per espri-
merne la connessione di essa con le coordinate polari la ch{amaropo
trattrice polare ; O. Schlomilch diede 1a preferenza al nome di tractrice

del cerchio %), bencheé esso spetti alla trattrice a base circolare stu-
diata nel n. 256.

1) Harmonia mensurarum (Cantabridgiae, 1722), p. 84. .

2)) Courbe dont la tangente polaire est constante (Nouv. Ann., 2® Serie,
T. 1. 1862).

3) Nouv. Corr. math., T. VI, 1880, p. 409-410. ) )

‘; Uebungsbuch zum Studium der héheren Analysis, I Th. (5. Aufl.,
1904), p. 124. I1 BroCcARD (Noles etc., p. 276) usa xllnome equivalente di
tractrice circulaire.
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Fra la complicata tractriz e due curve a noi note sussistono re-
lazioni notevoli rilevate da Cétes 1) e Neuberg ?), colla dimostrazione
delle gnali chiuderemo gquesto Capitolo.

a) Si esegua sulla curva (33) la trasformazione per raggi vet-
tori reciproci determinata dalle formole: w, = w, g, = a*/p e si
otterrd quella rappresentata dall’equazione

\/@12—“'2 a
= —————— — arc cos —.

@ €1

Wy

Ricordando l'equazione (25) p. 127 si conclude : Se si prende
per centro di una trasformazione per raggi vettori reciproci il centro
di un circolo, ogni evolvente di questo mutast in una complicata tractriz.

b) Si consideri la spirale iperbolica ¢ w = a. Dal polo O si
abbassi la perpendicolare sulla tangente nel punto M (¢, w); ne’
sia T (o, , w;) il piede. Detto yu I'angolo O M T si avra:

Wy — :% — M, 0 = Q8enpu
e siccome
. . )
sen p = m , COS p = — m,
cosi
st (o, — @) = conp = — —e |, gy = e
\/1 + w? ,\/1 P
ossia
w — @ :—arcsen—lt. , 0 = M
V1+ o 01

donde eliminando w

VE—F o
w; = ————— —arcsen —.
01 a
In virth della (33') questa equazione dice : la podaria di una spi-
rale iperbolica rispetio al polo ¢ una complicata tractriz 3).

1y Harmonia mensurarum (Cantabridgiae, 1722), p. 84.

2) Nouv. Corr. math., T. VI, 1880, p. 409-410.

3) Per altre proprietd v. F. BALITRAND, Sur la spirale tractrice et sur
une courbe associée (Nouv. Ann. de math., IV Ser., T. XV, 1915).




CAPITOLO XXII

Le Catenarie.

~

-

959. Nella seconda e nella quarta delle Giornate in cui ¢ divisa
1a celebre opera di Galileo Discorsi e dimostrazioni matematiche in-
torno a due nuove scienze (la cui prefazione & datata 6 marzo 1638)
¢ osservato!) che una fune o catena omogenea pesante sospesa
coi due estremi a due punti posti alla medesima altezza si dispone
secondo una curva avente la forma di una parabola. Che questa
curva non fosse una parabola venne messo in chiaro con calcoli
ed esperienze da Joachim Jungiuns nel 1669 col noto lavoro inti-
tolato Geometria empyrica ; Testava perd cosi sempre da decidere
quale fosse la curva secondo cui disponevasi la fune ; la ricerca di
essa venne pubblicamente proposta nel maggio 1690 da Giacomo
Bernoulli col mezzo degli Acta Eruditorum 2). Tre geometri di primo
ordine risolvettero quasi contemporaneamente linteressante que-
stione, cioé Huygens %), Leibniz ¢) e Giovanni Bernoulli %) ; al no-
bile certame presero parte anche il propositore della questione ®)
e I’Hermann ?) ; Davide Gregory ®) si occupd poi per primo di com-

1y Opere di Galileo Galilei, T. VIII (Firenze, 1898).

) V. anche Jae. Bernoulli Opera. T. 1. p. 246. ’

3y Acta erud. 1691 (articolo riprodotto in Leibniz ed. Gerhardt. T. V,
p. 248). Cfr. una lettera di HUYGENS a LEIBNIZ del 4 settembre 1691 (Leib-
niz ed. Gerhardt, T. II, p. 102) e I'articolo di D. J. KORTEVEG. La solution de
Christiaan Huygens du probléme de la chaineite (Bibl. math.. 32 Serie. T. I).

1) Aela erud., 1691, 1692, 1699; Journal des Savants, 1692; Giornale
dei Letterati, 1692; Leibniz ed. Gerhardt, T. V., p. 243, 255, 258, 263 e 366.

5y Acta erud., 1691; inoltre Joh. Bernoulli Opera, T. 1, p. 48 ¢ Leibniz
ed. Gerhardt, T. V, p. 248. Veggansi anche la XX VIela XXVII delle Lectiones
mathematicae (Joh. Bernoullt Opera, T. 111, p. 491); le tre lezioni successive
generalizzano il problema trattando ai casi in cui la fune non ¢ omogenea.

) V. l'ultima parte dello Specimen alierum calculum differentiali (Acta
erud. Juni 1691; Jac. Bernoulli Opera, p. 449-453).

7} Phoronomia, Lib. I, Cap. II1, Append. » 5 (Amstelod 1716); aleuni
errori ivi commessi vennero corretti da Giovaxni BERNouLLI nell’articolo
Solutio problematis catenarii generaliter concepti (Opera, T. 1V, p. 234-241).

8y The properties of the Catenarian, or curve line formed by a heawy and
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g);rrl(:i a}clal,l.a tratt&zmng metodica delle proprieta della curva do-

Aleux}e semplici considerazioni meceaniche !) provano che la
curva fumcolarq 0 catenaria %) & caratterizzata geometricamente dalla
seguente‘ ‘proprleté.: un suo arco qualunque contato a partire dal
Izunto piu basso & proporzionale alla tangente trigonometrica del-
lang?lo fatto con un’orizzontale dalla tangente nell’estremo di
quell’arco. Emerge da ci6 che V'equazione differenziale della curva o :

dy S
sy T -

1)

I
(=

b

r~”

¢ essendo una costante. Eliminando d i i
. ¥ mediante la not la :
dz® + dy® = ds? si ottiene ¢ Teamone

’»

i

Yo 1 ' N V’
a1 [
@ . ds / T
) dr = ¢ —— 2
,\/5.2 T2 /\- . g
. . “ag
onde integrando N ’ = %
! T— 1
x s+4/8 + ¢ y wh
—_— =10 —— o ' 1
e & ¢ . N ” ’! f o ) 'y .
¢ : Raiis o =
ovvero A . 7
2 st/ e ‘ g
6F — ' I
Se ne trae :
z —s 2 2 wé[/, Y e =
e = A ‘ E
- :
onde T 3 *
z z Z'\/z 2 V""?"”!\’ N
2 = 24/F 4 z s 2 :
(3) e +e ¢ = _’f;? 7T = . PO ¥
¢ P e V0% 4
’ i
D’altronde le (1) (2) danno ' ok
i - PR ey
s ds -
dy = T or o L
'\/82 + ] . -
ooaen
- .{’f‘;‘e’,ﬁ,

flexible chain, hanging freely from two pois ? i
, 7 2 two point of suspension (Phil. Trans., n. 28

116(197). Cfr.(anche I'Answer to the animadvertions concgming fr/h;1 ("(genagrly‘
(Id.. n. 259, 1699) provocata dall’anonima Animadversio ad Davidis Gre-
gorul>sc‘hfedwsma csie catenarii (Acta Erud., Febr. 1699).

. per es. SCHELL, Theori : (rdf i
g 1288%), Ip. o eorie der Bewegung und der Krdfte, T. 1T (Leip-

) Nome suggerito da HuYGENS nella let v 7

1690 (Leibniz ed. Gerhardt, T. I, p. gﬁ;{ttemaLEmMz del 18 novembre
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quindi, integrando,

y=y/Ere
e per la (3, 13)

¢ "i _Z
(4) y.—_—‘—)—‘Lcc—l—e CEN I

Questa ¢ I'equazione cercata della catenaria. Usando funzioni
iperboliche 1) si pud anche scriverla come segue:

@ y = c cosh x/c.

Effettuando la trasformazione on.logr'aﬁca immaginaria‘ rap-
presentata dall’equazioni & =1 §, ¥ = 7 81 Passa dalla curva rap-
presentata dall’equazione (4) o (4') alla seguente

7 = € CO8 X/C ;

i 1o catenaria pub considerarsi come una trasformazione omo-
;):;;‘Zzi’?n ldella _sifnusm';;. Cio abilita -a .de.durre da proposizioni d;lmo-.
strate nel n. 245 le seguenti: i punti di contatto delle tangenti che st
possono condurre ad una catenaria da wn punto qu.a,lunque del {mdoo mqu
appartengono ad una curva del quart’ordine di cut guel punto et sz'nsq;
onde qualungue catenaria ¢ una curve panalgebrica e fa parte @i

sistema con le caratterigtiche 2 e 2: .
Notiamo ora che le equazioni (1) e (3, II) dapno :

3) s = c¢senh x/c
(6) dy/dz = senb z/c¢;

i i assi dinati 0 di curva
detta poi A Varea compresa fra gli assi coordinati, un arc ‘

ed un’ordinata, si trova
(M) » A:‘j‘zyd:czozsenhzm/czcs;
0

e se si chiama R il raggio di curvatura ed N 1a lunghezza della nor-
male si ottiene

{8) . R = N = ccosh®z/c;

1 Essai sur 'les onctions hyperboliques _(Paris, 1874), p. 49;
GﬁN:l')H::J}:,ISﬁeT’Lehfre der gewohjnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunc-

tionen (Halle a. S. 188l), p. 249.

\

Le Catenarie 235

eliminando poi x fra le (5) (8) si ottiene
9) R =58 +e¢

che & l'equazione intrinseca della catenaria. Le formole trovate
esprimono simbolicamente delle proprietd della catenaria che si
possono enunciare a parole come segue : 10 Nella catenaria U'area
compresa fra la verticale passante pel punto pis basso (vertice della
curva), una sua parallela, Vasse delle ascisse ® un arco della curva
¢ proporzionale a quest’arcol). 2° Nella catenaria il raggio di curva-
tura é eguale alla nmormale. 3° Se una catenaria ruzzola sopra una
retta, il luogo dei centri di curvatura di essa nei successivi punti di
contatto é una parabola 2). Da cid si trae una semplicissima costru-
zione del centro di curvatura.

Le stesse formole guidano facilmente ad altre conseguenze.
Chiamiamo V il vertice, 4; (#;,¥,) e 4, (x5, y,) due punti della
catenaria in cui le tangenti siano fra loro perpendicolari. In forza
della (6) sard

Ty
senh — +1 =0

(10) senh
¢ c
0 se si vuole -
1 1
a1 —1;

Jf_
cosh? 2, /e cosh? x,/c

detti quindi s; e 5, gli archi V 4, e V 4,, e R, e R, i raggi di cur-
vatura in 4, e A,, applicando le (5) (8) si trova :
1 1 1
VA - VA4)=—&, — + — =—.
R, R, c

Dunque : Se un angolo retto A; A A, inviluppa una catenaria
é costante il prodotto delle lunghezze degli archi compresi tra il vertice
della curva ed i punti di contatto, ed ¢ pure costante la somma delle
curvature della catenaria in questi punti3).

Detti s, I'arco e R; il raggio di curvatura dell’evoluta della

1) Per una dimostrazione geometrica di questo teorema ed altri ana-
loghi si ricorre a WASTEELS, Aires et volumes rélatives a la chainetie (Mathésis,
22 Serie, T. V1, 1896).

?) MANNHEIM, Recherches géométriques relatives au liew des positions
successives des centres de courbure d’une courbe qui roule sur une droite (G. di
Liouville, 22 Serie, T. IV, 1859, p. 103).

3) Veggansi due note una di C. RaBut, l'altra firmata col pseudonimo
R.-Ca. WEeitz, nel T. II dell’Intermédiaire, p. 115 ¢ 358.
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catenaria, sussisteranno le relazioni s, = Re B; =R dR/ds. Elimi-
pando R e s fra queste e la (9) si ottiene

(12) R, =2s;4/ 81/ —1;

¢ l'equazione intrinseca dell’evoluta della catenaria.

Ricordiamo finalmente che (p. 217) Uevolvente di una catenaria
¢ una trattrice.

Le relazioni stabilite guidano con pari facilita a trovare l'equa-
zione cartesiana dell'evoluta stessa ; diamo soltanto il risultato di
questo calcolo :

yV/F—4¢E y—Vy—ie
(12" X = ————-——\/ 4 ¢log v
4e Ze

Il problema della catenaria suggeri a Giacomo Bernoulli lo
studio di altre curve che si presentano in natura ed anzitutto quello
della curva di profilo della forma secondo cui si presenta una vela
gonfiata dal vento quando si prescinde dalla gravita. Egli riusei
a rappresentare la curva cercata (detta velaria) mediante una equa-
zione differenziale ; non riuscendo ad integrarla si rivolse per aiuto
al fratello Giovanni, chiedendogli almeno una costruzione per punti
della curva ; piti tardi arrivo a porre quell’equazione differenziale
sotto la forma semplicissima ds- d2r = dy®, che portd pure a cono-
scenza del fratello. E questi, non soltanto scopri un procedimento
per stabilire quella equazione differenziale, ma giunse a conclu-
dere che «la courbe de la voile est la méme que la courbe de la
chaine » ; la velaria ¢ dunque identica alla catenaria ).

Aggiungiamo che fu costruito uno strumento per delineare
una catenaria 2) e che questa stessa curva si ottiene risolvendo il
seguente problema proposto da Eulero nel 1744 : « Dati in un piano
due punti, condurre per essi una curva tale che rotando attorno ad
un asse posto in quel piano generi la piu piccola superficie » ?).

260. Le equazioni, intrinseca e cartesiana, della catenaria hanno
portato & concepire delle curve pii generali. La prima conduce
alle curve aventi per equazione intrinseca

1) Journal des Savants del 28 aprile 1692 (Joh. Bernoulli Opera. T. I, pa-
gine 59-61); ofr. la XLVIII delle Lectiones mathematicae, Opera. T. 1, pa-
gine 510-515; inoltre Jac. Bernoulli Opera, p. 481-490 ¢ 639-663.

%) R. SCHIMMACK, Hin kinematisches Princip und seine Anwendung
2u einem Kalenograph (Zeitschr. Math. Phys., T. LII, 1905), lavoro ove
sono indicati dei procedimenti per tracciare altre curve (p. e. le linee di
RIBAUCOUR).

3) KNESER, Lehrbuch der Variationsrechnung (Braunschweig 1900).
pag. 25.
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13) ¢B=8+a, R=a+sh;

;som?1 risp. ,le alisoidil) e Ie_pseudocatenmie di E. Cesaro 2), mentre
a (4) o (4') conduce a considerare le curve di equazione cartesiana

b

14 4 z _Z2 . x
(14) ?/:7‘—2—[€”+(‘ ‘J ossia ¥ = » ¢ cosh —
¢

ove r é un numero qualunque dato; sono le « linee a v Fewo
linien) di O. Schlémilch 3), Dalle ’(14) si trae:  volta» (Gewdlb-

dy T dazy r

x
—— = r senh — = ¢ -
d P Ry p cosh ;

b

percio le curve in questione sono esenti da flessi. Poi
d s T

= 1 4 7% senh? —
dz ¢

¢ (1 + r2senh? x/c)3 2

R = —
r cosh x/e

onde

Col mezzo di questa formola noi possiamo trovare i valori di «
che f.ainno prepdere ad R i suoi valori massimi o minimi: basta
per cio eguagliare a O il valore di dR/dr. Esclusa la soluzi(;ne ch
sl ottiene ponendo senh z/c = 0, resta 1’equazione )

29 Senh2———l—3’2
= 7

Affinché questa abbia radici reali dev'essere 7 < —1: Soddi-

zfzgtai quegtlzm condizione_, si hanno duwe punti simmetrici rispetto
ues‘z 1n cui la curva eornspopdente presenta la curvatura massima ;
gat 1 punti sembr.ano quasi nasi della curva; donde il nome di
oot gﬁzmle’;eat (éue nast che ricevette la curva da coloro che ne avver-
; sistenza e si servirono di essa i ioni di i
L n guestioni di atica
applicata o, q matematica

!) Nouv. Ann. de math., III Ser., T. V.
1v. An ath., ., L.V, 1886, p. 75.
“3)) %eezbzzm ;}h geometna intrinseca (Napoli 1896) g ig
Lebungsbuc fudi 7] is, I 1 (
sig 19087 o gllﬁ. zum Studium der hohere Analysis, I Th. (5. Aufl.. Leip-
4) T. ALEXANDER e A. W. Tromsox. T
9T e AL W. . Two-Nased Catenaries a i
application 1 SANDER wo waries and their
b i o ;n eés’zgollsgé)segmental arches (Trans. R. Irish Acad., Vo-
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Le linee & volta sono curve particolari integrali dell’equazione
differenziale

¢y Y
iz &
il cui integrale generale &
(15) oy =pet+gd °,

p e ¢ essendo costanti arbitrarie. Le curve rappresentate dalla (15)
trovano applicazioni pratiche e vennero chiamate da Heinzerling!)
clinoidi e da lui distinte in catalinoidi ed amaclinoidi ; si trovano

fra esse — oltre alla logaritmica — le curve
E (= z
(16) - y:_‘)_.,\:p,cic—c}’

che vennero chiamate 2) risp. menoclinoide e trepsclinoide ; la prima
¢ una linea a volta.

261. Assomiglia al problema risolto dalla catenaria quello che
consiste nella ricerca della forma assunta da una catena pesante
perfettamente flessibile il cui spessore varia proporzionalmente alla
tensione ; siffatta catena offre evidentemente in tutti i suoi punti
1a medesima probability di rottura: la forma da essa assunta chia-
masi seguendo Davies Gilbert 3) catenaria di equole resistenza; questa
curva ¢ rappresentata dall’equazione

y x

@7 64 cog — =13
a

lo ha dimostrato il Coriolis *).
La curva passa per l'origine e tocca ivi Iasse delle x. Grazie

1)y Zeitschrift fiir Bauwesen, 1869 e 1872.

2) G. EMERY, Sulla condizione di scambievolezza e sui casi d'identitd fra
curve rappresentanti distribuzione continua di forze parallele e curve funico-
lari corrispondenti, con particolare disquisizione sulle clinoidi (Atti R. Accad.
Torino, T. 22, anno 1897).

%) Philos. Trans., London 1826, Part III, p. 202.

4) Note sur la chainette d’égale résisiance (G. di Liouville, T. I, 1836);
¢fr. SCHELL, op. cit., T. II, p. 102. Sei anni prima di CORIOLIS, considera-
zioni di altro genere avevano guidato il GUDERMANN (v. §§ 82-88 della ci-
tata memoria) alla stessa curva, a cui egli diede il nome di tongitudinale.
ALLEGRET ha poi osservato (Ann. Ee. Norm. Sup., II Ser., T. 11, 1873,
p. 157) che LEGENDRE la incontrod fra le curve il cui arco & esprimibile per
logaritmi (Traité des fonctions elliptiques, T. 1, p. 40).
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alla periodicity della funzione cos

2 b essa consta di infinit i
101;) c(_)ngruqntl, la prima de!le quali i ottiene facendo vari(;rgagt %r:frg
fer 4 ,];a curva’é simmetrica rispetto alla retta # =2kxa (k in-
ero). Detto 7 I'angolo della tangente con O &, dalla (17) deducesi

d
tg v = —3/ — tg__w_
epperd dw a

(18) = —

qul]ldl lqu 1 pllnl)l dl ascisse r = 10ne
k?ta sono dl (:lllmlnaz ne. Sl

d s 1

do cos zja

onde, computando gli archi dall’origine delle coordinate
7

(19) s:alogtg{l+i .
4 2a

Inoltre si trova come espressione del raggio di curvatura :

(20) R "

cos x/a ’

Z(;gxabgf;ndo .que.sta eon 1a_(18) si ottiene R cos 7 = a, che dice :
enaria di equale resistenza & costante la proiezione del mggz't;

di curvatura sulla
urva normale nella origine ; do
struire il centro di curvatura. gine; donde un metodo per co-

Ora 1a (19) da:

- £l 2

e® +¢ @ =
quindi per la (20) Cos xrja
0 a s 8 1
(21) R_?[e“rg_u} )
0, se meglio piace,
(21) R = a cosh s/a .

'} G. M. MiNcHIN, Treatise on Siatics (Oxford 1877).
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Questa & Vequazione intrinseca della catenaria di eguale resi-
stenza ; ne & evidente 1'analogia con Vequazione cartesiana della
catenaria ordinaria ; si deduce da essa che : se una catenaria di eguale
resistenza ruzzola sopra di una retia, il luogo dei centri di curvatura
nei successivi punti di contaito é un’ordinaria catenaria.

11 semplice esame dell’equazione (21) conduce a considerare

le curve pill generali rappresentate dall’equazione , .

a (= 2
(22) R=2k{6“+e"}

ove % & un intero arbitrario ). Esse godono di proprietd analoghe
alla catenaria di egual resistenza. Per mostrario indicando con
T’angolo della tangente con una retta fissa avremo R = ds/dw, onde

posto
s =f {w) verra B ={' (w)

e la (22) dard

form [ Feet
o= [ t)

w darie
2k _/:ef/“ + e~1ia ’

Per eseguire questa quadratura porremo fla =i« ed otterremo

w { dzx 1 1 x
=1 = i log tg T+7

onde

& J cosw
onde
- w e2fie—1
sen — =
k. efet1
da cui f (w) cioé
. 7 ®
s =alogt —_— 1.
&% 4 2k
Per conseguenza
a 1 7
R =

—k— CcOo8 w/k’

RSN,
.

1y CrraRELLI, Sopra wna classe di curve intrinsecamente_analoghe alla
catenaria di egquale Tesistenza (G. di Matematiche, T. XXXVI, 1898).
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=

relagioni
()?'1;511;?1 Ch?; cg)mpre.ndono le (19) e (20) come casi speciali. Le co-
€ cartesiane gi trovano espresse come segue in funzione di « :

rcos w-dw a ~senow-dw

r — a
DR el Bl

cos m/k

€ questl integrali si potranno esprimere in termini finiti

sia razionale. quando k

16. — P ‘urve pi fati i
G. Loris, Curve piane speciati algebriche o trascendenti. - Vol. 11



CAPITOLO XXIII

La Curva elastica piana (Lintearia), I'Isocrona paracentrica
e la Curva meridiana del solido di minima resistenza.

962. Un’asta rettilinea uniforme ed elastica termina con due
segmenti rettilinei non -elastiei i guali vengono collocati sopra una
stessa orizzontale e sui quali vengono esercitate forze determinate ;
Pasta prende in conseguenza una certa forma d’equilibrio che chia-
masi curva elastica. Anche questa curva venne a torto assimilata
da Galileo ad una parabola ; ma -Giacomo Bernoulli?) dimostro falsa
siffatta identificazione e giunse a caratterizzare geometricamente
1a curva cercata ; egli di pilt scoperse essere dessa il profilo secondo
cui si conforma una tela perfettamente flessibile, fissata orizzontal-
mente pei due estremi e caricata di un fluido pesante : donde il
nome di lintearia che venne e viene ancora da taluno dato alla
curva elastica. In seguito anche Giovanni Bernoulli si occupo della
curva elastica 2) e suo nipote Daniele rilevd che questa curva soddisfa
alla condizione di rendere minimo [ ds/R?, essendo al solito s I'arco e
R il raggio di curvatura ; questa osservazione spinse Eulero a «cer-
care fra le curve che passano per due dati punti e toccano ivi due
date rette quelle che rendono minimo [ ds/R?»: questo problema
trovasi completamente risoluto nella celebre opera intitolata Me-
thodus inveniendi lineas curvas maxima minimae proprictate gaudentes
(Lausannae et Geneve, 1744), la cui appendice I & consacrata alla

1) V. limportante memoria intitolata: Curvatura laminae elasticae.
Ejus identitatem cum curvatura lintei « pondero inclusi fluidi expanso (Acta
Erud. Jun., 1694; Jac. Bernoulli Opera. p. 639); inoltre le Explicationes,
annotationes et additiones (Acta Erud., Dic. 1695; Opera, p. 663); finalmente
il Javoro Veritable hypothése de la résistance des solides avec la démonstration
de la courbure des corps qui font les ressorts (Mem. de Paris, NDCCV; Opera, -

ag. 976).
pug 2y Solutio problematis curvaturae:laminae elasticae « pondero apprenso
curvatae (Joh. Bernoulli Opera, T. 1V, p. 242).
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teoria ed alla classificazione, in nove tipi, delle curve elastiche 1) ;
quel qelpbre geometra ha poi osservato che fra tutte le curve pia,nej
a’ventl. il medesimo perimetro e comprendenti 1la medesima area
lglasmca’ ¢ quella che ruotando attorno ad un asse situato nel suo
piano genera il volume massimo o minimo 2). )
Mediante considerazioni meccaniche che sono estranee al nostro
tgma, %) si -dimostra che «nella curva elastica la curvatura ¢ propor-
zgonale alla differenza fra una costante e l'ascissa»; la sua equa-
zione differenziale ¢ dunque del seguente tipo : ’ |

d*y

da?
1) o = a — 2.

d 2.3/2
V14 [Zv ] ‘
Ldz \

Quest_a ¢ suscettibile di una prima integrazione, mediante la quale
si ottiene
dy

> (2 da
2 ¢ =2ar —2x

d J 2
Vl N [ Ay
dx
supponendo che per z = 0 sia

segue

. = 0. Scrivendo questa come

2aqx—ax?

2) dy =

.- dx
VAA—(2ar—a2p ’

?i vede .che _il Pprocesso d’integrazione si arresta se non si adoperano
integrali ellittici : fatto questo che venne notato tanto da Giacomo
Bernoulli quanto dal Maclaurin 4). Ma intanto le (1) (2) conducono

1) Xx 31;che De miris proprietatibus curvae elasticae sub aequatione
Y= ;_l———x contentae (Acta Pet., p. 1782; Opera omnia, 1 Ser., T. XXI,
pag.”91). ‘

2) Cfr. LAacroix, Traité de Caleul différenti pntey
(Paria 1708) o 5714 ifférentiel et de Caleul intégral, T. 11
pa,g.a)59‘571.. per es. Poisson, Traité de mécanique, T. I (22 ed., Paris 1833),

4) Treatise on Fluxions (Edinburgh 1742), n. 927. Si veda anche H
PHEN, Sur une courbe elastique (Journ. Ecole Pol t. B4e C 84 6 Traits
des fonclions elliptiques, T. %I, 1888). yt. 540 Cah. 1884 ¢ Trasi
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a qualche conclusione : infatti la (2) most?a che l'equazione della
tangente nel punto (v, y) ha per equazione

Y—y 2ax—at

®) X—=z - VA — (2 ax —a?p ’

donde emerge che i punti di contatto delle tangenti condotle da un
punto ad una curva elastica appartengono ad una curva del sesto
ordine avenie quel punio per punto doppio ; f)nde ogni curva elastica
& una curva panalgebrica, facente parte di un sistema di caratte-
ristiche 2 e 4; le sue tangenti che formano con O = un dafto angolo «
hanno i loro punti di contatto distribuiti sulla cubica di equazione

?/3 = q2 (y—mtgga).
Le (1) (2) danno poi
r 2¢dx ¢

s:J VEA—(Zaz—2p a—ua

(4)

donde, eliminando =z,

2ctdR

(3) =

VIA B — (@ B —dp

che & 'equazione intrinseca della curva. Nel caso speciale a =0

questa diviene
- dR

3:2} - = ;
V)

3 i i Ri Un altro caso
epperd (v. p. 162) rappresenta una linea di Ribaucour. :
pgi')ticolare notevole, si ha supponendo a e ¢ legate dalla relazione
at =4 ¢*; la (2) diviene allora

2
2acx x dz

- (r—a)4/a* + 2ax —a*

dy

i i i Zioni tari di 2. Nel caso
onde y puod esprimersi mediante fun_z;on_x Qlemeq ; ’
genergle 1a (2) da y mediante funzioni ellittiche ; i risultati assumono
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aspetti differenti a norma della grandezza relativa di a e ¢; in cor-
rispondenza si hanno altrettante forme diverse della curva elastica 1).

263. Un’altra antica questione conducente a funzioni ellittiche
venne proposta da Leibniz nel 1687 : & la ricerca di una curva lungo
la quale un punto pesante cadente da una data altezza si avvicina
od allontana da un punto fisso in modo che le sue distanze da questo
siano proporzionali al tempo. Tale curva venne da Leibniz stesso
chiamata isocrona paracentrica (da 7mage = vicino, xevrgov = cen-
tro) ?) e venne determinata da lui3) e dai due Bernoulli Giacomo 4)
¢ Giovanni ). Geometricamente & definita dall’equazione differen-
ziale
) ' dx _ dy

\/‘.’; “ \/azy—y3

donde & facile dedurre che essa fa parte di un sistema con le caras-

“teristiche 2 e 3. Indicando con dt il valore comune dei due membri

della (5), scegliendo convenientemente le costanti d’integrazione e
ricorrendo alla nota funzione ellittica di Weierstrass, si ottiene

2 t
(6) a/':—:-;/:p{*y

a

e questa € la rappresentazione parametrica della curva 9).

Ad un’altra curva condusse la soluzione del pil antico problema
sul calcolo delle variazioni. Esso enunciasi come segue : Trovare
la curva piana passante per due punti dati e che rotando intorno ad
un asse posto nel suo piano generi il solido che, muovendosi in un li-
quido nella direzione del proprio asse, incontri la piu piccola resistenza.
Newton asseri nei Principia (Lib. 1L, Sect. VII, Prop. 34) che la
equazione differenziale della curva che risolve tale questione ¢ la
seguente:

') SCHELL, Theorie der Bewegung und der Krifte, T. I1 (22 ed., Leipzig
1880), p. 119-162; GREENHILL, Applications of elliptic functions (London
1892), p. 87-89.

%) Lettera di LrisNiz a HUYGENS del 1/11 ottobre 1693 (Leibniz ed.
Gerhardt, T. I1, p. 164). .

%) Constructio propria problematis de curva isochrona paracentrica (Acta
erud., 1694; Leibniz ed. Gerhardt, T. V, p. 309).

Y} Acta Erud. Juni e Sept. 1694 (Jac. Bernoulli Opera, T. 1, p. 601-612).

°) Acta Erud. Octob. 1694 (Jok. Bernoulli Opera, T. 1, p. 119-122).
Lectiones mathematicae, XXIV (Opera, T. 1II, p. 486).

‘) Una minuta discussione, accompagnata da varie figure, trovasi
nella nota di L. CRiyNs, Paracentrische Isochronen (Nieuw Arch. v. Wisk.,
II Ser., T. XIII, 1919).
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(1 +y

(7) ?/ =a ”/3

gi pud verificarlo applicando il caleolo delle variazioni d(:lpg di
. yay

avere osservato che quella curva deve rendere minimo m .

La (7) mostra che la-curva in questione fa parte di un sistema con

le caratteristiche 4 e 1. La stessa equa.zione.condl.lcel ad una rappre-

sentazione analitica della curva. Essendo infatti y' = dy/dx si ba

dy . Y ydy’ .
dx = onde integrando per parti x = 7 + o ;
:’I,

sostituendo a y il suo valore (7) si deduce:

1 2)2 ﬁ(1+y’2)2 .
1+ 9% —}—a/ dy

r =a y’4 d y“"
cioe
3 1 ,
(8) W=a{ —+—— +logy’ | + ¢
4:’/4 ,y2

. . .,
e questa equazione assieme alla (7), dando z e ¥ in flunzmne td1 % ,
considerata come parametro, rappresenta la curva?l). Questa ha

per cuspide il punto corrispondente al valore \/5 dl_ y'. S
Dopo Newton, si occuparono del problema del solido Q1 minima
resistenza il Marchese de I’H6pital 2), Giovanni Bernoulli ®), Silva-
bella 4) e Legendre %), il quale ultimo osservo che della curva o_t:
tenuta sono curve asintotiche le due rappresentate dalle equazioni :

64
yYr=—aad,z—c=alog— 9
27 a

1y Cfr. Lacrorx, op. cit., T. II, p. 698-700.

z) Acta Erud. Aug., 1699.

3) Id., Nov. 1699. . , .

4; Du solide de moindre résistance (Mém. prés. par div. sav., T. 1IL,
Paris” 1760). o (

aﬂi) Su'r)la maniére de distinguer les mazima des minima dans le caleul

des variations (Mém. de Paris, 1786), § VI. o .

) Per ulte(riori particolari si ricorra alle memorie di V. ARMANINI
(Sulla superficie di minima resistenza, Annali di Matem., 32 Sene,\ T. IV,
anno 1900) e A. R. ForsyTH (Newton’s Problem of the solid of lé ast re-
sistance nel volume commemorativo Isaac Newton, 1642-1727, London 1927).

CAPITOLO XXIV

L’Erpolodia, in particolare la Spirale di Poinsot.

264. Come ¢é noto il Poinsot, nella sua Théorie nowvelle de la
rotation des corps '), & riuscito a rappresentare il moto di un solido
nello spazio mediante il ruzzolamento sopra un piano di un’ellis-
soide col centro fisso. Durante siffatto moto il punto di contatto
descrive una curva sopra l'ellissoide ed una sul piano ; ad entrambe
diede il nome di polodia (via del polo da mélos e 6dos) la prima re-
lativa, la seconda assoluta, aggiungendo che volendo designarle
in un modo che ne ricordasse la forma si poteva chiamare erpolodia
(da Zomo = serpeggiare) la curva piana, riserbando il nome di po-
lodia alla curva nello spazio. Questi nomi sono ancora generalmente
in uso. '

Se @, b, ¢ sono i semiassi dell’ellissoide e % la distanza del suo
centro dal piano considerato, e si pone :

bt g \ a? \ s e a? b?
= ¢ + a* — s =a + b —

h? 4 h?

P=c+f 47 Q=Fripeidf B=cfy

A=1—PW+QR—E;

@ =h + & —

[T

se inoltre si indicano con A4’ e A" le derivate di A rispetto a k2,
Pequazione differenziale dell’erpoloide si pud scrivere

de het /A
ie Ve +dTd+ A+ 4

1 do =

o anche, ponendo ¢? =,

}) G. di Liouwille, T. XVI, 1851.
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) dvy hv+\/21_
1 do = ;
o 2iv A/ B+ AR+ A v+ A4

qui le variabili sono separate, ma per ottenere‘ ljinteg.Taj!e s dev_ono
adoperare integrali ellittici1). Vi & un €aso perd in cm‘l lntegr.azmnq.
puo effettuarsi elementarmente, quando cioé h = b ; in tale ipotesi
la (1) diviene

do
dw =25
0 \/ pr——0
APost(‘) per brevita 4/ 2 — b? = #? e integrando si trova
b 4
o = — log —_—,
n n + 4/ " — g?

avendo supposto che per p = n Tisulti w = 0. Serivendo questa
nei due modi seguenti

nw 0 _ e 0
(}T = e y ¢ L ——
*n+\/n2—92 n—-—\/'n2—-92
si ottiene
nw nw 2n
eb e b =
0
donde
nw _nw
eb e b
2 0 - = N
(2) 2
ovvero
(2') o cosh (nw/b) = n.

Alla curva cosi rappresentata (che Poinsot _cons_idera‘va come
una doppia spirale) 2) si da il nome di spirale di Poinsot.

1) Le si ritd dell’erpolodia — in particolare la dimostrazione del-
I’essegeL:s:;nge(;l:;lteta da ﬂes];i e cuspidi, (wontraria;ment'e all’opmlono 'de’l
Poixnsor — vennero studiate da W. Hess (Das Rollen einer Flache zweiten,
Grades auf einer invariablen Ebene, Diss. Miinchen, 1880) e poi da DE SPAIRYEFE
(C. R., T. XCIX, 1884), Max~uem (Id., T. C, 1885), Srt. GERMAIN (Ivi),
Fraxke (Ivi) e ResaL (Journal de PEe. pol.,, LV cahier, 1885).

2) Mem. cit. pag. 301.
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Osserviamo che essendo, in forza della 2,

do n2 senh (nw/b)

dow b cosh? (new/b)’

la sunnormale e la suttangente sono espresse risp. come segue

2
Np = — Y senh (nwfb) , 8, = — b:senh (nw/b)

onde non sussistono le relazioni S, = S = —p come era stato
creduto !). Un facile calcolo mostra che la proiezione ortogonale di
una lossodromica sopra Uequatore della corrispondente sfera ¢ una
spirale di Poinsot 2).

Eseguendo su una spirale di Poinsot una opportuna trasfor-
mazione per raggi vettori reciproci avente per centro il polo, si ot-
tiene una curva avente un’equazione del seguente tipo

0 = b cosh (w/a)

che venne incontrata da Giovanni Bernoulli in una questione di
fisica matematica 3). :

1) A. CABREIRA, Sur la géoméirie des courbes transcendantes, traduit
du Portugais (Lisbonne, 1896), pag. 32-33.

?) H. WIELEITNER, Spezielle ebene Kurven (Leipzig 1908), pag. 264;
F. GoMes TEIXEIRA, Obras citate, T. V, pag. 354,

°) De curva quam describit corpus inclusus in tubo circulante (Joh. Ber-
noulli Opere, T. 1V, pag. 248.252). Cfr. una lettera scritta dal BERNOULLI
ad EULERO il 27 agosto 1742 ed inserita nel T. I1 (St. Pétersbourg, 1843,
pag. 79) della Corréspondance mathématique et physique de quelques célébres
géometres du X VII[éme Siscle.




CAPITOLO XXV

Altre Curve fisico-matematiche.

265. Piu di un secolo fa fu determinata la curva pi.a,n.a su cui

i raggi uscenti da un punto luminoso, dopo due riflessioni ritornano
o di enza 1).

“ pus!;t(f)rgldifﬁnfi l)ll 1» M, di una curva piana si fa passare una

corrente elettrica di intensitd 1, essa eserclt?. S0pra un punt'-o 0 de:l

piano della curva, ove sia deposta l’uni'té, di massa magnetica, una

azione la cui direzione ¢ normale al piano della corrente e la eui

@ doy .. i
intensitd e espressa da ——, p e o essendo le ordinarie coor

. .
dinate polari aventi O per })010. Si cerchi ora fra,' le curve d’l @m
lunghezza 1 passanti per M, , M, quelh?l a cui _c‘ormsponde un azione
sopra O massima o minima. Bisognera per clo rendere massimo o
minime l'integrale prima seritto ; a-pp_hcand(_) il calgolo delle Vana;
zioni si perviene alla seguente equazione differenziale della curva

domandata : ,
2 d

k e d w? dw

(1) - '—*03—: [2+ d9]2]3/2
¢ dw

ove b & una costante. Ma, detto R il raggio di curvatura, il secondo
membro vale — 1/R onde si pud scrivere

@) ¢ =kE,

dunque : la curva di azione elettromagnetica massima o Minima sopra

ution d'un probléme de géométrie, dependant des équa-

1 NI1ER, Sol
R oo, mélées (Ann. de Math., T. X111, 1822.23).

tions aux différences
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un dato punto é tale che il raggio di curvatura in un suo punto qua-
lunque é proporzionale al cubo del corrispondente raggio vettore uscente
dal punto fisso. Emil Weyr, che ha stabilita questa elegante propo-
sizione, ha anche integrato I’equazione (1) ottenendo come risultato

. do
(3) ) :av+[ —_— 1)
. ot
' N
bo—k

il lettore potrd verificarlo applicando le formole, da noi gis sta-
bilite, che rappresentano una curva determinata da una relazione
fra il raggio di curvatura ed il raggio vettore.

La curva cosi ottenuta pud chiamarsi curve elettromagnetica
di E. Weyr. Essa non ha nulla di comune con le curve magnetiche
dell’Aoust, le quali, in coordinate bipolari, hanno la seguente rap-
Ppresentazione analitica :

= cost.,

[ d o, +/" d o,

CO8™ oy CO8™ 0y
Oove s ¢ un numero dato 2).

266. In una speciale questione di ottica s’incontra 3) la curva
rappresentata in coordinate polari dall'equazione

(4) sen (p?)- sen 2 w = cost.

Fra i vari istrumenti che vennero ideati per eseguire mecca-

1) Ueber die Curve der grissten und kleinsten electromagnetischen W irkung
(Prager Ber., 1869).

*) Analyse infinitésimale des courbes planes (Paris 1873), pag. 402-405.
Nella stessa opera (pag. 405-407) sono considerate le curve d’equilibrio,
caratterizzate dalla proprieta che un corpo, sotto Iimpero di date forze,
resti in equilibrio in un punto qualunque di una fra esse. Va ancora notato
che il nome di curva magnetica & dato dal Tarr (Elements de la théorie des
quaternious, trad. Plarr, T. II, 1884, pag. 234) al luogo di un punto P tale
che, se 4, e A, sono punti fissi, si abbia cos O 4; P -+ cos O A, P = cost.;
tale curva ¢ algebrica, perche, se si prende per asse delle x la retta 4, 4,
giper origine il punto medio del segmento 4, A, . si trova come equazione

1 essa:
a4 —x a4+ &

.
Va—ort¢  Vardry

v. anche HorLzMULLER, Ingenieurmathematik, T. II (Leipzig, 1898). p. 121.

) SPURGE, On the curve of conmsiant intensity of homogenous polarized
light seen in a wniaxial crystal cut at right angles to the optic ares (Trans.
of the phil. Soc. of Cambridge, T. XV, 1884).

== CO8&t.;
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nicamente le quadrature, uno ve n’é che il Seeweg ha ideato e il
Reitz ha perfezionato ), e di cui H. Schubert ha studiata la teoria 2).
In questa s’incontra come curva funicolare una nuova spirale rap-
presentata analiticamente mediante le due equazioni :

5. i 3 1./3 T [, 3
eosg)Ek(p\/q)‘/l?——Ekq)+§l2’/§k§+sen(p-V§k-(p[l-———§ktp}

| 1o = 3 1l/3

'y 3 14/3
~1/n_ 3, 14/3
«\/cp‘/l 2qu+2l/2k

ove I, k sono costanti e ¢ un parametro ; lo Schubert ha notato che
essa € suscettibile di wna rappresentazione analitica pill semplice
in coordinate tangenziali; detti infatti & # i segmenti che una
retta qualunque tagli sopra gli assi coordinati, si trova:

3 3
coszp-l/—2—k<p+sen<p-l/l2- 5 ke

Lo

& V'g“’“?’
Senq%l/%—]:;——ct')sq)-v/lz——%ktp

n ey

In questioni d’idrodinamica 3) s’incontra la curva di equazione

4a . a
y =————— ossia y = —,
2 ,
z ;
[62% + ¢~ 2 cosh? —
2b

- la gquale porta il nome di onda solitaria.

1) Reirz, Mittheilung iber seinen verbesserten Seewegintegraior (Hamb.
Mittheilungen, 1879).

%) Construction der Fadencurve des verbesserten Seeweginiegrator (Ivi);
W. vox Dyck, Katalog mathem. Modelle ete. (Miinchen 1892, pag. 224).

%) Lavs, Hydrodinamics, 111 ed. (Cambridge, 1906), pag. 400.

-1 3 1.,1/3 3 3
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’Il Gal!;on ne’ sqoi studi sull’appliea,zibne dell’analisi alla teoria
dell’evoluzione considerd delle curve particolari 1) ; sono quelle rap-
Presentate da equazioni dei seguenti tipi : '

T m m
(6) y‘=%[l+—] 1[1-1 2
a, [/
- €z ? 2
(7) y:y0[1+—].e‘a
a 3
(8) w=atg6,y=y00052m6.env9
1 " _r
(9) .'=—*—~J G‘tzdt,yzyog 262.
\/” 0

Tutte le curve del primo tipo sono curve a,lgébriche se 1 numeri
My e m, sono razionali essendo speciali curve paraboliche (Vol. T
P- 363) ; tutte le altre sono trascendenti ; ogni curva della forma, (9)’
venne detta dal Galton Ogive. L’importanza di esse dal punto di
vista matematico non ¢ tale da farci arrestare sopra di esse 2),
) Le curve di frequenza del Pearson sono integrali di equazioni
differenziali del tipo '
dy r+ a

— 3

Y
dx ay + a; & + a, x?

onde sono panalgebriche.
Sono legate a questioni biologiche le curve studiate da C. E.
Wastgels nelle note Over binomiale curven e Over verzamelcurven 4,
Finalmente la curva p

s’incontra in questioni di capillarita 5).

!) Notizie minute, con una completa bibliogrs ’ i
. s B grafia dell’argomento, si
troveranno nel recente lavoro di G. DUNCKER, Die 1 " Variatio
statistil: (Leipaig 1 500 , Die Methode der Variations-
?) Altre curve fisico-matematiche sono indicate in 7
\ i a LORETTI, 8
sur i(;scffnatixm. générales (Paris 1914), pag. 325.7. I Legons
") UIr. AMOROSO e Bomriaxi, Esercizi di . itica jettiva’
(Pavih 1917) e 613, v geom. analitica e projettiva
‘) Handeling von het Vlam. natur-en geneeskundi, ng
_von . ; 3 ; o ss, 1899,
°). BEERs, Finleitung in die Theorie der Elasti ftits . Comtlionita
(Leipaig 1865, mew 121‘9 r Llasticitats und Capillaritit

SR o o o 55,

ot



LIBRO VII.
CURVE DEDOTTE DA ALTRE.

CAPITOLO 1

Il metodo del mutamento delle coordinate.

267. Per accrescere di qualche nuovo elemento ;l ca,t;zla:z(;g;,
iy tanto riceo, delle curve particolari, un procedlmgnto 9Smet0di
;:nente fecondo consiste nell’applicare a curve eonolsclu ea;teristica,

i i o considerarsi come la carat ica
di trasformazione, che posson la_carattenitice
it i i della moderna geometria;

it spiccata ed importante . 4 ¢
ghe e(?si si ottengono non hanno di regola notevtole nnpogtaysﬁz‘ olxll;liie
: ionalmente nella nostra esposizione, -
non entreranno che ecceziona el izione, umi-

i0é formazioni adoperate possie pre

camente cioé¢ quando o le tras TIazi X sied: }
rogative utili’) o le eurve a cul sl giunge abbiano un’indiscutibile

a. Si conoscono poi altre costruzioni, mediante le quali

oy ciato un determi-

i y i 2880
ogni punto o tangente di una curva viene -
ig,togpullzto od una determinata retta; apphca‘;d(}ge ggze?a fr;lltegt ;
i di una curva I, se ne ottiene una seconda /f,
g‘ilégxl'ei;;euda Ty, e la,0 cui considerazione ta.lvolta.dge{;ta, 'quali(éh;fl:rcte;
inti ily: ii di siffatte deduzioni so

1la natura intima di I,: esempii di sifl oni |

cslg,lle curve cissoidali (Vol. I, p. 54), dalle curve strofoidali (Id., p. 85)

. . Lo ) A co-
1y Alludiamo qui ai casi in cui le trasformazioni urs)age ser.vgggi ia). co-
struire tangenti, normali o raggi di curvatura delle nuove figure; ¢ .

le due trasformazioni (quadratiche)

y (@ — a)t

,
=z, y =>4+ p ,

conducono a curve le cui tangenti pos-

le quali sono di facile costruzione, nducono o CurVe K igue 4o U de

irsi Ma
sono costruirsi elegantemente (J. M A3SAU, (
;}and, I1I Ed., litogr. 1891), pag. 370 ¢ 373.
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e dalle curve concoidali (Id., p. 172) ). Alla curva I'; si pud applicare
la stessa costruzione; si giunge cosi in generale a una terza curva I,
distinta da 7' e I'y. Proseguendo in tal modo si ottiene la serie, illimi-
tata o rientrante, di curve I'y, I'y, ..., I',, .... Non basta: si puo inoltre
cercare una curva I'_, tale che applicando ad essa quella costruzione
si ottenga I'y; poi una I'_, che conduca similmente a I'_; e cosi
via; in conseguenza resta determinata una seconda serie di curve,
illimitata o rientrante: I'y, I"_,, I'_,,... Tutte le curve Iy, si
diranno in generale curve dedotte da Ty, positive quelle a indice po-
sitivo, negative le altre. Un esempio semplicissimo (di cui ¢i limi-
tiamo a fare una menzione fugace) & offerto dal metodo che consiste
nel far corrispondere ad ogni punto di una curva I’estremo dells
corrispondente suttangente o sunnormale polare. Per ogni costru-
zione, mediante cui da una curva I si ottengono delle curve deri-
vate, si presenta la questione se la serie da queste costituita sia in
generale illimitata o rientrante, e, quando sussista il secondo easo,
come scegliere la curva I'y affinché una certa sua derivata Iy,
coincida con la curva di partenza. Gran parte del presente Libro
sard dedicata a descrivere le pitt importanti conclusioni & cui gui-
darono le considerazioni del genere or ora indicato %). Ma prima &
opportuno far cenno di un procedimento, di natura diverss da
quelli testé indicati, il quale ha condotto alla scoperta di nuove
curve ed il cui concetto fondamentale & dovuto a Varignon 3) e si
pud presentare sotto numerosi aspetti.

268. Seguendo il geometra testé nominato consideriamo una
curva arbitraria I' (courbe génératrice), rappresentata in coordinate

1) Il pit antico esempio di questo tipo di trasformazioni fu offerto da
FERMAT (efr. una nota dell’autore in Bibl. mathem., IIT Ser., T. VI, 1905,
pag. 343-6) il quale trasformé una curva [, in altra I, facendo corrispon-
dere al punto P, (x, y) della prima il punto P, (x, s) della seconda, s es-
sendo I’arco di I, compreso fra un’origine fissa e il punto P,.

%) Abbiamo escluso dal nostro studio PHessiana, la Steineriana. ecc.
la cui considerazione appartiene alla teoria generale delle curve algebriche.
Altrettanto facemmo, e per la stessa ragione, per la curva luogo dei centri
delle coniche aventi con una data eurva un contatto del quint’ordine; ¢
la cosi detta curva di aberrazione; se la curva data é algebrica, algebrica
ne sard pure la curva di aberrazione e le sue caratteristiche vennero deter-
minate da W. BouwMANN nell’articolo Die Pliicker'sschen Zahlen der Ab-
weichungscurve (Math. Ann., T. XLIX, 1897). Va notato che il nome di
curva d’aberrazione viene dato in astronomia alla trajettoria apparente
di un punto fisso, osservato da un individuo moventesi con una legge de-
terminata (SANTINI, Elementi di astronomia, T. II. pag. 132; G. SaccHi,
Sulla geometria analitica delle linee piane, Pavia 1854, pag. 103).

?) V. lestesa memoria intitolata Nouvelle formation de spirales, beaucoup
plus différentes entre elles de ce quw’on peut imaginer d’autres courbes quelconques
a Uinfini; avee les touchantes, les quadratures, les déroulements, et la longuer
de quelques unes de ces spirales, qu’on donne seulement ici pour exemple de
cetle formation générale (Mém. de Paris, année MDCCIV, Paris 1722).
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cartesiane ortogonali dall’equazione

1) f@,y)=0,

ed un ce
{fig. 34)
arco tale del cerc

rchio K di centro O e raggio (cercle de rg’volutiop). Sia ,P M
lordinata di un punto qualunque P di I' e sia M P’ un

hio di centro O e raggio O M che, dette 4 e L
¥

P

—

> , 3 T

1—'" ;

\
I

X

{

Fig. 34

gli estremi dei raggi del cerchio di rivoluzione diretti ai punti M

e P’, sussista la proporzione:
una lunghezza data

periferia cerchio di rivoluzione
PM

arc A L

Detto a il raggio del cerch_io r
data, = e y le coordinate cartesiane di P, o e o quelle pola
b

la proporzione precedente diviene:

2na 2l

a - y
onde fra le coordinate di quei due punti sussistono le relazioni se-
guenti: . |
2) x=¢ , y=lo

¢ pit i i del circo
in cui non ¢’¢ piu traccia del raggio a

di rivoluzione, 2zl la lunghgzza,
ri di P

lo di rivoluzione.
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Per conseguenza, se il punto P descrive la curva (1), P’ percor-
rerd la curva che, in coordinate polari, & rappresentata come segue:

3 flelw) = 0.

« Cette spirale (avverte Varignon) s’appellera parabolique, hy-
perbolique, logarithmique, circulaire, ete. selon que la courbe géné-
ratrice sera une parabole, une hyperbole, une logarithmique, un
cercle, ete. ».

Si ha cosi un metodo semplicissimo per ricavare una curva
rappresentata da un’equazione cartesiana un’altra rappresentata
in coordinate polari o viceversa; potendosi supporre I — 1 il me-
todo, ridotto alla sua piu semplice espressione, consiste nel surro-
gare, nell’equazione della curva data, le coordinate dell’una specie con
quelle dell’alira. Questo procedimento abilita anche a dedurre dalle
proprieta di-una curva, quelle della trasformata; se ad es. la curva 1)
passa per D'origine delle cosrdinate, la (3) passerd pel polo; se quella
ha per asintote l’asse delle ¥, questa avrd per punto asintotico il
polo; ecc. Se la curva primitiva & determinata, invece che dalla
equazione in termini finiti, da un’equazione differenziale

F (2, y, dz, dy, &z, dzy, ...) = 0
la trasformata sard una curva integrale della equazione differenziale
F (9, ! w, dp, ldw, d%, lPw, ...) = 0.

Applicando questo procedimento ad aleune curve note, Vari-
gnon dedusse i seguenti risultati:

1° Dalle parabole 2™ = am-1y (Vol. I, p. 357) le spirali di
Fermat (v. p. 43). ‘

20 Dalle iperboli ™ y = a™+! (Vol. I, p. 371) le spirali iperbo-
liche o™ w = a™H/l, la pih semplice delle quali (quella cioé che corri-
sponde allipotesi m = 1) & 'ordinaria spirale iperbolica (v. p. 55),
coneepita poco dopo (1710) da Giovanni Bernoulli, indipendente-
mente dal Varignon.

3° Dalle parabole (a+x)m= p™ 1y nasee la spirale (a+9)m=
= p™1lw, che per m =1 & un’ordinaria spirale di Archimede
(p- 42) e per m =2 si identifica alla spirale parabolica di Ber-
noulli (p. 49).

40 Dal cerchio 2% + y? = 2rx deriva la spirale p* + I 2= 2rp.

5° Dalla logaritmica (p. 184) o=* = ¢¥ si deduce la spirale

l

logaritmica (p. 61) ¢ = c_fm, di cui Varignon parla come di linea

notissima ai suoi tempi.
6° Invece dalla logaritmiea y—* = ¢® si ottiene la nuova

17. — G. Lor1s, Curve piane speciali algebriche ¢ trascendenti. - Vol. 11.
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spirale logaritmica (di Varignon) rappresentata dall’equazione

Similmente dalle linee a volta (p. 237) z = b cosh y/c nasce
la curva di Bernoulli (p. 249) ¢ = b cosh lojc e dallellisse 2%/a® +
+ y?/b* = 1 pasce la curva o*la® + Bw?(B? = 1, che si presenta sotto
varie forme a norma del valore di I

Queste applicazioni potrebbero moltiplicarsi indefinitamente,
ma quelle esposte sono sufficienti a illustrare completamente il
metodo di Varignon 2); prima di lasciarlo faremo due osservazioni.

La prima ¢ che la trasformazione di Varignon offre una spic-
cata analogia con quella determinata dalle formole x = ow. ¥ = @
applicata da R. de Stuse nel suo Mesolabum (1668) e da Newton
nel suo Methodus fluxionum (1671, pubblicato dal Colson nel 1734) 3)3
la sua importanza deriva dal fatto che, essendo

fyde=}Fo—}[do

essa muta una curva quadrabile in altra dotata dalla stessa pro-
prieta. )
L’altra consiste in cid che la detta trasformazione & suscettibile
di un’elegante costruzione stereometrica. Si consideri, infatti, la su-
perficie elicoide avente per curva meridiana nel piano z 2 la curva
T di equazione f (x,z) = 0; se h & il passo ridetto comune a tutte

1) Cfr. T. OLIVIER, Cours de géométrie déscriptive (11 éd., Paris 1854),
pag. 307. Dobbiamo rilevare che 'OLIVIER ha ereduto (pag. 293) che dalle
linee trigonometriche si deducessero col detto .procedimento delle nuove
gpirali mentre le linee p==asenw e p = @ CO8 @ SONO circonferenze, le
p=—uatg w e p=—a cotg w 8ONO curve kappa, (Vol. I, p. 233) le p=—asec w
e p=a cosec w sono rette e la p==asen ver w & una lumaca di Pascal.

2) Questo geometra ha segnalato al termine della sua memoria un altro
metodo per trasformare una curva in altra. Eseguita la costruzione pre-
cedente (v. fig. 34) si elevi P’ P"’ perpendicolare a O P’ e si prenda P'P”
eguale all’ordinata 7 della curva F (z, 3) = 0; il luogo del punto P’ sara
1a trasformata I’ di I'. Per ottenerne I’equazione indichiamo con o, o
le coordinate polari di P e con ¢ I'angolo P" O P': verra

@ =0+ $=w+ arctg-z— =—1{—— + arctg——z- , pi==a% = 7%
dunque l'equazione di T altro non & che il risultato dell’eliminazione di
x, ¥, n fra le quattro equazioni:

2 g2 - P,

[Bm) =0, Fo,y) =0, o = +arotg—"

eliminazione che pud effettuarsi soltanto per speciali_funzioni f e F.

3) Cfr. Intermédiatre, T. XV, 1908, pag. 219 e XVI, 1909, pag. 158.
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le eliche di detta superficie i
. » quella fra tali curve che passa pel pun
(zy,2,) di I'" avrad per rappresentazione parametrica,p pel punto

=12, co8% , Yy =y,8enu , =2 + hu;

eliminando z,, z,, u fra queste e l'e i
; quazione f (z, z) = 0 si otti
la seguente equazione dell’elicoide: F@:2) =0 si ottiene

f(/#+ ¢, e—harctg y/x) = 0.

Ora la sezione X' di tale superficie col piano # y ha per equazione

fA/ @+ 92, —harctgy/z) =0

cioé, introducendo le coordinate i

polari ¢, w, f (g, —hw) =0 d
la curva X’ ficando t arione
prliy ﬂgn =~ nasce dalla I” appunto applicando una trasformazione

269. Col procedere del tempo e col pro i i
l’1dea,. fondlamentale di essa venne applicstag;%mﬁtﬁeg?stziinﬁ
gci)ordmate ), come lo provano anzitutto molti passi delle opere

A. Peters e C. C. F. Krause che pil volte citammo; gli ¢ in tal
modo c}}e il secondo di questi geometri pervenne alle éue parabolas
originarias, una delle quali, come vedemmo, & la clotoide (p. 72)
mentre la@tra. non differisce dall’ordinaria evolvente di (i.I‘C(;I(;
gp. 128), gl’l. & pure in questo modo che il medesimo geometra, par-
endo dall’iperbola e dalla spirale iperbolica, giunse a eonéepire
la curva caratterizzata dalla proprieta ’

se=a,

Y 3 \ . .
;)I:e s & l'arco e ¢ & l’g,ngolo di contingenza: essendo in tal curva &
mversam.ente proporz'lona.le a s, il Krause propose di chiamarla
s'i rﬁ;a reciproca 0 meglio curva antiloga 2). Poiche in tal caso & ¢ = a/s
Q b

1) Cosi, se nell’ellisse

x (¥ — ¥
Ca? + b

=1

si sostituisce ad y il raggio vettore V 22 £ 3 si otti
¢ ! _vettore y* si ottiene una curva di ;
?11;1‘:“3{ 1(1)1&1233 -seefllt :a(i);snti)teumgono a}ﬁ x e y le coordinate bipolari séaﬁd; (%i?étng
b H » 8'incontrano nella Diss. di K. N )
der Theorie der Fehler in der E i i Zirkel erdung
(Kﬁr}igst)erg, v in der Ebene auf Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
*) Novae theoriae linearum curvarum etc. (Monachii, 1835), pag. 88
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de a

ds 82

ma, detto R il raggio di curvatura, si ha 1/R = de/ds; dunque
Dequazione intrinseca dell’antiloga ¢

aR 4+ s =0.

Aggiungiamo che, chiamando s_; € 8, gli archi dell’evoluta
e dell’evolvente dell’antiloga, essendo in generale s_, = de/ds e
8., = J&ds, nel caso attoale si ha:

$_,=—ale? , 8, = aloge;

e sieccome per quelle tre curve I’angolo di contingenza ¢ lo stesso,
cosi quell’evoluta e quell’evolvente possono rappresentarsi risp. cosi

s, +a=0,s,,=aloge

la seconda delle quali @ denominata dal Krause spiralem logarith-
micam (sew logisticam) angularem !).

Percorrendo poi le Lezioni di geometria intrinseca del Cesato
si vede che molte curve definite da un’equazione intrinseca

f(R,S)::()

si ottennero dalle curve di equazione cartesiana fl@,yy=0 sosti-
tuendo a z, y risp. R e s; Mannheim osservo che quella & il luogo
delle posizioni assunte dal centro di curvatura in un punto di questa
quando essa Tuzzola senza scorrimento su una retta; percid la
f(R,s) =0 fu detta curve di Mannheim della f (x,y) =0 %).
Un’altra applicazione del medesimo concetto porta a sostituire
in un’equazione f(z,y) =0 alle coordinate cartesiane le coordi-
nate di una retta (sia le plickeriane, sia quelle di Unverzagt-Schwe-
ring ?); esso ha portato ad associare a una curva di dato ordine
una di egual classe, mentre non fu peranco sfruttato per lo studio

delle curve trascendenti.

270. Un’altra applicazione del « metodo del mutamento delle
coordinate » venne fatta da B. Tortolieri *) e poco dopo da M. Can-

1) 1d., pag. 96.

?) E. WOLFFING, Zeitschr. Math. Phys.. T. XLIV, 1899, pag. 140.
3) F. Rupio, Abhand. zur Geseh. der Mathem., T. IX, 1899.

4y Mémoire sur quelques applications de la méthode inverse des tangentes

(G. di Crelle, XXVI, 1843)).
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N s . .
f’(;rs ci)és; %uzhé sﬁx"vendosl per determinare i punti di una curva del

ell’arco s contato ’origi .
Fasel da un’origine fissa, dedussero dalle

f@,9)=0 o y=7@

Iappresentate m cOOIdlnafe car beSla.ne (]lleue (5he SO(I(“S‘ 1
(] anno alla

(4) fl@,8)=0_ o (&) = f (x).

" Si pud risalire dalla (4’) all’equazi j
' . ] quazione cartesian
corrispondente; differenziando, infatti, la (4') si ottiaendedbJb e

ds = f (x) dz
o sostituendo a ds il suo valore

: d a2 1y2 = 2
donde Ty [*@da

®) v = [T @) —1 da;

la determinazione dell’ i i i i
iy ‘equazmne cartesiana della curva esige quindi
Risulta dall ’ i i
demte utte : @ (5) che I'equazione della tangente alla corrispon-

Y—y y
- - 2 (Y
X AV 2 —1,

onde la curva trasformata & i i
C f > panalgebrica ogniqualvolta f () sard
::f fltmmone a derivata algebrica. La determinazione del rag)gio di
¢ tya ura R dgl]a curva trasformata non esige che differenziazioni:
otiamo infatti che differenziando rispetto a = I'identita

. da +-dy? = d s
si trova tdy ds
dy &y ds s

dz d=*  da da
e applicando le (4') e (5)

s Y
VI —1—2 =@ @

1y Ueb . . _— . .
. M.) 18;17 ein woniger gebrauliches Coordinatensystem (Diss., Frankfurt
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ricordando ora che
(ds/dx)®
a2y lda®

si conclude
.l @)/ @) —1
© B f ()

Eliminando poi x fra le (4') (6) si trovera l'equazione intrin-

geca della curva. )
Applicando questo metodo alla coniea

.TZ 2
L
aZ b2 .
si ottiene la curva
ax? sz
—— =1,
a? b2

nella cui equazione cartesiana entrano in generale integrali ellittiei.
Anche senza farne uso si puo, nel caso in cui si scelga il segno —,
dimostrare una proprietd della cuarva: essendo infatti in tal caso

s e z tendono contemporaneamente ad infinito, onde la curva si
estende sino al punto all’infinito di O 2; lequazione precedente

da poi
b <

§— a0 = —/ /22 —at—2a.
a

onde

b R bz 1} b—a
i —_— — % — :lim —_— = H
}ﬂ[avﬁ “ ] [V———_ p

la differenza fra la curva e Uasintoto ¢ quindi finita.
Nel caso speciale b = a s8i pud ottenere in termini finiti I'equa-

zione della curva. Pongasi infatti

dx dy
—— =sena , —— = COS &;
ds ds
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essendo 22 — §2 = a2, si ha

dz s A/ 2t — a?

ds x x
onde

a da
, s =atga,dy =a
cos @ cos a

4 [21
y:alogtg[—+__] ;
4 2

la, prima e l'ultima di queste equazioni porgono la rappresentazione
parametrica della curva trasformata; si deduce da esse

a V/ a2 —a? 1+ sena
cos ¢ = — , 8én ¢ = ————— , ey/a —_—
z x cos ¢ .

onde eliminando «:

T + 2 — a?
v/ = __\/ ;
a
per conseguenza
xr—A/ 22— a®
e~ Ve =— ____’\——
a
€
a
X == e— (p!l/'l + e~ !I/(l)’

9

onde la curva trasformata é una catenaria. Alla medesima curva si
giunge trasformando analogamente la curva

s = a senh z/a;

lo prova una semplice applicazione dell’equazione (5). Per vedere
invece in che cosa si muti la logaritmica rappresentata dall'equazione
s =alogalx V)

serviamoci della (6); otterremo
T

P T

2

}) 11 case pii generale in cui si abbia s =« log #/b si riduce al pre-
cedente cambiando l'origine ed il senso positivo degli archi.



264 Libro VII — Capitolo 1

che combinata con la precedente guida all’equazione intrinseca della
curva trasformata

=
R=a‘\”e" — 1:

questa curva & dunque (v. p. 217) una trattrice.

271. A risultati pit generali ed importanti conduce l'applica-
sione della trasformazione definita nel numero precedente alle pa-

rabole
ym+n f— pm b R

ove m e n si suppongono interi positivi; essa guida alle curve godenti
della proprietd espressa dall'equazione

(7) gmin — pm " .
Scrivendo questa come segue -

m m+n

r=p "s"

si vede che le curve trasformate possono definirsi dicendo che per
esse D’ascissa & proporzionale ad una potenza dell’arco. Esse ven-
nero studiate per la prima volta da C. R. Fleischer 1), poi da B. Tor-
tolini ¢ M. Cantor nei lavori sopracitati e di recente da C. Nies ?)

e R. Miiller 3). Troviamone anzitutto I’equazione intrinseca; essendo
m n

nel caso attuale f () =38 = p_';_:" mr“‘, ponendo per brevitd

hiod n

pmq»n =a,

= U,

m-+n

e applicando la (6) si trova

L S
=t ViR @ e —1;
u—1

1y Von den Curven, beiwelchen im+n = pm, xn ist (Progr., Grimma

1849). ;
2y Untersuchungen iiber Curven, deren Bogen einer Potenz der Abscisse

proportional ist (Progr. Darmstadt, 1887).
3y Ueber die Kurven, deren Bogen einer Potenz der Abscisse proportional

‘ist (Progr. Berlin 1889); ivi ¢ fatta una notevole applicazione di una spe-
ciale funzione p di WEIERSTRASS. :
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€ per essere 8 = a xp,

2(p—1)

1z
(8) R = S Iu2a2 [i ® —1
u—1 a

che & I'equazione intrinseca della, : > ; =\
nel caso attuale da: curva trasformata. L’equazione (5)

: 2
(9) y:f,u]/[ ] g wee g
m+n '

gnde l'a dete}'minaz{one del_l’equazione della curva dipende dall’in-
egrazione (%1 un differenziale binomio. Ora questo & integrabile
se e intero I'uno o ’altro dei numeri

m—+n n

5] ? *
. . Zm Sm
Poniamo, quindi, "
m—+n

2m 2m
la (7) diverra in corrispondenza
s — P x29-1 s Sl — P 2
equazioni che potremo compendiare in questa unica
(10) sk = p p+,

ove k € un numero iptero positivo. Le curve corrispondenti fanno
parte i sistemi aventi per caratteristiche 2k e 2; lo si deduce dal
fatto che, ponendo per brevita

E o
- PZ{ } a,
k—1

@) dy _ {a2/k_x2/k}1/2 ;

dx 2k

si ha

- notiamo che i punti di contatto delle tangenti della curva che fanno

con Oz I'angolo « stanno sulle rette
r =+ a'*cos a
e che, con queste notazioni, si ha:’

(®") R =k allk ph-2% 4 / @ — 7%,



266 ' Libro VII — Capitelo I i Il metodo del mutamento delle coordinate 267

Il minimo valore di & & 2: in tal caso si ha le (11) (12) porgono la rappresentazione voluta della curva, la quale
— per k pari é trascendente, per k dispari algebrica.
s=px,p=4a,R=2 a”z\/ a—x, Analoga all’equazione (7) donde partimmo ¢ quella nascente

dal mutare il segno di m; & la seguente
donde, eliminando p e o

R4 2 =4a (13) sn—m — p-mgn,
. . . . Se ne deduce
che rappreseq’ca una cicloide (v. p. 90). Per il successivo valore di k, . S—
cioé k=3, si ha y=fdz [ ] g
o n—m

27 —— e
S=pat,p=—a, R =3a1/3x1/3f\/a2/3-——:l'2/3

8 ' . Vintegrazione é effettuabile se i numeri m , n sono tali che risulti
intero uno dei due numeri

donde eliminando x e p si trova
n-—m n

( 3@ 2» 3“’ z > :q, :7";
R2+418— 7 =|— , 2m 2m

in corrispondenza si ha
he appartiene ad un asteroide regolare (v. p. 125).
che éjlfa,lunque gias l'intero k si giunge ad una comoda rappresen- n=(2g+1)m, oppure n = 2mr

i itica della curva ponendo
tasione anaifies ’ e la (13) assume una delle forme seguenti

(11) r = a sen* ¢; §20 = plg20+1 | gir-l — p-1gar
infatti la (9’) da in conseguenza che si compendia nella seguente

dy = kasen*2cos’p dg (14) sk — p-1 gkl
onde =ka(fsen*?g-dop— Jsen*q -dg); _ Notando che questa si trae dalla (10) mutando il segno di k
le due integrazion indicate si possono effettuare mediante un pro- e ‘mascono.dalle (&) (¥) mediante 1o stosso cambiamento. Poreis
cedimento noto !) e danno esiste una rappresentazione analitica analoga a quella data dalle (11)

e (12), come il lettore verificherd agevolmente. Anche ogni curva

1——-%_—2 (k—3) (k—>5)...(k—2r+1) far1 della nuova specie in generale fa parte di un sistema con le carat-
@ cos @ {Senk—l ¢ — S sen ‘P} + teristiche 2 k e 2. Prescindendo dal valore & = 0 (che d& la linea
<1 (k—2) (k—4)...(k— ;) 1 retta), it minimo valore che si pud attribuire a & ¢ k = 1. La (14)
N (k—3) (k—5)...3 - ¢ se k & pari allora diviene 2% == ps e la (6) da
12) y= (k—2 (k—4)...4 - 2 . —_—
k—1 5 \ 2 o2 '\/ 4 g2 — pz
r="3- (k—3) (k—5)...(k—2r+1) ftr1 B=———
acos p{sen’tg — X — T e v i
(K se k & dispari; eliminando « si ottiene
. 8 2
1) V. le formole date dal SERRET nel suo Cours de Caleul intégral (11 éd., R=2gs l/ { o72) ] —1
p2

Paris 1880), pag. 78.



268 Libro VII — Capitolo T

come equazione intrinseca della curva in questione; ricordando la
equazione (12) a p. 236 potremo concludere che la curva stessa &
VYevoluta di una catenaria. I1 valore seguente di k & k¥ = 2; si ha in
tale ipotesi 2% = ps%; la (5) da

']/9;17
y=Jdz | — — 1
ip

[27 y+c‘]2 [9:0 113
s » J L4p )

che rappresenta una parabola semicubica.

Riassumendo si vede che nella classe di curve in cui P'ascissa
¢ eguale o proporzionale ad una potenza dell’arco si trovano (senza
contare la retta) quattro linee a noi gid note; due sono algebriche,
cioé la parabola semicubica e I’asteroide regolare, e due trascendenti
cioé la cicloide e I'evoluta della catenaria. Come caso limite se ne
trova poi una quinta di cui va fatta menzione: per scoprire quale
sia, nell’equazione s = aa* facciamo a = a/u, a essendo una nuova
eostante; allora potremo scrivere

onde integrando

Ip enlogz ap
s=a¢g— =@ —— =alogr — —:—(logm)z—{—
1z M 2

se quindi u tende a 0 al limite si ha
s = alog =z,
che rappresenta (v. p. 216) una trattrice.

272. Le linee di cui ci stiamo occupando godono di altre pro-
prieta che le fecero incontrare da chi si propose di risolvere certe
questioni meccaniche e geometriche, come ora esporremo.

Problema I. Trovare una linea tale che l'ordinata del centro
di gravita di un suo arco sia proporzionale ad una potenza positiva
qualunque di quest’arco.

Soluzione. Dette z, e y, le coordinate del baricentro dell’arco s

si ha notoriamente

(15) ‘sw,,-:.]'xds,syq:fyds
onde, per le condizioni del problema, .
y ds
—'L = ksp

8
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cioe [y ds =k spt,
e differenziando ¥y = (u—+1)ks+,

equazione che non differisce in sostanza da quella che caratterizza
le curve precedenti.

) P;-qblemq II. Trovare una linea tale che I'ordinata del centro
di gravitd di un suo arco sia proporzionale all'ordinata estrema
dell’arco.

Soluzione. Scrivendo la (15, 22) come segue

$Y, = fo?/ dS,
avremo (poiché y, = £ y)

ksy = [ yds
onde - differenziando

E(sdy + yds) =yds

cioé

1—k ds dy

k s . Y

e integrando
fom
y=askt;

?i(‘) prova che le linee cercate non differiscono da quelle in cui I'arco

¢ proporzionale ad una potenza di una fra le coordinate cartesiane.
Haton de la Goupilliére ), che ha risolto questi due problemi,

propose di chiamare curve barocentriche quelle cosi ottenute 2).

) Problema III. Trovare una curva tale che un arco qualunque
di essa eguagli I'n-ma parte della differenza tra le lunghezze delle
tangenti negli estremi 3).

Soluzione. L’equazione del problema & evidentemente la se-
guente:

z 1 dyldx)? |®
%o dy/dx .

0

]8"01) ) Recherches sur les centres de gravité(Journ. de I'Ec. pol., Cahier XLIII,
JU).

. %) Questo nome era stato usato prima in altro senso dal MAUPERTUIS
(Discours sur la figure des astres, 1742).

.9 0. WERTH, Ueber eine Classe von Curven, welche die Eigenschaft
haben, dass ein Vielfaches der Bogenldnge gleich ist der Differen: der Tan-
genten (Programm, Celle 1874). .
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d . - :
ponendo per brevith Y = p e differenziando si ottiene

dax .
y dpidr
, 2 1 -k 2
PP =VIE P/ 1+
ossia dp
—] 2 (1 2) == Y ——
A—n)p* (1 + p?) =y P
1 . d;
Ma LE— = E——p onde
dxr dy
dy dp p-dp
d=m y  p 0 14p
Integrando si trova:
ap

1-n
y \/———-—-] el

a essendo la costante d’integrazione. Ma ¢

P dyjdx dy
VIt A1 (dyjdep ds
onde ds == ay™ldy
e s =any~ ~ ¢

Le curve domandate non differiscono dunque da quelle a cul
& consacrata la maggior parte del presente Capitolo.

273. Un’ultima metamorfosi del concetto di Varignon é d; (;1;1(;
gine ancora piu Tecente e va qui menzionata. Osserv_la,mo apzltu
che i primi geometri che applicarono il concetto dl'c.oordma, et sse
ne servirono spesso, non el senso ristretto che trovasi in ].)tﬁcgg neiez,
ma in quello ben pit ampio che si a!.pprende da.ll'elopere di elcoor_.
Lo prova fra l'altro, un opuscolo di G. M,?,nfredl ) ove co‘n;fa o
dinate di un punto qualunque del piano si a8sUIMoNo la dis a,'nzdn'
da una data curva K e I'arco compreso fra il piede della corrisp e
dente normale ed un punto fisso di quella curva. Peor fare assumer
a siffatto sistema tutta la precisione desiderabile basta fissare sopra

Yy De constructione aequationum differentialium primi gradus (Bono-
niae 1707).
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K un senso positivo; allora sard determinato il senso positivo sopra
ogni tangente e quindi sopra ogni normale, se si conviene che la
normale positiva sia disposta rispetto alla tangente positiva come
la direzione positiva di O y & rispetto alla direzione positiva di O «;
tutti e soli i punti della parte positiva della normale avranno posi-
tiva la coordinata n.

Fatto ci0, si consideri un punto P di una curva qualunque [,
¢ se ne indichino con s, n le coordinate rispetto alla curva K. Preso
poi un sistema di assi cartesiani ortogonali si consideri il punto P,
di coordinate

r=8,y=mn;

il luogo del punto P, & una curva I’y che si chiama immagine di I’
rispetto @ K 1). Cosi ogni curva I' si trasforma in altra. Affinche
la nuova curva sia algebrica ¢ necessario che la curva di partenza
sia rettificabile algebricamente, cio¢ sia I'evoluta di una curva al-
gebrica. G. de Longchamps ha indicato un procedimento per co-
struire la tangente a I'} conoscendosi la costruzione della tangente
a I'?).

Chiuderemo il presente Capitolo notando che a E. Kostlin 3)
si deve l'osservazione che, partendo dall’equazione f (s, ) = 0 (cfr.
Pag. 73) si pud eseguire il mutamento di coordinate surrogando
s con w e ¢ con tgv ove w e v sono le coordinate che ¢ompaiono
nell’equazione della retta @ + v g = w; cosi si giunse a una nuova
classe di curve dette arcuidi; p. es. dalla spirale logaritmica si ot-
tenne una nuova curva detta logaritmoide.

) M. PETROVICH, Sur un systéme de coordonndes semi-curvilignes (Prag.
Ber., 1898).

*) Les courbes images et les courbes syméiriques (Nouy. Ann., 3. Série,
T. XVIII, 1899). .

%) Ueber eine Deutung der Gleichung, die zwischen dem Bogen und dem
Neigungswinkel der Tangente im Endpunkte des Bogens einer ebene Kurve
besteht (Diss. Tibingen 1907); efr. H. WIELEITNER, Ueber eine Verallge-
meinerung des Begriffes der Mannheimschen Kurve (Wiirttemberg. Matth. ,
II Ser., T. 1X, 1907).

F. L. Trieme ha anche proposto di associare alla curva =1 (y)
la curva o ==f[y (cos a -+ 7 sen a)] a essendo un dato angolo; risulta cosi
la curva laterale, la cui importanza ¢ limitata ai casi in cui essa risulti reale;
per é==x/2 dalla parabola y* + px =0 nasce l'altra y* = px; v. la me-
moria Grenzwertrecfunng nebst Grundziige der Theorie der Lateralkurven
(Arch. Math. Phys., T. LVIII, 1876).



CAPITOLO II

Le Curve d’inseguimento o di caccia.

274. « Un punto A (', y’) deseriva la curva rappresentata dalla
equazione

1) f@,y)=0

con velocitd costante: trovare il luogo delle posizioni occupate da
un altro punto B (z,y) che si muove con velocita “costante inse-
guendo A ». La curva cercata si chiama ordinariamente curva d’in-
sequimento (0 di caccia) ') e da alcuni francesi courbe du chien;
siccome essa otterrebbesi anche supponendo che B si muovesse
fuggendo da A cosi & pure usato legittimamente il nome di curva
di fuga.

11 problema testé enunciato viene fatto risalire a Leonardo
da Vinei da chi interpreta nel modo suggerito da S. Giinther %)
un passo delle opere del grande pittore italiano; indipendentemente
da lui la questione fu incontrata dal Bouguer e da lui risolta ®);
se ne attribuisce il merito a Dubois-Aymé (che al principio del
sec. XIX fu direttore della Dogana di Foligno) da coloro che adot-
tano il modo di vedere di O. Tequem *). Come possa sciogliersi si
vede osservando che, in ogni punto della cercata traiettoria del
punto B, la relativa tangente - deve contenere la corrispondente

1) Nel Sec. XVIII il nome di courbe de poursuite era ginonimo di trat-
trice: v. CANTOR, Vorlesungen, T. 111 (Leipzig 1898), pag. 760.

2) Studien zur Geschichie der math. und phys. Geographie (Halle 1878):
ofr. una nota del BROCARD in Nouv. Corr. Math., T. 41, 1880, pag. 211-213.

3) Sur de nouvelles courbes, auxquelles on peut donmer le nom de lignes
de pour suite (Mém. de I'Acad. des Sciences, Paris 1732); v. anche Mav-
pERTUIS, Solution d'un probléme de géométrie (Ivi).

4) Nouv. Ann. de Math., T. VIII, 1849, pag. 91-93.

M. p’OcagNE (Bull. Soc. Math. France, %‘ XI, 1884, pag. 134) e
L. BurMESTER (Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1886, pag. 63) hanno in-
dicato costruzioni pei centri di curvatura delle curve in questione.
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posizione di A4; donde intanto la relazione -

2) Y —y) = (& — =) dy/de.

D’altronde, detto » il rapport { i i
uniformi conidennts o ha pporto dfelle velocitd dei due moti

A ATT LAyt =nq/d2® T dge

ossia

! dx’ 2 dy’ )2 2

dor

Dalle (1) e (2)'e dalle loro deri i
i ' > rivate si trarranno «/, y’, d’'/dr,
yll/d.r in f.unzu')ne di @, y, dy/dx, d2y/da®; sostituendo q’uzs%i va/loﬁ'
nella (3) si ottiene un’equazione della forma ' '

dy &
(4) F{xayy_i,_ywio
L dr  da® ’

d msegumlenbo della" furva (1) ) N |
I;m!eglazmne é l}(lllll}leta“[e“le eﬂe-“[al)lle Ile] cas0 In cul

la, l.]‘a,]e' f()[‘]a del unto A 814 re‘lt Presala ]n‘a' ti come asse
p ' 1
( ) } lhneav. Ly ’ &

=0,y =y—adyd
e daranno , ! o
dxr’' dy’ ay
— =0, = — -

dx dx de2’
la (3) diverra pertanto:

YT
—r = n 1+
d 22 " L dr }

IEI mtegra:le q“e
/St equazione non vi e (hf“ da ricorrere a] pro
(edllllento Cla:SSICO Ponendo dy /dx = p. Si ha; qlllﬂdl

dp

_ dzx 7
=n4/1+p* ossia n— = . 20

—a‘ — —— e
dx r 4/ 1+p? )

NN a1 Lo .
) V. gli articoli di Tu. pE ST. LAURENT. (. STURM e QUERRET nel

T. XII delle Ann. de math. (1822-23).

S — G o - .
1 G. Loria, Curve piane speciali algebriche ¢ trascendenti. - Vol. 11
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Integrando si ottiene: .

cxr® — —.—_———T)JI-\/———] +1)2 ’

¢ essendo la costante d'integrazione.
Se ne deducas:

pHV/IF P =ctlan, p—y/1 +pP=—ca

e si avrd
2p =cly " —ca”

Surrogando p col suo valore gi trova
2dy=:c‘1w‘"dx—cw"dx; .

ed integrando
x-—rﬂ-l e
— zntl sen 1

\ é(--n+1) n+1

By 2@—Y) =

1 ca?
,_—logm-—— sen=1
4 &

ella, curva d’inseguimento della retta,
vono con velocitd diseguali od eguali;
& trascendente; mentre nella prima
do che » & razionale o non; in
studiato dal Ma-

Queste sono le equazioni d
secondoche i punti 4 e B si muo
nella seconda ipotesi la curva
& algebrica od interscendente secon : ]
particolare, se n & intero ¢ una curva di un tipo
elaurin (v. Vol. I, p. 375) 1)._ )

V. Nobile 2) ha applicati 1 me
allo studio delle eurve in discorso. .

Se la traiettoria del punto A fosse circolare.
garebbe una curva integrale dell’equazione:

o {1 + (dyjdap} o . z +y dyjdz ’
© 5 a2y B /@ [1-H(dyjdz)t] — (y—x dyjdx)*

todi della geometria intrinseca

quella del punte B

ove w & la velocity angolare di 4, b la velocita di B e a il raggio

W’ Anal. Geom. der hoheren ebenen Curven

2 s  ne.
) Inesattamente dundse « Die Curve ist daher alge-

di Sarmon-FIEDLER (Leipzig, 1873) & asserito:

i 11 » =1 ausgenommen ». .
bmliﬁ)hsud:l?o F;Ztrisseco dellesgcumre di caccia (.Ren‘d_, Clroi mat. Palermq.
T. XX 1905)1(: Sul problema delle curve di caccia (Giorn. di matem., T. 46,

1908).
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del circolo dato !); quest’equazione differenziale non venne peranco
integrata.

L. Dunoyer?) ha ridotto lo stesso problema all'integrazione
di una equazione della forma

dax dy

y(@*—1) W—w)Cry—owr+cy—ca)

e ha applicato i metodi del Poincaré allo studio delle relative curve
integrali.

275. Non ci arresteremo ad esporre le varie generalizzazioni
che subi il concetto di curva d’inseguimento, specialmente per
opera di C. Sturm 3) e E. Cesaro 4): ma invece crediamo opportuno
far conoscere un problema di geometria risolto dalle curve d’inse-
guimento della retta, perche cid ne dard occasione di far conoscere
una nuova rappresentazione analitica ed alcune proprietd delle
curve stesse. Ecco il problema di cui si tratta:

« Trovare una curva I’ tale che due sue tangenti qualunque
intercettino sopra una data retta un segmento avente un rapporto
assegnato coll’arco limitato dai punti di contatto di quelle tan-
genti » 5),

Siano (fig. 35) ¢t e t" due tangenti qualunque dells curva cer-
cata, P ¢ P’ i punti di contatto, I e I' le intersezioni con la retta
arc PP’

Ir
con moto uniforme la retta r, il punto P fard altrettanto sopra la
curva I e la tangente in un punto qualunque P di I'; cio basta a
provare che I' & una curva d’inseguimento della retta ». ’

La nuova definizione cosi risultante delle linee di cui ei occu-

data r. Essendo per ipotesi = cost., se il punto I descrive

T

1) V. una Questione proposta dal BROCARD nel 1877 in Nouw. Corresp.
Math. e nuovamente nel 1883 in Mathésis, e risoluta nel 1886 da KULHOFF
(Mathésis, T. VI, 1886).

2) Sur les courbes de poursuite d’un cercle (Nouv. Ann. de math., IV Ser.,
T. VI, 1906). Per altra soluzione in un caso particolare vedi la nota di
F. MorLEY, A curve of pursuit (Amer. math. Monthly, T. XXVIII, 1921).
Lo stesso autore ha esteso notevolmente il concetto di eurva di caccia nella
memoria The curve of amrbience (Amer. Journ. of Math., T. XLVI, 1924).

223)23Emténsion du probléme des courbes de poursuite (Ann. de Math., T. 13,

1822.23). .

4) Propriétés d'une courbe de pourswite (Nouv. Ann. de Math., 3¢ Sér.,
T. II, 1883); Sur les lignes de poursuite (1d., T. V, 1886) e Les lignes bary-
centriques (lvi).

%) Per cio che segue vedi: F. Gauss, Ueber Kurven, welche die Eigen-

schaft haben, dass zwei Tangenien aus einer gegebemen Geraden einer Strecke

ausschneiden, welche von den Beriihrnugspunkten bezunzien Bogen in eimer

.gegebenen Verhdltniss stehen (Progr. Bunzlan, 1890).
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_ piamo conduce agevolmente alla loro rappresentazione analitica.
Chiamiamo infatti P, un punto fisso di I, %, la relativa tangente
e I, il punto t,r; poniamo Py P =3, I,I = ¢ e designamo con n

PP
il valore costante del rapporto EI—%I—,—; sard s = n e. Considerando

analogamente un altro punto P’ di I" avremo s =mn¢ onde s — &=
= n (e — ¢'). Cid prova che, senza diminuire la generalith della
questione, si pud supporre che nell’enunciato del problema una delle

Fig. 35.

due tangenti sia fissa; giacche si & teste dimostrato che in conseguenza
1a corrispondente proprietd sussisterd in generale. Quella tangente
fissa verrd detta origine delle tangenti ed il suo punto di contatto
origine degli archi. ’

Prenderemo la retta r come asse delle y e chiameremo con 7
I’'angolo formato dalla direzione positiva della tangente a I' con

O 2. Avremo
dor dy

(7) = =ds
oS T sen v
e
Y—y
~—'————:th g
X —=x

sarh 'equazione della tangente nel punto (x, ), supposte X, Y coor-
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dinate correnti. Facendo ivi X = 0 si trova
O =y—uwtgr,
onde, supposto O I, = d,
Il,=y—uxtgt—d.
Ma PPy,=mn-I11,, onde

1
y—axtgr—d=—s.
n

Differenziando e poi applicando le (7) si ottiene

dzt 1 dx
—_— —_— it ——
) cos? T n COS T
ossia
dax dz
—_— =
x cos T
Integrando si trova:
T T
log # = — n log tg [——-——] + ¢;
: P > T ’
facendo ivi -
. T
(8) —_——— 4
4 2

e supponendo che per # = 0 si abbia ¢ = f, si conclude
=)
X = ¢
tg

©) r=atgng

che potremo scrivere

purché poniamo a = ¢ cot” 8. Ora le (7) ci danno in forza della (8)

1 — tg?
dy =dxtgt = dzr-cot 2 ¢ :——gidr;
. 2tge '
ma dalla (9) traesi

dzx =natg"le. -dtge
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dﬁnque
na
{tgn—-zq,_tgnq,,} dtg¢

2

dy =

Supposto ora n +1 e integrando si conclude

n - Cm (gt {
n—. () — gﬂ
n—1 g n-+1 ¢ y’

(10) 2y:na)

avendo ammesso che a ¢ = 0 corrisponde y = 0. Per n = 1 invece
I’equazione precedente da in modo analogo

(11) Eyza.{logtg¢—%_-tg2¢p}.

La (10) o la (11) associata alla (9) da la rappresentazione ana-
litica della curva secondoché n+l o » = 1. Eliminando ¢ si otten-
gono nei due casi le equazioni seguenti:

n—1 N n+l

[ n x JT - { x ) n
a —_— — _
o R g n—1 a n-+1 a ]
12) 2y = R R
(<[] =15
‘L a a
di cui il lettore avvertira la identitd sostanziale con le equazioni (5).
Si chiamino ora S, e 8, la suttangente e la sunnormale relative
all’asse delle y, T, e N, le lunghezze delle corrispondenti tangente

e normale. In forza della (8), essendo dy/dr = tg7 =cot2¢ si ot-
tengono le seguenti espressioni semplicissime:

Aay T dax
'S,,:—.’l’d :_t‘) , Ny==n =ztg2¢
x g = Y
(13) 4
ds x ds x
T,== = , Ny=1 = H
\ dx sen 2 ¢ dy cos 2 ¢
si ha pure

d 2 1 dy 1212 ds
() e [
da sen?2 ¢ dzx , dax
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inoltre
aty deot2 ¢ © 2 de
da? dr  sen?2¢ dua
dunque, detto R il raggio di curvatura,
1 ds
2 dg
Ma, dalle . ¥
dex=natg"ley -dige,
na

dy =— (tg"* ¢ —1g"p)dy
si trae -
14) ds - =na

— tgn—2 ton

Ty = e e

onde
. ‘noatgn
(15) R — raeey
2 9
o anche e =e
_, na

(15") R = tg" 2@ - (1 4 tg? @)

4
Integrando la (14) si trova:

2 {(n—1

1

a n n
g tgrle + —— tgni (pJ + cost. se n 1
n +1

a
( —I—(logtg2¢+tg2¢) se n=1;

queste danno Ia. rettificazione della curva. Eliminando tg ¢ fra
esse e la (15°) si otterrebbe I’equazione imtrinseca della stessa. Si

ha anche
2

na
Jedy = [ g2t —tging)digy =

2

n a [tga"“ltp tg2ntl g
om—1  2n+1

2

J + cost.;

ques'ta fqrmpla di quadratura suppone naturalmente ntt 3 le
modlﬁeaz_l(_)m relative a queste ipotesi speciali si assegnano con
tutta fa.elhta, onde lasciamo al lettore di trovarle. Altrettanto fac-
ciamo riguardo al calcolo del volume generato dalla rotazione della
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curva attorno a O y. E finiremo notando alcune proprietd della pit
semplice fra le curve rappresentate dall’equazigne (1?, 18y, guplla
cioé che corrisponde all'ipotesi » = 2. L’equazione citata diviene

allora:
X
=
P

Essa rappresenta una cubica simmetrica rispetto a 0 x, _pas-
sante per l'origine, avente per punto doppio .quello di coordma,te_
2 =23a, y =20, ove la curva ha per tangenti due ;ette forma.nt}
con O « angoli eguali a #/6; i punti z = 2, y =+ 24/3 sono punti
di culminazione ed il punto all’infinito di Oy & un ﬁesso,. con la
retta all’infinito per corrispondente tangente. Fatto il cambiamento
di coordinate rappresentato dalle formole

2
=all —
4 [ 3a

P 2a
=— —2x,n=y OVe Pp = 2
le equazioni (9) e (10) danno
p cos3¢@ p sen3dg
::———-—————-— 1 = — —
i 2  cosdg ! 2 ecostg
onde
S a 1
_— £ — —— —
: =tg3¢,N 8+ > oo g

introducendo ora coordinate polari si ha

quindi 1

ed eliminando ¢

2 cos® w/3

P -1/3 r 1
o713 = cos L— —_— .
2 3

La curva in questione & dunque una trisettrice di Catalan
(Vol. I, p. 109). :

ossia

1) Vedi ScHLOMILCH, Uebungsbuch zum Studium der héheren Analysis,

1I Th. (II Aufl., Leipzig 1874), p. 338, Esercizio 18.

CAPITOLO III

Evolute ed Evolventi.

276. Tutte le normali ad una curva I' sono tangenti ad una
seconda curva I, la quale & il luogo dei centri di curvatura della
curva I'; & la curva che Huygens ha per primo considerato nells
III Parte della famosa sua opera Horologium oscillatorium, la cui
prima redazione venne compiuta il 5 febbraio 1665; & la curva che
8i chiama evoluta di I', mentre questa, inversamente, si chiama evol-
vente (0 involuta) di Iy . Ogni curva ha una determinata evoluta,
mentre ha infinite evolventi. "

Se s’'immagina di stendere un filo sulla curva I'; fissandone un
estremo & un punto qualunque della stessa, ogni altro suo punto
descrive una delle o’ evolventi di I',, donde la ragione dell’esposta
nomenclatura. I punti d’intersezione di una curva con la sua evo-
luta sono cuspidi della prima.

Supposto che I sia una curva algebrica d’ordine # e che

(1) f (e, y) =20

ne sia 'equazione, per ottenere I'equazione della sua evoluta, giova
considerare questa come inviluppo delle normali di I, cioé delle oo’

rette di equazione

X—ux Y —
@) — y
df df

ox oy

X e Y essendo al solito coordinate correnti; detta equazione si ot-
tiene pertanto eliminando x, y, A fra la (1) e le derivate rispetto a
z e y della funzione :

o f

’ d
(X~w)—f-—(Y—!l) +Af(r,y)
[ ox
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~ eguagliate a 0. Tali nuove equazioni sono:

22 ; o o f o f
(X—m——i——wY—w - - +A——=0
d 22 0 dy 0y Q.
o0 o f o f 0 f
—_—) —— — (¥ — + + 4 =0
& m)bx dY . v oyt o Dy

Eliminando 4 si trova:
2f df &fbfs

®) ‘X‘"”§ oz 0y oy Oy o

2f of 0% f Ofiz[bf]2+[bf]i
'”(Y__wgaﬁ oy oz-2y dz) low 0y

L"equazione dell’evoluta si otterrd eliminando x e y fra le (1),
(2), (3). Ora la (2) pud sostituirsi con le due

) X=:w4—031-,y==y+>gbf;
' - ox 0y
o si otterrd dalla (3) e ha il seguente valore
@ f *f  df
2f °® df 1* o dxz dy ox
[37] +[W] ) ®f ]
6) e= 4 ove 4= dy d«x d 92 Dy
of o f 0
dx 0y

Cid prova che le (4) rappresentano l'evoluta delle (1) guando p
abbia questo valore e z, y soddisfino I’equazione (1). '

- Per ottenere l'espressione dell’ordine n; dell’evoluta I in fun—'
zione di quello » della data curva I, cerchiamo il numero dei punti
comuni a I', e a una retta arbitraria

(6) AX+BY +0C=0.
Sostituendo qui i valori (4) si trova

(7) (A +By+C—) 4+ _

(2o 2 ][ (35] 4 (53] ]
dua dy dw ) dy
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n, & quindi il numero dei punti delle intersezioni delle curve (1)
e (7) che non cedono in punti multipli della prima. Ora essendo
la (7) dell'ordine 3 (n — 1) si vede che, se I non ha punti multipli,
si ha n; = 3 n (n — 1). Se invece 'origine O ¢ un punto doppio di I',
la (7) ha ivi pure un punto doppio con le stesse tangenti; ma se ’ori-
gine & una cuspide, la (7) ha ivi un punto triplo eon due tangenti
coincidenti con la tangente cuspidale; nel primo caso O assorbe
6 intersezioni delle due curve e nel secondo 8. Emerge da cio che,
se la data curva ha d punti doppi e k cuspidi, si avra

n=3nn—1)—6d—8%.

Ora, se x é il numero dei flessi di I, in virti di una delle for-
mole di Pliicker si ha

. x=3nn—2)—6d—S8%k;
pereiod !
n,—x=3n ossia n, =3n 4+ x

Dunque: Pordine dell’evoluta di una curva algebrica & in generale
espresso dal triplo dell’ordine di questa aumentata del numero dei suoi
flessi. Per determinarne la classe », basta trovare quante normali della
data passino per un punto arbitrario (X, Y) cioé quante soluzioni non
fisse abbiano le equazioni (1), (2). A tale scopo notiamo che la (2),
nelle coordinate x, y rappresenta una curva di ordine n la quale
passa per ogni punto doppio della data e cosi per ogni cuspide, toc-
cando ivi la corrispondente tangente. Cid prova che si ha

yy=n*—2d—3%k;

ora siccome '
y=n{n—1)—2d—3%k

si conclude

Yy =n +

Dunque: la classe dell’evoluta di una curva algebrica é in generale
espressa dalla somma dell’ordine di questa accresciuta della sua classe.
Se poi si nota che la curva data e la sua evoluta sono dello stesso
genere, si vede che si hanno elementi sufficienti per calcolare tutte
le caratteristiche pliickeriane dell’evoluta; si ha p. es. la seguente
relazione fra i numeri k, k, delle cuspidi delle due curve:

By=F%+3n+ 2x 1Y)

" 1) Sullo stesso argomento v. A. B. BAsSET, On parallel Curves and Evo-
lutes (Quart. Journ. of Math., T. XLVIII, 1917).
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T numeri trovati subiscono medificazioni quando la data curva
abbia speciali relazioni con gli elementi all’infinito !); non potendo
dilungarci pitt oltre su questo argomento, rinviamo il lettore ai
lavori relativi di Clebsch 2), Cayley 3) e Halphen #), osservando con
quest’ultimo, che, almeno a partire da un certo posto, gli ordini e
le classi delle evolute successive di una curva algebrica formano
due progressioni aritmetiche con la stessa differenza.

277. 11 processo che conduce da I' a I'; & del genere di quelli di
cui parlammo nell’esordio del presente Libro, onde si pud considerare
una serie di curve, infinita in due sensi, tale che ogni suo elemento
sia evoluta di quello che lo precede ed evolvente di quello che lo
segue. La rappresentazione analitica delle curve di siffatta serie
riesce molto espressiva se si fa uso di coordinate intrinseche. Siano
infatti s e R Parco ed il raggio di curvatura della curva I s, e R,
gli elementi analoghi di I';, £ e ¢, i relativi angoli di contingenza.
Per definizione si ha:

dese 1 de, 1

= y

ds R ds, R,
ma evidentemente

ds, = dR , de, = de

onde
ds dR
R R,
si econclude quindi
(8) R,=R—,8, =R+ ¢
ds

¢ essendo una costante che pud sempre supporsi nulla scegliendo
convenientemente l'origine degli archi sull’evoluta.

Eliminando, mediante le (8), B e s dall’equazione intrinseca
f (R, 8) =0 di I' si otterrd I'equazione intrinseca di I'. Viceversa

" 1) SaLMON-FAEDLER, Héhere ebene Kurven, 11 ed. (Leipzig 1882), p. 119.
2) [eber die Singularititen algebraischer Curven (G. di Crelle, T. LXIV,

1864).
3) On the theory of the evolute (Phil. Mag., T. XXIX, 1865; Mathem.

Papers, T. V, p. 473). ‘

1) V. gli ultimi due paragrafi del Mémoire sur les poinis singuliers des
courbes algébriques planes presentato all’Istituto di Francia nell’Aprile 1874
¢ pubblicato nel T. XXVI (1879) dei Mém. prés. par divers savants etc.
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dalle (8) — in cui siasi fatto ¢ = 0 — si trae
&

(9) ’RZSI,S:/
J R,

- sy dsy

K

e da queste si potrd dedurre, con un’eliminazi ’ i
¢ one, 1 -
nerale delle evolventi di un:;, data curva. ) canasione ge

Faremo subito un’applicazione di

0 U g queste formole. Supponiamo
fhe la Eunfa, I’y sia il cerchio di raggio a. Essendo dunqulzsz =a
a (‘9, 2 )’ da s = ,%/2a; ma 8, = R onde I'equazione intrinseca ldi T,
cioe dell’evolvente del eircolo di raggio o & '

R? = 2 as,
conformemente ad un risultato gia sta.bilit(; (
A ; nte p. 128). Per trov
I'equazione mtr_mseca della seconda evolvente de]lo)stesso ci;c?)fs
supporremo quindi R,2 =2as,; la (2, 23) dara /

1 - QVF
8§ = ——— s, ds, = -—__1_
VY [ ds, 34/2a
G, per essere s; = R,
32
Ry =—q 42
)

e questa & l’qua:_zione intri_nseca della spirale di Sturm o di Norwich
év. p. 170). Slmﬂmer.ltre 81 otterrebbe l'equazione intrinseca della
tgzacg:iolvtigte (:gl .0150010, della quarta ecc.; I'ispezione dei risul-
. ottenutl induce a supporre che le i intri
della Ty pp che l'equazione intrinseca
- n~1
(10) B Y ;
(n—1)"

lo dimostreremo coll’induzione complet a i
ponends Suns pleta, senentjom delle (1). Sup-

n — I n-~1
R = kg1,

ove, per brevita, si & posto



Litro V11 — Capitolo 111

286
dalla (2, 22) dedurremo
n+1
1 r s
= — | st[rd8y = ————
Kin n+1
klln
’ n
0, per essere & = R,
n+1 ] n
Rn+1 — kS";
‘n
riponendo qui in luogo di & il suo valore si conelude
n+1)"a
Rl = CAN
n"

-

Siccome questa nasce dalla (3) cambiando n in n + 1, la stessa
(3) risulta dimostrata in generale. Notiamo che siccome tutte le
pormali di un cerchio passano pel medesimo punto (il centro) eosi
si pud dire che il cerchio & levolvente del punto, e quindi che la (3)

rappresenta Un™* evolvente del punto.
La notevole classe di curve rappresentata dall’equazione (10)

venne considerata dal Whewell nei primi suoi studi sopra la geo-
metria intrinseca ') e molto piu tardi dal Sylvester 2), il quale,
dietro consiglio del Cayley, ne chiamd ogni elemento col nome di
Cyclode; indipendentemente dai geometri inglesi ora citati se ne

occuparono H. Onnen 3) e E. Cesaro ).
Le stesse curve sono suscettibili di un’altra rappresentazione

analitica che si ottiene come segue 5). esgendo in generale come ve-

demmo
ds ) ] ds,
R = ,dslzdR,dsI:de,Rlz
de dey
si ha
dR d? s
R1: == ;
. de d &

1y On the intrinsic equation of a curve and its application (Trans. of the
Cambr. phil. Soe., T. VIII, 1849, ¢ IX, 1851).

2) Note on the successive involute to a circle (Phil. Mag., 1V Serie, T. 36,
1868) e Gutline on the theory of reductble Cyclodes (Proc. of the Lod. math.
Soc., T. I1, 1869).

3) Discussion d’un systéme de spirales @’

(Arch. néerland., T. X, 1873). » )
1) Lezioni di geometria intrinseca (Napoli 1896), p. 33; ivi perd, invece,

apres lewrs équations essentielles

s . n!
delle (3), & seritto erroneamente Rr*= O a 8™l

5y W. J. CURRAN SHARP, On the successive evolutes of a ¢
senger, T. 1X, 1880).

urve (Mes-
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similmente si trova per la seconda evoluta
’ @R

2 = -
d &

e cosi via, in generale per la n™®

danrtl g

(1) R, =

d en+l ;
ora, se questa n™® evoluta & un punto, si ha R, = 0 onde integrand
, ando
(12) §=age"” +a, "1+ .. +a, e+a
- n?

ove le a s0) anti arbitrari
Venteedelsog:}ﬁcost;a,ntl arl,)"ltrame, e questa rappresenta 1'n™¢ evol-
punto o la n—1™* evolvente del cerchio. Notiamo che se

fosse R, = f(e) si av
; L rebbe per determi A
I’equazione differenziale linearle) erminare la curva primitiva

an+l

(13) =1 (o);

d g+l

ora mdlcando con AS la SOhlZl(l]le ge]le[‘ale € ¢on una partico e
‘SO p © la.l‘

S=8 +aye" +a,e"? + .. +a,,
ove le a sono le costanti d’integrazione; ossia per la 4)
8 — 8, = s;

S‘lc;‘)ntlir(()i‘l'rauﬂ;e (l}ilirtiiferenzallfra, gli archi di due particolari #™ evol
. oquaclia I’ L .
cerchio. guaglia l'arco di una (n—1I1)ma evolvente di

- E?lgv aLiacong(iideragiong dei raggi di curvatura successivi di
guidato il Timmermans?) alla scoperta di un punto

g .
nObe&Ole annesso a;d ogni curva planar I er Otteﬂello par tiamo dalle

(14) dr=cost-ds , dy =sent -ds,

1) Essai sur une nouvelle théori
o loh e lle théorie des courbes déduit 4 idérati
I} ?r etivrosleru\‘ions de wurb.u’re; (Mém. de la Société de Iiici?edeTla‘gflmsllgggagon
Cir. -Ib sur une propriété des courbes planes d’aprés M ' T“A' ; G
Abonné (Nouv. Ann., 2® Serie, T. 11 1863) e Tummermans par
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che legano le coordinate cartesiane ortogonali di un punfo della curva
all'arco s ed all’angolo 7 che la tangente forma coll’asse delle .
Ora se ¢ & I'angolo formato con quest’asse dalla normale si ha:
7+ ¢ =n/2 onde de = — d 7, e si vede che la formola R, = ds/de

equivale all’altra ds = — R, d 7, in virth della quale le (1) diven-
gono
{15) de=—R,cosr-dr ,dy=—R;sent-dzt

Osserviamo anche che le formole
ds,

‘R, = ,dR, =ds,

810
danno in generale
dR,=—dR, , -dr.

Cid posto, applicando I'integrazione per parti alla prima delle (2)
e servendosi delle relazioni ora citate, si deduce:

x = cost. — [ R, eos v dr = cost. — R;sent— [R,sen7-dr
= cost.— R, sen v + R,cos 7 + [Rycos T dr = ....
cioe
x = cost. + (Ry— Ry + Rg—...)cos T— (B, — Ry -+ By—...) sen 7

Se si prende per limite inferiore dell’integ'ra,zio_ne il. punto in cui
v =m/2 e si indica in genere con r; il valore di R; in quel punto,
si conclude:
= (Ry— Ry + Rg + ..)cos T — (B, — By + Ry — ...)sen7 +
-+ (rl —ry Ty — ).
Tutte queste serie in parentesi contengono un numero infinito

di termini; se si suppongono assolutamente convergenti se ne potrd
considerare la somma; ponendo quindi

R,— R, + Re—Rg+..=8,, BRy— Ry + By— B, + ... = 8,4
To— Tg + Te— Tg+ o= 8, , Fi— Ty+ T5— T3+ .. = 8
si otterrd

=S, cost— S;sent -+ 8§ )
Similmente si trova S . (16)

y=S8,8en7t -+ Sgc08T—38,
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Ora le equazioni della tangente e della normale alla curva con-
siderata nel punto (z, y) essendo ;

Xsent—Y cos v— (xsent—y cos 7) — 0,
Xcosz + Ysent— (vcost + ysent) =0,
grazie ai valori (3) si pud serivere

(X —s,)sent— (Y +s,)cos T + Sq=0,

(X —sgeosw + (Y + s,) cosm—N8, =0,

Queste equazioni provano che il punto P (8¢, — s,) ha dalle
tangente e normale considerate distanze espresse risp. da S; e S,;
€ cosi rimane stabilito il seguente

TEOREMA. In un punto qualunque M di una curva piana siano
costruiti ¢ raggi di curvatura successivi R, R, R, ...; esiste nel piano
della curva un punto tale che se si abbassano da esso le perpendicolari
alla tangente ed alla normale in M alla curva, le loro lunghezze sono
espresse la prima da R, — R, + R, — ... ¢ la seconda da R,—R, +
+ Rg — ..., purché queste serie infinite siano entrambe assolutamente
convergenti. Questo punto, quando ¢ determinato, & situato a di- R
stanza finita e porta il nome di polo della curva.

279. Lo studio delle evolute ed evolventi successive si pud
anche fare comodamente con un altro metodo la cui prima inven-
zione appartiene a W. P. Hiern !), ma che venne poi popolarizzata
a partire dal 1869 da J. A. Serret mediante il suo Cours de Calcul
différentiel et intégral 2), e quindi svolto ed applicato da altri 3);
ecco in che cosa consiste:

Sia v l'angolo fatto da una tangente alla curva I' con I'asse
delle #; la distanza dell’origine da quella tangente sard una deter-
minata funzione f (r) di 7, onde la tangente stessa si potra rap-
Presentare coll’equazione (equazione magica della retia)

(17) U=ycost—xsent—7f (1) = 0.

Data, o fissata ad arbitrio la funzione f, facendo variare 7 da
— % a +  la (6) rappresenterd le infinite tangenti della corri-

') On the magical equation to the tangent of a curve (Quart. Journ.,
T. VI, 1864).

#) V. T. I, p. 310 e seg. della 28 ed. (Paris 1879).

%) N1coLAiDES, Analectes on Mémoires et Notes sur les diverses parties
des mathématiques, VII Livraison (Athénes 1872); MawnsioN, Nouv. Corr.
Math., T. 1, 1874-75.

19. — G. Lor1a, Curve piane speciali algebriohe e trascendenti. - Vol. II.
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spondente curva I, onde si pud ritenere che questa sia rappresen-
tata dalla (6) stessa; variando f nasceranno cosi tutte le curve del
piano. Per ottenere l’equazione loeale di I' basterd combinare la (6)
con la sua derivata rispetto a 7, cioé (se D indica l’operazione di
differenziazione rispetto a 7) con la seguente:

(18) DU =—ysent—acost—f () = 0.

L’equazione D U =0 rappresenta una retta che passa pel
punto di contatto della retta U7 = 0 col proprio inviluppo ed & per-
pendicolare a questa retta, cioé una retta normale a I. Cid prova
che nello stesso modo che U = 0 rappresenta la curva T, Tequa-
zione D U = 0 rappresenta la curva T’y evoluta di I'; e la rappre-

sentazione consueta di I, si otterra associando la (7) alla sua deri-
vata rispetto a 7, cioé all’equazione

(19) D*U =—ycost +axsent—f (1) =0.

Invece per rappresentare una curva I", evolvente di I' si mol-
tiplichi la (17) per d 7 e s’integri; indicando con D-! l'operazione
inversa di D il risultato potrd scriversi come segue: .

(20) DlU=ysent +zcost—[f(r)dT =0;

al variare dells costante d’integrazione quest’equazione rappre-
senta le o’ evolventi di I'; sono curve aventi le medesime normali
e di cui tratteremo nel Capitolo seguente. Intanto, generalizzando
il metodo ed i risultati precedenti, si vede che, serivendo Do U
invece di U, la curva I, evoluta m™ di T, ¢ determinata dalle

due equazioni

(21) DrU=0,DmU=0 (m=012.),

mentre la curva I'_,, , evolvente ma di I" lo & invece dalle equazioni
(22) DU =0,DmU=0 (m=1,2,..)

Emerge dalle equazioni (17) e (19) che le distanze dall’origine
di due tangenti corrispondenti di I'y e I'; sono risp. f(r) e —7" (1);
queste due tangenti sono parallele e la loro distanza é data da
f (@) + f (r); ma questa distanza é il raggio di curvatura R di I

dunque

(23) R=f(@ +f" ()

Evolute ed Evolventi QQi

o se si vuole, usando una scrittura di significato evidente,
.(23%) R = (D° + D f (v);

da queste si puo d.edurre che nel punto (r) la curva & coneava o
conversa Verso Porigine secondo il prodotto R -f(z) & negativo o
positivo ). k

] Rggml.lando similmente sulle equazioni (21) e (22) si vede che
il raggio di curvatura R:,, della curva Iy, ¢ dato dalla relazione

(24) Ry, = (D™ 4 D*m+2) f (z),

qualunque sia l’intero m.

D_l natura. analoga alle considerazioni ora svolte sono le se-
guenti che guidano alla determinazione delle curve che sono simili
alle loro n™* evolute.

280. Per una curva I" si chiami R il raggio di curvatura in un
puntc e 7 P'angolo che la corrispondente normale forma con una
retta fissa, che potremo supporre essere l'asse delle z, d r sard I’an-
golo di contingenza e quindi ’ .

(25) B— d s

dr

_ Se st conosce Uespressione £ (t) di R in funzione di =, I' & deter-
minata a meno di una traslazione; infatti dalle equazioni
R=f(t),de=cost-ds ,dy =—sent-ds
si trae
dx =f(r)-costdt ,dy=—17F(r)-sentd7
onde

(26) wx=a+ [f(x)-costrdr,y=0—[f(r)-senvdr,

ove a e B sono costanti arbitrarie; e queste dimostrano 1’asserto.
I_pswme alla I" consideriamo la curva I determinata dalla rela-
zione BR=1f(r + A), l e 4 essendo costanti qualunque; sussiste-
ranno le equazioni seguenti, analoghe alle (26)

o =da +1ff(r+Aeostdr,y =p—1[f(xr+ Asenvdz;

1) GRANE, Ueber Curvem mit gleicharti g 3 3
(Diss. Tonad 18040 it gleichartigen successiven Developpoiden
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o, ponendo 7 + A =7/,
r=a+1ffE@)cos (' —Adr ,y'=f —1[f()sen (z'— A) dv’

e finalmente applicando le (26)

= (r—a)cos Ai— (y—f)sen i,

y—p
l

= (x—a)sen i + (y —pP)cos 4.

Queste relazioni dimostrano che I" e I” si ottengono una dal-
I'altra mediante una similitudine accompagnata da un movimento
del piano; prescindendo da questo potremo dire che le relazioni
R=1f(r) e R=1£(r + ) appartengono a due curve diretiamente
simili, in particolare a due curve direttamente eguali se 1 = 1. Si-
milmente si dimostra che le relazioni R =1f(z), R =1f(A—71)

determinano due curve imversamente simili, in particolare due curve

inversamente eguali supposto I = 1.

Premesse queste osservazioni indichiamo con R;, 8,7 le
quantitd, analoghe alle R, s, v relative alla curva I, che & k-ma
" evoluta di I". Avremo:

4 T 7 .
T]:T+?,T2:TI+ —5-, ,r":r%l+_§..y
onde
1
dT:fl’Zl:...:(lTn,1,'"=1+nT;
inoltre
ds;, =dR ,ds,=dR, , ..., ds, =d R, ,,
ds, d s, ds,
'Rl = y {2: g e 3 n = 5
(111 dTg A (IT"
percio
dR dR, dR,_,
R1=',_"'"’Rg—: ,...,R,,:—————
dt dr dr
eppero
PP d* Rk
" dt

Cid prova che se R = f (1) ¢ I'equazione che determina la curva

EBvolute ed Evolventi 293

I, per I', si avra R, = f (7) (1) ovvero

T
Rn:f(n) [Tn—'n—‘—J

D2}
<

Emerge da cid che, se I" e I', sono fra loro simili direttamente
od inversamente, la funzione f soddisferd all’equazione:

4
|ty —m— | = 1] (24 7,)
n
o anche, introducendo due nuove costanti,
f) (7) =k f (et 7).

Questa & l'equazione differenziale del problema: per integrarla
fa mestieri distingunere il caso in cui sussista il segno -+ dall’altre.
In quest’ultimo caso, quando cioé sia
(27) f™ @) =kf(x—r1)
differenziando » volte si ottiene

. &M (1) = (— 1)" & ) (2 — 7);

ma l’equazione precedente da

™ (x—7) =k f(7)

) dunque

0 (z) = (— )" K f (7).

La funzione f soddisfa quindi ad un’equazione differenziale
lineare d’ordine 2 n a coefficienti costanti; f sard quindi la somma
di 2% termini della forma 4 ¢m7, m essendo radice dell’equazione
caratteristica m®** = (— 1)" k? e A costante; di queste 2 n costanti n
soltanto sono arbitrarie, le altre si determineranno ricorrendo alla
equazione primitiva (27).

Nel caso invece in cui si abbia

(28) ‘ ™ (@) =kf(e+ ),

posto f(r) =2 A4 em, si vede che ogni termine di questa somma

deve soddisfare questa equazione; A4 & arbitrario, mentre m & radice
dell’equazione m™ = k e™". Ora siccome questa equazione pud avere
0,1, 2,3 o radici reali ed infinite complesse, cosi una funzione f
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soddisfacente la (28) conterrd un numero finito (0,1,2 o 3) termini
del tipo A em e infiniti del tipe B BT sen (y T + 8); nel caso poi
che quell’equazione in m abbia due radici eguali ci saranno anche
termini della forma e™ (4o + 4,7).

11 problema potendosi ritenere cosi risoluto almeno nelle sue
linee generali!), applicheremo i risultati ottenuti ad alcuni casi
speciali: \

I. Sia R = a eo. Essendo f (1) = a €27 sard f™ (v) = a a" °7;
scelto quindi un numero x tale che sia a” = e%" potremo scrivere
f (z) = a e2(n+D) = f (x + 7), onde la curva ¢ eguale a tutte le
sue evolute; se invece si sceglie » per modo che risulti a™ = a %,
si avrd ) (1) = a® #®+7) = af (x + 7), onde la stessa curva &
anche simile a tutte le sue evolute. Per vedere di quale curva si
tratti notiamo che essendo

ds

. a
R=——=ac¢€7", si ha § +¢=— €7
dz a

e quindi R = a (s + ¢), che & I'equazione intrinseca di una spirale
logaritmica (v. p. 65).

II. Sia R=B (senfr + ). Si pud supporre f’' =0 onde
f(x) =Bsenfr, f" (1) =p" Bsen (B7 + nn/2) = pf (v +nx/2p)
onde la curva é simile a tutte le sue evolute. Si ha:

ds
= Bgen 7 onde s = — — cos 73
drt
essendo pertanto
senft = — , oS f1T=—
B 7 B 5

si conclude che l’equazione intrinseca della eurva @ R B2 8= B?,
la curva stessa & dunque in generale una epicicloide (p. 114), ma
& una cicloide quando g =1 (p. 90).

1) Questo problema fu risolto per primo da EULERO (Investigatio cur-

varum quae evolutas suas similes producunt, Comment. Petrop., T. XII,
1750; Investigatio curvarum quae similes sint suis evolutis vel primis, vel
secundis, vel tertiis, vel adeo ordinis cujuscumque, Nova Acta Petrop., T. I,
1787) con un concetto non sostanzialmente diverso da quello usato nel testo;
la forma qui adottata si trova nella memoria di PUISEDX, Problémes sur le
développées et les développantes des courbes planes (Journ. de Math., T. IX,
1844). 11 metodo di risoluzione tenuto dal SALMON nella prima edizione
(1852) delle sue Higher curves ritrovasi nella nota di P. FRANKLIN, On curves
whose evolutes are similar curves (Amer. math. Monthly, T. XXVIII, 1921).
Per le curve di equazione intrinseca della forma aR"™ -+ bs™ == ¢ il problema
era stato trattato in una nota dallo stesso titolo (Id., T. XXV, 1920) di
G. K. LI1GHT e aveva condotto a curve cicloidali e alla spirale logaritmica.
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IIL. Sia R = A [e™ + ¢™(»~7]. Essendo in tal caso

ds —_ mr (mn—71y : —
P =A[e™ L e ] siha s=4

emT em(Kq’)
T —]
m m
Le due equazioni

emT 4 em{x-7) — R/A , €™+ em(k=1) — meid

danno
2 o2 2
Rt —m? st = A% em",

equazione intrinseca di una pseudocicloide (p. 135).

IV. Finalmente 'equazione R = A ¢™ senn t appartiene a
wna curva pill generale della spirale logaritmica e degli epicicloidi,
ma che divide con queste curve la proprietd di essere simile a tutte
le sue evolute; per quanto ci consta non fu ancora studiata.

Le curve che sono simili alle loro evolute d’ordine pari si in-
contrano risolvendo la seguente questione!): Determinare una
curva I' tale che per ogni suo punto M i corrispondenti punti G, e C,
della seconda e quarta evoluta stiano sopra una retta passante
per M. Ove cid accada su questa retta staranno anche gli analoghi
punti G4, Cy, ... mentre i punti C; C; ... si troveranno sopra una
seconda retta passante per M e formante con la suddetta angolo
costante; tutte le evolute di ordine pari di I" saranno fra loro simili
e altrettanto accadrd per quelle d’ordine dispari; e l'equazione in-
trinseca di I” avra una delle forme:

R = 4 ab + (ms + k)%,
R? = a®— (ms + k)?.
La considerazione dei centri di curvatura successivi da luogo,

oltreche alle evolute, ad altre curve. Infatti Haton de la Goupilliere
ha stabilito delle formole che dannc le coordinate del punto C,

"che corrisponde al punto M di I” nella k-ma evoluta rispetto alla

tangente ed alla normale in M assunti come assi cartesiani; se fra
quelle due formole si elimina k si otterra una curva su cui si tro-
vano tutti gli infiniti punti €, ., Cy, .., Cry ..ot & UNA delle nuove
curve annunciate 2); nel caso in cui si parta da una spirale logarit-
mica si giunge a una curva della stessa specie. Un’altra & il luogo

1} PrroNDINI, Alcune questioni sulle evolute successive di una linea piana
(Rend. del’Ace. di Napoli, 22 Serie, T. V, 1891).

2y HATON DE LA GOUPILLIERE, Des centres de courbure successifs (G. di
Liouville, 28 Serie, T. IV, 1857 o Mémoires divers, 11 éd.. Paris 1909, p. 33).
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4

del baricentro del gruppo O, 02 . 0 al variare del punto M a cui
esso corrisponde ).

Notiamo finalmente che le evolute successive di una curva
tendono ad una forma limite che fu determinata da Giovanni Ber-

noulli: & una cicloide 2).

1) V. la nota dello stesso autore, Cenire des moyennes distances des
centres de courbure successifs (C. R., 21 novembre 1892 o Mém. diverses,

45
P 2)) J. BeErNouLLl, Opera omnia, T. IV (Lausanne et Genevae, 1742,
p. 980 e segg.). V. anche Porssox (Journ. Ee. Polyt.. 18 Cah. 1820; ivi &
citata una memoria inedita di LAGRANGE esistente nella Biblioteca dell’Tsti-
tuto di Francia) e H. BURCKHARDT, Encyklop. der math. Wiss., II Bd., 1
Tl., II Héilfte, Leipzig 1904-1916, p. 1353-4).

CAPITOLO 1V

———

Generalizzazioni delle Evolute e delle Evolventi.

281. La relazione fra due curve che si esprime dicendo che
una & l'evoluta dell’altra o questa una evolvente della prima, po-
tendosi considerare da parecchi differenti punti di vista, si pud
generalizzare in vari modi ed in vari modi venne effettivamente
generalizzata: faremo cenno dei principali.

I. Se si considera 'evoluta di una curva I" eome linviluppo
delle normali si é naturalmente condotti a considerare l'inviluppo I,
delle rette che tagliano I sotto angolo costante a«l). Che siffatta
generalizzazione dell’evoluta si presenti spontaneamente & stori-
camente provato dall’essere stata essa compiuta poco dopo la pub-
blicazione dell’Horologium oscillatorium: giacché portano la data
1709 due memorie in cui il celebre fisicc Reaumur gettd i fondamenti
per lo studio di quegli inviluppi, stabilendo un teorema che & tuttora
il pernio della loro teoria 2). Gli inviluppi stessi ricevettero, alla
loro nascita, il nome di « developpées imparfaites » 3), altri si servi
di quello di «développées obliques»¢); ma quello piit adoperato
¢ il nome sviluppoidi, o evolutoidi, suggerito da Lancret in una delle
sue memorie °).

') Esempio: T' sia_una spirale logaritmica, cioé una trajettoria obliqua
di un fascio di raggi. Le rette seganti sotto un dato angolo I', segheranno
sotto angolo costante anche i raggi di questo fascio, epperd invilupperanno
una seconda spu‘ale logaritmica.

*) Méthode générale pour déterminer le point d’intersection de deux lignes
infiniment proches qui rencontrent une courbe donnee vers le meme coté sous
des angles égaux, moindres ou plus grands quw'un droit (Mém. de 1I’Acad.
des Scmences, MDCCIX). Formules genérales pour déterminer le point d’in-
tersection de dews lignes droites infiniment proches, qui rencontrent une courbe
quelconque vers le meme coté sous des angles égaur (Ivi).

3) FoNTENELLE, Histoire de I’ Acad. des Sciences, année MDCCIX, p. 65.

4) AousTt, Analyse infinitésimale des courbes planes (Paris 1873), p. 77.

8) Mémoire sur les développoides des courbes planes (Mém. des Sav.
Etr., T. II, 1811).
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11 teorema di Reaumur testé citato si pud dimostrare nel se-
guente modo: Sia f (&%) = 0 T'equazione di una curva I'; una
vetta che incontri questa sotto I’angolo a ha per equazione

1) (z—¢& [1——’ —~dnt 1+ (y — )[tgawt—dn‘}——()
| M o a 9 . :
1) (= ) “gJ y—n TE ;

la sviluppoide &’angolo ¢ non & che lmvﬂuppo di questa retta. Ora
differenziando rispetto a & la (1) si ottiene:

]+[_"ir
at

2 —lr—Etga +y—y =
{2) r—&HHtga+y—1y .
d &2
Combinando la (1) con la (2) si trova:
d
1+{_—’7]
. d¢& {t 4 d1y]
r— & = cos? ¢ ——m8 a —_—
3) r— & a dzy, g rek
el
d
y—1n = cc8? g ——————;
77

ae

e queste equazioni danno le coordinate di un punto qualunque P(x, y)
della sviluppoide I', mediante le coordinate del punto corrispon-
dente M (&, 7) della carva I'. Ora da esse 8i trae:

R i

— £ —n? = cos? a ;

d &

detto quindi R il raggio di curvatura di " in M se ne deduce
PM=Rcose

€ questa dice: Se C -l centro di curvatura nel punto M della curva T,
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proiettandolo sulla obliqgua di angolo a relativa allo stesso punto M,
si otterra il punto di contaito di quell’obliqua col proprio inviluppo.
E questo il teorema di Reaumur; esso conduce ad una semplicissima
costruzione per punti di qualsivoglia sviluppoide.

Se la curva data & un’ellisse, la sviluppoide & una curva pa-
rallela a un. astroide!).

282. Nella teoria delle sviluppoidi trova un’applicazione assai
elegante ’equazione magica che gid sfruttammo nella teoria delle
evolute (v. p. 289) 2). Supponiamo, infatti, che la curva I sia l'in-
viluppo delle o’ rette che, al variare di 7, sono rappresentate dalla
equazione

T=ycost—xsent—f(r) =0;

I'equazione locale di I" nascera combinando quest’equazione con la
sua derivata rispetto a 1, che &

T"=—ysent—acost—f (r) = 0.
Ora se si considera I'equazione
U=Tcosae+ T sena=10

si avrd la rappresentazione analitica della retta condotta pel punto
di contatto della 7 — 0 e formante con questa I'angolo «; l'invi-
luppo della retta U = 0 & pertanto la sviluppoide Iy d’angolo «
della curva I. Similmente la retta

V=Ucosf + U'senf =0

invilupperd la sviluppoide d’angolo § della curva Ig; potremo per
analogia indicarla con I, pg. Osserviamo che sostituendo in que-
st’'ultima a U il suo valore essa diviene

V=Tecosacos B+ T sen (a + f) + I sen e sen f = 0;

la funzione V & in conseguenza simmetrica in e, f; ci6 prova che
alla curva I',g si sarebbe giunti anche cercando la sviluppoide di
angolo « della, sviluppoide Ig. Questo fatto importante (che &
designato per solito col nome di teorema di Lancret) pud esprimersi
dicendo che le due sviluppoidi /g e g, coincidono; se quindi si

1) ¥, GoMes TEIXEIRA, Sur les développoides de Uellipse (Nouv. Ann.
de math., IV Ser., T. XIII, 1913).

2) \IANSIO’J Principes de la théorie des développoides des courbes planes
(Nouv. Corr. \mth T. V, 1879).
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designa col simbolo Iggy5,.. la curva che nasce costruendo la svi-
luppoide I, d’angolo ¢ di I', poi la sviluppoide I'pp d’angolo g
di Iy, poi la sviluppoide I';g, d’angolo y di Iapg, e cosi via, si
vedra che & lecito di permutare comunque gli angoli a, 8, 7, 9, .
senza alterare la eurva risultante.

L’equazione U = 0 scritta esplicitamiente si presenta sotto la

forma seguente

yeos (v +e)—zxsen{r +a) =cosaf(r) +senaf (1),
ovvero, ponendo 7 +a =0,

cosa-f(0—a)+senaf (0 —a) = F (6),
essendo '
F (0) = y cos 0 — z sen 6.

Se quindi si chiama R, il raggio di curvatura di I, (come s’indico
con R quello di I') e si applicano alcuni dei risultati esposti nel

n. 279, si ottiene

Ry=F(0)+F'(0)=cosaf(0—a)+senaf (O—a)‘-{—
’ + cosaf’ (6—a)+senaf” (6§ —a)

d
=cosa [f(x) + 7 ()] + sen«a - [f@+7 @]
ora f (r) + "’ (r) = R, dunque »
dR
4) R, = R cos a + sen .
dt

Questa elegante relazione va sotto il nome di formola di Habich 1);
volendo mettere in evidenza 1’angolo fatto dalle tangenti della svi-
luppoide, non con le tangenti, ma con le normali della curva data,
bisogna e basta cambiare nella precedente ¢ in x/2 — q, essa di-
viene quindi

dR

dzt

4" Ky, = R gen a + cos a.

La formola di Habich abilita a trovare 1’equazione intrinseca
di I’y conoscendo quella 'di I'; si osservi infatti che gli angoli di
contingenza per I" e per I, sono eguali, onde

dt = d1g;

1) Les Mondes, T. XIX, 1869, p. 33.
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essendo in generale poi

ds ds,
7Ra:
drt d,

R:

si hanno tre relazioni le quali, insieme alla (4) ed all’equazione di I,
formano un sistema da cui si potranno eliminare R, s, 7, 7, e otte-
nere quindi la cercata equazione fra R, e s, .

Applichiamo questo procedimento all’epicicloide di equazione
intrinseca

(5 R s =

Scrivendo questa come segue

ds 2
[ W + 282 = ¢
dr |

ne trarremo

ds
d1 = ——u
\/ & —uy?s?
onde integrando
1 us
T — T, = —— arc sen
u ¢
ossia, poiché 7, = 7 4 cost.,
¢
(6) § = ——senpu (1q — 7'y

n
7’y essendo una nuova costante. Ora la (4) pud seriversi
ds as

R, = o8 @ +
d g %

sen «

onde a,pplica,ndo la (6)
Ry = ¢ {cos a cos pu (ta — 7'a) — p €D @ sen u (1o — 7o) } -

Essendo poi d 8q = R, d 1., una nuova integrazione con scelta op-
portuna della costante arbitraria, da

,usazc{eosa Sen u (Ta — 7') + psen a cosp (ta—17y) } -
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Quadrando e sommando le ultime due equazioni seritte si ottiene:
() R, st =¢ (cos? @ -+ p? sen® a);

questa & 'equazione intrinseca della sviluppoide d’angolo ¢ dell’epi-
cicloide considerata; confrontandola con la (3) si deduce che tutte
le sviluppoidi di una epicicloide sono curve ad essa simili?). Se in
particolare u = 1, la (5) rappresenta una ordinaria cicloide, la (7)
diviene R?, + §%, = ¢%, epperd tutle le sviluppoidi di una cicloide
sono curve ad essa eguali'). Similmente dimostrasi che ogni pseudo-
cicloide ¢ simile a tulte le sue sviluppoidi d’ordine pari.

Se nella relazione (4’) si suppone dato R in funzione di 7 (= T¢+
-4 cost.), essa sard un’equazione fra R, € To , cioé Pequazione intrin-
seca di I',. Se inveee ?) si suppone in essa dato R, in funzione di
74, €ssa si presenterd come un’equazione differenziale fra R e 7,
integrando la quale si otterrd una curva I’ di cui I, & sviluppoide
d’angolo a, curva che chiameremo sviluppoide d’angelo a inversa
rispetto alla I considerata come curva di partenza e indicheremo
col simbolo I, . Ora la (1) ¢ in R un’equazione lineare a coefficienti
costanti, pud quindi integrarsi e da:

e Ttga T Ttga
(8 R=—— | Roe dx,
cosa A
i
ove A ¢ la costante introdotta dallintegrazione; variandola si ot-
terranno le infinite sviluppoidi inverse. E opportuno scrivere 1a (8)
un po’ diversamente cambiando, per ragioni facili a comprendersi
R, a, A, R, risp. in Rg,, @y, 41y B; si avrd cosi:
— eTTtBA T 7tga
Boy=——| Re dr.
cos a; A

Similmente ’equazione intrinseca generalebdelle gviluppoidi [g,.a,
d’angolo a, di [, sard

— eTt8a T __ rigas
Ra,,a,, = Ra: ¢ dt
CIS Ay YA
ossia per la precedente
. TR, T T Ttgas
Rayya: = ’ R, erttsa—taa) d T I Re dt.
o8 @y COS &y < A J M

1) V. le Questioni 799 e 800 proposte dal Fourer nelle Nour. Ann.
de Math. e risolte ivi dal ROUQUET nel 1867 e poi dal FOURET nel 1880.
%) V. la memoria di HatoN DE LA GOUPILLIERE, Recherches sur les
développoides des divers ordres (Ann. de la Soc. Sc. de Bruxelles, T. 11, 1877).
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9051 proseguendo si arriva a concludere che le sviluppoidi inverse
Iy 0,..0, hanno per equazione intrinseca generale

_ e~ Ttgan T
9) Rayesna, = / er(tgan—tgan-1 d 1
. €OS @; €08 &y ... COS &/ A,

T
~T Tt
f eltgan—1—tgan-2 d T ... Re s dr

A A1
Se in pacticolare @, = a, =... = a, =« si pud scrivere
. e—Ttga AT T T
(9") Ra(")=—————-———-’ dr[ dr' Reﬂgudr'
cos"e JAn  Jdnen In '

esedipit e =0

o T T ~T
R‘”’:{ ... | Raw,
JAn Y An-1 A1

risultato che in sostanza & gia stato stabilito nel Capitolo precedente.

L.a,ifmjmola, generale (9) ¢ analoga ad altra concernente le svi-
luppoidi dirette e che si ottiene come segue. Riprendiamo, infatti
la formola (4’), scrivendola come segue ’ ’

d
Rp, = Rsen B, + —— cos py,
T

ovvero

d
Rg, = e~rtgh cos fi; —— (R emteh) 5
dr
¢ Pequazione intrinseca della sviluppoide I'g, di I'. Percio

Rgp, = e rteh cos f3,

d
(Rﬁ‘ (’Ttﬂﬁi)
dr )

rappresentery la sviluppabile Ig,g, d’angolo S, di Ig,: combinando
questa con la precedente si ottiene:

d
Rgpg, = cos fBy cos f, eTtehe p (erttea—tefy) (R ertaph))

T dt

Cosi continuando si ottiene come equazione intrinseca di PBB 8
la seguente: e
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dr

d d d
cT(t8Bn . —188n—y) —— (... t 1) —— g 1 :
T (B —— (o —— (eahat —— (R creh))) ) )

(10) Rgg,..p, = c0s f3; cos fB, ... cos B, e~Tt&Bn (¢mtteBn—tap—,)

L]

1

¢ questa la formola annunciata. Se in particolare §, = B = ...
= f, = B essa diviene

n

(10") R(™ = cos” f eTief (R ettef) ,

dr"
e se di pit =0
n

R —

d»

risultato che incontrammo gid nel Capitolo precedente (p. 292).

La formeola (10) é di forma elegante, ma riesce di mediocre
utilith pratica; nelle applicazioni & assai meglio ricorrere a quella
che si stabilisce col seguente procedimento. Dalle due relazioni

B

dR
R, = Rsen 8, + rp cos B, Rpg, = Rg senf, + cos fi,
T

eliminando Rpg, si ottiene:

‘ @R . d R /
Bgg, = cos f; cos B, ) —— + (tg B, + tg By) + B tg B, tg Ba -
dz? dr \
Sostituendo questo valore nella
d Ep,p,
Bg,p.p, = Rp,p, sen f; + 7—'—" cos f;
T
€ cosi proseguendo si finisce per ottenere:
(11) Rg.p,..pn = :
5 P 8 ‘d“ R g dr-1R g dR RV
== €08 f3; co8 f, ... cos B, + 8 +ea 8 — + 8,

! e ‘ldr"—l "dr + ’
ove S‘l y 89, ..., 8, rappresentano rispettivamente la somma delle
quantita tg §,, tg B,, ..., tg B,, la somma dei loro prodotti binari, ...,
finalmente il prodotto di tutte. In particolare se ;, =8, =... =8, =4

*
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la (11) diviene

A1) R ﬂg d?R+[th ﬁdﬂ—lR
’ n = cos™ g —— -+
b e 1) B e

[n] g2 n-2 n - dR
gl — tg" § - .
+ 2 d'l,’"'2+ +[1] & 'Bd‘r tienf- R

Per mostrare 1'uso della (11) risolviamo il problema di « tro-
vare I'n-ma sviluppoide inversa di un punto, essendo B, 8, ... 8,
gli angoli dati. In tal caso Rgg,.p, =0 e la (11) da, per determi-
nare R in funzione di 7, la seguente equazione differenziale lineare
a coefficienti costanti:

a~ R a1 R dR

+ 8, . + ..o+ 8,
ar drrt dr

+ 8, R=0;

la corrispondente equazione caratteristica, avendo per radici —tg 8, ,
—tg By, ...y —t8 B, se le § sono tutte differenti, le curve cercate
hanno la seguente equazione intrinseca:

k=n
(12) R =X C,etsfr,
) k=1
le C essendo costanti arbitrarie. Se invece f; =, =...=f§,=§
si giunge alle curve:
k=n—1
(12") R= X C,1%- emteh,
k=0

Come altra applicazione cerchiamo una curva I" tale che la
sua n™ sviluppoide sia una curva ad essa simile, nell’ipotesi che
sia §; = ... = f§, = f e che nella supposta similitudine ad un punto
qualunque di I" corrisponde precisamente il punto che si ottiene
applicando n volte di seguito il teorema di Reaumur. Essendo in tal
caso R(® =y R la (10') diviene

(R ertef) — (RemteB) = 0 ;
dzn cos™ f

€ questa un’equazione lineare a coefficienti costanti in R emtef | ed

essendo " = —f Y la sua equazione caratteristica, si ottiene come
cos
equazione intrinseca generale delle curve cercate:

"
k=n - Vi ,e2l‘ivr
R=c¢"88 X (e csp =»
k=1

20. — G. Loris, Curve piane speciali alyebriche ¢ trascendenti. - Vol. II.
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ove \"/;t rappresenta 1'n™2 radice aritmetica del numero u. Analo-
gamente si pud risolvere il problema generale, cio¢ qunando gli an-
goli B,, ..., B, siano fra loro differenti, come il lettore potra appren-
dere dalla memoria di Hiton de la Goupilliére che citammmo pilt sopra
(p. 302).

283. Un altro modo di trattare la teoria che c¢i occupa & il
seguente 1).

Sia data una curva c¢; determiniamo una curva y che sia traiet-
toria d’angolo A di tutte le rette ¢ tangenti di ¢; allora viceversa ¢
¢ linviluppo delle oblique d’angolo A della curva y, cioe la svilup-
poide d’angolo A di p, epperd y & la sviluppoide inversa relativa allo
stesso angolo 1. Dato A, esistono infinite sviluppoidi inverse di ¢; per
ogni punto M del piano ne passano tante quante sono le tangenti
che si possono condurre da esso alla curva ¢. Per esprimere analitica-
mente la relazione che esiste fra le due curve ¢ e y chiamiamo x, y le
coordinate di un punto qualunque C di ¢; &, n quelle del corrispon-
dente punto I" di y; « e y si suppongano espresse in funzione del-
T'arco s e si cerchino le analoghe espressioni di £, 7. Osserviamo
percid anzitutto che, detto R il raggio di curvatura della linea ¢
si ha:

Ex dy
1 ds ds?
(13) —_— = ;
R dx Ay
ds ds
inoltre, posto per brevitd v = tg A,
dé& dyg
1 ds ds
(14) T =
dé do dy dng dz dy
ds ds ds ds ds ds

Chiamiamo ora g la lunghezza del segmento C I" compreso fra due
punti corrispondenti di ¢ e y; p sard funzione di s e si potra scrivere

dzx ay

15 b=+ o0— ,yp=y+ p—
(15) ) ds’] ¥ stv

e la determinazione della curva y e ridotta alla ricerca della funzione o.

1y Venne suggerito all’autore dalle Diss. di H. HErwic, Ueber Traiec-
torien zu den Tangenten ebenen Curven (Gottingen, 1867).
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Ora, differenziando le (15), si ottiene

d§ dzx do da azx

= + +
d s d s ds ds QdSZ’

(16)

d d d da dz
n Y 4 0 Y n Y

0 5
ds ds ds ds d s?

sostituendo questi valori nella (14) e tenendo conto della (13), nonche
delle identita

dr )2 dy ? dx d*z dy d*y
- = 1 =
ds Lds ds ds? ds ds? ’
i trova
o/R
1+ do/ds.
ovvero
do
7) o—7tR — TR =0.
ds

Questa ¢ un’equazione differenziale lineare in ¢ che da

1 fﬁ 1 fﬁ
(18) o=¢e"" E @a—Je 7 E dsy,
a essendo la costante d’integrazione. Sostituendo questo valore
nelle (15) si ottiene la rappresentazione analitica cercata di tutte
le sviluppoidi inverse d’angolo A della curva c. La costante a si
determina conoscendo il punto della curva ¢ da cui si diparte la
curva v, cioé il valore di s che rende o = 0.

Se ad es. come curva ¢ si prende la circonferenza 2? 4- 9% =1,
si ha B =1 e le (15) divengono:

E=coss—sens (vt +ael?), n=sens +coss(t+ ae’)

e rappresentano tutte le sviluppoidi di inverse d’angolo 4 del cerchio

considerato.
Va notato che le formole precedenti non valgono per 7 = 7/2;

ma in tal caso la (14) & surrogata dalla seguente relazione

dx d¢ dy dy
-+ =03

ds ds ds ds

sostituendo in questa i valori (16) si ottiene 1 | dp/ds = 0 onde
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0 = a—s e quindi ,

dzx dy

f=a+@—s8)— ,n=y + (@a—3) .
ds ds

Nel caso particolare della circonferenza 22 + ¥® =1 queste di-
vengono -

§=coss—(a—s)sens , y =sens + (a—s)cos s,

che sono le equazioni note delle evolventi di circolo (p. 127).

Prima di passare ad altro argomento notiamo che E. Beltrami
ha dato al vocabolo sviluppoide un significato estremamente ampio!),
chiamando sviluppoide di una linea un’altra linea tale che ogni sua
tangente sia segata dalla prima sotto un angolo che & una funzione
nota delle coordinate del punto d’intersezione; se quell’angolo &
costante si ricade nelle sviluppoidi ordinarie.

284. II. T. Olivier ha considerate 2) certe speciali linee piane
che egli chiamd evolventi di circolo imperfette e per le quali insegno
una costruzione stereometrica della tangente. La definizione da lui
proposta si pud estendere a qualunque linea piana e conduce a una
nuova generalizzazione delle evolventi?). Sia I' una curva data,
su cui sia fissato un senso positive, O un suo punto fisso e  un nu-
mero reale, positivo o negativo, pure dato; preso un punto qua-
lunque M di I' si segni la corrispondente tangente ¢ e si determini
su di essa un punto M, tale che sia

MM,
arc O M

(onde M, cadra nella porzione positiva di ¢ o nella negativa secon-
doche u & positivo o negativo). Il luogo geometrico I', di M, & un
evolvente ordinaria (o perfetta) se p =1, mentre se u+1 si dira
evolvente imperfetta, e precisamente allungata se |u|>1 e accor-
ciate se |u|<1.,

Supposto al solito date le coordinate », y di M in funzione
dell’arco s, le coordinate z,, y, di M, saranno evidentemente date
dalle formole seguenti:

=u

) dx dy
19) Top =T +p8——, g =Yy +us—.
ds ds

YY) Sulla teoria delle sviluppoidi e delle sviluppanti (Annali di Matem.,
T. 1V, 1861; Opere matematiche, T. 1, Milano 1902). ’

2) Développements de géométrie déscriptive (Paris, 1843).

%) D. Levi, Sulle evolventi allungate ed accorciate delle linee piane (Atti
dell’Acc. di Torino, T. IV, 1868-69).
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Possiamo dedurne una elegante costruzione della normale in
un punto qualunque M, di I'); notiamo infatti che le normali n, n,
in M, M, alle curve I', I, hanno risp. per equazioni:

) x dz ¥ )dy '
0 — ) —— -+ — = (
(.) )ds Y ds
x dz T dx 2
21 —r—us |+ +us -+
@D { # ds # ds # ds?
dy — dy Ay
Y—y—us 1+ — +us = 0;
+( AN ] [ B ae dsz} ’

combinandole fra loro otterremo le coordinate X, Y del punto N
in cui tagliansi le rette che esse rappresentano. Ora, tenendo conto
della (20) la (21) diviene

a2

ay
(X — x) + (¥ —y)—=1+y
ds® -

ds?
e questa con le (13) e (20) conduce a:

dy
X—a2)=0+uR
ds

dx
ds

donde

\/X—w2+Y—3/2=M.N=(1 + u) RB.

Segnato pertanto il centro di curvatura C della curva " in M si ha

My e
=1 e quindi
MC tred MC

=3

mediante questa relazione, quando si sappiano eseguire tutte le
costruzioni relative alla curva I, si potrd determinare il punto N
e quindi la normale n, della curva I .

Supponiamo ad es. che I' sia la circonferenza a* + y® = 7%
Essendo « = rcossfr , g = r sen sfr, le (19) danno

$ s s s
Ly =7 COS — — p 8§8en —— , Yo = r8en — + u §cos —
r r r r
0, ponendo s/r = w,

Ty =7rcoSw—purwsenw , Y, =17rs8en o + ur o cos w.
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Differenziando si ottiene:

dax, . dy, ,

=—y —pursenm =& 4+ ureosw
dw dw
@ x, &y,
—_—=—x—2urcosw , = —y—2pursenw;
d w? d o?

detti quindi 3, e R, 'arco ed il raggio di curvatura della nuova curva
8i trova:

dsgy 2 - r{Touw® -+ u? o3
[ VYV NG AL e i
do ) w2+ (Ldp) 142 w)

ovvero, ponendo ur =a, (14+p)r =1k,

ds k2 4 a2 22
> :r\/k2+a2w2, Rﬂz_[_______]..._;
dw APt B+ak

ora, paragonando queste equazioni a quelle segnate (28) e (30) a
pagg. 127-8, vedremo che le nuove non differiscono che per le no-
tazioni usate dalle antiche; dunque per un cireolo le evolventi allun-
gate di Olivier non differiscono da gquelle anteriormente designate con
tal nome; di queste resta per tal maniera stabilita un nuovo me-
todo di generazione. N

285. III. Avvolto ad una curva un filo pieghevole inestendi-
bile e fissato un capo ad un punto di quella, se per I'altro estremo
esso si tenga continuamente teso nella direzione della tangente,
I'estremo stesso descriverd una delle ordinarie evolventi di quella
curva. Ben diversa riuscirebbe la linea generata dal filo se, obbli-
gatone arbitrariamente il primo capo, se ne tenessero tese le due

parti svolgendolo continuamente sopra la curva. Nasce cosi il se-

guente
Problema. Supposto (fig. 36) un filo avvolto e fermato per un
capo F ad una linea /A e fissato ad un punto O del piano di essa
per l'altro capo, trovare la linea I” descritta da uno stilo M che si
muove con la condizione di tenere tese le due parti del filo?).
Soluzione. Si consideri una posizione qualunque M dello stilo;
siano M O e M P le due porzionirettilinee del filo; le lunghezze di

1) Questa questione e la sua soluzione si trovano nelle memorie di
P1eTRO MAGGI, Intorno ad una maniera pii generale d’evolute ed evolventi,
ed intorno un sistema di rette nello spazio (Annali delle Scienze del Regno
Lombardo-Veneto, vol. VIII, 1838, ¢ 1X, 1839).
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queste due parti assieme all’arco F P = s, costituiscono la lun-
ghezza totale del filo, dunque .

presa adunque per origine O e dette z, y le coordinate di P, e X, ¥
quelle di M avremo:

(22) ViVt VI—2+T—y=1—s.

Fig. 36.

Essendo poi la retta M P tangente alla linea / nel punto P, avremo

Y—y
23 ——— =
(23) et

'

ove la derivata y’ di y rispetto a 2 si calcolerd mediante 1’equazione
nota di A. Ora dalle (22), (23) si potranno dedurre X, Y in funzione
di #,y; ed infatti, ponendo per brevitd (I — s — (% + ¥%) =y,
si trova
24) Xeo— Y =y— Ly

yz u

e queste serviranno a determinare la curva I' quando si conosca
la linea A. Prima di trarre qualche conseguenza dalle (24), notiamo
che se sul prolungamento di M P si prende M N = M O si avra
PN=PMJ+ MN=PM+ MO =1— s, onde le coordinate del
punto N saranno ’

dx ) dy

ds y ¥ A ) ds

x + (I—s)
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ossia
l—s Y
Y+ —8) =

r +
8

per conseguenza l'equazione della retta O N &:

Y y+(1I—s8) y'fs
(25) —_= L ——
X x+ (—s8)z'[s

Cid posto, cerchiamo la tangente nel punto M alla curva I'; bastera
determinarne il coefficiente angolare; ora le (24) ci danno

L"I
X = ‘u" , Y = __’u_T' (ﬁn yr_'ul yu)
e 2
Onde T rn ’ ’ ”
Y vy —uy
Xl /L" ’
0, riponendo in luogo di x il suo valore,
Y’ T 4- (1 —8) s/s’
X w4 l—sys

11 secondo membro di questa relazione essendo inverso ed op-
posto al coefficiente angolare della retta O N rappresentata dalla
equazione (25), si deduce che la retta m tangente in M alla curva r
altro non & che la perpendicolare calata dal punto M sulla retta
O N; quella tangente & dunque altezza del triangolo M N O, e,
essendo questo isoscele, & anche la bisettrice dell’angolo N M O;
¢io prova che la tangente stessa fa angoli eguali’con le due. parti
P M e MO del filo generatore: donde un metodo semplicissimo per
tracciaila.

Siccome O M e M P formano angoli eguali con la retta m tan-
gente in M alla curva I, cosi quelle rette saranno eziandio egual-
mente inclinate alla retta » normale in M alla stessa I'. Siccome
la seconda di quelle rette & tangente alla linea /A cosi, se immagi-
niamo che O gia un punto luminoso e I" uno specchio, A sara l'in-
viluppo dei raggi riflessi; in altri termini A & la caustica per rifles-
sione o catacaustica di I', onde viceversa I" & la curva anticatacau-
stica di A, il punto fisso O essendo la fonte di luce.

Si costruisca l’ellisse E avente per fuochi i punti O, P e passante
per M; m ne & la tangente in M ; onde le due curve I', F si toccano
in M. Percid I' & Uinviluppo delle ellissi analoghe alla E; una qua-
lunque delle quali ha per fuochi il punto O e an punto gualunque
P di A e per asse maggiore la differenza fra la lunghezza totale !
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del filo generatore e la lunghezza dell’arco della linea data A com-
preso fra P ed il punto fisso F. Questo modo di considerare la curva I"
ha suggerito 1i chiamarla evolvente ellittica di A, e quindi di indicare
questa col nome di evoluta ellittica di quella.

Applicando la prima delle proposizioni precedenti, si pud di-
mostrare che Pevoluta ellittica di una spirale logaritmica di polo O
¢ un’altra spirale logaritmica: basta per cid considerare tale curva
come traiettoria obliqua di un fascio di raggi.

286. IV. Si consideri ancora l'evoluta come inviluppo delle
normali di una ecurva; si immagini Iinviluppo analogo in una de-
terminazione metrica in cui 'assoluto consti di due punti qual-
sivogliano: si otterrd cosi la curva che il Salmon ha chiamato quasi-
evoluta ). Si supponga poi, con maggiore generalitd, di considerare
le normali ip una metrica proiettiva qualunque e poi di trasformare
per dualith. Si giunge cosi alla seguente costruzione: Date ad arbitrio
una curva I" e nel suo piano una conica K, ad ogni punte M di I",
si fa corrispondere il punto M’ in cui la tangente in M a I" & segata
dalla polare di M rispetto a K; il luogo I dei punti M’ pud chia-
marsi evoluta di Halphen, dal nome del geometra che per primo la
considerd 2). Operando su I come fecesi sopra I' si otterrd una
curva I, quindi una terza I""' e cosi via; ora per questa serie di
curve, come per la serie delle evolute (v. p. 284), accade che, a par-
tire da un certo elemento, i loro ordini e le loro classi formano due
progressioni aritmetiche equidifferenti.

Se, per non moltiplicare le notazioni, si indicano con I' = 0,
K == 0 le equazioni in coordinate omogenee z,, 2., x, delle curve I"
e K, le due rette che servono a costruire M’ hanno per equazioni:

Nx,+r,x,+r,X,==0 , E; X, + K, X, +K; X;=0,

ove X,, X, X, sono coordinate correntie I',.. K,.. i valori delle
derivate di I" e K nel punto M (x,, @,, ;). Le coordinate del punto

M’ sono dunque date dalle relazioni:

o, T

(25) 2 @y, 2 =

K, K, Ky
Si noti ora che essendo

:v,P1+w2PZ+x31’3=O s doy Iy +day- Ty +day - I'y =0

1y Analytische Geom. der hoheren ebenen Curven, deutsch von FIEDLER
(Leipzig 1873), p. 104. ,

2) V. la memoria Sur une série de courbes analogues aux developpées
(G. di Liouville, 3% Serie, T. II, 1876).
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gi ha
T, xy T3

n,r,,Is=

da, de, diry
ed essendo

oK, + 2, Ky + 03 Kg=0,dx,- Ky +dz,- K, + degmKy; =0
sussistono le relazioni
r, Iy

T, X3 2K dK

Il
-

dz, dxg K, K, z, dx
e le due analoghe. Per conseguenza alle (25) potranno sostituirsi

le seguenti

’ ’ ’

Zy Ty Ty

2, dK—2dz,- K 2,-dK—2da,-E ;- dK—2day K’

che in pratica sono in generale piit comode. .

V. Lo stesso geometra ha considerata!) un’altra classe di curve
aventi eon le evolute una relazione strettissima e di cui ora espor-
remo la definizione ed alcune proprietd.

Si consideri I'evoluta di una curva I’ come linviluppo delle
rette ognuna delle quali congiunge un punto P di I" al polo T della
corrispondente tangente t rispetto ad una conica fissa; ad essa cor-
rispondera per dualitd il lnogo I'; dei punti P, ciascuno dei quali
& Vintersezione di una tangente ¢t di I" con la polare p del relativo
punto di contatto P rispetto ad una conica K.

Se in particolare questa si riduce ad un cerchio (di centro 0)
e raggio nullo, P; altro non & che I'intersezione di ¢ con la perpen-
dicolare condotta dal punto O al raggio vettore O P; I'y si chiama
allora la tangenziale di I' rispetto a O.

Dette g, w le coordinate polari di P in un sistema avente per
polo O e o, , w; quelle di P,, detto poi u l’angolo della tangente
in P a I col raggio vettore O P, si ha )

o= o tgu;
ma & noto essere
t ——-d ¢
u = g:
g | e PRk

1)y HarLpuEN, Hiude sur les points singuliers Jea courbes algébriques
planes. Appendice ou Traité des courbes planes de G. Salmon (Paris 1883), p. 29.

Generalizzazioni delle Evolute e delle Evolventi 315
onde
2 de
& = ¢
d w
ovvero
1 d ( 1 J
—_— e — — | — |
. 01 do L ¢
inoltre

Queste due equazioni servono a trovare l'equazione di I
quando si conosca quella di I. Se per es. I' ¢ la spiga (Vel. I,
p. 431) di equazione

alp = cos u w,

8i avrd come equazione della tangenziale
a/p, = sen u w = sen u (w; —n/2),

onde la tangenziale stessa & una curva identica alla proposta.
Quando I" & una curva algebrica (dell’ordine ») determinata
dalla sua equazione

@) flx,y) =0

& facile trovare l'ordine n, di I',. Dette infatti a, f le coordinate
del punto fisso O, la equazione di I'; nasce eliminando z,y fra
Tequazione precedente e queste altre:

df of

(2) (X—)—— 4+ (Y —y) —— =0
ox oy

(3) X—a)(@—a)+ (Y —a) y—a)=0.

I punti della curva posti su una data retta A« + By + C=0
si determineranno trovande le coppie di valori di X, ¥ che soddis-
fanno alle equazioni scritte ed alla seguente:

(4) AX 4+ BY +0=0.

Per trovarne il numero osserviamo che, se si eliminanc X e ¥
fra le equazioni (2), (3) e (4), si ottiene

o] 2 f
) MW+By+w[w—m—~—w—m) ]+
] ox 0

' > f > f
4{@—MLH%—WWA—;—B——}=M
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il numero delle coppie X, Y cercate eguaglia quindi il numero delle
intersezioni variabili delle due curve (1) (5). Questo numero ¢ in
generale n (n 4 1). Ma se, p. es., 'origine ¢ un punto multiplo se-
condo r per I, & generalmente multiplo secondo » — 1 per la curva
(5), onde produece una diminuzione di r (r — 1) nell’ordine =, di I, ,
tranne quando quel punto multiplo si trova in O ché allora esso &
di eguale molteplicitd per la curva (5), sieché la diminuzione sale
a 72. Cosi un punto doppio di I" produce di regola la diminuzione di
2 uniti se le corrispondenti tangenti sono distinte, ma se coincidono
essa sale a 3. Tutto cid prova che, se I', ha, oltre al punto »-plo O,
d punti doppi e % cuspidi, si ha

ny=n{mn-+1)—r2—2d—3k.

Per scrivere pill semplicemente questa relazione si noti che, detta »
la classe di I, si ha

v=nn—1)—r{r—1)—2d—3k,
onde, sottraendo membro a membro

Ny—v =20—7r;
se ne deduce
ny=v+2n—r,

e questa é la formola cercata.

287. VI. Un’altra generalizzazione delle evolute & la seguente!).
Si porti sulla normale a una data curva I’ in un suo punto arbi-
trario P il segmento P @ = u R nel senso da P verso il corrispon-
dente centro di curvatura C o nel senso opposto secondo che u &
positivo o negativo, R essendo il relativo raggio di curvatura e u
un numero dato. Il lnogo del punto @ ¢ una nuova curva 4 che pud
dirsi Panevoluta di I' essendo essa piu generale dell’evoluta.

Fra gli archi corrispondenti s e s, di I' e A4 passa la relazione
dsyfds =1 —pu. Se y = f () & Vequazione di T, le coordinate ge-
neriche del centro di curvatura sono notoriamente

’ ’2y3/2 4 2\3/2
fmg LAV YA
y Y
se £, e #u; sono le coordinate del punto corrispondente della pan-
evoluta, si hanno le relazioni .

g =22té Ayt
YTz 0TI

') Da una comunicazione epistolare del Dott. L. BRAUDE.
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ove

1= L__/“)_ .
T
P. es. la panevoluta della parabola y = 22 & la cubica con punto
doppio avente la seguente rappresentazione parametrica:

E__m(l——-—hﬁ) _ 142821 +3)
Ty T Trar
ma nel.caso 4 =-— 3 si oftiene invece la direttrice della parabola,

donde segue: Il raggio di curvatura in un punto della parabola &
il doppio del segmento di normale compreso fra la curva e la di-
rettrice. Se invece I" & un’ellisse nascono come panevolute curve di
6° ordine di forme svariate, perd analoghe alle curve parallele. Ana-
logamente per I'iperbole; ma, se questa & equilatera, R risulta eguale
alla metd del segmento di normale intercetta dalla curva, proprietd
analoga a una notissima del cerchio. Se I" & I'asteroide » = cos? g,
y = sen®q si oftiene

_ (A—2)cos*p + 3 cosp (A—2)sen®*@ + 3 seng

b= 114 v = 114 ’

formole che rappresentano una sestica razionale; ma se 1 = 2 (cioé
quando R viene diviso nel rapporto 1/2) e cosi se 1 = —2 (ciod
se R viene raddoppiato oltre P senso C P) si ottiene il cerchio cir-
coscritto; finalmente per 4 = — 4 (cioé se si porta il segmento R/3
nel senso negativo) si arriva alla rosa a quattro foglie.

L’ordinaria cicloide conduce alle seguenti curve trascendenti

A—1 A—1

§1=a[<p— senq)J y 7y =a (1 — cos @) ;
A+4+1 A4+1

s¢ — 1 < 1> 0 tali curve sono nodate, mentre se 4 =1 si ottiene

I'agse delle z, il che prova che 1’asse delle « (retta su cui ruzzola il

cerchio generatore della cicloide) biseca i raggi di curvatura. Final-

mente (cfr. p. 66) tutte le panevolute della spirale logaritmica sono

curve della stessa speciel).

1) Altre specie di linee considerate come estensioni delle evolute sono
studiate nei seguenti lavori: C. MICHEL, Développées et développante aero-
laires (Nouv. Ann. Math., IV Ser., T. XVII, 1917); R. GOORMAGHTIGH,
Correspondance (Id., T. XVIII, 1918); J. L. WaLsH, Generalization of evo-
lutes (Rend. Cire. Mat. Palermo, T. XLVIII, 1924).




CAPITOLO V

Le Curve parallele.

988. Ritenendo le notazioni introdotte a p. 289 e I;icorda.ndo
1e considerazioni ivi svolte, riconosceremo facilmente che ’equazione

@) yeost—xsent—f (1) =¢

rappresenta, al variare della costante ¢, o' curve aventi le stesse
pormali della curva I’ rappresentata dall’equazione

ycosr——msenr—f(r):().

Adottando Despressiva denominazione ?mposta da Le}bmz L,
le chiameremo curve parallele a . E evidente che ogni curva
parallela a I'" pud considerarsi come Tinviluppo di 1;11 cerclflo di
i centro pereorre questa curva ); la ricerca

raggio costante il cu :
de%lge1 curve parallele ad una data ¢ dunque caso particolare del pro-

a degli inviluppi, onde pud risolversi medianpe differenziazionl
Etlle];lliminizioni. Sg I; ,tutte le curve di un piano si fanno corrispon-
dere le curve parallele distanti di una data lun.ghezzai, si gttle:u?
una speciale trasformazione di contatto, che Lie chmpr dzlatazwnet )3
in essa a punti corrispondono cerchi ed a rette corrispondono rette.

i b tactus et osculi, provolu-
1) @eneralia de matura linearum, anguloque con ol o 1695,

toni iioque cognatis, et eorum usibus nonnul .
ﬁ?gz?:’ef@ggrharﬁ T. V, p- 280). Un cenno del concetto @1 curve paria}ll-
Jele trovasi gia in DURER (1525): cfr. 8. GUNTBER, Geschichte des math.
Unierrichis ecc.f(Berlinl 1889), p- %géuidistanti

2) Altri preferisce il nome curve . L

3; %)la, qlll)esta. definizione si pud dedurre la seguente Proposizione: Se
si sottopone una curva I' a un movimento di traslazione facendo percorrere
un suo punto una circonferenza, Pinviluppo delle posizioni da essa assunie
¢ una curva parallela a I' (3. ROBERTS, 03 th}& mltliersaml s'i’ngaﬁcfwtlog% gf7tl )e

algebraic curve, Proc. Lond. ath. Soc., T. . 9-71).

{(;r?}l‘lierlv; /p::;llegz a I si pud anche immaginare come luogo delle posmgm
del centro di un cerchio di raggio costante che ruzzola sopra T'. 1
1) Geomelrie der Beriihrungstransformationen, T. I (Leipzig 1896), p. 14.
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Se I' & una curva algebrica, algebriche saranno tutte le curve
ad essa parallele; dette n e » I'ordine e la classe di I, d ¢ § i numeri
dei suoi punti doppi e delle sue tangenti doppie, # e & i numeri dei
suoi flessi e delle sue cuspidi, e indicando con le stesse lettere ac-
centuate le analoghe caratteristiche per la curva I, si vede facil-
mente che in generale

Lo

¥ =2p ,0 =206, % =2z,

donde a,pplifzando le formole di Pliicker si dedurranno i valori delle
altr_e quantita »', d', k' (p. es. »’ =2 (n 4+ »)). Ma questi numeri
subiscono delle modificazioni ') se I” passa (f volte) pei punti ciclici
e tocca (g volte) la retta all’infinito; infatti in tal casc si trova:

n =2n+2v—2f—2¢g:9 =2v; 0 =2(n+ »:

E=6v+2k—6f—6g;f =2v—2¢g;¢g=2¢g.
E notevole che supposto ¥ = f -+ g queste formole divengono
n=2n;v =2v;x =2sx,;
g’=2g;d’:n2A+2d 30 = +23;

dall’esame delle quali il Cayley fu indotto a congetturare che (come
accade se I" & un cerchio) la curva I si spezzasse in due aventi le
stesse caratteristiche di I'; ricerche recenti hanno mostrata 1'in-
fondatezza di tale congettura 2) e E. Kostlin %) osservo che le curve
algebriche, le cui concoidi rispetto a un punto O si spezzano sono
polari reciproche, rispetto a un circolo di centro O, di curve le cui
parallele si spezzano: sono curve di direzione di Laguerre (Vol. I,
p. 510).

Tra le lunghezze di due archi corrispondenti in due curve pa-
rallele esiste una relazione semplicissima che A. L. Crelle ha di-
mostrata col calcolo %), e che si pud stabilire con un semplice ra-
gionamento geometrico, il quale conduce in pari tempo ad una

1) V. la gia citata memoria del CAYLEY, On Evolutes and parallel Curves
(Quart. Journ., T. XI, 1871; Math. Papers. T. VIIL, p. 31); ivi sono anche
considerate le curve parallele in una metrica projettiva qualunque.

2) A. FERRARI, Intorno allo spezzamento delle linee parallele alle curve
piane algebriche (Rend. Ace. Lincei, V Ser., T. XIV, 1905). V. anche H.
WIELEITNER, Spezielle ebene Kurven (Leipzig 1908), p. 116.

3) Ueber die ebenen algebraischen Kurven, deren Konchoiden zerfallen
(Warttemberg. Mitt., II Ser., T. X, 1908).

4) Mémoire sur le parallelisme des courbes et surfaces courbes (Ann. di
Gergonne, T. XII, 1821); cfr. MaoNus, Sammilung von Aufg. und Lehr-
sitze aus der anal. Geometrie der Ebene (Berlin 1833), p. 339.
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4

‘formola di quadratura dovuta al medesimo scienziato. Conside-
riamo (fig. 37), infatti, due punti consecutivi M e N della curva I
ed i punti M’ e N’ ad essi corrispondenti sulla curva I parallela
a I'. Le rette M M’ e N N’ saranno normali tanto a I quanto a I,
Poniamo M N =ds, M'N' =ds', area
AL Py MNN' M’ =dA; indichiamo poi con v ’an-
r golo della normale M M’ con una retta fissa
e con v + dv I'angolo analogo relativo alla
retta N N'. Condotta N P parallela a M M’
sard ang. PN N’ =dv, il quadrilatero
M’ N M P potra considerarsi come un ret-
tangolo e P N’ potrd assimilarsi ad un arco
di cerchio col centro in N. Percid, se a & la
distanza delle due curve parallele, si avra

I

Fig. 37.

PN =MN —MN=4s —ds=ady;
dA=area M NN M =rettangolo M N P M’ + settore PN N’ —

=ads + La*dy;
integrando si ottiene

(2) s':s-}—av#—cost. ; A =uas + }a?r + cost.:

sono queste le rélazioni cercate; la prima da un arco della curva I
parallela a I' come somma dell’arco corrispondente di questa e di
un arco di circolo; la seconda invece serve alla determinagzione del-
I’area del quadrilatero curvilineo limitato da due avchi corrispon-
denti di I" e I” e dalle comuni normali negli estremi.

Quando si conosce I'equazione intrinseca di una curva I" &
facile trovare quella di una curva I ad essa parallela; infatti, sic-
come I’ e I hanno la stessa evoluta, cosi, applicando le formole ®)
a p. 284 si ottengono le seguenti:

RdR . dR R ® ,
=R — ,R+4+c= 'y
ds PP + +

posto quindi per brevitdh ¢ — ¢’ = a otterremo R’ = R + a onde
la prima di queste equazioni diviene

iR ds

dR
BR—— = (R + a)
) ds ds ds
ossia
ds’ a
=1 —
ds R

Le Curve paralicle 321

emerge da cid che, come rappresentazione intrinseca di I si puo
considerare la seguente coppia di equazioni:
(2) R=R+a,s =s-+afds/R.
1

289. La curva parallela ad una retta essendo costituita da una
coppia di rette e la curva parallela ad una circonferenza da una
coppia di circonferenze, le prime curve che presumibilmente pos-
sono condurre, con le loro parallele, a nuove linee sono le coniche.
Consideriamo ad es. V’ellisse di equazione

: — = =1;
@ @ B

ogni curva ad essa parallela, potendosi considerare come il 9ontorn0
apparente di un toro proiettato da un punto situato all’infinito sopra
un piano qualunque, venne chiamata toroide). Dalla dgﬁmzmne
della toroide emerge subito che essa consta di due linee chiuse, una
interna e l’altra esterna all’ellisse fondamentale; non ha mai flessi.
ma il ramo interno pud avere delle cuspidi: cid risulta dal fatto che
in due punti corrispondenti dell’ellisse e della toroide i raggi di cur-
vatura differiscono per una costante. Per trovare l’equazione della
toroide consideriamo uno qualunque dei cerchi di cui essa é l'in-
viluppo: sard rappresentato dall’equazione

(4) @—aP + @y —pr="r>%
a e f soddisfacendo alla condizione

o2 ﬁZ
@ R

L’equazione cercata si otterrd combinando queste equazioni
con le derivate rispetto a ¢ e § dell’equazione

o Jid
(@—aP + @y —pr—r + }-} ry =+ - 1i=0
Ora queste derivate essendo
Aa ' A
r—a = y Y — ﬁ = b2

i ; é attri-

1) E. CATALAN, Sur la toroide (Nouv. Ann., T. I1I, 1843); ove e at
buita)a FLEUR ST. DENIS la scoperta del legame fra il toro e la curva pa-
rallela ad un’ellisse ed & fatto risalire a questo legame la scelta del nome

per la curva di cui ci eccupiamo.

21. — G. Lor1a, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II.

P
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si ha
a?x by
a = 3 = .
A+-na? A4+

Sostituendo questi valori nelle (4) e (5) si ottengono le altre:

_, a? x? b y? A% g2 2 g2 X
] =1 — 2 =0,

(A-a2p  (A-+bR) T(A+ar  (A+b

la ricerca dell’equazione della toroide é ridotta all’eliminazione di 4
fra queste equazioni!): tale calcolo venne eseguito dal Catalan
e dal Cayley ?), e condusse al risultato seguente:

6) (PHy—a?— B — PR (PP — a2 — B — a? B2 +
+42Pr @+ —a b0 —rP—2Tat b
+18 a? B? 2 (B2 4-y: — a® — b® — %) (@® P00 2P — a? P —
— B r—a?b?) +
+ 4 (a2 Y? PR —a?— b2 — a2 B2 = 0);

la toroide & pertanto una curva dell’ottavo ordine, simmetrica ri-
spetto agli assi della data ellisse.

L’equazione (6) & tanto complicata che ¢ malagevole servirsene
per lo studio della toroide. Meglio & invece risolvere rispetto a x
e y le equazioni (5') 3), oppure adoperare la. rappresentazione ana-
litica che si ottiene come segue: Siano P, (z,,y,) e P (x,y) due
punti corrispondenti della toroide e dell’ellisse, il segmento P P, es-
sendo di lunghezza r e normale all’ellisse sussisteranno le relazioni:

LT I Y—U
= (@—xy)? + (y —y,)2 =1
¥ o, 2y ’ 1 Yy Y
donde
Vrzx a?r
(7) r = 1 — 3/1 :t yl

T ey N
prendendo il segno + si otterrd ’arco esterno, prendendo il segno —
Pinterno. Bisogna ricordare che x; e ¥, sono legati dalla relazione

1) Cfr. CAUCHY, Notes sur divers théorémes rélatifs a la rectification des
courbes et & la réctification des surfaces (C. R., T. XIII, 1841).

2) Sur la courbe paralléle ¢ Vellipse (Ann. di Matem., T. XIII, 1860).

3) Si ottiene cosi la seguente coppia di equazioni:

At e R—Fp A4k @R —n
r= A ¢—r Y A @ — b

I
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z2la? 4+ y,%/b* = 1; cid abilita a porre x; = a cos w, y; = b sen o,
e scrivere quindi
breosw

b
A/ @ sen? @ + B2 cos? @

(8) X = a CoE w +

arsenw
v/ @2 sen? w + B2 cos? @

Y = a sen w +

Servendosi di una di queste rappresentazioni parametriche si
pud dimostrare che la toroide ha a distanza finita quattro punti
doppi, due dei quali sono sempre immaginari; essa ha poi dodici
cuspidi, otto delle quali sono sempre imaginarie; finalmente all’in-
finito essa ha quattro punti doppi. Se ne deduce che la toroide &
del genere 1 e di clagse 4 ed & fornita di due tangenti doppie: queste
coincidono con la retta all’infinito; & cid che si vede cercando
l’equazione tangenziale della toroide. Allo scopo di trovare questa
equazione servono le equazioni che nascono dal rigsolvere rispetto a
@,y le equazioni (5'). Esse danno infatti come equazione della tan-
gente nel punto (1):

B/ @B — Ly RB—0 2= (] + 1) a®— P
onde le coordinate u,v di quella tangente sonoc:

R — 2 \VR—br
= —_— , T = —
A+ a2—B A+ a2—p

?

eliminando A se ne trae:
(9) [(a2 —r?)v2 + (B2 — ) n* — 1] =4 9% (0 + 7,

che & I'equazione tangenziale della toroide.

Applicando alla toroide i teoremi di Crelle concernenti la ret-
tificazione e la quadratura di due curve parallele (p. 319), si vede
che: la differenza fra le lunghezze della toroide esterna e dell’interna
¢ eguale ¢ 47w, se 21 ¢ la distanza fra le due, mentre Uarea che esse
limitano equivale al rettangolo avente per base il contorno della data
ellisse e per altezza 271 1).

Cambiando nelle formole (6) e (7) il segno si ottiene la rappre-
sentazione analitica della curva parallela all’iperbole; analoghe rap-
presentazioni analitiche ha la curva (di sest’ordine) parallela alla

1) DIENGER, Ueber die Rcktification und Quadratur der Toroide (Archiv,
T. IX, 1847).
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parabola, Lasciamo al lettore di eseguire i calcoli relativi, e notiamo
che le curve parallele alle coniche possono studiarsi comodamente
mediante coordinate. tangenziali!), determinandone cio® ogni tan-
gente con i segmenti che essa determina sopra due rette parallele
a partire da due punti dati sulle medesime 2).

290. Una classe di curve per cui e agevole la ricerca delle curve
parallele & quella costituita dalle epicicloidi 3). Servendosi infatti
delle equazioni (4 ¢) a pag. 103 si vede che la curva parallela alla
epicicloide rappresentata da quell’equazione per h =r & linvi-
Iuppo del circolo:

[ n-+1 2
 — rcosn,q>+»rcos(w+1)qa]+

n

n-+1 2
[— rsenn<p+r'sen(n+1)zp]=lzz
n

combinando quest’equazione con la sua derivata rispetto a ¢ si
ottiene

{ n+1 2n+1
r = rcos%«p——reos(n+1)(pilsen—~?—<p
n .
9
©) n+1 - 2n+1
y = rsenn @ —rsen (n + 1) ¢ 4 1 cos P,
n 2

che rappresenta la curva in questione.
Allo stesso risultato si perviene osservando che la normale nel

punto (p) alla curva
x n-+1

r n

cos n ¢ —- cos (n+1) @,

1) ScHERING, Die Parallelcurve der Ellipse als Curve vom Rang Eins,
wnter Anwendung eines neuen Liniencovrdinatensystems (Pr. Brilon, 1878)
e Theorie und Anwendung der Linienkoordinaten (Leipzig 1884).

2) ‘Altre proprietd delle curve in questione si trovano esposte nella me-
moria di F. GoMEs TEIXEIRA, Sur les courbes paralléles d Uellipse (Belgique
Mém., T. LVIII, 1898). P. es. si dimostra che la curva parallela all’ellisse
congiderata consta di due rami ciascuno dei quali ha, a distanza finita,
quattro punti doppi, di cui due sempre immaginari, mentre gli altri due
sono pure immaginari quando b < r < s; quando r >a*/b o < b*/a sono
punti isolati; la curva ha in totale 12 cuspidi, di cui otto sempre imma-
ginari; donde una conferma dell’essere la curva di classe 4 e genere 1.

’)2 V. un articolo di AupIBERT nel T. III, 1896, dell’Intermédiaire,
pp. 72-73.

.
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Y n+1

sen np — sen (n4-1) @

cosng—cos(n+1)g}

cosn g — co8 (n-+1) @
n+1

n

sen n ¢ — sen (n+1) ¢}

y—r{

senn ¢ — sen (n+1) @

Introducendo variabili complesse le equazioni (9) possono so-
stituirsi con la seguente:

n+1

n

2n+1 i
a em'gu r e(n+1)i<p + le 2 ,

) z =

ricordando upa considerazione segnalata nella nota 2) a p. 109 ve-
dremo emergere da cid che: Le curve parallele a un’ordinaria epi- o
ipocicloide sono curve di Eichler,
dette anche cicloidi di secondo
ordine.,

Uno speciale interesse pre-
genta il caso in cui si tratti di
un’epicicloide quadricuspide o
asteroide regolare 1) (v. fig. 38):
esso guida ad una conseguenza
importante, per stabilire la qua-
le premetteremo le osservazioni

© seguenti:

Siano date due rette con-
correnti qualsivogliano; esse
potranno sempre rappresentarsi
con equazioni della forma:
__ i Fig. 38. — Curva parallela
. Yy =xatge; a uno asteroide regolare.
sia poi
zeosp +yseng—p =0

1) G. LoriA, Les courbes paralléles aux astéroides sont elles touojurs
des astéroides? (Mathégis, II Ser., T. X, 1910); cfr. la séguente Note sur
Vastroide et ses courbes paralleles di J. NEUBERG, ove sono segnalati alcuni
lavori precedenti sullo stesso tema di MANNHEIM e D'OCAGNE.
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l’equa.zioné di una qualunque delle rette su cui le due date stac-
cano un segmento di lunghezza I: si trova facilmente

lcos (¢ %a)cos (p—a)

p =
sen 2 o

onde 'asteroide (non regolare) inviluppato dalle rette ora definite
puod intendersi determinato dall’equazione magica seguente

1 cos (¢ + a)cos (p— a)

rcos @ + ysen g = o

o dall’altra equivalente

rcos @ + ysengp = —— (co8 2 @ + c08 2 @)

2gen2 e

Differenziando questa 8i ottiene

¥

l
*) rsen ¢ — Y cos @ = ———— 8en 2 ¢,
sen 2 a .

equazione che, combinata con la precedente, da

l 3 1
{ 2 = —————}—cosp— —cos 3 ¢ + CO8 2 ¢ cO8
\ 2sen2a[2 ¢ 2 ? q)]
(10)
( l [ 3 1 0
= ——seng——sen 3 ¢ -+ co8 2 ¢ 8en
y 2s8en2 a 2 ¥ 2 ¥ ?

Da questa rappresentazione parametrica dell’asteroide si ot-
tiene il seguente valore per la derivata del suo arco:

ds l 0 5 2 0)
= cos 2 ¢ — 3 cos
do 2sen? «a ( ¢
donde integrando
l 3
(11) §=-———|@pecos2a—-—sen2g |+ cost.
2sen2a 2

Differenziando nuovamente la (*) si ottiene

21

— 082 @

rCcos @ -+ ysen g = 5
sen 2 «

R
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onde il raggio di curvatura R dell’asteroide & dato da

l
12) R=—nw(cos2 a¢— 3 cos 2 g).
¢ 2sen2 e ( ?)

Ponendo poi 2 ¢ = w 4 7m/2 e scegliendo convenientemente la
origine ed il senso positivo sull’asteroide si possono surrogare le
(11), (12) con le due equazioni

, ‘ l
- | R=——(3senw + cos 2 a),
2gen2 a
13) .
. ( s#—-—(Scosw——weos2a);
4sen2a

siccome queste danno R e s in funzione della variabile indipendente «

cosi il sistema che esse formano equivale all’equazione intrinseca

dell’asteroide [equazione che otterrebbesi eliminando o fra le (13)].
Notiamo ora che le (13) sono della seguente forma:

(14) R=ksenw +a,s=1%(kcoso—an)

onde nasce la questione se due equazioni del tipo (14) rappresentino
sempre un asteroide. Per risolverla si osservi che le equazioni (14)
si identificano alle (13) ponendo

31 l
k=—, a4 =——";
2sen2 a 2tg2a
da queste traesi
3a 24/ —9a?
cos 2 o = =,
k 3

e queste equazioni daranno per « el dei valori reali purcheé sia

El<3

(15) al .

Concludiamo quindi che le equazioni (14) rappresentano un
asteroide purché le costanti a, k soddisfino le condizioni (15). Ove
¢id non accada le (14) rappresentano una curva non pit generabile
con costruzioni reali al modo di un asteroide; essa pud chiamarsi
para-asteroide e pud realmente costruirsi col procedimento che ora
passiamo ad esporre.

‘onsideriamo l'asteroide regolare rappresentato dalle equazioni
[efr. equazioni (13)]
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31 31
R= —senw, s =—cosw;
2 4

servendosi delle (2) si vede che la curva ad esso parallela ha per
equazioni

31 31 a
(16) R:—senw—}-a,s:—;—cosw—-——.

P &

Dunque la curve parallela ad un asteroide regolare ¢ in generale
" un para-asteroide. Applicando la (15) si vede che soltanto quando sia

a >1/2

essa & un asteroide. Resta cosl dimostrata la necessita di restringere la
portata di una proposizione esposta dal Salmon?), il che d’altronde
appare evidente esaminando attentamente il ragionamento adope-
rato per stabilirla. Aggiungasi che il paragone delle equazioni (14)
e (16) mostra che qualunque para-asteroide od asteroide é una curva

parallela ad un asteroide regolare; siccome poi ogni curva parallela

ad una curva parallela a I’ ¢ pure parallela a I, cosi tutte le curve
parallele ad un para-asteroide o ad un asteroide sono para-asteroidi

od asteroidi.

291. Chiuderemo il presente Capitolo stabilendo una propo-
sizione che collega alla teoria delle curve parallele la considerazione
di un certo inviluppo 2); essa si enuncia come segue:

TEOREMA. — L’inviluppo dei cerchi i cui ceniri appartengono
ad una data linea I' non retta e che toccano un cerchio fisso di centro O
e raggio r & una curva parallela all’analogo imviluppo relativo all’ipo-
test v = 0, cioé all’inviluppo dei cerchi i cui cenlri stanno su I' ¢ che
passano pel punio fisso O. .

DMoSTRAZIONE. Osserviamo che se una curva ha la seguente
rappresentazione parametrica

v=g(A),y=y()

la curva ad essa parallela alla distanza « si pu¢ rappresentare come

segue
(A " (A
(20) w=¢(l);—£_“*-(:‘~‘)_“ sy =v(A) +_7®~—£_~L~__ .
VO AP+ v (A VE (AP + ' (A)?

. 1) SaLMON-FIEDLER, Ebene Curven, p. 129. V. anche la Question 1391
proposta da LAGUERRE nelle Nouv. Ann. e risolta nel 1883 da M. p’OCAGNE.
%) G. Loria, Sopra certi inviluppi di cerchi (Mathem. Annalen, LXIV,

1907).
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Cio posto, dette &, # le espressioni parametriche delle coordinate
di un punto qualunque della curva I', ¢ evidente che gli o’ cerchi
congiderati nell’enunciato hanno per equazione generale

@—EP+WY—nP =0+ + PP

o pit semplicemente

o2 -yt — 2
(21) Em+7']y:—-——?l——_._r.\//§2+n2‘

Per trovarne linviluppo differenziamo questa equazione rispetto
al parametro A ed otterremo

, ‘ , £ +nq
(22) C Fadpy=—r———.
’ V e+

L’equazione dell'inviluppo si otterrebbe eliminando 4 fra queste
equazioni; ma tale eliminazione non si pud eseguire senza specifi-
care le funzioni &, 7. Si pud invece ottenere la rappresentazione
parametrica dell’inviluppo risolvendo rispetto a x,y le equazioni
(21) (22); esse, infatti, danno .

a% 4 gt — 12 ré
x = ' —

2(E0 —& ) VE +

@ +yr—r "
Yy = - p—

2y —&mn) VE A+

Ma quadrando e sommando queste equazioni si ottiene

(@@ + g2 — 2 (&% + %) r (@ + 92 —1r?)

T T T = VEIT
onde
*+yr—r 2En —&n) 0+ E+7P)
D —Fn &+ 0V E+

In conseguenza le precedenti espressioni di @, y divengono:




(24)
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2@&n—¢&n 28y —En? 4 EE2
g=—2ny' —7r
& 4o €+ 7B
(23) ¢
2mE—n ¥ 2y EE —n &% 4yt
Y= & —7 :
£ 4 (82 + 0/ 8+ op

tale & la rappresentazione parametrica dell’inviluppo considerato
nel teorema. Ora se si_pone
(ETI"‘—E' ‘ ’ ( El__ IE)EI
5!2 + 77,2 5,2 + 77/2

si vede che le equazioni (23) sono del tipo (20) per » = r onde il
teorema & dimostrato.

Aggiungiamo che se della curva I' invece della rappresenta-
zione parametrica si conoscesse l’equazione cartesiana

j(f,’?)=0 .

la rappresentazione parametrica dell’inviluppo anzidetto sarebbe
(come dimostra un facile ealcolo)

| ‘ > f 2 f

» e ETR S tnTr
I e dy o f

sb<

T T VELE A Etr [_a_f_
i bE

d

E \

E [af]= Y
.+_ —

Y

f :

d
L b
oy +2r+\/3+ﬁ 2 & 37 df
g £+ V e+t [bf ]i%fbf J= 27
2 ¢ Loy

Applicando il teorema precedente e le formole di Cayley (p. 319)
8i vede che si possono trovare le caratteristiche pliickeriane di quegli
inviluppi generali quando si conoscano le carafteristiche relative
all’ipotesi » = 0. Se ad es. I" & un circolo le caratteristiche generali
scaturiscono da quelle notissime della lumaca di Pascal o della
cardioide ).

1) O. LoseHAND, Ueber Kurven 12. und 10. Ordnung, die in die Enve-
loppen theorie auftreten (Diss. Kiel 1904; oppure Math. Ann., LXIV, 1907).

CAPITOLO VI

Le Radiali?).

292. Se da un punto fisso O del piano di una curva I” si con-
ducono i segmenti equipollenti ai raggi di curvatura di questa si
ottiene una nuova curva I, la quale porta il nome di radiale della
curva data (2). E evidente che variando il punto O, la curva r,
congerva la propria forma, la propria grandezza e la propria orien-
tazione, subendo soltanto uno spostamento nel piano in cui si trova.

Supponiamo che I sia una curva algebrica dell’ordine n avente
per equazione razionale

) f(m,y):Oa

onde f sard un polinomio intero in &,y del grado n, del guale indi-
cheremo con fy, foy fi1s fiz = fzr+ foe 1€ derivate parziali del 1° e
26 ordine rispetto a &, y. Da formule note?) (v. p. 282) risulta che
le proiezioni sopra gli assi coordinati del segmento che va dal
punto P (z,y) della curva I' al corrispondente centro di curva-
tura O (z,, ¥;), cioé le quantith x;, —x e y; —y, SONO espresse

‘dai prodotti di f, e f, per la frazione

fll f12 jl
.f21 f22 .fl

1 2

(Ffr+ ) :

Ora, chiamando (e, B) le coordinate del punto fisso O e (2, Yo)

1) G. Loria, Intorno alle radiali delle curve piome (Rend. Cire. mat.
Palermo, T. XVI, 1902); La radiale di una curva algebrica (Period. mat..
III Ser., T. XVII, 1902). i

2) R. TUCKER, On radial Curves (Proc. of the Lond. math. Soec., T. I.
1865). Dalla riferita definizione emerge che la radiale disimpegna rispetto
alla, curvatura di una curva un ufficio analogo a quello dell’odografo di un
movimento (HamrLtox, Elements of Quaternions, London 1866, p. 100).
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quelle del punto P, che corrisponde sopra I al punto P, si ha evi-
dentemente xy —a =, — r, yo— @ = y, — ¥, quindi, in forza di
cid che precede,

fu fiz K fiz 1
(2) zo=a+ (B +PP) : | fa feo Fo | s Yo=B+(Pa+12%) 2 | for foo 1a
fi f2 0 * fi fa

Ad ogni coppia di valori di x,y soddisfacenti I'equazione (1)
queste equazioni danno le coordinate del corrispondente punto della
radiale, onde eliminando x e y fra le tre equazioni (1) e (2) si giun-
gerebbe all’equazione di questa curva. Tale eliminazione non si &
in grado di effettuare in generale; ma, anche senza eseguirla, si puod
trovare quale sia il grado del risultante, cioé I'ordine della radiale I, .
Si consideri infatti una retta arbitraria r del piano, p. es. quella di
equazione

Axz+ By + C=0;

se r contiene il punto P,, le cui coordinate sono date dalla (2), si
avray

+(Af1+Bf2) (f21+f22) = 0.

711 712 fl
fil f22 fz

h fe

) (de+Bp+0)

E questa I'equazione di una curva A in generale dell’ordine
3 (n —1) la quale taglia la curva data I" in 3n (n — 1) punti tali
che i loro corrispondenti sulla radiale sono gli unici che cadono
sopra la retta » considerata. Cid autorizza a concludere che lo ra-
diale di una curva algebrica dell’ordine n. é una curva algebrica in ge-
nerale dell’ordine 3 n (n — 1). Per es. la radiale di una eonica ¢ in
generale una curva del 6° ordine, risultato noto, e la radiale di una
cubica ¢ al masgsimo di 18° ordine, mentre era stato ritenuto dal
Tucker potesse salire al 1289,

Il numero 3 n (n — 1), esprimente 'ordine di Iy, soffre note-
voli riduzioni per la presenza di punti multipli nella data curva I
Per dimostrare e valutare V'influenza sull’ordine di Iy di un punto
multiplo, supporremo che questo abbia la molteplicith p e cada
nell’origine; in tal caso si potrd scrivere .

(4) @ y)=f& + fo4) 4 ),

essendo p>1e f® (k=p, p +1,...,n) una forma binaria di
grado p in z,y; in tali ipotesi f(» = 0 rappresenta il gruppo delle
tangenti alla curva I” nell’origine. Sostituendo nella (3) questo va-
lIore di f ed ordinando secondo le potenze ascendenti di x, y si vede
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che il gruppo di termini di grado minimo & dato da

ul® [ 1,0

le‘p) 123(") fz(p)
1(17) ?

(Ae+Bf+0C)
72( ) 0

Ora, applicando il teorema di Eulero sopra le funzioni omogenee
ed operando ovvie trasformazioni sul determinante precedente,
quest’espressione pud trasformarsi successivamente come segue:

Ae+Bp+C fu(p) flz(p) &€ fn(p) +y f12(p) '
— | 5, f2 (P & fa® +y fzz(p) =
p—1 O 0
Ac+Bp+C fu® f(? 0
= | fu® for® 0 =
p—1 |1 10— @ + o)
? fu® £,
= — (da+Bf+C) P
p—1 farl® fool?

Emerge da quest’espressione che l'origine & in generale per la
curva ausiliare 4 un punto di molteplicita p + 2 (p —2) =3p — 4
e che ivi le tangenti a tale curva sono: 1° le p tangenti in quel punto
alla data curva; 2° le rette costituenti ’Hessiano del gruppo da esse
formato. Nel caso generale in cui tutte le tangenti a I” nell’origine
siano rette distinte, in quel punto sono riunite p 3p —4) + p =
= 3p (p —1) intersezioni delle due curve I" e A, quindi ogni punto
p-plo a tangenti distinte della curva data produce un abﬁassamentq
di 3p (p — 1) unitd nell’'ordine della radiale'). Pit considerevole é
la diminuzione prodotta quando si rimuova I'ipotesi che le tange.nt}
siano tutte distinte; per determinarlo in ogni caso basta servirsi
del metodo che serve a scoprire il contegno dell’Hessiana in un punto
multiplo della curva fondamentale, cioé ricordare: 1° che un ele-
mento s-plo (s> p) di un gruppo appartenente ad una forma di
prima, specie e grado p ¢ multiplo secondo 2 (s—1) per 1’H_ess1anp
del gruppo; 2° che se gli elementi di un gruppo coincidono, il corri-
spondente Hessiano e indeterminato. ) ] )

Applicando il risultato precedente nell'ipotesi p =2 si con-
clude che ogni punto doppio a tangenti distinte produce nella radiale

un abbassamento di sei unitd. i o ,
Se poi la curva data ha una cuspide nell’origine con I'agse

1) Notisi che quest’espressione ¢ vera anche per p — 1. caso smora
escluso. :
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delle z per corrispondente tangente, si vede facilmente che la curva
ausiliaria avrd nell’origine un punto triplo, nel quale due tangenti
coincidono con la tangente cuspidale, onde la risultante diminuzione
€ di 8 unitd. Emerge da cid che se la data curva ha d punti doppi
e k cuspidi, 'ordine n, della radiale & espresso come segue:

n,=3n(n—1)—6d—8Ek.

Ora se si chiama » il numero dei flessi della data curva si ha
notoriamente ' ’

x=3nn—2)—6d—38E,
onde
n,—x=3n
ossia
N, =3 % + x;

dunque: Uordine della radiale di una curva algebrica é in generale eguale
al triplo del suo ordine aumentato del numero de’ suoi flessi. Cido prova
che per una curva algebrica Uevoluta e la radiale sono curve dello stesso

ordine.
Se la curva [I' é razionale ed ha i punti singolari ordinari di
molteplicitd p,, py,...; si avrd

Ps (py — 1) _ (n—1) (n — 2)

‘ 2 2

e D'ordine della radiale di I" sara:

3n{n—1) — Z_'Spi(p,-——l) = 3n(n—1) — 3(n—1) (n—2) = 6(n—1);

dunque la radiale di una curva razionale d’ordine n & in generale
dell’'ordine 6 (n —1). Questo numero subisce ulteriori riduzioni
quando la curva data abbia relazioni speciali con la retta all’infinito;
basti a provarlo ’esempio della parabola, la cui radiale non & che
del terz’ordine (p. 338).

Osserviamo finendo che, introducendo per 'omogeneitd delle
formole una terza coordinata z, I’equazione (3) diviene:

3

4

) ( IF(Aa+Bﬂ+C)+(Af1+Bf2)(f12+fzz):0v
" —
%
H essendo 'Hessiana della forma f. Se in particolare, supponiamo
4 =0, B = 0, cioé consideriamo come retta r la retta all’infinito
del piano, la (5) si decompone nelle due H = 0, a = 0: i punti al-
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Vinfinito della radiale corrispondono quindi ai flessi ed ai punti al-
Vinfinito della curvae primitiva, cosa che d’altronde potevasi pre-
vedere.

293. Da quanto sino ad ora esponemmo si vede come la ricerca
delle proprietd della radiale di una curva rappresentata da un’equa-
zione cartesiana porti — anche quando ci si limiti a curve algebriche —
ad investigazioni minute, e come la determinazione della sua equa-
zione esiga eliminazioni di regola ineseguibili e, anche nei casi piu
favorevoli, laboriose. Riesce quindi assai utile l'osservazione se-
guente: Si pud in generale, con una serie limitata di operazioni ben
definite, trovare Uequazione in coordinate polari della radiale di qua-
lunque curva, della quale si conosca la equazione intrinseca, cioe
I’equazione

(6) 8§ =g (R)

fra il raggio di curvatura R e l'arco s. Si ricordi infatti che, detto
’angolo che la normale in un punto P della data curva (cioé la retta
a cui appartiene il raggio di curvatura in P) forma con una retta
fissa, p. es. coll’asse delle x, si ha:

ds :
R = ossia ds = Rd@.
do

Ora, dall’equazione intrinseca della curva segue

ds =g (R)-dR,

onde
R.-d6 =¢ (R) -dR,
0ssia
@ (R)-dR
a:/"’____.
. R

Indicando ora con g, w le coordinate polari del punto P, della
radiale corrispondente al punto P della data curva, e supponendo
di prendere sempre come polo l'origine comune a tutti i segmenti
generatori della radiale, si ha evidentemente o = R, w = 0, onde

I’equazione polare di questa ¢

P (e)de

@) o= [T,
o o

riguardo alla quale & da notarsi che la costante d’integrazione non
influisce che sull’orientazione della eurva che essa rappresenta.

i
i

U
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11 raggio di curvatura R, della radiale ¢ dato da una formola
(segnalata all’autore nel 1902 da E. Cesaro) e che si deduce age-
volmente dall’espressione

do (23"
2+. [
%Q [dw] (
do]z )

2 L 2| —
¢ [dw gdou2

del raggio di curvatura in coordinate polari. Essendo infatti per la
radiale p = R, w = 6, si ha

do dR o @R

T e— 1 e =

do db dew* Aoz "
(essendo al golito R, e R, i raggi di curvatura della prima e seconda
evoluta); ne viene

(RZ _+ R12)3/2
R +2R2—2RR,

0 =

294, Applicando I’esposto schema di calcolo ad alcune speciali
curve piane si ottengono delle proposizioni stabilenti relazioni tra
curve (anche non tutte algebriche) di natura differente: ci sia le-
cito indicare i pil cospicui dei risultati a cui per tal modo si giunge.

I. 8i consideri un’epicicloide (ordinaria) qualunque, p. es.
 quella rappresentata dall’equazione intrinseca
& R?

8) : -a—2+—b?l=1’

a /1 — R¥b.
Differenziando e sostituendo a d s il suo valore R d 6 se ne trae :
d R/b ‘

b
SR 3 R A—
a V11— B

I’equazione polare della radiale & quindi:

ossia
8

I

bow e
—— = are cos —,
. a b
ossia
) bw
9) ¢ = b cog —.
a

' (10)
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Siccome quest’equazione rappresenta sempre una rodonea
(Vol. I, p. 420), cosi si conclude: la radiale di qualungue epicicloide
ordinaria, é una rodonea. Quando il rapporto bj/a & razionale, I'una e
Valtra di siffatte curve sono algebriche: la seconda & (1. c. p. 424)
dell’ordine @ + b se a e b sono entrambi numeri dispari, altci-
menti & dell’ordine 2 (a 4 b). Ad es. le radiali di una cardioide,
di un’ipocicloide tricuspide e di un’asteroide regolare (curve degli
ordini 4, 4, 6) hanno equazioni polari dei seguenti tipi:

o=bcosw/3 ,p=>bcos3w , p=>cos2w,

e sono degli ordini rispettivi 4, 4, 6.
II. Consideriamo con E. Cesaro?), le curve aventi la seguente
equazione intrinsecs:

s — A-dR
v (Rlap —1
Applicando l'esposto procedimento generale si ottiene:

A-dR
By ®ap —1

do =

Ora il secondo membro & un differenziale binomio serﬁpre inte-
grabile; ed infatti, posto

(Rjay — 1 = g2,

si trova
2 A dy
+1
onde ooy
22
6 = —— arctg y,
2

avendo supposta nulla la costante d’integrazione. Riponendo per y
il suo valore si conclude essere:

(11) 0 =—,
w
COSZ/”‘ L

o

1) Sur une classe de courbes planes }emarquables (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 3* Serie, T. XIX, 1900).

22, — G. Loris, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. II.
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I’ equamone polare della radiale cercata. Le curve rappresentate dalla
equazione (4) non vennero ancora studiate in generale, almeno per
quanto a noi consta; ma, attribuendo alle costanti 4, u4 valori spe-
ciali, tanto la (10) quanto la (11) possono rappresentare curve note,

di cui enumereremo le principali:
a) p = —2, 2 =1;la (10) rappresenta una cicloide e la (11),

diviene g = a cos w; dunque la radiale di una cicloide é un circolo

contenente il punio fisso donde si spiccano i segmenti generatori.
Hu=1,1= % la (10) appartiene ad una catenaria e la (11)

diviene ¢ = i e ricordando ora a quanto gid si disse (Vol. I,

p. 445) si conclude che la radiale @ una catenaria @ una campila

dz Eudosso.
¢) # =2, A=1; la (10) si muta nell’equazione intrinseca

della catenaria d1 egna.le resistenza (p. 239) e la (11) si muta in

o= :w’ ciod ¢ = a; la calenaria di eguale resistenza ha dunque

d) p=2%3, A =13 la (10) rappresenta una parabola e la,
(11) diviene o = oF e’ curva di terzo ordine appartenente a una
clagse a noi nota (Vol. I, p. 447).

€) u =43, A =13 si ba in tal easo unlperbole equilatera

e la (11) si muta facilmente nell’altra:
g% cos? 2 w = a?;
passando a coordinate cartesiane questa diviene:
(@ — ) = @ (@* + ¥*P,

equazione che rappresenta una curva di sesto ordine avente nel-

Yorigine un punto quadruplo
III. La curva data sia la trattrice definita dalla seguente equa-

zione intrinseca:
2s
(12) R=a/V e*—1.
Scrivendola come segue :

28

1 [1 -+ ]
= Jo puNS——

. " g z )
ne otterremo :

‘ d Rla

df = ———
1+ RYjar |
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e ne dedufremo ‘essere
(13) ’ o=atgw

l'equazione della corrispondente radiale. Ora la (16) rappresenta
(Vol. I, p. 233) una curva keppa; dunque possiamo ritenere che la
radiale di una iratirice & una kappal).

IV. L’equazione

(14) ymn = prar

rappresenta, quando il rapporto dei due numeri positivi m,n @
razionale, una parabola d’ordine superiore (Vol. I, p. 858), mentre
quando & irrazionale rappresenta una curva W di Klein e Lie
(p.. 201) Nella, pnma, ipotesi m e n si possono supporre interi e fra
loro primi; in ogni case 'equazione precedente pud surrogarsi con
quest’altre:

T=pA™",y=pai,

A ‘essendo un parametro arbitrario. Se ne deduce:

8
—— pAn-1 m+n2 Azm 4+ n)/2
a7 ? ( )

P ln—-m (m'—i—n“" sz + n2)3/2

mn (m + n)

R =

in conseguenza la relazione generale
ds=R-d0
diviene, dopo qualche riduzione:
do Amld ]
n (m + n) - m + n?AEm -l '

Facendo qui

m -+ n
p = am,
n
“se ne trae d
i6—=—"L
1+ p?

1) 1I-ealoolo eseguito e il risultato ottenuto possono adattarsi, con lievi
ritocchi, alle pseudotrattriei.



340 Libro VII — Capitolo VI

onde
6 = are tg u,
ossia
m+n
—— A" = tg 6.

Eliminando, col mezzo di questa relazione, il parametro A dal
valore di B e quindi sostituendo p a R e w a 8 si conclude essere

n—m

tg O
p n? [m+n € J

m (m-+n) cos® §

(15) 0=

Yequazione polare della radiale della curva considerata. Corris’p:m-
dentemente la sua equazione cartesiana &

a3m [ P n2 m n Y n—m
(@ +y?)m m (m+n) ] [ mtn @ ] '

Quando il rapporto m/n & razionale, quest’equazione rappre-
senta una curva dell’ordine 2 m + n se n < m; quando invece n > m
tutta ’equazione & divisibile per x™-", e, tolto questo fattore, resta
del grado 3 m; dunque la radiale della parabola rappresentata dalla
equazione Y™ = p™ x" & una curva dell’'ordine eguale al maggiore
dei numeri 2m +4-n ¢ 3m !); ad es. per una parabola semicubica
(y* = p #°) la radiale & del quarto ordine, mentre ¢ del sesto per
una parabela cubica (y® = p?ux).

V. Ripetendo un calcolo analogo a quello testé eseguito sopra
le iperboli (Vol. I, p. 370) rappresentate dall’equazione:

(16) ‘ MYyt = qmin

si trova come equazione polare della radiale:

a m

17 =
an = I p—

m m+n
[———— tg ru} cos®
n

Si deduce da questa che, quando m, n sono numeri interi fra

') Nel caso escluso m ==n, questi due numeri valgono entrambi 1 e
si ha la radiale della parabola ordinaria, che & una curva del terz’ordine
(v. p. 338).
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loro primi la curva corrispondente & algebrica dell’ordine 3 (m-n).
Dunque: la radiale dell’iperbole rappresentata dall’equazione x™ y» =
= a™*" ¢ una curva dell’ordine 3 (m -+ n).

VI. Altri teoremi analoghi si otterrebbero applicando le con-
siderazioni generali esposte alle curve in cui ’arco & proporzionale
ad una potenga del raggio di curvatura?l).

295. Il procedimento indicato per trovare Pequazione della
radiale di una curva di cui si conosca I’equazione intrinseca si pud
invertire e conduce a risolvere il problema inverso delle radiali, ciodé
a effettuare la ricerca delle curve (che possono chiamarsi antira-
diali), le quali possiedono un’assegnata radiale. Sia, infatti, data
la curva rappresentata in coordinate polari dall’equazione:

(18) o = f{0)-
Facciasi ivi w = 0, o = R e si differenzi; si otterra:
d6 =4 (R)-dR.

Moltiplicando per R e ricordando essere Rd 0 =ds se ne
dedurra:

19) s=[Rf (R)dR;

e questa & P'equazione intrinseca dell’antiradiale della curva data.
8i cerchi ad es. I'antiradiale di una retta qualunque del piano,
per es. di quella di equazione

xrxecosa fysena—p =0

trasformando quest’equazione coll’introdurvi coordinate polari si
trova: ‘

® = a + arc cos p/p;

essendo quindi nel caso attuale f (p) = « -+ arc cos pfo, la (1) d&

pdR
8=/m,
,\/Rz__pz

1) QOsservazione di G. PironpINI. Le radiali delle curve di DELAUNAY
(p. 139) sono studiate nella nota di P. F. Rurrini, Inforno alla radiale della
linea generata dal fuoco di una conica la quale rotold sopra una retta (Rend.
Acec. gologna, 1902-03).
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onde
& 1 R+\/R2—p2
— = —Ilog ’
P 2 R~/ R* — p?
ovvero:
5 &
e? Le
B=p ;

e poiché questa compete ad una catenaria di eguale resistenza
(p. 239), resta dimostrato che 'antiradiale di una retta gqualsivoglia
¢ una catenaria di eguale resistenza.

Fu gia studiata Pantiradiale del cerchio 1).

Alle radiali fu applicato il calcolo vettoriale 2) e fu mostrata
I'utilita di servirsi per il loro studio della equazione magica della
retta 3).

Osservazioni. 1. G. Pirondini4) ha suggerita una nuova legge
di derivazione di una curva da un’altra; 'analogia delle curve risul-
tanti con la radiale gli suggerl il nome di pseudo-radiali. Ecco in
che cosa consiste: Per un punto fisso del piano di una curva I" si
conducono dei raggi vettori p eguali in lunghezza ai corrispondenti
raggi di curvatura R di questa con la condizione che ’arco s; della
nuova curva I risulti eguale all’arco ¢ della I'. La relazione risul-
tante fra le due curve & scambievole. -

II. Altro congenere metodo di derivazione & il seguente: Si
congiunge un punto fisso O del piano di una curva I” con un punto
arbitrario P di questa e si porta su O P un segmento O P* eguale
al raggio di curvatura R di I" in P. Il luogo geometrico del punto
P* & una curva I'*. B facile dimostrare che se I" & algebrica di
ordine n I'* sard panalgebrica e in generale dell’ordine 3 n (n — 2)
(cosi per un’ellisse & dell’8° ordine); ma diviene metd se O & un
centro di simmetria di I” e viene diminuito di 2 7 (3 r — 2) unitd
se 0 & un punto r-plo di I, ecc. Se I" ha per equazione polare
o = f (w), quella di I'* sard

_ (g
Parr—zfp

1) C. MiNEo, Le antiradiali del cerchio (Rend. Circ. mat. Palermo,
T. XX1V, 1907).

?) C. BuraLl-ForTi, Sulle radiali (Id., T. XVI, 1902); G. B. SANTAN-
GELO, Sulle curve di Mannheim, sulle radiali e sopra wna gemeralizzazione
di esse (Id., T. XXIX, 1910).

®) P. Ernsr, Die Radiale einer ebene Kurve (Arch. Math. Phys., III Ser.,
T. X1V, 1908). .

*) Proprieta caratteristiche di alcume linee piome e a doppia curvatura
(Le Matem. pure applic., T. II, 1903).

4
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p. es. alla spirale logaritmica

o = ¢ ewooten

corrisponde la curva
¢

= €

sen u

w - cotg u

che & identica alla data; cosi si accresce di uno il numero dei casi
di riproduzione di quella notevole curva.

AT SBYS e E




CAPITOLO VII

Lé Caustiche ).

296. 1n un piano sia dato un sistema S semplicemente infinito
di raggi (luminosi) succedentisi ccon una determinata legge. Po-
tremo supporli o fra loro paralleli o concorrenti in un punto o piu
generalmente tangenti ad una linea 4 o normali ad altra linea A’
(evolvente di A). Sia poi data nel medesimo piano una curva I”
capace di riflettere o rifrangere la luce. Allora ogni raggio di S si
tragforma in un raggio appartenente ad un nuovo sistema sernpli-
cemente infinito §’ composto di rette tutte tangenti ad un’altra
curva B o normali ad una B’ (evolvente di B). La curva B si dird
caustica di I" e precisamente — per servirsi della nomenclatura in
uso, dietro proposta di Giacomo Bernoulli %) — catacaustica se I .

Y

¢ una curva riflettente, diacaustica se & rifrangente 2). Il caso piu

) Estese notizie bibliografiche sopra queste curve trovansi nella Dis-
sertatio mathematica de invenienda aequatione causticarum (Lugd. Batav.
1837) di C. J. MATTHES ; inoltre in alcuni articoli, in risposta ad una questione
proposta da A. CorNU, nell’Intermédiaire (v. T. II, 1895, p. 208 e 321;
T. VI, 1899, p. 101).

. ?) V. Particolo intitolato Lineae cycloidales evolutae, antevolutae, cau-
sticae, anticausticae, peri-causticae (Acta erud. Maggio 1692). '

. °) Oltre a queste il BERNOULLI ha considerate due alire curve, di
cuwl ecco la definizione: Se tutti i raggi del sistema § passano per un
punto F, sia F M uno di essi, M P il raggio riflesso; M sia il punto d’inci-
denza e P quello di contatto di questo con la caustica; se P, & il punto del
Taggio emergente che ¢ simmetrico di P rispetto a M e P, il punto del raggio
Incidente che dista da M quanto P, il luogo di P, & Panticaustica di T, mentre
il luogo di P, & la pericaustica. Questa osservazione si collega all’altra che
le caustiche uon compongono una classe di curve dotate di particolari ca-
ratteri geometrici, potendosi qualunque linea (purché non retta) intendersi
ottenuta per riflessione o per rifrazione da altra convenientemente scelta;
la ricerca di questa costituisce il « problema inverso delle caustiche »: ad
880 & consacrata la memoria di G. W. STRAUCH, Das umgekehrte Problem
der Brennlinien (Wiener Denkschiften, vol. XX, 1859).

Le curve ora definite non sono le uniche che debbono la vita all’Ottica
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comune & quello che il sistema § sia un fascio di raggi — col centro
all’infinito oppure a distanza finita — anzi a questo caso soltanto
volgeva il pensiero il Tschirnhausen, il quale — se si prescinde da
cenni vaghi fatti da Maurolico) o esistenti nell’Ottica del Bar-
row 2?) — pud dirsi il primo che abbia concepite le celebri curve a
cui & consacrato il presente Capitolo ) « a meno che egli non le
abbia apprese nel 1678 da Huygens, che allora trovavasi a Pa-
rigi» %).

La pill antica traccia sicura di esse esiste in una lettera scritta
dal Tschirnhausen a Leibniz il 7 aprile 1681, ove egli chiese a questo
se si sia mai occupato della curva che nasce dalle intersezioni dei
raggi luminosi (paralleli), dopo che questi abbiano subito una rifles-
sione, agginngendo che quella & geometrica se lo & questa ). Leibniz,
in data 13 maggio del medesimo anno ®), rispose confessando di non
capir bene la questione propostagli, sembrandogli che le interse-
zioni dei raggi riflessi, non formassero una curva, ma coprissero
tutto il piano. Nella replica, scritta da Parigi addi 27 maggio 1682 7),
sono esposte quelle leggi concernenti le caustiche che Tschirnhausen
ha pubblicate negli Acta Eruditorum del novembre 1682 sotto il
titolo Inventa nova, exhibita Parisiis Societati Regiae Scientiarum,
¢ delle quali una parte importante si trova dimostrata in una let-
tera di Leibniz al Tschirnhausen medesimo 8). Dopo Leibniz colui

geometrica; citiamo infatti le curve chiamate da LEIBNIZ Acam te, Aclaste
e Synacampte (cfr. appendice ad una lettera scritta a Giov. BERNOULLI
i1 7 gennaio 1764, inserita in LErBN1z ed. Gerhards, T. III, p. 734) e quelle
considerate dal MAIRAN (Quatriéme Partie des Recherches physico-mathé-
matiques sur la reflevion des corps, Mém. de Paris, 1740) e segnalate da Fox-
TENELLE (Histoire de I’Acad. des Sciences, MDCCXL, p. 89-102), il quale
le chiamod una courbe refractoire ou anaclastique e I'altra courbe refléxoire
ou ancuptique. L’anaclastica di MAIRAN & una quartica somigliante alla
concoide di NICOMEDE; la sua equazione é:

m — n2 (@ — 2*) (¢ + b)t — a? b?

Y=
n? x?

Nello studio di tale curva il MAIRAN si servi.di certe curve generatrici
da lui chiamate 'una courbe des sécantes ouvertes en éventail, D'altra courbe
des sécantes fermdes en éventail; non sono altro che coniche a centro.

1) Macri, Commemorazione del IV Centenario di Francesco Maurolico
(Messina, MDCCCXCIV), p. 111. :

*) MonrtucLa, Histoire des Mathématiques, T. 11, della Nouv. éd., p- 389.

3) Cfr. il § 9 dell’opera di WEISSENBORN, Lebensbeschreibung von E. W.

. won Tschirnhausen (Eisenach, 1866).

%) M. CaNTOR, Vorles. itber Gesch. der Math. (II Aufl., Leipzig 1905),
p. 148.

) LemsNiz ed. Gerhardt, T. IV, p. 484.

®) Ivi.

7y Id., p. 487.

®) Id., p. 491.

PR A
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che coltivd con maggiore successo la teoria delle caustiche & Gio-
vanni Bernoulli?): a lui si deve la considerazione di raggi luminosi
concorrenti in un punto proprio, il concetto di diacaustica, la deter-
minazione delle caustiche di curve speciali; a lui si deve se la teoria
che ci occupa raggiunse un cosi alto grado di perfezione che per
parecchio tempo i geometri abbandonarono un tema che non pro-
metteva pilt a loro frutti rimuneratori delle fatiche. I artificio usato
da Tschirnhausen, e poi da altri, nel determinare le caustiche per
riflessione consiste nel considerare la « lunghezza del raggio riflesso »,
cioé il segmento ! compreso fra il punto d’incidenza e quello in cui
quel raggio tocea la caustica a cui & tangente. Tale lunghezza ha,
nel caso in cui i raggi luminosi siano fra loro paralleli un’espres-
sione semplicissima, 1a quale pud ottenersi col seguente breve calcolo.
Sia, in coordinate cartesiane ortogonali,

1) f&m) =0

Yequazione della curva riflettente I'; se si suppone che il punto
all'infinito dell’asse delle ordinate sia il centro luminoso, z — £ = 0
sard l'equazione di un raggio luminoso gualunque,

-

( &) 4 ( dn_o
r — —_— ) —
Fy 77)“

quella della corrispondente normale e guindi

@ ( 5[1 d"]2 2 Uy
w—— — ——— —_— ==
[ds ]+ W T

quella del raggio riflesso. La catacaustica, essendo l'inviluppo del
raggio riflesso, avrd per equazione il risultante della eliminazione
di §, 7 fra la (1), la (2) e la derivata di quest’ultima rispetto a &,
cioé l’equazione

d 2

a ()

@) @ — ) oy
at a2
9 1
ie

Ora risolvendo le equazioni (2) (3) rispetto a z — £ey —17 si ot-

*) I lavori a cui alludiamo si trovano in Joh. Bernoulli Opera, nei passi
che & facile rintracciare mediante 1'Index rerum notabiliorum all’art. Cau-
stica. Si connettono ad essi aleuni scritti di Gracomo BERNOULLI inseriti
in Jac. Bernoulli Opera, p. 473, 549 e 1077.

Le Caustiche 347

tiene:
L _jiir
4) w—£=—-d5,y—n=——iii—
) *n o, L
d& d§2.

che danno le coordinate x, ¥ di un punto qualunque della caustica
in funzione delle coordinate &,# del punto di incidenza. Da esse

poi si trae:
dn 2
)
. 2 2 d 5
= — —1— —_— I e r—————
P=@—0 @ —nf = .
ige
Osservando ora che, detto R il raggio di curvatura della curva
riflettente nel punto (£, %) e v I’angolo di riflessione, si ha:

1 +[dnr‘%3’2
! dé
R = p ) COS T = — Py
dg a& )

& =

si conclude
(5) l=131Rcos.

E questa la relazione a cui sopra alludemmo. Essa fa vedere
che per trovare il punto P (x,y) della caustica che corrisponde al
punto M (& n) della curva rifletiente basta proiettare sopra il raggio
riflesso il centro del segmento M ©C compreso fra il punio M ed il corri-
spondente centro di curvatura della curva medesima.

297. Questa costruzione, applicats a curve speciali notevoli
conduce a risultati interessanti: valgano a provarlo i seguenti
esempi:

I. La curva riflettente sia il cerchio & 4 »® = a® 8i consi-
deri (fig. 39) un raggio incidente qualunque i= M N ed il corri-
spondente raggio riflesso M P = r; si proietti su. » in P il centro @
del segmento O M; P sara un punto della caustica. Ora se H & il
punto medio del segmento M N si ha evidentemente M H = M P,
dunque la eaustica del cerchio si costruisce per punti portando sopra
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ogni raggio riflesso a partire dal punto d’incidenza la metd del
segmento del raggio incidente compreso fra questo punto ed il dia-
metro del cerchio perpendicolare ai ragegi incidenti. La rappresen-
tazione analitica della curva in questione si ottiene facilmente sia
traducendo in formole l’ora indicata costruzione, sia servendosi

delle equazioni (4) 1); posto & — a cos @, n =aseng si trova, in .

un modo o nell’altro,
a a
x =—;—-(3005q3 +cos3¢),y =——4—(3sen<p + sen 3 ¢)

e queste equazioni dimostrano che la curva ottenuta & Vepicicloide

4

Fig. 39. — Caustica del cerchio.

generato da un punto del cerchio di raggio aj4 ruzeolante esternamente
sul cerchio di centro O ¢ raggio a2 2).

II. Le formole (4) riconducono ad una curva degna di men-
zione quando vengano applicate alla parabola rappresentata dal-

) L’equazione tangenziale della caustica in questione trovasi in J.
BooTH, A treatise on some new geometrical methods, T. 1 (London 1873),
Cap. XIII. .

?) Questa elegante conseguenza, nonché la precedente costruzione per
punti della caustica, venne scoperta dal De La HIRE ed esposta nella me-
moria intitolata Exzamen de la courbe formée par les rayons réflechis dans
un quart de cercle (Mém. de 1’Acad. des Sciences, depuis 1666 jusqu’a 1699,
Paris 1730, p. 294-310). Ivi & inoltre dimostrata erronea la seguente co-
struzione ind?ca,ta, da TSCHIRNHAUSEN: Descritto il cerchio avente per dia-
metro il raggio O 4 del dato cerchio perpendicolare ai raggi luminosi, si
consideri sopra ogni ordinata il punto medio del segmento limitato dalle
due circonferenze; esso appartiene alla caustica del dato circolo.
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T'equazione

P=2p&l);
esse infatti danno
Bp—2¢&
z=3¢, Yy = KA 3
2p

eliminando & e # si conclude essere
54pyt=ua(2z—2p)

Pequazione della caustica cercata. Ma questa si pud rappresentare
in altro modo capace di metterne in evidenza l'intima natura.
Ricaviamo, infatti, dall’equazione precedente le espressioni seguenti
della derivata dell’arco e del raggio di curvatura:

ds 22+3p 2+ 3pp

de 24/ 6pa 12p
eliminando 2 si deduce che -
1/‘ d R
8= — —
2 V R 1/2
[3/42) } B

¢ Pequazione intrinseca della caustica della, data parabola. Ora
quest’equazione, in forza di quanto esponemmo a p. 555 del Vol. I,

rappresenta una spirale sinusoide d’indice — %; ne viene che la

caustica in esame pud rappresentarsi in coordinate polari mediante
TYequazione
ot =atcos (— }o)
ossia
@ = p cos® w/3;

sappiamo (Vol. I, p. 109) che quest’equazione rappresenta una tri-

settrica di Catalan. .
IIT. Se invece come curva riflettente si prende la cicloide

— A 2an—p
—_— Y

') Cfr. N. Fuss, De novis quibusdam causticae parabolae proprietatibus
(Nova Acta Petrop., T. VIII, 1792). ’

a—17
& = a arec cos

a

S
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si trova, come equazioni della caustica
p=a—y/@—ay, E=a—r/an+\an—1}

onde, eliminando &, 7

a a—2y
& = — are c08 ——— — A/ ay — Y%
2 a -

l-a caustica & dunque la cicloide generata dal c.ercpio avente per dia-
metro il raggio del cerchio generatore la cicloide data, risultato

nesto dovuto a Giovanni Bernoulli. )
K IV. Si consideri la logaritmica rappresentata dalla equazione

Y &x
—_— =10g_._
a [

ed un fascio di raggi luminosi paralleli all’asse delle .

n io

gi riflette nella retta di equazione

r— a etk — ———— (ea/k._,_ e—a/k) = 0.
9

4

Differenziando questa rispetto a k si ottiene
k=y+a

onde, eliminando k, si trova 'equazione
a [ yte yta
x=—1le* +¢ * |,
2

che rappresenta una eatel.mri.a..
Dungue!): La logaritmica y
quando i raggi luminosi sono parall

a [ vis ~v_+_a}

=alog xfa ha per catacaustica,
eli all’asse delle x, la catenaria

y=———Le—2— +e

p]

1) Da una comunicazione epistolare del sig. J. FINSTERBUSCH.
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V. E. Kostlin ha mostrato che la caustica dell’ipocicloide
tricuspide per raggi paralleli & un asteroide regolare di grandezza
indipendente dalla, direzione dei raggi stessil).

VI. L’anticaustica della parabola per raggi paralleli & una
curva che il Laguerre ha chiamato iperciclo cubico (Oeuvres, T. II,
Paris 1905, p. 600 e 663) e che fu poi studiata da P. de Lépiney
(8ur Uhypercicle cubique, Mathésis, T. XXX VIII, 1924; cfr. anche
la Question 2354; rivolta ivi T. XLI, 1927, p. 371).

298, Ritorniamo a considerazioni generali per osservare che
la relazione (5) e caso particolare di una che lega la lunghezza I
del raggio incidente a quella " del raggio riflesso o rifratto nella
ipotesi che la luce emani da un centro a distanza finita; detti x
e u’ gli angoli d’incidenza e di rifrazione, n/n’ il rapporto costante
dei loro seni, tale nuova equazione si scrive

€08 cos? u - eos u’ cos?u’
(6) n§ a Ay G Pl ~

ove devesi notare che, nel caso della riflessione, n +n' = 0 e
u~+u = 0. Essa si trova in sostanza nelle opere di Giovanni
Bernoulli, ma sotto questa forma nella Sammlung von Aufgaben
und Lehrsatee aus der analytischen Geometrie (Berlin, 1833, p. 467).
del Magnus. Non la dimestreremo, non vasto essendone il campo
di applicability; altrettanto faremo riguardo alla relazione

n'{lz-—-ll:): S} :,n{lzl____ll/:ts/}

che lega I'arco della .curva riflettente limitato dai punti distanti
per I, e [, dalla fonte luminosa 2). Ed osserviamo piuttosto che un
nuovo e potente impulso agli studi sopra le caustiche venne dato
nel 1808 dal Malus col suo celebre Mémoire sur ’Optique (Journ.
de I’Eec. polyt., T. VII). Quali ne siano stati i mirabili effetti non
¢ qui il caso di dire perché, concernendo essi in massima parte la
distribuzione dei raggi luminosi nello spazio, sono di pertinenza
della geometria delle superficie e delle congruenze lineari, non della
geometria del piano in cui noi siamo confinati: una sola eccezione
va fatta a favore di una proposizione a cui si deve I'introduzione
di un concetto nuovo e cosi fondamentale che produsse un cam-
biamento radicale nella teoria delle caustiche.

Consideriamo a tale scopo 1a’curva A’ a cui suppongonsi normali
tutti i raggi incidenti; siano &, le coordinate di un sme punto

') Wirttemberg Mitth.,, T. VIII, 1907, p. 88.
?) MaGNUS, op. cit., p. 543. Nel caso n + ' == 0 la (7) rientra in una
equazione di GIOVANNI BERNOULLI.

AN
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qualunque e z,y quelle del punto corrispondente della curva diri-
mente I'. Se poi con &, si rappresentano coordinate correnti e
si pone per brevitd p = dy/dz, le equazioni del raggio incidente,

della normale alla curva dirimente e del raggio emergente saranno

risp. ‘delle forme seguenti:

1
n—y =k (E—a) g —y =——(¢—a,nry =¥ (E—a)

Siceome il raggio incidente pagsa pel punto (£ ,7), cosi si avra
N —y =k (—ua),
1mentre l’e(iua,zione
v (1+kp) nwl+Kp)
VITE  JItE

-esprimerd la legge fondamentale governatrice dei fenomeni di ri-
frazione. Tenendo conto delle precedenti quest’ultima equazione
potrd scriversi:

, oot plg—y)  E—adpl—y)
X = :
VE—a +—9 VE—a oy —y

-essa rappresenta il raggio emergente ed & evidentemente soddis-
fatta dalle coordinate &,# di un punto N tale che si abbia:

WNVE—& +n—o
n\/é’—wz—l-n'——yz

Scriviamo queste relazioni come segue:

-z tr—w}
'nz{f'—W-i-p(?;’-—y)}

- .

2 - 2 n? 7 DR
= +—¢ =—7 F—a +7—9)

' 2
E—o+pm—y) =—,%,—(£’——w+p(n’—y))

¢ vedremo che (essendo &, 7 coordinate correnti) la prima di queste
equazioni rappresenta il cerchio X il cui centro sta nel punto d’in-
cidenza ed il cui raggio & misurato dal prodotto dell’indice di ri-
frazione n/n’ per la distanza di quel punto dal punto illuminante.
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La seconda di quelle equazioni nasce poi dalla prima differenziando
rispetto a @. N (£,7%) & percid il punto di contatto del cerchio K
con la curva inviluppata da tutti i circoli analoghi; il raggio emer-
gente contiene questo punto N non meno che il centro (z,y) di K
onde & normale a questo cerchio e quindi anche a guella curva in-
viluppata. Questa ¢ dunque normale a tutti i raggi emergenti, in
altri termini é un’evolvente della caustica. Tutto cid abilita a ri-
tenere dimostrato il seguente

TEOREMA DI GERGONNE: La caustica B di una curva qualunque
I’ (riflettente o rifrangente) per raggi tangenti ad una curva A (o nor-
mali ad una curva A’, evolvente di A) é Uevoluta di una curva B’ la
quale ¢ Uinviluppo degli infiniti circoli K © cui centri si trovano sopra
la curva I' ed i cui raggi stanno alle distanze di quei centri dai punti
corrispondenti della curva A’ nel rapporto costante del seno dell’an-
golo d’incidenza al seno dell’amgolo di rifrazione 1).

In forza di questa proposizione la ricerca delle caustiche si
spezza in due, cioé nella determinazione dell’inviluppo di un cerchio
variabile con una determinata legge e in quella dell’evoluta di una
data curva, ed entrambe possono effettuarsi sia geometricamente
che analiticamente. Le curve B’, evolventi delle caustiche B, por-
tano il nome di caustiche secondarie, dato loro da Quetelet 2).

Applicando il dimostrato teorema di Gergonne si trova che,
nel caso della rifrazione, se la curva rifrangente & una retta ed i
raggi sono concorrenti la caustica secondaria & un’ellisse e se quella
& circolare questa & un ovale di Cartesio ®); quindi la caustica per
rifrazione di una retta ¢ l’evoluta d’un’ellisse ¢), mentre quella di
una circonferenza & in generale I’evoluta di un’ovale di Cartesio 5):
8e perd il punto luminoso appartiene alla circonferenza, la caustica
¢ una cardioide, il che era noto anche a Giovanni Bernoulli.

') GERGONNE, Sur les caustiques planes (Ann. de Math., T. XV, 1824-25).
Sviluppi e conseguenze di quanto & ivi esposto leggonsi negli articoli di
C. STURM, TH. DE ST. LAURENT e LAMBERT pubblicati nei Volumi XVII
(1827), XVIII (1828) e XX (1830) dello stesso periodico.

*) Démonstration et développements des principes jondamentaus de la
théorie des caustiques secondaires (Belgique Mém., T. V, 1829). Questa me-
moria fu punto di partenza per ricerche di LAGUERRE e HUMBERT che
sono esposte e completate nel recente lavoro di R. S. pE BEIrRES, Sur les
caustiques des courbes planes algébriques et sur les courbes pourvues d’un axe
orthoptique (Ann. Acad. Polyt. Porto, T. XIV, 1921).

%) SALMON-FIEDLER, Ebene Curven, p. 117-118.

4) Questo teorema speciale venne dimostrato dal GERGONNE sin dal
1820 (De_la maniére dont les poisson nous voyent et dont mous les voyons,
Ann. de Math., T. XI); una dimostrazione analitica diretta di esso leggesi
in ScHroMiLcH, Compendium der héheren Analysis (4. Aufl., Braunschweig
1874), p. 132.

*) Anche questa proposizione & di data pih antica del teorema di GER-
GONNE, trovandosi nelle Recherches d’analyse sur les caustiques planes di
C. STurM (Ann. de Math., T. XV, 1824.25).

23. — G. Lor1a, Curve piane speciali algebriche e trascendenti. - Vol. 11.
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11 teorema di Gergonne che stabilisce ’esistenza delle caustiche
secondarie segna un punto di culminazione nells teoria delle cau-
stiche ed i lavori posteriori poco aggiunsero di essenziale a quello
che dianzi si sapeva. Alcuni autori applicarono alle curve in que-
stione i metodi della geometria intrinseca !); altri le collegano ad
un’altra classe di curve, cioé¢ alle podarie 2); altri stabilirono una
relazione fra le caustiche e la teoria dei movimenti?); altri sco-
persero dei teoremi concernenti la loro rettificazione*). Ma i piu
numerosi sono gli seritti aventi per iscopo la determinazione e lo
studio delle caustiche di linee speciali: emerge fra essi il Memoir
upon Caustics di A. Cayley (Phil. Trans., Vol. CXLVII, 1857, e
CXVII, 1867; Math. Pap. T. II e V) ove & trattato in modo esau-
riente il caso in cui la curva considerata sia retta o circolare; né
vanno dimenticati i lavori in cui & determinata la eaustica per ri-
flessione di una cardioide® o ¢ dimostrato che tutte le curve
aventi per equazioni polari

a® = p" (cos m w)*!
hanno catacaustiche rappresentate da equazioni della forma
0 =acos*2pw-senqow °)

Assai pitl estese sono le investigazioni di G. F. Steiner 7) aventi
per intento la risoluzione del problema di determinare le caratteri-
stiche pliickeriane della catacaustica di una curva algebrica di cui
si suppongono note le caratteristiche; fondandosi sopra le fonda-
mentali considerazioni svolte dal Bjorling nel lavoro Ueber ent-
sprechenden Singularitiiten in algebraischen ebenen Curven (Nova
Acta Reg. Soc. Upsal., 1879) l'autore giunse a risolvere questo pro-
blems, non senza fare notevoli applicazioni dei risultati ottenuti a
curve speciali: i limiti impostici ci vietano di fare pit di un cenno
sopra tali investigazioni.

1y HasicH, Sur un sysiéme particulier de coordonnées. Application auw
caustiques planes (Ann. di Mat., 2% Serie, T. II, 1868-69).

%) Cfr. Em. WEYR, Ueber die Identitit der Brennlinien mit den Fusspunkt-
curven (Zeitschrift, T. XIV, 1869). :

#) G. KoENiGs, Legons de cinématique (Paris 1797), p. 166.

‘) A. GExoccHi, Intorno alla rettificazione e alle proprietd delle caustiche
secondarie (Ann. di Mat., T. VI, 1864).

5) A. H. Curris, Geometrical proof that the caustic by reflexion of a
cardioid produced by rays proceeding from its cusp i8 an epycicloid (Mess.,
28 Serie, T. XII, 1882). :

¢) Lord Mac LAREN, On the reflexion-caustics of symetrical curves (Edinb.
Proe., T. XVII, 1889).

1896,) Ueber die Katakaustiken algebraischer ebener Curven (Diss., Lund.

)
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299, Cid che non possiamo lasciare inosservato & una genera-
lizzazione considerevole che ricevette il concetto di caustica 1,

Dati in un piano una curva I'" e un fascio di raggi luminosi
fra loro paralleli, si consideri (fig. 40) uno qualunque, a, di questi;
ne sia M il punto d’incidenza e ¢ I’angolo che esso forma con la

Fig. 40. Fig. 41.

tangente m a I"in M; per M si conduca una retta b formante con m
un angolo r tale che si abbia

(7) — = 0.

Se p = 4 1 Yinviluppo di tutte le rette analoghe alla retta b

. & la caustica per riflessione di I;

in generale si dird Causticoide;
notevoli sono i casi g =—1 e
o == — 2; nel primo caso (fig. 41)
b & bisettrice dell’angolo a m, men-
tre nel secondo (fig. 42) a & biset-
trice dell’angolo b m.

La rappresentazione analitica 22
pit comoda delle causticoidi si '
ottiene supponende la curva I’
determinata mediante 1’equazione
magica

ycosT—awsent = F (1) Fig. 42.
di una sua tangente qualunque. Ponendo 7t = 0 — /2 potremo scri-

. ') GranE, Ueber Ourven mit gleichartigen successiven Developpoiden
(Diss., Lund 1894).
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vere invece
z cos 0 + ysen 6 = f (6);
indicheremo poi con

ycoseg—uxsena =0

Pequazione della retta condotta per l'origine parallelamente ai raggi
luminosi. L’equazione generale delle rette b & evidentemente della
forma

(®—fcos @ + f sen ) cos A + (y — fsen 0 —f cos f) sen 4 = 0
ossia

zeos A + ysen A =f(0)cos (A—6) + f (B) sen (A — 6).

Ora, essendo ¢ =0 —¢a, r = 4 — 0, la (7) diviene

la quale permette di eliminare 6 dall’equazione precedente; si ot-
tiene cosi

A—a p(A—a)
(8) weosl+ysenl:f[ +a]cos——
o+1 o+1
A—a o (A—a)
! 8N~
i [g+1+a} o+ 1

e questa essendo l'equazione magica di una tangente qualunque
della causticoide pué considerarsi come la rappresentazione anali-
tica di questa curva. Supponendo in particolare ¢ = 1; cambiando
A in 6 per maggiore comoditd, si ottiene

0 f— ¢ 0+« 6—a , 9+a] 60—«
- sen
2 cos 0 + y sen { 5 ]cos 5 +f[ p >

ovvero

0 o 9 d 6-|—a] G—a]
- = 2 sen ;
x cos 0 + y sen dﬁ[f[ p 2 ;
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ora quest’equazione nasce differenziando rispetto a 0 I'equazione

0+ e 0—a
msene—-ycosﬁzzj{ = ]sen P

&

dunque quest’equazione rappresenta l’evolvente della curva rap-
presentata dall’equazione precedente, cioé¢ la caustica secondaria
della curva I': resta cosi nuovamente stabilito D'esistenza di questa
curva ed inoltre determinata una sua comoda rappresentazione
analitica.

Supponiamo ad es. che I" sia un circolo di centro O e raggio a;
in tal caso f(6) = a onde la (8) diviene

¢ (A—ea)
¢e+1

equazione la quale dice che tuite le causticoidi di un circolo sono
epicicloidi, algebriche o trascendenti, secondoché g & razionale o non.

zcos A+ ysen A = a cos



CAPITOLO VIII

Podarie, Contrapedali, Podoidi ¢ Curve isotele.

300. Dato un punto fisso P ed una curva I, lo si proietti su
tutte le ‘ba,ngenti di questa; si ottengono cosi infiniti punti il cui
lqogo chiamasi curva podaria o pedale di O rispetto a I'; il concetto
di tali curve risale a Maclaurin 1), ma il nome con cui le designamo
venne proposto da O. Terquem 2). Se invece si proietta O su tutte
le normali di I" si ottiene la curva podaria di O rispetto all’evoluta
d:l r;s una nuova curva detta antipedale o contrapedale ®) e che
si costruisce per punti conducendo da O le parallele alle tangenti
di I”.e determinandone le intersezioni con le corrispondenti normali.
Se di ogni curva del piano si trova la podaria, si giunge & una spe-
ciale trasformazione di contatto che il Lie ha chiamato trasformazione
pedale *); essa pud considerarsi come il prodotto di una polarita e di
una trasformazione per raggi vettori reciproci ®).

Ppr meglio caratterizzare la natura di tale trasformazione $)
assumiamo il punto O come origine di un sistema di coordinate
ortogonali e chiamiamo £, 7 le coordinate pliickeriane di una retta
qualunque 7 del piano considerato. Allora si vede subito che il piede P
della perpendicolare calata dal punto P sulla retta + ha per co-
ordinate

¢ U

1) pm—m = T
& + o £ 4 qp

1) Geometria orgamica (London 1720), p. 95 e .
;) Nouv. Ann., T. V, 1848, p. 239‘) » =08

. I\;, (3138%126, The counter-pedal surface of the ellipsoid, Amer. Journ.,
4) 8. Lie und G. SCHEFFERS, Geometrie der Berii :

T 1 (Loipste 1000, oo e der Beriihrungstransformationen,
*) Id., p. 27-29. Antiche e nuove costruzioni per le tangenti di una

podaria sono esposte nell’articolo di E. Janiscu, Tangentenkonstruktionen

fair {"usspwn]dkurven (Arch. Math. Phys., II Ser., T. IX, 1890).
) Per cid che segue vedi: G. Loria, Le trasformazioni pedali ed anti-
pedaly mel piano e nello spazio (Period. di matem., T. XXII, 1907).
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Risolvendole si ottiene

2) = m2+y29"7— a‘2+y27

equazioni che danno le coordinate £, della retta condotta per P
dal punto P (z,y) alla retta O P. Le (1) o le (2) danno la rappre-
sentazione analitica della trasformazione pedale e della sua in-
versa e mostrano che si ¢ in presenza di una frasformazione birazio-
nale fra i punti P e le rette » del piano. Per meglio caratterizzarla
osserviamo che: 1° se il punto (z,y) descrive la retta r

=r+Hy+1=0,
la corrispondente retta (&,7) inviluppo la conica
3) =¢E+Hng—(B+7=0,

cioé la parabola che ha O per fuoco e r per diretirice; 2° se la retta
(&, 7) ruota attorno al punto @ (X, Y) il punto corrispondente de-
seriverd la conica

4) Xoe+Yy—@ +9)=0

cioe la circonferenza di diametro O G. I due sistemi omaloidici sono
dunque formati 'uno delle parabole col fuoco in 0, I'altro di tutte le
circonferenze passanti per O; la Jacobiana del primo sistema consta
del punto O e dei punti ciclici del piano I, J, mentre quella del se-
condo & costituito dalla retta allinfinito e delle rette O I, O J. Ser-
vendosi di tali osservazioni e delle note relazioni che legano le ca-
ratteristiche pliickeriane di due curve che si corrispondono in una
corrispondenza quadratica ¢ agevole determinare le proprietd della
pedale o dell’antipedale di una curva I" di cui si conoscono le consuete
caratteristiche pliickeriane (n,v; d, d; k, x).

Indicando con le 'stesse lettere accentate le caratteristiche del-
Pantipedale I si trova che &+’ = 2 n e che I" ha per tangenti n-ple
tanto la retta all’infinito quanto le rette O I, O J, ed ha poi d tangenti
doppie e k tangenti di flesso; applicando ora una delle formole di
Pliicker si deduce

n(n—1)

n’=2n(2n-—-1)—2{3 -{—d]——~3k:

=nt+n—(2d+3k);
ma r=nn—1)—(2d 43 k)

AT e PRSI % :
B A R I s P
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dunque n =2n 4.
E siccome
2d +3K =2n+»)(2n +v—1)—24d

2d 42K =@2n+v—1)2n +v—2)—p + 20—k —29
si conclude
2n+v)2n +v—1)
2

=2y +Fk,d = —n—3(3v + k)

e cosi sono determinati tutti i caratteri dell’antipedale !); lasciamo
al lettore di caleolare le modificazioni che subiscono questi risultati
quando la curva I" passa per il polo o per i punti ciclici del piano I, J.

Si vede similmente che la podaria di una curva di classe » & in ge-

. —1) (p—2
nerale dell’ordine 2 » 2), del genere ,(1__)29_’*), ha i punti ciclici

') La stessa questione & trattata piu ebricamente i i
A. RosEN, Om fotpunktkurvers kamktere}')ee (zlfnd, 1884). nella. Diss. di
*) Questo risultato si pud confermare col seguente calcolo.

. Indicheremo con (1) =0 lequazione di uns curva algebrica d’or-
dine n, tanto 8e 8i adoperano le coordinate cartesiane Z, ¥ quanto se, per
ottenere maggiore simmetria si adoperano coordinate omogenee .’c,g; e g
(=1). Bia O(a, B) il punto dal quale si abbagsano le perpendicolari alle
tangenti. L’equazione della tangente nel punto M (z, ) avra per equazione

. of 0 0
(2) X — + y___f+__'f=0,
dx 0y oz

supposto che z, y, z soddisfacciano la (1). La perpéndicolare abbassata da O
su di essa ha per equazione

X—va Y—p

(3) . =
o f [
oz b—y

onde Iequazione della podaria si otterra eliminando x, y fra le equazioni
(1) (2) (3). Ora i due membri della (3) valgono entram?{)i 1 o

of Qf 0f 3 0 f
(X — a) +{(¥Y — B — X———+Y—f~ a f+ﬂ—b]
dz dy oz dy dx  dy

G BRY
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per punti v-pli; & in generale della classe » (v + 1) e possiede 3y(»—1)
flessi e ¥ (v — 1) (1* 4 3 v — 6) bitangenti. In casi speciali in cui la

cioé, per la (2)

0 f o f o f s
a +

dx dy 0z

211 [(df)*
&) )
Cio prova che le equazioni (2) (3) equivalgono alle seguenti:
df df df ‘ df df df

a 0 — a
d0f Oz oy oz df Oz dy dz
4) X=a——— == _—

, Y=p8—
dr (Of)? 37 oy [df)?2 o0f*®
— + = - +|{—
ox oy oz Oy
onde l’equazione della podaria otterrebbesi eliminando z, y fra le (1) (4).
Per trovare l'ordine n, della podaria combineremo queste equazioni con

la seguente
(5) AX+BY+ C=0

ed otterremo
df ¢ of) ¢

(6) (da+BB+O)||—| +|— —
oz oy

| [ df bf] [ df df 6f] :
—|{4-—+ B— a— 4+ B— + — | = 0;
o oy oz oy Oz

Pordine cercato & il numero delle intersezioni variabili con la retta (5) delle
! due curve rappresentate dalle equazioni (1) e (6); ora la 12 & dell’ordine n
| e la 28 dell’ordine 2 (n — 1), onde nel caso pil generale ny,=2n (n—1).
Per vedere quale diminuzione avvenga per la presenza di un punto doppio
o di una cuspide (a distanza finita) supponiamo che O sia un punto doppio
od una cuspide. Nel primo caso scriveremo

f=fst o

e vedremo che nel primo membro della (6) i termini di grado piu basso sono

0f:)* 0fa)?
(dea+ B+ 0) +1—1 I
dx dy
onde l'origine & anche un punto doppio della (6) e la diminuzione in =, &

di 4 unita. Nel secondo caso scriveremo

fzyz+ aes
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data curva tocca la retta all’infinito o le rette O I, O J questi risul
tano si modificano in modo che & facile determinave. i
EsEMPI. — Alcuni furono gid incontrati nei Libri precedentil);
ora ne daremo altri.
I. Si consideri Dellisse

at y?
—_— e — = M
az b ’

la corrispondente antipedale rispetto al centro dicesi curva di Tal-
bot?); & di 6° ordine e 4% classe, ha sei cuspidi e quattro punti
doppi ed & bitangente alla retta all’infi