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"PREFAZIONE

Alla formazione della variopinta schiera di curve particolari,
algebriche e trascendenti oggi mote contribuirono pressoché tutti i ma-
tematici che si seguirono dall’epoca greca sino ai mostri giormi, gli
uni sospinti dal desiderio di accrescere il numero delle figure geometriche

* meritevoli di studio, gli altri da quello di interpretare geometricamente

qualche formola di analisi, alcuni animati dalla speranza di risolvere
certi problemi geometrici sinora ribelli, altri guidati da applicazioni
meccaniche o fisiche. Le conseguenti ricerche sono, non solianto diverse
per aspetto e natura, ma anche disperse nelle opere pis svariate, dalle
imponenti memorie pubblicate da grandi Accademie ai modesti arti-
coli di giornali destinati agli studenti, dai Uibri ormai ascritti fra i

" classici delle scienze esatte agli opuscoli fatalmente destinati a una

limitata notorietd, quali sono le Inauguraldissertationen, le Habili-
tationsschriften.e le Programmabhandlungen. Le innwmerevoli cir-
costanze in cui 8t vede una stessa curva scoperta pii volte, una stessa
proposizione trovata di differenti autori, uno stesso problema trattato
piv volte come nuovo, resero manifesta la necessité di porre un termine
a tale deplorevole sciupio di lavoro, fece sentire vivamente il bisogno
di coordinare Uimmenso materiale esistenie, fece chiedere da molte
partt un’opera nella quale di tutte le curve conosciute fossero esposte
le de)fimzzom e le proprietd fondamentals.

E merito della R. Accademia delle Scienze di Madrid di aver
per prima espresso pubblicamente siffatto desiderio e di avere contri-
buito a soddisfarlo proponendo come tema pel concorso annuale sca-
dente il 31 Dicembre 1894 la compilazione di un « catalogo ordinato
di tutte le curve di qualunque specie che ricevettero un nome parti-
colare, con brevi indicazioni riguardo a la loro forma, le loro equazioni,
le loro proprietd ed i loro inventori ». Non avendo quell’ Accademia
ottenuta la desiderata risposta, essa ripropose lo stesso tema pel concorso
scadente ¢l 31 Dicembre 1897. Nel frattempo un illustre matematico

- francese, Haton de la Goupilliére, proponeva un argomento analogo

come soggetio di ricerca in L’intermédiaire des mathématiciens ).

1) T. I, 1894, p. 37.
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 Gli ¢ a questi pubblici ed autorevoli inviti di oceuparst metodicamente - k
delle curve speciali esistenti che deve la vita Vopera presente; la quale

riscosse d.alla 'R. Accademia di Madrid la piv lusinghiera e completa
approvazione quando — sotlp forma diversa da quelle che essa attual-

mente rivestel) — venne, sul finire del 1897, sottoposta all’illuminato

giudizio di quel grande sodalizio scientifico 2).

, L’esecquione di un lavoro quale é quello di cui da tante parti -
lamentamsz' la mancanza, offre non poche né lievi difficolid, doven- -
dosene anzitutlo delineare con cura i confini,- dovendosi poi adunare

con scrupolosa diligenza il materiale da sfrutiare, dovendosi da ultimo
scegliere il metodo per distribuire in buon ordine la materia.
Riguardo alla questione quali dovessero essere le curve da consi-
derare, 10 Uho risolta escludendg: 1° le linee composte di parti etero-
genee, quindi non rappresentabili medianic una equazione wumica,
perché esse appartengono all’architettura, alla fisica o a discipline
applicate, non gid alle matematiche pure; 2° le lince a doppia cur-
vdtura, perché ¢ noto essere esse enti geometrici di natura totalmente
differente dalle curve piane: la trattazione di esse ¢ quindi riserbata

ad un’esposizione della geometria comparata delle curve sghembe 3)

analoga al presente saggio di geometria comparata delle curve piane.
Per converso ho incluse tutte le curve piane algebriche e trascendenti
che gia ricevettero un nome speciale, non che le altre le quali, benché
tuttora anonime, meritano un posto stabile nella scienza.

Riguardo al materiale da wutilizzare, i0 ho ricorso, posso dire,
a tutta la letteratura matematica a me accessibile, essendomi convinto
per esperienza, come in ben poche, ¢ forse in messuno dei rami della

malematica, manchino investigazioni sopra curve speciali. Ma il non .
-avere 0 esclusa a priori alcuna categoria di opere matematiche, non -

tmplica che a me mon ne sia sfuggita alcuna d’importante; e per le

mancanze inevitabili quanto involontarie da me commesse, invoco sin
, . . .

d’ora Vindulgenza delle persone competenti ed ho fiducia che essa non

mi verrd negata da chiungue abbia un’idea, anche soltanto approssi- ‘

ma.ti'va, della odierna ricchezza della scienza matematica. Va ancora
qui osservato che per ciascuna curva io mi limitai a rintracciare (per
quanto ¢io fu possibile) le origini ¢ a dimostrare le pid salienti prero-
gative, senza volere enumerare tulli i teoremi e tutli i lavori relativi;

1) In particolare, nella preparazione per la stam ié
o re, zione pa sl ¢ tenuto conto,
nei limiti del possibile, delle pubblicazioni, veramente numerosissime, di
cui le curve piane furono oggetto. in quest’ultimo trentennio; percid la
presente edizione italiana contiene miglioramenti e aggiunte anche rispetto
alle due tedesche di quest’opera (1902 e 1910-11).

:) X;eggzi,%léolfg&u?irio de la Real Academia de Cienci actas, fisicas
Y naturales, adrid), p. 141-153 ¢ 299-322; {1 e
madtico, 1900, . 201-219.) P oppure £T Frogreso maie
, 3) Un primo tentativo in tale senso & rappresentato dall’opera del-
l{a,utor.e, Curve sghembe speciali, algebricheé e trascemdenti (Bologna, Za-
nichelli, 1925), naturale proseguimento della presente.. .

Prefazione VII

dal redigere siffatti elenchi io fui sconsigliato dalla mole enorme che
avrebbe assunto il mio lavoro e dalla speranza che aliri si accinga a
comporre una completa bibliografia delle curve piane, di cui gid esi-
stono ottimi saggil).

Finalmente riguardo all’ordinamento della materia io ho creduto
seguire un procedimento misto. Nella divisione di tutta Uopera in sette
Libri io mi sono ispirato alla natura delle curve studiate, tratiando,
cioe, prima delle curve algebriche di ordini determinati (Libri I-1V)
e poi di quelle di ordine qualsivoglia (Libro V); sono quindi passaio
alle curve trascendenti (Libro VI), per trattare da ultimo (Libro VII)
di certe leggi di derivazione di curve da altre curve, le quali sono appli-
cabili a qualsia linea geometrica. Invece nell’ordinamento det Capi-
toli di ogni singolo Libro, elessi come. principale criterio Uordine
storico, ma me me staccai per far conoscere, dopo ogni singola curva,
tutte quelle che in processo di tempo vennero da essa dedotte coll’ aiuto
di uno di quei processi generalizzatori alla cui feconditda Uodierna
geometria & principalmente debitrice della sua ricchezza *).

La forma di esposizione da me adottata ha un’impronte essen-
zialmente algebrica e venne da me prescelta anzitutto per somministrare
ai giovani’ lettori una prova indiscutibile delle inesauribili risorse che
offre oggi la geometria analitica a chiungue possieda il segreto del suo
mirabile meccanismo, e poi perché la pura geometria non pud attual-
‘mente fornire una base di pari ampiezza e vastita a chi intende in-
dagare le verita matematiche. Sopra i miglioramenti di forma ¢ le ag-
giunte sostanziali arrecati dall’autore a quanto gia si sapeva sull’argo-
mento, il giudizio spetta al lettore intelligente; il quale se talora fosse
tentato a biasimare Uordine e la scelta delle materie ricordi essere «res
ardua, vetustis novitatem dare, novis autoritatem, obsoletis nitorem,
obscuris lucem, fastidiis gratiam, dubiis fidem, omnibus vero na-
tpram et naturae suae omnia »3).

Alla Casa Editrice Hoepli, tanto benemerita della cultura italiana,
i miei piu vivi ringraziamenti per avere assunta la presente pubbli-
cazione e averne fatta un’edizione degna della sua fama.

Genova, Autunno 1929.
PrOF. GINO LORIA.

1) H. BroCARD, Notes de bibliographie des courbes géométriques (Bar
le Duc, 1897 e 1899); E. WOLFFING, Bericht iiber den gegenwdrtigen Stand
der Lehre der cyllischen Kurven (Bibl. mathem., T. 11, della 32 Serie, 1901);
H. Brocarp e T. LEMOYNE, Courbes géométriques remarquables, T. I (Pa-
Tis, 1919).

2) Maggiori particolari sulla materia trattata e 'ordinamento appren-
dera 1l lettore dall’Indice.

3) PLiNio, Prefazione alla sua Historia naturalis.
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' LIBRO 1.
LUOGHI PIANI E LUOGHI SOLIDI.

CAPITOLO PRIMO

La linea retta.
1. Mentre, come vedremo, & possibile indicare chi per primo
coneepi e studid il maggior numero delle linee che oggi fanno parte

" del patrimonio geometrico, il problema storico che consiste nel deter-

minare chi abbia cominciato ad occuparsi della pit semphee fra

" esse — la retia — deve dichiararsi irrisolubile. Sono tanto numerosi
__ed impressionanti i fenomeni naturali in cui questa linea interviene

(basti ricordare la caduta dei gravi e la propagazione della luce . in
un mezzo omogeneo) che, per sorprendere la prima apparizione di

* essa, sarebbe necessario, non soltanto di risalire il corso di migliaia
-- d’anni, ma anche invadere il dominio della zoologla, del momento
_ che tutto induce a credere come agli animali pil intelligenti non

giano sfuggite le pii evidenti qualitd della linea retta. Poiché adunque
la prima radice della geometria della retta sembra destinata a ri-
manere eternamente celata, forza ci é limitarci ad additare la pre-
senza di quella linea nelle pit antiche opere matematiche superstiti.

2. Tutti hanno un’idea pilt o0 meno precisa della retta; ma il
definire matematicamente tale figura, introducendo tutto quello
che & strettamente necessario, nulla che sia superfluo, & una que-
stione cosi ardua che, malgrado gli sforzi di molti valentuomini,
attende ancora una soluzione aecettabile per consenso universale.
Siffatta questione si sard affacciata a Pitagora quando egli avverti
1a necessitd di porre definizioni precise a fondamento di qualsi-

voglia sistema scientifico degno di tale nome; ma le necessitd
/. .di una soluzione sard divenuta palese quando, per merito di- Ari-

stotele, la logica deduttiva consegui quell’assetto ehe per lungo
volgere di secoli era destinata a gerbare. Le definizioni che pre-
sumibilmente suggerirono i primi espositori della geometria — Ip-
pocrate da Chio, Leone, Teudio di Magnesia — non arrivarono

1. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.
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sino & noi, almeno con un marchio di fabbrica; quanto a -quella
. -ché propose o adottd Euclide, essa non pud, per verun conto dirsi

soddisfacente e utile 1). Infatti, come tutti sanno, essa suona
‘cosl: «la linea retta & quella che giace egualmente rispetto ‘a tusti
i propri punti» (Elementi, Lib.-I, def. IV); ora chi mai, . essendeo

privo. della nozione di linea retta, potrebbe, col mezzo di queste_.

parole, formarsene un concetto? E qual matematico potrebbe eri-
gere sopra di essa un solido edificio geometrico? Di quest’imperfe-
zione si avvide indubbiamente il celebre Alessandrino, giacche provod
il bisogno di completare quella definizione ponendo, fra le Nozioni
comuni con eui si apre il I Libro degli Elements, la proposizione « due
rette non possono racchiudere uno spazio», la quale afferma esi-
_ stere una, sola retta passante per due punti; & nota ed evidente la
-straordinaria importanza di quest’aggiunta che, ‘opportunamente
combinata con I'affermazione correlativa, permette di arrivare alle
pill eccelse vette della geometria proiettiva. Cid non ostante I'opera
di Euclide non pud giudicarsi in quel punto perfetta e sarebbe di

somimo interesse il conoscere se e in qual senso la, modificd Apollenio -

Pegeo, nella revisione a cui egli sottopose gli Elementi redatti dal
suo predecessore nell’aspro cammino della scienza; ma sgraziata- -
mente ¢i mancano informazioni in proposito. Ad un altro somino
geometra del periodo aureo della geometria greca si & creduto di
attribuire — seguendo il eattivo esempio di Proclo — una nuova

definizione dglla retta, cioé ad Agychimede; ma la proposizione «la -
retta segna il minimo cammino tra due punti» da lui enunciata

nell’esordio del I de’ suoi celebri libri Sopra la sfere ed il cilindro
& presentato come assioma o postulato che dir si voglia; d’altronde,
come mai potrebbesi ammettere essere sfuggito a quel celebre geo-
metra che, sintantoché non siasi definita la distanza, indipendente-
mente dal concetto di retta, quella pretesa definizione si avvolge
in un circolo vizioso? .
Di altri tentativi fatti dagli antichi per definire la retta non
& giunta notizia sino a noi; deserivere quelli che vennero fatti allo
stesso scopo dal Rinascimento in poi, equivarrebbe a segnalare la
maggior parte delle trasfigurazioni subite dalla geometria elementare,
tema questo «di poema degnissime e di storia » ma che esorbita
dai limiti imposti al presente scritto. Ci restringeremo quindi a
notare come oggi, all’antico sistema. di definire la retta con poche
parole — di necessitd insufficienti allo scopo — siasi sostituito
quello di non definirla affatto, enumerando tutte le prerogative che
si attribuiscono alla figura geometrica a cui si da il nome di linea
retta. Chi addotta siffatto modo di procedere incontra una gravis-

DI Haec definitio », nota a ragione il LEIBN1Z, « nullius momenti est,’
neque uspiam ab Euclide in demostrando adhibetur, neque satis intelli-,
gitur » (Leibnizens math. Schriften, ed. Gerhardt, T. V, Halle 1858, p. 185).

s
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sima difficoltd, quella cio¢ di determinare quale sia il numero mi-

-~ nimo di proprietd della retta che & d’'uopo includere nella definizione,

per poterne ¢ol ragionamento dedurne tutte le altre.

~. 3. La retta rappresenta una parte importantissima non sol-
tanto nella geometria di posizione, ma eziando in quella di misura,
percheé & costume di paragonare ad un segmento rettilineo qualunque
arco di curva e perché un segmento rettilineo & il nocciolo di tutto
il nostro sistema di misure per le aree ed i volumi.

Congiungere due punti mediante una retta e prolungare in
entrambi i sensi un segmento rettilineo sono operazioni che —
dietro proposta di Euclide (Elementi, Lib. I, post. 1° e 20) — sono
consentite al geometra; 'una e l'altra si eseguono in pratica me-
diante uno strumento — la riga — ed il complesso dei problemi che
si possono sciogliere col mezzo di esso forma uno speciale ramo
della geometria, che, in principio del secolo XIX, venne molto
coltivato, specialmente in Francia, ove veniva designato appunto
col nome di Géométrie de la régle. Va notato che, supposto tracciato
in un piano un circolo di dato centro, col solo aiuto della riga si
possono rigolvere tutti i problemi di 2° grado: ¢ un’osservazione
del Poncelet!) che lo-Steiner ha magistralmente svolta 2); tracciata
invece una qualunque curva del terzo ordine, si possono sciogliere
analogamente tutti i problemi di 3° e di 4° grado %); probabilmente
similmente accade pei problemi dei gradi superiori.

Dalla nozione di retta trae origine, oltre la riga, un secondo
usitatissimo strumento: la squadra; tutte le costruzioni effettuabili
in pratica col solo impiego di riga e squadra vennero recentemente
ascritte ad una nuova diramazione della geometria, alla quale G. de
Longchamps consacrd un’opera speciale — VU Essai sur la géomélrie
de la régle et de U'équerre (Paris, 1890) — che avremo occasione di
citare piu volte in seguito %). '

-In principio del secolo XIX il valore della retta crebbe a dismi-
sura quando, scoperto il principio di dualitd nel piano, si avverti
essere dessa capace di fungere quale elemento generatore di tutte
le figure piane; che dire poi dell’importanza che acquistd allorquando,

1) Traité des propriéiés projectives des figures (Paris, 1822), nn. 351-357.

2) Die geometrische Consiructionen, ausgefihrt mittelst der geraden Linien
und eines festen Kreises (Berlin, 1833).

3) F. LoxDoN, Die geometrischen Constructionen dritter und vierter Ord-
nung ausgefihrt mittelst der geraden Limien und etnes festen Curve dritter
Ordnung (Zeitschrift, T. XLI, 1896). Per altre proposizioni analoghe rin-
viamo il lettore all’articolo di T. KuBoTaA, Geschichiliches iiber geometrische
Konstruktionen (Jahresber. d. deutsch. Math. Vereinigung, T. XXXVII,
1928). ,

4) Dalla retta trae origine un terzo strumento, la riga a due orli, che
di recente fu metodicamente introdotto nella geometria.
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verso il 1866, il Pliicker la considerd come elemento delle figure
a tre dimensioni e su di essa fondd una nuova geometria dello spazio ¥

Tutte le rette dello spazio sono fra loro identiche, onde, consi-
derate isolatamente, non ammettono distribuzioni in categorie;

tuttavia in certe teorie s'incontrano rette notevoli a cui si diedero.
nomi speciali: cosi nella teoria delle coniche si trovano rette di Pascal,
di Steiner, Pliicker, ecc., mentre nella moderna geometria ‘del trian-

golo s'incontrano la retta di. Bulero, 1a retta di Simson o Wallace, ecc. :
sopra distinzioni di tale specie non ci arresteremo, né ora né nelle
venture circostanze analoghe.

)
CAPITOLO 1I

La circonferenza.

4. Non meno difficile dell’assegnare Vorigine del concetto di
linea retta & l'indicare a chi spetti la -scoperta della eirconferenza,
ché dall’idea di distanza tosto si assurge a concepire l'insieme dei
punti ‘equidistanti da un punto fisso; d’altra parte — per citare
qualche fatto immune da qualsia ingrediente ipotetico — la costru-
zione dei pil antichi edifici (Egiziani, Babilonesi, Etruschi, ecc.)
esistenti tuttora esige 1'uso del compasso; essi poi recano per la
maggior parte, disegnati sulle pareti delle figure che presuppongono
Pimpiego di tale strumento e le semplicissime nozioni geometriche
sul quale esso si fonda. ; ‘

Scendendo da queste generalitd un po’ vaghe a qualche notizia
concreta, avvertiremo che nel celebre Manuale del calcolatore, com-
posto, Egitto non meno di diciasette e forse venti secoli a. C. 1),
si legge una soluzione del problema della quadratura del cireolo,
la quale conduce ad un valore del rapporto = della cireonferenza
al diametro abbastanza approssimato, cioé

16 )2
n ="—— =3,1604 ...
L9

Del medesimo problema si occuparono i Greci non appena usciti
dalla barbarie; lo provano i conati di risoluzione dovuti ad Ippo-
crate da Chio, Antifonte e Brisone.

5, Che poi il circolo sia stato considerato nell’antichitd anche

* indipendentemente dalla questione di misurarlo, risulta dall’attri-

buzione ad uno dei sette saggi della Grecia — Talete — la scoperta
della proprietd che possiede ogni eerchio e la sua periferia di essere
bisecati da qualsiasi diametro, ed a Pitagora l'osservazione che il

1) 'A. EI1sENLOHR, Ein mathematisches Handbuch der alten Aegypter
(Papyrus Rhind des British Museum) (Leipzig 1877, 2 ed. 1891).
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circolo & la pitt perfetta delle figure piane, come la sfera lo & delle
- figure solide!); si aggiunga che in un brano di geometria prove-
niente da Ippocrate da Chio e che si considera per il pilt antieo
documento geometrico esistente, si leggono enunciati in parte ed
dn parte dimostrati non pochi teoremi spettanti al circolo ed -alle

‘sue parti. Queste proposizioni vennero certamente inserite nei

primi trattati di geometria — uno dei quali reca appunto la firmas-
d’Ippocrate (ved. n. 2) —; esse vennero popolarizzate, assieme
ad altre, dagli Blementi di Euclide, il IIT Libro dei quali tratta
esclusivamente della eirconferenza, mentre il IV concerne i poligoni
regolari inseritti e circoseritti e parte del XIT il paragone delle aree
di due circoli. Altre proprieta della circonferenza, (e della retta)
vennero adunate da Apollonio Pergeo nell’opera — sgraziatamente
perduta — sopra i Luoghi piani; nella quale quella linea (e cosi la
retta) veniva considerata come luogo dei punti soddisfacenti a certe
condizioni comuni; altre proposizioni analoghe s’incontrano per-
correndo l'ammirabile Collezione matematica scritta pit tardi da
Pappo Alessandrino.

L’indicata riunione della retta con la circonferenza sotto il
concetto generale di «luoghi piani»2) non ¢ il solo punto di con-
tatto che gli antichi stabilirono fra quelle due linee; & notorio in-
fatti che Euclide — oltre alle due operazioni pratiche che segna-
lammo nel n. 3 — consenti al geometra di descrivere qualsia cerchio
di dato centro e dato raggio (Elementi, Lib. I, post: 3°): in conse-
guenza si considerd lecito l'uso del compasso, come quello della
riga, anzi si ritenne accettabile la soluzione di un problema di geo-
metria soltanto quando potesse eseguirsi mediante questi due stru-
menti. E poiché in pratica & agevole il tracciare esattamente una
eirconferenza, mentre é difficilissimo il delineare una retta, cosi
vi fu chi credette prezzo dell’opera il congegnare un sistema di

- costruzioni geometriche esigenti il solo uso del compasso; sorse
cosi la Geometria del compasso, che ebbe in Lorenzo Mascheroni
il pit eminente cultore 3). ’

6. La facilita di concepire e tracciare la circonferenza fece
sorgere la fallace speranza di misurare la sua lunghezza, nonché
la superficie che essa racchiude. Alle antichisgime origini di tali
questioni — interessanti tanto la teoria quanto la pratica — ab-

') PITAGORA ammirava senza dubbio nel cerchio e nella sfera la per-
- fetta reﬂ)lant:‘m di forma; invece il MoNTUCLA (Histoire des Mathématiques,
T. I, della 28 ed., p. 113) credette legﬁere nelle parole con cui Diogene Laerzio
rege conto dell’osservazione fatta dal filosofo di Samo, un primo cenno della
teoria degli i%ﬁpeﬁlind?ﬁ'

) « Luoghi solidi » sono invece le coniche e « Luoghi li i»
le altre lmeg . s neatl» tutte

®) Veggasi V'opera La geometria del compasso (Pavia 1797).
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biamo gia fatto allusione antecedéntemente; ora aggiungiamo che
i primi contributi importanti alla loro soluzione sono dovuti ad
Archiméde, il quale dimostrd esistere fra di esse una cosi stretta
parentela che, scioltane una, I'altra lo & pure, e trasformd le puerili

_argomentazioni di Antifonte e Brisone in un metodo per calcolare,

con qualsivoglia approssimazione, il valore del rapporto di un’arbi-
traria circonferenza al proprio diametro. Altre osservazioni impor-
tanti sullo stesso tema vennero fatte dal celebre matematico olan-

"dese Huygens e poi dell’eminente geometra tedesco Lambert; questi
riusel a dimostrare l'irrazionalitd di zx e cosi stimolo il Legendre ad

istituire- delle ulteriori indagini!), che lo guidarono a concludere
che anche n? & irrazionale. Anzi 'ultimo degli scienziati succitati
soggiungeva: «Il est méme probable que le nombre x n’est pas
méme compris dans les irrationnelles algébriques, ¢’est-a-dire qu’il
ne peut pas étre la racine d’une équation algébrique d’un nombre
fini de termes dont les coefficients sont rationels ». Che tale con-
gettura sia conforme al vero venne dimostrato nel 1882 da F. Lin-
demann 2), al quale spetta il merito altissimo ed incontrastato di
avere definitivamente risolta una questione che fece versare fiumi
d’inchiostro, diede luogo a polemiche lunghe e vivaci e condusse
al naufragio di molte riputazioni che credevansi assodate; il teo-
rema di Lindemann autorizza poi a giudicare errata, anche senza
previo esame, qualunque quadratura del cerchio o rettificazione
della circonferenza eseguita mediante linee algebriche, in particolare
effettuabile con riga e compasso.

7. La facilita del definire la circonferenza, in cosi stridente
contrasto con la difficoltd del definire la retta (cf. n. 2) fece sorgere
la speranza di potere generaré la retta partendo dalla circonferenza.
E questa una geniale idea, il cui germe si trova nell’appendice ad
una lettera che Leibniz diresse ad Huygens addi 8 Settembre 1679 3);
¢ un’idea che fu svolta assai pit tardi da Giovanni Bolyai, il quale
ne fece la piattaforma di quel sistema geometrico che tramanderd
il suo nome, circondato di gloria, alla pit remota pos\teritﬁ.

Vano sarebbe il tentativo di enumerare tutte le investigazioni
di matematica pura ed applicata?) in cui interviene la circonfe-
renza, o di presentare un elenco prossimo alla perfezione delle qua-
lith che _vennero in essa ravvisate. Soltanto vogliamo notare una

!) Queste, assieme alle precedenti dei tre geometri sucecitati, trovansi
nell’ opuscolo di F. Rub1o, Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre. Vier
Abhandlungen diber die Kreismessung (Leipzig 1892).

2) Ueber die Zahl = (Math. Ann., T. XX, 1882); cfr. F. KLEIN, Vor-
trige tiber ausgendhlte Fragen der Elementarmathematik (Leipzig 1895).

- %) LeiBN1z, Math. Schriften, ed. Gerhardt, T. II (Berlin 1850), p. 20-25.
~ *) Poppr, Ausfiihrliche Geschichte der Anwendungen aller kurven Linien
(Niruberg 1802), p. 1-98, 130-194. :
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- ‘nel passaggio di tutte le circonferenze del piano per due punti im-
maginarii allinfinito — i punti ciclici del piano,—; consiste la se-

conda nell’essere la circonferenza minima fra le linee che racchiu-

dono la medesima area. o

E chiuderemo questo Capitolo notando come si & di recente
ravvistata la possibility di assumere il cerchio come elemento dello
spazio; venne cosi costituita la « geometria dello spazio cerchiato »
in certo modo analoga a quella eretta dal Pliicker sulla considera-
zione della retta.

proprietd descﬁttiva,ed‘ una proprietd metrica: consiste la prima

CAPITOLO III

Le sezioni coniche.

8. La scoperta delle sezioni coniche viene da Proclo attribuita
a Menecmo, discepolo di Eudosso da Cnido e forse maestro di Ales-
sandro il Macedone: donde la ragione del nome « triade di Menecmo »
che g’incontra in alcune opere antiche nel senso di «sezioni piane
del cono circolare retto ». Della parabola e dell’iperbola Menecmo
conobbe le proprietd fondamentali che si esprimono in coordinate
cartesiane mediante le equazioni

P=2pz,0y =k
e seppe'abilmente sfruttarle nel risolvere, in due modi differenti

ed entrambi semplici ed eleganti, il problema della duplicazione
del cubo («problema di Delo»); ma sarebbe audacia, che nulla

. giustificherebbe, I'affermare che Menecmo conoscesse le proprietd

caratteristiche degli asinfoti. Viene poi accertato che egli ottenesse
le tre forme principali che pud presentare una conica, segando un

-eono retto con un piano perpendicolare ad una generatrice; in con-

seguenza la curva sezione ha nessuno, uno o due punti all’infinito
secondoché ’apertura del cono & minore, eguale o maggiore di un
angolo retto. Ma in qual modo egli eseguisse il tracciato delle co-
niche 1), indispensabile per tradurre in atto le soluzioni da lui imma-
ginate pel problema deliaco, & questione insoluta, anzi oggi insolu-
bile, perché delle opere di Menecmo non si & serbato aleun vestigio.
Egual sorte toccd agli scritti di Aristeo, geometra imperfettamente
noto che scrisse cinque libri Sus luoghs solidi e forse altrettanti Su le
sezioni del cono ed al quale si attribuiscono i nomi di «sezione del

1) Tale questione, che tanto interessa la pratica, viste le innumerevoli
applicazioni delle curve del 20 ordine (v. POPPE, op. cit., p. 99-110 e 194-209)
ha ricevuto in processo di tempo molte soluzioni, di eui il BRAUNMUHL
rese conto nel lavoro Historische Studie iiber die organische Erzengung ebener
Curven von den dltesten Zeiten bis zur Ende des achizehmiten Jahrhunderts
(Katalog mathem. und mathematisch-physik. Modelle ete., Miinchen 1892).
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cono acutangolo », «sezione del cono rettangolo » e «sezione c;el
cono . ottusangolo » per indicare le curve che, seguel_ldo Apollenia,
chiamansi oggi rispettivamente ellisse, parabola ed iperbola. )

Se la fama non mente a tali seritti di Aristeo avrebbe attinto
a larga mano Euclide nel redigere un proprio trattato sulle curve di

cui ¢i occupiamo. Esso & perduto, lo era anzi sin dal VI Sec. dell’E. v. * '

ed & persino dubbio se esistesse a tempi di Pappo; tuttg,via vari‘e
circostanze inducono a credere che il sommo Alessandrino congi-
derasse a parte ciascuna delle coniche, earatterizz.a‘n_dole medlﬁ_l,nte
quella proprietd che noi esprimiamo con la notissima equazione
cartesiana :
y¥=2px+qa®,

che inoltre egli ne conoscesse gli asintoti e I'applicazione al pro-
blema di Delo e che avesse almeno iniziate le indagini sulla simi-
litudine delle coniche e di loro segmenti.

8i & creduto anche di dovere attribuire ad Archimede una
esposizione metodiea delle coniche e si giunse perfino ad a.ﬁern,lar.e
che Apollonio cosi spudoratamente lo saccheggid da mgn.ta‘l:e l;epl'-
teto di plagiario. Ma, bencheé le vaste e profonde cognizioni che 11
Siracusano possedeva sopra le linee in questione aceeptmo che egli
sarebbe stato in grado di redigerlo, pure nulla autorizza ad affer-
mare che egli 'abbia effettivamente scritta. Cid non ostante ’.13_,
teoria delle coniche deve ad Archimede almeno due mempralnh
progressi; uno consiste nella quadratura, da lui .in d}m _modl eifet-
tuata, di un segmento parabolico — primo esempio di misura ejsatta
di un ara non tutta limitata da rette od archi circolari — Taltra
e laffinitd da lui avvertita fra un’ellisse ed il circolo descntto. sul
suo asse maggiore come diametro e l’applicazionte di tale relg;zmne
alla quadratura di quella curva: per cid si pud dire che: AJ_'chm}ede:
venne a capo di tutti quei casi di quadratura del!e sezioni cox,nche
che si possono trattare algebricamente, la determinazione dell’area
dell’iperbola esigendo logaritmi.

9, Tutti questi cultori della teoria delle coniqhe — eccezion
fatta al piti per Archimede — appartengono alla preistoria di queste
curve; la vera storia si apre con Apollonio Pergeo, al quale QOb.blamo
una instauratio ab imis fondamentis di tutta quella dlselphna e!:l
un’ottima esposizione della stessa, che, per lungo volgere dJ gecoli,
venne ascritta fra i-classici delle scienze esatte e che oggi ancora,
dopo due mila anni, ispira ammirazione e merita agsuiuo stu(h(_).
Secondo taluni I'innovazione arrecata dal geometra di Perga consi-
sterebbe nell’avere egli avvertita l'esistenza in qualunque cono retto
di sezioni piane di tutte tre le specie; ma, siccome sembra‘, inammis-
sibile che siffatta osservazione sia sfuggita totalmente ai geometri
anteriori, cosi & pill verosimile ammettere che il cambiamento da
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lui proposto sia stato piuttosto d’indole metodologico e consistesse
nello scegliere come punto di partenza quella definizione universale
delle coniche che guida a tutte le forme di cui queste sono capaei.
Ammesso cid, riesce evidente il perche egli sia stato costretto ad
abbandonare I'antica nomenclatura di Aristeo (ved. n. 8) e pro-
porne una nuova, che é tuttora in uso.

Spento Apollonio, comincia la decadenza della geometria greca;
pessuna meraviglia, dunque, se, dopo di lui la teoria delle coniche
rimase stazionaria. Come unico progresso si puo additare un passo
+della Collezione matematica, che prepara lo studio delle coniche
come luoghi dei punti le cui distanze da un punto fisso e da una
retta fissa serbano un rapporto costante; quanto ad un noto opu-
scolo di Sereno (di Antissa od Antinonopoli) ove & dimostrato essere
ellittiehe le sezioni prodotte da piani in un cilindro, esso va ricordato
soltanto come modesto complemento alla grande opera apolloniana.

10. Anche nell’epoca che segui da presso il Rinascimento, la
teoria di cui stiamo seguendo lo sviluppo, rimase pressoche nello
stato in cui lasciolla Apollonio; ma, piti tardi, due ritrovati, entrambi
straordinariamente importanti, vennero ad .infonderle vita novella
€ rimetterla di moda; sono: la scoperta fatta di Keplero che le tra-
iettorie descritte dagli astri del nostro sistema planetario altro non
sono che ellissi aventi per fuoco il sole; e l'invenzione della geo-
metria analitica, la quale portdo a concludere che, nel metodo car-
tesiano, tutte le sezioni coniche sono rappresentabili mediante equa-
zioni di secondo grado fra le -coordinate di un punto, a differenza
delle rette che lo sono mediante equazioni del primo; da allora in
poi le coniche vennero riguardate piuttosto come « curve del se-
conde ordine » che come luoghi solidi, al pari delle rette che vennero
di preferenza considerate come «linee del primo ordine » .

E noto che l'invenzione delle coordinate distolse molti dei
contemporanei e degli immediati successori di Descartes e Fermat
dalle ricerche di geometria pura, tanta era la singolare malleability,
¢ lammirabile potenza del nuovo strumento. Cid6 non ostante,
anche in quest’epoca la geometria intesa nel senso degli antichi
non maned di valorosi cultori, per opera dei quali la teoria delle
sezioni coniche si allietd di perfezionamenti degni di nota. Ricordisi,
infatti, che Desagues introdusse in tale disciplina i fecondi concetti
di proiezione ed involuzione, giungendo cosi a stabilire nuove pro-

posizioni importanti; che Pascal scoperse la celebre relazione esi-

!) Essendo le coniche curve del 20 ordine, il BrrLLaviTis le chiamd dit-
tome, essendo della 2% classe diattomene; analogamente egli designd con
n-tome le curve d’ordine n e con n-tomene quelle di classe n; tale nomen-
clatura non venne adottata e cadde ben presto in dimenticanza. Nella scuola
del CAYLEY invece le curve di 3° ordine sono chiamate tertians, quelle del 40
quartians, ecc.
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stente fra sei punti.quali si vogliano di una coniea e la pose a fonda-

mento di una trattazione metodica delle curve del second’ordine?); -

e che il de la Hire applicd largamente le nozioni di polo e polare;
in particolare, considerando la polare di un fuoco, arrivd al con-

cetto di direttrice. E sarebbe ingiustizia il condannare all’oblio -

la «generazione organica delle coniche» scoperta dal Newton —_
modello e germe di tanti studi congeneri! — e le eleganti costru-
zioni che quel sommo ha indicate per le coniche soggette a cinqu¢
condizioni. Vanno ancora citati nomi del Mydorge e del Boscovich,
nonché i lavori del Conte di Fagnano e di Eulero intorno. alla retti-

ficazione dell’ellisse, i quali, validamente proseguiti e conveniente-

mente allargati, produssero un nuovo ramo di analisi, cioé la teoria
delle funzioni ellittiche; a noi importa specialmente notare come

negli scritti del grande matematico italiano ora ricordato s’incentri 2

la curva rappresentabile in coordinate cartesiane ortogonali me-
diante l’equazione
2429 =a:

& costume d’indicarla col nome di ellisse di Fagnano o anche ellisse
equilatera 3).

11, Nuovi metodi e nuovi teoremi relativi alla teoria di “eui
stiamo segnalando le fasi di sviluppo sono dovuti ai geometri del
principio del Sec. XIX. Primo va nominato il Brianchon, il quale
legd il proprio nome alla proposizione correlativa di quella di Pasecal,
e, in collaborazione con Poncelet, studid quella speciale sezione co-
nica che disimpegna, rispetto all’iperbole, una parte analoga a quella
rappresentata dal cireolo rispetto all’ellisse, cioé I'iperbole equilatera

1) 11 lavoro di PascaL a cui alludesi qui andd perduto; il solo pream-
bolo, copiato da LEiBxiz, si & salvato e venne pubblicato dal GERHARDT
(Der Briejwechsel von G. W. Leibniz mit Mathematikern, I Bd., Berlin 1899);
ivi & adoperato il vocabolo autbola per indicare una conica chiusa (ellisse
o circolo). :

1) Metodo per misurare gli archi di quella ellisse conica, il cui asse mag-
giore & medio proporzionale tra Passe minore, ¢ il doppio del medesimo asse
‘minore (Produzioni matematiche, T. II, Pesaro 1750).

3) Cfr. F. J. Stupnicka, Ueber die charakteristischen Eigenschaften
der sogenannien gleichseitigen Ellipse (Pragee Ber., 1901). Altra speciale el-
lisse & quella di equazione

z!
e 2 o gt
3 + ¥ a

la quale gode la proprieta che un estremo dell’asse focale forma un trian-

olo equilatero con gli estremi dell’asse minore: v. M. D’OCAGNE, Cours
“de géométrie, T. 1 (Paris 1917), p. 117 e 122. Un’altra conica speciale, non
rea(l;e, g’incontra nella nota di E. V. HoNTINGTON e J. K. WHITTEMORE
dal titolo Some eurious properiies of conic touching the line infinily ai one
of the circular points (Bull. Amer. math. Society, T. VIII, 1901).

I
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0 iperbole wtégonale 1). Inoltre, il Poncelet stesso, applicando i me-

todi di cui & I'inventore, considerd le coniche come eurve omologiche
del circolo e mise in luce tutta la. feconditd di siifatto concetto.
Poco-dopo, J. Steiner in Germania e M. Chasles in Francia, rimisero
in circolazione l’antico concetto di rapporto anarmonico e dimo-
strarono cosi la possibilith di concepire le curve del second’ordine
come prodotti di forme fondamentali di prima specie in corrispon-
denza proiettiva. E lo Staudt, non soltanto insegnd a depurare
tale definizione da qualsia ingrediente metrico, ma a definire in
un modo uniforme le coniche reali e le immaginarie, rignardando
le une e le altre come curve unite di polaritd piane:

Nel frattempo gli analisti applicavano alla triade di Menecmo
tutti i metodi di coordinate che venivano di mano in mano inventati,
in particolare i procedimenti caratteristici della geometria intrin-
geca 2); inoltre veniva ravvisata una relazione fra la geometria delle
rette dello spazio e la totalita delle coniche di un piano soddisfa-
centi ad una certa condizione ?); finalmente si gettavano le basi di
una geometria dello spazio avente la conica per proprio elemento
fondamentale.

Questi sono forsé tutti i nuovi orizzonti che la geometria mo-
derna aperse dinnanzi alla teoria delle coniche; ma come mai po- -
tremmo illuderci di porgere un’idea di tutte le prerogative — fra
cui trovasi persino delle « social properties » 4) — che vennero rile-
vate in quelle celebri curve? Una semplice raccolta degli enunciati
delle proposizioni che vi si riferiscono riempirebbe parecchi pode-
rosi volumi ®); noi dobbiamo pertanto vietarci di intraprendere un
lavoro, non privo di interesse, ma che farebbe deviare il presente

‘seritto dal cammino che gli venne assegnato. D’altronde, tanto nu-

merosi e pregevoli sono i trattati analitici e sintetici sulla teoria a
cui & consacrato il presente Capitolo, che nulla & pit agevole del
formarsi un’idea dello stato in cui venti secoli di lavoro pressoché
ininterrotto portarono una delle pit belle discipline che annoveri
la geometria.

1) B 1a curva che O. TERQUEM propose ai propri connazionali di chia-
mare brevemente Hypercle (Nouv. Ann., T. X, 1851, p. 127).

). E. CEsARoO, Lezioni di geomeiria imirinseca (Napoli 1896), p. 38-39;
PrronpINI, Sur la conique osculatrice des lignes planes (Jornal di Teixeira,
T. XI, 1894). Al lettore desideroso di ragguagli sulle origini, le fasi di
sviluppo e lo stato attuale di questo ramo della geometria va consigliato
lo studio del Bericht iiber den gegenwdrtigen Stand der Lehre der natiirlichen
Koordinaten (Bibl. mathem., 3* Serie, T. I, 1900, p. 142-159) di E. WSLFFING).

3) V. una lettera di L. CREMONA a E. BELTRAMI inserita nel Vol. X

. (1872) del Giorn. di matem.

4) Cir. la curiosa opera The romance of mathematics di cui parla « Na-

ture», May, 8, 1888.

5) In generale si veda I'articolo di F. DiNGELDEY, Kegelschnitte und

" Kegelschnitisysteme nel T. 111 dell’Encyklop. d. mathem. Wiss. Riguardo alle

applicazioni pratiche, v. PoprPE, op. cit.,, p. 99-110 e 194-209.




LIBRO II.
CURVE DEL TERZ’ORDINE.

CAPITOLO PRIMO

Classificazione.

12. Nel mentre andavasi perfezionando la teoria delle sezioni
coniche, si adunavano, quasi inconsciamente, i materiali per la dot-
trina delle eurve d’ordine superiore, fra i quali occupano un posto
cospicuo le antiche investigazioni concernenti alcune cubiche spe-
ciali di cui terremo parola nel presente Libro. Ma la teoria gene-
rale delle curve di un ordine determinato, in particolare quella delle
curve del terz’ordine, non poteva sorgere, né sorse, se non dopo di
essere giunti in possesso delle nozioni di «ordine di una curva» e
di « curva generale nel proprio ordine », cioé dopo I'invenzione del
metodo cartesiano, del quale quelle nozioni sono un portato na-
turale. Conferma questo modo di vedere il fatto che, se nel 1637
pud dirsi nata la geometria analitica!), meno di trent’anni dopo

Newton 2), eseguendo la classificazione delle cubiche piane, gettava.

i fondamenti per uno studio metodico di queste curve. Tale studio
venne di poi validamente continuato e fu fecondo di tali e tanti
risultati che le curve suddette vanno annoverate fra le figure geo-
metriche la cui conoscenza ¢ pressoché perfetta 3).

Come cardini della loro teoria si possono considerare: 1° i vari
metodi per costruirle geometricamente, fra cui meritano un posto
cospicuo quelli di H. Grassmann, che furono studiati da vari autori4)

1) Perché nel 1637 venne pubblicata la Géometrie di Descartes.

2y Cfr. la memoria di W. W. Rouse Baiir, On Newton classification

of cubic curves (Proc. of the Lond. Math. Soc., T. XXII, 1891), a cui ricor-
remmo pil volte nel redigere il presente Capitolo.

3) 81 veggano, oltre alle opere di PLiUCKER, SALMON, CREMONA e CLEBSCH-
LINDEMANN sulle curve piane in generale, le opere speciali quali: DUREGE,
Die ebener Curven dritier Ordnung (Leipzig, 1871), SCHROTER, Die Theorie
der ebemen Kurven dritter Ordnung (Leipzig 1888), ecc.

4) F. KoLMEL, Die Grassmann’sche Erlge gsweise von ebenen Kurven
dritter Ordnung (Diss. Tibingen, 1886); H. Frirz, Ueber die erste Grass-
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e gvolti ulteriormente; 2° le proposizioni riflettenti la configurazione
dei flessi di una di esse?) 3° il « teorema del Salmon »2) affermante
la costanza del birapporto delle quattro tangenti che si possono con-
durre ad una cubica esente da punti singolari di un punto gua-

‘lunque di essa: il valore di detto rapporto € un numero invariante

per trasformazioni proiettive della eurva, é anzi I'unico invariante
assoluto che la curva possieda 3).

13. Fra le proposizioni del secondo dei gruppi testé enumerati
fissiamo la nostra attenzione sopra quella che dice: «una cubica
reale ) possiede almeno un flesso reale ». In virti di essa noi po-
tremo prendere come un vertice (A4;) del triangolo fondamentale
di un sistema di coordinate omogenee (z,, x,, #3), a cui riferiamo
una cubica reale I, il flesso reale the essa possieda e la relativa
tangente come uno dei lati (a,) del triangolo suddetto uscenti da
A, L’equazione della curva assume in conseguenza la seguente

* forma:

o’ = -772{ Ayy B+ gy By + g3 B3+ 2 Qo Tp By +2 gy T3 01 +2 04, 2 wz}
: (@i = azy)
ossia, supposto as;; + 0,

Q35 7% = T (a1 Azz — 0Py) T2 + (@gy gy — Age?) @2, +
+ (B3 By - oy Ty + A5y T3)° + 2 (@ Gg3— G153 Agy) Ty Ty -

Facendo quindi il cambiamento di coordinate determinato dalla
formola
M@y + Qg3 Ty + By Ty = T

potremo scrivere

.
@y T'% = G5 B3 + (@Py3 — @y; @g3) BF; @ +
+ 2 (@33 Qg3 — @y Qg3) Ty By + (aPy3 — Gy ag5) %5,

mann’sche Erzellgungsweise von ebenen Kurven dritter Ordnung (Progr. Darm-

stadt, 1889); K. Scamipr, Untersuchungen iber Kurven dritter Ordnung in
Anschluss an eine Grassmann’sche Erzellgungsweise (Diss. Giessen, 1908).

1) Cir. H. WEBER, Lehrbuch der Algebra, 11 Bd. (II Anfl., Braunschweig
1889), p. 390 e segg.

. ) Théorémes sur les courbes du troisiéme degré (G. di Crelle, T. XLII,
851). -

3) Giova anche osservare che i fondamenti per una trattazione me-
todica delle proprietd metriche delle cubiche piane furono posti da J. THOMAE
nella memoria Ueber orthogonale Invarianten der Curven dritter Ordnung
(Leipzig. Ber., T. LI, 1899, p. 314-353).

4) Chiamiamo in genere reale una curva rappresentata da un’equa-
zione a coefficienti reali, quantunque, se & d’ordine pari, essa possa essere
costituita tutta di punti immaginari.
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Cambiando, per semplificare, le notazioni, vediamo pertanto

che, scegliendo opportunamente il sistema di- riferimento, l’ecua-

zione di qualunque cubica reale si pud ridurre alla forma seguente:

1 :xzm’:,:aoaf";+3alm’1m2+3a,w1w’,+asx“,i

Se ora si- proietta all'infinito il lato a, del triangolo fondamentale

e quindi si pone @, =, =1,2; =y, si trasforma la (1) in
quest’altra

@) P =2 +3a,0° + 30, + ag,.

le quale rappresenta le curve chiamate parabole divergenti; proiet-'

tando invece all’infinito il lato a; e facendo in conseguenza
&y =@,y =Y, , % =1, si ottiene

]

3) ?I=aowa+3ala}gy+3a2xy2+asy3'

Ritorneremo nel n. seg. su queste equazioni, ma intanto osser-
viamo che la (1) & suscettibile di ulteriori trasformazioni; scegliendo
infatti convenientemente il vertice 4, ed il punto unitd del sistema
di riferimento, essa & riducibile alla seguente

n g %y — @, (&g — 73) (B 2y — 2) = 05

le tangenti condotte a questa curva dal punto A, hanno per equazioni:
Xy =0,0,=0,0,—, =0,Fe,—x, =0;

onde il birapporto che esse formano & ¥*; questo ¢ dunque l'inva-

riante assoluto della curva. Ora, chiamando ¢ un fattore di propor-
zionalitd e A un parametro, la (4) & identicamente soddisfatta col

porre

9‘”1:199%:}*379%:\[(1—12) 1—88;

ma se si pone
. A=snu

e gi suppone che il modulo di questa funzione ellittica sia k, mentre
K e K’ abbiano gli ordinari significati, si ha pure

5) oL, =8nU,0T, =8mPu,pT;=cnu-dnu.

Queste equazioni costituiscono la rappresentazione parametrica di

Olassificazione ' : 17

una cubica mediante funzioni ellittiche Jacobiane?!); in corrispon- *

denza .Ia condizione di collinearitd di tre punti &

uy 4 Uy + s =0 (mod. 4 K,24 K')

Aﬂ’analoga rappresentazione mediante funzioni ellittiche di

‘Weierstrass si giunge servendosi dalla (2); infatti con un semplice

spostamento dell’origine essa mutasi in quest’altra
(6) Y2 =a,a® + 3a,r + ay;

ora, se si considera una funzione p che sia legata alla propria deri-
vata p’ mediante la relazione

, 3
p2=4p3z+-3—93_—:pz+a3
/_“p_
|l

e gi pone
3/4
(M =\ —pz,y=p'%2,
L)

la (6) sard identicamente soddisfatta; onde le (7) somministrano
la rappresentazione parametrica della curva (6). Assoggettando
quest’ultima ad una trasformazione proiettiva arbitraria, si con-
clude che qualunque cubica piana pud rappresentarsi col mezzo
di equazioni della seguente forma:

8) ow;=a;pz+b;p’z+e; (i=123);

allora la collinearitd di tre punti & caratterizzata dell’analoga con-

gruenza
2+ 2+ 23 =02,

14. Le formole (2) e (3) del n. prec. porgono anche la risposta
alle seguenti importantissime questioni: per le curve del terz’ordine
accade, come per quelle del secondo, che tutte possano dedursi da
una di esse mediante proiezione? E, in caso negativo, quali sono i
tipi fondamentali da cui, per proiezione, possono ricavarsi le forme
di tutte quelle curve? Per rispondere ripigliamo la (2) e seriviamola
come segue:

1) A. HArRNACK, Ueber die Verwerthung der elliptischen Functionen fiir
die Geometrie des Curven dritten Grades (Math. Apn., T. IX, 1876).

2) HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications,
T. 11 (Paris, '1888), cap. XI. .

2, — G. Lorwa, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.




18 o " Libro 11 — Capitolo I

@) P =a@—a) @—ay) @—ag),

dopo di avere notato che a, si pub gsempre supporre. pogitivo ed - -

inoltre le notazioni scelte in modo che, quando a,, a,, a; sono reali,

si abbia a; Za,<a;. Ora ¢ chiaro che ’equazione (2’), a norms . i

della natura e della grandezza relativa delle a,,a,, a;, pud pre-
sentare i seguenti cingue casi e questi soltanto:

, 1. a,,0,,as reali ¢ disuguali. Si seguino sull’asse delle o i
punti 4,, 4,; A; aventi per ascisse i numeri a,, a,, a3 ; e si osservi
che per ottenere punti reali della curva bisogna supporre che sia
a; <o < a, oppure & = a4; & facile dedurre da cid che la curva consta

di un’ovale passante pei.punti 4, e A, e di un ramo infinito pas-

sante per A,; essa ¢ chiamata da Newton !) parabola campaniformis
cum ovali, complex dal Cayley 2). : .

I1. a, reale, ay e a, immaginari coniugati. Scritta in tal caso
la (2') come segue

¥ =ae—a){ @—pr+¢},

vedremo che si ottengono punti reali della curva solo supponendo

x> a,; si pud trarre da cid la conseguenza che la curva consta di

un solo ramo infinito; & la parabola pura di Newton 3), la curva

simplex del Cayley.

Questa curva come la precedente, & priva di punti singolari;
le ipotesi I e IT danno anzi le forme tipiche fondamentali delle cu-
biche piane prive di punti singolari. Data una cubica mediante
la sua equazione in coordinate omogenee o cartesiane, per ricono-
scere se sia della forma I e della IT basta calcolarne l'invariante as-
soluto; se esso risulta reale la curva & una compler, se & immagi-
nario & una simpler; p. es. & una comples ogni cubica armonica, &

inVece una simplex ogni cubica equidnarmonica %). Per lo studio delle:

due curve I e II & utilissimo in molti casi I'imapiego della seguente
equazione canonica

9) By + 2%+ b6k, raxy =0,

. 1) Enumeratio linearum tertii ordinis (Londini 1706); ristampato “in
I. NEwWTONII M?Igmscule mathematica, philosophica et philologica (Lausanne

et Genevae, CCXL1V), T. L
*) Veggansi gli seritti On the inflexions of the cubical divergent para-

bolas (Quart. Journ., T. VI, 1864), On the classification of cubic curves (Cam-

bridge Trans., Vol. XI, Pars 1, 1866) e On the cubical divergent parabolas
(Quart. Journ., T. IX, 1868), ristampati nei Volumi V e VI di The collected
Papers of A. Cayley (Cambridge 1892-93).

3) H. MUrRDOCH (Newlon genesi curvarum per umbras, Londini 17486)

ha distinte tre specie di parabole, due delle quali chiamd ampullate e cam-

paniformi.

4) Queste importanti osservazioni, colleganti la forma di una cubica
al valore del suo invariante assoluto, appartengono al CrEMoNA (v. le Con-
siderazioni sulle curve piane del terz’ordine, Giorn. di Mat., T. II, 1864).

~cubics obtained by Steinerian transformations (Colorado Studies,

© 7 Dlassificazione ; ) ’ } BT )

" _che si ottiene a,ssumendovroome triangolo fondamentale quello dei
" triangoli sizigetici che & realel). ‘

HL a, = a, e a, reali; la (2') diviene in tal caso

¥ =ay(x - a,)? (x — a3)

e prova che il punto A4,(a,, 0) & un punto isolato della curva, la
quale eontiene poi infiniti punti reali corrispondenti a valori di -
©Za, ed & chiamata parabola punctate da Newton, acnodal dal
Cayley. : :

1V. a, € a, = ay reali; dall’equazione della curva

’ ¥ = 4y (0 — ) (@ — a)?

emerge che il punto 4, (a,,0) ¢ un punto doppio della curva, di
cui tutti i punti reali si ottengono per # = a,: & dessa la parabola
nodata del Newton, la crunodal del Cayley. _

V. Se finalmente i tre numeri a, , @, , a; sono reali ed eguali
fra loro, la (2') pud seriversi :

o P=a,@—af;

1a curva corrispondente ha una cupide e quindi & chiamata parabola
cuspidata da Newton, cuspidal dal Cayley.

Dalla discussione tegté compendiata si trae la celebre propo- -
sizione chiamata dal suo scopritore, Newton, «genesis curvarum -
per umbras », che risponde alle domande fatte in prineipio di questo
numero e si enuncia cosi: Qualunque cubica piana pud venire pro-
iettata in una delle cinque parabole divergenti?). -

A questo teorema ne fa riscontro un gltro non meno notevole.
Per stabilirlo ricorriamo all’equazione (3) e notiamo che essa rap-
‘presenta una curva avente per centro lorigine, perché non si al-
tera cambiando i segni di entrambe le coordinate; ora scrivendola

i sotto la forma

(3" Yy=0a,@—0a,y)(T—ayy) (@—azy)

1y Servendosi di questa equazione si pud ottenere un’altra rappresen-

. tazione parametrica delle cubiche piane: v. H. SIEVERT, Die Parameter-

darstellung der Kurven 3. Ordnung durch Thetafunktionen (Progr. Beyreuth.
1905-06). .

¢) Quest’importante proposizione costituisce il fondamento delle ri-
cerche di F. KoLmMEL, Ableitung der verschiedenen Kurven dritier Ordnung
durch Projektion und Klassifikation derselben (Progr. Ettenheim 1894, Mos-
bach 1895, Baden-Baden 1904). Tema analogo hanno le memorie di H.

- WIENER, Die Eintheilung der ebemen Kurven und Kegel dritten Ordnung

in 13 Qattungen (Halle-a. S. 1901) e dell’EmcH, Newton’s five Ty@eslojlyggge
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i vede che essa si presta ad una discussione perfettamente analoga
a quella fatta sulla (2’), onde'le curve corrispondenti, si - distribui-
scono -in cinque categorie; da cid si trae il seguente teorema .di
Chasles ): Qualungue curva piana del terz'ordine si Pud proiettare
in una delle cinque cubiche dotate di centro 2).

"' Similmente dimostrasi che ogni cubica piana esenie da punti

singolari si pud proietlare in allra che sia simmetrica rispetto a un
» triangolo equilatero 3).

15. Alla ripartizione di tutte le cubiche piane in cinque cate-
‘gorie non si & arrestato Newton; considerando il modo in cui si
comportono all'infinito, egli stabili l'esistenza di 72 specig, a cui

altre 6 vennero aggiunte poi. Per denominarle egli adoperd una -

nomenclatura particolare la cui essenza emerge dalle seguenti pa-
role di lui: « Enumerando curvas horum casuum hyperbolam voca-

Dbkt inscriptam, quae tota iacet in asymptotén angulo ad instar .

hyperbolae conicae; circumscriptam, quae asymptotos secat, et partes

abscissa in sinu suo amplectitur; ambigenam, quae uno crure in--

finito inscribitur et altero circumscribitur; convergentem, cujus crura
concavitate sua se invicem respiciunt et in plagam eandem diri-
guntur; divergentem cujus crura convexitatae sua se invicem re-
spicinut et in plagam contraries diriguntur; cruris contrariis prae-
ditam, cujus crura in partes contrarias convexa sunt, et in plagas
contrarias infinita; conchoidalem, quae vertice conmcava et cruris
divergentibus ad asynptoton applicatur; anguineam, quae fexibus
contrariis asymptoton secat et utriusque in crura contraria produ-
citur; cruciformem, quae conjugatem decussat; nodatam quae se
ipsa decussat in orbem redeundo; cuspidatam, cujus partes duae
in angulo contactus eoncurrunt et ibi termindtur; punctatam, quae
conjugatam habet infinite parvam, id est punctum; et puram quae,
per impossibilitate duarum radicum, ovali, nodo cuspide et puncto.
conjugato privatur. Eodem sensu parabolam. quoque convergentem,
divergentem, eruris contrariis praeditam, eruciformem, nodatam, cu-

spidatam, punctatam et puram nomirabimus ». Inoltre Newton '

chiama iperbolismo di una data linea, la curva che si ottiene dal-
I'equazione cartesiana di quella mediante la trasformazione

, , ¥4
T =2,y =m—.
€

1) V. la Nota XX dell’Apercu historique etc. (1837).

%) In conseguenza le curve di 3° ordine a centro sono dette da F. GoMEs
TEIXEIRA «cubiche di Chasles»: v. Obras sobre mathematicas, T. IV (Coimbra
1908), p. 143. -

3) CLIFFORD, On triangular symmetry (Math. Papers, London 1882,
p. 412-414). ‘

4) Cfr. la nota di F. Gomes TEIXEIRA, Sobre os hyperbolismos das co-
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Degli altri nomi da lui usati il significato emerge dalla seguente
tabella che riassume la sua classificazione: alla quale classificazione
il grande geometra arriva riducendo, mediante oppertune trasfor-
mazioni di coordinate, ’equazioni cartesiane di tutte le cubiche a
quattro forme canoniche, esse pure indicate nelle seguente tabella;

_nell’ultima colonna della quale abbiamo indicato il numero delle

specie di ogni genere, tenendo separati i numert delle specie aggiunte
dai commentatori posteriori: ‘

L oy*+ ey=—ax® 4 bs* + cx + d

. ddiametrali ............... 9 specie -

a > 0 iperbole ridondanti monodiametrali ........... 1242  »
od iperboliche tridiametrali............... 242 »
ad asintoti concorrenti ..... 9 >
a > 0 iperbole difettive { adiametrali ............... 6 »
od ellittiche monodiametrali ........... 7T »
b+ 0, iperbole { adiametrali ..................... 7 »
paraboliche ! monodiametrali ................. 442 >

a=0 iperbolismi % ¢ > 0, iperb. diiperbola... 4 specie
b ==0, iperbo- centrali ¢ <0, » diellisse..... 3 »

lLismi

di coniche ¢==0, » diparabole... 2 »
II. axy==az®+ bx*'+ cx + d Tridente 1) ................. 1 »
HI y*=—0x® + b2+ cx + y Parabele divergenti ......... 5 »

IV. y=az® + bx* 4 cx + d .. Parabola cubica o di Wallis 2y 1 »

16. La classificazione newtoniana subi in processo di tempo
delle trasformazioni ed ebbe dei miglioramenti, ma la nomencla-

" tura ivi adoperata non & peranco scomparsa dalla letteratura mate-

matica. Ma una sessantina d’anni fa un compatriota di Newton,
F. W. Newman, ritenne consigliabile arrecarvi una modificazione
radicale, collintrodurre nomi presi a prestito dalla botanica, dal-

- architettura e dalla vita comune%). Le sue proposte vennero ac-

colte con indiiferenza e ben presto caddero in completa dimenti-
canza; se noi qui le togliamo dal sepolero in cui giaccion gli &, non
gid colla speranza di infondere loro nuova vita, ma perché vi siamo

costretti dalla tirannia del tema che trattiamo. Ci limiteremo perd

nicas (Porto Am&s, T. 11, 1907). Giova osservare che il nome di iperbolismo
centrale, venne introdotte dal CAYLEY per indicare I'iperbolismo di una co-
nica a centro.

1) Cfr. F. Gomes TrIXEIRA, Obras citate; T. IV, p. 103.

%) F. SiBIRANI, Aldune proprieta metriche della cubica del Wallis (Per.
matem., T. XXI, 1906).

*) Veggasi la nota On curves of the third degree, here called « Tertians »

(Brit. Ass. Reports; Exeter, 1869).
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.z : ; c=d=0- Glglio
% . ¢ > 0,d>0 - Tulipano
5 (W= e +d {07 070 Gincinto
6. ) ¢=0,d< 0-Convolvolo
g( ¢>o0,¢> b Garofano
. a8 ¢ = b - Fuxia o calice nodato
9. ‘ayz #—3¥zr+28 c=—b - Antifuxia o ecalice cla,vato D]
10.° ¢ < b-Bulbo
11, zy® = a® Palma
12. 22 =3 b (a — ) Arco 2)
13. o (3° + b2) = aby ’ Arco cutvato
14. 2 (y* — b?) = aby Pilastro
. 15. z (2 — b?) = ab? Archivolto o Tunnel
16. 2 =ma® +uar +p,m>0 " Vaso
17. )
: seb>0s0*0 Ummna
ig ( zy: =m {(x + b)? + ) 1 ¢=0 Urna clavata
g seb<0?c;t0’Tazza,
20. ¢ =7t e=0 Tazza clavata
g; KEay? = (@ — z)? Plramlde -
{ e (o ,ya>b -Cirro
23. Pyt = (e —a) (b—2) ; a <b - Tumulo sopra-clavato
24. Tumulo sotto-clavato
25. g prry: = (a—ux) (b + ) z a > 0 b - Capito (testa grande)
26 a =0b-Elmo
27. ‘ d > 5 Tumulo
28. z prry: =—a® 4+ 3bat +3ca:+d§ d = b® Cippo
29. : d < b® Sfinge
30. /ﬂ Tyt = (m — ) (¥ — z) (p — =) Monte e luna
31. , d > b® Monte e palude
32. g wray®=(m—z) (v + ) (p + x) ; d = b® Qrologio e pendolo
33. ) | d < b® Campanae martello
4. = o+ b Cornuto
. 35. g%cos 20 =a*by 0+ b2 ~ Farfalla
36, ) o . ™ @ +0  Triiuga 6 Tri
37. { pry=w@—ap+b } 40 Triga stellata.
38. p 2 2y? = (v — u)? Gru
39. oyt = (x—mp (v — u) Gru e sacco

a preseﬂta.re qui l’elenco dei nuovi nomi aceompagnam dalle equa- .
zioni cartesiane del}e curve corrispondenti.

1. ag® = a? ’ . Staffile
2.y3—~am§+ba>2+cm+d Calice

- @y = (@ —m) (v —u) (zr— p) Bilanciqo e carro

1) Da clavus = chiodo, preso nel senso di punto isolato.
%) Nel significato di a;'ma P

;

Classificazione

41. ‘u wgﬁ (x — m) (x + ») )x + p) Trofeo
42. Py = (x—m) (@ + u)? Vaso di fiori nodato.

Fra le curve ora enumerate alcune sono suseettibili di qua-
dratura indefinita algebrica: tali sono alcune di quelle che portano
i numeri 22-26, 39 e 42 ed in generale tutte quelle che si possono

" rappresentare con equazioni del seguente tipo

azx Vm + 3m
v= 3m t—m
siffatte curve sono chiamate dal Marie, che primo le considero?),
trefles.

17. Lasciamo al lettore di giudicare I’opportunitd e bontd della
nomenclatura newmaniana, ed osserviamo che tutte le cubiche di
cui ci dovremo occupare sono dotate di punti multipli, o passano
pei puntl ciclici, oppure godono di entrambe queste prerogative;:
onde noi gmdlchlamo opportuno di esporre nei due Capitoli seguentl
le proprietd piu cospicue delle cubiche razionali e delle cubiche cir-
colari 2). Prima perd vogliamo fare menzione di due particolari curve
del terz'ordine notevoli benché non appartengono né all’una né
all’altra delle categorie testé segnalate.

La prima appartxene alla, classe delle curve fisico-matematiche
giacche risolve il seguente problema di meccanica: «Dati sopra

una retta orizzontale due punti A4, B, trovare una curva I tale . .

che, dettone P un punto qualunque, la somma dei tempi di discesa
ed ascesa di un punto pesante sopra le due rette A P, P B sia co-
stante ». Presi come assi 1a retta 4 B e quella che blseca ad angolo
retto il segmento A B = 2a, si trova come equazione della curva I'

la seguente:

Fr@—yF V’:ﬁ# @ty
gw gz

Fuss, che ha stabilito questa equazione 3), ha notato che

1) Réalisation et usage des formes imaginaires en géométrie (Nouv. Ann.,
3» Sene, T. X1, 1892).

2) Si sono considerate anche le cubiche ortiche, che sono apolari rispetto
ai due punti ciclici del piano; nspetto a una tale curva tutte le coniche po-
lari sono iperboli equilatere: v. E. BrooKs, A note on the orthic cubic
curves (J. Hopkins Univ. erculars 1904).

%) De descensu gravium super arcuuwm lemniscatae (Mem. de Pétersbourg,

T. IX, 1824).
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la curva da essa rappresentata, offre molta analogia d1 forma con
concoide di Nicomede (v. n. 66). .

La seconda ¢ il luogo dei punti le cui distanze da tre rette date
formano un prodotto costante; la sua equa.zmne & quindi:

(x cos a; + y sen al—pl) (@ cos @y + ¥y sen a, — p,)
(x cos a3 -+ y sen @3 — pg) = ad.

La curva ha tre punti reali all'infinito e fu chiamata da G. Kor-
neck, che se ne & occupato ), iperbole cubica: essa si presenta anche
come luogo dei centri delle coniche di data area tangenti a tre rette
date; notiamo per incidenza che il luogo analogo per le coniche di
data area passanti per tre punti dati ¢ del sesto ordine.

Supponiamo in particolare che si parta dal triangolo isoscele
rettangolo avente per lati gli assi coordinati e la retta z + y — p=0;
la curva risultante ha a]lora per equazione

~ e e,

. fvy (x+y—P) — @

ora se noi facciamo tendere P a 0 si arriva alla curva studiata da
J. Alvera nella sua Diss. di laurea (Rostock, 1873); la corrispon-
dente Hessiana consta nella retta all'infinito e della coppia di rette
immaginarie coniugate rappresentate dall’equazione

I tre asintoti della curva concorrono in un punto (l'origine), '

proprietd condivisa dalle cubiche di eui tutte le coniche polari sono
cireoli; degli asintoti di una tale curva uno solo & reale e detti a,
gli angoli che esso fa con gli altri due, sussiste la relazione

cot (¢ — f) = cot,a — cot §2)

Parecchie cubiche sono collegate a un triangolo, ma noi non ci

arrestiamo su di esse, perché sono esenti da speciali prerogative 3).

* Notiamo piuttosto che una coppia di triangoli ABC,X Y Z si-

1) Eine mathematische Abhandlung iiber den geometrischen Ort der Mit-
telpunkte von KegelschRitten, von denen 3 Tangeaten oder 3 Punkten nebst
der Fliche gegeben ist (Progr. Ort., 1868). V. anche E. C2UBER, Ueber cinen
geometrischen Ort und eine damit’ 2usammenhdngende Fliche (Monatshefte
Math. Phys., T. III, 1892).

) M. STUYVAERT Point 7ema'rquable dans le plan d’une eubique (Nouv.
Ann. de mathém., 3¢ Ser., T. XVIII, 1899).

3 J. NEUBERG, Sur les cubiques de Darboux, de Lemoine et de Thomson
(Ann. Soc. se. de ﬁmxelles, T. XLIV, 1924-25); DEAUX, Sur les cubiques
de Darboux et de Lucas (Mathésis, T XXXVIII, 1924)

]
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tuati nello stesso piano dia luogo a una notevole cubica, come ora
diremo: Si' consideri il luogo. di un punto M ‘tale che i tre punti
MX-BC,MY-CA,MZ- AB siano in linea retta; godranno allora
della stessa proprietd i punti MA-YZ ,MB-ZX ,MC-XY, e il
luogo di M sard una curva di terz’ordine!). Assunto infatti per fon-
damentale il tria.ngolo A B C, come equazione del luogo di M de
finito alla prima maniera si trae (dette z;,y;,2; le coordmate di
X, Y, Zea;f,yle coordmate correnti):

(y&,—axy) (@ys— By1) (B2s—j2) =
(@zy— B @) (Bys—JYe) (21— 23);

ora a questa forma si pud ridurre ’equazione del luogo del punto
M definito nella seconda maniera.

1) 'H. BATEMAN, A cubic curve connected with two triangles (Bull. Amer.
math. Soeciety, T. I&XXIII 1927).

y
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CAPITOLO II

Cubiche razionali in generale.

18. Tre delle parabole divergenti descritte nel n. 14 sone do-
tate ciascuna di un punto doppio; segandone una ¢on le rette
del fascio avente per centro il relativo punto singolare nasce una
cotrispondenza univoca tra i punti della curva ed i valori di un
- parametro, la quale mostra essere la curva stessa razionale. Pro-
iettando in modo arbitrario tale curva si arriva alle formole seguenti:

@ 0@ =au, Bt ag B +aphta,y (i=123),

(o essendo un fattore di proporzionality e 4 il parametro), le quali
quali porgono la rappresentazione parametrica comune a tutte
le oo® cubiche razionali esistenti nel piano ). Ne deduciamo che
affinché i tre punti (a), (f), (y) siano in linea retta 2) & necessario
e sufficiente che sia nullo il prodotto delle due matrici:

|| @10 @11 12 @1s ! a® o al }]
|| @ago @z B2o Ao ’ A ﬂl l y
|| @s gy @3g @ss | P 2oyl

cio¢ che sia abbia

1 —(a+p+y) Bytyatap —afBy

| o an Q32 ay | 0..
@) | @0 On LP*] Qo3 | ’
| @z agy flsg ass |

o anche, indicando con ko, by, Ky, K3 i determinanti che si otten-

1) Riguardo a guanto segue si veda: 1GEL, ‘Ueber ebene Curven dritter
Ord: mit einem Doppelpunkt (Math. Ann., T. VI, 1873).

2) Indichiamo in genere, qui ed in seguito, con (A) il punto della curva
corrispondente al valore A del parametro.

gono -dalla matrice
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| @10 @11 @15 Qg5
| @y G @ap @y
|| @30 @3 @3z Qg

9

sopprimendovi successivamente le verticali 13, 22, 32, 42,

@) k+k@+p+y)+h(Bytyvet+af) +hafy=0

S‘uppqnendo fra loro eguali «, £,y 1a (2) o (2') si trasforma un una
equazione le cui radici determinano i tre flessi che 1a' curva possiede;
le equazioni cosi risultanti sono:

| 1—3w 3w—o?]
(3) Gy @11 Oy @3 __ g
| @0 @1 Qg Qg3
e I Azg G33 Q3 Qg3

3" Chy + 3k 3K + ky el =0

Servendosi delle (2) o (2') é facilissimo dedurre da queste equa-
zioni che 1 tre flessi della curva sono in linea retta; ne sono reali uno
o tre secondoché & positivo o negativo il diseriminante

4) D = (ko ks —ky k)2 — 4 (ky kg — k2) (ko by — k)
della (3').

Ad un punto doppio della curva corrispondono due valori di
é,, 6, del parametro; essi sono tali che, preso un punto qualunque
(@) sullg, curva, ¢ soddisfatta per identitd, rispetto a A, la condi-
zione di collinearita dei tre punti (d,), (3,), (4); la (2') d& quindi
ko + &y (6, + 65) ‘}‘]‘_26162:0 s Ky + Ky (014 0y) + Ky 6y 0, = 0;

se ne deduce che d; e d, sono radici dell’equazione

| 1—6 &
3) . {ko ky by | =0
| By Ky ks |

11 discriminante di' questa equazione & ancora D, onde il punto
doppio della curva & un nodo od un punto isolato secondoché D
¢ negativo o positivo. Questo fatto, combinato con altro sopra
rilevato porta a concludere che una cubica razionale possiede uno o
tre flessi reali secondoché ha un modo od un punio isolato. Nel caso
di una cubica cuspidata & D = 0 e si ha un solo flesso sempre reale.
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Si deduce dalla (1) che la congiungente i due punti (i) e (u)
ha per equazione )

| #; ap an Q2 13
| Ty @y @y Agp Qa3
6) ! Xy Q3 O3 R ag | = 0;
| 0 3—(A+p) Ap 0 -
[ 0 0 1 —(A+p) 3iu

in particolare, facendo u = 1 si conclude che l'equazione della
tangente nel punto (1) é rappresentata come segue:

2y @y Gy Gy Gy |
Ty Ay Agy Agg g |
B3, A3y O3y Qg3 { = 03
3—21 2 0 |
0 1 —22 34 |

emerge ‘da cid che la curva considerata & in generale della quarta
classe !). y

19, L’equazione della curva di cui trattiamo si otterrebbe eli-
minando A fra le equazioni (1); non eseguiremo questo.caleolo ?)
e preferiamo segnalare e forme canoniche semplicissime a cui &
riducibile 1’equazione di una cubica razionale secondoché ha un
nodo, una cuspide od un punto isolato.

a) Nel primo caso, preso per vertice 4, del triangolo fonda-
mentale il punto singolare della curva, questa & rappresentabile
con la seguente equazione:

8) m Ty By &y =G &° + ¢ TRy + Cp Xy &+ c3 3 3);
posto quindi aéz = Az, si conclude: ’

pr i =MmA, 0T, =mMR , 023 =0y + ¢; A+ €3 + €3 4%
epperd la condizione di collinearita di tre punti (a), (8), (y) ¢
©) ( afy=k,

1y Per altre applicazioni della stessa rappresentazione parametrica
_v. T. W. MooRE, Notes on the rational plene cubic curve (Bull. Amer. Math.
Soe., T. XXXII, 1926). . ]
) EM. WEYR, Zur Geometrie der Curven 3. Ordnung (Zeitschrift, T. XV
1870). . .
l) Sarmon, Analytische Geometrie des hoheren ebemen Curven, deutsch
von FIEDLER (Leipzig 1873), p. 226.
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avendo posto per breviﬁ
: Cy
k I - —

Co

Con una scelta opportuna del parametro la rappresentazione
trovata si pud semplificare come segue:

o4 =38,02, =3t,02y =18 +11).

~ Se inoltre la curva & simmetrica rispetto a una retta, assunta
questa come asse delle ascisse, I’equazione cartesiana della curva

" assume l’aspetto seguente

@@+ kyd) —az® + by

che include anche il caso in cui la curva abbia l’origine per punto
isolato (allora a e b hanno egual segno, mentre se & doppio sono
di segni differenti); si & proposto di chiamarle cubiche ellittiche.
iperboliche o paraboliche, secondoché % Z 0 2). :

Giova qui notare che se una cubica ha un punto doppio all’in-
nito la sua equazione cartesiana pud secriversi sotto la forma

2?y+aby—atr=0,
ove a e b devono, avere segni contrari; altrimenti all’infinito si
avrebbe un punto isolato, sarebbe cioé un’anguinea o serpemtino di
Newton 3).

b) Se invece la curva ha una cuspide la sua equazione omo-
genea & riducibile alla forma

(10) T, 2% = 3, 4,

donde o, =R, 00, =21,px;=1

e, in Inogo della (9), si ottiene la seguente condizione di collinearita
a . e+ pf+y=0

¢) Se finalmente la curva ha un punto isolato, la sua equa-

- 1) Essa trovasi, fra ’altro, applicata nella nota di R. M. WINGER, In-
volutions on the rational cubic (Bull. Amer. Math. Sce., T. XXV, 1918).
2) E. BARISIEN, Interm. des-math., T. VII, 1900, p. 79-80.
%) F. GoMes TEIxemra, Obras cit., T. IV, p. 97.
¢4) SaLMON, Analytische Geometrie des hoheren ebemen Curven, deutsch

~von FiEDLER (Leipzig 1873), p. 225.

.
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zione pud scriversi
12) (@ + of) 23 = 2,°,
donde la seguenfe rappresentazione parametrica
02 =20+ B); oz, =1+ 2, 23 =
e come condizione di collinearita:
as a+B+y—aBy=0;
posto in genere 1 = tgl, questa diviene tg (‘a +b .+ ¢) =10 6551&
,(l;) ) at+tb+e=0 (mod. m)?).

Applichiamo queste formole allo studio dei poligoni di Stginer
inserittibili in una cubica prima razionale?®). A tale scopo assumiamo
come « punti fondamentali del poligono » i due punti (z,) e (.rg)
della curva; preso sulla stessa un terzo punto arbitrario (&) unia-
molo a (7,) e determiniamo la terza intersezione (£,) della congiun-
gente con la curva; uniamo (£,) a (7,) e ehiamiamo (gﬂ il p\mtp in
cui questa retfa taglia ancora la curva. Cosi dopo 27 operazioni
avremo sulla curva i 2n + 3 punti (1) (7)) (£1) (£2) .« . (8an) (Eania)
fra i cui parametri passerd uno dei seguenti gruppi di 2n relazioni
gsecondoché la cubica & nodata, cuspidata o clavata:

( néh L=k, &G =k
57153 & =k, 1, 6 & = k

(15) --------------- ... e » e
s( 7y ang Ean=F , T, En binga = K
( 71+51 +§2=0 y Tz"{".fz:*‘fs =0
(16) S nt&h +hL=0, nt+hL+s =0
:51 + ézn— + Ezn =0 , 1,4+ 5zn+ Ezn+1= 0‘
L4+a e, =0 t4+z,tz =0
an t, + 23 + a4 =0 4+ x4 x5 =0 (mod.n)

b+ Tong + Ten=0 1, + Tpn + Xpn1 = 0.

1) Questa relazione trovasi dedotta diversamente e largamente appli- -

cata nella nota di K. ZABRADNIK, Contributions & Détude des cubiques cu-
8P (Nouv. Ann. de math., T. XVIII, 1899).

%) Quest’applicazione si trova svolta per le curve nodate nella nota
d&i EM. WEYR, Ueber Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt (Math.

Ann., T. ITI, 187}), per le altre nell'articolo di G. Lor1a, I peligons di Steiner

nelle cubiche razionali (Prager Ber., 1896).

T e
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Ora se le operazioni indicate conducono ad una linea poligonale

- chiusa, cioé ad un poligono di Steiner, deve essere &,,,, = &,. Fatto

tale cambiamento nelle relazioni (15) (16) (17), e moltiplicando fra

Joro le n equazioni: (15) o addizionando le n relazioni (16) o (17)

poste sulla stessa verticale, dalle risultanti equazioni, opportuna-~ -
mente paragonate si traggono le geguenti relazioni fra i due punti
fondamentali:

(18) 7," = 1," 19) 7, =1, (20) n t; = nt, (mod. n),

. ognuna delle quali servird a determinare uno dei punti (z;) (z,) cono-

scendo I’altro. Ora, se n & dispari 1'unica soluzione reale della (18)
& 1, = 1, mentre se n ¢ pari si pud anche porre 7, = — 1,; cid
prova che: In una cubica nodata, esistono soltanto -poligoni di Steiner
di cui il numero dei lati & multiplo di 4; dato che sia un numero in tali
condizioni e preso ad arbitrio un punio della curva, resta ad esso asso-
ciato un unico punto della stessa capace di formare con quello una
coppia di punti fondamentali. Invece la (19), non essendo soddisfatta
che da 1, = 7,, prova che in una cubica cuspidata mon esistono
poligoni di Steiner propriamente detti. Finalmente dalla (2) si trae

1
=t +k— (k=1,2,...,n—1);
n

dunque: In una cubica con punio isolato si trovano poligoni di Steiner
di tutti gli ordini pari 2n; preso ad arbilrio un punto sulla curva,
ne esistono altri n — 1, ognuno dei quali forma con quello una coppia
di puntt fondamentali di un 2n-gono di Steiner.

20. Le rappresentazioni parametriche che guidarono con tanta
agevolezza a questi risultati servono in generale egregiamente

. per trattare tutte le questioni concernenti la geometria sopra una

cubica razionale; ad es. abilitano a determinare le curve aventi
con essa determinati contattil) e ad investigare le proprieta di un
sistema di punti 4,,4,,4,,... ognuno dei quali & tangenziale
del seguente 2): non ci arresteremo sopra queste questioni; osserve-
remo piuttosto che, applicando i eoncetti ed i metodi di Grassmann,
sl arriva a costruire semplicemente ogni cubica nodata 3), nonché

1) L. W. GrirritEs, Contact curves of the rational plane cubic (Bull.

 Amer. math. Society, T. XXXI, 1925).

t) DurkeE, Ueber fortgesetzes Tamgentenziehen an Curven dritter Ord-
nung mit einem Doppel- oder Riickkelnpunkie (Math. Ann., T. I, 1869).
Analoga ¢ -la_guestione trattata nella nota Sur les cubiques a point de re-
broussement (Nouv. Ann. de math., III Ser., T. XII, 1893) di C. BiocHE.

%) DiNGELDEY, Ueber Ourven dritter Ordnung mit Doppelpunkt (Math.
Ann., T. XXVII, 1886).
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1a sua Hessiana?); e finiremo accennando al problema della retti-
ficazione delle cubiche razionali. '

B questo un problema che in generale dipende da integrali
iperellittici di genere 3, ma in casi‘ particolari si semplifica. Cosi
- vedremo che la cissode retta (Cap. 4 di questo Libro) e la parabola
semicubica (Lib. V, Cap. II) sono rettificabili - elementarmente;
cosi il Salmon, tre quarti di secolo fa?), ed il de Longchamps pilt
recentemente 3) notarono che bastano gli integrali ellittici per ret-
tificare tutte le cubiche razionali circelari; cosi finalmente il Dar-
boux trovd 4) che le linee di curvatura delle superficie di area mi-
nima dell’Enneper sono cubiche rettificabili algebricamente ?). Final-
mente il Raify ¢) si & proposto ed ha risolto il problema di determi-
nare tutte le cubiche razionali la cui rettificazione pud farsi mediante
funzioni di genere inferiore a 3; e, col mezzo di un’analisi esauriente,
che a noi & vietato di riprodurre, ¢ giunto al seguente teorema:

« Fra le cubiche razionali sono rettificabili:

I. Algebricamente: le curve chiamate dal Raffy caustiche-po-
darie, cioé le curve che sono o podarie negative delle parabole ri-
spetto al fuoco o caustiche delle stesse curve nell’ipotesi che i raggi
luminosi siano perpendicolari all’asse (cfr. n. 49);

II. Mediante integrali circolari (ciodé della forma

[f@Naa* +bo +e)da,

f essendo simbolo di una funzione razionale) a) quelle che in coor-
dinate cartesiane ortogonali ammettono la seguente rappresenta-

zione parametrica
AB—312 3A2—1 .
r = a4 ———— = —————
A—e Y A—e

b) le parabole semicubiche rette ¢ oblique (v. n. 119) ¢) le cissoidi
rette o oblique (v. n. 23); -

III. Mediante funzioni di genmere 1, quelle che possiedono
una delle seguenti singolaritid: a) due punti d’inflessione a tangente
isotropa’) b) una cuspide a distanza finita e un contatto con la

1) DINGELDEY, Zur Construction der Hesse’schen Curve der rationalen
Curven dritter Ordnung (Math. Ann., T. XXVIII, 1887).

2y Higher plane Gurves (Dublin 1852), p. 267.

3) Sur la rectification de quelques courbes remarquables (Mathésis, T. VIiI,
1887). '
%) Legons sur la théorie générale des surfaces, T. 1 (Paris 1887), p. 318"

5) Una qualunque di tali curve é una caustica-podaria nel senso ado-
perato dal Raffy (v. pilt sotto).

) V. la memoria Sur la réctification des cubiques planes unicursales
(Ann. Ec. norm., YI Serie, T. VI, 1889).

7) 8i chiama isotropa una retta passante per un punto ciclido del piano.

N
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retta all’infinito, ¢) una cuspide o un flesso all’infinito, d) passaggio

pei punti ciclici;

IV. Mediante funzioni di genere 2, quelle che hanno a) una
cuspide al finito, oppure &) un semplice contatto con la retta all’in-
finito o finalmente ¢) un punto doppio all’infinito ».

Ricordando le varie parti di questa proposizione, il lettore
¢ in grado di determinare la natura analitica delle funzioni dacui
dipende la rettificazione di tutte le curve di cui ci occuperemo in
questo Libro. .

Osserviamo finendo che le curve a cui ¢ dedicato il presente
Cap. possono anche investigarsi con i metodi propri della geo-
metria proiettiva?).

1) V. p. es. K. ZAHRADNIK, Konstruktion des rationalen Kurven dritter
Ordnung resp. Klasse mittelst der kollinear incidente Elemente (Wienef Sitz,
ber., T. 117, 1908; & ivi applicata la corrispondenza che nasce associando
a ogni punto del piano la retta che lo unisce a quello che gli corrisponde
in una data proiettivita); C. SERVAIS, Sur les cubiques unicursales (Anxﬁes
Ac. po¥t-Porto, T. XIV, 1920). 5

3. — G. Lor1a, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.



CAPITOLO III

Cubiche circolari in generale?).

21. Una cubica circolare, o cataspiricd ?), & determinata da sette

o da sei punti a distanza finita secondoché il suo genere ¢ 1 0 0. .

Rispetto ad un sistema di assi cartesiani ortogonali Ia sua equazione
¢ sempre riducibile alla forma

(1) (ax + By) (a* + y?) + aa® + 2hay + by* + 290 + fy + ¢ = 0.

Oltre ai punti ciclici, la eurva possiede allinfinito un punto
sempre Teale, cioé il punto all’infinito della retta ez + By = 0;
se, quindi, si sceglie 'asse delle # parallelo a questa retta, la (1) si
semplifica divenendo

(2) y@4+9)+ar+2hacy +by*+2gc+2fy+c=0

In ogni punto ciclico la curva che studiamos ammette una deter-
minata tangente; le due rette cosi ottenute sono immaginarie co-
niugate e si tagliano in un punto reale, il fuoco straordinario o
centro della curva, le cui coordinate sono

a—2Db

3) s=h,y=

Assunto questo punto per nuova origine e ritenendo le direzioni
degli assi, la (2) assume la forma

1) Cfr. C. A. BJERKNESS, Sur une certaine classe de courbes de troisiéme

ordre, rapportées o lignes droites, qui dépendent de paraméires domnéds (G. di
Crelle, Tp LV, 1858); J. CASEY, On bicircular quartics, art. 90-115 (Irigh.

Trans., T. XXIV, 1869); F. FricKE, Ueber ebene Curven dritter Ordnung, -

welche durch die imagindre Kreispunkte gehen (Diss. Jena, 1898).

2) Nome usato dal LAGUERRE nella nota Sur la courbe enveloppée par
les axes des coniques qui passent par quatre points donnés (Nouv. Ann., 28 serie,
T. XVIII, 1879) per ricordare che una cubica circolare pud considerarsi
come una spirica (v. Lib. 1II, Cap. IV) con un fuoco singolare all’infinito.
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‘Da ogni punto ciclico si possono condurre quattro rette tangenti
altrove una cubica circolare di genere 1: nascono cosi due fasei:di
quattro raggi ciascuno, che sono projettivi in virti del teorema
di Salmon ricordato nel n. 12; ogservando anzi che la projettivitd
si pud stabilire in quattro modi differenti, che inoltre ogni tangente

(y+a)@®+y?)+2g0+2fy+ec=0.

35 -

condotta da uno dei punti ciclici taglia tutte quelle condotte dal- :
Paltro in punti che sono fuochi della curva, si vede che i sedici |
fuochi di una cubica circolare (dei quali quattro soltanto sono reali) |

giacciono quattro a quatiro sopra quatiro (coniche passanti pei punti |
ciclici, cio¢) circoli; proposizione notevole ordinariamente chia-
mata « teorema dell’Hart »!). Per una eurva circolare razionale :

4 fuochi ordinarii sono 4, se essa possiede un nodo od un punto iso-
lato, 1 solo se ha una cuspide.
Qualsiviglia parallela all’asse delle x taglia la curva (4) in due

punti a distanza finita, le cui ascisse si ottengono risolvendo rispetto

a z la corrispondente equazione; ma se si prende y = —a una
radice « della (4) diviene infinita, onde l’equazione

(5) . y+a=0

rappresenta l’asintoto della curva (4). Questo asintoto sega nlte-
riormente la curva nel punto 4 di coordinate

2af—c
® s="— y=—au,
29

detto punto principale della curvd; si chiama poi mediana ?) della
stessa la retta condotta pel punto M, centro del segmento F A, pa-

. rallelamente all’asintoto; ne & quindi equazione la seguente

. &€
(7) ‘ ’!/-f-?:()-

Si noti ora che la (4) pud considerarsi come risultante dall’eli-
minazione di 72 fra le equazioni.

_ 2af—ec¢
FHyPE=r (g+a) (*+2f) +29 [x————)z 0

1) SALMON, Analytische Geomeirie der hoheren ebenen Curven, deutsch
von FiepLER (Leipzig 1873), p. 177; v. anche M. DistELI, Die Metrik der
circularen Curven dritter Ordnung in ‘Zusamigutnhang mit geometrischen Lehr-
sdtze Jakob Steiners (Zirich Ges., T. XXXVIII, 1891). )

2) R. D6LLE, nella Diss. Orthogonale Invariante der Cirkularkurven
3. Ordnung (Jena 1903), la chiama «orthische Gerade ».

i
Sl RS
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e questo fatto debitamente interpretato esprime il seguente tegrema
dello Czuber'): Qualungue cubica circolare é generabile mediante un
fascio di raggi ed un fascio proiettivo di circoli concentrici; il centro
del fascio- di raggi & il punto principale ed il centro comune a tutti ©
cireoli generatori é il fuoco straordinario della curva. Se ne trae come
corollario il seguente teorema dell’Eckardt 2): Ogni retta condotta pel
punto principale di una cubica circolare taglia ulteriormente la curva
in due punti equidistanti dal fuoco straordinario.

22, E notevole il caso in cui la cubica passi pel suo fuoco stra-
ordinario, ossia, cid che & lo stesso, che i punti cicliei siano conjugati:”

- Esso venne studiato dallo Schroter #) e dal Durége4) eccitati dal-
l'osservazione del Salmon®) che tale curva & il luogo dei fuochi
delle coniche di una schiera; donde il nome di curva focale che essa
porta in geometria, mentre in cinematica, dove rappresenta una
parte importante, si chiama curva dei punti circolari ). Nel caso
attuale bisogna supporre che nelle equazioni precedenti sia ¢ = 0;
le (4) e (5) divengono quindi

(4') Y@+ +ay+2f)+z@rt+29 =0,
(5’) w:-ajy?/:_av *
g

ora la (4') risulta eliminando A fra le equazioni

i
al? a )® 14+ R
}+[y+—]=
2 2 4

) Die Curven 3. und 4. Ordnung, welche durch die umendlich ferne
Kreispunkte gehen (Zeitschrift, T. XXXII, 1887). '

?) Cir. DuriGE, Ueber eine leichte Construction der Curve 3. Ordnung,
welche durch die imagindre Kreispunkte geht (Zeitschrift, T. XIV, 1869).
La costruzione delle cubiche circolari fu studiata anche recentemente, come
appare dai seguenti articoli: F. Gomes TEixeira, Sur une maniére de con-
struire les cubiques circulaires (Nouv. Ann. de math., IV Ser., T. 16, 1916,
oppure Annaes Acad. pol. Porto, T. XIII, 1918); F. BALITRAND, Notes sur
les cubiques circulaires (Nouv. Ann. de math., IV Ser., T. 18, 1918); R. M.
Marnews, A general construction for circular cubics (Amer. math. Monthly,
T. 19, 1922; é ivi sfruttata la generabilita di una cubica mediante due
fasci proiettivi di rette e di coniche).

3) Ueber eine besondere Curve 3. Ordnung und eine einfache Erz
der allgemeinen Curve 3. Ordnung (Math. Ann., T. V, 1872). '

4) Uebﬂ die Curve 3. Ordnung, welche den geometrischen Ort der Bremn-
punkte einer Kegelschnitteschaar bildet (Math. Ann., T. V, 1872).

5) Analytise,
p. 355 e 397.

) Cifr. R. MuvLLER, Construction der Focalcurve aus sechs gegebenen
Punkte (Zeitschrift, T. XL, 1895).

xz=2y, (w + a?— 294 — 2f,

ungsart

Geometrie der Kegelschnitte, deutsch von FIEDLER, 2 Aufll,,
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dunque si conclude: Qualunque cubica circolare contenente il proprio
fuoco straordinario & gemerabile mediante un fascio di raggi, avente
per centro il fuoco stesso, ed un fascio proiettivo di circoli, essendo il
centro di ogni circolo del fascio situato sopra il raggio corrispondente
¢ sulla mediana della curva. .

Un’altra classe importante di cubiche circolari & quella costituita
da curve simmetriche rispetto ad un asse; presolo come asse delle

ed assunti per origine il punto reale in cui esso incontra la curva,
come equazione generale di questa si pud assumere la seguente:

L /{W§
i

1

(8) z@ 4yt +ad+ by +ex=0; ;
passando a coordinate polari si'ottiene Paltra

a cos?w -+ b sen®*w
e +oe +o=0;
cos

se quindi chiamiamo g,,p, le radici di quest’equazione avremo
0, 02 = ¢, pereid la curva (8) & trasformata in sé stessa da un’inversione
avente per centro Uorigine e ¢ per potenzal). Altre due analoghe
inversioni esistono quando la curva & segata dall’asse di simmetria
in tre punti reali?). — Fra le curve di detta specie trovasi anche
quella di equazione :

B—6pa®+ay:+pPe—4pd=0,

di cui il Varignon ha insegnata la costruzione col mezzo di due iper-
boli8); di pih ne propose al Rolle la ricerca dei flessi nel corso
della celebre disputa che ebbe luogo fra quei due matematici ri-
guardo al valore del metodo infinitesimale; il Varignon la chiama
concoide grazie alla somiglianza di forma che essa presenta con

1a concoide di Nicomede (v. Lib. IIT Cap. V). —

Una terza classe & costituita dalle curve circolari e razionali.
Scelti due assi ortogonali aventi come origine il punto doppio
della curva si ha per rappresentare questa la seguente equazione:

(@ +y?) (ex +By) +a®+2hay +byF =0,
che guida a guesta rappresentazione parametrica:

1) Da questo fatto si deduce che le tangenti alla curva in due puntt
posti in una retta passante per I’origine, formano angoli equali con questa retta.

2) Per altre proprieta v. W. GAEDEKE, Ueber das Zentrum der mitt-
16Fen EWgernungen gewisser Punktquadrupel auf den rationalen zirkularen
EKurven 3. Ordnung mit Symmetrieaxe (Sitzber. Berl. math. Ges., 1916).

3) V. una lettera scritta a LiBNiz il 23 maggio 1702 e pubblicata in
Leibniz ed. Gerhardt, T. 1V (Halle 1859), p. 101.

21/
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. — a+2hi+b2 i a+2hi+ b2
= y y T e—
@+ 2 (e+ B2 A+ 2@+ pd
Si deduce da essa che un cerchio qualungue passante per ’ori-

gine, cioé rappresentato da un’equazione del seguente tipo
B+ yY—2fr—25y=20

taglia la cury i i inati
ma}gne a curva ancora in due punti che sono determinati dall’equa-

@+2aé)+22(+BE+an) +(b+2by 2=0;
ora affinché quei due punti coincidano dev’essere
BE—anp+20hB—ba)é+2he—apf)y + (BB—ab)=0,

e quest’equazione in £, 7 rappresenta una Y i
. r parabola; dunque, chia-
ma.ntl('iio Ifaraevo%uta di una cubica razionale circolafre il (lluoé'o dei
::éxve gicﬁlcg(:lrclhldcheLpa,ssano pel suo punto doppio e la toeecano al-
t y clude: La paraevoluta di una cubi i i
oMy ubica circolare razionale
Una notevole cubica circolare s’incontra nella geometria del

_triangolo %). :
Della medesima specie & il luogo dei punti P tali che si abbia

PO*=PU-PV,0,U,V essendo punti in linea retta 3).

1) Questo teorema pel caso speciale delle ei )i i i
Anal;/)ti;i‘ch%vGi;metm (‘Ifeipzig s 800), ° -28?’, .cxsmnde i trova in M. SimoN,
T. W. Moore e J. H. NEELY, The circul bi :
of a triangle (Amer. math. Monthly, T. 32:”;92?) ’c %Lcﬁnéz%ijVgg ?mts

the preceding paper (Ivi); F. MORLEY, Note on Neuberg’s cubic curve (Ivi);

O. M. THALBERG, 4 tcati r resi i
o (I, ,» Application of the theorem of residuation to the 21-point

3) T. ONo, Sur ume courbe du troisiéme ordre (Toho
] )’ ) s trotst (Tohoku Math. Journ.,

CAPITOLO 1V .

La cissoide di Diocle.

23. 1 problemi della quadratura del circolo, della duplicazione
del cubo e della divisione di un angolo in parti eguali costituirono
per molti secoli 1o scopo degli sforzi di tutti i pitl eminenti geometri;
molti dei quali, vedendo essere i luoghi piani e solidi impotenti a
rigolverli, tentarono di vincere le difficolta che si opponevano al rag-
giungimento della soluzione adoperando altre curve di genesi piu
complicata; ebbero cosi origine numerose classi di curve che chia-
meremo Trisp. quadratrici, duplicatrici e settrici. Nella seconda tro-'
viamo, oltre le sezioni coniche, la notevole curva a cul & consa-
erato il presente Capitolo. Essa venne jdeata da un certo Diocle
geometra imperfettamente noto, posteriore certamente ad Archi-
mede e vissuto prosumibilmente fra il 250 ed il 100 a. C.1); in qual
modo egli se ne servisse per raddoppiare un cubo si apprende dalle
postille di Eutocio Ascalonita al II dei Libri di Archimede Soprt
la sfera ed il cilindro ?).

Per esporre la generazione della linea dioclea, consideriamo
(fig..1) un circolo di centro 0 e due suoi diametri 4 B, C D fra loro
perpendicolari; si prendano poi sulla periferia del circolo due archi
A E, A G fra loro uguali e si conduca da G la parallela al diametro
A B, essa taglierd C E in un punto M della curva di Diocle. 11
luogo del punto M — di cui vedremo la somiglianza di forma con la
foglia di edera —, non & designato da Eutocio con alcun nome spe-
ciale; che esso sia lo stesso che Proclo e Pappo chiamano cissoide
(vigooetdiys yooumuy da iyiccos = edera) ¢ estremamente probabile,
ma non matematicamente certo, non egistendo aleun antico docu-
mento nel quale al nome di cissoide trovisi associato quello di Proclo;
tuttavia il luogo del punto M & da tutti chiamato Cissoide di Diocle.
Notiamo che se la retta O E taglia in F la retta d tangente in D
al dato circolo, i due segmenti C E, M F risultano eguali e dello
stesso senso, onde la cissoide si pud costruire pill semplicemente

1) G. Loria, Le scienze esatte nell’antica Grecia (Milano 1914), p. 410.
2) Archimede ed Heiberg, T. III (Lipsiae 1881), p. 81 e seg.
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portando su ogni retta C F uscente di C il segmento F M eguale

¢ di senso contrario a C E; se invece si portasse sulla stessa retta
il segmento F M’ eguale e dello stesso senso di O E si otterrebbe una
nuova curva chiamata compagnal) o gemella?) della cissoide.

La cissoide di Diocle & simmetriea rispetto al diametro ¢ D
del circolo generatore e contiene gli estremi 4 , B del diamftro pe
’ pendicolare. Benché essa
si estenda all’infinito, gli
antichi non ne conside-

interni al circolo O, che
partono da C per arri-
vare dai punti 4, B; que-
sti archi, assieme alla se-
miperiferia A D B, limi-
tano una ragione di piano
la cui forma (v. fig. 1)
ricorda una foglia di ede-
ra, donde la spiegazione
del nome di cissoide. L’e-
sistenza dei rami infiniti
sembra sia stata avver-
tita soltanto verso la
meta del Seec. XVII; in-
fatti il Roberval, in una
lettera diretta a Fermat
addi 4 Agosto 1640, par-
lando « delle cissoidi » 3),
avverte che «ces deux
lignes courbes sont infi-
- ) o . nies de leur nature et ont

Fig. 1. — Cissoide di Diocle. des asymptotes paralléles
entre elles, ce qu'on m’a

assuré avoir été deja démonstré par un auteur dont on ne m’a pas pu

dire le nom »4%). Indipendentemente da questo ignoto, i rami infi-
niti della cissoide vennero segnalati da R. de Sluse; in conseguenza
P'Huygens ®) propose si chiamasse cissoide slusiana la curva com-
pleta; ma, quantunque tal nome abbia riscossa l'approvazione

1) G. BELLACCHI, Introduzione storice alla teoria delle funzioni ellittiche
(Firenze 1894), p. 136. .

) E. N. BarisieN, Mathésis, T. 39, 1925, p. 214.

3) Per intendere il seguente passo & necessario sapere che il ROBERVAL
considerava, assieme alla eissoide, la curva simmetrica rispetto alla cuspide.

4) Oeuvres de Fermat, T. 11, p. 201. '

5) V. la lettera a R. pE SLUSE, in data 5 aprile 1658, inserita nel T, II,
p. 164 delle Ocuvres de Huygens. ) . .

ravano che i due archi,,
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del principale interessato ), non venne adottata e si seguitd a chia-
mare cissoide di Diocle il luogo di tutti i punti M dianzi definiti;
intesa in questo senso la curva ha la retta d per asintoto d’infles-
sione. -

24. Prendiamo ora € per polo di un sistema di coordinate
polari g, @ e C D per assé polare; detto r il raggio del dato circolo
si otterra:

' 27

— 2recosw,
CO8 W .

onde l'equazione polare della cissoide @&

2 r sen? w

@) o=
cos @

Passando a coordinate cartesiane si ottiene

@ z @+ y?) = 2ry?

donde emerge che la cissoide & una cubica avente C per cuspide
e C D per corrispondente tangente; essa & di terza classe. Scrivendo
la (2) come segue
: x3

2 —

2r—u=x

" si pone in evidenza essere la retta d un asintoto d’inflessione. Se,

invece, consideriamo la compagna della cissoide, avremo:

27

p=CM =CF+FM =CF +CE = + 2 r cos w,

cos w

onde le equazioni polare e cartesiana della curva sono:

2r(1 + cos?w) a3 — 4y 2?
=, = ——
COS @ 2yr—=z

la curva stessa & dunque essa pure una cubica circolare, simmetrica -

rispetto a C D ed avente C per punto isolato.
Il metodo di generazione che indicammo per la cissoide non si
presta a descrivere la curva con moto continuo; di un siffatto metodo

1) V. la risposta del DE SLUsE, scritta addi 17 april 1658 ed inserita

& p. 168 del volume citato nella nota precedente.

i
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aveva bisogno Newton per ottenere che la cissoide venisse ascritta,
eome la retta ed il circolo (v. n. 5), fra le curve adoperabili nella so-
luzione di qualunque problema; e ne scoperse uno notevole, quello
che si apprende dal seguente teorema?): « Un apgolo retto (fig. 2)
‘I #@H abbia il lato F @ di data lunghezza; se il punto F descrive
' una retta fissa r ed il lato G H passa costan!;emente per un punto
| fisso B, che disti da r della lugghcizza F @&, il punto medio M del
G descriverd una cissoide » 2
fato ger dimostrarlo osserviamo che i due triangoli EF G, E F 0
avendo l'ipotenusa comune ed eguali i cateti E O, F G sono eguali,
onde in particolare ang F E O = ang G F E. Se, quindi, EO e F G

.

‘

e} /

il

g

:

Fig. 2.

si tagliano in I, il triangolo I E F risulta isoscele; e poiche E D
(=aigE 0) eguale a F M (— 3} F G), D M & parallela a E F. Sia
K lintersezione della tetta D M con la parallela condotta dal.punto
F alla retta E O; si descriva il cerchio 4 di centro O e raggio oD
e se ne segni la tangente ¢ nell’altro estremo D’ del diametro 0 D;
& chiaro che il punto K si troverd sulla retta t. .Segz_xamo anche .la
intersezione N della retta D M K con la periferia di quel _cerchlo,
nonché il raggio O N. I due triangoli DO N , M F K risultano
evidentemente isosceli ed eguali, onde, in particolare, D N =MK
e Qm'ndi D M = N K; cid prova, che il luogo del punto M é appunto
la cissoide ottenuta dal cerchio A4 e dalla tangente t.

1) Arithmétique universelle, trad. BEAUDEUX (Paris 1802), T. IL, p. 83.
2) Una dimostrazione analitica di questo teorema leggesi in MAGNIII_S,
Sammiung von Aufgaben und Lehrsdtze aus der analytischen Geometrie (Berlin

1833), p. 279.

cenno.,
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Pid importanti dal punto di vista teorico sono alcuni metodi
di derivazione della cissoide dalla parabola di euni vogliamo far qui

a) Si consideri la parabola
¥ =2pux;

772
1’97-77y+“2‘—=0

© l'equazione generale delle sue tangenti. La perpendicolare calata
dall’origine sulla retta cosi rappresentata ha per equazione nw +
-+ p ¥ = 0; onde il luogo dei piedi di tutte le analoghe perpendico-
lari ha per equazione il risultato dell’eliminazione di 5 fra le due
equazioni ultime seritte, cioé =z (22 + y%) 4 }py® = 0. Parago-
nando questa equazione con la (2) si conclude: la podaria del
vertice di una parabola ¢ una cissoide & Diocle.

b) Osserviamo poi che il punto simmetrico dell’origine ri-
2 :
spetto alla retta por—ny + L~ 0 ha per coordinato

2
P 7
(p* 4+ %) (p® + n?)

eliminando # &i trova « (2 + y?) + p ¥ = 0; dunque: il luogo
dei punti simmetrici del vertice di una parabola rispetto alle tangenti
della stessa & una cissoide di Dioclel).

¢) Siccome il punto simmetrico del vertice della data parabola
rispetto ad una tangente & il vertice di una parabola eguale alla

data e che ruzzola su questa, cosi si conclude: Se una parabola ruz- -

2ola su una parabola eguale toccandola sempre esternamente, il vertice
di essa descrive una cissoide. '
- d) Se si effettua sulla parabola 42 = 2 p « la trasformazione per
, raggi vettori reciproci di centro O e potenza k? si arriva alla cissoide
avente per equazione

- z (2® 4 y?) =

.2

- 2.
2

La medesima trasformazione eseguita sulle due coniche a centro

* rappresentate dalle equazioni

a2 x y?
a? a b

') MIRMAN, Sur la cissoide de Dioclés (Nouv. Ann., III Série, T. 1V,
1885). .

S
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)

d3 le due cubiche k* (B2 a2+ a®y?) = 2 a b® (#®  y%) z, entrambe
circolari, razionali e simmetriche rispetto a O z; quella dedotta
dall’ellisse ha nell’origine un punto isolato, mentre quella dedotta
dall’iperbola ha ivi un nodo; adottando la nomenclatura del Neu-
berg 1), la prima si chiama ipercissoide o cissoide acnodale e Valtra

ipocissoide o cissoide crunodale: il nome di cissoide cuspidale & poi

sinonimo di cissoide di Diocle. ; J i
: TR A AR SR TR S
25. Essendo la cissoide una curva razionale, le coordinate de’
suoi punti potranno esprimersi in funzione razionale di un para-
metro. Ed infatti combinando la (2) con l’equazione x = Ay si ot-

tiene:

27 - /..21' -
) Tire VT ia+

Se ne deduce come condizione di collinearitdy di tre punti (a), (8), (¥)
4) e+ pf+y=0,

e come condizione di conciclicith di quattro punti (a), (8), (¥), (6}
(5) a+pf+y+0=0;

ge ne trae pure che la corda (a) () ha per equazione

(6) @+ +aef+Pe—aflat+pfply—2r=0,
in particolare che :
) 1+3at)e—2ay—2r=20

¢ Pequazione “della tangente in (z); quindi I’equazione della corri-
spondente normale &

8) T odr+(1+3a)ay—2r(1lF+2a%) =0

Dalla (7) si pud trarre una costruzione ‘della tangente alla cis-
soide; essa, infatti, d3 come espressione della suttangente

4 o7 z(2r—ua)

14?1+ 3a?) - 3r—ux

1) Sur quelques syatém:es de tiges articulés (Liége 1886), p. 33.
) K. ZAHRADNIK, Theorie der Cissoide auf Grundlage eines rationules
Parameters (Prager Ber. 1873).

Lo s de ‘”?*"i‘f"l‘t’i (;‘;(/ .
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onde la suttangente stessa pud ottenersi con la costruzione di una
quarta proporzionale 1).

i Cercando invece l'inviluppo delle rette rappresentate dalla (8)
si trova la seguente equazione (ove a = 2 7)

. 82 512 .
Y — Y+ — azr =0,
3 27 °

che rappresenta 1’evoluta della cissoide 2).
Determinando il polo della retta (7) rispetto al ecircolo
7 + y* = R? si trova il punto di coordinate

8
I

R2
(1+3e) y=—a,
27r r

il cui luogo ha per equazione

r — —

l’ R2Y3 27R?
L 2r}

[ 2.
F  ar .?/.,
il luogo stesso & (n. 119) dunque una parabola semicubica; si vede
percid che: La figura polare reciproca di una cissoide rispetto ad un
circolo col centro mella cuspide é una parabola semicubica ®).

Come altra applicazione delle (3) cercheremo linviluppo delle
corde che la cigsoide ha comuni con i suoi circoli osculatori. Os-
serviamo perecid che la (3) prova come il cerchio osculatore alla -
cissoide nel punto (a) la seghi nuovamente nel punto (— 3 a); ora
le congiungenti questi due punti ha per equazione

l4+7)e—6ay—2r =0;

differenziandola rispetto a = si ottiene a = ;—:, onde eliminando

a 8i trova:
. 7 a3
y:————y
3P 27r—=x

e(iuazione che prova la proposizione seguente: L’inviluppo delle

1) Questa costruzione fu data da FERMAT come applicazione del suo me-
todo dei massimi e minimi (Qeuvres de Fermat, T. I, p. 159 e T. IIL, p. 141);
un altro procedimento appartiene a ROBERVAL; v. le Qbservations sur la
composition des mouvements et sur les touchantes des lignes courbes (Mém.
de I’Acad. des Sciences, T. VI, Paris 1730).

2) SALMON-FIEDLER, Ebene Curven, p. 97.

3) Osservazione fatta dal JUEL in Tidsskrift, 1873.
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T

corde comunt ad una cissoide ed ai suoi cerchi osculatori é una cissoide

affine alla data?). ) -
Due punti della cissoide corrispondenti a due valori quali 1

e — 1 sono projettati dalla cuspide secondo due rette fra loro per- B

A
pendicolari. Ora dalla (7) risulta che i parametri 4,, 4, , 4; dei punti
di contatto delle tangenti condotte alla cissoide del punto (&, 7)
sono radici - dell’equazione

2B —3RE+ (E—271)=0;

questa meostra essere
Aydg+ A3hy + A A =0,

—_— |+ | —— ——|=0;
A Ay Ag
la quale relazione, avuto riguardo alla (4), prova il seguente teorema:
Se da un punto arbitrario P del piano si conducono le tangenti
a una cissoide, se 81 uniscono i punti di contatto alla cuspide e da que-
sta si conducono le perpendicolari alle congiungenti, si ottengono
tre punti della curva situati in una linea retta p. L’equazione di que-

Iy

sta e

o anche

r—28x+ny +r(f—2r =0
onde P e p st corrispondone in una correlazione 2).

26. Ad un’altra e non meno utile rappresentazione parametriea
si giunge combinando 1'equazione polare (1) della curva con quelle
che legano le coordinate cartesiane alle polari; infatti si ottengono
cosi le due nuove equazioni

3 w

(9) r=2rsen*w ,y=2r 5

ety o

ne faremo ora qualche applicazione.

Chiamiamo § l'area del triangolo mistilineo limitato dal dia-
metro C D (fig. 1), dall’asintoto e dalla cissoide; & chiaro che si
avra: -

» 1) K. ZAHRADNIK, Beitrage zur Theorie der (lissoide (Archiv, T. LVI,
1876) e Pigenschaften gewissen Pumkitripel auf der Cissoide (1d., 11 Ser.,
T. VI, 1888).

2) W. GAEDKE, Beitrage zur, Theorie der Kissoide (Arch. f. Math. u.
Phys., HI Ser., T. XXVI, 1917). )
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T
@3

! @=2r / 1.3 = 1
S=f?!‘da’=87‘2 senfow - dw =87r— — = — 372
2= ¢ lb,o .4 2 2

Ma 8 & la metd dell’area compresa tra la cissoide ed il proprio
asintoto, quindi 8i puod concludere: Uarea della porzione di piano
compresa fra la cissoide ed il suo asintoto equaglia il triplo del cerchio
generatore 1), "

Consideriamo ora il triangolo mistilineo avente per i lati i raggi
O0A,00C elarco A M C di cissoide; la sua area &

” 3

4
= STZJ‘ sentwdo ;

0
integrando per parti si ottiene successivamente:

sen® @ cos w
/sen‘ardco:—————————

J 4
3 sen3 w cos w 3sen w cos @
+—[sen2wdw:—— —
4. 4 8
+3w 3w 3sen 2w sen? w - sen 2 w
8 8 16 8

3

area COAMC = — 292

Per interpretare questo risultato conduciamo le tangenti in
4 eC al circolo:generatore e determiniamone la intersezione N;
in virth della relazione precedente si avra
(3xr?
!
L

1) Questa bella proposizione Eu comunicata (nel Dicembre 1661 %) dal
FERMAT al CARCAVY (v. Oeuvres de Fermat, T. I1, p. 154), il quale la trasmise
il 1o'gennaio 1662 ad HuYGENS (Oeuvres de Huygens, T. IV, p. 2-6), assieme
ad un foglio ‘contenente la dimostrazione datane dal FErRMAT stesso (Qeuvres
de Fermat, T. 1, p. 285 e T. I1I, p. 283). In calce a tale foglio HUYGENS ap-
pose la seguente postilla: « J’ai demonstré cette proposition 4 (ans) aupa-
ravant »; tale asserzione & comprovata da un abbozzo di lettera scritta dal
grande geometra olandese nell’aprile del 1658 (Oeuvres de Fermat, T. 11,
p. 170-173), l'essenza della quale venne pubblicata ’'anno appresso dal

WaLLis. in Tractatus duo de cicloide et cissoide etc. (Oxoniae 1659). La prio-
rith di HUYGENS rispetto a FERMAT ci sembra pertanto indiscutibile.

,

area CMANC =r2 —

. 7w r?
—2r2}: 3[’2“*]
4
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ma 72— J-T—; misura 'area del triangolo mistilineo CZANC, dunque
area CMANC = 3 aree CZANC,

relazione elegantissima scoperta da Huygens !). _
Pilt generalmente si consideri il triangolo formato da un arco
C M di cissoide e le coordinate C H , H M del suo estremo; il ealcolo

fatto dianzi prova che la sua area é data
3(rPw—12sen2w) —7r® sen’w - sen 2 w.;

ora se 8i conduce la retta C G, si vede che la quantitd entro paren-
tesi altro non & che l'area del segmento circolare €' Z G C, invece
la quantithy 72 sen® o - sen 2 @ misura ’area del triangolo C H M;

. si conclude pertanto

area CHMC = 3 segmento CZGC — triangolo CHM,

relazione di notevole generalitd scoperta da Giovanni Bernoulli %).
Applicando formole note e scrivendo per brevitd e in luogo
di 2r, otterremo l'espressione seguente del volume V generato dalla

rotazione attorno alla tangente C dell’area compresa fra la cissoide

ed il proprio asintoto:

y=a0 "w=—271
1 V=nmn (dz——wz)dyznaaj (3sen*w + sen*w —
¥=0 wW=0
} s ) -1 = 1.3 = 1.3.5 =xn
—2gen®w)dw =na®*) 8- — —+ — — — 2 —— — =
sentw) d " 2 2 2.4 2 2.4.6 2
5m
=mad.—,
ovvero, riscrivendo 2r per a,
V=2 -ba%r%

d’altroxide, se si chiama V il volume generato dalla rotazione attorno
stessa tangente del dato circolo si ha:

V=nr 2ar=2n% 1 .
1) Lettera al WaLLis del 6 settembre 1658 (Oeuvres de Huygens, T. 11,
. 212).
? 2) )Remarques sur le livre intitulé Analyse des infiniment petits ele. par
M. Stone in Joh. Bernowlli Opera, T. 1V, p. 175-6. Un’altra interpretazione
della formola generale di quadratura si trova nell’ Analytische Geometrie von
M. SmMox (Leipzig 1900), p. 286.
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dunque V=57,

eguaglianza segnalata pure da Huygens®) e che si esprime agevol-
mente a parole.

Sia ora x, l'ascissa del centro di gravitd dell’intera cissoide;
grazie al teorema di Pappo-Guldin si ha: 2xz,-2 8 = V; sosti-
tuendo i valori trovati per § e V se ne trae 3z, =57 ovvero

] 5

2r—af h T ’

cid prova che il centro di gravita della cissoide divide il diametro C D

in due parti di cui quella attigua alla cuspide & quintupla dell’alira ).
Sia similmente U il volume generato dalla rotazione della eis-

- soide attorno al proprio asintoto; servendosi delle formole precedenti

si trova:

5r
U=28272r—a,)=3nrt.2xn. [2?—?} =2a%1 =2nxr.1%

dunque: Il volume generato dalla rotazione della cissoide attorno al
suo asintoto eguaglia gquello dell’anello generato dalla corrispondente
rotazione del dato circolo; & questa una bella proposizione di R. de
Sluse che attrasse di recente l’attenzione di alcuni geometri 2).

- 27, Altri volumi analoghi vennero calcolati dal de Moivre 3);
il quale si & anche occupato di caleolare ’area descritta dalla rota-
zione della cissoide attorno alla propria tangente cuspidale; Gio-
vanni Bernoulli ne segul 1’esempio 4); noi non faremo altrettanto
e chiuderemo questo paragrafo trattando I'ultimo dei problemi
metrici fondamentali concernenti la cissoide, cio¢ la rettificazione
di essa.
Dalla (2) si,trae, come espressione dell’arco s della cissoide
contato dalla cuspide, la seguente:

= 1 8r—3«x
s —=r l dux;
0 2r—u 2r—zx

per eifettuare questa quadratura si ponga

1) V. le lettere di HuvyeeENs a R. pE SLUSE del 5 aprile 1658 ed al
WarLis del 6 settembre 1658 (Oeurvres de Huygens, T. I, p. 163 e 212).

?) V. gli articoli di P. GILBERT, Massau e LE PaiGe sul teorema di
DE SLUSE in Mathésis.,, T. VI, 1886.

3) Harmonia mensurarum (Cantabridgiae 1722), p. 90-92.

%) V. le Remarques succitate, p. 178-179.

4. — G. Loris, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.
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11) s=a(z—2) +

Newton ha indicata una costruzione geometrica di s!); non ci
arresteremo a riferirla ed invece applicheremo la (11) a dimostrare
un notevole teorema dovuto a Paolo Fuss 2). Notiamo percid che,
combinando la (2) con le (10) si trova

(z’—4>’3’
. y=4a 22—3 !
onde la (11) da:
. v
s—y @—4)" V3 —V3E+V3)
- :z—2“' +—'—10 - oy !
a 2—3 2 (z +1/3)(2—13)

ora sviluppando in serie si trova:

3

. (2 —4)* [ z
2—2—— =2 = | B—62z+ —F....
2—3 L 6
1 3 3 o -
L_T + > +... | = — 2 + termini con pot. neg. di z;

quindi

1) V. una lettera destinata a LEIBNIZ e copiata dall’OLDENBURG il 4 no-
vembre 1676 (Leibniz ed. Gerhardt, T. I, 1848, p. 131).

9) V. ultima delle questioni trattate nella memoria Quantum differat

itudo arcus curvae ab asymptota, wiraque in infinitum usque protensa
inquiritur (Mem. de Pétersbourg, T. IX, 1824).
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. 51— 2 +1/3
- Yy 32— log 3 — 2 + termini con pot. neg.
(1+—z——)(2—\/§) die
9

Facendo ora tendere x a oo, lo stesso accadrd di z e si avra
1}

lim (s —4) = a4/3log 2 +4/3)—24a;

y—> 0

dunque la differenza tra la lunghezza della cissoide e l’asintoto &
una quantitd finita, cioé il doppio di

a4/3log (2 +4/3)—2a.




CAPITOLO V

Generalizzazioni della cissoide di Diocle.

28. La genesi della cissoide dioclea si presta a meolteplici ge-
neralizzazioni, alcune delle guali non sono prive di interesse.

Anzitutto si pud supporre che i due punti C, D non siano
gli estremi di un diametro, ma sibbene quelli di una corda. Ri-
tenendo in tal caso tutte le notazioni usate nel Capitolo precedente,
chiamando inoltre a ’angolo del raggio C O con la corda C D e pren-
dendo ancora C per polo e C A per asse polare si trova (fig. 3).

2 r cos® a
0=CM=EF=CF—CE= ———— — 27 c08 (0—a)
cos (w + a)
ossia riducendo
) 2 r gen w
€ cos (w+a)

La curva rappresentata da quest’equazione & piu generale
di quella rappresentata dalla (1) del n. 24 e si riduee a questa quando
a = 0; si chiama cissoide obliqua per distinguerla dalla cissoide
di Diocle, che spesso vien detta cissoide retta. Passando a coordinate
cartesiane la (1) si muta nella seguente

(2) (@ + y?) (x cos @ — ¥y sen a) = 2r ¥?,

dalla quale & facile dedurre che la curva cosi rappresentata ha C
per cuspide, con C D per corrispondente tangente, passa inoltre pei
punti ciclici del piano. Essa ha un asintoto perpendicolare alla retta
D O e posto dalla cuspide alla distanza 2r cos? a.

La cissoide obliqgua ha minore importanza di quella di Diocle;
tuttavia la s’ineontra in parecchie occasioni: valga a mostrarlo il

seguente esempio:
vt = 2pu

gia Iequazione di una parabola riferita ad un sistema di assi ineli-

.
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u=g—y cot a, V= prs

nati secondo I’angolo «; posto # = 4 + v cos @, ¥ = v sen «: ossia

Y otterremo

Y2 =2 psenca (x cos ¢ —ysena)

Fig. 3. — Cissoide obliqua.

come equazione della parabola considerata in coordinate ortogonali;

operando la trasformazione stabilita dalla formola

k2 x' 2y
r= e Y T e
xre -y 2y

otterremo la curva rappresentata dall’equazione

k2
(x"2 4 y'?) (@' cos ¢ —y sen @) = ———— Y%
2 psen «a

la, quale, paragonata con la (2), porta a concludere la seguente pro-



ot e A,

Libro II — Capitolo V'

" posizione: per qualungue inversione avente il polo sopra una parabola,
questa curva st trasforma in una cissoide obliqua.

29. Con maggior generalitd la costruzione della curva di Diocle

si pud estendere nel seguente modo: « Data una conica I”, un punto

. C di essa ed una retta d del suo piano, si conduce per C una retta
arbitraria r a segare nuovamente la conica in F e la retta d in F H
si porta su'r il segmento.C M eguale e dello stesso senso di E F;

il luogo del punto M ¢ una curva cissoidalel). ¥ facile vedere che

le curve cosi ottenute sono cubiche aventi il punto fisso per punto
doppio; anzi & notevole il fatto che tutte le cubiche razionali si pos-
sano costruire con siffatto procedimento, ad eccezione di quelle
di cui la retta allinfinito & tangente d’inflessione ?). Si ha cosi un
metodo utilissimo per studiare le proprietd di tutte le cubiche
razionali, escluse quelle testé indicate 3).

Spingendo ulteriormente il processo di generalizzazione si ar-
riva alla seguente estesissima classe di curve: « Date in un piano

due curve I'; e I'; ed un punto fisso O, si conduce per questo una -

tragversale arbifraria a tagliare quelle curve rispett. in P, e P,,
e sulla trasversale si determina un punto P tale chesiaO P = O P, +
=+ O P,; il luogo I' del punto P & nna cissoide generale »4). Quando
8i conoscono le equazioni polari g, = f, (w), g, = f,.(w) delle curve
I’y , I, si trova subito quella di-T’, che & ¢ = f, () + f, (). Ora se si
chiamano s ,,5,(),%,? le sunnormali polari di I', I}, Ty si ha

de 0 do,
8, == —— 87.1 =—, 8,®) = —
"= " PN ®) -

onde #, =8,(!) + #,(%); se ne deduce che, se gi sanno costruire
le tangenti alle curve I',, I';, si conosceranno subito s,(1) e 8 ,(2),
quindi anche s, eppero si sard in grado di costruire le tangenti in
tutti i punti della eurva I"%). Applicando questo concetto, non solo

1) K. ZAHRADNIK, Cissoidaleurven (Archiv, T. LV, 1874); cfr.C. A. NEL-

80N, Note on rational plane cubics (Bull. Amer. Math. Soc., T. XXX]II, 1926).

*) G. pE LoNGCHAMPS, Sur les cubiques unicursales (Nouvelle Corré-
spondance mathématique, T. IV, 1878; oppure Progréso, T. I, 1891);
K. ZaurapNix, Einheitliche Erzeugung der bekannten rationalen Kurven
dritter Ordnung als Zissoidalen (Prager Ber., 1906).

*) G. STINER, Metrische Eigenschaften der Curven dritter Ordnung mit
einem Dopgebpwnkte (Monatshefte, T. IV, 1893). ’

4) L. C. ScHULZ von STRASSANICKY, Ueber die Zissoide der Kurven
(Baumgartners Zeitschr. f. Phys. u. Math., T. 8, 1830); G. pe LoNGCHAMPS,
Ass. fr. 1885; PEANO, Applicazioni geometriche del calcolo infinitesimale (To-
rino 1887), p. 85-86; Alcune questioni relative alle curve in questione sono
trattate pella nota di F. GomEs TEIXEIRA, Sur une propriété de le strophoide
et sur les cubiques qui coincident avec leurs cissoidales (Nouv. Ann. de
math., IV Ser., T. 6, 1906).

5) PEANo, Ivi.
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gi & in grado di costruire la tangente alla cissoide di Dioclg con un
metodo diverso da quello suggerito da Fermat (v. n. 25), ma si possono
tracciare le tangenti alla cissoide obliqua ed a tutte le curve cis-
goidali. Si dimostra agevolmente che, se 1_"'1 e I', sono eurve alge-
briche degli ordini n, e n,, passanti per O-Tisp. k, € k, vol1-;e e ave’n'bl
all’infinito % punti comuni, I" sard una curva pure algebrica dell’or-
ne
® 2myny— (0 by + ma by + K)Y)
Va notato che nella costruzione esposta dalle cissoidi gene_ra,h,
le curve I', e I', possono coincidere; nasce allora la_ costruzione
seguente: « Data una curva A ed un punto O del suo piano, si chia-
mino P,, P, due delle interse-
zioni della curva con una tras-
versale r condotta da O e si pren-
da sopra questa un punto P
talg che sia O P =0 P, 4+ 0 Py;
il gnogo del punto P & una cis-
‘soide » 2). Cosi se 4 & un circolo
di raggio a il eui centro € digtl
da O della lunghezza b, la cis-
soide ha per equazione polare (0.
essendo il polo O € Yasse polare)
o= 24/ @ — b? sen? w; la curva
&, come vedremo, in generale una
lemniscata del Booth (Lib. III,
Cap. IV), e se b= a'\/§ una
lemnisecata di Bernoulli (Lib. III,
Cap. XIV); sin d’ora abbiamo Fig. 4
voluto rilevare di entrambe que- -

sta notevole generazione. o )
~  Fra le cissoidi da ultimo definite in generale si trova una cu-

bica eircolare simmetrica che a prima vista non sembra' appartenere
a tale categoria3); eccone la genesi: « Dato un cerchio (fig. 4), di

6\‘

\

1) H. WIELEITNER, Speziclle ebene Kurven (Leipzig 1908), p. 3.
2; Si consideri, ad esenf:;io, Pellisse che in assi ortogonali ha per equa-

zone bta? 4 atyt — 2 ab (br + ay) + a?b*=0;
essa ha per centro il punto (a, d) ed é tangente agli assi coordinati; la cis-
soide di essa rispetto all’origine ha per equazione

(b2 a® + a?y?) — 8ablxy = 0

che, per @ = b, rappresenti_una lemniscata (v. Lib. III, Cap. 14); cfr.
G. USPAI, Una generglizzaz'ime della lemniscata di Bernowlli (Giorn. di mat.,

T. LVI. 1918). ) .
3 J ERABE)K, Sur une cubique circulaire (Mathésis, 11 Série, T. VIII, 1898).
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centro O e raggio r, ad una sua tangente fissa a, si consideri una sua
tangente mobile, della quale B sia il punto di contatto e C la in-
tersezione con a; il luogo del punto medio M del segmento B C &
la curva in questione ». Presa O per origine e per asse delle x la per-
pendicolare O A calata da O su a, come coordinate di B si possono
prendere risp. 7 cos w, 7 sen w; equazione della tangente b ¢ quindi
z cos w+y sen w—r =0 e le coordinate di ¢ sono

1—cosw
x =1,y =1 ————
sen w

percid quelle di M sono espresse come segue:

r r
(3) m:;—(l%—cosw),y:—é-[senw—i-

~

l—cost

sen w

Questa rappresentazione parametrica della curva, ne dimostra
intanto la razionalitd; eliminando w si conclude )

(4) bz @ +y)=r+3a);

la curva stessa ¢ dunque una cubica circolare simmetrica avente
. . r -
per punto isolato il punto B | — 5 Of), per fuoco O e per asintoto
/

@’inflessione I'afég delle y{ Per dimostrare essere dessa una cissoide,
indichiamo con D il punto diametralmente opposto a 4 e con d
la relativa tangente. Condotte O C, B D, esse sono parallele come
perpendicolari entrambe a 4 B; guidata per M la parallela ad en-
trambe essa passerd pei punti ¥, R centri risp. dei segmenti O B,
O D e taglierd d in un punto ¥; i due triangoli rettangoli D F R ,
BE M risultano eguali, onde R¥ — M E epperdo RM = EF.
Per conseguenza il luogo del punto M é la cissoide che nasce prendendo
R per punto fisso e per curve fondamentali la retta d ed il cerchio

. - L7 s .
di centro O e raggio 5 Notiamo anche, senza perd dimostrarlo,

che la curva ora segnalata si ottiene anche assoggettando un circolo
ad una opportuna trasformazione quadratica?).

30. Ad un’altra cubica, che ¢ un’effettiva generalizzazione della
cissoide di Diocle si perviene con la seguente costruzione: Dato un an-
golo retto O B C (fig. 5), sui eui lati sono segnati’i punti O, C, si con-’
duce da C una trasversale arbitraria a tagliare il lato B O in D; da D
si conduce la perpendicolare a D C e si projetta su essa in M il

') RETALIL, Sur une cubique circulaire (Mathésis, 11 Série, T. IX, 1899).

3
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punto O; il luogo di M & una curva che, per la sua forma serpentina,
fu chiamata ofiuride da (0 dpic = serpe, 1 odgd = coda) !). Preso
per polo O e per asse polare la perpendicolare al lato O B del dato
angolo, posto poi 0 B =b, B ( = ¢ avremo

BD=ctgw, 0D =>b—ctgw, O M =0 Dsenw;

onde l’equazione polare della ofiuride &
’ sen? w

(5) po=bsenw—¢ H
cos w

la sua equazione cartesiana &

quindi

6) z@+y)=ybar—rcy)
L’ofiuride é quindi una cubica

circolare avente O per punto dep-

pio; le relative tangenti sono la
retta O C e la parallela condotta

da O a B C eiraggi di curvatura 0
in O dei due rami ivi incrociati
SONO espressi come segue:
______ 2
b c/b* + ¢ )
2’ b
Facendo nella (6) b =0 si ottiene 3
Iequazione di una cissoide di Dio- , 4 )
cle: resta cosi dimostrato che di Fig. 5. — L’Ofiuride.

questa l'ofiuride & una estensione. .

Alla stessa conclusione si giunge osservando che la curva rappre-
sentata dalla (6) & la podaria rispetto alla parabola y* = 4 ¢ x del.
punto (0, — b); dunque la podaria di una parabola rispetto ad un
punto della tangente al vertice & in generale una ofiuride, in parti-
eolare (v. n. 24) & una cissoide se quel punto ¢é il vertice 3). Dalla (6)

1y ULHORN, Eﬂtdeckungen in der hoheren Geometrie (Oldenburg. 1809)
p. 12; Braskr, Die Cissoide und eine ihr verwandte Curve (Pr. Neisse. 1881).

2) Questo risultato, al pari di tutti quelli che incontreremo, relativi
alle curvature in un punto multiplo sono tratti dalla nota dell’autore Sur
la courbure d’un ligne plane dans un point gquelconque (Annaes Acad. pol.
Porto, T. 2, 1907). .

3) Da questo punto di vista l'ofiuride venne .considerata dal MaTr-
HIESSEN (Grundziige der antiken und modernen Algebra der litteralen Glei-
chungen, Leipzig 1878, p. 940-941), nel corso della sua illustrazione al me-
todo di PraToNE (v. G. LoOR1a, Scienze esatte, p. 124) per risolvere il pro-
blema di Delo.
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si trae la seguente rappresentazione parametrica:

bA—cl? bA2—cA
@= e , Y=
14 22 14 A2

i parametri dei tre flessi della curva (di cui uno solo & reale) sono
radici dell’equazione s

bew* +33w?—3bcow + b =0;
i flessi stessi stanno sulla retta

3cx+by + b =0;
eec., ecc. ).

1 La costruzione esposta per ofiuride, quella che incontreremo per
la trisettrice di Maclaurin (v. n. 47) ed-altre analoghe hanno suggerito a
R. HEGER (Zur Konstruktion von Kuwrven 3. Ordnumg, Abh. (_}esell. Isis,
1909) il seguente procedimento generale: « Di un angolo 4 @ P di grandezza
costante un lato A @ passa per un punto fisso A mentre il suo vertice Q
descrive una retta g. Per un altro punto fisso O si conduce la parallela
alla Tetta 4 Q e se ne determina lintersezione P con Paltro lato dell’an-
golo mobile; il luogo geometrico del punto P & una cubica razionale eir-
- colare ». Ogni tale curva pud generarsi in infiniti modi col metodo indicato.
" La retta g ¢ parallela all’asintoto reale della curva e A appartiene a un de-
terminato circolo. Nella citata memoria dell’ HEGER &i trovano altre costru-
zioni per le cubiche razionali. .

CAPITOLO VI

L

La parabola cartesiana.

31. Descartes, per addurre un esempio generale di curve a cui
sono applicabili i metodi di cui egli ¢ I'inventore, ha considerate
le linee generate nel seguente modo!): « In un piano sia data una
curva ' ed un punto A ad essa invariabilmente connesso, inoltre
un punto fisso F; si suppone che la curva sia dotata di un moto
di traslazione e si determinano, per ogni sua posizione le interse-
zioni con la eorrispondente posizione della retta F A; il luogo dei
punti ottenuti & una delle curve di Cartesio ». Questa costruzione,
essendo evidentemente applicabile qualunque sia la linea I', & uno
speciale metodo di trasformazione delle figure piane; per tradurlo
in formole prendiamo per asse delle x la retta descritta dal punto
A durante lipotetico movimento e per asse delle y la perpendi-
colare calata su essa dal punto F. Allora se y =f (x) & I'equa-
zione della curva I nella sua posizione iniziale, y, 'ordinata di
F e 1 l’ascissa originaria di 4, saranno

x
y=fw+a, —+ — =1
a +

le equazioni di I" ¢ F 4 in una fase qualunque del movimento;
eliminando a, si ottiene

y=f[m—l+,—m—y—°——]
L : Yo— ¥

come equazione della curva trasformata.

Se I' & una refta, la curva ottenuta pud intendersi generata
dalle intersezioni degli elementi corrispondenti di un fascio di
raggi e di un fascio projettivo di raggi paralleli; & un’iperbole.

Se I" & un cerchio, la curva generata & una concoide di Nicomede

1) La géometrie de Réné Descartes. Nouv. éd., Paris 1886, p. 18.
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(Lib. III, Cap. V). Se finalmente I" & una parabola, nasce una curva, -

segnalata in particolare da Descartes!) e percid chiamata parabola
cartesiana 2); altri la chiama tridenie di Cartesio %); altri finalmente,
per ricordare essere la curva composta di due tratti distinti, ne
chiama le parti concoidi paraboliche ¢) o-ciascuna compagna della
paraboloide di Cartesio %). Se

J2=2pm

¢ I'equazione della parabola generatrlce, quella della parabola car-
tesiana nascerd eliminando a tra le equazioni:

x Y
¥=2p @&+ a) + — =1,
: N a+ 1 Yo
2y — Yo)
onde ¢ g—%——& — (=D @Y—yy) + 2y =0

La 'parabola di Cartesio ¢ dunque una cubica passante nel punto
fisso F'; essa ha per punto doppio il punto all'infinito dell’asse delle
x%); le relative tangenti sono quest’asse e la retta all’infinito;.la
curva possiede inoltre un flesso; ecc. Roberval insegnd a trovarne

le tangenti?).
La parabola cartesiana, fra le speciali curve del terz’ordine,

segue per antichitd alla cissoide di Diocle; essa perd & molto meno
importante e meno nota di questa.

1) I1d., p. 19. )

2) Questo nome si -trova gia nell’Enumeratio lmeamm tertii ordmw
di NEWTON.

3) BeLLaviTIS, Sulla classificazione delle curve del terz’ordine (Mem.
della. Soc. It. delle Scienze, T. XXV, parte 1I, p. 24, 1851); BELrLaccH],
Lezionti ed esercizi di algebra complementare fasc. I (Firenze 1898), p. 43,
ove 8010 segnalate alcune curve piu generali.

%) D v’HopitAL, Sections coniques (Paris 1720), p. 329; M. G. AGNESI,
Instituziont analitiche ad wuso della gioventd (Milano 1748), T. 1, p. 209;
MoONTUELA, Histoire des Mathématiques, T. I1 della Nour. éd., p. 144.

5y DE v’HopriTAL, dnalyse des infiniment petits (Paris 1705), p. 23;
M. G. AGNESI, op. cit.,, T. 11, p. 506.

8) La curva in discorso appartiene pertanto alla classe di curve stu-
diate nei due seguenti lavori: A. GREINER, Ueber orthogonale Invariante der
Kurven 3. Ordnung mit unendlich fernen Doppelpunkie und ihre geometrische
Bedeutung (Diss. Jena, 1902); J. TnomaEg, Ueber orthogonale Invariante
und Kovariante bei Kurven 3. Ordnung mit unendlich fernen Doppelpunkie
(Leipziger Ber., T. 55, 1903).

7) Observations sur la composition des mouvements etc. (Mem. de I’Acad.
royale des Sciences, T. VI, Paris, 1730); ivi si trova il nome di « parabole
de M. des Cartes ».

CAPITOLO VII

La foglia di Descartes.

32. Uno dei pitt immediati ed importanti corollarii della defi-
nizione di coordinate e del concetto di equazione di un luogo geo-
metrico & la possibilitd di introdurre nella geometria delle curve
di cui si ignora la costruzione per punti o per moto continuo. Una
delle linee pili antiche — antica quanto lo & la geometria analitica —
¢ caratterizzata dalla seguente proprietd: « per ogni punto della
curva in questione la somma dei cubi delle coordinate cartesiane
ortogonali & eguale al parallelepipedo rettangolo avente per spigoli
le coordinate stesse ed una lunghezza data ». La curva di cui si tratta,
se si chiama 3a questa lunghezza, ha per equazione

1) ©®+y*=3axy.

Una facile discussione prova che essa ha nell’origine un nodo,
con gli assi coordinati. per corrispondenti tangenti; nell’angolo
formato dalle direzioni positive di queste rette la curva ha aspetto
di una foglia simmetrica rispetto alla bisettrice dell’angolo delle

3a
rette stesse; la lunghezza della foglia ¢ —= Vo . Nei due angoli adia-

centi a quello ora nominato la curva possiede due rami infiniti,
fra loro simmetrici rispetto a quella bisettrice ed accostantisi asin-
toticamente alla retta  + y + @ = 0, al di 13 della quale non si
trova alcun punto reale della curva. I due rami di curva incrociati
in 0 hanno ivi per comune curvatura %\%

A queste conclusioni non erano in grado di giungere i primi
cultori della geometria analitica, i quali non avevano peranco sta-
bilite le convenzioni fondamentali sui segni delle coordinate e,
pel terrore dell’infinito, escludevano i valori non finiti delle coordi-
nate. In conseguenza ad essi sfuggi la presenza-dei due rami infi-
niti della curva (1), ma, per compenso, aggregarono alla foglia,
che fa parte della curva, quelle che le sono simmetriche rispetto
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agli assi ed all’origine. Nacque cosi, un gruppo di quattro foglie di
gelsomino, ovvero un gruppo di quattro cappii, il cui insieme ram-
menta un nodo di cravatta; donde la spiegazione dei nomi fleur de
jasmier ¢ di galand con cui il Roberval indied la curva di cui si tratta
e che altri adoperd in seguito. Ma, per ragioni evidenti, né all’uno
né all’altro di tali nomi si accorda oggi la preferenza; e si chiama
la eurva foglia di Descartes (folium Cartesii) in memoria del geo-
metra che primo ne ha parlato. '

Chi & il primo che adoperd questo appellativo? Tale domanda
venne rivolta in due occasioni (!) e sotto forme differenti di P.
Tannery, senza ricevere una definitiva risposta 2). Per rendere ra-
gione di questo fatto, che indubbiamente sorprendera il lettore,
osserviamo che il piu antico cenno della curva (1) s’incontra in
una lettera diretta da Desecartes nel Gennaio 1638 al P. Mersenne,

perché a Fermat la comunicasse 3); ivi leggesi la definizione a -
parole che riferimmo in principio di questo n., come riferentesi

ad una curva a cui non & applicabile il metodo delle tangenti del
celebre senatore tolosano; la eurva non & indicata con aleun
nome e la definizione & accompagnata da una figura dimostrante
che la forma della curva era ignota a Descartes. Sette mesi dopo
questo grande geometra fece conoscere (23 Agosto 1638) la costru-
zione della tangente della curva, parallela all’asse di simmetria,
deducendone «la plus grande largeur de la feuille »4). «Soit A C K F 4,
egli comineia ®), 1'une des feuilles de cette courbe dont ’essien est
A H et le plus grand diameétre de la feuille est 4 K »; e queste pa-
role — fra cul s’incontra per la 'priﬁla volta la parola fewille —
mostra che, benché Descartes altezzosamente asserisse che la forma
della curva « se voit & P'oeil sans aucun esprit ni science » %), la forma
stessa eragli in realty tuttora ignota: fatto notevole se si riflette
che 1a Géométrie era stata pubblicata 1'anno prima di quello in cui
venivano seritte queste parole. Il nome di « foglia di Cartesio »
non si trova in Roberval, il quale in una lettera a Fermat del 1° Giu-
gno 16387) adopera la dicitura « sa (cioé di Descartes) figure qui
est une espéce d’ovale »; ma in una letters scritta da Huygens a
Leibniz addi 17 Settembre 1693 s’incontra la frase « la feuille de

1) Intermédiaire, T. 111, 1896, p. 85, ¢ T. IV, 1897, p. 125.

*) 1d., T. IV, 1897, p. 19 e 237; T. V, 1878, p. 128.

%) Oeuvres de Descartes, ed. Tannery e Henry, T. I (Paris 1897), p. 490.

4) 1d., T. II (1897), p. 316.

5) 1d., p. 313. ‘

¢) Id., p. 317. La stessa idea ritrovasi sott’altra forma nella lettera
al P. MERSENNE del 27 luglio 1638, ove sta scritto: « Et M.r Roberval me
semble aussy vaiu avec son Galand qu'une femme qu’ attache un ruban
& ses cheveux, affin de paroitre plus belle; car il n’a eu besoin d’aucune
industrie pour trouver la figure de cette ligne dont je lui avais envoyé la
définition ». Vol. cit., p. 274. :

7) Ocuvres de Fermat, T. 11, p. 150-151.

.
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Mr. des Cartes ou de Roberval » !); ma a questa nomenclatura non
8i attenne il somme olandege, giacché nelln pit antica lettera del
12 Gennaio 1693, pure diretta a Leibniz, egli adopera questa peri-
frasi: «la courbe dont ’équation est 23 4+ ¥ =niy que M. Des-
cartes reporte dans sa lettre 65.e du 3.e vol. et qu’il a consideré
aussi bien que M. Hudde » 2); altrove egli preferisce non attribuirle
alcun nome ?). Invece il nome derivato alla curva dalla sua pretesa
somiglianza con un nastro venne adoperato da Descartes 4) e Fer-
mat %), da Leibniz ¢) e dal Barrow ?); senza attribuirle un nome Ia
considerarono: lo Schooten — che nel V Libro delle sue Exercita-
tionum mathematicarum (Leyde, 1657) 8) ne espose una costruzione
dovuta all’Hudde, sopra una figura ove la curva o rappresentata
come formata dalla sola foglia —, il marchese de I’Hépital, nella
sua Analyse des infiniments petits (Paris, 1696) ?), e Giovanni Ber-
noulli, nelle Lectiones mathematicae tenute negli anni 1691-1692 19),

L’appellativo di foglia si presenta nel Secolo XVIII; cosi nel-
I'Histoire de U Accadémie des Sciences, 1706, pag. 94, g’incontra la ge-
guente notizia, che probabilmente concerne la curva di cui si tratta:
« Monsieur Carré a donné en trois maniéres différentes la quadra-
ture d'une courbe appelé Folium ou Feuille 3 cause de son con-
tour »; cosi il de Moivre chiama «the Foliate » 1) la curva (1); e
pilt tardi il Bragelogne 1) ed il Cramer 13) dicono che « la partie finie
d’une courbe qui renferme un espace s’appelle feuille ». Finalmente
il d’Alembert, dedicando al « folium de Descartes » un articolo spe-
ciale dell’Encyclopédie méthodique, ha indubbiamente contribuito
a diffondere I'uso in tutto il mondo civile di un nome le cul radici
si trovano per fermo mnelle lettere di Descartes (23 Agosto 1638)

. ed Huygens (17 Settembre 1693) antecedentemente citate 14).

Riguardo poi all’epoca in cui venne determinata, esattamente la
forma della curva due cose vanno notate: la prima ¢ che Huygens

’

1) Leibniz ed. Gerhardi, T. 11, Berlin 1850, p. 161.
2) 1vi, p. 153.
3) Oeuvres de Huygens, T. 1V, p- 238, 312 e 315.
4) Vol. cit., p. 33.
%) Oeuvres de Fermat, T. 1I, p. 169.
%) Lettera a HUYGENS del 10-20 marzo 1693 ove & parola « de la galande
de Mr. de Roberval ». Leibniz ed. Gerhardt, T, 11, p. 158.
?) Lectiones geometricae (Londini, 1670).
%) Da ¢i6 il nome di curva Schooteenis adoperato da FErRMAT ed altri.
- %) II ed. (Paris 1705), p. 15 e 42.
1) Joh. Bernoulli Opera, T. III, p. 403.
1) A ready description and quadrature of a curve of the third order re-
sembling that commonly called the Foliate (Phil. Trans., n. 345). i
2) Mem. de I’ Académie des Sciences, 1730, p. 165.
13) Introduction, p. 9.
¥) Ai nomi gia ricordati va aggiunto quello di ligne inclinée con cui la
foglia & designata in un manoscritto del See. XVII studiato da P. TANNERY
(Bull. des Sciences math., II Serie, T. XXIV, 1900, I P., p. 26).

i
5
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in una lettera scritta al marchese de 'Hopital il 29 Dicembre 1692

indicod della curva I’andamento generalé, nonché 1’agintoto ); ’altra
che, tanto la succitata memoria del de Moivre, quanto le Lezioni
del Bernoulli sono accompagnate da figure esatte della curva; onde
il 1691, o, se si vuol tener conto dell’anno di pubblicazione, il 1715
¢ un limite superiore per la scoperta della figura della foglia.

33. La lettera seritta da Descartes il 23 Agosto 1638 contiene
un altro passo importantissimo; eccolo: « Au reste, puisque je voye
qu’il (RobeWal) a pris plaisir &4 considérer la figure de cette ligne,
laquelle il nomme un Galand, on une fleur de Jasmin, ie lui en veux
ici donner une autre, qui ne merite pas moins que celle-1a les mesmes
noms, et qui est néamoins beaucoup plus aisée & descrire, en ce

que linvention de tous ses points ne dépend d’aucune équation -

eubique. Celle-cy donc est telle, qu’ayant pris 4 K pour l'aissieu
de l'une de ces feuilles, et en 4 K le point N & diserétion, il faut
seulement faire que le carré de l’'ordonné L N soit au carré du seg-
ment A N, comme l'autre segment N K est 1’aggregat de tout
A K et du triple de 4 N, et ainsi on aura le point L, c¢’est-a-dire
tous ceux de la courbe, puisque le point N se prend & discrétion.
Te pourrais lui donner une infinité d’autres lignes qui ne seroient
pas d’une nature plus composée que celle-la, et toutefois qui repré-
sentoiraient des fleurs et des galans beaueoup plus doubles et plus
beaux; ete. »2) Traducendo in formole questa definizione si vede

che la nuova curva ha per equazione

y? l—z
(@) —
ax? l+32

ora osserviamo che, assumendo per assi coordinate le bisettrici
degli assi antichi, le formole di trasformazione sono

E+7n E—n
= — Y = —
V2 12
in virtu delle quali la (2) diviene
h £3+173=ZVE§1].

Essendo questa della forma (1), la curva di Descartes non
differisce dalla foglia. Che cid fosse noto all’autore del Discours
de la méthode & dimostrato da una lettera posteriore3) di Descartes

1

.

1) Qeuvres de Huygens, T. X (Le Haye, 1905), p. 351
2) Oeuwvres de Descartes, ed. Tannery et Henry, T. II, p. 316-7.
3) Vol. cit., p. 316-7.
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al P. Mersenne, ove si leggono le seguenti frasi: « J'oubliois & vous

"dire que la nouvelle ligne que je propose au sieur R. (oberval) ala

fin de la quatriéme page de cette lettre, est toute la méme que
Pautre, ce que je fais pour me rire de 1111 8’il ne le reconnoit pas,
3 cause qu’il dit la connaitre comme le cercle ». Ora, I'avere Des-
cartes ravvisata l'identitd delle curve rappresentate dalle equazioni
(1) (2) & un fatto di somma importanza, come quello che prova
che egli era in grado di effettuare, almeno in casi particolari, la tras-
formazione delle coordinate.

La trasformazione della equazione (1) nella (2) non & semphce
oggetto d’interesse storico, perché puo essere utilizzata per costruire
la eurva. Osserviamo inf'atti che, se (v. fig. 6) M, M, sono due punti

Y

Fig. 6. — Foglia di Descartes.

della curva (2) simmetrici rispetto all’asse della x, la retta M M,
sara parallela a:O y e taglierda O z in un punto N. Descritto adesso
un cerchio passante per O e col centro su O z, si projettino da O
su di esso i punti M, M, in M’, M,’; anche M’ M’ sard perpendi-
colare a O« e descrivera un fascio di raggi (paralleli) projettivo
al fascio analogo generato dalla retta M M,. Viceversa: sia data una
projettivita fra i punti ¥ , N’ di O x; condotta ‘da N’ la parallela
0 y, se ne determinino le mtersezmm M " M, col cerchio tracciato;
projettandole da O sulla parallela condotta da N a0 y, si otterranno
due punti M, M,, il cui luogo ¢, almeno in casi particolari una
foglia di Ca.rtesw Per dimostrarlo supponiamo che R sia il ragglo

. del cerchio ausiliare e

exx’ +Br+ya’ +6=0

3. — G. Loria, Curve piance speciali algebriche e trascendenti.
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Tequazione della projettivitd fra N e N’; si avrd (dette " le or-
dinate di M e M) ’ (dette v, " le or
‘ v y
X (2.R-—.1},) =y’2’\—— = —,

wl yl
onde. eliminando 2’ e y' si ottiene come equazione del luogo dei
punti M, M, ’
2 Rz? fx+ 6

+
22+ y? ar+y

ossia
©) CRa+ B+ pry 4+ 2Ry + 6)at + dy? = 0.

Questa equazione & piu generale della (2), ma coincide con essa

supposto
2R -
: eRayp—b _ 2EYES -5

R 3 l 4
1:n conseguenza l'equazione della projettivitsa fra i punti N,w™
¢ rappresentata dall’equazione
3z 41
' =R ;

&+ 1

la projettivitd stessa si pud quindi ritenere determinata dal fatto
che ai valori # = 0, — I, © corrispondono i valori z’ = R, =, 3R.

Oltre a questa costruzione diretta della foglia, un’altra venne
segnalata da G. de Longchamps?!), ed altre si conoscono fondate
sopra speciali trasformazioni geometriche?); di alcune avremo oc-
casione di pamlar(:, in seguito (v. n. 47).

34. Dalla (1) si deduce che I’Hessiana della foglia rappresentata
da questa equazione & l'altra analoga curva

3 .
w3+y3+—2—awy:0;

inoltre la seguente equazione polare della curva

Jasenw - eos

sen® o + cos® w
questa riesce utilissima in molti casi, ad es. per caleolare 'area

1) Kssat, p. 104-105.
%) Intermédiaire, T. V, 1898, p. 102-104.
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della eurval); cosi in particolare si trova che esprime tanto

P’area del cappio quanto quella compresa fra i due rami infiniti e
I’asintoto 2). Invece la rettificazione della curva esige integrali Abe-

Liani (cfr. n. 20).
Dalla stessa equazione (1) si ricava la seguente rappresenta-

zione parametrica:
3al 3a A2

“1xs’?T '

& H
1+ 43

quindi la condizione di collinearitd di tre punti (a), (8), (y) &
afy+1=0;

percio i tre flessi della curva sono tutti all'infinito ed uno solo &
reale. L’equazione della tangente nel punto (1) &

(B—2Ne—QCRB—1y+3a2=0,

onde quella dell’asintoto & cio che diviene questa facendo A= —1,
cio® . z+y+a=0
.. . 1
Due punti della foglia corrispondenti ai valori 1 e — T del

parametro sono projettate dal punto doppio secondo due rette
fra loro perpendicolari e sono congiunti dalla retta » di equazione

RB+iAi—1Ny—R—2iA—1)xz—3ai=0;
scrivendo quest’equazione sotto la forma
3a.
2 A+ Ai—1
30 A4 Ai1l
2

si vede che detta retta r ruota attorno al punto fisso

y_

r —

1) Jou. BErNouLLl, Opera omnia, T. III, p. 403-5. 1 particolari del
caleolo si trovano elegantemente esposti in SERRET, Caleul différentiel
(Paris, 1880), p. 235; riguardo alle prime quadrature si veda G. Loria,
Curve piane speciali nel carteggio di C. Huygens (Bibl. math., III Ser.,
T. VII, 1906).

) Altre eleganti proposizioni congeneri si trovano esposte nella nota
di P. MansioN, Sur certaines courbes carrables algébriquement (Nouvelle
Corréspondance mathématique, T. I, 1878).
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C{3a,3aw; \ ‘
L2 9J

Ia foglia pud quindi generarsi mediante il fascio di centro € e l'in-
voluzione di angoli retti di centro O, figure fra cui esiste la eorrispon-
denza algebrica individuata dall’equazione

2—1—11
24+ 2141

Non ci arresteremo ulteriormente sulla foglia di Cartesio,
perché essa & una curva di pochissimo interesse 2), non presentan-
dosi in alcuna questione geometrica (il Bellavitis credeva fosse
la curva inversa dell'iperbola equilatera, supposto il polo in un
vertice 3); ma & facile vedere che c¢id non &) 4). Noteremo soltanto
che come generalizzazioni di essa si possono considerare sia tutte
le curve rappresentate dalla (3), di cui esponemo la generazione,
sia tutte quelle rappresentate dall’equazione

aP + b =abry 4 A (r+ y)5).

Pii ampia ed importante & la generalizzazione che nasce dal
considerare le curve di equazione

~ u=

@ gl — (2 4 1) @ 2" Y 8);

attribuendo all'intero » un valore intero arbitrario, si ottiene in cor-
rispondenza una curva razionale d’ordine 2 + 1 avente nell’origine
un punto 2n — plo e per asintoto la retta x + y = (—1)"a; se-
condoche n & pari o dispari, la curva si comporta in modi differenti
nell’origine.

1) M. C. BaupiN, The Amer. math. Monthly, T. XXIII, 1916, p. 90-92.

) Alcune sue proprieta si leggono nei due seguenti seritti: ERDMANN,
Das Descartes’ schen Folium in seiner Verallgemeinerung (Progr. Miinster.,
1871); RicHLicKI, Das Folium von Descartes (Progr. Wongrowitz, 1884).
Della foglia e di altre cubiche (e quartiche) speciali tratta anche ’articolo
del GoorMAGHATIGH, Sur laffinité imaginaire (Nouv. Ann. de math., IV
Ser., T. 18, 1918). :

3) Sulla classificazione delle curve del terzo ordine (Mem. della Soc. It.
delle Scienze, T. XXV, Parte 1I, 1851, p. 23.

4) La trasformata ¢ invece una strofoide (MICHEL, Démonstration élé-
mentaire d’un théoréme connu, Journ. de Math. spée., IV Ser., T. IV, 1895).

%) REICHENBACH, Diskussion der durch die Gleichung ay® -+ bx3 —
=abxy + ¢®(x + y) dargestellten krummen Linie (Minster 1872).

%) Di tali curve si parla nelle Questioni 7772 e 7840 dell’Educ. Times
/é:. T. XLIV, 1886, p. 88-90); ma le loro pit importanti prerogative, ponché

quadratura, si trovano negli Elemenit di calcolo infinitesimale di E. CE-

8ArO (Napoli, 1899, p. 180 e 325).

-~

CAPITOLO VIII

La focale del Quetelet o strofoide obliqua,
la logociclica del Booth o strofeide retta.

35. Consideriamo un cono di rotazione di vertice V; ne sia
¢’ una generatrice e ¢ una tangente perpendicolare a ¢’. Ogni piano
7z condotto per t taglia il cono in una conica I di cui M, e M, siano
i fuochi, il luogo dei quali, al rotare di = attorno a ¢, ¢ una certa
curva @. Siccome M, e M, si trovano sulla perpendicolare condotta
a t dal suo punto di contatto di 4, cosi la curva @ é situata nel piano
condotto da A perpendicolarmente a ¢, eioé nel piano ¢ condotto per A
e per 1’asse del cono. Osserviamo ora, che in forza di un noto teorema
di Dandelin e Quetelet, per trovare i fuochi M, e M, della conica
I" basta determinare i punti di contatto di & con le due sfere inscritte
nel dato cono e tangenti a m; queste due sfere sono tagliate dal
piano o-in due circoli massimi, onde la curva @ si pud costruire,
senza uscire dal piano o, col procedimento seguente: si segnino
le generatrict g’ , g’ del dato cono che appartengono al piano o, non-
ché la traccia A della tangente t; da A si conduca una trasversale
arbitraria e se me determini la intersezione B con g'’; si determinino
finalmente © due circoli che toccano le rette g", g"’ ed il segmento A B;
i loro punti di contatto con quest’ultimo somo punti della curva .
Questa costruzione pud notevolmente semplificarsi. Si segni infatti
(fig. 7). il punto P dimezzante il segmento M; M, (o A B); il luogo
di tutti i punti analoghi & una retta p parallela a g'’; la retta p
passerd pei punti medii H, D dei segmenti 4 V, A K, supposto
K un punto di g’ tale che il triangolo V A K riesca isoscele. Pon-
gasi ora per brevita VA =a,VB=5b,4B=c; si avra noto-
riamente

a—b+c —a +b+ec
AM=——— BMy=—

s 2 2
* e a—1b

e poich¢ 4 P = e sara PM,=PM,= —

= -
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a—b

PD=}BEK =

dunque PM,=PM,=PD

Detta, quindi, g la retta 4 K si conclude: La curva @ é genera-
bile come segue: dato un angolo p q ed un punto A del suo lato q,

Fig. 7. — Strofoide obliqua.

8i conduce per A una retta arbitraria a tagliare p in P; i punti M, , M,
di 1 che distano da P quanto D appertengono alla curva @.
Se invece di un cono si considera un cilindro retto, ragionando
come prima &i vede che il luogo dei fuochi delle sezioni prodotte in
esso da piani 7 condotti per una tangente ¢ perpendicolare ad una
generatrice g’, ¢ una curva tutta situata nel piano ¢ determinato
dall’agse del cilindro e dal punto di contatto 4 di ¢; si vede inoltre
che la curva di cui si tratta pud costruirsi nel piano ¢ come segue:
- date due parallele g’ , g"' ed un punto A della prima, si confluce una
trasversale A B e i determinano i punti di contatto M, , M, di AB
con i due cerchi che toccano oltre a questa le relie g’ , 8" ; essi appar-

: dato un punto A della loro tangente co-
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tengono a quella curva. Detto P (fig. 8) il punto medio del segmento
M, M,, il luogo dei punti P sard la bisettrice della striscia g’ g3
conducasi da A la retta g perpendicolare a g',¢"’; ne siano D, K
le intersezioni con p,g’’; si chiamino finalmente O, e O, i centri
dei due cerchi suddetti; & chiaro che i due triangoli P M, 0, e P M, 0,
sono entrambi eguali al triangolo 4 P D; :
se ne deduce in particolare: P’

PM,=PM,=PD.

Dunque, nel caso presente, la curva
@ si pud descrivere con lo stesso metodo
usato nel caso generale, servendosi come
elementi fondamentali del punto: A4 e
dell’angolo retto p ¢. E chiaro poi che
la medesima costruzione pud esprimersi
come segue: « Dato un sistema di eir- 4
coli tangenti fra loro in un punto D e

mune, il luogo degli estremi dei dia-
metri di quei circoli passanti per 4 &
una curva @ relativa ad un cilindro » ).

36. E verso la meta del sec. XVIII
che le curve @ fecero il loro ingresso
nella letteratura matematica, giacche
gli & nel 1757 che venne pubblicato il
Vol. IV degli Instituti Bononiensis Commentarii contenenti due me-
morie di Gregorio Casali, intitolate De conicorum sertionum focis e
dedicate appunto alle curve @. Ma la loro nascita risale a circa un
secolo prima; infatti, lo attesta il Casali, esse vennero considerate
anteriormente da Guido Grandi, in un trattato inedito?), e da
Evangelista Torricelli: c¢id spiega il nome di pteroides torricellia-
nae3) adoperato dal Casali per designare le curve @. Sembre-
rebbe, pertanto, che fosse al grande discepolo di Galileo che do-
vesse farsi risalire l'invenzione delle curve di cui si tratta; se
non che, esistono due lettere a lui dirette nel 1645 ove si legge
la definizione planimetrica delle curve @ relative a cilindri e per-
fino il nome adoperato dal Casali. Le lettere a cui si allude?) fu-

Fig. 8 — Strofoide retta.

1) BALITRAND, Note sur la strophoide (Journ. de Math. spéc., 111 Ser.,
T. 11I, 1889).

2) Ivi trovavasi anche l'equazione della curva, a quanto assevera
Fraxcuini (Saggio sulla storia della matematica, Lucea 1821, p. 226).

%) Da 75 =rzpev = ala. .

1) Vennero pubblicate, assieme ad altre, da B. BONCOMPAGNI nel
T. VIII del Bullettino di Bibliografia ecc. (1875). )
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rono seritte da Roma al Torricelli da F. de Verdus, che & quel
« gentilhomme bourdelois » redattore delle celebri Observations del
Roberval sur la composition des mouvements et sur le moyen de
trouver les touchantes des lignes courbes. Di quelle lettere una &
datata 19 Maggio 1645, P'altra é di data ignofa, ma & anteriore
alla precedente e posteriore ad una terza del 15 Marzo 1645. La so-
stanza di essa & concordante, contenendo entrambe la descrizione
d’una linea « che in Francia addimandano Ala o Teroide », dal du
Verdus ricevuta « uno di questi ultimi giorni » e Papplicazione alla
medesima del metodo delle tangenti che va sotto il nome di Ro-
berval; emerge da cid che l'invenzione della curva di cui si tratta
non appartiene certamente al Torricelli, ma ad un matematico fran-
cese, che forse é il Roberval.

Le curve @ relative al cilindro non sembra siano state subito
studiate né in Francia, ove videro la luce, né in Italia, ove vennero
trapiantate, né altrove; giacché nel 1715 A. de Moivre ne ritrovo
per suo conto la costruzione pianal), ne avverti I’analogia di forma
colla foglia di Cartesio e ne determiné la guadratura. Non crediamo
di andare errati affermando che gli é a questo lavoro del celebre ma-
tematico inglese che si deve l'ingresso di tali curve in opera dida-
scaliche assai diffuse quali le Instituzioni analitiche ad wuso della
gioventi italiana di D.na Maria Gaetana Agnesi (T. I, Milano, 1748,
p. 378-380 e 391-392), I’Analyse des lignes courbes algébriques del
Cramer (Généve 1750, p. 411), e le Institutiones analyticae di V.
Riccati e G. Saladini (Bononiae 1765, p. 328 del T. I).

La definizione stereometrica delle curve @, che il Casali svolse
con tanto amore e tanta dottrina, rimase sconosciuta e sepolta
nelle memorie dell’Accademia di Bologna, tantoché il Tortolini
nel 1860 giudicoO necessario richiamare lattenzione dei dotti sul
lavoro del nobile italiano %), spinto a cié dal fatto che nel 1819 quella
stessa definizione era stata ritrovata da A. Quetelet; essa infatti
& il nocciolo della Dissertatio de quibusdam locis geometrici (Gand),
ove le curve @ sono chiamate focali3) o focali regolari secondoché si
riferiscono a coni o cilindri. La dissertazione del Quetelet fu il punto
di partenza delle ricerche del Dandelin (Memoire sur quelques pro-
priétés remarquables de la focale parabolique, Mem. de Belgique,
T. II, 1822), di E. Kiilp (De curva focali regulari, Mannheim 1823)
e di M. Chasles (Apergu historique, Nota IV); mentre gli innumere-
voli studii fatti in Francia sopra le curve @ traggono in gran parte
origine da una questione proposta nel 1840 come tema di concorso
ai Licei e riproposta nel 1861 all’esame di ammissione alla Scuola

1) V. 1a gia citata memoria A ready description and quadrature of a
curve of the third order resembling that commonly called the Foliate (Phil.
Trans., n. 345). :

2) V. la rivista bibliografica Sulla curva logociclica (Ann. di Mat., T. ITI).

3)Altri adopera il nome di focales & noeud.

.3

B
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normale di- Parigi!). Non & cOmpito nostro darne I'indicazione
completa; ma dobbiamo notare che i piti antichi sono contenuti
nella Note del Midy sur le folium de Descartes (Nouv. Ann. T. 111,
1844)2) e che il primo lavoro in cui si trova il nome di strofoide
(derivato forse®) da ¢ grcdpos = avvolgimento o torsione) ed- oggi
generalmente adoperato per indicare le curve @) & quello intitolato
appunto La strophoide (Nouv. Ann. T. V, 1846) dovuto al Montucei
ed erroneamente attribuito a G. Ritt. Aggiungiamo che la focale
regolare o strofoide retta (cosi chiamata per distinguerla dalla pit
generale strofoide obliqua) venne immaginata nuovamente da altri;
e cioe: dal Lehmus, che per la sua forma, la chiamd Kukumaeide *),
dal Booth, che, per le sue relazioni con i logaritmi ed il circolo, la de-
nomind logociclica ®), e dal Rummer, che, scoprendo in essa molte
proprietd collegate alla nozione di gruppo armonico, la designo
col nome di curva armonica ®). :

37. L’equazione délla strofoide obliqua o retta si deduce age-
volmente servendosi dell’ultima fra le definizioni esposte nel n. 35.
Detto infatti « I'angolo p ¢, presi A4 per polo e ¢ per asse polare,
dal triangolo 4 P D (posto A D = a) si deduce

a AP DPpP
sen (w + a) sen a sen w
onde
asen o a sen o

AP=—— DP =

—sen(w—f-a)’ sen(w+a);

1) Eccone I’enunciato: « E data un’infinitd di coniche omofocali ed
un punto del loro piano; si domanda: 1° Qual’¢ il luogo geometrico dei
punti di contatto delle tangenti condotte da quel punto alle dette curve;
20 Qual’é il luogo geometrico dei piedi delle normali condotte alle stesse
curve dal punto dato; 3° Qual’é il luogo geometrico dei piedi delle per-
gextldicolari calate dal punto dato sopra le sue polari rispetto alle coniche

ate ».

%) Ivi la curva é definita mediante ’equazione y =xl 27" ana-

loga all’equazione y = » |/ 2" della foglia di Cartesio.
a x
3) H. BROCARD e P. TANNERY, Intermédiaire, T. 1V, 1897, p. 87.

) Aufgaben aus der hoheren Mathemaiik, Berlin 1842, p. 120. 11 nome

‘Kukumaeide era stato dato prima dall’UHLHORN (Entdecknugen in der ho- -

heren Geometrie, Oldenburg 1809, p. 57) alla curva [(x + a)? + y?] 22 = a® y?
che & per forma somigliante allo strofoide.

5) On the logociclic curve and the geometrical origin of logarithms (Quart.
Journ., T. II1, 1860). Cfr. 4 ireatise on some new geometrical methods, T. 1
(London 1877).

¢) Neue Sdtze iiber eine krumme Linie, mit vorzugweise geometrische
Ableitung (Heidelberg 1868).



74 ‘ Libro II — Capitolo VIII

e siccome, per costruzione i raggi vettori o dei punti M, , M, valgono
AP + DP, cosi si conclude che

sen ¢ -+ sen w

@ g=a

v sen (w + @)
& Vequazione polare della strofoide obliquat!). Quando « = g—

questa diviene

1 +senw Py w
(2) @ =a-————— ovvero anche o =atg |— = — |,
COS W 4 D)

che rappresentano la strofoide retta. Passando a coordinate carte-
siane la (1) si trasforma in un’equazione di quarto grado frale z -y
di cui si separa il fattore x sena 4y cosc; toltolo rimane

(3) (z*+y?) (xsen a-y cos ¢ — 2a sen a)+at (zsena—ycosa) =0

eome equazione della strofoide obliqua e quindi
x
(4) (@+y?) (r—2a)+ a?x=0 ossia y= + (x — a) V

20—

come equazione della strofoide retta; di questa ¢ agintoto la retta

z — 2a. In un caso e nell’altro la strofoide & una cubica circolare.

passante pel punto A e che, se retta, & simmetrica rispetto alla retta ¢.
Trasportando - I'origine nel punto D, ponendo quindi 2 —a = &'
e per abbreviare cot « = y, trasformeremo le (3) (4) nelle seguenti.

(5) @ 4y @2+ ta@+2y2'y—y)=0
(6) (@ +y?) +a@—y}) =02,

1) Fra le strofoidi oblique & notevole per certe applicazioni quella
in cui a == _;:—; v. l’articolo F'reeih’s Nephroid (Proc. L. M. 8., T. X, 1879).

2) Dalla (6) segue che la curva chiamata da J. DE VARGAS Y AQUIRRE
(Catalago general de curvas, Mem. Acad. Madrid, T. XXVI, 1908, p. 495)
foglia di Cornu non & che una strofoide retta. Se poi si pone

, Ern o,k P
o o=ty S o9 = — 3
vs Y V3 ¢
I’equazione (6) diviene
E+n &+ =3akly

cid dimostra che la curva detta da C. REUSCHLE (Praxis der Kruvendiskussion,
I Tl., Stuttgart 1886, p. 97) foglia circolare essa pure non differisce dalla
strofoide retta.
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e queste provano che la strofoide, retta od obliqua, ha D per punto
doppio e che le due relative tangenti sono tra loro perpendicolari.
Assunte queste per nuovi assi I'equazione della curva assume la
sefuente forma

(7) (ax+by) @ +9?)—caxy =0.
- Se invece nella (6) si pone 2" = ¢ -t’] y Y = ¢ 1 i ottiene I'altra
v 2 Ve
_ &—apt
(8) 24/2aén = 1
§—n

rilevata dal de Moivre per la sua analogia con lequazione della

foglia cartesiana. ‘

Servendosi della (3) si vede che le coordinate del fuoco singo-
lare della strofoide (punto d’intersezione delle tangenti nei punti
ciclici) sono:

’

¥ =—a,y=20
Combinando invece la (7) con l'equazione y = A2 si trova

cl c A
xr = LY = s
w+bMa+P)y (@+bA)@1 + )

9)

rappresentazione parametrica della curva, utilissima in molte ecir-
costanze e di cui mostreremo subito qualche applicazione.
Dalle (9) si deduce che la condizione di collinearita dei tre

punti (a), (§), () &
(10) a+bafy=0,
mentre la eondizione di concielicita dei quattro punti (), (8), (¥), (0) &

(11) @ —bafys=0.

‘8i trae da questa che se il cerchio osculatore nel punto (@) taglia

la curva in (a,) si avra
2 2 3 — .
a Vada =0;

dato .quindi (e,) restano determinati tre punti (¢’) («’’) («’”’) tali che

3

R p— 3 ___ -

, @ ‘/“2 P VL
o =—,a" =¢c|/—, " = l el
* ’ ,

Va ba b a
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¢ essendo una radice immaginaria di 1; ora, poiché se ne deduce
Bacodad " —a*=0,

resta stabilito il teorema seguente: Per ogni punt@® della strofoide
passano tre circoli che la osculano altrove; ¢ loro punti di osculazione
stanno sopra un circolo passante per quel punio.

Chiamiamo poi punto di osculazione corrispondente ad un punto
(a¢) della strofoide I'intersezione (') di questa con il cerchio che
la osculi in (a); e consideriamo quattro punti conciclici (@) (8) (y)
(8) nonche i relativi punti di osculazione (a;) (f,) (y,) (4,); sussi-
steranno le equazioni:

R=Pafyd,d=0ce,,at=0Fp,a=0yy,,a> =55
di cui eliminando «,f,y,d si trae
a* = b ay By, 01,

equazione che esprime la seguente proposizione: Se quattro punii di
una strofoide appartengono ad un circolo, lo stesso accadrd pei corri-
spondenti punti di osculazione?).

38. Quando si voglia limitarsi allo studio alla strofoide retta,
& conveniente servirsi della equazione (2). Essa infatti dd come
espressione dei raggi vettori di due punti reciproct (cioé situati sopra
la stessa retta uscente da A): '

1—senw 1 +senw
AM, =q——— yAMy=a——
o8 o8 m
se ne trae AM,-AM,=ad

dunque: la strofoide retta é mutata in 8¢ stessa da una trasformazione
per raggi vettori reciproci di polo A ¢ di potenza a?. Se poi si osserva

a . \ . .
essere A I’ = ——— si vedrd sussistere I'elegante relazione seguente:.
cos w

1( 1o 1 )__AP .
2 A;El AAMz ——az'

1) La strofoide, retta o obliqua,' si pud descrivere di moto continuo

coh un apparato inventato da V. LEBEAU; v. la memoria di questo Sur
un nouveau curvigraphe e quella di J. NEUBERG, Sur les lignes tracées par
le curvigraphe Victor Lebeau entrambe inserite nelle Mém. de la Soc. dei
Liege, 111 Ser., T. 5, 1904.

-
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Siano 8, e 8, la suttangente e la sunnormale polari della curva;

si avra ) '

1 £senw

12) S8;=a(l +senw), S, = a4 ——m—
cos? o

la prima delle quali prova che 'equazione del luogo degli estremi
delle suttangenti polari &

o=a(l + senw)

onde (v. Lib. III, Cap. VII) il luogo stesso ¢ una cardioide; invece
il luogo degli estremi delle sunnormali polari ha per equazione
1 +£senw a? 2y
0 = a—————— o8sia — -+ =1,
cos? w a? a

onde consta di due parabole.
Dette ora S’;, 8", le suttangenti polari in due punti coniu-
gati, §',,8”, le corrispondenti sunnormali, avremo per le (12).

1 1 2

8 +8" =2a, P =

u S”u - a ’
relazioni notevoli per semplicityd ed eleganza.
La (2) conduce alla seguente nuova rappresentazione para-
metrica:
senw (1 + cos w)
(13) r=a(l fecosw) ,y =04 —m——————
cos @

che pud semplificarsi sopprimendo i doppii segni, ritenendo cio¢
soltanto ad es. gli inferiori; quindi la equazione generale della
tangente &:

[1— (1 + cos® w)sen w]x -+ cos® w y — a (1 — sen w)® = 01).
Le tangenti in due punti coniugati si tagliano nel punto

sen® w

r=a(l +sen’w), y=a ,
cos @

il luogo del quale ha per equazione

1) Per.la costruzione della tangerite col metodo del ROBERVAL, v. A .

" SAINT-GERMAIN, Recueil d’exercises sur la mécanique ratiomnnelle (I1 éd.,

Paris 1889), p. 166.
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#2a—a)=(@—a),

epperd ¢ una cissoide di Diocle. Invece il luogo delle intersezioni
delle normali in due punti corripondenti & una parabola. Dall’equa-~
zione della tangente si deduce che, chiamando ¢, e t, le lunghezze dei
segmenti delle tangenti in due punti coniugati compresi fra i punti
di contatto e I’asintoto e k, e h, le distanze delle tangenti stesse da A,

si ha:

1 + cos*w cos’? w
tlzt,=\/ , hyhy = a2 ———— onde t;t, by by = a*
Ccos @ 1+4-cos’w

Introducendo le funzioni iperboliche, col porre
w % .
tg — = tgh —— ossia cosh u = sec o, senhu =tgw,
2 2

la (2) si trasforma nella seguente
(14) p = a (cosh u £ senh u)

che si presta egregiamente a stabilire con uniformitd di procedi-
mento ed eleganza di caleoli tutte le proposizioni concernenti la
curva di cui trattiamo?).

39. I raggi di curvatura in O dei due rami della curva (7) in-
erociati in O valgono rispettivamente
v e

e .
2a 2b

In generale il raggio di curvatura in un punto qualunque della
strofoide si pud costruire elementarmente 2).

La quadratura della strofoide retta si pud eseguire facilmente .

mediante 1a seconda delle equazioni (4); si trova cosi che 'area del

2
cappio & espressa da a2—ﬂ—4a—, mentre la superficie compresa tra
. fs . 7w a? ‘
i rami infiniti e 'asintoto & data da o + )
Non & difficile Ia determinazione del baricentro del sqlit.io ge-
nerato dalla rotazione del cappio attorno al proprio asse di simme-

1) V. il Cap. III dell’opuscolo di S. GUNTHER, Parabolische Logarithmen
und parabolische Trigonometrie (Leipzig: 1882).

) 0. GirscHE, Areh. f. Math. u. Phys., III Ser., T. 13, 1908, pa-
gine 197-202.
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trial). Invece la rettificazione della strofoide esige integrali el-

littici; ed il Booth ha dimostrato che qualunque arco di logoeciclica "

& eguale alla somma di un arco d’iperbole equilatera e di un arco di
lémniscata, oppure alla somma di un arco di ellisse, di un arco d’i-
perbole e di una retta 2).

Numerosissime sono le questioni geometriche in cui si pre-
senta la strofoide; ad esempio essa & la podaria di una parabola
rispetto al punto in cui la direttrice taglia ’asse; inoltre, due punti
delle opere di Huygens provano che essa ¢ una curva duplicatrice
ed una curva settrice 3); fu anche incontrata come luogo dei fuochi
di una schiera di coniche bitangenti4); inoltre essa & la curva ri-
solutrice di un problema di ottica geometrica ®); finalmente la s’in-
contra in questioni di geometria descrittiva ®).

Numerosissimi sono pure i metodi che vennero indicati per

generarla; citiamo ad esempio quello in base a cui la strofoide retta !

si presenta come cissoide (v. n. 29) di una retta ed un circolo 7);
ricordiamo di passaggio quello in cui la strofoide retta appare come
inviluppo dei circoli i cui centri € stanno sulla parabola di equazione

y>=4a(a—=2) e i di cui raggi sono espressi da \/(752 —a?;

ed arrestiamoci un istante, finendo, su uno a cui sono collegati
i nomi di due grandi geometri. '

L. I. Magnus nella sua Semmlung von AHfgaben und Lehrsdigm
akls der analytischen Geometrie (Berlin, 1833) ha trattato (pag. 265)
il seguente problema: « Dati tre punti A, B, C trovare il luogo

1) V. St. GERMAIN, op. cit., p. 49.

2) Cfr. anche: S. GUNTHER, Note sur la logocyclique ou strophoide (Ma-
thésis, T. I, 1881); P. MANSION, Longuer de la bouche de logocyclique on stro-
phoide (1d.. T. VI, 1886); E. Cesaro, Elementi di calcolo infinitesimale
(Napoli 1899), p. 317.

3) G. LoriaA, La strophoide est une sectrice et wne duplicatrice (Mathésis,
1I Ser., T. VIII, 1898). Come trisettrice la strofoide s’incontra senza nome
speciale nell’articolo di J. R. BoYMANN, Discusston einer Curven der dritlen
Ordnung und Dreitheilung des Winkels mittelst dieser Curve (Arch. f. Math.
u. Phys., T. XV, 1850).

4} V. BERGHOFF, Progr. stidt. Gewerbschule Dortmund, 1889.

5) Eccone Ienunciato: Sia dato in un piano un punto luminoso 4 e
un occhio osservante B; uno specchio rettilineo ruota in quel piano attorno
al punto 4; per ogni sua posizione vi & un raggio uscente da 4 il quale
rifletténdosi su di esso viene a passare per B; qual’é il luogo dei punti di
incidenza? V. R. NIEMTSCHICK, Neue Construciionen der auf ebenen und
krummen Fldachen erscheindende Reflexe und hier beziiglichen Theorien (Wien.™
Ber., T. 53, 1866); E. SaNG, On the curves produced by reflexion from a
polished revolving straight wise (Edinburgh Trans., T. XXVIII, Part I, 1877);
G. Loria, Identité de la strophoide avec la focale ¢ moeud; son application

‘a Voptique géoméirique (Nouv. Ann., III Ser., T. XVI, 1897).

$) La GourNerig, Traité de géométrie déscriptive, I1 éd., I11 Partie,

- Paris 1885, p. 149-150.

") BELLACCHI, Lezioni ed esercizi di algebra complementare (fasc. I,
Firenze 1898), p. 44.

&
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di un punto P tale che gli angoli A P B, A P C risultino fra loro
eguali »; di tale luogo il Magnus trova ’equazione e traccia la figura;
quella prova e questa conferma essere desso una strofoide in generale
obliqgua. Ora questo fatto non venne avvertito che casualmente
mezzo secolo piu tardi: avendo infatti O. Hermes dedicato una me-
moria allo studio particolareggiato della curva del Magnus?!), P. H.
Schoute rilevd poco dopo 2) che si trattava della curva a cui dedi-
cammo il presente Cap.; e di pilt fece notare come il lnogo esaminato
dal Magnus fosse caso speciale di uno definito da J. Steiner nel 1852

con le seguenti parole: « Dati due segmenti rettilinei fissi, il lnogo

dei - punti da cui essi sono visti sotto angoli eguali o supplementari
& costituito da due cubiche, entrambe passanti per le estremita
dei due segmenti, pel punto di intersezione delle rette a cui questi
appartengono € pei due punti da cuii due dati segmenti sono visti
sotto angoli eguali. Le due restanti intersezioni delle due curve
stanno sulla retta all’infinito » 3).

Va ancora notato che il metodo di generazione della strofoide
che ¢ incluso nel problema del Magnus, venne ritrovato nel 1893
dal Cazamian, il quale anzi lo sottopose a notevoli trasfigurazioni 4).

Chiudiamo il presente Cap. rilevando che la strofoide (retta o
obliqua) trovasi studiata geometricamente (in base alla generazione
mediante due fasci di eircoli) nella memoria di Ettore Cavalli, Una
cubica a punto doppio assai speciale (Rass. di matem. e fis., Anno II,
1922 e, insieme all’ipocicloide tricuspide (v. Lib. III, Cap. VIII),
come trasformata deil'iperbole equilatera, nel volume di J. Lemaire
intitolato Ktude élémentaire de Uhyperbole equilatére et de quelques
courbes dérivées (Paris, 1927).

1) Ueber eine gewisse Curve des dritten Grades (Giornale di Crelle,

. XCVII, 1884).
*) Bemerkung anldsslich des Aujfsatzes von Herrn O. Hermes (Id.,
. XCIX, 1886).

3) G. di Crelle, T. XLV; oppure Steiner’s Werke, T. II (Berlin 1884),
487. .
%) Sur un liew géométrique et ses applications (Nouv. Ann., 111 Ser.,
. XII, 1893); cfr. le osservazioni del Varpgs, Sur la strophoide (Id.,
. XIII), 1894).

H o A3 3

)

CAPITOLO IX

Generalizzazioni della strofoide.

40. Parecchie delle proprietd della strofoide retta che dimo-
st.ra-mmo od enunciammo nel n. 38 appartengono a una classe di curve
pu‘l_ generali che vennero studiate, indipendentemente l’'uno dagli
altri, da tre autori, cioé C. A. Bretschneider 1), Rosenstock 2) e
Andreasi®): le chiameremo per brevita panstrofoidi 4) e cominceremo
dal darne la seguente definizione: « Si consideri il fascio di cir-
901i, avente per basi i punti B, C reali od immaginari conjugati, ed
il §asci0 di raggi avente per centro un punto A della retta dei centri
dei circoli del fascio; il luogo dei punti in cui le rette del secondo
fascio sono toccate da circoli del primo é una panstrofoide ». Sic-
come ogni raggio r uscente da 4 & toccato da due circoli passanti
per B, (' cosi su ogni retta r uscente da A si trovano due punti
M,, M, della panstrofoide; si dicono punti corrispondenti della
curva. Si chiami L T'intersezione delle rette » e B C'; & chiaro che
nel caso speciale in cui B e C coincidono i due segmenti L M 1€
L M, risultano entrambi eguali a L B, onde si trova 'ordinaria de-
finizione della strofoide retta. :

Per trovare I'equazione delle panstrofoidi prendiamo (fig. 9) la
retta B C (che & sempre reale) come asse delle y e come asse delle
z il luogo dei centri dei cerchi del fascio. Se — g & l'ascissa del
punto 4 e %k (numero reale od immaginario puro) il valore asso-
luto di § B C, le equazioni generiche di un cerchio e di un Lageio

dei dati fasei saranno s T
(1) - 2—2cx+y¥2—EKB =0,
2) y=4ai +g)

) Die harmonische Polarcurven (Archiv, T. L, 1869).

*) Ueber eine Gruppe ebener Kurven dritter Ordnung (Progr. Gotha, 1886).
1892;) Studio analitico delle tre cubiche ciclicke (Giorn. di Mat., T. XXX,

Y) Il BRETSCHNEIDER la chiama harmonische Schlinge.

6. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.
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La condizione di contatto essendo
3) E+R=2(G+2cg—F),

lequazione della panstrofoide corrispondente ¢ il risultato del-
Peliminazione di ¢ e 4 fra ‘le (1) (2) (3); e dunque

4) 2@ +y?) +g@—y)+B@+g =0

Fig. 9. — Panstrofoide.

La forma di quest’equazione dimostra che le panstrofoidi sono
cubiche circolari simmetriche rispetto ad un asse; essa conferma
che una tale curva (4) passa pei punti 4, B, C, nonché pei punti
dell’asse dell’ascisse aventi per ascisse -+ ik (punti reali se B, C
sono immaginari e viceversa). Scrivendo la (4) come segue

[@ +9) @ + #)
pu][CEIETE

g

si vede che la retta x =g & un asintoto d’inflessione. S.e.k2> 0
la panstrofoide consta di un serpentino, se k2 = 0 ha Llorigine per
punto doppio, se finalmente k< 0. cpngtg di un ovale e di un
serpentino. Notiamo anche due casi limiti; per g = 0 la curva sl
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spezza nella retta = 0 e nel cerchio 22 + 42 + k* = 0, mentre
per g = o s8i decompone nella retta all'infinito e nell’iperbole
2 —y? 4k =0. .
Trasportando 'origine nel punto A4, la (4) diviene
V¥Rg—x)=x(2+ g +2—2gux)
onde, passando a coordinate polari,

(5) Pcosw—2gp + (g° + k) cosomr =0

Detti quindi o, , p, 1 raggi vettori di due punti corrispondenti M,,
M, e L il punto comune alle rette M, M, e B C, si ha:

g—/ g®sen’ o — k2 cos? o

AM, =p = ’
cos w
g+ 1/ ¢*sen®> w — k% cos> w g
AJI:[Z:QZ: v N A L=
cos w €os
onde
\/9? sen? w — k% cos?

LM,=AM,—AL= = AL—AM,,

cos w

cioé¢ L ¢ il punto di mezzo del segmento M, M,; la retta B C é dun-
que il luogo dei centri dei segmenti determinati dalle coppie di punti
rorrispondenti. ]

Notiamo poi, senza dimostrarlo, che le normali in due punti
corrispondenti qualunque si tagliano in un punto, il cui luogo geo-
metrico é. la parabola y2 4+ 4gx =0, che linvariante assoluto
g —_—

k .
della curva (v. n. 12) vale e che la curva ha a distanza finita

8 flessi situati due a due su quattro parallele all'asse delle y, le cui
ascisse formano un rapporto equianarmonico.

41. Altra generalizzazione della strofoide ¢ evidentemente il
luogo dei piedi delle normali condotte ai circoli di un fascio da un
punto arbitrario del suo piano. Altrettanto dicasi riguardo alla curva
definita consegue !): Dati in un piano due punti 0, 4 ed una retta
r, sia M un punto qualunque di questa; condotta la retta O M, si
prendono su di essa due punti P, P’ tali chesia M P =M P =M A;

il luogo dei punti P, P’ ¢ sempre una curva del terzo ordine pas-

) LAGRANGE, Sur les cubiques strophoidales (Nouv. Ann. de Math.,
ITI Serie, T. XI1X, 1900).
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sante pel proprio fuoco singolé,re; & una strofoide se la retta r passa -

per A; in caso diverso & una cubica sirofoidale, che pud in infiniti
modi considerarsi come luogo dei fuochi di una schiera di coniche.

Della strofoide retta sono pure estensioni le curve di equazione
generale

(6) (@+y)(@P—2kay+y) =20 +kazy');

facendo ivi infatti k¥ = 0 si ottiene 'equazione d'una logocidica;

aggiungiamo che per k = }

¢’ si ottiene una foglia di Car-
tesio.

Di natura diversa ¢ la
generalizzazione contenuta
nel seguente problema lo-
cale 2): « Data (fig. 10) una
conica I'" & una sua tangente
fissa @ con due punti M e
N, e dato un terzo punto
fisso O di T, si congideri una
tangente qualunque ¢ della
curva e si chiami » la retta

jugato armonico del punto
C= at rispetto alla coppia
M N; trovare il luogo del
punto tu= P» B chiaro che
questo luogo é generato me-
diante una corrispondenza
projettiva stabilita fra il fa-
scio di raggi avente per cen-
tro 0, e il fascio di tangenti
della coniea I'; il luogo stesso
Fig. 10. & pertanto una cubica avente
O per punto doppio; il Pic-
quet ha notato che & la projezione della podaria di una parabola
rispetto ad un punto della direttrice.
Molto piu vaste sono le due generalizzazioni che ci restano da
definire.
L’una venne indicata dal Barbarin nella Revue de mathémati-
ques spéciales, 1894, ed & in ultima analisi un metodo di derivazione

. 1) CEsAro, Elementi di calcolo imfinitesimale (Napoli 1899), p. 171;
L. BurRMESTER (Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1888, p. 38) le chiama
zwettzilige Fokalkwrven.

2) P1cQUET, Géométrie analytique (Paris 1882), p. 552.

che unisce il punto O al con--
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da una curva di infinite altre. Egli infatti suppone dati ad arbitrio
una curva I" e due punti O’, O’ nel suo piano; preso un punto
qualunque M di I, lo si unisce ad O’ e si taglia la congiungente col
cerchio di centro M e raggio M O’’. 11 luogo delle coppie di punti’
di intersezione ¢ una curva che si dice strofoidale di I'. 11 de Long-
champs insegnd a costruirne le tangenti?).

L’altra appartiene a W. W. Johnson %). Il quale ha considerato
il luogo dei punti P in cui si tagliano due rette rotanti attorno
a due punti fissi 4, B per modo che, detti ¢,y gli angoli di P 4
e P B con la retta A B ed « un angolo dato, si abbia costantemente

@) ny +me=a

I numeri m e n si potrebbero supporre qualisivogliano, ma, vo-
lendo ottenere delle curve algebriche, fa mestieri supporli commensu-
rabili, anzi si pud supporli interi e primi fra loro. In tale ipotesi
chiameremo strofoide generale il luogo del punto P e per ottenerne
Pequazione prenderemo A per origine e 4 B per asse delle  in un
sistema di coordinate ortogonali; porremo poi:

2

AB=amz +iy)" =X, +iY,,(a—24+iy"=X'p +iY'n;
z+iy=ce¥ ,a—a+iy=pc?;
avremo quindi:
X, +i¥,=c"e™ X', £iY, =",
(X, +iY ) (X +iY,) =™ o"ei(Wind)
0, applicando la (7),
® (Xp+9Y,) (X' £iY',) =gmo" e
ossia *

X, X FY, Y, ) +i (Y, X FXY ) =0™0"(cos e + isena).

Questa si spezza nelle due
X, X,.¥Y,Y,=0"0"cose; Y, X', +X,Y, =0 c"sena;

1) Sur le strophoidales (Mathésis, II Serie, T. IV, 1894).

) The strophoids (Am. Journ., T. III, 1881). Cir. 4 note on the stro-
phoids (J. Hopkins, University Circulars, T. II, 1883) ove E. BARNES
applica i quaternioni alle curve del JOHNSON; delle stesse tratta l’articolo
di J. H. WEAVER, A generalization of the strophoid (The Amer. Math. Monthly,"
T. XXIX, 1922). .
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eliminando fra queste o™ ¢” si conclude:
8 (X, X,.FY, Y’,,,)(——cot e(Y, X', + X, Y',) =0:

e questa & l'equazione (di grado m 4 n) delle strofoidi generali.

Per m =1, n = 2, preso il segno — si ottiene la strofoide obliqua

123 quale pertanto gode la notevole propriets espressa dalla relazione
y—g=a : ‘

La pil recente generalizzazione della strofoide a noi nota pud
esprimersi come segue: Sull’asse delle # di un sistema di coordinate
cartesiane di origine O si considerino due punti fissi 4 e C, il se-
condo dei quali sia centro d’un cerchio passante per 0. Sia P un
punto qualunque della-periferia di questo cerchio e si porti sulla
tra_sversale A P il segmento P M eguale alla corda O P; variando
P il _punto M descrive una curva che, quando C si allontana in-
definitamente sull’asse delle z, tende a identificarsi a una strofoide
retta 1),

Finiremo notando che anche l'originaria definizione stereo-
metrica della strofoide (n. 35) fu estesa e condusse a nuove curve
ma di quart’ordine 2). 4 ’

1) F. H. HopGE, 4 enemi'iza,tio the st ! y
hly, V(}){l. oy 192{][_)' n of the strophoid (Amer. Mathem. Mon-
_*) H. W. NEWSON, 4 pair of curves of the fourth degre d their appli-
cation tn the theory of quadrics (Amer. Journ.{ T. XI\?': if%;). “ir appls

CAPITOLO X

La concoide slusiana.

42. Fra le particolari cubiche circolari ve n’ha una che sfuggi
all’attenzione dei geometri moderni sino al giorno in cui venne pub-
blicato il ¢arteggio tra R. de Sluse e C. Huygens ). La chiameremo
concoide slusiana e la definiremo come segue: Dato un punto O
(fig. 11), una retta r ed una costante k%, si conduce per O una
trasversale arbitraria a tagliare » in M e si porta su O M a partire
da M, dalle parte opposta a quella dove sta 0, un segmento M P
tale ¢che O M - M P =%?; il luogo di P sard una concoide slu-
siana 2). Preso O per polo e per asse polare la perpendicolare calata
da O su r, detta a la distanza fra O e 7 si avrd

a

, M P =p0p—

OP=9,0M=
COosS @ COos w

onde l'equazione polare della curva @
1 a (p cos w — a) = k? cos®> w.
L'equazione cartesiana & invece

) a(@—a) (@ +9?) =K

k? .
Se il segmento eguale & 573 si fosse portato da M verso O in

M P’ si sarebbe ottenuta la curva

) a(e—a) (@ + ) = — k2,

1) G. Loria, Une courbe oubliée (Mathésis, 11 Serie, T. VII, 1897).

2) Lettera del 6 Ottobre 1662 in Oeuvres de Huygens, T. IV (La Haye
1891), p. 247. Della curva or definita & fatta menzione dal marchese DE
L’HopiTAL nella sua Analyse des infiniment petits, 11 ed. (Paris 1705), p. 67.
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che non ha piu la forma di conchiglia, ma ehe — grazie all’analogia
fra le equazioni (2) e (2') — chiameremo ancora concoide slusiana;
in altre parole noi ammetteremo la Possibilita che nella (2) &2 sia
negativo 1).

Per ottenere una costruzione comoda della curva di cui ei oc-
cupiamo consideriamo il luogo dei punti ¥ tali che O M - ON=1?
ove O, M , N sono punti ecollineari. Questo luogo & il circolo K

. . 2
passante per l'origine ed avente per centro il punto C(—éli—, 0);
a
si avrd allora ON =MP =P M dunque: « Dato un cerchio K,
A

A

Fig. 11. — Concoide slusiana.

un punto O della sua periferia ed una retta » parallela alla relativa
tangente, si conduca una retta arbitraria a tagliare K in N e 7
in M; su quella retta si porti a partire da M dalla parte di O (o dal-
Popposta) il segmento M P (0 M P’) eguale 3 O N ; il lnogo dei punti
P (0 P') cosi ottenuti & una concoide slusiana, ».

Di tal curva il punto O ¢ un punto doppio; le relative tangenti,
essendo complessivamente rappresentate dall’equazione (a%— 2?) a2 +

) A queste due specie di curve si giunge cercando le cubiche circolari
razionali che sono simmetriche rispetto a un asse; fra esse si trova anche
la cissoide di Diocle e la trigettrice di Maclaurin, di cui parleremo poi
(v. n. 47); tali curve godono di proprieta che si apprendono dalla nota di
‘W. GAEDECKE, Ueber das Zentruin der mittleren Entfernugen gewisser Punkt-
qmzdmgel auf die rationalen zirkularen Kurven 3. Ordnung mit’ Symmetrie-
achse (Sitz. der Berliner math. Gesell., 28 giugno 1916).

La concoide slusiana ]9

Iy

+ a?y* = 0, quel punto ¢ un nodo o un punto isolato secondoché
a*S k?; per k = a si ricade nella cissoide di Diocle; se k> a i due
rami di curva incroeiati in O hanno ivi per comune raggio di cur-
vatura
2. o2
kVE—a*
a

).

'43. Combinando P'equazione (2) con la y= Az si ottiene la se-
guente rappresentazione parametrica della concoide slusiana:

s % ; KA
:a+——— = ——
@) v aqa+n YT +aﬂ+%ﬂ

Se ne deduce facilmente la seguente condizione di collinearity
dei tre punti (a), (8), (y):
a2 + k2
4) By tryedepf= ;

a2

per conseguenza la curva ha (oltre ad un flesso all'infinito) due flessi

2 k2
a distanza finita®), i cui parametri valgono 4 \1%%— e le cui

coordinate sono:
. 3
4a(a® + k?) 4 (a? + k?)*
T =, Y=t ———
4a® 4+ k? V3 (4 a?+ k)

M

1) .Merita di essere notato che le concoidi slusiane furono poi incon-
trate, indipendentemente dal loro primo scopritore. Cosi nell’Introduction
@ Uanalyse des lignes courbes algébrigues di G. CRAMER (Genéve 1750, p. 441)
si trova l'equazione

@t 4 gt = (b — B) 2 + by
evidentemente riducibile alla forma (2) o (2'); donde il nome. di curva di
Cramer datale da H. RIEDER (Uniersuchung eine 2-4-deutigen kinetogra-
phischen Verwandschaft; Diss. Miinchen 1907, p. 31-33), il quale I’ha poi
generalizzata in quella rappresentata come segue:
(by — ax) (x* + y*) + (ab —aR) x* + aby® + b Ray == 0.

Draltra parte ErNesto Cavarir (Le figure reciproche e la trasformazione qua-
dratica nella cinematica, § 22; Atti Accad. Napoli, 11 Ser., 1X, 1899) ha
considerate le curve

(x—"a) (@ 4+ y?) + ber =0

e (osservando che per b= a quest’equazione rappresenta una cissoide di
Diocle) le ha chiamate Pericissoidi o Ipocissoidi secondoché a Zb.

?) La determinazione dei flessi ¢ segnalata dallo SLUSE nella lettera del
12 gennaio 1663 (vol. cit., p. 292) come eseguita dal’HuyGENs.
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eliminando fra queste %k si ottiene l’equazione

@ (@ 4yt =4ay
che rappresenta una cissoide; dunque resta dimostrato il seguente
teorema, scoperto dal de Sluse?): il luogo dei flessi di tutte le concoidi
slusiane aventi comuwi il punto doppio e Uasintoto & una cissoide di
Diocle, avente per cuspide quel punio e Uasintoto parallelo a quel-
Uasintoto, ad una distanza quadrupla dal punto singolare.

Le (3) danno:

(3) a®(fyd+aydt+afd + a fy) — (@@+k) (e+B+y+8)=10

come condizione di conciclicitdh dei quattro punti (¢) (B) (y) (9).
Lasciamo al lettore di dedurne che per ogni punto della concoide
passano tre circoli che la osculano altrove; i tre punti di osculazione
appartengono ad un circolo passante pel punto di partenza; invece
per ogni punto della curva passano due cerchi tangenti la curva in
quel punto ed in un altro; ecc. Finiamo dimostrando 1’osservazione
del Neuberg?) che la concoide slusiana ¢ la podaria di una parabola
rispetto ad un punto dell’asse. Infatti la podaria della parabola
y® = 2 px rispetto al punto (¢, 0) ha per equazione

2a@—af +2@—a)y +py=0;

posto quindi # —« =a' questa diviene

R R
2 2 J

e poiché questa ¢ della forma (2), I’'enunciata proprietd ¢ dimostrata.

1) V. la prima delle citate lettere di questo geometra.
2) V. una postilla al citato articolo Une courbe oublice.

h CAPITOLO XTI

Cubiche razionali tangenti alla retta all’infinito;
in particolare la cubica di Rolle.

44. Una cubica razionale tangente alla retta all’infinito pud
sempre rappresentarsi con un’equazione della forma wu, v,®2 + u, =
=0, u; e v, essendo forme lineari e u, una forma quadratica in
x,y; per ottenere questo risultato basta assumere come origine il
punto singolare che la curva possiede. Riguardo a tali curve sus-
siste .il seguente ' )

Teorema. Data una parabola, un punto O di essa ed una retta r
del suo piano, si conduce per O una trasversale arbitraria a tagliare
la parabola in O’ e la retta in P e si determina su di essa un punto
P’ tale che i due segmenti O O', P P’ abbiano lo stesso punto
medio 1). 11 luogo di P’ & una cubica avente O per punto doppio e
la retta allinfinito per tengente.

Dimostrazione. — ' La parabola data sia rappresentata dalle

22

equazioni x = y = A; la retta 7 sia la congiungente dei punti

29’
‘(a) (), abbia quindi per equazione 2 pr—(a + By +af =0;
il punto O’ abbia per parametro A. Un facile calcolo prova che le
coordinate di P’ sono

2 aﬂ),
Y SR T A
2p 2p(e+ p—A) a -+ p—2

eliminando A si ottiene

1) «Bp—2p(atp) ay+apa=2y{pr—(@+Py}

come equazione del luogo dei punti P’; con la sua forma essa di-
mostra il teorema.

1y P’ dicesi isotomico di P rispetto alla coppia 0 0.
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Scrivendo la (1) come segue:
@) @pe—ay@Epr—py =29{pr—@+hy}

si vede che O & un nedo, una cuspide od un punto isolato della
curva, secondoché r & segante, tangente o non tangente della para-
bola; le relative tangenti sono le rette che uniscono il punto O ai

punti (e) e (§).
Nel caso della curva cuspidata la (1) diviene
Cpr—ayP =29 (pr—2ay).
Quest’equazione & riducibile alla forma
2y =a{y—maP, o
la quale, nel caso m = —1, diviene | d .- e
vyt =a(@+y»

e rappresenta una curva chiamata, & ignoto per quale ragione, Ou-.

bica di Rolle?).
1} ELGE (cioé G. DE LONGCHAMPS), Sur le courbe de Rolle. Sa construc-
. tion par poinis et par tangentes (Journ. de math. spéciales, IV Serie, T. V,
1896). Ivi & esposta, pel caso speciale considerato, la costruzione generale
contenuta nel teorema del testo.

CAPITOLO XI1

Versiera, visiera e pseudo-versiera.

45. Dato il cerchio di diametro 4 C (fig. 12), il luogo di un punto
M tale che, condotta la retta M D B perpendicolare ad A C e deter-

¥

T
t
N N
ki A} ;v
A n
Fig. 12. — Versiera, visiera e pseudo-versiera.

minatene le intersezioni B, D con quel diametro e la periferia di
quel,cerchio, si abbia

(1) ’ AB:BD=AC:BM
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& una curva che s’incontra a pag. 380-381 del T. I delle Instituziont
analitiche ad uso della gioventi, italiana di D.na Maria Gaetana Agnesi
(Milano 1748), ove essa ¢ designata col nome di «la versiera». L’equa-
zione della curva — sotto la forma notata qui appresso col nu-
mero (2') — si trova gia in un passo di Fermat !), d’onde si apprende
essersi questo occupato di quadrarla; ma?) il nome ora riferito
‘s'incontra per la prima volta nelle Note al Tratlato del Galileo
del moto naturalmente accelerato del P. Guido Grandi (Opere di
G. Galilei, T. II1. Firenze 1718, p. 393) ove si legge che il nome Ver-
siera (lat. Versoria) deriva dalla parola sinus versus e che la curva
stessa fu ottenuta per la prima volta dal Grandi nell’opera intito-
lata Quadratura cireuli et hyperbolae (Pisa, I ed. 1703; 11 ed., 1710).

Nell'opera citata dell’Agnesi della versiera non ¢ fatto uno studio
completo, ma & avvertito (pag. 391-393) essere essa costruibile
agevolmente come segue: « si conduce per lestremo A del dato
diametro una trasversale arbitraria che taglia nuovamente la peri-
feria del circolo in D ed in E la tangente a questo in C; le parallele
condotte D , E risp. a tale tangente ed al diametro 4 C si tagliano
in un punto M della versiera ». Infatti da questa costruzione de-
ducesi A B: BD = A C: C E, che coincide con la (1) dal momento
che CE=BM. .

Detto a il diametro del dato cerchio e presi A ¢ per asse delle
y e A per origine, l'ultima proporzione scritta si pud porre sotto la
seguente forma

. ) a
N Vye—y
cioe
a3 3)
(2) 2y =a*(a—y) ovvero (2') y= ——
@+ 22

1) V. la memoria De aequationum localium transmulatione et emenda-
tione (Oeuvres de Fermat, T. I, p. 279-280 e T. 111, p. 233-234).

2y G, Vacca, Sulla versiera (Boll. di bibl. e storia, T. IV, 1901).

3) L’equazione (2') si trova gia in FERMAT (Qeuvres ed. Henry e Tan-
nery, T. I, p. 279 e 111, p. 233). il quale ha per primo quadrato la curva.
Lo stesso risultato fu poi ottenuto altrimenti dall’ HUYGENS (Oeuvres, T. X,
La Haye, 1905, p. 364-373). Posto r=1y',a —y=ux la (2) diviene

Yy =a \ ---—f--i,, equazione adoperata dal MiSTER (Propriétés de la courbe
o~

d’Agnesi, Mathésis, T. VII, 1887); facendo inoltre a = 2 a’ si ritrova la
forma di equazione preferita dal BooTH (A treatise on some new geometrical
methodo (l.ondon 1817)3, p. 202-3) per quella che egli chiama « the witch or
the curve of Agnesi»). Generalizzando la (2") G. GranDI (De infinitis infi-
nitorum ecc., Pisis 1710) ha considerate le curve (m e n essendo numeri
interi positivi) di equazione
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La versiera & dunque una cubica razionale, avente l’asse
delle x per asintoto d’inflessione, toccante in C il dato cerchio ed
a,vent(? per punto isolato il punto all’infinito del diametro A C.
Essa ¢ evidentemente susceftibile dalla seguente rappresentazione
parametrica. V

a’:}

(3) o=,y =——
at 1 72

in corrispondenza si ha come condizione di collinearita dei tre punti
(a), () ()
o+ ﬂ +y= at,

dglla quale risulta che la curva possiede a distanza finita due flessi
di coordinate V

N a 3a
xr = — =
V3 y Y S
Dalla (2) si deduce
/Ny dzr = a3 /v—-—-—d Y aare tg £ -+ cost
J Joa? 4 x? a o
T=+00 r a 2
ydao =4z L—] ;
o r=—00 2

percio U'area compresa fra la versiera ed il proprio asintoto equivale
gl quadruplo dell’area del cerchio gemeratore. Dalla stessa (2) si de-
uce

/.1/2 Qi — a8 / dzx _ 1 atx a3 T
L J@ser 2 @te 2 UOES
onde
ra=-+00 % 4 )
1 ydr =2 -
r=—0 4

¢i6 prova che la versiera ed il circolo generatore, rotando atiorno al-
Uasintoto, generano du(’ polumz il primo dei quali & doppio del secondo.

La‘costl.‘uzmne indicata per la versiera ¢ suscettibile di immediata
generalizzazione, essendo caso specialissimo della seguente: Dati

') Un teorema analogo sussiste per tutte le curve aventi equazioni
della forma y (2% 4- a®)==ar?: v. H. WIELEITNER, Uecber zwei Familien
von rationalen Kubiken (Monatshefte f. Math. u. Phys., T. XVIII, 1907);
sono le curve che alcuni chiamano agmesiane: v. due articoli dal titolo
b,u'r les agnésiennes uno di J. NEUBERG (Mathésis, II1 Ser., T. X, 1910),
Paltro di R. GoorNacHTIGH (Id., T. XXXVI, 1922). ' (




96 Libro IT — Capitolo XII

un cireolo K (di eentro C e raggio ), un punto 0 ed una retta d nel
piano del circolo si conduce per O una retta arbitraria a tagliare
din D e K in N. La parallela condotta da N a d taglia la perpendico-
lare condotta da D a d in un punto M il cui luogo & in generale
una curva del quart’ordine. Ma se O si trova sulla periferia di K,
questa si decompone nella parallela condotta da O a d ed in una cu-
bica, la quale diviene una versiera se d & tangente a K nell’altro
estremo del diametro O C. Se invece O C & parallela alla retta d, la
cubica si chiama serpentino di Newton *).

Va notato che se, nel caso generale, si prende per origine O
e per asse delle 2 una parallela a d, fra le coordinate dei punti N (x , )

e M (z',y’) sussistono le relazioni ' ::lyﬁ, y' =y; dunque

la versiera, il serpentino e tutte le altre curve ora considerate sono iper-
bolismi di circoli (v. n. 15).

45. G. Peano nelle sue Applicazioni geometriche del calcolo in-
finitesimale (Torino, 1887) ha considerata (p. 87) una curva, simile
per forma alla versiera e chiamata da lui visiera di Agnesi. Eccone
la costruzione: Si consideri ancora il cerchio che serve a costruire
la versiera (fig. 12) e si tracci per A una trasversale arbitraria a
tagliare in 7, U la tangente t a Kin C e la periferia del cerchio dato.
11 centro N del segmento T U- appartiene al luogo in questione.
Dette o, w le coordinate polari di N rigpetto al punto 4 come polo
e al diametro A C come asse polare, si avra:

. : a 1
Q:AN—_—%(AT-FAU)——————( +cosw]y
2 cos @

equazione polare della curva in questione, la quale prova che la
versiera non differisce dalla compagna della cissoide (n. 24).

E una cubica circolare avente A per punto isolato e per asin-
toto la parallela condotta a t dal centro del dato cerchio; & dunque
una curva ben distinta dalla versiera ed a cul si pud conservare
il nome di visiera datole dal Peano. Essa & suscettibile della seguente
rappresentazione parametrica:

a B2+ 2 a B+217
5)) Tz = — VY = — T
2 241 2 2+1

a questa corrisponde la seguente condizione di collinearitd dei tre

1y Berraccal, Lezioni ed esercizi d'algebra complementare (Firenze 1898),
fase. I, p. 46. La stessa curva, generata nello stesso modo trovasi studiata
in un articolo di G. pE LoNecHAMPS (Journ. de math. spéciales, II Serie,

T. IX, 1885, p. 202).
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punti (a), (ﬂ) ) (V):
By +yve+af—2=0;

per conseguenza la curva possiede al finito due flessi aventi per coor-
dinate
4a /T 4a
ML R

Preso per asse delle ¢ ’asintoto della versiera, in luogo della (5) si
ha la seguente rappresentazione parametrica:

1 1 a
6) r=a —sean'—}———tgw},y:—coszw'
4 2 2 ’

se ne deduce
. a -
/wdy == / (2 sen®w — sen? w) d @

onde

fw=0

5 {a 02
2,ydw:——nt—];
T 4 2

e

o . . , . .
dunque: larea compresa fra la visiera ed il proprio asintoto & eguale

5
a — dell’area del circolo che serve a costruire la curva.

46, Vi & un altro luogo geometrico che a torto venne identi-
ficato con la versiera. Infatti nell’Essai sur le géométrie de la régle
et de Uequerre par G. de Longchamps (Paris, 1890) si legge (p. 111)
la seguente costruzione della « courbe d’Agnesi»: Dati (fig. 12)
tre punti 4 , 0, G in linea retta, il secondo dei quali sia centro del
segment-p limitato dagli altri due, si conduce da questo la retta
perpendicolare a A C G; poi si traceia per A una retta arbitraria
a segare t in H e si abbassa su di essa la perpendicolare G K ; le pa-
rallele condotte da H a A C G e da K atsi tagliano in un punto P
di cui si cerca il luogo geometrico. A tale scopo osserviamo che il
puntq K iavltro non é che l'intersezione della retta condotta da C col
qerc?no di centro C e raggio C A. Prendiamo poi i soliti assi carte- .
siani e chiamiamo « l’angolo della trasversale colia retta 4 C G;
avremo evidentemente

(7) r=atgw,y =2acotw
donde, eliminando, w si ottiene l'equazione cercata di quel luogo

7. — G. Lonris, Curve pianc speciali algebriche ¢ trascendenti.
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sotto la forma seguente:
2 a®

(8) ?y=a*>(2a—y) ossia (8) y=-——o0
a? + a*

11 Tuogg stesso & pertanto una cubica, ma non ¢ la versiera;
la diremo pseudo-versiera e dimostreremo che sta con la versiera
in una notevole relazione geometrica. Posto infatti ¢ = 2", y =2 ¢’
la (7) diviene

%y = a (a2—y');

essendo questa la forma (2) si conclude: la pseudo versiera nasce dalla
versiera raddoppiando tutte le ordinate di questa perpendicolari al-
Uasintoto (¢ dunque affine alla versiera).

La prima apparizione della pseudo-versiera risale ad epoca
assai pit antica dell’Essai del de Longchamps. Giacche il Leibniz,
nelle sue prime ricerche intorno alla quadratura delle curve piane?l),
ha suggerito il seguente procedimento per dedurre da una curva
I’ un’altra C: date due rette fra loro perpendicolari », s si conduce
da un punto = di I" la tangente a questa curva sinche tagli » in T';
poi da 7 si conduce la parallela a s e da  1a parallela a #; il loro punto
d’intersezione p sard un punto di C. Questa curva & detta « figura
resectarum » rispetto a I'. Per trovare le formole che legano le coor-
dinate £, 5 di 7 alle coordinate x, y di p prendiamo r per asse delle
ascisse e s per asse delle ordinate. Si avrd allora facilmente

dé&
dn

Yy Y=195

e per ottenere I'equazione di C basta eliminare &, 7 fra queste equa-
zioni e I'equazione f (£,%) = 0 di I'. Sia ad es. I un cerchio tangente
nell’origine nell’asse delle z; si potrd prendere

E=uacosw,n=a-+ asenw
onde
dé=—asenw-dw ,dy=a coswdw

¢ le formole generali precedenti daranno

x 1+ sen w Y
—_ = —, — =1 4 sen w.
a €08 a

Eliminando w si ottiene come « figura resectarum » quella di

1) LeieN1z ed. Gerhardt, T. V, p. 100.
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equazione

2 a a* 2 a?
9 = —02a—y = —;
9) i Y R Y a,z—i—.z‘z’
siccome quest’ultima differisce dalla (8') pel solo scambio di y in
2 a —y, cosi la curva rappresentata ¢ una pseudo-versiera. Aven-
dola Leibniz trovata nello stabilire la celebre formola

14 1 1 1

S

3 3 7

I'Huygens se ne interessd e gli scrisse in data 7 Novembre 1674 1):
« Pour ce qui est de la ligne courbe Anonyme qui sert & Votre dé-
monstration, javois envie de la baptiser, en Iui donnanf quelque
nom composé des noms de ceux lignes dont je trouvois qu'elle
estoit produite, qui sont le cercle et la cissoide des ancieus 2). Mais
ayant vu depuis que cette méme ligne a esté premierement mise en
avant par J. Gregorius 3), je crois qu’il luy faut laisser le droit de
la nommer comme il voudra ». Con questa citazione, che fa risalire a
J. Gregory la prima invenzione della pseudo-versiera, crediamo bene
di chiudere il nostro cenno sopra questa curva, alla quale 1'Ozanam
diede il nome di quadratrice geometrica*).

1) Id., T. II, p. 16-17 oppure Oeuvres de Huygens, T. VIII, p. 393-395.
2) Per chiarire quest’asserzione si osservi che la (8) puo scriversi
—— J——
[y L R — ¥
r=al/ - = Vy(ZUAy)+y/— )‘
2a—y 2 ' 2a-—y

r=y \ 54(iy‘7/ che sono le la prima un circolo e la seconda una cissoide.

3) Erercitationes geometricae: ¢ JACOBO GREGORIO Scofo (L.ondini, 1658).

%) Géométrie pratique (1684) citata nel Dictionnaire mathématique (Am-
sterdam 1691), p. 108, dello stesso autore. Generazioni stereometriche di
questa curva, nonché della versiera e del serpentino leggonsi nell’articolo
di E. Jaxisci, Die Versiera des Agnesi und verwaielte Lanien als Orthogo-
nalprojektionen von Raumlurven dritter Ordnung (Arch. Math. Phys., 111 Ser.,
T. X11, 1907).




CAPITOLO XIII

Le trisettrici del Maclaurin, del Catalan e del de Longchamps.

47. Dati tre punti in linea retta 0, 0’, 0" (fig. 13) tali che sia !

0" 0" = 14 0’ 0, si conduce per 0’ la retta o perpendicolare alla
0”00 e da 0" una trasversale qualunque a tagliare o in M, poi

da M la perpendicolare e
} da O la parallela a 0" M ;
queste due rette si taglia-
no in un punto P, il cui
luogo si chiama trisetirice
3 del Maclaurin in causa
dell’applicazione di cui &
suscettibile e del geometra

che per primo I'ha consi-
deratal), '
b Per trovarne l'equa-

Vi 17 zione assumiamo O per
N L polo e 00’ 0" per asse po-
ag ia lare e poniamo 0’ 0" = a
¥ i < . ’ (onde 0 0" =3 a); se K, &

il quarto vertice del ret-
\ tangolo O P M, avremo:

- a

OIIM:

Cos w

0" K =4acosw
k]

Fig. 13. — Trisettrice di Maclaurin.

1) Treatise of fluxions, T. I (Edinburgh 1724), p. 260; v. anche della
stesso_autore Geometria orgamica, sive descriptio linearum. curvarum umiver-
salis (Londini 1720), p. 33. La costruzione riferita nel testo leggesi nell’Essai
sur la géoméirie de la régle et de Uequerre par M. G. DE LONGCHAMPS (Paris
1890), p. 120; un’altra é esposta nella nota di H. BRoCARD, EBemarque au
suy;)et de la trisectrice de Maclaurin (Journ. de Math. spéc., I1I Serie, T. v,
1891).

1
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0=0P=MEK=0"K—0"M = — dacosw ;

€08 @
dunque 'equazione polare della trisettrice &
1—4cos’w

@ o=a
COS

epperd l’equazione cartesiana ne &

2) =z@®+9?) =a@>—3a% ossia (2) ¥ :-‘

a—

A

Se ne deduce che la trisettrice di Maclaurin & una cubica ¢ir-
colare, simmetrica rispetto alla retta O O’ 0", avente per punto

semplice O’ e per punto doppio O; le tangenti in O e I'asse delle 2

dividono in sei parti eguali lo spazio attorno a O. La retta 2 —a — 0
€ l'unico asintoto reale, della curva.

~ Se g’inverte il senso positivo sull’asse della z I’equazione (2) si
muta colla seguente .

x (2 +y) =a (32 —y?);

la curva cosi rappresentata fu immaginata nel 1831 dal geometra
americano Burton per risolvere il problema della trisezione dell’an-
golo; egli immagind anche un sistema articolato per descriverla
con moto continuol).

Ponendo :

c c
a=—,r=0 4+ —

2 2

la (2') diviene
¢ /c —
y ="+ — ]/

2 c + &

e rappresenta il luogo di un punto tale che, detti 4, B i punti_di
coordinate
g
r =4 — ,y=0

2 S

" N AN
si ha "3PAB=ax—PBA4?2);

1) Cfr. G. Scorr, On a looped curve of the third degree, which facilitate
the trisection of angles, and its mechanical description by continuons motion
(The educ. Times, II Ser., T. IV, 1903).

*) ScHLOMILCH, Uebungsbuch zum Studiuwm der héheren Analysis, 11
Th. (Leipzig 1874), p. 59.

.
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¢ido prova che la trisettrice di Maclaurin é caso particolare, tanto
della concoide slusiana, quanto delle strofoidi generali (v. n. 41)
e delle settrici dello Schoute (Lib. V, Cap. XII) !). La curva di cui
si tratta & suscettibile della seguente rappresentazione parametrica

2—3 A (A2 —3)

3 r = a —— a
) ’ 21 241

b

a cui corrisponde la seguente condizione di collinearita dei tre punti
(@), (B), ().
By +rvetef+3=0,

la quale prova che i punti ciclici del piano sono flessi e che lo & pure
I'unico punto reale della curva posto sulla retta all’infinito. Dalla
(2) e dalle (3) si pud dedurre che la quadratura della trisettrice
¢ effettuabile elementarmente, mentre la sua rettificazione esige
integrali ellittici2?). E anche facile dimostrare che la trisettrice

1) Antecipando su quello che vedremo nell'or c. 1. si deduce che la
trisettrice di Maclaurin pud rappresentarsi con una delle due seguenti
equazioni polari

sen hye
0
r=2a—yy

sen —;—
3

sen 3 w
sen 2 w

'_’:-_—‘“2 El

La prima coincide in sostanza con la (1) del testo; la seconda invece equi-
vale alla seguente
w
s=a :c08 —,

la quale & utilissima nelle applicazioni: ad es. essa di, come valore dell’area
di un settore della curva, ’espressione

w w /e w lw
1“/ : _a do 3a1/ “3 3at

w w
€os% — J co82 ——
3 ) 3

0 R 0

risultato facilmente esprimibile a parole, come rilevo il Goperroy (Journ.
de Math. spéc., 1I Serie, T. IX, 1885, p. 179). In particolare I'area del
cappio & = 3V 3az

2) G. DE LoNecuAMPS, Sur la réctification de la trisectrice de Maclaurin
au moyen des intégrales elliptiques (Comptes rendus, T. CIV, 1887). Per
la costruzione della tangente ed altre questioni.dello stesso genere vedi:
V. JERABEK, Sur la trisectrice de Maclaurin (Mathésis, 11 Serie, T. IX, 1899).

¢
i
|

|

i

)

.

del Maclaurin. o

: .
PR S
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di Maclaurin ¢ la podaria di una parabola rispetto al punto dell’asse
che dista dalla direttrice quanto il fuocol), .

G. Cramer ha insegnato 2) a costruire una curva piu generale
della trisettrice di Maclaurin; ¢ quella che risolve il seguente pro-
blema locale: « Dati (fig. 14) il cerchio
di centro C e raggio r ed un punto O Y
del suo piano, si chiamino 4, B gli-e-
stremi del diametro O C; si condueca ad
arbitrio da 4 la corda 4 M, da O la
parallela a 4 M e da M la perpendico- ]
lare ad 4 B; luogo del punto P in cui "
g’incrociano queste due ultime rette ». &€ ¥ x
Presa la retta O C per asse delle z, e ;
dette ! la lunghezza del segmento O C e
o TI'angolo di O P con O C, avremo

=1 9 y J— ' .
I o= q—rcos-w,T—eosw, Fig. 14.
eliminando éi conclude essere -
() @A) =+ a2 — (r— 1) y?

I'equazione del luogo definito da Cramer. Mutando la direzione po-
sitiva dell’asse delle x questa diviene

\ D@+ = — )P —(r + D)
la quale coincide con la (2) supponendo » = 2 a,! = a; dunque la

costruzione del Cramer &, in particolare, applicabile alla triscttrice

48. Ma questa curva ¢ generabile con un altro metodo che rien-
tra in un procedimento generale di trasformazione delle figure
che lo Schoute?) ha studiato dandogli il nome di trasformaziope

di Maclaurin; eccone la definizione: « dati in un piano tre pufiti :

A, B, C ed una retta f, si faccia corrispondere ad ogni punto @
del piano stesso quel punto @’ della retta (' Q tale che le rette @ 4
e B Q' si taglino in un punto R della retta f». Applicando questo
metodo, opportunamente specializzato, ad un circolo si ottengono

&

parecchie curve da noi gid incontrate, come rigsulta da quanto segue: ..

0 1) J. NEUBERG, La triséctrice de Maclaurin (Mathésis, IIT Ser., T. VII,
1907). :

2) Introduction, p. 441.

) Sur la construction de courbes unicursales par points et tangenies
(Archives néerlandaises, T. XX).

S
[
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a) Il punto A4 stia sulla periferia del dato circolo, (fig. 13),
B sia.il punto all’infinito del corrispondente diametro, f sia il dia-
metro\perpendicolare e C ne sia il punto all’infinito; allora la tras-
formazione del Maclaurin diviene somigliante a quella che adope-
rammo per generare la versiera (v. la figuraj ma & perd diversa da
questa; la curva ottenuta & di forma simile
differente (infatti & una pseudo-versiera); lo Schoute, che proba-
bilmente la scambid con questa, la chiama curva d’Agnesi ).

Co
B“
—laiNa
\ R
f Coo
o f
Fig. 13. Fig. 16.

b) A stia ancora sulla periferia del dato cerchio (fig. 16) e B
nel punto medio del corrispondente raggio 4 M, f sia perpendico-
lare a questo raggio eC stia all'infinito di f. Per dedurre 'equazione
della curva trasformata prendiame per origine B e per asse delle z
la retta A B; se r & il raggio del dato circolo e x = h.l'equazione
della retta f, le coordinate di un punto qualunque @ del cerchio
si possono secrivere sotto la forma ¢ = + r co8s w,y = 7 sen. w.
La retta A @ ha quindi per equazione

r 7 w w 0
Lx -+ —-—9—— sen—2—+yeos—9——

P &

e le coordinate di R sono
r [/
rEhy=—h A ey
'y 2h +r w

— t,
x 2h 2

se ne deduce

1) Mem. cit., p. 38 dell’estratto. La versiera otterrebbesi supponendo
che f fosse la tangente nel punto del circolo opposto a 4.

— *) ] e) &)2) Fy ‘wva C appharliene abE =7 g W;

;g e 6

4
&
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come equazione della retta B R. Poich¢ 1'equazione di € Q ¢ in tal
r
caso « = 5 + 7 cos w, cosi per ottenere l’equazione del luogo

del punto @ basta eliminare w fra le due ultime equazioni scritte;
essa & dunque

2 h 2 ¥—
4) yE:——[ M] e
x

3r
2
2 h r

2

Ricordando ora (cfr. n. 33) che la foglia di Cartesio di equazione
& + 7 =3 a &7y pud rappresentarsi con l’equazione

o 3a i
1 2
yz_._._..____.izz,
3 a
T+ —

si vedra che la (4) sard una foglia cartesiana supposto

4h+7B+14/3)=0;

resta cosl ottenuta per la detta curva una nuova e semplice co-
struzione.
¢) I punti 4, B siano- (fig. 17) e- Ceo

stremi di un diametro del dato cireolo, C. k,(_;gm"‘
stia all’infinito in direzione perpendicolare T\ﬂ" R
a A B e all'infinito stia pure f; allora la ’W

costruzione generale della trasformazione
di Maclagrin si presenta come segue: preso
sulla, periferia del dato circolo il punto @
si conduca la cérda 4 @ e da @ la perpen- A
dicolare ad A B; quest’ultima taglia ‘la
parallela condotta da B a A @ nel punto
@’ corrispondente a Q. Si noti ora che, se
quella parallela taglia la periferia del cir- ]
colo dato per la seconda volta in Q" ed
in N la tangente a nel punto 4, i triangoli Fig. 17.
rettangoli A N Q"' , B ¢’ Q risulteranno e-
guali; si avrd in particolare B Q' = @’ N; cid basta per asserire
che il luogo del punto @' & una cissoide di Diocle avente B per
cuspide e a per asintoto.

d) A sia un punto date sulla circonferenza da trasformarsi,
B ne sia il centro, € il punto all'infinito in direzione perpendicolare

A(W‘
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a A B e f sia la retta all'infinito (fig. 18). Per ottenere il punto Q'
che corrisponde a Q' si conduce 4 @ e da B la parallela a questa
retta; la retta risultante & tagliata dalla perpendicolare condotta da
@ ad A B nel punto ¢ corrispondente a @. Osserviamo che, detto v
il secondo estremo del diametro A B, il triangolo 4 @ V & rettan-
golo in @, onde anche B @’ sard perpendicolare a @ V; quindi il
triangolo Q' Q V & isoscele. Condotta ora N H parallela a @V,
essa sary un’altezza del triangolo N BQ’. Ora ang BN H = ang.
Q' Q V perché i loro lati sono paralleli, e ang. HN Q' =Q'V @
perché alterni interni; siccome poi il triangolo @' @ V & isoscele
cosi ang. Q' Q V = ang. Q Q' V, epperd anche ang. BN H = ang.
H N @'. 1l triangolo N B @’ é pertanto isoscele ed il luogo del punto
Q' pud costruirsi mediante il punto V e I’'angolo retto ¥ B N come
indicammo nel n. 35. Il luogo di @’ ¢ dunque in tal caso una siro-
foide retta.

Fig. 18. Fig. 19.

¢) A sia un punto della data circonferenza, B il punto medio

del carrispondente raggio A M , C il punto allinfinito in direzione .

perpen&iml@re e f la retta allinfinito (fig. 19). Presi A B dome asse
delle ascisse ‘©. B per origine, come coordinate di @ si possono as-

- .
sumere & == - + 7eos o,y =rsenq.

Pl

Detto H il punto comune alle rette Q Q' , A B, considerando
i triangoli simili 4 Q H, B Q' H si ottiene
fr

rsen @
Q' H = LT + rcos @

(3 + cos ¢)
= 7
7~ 7 Cos @

1+ cos ¢

sen g,

onde il luogo del punto @’ pud intendersi rappresentato dalle eqla
zioni:
r (1 -+ 2 cos @) sen @

r (1 - 2 cos p) )
' 1+e0$99’

T YT 2
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introducendo le coordinate polari o, w avremo:

i-—4cos’-’—‘r~
2 Y | % '
0=7r , w =arctg — =arctg | tg— | = —
q K 2 2
2eos~0~

onde eliminando ¢
o r 1—4costo
0= ———""
2 CO8S W
Ricordando la (1) si conclude da c¢id che il luogo del punto
Q' & una trisettrice di Maclaurin ).

49. Un’altra trisettrice di data pilt recente trae la propria ori-
gine da una proprietd della parabola osservata nel 1832 da E. Ca-
talan 2) e che ora esporremo. )

Sia (fig. 20) F il fuoco e F B il raggio vettore di una parabola
e B C la normale in Bj; si completi il rettangolo F B D C avente
per un lato il segmento F B e per diagonale uscente da B quella
normale e si consideri il lnogo del punto D. Ora immaginando due
raggi vettori consecutivi si vede che D & il punto di contatto della
retta inviluppante. L’inviluppe & dunque tale che la sua podaria
rispetto al polo F & la data parabola; quell’inviluppe, cioé il luogo
del punto D, altro non é che la prima podaria negativa della parabola
rispeito al suo fuoco (cfr. Libro VIIL, Cap. 7)?%). Si conduca ora la
retta F D e si chiamino G, E le intersezioni della retta B  con

1) Alla stessa conclusione giungesi pil presto osservando che la co-
Atruzione indicata in e) & caso speciale di quella di CRAMER riferita nel nu-
mero precedente. Nuove relazioni fra la trisettrice di MACLAURIX e altre cu-
biche di cui gia trattammo furono segnalate da A. PESCHKE negli articoli
Zur geraden Strophoide und zur Maclaurinschen Trisektriz (Arch. {. Math.
u. Phys., III Ser., T. 28, 1919) e Zur Maclaurinschen Trisekirix, zur Kis-
soide und zur Versiera (Unterr. Bl. f. Math. u. Naturw., 1920).

2) V. una lettera di questo geometra in Journ. de math. spéc., 11 Serie,
T. IX, 1885, p. 229-233.

3) Siccome questa curva fu considerata da TSCHIRNHAUSEN (Acta
erud., 1690, p. 68-73) e dal pE L’HOPITAL (Analyse des infiniment petits,
Paris 1696, p. 109-112) cosi fu chiamata cubica di Tschirnhausen (ARCHI-
BALD, The cardioide and some related curves, Diss. Strassburg 1900) e cu-
bica di de ’Hopital (Cazaymiax, Application de la méthode des polaires réci-
proques @ des théorémes rélatifs aur cubiques umicursales, Nouv. Ann. de
mathém., 111 Ser., T. XIII, 1894); il nome di ortogenide vennc suggerito
dal’ALLeGreT (Id., Question 1266, risolta dal FAQUENBERG, III Ser., T. X1V,
1895; cfr. anche id. II Ser., T. V, p. 27). Come luogo dei centri dei cerchi
che passano per il centro di una parabola e sono ad essa tangenti, la s’in-
contra nell’articolo di E. FREuND, Ueber eine Kurve dritter Ordnung (Lotos,
Nuova Ser., T. XIV, Prog. 1904). -




08 Libro 11 — Oapitolo XIII -

F D e con ’asse A H della parabola; si tracci finalmente B K pa-
rallela a 4 H e si ponga per brevitd

angBFE = 6,ang. DFE = o

Si ha per una nota proprietd deila parabola: ang ¥ B E = ang £ B K ;
d’altra parte ang E B K = ang B E F perché alterni interni, dunque
ang FEB =ang FBE. 1l triangolo BEF & percid isoscele;
n— 206

dunque ang FBE = Ma ¢ isoscele anche il triangolo

X

Fig. 20.

7 —

BF @G, onde ang G FB =ang GBF ossia 0 —o= eoanche

=n§ w; dunque ang BF D = 1, ang A F D. Questa relazione

rende manifesto che il luogo del punto D pud servire come curva .

trisettrice di un angolo qualunque; disposto infatti quest’angolo col
vertice in F' e con un lato lungo F 4, sia D una delle intersezioni
dell’altro suo lato con il luogo anzidetto; sia B il punto della pa-

rabola corrispondente al punto D; I'angolo F A D sara il domandato.
1l luogo del punto D merita il nome di trisettrice del Catalan.
Per trovarne l’equazione supponiamo la data parabola rappresen-

i
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tata dall’equazione polare ¢ = ; allora l'’equazione della

1—cosw

retta B D, il cui inviluppo & la trisettrice del Catalan, sard  cos & +

+ ¥ sen w = ﬁ. Differenziandola avremo — x sen w -+
: sen w ‘
+ ¥ co8 v = p ‘donde la seguente rappresentazione

T @ —cos w)F’
parametrica della curva

3w
sen ——
€oS @ — €08 2 w P 2
r = p———=
(1 — cos w)? 2 )
sen?
3w
cos
sen w —sen 2 w 4
y = p.———-——————— T — —
(1 — cos w)? 2
sen?
Da qrieste equazioni seguono queste altre:
4 (22 + ¥?) 1. x ¢ 3w
= — T se— g —
P’ Ty 2
sen® )
ossia, introducendo le coordinate polari ¢, 6.
‘20 1 3w
= , ¢t 0 = —tg —,
w 2

sen®

d’onde, eliminando « si arriva all’equazione polare della curva

: B 1 — 0 3
o Al
3 2

La corrispondente equazione eartesiana

, 27
(5" @2p +w)3=—g—p(ﬂ+y2)-
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prova che la curva stessa & di terzo ordine, circolare e simmetrica
rispetto all’asse della parabola; essa passa una volta pel punto

( p O) e due pel punto (4 p, 0); le tangenti in quest ultimo fanno

— =

con gli assi angoli == %; il punto all’infinito dell’asse ¢ un flesso
con la retta all’infinito per corrispondente tangente; i punti (p , £+ P)
sono punti di culminazione; ecc.

50. Di origine ancora pill recente & un’altra curva che grazie
al suo uso, chiamiamo irisettrice del Longchampst); TAstor la
chiama invece %), poco opportunamente, trifoglio equilatero, mentre

,*//
~ %,
y
2@. I G
1,0
}
i (
Fig. 21, — Trisetlrfﬂ) del de Longchamps.

il Bellavitis, tenendo conto della sua forma, le aveva dianzi dato
il nome di tricratere regolare®). Essa si pud costruire mediante un
cerchio (di centro O e raggio 7) di cui sia dato (fig. 21) un diametro
A B; prendendo sulla periferia di esso due archi AD,BE il se-
condo dei quali sia doppio del primo; conducendo le tangenti nei
loro estremi D, E il loro punto d’intersezione P apparterrd alla

nuova trisettrice.

1) G. DE LONGCHAMPS, Sur ume trisectrice remarquable (Mathésis,
T. VIII, 1888).

2) V. una lettera inserita nella T. XIV (1894) della II1 Serie delle
Nowr. Anm., p. 385; dalla quale togliemmo la maggior parte delle riferite
proprieta della curva. )

3) Su alcume curve di facile costruzione, n. 22 (Mem. della Soc. It. delle
Scienze, 111 Serie, T. 111, 1879).

Le trigettrici del Maclaurin, del imtulan e del de Longchamps 111

i

Per trovarne ’equazione assumiamo O
; per polo e O B 8
polare; p?sto ang BOE = ¢ sard ang A 0D =2 ¢; c%l)f;m?:‘;g
quindi o I’angolo P O B sussistera la relazione w — 3 ¢ = 2 (w— ‘s)
onde e =7—2w ¢ ang POE =w— ¢ =3 w—mx. 1l triangolo
r

rettangolo £ O P da quindi g = T—r;
cos (3 w—um)

6 p = — —
cos 3 w

¢ dunque lequazione polare della tri i
€ 4 risettrice del ) 3
la sua equazione cartesiana € pertanto Longehamps;

() z@—3y) +r@ +y)=0

Anche questa trigettrice € una cubi i

. ! S 1 ca razionale; O ne & un punt
isolato; appartengono ad essa i punti all'infinito delle rette ffcent(;

2 1
6’3
l\I.la"[‘l dal‘le rette condotte pef O in queste direzioni sono tre assi di
sgrgmetrlz d(;l'latcurva. I punti all’infinito della curva sono flessi; le
-orrispondenti tangenti costituiscono un tri i o
sendo le loro equazioni: riangolo cquilatero es-

col diametro A B gli angoli|0 le bisettrici degli angoli for-

r ' — 2

I.A’Hessiarzla della curva in questione ha per e(juazione 3z (Jc2 — 39+
:‘eg; :()—Lg )ﬂf Ot,tondle & una curva della stessa specie. La sua 'polar‘e

> 2a rispett , io di i
2p o al cerchio di centro O e raggio R ha per equa-

zione p = — o8 ¢ ¢ i ib. V.
0 . 0s 3  onde ¢ una speciale rodonea (v. Lib. V, Cap. 8).

\

.
La sua Cayleyana i i
‘a) ¢ un cireolo ). Finalmente, si 7 ¢
) ) . 2, sice .
seriversi come segue r siecome fa (1) pud

3

cosi gl 11(.1 16) la eurva é quadrabile algebricamente,
‘hiuderemo questo Capitolo notando 2) che i
‘ C per trisecare un
angolo pud anehfe servire la curva definita come segue: « Dato un

1 q - 7 - .
o, 5127.CLEBSCH-LII\DEMANN, 101'le5:. dber Geometrie, I Bd. (Leipzig 1876),

2) Cfr. G. Loria, Une nouvelle (%) trisécirice (Mathésis, T. 39, 1925).

-1 ns 5%
) h

AR e et e K v s
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A D che lo biseca ortogonalmente, si con-

segmento B C e la retta e lo ] ente, ‘
dug(:al per C una trasversale arbitraria a segare AD in E; essa €

incontrata in P dalla retta bisecante orbogoqa,lxn(a_nte il segmento

B E: la curva in questione & il luogo geometrico di P ». .
,Assunto C per origine e la retta C B per asse dplle x, se BO =21,

come equazioni delle due rette segantisi in P si possono prendere

le seguenti

1

- olo—2Ay=31E—22,

X
Yy
donde eliminando il parametro i
, 20— 31
y=25,"1"

La nuova curva &, dunque, una eupica simmetrica rispetto
alla retta B C, avente C per punto doppio, ecc.

CAPITOLO XIV

La cubica duplicatrice ¢ la foglia parabolica.

51. Mentre le curve studiate nel Cap. precedente possono servire
a dividere un angolo in tre parti eguali, quella che definiremo ora
¢ .suscettibile di uso nel
problema della dupliea- -
zione del cubo; appunto
per cid G. de Long-
champs I’ha chiamata
cubica duplicatrice; ecco
la eostruzione che egli
ne ha indicata ): « Date
(fig. 22) due rette r, 7’
fra loro perpendicolari
ed un punto O della se-
conda, si conduce da O F—5 %
una trasversale arbitra-
ria a tagliare r in 4; da
A si conduce la perpen- ,
dicolare a quella trasver- »
sale finché incontri ' in
B e da B la parallela a
7, sinché tagli la trasver-
sale stegsa in P; il luogo
geometrico del punto P
¢ una cubica duplicatri--
ce. Per trovarne I’equa- .- Fig. 22, — Cubica duplicatrice.

~

- zione scegliamo O per

polo e » per asse polare; detts ! la distanza fra il punto O ed il
punto C=r ', avremo:

I

1 04 OB
0A=——— ,0B =———,0P —
CO8 @ €08 @ cos @
1) Essai sur la géoméirie de le régle et de Uequerre (Paris 1890), p. 92-94.
La stessa curva s'incontra a pag. 54 delle Entdeckungen in_der hioheren
Geometrie (Oldenburg, 1809) dell’ ULHORN col nome di Toxoide.

8. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.
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.
essendo O P =g se ne conclude
1
(1) . 0 = ——.
cos®

* Corrispondentemente l'equazione cartesiana della curva e
) P =1+ 9

La curva di cui ci occupiamo & pertanto una cubica simmetrica
rispetto all’asse O «, avente un flesso all’infinito sull’asse delle =y,
la retta all’infinito essendo la corrispondente tangente; il punto
O & un punto isolato, le corrispondenti tangenti sono rette isotrope;
¢ la parabola punctate di Newton. La curva pué anche rappresen-
targi con le due equazioni

3) p=1Q1+2),y=10+P);

la condizione di collinearitd. dei tre punti () (8) (p) essendo in con-

seguenza
By +ye+eaf=1,

-

gi vede che la curva possiede al finito due flessi reali aventi per
. 41 . .
comune ascissa & = - . Osserviamo ancora come sia agevole de-

derminare i punti della eurva aventi una data ascissa O B; basta
infatti descrivere una circonferenza sul diametro O B, determi-
narne le intersezioni 4, A’ con r e quindi projettare in P, P’ questi
punti da O sulla retta condotta da B parallelamente a 7.

52. Lo stesso geometra che ha congepito la cubica duplicatrice,
ha considerata un altra curva del medesimo ordine di cui va fatto
cenno: « Date due rette r,»’ fra loro perpendicolari ed un punto 0
del loro piano (fig. 23), si conduce da O una trasversale arbitraria a
segare r in P; da questo punto si conduce la perpendicolare/O P e
se ne determina la intersezione @ con 7’; poi da @ si guida la paral-
lela 2 O P e se ne trova la intersezione R con r; finalmente da E
la perpendicolare R M ad O P; laogo del punto M 1)». Per deter-
minarne ’equazione prendianio per assi delle x e delle y le parallele
condotte da-0 a ' e r; detti § il punto 7/, 4, B le tracce di r su
Ogedir suOy, aeblecoordinate 0 4, O B di S; otterremo:

b—atgw

,AP'::atgw,PS=atga)——b;PQ:————-————,
o8 W €os @

0OP=

?) Ivi, p. 120-121.

La cubica duplicatrice e la foglia {mmbolica. 115

. tg o (b —a tg o)
QR=PQtgew = — ——r—

. o8 w
e poiché p = O M = O P — @ R, I'equazione polare del luogo geo-
metrico del punto M @&
-

4) pcosw =a+tgo (b —atgw).

In conseguenza la sua
equazione cartesiana é:

B) B=a(@—y)+bay;

in particolare, supposto

b =0, Km
— 5 rt

6) 8 =a@—).

La (5) rappresenta la fo-
glia parabolica obliqua, la (6) »
la foglia parabolica retia. La
prima (che corrisponde al
caso pill generale) & una cu-
bica avente per punto dop- :
pio O (parabola mnodata di \
Newton), essendo le corri-
spondenti tangenti tra loro
perpendicolari essa passa
tanto per § quanto pel punto
all’infinito dell’asse delle y;
anzi questo punto ¢ un flesso con la retta all'infinito per corrispon-
dente tangenté. La (5) si pud surrogare con le due equazioni

Fig. 25. — Foglia parabolica.

(7) \w:(l—lz)a—klb,y:(l—}ﬁ)a+/12b,

rappresentazione parametrica da cui si trae la seguente condizione
di collinearity di tre punti (), (8), (¥):

By+ya+af+l)ad—(@+p+yab+b=0;
i parametri dei flessi al finito della curva sono, quindi, radici del-
I’equazione

Ber+1)a*—3wab -+ =0,

onde i flessi stessi sono immaginari, come poteva prevedersi (v. n. 18).
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Quando b = 0 la curva gode inoltre la proprietd di essere simmetrica
rispetto all’asse delle y. ' )

. Le due foglie paraboliche appartengono alla classe delle cubiche
aventi un flesso all’infinito con la retta all’infinito per corrispondente
tangente; queste sono suscettibili della seguente rappresentazione

parametrica
=1 A),y =1,

f. e f» essendo polinomi razionali interi); siffatte curve appartengono
* all’estesissima categoria di curve algebriche che A. Brill ha chiamate
razionali-intere ). ,

Le cubiche di cui narrammo in questo Libro la storia e stabi-
limmo le proprietd pill cospicue sono le uniche a noi note che rice-
vettero un nome speciale 2); altre notevoli incontreremo pitt mnanzi
trattando di curve pil generali (v. Libri V e VII); altre pure per
qualche motive notevoli vennero trovate nel corso di svariate ri-
cerche, ma non ricevettero nomi speciali; tale & quella di equazione

‘w (2 4yt =aty
che s’incontra nel carteggio tra Leibniz e Huygens?); tale quelld\ di

1) Mathem. Annalek¥ T. XVI, 1880, p. 348.
. %) Volendo essere completi converrebbe aggiungere le seguenti di cui
il pE LONGCHAMPS 8i & occupato nei sottoindicati passi del citato Essai:

p- 113-114. Cubiche semplici:

x* == h y*; cubica semplice parabolica con cuspide
3 ==kt y; cubica semplice parabolica a centro -
¥ y* = h*; cubica semplice iperbolica

p. 116. Cubica mista: y*z=~h (x* + y’)‘

p- 119. Cubica concoidale:

y') '
z — h —h—2w

p. 119. Concoide circolare:"
(x—y) (@ +y)—h(@ 4y —ay) =0

Lo stesso geometra ha considerate altrove (Cours de problémes de géoméirie
analytique, T. I, Paris 1898), p. 149 e 213, la cubique serpentine e le ser-
pentine circulaire.

3) La parte della corrispondenza fra questi geometri che si riférisce
a tale curva & cosi importante che non sappiamo trattenerei dallo spen-
dervi intorno qualche parola.

Come & noto Huygens non fu tra i credenti della prima ora nel cal-
colo differenziale inventato dal suo antico discepolo Leibniz; e, per mi-
gurare la portata del « methodus tangentium inversa » di cui Leibniz vantava

Libro JI — Capitolo XIV

equazione

ax

a+ 2z

2 —

1a singolare potenza, propose a questi di trovare le curve le cui suttangenti
sono espresse risp. da
y? 2x2y — atx

2x ’ 3a® — 2xy

(v. la lettera del 24 agosto 1690 ingerita in Leibniz ed. Gerhardt, T. II, p. 46).
Nella risposta (3-13 ottobre 1690; op. cit., p. 50) Leibniz dice che la seconda
delle curve richieste ha (quando si supponga per gemplicitah a=1) per

. z? A .
equazione ——h—y—_—:b“"", h essendo una costante arbitraria e b il numero

avente per logaritmo l'unitd. Huygens non fu soddisfatto da questa solu-
zione ed in data 18 novembre 1690 regplicava (op. cit., p. 35-56): «Je ne
vous avois pas envoié les deux questions des lignes courbes pour vous donner
de la peine en cherchant les solutions, mais croiant que vous auriez une mé-
thode preste pour trouver les courbes par la propriété de leurs Tangentes,
ou pour determiner quand cela se peut ou non. Je commence 3 croire mainte-

‘nant que cela n’est point, puisque le courbe dans la quelle A B estant x,

et sa perpend. B €, y, on trouve B D, distance du concours de la tangente

2xzy—aax - . . . .
égale a Saa 2y’ cette courbe dis-je a pour équation qul exprime

sa nature, 28 + xrxy==aay» (cir. W. GAEDECKE, Ueber die Huygenssche
Kurve z (z* + y*) = aty; Arch. f Math. u. Phys., III Ser., T. 25, 1916).
Huygens aggiunge una_verificazione di tale asserto ed una costruzione
delia curva. La critica di Huygens sia per 'autorita della provenienza, sia
perché colpiva in pieno petto Pinvenzione leibniziana, non poteva rimanere
né rimase senza Teplica da parte del glorioso emulo di Newton. Il quale
infatti della lettera del 14-24 novembre 1690 (vol. cit., p. 62-63) spiega
la discordanza delle proprie conclusioni da guelle ottenute da Huygens col-
I’avere presa la suttangente con segno diverso; il che egli ripete in una let-
tera posteriore (del 25 novembre 1690; vol. cit., p. 64-65); ove di pin &
assegnata come equazione della curva risolutrice del primo dei problemi
di Huygens la seguente: 27 =rty? + atyt, r e a_essendo costanti
arbitrarie. Neppure questa era la equazione voluta da Huygens, che ¢ in-
vece 2 a® xt =a? y® + y* (lettera del 19 dicembre 1690; vol. cit., p. 68-69);
2

. . T
ma quella a questa riduce sostituendo a a =

Per giudicare la difficolta dei problemi proposti da Huygelfs, dei mezzi
necessari 'alla loro risoluzione e .della generalita dei risultati conseguiti,
trattiamoli con i metodi moderni. Osserviamo pereid che il secondo di quei
problemi, a seconda del segno assunto per 1a suttangente, si traduce nel-

Puna o nellaltra delle seguenti equazioni differenziali:

2xty — a*x 22y — a*zx
—ydw:‘ d!l»?ld-’f: "_dy
3a2—22xy 3ar—2xy
ossia
Bat—2zxy)ydx + 2xy—a’)xdy=0,

Ba*—2xy)ydzx + (@2 —2zxy)zdy=0.
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che é_il luogo dei fuochi delle iperboli aventi comuni un vertice ed
un asmtopo 1); e pud aggiungersene una che trae origine dalla rap-
. Dresentazione grafica di una funzione di variabile complessa 2).

Applicando ora lidentita

M dx — N dy 1 SM:U—}—Ny x )
e e ————; § 7, dl -
Mz — Ny 2 (Mm-——Ny &2y + og(y)g

esse si trasformano 'nelle altre:

1 (d zy) z d( 1
— _m+dlog(_)=o;[l _ﬁ]_ﬁu_dhg o
2 wyla®—a=y] y at] ay 2 y

donde, mediante quadrature
‘ 4
v?=kay*—kay , a*y—he”;
equazioni di cui la prima, per ¥ =— 1, coincide con quella di Hu ens'
mentre la seconda non differisce da quella di Leibniz. — Quanto al :;’ﬁ'mu;
dei problemi di Huygens, conducendo esso a curve di quart’ordine, esso &

di pertinenza del prossimo Libro. Osserviamo invece qui, offrendosene’

occasione opportuna, che in tempi assai pitt vicini J. Porro, studiando
alcune questioni di matematica applicata, incontrd certe linee da lui chia-
mate courbes atuptiques (C. R., T. XXXIV, 1852, p. 173) e che sono defi-
nite in modo somigliante, col- mezzo ciod dell’equazione differenziale

dy z'+xy’+2pyl/m

dx o y3+yaz*+2pzl/w'+y’——)t’.

1) V. Questione al n. 61 proposta da H. BROCARD in Progreso, T. 11,
1891, p. 128 o risolta da A. SCHIAPPA-MONTEIRO (Vol. cit., p. 300); ed alla
quale si riferiscono una nota del proponitore (Progreso, T. 111, 1893, p. 32)
ed un esteso lavoro dello stesso SCHIAPPA-MONTEIRO (Ivi, p. 201-209 ¢
p. 225-234). .

*) STOCKLY, Eigenschaften der aus rationalen ganzen Funktionen dritien
Grades entspringenden Kurven (Arch. f. Math. u. Phys., T. 56, 1874).

Lk

4 7“4.2:4,

LIBRO III
CURVE DEL QUART’ ORDINE.

CAPITOLO I

Generalita. — Classificazione.

53. Le curve di Quart’ordine fanno il ioro ingresso nella lette-

* ratura matematica quasi contemporaneamente a quelle del terzo

e circa nello stesso modo, cioé coll’inviare, quali loro rappresen-
tanti, alcune curve in vario modo specializzate. Ma mentre la teoria
generale delle cubiche conta ormai tre secoli di vita, quella delle
quartiche puo¢ dirsi cominciata cento anni or sono; e mentre quella
ha raggiunto un tale grado di sviluppo da potere essere considerata
come una delle piii perfette di tutta la geometria, la teorica delle
curve del quart’ordine comprende bensi qualche splendido capitolo,
ma offre tuttora delle lacune deplorevoli. Cosi, se le investigazioni
inaugurate da Steiner!) e Hesse?) e proseguite da tanti illustri
geometri posteriori fecero conoscere nei pit minuti particolari la
configurazione formata dalle 28 tangenti doppie di una curva gene-
rale del quart’ordine ), una nube di mistero avvolge tuttora le rela-
zioni geometriche che intercedono fra i suoi 24 flessi 4); cosi, se molta
P

1) Eigenschaften der Curven vigrten Grades riicksichtlich ihrer Doppel-
tangenten (G. di Crells, T. XLIX, -1855). .

2) Ueber die Doppeltangenten der Curvew vierten Grades (Ivi).

3) Cfr. H. WEBER, Lehrbuch der Algebra, II Bd. (II Aufl., 1899), pa-
gina 419 e segg. Certe quartiche danno luogo a speciali proprieta delle tan-
genti dopple; tale & la quartica a,, #,* + Gy %2* + G5 X3* + 2 Qg X,% 72 +-
+ 2 ay 2 2,2 + 2 @y, 7, 7,2 = O studiata nella nota di ELSIE JEANNETTE.
Mc FARLAND, A special quartic curve (Public. Univ. of California, vo-
lume 1, 1923). :

4) Era stato creduto che ogni conica passante %er cingque flessi di una
«cuabiea ne contenesse altri tre (J. GRASSMANN, Zur Theorie der Wendepunkte,
besonders de¥ Curven vierter Ordnung, Diss. Berlin, 1875); ma la cosa fu posta
in dubbio sperimentalmente da F. KLeIN (Math. Ann., T. X, 1876, p. 397)
e fu mostrata errata da A. TERRACINI, il quale mostrd che sei flessi di una
quartica non stanno mai su una conica (Sui punti di flesso delle quartiche
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luce scaturl dall’applicazione a quelle curve di funzioni trascendenti,
resta ancora da completare lo, studio delle proprietd invariantive
delle forme teflarie biquadratiche; ben & vero che gia cinquanta anni
or sono il Gordan ha stabilito il sistema completo delle forme inva-
.riantive di una tal formal); ma egli & morto prima di averne fatto
conoscerne la composizione.

Tuttavia alcune delle forme che ne fanno parte sono note da
gran tempo e vanno qui ricordate. Se

1) fzzimkaei»kxi‘l’jmhxk=“‘z=b4x= v

¢ il primo membro dell’equazione di una quartica generale, sotto
forma effettiva e sotto forma simbolica, posto

@) IT=(abdp J=(bckP(call(abip

le due equazioni I = 0 e J = 0 rappresenteranno due curve, la prima
di quarta classe e la seconda di sesta; il principio di trasporto di

Clebsch conduce subito a concludere-che guella & inviluppata dalle ~

- rette seganti la curva in quaterne equianarmoniche, e questa dalle

rette che la tagliano in quaterne armoniche. L’equazione .
P—6I2=0,

?
non ¢ poi che I'equazione tangenziale della curva; onde questa &
dodicesima classe, come esigono le formole di Pliicker. La funzione

“(3) S={becd)(acd)(abd)(abc)a,b,c,d,

eguagliata-a 0 rappresentata invece una quartica covariante alla
data ed altrettanto generale; é stato anzi notato (2) che come ad
ogni quartica f = 0 ne corrisponde una seconda § = 0, viceversa
il primo membro di ogni quartica pud essere sempre considerata
come covariante §' di 36 determinate forme ternarie biquadratiche.
Un altro covariante (e questo del sest’ordine) si ottiene considerando
la Hessiana di f; mentre un contrglla#iante (dglla diciottesima
classe) & dato dal primo membro dell’equazione della Cayleyana:
questa curva ha 21 tangenti quadruple, le quali agsorbono tutte

<

piane generali, Atti Acc. Torino, T. 59, 1924). Per quartiche speciali si
presentano notevoli distribuzioni dei flessi (v. A. TERRACINI, Su alcune
particolari quartiche di genere terzo, Rend. Acc. Lineei, T. 25, 1° Sem., 1916).
1) Cir. CLEB3CH-LINDEMANN, Vorlesungen iiber Geometrie, T. 1 (Leipzig
1876), p. 274, nota.
?) G. Scorza, Un nuovo teorema sopra le quartiche piane generali (Math.
Ann., T. L1I, 1899).

\
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le singolaritd tangenziali della curva!). Fra gli invarianti della forma

- f merita di essere particolarmente notato, oltre il discriminante, il

seguernite: :
Q111" @11z Quizz %z Gypes Gygas ’
@y211 Q1212 Qigga° @121z Qa3 Qg3
) A — | %ean @amnz Gagep Gogiz @993 Gapsg !,
Q1313 Q1312 Q22 @313 Oizp3  Qisas
3311 Q3312 Ogazze Qo313 dozp3  Uagas ’
@3311 Q3312 @33z Og313 3393  A3szaa

del quale indicheremo presto il significato geometrico..

Una questione sulle quartiche che venne da tempo affrontata
ed in varii modi risoluta & quella della loro classificazione. Mal-
grado si presentasse come un problema complicato e di soluzjone
laboriossisima, sin dalla prima meta del secolo XVIII esso fu og-
getto di studio da parte di parecchi geometri, alla testa dei quali
troviamo 1’Abate Bragelogne. Questi in due lunghe memorie %) espose
il metodo per eifettuare la determinazione dei varii tipi sotto cui
si possono raggruppare le curve del gquart’ordine, metodo che con-
siste in ultima analisi nella riduzione dell’equazione di quarto grado
fra le coordinate ortogonali di un punto a certe forme canoniche.
Ma il poderofo lavoro in cii dovevano essere completamente svolte
siffatte idee non vide mai la luce. Morto il Bragelogne il problema
attorno a cui egli aveva spese tante fatiche venne ripreso contem-
poraneamente da due geometri ben piu famosi: L. Eulero3) e G.
Cramer %), il primo senza conoscere le fatiche dell’Abate francese,
il secondo citandole esplicitamente$). Le classificazioni proposte
da questi matematici consistono nell’assumere come principale cri-
terio di classificazione il modo in cui la curva si comporta all’in-
finito. In conseguenza tutte le curve del quart’ordine reali si ripar-
tiseono in nove classi ®) caratterizzate dalla seguente struttura del
gruppo formato dai quattro punti all’infinito:

1) E. LAGUERRE, Sur Uapplication de la théorie des formes binaires

. la géométrie plame (C. R. T. 78, 1874; Ocuvres de Laguerre, T. 11, 1905, p. 375);

E. BerTINI, Le tangenti multiple della Cayleyana di una quartica piana ge-
nerale (Atti dell’Acc. di Torino, T. XXXII, 1896).

*) Exzamen des lignes du quctriéme ordre ou courbes du troisiém gemre
(Mem. de I’Acad. des Sciences, Paris 1730). Veggasi anche la nota Sur les
lignes dw, quatriéme ordre (Hist. de I’Acad. des Sciences de Paris, 1732).

3) Introductio in analysin infinitorum, T. 11 (Lausaunne, 1748), pa-
gine 139-149.

) Introduction d Uanalyse des lignes courbes algébriques (Généve 1750),

. 369-399.
P ¢) Una terza classificazione devesi a E. WariNG ( Miscellanea analytica,
Cantabridgiae 1762); essa abbraccia 12 casi principali e non meno di
84551 specie. : ) :

) Veramente di consueto si ripartiscono in otto soltanto; ma ci sembra
che quelle segnate qui appresso coi numeri VI e VII vadano tenute distinte.
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1. quattro punti immaginari a coppie. conjugati; II. due punt?
reali e distinti e duP immaginari coniugati; IIL quattro pgntl rqah
e distinti; IV. due ‘punti immaginari conjugati e.du‘e rea:h e coin-
cidenti; V. due punti reali e distinti e due reali e com.clde.ngl; VI d1J:e
punti doppi. reali; VII. due punti doppi immaginati conjugati;
VIII. un punto semplice ed uno triplo; IX. un puntt_)_quadruplo.

Ognuna di queste classi abbraccia parecchi generi; Eulero e
Cramer ne segnalarono un numero assai considerevol.e, hmltand,om
perd piuttosto ad avvertirne la possibilith, che a dlmostra,relfsf-
fettiva esistenza delle curve corrispondenti. Tale complemepto in-
dispensabile venne somministrato da J. Pliicker?), il quale, mpltre,
mediante una enumerazione esauriente, fece giungere a 152 il nu-
mero dei generi distinti di quartiche piane e di ciascuno trovod I'equa-
zione canonica. .

" Siffatto procedimento di elassificazione, aven(.lo come cardine
un priheipio che mal si accorda con lg %dee doxzmna.ntl la geome-
tria, dopo il trionfo dei metodi projettivi, & oggi caduto ormai in
disuso ed in dimenticanza. E si accorda invece la preferenza ad uno

dei due seguenti. ) ) '
Il primo ha come fondamento la considerazione del genere

- di una curva e quindi del numero e della natura dei punti singolari

che essa possiede. In corrispondenza tutte le quartiche si distri-
buiscono in quattro grandi categorie, secondo che_ hanno per ge-
nere 3, 2, 1, 0 0; la prima abbraccia le curve esenti da punti mul-
tipli; la seconda le curve dotate di un punto doppio o di una cuspldef 2);
la terza le curve con due punti di molteplicith due (sono quartiche

1) Theorie der algebraischen Curven (Bonn 1839), p. 136-149. Nell’an-
teriorZz Enumémtionalg,es courbes du quatriéme ordre, d’aprés la nature dif-
férente de leurs branches infinies (G. di Liouville, T. I, 1836) lo stesso geo-
metra non aveva contemplati che 1)35 generi. V. anche BEErs, Tabulae

rvarum quartis ordinis (Bonn 1852). . .
cu %) A guesta classe appartiene la curva rappresentata in coordinate
cartesiane dall’equazione .
yt— ot 4 ay* + ba* = 0,

i ta dal BRAGELOGNE e detta dai geometri francesi curva del diavolo;
i":?n’tr: :e 2 un nodo od un punto isolq,to s}econdoche a § 0; 1 _p!mtx
all'infinito” delle bisettrici dell’angolo degli assi ne sono punti semplici. 1
stato particolarmente considerato (v. G. CRAMER, Introduction & la ﬂwme
des lignes courbes alg., Généve 1750, p. 19; MoreNo, Lecons de oaleul diff.
et de calcul intégr., T. 1, Paris 1860, p. 222; Brior et Bovgum‘, Legons de
éom. analytique, p. 367; e NIEVENGLOWSKI, Cours de géom. analytique,
ﬁ‘. 11, Paris 1895, p. 73) il caso seguente

yt— a* — 96 a*y® 4 100 a* 2> = 0.

L del diavolo non sembra essere notevole che per la sua forma;
v.a sgugiv:ssa la nota di P. R. RIDER, The Devil’s curve and Abelian integrals
(Amer. math. Monthly, T. 34, 1927). Secondo E. BoreL (ivi) il nome di
detta linea perviene dal giuoco detto diabolo, formato da due trottole.
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-ellittiche); 1'ultima le curve con tre punti doppi (nodi, cuspidi o
punti isolati) od un punto triplo (sono tutte quartiche razionali).

Raggruppando le quartiche dotate soltanto di singolarit,
ordinarie in base alle loro caratteristiche pliickeriane si ottiene la
seguente tabella ?):

Genere Clagse |Punti doppl Cuspidi T;:g;?etl Flessi
3 12 0 0 28 24
2 10 1 0 16 18
2 9 0 1 10 16
1 8 2 0 8 12
1 7 1. 1 4 10
1 6 0 2 1 8
0 6 3 0 4 6
0 5° 2 1 2 4
0 4 1 2 1 2
0 3 0 3 1 0

Tale classificazione si pud spingere ulteriormente considerando

-1 moduli delle singole curve considerate o le curve con singolarita

sj{periori 2),

) Applicando la legge di dualithd a questa tabella se ne ottiene altra
riassumente la classificazione delle curve di quarta classe. Giova qui os-
servare che al criterio di classificazione, essenzialmente proiettivo, fon-
dato sulla considerazione delle singolarita ordinarie e sull’applicazione delle
formole di Pliicker, altro ne fu'ﬁuﬁgerito ed ampliamente svolto da H. M.
JEFFERY. Esso si basa sulla considerazione del numero, della, molteplicita
e della posizione dei fuochi — si ricordi che una curva di clagse » ha in ge-
nerale » fuochi reali. — Cosi una curva della terza classe pud avere un fuoco
triplo (JEFFERY, On cubics of the third class with triple foci, Quart. Journ.,
X1V, 1876), oppure un fuoco doppio ed uno semplice (JEFFERY, On plane
cubics with a double and a single focus, Ivi), oppure — ed & questo il caso
generale — tre fuochi semplici (JEFFERY, On plane cubics of the third class
with there single foci, 1d., XVI, 1879 ¢ XVII, 1880; On plane class cubics
with three single foci, Rep. Brit. Assoc., 1879). Similmente, fra le curve di
quarta classe le pill singolari sono quelle aventi ciascuna un fuoco ‘qua-
druplo (JEFFERY, On plane and spherical curves of the fourth class with

ruple foci, Rep. Brit. Assoc., 1880; On plane curves of the fourth class
with quadruple foci, Quart. Journ., XVIII, 1882; ivi & introdotto il nome
stapes o stapete per designare un ramo di curva con due cuspidi ed un punto
doppio); On the - stapete-points of class-dhrtics with quadruple foci, Quart.
Journ., XVIII, 1882), alle quali seguono quelle che hanno un fuoco triplo
ed uno semplice (JEFFERY, On curves of the fourth class with a triple and a
single focus, Rep. Brit. Assoc., 1882 e Quart. Journ., XX, 1884). Si po-
trebbe analogamente intraprendere lo studio delle curve di quarta classe
con due fuochi doppi, o con un fuoco doppio e due semplici e finalmente
quello delle piti generali, cioé con quattro fuochi semplici, ma il numero
dei casi che si dovrebbero considerare spaventera pitt di un ricercatore,
tanto pill che tale ricerca, almeno se si giudica dai risultati che diedero
quelle congeneri del JEFFERY, non promette di riuscire molto remunerativa.

*) Una cuspide di seconda specie si presenta nella curva

tatnodo (y? — U-":U)' =dafraty + pta
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Tt secondo dei metodi dianzi segnalati poggia sopra considera- -
zione topologiche. Preparato dal Cayley (*), venne svolto dallo
Zeuthen ?) e poi completato in qualche punto dal Crone;3) esso
guida a considerare irenfasei tipi di quartiche piane esenti da punti
multipli, distribuiti in tredici classi e conduce a concludere che una
curva del quart’ordine a discriminante non nuilo consta al piu di
‘quattro circuiti chiusi, esterni 'uno a tutti gli altri, oppure di due
‘uno interno all’altro. Per le quartiche razionali invece le forme ti-
piche essenzialmente distinte- sono nove #), fra cui si trovano altre
intermedie fra le prime. Finalmente per le quartiche dei generi
2 e 1 osserviamo che, in forza di un noto teorema generale dell'Har-
nack ), esse constano al pitt di 3 o 2 tratti. Basti questo cenno sopra
un genere di considerazioni su eui non ci accadrd di ritornare; il
lettore desideroso di pilt precisi ragguagli ricorra alla dissertazione
di Ruth Gentry On the forms of plane quartic curves (New York, 1896).

Chiuderemo queste generalitd osservando che della generazione
meccanica delle quartiche si & occupato F. Dingeldey ®) e che pa-
recchie si possono descrivere mediante il curvigrafo Lebeau?).

; 54, Tutte le quartiche particolari di cui dovremo occuparci -

sono o ellittiche &) (avendo per punti doppi o cuspidi i punti ciclici
del piano) oppure razionali; onde — analogamente-a quanto facemmo
nel Libro prec. — dedicheremo un § speciale alle primé ed uno alle
seconde. Prima perd di chiudere il presente Cap. — pure per confor-
. mitd quanto abbiamo fatto anteriormente (n. 17) — daremo notizia
di alcune quartiche, esenti da punti multipli, ma tuttavia speciali.

considerata da DE Gua (v. P. SAUERBECK, Abh. zur Gesch. d. Math., T. XV,

— 4 .
1902, p. 77) e nella y:V z + Va? che g’incontra in EULERO (Intred. in

anal. infin., T. 11, p. 180). ) . . R
1) V. la nota On quartic curves (Philosophical Magazine, Vol. XXIX,

1865). »
2) Sur les différentes formes des courbes planes du quatriéme degré (Math.

Ann,, T. VII, 1874). . N
3) Sur la distribution des tangentes doubles sur les divers systémes de

coniques ayant un contact quadruple avec une courbe du quatriéme degré (1d.,

T. XII, 1877).
4 A, BriLL, Ueber rationale Curven vierten Ordnung (Id., T. XII, 1877)

8) Ueber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraische Curven (Id., T. X,

1876). v
&) Ueber die Erzeugung von Curven vierter Ordnung durch Bewegungs-

mechanismen (Diss. Leipzig, 1885). . .
7y J. NEUBERG, Sur les lignes tracées par le curvigraphe Vietor Lebeaty,

(Mém. de Liége, III Ser., T. VI, 1904).
8) Riguardo a quelle con un solo punto singolare, v. J. DE VRIES, La

wartique nodale (Arch. Teyler, 11 Ser., T. IX, 1904); trovasi fra esse anche
gz curva:di equazione polare »

' p’=b3+a'tg’w,
che g’incontra nelle Nuove ricerche anmalitiche, geometriche e meccaniche
(Pavia 1811) di L. ForxI. :

:
oo ol
U e
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. @) Accordiamo il primo posto alla quartica di Clebsch, 1a quale
gode la proprietd che il primo membro della sua equazione omo-
genea é rappresentabile come somma dei biquadrati di cinque
forme lineari!); essa ammette quindi dei pentalateri polari; analiti-
eamez:;;;a & caratterizzata dall’annullarsi del suo invariante A (v.:
eq. .

‘ Il covariante S (v. eq. (3)) di una quadratica di Clebsch egua-
ghato' & zero rappresenta una quartica speciale perché possono in
essa chnversi dei pentalateri completi; si chiama quartica di
Liiroth in memoria del geometra che per primo I'ha studiata ).

b) La curva rappresentata in coordinate omogenee da una
equazione della seguente forma .

xl4+4u3w1+u4_—.0,.

ove %; € u, sono forme binarie in ,, x, dei gradi 3, 4 gode, la pro-
prietd di avere I'Hessiana con un punto singolare; la chiameremo
quartica di Geiser in onore del geometra che per primo I’ha immagi-
na'ta: € se ne & servito per dimostrare I’assenza di punti doppi e cu-
spidi nell’Hessiana di una curva generale di ordine qualunque 3).
¢) La Jacobiana di una retta e di un fascio sizigetico di cubiche

€ una curva del quart’ordine dipendente da sole dieci costanti.
Geomgtncarpepte essa & caratterizzata dalla posizione de’ suoi 24
ﬂegm, i quali si separano in due gruppi composti ciascuno dai vertici
dei trilateri di un fascio sizigetico. Analiticamente .invece essa &
caratterizzata dall’essere nullo Iinvariante cubico del suo primo
membro, nonché l'invariante del 6° grado, assieme a tutti i sudde-
terminanti di 5°. 8i suol chiamare, dal nome di chi la scoperse
quartica di Caporali ). ’
'd) Dati nello spazio sei punti 1,2 y ..., esistono ! coni
vq.ugdrlci che tutti li contengono; il luogo geometrico dei loro ver-
tici é‘ls!. cosl detta superficie di Weddle. ¥ una superficie di 4° ordine
di cui i dati punti sono doppii e che contiene, non soltanto le 15
congm_nggnti r dei punti dati ma anche le 10 rette s in cui si tagliano
due piani quali ¢jk,Immn ove ijhlmn & una permutazione dei
numeri 12345 6. Ogni sezione pt#fa X di una superficie di Wed-
dle é una curva di 4° ordine la quale contiene tanto i quindieci punti

1) V. l:i memoria del CLEBSCH Urb Y iert :
Crelle, T. LIX, 1861). , Ueber Curven vierter Ordnung (G. di
?) Veggansi le due memorie: Einige Eigenschaften einer gewissen Gai-
fztggsﬁg; Cs;:en m”ftn"deo'%”“ng (Math.O Ann., T. I,ﬂ;869), e ZgVeuer Irs‘ew:is
atzes, s nicht jeder Curve vierter Ord, . ¥ i A
werde;b Yamn (Id., T. XIT1, 1878) 0 Crdnung ein Finfacils cingeschricben
3 a la teoria delle ourve pi i ;
28 Serie, T. IX, 1878). prane di quarto grado (Ann. di Matem.,

) Sopra una certa curva del %arto ordine (Rend. dell’Accad. di Napoli, -

dicembre 1882). Cfr. E. Crang, quartica di Caporali (Id., aprile 1896).
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R in cui il piano della curva & segato_dalle rette r, quanto i venlt,r-
punti S in cui lo & dalle rette s; i punti R es formano una notevole-
configurazione e la curva X contiene _mﬁ_mte ajnalog'he configura-
zioni. 2 & caratterizzata dall’a.nnu.llal'm dl. una 1pvaa;1ante espresso-
da A% + 144 B, A e B avendo i significati di prima?). artiche.
¢) Altre curve speciali nasconoﬂcercando_ tutte h? qu2 1§.f
trasformate in sé stesse da una o plulto?ologle armoniche 2), Sif-
ta i ine conduce ai seguenti risultati.
fatml?ngzilzola omologia; e%‘:lazione canonica della curva:

o T3t + Uy D5+ Uy = 0

ove u,, Uy, %, sono forme in x,,x, di gradi indicati daghdmd{m:

Se, in particolare, u, = 0, nasce una curva con un punto doppio;.
;4 . . 3

& la quartica omologico-armonica del Cremona 3).

2. Tre omologie i cui centri ed assi costituiscono un triangolo;. -

equazione canonica della curva:
zika’il«;ﬁziw‘zkzo (i1k=172,3);

la curva stessa ha 24 flessi distribuiti otto a otto sopra quindiei

coniche di una rete. ' _ o )
3. Tre omologie i eui centri stanno in una retta ed i cui assi

passano per un punto; equazione canonica della curva:
" 4 -0
axd +ba,x,x? + o x? (02 F a?t) + dxt =05

i flessi della curva giacciono sei a sei sopra quattro coniche di un.

faseio. ) .
4. Cinque omologie; equazione canonica della curva:

a @t +2t) Fbala? + cad(@? + a?) +dagt =0

i flessi della curva stanno otto a otto sopra ventisette coniche.
5. Sette. omologie; equazione canonica della curva:

a @t +xt) +harla? ezt =0

i flessi stanno otto a otto sopra trentasei. coniche.
6. Nove omologie; equazione canonica della curva:

3 N 3
Sat, + A Z 2t at, =0

i=1 ik=1

1) F. MorLeEY and J. R. CONNER, Plane sections of a Weddle surface-

, Juli 1909). . . . . .
(Am?)”‘ E‘I.o‘éﬁxaqi, I varii tipi possibili di q@mrtwhe piane pm‘i volte mrgtglagwo
armoniche (Rend. del Circolo Matem. di Palermo, T. XIII, 1899).

i Sométri Mr. Brioschi-
3) V. le Ob tions géométriques & propos de la note de
-« Sur )le:rtazﬁ ent:i%ubles Z’qme courbe du 4. ordre avec point double » (Math..

- Ann., T. IV, 1871).

-

-
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7. Quindici omologie; equazione canonica della curva:
xt+ a2t 2t =0

vi sono inoltre 96 omografie che mutano la curva in sé stessa 1),
8. Ventuna omologie; come equazione canonica delld curva si
pud assumere la seguente:
P2+l + 2P w, = 0. .
E questa la pit notevole delle quartiche ora enumerate; la
si chiama quartica di Klein 2); il Brioschi ha notato che il 8u0 primo
membro -coincide col proprio covariante § di quarto ordine 3); si
pud anzi dimostrare essere dessa 'unica curva propria del quart’or-
dine avente tale proprieta %).
Notiamo ancora che le curve le cui equazioni sono riducibik
alle forme '
Pt uy =0, 23z, + u, =0

sono le uniche quartiche che siano trasformate in sé stesse da omo-
logie non armoniche. ’
Va da ultimo osservato che tutte le quartiche ellittiche o ra-
zionali ammettono inversioni in sé stesge 5).
f) Considerazioni di altro genere condussero alla linea detta
ordinariamente curva di Wilsch-Humbert %); essa & rappresentata
da un’equazione della seguente forma:

PP Ed H plRa® + pla—2 PaPs Ty 53— 2 Py ‘?l T3 &y —

— 2P P Ty = p X, Ty 2y

ove Py, Pz, P3 S0no le tre derivate rispetto a x, , @, , 43 di una forma
quadratica in z, , x,, z;, mentre p & una forma linearé delle stesse;

1) W. DYCK, Notiz iber eine reguldre Riemann’sche Fldiche vom Gesch-
lecht drei und die zugehorige « Normalcurve » vierter Ordnung (Math. Ann.,
T. XVII, 1880).

2) Perché & menzionata nella memoria di F. KLEIN, Ueber die Trans-
Jormation siebenter Ordnung der elliptischen Fumnctionen (Math Ann., T. X1V,
1879). Cfr.: R. FrICKE, F. Klein V. orlsungen diber die Theorie der elliptischen
Modulfunctionen, T. 1 (Leipzig 1890), p. 701 e seg.

®) Sopra wna classe di curve del quarto ordine (Atti della R. Ace. dei
Lincei, 38 Serie, T. VIII, 1884). )

*) E. C1an1, Un feorema sopra il covariante S della quartica piana (Rend.
del Circolo matem. di Palermo, T. X1V, 1900).

0 %) E. Crani, Le guartiche piane invertibili (Giorn. di Matem., T. LVII,
1919). .

%) E. WagLscH, Ueber das Normalsystem wund die Centralfliche der
Fldchen zweiter Ordnung (Wiener Ber., T. 95, 1887); G. HUMBERT, Sur une
classe de courbes planes et sur une surface remarquable de quatriéme degré
(Journ. de mathém., IV Ser., T. VI, 1890). F. SCHUR osservd che detta curva
& caso particolare di quella di Liiroth (Journ. f. Math., T. 95, 1883, p. 217).
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come equazione canoniea della stessa curva si pud assumere:
T+ o ot — 2 22 @ — 2t @ — 2 22l =4 ux, T %,

essendo w'una nuova forma lineare. Esiste una superficie @es;nica.
di guart’ordine di cui tutte le sezioni piane sono curve (!ell’mdma.ta
gpecies & la superficie reciproca del luogo dei centri di curvatura
di una. quadratica 2. centro. )

g) A. Wiman*) ha risolto il problema di determinare tutte le
quartiche non singolari con trasformazioni lineari in sé stesse e ne
ha trovate 12 specie, le cui equazioni canoniche sono:

G,... x4 a2 (balt + cxy @ + dad) + (@ + a 2,2 T? + o 2f)=0
. o + a2 (b2 + e x?) + (3 + azd T2+ ext) =0

Gy... 20 + 2t +axiay + b xlw? + By o =0

Gg... (@ + 2 + a2 (w2 — 3 2?) + b xg® (@ + &) + =0
G...wl‘—)—m,‘—}—a;z‘—}—axsz(a:l’+w,’)+bw1’w;=0 !

Gy .. Ta@d + 2t +aalPo? + @t =0

G- - - @ = @* + a3 w® + a4

Lot ot gt e (wlt el 22?2220 =0

Gy. .. T, 3l = 2, (@} + 3,°)

Gy - - Tt = 2yt + 2 TP

Gy .- T + Tt + 2t =0 (v. 80pTra) ) )

Greg- - - TP T3 + T2y + @ 2, =0 (curva di Klein):

qui il simbolo &, designa col proprio indice D’ordine del relativo

gruppo' . s . . .
In particolare una quartica dotata di guadruplice simmetria

rispetto a un punto ha un’equazione cartesiana di una delle forme
seguenti:
Qap(@ + 90 +2a,x (@ — 2) + da, 2 Y? + ag (@* + ¥H)+ a, =0
g (@ — ) + 20, (@ +97) + & (@ —7) +2a0uy =07
k) Altre speciali quartiche g’incontrarono cercando le curve

d’ordine n dotate della proprietd di essere segate in quaterne ar-
moniche da tutte le rette di un fascio 3).

1y Ueber algebraischen Kurven wvon den Geschlechten P == 4,5 und 6,

welche eindentige Tramsformationen in sich sulassen (Stockholm. Akad.
Bihang., XXI, 1895, n. 3). B , )

2)" R. D. CARMICEAEL, On the geometric properties of quartic curve pos-
sessing fourfold symmetry with respect-to a point (Ann. of mathem., II Ser.,

T. X, 1909). ) .
3) K. V)V Ruraers, Kurven, die von einem Biischel Geraden in vier har-

monischen Punkten geschnitten werden (Nienw Arch. voor Wisk., II Ser.,
T. XII, 1918). ‘

CAPITOLO II

Quartiche razionali in generale?).

55. Fra le quartiche specializzate quelle che si possono studiare
con minore difficoltd sono quelle che possiedono il massimo numero
di purfti singolari. Siffatte curve si possono anzitutto investigare
coi metodi della geometria projettiva, fondandosi sopra il seguente
metodo di generazione 2): In un piano, un fascio di raggi (di centro 0)
ed una involuzione projettiva di tangenti con una conica K gene-
rano, con le intersezioni delle coppie di elementi corrispondenti
una curva I'. Cercando col principio di corrispondenza di Chasles
il numero dei punti della curva situata sopra una retta arbitraria, si
trova che tale curva & del 4° ordine. Su ogni retta del dato fascio
esistono due punti della curva diversi da O; onde questo & un punto
doppio. Inoltre sull’asse dell’involuzione di tangenti nasce una pro-
jettivitd, considerando le intersezioni di esso col dato fascio; i
punti doppii sono evidentemente doppii anche per la curva. Onde
questa € razionale, ecc.’ ’ -

Ma una quartica con tre punti doppi pud derivarsi anche in
altro modo da una conica. Notisi infatti che presi i suoi punti sin-
golari (4,, 4,, 4,) per vertici del triangolo di riferimento, l'equa-
zione della curva assume la seguente forma:

1) Qyy B2 L% + Gop T2 ;% -+ 33 B X7 + 2 @ 93 217 T, T3 +
2 — .
+2a5 2t w0y + 20,087 T 2 =05

se ora si effettua la trasformazione quadratica determinata dalle

formole
1
pr; = —

Y

1) Cfr. le Tafeln rationaler Kurven vierter Ordnung, nebst eine dazugeho-
rige Abh. von A. BRILL pubblicate dal Politecnico di Monaco.

2) AMESEDER, Ueber Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkte
(Wiener Ber., T. LXXIX, II Absh., 1879) e Bemerkungen iiber das Ereeug-

niss eines eindeutigen Strahlenbiischels und eines sweideutigen Strahlensystem

sweiter Classe (Archiv, T. LXIV, 1879).

9. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.

ey
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si ottiene la conica K

A1 Y+ Qoo ¥+ Oas¥s® + 285 Y2 Y3+ 2051 Ys Y1+ 2810 ¥2=0;

dunque, inversamente, la eurva (1) & deducibile da una conica me-
diante una trasformazione quadratica. Se la conica K taglia in due
punti reali il lato 4, A, del triangolo fondamentale, la curva I" ha
due tangenti reali nel vertice opposto 4,, in altri termini questo @ un
nodo; ma se quei due punti d’intersezione sono coincidenti i ha una
cuspide e, se sono immaginari conjugati, un punto isolato. Quindi, se
1a conica ha 6 intersezioni reali col triangolo 4, A, 4;, I' ha tre nodi,
se ha 6 intersezioni imaginarie ha tre punti isolati e se finalmente
presenta tre contatti I ha tre cuspidi?). Nel primo caso le sei tangenti
alla curva nei punti doppii toccano la ‘medesims conica; lo si di-
mostra facilmente considerando la quartica come derivata da una
conica e questa considerazione prova anche essere tangenti di una
conica le sei rette condotte dai punti doppii a toccare altrove la
quartica. Nel caso -di una quartica tricuspidata, le tre tangenti
cuspidali sono rette concorrenti in un punto. -

Una semplice trasformazione ?) della (1) fa vedere che le quattro
tangenti doppie della curva sono rappresentate dalle equazioni

\/azz Agg 1 + /33 Q1 T2 + 4/04; Qg Ty~ (Bgg Ty + Qgy To + @13 T3) = 0;

i loro punti di contatto appartengono ad una conica.

§6. Oltre a questi due metodi geometrici per studiare le quar-
tiche razionali, ve n’ha un terzo, prettamente analitico, a cui si
& accordata in questi ultimi tempi la preferenza: & quello che impiega
la rappresentazione parametrica dei punti della curva e sfrutta la
teoria delle forme binarie biquadratiche. Posto

(2) 0T = Qi M-k . (i:17293)7

interpretando le x#, ecome coordinate omogenee di un punto, ¢ ¢come
fattore. di proporzionalitd e A come una variabile affatto libera, si
ottiene una rappresentazione parametrica, di cui sono suscettibili

1) Le varie forme che pud presentare la curva i’ sono indicate nelle Ta-
vole I e 11 dei Math. Annalen, vol. X1I (memoria di BriLr). Le curve aventi
la forma della fig. 9 della prima di esse portano spesso il nome Lemnisceros;
v. Particolo Lemnisceros (e la corrispondente figura) dell’ Encyclopédie me-

thodique; ivi sono indicati i termini noeud ou las d’amour come sinonimi di

lemnascero. .
2} Venne indicata dal SALMON, Analytische Geometrie der hoheren ebenen
 Curven deutsch von F1EDLER (Leipzig 1873), p. 320.
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tutte le quartiche razionali. Le intersezioni della curva (2) con una
Totta arbitraria si ottengono risolvendo rispetto a A l'equazione:

4 {

k= i=3
(3) 'k{,u”k élailc £&;=0.

Dettene i, Ay, 43, 4, le radici e posto
Mt A4t A =8, A bt =8, A Ag At =83, AAohsdy = 84

si ottiexie facilmente come condizione di collinearitd dei duattro
punti (4,) (4;) (A3) (4,) P'annullarsi di tutti i determinanti estratti
dalla matrice seguente: .

1 ay @y 4y
8§ Ay Qg O3y
S Qyp @y O3y
83 G13 Gy Qg3
83 Gy (g A3

Affinché cid aceada @ notoriamente necessario e sufficiente, che si
annullino due di tali determinanti: ora alle due equazioni che cosi ri-
sultano si pud dare una forma conveniente ragionando come segue?).

‘Scrivendo per simmetria s, invece di 1 ed indicando con d,s3, €CC.

i determinanti estratti dalla seguente matrice, presi con segni con-
veniente, ,
i G A1 G2 Og3 '
(A) 1 Azp (g1 Gy Qo3
Ay @3 O3 U3

y

la prima di quelle equazioni di condizione & .
4) 80 dyag + 81 dogs + Sz Agrs + 83 Aoz = 0-
Introducansi ora dieci nuove costanti «;,f8; (i =0,1,2,3,4)

tali che sia:

i=4

i=4
8) zoaiakt:o ’ Zoﬁiaki:O (k=1,2,3)

per un noto teorema i determinanti ternari estratti d:illa matrice
(A) sono proporzionali ai determinanti An corrispondenti della
matrice

1y W. Fraxz MEYER, Apolaritit und rationale Curven (Tibingen
1883), p. 7.
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@y @ @Gy O3 O
(B) ;
Bo B Bz Bs B
_1a (4) pud quindi scriversi:
8y Ago— 8y Ayy + 85 Ayg— 83 Ais + 8 Ay =0

Generalizzando questo risultato si vede che le condizioni di collinea - .
ritd assumono la seguente forma:

i=4
2 (—1)s; =03

i=0

ora poiché queste si scrivono anche

i=4 » =4 .
Qg £0 (’—1)‘8iﬁi‘—ﬁk,‘20("“1)isiaf =0,

si conclude che le due equazioni

st i=md
© / io(;l)is‘afzo ’i{o("l)i’?im:()

- bastano ad esprimere la condizione di collinearita dei quattro punti
(A) (Ae) (As) (Ry)-

Innumerevoli ne sono le applicazioni. Cosi eliminando fra esse
1, si ottiene la condizione di collinearitd dei tre punti (4,) (1;) (43);
facendo poi A, = 1, = A; si ottiene un’equazione (di 6° grado)
le cui radici sono i parametri dei flessi: questi sei punti apparten-
gono ad una eonica (1); supponendo invece nelle () A, = A, e Ay = Ay
si ottengono due equazioni fra cui eliminando 1, nasce I’equazione
determinatrice dei parametri dei punti di contatto delle (quattro)
tangenti doppie che ha la curva. Ancora: se si scrive che 'equazione
risultante dalla eliminazione di 4, fra le (5) & soddisfatta identicamente
rispetto a 1, si troveranno le equazioni atte a determinare i tre punti
doppii della curva, in guanto daranno le funzioni simmetriche
semplici (A, + 4, e iy 4;) dei due parametri che competono ad un
punto doppio ?). Finalmente facendo M=y =12y =74 le (5) s

1) Questo notevole teorema, il primo concernente la distribuzione dei
flessi delle quartiche, fu scoperto nel 1875 da J. GRASSMANXN (v Ja Diss.
Zur Theorie der Wendepunkte, besonders der Cy, Berlin) e, poi nuovamente,
due anni dopo, da A. BriLL (v. la memoria Ueber rationale Curven vierier
Ordnung, Math. Ann., T. XII, 1877).

2) . anche NAGEL, Bestimmung der Doppelpunkie einer rationalen
Curve vierter Ordnung (Math. Ann., T. XIX, 1882).
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mutano in due equazioni biguadratiche in A; il loro risultante egua-
gliato a 0 esprime la condizione necessaria e sufficiente per l'esi-
stenza nella quartica di un punto di ondulazione. Ece.

Non possiamo entrare in minuti dettaglio sugli sviluppi alge-
brici or ora segnalati. Vogliamo invece notare 1) che se si pone

) i=3
] : 2 an &= k=0,1,2,3,4)
la (3) diviene
39 G M+ a B+ ... +a=0

Calcolando ora gli invarianti quadratico e cubico del primo membro
di quest’equazione si ottengon(%e le due equazioni:

12a, 3a, 2a,

(8) 12 ag @y — 3 a4 a3 + af = 0; ‘ 3a, 2a, 3a; | = 0;
{ 2a, 3a; 12a*

" ricordando i significati geometrici di quegl’invarianti ed osservando

che le (8) sono la prima quadratica e la seconda cubica nelle coordi-
nate &, si vede che la (8, 1°) rappresenta una conica inviluppata dalle
rette che incontrano la data quartica in quaterne equinarmoniche,.
mentre la (8, 2°) rappresenta una curva di terza classe invilup-
pata dalle rette }‘ecanti la medesima curva in quaterne equianar-
moniche. £

Per le quartiche dotate di tre punti doppi d’inflesso, o di un
punto doppio e due cuspidi, o di tre cuspidi il numero dei punti
gestattici & risp. 24, 12 e 32). Per una quartica razionale avente
3, 2,1, 0 cuspidi il numero dei triangoli ad un tempo inseritti e
circoscritti @ rispettivamente 0, 0, 2, 83

57. Un grande numero di questioni di geometria guidano a con-
_siderare delle quartiche con tre punti doppii ¢), come vedremo nel

1) W. BRETSCHNEIEER, Diss. Erlangen 18755 W. STAHIL, Ueber ratio-

. nale ebene Curve vierter Ordnung (G. di Crelle, T. CI, 1887).

3) A. B. BasseT, On the sextactic poinis of a quartic (Qyart. Journ. of
math., T. 35, 1903). >

3) CLIFFORD BELL, The triangles in-an«#rcumsc’ribed to the quartic
curves of deficiency zero (Pubbl. of the University of Colorado, T. II, 1926).

4) Anche la meccanica conduce sovente a quartiche razionali: tale
&, ad esempio, la cosi detta curva del ballerino di corda; & il « luogo dei piedi
di un uomo che si muove sopra una corda fissata ad un estremo e tesa da
un peso attaccato all’altro estremo dopo di essersi avvolta su una pulleggia ».
J. B. BERARD (Opuscules mathématiques, 1811) ne trovo la seguente equazione

2 (b — x)*

Y = ’
. a— (1 — @)
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-corso del presente Libro. Sin d’ora peré giudichiamo opportuno se-
gnalarne due che s’incontrano nella teoria delle eoniche.
a)1). Ogni punto M dell’ellisse F

. 2
®) 2L
) a? b

determina con i due fuochi F, F, di questa un triangolo: ne sia
M’ Yortocentro. Al moversi di M sull’ellisse E, M’ descrive una
curva E’ di cul & facile trovare l'equazione. Infatti se si rappre-
sentano gon a cos @, b sen ¢ le coordinate di M, quelle di M’ si
potranno iindicare come segue: -

-4 et
L FT

i a® sen® ¢ — b2
2 x=acos g,y = —————
F 1 ’ bsen g Vs
d’onde, -eliminando ¢, si ottiene ' W/~
L : [ Fleol.
(10) @ (E—22P— by (a?— %) =0,0vec® =a®— b, L

come equazione di E'. Questa & dunque una quartica avente per
punti- doppi i fuochi F, F' ed il punto allinfinito dell’asse minore;
i corrispondenti asintoti sono le rette x = 4+ @ e limitano una stri-
seia di piano entro cui si trovano tutti i punti reali della curva;
questa tocca I’dlisse negli estremi dell’asse minore.

Se invece dell’ellisse (9) si fosse considerata I'iperbole I

a2 y?
(11) . A o
. a? b2 ST« 2

si sarebbe ottenuta la curva I’ di equazione

A (E— 222 + b*y? (@ —2®) =0 ove ¢ = a® 4 b?
analoga alla precedente, ma di aspetto diverso giaccheé, a tacer
d’altro, tutti i suoi punti reali sono esterni alla striscia di piano

avente per confini le rette v = 4 a. ‘
Alle stesse conclusioni si pud giungere senza calcoli, considerando

il metodo con cui si dedussero le curve E’ ¢ I' come caso speciale

la quale prova che ha p(;ar punti doppi Dorigine, il punto all’infinito di Oy

e il punto x =150,y = 0.

- 1) Kor1GEN, Die geometrischen Oerter der'ausgezéichmten Punkten des
Ellipsen und_Hyperbeldreiecks (Progr. Quisburg, 1852); HocHHEIM, Ueber
ggt%&;tnsche Oerter der merkwiirdige Punkien des Dreiecks (Zeitschrift, T. XV,

R T 2

Fe,0) o
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della seguente trasformazione geometrica: Dati due punti fissi
A, A, di un piano =, si faceia corrispondere ad ogni punto M di =
il punto M’ che & ortocentro del triangolo M A, A,. Allora viceversa
ad ogni punto M’ corrisponderi in generale un unico punto M ;
quello cioé in cui si tagliano le perpendicolari condotte da 4, e 4,
risp.a A, M’ e A, M'. Se M descrive una rettar, 4, M e 4, M descri-
veranno due fasci prospettivi e quindi projettivi; projettivi riusei-
ranno in conseguenza i fasci generati dalle perpendicolari condotte
da A, e A,risp. a 4, M e A, M, onde il punto M’ genera una conica
passante per 4, e A,. Siccome il punto in cui r taglia la retta A, 4,,
considerato come punto M, ha per corrispondente M’ il punto
Aco allinfinito in direzione perpendicolare alla Tetta A, A, casi
quella conica passa per Awo. M e M ’ si corrispondeno dunque
in una trasformazione quadratica di cui A, A, Ao sono i punti
fondamentali; ad 4,, 4, , Ax corrispondono risp. le rette 4, Ao,
A, Ao , A, A,; ad una conica corrisponderd una quartica avente
A,, A, e A per punti doppii; supponendo, in particolare, che di
quella A, e 4, siano i fuochi, si ritrovano le proprietd indicate delle
curve E e I

b) Il luogo dei centri delle coniche circoscritte a un triangolo
e i cui asintoti formano un dato angolo, ¢ una biguadratica di cui
sono doppi i punti medi dei lati del triangolo?). Lasciamo al let-
tore di dimostrarlo.

58. Una quartica & razionale non soltanto quando possiede tre
punti doppii, ma eziandio quando & fornita di ‘un punto triplo.
Preso questo come vertice A, del triangolo di riferimento, 'equa-
zione della curva assume la forma seguente .

(12) Ty Ug (Xy , Tg) — Uy (X1, Tg) = 0

1;3 e u, essendo forme binarie la prima cubica e biquadrica la se-
conda. Sostituendo ivi «, : 4, = @, : A,, si arriva alla seguente rap-
presentazione parametrica: :

(13) @y = Ay us (A1, As) , 0 By = A3 Us (A5 As) 5 0 %5 =ty (A1, 2)
Lasciamo al lettore di adattare a questa le considerazioni svolte
sopra le curve (2) e piuttosto segnaliamo subito una curva spepiale
che rientra nella presente categoria; & quella che, in coordinate

cartesiane, & rappresentata dall’equazione

(14) @@+ 9 =ay @—y)

1) B. SPORER, Ueber eine besondere Gruppe wvon Kurven des vierten
Grades (Math. naturw. Mitth. Wirttemberg, T. XV, 1913).
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L’origine ne & punto triplo e le corrispondenti tangenti sono
Pagse delle « e le bisettrici degli angoli degli assi; la curva consta di
due foglie fra loro simmetriche rispetto all’asse delle y e di un ramo
infinito simmetrico rispetto all’asse delle ordinate e situato al disotto
dell’asse delle ascisse. Queste proprietd giustificano il nome di #ri-
foglio parabolico dato alla curva!). Questa passa pei punti ciclici
del piano ed ha per fuoco straordinario il punto (0, a) e per tan-

" gente doppia la retta y = a (3 — \/_53); ece. -

7‘“—"“ feca. - Altra eubiea con punto triplo & la Scifoide (nome di etimologia

ignota) definita come segue ?). « Sull’asse delle z di un sistema car-
tesiano ¢ dato un punto B alla distanza @ dell’origine; per esso
si. conduce una trasversale a incontrare in C l'agse delle y; la per-
pendicolare condotta dal punto C alla retta B C sega la circonfe-
renza di centro C e raggio C O in due punti P, il cui luogo geo-
metrico & la curva in questione ». Posto O C = £ la equazione
della detta retta e della detta circonferenza sono risp.

arx—E@Y—E=0 2+ y*—2¢y =0;

\

P—yfdazy =0

La scifoide &, quindi, una quartica simmetrica rispetto a Oz e

avente per O come punto triplo, le corrispondenti tangenti essendo
Passe delle ¥ e quello delle x; essa & suscettibile della seguente rap-
presentazione parametrica

a2 4a
&r = B
1 VT aa

e

Una quartica & razionale anche se ha una cuspide di seconda
specie e un punto doppio o una cuspide di prima; tale é la curva
di equazione :

— @2 +a%) +y (12a° + 205 2 + 125)—y? (29 & + 17) —
—¥@+9) +2y =0;

essa ha due cuspidi di specie differenti e pud rappresentarsi para-
metricamente come segue: :

. 1) G. pe LoNGgcHAMPS, Journ. de math. spéciales, III Ser., vol. II,
1888, p. 255 e 285. :
2) P. HUBER, Die Scyphoide, eine Kurve 4. Ordnung (Diss. Bern, 1910).
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A+2)(B—A2+21—4)
L = — - 3

(A + 2)% (A— 3)
B+ 1) v= 241

b

essa fu considerata a scopi analitici dal Sylvester, che le diede il

nome di ¥icorno!), e venne poi studiata accuratamente dal Cayley 2).

1) On the real and imaginary roots of algebraical equations (Phil. Trans.,
T. 154, 1864).

2) An eightj memoir on quadtics (Id., T. 157, 1867, oppure Collected.
Papers, T. VI, p. 162-164). .

Siaci lecito rilevare qui che H. Bouasse (Ezercises et compléments de
mathem. générales, Paris, .p. 67) chiama erroneamente cubica di van der
Waals la curva :

. 3y 3

_3x~l x2

la guale & evidentemente una quartica avente per triplo il punto all’in-
finito di Oy.

iy
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Qdartiche ;ellittiche e Quartiche bicircolari in generale.

59, Le curve di quart’ordine con due punti ii (nodi, cu-
gpidi o punti isolati) si possono ottenere projettando le quartiche
gobbe di prima specie da un punto esterno. Si giunge cosi, non solo
ad un metodo geometrico assai comodo per stabilirne le proprieta,
ma anche ad un mezzo per esprimerne le coordinate mediante fun-
zioni ﬂllittiche di un parametro: infatti basta per cid ricorrere
alle espressioni delle coordinate omogenee di una quartica di prima
specie mediante funzioni Jacobiane!) o mediante fungzioni di We-
ierstrass 2). ’

Le stesse curve si possono generare effettuando sopra una
cubica senza punti multipli una trasformazione quadratica avente
per punti fondamentali due punti della curva. Cosi, oltre ad un
procedimento per stabilire geometricamente i teoremi relativi alle

quartiche di genere 1, si arriva in possesso di un mezzo per espri-

merne le coordinate mediante funzioni ellittiche (& sufficiente per
cid appoggiarsi_alle formole che stabilimmo nel n. 13).

Alle stesse rappresentazioni parametriche si giunge col metodo
adoperato dal Clebsch nella sua classica memoria Ueber digenigen
Curven, deren Coordinaten sich also elliptische Functionen eines
Parameters darstellen lassen (G. di Crelle, T. LXIV, 1865). Si assume
per cid come fondamentale di un sistema di coordinate omogenee
un triangolo i cui vertici 4,, 4, siano i punti doppii della curva;
Iequazione di questa assume quindi la forma :

(1) @l o + 23 By wy( by 2y + by @y + by @) + @2 (0 2y + A2 T, +
+ a3 23) (6, &) + € Ty + C3T3) = 0.

1) G. Lor1a, Sull’applicazione delle funzioni Jacobiane allo studio delle

linee sghembe di quarto ordine e prima specie (Rend. dell’Ace. dei Lincei, _

48 Serte, T. VI, 20 Sem., 1890). -
2) G. Loria, Le curve di genere 1 ¢ le funzioni ¢ di Weierstrass (G. di

Matem., T. XXXI, 1893).

i

2){pz, =¢, 8n2(v +E~g—g)—sn253] _sn2(v—€+g)_snz(8_ (o

\

Quartiche ellittiche e Quarjtiche bicircolari in generale 139

?resi gfi arbitrio due punti sulla curva, essi, assieme ai due
punpl dqppu, .si possono considerare come costituenti la base di un
fasclo. di coniche, il quale sega sulla quartica una serie lineare
genqphcemer_lte infinita di coppie di punti, situate sopra ! rette
n}wluppantl una eqnica. Se p. es. il fascio & rappresentato dall’equa-
zione

@y (@ &y + G @y + a3 25) + A2y 23, = 0,

questa conica ha per equazione
(@ 21+ ay @y + a3 33) (€3 1+ € Ty=C3@3) — (b T, + by T+ by 23)2 =0

Si arriva cosl a esprimere z, , &, , #; in funzioni razionali di un pa-
rametl_'o e della radice quadrata di una funzione biquadratica del
medesimo; introducendo poi al posto di quel parametro un’oppor-
tuna funzione ellittica di una nuova variabile. v, si arriva a formole
del tipo seguente: ’

' i {+o - i
0 Ty = ¢, | sn? (’u ———) — &m? 62] sn? (v + C_—j—_d) —sn?
2 L 2

9

“~

2

i {+o B —
o3 =cy snz(v————z——)—s'rﬁéz] sn(v+c+a)——sn“(s+c i
L B 2

2

{+o

I due parametri del punto doppio #;, = z; = 0 sono 2 + Gy,
fteo
) 2

in cui la quartiea ¢ segata da una-curva d’ordine m sussiste una con-
gruenza lineare, la quale assume forme diifferenti secondocheé la
curva segante non passa per alcun punto doppio, o ne contiene
uno, o passa per entrambi; corrispondentemente a queste tre ipotesi

si hanno le tre congruenze seguenti:

quelli dell’altro — =+ 83. Fra i parametri v, v,.... de’ punti

3) vy +ov+ ...+ Vam— + Vym—s + Vam-a + Vymey + Vg =0
(4) O+ %+ FVg F Vs + Ve = (4 0)

By V04 .. Vg = 0.
(mod. 2K, 2 i K

) qutriamo sopra qualche esempio la facilitd con cui col loro
ajuto si scoprono le proprietd della curva.

)

)_.

P
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Se (v) ¢ un punto la cui corrispondente ‘tangente passa per un

punto doppio si avrd.
2v=+(0+0)

onde per v si hanno le due seguenti quaterne di valori-incongrui:

g (+o {+o = A
C:“; CJ: +E, o 4iK, K +iK
a {+a. {+o -
5:”,—5_: +H, = 4iK, — =+ K +iK

Da ogni punto doppio si possono, dunque, condurre quattro
tangenti e i due gruppi cosi formati sono projettivi. Potendosi
la corrispondenza stabilire in quattro modi differenti, siano abilitati
a concludere il seguente: :

TEOREMA: Le due quaterne di tangenti che 8i possono con-
durre ad una quartica ellittica dai suot punti doppii st intersecano in
16 punii situali quatiro a quattro su quatiro coniche passanti pei punii
doppii stessi. ‘ *

Similmente se (v) ¢ un punto in cui la quartica eonsiderata am-
mette un contatto del terz’ordine con una conica passante pei
punti doppii, si avrd ,

onde
pK +qiK’
P == s}

2 ?

agli interi p, ¢ necessario e sufficiente di attribuirei valori0,1,2,3 ;
si ottengono cosi in totale 16 coniche, una qualunque delle quali
si pud indicare con p , g. Esse si possono ordinare nei quattro gruppi
seguenti: » .

00 02 20 22

01 03 21 23

1,0 1,2 30 32

11 13 31 3,3;

ora, applicando la (5) si vede che nei punti di contatto con la quartica
di due qualynque coniche dello stesso gruppo, la quartica stessa é toc-
cata da una medesima conica passanie pei punti doppii; di siffatte
coniche se ne hanno in totale 4 - 6 ='24. Inoltre stanno sopra una
conica passante pei punti doppii anche © punti di contatlo delle quattro
coniche di uno stesso gruppo; si attengono cosi altre quattro coniche

collegate alla quartica. Altre 4-16 = 64 nascono considerando-

v 4;3
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i punti di contatto di quattro coniche scelte una in ciascun gruppo;
ecc. 1),

Fra le quartiche ellittiche si trova anche il luogo dei punti
ognuno dei quali sta ad una distanza conosciuta dalla retta che
gli corrisponde in una polarith data; ne sono doppii i punti all’in-
finito della conica fondamentale di questa corrispondenza; se essa
¢ una parabola, la curva ottenuta ha un tacnodo 2).

60. Nel caso in cui i punti doppii della curva coincidano coi
punti ciclici del piano, la curva stessa si chiama quartica bicircolare 3).
Essa pud considerarsi come projezione stereografica della curva

“

1

f

in cui una sfera & tagliata da uns quadrica non passante pel centro )

di projezione. Ma pud anche suppgrsi generata trasformando per
raggi vettori reciproci una cubicar&czlrcolare; siccome per tale tras-
formazione a quattro punti conciclici corrispondono quattro punti
conciclici, e inoltre ai fuochi ‘della curva primitiva corrispondono
i fuochi della trasformata, cosi il teorema di Hart (v. n. 21) conduce
subito a concludere: Una quartica bicircolare ammetle sedici fuochi
posti quattro a quatiro sopra quattro circoli. Del resto questa propo-
sizione non & che un caso particolare del primo teorema che stabi-
limmo a p. I40 mediante la rappresentazione parametrica 4).

In coordinate cartesiane ortogonali I'equazione di una quartica -

bicircolare pud sempre scriversi sotto la forma

6) E+yP+lar+Ly) @@+ +apa®+2a,0y +
+a22y2 + 20/13%’ +2a23y +a/33 =0 5

ora, trasportando l'origine nel punto (—% , -—é) , questa si

1) Altre congeneri proprietd furono stabilite dall’HuMBERT nella nota
Sur le courbe du quatriéme degré & deuz points doubles (C. R., XCVII, 1883),
esprimendo le coordinate col mezzo di funzioni . .

2) R. DirTrICH, Abstandorter im Polarraum (Diss. Breslau 1910). Altre
curve dela stessa specie ’incontrano nelle ricerche di K. BRANDENBERGER,
Ueber Lamberts flichentreue Aztmutprojektion (Viertel. Naturf. Ges., T. LIV,
1910).

3) Cfr. J. CASEY, On bicircular Quartics (Trans. of the R. Irish. Aca-
-demy, Vol. XXIV, 1869) e DARBOUX, Sur une classe remarquables de courbes
et de surfaces algébriques (Paris 1873).

¢) Un procedimento per descrivere una quartica bicircolare mediante
un sistema articolato venne indicato da W. WOOLSEY JOHNSON in Mes-
senger, T. V, p. 159 e riprodotto dal CARR (4 Synopsis of elementary re-
sults in pure and applied Mathematics, Vol. I, Part 11, London 1886, p. 738).
Una classe particolare di quartiche bicircolari nodali & costituita da quelle
in ognuna delle quali & inscritto uno e quindi ' guadrangoli aventi per
vertici comuni i punti singolari della curva (STEINER, G. di Crelle, T. 32,
p. 184 0. Werke, T. II, p. 373); la curva & allora generabile mediante due
involuzioni proiettive di raggi (C. SERvVAIS, Sur les quartiques binodales qua-
drillées, Mathésis, III Ser., T. IX, 1909).

I
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semplifica aésumendo la forma
(7) @4 9P+ a3+ 2a,TY + Gy + 2013 242055 Y +0a33=0,

quel punto si chiama punio fondamentale della quartica e gode di una
notevole proprieta !). Passando, infatti, a coordinate polari la (7)
diviene ]

0 + (a5, cos? w + 2a,, OS w sen @ - Ay, sen’ w) e® + 2 (a5 co8 w +

+ aysenw)g + ag3 =0 ;
dette quindi M,, M,, M,, M, le intersezioni della curva con una
retta passante pel punto fondamentale si ha sempre
; .2
OM, +OM, +0M, +OM,=0; w»t/i o 7

onde, se M, & il punto medio del segmento M; M ,, si potrd scrivere

OM; +0M; =0,

ove ik j k & una permutazione di 12 3 4; dunque O & il punto di *

mezzo del segmento M,, M ;. Concludiamo pertanto: Nel piano di
qualungue quartica bicircolare esiste un punto (il punto fondamentale)
equidistante dai punti medii dei segmenti che hanno per estremi due
cappie di intersezioni della curva con una trasversale qualunque con-
tenente quel punio.

Servendosi dell’equazione generale (6) si pud anche dimostrare
che ogni quartica bicircolare é Uinviluppo di un circolo ortogonale
ad un circolo fisso ed il cui centro appartiene ad una data conica,
detta conica deferente. Siano infatti ‘

8) O,=@—e)f+@—pyr—ri=0 (i=0,1,2)

le equazioni di tre cerchi ortogonali al dato cerchio; qualunque siano
le eostanti 4, 4,, 4, I'equazione

@) MG MO+ 10 =0

rappresenterd un altro circolo godente la stessa proprietd; le 4 sono
proporzionali alle coordinate baricentriche del centro O di questo
cerchio rispetto al triangolo avente per vertici i centri dei tre primi.
Sicecome per ipotesi O appartiene ad una conica, le 4 saranno legate
da una relazione del seguente tipo '

1y ELE (G. pE LONGCHAMPS), Sur les quartiques bi-circulaires (Journ.
de Math. spéciales, IV Ser., T. .V, 1896).
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K3

10) Zaaniid=0 ,k=0,1,% a,=a,)
Per trovare V'inwiluppo del cerchio (9) con la condizione (10) poniamo

A Ay
70- =P, _Z-o— =4q
ed avremo, invece delle (9), (10), le equazioni
9" : 00+p01+q02%0;
(10) @y P* + 201, @ + 02 @ + 200, P + 204, § + g = 0;

le quali dovremo combinare con le equazioni derivate rispetto a
p,q della seguente:

allp2+2a121’4+a2292+2a01p+2a02Q+aoo
+20(Co+pC,+q0C,) =0;

tali equazioni sono:

gy oy P +a,9+00, =0
Aoy + G35 P + G339 + 0 Cy =0

Moltiplica‘,ndol.e risp. per p e q e sottraendo i prodotti della pre-
cedente si ottiene, tenendo conto anche della (9'),

Ggo + Ao P + @3 q + 0 Cp = 0;

guesta, con le d.ue_ pregedenti e la (9'), costituisce un sistema lineare
inp,q,0; Peliminazione di tali quantitd d3 l'equazione cercata
dell'inviluppo sotto la seguente forma

* Qoo o1 G2 Gy
a1 Ay 4y, C,

{ @30 Oy Gy O,
C, C, C, 0

o a_,ne.he, indicando con «, il complemento algeb}ico di a;; nel di-
scriminante della (10),

(11) L g C; O, =0
ora, ricordando il significato delle C. & evidente che quest’equazione

ha la fox'{na (6), onde il teorema enuneciato & stabilito.
Consideriamo , due cerchi inviluppanti consecutivi; essi si ta-
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*

*; +
gliano in due pumti Appartenenti alla quartica ora ottenuta; di

questa, dunque, tutti i circoli inviluppanti sono bitangenti. In parti-
colare: i 4 punti d'intersezione della conica deferente col circolo
dato, sono centri di circoli evanescenti bitangenti alla quartica,
cioé sono fuochi di questa. Alle quattro quaterne di fuochi conci-
clici della curva (v. sopra), corrispongono quattro modi di generare
questa come inviluppo e altrettante serie semplicemente infinite di
circoli -bitangenti.

Se eseguiamo una trasformazione per raggi vettori reciproci

avente per centro il centro del cerchio di cui parlasi nella proposi-
zione sopra dimostrata e per potenza il quadrato del suo raggio,
ogni circolo inviluppante si trasforma in sé stesso e quindi lo stesso
accadrd per la curva inviluppata. Avendo segnalata or ora la pos-
sibilitd di generare tale curva in quattro modi come inviluppe di
circoli, possiamo ritenere che esistono in generale quattro inversioni
capaci di trasformare in 8¢ stessa una qualunque quartica bicircolare?).

61. Un nuovo modo per studiare le qua.rtic?cé bicircolari si ha
ponendole in relazione con la totalitdh degli wo®/del piano?); vi si
arriva stabilendo nel seguente modo un sistema di coordinate omo-
genee per lo spazio a tre dimensioni i cui elementi sono i circoli
di un piano.

Siano

C,=le—e)+ @y—pf—r2=0 (i=0,1,2,3)

le equazioni di quattro circoli di un piano, i quali non siano orto-
gonali al medesimo circolo. L’equazione

C,za;000+w101+x202+w303=0

rappresenta, al variare delle z,, gli «® i circoli del piano; ad ogni
sistema di valori dei rapporti x, : @, : z, : £, corrisponde un deter-
minato circolo e viceversa, onde ¢ lecito assumere le x come coor-
dinate omogenee del circolo generico rispetto ai eircoli C;, con-
siderati per fondamontali. Indicando con d,; la distanza fra i. centri
dei circoli C, e C; e ponendo

P . »
Tig =7T;0 = '—‘——2‘—“— y Tog =Zyryas2; (0,j=0,1,2,3)

1) In generale una inversione trasforma una quartica bicircolare in
altra curva della medesima specie.

%) G. Lor1a, Remarques sur la géométrie analytique des cercles du plan
et sur son application & la théorie des courbes bicirculaires du 4. ordre (Quar-
terly Journal, T. XXII, 1886).
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8i trova, con un breve calcolo, che il raggio » del circolo C & deter-
minato dall’equazione

rmn

72 = .
(2 z,p

Percid I'equazione r,, = 0 caratterizza i punti del piano consi-
derato (circoli di raggio nullo o punti-circoli) e 'equazione X z; = 0
le rette dello stesso (circoli di raggio infinito); onde il nostro si-
stema di coordinate & capace di determinare i eircoli, i punti e le
rette del piano.

E facile dimostrare che:

1.0 Effettuare una sostituzione lineare sopra le coordinate
omogenee di un circolo equivale ad operare una trasformazione
delle coordinate stesse; i cerchi fondamentali del nuovo sistema
hanno per coordinate rispetto agli antichi i coefficienti della sosti-
tuzione lineare tfrasposta rispetto a quella eseguita. ,

2.° Una trasformazione per raggi vettori reciproci & rappre-
sentata da una speciale sostituzione lineare sulle coordinate omo-
genee di circoli.

Un’equazione f = 0 omogenea fra le coordinate x separa dalla
totalitd di tutti i eircoli un gruppo di «?; se I'equazione & algebrica
del grado =, tale gruppo si chiama complesso di circoli di ordine n;
ad esempio tutti i punti e tutte le rette costituiscono due com-
plessi particolari, il primo quadratico, il secondo lineare.

8i dimostra agevolmente che un complesso lineare di ecircoli
consta di tutti i circoli ortogonali ad un cerchio fisso; questo & il
lnogo dei punti-cirecoli del complesso. Pud accadere per eccezione
che questo sia una retta, allora il complesso consta di tutti i circoli
che hanno i loro centri sopra questa retta.

Due equazioni omogenee f=0,¢ =0 fra le coordinate z
rappresentano una congruenza di circoli, contenente ool elementi.
In particolare le equazioni f = 0, r,, — 0 rappresentano la curva
I" luogo dei punti-circoli del complesso f = 0, mentre le equazioni
f=0,22; =0 rappresentano la curva inviluppata dalle oo! rette
che appartengono allo stesso complesso.

Per determinare le proprieta di I" quande f ¢ algebrica di grado =,
combiniamo le due equazioni f = 0, r,, = 0 con quelle X &, z; = 0,
di un complesso lineare qualunque; otterremo cosi i punti della curva
I’ che stanno sul circolo ortogonale del complesse. Essendo 2n il
numero dei punti risultanti, la curva I" é tagliata in 2 n punti da ogni
circolo del piano. Siccome si ottengono 2 » punti anche supponendo
che il complesso X &; x; = 0 sia costituito da tuttii circoli con i punti
sopra una retta, cosi la curva I' é tagliata in 2 n punti anche da ogni
retta del piano. Cid prova che, se f & a coefficienti reali, la curva I'
¢ una curve dordine 21, di cui i punti ciclici del piano sono n-pli.

10. — G. Loria, Ourve piane speciali algebriche e trascendenti.

4
<
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In particolare una coppia diequazioni del tipo
(12) : g ; =0, 1, =0

rappresentano una quartica bicircolare; una tale curva pud quindi
sempre riguardarsi come luogo-dei punti-circoli di un complesso qua-
-dratico di cerchi. Questa considerazione riduce la classificazione delle
curve di cui ¢i occupiamo a quella delle coppie di forme quater-
narie quadratiche. E se s’interpretano le x come coordinate omo-
genee di un punto dello spazio, essa stabilisce una corrispondenza
univoca fra i punti di una quartica bicircolare e quelli di una quax-
tica gobba di prima specie: & in sostanza la relazione s cui alludemmo
gid in principio del n. 59.

Finiremo notando che con le gquartiche bicircolari si pud co-
stituire un doppio sistema ortogonale!), che la loro rettificazione
dipende da integrali ellittici 2) e che, quando sono razionali, possono
considerarsi come cissoidali di due cerchi reali o immaginari3).

62. Della categoria di curve studiate nel presente Capitolo
fanno parte alcune linee dotate di notevole prerogativa, epperd
degne di menzione da parte nostra.

a) Ci si presentano anzittutto le curve di guarto ordine con
due cuspidi *). Assunto come triangolo fondamentale di un sistema
di coordinate omogenee quello avente per vertici le cuspidi 8,, S,
(supposte reali) ed il punto d’incontro delle corrispondenti tangenti,
la eurva si pud rappresentare con un’equazione della seguente forma

(T, @ + @) + 2 (by ) + by, + b)) 22 =0,

la quale pone subito in evidenza che l’equazione b, z; + b, 2, +
+ by, = 0 rappresenta la tangente doppia d della curva. Se si cerca
la prima polare di un punto della retta d si trova un risultato che,
espresso a parole, suona cosi: ¢ punti di contatto delle quattro tangenti

1) DARBOUX, op. cit. - .

8) G. DARBOUX, Sur la reciification d’une classe de courbes du quatriéme
ordre (C. R. T. LXXXVII, 1878). Cfr. F. GoMEs TEIXEIRA, Sobre a con-
struccao do circulos osculatores das cubicas e das quarticas bicirculares (Porto
Annaes, T. II, 1907). . . .

- 3) F. Gomes TEIXEIRA, Sur la théorie des cubiques circulaires et des
uartiques bicirculaires (Ann. di matem., III1 Ser., T. XI, 1905); E. Mato,
%m— la génération cissoidale des quartiques unmicursales bicirculaires (Arch.
Math. u. Phys., III Ser., T. XII, 1907).

4 J. pe %fnms, On bicuspidals curves of order four (Proc. k. Akad.
Amgterdam, 1909). Alcuni dei risultati ivi stabiliti ed altri analoghi furono
ritrovati, applicando i metodi della geometria descrittiva, da H DE VRIES,
The plane quartic with 2 or 3 cags 0 or. 1 nodes as a projection of the twi-
sted curve of order 4 and of the 1 st species (1d., ib.).
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condotte alla curva da un punio della tangente doppia stanno sopra
una conica passante per le cuspidi, Calcolando invece 1'Hessiana
della curva si.vede che gli otto flessi kella curva stanmo sopra una cu-
Uica che contiene le cuspidi della stessa ed il punto comune alle retle
8; 8, ed. Ece. ,

_ b) Un altro caso particolare notevole & quello in cui due
flessi ‘della curva cadono uno nell'uno e I’altro nell’altro dei punti
doppii !). La forma canonica dell’equazione delle curve & in tal caso

TP 25 + 20 2 (b @y + by @y + by @) By Ty = 0,

da cui & facile dedurre, ad es., che due delle tangenti doppie della curva
#i tagliano sopra la retta che unisce i punti doppi.

Ancora pilt in particolare si pud supporre che ogni punto dop-
pio sia un flesso per ciascuno dei due rami di curva che $’incrociano
in esso. I’equazione canonica della curva nelle attuali ipotesi &:

TP 2 — @) 2 P — ay w0 + by @y Zy ®P + by @y 2P +
+ b2y + Rt =0,

Dei punti fondamentali del sistema di coordinate, due sono i
punti singolari della curva, mentre nel terzo concorrono quattro
tangenti doppie i cui punti di contatto appartengono ad una co-
nica; le altre quattro tangenti doppie formano un quadrilatero
completo avente per. triangolo fondamentale il triangolo di riferi-
mento. Calcolando I'Hessiana si trova che gli otto flessi della curva,
che somo distinti dai punii doppi, stanno sopra uma conica. Ece.

¢) G. H. Halphen nel suo Traité des fonctions elliptiques et
de leurs applications (Paris, 1886) ha definite geometricamente le
funzioni ellittiche mediante una curva di cui ecco la genesi: Sia
‘dato un cerchio di centro O e raggio R, e un punto C del suo piano;
M M’ ne sia una corda passante per C e su di essa si portino i seg-
menti C N = C N’ tali che si abbia

CNN MM =14/2 (& + 6)

essendo 6 = C 0. 11 luogo geometricp dei punti N, N’ -¢ una curva
di Halphen. Assunta C per origine e C O per asse delle z si trova
facilmente come equazione della curva

o » .
(x2+y2)2——(—)——(w2+y2)y2=l4 [R-i-()\z,
R 2R

donde emerge‘che si tratta di una quartica bicircolare.

. ") J. DE VRIES, On curves of order foll with two fleenodal points or
with two bifleenodal points (Proc. k. Akad. Amsterdam, 1909).
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d) T luogo dei punti che dividono in un dato rapporto le
corde di un circolo uscenti dagun punto fisso del suo piano & una

la seguente forma:

(4,’.2 _+__y8__a(1;)2 =m2[R2m2———(a2—R2)?/2]1)§

e) Della stessa specie & il luogo dei vertici dei triangoli

- equilateri costruiti sulle corde di un cerchio uscenti da un determi-
nato punto del suo piano 2).

H

5(1))511“. BiTZENBERGER, Ueber bicentrische Polygone (Leipzig 1>913),
p. 50-51.

) T. ONo, Sur une courbe du quatriéme ordre (Soc. mat. Tokyo, II Ser.,
T. VII, 1913). 1 ( v er

CAPITOLO IV

Le spiriche di Perseo.

63. Gli antichi geometri — per attestazione di Erone e Pro-
clo 1) — designavano coi nomi di spira (oaeiga) o anello (xpixog)
la superficie generata dalla completa rotazione di un circolo at-
torno ad una retta segnata ad arbitrio nel suo piano ?); e distin-

‘guevanc tre sorta di spire, cio¢ spire aperte, spire chiuse e spire |

.

rientranti, secondoché il raggio del circolo generatore & minore, '
eguale o maggiore della distanza del suo centro dall’asse di rota- .
zione. Era. naturale che i Greci, i quali, secando con piani un cono
rotondo avevano ottenute delle curve cosi notevoli come sono le
sezioni coniche, pensassero di effettuare la stessa operazione sopra
le spire. Le sezioni fatte mediante piani passanti per V’asse od a
guesto perpendicolari non dando che curve gid note, per ottenere
qualche cosa di nuove si ricorse ad altre sezioni.-Prime si presen-
tano quelle fatte con piani paralleli all’asse della spira; ed infatti,
un geometra poco noto del Periodo greco-alessandrino — Perseo —
ha fama di averle per primo considerate; anzi Proclo ha serbati
due versi in cui & celebrata siffatta scoperta.

Per trovare le proprietd pill salienti delle curve di Perseo, !
o spiriche, prendiamo (v. fig. 24) un sistema di tre assi cartesiani
ortogonali Q& ,Qn,Q¢, il terzo dei quali sia l'asse della spira;
supporremo di pit che il cerchio generatore stia nel piano £ e
abbia per centro un punto C dell’asse 2 &; sia 2 C = d e R il raggio
del dato circolo. L’equazione di guesto, nel piano &, @ quindi:
(6 — d) + £t = R?, onde quella della spira sard:

) B+ P+ P+ @— BP =488+ )

»
1) Cfr. G. Loria, Le scienze esatte nell’antica Grecia (Milano 1914), p. 415.
#) La spira non differisce quindi dalla superficie ordinariamente chia-
mata toro. P. ErnsT ha notato (Darstellend-geometrische Behandlung der
Dupin’schen Zyklide, Programm Wien) che le stesse curve gi ottengono
tagliando la spira (o toro che dir si voglia) con un piano pﬂfsipte per il
suo centro. . :
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11 piano segante o — per ipotesi At
equazione b per 1p parallelo aQ¢ a,bbxq per

@) . &cosa +nsena — p =0

Sia O il piede della perpendicolare calata da Q su o; prendiamo
nel piano o per asse delle z la
‘ sua traceia sul piano &7 e per
P ) asse delle y la parallela con-
dotta da O a Q¢. p sard la
L b - lunghezza delly 20 e a I'an-
golo che essa' forma con 0 ¢,
. Preso quindi ad arbitrio un
punto P del piano o, le sue
coordinate ON =2 , NP =y
saranno legate alle £, 7, ¢ dello
SN sfsesso punto mediante Ile rela-

[l zioni .

A
g B

N
v

Uiy

e=VE+FE—p,y=¢

eliminando ecol loro aiuto £,
7, ¢ dalla (1) si ottiene 'equa-
zione della spirg,sotto la se-
- guente forma:

Fig. 24,

(3) @Y pP A+ ®— B = 4@ @2 p), o
. S
che pud anche scriversi ?""’Q

(). @E+YP+20+@— B) (2 +y) —
—AF P+ (p+d+E) P+d—E)(p—d+RB)(p—d—R) =0

i La semplice ispezione di quest’equazione prova che le spiri

I sono qumttiche bicireolari simmetrighe rispetg:o ad un a:fé.meﬁﬁ
4 m'ngeut:l nei punti eiclici alla eurva (4) avendo per equazioni
rhiy =+ d, la curva stessa ha i punti # =4 d,y = 0 per fuochi
stg‘a.ordman 1). Le tangenti in ogni punto cielico sono in generale di-
stinte, tranne qqando sia d = 0; ma in tal caso la spira diviene
una sfera e la spirica un circolo contato due volte; da eid, appli-

1) Volendo i fuochi ordinari basta osservare che le 8 i
dotte dai punti ciclici hanno le seguenti equazioni: angenti con.-

2iiy=+V@FTP—B) @—pF B
vxiy=xVYd+p+ B d—p—F)

@

_mentre le ordinate dei punti della seconda lo sono dall’equazione

() =R +ptd (B—pTFad).

della prima quaterna e nessuno di quelli della seconda, oppure due

‘di Cassini, non pud servire che per le spiriche. .
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$0

cando- sin d’ora una proposizione che stabiliremo pit avanti (n. ),

si deduce che fra le spiriche non si trovano le ovali di Gartesio/Sﬁ Pvece ,
wmilments, serviamoci sin d’ora dell’equazione generale delle ovali

di Cassini (n. 88)

B) (@+yPt2a@ L) —4dRtad—d=0

e vedreme che affinché la spirica (4) coincida con questa curva
bisogna che sja:

P+E—R=a , d=a , PP+ F—RP—4pPPE =a*—d

eliminando fra queste a e ¢ si conclude che dev’essere p = R, onde
le -ovali di Cassini sono speciali spiriche); descritto un cilindro
circolare retto di asse Q2 { e raggio R, ogni suo piano tangente se-
gheri la spira (1) in una ovale di Cassini/Quando ¢ = a la (5) rap- ... .
presenta una lemniscata di Bernoulli (v. n. 92)+-1f tal caso le tre o
relazioni ultime scritte danno d = 2 R, onde soltanto nelle spire :
per cui d = 2R esistono sezioni piane parallele all’asse, aventi la
forma di lemniscate di Bernoulli. %} 7 S8 ornenin- 1 h ¢

La spirica rappresentata dall’equazione (4) taglia gli assi”co-
ordinati in due guaterne di punti; le ascisse dei punti della prima
quaterna sono date dall’equazione

(6) #* = (@d+ R +p) @+ R—p);

¥
%

Si deduce da cid:
1° Se la spira & aperta (d > R) sono reali o tutti i punti

della prima e due della seconda; nel primo caso & p<d — R,
nel secondo d — R < p < d + R; nel primo caso la spirica consta
di due ovali esterne 'una all’altra, nell’altra di una sola.’ Nei casi
estremi p =d — R o p =d + R la curva ha un punto doppio.

20 Se la spira ¢ rientrante (4 < R) sono reali o tutti i punti
di ciascuna quaterna oppure due punti della prima e due della se-
conda; nel primo caso & p < R —d, nel secondo R —d<p < R + d;
nel primo caso la spirica consta di due ovali interne una all’altra,

1) A torto quindi A. CoMTE asseri (Traité élémentaire de géomelrie
analytique, Paris 1843, p. 72) che se un piano si muove conservandosi pa-
rallelo all’asse di un toro, esso taglia sempre questa superficie in, ellissi di _
Cassini. Percid la denominazione di sesioni foriche ivi applicato alle ovali
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-nell’altro di una sola.;Qui pure se p = R ¥ d si ha una curva eon
punto doppio. :

" 3° Se finalmente la spira-& chiusa (d =R) per p< 2R si
ha una spirhy costituita da un ovale; nellipotesi limite p=2R
la curva acquista un punto doppio.

Osserviamo ancora che la (3) fa vedere che le due rette di equa-
zioni y = + R sono tangenti doppie della curva; le ascisse dei rela-
tivi punti di contatto sono determinate dall’equazione a2 -+ p? = @2,
onde i punti stessi sono reali od immaginari coniugati secondoché

- d Z p; nella prima ipotesi si ha una vera tangente doppia, ma nel

secondo una retta avente con la

"} L - i spirica un doppio contatto ideale.

Una classificazione piti minuta delle

spiriche in base alla loro forma si

ottiene considerandone i flessi reali;

- che essa non sia sfuggita agli antichi

¢ attestato da Proclo; ma a noi
manca il tempo per esporla ).

.. 64. La definizione delle spiriche

zione di esse fondata sopra consi-
derazioni. stereometriche; applican-
do i metodi della geometria deserit-
tiva l'indicata genesi conduce a una
conveniente costruzione delle cur-
ve?). R. de Sluse ne segnald, due
secoli. e. mezzo fa 3), una offrente
. pure il vantaggio di adoperare esclu-
sivamente costruzioni nel piano; eccola: « Sia D B E una iperbole

equilatera (fig. 25) di assi Q & y2%; HC e DE siano due paral- |
lele all’asse trasverso £ 7, supposte figse; una parallela variabile al--

—

') 11 lettore trovera ulteriori particolari sull’argomento nella memoria
dl G. M. PaGax1 inserita nel T. V dei Mem. cour. par U Académie de Bel-
gique e rispondente al seguente tema posto a concorso da quest’Accade-
mia nel 1824: « On sait que les lignes spiriques ou sections annulaires
sont des courbes formées par I'intersection d’un plan avec la surface en-
gendrée par la circonvolution d’un cercle autour d'un axe donné de posi-
tion; on demande 1’équation générale de ces courbes et une discussion com-
pléte de cette équation ». V.anche F. GomEs TEIXEIRA, Sobre as espiricas
de Perseo-(Annaes Acad. pol. do Porto, T. 11, 1907).

da cui siamo partiti d3 una costru-

!} G. Lor1a, Construction plane des spiriques de Perseus (Annaes Acad.

pol. Porto, T. IX, 1915). Un metodo per descrivere meccanicamente le 8pi-
riche fu indicato dal SUARDI, Trattenimenti matematici (Brescia 1764), p. 30.

) V. due lettere a HuYGENS datate 4 settembre o 5 ottobre 1657 e
riprodotte nel T. II (La Haye, 1889), p. 52 e 69 delle Oéuvres de Huygens;
cfr. F. Gomes TEIXEIRA, Sur deux manifres de conmstruire les spiriques de
Perseus (Arch. f. Math. u. Phys., IIT Ser., T. XI, 1906).
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Id' l’?ﬂ_tro asse tagli quelle due parallele e 1a curva risp. in H , F,G;
% &i prendano su di essa due punti I simmetrici - rispetto a H e tali

' che &i abbia FG.GH ;/ﬁz; il Tuogo dei punti I & una spirica ».

Per dimostrailo supponiamo che

52—7]22152,, £=a ) E:b
siano le equazioni dell’iperbole data e delle due parallele fisse.
Dette o”, y’ le coordinate di I, e &, 7 quelle di G, avremo evidente-
mente ' =9 , + Hl=a"—a , FG=b—¢&,GH=¢—aq,
onde, per le condizioni del problema, C

@ — af = (b — & (& — a)

L’equazione del luogo dei punti I si otterra eliminando & e n
fra questa equazione e le due y' = n, &— =1, onde &

[@ — af + ¢ + K+ abP— (a+ b (52 + &%) = 0

Ora ponendo :
: a-+b
¥—~a=y,y =5,k +ab=7p+ @&— R ,—2—:d,k=p

quest’equazione si identifica alla (3). Dunque il teorema & dimostrato;
e si vede in pari tempo che la curva corrispondente nasce segando
la spira per cui & . ’
a—b i a—+b

’ ?

2

2.
con un piano distante di % dall’asse della spira stessa.

All’esposta generazione planimetrica, che ha poco pit del va-
lore di una curiositd storica, il Siebeck ne aggiunse, pit di mezzo
secolo fa 1), un’altra assai pitt notevole per le conseguenze a cui
conduce e preferebile a quella del de Sluse perché piul elementare.
Passiamo ad occuparcene con la diffusione consentitaci. dallo spazio
di cui disponiamo.

Dati due punti 4 , B alla distanza 2 e, si ponga

PA+PB=s,PA—PB=d
€, e m , n sono due numeri dati, si cerchi il luogo dei punti P tali

) V. la memoria Ueber eine Gattung von Curven vierten Grades, welche
mit den elliptischen Functionen susammenhingen (G. di Crelle, T. LVII, 1860,
e LIX, 1861). Cfr. F. GoMEs TEIXEIRA, Sobre a identidade das curvas de
Perseo e das curvas de Siebeck (Annaes Acad. pol. Porto, T. XIII, 1919).
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0

che si abbia ; :
B)mst+nd =46

A'vtale gcopo si prenda per asse delle # la retta A B e per ori-
gine il punto medio O del segmento A B; #i trova allora eon tutta
facilitd che le equazioni,. polare e cartesiana, delle curve sono risp.

9) im@—{1—m)e][ng—(1—n) ] + (m—n)eg?cos’w =0

10) [ (@ + ) — (L—m) ] [n (@ + §1) — (L —n) &] +
+(m—npPEr=20

Ora, eseguendo il prodotto indicato nella equazione (10), si
trova che il suo primo membro ha la forma del primo membro
della (4) e si identifica con questo supponendo ‘

- 'ez (m — n)? e (m+n—2mn)eé ‘
- P = y @2 =— , BF = 3
4dmmn 4mmn 2mn

queste relazioni mostrano che una almeno delle quantitd d, B, p
¢ immaginaria, onde le curve risolutrici dell’anzidetto problema
locale, non si possono ottenere segando un toro reale con un’piano
reale; & tuttavia opportune considerarle come spiriche, anzi di
attribuire tal nome a tutte le curve rappresentate dalla eqguazione
(3) o (4), anche quando una o pit delle costanti d, B, p sia imma-
ginaria pura; in tal caso & inapplicabile nel campo reale la gene-
razione di Perseo, mentre pud sempre servire quella del Siebeck !).

La simmetria dell’equazione (10), rispetto ai numeri m, %
mostra che la curva da essa rappresentata gode anche della pro-
prietd espressa dall’equazione

B) nE+mdt=46,

che nasce dalla (51) per lo geambio di quei due numeri. Ma v’ha di
pit. L’equazione (10) non muta nemmeno cambiando riwfettiva-
xeaate m , n , ¢ rispettivamente in

i) La- denominazione di spirica & usata in un senso ancora pitt lato-

dal DE La GOURNERIE (Mémoires sur les I spiriques, G. di Liopwille,
1I Serie, T. XIV, 1889), il quale, al pari def LAG'(IJ);}RBE (Sur g;mlqm pro-
pridiés des lignes spiriques, Oeuvres, T. 11, Paris 1905, p. 73), indica con 3119,1
nome qualunque quartica bicircolare simmetrica rispetto ad un asse. Adot-
tando siffatta nomenclatura si dimostra che « dati due gegmenti di una stessa
retta, & una spirica il luogo dei &lunti da cui essi sono visti sotto due angoli
la cui somma & costante » (v. Bl pragreso matematico, T. III, 1893, Que-
stione 75, p. 187-189). : o

Le spiriche di Perseo - 165

—m) 1 —n)
Z 7 e

1—n,1—mnm, ;

mn

presi dunque sulla retta A B due punti 4, B’ tali che

0A'"=0B =c¢

]/ @T—my @—n)
m-n !

e postb

PA+PB =5 ,PA—PB =d,AB=2¢,

' sussisteranno le seguenti relazioni analoghe alle (8;), (8x):

Br) (1—m)s% + (1 —m)d?=14¢%,
Bw) I—m)s2+ (1—n)d?=4¢7;

onde in tutto si hanne quattro maniere per generare ‘ogni spirica
col metodo di Siebeck. -
Ve ne sono perd altre quattro. Posto infatti per brevita

1—mn 1—m

(11)'L:['n Q—m d=m

b

]eﬁ s M=

m mn
(m — n)?

Ne=ev-e

m n

la (6) diviene

.

10’ '@+ PR — L@+ + M+ Na2=0.

Ora, se la scriviamo come segue
@ +y?P— (L —N) @ +y)+ M — Ny=0,

otterremo un’equazione che nasce dalla precedente con lo scambio
delle variabili e eol cambiamento delle costanti L e N risp.in L — N
e — N; esisteranno quindi sull’asse delle y altre due coppie di punti
C,D e (', D aventi per comune centro O e godenti rispetto alls
spirica delle stesse proprietd che hanno le due coppie 4 , Be A’, B'.
phiameremo per brevitd fuleri della spirica, a due a due associati,
ipunti A e B, A" e B, C e D, C' e D'. Per investigarne la realta
notiarpo che eliminando fra le (7) le costanti m , n si ottiene una
equazione avente per radici le ascisse dei quattro fuleri. apparte-
nenti all’asse delle x; tale equazione & :

, I?—4 M
(12) e+ Ceé+ M=0 ove G=L—-————N'——.
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Cambiando in questa L e N risp. in L — N e — N si otterra
I'equazione avente per radici le ordinate degli altri quattro fuleri;
tale equazione & . :

13 f—CP+ M =0

Una delle radici ¢ della (12) & reale positiva, essendo il qua-
drato della metd del segmento 4 B limitato dai punti 4 , B da cui
partimmo; Paltra & quindi-sempre reale, ma positiva o negativa
secondoché M Z 0; dunque i due fuleri A", B’ sono reali od imma-
ginari coniugati a norma che

v - 2] )

cioé secondoché m , n sono entrambi minori o entrambi maggiori 1,
oppure uno maggiore e l'altro minore. Ora siccome si passa dalla
(12) alla (13) cambiando ¢* in — 2, ai due fuleri reali A, B cor-
rispondono due fuleri sempre immaginari coniugati; quanto ai due
wltimi €', D’ essi saranno immaginari o reali secondocheé M Z 0.
Emerge da cid che in base alla realitd dei fuleri tutte le curve rap-
presentate dall’equazione si distribuiscono in due categorie:

0,

AV

Curve di I specie: M > 0; quattro fuleri reali in linea retta e
quattro a due a due coniugati sopra un’altra.

Curve di II specie: M < 0; quattro fuleri reali, due su una retta
e due sopra un’altra, e quattro analoghi immaginari.

Una terza specie & caratterizzata dall’essere M =0 e dal posse-
dere la curva nel centro un punto doppio.

65. Le curve di cui ci occupiamo s’incontrano in questioni geo-
metriche non prive di importanza. Valga a provarlo il seguente
esempio 1): Data una conica a centro r

14) e+ pyr =1,

si consideri il luogo di un punto tale che le tangenti condotte da
esso alla curva formino un dato angolo u; esso si chiama isottica
d’angolo p della conica data (V. Lib. VII, Cap. IX). Per trovarne
Vequazione si osservi che le tangenti condotte alla conica I' dal
punto (z’',y’) sono complessivamente rappresentate dall’equazione

efloy —ayp—a@—2P— @y —yrF=0

1) V. la seconda parte del citato lavoro del SIEBECK.
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Percid, se si indicano con
y—y =d@—2),y —y=ad@—2a)
le equazioni separate délle tangenti stesse, si avra:
., 2ax’y’ e py*—1
ad +d'=—"-, a¢da¢ =— ——-;
1—a2? p ax?—1
onde, applicando le condizioni del problema,
o —a' 2 4daflar™+ fy*—1)
1+al (l”

tg? _;_'{ -
g e+ f—apf @ +y"P

Serivendo quindi =,y invece di ' e ¥’ si conclude essere
15) [e+p—af@ +PFPtgp—dafles +fyr—1) =0

la cercata equazione dellisottica. Ora sviluppando il quadrato in-
dicato e ponendo o

4 2 2
+—+—

atgzyl a B

[1 1][1 1 4
M=|— — — | | —— — A ———— |}
‘ @ B a B (ﬂ—a)senqu

4 1 1
SR E )
tgula B

la (15) coincide con la (10’), dunque le isottiche delle coniche sono spi-
riche. In virth della (12) i fuleri delle (15) situati sull’asse delle »
sono determinati dalle relazioni

(16) I =

—— —a 1 1
am) 0A'=0B' =¢=— — —,
. a 8
—_— —— 1 1 4
0A"=0B =¢?=— — — +
a i} (B — a) sen® u

onde due di essi coincidono con i due fuochi (reali od immaginari)
che 1a conica ha su quell’asse. .

L’esistenza di altri quattro fuleri della (15) sull’asse delle y~

induce a credere che la stessa curva possa concepirsi come isottica
di un’altra’conica I’

(18) wa? + Byt =1,




si-trova infatti

(19) =
. . pe? ae?

e come angolo visuale costante un u tale che si abbia

tg u ¢
(20) —=r_7 .
' tgpu e

Si conclude pertanto che: Ogni curva isottica di una conica I' 2
isottica anche di un’altra I'; siccome le (19) danno

=0

.

+

.'Dal'tb!

cosl, se I" & ellisse, /' & iperbole e viceversa; inoltre gli assi omo-
nimi sono  proporzionali.

Rileveremo da ultimo la presenza delle spiriche nella rappre-
sentazione geometrica delle variabili complesse e delle loro funzioni 1).
' Rappresentiamo, infatti, al solito modo in due piani z e ¢ le va-

righili 2 =@ + iy e w = w + i v, e supponiamo’ che fra esse sus-
sista la relazione \

w=23nz o8sia u-+iv=sn(r+1iy)

Sia P il punto (del piano ¢) avente le coordinate « , v; siano F, F’
i punti dell’asse delle u che distano dall’origine di 4 1. Avreme:

PPl —sm@+iy] 1 —m@—ig)l,
PF*=[1+sn(z +iy)] [1+ (@ — iy)]

ossia, applicando formole note;"(.7)'§ .

snx-dniy —ceniy -__;’ sng-dniy + eniy
PF = ;

T VIRt sntiy TN I—Rntz- sntiy’

per conseguenza

— 2s8nz.dniy
{21) §=PF +PF =

Vi— s sy

1) Oltre la mehloria del S1EBECK, si vegga HoOLzMULLER, Hinfiihrung -

in die Theorie der isogonalen Vermdandschaften und der conformen Abbil-
dungen (Leipzig 1882), p. 256 e seg.

/

‘Le spiriche di Perseo 159

2 ceniy

Vi—Bsnia. sntiy

d=PF—PF =

Eliminando « fra queste si ricava

@z k2
—_—— —en?iy - 82 =4
en? iy k'
o anche (8) 22
(22) e (y , ) — — 22—

k% on® (y , k)

Questa- & I'equazione delle curve del piano o corrispondenti
alle rette y = cost. del piano x; in virti della (8) tali curve sono
spiriche. Eliminando invece y fra le (21) si ottiene I’equazione

: dn® x k2en? g
(23) ‘ & — @ = 4,
k'2sn2y k'?

che rappresenta oo spiriche del piano ¢ corrispondenti alle rette
z = cost. del piano . Servendosi ora della proprietd caratteristica
delle trasformazioni isogonali ed osservando che le linee y = cost.,
@ = cost. costituiscono nel piano = un doppio sistema ortogonale,
concluderemo che le equazioni (22) (23) rappresentano un doppio
sistema ortogonale costituito da spiriche.

Ad analoghi risultati guida la considerazione delle funzioni
enz e dnz. ) :

66. Le spiriche con punto doppio, che ad arte escludemmo
quasi totalmente dalle considerazioni precedenti, vennero incontrate
pil di recente da uno speciale punto di vista, che ¢i corre I'ob-
blige di segnalare. Dati due punti F,,F,, aventi per punto
medio O e per distanza 2 ¢, e data ancora una costante f, il luogo
dei punti M tali che sia

¢ una curva che J. Booth ha studiato ), imponendole il nome di
lemniscata; per distinguerla da altre curve recanti lo stesso nome,
noi la chiameremo lemniscata di Booth. Dalla definizione data si

. deduce subito che tale curva ha per equazione cartesiana

(24) Py =(£fP+2) 2+ (£P—2)y°

1) A treatise on some mew geometrical methods, T. I (London 1877),
p. 162 e seg. ) -
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onde ¢ una spirica avente nel punto O una duplice inflessione e di
forme differenti a norma del segno di cui si fa precedere f2 e della
grandezza relativa delle costanti f, c. : .

1. Si faccia precedere f dal segno +. Allora, se f> ¢ \/ 2;
posto 242 =a e 2—2¢2 =10 la (24) diviene

(24;) @+ PR =a?2®? 4+ by> ove a*>b

e rappresenta una lemniscata di Booth ellittica ). Seinvece f = ¢ \f 2
risulta 10 e la (24) rappresenta i due cerchi #® 4 y*4+ 2c¢ 2 = 0.
Se finalmente f < c\/E , posto ancora f2+4+2c¢2=4a2 e 26—
2 =8, la (24) si muta nell’altra

(244) @+ PR =a22— b2y ove a?<b?

e questa compete ad una lemniscata di Booth iperbolica 2).
II. Nel caso f = 0 la (24) diviene (2% + 9?)* = 2 & (2 — ¥?)
e vedremo (n. 88) rappresentare una lemniscata bernoulliana.
III. Se finalmente si prende il segno —, per ottenere una
curva reale & necessario supporre 2 ¢® > f%; fatto in conseguenza
2 — f> = a® ed inoltre 2 ¢® 4 f2 = b? la (24) diviene

(24.) (2 + 9?2 =a?2®— b2 y® ove o> b '

pure rappresentante una lemniscata iperbolica. In totale adunque
la (24) pud sempre ridursi ad una delle forme

e +’yz)2; = a2+ B y?;

e

ad esse corrispondono le seguenti equazibni polari
(25) o* = a? cos* w + b% sen? w 3),

e queste provano che le curve in questione possono ottenersi eﬁettuando
wna trasformazione per raggi vettori reciproci di centro O e potenza k*
sulle coniche rappresentate dall’equazione a®x*-+ b2y* =kt B poi

1) 11 caso particolare corrispondente all’equazione polare

P=VT1 } 3cos* w

¢ considerato nella memoria di E. CoMiNoTTO, Geometria della curva ma-
gnetica (Nuovo Cimento, VI Ser., T. III, 1912).

2) Il NEUBERG preferisce il nome di lemniscatoide (Sur quelques systémes

de tiges articulées, Liegi 1886, p. 36).

%) Quest’equazione prova che le lemniscate del Booth appartengono
alla classe di curve studiate dal TorroLINI nell’articolo Alcune proprietd
delle . curve algebriche rappresentate dall’equazione polare 1" == A 'cos® 8 +
+ Bsen™ 0 (Anuwali di Mat., T. VI, 1864).
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facile vedere (e noi lo dimostreremo nel n. 270) che esse sono anche
podarie di un’ellisse o di un’iperbola rispetto al centro.
Per la delineazione effettiva delle curve di cui ci occupiamo torna
utile il procedimento emergente dalla proposizione seguente: « Dato
un cerchio (fig. 26 a, b, ¢) di centro C e raggio R, ed un punto O

Fig. 26 a. — Lemniscata di Booth ellittica.

del suo piano, alla distanza d da C, su ogni trasversale condotta
per O si porta un segmento O P eguale alla corda intercetta su quella
trasversale del dato cerchio; il luogo del punto P & una lemniscata

A

Fig. 26 b. — Lemniscata di Bernoulli.

del Booth ellittica od iperbolica secondoché O & interno od esterno
al cerchio ». Cid risulta dall’essere 9 — R4/ R? — d* sen®  l'equa-
zione polare e (2® + y2)2 = 4 [R2a? + (r2 — d?) y?] l’equazionfa_car-
tesiana del luogo del punto P. Nel caso particolare d = R/ 2, la
curva risultante & una lemniseata di Bernoulli e la costruzione in-
dicata ricade in altra, che viene attribuita a Maclaurin 1).

1) Cfr. AuBRY, Journ. des Math. spéciales, 4* Serie, T. V, 1896, p. 155.

11. — G. Loria, Curve piane speciali algedriche e trascendenti.
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Se poi si osserva che le equazioni (241.11.11) s8i ottengono eli-
minando z fra le due equazioni a?2®+ b2 y® = k222, 2% + 42 = [z,
si concluderd, eol Booth, che «le curve di cui ci occupiamo possono
considerarsi come proiezioni ortogonali dell’intersezione di un para-
boloide di rotazione e di un cono, aventi comune 1’agse ed il vertice,
purché la proiezione sia fatta su un piano perpendicolare a quel-
Vasse ».

Paragonando finalmente le equazioni (241.11.111) con la (4) si
vede che: « La lemniscata ellittica (241) si ottiene dalla spira ri-
entrante generata dalla rotazione di un cerchio di raggio a?/2 \/ at —b?

attorno ad un asse che disti dal suo centro della lunghezza 4/a* — %2,
tagliandola con un piano distante dall’asse di rotazione della lun-

Fig. 26 c. — Lemniscata di Booth iperbolica.

ghezza bB?[2 \/ a? — b?; inveece le lemniscate iperboliche (241r.11r) si
possono dedurre dalla spira aperta generata dalla rotazione del
cerchio di raggio ¢?/2 \/ a® + b? attorno ad un asse che disti dal
suo centro della lunghezza \/ a? + b?[2, tagliandola con un piano
distante dall’asse di rotazione della lunghezza b*/2 \'/ a® + b% .

La rettificazione delle lemniscate del Booth dipende da inte-
grali ellittici di I e III specie; si pud dire anzi che & in grazia di
questa proprietd che dette curve attirarono l'attenzione del citato
geometra inglese, nonché quella del Tortolini '), il quale, indipen-
dentemente dal Booth, studid la lemniscata iperbolica, eseguendo
la bigezione e trisezione di un quadrante di essa e dimostrando
esistere nella stessa infinite coppie di archi la cui differenza & un
arco circolare.

1) V. gli articoli in Giornale arcadico, 1844 e Rivista scientifica, 1845,
compendiati e completati nella memoria Sulla divisione degli archi di una
curva del quart’ordine rappresentala dall’equazione (x* + y*)? = a* x® — bt y*
(Mem. degla Soc. Ital. delle Scienze, Serie 23, T. I, 1862).

CAPITOLO V

La concoide di Nicomede.

67. Circa contemporaneo dell’inventore delle spiriche & Nico-
mede, geometra esso pure poco noto, vissuto fra il 250 ed il 150
a. C., al quale si deve il concetto, lo studio e due importanti appli-
cazioni (alla duplicazione del cubo. ed alla trisezione dell’angolo)
di una notevole curva del quart’ordine chiamata concoide o cocloide
(da xoyxny = conchiglia) per la forma che presenta!). Eccone la

‘definizione: dato un punto fisso O (polo), una retta fissa r (base)

ed un segmento rettilineo ! (intervallo) si conduce per O una retta
arbitraria a segare r in M (v. fig. 27 a, b, ¢); a partire da M si porta

Vi
//’ s
s R M
4
Fig. 27 a. — Concoide di Nicomede, con punto isolato.

AN
sopra quella retta il segmento M P =1 nella direzione O M; il
luogo di tutti gli analoghi punti ¢ quella curva che gli antichi chia-

mavano prima concoide, che Roberval diceva conchoide de dessus %)

1) I principali passi di antichi scrittori concernenti la concoide, tro-
vansi raccolti a p. 404-410 dell’opera gid citata su Le scienze esalte nell’an-
tica cia.
1) V. le Observations citate a p. 172.
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]
i

e che nel Dictionnaire des Sciences mathématiques del Montferrier 1)
¢ indicata col nome di conchoide citérieure. Se invece il segmento
M P =1 si porta nella direzione opposta viene generata un’altra
curva, probabilmente pure considerata dagli antichi, alla quale il
Roberval ed il Montferrier danno risp. i nomi di conchoide de dessous

A

N

Fig. 27 b. — Concoide di Nicomede cuspidata.

e conchoide ultérieure. Le due curve ora definite costituiscono, se-
condo il nostro modo di vedere, una sola curva. Preso per polo O
e per asse polare la perpendicolare calata da O su », detta inoltre a

Fig. 27 c. — Concoide di Nicomede nodata.

la distanza fra quel punto e questa retta, tale curva é rappresen-
tata in coordinate polari ¢, @ 2), dall’equazione

+1.

@ 0=

. cos w

1) T I (Bruxelles 1838), p. 353. :

*) Qui e in seguito al raggio vettore si attribuiscono anche valori ne-
gativi in base alle convenzioni esposte dall’autore nelle. sue Osservazioni
sopra le coordinate polari (Period. di mat., II Ser., T. XV, 1899).
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Passando a coordinate cartesiane questa diviene:

@) @ — af @ +95) —Ba2=0

xtC*"y‘J -Leax (x"ty?) L a*- OYxvatye O
La concoide di Nicomede ¢ pertanto una curva di quart’erdine
passante pei punti ciclici del piano; all’infinito essa possiede una
cuspide con la retta r per relativa tangente: resta cosi dimostrato
I’accostarsi asintoticamente della concoide alla propria base, che
gli antichi avevano rilevato. Il polo & sempre un punto doppio della
curva e precisamente un nodo, una cuspide ed un punto isolato
secondo che l% a; emerge da cid che il secondo ramo della curva &

suscettibile di tre forme distinte, le quali probabilmente corrispon-
dono ai nomi di seconda, terza e quarta concoide di cui Pappo fa men-
zione, senza perd dichiarayfne il significato. Nel easo I > a i due rami
della curva inerociati in O hanno ivi per curvatura afl VE—a.
. La grande celebrita della concoide fece si che ad essa vennero
applicati tutti i metodi per costruire le tangenti ele normali alle curve,
che vennero inventati contemporaneamente alla geometria analitica.
Ricordiamo fra essi anzitutto quello indicato da Descartes 1), senza
perd arrestarci ad esporlo, essendo esso inferiore di molto al se-
guente, fondato sulla considerazione della sunncrmale polare do /dw.
Si deduca dalla (1) la seguente:

do sen w

y
dw cos?w

essa prova che, condotte da O la perpendicolare a O M e da M la
perpendicolare a r, esse si tagliano in un punto N tale che per N
passano le normali alla concoide nei due punti di essa appartenenti
al raggio vettore O M; nulla di piu facile adunque del costruire
queste normali e quindi le relative tangenti.

Draltronde la ricerca delle tangenti alla concoide venne pro-
posta da Fermat a Roberval, con lettera del 22 settembre 1636 2);
Roberval, rispondendovi 1’11 ottobre del medesimo anno, affermava
di essersi gid occupato di tale ricerca, collegandola alle equazioni
biquadratiche, e segnalava due punti (i flessi?) « par lesquels on
ne peut mener des tangentes » 3). Questa osservazione, non 2a
torto destd la meraviglia di Fermat, il quale replicd a Roberval,
in data 4 novembre 1636, « j’ai peur que vous ayez equivoqué » %),

e continud esponendo 1a costruzione delle tangenti da lui ideata:

1) La géoméirie, nouvelle édition (Paris 1886), p. 41.
?) Qeuvres de Fermat, T. 11 (Paris 1894), p. 72.

*) Id., p. 82.

4) Id., p. 86. :
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& la stessa che si legge in appendice al suo celebre Methodus ad
disquirendam maximam et minimam ). B bene rilevare che Fermat
si occupa ivi esclusivamente della prima concoide — osservando
anzi che erroneamente Pappo ed Eutocio (od i loro editori?) la
rappresentarono convessa verso il polo2) —; ma delle altre fa
cenno nella lettera a Roberval del 16 dicembre 1636, ove ¢ pro-
posta la questione di « trouver une tangente 4 un point donné en
la seconde conchoide de Nicomeéde »3). In qual modoe Roberval
P’abbia risoluta si apprende dai §§ IV e V delle sue Observations sur
la composition des mouvements et sur les touchantes des lignes cour-
bes %), ove il metodo cinematico che di lui porta il nome, viene ap-
plicato tanto alla concoide superiore quante all'inferiore: per bre-
vitd ci limitiamo a citare tale applicazione.

. 68. E riprendiamo invece I’equazione (1). Ne dedurremo:
3) T=a-+1lcosw , y=atgw + lsen @

Queste provano che affinché siano in linea retta i tre punti
() (B) (y) di un ramo della concoide si deve avere

a+1lcose atga-+lsenal
a+lcosf atgf+1lsenf 1
‘a+lcosy atgy+lseny 1

=0

ossia
| cosa atga-+lgenal
}cosﬁ atgf +lsenf 1
jcosy atgy flseny 1

o anche
: lcosae sene 1
cosf senf 1

cosy seny 1

cosae tgal
cosf tgp1
cosy tgyl

+1

a

ora questi determgm,nti valgono risp. °):

2sen 3 (B—7y)-sen d (y—a)-sen § (a—pB)

cos a cos ff cos y
4 cos(y +@a) +cos(@+p) —1 },

1) Qewvres de Fermat, T. I (Paris 1891), p. 160, e T. III (Paris 1896),

{cos(ﬂ+y)+

pag. 142.
%) Oeuvres de Fermat, T. II, p. 87.
3) Id., p. 94.

P .
¢) Mém. de ’Académie des Sciences, T. VI (Paris 1730). .
8) Pel calcolo di questi determinanti e degli analoghi vedi la mia nota
Sopra una classe notevole di alternanti d’ordine qualsivoglia (Period. di mat. II
Sez., T. XIII, 1898). - :
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4seni(B—y) -seng(y — a)-sen (¢ — B);

dunque l’equazione precedente, liberata dal fattore non nullo

2senf(f — y)-send(y — a)-sen }(a— B),
diviene:

4) afecos(f+y) Fecos(y+a)+cos(@+p)—1 }+
+2lcose cos B cosy =0

Facendo ivi a = f# =y = 1 si ottiene

a(3cos2l—1)+21lcos*2 =0
ovvero

(5) 2lcos A +3acos2li—a=0
Ponendo cos A = 1/u questa diviene
2aut— 3au — 1 =0;

ora se a > ! quest’equazione ha tre radici reali, ma una é da esclu-
dersi non essendo compresa fra — 1 e + 1; se invece a < I I'equa-
zione stessa ha una solyradice reale. Percid la concoide nodata ha
due flessi reali, mentre quella con punto isolato ne ha quattro;
due soltanto ne ha pure quella cuspidata. Una costruzione geome-
trica dei flessi venne data senza dimostrazione da Huygens nella
lettera che egli scrisse allo Schooten il 23 ottobre 1653 1) e pubbli-
cata nel secondo volume di Chr. Hugenit Opera varia (Lugd. Batav.,
1724): & cosi elegante che vale la pena-di esporla.

Indicando con x l'ascissa di un flesso, avremo per la prima
delle (3), cos 4 = (x — a) /l, onde la (5) diviene

(6) »— 3a’r + 2a(a®— ) = 0;
questa e(juazione conferma che la determinazione dei flessi della
concoide & in generale un problema cubico %); se perd I = 2 a?,

I’equazione precedente diviene

-+ a) (2*— ax — 2a%) =0,

onde — come avvertl Huygens stesso — in tal caso il problema di-

1) Qeuvres de Huygens, T. 1 (La Haye, 1888), p. 245-246.
2) Cfr. anche 1’Anal des infini t petits del Marchese de ’Hopital

(II ed., Paris, 1705), p. 65.
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viene quadratico. Nel caso generale, per risolvere graficamente 1’e-
quazione (6) adoperiamo il metodo indicato da Cartesio per qua-
lunque equazione della forma

B=qx+ f1);
gl pone percid

e=mp, f=mtq, 2?=my;

la precedente diviene quindi

EtyP=gr+@+my

sieché le ascisse dei flessi sono quelle dei punti in cui il cireolo
rappresentato da quest’equazione & segato dalla parabola y2 = m 2.
Per applicare siffatto procedimento all’equazione (6) porremo

3a2:mp s 2a(l2—a2)=m2q

ossia
3 a? 2a(PP— a?
p= y 4 = 2 H
m m
facendo inoltre per comoditd m = — a, otterremo le seguenti

equazioni delle due curve ausiliarie:

a — 2

2 I
a"+ay=0,{x— } +W+2a=(a——) & 4a?
a

o anche, ponendo y + 2a =y’ e quindi togliendo gli accenti,

IREE e
a"+ay=2a’,[w—-—[a—-———-—]}—{—y”:[a———] + 4 a?
: a

a

Le curve cosi rappresentate si possono definire geometricamente
senza difficolta. Sia infatti B il piede della perpendicolare calata
dal polo O sulla base r; si porti sopra la parallela condotta da O a r
OV =2 a; allora la prima di quelle curve ¢ una parabola avente V
per vertice, a per parametro, quella parallela per asse e concava
verso il polo. La seconda & invece il cerchio che ha per centro qual
punto C della perpendicolare calata dal polo sulla base che dista
dal polo della lunghezza | @ — B/a |, e passa pel punto V. Es-
sendo tale definizione delle curve ausiliarie identica nella sostanza
2 quella data da Huygens, si ha un forte argomento per ritenere

') V. ad es. MATTHIESSEN, Grundzige der antike und moderne Algebra
(Leipzig 1878), p. 948.
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che questi giunse alla sua costruzione dei flessi applicando il metodo
di Cartesio di cui noi ci’servimmo.

Allo stesso Huygens devesi I'osservazione che 1’area interposta
fra la concoide e la propria base & infinita !); essa, infatti, & espressa
dall’integrale

Il e P T

€os w cos® o

preso fra i limiti — #/2, #/2; ora siccome il valore di quellin-
tegrale & ’

llogt [——}-——— +ir
allo - w,
tog g 1 2 2

cosi per quei limiti assume il valore .
L’area compresa fra la perpendicolare calata dal polo sulla

base, un raggio vettore e i corrispondenti due archi di concoide &

- H|lwm ) = [mm )] e

o do . 1+ cosw
=2af =2 al log tg (w/4 + »/2) = 2 al log tg ————
o COS W sen w

risultato ottenuto dal Cotes 2). Il quale ha inoltre calcolato il vo-
lume che genera quell’area rotando attorno alla perpendicolare
anzidetta.

Le questioni concernenti la quadratura della concoide possono
anche trattarsi convenientemente mediante coordinate cartesiane;
infatti la (2) da

J'yda;:[‘ VIE—a+a) @+a— ) do;

xr -— a
ora introducendo la nuova variabile ¢ definita dall’equazione
l4+a—=2
N
l—a+=x
questo integrale diviene razionale e si arriva a conecludere con Gio-

1) V. le due lettére, dirette al Wallis il 6 settembre 1658 e il 1° gen-
naio 1659, inserite nel T. II, p. 212 e 298 delle Ocuvres ¢ Huyhens.
3) Harmonia mensurarum (Cantabridge, 1722), p. 25.
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vanni Bernoulli «erit itaque spatium conchoidale aequale spatio
hyperbolico, rectilineo et circulari » ).

La concoide non gode di molte proprietd geometriche 2); ma
la faeilitd con cui si pud descriverla mediante un semplice strumento
ne rende utilissimo l'impiego nella pratica: citiamo ad es. I’appli-
cazione che essa ricevette mnell’architettura alla delineazione dei
fusti delle colonne 3). Inoltre, poiché essa serve a risolvere i problemi
della duplicazione del cubo e della trisezione dell’angolo, e poiché
all’'uno od all’altro di questi problemi si puo ridurre qualunque que-
stione cubica o biquadratica, cosi Newton propose di ascriverla,
assieme alla retta ed alla circonferenza (v. nn. 3 e 5) fra le linee a
cui al geometra & concesso di servirsi, in ogni occasione %).

!) V. la terza delle Lectiones mathematicae (Joh. Bernoulli Opera,
T. III, p. 400-401).

) Alcune sono indicate nella Note sur la conchoide de Nicoméde (Ma-~
thesis, II1 Ser., T. IV, 1904) di A. H. COUVERT.

%) PorpE, Ausfiihrliche Geschichte des Anwendung aller kurvemen ILinien
(Nirnberg, 1802), p. 209. ‘ .

4) Arithmétique universelle, trad. Beaudeux, T. II (Paris 1802), p. 52.

CAPITOLO VI

Generalizzazioni della concoide di Nicomede,
in particolare le concoidi a base circolare.

69. 11 concetto di concoide, quale venne stabilito da Nicomede,
si presta a svariate generalizzazioni. Eccone una di data recente b
Datq un angolo (di vertice O ed ampiezza 2 a) ed un punto
ﬁss&lel suo piano, sia C il centro di una circonferenza tangente ai
due lati dell’angolo e siano M gli estremi del diametro di essa che
Dassa per A; il luogo dei punti M & una curva la quale, quando O
sta all'infinito, diviene una concoide di Nicomede avente per polo 4,
per base la bisettrice della striscia sostituente I'angolo del caso ge-
nerale e per intervallo la metd della larghezza di questa. Nell'ipotesi
generale, presi per assi coordinati le bisettrici del dato angolo, si

trova facilmente /. ) =

O Pl @— 2P+ — )} =senta(@y, — 7,y

come equazione del luogo (supposto che z, e y, siano le coordinate
di A); questo & dunque una curva del quart’ordine. La stessa
curva gode un’altra proprietd che mette in luce una circostanza
degna di nota: infatti data una circonferenza (di centro C e raggio r)
e dati due punti 4, O del suo piano, si unisee un punto qualunque
P della curva a C e 0;la retta O P & tagliata dalla parallela condotta
da A alraggio C P in un punto M; ora, per trovarne I'equazione del:
luogo del punto M, si prenda O per origine e O ¢ per asse delle x,
si chiami @ la distanza O C e si indichino con z,, ¥, le coordinate
di M; si otterra cosi la seguente relazione fra le coordinate  , y di M :

@ { @ — @l + @y — ¥} =) Gz — 2,9

che ha la stessa forma della (1) e pud ad essa identificarsi ogni
qualvolta il punto O sia esterno alla data circonferenza. Ora nel

') V. JERABEK, Sur une quartique (Mathésis, 28 Seri¢, vol. IX, 1899).
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caso limite r = a dalla (2) si separa il fattore y — y,, tolto il
quale resta ‘

Y@@+ ) ya®— 222y — Yoyt =0,

equazione di una strofoide (v. n. 37): donde emerge che la curva
di cui si tratta pud considerarsi anche come generalizzazione di
questa linea.

Molto pit naturale ed antica, piu vasta ed importante & ’esten-
sione del concetto di concoide nascente dal supporre la base, invece
che rettilinea, conformata comunque. Siffatta generalizzazione si
presenta cosi spontaneamente che crediamo non si sia allontanato
dal vero chi la suppose nota agli antichi, almeno pel cago in cui la
base & eircolare e contenente il polo !); in tutta la sua vastity la si
trova nelle gia citate Observations sur la composition des mouvemenis
del Roberval 2) e poi nella memoria del De la Hire che tratta ap-
punto Des conchoides en général 3) (Mém. de 1’Académie des Sciences,
MDCVIII, Paris 1730). Ma a siffatta generalizzazione non si arre-
starono i geometri. Infatti G. de Longchamps ¢) ha considerate le
curve definite come segue: date in un piano tre linee I', I}, I'y
si conduce la tangente in un punto qualunque M della prima e se
ne determinano le intersezioni M, , M, con le altre due; si porta

su di essa il segmento M P = M, M,; il luogo del punto P & una
curva concoidale. Sono notevoli i casi in cui I riducesi ad un punto
0 5), nonehe quello in cui, per di pil, I sia un cerchio di centro O ¢);
& anche ammissibile I'ipotesi che I'} e I, coincidano 7); & pur degno
di menzione il fatto che un gran numero di curve speciali (quali
la cissoide, la strofoide e la lemniseata di Bernoulli) rientrano nella

categoria delle curve concoidali.
Limitandoci a questo cenno intorno alle curve concoidali, ri-
torniamo alle concoidi a base qualungue ®), per dimostrare anzitutto

1) M. CuUrrzE, Religuiae Copernicamae (Zeitschrift, T. XX, 1875).

t) Mém. de ’Académie Royale des Sciences, T. VI (Paris 1730), p. 32.

3) Allo stesso matematico devesi il concetto di concoide obliqua; tale
nome viene dato all’estremo @ di un segmento P @ di lunghezza costante
formante con O P un angolo dato, O essendo un punto fisso e P un punto
arbitrario di una data curva (base); se quell’angolo & nullo si ritrova la
concoide ordinaria.

%) Sur ‘les conchoidales (Nouv. Corr. mathém., T. V, 1879).

5) SCHOENTJES, Sur un mode de génération des conchoides (Mathesis,
T. IV, 1884). :

%) WICKERSHEIMER, Sur les conchoides (Journ. de Math. spéciales,
IV Serie, T. V, 1896). A tale classe di curve appartiene la sestica consi-
derata da E. N. BarisieN nella prima parte dell’articolo Sur deux courbes
généralisatrices du limagon de Pascal (Bulletin de Math. spéc., T. V 1898-99).

7) Se T si riduce ad un punto e I, T, coincidono in un cerchio, la con-
coide & (come vedemmo nel n. 64) una lemniscata di Booth.

8) Esse risolvono il problema di determinare le curve tali che le loro

Ueneralizzazioni della concoide di Nicomede

che, sapendo costruire le normali alla base, ¢ agevole trovare quelle
alla concoide *). Infatti se o = f (w) & ’equazione polare della base
(supposto preso il punto fisso per polo) e I 'intervallo, sard o=f (w) + 1
la corrispondente equazione della concoide; ora siccome in generale
dg/dw & Vespressione della sunnormale polare, cosi nel caso attuale
f' (w) misurerd la sunnormale polare in punti corrispondenti tanto
della base, quanto della concoide. Preso dunque un punto M della
base, e segnati i corrispondenti punti M, e M, della concoide, se N

“& I'intersezione della normale in M alla base con la perpendicolare

nel polo O al raggio vettore O M, saranno N M, e N M, noymali
alla concoide in M; e M,. Se la base & rettilinea si ritrova la co-
struzione segnalata nel n. 65; se & circolare si ottiene una costru-
zione non meno elegante che lasciamo al lettore di enunciare aiu-
tandosi con le figure 28 a, b, ¢ (pag. 175).

11 calcolo dell’area d& risultati non meno eleganti. Detta in-
fatti A I’area descritta dal raggio vettore o + ! di un ramo di con-
coide si ha

Q Q 2
A=3[" (e +1Pdo=1}] ¢ do —{—lfw:gdw + 1@ —wy);

ora il primo integrale misura area descritta dal raggio vettore della
base, onde si pud considerare come conosciuto; in conseguenza il
calcolo di 4 ¢& ridotto alla valutazione dell’integrale [p dw. Noto
questo, si trova subito anche l'area descritta dal raggio vettore
b — 1 dell’altro ramo della concoide 2).

Quando la base I' & una curva algebrica f(r,y) =0 di or-
dine » (passante r volte per il polo e s volte pei punti ciclici), [}
¢ pure algebrica e il suo ordine n, si pud determinare come segue.
Se (x,y) e (#;,y,) sono due punti corrispondentisi in I" e I'; e si
suppone che il polo cada nell’origine delle coordinate, sussisteranno
le equazioni

’ xX
@+ G — g =P, — = @,y =0

Zy Y1

e 'equazione di 17 si otterrd eliminando z e y fra queste tre equa-
zioni. Limitandosi alla ricerca dell’ordine di I3, bisognera deter-
minare quanti dei suoi punti appartengono ad una retta arbitraria

reosa +y sena — p =0,

corde passanti per un dato punto abbiano la stessa lunghezza: v. Jouvin
negli Ann. de math., T. I, 1810, p. 124.

1) L. EvuLER1, Opera postuma mathematica et physica, T. 1 (Petropoli
1862), p. 370-71.

2) Per la determinazione della curvatura si pud applicare il metodo
generale esposto da K. FEDERHOFER nella nota Zur Konstruktion der Krum-
mungsmittelpunkte ebener Kurven (Wien. Ber., T. 135, 1926).
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cioé il numero delle soluzioni del sistema costituito dalle tre pre-
cedenti equazioni e dalla

T ecose + Y, sena — p = 0.
Ora, eliminando x, e y, si ottiene

(z cos ¢« + y sen a — p) (@ + y*) = (z cos a + y sen a)t,

onde n, & il numero dei punti variabili comuni alla curva 4 di cui

questa e l'equazione e la.base I". Ma, passando a coordinate polari
si ottiene per rappresentare A 1’equazione )

p
e
cos (w — a)

e questa prova che 4 é una concoide di Nicomede col polo in O;
cio basta per concluder chein generalesihan, = 4n—2 (r + s)1).
11 polo é per la concoide un punto multiplo secondo 2 n — s.-

La concoide I, si decompone in due 2), ciascuna dell’ordine
2n — (r+8)se f(x,y) ha la forma

(ﬁ%-yz)tp(w,y) — @,y =0,

@ e y essendo funzioni razionali intere di « , y, vale a dire quando I”
appartiene alla I delle categorie di curve considerate dall’Halphen 3).

: 70. Dopo le concoidi a base rettilinea, si incontrano per prime
; quelle a base circolare ¢). Supponendo di piu che il polo stia sulla
‘;ba’se si ottiene una curva che Roberval ha considerata nelle sue

1) G. Loria, Inierméd., T. VIII, 1901, p. 297-8.

2} E. KosTLIN, Ueber ddyebenen algebraischen Kurven, déren Konchoiden
zerfallen (Mitth. Wirttemberg, II Ser., T. X, 1908). [

) Etude sur les points singuliers des courbes algébriques planes (Pa-
ris 1883).

4) Si presentano in seguito quelle aventi per base una conica. Del
caso in cul questa sia parabolica trattd il DE Lo HIRE nella memoria citata
a p. 172, dei casi in cui sia ellittica od iperbolica il REAUMUR nello scritto in-
titolato Maniére générale de trouver une infinité de courbes nouvelles en fai-
sant parcourir une ligne quelconque donnée par ume extrémité dune ligne
droite donnée aussi et toujours placéz sur un méme point (Mém. de I'Acad.
des Sciences, Paris 1708). Se la base ¢ una conica qualunque e il polo cade
in un fuoco o in un vertice si ottengono curve notevoli le quali 81 trovano
investigate nei seguenti lavori: F. GoMes TEIXEIRA, Obras, T. 1V, p. 312;
J. CARDINAAL, La conchoide elliptique et les courbes qu'en dérivent (Arch.
Teyler, 28 Ser., T. VIII, 1902); H. WIELEITNER, Die Scheitel-Konchoiden
der Kegelschmitten (Arch: Math. u. Phys., III Ser., T. XII, 1907). Altra con-
coide e studiata nella Diss. del GUGGISBERG, Die Konchoide der kubischen
Parabel (Bern 1912).

;
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pit volte citate Observations), chiamandola « limacon de M. P. »
ed esponendone alcune proprietd di cui egli attribuisce la scoperta
a Pascal. Percid si suole chia- -
marla lumaca di Pascal 2). Dal-
la definizione secaturisce un
nuovo aspetto da cui essa pud
considerarsi. Sia infatti (fi-
gure 28 a,b,¢) C il centro
della base circolare della con-
coide, O il polo e A4 Taltro
estremo del diametro O C;
condotta per O una corda ar-
bitraria O M della base, presi
M P, = M P, =1, saranno P,
1 e P, punti della lumaca; de-
’ seritto poi un circolo di centro
A e raggio I e condotto il
diametro N, N, parallelo a
O M, la figura N, N,P,P,
sard un rettangolo e P, N,, Fig. 28 a.
P, N, saranno due tangenti Lumaca di Pascal con punto isolato.
al ecircolo; in conseguenza i
punti P;, P, appartengono alla podaria del punto O rispetto al

Fig. 28 b. — Lumaca di Pascal Fig. 28 c.
cuspidata o cardioide. Lumaca di Pascal nodata.

circolo di centro 4 e raggio 1. Dunqu‘e la lumaca di Pascal ¢ la po-

1) Vol. cit., p. 35. #

) Notiamo con P. TANNERY (ofr. CANTOR, Vorlesunge ueber Geschichie
der Mathematik, I1fBd., 2.e Aufll., Leipzig 1900, p. 882) che il Pascar di
cui qui 8i tratta é indubbiamente STEFANO, padre di Bracio.
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daria di un circolo rispetto ad un punto del suo piano ). Anzi, se §
& un punto dellé spazio avente per proiezione ortogonale O, per un
noto teorema’ di stereometria elementare, anche le rette S P, e S P,
saranno perpendicolari alle tangenti in N, e N, a quel circolo: cid
prova che — come osservd anche il Roberval ?) — nell’ultimo enun-
ciato le parole « del suo piano » possono sostituirsi con queste altre
« qualunque dello spazio ».

Preso al solito un gistema di coordinate polari avente per
polo O e O C per asse polare, se a & il raggio della base, sard

(3) g=2acosw +1
l'equazione polare della lumaca e quindi
@) @+ 9 — 2aaf =P @+

la sua equazione cartesiara?). La lumaca & dunque una curva di quarto
ordine, di cui i punti ciclici sono cuspidi: le corrispondenti tangenti
avendo per equazioni #+ {y = a, il centro della base & un fuoco
gingolare quadruplo della curva. Anche 0 & un punto doppio; le
relative tangenti avendo per equazioni \/ 4a®—Raxtly=0,0¢8
un nodo od un punto isolato secondoché IS 2 a: del caso inter-
medio [ =2 a, in cui O & una cuspide, ¢i occuperemo nel veniente
Capitolo 4). Qui osserviamo che, essendo la lumaca di Pascal una
curva del quart’ordine con due cuspidi ed un punto doppio, essa &
di guarta classe e possiede una tangente doppia e due flessi; & dunque
una curva razionale correlativa a sé stessa ). Nel caso I<2ai
due rami di curva inecroeiati in O hanno ivi il raggio di eurvatura

espresso da \ 4 — .

1) Da .questo punto di vista le lumache di Pascal sono considerate
pella memoria di O. RICHTER, Ueber Kreisfusspunkicurven (Zeitschrift,
T. XXXIV, 1892). : .

2) Vol. cit., p. 38-39.
*) La semplice ispezione dell’equazione polare della lumaca conduce a

considerare la curva analogamente rappresentata dall’equazione
' p=2acos o +2bsen w +1;

ora se gi pone a=mcospy , l=méenp , o —p=>~ uesta equazione
diviene p = 2 m cos § + I, che appartiene a una lumaca di Pascal. Emerge
da cid che le curve studiate nella memoria di M. MUEHLENBRUCH, Ueber
die cardiodenformige Curven welche durch die Polargleichung r=—=a + b
gint + ¢ cost gegeben sind, Dies. Jena 1867) mon differiscono da quelle
di cui ci stiamo ccupando.

4) Se I & immaginario puro la curva & immaginarja, benché rappresen-
tata da un’equazione cartesiana reale e fu incontrata in uestioni di analisi
da E. EcrarpT (Arch. f. Math. u. Phys., III Ser., T. 1, 19806, p. 53).

5) Come tale & studiata nella nota di L. E. WER, Selfdual plane curve
of the fourth order (Amer. Journ. of Math., . T. 42, 1920).
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La (4) prova che la tangente doppia della lumaca ha per equa-
zione « } I2/8 a = 0 e che le ordinate dei relativi punti di contatto
s0n0

+14/16 0> — 12
Yy=——""—""3
8a

i contatti sono pertanto reali o ideali secondoché 1 S 4 a; in parti-
colare si vede che sono certamente reali quando la curva hi un

punto doppio ).
Per determinare i flegsi della lumaca ricaviamo dalla (3) le

seguentl equazionl 5 v v e

Yoo &
(5) z=2acostw +lcosw ,y = 2acoswsenw -+ lsen o,
ovvero

(') x=a-+acos2w 4 lcosw , y = asen2w + lsen w;

percid la condizione di colhifgfita dei tre punti (a), (B), (y) &:

atacos2a+lcose asen2a+flsene 1|
a+acos2pf +1lcosp asen2pf +lsenf 1 =0
a-+acos2y +lcosy asen2y +lseny 1|
ossia
cos2a senZ2e¢ 1 | cos2e sena 1
a? | cos2p sen2p 1| +al|cos2f senf 1. +
cos2y sen2y 1 Ecos2y seny 1,
cose sen2c¢ 1| lcos ¢ sena 1
+al|cosp sem2f 1| +Picosf senf 1 =0;
cosy sen2y 1 cosy semy 1

ora questi quattro determinanti %a,lgono risp.

B—vy y—e a—p . Bty 7+ea fte
8cos - CO8 - €08 , 4 cos - €08 .
2 2 2 2 2

cos « + cos B + cosy — cos (@ + B +¥) 5 1

moltiplicati per 4 sen (8 —y) | 2-sen(y —a)| 2 sen (« — f) | 2;
onde la equazione precedente, liberata da questo fattore, diviene:

1) Giova notare che la curva studiata nella Memoria analitica archi-
tetionica sull’ovoide (Bibl. anal. di Scienze e lettere, vol. II, Napoli 1812)
di A. RaHO (cfr. la memoria di F. AMODEO, Giuseppe Sangro, Atti dell’Ace.
Pontaniana, T. 49, 1919) & una lumaca ove a =1.

12. — G. Loria, Curve. piane specioli algebriche ¢ trascendenti.

cos ,
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B—vy y—a a—p
8 a? cos p . COS . CO8 +

B+y y+e
08 .

+ al { 4 cos e cosa+ﬂ

2 2
+eosa+cosf+cosy —cose+B+y) )+ =0

Facendo ivi ¢ = f = y = 1 otterremo

8a* + al(4cos® A+ 3cos A —cos34) + 12 =0,
0 pil semplicemente
8a®? + I - 6alcosiA=0.

L’anomalia di un flesso ¢ dungque determinata dall’equazione

8a% 12
s A = — ——m s
6 al

resta cosi confermata 1'esistenza dei due flessi della lumaca e di pit
dimostrato che questi sono reali soltanto se 2a <1< 4 a; se ad es.
la lumaca ¢ nodata i due flessi sono immaginari; ma in ogni caso si
trovano sulla retta reale

Sat + 1) (4a2—)
r — = 0
92

Notiamo finalmente che la (3) d& come espressione dell’area
generata. da un’intera rotazione del raggio vettore 2 a cos w -+,
la seguente 2 [(* (2acosw + 1P dow =4 mwa® + 2 z I?, risultato gid
ottenuto dal Roberval 1) e che & agevole I’enunciare a parole. Nel
caso speciale | = a, quest’espressione diviene 6 7 a?, che rappre-
senta il sestuplo dell’area del circolo base.

La rettificazione della lumaca dipende da integrali ellittici 2);
infatti la (3) da per il differenziale dell’arco l’espressione

ds =1/ 4 + B + 4 al cos w dw.
Si noti ora che il differenziale dell’arco dell’ellisse
T=mcosq@ , Yy =nseny

1) Vol. cit., p. 40.

2) Cfr. F. Gomes TEIXEIRA, Nota sull’applicazione del teorema di Fa-
gnano agli archi della lumaca di Pascal e della sinusoide (Period. di matem.,
IIT Ser., T. XIX, 1903).
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& dato da-

do = A/ m2sen? p + 7? cos® @ dp

‘ n? 4 m? n? — m?
! do = + p cos 2 ¢ do;
2

ossia

ora questo si identifica con ds scegliendo m e n in modo che sia:

n? -+ m? N2 —— m?
______:4a2—|-l2,——8-—=4al e 29 =o0n.

Ora queste danno

n/2=2a+i,'m/2=|2a—l|;

dunque il perimetro della lumaca & equale a quello d'un’ellisse avente
per assi i quadrupli delle distanze fra il punlo doppio e i vertici della
curva 1). !

71. Essendo la lumaca una curva razionale, le coordinate de’
suoi punti si potranno esprimere in funzione razionale di un pa-
rametro; si trova, infatti, ponendo nelle (5') tg w/2 =1,

A—e)[(+2a)+@—2a) 8] 20[(+20) + (—2a) ]
6)x = a1 Y= 11 op

rappresentazione parametrica che si presta assai bene a numerose
applicazioni 2). )

Non meno utile pel geometra & la seguente osservazione: ese-
guendo sulla curva (3) la trasformazione per raggi vettori reciproci
avente O per polo e k* per potenza si ottiene la curva

k2

0 = ——————,
2acosw + 1

la quale rappresenta una conica col fuoco nell’origine delle coor-
dinate, e precisamente un’ellisse, una parabola od un’iperbola se-

condoché l% 2 a, ciod secondoch¢ la lumaca ha un punto isolato,
una cuspide od un punto doppio; onde viceversa la trasformata

1) Intermédiaire, T. XXII, 1915, p. 217 e XXIII, 1916, p. 70.
) G. PrrTARELLI, Le lumache di Pascal (G. di Matematiche, T. XXI,

anno 1883). :
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per raggi vetlori reciproci di una conica ¢ wuna. lumaca -di Pascal
supposto che il centro dell’inversione cada in un fuoco della curva R

Questa curva pud anche ottenersi come inviluppo; infatti un cer-
chio avente per diametro’segmento che unisce un punto fisso ad un
punto variabile di un cerchio fisso inviluppa appunto una lumaca
di Pascal: un breve calcolo basta a provare la veritd di tale as-
serzione.’ Vedremo pitt innanzi che la stessa curva & caso speciale
dell’ovale di Cartesio (n. 76) e pud considerarsi anche come una par-
ticolare epicicloide (n. 210); essa s’incontra pure nella teoria delle
rappresentazioni conformi 2).

La lumaca di Pascal nel caso I = a appartiene alla categoria
delle curve ehe servono a risolvere il problema della trisezione del-
P'angolo %); & un’osservazione che fece per primo B. Pascal — a quanto
attesta Roberval 4) — e che poi molti altri ripeterono o svolsero 5).
La stessa curva interviene in un problema meccanico ) che si de-
signa col nome di «ponte levatoio di Sauveur e de I'Hépital » perché

1) C. TAYLOR, Ancient and modern geomelry of conics (Cambridge,

1881), {) 356.
. nf;

3) atti dalla funzione w = 2 m ¢ — 2%, ove m & una quantita reale,
ponendo w ==u + iv , 2 == pe‘w si ottengono le due equazioni

T==p(2mco8 w— pcos 2 @), Yy==p(2mseen w — psen 2 w),

le quali, se p = cost., rappresentano una lumaca di Pascal. V. AMSTEIN,

tation conforme, avec leur application & un pro--

ues P rep
biéme d’hydrodinamigue (Bull. de la Soc. Vandoise des Sciences natur.,
T. XVI, 1882).

3) Per convincersene si osservi che in tal caso I'equazione della curva
pud scriversi come segue:

P w
——=2ac08 w —a=4c0o8% —— — 3
a : 2
ossia
I3 cos3w/2
a cos wf2

noto quindi I'angolo 3 w/2 = a, se ne dedurrd cos o/3 e quindi a.
*) Observations citate. Il caso I =a &’incontra anche nella nota di
%. SucHARDA, Ueber die Pascal’sche Spirale (Arch. Math. y. Phys., I Ser.,
. 1V, 1886).

8) AzkMAR, Trisection de VUangle, suivie de Recherches analytiques  sur

le méme sujet par Garnier (Paris 1809); FUSINIERI, Trisezione geometrica
degli archi di cerchio e descrizione di curve algebriche col mezzo #.ella base
variabile di un triangolo (Mem. della Soc. Italiana delle Scienze, T. X XIII,
1846); JOUANNE, Trusection de U'angle au moyen du limagon de Pascal (Nouv.
Anpn., IT Série, T. IX, 1870); BROCARD, Note sur un compas trisecteur (Bull.
de la Soc. math. de France, T. 111, 1875; lo strumento ivi studiato & inven-
zione del LAIsanT); ecc.

¢) Cfr. ScHELL, Theorie der Bewegung und der Krdfte, T. II (Leipzig 1880),

pag. 67.°

’
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concerne appunto tale apparato: esso venne proposto dal Saurin
e risolto per la prima volta dal marchese de I’'Hdpital 1), poi da
altri 2).

Essa poi, essendo una quartica con due cuspidi ed un nodo,
¢, dal punto di vista proiet- :

tivo, identica ad una linea ‘ L4
di data assai pi recente, -
che merita qui almeno un

cenno.

Date (fig. 29) due cir-

loro e fra loro tangenti, si
consideri un punto qualun-
que M di I e la sua polare
m rispetto a I'; essa & ta- '

gliata in un punto P dalla P
retta p condotta da M pa-

rallelamente alla congiun-

gente i centri 0,0’ delle
due date ecirconferenze. Il
luogo del punto P & una
curva detta dagli inglesi «the
cocked hat », cioé il cappello
bicorno. La costruzione testé
riferita — che venne conce-
pita da Charlotte A. Scott 3)
— abilita a trovare ’equa-
zione e quindi le proprietd :
della curva. Presa infatti la retta O O’ per asse delle y e O per ori-
gine di un sistema cartesiano ortogonale, si vede potersi assumere
come espressioni generiche delle ¢oordinate del punto M le seguenti:

p—

4 ¢ 2

\f
"

Fig. 29. — Il cappello bicorno.

X

T=acost,y =2a+ asend)

a essendo il raggio di I"e 1. Le rette m e p hanno quindi per equa-
ziohi Tisp.
rzeos@ + (2 4 seng)y =a , x = acos g,

donde si ottiene la seguente rappresentazione parametrica della
ecurva: '

1) V. Particolo Illustris Marchionis Hospitalii Solutio problematis phy-
stco-mathematici ab erudito quodam geometra propositi (Acta Erud., feb-

braio 1695).
) V. Joh. Bernoulli Opera, T. I e Jac. Bernoulli Opera, T. 1 (Genevae

anno 1744).

3) Educational Times, gennaio 1896, Questione 12978.
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a sen? @

(7) w=acds = ——
9,y 2+sen¢p’

by

le quali intanto confermano che il cappello bicorno & una curva
razionale. Eliminando ¢ tra le (7) si' ottiene come equazione della

stessa
(®) (@ + 2ay — @ — 47 (@ — %) =0
o, se si vuole, ‘ *
:c"-{».’:‘uazyé +¢+4a:ﬁy——2a2m2— 4a3y a2yt =0

Si trae da eid che la curva sta tutta entro la striscia di piano
limitata dalle tangenti comuni ai due dati cerchi che sono parallele
alle 0 O’. L'asse delle z taglia la eurva in due punti D, D" che sono
cuspidi, aventi per relative tangenti le congiungenti di questi punti
col punto € di contatto di I" e I”. La curva ¢ inoltre circolare. ed
ha per punto isolato il punto allinfinito di O y. Il punto C ne & il
punto di massima ordinata; e i punti di ascisse =+ a \/ 5 /2: ne
sono flessi. Furono segnalati vari metodi per costruirne le tangenti 1)
e per stabilirne le proprietd 2)°

1) G. pe LonccHaMPs, Note sur le bicorne (Journ. de Math. spéc.,

4s Ser., T. VI, 1897).
t) R. Dravx, Sur le bicorne (Mathésis, T. XXXVII, 1923).

CAPITOLO VIL

Le quartiche tricuspidate.

72. Nel trattare nel Capitolo precedente delle concoidi a
base circolare escludemmo il caso in cui l'intervallo costante ! fosse
eguale al diametro 2 a del cerchio base. In tale caso notevole (v. fi-
gura 28 b) si ha una quartica con tre cuspidi di cui ¢i occuperenio ora.

Tl Carré 1) ne attribuisce l'invenzione al matematico olandese
J. Koersma 2); ’Ozanam ne ha fatto menzione nel suo Dictionnaire
mathématique (Amsterdam 1691, p. 102) chiamandola cicloide geo-
metrica; finalmente il Castillon, in base alla forma che essa ha, pro-
pose di chiamarla cardioide ®): e tale giudizioso suggerimento venne
accettato da tutti’®).”

Ricordando quanto si espose nel paragrafo precedente si vede
che le equazioni, cartesiana e polare della cardioide sono

1) (@2 4+ 42— 2anP = 4a* (@ + ¥
(2) o =2a(l 4 cosw)

e che le coordinate de’ suoi punti si possono esprimere come segue
in funzione di un parametro:

da(l—2 8al

3 - Y=
© TTaaar T awy

1y Examen d’une courbe formée par le moyen du cercle (Mem. de I'Aca-
demie, MDCCV, Paris 1730).

2) Cfr. Intermédiaire, T. V, 1898, p. 200.

3) De curva cardioide (Phil. Trans., 1741).

4) Le principali proprieta di guesta curva e la relativa bibliografia
si trovano nella Diss. di R. C. ArcHiBALD, The Cardioidf and some of its
related curves (Strassburg, 1900).

5) Questa rappresentazione trovasi largamente sfruttata nei seguenti
seritti di K. ZAHRADNIK, Theorie der Cardioide (Prager Ber., 1875), Ueber
die Cardioide (1d., 1877), Beitrag zur Theorie der Cardioide (Archiv, T. LXIII,

anno 1879).
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La cardioide non ha flessi, ma possiede come tangente doppia
la retta di equazione z - a/2 = 0. Dalla (2) si_trae la seguente
equazione della tangente nel punto (4):

4) B2— 1)z +A(l2— 3)y+4a=0,
la quale, essendo cubica in {1, prova che la cardioide & una curva di
terza classe. s n{n-vi-

Supponiamo che l'equazione
(&) Bu—1lz+u@—3)y+4a=0

appartenga a una tangente della cardioide perpendicolare a quella
rappresentata dalla (4); la condiziene affinché cid accada &

Apu+1)[R2wp—3R+p)+8ip+1]1=0

e si decompone in due, onde di due parti consta anche il {uogo dei
punti da cui possono condursi a una cardioide due tangenti fra loro

perpendicolari !).
La condizione di collinearitd dei tre punti (e) (8) (y) é:
6) epyla+f+N++P+yY+phy+rataef+3=0

Ne faremo un’applicazione alla ricerca del «luogo dei punti

Lt fiawo -di una cardioide aventi la proprietd che i punti di contatto delle

tangenti condotte alla curva da uno qualunque di essi siano colli-
neari ». Se 2, ¥ sono le coordinate di un punto del luogo e (4,) (4,) (4;)
i punti di contatto delle eorrispondenti tangenti, in forza della (3)’
si avra:

r—4a

3x
11+}-2+13 i Zz ja+137~1+}~1 /12 =—3, 7»1 22 13 = T,
Yy .

se tali punti sono collineari, in virtu della (5) si avra
@ + @ + ¢ = a¥;
dunque il luogo cercato altro non é che il cerchio simmetrico alla

base della cardioide rispetto alla cuspide 2). o
La cardioide & una curva di 4° ordine e 32 classe, con tre cuspidi

ed una tangente doppia, ed esente da punti doppi e da flessi; é per-

tanto correlativa alle cubiche con punto doppio, le quali sono di

1) C. Jukr, Tidskrift math., 1880; un risultato pili generale e preciso
si trovera pill avanti (n. 275). :
?) Educational Times, vol. LVIII, 1893, Quest. 11247.
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4% classe ed hanno tre flessi e nessuna altra singolaritd. Niuna me-
raviglia adunque se essa sia polare reciproca, rispetto ad un conve-
niente circolo, di una speciale cubica razionale, cio¢ della trisettrice
di Maclaurin (v. n. 4§) !). Per dimostrare questa notevole proposi-
zione osserviamo che, con una semplice traslazione dell’asse delle Y,
lequazione di detta trisettrice pud seriversi sotto la forma

z @+ y?) =4 R®— 3 R (22 + 4% 2
la quale di subito la seguente rappresentazione parametrica della
curva:
‘ 1—32 B3—32
X == —_—, =

12 7 142

La polare del punto () rispetto al circolo a* 1 y¥2 = R? ha
per equazione

21 —3®) +yBRP—3)=R@A + 2.

Per trovare l'inviluppo di questa retta combiniamone I'equa-
zione con la sua derivata rispetto a A, che é:

— 6Ar +3y(2— 1) =21R

Ofterremo cosi:

R M 4+612—3 R 82
3 #4+1p 3 (B+1p
088ia
+R ‘R 4(1—m R 82
T = — _=———.
3 3 agae’? 3 (1 4+ 2z

Siccome queste equazioni si deducono dalla (3) cambiandovi
#,Y,a risp. in # + B/3,—y, R/3 il teorema enunciato ¢ dimo-
strato 3).

Dall’equazione (2) si traggono facilmente le seguenti espres-
sioni per I'arco s di cardioide, contato dalla cuspide, e pel raggio

) G. DE LoONGCHAMPS, Rapprochement enire la trisectrice de Maclaurin
et la cardioide (Prager Ber., 1887).

) Quest’equazione nasce dall’equazione cartesiana trovata nel n. 4;
cambiando ivi z in — (¢ + 2 R).

%) Per altre proprieta della stessa curva v. E. LAGUERRE, Sur la car-
dioide (Nouv. Ann. de math., II Ser., T. XVII, 1878, oppure Oeuvres, T. 11,
p. 480); un procedimento per tracciarle meccanicamente & ampiamente
esposto nell’articolo di W. F. RicGe, Concerning a mew method of tracing
cardiotds (Amer. math. Monthly, T. XXVI, 1919).
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di curvatura R:

(6) 8 =8asenw/2) , R=~83a-cosw/2;

eliminando w fra queste si trova
(1) £+ 9R = 8d’,

che é ’equazione intrinseca della cardioide.
La forma di essa conduce a concepire delle curve piit generali,
aventi equazieni intrinseche della forma

(8) 2+ 2n + 1P R = b2

E. Césaro, che per primo le ha considerate, le chiamo' cardioidi stel-
late 2). Per trovarne la rappresentazione ordinaria si puod servirsi
delle formole che 1nsegnano la rappresentazione parametnca, di
una curva, di cui si conosca l'equazione intrinseca 3).

1) Questa formola di rettificazione si trova in sostanza nella memoria
di DE LA HIRE citata a p. 172. Per la determinazione del baricentro d’un
arco, vedi SAINT-GERMAIN, Ewxercices de mécanique ete., p. 38.

2) Lezioni di geometria intrinseca (Napoli 2896), p. 12.

3) Queste formole, che dovremo apphcare assai spesso, 8i possono di-
mostrare nel modo seguente: Se K =1/ (s) & la relazione che passa fra il
raggio di curvatura E e l'arco s della curva, per la nota espressione di R
in coordinate cartesiane si ha pure:

ds?

————— = f )
dx . dy* —dy . d*z

assunta & per variabile mdlpendente, essendo ds? = dx? | dy?, sara:
dx . d*x + dy . d}y = 0 epperd la formola precedente diviene

x . ds 1 — (dy/ds)®
_ ==f (s) ossia %\/ f = f ().
d2y dry/ds?
Posto dy/ds = p questa diviene .
dp ds
vVi—p* f(®)
onde
ds
arc sen p == / .
L. S8
Posto quindi

(D | ¢————fﬂs)
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Posto per abbreviare 2% + 1 = y si ha R = 3 V=g

=

onde
r ds s

¢ = u / ,\/b2_82 = p arc sen —b—-,

supposto che sia @ = 0 per s = 0. Se ne deduce s = b sen ¢/u onde

b @ b 4
r=-—fcosg-cos —dp , y=— [ seng¢-cos — dp
) I Iz I I
ossia
2px pu+1 n—1
——:'/ cos @ +eos ——— ¢ dy,
h . “ "o
2uy N u+1 p—1
—-—-—:/ sen @ + sen ———— @ | dg;
b u u

effettuando le integrazioni indicate e scrivendo per u il suo valore,
si conclude essere

4 (x+x) 1 2(n+1) e 1 2ng
(9) = sen + — sen ——— ,
b n+1 2n41 n 2n+1
4 (y+y,) 1 2(n+1) ¢ 1 2ne
— = cos + — cos
b n+1 2n+1 n 2n+1

la rappresentazione parametrica delle cardioidi stellate.

73. Incontreremo pilt innanzi di nuovo la cardioide come caso
speciale delle epicicloidi (Lib. VI, Cap. X) e delle spirali sinusoidi
(Lib. V, Cap. XVIII). Intanto vogliamo occuparei di una curva che,
dal punto di vista proiettivo, non differisce dalla cardioide, ma che
per la sua definizione e le sue proprietd metriche, ne & totalmente
diversa; lo ~§:n~(»>ﬂiner la segnald all’attenzione dei geometri 1) e molti

si ha
p===sendé, 1 — p*— cos ¢
e quindi
(1§ x=jcos¢.ds', = [sen ¢.ds

L’integrazione porta seco tre costanti arbitrarie; le «® curve risultanti
sono fra loro identiche. Se la funzione f (s) riducesi a una costante, si ha una
retta o una circonferenza, 'unicurva del Krause (Nova theoria linearum
curvarwm, Mimnchen 1835, p. 24); in ogni altro caso si ottiene invece una

versicurva.
1) Ueber eine besondere Curve dritter Classe (und vierter Ordnung) (G. di
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di questi la fecero oggetto di ricerche assidue e fortunate. Nella
nostra esposizione partiremo dalla definizione stessa di- Steiner:
«Se da un punto P della circonferenza circoscritta ad un trian-
golo 4 B C si abbassano le perpendicolari sui lati, i loro piedi 4’
B’, €’ sono allogati sopra una retta p, ordinariamente chiamata refta
di Wallace relativa al punto P; 'inviluppo di tutte le rette P corri-
spondenti ai punti P di quella circonferenza ¢ la curva di Steiner ».
Per un teorema noto p é la tangente nel vertice di una parabola
inscritta nel triangolo 4 B C ed avente per fuoco P; onde la stessa "\
curva pud definirsi come inviluppo delle tangenti nei vertici delle | ?
parabole inscritte nel triangolo datof). e

Per trovare l'equazione della curva steineriana ci serviremo
della prima definizione e prenderemo eqme/origine delle coordinate
il centro O del cerchio circoscritto al triangolo 4 B C. Come coor-
dinate dei vertici potremo assumere le espressioni r cos a , » sen «;
reos 8,7 sen §;7 cos y, 7 sen y. Percid la equazione de’ suoi lati sono:

14 B+y B—y
& coB + ¥ sem —— = r €08 P
+a y+ea yr—a
& CO8 + ¥ sen = 7 €08 > ’
e+ a+f a—f

r cos -+ ¥ sen =7 sen

&

Se r cos @ , r sen @ sono le coordinate del punto P, saranno

B+y B+y [ﬂﬂ/ ' ]
2 — @ |,
2 2 ,

& 8en — ¥ COo8 = T 8€

- -

atp  a+B {aﬂ? }
X sen > — ¥y sen = 7r sen . —_—Q

y+a y+a {wa ]
x sen — ¥y €08 = ¥ 8en — |,
9 2 D]

&
2 2

Crelle, T. LIII, 1856). La stessa curva fu incontrata dal WEIERSTRASS Ti-
solvendo un problema di Calcolo delle variazioni; cfr. Abhand. zur Geschichie
der Mathem., T. XX, 1905, p. 81-86. Essa risolve anche un altro problema
di mijnimo incontrato da EULERO nella sua Scientia navalis: cfr. G. H.
Licar, The intrinsic equation for Fuler's resistance tntegral (Bull. Amer.
math. Soc., T. XXIV, 1928).

!) Potrebbesi anche definire come inviluppo degli asintoti delle iper-
boli equilatere circpscritte al triangolo 4 B C.

e
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+
le equazioni dell€ perpendicolaif calate da P su quei lati, onde le
coordinate dei loro piedi A4’,B’, (' saranno i prodotti di r/2
per le seguenti quantita:

[eos f +cosy + cos g — cos (B + y — g)],
[sen f + sen y + sen g— sen (B + y — g¢)];

[eos y + cos @ + cos ¢ — cos y +e—o)q,
[sen y + sen a + sen ¢ — sen (y + — @)];

[cos @ + cos B + cos ¢ — cos (@ + 8 —¢)],
: [sen @ + sen B + sen ¢ — sen (a + f— ).

Se ne pud dedurre che 'equazione della retts B’ ¢ é:

et fiy—g atfty—g
i x sen — yeos — T
2
‘ - - - - - -
+r{sen(p eos‘p 'Beostp y-{—cos(p sen ¥ ﬂcos(p y+
2 2 2 2 2 2
+cosq9 cosq) ﬂsen(p y-}—sen(P sen ¥ ﬁsenqJ y}
2 2 2 2 2 2
o anche
— (a+B+y) — (a
(10) xsen(p—7ﬂz— +yeos(p (:—[H—y)

3¢ — (a+p+ +oa—p—
@ — ( ﬂy)+sen¢a B 7’+

o

&

=—;—{sen

g—a+f—y w—a-ﬂ+}f}

2

- sen 4+ sen

La simmetria di quest’equazione in o y B, ¥ mostra che la retta
B’ ¢' passa anche per il punto 4’; resta cosi dimostrata Pesistenza
della retta di Wallace. Osserviamo anche che cambiando ping + x
la (10) si cambia nell’equazione di una retta perpendicolare a quella
rappresentata dalla LlO‘); onde le tangenti della curva si distribui-
scono in coppie di'&%ogcmali, corrispondentemente alle coppie di punti
opposti della circonferenza data. ,

Per trovare linviluppo della retta (10) poniamo

=29, a+f+y=2s, — é+ﬂ+y=2a, a— f+y=2b,a+p—y=2¢;
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Pequazione (10) assume in conseguenza questo aspetto:
zsen (y — 8) + ycos (p—8) = )
=—,r—{ sen (3 p — 8) -+ sen (p + a) + sen (p + b) + sen (yp + ¢) }
Differenziando rispetto a v se ne deduce:
Z cos (p — 8) — y sen (yp — §) =
= ;{ 3 cos (39— 8) + cos (p + a) + cos (yp + b) + cos (p + ¢) )
equazione che, combinata con la precedente, da:

2x/r = sen (3 —s) sen (p — 8) +
+ 3 eos (3 — 8) cos (p — §) -+ sen (@ + 8) + sen (b+8) + sen (c+38)

2y/r = sen (3 y — §) cos (y — §) —
— 3 cos (3y—s)sen (p—8) - cos (@ + 8) + cos (b+s) + cos (c+¢8

Ponendo ora per brevitd

-

sen (a + 8) + sen (b 4 8) + sen (¢ + 8) .

cioé
sen (8 + y) + sen (y + a) + sen (¢ + f) = 2&[r ;
oi ’ .
P cos (@ + ) + cos (b + 8) + cos (¢ + §)
cioé” ‘
cos (B + v) + cos (y + a) + cos (¢ + ) = 2y/rs
e inoltre

e—ayg =2, y—Y =9,
si possono trasformare le equazioni precedenti in queste altre:
24’ [r = 2 cos ¢ + cos (29 —2) , 2y'[r =2seng—sen (2¢—28)
ovvero

! 2 ' gen 28
Zlweos? Ty e )=2cos((p—2s)+cos2(<p—2s) .

r

.

2 (' sen 28 — y’ cos 28)

= 2 gen (p — 2s) — sen 2 ((p—ZS‘)..
r
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Se quindi si pone ¢ — 25 = /3 e si effettua il cambiamento
di coordinate determinato dalle formole

E=a"cos2s +y'sen2s ,np=a"sen2s—y cos2 s
si ottengono finalmente le equazioni:

r [ 2w r [ w 2w
(11) § =— | 2 cos — + cos — ,n:—[2sen~—sen~
2 3 2 3 3

<

E poiche queste appartengono (Lib. VI, Cap. X) alla curva generata
da un punto della periferia del circolo di raggio r/2 ruzzolante entro
un cerchio fisso di raggio triplo, cosi resta dimostrata 1’osservazione
fatta da Schlaefli (e forse anche di Steiner) 1), che la curva di Steiner
¢ un ipocicloide tricuspide. Le tre cuspidi si trovano sul cerchio di
centro O e raggio 3r/2, mentre il cerchio concentrico di raggio r/2
¢ tritangente alla curva.

Eliminando o fra le equazioni (10) si trova come equazione
cartesiana della curva: N )

32 72 33

12) (@ + 9P +4re By —at) + 5 @Y — o =0;

dunque Uipocicloide tricuspide ¢ wna curve di quart'ordine toccata
dalla retia all’infinito nei punti ciclici del piano. Viceversa: qualunque
curva di quart’ordine e terza classe toccata dalla retta all’infinito nei
punti ciclici del piano é un’ipocicloide tricuspide. Quest’importante
osservazione del Cremona 2) pud dimostrarsi col seguente ragiona-
mento suggerito dal Clebsch 3). L’equazione ’

E1 88 = &2 + &7

fra le coordinate omogenee di una retta rappresenta una curva
di 32 classe avente il terzo late del triangolo fondamentale per tan-
gente doppia, i punti di contatto essendo i relativi vertici del trian-
golo stesso. L’equazione precedente guida subito alla seguente rap-
presentazione parametrica (ove r & un fattore di proporzionalitd):

rflzlz’,.fzzj’r§3:1+la;

1) J. H. Grar, Der Briefwechsel zwischen J. Steiner und L. Schldfls
{Bern 1896), p. 206-208. Cid non ostante la curva di cui si tratta & spesso
chiamata ipocicloide di Steiner.

?) V. la memoria Sur Uhypocicloide & trois rebroussements (G. di Crelle,
T. LXIV, 1865).

3) V. la nota alla memoria del CREMONA.



192 Libro III — Capitolo VII

in altri termini
e, + 2z, + 1+ B)a; =0

¢ l'equazione generale delle tangenti a quella curva. Combinandola
con la sua derivata rispetto a 4, si vede che le éoordinate di un punto
qualunque della stegsa curva sono proporzionali a 1 — 243,
A — 22, 22 posto quindi A = u/v potremo scrivere

%, x, o
W—2 Sy pt—28pu  pRe
Facendo # # # # .
: Zo+x ‘v wy—ux
,u=ge"¢/2,v=eé"’¢/2,2—i=———,-2—-—1—=l
2 x3 a 2im a .

se ne trae
zja =cos2¢ + 2cos@ , yla = sen 2 ¢ — 2 gen @;
essendo queste della forma (11) il teorema di Cremona & dimostrato.

74. Cambiando per comoditd le notazioni scriveremo le (11)
come segue '

(12) x=a(2eo8d+cos2l), y=a(2senl—sen2l) "

ed otterremo cosi una rappresentazione parametrica utilissima del-
P’ipocicloide tricuspide. Da essa se ne trae una analoga per le co-
ordinate polari o =4/ 22 + y2 ¢ w = arc tg y/x; si trovano infatti
le equazioni

(13) O —a? (5 +4cos3A)
2senA—sen2 A

g = —
& 2005).-}-00821’

.

1a seconda delle quali, dopo qualche opportuna trasformazione, as-
sume il seguente aspetto

14) ; [ 4 A ] 1 . 32
w —_— = — tg .
, & 2 3 - 2
La (13) mostra che il raggio vettore ¢ varia tra il minimo a
ed il massimo 3 a; quello & raggiunto pei valori A = =3, =, 57/3,
questo pei valori 0, 2x/3, 4x/3; i punti della curva di raggio vet-
tore massimo sono cuspidi, quelli di raggio vettore minimo sono
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di contatto col cerchio (« tritangente ») di centro O e raggio a. Fa-
cendo nella (13) A = 2kx/3 + a si ottiene ¢ = a® (5 + 4 cos 3 a);
siccome qui non vi & pil traccia del doppio segno, cosi & chiaro che
(le tre rette condotte per l'origine e formanti con O z gli angoli
0,2x/3, 473, ciod) le tangenti cuspidali sono tre assi di simmetria
della curva. Notando poi che le (13), (14) non si alterano cambiando
Ain A+ 2kn/3 e o in w + 2kx/3 (k =1, 2) si vede che nell’ipoci-
cloide tricuspide sono inseritti o’ triangoli equilateri.

Riprendiamo le equazioni (12) per dedurne che la tangente
all'ipocicloide nel punto (r) ha la seguente equazione:

: T T 37
(15) r sen — + Y €08 — = a sen —,
2 . 2 9

.2 b

onde forma ecoll’asse delle x 'angolo w — 7/2. Le coordinate plii-
ckeriane di questa tangente sono

.

sen /2 cos 7/2

E:——-——————————,y}:—

a sen 37/2 asen 37/2

eliminando 7 se ne deduce

(16) Bt =a@BE7— ),

ciod I'equazione tangenziale della curva. La retta rappresentata dal-

I’equazione (15), come qualsivoglia retta del piano, taglia Vipoci-
cloide in quattro punti i cui parametri s’otterranno sostituendo
nella (14) a , y i valori (11) e risolvendo rispetto a i I’equazione
risultante. Ora quest’equazione pud scriversi

T . Sy —
sen[-—-{»l]‘sen2 =0
L2 4

onde si decompone nelle due

T— 2 1

T
ZO,SBD T+2J :O,

sen?

la prima da il punto di partepza (r) contato due volte, mentre la
seconda guida ai due punti di parametri

'

. T T
},lzyz-——2—,},2=27t-——.

Vediamo quindi che: la tangente all’ipocicloide mel punito ()

13. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.
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taglia muovamente la ourva nei punii (w — t/2) e @n — 7/2).
Li chiameremo per brevitd punti associati; le loro coordinate sono:

y #1=a(cosT — 2(:08%/2) j z, = a (cos T + 2 cos 7/2)
! y, = a (sen 7 + 2 sen 7/2) Yp=a (sen T — 2 sen 7/2);

ge ne deduce: .

Ly — Ty T Y1— Y. T
—_ = — 0§ —— , ————— = — §el ——,
4a 2 4a
epperd -2 .
oy — Ty F Y — Y = 0%

dunque: Il segmento limitato da due qualunque punti associati é equale
al diametro del cerchio tritangente all’ipocicloide ed ha per centro un
punto della periferia di questo cerchio. Le tangenti in quei punti as-
sociati hanno per equazioni rispettivamente:

T T 3T T T 3z
2 €08 — -+ ¢ sen — = — @ CO8§ — , & Sen — —— Y €08 — = @& §en ——;
PR 4 4 4 4

osservando la forma di queste equazioni e notando che sono soddi-
sfatte dai valori

£ =—@COST , Y = — ASENT

si conclude: Le tangenti in due qualunque punli associati sono ira
loro perpendicolari ¢ si tagliano nel punto del circolo tritangente che
¢ diametralmente opposto al punto medio del segmento limitato da quei

punti.
La cunva che studiamo essendo di terza classe — efr. eq. (16) —

per ogni punto (#,y) del piano passano tre sue tangenti; i corri-
gpondenti valori del parametro 7 sono le radisi 7, , 75, 75 della (15);
avremo quindi

\

Tk Tk 31
Z sen — -+ Y co8 —— = a Sen —— (k=1,2,3);
2 2 2

onde, eliminando z, ¥, si trova la relazione:

¢

e
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Ty Ty 31, Ty 7y T
sen — , Co8 — , sen —— sen —, cos—, sen®—
2 2 2 2 2 . 2
T, Ty 31, T, T, Ty

sen —,co8—,sen— | = 0 ovvero |sen—,co8—, gsen3— | = 0;
! 2 2 2 l 2 2 2
T3 T3 35| T3 T3 T3

gen —, Cos —, sen— sen —, cos—, sens—
2 2 2 2 2 2

ora se si pone per brevitd )
tr=¢" (k=1,2,3),
quest’equazione diviene

1 E2 & &2 —1 ’ .
EE £, EF— 1| =0 ossia § & & =1
&2 & & — 1

Riponendo per le & i loro valori si trova (714724 73) — 1 onde
T, + 1+ 13 = 2.

Si vede pertanto che: la somma dei parametri di tre punti della
curva, in cui le corrispondenti tangenti concorrono nello siesso punito,
& eguale a quatiro angoli retti.

Dalla equazione (15), rappresentante della tangente, si deduce
I’equazione della normale, che ¢&:

T T 37
17) T cos — — ysen — = 3 a €O8 —;
2 2 2

ora, ponendo 7 = & + 7, questa si cambia in
T
=3 asen —;
2

T
xsen—2—+ycos

N‘lm

ed essendo di forma identica alla (15) si vede che I'inviluppo delle
normali, cio¢ Uevoluta dell’ipocicloide tricuspide & una curva della
stessa specie ma di grandexza tripla; onde l'ipocicloide tricuspide
& una curva simile alla propria evoluta. Se nell’equazione (17) si
cambia v in 7 — 7/2 e poi in 2 % — 7/2 si hanno le equazioni di
due rette passanti pel punto di coordinate 3acos7, 3asent, il
quale appartiene alla retta (17) stessa; dunque: le normali oll’ipo-
cicloide tricuspide in trc punti appartenenti alla stessa tangente con-
corrono in un punito del cerchio circoscritto alla curva.’
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Differenziando 1a (17) si ottiene l’equazioné

T T 37
o sen — -+ y cos — = 9 a sen —;
2 2 2

combinandola con la (17) si ottengono i seguenti valori per le co-
ordinate del centro di curvatura.

%y =3a(2co8ST—cO827) , §o =3 a (2sent + sen 2'7)

Detto quindi R il raggio di curvatura si ha:

R=@—x)P2 +(y — %) =32a2(1 —cos37)
onde ‘

(18) R =+ 8asen37/2;
se quindi R, e R, sono i raggi di curvatura nei punti assoeiati
(n—t/2) e (2 n—r/2) gi ha:

! 3t 3t
. R1=$8acos—4— ,Rz—-:t:Sa«sen-;—

donde la notevole relazione:
R2 4+ R2 = 64a®

Le (12) danno ancora come espressione del differenziale del-
I’arco ds = 4 a sen 37/2 d t; onde integrando da v = 0

: 8a 37 16 a 37
19) 8 =T 1 —cos——é— = ——gen? —.

Facendo ivi 7 =2n/3 si ha 16 a/3 come lunghezza dell’arco
compreso fra due cuspidi consecutive; onde la lunghezza totale del-
Vipocicloide ‘¢ sedici volte il raggio del circolo tritangente. Eseguendo
invece la integrazione fra v e /3 si ottiene ’

8a 37
cos 5
2

19)

)
Il

eliminando 7 fra le (17) (18') si trova
(20) 92 + R? = 64 a2,

ehe & l'equazione infrinseca dell’ipocicloide.

Col mezzo delle stesse equazioni (12) si effettua la quadratura
di una porzione dell’ipocicloide; in particolare si trova che la super-
ficie totale dell’ipocicloide ¢ il doppio di quella del cerchio trilangente.
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L’ipocicloide tricuspide gode di molte altre belle proprieta!),
le quali si possono stabilire, come fece il Cremona, applicando la
teoria generale delle curve piane, ma che si possono anche dimo-
strare sia con considerazioni geometriche dirette %), sia mediante
il caleolo 3). A noi & vietato di arrestarci ulteriormente su questa
curva; onde finiremo questo Capitolo notando come le curve di
quart’ordine tricuspidi, delle quali sono casi particolari la car-
dioide e 1’epicicloide tricuspide, vennero studiate da F. Padula*)e
poi dal Siebeck %), il quale (seguendo un concetto dello Schroter)
le generd mediante le intersezioni delle tangenti corrispondenti in
due coniche,. ritenendo per corrispondenti due tangenti i cui punti
di contatto sono allineati- con un punto d’intersezione delle due
curve.

1) Fra i piu recenti lavori relativi ricordiamo i seguenti: C. Wirrz, Die
Steiner’sche Hypocykloide (Diss. Strassburg, 1900); P. F. RuFrFiNI, Della ipo-
cicloide tricuspide (Rend. Acc. Bologna, 4900-01); A. Gos, Note sur 'hy-
pocfcloide & trois rébroussements (Mer. de Liége, 111 Ser., T. IV, 1902) e Sur
Uhypocycloide & trois rebroussements (Id., T. VI, 1906); J. NEUBERG, Notes
sur hypocycloide & trois rebroussements (Ivi); R. C. ArcHiBALD, The car-
dioid and the quartic with three cusps (Ann. of mathem., II Ser., T. IV, 1903);
M. ROEGNER, Die Steiner’sche Hypocykloide (Diss. Jena, 1908; con ampia
bibliografia); J. THOMAE, Ueber den Steinerschen Straklenboschel und der
Dreispitz (Leipzig Abh. T. 35, 1916).

) INTRIGILA, Studio geometrico sull’ipocicloide tricuspide (G. di Maten..,
T. XXIII, 1885); C. Wirrz, Diss. cit.

3) PainviN, Note sur Uhypocjcloide a trois rebroussements (Nouv. Ann.,
2. Serie, T. I1X, 1870); SimoN, Analytssche Geomeirie (Leipzig, 1900), XIII
Abschnitt.

4) Intorno le curve di quarto grado che hanno tre punti di regresso di prime
specie (Annali di Tortolini, T. III, 1852); in coprdinate omogenee tali curve
81 possono rappresentare con equazioni della forma

1
vV, V %, vV

) Ueber die Erzeugung der Curven dritter Klasse und vierter Ordnung
durch Bewegung eines Punktes (G. di Crelle, T. LXVI, 1866); v. anche
E. BELtraMI, Su alcuni teoremi di Fe#erbach e di Steiner (Mem. Acc. di Bo-
logna, II Ser., T. V, 1875; Opere matematiche, T. III, Milano 1911); A.
LonaH1, Sulle quartiche piane tricuspidali (Giorn. di matemat., T. 63, 1925).
Dal punto-di vista proiettivo la curva in questione non differisce dalla proje-
zione del contorno apparente di una rigata cubica; tale circostanza fu utiliz-
zata da G. STINER nella memoria Die dreimal beriihrenden Ellipsen der Stei-
ner’schen Hypocykloide (Progr. St. Gallen, 1899). Siccome la stessa curva
fu studiata elementarmente da J. THOMAE (v. nota !)), il quale la consi-
derd come inviluppo delle rette di WaALLACE da un triangolo e siccome

. stanno in linea retta anche i piedi delle oblique condotte sotto angoli

eguali ai lati di un triangolo da un punto della circonferenza circoscritta,
cosi era naturale proporsi lo studio dell’inviluppo delle risultanti o' rette;
esso & ancora un ipocicloide tricuspide, che, da questo punto di vista, ¢ stu-
diato nella nota di H. BSHMEL, Ueber cine Erweiterung des Steinerschen Strahl-
biischels (Jahresber. Deutsch. Math. Ver., T. 36, 1927).




CAPITOLO VIII

-

anrtiche podarie dell'ipocicloide tricuspide.

75. L’ipocicloide tricuspide, studiato nel Capitolo precedente,
& importante, non solo pel gran numero di belle prerogative di
cui ¢ fornito, ma anche per essere germe di altre curve particolari

' notevoli; valga a di-

. g ‘ mostraa‘lo il presente

i’ Capitolo, al quale & af-

: fidato il compito di far

conoscere quelle di sif-

atte curve che sono del
quart’ordine.

Notiamo anzitutto
che «se (fig. 30) sopra
la periferia di un cer-
chio (di centro O e rag-
gio r) & dato’'un punto

N D e si prendono da
e parti opposte di D delle
o coppie di archi tali che

arc D8 =2 arc DS,
l.mmmEg(_) delle rette
88 & un 1pomclmde
tricuspide ». Posto in-
Fig. 30. fatti are D8’ = e, se
0 & 'otiginé e 0 D I'as-

se della =, la retta. S S’ avry per equazione

a a a 3a
€ CO8 —— -+ Y 8en —— = 7 CO8 '~———;
. g Y 2 g '

questa essendo della stessa forma della (15) del Capitolo prece-
dente, la proposizione enunciata & evidente.
é e, Ora se si prolunga la corda 8 8§’ da una parte e dall’altra per

‘:4
~ ¥

D

ebta fissa r, 8i conduce da P una corda arbitraria P R; allora il
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modo che risulti ST =& 7" =8 & il luogo dei punti 7,7 &
una nuova curva, la cui rappresentazione analitica si ottiene come
segue. Sia H il punto medio della corda S 8’; siccome dal punto O
al punto 7 si pud andare tanto pel cammino rettilinec O T, quanto
lungo la spezzata O H T, cosi, proiettando sugli assi, si attiene:

— a — « — o« — a
w:OHcos——2~—HTsen—-2—,y:OHsen—2—+HTcos—2—

ora, O H = r cos 3a/§, T H = 3 rsen 3e/2, onde

3a 14 3a T a
w:rv{ cos cos — — 3 sen gen —— },
2 2
3a a 3a a
y=r{ cos sen——+3sen—2——eos—5—}
o piu semplicemente
(2) . ‘x=r(2cos2a—cosa), y =7 (2sen2 a + sen a). :

Facendo tg a/2 =1 si ottengono per x,y espressioni razio-
nali fratte del quart ordine, le quali conducono a concludere che
la curva di cui si tratta & una quartica-trinedale, con tre assi di sim-
metria, formanti fra loro angoli di 1269°: Bendhe tale curva abbia
dato materia a molteplici investigazioni ), non reputlamo del caso
D'arrestarsi a studiarla. [—
Passiamo invece a occuparci della curva podaria di un ipo- !
cicloide tricuspide rispetto ad un punto del circolo tritangente (v. |
p. 193). E una curva che porta il nome di trifoglio obliquo, datole
da G. de Longchamps 2) ed usato dal Brocard, autore di una pre-
gevole monografia su di essa®). L’equazione della curva in que-
stione si potrebbe ottenere facilmente mediante I’equazione generale
della.tangente dell’ipocicloide; ma noi preferiamo arrivarvi partendo
dalla seguente definizione (segnalata dal De Longchamps) di cui
in generale essa & suscettibile.
« Data una circonferenza (fig. 31) un punto P di essa ed una .,

cerchio di centro R e raggio P R taglia la parallela condotta da B f

a r in due punti M., M’ il cui luogo & un trifoglio obliquo » 4).

1) Sono segnalate nella memoria del BROCARD Le irifolium (Journal
de Mathém. spéciales, 1891), p. 17 dell’estratto. . .

) Sur le trifolium (Journ. de Math. spéciales, 1887). [

3) V. nota antiprecedente. ) o P

4) B facile vedere che tale costruziene equivale ad una speciale tra- *
sformazione geometrica effettuata sulla data circonferenza.

\
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Per trovarne 'equazione scegliamo un sistema polare del quale
il polo sia P e I’asse polare il diametro P O D del dato cireolo; chia-
miamo poi ¢ I'angolo di questo diametro con la retta fissa 7, a il
raggio del circolo suddetto e p, w le coordinate di un punto qua-
lunque M della curva. Sard

.

PR_2aeos (2w—a),g~l’ M—2PRcos(w-—-a),

onde

(3) . ep=4acos (2w—a)cos (w—a),

Fig. 81. — Trifoglio obliquo.

o, se meglio piace,
3" g='2acosw+2acos(3w——-‘la)

¢ I'equazione domandata 1). Passando a coordinate cartesiane essa
diviene:

(a2 +92)? ) ’
(4) -—2—y—)—=m(w2+y2) + z (22— 3 9?) cos2a+y&'————'y"’)sen2a
a

Se ne deduce che il trifoglio* obliquo & una curva del quart’or-
dine di cui P é punto triplo; le corrispondenti tangenti formano
coll’agse polare gli angoli

de la triséction de l’a/ngle (Algers, 1874).

1) H. BROCARD, Mémoire sur divers prablémes dont la solution dépend
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onde due sono fra loro ortogonali e la terza & normale alla retta
fissa. Nei punti ciclici del piano il trifoglio & toccato dalla retta al-
Pinfinito.” Risulta dalle formole di Pliicker che la curva di cui trat-
tiamo & di sesta classe e possiede sei flessi e quattro tangenti doppie;
una di queste &, come si disse, la retta all’infinito, altre due sono
le tangenti al dato cerchio parallele alla retta fissa; la restante &
reale e a distanza finita (v. la figura). Lasciamo al lettore di verifi-
care, servendosi delle equazioni precedenti, che’il cerchio dato sega
il trifoglio, oltreché nel punto P e nei punti ciclici del piano, nei
vertici A, B, C di un triangolo equilatero; e che il trifoglio passa
pei punti @, @', in cui la parallela condotta da D alla retta fissa
& tagliatar dalla circonferenza di centro D e raggio D P ed & ivi
toccatg dalle perpendicolari condotte dai detti punti al diametro OD.
Se si pone

opr=2acosw , g, =2 acos 3 (2a/3 — )

la (3') diverrd p = p; + p,; ora di codeste equazioni la prima rap-
presenta il circolo dato, mentre la seconda appartiene (v. Lib. V,
Cap. 8) a quella particolare rodonea conoseiuta sotto il nome di #ri-
foglio equilatero; onde il trifoglio obliquo si pud costruire addizio-
nando i raggi vettori corrispondenti di un cerchio e di un trifoglio
regolare opportunamente disposti. . +...70

B facile dimostrare che la medesima curva si pud costruire
come segue: Data una conica passante per l'origine O delle coor-
dinate, da un suo punto arbitrario M si abbassano le perpendi-
colari sopra i suoi assi e se ne congiungono i piddi A, B con retta;
il piede P della perpendicolare condotta da O ad A B ha per luogo
un trifoglio obliquo 1),

76. Ad ogni valore dell’angolo a corrisponde un particolare
trifoglio. Sono degni di menzione quelli che nadscono supponendo
@ =0 0 a = n/2. L’equazione polare del primo & (posto per ab-
breviare 4'a == dy--

(5) o =4dcosgpcos2g

.
1) K. ZAHRADNICK, Usber eine bifut onale kigbische Verwandschaft und

~deren Anwendung (Wlener Sihungsben. T. CXIV, II Abt., 1905) Un’altra

generazione & contenuta nella Cuestién 32 proposta dal BROCARD in Progréso

(T. I, p. 292) e poi risoluta (T. I1I, p. 241 e 261). Eccone 'enunciato: « Un '

hilo de longitud ‘d estd fijo 4 un punto A de una circumferenza de radio ay
Heva en su otro extremo un peso M que lo tiende. El hilo pasa por un pe-
queno anillo B que se mueve 4 lo largo de la circumferencia O 4. Hallar el
lugar de los puntos M ».
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o anche
(5’) o =dcos g —2dcos ¢ sen®q,

mentre quella del secondo &
(6) ' o =4asenw sen 2 .

Ora le curve rappresentate dalle equazioni (5) e (6) furono in-
contrate da G. de Longchamps, il quale le chiamd risp. trifogliq
retto 1) e foglia doppia retia ?); egli additd uno speciale metodo di
generazione della prima e un procedimento, che ora esporremo pure,
per trovare una curva piu generale della seconda.

I. «Dato (fg. 32) .on segmento rettilineo O 0’ = d, si con-
duce per O una retta

4 . arbitraria sulla qua-
le si abbassa la per-
‘ pendicolare 0" M;
m{ sia M’ il simmetrico

. — x di M rispetto a 0 0’
e e P il piede della
Iy perpendicolare con-
dotta da M' a O M.
Il luogo del punto
P & un trifoglio ret-
to »%). Per trovarne
I’equazione assume-
remo O per polo e O O’ per asse polare; si avra allora successivamente:

Fig. 32. — Trifoglio retto.

- o = deosw — 2dcos w sen®w )

che coincide con la (5'). La corrispondente equazione cartesiana

-
1) Una costruzione stereometrica se ne trova fra le Notes géoméiriques

sur le trifolium droit (Mathésis, III Ser., T. 1V, 1904) di A. DRroz-FARNY. |

2) La prima menzione di questa curva leggesi nei Tratlenimenti ma-
tematici (Brescia 1764) di- G. B. Suawrpl (p. 184). Altra s’incontra nella
Abhandlung iiber die Kurve deren Natur durch die Gleichung y*= (43
x — 2 x2) y* — x* qus gedrackt wird (Breslau 1833) di J. K. JOBISCH. ,

3) G. pE LONGCHAMPS, Hssai sur la géométrie de la régle et de Vequene
(Paris 1890), p. 125.

() Medinsls yatn 1 8Lt focilo Lotin oo Shtun oo Sy
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@+ ¥ — dao (@ — y?) = 0 mette in evidenza che la curva
consta di tre foglie, due fra loro simmetriche rispetto a O 0, 1a terza
simmetrica rispetto a questa retta; inoltre le tangenti alla curva
nel punto triplo O sono I'asse delle y e le bisettrici dell’angolo degli
assi; finalmente, oltre la retta all’infinito, sono tangenti doppie
della curva le tre rette © + d/8 =0 , y+ d/4 = 0.

11 trifoglio retto presenta una grande analogia di forma con
una quartica razionale considerata quasi due secoli fa da G.
Cramer, il quale notod essere dessa « un espéce de tréfle » generabile
nel seguente modo !): « Dato un cerchio di centro C e raggio r
nonché un punto O della sua periferia, si prendano comeé assi le due
rette che passano per O e formano con O C angoli = x/4; tracciat
Tordinata N P di un punto qualunque N del cerchio, si segniﬁalv
punto M tale che si abbia M P° =0 P . N P, e se ne consideri il
luogo geometrico ». Sitrova agevolmente che ’equazione di questo &

A AR

) Ayt —2az (@ — y?) =0,

avendo posto per semplificare r = a/ 2. 1l trifoglio di Cramer
& pertanto una quartica avente O '

per punto triplo, la retta x - > D
a(4/2—1) = 0 per tangente dop- '
pia, ecc.; non passa pei punti
cielici. 7 : P
IT. «Dato (fig. 33) I'angolo /
retto A O B, sui lati del quale
sono segnati i punti 4,B, su
una retta qualunque condotta per N
B si cala la perpendicolare A4 M x
se M H ¢& perpendicolare a O A
e H P perpendicolare a A M, il
luogo del punto P & una foglia
doppia obligua »2). Per trovarne
I’equazione chiamiamo a, b le di-
stanze di 4, B da 0O, ed assumiamo A per polo e O A per asse polare.
Proiettando sopra A M la linea poligonale A O B M otterremo

b!k

Fig. 33. — Foglia doppia obliqua.

A M =acosw + bsen w

1) Imtroduction o Uanalyse des lignes courbes algébrigues (Genéve, 1750),
pag. 421.
t} G. pE LonecHamps, Essai, p. 122.

ol I WP
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D’altronde si ha:

o=HP=APcosw=A4 Mcos*w

dunque finalmente
(8) o —acosdw + bsenw costw

& l’equazione che cercavasi. La ecorrispondente equazione carte-
siana & i

9) @ + ¥*) = o (a2 + by)

onde la foglia doppia obliqua ha in 4 un punte triplo; le corrispon-
: denti tangenti sono I'asse
delle ¥ contato due volte
e la retta ax + by = 0.
Nel caso speciale a =0
le (8) (9) divengono

5 x (8') g =bsenw cos’w,

Fig. 34. — Foglia doppia retta. (9') (x2 + yz)": bw"y;

ora la prima si muta nella (6) cambiando b in 8 ¢ e w in 72 — o,
mentre la seconda prova che la curva di cui si tratta consta di due
curve fra loro simmetriche rispetto a O y (fig. 34): donde il nome
di foglia doppia retia che essa porta. Dalla (9), gscambiando z con y
e scrivendo 4 « invece di b si deduce

9 y=+VartVaer—2a,

onde a foglia doppia retta appartiene alla classe di eurve a cpj &
consacrato il Capo X del presente Libro. Essa risolve una questione
proposta nel 1857, dal Montucei nelle Nouvelles Annales (p. 449)
e coincide con la curva duplicatrice adoperata dallo stesso geometra
nel lavoro Résolution de U'équation du 5.e degré (Paris, 1869). NQ-
tiamo che la equazione (9') riesce utile per lo studio della foglia

- doppia retta 1): infatti essa conduce subito alla determinazione del-
Varea della curva:

2{fo/as +4/as—d)do— [ (/az—y/av—ado}=
) =4_[0°\/ax—x2dw=na2/2‘ -

1) Cfr. ELGE (= G. DE LoNGCHAMPS), Sur le folium double (Journ. de
Math. spéciales, 1896). .

~
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N¢ va taciuto che nell’Introduction del Cramer si trova una curva
di forma somigliantissima alla foglia doppia retta; alludiamo a
quella generabile come segue !): « Dati un cerchio (di centro C e rag-
gio r), un suo diametro e la tangente in un suo estremo, si consideri
un segmento M N parallelo a O C e compreso fra la periferia e la

tangente; si porti sopra la retta corrispondente il segmento N P = .

=V ON.N M e si considera il luogo del punto P ». Questo ha
per equazione a* + y* = 2 a xy? ed una semplice discussione ne
prova I'analogia di forma colla foglia doppia retta.

71. Abbiamo visto nei due numeri precedenti che il trifoglio |
generale-ammette come casi particolari il trifoglio retto e la foglia }’ g
doppia retta, mentre. non rientra in esso il trifoglio regolare del
quale abbiamo fatto incidentalmente menzione nella chiusa del n. 73.
Ora il Brocard ha osservato %) come vi sia un’altra curva podaria
dell'ipocicloide tricuspide, della quale sono casi speciali tutte tre
quelle curve ed altre ancora. E la podaria rispetto ad un punto 4
di una delle tangenti cuspidali. Per trovarne 1’equazione chiamiamo
a la aseissa del punto A; e osserviamo che la perpendicolare con-
dotta dal punto A alla retta (1) (pag. 199) ha per equazione

( ) a a
r — a)sen — — Y €08 — = 0.
2 2

L’equazione della podaria brocardiana si otterrd eliminando «
fra la (1) e questa equazione; ora siccome questa da:
a Yy a r — a
sen ~—— = — ———————————— co8 —

P e T SV sy S

cosi la (1), seritta come segue

3

guida subito alla seguente rappresentazione analitica della curva di
cui si tratta:

(10). {w(x——a)+y2}{(w_a)2+ya}
:r(x—-—‘-a){ (@ — a)t — 3y2}

a a a a
z cos — + ysen — =r { cos® — — 3 cos — sen?
2 2 2 2 2

" Trasportando l’originé nel punto 4 e poi passando a coordinate

1) CRAMER, FIntmd.uction, p 413.
%) V. la monografia succitata, p. 26 e seg. dell’estratto.
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polari si ottengono le altre equazioni

1) (@ +y+ax) @ +9))=rz@—31)
a2) o= (r—a)cosw—47r cos ® sen®w

- ovvero ’

(127 o=— (@ +3r)cosw + 47cos®w

La (11) fa vedere che la podaria brocardiana & una quartica
razionale circolare avente il punto A per punto triplo; delle cor-
rispondenti tangenti una & sempre reale (I’asse delle y), le altre (sim-

metriche rispetto a O x) lo sono se A ¢ interno al circolo di centro O |

e raggio r: in tal caso la curva consta di tre foglie, aventi due a due
tre tangenti comuni; queste e la retta all’infinito sono bitangenti
della curva; ecc.

La (12) e la (12°) servono opportunamente a mettere in evi-
denza i casi particolari pil salienti della curva in questione:

1 Se a +3r =20 la (12') diviene p = 4 r cos® w, che ve-

dremo (Libro V, Cap. XI) rappresentare una proporzionatrice se-
condaria 1).

20 Se q=7r la (12) d2 p=— 4rcosw sen’>w = — 2r
sen o sen 2 w, che vedemmo essere I'equazione di una foglia dop-
pia retta. : ‘

30 Fatto nella (12) r — a = d , 27 = d otterremo l'equa-
zione di un trifoglio retto. ’ )

40 Supposto finalmente & = 0, la (12') diviene p =
r (4 cos®w — 308 w) = recos 3w, equazione di un trifoglio re-
golare. ) ‘
Resta cosl dimostrato quanto asserimmo in principio di questo
numero ed in pari tempo segnalata una comune maniera di genera-
zione di quattro curve particolari.

1) Cfr. V. JERABEK, Podaire de Uhypocycloide de Steiner par rapport
d un point de rebroussement (Mathésis, 1II Ser., T. V, 1905).

CAPITOLO IX

Le ovali di Cartesio.

78. Se gettiamo uno sguardo sopra i quattro precedenti Ca-
pitoli, vedremo facilmente qual sia la catena che li unisce; dopo
di avere studiata la concoide di Nicomede (Cap. V) ci occupammo
delle generalizzazioni che ricevette, in particolare delle concoidi
a base circolare (Cap. VI); essendo una di queste una quartica con
tre cuspidi, fummo indotti a considerare un’altra curva speciale
con la medesima qualitd, cioe Dipocicloide tricuspide (Cap. VII?
e quindi certe quartiche che da questo derivano (Cap. VIII).
Ma ora, esaurito questo gruppo, riprenderemo l’ordine cronologicc
(da cui ci stacchiamo soltanto quando la concatenazione logica
lo esige) ed osserviamo che Desecartes nel II libro della sua Géométrie,
per illustrare sopra un esempio interessante i nuovi metodi di cui egli &
Pinventore, fece conoscere la definizione e le prime proprieta «de cer-
taines ovales que Vous verrez etre trés-utiles pour la théorie de
la catoptrique et de la dioptrique »!). Sono le curve ordinariamente
chiamate ovali di Cartesio o — per le loro proprieta ottiche — curve
aplanetiche %); Descartes ne espone la seguente descrizione, celando
perd la considerazione che lo condussero ad immaginarle:

Siano dati (fig. 35) due punti F, G ed una retta r segante
F G in A; si tracei un cerchio di centro F e raggio arbitrario e sia
B una delle sue intersezioni con la retta F' Q. Si determini poi su r

1) La géométrie de Réné Descartes (Nouv. éd., Paris 1886), p. 41 e seg.

2) Il VALLEE (Mémoire sur la vision, Mém. des Sav. étr., T..XII, 1854)
usa il nome opioide, che cadde ben presto in dimenticanza. — Per la bi-
bliografia vedi LicUINE, Liste des travaux sur les ovales de Descartes (Bull.
des Sciences mathématiques, I1 Série, T. VI, 1882). Recenti esposizioni delle
proprieta delle curve in questione trovansi nei lavori: A. HiMsTEDT, Ueber
cartesische Ovale (Nordhausen, 1906) e CLaArA L. BacoN, The cartesian oval
and the elliptic functions p and ¢ (Amer. Journ. of Math., T. 35, 1913). Ag-
giungiamo che il DE MAIRAN considerd altre linee di quart’ordine aventi
applicazioni nella teoria matematica della luce; sono-le curve anaclastiche
zty® Lyt (b 4 y): - me . R
iy +—‘Z’_(b——+—§)‘= - (v. il lavoro Sur la-refraction des
corps in Mém. de I’Acad. des Sciences, Paris 1740). .

di equazione

sk
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un punto € tale che si abbia AC/AB = A, A essendo una co_sta.ntg
(indice di rifrazione) « & savoir celle qui mésure les réﬁ:a,ctlons 8i

* : ) on veut s’en _servir
pour la dioptrique ».
Si prenda ancora so-
pra r il segmento
AR=AG e con
centro @ e raggio C R
si descriva un secondo
cerchio a tagliare in
M quello gia traccia-
to. Il lnogo dei punti
M & un ovale di Car-
tesio.

Da questa costru-
zione abbastanza com-
plicata & agevole de-
durre un’elegante pro-
prietd atta a caratte-
rizzare le curve di cui

oi occupiamo. Osserviamo infatti che, essendo per costruzione

Fig. 35.

FM—-—FB=FA+AB=FA+13-40,

G M—=CR=AR—AC=4G—AC,

ALFM+G M=2AF +AG;

o, scrivendo per maggiore simmetria ufv invece di 4,

uMF+v M G=u AF +v- AG.

Ora il secondo membro & una lunghezza conosciuta; ponendo

a p-AF+v. AG=1
otterreino )
(2) ‘ ,u-fl——}’—«l-v.:’f_é:l,

i i K i io é 1 1 ti le cui
equazione che dice: Un’ovale di Cartesio é il luogf) dez‘ pun
dgstanze da due punti fissi moltiplicate per numery dati, dcmn? unae
somma costante ). 11 paragone della (2) con la (1) mostra che 'ovale

1) La (2) & in sostanza l'equazione dell'ovale in un sistema di coor-
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b

passa pel punto A; invece la (2) fa vedere che se v — p Povale ¢ '
diviene un ellisse di funochi ¥,G e se y — — 4 un’iperbole, casi |
questi che noi escluderemo costantemente dalle nostre considerazioni.
Un’immediata conseguenza dell’equazione (2) & che Povale di

Cartesio appartiené alla categoria composta dai Inoghi dei punti
per cui ¢ costante la somma delle distanze da n poli fissi, moltipli-
cate per altrettanti costanti. Come & noto le normale in un punto M
di un tale luogo si ottiene conducendo da M dei segmenti diretti
a quei poli e proporzionali ai numeri dati; la loro risultante sard

. la normale in M alla curva ). In particolare per costruire la nor- .
mgle nel punto M dell’ovale prenderemo sulle rétte M F, M G
due punti P, Q tali che si abbia MP|u = MQ[v e completeremo
il parallelogrammo P M @ N; la sua diagonale M N sard la nor-
male 2). Ora se chiamiamo i,» gli angoli F M N, G M N avremo
MP[sen r = MQ/[sen i, equazione che, paragonata alla precedente,
da senr/seni = ufy = A. Cid prova che se un’ovale di Cartesio
separa due mezzi il cui indice di rifrazione sia A, un fascio di raggi
luminosi emananti da F si trasforma in un fascio di raggi concor-
renti in G ?): donde I'importanza ottica delle curve di cui si parla

© la spiegazione del nome di fuochi comunemente dato ai punti
F, G e di quello di linee aplanetiche (ciod senza aberrazione). dato

a tali curve.

79. Preso per polo il fuoco F, detta h la distanza F G e g, i
@ le coordinate polari di M, 1a{2) assume il seguente aspetto:

pe +V\/92~2ghcosw+ﬁé:l 1«1*&3
ossia ; .

B P— )+ 20(ul—rPheosw) + 2R — 2 =0,

nel caso particolare in cui & y = ]l/hl quest’equazione si semplifica

divenendo e
X 2 h? 2 ul
o= €08 @ — ——
P o u? 2 —

dinate bipolari, avente F, G per punti fissi. Da questo punto di vista la
stessa equazione venne gid largamente sfruttata.

1) Poinsor, Journ. Ec. pol., XIII Cah., 1806, p. 206; G. PEaxo, Appli-
cazioni geometriche del calcolo infinitesimale (Torino, 1887), p. 140.

?) Un’altra dostruzione venne indicata nel 1688 da FATIO DE DUILLIER :
ofr. P. SERRET, Des methodes en géomdirie (Paris 1855), p. 52-57.

®) Alla stessa conclusione il FRENET (Recueil d’exercises sur le caloul
infinitésimal, 111 ed., Paris 1873, p. 221) giunge applicando alcune for-
‘mole generali; egli porge cosl I'analisi di quanto Cartesio espone sinteti-
camente. . )

14. — G. Loria, Curve piane speciali algebriche e trascendenti.

-
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e quest’equazione, in forza nel n. 70, eq. (3), dice che la lumaca di
Pascal ¢ una speciale ovale di Cartesio.

E qui cade in acconcio notare che Chasles ha creduto di avere
§coperta. una trasformazione geometrica capace di mutare un cerchio
in un ovale di Cartesic 1), mentre essa non da che una lumaca di
Pascal %). Se infatti si esegue sul circolo g*— 2 a p cos w -+ b = 0
la trasformazione individuata dalle formole o = 4/ Moy, w = w,[2
si ottiene la curva di equazione -

[ (@ + 9%) —2mato + WP — 4m? (a2 — PR (@2 4 9%) =0,
cioé una lumaca avente per punto doppio quelle di coordinate

w.zbﬂ/m » ¥=0. Se invece sulla lumaca di equazione g, = a -+ b cos w,
si effettua la trasformazione

, ek
; i

W = w; ,
8i ottiene la curva di equazione polare
¢ — e (@+b cosw) + &4 =0,

la quale & una ovale di Cartesio 3).

U La costruzione delle ovali che scaturisce dalle considerazioni

precedenti offre un interesse molto minore di altre che ora espor-
remo. -

) Se a’, b’ sono le coordinate di F e a’,b"” quelle di @ la (2)
si pud serivere: i

@) uV@—aP g —bP +ry/e—a"R+ ly—P=1; -
ora & sempre possibile in infiniti modi determinare due lunghezz
7', 7" tali che sia -

: pnr Fovr’ =1

- T
in conseguenza la (4) pud scriversi - ¥ iema b

(5) Vie—a) “fjw(‘?/"'b')z—rl
»\/ (w_ar/)z + (y__brf)"g__r//

=|e

1) Apercu historigue, Nota XXI.

%) L’errore di CHasLes fu rilevato dal CAYLEY sin dal 1850 (Addition
au mémoire sur quelques transmutations des lignes courbes,.Journ. de Math.,
T. XV) e 801 da M. D’OCAGNE (Sur un mode de génération des ovales ae
Descartes, C. R., T. XCVII 1883). :

3) CAYI:EY, Note on the theory of cartesians (Quarterly Journal T. XV,
1878); cfr. il precedente articolo dello stesso autore On the mechanical de-
seription of a cartesian (Id., T. XIII, 1875).
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Ora il numeratore del primo membro misura la distanza del
punto (z,y) dal cerchio I di ecentro (a’, d’) e raggio »’; analogo
significate ha il denominatore rispetto al eerchio I di centro

(@”,b”) e raggio . Si conclude pertanto, con Newton: Un’ovale !
di Cartesio si puo considerare come il luogo dei punti le cui distanze *

da due cerchi fissi stanno fra loro in un dato rapporto 1).

Da questa proposizione si pud dedurre un’altra generazione,
seoperta da Chasles; & espressa dal seguente teorema:

Dati due cerchi I" , I’ ed un punto O della congiungente i loro
centri O’ , 0", sc attorno a O si fa ruotare una trasversale t che ne
tagli le periferic nei punti P, , Py, P,” , P,” i raggi O'P,', 0’ P/
di I" taglieranno i raggi O , P, , 0" P, di I in quattro punti M
il cui luogo & un’ovale @i Cartesio. Considerando infatti il triangolo
M 0’ 0" tagliato dalla trasversale ¢ nei punti 0, P,", P,” avremo

00 0" Pl” M Pll

OIIO : MPII . 0! I)li

d’onde (se #', 7" sono i raggi dei cerchi dati)

M P o"'o
- = - — == ¢ost.;
M Plr/ 0/ O 7'“

e questa relazione, in virth del precedente teorema di Newton, abi-
lita a concludere il teorema di Chasles. Tale proposizione, benché
sia un corollario della precedente & importante, non solo perché da
un modo facilissimo per descrivere ’ovale per punti, ma anche
perché guida ad una ottima costruzione della tangente: giacché
Chagles osservd che la tangente in M e le tangenti a I, I nei
punti corrispondenti concorrono in un medesimo punto. Dalla stessa
proposizione si desume che una curva di Cartesio completa consta,
non di una sola ovale (come credevano Descartes ed i svoi immediati
seguaci), ma, come notdo Chasles, di due ovali coniugate, non aventi
(al finito) aleun punto comune.

I’equazione (4) guida anche ad una generazione stereometrica
delle curve di cui trattiamo 2). Consideriamo infatti due coni di ri-
voluzione ad assi paralleli; essi' potranno ritenersi rappresentati
dalle equazioni: )

r . 2%
(.’I)— a')z + (y _b')z — u,
h'?

1y Phil. natur. Principia math., Lib. I, Sect. XIV.

2) F. J. (GABRIEL MARIE), Exercises de géoméirie analytique (1II ed.,
Tours et Paris, 1893), p. 693. Questa generazione & caso speciale di quella
indicata in principio del n. 59 per tutte le quartiche ellittiche.
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-

r” r? rl’” (h” -—z)a
(x—'a‘ )3’*" (y’_b )2=—"7;-—-;

la proiezione sul piémo* z y della intersezione di queste due superﬁéie
sard rappresentata dall’equazione risultante dall’eliminazione di 2
fra queste equazioni, cioé da :

’

eV E— I T = -

V= F G = =k —

Avendo questa la forma (4) si conclude che: L’iniersezione di
due coni. di rivoluzione ad assi paralleli, i proietia ortogonalmente
sopra un piano perpendicolare a questi assi in un’ovale di Cartesio.

: PO— Le stesse curve s’incontrano nella teoria delle funzioni di va-
5 riabili complesse; se, infatti, si pone o

. wtiv=p@+iy),

3 p essendo la nota funzione di Weierstrass, si ottiene fra i due piani
ST (v,9), (z,y) una corrispondenza tale che alle rette u — cost. o
v == cost. corrispondono curve della detta specie 1),

Queste sono forse le piu interessanti, ma non le uniche maniere
per generare le curve aplanetiche; noi non possiamo attardarei ad
esporre quelle escluse, onde rimandiamo chi desidera conoscerne
altre alla Nota XXI dell’dper historique di M. Chasles.

Soltanto osserviamo che Ta precedente genesi stereometrica
delle ovali di Descartes guida a due convenienti costruzioni delle
stesse, applicando i metodi insegnati dalla geometria descrittiva per
costruire I'intersezione o di due coni o di due superficie di rotazione
ad assi paralleli.

80. Le pih rilevanti proprietd delle ovali di Cartesio si dedu-
cono dallo studio del loro contegno allinfinito. Per determinarlo
riprendiamo la equazione (4) supponendo in essa per semplicitay
¢ =—a" =a , V¥ =b" = 0; posto poi z + iy =&,
x — iy = y/C essa diverra . ‘ - ' -

MVE—a) = ab +r/ETal GFad =1¢

5

) E. HAENTSCHEL, Ucber das cartesische Oval (Arch. f. Math. u. Phys.,
T. 69, 1883) e Ueber e¢in orthogonales System von bizirkularen Kurven vierten
Ordnung (Progr. Berlin, 1908): i
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o0, razionalizzando,

© [ E—al) g—al)—2(E+al) i +a)f —

—2POR(E—al)(p—al) +R(E L al) () +al)] LB —o.

Questa prova che i due punti (£ =0 1 {=0e(n=0,;=0),
ciod i punti ciclici del piano, sono doppi per la curva (6). Le tan-
- genti nel primo, nelle coordinate ¢, 7, {, sono complessivamente
- rappresentate dall’equazione [u? (§-—a()—12 (£ +-q )P =0, onde
quel punto ¢ una cuspide!) e la corrispondente tangente ha per
equazione - ' ;
w9
= a C
w— 2

)
in coordinate cartesiane tale tangente & rappresentata dall’equazione
} p 9 |
T+iYy =—a.
w—

Similmente P’altro punto ciclico & pure una cuspide e

u A+

¢ I'equazione cartesiana della corrispondente tangente. Le due tan-
genti cuspidali ora trovate si tagliano nel punto reale di coordinate

W+

7 T = ————q
) pr

y ¥y =0,

che & un fuoco straordinario multiplo dell’ovale.

Per trovare i fuochi ordinari cerchiamo le tangenti che si pos-
sono condurre all’ovale (6) punto £ =0, { =0. Poniamo
percid nella (6) £ = k £; I'equazione risultante & divisibile per & e
noi sceglieremo % in modo che, tolto questo fattore, si abbia una,

equazione in £/y con una radice doppia. Affinché cid accada k deve
soddisfare alla condizione: '

P — ) kB +2ap)=0

!) Quest’importante osservazione appartiene al CAYLEY (v. I’ Addition
citata nella nota preced.), il quale cosi corresse 'asserzione di CHASLES che i
punti_ciclici sono punti doppi dell’ovale. In conseguenza questa & di 68
non ‘di 8% classe come riteneva questo celebre geometra. .
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avendo post.o per brevita:
p=pl—ak)—»P* L +ak), g=p1l—ak)++»*(1 +ak)

Ora quell’equazione si scinde in queste tre: p — ¢ = 0,
p+q=0,kl+ 2ap =0, le quali danno per 1/k i tre valori

@+ P r 1
a,—a , a —

uE— 2a ”2__,,2'

Dungue dal punto ciclico £ =0 , { =0 si possbno condurre al-
T’ovale (6) tre tangenti rappresentate risp. dalle tre equazioni:
. . . s B 1
x 1LYy =a,x t1Yy=—a ,x+1yYy =0—-" — —
+ 1y y @ + 1Y ’ Y prr 2&[12—1)2
Similmente
u® 2 [ 1

T—iyYy =@ , L— 1Y =—@a , L—1Y = @ ——— — ——
Yy ) Y - ’ Y P Y0 @t

rappresentano le tangenti condotte dall’altro punto ciclico. Segue
da ci0 che la curva ammette per fuochi i tre punti

W+ B 1
ut—2 2a ut—»

@8) z2=a,y=0;r=—a,y=0;2=20a

I primi due non sono che i punti fondamentali F , G, i quali
quindi sono fuochi non solo nel senso ottico ma eziandio nel senso
pliickeriano; il terzo & un nuovo fuoco reale H, che Chasles ha se-
gnalato per primo ai geometri '), ma che sembra non fosse sfuggito
all’acuta mente di Descartes ?). Dimostreremo ora che la curva si
comporta nell’identico modo rispetto ai suoi tre fuochi. A tale scopo
faremo un cambiamento di coordinate assumendo come nuova ori-
gine il fuoco singolare della-curva; rispetto ad essa i punti ¥, G , H
hanno per ascisse rispettiv.

24 2 a 1
o = — —— = e —_— = e ———
u2—1? ’ HE— 92 'Y 2a pr—»r

1) Apergu historique, Nota XXI.

2) Cfr. P. TANNERY, Les « excerpta » des M. 88. d» R. Descartes (Abb.
zur Gesch. der Mathem., T. IX, 1899, p. 509). Va rilevato che la eurva di
cui trattiamo. possiede, fuori del suo piano, infiniti fuochi, che riempiono
una cubica posta nel piano condotto per la retta F G H perpendicolarmente
al piano dellovale (v. DaRBoUX, Théorémes sur Uintersection d’une sphére
et d’une surface du second ordre, Nouv. Ann., II Série, T. III, 1864).
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Osservando che si ha

4 a? (2 +?)+ 12 402 22T (492
=——————, fytyataf = ,
ety 2a (i — ) By +ra+af P
2alr uty?
efy=——F—"r
(u® — 22

si ottiene come nuova equazione dell’ovale la seguente:
) @+ P— By +ye+ap)F+ 2epy2o—(c+f+y)]=0)

la cui perfetta simmetria rispetto alle costanti «, §,y dimostra
l’enunciata identitd di contegno della eurva rispetto ai tre fuochi.

Una conseguenza immediata di tale fatto & che per tutti i punti M
dell’ovale si avranno due altre relazioni analoghe alla (2), cioé del
seguente tipo:

W-M G+ MH=U , p' MH+v' M F=1",

ciascuna di esse, combinata con la (2) prova che fra le distanze di
un punto M dell’ovale di Cartesio dai tre fuochi F , G, H, passa una
relazione omogenea a coefficienti costanti, cioé del tipo

fMF+g- MG+h- MH=02.

81. L’equazione (9) pud applicarsi molto convenientemente
allo studio dell’ovale di Cartesio. Essa, per esempio, mette in evidenza

atB+y

che r =
9

¢ lequazione dell’unica tangente doppia posseduta dalla curva e
che i relativi punti di contatto stanno &l cerchio z° + y* = fy -+
+ ya + Ba. Essa fa poi vedere che per trovare le tangenti di data
direzione della curva (9) bisogna combinare questa coll’equazione

1) PANTON, The educational Times, Question 2622. )
2) I coefficienti f, ¢, & si esprimono come segue in funzione di o, 8, y:

f=B—%vVa.,.g=@F—aVB, h=(a—B 7

I’equazione trinomia ora trovata pud applicarsi al tracciamento mecca-
nico dell’ovale (v. ZEUTHEN, Tidskrift, 4* Serie, T. VI, 1882). Per altri
scopi essa trovasi utilizzata nelle memorie di J. pE VRIES, Recherche surs
les coordonnées multipolaires (Arch. Teyler, II Ser., T. V, 1896).
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’[39’+3'2—'(ﬂ'}’ +ya +aﬂ)].¢,+ 2afy
[#* + 4> — (By + ye + of)]y

7 essendo uﬁa costante data. Ora siccome Ia coppia di equazioni
(9) (10) equivale alla seguente

(10) Ty

2efy —(ty—a)[2® + ¥ — (By + ya + ¢f)] =0,
afy + Gy —2R 20— (e + B + p)] = 0;

e siccome da queste scaturisce la nuova equazione

A1) 2y—2)2e—(@+ B+ Y]+ 2+ 9*—(By +ya +af) =0

cosi i punti di contatlo delle sei tangenti di un’'ovale di Cartesio pa-
rallele ad una dirczione assegnala stanno sopra una. conica. Si ogservi
che nella (11) 7 entra linearmente; e si vedra che le oo’ coniche
rappresentate dalla (11) costituiscono un fascio avente per punti
base le intersezioni dell’iperbola .

.

3¢ —y—2@+f+y)a+ By + ya + af) =0
at+f+y
T

eon le due rette Yy=0 e =

La (9) conduce finalmente a un’altra conseguenza importante.
Se a, f,y sono radici dell’equazione

(12) WP — Py + Py — p; =
la (9) si scrive
9) (@ + 92— po)* + 4 ps (22— p,) = 0;

dunque supposio che la (12) abbia tre radici w reali, 1a (9') rappre-
senta un ovale di Cartesio; ma se si rimove tale ipotesi e si suppone
soltanto che i tre numeri p,, p,, p, siano reali, la (9') rappresentera
una nuova curva reale di quart’ordire: adottando la nomenclatura
del Balmeon ), si chiama gcartesiana; dei tre fuochi collineari che
una tale curva possiede, uno reale e gli altri due immaginari
eoniugati. ) i

Un cono circolare retto & segato da una sfera in una curva di
quart’ordine, che pud essere costituita da una o due parti staccate;
proiettandola ortogonalmente sopra la base del cono si ottiene

') Hohere ebene Curves deutsch von FiEprLir (Leipzig 1873), p. 311.
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nel primo easo una eoppia di ovali di Cartesio, nel secondo una
curva cartesiana; donde (con applicazione dei- metodi della geo--
metria descrittiva) un procedimento per delineare una linea di
questa specie 1),
Ritorniamo un’ultima volta alle curve di Cartesio per enunciare,

come chiusa le tre seguenti proposizioni:

1° Un’ovale di Cartesio possiede otto flessi, i quali stanno
sopra una cubica circolare 2).

2° La somma delle aree di due ovali cartesiane coniugate,
¢ eguale al doppio deli’area del circolo avente per centro il fuoco
triplo e passante pei punti di contatto della tangente doppia della

©eurva 3),

. 3° Qualunque arco di ovale cartesiana, eguaglia la somma di
‘tre archi di ellisse 4).

1) G. Loria, Fasci di quadriche rotonde e curve cartestiane (Rend. Acc.
Lincei, I Sem., 1919). '

. %) 8. ROBERTS, On the oval of Descartes (Proc. of the London math.
Soc., T. III, 1869-1871).

2) PaNTON, Educ. Times, Question 4297.

‘) Questo teorema fu pubblicato dal GENoccHr nel giornale Il Cimento
del 15 ottobre 1855 (v. Resumé de différentes recherches sur les ovales de De-
scartes et quelques aulres courbes, Mathésis, T. 1V, 1884); esso venne assai pit
tardi ritrovato dal Darsoux (Sur la rectification des ovales de Descartes,
C. R., T. LXXXVII, 1878).

§




- CAPITOLO X

y : R 4 -
Quartiche polixohli simmetriche.”
-2 jry'
82. 8e /=0, f,=0, fy =0 sono le equazioni di tre co-
niche in ¢oordinate cartesiane, l’equazione

1) Vi Vi + Vi =0,

ove i radicali si devono sempre intendere presi con entrambi i segni,
rappresenta una curva del quart’ordine, perché la (1), razionaliz-
zata diviene f2 + {2 +f— 2fafs— 2fafr— 2 fife = 0; tale
curva appartiene — al pari di gualunque curva di quart’ordine 1) —
alla classe delle curve polizomali di cui tratteremo nel Cap. VI
del Libro V. In particolare, se f; e f, sono funzioni quadratiche
della sola z, lo stesso pud ripetersi per le quarticie di equazione

2) @ =N+ Vi

su cui & opportuno arrestarci, perché si trovano fra esse parecchie
curve gpeciali, per varie ragioni notevoli 2). Qualunque siano le fun-
zioni quadratiche di # designate con f1 e f, 'equazione (2) rappre-
* genta una curva del quart’ordine simmetrica rispetto all’asse delle @.
Ma, viceversa, non qualunque quartica dotata di un tale simmetria
appartiene alla classe avente la (2) per equazione generale. Infatti
, lequazione generale delle curve del 4° ordine simmetriche rispetto

all’asse delle z & della forma

i

: v +ye+y=9

1)«Cid risulta dal fatto che l'equazione di qualunque quartica pud

scriversi sotto la forma :
Vil 4+ Eh+ 4y Gls=0

le t, =0 essendo le equazioni di sei tangenti di un gruppo steineriano:

" % 1. WesER, Lehrb. d. Algebra (11 Aufl,, 1899), p. 429.
7) Ad esse & dedicata la memoria di A. HIMSTED, Ueber paf’yzomale

Kurven vierter Ordnung (Progr. Neuhausen, 1914). :
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@ e y essendo funzioni di # dei gradi 2 e 4. Ora da questa si deduce

ST
2

ovvero
=V Yot ur+V — Yag— % v;

ora affinché quest’ultima abbia la forma (2) & necessario e sufficiente

- che p sia il quadrato di una funzione quadratica y di . Concludiamo

dunque che U'equazione

3) Vet =0,
ovvero
) V=V — Yo+ %z +V — %o — % 1

rappresenta, qualungue siano le funzioni quadratiche ¢,y di X, una
quartica polizdmale simmetrica rispettp a O x. Dette o, f le radici
dell’equazione y = 0, la curva ha come doppi i punti (a,0) e ( £,0),
uno dei quali sta all’infinito se la funzicne y scende al primo grado;
esternamente all’asse delle # la curva non ha punti singolari, onde,
se essa & razionale, uno di quelli che vi si trovano deve essere un
punto di contatto di due rami; tale circostanza si verifica in partico-
lare quando ¢ e y sono funzioni di « di gradi minori di 2.

La trasformazione dell’equazione (3) nella (3') & utilissima; an-
zitutto essa conduce ad una costruzione della curva mediante le
due coniche

h=AV—%p+ Y%y, %=vV—Yae— Y1

giacch® si ha y =y, + ¥,; in secondo luogo guida alla quadra-
tura della curva, dal momento che si trova,

Jydo=Jdar/— Vg + %y +[doy/—Yp— Y%y

e i due integrali del secondo membro si possono calcolare con pro-

cedimenti noti
L’utilita di porre I’equazione (3) sotto la forma (3") venne se-

gnalata da Giacomo Bernoulli in un caso speciale !); in tal modo

. egli riusel a risolvere il problema, proposto da Leibniz, di quadrare

1) Acta erudit., 1687, p. 525.
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1a curva di equazione

(4) P—6@y ety =0

infatti questa & del tipo (3), potendo scriversi come segue
4') y=1/2— 2t +1/a*—2*

7 L’esame di questa nuova

; /4 equazione guida alla seguente
>/f

costruzione della curva, dovuta
pure al succitato Bernoulli:
« Dato (fig. 36) un quadrato

v " 0 A C B di lato a si descrivano

c . due cerchi aventi per comune

Y centro O e per raggi la diago-
IN/N nale ed il lato del quadrato;
—1P una parallela 2 0 B tagli i due
- cerchi e la retta O 4 nei punti

Qa KM . L,M,Q;siportisuessa QP =
’ = L M. Tl luogo del punto P,

me assi coordinati, & appunto
- rappresentata dall’equazione
precedente. Esso consta di due

’ foglie distinte fra loro simme-
triche rispetto a O 4 ed en-

trambe simmetriche rispetto a .

O B. L’area della mezza foglia

: che sta entro 1'angolo 4 O B,

Fig. 36. ; ge si prendono tutti i radicali

Quartica polizomale di Giac. Bernoulli. positivamente, & misurata da

TWIE—# + /@ da—[(/IF—2—y/F— ) do =

=2f\/;7—$dx= 7 a?[2;

percid Varea & ciascuna foglia & eguale all’area del minore fra i due
cerchi suddetti; le due foglie insieme equivalgono invece ql maggiore.

83. Le pilt celebri fra le curve di quart’ordine che sono oggetto.
del presente Capitolo sono. quelle che il Padre Gregorio di San

1y Leibniz ed. Gerhardi, T. 111 (Halle 1855, p. 39); lettera del 4 marzo
dell’anno 1696. -

* rispetto alle rette O 4 , O B co- |

’

SRR R

- ponantur, aut & recta linea dividantur._

Quartiche poligongli simmetriche

_ Vineenzo ha considerate nella decima parte. del colossale Opus

geometricum quadratura circuli et sectionum coni (Autverpiae, 1647).

~ Ecco la definizione testnale che egli ne ha data (p. 840): « parabolam

virtualem voco, cuius ordinatim applicatae, si ad rectam lineam

bifariam, veram producunt parabolam. g
Porro .illam pleraeque, virtualem habet

proprietatem, ut linea bisecans ordinatim @
in illis applicatas, vera sit parabola, sed

inversa ». L’autore ha dato a questa de- L
finizione un complemento indispensabile, N\
indicando non meno di sei metodi per N
descriverle; li riferiremo qui indicando poi A

le equa i delle curve corrispondenti
ed alcune conseguenze che ne derivano.
I. «Dato (fig. 37) un cerchio (di
centro H e diametro d) e uno 4 C dei
suoi diametri, si conduce per A una eorda
arbitraria A G, poi da G la parallela al
diametro 4 C a segare in F la tangente
in A al dato cerchio e su di essa si prende
E P uguale alla corda & C. 1l luogo di '
P & una parabola virtuale »1). Fig. 37.
Presa A per origine ed il diametro Lemniscata di Gerono.

A C per asse delle y si vede subito che il
luogo del punto P @& suscettibile della seguente rappresentazione
parametrica: ¢ = dsen w eos w ,y = d cos w; eliminando w se ne

trae 1’equazione del luogo stesso, che & . 2Acq
® @ (@ —at) = gt

ovvero '

(5) y =+ @[t + dz[2 ++/ @[t — dz[2

La curva ora ottenuta si ritrova nell’Introduction del Cramer
(p. 470); ove ne & anche indicata un’applicazione (ivi, p. 495), ma
non & avvertito che I'invenzione di essa appartiene al citato mate-
matico belga. Essa 8’incontra poi nella Sammlung von Aufgaben und
Lehrsdtzen aus der analylischen Geometrie der Ebene (Berlin, 1833,
p. 286) del Magnus, ove la curva & costruita nel seguente modo: dato
un cerchio, di centro. O e raggio a, ed un suo diametro 4 B, da un

punto qualsivoglia M della sua periferia si condice M N perpen- ..

dicolare a A B, poi da N si conduce N @ perpendicolare al raggios
O M e si porta sopra N M , N P = N @; il luogo del punto P ha per-

1) Opus geometricum, Prop. CCXVI (T. II, p. 482).
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equazione a? y? 4 a* = a2 22, onde & una parabola Virtﬁale, che diiffe-
risce dalla (5) pel solo scambio degli assi e per la designazione della
costante ). «Diese Curve hat eine der Lemniscate dhnliche Gestalt »,

osserva il Magnus; «die Curve hat die Form -einer Schleife (o) »

conferma lo Schlémileh dopo di avere riferita la precedente costru-
zione 2); concordano con tali osservazioni due fatti 3): uno & che
la curva rappresentata dall’equazione a? y? = a? (a® — a?) & chia-
mata dal Montferrier lemniscata %), I’altro che un autore recente,
per distinguerla da una celebre curva di cui tratteremo fra poco
(n. 93), Ia denomind lemniscata di Gerono ®); in Francia la si chiama
anche huwit $). -

Tmporta notare ancora che di parabole virtuali si parla
spesso nel carteggio tra C. Huygens e R. de Sluse ?), ma che ivi tal
nome & dato a curve pitt generali, a tutte quelle cio® aventi equa-

zioni del seguente tipo

(6) (@@= =),
ossia - o . B
©) | e=q/aft+by2+ \ a4 —by[2

Osservandorche I'equazione (6) pud surrogarsi con le due se-
guenti:x =acosg , ¥ = a?/2b - sen 2¢, riesce palese che le curve
di cui si tratta si possono costruirsi nel seguente modo: « Si descri-
vano due cerchi aventi per comune centro Porigine e per raggi
le lunghezze a e a2/2b; pel primo si conduca un raggio O A4 facente
con O « l'angolo arbitrario @, e nel secondo il raggio O B facente

" con lo stesso Pangolo 2 ¢; la parallela condotta da 4 a Oy, taglia

la parallela condotta da B a 0 zin un punto P di coordinate £=a cos ¢
y =a? /2b sen 2¢, il cui luogo & pertanto rappresentato dall’equa-

1) La stessa curva venne ai giorni nostri ottenuta dallo ScHOUTE (Sur
la costruction des courbes unicursales par points et tangentes, Archives néerlan-

daises, T. XX, p. 40 dell’estratto) applicando una particolare trasformazione

di MACLAURIN (cfr. n. 48).

2) Uebungsbuch zum Studium der hoheren Analysis, 1 Th. (3. Aufl,,

‘Leipzig 1878), p. 87. -

sy Cfr. Intermédiaire, T. 1V, 1897, p. 98, 190 e 285.

4) Dictionnaire des Sciences mathématiques {Bruxelles, 1838), T. 11, p. 170.

5) AUBRY, De lusage des figures de Vespace pout la définition et la trans-
formations de certaines courbes (Journ. math. spée., IV Ser,, T. IV, 1895,

. 267). ]

» &) Exercises de géométrie déscriptive par F. J. (GaBrieL-Maxrie), III éd.,
p. 397, 649, 669, 702, 712. :

7) Per trovare i passi relativi si ricorra all'Indice per materia delle
Oeuvres de Huygens.
. ) Questa definizione si legge pella lettera scritta da R. DE SLUSE
il 19 ottobre 1757 (Qeuvres de Huygens, T. 11, 1889, p. 70); Pequazione (7)
prova che si tratta di curve affinl alle lemniscate di Gerono.
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zione (6) ». Tale luogo ha nell’origine un punto doppio d’inflessione
e taglia 1’asse delle x negli estremi del diametro del primo cerchio;
il punto al’infinito di Oy ne & un punto di contatto di due rami,
con la retta all’infinito per relativa tangente; le tangenti al secondo
gerfshio parallele a O z sono tangenti doppie. Esse determinano,
ingieme alle tangenti del primo cerchio parallele a O y, un rettangolo
di }:i,rea, R =2a- o*[b = 24/b. Ora detta A ’area totale della curva
8i ha:
Y=T772

, y="7 P2
A= fﬂy-dx:a“/Qb [ sen2q cos pdp =
(Iu=0

-

S L
= e | — —— COF = =
25| 3 Flo T 2b 3

onde A = 2/3-2a%/3b = 2/3 R, relazione notevole scoperta dal de
Sluse 1). Dalla (6) si deduce pure

(7) ' y— o dyjds = o [by;

onde le curve studiate dal de Sluse godono la proprietd seguente:
« il segmento compreso fra l'origine ed il punto in cui I'asse delle y
& segato dalla tangente nel punto (x, y) e -espresso da 24 [b%y ». Vice-
versa, integrando 1'ultima equazione scritta, si otterranno tutte le
curve dotate di siffatta proprietd; ora ponendo y = ¢« lintegra-
zione si effettua facilmente e riconduce all’equazione (6); dunque
le curve considerate dal de.Sluse altro non sono che le curve inte-
grali della (7): da questo punto vennero assai pil di recente consi-
derate dallo Schneider 2), il quale inoltre ne effettud 1a rettificazione
col mezzo di integrali ellittici; in casi pa lari perd questo pro-
blema si pud risolvere elementarmente 3).

II. «Sono dati due cerchi (fig. 38), il minore dei quali ha
per diametro una corda 4 C del maggiore; una corda qualunque A Bi

del cerchio maggiore uscente da A, taglia nuovamente la periferia

del minore in D; da D si conduce D E perpendicolare a A C e si

porta su essa il segmento E P = 4 B;illuogo del punto P & una pa-
rabola virtuale » 4).

1) Lettera precitata.

2) V. la memoria Usber eine der Lemniscate der Gestalte nach dhnliche
Curve (Progr. Elbing, 1874). .
» 3) Ad es. cid accade per la curva 8 a? y? =—* (a® — 2 z?) (Educ. Times,
Quest. 13168). Essa infatti é suscettibile della seguente rappresentazione
parametrica:x=—a/+/ 2 - sen¢,y=a/8 . sen 2 $; percid ds/dé= af4 (cos24+2)
e s==a/8. gen 2¢ + a/2 . ¢, senz’aggiunta di costante supponendo s==0 per
é = 0. In particolare, facendo ¢ — /2 si conclude essere =a/4 la lunghezza
del quarto della curva data. )

%) Opus geometricum, Teor. CCXX (T. II, p. 846).

L T L A R et B e e s

™




Libro 1IT — Cepitolo X

Se infatti si prende la retta A C per asse delle z e per asse delle y
la retta che biseca ad angolo retto il segmento A C, e si chiama ¢
Vangolo formato dalla corda variabile con la corda _jﬁgsa gi trova .
#=2acos@ .,y =2 (acosp + bsen p), donde, eliminando ¢

' o / Py
(8) y-‘—_\/zam+l/4b2————w,

a

. tatto di due rami.

1

Fig. 38 — Parabola virtuale. Fig. 39. — Parabola virtuale.

che & Vequazione della curva; essa & razionale, il punto
zt=2ab?f(a*+ ) ,y=0

ne & punto doppio; il punto all’infinito di Oz ne & un punto di

contatto di due rami. L ‘

IIT. «Dato (fig. 39) un cerchio di-centro G,‘\m punto 4
della sua periferia ed una retta g passante per A,.m eondu(?e per
questo punto. una ‘corda arbitraria 4 G del dato cireolo, poi G H

Quartiche poligdiali simmetriche

:

perpendicolare a g; su questa si prende il segmento H P = A G,
lnogo del punto P & una parabola virtuale »1).

Presa la retta g per asse delle # e per asse delle y la perpen-
dicolare calata su di essa dal punto C; e detti r il raggio del cerchio,
2 ¢ I’angolo variabile 4 C G e « I'angolo dato 4 C O &i trova fa-
cilmente ’ ’

.

z=rsenc +2rseng cos{e 4 @) , y =2 rsen g;

donde eliminando ¢ si conclude essere

@ L=

/ (1—senea) (x—rsena)
‘ cos® ¢ —
r

r

1 + sen r—rsena
+l/cos2a— ( @ ¢ )
r

I’equazione della curva. Questa ¢ razionale ed ammette come punto
doppio A ed il punto all’infi-
nito di O z come punto di con- 4

IV. «Dato il cerchio di
diametro C D ed un punto A
della sua periferia, si conduce
ad arbitrio una corda 4 B (fi-
gura 40) e si porta sulla per- x
pendicolare condotta da B a
CD il gsegmento PP’ = AB
per modo che sia bisecato dal
diametro € D; il luogo dei punti
P, P’ & una parabola virtua-
le »2).

Assumendo come origine il
centro O del dato cerchio e per Fig. 40. — Parabola virtuale.
agse delle « il dato diametro, e .
chiamati » il raggio del cerchio, « e 2 ¢ gli angoli A 0 C e 4 O B i
trova subito & = r cos (e — 2 ¢) , y = r sen g, donde eliminando ¢,

(10)  A/2yjr =sena/2- /7P + 1z + cos a2 /P —rz;
la curva cosi rappresentata & della stessa specie della precedente.

1) Opus geometricum, Teor. CCXXII (T. 11, p. 846).
3) Opus geometricum, Teor. CCXXIV (T. II, p. 847).

16, — G. Loria, Curve piane special? algebriche e trascendenti.

T
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V. «Sono dati due cerchi aventi per comune centro il punto
O (fig. 41) e un diametro D F del maggiore; una corda qualunque

. D E del maggiore tagli in B la circonferenza del minore; condotta

E @G perpendicolare a D F si porti sopra G E il segmento G P = B F;
il Iuogo del punto P & una parabola virtuale »1).

Detti R o r i raggi dei due cerchi e ¢ I'angolo E D F, e presa
D per ongme, D F per asse delle z, si trova facilmente

n il e
(11) xMQRcoszqa,y———Rcosq:—}*\/rz R?sent g,

donde eliminando ¢

12) y =/'EBz[2 + VRz[2+ P — R?

Questa dimostra potersi la curva costruire addizionando le .

ordinate omonime delle para-

bole ¥ = Rz/2 , ¥ _Rx/z +

+ 72— R?; tale osservazione & .
lmportante perché la costru-
zione indicata da G. di S. Vin-
cenzo di soltanto un tratto di
curva, mentre questa si estende
all’ipfinito; la nuova genera- §Z

Y]

1)!

S
5

Fig. 42. — Parabola virtuale.

zione invece d& tutti i punti della curva, la quale ha all'infinito
dell’asse delle # un punto triplo; quest’asse, contato due volte, e la
retta all’infinito sono le relative tangenti.

VI. «Sono dati (fig. 42) due cerchi aventi due diametri

1) Opus geometricum, Teor. CCXXIX (T. II, p. 850].

’
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AC,DF sulla medesima retta; una corda D E dell’'uno taglia
P’altro in B; da E si conduce F G perpendicolare a D F, su cui si
porta G P = B E; il luogo del punto P & una parabola virtuale » 1),

Questa costruzione ¢ un’evidembe generalizzazione della pre-
cedente. L’equazione della curva corrispondente si ottiene, adot-
tando gli stessi assi e le stesse notazioni di prima, sotto la forma

@as) y + (@—2R) V2R + /@R P = &

~ove d & I’ascissa del centro del cerchio di diametro A C. Anche per

la costruzione di tal curva pud servire ed & utilissimo I'impiego
di due parabole; essa ha per punto di contatto di due rami il punto
all’infinito dell’asse delle ascisse e per punto doppio quello di ascissa

@ —
2(d — R)

84. Le parabole virtuali conseguirono scarsissima notorietd, in
causa forse di essere state concepite da uno la cui fama fu mae-
chiata da tentativi infelici per quadrare il circolo. Tuttavia esse,
od almeno quartiche polizomali simmetriche generabili in modo
differente dai sei surriferiti, si incontrano nel corso di investigazioni
o nel corpo di opere meritevoli di considerazione; & quanto ora espor-
remo. )

a) Huygens ha proposto prima al famigerato Fatio de Duiller
e poi a Leibniz — lettera del 23 febbraio 1691 2) — la ricerea

delle curve la cui suttangente ¢ espressa da y? \/ a® — wz/am Questo
problema equivale all’integrazione dell’equazione differenziale

dz yz\/az—w2
—-Y = H
dy ax

"ora in questa le variabili si separano subito e quindi si trova come

equazione generale delle curve richieste e

2+£k22
omen(Z5.

14 .
¢ ),. 2a

’

ove ¢ sta per + 1 e k?* & la costante introdotta dall’integrazione.
Vi sono dunque innumerevoli curvé che risolvono il problema; lo
4t

1) Opus geometricum, Teor. CCXXX (T. II, p. 853).
2) Letbmz ed. Gerhardt, T. 1I (Berlin 1850), p. 82.
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avvertl Leibniz 1), il qualefissd 'attenzione del sue corrispondente
sulle due ipotesi: X =0, e k =2 a , ¢ = — 1. Un’altro caso note-
vole si ottiene osservando che l’equazione (14), ossia

(14") P2y +da2at—4dat =0

appartiene ad una quartica polizomale solo quando sia k? = 2 a?;
assunto poi & = —1 per giungere ad una curva reale, la (14')
puod scriversi

(14") ’ y=+/@ +az+4/a*—au

1a cui pé.rentela con le (12) (13) non ha bisogno di venire rilevata.
Scrivendola come segue ¥y 4/2 = 4/2a(a + @) +4/2a(a—2) s
vede che descritto un cerchio di centro O diametro 4 A’ =2a
e preso un punto M della sua periferia, se N & il piede della per-
pendicolare condotta da M a 4 A" e ON =, si ha

A M+A’M:\/2a(a+w).{—\/2a(a—ac)

énde la curva di equazione y — A M + A" M, non coincide con .

la (14”) — come ritenne Huygens 2) — ma perd le & affine.

b) A una speciale parabola virtuale guida anche un altro
problema proposto dallo stesso Huygens 3): la determinazione ciod
delle curve la cui suttangente ¢ espressa da 42/2z — 2z (cf. la nota
che chiude il Libro II). A seconda del segno che si attribuisce alla
suttangente, siffatto problema traducesi in una delle seguenti equa-

- zioni differenziali:

—42?)dy +2ayde =0, (*—4a?) dy — 2 oy do = 0;

entrambe sono omogenee onde s’integrano facilmente e danno

(15) y=c@—2 ) (16) g =% + 62294 .

queste equazioni vennero ottenute dai due geometri succitati.
La prima di queste, scambiando # con ¥, rientra nel tipo (6);
scrivendola come segue:

. /et cx /c2 cx

4 4/ 4 V2

1) Lettere a HuYGENS del 20-30 febbraio e del 10-20 aprile 1691 (Letb-
niz ed. Gerhardt, T. 11, p. 83 e 90).

*) Lettera a LrisNiz del 26 marzo 1691 (vql. ora cit., p. 86).

3) Lettera a LriBNiz del 24 agosto 1690 (ivi p. 46).

"
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si rende palese 1’analogia della curva corrispondente con quelle rap-

presentate dalle equazioni (12) e (13) e si vede come a ragione Leibniz .

avvertisse la possibilith di effettuarne la quadratura ). Del resto
la quadratura della curva (15) pud anche ottenersi traendo dalla
equazione citata [z dy = 1/c 4/ 2 [y 4/¢ — y* dy, metodo che ha il
vantaggio di essere applicabile anche alle curve di equazione
ot = ¢ (2 a* —y?), dedotta da Leibniz cambiando nella (15) ¢ in
ic, nonché a quella di equazione y* + o 9% = b% 2%, considerate

dal Craig 2).
¢) Altre quartiche polizomali simmetriche s’incontrano nel-

VIntroduction del Cramer. Tale infatti & quella di equazione

6) 2y +rr—6asyP—2aa®+a2*=07%;

Xt yt) rax(xy 3y #alktz o tacmools i O

scrivendo questa sotto la forma

y =1 2aw-——-w2—|—'\/7w

gi vede la possibilitd di costruirla
eol mezzo di un circolo ed una
parabola %).

d) Della stessa specie & la
curva generata come segve ®): si
considerino due cerchi tangenti fra .
loro internamente nel punto A
(ig. 42) uno dei quali abbia il
raggio (2 a) doppio dell’altro; una
perpendicolare al comune diame-
tro determina quattro segmenti
aventi ciascuno un estremo sopra
la periferia dell'uno ed uno sulla
periferia dell’altro; i loro punti Fie. 43. —OINRATREQCR LD,
medi appartengono alla quartica :
di equazione (supposto preso il punto A per origine e guel diametro
per asse delle z) :

1) Lettere a HuYGENS del 27 gennaio e del 20-30 febbraio 1691 (ivi,

p. 75 & 84). _
2y Cf. A. DE MOIVRE, Specimen of the use of fluwions in the solution

of geometric problems (Phil. Trans. 1693, n. 216). .
3) Introduction o Uanalyse des lignes cowrbes algébriques (Genéve 1750),
pag. 239.

¢) & evidente che questa curva offre una certa analogia con altra eon-
siderata da G. RrrT nel suo Manuel des aspirants a UEcole polytéchnique
(Paris 1839) e che di recente fu studiata da H. BrRocarD (Note sur la quar-
tigue y — = v 2az + V' a* — a* (Le matematiche pure ¢ applic., T. I, 1902)
e V. ReTALl (Sopra une quartica binodale, 1vi). i

5)§ CRAMER, 1;.)..:. dustion o Uanalyse des lignes cowrbes algébriques (Ge-
néve 1750), pag. 435. ‘
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2y =+/2@2a—2) ++/7(4a—u)

che é appunto della detta specie: 4 ¢ un punto di contatto di due
rami della curva.

?

- ¢) L’equazione Ty - Vo luive e
an P p P —2ay— 28R B =0
considerata dal Cramer!), pud scriversi [t o) To
Vo e o
»—v E 2 2 2 ° o /
— y=): L L
2

onde appartiene ad una quartica polizomale simmetrica costruibile
) S mediante un’ellisse ed un’iperbole
L e 7 coassiali; si pud chiamare doppio
. P cuore, dal momento che il Cramer
[~ osservod che essa ha « la figure de
T N/ / deux coeurs qui se pénétrent 1'un
TR /c I'autre par la pointe ».
f) Finalmente nella stessa
m : opera ¢ trattato il seguente pro-
ol T ——p + blema 2): « Dati (fig. 44) un cer-
chio (di centro C e raggio R), un
punto O ed una retta r passante
per esso, da un punto qualunque N
, del cerchio si abbassa N ] per-
S pendicolare a r e si prende su di
essa P M = O N; trovare il luogo
L . o M“w del punto B¥». Preso r per asgse
Fig. 4. — Bisaccia di Cramer  delle x, O per origine e dette a, b

% A ;

w g le coordinate di C, si potranno
:; assumere a + Ecosg , b + Rsen ¢ come coordinate di N, onde
&

t=4a+V¥ + R +2E(acosp +bseng) ,y=>b+ Rseng

\}:,}t
o (18) oA—4baty + 4 (a¥+ b2yt —2 (a2 — b2 + R2) 2 —
» —4b(at+B2—RYy + (a® + b — R2P =0

. saranno quelle di p Eﬁm?do @ si conclude essere

X

a4 .

N I’equazione del luogo.,Nel caso particolare in cui O stia sulla peri-
1) Id., p. 436-438..
2y Id., p. 450. :

. -

(M.MWQ, S

in corrispondenza « la courbe », osserva Cramer, «représente en
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feria del dato cerchio, R? = a? + b? epperd questa equazione diviene ]
9) at—4 (a? + by) 2 + 4 (a® + D)y = 0; loewool a0 X
“ O

quelque gorte une besace ». Scrivendo l'equazione precedente come
segue '

c=Va +y b +\/mé)+\/a2+y(b—\/m5

e applicarido quanto si disse in generale nel n. 79 si giunge ad una
costruzione della’ bisaccia col mezzo di due parabole. ’

g) TUn triangolo 4 B C di cui si conoscono i lati A B =a, —
B € = b ha fivso il vertice A e di posizione il lato 4 C; se ne pro-
lunga il lato B C sino in M per modo che sia C ¥ = B (. Preso A
per origine e la retta 4 C per asse delle z si trova subito come equa-
zione del luogo del punto M la seguente

RN

il luogo stesso appartiene in conseguenza alla categoria: di curve
di cui ci stiamo occupando !). =

%) Vi & una quartica polizomale che pud considerarsi come

caso speciale della curva di Watt (v. n.448) 2). Essa & il luogo del

puntoAM di un segmento di lunghezza costante (1) i cui estremi

N, P descrivono il primo una retta » e il secondo un ecircolo di

centro O e raggio R 3). Per trovarne I'equazione assumeremo O per

origine e per asse delle z la perpendicolare condotta da O a r; detta

allora d la distanza fra O e r, posto PM/MN = ufv e detti ¢,y

gli angoli del raggio ‘@ M e del segmento M N con l'asse delle
ascisse, avremo ,
pt pl ! v

z = Rcos¢p + cos p , Yy = Rseng + sen v, v

pty n-t+v

d = R cos ¢ + lcos y;

1) Ri1CCATI e SALADINI, Instit. analyticae, T. I (Bologna 1765), p. 319.
) Da questo punto di vista detto luogo s’incontra nell’Essat d'un Y
théorie du parallelogramme de Watt di A. J. H. VINCENT (Mém. de la Soc.
de Lille, 1837): nel quale sono dati i nomi di sélénoide e hémicycle a due spe-
ciali forme che esso Iuogo pud assumere e che — secondo il VINCENT — po-
trebbero trovare impiego nell’architettura. L’equazione della curva si Ti-
trov