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PREFAZIONE

Il Consiglio Direttivo del Sendinario Matematico
della R. Tniversita di Roma (presieduto dal prof.
ENRIQUES) organizzo per L anno scolastico 1930-31
due cicli di conferenze sulla teoria delle caratteristi-
che. TL primo. affidato a me. frr inteso « richicmarne
hrevemente la genesi in relazione i teoremi generali
i esistenza. e ad indicarne talune applicazioni. ve-
ramente grandiose nella loro sempliciti, iniziate dal-
;' HUGONIOT ¢ riprese sistematicamente dall HADA-
MARD, «lla propagazione delle onde di discontinuita.
acustiche. elastiche. ottiche. elettromagnetiche. ed altre
ancorda.

Il secondo ciclo. affidato originaricinente al VoL
TERRA, ¢ svolto in sua vece dalla sig.na prof. ELENA
FREDA. fu dedicalo ai metodi di integrazione col
sussidio delle caratteristiche, lumeggiandovisi il con-
tributo essenziale. dovuto appunto al VOLTERRA. ¢ le
formule risolutive di alcuni celebri problemi. che egli
seppe ricavarne.

71 presente volumetto riproduce le wie conferenze.
nell accurata redazione fattane dal dotf. GIOVANNI
LAMPARIELLO.

Dopo aver richiamato i teoremi di esistenza. si
introduce la nozione generale di variela caratteri-
stica. sequendo i noti criteri dell HADAMARD. Non vi
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o dungue alcuna noviti sostanziale. Tuttavia mi lu-
singo di aver reso la trattazione pii stnunelrica ¢
pitt agile. cosicché sia la costruzione della equazione
a derivate parziali definiente le variela caratteristiche.
sict la formazione e la discussione delle condizioii
di compatibilitic acquistano maggiore agilita algorit-
mica. e. sia pure soltanto di riverbero. anche una
discreta semplificazione espositiva.

(io viene confermato nelle applicaziont particolari.
idrodinamiche ed elettromugnetiche. con speciale ri-
guardo alle propagazioni sonore ¢ luninose. che si
trovano qui sviluppate (). Sono invece appena preli-
wminarmente vicordate a titolo informativo le altre
accezioni sotto cui furono classicamente considerate e
spesso occorre tuttora considerare le onde. nella mec-
canica e nella fisica.

Netturalinente, uno studio. per quanto sommnario.
delle varieti caratteristiche trae seco quello delle cor-
rispondenti linee bicaratteristiche: e cost sono stato
condotto (prima di passare alle applicazioni) a ri-
prendere in generale. e nell’ aspetto piu direttamente
collegato ai sistemi canonici. il wmetodo di CAUCHY

) Di una trattazione delle onde elastiche sotto lo stesso
punto di vista si oceupd subito dopo il dott. LAMPARIELLO.
traendone piil note, presentemente in corso di stampa nei Rend.
della R. Ace. dei Lincei.

Tl caso delle equazioni gravitazionali dell’ EINSTEIN (dove
i presentano circostanze un po’ pilt complicate) era stato il
primo che avevo preso in considerazionce per applicarvi la
teorin dell’ HapaMarp. Cfr. Caratteristicke e bicaratteristiche
delle equuzioni gravitazionali i Einstein. Rend. Acc, Lineei.
Ner, 60, Vol XL 1931, pp. 3110 113121,
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per la integrazione di una equazione « derivate poar-
ziali del 1° ordine in quante si vogliono variabili.

Tornando alle applicazioni. vorrei segnalare le ri-
flessioni generali dell ultimo paragrafo civca le carat-
teristiche ¢ bicaratteristiche spettanti ad un assegnato
sistema differenziale (S). E ivi rilevato e illustrato su
qualche esempio espressivo come. qualora un certo si-
stema (S) porga una adeguata rappresentazione anali-
tica di un gqualche fenomeno fisico. si puo associare al
fenomeno stesso. attraverso le varieta caratteristiche
del sistema (S). 1n aspetto ondulatorio. e. attraverso le
linee bicaratteristiche, un aspetto corpuscolare. Si ha
cosi uno schema matematico comprensivo, e. nel siuo
agnosticismo, perfetiamente soddisfacente. di quel dua-
lismo fra onde o corpuscoli. che ispiro le geniali intui-
zioni del DE BROGLIE. ¢ di cwi fu. dallo stesso DE
BROGLIE. ¢ da altri. indarno cercato wn pii concreto
modello. vercaimente in accordo coi fatti osservati.

Chi desideri piic specifico ragguaglio sul contenuto
del libro. lo potrc deswmere dall indice analitico. cui
si ¢ aggiunto per comodo del Lettore anche wn indice
dei nowmi.

Tengo infine ad esprimeve sentiti vingraziamenti
sia al dott. LAMPARIELLO cle tanto volenterosamente
assolse il compito gravoso di redigere il manoscritto.
e mi aiuto nella revisione delle bozze. sia alla Casa
Editrice Zawichelli. che, con premuroso inferesse, si
assunse e porto a compimento questa pubblicazione.

Roma. 20 laglio 1931,
TrrLio LEVI-CIVITA

K Sk

L R O

TR

T i

AN 57 500

& 1. Richiami intorno al teorema di esistenza degli
integrali di un sistema di equazioni alle deri-
vate parziali.

1. Sistemi normali. Un sistema di m equazioni
alle derivate parziali nelle funzioni incognite s,.
Pgseees P di %+ 1 variabili indipendenti x,, x
x, & del tipo

1) E, =0 (p=1, 2,.., m),

TERLEE]

essendo E, funzione delle x, delle ¢ e di derivate par-
ziali delle ¢ rispetto alle .

Un sistema siffatto dicesi normale (rispetto alla
variabile a,} se si pud ridurre alla forma

a"v(p
1 L =0
1) =0

eldlx) (v=1.2,...m),
dove le ¢ che compariscono nei secondi membri sono
derivate parziali di ciascuna ¢, rispetto alla sola x,
di ordine minore di », e le y sono derivate parziali
delle ¢ rispetto alle x di ordine (finito) qualsiasi,
purché rispetto alla x, di ordine minore di », per
la corrispondente ¢,.

Osserviamo che il sistema (1), normale rispetto
alla x,, pud non essere normale rispetto ad un’altra
delle variabili z,. x,,..., @,.
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2. Ipotesi qualitative. Le funzioni @, si suppon-
gono analitiche, olomorfe nell’ intorno di un sistema
di valori degli argomenti (valori iniziali).

Vale allora un teorema fondamentale di esistenza
delle funzioni incognite ¢, Py, ¢, dovuto a CavU-
cHY e precisato da SOFIA KOWALEVSKY.

3. Il teorema di esistenza per i sistemi differen-
ziali ordinari. Prima di enunciare questo teorema,
allo scopo di intenderne bene il contenuto, ¢ conve-
piente richiamare il teorema di esistenza degli inte-
grali di un sistema di equazioni differenziali ordi-
narie.

Se si suppone che le funzioni incognite ¢, ¢, ...,
¢,» dipendano dalla sola variabile «,, che ora deno-
teremo con i, il sistema differenziale (1') 8i serive

ry g
@) fld,;;fv.—_qujqn =1, 2...., m).
Come & noto, il sistema differenziale (2) si pud
ricondurre ad un sistema di equazioni differenziali
del 1° ordine o, come si dice, alla forma canonica.

Infatti, basta assumere come incognite ausiliarie,
accanto ad ogni @, le sue derivate rispetto a ¢ fino
all’ordine 7, — 1. Se si pone

de, ., a9, _ de, ™2

= ~—~‘::va(rv_1",

atr — ¥ at = e dt

le (2) si scrivono

dfv‘rv—l)
\“dt C=d,t|pld) (v=1,2,..,m)

N

e, se si indica con y, il generico elemento della tabella

( Py Py s vy Fm,
’ ’ ’
:Pi 3 CP2 b ey cpnl bl

i

3

’ (r,—1 (re—1) m— 1
Py s Pa 2 e QFm("” ),

il sistema (2) si riconduce allo schema

o dy, .

e=12,.., r; r=r +7r,+.. 41y

Sotto 1'ipotesi che ogni Y, sia analitica, olomorfa
nell’ intorno di ¢ =14, y, =1b,. esiste un unico siste-
ma di funzioni y,, analitiche della variabile ¢, olo-
morfe nell’intorno di {==¢{, che assumono i valori
b,, quando { =1,

La dimostrazione di questo celebre teorema, se-
condo CAvUcHY, si fa ricorrendo al metodo delle
maggioranti.

Cominciamo con 1’ osservare che le equazioni
differenziali permettono, mediante successive deri-
vazioni, di calcolare le derivate di qualunque ordine
di ogni funzione incognita y, nel punto ¢==¢, e quindi
di scrivere, per ogni ¥,, lo sviluppo tayloriano rela-
tivo a tale punto.

In questo sviluppo, il termine indipendente da ¢

n
o b, e i coefficienti, %!(%;{iﬁ)trto (n=12,..), delle
varie potenze di &— ¢, dipendono, in generale, da
tutte le b e da 7.
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11 punto essenziale della dimostrazione, che, prima
di CAUCHY, era stato ammesso senza alcuna giusti-
ficazione, consiste nel far vedere che queste serie
convergono in un conveniente intorno di /=1, Si
considerano delle opportune funzioni maggioranti
delle Y, e allora il corrispondente sistema differen-
ziale {2'), che si pud integrare elementarmente, defi-
nisce delle funzioni analitiche, olomorfe nell’ intorno
di t=1,, di cui gli sviluppi tayloriani riescono mag-
gioranti degli sviluppi tayloriani delle y,.

Il teorema di CAUucHY per i sistemi differenziali
(2') & valido anche quando i secondi membri delle
(2') e i valori iniziali b, dipendano da un certo nu-
mero (finito) di parametri (che potremo designare
con X,, &,, ... &), sotto la condizione di considerare
campi di variabilita di questi, tali che in essi le
Y, siano olomorfe.

- si pud allora — sottointendendo la specificazione
essenziale che tutto deve comportarsi regolarmente
nell’ intorno dei valori che si considerano —- enun-
ciare il seguente

Teorema. Dato il sistema differenziale

X

94 dr Py
('3’ Hdtrv - (I)V(t

) (v=1,2..., m)

k4

assegnando ad arbitrio, per ! =1, i valori di cia-
scuna @, e delle derivate successive fino all’ ordine
r,— 1 quali funzioni dei parametri ®,, ¥y, ... Lu,
esiste un unico sistema di funzicni ¢, analitiche,
della variabile ¢ e dei parametri, soddisfacenti alle (3),
¢ riducentisi ai valori assegnati per {=1,.
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4. Questo teorema si estende ai sistemi (1') nor-
mali di equazioni alle derivate parziali. La circo-
stanza nuova che si presenta & che, nei secondi mem-
bri delle (3), intervengono anche derivate delle fun.
zioni incognite rispetto ai parametri e si hanno
cosi equazioni differenziali non pit ordinarie, bensi
alle derivate parziali. Per simmetria, riprenderd la
designazione x, al posto di {.

Il teorema, cui si & accennato al n. 2, afferma
che, assegnando ad arbitrio, in corrispondenza ad un
valore a, di x,, i valori delle ¢ ¢ delle ¢ (funzioni
olomorfe di z,, x,, ..., ., entro un certo campo C)
restano univocamente determinate le ¢ come fun-
zioni olomorfe di x,, «,, ..., » in un intorno di x, =a,
{e nel campo C degli altri argomenti). (v ematy)

11 problema di CAUCHY consiste appunto nella
determinazione delle ¢ soddisfacenti al sistema nor-
male {1') e ai dati iniziali suaccennati. Questi sono
— ripetiamolo — 1 valori delle funzioni incognite e
delle loro derivate parziali rispetto alla variabile x,.
di ordine inferiore al massimo, relativo ad ogni ¢.

5. Enunciato geometrico del teorema di Cauchy
e sua generalizzazione.

Sia S lo spazio delle variabili «,, x,...., x,; per
fissare le idee, lo penseremo dotato di metrica eu-
clidea, interpretando le @ quali coordinate cartesiane.
Si consideri 1’iperpiano

Ly = Ay,

che indicheremo con ®.
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Il teorema di esistenza afferma che nelle vici-
nanze dell’iperpiano ® (detto portante) si potranno
conoscere i valori delle funzioni p, quando siano
dati ad arbitrio, in ogni punto di ®, i valori (iniziali)
delle ¢ e delle 9.

E chiaro che le x, su ®, risultano dai dati e dalle
equazioni differenziali.

Questo teorema si pud facilmente generalizzare,
pensando di sostituire all’iperpiano & una ipersu-
perficie o di S.

La generalizzazione & del resto conseguibile per
semplice trasformazione di variabili.

Infatti, ove sia per es.

2, T o, Ly)=2, (z, costante)

I’equazione della o, basta immaginare di sostituire
alle « n + 1 loro combinazioni indipendenti 2, z, . ....
z,, tali che una di esse, la 2z, sia precisamente il
primo membro della equazione testé scritta della .

Naturalmente, affinch¢ sia possibile la determi-
nazione delle funzioni incognite ¢, almeno in un
intorno di o, bisognera che il sistema differenziale
normale (1'), per effetto della detta trasformazione
di variabili, risulti normale rispetto a z.

Di cid vogliamo ora occuparci.

6. Cambiamento di variabili. Immaginiamo
dunque di operare un cambiamento di variabili
T, T, ... T,
(;z 2 2y
superficie o.

) per modo che ® si trasformi nell’iper-
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1l sistema differenziale normale (1') si trasforma
in un sistema nelle funzioni incognite ¢ delle varia-
bili 2, 2,,..., 2.

Nel sistema differenziale trasformato 1’ ordine
complessivo pud anche essere maggiore di qualcuno
o di tutti i numeri r,, 7,,.., 7y, percid non si pud
affermare che nella trasformazione si conservino i
massimi ordini di derivazione rispetto alla variabile
z, né si pud quindi desumere il carattere di norma-
lita senza pit approfondita indagine. Per evitarla,
cominciamo col limitarci a considerare particolari
sistemi normali, quelli per i quali si pud porre in
evidenza un massimo ordine complessivo di deriva-
zioni parziali rispetto alle varie variabili indipen-
denti (lo stesso per ciascuna delle m funzioni inco-
gnite).

Se indichiamo con s questo massimo ordine, il
sistema differenziale, supposto normale rispetto ad x,,
si scrive piu semplicemente

Iy, ‘ \ :
(4) 2;@& =dx ¢lx) (v=1,2,..,m)

Ai secondi membri non ¢ necessario fare la di-
stinzione, come in (1), tra le derivate ¢ delle ¢
rispetto alla sola x, e le derivate y delle ¢ rispetto
alle ¢, «,,..., -

Se si applica alle variabili  una trasformazione

Xy Xyore Ty
( Z 2, 2Zn
pur esso dello stesso massimo ordine s rispetto alla z.
Vedremo tra poco che si tratta precisamente di un

), il sistema (4) si trasforma in un sistema
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sistema normale a meno che non si annulli un certo
determinante.

Ammettendo provvisoriamente di trovarci nel caso
che tale determinante non si annulli, sara possibile
determinare le funzioni ¢ nelle vicinanze dell’ iper-
superficie o (detta portante) quando si assegnino
ad arbitrio, su di essa, i valori delle funzioni inco-
gnite e delle derivate parziali di ordine inferiore
al massimo s.

Osserviamo ancora che si pud ricondursi al caso
in cui, nei secondi membri delle (4), le derivate di or-
dine massimo s (al pit di ordine s —1 rispetto ad x,)
intervengano linearmente.

Infatti, se cid non fosse, basterebbe derivare
ambo i membri di ciascuna delle equazioni (4) ri-
spetto ad «,. Se y & una generica derivata parziale
di ordine s, si ha

FPtlg, 8@, 9y
W == z E}(’ é;o ~+- ..

°oe, . . . . .
Le —~ e i termini omessi non involgono deri-

o ‘.
. 2

vate parziali di ordine superiore ad s: le 3—% sono
0

di ordine s+ 1 ed intervengono linearmente.

§ 2. Varietd caratteristiche.

1. Ci limiteremo nel seguito a considerare siste-
mi differenziali per i quali il massimo ordine di
derivazione & s = 1 oppure s = 2.

—9

Tali sistemi si possono rendere espliciti sotto la
forma rispettiva

\ " n X a v ‘
M) E,=3% ¥ B2 0fwip)=0 (p=1,2,.,m);
! 0

v axi
@QE=%3 B g 0
) *‘=;u;m p 3w,3a)k+ e lex) =
(r=1, 2,..., m).

In (1) le E/, e ®, dipendono dalle z e dalle g,
mentre in (2) le B% e @, dipendono dalle x, dalle 3
e dalle derivate parziali del 1° ordine delle ¢ ri-
spetto alle wx.

Riterremo (come & lecito senza pregiudizio della
generalita)

E;’::EH (¢ k=0, 1,.... n; p, v=1, 2,..., m).

py L

Nel caso particolare di una sola funzione inco-
gnita ¢, le (2) si riducono all’unica equazione

”n 32@
P p— iR _ —
3) E=) E awar, TP @Rl =0,

0

nella quale le x designano derivate parziali prime
di ¢ rispetto ad x,, x,,..., @,.
Una notevole equazione del tipo (3) &

1 a.'cP A,cp:() (1),

(*) Abbiamo posto la lettera ¢ in luogo della x,; nel seguito
tale sostituzione sara fatta pitt volte senza avvertirlo.
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essendo V una costante e

3
=Y

L’ operatore
1 @

veae A

(=

2

si chiama il dalembertiano o lorentziano.

La (4) interviene in numerose questioni di fisica
matematica e dicesi equazione canonica dei piccol
moti; ne svilupperemo la genesi tra breve.

2. Condizioni di normalila per i sistemi (1) e (2).
Le equazioni che formano i sistemi (1) e (2) non
sono risolute rispetto alle derivate parziali di 1° o
di 2° ordine, relative alla variabile x,.

Vogliamo determinare le condizioni che debbono
essere soddisfatte affincheé sia possibile tale risolu-
zione, cio¢ affinché detti sistemi siano normali ri-
spetto ad x,.

Consideriamo dapprima il sistema (1).

Poiché interessano soltanto i termini nelle deri-
vate parziali prime rispetto ad x,, le (1) si scrivono

m a y
E , E:ivg:%_*- =0 (p=1, 2,..., m).
1 [¢]

Questo sistema ¢ risolubile rispetto alle gﬁ" se il
0
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determinante delle E:’w ¢ diverso da zero:

) Q= B, |0
W, v=1, 2,.., m)

Osserviamo che il determinante in discorso in-
volge le variabili indipendenti x,, x,, ..., 2, e (in
generale, anche) le funzioni incognite ¢, ©y,.c, P+

Passiamo ora al sistema (2).

Le (2) si scrivono

w 82' ,
X E:(: —92' A w=0 (p=12,.,m)
1’ ox;
P, . i
e sono risolubili rispetto alle A ? se il determinante

delle E}) & diverso da zero:

(6) Q= EL|=+0
{r, v=1, 2,.., m)

La condizione di normalitd per la (3) & che sia
(6) E 0.

Il determinante || E))| involge le x, e, in gene-
rale, le ¢ e le derivate parziali prime delle ¢ ri-
spetto alle .

Se le condizioni di normalith ora trovate sono
soddisfatte, per un dato iperpiano portante x, = a,.
& applicabile il teorema di CAucHY e allora riman-
gono determinate univocamente le funzioni ¢, {0, in
particolare, 1'unica funzione ¢) nelle vicinanze del-
I’ iperpiano.

Occorre ora indagare quand’e che il carattere di
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normalifa si conserva, se alle variabili indipendenti

. . . Ly, Ty
Z,, &,y ..., &, 8i applica una trasformazione ’
-

per modo che I'iperpiano x, = a, sia trasformato in
un’ ipersuperficie ¢ di equazione

2@y, @y, Ty) =2,
dello spazio S, a partire dalla quale sia possibile

la determinazione (almeno in un’intorno) delle fun-
zioni ¢.

3. Condizioni di normalita rispetio all’ argomento z.
Poniamo

o=y (t=0, 1,..., n)
i
Si ha :
3p, _ 39, 0l
3r. = 3 s Z} 3, 3, (v=1, 2,...,m)
che abbrevieremo in
39, _ 9%, _
(7 %= a Pt (v=1, 2., m)

mettendo in evidenza soltanto la derivata rispetto
alla z.
Sostituendo nelle (1), queste si scrivono

m acpv

n
T 0z ;iEIWp‘_*_'"_O (p==1,2,...,m)

Se poniamo

‘8) wpv: Zi E:w pis
0
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la condizione di normalithd del sistema trasformato
& espressa da
) Q= o[ =40

(kv=1, 2,.., m).

Per cid che riguarda il sistema (2), si ha analo-

gamente

%, . o,
w0z, 32 Dibr + e

e le equazioni si trasformano nelle

(Y n

Py ik =0 (n=1.2.....m).
Zvaz* ;ikﬂ‘."‘fp'pk—*_ (e 32y, m)

Se poniamo

n
ik
(10} wp.v: 200: Em_pi_pk H
la condizione di normalitd & espressa da

(11) Q=|o,l|+0
w,v=1 2,.., m).

Nel determinante (9) le w, sono forme lineari
delle py, P, ;. Pns € quindi @ & una forma di grado m
di questi argomenti; nel determinante (11) le o,
sono forme quadratiche delle p, e quindi @ & una
forma di grado 2m degli argomenti p,, P,y Pn-

Nel caso dell’ unica equazione (3), il determinante
si riduce all’unico elemento

Q= Z‘.k Eikpi_?k'

0
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Concludendo, in corrispondenza ad ogni funzione
2x,, X,,..., T,) per la quale non sia identicamente
Q =0, si ha una famiglia di ipersuperficie z=2, a
partire da ognuna delle quali & ancora possibile
la risoluzione del problema di CavucHY, di determi-
nare cio® le funzioni incognite quando i dati iniziali
siano relativi alla ipersuperficie stessa. Cid in virta
del fatto che il sistema trasformato & normale ri-
spetto a z.

4. Quando la funzione z(x
all’ equazione

(12) Q=0

T .., ,) soddisfa

v

’

non ¢ piu applicabile (qualunque sia la costante z,)
il teorema di CAUCHY a partire dalle ipersuperficie
portanti z==¢,. In tal caso queste diconsi variela
caratteristiche.

I’ equazione (12), mentre ci avverte che il sistema
trasformato nelle variabili 2, z,, ..., 2, non & normale
rispetto a #, circoscrive e, in certi casi che ora pre-
ciseremo, permette addirittura di assegnare le va-
rietd in corrispondenza alle quali non si pud senza
altro affermare la determinabilitd delle funzioni in-
cognite, quando siano assegnati sulla varieta i valori
delle funzioni stesse e delle loro derivate parziali
di ordine inferiore al massimo.

Le varietd caratteristiche, nel caso della (3), sono
quelle che soddisfano all’equazione

"

ch E¥ppr=0.

0

1h —

Pur supponendo reali i coefficienti E', esse pos-
sono essere reali 0 immaginarie. Sono necessariamente
immaginarie quando la forma quadratica a primo
membro & definita. Nel caso opposto riescono reali,
se tali sono i dati iniziali.

Consideriamo in particolare le varieta caratteri-
stiche dell’ equazione canonica dei piccoli moti. Esse
sono integrali dell’ equazione alle derivate parziali

1 3
Q= Vzpng - Zi?)iz =0,

1
di cui il primo membro & una forma quadratica
indefinita.

5. Equazione alle derivate parziali delle varieta
caratteristiche in un caso particolare. La determina-
zione delle varietd caratteristiche si identifica col
problema dell’ integrazione dell’ equazione alle deri-
vate parziali del 1° ordine @ =0, dove la funzione
incognita & z.

Questo problema offre notevoli difficolta. se nel
determinante Q i coefficienti Efw 0 Effj dipendono
anche dalle funzioni incognite ¢ dell’assegnato si-
stema differenziale.

La questione si semplifica quando si pud isolare
la ricerca di z dall’ integrazione del sistema normale
assegnato. Questa circostanza si presenta quando le
equazioni del sistema sono lineari nelle derivate
delle ¢ di ordine massimo. Allora infatti le E dipen-
dono soltanto dalle x,, ®,,..., ®,.

In tal caso la Q involge nnicamente le x e le p,
e I’equazione & del tipo
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oz .
nella quale & p;=— o (¢=0, 1, ..., n). Non interviene
esplicitamente la funzione incognita z; torneremo
piu tardi su questa equazione.

6. Genesi meccanica dell’ equazione canonica dei
piccoli moti.

L’equazione fondamentale dell’idrodinamica pura,
nel caso in cui il moto del fluido (perfetto) sia irro-
tazionale, sotto 1’azione di forze conservative, & ()

(13) Y — (U= 8=,
designandosi al solito con v = grad ¢ la velocita (vetto-
riale) di una particella generica, con ¢ il tempo, con
x,, &, x, coordinate cartesiane, con (| x,, «,, x,)
il potenziale di velocita, con U il potenziale della
forza unitaria (di massa). I1 secondo membro & co-
stante rispetto ad x,, x,, x,; e

szj@,

n

dove p e p sono la pressione e la densitd in un
punto generico della massa fluida e si suppongono
legate tra loro da una relazione, detta equazione di
stato del fluido.

Per la determinazione del moto del fluido oc-
corre considerare accanto all’equazione (13), I’ equa-

(!) Cfr. T. Levi-Civita e U. AMALDI, Compendio di Mec-
canica razionale, P. 2%, Cap. XII, Bologna, Zanichelli, 1928.
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zione di stato e quella di continuita

dap o
TRl dive =0,
che traduce analiticamente (seguendo il punto di

vista euleriano) la conservazione della massa durante
il moto. In questa equazione il termine ‘;—*; designa la
derivata sostanziale della densita rispetto al tempo ¢.
Ricordiamo a tale proposito che, nello studio del
moto di un sistema continuo, si & condotti a consi-
derare il modo di dipendere, ad ogni istante, di
quantitd scalari o vettoriali dai vari posti P del
campo, in cui ha luogo il moto (punto di vista eule-
riano), o dalle varie particelle mobili M del sistema
(punto di vista lagrangiano).

Se ¢ & una tale quantitd, si definisce derivata
locale di ¢ la derivata di ¢ rispetto a ¢, trattando P
costante ; essa si designa con la notazione g?

Si definisce invece derivata sostanziale di ¢ la
derivata di ¢ rispetto a ¢, trattando M costante.

Nel primo caso, si contempla una variazione lo-
cale di ¢ al variare di {; nel secondo caso, si con-
templa il modo di variare di ¢ riferendosi sempre
alla stessa particella.

Si vede immediatamente che tra le due derivate
intercede la relazione

dg 3% < 3
at =a 2w

essendo #; la componente di ¢ secondo l'asse ;.

Lrvi-Civita 2
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Cid posto, fissiamo 1'attenzione sul caso che si
tratti di un gas perfetto in regime adiabatico. Ogni
particella di gas (pur variando di temperatura) si
trovera sottratta a scambi di calore con le particelle
contigue e in tal caso, come si sa dalla Termodi-
namica, la relazione che intercede tra p e p &

P =,

dove ¢, dipende esclusivamente dallo stato iniziale
della particella considerata (pura costante se ini-
zialmente temperatura e densita sono uniformi) e y
® il rapporto tra i due calori specifici a pressione
e a volume costante (y = 1,41 circa per 1'aria e per
gli altri gas pit comuni).

Il sistema di equazioni che serve per determi-
nare il moto ¢ dunque

ot

dp R
(14) Frinaly dive =0,

g ?j_*_ Yyt — (U — 8)=c.

“d
SZJ —f, p=cpn,

e le funzioni incognite sono ¢, #, p.

Supponiamo ora che il gas sia sottratto ad azioni
di forze e che p e p siano poco differenti dalle loro
determinazioni in condizioni normali: in particolare

p= (1l -1-9),

dove 5 ¢ un numero puro, da risguardarsi come una
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quantitd piccola del primo ordine. Per ovvia ragione
essa
— t— o

i

g

dicesi la concenfrazione della generica particella
gassosa.

Supponiamo inoltre che siano trascurabili le dif-
ferenze tra la derivata sostanziale e la derivata lo-
cale (rispetto a f) delle funzioni ¢ e p, in ogni punto
della massa gassosa.

Da cid segue, in particolare, che, nella prima
equazione del sistema (14), trascurabile il ter-
mine ‘|, v®. Infatti, osserviamo che, per essere v il
gradiente di ¢, si ha

Ma
dy _ 3 i 3
dt ot =i dx; "’
sicché
@ —_— %E p?
dt ot
risulterad trascurabile rispetto a g—;P .
Si ha poi

dive = divgrad ¢ = 4,9,

e quindi, in virta delle ipotesi fatte, il sistema dif-
Sy
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ferenziale (14) assume la forma

B a @

‘\ -é?+$:c’
2
‘ %"‘PA&:O:
§= %, p=cur
Si ha
d ;
dp = c,ypr—dp, Tf) = ¢, yprdy,
I SRRV B Y. p ,
3_(‘7-—1w ’COSt'”Y——lp—*—COSt'

Dalla posizione p = p, (1 + o) si ricava
B et = o1 4 o = oy [y — Do) =
=214y — 19},
0

a meno di termini di ordine superiore al primo in c.

Si trova cosi
S=V*c+k,

essendo £ una costante che non importa specificare, ¢
v = Lo
o

Con la stessa approssimazione, si ha

dlogp  3log(l+o) 7 o
% T

Osserviamo ancora che la ¢ risulta determinata
a meno di una costante, rispetto alle x. Si puo, per-
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tanto, nelle equazioni (14), sostituire ¢ con ¢ -9 (i),
essendo 7p,(#) una funzione arbitraria del solo argo-
mento ¢{. Con cid, il A,9 rimane inalterato, mentre
il primo membro della prima equazione si incre-

09, de,

menta di 2 T ar

Assumendo, in particolare,
de, __
ar =k

il sistema (14) si riduce alla forma definitiva

aa—‘;+vzczo,
(15) S

Eliminando s, si trova

1 2%

peap — 49 =0

che & Pequazione canonica dei piccoli moti: in essa V7
ha il valore costante y}l".

I

§ 3. L’equazione eanonica dei piccoli moti. Concetto
di propagazione ondosa. Velocita di avanzamento
e di propagazione di una superficie d’onda o di
discontinuita.

1. Interpretazione acustica. L’ equazione testé sta-
bilita
1 e
1) .

vz at?

—Ap=0
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&, in particolare, applicabile alle vibrazioni sonore
dell’aria, o di altra massa gassosa, potendosi certo
(in una prima e gid notevole approssimazione) pre-
scindere da qualsiasi azione dissipativa e quindi
considerare il moto irrotazionale, senza scambi di
calore da particella a particella (comportamento adia-
batico).

Supponiamo dunque che il potenziale di velo-
citd ¢ si riferisca a vibrazioni sonore, nell’aria.

Allora 22 %% %

dx,’ ox,’ 2w,

nenti della velocita della molecola d’aria posta in
(x,, x,, x,) all’istante £.

Supponiamo anzi, in modo preciso, che, all’ istante

generico ¢, si trovi in vibrazione soltanto un certo

strato d’aria, compreso tra due superficie

rappresentano le compo-

2) dtio)=c,, #tjz)=c,.

All’ esterno dello strato vi sard quiete (cui corri-
sponde la soluzione nulla, ¢* =0, della (1)) e all’ in-
terno il fenomeno & caratterizzato da una soluzione;
non nulla, ¢ (¢ix).

2. Prescindiamo ora dall’ interpretazione acustica
delle soluzioni della (1) e supponiamo che ¢(f|x)
e ¢* (t| x) siano soluzioni della (1) rispettivamente al-
I interno e all’esterno dello strato determinato dalle
superficie (2). I1 fenomeno rappresentato dalla (1)
viene caratterizzato da due distinte funzioni, secondo
che lo si consideri all’interno o all’esterno dello
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strato. Attraverso la superficie (2), le derivate dei
diversi ordini delle ¢ subiranno, in generale, delle
brusche variazioni e, per questa ragione, tali super-
ficie si dicono di discontinuila.

Ora pud accadere che esse varino nel tempo;
in tal caso, si dice che la discontinuita si propaga,
ed essa, pin specificamente, prende il nome di onda.

Dunque, se si interpreta I’ equazione (1) come atta
a caratterizzare una possibile propagazione ondosa,
le superficie di discontinuitd (o superficie d’onda
come, indifferentemente, diremo) limitano uno strato
che si sposta ed, eventualmente, si deforma nel tempo.

Se si ammette che, durante il moto, non avven-
gano compenetrazioni o cavitazioni molecolari, nel
passaggio attraverso una superficie d’onda, le com-
ponenti normali della velocitd della generica parti-
cella non dovranno subire discontinuitd. Escludiamo
pure che su tale superficie avvengano fenomeni di
slittamento di molecole, i quali comporterebbero delle
discontinuitd tangenziali per la velocita.

A questo punto notiamo che, a norma dei postu-
lati sugli sforzi (in particolare pressioni) sui quali
si fonda Ia meccanica dei sistemi continui, la pres-
sione non pud, in condizioni normali, subire bruschi
salti, anche se varia bruscamente il regime di moto.

Notiamo ancora che la densita p & legata alla
pressione dall’ equazione di stato (che ¢ la stessa sia
da una parte che dall’altra della superficie di di-
scontinuita).

Dalla continuitd di p segue percio quella di p.
D’ altra parte, in base alla prima delle (15) del §
prec., le derivate di ¢ e ¢* rispetto a { rappresen-



— o4

tano densith (A meno di un fattore costante), percio
anche tali derivate debbono essere esenti da discon-
tinuitd attraverso la superficie d’ onda.

Le considerazioni fatte portano alla conclusione
che, affinché 1'equazione (1) definisca una propaga-
zione ondosa, bisogna ammettere che due diverse

soluzioni di essa ¢ e ¢¥ supposte esi-

stenti e caratterizzanti il fenomeno,

all’interno e all esterno di uno strato,

si raccordino, cio¢ abbiano eguali de-

rivate prime di spazio e di tempo, at-

traverso le superficie d" onda che, istan-
Q  te per istante, limitano lo strato.

Sono le derivate seconde invece che
subiranno delle brusche variazioni; ci
occuperemo pin tardi di queste, quando
estenderemo le attuali considerazioni ad
un generico sistema normale di equa-

zioni alle derivate parziali. Allora faremo anche
vedere come vengono caratterizzate, dal punto di
vista analitico, le superficie d’ onda.

Fig. 1.

3. Velocita di avanzamento e di propagazione.
Consideriamo una delle superficie d’onda ¢ che, al-
I'istante f, limitano lo strato, sede della perturba-
zione, e sia n la normale orientata verso 1 esterno
di esso in un generico punto P (Fig. 1).

La superficie si sposta e nell’ istante { 4+ df inter-
seca la normale » in un punto Q.

Sia dn la misura, con segno, del segmento PQ,
contata positivamente verso 1’ esterno.
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Il rapporto
dn

dt

dicesi la wvelocita di avanzamento della superficie
d’onda nel punto P e nell’istante considerato.

Nei casi ordinari accade che, in tutti i punti di una
delle due superficie terminali dello strato, ¢ a > 0,
e in tutti i punti dell’altra é a << 0. La prima dicesi
fronte d’onda od anche prora, la seconda poppa.

Daremo piu tardi (cfr. § 4, n. 3) 1'espressione
esplicita di a collegandola con [’equazione della
superficie d’onda o.

La differenza

de
~an’

cC=a

tra la velocita di avanzamento e la componente nor-
male alla o della velocith della particella fluida
gituata nel punto P, all’istante ¢ considerato, dicesi
velocita (normale) di propagazione della o nel punto P.

Per il principio dei moti relativi, questa velocita
misura, manifestamente, la rapiditd con cui la super-
ficie si sposta (non rispetto agli assi fissi. ma) rispetto
al mezzo.

Se all’ esterno dello strato ¢’ & quiete, si ha ¢* =0
e poiche, come si & detto, le ¢ e ¢* debbono raccor-
darsi attraverso la o, si ha

dy

an ="
onde

Cc=da.
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In tal caso, la velocita di propagazione si iden-
tifica con quella di avanzamento.

4. E ora importante osservare che la ¢ ¢ una
varieta caratteristica, relativa all’equazione (1), cio®
un integrale dell’ equazione

: 1 .5
3) bt = X0t =0,

Infatti, se ¢id non fosse, nelle vicinanze della o,
rimarrebbe determinata, dalla sola conoscenza dei
3¢
a_t“a
soluzione ¢ della (1), a norma del teorema di CAvucHY.

La propagazione ondosa & dunque possibile in
quanto le superficie d’onda sono varietd caratteri-
stiche.

Un caso particolare della (1) mostra altresi che,
affinché sia ancora possibile risolvere il problema
di CAvucHy, a partire da una varietd caratteristica,
& necessario che siano soddisfatte certe condizioni.
Peraltro, se queste sono soddisfatte, non esiste una
soluzione unica, bensi infinite,

Per rendercene conto, supponiamo che la funzione
% dipenda da ¢ e dalla sola x,, che ora scriveremo
x. La (1) diventa

valori superficiali sopra la o, di ¢ e di un’ unica

1 2%y %
1 w5 an Ay = 0.
(1) Vo  oxt 0
Ricordiamo come si perviene all’integrazione di
questa celebre equazione. Si osserva che essa si pud

scrivere
129 2 1@_3 —0
(Vé’t+'aE Vo &)Y T

E ovvio che si tratta a primo membro di un pro-

dotto operatorio applicato a ¢.
Introduciamo al posto delle variabili ¢, x, le va-
riabili 2, z,, legate alle prime dalle relazioni

z:aj‘*Vt, Zi=x'*‘Vt7
con che
£ = i/”! (z -1- z«'} t: i//:2 (Z£ — Z)/V-

Per il teorema della derivazione delle funzioni
composte, si ha
2 e 193y k) [0 12
= — =1 - 4 = =
32 ’2(ax Vat) 2 T *\ex Vot

e quindi la (1) si trasforma nell’ equazione

o
373, =V
che si integra a vista.
L’integrale generale &
(4) ¢ = alz) + Biz,),

essendo « e B due funzioni arbitrarie (derivabili)
delle z e z, rispettivamente.

Si vede subito (come del resto dovevamo aspet-
tarci) che non si pud, in generale, risolvere il pro-
blema di CAUCHY per una retta portante z=c¢, ma
occorre che i dati soddisfino ad una condizione di
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compatibilita, verificata la quale esistono infinite
soluzioni.
Invero, dalla (4) segue

QO(C, z,):a(c) t ﬁ(z‘)
(5= =t

Non si possono quindi assumere a piacere le fun-
zioni ¢, e p, della variabile z , alle quali debbano
ridursi rispettivamente ¢ e 2—: per z—=c. La fun-
zione ¢ (z,) deve essere una costante; e, in tal caso,
si hanno infinite forme per la soluzione ¢ del pro-
blema.

Queste osservazioni mostrano gquanto sia essen-
ziale la considerazione delle varieta caratteristiche.

Finora ne abbiamo rilevato soltanto il lato ne-
gativo, ma va avvertito che anche maggiore & la
loro importanza dal punto di vista costruttivo. In-
fatti, esse servono proprio a risolvere il problema
di CAUCHY in corrispondenza a varietd portanti non
caratteristiche.

L’idea & dovuta a B. RIEMANN che, in una ce-
lebre Memoria dell’ Accademia delle Scienze di Got-
tinga (1860), ha trattato con successo il problema
dell’ integrazione dell’ equazione lineare del 2° or-
dine di tipo iperbolico a due variabili indipendenti

&z 0(18—z+baz =0
awdy a0yt T
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Il metodo di RIEMANN fu ripreso dal DARBOUX (%)
e da altri.

Importanti ricerche sulle equazioni a derivate
parziali di tipo iperbolico in tre e pid variabili,
nonch® sulla espressione matematica del prineipio
di HuyveENns (3), formulata per la prima volta da
KIRCHHOFF per 1’ equazione canonica dei piccoli
moti, si debbono a VOLTERRA (*) e ad HADAMARD (*).

$ 4. Concetto di propagazione ondosa esteso ad un
generico sistema normale.

1. Le considerazioni istituite intorno all’ equazione
(1) del § prec. si possono facilmente estendere ai
sistemi di equazioni considerati al n. 1 del § 2.

() Ctr. G. DarBoux, Lecons sur la théorvie des surfaces,
T. I1. Paris, Gauthier-Villars, 1889,

(2) Indicazioni bibliografiche con particolare riguardo al
confributo italiano si possono trovare nelle Lezioni di mecca-
nica razionale di Levi-Civita e AmaLpl, Vol. 1, Parte se-
conda, p. 468 (Bologna, Zanichelli, 1927).

(®) Cfr. V. VoLTERRA, Legons sur Uintégration des
équations différentielles aux dérivées partielles, professées o
Stockholm, Paris, Hermann, 1912; Lectures delivered at the ce-
lebration of the twentieth anniversary of the foundation of
Clerk University, deuxiéme lecon, 1912.

(*) Cfr. J. HapaMaRrD, Legons sur la propagation des ondes,
Paris, Hermann, 1903; Lectures on Cauchy’s Problem in linear
partial differential equations, New Haven, 1921. E in corso
di stampa (presso Hermann) una edizione francese di queste
lezioni.

Per la hibliografin dell’argomento il lettore pud consultare
I’interessante opuscolo di R. D' ADHEMAR, Les équations aux
dérivées partielles & caractéristiques réelles, Coll. Scientia, Gau-
thier - Villars, Paris, 1807.



Introduciamo qui ancora lo spazio S delle va-
riabili ¢, =,, «,,.., ®, e supponiamo che, all’ in-
terno e all’ esterno dello strato determinato da due
ipersuperficie, che diremo anche semplicemente su-
perficie (quando non ci sia pericolo di ambiguita)

(1) g=c,, 2=4¢,,

uno dei due sistemi

2 - m n i acpv
& EP=;V§‘EW%+¢>F@]@=0

r=1,2,.., m:

o

L n . ag
: = ke P
(3) Ev - ;v ;m W 2,00, + (I)p \®

q)%x):()
r=1,2,.., m)

sia soddisfatto rispettivamente da due m — ple di
funzioni @, ¢,,..., %, € ¢% ¢,% .., ¢,* In base
alle considerazioni istituite intorno all’ equazione ca-
nonica dei piceoli moti, supporremo che, al variare
del tempo, lo strato determinato dalle (1) si sposti
ed eventualmente si deformi e che attraverso le iper-
superficie (1) le derivate parziali del 1° ordine (nel
caso s = 1) e del 2° ordine (nel caso §=2) subi-
scano delle brusche variazioni (salti).

Supporremo anche che le funzioni ¢ e ¢* siano
continue attraverso le (1) nel caso s =1, e nel caso
s =2, siano tali anche le derivate parziali prime.

Questa impostazione corrisponde a presentare un
tipo di fenomeno ondoso, le superficie d’onda es-
sendo quelle che limitano lo strato.

Nel caso di un sistema generale di ordine mas-
simo s, attraverso le superficie d’onda, le funzioni ¢
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e ¢* dovranno riattaccarsi insicme con le derivate
di ordine inferiore ad s.

Si presenterd invece una qualche discontinuita
per le derivate di ordine s.

Tali superficie, in quanto limitano porzioni dello
spazio S, nelle quali il fenomeno, rappresentato ana-
liticamente dalle equazioni differenziali del sistema,
& retto da due diverse determinazioni delle funzioni ¢,
risultano varietd caratteristiche, poiché a partire da
esse non é applicabile il teorema di wunivoca esi-
stenza degli integrali.

Noi non ci occupiamo qui del problema di asse-
gnare le due m — ple di funzioni incognite ¢ e ¢*;
tale ricerca ci obbligherebbe a discutere il problema
di CAUCHY in corrispondenza alle varietd caratte-
ristiche.

Questo studio & stato fatto, almeno in taluni casi
particolari, da HADAMARD e approfondito da Ri-
QUIER (') e DELASSUS; esso potrebbe ricondursi, con
CARTAN, alle equazioni di PFaFF ().

Ammettiamo invece 1’ esistenza delle funzioni ¢
e v* e con esse una propagazione ondosa, e propo-
niamoci di illustrarne alcune proprieta.

2. Se z—=c¢ ® una superficie d’onda o, la fun-
zione z deve soddisfare all’equazione

Qip)=0,

(1) Cfr. Cu. RIQUIER, Les systémes d’équations aux dé-
rivées partielles, Paris, Gauthier-Villars, 1910; oppure M. Ja-
~NET: Legons sur les systémes d’équations aux dérivées par-
tielles, Paris, Gauthier-Villars, 1929.

(?) Cfr. E. Goursar, Lecons sur le probléme de Pfaff, Paris,
Hermann, 1922,



essendo

oz .
Pi—%i (=0, 1,... n).

Con cid la validita di tale equazione risulta, a
dir vero, stabilita soltanto sulla o, ciod per z eguale
ad un particolare valore ¢. Siccome perd 1’ argo-
mento z non entra esplicitamente in Q, cosi la li-
mitazione z =c¢ & inessenziale, nel senso che la Q
va senz’ altro a zero, ogni qualvolta vi si pongano
le p; eguali alle derivate di quella tale funzione z:
si tratta quindi, rispetto a z, di vera e propria equa-
zione alle derivate parziali (del primo ordine).

Questa, nell’ ipotesi che le funzioni E che com-
paiono in uno dei sistemi (2) o (3) dipendano solo
dalle @, & atta a caratterizzare la z di per s¢ sola.

Prima di approfondire lo studio in tale ipotesi,
estendiamo, in generale, il concetto di velocita di
avanzamento della ¢ in un punto P, attribuendo
allo spazio S delle variabili «,, Zy, ..., L, uUna
metrica euclidea, e alle variabili x I’ interpretazione
di coordinate cartesiane.

Siano
4) 2t x)=c, -2l +dt|xj=c¢c

le equazioni della o agli istanti { e {4+ df. La nor-

male % in P a o interseca la seconda delle (4) in

un punto ¢. Se dn & la misura, con segno, del seg-

mento P@, contata positivamente verso |’ esterno

dello strato determinato dalla o e dall’ altra super-

ficie d’ onda relativa all’ istante ¢ d¢, il rapporto
an

i
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dicesi la velocita di avanzamento della superficie
d’ onda nel punto P all’istante considerato.

3. Calcolo della wvelocita di avanzamento. Cer-

chiamo un’ espressione della a che faccia intervenire

gli elementi della superficie o.

Siano «; (=1, 2,..., n) i coseni direttori della
normale # in P a a.

Si sa che
| P
(5) =3
essendo g la determinazione positiva della radice

quadrata di
(5) g = Zipf.
1

(=1, 2, .., n),

R

i

Se x; e x; + dx; sono le coordinate dei punti P
e @, si ha, per le (4),

Ztjx)=c, &+ dijx+ dx)=c,

da cui, per differenza

(6) dz = p,dt + Y, pde;=0.
1 13
Poiche i dx; sono le componenti del vettore Q — P,
si ha
‘7) dwi = = “idn (Z = 1, 2, cesy n).

Il segno + o — va scelto a seconda che ¢ 2 >0
o 2z <7 0 all’esterno dello strato; ma noi, nelle nostre
considerazioni, non avremo bisogno di specificare il
senso, e quindi manterremo il doppio segno.

LevI-CiviTa
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Sostituendo nella (6) le espressioni dei dx; date
dalle (7) e tenendo conto delle (5), si ha

p At £dn Y, ap; = p,dtkgdn=0,
1 1

da cui
@ aj=|d 12l

dat. g

E questa la formula che avevamo in vista; essa
pone in evidenza il modo di variare della velocita
di avanzamento al variare di P e del tempo, e quindi
al variare della superficie d’onda.

4. Un’ applicazione della formula (8). Applichiamo
la formula trovata all’equazione (1) del § 3, che,
come abbiamo detto, regge il fenomeno della pro-
pagazione del suono. :

La (3) del § 3. in virta della (5), si scrive

1 .
ﬁMEWZ
da cui

yoind,
g

Si trova cosl che la costante V & la velocita di
avanzamento di una superficie d’onda, limite di
uno strato che, all’istante ¢, & sede di vibrazioni
sonore.

Per i gas perfetti in regime adiabatico, si & visto
che
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nella quale formula il significato dei simboli ci &
gia noto (cfr. § 2, n. 6). Poiche all’esterno dello
strato perturbato ¢’ & quiete, per un’osservazione
fatta, possiamo affermare che la formula

V___V b,
YP‘o

da la velocita di propagazione del suono.

Adottando il sistema pratico di misure, tenendo
conto che un m?® & aria pesa kg 1,29 e che p, &
circa 10" unith pratiche, si ha per V il valore ap-
prossimato dato da

. 10t - 9,8
V=141 —1’2—9’—
{9, 8 ¢ I’accelerazione della gravita). Si trova che la
velocita V & di cirea 331 metri al secondo, valore
che @ in buon accordo con quello determinato spe-
rimentalmente.

11 calcolo della velocita di propagazione del suono
(con veferenza al caso tipico di onde piane) fu fatto
per la prima volta dal NEWTON, il quale trovd, sup-
ponendo il fenomeno isotermo,

V:V%.
-t

Tale espressione, nel caso in cui il mezzo sia
I'aria, alla temperatura di 0°, da V= 280 metri al
secondo. L’esperienza invece fornisce a 0’ il va-
lore 333. Tl LAPLACE dette la ragione del disaccordo
tra la teoria e |’ esperienza osservando che le com-
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pressioni e le rarefazioni degli strati d’aria, dovute
alla propagazione ondosa, producono variazioni di
temperatura, nel senso che gli strati compressi si
riscaldano e quelli rarefatti si raffreddano.
Tenendo conto di queste circostanze, il LAPLACE
dimostrd che per avere dalla formula teorica la vera
velocita di propagazione del suono d’accordo con
1" esperienza basta risguardare il fenomeno quale
.pO

]

adiabatico, con che il rapporto va moltiplicato

per il numero 7.

§ 5. Digressione sulla concezione generale di moto
ondoso (‘).

1. Che cos’ é un moto ondoso ? Si potrebbe forse
qualificare ondoso il moto di un fluido quando gli
spostamenti delle singole particelle materiali impli-
cano un moto assai pilt cospicuo di un qualche ele-
mento saliente; per es. di una superficie libera o di
una superficie di separazione di due diversi regimi.

Ma questo non & un carattere nettamente diseri-
minante e si pud rendersene conto con un esempio
classico.

Consideriamo un canale rettilineo a fondo oriz-
zontale e pareti verticali, riferendoci al caso tipico
in cui il movimento del liquido pesante contenuto
nel canale, diciamo addirittura acqua, avviene pa-

(t) Cfr. T. LEvi-CiviTa, Questioni di Meccanica classica
¢ relativista, I1 Conferenza. Le onde dei liquidi. Propagazione
nei canali; Bologna, Zanichelli, 1924,

rallelamente alle sponde, comportandosi nello stesso
modo in tufte le sezioni longitudinali del canale,
cio® nei vari piani verticali paralleli alle sponde.
Il fenomeno si pud allora studiare in due dimen-
sioni, occupandosi di una sezione longitudinale ge-
nerica.

I1 fondo (Fig. 2) vi sarh rappresentato da una retta
orizzontale QX e il pelo libero superiore da una linea !
in generale variabile col tempo, ma comunque (al-
meno in condizioni ordinarie) non molto diversa da
una retta orizzontale y = h: quella tale retta che
costituirebbe la linea di livello in condizioni sta-

4 Y
B —

~— -/

o L . ¢

Fig. 2.

tiche, sicché h rappresenta la profonditd (media) del
canale,

Indichiamo con L il campo del moto, cioé la
striscia indefinita (in generale variabile anch’essa
col tempo) compresa tra il fondo e la linea I.

Cid premesso, il problema generale dell’ idrodi-
namica per questi moti piani si pud manifestamente
formulare cosi: Nell’ istante iniziale f =0 & data
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la perturbazione, cioé la configurazione di ! e la
distribuzione delle velocita in L. Caratterizzare l'an-
damento successivo del moto, in particolare la legge
con cui varia /.

Questa stessa impostazione, salvo specificazioni
qualitative, spetta al problema generale delle onde
di canale, chiamandosi appunto propagazione ondosa
la legge che presiede allo svolgimento del moto a
partire da una perturbazione assegnata. Un tale
punto di vista che mira direttamente all’integrale
generale, rilevando poi quasi per incidenza in alcune
applicazioni particolari 1’ aspetto di moto ondoso nel
senso ordinario della parola, si riscontra nelle prime
ricerche di LAGRANGE, che riconducono il problema
all’ equazione delle corde vibranti, trascurando di
fronte a g (accelerazione della gravita) 1'accelera-
zione verticale del moto delle singole particelle; la
applicazione piu cospicua & costituita dalle onde
di marea.

Analogamente procedono PoissoN e CAUCHY, ab-
bandonando la ipotesi molto restrittiva concernente
I’ accelerazione, e trattando in generale dei piccoli
moti in canali molto profondi.

Le onde saltano poi fuori in modo indubbia-
mente espressivo, ma senza una demarcazione siste-
matica, 1a dove per la natura fisica della questione
non potrebbero mancare.

Cosi avviene, ad esempio, per le cosiddette onde
di emersione che corrispondono all’ipotesi di un
solido (quale potrebbe essere un galleggiante) che
venga bruscamente sollevato e tirato via, lasciando
poi la massa fluida a riassettarsi da sé.
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In questo riassetto che, almeno in teoria (flunidi
ideali rigorosamente incompressibili), si inizia istan-
taneamente in tutta la massa d’acqua, si formano
intumescenze e depressioni del pelo libero, le quali
viaggiano lungo il canale con accelerazione (badisi
bene accelerazione, non velocita) sensibilmente co-
stante. Ecco un qualche cosa che si propaga, ma
pur trattandosi di una circostanza saliente, non c’¢
ancora una legge nitida la quale permetta di domi-
nare il carattere ondoso del moto. Tale & invece
quella che si schematizza nella propagazione delle
discontinuita, di cui c¢i occupiamo sistematicamente
nella presente trattazione.

2. E importante rilevare che, pur essendo essen-
ziale la caratteristica su accennata, lo studio quan-
titativo dei fenomeni ondesi nei fluidi e nei mezzi
elastici non & stato originariamente impostato sotto
questa forma, ma si & andato sviluppando senza ri-
nunciare al criterio di continuita.

In realta, si @ preso norma dai casi semplici in
cui si pud limitarsi a considerare una sola dimen-
sione di spazio, come avviene per le corde vibranti.

Se si designa con s il parametro di posizione
della particella vibrante nel campo ad una dimen-
sione di cui si tratta (configurazione rettilinea ini-
ziale della corda vibrante), con ¢ il tempo, con ¢ lo
spostamento e con (E) I’equazione (o il sistema) dif-
ferenziale che traduce analiticamente il fenomeno
meccanico, si sono considerate per prime le solu-
zioni (s, {), dipendenti da un wunico argomento
8, =8 — Vi, con V costante.
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Il binomio s, = s — V¢ si suol chiamare fase del
corrispondente fenomeno.

Quando la fase & costante, ogniqualvolta cio® i
due argomenti s e {, che a priori sono tra loro in-
dipendenti, si pensino legati da una equazione del
tipo

s, =s§ — Vi == cost,

la caratteristica ¢(s,) del fenomeno vibratorio si man-
tiene costante. Cid val quanto dire che, per un os-
servatore il quale si sposti lungo la corda (o, piu
generalmente, lungo il supporto dell’ argomento s)
con la wvelocita costante V, il fenomeno appare sta-
zionario. Ecco perche, di fronte alle soluzioni del
tipo particolare g(s,), la costante V si pud interpre-
tare come velocita di propagazione dello stato vibra-
torio del filo. Appunto in questo senso si parla di
onde che si propagano colla velocita V.

Pit generalmente, anche nel caso di fenomeni
in tre dimensioni, sonori, elastici, elettromagnetici,
lo studio delle onde si ¢ sviluppato cercando quelle
classi particolari di soluzioni (dei sistemi differen-
ziali alle derivate parziali definienti i fenomeni
stessi) che dipendono da un unico argomento fun-
zione lineare delle tre coordinate di spazio x,. x,, x,
e del tempo t=x,, ciod® da un solo argomento del
tipo

3
E=23 o,
0
le ¢; essendo costanti, a priori arbitrarie.

Ammesso che si tratti di soluzioni, le quali di-
pendano in qualche modo dal posto (non siano cioe
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funzioni unicamente del tempo), dovra ritenersi di-
versa da zero una almeno delle c,, ¢,, ¢,. ossia non
nullo il vettore ¢, avente ¢,, ¢,, ¢, per componenti
secondo gli assi coordinati. Con c¢id si pud anche
risguardare come unico argomento, da cui dipendono

g

le soluzioni in questione, 8 = (¢ lunghezza del

vettore ¢), anziché E. Se si nota che %: o (i=1, 2,3)
rappresentano coseni direttori (del detto vettore ¢)
e si scrive V al posto di #qcﬂ’ I’ argomento unico,

da cui si suppongono dipendenti i parametri deter-
minativi del fenomeno si presenta qui ancora sotto
la forma s, = s — Vi, dove

S:Z a,
i

1

¢, virtnalmente, una coordinata spaziale, secondo la
direzione (x,, a,. a,) e potrebbe quindi senza sostan-
ziale restrizione (in quanto si assuma 1’ asse delle
nella detta direzione) essere pitt semplicemente de-
signata con ,.

Comunque, si tratta di onde piane, in quanto lo
stato vibratorio dipende, per ogni assegmnato {. sol-
tanto da s. ed © quindi identico in tutti i punti di
un medesimo piano s = cost.

Ne consegue altresi che il fenomeno & stazionario
rispetto ad un osservatore per cui fosse s, = cost.
per cui cioé s procedesse con velocitd Vi ecc.
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Un’ impostazione un po’piu generale si ha assu-
mendo s funzione qualunque (anziché lineare) di
&, &,, x; e supponendo i parametri determinativi
del fenomeno funzioni non soltanto di s, =s — V¢
ma anche di un altro argomento puramente spaziale.

In quest’ ultimo tipo rientrano le cosiddette onde
sferiche.

Tipi ancor pill generali di onde, concepite in tale
modo, furono studiati, sotto diversi punti di vista,
dal BATEMAN e dal Maaar (*).

§ 6. Il metodo di Cauchy per I’integrazione di una

equazione alle derivate parziali del 1° ordine.

1. Per quanto si & visto al n. 4 del § 2, le va-
rietd caratteristiche

zlx,, ©,, .., L,) == cost

di un sistema normale di equazioni nelle n 41 va-
riabili indipendenti «,, x, , ..., «, annullano un certo
determinante

(1) Qx|p) =0

in cui

9 oz .

2) P =0, 1, 2, ..., n).

~ e

(! H. BaTteMaN, Electrical and optical wave motion. Cam-
bridge University Press, 1915,

G. A. Maca1, Sulla propagazione delle onde di forma qual-
sivoglia mei mezzi isotropi, Rend. Acc. Lincei, (5), Vol. XXIX
(2° semestre 1920y, pp. 371.378.
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Nel caso pil generale, la Q, oltre che le varia-
bili indipendenti x, e le p, contiene anche le fun-
zioni incognite p del sistema normale di cui si tratta,
ma vi & (come fu notato al n. 5 del § 2) una classe
assai ragguardevole di sistemi normali in cui la @
contiene esclusivamente le x e le p: a questa classe
appartengono le equazioni normali di ordine s=1
e §=2 allorquando i coefficienti E:;V o rispettiva-
mente E sono funzioni unicamente delle x.

Anche per i sistemi normali di ordine s_-1, si
ha, per la determinazione delle varieta caratteri-
stiche, una equazione del tipo (1), purche i coeffi-
cienti delle derivate di ordine massimo dipendano
esclusivamente dalle a.

Poiché ci proponiamo lo studio dell’ equazione (1},
vogliamo qui esporre il metodo di CAucHY per lin-
tegrazione di un’equazione a derivate parziali del
1° ordine, considerando, in particolare, la (1), in cui
non interviene esplicitamente la funzione incognita 2.
Si @ quindi sicuri che in Q figura una almeno
delle p, ad esempio p,.

Se la (2) si risolve rispetto a p, si pud scrivere

3) p, +H(, x, . Ty [P,y s Pu) =10,

essendo

oz
— A 9 ).
pl___a i (z_O 1, Zy ey ’ﬂ)

Converra dapprima trattare il caso lineare.

2. Caso dell’ equazione lineare. E ben noto che,
se H & una funzione lineare delle p, il problema di
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integrare la (3) si trasforma nell’ integrazione di un
sistema differenziale ordinario.
Non sara male tuttavia ritrovare questo risultato
che si applica con successo anche al caso generale.
L’ equazione (3) & allora del tipo

(4) pn+Ao +§‘Aipi=()«
essendo le A funzioni delle sole variabili £, Lyeey .
z
e —
M, ¢
4
A
4
Fig. 3.

Consideriamo lo spazio S,,, delle n -1-2 varia-
bili ¢, x,...., ,, z e una ipersuperficie integrale

z = 9(t|r),

che indicheremo con o, dell’equazione (4).
Disegniamo gli assi di riferimento dello spazio
Sy 4, (che pensiamo euclideo, per comodita di im-
magine) ponendo in evidenza una sola x per maggior
chiarezza ; sia I' la sezione dell’ipersuperficie inte-
grale o con l'iperpiano # =0, cio¢ il luogo dei punti
definiti dalla equazione z = 9(0|x), che seriveremo
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piu brevemente ,
2 = ¢,(x).
Il concetto fondamentale che c¢i guidera nei suc-

cessivi passaggi logici consiste nel risguardare la o
come luogo di o<’ curve ottenibili mediante 1’ inte-

grazione di un opportuno sistema differenziale or-

dinario del tipo

(5 W Xitle) =12, m).
i dz
(6) 5 = Zlt]x)

di rango # -+ 1 nelle funzioni incognite x,,.., ,, 2z
della variabile ¢.

11 sistema (5), (6) introduce »n -1 costanti arbi-
trarie, ma va avvertito che il loro numero diminuisce
di 1, se si vuole che il sistema stesso sia concilia-
bile con 1’ equazione z = ¢(¢|x) della o.

1’ ipotesi essenziale (che giustifica 1’ interesse del
sistema (D), (6)) & che questo sistema sia indipen-
dente dalla preventiva integrazione dell’equazione (4).

Cid posto, dobbiamo esprimere la condizione che
una qualsiasi curva integrale di (5), (6) appartiene
alla o.

Si ha dalla (6) e dalle (3), in quanto si risguarda z
funzione della ¢ ¢ delle wx,

d dw :

’§=Z:po+zi piT:po_*‘Z pX,
1

dt =l

e, tenendo conto della (4),
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Poiche si vuole che il sistema differenziale (D), (6)
sia indipendente dall’integrazione della (4), i coef-
ficienti delle p, debbono essere nulli, epperd deve
essere

X, =4,
da cui segue che
Z=—A4,.

Dunque il sistema differenziale cercato ¢

dx;

{5 i = A4, (i=1.2,.., n)
v dz B
(6') 7= 4.,

o. se si vuole, nella forma tradizionale.

e, _dn,_ _de,__di_y
Al Az An Ao

il quale & atto a determinare le ipersuperficie inte-
grali o della (4).

Infatti, per risolvere il problema di CAUCHY re-
lativamente ad una prefissata I' delliperpiano { =0,
basta considerare, in primo luogo, la totalita delle
curve integrali, che & oo”, del sistema di equa-
zioni (5), nel quale non compare la z.

1) integrazione dell’ equazione differenziale re-
sidua (6'), che si effettua con una semplice gquadra-
tura, quando sia stato integrato il sistema (5'), com-
pleta poi la determinazione delle curve dello spazio
Spi2 (della ¢ delle « e della 2) che sono integrali
del sistema (b'), (6'). Se si vuole che queste curve

escano dai punti di T, bisogna e basta che z, per
t =0, assuma il valore ¢ (x), le & riferendosi allo
stesso valore zero di f e potendo quindi identificarsi
colle n costanti arbitrarie introdotte dalla integra-
zione del sistema (5'). Cosi & % il numero comples.
sivo delle costanti arbitrarie, e ogni ipersuperficie
integrale o della (4) appare come il luogo delle oc”
curve integrali di (5'), (6'), uscenti dai punti di I.

3. Caso genmerale. 11 concetto di trasformare il
problema dell’ integrazione di un’equazione lineare
alle derivate parziali del 1° ordine nel problema
dell’ integrazione di un sistema differenziale ordi-
nario, dovuto al LAGRANGE, & stato generalizzato dal
LAGRANGE stesso, da CHARPIT, da CAUCHY e JACOBI
alle equazioni non lineari.

Esponiamo qui il metodo di CavcHY. seguendo
un procedimento che ne sottolinea il concetto (un
po’ pitt di quanto apparisca dalle trattazioni abituali).

Riprendiamo 1’ equazione generale

(3) pU +H(f? mi’"'r mﬂ lp|7"'a pn’:U-

e cerchiamo se sia possibile determinare una sua
generica ipersuperficie integrale (quella di cmi il
teorema di CAUCHY eci assicura 1 esistenza in base
ai dati iniziali) come luogo di curve integrali di un
opportuno sistema differenziale.

Si riconosce facilmente che non si pud piu, in
generale, associare alla (3) una congruenza di curve
dello spazio S,,s, che valga per qualsiasi ipersu-
perficie integrale, ma bisogna passare ad uno spazio
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ausiliario (ad un numero maggiore di dimensioni); e
precisamente giovera considerare come argomenti,
oltre alle coordinate x di un punto P generico della
ipersuperficie integrale o, anche le p,, p,,..; Pa,
che, geometricamente, definiscono una faccetta per P.
Se si vuole che le p abbiano un significato metrico
concreto, basta attribuire (come del resto si & gia
fatto per comodita di locuzione) metrica euclidea allo
spazio S, 4, risguardando la ¢, le x e la z quali coordi-
nate cartesiane. Allora p,, p,,..., P», — 1 sono propor-
zionali ai coseni di direzione della normale a s, con
referenza agli assi ¢, «,..., x,, z rispettivamente.

Cid posto, cercheremo di associare alla (3) un
sistema differenziale del tipo

& X, @ip)
{7) )dp (i=1, 2,... n),
|- . /
dz "
(8) ai = Z{t, x|p).

Quando siano state determinate le espressioni
delle X; in termini delle f, x, p, si trova facilmente
anche quella di Z. Infatti, poiché la z & una fun-
zione di £ per il tramite di x, =1 e delle altre «, 8i ha

dz - dx,'
at = P '*‘21“1’:'%',

e, per le prime delle (7),
dz

) @ =2t @lp)=p.+ X pXi.
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Osserviamo che 1" equazione (8), con la Z data
dalla (9), va associata dopo aver integrato il sistema (7),
perche allora la z si esprimera in termini di . me-
diante una quadratura.

Consideriamo qui ancora lo spazio Syy», una iper-
superficie I nell’iperpiano ¢ = 0; e siano M, e &, ri-
spettivamente un punto di I' e 1'iperpiano tangente
in M, alla ipersuperficic integrale ¢ della (3) pas-
sanfe per I'.

Vogliamo esprimere la condizione affinché la
curva integrale C; del sistema (7), (8), uscente da M,
¢ tangente a @ appartenga alla ipersuperficie inte-
grale o, rimanendo rispettate le equazioni

~

oz n
P = 3, (=0, 1,.... n0: x,=t).
e cio qualungue sia tale I', passante per M, .
Nel passaggio da { a ¢ + dl, p, aumenta di dp,.
tale che

e d’altra parte, affinché seguitino a sussistere le

_ ¢
b= o,
si richiede che
n
(11) dp, = ij,-j dx; (=0, 1,..., n),
0
dove si @ posto
I -
1”_1)]‘—8%{?(1{7 (l':f—‘ y Lewees R
Lixvi-Civiva 4
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Bisogna stabilire 1" eguaglianza delle espressioni
dei dp, fornite da (10) ¢ (11). Osserviamo che le
quantitd p,;. con gli indici i. § maggiori di zero,
sono arbitrarie in dipendenza della scelta. per ipo-
tesi arbitraria, della I'. mentre quelle. per le quali
almeno un indice ¢ nullo, soddisfano a delle rela-
zioni che si deducono differenziando 1" equazione
data (3).

Si ha cioe

"
{12) poi 1 Z aHP" \- E\]{”——-
-iop,t T S

(i =0.1,.., n

0

relazioni in numero di 2 + 1.
Poiche le p,; sono in tutto '/, (# - 1) (n +2), ne
restano

A e 2) — (1) = tonim 1 1),
mentre le quantitd di cui si dispone sono
Xy Eysmes Loy Pyv Payeres P

in numero di 2n.
Le considerazioni fatte indurrebbero a pensare
che sia impossibile determinare le P, in modo che

Pt = iji,- de; .
0

indipendentemente dalle p;;.
Tuttavia i seguenti sviluppi assicurano il successo

dell’idea di CAUCHY.

Bl —

. oz
J “ha JE——— a1 « 1 1
Poiche D=5 i ha, derivando rispetto a ¢,

'

dp; __ - de; - "
= P; = pi + Z-i Pij “(# = P 1~ 21.7 pPi;X;.

Eliminando le py = po; mediante le (12} e tenendo
conto del fatto che tutte le p;; sono simmetriche ri-
spetto ai loro due indici. si vede che le relazioni
ora trovate equivalgono alle

oH e oH
po=— _on
ox; * 21‘.7' (XJ op,

E queste sono soddisfatte indipendentemente dal-
le p,; se

)pij (l — 1. sy n).

cH
X, ="
' op:”
nonche
cH .
P = — ar, (i=1. 2, ..., n).

Rimane cosi acquisito che, se a partire dal punto
generico M, dell’ ipersuperficie integrale o, si attri-
buiscono alle ¢, x, p, # incrementi che obbediscono
al sistema differenziale (7), (8), che oramai & univo-
camente caratterizzato sotto la forma

\'@ o
. at — 3p;’
(1'3) ¢ ! ) — 2
dp, _ °H (t=1. 2..., m),
i dt - 3;:@,
. dz & oH
14 = kel
(14) 7 ;p, 1
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si passa ad un punto infinitamente vicino M, che
appartiene ancora alla s e per il quale le p, - dp,
individuano la direzione della normale alla stessa o.

Anzi le stesse considerazioni possono senz altro
ripetersi a partire dal punto M, e cid per la circo-
stanza essenziale che il sistema (7), (8) ¢ quindi (13).(14)
o stato costruito in modo che valesse per tutte le
ipersuperficie integrali o. che passavano per M, con
data orientazione della normale. c¢io¢ con date p.

Ci troviamo quindi in M, (per la ipersuperficie
integrale o) nelle stesse condizioni in cui c¢i frova-
vamo in M,.

Se ne inferisce che 1intera curva (' definita uni-
vocamente dalle (13). (14} sotto la condizione che le @,
p, z prendano per t=0, i valori corrispondenti
ad M,, appartienc alla ipersuperficie integrale con-
siderata, la quale (notiamolo bene) & una qualsiasi
delle ipersuperficie integrali passanti per B, ed
avente ivi @, per iperpiano tangente.

Si ha cosi 1"importante corollario geometrico che,
se due varietd integrali si toccano in un punto. esse
si toccano lungo tutta la C passante per quel punto.

Le curve C furono chiamate caratteristiche da
CAUCHY: noi. seguendo HADAMARD, le chiameremo
bicaratteristiche, avendo riservato I appellativo ca-
ratteristiche alle ipersuperficie (dello spazio § delle
t. x) che hanno comportamento eccezionale rispetto
al problema di CAUCHY.

4. Risoluzione del problema di Cauchy. Il metodo
ora esposto permette di risolvere il problema di
CAUCHY, di determinare ciod¢ la ipersuperficie in
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tegrale o dello spazio S,,, passante per un’asse-
gnata ipersuperficie I' dell’ iperpiano ¢t =0.

Infatti, bastera considerare le carve integrali del
sistema (13), (14) uscenti dai punti di I'; tali curve
integrali riempiono una ipersuperficie o che risulta
integrale dell’ equazione (3).

3. Il sistema  hamiltoniano associato all’ equa-
zione Q@ = 0.

11 sistema (13) ha forma hamiltoniana; la funzione
caratteristica H dipende, in generale, dalle {. x. p.

Si ¢ osservato che @ ¢ una forma di grado m
o 2m nelle p secondo che la Q=0 & 1 equazione
delle varietd caratteristiche nel caso s =1 od s == 2.

Per tale omogeneita, se le p verificano 1" equa-
zione =0, anche le Ap la verificano, essendo
un moltiplicatore arbitrario; allora. risolvendo ri-
spetto a p, . ne segue che, moltiplicando le p, . p, ... D,
per X, anche p,. cio¢ — H, viene moltiplicato per ).
il che significa che H & funzione omogenea di primo
grado rispetto alle p.

I sistemi hamiltoniani per i quali la funzione H
& omogenea di primo grado nelle p intervengono in
questioni di ottica geometrica (').

Importa rilevare che, in questo caso. a norma
del teorema di EULERO per le funzioni omogenee, il
secondo membro della (14) & identicamente nullo,
dunque

() Cir. T. Lievi-Civita ¢ UL Amannt loes cit. a pag. 29,
Pp. 456-469.
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da cui
z = cost.

Vuol dire dunque che, in questo caso. le curve
del sistema hamiltoniano (13) appartengono agli iper-
piani z=-cost; in particolare sono proprio curve

Y

piane se n =1 (ciod se, oltre alla {, ¢’¢ una sola
variabile wx).

6. Applicazioni. Supponiamo le Ef , o rispetti-
vamente le E?  costanti, i! che per » =23 corri-
sponde fisicamente al caso dei mezzi omogenei.

Allora la Q dipende solo dalle p e quindi la fun-
zione H dipende solo dalle p,, p,...., p,.

Il sistema hamiltoniano diventa

dp;
\ai = .
(e=1. 2..... nh
dr, _2H
dt — op;
Le prime danno gli # integrali
pi=pi’ (t=1. 2,..., n),

gf){ le rendono costanti. sicché,

integrando ancora e designando con «; i valori ini-
ziali delle r;, si ha

i quali, sostituiti nelle

- oH
15 xr; = t(—) -+ x;° fe=1.2..... n)
‘ ) api 0

E di qui appare che le bicaratteristiche sono rette,
sia nello spazio § degli argomenti { = x,. x,...., x,:
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sia, eliminando £, nello spazio geometrico S’ delle
sole x,, x,,..., Xy

Per cio che concerne la determinazione delle
superficie d’ onda, sempre nell ipotesi dei mezzi omo-
genei, fissiamo 1" attenzione sopra la loro configu-
razione, istante per istante, nello spazio geometrico S’
(delle sole x).

Si tratta in sostanza di un caso particolare della
risoluzione geometrica del problema di CauvcHy, gia
accennata al n. 4, in cui va tenuto conto del du-
plice fatto che a # non si attribuisce pin il signi-
ficato di coordinata geometrica, ma quello di tempo,
¢ che le bicaratteristiche sono rette.

Vediamo che cosa diventa all’istante ¢ una iper-
superficie d onda o, assegnata arbitrariamente al-
I’ istante {=0.

Da ogni punto x;” della 5,, corrispondente al-
Iistante =0, si fa uscire la retta definita para-
metricamente dalle equazioni (15): si vede che la
orientazione della retta dipende dal modo con cui
la H contiene le p.

Il punto M, di coordinate x;" si porta all istante ¢
nel punto M le cui coordinate sono date dalle (15).

11 luogo dei punti M & la ipersuperficie d onda o
all’ istante £.

7. Onde piane. Le formule (15) mettono in ri-
lievo il fatto che, se all’istante f =0, la superficie
b

d’onda ¢ piana, essa si conserva tale in ogni istante.
b bac)

Consegue che in un mezzo omogeneo qualsivoglia,

qualunque sia la natura del fenomeno di cui si
tratta, sono sempre possibili onde piane.
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8. Onde epicentrali. Supponiamo, in particolare,
che, all’ istante ¢ =0, la 5, sia infinitamente piccola
attorno ad un punto O (che prendiamo per ori-
gine, risultando in conformitd ogni a;" =0).

E questo il caso di una perturbazione inizial-
mente circoscritta ad un intorno piccolissimo del
punto O. Estendendo una locuzione abituale nella
sismologia, il punto O si dice epicentro, ¢ si chia-
mano epicentrali le onde che ne emanano.

Ricordando che la funzione I & omogenea di 1°¢

grado nelle p e quindi omogenea di grado zero,

Gp,-
.o . . oH . . .
si riconosce che ogni i dipende solo dai rapporti
i

di n — 1 delle p alla rimanente.
Se questa ¢ p, e si pone

w,_—_—PJl (j=1.2 .., n—1),

Py
le equazioni (15) assumono 1" aspetto
£ = ttl),(’cl' U, N,,_J (= L, 27 e 'n’)y

le b, dipendendo dai soli argomenti «.

Esse pongono in evidenza il fatto che le superficie
d’ onda. al crescere del tempo, vanno espandendosi
omoteticamente attorno ad 0.

§ 7. Condizioni di compatibilith geometrico-cine-
matiche e dinamiche.

1. Condizioni di compatibilitac geometrico-cinema-
tiche. Supponiamo che z = cost sia una possibile
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superficie d’onda o nello spazio S delle variabili ¢, x
e che p e 9* siano due m — ple di funzioni soddi-
sfacenti al sistema normale di equazioni alle de-
rivate parziali.

Per analogia col tipo delle condizioni di raccordo
che, nel caso dell’ equazione canonica dei piccoli
moti, si sono riconosciute conformi alla natura del
problema meccanico, supporremo che le ¢ e ¢*
si riattacchino con continuitd attraverso la o, insieme
con le derivate parziali fino all’ ordine s — 1 e che
invece le derivate parziali di ordine s subiscano un
salto attraverso tale superficie. Cost le v e ¢* de-
finiscono un fenomeno ondoso da una parte e dal-
I"altra della s.

Vogliamo determinare le relazioni di compatibi-
lita che debbono intercedere tra questi salti attra-
verso la superficie.

Caso s = 1. Supponiamo che f sia una funzione
continua e derivabile delle variabili { =w,. «,. ...
x,: e poniamo

fi= of (t=0. 1,.., n).

30(7,-

Nel caso di s =1 subiranno in

generélo dei salti attraverso la su- _ +
perficie le derivate prime della f. p

cioe le f;.
Contrassegniamo le due porzioni
di spazio separate dalla superficie
d’onda con i segni + e — e indi-
chiamo con f* ed f— i valori limiti
di una funzione f quando il generico Fig. 4.



punto da cui essa dipende tende ad un punto della
superficie. E poniamo in generale

Af=fr—r.
Se si tratta in particolare di una funzione f con-
tinua attraverso o, si ha

fh=rr.

essendo P un punto della superficie.
Se Q@ ¢ un altro punto della superficie. si ha
anche

fo="rs-
fo~1Th=rg—17
Supposto @ infinitamente vicino a P, si ha

Afp =df p.

donde

ovvero. poiche esistono i limiti delle derivate. se du;
designano i differenziali delle coordinate nel pas-
saggio da P a Q.

13 n

I vdr =317 dui,

[ 0

da cui
#

! n
Z,(fi — T de; = Z,Af' di; = 0.
0 0
per tutti i dx;, corrispondenti a spostamenti infi-

nitesimi tangenziali alla saperficie, cio® tali che

(Iz::Z,pirl.’I:i_—.O.
TRl
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Applicando il classico procedimento lagrangiano
(dei moltiplicatori indeterminati) la condizione di-
venta

Z. (Afi — ipipde; —= 0.
0

Se supponiamo p, == 0, si pud scegliere A in tal
modo che sia

Afo - )\pn = O,
da cui
s Afnq
»,

e allora, siccome de,, dx,,..., dx, sono arbitrari,

si ha
Afi=Ap; i=1, 2,..., n)

Si pud dunque ritenere che, supposta la f con-
tinua, gli 141 salti delle derivate prime di [ at-
traverso la superficic sono complessivamente legati
alle p dalle relazioni

(1) Af;=p; {i=0, 1,..., n)

in cui A ¢ a priori indeterminato.

Caso s=2. La f e le derivate prime debbono
essere continue attraverso la superficie, sicche le
formule ora trovate valgono per le derivate seconde.

Poiche ogni f; ¢ continua, si ha, per quanto pre-
cede, indicando -con A; il moltiplicatore (caratteri-
stico della discontinuitd delle derivate) che spetta
alla detta f;: '

Afij= Aipj = 2 pi,
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essendo
Ff _ofi _of;

YU Qe dey T Qwy T Qi

1 coefficienti 2 variano, in generale, quando si
passa da una delle derivate prime ad un’ altra.
Si trae per altro

Mo
P P e
e quindi
12) Afii = epip;  18.j=0.1...., nh

A queste condizioni (1) o (2) (indipendenti dal
fatto che si tratta di soluzioni di un assegnato si-
stema normale e quindi. nell” interpretazione fisica,
dallo speciale meccanismo del fenomeno retto da
quel sistema) daremo il nome di condizioni di com-
patibilith geometrico-cinematiche.

2. Condizioni di compatibilita dinamica si trag-
gono invece direttamente dalle equazioni.

La giustificazione di tal nome dato alle condi-
zioni che ora determineremo proviene appunto dal
fatto che si pensa al sistema normale come defi-
niente fisicamente (in particolare dinamicamente)
un qualche fenomeno.

Per s = 1. le equazioni sono

n n aq’;
A i v —_—

fn=1.2,.., m).
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Poiche le E! e ®, sonv continue, i salti delle

o9, . .
8: attraverso la superficie d’onda o
i

debbono soddisfare alle relazioni

derivate parziali

1770 L 3:1:,-
(p=1 2. mh
ma (n. 1)
A gi =Api v=1, 2, .. m).
i

Ne segue quindi

Zv Zi E}iw )\‘,p,‘ — U,
1

[

ossia. in base alle (8) del § 2,

(3 Z Wy A, =0 (p=1. 2, .., m).
1

Queste relazioni costituiscono un sistema di
equazioni lineari omogenee negli m parametri

Ay e A

g

che caratterizzano le discontinuita delle derivate
prime attraverso la superficie d’ onda o.

Tale sistema ammette soluzioni non nulle, perche
il determinante delle w,, & nullo, in corrispondenza
ad una varietd caratteristica (superficie d’onda).

Nelle applicazioni concrete occorre spesso pre-
cisare non solo la natura delle superficie d’onda.
ma anche le condizioni di compatibilitA dinamica.
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Bisogna quindi formare le equazioni lineari (3),
il cui determinante eguagliato a zero permette di
determinare le superficie d’ onda.

Ne desumiamo la seguente

Regola pratica. L equazione alle derivate parziali
delle varieta caralleristiche si ottiene annullando il
determinante del sistema delle condizioni di compa-
tibilita dinamiche.

§ 8. Applicazione alle equazioni dell’ idrodinamica.

I. Le equazioni che reggono il fenomeno idrodi-
namico sono
Cde 1
— =a=1 - grad p.
~ dt T 1
(1) 4
dp U,
’—‘ -t gLZ.—ff'ZO .
U dt =i Qe
In questo sistema le funzioni incognite sono le u,
(=1, 2, 3) componenti della velocitd » della gene-
rica particella fluida e v densitd; le variabili indi-
pendenti sono £, x,. x,. x,: p designa la pressione,
¢ P la forza di massa.

La derivata sostanziale si esprime, come ¢

d
dt
noto, con la formula (')

d ¢ 2
at=ot B g,

3
() Qui e nel seguito scriveremo . invece di .
1 t
1

2
— DO -

Se escludiamo il caso dei liquidi omogenei, per
I quali . & una caratteristica intrinseca di ciascun
elemento materiale, si pud risguardare p funzione di .
La prima delle (1) equivale alle tre equazioni
scalari
du;  ldp op 3,

i (i=1.2.3)

essendo le X; le componenti secondo gli assi della
forza F.
Il sistema (1) si pud scrivere dunque

du; 1dp ep . 9
it 1 " (T}L ar = X; (t==1, 2, 3),

|d 2w,
' (—i%L -1 “2 cu = (.

Loy

(2

Formiamo 1" equazione Q =0 corrispondente. Se
si cambiano le variabili { = , x,, x,, x, nelle va-
riabili 2, 2,, 2,. 7, il sistema (2) si trasforma in
uno normale soltanto se Q == 0.

Poiche. per una generica funzione g, x) si ha

dp ¢

axj 2321)7 4= ... (j::(). 1. 2. 3’9

le equazioni trasformate delle (2) sono

‘gzﬁ(p"’ + Zj “.ipj) + ga“lpig “+ .=
‘l - 1' 2, 3)’
ap a’ll/,'

\g(po + E.iujpj)—{_ PE,P;g—l—:O
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ovvero anche, poiché

dz
g = Do X Py

d
ou; dz 1dp op , .
T - Pisxs o= =1.2.3),
N \az ai TpapPia’ U b 3,
=) ) op dz on
[ @+ # 2k =Y
Il determinante Q & quello dei coefficienti delle
tre ou; e % '
S % oz
Dungue
dz 1 dp
Blad 0 - =,
dt v ndp g
dz 1 dp
0 = 0 - =p,
3) at oA g
dz 1 dp
) o == p,
0 ¢ dat p dp Py
dz
Wy, PP, W, dlf

& I equazione che definisce le varieth caratteristiche
(superficie d"onda del cronotopo box,. x,. &)

Sviluppando il determinante a primo membro
della (3), si ha

dz\?* |[(dz\ LAp|
(ai) Kat‘) 9 (TJ—“’

dove abbiamo posto ancora una volta ¢° = Zipi®.
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0] . . ) -
Quest’ equazione si scinde nelle due

(I dz _
ai =

(I1) (5‘.’5 ¢ Ldp
dt g2d—p = 0.

La (I) sta ad espri i

ia : primere che si tratta di
perficie di discontinuita fissa. e

Quanto. allaf .(II), 8e supponiamo (come accade
sempre nej fluidi reali) che la pressione cresca co
la densita, potremo ritenere "

dp

dp. =V,

con V reale positivo. Si trae allora dalla (IL)

dz

at = +9v,
da cui
=yl
ciod g ‘

P, 1
B |

Ma la velocita di
onda & 1 avanzamento della superficie di

a = — =*

9
o 1
S_}E" u;p; ¢ la componente normale v, della velo-

Lrvi-CiviTa
5
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cita ¢, sicch® si ha la formula
V=la—wv,]|,

la quale dimostra che V & la velocita di propa-

gazione.
Questa ha dunque 1 espressione

dp
(4) V=] n

Nel caso adiabatico, si ha (§ 1, n. 6)
dp __p

pP= clp'Y‘ ;ﬂl =Y n

e la (4) diventa o
v=|/y?
=)/,
Questi risultati furono enunciati per la prima volta da
HuconioT e ridotti a forma sistematica da HaDA-
MARD nelle sue Lecons sur la propagation des ondes,
citate a pag. 29. . . .
Qualche ulteriore semplificazione si ¢ potuta; qui
raggiungere con la rappresentazione nello spazio S
delle . x, che consente di trattare alla stessa stregua

le quattro variabili indipendenti.

9. Le condizioni di compatibilita dinamica. Para-
metri di discontinuita. Se indichiamo con 2, .)\2, Xy, k
i parametri che caratterizzano le discontinuita delle

derivate parziali prime rapporto a z delle funzioni
u,, u,, #,, p, le prime equazioni delle {2) danno
1 » H

(§ prec.. n. 2)
1 PR
(5) )‘ig;+@g—€p.~k=0 (1=1,2,3).

dove & intende con A il vettore di componenti )

La condizione che si dedurrebbe dalla quarta
equazione del sistema (2) ¢ una conseguenza delle (5).

Poiche g;:l:O. dalle (3) si ricava

dp
_ k@
A= — E_Lp'@ .
dt
Tenendo conto delle
dp dz -
? 8 —
1% an ¢ = ==/ i
si ottiene
g o
avendo posto
A = i& .
g

con che le a; rappresentano in ogni caso i coseni
di direzione della normale alla superficie d’ onda
(orientata nell’ uno o nell’altro verso a seconda del
8egno).

Comunque, indicandone con n il relativo versore.
8i possono compendiare le formule ora scritte nel-
I’ unica relazione vettoriale

kV
6 A= .
(6) .

)

Ayy A

3
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Calcoliamo anche il salto del vettore @ che rap-
presenta 1’ accelerazione. Se a; ¢ una componente
di tale vettore, si ha

du; Ju; ou;

T ox;
e poiché
au,' . Q ¢
37 = NP (i=1.23)
ou; . o ¢
Aéa:)\'}% ‘t,j:l. .2. 3’»
gegue
dz
Aa; = A (P + Ej ujp,,-) =X ;it'
e quindi
(7) Aa==4gVA.

Si vede cosi che la discontinuitd del vettore ac-
celerazione & parallela a A e quindi, per la (6), nor-
male alla superficie d’onda, cioé longitudinale.

3. In questa discussione delle equazioni idrodi-
namiche abbiamo escluso il caso dei liquidi. Tale
caso si potrebbe dedurre dalle considerazioni gene-

_ dp. ..
rali per via di limite, facendo tendere a zero c_lZ) cid

d, .
che equivale a rendere infinita la —d{i che & il qua-
drato della velocita di propagazione. Si vede cosi,
ricordando la (I), che nei liquidi sono possibili sol-
tanto i due casi estremi: discontinuitd fisse, oppure
propagantisi istantaneamente.
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In realtd, praticamente, anche nel caso dei li-
quidi, si ha una velocith di propagazione finita,
perché anch’ essi sono comprimibili.

4. Fluidi wviscosi. Iwmpossibilita di propagazioni
ondose (‘).

Applichiamo ancora i principi generali precedenti
alle equazioni del moto lento di un fluido viscoso.

Dimostreremo che la viscosita & incompatibile
con la presenza di superficie di discontinuitd, va-
riabili nel tempo.

Le equazioni differenziali sono (?)

du; ., ldpop 0 Uy,
gdt —-X1 9(7[18?.—*‘ /BVSE km"{'VA._,u,j
(8) (i=1.2,3),

dp- 3uk_
(Zi_t + *‘Zkajg;—o’

nelle quali »,, u,, #,, p sono le componenti della
velocith e la densitd di una generica particella
fluida, p ¢ la pressione media, v il coefficiente ci-
nematico di viscositd, X; la componente secondo
T'asse x; della forza sollecitante unitaria (di massa),

(') Cfr. G. LAMpPARIELLO, Sull’ impossibilita di propaga-
gioni ondose mei fluidi viscosi, Rend. della R. Accad. dei
Lincei, (6), Vol. X111, 1° sem. 1931, pp. 688-691.

(?) Cfr. ad es.: H. Lams, Hydrodinamics, fifth ed.. p. 546,
Cambridge University Press, 1924; M. BrirLLoUIN, Legons sur
la viscosité ete.. Premiere partie, Ch. I1. Paris, Gauthier-Vil-
lars, 1907.
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d
dt’
vata sostanziale (rispetto a ¢) e Poperatore di LAPLACE.
11 sistema (8) nelle funzioni incognite u,. u,, #,, 1
delle quattro variabili ¢t =x,, x,, x,, @, ¢ normale
rispetto a ¢ (§ 1, n. 1), e tutto si riduce, per giustifi-
care 1’asserto, a far vedere che, applicando alle va-
riabili indipendenti una generica trasformazione
puntuale reale, il sistema trasformato risulta sempre
normale rispetto alla variabile 2z, omologa di .
Infatti, sia z=— cost un’ eventuale ipersuperficie
caratteristica ¢, e poniamo, come al solito.

el
p'—axi

i simboli A, denotano rispettivamente una deri-

Applicando le note relazioni

9 d
a——(-—‘m =pia'z+'" )
22 o

— == 1) —_— ™ "a =—=Vu. 1, 2« ; )
ox; ducy, PiPr 3zt (¢, k=0.1,2,3)
abbiamo

0 auk . aguk -
a_w; Zk .é_é—’: - Zk axiawk -

2

Uy Wy
= kaipk Nat A e =4 kak St +

u; Fuy *u; .
As"izzk@—ki=2,‘g1}£ + .= ?ka,g—q-
d

d_ 2
=5 T, =
0 dz 2
:(-pu -t kakuk>a_z H= == aF % =+

T

Il sistema trasformato di (8) assume cosi I’aspetto

} uy o*u; 1 dpap.
‘ s VPiZkPk—a‘z? + 352‘2;‘ Pi — pdpde pi+..=0
) i=1,2 3),
dz oy —

nel quale si sono trascurati i termini che non con-
Fup o
2 T %
che quindi non influiscono sul carattere di nor-
malita.

Se non & %’::O, nel qual caso la superficie o

sarebbe fissa, la quarta equazione del sistema & ri-

tengono qualcuna delle quattro derivate

solubile rispetto a o e quindi basta considerare il

oz
determinante di 3° ordine, formato con i coefficienti

9

o Un
ozt
Esso ¢, a meno di un inessenziale fattore,

delle tre derivate

P4+ 3Y,. 02 P DD,
DD, P32, P, =36 (3, %)
P D, Py, - JZRE I )

L’ equazione a derivate parziali delle varieta ca-
ratteristiche & dunque

2 pi=0



che da senz’ altro
p,=p,=p,=0.

E cosi dimostrata I’inesistenza di propagazioni
ondose.

Non bisogna pensare perd che questo fatto sia
una necessaria conseguenza della viscosita.

Per rendersene conto basta considerare il se-
guente esempio.

Le vibrazioni di una corda, nel caso in cui si
supponga che il mezzo (per es. I’aria) eserciti su di
essa una resistenza viscosa, sono rette da un’equa-
zione alle derivate parziali del 2° ordine del tipo

. 1 %¢ g dp
) var T tha =0

In quest’ equazione, la funzione incognita ¢ delle
variabili #, « designa lo spostamento della generica

particella della corda vibrante; il termine — A %c;, in

cui ¢ A >0 ed avente le dimensioni dell’ inversa di
una lunghezza, traduce analiticamente la resistenza
opposta dal mezzo alle vibrazioni.

Pur trattandosi qui di un sistema dissipativo, il
fenomeno & suscettibile di propagazione ondosa,
perché le caratteristiche della (9) coincidono con
quelle dell’ equazione

1% ¥9_,
VIR T
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§ 9. Applicazione alle equazioni differenziali di
Maxwell, che reggono i fenomeni elettromagnetici.

1. Le funzioni ¢ del generico sistema di equa-
zioni alle derivate parziali sono in questo caso sei,
precisamente le tre componenti della forza elettrica E
e le tre della forza magnetica H.

Introduciamo anche lo spostamento elettrico I»
¢ I'induzione magnetica B. Nel vuoto, si ha E= D,
H = B: in un dielettrico, omogeneo ed isotropo,
D=¢E B=pH, dove ¢ ¢ pu rappresentano due
costanti positive (e costante dielettrica, p permeabi-
lith magnetica).

In generale, in un mezzo qualunque (in quiete),
le componenti di D e B sono forme lineari delle
componenti di F ed H rispettivamente. Scriveremo

ancora
D=¢:E B—=pH,

intendendo questa volta che i simboli ¢ e p rap-
presentino due omografie vettoriali.

Comunque, le equazioni differenziali del campo
elettromagnetico somno

13D
(1) s =Tot H+ ...
13B
2 ca =TIt E+ ...
(3) divD=...
4) div B=0,

essendo ¢ la velocitd della luce, e i termini omessi
potendo dipendere da cariche. correnti, forze elettro-
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motrici impresse, ecc.: in modo comprensivo da
quantita o indipendenti addirittura dal campo, ciod
dai vettori I e H o, quanto meno (se pur dipendono
dal campo). indipendenti dalle derivate di tali vet-
tori (‘).

Cominciamo col tener conto soltanto delle prime
due equazioni, le quali costituiscono un sistema nor-
male di ordine s =1.

Si riconoscera che le conseguenze, cui perver-
remo, sono compatibili con le due rimanenti equa-
zioni differenziali del sistema.

Attraverso un’ eventuale superficie d’ onda o, do-
vremo ritenere continue le E;, H;, ossia le compo-
nenti delle forze elettrica e magnetica, nonche le
omografie ¢ e p e quindi le polarizzazioni B e I).

Nei riguardi delle omografie, ammetteremo piu
precisamente che rimangano continui attraverso o
i loro coefficienti insieme con tutte le derivate
prime.

Saranno invece a presumersi discontinuita nelle
derivate prime delle E, H (e con esse delle 1), B).

Siano e;, ki (i=1, 2, 3) i sei parametri di disconti-
nuita spettanti ordinatamente alle componenti E;, H;,
parametri che, a norma del § 7, n. 1, individuano
le discontinuita delle derivate di tali funzioni. Tor-
nera utile pensarle come componenti di due vet-
tori e, B (in corrispondenza ad un punto generico
della superficie o di discontinuita).

Cid premesso, cerchiamo le condizioni di compa-
tibilita dinamica cui debbono soddisfare i vettori e, A.

() Cfr. H. Herrz, Gesammelte Werke, Bd. 11, p. 220.

Poiche 1D =¢ E, si ha

19D _ 1 3K 12

5 LA == 7
) c ot c€8t+cat1"

da cui, indicando con e~' V' omografia inversa di
(che si riduce all’inversa aritmetica della costante ¢
nel caso dell’ isotropia} e badando all’equazione (1).
1 —1

;e rot H+ ...

13E 1(_,9&
€
ot

5% b - bt )
(%) c ot + ¢ ) E
Poiché B = p H, si ha

. 1B 1 3H 193

6 S =ty ol

(©) cat —ota teu

da cui, per la (2), con evidente significato di p—*

segue

. 10H 1 op 1

(4 vis = —1 7 — __ —1 7

(6) ¢ +c( at)H o BT Tt B
Immaginiamo ora di introdurre nelle (1), (2) una

prima volta le determinazioni limiti K+, H* delle

E, H da una parte della o, una seconda volta le

analoghe determinazioni E—, H~ dall’ altra parte.

Sottraendo membro a membro e tenendo conto

delle (9), (6) e del fatio che gli addendi che riman-

gono continui (e tali sono in particolare quelli non

seritti) si elidono, otteniamo

1 g
(7) E(A ap)— Avot I =0,

¢\ ot

1 oM i
8 Pl ACIIY 4D vot 0 =
® c gL(A Y ) +-Arot K =0.
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Cido posto, applichiamo le formule (1) del § 7
alle varie funzioni E;, H;, tenendo conto che il fat-
tore A che in esso comparisce va ordinatamente so-
stituito con e;. h;. Si ottengono cosi le relazioni

2% eip,. Agﬁ:eipﬁ

(9 o i

" aH’ aH‘ . .. o ¢
A i ki p,, A E‘a}—] = hol)j (tv J= 1,2, 3’

I due gruppi di sinistra si possono compendiare
ciascuno in un' unica equazione vettoriale

. oE

‘10) A—a'i‘—polv
°H

(11) A—a—t—::poh.

La (7), tenendo conto della (10) e con la conven-
zione evidente di risguardare identici gli indici che
differiscono di tre unitd, equivale alle tre equazioni
scalari

2 Po e, OHiy, g OHivy i —1.2.3).
{1_) c (E(),-‘FA amH_‘ 0 (l 17 ’ )

oL
Analogamente. la (8) da luogo alle tre equazioni

oE,, A O+,

=0
3wi+1 axl+2

(¢t=1, 2,3).

3 Peny+a

Tenendo conto delle (9) e pomendo al posto
delle p; i prodotti a;g, con g=|VZip?|, essendo

gli a; i coseni di direzione del versore m della nor-
male a o, le (12), (13), si possono anche scrivere
1)'

a
el — Gy iy, — Riy, g g) = O,

y 2
c) [J-h; -+ g{eH-z Ligy ™ iy “i+2' = 0),-
o, in forma vettoriale,

\127ee—~gn Ah=0,
(14) «
'%‘—’ wh+gn \e=0.

Queste equazioni, cui soddisfano i vettori carat-
teristici e, h delle discontinuita delle derivate delle
forze elettrica e magnetica pongono in evidenza che,
a differenza di quanto accade nel fenomeno idrodi-
namico, i vettori ee, ph sono normali ad =, cioé
sono fangenziali alle superficie di discontinuita : si
tratta quindi, come suol dirsi, di discontinuita tra-
sversali. Pin precisamente, non sono trasversali i
vettori ¢ ed h che caratterizzano le discontinuita
delle derivate delle forze elettrica e magnetica, bensi
ge e ph, riferentisi alle derivate della polarizzazione
elettrica ed induzione magnetica.

2. Osserviamo ora che, se si denotano con d = ph,
b-—ce i vettori caratteristici di discontinuita delle
derivate di D e B, applicando alle equazioni (di
conservazione) (3), (4) il procedimento ora indicato
relativo alle (1), (2) per la determinazione delle con-
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dizioni di compatibilitd dinamica, si trova

adxXn=20,
O 1 =0

Queste relazioni si traggono anche dalle (14), mol-
tiplicando scalarmente per n, e dimostrano che il
carattere di trasversalita dei vettori d e b. testd ri-
levato, include anche le condizioni di compatibilita
derivanti dalle (3), (4). Sono queste le due equazioni
che avevamo provvisoriamente lasciate da parte, ma
che pur vanno associate al sistema normale (1), (2),
per fornire la rappresentazione completa dei feno-
meni elettromagnetici, secondo la teoria di MAXWELL-
HERrrz.

3. Costruzione dell’ equazione Q=0 mnei wmezz
magneticamente isotropi. Applicazione alla teoria elet-
tromagnetica della luce.

Le considerazioni fatte valgono, in generale, an-
che se le omografie e e p dipendono dal campo
elettromagnetico, cioé dalle forze elettrica e magne-
tica. Noi perd, in vista di ulteriori sviluppi, suppor-
remo oramai che esse siano costanti e di pin che
I’ omografia magnetica si riduca ad una moltiplica-
zione ordinaria,

Supporremo poi che la omografia ¢ sia una di-
latazione e che essa sia ridotta alla forma canonica
scegliendo opportunamente gli assi fissi di riferi-
mento. A questo punto conviene ricordare che alla
dilatazione e va associata una quadrica, detta indi-
catrice, e che si chiamano piani principali della di-
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latazione quelli della sua quadrica indicatrice (*).
Saranno questi, nel seguilo, i piani di riferimento.

I coefficienti dell’ omografia si riducono cosi a
tre: g, €,, &,.

In questo schema rientrano, in particolare, le
equazioni della teoria elettromagnetica della luce
nei mezzi cristallini.

Ci limiteremo a considerare il caso dei mezzi
cosiddetti biassici, in cui le costanti ¢ sono distinte
tra loro, ¢ potremo, in conformitd, ritenere

g, e, -¢, 0.
Dalla seconda delle (14} si trae
g

P,
c

h—=— (7t A\ el

1

e. sostituendo nella prima,

o
pﬂ

(15) s

uee -+ g*tn N\ (1 )\ e)=0.
Decomponiamo il vettore e in due vettori, ¢ nor-
male ad n ed €' =(e>XXn)n parallelo ad », con
che e—=¢€' 4+ ¢€".
Si ha
nANe=nA\e+ée)=nA\é€.

Il vettore 22 A\ ¢ & € stesso rotato di 90° attorno

(!) Cfr. R. MARCOLONGO, Meccanica razionale, vol. 1°,
pp. 24-25, 3* ed., Milano, Hoepli, 1922,
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ad n, percid
nAMAE)=—¢€ =—(e—e)=—[e—(eXnn|
e la (15) diventa
(16) %’ pee — g'e + (e XX gnjgn = 0.
Poniamo ora
€i . 1 9
(17) *;2 p—g =g i=1.2,3),
2 O
(18) Vi= e
per modo che » | N
(19) pi = ‘17%—92 (=123

La (16). in quanto le componenti di gn non s.omf
altro che P,y Ps» Py» da luogo alle tre equazioni
scalari

e, +p)e, + b.p.e;+ D,D;e =0.

p.p, e+ (e, +pile, + P, p.e,= 0.

psp, e, - Y2y e, +(p; +p§)e3:O'
Applicando la regola pratica del n. 2, § 7 I'equa-

zione differenziale delle superficie d’onda si ot»tier.w
ponendo eguale a zero il determinante dei coeffi-

cienti di e,, e,, e,.
Si ha cosi |’ equazione
p+DP PP PP
Qp)=| Pp, P +DP  PuPs
P3P1 pzpz Ps + pz
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ovvero, sviluppando il determinante,
(20} R(p)=rp20,D; + £,6, 0} + 0,6, 0+ p, 606, = .

E questa la cercata equazione alle derivate par-
ziali nella funzione incognita z che definisce le su.
perficie d’onda, purche al posto delle g; si pongano
i loro valori dati dalle (19).

Siano, come al solito, oc,-:%‘ i coseni direttori

della normale alla superficie. Dividendo ambo i

~membri della (20) per ¢° si ha

.1 ) ) ) 1
(20) éggm):pgpsaﬁr.aﬁpla; "P4P2“§+g:¢949293=“-

Anche indipendentemente dalla integrazione del-
la (20), questa equazione mette in Iuce importanti
caratteristiche del fenomeno, in quanto porta, in so-
stanza, come ora mostreremo, a stabilire il legame .
della velocitd di propagazione (in senso normale) di
un generico elemento di superficie d’onda con 'orien-
tazione dell’ elemento stesso.

4. Legge di variazione della velocita di propaga-
zione. Per fare apparire la velocita di propagazione V,
ci basterd sostituire a p, il prodotto == Vg nelle e,
definite dalla (18).

Prima perd giovera rendersi conto dei casi in
cui I’equazione (20') rimane verificata essendo nulla
qualcuna delle p.

Va notato subito che, avendo supposte le ¢ di-
stinte, non & possibile, in base alle espressioni (17)

LEVI-CiviTa 6
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delle p;, che due delle p siano nulle contempora—
neamente.

Possiamo dunque fissare 1’ attenzione sul caso in
cui si annulla p, e p, soltanto. La (20) mostra che, in
tale ipotesi, deve essere «, =0, ossia la normale alla
superficie d'onda deve essere parallela al piano x, x,.

D’ altra parte p, =0 implica

Py e
v:— 9=
ossia
Vlz &' )
g

la quale ci permette di interpretare la costante V,
quale possibile velocita di propagazione della luce
in tutte le direzioni normali all’ asse delle x,.

Analoghe considerazioni valgono nel caso in cui
gi annulli g, 0 p,.

Rimane cosi acquisito che V,, V,, V; sono ve-
locita di propagaziome nelle direzioni spettanti ri-
spettivamente a ciascuno dei piani coordinati, che
come si ricordera, furono scelti con la condizione
di essere piani principali dell omografia (dilata-
zione) elettrica.

Riconosciuto ormai il comportamento di € =0
quando qualcuna delle p si annulla, passiamo ad
esaminare il caso gemerale in cui Q =0, essendo
d’ altra parte tutte le p diverse da zero.

Il primo membro della (20) si pud scrivere in

tal caso
Q — 1 I_f
== P,PePs | L + Eli Py ’
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e poiche
pi g«
PPy B (t=1,2, 3),
v
P,
mentre 7 rappresenta, al solito, il quadrato della

v?locita V di propagazione della superficie d’ onda
di cui si tratta, si ha anche

2
Q = PPsPy 14 Z;Wa‘—- .

v: o

t

Y . . .

Se si tien conto dell’identita Y =1, si pud
scrivere in definitiva 1’equazione in discorso sotto
la forma

(21) Qp) = Vo000, 3

o]
o 0.
La (21) &, in primo luogo, soddisfatta se V-=0
ossia, poiché ,
p,==xTy,

se

In tal caso si ha una superficie di discontinuita
tissa.

Ma consideriamo ormai !'equazione che si ottiene
annullando 1’altro fattore

‘ %
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Poniamo .
&g
(23) v ="', Z“V;j‘V:

e facciamo qualche considerazione intorno all’equa-
zione (22) che equivale alla

22) fiVi)=0.

Quest’ equazione, ridotta a forma intera, risulta di 2¢
grado in V* e ammette pertanto due radici che,
come passiamo a dimostrare, sono entrambe posiﬁve.

Le guantita V,, in causa della (18) e dell’ ordine
attribuito alle ¢ (¢, >> ¢, >> ¢,), verificano le disugua-
glianze

vV, >V, >V,

Fissiamo dapprima 1 attenzione sul caso generale
di una direzione x; che non sia parallela ad alcuno
dei piani principali (coordinati).

La funzione fiV? &, allora, ovunque regolare,
eccetto i valori di V* eguali ad una delle Vi, per
i quali ¢ infinita.

Se a V? si attribuiscono valori interni all’inter-

o

vallo (VZ, V?) e prossimi a Vi, il termine Yepii e
di segno positivo, prevale sui due addendi rimanenti,
e la f(V? assume valori positivi; se invece a V=2 si

attribuiscono valori interni allo stesso intervallo e
2
. «, . .
prossimi a Vj, il termine oy di segno negativo,
2

. . ; ) R
prevale sui due addendi rimanenti, e la fiV?) assume
valori negativi.

La equazione (22') ammette dunque una radice
nel detto intervallo; analogamente si dimostra che
I"altra radice & interna all’intervallo (Vi, V3).

Si vede cosi che, in valore assoluto, sono possi-
bili due velocita di propagazione, rispettivamente
comprese tra V, e V,, V, e V.

Se poi uno dei coseni di direzione z; & nullo,
ad es. a,, I'’equazione (20') & intanto soddisfatta
da ¢, =0, con che una delle possibili velocita di
propagazione ¢ V,.

La stessa equazione (20'), liberata dal fattore p,.
mostra poi che 1I'equazione (la quale definisce le
possibili velocita diverse da V,, V,. V,)si riduce a

2 - %, —
et o=

2 3

che ha una radice, in V, compresa tra V, e V,.

5. Costruzione geomelrica delle radici dell’ equa-
zione f(V?)=0.
Consideriamo I ellissoide

(24) =3 Vig; = L.
e sia
Ll) = E,‘OC;GI)L’ = 0.

I’ equazione di un generico piano passante per 1’ ori-
gine, i coefficienti «; designando specificamente i
coseni direttori della normale al piano, orientata a
piacere.

Per trovare le lunghezze dei semiassi dell’ el-
lisse secondo cui 1 ellissoide =1 ¢ tagliato dal
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piano ¢ =0 basta manifestamente cercare il mas-
simo e il minimo della distanza (o cid che & lo
stesso, del quadrato della distanza p* = X;j), quando
il punto a; varia sull’ ellisse, ciod quando le varia-
bili «; sono vincolate dalle due equazioni

p=1, q’:o

Applicando il classico metodo dei moltiplicatori
di LAGRANGE, siamo condotti a scrivere

(25) 8l + My — 1) +-2,9] =0,

essendo A e X, a priori indeterminati e la variazione
dovendo annullarsi comunque si scelgano gli incre-
menti dx;. '
Risulta cosi, dividendo anche per 2,

(26) el +AVH+ 1,2 ai=0 (i=1,23).
Moltiplicando per x; e gsommando, si ha, in virta
della (24) e di § = Zax; =0,

gt 4 A= 0.

Notiamo che g (semiasse di un’ effettiva ellisse) va
ritenuto essenzialmente maggiore di zero.
D’ altra parte, ponendoci dapprima nel caso gene-

rale in cui Plﬂ sia diverso da ognuna delle V7, le (26)
si possono risolvere rispetto alle z,, e, ponendo per A

il suo valore — ¢*, ora trovato, porgono

27) wim=— 1, 1___1%—‘75 i=1,23)
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che, sostituite nella ¢ = Zaxx; =0 (Ove si metta al-

tresi in evidenza il fattore —pl-z), danno

I

_ "Eé Zi 1—

Osserviamo che A, non pud essere zero, perche,
in virtd delle (27), ne seguirebbe !’annullarsi di
ogni x; e quindi di p, cid che va escluso. Possiamo

pertanto prescindere dal fattore — A con che resta
P

CIR

la quale si identifica con 1’ equazione f(V?) =0, che
definisce le possibili velocita di propagazione, purche
si ponga

. 1
V' g 52 .

Di qua la costruzione geometrica delle velocita di
propagazione spettanti ad una generica direzione «,,

la quale rimane valida anche nel caso precedente-
1 . R
mente escluso che — possa avere uno dei valori Vj.

Si traccia il piano normale alla generica dire-
zione a; per il centro dell’ ellissoide ¢ =1. Gli in-
versi dei semiassi dell’ ellisse sezione danno i valori
assoluti delle due possibili velocitd di propagazione,



— 88 —

6. Superficie d’ onda di Fresnel. Riportiamoci alle
considerazioni generali, svolte ai ni. 6-8 del § 6, circa
I' integrazione dell’ equazione p, + H =0, con 1’ au-
silio delle bicaratteristiche. Ritenuto in primo luogo
n =3, segue che le equazioni parametriche della
configurazione assunta in un generico istante ¢ dalla
superficie d'onda, la quale nell’ istante { =0 si riduce
ad una superficie infinitesima attorno ad un punto
prefissato O (epicentro), che assumeremo come ori-
gine delle coordinate, sono

aH) (=1, 2, 3,

DY s —— -
(28 = t(api
fungendo da parametri i rapporti tra le p dai quali
soltanto dipendono i secondi membri, per essere H
omogenea di 1° grado nelle p.

Risguardando le x; funzioni della ¢, le (28) danno
le equazioni dei raggi luminosi e pongono in evi-
denza il loro andamento rettilineo (nei mezzi omogenei).

Nei vari istanti {, le superficie d’onda (28) sono,
come abbiamo a suo tempo osservato, tutte omote-
tiche tra loro: basta quindi fissare 1’ attenzione sopra
una qualunque di esse; si suole considerare quella
corrispondente a { =1 che chiamasi specificamente
superficie d'onda ed ha le equazioni parametriche

oH

P E— a: (i==1, 2, 3).

(29)

Per il caso di cui ora ci occupiamo si ha, in
particolare, la celebre superficie d’ onda di FRESNEL
{scoperta nel 1827), che, nel seguito, indicheremo
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con F. Incidentalmente, rileveremo altresi che, dallo
studio analitico di questa superficie, HaMILTON fu
condotto alla scoperta del fenomeno della rifrazione
conica.

. Ci proponiamo di determinare I’equazione carte-
siana della F, la quale si otterrebbe materialmente
dalle (29), eliminando i parametri (rapporti delle P

All'mopo c¢i conviene intanto procurarci la di-
stanza & dall’origine del piano tangente in un ge-
nerico punto di coordinate x; di F. Essendo o; 1
coseni direttori della normale alla F in P, avremo

s=1 %iLi
cioé, tenuto conto delle equazioni parametriche (29)
dei valori 4 Vi . .
e dei valori =& 7 delle o; (in relazione al senso che

si assume come positivo sulla normale).

oH 1 ocH
B:Ziaial—)—i foaat i-g leigz

(con la solita convenzione concernente il segno da
attribuire alla distanza 3).

Attesa I’ omogeneitd di 1° grado di H e I'equa-
zione p, + H =0, si ha

0= %

< |

:~lﬁ’—_—i~V
Ty

Prendiamo, per semplicita di scrittura, uno dei due
segni, per es. il +, ma avvertiamo subito che si
arriva allo stesso risultato se si prende 1’altro segno.

S —
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L’ equazione del piano tangeunte & cosi
(30) 3,02 — V=0,

dove questa volta le x; rappresentano coordinate
correnti, mentre le a; e V sono tra loro legate dal-
1" equazione

o%;

(22)) vy = ‘/erVr:Vz =0.

Differenziando la (30) (rispetto ai parametri a; e V),
si ha

(31) Eiw,-doz,-——dV-:O.
Poniamo of
: — —-—-———————ai i—1, 2, ¢
(32) fi =V V2 (i=1,2,3)
of .
(33) fo:a_V:"‘Vzifi'

Differenziando la (22') si ha
(34) S;fido; + [,dV=0.

Le relazioni (30), (31), (34) ci permetteranno di
eliminare i parametri «;, V e di ottenere cosi lequa-

zione cartesiana di F.

Dalla identita
Zi a? =1

gi deduce, differenziando,
(35) E,‘ o da; = O.
D’altra parte, ponendo al posto di dV in (34)

I’ espressione ricavata da (31), si ha
2ifi + foxida; =0.

Questa deve sussistere qualunque siano i coseni
direttori «;, cio® per tutti i possibili incrementi de;
che sono legati dalla (35).

Ne consegue
(36) fi+ foxi = ko, =1, 2, 3),

essendo k& un fattore di proporzionalitd a priori in-
determinato.

E facile calcolarlo, perché, in virtu delle espres-
sioni (32) delle f;, si ha

(37) Eiﬁa.-zo.

Moltiplicando ambo i membri delle (36) per «; e
sommando si ha

Tl == 3ifia; 4 [, S,
ciod, per le (30) e (37),
(38) k=fV.
Ora osserviamo che
SfVi=EfV— Vi) + VEES

Il primo degli addendi al 2° membro & nullo
attese le equazioni (32) e (22'), quindi

(39) SifiVi= VI fL
Ancora, si ha

Eifiai V:):Etfiat‘v;) - Vl) -+ V“’E.—f,—a;
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e per la (37) e la (32),
140) E,‘fid,‘V;% == 2;f,~a,~(V';f — Ifg) = — E,a;’ = — 1.
Riprendiamo ora le (36): moltiplichiamo ambo i
membri per f;V; e sommiamo; si ottiene
Vi Ziwi fiVi=kSifiai V5,
da cui

fo.\limiﬂVf:kziﬁaivs—ziﬁvi'

Il secondo membro si annulla, come tosto si ri-
conosce tenendo conto delle (39), (33). (40) e del va-
lore (38) di k e quindi, poiche f, == 0, rimane

(41) Yiwif; Vi=0.
Dalle (36) si ricava
fowi ::k‘oci——— f.'.
donde, quadrando ambo i membri e ponendo e =2X;x;,
si ha, per somma,
fiet =k*—2kXifia; + Iif;.

In virtu della (33) e delle (37), (38). questa rela-
zione diventa successivamente

: . / fo g ve
2,2 _ Jer__ do__ 10 . ey 0 S A
=kt = — DR V= RV — 1)

da cui
142) 1 —kVi=—f V= —kg*.

Si ha anche

fowi = kay — fi = kfil V2 — Vi) — [
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a norma delle (36) ¢ (32), quindi
foti=—fill —kV* 4 kEV?).

Introducendo per 1 — kV? il valore fornito dalla (42).
si ha infine
fox:i=[ike* — [ikV;=kfile* — V),
da cui
b=
==

Sostituendo questa espressione nella (41), si trova

che & Iequazione puntuale della superficie d’onda
di FRESNEL.

Si tratta, come si vede facilmente, liberando dai
denominatori, di una superficie algebrica del 4° or-
dine.

7. Piani tangenti alla F. Si & visto poco fa che
i piani tangenti in una direzione generica a; (cioe
pit precisamente aventi «; come coseni direttori
della normale) hanno dall’origine le distanze (orien-
tate) 3 == V, essendo V la velocitd di propaga-
zione (o pin esattamente una delle due velocitha di
propagazione).

La costruzione geometrica di V, indicata al n. 5,
consente senz altro di individuare i quattro piani
tangenti, perpendicolari ad una direzione generica,
come quelli che hanno da una parte e dall altra
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distanze da O eguali alle due velocitd di propaga-
zione (‘). Come si vede, la superficie di FRESNEL
gode della particolare proprietd di essere ad un
tempo del 4° ordine e della 4* classe (mentre una
superficie algebrica d’ordine n & in generale di
classe n(n — 1)*, e viceversa ().

8. Assi ottici. Si chiamano assi ottici quelle dire-
zioni in corrispondenza alle quali le due velocita
di propagazione (n. 4) somo eguali.

Mostriamo anzitutto che tali assi appartengono
ad un qualche piano principale. Infatti, qualora fosse
asse ottico una direzione «; non appartenente a piani

siffatti, la relazione tra i suoi coseni di direzione
e le possibili velocitad di propagazione sarebbe com-
pendiata nella (22'),

v =0,

() Per uno studio geometrico della superficie di FRESNEL,
il lettore pud consultare G. SALMON, Tratté de géoméirie ana-
lytique & trois dimensions (traduzione francese di O. CHEMIN),
Troisiéme Partie, Paris, Gauthier-Villars, 1892, Ch. XVI, pp.
117-119; G. DarBoUx, Legons sur la théorie des surfaces, T.IV,
pag. 466, Paris, Gauthier-Villars, 18968; D’ OcaeNE, Cours de
Géométrie pure et appliquée de U Ecole Polytechnique, ibidem,
1930 ; DruDE, Précis d’ Optique, T. 11, Ch. IV, Paris, Gauthier-
Villars, 1912. Un’ estesa bibliografia trovasi nell’opera di GiInNo
Loria: Il passato e il presente delle principali teorie geome-
triche (2* ed.), Padova, Cedam, 1931, pp. 99-102; ed anche in
« Enc. der Math. Wiss. », B. ITI, 10, pp. 1740-1744.

(3) Cir. p. es. ENRIQUES-CHISINI, Teoria geometrica delle
equazioni e delle funeioni algebriche, vol. II, pag. 162; Bo-
logna, Zanichelli, 1918.

¢ affinche le due radici coincidessero il loro valore
comune dovrebbe soddisfare anche all’ equazione

o _
fo - a_v —_— O .
In virta della (33),
fo=—V3if;,
ne seguirebbe addirittura
fi=0 (t=1, 2, 3),
ciod
% =0 (i=1.2.3),

il che ¢ assurdo.

Dunque, gli eventuali assi ottici sono da ricer-
carsi nei piani principali.

Consideriamo il piano perpendicolare all’ asse x;
{2; = 0) con la solita convenzione riguardo agli in-
dici ¢ +-1, ¢+ 2.

Dall’ equazione

Q) = .0, P} + 046,D; + £,0,0; + £,6,6, =0,

in cui si ponga «;, cio¢ p; eguale a zero e si divida
per g°, segue
OdPids Finy - Piny Fie 7 PitiPits) =0

Delle due radici V?, una, come gia sappiamo, & V;
che annulla il fattore g;, 1’ altra deve annullare 1’altro
fattore e, d’altra parte, se si tratta di un asse ot-
tico, essere essa pure eguale a Vi Di qua, avuto
riguardo alle espressioni (19) che forniscono le g,

PRRERA
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dividendo ulteriormente per g,p,e,/g* e tenendo conto
che pi/g* va posto eguale a Vi, si ha

?‘§+1 °:§+9 4+1=0,
Vs Vi
E '.iL h— 1 '_‘_2__— _ ]
V;+1 i+2

cioe, avuto riguardo all’ identita 325 =1, che, in
. .
questo caso, si riduce a af,, + a4, =1.

2 o .
%44 i3 ‘:0.

'%\ - T — - (
Vijr—ve, v

Questa relazione & soddisfatta da valori reali del

rapporto %i+1 allora e allora soltanto che i due de-

e i i i. In virta delle
nominatori risultino di segni contrari. In vi )

diseguaglianze . )

ViV, > Vi,

cid pud aver luogo soltanto per i =2, ciod per il

piano principale corrispondente alla velocita di pro-

pagazione V, intermedia tra la massima e la mml:(rina.
i i he ) i snte due

In tale piano a,x, si hanno effe.mvame
direzioni corrispondenti ai due valori

Vv

2 3

s aofll A SRR S
]/ V-V,
del rapporto di «;/a,.

9. Caso in cui la superficie di Fresnel é degenere.
11 caso escluso in cui due (e due soltanto) delle ve-
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locita di propagazione V, risultassero eguali corri-
sponde ai cosiddetti mezzi wniassici, in cui ¢’ ¢ un
solo asse ottico.

In questo caso, 1’ ellissoide ausiliario p==1(n.H)
risulta di rotazione, avendo naturalmente per raggio
equatoriale R Iinverso del valore comune delle
due V; eguali.

Un qualunque semidiametro rimane sempre com-
preso tra tale raggio equatoriale e 1’ inversa della
terza V.

Per ogni sua sezione con un piano passante per
il centro, uno dei semiassi & necessariamente coinci-
dente col raggio equatoriale R, e percid rimangono
compresi nell’ inviluppo tutti i piani distanti B dal
centro, il che ¢ quanto dire che alla superficie F
appartiene necessariamente la sfera di raggio R.

Dunque la F che & di 4° ordine si spezza nella
detta sfera e in una quadrica (ellissoide).

Sarebbe assai facile avere conferma di cio dal-
I’ equazione cartesiana della F, supponendovi eguali
due delle V e liberandola dai denominatori.

§ 10. Il dualismo onde-corpuscoli della Fisica mo-
derna, secondo de Broglie.

1. Dopo YouNG e FRESNEL, parvero inquadrarsi
in uno schema ondulatorio, fornito inizialmente da
un modello elastico e successivamente dalle equa-
zioni elettromagnetiche di MAXWELL (teoria elettro-
magnetica della luce), tatti i fenomeni luminosi fin
allora conosciuti. Ma non si & poi riusciti a conci-
liare in modo semplice la teoria ondulatoria con i

Lxvi-CiviTa .
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fatti osservati a proposito del fenomeno fotoelettrico
che risale ad H. HERTZ.

Qi tratta essenzialmente di questo. Quando un
fascio di luce colpisce una superficie metallica, da
questa, il pit delle volte, si liberano degli elettroni.
Qualitativamente, il fenomeno si schematizza pensando
che 1’ energia luminosa incidente vada in parte im-
piegata in un certo lavoro ! (dipendente dal metallo
di cui si tratta) necessario per svincolare I’elettrone,
e in parte per comunicargli dell’energia cinetica.

In questo bilancio energetico, interviene 1’ inten-
sita, ma non la frequenza della luce incidente. Se-
nonche, fu sperimentalmente osservato (LENARD) che,
al disotto di una certa frequenza, qualunque sia
I’ intensita della luce incidente, 1 effetto fotoelettrico
non si produce, mentre la velocita massima comu-
nicata agli elettroni dipende esclusivamente dalla
frequenza (MILLIKAN).

Questo comportamento, inesplicabile dal punto
di vista dell’ ottica ondulatoria, ha trovato invece
brillante rappresentazione quantitativa nella ipotesi
corpuscolare e quantistica di EINSTEIN (1905), se-
condo cui ogni fascio luminoso di frequenza v do-
vrebbe potersi risguardare come costitnito da uno
sciame di fotoni o quanti di luce (porziuncole di
energia) possedenti ciascuno un’energia E propor-
zionale alla frequenza v, e precisamente

E = hv,

essendo h la celebre costante di PLANCK.
In quanto 1’ effetto fotoelettrico venga effettiva—
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mente attribuito all’urto di tali fotoni, ¢ chiaro che,
finché hv rimane inferiore a quel certo lavoro di
estrazione [, non si determinerd alcuna emissione
di elettroni per quanto grande sia 1 intensith della
luce comsiderata; e i vari fatti osservati si accordano
egregiamente con la detta ipotesi corpuscolare.

Essa serve egualmente a render conto di un fe-
nomeno scoperto da CoMpToN nel 1923, secondo cui,
se un fascio di raggi X investe degli elementi ma-
teriali, esso rimane, in generale, deviato con abbas-
samento di frequenza, mentre qui ancora si liberano
elettroni.

Tutto il complesso fenomeno rimane soddisfacen-
temente spiegato, come hanno rilevato COMPTON,
DEBYE, FERMI ¢ PERsIcO (*), associando all’ipotesi
di EINSTEIN, oltre il principio della conservazione
dell’ energia, quello della guantitd di moto.

Come si possano fondere, in una superiore ve-
duta. la teoria ondulatoria e il ritorno all’ipotesi
corpuscolare attraverso i fotoni, non si saprebbe
oggi stabilire in modo esauriente. Ci basti il ri-
levare che la fisica moderna ha avuto bisogno, per
spiegare alcuni fenomeni ottici, di far intervenire
insieme la concezione ondulatoria e quella corpu-
scolare. Una circostanza analoga si presenta mnella
teoria degli elettroni che, in base sopratutto al com-
portamento dei raggi catodici e a celebri esperienze
della fine del sec. XIX, principalmente eseguite da
J. J. THOMSON, KaurMaNN, H. A. WILSON, si rite-

(') Cfr. per es. FErMI, Imtroduzione alla fisica atomica
(Bologna, Zanichelli, 1928), p. 97.
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nevano completamente caratterizzati come pure ca-
riche elettriche tutte eguali tra loro.

Questo punto di vista esclusivamente corpusco-
lare non renderebbe conto del fenomeno della dif-
frazione degli elettroni nei cristalli, scoperto nel 1927
da DavissoN e GERMER e confermato da ulteriori
esperienze, dovute a RupPpP e a G. P. THOMSON.

Qui si presenta il fatto opposto a quello prece-
dentemente rilevato, cio® che i fenomeni elettronici,
fino a poco fa inquadrabili in uno schema esclusi-
vamente corpuscolare, sembrano richiedere, in causa
di nuove constatazioni sperimentali, una trattazione
complementare di tipo ondulatorio.

Questa specie di dualismo, per cui i pii notevoli
fatti della fisica moderna esigono, ad un tempo,
|’ intervento simultaneo di corpuscoli e di onde, fu
riconosciuta e prospettata come legge generale di
patura, anche prima della bella conferma desunta
dalla diffrazione degli elettroni, da LUicI DE BROGLIE.

In un primo tempo egli aveva anche cercato di
dare forma pit concreta alla sua concezione asso-
ciando ad ogni corpuscolo mobile un ben determi-
nato gruppo o pacchetto di onde; pero egli stesso
riconobbe le difficolta provenienti da tale associa-
zione (‘).

Un altro notevole criterio di corrispondenza, de-
sunto dal teorema di HaMIiLTON sull’ azione variata,
fu indicato dal MAGGI (*); ma, per quanto esso sia

{*) Cfr. L. pE BroGuiE, Introduction & Uétude de la mé.
canique ondulatoire, Paris, Hermann, 1930 (prefazione).

() Cfr. G. A, Macar, Sul significato nel passato e nell’ av-
venire delle equazioni dinamiche, Rendiconti del Seminario
Mat. e Fis. di Milano, vol. 3° 1930, pp. 53-72.

— 101 —

teoricamente seducente, non sembra possibile desu-
merne una rappresentazione quantitativa dei molte-
plici fatti osservati.

Pur molto interessante & il ravvicinamento di-
namico-ottico proposto da PERsico (') per rendere
plausibile 1’ equazione di SCHRODINGER, sebbene nem-
meno questo porga una vera legge di corrispondenza
fra ben determinati aspetti, corpuscolare ¢ ondu-
latorio, di un dato fenmomeno.

Le considerazioni precedentemente svolte sui si-
stomi normali, che ad essi associano varieta caratte-
ristiche (superficie d’onda) e linee bicaratteristiche
(traiettorie), porgono uno schema abbastanza largo
per rispecchiare i due aspetti ondulatorio e corpu-
scolare di un medesimo fenomeno, tosto che il sistema
normale di partenza sia effettivamente adeguato al
fenomeno di cui si tratta.

Tale ¢ indubbiamente il caso dell’equazione di
SCHRODINGER in base alle sue mirabili conferme
spettroscopiche.

Ricordiamo qui, a titolo di esempio, che I’equa-
zione in questione & (%)

1 S=2 Wi B Y —a5=0
(0 = E oF 9=

dove la costante E rappresenta un’energia unitaria
che risulta a posteriori quantizzata mediante P in-

(')} Cfr. E. Persico, Lezioni di Meccanica ondulatoria (lit.),
9% od.. Padova, Cedam, 1930, pp. 29-40.

(?) Cfr. E. SCHRODINGER, Abhandlungen zur Wellenmecha-
nik, Leipzig, Barth, 1927, p. 38; cfr. altrest p. 40 delle Lie-
zioni del prof. PERsIco, citate nella nota prec.
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tervento degli autovalori della (1) stessa, definiti da
opportune condizioni di regolaritd, — U & il poten-
ziale elettrostatico unitario.

Ricordiamo ancora che le soluzioni ¢ della (1),
le quali vengono in uso nella meccanica ondula-
toria, sono in generale complesse, e che, non la o
stessa, ma soltanto ;¢ |° ha una diretta interpreta-
zione fisica, risultando proporzionale ad una certa
probabilitd locale (di presenza di elettroni nell’in-
torno di un dato posto).

Dal punto di vista matematico, qualunque siano
state le considerazioni o, se si vuole anche dire, le
divinazioni attraverso le quali lo SCHRODINGER per-
venne la prima volta a stabilire la (1), c¢i bastera
ritenere acquisito che un gruppo assai cospicuo di
fenomeni, includenti in particolare la spiegazione
delle linee spettroscopichc di BALMER e la cosiddetta
fine struttura dell’atomo di idrogeno, somo mira-
bilmente compendiate nella (1).

9 2
Basta designare il coefficiente Fj— (U+ E)di Batgo

1 . . o
con 4 per essere materialmente ricondotti all’equa-

zione canonica dei piccoli moti (') (§ 2, ni. 1 e 6),
le cui varietd caratteristiche

#lx,, @, , x,. x,) = cost

(') Per verita in tale equazione il coefficiente V designa
una costante. Perdo il procedimento con cui se ne desumono
le caratteristiche non subisce alcuna modificazione anche se V'
sia invece una funzione qualsiasi del postc e del tempo.

e e i e S R e i e e T T o
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sono, come abbiamo visto (§ 3, n. 4), definite dal-
I’ equazione omogenea di 2° grado

Q= .pt— I =0.

Quest’ equazione, risoluta rispetto a p,, sotto la
forma

y 0 + H = O’
da -

H=— VVIp;

che costituisce, come sappiamo, la funzione hamil-
toniana delle bicaratteristiche.

Tutto cid © benm ovvio; abbiamo voluto farme
cenno esplicito per fissare, con questo esempio
specifico, 1’ attenzione sul fatto pit generale che,
quando di un dato fenomeno & completamente cono-
sciuta la teoria mediante un sistema normale di equa-
zioni nei suoi parametri determinativi ¢ (la S§S=0
di SCHRODINGER nel caso attuale), sono immediata-
mente desumibili anche le equazioni che ne defini-
scono le caratteristiche e bicaratteristiche, cio® i
parziali aspetti di onde e corpuscoli che vi sono su-
bordinati. Al contrario, se in qualche circostanza s1
possa ritenere noto I'uno o T altro di questi aspetti,
cioé analiticamente, la @ o la H, non si pud senz’altro
risalire alla completa legge del fenomeno, cioé al
sistema normale che lo rappresenta.

Sempre restando nell’ esempio particolare teste
considerato, la conoscenza di & non & sufficiente ad
individuare la S di SCHRODINGER, come risulta ov-
viamente dal fatto che, in base alla regola del § 7.
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n. 2, se si aggiunge ad S una funzione F dipen-
dente in modo qualunque dalle x, dalla ¢ e dalle
derivate prime di ¢, anche 1’equazione S+ F=0
possiede le stesse caratteristiche e bicaratteristiche.
In qualche caso, in cui si poteva ritenere co-
nosciuto dall’ ordinaria fisiea macroscopica uno dei
due aspetti parziali di un particolare fenomeno, cioé
analiticamente la funzione Q delle p e delle x, & po-
tuto bastare di sostituire ad ogni p, 'operatore 2—%5;;
k=0 1,2 3:i=YV—1) perche 1'equazione

9(“‘ h a):p_—_:()

2mi o
porgesse la corrispondente equazione alle derivate
parziali della micromeccanica, ma una tale regola
non & univocea.

Basta pensare che un termine del tipo ap,p,,
con ¢ funzione del posto e del tempo, potrebbe con
eguale ragionevolezza dar luogo ad una delle quattro
espressioni

9% Flay) @ E 2 0
P (ay a \o)’ (a CP).

2530, ange, w\“ax) @\ ox,

le quali tutte hanno comune il termine di secondo

2

5 hd . ma differiscono per termini dipen-
da o,

denti dalle x, dalla ¢ e dalle derivate prime, i quali,
conformemente all’osservazione fatta poco fa, non
influiscono sulla .

La regola formale suddetta pud dunque avere

ordine a
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goltanto un valore euristico (‘) (e lo ebbe mirabile
nell’opera di SCHRUDINGER e DIRAC (%)), ma non
gsembra possibile ricavarne una costruzione siste-
matica rispecchiante una vera realtd fisica.

Tornando allo schema puramente matematico,
fornito dalla teoria delle caratteristiche, vogliamo
ancora segnalare una notevole applicazione, fattane
dal dott. Racam (%), alle equazioni di DIRAc, che
veneralizzano quella di SCHRODINGER e costituiscono
¢id che oggi si pud risguardare come la piu com-
pleta sintesi matematica dei microfenomeni elettro-
magnetici ed ottici. Come necessaria conseguenza
della equazione & =0, la quale ne definisce le va-
rietd caratteristiche, il RACAH ne ha desunto, per
un caso particolare molto espressivo, una istruttiva
giustificazione del principio di indeterminazione di
HEISENBERG.

{4) Specie se il sistema normale di cui si tratta deve sot-
tostare a particolari condizioni, come invarianze gruppali o
addirittura rispetto a tutte le trasformazioni delle .

(2) The principles of Quantum Mechanics, Oxford, Clarendon
Press, 1930.

() Caratteristiche delle equazioni di Dirac e principio di
indeterminazione, Rend. Acc. Lincei, (6), vol. X1II, 1931, pp.
424-427.
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ERRATA CORRIGE

Pag. 5, righe 13-14 (dall’ alto) :

La proposizione restano univocamente determinate le ¢ come
fungioni olomorfe di X,, X;;..., Xn 6CC.

& esatta senza riserva nel easo, ordinariamente contemplato,
in cui anche le singole derivate di tipo y di una qualsiasi
pplp=1; 2,..., m), che compariscono nel secondo membro di
una generica (1'). sono di ordine complessivo inferiore, o tutt’ al
pit eguale a 7y (oltre che, come si & detto a pag. 1, di ordine
minore di ry rispetto alla x,). Se non si introduce questa re-
strizione (e noi abbiamo desiderato evitarla in vista di talune
applicazioni svolte nel testo), si pud soltanto affermare che
le (1) forniscono, in base ai dati iniziali, tutte le derivate
delle funzioni incognite relative allo stesso valore iniziale
x, = @,- Ma non & detto che i corrispondenti sviluppi tayloriani
necessariamente convergano; anzi sono stati dati esempi del
contrario dalla stessa KOwALEVSKY [cfr. «J ournal fiir die reine
und angewandte Math. », B. 80, 1875, p. 22]. Possono dunque
non esistere integrali olomorfi soddisfacenti alle assegnate
condizioni iniziali. Comunque, quando esistono, I’ univocita
assicurata; e questo basta per il mostro scopo. Infatti & sol-
tanto il venir meno della univocita che porta ad introdurre
le varieta caratteristiche (§ 2), donde tutti gli ulteriori sviluppi.
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