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PREFAZIONE

Queslo secondo volume delin Analisi vettoriale gemerale
contiene le applicazioni geometriche del calcolo vetioriale ed
omografico, e precisamenle quella parie che é detta geometria
differenziale metrica e proiettiva delle superficie e delie
varietd spazisli. Per alfro é limitala olla esposizione delle
cose fondamentali; vuol essere insomma una infroduzione allo
studio di guesta vasta materia. Per cié molle questioni, anche
importanti, ma che si collegano principaimente alla leoria delle
funzioni e delle equazioni differenziali, sono stafe tralesciate
di proposito.

Opgidi seguendo i Biaxcni ('), gemiale prosecufore del-
U opera di Gavss, di LAME, di BEITRAMI e di Rresany,
la teoria delle superficie e degli spazi curvi ¢ fondata sullo
sludio delie forme differenziali quadrafiche e sull ingegnoso
caicolo assoluto di Ricct e LEvI-CIVITA che a quello si con-
nette. Ne ¢ nalo un algoritmo pesanie e complicato, che con-
duce, oo calcoli lunghi e per vie arfificiose, @ formule poco
espressive, ed i lediosi sviluppi somo spesso indricali da pro-
blemi fittizi non inerenti alle questioni geomelriche in esame.

Tutto cid é conseguensa dell' uso sistematico delle coordi-
nate: uso che, nolo dai primi grondi successi del mefodo
cartesiano, 8 impose poi in lutli i rami della geometria e delln

{9 I libri pid classici in questa materia sono i ben noti trattati i
L. Braxcmi: Lesioni di geometria differensiale. ¢ di . DARBOUX:
Thdorie des surfaces.
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fisica leorelica, perché nom s'iniravvedeva allora la possibilile
di avere un calcolo che operasse direllamende sugli enli geo—
melrici e figici. Ma oggi wn vero calcole assolulo esiste, e gi
trova esposio nel primo volume di gquesia collesione e nella
parie IIT di questo volume. La sua applicazione alle vorie
teorie si pud ora fure nelle maniera pitc semplice ¢ complela.

E guesto divenia molto imporiante oggidi, in cui la fisica
si va, come suol dirsi, geometrizzando ; giacché le pin elevaie
doltrine geomelriche somo enfrofe o for parie del bagagiio cul-
turale di molli sludiosi che mon fanno professione di puri
geomelyé, ai quali é necessario uno strumenlo malematico
agile, semplice e generale ad wun lempo, allo alln sindesi
come alla analisi, che permefin loro economia di lempo e di

Il diligenle letlore che vorra vincere le prime difficolls,
del reglo non gravi, inerenti all’ uso di nuovi algorilmi, si
yersuadera dei grandi vanleggi che presenia il mefodo vef
loriale genercle. Queslo almeno speriamo, conformemenie al
fine che ¢ siamo proposti scrivendo guesto libro.

Ed ora- girmo brevemenle delle gingole parti.

La Parte Prima, redafla dal prof. BURGATTI, contiene §
fondomenti dell’ ordinaria geomelria differenziale delle curve
e delle superficie. L' iniroduzione delly spostamenio AP sulla
superficie ¢ della omografin 3 — dn/dP, essendo n vettore uni-
tario rormaie in P, rende lo studio delle proprietss delle super-
ficie ¢ la risolusione dei problemi fomdameniali assai pin
semplice e agile e spesso pie infuiliva che non sie con I uso
delle classiche forme differenziali guadratiche (*), In modo
analogoe sono sludiale le congruense di curve,

Il passaggio alle coordinale curvilinee, quando occorra
farlo per la visoluzione di particolari problemi, riesce guast
sempre immediato, ¢ cid ¢ wostralo fin dai primi capitoli,

(') Burarr-Forri: Fondamendi... « Rend. Civ. Mat. 3, Pulermo, t. 58
1811. In questa memorin fu appunto introdotta e studiata V'omografia o
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onde rendere pitr agevole la leltura a coloro che sono abituati
all’uso delie coordinale ('), i
" La Parte Seconds, redoita dal prof. BoacIo, tratta degli
spasi cwrvi, ed é sviluppaia secomde concelli che furono gic
eaposti nel 1919 dall' A. in slcune Note doi Rendiconti delle
B. Accademio dei Lincei e di Torine, ¢ in seguifo pik am-
piamenie nell’ opera del 1924: Eapaces-tourbes ; Critigue de
1a relativitd, in collaborazione col prof. BuraLi-Forri. In
colesia rallazione perd inlerviene, alcune volle, in modo essen-
ziale, la roppreseniazione dello spazic curvo sopra uno spazio
euclideo di un eguai numero di dimensioni. Qui, invece, la
considerazione dello spagio euclideo, che nom & in sostanza
direliomente inerente alle questioni riguardanti lo spazio curvo,
¢ slala del tullo eliminala. E queslo é slalo possibile ricor-
rendo al conceflo di differenziale superficiale sul dalo spasio,
e cui proprictd sono pressochi identiche a quelle dell ordi-
nario differenziale negli spasi euclidei. Tale possibilite fu gia
dimosirata dall’ A. in alcune Note inserife nei Rendiconti
della R. Accademia dei Lincei in questi due wltimi anni.
Come iniroduzione a questa parie si é ritenulo opportunc
esporre sommariamende varie formule di calcolo vetioriale per
gli spas 8, euclidei, sensa per allro insistere su quelle di-
mostrazioni che sono idenliche a guelle nellp spagio ordinario.
Nell’ witimo capitolo, olire a varie applicasioni, ¢ stabilita
I’ espressione vetioriale dei simboli di Ricol, di CHRISTOFFEL
€ di RIEMAWN, delle derivale covarianti e contravarianti delle
componenti 4’ un vellore o d una omografia, che formano
la base dei metodi usuali di studio degli spasi curvi, allo scopo
sie di meflere in relazione le formule assolute con le loro
equivalenti in coordinale, e gia per rendere pin evidenie la
inulilila di coleste dersvale.

(') Trattati di geometria differenziale in eni gia trovasi largo impiego
dei metodi vettoriali sono : .

F. BIBIRAKL: Geomsiria differensiale, Manuale Hoepli, 1924,

C. K. WeaTusesURN: Diff. Geometry of ihree Dimensions. Cam-
bridge, 1927,
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Fsge non sono allro che componendi covarianti e contra-
varianti della derivate superficiale d un velfore o @ una omo.
grafia, e percid la considerazione diretln di Guest’ ultima rende
manifestomente i calcoli ussai pit semplici ¢  risullati ben
it espressivi,

La Parle Terza, redatta dal prof. BuraL-FoRrrr, contiene,
softo forma assoluta, i fondamenti della geometria proietlivo-
differenziale, che ¢ siatn mollo svilupputa oncliticamente
tn questt wilimi anni, come pup vedersi nell’opera 'di Funia
¢ CBoH: Geometria proiettiva differenziale, Zanichelli, 1926.
Qui occorre I'uso delle formaszioni geometriche di . Praxo,ie F,
poiché i velfori ¢ le omografie vettoriali non bastano ()} La parte
fordamentale della feoria delle ¥ si trova negli Elementi
di caleolo vettoriale ¢ in aliri libri qui sotlo indicati ().

Nel Cap. I si sono dovute dare le nozioni fondamentali
der i sistemi lineari di F ad n dimensioni (n = 1, 2,53,4 ¢
delle trasformazioni lineari, o omografie, il cui studio, inle.
ressaste ¢ semplice, pud essere ulilmente continuato con i
mefodi assoluti (%),

(') 6. PeaNo: Caleolo geometrico (Bocea, Torine, 1888). PEANO ha dato
un caleolo geometrico sull’ 8; puramente assolufo, ciod del tutto indi-
pendente da coordinate, ma atto a darle o di gqualunque speeie, Pud dirsi
derivato dall’ dusdehnungiehre di H. GRASSMANS; ma bisogna notare
che il caleolo di GRASSMANN (qui par miracle &' applique & ln péometrie ;
CARVALLO) & un caleolo di determinanti e matrici per sistemi ad » di-
mensioni, o non & un caleols asseluto. Oggi, per fare del nuovo, si ritorna,
CON NESsunA opportunitd, a ealcoli con determinanti e matrici.

(?) BUrRaLL-FORTI: Introduction & la gdoméirie défférentielle (Paris,
G. Villars, 1897); Lesioni di geomstria metrico-proiettiva {Bocea, Torino,
1904); Geometrie anslitico-protettiva (Petrini, Torino, 2 ed.),

Por lo spazio ad n dimenstoni vedi A. PeNsa: Geometria assohula
dei vetlori, Intituto Lombarde, 1019 Geomefria assolula delle formagioni
geomelriche, Istituto Lombardo, 1920.

) B strano che proprio ai geomstri debba ripugnare I uso di questi
metodi. G. L. {« Boll. di Matematica », a, 1928, p. LVIIj chiama: « funabici
ciechi » coloro che sistematieamente si servono di enti pssoluti e, pure
sistematicamente, non fanno uso di coordinate. Ergo « fanatici ciech »,
anche caloro che fanno uso soltanto di coordinate; con questa differenza:

R T I T T s
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In altré due capiloli ¢ stato sviluppalo brevemente tutlo cid
che é fondameniale per le proprield proieftivo-differenziali
delle linee, superficio, inviluppt ¢ guadriche osowlairici, Pic-
cola parte invero, ma sufficiente per conlinuarne lo studio in
maniera veramente geomelrica.

Siamo grati alla benemerita Casa Editrice N. Zanichelli
d’ aver curata lo pubblicazione di questo secondo volume con
la consuela diligenza.

P. BURGATTI
(. Universita Bologna}
T. Boagio
(H. Universita - Tarino)

C. BuraLi-FoRTI
{Regla Accademin Militare - Torina}

quelli, oltre agli eméi geomstrici assolwts, hanno a disposizione anche le
eoordinate di qualungue specie, che possono ottenere in modo geome-
trico & rapido; questi devono contentarsi delle coordinate,'facende spa-
rire 1a geometria. Quanto @ detto da &. L. (i. ¢, p. LVIII) a proposite
del metodo di GRASSMANN va confrontate con la prima di queste note.

R




PARTE I

GEOMETRIA DIFFERENZIALE
DELLE CURVE E DELLE SUPERFICIE

A CURA DEL PRGF. P, BURGATTI

Capitoro 1.

Teoria delle curve goebbe.

1. Generalith; terna principsle ; piano osculatore.

Una enrva (L) nello apazio ordinario & qui considerata
come un luogo di punti P, tale che ad ogni punto P corri-
sponde un sol valore d’un parametro s, e viceversa. Allora
P = P(s) rappresentera !’ equazione parametrica deila curva.

Come si sa, 1a derivata (i P rapporto a s (si ammette
I’ esistenza delle suscessive derivate per ogni valore di &

tangente in P alla corva. Porremeo

(1) ﬁ-f:P(a):ﬂs).

Se ¢ misura I'arco della curva compreso fra un sno puntoe
fisso O e il punto generico P, questc vettore & unitario ed ha
il senso di s crescente. Viceversa: se ¢{s} & unitario, s mi-
sura 'arco OP (per P==0 & s=0). Noi qui supporremo
che 3 misuri I’ arco.

I} piano in P perpendicolare a ¢ dicesi H piano ner-
mals. Tatte le sue rette nscenti da P sono unormali a .
Due fra queste sono di particolare importanza. Da £# =1

d

si trae %){t:ﬂ; percid il vettore d—: ¢ normale a . In-

dieando col vettore unitario » la sus direzione e VOerso,
la reita uscente da P parallela a n & una delle direzioni
in discorso. Chiamasi la normale principale. 1 altra nor-
male da considerarsi & quella perpendicolare a ¢ e a m,
precisamente definita dal vettore unitaric b=t A n. Chia-
masi la binormale.

Burgstti 1
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La terna (¢, n, & ¢ detts -la terna o § iriedro prines- .

palc in P 'Varia di orientaziene da punto a punto, ossia al
variare di 5. Indichiamo con 1:p il modulo dl (quan—
titd positiva), avremo allora

dt  =n

@) e

d g

Vedremo presto il significato geometrico di p. Intanto
il piano (w) per P che contiene la tangente o la normale
principale gode «i una proprietd caratteristica, in base alla
quale vien defto piano osculatore.

Sia P, nn altro punto di (L) vicinissimo a P; sia ciod

2
P, = Pis + hj) = FP(s) + Plath + FP'(s) % +

ove b si ritiene infinitesimo del primo ordine. Calcoliamo
la distanza { di P, dal piano (x). Essa & data manifesta-
mente dalla proiezione di P, — P sulla normale » a questo
pisno (che & la binormale); onde si ha

Pk

H
=P —PXo= P(s}h+P’(a)h§+ 31 - b.
Ma
FyXb=tXb=0, P’(J)xb—gxb_-éxbzo,
quindi resta
h.i

Dungne ecotesta distanza & per lo meno ipfinitesima
del 3° ordine, ¢ questo non accade se si proietta P, — P
sopra una direzione diversa da b; percid @ proprietd ¢a-
ratteristica del piano (x). 8i vede poi che il segno di !
cambia con quello di R, ove non sia P">(b=0; il che
prova che la ourva atiraversa in P il piano vsoulatore.

Siccome presi due punti P, e P, vicinissimi a P, per
esempio, uno da una parte 1’ altro dall’ altrs, la loro distanza
dal piano (7) & per 1o meno infinitesima del 3° ordine; e dato
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che un piano & definito da tre punti non allineati; si anol dire

. econ linguaggio geometrico che § piano esculatore in P é
i quello che passa per P e per due punti di (L) infinitamente
" wvicini a P; od anche che contiene due tangenti, oppure due
C normali principali infinitamente vicine.

Ne consegue che la circonferenza individnata da quei tre
punti infinitamente vicini sta mel piano oseulatore; onde
La in comupe con la curva le due normali vicinissime, vhe
&’ incontreranno percid nel centro ¢ della circonferenza,
Ja quale & chiamatla cerchic osculatore.

Si noti, dopo cid che si & detto, che il piano osculatore
e it lnogo dei punti @ sodd[sfacenm all' equazione

EN !(P—Q}Xb—_o osgia (P — @)Xt An=0.

2. Curvature.

Tiriamo ora da un punto fisso A i vettori M — 4 =—1¥3s),
immaginando di dare ad s tutti i valori che gli competono.
11 luogo dei punti M sard uua curya sferica (sfera di raggio
uno); ad ogni punte P(s) corrisponde un punte M{s). Si
rieava, derivando ¢ tenendo conto della (2),

AY ds, 4t _m
ds, ds  ds~ p’

la quale mostra che M =1{, & n zono paralleli, e 1 = és,

ds, ds’
Ma ds, misurs manifestamente 1’angolo 26 di dae tangeut.i
infinitamente vieine, e percid anche delle corrispondenti
normali principali; onde si deduee ds—pdf. Dunque o &

i il raggio del ecerchio considerato di sopra, ossia del cerchio
: oqculawle e chiamasi il raggio di ou-rvaxura o di} _ﬂessioue

centro del cerchio & il centro di curvatura.
Vediamo ora eome varia & sl variare di s, Caleolismeo
la derivata di b; da 8 =1 e B> ¢t=41, si ha

ab b de db
oS0, S e o X b= = 0
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perclb —- é parallelo ad n; onde si pud serivere

o db I
@) ®-ln

Per vedore il signifieato di +, tiriamo dal punto fisso 4
i vettori M — A = b(s), come gid precedentemente pei vet-
tori ¢. Con lo stesso ragionamento si deduce:

dM ds, u
ds, ds !

. ! . .
da cui risnlta %%: Z- Qui ds, misura 1'angolo 40 di due

binormali (o di due piani osculatori) infinitamente vicine;
epperod la precedente relazione ds = tdf giustitica la denomi-
nazione di raggio di torsiene (o di seconda curvatura) data a T,
di {ersione (0 seconda curvatura) data a 1;t. Misura, come
diece il Brawosi, la rapiditd dello scostarsi della curva
dalla giacitura piena. Riguardo al suo segno vedremo piil
innanzi. Quando 1:1 & nulla lungo un tratto della eurva,
quel tratto giace in nn piano.

3. Formule di Frenet; equazioni intrinseche.
Resta ora a vedere il modo di variare di n(s). Essendo
n==0 A1, si trae

dn __db dt _m At bAR
;!?_ds/\t+b/\;£_s_ T +__p_
0ssia
in__b_¢
de . p

Unendo questz alle precedenti (2) e (4), abbiamo le for-
mule che danno le derivate delle tre direzioni prineipali,
dette le formule di Frenet:

‘dt mn dn t
i —=—, o =—_
(I} G0 ds .

f db n
7 ds 1
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Ponendo

3
si possono scrivere nella forma pilt espressiva

(x) j: WAL E=uAn E=u Al
le quali, pa.ragonate ¢on note formule di cinematics, di-
mostrano che wds ¢ i1 vettore che definisce la rotazione
occorrente per “rendere la terna principale in P parallela
a quella in P+ 47 (). Queste formule sono fondementali.

Le successive derivate di P(s) st calcolano facilmente
tenendo conte delle (I). Si deduce

Plg)=",
O e I R R
I ultima da .
b PV'=— %’

la quale permette di scrivere la (3) nella forma

1w
193!+ .

Di gnui si conclude che quando sia %}0 la eurva at-

traversa in P il piano osculéﬁoré'(ﬂél senso di s crescente)
andando dalla parts di & 'a quella di — &; viceversa nel

ase opposto.

(*} 81 pud chiamarlo il vetfore cinetico. La retts che ha la direzione
e il verso di s ai snol chiamare U asse retfificanie, per uns ragione che
vedreme, Vedi, ad es., BorGaTTI, Les. di Meccanica, Cap. IIL.
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o

quando son date le dus curvature in funsione di 5. :
T Questo risulta in modo esatto dai teoremi I’ esistenza
delle soluzioni dei sistemi d’eguazioni a derivate totali.
Ma ei si pud persuadere della veritdh di cotests afferma-
zione in modo sintetico. Fissiamo la posizione della cnrva
fissando nn sno punto Pys,) e I'orientazions della terna
principale in P,, ossia ¢, %, b,. Allora possiamo calcolare

§ Dalle (I) si deduce che une ourve ¢ definita di _formq%

U, = — 29 ’:9

T P

e quindi per mezzo delle (I} g’ inerementi dt,, dn,, db,.

Cost si conoacerd la terna principale ¢, n,., b, nel pnnto

P, =P, +dt—=P,+ t,ds. Nella stessa gnisa, essendo voti p

e tin P, si determineranno il nuove punto P, +tdsela

sua terns principale ¢,, m,, &,; e cosl via. La enrva risulta
cosl pienamente definita.

Per la proprietd dimostrata,

b=p(s) t=1

si chiamano I’ equazioni inirinseche della curva.

4, Coordinate cartesianne.
In eoordinate cartesiane, posto

P—O::ﬁi—kyj-f-ﬁ'k,.
8i ha subito che

dz  dy dz S - ; - o
ds’ ds SOVO le proiezioni sugli assi, o i coseni di

ds’ ds’
direzione di ¢;

e o .
Pae’ P gger P g 80u0 le proiezioni sngli assi, o i coseni
di direzione di n;

dyds  do &y 16 Drotarioni cooli a o ,
4 ds dit —""E; d_s? +« 8000 16 prolezioni angh assi, 0 I cosent

di direzione di &.

RIS LE RS T S T LTINS T e
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Inoltre risulta
Az \* zy'“'é A’ A\E
;':nxP"zmodP':V(EE;) +(F) + Tet)
iz dy iz
ds ds ds
! v | FRdy @'
E=_?b><Pr TTE TG dS dy
diz @y ds |
ds® ds¥ ds® |
5. Curve particolarl ; ellche.
51 % = ¢ lcostante). 'Si deduce dalie (I}
. w | ‘
&= e
da cui
b—=ct4a,,
ove a, ¢ costante, Ne oonsegne a,>b=1, ¢,Xn=10,
@ Xt = — ¢, #*, = 1 + ¢*. 8i conclude che la tungente fa
un angolo § costante con Ia direzione fissa «, od &
cos b= o — . F

Vited Vogge

Si tratta dunque di eliche tracciate sopra & un cilindro i£r
le_cul geuneratrici sono parallele ad @,. Da @,>Xn=0 s

deduce che Ia normale principale & normale al cilindro,
Viceversa, se #>{a,= — ¢ (costante), viene dalla prima

delie (I}

Nxao=d_‘t a=d(t><“n):”;
p s ¢ ds

osgia ¢, & perpendicolare ad »n; onde si pud porre

: (.5'0:—0t+hb,
E da eni
hdb —cd_t.
ds — Tds’
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la quale mostra, in virtd delle (I), che il rapporto p:t &
costante, Questa & dunque proprieidé caratteristioa delle

eliche eilindriche.
Sia {(7,) la curva sezione del cilindro fatéa con un

piano (n) normale ad a,. Sard _
P = P,(s,)+ ok It

essendo P, il punto di (£',) ove si proietta P, e 2 la di-
stanza P P, ritenendo qui k vettore unitario parallelo a e,.

8i ha manifestamente
=238, cotgf = Vs,? ' 2_2—33'—
Jcotgl, s=Vs’'+ 3 cotg*t Son "

Dope ¢id, derivando, risulta

. d d

Pley= (Po {%,) + Esj E ) E? = (P,(s,) + cotg 0. k) sen 6
[

Pg)=sen’*d. P (s,).

In virtik di queste, le formule del n.3 ddnno

sent
R H

1
{5) ;= sen® 8- P(s)X n=

indicando eon 1. R la curvatura P," X n in P, della se-
zione normale (C,). Poi da

cos® § =~.~P-—
A
si trae .
(5’} 12 — pz 'J}.’! 8 E . 1 _ sen 6 CO8 8 ‘
't ptangt ™" R

Si vede di qui che se Uelica & oilindrico-ciroolare, le due
curvature sono costanti. Coteste formale (5) ﬁé‘mflﬁ"} sono
nznportanti, perchd dannoe le due curvature dell’elica in fun-
zione dell’angolo costante 0 e della curvafura della sezione
retta del cilindro.

[Cap. I]

6. Corve speciali; carve sferiche.
Vi sono detle curve che godono della proprietd che

8 raggio di prime curvatura si ottiene proiettando sulla
‘normale principals in P il vettore P — 0, essendo O un:
.punto fisso. Questa proprietd & espressa da '

’L(l_?—— OyXn—=—¢.
Ne consegue per le (I}

(P— 0}><%=~ 1, ossia (P — 0) >t = ¢ (costante);

la quale esprime che la proiesione di P — O sulla tangente é
costanie. Viceversa; da questa proprietd si risale all’altra.
Derivando poi la precedente e usaude la 2* delle (I}, si

ottiene
(P fe] !’ !’ —
- )>< P -+ T —FC,
dux cui si rieava

(P — 0y b=+

¢ derivando ancors

n d , T
(P—'O}X;——E(‘Ep—ﬂg)a

ossig

T . Y
(8} 1+Zs(tp cp)_O.

B la condizione 2 cui devono soddisfare le enrvature

di cobeste carve.
Se la curva & traeciata sopra una sfera {curva sferica),

risulta ¢ = 0 e quindi

£, 8, .
;+d_s{tp)—-0.

Quando non esiste nn puunto fisso O tale che risulti
tP— X nw=—p, la (6) manifestamente non ha luogo;
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epperd essa & caratteristica delle enrve che godono delia
proprietd indicata.

7. Curve che si corrispondono per parallelismo di ara
direzione principale.

Data una curva (1)), si pud chiedere se esista un’altra
curva (L,) che si possa mettere in eorrispondenza punto
per punto con la (L) in guisa che una delle direzioni prin-

eipali in P sia paralleli ®lfa omonima nel punto corrispon-
dente P,. Sarauno da considerarsi tre easi, - '

I* easo) Parallelismo defle tangenti; ¢, —1¢ nei punti
corrispondenti P (s) ¢ P(s). Derivando e usando ie (I) si
ctéiens successivamente

dz, ds, _dt u, ds, _m
ds, dv — ds’ p, ds g’
la guale esprime che anche n, sard parallela a n e che
sussisterd la relazione (T) T e
ds,  d»
£y &’

E allora gpq]_;e‘_q,__gﬁgﬁ parallela a b; epperd si conclude
che nei punti corrispondents l¢ terng Principali saranno pa-
rallele. Ne consegue

Ao s, 40 wide, o w b, de

de ds A T @ T TR g .

Si terrd il segno positive se T, € T sono dello stesso
seguo, il negativo se di segni contrari, Paragonata con Ia
precedente da

che esprime ¥ invarianse del rapporie delle curvature,

(“). La relazione ¢, —¢ implica che s, ¢resce con ¢, onde de'ds &
ponitivo.

IGs,p. 1 11

Postfo.%= Jig), ove fis} & scelta a piacere, si ricava

[ o, =cfn), = ==%fm,

che definiscono la (L,).

; Come si vede, nessuna coundizione viene imposta alla

¢ (L); cosieché ad ogui () corrispondono delle (L,). Queste

farono denominate dal BiaNCHI le trasformate di Combescure
della (L. T )
"2 aso) Parallelismo delle binormali. Questo caso eoin-
cide col precedente, gincché da &, === 5 si ricava come
precedentomente n =, , t==¢, {salvo tutto al pih i segni),
Percid se due curve si corrispondono per parallelisme dei!
piani oscrlatori, una 2 trasformata 5 Combesours dell’ altra.:

3 caso) Parailelismo delle normali prinétpali; n, = 4+ n,
Derivando e applieando le (I), si trova subito

b, t‘) s, (b t)
e A= o T,
('». o/ as T

Sia « angolo che ¢, fa con f; si ha manifestamente
3, X t=e082, &I =sena, I ==Fsepna, &Xb =tcose,

Allora moltiplicamio scalarmente la precedente una volta
per ¢, e una seconda voita per b,, risalta

lﬁ_+(§enu+003a)
- ¥

o p, ts T o
s i(i oS __sena .
<, ds t e

Essendo poi ¢, perpendlicolard a n, potremo scrivere in
base alle posizioni fatte,

t,—cosa-f+4sena-b;
da cui, derivamdo e applicando le (I), si ricava

n, ds, cosa sen a
— == e -
p. ds e

% — {(senx -t — o8 x - b}%;



3
H
i
H

12 [Cap. I]
oasia, per le precedenti,

n, d"'——:t n ds,

do
P T E—Js-utsena-t—eosmb)a’—.

8i deduce di qui g; =0, ossia I angolo di due tangenti

corrispondenti @ costante,
Le (7) si possono invertire. 8i ha manifestamente

i ﬂ__:':(eosm senaz)
(7) A P - o )

}is__ (Sel.ltxiCOSa:

T d"t - * Py N )

ds ;
Dato « e preso per —‘—E‘ una funziene qualunque di &,

le (7) definiscono una (L,) (giacehd ne danno le due cur-
vatl.n'e) che corrisponde ad (L) per parallelismo delle nor-
mali principali. E difatti dalle (7), equivalenti alle (7),
si trae

(i_,_(l)ﬂf__d__”ﬂ_ﬁ 008 -2 4 gena - b
p o tlds,  dsds T Py
+:|:sena;-z:l:coszx-b).
T

i

Ma i due vettori
coBa-¢t+sena-b=t¢ @ Fsena-tdcosa- b=4p,

sono uuitari, perpendicolari fra loro e ad 7, talche la pre-
cedente diventa

o_nde, paragonando cou le formule di FRENRT relative a (L),
8i vede che n, =, A ¢, & parallela a =,

[Cap. I - 13

8. Applieazioni; eurve di Bertrand.

Stando al 3° caso cousiderato di sopra, agginngiamo
la eondizione che nei punti eorrispondenti la normale prin-
cipale sia comune alle due curve, talché si abbia

P —P=yun.
Allora si ottiene derivando
d_sl t-—'d"—[ dc"_
Uds _Lds ds "’

dalla quale, a causa delle condizioni
dn
t, ><w=t.><-n=a><'n20,

si dedoce :i—i =, ossia e =cost. Dunque la distanza dei

punti P ¢ P, & costante.
Dopo cid resta (per le (I})

t,%:t—kci’:m(l—g)t—gb,

talehé, riferendosi al numero precedente, risulta

: o\ ds ¢ ds
{8} eosm__(l—;)d—x!, senm___;d__’l‘

1/ eliminazione di ds:ds, porta alla relazione

! [+
©) se:a_co§a=se: )
Si conclude : esiste una (L) che ha in comune con (L)
ie normali principali nel solo caso che la ourva abbia le
curvature legate dalla relasione lineare (9), o, in generale,
da una relagione lneare (*). Queoste eurve sono detté curve

e

r

(1) Come & facile persuadersi,
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di BERTRAND, dall’autore che primo considerd questo pro-

Manifestamente anche (L) & una curva di BERTRAND,
che dicesi ¥ asssciata alia (L), Come & P, — P=—=cn, cosi
si ha pure T

P=P xon,

€ per conseguapza

td."-ztlzl:c(&+é-' =12 tl:lzib.
d’l i 14 pl 1:!

Ne risulta, come sopra,

coso:::(i:tﬁ)ﬁ, senct:—fd—"
o,/ ds T, ds

le guali, nnite alle (8), dinno

1 sen? :
agy =20 (l—f)(lii)=cos=a.
Tz, et 7 P ]

La prima esprime la proprietd indicata da S8cHELL, ©
ciod che il prodotto delle torsioni di due curve associate di
BERTRAND & une costante positiva ; 1a seconda esprime che 1!
birapporto dei punti che sulle normale hanno le ascisse 0,
6 py tXp, 2 costante ed uguale a 1:cos®x, come osservd
il MANNHEIM,

9. Curve a flessione costante.

Per ottenere le curve a Hessione costante g=g, basta
manifestamente integrare 1’equazione

=2,

=
pFendentlo peér 2 un veftore unitario fuuzione qualunque
df 3. Ma ¢id che importa notare & che godeste ourve sono curve
@i BERTRAND; giacche soddisfano alla (9) fatto c—=n’ 2.

[Cap. 1] : 15

Volendo vedere la coss direttamente, consideriamo il
Inogo dei centri di curvatura

P1=P+pon.

8i ottiene al modo solito

dP, ds, ( b t) Pq
— 1=t _——— =—~b
ds, ds T TP\ ’

la quale dimostra che Iz tangente in P, é porallela alle
binormale in P, o per dippiit

ds, = — %ds.

Allora da ¢, = b si deduce

dt, ds, _db  n,p, n

ds, ds — ds’ g, T %
onssia
", "
=
£y 2y

la quale esprime appunto che le normali in P e P, coin-
cidono e che le due ctrve hanno la stessa flessione costante.
Si conelude: s¢ una curva ha la flessions costante, anche
il luogo des suoi centri di curvatura he la stessa flessione
costante. A causa del parallelismo di ¢, ¢ b, Pangolo « &
qui di 90°, come & era detto. :

10. Gurve a torsione costante.

Anche le cuorve a torsione costante 1t —=r1, si deducono
manifestamente eon sempliei integrazioni, come quelle pre-
cedenti, In base alla (9} si potrebbero considerare come
particolari carve di BERTRAND, ponendo in quella 2 =0
{parallelismo delle tangenti); ma in tal easo bisognerebbe
porre anche ¢ = 0. Cosicché sotto questo riguardo si po-
trebbero chiamare curve di BERTRAND aufoassociale.
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" 11. Curve parallele.

Due envve (L) e (L,) son dette parailele e si corri-

! spondono per parallelismo delle tangenti, e se nei puuti
" corrispondenti hanno il piano normale in comune. Per
le cose dette al n. 7, la (L,) & in questo easo una tra-
sformata di CoMBESCURE della (L). Sard (P,— P)>t=10,

epperd
P —P—=zgu-t+yh.

Derivando ¢ usando le (I) si ricava
dP ds, T Y 1T

che solo pud essere soddisfatta ponendo

ds,_ % P Y , %
E“(]LBJ’ x+:b_0, y—g.._().

Le ultime due danno
2’ +yy' —0, ossia mod (P, — P)=r = cost.

La distanza r dei punti corrispoudenti P e P, ¢ costante,
come nelle eurve associate di BERTRAND.

Presa allora r ad arbitrio, e posto z=rcos @, Y ==r8en s,
le precedenti danno, mediante sostituzione,

, 1 . ds
o =- ossia a= |—4a,;

costeche restano determinate z e y.
Essendo pei, per le cose dette al n. 7,

a5 __ b

dy —p T
st deduce

Ba 3T _ 7

& T g’

che danno le due curvature della (L,).

[Cap. 1] 17

12. Trasformazioni asintotiche delle gurve, o trasforma-
zioni di Bianchi ('). _
81 voglia anzitutto determinare una eurva P— 0= P(f)
le cul binormali siavo parallele al vettore unitario &(f) e

- 1a eui torsione sia fit), essendo ¢ il parametro variabile.

Posto V== f = v(t) (+ 0 — secondo che f & pos. o neg.),
la curva & definita da

P—O0== v Awdt.
Infatti, si ka
’ ) . ds ,
F=vAv ossia t;ﬁ: v Av,
s essende Parco (prendiamo per semplicitd il segno ).
Derivande ancora e usandoe le (I), si ottiene

n ds s o
p dt + art vAY,
& ne congegue

IXr=EtXxXb=0 e nXvrv=nXxXdb=0,

percid & & la direzione della binormale.
Inolire la prims da

(:‘) (A (Y AR =0 v — (v > v

Ora dalla posizione fatta si deduce

db ds n ds

v=Viga+t(Vhe=VFi_ T+ (Vi
¢ quindi
v’)(n:%f:::.

(1) L. Brancu1: Sulls configurasioni di Mozeius ece. « Rend. Cir, Mat,
Palermo », 1908,

Burgatti a
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Ma essendo
Il

VX A=bXENA U= V,?X [(e"Aeypr],

svilnppando e tenendo couto delle precedenti, si trova

, ds 1
EH >< = (ﬁ W’
8i conclude
1 1
% :}' N

ossia la curva ha Ia torsione voluta.

Cid¢ posto, data una linea gobba (L) lnogo dsi punti P(1),
si vuol trovarne un’altra (L) luogo dei punti P{¢), in
guisa che la retta PP, sia I'intersezione dei due piani
oscunlatori corrispondenti.

_Per le cose dette di sopra, posto 8Y £t =w, la data
curva sard definita da

P=dvAwv;
e in modo analogo per la (L,) si potrd scrivere
Pr=xv'Awv;

ove vt} sarh parallelo alla binormale. Ore per la condi-
zione imposta deve risultare

(P,—PyXv=0, (P —P)xv,=0;
percid & neecessario che sia
(11) _Pll_fP;'h‘i;l:/'\ v.
Derivandola e usando le precede.m-:i“,. sl ottiene
(o) Eo Av,Fv' Av=nh'(v, Av)+hiv, A v4+v, AV);
dalla quale si deduce eon la moltiplicazione scalare pervew,,

o Av,Xv=he, AV X0, FUrAeXy, =hv AvXUY,.

[Cap. 1] 19

Ne consegne h=x-=1; epperd i segni in P ¢ P/ devono
essere concordanti: il ehe prova, per le cose defie disopra,
che la (L) avrd torsions d'ugual segue di (L) {*). Allora la (o0}
diventa

¥, + ALY, — ¥, VA =0,
& 8 questa si soddisfa nel modo pidl generale ponemdo
(12} v, + o= mip, — v},

con i funzione arbitraria.
Viceversa, sussistendo gnesta relazione (o la precedente
che & equivalente), 1s (11} derivata d& appunto

P,=d=d Awv,.

Pertanto st conelude: le cercate curve (L) son definite;

 dalla {11), ove ®,(t) ¢ la soluzione dell equavione differensiale

tineare (12}, presa m(t) erbitrarigmente (*).
Per le cose dette la torsione di (L,) sard t, =+ v?; ¢
dalla (11) si ricava

(13} r=mod{P, — P)= Vt1,senea,

essendo « I’ angolo delle due binormali,

Se si considera la superficie rigata (S} luogo delle
rette PP, , si vede che i piani osculatori in P ¢ P, coin-
cidono rispettivamente colle tangenti a {S) negli stessi
punti, e questo lungo tatta (L} e (L,). Biccome le curve

(1) Si vede facilmente che bisogna supporre
y AV KeED Vv Av 0,

altrimenti la (L.} non differirshbe dalla (I).
(%) I BraNcHI ha osservato che ponendo m sotte la forma di deci-
vatn logaritmica di nn’altra funzione ¢(f), Ia solnzione & data das

o —¢ (a — J' (‘qu‘;r m)

essendo « vettor costante arbiirario.
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traceiate sopra a una superficie e ¢he hanno questa propriets
si dicono le asiniotiche della saperficie, cosi il Branomy
ba chiamato le carve in discorso (L) le trasformate asin-
totiche di (L).

13. Casi particolari delle trasformazioni precedenti.
Agginngiamo la condizione
t==1, ossia et==y?
Aliora la (12 da
¥, )X (v, +v)= mv* — v} =,
la quale dimostra che la derivata di (v, ~+v)* & nolla. Dungue

(v, 4 v)* = 2¢ (costante).

Begue
L S L=
088ign
- T+ Vo, cosa—e, (t=r,)
da cui

[~

COS a8 —= - — |,

lnoltre essendo r — 7 gun x{13), si deduece
== V2er — ¢f,

Cosl si hanno i valori di « e r. Di qui risulta manife-
stameunte che se uno degli elementi 1, %, T & costante, somo
pure costanti gli altri due (1), '

ldf. Svi_luppabili- inerenti a una curva.
le:orldia_mo the si chiama superficie sviluppadile la su-
perficie inviluppo di una semplice infinitd di Piaui,

. . . -
{*) Per altre proprieti vedi la citdts Memoria di Brawem: (§ 11) o

guells di Picong: Intorno alle tra o .
Mat. Palermo », 1915, *formasioni asintotiche, « Rend. Cir,
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Questa denominazione proviene dal fatto ehe una simile
superficie, immaginata flessibile o inestendibile, pud essere
dispiegata sopra & un pianoc senza roténre nd duplieazioni,
eome in particolare i eoni e i cilindri. Se

[P— Pyt)]| X a(ty=10 R
€ I equazione della semplice infinitd di piani che si con-
sidera (¢ il parametro variabile), I’ inviluppo, come & noto,
¢ il lnmogo delie curve rappresentate dal sistems

. da 4P,
(P—~Poxa=0, (P—PyxT5—50

=0
guando st faccia variare il paramestro ¢.

@ui anche la seconda equazione rappresenta un piano;
epperd la curva intersezione & una retie, detta generatrice.
Manifestamente esse ha la direzione del vettore @ A a’. B0
ovvio che i piani invilnppanti la superficie sono i suoi
piani tangenti {lungo ogni generatrice) ¢ che due gene-
ratrici infinitamente vicine (a parte il caso del cilindro)
s'incontrano in un punto. Il inogo di questi punti & una
cnrva (), alla quale son tangenti le generatrici.

Ogni punto di {€) divide la generatrice corrispondente
in due semirette. epperd la sviluppabile si compone di due
fulde. Bsse sono fagliate da un piano qualsiasi in due
curve che si raccordano nel punto comnne su (€), ma ivi
formano una cuspide. Di qui il nome di spigole di regresso
tlella sviluppabile ehe si dd a (O).

L’ equazione di {C si ottiene cercando I’ inviluppe delle
generatriel, ossia aggiungendo all’equazioni precedenti
quella che si ottiene con un’altra derivazione.

Cid posto, se consideriamo le semplici infinitd dei piani

appartenenti al friedro principale (piani principali) di una
curva {L}, cioé i piani osculatori, i piani perpendicolari
alle normali principali, detti péani rettificanti, e i piani
normali, potremo determinare i loro inviluppi, che costi-
tuiscono tre sviluppabili,

7, T L R S I ST 1 TR LT DT T
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La sviluppabile inviluppo dei piani esculatori, in virtd

~ delle proprietd gia stabilite, ha mauifestamente per spigolo
di regresso la curva {L) stessa.

La sviluppabile vettificante (inviluppo dei piani rettifi-

canti} ha le generatrici definite dal sistema

(0) {(—P)xn=0, (Q-P;x‘%’:(), (P'>Xn=0),
P essendo il punto generico di (L); epperd sono parallele
alla direzione del vettore

dn L b /] #
A = [- 4 —~ = — — . —
ds (P ‘-)/\“ P ™

(vedi n. 3). Ecco la ragione per cui la retta che ha ia di-
rezione parallela al vettore civetico u & «etta asse reitifi-
cante.

Poiché i due piani (0) passano per P, anche cotesta
re'btn. passa per P, La eurva (L) appartiene dunque a questa
sviluppabile. Siccome la sua normale pringipale in ogni
punte eoincide con la normale alla svituppabile, la (L) 3
una geodetica (') della sviluppabile, ossia la linea che segna
sulla superficie il pilt breve cammine fra due dei suoi

. punti; cosicché quando si dispiega la svilnppabile sopra |

+ U0 piano, cotesta (L) si trasforma necessariamente in nna

retta. Da cid il nome di sviluppabile rettificants. =
- Per cose dette, lo spigolo di regresso & definito i
sistema

(@—P)xn=0 (¢— dn _ d'n 1
) > (@~ )X - =0 {Q_P}Xﬁ?:_;,
glaechd
o 1
PRG ==

) Bi vedranno in segqj - .
D& superficie, cgaito le proprieid genorali delle geodetiche di

[Cap. 1]
8i deduce ()
n A dun
1 ds
¢— P=—7 du_ dn’

¢ e BT
nA ds > ds®

Il numeratore, come si & veduto, ¢ ugusale al vettore
cinetico #. Quanto sl denominatore, per le (1) si ha

d*n {11 1y Nyl
< ot = x| = (G ) ) e—()el=

-2 5)

che & diverso da zero, snpposto non costante il rapporto g1
{eiod non si trasti di eliche). Viene dunque [’ equazione

g=prP+—p_2,:¢ 1y,
C
T

avendo posto p.t1=1(s). Lo spigolo di regresso si oltiene
portando da P su I asve rellificante il segmento di lunghesza
gmode  Ve'—+1
¢ v

(1 Quando & dato un sistema di tre equazioni lineari in forma vet-
toriale x> =1 xXb=m xXe==n, ove x & il vettore inco-
gnito, questo si ottiene cosi. In virt della formula del doppie prodotto

vettoriale e delle equazioni date, si ricava subite
(e ADAx=Ib—ma, (bAYAT=mc—nb, {eAa}\r=na—lec,

dalle quali risalta
hx=na Ab+ 1A c+mc A o,

Moltiplicando acalarmente per ¢, si ha

h=a M bXxec
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La terza sviluppabile, detta polare, & I'invilappo dei
piani normali (§ — P)><¢=:0; epperd le sue generatriei
sono definite dal sistema

(@ Pixt=0, (0-—P}><“:—1=0.

It secondo piano & parallelo al piano rettificante, distante
di p da questo, epperd passante per il centro di curvatura €
della curva in P. La generatrice dunque & parallela alla
binormale couwdotta per C; e quindi la sviluppabile in di-
scorse ¢ it Inogo i coteste rette e contiene percid la curva
Inogo dei centri di enrvatura,

Il suo spigolo di regresso & definito dal sistema

d
(@—P)Xt=0, (@—P)xXn=¢g, {Q_p)x_a?:pf_

8i rieava come di sopra

. d
P(t/\n)—l—p(d—:/\ z) 5B — on/x

1/=

Q— P=
t/\n)((;—f

ORRIA
¢—=P+-pn —pth.

15. Evolventi ed evolute.

. Ogui curva (L,) traeciata su di essa in guisa che tagli or-
togonalmente le generatrici divesi una evoluends di (L) Se
di un filo 4B, flessibile e inestendibile e disteso primitiva-
mente sully eurva (L), si tiene fisso il capo P, in modo
che ad ogni momento il filo si componga di due tratti,
AB adagiate ancora sulla curva, BP, disteso in linea retta
lango la tangente in B, il capo P, descriverd manifesta-
mente una carva che gince su qunella sviluppabile e taglia
ortogonalmente le generatricl, Di qui il nome di evelvente

dato a cotesta enrva. In contrapposto (L) dicesi ¥ evoluin
di (L)

Cousideriamo la sviluppabile Inogo delle tangenti ad (/). |
i
i
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L'equazione di una evolvente & P, = P+ ht, con h fun-
zione di s soddisfacente alla condizione
P/xt=1+4+k =10;
ia
™ ‘P,=P+(c—mnt {¢ == cost).
La proprietd cinematica detta prima rvisnlta anche di
qui. Spostando poi I'origine sulla eurva st pnd sempre
supporre ¢ =10, Allora si ha derivanido

ds, daz n

p— _——

t

—_—— = L 1

tds — s P

ia quale dimostra che la tangente alia evolwmﬁ_ in P, ha
la direzione ¢ il verso opposto della normale principale ad (1)

" dan P.

1 facile risolvere anche il probiemsa inverso: daig la (L}

“trovare tutte Iz sus evoluie (L). Per le cose dette dovrammo

essere verificate le comdizioni
(P—P)>t,~—=0, P—P —=ht.
Per 1a prima si deve porre
] P— P =pn, +qgb .
Derivando e usando le formule di FreNer, si trova
(=) ()l

e allora, serivendo che deve aver lmogoe la seeonda condi-
zione, dal paragone dei termini nei due membri si oftiene

., ed—ae/ _ 1
P - \ol ¥ qz + pl Ti
Quesy’ nitima & subito integrabile e di

q _?ﬁ
L= tg(p-0) ove = |—.
Py ¥

B cosl, determinate p e g, 1a (i) A& P, in funzione di s,.
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Teoria delle suaperficte.

1. Generaliti. - Coordinate cnrvilinee,

I1 lnogo dei punti P(u, ») dello spazio euclideo che si
ottiene facendo variare i due parametri x e » tra certi limiti
tiniti o infiniti & una superfieie (S). [ valori di u e v si
chiamano le coordinate di P su (S). Supporremo che le
derivate prime e seconde di P rispetto a u e v siano finite
e continue, salvo che in pnnti o linee isolate che saranno
in ogni caso specificati, -

Fissato il valore diz (v =wv,), il luogo dei punti Plu, v,)
per tutti i valori di % & una curva appartenente alia 8y
dices! per brevitd la curva v=1v,. Dando a v, tutti i va-
lori che gii competono, si ottiene la Famiglia delle linee
v =cost di (8). In modo analogo si ha ia Jamiglia delle
lines u = cost. Per ogui punto P passauo die linee di cia-
scuna famiglia eorrispoudenti ai valori di u e » che indi-
viduano quel punto. Sono le ecoordinate curvitinee di P su (8S).

Passando da un punto P a un altre punto infinitamente
vicino su (&), si ha

d

AP = §—1~)du —+- -—Pdvz.P' du + P dv.
on v b °

Porremo sempre
P.=VE.a, P,=V@.b,

essendo @ e & vettori unitari tangenti rispettivamente
alle Jinee »—=cost e wu==cost passanti per P nel senso
crescente di u e v; onde seriveremo

(1) AP =VE.adu + VG- bdv.
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Sard chismato lo spostemento di P su (8). Piky comune-
mente chiamasi elenento Iinemje tﬁ (8) il mod.dP o il suo
quadrato ; 08sig R
(2 .«IP){dP:ds*:Edu’-i—‘l\fE‘E’axhdudv+de’

P

che si suol serivere piti brevemente (7)
{29 det — Edu® + 2 Fdwdr 4+ Gdv®,

ponendo -

{3 VEGaxb=VEGeosa=F, o cosa:vﬁ.

Manifestamente & nna forms guadratica essenzialmenre? 4
positiva per tutti i valori di # e » dai quali dipendono i
coefficienti. Definisce la metrica della superficie. La lun-

i i i i — oSt ¢ ¥ = eost
ghezza degli archi elementari delle linee 3» (ios e u=
sono manifestamente

ds, = \ Edu ds, = VGdv.

Il vettore unitario

AP
(4 N ena
definisce in ogni P la normale alla (8). Si ha inversamente
b M= M
{47 sena—=a A\ ="VE&

Se in ogni punto « ¢ & sono ortogonali,si ha F=0, e

. viceversa; allora le coordinate si dicono ortogenali.

Due spostamenti 4P ¢ 5P sono crtogonali quando risulta
(5) AP &P = Edubu + Fdubv + dvdu) + Gdvde = (.
2. Formule ¢ questioni preliminari.

Sia ¢{P) una fuanzione dei punti P di (§) (e percié: di
% e v, Introduciamo P operatore superficiale grad, in virtd

{1} Sono simholi tradizionali usati ormeai da totti.
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del quale il wetfore tangenziale grad, ¢ soddisfa alla re-
lazione

(6) !gi‘ads?XdP=dcp,

essendo il secondo’ membro il differenziale di g quando si
passa da P a P4.dP (). Le grandezze
{7) grad, p > @, grad,p < b,
sone le derivate di ¢ nella diresione e o O, € percid si ha
- % _ 1% % _ 13
%, VEW 35, vgi

Come si vede dalla {6), 1! vettore grad, v & normale

alla linea ¢ — cost in ogni punto; pereid la condizione di

ortogonaiitd di due famiglie di linee ¥ =005t e = cost
tracciate sn () &

{8) gradap >< grad, =0,
Sia ora w un vettore funzione di P, L omografia %’

detta la derivata di w rispetto a P, applicata a dP da il
differenziale di w, ciod dw, quando si passa da Pga P 4 ar,
Per definizione &

div, = I, :—:‘T‘;, Fob, 20 =2V (—‘:-;—;-’,

ossia gli operatori superfieiali divs ¢ rot, applicati a w( P}
dauno rispettivamente I invariante primo e il deppio vet-
tore della omogréﬁaﬁ—'g. Valgono le formale analoghe a
quelle dello spazio che qui per eomodo del lettore traseri-

viamo (%}:

{*) Be ¢ & definita in tutto lo spazio, allora ai pone
graday = grad ¢ — (grad 9 X n)n,
dalla quale risulin 6).
() A.V. G, Voi, I, Cap. 11, § 5. Con questa abbreviazione indiche-

remo d’ora innanzi il Vel 1 di questa collezione di Analisi vettoriale
generale,
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div, (g = pdiv, 10 3-grad, o X w
dee de
grads (> v)= K(TPv+K TP
(9) rot, {pw) == @ rot, w 4+ grad, o A w
div, (2 A v) == v > rote uw — u > rot, v
rot, w X AP A 3P = diw > 5P) — 3w > dP).

Da quest’ ultima, fatto w = grad, ¢, ¢ notando che &

su (8} AP A 8P — nds (do elemento d’area}, viene

(10} rot, grad, 9 > =0,
e non rot, grad, ¢ =10 come nello spazio. Inoltre fattow—=mn

isnlta
i 08, 2 3 =0,

Ma essendo anche per la stessa formula

dn  dn
oty 1t A\ "Z(K@_ Eﬁ)"=0’

}  perché . n

| - " # . *

' a-i-)nzﬂ, K Ipn= 0 {da gradn 0).,
ne consague
{11} rot, =0

an
Questa formula esprime che il vettore dell’ omografia P

i ¢ nullo, ossia che essa & una dilalazione. Vedremo pidt oltre.

I'tmportanza di questo.
Ig base a ¢id la penultima delle (D), fat.l;q "= n,

b v —grad, ¢, d&
b (192) , dive (n A grad, ) =0,

¥ altra formula importante. .
; Ora si pud porre la questione: qual’? la pit generale
. solugione di div, w =20 su () (")* Ponendo

w=hkn+n A\ w,

{l} Come si sa nello spazic é w ==rotu, con # arbitrario.
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cosa sempre possibile, risulta per le (9)

hdivem — rotew, XX =0,

da cui
rotz ', > n

b= div, »

Basta dunque sceglieve w, ad arbitrio e per k questo
valore.
Se sl pone w, = grads 9, si ha per la (10}

w=mn A gradsp,
come nella (12),

Eeceo un’ altra questione importante: « quale condigione
deve soddisfare w{P) affinché w>< dP sia differenziale esatto
su (5)! Da

' u >} AP =dy = grad, ¢ > dP

si trae la condizione

1w =grad, ¢ + hn.
Ne segue

w A n=grads p A n,
e guindi

(13) dive (e A ) =10 od auche n > rot, u—0.
Questa & la condizione necessaria e sufficiente,
3. Sviluppi in eoordinate,

@unando occorra caleolare grad; p in funzione dei coef-
ficienti dell’elemento lineare ds*, si pone

grad, 9 = Ada 4 Bb,

e allora per le {7) e (3) si ricava

A= ‘E(eaq’_p?i’),

° ou o
{14) V&
B a ; dp Fazp
.E_P( de 3 )’
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che sono le componenti (e non le proiezioni) di grad, ¢
secondo le direzioni a e b Ne conseguo

-l
E(at) 2F 3, du 3v+G du

{grads 9}’ = o
e in modo apalogo
3¢ % 39 3¢ ﬁ%’) 3¢ 3
E 5w _F(é-ﬁ 3w T B0 3u +G3u3u_
gradyp X< gradsd = 7

In particolare per g =u od a v si ha

& . FE
(grad, 0 = g, (grad o) = g5,

& guindi

essendo i, ¢ i, vettori unitari velle direzioni perpendico-
lari a & e a {*) nel senso crescente di ¥ e v
Di gui si ricava

CH ;
dive a = div, (i, A n) = 1 > rot, i, —n X 101 (\'{—_}-‘E-:gradal v) .

Sviluppando e osservando che & rof, grad. v > n=20, si

ottiene

\J
dlvsa_gradsv X H 1, A=

(15 E
vE H el @ H
=7 grad, VE > = H 81#(\"};’) '
Analogamente
(15" divey b 2 _2 ’
Hav\vyg

{!} 8e @ e b sonv ortogonali,

1 1
grade 4 = :V.T-Eb gradaw = ;’E a
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Queste formule servono per calcolare la div, di qua-
lunque vetbtore tangenziale.
In particolare si ha

dive grad, p = div, (4a + Bb);

onde sviluppando si trova

. 138 fHA 3 /HB
(16) dive grad, p= H [ﬁ (ﬁ) +-§5 (-\-;5)],

ove 4 e B hanno I’espressiont (14). Il primo membro #'in-
diea anche eon 4, ¢ (*).

4. Forma isoterma-isometirica delle spostamento e del-
1’ elemento lineare.

Quando lo spostamento assnme la forma particeoiare
{17) dP — m{adu + bdv) cou aXb&=10,

si dice che ha la jforma tsolerma-isomeirica, e le coordi-
nate u e v prendono allora lo stesse nome. Risulta

ds* = m*(du® + dv°).

Bi ha in particolare
ds, — mdu, ds,— mdy,
per modo che assumendo du e dv ugnali, anche gli archi

infinitesimi ds,, ds, risnltano uguali: onde si dice che &
sistemi dsotermi w = cost ¢ v— cost dividono la {§) in una
rete di gquadratind infinitesimi.

Isotermo si chisma anche lo spostamento

AP = m(Udu + Vdv),

se [T e ¥ sono rispettivamente funzioni di # e v soltanto, per-
ché con un cambiamento di parametri si riduce alla forma{17}.

(!} Le espressioni di {(gradaq)?, dsp, gradso X graded mono i cosd
detti parametri differanzicli di ¢ e di {g ¢} nelle ordinarie esposizioni
di questa teoris.
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| Nel 8so (1_?} “ev f’i dicono parameiri isometrios per
a propr!e-liﬁ. viste dianzi. Por le formule precedenti (n. 3)
affinchd cid aceada oceorre che sia ’

1 1
grad, u = o b, grad, v = -,
cicé
' gradsu=n A grad, v,
In genersle dungue affinché le linee p(u, v) = cost o

$(w, v)=cost attribuiscans allo spostanento la forma suddeita
& necessario ¢ basta che risuits

(18) grad, ¢ =mn A grad, ¢,
Si deduce subito

A, p = div, grad, ?=0, A,¢=div,grad, b =0,

la qual proprietd si esprime dicendo ol
wiche st ohe v e ¢ sono armo-
Se &' introduce I’ omografia itg i
¢+ n A definits in i
Ia-precedente pud seriversi oEn

{18) grads (p -+ ¢gm A )= 0.
La (18) sviluppata in base alle ('} d& luogo al sistems
3p o By o

T I o m

S'ono e-,-qnf;zioni cbe §' incontrano nella teoris delle funzioni
di w'lrlabﬂe complessa, le quali esprimono che o+ id &
funzioue della variabile complessa u -+ iv. Onde risulta che
noto su (8) un sistoma isotermo (u, ©) si ottengono tuiti gl;
ali*rf ponendo ¢ 4 i == flu - iv). ’

L'omografia ¢ + ¢nA & sotto forma assoluta e indi-
pendente dall’ente analitico 4=V "1 ¢y che comune-
ment.e dicesi variabile complessa su (8); una variabile, ciod
u-}—'w tale che le linee u— cost o v = cost formano ,511 (S;
un s;ste‘ma isotermo; e la (18) definisce il legame fra due
funzioni armoniche contugale su (8), .
Burgattl

- ’ '



34 [Cap. H]

Infine si osservi che se w>dP =081 ?quazim.:e dif-
ferenziale d’una famiglia di linee appart(?nentx a un sigtema
isotermo, queste linee si possono (Ietel:mlllal'ﬁ eon una se:;—
plice quadratura. B invero detto p il fattore integranie,
si avrd intanto per la condizione (13)

div, (pw A n)=0.
Poi per I’ armonicitd della funzione ¢ definita da
pro > &P = grad, ¢,

deve anehe risuitare
div, (prr) = 0.
Queste dae equazioni definiscono p. Posto wAn=w, 8
ottiene sviluppando .
grad log p > w == divy w, gradlogo > w, =diviw,

ds cui .
i iva te
diva ww+ diva w, w

grad log p— - e w,* v

5, I’omografia fondamentale ; curvature.

Poichd la normale m» varia da punfo a punto tle.l}a su-
perficie, subifo & intuisce che aw"h fond‘amen't,ale Impo;
tanza la considerazione deila derivata di n rispetto & P,

dan . . le, a
osgia della qmogmﬁa o= P {funzione di P}, la quale, ap-

plicata a 4P, dd la variazione dn di n quando s Izassa
da P a un panto vicinissimo P + d&P della superﬁ.clets tlefss::
{s{d P)=d1). Essendo manifestamen:‘;e nulla la derivata di '
nella direzione #, 8i ha o = 0 ; cosieché ¢ & degenere con
i nello spazio. o
Sldell:;ﬁ;re dal fitbo che & rot, n =0, come 5i & visto al n-ll:y;
segue che a & dilatazione, quindi o= Ko. Ess§. trasforn;?. oio
vettore 2 in un vettore normsle sd n, ossia, come llre_o,
in un vettore tangenziale, giacchd si ha au:><n...—..u>< cmg.. .
Pensandola inerente alla sola superficie (e. invero é. ult:-
zione di P), essa & una dilatazione in dune dimensionl che
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trasforma ogni vettore tangenziale in un vetiore tan-
genziale.

Cerchiamo lo sue due direzioni unite, che saranno tan-
genziali, Diciamole ¢, e ¢, (in P), prese in tal verso che
risuiti e, A e,=mn (i 58 che sono ortogonali). Bono definite,
per cose note, da

T
{19 cc,:;llc, crc,:%c,

ove 1:», & 1:ir, sono le radici dell’ equazione

H
(;{) ~Is4Loe=o,
essendo I,0 e 1,0 gl invarianti primo e secondo di s. Ne
consegiie pertanto

{9 Ip:i—l— 1 I,c-:—l—

fl T! ’ fi rl

Per vedere il significato di 7, € 7, cerchiamo se par-
tendo da P ¢’é una direzione AP tale che Ia normale
in -+ dP incontri gnella in P. Dovra esistere un punto
Q=P — rn sulla normale in P tale che la retta passante
per P+ dP e contenente 4~ dn passi per Q; ossia

(@—P—dP)A (n + dn) =0.
8i deduee

—dP/\n—rn/\dn-——dP/\dn:O,
o meglio
# AP — rdn) = dP A dn.

Il secondo membro & un vettors diretto come n, il
primo invece sarebbe tangenziale. L’ ngnaglianza percio
non pud sussistere, se non &

dP=rdn, dP A dn=0.

La seconda & una conseguenza della prima. Ne viene

dn = o(dP) = % 4P
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Adungue Is diresioni cercate esistono ¢ sono le diresioni
unite ¢, ¢ ¢,di o. Per uno spostamento dP lungo ¢, il
punto @ @' incontro delle normali in P & P+ dP & alla
distanza r, da P, e per uno spostamenio lungo ¢, & alla di-
stanza r,. 8i dice che questi numeri (coi foro segni) misurano
i due raggs principali di curvatura della superficie in P. Le
direzioni ¢, e ¢, diconsi le diresioni principaii in P; Is
¢ I,o misurano le cost debte curvatura media o curvatnra
totale 0 gaussiana. -

Partendo da P ¢ muovendosi con continuitd su (S) se-
goendo sempre una direzione principale, si descrive una
linea di curvatura. 1l luogo delle normali n lungo questa
linea & ana superficie sviluppabile. 8i hanne sempre sopra
ogni (S) due famiglie di lince di curvatura (secondo che #i
considerane le diresioni ¢, o le v,) che si laglians ad an-
golo retto. Lungo eass le normali alle superficie si distribui-
scono in due famiglie di sviluppabili {'). Per le cose dette,
I’ equazione differenziale di gneste linee &

(20) 4P A o{dP)y=0.

6. Espressioni per Ie curvature.

Poniamo M — 0= n(P), ove 0 & un punio fisso, Es-
sendo mod (M — 0) =1, veniamo cosi a stabilire una eorri-
spondenza fra i punti P di{8) e i punti M della sfera di
raggio uno, chiamats rappresentazione sferica o di Gauss.
Per mezzo di questa possiamo ottonsre nn’altra inter-
pretazione della cnrvatura tofale, data )z prima volta da
Gauss. '

Dalla posizione fatta si rieava derivando

aM = o{dP).

Prendiamo una volta 4P = ¢,ds, e un’altra volta dP=c,ds,,

{'} Naturalments bisogna esciuders Ia sfera e il piame, salle guali
tutte le linee momo di curvatura.
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cio¢ nelle direzioni priucipali; si ha
¢
dM=os0ds, =t o M=% ds,,
r:‘. r!

cosicohd | due corrispondenti spostamenti 4.M e d, M sulla
sfera sono paralleli & ¢, e c,. Dette dl, e dI, e loro lun-
ghezze, si ricava

dllz-{i—ﬁ, dlz_—_éﬁ,
rl rz
& quindi
1 dd,
.7y dsds,’

Poiché dsds, 8 I'area d'un rettangolo infinitesimo su ()
e dl,dl, gnelia del rettangoletto corrispondente sulla sfara,
e data anche I’ invarianza di 1/r.r,, si pud dire: la cur-

. Batura totale in P 2 data dall’ inverso del rappoerto fra

P elemento & area in P dolia {8) e 4 corrispondente nella
rapprésentasions sforica. Si vede I"analogia col caso delle
clrve,

8i possono dare altre espressioni pilt generali delle due
curvature, sia partendo daile espressioni generaii degli in-
varianti di nna omografia, sia trasformando le precedenti.
In guest’ witimo modo si ha per le (19

11
ac, A se,=— — qq,
.. L
e quindi 1
Lo=_—-=0¢, A\ s¢, > n.
ri 4
A causa dell’invarianza dj questa espressione, si possono
scegiiere in P altri due vettori unitari ¢ e & in Inogo
di ¢, e ¢,, in gnisa che a A b abbia il verso di n {anche
non ortogonali fra loro), e serivere (1)

(1) Io— 220X n
® N> n

(*) 8¢ foasero ortogonali, sarchbe a A b <1 = Lcome e e, Acgxn=1
bella formuls procedante,
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Osservando che ga A ob & parallelo & n, come a A b, si pud

anche sorivere
apb-I,o=oca A ob.

Quanto alla curvatura media si ha analogamente

1 1
I,o=—+_-=u9¢,X¢ +0¢,XC, e,=n Ae,
T e=e6 An
=g¢, X, Anoe, X nAg
osaia
Lo={(ve, Ac,— ae, A ¢)Xn.
Anche qui, data I’invarlapza di I,s, si possono usare
altri vettori unitari tangenziali @ ¢ & come sopra. E al-

lors si ha

(22) Io"__(aa/\b-—cb/\a))(n.

aAb>Xn ?

ed anche
aANb-To=capb—abAa,
in base al solito fatte che questi vettori (prodotti vetto-

riali} sono diretti come 5.
In particolare si possouo scegliere i vetiori P, e P,

derivate di P{u,v) rispetto ai parametri, e allora si ha
S(P ) AP n
PLAPXn ‘

I,o=

Ma notando che

(D)= B of2D) =
)= dPwm " T M NG )T M
si pud anche scrivere

n, An, X n

(28 I,GEW’

e per le stesse rag'ioni
o= M AP = MAPIXn

(24)
PARXn

formule utili in taluni casi.
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8i noti infine che I, 6 = div n, epperd la curvatura media
é misuralc dalla divergensa di n.
Le tre direzieni (¢, ¢,, ») in P formano il triedro

principale.

7. Altra espressione indipendente da ¢ della eurvatura
totale.
Ponendo (& A n} A a &l posto di n, si oftiene con facile

sviluppo
s Asb>nn=a9a A a>X - (b Xa)—odb A adX n-(ca>a)
Dalla formula generale

du

de
grad (szv):Ka?v+szu

applicats a n>a=0, 2=>b=0, si deduce

dn de dn db
=R pt=—Epn
e gquindi
da ab
caXa:—(ﬁ,aXn, cb)(a_—_—ﬁaxﬂ_

da ab
ca)(b=~—a?b><ﬂ, cb)(b..—_—EPDXﬂ.

Per mezzo di queate la precedente divents

@ A\ ch X n==a ca)(n-gbxnu
da
—a/\ob)(n-‘?PaX'n.

Ma
apca=(a cadnmn aAcbhb=I(aA cb> nn,

perché sono vettori diretti come m; per conseguenza

da da
ca/\ob)(nzﬁ,bx.-z /\aa—d—PaXa/\cb.
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Infine, essendo

d(se Aa) f.l_ff “
-———EP--H““—NA‘_‘PG a Ao,

din A a) _ d_a _
_RP—h_uAde a pob,

risulfa ancora

d 4
ou/’\cxb><u:2n/\£ux.5%b__
ain A a) da , dinAn) da
_Tuxa‘j‘jb i-Tbde“.
da

Ma il primo termine & nullo, percha essendo@a e 15 b

vettori normali ad a, il loro prodotto vettoriale & normale
ad n. Resta dunque

- s ANab X n=(aAbXnlc—=

) i (n A «) d
adin N a) de — d{n A\« da

="ap "Xg@* ap *Xgp¥

Questa espressione non eontiene pilt la o, ma soltanto
le direzioni tangenziali @, &, » A b, » A u; epperd in coor-
dinate sard funzione soltanto dei coefficienti del ds* e delle

loro derivate. I'importanza di questo fatto, scoperto da _

GauUss, sard messe in evidenza in altro paragrafo ().

(1} Introducendo i parametri # e ¢, il secondo membro, & parte il
fattore 1: VEG, si serive:

dnAa), oo _dnAa) da

o ot ot v’
Ma, sssendo n A a > a@=0, 5i ha

dinAa ia .
WXa::—%:XnAa, m%lxa——a—ﬁXnAa,
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8. Indicatrice di Dupin. — Sezioni normali.
Posto dP=h(@ — P) (b costante infinitesima), conside-
riamo la conica luogo dei punti @

W@ P)X (@ —P)=1

gizcente nel piano tangente in P. Il suo centro & in questo
punto e i suol assi sono, come & noto, le direzioni unite c,
&6, di o

Riferendosi allora a queste direzioni come assi, pos-
siamo porre @ — P ==pe, + ge,; cosicchd per le (19) Pequa-
zione diventa

(pﬁ + qﬂ)><<m+qcz)=1,
) L Ty
ossia

v - 9: =1.

Ty 1

Sari upa ellisse o una iperbole secondo che T, e r,
sono {’ugual segno o di segno opposto, ossia seeondo che
la curvatara totale & positiva o negativa, 1 punti dove
essa & positiva si dicono ellittici, dove & negativa iperbolici.
Cotesta conica & detta ¥ indicatrice di Dupin.

Sia ¢ una direzione in P tangeute alla snperfisie. It
piano in P passante per £ e m & un piano normale che
taglia Ia (§) secondo una curva, detta sesione normale. Bs-
sendo proprio n la sua normale principale (salvo il senso),
avremo per una formula di FreNEr ;

1 dat dn dn
p T NPT T X E=—gpt Xy

percid derivando ls prime rispetto & #, Ia seconds rispetio a v » s0C-
traendols, risnlta ohe quelln espressione & snche ugurle a

2 fo 2 fou )

o < na) = (B xanal;

Ia quale dimostra ancor meglio I’ affermazione del testo, e permetie
facilmente lo sviluppo in coordinate gnando occorra. {Buravrr-FoRrer,
“ Fondamenti di geom. diff.. ,, Rend. Cir. Mat., Palermo, T. 33).
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ousia .
:FEEOtXt.

Cosicch®, posto ¢ — cos a-¢, -+ sen «-e,, risulta per le (19)

1 cos®a  sen®x
= -+ .

=0 T T

Questa formulas d' Evnero A\ la eurvaturs in P di tum?
le sezioni normali, e fa vedere che r, ¢ r, sono ¢ raggs “"f
curvatura delle sesioni normali principali (yoelle fangenti

alle direzioni prineipali). .
Siccome, per cose note, nn semidismetro deila conies

inelinato dell’aspgolo « sulla direzione ¢, ha una lunghezza R

dsata da
1 __ cos’a + sen’a
2n B 7, Ty

b

cosi dal paragone con la precedents risuita che il quadrato
&’ ogni semidiametro di colesta conica & uguale al raggio dt
curpature della sesione normels tangente alla direzione di

quel semidiamelro. - .
Se r,=r, la conica diventa un ocircole e tutti i raggi B

gono ugunali. Il punto P & detto alora un ombslico. Go.si
in un ellissoide di rotazione i due vertici sono ombelichi;
ln sfera ha tutti i punti ombelichi,

9. Direzioni coniugste o asintetiche. — Teorema d4i

Enneper. ) o
Le direzioni degii spostamenti dP e &P in P si dicono

coninugate se verificano la condizione
dP > a6 P) =8P > ofdP)=90.

Posto dP = hipe, -+ ge,), 5P == h{p.c, + ¢.c,) (h infinite-
simo), si trae

¥
r ry

i

— T T P R
b T A T T A R R Y S AR A T T T R e
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la quale esprime che ogni coppia di diresioni coniugate
uscents da P coincide con una coppia di diametri contugati
della oonica indicatrice. Di qui la loro denominazione ')

Le direzioni dP autoconiugate sono quelle che soddi-
sfano alla condizione

o{dP)X dP =0,
equivalente, per le posizioni precedenti, a
2_3 -+ i =0.
L

Sono dungne le due divezioni degli asintoti della indi-
catrice; e percid esistono soltanto ne punti iperbolici. Sono
chiamate le diresioni asintotiohe.

Dalla formula @’ BEuLero risulta che Ie corrispondentj
sezioni normali hanno eurvatura nulla; presentano ciod
in P punti di flusso. Queste direzioni dividono I’ intorno
di P in quattro settori; la concavitdh di ciascuno di essi
trovasi alternativamente ora da una parte, ora dall'altra
rigpetto alla direzione di n. Nei punti ellittici invece tutia
la saperficie nell’ intorno di P giace dalla stessa parte del
piano taugente.

Partendo da P e seguendo com coutinnitd sulla )]
sempre una deile due direzioni asintotiche, si ottiene nua
linea detla assutotica. ("¢ dungue una doppia famiglie di
asintotiche gopra una superficie (6 una regione di superficie)
a punti iperbolioi,

La loro equazione differenziale & manifestamente

28) o(dP) X dP =0,

Consideriamo infine i pisni tangent! in P e P4 4P,
Ie cui equazioni sono

(P—Q>xXn=90 (P + dP—-—-Q})((n—l-c(dP)):O.

(!} Manifestamente le diresioni principali sonc le mole direziomi
coringate e ortegonali, .
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Si deduce, a mene A'infinitesimi del 2* ordine,
(P — Q)< o(d Py = 0.

Dungue 1’ intersezione PQ dei detti piani tangenti &
coningata alla direzione di dP. Ne consegue: tracoiais
si () una ewrva (L), ¢ considerata In sviluppabile circe-
scritia ¢ (8) Mungo (L) (inviluppo dei pians tangenti); n
ogni punto di (L) la diresione della tangenle ¢ la genera-
trice della sviluppabile sone coniugate. E quindi anche:
la sviluppabile circoseritta ad (8) lunge una linea asinto-
tica ha per spigolo di regresso U asintotica stessa. E allora
manifestamento i pigni osculatori delle asintotiche coinci-
dono coi piani tangenti alla superficie. Pud assumersi come
proprietd caratteristica di gueste linee.

In base 8 cid, essendo = la binormale in P a una linea
asintotica, se diciamo ¢, la sua tangente, #, Ia normale
principale, T, la torsione, per la formula di FrExETYT avremo

d_n:& o8sia :tc:,:ﬂ,
ds 1 T,
da cui
1:_15 == at, > ot, == of, > a{n, A n).

i
Ma per una nota formula {*) si ha
s, Atwy=1o.t,+n Aon,; &
per cui sostituendo ed osservando che & oz, >< ¢, =0 (dire-

zione asinfotica) si trova

@)  Si=ot,Xn Ao =—o AonXn

i

{1} La formula &:
st Avi=lo- v Av—u w4+ v A su (s dilat.)

A V.G, Vol. I, pag. 68.
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Il secondo membro & la curvatura totale cambiata di
segno. 8Bi he dunque il seguente tesrema di ENFEPER ;
Il guadrato della torsione delle asintotiche & uguals in ogni
punto alla curvatura totels della superficie combiate di
segno (1),

1(_). Teoremi di Darboux ; formule di Lelieuvre.
Siano «a(u, v}, b, v} due direzionj conjugate in ogni
punto Pl{u, ¢) di (8); sara

dan
aa)(b—@axb=0.
Ma da grad (n>< @) =0 si irae

an dee

apE=—Kypm

epperd la precedente diventa

du dex
Ka—)n Xb:{ﬁ)bx;ﬁ:{),

. . da
che esprime essere iP b vettore tangenziale. Avremo allora

A
d—;b_—_la—i—mb.

Posto dP = padu + qbdv, s ha

3P _ aP da l3a 13 /(13P
TS T rpb“aﬁa:a%(m);

epperd la precedente aequists la forma

P apP -

30 —— =] sl
G0 dudv 4 e UM dv

(*) Vedi la fine del numero seguente,
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8i conclude: sele linse w=—cost ¢ v = cost formano un
sistema coniugato, P(u,v) soddisfa all’squazione(30}; ¢ viceversa
(come & manifests), 1¢ P(u, v) soddisfa a una equazione dif-
Jerensiale di guesto tépo, le linsse u—=cost ¢ v —=cost sone
vonsugate sulla superficie. E un teorema indicato da DARBOUX.

In virtd delle cose dette, esso pud acquistare anche
questa forma geometrica: g6 @ ¢ b sone in ogni punto di (S)

L . dre ab . Lo
diregiond oconiugate, ‘-in 6 qp @ dono veltori tangenszsals;

¢ viceversa, se questi sono vettori langengiali, alu, v) e dlu, v)
sono tn ogni punie direzioni coniugate.

Se si moltiplica sealarmente la (30) per P — O (0 punto
fisso), si ottiene la stessa equazione in (P— 0), purché sia

3P 3P __ —
__a:xig=a><b_0.

Dunque se¢ le diregioni alu, v) e bu, v) sono le direzioni
principali, anche (P — OF soddisfa la (30); ¢ viceversa.
Supponiamo ora che a{u, ¢} e B, v} siano le direzioni
asintotiche. 8i ha
saXX¢=0 ab>xXd=0,

e gnindi comse precedenternente

j_;;axn=0 ;f—gb)(n:ﬂ.
ab

da
Allorst —— @, b sono vetiori tangenziali. K viceversa, se

4P AP
questi sono vettori tangenziali, le direzioni a{n, v) ¢ blu, v}
sono in ogui punto le direzioni asiniotiche.
Serivendo
d ab
d_;’"' = lg -+ mb, P b=1a-+mb
e ragionando come di sopra, si ottengono ' equazioni:
>*pP ar 3P 3P P ar

T Tl Ry =k Ry
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Per couseguenza, s¢ u = cost ¢ v —cost sono le asinio-
tiche, P(u, v} soddisfa a questo sistema, ¢ se Plu, v) soddisfa
6 un sistema @i queste tipo, le u == oSt ¢ v — cost sonc le
asintotiche sulle (8). B la forma analitiea del teorema
precedentes,

A gunest’ ultimo teorema si pud dare altra forma dovata
a LELIEUVRE.

Siano ancora @ e b le direzioni asiutotiche. Si ha

o> a={0, sh>Xb=90
w>la=0, n>b==0,
da eui
a=hnpca b=hn A b

Essendo a > ob=»X o, N6 consegne

kon>(on A\ sb="hn>xch A aa
e quindi
h,—=—h, =h.

E allora, moltiplicando le due formule vettorialmente
membro & membro, si ottiene

a \Nb=—R(nA aa) A{n A gb)=="h%n A cb> sa)n,

da eni
1 _capabxn

M o aAbXn’

che & la curvatura totale. Dopo cid risulta
(31) a=hn A oa, &= —hn A cb.
Se ora si pone Vhn =w, e si nota che

dw 'k

- avy
/ — -
dPa_\haa-i— 3P “ "

w/\ﬁ—;‘:a:hn /\ g
€ analoga per b, risulta

a:w/\g%ra, b— w/\——b
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Od anche, serivendo
P,=vVEa P,=VGb,

si ha - 5
, dw _ dw
31 P=whyy P=-whg,

che gono le formule dovute a Lelicuvre,

La condizione 4’ integrabilitd &
3 dwy 2 35})
ﬁ(‘”“iﬁ)**@(wﬂ u )
che sviluppata diventa

W /\Bu—av:(})

equivalenie a

(32) = Hiu".

Si ricava poi dalla posizione fatta e? == h; cosiceh® sard

1 3*Vh

" =Vh auer

Ne segue che uelle formule di Lelicuvre w é. solugione
dell’ equazione (32). E inversamente: s¢ @ & solugione fi’tma
equazione del tipo (32), le formule di Lelieuvre dsj'imm‘ono
una superficie, della guale le linesc u 6 v sono asm:‘.ottche
¢ — 1/u* la curvatura totale; giacehd, risultando soddisfatta
la condizione d’integrabilitd suddetta, valgono le (31') e
guindi le (31}

Qnesti teoremi somo utili, perché facendo opportuna
scelta di equazioni del tipo (30) o (32}, si posscno ‘senz’altr.o
ottenere delle superficie sulle quali risultan nott o unm &I-
stema eoningato, o le asintotiche.

Notiamo infine che con le formule (31) si pud comple-
tare il teorema di ExnereER. Per gquanto si & deito al nu-
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. ] . .
mero precedente risnita ss == (@ in luogo di ¢,)
1{

e % AR, ==; & parimenti, mutatis mutandss, per la dire-
zione &. Cosicchd le (31) vengono in sostauza ad esprimere
il teorema: le torsioni delie due asintotiohe in ogni punto P
sono uguali ¢ di segne opposto; il loro quadrato uguaglia
la curvatura fotale cambiate di segno.

Di qui si vede che il teorema di ENNEPER-BELTRAMI e
le formule di LELIEUVRE sono in fondo equivalenti,

11. Ancora della rappresentazione sferica.

Facelamo infine alcune cousiderazioni sulla rappresen-
tasione gferica di gueste direzioni. Abbiamo veduto che
cotesta rappresentazions & definita da

dM = dn = od P,

essendo M il punto della sfera corrispondente a P di (83,
e che alie due direzioni principali corrispondeno direzioni
paratlele a quelle, epperd anch’esse ortogonali. Ora dalla
proprietd delle direzioni asintotiche

odP < dP=dM> iP=0,

segue che nella rappresentazione sferica esse vengono
girate di 90°. Inoltre per dne direzioni coningate (guelle
di 4P e SP} esgendo

P X P =dM>}5P==0, 3P dP=3M>dP—=0

si vede che le due direzioni corrispoudenti dM e 5M
sono perpendicolari alie due primitive, seambiato Pordine ;
cosiceheé ii loro angolo sard uguale o supplementare a guello
di 4P e &P (proprietd che contiene come caso particolare
le precedenti).

12. Formule fondamentali per le snperficie, analoghe a
quelle di Frenet per le enrve.

Indichiamo con p,  p, i raggi di flessione in P delle
duve linee di curvatura di (8) passanti per P, con n, & n,
Burgatii 4

e AR TR e
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le loro normali principali. Sia poi (L) una linea gualungue
uscente da P o tracciata sulla (§); ¢ il vettore unitaric
tangente a (L) in P, h normale a ¢ ¢ mel piano tangente

- {precisamente i =mn A ), i la sua flessione, & Ia sua nor-

male principale. Allora diremo curvatura tangensiale (')
di (L) in P la proiezione ortogonale sul piano tangente
di 1/p. Sard indicata con 1/g, onde avremo

1_hXxk
g ¢

(33)

Orbene, caleoliamo questa curvatura tangenzigle per le
due linee di eurvatura in P (le cui direzioni sono ¢, e o}
Si ha .

1 _¢Xn 1 __ eXn,

g, P 0 e
Mga le formule di Frexer danno

&——-@Jc n, dc, )
_dP t? P !?

cosicchd risnlta {tenuto anche conto di ¢, ¢, =10)

1 de, de.
.- %%g P =X Gp
(o) !
, 1_ de, de,
CXgpOeT0Xgpo

2
Cid posto, osserviamo che da 3 =1, ef==1, ¢,X¢,=0
segue

de, de, .
XdPG =40, c,xﬁc,::(} ace, ;

(%) 8i chiama anche curvature geodetica per una Tagione che vee
dremo poi,
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talché si pud porrs

d
d;;c‘ = ae, + bn, ‘%q:nw{—mu

de, de,
P O =%k b i, Pl —=mo +in.

Molt-iplicsndole scalarmente per # ¢ osservando che &

nXdP gﬁchct———W*Xc,——E
de an
n X T80 = — Tp0, X 6, = a0, < ¢, =0 ... ece.,
si trovano le nguaglianze
1 1
b=m?l b=0, I=0, I :_._}_z'

Inoltre, moltiplicando scalarmente le formule di destra
per ¢, quelle di sinistra per ¢,, si ricava per le (o}

—my=a4=—-— M=—_=-—g.

U A

8i hanno dungue le seguenti formuls SJondameniali che si
0BTCAVALO ¢

de, 1 1 de, 1
S5 =—C——n, —lta —"o4p
o dP g " 7 AP T g™
de, o lc dc, 1 1
dP 1 = g, ] dP Ect_;:"!
alle qnall si possono aggiungere le altre due gid note
, in 1- dn 1
I ——C, = — =
( ) dP cl ‘ oi 3 dP = ! c! *

Se introduciamo I’ omografia degonere y definita dalla
matrice
|

1

g,

Y= _ 1 1
[T w
0 0

\

S

’

< @



52 {Cap. II}

si ha
e, n e,
€, = —=—4 — 6:——+
Oy T T T Ty

e aliors le precedenti assumono la forma notevole
de de
d_I;ci=Tci/\cl Ej;czz'}’oz/\c;
r dc d
(I’ ch i = Y6 NG dP‘:—TOzAcz

d dn
d;ci'—’f‘:;/\n ;{pcg=}’6=/\ﬂ-

Osserviamo che se t=ac¢, + be, & una direzione qua-
Innque tangenziale, si deduce dalle (I"

20t =% (ae, + bey) = a-ve, Ao, +Drye, A¢, =
=—c A G1e, + b yey)
e quindi

de
d‘ﬁt=7‘t/\cu

con le soaloghe
de, , an
ﬁt_-{t ACss dPt_yt/\n
Il vettore v¢ hs un signifieato cinematico imporiante.
Passiamo dal punto P al punto vicinissitmo
P+ dP= P+ tds,

portando la terns principale in P a coincidere con quella
in P+4+4P. 8e

M=P+ zc, + yc,+ sn
& un punto gualonque rigidamente collegato con la terna
indieata (x, ¥ e 2 coatanti), si ha manifestamente derivando

aM de de, in
dPth -+ th+yd t+§dP
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ossia per le precedenti (moltiplicando per ds)
AM =tds + vt A (M — P)ds,

Questo dimostra che yeds 2 il veltore ohe definisce la
volazions occorrente Per rendere la terna principale in I
parallela a gquella in P 4 ids. Daremo a y¢ il nome di
vsttore cinelico relativo alla dirvesione t.

Posto a =eos«, b=sena {(« & [Pangolo di ¢ con ¢,), si
rieava per le precedenti

34) yt—=— ggl_l_acl + cosrzcg +(cos x _ sen ac)
r ry 7 g

Si noti che mentre 1’invariante primo di y & nullo, I'in-
variaate secondo ¢ uguale alla curvainra totale.

13. Formule di Codazzi e di Ganss.

Pensiamo tracciate le linee di eurvatura su (8), e signo
# e v i parametri indipendenti che variano rispettivamente
Iunge coteste linee, le euni tangenti sono state indicate con
o, € ¢,. Sia inoltre VEdu la lunghezza deli’arco infinitestmo
uscente da P nella direzione ¢, (dP = VEduc,), e VGdv
la langhezze dell’arco nella direzione ¢, (dP = VY Gdve,).
Allora si ha

de,  _ 1 3¢ elc,{ _ 1 e
APU“TVEW P Ve w
cosicché le (I} diventano

ece,

e, _VE__VE, 2, _VG,
du Ty, T g ¢
1 de, VE d¢ V& V&
(1") e Tr_ YA . __NTF
i g % oy g, G ¥y T
n VE » n_ V@G &
du— 7, w1, T,
Sviluppando ora le condizioni ’ integrabilitd
e, e,
duwde v’ OO
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si trovano le tre relazioni

W.E‘G-‘r (VE) _1__2:)_ yg —o0,
gnf: 30 9:'7'1 du\ T,
VEG _ (vE Ve
ey e ) Yal )
Ora notiamo che per le posizioni fatte si ha
ar ) 4
('i"“ = VE a— = VGG: H
cosicchd risulta
VE 3::, QVE 8;;6 0y
dalis quale si deduce
1 2, 1 V& 1 3 1 aVE
— e, = ————e —— —_— =
B Va2 < VEe ax ' VEm OTVEG

che sono rispetfivamente i valori di 1 e di —gl{n. 12).
4 i

E allora le condizioni precedenti, sviluppate, prendono
la forma

i1
e SEVER
aP g\, r,]
al :

@) Tr 171 1y do . __ 1%
"“I‘j-;b, +g—: ;;—;': ={ d'ch-—-Vﬁav, ece.
el 4l

T, _ g, {1V (iy_ 1
aP " ip™ (g) (a =

Quest’ ulfima, sotto sltra forma, non & altro che la for-
mula di Gavss per la carvatura totale trovata sl n. 7
{(forma che fu data da LrouviLig), Le altré somo unus no-

P
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tevole forma dell’eqaszioni dette di MammarRDI-CoDAzzI. Si
conclude pertanto che ls (1} soddisfano alle condizioné din-

" tegrabilitd quando le quailro funsziont r,, 7,, ¢,, ¢, verificanc

1e tro equazioni (1I); epperd, se queste funzioni, col significato
loro atéribuito, sppartengono veramente a una superficie,
esse verificano le (II). E invece di g, ¢ g, si pud parlare
di VE e V& in base alle (35), che esprimono le prime me-
diante le seconde. _
Inversamente: sian date guattro funzioni r,, r,, VE, V@
di dune parametri # e v soddisfacenti alle (II} {g, © g, ri-
sultando determinate dalle (35)). Allora le (1”), equivalenti
slle (I, sono integrabili, e la feoria di quei sistemi diffe-
renzisli assicura 1’ esistenza d'una sola soluzions ¢fu, w),
¢, (%, v}, n{u, v), ossia d’una terna unitaria ortogonale che
per una coppia () dei valori dei parametri coincide
con una ferna prefissata. Nota Ia guale, da :

dP = VEe,du + V&c,dv

si dednee per quadratura la superficie, sulls gnale {e,e, n)
é il triedro principale. Abbiamo dunque il seguente teo-
rems, analogo a quello delle curve: Dati § coefficienti VE
e V@ del dP ¢ i due raggi di curvatura r, ¢ v, soddisfa-
centi alle (I1'), resta definite intrénsecamente la superficie
{a wmene ciod delle sua posizione nello spasio). Le linee
tt == cost 8 v=-coat sono le sue lings di curvatura.

Questo tecrema si pud anche dimostrare in maniera,
diciamo, cinematica, come st & fatto nel caso analogo delle
eurve, ricorrendo alla considerazione del vetiore cinetico (34},

Se sono date le due forme guadratiche

ds* = Hdu® + 2Fdude + Gde?
- —ad P X dP = Ddu* + 3D dudy 4 D"dv?,

delle gasali la prima posifiva; per quanto si ¢ debto nelle
pagine precedenti, risnltano determinate in funzione di quei
sei coefficienti le grandezze g,4,7,r, e le direzioni ¢, e ¢,
eppercid anche le (I1I); cosiechd ordinariamente si diee che
86 ootesti 6 ocoefficienti soddisfano alle {II), rests definits
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intrinsecamente una auperficie il cui elemento lineare &
dato dalla prima forms quadratica € la cni omografia o
risuita poi dalla seconda; ed & percid che coteste forme

sono detle le forms fondamentali well ordinavio modo di

esposizione di questa teoria.

14. Teoremsa di Joachimstal.

Siano (8) e (8,) due superficie che si tagliano lungo
la linea (L), o sia quests linea di curvatura per ambedue.
Biano inoltre a la tangente in P a (L), ue n, le normali
unitarie a (S} e (8, :

Si avrd (n. 5

du 1 du, ;
P, p« E“’
da cui
i '

'l
NP7 —! =0
ap X =0, ap oK =0.

In virtd di queste risulta
dn da,
grad (# > 2> a=K P Xn+ K P > ot

dn du,

- ==
P“X’h" d_P“x” 0,

T d
e quindi, posto » > 1, = cos b,
grad8>Cne =0, ossin A6=10;

la quale dimostra che £ angolo 6 2 costante tungo (L).
E vieeversa; si vede che 3¢ 8 & costante ¢ (L) 2 linea di
curvatura per (S), essa & anche lnee di curvatura per (8)).
Da u A m = «asend, osservando che

tin A w) ding dn

mm—‘TP——-u_n/\———dPu ”‘Ad.Pu_
S NACU VA
=TT T Ty T
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si deduce
E—h—senﬁfﬁ’r
s r ar
Ma
dee 1 1
b,—=cost-b+senb.n ¢ ;{-—Pa_ab_;u,

giacchd a & direzione principale su (8); pereid sostituendo

si trova
_cost  send

— == H

e r g

relazione notevole che di le curvatura di (L) appartenente
@ (8,} in fungione della flessione ¢ della curvatura tangen-
siale di (L) appartenente a {S). Se le superficie si tagliano

ad angolo refto risulta }-:l (.
4 g,

15. Evoluta di una superficie.

Il luogo dei centri di curvatura F’ ¢ ¥ & nna super-
ficie a due falde (&) e (§") detta 1'eveluia di (8). Essa &
anche il lwogo degli spigoli di regresso delle due famiglie
di sviluppabili in eui si distribuiseono le normali di (8).

Consideriamo 1a falda (8" Juogo dei punti

F=P—rn.
8i ha differenziando
dF ={l —ro—H{grad,r,, n)]dP;

percio agli spostamenti prineipali ds;c, € ds,e, su (8) cor-
rispondono sopra (8%} gli spostamenti

j’

{dF"y, = — (grad, v, XX ¢,)nds, o0, =

2o e

(1F), = (1 — ;i) c,ds, — (grad, r, > ¢,)uds, 06, =
2 L

{*) Vedi Cap. VII sui eistemi tripli ortogonali.
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Di qui si trae per ia normale », a (8') in F’

n — (AP, A@P),
'~ mod [(dF"), AAF)]

=eg,.

Essa dunque ¢ diretia come la dirssione principale c,.
Caleoliamo 1’ espressione :

dn , . dc ’ .
B =E”d‘p ) XX AAF), :ﬁ:(ﬂv‘ )y XA(ATF,.

Notando che
. de, de, dF" A ,
ap % =g g p 0% = g (4P,
8i trova subito
B = c, >n=0,

in virth delle (I). Orbene, =0 & la condigione di co-
niugio su (8} delle due direzioni di (dF'), e (dF),, e rie-
come un ragionamento analogo si ripete per 'altra falda (87),
ne counsegue il teorema:

Sulle due falde delia evoluta le linee corrispondenti alle
lines di curvatura della evolvents (8) formano un sistema co-
niugate ().

8i vede poi subito che gli spigoli di regresso sono geo-
detiche della evoluta. E invero, se (L,) & una linea di eur-
yatura di (8), e (B} il corrispondente spigolo di regresso
sz (8, la tangente in P a (L,) &, per le cose dette, paral-
leia alla normale principale della (R) in F".

8i pud aneche fare il ealeolo delia curvatuca totale di ()
eon la solita formnia

cde, ., de, )
_ EF {dF )‘ /\ IF— ({‘F}z >< c‘
£ dFy AN EF), X e,

{n,=¢,).

(1} Questo teorema, dol resto, risulta anche subito per via geometrica.
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In virtlt delle precedenti relszioni risulta

de, dc! .
ap &N\ gp X0

K = . R
(1 — —‘) (grada v, > ¢))
r!

o per le formule fondamentali (I):
1
_ 19’:
K= ) di’. .
) ap
Un’altra forma si oitieve ricavando 1/g, dalle for-
mule (IT} di Cobazzr e sostituendo. 8i frova

dr
1 d.P !
A= @,
ar

In modo anslogo si ha per I’ altra falda

drt

1 ar©

(r,— 1) ‘_giz
apP

K=

16. Superficie W.
Come si & calcolata 1”espressione B’ nel numero prece-
dente, allo stesso modo si ealeolanc I’ espressioni

nt

4 =R AP XAF), =% ap,xap),.
8i trova
A= cds X{dF"), = ;{Irad r )(é)ds’ 1 ar, c,ds]
d.P £58y 1 g g ¥y V8= dP c,

¢ =% 0,8, 5 (@F), = . (1 ~ F) dst.
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Per la seconda falda (8”) si avrd manifestamente, mu-
{atis mutandis,

=1 _" dsf, B’'==9, C”=i‘irgo dsl.
g\ r/ :

T, dP?
E &i poti che, in virth delle formule {(I) di Oobazsz:,
I'espressions di " e A” diventauo rispettivamente propor-

zionali a
1dr, 1 dr,

rap® ° Lot
Ora & da osservare che in base & questi ealcoli I’ equa-
zioni differenziali delle asintotiche sulle due falde (8 e (87
sono in coorvdinate
dan,
ar
epperd affinchd queste linee si corrispondano nei puonti
F* F" occorre che risulti A': 4" = ¢":C"; ossia, secondo
e espressioni trovate,

AF X dF = A'du* + Cdv’* =0, 4"qu* + C'do? =0,

3r, or,

W =0 (&c =§ﬁecc)
ar, | ' dP ™' 7" 3u )
[2u 3

la quale esprime e¢be r, & r, devono essere legate da una
relazione.

Lo superficie (8} ehe godono di questa proprieta si chia-
mano superficie W; cosiochd sussisfe il seguente teorema di
RiBATCOUR: Affinché sulle due falde della evoluta si corri-
spondano le linee asintotiche & necessario ¢ basta che la
superfioie evolvente sia una superficie W.

Tenendo conto i quella relazione, le precedenti espras-
sioni della curvaturs diventano

1 ar, R — _ 1 dar,
(ry—r)’ dr, ! P {ri—rn) (h‘,,
da cai 1

EK,=

o (r,— ‘?’,)" ’

K =—

Cariroro IIL

Linee Geodetiche.

1. Curvaturs tangenziale e geodetiche.

Tornando alla nozione di curvatura tangenzisle, e in-
dicando con ¢ la direzione in P della linea (L) tracciata
su (8), con p la sua flessione, si ha per la definizione
data (n. 12, Cap. II)

I w2}t

= =1t A n)

p - {&=1tA
essendlo », la normale prineipale. Allora per le formule
di FRENET (!} si ha

1 di dt, . at,
g Tapth=Tgptt=— L,
e guindi
1 .
{1 a:—udn"st“
perché
dt, __ o e, _ dt, e
EﬂX’-;mK‘ﬁ)f-tXﬂ,-—O e H,ﬂ)(nm(}{}.

{*) £ anche per la relazione
K % iy

aph= K3
dedutia da grad (¢><¢,)==0.

(*) 81 noii che in questo esso si pud anche serivere div £, senza
I’indice 2, perché ¢, & vettors tangenziale, avendosi in base alla defi-
nizione di cotesto operatore superficiale

dive & —dive, — éfin)(n:divtl.

ar
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Se ¢(P} =0 ® I'equazione della eurva (L), si ha mani-

festamente : '
_grady 9

' mod grad, ¢

prendendo ¢, nel senso di grad. ¢ e t==m A ¢, 8i ha cosl
la formula di BoNNET:

| S grads @
@ g divs (mod grad gcp) ’

Se si conosee invece I’equazione differenziale « > dP =90
deils curva {0 delle ourve), si avid

¢ o u
= ed w
La eurvatura tangensiale ¢ nulla per quslle curve lungo
1o quali & n,=mn, cssia che hanno la normale princivale
coincidenis in ogni punto con i normale alla superficie; e
viceversa. Son defte geodetiche.
Per esse si ha dungue

n, X 8P = 0 58P =0

per oguni 5P normale ad . Posto

P P
- — v =qab
&P % 6“+30 &y — aby +- bév
e indicando con # I’arco della geodetioa, 18 eondizione pre-
cedente si scinde nelle due seguenti:

dé dt
‘-i—, x T = 0, E_-! >< b= 0,
che si possono anche scrivere nella forma

a(t > a) da . dEXDb) b _
“a - X G=0 T T tXg =0
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Ma :
ar du dv , ..
t_i?_u?s+bm—at: -+ &Y'

cosiceh& risultano le identitd :

3 ot

w =4 ﬁ = b,

da _ 3P\ % db_ 2

ds ~ du\ds/  du’ ds 2’
¢ percid le precedenti diveutano

4 (o8 3 d [3t* T A

@) Is(ﬁ)“ﬁ“o’ E(a?)_$=°’
ove

= (aw + bv');

che sono P equaziond lagrangiane delle geodetiche ('). Natu-
ralmente ammetieno I'integrale ¢® = ¢, la qnal costante &
I'unitd se s, come si & detto, misura 'arco della pgeode-
tiea. B un sistema di due equazioni differenziali di 2° or-
dine in wu(s) e v(s), lineari rispetto alle derivate seconde
u’ e v,

Ur’ aléra forms pud dedursi ponendo

t—cosa-~seha-n A\ @,

. con manifesto significato di . Allora da

cosa=1¢>«,
si trae derivando

3 .
-senm-da=2§ds><u+t><da.

Ma il primo termine & nullo, perché lungo la geode-

: dat .
tica as & diretto come m; e percid, supposto e’=1, si

{!} 8i bengs ben presente che qni @ & & non sono uwitari.

AT S0 O A I SR
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rieava per la posizicne fafta

— goD &+ da == ¢ > da ==ren a1t A aXda,
ossia
do— —mn A a> du.
Nel caso contraric =1, si ha manifestamente

u MMuan‘-

mod e« Tt

1L
(4} da=—=-—u Amodaxd

B la forma della equazione delle geodstiche dovule @
Gauvss {*).

2. Teoremi sulle geodetiche o lore traiettorie ortogonsli.

In base alla teoria dell’ equazioni differenziali le (3) di-
mostrano che una geodetica ¢ individuata guando sia dato
un suo punto P e la tangenie ¢ in quello. Esistono percid
sopra una snperficie nua doppia infinita di linee geodetiche,

L’ equazioni {3} sono quelie stesse che sl ottengono cer-
cando, seconde le regole del caleolo delle variagioni, le
condizioni affinchd la variazione prima di

B
jds
A
gia nulla sotto I ipotesi ¢ =1, essendo 4 e B due puuti

sufficientemente vieini.
Ne segue che le geodetica segna sulla superficie la mi-
nima distanse fra due suoi punii sufficientemente vicini.

(1} Prest due punti vicinissimi Pe P, @’una linea (T) di (S) e con-
dotte per essi le geodetiche tangenti & (L) (sono pienamente definite
come & detto nel n. 2 che segme); se ¢ & il piceolissimo angolo che
fanuo trs loro o 8 & Varco PP, & facile mostrate in base alla i4) che
it limite di e/s quando P, tende a P & uguale alla cnrvatura tangen-
ginle di {I} in P. Percid questa curvatura dicesi anche survatura geo-
detica. 8i vede vosi analogia con la nogione di curvaturs d’una curva
tracciata sopra nm piano.
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In base alla definizione sono poi evidenti i due teoremi:
1} ogné geodetioa che sia linea dé curvatura 2 necessa-
riamente piana ; :
2} ogni geodetica piana o ¢ una reita, o 2 linea di
curvalura.
Dalla (2) risulta anche: Is ourve ¢ — cost sono geodetiche
solamente quando ¢ soddisfa alla condizione

. Sia qa'=cos[: une famiglia di geodetiche, 1’equazione
differenziale delle sne traiettorie ortogonali &

t>dP=0,

e.ssendo tla ts-mgente in un punto generico della geode-
tica. Aﬁnc?xé il primo membro sia differenziale esatto oc-
corre che risulti (n.2, Cap. II)

div, (n A 8 =10,
Ma nel caso presente, essendo

RA L=y — grad, ¢
A ' mod grad, ¢’
per fl teorema precedente tale condizione & soddisfatta.
?1 copcluda: date una famigiia di geodetiche, le lore
iratetloric orlogonali si deferminans con una quadrature.
' Lo stefasso dicasi manifestamente se & data P equazions
dlﬁ'erensfiale. X dP =0 della famiglia di geodetiche.
Consideriamo ora una famiglia di linee $ = cost, ma
tale clhe grad, § sia vettore unitario. Allora, se % = cost
sono le traiettorie ortogonali, grad
. ; ¢ e grad 80BO -
pendieciari, onde si avra ’ " e

grad; @

mod grad’ m == n /\ gradg ‘p .

Burgatt
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Prendendo la divergenza risulta

i ML—) —grad, § > rots n — n > rot; grad,p =0
dive (mod grads ¢ grads
ciod & nulla Ia curvatura tangenziale delle p = cost, epperd

neste sono gecdetiche. ' .
¢ Ne segue ancora che, riferendo i punti P di (8) a questa

doppia famiglis, si ha

3P 29
grads {Px@:%:l’
o quindi anche %) & vettore unitario; cosicchd risnlta
oF P —
= —dp—d Gbd
& dP_a:i: ad +- 3 dp = ady +V Gbdy

(a*=3"=1, aXxXb=0).

Si conclude pertanto: _ B
1) Le lines § = cost soddisfacents alla econdizivne

(grad, ) =1 hanne le traiettorie ortogonalt che sono geode-
tiche, detle quali df ¢ U elemento d' arco; _

2) Se sulle geodetiche normals ad ufm linea (L}, ovvero
uscenti da un punto, si poriano archi di ?unghfgza uguale,
gli estremi df questi stanno 80pra una t-mwuorm orfogmgle
alle geodetiche. Queste traiettorie si chiamano pereid 'Imee:
geodeticamente parallele; e in particolare sono dette cércoli
gesdetici, so le date geodetiche escono da uno §tesgo punto.

i riferimento dei punti di {§) alia famlglfa 'dl g'eode-
tiche uscenti da un punte O e ai corrispondenti c{ref)ll.geo-
detiei vien chismato un riferimento geodetico. B simigliante
a quello delle coordinate polari in un piano.

3. Sall integrazione dell’ equazione dslle. geodetiche.
Abbiamo veduto che se ¢ & integrale di
(grad, §)* =1,

le ¢ = cost sono traiettorie ortogonali d’uns famiglia di
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geodetiche. Ora osserviamo che se Ia nota ¢ contiene una
costaute arbitrariz a (%), derivando si ottiene

2
grad,  >< grad, (5}5) =0,

la quale dimostra che le lines

&b =cost =25

da
sono ortogonali alle ¢ = cost per ogni valore di a, epperd
sono geodetiche, E siccome in questa equazione entrano
le due costanti arbitrarie @ e b, si possono sempre deter-
minarie in guise che lu curva corrispondente passi per un
dato punto P ed ivi abbia uns data direzione. In comelu-
sione; se & nota una soluzione § di (grad, ¢y =1 contenente
una costante arbitraria a, Uintegrale gemerale delle geode-

tiche é rappresentato da %" = b{cost. arbh.),
Supponiamo invece di conmoseere un integrale primo
dell’ equazione differenziale delle geodetiche contenente

uns costante arbitraria a. Possiamo supporlo dells forma
WP, a) < dP =0,

Allora per guauto si & detto nel numero precedente se ne
potranno determirare le traiettorie ortogonali

(P, a) = cost;

¢ siccome questa equazione contiene una costante srbi-
traria, per le cose dette dianzi gg:b sard Vequazione di
tutte le geodetiche. 8i eonclude pertanto:

Dato un integrale primo dell’ equazione differenziale dells
geodetiche contenente ung costante arbitraria, si pud deter-
minare i termint finité P equasione di tulle le geodeticha.
Questi teoremi son dovubi & JACOBI.

() Non additiva, 8" intende.
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4. Casi particolari. - Superfiete di Liouville.
Supponiamo che esista sulla (8} up sistems ortogonale
di linee, riferendosi alle quali risulti

{6} AP = VU + ¥V(udu -+ bdvy),

essendo « e & unitari (@XXb=0)e Ue ]Tfunzic:ni rispet-
tivamente dells sols u e della sola v. Allore, sviluppando

I equazione (grads ) = 1, si oitiense

ot (8:{: ' 7
che ¢'integra separando le variabili. Risulta manifesta-
mente

= [VUFodus [yT=cdo;

1a quale eontenendo la costante arbitraria ¢, permette di
di dedarre P equazione

=

dc

delle geodetiche (teor. prec.). Le superficie snlle quali il dP
pud acquistare la forma sopra indicata si ehiamano super-
ficie di LiOUVILLE,

Se si cambiano | parametri » e ¢ in altri p e ¢ in guiss

che sia o
ap\*, [d9\_ ¥
)+ () =v+7
si pud porre
dyp i{g
9 du son §_  dv
S =TT 2 VU7
e scrivere di consegnenza * '
adp bdg
(6') dP = ——"—é .
08 5 2en g
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QOra notiamo che fissate su (8) due curve (L} e (L,) non
geodeticamente parallele, si possono sempre considerare
le curve Inogo dei punti le euni distanze geodetiche da quelle
curve hanno somma costante o differenza costante. Le
prime son dJdette ellissi geodetiohe, le seconde iperboli geo-
dstiche. Orbene & chiaro che se u e v sono le dette distanze
geodetiche, sard per le cose detie gl n. 2

gradow =1 gradev =1.
E allorg, se poniamo

u+rv=2p, u—rv=2,
si trae

grad, u 4+ grad, v = 2grad, p, grad, 2 — grad,v =2grad; q;
da cui moltiplieando

grad, p > grad; g =0,

Si conclude che le due famiglie p — cost, ¢=—cost di
ellissi ¢ iperbole geodeiiche formano un sistema ortogonale.
B 1! teorema di WEINGARTEN.

8i rieava poi gnadrando

(grade p)t = é(l + cos by = cos® g y (gradegq) ==sen® g—,

epperd

8 6
grad, p = cos 5 b, grad; g —=sen g«

@ ¢ b essendo nnitari ¢ ortogonali. Ne consegue (n. 2 Cap. 11)

(7) ape 29 19
€o8 Q Bl é

forma caratteristica di 4P quando sia riferito alle dne fa-
mighie di linee in discorso.

In particolare si deduce che le superficie di LiouviLLE,
il cni dP ha Ia forma isoterma (6), la quale con up sem-

e ol B T S e O
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plice cambiamento di parametri pud identiflegrsi con (7),
sone caralterizsate dalla esistensa sopra di esse di una
doppia famiglia isoterma di ellissi ¢ iperbole geodetiche. B
an corollario del DINI.

b. Superficie di rotazione.

Se u indica I arco di meridianc contato a partire da
un certo paralielo, r il raggio d&’'un generico parallelo,
v 1’ angolo che il generico meridiano fa con un meridiano
fisso (longitudine), si ha manifestamente

dP = adu - vbdv, {axb=0)

ove a e b sono i vettori unitari tangenti al meridiano e
al parallelo in P, e r & funzione di u in base alla forma
delia curva meridisna. Si vede allora che questo dP, cou
un cambigmento di parametro, assume la forma di Lioo-
VILLE; epperd Ir geodetiche di ogni superficie di rotaztone
st ollengono eon guadraiure.

Nel easo presente, essendo

b4
o =(00) =y ey,

1a seconds dell’ equazioni diffevenziali (3) divents

d i S .
ds (rv) =05
de cui si dednee

r? 3—: —= cost.

E siccome rdv/ds & ugnale al seno dell’ angolo ¢ che
Iarco di geodetica ds fa col meridiano, ne consegue il
teorema di OLATRAUT: In ogni punto di una geodetics trac-
ciata sopra una superficie di rotagione sl prodotto del raggio
del paralielo per sl seno dell angolo d’ inclinagione sul me-
ridiano & costanie.

i

RGNS TN T el e e
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6. Torsicne geodetica.

Considerando ora la geodetiea uscente da P npelia dire-
zione ¢, cerchiamo la sua torsione 1/t in P. La n, normale
alla superficie, & anche la normale principale alla geodetica.
Supponiamo che coincida anche nel senso, e poniamoe
t, ==t A n (binormale), Daile formule di FrRENET si deduce

1 dan
— ;:d—ﬁtxt‘=az><t/\u,

e guindi

%:t;\st}(n.

Ponendo dP—=tds, si pud scrivere pili generalmente

1 dPAsi@PIXn
®) T ds
Se ci st vuol viferire alle direzioni prinecipali ¢, & e, uscenti

da P e si pone
t =cosa-¢, + 8ena-¢,,

(e, Ae,=mn)
. t,—=sena-c, — COS&-Cy,
viene
oL —COS & - % +sen o - Y,
lri r.‘Z
Ora considerando una linea gqualungue (L) uscente da P
nelia direziene ¢, il Bonyer ha chiamato torsione geode-
tica della (L) én P la torsione della linea geodetica che
esce da P nella stesss direzione t (tangente dungue a (I}).
8i vede allora che le linee di curvatura sono caratierizzate
dalle proprieid di ever nulle la torsione geodetica in ogut
lore punto, giacché 1’ equazione differenziale di queste curve
& oldP) AdP =0,
Indichiamo la torsione geodetiea eon 1/v, e cerchiamo
che relazione passa fra guesta e la torsione vera 1/t della
eurva (L}. Si ba per una formula di Frunxpr

1 dny

_._;.—_.ﬁtXb“
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essendo n, ¢ b, Ja normale principale e la binormale in P
alla (L) Bia §, =t An e

n,=cosa-n+sena-d, b, —=—sena-n+cosa-t;

si ricava
da

d”‘t——cosu ct+senu lt+bl'3ﬁ

ae ‘
dP dP ’

e quindi

de, da
=aosa-at > b, +sena t><b +dPt

rllt-

Ma
g > b, =cosa- Gt T,

dt
= — —— t =
dPtXb_- sen & - dPtXn senacK 10>
dt

dn
= sen«- dPt > t==gen a-of X 1; (dl‘;txt —0)

per conseguen Z8
do

1
__;:ctxti+d—}_;t
¢ infine
1 1 de
© ==z, aph

che & la relazione cercats. o
Risnlta in particolare che la torsione geodetica coincide

con la vera solo quande sia x = cost lungo la (L)

CarrroLo IV,

Superficle rigate ().

1. (leneralith,

Data una curva (L) lnogo dei punti P(s), ove 3 & I’arco;
8o da ogoi P si tita nna retta la cui orientazione vari con
continmitd ds punto a punto, si viene a costruire una su-
perficie rigate ; ed ogni superficie rigata si pud otfenere in
questo modo. Segue allora che ogni punto @ della super-
ficie & definito da

Q= P(s)+auis)

essondo u*=1 o z Ia distanza di @ da P sulia generatrice,
La (L) dicesi la direttrice. Si ricava

h dQ = (P'+ zu')ds +- udx,

ove P’ & la tangente unitaria in P alla (I).

Da ©® =1 segue @ > ' =—0; epperd i tre veftori noti
w, #, u A\ o fnnzioni di s formano sempre una terns or-
togonale. Porremo

-
=—, uwAv=tv
p( 3} ¥ A T
per mode che #, v, w sia una ferna ortegonale uniloria.
La normale =, essendo perpendicolare ad w, sard rappre-
y PP
sentats con questa terna da

{1 n=cosb-v +nenb.w.

{"} Lo svilappo di questu eapitolo & inspirato alla Note di Borarr
Forri: Sulls superficia rigate. * Rend. R. Acc. Linecei,,, 1918.
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Dalla identitd grad (n><2%)=0 si deduce

dn dae . du
KEu_—Ka@—n, ossia m_—Ka—an,
iecom d"u—o ne vie
e sieco e@ =0, ne
() s> uw=—~0.

Dunqgue ow & vettore tangenziale perpendicolare ad w in
ogni punto.
Percid si potrd scrivere
ot =— o= m A 1= mu, (i =1).

E si vede subito che — m® non ¢é altro che la eurvatura
totale. Invero si ha
Lo=ocu, Acu>Xn=cFm o, Au, DX n=FEm- sy X
= gz mae, X ot = — m’,
Dalla (2) risulta intanto che le gemeratrici sono asin-

totiche, come del resto & evidente @ priori. Le loro iraiet-
torie ortogonali sone definite dall’ equazioune

> dg=290,
ossia, per la (1}, da

(PP uyds+de=10;

la quale, per essere P’ > w — cos ¢ uua nota funziove di s
¢ integrabile senz’ altro con una quadratura.

Se il valore di dx c¢he si ricava di gui viem sostituito
nells espressione di d¢, si oftiene la lunghezza dell ele-
mento lineare perpendieolare in @ alla generatrice w; &
dunque il moduole di

d@={(P" +xu —cosc-u)ds,
0OR”8ig

2
mod dg = |/sen® a -}—% o+ %(P’x v)ds.
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Quando in un punto &’ una generatrice 1’ elemento d¢
normale alla generatrice w & anche perpendicolare alla
generatrice vicinissima = -+ w'ds, esso segna manifesta-
mente Ja minima distanza fra coteste due generatrici infi-
nitamenfe vicine, Ora da

uwXAdQ=0 e (n+uds)>dg=0

si trae
XA =P X +au*=10
da cui
_ . P’xu’__ ) _
(3} e P PP X v)==1,

epperd gquesto valore di % definisce il piede @, di cotesta
minima distanza sulla generatrice uscents da P. Il luogo (7))
di questo punto @, & detto la linea di stringimenio della
rigata. Ne consegue che la diretirice sard la linea di strin-
gimento quando, e solo quande, risulti P'>w' =0.
Sostituendo poi nella preeedente espressione di mod d@
il valore =z, ad %, si ottiene il valore della minima distanza:

Veen® « — (P vyt ds.
In virtl della relazione
(P u) +{PxXvP - (Pxw=1,
diventa semplicemente
P'y<wds oppure P> u A wds.
Infine da P > u==cosa 8i deduce, derivando,
Pisxu+ P >Xuw——sena-a.

Se la (I} & geodetica, P” & diretto come i, epperd
P” > =0, e viceversa; se & linea di stringimento, risunlta,
come si & detto, P> u' =0, e viceversa; e se taglia sotto
angolo costante la generatrice si ha o' =10. Pertanto si con-
elude : ’

Se ad una linea tracoiaia sopra una rigela appartengono
due delle tre proprietd : 1) di essere geodotica; 2) di essere
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linea di stringimentay 3) di tagliar le generatrici solto an-
golo costante, ad essa appartiene anche la tersa, E un teo-
rema di BONNET.

2. Modo di varizrs di 2 lunge una generatrice. Teorems
di Chasles.

Vediamo come varia # quando ¢ sl sposta Inngo una
fissata gemeratrice. Si ha chiaramente (d¢ vormale ad u)

_dgAN __ P AutzuAn

T modd@ T mod dQ ds.

]

Pouendo

P’ = cos a-1 4+ sen « {cos gt 4 561 ¢ )

si trae
P'AW—=—80Racos ¢ - +senasen §-v
Z w
P'X:}:senacos:pz—;", woA u=—;.

Talchd risulta

= ﬂ:"—_q:-w-i-sel‘lz:acfsen -vi
=\ 7 ¢ Y moddg’
Confrontando con la (1) si deduee
_ da _ {w,— s
cosB_senasenqo-moddQ, senﬁ_m,
e quindi
{4} fang § = L, —® Lo — .’E-

¢ Ben x sen ¢ ="

Questa formula dovata a CBAsLES da ln legge che si
cercava; mostra ciod come varia il piano tangente alla ri-
gata guando, partendo dal punto di stringimento, il punto @
si sposts lungo una generatrice. Il parametro I dicesi il
parametre distributore.

Se si considera il punto @,(z,) per il quale sia

%z, —x, =— hcotg 8,
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lo stesso piano che & tangente in @(z) risulta normale alla
superfieie in @, Percid ad ogni pianc passante per una
generatrice corrispondono due punti, in uno dei quali
questo piano & taugente salla superficie, nell’altro & nor-
male. Avendosi

(x,—a,) (x, — = —1*,

queste coppie di punti generano sulla generatrice ung in-
volnzione, della quals @, z;) & il punto centrale.

3. Carvatare.
Per il caleclo delle curvature nel generico punte ¢ ser-
viamoei delle formule del Capitolo II, e ciod

1.6 — n A ny X n lo— (n/ NGz — s N 2/ )X n
TN X Y A QX n ’

notando che st ha, in base alla espressione di d@,

Q, = F 4z, ¢.=n,
e per uns posizione fatfa
r=—=-cosb.-v3senfl-w.
8i ricava intanto
n, —cosf-v'+sen b w', m, =(— sen w4 cost-u)b,’;
poi notando che sussistono le relazioni

AT =0 X v An={v>Xusend,
w A e == (X w)sen =0 ()

wAwX n=—uXw)eost =0,
¥ AwX n=—{ud>v}cosh,

il numeratore di I,c diventa semplicemente

— cos B (e > v 8,

(1) W' emte! A B+tE AT, © quindi w' Ku e X oAu= —u' X =0
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Ma
V=pu 4+ pu, v Xu=puXu'=— :—,
giacché
ud w' = —u’xqa'=_i)1,”

cos @

percid quel numeratore & 6, -

Quanto al denominatore si ha

QNG = {(P+zuj A N-=P'/\u—%;

talchd sostituendo a P A wu I'espressione caleolata mel nu-
mero precedente risulta

z, — T
Ql! /\ Qz’zsen o 580 ?-'ﬂ—}—go_p_ w

e guindi

%, —
e sen §

0, A @, < n==sen «sen ¢ cos § 4+

==senasen ¢ (eos B4 o h_ % sen 8).

In virtd della formula di CHAsLES, si oftiene pil sem-
plicemeute

. . __senaseny N
O N\ Qe X =" T peost’
In conelusione si trova
tg
Lo— % 0, .

8i pud anche calecolare 8, derivando Ia formula di
CRASLES; e allora &i ottiene

8, 1

cos® B B’
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e guindi

cost 9
(5) 120’ == _}Tz_r

formula notevole della curvatura totele,
Ora passando al calcolo dell’ invariaute primo, si ha
per le formule precedenti

axn, AQ,; =(cosh-v' +sen 0w ) >{w A n—=
= {cos b0 +sen B.2¢') > (cos 8- —senb-v)

— cos® 0. vt —sen® F.u >l =o' X w,
perché

wi W =0, vXv=90, —vxXw=uvxXw.
E similmente

' AQ,S > 1 =/{-—-senb - v-4-cosb-w) X (P +z0) A\ 08
={—send v +cosf-w) > (cosh- P A v+
~+senb. P'A w--zsend- ' A w) 6
={FP v Aw)b, =—(PXul,=—
= —cosa -8,
Per consegnenza risulta

v > w4+ cos -8,
Iic = -

" "hipeost

Usando il 8, dedotto di sopra, ¢ notando che &
v = pur 3 e,
si ha infine per la eurvatura media la formula semplice

__peoosh

{6) Io= x (ph{w’ > w) — cos « ¢o8® 8},

Se la direttrice & traiettoria ortogomale della genera-
trice (¢ si pud sempre sceglierla tale), si ha semplice-
mente
costl __pecosh

lo—m— o —— o= .
z pisenty’ sen ¢
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4. Deformazione delle rigate,

Immaginiamo di deformare la direttrice di una rigata (8)
come fosse uns lines flessibile e inestendibile, in guisa che
trasporti seco le generatrici mantenute rigidamente colle-
gate con essa. Si otterrd cost una nnova rigata. Se Iele-
mento lineare di gquesta conserva la stessa forma

A = (1 4 P' X o + zu’’) ds® -+ 2 cos « dsdx + do’

di quello della (8) primitiva, si dice ch'essa & applicabile
su quella; giacché Ia si pud pensare ottenuts per defor-
mazione da (S), quando & immagini la {8) come realizzata
mediante un velo flessibile e inestendibile.

La ricerca dungue delle superficie applicabili su (S} si
riduee a determinare P(s) e «{s) in guisa che sia

) 2 __ 1
Pxu=1l u 21?’

essendo I, », « funzioni date. Posto, rispeito a una terna
fondamentale fissa,

PxXn=cosz,

w==cos 8-+ sen fleos y-J + sen y - k),

la seeonda equazione diventa
) 1
B+ v*sen’B =5,

che permette di determinare y, fissata che sia § ad arbitrio.

Cosl restan noti u e «'; epperd sonc noti per ogni valore

di s  vettori v e w considerati nei numeri precedenti.
Dopo cid resta da risolvere rispetto a P’ il sistema

Pxo=lp, P'Xuz==eosx, PE=1.
8i ha
wAP =AY\ P =cosa-v—Ipu;
e moltiplicando ancora vettorialmente per w si ottiene
P — (P> wyw=oco0s8 a1t + lpv,

da cni
1 — (P’ >ew)* == cos’ & - I*p",
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Abbiamo dunque le tre profezioni di P:
Pxu=cose, P'Xv=pl, P Xw=—=Vsen’®a— pl’,
cosicehé si deduce

(N P'z=cosa-u+ plv=* Vsen®a — p*lfw,

da cui con una guadratura si oftieme P(s),

Abbiamo visto che P'>Cwds & la minima distanza di
due generairici infinitamente vicine ; epperd gunet radicaie &
reale e diverso da zero, se la rigata von & sviluppabile.
Si noti infine che fissata ¥ arbitraria B di eui sopra, si
ottengono due superficie deformate corrispondenti ai due
sogni della formula precedente.

8i pud naturalmente valersi della arbitrarietd di 3 per
imporre alla deformata opportune condizioni. Ma questo
riuseirebbe in massima difficile. Pereid il BeurrAMI ha so-
gtifuito un altro metedo a questo, che & dovuto a MINDING.

B chiaro che deformando la superficie, come si & detto
di sepra, si ottlene sempre una rigata, ma non & sempre
applicabile sulla data. BEd allora si pud dapprima cercare
le forme della direttrice che corrispondone a superficie
applicabili.

Indichiamo eon ¢ I’angolo c¢he la binormale b in P
alla direltrice fa con fa normale 2 in P alla rigata. Sia 2,
la normale principale, ¢, la direzione tangenziale perpeun-
dicolare a P'=¢t, =2t A t). 5i ha

Pxu=cosa, > u=senc
b=—gen ¢-¢, +cosd-a, n,=cos¢-f —send-n,

dalle quali si ricava
txw=cosa, n, X u=sen«cosyd, &> w=sen «seny.

Essendo per le cose dette di sopra > o' =1,si ha, deri-
vando la prima e usando le formule di FREXET,
sen o cos

E—i—'—"-""-P"—-——SeI]E-“,,,

Burgatti 5
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ossia

cos:{;z_( ! +a',);
¢ sen o
la quale dimostra che la curvatura tangenziale della diret-
trice non deve variare per deformazione.

Ora derivando le altre due, e tenendo presente che
£, < =—eos*a-sena (), coll’ uso delle formule di Fre-

KET si ottiene

G: - g) St 44, D u = (sen x cos Y
M XY B> = (sen asen Y
ossia

08 § cos’a
cos« senasend cosge — (n><) sen § =
[ T sen o

= (sen « sen Py

2
cospsena sen § cos’a 4 {m > w)cos g = (sen wsen ¢y,
& sen o
Eliminando fra queste e la precedente n>w e ¢ &i
ottiene una relazione fra le due curvature g e t delia di-
retirice. Scelta allora une curva soddisfacente & quella

relazione, risnlteranno determinate ¢, 7, &, indi ¢ e infine

1 = €08 &-§ 4 8en « (cos $-n, + sen §-b}

(Y} da v —=cosu-f+sena-t, .

CarpiTo10 V.

Rappresentazione delle superficie
e superflcie applicabili.

1. Bappresentazione di una saperficie sopra un’ altra.

Quando si stabilisce una corrispondenza P, == f(F) fra
i punti P e P, di due superficie (§) e (§,), si dice che ai
fa una rappresentazione di (8) su (8,). Considerando Pomo-

grafia ﬁ:i‘% {funzione di P}, supposta invertibile, la re-
lazione
(1) 4P, = BdP

dd la corrispondenza fra gli spostamenti 4P uscenti da P
o gli spostamenti d.P, uscenti da P,; cosicehé la § tra-
sforma ogni direzione tangenziale a (S) in P in ura dire-
zione tangenziale a (8,) in F,.

8e dP e 5P sonc due spostamenti ortogonali, tali seranno
anche i corrispondenti 4P, e 3P, quando risulti

BAP >RSP =0.

Posto K3-B—=y, che & dilatazione, questa condizione

diventa
SPXydP=10;

la quale sard soddisfatta insieme a 3P ><dL =0 quando sia
ydP=mdP,

Dunque esiste una ceppis di direzioni che si conserva
ortogonale nella rappresentazione eod & la coppia delie

‘direzioni unite delia dilatazione y. Ne consegue il {eorema

di Tisgor: Esiste sempro un sistema di linee ortogonald
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su (8) che si conserva ortogonale nella rappreseniazions
di (8) su (8,). L’ equazione differenziale di tale sistema &
manifestamente

2} dP AydP=0.

Posto
dp,=dsgt, 94P=ds-t (1, e t vettori unitari)

si ha
ds t, =ds-Bt, dsi=ds* (y1>X 1) = m'ds",
epperd
mt =yt >
chiamasi il module della vappresentagione. B in massims
funzione di P e di 2.

Ponendo poli % = P — M, I'equazione
{P—My > (P—M)=1

rappresenta nel piano tangente a P nva ellisse {Inogo dei
punti M); onde, essendo (P — M)*= 1/m?, s1 deduce che
il module in P varia con I orientazione come U inverso del
semidiametro di cotesta ellisse.

La copsiderazione di y si presta a varie altre deduzioni
facili a vedersi; qni non ne diremo aliro.

2, Rappresentazione conforme,

Quando il modulo m & indipendente dalla orientazions
(ma funzione di P) Pellisse precedente degenera in un cireolo,
epperd la v non pud essere che omotetia m’. Si deduce su-
bito che in questo easo tutti i sistemi ortogonali st eon-
servano ortogonali nelia rappresentazione, e percid anche
gli angoli di due direzioni tangenziali qualungue.

Inoltre, essendo proporzionali gli elementi lineari cor-
rispondenti, ogni triangolo infinitesimo su (8) risulta rap-
presentato da un triangolo simsle su (8,}. In quesia rappre-
sentagione ¢ ¢ dungue similitudine uelle parti infinitesime,
perci0d essa vien detta conforme.

-
v
¥
o4
o
.\
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Segue anche che ogni ‘sisterma isotermo d&i {8} ha per
immagine su (§,) un sistema pure isotermo; giacchd da

dP = N(adu -+ bdv) {axb=0
si trae in base alla rappresentazions,
4P, = mN{adu -+ bdv).

E inversamente; se i sistemi isotermi si corrispondono
sulle dne superficie, sard necessariamente dsj —m'ds". E
allora, per le cose dette al Cap. Il (n. 4, si otterranno le
rappresentagioni conformi di (§) su (8,) uguagliendo Ia
variabile complessa di (S) a una funsione deila variabile
complessa di (S,).

Una superficie pud anche rappresentarsi conformements
su se stessa, facendo corrispondere due dei suoi gistemi
isotermi. Ma qui mon entreremo in partieolari, che sono
studiati in appositi libri d'apalisi.

3. Superficie applicabili.
Pouiamo ora la condizione che in virth della rappre-

gentazione ogni elemento ds di (8) conservi la sua lun-
ghezza su (8,); dovrd risultare

(AP, = BdP X pdP =dP > EB(fdP)= (d Py,
per conseguenza
v=KE-p=1, ossia Kf=5""

Ma questa & la proprietd che caratterizza le isomerie;
pereid la condizione imposta potrd solo verificarsi se g8
isomeria & invariante terzo uguale & uno. Allora definia-
mola interamente mediante la corrispondenza

dP,=pdP, n,=pn,
ove 1 e n, indicano ls normali a (§) e {§;) nei punti cor-
rispondenti, Esse non sono contraddittorie, perché da

dP, <X n,=0
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si trae
8P prn=0, dPX}XEKpfBn)=dPxXn=0,

che & vers.

Manifestamente tutti i sistemi ortogonali i (8) si con-
servano ortogonali su (§,), e in generale gli angoli di due
direzioni tangenziali qualunque si conservano. Ma ora si
domanda : Data Ia (8} & sempre possibile questa rappre-
sentazione sopra una (8;) gnalungue? Se si ricorda quanto
si & trovato al n. 7 del CUap. II, e ¢iod che la e¢nrvatura
totale & esprimibile eoi soli coefficienti del ds*, si deduce,
& cagione della relazione imposta ds*=—=ds,*, che la (&)
deve avere nei punti corrispondents la stessa curvature io-
tale di (S). '

La (8) e (S,) si chiamano allora superficie applicabili
Puna sull’altra; la metrice sulle due superficie & identioa.

Se la (8) s’ immagina realizzata mediante un velo fles-
sibile ¢ inestendibile ¢ la si deforma senza rotture né du-
plicature, ogni deformats & una (8,) applicabile su (8) con
la deformazione inversa. Ebbene la curvatura totale rimane
invariata. Queste deformazioni si chiamano deformazioni
per flessione.

Del resto, a parte I’ espressione gaussiana della carva-
tura, la proprieta ora detta si pud dimostrare direttamente
ne! segnente modo indicatc da Buravul-Forri. Senza to-
gliere generalitd si pud pensare la (§) orientata in guisa
ehe mna sna terng ortogonale in un certo punto P, della
quale faccia parte n, sia parallela alla corrispondente di (8,)
in P,. Allora in P & B=1.

In P+ dP sard §=1-+¢, con e omografia infinitesima.
Ora, dovendo essere

(1+e) Kl 4-e}=1,

ossia
¢+ Ke = — Ko,

segue che la dilatazione di ¢ (il primo membro) & infini-
tesims del 2° ordine, cosicehd la e, ossis dB, pud ridursi
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alla sua parte assiale. Poniamo dunque
dp==i A, P=JFA

i e 4 essendo infinitesimi. Atlora da n, = 8n si deduce

dn,c=dn +en=dn+i AN, on,= B4 jAm,
dgs cul

dn, A, X, = (di+i An}AGR+F AR)Xn,
perchd mnel secondo membro basta prendere la parte
din,=n +en.

Sviluppando ¢ trasenrando gl’ infinitesimi di ordine su-
periore, risulta

dn, A\ dn, X y,=dn A tn>{n,
ossig
03P, N6 AP, X n,=0dP A adP X n.

Daltra parte si ottiene anche, nella stessa approssi-
mazione,

dP, A 8P, > 1, =BAPABBP X fn=dP A 8PX #;
eppercio risulta

g, dP, Ao SPX 1, wdP AcPXn
AP, AoP,>x#n,  dPABPXn '’

che dimostra 1! uguaglianza delle curvature totali,

4. Invarianti di fiessione.

Oltre alla curvatnra totale esistono altri invarianfi d+
flessione, che sono pure utili a considerarsi per Ia risolu-
zione dei vari problemi inerenti a guesta teoria.

Taluni sono quasi evidenti; ma 8i possono determinare
con una ricerca sistemaftica; e noi segniremo quella indi-
cata da BorTasso (%),

{*) Sulle flossione dells superficie... « Rend. R. Aec. Lincei », 1815,

R L S e
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Premettiamo che ad ogni vettore tangenziale v{P) cor-
rigsponde su (§,) un vettore v, pure tangenziale, perchd
v, X n,= B> Bn=v>n=0. Da n,=f3n s ricava dif-
ferenziando

(3) di-n=dn, — Bdn=0,dP, — BodP = (o, — Ba)dP;

formula utile (‘). Inoltle da BP =3P, (3 differenziale},
8i ha

dB(8P) == dBP, — B(dsP);
e quindi, per la formula di sviluppo del doppio prodotto
vettoriale,

dBEP) A\ [dP, A 3P,)==[d5P, < 8P, — {(d3 Py 5P JdP,
— [d5 P, AP, — §(d5P) > dP,)5P,
= [d8P, <3P, — d3P<3P}dP,
— [3d P, X dP,— 3dP>dPJ5P, (*).

Ma gquesto secondo membro & nulle, come risulta dalla
differepziazione di (dP,)'=(dP)* o di (5P, ={(3P); ep-
perd dB(6P) ha la direzione di dP, A 3P, ossia di n,.
Segue dungue in generale (essendo » vettore tangenziale
qualunque come &PF)

. df - v = hn,.
Si ricava
h=n,<dl-v=v>X Kdi-n,= v > (K — KB.-0,dP,,

088ia

h=(fz — o,Biw > dP,;
che sostituita nella precedente da la seguente formula:
) df-v=[(fo—o,Bu>XdP Jn,=H(Bc~ o B, n)dP,.

Mediante le formule stabilite si deduce (da v, = pv)

dv,=fdv+df.v= Ef(dP,;+ H{(fo— o ,Byv,n)d

de

{!) Insieme alla analoga dKB.n, — Kdf-n,«==(cEp — Efo,)dP,.
{*) Si rieordi che K(dP, v f—1d P, = 4P.

L e BT
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o percid .
dr,
(8) dP =8 dPKﬁ + H{{fs — o Blv, n,).
Ne consegue anzitusto
de, . dv
(6) gp, M= fpm

Inoltre

dw, d d
145 =1L (Bgp K8 )+ (bs — o< n, = 1(KB-6 55) +

+ v (chnu - Kﬁgano}y
osgia, essendo KB.-8 =1, aKfn,=on=10, o,nr, =1,
dv,,

. . , dv
Dunque P invariante prime di aP ¢ un invarients di

Jlessione.
Sia ora ¢ funzione di P. 8i ha per definizione

grads 9 XX dP=ds.
Se ne deduce
grads ¢ > KBdP, = fgrad, ¢) X dP,=de¢
e quindi
{8 Bigrad, v) = grads $(F,).

In base z questa e alla (6), sono fnvarianti di flessione
. av ¥
{grad, ¢}° e P 7

come risulta moltiplicando ciascuna di guelle uguaglianze
sealarmente per se stessa (!).

{1} Manifestamente anche grads ¢ ><grads ¢ e
{grads ¢ A-grads ¢t = (grads ¢)¥grads ¢)* — (grads ¢ < grada 4%,

son¢ invarianti di flessione.
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Se poi nella (7} si pone v=—=grad, ¢, risulta che & in-
variante di flessione

dgrads ¢

—ap ossia div, grads 9.

I,
B similmente, ponendo v = grad, ¢/mod grads®, risulta

che
. grad, ¢

g dw’(mod grad, q:)’

ossia 1a curvatura langensiale d’ogni linea ¢ — cost ¢ un
invariante di flessione (oosa visibile, del resto, con semplice
ragionamento diretto). In particolare dunque le geodetiche
(1/g==0) si trasformano per flessions di (§) nelle geode-
tiche di (8.).

Applichiamo ora 1’ operatore I, alla (3) e, ricordato che &

dv _ dey . dv
L(p gy K8)="1.(K88 35} = L 7
sviluppiamo secondo la formula (*)

La+ Hi{ag, 8))=La+La-axb—aXab,

osservaudo che nel caso presente & a> b=—=0. Bi ottiene
subito

dv dv dv
9 I =1, —Be—gfiv Xpxn.
) 3 dPo 2 dP (ﬁ Oﬁ} B dP
Di qui risulta in particolare: gwendo g—vl—,n 2 nullo (%),

. . . dv . . ;
 invariante secondo di aP ¢ un inverianle di flessione.

(1) Eswendo in gemerale, come facilmente si verifiea,

T(ma,) == Tpa 4 Loy - LaeFymry — Do <oy}
o
I {aH{e, b)) = a > ab, LH(a, b) =0,
ne segue
Iz + Hia, b)) =Tpx +T,z-a X b — aXad,

che & lo formnla che gui si applica.
() o parallelo a .,
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Indichiamo con ¢ e ¢ i parametri nei punti corrispon-
denti P ¢ P,. Bi ha
3P

2P

onde applicando i’omografia B della corrispondenza &f ot-
tiene

i =35t

e quindi paragonando

o, _4(F), L s()
3o TA\dg)” B TA\%p)

Ne risulta, per la proprietd di §,

2B\ [Py (3P [Py 9Py 3P 2P 3P,
wo (=) (=6 ¥ <= =%

che dimostra Vinvariansa di coteste quantita.
Si osservi perd che questi invarianti non sono distinti

dai precedenti. B invero dalla nota identitd
(a/\b){o}u:u)(a-b/\c-huxb‘c/‘\a-i-u)(c-a/\b ('},

posto
a=grad,p, b= grads §, ¢e=mn, U= aPpP,

si deduce
(grad, ¢ A grad, $ X n) dP =dy-grads Y AR —df-grade 9 AN,

¢ per conseguenza

3P grads ¢ An [ grad, 9 A2
3o grad, pAgrads ¢ X n’ o~ gradspagrads § >xn’

{#) 8i pud sempre scrivere

u=p-DAC+ g eAG HraAb,
ds eni
ux a=—pbAec 3 A o BLE,

quindi riszita ’identitd soprascritta.
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_ i cui quadrati si esprimono appnnto mediante gl invarianti
{grads ¢)*, (grads §)’, (grads ¢ > grad, ¢}

8i ricava inoltre dalle precedenti il ds* espresso per le
nuove variabili v e ¢:

(11) ds*= (grads §)’de*—2(grad.p X grad, $)dy dd4-{grad.¢) dd?

(grads ¢ A grad, §)°

b. Invarianti partieolari.

Gl invarianti precedenti possono dirsi generali, data la
generalitd di ¢ e v. Prendiamo invece i gradienti delle
funzioni particolari

1
2= kX (P - 0, P"*_*'Q(P_O)zf J={P=0)Xn,
essendo O un panto fisso e % vettore costante (il loro signi-
ficato & manifesto). 8i ha (vedi nota al Cap. I, (n. 2))

grade s =k — (k<X n)n, grad,p=(P— 0) — fn,
grad, f =o(P — 0)

8 quipdi

d grads z ds

—ap = {(Fe > n) cﬁ; - Higrad, {k > n), n)
(12) = — (kX n)c — Hick,n)

dgrads o

P 1 — fo — H{grad. f, 1)
=1—fo — H{s{P— 0}, n).
Queste mostrano che

dgrads z a grad, p
ar "=% —3p

'{epperb 8i eonclude per le cose deite (9) che non solo gli
tnvariantt primi, ma anche

H—=1Nn;

d grad, z I dgradsp
dPp '’ "t 4P

sono invarianti di flessione,

I,
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@I invarianti primi hanno espressioni notevoli messe
in evidenza da BerrraMI. Dalle precedenti si deduce

subito

divegrad, ¢ =1, d—g;%—ﬂm —{k>xXn)lo

(13)

divagmdspzll%d—sf———S-»f-I;c,

ove 1,4, come sappiamo, & la curvatura media; sono ap-
punfo le espressioni cercate.

Applicando poi I’ operatore I, alle (12), ¢ valendosi delle
formule gid adoperate, si ottengono per gl’invarianti se-
condi 1’ espressioni seguenti (*): .

I, _-d_%i‘l:;d—ﬂ:(l — (grad, 2)*)- 10
{14) .
ad, d grad, ‘orad, o
Igdg;; g g;? £ — {gradip’ — 2el L0 — 8,

ove I,s, come sappiamo, misura la curvatura totale.
Oocorre notare che se ¢ introduce la derivata superfi-
ciale d’un vettore mediante la definizione

doy 4o — H(ﬂ —d-’l n)
(«TP)Q T dP 4P /!

si ha per le cose dette dianzi

((l grad, z) . d grad, z

dP apr
dgradgpy  dgradep
( - )q =" Hin, n),

o percid si vede che anche gli invariant: prime e gecondo
delle derivate superficiali sono invarianti di flessione.

{*) 8i tengano presenti le relagioni

(grads 5P =1 — (B3 n), (grads g =2p —J
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In particolare si ha

dgrad, gy _ ; dgradsp dgrade o )
I*( aP );‘I’ ry 2y e

epperd la seconda delle (14) espressa con le derivate super-
ficiali diventa

, d grad, d grad, R
(14) I, (*%?f)s =1 (—'gTP"“f)ﬁ — [grads p— 2} 1,0 —1

6. Problemi relativi alla appliesbilitd.
1 prinecipali problemi che si presentano nells. teoria
della applicabilitd sono i seguenti:

1) date due superfieie, riconoscere se sono applicabili
I'una snil’altra;

9} determinare tutée le superficie applicabili sopra
una superfleie data;

3) deformare per flessione una superficie in guisa che
una sua linea aequisti una data forma o proprietd pre-
stabilita ;

4) determinare tutte Jo eoppie (S e (S,} di superficie
applicabili tali che, quando (S,) rotola su (S}, un punto o
una retta rigidamente collegati con (§,) deserivano rispet-
tivamente una superficie 0 una congruenza rettilines aventi
proprietd prestabilite. :

Lo oounsiderazioni degli articoli precedenti consentono
di risolvere o di disentere questi problemi; ma qui non
vogliamo farne nna frattazione completa, per non usecire
dai limiti del nostro programma (*). Considerereme soltanto
in anecinto il primo problema, che si risolve compiutamente,
e qualche caso particolare dell’ultimo.

Rignardo al primo problema, siccome la curvatura totale c
e (grad. O sono invarianti di flessione, dovrd esistere una

() Vedi L. Brawcmr « Lezioni di geom, differenziale » ela Memoria
« Aleane ricerche sul rotolamento di superficie spplieabili ». Rend. Cir.
Mat. Palermo, 1814, 2° seria. *
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corrispondenza fra i punti Plw, v) di (8 e P,(u,.va) di (8,)
che renda soddisfaste le uguaglisnze

Clu, vy = Oo{“'or ”n)

(18) (grads € ={grad,, C,).

Se queste scno contradditiorie, 1'applicabilitd & manife-
stamente impossibile. Invece, se sonc compatibili & indipen-
denti, esse stesse devono essere atte & definire 1a corrispon-
denza fra i punti di (8) e (§;). In questo easo, posto per
semplicitd

¢ =(grads €)%, €,/ = (grads, C,),

o le relazioni d’invarianza

{grad, C'F = (grads, €))%,
grad, € grad, €' = grad,, €, X grad,, o) -

gono conseguenze delle (15), e allora si conclude per 1'ap-
plicabilitd, giacchd in base alla (11) il ds* di (8) diventa
identico al ds? di (S,); oppure non SoOno COMSEZUENZE
delle (18), e V' applicabilitd diventa impossibile.

Resta da esamiuare il caso in euni le (15) non sono

indipendenti.
Se (nesto accade, bisognerd considerare un altro inva-

riante di flessione in luogo di €. i pud prendere div, grad, €
e scrivere
{16} div, grad, € == divs, grads, €, (4, € =45, Cy)

unitamente a ¢ = C,; su questo sistema si ripeterd il ra-
gionamento precedente. Ma se tanto la seconda delle (15}
quanto la (16) non sone indipendenti da ¢=0C,, 8i ha un
nuovo caso da esaminare.

Sia dunque

(grad, O =€)  (grad,, €)' = (L)
A, 0= F(C) Ay, C, = F(C,).

Consideriamo una qualunque superficie 1a cui curvatura ¢
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soddisti alle prime due condizioni. Riferiamo i suoi punti
alle linee ¢ = cost e alle loro traiettorie ortogonali ¢ — cost,
Si avrd

grad, o < grad, =0 e quindi grad, g = m-nAgrad, C.
Da questa si trae
{grad, ) = m*{grad, €)' = m*f{C);
e vogliamo ora determinare il moltiplicatore m.
A tal fine, essendo inversamente
1
Egradg g An = grad, C,
si ottiene

div. grad, € = grad. %)( grad. p An=—grad, log m>grad. C ('),

ossia
grad, log w > grad, €= — F(().

Ma avendosi

dlogm

210,
g m grad; ¢+ 50 grad, C,

dp

grad, log m =

rignlta sostitnendo

dlogm

T
T{grads 0) = — F(C),

ossia
dlogm  F(O)

da cni si deduee
m==a0 eﬂ"m‘ic =dI),

ove @ & funzione della sola ¢. E allora, essendo

(grad. O = (), (grad. ¢* =DP*L*, grad, > grad. 9 =10,

{1} perché divs (grads ¢AR) =10,
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risultg in base alla (11)

4t dy?
L L A R
i =5t oo
talché con un opportuuo cambiamento di parametri €= h(u),
® =h,(v) si avrd '
da* = du® + R*(v)dv™.

Questo elemento lineare appartiene alle superficie di
rotazione (Cap. ITI, n. B); pereid si conclude che le super.
ficie considerate sono applicabili sopra una superficie di
rotazione, la cui linea meridiana dipende esclusivamente
da F{C) e 1O

Risulta di qui che le linee 9= cost sono geodetiche
di (S), cosa che si poteva vedere fin da prinecipio. .

Da questo teorema risulta subito: le due considerate
superficie (8) ¢ (8,) sono sempre applicabili P una sull’ altra,
perché sono tutie ¢ due applicabili sulla stessa superficie di
rotagione, ¢ ci¢ in infindti mods.

7. Caso delle superfleie & carvatura costaunte.

Bi dimostra che due superficie aventi la stessa curvatura
costanie sono sempre applicabili Puna sull’ allra in una
tripla infinité d4¢ mods. L semplice o diretta dimostrazione
data dal BiancH! & la seguente.

Riferiamo i punti di (8) & una famiglia di geodetiche
¢ alle loro traiettorie ortogonali; avremo per cose note
{(Cap. IIL, n, 2)

amn dP=adu+ V@bdv (@*=0=1, aXXb=0)

ove v=cost sono le geodeiiche, du il loro elemento d’arco.
8i pud fare la scelta in guisa che ia particolare linea ¥ =0

(*) 81 ricordi (Cap. 1L, n. 13) che le eurvature tangenziali somo in
generale (gaando a < b =0}

r oaVé 1 WE

VEG v ' VEG #v

Brrgati
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gin essa stessa una geodetica e che il parametro v sia I’areo
di questa linea contato da una origine fisss 0. Allors, essende
nuila la curvatura tangepziale di u=0e(dP),—,==dv, si ba ()

(O) (alav_ﬁulia)u=0 =O, (‘\ja)ﬂ :9: 1.

Dalla formula di Gaovss (Cap. 1I, n. 13, (II)), posto

1

rr

= (, si ricava nel caso presente

-

1
d— AR e 2 el
g (1Y_ a(1 3Vé@ _5(3\/9) 1 »vE

a8 C=—z, b;)" au(Vc?' au) &\ )T va

i

Ora distinguiamo i tre casi C=0, C> 0, € 0.
Se 3 O =0, risulta subito integrando

V6 = f{v)u + f,(v).

Ma per soddisfare slle (o} bisogna prendere f(v) =0,
Fiv)=1, epperd V@ =1.

L’elemento (17} diventa quello del piano; la (8) ¢ ap-
plieabile sul piano, ossia & une sviluppabile.

Sed¢ 0= % > ¢, i ricava integrando la (18},
k1

VE@=f(v) eos% + f,(v) sen 5,
che per le (o) si riduce o

- 1w
VG@=cos B
Lo spostamento

© 4P = adu + cos %-bdv

compete manifestamente alla sfera di raggio E; onde si
conelude :

Le superficic a ourvatura costante positiva 1/R*> sone
applicabili sulla sfera di raggic R, epperd U una sull’ altra.
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Sia infine €= — %, <7 0. Si ricava nello stesso modo

V& = senl X

® (seno iperbolico)

e quindi
dP = adu + senh %-bdv,

Dungue lo spostamento sopra ogni superficie & curvatura
costante negativa ¢ riducibile a guesta formea, che si dice
apparienere alla superficie pseudosferica di raggic E. Hsse
duvgue scuo applicabili I'una sull’slira, e I'infinith dei
modi di applicabilitd risulta dalla srbitraria scelta della
famiglin di geodetiche sopra cousiderata. Per lo studio
di queste superficie il lettore potrd vedere il classico libro
del BIANOEL '

8. Problema di Bianchi-Cald.

Passando ora & trattare problemi del tipe 4) enunciato
al n. 6, consideriamo il seguente problema di CaLd: trovare
le goppie (8) e (8,) di superficie applicabili, tali che lo di-
stansa di un punto qualungque P di (8) da un piano fisso (%)
ugquagli la distanza del punto corrispondente P, di (S)) da
un punto fisso 0.

S8ia k il vettore unitario normale al dette piano, le
condizioni del problema sone

(19) (AP} =(dP,, (kX (P O)f=(P,— 0,
Diﬂ'erenziaudé la secondsa si ottiene

(P, — 0) X< dP,
EX(P— 0y °

E>(dP =

E siccome

X (P — O)=mod P— 0), mod 4P = mod dP,,

st conclude che i segmenti condotti per i pnnti P normal-
mente al piano (x) hanno la stessa giaeitura, rispetto agli

b R TR R e e i A e T R
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elementi dP del piano tangente in P, coms i segmenti
(uguali} OP, congiungenti i punti P, eon O rispetto al
piano tangente in P, s (S,). In base a questo il problema
enunciato equivale al seguente: dato un pigno JRese (m),
trovare una superficie (8) tale che, immaginando 1 segments
PM tirati dai punts P normalments a (n) invariabilnients
collegats alla (S) nelle sue flessioni, esista una deformara (8,)
di (8) per la quale tutte le estremita M si uniscane tn un
20l punio O,

Allora & facile comprendere che facendo rotolare Ia (8}
suila (8) (i punti di contatto dovranno essere i punti cor-
rispondenti), il punto O trascinato da (S,) (invariabilmente
collegato con essa) nelle sue oo® posizioni descriverd il
piano (=); epperd il problema di Oard & equivalente -a
quest’altro del BIARCHI: determinare tuite le coppie (8) e (8,
di superficie applicadili tali che un certe punto O trascinato
da (S,) nel suoe rotolamento su (8) descrive un piano,

Seriviamo Ia seconda delle (19) sotto la forma pin

semplice g
85 = 4fy;

-

ne deduciamo (%)

aP .
s grad, s =K =5 (grad, po);

ossia, per Ja proprietd di ﬁ:%% (p. 3},

8(# grad, ¢} = grad, g,;

cosicch® grad, p, e z grad, s sono vettori tangenzinli corri-
spondenti rispetto alla omografia B della applicabilitd.
Allora, applicando le (7} e (9), risulta

d grad; p, I diz grad, 2) I d grad, g, 1 d{z grad, 2z}
ap, ~— dP 7 ar

L,

{1} In generale & gradpo-—=K %—? (gradp, ¥)- Per semplicith, in Inzogo

dell? indice &, scriviamo soltanto 0,

i, oy
e

i R TR MR T L TR L
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¢

Dopo ¢id, se nella (14), poniamo p, & P, in luoge di p
¢ P, e teniamo conto delle precedenti, si ottiene ()

diz grad, &) d(z grad z .
1 HEERG S p CEET ) (a* — grad,? p,) L0, — 1.

Ma
tgrad, p,)’=8(z grad, s)><B(zgrad, s):==(sgrad; 2}’ (E§-p=1)

1 d grad; s
1—(grads2)® " * dP

Lo, =106=

in virth della prima delle (14) e perch? le curvature totali
sono nguali nei punti corrispondenti; percid risulta

d{z grad, z) @z grad, 2} __ 1— I dygrad, #

@) L~ L—gp 2 4P

E in forma assoluta U equasione differenziale del 2° or-
dine a cui soddisfane tulte le superficie (S).
Pud assumere altre forme, Pouiamo per brevitd

grads s =u, kX n=2;

si ha
de du don
] —_ iy — il
zlf—_dP_I’(zdP)_I’(dP H {4, u))
dse dzw dzie
=Lgp —Lgp ¥ +uxXyp"

con wt=—1—Z7% come si & veduto. Allora sostituendo s
ottiene

dawe dsu
1= 281, P - > P e,
e sviluppando
dee du
— 2 z Al
1 = 2Z%1, iP + 20+ zu X g At

{} Qui per semplicith ai & tralasciato I’indice s, ma #*intende che
sono derivate soperficiali.
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Ma essende w— k— Zn, risulta anche

du
ot == ok, F= Zo — Higrad, Z, n),
e quindi

deg ——
dPu)(u Z.ok XX k.

Dopo ¢id si ottiene infine, riponendo i simboll primitivi,

l;><n

{21) (B>l o+ k=0,

che & uw’altra forma della (20h, e si presta pil facilmente
ad essere tradotia in un gualunque sistema di coordinate.
Pilt semplice & prendere I’equazione della (8) in coor-
dingte cartesiane r=s(x, ¥), equivalente a z=1u, y—=v,
g ==z(u, v); allora &
' AP = (i + pkdz + (J + gh)dy (p=-3-"-' ¢=27
oz’ 3y
P, —i-+pk, P,/ =j+qk
=Xt V2= =4+ E
Vit pr4- ¢
k=—Z(XP,+ YP, ~ n\.
Con facile sviluppo si trova l’equazione

N b i L
3z z !
c¢he mediante la sostitnzione ¢ =log s si riduce a

g S
iz Tap T

L'integrale di questa & noto, e si ha

C’+C, 1

T o SO S T
TR
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essendc { ==z -+ fy o {, la coniugata. Qosl i problemi enun-
ciati son risoluti.

In maniera analoga si pud risolvere [I'aliro problems
di BIANORI: Trovare tutte le coppie (8) e (S,) di superfioie
ayphcabch, per le guali il punto O, trasportato da (S,), de-
scrive una sfera; equivalente a quest’aliro di Cavrd: Tro-
vare le coppis (S) e (8,) di superficie applicubili, per le quali
sia costante la somma o lo differenza delle distanse d&i due
punti corrispondenti da due centri fissi. Ma qui nmon ne
diremo altro. Il lettore potrd vedere la memoria citata,
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Congruenze di rette.

1. L'omografla di una congrumenza (‘).

Se da ogni punto P d’una regione aciclica dello spazio
si immaging tirats ona retta avente la direzione e il verso
&'un vettore unitario wu{P) (fnnzione regolare di P}, si
viene a costruire in massima un complesso di retle (oo®).
Per lo studio di questo & foundamentale I'omografia vet-

toriale
dre

A= P
che definisce, mediante ia relazione ld P = du, !'incremento
dw corrispondente a dP. Hssendo w* =1, si deduce

du
3] KCTPu=K}\u:O
e quindi A > =0,

ossia ogni vettore » vien trasformato in un altro perpen- -

dicolare a .
Ne consegue che P invariante terso ¢ nullo; inolire
dalla nota formula

Ri=Ix —I 0 KX+ K21
si dednce
() R = I3 w.

(1) Le congruenze furono studiate com guesti metodi da M. Pigar
« Sulla tapp. vettorisle delle congrnense di raggi». Rend. Cir. Mzt
Pualermo, 1912, 1° sem.
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Ma qui dobbiamo considerare il easo particolare carat-
terizzato dalla condizione

(3) ::—;, w=Au=>0.

Allora il complesso si riduce a co® rette, e prende per-
¢id il nome di congruenza. Invero, lungo ogni retta (P, u)
il vettore w non varia, essendo nulla la derivata di @
nella direzione w; cosicch® le refte mon possono essere
ehe in numero di oo’

Tagliando la congruenza con una opporfuna supexr-
ficie (S), ciascuna retta ha un punto P su (). Viceversa:
presa una (S) e tirata per ogni sno punto una retta paral-
leld & un dato vettore u{P), si vieue a costruire uma con-
gruenzs, giacchd lu —=0. Percid w e A si possono pensare
funzioni di due parametri « e v; quegli stessi che indivi-
duano i punti P di {5);1a quale in questo caso sark detta
superficie base. _

I’ omografia X della congruense non & in massima dila-
tazione. Essendo

(rot 1) A =%——K§%,
segue
) rot A =0,
ossia
{4} rot 1w = 2fu {').

2. Congruenze normsli.
In particolare pud essere rot 2 =70. Questo accade solo
guando esiste una superficie (I} che taglia orfogonalmente

{1) Occorre motare che, quando ci si riferisce & una (8}, ia derivata
superficiale di w ¢ definita da
du in du
(EP); mz—t_P__H(”’ffl_’") £ == uorm. k (4)
ospis d
As —l—_H(n,d'—uu);
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tutte le rette della congruenza. Questa allora vien detta
congruenga normale. Invero sia (S) una superficie base.
Dalla formula di definizione

due
rot, w =rot v — n A TP 7 =norm. a {S};
ne viene
(5} rofe > n==0; ossia divi(nAuw)=0.

Ma gquesta & la coundizione perché u > dFP sis differen-
ziale esatto su (8); ne consegue che le superficie ¢ — cost

definite da
u > dP = dy,

tagliano orfogonalmente la congrnenza. Sono le superficie
Inogo dei punti

Q=P — pu,
giacchd
‘ dg=u=uXdP—dy=290.

8i conelude: condizione necessaria ¢ sufficiente affincheé
ung congriuenze sia normale & che abbia per omografia une
dilatazione. Riferendost ¢ una superficie base, quesia condi-
zvone ¢ anche espressa da n > rot, u=2~0.

La precedente condizione equivaie &

mod (d P}-cos (x, dPy= dy,

epperd resta sempre soddisfatta gnando si deforma la con-

epperd per uno epostamente 4P en () i ha sempre L,dP e Rd P du.
Operando dunque su spostamenti dP appartenenti ad (8} sara indiffe-
rente serivere A o A;. Ma 8i osservi che non & Lu =0, come inu =10,

perché
At = — Hin, Anjre = — {n > u)in.

81 veds cosi che 3,2 & nullo solo per As == 0 o per 1 > e = 0. Inflne
per « tengenciale ad (5) sl ha

La=ia, A > uw=aKlu=0  (KlLu=Kiu}

088is A.@ & normale ad .

STORERETPT WL LR N
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gruenza in modo che mod (dP) e cos (u, dP) rimanganc
invariati. Sussiste percid il seguente teorema di BELTRAMI:

Se si flette la superfioie base e questa trasporia seco le
rette della congruensza, supposle con essa invariabilmente col-
!égate, la nuova congruenza che ne risulta & ancora normale;
ed angi & punti che prima stavane sopra una superficie orto-
gonale alla congruensa $i ritrovano sopra una superficie
oriogonale alle nuova congruenza,

Supponiamo ora che le rette della congruenza siano le
traiettorie (i raggi luminosi che vanno a colpire la (S},
pensata come superficie riflettente o rifrangente. Se v &
la direzione di u riflesso o rifratto in P, e 1/i I'indice di
rifrazione, le note leggi fisiche sono compendiate nella
relazione

{6) vAR=i{rAu)

Percid nel ceso di i —=-<cost, se & div, (wAn) =0, risulta
anche div, (v An)=0, condizione di normalit3 per la con-
gruenza (P, v). E lo stesso accade se 4§, pur non essendo
costante, verifica 1'equazione

grade § > wn =0

Cosiechd vale il seguente teorema di Marus-DupIN: Ogut
congruensa normale resta normale dopo rifrasione (o vifies-
sione) attraverso & una superficie, sin che Uindice di rifre-
sione sia costanle ovunque, sia che si manlenge coslanis
solamente lungo le traiettorie ortogonali alle curve inviluppo
aopra (8) delle proiezioni ortogonali dei raggi sui piani
tangenii.

8i noti che la (6) & equivalente a

v dP=iuXdP.

E a proposito di rifrazione si pud osservare che due
congruenze non normali (P, w) ¢ (P,, w,) rifrangendosi su
due certe superficie (8) e (8} potranno trasformarsi in una
medesima congruenza (P, v} quando siano verificate le
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condizioni
X AP =iuXxdP, u>dP =tu ><d4dP,.

Il Levi-Civira ha dimostrato che questo & pessibile in
infiniti modi; onde sussisie il teorema:

Due congruense non normalt sono sempre deducibili I’ una
dall’ altra con due rifrazioni (con una se sono normaiij;
¢ 8 pud disporrs delle due superficie rifrangenti in niodo
che ool rette della prima congruensa st trasforntine in oo
rette della seconda (*).

3. Sviluppabili di una congruenza.

Cerchiamo ia minima distanza ¢ fra la vetta (P, w) e
un’altra infinitamente vicing (P -+ dP, w -+ du). Sin a la
sua direzione, :

Si ha
axXn=0, axXdu=0, a'=1,
da eui
0 =— ufAduw  uwAMP
—  mod{uAdu)  mod (du}’
giacche

sen{e, di) =1.
Di qui si trae manifestamente

uAMP X AP

(8) E___ade:“_mod(du)

Uguagliata & zero d& le due direzioni dP lungo le quali
stanno le due rette che incontrano la retta (P, w). Epperd,
se sono reali, si conclude che le rette della congruenza si
possone distribuire in una doppia famiglia di sviluppabiii.
La lore eguazione differenziale &

{9 UAMP> AP =0.

() «Bend. R. Asc, Lincei », 1900: Complementi al leorema di Malus-
Dupin.
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Se la si vuol serivere sotto forma piit sviluppata, basta
omservare che & w— mu, A, {riferendosi alla superficie
base) in conseguenza delle relazioni s>,/ =0 >/ =0;
epperd si ha

wAdwe=m{u, > d), — m (0, X.dtt)uu';
cosicchd la (9) diventa
(97 (w, > du)(u, X AP} — (u, > du(u, X ary==0.

1 punti F, e F,, supposti reali, ove la (P, w) & incon-
trata da due rette infinitamente vicine, si dicono fuechi. I
loro Inoghi gono dune superficie (8,) e {8,) (o una superficie
a due falde) dette le superficie focali della congruenza;
cisscuna contiene gli spigoli di regresso di una famiglia
delle accennate sviluppabili. 8i chiamano poi piaui foecali
i due piaui passanti per (P, 2} e tangenti alle due svilup-
pabili. Manifestamente essi sono anche tangenti in F eF,
alle superficie foeali.

8i vede inoltre e¢he i piani tangenti a (8;) lungo uno
spigolo di regresso (L,) sono i piani osculatori del corri-
spondente spigolo di regresso (L,) su (S,); epperd le due
Famiglic di sviluppabili taglianc cigscuna superficie focale
secondo un sistema di linee condugale,

4. Piedi delle minime distanze; punti limiti.

Sia @ il piede della minima distanzas, eopsiderata al’
numero precedente, snlla retta (P, ) contata da P positi-
vamente nel senso di ;e siano @, ==¢-+ea e P,=P~+dP
i corrispondenti punti sulla retta (P <+ dP, w -+ duw). Dsl
qnadrilatero chiuso PQQ, P, si trae

ri+ea—(r +dr){w+du)—dP=0, (r=P9
ossia
e — rdu —dr-uw — dP =0,

tralasciando gl'infinitesimi del 2° ordine. Cosicche, molti-



110 [Cap. VI}

plicando scalarmente per dw, risulta
ere D A — rdu > duw — du > dP=0.
Ma per la (7) il primo termine & nallo; percio si ricava

du>dP__ P> dP

a6 T T di K dn T MP> P

Le due forme ¢uadratiche AdP>XdP e APXAdP,
espresse mediante i due parametri » e v della superficie
base, sono quelle che nella ordinaria esposizione di questa
teoria sono chiamate le forme fondamentali della con-
gruenza ()

Per il ealcolo di + relativa a una retta (P, 2) si pud
seegliere il dP come si vuole, ciod indipendeniemente dalla
superficie base. Allora eonsideriamo le direzioni unite dP
e 5P della omografia X {¢ non di 1,). Una & «; le alire
due, se sono reali, soddisfano alle condizioni

o

AP = — ;]— dP, WBP=— 5P
i .

Per cose gid dette, dP e 3P risultano perpeundicolari
a u. Le grandezze I/p, e 1/p, sono le radici dell’squazione

. 1y 1
(107 ;)+111-;+1,1=0.

Qalcolando r per queste direzioni, si ha subito
=03y T =Pp:.

E siccome per esse risulia

E= u/\ldPXdP-—-—%u NAP > dP =0,

() Vedi Brawcui, Vol, I, — Le prime ricerche fondamentali sulle
congrusnze sone del KoMMER: 4ilgemeine Theoria der geradlinigen Strah-
fensysteme, « Crolleg Journal s, 57.

; 3,1;/\

Wﬂgﬂ%‘g’“‘-\r &awy_d;ts"' T T T ML P e T ST L T g e
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ai conclude che p, e p, son0 le distanse da P dei due fuochi F,
¢ F, relativi a una fissala retta (P, ). Se & {L,3) — 41,3 =0,
i due fuoohi coincidono.

Le congruenze che godono di quest’ultima proprietd si
dicono paraboliche. Son definite dalle due equazioni diffe-

renziali
du\® dee due
(I* Eﬁ?) —4Lgp=% pv=0

essendo w il vettore ineognito.

Se poi accade che X trasformi ogni vettore normale
ad w in un vettore parallelo ad = (omologia vettorials),
allora tutte le rette eirconvieine a (P, w} incontreranno
quests rette in un unico fuoco, ond’essa pud dirsi retfia
ombelicale. Quando tutte le reite sono ombelieali, la con-

gruenza & una stelle di raggs.

Consideriamo ora le direzioni unite della dilatazione
di A (vedi (4)}:
Di=2%—fup;

delle quali una & #. Siano ¢ e § le altre due {normali fra
loro e ad w=14AJ) Si ha

Dri=hi, Dij=mh,j,
ove h, e h, sono le radiei della equazione

B — I,DA-h+ I,Dx=0.

Si deduce
M= hli + fu £f, ?‘j = hz.i "‘I"fff/\j
ossia
{11) M="hi + i, ki=hJj—fi.

Posto generalmente
dP=zi +4j + #u,
si trae per le precedenti

AP =dwn = (hz — fi + (hyy + fo)f;
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cosiechd dette g cos ¢ e gsen v le proiezioni di dw suée j
{¢ infinitesimo}, si ha

qeos p=hz—fy, gsene=sfz+hy.

Risolvendole rispeitoa z e y, e sostituendo in dP, risulta

a2 dP-_-Eﬁijs{("s cos g+ f5en ¢+ (h, sen ¢— fcos p)f ]+ s
insieme ¢on
{121 du = g{cos p-{ + sen ¢-j) (g = (dw)*),

Si noti che il denominatore & I’invariante secondo di 2,
perché

ILDA=nhJ, LA=ILDA+ (VA =hh, +f*

E allors caleolando + con queste espressioni didPe du,
si ottiene subito

1

{13) o= — %) {h, cos® ¢ -+ h, sen’ P

Ne consegue che i valori estremi di r ecorrispondono
ap=90e p=m=/2, e sono

h, h
S SAC £
I punti
_ k, _ A,
Q=P T ¢=F )

son detti i punti limiti. 8i ha dunque il teorema:

Se 1\ 3= 0, § piedi delle minime distange della retta (P, u)
dalle altre infinitamente vicine « questa cadono tutli nell’ in-
tervalle compreso fra & punti lmili. ‘

La {13} & chiamata la formule di HAMILTON.

81 noti che in corrispondenza dei punti limiti si ha

a, =uNdu=qupt=¢f, a,=—4gi,
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epperd le due direzioni delle ménime distange corrispondenti
ai punts lmiti sono ortogonali fra lore.
i piani per (P, w) paralleli & «, & @, son detti I piani
principali, e le direzioni ¢ e j le diregioni principali (*).
Dalle relazioui

Ih= - (l + l), Ih=——, IA=IDi=h,+hy, .

§ 2 F!PS
8i deduee
gotpy LA _ v 1
) v S R

opperd i fuochi ¢ § punti limili hanio sempre lo stesso punto
medio. Il lnogo dei punti medi & detto superficie media.

5. Congruenze isotrope di Ribancour.

8i osservi ora che, supposto sempre I, ==0, { due punti
limiti eoincideranno guando sia k, =%, {f==0), pel qual
caso la DX & omologia vettoriale (e in tal caso soltanto),
ossia tutte le direzioni normali ad « sono unite. Tutti 1
piedi delle minime distanze coincidono in un punto solo
su (P, u). Se per tutte le reste accade questo, la congruenza
& detta isotrope (R1BAUCOUR),

La condizione h, = h,, mediante le formule precedenti,
i pud serivere sotto la forma '

k £
(Ilf—i-;‘—)) —4[,;’—; +4 (V g—;) =0, (%’;u = 0),

che pud chiamarsi percid 1’equazione differensiale delle con-
gruenze isotrope,

Dalle (12} e (12) si rieava subito

wpdux dP= —%{(hl — h,}sen ¢ cos g + f1,
2

{) E guasi intuitivo che le direzioni unite & e j di DX sono le stesas
Inngo ogni retta della congruenza, sondimeno sarebbe facile dimostrare

@

che ﬁ i°e —— ulli
ar 7p ¥ sono nulli.

Burgattt ]
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epperd, se b, =h,, 1'equazione delle sviluppabili diventa
fqg=fidu) =

la quale esprime il teorema di RiBaUGOUR: Le sviluppabili
d'una congruensa isolropa some immaginarie e¢d hanno per
immagini sulla sfera di raggio uno (M — O =1} le linee
di lunghezza nulle {(du® ==0).

Se poi si prende per superficie base la superficie media,
si ha

e quindi per la (10)
’ > dP =10.

Posto M — O = 1 {rappresentazione sferica della con-
gruenza) 8i ha dungue

dM > dFP =0,

la quale esprime quest’ altro teorema dl BIBAUGOUR: La
super ficie media di una congruensa isolrepa corrisponde per
ortogonalitd 4’ elementi alla sfera; o viceversa.

Altre proprietd hanno gqueste congruenze che qui non
dimostriamo.

Pid generalmente, quando la superficie media {Sm)
corrisponde per ortogonalitd d'elementi ad un’altra su-
perficie () e nei punti eorrispondenti le rette della con-

gruenza sono parallele alle normali di (5) (), s ks ang

cos} detta congruenza di RIBAUGOUR {la congruenza rsotropa
& una partieolare congruenza di RiBAUCOUR, della quale
la (8) & una sfera). Allora detti ¢ i punti di (8) corrispon-
denti ai punti P di (8,), si ha

A} dP =9, d@>xu=0,
e gaindi
d@ =uAdP.

{1y Queste due proprietd non sono perd indipendenti.

P T I A WD NGT T I T T e
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Ne consegue che I’equazione uAdPX dw=0 delle
sviluppabili diventa su (8) de <X dQ =10, che & I"eqnazione
delle asintotiche di (8). 8i conclude pertanto: Le asvilup-
pabili &’ una congruenza di R1BAUCOUR corrispondone alls
asintotiche della superfivie alle ciwi normeli sono parallele
le rette della congruensa.

6. Altre congruenze particolari.

Quando sia L =0 | punti limiti si trovano a distanza
infinita; epperd fubti i punti di (P, w} sono piedi delle
perpendieolari comuni ad essa e alle rette circonvicine.
Allora Pomografia X & fale che risulta Rl =0(n.l), ©
percid & doppiamente degenere. Avendosi per definizione
e nel caso presente

AMaAAM =RBMap ) =Rin=0

per ogni @X uw=0, bXw==0, il Aa risulta parallelo
& Ab; per couseguenza tutti i vettori v=—Ig -+ mb -+ nr
vengono trasformati in vettort paralleli & un certo vet-
tore ¥+ normale a 2 (n. 1). Dungue X sard una diade, e

precisarmente % = mHe,, )
con w, > =10 (perch® ‘e =10} ¢ w> 1 =0; ed essendo
1 1 1
Ij=——=20 Il=—(—+—)=mw > e
: £.f, o &y Ps ! ’

una sola delle grandezze g, e p, & infinita (supposte I, 230}
In qnesto caso dunque esiste un sol fuoco a distanze finita,
ed una delle rette circonvicine a (P, uw) ¢ parallela a questa.
Quando ¢ié avviene per fubte le vette la eongruenza si
dice etlindrica, perché una delle famiglie di sviluppabili
risnita composta di superficie eilindriche.

It caso che sia LA =10 (divew —0) rientra come caso
particolare nel precedente. Infatti dalle note formule (%)

L= r—-2LA I ( jP) grad divud{u=div{iu)=0

(Y AV, G, Vol. I, papgg. 114, 183,
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risulta nel caso presente I,A = 0, Ne segue che tutti e due i
faochi sono allPinfinito. La congruenza & detta solenoidals, per-
chd caratierizzata appanto da div w =0 insieme con 2* =1,
du

ip%= 0.

It Cisorr1 ha dimostrate che le oo relte di gquelunque
congruensa selencidale stanvo tulte sus piani langenti ad una
medesima superficic sviluppabile; ognuno di essi ne con-
tiene oo, ¢ queste sono parallels alle generatrici di con-

tatto ('). Ma qui non ne diremo altro.

7. Teorems di Guichard,
Assumendo 1a superficie media della congruenza quale
superficie base (luogo dei puuti P), i fuochisou definiti da

F,=P +ponu, F,=F—pu

Nella immagine sferica M — 0= le sviluppabili cor-
rispondono al sistema di linee definite dall’equazione dif-

ferenziale (m. 3)
updM X dP =0, (dM = du)

Siano 1 —cost e v=—cost coteste linee, e sia di con-
Seguenza
dM = du = u,/du + u,'dv,

ove son noti i, ¢ w,. Alora &i ha manifestameute
—B-(P-i- y=hu 2 (P } =
e puy=hu, = pit} == mu

essendo k e m fattori di proporzionalitd. Sviluppando la
condizione d’integrabilitd

3 n 3
a_u.{Pu)—"a’(-Pu)

{*) Vedi Pz 1. ¢

o s Sl
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e notando che la derivata seconda mista di w si esprime
linearmente per e, 2, ('}, 8i trova

dp em 9l

— o )

2 5we For 3w TP
_ o0 _ ¥
1_2§F+2h9, m-_—...a—uA...kp

essendo F, k e k quantith note. Ne consegne

36

P, =— [au + 2%k ]u + pn,/
{14}

LI “ﬁ —_— ’
P, _[av + 2hp } t — Pty

ove ¢ soddiafu a I’eqnazione

&p L d oh 2k .
suoe T A v R T ﬁ*‘a»*‘Flp_o‘

Inversamente: se p & una soluzione di gueste equazions,
{e (14) definiscono per quadraturs une congruenza che ha
per immagine sferica delle sviluppabili quella assegnata. B
il teorema di GUICHARD, del qnale non svilupperemo qui
le varie conseguenze (*).

8. Formule fondamentali.

Partendo da un punto P di una fissata retta (DB, #)
passiamo lungo la direzione prineipale 4 in P, sulla retta
vicinissima; poi da P, lungo la direzione principale corri-
spondente #P,) fino a P, sulla retta vicinissima, e cosi via,

(1) Derivando 6 }u =0, (/)Y =F, {(u/}==0, u)/>Xu'=—2F

(2} Vedi I'importante Memoria « Surfaces rapporiées & leurs lignes
arympiotiques et congrurnces rapportées i lenrs développables » (Ann.
Ecol. Norm. Sup., t. VI, 8. 83*) ¢ le « Lezioni » del Brawcar.
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8i ottiene nna curva (C,) che direme principals relativa a P.
Un'altra (C,) si otterrd seguendo invece la direzione j{P);
¢ questo si pud fare per ogni P. Orbene, nel punto P con-
stderato proiettinmo sul piano normale a (P, u} la eorva {C,}.
Diremo ourvature langensziale la grandezza

1, X
g, g

essendo f il raggio di flessione e n, la normale principale
di {C)). Per le formnle di FrenET s8i ha

n_ 4 I i=_ Y,
p_dPi epperd gi—_dPix’_ dPa)(z‘.

Analogamente per la ()

1 _ di . di

Inoltre essendo (anche in virtd delle {11))

dai . . di g di .
RF'C X‘ —0, a.?ixl‘l-xa"—'pux!_.
du .
_—K&?ixi-——ixli—-‘ht
di dq ,
tTP.?Xu=“-R.f><i=f, a%,'i)(u:—lt)(j:-—f,
di

; i . i
a_'z').ij—og BPJXH—-—?.J)(J_ h,

gl pud serivere senw'altro

LIP3 I YLy 4
qpl=g Mt Gpl=—i—Ju
AL . 1. dj - L,
Pl ;7;" + fu, b= Py i— Ry

oA e TR
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che con 'aggiunta delle {11)

du | du , .
a"%l:h‘i‘f'fj, d_I‘SJ"—'—th‘“‘fi

costitniscono le formule fondamentali ansloghe & quelle
ottenute per le superficie (Cap. II, n. 12). Serivendo le

condizioni d’integrabilitd si trovano formule analoghe &
quelle di Copazzi (). Ma su questo non diremo altro.

{ty Tali formule furone date la prima volta in una mia Nota « Sopra
alenne formule fondam. relat. alle congruenze di reite » Rend. Ace.

Lincei, 1899,




Carirono VII.

Sistemi tripli ortogonall.

1. Una omografis fondamentale. .

Pensiamo cellegato ad ogni punto P dello spazie suclideo
tinito o infinito una terna di vettori unitari ortogonali 4, j, k;
cosl essi saramno funzioni di P. Applicando I'operatore
grad alle uguaglianze i* =1, £>X 7 =10 ecc., si trovano le
solite relazioni, delle quali si fa countinuo uso,

di . dj dk
Egpt=0 K pi=0 Kzk=0
dj dk . dk . oodi,
ai aj . _

Chiamiamo w, ¢, w rispettivamente i primi termini di
queste tre ultime relazioni, e sia « = a,i 4 a,j + a,k; allora

risulta

di
K 5 a=qa,0— a2, ecec.,

a.P

Se ora ad 4, j, & faceiamo corrispondere i vettori w,
v, w, veniamo & definire una omografia che diremo Ko;
onde seriveremo

Koi=mwn, Koj=1r, Kok=1r.
Allora la precedente diventa

d
K Rjﬁ @ = a,Kok — a,Koj =Ks(a,lt — a.j) = Kali \a)

-
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da cni, per Uarbitrarietd di «,

di di
K@_Ka-i/\, &?_—-1"/\0.

8i hanno dungue le seguenti formule fondamentali, do-
vute a PENgaA (1):

dat dj . dk

(I) dP iA 1 E{'P:_JAG’ dP k/\c'}

ove g & una omografia delia quale vedremo ora il significato.
Da queste si deduce quest’altro grappo di formule:
rot i =2V o —2V(iAS) =(c — 1,6}
aP— : !
@) rob j= (o~ IL,a}f, rotkh=(c— I o)k
Vo=t AGi+jNS] + EAck
=iA rotd +jA rotF+ LA rot k.

. di .
’ (In'i:Ila?:qu}ﬁ_;)(ck
) divi=ixok — kX, divk=jxoi— i>j
rot £ 4 4 rotg X jt-rot k> k= —2La

2. Significato cinemstico di o.

Tracciamo per P una curva (L) ii cui arco, contato s
partire da una data origine e in un dato senso, sard indi-
cato con s, Allora »= FP(s)} & il vettore unitario che defi-
nisce la tangente positivo & (L} in P. Applicando le (I) a
qguestc vettore, si ha

di dP _di adj . ak
des T& — i or, d*::-—-_;/\ar, E:—k/\cr.

(Y Agti R. Ace. 'Torino, Vol. 49, 1814, Contengono in particolare
le formnle di FReNeT per le curve e ls analoghe per le superficie e
per le congruenze di rette. Hono, in sostanza, le formule fundamentali
di tatta la Geometria differenziale,
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Se M & un punto rigidamente collegato con la terns
£, j, k) avente I'origine in P, e se si fa muovere questa
terna intorne & P per modo che diventi parsllela aila cor-
rispondente terna nel punto P+ ds-» della linea (L); sllora
posto

M — P =i+ yj+ sk,
si deduce

dM = xdi +- ydj + zdu = — (2l + yj Az} Aor-ds =
= (P~ M)Aor-dy;

che rappresenta Jo spostamente di M nel moto considerato.

Ricordando cose note di cinematien, questa fa vedere
che 4l vettore or-ds definisce Ie rotazione infinitesima oocor-
rente per rendere la terna (i, j, k) relativa a P parallele a
quella relative al punio P -} rds, essendo »r unae direzione
qualunque. Percid la ¢ pud chiamarsi 1'omografia delle

rotazioni.

8. Condizione & cui soddisfa I’omografla o.

Ora si pone la questione: a guale condizione deve soddi-
sfare una data omografia o perché sia Uomografic di rota-
zione d’una terna ortogonale unflaria funsione di P?

Occorre manifestamente che esists una terna (i, 7, k)
soddisfacente insieme con ¢ alie (I); epperd queste devono
risultare integrabili.

Le condizioni A'integrabilitd sono:

BotK-di:Rob(Ko-if\)-_ﬂ{}, Rot(Ks-jA)=10, Rot(Ke-kA)=1,

ap
8i dednce per a qualungne costante
rot {Kal{i Ant}] =0, ecc.
e sviluppando

(3 (Rot Ka) (i Art) — 2V (Ko di;%“ ’) =0
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Ma
diipa) di _
—ap —  NAgp= apf(ENd),
e in generale

aAEATh) = — (i XX aioh -+ (ab >< a)i;
percid .

d{E A ) _ . ey
—ip == (e >< i — Hia, i)e.

Ne consepue

5 gé%‘f) — — (@ {)Ks-0 + H(Kaa, Koi};
cosicche, essendo, Ka.o dilatazione, i1 doppio vettore di
questa emografia & KoapKoi, ossia — RKo{i Aa). Dopo
cio la (3) diventa

{Rot Ka + RRo) (i pre} = 0.

Questa deve essere valida cambiande ¢ in j, in Kk, e
per « gualunque; il che richiede che sia

{4) Rot Ko+ REKo = 0.

B la condizione richiesta.

4. Terne appartexenti a un sistema triplo ortegomnale.

Se le tre famiglie di superficie ¢ (Pi=wu,, $,(P)= «,,
4. (P)=u, si tagliano ortogonalmente in ogni loro punto
a comune F, si dice che formauno un sisteme triple orto-
gonale. I valori dei parametri u, u, u, nel punto d’inter-
sezione P si chiamano le coordinate curvilinee di quel punto;
eosiccheé i punti dello spazio che si comsidera risnltavo
funzioni dei tre parametri %, %, u,. Le tangenti in P alle
tre linee rappresentanti le mutne intersezioni di quelle
superficie sono ortogonali fra loro. Le loro direzieni posi-
tive saranno prese nel semso delle u« oreseenti e saranno
indicate coi vettori umitari 4, j, k. Abbiamo cosi collegato
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ad ogni punio P delio spazio ung terna (i, 7, k) ortogo-
nale unitaria, epperd saranno valide per essa le formule
dei numeri precedenti. & detts la fsrna principale in P
del sistema. Resta da vedere a gnali particolari condizioni
soddisfa I’omografia ¢ nel caso presents.

Siccome grad u,, grad «,, grad %, sono vettori normali
in P alle cispettive superficie ¢, =u,, $, =u,, §, =u,, essi
sarannc paralleli a €, j, k; onde si avrd

= 4 — 7 radu =2
51 grad u, = H’ grad u, = ; grad u, = H,’

ove H,, H,, H,, fungioni di P (v, %, %,), sono I valori re-
cipreci dei moduli di cotesti gradienti. Ne consegue

rot {=rot(H gradu,)=grad A, A gradu, = % grad A Al
i

® 1 1
rotj=——grad H A\j, rotk=_ grad H, Ak
H, H,

e gquindi per le (2) e (2}

Io=1, bEXi=agiXxi=0
{7) rob F XX J=of Xj=0
ot k> k=ck>kh=0.

Queste condizioni sono necessarie e sufficienti affinché le
terne (&, 7, k) siano le terne principali d’un sistema iriplo
ortogonals.

Per vedere che veramente sono suche sofficienti, basta

porre
rot i = grad I A grad m,

cosa sempre possibile, come & noto; poi osservare che,
essendo per ipotesi rot €3> i =0, sard

i=hgrad ! +kgradm
e quindi

rot# — grad IA grad m =grad hAgrad I + grad k Agrad m.
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grad k> gradIAgradm =0, gradkX gradipgradm=0,

le quali esprimono che h e k& sono funzieni dil e m. B
allora potendosi sempre determinare una H (I, m) tale che
sia

g g
h=Hy, k=H_%,

ne risnlterd

3 3
i= H(%J grad I 4- a—i grad m) = H grad .

81 vede danque che ¢, j, & dovranno avere la forma (5)
che caratterizza appunto le terne principali appartenenti
a un sistems triple ortogonale.

5. Teoremi di Dupin ¢ di Darboux.
Daile formule (I} e (6) si dednce (*)

. -g%j:aj/\i:(é—zgradﬂgxi)j=;—j;j
(8) .
g%kzck/\j: (—H}—s grad H,>< i)k: -1—3 ky
le quali dimestrano che sulla superficie ¢, = x,, le cui nor-
mali sovo dirette come ¢, le direzioni j e & sono in ogni
punto le direzioni principeli di curvature (Cap. II, n. 5).
Cost dicasi per le altre superficie; epperd sussiste il se-
guente leorema di DUPIN: Le superficie di ire famiglie che
st tagliano ad angolo retto 8" indersecans mutuamente secondo
le loro linee di curvetura.
Questo feorema & contenuto in un altro pitt generale
dovuto & DARBoUX: Affinché due famiglic di superficie che
8t tagliane ortogonalmente faccian parte & un sistema triplo

{') Bisogns prima - osservare che da il,o—90 e dalle (2} viene
rot § == of, ecc. (vedi le (12) ohe seguomna).
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ortogonals & necessaric ¢ basie che le lore intersezions siano

linee di curvatura per ambedue.
Invero detta 4 in ogni punto P la tangente unitaria

alla comnne intersezione delle date superficie, le cui nor-
mali saranno indicate coun 7 e & (j X k=10), si avrd

t=jAk,
da cui rot € = rot (FA &)

Ma siceome il 2° membro sviluppato & lineare inje &,
st ricava
(o) rotixi=20,

e per le (2} ol > i=0.

Se a questa si aggiunge ¢ j=20, oppure { k=0,
si deduce
mi=0clNj, ni=gagipk;

ossia per le (I}
__dj _dk
mi = a? f, ni == a? i.

Siccome § e % sono le normali alle superficie date, gne-
ste dimostrano che la {0) esprime (Cap. II, n. 5) che la
¢ in ogni punto P direzione principale sulle superficie date.
D’alira parte la (o) stessa, o la equivalente

{(JAR) X Tot (FAR) =0,

esprime, come & noto, Ia condizione d’integrabilitd dell’e-
quazione differenziale
Ink>xdP=0,

che definisce la famiglia di superflcie ortogonali alie sb-

perficie date. Il feorems dangque & dimostrato ().

{} Questi teoremi sono in relazione col teorsma di JOACHIMSTAL
{Cap. II).
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Si pud anche carcare la condizione & cai deve soddisfare
una famiglia ¢, = u, di superficie affinchd possa far parte
di un sistema triplo ortogonale. Se esiste una seconda fa-
miglia normsale alla prima, dovrd intersecarla secondo una
famiglia di linee di curvatura. Allora sia j la tangente
unitaria in un punto generice di quelle linee. Dovrad esi-
stere una famiglia di superficie ortogonali ad esse; ossia
dovrd essere integrabile I’ equazione j > dP = 0. Per questo
& necessario e basta, come sappismo, che risulti

JFxrot j=40.

Ma trattandosi di nna direzione principale sard per cose
. di
gia dette 5P

J=mj. Inoltre si ha

P grad u,

~ mod (grad «,)’

epperd eliminando § fra coteste due relazioni si oftiene

una equazione del terzo ordine in u, (ossia in ¢} che defi-

nisce le famiglie cercate, dette yamiglie di LaMg.
Appartengono manifestamente alle famiglie di Laws

le famiglie di piani, di sfere ¢ di superficie parallele,

6. Elemento lineare; espressioni di grad %, div r, Ag.
Se d P & uno spostamento qualunque di P, si ha per le (8)

ixXdP=H, gradu, X dP= Hgdu, ecc.,

e quindi
M dP = Hidu, + Hjdu,+ Hkdu,,

che & I’ espressione dello spestamente. 11 quadrato di questo
da il quadrate dell’ elemento lineare in coordinate curvilinee;

(10)  dP'=ds* = Hjdu,* + Hz2dw,' + H'du .

Poiché H du,, H,du,, HJdu, sono le proiezioni di dP
sulle direzioni #, 7, &, si deduce, per una funzione qua-
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lunque (P},

1 8y
i i== eco.;
grad 9 H, ou,’ H

epperd I espressione di grad ¢ in coordinate curvilines orio-
gonali &
1o, 1%, Lx,
(11) gradqazﬁ-‘—au—s +H—,3u,J+H,3ua
8i ha poi per le {2) e (6}

.1 .

Gi = %: grad H Ad, oj =Egrad B, A4,

(12) .

ok = wgrad H N E
H,

che definiscono ¥ omografic o appartencnie & un sislema

triple ortogenals. o
Inoltre dalle (2} e dalle precedenti si deduce

1 T |
divi:kxﬁ;gradﬂz/\yfjxia grad H A\ Kk

1

1 . |
ZEgradH!X‘+HagradHaxi’
cosieché risuits
. 1 ¥HMH) .. 1 3HMH)
, div ‘=H—‘E,HS a:f-. 2, dw‘?_H‘H,Hs du, ’
(123 . 1 ] _a{H;‘H:)
divk= H‘ £H=H3 aua N

Per un vettore qualungue
v=vi+v,j+ ok
si ottiene subito

: 1 ¥H,Hy) &HHw,)  8HHpw)
8 dve=gam|= 2, + o T+ o,

]
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che & I’ espressione della divergensa in coordinate curvilinee
ertogonali.

Infine, posto ¥ == grad ¢, si trova per la (11)

divgrad e = Ap =

H.H, 3 ) a2 (1_;3H€ ?:p) 3 (H,HE @)]

L 3
_Hlﬂzﬂs[éeg(’fg du/  oui H, 3w, ' 3w\ H, ou,

{143

che & Uespressione di Ay {ovea A 2 P aperaiore di LAPLACE)
in coordinate currilines ortagoneti.

7. Formule fondamentali di Lame.

Le formule fondamentali che danno le derivate di i &
sono le (I), tenendo presente che in questo caso I'emo-
gratia o & (efinita dalle (12); e la {4} esprime la condizione
a cni deve soddisfare questa ¢ affinehd sia I omografia
fondamentale d'un sistema triplo ortogonale,

Ma sard anche ntile di averle sotto forma pitt esplicita,
eome furono date da [AME.

A tal fine, tornando alle (8}, notiamo che

! 1 1 4H, 1 1 B8H
— = — prad =R T - T
r, H, grad H, > HH %' +, HH 7,

souo le curvature prinecipali in P delle superficie ¢, = u,,
come risulta da quanto si & detto al n. 5. Ansalogamente

L1 ®°H, 1 _ 1 24
"rsﬂﬂeysﬁz_ v, HH, ou,
1 1 2H, t 1 8H,

ry HEH 3w, v, HH 7,
sono rispeftivamente le curvature principaii delle super-

ficie 4, =n, ¢ §, = u,. 8i osservi inoltre che

1 3H I oH 1 1
i F=-{_ . X1 - i Epl—_ . R £ |
oA (H:H2 3!!2J+H|H3 on, A) ( a A)

LT LY

con Is analoghe; epperd le (I} si possono serivere nella
Burgaits y
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forma pill esplicita seguente:

dé 1 . 1 .\ di, 1
zﬁ‘*—(r—,:“'r—,.") apt =7t
e .1 dj . {1 z
ard =77 EP"*—(*.:"’"'?.:‘)
i, 1 dj 1
o 7] el IP"’"T,,"’
e _ 1,
dP~ 1y,
k1
ar’ r,,"
dak 1 1
et — (- 1+ 579)

Si vede di qui facilmente che I’omografia o # rappre;
sentata dalla matrice

0 RS
! ‘rsi ! r!l
1 1
—_— 0, =
¥as Ty
1 1 0
?’,3’ rsa,

I sunoi invarianti sono

1
PiaTis TeiTas  TaeTa
1 1

I,U = _ .
TP TuTuti

Io=0, o=

Dopo cid sarebbe facile gviluppare la condizione 4). Ma
& meglio scrivere direttaments le eondizioni 4’ integrabilith

(somme curvature *°.°
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delle (I); si trova

Ty oo 1 1
&P LETRETI VY PY -

ed ia)ualoghe, che sono appunto Ueguaszioni di Lame ().

opo .LAME gli studi pitt profondi futti sui sistemi tripli
ortogo'm'ah son dovubi 8 DARBOUX 8 a BiavcHL, e sone
esposti in gran parte nei loro trattati ben noti.

{t) « Legons sur les coord. curvilignes », 1859.



PARTE 1I

SPAZI CURVI A PIU DIMENSIONI

A CUERA DEL PROF. T. BOGGIU



CariToro I.

Vettorl e omografle in spazl euclidei.

1. Spazi euclidei a pi dimensioni.

Gli spazi euclidei a pit dimensioni si possono definire,
geometricamente, per via ricorrente, eolle seguenti con-
sideraziomi (*). = T

Ammessa Vesistenza di un punto 4, si supponga che
esista un punto B divemso da A4, allora la retta AB costi-
tuisee uno spazio euclideo ad una dimensione, e si pud
indicare con S,. Ogni punto di tale spazio & individuato
da nn solc numero {reale}; e viceversa.

‘Suppossto poi che esista. un punto ¢ non appartenente
alla retta AB, le conginngenti di ¢ con tutti i puntt della
" retta AB (compreso il punto ail’infinito) formanc un péane,
che & uno spazio euelideo a due dimensioni, e si pud indi-
care con 8,. Ogni punte di guesto spazio si pud indivi-
duare mediante uns coppia (i numeri; e viceversa.

Ammettendo che esista un punte D non appartenente
al piano ABC, le conginngenti di D con tutti i punti del
piano ABC (compresi i punti all infinito) formano lo spazio
ordinario, o spazio enclideo a tre dimensioni, e si pud in-
dicare con S,. Ogni punto di esso si pud individuare me-
diante uns terna di numeri; e viceversa.

(8 Ci limitiamo & richiamare le nozioni principaii e pid ovvie; chi
desiderasse approfondire tali questioni pud utilmente conenlare le
ricereite fondamentali compinte dol compianto Mario Pigri, come ad
e8. la memotia: Della Geometrin elementare come sistema ipotetico de-
duttive {Memorie dellr R. Accademin delle Seienze di Torine; serie II;
t. XLIX, a, 1899); ed nnche: I prineipii delln Geometria di posizione
eomposti in sisiema logico deduttivo (id. id.; t. XLVIII; a. 1898}
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Lo spazio ordinario & lo spazio in eui si svolgono tutti
i fenomeni del mondo fisico.

Ammettendo che esista un punto E fuori dello spazio
ordinario, le congiungenti di E con tutti i punti di 8,
(compresi I punti all’infinite) formano uno spazio euclideo
a quattro dimensioni, che indicheremo con 8,. Ogui puuto
di esso st pud individuare medisnte una quaterus di nu-
meri; & viceverss.

Similmente, ammesss. ]’ esistenze di un panto F non
appartenente ad 8,, le congiungenti di F cou tutti i punti
di 8, (compresi quelli all’infinito}) formano uuno spazio
euclidec a cingne dimensioni, che indicheremo con S, ; ogni
punto di esso si pud individuare mediante una successione
di cinque numeri; e viceversa,

Cost proseguendo, si possono definire gli spazi euclidei
a 6, 7, ..., n dimensioni. Uno spazio enelideo ad » dimen-
sioni si indicherd con 8,; ogni suo puunto & individuato
{(8’intende rispetto ad elementi di riferimento prefissati)
da una successione di » nameri, e viceversa.

8¢ in un 8, si prendono k < u punti in modo del tutto .
arbitratio, essi individuano un 8y, ogni punte del quale appar-
. tene ad 8,5 e si sool dive che lo spazio Sy & immerse in §,.

Avendo scelto i k punti in posizione geunerica, essi non
giaciono in uno spazio in eut il numere di dimensioni &
mivore di k; si dice allora che quei punti sono linearmente
indipendenti,

In partieolare, gli 8,_, lwmersi in 8, si chiamano
tperpioni di 8,

2. Vettori di 8.; Ioro somme & prodotti.

La teoria dei vettori e delle omografie di 8, si pud
svolgere in modo del tutto analogo a quells dei vettori
dello spazio ordinario (efr. Espaces ('), I, II); percid el

{f) Colluindicazione Hopaces intendiamo riferirc all’ opera: C. Bural:
Fomri ¢t T. Boegto. - Espaces conrbes, eritiyne de ln Relativité (8. T. B. N.;
Torine, 8. 1924:.
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limiteremo qui & dei richiami sommarii, pitr che sufficientt
per I'intelligenza delle applicazioni che svilupperemo.

Se A, B sono punti distinti (di 8,), il vettore B— 4
rappresenta la trasluzione che porta il punto 4 nei punto B;
la direzione e il verso di tale traslazione si chiamano dire-
gione © verse del vettore B — 4. .

Se C, D sono altri dne punti, i vettori B— 4 e D — ¢
8on0 eguali, ¢ 8t serive B— 4 =D — (, solamente se il
pauto medio di AD eoineide eul punto medio di BC.

8i chiama module del vettore B— A4, e si serive
mod (B — A), la distanza, misurata con una certa unitd di
misura, dei punti 4 ¢ B,

Se due vettori sono eguali, devono avere eguali la dive-
zioue, il verso e il modulo.

Se sf pone 4 =B — 4, ed 0 & un punto qualungue, la
somma del punto O col vettore =, che si indica con O + w,
& quel punto M tale che

M—0=mu.

La sommsa di due vettori # ¢ #, che si indiea con w 4w,
& quel vettore tale che, preso un punto qualunque O si ha:

w+v={0+u)+v|— 0;

¢ &i passa poi subito alla somma di un numero qualungue
di vettori.

Se m & un numero {reale}, allora mu & un vettore pa-
rallelo ad ¢, il cui modulo vale mod m-mod «, ¢ che halo
atesso verse o i verso eontrario di 7, sscondoché m &
positivo o negativo.

Se wu,, %,y w., H,, €O r=Tn, sono vetbori, 51 dice che
essi sono Ilnearmente dipendenti se esistono dei numeri

{reali} m,, m,, ..., m,, non tuiti nalli, tali che
WML, A W H ) e R, = 0

nel caso contrario, i vettori considerati si dicono lnearmente
indipendenti.
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Ogni vettore paralielo ad u si pud rappreséntare con zu,
ove z & un numere hen determinato.

Ogpi vettore complanare con due vettor! non paral-
leli u,, u, pud rappresentarai con x,u, + x,u,, OVe z,, T,
sono nnmeri ben determinati. _

F in generale, se u,, ,, ..., ¥, §0no z vettori linear-
mente indipendenti, & quindi non appartenenti ad un 8,
ogni altro vettore w» di 8, si pud rappresentare eon:

(1} w=2xu, -} T, + ..+ .U,

ove %, %,, .., T, sono numeri determinati.
Ne segue che se O e P sono punti qualunque, si pud
sempre porre:

P=0+zu, + 2,0, + co. + Ty lip.

I predoite interno, o scalare, dei vettori «, v, ehe si
rappresente con u > v, & definito da

w > v ==1p0d w-mod v cos (u, +),

e valgono le stesse proprietd che si bhanno nello spazio
ordinario; quindi ad es.

(o + 0) > == u > - v >,

Se i vettori w, ¥ noun sono mlli, la relnzione 1 >+ =20
esprime che i vettori #, v sono fra lore orfegonali.
8i pone poi

w? = w >, guindi «®== (mod u)", mod u = V'

Se ¢,, 1,, ¥y, ..., i, s0DO vettori unitari a due a dne
ortogonali, ciod formano un sistema unitario-ortogonele,
ogui vettore » si pud esprimere ovvismente colln formula

{2, W DA I e U Dy,
Se si pone

Bu=sit+zd . ..+xd, v=yi+yd+. .ty

T TR e I T e R — S
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si ha subito:
X =% + Z,H; + .t Ty .

I numeri z,, 2,,..., z, sono le coordinale cartesiane
ortogonali del vettore u.

3. Omografie di 8,..

Uue amegrafic vettoriale i S, & un operatore lineare,
che trasforme vettori in velfors; percid se o« & una omo-
grafia, w, ¢, sonc vettori qualunque, ed m & uu numere
arbiteario, allora «t, av sono vettori, ed inoltre:

(4) o 4+ ¢y =—=au -+ ar, a{mu)=— nou.

b

L operazione di moltiplicazione dei vettori per un nu-
mero h & unpa particolsre omografia, perche per « = h sono
verificate le relazioni precedenti; tale omografia si chiama
omoletia vettoriale.

Una omografia & determinata se di » vettori w,, u,,
wery Uy, linearmente indipendenti si conoscono i corrispon-
denti, ciod aw,, ad,, ..., «it,, perché se u & un altro vet-
tore qualungue, si pud porre, per la (1):

U= 2,4, A B0, e Ty,
¢ allora dalle {4) segue:
g =, Ll + o T,

la quale determina cumpletamente aur,
In particolare, se si esprime » mediante la (3), si ha:
(B et == 2,88, -+ T80, o wer A+ TpBin;
poichd i vettori «i,, ed,, ..., «i, sono vettori di 8,, pos-
siamo rappresentarli con formule analoghe alle (3), ciod:
{ ahp =l ad A gy,

afy m= g b A, d, - 4y,

(6 e e e e G e b e e e e s e

{ ...... . v L

2iy, = A O, e Aty
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0ve 4., 8ono uumeri ben determinati, dati da a,, =i, > i
Mediante i coefficienti a,, 5i pud formare ia matrice

@ By o By

@y Byy v Uy J

{7} e e e e e Ty

Oy Qg wenr gy

che pnd chiamarsi matrics dell omografie «, rispetto al
sistema unitario-ortogonale considerato,

Tale matrice non & pereid un elemento iutrinseco del-
I’omografia, perché dipende anche dal sistema nnitario-
ortogonale di riferimento, e uoi non ne faremo mal uso.

Date la matrice (7) e dato il sistema unitario-ertogonale,
risulta pure deferminata 1'omografia « mediante e (6); e
ogni proprietd dell omografin 2 dd luogo ad una proprietd
della matrice (7}, e viceversa.

Se la « & ad es. un’ omotetia vettoriale k, si ha nella (7):
a,,.—h, ed a,,—= 0 per r==s.

Nella modernissima Fisieg dei Qimnta (Y risulta molto
importante la teoria delle omografie (anche in spazi ad
infinite dimensioni), ehe per cid & ora studiate da molti
Aufori attraverso il simbolismeo ingombraute, inadatto, e
per nulla geometrico, néd intrinseco, delle matriei; mediante
le omografie vettoriali, le formule risnltano enormemente
pitt semplici, espressive, di per loro natura invarisutive, e
ai ha inoltre il grande vantaggio (i operave diretlamente
sugli enti geometrici o meccanici che compariscomno nel
problema, senza ricorrere ad intermediarii di sorta.

4. Invarfanti delle omografie.
Siano #«,, w,, ..., 1, vettori linearmente indipendenti,
e consideriamo il voluome (con seguo) del parallelepipedo

thy Cfr. ad es: H. Werr. - Gruppentheorie und Quantenmechantk
{Leipzig, 8. 1928), In questa opera le omografic sono chiamate (pog. 7)
« linenre Ablildungen ».
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ad u dimensioni i eni spigoli successivi, unscenti da um
punte arbitrario 0, hanno direzione verso e grandezza eguali
a quelle dei vettori w,;; tale volume non dipende da 0, e
si pud chiamare emplitudine della successione U, , Wyy vvey Mo,
e pud indicarsi con am (am,, w,, ..., M)

Se ora consideriamo il volume del parallelepipedo corri-
spondente, che & ddato da

BN (G, %H,, ..., Sy,

st pund dimostrare che il rapporto di questi due volumi non
dipende dalla suecessione dei vettori 2¢,; ma dipende solo
da «. Tale rapporto si chiama invariantz & ordine u di 2,
¢ si indica con I.«, in guisa che si ha:
(8) Tnw=am{at,, cily, .., G} RO {M, Uqy ey Wyl
Indichiamo con # un numero {reale) e calcoliamo, per
mezzo della (8), I'espressione I(e-+x); & chiaro che si
otterrd, come sviluppo, nua funzione intera, di grado =
nella z. Se questo sviluppo si ordina secondo le potenze
decvescenti di z, & chiaro che il primo ecoefficiente (cioéd
quello di =) vale 1, o i coefficienti suceessivi, che dipen-
dono solo da «, si chinmano rispettivamente invarignti di
ordine 1, 2, 8, ... di «. Indicandoli con Iz, L, Lea, ...
AVrEemo: :

9} L(a+zi=a"+ Lo 2" '+ La g" 4 Ta- 2" 4o+ I

Se, in particolare, si considera la successione dei vet-
tori i del sistema unitario-ortegonale, la (8) porge:

{8 Toz = &m (ad,, aiy, .y @i}
e per Pinvariante primo si ha:
(10} Loa=i Xai + i, al, 4 o+ T X 2y

Per I’invariante I,_,z, che & il coefficiente di z nello
sviluppo (9), si deduce facilmente dalle (9), (8):

(8") am (¢, t,, 1.y )1, c==am (1, @, ..., 2Us) +
= A0 {00,y U,y By voary RbEg} b croe BN (W) 5 iy AUn—ys Wa)e
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Riferendoci alla matrice {7), le (8) e (10) dinno:

-

B, Gy o Gpn
Gy, Bpy ooe Byn
{11) La—=j.......- .

---------

{12) La=a, + @, * oo 4 tun-

1’ invariante d’ordine » di « non & danque saltro che
il determinants dells matrice di « (). '

Avendosi poi (& -+ 2}, = af,+ i, & chiarc che la ma-
trice della omografia -2z si ottiene dalla (T) aggiun-
gendo z a tutti gli elementi a,, della diagonale principale,

quindi ad es.:
a,+z @, .. fApn |

By, By + % o Gyp
Ay, sy wvs G+ %

e sviluppando secondo le potenze decrescenti di = si scorge
che I'invariante ¢’ordine » di « & 1a somma dei determi-
panti principali d’ordine r estratti dalla matrice (7).

In particolare, indicando con A,, il complemento alge-
brico dell’ elemento a,., nella matriee (7) si ha:

(13 L_a=4, -+ 4, + ..+ 4dnn-

Nel caso di nna omotetis k si trova subito:
Lh= (")hr.
r

B poi chiaro che:
(13" I, (ma)y=m"Il,2,

ove m & un numero reale qualungue.

{1} Nell'opers citata di Werr, Pinvariante primo di = & chiamsato

(psg. 12) « Spur» di », Pinvariante I.x & chinmato « determinante » di e.
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b. Somme, predoiti, potenze di omograile.
8e «, § sono omografie, allora esse sono eguali, ciod a =@,
se, qualungque sin il veffore w si ha:

aw == Bre.

La somma di z ¢ 8, ohe si indica con =+, & quella
omografla fale che, qualunqune sia il vettore w, i ha:

{I4) (a—{-p}u:au%—ﬁu;

analogamente, per il prodetio di « per B, che si indiea
oon flz, si ha:

(1B} {Bxyor — Blawu),

& importanie notare che il prodotto Bz nen gode della pro-
prietd commutativa, ciod in generale Bz -af.

Se 1z a ha per matrice 1a (7), e indichiamo con b,, gli
elementi delis matrice dell’ omografia B, si riconosce subifo,
dalle (14), {15) che gli elementi della matrice di « +§
8on¢ @,, + b,,, e quelli della matrice di fz sono

By, 4 By, 1 e - Bpnbng,

ciod sono ls sommsa dei prodotti degli elementi della r™*
orizzontale della matrice di « per quelli corrispondenti
della ™% verticale della matriee di §.

Dalla (10) risulta che I’operatore I, & lineare, perché

8i ha:
Lea+B=La+ 18, [imaj=m-la

qualungure sia il numero m.
Gli invarianti degli altri ordini non sono operatori

lineari.
Dalla {8) si deduce subite la notevole relazione

{16} In(ep) = Ipe- 13,

che equivele all’enuneciato comune: il determinante della
sostitnzione prodotfo di dune sostituzioni lineari, & eguale
al prodotto dei determinanti delle due sostituzioni.
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Dells omografia = possiamo considerare le sucoessive
potense a*, a°, ... le quali sono legate agli invarianti dalla
identitd fondamentale {Espaces, pag. 18);

(1T & —(La) e +{La)a"? — ... +(— )" e =0,

Mediante quests identitd si pud esprimere una gnai-
siasi funzione intera di « mediante le potenze dei primi
u—1 gradi di @ e gli invarianti.

Dalia {17) si pud dedurre facilmente la propriefd:

{17} Lief)=I(fa), (r=1, 2, ..., )

Un'omografia si dice propric se trasforma =n vettori
linearmente indipendenti di 8., in » vettori pure linear-
mente indipendenti; si dice degeners nel easo contrario.

Affincheé un’omografia sia propria & necessario e suffi-
ciente che il sue invariante @ ordine n sia diverse da sevo.

Se nn’omografia & degenere esiste almeno un vettore
non nulio tale che il suo corrispondente & nullo; e vieeversa.

Una direzione si dice unéta per uns omografia « se,
preso un vettore m mon nullo (ad es. unitario) parallelo a
tale direzione, il sno corrispondente «w ha ancora queila
direzione; esisterd quindi un bumero non bnilo m tale
che aw —= mau.

Ne segue (x — m)u =0, pereid I'omografia = — m & de-
genere, e quindi il numero m deve essere radice dell’ equa-
zione I(a —m)==0, di grado n, che si sviluppa colla (9),

Se n & dispari tale equazione ammette sempre almeno
unsa radice (resle), quindi in tal caso esiste almenc mma
direzione unita per «.

Per uns omaotetia, ogni direzione & unita; e viceverss.

[ omografis « si dice invertibile quando, essendo #, v
vettori arbitrari, dalla relazione

o=y B trae == p;

in tale caso si pud considerare ['omografia dnversa di «,
che si indica con a=*, e allora dalla relazione:

{18) au=w, &itrae wu—=a"'v.
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B chiaro che i prodotti za—!, a—'z valgono I'identitd.
B facile vedere che s sols amografie proprie sono invertibili.
Iofatti, dalla (18) si deduce, ricordando la (17):

— (= 1(Tpzpe=[e""* ~ ([ @)a™ ([ )y 2 — - (— 1) L, al?,
guindi, se I,a =0, si ha, confrontando colla seconda delle (18):
(%o i=={~1j"* e —(F ela™ (L a)a  — (1)), al] e,

Di qui e dalla (17) si deduee ehe gusalsiasi fanzione in-
tiera di &= pud esprimersi mediante le potenze dei primi
w— 1 gradi di « e gli invarianti.

Dalle {6) risulta subitoc che se si considera la matrice
dell’ omografia a—*, il suc elemento generico a',, & dato da

(19} &'y == A,/ Lo,
B poi facile vedere che se «, 8 sono invertibili si ha:

(Ba)—* = a—*f—1,

6. Dilatazioni, assiali, coningate.

Uw omografia « si chiama dilatazione, oppure assiale,
secondoch® presi due vettori arbitrari w, v si ha, rispetti-
vamente :

(20) u > av= o> an, oppure n>zr=— — v> al.

E chiarc che le omotetic sono anche dilatazioni, ma
non assiali.

Se o o § sonc dilatazioni, oppure assiali, tali sono anche
le omografie della forma « -+ mJ, eon m numero arbitrario,

B facile vedere che se, qualunque sia il vettore u, si
ha 1> anw =10, 'omografia « deve essere assiale.

Se la « & una dilatazione, si ha dalie (6), qualungne
sinuo 7, 8, @,;==f,., quindi la matrice (7} & simmetricn;
se invece « & assiale i ha &,, = — a,,, percid la matrice {T)
& emisimmetrica. .

Ogni dilatszione ha sempre, almeno, a1 divezioni unile,
a doe & due ortogonali (Espaces, pag. 17).

Enrgeit i
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11 prodotto di due dilatazioni non &, in generale, una

dilatazione; analogamente per le assiall.
Tna potenza qualunque di nna dilatazione « & ancora

ana dilatazione, la quale has le stesso direziont unite 4i «.
Se « & un’omografia qualungue, si chiama confugatla
di «, ¢ si indica con Ka, I’ omografia tale che, qualunque

siapo i vettori w, v, si ha;
(21) u>XKar=uvXat, (teorenma di commutasions).

E chiaro che, con riferimente alle (6), {7}, 1a matrice di
Ka si ottiene da guella di « seambiando le orizzontali colle

verticali.
Dalla (21) risulta ovviamente che, se a, B sono omografie

ed m & numero, si ha:
(22) EEax =0, K(z-+m})=Ka+ mK§.

Se « & dilataziope si ha Ka==ua; s¢ « & assiale si ha

invece Ku == — x; © Viceversa.
Palla (21) si deduce ancora, senzh difficolth:

(23} K(fz) = K- KB, Kia') = ({Ka)’,
ove s & un intero, che pnd esser anche negativo se « @

invertibile.
Si stabilisce poi facilmente, mediante la (17), o consi-

derando le matrici di « ¢ Ka, che
{23} I(Ex) =L, (r=1,2 ey )

f chiaro che le omografie (« + Ka)/2, (&« — K«)/2, sono
rispattivamente una dilatazione ad una assiale; esse si indi-
cano con Da, & con Ax, ciod si pone

Do = (= + EKaz)/2; Aa=(z-— Ka)f2.

Ne segue subito, se z, B s0ne omografie ed m & un
numero:

Dic + mf) = Da + mD, Afa+mp)=Ax + mAB,

pereid I, A sono operatori linesri.

T
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Bussiste poi la notevole propriet:

F}li invarianti 4" ordine dispari del prodotto di una dila-
tasione per wna assiale sono Lutli nulli.

Infatti, spplicando Je (237, (23), (17} si ha, indicando
oon « un’assiale e cou B una dilatazione:

I.(ef) = LX(af) =L (EB-Ka) = L.(—Bx) == I{(—afB);

ora, se r & dispari, 'altimo membro, in virth dells (i3
vale — I.(«f), percid ne segne il teorema.

) ‘Iu particolare risulta che negli spazi con un numero
dispari di dimensioni le omografie assiali sono degeneri.

7. Diad}; isomerie.

Se , v 5010 vettori di §,, col simbolo H(zw, @), che si
?egge diade determinata dalla coppia 1, v di vellors, si
intende quella omografia tale che, preso un vettore arbi-
trario g ai ha:

(24) (e, vie = w2 x-v;
ls: (lia(?e His, v} teasforma dunque un vettore gualungue s
di B; in un vestore parallelo a v, percid le diadi souo tatte

omografie degeneri.
Dalla (24) risulta senz'altro che

Hiew, v} =0 soltanto se =10, oppure =0,
Inoltre si riconosee subito ¢he, se w & un altro vettore
ed m un numero, si ha: '
. H{we + w, wry = Hu, w0) + H(e, ),
{25) ¢ Hiwe, v+ o) = Hize, v) + H{se, ),
Hi{me, #) = Hier, me) == miu, ).
La somma di due diadi qualuugue non & nna diade.

Ifwece il prodotto di dne diadi & sempre una diade; e
precisamente si ha, se a, b sono vettori:

{25} Hee, 5)H{u, v) = @ X v-Hn, b) '),

() 8¢ av=0 il prodotto delle due diadi comnsiderate risnlia
nallo, benchd nessuna delle due diadi sia nulla.
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come tosto si riconosee applicamto i due wembri ad un
vettore guaiungue x.
In modo auniogo si vede faciimente che

(26)  «H{w, v} = H(u, ar), Hiu, ¢)a = H({Kaun, »).
8i stabiliscono pure facilmente le proprietd seguenti:

LHG,vy=uxr, LHu =0 (r=2 3, ey 1)
@n EH(u, ¢) = H{v, u);

percid una diade & pure dilatazione soltanto se | vei-
tori w, © sono fra loro paralleli.

Si chiama isomeria (vettoriale) oguni omografia che ap-
plicata ad un vettore qualungne lo trasforma in um altro
avente 10 stesso modulo; pereid se a & un’isomeria ed n
& un vettore arbitrario, si ha:

(28) {on)® = ®,

¢ viceversa. Se poi v & un altro vettore qualangue e si
pone w + v al poste di v nella (28), ki trac subito:

(29) atl gt = 1 > ¥

dalla quale si deduce che le isomerie non 8olo conservano
le lunghezze dei vettori a eui sono applicate, ma conser-
vano altresl gli angoli formati dai vettori stessi.

Dalla {29}, applicando j! teorema di eommutazione {21),
si dednce facilmente, che affinche « sin un'’isomeria & ne-
cesgario e sufficiente che

(30} aKe = (Kajo = 1.

Dslla (30) e dalle (16), (23') risnlta (I,a) =1, percio le
isomerie sono omografie nvertibili, e si ha dalla (30):

e = Ra.

Dalia (30} visulta subito ohe snche Ka & isomeris, o
gosl pure «~%. ’

La somma di due isomerie non &, in generale, un’iso-
meria.

Invece il prodotio di due isomerie d sempre ur’isomeria,

Dalie (30} risulta che se a & un’isomeriz, Ja matriece (7)
€ una mairice ortegonale.

Supponiamo che P isomeria « sia funzione di una varia-
bile numeriea t, allora sussiste 1'importante proprietd che
ia sua derivatae « si pud scrivere sotio le forma:

BRG1Y; o = A«,

ove A & ‘un’assiale,

Iufatti, derivando la cKa=—1 si ha:
2Kea + «Ka' =0, cioé a'Ka-- Kia'Kx) =0,

ia guale mostra che 'omografia «'Kx—=4A, & un’assiale;
moltiplicando gui & destra per « e ricordando che (Kajx =< 1
si ha la (31).

Dalls (31) si dedues un’altra proprietd molto importante.
Sia ¢ un corpe rigide dotato di un mofo qualungue nello
spazio 8,, e indichiamo con » il vettore determinato da
dne punti gualungue di € e con «' Ia sna derivata rispetto
ai tempo. Allora sussiste il seguente

TrRORBMA. - Esiste une omografic assiale ben determi-
wuate A, funzione solo del tempo i, iale che

319 w— Au.

Iufatti, sia €, la posizione al tempo ¢, (posizione ini-
ziale} del solido €, e sia w, il valore di w al tempo ¢,;
esiste una isomeria ben determinata «, che non dipende
che dm ¢, tale che:

@) w=an,

Derivando rispetto a t e applicando la {31} risnlea
w=Aaw,, e, per la (a) stessa, ne segue lu (317,

La (31) costituisce Ia formula fondamentale della cine-
matica dei sistemi rigidi di S, (Fspaces, pag. 244).
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8. Iperomografle di 8,; somme ¢ prodotti.

Abbizmo detto (n. 4) che nn’omografia di S, & un opera-
tore lineare che trasforma vettori in vettori; ma nelle
applicazioni si preseniano spesso operatori lineari pilt ge-
nerali, ciod tali che applicati & successioni di parecchi
veftori danno per risultato un vettore. Siffatti operstori
si chiamano genericamente iperomografie; la loro teoria
generale & sviluppata negli Fspaces courbes, IIl, e qui ci
limiteremo s richiamare le nozioni che c¢i saranno necessarie
per le applicazioni geometriche che intendiamo sviluppare.

Le omografie che abbiamo studiato sinora le chiameremo
anche omografie di 1° ordine, od omografie ordinarie.

Chiameremo invece omografic di 2° ordine (di &) un
operatore lineare she trasforma nna coppia di vetfori in
un vettore, emografic di 3° ordine un opersbore lineare
che trasforma una terna d¢i vettori in un vettore, e cosl via (")

Ne segue che se a, & ¢, d; ... 80100 vettori e g, indica
una omografis di ordine r, le espressioni

pet, (@, B)y ol by 0)y {6y By & d)y
che possiamo scrivere pitt semplicemente cosi:
Pty Bpad, pgabe, pabded, ..

rappresentano vettori beu determinati (di 8y).

Inoltre & chiaro che, ad es., p,& & un’omografia ordi-
naria, p,@ & nn’omografia di 2° ordine, @b & pure un’ omo-
grafia di 2° ordine, ecc.

Converremo inoltre che uw’omografis ,, di ordine ¢,
indichi un wvettore. )

L’eguaglianzs e Ja somma di due omografie ' ordine r
gi stabiliscono in modo analogo & quanto abbiamo fatio
per lo omografie ordinarie. : :

{1} Molti antori tedeschi chiamano « tepsori di ordine r» ¢id che
noi chiswiamo, da molti anni, < emografle di ordine r—1»; ln deno-
" minazione tedesca & stche seguita {chized perchd) da vari antori italinni,
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Quindi, ad es., se p,, W, 80DC omogréﬁe di 4° ordine,
si ha g, =y, solamente gquando

(32) p,abed = p/ abed,

ove, come anche in cid che segue, i vettori a, &, ¢, d sono
del tutto arbitrari.
Dalla {32) risulta ovviamente:

g, abc = abe, p.ab=p,ab, pa= .

Similmente, la somma -+ ', delle omografie 1, e v’
& quella omografis di 4° ordine tale che

{1"4 -+ F";)abcd = !‘!‘4“66(2 + p’,abﬂd.

Ne segue, ad es. (p, + p')ab = pad+ p'ad.

Invece il prodotto di una p, per una g, & ung omografia
d'ordine 7+ 3 — 1. Cosl ad es. il prodotto di una p, per
una ¢, che indicheremo brevemente e¢on pi,, & quella p,

sale che
(.4, )abod = plp,cdled.

B poi assal facile vedere che
(i -+ 1)l = oy + rltss
Bl B} = Bty el
invece, in generale, ety & Rolire
9. Operatori lineari per le iperomografie.
Indichiamo con p, utn’omografia di ordine r, allora

colla notazione Kp,., che si legge condugata i p.,, 8t indica
quell’ omografia o’ ordine » tale che

(33} (B JO, g eone By == By, 005 o0 00, ) {r = 2),

qualunque siauo i vettori @,, ¢4y, ey €y i Su.
Similmente, colla notazione I p,., che si legge invariante
yrimo di p,., st indiea quell’ omografia di ordine r tale che

(34} (L) g oty = L {pe, @ty y); (r>=2)
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3 chisro ohe §,.@,¢7,....4,, rappresents un’omografia ordi-

usria ben determinata.
Qolla notazione ki, si indica quell’ omografia di ordine r

tale che:

(36) (R Y0, Gy oncs g By == [0y o Byl {(r=2)

percid Poperatore k applicato & p,. produce lo scambio
dei due ultimi veltori che si considerano.

Anpalogamente, colla notazione k*p,. st indica quel-
I’omografia d'ordine r tale che:

(36) (E¥ R W g s G B = Pty curs By Oy (r =>2);

I’ operatore k* applicato & g, produce dunque solo lo scambio
dei due primi vettori a cui la p, & applicata. La (36) pud
seriversi pid semplicemente:

(36"} (k¥ ), @, = p8,Q, .
Dalle formule precedenti segue senz'altro:
(37) EKp, == ., kkp,=p,, E*R* e = e

juoltre & chiaro che per una p, I'operatore k* & identico

ali’ operatore k.
Inocitre si deduce subito che, ad es.

(38) (Bp, e, == Kip, a4, (Lpla, = I{pa,),
(39 (kp e o, = k{p a,0,), (E*p e, = pa,a, .

Nei primi membri le parentesi possono essere sottintese.
Una relazione notevole fra gli operatori K, k & Ia
seguente: _ -
(40) EkKy, =—kKkp, (r=2).

Infatti, posto i, @ @, ... #tr_y =1, , 1a p, & un’ omografia
di 2° ordine ben determinata e 81 ha successivamente, per
il teorema di commutazione (21) e per la (35), indicando

o v

(41)
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con ¢ un vebtore arbifrario:

a > KkEK o, 0ty cuee @y gttt = 2 X KkEKp @, ,rt, =
=, > EEp g, 0 = . X Kp e, = a,_, X 200, =
= a,_, X kp, a2 =X Kkp,aa,_ =
= > kKkp,a, o, —=a> kKEp @@, ..., _ptb._ 01,5

e per 'arbitrarietd dei vettori x, €, a,, ..., #, si con-
clnde Ia (40).
In modo simile si stabiliscono le formule:

Kk*p, = k*Ky,, (r > 3), k*kk*p, = kk*kp,,
k(g o) = p kg, K¥p) =K%, (r=22,321),
K{}Lf'F:)zKl"l" 3 Ig([-"rp'a}:Id"i" Bas ("."‘ 227 $ = 1)!

o numercse altre aualoghe (Espaces courbss, pag. 35).
Ricorrendo agli operatori k, k* & possibile trasformare

ad es. I'espressione p.he, in un’alira nella quale i vet-

tori @, b, ¢ si sussegunano in ordine gualunque. Cosi st ha:

p el = kpabe, foab=—k*y wch = kk*p,ade,
whae = k*p b, pbhea=k*ky,abe, p,cba=kk*ky abe.

Hssendo sempre #, un’omografia di ordine »r > 1, colla
notazione wvpu,., che si legge vettore di u,, si intende quella
omografia di ordine r — 2 tale che:

(42) [ (v, )0 ety oty | XKy, = T (KK 8, @ s Ty ),

gualungue siano i vettori w;.

E chiaro che per r =2 il vy, & effettivamente un vettore,

Nel secondo membro, |'espressione racchiusa entro le
parentesi & un'omografia ordinaria.

17 operatore v trasforma guindi un’ omografia di ordine r
in un’ altra il cni ordine & r— 2, e pnd essere applicato
pitt volte, abbassandosi cosl 1’ ordine » di 2 unita per volta.
Esso corrigponde all’ operazione che comunementeo si chiama
« saturazione degli indiei » o « contrazione dei tensori .

Per fale operatore si possono stabilire facilmente le
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formule seguenti:
(r=2)
(r=9.

Vol g crse y—p) = (VP }O, @y vvee Br—yy

43 .
9) T e} == $, Vi,

R, == Vi,

Inoltre, riferendoei ad un sistema unitario-ortogonale di
vettori €,, ,, «-y fn, 81 h2:
(44}
Infatti, applicande la (10}, si ha dalla (42):

(Vi b @y aoe @py == Dyt 15 ccne Bp_ sl

{1 M, @y e Gy ] XK ey = T8, X KEptt by vooe Oy ey ¥y =
=54, XK,y e @p s == 1l X By e gyl oty

e per Parbitrarietd del vettore «,_, si conclude la (44).

Dalla {44) segue, ad es.
{44 Vi, = 2t .4,

(44”]

(vig) = B pyordiiy,
vivp,) = B2,p0, 1 8140, .

Inoltre & facile stabilire }'importante relazione:

(44") I vk*e, = 1,vEy,.

B importante osservare che gli operatori K, I,, k, K% v
che ora abbiamo introdotti sono lneart, percic se indi-
chiamo con f uno gualunque di essi, si ha:

£(p, + ') = Tt - 'y Flmpte) = mip,

qualungue siano Je omografie (@’ ordine 1} |, ¥ € il uu-

mero (reale) m.
BSEMPIO. - Se w & un vettore, I operatore w><, che 2

evidentemente lineare, & una omografia di 2° ordine, per-
che (> eed, che vale u X a-b, & un vettore. Per tale omo-
grafia sussistono le formile seguienti:

K> =u> T{ux)=n-ud
k(< )e = Hiu, a), v(ux<)=1u,

la cui dimostrazione, semplicissima, & lasciata al lettore.
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10. Differenziali e derivate di vetfori e di omografie.

Per i vettori e le omografie, di ordine qualunque, di
un 8,, fupzioni di an punte P variabile in 8,, si possono
definire i differenziali e le derivate rispetto a P allo stesso
modo che nello spazio ordinario (efr. vol. I di questa
Qollezione; Introd.), percid qui ei limiteremo & ricordare
le formule principali relative a questi nuovi enti.

8e p,, t), it sono omografie di ordine r, s funzioni
di P, ed w,» sono vettori, pure funzioni di P, st ha,
come in Analisi:

i, + W) =dpp =iy Ay = diy o + HorliE,
A(ppre) = dpp- v + prdet,
dH(w, v} = H(du, v) + Hlu, de).

Se f indica uno qualimgue degli operatori lineari K,
I, Kk, k% v, s ha:

(45} dfy, = fdp,.;
ed inoltre, se @,y @y, .y @4, (85 7) SODO vettori costanti,
risulta:
(46) Aot by e ) = ()00 0ttty
Se dP, 8P, d P, ... sono differenziali del punto P, si ha:
ai,. ap,. du,. .
47 4p 4P = dy,, T#P—BP:('B;L,., E};—) d, P = d gy, ...

La derivata di
dine r + 1.
Da queste e dalie (45), (46) si deduce poi subito:

i, rispetto 2 P & un'omografia di or-

dyp,  dviy

dp,. __dKg,
AP~ dP’

dP  dP '

s _ dkpy

I dp,. Al g, _
dr ar’

s K AP~

ove, nelle prime due formule si suppone r=1, e nelie
altre due r=2; invece

dy, . dk*p,
{48') k*ﬁ;:i: d;’ per r =3

e L TR SE T
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Condizione necessaria e sufficiente affinché p.dP sia oo
differenziale esatlo, ciod p, Sia una derivata rispetto a b,
& che ) ,

Gy Ot
(49) Ep= ap’

ammesso che per nus gualungue funzione F di P sia
dSF = 84F.

Ci limiteremo qui a far vedere che 1a (49) 8 Becessaring
supposto che si abbia p.dP=dp,._,, sary pure p.,.&P:Ep.,._{?
operando sulla prima con & e sulla seconda con d e pol
sottraendo, risnlta:

Bp,-dP — dp,-83P =0,
cioé, per le {47):

dyy dy, _
P SPdP — 0P dP3F =10,

o sncora, per 1a (36):

disy —_ f‘;}i‘ —0
(k*dP)dPSP Y apsp =0,
e poichd 4P, 3P sono vettort arbitrari, ne risulta la (49).

Sussistono poi le formule seguenti, ove w# & un vettore
funzione di P:

1,

(50) S m Gy (G o=
dipyu) _  du d

LI _a?_—*‘"a‘?‘*(k* ap)' (r=1

le quaii risnltano subito dallo sviluppo di dip,.w,) e (-f(p.,d-t).
Nel caso particolare che .. sia an’ omografia ordinaria,
le formule precedenti possono seriversi cosl:

diaf) _ , 4B tz
(50) ko =k gp+{Egpf

diaw)  du + (k du )",

61 =P —*ap T\ P
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perch® per le omografie di ordine 2 1'operatore k* eoin-
cide con k.

11. Gradiente ¢ divergenza di un’omogrefia.

Sia u,., al solite, ue’ omografia di ordine r, fanzions di P;
colla notazione gradp,, che si legge gradiente di p,., sb
indica I’omografia di ordine r — 1 tale che:

du, {*
(62) grad p,. = v i,, () (r=1%

dl
analogamente, la notazions div .., che si legge divergenza
di ., indica omografia di ordine r — 1 tale che

. d

(63) divp.=1, ?l%’ lr=0)
s¢ r =0, sappiamo che p, indica un veifore determinvato,
e la (53) coincide colla nota formnla che, nello spazio ordi-
nario, definisce la divergenza di uu vetbore.

1l secondo membro della (53) pud anehe seriversi, per
la seconda delle (48): il g} jaP.

E facile stebilire le formule seguenti:

(54} dm/dP={grad m}>x, K dgradm __ dgradm

arP 4P
du de
{55) grad (’l;x?ﬂ) = KET) FLIE K;fi #,
(66} w——‘zi;};t) =m g% + H{grad m, &),

ove m, w, v sono numero e vettori funziomi di P.
Dalla (44) risulta poi:

di, ..
(57}  {(grad #,)¢,@; v tbr, = %, i{i% @y e @ 1,8y

{*) Aleuni aubori tedeschi ehiamsno, per re=I, « divergenza di g, »
il vettore definite dalla (52); ora, tale denominazione & evidentemente
inammireibile, perché intanto & in econtraddizione colls (53), e poi
anche perché se la p, si ridoce ad un numero u, In divergenza di
vienw ad essere |'ordimario gradiente di u!
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Dalla prima delle (54) segue geng’ albro:
{64') grad m > dP =dm,
dalla guale, come nello spazio ordinario, si deduce che se m
& funzione delle variabili numeriche z, ¥, ..., l& quali 8
loro volta sono funzioni del punto P, si ha:

" — dn om
(54" grad m = = grad z -+ 3 grad ¢ + ...

Sussiste poi la notevole proprietd:
Se I omografia =, funzione di P, ¢ assiale, 51 ha:

57 divgrad e =0.

Infatti, spplieando successivamente le (53), (52) (48},
(49), (44", (48), visuita:

. . de d de e
divgrada=divv z=LgpVgp=TVp~
d'x da _  Kx
:I‘vk*mﬁjthﬁ:—"—I;\' ) 2

ma siccome o & assinle, si ha Ka—=—g, percid I ultimo
membro differisce solo per il segno dul 4° membro, e di
qui si concinde il teorema.

12. 1’ operatore B per le omografie ordinarie.
Sia u,, Wy, =y Wp, UDR successione di » — 1 vettori

gualunque di Si; colla notaziome B(awe,, g, ey Wn—()
che si pud leggere prodotio esterno della succesgione ™,
Uy, oy Wy i veitori, indicheremo quel vetfore {*) tale
che, qualunque sia il vettore «, risulti:

(58) a X E (e, ty vy W) = B {17y 18y Mgy vy W)

Nel caso dello spazio ordinario si ha: B, , w,) =%, AU,
Dalla (58) risulta ovviamente ¢he il prodottc esterno 8
un vettore normale & ciaseuno dei vettori 1, Hyy vy ¥n—y )

() 1L vettore E{sey, tty; 1y w,) pnd eseere introdotto anclie con kltre
considerazioni; ofr, BURGATTY, Propristd delle omografie assiali in un Sa

AR Rt
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Cid pusto, se « & un’omografia ordinaria di 8,, colla
notazione Ra, che si pud leggere reciproca df 2, st intende
quell’omografia tale che, qualunque siano i vettori w,, u,,
vy Wy, 8i 8bbia:

(59) RaH{w,, %y, ey W) == Blort,, 2y, w0rey @185}
Nel easo dello spazio ordinaric si ha
{59 Rafre, AU, )= (e} Aaun,.

DPalla (59) si dednee subito, m essendo up numero:
R(ma) = m"*Ra, 12 guale mostra che I'operatore R non
& lineare.

Inoltre & chisre che RH(w, v} =0, gualunque siano i
vottori w, v.

Dalla (69) si ricavanc pure faciimente le importanti
formule:

{60) Ro- Ko = EKa-Ra = Iz,
{61) R(af) = (B2}R3,
ove 8 & un’altra omografia. Se l'omografia « é invertibile,

risulta, dalle {60):
{62) " Re = (T,2)Ka—*,

che stabilisce una reiazione semplicissima fra I’ omografia Re,
reciprocs di «, e ’omografia a—', inversa di «.
Dalla (60 si deduce subito '

{(63) KRz = RK«.

Inoltre dal confronto delle (62) e {19) si desume senz’altro
U esprossione di Re in funzione di a.

B anche facile calcolare gli invarianti dell’ omografia Ra
{Espaces courbes, pag. 21); qui ricorderemo soltanto ehe

(64) I.Ra — {[aaj™t,

auel;:deo con applicazione alle formule ¢i FrENET. (Rendicont! R. Acea-
demis dei Lincei; serie 6%, vol. VII; 1° sem. 1928).
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Dalle (62) e (19) si dednce immediat,ament_e ol.le la
matrice di Bz & la matrice reciprocs di quella di « ciod:

IAH. Aiz s A“‘\
\An A” Am.

.......

ove A,, & il compiemento slgebrico di a., 1.:ella mla?m:i;lli;
Le {60) equivalgono allora alle note prf)pr:eté. rela w"r e
gomme dei prodotti degli elementt di ‘u-na. lnfea! i .
determinante per i complementi algebrici degti ‘;g ﬁ]nn::;jt }
della linea stessa o di una linea ad essa parallela{.l 1 ;ter-
esprime un noto teoremsa di OaucBY _sul valore del de
minante reciproco di un dato determinante.

Caritoro II.

Spazl curvi e loro geodetiche.

1. Varietd immerse in spazi euclidef.

Sin Sy uno spazio euclides ad N dimensioni; possiamo
definire, per via ricorrente, puramentc geometrica, le va-
rietd immerse in tale spazie, con un procedimento analogo
a quelle col quale si defiviscono le curve e le superficie
dello spazio ordinario {').

Chiameremo percid varicté ad una dimensione, o linea,
di By, e P'indicheremo econ V,, ogni figura di Sy tale che,
preso nn puuto qualunque @ di essa, si pud sempre con-
darre per @ un iperpiano (di 8y) che ha in comune colla V;
un numere {finito o no) di pnuti iselati.

Analogamente, chiameremo varietd a due dimensioni,
o superficie, di Sy, e Vindicheremo con V,, ogni figura
tale che, preso ad arbitrio uu punto gqualungne @ di essa,
si pud sempre condurre per @ un iperpiano avente in co-
mane colla V, una V,.

Cosl procedendeo, per induzione, chiameremo varietd ad »
dimensioni {0 spazio curvo ad n dimensioni) di Sy, e in-
dicheremo eon Vy, ogni figura tale che, preso un punto
qualunque ¢ di essa, si pud sempre condurre per ¢ un
iperpiano avente in comune eolla V, una V,_;.

Da queste definizioni risulta che se si considers un
punto ¢ funzione (derivabile ecc.} di una sola variabile ¢,,
che varia in un certo intervallo, il luoge i ¢ & una curva
di Sx; se ¢ @ funzione di 2 varisbili indipendenti 4,y ¢,

() Cfr. BURALI-FORTL. - Logica matematica, 2* ediz,, pag. 477, (Ma-
nuali Hoepli; Milano, a. 1919).

Burgatt{ 11



162 {Oap- 11]
e i vettori 8¢/%,, 3¢/, non BORO paralieli, il luogo di ¢
& ana superficie di Bx, e, in generale, se ¢ & funzione di n
variabili indipendenti ¢;, §sy wws Inr © i Vett.ole .BQ,faql,
3Q/3q,, vy 9Q/%4n sSONO linearmente indipendenti, il lnogo
di @ & una Vo di Sn, la quale si dice anche immerse in Sy.
§i chiama poi elemento lineare, 0 elemento d’ arco, delia Vi
in un punto ¢, ia lunghezza ds, calcolata in Sy, detlo spo-
stamento infinitesimo d@ del puuto @ suila Vo, ciod la
distange dei due puuti infinitamente vigini @ e @+ dQ
di Vi pereid avreino:
(1) ds — mod 4§,
o, cid che equivale:

(2 dff = d@ > dQ = dQ?,

il prodotto interno, ¢ gealare, essendo caleoluto in Sy.
Introdotto cost il concetto di elemento d'arco detla Vy,

si deduce subito, per integrazione, quello di Iunghezza di

un arco di earva, e, come vedremo presto, quetlo di angolo,

area, volume, ecc..

2, Varieth immerse in altre varieth.

Si abbia in Sy una Vp; si possono defiuire je varietd
ad 1, 2, ..., m dimensioni, con m <= g, conteunte, O immerse
nella V., colio stesso procedimento adoperato nel n. 1 per
definire le varietd immerse in Sx.

Se la V, & il luogo del punto @ (¢, Gy - 4n) funzione
regolare (cioé derivabile, ecc.) di a variabili jndipendenti
G,y Goy ooves Gno € 58 queste variabill i suppongono esprosse
eon fanzioni regolari di m < n altre variabili indipendenti
Pis Pas wevy Py BllOT € risulterd funzione regolare fii Py
Poy ooes P € descriverd una varieth ad m dimensioni Wa,
immerss nella V,. In tale caso i vettori 2Q;3p,; 3Q/%p.,
verey 3Q/3pm BATABNO linearmente indipendenti.

In particolare, se il punto @ risults funzione linears
di Pyy Py ery P, BllOVS 81 dice che la varieth Wy & euclidea,
od anche ohe & uno spagio lineare, o euclideo.
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Se Qe @+ d9 sono due punti infinitamente vieini
dells Wy, & natarale di attribuire alla loro distanza lo
stesso valore (1) ottenuto considerande i due punti come
appartenenti alle V., o addivittura ad Sx.

Se m =1, cio& se @ risulta funzione di una sola varia-
bile p,, la W, & una curve di Vy; se m=n—1, la Wy,
si ehiama $persuperficie di V..

Suila V., una ipersuperficie si pud rappresentare eon
un’ equazione della forma f(Q)=0. -

Se si indicano con ¢,, €, ., O dei vetiori unitari co-
stanti, e si considera lo spazio lineare definito da

(3 Q@ = Oy 4 P, + PsCy + e b Py

ove 0, ¢ un punto fisso, e p,, Py, woy P SONO variabili
reali indipendenti, allora tale spazio avrd m dimeusioni
(ciod sard un Su) se i vettori e, €, .., € sonO linear-
mente indipendenti; nel easo contrario lo spazio avrd
dimensione » minore di m, ed i vettori ¢ appartengono
allora ad up §;, e percid mon souo pitt indipendenti.

Nel primo caso, se ¥ & nu vettore gualungue dell’ 8.,
definito dalla (3), si pud porre '

{4) w="nhe, + he 4. BonCon s

0ve hyy By wre By sono numeri ben determinati,
Stabiliamo ora la segueate proprietd, dovuta & SCHLAFLY:
TEOREMA. - Dna gqualungue V, desoritta del punto
QUE,, Gy +oev dn) PUS sempre considerarsi come immersa in
uno spasio euelideo Sx # cui numere N di dimengioni sia
abbastanza grande.
Infatsi, consideriamo lo spazio euclideo descritto dal

punto
M =0 + x4, + 2,4, + ... + Znin,

al variare delle 2, ove €,, &, ..., ix sono vettori formanti
an sistems unitario-ortogonale di Sx, e facciamo vedere

‘che & sempre possibile determinare le z in funzione deile ¢,
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in modo che si abbia:
{b) At = dg°.

Poiche st pnd rignanlare M come funzione di @, siba:

aM
dM.._F@-dQ,
quindi
aM dM aM 4N
P T — d9= . — g,
dM _;LQ.JQXdeQ dQ)(KdQ deQ
e se si determiva M in guisa che
aM dM
{6) K a0 d0 1,

ia (5} visulterd ovviamente soddisfatta.

11 1° membro della (6) & evidentemente una diiatazione,
guindi la sus matrice & simmetrica (Cap. 1, § 6), e poichd
gii elementi distinti di questa sono, in generale, n{n + 1)/2,
la (6) dA luogo ad n{n -+ 1)/2 equazioni differenziali di 1°
ordine (a derivate parzial) fra le funzioni incognite z;
siccome gueste sono in numero di N, cosl si deduce che
s6 N =u(n + 1)/2 la determinazione delle funzioni z & in
generale possibile, conforme all’enunciato.

Per particolari V, si capisce che N pud gssumere unche
valori minori di n(w -+ 1)/2 (ma non di n); ad es. se la Vi
& essa stessa euclidea, si pud supporre addiritinra M = ¢
vella (6) e gnindi ¥ ==,

3. Tangenti e normali ad una varieta.
Sia W, nna vatietd immersa in V., e suppouiamo che

Q(P,, Poy -y P} ne sia un punto generico; chiameremo

tangente a Wy in @ la posizioue limite della retta dello
spazio enclideo Sy (in cui la V, si pud immaginare immearsa}
che nuisce il punto @ con un altro punte arbitrario @, di W,
guando ¢, muovendosi sulla Wy tende, in modo qualundgie,
al puuto @.
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B chiaro che se una retta & tangente a W, in @, sard
pure tangente in @ ad ogni varietd immersa in V. e pas
sante per la Wy considerata,

Poichd 1 vettori 3¢/2p,, -..., 8@ /3pm sono linearmente
indipendenti, le rette passanti per @ e paraliele a questi
vettori sono tutte tangeuti & W, in @, e determinano
un 8, enclideo che & tangente alia varietd W, in @

Riguardo alle tangenti ad una vsrietd si hanno le pro-
prietd seguenti:

TrOREMA L. - Ogni rette passante per il prnto @ 41 Wi
¢ normale alle diregioni dei vettori 3Q/3p,, (r=1,2, .., m),
che determinane lo spazio S fangente « Wy in @, & anche
normale @ tutle le altre retle passanti per ¢ e appartenentd
all’ 8., tangente.

Infatti, 56 © & uu vettore parallelo alla retta conside-
vata, si hanno, per ipotesi, le m relazioni:

{a) v 3Q/3p, =0, r=1,2 .., m);

& altra parte, se w & un vettore parallelo ad uua retta
passante per ¢ ed appartenente all’Sn fangente, si trae,
da una formula analoga alls {4);
oG g ¢
=h, it By
“ ‘ an..}- s 3% Tt M’

di qui, e dalla (), si conclude v =40, il che dimostra
il teorema.

La retta considerata & uua normale alla varietda Wy, in ¢.

Se ora consideriamo la varietd V., le rette passanti
per ¢ e paraliele agli spostamenti infinitesimi d¢) del punto @
sulla V., sono tangenti a V, in §. Poiche ii punto ¢ di V,
& funzione delle variabili indipendenti g,, ¢y, vy @n, 81 ha:
¢ ¢
—d
aq, 'L*aq

2
a9 = = g, + e - ¢ A,
2 24
da cui segue facilmente che tutte le tangenti a Vo in
formano uno spazio euciideo ad n dimensioni, immerso

in Sy, e che pud chiamarsi spazio tangente alia V, in Q.
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Trorema II. - 6 una retia normale alla Vo ¢n @, 3
pure normale in @ ad ogni Wy, immerse nella Vo o pas-
sante per @.

Questa proprietd @ pressoché evidente, in virtth del
teorema I

TeorEMa I11. - Le tangenti a V, in ¢, che sone pure
normalf in @ ad una varied W, immersa in Vp, formane
un Sy .m.

Infatti, preso nello spazio euclideo tangente & Vg in @
an sistema unitaric-ortogonale di vettori §,y Tgyveey In 1O
risulta che una direzione qualungue in tale spazio sard
determinata da un vettore della forma:

2 = hi, + b, St Rudn,

ove le h souo nrmeri determinati; il vettore x sA1A NOI-
male a W, se & normale ai vettori 3Q/3py, eiod se si ha:

XX G[op, =0, (r=1,2 .y m);

ora da queste m equazioni si possono ricavare fi delle
quantity b in funzione Jdelle rimanenti, che sono » — i,
e i qui si conclude il teorema.

In particoiare, 8¢ la Wq & upa ipersnperficie di Vi,
ciod m = n — 1, esiste wna sola normale a W in @ {e tan-
gente, s’intende, & Vs in @

S¢ la W, che si considera & una curve di Va,allora m=1,
¢ il punto @ risulta funzione di uns sola variabile p e per
Pelemento d’arco della curva sussiste la (1). Se poi & pone

M t = d@/ds,

& chiaro che il vettore ¢ & unitario e parallelo alln tau-
geute alla curva in @

Ne segne il seguente

TrorEMA IV. - La derivate del vettore t & un vétiors
nermale a t, percid st pud porre:

(8) dt/ds =, ciod 41Q/ds® = hu,
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ove b 2 un numere veale, ed n un vetlore unitario, wor-

mnle a t.
Infatti, derivando la ¢* =1, si ha:

> dt/ds =0,

1a quale mostra che 11 vettore dt/ds & normale a 1, e da
¢id rismitano le (8).

B importante osservare che il vettore d*Q/ds® nmon &
pill, in generale, tangente a V. in Q; ciod Ia retta @Qn,
che si pud chiamare normale principale della curve in &,
non apparbiene pilt alio spazio tangente a V, in @, beusi
allo spazio Sx.

4. Angoli di curve e di ipersuperficie. Gradiente super-
ficiale. o -

Siano dQ e 5@ dune spostamenti infinitesimi de] punto ¢
galla V. noi chiameremo angolo dei due vettori d¢ e 5¢
di V,, Pangolo formato da questi stessi vettori consideradi
come appertenenti allo spazio enclideo Sy, in cni pud
immaginarsi immersa jJa Vai.

Risulterd pereid, ricordando anche la (1)

Q030 A9

—— -

@) €08 (4@, 89 = Log dg-mod 3Q ~ ds” " B

Se poi indichiamoe con d's la distavza dei puntd infini-
tamentbe vicini Q@+ 4@, ¢ -+ 5¢, che possiamo considerare
COME aNneoTa appartenenti alla V,, si ha:

d's® = (dQ — BQY = dgF + 5Q° —20Q < 89,
od ancora, chiamando @ ¥ angolo dei vettori dQ e 5Q:
- &gt = ds® - 8% — 2dds-88-co8 0,

1a quale formula & del tutto analoga a queliz che si ha
nello spazio ordinario.

Gli spostamenti dQ ¢ 8¢ sono tra loro perpendicolari
se dQ>C8Q—=10.
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Se €, ¢ sono due curve di Vy, che sl tagliano in @,
si chiama angolo dslle due curve I'angolo acuto formato
dalle tangenti alle due curve in Q; se ¢ t sono i due
vettori unitari, tangenti slle due curve in @, dati dalla (nh,
st ha allora dalla (9), per Pangoio w delle due curve:

(1 co8 v =rood (£ > '}

Per calcolare I’angolo di una curva e di un’ipersuper-
ficie, o di due ipersuperficie di V., conviens definire il
gradiente superficiale di una funzione nUmerios.

Sia dunque (@) una funzione numerica del punte @
variabile in Vi; colia notazione grad, f, che ai legge gra-
diente di f sulla varisté V., o, brevemente, gradiente 3u-
perficiale di f, si intende guel vettore tangente a Vy in @
e tale che sia

(11} df = grad, /<X 2GQ,

qualunque sia lo spostamento d@ tangente a Voin @il df
indics paturalmente 1'ineremento della /{Q) corrispondente
allo spostamente d@ del punto Q.

Si vede facilmente che il vettore grad, [ ¢ la protesione
ortogonale sullo spasio tangente alla V. in @, del grad [
ealoolate nello spazio emclideo 8x.

Infatti, se 8i chiama w ia proiezione ortogonale, sullo
spazio euclideo tangente alia Vy in @, del vettore gradf,
si pud porre grad f=wu- U, ove U & un vettore normale
alla V, in @; ne segue:

grad /> d@ = u> 4G, ciod df =>4,

e confrontando colla (11) si conclude 7 = grad, /.
Si pud percid serivere:

{12) grad f=grad, f+ U,

ove U & un vettore normale a V, in Q. ,
Per il gradiente superficiale valgono molte delle pro-
prieta del gradiente ordinario; cost ad es, se f(z, ¥, ..} @
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fgnz}one detle variabili 2, y, ..., che a loro volta sono fun-
zioni del punto ¢, si ha la seguente formuls, analoga
alla 54"} del Cap. I:

of
o

Questa formuls si stabilisce subito ricorrendo alla pre-
cotente (12) e alla (54"} del Cap. L.

Un’altra proprietd uotevole & la seguente:

TeoneMa I. - 8¢, sulla varietd Vo, £(Q) =0 2 ¥ equazione
di un’ipersuperficie L {[immerse in V), aliora grad,f ¢ un
veltore normale in Q a X.

Infatti, se il punto @ si sposta sn X, si ha df=90, ¢
guindi, per la (11), grad, f > dQ =0 gquzlunque sia lo spo-
stamento d@ su Z; ne segue che grad, f deve essere nor-
male & £ (e, s'intende, tangente a V,).

QOonsideriamo ora un’ipersuperficie £ e una curva C
di Vg, ehe si taglino in un punto Q; noi diremo che la
curva C & normale 8 I so essa & normale a futte le curve
giacenti su Z e passanti per 4.

Sussiste allora il seguente

TrorEMA II. - 8¢ F(Q) =0 & I equasgione, suile V., del-
i ipersuper ficie 3, aliora si he:

]
(13) grad.,fza{gmd,, % 4 =grad, ¥+ ...

{14) (grad, f)* = {df/ds),

ove df & U incremente @5 F{Q) corrispondsnte ad uuo sposta-
mento dQ del punto Q sopra wna curea € di V,, normale
& Z in @, ed tnolire ds & I elemento d' arco di C.

Infatti, il vettore grad,f ha la direzione della normale
a Z in Q {ed & inoltre tangente a V, in @), percid se d@Q
& uno spostamento di @ sulla curva €, il vebtore d@/ds &
unitario e tangente a tale curva, quindi risulta:

{grad, )t = (grad, > 49/ds)* = (df/ds)’,

che dimostra la (14}
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It primo membro dells (14) nou differince dall’ espres-

sione che, secondo il BELTRAMI, gi chiznma parametro dif-

Serensiale primo di f sulla varietd Vy.

Pitl in generale, se un’ ipersuperficie £ e nna curva C
di V, si tagliano in un punto &, P angolo i € con I e,
per definizione, il complemento dell’angolo acuto formato
da € eolla normale in @ a 2 (e tangente alla V,). Per
determinare tale angolo si ha il segnente

TeorEMA III. - Se f(Q) = 0 2 ¥ eguazione, sulla Vo, del-
I ipersuperficie I, Pangelo w di & con C si calcola colle

Sormula:
1 ar

(15} BET ¢ = nod grad, f wod o

Infatii, siccome il vettore grad, f ha Ia diregione della
normale a & in &, si irae, ricordando la (11}:

mod grad, 7~ ~dsj  mod grad, f

Se la curva O taglin orfogonaimente I'ipersuperficie I,
si ha sen o = I, come risulta dalle (15} e (14).

Sjano = e 3, due ipersuperficie immerse nella Vi, 8
supponismo che si taglino; aliora, in ogni punto Q comunse
ad esse si chinma angolo di T ¢ 2, Pangolo acuto formato
dalle normali in @ alle due ipersuperficie,

Per determinare tale angolo & utile il seguente

TgoreMa IV, - 8¢ fiQ)==0 ¢ (@ =0 sonc le equa-
sioni, sulla V,, di T e I, Pangolo » da esse formato st
culeola colla formula:

" _ mod (grad, 1< grad, 1.}
(1) o8 w = o q grad, £-mod grad, £,

Infatti, osservando che i vestori grad, f/mod grad, f,
grad, f, / mod grad, f, sono snitari e normali a Z e Z,,[a
formnia (10) ¢i da senz’altro la {16).

grad, {1_9) _ 1 moil g—{; e d. d.

R L N
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5. Variazione di un arco di eurva.

Sia W, una varietd ad m dimensioni (m=<n) im-
merea nella V,, e dieiamo M, N due punti ﬁuahmque di
nng enrva € appartenente alla Wi,

Diame poi ad ogni punto della eurva € uno sposta-
mento infinitesimo 3@, tangente alla Wi, il che egnivale
a dare ung deformazione infinitesima alla ¢, e ealcoliamo
ia variazione 3s dell'arco s di curva compreso fra i punti
M ed N.

Tale variazione & data dalle formula:

N
(17)  Bs=(3QX @)y —18@X Q’)M—j'agx Q'ds,

M

ove ¢ ¢ Q' sono l¢ derivate prima ¢ seconda di Q rispetto
all’ areo s di C.

. Tufatti, it punto @ che descrive la curva C & funzione
di una variabile p, e chiamando @, b i valori {costanti) di p
corrispondenti ai punti M, N, I'arco s & dato dalia (1),
percid ne viene: .

b N
& =J‘6(m0tl dqQ/dp)dn :js mod d@;
[ M

wa (mod 4@ =A@, quindi, differenziando ecol simbolo &,
risulia: '
mod dG-8 mod d@ = d¢ > ¥d g,

da cni ricordando la (I}:
& mod d@ = d < 5dQ/mod dQ = d3@ < d@/ds,

percid, sostituendo ed integrando poi per parti:

N . 2
B =‘f¢zaQ = (aa = Q’)i—ﬁ@ > Q' ds,
M A

che dimostra Ia (17}
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Pit in generale, se % & una fonzione nnmerica del
punto @ mobile sulla Wo, 8i ottiene, con un caleolo del
tutto analogo al precedente:

N

N
63‘{2;(13 = (5@ X u@n — (BQ X ul)x —janId(”Q) — grad - ds).
W

6. Geodetiche e loro proprieti.

Sia ancora W, una varietd ad m dimensioni, immersa
nella V,, allora si chiamano geodetiche di Wn gnelle linee
per le quali la variagione prima dell’ arco compreso fra
due punti arbitrari di una qualougue di esse 3 nulla quando
si passa dalla curva considerats ad ogni altra curva infi-
nitamente vicina, passante per gli stessl due punti e ap-
partenente alla W,

Le linee che segnano il pilt breve cammino, suila W,
fra due punti dati, vanno cercate fra le geodetiche che
passauo per quel due punti.

Indichiamo eon M, N due punti dells Wp, © diciamo &
farco di geodetiea che Ii conginnge; consideriamo poi
sulla W, un altre arco & di eurvi, avente gli stessi
estremi M, N e infinitamente vicino a @: tale arco si pud
ovvinmente considerare come ottenuto deformando infinita-
mente poco I’arco ¢ senzs uscire dalla W, il che equivale
a dare ad ogni punto di @ uno spostamento infinitesimo 5Q
Qe allors chiamismo s la lunghezza dell’ arco G i geode-
tica, sard s +3s la lunghezza dell’ arco di @, ¢ dalla con-
dizione posta per le geodetiche si trae 38 =0, ciod

N
(18) ajmod dd =1,
2

la quale eguazione determiua le geodetiche.

Ns seguono le proprietd:

TroreMA I. - I’ equazione differenziale delle geodetiche
di Wy é:
{19 ' 8QG=0,

qualungue sig lo spostamento 5Q tangente a Wq in Q.
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Infatti, poiché i punti A1, N sone fissi, lo spostamento 8@

si avuoulla nei punti M ed N, e alora la (17} porge

senz' gltro:
N

By — - j’aQ > Q'ds,

M

di qui si trae ¢he in ogni punto della geodesica conside-

- rata deve essere verificata la (19), perché, in caso contrario,

ge si danno ai punti @ della geodefica & spostamenti 3¢
che formino angole acuto col vettore ¢, il prodotto Q> &"
risnlterebbe positivo, quindi %2 <0, percid la lunghezza
dell’arco diminuirebbe passando dalla & alla &, il ehe &
assurde, perchd ln G & una geodetiea.

TeorEMA II. - Una curve della Wy & ung geodetica
quando la normale priucipale alla curve in ogni punto Qé
nermale elle W, in Q.

Qid risnlts subito dalla {19} osservaundo che la normale
principale in @ ha la direzione del vettore " (§ 3).

8e la varieth W, coineide colia V, stessa, dalla (19)
sl deduce il seguonte

TeoreMA IIY. - L equaszione differenziale delle grode-
tiche di 'V, &

(20} Q',=0, oppure {dt),=0,

ove @', ¢ (dE), indicano le proiezioni ortogonali dei vettori Q"
¢ At sulle spazio tangente alla V, in Q.

Sussiste pure il seguents

TrOREMA 1V, - Una geodetica della V, é anche geodelica
per ogni W, passante per questa curva ¢ apparienente & V.

E infatti, se & vera la (20) & chiaro che sard pure veri-
ficata la (19).

L’ equazione (20) & di secondo ordine, e lineare rigpetto
alla derivate seconda; se ne deduce, dai teoremi geilerali
sull’ integrazione delle equazioni differenziali, la proprieta:

TeEoREMA V. - Per un punto qualungue della V, passa
una sola geodeliva avenie per tangenie in €830 una langente
determinaia della V.
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Ossig, uns geodetion di V, & completamente determinata
dalia condizione di passare per un punto di V, e di avervi
una data tangente.

OSSERVAZIONE. - Se si cousidernno, in generale, tutle
te curve soddisfacenti alla (20), allora ¢ facile vedere che
per due punti dati M, N di V., anche molto viciui fra
loro, possono passare molte di tali curve; basta ad es.
pensare, neilo spazio ordinario, ad un cilindro cireolare,
per il guate, eome si & visto, la (20} esprime che la nov-
male principale alla curva deve essere normale al ¢ilinidro,
e sllora, come & notissimo, si sa che le curve che soddi-
sfano alla (20), sono eliche circelari; ora supponendo, ad
es., che M, N stiano sopra una stessa goneratrice, & chiaro
che soddisfa alla (20) il segmento di generatrice MN com-
preso fra M ed N, come pureé le eliche il eni passo & un
sottomultiplo qualunque di MN, e che quindi vanne da M
ad N avvolgendosi pill volte sul eilindro. B ehiaro che_ di
queste varie curve solo it segmento M N soddisfa alla con-
dizione del cammino pit breve fra M eidd N.

7. Ipersuperficie geodeticaments parallele.

Sig W, una ipersuperficie immersa neila V,; sussi-
stono allora le proprietd seguenti.

TeoreMA L. - Se sopra tutie le geodeliche d&i V., normaeld

all’ ipersuperficisc Wa_;, 8i poriano a pariire dalie loro inter-

sesioni colla Wo_1 degli archi eguali, atlora il lwogo geonie-
trico degls estremi di tali archi & wW’ ipﬂ'sugwrﬁcs'o' Wit
di V. normale a tutte le geodetiche.

Infatti, applicando la (17) alie geodetiche considerate

avremo:
(5@ Qv — B3QXW=10;

ora supponiamo che M sia il punto «’intersezione di nna
di queste geodetiche colla Wa_i, ailors, osservando che lo
spostamento 5Q & tangente alls Wo.p, si conelude che il
secondo termine & nulio, e percid deve essereé nullo anche
il primo, il che prova che 1ipersuperticie Wn-1 descritia
dal punto N é normale alle geodetiche.
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8i suole dire che le ipersuperficie Wy ¢ Wiy sono
geodeticamente parallele.

TroupMa 11, - Se ipersuperficie Wy di V, taglia ad
angolo retlo tutte le geodetiche di V., normeli all’ ipersuper-
fioie W,_y, allora le lunghezse degli archi di geodetiva com-
prest fra Woy ¢ Wiy souo eguals,

E infatti, in queste ipotesi, la (17) porge 8s—=10.

COROLLARIO. - Se sopra tutle le geodetiche di Vi, pas-
santi per un punto M i portaws a partire de M degli arcii
equali, il luogo geometrico degli estremi di tali archi é una
ipersuper ficie di V., normale a tuite lo geodetiche; ¢ viceversa.

Infatti, nelle ipotesi fatte, 1a (17} porge: QX @)y =0.
E viceversa.

Se, per maggior chiarezza, chiamiamo f la inughezza
dell’ arco di geodetica compreso fra i punti M, N, ¢ chiaro
che f & una fuvzione determiuata di 3 ed N, che sisuole
chiamare distanza geedetica (sulla V) dei due punti M ed N.

Indicando con grad,, »f e grad,, »f i gradienti super-
ficiali di f, ealcolati nell’ipotesi che varii solo il punto M,
ovrero solo il punto N (gradienti parziali), sussistono le

. proprietd seguenti.

TroreMa III. - La distansa geodetica f soddisfa alle
equazions

(21 grad,, nf = dN/ds, grad,, uf= - dM/ds,
{22) (grad,, »f)* =1, (grad,, nf) = 1.

Infatti, nel caso di una geodetica, la (17) porge:
=30 @w— QX Qlu,
e poichd f & funzione di M e di N si ha pure:
5f = grad,, xf X 3M + grad,, xf X 3N,

¢ confrontando queste due espressioni di 87 si hanno le (21).
E poichd i vettori dN/ds, dM/ds sono unitari, dalle (21}
seguono senz’altro le (22).
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{ primi membri delle (22) mostrano che ¢ parametro dif-
ferengiale primo delia distansa grodetion deve valere sempre 1 .
TaogEmMa IV. - Viceversa, s¢ la funzione f soddisfa
all’ equagione
(23) grad,, of ' =1,

le ipersuperfioie f(Q) = cosb. della Vo saranno geodaucmrfente
paralisle, ¢ la distansze gsods!{cz (coatlante)b dulie due iper-
cie FIQ)—=a, F{Q)=10 sard egueic & b — &
mp;:]@atti',ffla:la (2;i)£egue che Ia (14) si riduce a.‘(df jday =1,
ds cui f=s -+ cost; di qui risuita facilmente il teorema.
TroREMA V. - Affinché le ipersuper fice F{Q) = cost s:am:
geodeticamente paralleis & necessario ¢ Su, ficienteche{grady, ¢ h

sia funzione della sola 7 N o ‘
B intanto chiaro che la condizione indicata & wpeces-

suria; per mostrare che & anche sufficiente s1}pponiamo
{grad:,, o =F(f}, ove F(f) & una certa funzione {sem-
pre positiva) di f, e aliora avremeo:

[(grady, o)/ VF(N] =1,

la quale relazione si pud pure sorivere cosi:

i —i-f—- ’ =1
(gra( vy @ -\"fj?_(‘_f)) +

percid ponendo ¢ =jd,f/ VE(f), risulta (grado, =1,
che non & altro che la (23), quindile ipersuperficie p(Q}= cf)st,
ovvero, il che equivale, f{Qr= cost, saranno geodetica-

mente parallele.
Per altre proprieta delle geodetiche cfr. Kspaces courbes,
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Carrroro III.

Omografia di Riemann.

i. Differenziale superficiale di nn vettors ().

Consideriamo una varietd V,, ad n dimensioni, descritta
da un punto generico @, ¢ immersa in uno spazio enclideo Sy,
avente un numero N di dimensioni sufficientemente grande.

Supponiamo che nel punto generico @ dells V. esisia
uno spazio euclideo ben determinato, S, ad n dimensioni
(immerse in Sy) tengente alla V; (Cap. 11, § 3).

Se u & un vettore, fuvzione del punio @, tale che la
retta Qe sia tangente a V, in @, diremo brevemente che
il vettore m & tangente alla V, in @ od aneche che & un
vettore tangenziale. Se ora diamo al punto € uno sposta-
mento infinitesimo qualunque 4¢ solla V,, il vetiore =
subird nn inoremento, pure infinitesimo, dw, ed & chiaro
che guesto vettore, in generale, non risulta pitt tengente
alla Vi, in @, ma & un vettore di Sx.

In ci¢ che segue, ci & indispensabile considerars la
componente tangensiale Al tale vettore, ciod la sua proie-
zione (ortogonale) sullo spazio 8, tangente alla V. in &;
questa componente la indicheremo con {(de),, e risulterd
percid definita datla condizione:

(1) [(dee), — de] > a =0,

ove « & un vettore qualungne, taugente ala V, in Q.

¢!y La prims introduzione delia woeziene di operatori superficiali
(nell’ ordinaria geometria) ai trova nella Mem. &i BuraeaTri del 1917
« | teoremi del grad, div e rot sopra una sap, ecc. ». Mem, Ace, Bologna.
Burgatii 12
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Dalla (1) si deduce ovviamente:
{2) (du), = & + U,

ove U & un vetiore normale alia Vy in Q.

Il vettore (du), lo chiameremo differensiale di t sulle
varietd Va, 0, brevemente, differenziale superficiale di @,
e, per semplicita di scrittura, lo indicheremo anche eon d,u.

Riferendoei ad un sistemsa unitario-ortogonaie di vei-
tori 4, Ty s s tangenti alla Vy in Q (e quindi funzioni

di @), dalla (1) risnita tosto:
3 doit == Bdu > 1, = TH{i,, {4,

ove nella T si intende che Vindice s varia da 1 ad o E
giccome si ha avidentemente: o == a3 €, 8y, 18 {3} mostra
che per csleolare d,u basta differenziare 1a precedente

eguaglianza riguardandovi § pettord 1, come costants.
Poichd ogni spostamento infinitesimo dQ del punto Q
sulla V, & un vettore tangente alla Va, si pud scrivere
d,Q == d@; quindi, considerando un altro spostamento infi-
pitesimo 5Q di @ sulla V., si ha, dalia {3):

d5,0 =d 308 = TA5Q < i1,
e siccome d8Q = 84, ne segud I’ importantissima relazione:
{4} a5, 0= Bytle @y

che sard spesso adoperata nel seguito.

2. Proprieth dei differenziali superficiali.
Per i differenziali saperficiali, ora definiti, sussistono

proprietd perfettamente analoghe & quelle dei differenziali

ordinari.
Vediamole brevemente. Con %, ¥, w indicheremo det

vettori tangenti alla Vo in Q.
a} Si ha:

{5) d 1 -+ v) = dout 4ot

[Cap. T1I] .
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B consegnenza immediata della (2), od anche della (3)
b) 3 m & una funziope numeriea di Q, e si convie :
che d,m = dm, risulta: ’ "

(6} dfmu) = d.m-n 4 md .

Infatti, daila {2) si N
alla V. in 0 {2) si ha, se U, ¥ sono vettori normali

dgmu) = d(mu) + V=dm-u + mndee + V=
=d,m-u + mdyae +{F—ml),

da cui segué la (6).
¢} 81 ha:

{7} du >< v) = e > d v 4 v > dym.
Infatii, applicando la {2) si deduce:

dfuxv)=dluX<X v)=u>dv+v>de=uX{dyv—¥)+
-+ o> {dye — U) == u > dpv + v X dyre.

d) Nel cago di gna varietd V, a 3 dimensioui, si ha:

(8) A Av) = (@) AV + 0 Ad Y,

) d{uAv X w) = (@) Av XX w +uA(doe) X w4 u AV dow

. Ilg'atti, gsservando che wAv & pure veltore tangente
alla V, in g, dalla (2) si deduce che si '

si pud
& un vettore normale alla V, in 4: puo porre, se W

(@) do{upvy=d(rpv)+ W={dm)A\v+updo+ W=
={dpipr+upAday (W —-—UAv—uAF)

ora, 'si(:;omc, ad.es., il vettore I7 & normale alla V, in @
:htéu:;s ; g.dnggm Ivettfor; @ tangente alla V, in §, nessegue
rmale anche al vettore vAa, che & &
: : al
]alla V, in @, percid UXvrAa=0, cioé’ U/\vxtf-e—r-l:}e
la qguale mostra che il vettore U Av & normale alla_-V,
in @; per la stessa ragione anche il vettore uA ¥V & nori
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male alla V, in @, percid la stesss proprietd c(?mpete al
vettore (W — UAe— UA V) e aliors dalle () si conclude
senz'altro la (8). La (B risnlta facilmente dalle (7N, &)

3. Differenziale superficiale detle omografle. o

Iudichiamo con g, un' omografia ordinaria (o di ornlu.)e 1,
funzione del punto 0 della varietda V, e che tra'sfor}m-vete
tori tangenti & Va in @ in vettori pure tang‘entl aV,in Q.

Chiameremo differenciale di g sulia varwm- V{" o, bre-
vemente, differensziale superficials di 1, © la _mtiwheremo
colla notazione dup,, qguell’ omografia (ordma.rla) r.i-tle cl_xe,
qualungue sia il vettore u, tangente alia V, in qQ, si abbia:

(10) (dop Ju = dofp,u) — pdotts

i1 facile mostrave che ¥ operatore dopys che risulta defi-
nite dalle (1), & effettivantents un’ omografia che tr‘asfm 1;;(5
vettori tangenti alia V,in Qin petiori ptire tangenil alla V,

in 4. .
Infatti, se » & nn altro vestore tangente slia Vy in aQ,
ed m ¢ una funzione pumerica di @, si ba dalla (10},

tenendo conto delle (B), (6):

{dot, H22 + v)=d, (g, u -+ }L{U} - Pl{dv“ - dyt) =
= {d,,(piu,) - Pidvu] -+ Edv(l"gv) - P;dv"} = (dffp'i)u + (dope )2y

{dyp Mmee) = dy(my,v) — g do(me) = {dym)p, 1+ md (W) —
— [(domyp, e + M dott] = m{dgp, ) — pdott] = mid it )26

le quali relazioni dimostrano 1’ asserto.

Inoltre 1'operatore dyp, & indipendente da w, per uh
poto teoremea funziounale (Hspaces, Pag. 11).

La (10) pud ancora seriversi:

(10} dolip tt) = (Ao )8 + ot

* . ¢ an 1 2 o )
Similmente, se g, & un’ omografia di 27 ordine, fupzion

di g, ehe trosforma coppie di vettori tangenti 9.11'9. Va iq Q,
in vettori tangenti alla Vi in {, chiameremo differengsale

I
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superficiale di p,, ¢ la indicheremo eon dop,, 1" omografia
di 2° ordine che risalfa definita ponendo:

(1) (Aot )t = d (e} —~u dyre;
di qui e dalla (10} segue poi la relazione analoga alla (10):
Aol 22t) = (dyp it + pfdt)e 4 pyrd,yv,

8i vede subito che I'omografia d,p, trasforma coppie
di vettori tangenti alla Vg in Q, in vettori pure tangenti
alla V; in @

In modo analogo, se si ha un’omografia p, di 3° ordine,
funzione di @, che trasforma terne di vettori tangenti
alla V, in @, in vettori tangeuti a V, in @, si pud definire
il differenziale supetficiale d,p, della p,, e risulta, analo-
gamente alla (10):

(10" do{pytet)== (dppi )10 4=y (dptt )t + pored, 0,

(10™) {25 10020) == (A rvww - py(dort)orw 4 pore(dovoe - pruvdae,

precisamente come per i differenziali nello spazio enelideo Sx.
Formuls perfettamente analoghe si hawvo per una g,.

4, Differenziali superdiciali di operatori lineari.

Indichiamo con i, un’omografia d'ordine r, funzione
del punto generico @ mobile sulla Vi, la gnale trasformi
le »-Ple di vettori tangenti alla V, in @, in vettori tangenti
alla V, in Q.

Counsiderando aliora gli operatori lineari K, I,, k, k%, v,
introdotti nel § 9 del Cap. I, sussiste ’importante pro-
prietd che tali eperatori sono permutabili coll’ operatore d,
di differenziazione superficiale, ciod:

12) doKp, = Kd oy, dolyp. = Lidop,, (r=1),

(13) dokpp=kdopy, dek*pp=K"dotty., Ay Py == Voo, (r==2).
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Dimostrismo intanto la prima delle (12) per r=1;
ge , v, w sono veltori tangenti a V. in ¢, i ha, dalla (21}
del Cap. I:
(@) wix Kpv=v>X p,%,

da ecni, prendendo il differenziale superficiale, ricordando
le (T), (10"), risultas

dytt 3 Ky o 4= 10 5 do(Byp Yo 4w X B, dot =
= dovr X< 1,16 4 0 D {dpp )2t + 0 XX Py ot}

ora,in virtd della (a), il primo termine o I’ nitimo si elidono,
perchd d.u &, come w, tangente a Va in ¢ 8 eosi si elidono
il terzo e il quarto termiune, percid rimane

1 < do(Kp, o = 05X (dott, )
od anche, per la (a),
v < do{Bp v = u X Kidop, o,
e per U'arbitrarietd dei vettori u, v si deduce
(14) d.Kp, = Kdop,; e 4. d.

Supponiamo ora, per fissare le idee, r = 3, e mostriamo

che d Kp, = Kd.p,.
Dalla (33) del Oap. I si ha:

(b (Kp o = K(p,uv),
ds cui, ricordando la (10"} e la (14):

(dKpuv + Kp (d.a)v 4 Kpudv =
= K [(dop)tev + poldeteiv + g,tedov],

e poiché la (b) sussiste se al posto di w si pone dyu, 0 se al
posto di v si pone d,v, 1a precedente reiszione si riduce ad:

(deXp juv = K(d.p,)uv,
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1a guale, per ¥ arbitrarietd dei vettori », v dimostra Ia

prima delle (12).
Per stabilire 1a seconda deile (12), supponiamo dap-
prima r=1 ed osserviamae che, riferendoci ad un sistema

anitario-ortogonale di vettori 4., 45y .oy #as tangenti alla Vy

“in @, si ha, dalla (10) del Cap. I, L, =24, X i, da cui,

ricordando le (7), (10):

(@) doL,p, = B(dgt, > i, + 4, 5 pdod ) 4+ 24, XX (Dot e -
Ora osserviamo che i vettori ¢, soddisfavo alle econdizioni
§r==1, {,5iy=0, per s=h
percid prendendo il differenziale superficiale risnlta:

¥) 5,5 Ao, == 0, 1,5 Ayl 1 XX dof =0

La prima di gueste mostra che il vetiore d.i, pud rap-
presentarsi colla formula:

dyi, = Dxtitapia,

ove gli m,, sono coefficienti numerici tali che m,,=0; Ia
seconds delle (b) mostra poi che deve essere

{¢) Wing + Max = 0,

percid ai ha:

Bldof, X g ds 1, i o) =2, T {ix < p.i, + i, 000
ma scambiando s eon % il secondo membro non dovrebbe
cambiare, mentre invece i coefficienti m., cambiano tofti

di segno in virth della (¢}, dungue guesto secondo membro
deve essers nullo e allora Ia (a') si riduce a

dol g, = i, X (depr My

il eni secondo membro, per la citata (10) del Cap. I, vale

appunto I,d.p,.
Se poi # > 1 si ricorre alla (34) del Cap. I, e si procede
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in modo del tutto snalogo a quello seguito per stabilire la
prima delie (12} per r > 1.

Passiamo a dimostrare la prima delle (13). Per fissar le
jidee, supponiamo r =3, ¢ osgerviamo che si ha, dalia (35}

del Cap. I:
{a"} {kp, ) uvw = p,uwv,

da eni, per la (10"):

{(dokp, ) vow + (kp Hdat)vw + kg, nu(d, v)te +(kp uvd g =
== (doft J6100 4 (Do) + pousldatoyy + pyHwdo,

ma siccome Ia {a”) sussiste se &l posto di w st pone dyu,
ovvero al posto i v si pone dw, ovvero al posto di w
si pone d, ne segue che la relazione precedente si riduce a:

{dekp, - uvte = (dopt,)uttov;

ma il secondo membro, per la (a”) vale (kdep,juvw, pereit
st deduce, & cansa della arbitrarietd di w, v, w, che

dokp, = Edop,.

In modo anaiogn, partendo dalla (36) del Cap. I si sta-

bilisee 1a seconda delie (13), e partendo dslta (42} del Oap. I,

si dimostra la terza delle (13).

Nel caso di una varietdh V, a tre dimensioni, si pud
considerare il vettore della omografia ordinaria i, che si
indica con Vg,, e che & definito dalla condizione

(14) AV )X upAy = g1 — w>X 1,

ove i, v sono vettori qualunque, tangenti alla V, in Q.
Da essa & facile dedurre:

(15) do Vi, = Ve,

Basta infatti prendere il differenziale superficiale della(14)
¢ poi imitare i ealeoli fatti nelle dimostrazioni precedenti.
Da quanto precede si conclude quindi che il simbolo d, di
differenziale superficiale relative ad una varietd gode di

i
'|
!
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proprietd del tutto analoghe a quelle dell’ ordinario simbolo d
di differenciale per gli spagi suclidei.

OSSERVAZIONE. - Lia proprietd ora stabilita equivale a
quest'sltra, che mnel calcolo del differenzigle superficiale
delle (@), (), (a”), (14) ecc. © vettori u, v, w, &, 4 ..
(pure essendo variabili) si compertano come delle costants.

5. Differenziali superficiali di 2° ordire; omegrafia di
Riemann.

Indichiamo, come dianzi, eon w un vettore funzione
del punto @ (mobile sulla V), e tangente alla Vi in Q;
allora se consideriamo due spostamenti infinitesimi qua-
lunque d¢ e 5Q del punto @ suila Vy, i corrispondenti
differenziali superficiali d.w, 3,0 del vettore it risultano
espressi dalla (3}, pereid si ha:

{16) dort == Bdee > i, F,, Sprt =Zdue >, i,.

B assai facile caleolare i differenziali superficiali di 2°
ordine, in generale diversi fra loro 8,d.e, dedyu; applicando
'operatore 3, alla prima deile (16) e ricordando le pro-
prietd del n. 2, si ha:

Bodotr — Eddue )( F04, + Bdu > 8,0 7, -+ de > 7,844,
e per ottenere d.b.tt basta scambiare d con &, e visulta:

S = Db > i, i, 4 Edu X di, €, + Zbu X 4, -dod .

Da gueste eguaglianze si ottiene, per sottrazione:

17 S dott — dudore == Bidu > 5, — Bre XX di )i, +
- D > £, Bl, — B> H,-dul ),

is guale mostra che, in generale, Sedort = dSort.

Dalla (17) 8i deduce inolire Ia seguente proprietd fon-
damentale:

La differensa S, des — d S & funsione lineare dei vet-
tors d@Q, 84, u.
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Infatti, osserviamo in primo luogo che se v & un vet-
tore tangente alla V, in @, si ha, dalla (16): -

d . .d
dov = ¥, do > d,-d, == Zd%dax.,.f, = % Y H,, ) ! d—%dQ,
e ponendo, per brevitd,
d d
(18) (Go)=) ZHG. {35

¢ chiaro che (‘-%) 3 un’omografia ben determinata, che

d
trasforma vettori tangenti alla Vy in @ in vettori pure
tangenti alla V, in @; essa pud chiamarsi derivate super-
ficiale de) vettore v rigpetto al punto @, e si ha, da quanto

precede: .
dv
19 dap= (Ea),d Q.
Cid premesso, possiamo scrivere la (17} eosl:

d di, det di, .
bedon — de = (g 40 550 — 7030 < 2% dq)i, +

dee

1i b di,
i i pa- B ()

ed & chiaro che il secondo membro & funzione lineare

tanto di 4@ come di 5@
Inoltre, se m & una funzione numerica di @ e 8} osserva

che 3dm=—dim, si ha:
Sod (1 + ¥) — deBeltt + v) = (Bodlote — dSett) + (Sootr — dobov),
Bodo(mie) — dobo(mu) = b{dm -1+ mdgte) — do(Sm 10 + mEgre) =
= m(Bdote — dBa);

ds queste relazioni risalta che 5, dm — dS,ue & fuunzione

lineare anche di 2. .
Con eid s proprietd enunciata & completamente dimo-

strata.

_ (21) Rabe =— Rbae,
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Poiehd, dunque, il primo membro della (17) & funzione
lineare di ciascuno dei vettori d¢, &Q, u, si conclude, in
base ad una proprieth generale (Espaces, pag. 24), che esiste
uns ed una sola omografia di 3° ordine, ehe indicheremo
con &, funzione di @ (ma non di dQ, 3@, u) tale che

{20 St — dbere = RAQEQw,

qualungne siano i vettori dQ, 5@, u (tangenti alla V; in Q).

L* omografin di 8° ordine & la chiameremo omografia
di Riemann. )

B chiaro che &dQ5Q & un’ omografia ordinaria, ed R4Q
& un’omografia di 2° ordine.

Qome vettore u si pud prendere uno spostamento infi-
nitesimo d'Q (che & lo stesso di d,/Q) di ¢ sulla V, e allora
la {20) porge:

(20 Bpdolly @ — deBeldy @ = RAQIQA'Q.

L’ omografis & si pud evidentemente anche applicare
ad una terna di vettori di moduli finiti, tangenti alla V, in Q.
OSSERVAZIONE. - Se la varietd V. & euclideq, i vettori 4,
souo indipendenti da @, ciod costanti, e allora la (17) mostra
che 8.dy — d S,u =0, dopo di che Ia (20) porge subito &K =0.

6. Propriets fondamentali dell’omografia di Biemann.

L’omografia di RiEMANR & gode delle proprietd fon-
damentali espresse dalle formule seguenti, ove a, b, ¢, d
sono vettori tangenti alla Vy in Q:

{proprietd emisimmelrical,
(22) RabeX d = — Rabd>< ¢, {proprietd assiale),

(23} eabe + Kbea + Reab =0, (proprietd eiclica),

(24) Rabed><d=Reda> b,  (proprietd commutatival,

Queste proprietd possono seriversi sotto forme pilt sem-

ORI R T IR R pan ey
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plice, introdncendo gli operatori K, k, k*; essendo i vei-
tori @, b, ¢ arbitrari, si ha daila (21):
{21) Rab = — Rbn,
od anche, pitt brevemente:
@17 R =—&.

Poichd Kb & uwomografia ordinaria, la (22) esprime
che essa & assiale (Cap. I, n. 6), percid si pud scrivere:

(22 KiRab)y= - Rub,

od anche, pit semplicemente:
{22 ER=—4&.

La (23) pud seriversi, tenendo anche counto della (21
e delle (41) del Cap. I: Kabe+ E*kRabe — kR nube =0,
da cul:
(23) & + KR — kR = 0.

La (24) pud anche scriversi:

k*kRenh > d = k# cad >d

ciod, per il teorema di commutazione:

kMR end > = KkSenl > d,
e percid:
(247 k*k® = Kk&.

Cid premesso, passiamo & dimostrare le {21} ... {24).

Dia. 21. - Seambiaundo, nella (20') gli operatori d e 8,
e quindi d, e 3, il 1° membro eambia solo di segno, per-
cid RAQBQIQ = — R5QAQd'Q, che egnivale alla (21).

Div. 22. - Sia 5@ un altro spostamento di @ sulla Va3
allora si ha:

do(dy' Q< 8,/ Q) = do 82X dde @ + 8,/Q > dody' @,
Botlol 0@ X 8oQ) = dJQ X BorleBo @ + Bofly' @ X deBoQ 5
- 85Q X Bedols' @ + B:8,Q X oo Q5

G TR G U T L T o R
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scambiando in questa d, con &, si ha:

Aol e @ 2 5:Q) = o' @ DX 4:5,3,Q + doily @ XX 35/ Q +
4 8,G DX AoBotty @ < d o8y @ 2<X Sl

sottraendo, ed osservando che i primi membri sono eguali,
risulta:

0= dy QX (5ol Q@ — ABBoQ) -+ 5@ XX (Bodluds @ — 3o Q)
etoe, per la {20')
R4QEQYQ X 4'Q + RAQIQIY X FQ =10,

che equivale alla (22).

DiM. 23. - Se nella (20} si permutano circolarmente i
differenziali do, 8;, d, © poi si sommano membro a membro
le eguagliannze oftennte, ¢ 8i tiene presente Ia (4), il
1° membro risulta ideuticamente nulio e sj ha:

0 = RAQ3QAQ + RHQLQAQ + HAQAQEQ,

che equivale alla (23}
Div. (24). - Dalla (23) si ha

{a&) Babe X A+ Eben D d + Reab X d =1,

e permutaudo cireolarmente «a, b, ¢, d si ottiena:

(b Abed < -+ Fodb>a + Rdbe X a=1,
{6} Reda > b+ Rdae> b 4+ Fued X b =10,
(d) Rdanb>< ¢ + Rubd X< ¢+ Kbda X ¢ =03

ora sommando le {a), {b) e dal risultato sottraendo la (¢}
e !a {(d), ¢ tenendo conto delle (21), (22) si trova che 8 det
dodici termini si elidono & due a due, e che i 4 termini
rimanenti sono a dune a due eguali, e precisamente si ha:

2Rabe > d — 2Reda X b =19,

da cui segne la {44}
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7. Identita &i Bianchi.

Fea i differenziali superficiali dell’omografia di RiE-
MANN & intercede uns relazione molto notevole, che &
stata stabilita la prima volta dal PApova nel 1889, e poi
venme ritrovata dal BIaNcHI nel 1902, e che ora & nots
eol nome di sdentitd di Bianchi.

Siano dQ, 5Q, 4'¢ tre spostamenti infinitesimi arbitrari
del punto Q sulla V., e siano &3, g3, d/& 1 differenziali
superficiali corrispondenti dell’omografia &; allora I'iden-
titd di BraNoHI pud soriversi:

(25) AR dQDQ + 4B -3QAQ + B8R AQiQ =0.

Infatti, dalla (20'), indicande con 5@ un saltro sposta-
mento infinitesimo di @ sulla V., si deduce:

RAQQEQ = 3,43/Q — A5 3Q,

e prendendo il differenziale superficiale col simbolo &y
risalta:

4,/ (RAQHQ)-F'Q = A /Bl By @ — Ao DB Q@ — éRdQBQd,;’S,.’Q;
ora, Ia (20} sussiste per un qualunque vettore infinitesimo 4'Q
tangente alla V, in @, quindi sussisterd anche se al posto
di 4'Q si povme il vettore d.3/'Q, che & pure tangenfe
alla V, in @, percid si ha:

RAQBQALB,Q = Bl By Q — diBodBQ,

e sostituendo:

A RAQEQ)-5Q = d,8,d,3,/Q — d/dS3.Q — Bofolo B @ + doBerls 3,Q;

se ora sommiamo guesta eguaglianza colle altre due che
se ne deducono permutando eircolarmente 1 tre differen-
ziali dy, do, 30, 8i trova che il secondo membro viene zero,
perchd i termini si elidono evidentemente a due & due, e

quindi risnlta:
AJ(RAQED Q4 Ao RBQAQ)-3'Q +- B[(RA'QID)- 3¢ =0,
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da eui, per 'arbitrarictd del vetfore &¢:
d/(RAQEQ) -+ d(REQAQ) + 3(RIQIG) =0,

che & una prima forma deil'identitd di Brawcai. Svilup-
pando poi i differenziali dei prodotti indieati mediante
Ia (10"), e torendo conto detle {4), (21') si coneclude che i
termini eontenenti dei differenziali secondi di @ si slidono
a due a due, @ rimangono solo i tre termini che figurano
nella {26), la quale risulta cost dimostraia.

8i pud porre: d,R = R,dQ, ¢ cosl 5,8 = RKBQ ..., ove R
& una deferminata vmografia di 4° ordine, funzione i
(ma non di dQ, 5@, ....) che si pud chiamare derivate super-
ficials della &; e allova 1a (25) pud porsi sotto la forma
(scrivendo il 1° termine per ultimo):

(26) R/AQ3QdQ + R,/5QAQdQ + R,/ 4'QdQHG =0,
od ancors, se «, b, ¢ sono vettori tangenti alla V,in @:
{26 _ Roabc 4+ Ry boa -+ Reeh =0,

La (26') mostra che Iidentitd di Bianchi si pud imma-
ginare ottenuta dalla proprietd ciclica (23} sostituendo ad &
la sua derivata superficiale &

8. Vettore dell’omografla di Riemann.
Il vestore v& dell’ omografia di RiIEMANN & nn’ omografia
ordinaria (Oap. I, n. 9), che indicheremo con ¢, ciod porremo:

(27} 4 =v&;

& chiaro che Is ¢ trasforma vettori tangenti alla V. in @

in vettori pure tangenti alla V, in Q.
Dalla (44') del Cap. I risuita, con riferimento al solito
sistemsa unitario-ortogonsle, tangente alla Vi in @ (n. 4)

(28) da = Eéﬁai,i“

ove @ & un vettore tangente alla V, in @.
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I’omografia ¢ & stata ricavata dalla @ per contrasions,
o, come auche si suol dire, per saturasions degli indivi.
Ora, esaminando il secondo membro della (28}, si scorge
che anche le espressioni

IR f,, IZIRifu,

che sono le nniche che si possuno dedurre dalla (28) per-
mutando i vettori @, ,, corrisponidono ad altre saturazioni
di indici, ma esse mon damno nulla di nuovo, perche la
prima di esse vale -— ¢, in virth della (21), mentre la
seconda & identicamente nulia, sempre in virtd della (21}

Btabiliamo ora I’importanse

TECREMA. - I’ omografia ¢ & wna dilatasione, ciocd K§=¢.

Iufatti, se & & un altro vettore tangente alla V. in @,
si ha dalla (28), ricordando la (24):

;I)(,t 5= Eﬁai,i, > b:EéRf,ba h- A P

ora I'ultimo membro, in virtd delle {21) e (22), si trasforma
in — S&bf,a>< i, e poi in ZRbi,i, X «, e siccome quest’ ul-
tima espressione vale 9> «, ne viene ¢a X &=94bXxa,
il che prova (Cup. I, n. 6) che la § & una dilatazione.

9. Gradiente del vettore dell’omografis di Riemann,

Indichiamo con p un’omografia ordinaria, funzione del
panto §@ mobile snile V., che trasformi vettori tangenti
alla V. in @ in vettori pure tangenti alls V, in @.

Consideriamo il differenziale superficiale d.p e ponismo
dyt = g dQ, ove 1, & nna determinata omografla di 2°ordine,
fanzione di ¢ (ma non di d@}, che si pud chiamare deri-
vata superficiale di p. Chiameremo allora gradiente di [
sulla varietd V., o, brevemente, gradiente superficiale di p,
@ lo indicheremo con grad,p il vettore definito dalla rela-
zlione:

l' ’
(29} ‘ g!‘lld,, B=v ‘;&5 = Vi,
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Biferendoci al solito sistema unitario-ortogonale, taugente
alla V, in @, si deduce dalla seconda delle (44) del QCap. I:

{30) gradep = Zpolid,,

da cui risulta che il vettore grad, 1 & tangente.alla V,, in Q.
In particolare, il gradiente superficiale dell’ omografia ¢,
data dalla (27), rigulterd espresso da:

{31} grad, ¢ = v,

Ora sussiste il segnente importante

TroreMA. - I gradiente superficiale dell’ omografia ¢
vale la meatd del gradiente superficiale del sue invariante
primo, cioé

. 1
(32) graded = 5 grad, I, &
Infatti, osserviamo intanto che dalla {27) e dalla terza
delle (13) 8i ha:
¢ = dop = d VR = vd.& = v(Rd4Q);

ricordando poi la (43) del Cap. I, si trae che V'ultimo
membro vale {v#l,)dQ, percid ¢, —=v&,, e dalla (31) ¢
dalla (44"} del Cap. I si coneclunde quindi che

33) grad" "1’ == V(V&,’} = Erzsa‘e’frir{li: .

Per ealeolare I’ultimo membro & necessario ricorrere

~all'identitd di Biavou1 (26'), ove figura la &,'; da essa risuita:

&u"::-f.d@ —+ &’i,li@l‘r -+ d',ﬁ. "'riz — 0’
da cui, applicando ad 4,, e poi meltiplicando scalarmente
per ¢,: '
B8 A,4Q8, >, 4 R dQEAE, XA, + doRe 840 27, = 0.

Ors, dalla osservazione finale del n. 4 si dednce che I {21),
(22), (24} sussistono pure se al posto di & si pone un suo

Burgatti
g 14
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differenziale superficiale qualsiasi 3.8, ciod f,5Q, od anche
&.i {ove £ & un vettore tangente alla V,in @), e a!lora.
trasformando gli nltimi due termini mediante la {21} &i ha:

R i,i dQi, 3K 1, — R84 AQE X &, — doR- &y D Ty =0,

od ancora, applicando la (22):

av’f,-*',d@fr >< ‘i.t + a‘v":"f{iQ‘: X "'r - dom‘fs"‘rfrx I‘J - 0;
qui trasformiamo i primi due termini mediante fa (24)
ed AVIEmo:

Roivirids 2 4@ + R b yh iy D AQ — AR A48 A, =10,

Prendendo ora la 2%, i primi due termini risultano
egnali, ¢ dalla (33) si ha:

(a) 9 grad, ¢ > 49 — 5.2, AR ,7 4 X4, =03

ma in virtd della seconda delie (44 e della(lﬂ).del Uap.¥
o delle {12), {(13) la doppia sommatoria che qui figura si
trasforma successivamente in

X, (vdoRii, X, =L (v R = I,d.~&=d.l ¢ =(grade 1,43 dQ,

percid sostitnendo nelia (@) si deduce, per 1t arbitrarietd del
vettore 4@, che deve essere 2 grad, ¢ — grad. L =10, da
cui segue ia (32). _

OBSERVAZIONE. - La (33) mostra che il vettore gmd,,.:;;
risuita dall’omografia di 4° ordine §, mediante una doppia
contrazione; ora, si possono Ancora fare due {e due- sole)
altre contrazioni, che sono guelie che condueou? al vet-.-
tori Z,E,8. i i d4,, B2 RA44,0,; MR si vede s.nbmo che il
primo di questi vettori vale — grats ¢, © che il secondo &
identicamente nuilo.

10. Omografia di gravitazione. _ -
La formula (32) mostra I opporfunitd di introdurre
I’ omografia
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iz quale & una dilatawzione, essendo tale la ¢ (n. 8). La (32)
porge allors:

(35) grad, 6 =0,

Nelila teorin della relativitd einsteiniana la dilatazione 9,
per i caso dello spazio-tempo a 4 dimensioni, si chiama
omografia di grevitazione; la (35) esprime allora Ia pro-
prietd, di importanza fondamentale nella feoria dslia rela-
tivita;

Il gradiente superficiale della omografia di gravilagione
€ nulle in tutte lo spasio curve consideralo,

11. Condizioni 4’integrabiliti.
8i pnd dare alia (20) ana forma differenie, come risulta
dal seguente
TroresMa 1. - 8¢ a, b, u sone veltori tangenii alle V,
in Q, si ha:
e el

{36 Reabu — Pyt

—_— ng L — RQ—! b,

Qui den/dg indiea la derivatn superficiale di @, che &
un’ omografia {ordinaria) che applicata al vettore df, da
per risultato il differenziale snperficiale doie; analogo signi-
ficato ha Ia derivata superficiale di secondo ordine diw/dQ?,
che & un’omografia di seecondo ordine.

Per stabilire la {36) applichiamo la (20) e osserviamo c¢he

ot . et e
8 A— _— 1= — = — WA 4
e Bu(er {IQ) (oc fo) (I'Q i f{Q 5,{(&@

s
¢ dytt

Tt 040 - i
- 1 -i- b .
= fQ‘! Qg dQ WM

¢

se ora scambiamo & con d, Pultimo termine nou muta,
quindi sostitnendo nella (20} risnlta:

18T

aQ*

g2

(dQ?

ﬁanQ == SQ{[Q _ CEQ 59;
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ora & chiaro che qui possiamo sostituire & dQ e %@ due
vettori qualungue @ e &, tangenti alia Vi in @, e cosl si
ha senz’altro ia (36).

Ls (36) pud ancora scriversi:

dolﬂ.

agt

d i

k —d—Qj’i— @ il = k"‘kﬁuab,

b —

0, pitt semplicemente:

* 2
3D k (:;—(;: — d—iét: = k*k&Rn,

la quale formula costifuisce una identitd alla guale sod-
disfa sempre il vettore tangenziale .

Chiamando u I omografia definita nello spazio enclideo Sy,
tangente alla V. in Q, tale che per ogni aQ di 8, si
abbia pdQ = dn, la (37) pud seriversi

dat-‘ dn[-'-___ *
(38) ka‘@—— (IQ —-—k kﬁu,
od esss esprime, in sostanza, la condizione ' integrabilith

deli’espressione differenziale pdQ.
TeorEMA IL. - Se @ un’ omografie che trasforma vettors
tangents alla V, in @ in vetlort pure tangenti alle V,, in ¢,

8i ha:

(39) Dot — dobopt = RAQEQ: — pRAYTY,
dip _dop Ry

Infatti, ponendo pew al posto di w nella (20), risulta:
(e} Boldo{putt) — doBo(prt) = RAQIGH,
ma applicando la (10°) si trae:

Sodolpt) == Sof{dypp- 1 + pdott) =
=B U 4 ol Bott + Bept-dott 4 3.4t
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scambiando 4 oon 3 il secondo e terzo termine deil’ ultimo
membro s scambiano fra loro, quindi la {a) porge:

(Belopr — deBop)tt + W(Eodots — dobore) = RAQGEGH,
o ricordando la (20} ne segue la (39).
Ossorvando poi che dp= % 4@, e analogamente per S.p,

ia {39) puo seriversi:

do dg
o 5040 Tg¢ 1900 = 8dQAQy — ¢ B0,
od anche:
(k. dip 9:’_1‘)53959 = K Kp - K&AQEQ) — pRdQso
ag° Ay ~ '

¢ dalla proprietd assile (227} ne segue n (40).

Questa & un’identitd alla guale soddisfs sempre I'omo-
grafia p.

Ponendo: 1,dQ = d.p, ove u, & nn’omografia superficiale
di secondo ordine, la (40) diviene:

dopr,  dojt
' wloby  Coite By —
(40') k 0~ 9@ — K(Ep &) — 18,
la qusle esprime la condizione d’integrabilitd per I'espros-
sione differenziale p,dQ.

12. Divergenza superficiale.

Sia, come sempre, ® un vettore tangente alla Vi in Q.
Chiameremo divergenza di « sulla varistd V,, o, brevemente,
divergenza auperficiale di u’e lo indicheremo con div, e, il
numero reale definito dalia relazione:

dops
tdp?
che & del tutto analogn a quells che definisce la divergenza

di nn vettore pello spazio euclideo.
In modo simile si pud definire, con formula analoga

(41} diveore=1

AT Y P SR
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alia (53) del Cap. I, 1a divergenza superficiale di un’omo-
grafia d’ordine quslungue.

Se poi p & un’omografia ordinaria, che trasforma vet-
tori tangenti alla V, in @ in vettori pure tangenti alla V,
in @, & facile stabilire V’importante formula:

{42) dive grad, p == div, grad, Kp.

Infatti, procedendo come a pag. 158, si ha dalle (29),
41), {(13):
. \ doit de { de e
tb) div, grad, p= div, (\' E): ?‘J@(v —J@)=I‘v d_éf;

ma, in virti delin (40), si pud serivere:

e oy’
Ly G = 1w ?76;: + 1,vE{Ep-&) + Ly(ud),
od apeors, per ia (44”) del Cap. 1:
deoiit .t
Iy G IvK E_Qp: + I vENKp- &)+ Lvp#ky;

siccome poi, da nva formula di pag. 153 e dalla (21") si trae:

KY(Rp- ) = Ky 0@ = — Kp-&,
ne Segue:

g dy’
(v} I:‘- EQ_}f=Ij\KIIQ§€L_I|‘llKl‘ "'1"‘)3];

& altra parte, da una formuia di pag. 154 e dalla (27) si ha:
ILv[(Kp — m@] = LiKp — pvd] = ILiKp — gl
¢ siccome Vomografin Kp — p & assiale, mentre In $ € dila-
tazione, I’ ultimo membro & nnllo (pag. 147), quindi la {¢)
porge: od
ot " K
Iy "&“Qt:: I+ —af@'igi

che, per l1a (b), equivale alla {42).

Ne segue ovviameute che se I'omografia ¢ & assiale si
ba, come a pag. 158, div, grad, p=10.

T R g S T

CarmrorLo 1V,

Curvatnra df Riemann.

1. Curvatora di uns superficie ordinaria.

Sia V, upa superficie immersa nello spazio ordinario ¥,
{euclideo); come gid sappiamo (Parte I, Oap. 1I) ai pud defi-
nire per tale superficie uu elemento di importanza fonda-
mentale, che & la curvatura fotale o di GAUBE; essa pud
esprimersi colls formula seguente

_ANABNX N
o K= Topse< ¥

ove N & il vettors unitario normale alla V, in ¢, e d¢, &¢
sonc spostamenti infinitesimi arbitrari del punto @ sulla
superficie V, ¢ 4N, 8N sono i eorrispondenti incrementi
del vettore N.

Poichd Nt =1, si ha N> dN =0, percio il vettore iN
& normale ad N, quindi & tangente alls V. in 0.

8i pnd porre evidentemente m ¥ = d A5G, ove m & un
opportuno numero reale, e allora ia (1) porge:

g GV ABN X (Y NQ)

@QNZQF

ovvero, sviluppando:

@ 3{_‘f”£>< dg-8N X 5 —- fU\‘xaQ-SNde_
. AG-5Q7 — (1@ < 89F° ’

gnesta formnla eguivale a quella che, colle notazioni ordi-
narie, si serive sotto Ja forma

) X = (DD” — D) /(BG — F*).

che si ottiene con calcoli pitt complicati.
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Trasformif.mo it numeratore dells (2), che indicheremo
oon ;fi, in guaisa da farsvi figarare solo differenziali super-
ficiali del punto @Q. Osservando che

{3.) NXdQ=10,
differenziando ai ha:

AN X d¢=— N XX d&'Q, 3N X dQ=— NX5dQ,
guindi;
A=— N>Xd'Q N80+ N d3 Q.- dN > 8Q,
od ancors, osservando che N>< §Q=0:
A=— (N XdQ -N})>C5Q + d(N >< d5Q- N} > 59;
m& 8i ha ovvismente:
NXd'Q-N=d'Q@—dQ N>dsQ N =dsQ—d,5Q,
percid
A= —5(dQ — d*,Q) X 5Q + d(dQ — d,3Q) > 39,
cio®, sviluppando:
A = —3d'QXBQ + 541,05 5Q + d*BQ>C5Q —dd Q5@ =
=3, Q> 5Q — dd Q> 3Q;

¢ siecome 3d*, ¢ differisce ds 5,d°,¢ per un vettore paral-
lelo ad N, e analogamente per dd,5Q, si deduce:

A= (8,4 @ — d*,3Q) X 59,
quindi dalla {2) risnlta 1a notevole formuia:

@ o = Be'sQ — d750) x5

de*-3¢° — (¢80’
nella.quaIe figarano solo differenziali saperficiali. :
Ricordando poi la (20) del Cap. III Ia (4} porge senz'altro:

) g SAQQIQX2Q
T 5F — (@ Q"

A i L e i R
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indicando con z ’angolo eompreso fra i vettori dQ e &Q,
e con ds, 8¢ i woduli di questi vettori, la (5) pud pure
scriversi :

(6) #—gdQdede, 2q

- - et 2
ds By da S Bl BOW %

2, Carvatura riemsnuians di uea V,.

Consideriamo ora una varietd qualunqoe V; ad n dimen-
sioni, immerss in uso spazio enclideo Ex ad N dimensioni.
Preso un punio qualuuque @ della V., due spostamenti
infinitesimi dQ, 5@ del punto @, sulis V., deferminano
una giacitura; orbene chiameremo ocurvaiurae rigmanniena
della V, in @, secondo la giscitura d@, 3@, il numero defi-
nito dalla (4) o dalla egnivaleute (5).

Se a, b sono vettori paralleli a dQ e 3Q, o quindi fan-
geuti alla V, in @, ia (5) pud seriversi: i

Raba X b
@bt — (a <X b’
sarebbe facile verificare che il valore di & dato dalla (7)
rimane invariato se ai vettori «, b &i sostituiscono altri
due vettori complauari con essi, pereid la curvatura X
& funzione solo di ¢ e delin giacitura cousiderats.

B facile trasformare il denominatore della {7) e dargli
ina forma analoga a guelia del numeratore. Per questo
osserviamo che si ha intanto:

{at} a? bt — (a8 ={a* b —ad{ba)x b=
=[H{a, b)— H(b, u)la>b;

ora I’ omografia H{a, &) — H(b, a) & evidentemente fuuzione
lineare del vettore «, come pure del vettore b, percid esiste
un’omografia di 3' ordine £, indipeudente da e b o tale
che, quatunque siano i vetteri e, & si abbia (Espaces, pag. 48):

(8) ¢.abh = Hia, b} — H({b, m),
e allora risnlterd dalla {(s):

@t — (re > DY = Ll X D,

() X =
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quindi, dalla {7):
9) _ Rabe X b
T abu <X b’

ove il denominatore ha la stessa forma del numeratore.

Si verifica subito, mediante la (8), che per }'omografia §,
valgono le proprietd espresse dalle (21)...(24) del Oup, 11
per Pomografia di Rinmans K.

Se, in particolare, la V, & nw’ipersuperficie di uno
spazio euclideo 8,,,, in ogni punto di essa esiste un vet-
tore onitario normale N ben determinato, e I'espressione
della eurvatura riemanniana si pud porre sotto la forma (2},
perchd dalla (4), rvifacendo i calcoli a ritroso, si perviene
alla (2).

Se, ad es., Dipersuperficie V, & un’ipersfera di centro 0
e raggio r, di 8,.,,, si ha

(@ 0P =r', ¢Q=0+rN, dN=d@/r,

e la (2) porge senz'altro: H = 1/+%, risultato prevedibile
a priori.

3. VYarieti isotrope.

Studiamo quelle varietd V, per le quali la curvatura
ricmanniang non dipende dalle giacitura, ¢ gaindi & fun-
zione tutt’al pilt della posizione del punto Q; fali varietd
saranno chiamate isofrope. Per esse sussiste I’'importante

TrOREMA, - Affinché la varietd V, sia isolropa é neces-
sario ¢ sufficiente che la corrispondente omografia di RIEMANK
risulti espressa da:

(10 R = &,

ove ¢ & una funsione nunerica del punto Q.

- Infatti, supposto in primo luogo che sussista Ia (10), ia
formula (9; porge senz'altro H = ¢, percid la carvatura
riemannisua vale ¢, onde & indipendente dalla giacitura.

Mostriamo ora che la (10) fornisce Ia pid generale
espressione deii’omografia di Riemany, per ln qusle la
curvatura riemenniana vale .

[Cap. IV} 203

Poniamo infatti
(11) 51:6&3"‘?'39

ove p, & un'omografla di 3° ordine da determinare; faremo
vedere che dovrd essere p,==0. Per guesto, ricorriamo
alla (9), 1a quale, essendo 3 == ¢, porge:

(& — cEraba X b=10,
ciog, per la (II):
(12} portbe > =29,

gualunque siano i vettori «, & tangenti alla Vn in @.

Osserviamo ora che per 'omografia g, valgouno le pro-
prietd espresse dalle (21)...(24) del Cap. III; inolire se ¢
& un vettore tangente alla V, in @, la (12) sussiste se al
posto di & si pone &+ ¢, percid:

1l - e)a > (b + ¢} =290,
sviluppando e tenendo conto della (12) risuita
e XK b4 poabe > e =0,

ma per la proprietd commutativa a cui soddisfu la p,
[form. {24) del Cap. LII} si ha peaba X ¢= paca>h,
quindi la precedente c¢i da paca><d=0, e per I arbitra-
rieth del vettore b sepue paca = 0.

Poichd si ha [form. (21”) del Cap. 1L1j:

{(a} k*py == — gy

la relazione trovata pace=—0 pud seriversi: pyoad =10,
e pouendo @ + & al posto di a e sviluppando risulta:

peab + peba =10, ciod kp,cha=— p,cba, e per I’ arbi-
trarietd dei vettori a, &, ¢, si conclude:
{b) Ry, = — #5.

I altra parte la proprietd ciclica della p, {form. {23)
del Cap. 111} ¢i da:

pabe + pbea + peab =0,

ST T AT
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ora, dalle (a), (b) risulta che i tre termini del primo membro
sono eguali, quindi y.aebc =0, da cui p, =90; o d. d.

Coneludiamo percid che se una V, ha la ocurvaturs
riemanniana ¢ indipendente dalla giacitura, ma funzione
solo della posizione di Q, la corrispondente omografia di
RieMaNN ha ii valore dato dalla {10}

La funzione ¢ che fgura nella (10) non pud perd essere
asseguntn ad arbitrio; anzi ora dimostreremo cle se n > 2,
la ¢ deve essere necessariamente costante.

86 la varietd V. & euclides, si ha & =0, g¢uindi 1a (9)
mostra che K = 0; viceveraa, se K = 0 In ogni punto di V,,
la (10) mostra che sard pure f =0, e Ia varietd & euclides.

4. Teorema di Schar.

Si dice che la varietd V, ha la ourvalura riemanniang
costante o, se, qualunque sis il punto @ della V,, e qua-
langue siano gli spostamenti non paralleli ¢ e 3@, tangenti
alla V, in @, la corvaturs riemsnniana di V. in @, se-
condo la giacitura determinata dai vettori dQ e 5@ ba il
valor costante c.

Cirea le varietd a eurvatura riemanniana costante si ha
il seguente molevole

TROREMA Di SBCHUB. - Se¢ la curvatura riemanniona
della V, in un punio gualungue ¢ & indipendente dalla
giacitura determinata da dQ ¢ 5Q, allora tale curvalure @
indipendente auche da Q, céod & costante.

In altrs termini, 3¢ sussiste la (10), la c deve essere
necessarigmente costante.

8i deve supporre, evidentements, u > 2, perché per n =2,
ciod per una superficie ordinaria, non vi & nel punto ¢, che
una sola giacitura tangente alla superficie.

Siano allora d@, 5@, d'Q tre differenziali, non compla-
vari, del ponto ¢ (che saranno pereid tangenti alla V,
in Q); essi certamente esistono, perché x> 2. Differen-
ziando poi la (10) e osservando che df, =0, avremo:
df —=de-E,, percid:

d#-5Qd'Q = de-E3Qd'Q;
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permutando cireolarmente i differenziali d, 3, d' e som-
mando avremo, tenendo contc dell’identitd di BiaxcH!

(Oap. II1, n. 7):

de-E50d'Q + 5¢-£,4'Qd@ + d'e-EAQEQ = 0,
da cni:

de-£,8Qd'Qd'Q + 8¢+ E,d'QdQd' @+ d'c-§,d Qd'Q =0.

Supponiamo che il vettore d'Q sia normale fanto a da¢
che a 3Q; allora la relszione precedenie, tenuto conto
della (81, si riduce senz'saltro alla:

— do-(d' QB 4 Bo- (d'QPdQ = 0,

e poichd i vettori d@, 8Q non sono paralleli, deve essere
de = 3¢ =0, ciod o deve essers costante; c. d. d.
Un'sltra dimostrazione del teorema di SCHUR frovasi

in Espaces, pag. 170,

5. Relazione fra le omoegrafle di Riemann relative a due
spasi corrispondenti.

Siano V, e V, due varietd ad » dimensioni e suppo-
niamo stabilita tra queste dne varietd una corrispondenza
tale che ad ogni punto @ della V; corrisponda un punto
determinato ¢ deila V,'; potremeo allora rignardare ¢ come
ung determinata funzione di Q.

§i tratta allors di trovave la relazione che esiste fra
" omografia di RieMaNy & relativa alla V., e I' omografia di
Rimsmany &' relativa alls Vi

Indicheremo, al solito, con 49, 5Q, &'¢ tre spostamenti
infinitesimi di Q@ sulla V,, e con 4@, 8¢, &'¢ 1 tre spo-
stamenti corrispoundenti di ¢ sulla Vi

Si ha ailora intanto:

_d¢
(13) ag =30 44,

percid indicando con & I’ omografis

(14) a=d¢/dg,
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la quale trasforma vettori taugenti alla V, in @ in vettori
tangenti alla V., in ¢, avremo:

{119 ag —olQ.

L'omografia o, che & funziome di @, non pud essere
arbitraria, perchd deve essere tale che il secondo membro
della (18" sia un differenziale esatto; per trovare la condi-
zione a cni deve soddisfare la o cccorre definire prima il
differenziale superficiale di o, osservando che non si pud
senz’altro applicare la (10) del Oap. ITI, perché ora la ¢
trasforma vettori tangenti alla V. in @ in vettori tangenti
alla V, in ¢ (e quindi non pill tangenti alla V. in @).
Defipiremo percid il differenziale superficiale di o, che in-
dicheremo con d.g, coms quell’omografia tale oche, qua-
Inngne sia il vettore u, tangente alla V. in Q. si abbia,
aunlogamente alla citata (10) del Cap. ILI:

{15) {do3ire = d,do1y — adyit,

ove dy{cu) indica, naturalmente, il differenziale superficiale
(relativo alla varietd V) del vettore ow, che ¢ fangente
alla V)" in Q.

E facile provare, come nel n. 3 dei Cap. I1I, che I’ope-
ratore d,o definito dalla (15) & effettivamente un’ omografin
che trasforma vettori tangenti alla V, in @ in veftori tan-
genti alla V' in .

Dalla (15} si dedunce:

{15 do (o) = (d,8)it + odo .
Cid premesso, analogamente alla (13), avremo:
(13") 80 = o3Q;

operando ora con 3, sulla (13) e con d. snlla (I3") si ha,
ricordando la (15);

(@) Byl = B, Q4 05,dQ, do8G =(d,0)8Q-+0d 56,

sottraendo e tenendo conto della (4) del Qap. I1I, s con-
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cludo:
{16) Bp0- Q= dpo-80,

che & la relszione a cui deve soddisfure I’omografia o
affinchd sussista la (137).

Vogliamo ora stabilire I'importante

PROREMA. - Fra l¢e omografie di Riemann relative alle
varietd Vu, V. sussiste la relazione:

17y RAQEGAQ = (8.5 — A8, )’ Q - cRAQEOA'Q.

Infatti, se d'Q & un altro spostamento di ¢ snlla V,
e d'¢/ & il sno corrispondente sulia V', st ha dalla (a):

Aud' Y = doo-d'Q + odyd’'Q,
de cui, operando con 3, e applicando la (1¥):
By o d Q@ = 8,doo-d'Q -+ dyo-8,0' @ + 5,0’ Q1 6Bt d' @,

scambiando qui 3 con d, il secondo e terzo termine del 2°
membro si seambiano fra Joro, quindi sottraende e ricor-
dando Iz (20 del Oap. III risulta seng’ altro Ia {17}

6. Spazi in rappresentszione conforme.

Supponiamo stabilita fra le varietd V., V. una eorri-
spoudenza tale che ad ogni punto deila V, corrisponds un
punto determinato delia Vi, in guisa che I’angolo di due
vettori tangenti alia V. in @ visulti eguale ali’ angolo com-
preso fra i due vettori corrispundenti della V'

Si dice allora che la corrispondenza, o rappresentazione,
delia varietd V, sulla varietd V. ¢ conforme.

8i vede facilmente che se d@ e A€ sono due sposta-
menti eorrispondenti in V, e V,/ affinchd la rappresenta-
zione di V, sulia V., sia conforme & necessario e sufficiente

che si abbia:
(& dg = Uxdg,

ove U & una funzione nnmerica di @ e L & uuna isomeria
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vettoriale, pure funzione di @, che trasforma vettori tan-
genti alla V, in @ in vettori tangenti alla V.’ in .

In questo oaso I'omografla o consideratas nel u. prece-
dente vale I%, s la condizione d’integrabilitd (16) diventa:

BU-AAQ + U A-dQ = dT-35Q+ Udor-5¢;

operando a sinistra con Ki/T e ricordando che, essendo A
isomeria, 5i ha (n. 7, Oap. I}:

{19} Ei.i=3Ki=—1
ne segne facilmente:

(20) grad, log U><8@-dQ + KX-8,1.4Q =
= grad, log T X d@Q-8Q + BXr-d,r-5Q,

che & la condizione che lega le funzioni U e ) affinchd
possa snssistere la (18). '

7. Trasformazione della condizione &’ integrabilith.

La (20} costituisce, come abbiamo detto, la eondiziove
d'integrabilitd della (18); ora si pud trasformare la (20)
in modo da ricavarne un’espressione molto semplice e
notevole per dyA.

Essa ¢ fornita dal seguente

TROREMA. - I differensiale superfiviale dell isomeria A

& dato da:
21 doh == AE, gradl, log U-d @,

ove £, & Pomografia di 3° ordine definita dalla (8).
Infatti, poneudo, per brevith,

{22) u = grad, log U,
e aggiungendo d@><5@-w ai due membri della (20), &i ha:

Ri-dA-50 — 15 5Q.dQ + dQ X 3¢-u =
=K 5h-dQ — > dQ-3Q + d@> 8¢ 1,
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ciod:
(@) K %’% 4Q5Q — E,udQ8Q =K\ % 5QdQ — E,usQd.

Ponendo:

®) 1 55 400 — Gud Q2 = 1,48,

la. u, & un'omografia di 2° ordine, ben determinata, indi-
pendente da d¢ e 8¢, e Ia (a) mostra che p dOS¢ =p,5QdQ;
pereid, se a, b sono vettori tangenti alla V, in @, si pud
sorivere:

{c) p @b = p, b, od anche kp,=g,.

Dalla () si ha poi:
Ki-d, A —Enud@=p,d¢,
ma differenziande la (19) risulta:

KA -doh 4+ Kdo 2-2 =0, ciod Ki-d,d+ EK(Ki.dy2)=0,
in quale mostra che I’ omografia KA-d, A & assiale, e siccome
anche I’ omografia §,ud@ & assiale, ne segue che I’omo-
grafia p.dQ, e quindi p,ae, & assigle, percio:

pab>X =0, da cui pdba>Xb=0, a>xpbb=0,
e siceome il vettore a & arbitrario, gi conclude:
{d} bl = 0.

Ne segue ovviamente: p,(a -+ ¥){a -+ b)=0; svilup-
pando & tenendo conto delle (¢}, (d) rimane p,ab=0, da
eui si ha senz’altro g, — 0, dopo di che la (b) porge:

K).dA==§,ud@,

da cui, operando a sinistra con A, si ottiene la (21}.

8. Applicebilitd di dne spazi eurvi.
Supponiamo che la corrispondenza fra le varietd V.
e V. sia tale che gli elementi d’arco eorrispondenti (e

Burgaiti 14
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quindi anche gli angoli} di tali varietd siano eguali; allora
ai dice che le varietd V, e V. sono fra loro applicabili,
Dovra dungue essere, qualunque sia @:

(23) aQ* =dg,
percid si pud porre (Cap. I, n. )
23) ag =g,

ove X & una isomeria, funzione di @. Questa relazione
rientra nella (18) per U ==1, percid I isomeria A deve sod-
disfars alla condizione che si ricava dalla (21} per U=1,
e allora si ha d.» =0, percid vediamo che il differenaiale
superfioiale dell isomeria A deve essers nullo.

Di qui & facile dedurre il notevole

TEOREMA. - Lé curvature riemanniane dells varietd Vo, Vo'
in ogni coppia di punti corrispondenti ¢ secondo gigoiture
corrispondents sono sempre fra love eguali.

Infatti, datla (17), ove la o ora non & altro che Piso-
meria }, si trae, per la proprietd testd stabilite:

RAQEQI Y = ARIQEQI'Q,
da eui, in virti: della {19}:
Ki-RAQQdQ X 8¢ = RIPRIAX TG,
ossia, applicando il teorema di commutazione o la (23):
RAQEQAQY X FY = RIPBUIAXKVQ.
Da questa formula, dalla ovvia relazione 4@ > 8¢ =

— d@ > 5Q, o dalla (5) segue senz’ altro H =K, conforme

al teorema.
Un’altra dimostrazione trovasi in Espaces, pag. 168.

9. Relazione fra le omografie di Biemann per due spazi
in rappresentazione conforme.

Vediamo come si trasforma la relazione (17) fra le
omografie di RIEMANN nel caso di due varietd V,, Vo
corrispondenti in una rappresentazione conforme.
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Basterd calcolare il valore che assame I’espressione
3,de5 — dobya. Intanto, poiché ¢ —=UA, si ha:

8odoG == BAU-L + dU-8,2 43U+ dyd + UBpdyd,

percid;
" Byde s — dyBpc = U(Bydyh — doS, ),

e allora la (I7) porge:
{24) AL @ = UBpdoh — do3, 2@ -+ UARAQEQL' Y.

Qaleoliamo ora, mediante la (21}, il valore di 8,d,X — dyB, L.
Ponendo:

2¢y U=1/u, v=grad, u, st ha w=—0oln,

pereid la (18) diviene d@ = (A/w)dQ, ove ’isomeria i deve
soddisfare alla condizione d'integrabilitd (18), ciod:

{16 (a., %)dQ =(d,, %)aa;
la {21) si serive poi:

(25) d) = — 2 vdq,
da cui:

A X 3
Bod,h = _(5., ;)Esvdﬁ — S EAwdQ — - Eatd, G,
guindi, se « & un vettore tangente aila V, in @, risuléa:

s
(Bedo = — (an i?) (exa-da—axde-v)—%gav vodQa—

A
- EE;,!:%&Q-&:—v><a(5,£)dQ+a><dQ.%,,,A
¥ 1

B A X
— aXdQ-lv-—‘—césﬁf,v-dQ-a —;Esvagdqua,
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‘od ancors, ricordendo la {2B):
s 1
(Bodor)a=—10X a(&., ;)d@ — :‘—,ax dQ-AEe8Q v —

&u A A _
— ?axdq-kv-— Eﬁsa,v-dq-u —;‘Eataud.,()-a—

=~—v><a(5e %‘)do—;‘Iﬁ,axdg-x{uf-aq-—vxag.v)—

bu A N
— ?ade'lv—EES‘éw-dQ-ar ;&Esrﬁod.,@-a;

ma v > 5Q = grad, ¥ > 3@ =b4, quindi, semplificando si ha:
A 1 .
(S.dei)a = —vX a(&, ;)d@— ;‘; a>dQ-vH8¢ —
)} s
~ Egau” dQ-a— ;Egvaoan‘a'

Seambiando qui & eon d, il primo termine del 2° membro
non muta in virtl della condiziome &' integrabilitd (16'), o
P ultimo termine pure rests invariato, pereid si conclude:

i 1
(Bodoh — Ao M@ = — ul,ax dQ 5 N5Q 4 o €< 3Q- v*AIQ —
% o
_ E Esﬁov—dQ-a‘—{- ;Esd‘,’!" BQ'H,

ma i primi due termini del 2° membro possono Seriversi
cogl:

__.t%vq(axdg-ag—axﬁiz-d%

o e O S S AR L QR
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ovvero, ricordando la (8):

ydok — dy8ed = () ut) | —(E(dQ, 3Q) — HEQ, dQ) —
- !b[H(5 o, dQy— H(d4, B0y —H{do, Q) +H(3¢, d.mil,

" ¢ sostituendo nella (24) si ottione:

(26) RAQBQIQ =

= (A jwd)i— ot [B(dQ, 3¢) — H(3Q, d@)} — wlH By, d0) —
_H(dQ, 8y0) —H(dow, 5Q) +-H(EQ, dov)]}d' @+ (Mu)RAQEQdY;

questa. formula stabilisce 1a relazione fra le omografie di
RisMANN relative a due spaszi corrispondenti nella rappre-
sentazione conforme determinata dalla formula:

(27} d@ = (A dQ)/x,
che risnita dalla (18), perché T ==1/u.

10. Rappresentazione eonforme di una varieth a curvatara
costante sopra uns euclides.

Supponiamo che S, sia uno spazio etelideo ad n dimen-
sioni, lmogo di un punto & e che V., sia una varietd
descritta dal punto €.

Si pud allora dimostrare I’importante

ToorEMA. - Se la varietd V,' & ¢ curvature riemanniana
costants & sempre possibile rappresentaria conforuemente sulla
varietd euclidea Sy.

Basta far vedere che & possibile determinare una con-
veniente funzione u ed una isomeria A, funzieni di g, tali
da soddisfare alla (27}

Per questo, osserviamo dapprima che, per spazi enclidei,
si ha & =0, e che avendo la V,' una curvatura riaman-

ciod
1, niana costante &,, si ha dalla (10): R =K, e allora
— o3 V'MLAQ5Qa, applicando 1a (26) si ha:
percid si ha: H(AQ X Y 3¢ —3Q X dQ-dQ)=

== (Mu¥) ] — oH{dQ X d'Q-3Q@ —3Q X dQ-4Q) —

1 1 1
Boloh — dpBoA=-——5 YA dQEQ ~— = A S, v-d@+ = AL do v 8@,
w *e w u — uBo X d'Q-d@—dQ X d'Q-Bv—dv X d'Q-3Q0+ 59> d'Q-dv)l,
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ove abbiamo scritto de, Sv al posto di dw e 5,v, perché
essendo 8, spazio euclideo il differenziale superficiale coin-
cide col differenziale ordinario; ma dalla (27) si deduce

dQ > d'Q = 2dQ > Ad'Q[ut = dQ X d'Q/u?,

quindi sostituendo si ha:

{28) H(dQ>X Q-3¢ — 2@ X d'Q-d@) =

— — QX d'Q-5Q — 8Q X d'Q-dQ) —

—uEUXAQ-dG —dQ > dQ-Bu—ded d'Q-3Q¢ + 54X d'Q-dv).

Poichd, a normsa della (24'), v — grad u, la precedente
& un’equazione differenziate di 2° ordine rispetto ad u;
per trovarue I'integrale generale osserviamo che, essendo
il vettore d'Q arbitrario, possiamo supporlo in primo luogo
normale a dQ e a 5@, nel gual caso la (28) si riduce alla:

S d'Q.-dQ - de XX d'Q.-8¢ =0,
e siccome i vettori 4@ e 5@ non sono paralleli, ne segune:
{29) SoxX d'g=20;

supponiamo ora invece d'Q—=dQ e inocltre d@>X3¢ =10,
e avremo dalla (28), ricordando ia (29}:

(30) K, dQ*-3Q = — v*-d Q. 5Q 4 w(d Q" - Ev + dv XX dQ-3Q),
la quale mostra che si pud porre:
(@) tn —2¢5¢,

ove ¢ & una funzione numerica di @; questa funzione perd
non pud essere arbitraria, perché deve esser tale che i
secondo membro risulti un differenziale esatto. Di qui &
facile dedurre che g deve essere costante; e infatti, oltre
alla {a) st ha pure:

(b dv = 2qd¢Q,

ora operando ecol differenziale d sulla (&) e con & sulla (d),
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poi sottraendo ed osservando che trattandosi di uno spazio-
enclideo 8i ha ddv = &dv, risulta:

dq-8Q = 8q-d¢,

che, per Parbitrarietd di dQ e 5Q porge dg=73¢ =70,
ciod g = cost.
Dopo ¢id dalla {a) si ricava, integrando:

() v=2¢¢— O+ @,

ove G & un 'pnnto fisso, ed @ un vettore costante arbitrario.
Poickd » = grad u, integrando ancora si ha 1'espres-
sione generale di w sotto la forma:

(31) n=g(Q — O + > (@ — O)-+p,

ove p & una costante arbitraria.

Le costanti d'integrazione p, & nou sonoc perd intera-
mente arbitrarie, perchd la (31) deve soddisfare alla (28},
o, pill semplicemente, alla (30); e facendo la sostituzione

51 ottiene:

&K, dQ 5@ == — [4¢(Q — 0 +a* -+ 4a>(Q — 0)]-4¢*-3Q+
4 [g{Q— 0¥ + a X (@ — 0) -+ pl4gd Q* - 24,

cige, riducendo:
(32) H,=4pg — a’,

che & la relazione cercata fra le costanti & integrazione.
Ottenuta cost la funzione x, la (227 che si scrive:

(33) dh = — AE, grad Jog u-dQ,

& un’equazione differenziale di 1° ordine (fra omogralie), .

che determina la isomeria A
Cos] abbiamo stabilito che & sempre possibile determi-
nare la u ¢ D'isomeria A in modo che sia soddisfatta Ia (27)

e percid il teorema & dimostrato.
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11, Casi partieolart.

Nell'espressions (31} di = figurano le contanti nnme-
riche p, ¢ e il vettore ocostante @, le guali sono legate
dall’cnica condizione (32); possiamo quindi imporre ancora
altre condizioni relative ad un punto generico 0, fissato ad
arbitrio. Per es,, snpponiamo che nel punte @ debba essere:

u=—1, gradu==0,
e allora dalla (31), (¢) sl deduce tosto:
p=1, a=0,
perciod, ricordando la (32) si ha:
(34) u=:K,(Q@ — Oy/d 41,
dopo di che la (27), che porge, dQ'* = dQ*/u*, pud scriversi:
(35) 2@ =dQY[H(Q — OF/4 41T,

formula dovuta a BIEMANK.
Se invece si suppone ¢ =0 le (31), (32) divengono

u=agxX{—0+p, H,=—a,

percid la corvatura deve essere negativa, ¢ si dice allora
che V, & uno spazie pseudosferico di raggio 1l/moda;
la (27) fornisce in tal easo:

dQ*=dQ/[a>(Q — 0) + pI',
che, per p =0, pud ancora soriversi:
. aqQ
a0 —
= Fe=<@—oF
ove b & un vettore unitario. Questa formula & dovuta a
BELTRAMI (a. 1868).

12. Applicabilith delle V, eclia stessa carvatura costante.
Dai risaltati precedenti discende tosto il seguente note-
volissimo
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TROREMA. - S¢ due varietd ad n dimensioni hanno la
steass curvalura riemannicng costante, allora esse sono sem-
pre fra lovo applicabili.

Infatti, siano V,’, V," le due varietd, che SuUppouniamo
descritte rispettivamente dai punti ¢, @"; sussisterd atlora
la (35), e una analoga per la varietd V,”, nella quale i
secondi membri sono egnali, perchd le due varietda hanno
la stessa curvatura costante X, Ne segne d@*=d¢" il
che prova I'applicabilitd delle due varietd considerate.
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Curve ed ipersuperficie degli spazi curvl.

i, Curvatura delle linee di. una varieti.

Sia C nna curva della varietd V,, ad » dimensioni, e
supponiamo che sia descritta da un punto @ funzione di
nng varisbile numerica ¢; sappiamo che se ds & 1’ elemento
d*arco di O si ha:

8] ds = mod 44.

Inoltre, se si pone:
@) t=dQ/ds,

il vettore ¢ & unitaric e parallelo alla tangente a C in @.
11 vettore
de  d4*Q
@) & ds

& normale a ¢ ¢ di la direzione della normale principale
assoluta della curva O in ¢ (Cap. II, n. 3). Se si pone

di dt
(4) == &—a[mod e
il vettors m & unilario e parallelo alla normale principale

assolnta di O in Q.
Cid posto, si chiama curvetura della linee O in @ il

numero ¢ definito dall’ eguaglianza
(b} ¢ = n > dit/ds,

il che & perfettamente analogo a quanto si fa per le curve
dello spazio ordinario.
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Sussiste il seguente
TrorpMaA I. - La derivata dt/ds 2 daie dalla formule:

(6) de/ds = cn.

Infatti dalle (4), (5) segue ovviamente ¢ = mod (d¢/ds);
dopo ¢id la (4) porge senz’altro la (6). E chiaro che ¢ =0,

La (6) & analoga alla prima delle ben note formule di
Frexer per le earve dello spazio ordinario.

B poi assai facile stabilire, come nel caso dello spazio
ordinario, che la curvatura di O in Q 2 il rapporto fra
Pangolo di contingenza ¢ Uarco elementare, chiamandosi
angole di contingeuza guello formato dalle tangenti a C
in @ e in un altro punto infinitamente vicino.

La proiezione (ortogonale) della normale principale as-
soluta sullo spazio euclideo 8,, tangente alla V, in @, ¢
una retta che si chiama normeale principale relativa a V,
della curva C in Q. Tale retta & normale al vettore ¢.

Se m, & un vettore unitario psrallelo alla normale prin-
cipale relativa in @, e avenfe per verso quello della proie-
zione di 2 su questa normale, e si indiea con ¢n, la
proiezione del vettore cn sulla normale stessa (eioe sopra Sq),
il numero ¢, (che & positive) si chiama eurveiura geodetice
relativa ¢ V, della enrva C in Q.

Di qui e dalla (6; seguone subito le relazioni:

() el ds = dyt, ¢, = e X n,.—= #,. X dt/ds.

Ricordando una proprietd delle geodetichbe (Cap II, n, 6,
Teor. I1I), si trae subito dalla (7) il seguente

TrorEMA 1L, - La curvature geodetica relativa a Vo &
nulla solo per le geodetiche di V.

Indichiamo com G la geodetica di V, passante per ¢
e tangente in @ alla curva C, ciod tangente al vettore #;
sia poi ¢, la curvatura di questa geodetica in @ ed n, un
vettore unitario parallelo alla normale principale assoluta
della geodetica G iu §.

Avremo allora il segnente
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TrorrMa IIL. - Le curvaturs c, o, seno legate dalla
relazione:;

{8) g, =en>n,.

Infatti, il vettore 22, & normale alla V, in Q (Cap. II, n. 6},
percid £><n,=0; derivando rispettc ad 2z ed osservando
dn, __in,

che i = a0 t, 8i ha, per ia (6):

dn
cn)(n,—a—t)(d—a"t-zo;
il secondo termine non muta se si sostitaisce alla curva O
un’altra curva della V,, tangente in @ al veftore ¢; in
particolare prendendo }a geodetica G risulta:

dn,

ey -+t 8

i=0,

¢ confrontando colla precedente si conclude la (8).
Consideriamo n geodetiche della V, passanti per @ e
& due a due ortegonali, e 8iano Z,, ¢, , ..., &, vettori unitari
tangenti ad esse in Q o diretti nel verso crescente degli
archi; diciamo poi 9,, 9y, .. ¢n gli angoli da essi formati
col vettore ¢ tangente alla O in Q. 8i ha allora il
TrorEMA IV, - II veltore n, 86 pud esprimere mediante

i vettors ¥; colla formula:

9) o,n, ds=— (sen g, -dp, -1, 800 Py AP, £, 4 ... +8EN Py APy £.).

Infatti, si ha ovviamente:
t==cos p,-f, + COB Py-fy = ... + CO5Pn -ty

prendendo il differenziale superficiale e badando che trat-
tandosi di geodetiche si ha d.t; =0, risulta:

Aol == — (sen @, -dg, - ¢, 4 ... + 86D Pp APy t.),

Ai qui e dalla (7) segue la (9).

e TR T T TR
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Ne .risnlta, ad €8, ¢, X7, =—seng, - dp,/de Nel
caso di una superficie dello spazio ordinario e ha
n,><t, = —sen ¢,, percid ne segue senz altro la pota
proprietd e, = dp,/ds.

Prendiamo sulle carve O, G, a partire dal punto Q due
archi egnali e siano @, @, i loro estremi. 8i possono allora
stabilire le proprietd seguenti (Hspaces, pag. 182):

TEOREMA V. - La ourvature geodetioa velativa & Va,
della curva C in Q vale il doppio del limite del rapporto
della distanca Q,Q, al quadrate della distansza ¢9,, quando
i punti Q, e Q, tendono al punic Q.

TporeMa VI, - La normale principale relativa a Vi
della curva C in Q 2 la posizione limite della retts Q,Q,
quando @, ¢ @, tendono a Q.

OSSERVAZIONE. - 8i petrebbe assumere senz’altro la (7)
per definire la curvatura geodstica della O in Q; in tal
caso, prendendo il differenziale superficiale della rela-
zione ¢ =1, si ottiene X< d.,t=0, Ia quale mostra che il
vettore #, ¢ normale & #, ciod alla curva C.

2. Curvatura deMe linee di an’ipersuperficie.

Sia W._,, un’ipersuperficie della varietd Vg, e sia '
una curva tracciata sulla W,_,, e t il vettore unitario
tangente alla O in €.

Poiché la curva (' appartiene anche alla V,, avremo
da considerare, come nel n. precedente, la normale prénci-
pais relativa @ V, di ¢ in Q, che & definita dai vettore 2,
e la eurvatura geodetica ¢, relativa a Vi,

11 vettore n, & tangente alla V, in @ ed & in pari
tempo normale a ¢; la proiezione della normale principale
relativa a V, di O in @ sullo spazio euclideo §,_, tangente
in @ all’ipersuperficie W,_, & una retta chiamata normale
principale relativa a W._, della curva (¥ in Q. Qnesta retta
& normale al vettore ¢.

Se /. @ un vettore unitario parallelo alla normale prin-
cipale relativa a W,_, della curva ¢ in @, e si indica
con ¢, 1, la proiezione del vettore ¢.m,. sullo spazio Su_,,
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il pumero positivo ¢,. si chiama curvatura geodetica rela-
fiva ¢« W,_, della curva €' in @,
E chiaro che si ha:

{10 o e = dt,

ove d.t & il Qifferenziale di # sulla ipersuperficie Wi
Ne segue:

{11) e =e,m, D S =n, X dt] ds.

Sia G' la geodetica di W,—, passante per ¢ e tangente
a ¢ in Q; indichiamo poi cov ¢, la curvatura di questa
geodetica in Q, e con I il vettore unitario, normale all’iper-
superficie W, ; in Q e tangente alla V, in @Q; tale vettore,
coms sappiamo (Cap. II, n. 3) & unico, ed 2 paralielo alla
normale principale relativa a V. della goodetica G in @
{Cap. 11, n. 6.

Cid posto, sussiste )’ importante

TEOREMA, - Le ocurvaiurée ¢, ¢/, ¢, sono legate dolle

relazioni :

o ,
{12) ¢, = — 12X %t’ o, =¢.n,. X N,

(13) ¢, 1, = ¢, N - ¢.'n,".

Infatti, procedendo come per il Teor. III del n. pre-
cedente, osserviamo che ¢> ¥ =0, da cui prendendo il
differenziale snperficiale:

Aol XX N 41X d, N =0,
ma dalle (7) si ha:

() dob D N == ¢,n,. > N -ds,

poreid:
A X N-ds + 1> dy N == 0

ma 8i pud scrivere:

va:‘_i.EE dQ =

NS N e
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quindi:
do N
Cet, XN + T -a-b—tzﬂ;
il secondo termine di guesta eguaglianza non muta se 8i
sostituiszee alla curva ¢ un'alira curva della W._,, tan-
gente in @ al vettore ¢; considerando, in particolare, la
geodetica G’ 8i deduce allora:

cg'+t>(%%rt:: 0,

che dimostra la prima delle {12).

Dal confrouto delle ultime due eguaglianze segue la
seconda delle (12).

B chiaro che il vettore c.n,. — ¢,’n,’ & paralielo ad N,
ciod & delia forma hX, e percid ¢m,.=e¢,'n, - hV; sosti-
fzendo nella seconda delle (12) st conclude subito h=¢,,
e cosl risnlta dimostrata anche la (13).

Se si indiea con B 1’angolo dei vettori n, , NV, Ia seconda
delle {12) e la {11) ei danno le formuie notevoli:

(14) ¢, =e.cost, ¢,/ ==¢,senb;

la prima di queste costituisce I’estensione de! teorema di
Mnuusnier alle ipersuperficie degli spazi curvi ad uwn nu-
mero qualunque di dimensioni.

Ricordando la (e) e la prima delle {12) si pud scrivere
la seconda delle (12) sotto le forme seguenti:

dQ _ doN _ dQ X doN

AB) o) = dyt X Njdo= — Tox T = — L LR

che sono analoghe a note formule delle superficie ordinarie.

3. I’omografle fondamentale delle ipersuperficie.

Lo studio delle proprietd fondamentali delle ipersuper-
ficie pu¢ farsi semplicemente considerando un'omografia
notevolissima, analoga a quells introdotta dal BuraLI per
le superficie ordinarie (Parte I, Oap. II, n. 5).
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Sia, come dianzi, W,_, una ipersuperficie della varieta V,
ed N sia il vettore unitario, normale alla W,_; (e tan-
gente a V) in Q.

Poiché N*=1, ne segue, prendendo il differenziale
superficiale sulla Vi: )

(16) N> dN =0,

quindi: i vettore d,N 2 tangente alla W,_; in Q.
Definiamo ora un'omografia o, fanzione del punto @
variabile snlla V,, colle condizioni seguenti:
a) quando i} punto @ si sposta sulla Wa_, 8i ha:

(17) ch-""—-"doN,
ciod:
(18) s=d,N/dQ,

b) inoltre si ha:
(19) aN = 0.

Nelle (17), (18) il vettore dQ & evidentemenie mormale
ad I, e quindi la (17) ¢i d& il eorrispondente, rispetto % o,
di gualungue vettore tangente alla W. s in Q; la (19)
esprime poi che il corrispondente, rispetio & ¢, di qua-
lunque vettore mormale alla W,_, (e tangente alla Vo) @
il vettore nullo. E poichd ogni vettore tangentse alla V, in @
si pud scomporre nella somma di nn vettore tangente
alla W, in @ e di un vettore normale alla W,_;, 8i con-
clude che le (18), (19) dsfiniscono I’ omografia o per ogni
vettore tangenie alla V, in Q.

L’omografia a gode delle proprietd fondamentali seguenti:

TeoREMA. - Se d@ & uno spostamento del punic Q
sulla- Wo—s, 84 ha:

(20) NXaod@=10,
inolire

(21) EaN =10,
(22) Ka =g,

percid ¥ omografia o ¢ una dilatazione.
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La (20) & una immediata conseguenza delle {16), (17).

Copsiderando poi un vetiore = qualungue, tangente
alla V, in @, esso pud porsi sotto la forma: 1 = a ¥ --bdQ,
ove a, b sono numeri reali e dQ & tangente alla Wi,
perci® dalle (17), (19} si trae:

gttt —= bod@ = bdtN,

percid s> N =0, da eui u > KecN =0, e, per 1I'arbitra-
rietd del vettore u si conclude la (21).
Se poi 5@ & nn altro spostamento di ¢ snlla Wy, si ha:

FNxded=0, NxiQ=0;

applicando il differenziale 3, alla prima di goeste egua-
glianze, e il differenziale d, alla seconda, si ha:

BN X AQ + N 3,0Q =0, d N>+ N X dbg =0,

sottraendo queste due eguaglianze e ricordando la (4} del
Qap. III si ha:

5N dQ — d, N> 3¢ =0,
cio®, per la (17):

g3 > dQ — cdQ > EQ =10
dQ < (¢ — Ka)3@ =10,

la quale relazione vale qualungue siano i vettori d¢, 84
tangenti alla W,_, in Q; ma, d’altra parte, dalle (19}, (21)
si trae (s — Ko} N = 0, percid si conclude s — Koa=0, da
cul risulta la (22).

4. Curvatara totale di un’ipersuperficie.

Il conecetto di curvatura totale, o di GauUss, per una
superfieie ordinaria, pud estendersi facilmente ad un'iper-
superficie W,_; di una V,; premetiiamo all'uopo il seguente

TroreMa. - 8¢ 4,0, d,&, ..., d._1{ sone spostanrenii tufi-
witesimi @rbitrari del punte Q sulla W,y e duy N, deN, ...,

Rurgatti 13
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Ao, n1 N son0 i corrispondents differensiali superficiali di N,
st ha:
(23) am (¥, 4,4, 4,Q, .., A1) Tygo=

—am (N, duN, duN, «, donaN).

Basta applicare la (8”) del Cap. I, ricordare che s N =10,
¢ tener presente la (17}

Nel caso di una superficie dello spazio ordinario, si
ha a=23, @ aliora 1a (23) ci fornisce Pinvariante secondo
della omografia o, che non & altro che la curvatura to-
tale, o di Gauss, della superficie considerats. [Oap. IV,
form. (1)}

Per n gualungue si pud quindi, per analogia, chiamare
curvatura totale dell ipersuperficie W,y il valore di I 1o
ricavato dalla (23).

Si possono anche considerare altre curvature, definite
da 1,6, Lo, ... (Espaces, pag. 188).

La curvatura totale ora introdotta & suscettibile di una
interessante interpretazione geometrics, ricorrendo alla co-
sidetta rappresentnzions ipersferica dell’ipersuperficie Wy_1.

Per questo, sia O un punto fiszo, & ad ogni punto @
della W,_, facciamo corrispondere il punio:

{24) M=0+N;

3 chiaro ehe quando il punto @ deserive la W, il punto M
si muove sull’ipersfera Z,_, di raggio 1, avente per centro
il punto O.

Si dice percid che la (24) stabilisce la rappresentasione
ipersferica dell’ ipersuperficie W._; sull’ipersfera Zo—-1.

Ad ogni punto della W,_; corrisponde un punto ben
determinato di S.., ma un punto di guest’ ipersfera pud
essere il corrispondente di pilt punti della Wi_g; se il
punte ¢ descrive una regione della Wi, il punto M de-
serive la porzione corrispondente di Z._; @ 8 consideriamo
le estensioni {ad n — 1 dimensioni) di due porzioni corri-
spondenti, si ha il seguente:

Tronwuva. - 1i rapporto delle estensions di due regions
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infinitesime corrispondentt di Xy, e di W._y ¢ eguale alle
curvatura totale dellea Wo 1.

Tofatti, si pud prendere per elemento di estensione
della W,y il parailelepipedo (ad n —1 dimensioni} de-
terminato dai vettori d,Q, d,Q, .., du_1Q, dianzi consi-
derati; la sua estensione, temendo conto del segno, vale
am (N, d,@, d,0, .., du—'&)

Ail’elemento i estensione considerato sulla W,_,, cor-
risponde sulla .5 un altro elemento di estensione de-
terminato dai vettori d, M, d,M, .., du1M, ciod, in virti
della (24), dai vettori dadN, delN, .., dea N, il cui valore
d am (N, daN, deN, .., dpa_1N). Ora il rapporto fra
queste due estensioni & precisamente eguale, in virti
della (23), alla eurvatura totale deila W,_1, conforme al
teorema.

51 pud anche trovare facilmente I'interpretazione geo-
metrica di 1,6, che pud chiamarsi cureature media della Wt
{Espaces, pag. 191).

5. Curvature prineipali di un’ipersuperficie. Formula
di Eulero.

Come abbiamo visto, I’ omografia o & una dilatazione,
quindi, per un teorema noto (Gap. I, n. 6}, essa ammette
almeno n direziont unite, & due a due ortogonali.

Una di queste direzioni & quella del vettore N, per-
¢hé o N =0; le altre n — 1 direzioni sono percid normali
ad N, guindi sono tangenii alla W, in Q.

Se @, &, .., fa_1 SODO Vettori unitari paralleli alle di-
rezioni unite counsiderate, possiamo dnmnque porre:

{25} oy = — Mydy, (r=1712 .,n-1)

ove le m, indicano numeri reali determinati.

Le # — 1 direzioni unite ora introdotte, si chiamano
direzioni principali delV ipersuperficie W._; net punto @,
e i numeri m, si chiamano curveture principali della Wa_
in Q.
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Introducendo la g, si pud serivere Ja prima delle (12) eosi:

) e dgQ dqQ
(26) €= g X%y

. , P X os(P—-4Q
{26') ‘39:"“( ?;)Hoé)e )1

ove si & posto:
dQ/ds = (P — @}/mod (P — Q).

Mediante la (26') possiamo ottenere le direzioni princi-
pali della W,—; in modo del tutio diverso, ¢ precisamente
cercando le direzioni (tangenti alla W,_, in @) secondo le
quali la curvatura ¢, & massima o minima.

Si ha, in proposito, il seguente:

TeorEMA 1. - Le direzioni secondo le quali la curve-
turg ¢, ¢ massime o minima sono le direzioni principali
della W,_; in Q, e questi valori massimi e minimi sono le
curvalure principali della W, in Q.

Infatti, affinché la enrvatura c,/, considerata come fan-
zione di P, a norma della (26'), sia massima o minima, 4
necessario ¢he gradpe,’ == 0; ora dalla (26") si ha:

(P— @)X ol — Q=~¢,/(P— 4,
¢ prendendo il gradiente si ottiene:
AP — Q=—¢ (P — Q)

la quale mostra che P — Q & direzione nnita di o; di qui
risulta il teorema.

TeoREMA L. - Se 9,, ¢y, vy Pn_, 8000 glt angoli che il
vettore P — Q (tangente alle W,_1 in Q) forma colle dire-
zioni principeli della W,y in @, si ha:

(8T) ¢, = M, €08® §, ~ My COS® Py A= ous = Mp_ €OS" Py,
Infatsi, se si pone I==mod (P — @), si ha ovviamente:

P— Q=Ni,cosp, + ..+ En_, COS Pp_,);
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sostituende nella (26), e tenendo conto delle (25), risnlta
la (29).

Come ben st vede, la (27} non & altro che la genera-
lizzazione alle ipersuperficie degli spazi curvi della formula
dl EvLero per le superficie dello spazio ordinario.

Si chiama gquadrica indicatrice della dilatazione o la
quadrica (ad » — | dimensioni, appartenente all’S.., tan-
gente alla W,_; in @) luoge dei punti P che soddisfano alla

(28) (P—hXoP— Q==

tale guadrica, che ha per centro @, gode di proprietd del
tutto analoghe a quelle relative all’indicatrice di DTPIN
per le superficie dello spazie ordinario.

Cosl, ad es., sussiste il seguente

TeorEmA II1. - I reciproce del quadvato di un semi-
diametro della quadrice indieatrice ¢ eguale alla curvaiura
della geodetica delle W._y langente in @ al diametro con-
siderato,

Questa proprietd risulta senz’altro dalle (26), (28}

E importante oaservare che Je (25), unitamente alla
relazione <N = 0, definiscono completamente la o; e di gui
gi possono dedurre varie relazioni fra gli invarianti di o
e le curvatare principali m.; ¢i limiteremo alle due seguenti,
che risultanc sabito dalle (10), (18) del Cap. I:

lo=— (m, + W, ..+ m,_,),

IL,_,o={(— N""'mm, .0,

Intine notiamo che dalla (89 del Cap. 1 si deducono
subito le relazioni:

Roi, =0, (r=1,2 .., 0—1) ReN=(L,_ 2N,

pereid si ha:
Ra-—=(I,_,mH(N, N),

formula analoga a guella delle superficie ordinarie
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6. Linee di curvatura di un’ ipersuperiteie.

Abbiamo definito nal precedente numero le direzioni
principali di un’ ipersuperficie W,_; nel punto ¢; per mezzo
di guesta nozione possiamo definire le linee di curvatura
nel modo seguente.

Si chiama Iines di ecurvalura della Wy_y ogni curva
di W, , tale che ciascuna delle sue tapgenti sia una
direrione principale della Wo_.

Per ogni punto della W,_, passano, almeno, » — 1 linee di
earvatura, che si tagliano ortogonalmente; percio sulla W,
esistono n — 1 sistemi di linee di curvatura tali che, per
ogni punto delia W,_; pussa sempre una curva di ciaseuno
di gquesti sistemi.

Sussistono ls proprietd seguenti (Fspaces, pag. 194):

TeorREMA I. - L’ eguazione differenziale delle linee i
curvalura é:

(29) d. N = — nddQ.

Infatti, se nelle (26) poniamo #,.=—hd{}, ove h & un
numero reale ¢ d@ & uno spostamento tangente ad nna
deile linee di envvatura, si ha cdg= — m,dQ; ma sdQ=4d. N,
pereid ne segue la (29).

Risulta poi dalle (26), (26) che m,, m,, ..., W, .., son0
le curvature dells geodetiche di W, _; tangenti in Q alle linee
di enrvatura.

TroreMa II, - Se la curvature riemanniana delle V,
¢ costante ¢ se sull ipersuperficie W._; della V. ogni linea &
linee di cureatura, allora la W._, deve essere un iperpiano
od nn’ ipersfera,

Infatti, dalla (29) risulta che si pud porre, qualungue
siano gli spostamenti dg e 34 sulla W, _;:

(a} d, N =2d0Q, &,N=azd{,

S%e z & una fupzione numerica del punto @; applicando
fo: I’ operatore 3, alla prima di yneste eguaglianze e I’ ope-
atore d, alla seeonda, ne segne, sottraendo:

{® 3ol N — doBoN = 8x-dQ — dx-5Q;

—
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d’altra parte, essendo la curvatura riemanniana ¢ della V,
costante, sussiste 1o (10) de! Cap. IV, da cui risulta, ricotr-

dando 1a (8) del Cap IV:
RAQEQA'Q — c[H(dQ, 86) — H3Q, d))d'q,

ora, se il vettore d'@ si suppone parallelo ad N, il secondo
membro si annulla, percid HAIQIQN =10, ossia, per la (20)
del Cap. III: 8.4, N — defnN =0, percid la precedente (b)
porge: 5z.d0 — dz-EQ =0, e poichd i vettori dQ, 8¢ sono
acbitrari, risulta: dz=20, éz =0, da eui z == cost.

Cid posto, se z=10, 1a () ci dd N=cost, & }a W,_1 8
ailora un iperpiano. Se poi z == 0, si ha dalla (@) integrando:

Q=0+ Nz,

ove O & un punto arbitrario; ne risulta: (@ — 0y =1/z*=cost,
¢id che mostra che la W,_4 & un'ipersfera.

. Sistemi m*" ortogomali delle V.. - Teorema di Dupin.
Siano

(30)  u,(Q)==cost, u,(Q) = cost, .. ,,(Q) = cost,

le equazioni di n ipersuperficie immerse nella varietd V..

Affinchd queste ipersuperficie si taglino a due a due
ortogonalmente o necessario e sufficiente che le n fun-
zioni u, verifichino le equazioni seguenti [Oap. 11, form. (16):

(81) grad, ;> grade t; =0, (i A i, j=1,2, ., 0th

si ha cosl un sistemma di n»(n — 1)/2 equazioni fra le » fun-
zioni ,, percid, se n > 3, il nnmero delle equazioni supera
quello delle incoguite, si conelude quindi che, in gene-
rule, le equazioni (31) non ammettono seluzionl

Tatéavia, in taluni casi particolari, le equazioni (31}
possono avere soluzioni comuni, ed allora si dice che le
ipersuperficie (30) fermane un sistema u ortogonale.

Se si considera uno di questi sistemi n#¥ ortogonali, &
facile veidere che n — 1 yualunque delle ipersuperficie (30
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st tagliano secondo unua curva ortogonale all’ipersuperficie
rimanents; chiamando O,, C,, ..., Cn queste curve d’inter-
sezione, la curva O, sard allora normale all’ipersuper-
ficie 1, = cost,

Poiché il punto generico @ della V, risnlta determinato
dalla intersezione delle n ipersuperficie (30), si pud definire
il pnuto @ mediante le u quantitd =,, wu,, .., #,, che pos-
sinmo considerare come variabili indipendenti, ed & chiaro
che lungo la curva C; il punto @ & funzione soltanto di =,
ed il vettore 3Q/du,, che & tangente alla C; in @, risulta
normale in @ all’ipersaperficie »;, = cost.

Ne segue:

o g 3@ L
(52) g, S, = (EFI

Indicando poi con N, nun vettore unitarie, normale

all’ ipersuperficio u; = eost, si pud porre:

(33 0@/, = HN, (i=12, .,u),
ove H, & noa certa funzione numerica di @, e ia (32) ¢i di:

(324 N X Ny=0, (izFj.

Mediante le reinzioni precedenti ¢ faciie dimostrare
(Espaces, pag. 197) la seguente proprietd, che estende agli
spazi curvi un notevolo teorema di Dorix relativo ai si-
stemi fripli ortogonali dello spazio ordinario:

TeoremA 1. - Le ewrve O, O,, .., Ci_(, Cisq, ..., On
sono lnee di curvetura della ipersuperficie u, — cost,

Inoltre sussistono e proprietd seguenti (I'spaces, pag. 198):

TroREMA II. - Se ¢; indica le curvatura principale
in @ delle ipersuperficie n; = cost, secondo la divezione della

enrve ), si ha:
1 3H;

- H,H; ou;

{,‘(}- g

Trorema III. - Se¢ ¢, indiva, come nel n. 1, la curvatura
geodetica relative alic V, delle linea di curvatura C,, e

[Cap. V] 233
se n, & un vettore unitario parallelo alle normale princi-
pale relativa & Vo della curva G, in Q, allora:

Oty == € u N, 00 N, e+ Gy o Ny

Nel caso particolare di » =3, ciod di superficie immerse
in spazi curvi a tre dimensiont V,, si possono stabilire
facilmente proprietd analoghe a quelle delle superficie
dello spazio ordinario. Oosl, ad es., (Espaces, pag. 200) si ha il

PROREMA 1V. - Se U intersesione di due superficie di
una V, & una linee di curvaiura per entrambe le superficie,
esse #i tagliano sotto angole costanie. E viceversa.

8. Ipersuperficie in rappresentazione conforme. '
- Qonsideriamo, come nel n, 6 del Uap. precedente, due
varietd V, e V. ad » dimensioni, e quali si corrispondano
secondo la legge espressa dalla (18) del Cap. precedente, ciod:

(34) dQ = UAQ,

ossia supponiamo che vi sia rappresentazione conforme
dell’ una varietd sull’altra.

Sia poi W,_, una ipersuperficie qualungue della Vo e Win_,
I’ipersuperficie corrispondente nella V,'; indichiamo inoltre
con N ed N’ i vettori unitari normali alle V, e V. pei
punti corrispondenti @ e ¢

Sussistono atlora le proprietd seguenti.

TeorEMa 1. - 5i he:

(35) N’ =\XN.

Infatli, poichd la rappresentazione conforme conserva
gli angoli, & chiaro che al vettore N normale alla W,
corrisponderd un vettore normale alla Wo—q; di qui segue
subito la (35), perché N’ & vettore unitario.

Trorema LI - L' dsomeria A e il vettore N sono legati

dalla formula:
(36) K- doh N = (grad, log U)X N-d4,

ove dQ 2 un vetlore tangente alle Wa_y in Q.
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Basta infatti ricorrers alla la (21) del Oap. precedeute,
@ poi applicare ai due membri I’omografia Ki.

TrorEMA II1. - Alle linee di curvaiure dell’ ipersuper-
ficie Wy corrispondono le linee di ecurvatura dell’ ipersu-
perficie W'y |, € le curvature principali m,, m,’ sono legate
dalla relazione:

(37) m, = m,’ U 4 (grad; log U) > N.

Infatti, I’equazione differenziale di wna linea di curva-
turs della W,_; & data dalla (29}, ossia:

(a) AN = — m,dg,

ove dQ o parallelo ad una direzione prinecipaie. Analoga-

mente, per una linea di curvatura della W', si ha:
d, N = — nt,"d@’,

ciod, in virth delle (35), (34):

. 2 N 4 doh N=— m,’ UrdQ,
da cui:
dN=—Kh-dor N — m,/TlG;

applicando poi la (36) risulta:
d, N = — (m,/ U + grad, log U>< Nd@Q,

e confrontando colla (a) si deduce il teorema.

9, Teorema di Liouviile.

La proprietd ora stabilita pud applicarsi, in particolare,
agli spazi euclidel, che sono a eurvatura riemanniapa nulla.
In qnesto caso & facile risolvere la questione di trovare tutte
le possibili rappresentazioni conformi di unoe spazio euclideo
ad n dimensioni sopra se stesso; e precisamente vedremo che
il gruppo di tali rappresentazioni, per n > 2, & un gruppo
finito, che dipende da (u + 1)(n--2)/2, parametri (*).

(‘.) Per n =2, com'a ben noto, il gruppo ¢ inlinite e dipende da una
funzione arbitraria di variabile complessa.
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Intanto dimostriamo la seguente proprietd, che & stata
stabilita da LiooviLLE per il easo dello spazgio ordinario:

Troremas - Le pitt generali trasformaszioni con fornii
dello spazio estelides di 13> 2 dimensioni in s¢ stesso st olten-
gono combinando lé inversioni per raggi vetlori reciproci coi
movimenii ¢ colle similitudini.

Infatti, considerando la rappresentazione conforme de-
terminata dalla (34), ove @ deserive uno spazio euclideo 8.,
dovremo determinare U in modo ehe il punto Q" pure
descriva uno spazio euclideo Sp. Ponendo U =1/u la {34}
diventa la (27) del Uap. precedente, e la guesticne che ei
siamo posta rientra in quella risolta nel n. 10 del Cap. pre-
cedente, percid se n >>2, la funzione u deve avere naces-
sariamente la forma (31) data nel n. 10 citato, ciod:

(38) w=q(@ — 0 + a>x(g—0)+p,

ove a & un vettore costante, e p, ¢ 000 numeri pure ¢o-
stanti, legati dalla relazione (32) del citato n. 10, ia quale

porge ora: dpg=a’.

Cid premesso, se g=0, deve essere anche =0, ¢ allora
rimane # = p, percid I (33) del golito n. 10 diventa d).=0,
percid isomeria A deve essere costante, e allora si ha

dalla (34):
Q = 0+ A@—O)p,

ove 0 & un punto fisso arbitrario; la rappresentazione con-
forme & allora semplicemente una similitudine {ed un

movimento per p=1}
Supposto poi ¢== 0, si pud serivere:

w=q(@ — 0 + a X< (@ — 0) + &*/l4g),
ciog, pit semplicemente:
n=g(@— 4,

avendo posto 4d=0 — a/(2q).



236 [Cap. V]
Risatta allora, dalia (34):

. T
(39 40 = — —__ .
Q qg (Q AJe!

a meno di movimenti, gquests trasformazione si ottiene
coll’inversione per raggi vettori reciproci definita da:
. — 4
e=ar 24
g(Q — Ay’
nella quale A & il centro d'inversione; e infatti da essa
§i ricava:

1

Q= o
W= T AT

U@ — Ay -dQ — 2Q — A} dQ-{Q— A}
elevando a guadrato, ed osservando che il quadrato del
vettore chiuso entro le ...} vale [(@ — A)*dQ)?, ne segne
senz’ altro la (39). Con cid ii teorema & dimostrato.

Le trasformazioni eonsiderate formano un grappo con-
tinne, in cui il numero dei parametri & dato da

a4+ 1)2 41 4+ n, ciod (v -+ 1)(n -+ 2)/2;

¢ questo & il gruppo conforme dello spazio euelideo,

CarrroLoe VI

Cnrvatura delle ipersuperficie degli spazl curvi.

1. L'omografiz di Biemann per un’ipersuperficie.

8ia, come nel Cap. precedente, V, una varieth ad =
dimensioni, descritta dal punto variabile @, e W, una
ipersuperficie di V,.

Vogliamo stabilire la relazione che intercede fra I’ omo-
grafia di RIEMANN relativa alla V, e quella relativa
alla W,_,.

Diciamo, al solite, N il vettore unitario, normale
alla W,_, in @ e tangente alla ¥V, in @ (il eni verso st
intende fissato a piacere). Sia poi w un vettore tangente
alla W,._, in Q, e diamo al punte @ uno spostamento infi-
nitesimo qualanque d@ sulla superficie W._; (¢ quindi
appartenente anche alla V,); & chiaro che il corrispondente
differenziale du del vettors w non & pid, in generale, tan-
gente alla W,_;, ma & un vettore dello spazic euclideo Fx
in eni si pud sempre immaginare immersa la V.

Consideriamo allora la componente tangenziale, snlla V.,
del vettore du, ciod il vettore proieziome ortogonaie di de
sullo spazio euclideo 8, tangente alla V, in €; esso non
& altro che il vettore d,z differenziale di + suila varietd Vo,
o differenziale superficiale di #; inoltre consideriamo il vet-
tore proiezione ortogonale di die sullo spazio euclideo 8.
tangente alla W,_; in @ (¢ quindi appartenente anche ad
S,), cioé il vettore d.w differenziale di w sulla ipersu-
perficie W,._;; & chiaro che il vettore d.» si pud anche
immaginare come la proiezione ortogouale del vettore d,u
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sull’S,_; considerato, e si ha pereid:
{1) det=doue —du> N-N.

Differenziando ecol simbolo 5, di differenziale superfi-
ciale sulla varietd V,, il quale, come abbiamo dimostrate
pel Cap. III, gode di proprietd analoghe a quelle dell’ or-
dinario simbolo differenziale d pegli spazi enclidei (ecce-
zione fatta per Ia proprietd commutativa dei differenziali
secondi) si ha:

(2) Bpdurt = Bpdytt — Bpdutt X N-N—d e X 8, N- N —
= At D N -8 IV,

A poi interessa calcolare 3.d.wu, che ci & dato da una
relazione analoga alla (1), cioé:

(3) Bttt = Byt — S et X N. N ;
ora, siccome N¥ =1, ne segne:
(4) NXE§,N=0,

percid il vettore 3, N & tangente alla W,_; in ¢; molti-
plicando scalarmente la (2) per N, si deduce quindi:

1)) Botlott DX N = — d,u X 5, N.

Sostituende i valori (2) e (b) mel secondo membro
della (3) si ha sepz’altro:

Brodts = S,dytt —Spdote X N- N — douu >{ N-2.N;

osservando che u>C N =0, ne segue: d e X Ne=—u>{d, N,
percid sostituendo nell’uitimo termine si trae:

Sttt = Spdott — B d e X NN+ e 2 &, N -5, N;
i qui, scambiando i differenziali d e 3 risulta:

drbntt = d St — d byt X N- N+ u>5N-d, N,
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¢ sottraendo dalla precedente:

(6) Bw a1t — dw am'"f = (acdvll - dva”'!b) -—
— (dpdore —dBu) SN N4+ uXdo N8N —u X5 N-d,N.

Indicando con R, e R. le omografie di RIBMANN rela-
tive alle varietd V, ¢ Wy, e ricordando che si ha ad es.

[Cap. III, form. (20)]:
{7 Bpdpte — BByt = R, AQEQH,
potremo scrivere la (6) cosi:

(8) R dQ5Qu = (R.4QEQU — RAQEQU X N-N) +
1w X AN 5N — X5, N-dN.

Questa & la formula fondamentale che volevamo otte-
nere o che fornisce una relazione molto semplice fra
I’ omografia di RieMaNN &, relativa alla varieth V, e
Pomografia analoga &R, relativa all’ ipersuperficie Wa_,
immersa nella V.

R chiaro che nella (8) 1 espressione chinsi entro le
parentesi non & altro che la proiezione, sullo spazio 8.
tangente alla W, in @, del vettore #,dQ3Qu, ciog & la
componente tangenziale, relativa alla W,_1, di questo
vebtore,

2, Trasformazioni della formuls fondamentale.
Se indiehiamo con s I’ omografia fondamentale dell’iper-

superficie W,_1, allora sappiamo che (Cap. V, n. 3):
{9) d, N =sdg,
e Ia (8) pud scriversi:

(8)  BRndQiQu = R AQEQu — R, dQEQu > N-N -+
+ 7 > 6d Q- 050 — 1 > o5Q - 5,
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od anche:

8) RdQ3Qu = R,AQIQu — R, dQiQu X NN +
+ [H{sdQ, 45Q) — H(at@, od@Q)jre ('}

B chiaro che in questa formula si possono sostituire
a dQ e 30 due vettori (tangenti alln W,_, in @) di moduli
arbitrari.

Se nella (8) si pone w=d'Q e si moltiplica scalar-
mente per un altro differenziale '@ pure tangente alia Wi
in @, si ha:

0 R, AQBOA'Q ><EQ = R dQ@3QA'QDLFQ +
1+ A Q< 0dQ - 5Q > o5Q — d'Q > 55Q - 8¢ > cd@;

se ora qui si introducono le coordinate dei punti delie va-
rietd V. e W,_, si ottengono le cosidette formule di Gauss
generalizzate (7).

Facendo inveee il prodotto scalare della (8) per N i
ottiene ovviamente una identitd. Perd, tenendo conto della
relazione, facile da stabilire:

R,AQEQu > N = Spdyie — dypdptt) X N =
= — > (Bnd N — d 5, N),

(1) Introducendo I’ omografia di 3¢ ordine E,, definita dalla (8) del
Cap. IV, & facile vedere che

HiodQ, s30) — H(a2{), 5dQ) == 5,dQ3Q-5 — — K05, QLY
percio si pud dare alla (8,) ln forma gemplicismima:
R = (1 — H{N, N)|&R. — sK(aky).

(2) Cfr. BiaNcaz, - Lesieni di Geomelrin differenciale, 3 edizivne,
vol. 1i, parte Il, pag. 152 (Zanichelli, Bolegna).

Por il came particolare in cui la varieth Vo sia euelides, o for-
mule corrispondenti si trovano pure in: Levi-Civita - Qaleolo diffe-
vemziale assoluto, pag. 272, form, (30) (Stock, Roma, a. 1926); in quegrte
formule va perd cambiato il segno al primo membro.
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ia (8) diventa:

R AP = R AQEG 1 + 1 > B yd N — A,5,N)- N +
+uXd,N-5,¥N—ux3,N-d,¥,

da cui, meltiplieando sealarmente per N e ricordando la (4):
RodQEGie XX N - 0 > (Bufl, N — .5, N ) = 0,

c¢he pud avcora seriversi, ricordando la (9):

(0 RAQPGU X N + 1 5 (Bp0-dQ — d,,3-5Q) = 0;

supponendo anche qui, come dianzi, w == 4&'Q, pot introdu-
cendo le coordinate mi ricavano le cosidette formule di
Codazzi generalizzate (')

3. Relazioni fra curvature riemanniane.

Dalla (10) si pud dedurre nna notevole relazione fra le
curvatire riemaaniane K, e K, delle varietd V, e W,_,,
reintive al punto @ e alia giacitnra individuata da due
spostamenti qualunque d@ o 5@, tangenti alla W._; in Q.

Rivordiamo percid che, ad es., la curvatura 3, ¢ eapressa
da [Cap. IV, form. (5)]:

_ RAQQAQ X Y
P AQT-gt — (19 X EQY

(11) H

e analogamente per la enrvatira H,, ¢ allora dalla (10),
supponendovi dQ=d@ ¢ ¥Q =25, avremo lia relazione
cercata:

A< 3 - BY> bQ — (4Q X< 33Q)°
AQ* Q" — (dg>< 89y ’
ed & chiare che, nella frazione a secondo membro, d lecito

sostitnire a d@ e &Q dune vettori, di modulo finite, aventi
le stewse loro direzioni.

{12) J{w :“j{c '*‘

() Braxcar - loe eil, pag. 453

Hurgatti 6

Tha e R
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Se, in particolare, supponiamo che i vettori dQ, 5@ siano
tangenti a due linee di curvatura della Wa_i, passanti
per @, allora essi sono direzioni unite ortogonali per la

dilatazioue ¢ (Cap. V, u. 6), percid si pud porre:
odQ = — m,dQ, 3¢=- m,5Q, (d@>3Q= 0,

ove m,, ™, 5ONO le due carvature principali della Wi
in @, nelle direzioni delle due linee di eurvatura conside-

rate. La (12) ci da allora:
(13) Ko = Ko + m miy,

yuindi 8i copclude il seguente

Tporema 1. - T prodotte di due curvalure principalt
di un' ipersuperficie & equale alla differenza fra ls ourva-
ture riemanniane (réelative alia giacitura detorminala dalle
tangenti alle due linee di curvatura considerate) dell sper-
superfioie e delle Vo it cus essa & immersa.

B evidente ehe una relazione analoga alla (13) sussiste
per ogni coppia di linee di curvatura della Wy, pas-
santi per @.

Suppouiamo ora, invece, che la varietd V, in cni & im-
mersa la Wy abbis ung curvatura riemanniana costante H,;
allora sappiamo {Cap. IV, form. (10)] che per 1’ omografia
di RIBMANN Ro i har Ry = HEs, da cui:

(14) R.4Q8Q ='J{oiH(dQ: 5¢) — H{3¢, )i,
percid R,AQ8QH X N=0, ¢ in tal caso la (8,) porge:

(15) BndQsQ=2K 1H (2, 5Q) — H(3Q, dQ)} + H(ad@, o3¢)—
— H{o¥Q, od@).

Come altro esempio, supponiamo n =3, oiod conside-
riamo una superficie W, immersa in uUNo BPAZio CULVO
qualungue V, a 3 dimensioni; potremo allors considerare,
in un punto @, la curvatura totale ¥ di Gauss della w,,
ponché le curvature riemanniane H, o K, della W, e dello

A SR T g DR
B
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spazio ambiente V,, secondo la giacibura del piano tau-
gemie alla W, in guel punto. Allora si ha il seguente
TroreMa II. - La curvature k di Geuss é data da:

(16) k=3, — H,.

‘Infa,tti, la curvatura k & data dalla (2) del Cap, IV, e
poiché d.,N='ch, si scorge che lp frazione che figura
nellaf (2) ora citata ¢ identica a quella che figura nella (12)
percid ne segue senz’altro la (16), " ’

4. Equazione di Weingarten.
- . .

. bupp-omamo che la varietd V, abbia una curvatura
riemanniana costanie K, ; nllora per I'omografia di BIEMANN
‘susmste- In (14}, quindi se @ & un vettore tangente alla V
in @, si ha dalla (7): ’

(17)  Bylytt — dybytt = Hof1e < Q-5 — 1w X 3Q-dQ).

C.u) po‘sto, consideriamo ¥’ eguazione di Weingarten, colla
funzioue incognita U:

{18) d, grad, U+ R TdQ =0,

ove g;;a(l; )U ¢ il gradiente superficiale di U (relativo alla
varie a) & d§ & uno spostamento infinitesi
o sl ¥ mo qualangone
Sussistono allora le proprietd seguenti:
' TEogmMA I.. - Essendo costante la curvatura &, !’ equa-
swaia t{hﬁercnzmie (18} risulte illinitatamente tntegrabile
nfatti, prendende il differenziale superficial i
‘ : siale col -
bolo %,, si ha dalia (18): b .

S d, grad, U4+ H 30U -dQ + K Us,d¢ =0,
da cui, scambiando & con &:
., grady U 4 H AU -5Q + K, Ud 5@ =0,

sottraendo dalla precedente e notando che 3,49 —d,5¢.
L - ” ’
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risulea :

3o grad, U — d.5, grady U+ XU d@— dU 3¢ =03
ora, questa eguaglianzn 8 certo verificats, percheé coi_neide
colin (17) ove vi sl ponga W= grad, U e 8i ricordi che

grady, UxdQ=4dU. o
meorEMA [1. - Se U, V sone due integrali, dastintl o

no, delle (18) si ha:
(19) grad, U< grad, ¥ + ¥, UV = costante.

Infatii, dalla (18) moliiplicata scalarmente per grad, ¥,

si otiiene:
grad, ¥ < d, grade U+ H ULV =0,

e geambiando U con ¥V

grad, U< d, grad, ¥+ H,¥dU =1,

e sommando colla precedente:

digrad, T > grad, V) -+ AKX, TV) =0,

da cui segue Ia (19).
In particolare, per V== U, la (19) porge:

(20) (grad, UP + KU = C,

4

ove O & unua costunte arbitraria.

5. Ipersuperficie integrali dell’ equazione di Weingarten:
Le ipersuperficie di V, rappresentate da U =cost, ove U
& un integrale dell’ equazione (18) di WEINGARTEN, godone
delle seguenti proprieta. _
TgoreMa 1. - Le ipersuperfioie U = cost sono geodeli-

camente parallele. ) )
Oid risulta senz’ altro dalla (20), che esprimo che (grad, I

3 funzione della sola U, e da una proprietdh nota (Cap. 11,
Teor. V).

e e e -
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TeoneMa 1L, - Le ipersuperficie U = cost hanne la cur-
valura riemanniana costante ¢ meaggiore di H,.

Infatti, se N & il solito vetiore unitario, normale a tali’
ipersuperficie in @, st ha N = grad, U/mod grad, U, ciod
per la (20):

N={grad, U}V C - H U?

e attribuendo al punto @ uno spostamento infinitesimo d¢
sull’ipersuperticie cousiderata ne sepue:

d. N = (dv gl‘ad» U} VO — a{nb_Yz,

ciog, per la (18):

U
a4 -A_—(EQN:——_‘—_—;L—,*J f
Q VO —a,U" Y
sostituendo nella (12) si ha:
_ _ RS KU
Fo= ot o307 =5 G, O

che dimostra il teorema.

6. Ipersuperficie a enrvatura costante in uma ¥. a cur-
vatura costante.

Come altra applicazione delle formule precedenti, cer-
chiamo direttamente se in una V, a curvatura riemanniana
costaute &, sono contenute ipersuperfieie W,_, a curva-
tura riemanniana costante &, non nnlia,

Baata applicare la {(13) ¢ aviemo:

(21 Ky — K, =mm,;

ora, supposto a > 3, esistono uncora sltre linee di eurva-
tura della W, passanti per @ (perché in fufto sono al-
meno n— 1) e quindi esistono delle corrispondenti curvatare
principali; e¢hiamando »r, una di quesfe, sussisteranue le
seguenti formule analoghe alla (21;: ’

(21" Ho — K,y =mm,, H.—H, =mm,;
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dalle (21}, (21" risulta:
(22) Hp — K, =m, =m,* =m},

pereid, in particolare, Ko > xH,.

Risulta ancora, daila (22), & analoghe, che le ecurvature
prineipali della Wy, in Q sono tutte eguali, @ chiamando 1/r
questo valore costante comune, &vremo dalla (29) del Cap. V:

(23) _ d. N =—dg/r,

da eni, insegrando, N =— (¢ - 0)/r, ove (0 & un punte
arbitrario; gquadrando si ha: (@ — )% =r?, che rappre-
senta un’ ipersfera di raggio r. Si conclude percid il seguente

TEOREMA. - In une tarietd & curvalurg rientanniand
costante 3,, a pilt di & dimensioni, non esisle alcuna iper-
superficie « curtatura riepenniona costante ¢ minore di K3
¢ @i ipersuperficie @ curtalura riemanniana costante R > K,
esistone soltanio Ie ipersfere di raggio 1 IVH. — J-K

8i pud auncora aggiungers che dalla (23) risulta che
ogni direzione della W,._: passanie per @@ direzione prin-
cipale, ¢ quindi ogni linea della W,_; & linea di cirvatnrg,
¢ allora il teorema precedente & in armounia eol Teor. 11,
n. 6, del Cap. precedente.

{ evidente che le ipersfere di raggio r, di uno spazio V,
4 eurvatura riemauniana costaute hanuo in ogni loro ponto
eguali fra loro, € alla costante 1/¥, le a—1 curvature
principali.

Si pud anzi dire che non estatono altre ipersuperficie
+he abbiano eguali in ogni lovo punto le u — 1 curvature priy-
cipali. Cioe, in altre parole, se tali curvature sono fra loro
eguali, devono necessariamente essere costanti e I ipersu-
perficie & un’ipersfera.

Cid risulta senz’ altro dal gid eitaio Teor. IL, n. 6, del

lap. precedente.

7. Spazi eurvi a tre dimensioni. Omografla di Rieci.
Esaminiamo ors, in modo specinle, il caso degli spazi
enrvi V, o tre dimensiondi; omografia di BIrMANN &K, che
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& di 3° ordine, pud sallora, meolto utilmente, essere gosti-
tuits da un’omografia ordinaria, come ora faremo vedere.

Intaute osserviamo che, se @, & sono due vettori tan-
zenti alla V, allora Rab d uy omografia assiale ben de-
terminate (Cap. IIT, n. 6), che trasforma vettoxi tangenti
alla V, in @ in vettori pure tangenti aila V; in Q.

Cid premesso, passiamo a dimostrare I'importante

TmorEMA. - Ewiste una dilatagione p, funzione soio
della B, tale che, qualungue siano i vettori «, b tangenti
alle V, @ Q, 8 ha: '

(24) wie A D) = V(Rah),
o, ¢ié che equivale:
(26) [a ABYA = Rnub.

Tufasti, I’ omografia Rab & funzione linsare ed alternata
dei vettori a, b, percid in virtdl di un noto teorema fun-
zionale (Espaces, pag. 12), si deduce che esiste un’uniea
omografia p, funzione solo di R, tale da soddisfare alla (24).

Che poi la u debba essere uua dilatazione, risulta dal

faito che se ¢, d sono altri due vettor] tangenti alla V,
in ¢, si ha daila (25):

[l ABAG= Rube,
gquindi, applicando la (24) del u. 6 del Cap. 111, e poi an-
cora la (25), risulta:
(e A D)) e X d=Rabe X d= Reda> b=
= [HeADI A2 X b = plcAd) X (RAD);

ma si ha d'altra parte:
e AB]AC X d=[meAnX wAd)=[KpeAd))X (@A d),

percid, confroniando colia precedente, si conclude Ku=p,
ciod p & una dilatazione.

La dilatazione p riassume i nofi simboli «™® di Rica,
e percid diremo che p & I’ omografia di Ricer.
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8. Forma speciale dell’identith di Bianchi per le V..

Introdncendo 1'omografia di Riccr g, I’identita di Brax-
oRI stabilita nel n. 7 del Uap. III, assume una forma pin
semplice, come ora mosireremo.

Per questo, comincinmo ad osservare che la (24) sussiste
se al posto di « si pone d,a, oppure se al posto di b 8i
pone dob, perchd i vettori doa, d.b essendo differenziali
superficiali (relativi alla V,) di « e b, sono tangenti alla Vv,
in @; di qui si deduce tosto, prendendo il differenziale
superficiale delia (24) e ricordando <a (15) dei Oap. 11I,
ciod d, V= Vdqp:

dop-{a A\ = V(d R -ab),

eguaglianza dello stesso tipo della (24), 31 pud porre dop== p'dQ,
ove u' & una determinata omografia di 2° ordine, funzione
di Q (ma non di @), che si pnd chiamare derivata super-
ficiale della p, e analogamente, ecome abbiamo gia fatto a
proposito dell’identitd di BIANCH), si pnd sostituire RKdQ
al posto di d.8, e allora la precedente porge:

wdQia N8 = V(R dQub),
ed & chiaro ehe si pud pure serivere:
(26) pelne AD) == VifR'eald),

ove ¢ & un vettors qualnngue, tavgente alla V, in Q.
E ora assui facile stabilire il segueunte
THOREMA. - L' identitd di Bianchi equivale alle relazione:

(27} fah A€) + phlepa) + pela Ab) = 0.
[nfatki dalla (26) risalta:

wailb Ae) + pble Aa) -+ pelaAb) =
= V(&' obc 4 R'boa + R'ead),

ma il secondo membro & mulle in virMh dell’ identita (i
BIANCHI, percid ne segne la {27),
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Viceverss, se sussiste la (27), la relazione precedeute
diviene:
(a) V(R abe + R'bea + R'cad) = 0,

ma sicecome I’ omografia Rab & assiale, & pure tale I’ omo-
gvafin dfR-ab, o quindi anche R'cad, percid si deduce che
nella (a) 1'omografia chiusa entro parentesi & assiale, e
allora dalla (a) stessa si concluile che fale omografia deve
essere nulla, e cosl si ottiene I'identitd di BrancHi; e con
cid il teorema & dimostrato.

9. Gradiente dell’omografla 4i’ Rieei. Relazione colla
omografia di gravitazione.

Dalla forma (27) dell’identitd di Brawc si deduce fa-
cilmente il seguente

TporeMa I. - Il gradiente superficicle dell’ omografic
di Rieoi ¢ nullo.

Infatti, supponiamo che nella (27) i vetiori a, b, ¢, tan-
genti alla V, in @, siano per di pint unitari e a due a due
ortogonali, ¢ procisamente:

bpre=u, cin==8 apb=c,
allora la (27) diveuta;
pere - wbb + pee=10,

ciod, per la (30) del Cap. TI1I: grad,p =10, e, d.d.
Abbiamo definito, nel n. 10 del QOap. I1L, ¥ omografia
di gravitazione # per nna varietd qualunque; nel caso par-
ticolare di spazi curvi a tre dimensioni, sussiste la note-
vole propristd seguente, dovuta al Prof. LEVI-O1vITA:
TrorEMa 11, - L'omografie di gravitazione & coinotde
coll’ omografie di Ricoti p.
Infatti, dalla (28) del Cap. 11 si ha, in virtd della (25):

da = Bl AN —= — L Ame A

ove pella 3, 'indice s assume i valori 1, 2, 3; in virfit di
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semplici proprietd delle omografie ordinarie, I'ultimo mem-
bro si pud successivamente trasformare cosi: '

— D Alp-apN,=—2V(pa ) =— 2V(a An)=— (L p—pin.
Ne segue, per I'arvbitrarieta del vettore a:
¢=p—1Ip, da cui: Ig=Ip—3lp=— 21,p,

o siccome 1'omogratia di gravitazione 6 & definita da
f=¢ — I,4/2, si conelude senz’ altro 8= p; e d.d.

Ricordando poi la (35) del Oap. ILI, ritroviamo, senza
alcan caleolo, che grad, p=20.

10. Curvature riemanniane principali per le V,.

Nel caso di uno spazio eurvo V, a tre dimensioni &
facile studiare la distribuzione delle curvature riemanniane
intorno ad un punto @ qualsiast di esso, e secondo le varie
giaciture passanti per ¢.

8i pud in primo luogo osservare che una giacitura qua-
lunque della V, & completamente determinats da un vet-
tore nnitario # normale ad essa, e medignte 1'omografia
di Ricor & possibile esprimere la curvatura riemannisna
sotto una forma particolarmente semplice, come risulta
dal segueute

TroREMA 1. - La curveture riemanniane delle 'V, se-
condo la giacitura normale al vetlors w & espressa da:

(28} H = > pu.
Infatti, se @, & sono vettori non paralleli, tangenti
alla V, in @ e situati sulla giacitura considerata, la curva-

turs riemanniana secondo tale giacitura & data dalla (7)
del Cap. 1V, che, teuuto conto della {25), pud scriversi:

_ plapabnaXb piee A D) DX (e A D)

K= bt — (> B (e AD) ’

ora i pud porre evidentemeute: a/\b=hu, 0ve I & un
wumero reale, e allora la relazione precedente fornisce la 28).
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Come abbiamo dimostrato, }'omografia di Ricor p @
una dilatazione, percid essa ammette alweio 3 divezioni
unite, « due a dus ortogonali,

Si pud percid porre:

(29} pip = Hodp, r=1,23),

ove i vettori 4,, iy, 1, formano un sistema uunitario orto-
gonale, e le &, indicanc numeri reali determinati.

Le direzioni unite ora considerate si chiamano direzioni
riemanniane principali della V, in @, e le giaciture ad
esse normali giaeiture principali in . Le tre direzioni
riemanniane priucipali formano un friedro trirettangolo
che st chiama triedro principale della V, iu Q.

I uumeri %, si chiamano poi curveture riemanniane
principeli della V, in ¢, e la loro somma

{30) M=K, +X,+ A,

dicesi curvature riemanniang medie della V. in @, Yssa
gode della proprietd seguente:

TroreMa II. - La curvatura riemanniona medic ¢ eqtale
all invariante primo dell’ omografia di Ricci, eiod:

(31) M =1

0id & cousegnonza immediata delle (29) e della espres-
sione dell’invariante primo di ww’omografin {Capitoio I,
form. (10)}.

Ponendo « = (P — Q)/mod (P — @), la (28) diviene:

a _(P—@iXuP—@

e questa formula permette di ottenere in altro modo le
direzioni riemanniane principali, cercando precisamente le
direzioni (langenti alla V, in Q) sceondo le guali ia cur-
vatura & & massima o minima,

Si ha infatti il seguente
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TroweMa L11. - Le diregioni seconde le quali la curva-
ture riemanniane & massima o minima sono le direziont
riemanntane principali, ¢ questi valori massimi « minimi
sono le curvalure riemanniane principali della V, in Q.

La dimostrazione & identica a quella del Teor. I, n. B,
del Cap. V.

TroreMAa IV. - Se §,. $,, ¥,, indicano ghi angoli che i
vettore P — Q (tangenie alla V, in Q) forma colle diresioni
riemanuiane principali delle V. in @, 51 ha:

(33) X =, cos® §, + K, cos® §, + H, cos" ¢,

La dimostrazione & la stessa di quella del Teor. il,
n. b, det Cap. V.

La (33) ¢ del mitto analoga alla celebre formnla d' Eo-
LERD relativa alia curvatnra delle sezioni normali di nna
superficie dello spazio ordinario.

Cos) pure, la guadrica indicatrice delln dilatazione y,
ciot la quadrica:

(P -@xXwuP—@Q)==1,

& del tutto analoga all’indicatrice di Dupin per le super-
ficie ordinarie, e alla guadrica gia incontrata nel n. b del
QOap. V; essa permette di studiare ia varinzione della cur-
vatura & al variare deila giacitnra intorno a .

Si chiama linex principale delin V, ogni curva della V,
tale che ciaseuna delle sue tangenti sia nna direzione rie-
manuiana principale della V.

B chiaro che se il vettore uuitario # & paralieio ad
mna direzione riemanniana priucipale, allorn esso & una
funzione determinata di ¢ e V' equazione differenziale delle
linee principali risulta » Ad@ = 0.

Ad ognuna delle tre direzioni prineipali corrisponde
mna doppia infinitd di livee principali che riempiono la
varietd V_ e formano una congruenza, chiamata congruenza
principele. Bsistono quindi tre congruenze principali, ed &
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chiaro che per ogui punto della V, passauo tre lines, e
ciod una per olasenus congruenza, che ivi si tagliano ad
angolo retto.

Ma, in generale, non & possibile ottenere colle linee
delle tre congruenze principali un sistema triplo ortogonale
di superficie, perchsd, in generale, una congruenza principale
non & una congriensa nermale, ciod non ammette superficie
che taglino ortogonulmente le curve di cni & formasa.

Si capisce perd che per particolari V, & possibile for-
mare colle tre cougrnenze priucipali un sistema triple
ortogouale di superficie, e in tal caso si dice che la va-
rietd V, & wormale,

11. Teoremi di Souveroit e Ricci per le ¥,.

Supponiamo che la V, che si considera sia immersa in
uno spazio V, a gunattro dimevsioni, svente una enrvaturi
riemanniann costante ¥, del quale spazio essa € uw’iper-
superficie. Allora si pud stabilire una relazione molto sem-
plice e notevole fra 1’omogratia fondamentale o relativa
a tale ipersuperficie e I’omografia di Rycci; precisamente
51 ha il seguente

TrowBMA 1. - L’ omegrajia o delle V, ¢ Uomografie di
Rieci sono legate dalla relazione:

(343 1= K, + Ro.

Infakti, applicando Ja (15), ove a d@, 3¢ possiamo 808ti-
tuire due vettori ¢, & paralleli ad essi, & ricordande la (25,
si ottiene:

(@) [ A B A =N, Hia, 8) — Hid, @)} + {H(sa, o) — Hisb,sa)};

ma da formule ben note sulle omografie ordinarie si ha:

Hia, b) — H(b, @)= H(a, b) — KH(«, b) =2VH{m, ) A =(a APIA,

¢ similmente I'ultimo termine delia () vale

(ca Aob) A\, oiod  [RalaAWIA,
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in victd della (59) del Cap. I; sostituendo nella (@) si de-
duce subito la (34)

Dalls (34) si deduce ’imporiante proprietd seguente,
dovuta, per il caso H,==0, a SOUVOROFF ¢ & Ricor.

TrorrMa IL. - Le tre diresioni riemanniane prinoipali
della V, in Q coincidono colle direzioni delle linee di cur-
vatura della V, passanti per Q e le tre curvature rieman-
wiane principali 3,, H,, H, sono legate alle ourvature
principali m,, my, n, dalle Sormule:

(36) K, =Hy+mymy, H,=H, +m,m,, H, =K, -+mm,.

Infatti, le direzioni delle linee di curvatura della V,
in @ sono quells delle direzioni upnite delta dilatazione ¢
(Cap. V, n. B) e se diciamo i, 4,, § tre vettori unitari
paralleli a tali direzioni (e quindi & due & due ortogonali)
si ha ad es:

ab, = — M dy, ol = —myi,,
da eni:

Ra(i, Ad,) = (0 A oF, == myntydy ATy = Hegityfyy
quindi Rei, = m,m ¢, ; dopo cio la {(34) porge
pi, = (N, + mmy)i,, e due analoghe;

queste relazioni mostrano che le direzioni unite #,, 7,, 7,
di = sono pure direzioni uvite per la dilatazione p, cind
sono direzioni riemanniane prineipali della V, in @; e
confrontandole poi con le (29) si ottengono le (35).

Dalle (35) risnlta ovviamente:

H — H)H, — HHH, — Ho) = m,Im, )t =0,

percid ne segue, in particolare, il

TroreMA 111, - In uno spasto curvo a quatiro dimen-
sioni, di ourvalura riemanniana costante ., non esisle
alewne spagio & tre dimensioni di curvatura cosiaite ninore
della curvatura H, delio spagio ambiente.
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Cosl, ad es., lo spazio euclideo 8y (per il quale &, =0}
non contiens aleuno spazio psendosferico a tre dimensioni, ¢
quindi & curvatura riemanniana costante negativa (Cap. IV,
n. 11). Analogamente, non esistono nell’ B, euclideo spazi
subordinati V, a tre dimensioni le cui curvature rieman-
piane principali siano tutte tre negative, oyvero due posi-
tive ed una negativa.

T R RpTIA
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GaprroLo VIL

Applicazionl.

1. Parallelismo di Levi-Clvita.

Sia V, una varietd ad u dimensioni, e diciamo C nua
curva della V,, descritta dal punto variabile @.

Indichiamo poi com # un vettore unitario, taugente
alla V, in Q e funzione di Q; allora per ogni punto @
della C risulta determinato il vettore unitario . Se al
punto @ si d& uno spostamento infinitesimo arbitrario 4@
lungo 1a eurva C, il vettore subird an eerto inere-
mento di, che sard un vettore non pil tangente, in gene-
rale, aila V,; consideriamo allora la proiezione di guesto
vettore sulla V,, ciod il (ifferenziale superficiale dyee; so
avviene che
(1 iyt = 0,

8i dice, con LBVI-CIviTA ('), che il vettore w si & spostate
per parallelismo lungo le curea C, che si chiama ourra di
trasporio.

Se sussiste la (1) vuol dire che il vettore du & nornale
alla V. in Q, pereid, qualungne sia lo spostamento 5Q di @
sulla Vg, si ha:

(2) Q> du=0.

Qe si indica eon #* il vettore m corrispondente al

() Luvi-Civira : Nosione Al paralielisme in una varietd qualungue eoe,
(« Rendiconti Cireolo matematico di Palermo », a. 1917); oppure: Calcelo
Adifferencinle assoluto, gib citato.
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punto @ 4@, & chiavo che
3 ' = u + du;

indicando eon 4, [a componente normale alla V, di dee,
si pud serivere:
(&) w* = 1 4 - d e,

¢ questa formula dd c¢id che si potrebbe chiamare sposia-
niento effettivo del vettore 2 lungo C.
Diremo invece che il vetiore

(4) Wy = M -+ d,n

dd il trasformato per parallelismo del vettors w lumgo C.
Se & verificata la (1) allora le espressioni {3}, {4} cein-
cidono, ciot lo spostamento per parallelismo coincide collo
spostamento effettivo; in ogni altro caso i due spostamenti
sono diversi,
Daile (8}, (4] risnlta ancora:

{5) 1w, = n¥ —d,

Poichd #¢ & unitario, cioé =1, si ha wu>du=0,
quindi, limitandoci agli infinitesimi di 1° ordine, si ha
dalla (3):; »* =1; similmente, essendo n>d =0, si
deduee dalla (4); 2, =1.

Ritornande alla condizione (1), si pud domandare se
evistono effetiivamente dei vettort n tali da soddisfare alla (1).
La riaposta & affermativa, ¢ per vedere guesto stabiligmo
intanto il seguente

Teorisma [. - Se un vettore e soddisfe allae (1), 88 ha
necessariamente :

(6) W = eostaute.

Infatti, dalla (1) si ha: > d,u=0, ciodt d.n*=0,
ossia du® =0, da cui segne la (6).

Cid premesso, osserviamo che lungo 1a C il punto ¢ si
pud rignardare come funzivune di una variabile numerica ¢

Burgattl 17
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{ad es. I'arco), @ quindi anche il vettore w risultn funzione
di t, o la (1) risulta un’ squazione differenziale (vettoriale)
rispetto alla variabile L.

Cid premesso, assegniamo ad arbitrio, in un punto ini-
ziale @, della G, il valore iniziale ¢, del vettore e, che
dovra soddisfare alla (6), nella quale la costapte pud sup-
porsi eguale ad 1; poi integriamo Ja (1) colla condizione
ohe inizialmente I’integrale w(t) coincida con .. Hesendo
1a (1) lineare rispetto ad =, si sa dalla teoria generale
delle equazioni differenziali, che tale integrale & univoca-
mente determinato e si mantiene regolare lunge tutia la
curva O, soddisfacendo sempre alla (6). Percid si ba il

TroREMA KI. - Se¢ i un punte inisiale @, delia curva C
si assegne un vetlore unitario u, (tangente alie Vo) la (1)
verrd a delerminare univocamente in ogni punto Q della
curva O un vellore w (langente alle Vo)

In ta) caso il vettore i, viene trasportato per paralle-
lismo lungo la curva di trasporto C.

A giustificazione del nome di parallelismo adottato da
Levi-C1vITA, esaminiamo il caso particolare che n va-
rietd V. sia euclidea. In tal caso i differenziali superficiali
coineidono cogli ordinari, € la (1) diviene du=0, onde
1 — costante, in tabta Ia V,; percid gualungue vettore
trasportato lungo un cammino arbitrario C, secondo I8
legge (1), rimane sempre parallelo & se BLEASO nel senso
ordinario.

8i pud dimostrare ¢he soltants mel caso di varieth
euclides la curva di iragporto nou ha influenza sul tra-
sporto per parallelismo, o la direzione finale del vettore
trasportato dipende solo dalla direzione iniziale.

F infatti, affinchd cid si verifiehi, occorte che la (1)
riguardata come equazione in @ sia completamente inte-
grabile; e allora dalla (20) del Cap. 1iL si trae che I omo-
prafia di RIEMANK & deve essere mulla e quindi lo spazio
¢ eaclideo.

Percid in ogni spazio curvo il parallelismo di Levi-CiviTa
¢ essenziaimente vincolato alla curva di trasporto, € il
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B.mm}m appunto lo chiama parallelismo viitcolato nel seuso
di Levi-CiviTa,

2, Proprivth fondamentali del parallelismo.
‘ TgoreMA 1. - Se i vettori unitari w, v (fangenti alla V.,
in Q) si spostano per parallelismo lungo la curve O, il lorc;
angolo st mantiene coslante. ’
Infatsi, 81 ha, in virtd della (1):

Aol DX 0) = u X dy + v X dyu =10,

pfsrclb dlee > v) == 0, ossia 2 > ¥ == costante, quindi 'angolo
di 2 eon v & costante.
. .TEOREMA I1, - Se un vettere si sposta mantenendosi
-ugrulamguta collegato con albri veltori che si spostanoe per
parallelisno lunge la curva C, allora st sposta esso pure
per paralielisnte lungo C.
Infatti, sia w nn vettore upitario, tangente alla Vi in @
* r . " !
che sia rigidamente coliegato coi vettori unitari w,, o,..
che si spostano per parallelismo lango €. Si pud porre:

say

w=m, + 4 ..,

0ve m,, M,..., SONO convenienti numeri reali, costanti
perchd nello spostamento per parallelismo Pangolo di dut;
qualungue dei vettori unilari w, & costante per il Teor. 1.
Prendendo il differenziale superficiale e ricordando 1a (1)
si ha d,w =90, che dimostra il teorema. -

8i pnd enunciare il teorema anehe sotéo In forma: Le
stelle i diregioni uscenti da Q@ (¢ tangenti alla V,) viene
trasportata per parallelismo, lungo e curva O, rigidamente.

Trorema 1L - Condisione necessaria e suffiviente affincheé
la direzione della tangente ad una curva C della V, si sposts
per parallelismo lunge C & che questa curva sia une geode-
tica della Vi

Iufatti, se la curva O & una geodetica, si ha [Cap. 11
form. {20)] doi =0, percid la (1) & verificata dal vetiore t,'
e vieeversa. ,
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TroreMa IV. - S¢ un vettore i sporsa per parallslismo
liungo una geodstica, U angolo che esso forma colln geodeticn
rimane costanie.

Questa proprietd & upa consegnenza immediata dei
teoremi precedenti.

Ricerchiamo ora come varia I'angolo ¢ i inclinazione
sulla eurva O di trasporto, di an vettore # (unitario, tun-
geute alla V, in ¢) che si trasports per paraliclismo
lungo O. Si ha il seguente

TEOREMA V. - Se &, ¥ sono gli angoli che il vetlore n
formu colla curea C ¢ colla normale principale relative
a4 V, della ourea C, si ha:

{%) d cos = r,.-c08 ¥ - 48,

ove ¢, ¢ la curvalura geodelica relative a Vy della curva Oin Q.
Infatti, si ha cos$ = > ¢, da cui, prendendo il diffe-
rengiale superficiale:

d cos P = dyte > 84 e > dot;

i qui, per la (1) e la (7) del Gap. V, segue d €08 d==c, 1> a8,
che non differisce dalla (7).

Se, in particolare,la eurva C & una geodetica della V,, s
ha ¢, =0, e quindi y —=rcost, & cosl ritroviamo il teorema IV,

Se nella V, si considera uba varietd subordinata V.
ad m dimensioni, con 1< m << n, ¢ 8 prende sulla V5 una
curve O, allora si ha:

TrorEMa VI - Se i veftori w lungo ta eurva O sone
gi¢ paralleli, nel senso di Levi-Civita, rispetto allo spazio
ambiente Va, sono anche paralleli rispetio alle varieté su-
bordinata Vo,

E infatti, se i vettori & souo paralleli rispetto ailo
spazio ambiente V., il vettore diw & uormale alla V,in @,
percid & pure normale alla Ve

3. Yettori associati di Bianchi.
Siu, al solito, ¢« D vebtors unitario, tangente alla Vi
in Q; se esso non si sposta per parallelismo lange la
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carva C, allora il vettore d,u non & nullo, ¢ la sna dire-
zione & chiamata dal BIANOHI (*) diresione associata di
quella del vettore + lungo la eurva C. Se si considera un
vettore unitario » parallelo a d.u, esso si chiama wvelfore
associato di 1w lungo O.

Dal Teorema I del n. 1 visalta ehe § vettori wssociali 1,
soio fra lore perpendicolari.

Il numero rveale ¢ tale che

(8} cvds — d i,

ave ds & Pelemento d'arco di C, si chisma currvalure @sso-
ciata della O rispetto al vettore #e; se il vettore 2t si sposta
per parallelismo, si ha dye=0, quindi e=0e il vettore »
associato di # risulta indeterminato.

Per la cinrvabura associata ¢ st pnd assegnare una
espressione notevole, introducendo I angolo infinitesimo dw
compreso fra la divezione del vettore u* relative ad uu
pinto qualonque @-+-dg della curva C e ln parallela .,
nel senso di LEV-CiviTa, alla direzione del vettore w refa-
tivo al punto ¢ di O infinitameunte vicino al primo.

Precisamoente, si ha il seguente

TrokEMA. - I valore assolulo delln curvatura associala
& wspresse da:

H mod ¢ = dw/ds.

[nfatti, cousiderando il vettore « relativo al punto ¢
di ©, il vettore stesso relativo al punio ipfinitamente
vicino @ + dQ della C & il vettore wu* dato dalla (3'),
mentre il vetlore wu, parallelo, secondo Levi-OiviTa, al
vettore #r, ¢ quello espresso dalla (4); ora se costruiame
i punti
A=04u"y, B=0+4u,,

i1) Biaxcnu: Sul paralleliomo vineolato Al Levi-Civita, ecc. (¢ Rendi-
conto dell’ Accademin deile Scivnze fisiche e matemuntiche di Napolis;
vol, XXVTII, 8. 1922), Oppure: Brancel, Lesioni di Geometria diffe-
renziale, gih citale, vol. TF, pag. 799
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ove O & un punto arbitrario, & si considera il triangolo OAE,
nel quale, per proprietd stabilite pel n. 1, si ha 04=0B=1,
]"angolo AOB vale dw, che pud pure ritenersi egnale al
segmento 4B, ciod & mod {(w* — u,); applicando la (6) si
trae allora do=modd,u, e infine ricordando la (8) si
conclude subito la (9).

Qe, in particolare, come vettore si prende il vettore
unitario ¢ tangente alla eurva O in Q (non geodetiea),
allora, dalla (7} del Cap. V, risulta che v & diretto secondo
la normale principale relativa a Vy della curva O, e ¢
diventa 1a curvaturn geodetica relativa a V, della curva C.

I) teorema precedente fornisce allora, in particolare,
una proprietd stabilita da LiPKa, per la curvatura geode-
tica relativa ('}:

4. Congruenze geodetiche e normali.

Consideriamo una varietd V, ad n dimensioni, & suppo-
niamo che in ogni punto @ di essa sin fissata una direzione,
doterminata mediante un vettore unitario @ {tangente
alla V, in Q).

Cousideriamo poi quelle eurve della V, che sono in
ogti loro pimto tangenti alla dirvezione prefissata di #;
esse sono definite dall’equazione differenziale:

(10} dQ = uds,

ove ds & un fattore infinitesimo di proporzionalitd. Per
ogni punto della V(o di una sua regione conveniente) passa
woa ed una sola, di tali enrve.

Un tale sistema di curve si dice congruens« di curve.

(4 Lipxa: Sulle curvatura geodetica delle linee appartenenti ad
i varietd gualungue. (« Rendiconti delln R. Accademin dei Linecei »,
vol, XXXI, 1° sem. 1922). E opportuno notare che in questo articolo
1a dimostrazione dells proprieth accenvatn richieds, coi metodi ordi-
nati, ben fre pagine, piene di ealeoli funghi o eomplicati, mentre coi
inetodi del testo hastano poche righe di dimostrazione!
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Se tutte le linee della congruenza EOMO geodetiche, si
dice che esse formanc una congruenza geadetice; tali sono,
ad es., le congruenze di retle dello spazio ordinario.

Por le congruenze geodetiche si ha il seguente

TEOREMA. - Affuché le cougriteiza (16) sia grodetica
bisogna che tl vetlore n verifichi la condizione
(11} et =10,

Infatti, osserviamo che dalln (10) si ha: ds=mod d@,
guindi si pud considerare ds come elemento d'arco di una
delle enrve dells congruenza, € allora si ha dQ/ds = u; ma
per le geodetiche di V, si ha [Cap. 11, form. (20)] d.t=V,
pereid ne segue la (11).

Un’alira particolaritdh notevole che pud presentare una
congruenzi ¢i carve & quella Qi essere normale, ciod di
ossere costituita dalle traiettorie ortogonali di una famiglia
di ipersuperticie della Va.

A questo proposito & utile osservare che, data una’
famiglia di ipevsuperficie, esiste sempre una congrnenza
di curve che tagliano ad angelo retto tutte le ipersuper-
ficie della famiglia, e che si chiamano traiettorie oriogonali
di quelle ipersuperficie, mentre invece non sempre esiste
una famiglia di ipersuperficie che taglino ad angolo retto
tutbe le enrve i una congruenza.

E infabti, zia
Fi@) = eost

Iequazione di una generica famiglia di ipersuperficie
della V,; allora se si prende in considerazione gquella che
passa per un punto regolare prefissato @, sappiamo {Cap. 11,
n. 4) che in tale punito il vettore grad, f ¢ normale all’iper-
superficie eounsiderata, & percid il vettore unitario

(12) 1 = grad, f/mod grad, f

determina ua’ uniea direzione normale all’ ipersuperficie
stessa; dopo di che la (10} dA 3a congruenza di linee che
tagiiano ortogonalmente le ipersuperficie della fawiglia
congiderata.
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Vieeversa, duta @ priori ung congruenza di linee per
mezzo del vettore i, funzione di @, affinchd le linee della
congrnenza st possano riguardare come traiettorie ortogo-
nali di una famiglia di ipersnperficie f(Q}= cost, occorre
che il gradiente snperficiale della faunzicue (@), @ priors ineo-
guita, verifichi Vequazione grad, f=hn, analoga ulla(l2},
ove h & un fattore di proporgzionalitd ueun nullo, mu «
priori indeterminato. Una tale funzione j(@) uou sempre
esiste; ad es., nel caso dello spazio ovdinario, affiuche la f
esista & necessario e sufficiente, com’@ ben noto, {Vol. I
di questa Oollezione, pag. 251) che il vetlore # verifichi
la condizione u > rotw=2~0.

5. Ennuple di congrueuze ortogonali.

Oonsideriamo, in nua V, generica, a congriieuze di
curve; in ogni punto @ di essa saranmo allora dati » vet-
torl unitari, i , %y, wu, My, tangentl alla Ve in @.

Supponiamo inoltre ehe questi vettori sisno a due a due
ortogoneli, ¢iod:

(13 wa >y =10, per hak el w, =1,

e allora avremo nella V, una ennupla di congruenge orio-
gonali. .

Un vettore qualungue e, tangente alln Va in €, & pie-
namente determinato dalle sue proieziouni ortogonuli ¢y sul
vettori o6, ¢ si ha preeisumente:

= Sycpity, OVe 0= Up.

Se, in particolare, il veitore v & il gradiente superfi-
ciale di una funziohe numerica f(Q), ciod v= grad, f, allora
i coefficienti ¢, non sono altro che le derivate di f wuelle
diresioni delle congruenza. E infatti, chiamando s, la lun-
ghezza dell'arco dellia linea della congruenza tangente al
vettore w, in @, contato da un’origine arbitraria, allora,
dando al punto @ nno spostamento dQ lungo tale liues,
si ha per Iincremento eorrispondente di /-

(14) Af = gradd, fOAQ;
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dividendo per ds,, il primo membro ei da, per definizione,
la derivata 3f/9s, di f nella direzione di 24; pereid:

2
(15) gi=graﬂnfxum

che dimostra quanto abbiamo affermato.
Dalia (15) segue poi ovviamente:

(16) grad, =3, % %y,

8. Coefficienti df rotazione di Ricei.

Nelle sue ricerche sugli spazi curvi, il Ricci si @ sexvito
spesso di certe quanbitd yau, con 3 indiei, da ini chiamate
coefficienti di rotazione; 1a loro espressione analitica, col
metodi comuni, & piuttosto complicata (!), e di non facile
interpretazione geometrica.

Invece, essi sono suscettibili della seguente semplicis-
sima definizione geometrica:

2t
(17) Tan = 3o X My

dalla guale diseendono subito tutte le loro proprieti.
Cosl, ad es., si ha la relazione di emisimmetria {7);
(18) Tamt + T =0, (B & 1=1, 2, ey ).

Infatti, derivando le (13) neila direzione di w; si ha:

. ety . ey
([8) EXM*—P Bs; ><n.h_-0,

la quale, in virtl della (17), equivale aile (18}

(1) Cfr. sd es. Levi-Civita, Calcolo differenziale assolulo, gih citatn,

pag. 287.
@) Levi-Civita: Opera ctlufn, pag. 288
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Dalls (17) risulta che si pud scrivere:

(19} Bty /98, = Zpvpuater + T

ove U7 & nn vettore normale alla Vi in §:
Se si pope:

{20) Bptey, /08 == TaTnasin

& chiaro che il vettore 3;a¢,/3s, nou & altro che la proie-
zione ortogonale del vettore du, /0s; sullo spazio euclideo S,
tangente alla Vo in @ (%), ciod & la componenle tangensiale
di quest’ ultimo vettore, ed & anche eguale al differeuziale
superficiale d, %, corrispondente ad uno spostamento daQ
lungo la linea deila congruenza avente per tangeute in £
il vettore wu, diviso per ds;.
Risulta poi ovviamente:

. o
a7 tame= %s_'ﬁ X wy, Yants = dott; X Wy == deey > Wy

Se F(@) ¢ una funzione numerica di @, e si considerano

le due derivate seconde

3 ef 2 af

I T N P
esse non sono, in generale, eguali come avviene negli
spazi enclidei, ma si ha invece:

9 3af 3 of 3f
2 s a—— g = il _
=D 08x 38y 98y d8y Zl 3s, Cnen — Yau) ).

Infatti, dalla (15}, si ha:

3 3f  dpgrad.f i Oyt
a.!k 3_5; - 3.?,‘ > "-h+gladpf>< 3.9* !

(") Piti precisamente, ezmendo per In [(18), =0, & tratta dells
proiezione sallo spazio eucliden, nd 2 —1 dimensioni, determinato dai
vobtori 4, , My, oy Wheyy MWppiy sy thne

() Levr-Crvita. Op. cft, png. 280.
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od ancora, per la (16):

8 3f _dygrad,f
38;; Ba,, - dQ

ora & facile veders che 1" cmografia d, grad,f/d@ & una di-
latazione, percid il primo termine del 2° membro non si
altera scambiando kb con %, e allora la precedeute relazione
ei da:

2 8f 2 3f _ f Bpten LRI
33,08, 08, 05x %, Ea;(u‘x 8 > 2s), )’

] ]
Wy < M "'2: E{—; Hy > P H

Ia quale, in virtlt della (17, coineide colia (21).

7. Caso in cni una delle congruemze dell’ ennupla &
geodetica.

Supponiamo che una delle congruenze dell’ ennupla sia
geodelica {n, 4); si pud evidentemente sempre supporre che
guesta sia la congruenza T, determinata dal vettore u,.

Tu tal easo questo vettore deve soddisfare alla condi-
zione:

T
3, sCuy==0, (k=12 ., 1)

22y d.m, =10, -da cul

queste due coudizioni sono egnivalenti, come si scorge subito.
In victh della (17 si pud scrivere: fnpa = 0. _

In particolare, so lo spazio & euclideo, le (22) caratte-
rizzano o congruense retitlinee

8. Curvatura geodetica di unma delle congruenze del-
1* enuupla.

Tornande nl caso che la congruenza T, sia una con-
grienza genorica, & facile trovare un notevole significato
geometrico per i coefficienti v,xn-

Osserviamo infatti che dalla (7) del Oap. V, si ha:

Aty = 0,7 ,l80,

ove o, la curvatura geodetica relativa alla V., detla enrva
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coustderata dellz cougruenza. Di qui, e dalla (20) risultn:
Yrkn == oty < May k=12, .., 1)

1a quale mostra che i coefficienti Ypmy Yagns - S0NO l&
proiezioni sulle linee del ennupla del vettore g,,., diretto
secondo la normale principale relativa alla V, di nna
curva della T, e avente lunghezza egnale alla curvatura
geodetica relativa.

9, Caso in ecui uns delle comgruenze dell’ennnpla &
normale.

Suppouiamo che la congruenza T, sin normale. Allora
deve esistere (n. 4) nna fanziove fi(Q) tale che:

(23) e, = hgrad, f

ove h 8 un fattere numerico (funziene di @) Avremo poi
dalle (13}:

grad, > =0, (i=132, ...,n—1)

che sono n — 1 equazioni differenziali alle quali deve sod-
disfare la funzione f(@).

Prendende la derivata della precedente nella divezione
del vettore w,, si ha:

erad, f an
_§-h—v S, - grad, ¢ 3, = 0,
cioé:
d prad dee,
77@ °f-uk > ;4 gead, f)(—é:; ={.

Ora il primo termine non muta scambiando ¢ con k, perché
I’omografin d grad, f/dQ & una dilatazione, pereid si con-
clide:

e,
grad, < :—' =grad,f)<a-%‘~‘, k=12, ..yn - 1}.
® i

3

Ma qui, in virth della (23), posslamo sostituire a grady f
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addirittura 4., o allora ricordando la (18) si ha:

on e,
E;;f‘—xm = X Uy

(28) 33,

od anche, in virtd della {17},

Yrnix = Tnat:

Queste reluzioni dauno quindi le condizioni affinché la

congruenza I, sia normale.

Su poi tutle le congruenze dell’ennupla souo normali
(normalitd completa), si deduce molto facilmente, da quanto
procede, che tuiti i coefficianti vy con ire indici distinti de-
vone essere nulli.

10. Sistemna canonico rispetto ad una congruenza data.

Aleune volte avviene che fra i dati del problema che
si studia figurn direttamente, o & ad essi strettamente
legata, una congruenza di curve. In tali casi & apesso utile
associare alla data congruenza altre n — 1 congruenze di
curve, ortogonali fra loro e alla data, in guisa da poter
considerare la congruenza data come la netmae {di una
ennupla di congruenze ortogouali.

fi ehiare che la scelta delle n — 1 congruenze ausiliarie
delln enmupla considerata, & a prieri arbitraria; ma giova
sfruttare tale arbitrarietd per introdurre qualeche semplifi-
cazione. Oosl, ad es., ora faremo vedere che, data una cown-
gruensa I', qualungue di eurve, esiste sempre elmeno i
sistema di n — 1 congruenze ortogonali fra loro ¢ alle date,
in mode che siano verificate le relaziont ;

(24) ":H*T+ Ti?fﬁ.:OT ”\.:':I; k, l:l, 2, veney n— 1),

ciod, per le (17),

Dotly, Oy Moy,
24"} —g% >y —3‘: > "= 0.
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Infatti, la (24") pud seriversi:

d
L'_"_"|;,><u,+£§$—~"uh><u‘=0,

aQ

ciod:

(d—;%l' +Kd:£") 1w, D 1, =0

ora, il vettore dyu, (che & normsale ad w,} appartiene all’ 8,

euclideo determinato dai vettori u£,, ey, ww, ®n., pereid

si pud porre dou, = xd@, ove x & una omografia che fra-

sforma vettori del’S,_y in vettori dello stdsso Bn_i.
Potremo dnngne scrivere la precedente cosi:

(& 4 Ka) 16, > tx = 0;

dove 1’omografia « + Ka & ovviamente una dilatazione
talchd, operando in uno spazio ad n—1 dimensioni, essa
ammette sempre, come sappiamo, almenoc un sistema din—1
direzioni unite a dne a due ortogonali fra loro; orbene sce-
gliendo i vettori e, v,y .y Mn_, paralleli a tali direzioni,
la relazione precedente risulta evidentemente verifieats,
il che prova il teorama.

11 sistema di # — 1 congruenze soddisfacente alle (24)
si chiama sistema canonico rispetto alla congrnenza dats,
e le direzioni unite della ddilatazione « -+ K« si chiamano
direzioni ocanoniche.

11. Congruenze di rette nello spazio eunclideo. Signiflicato
goometrieo del sistema canonico.

Fra le congruenze hanno speciale importanza le eoun-
gruenze di rette degli spazi euclidei, che sono anche, come
ben si comprende, le pid facili da studiare; nello spazio
ordinario esse si presentano poi in modo del tatto naturale
in varie questioni di ottica geomeirica, giacch® i raggi di
nn fascio di luce, in um mezzo omogeneo, formano appunto
nna eongruenza rettilinea.

Ora stabilireme una notevole proprieth di tali oon-
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gruenze, la guale eci condurrd ad una interpretazione geo-
metrica assai semplice del sistema canonico di eongruenze.

Sia r un raggio generico della congruenza appartenente
allo spazio euclideo Su; potremo individnarlo mediante un
suo punto quslungue @ ed un vettore unitario s, paral-
lelo al raggic.

Diciamo poi I Uiperpiano di 8, normale in @ al rag-
gio r, e sia 4@ uno spostamento infinibesimo qualunque
del punto @ snll’iperpiano; allora per il punio @, = @+ d¢
di ¥ passerd un certo raggio 7, della congruenza, che, in
generale, nou incoutrerd il raggio r.

Se perd avviene che per un particolare spostamento 4¢
gopra I, il raggio r, incontra 7 {in un punto proprio o
all' infinito), ciod, pill precisamente, la minima distanza
fra r ed r, & un infinitesimo &’ ordine superiore rispetto alla
distanza QQ,, allora si dice che la direzione @@, & una
diregione foeale della congruenza.

81 pud stabilire facilmente che esistono, in generale, al
pit n— 1 direzioni focald (realt).

Infatti, se QU, & una direzione focale, e diciamo M il
punto d’intersezione dei raggi 7 ed r,, si pud porre:

@ — M=2zu,,

ove z & quantitd reale. Facciamo intanto vedere che dx =0;
basta osservare che:

dQ = Q4 - Q = (@1 - M) - (Q - M} == de(w"'n}g

percid:
dQ = Az -wn -+ 2dgltn,

moltiplicando scalarmente per %y, ed osservando che essendo
26,, nnitario si hai wp, > do2e,, =0, visulta senz’ altro: dy=0.
Ne segue: dQ = zdor,, od anche:

(a) o1, = ydQ, {(y = 1/2).

Poichd il vettore dyu, giace sopra I, si pud porre, gua-
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lunque sia Ip spostamento dQ su Z:
dptty, = ad @,

ove « & un‘omografia che trasforma vettori di I in vet-
tori pure di I, e avremo dalla (a):

wdQ = ydQ;

vediamo eosl che le diresioni fooali non sone altre che le
diregioni unite dell’ omografia «.

8i ha ancora (x — y)dQ =0, percid 1’omografia o —y
- & degemnere, onde si ha:

(25) Infl (“Ay)=0;

guesta &, rispetto ad y, nn'equazione di grado n — 1, del
tipo della cosidetta equazione secolare, ed ha quindi # — 1
radici fra reali, immaginarie, multiple. Ad ogni radice
corrisponde una direzione unita 4Q, e guindi una dire-
zione focale.

(3iova notare che I'omografin « non &, in generale, una
dilatazione, percid le radici della (25), in geperale, non
sono totte reali (anzi potrebbero esser tutte immaginarie),
mentre se a & dilatazione, le radici, come ben sappiamo,
sono necessariamente fntte reali.

12. Caso delle eongruenze normali di raggi.

Dopo quanto precede si presenta naturale la guestione
di ricercare in quale enso la omografia « risulti una dila-
tazione,

8i vede subito che cid avviene se la congruenza conwi-
detata, che indicheremo con T, & normale, e precisamente
sussiste il seguente

TrOREMA 1. - Sela congruenza T, & normale, le dirvesions
canowiche coincidono colle direzioni focali.

Infatti, associando alla T, n — 1 congruenze ortogonali
ad essa e fra loro, sussistono le (23'), che possiamo anche

R
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scrivere cosi:

dota . i
(26) —% o X g = d;—“;"lmxm, (6, k=12, .., n—1)

le quali mostrane precisamente che I’ omografia a = d,u,, /dQ,
considerate nell’iperpiano Z, & una dilataziovne, e quindi
o - Ko = 2x; pereid, da guanto si & detto in fine del n. 10,
si conclunde il teorema.

Abbiamo cosi I interpretazione geometrica delle direzioni
canoniche, e inoltre vediamo che, nel case in esame, le
direzioni foeali sono sempre reali, in generale ben deter-
minate, ¢ muluamente ortogonali.

Osserviamo ancora che, essendo la I, una congruenza
normale, esiste (per definizione) nua famiglia di ipersuper-
fleie (@) = cost, che sono tagliate ortogonalmente dalle
rette della congruenza. Queste rette sono pertaunto le nor-
mali eomnni a tutte le ipersnperficie delia famiglia.

Ohiamando Z una di queste ipersuperficie, si pud sta-
bilire il seguente

TroReEMA LI, - Le direzioni focali passanti per ognt
yunto Q dell ipersuperficie I non sono altro che le diresions
tangenti alle linee di curvainra di I passanti per Q.

Infatti, se si considerano, per ogni punto @ di Z,1e n —1
direzioni focali, ne risultano definite sulla 3 altrettante
gongruenze di curve mntuamente ortogonali. Tali eurve
non sono altre che le lince di curvatura dell’ipersuperficie 2,
perché il vettore t, & identico al vettore unitario N nor-
male a &, percid 1’omografia « coincide coll’ omografia fon-
damentale ¢ = d,N/dQ delle ipersuperficie, le cui dire-
zioni unite sono appunto tangenti alle linee di curvatura
(Cap. V, n, B).

Se invece la congruenza I', uvon & pormale, lo direzioni
focali in un punto gemerieo ¢ ¢i un raggio » sono, come
abbiamo visto, in generale distinte dalle direzioni eanoniche.

13. I simboli a quatiro indiei di Licei.
Ter mezzo dei coefficienti di rotazione v.p, che abbiamo
considerato nel n. 6, il Ricoi ha introdotio dei simboli a

Burgaitl 18
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guattro indici v, nx, che sono legati ai coefficienti di ro-
tazione da certe relazioni differenziali, assai complicate (‘).

Noi qui introdurremo, senza farne uso, questi simboli
a quatiro indici per tutt’altra via, e in modo estremamente
semplice, ricorrendo all’ omografia di R1EMANN.

Siano percid, come mel p. B, 2., Uy, wey Un vettori
upitari, tangenti alla V, in @, & & due a due ortogonali;
allora definiremo § simboli di Riocé @ quatire indic ponendo:

(2%) i, an = Retseegeen X tan, (4 Gl k=1,2 ., )y

ovvero, per la (25):

' dﬂgu d,,'u
(27} Y'th_.':( dQ'h u,u[——m,—hu;uj)x Hy .

Di qui, e dalle proprietd dell’ omografia & stabilite nel
n. 6 del Cap. LI, si trae subito:

Yij, na = —Ta, nes Yis, hke = " Yif: by
Vit kb Tin, ag + Yin, an =0, Y, sk =Thr, o*

L'identitd di BraNcmr relativa alla & (Oap. III, . T)
fornisce una relazione, che mon stiamo a scrivere, fra le
derivate dei simboli a quattro indici di Rroor.

Considerando il vettore dell' omografia &, ciod I'omo-
grafia ¢ —=v&, che & una dilatazione (Cap. LI, n. B), si

trova subito che
4'“.- >< “J = Ei:rT(r, i I;‘I” = zierir, ri
e considerando ’omografia di gravitazione =4 —IL/2

(Cap. III, n. 10), le formule ora trovate danpo immedia-
tamente il valore di e, > uy; mediante le v a 4 indiei.

{4y Cfr. ad ee. Rrcc1: Dei gistomi di oongruense oriogonali in HuG
varistd qualungus. (« Memorie B. Acoademia Lincei », a. 1886).
Levy Civiza: Calcole differenxiale assolulo, pag. 295.

-
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Un’altra proprietd molto notevole dei simboli v & la
seguente:

TrEOREMA. - La curvatura riemanntana detla V, in @
secondo la giacitura determinata dai vettori w,, 1y vale v; .

Infatti, applicando la (7) del Cap. IV si econclude
che 1a enrvatura ora considerata vale semplicemente (es-
sendo w;, w, unitari e ortogonali) Rusee;ee; > w,, ciod, per
la (27), vy, -

Questa proprietd fornisee un’ interpretazione geometrica
molto sempliee dei simboli vy, -

Faceiamo ora vedere come dalla (27) si ricavi facilmente
I’espressione assanuta dal Riccr come definizione di v, na.

La (17) pud secriversi:

dote;
(28) Tign = -r-:—Q— Wy > u;,

da eni, prendendo il differenzizle superficiala:

Aot dun; ot

i =( o f_;Q_) uh)\(uj+—[:§ dorey >< 1+ ¢;Q‘

Supponiamo ora che il differenziale superficiale considerato

sia quello che corrisponde ad nno spostamento d@ parallelo

al vettore ,, e poniamo ds, == mod d@; avremo cosl, ricor-
dando 1a seconda delle (17):

Hy = de?tj .

il
dotey, = %,d,uhx By My = I p ot A8,

ne segne:
d ; d ui
——f:Q dotrg D1, = me ﬁf:Q 7, > 1ydiy =Zl Yhin Yisz B%x s
dott;

dore;
a0 1y S Aoty = 3, V1o —(%uhx-u; dsx ==Y, Ysan Yorn W8
& sostituendo:

ot )
&Y n ':'(de ?&Q_) Uy, XK+ Zz (Ynar Yise + Ysoa Yan) @8y
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da cui:
dlu
E@’_‘ Hy Wy XKty = 3;;‘:‘ — Et (YrinYepr + Tsa¥un)s

scambiando % eon k risulta:

dotu;
i ey X Wy = %:T' — E: (Yaan Yise =+ Yoan Vinh

sottruendo dalla precedente e ricordande le (279, (18) si
ottiene:

(29) Tax, u—*ég;‘:h — %‘? + ¥ v (e —Taan) - Tea Youn — Yo T
e poich®d, come 8i 088EIVY, Yar, ¢ = Yij, na, queSta espressioue
coincide eolla definizioue del Ricor.

14. L’omografla di rotazione.

I coefficienti di rotazione 1,4 di Biccr, ove k, k, 1 assu-
mono i valori 1, 2, ..., n, determinano cid che, colle trat-
tazioni comuni cartesiane, si chiama ¢ensore triplo, e che
corrisponde alle nostre omugrafie di 2° erdine. Ora vogliamo
esaminare brevemente la natura di questa omografia,

Sia Q, un punto della V, e diciamo a,, @, ..., ity dei
vettori nnitari ¢ & due a dne ortogonali, tangeuti alle linee
della ennupla di congruenze ortogonali passanti per Q.-
Esisterd alloras un'isomeria vettoriaie X tale che:

(30) My = My, th=1, 2, ..., uj;

tenendo Q, fisso sulla V, e @ variabile, saranno fissi pure
i vettori @, quindi I'isomeria A risulterd funzioue di @.
Neo segne:

d.,un == dgl'ah,
ma, essendo X isomeria, si ha Ki-A=2AK\==1, percid
dalla (30) risulta: a, = Kiu,, © sostituendo:

dotty, == deh- KAty ;
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siccome

(31) doh-Ki = — Ad KR,
ponendo

(32) Q, — — M, Ki/dQ,
#i ha

(33) _ dypery, = Q,dQu, .

Supponendo AQ == n,ds, ne segue:
Doity [08; = Quae 1y,
da eni, ricordando 1a (17):
(34) Tant == Ryregeey >ty

Vediamo cost che i coefficienti di rotazione provengono
dalla omografia di 2° ordine Q, definita dalla (32), ehe pud
percid chiamarsi omografie di rolazione. '

Essa gode delia proprietd

KQ,=—2,

che & immediata consegnenza della (18), od anche detla (31).
Se si pone:
c=rv8,,

& chiaro che ¢ & un vettore ben determimalo, e le sue pro-
jezioni sni vettori wu, tangenti alle linee della ennupla di
congruenze 8i possono interpretare come eurvature medie ().

L’ omografia di RIBMANN pud esprimersi mediante 1a A,
o la 2,, colle formule:

]
R=—1k"— 1)7\@%,
&=(k*¥1)3%+k(kgz'gg)}9

{1y Leve-Crvrta: Vereinfachis Hevstelluny der Einsteinschen einkeit-
lichen Feldgieichungen, (Prenssischen Akademie der Wissenschaften,
Berlin, n, 1929). :
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delie quali non sbbiamo occasione di valerci, e la cul dimo-
strazione lasciamo al lettore. La seconda di queste, equivale
alle formule (29),

15. Spazio euclideo rappresentativo.

Consideriamo, oltre alia solita varietd V. deseritta dal
punto Q(g,, ¢uy - gn) il lnogo dei punti P di uno spazio
enclideo 8,, definiti da

(35} P=0+ g4, + gfy + -+ Quln,

ove O & un punto fisso di 8, ed i, 1,, ..., {, souo vettort
di un sistems unitario ortogonsle di riferimento in 8,.

E chiaro che ad ogni punto @ della V, la (35) fa cor-
rispondere un punte P di 8,, ¢ alla V. corrisponde una
certa regione B, di S.; supporremo inoltre che, viceversa,
ad ogni punto di E, corrisponda un determinato punto
della V,, in gnisa dungue che si avrd una corrispondenza
biunivoeca fra i punti @ della V, ed i punti P di Ea.

Diremo allora che E, & lo spasio euclideo rappresentativo
della varietd V.,

Ad ogui spostameuto d@ del punto ¢ sulla V. corri-
sponde uno spostamento dP del punto P in 8y, e viceversa.

Poichd il punto @ si pud rignardare come funzione di P,
& chiaro che ’omografia § che risulta definita ponendo:

(36) dQ =BdP, ciod §=4d@/dP,

& pure una fanzione ben determinata di P,
Dalle (35), (36) segue ovviamente:

37 P, =4y Pl-=203Q/%,, (r=12,..,0),
percio dalla (8) del Oap. 1 si trae:

I,3=am (%, :—g wesey gf:),

e poichd il secoudo membro non & nullo (Cap. 1L, n, 1) ne
segue che I’ omografia B non & degenere, quindi & invertibile.

i TR I N D SRR AT T e R R
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L’ elemento lineare ds della V, si calcola mediante la
9 a3
dif = dQ < d@ = E” —‘Qxa'—quQrdQs-
r '

la quale, ponendo

_%Q. %
(38) Byy —Exaqla
81 serive:
{39) dst = 3B, ., 39,4,

In virtd della (36) si ba ancora:
(39) de* =pBAP X BAP=dP XX K -fdP = aP > adP,

ove ki & posto:
(40) a=KB-8. (')

L omografia « & evidentemente una dilatazioue, ed &
un’omografis non degenere, perchd dalle (16), (23 del
Cap. 1 si ha: T,z = (If)* == 0. Inoitre, ricordando ie (37),
(40), 1a (38) porge. subito:

(38’) . Gy — 1, mia 3

quindi la matrice della dilatazione « ha per elementi i
coeflicienti «,, della forma differenziale quadratica (39). B
siceome, coi metodi ordinari, si dice che i coefficienti a,,
determinano la metrica della V. vediamo che tale metrica
& pienamente determinata dalia dilatazione «.

Risulta pure che di metriche siffatte ve ne sono infinite,
perché ve ne & una per ogni scelia delle variabili indipen-
denti ¢,, q,, +-y g,, ciod per ciascuna B, ossiz per ogni
corrispondenza fra la varietd V, e le regioni dello spazio
eucliden S,.

{*) Nell'opera Espaces conrbes lo precedent] formule (36), (40) vop-
presentann il puate di partenza della rappressntazione euclidea della
varietd conaideratn. Giova rilevave che il procedimento adoperato in
tals opera & del tutto assoluto.
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Ooi metodi ordinari si considerano, oltre agli elementi a,.,,
i loro complementi algebrici nella matrice di «, divisi per
il valore del determinante di «, quantith che si indicano
eon a™, e che non sono altro che gli elementi della ma-
trice della dilatazione «™*, percid si ha:

4™ =4, 5 a9, = §, 3¢ f—Kf—, =K8~4, > Kp~4, .

Ora si ha, da formnle note e dalla (35):
_ dP
(41) KB 'i,.=K‘—¢a e = grado[{(P~ 0) > {,]=grad. 4.,

quindi in definitiva:
(42) a™ = grad.g, X grad. ¢,.

Il vettore grad,q,. si pud esprimere mediante i vet-
tori 2Q/9q,, 3Q/3q,. .... ed & facile vedere che si ha ad es.:

a
(43) gradegl= E(g—i,g—g, anay %)}'Bm (%g:gg;, ey %};

basta, infatti, moltiplicare scalarmente i due membri per
Q/3q,., ove y=1,2, ..., n. )
Analogamente, si verifica subito che &i ha, ad es.:

(43) 3Q _  B{grad,q,, grad. ¢,, ., Erades qn) |

3g,  am(grad,q,, grade gy, ..., grode ¢) ’

basta, infatti, moltiplicare sealarmente i due membri per
grad. ¢g,., ove r=1,2, ..., 8.

16. L’omografia di Christoffel.
La derivata d3/dP & un’ omografia di 2° ordine, fuo-
zione di P, e ponendo:

(44) A, =pdp/dP,

1a X, & pure un’omografia di 2° ordine, che riassume i
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aimboli di CarisTorrBL & 3 indici, di seconda specie; si
bha iofatti (Espaces, pag. 101):
(45) ;';

== MA,d, X1y,

ove 3'"’ &, colie notazioni abituali, un simbolo & Onri-

STOFFEL & 3 indiei di seconda specie.

L’omografia di 2* ordine A, verrd chiamata omegrafie
di Christoffel.

La proprietd ki, =1, che si deduce sunbito daila (44}
(Fspaces, pag. 62), equivale alla proprietd ordinaria

it

Per i simboli di OERINTOFPRL a 3 indici, di prima spe-
cie, i ha invece:

(45) { ”t"] = a4, i

Come ben si vede la (45) ha forma del tutto analoga
alla (33).

Possiamo porre le (45)), (45) soito una forms notevole,
che fornisce nn'interpretazione geometrica molto semplice
dei simboli 4 CHRI8TOFFEL & 3 indici.

Ricordando le (40), (44) si pud serivere la (45) cosi:

a
[',"]=Kﬁ-rn,trf.><u=$u.><ﬁi;=

3

cied, per la (37}

3l ﬁi,_)

2, = iy,

[r s]_ e

. i, SV b 4

(45%) = 3g,5q, % 3q:”
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Analogamente, si ha dalla (45):
r = x4, > KB~
=M o A = fi i 4, X R~ =

d 3u(Bi, )
— E%i,.f, 3¢ Kf—ti, = %xKﬁ— i,

od ancora, per le (37), (41):

3¢

irs| _ Y
T 9g.9q,

(45,) e X gradeg:.

Le (45',), (46,) mostrano {efr. il seguente n. 18) che i

simboli

rs ra .
¢ ], ’ : g non sono altre che le componeati cova-
r

rianti e contravarianti della derivata superficiale aq—oi% .
¥ x

17. I’omografia di Riemann dello spazio rappresentativo.
Se si considera )’omografia di 3° ordime ), definita da:

Ay= §7UdA, /4 P),

allora i simboli di RIEMANN & 4 indici, di seconda . specie
e {i prima specie, 8si possono esprimere rispettivamente
cosl (Fapaces, pag. 102):

( {hk, re} = (k* — 1) A dpd by i,

(46) . ! (hk, ro) = (EK* — ljadd dd, ><¥).

Qousiderande poi tre spostamenti 4@, 3¢, @'@ del punto @
sulla V,, e i corrispondenti spostamenti 4P, 3P, P nello
spazio rappresenfativu, si ba (Espaces, pag. 70):

3dd'Q — did'Q = pik* — )\ APEPA'D,

in cni it primo membro vale RAQ5QLQ. Ne segue tosto
(Espaces, pag. T1):

RAGSQLQ > F'Q = (k* — Ljad,d PEPA P> TP,
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e se si pone
(47) R = (kK* — L)ak,,

la Rs pud chiamarsi omografia di Riemann. dello spagio
rappresentative 8,, o st ha:

(48) RAQEQTQ>< Q= RedPSPAP X ¥'P.

Di qui risulta che tutte le proprieta stabilite nel Oap. 11X
per "omografia & valgono pure per la Hs.
Dalle (46}, (47} si dednce poi:

(49) ("j, hk) _— as .'.?li-kii X i_f — asf;ijfh X ik )

Ia guale formula & del tutto analoga alla (27) relativa at
gimboli di Ricor & 4 indiei,

Occorre perd rilevare che, mentre i simboli di Ricor
sono indipendenti dalia metrica della Vi, e quindi somo,
in sostanza, elementi inirinseci della V., i simbolti di
RieMARN, invece, dipendono essenzialmente dalla metrica
della V,, e percid non sono simboli intrinseci della V.

Qid risnlta anche dalle seguenti considerazioni. La (48),
tenendo conto della prima delle (37), pud scriversi:

(48) agg- g—g- %‘i P g-;-i = Rsiily, X bn,
e ponendo, in generale:

(50) 3Q/og; = v,

gi ha dalle {49), (48'):

(61) (34, bk} = Rvvs0n X Un,

che ha la stessa forma della (27) relativa a v n, 88IVO
che nella (27) i vettori = sono unitari e & due a due orfo-
gonali, mentre invece nella (51) i vettori ¢ non sono in
generale nd unitari, nd ortogonali, come risulta dalle (50);
questi vettori v dipendono dalla soelta deile variabili indi-
pendenti g, mentre i vettori » non ne dipendono affatto,
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18. Componenti eovarianti o contravariantl di un vettore.
Derivate covarianti.

Sia # un vettore tangente alla V, in @; ei chiamano
vonponents covarianti del vettore u certe espressioni u, che
ridotte a forma vettoriale posgono esprimersi cosl:

(52) u; = 4 > 9Q/3q,,

o si chiamano invece componenti contravariants di n le
espressioni:
(53) ! =1 > grad, q,.

Da quesfe relazioni si trae tosto:

(53’) w= E‘u‘ gl‘ld., q‘ —_ E.'u‘ aQ/aq’ )

come si riconosece moltiplicando scalarmente per 23Q/9¢,.,
ovvero per grad, g..

Come ben si vede, queste componenti covarianti e eon-
travarianti sono del tutto inutili, perchd in nna trattazione
veramente assolute degli spazi carvi si pud operare diret-
tamente sul vattore u, ¢ non solle sne componenti, come
& ampiamente dimostrato dagli sviluppi esposti nei eapitoli
precedenti.

Considerando le componenti covarianti w, del vettore u,
il sno sistema derivale covarianle, che si indica con w4,
& definito da(*)

k
(54) uau-—-% E,“ !“.h

eerchiamo I'espressione vettoriale d&i u, ,; dalle (62), (45,)
. risulta:

9 ? 2’
Hyx = -a-a;(!‘xi'qg‘)"—‘ E 3q:agh>(grad, Gy My,

() Levi-Civrra: Caleolo difforensiale assolnfo, pag. 188.
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ma applicando la (53') si vede che quest’ultima X vale

3'¢
TRV
pereid si ha semplicemente:
dort_ Y
b5 = =,
( ) u’i r 3 agk >< aq'

e coufrontando colla (62} si conclude che la derivata cova-
riante della componente covariante u, dal vettore u non @
«ltro che la componente covariante del vetfore d.34/3qy (che-
¢ la derivata superficiale di u rispette alla variabile ¢,).

8i vede, ovviamente, che ’espressione vettoriale (65)
& assai pit semplice ed espressiva che non la (54); essa si
pud immaginare ottenuta derivando la (52) rispetto a ¢, e
rigunardando 9¢/3q, come costante.

Dalla (55) si ha ancora:

dyie 39
tn = a9 39u><39»

Ja quate mostra che le derivate covarianti di «, sono tutte
date dalla omografia ordinaria dou/dQ.

Anslogamente, considerando le componenti conirava-
rianti u' del vetiore w, il suo sistema derivato covariante,
che si indica con u?|; & definito da

(85"

du! )
(56) u‘!k— - .+ E-’l i “’i

cerchiamo |’ espressione vebtorlale di u‘“‘, dalie (83), (4b,)
risnlta

m———(u)(gladgq;}+za 0 Xgraduq, u,

ma & chiaro che

%¢

2¢ Q dopradeq;
oqjaq,

> grad, gi—T(aq > grad.,q ) 3, = 3.
3Q _ dograd,g;
3,
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qnindi, ricordando la (637, si ha:

W= due>< grade ) o 2 grad, ¢;
Aqx 3qx

H]

ciod, pit semplicemente:

&7 uhy = o2 < grado g,
qx

e confrontando colia (63) si conclude che la derivaia cova-
riante della componenie contravariante u' del veltore u non
¢ altro che la components contravariante del veitore Oote/9gx

Anche qui si vede che I’espressione vettoriale (B7) & Assai
pit semplice ed espressiva che non la (56); essa si pud
immaginare ottenuta dalla (53) derivando rispetto a g, ©
rignardando grad, ¢; come costante.

Dalla {(57) si ha ancora:

- dort 9Q

i _— T ,
(27} ulhy= iQ aqugrad,,q.,

la quale mostra che le derivate covarianti di »' sono tutte
date dalla omografia ordinaria dye/@@Q, che gid si presenta
nella (567).

Dalle (58), (57) risnlta che se il vettore si sposta per
parallelismo lungo una curva della V. per la quale tutte
ie ¢, tranne la k***"%, sono costanti, le derivate covarianti
di w, e di ¢ sono nulle, perchd lungo tale curva si ha
(n. 1) dee =20.

Oltre alle derivate covarianti definite daile (54), (56), 8
considerano, coi metodi ardinari, le derivate contravarianti(*)
degli stessi enti %, ', le goali gi riducono & forma vet-
toriale assoluta eollo stesso procedimento dianzi adoperato
per le (54) e (56); ma di questo perd facciamo grazia al
lettore intelligente, il guale, dall’esame delle (55, (57" pud

() Chr. LEVL-CiviTa: Opera oitata, Dag. 170.
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gia concludere per la completa inutilith delle derivate
covarianti e contravarianti (gid dimostrata, del resto, in
Espaces, pag. 76-106), perché invece di esse basta conside-
rare, pill semplicemente, la derivata superficiale d.2/dQ del
vettore tangenziale .

In particolare, se f & una funzione numerica del puuto ¢
della V,, e si pone w = grad, J, le derivate seconde cova-
rianti f;, 8i calcoluno mediante le (55), (55°) e si ha:

__%gradef, 3Q d.grad,f3Q  9Q,
S TRERAY e T TR TR

di qui & facile dedurre che fi, == fx, ¢ inoltre che
S S dygdg, = d, grad, < d@, "

percid I’omografia che determina le fix & la d, grad, f/d@,
la goale & una dilatazione.

19. Derivate covarianti ¢ contravarianti delle componenti
di un’omografla.

Per comoditd di confronto cogli ordinari metodi, daremo
il risnltato delia riduzione s forma vettoriale delle deri-
vate covarianti e contravarianti delle componenti eovarianti,
contravarianfi e miste di un’omografia ordinaria E, che
trasforma vettori tangenti alla V, in @, in vettori pure
tangenti alla V, in Q.

Le componenti covarianti, eontravavianti e miste del-
I omografia £ sono espresse da:

3Q 3@

%0 > TR §* =g grad,q, >< grad, ¢a,

d
Er=E 3—g:>< grad, gy,

ﬁix—-_-E

ove, come ben si vede, ad ogni indice r in basso delia E
nel primo membro, corrisponde nel secondo membro il
vettore 30Q/3q,, mentre ad ogni indice r in alte corrisponde
nel secondo membro il vettore gradeg,.
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Per le derivate covarianti e contravarianti delle preoce-
denti eapreasioni st ha:

, ll kl

d.,EaQ 30 3Q
T T Ere rias

Eall= Zh ﬂ"’Emn=%8taduQ:gg_X%%.

IE-“‘n=aE*+E:,”(5 +3,1% |8,

g, = dég? grad, g, >< grade ¢x.

d
B = 3, a0 = £mdeq: grad, g; X< grad, gx.

Ei‘n:—@ “lsEj +Z,, I;E-,

0,

& .k oQ
Xt = Enamﬁi“l P aQ grade QJa?'_ > grad, g -

Queste formule mostrano, all’evidenza, la maggiore sem-
plicitd e simmetria delle forme vettoriali rispetto a quelie
colle coordinate. Da esse risulta poi che ad ogni indice r
in basso, o in alto, della § nel primo membro, corrispoude
nell’ espressione vettoriale il vettore 3¢/3q,, oppure il vet-
tore grad, q,.

Questa semplicissima osservaziope permette di scrivere
senz’altro tutie le derivate eovarianti e contravarianti delle
varie componenti dell'omografia £. Queste varie derivate
sono, in sostanza tutte rimssunte dall’omografia di 2° or-
dine d.£/dQ, che, una volta conosciuta, fornisee immedia-
tamente tutte le derivate covariauti e controvarianti con-
siderate.

Se, in particolare, I’omografia £ & I’identitd, le formule
vettoriali precedenti mostrano ovviamente che le derivate

i [T
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covariauti e contravarianti delle £, e E* sono identica-
mente nulle; ma in virtll delle {38}, (42} le £, e E* uon
sono alfro che le a,; ed e, percid si otteugeno, senza
alcan caleolo, i noti lemmi di Rioon.

8i sogliono anche considerare le derivate covarianti e
contravarianti delle componenti di una iperomografia, ma
data la loro inutilitd non ee ne occupiamo affatto,

Pinttosto termineremo col dare ancora alcune importanti
formuole, di facile dimostrazione.

Se £ e p, sono, rispettivamente, un'omografia ordinaria
o un’omografia di 2° ordine, che trasformane vettori, o
coppie di vettori, tangenti alla V, in @, in vettori tangenti
alla V., in @, si ba:

IE---Zi Xgrad.,q,,
e,
VPE—ZiPzeq‘gm o sy

dalle quali, supposto E—=d,su/dQ, e p, = d,E/dQ, ove w &
un vettore tangente alla V. in @, risnlta:

divyue = Z‘aa"—; > grad, q,,

grad, &= Z 3"; grad, ¢,;

se infine si pone w =grad, f, ovo f ¢ ma funzione nume-
riea di €, ne segue:

div, grado f= 3, %f'x grado g¢;

il 1° membro, che si indica anche con A.f, 8i chiama pa-
rametre differenziale secondo di f, sulla varietd V.,

Baorgattl 18
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CariToro I.

Sistemi line'arl di formazloni geometriche.

1. Sistemi linearf ad una dimensione (‘).

I sistemi lineari ad wna dimensione sono i seguenti:

Le F,, non nulle, aventi per posizione uno stesso punfo
protetiivo ;

Le F,, non nulle, ad invarianie uullo (cicd le K, F,,
vale & dire i prodotti alternati di due F,), aventi per
posizione una stessa retie proiettive;

Le F,, non nulle, aventi per posisione uno stesso piano
profettive ().

Se « & un elemento, non nullo, di un sistema lineare
ad una dimensione, allora: tutti e soli gl elementi del
sistema sono dati da ma, ove m varia in tatte i campo
dei numeri reali relativi,

Se a, b sono elementi di un sistema lineare ad una
dimensione e a == 0, allora: esiste un solo numero reale rela-
tivo m tale che b—=rma. Questo numero m pud essere indicato,

. . b .
come in Algebra, con la notazione b/a, ovvero 2 In altri
termini le due relazioni

b=ma, bla=m

il Cfr. Prefazione (pacte terza) per cid che riguarda le formagioni
geometricks, o il Vol. 1 4i A, V. G. (Introdugione) per i eistemi lineari

( In particolare; per le F, i vettori di data direzione, clod i vetiori
paralleli ad une relia proieitiva con punti propri; per le Fy i bivettori
di data giacitura, ciod i bivettori paralleli and un piano proietiive con
punti propri; per le Fy i {riveftori, ciascuno dei quali b per posizione
il piane all’infinito.
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esprimono, sotto forma diversa, la stessa cosa. Da cid che

precede risulta che b/a & un numere reale relativo uNn Vo~

camente determinato ().

2. Sistemi lineari a quattro dimensioni.

Le F, e le F, formano i soli due sistemi lineari di F
a guaiiro dimensiont.
‘ Siano 4,, A,, 4:, 4,, Tispettivamente, delle F di spe-
cier, s, t, v con 7, 8,8, ¥=1, 2, 3.

Per il prodotto alternato (progressivo o regressivo) di
due F si ha:

A A éuna ¥, ,ounaF, . ,secondochdr+asZ4,0r+a> 4

( l) A,-A. - (“" ]}r'AIA";
valgono le ordinarie proprietd algebriche, ecc.

Per il prodotto slternato di tre F (4,, 4,, 4,) vale la
proprietd associativa solo per r+s+t=3, 4, 8, 9; negli
altri casi no. Si ba:

(2} Perr+s+1=3,4,819 A.A, -A,=4,4,4,=4,4,4,
(3) Perr4+s4-1=87, Ad, A=

(_1)"*'“14:'4: A, —(—1 }'-HAc‘il' 4,
A A A=A, 4,4,— (—1)4,4,-4,

“ { Perr+s+1t==8
i purche non sia r—s=—¢"’
Per il prodotto nlternato di quasttro F si applicano

(*} In particolare, perfi trfvettord, ei sard utile, per le questioni
metriche, indicare con 2 il irivetiore uniinrio e porre ancorn w =02 e
yuindi, per P punio proprio si ha:

PQalff, Po=1.

8i noti quanto segue, Se 8, 5, 0 sono, rispestivamente, delle Fy, Fy, Fy

allora:
8w, sw, ow

{produlti allernnti, progressivo il ptimo, regressivi gii altri due), danne,
1n massa di 8, il rettore di », il bivettors di o. La posizione di 8 & punto
proprio o punto ail’ infindte, secondochd Sn-0, 0 Sw={0; se sp == la
posizions di 1 & retéa con punti propri, o retia all infiniio secondoché
sa£0, 0 sw=0; In posirions di c & un pinne con punti propri, o il
piane all infinito secondo che sw=k 0, 0 sw ==},
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le (2}, (3}, (4) secondo la scomposizione in fattori. La pro-
prietd associative 8i ha per r+s+i+u=412 e in tal
caso A,4,4.4, & una F,, ciod un numero reale relativo.

In particolare si noti che: i prodotti abe, variando a, b, ¢
nel ecampo delle F,, od F,, danno il completo sistems lineare
deile F,, od F,.

Vale s legge di dualitd nello spagio per le F. Da ogni
propriets delle ¥ che si possa esprimere legando gqueste con
Ie sole operazioni somma, prodotto per un numers, prodotte
alternato, se ne oftiene un’ altra cambiando leF,,F,, F,F,
rispettivamente, uelle Fg, Fy, F, F,. Per le posizivni delle ¥
gi ha Pordivario principio di dualitd nello spazio per gli
enti proiettivi (si cambia punto in piano, piane in punie,
retta in retta) ().

3. Sigtemi lineari a tre dimemnsioni.

Se s & nna F,, non nulla,
chiamiamo: strato di F,
avente ¢ per sostegno, il 8i-
stema delie F,, 4, tali che
ds=10;strato 4i F,,avente o
per sostegno, i1 sistema delle
F,, a, tali che as =10 ().

e & & una F,, non nulla,
chiamiamo: stella di F,,
avente S per sostegno, il 8i-
stems delle F,, «, tali che
a8 =0; stells di F,,avente §
per sesteguo, il sistema delle
¥,, &, tali che a§=0.

Gli streti di F,, o F,, e le stelle di F,, o F,, danno
tutti © soli i sistemi lineari a tre dimenpsioni di F,,F, ad

(1) Come casi particolari delle {
guenti, nelle quali 4,B ¢ pomo Fy,

1-(4) sono praticamente ubiii le se-
w, §, vy sono ¥y, 8 ¢ una F, {le for-

mule & destra corrispondono per Gualith 8 goelle a sinistra}:

ABG & una Fy,
4B-a= Aa-B— Bua- 4,

afy & una Fy
af-A=—gd . §—BA-2

ABC.a=BUa-A+ €0da- B+ ABa-C, by a={fra-x+yaa-f-+ apa.y

ABC.x=Az-BC 4+ Bx- UA+ G2 A B,

apy- 4 =ad py +54 yr -y A -af.

) Tanto a sinistra quanto & destra & inutile porre la condi-
rione aa = 0 {a & ad invariante nullo), perche, ad es., a0+a == GG+ — 34+ G,
ciod 2a0.a —aa-c & quindl dn as= 0 svgue aa— 0, perchd a=k0,
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invariante nullo, F,; stvati e stelle si corrispondono nel
prinoipio di dnalitd geunerale nello spazio {').

a) La F,, 5, & sosteguo di
due strati, uno di F, e ' altro
di F,; strati sovrapposti.

L'ordinario prodotto al-
ternato {progressivo} di due
F, dello strato ¢ & una F,
dello strato o; il prodotto di
una F, per nna F, dello sira-
to # & un multiplo di &

La F,, 8, & sostegno di
dus stelle, una di F, e Paltra
di F,; atelle sovrapposte.

I’ ordinario prodotto al-
toernato (regressivo) di due F,
deiln stella § & una F, della
stella & il prodotto di una
F, per upa F, della stella §
& un maitiplo di 8.

Il prodotto alternato progressive di due F, a, b, di uuno
strato o di wna stella & sempre nullo.
B importante defiuire un nnovo prodetlo alternalo regres-

sire di @ per b, tanto nello strato quanto nella stella, che
indicheremo brevemente con b (senza pericolo di equivocel
finche st opera unicamente sullo strato o stella) in modo che:

b sia una F, giacente
tanto in @ quanto in &, cioé
avente per posizione il pua-
to proiellivo che sta sulle
rette a, b.

Raggiungiamo tale scopo
ponendo:

1
-(1) ab—EE Mﬂ.'h

ove M & una F, arbitraria
ma tale che Mo 0.

ab sia uns F, che passa
tanto per & quanto per b,
ciod avente per posiziome il
piano proiettivo che contiene
le refte a, b.

Ragginngiamo tale scopo
ponendo:

(1 “b='!ll—sl-'-“'b

ove p & nua F, arbitraria
ma tale che p8§=0 (%)

{*) Le posieioni delle F,, o F; dello strafo di sostegne o, sono i punti

proiettivi, o le retée proistiive del piano posito. Dualmente per le sielie. Lo
parola strato sta al posto dell’ ordinario, piano punteggiaio, o pians rigale.

8i noti che la F, generali dello spazio formano no sietema lineare
# gei dimensioni (rappresentsno sistemi di forse applicate ad un corpo
rigido); quelle ad invatiante nullo son formano zn sistema lineare, salve
il caso che appartengono ad uno strate o ad uns stella,

{*} 8i ka (a sinistra)} che Ma-b ba per posizione il punto comuneal
pianc Ma e alla retta b, ¢iod il panto comune alle reéte a, b, che &
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Giova osservare che:

36 A,B sono F, eda ¢ una
F, degli strati ¢, allora:

se «, § sono F, ed ad una
F, delle stelle &, aliora:
Aa Ba . _aa, Ba
(2) AB-a-.--G—B—-?A @) a@-a_Sﬁ Sa(}.
Ri noti pure che, tanto per lo stralo guanto per la

stalle, si ha:
{3 ab = — ba [cfr.]a (6) pill generaie] (*).

Quando si operi soltanto in uno strete o di F, eF,
e in una stelle 8 di F, ¢ F,, allora si pud sottintenders,
ma nen sopprimere, il divisore o, 0 S, nelle (2} e geriverle
semplicemente:

¢y AB.a=Aa-B— Ba-A, 2) af.a—aa.§—fBa «

Quando si considera 1o strate avente per sostegno il
piano all infinito, allora come forma ¢ conviens scegliere
il trivettore unitario L.

b) In tutto eid che segue 4, A,, 4, sono, rispetti-
vamente delle F, F, F, di uno strate (r,8,t=1, 2y o di
una stella {r, s, t =23, 2).

I prodotti di due F,, 0o F, | I prodotti di due F; oF,,
di uno strate, diuno tutte | di uns stella, danno tutfe
le F,, o F,  dello strato, le F,, o F, della stells,

indipendents da M. Vedrerne [efr. (2} she il goeficiente 1/{#s) rends
indipendente da M anche la ¥ ab, Per dualiti la posizione (1) & destra.

{1} Infatti. Posto (s sinistra) k= 1/{Mo) e ricordando che (4a)/fs, ...
sono pumeri reali, si ha {cfr. Ia (I} e n. 2}: .
AB-a=kMAB.a=k(MAa-B— MBe. d)=

=klj{(§£c)-8—ﬂ((& o).A = ts (i“g— E‘iﬁ)=ecc.;
=] T a [+
c. d. d.
{% Dslln (1}, ad es. s sinietrs, si ha:
ab —=kMa.b = — kMb.a + kab- M — — kMb.a — — ba,

poiché in ab-M, ab & prodotte ordinario alternsto © vale guindi zero,
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poioch? [ofr. @), a sinistra per lo strato, & destra per la stellu:
guondo nem ¢ r=s5=—32
4) 4,4, & una Fp, 4 4.4, 2 une Fo, 3

quando dr=8=1%

A A, 2uuaF, (una P, ,) ) A.A,éunaF,{una F.,,_ )
Sia per lo sirato che per la stslla si ha:
6 A4, =(— 1)+ 4,4,

Vale la proprietd distributiva del prodotto rispeito alla
somma.
Per il prodotto di tre fattori si ha che:

¢ associativo per r -+ 5+ 1= 3, 6 nello strato;
per r 4 24 t=9, 6 nella stella,

{7) AVA,‘AgZAf'A.Ag=ArA,A‘;

non & associativo per r -3+ t==4, b nello strato;
per ¥ 4 & + 1 =8, 7 nelia stella,

(8) A A, A= A A A, — (— 1Y+ 4,4, A,

¢) Tanto nello strate di F, e F,, quanto nella stells
di F, e F, vale un principio di dualitd che si ennncia
come quello generale, salvo che: nello strato si scambiano
tra Joro le F, ¢ F, o nella stelia lo F, ed F,; nello sirate
le F, (multiple di o) e nella stella le F, (multiple di §)
funzionano come i numeri (le F,) nel prineipio di dualita
generale nello spazio.

4. Sistem! lineari & dne dimensioni.

Sia £ una F, non nulla ad invariante nullo (ss=.
Chiameremo faseio di F, o 4l F, aventi s per sostegauo, il
sistema formato dalie F,, 4, o dalle F, a, tali che 45 =0,
o as=10 (ciod le F, o F,, giacenti in s o passanti per 3).
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Sia Sura F,, o una F, non nulla uscente da 8 (cioé So=0).
Chiameremo fascio i F,, aventi 8 per centro € ¢ per
sosteguo, il sistema delle ¥, a, fali che Sa =0, ca=1{ (ciod
le F, passanti per § e giacenti in o).

I fasci di F,, F,, F, dinno tutti i sistemi Uneari di F
a due dimensioni.

I fasci di F, e ¥, si corrispondono nella legge gene-
raje di dualitd, ece.

Il prodotto alternato di due elementi di on fascio di F,
o F, & un muitiplo di s; il prodotto alternato (regressivo;
cfr. n. 3} di dne elementi di un fascio di ¥, & un multiplo
di 8§ (centro el fascio).

Sia a,, a,, a,, &, una successione di elementi di un fascio.
Definiamo il birapperto, o rapporte delia successions,
ponendo:
8y G,

- b
€A, al“’l

(l) rapp (a!.s aﬂﬂ (r:!r al}

per a,a,%4=0 e a,a, 30, ed in caso contrario attribnendogli
il valore eo.

Poichd il prodotto per un numero (non nullo) non altera
la posizione di una F risulta subito dalla (1) che il
rapp (a,, &, a,, @) ¢ una funsione della successione formata
con le posizioni delle u. Resta cosi definito, in una sola
volta, il birapporto di una snceessione di quattro elements
protettivi di un faseio, ece.

5. Trasformazioni Hneari (omegrafle).

Chiameremo omografla tra F, ¢ F, (r,8=1, 2,3} ogui
operatore lineare che trasforma le F, di un sistema lineare
ad n dimensioni {(n =4, 3, 2) nelle F, di un sistema linrcare
pure ad n dimensioui (i dne sistemi avendo campi, o so-
stegni, distint! o coincidenti) (*), In particolare in lnogo di

{1} Le omografie vetloriali atudiate nel Vol. I diA. V. G. sono omo-
grafie tra F, e F, giacenti nel piano all’ infinite, ciot omografie tra
vetiori e vetlori.
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omografie, termine generico, possiamo dire collineazione, o
correlazions secondo che r—3s, ovvero r==a,

Se X ¢ omografica tra Fr. e F, ¢ 1 & omografia tra F, e ¥y
entrambe per sistemi ad n dimensioni, allora: pk & ome-
grafia tra F,. ¢ F, mentre Ap pud esser privo di signifi-
cato. Le proprietd generali degli eperafori lineari si inten-
dono note [efr. A. V. G, Vol. I, Intr. I}

Esponiamo alcune proprietd deile cmografie (1), avendo
A, p il signifieato gid stabilito ed essemdo m numero reale.

a) Consideriamo i campi di F, F, a quattre dimen-
sioni (r, 8, t=1,2, 3).

(1) F univocamente determinato wi numero reale, funsione
soltanto di X, che indicheremo con DX, ¢ chiameremo detor-
minante di A, tale che

Aa e, da, - Aa, = Dh-a,a,0.0,

qualunque siano ¢ F, e, a, a, a, sulle quali opera A
(2) Dig=0 ¢ la condizions, necessaria e sufficiente, affin-
ché A sia Imvertibile, ciod A~' sia omografia tra F, ¢ F,.
(3} DipA) == Dp-DA,
(4) E univocamente determinata une omografia, funsione
soltanto di A, tra F,_, ¢ F,_, e che indicheremo con &),

{ale che
n,-da,da, = R, a,8,)

qualunqne sianc v F,. a, a, o, aulle quali opera ).
5 Dm=m', Fm=mnm

{"} Le otteniamo sotte forma asseinta, cive indipendente da coordi-
nate. Per chi senta il bisogno di valersi di eoordinate, brata che vssvrvi
che A & individuata da

A = Fy @y - Kiafty o v b Einln's (i==1,2, ...

ove le @ sono F., drte, linenrmente indipendenti (ciod a,a,...an0) ¢
le @ sono delle F, pure date, o lo 2 sono nnmeri reali, 3e poi quests
forma mista si trova ancora troppo nasoluta si congidera soltnnto In »n-
trice formata eon le 2 il che ai fu sempre mancando gli elementi assoluti.
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(6) Se w @ una F, ¢ b 8 una F_, si ha:
ia-F1b = D). ad.

(7) Rpd) = Kp-Kx.
(8) AR = (DA)"A.
(9) DAX = (D).
(10) L’ equasione, rvispetto alla omografia incognita E,
essendo date * énvertibile, ciod essende DA =0,

RE=1,
ha per unfea scluszione

E= (BA(@N.

(11) 8e r +- s =4 allora X 2 correlazione che ¢ polarity,
ovvero ¢ sistema mullo, secondoche

a2 —bra=0, ovvero a-ib-pbdla=10

qualunque siano le F, a, b — Nel caso delle polarita
le F,, od F,, unite ddnne l¢ quadriche come luogo di
punti (¥ =1), o come inviluppo di piani {r=238). — Nel
sistema nullo tutte le F sono unite. — Le guadsriche $i ollen-
gono anche come luogo di elementi uniti di wna correlagione
che non ¢ sistema nullo; anzé questo & il caso pid generale.

Dimostriamo ora le (1)-{11). _

Dim. (1) It prime membro della formula del teorema {1
& un numere funziope lineare alternate delle ¢ e quindi
jefr. A. V. G., Yol.I] & vero il teorema.

Div. (2). Per a,a,a,a,50 s ha Di=0 solamente
guando le e von sono linearmente indipendenti; ecc.

Dist. (3). D(pR)- @, a, 6,8, = A6, pAG,- pAa,y-pia, =

= Dt (A@, - A&, - A8y - Aa,) = Dp-DNa, @, 0, 4,); e d. d.

DiM. (4). Come per la {1).

Dy, (5). Immediatamente da (1) e {4).

Dim. (6). Si pud porre b= ¢, v, ¢,, ove le ¢ sono delle F,.

Allora: \a-BNb=28+Ae, Ae,-20,=D-a¢ 0,0,=DX-ab; c.d.d.
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Dim. (7). &(ph)(a, 6, a,) = pha,-pha, - pia, =
= &p{Aa,-Aa,-ha,)= Rp-Rils, a,0,); - o.d. d.
Dim. (8). Se a,,a,, s, sono F,_,. arbitrarie, allora 4, 4, a,
& una generica F,. Ora si pud porre
a, ==pbe, &,—pea, a,=padb, ocon 9, a,b ¢ delle F,

e si ha subito a, a, a,=(pabe)’p; in conseguenza

R8M(a, a,a,)—=Rra, - Rhra, e, = (Ap-Ab-ke}(Ap: Ao-Aa)(hp-ha - Ab) =
=(p-Xa-2b-de)Ap =(DA)*- (pabo)* - dp = (DA)*- Ma, o, 4,); c. . d.

Din. (9). Siano a; delle F, e b delle F,_,,peri=1,2, 3,4.
Da (6) si ha:
lapﬁlb.-: 91 'G|b‘ (i=1, 2, 3, 4);

dal prodotto di queste, mediante i soliti prodotti atternati,
si ha subito:

Di-a,a,a,a, - DRAb, bbb, = (DA -a,a8,8,0,-b,b,b,b,,

che dimostra la (9) per Di==0 e, a causa della continmitd,
anche per Di=0.

Dim. (10). Dalia (8), applicando ® ai due membri della
equazione data si ha (DY = Di; applicando invece R si
ha dalla (8) (D't = RA; eliminando it DE sl ba, appunto,
Ja formula risolutiva indicata ().

a’) Valgano ancora le ipotesi a). 8e a, b sono delie F,,
aliora Aa.A\b & una fonziome di «b (*). In conseguénza,

{*} Per la (11} ofr. C. Borati-Forti, Lesioni di Geomatria melrico-
proietisva (Torino, Booon, 1804). Notinmo soltanto questo. Dalln seconda
condizione (11) ei ricava a:Aa =0 il cbe esprime ohe ogni F- & anitd;
non cos) dalla primsa. Una correlasione 4 & sempre riduttibile, in nn sol
modo, alls somma di ups polaritd con un Hetema nwile,

(7) Basts dimostrare ohe ds ab=—ed Begue Aq-Ad~lo:dd. Infatti.
S0 ab =0, a & maltiplo di b; anche 1a & maltiplo di Ab, vale adire 2a-Ab=l)-

86 ab4=0 o ab == od, allora cmmra-+yb, d=~rFa+y'd da oni

"y ’y -— . -x, ’ -l - H
ed lz,y,|ab,eonl’,y.l 1 e keAd |.,,,\1alb iaad; o d.d.
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poichd Xa-1b & una funzione lineare alternata di a e di b:
esiste un operatore &'x, fungions di A soltanto e tale che

(12) 2a-Ab = &'Mab)

qualunque siano e ¥, a, b.

L'operatore $'X & commutabile col prodotio per un
numero, ma non & lineare perchd le ab sonc F, ad invae-
rinnte nullo e, in generale, non formano un sistema lineare.
Quindi &2 non ¢, in generale, una omografia.

Peraltro se le «, b appartengono ad umo stesso straie
o ad una stessa stella, allora i prodotti ab formano un si-
stems lineare e quindi, in tali campi, &X & certamente
une omografia [efr. b))

b) Operando su di uno strato a di ¥,-e F,, o su di
una stella S di F, e F, si possono introdarre, come in @},
gli operatori 9, & [notando che P&’ definito dalla (12)
viene a coincidere con P& definito dalla (4)] e si ottengono
formule analoghe a quelle indicate in @), perd in nn campo
& tre dimensioni.

Le condizioni (11) ddnno ancora le condizioni, necessarie
e sufficienti, affinchd X sia polaritd o sistema nullo [efr. L c.
nella Dim. (11)).

¢) Operando in un fascio, gli operatori D, & diven-
gono inmtili,

Le ocondizioni (11) esprimono, rispettivamente, che A &
uns involusione ovvero s riduece ad un numers.

6. Coordinate in un sistema lineare di F.

Sia U un sistema lineare ad n dimensioni (n =2, 3, 4)
di F e siano #,, #,, ..., t%, elementi linearmente indipen-
denti di U, ciod tali che

‘ U, Uy e W 0.

Fisaato, ad arbitrio, un elemento u di U sono univoca-
mente determinati [efr. A. V. G., Vol. I] i numeri reali z;

tali che
== B8, + Zythy s Bnin s
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i facile verificare che i numeri 2 sono le coordinate omo-
genee projetiive (dette di F1mDLER) della posisione di u rispetto
alle posizioni delle u;, essendo la posizions di u, + ty+...A-ty
1 elemento unitd.

Resta cosl evidente ehe il ealcolo eon le F (che non
ha, del resto, bisogno di far uso di coordinate) semplifica
notevolmente gli ordinari procedimenti analitico-proiettivi,
anche quando si voglianco introdurre le ecoordinate omo-
genee proieftive,

A R T T T e

‘CaritoLo II.

Alcune nozlionti fondamentali.

1. Generalith,

a) 8ia p una F non nulla, avente posizione (ciod
uus ¥, o F.F,, ¢ F,), fuvzione continua, derivabile ecc.
di upn numero complesso h di ordine u i cui elementi (nu-
meri reali) &,, k,, ..., k,, varino, indipendentemente I’ unc
dal’altro, in intervalli dati. La posizione di p, positp, &
pure una funzione di h che, per tutti i valori di h nel
campe considerato, eostituisce una classe di figure proietf-
tive, i eni elementi sono punts, refte, piant proietiivi, o
sono classi di fali elementi. Sono appuntc gqueste figure
protettive che intendiamo studiare, ottenendole dalie posi-
zioni delle F mediante il calcolo geometrico del quale abbiamo
indicati i fondamenti nel Cap. I.

Esaminiamo rapidamente alenune figure proiettive fon-
damentali.

1°, Sia p funzione del numerc reale relativo «.

Sepduna F,, o F,, di Sep & una F,, 0o F, di
uno strato allora, col variare | una stella allora, col variare

 di u, la positp descrive, 0 | di u la positp descrive, o

una classe di punti {linea | une classe di piani (invilappo
piana) o una classe di rette | eomico), o una classe di rette
(iaviluppo piane). {vono) (*).

8¢ p ¢ una F,, ad invariante nniio, dello spazic generale

(1} Linee od inviluppi i cortispondone nella dualitd sulle sirate;
énviluppo conico © cono, idem sulln stelle. Le figure a sinistrs e a destra
si eorrizpondons nel principio goencrale di dualith nelle spazio.

Burgatitl 20
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allora, ool variare di w, la posit p descrive una classe di
ratte (superficie rigata).

Se p & una F,, od F,, dello spazio gensrale allora, col
variare di u, la positp descrive, v una classe di punti
(linea), o una classe di piami (Inviluppo di piani). Fignre
corrispondenti nel principio geperale di dualita.

2¢, 8ia p funzione dei numeri reali u, v variabiii
indipendenti.

Se p & una F,, ad invariante nullo allora, col variare
di u, v, la positp desorive una classe oc* &i rette (una
congruenza di rette).

Se p & una F,, o P, allora, col variare di u, v, la positp
desorive, o una clagse oc® di pumti (una superficie), ¢ una
classe oc® di piani (un inviluppe di piani). Figure corri-
spondenti nel principio generale di dualitd.

3. Analogamente per p funzione di tre o pil variabili
indipendenti e allora si ottengono dei sistemi di figere
proiettive.

b Se p & funzione dei numeri x, v, w, ..., distinti o
pur no, variabili indipeudenti, allora con le notazioni

p"- 'Pw Pumr. are

indichiamo, rispettivamente: la derivate parziale prima
di p rispetto ad u; la derivate parziale seconda di p rispetio
ad u e v; la derivate parziale terza di p rispetto ad «, v, 10; ecc.

Intendiamo sempre che: p sin fungione continua di
M, B, 10, -, che ammetta le derivate pareiali di qualsiasi or-
dine, ¢ che tali derivale siano commmntabili,

In particolare se p & funzione di una sola variabile u,
preferiamo indicare, come d’uso, le derivate (in tal easo
totali} di p con gli apiei,

o) Per i differenziali e derivale di p valgono, come &
noto [efr. A.V.@., Vol I}, le ordinarie leggi del ealcolo
differenziale, pil quelle dovute alle particolari proprietd

delle F.
Ad es.; se p & funzione di u e ¢ e queste sono fuuzioni
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di z e 9, variabili nameriche pnre indipendenti, allora si ha

dp == pudic 4 Podv == poiiz + vy,
5p = pudu < plv = Pade + Pubys

ese p e F,oF,, oF,variabile in nno strato o in una
stella, allora

du dy | | do dy |
dp‘ap':i Su 5v IPH.?U_" Se ay PPy

perch® pupu==0 ecc.; e risulta che: la posizione di pupo 8
ideatica alla posizione di pLp, ¢iod che: la posizione di pupy €
indipendente dalle variabili numeriche w, v.

Nelle stesse ipotesi si ha, ed es,
Doy == Uty Pus + (Ha¥y + UpPalPue = Valfy ey
dalla guale si trae facilmente

gl |
| Pusluoltor

» = \
YooV oubyy 20,0y
1a quale prova che: I posizione di fiuPuoPeo ¢ indipendente

de ¢ v.
d) Tornando a cousiderare p fanzioue del mwmers

complesso h, o indicando con p, il valore che assume P
guando 1a variabile h diviene k + dh si ha Ja formula di

TAYLOR [efr. A. V. G, Vol I]
1 . o,
{1 yi=p+dp+§!dp+....+"—1{lp+s
ove & & nua F, della stessa specie di p, ed & tale che

(1) Jim e (mod dhy" = 0.

Se p & funzione della sola variabile numerica «, e p,
corrisponde ad u +k, allora alla formula di TAYLOR s
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pud dare la forma

t2 n
(2) p1=p+kp'+gwp"+....+?ﬂ(j)""+'q]

ove n ¢ fanzione di u e di k tale che

) ) limn =0.

K=srl

2. Enti e proprieth geometriche proiettive intrinseche,
o ussolnte, di uva figura profettiva. '
Sia I uns figura prosettiva costituita da un sistema oc’,
o oo* {e 8] pud anche considerare un sistema ") continuo
di elementi proisttivi, punio, retia, pinno; oiod I sia, o una
lines, 0 una superficie, 0 nn fuviluppoe di vetle o di piand,
Per ottenere emnti geometrici ocollegati con X, o per
studiare le proprieth proiettive di guesti enti e di I, noi
dobbiamo considerare nna F, non wulla, p, fanzione, o di
un uitmero u, o @i due numeri u, v (variabili indipendenti)
tale che: variando u, v in dati intervalli, I posisione di p,
posit p, dia futli e soli gli elementi proiettivi di Z. Le
trasformusions proieftive di T o degli enti collegati con I,
le otteniamo operando con omegrafie [ofr. Oap. 1, n. B] A
da applicarsi alie ¥ rappresentative p; omografie generiche
costanit, fatta eccezione per quelle che si riducono al pro-
dotto per un numero m che pud anche essere funzione di p.
~ @Gli enti proiettivi coliegati eon I ¢ le proprietd pro-
isttive di tali enti e di Z, sono funzioni soltanto di X,
sebbene espresse mediante p, u, v, A goali elementi ausi-
liari, € si diranno intrinseel, o assoluti, quando:
a) Non variano cambiando p n mp, ove m & numero
reale, non nulle, anche funzione di p (*);

('} E ben noto che il prodotio per un numers non allera la posisione
di una F. Ne segue che la figura ¥ individuats dalie posisioni delle p
& identica alla figurn individanta dalle posizioni delle mp. Qouando »i
opers cun eoordinate proistlive emogenee cid equivale a moltiplicare
tali eoordinate per wn numero.
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by Sono indipendenti da wu, v; vale a dire: non variano
esprimendo w, & guindi anche p, in fungione di une nuore
variabils 2, ovvero esprimendo u ¢ v in fuasiond di due
nuove vuriabili, indipendenti, z, y;

¢} Non cambiano di specie, 0 8 trazformano per dualitd,
cambiando p in Ap, ove A ? omografia generica (costante,
salvo i caso, [ofr. a)], che si riduce ad un numero).

Illustriamo con alenni esempi,

EspMpio 1° Sia p una F_ fuvzione di u, v, ciod I sia
una superficie. Vedremo [cfr. n. 5] che pp.p. & la forma
tangente in p, e se nou & nulla, Ia sua posizione & preci-
samente il piano tangente a I in p.

Ora ¢ ha:

(mp)(mph{mp)o = (MP)(Mup + MPIMoP = M) = 0t - PPuPo,

Uy

v
PPaBy = PP+ VaPo Uy Pu + VyPe)== Lerpoy, ! “Phup

e quindi la forma tangente ha posizione indipendeute
da m, u, v, ciod, per le a), b) il piano tangente 8 Zinpé
elemonios inirinseco.

Se % & omografa costante, allors {(Aplu= Aps, ecc., ©
guindi [efr. Cap. 1, n. 5, (4)} .

AP API(AD)e = RA(PPupo)

vale & dire: upa trasformazione proiettiva A cambia il
pia'no tangente nel piano langente (se A & collincastons), il
piano tangente nel punto dell’ inviluppo (se X & correlasione);
ciod sussiste Ia proprietd o). Se, invece, X non & costante,
allora (APl = Aup + Aps € 18 ¢} non vale ecceftuato il caso
che A sia un numero,

BeeMpio 2°. Valendo per p le ipotesi dell’ Esempio 1%
si consideri la refta posizione di pup.. Questa retta, gia-
cente sul piano tangente & I in p, & indipendente da u, v,

perche
TP

P..z.pv = Pules

Hyty
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ma non & indipendente da m, perchd

(M) TP)o == (M - 1 P + MPo) == M PyPo -+ MP(MuPo — NePu)

& retta che, pur giacendo nel piano tangente, & diversa
dalla resta p.p, poickd, per m, ., ppupe non nulli si ha
subito

Pl PhIMPly == — Mty PPuPo 3= 0.

Per X costante si ha (Ap)iAiple = &'Mpupe) @ 6i conserva
la proprietd proiettiva della retta pupo.

Dungue per la retta p.p, valgone le proprietd b}, ¢) ma
non vale la a) e quindi la retta p,p, non & elemento intriu-
soce di T (e se lo fosse sarebbe ben strano).

Analogamente, posto = = ppupe, la retla mx, (hscente
da p e situata fuori del piavo tangente) mom 2 elemento
tntrinseco dé L (V). _

Esemrio 3°. Vaiendo le precedeuti ipotesi € posto
=k ppupo si pud determivare il numero k, funzione di p,
in modo che sia soddisfatta una particolare proprield di
dualitd tra p e = [efr. n. B, (7). Anche per tale valore
di % la retta =,m, non & intrinseca. Pud avveanire [cfr. n. B
Osser.] che una proprictd non sntrinseca per k uarbitrario
divenga intrinseca per quel valore particolare di k. Tale
proprietd & realmente intrinseca, nel significato a), b), ¢),
perché = & definito come multiplo di ppup., il che uon
cambia la posizione del piano tangente, e ‘cambiando p
in mp anche m si cambia in un suo maltiplo.

Giova peraltro notare che, ammessa unche la possibilita
di determinare m in un modo psarticolare, la retta m,w,
anche col valore speciale sopta indicato di &, non pud es-
sere elemento iniriuseco.

(") Se la masse, pw, di p non &uulls, nllora P == p/(pw) & punio pro-
prie che descrive, col variare di w, v, Ia I, eccettuati i suoi punti al-
Vintinite. Ecco perché, come in a), 8i dove consideraze m guale funzione
di p. 8i noti che fv rette PyPs, muny dinuo, rispeitivamente, la relte
all'infinito del piane tangente 8 I in P o ln wormale 8 = in P. Ls ¢}
vale ancors pur non couservandesi il carattere di rette ail’ infinito
di normale che non sonc caratteri proiettivi.
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3. Linee, coni, inviluppi in uno strato © sf;ella.
Sia p mna F funzione (continus, derivabile, ece.} del

pumero reale u e precisamente: .
A4) una F,, o F,, di uno siraio 9; una F,, o F,, i

una stelle 83
B) una F,, o F,, dello spacio generuale. o

Inoltre sia 2 la figura proietiva lnogo delle posizioni
di p per ¢ variabile iz uu dato interva..llf).

Indichiamo eon p,, Psy - ¢id che diviene p qu.a.ndo. u
assume i valori particolari ©, ty, - nel campo i varia-
zione di . . v .

a) Se r & Pordine della prima delle dertyate di p per
e quali pp” ¥ 0, allora la posizione limite di pp,, col ten-
dere @i u, aid u, ¢ la posizions ai pp'. . _

Se s, con 8 > & Vordine delle prime fZel_le {Iﬂf‘t-t{(tte(f—)i ¥
per la quale ppp® = 0, aliora le posizions hmug di pp"p,,
col tendere di u, ad u, & ln posigione di ppp {“).

Nelle ipotesi fatte, pp™, ppp™® dieonsi, rispeftivamente,

ma tangente e forma osculatrice in . )
forltn t.ubtf) ¢id 01{;3 segue suppouniamo p})’p"%:.(}, ciod -r=1
o s=2; quindi le forme tangenti e osculatrict SUNO rispet-
H ¥ £
f'“’aé‘::;::: j"l':al:'a;zf };tfmuo posizionti che soro ?Zen-wnm' intrinseci
¢ proiettivi di 2 [efr. u. 2, ¢ n. 1. II significato geome-
trico di gueste forme & ovvio poiché hajnuo come poslzso’m
le posizioni limiti di pp,, pp'p, con positp, comungne va-
riabile in & e tendente & posit p.

a'} Se anche le derivate di p son int =
forma tangente € 1a forma osculatyice, pev ppy 4= 0, sl pu

ottenore osservando che:

o continune, allora la&

H Pip — r H .‘plp?.pa — rzjfr
(1) tim , uﬂug_,pp’ hm(ur-u‘)(ua-—tc,)(uf—u,) Py

{1) Sviluppando p,
ovverc a pW, si ha su
" ’
ppo=1 (b —w)rfr ! | pp*? -+ p PP =100 — s | pplp® + PP
ove &, ¢ BORC snfinitesimi di ordine superiore ad r e s col tendere di t
ad u; il che dimostrn gnanio abbiame affermato.

con ls formula di TAYLOR, € arrestandosi & p™,
bito, per Lo ipotesi fatte:
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il limite intendendosi preso per u,, w,, u, variabili comun-
q'ue .nel campo di variazione di « e tondemti ad u (Y. Ii
stgmﬁcsto geometrico di p,p,, p,p,p, & ovvio e alquante
diverso da quello di pp,, pp'p, considerato in a).

b) Nel caso 4) la forma osoulatrice pp'p” ha a comune
col sos.tegno g, 0 8, la posizione. Invece per la forma lan-
?s:ue 8i hauno significati geometrici (intrinseci, proiettivi)
importanti.

?Sfa p & una F, di o, allora posit (pp) & Ia refta tengente
8Xinyp;seyp é ung F, di o, allora posit {pp’) & il punto
di p che descrive la linea inviluppata dalle p. Osservando
che [ofr, Cap. 1, n. 3, (2)] -

(r? )2y = (pp'Xpv") = (p¥'y"/o)p

risalla che: o linea desoritta da p & I tnviluppo delle sue
tangenti; e dualmente per le F, di o,
| Col principio di dualitd nello spazio generale si passa
d:_;llo' strato o Rlia atells § e si hanno coni e inviluppi di
piani (uscenti ds &) con i relativi pians tangenti o rafta
caratieristica nel pianc; ece.

1) Infatti, Palla formula di Tavuor si ba, si ee,
(a) Pr—pr=={ty— 0 8y, Py—p (%~ u)py + 5y
con £, e, infinitenimi di ordine superiore al primo. Ossetvando che

Pipr= 0P - P =P 1 (B —p) — (p, — D)}

dalle (m) ai deduce sabite In prima delle (1).
8i ha identicaments, per le (a):

PiPsPs Pr—P\Pa—P  Pi—Pii_ P

-p ¢ 20t SR
1

f1og — w,)(8 — %) we—ty y—u, W —u} ]

con s infiniteainto di ordine superiore al terro. Iu conseguenza

P1PsPy N b I8 i 03 .
{1y — ug)(my — 10,){8; — wy) P"‘:"‘"l“ﬁ"‘h-'—"s_“e

che al limite, per le (a), d4 appunto la seconda delie (1).

[Cap. 1T} ' 813

) Nel caso B), e supposto che I non appartengs ad
ano strato o ad una stella [efr. BY, allora le posizioni

roF

di py, pp’y" danno:

se p & una F,, Ia retta tangente © il piano esculatore in p;
go p & una F,, la carntieristica o il punto di regresso in p;

tutti elementi intrinseci e profettivi [ofr. n. 2]
Se p @, ad es., una F,, allora pp'p” A un énviluppo di

piani, e poiché
VP Nop 2 Y opr"Y = Py Nep Y ) ep p” + 1) =
— (PP!P”I"" 'PP’)' (Ppnpm + PP:PIV) — (pprpﬂpm}zp’
risulta che, per pp'p”y” == 0; la line 2 & Pinviluppo des
suot piani odculators. Dusimente per una F,. Proprietd

intrinseche, profeitive.

4. Sunperficie rigate.

Sia p una F, ad invariante nuilo (pp = 0), funzione di »
e p vari nello spazio generale. Il inogo I delie posizioni
di p, per i valori u, & mna superficie rigate della guale
posit p & la generatrice generica. Lo studio delle superficie
rigate, date da une F,, & gid fatto nei libri eitati nella
prefazione (2° nofa) e non stiamo & ripeterlo, dovendo ri-
serbare il poco spazio disponibile ad altre questioni non
ancora trattate sotto forma assoluta.

5. Superficie in gemerale.
Sia P una F,, non nulle, funzione di u, v, variabili

indipendenti. 11 luogo % delle posizioni di P & una super-
ficie. Per dualith si ha nu inviluppo di piani. In entrambi
: casi sistemi oo®. Noi consideriamo il caso delle ¥, lasciando
al lettore la cura di ofttenere, per dualita, il easo delle F,,

a) 8¢ PP,P, & una F, non nulla, la sua posisgione & il
piano tangente a X tn P; ciod: la posigione limile del
piane PP P, quando, P,, P, variano comunque in Z e ten-
done 6 P. Elemento intrinseco ¢ proistisvo.
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Infatti. 8e P,, P, eorrispondono ai valori w+h,, v+Fk,
e %+ h,, v+k, di u, v, si ha per la formula di TAYLOR

P,=P+kPitk Pete, P,= P+ hFPu+ Kk Fo4s,

con ¢,, ¢, infinitesimi di ordine superiore al primo. Ma si ha:

hk, |
PP,P,= P(P,— PYP,— P L PP Po- ¢,

— |hok,
con ¢ infinitesimo di ordine superiore al secondo; ecc.;
B A U
b) Poniamo, per mezzo delle derivate parziali di P,
th A = PP P,Pyy PPuP Pox — (PPuPsPuo)

8¢ A==0, il ehe implica PP, P,==0, per tuiti i rvalors
di u, v, allora §l piano PP,P, inviluppa la superficie b
desoritia da P.

Infaiti. Dal duale del teoremn «) e dai soliti prodotti

alternati, 51 ha:

(PPyP ) PP.Po)d PP Pyl =
=(PPHPv)(PPmPu+],PuPuoKPPuwPe+ PP.P.) =
= (PuPPuuPo: PP+ PoPPyPuc- PP PPy Po+- PP Po) =
= PP,PoPuy: PoPP Ppy P— PPyPy Py PuP Py Por P=4- P
c. 4. d.
¢) Come F, tangente a = in P si pud assumere =
comnngue multiplo di P-dP-3P essendo d, & simboli di
differenziali qualunque com P-dP-5P=0. Le proprietd
seguenti sono indipendenti, anche formalments, da «, v.

nP==0, n-dP=0, dn- P=0, (dP-5P)n =0, (dn-8x)P=0

@ ! le quali esprimono rispettivamente che: © passa per P;
' n passa per AP, ciod AP giace in ; dn passa per P;
la retia dP.3P giace in =; Ia refta dn-3n passa per P.

) (%) 11 piano tapgente & £ in P & amche la posizione limite del
piano P, PP, quando, variando comangne P,, P,, P, in I tendono a P,
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4 ! dz-&P:&n-dP:-—‘w-daPz—db‘n-P, ¢ in particolare
}i n-dP=d'x. P—=—dn-dP

. dtP — d*n-P= d'n-dP — dn-&*P,
)} 1.qP — d*z. P = 2(d*n-dP — d=-d°P), ecc.

Din. (2). La 1" e 2° sono immediate conseguenze del-
Pessere m un mnltiplo di P-4P-8P. Differenziando la 1% e
tenendo conto deila 2* si ha la 3" La 4* ¢ B" risultano
geometricamente dalla 2° e $" (scritte anche per 3) oppure
osservando (prodotto regressivo} che

(@P-5P)x = (dP-msP — (FP-mdP=0—0=0.

Din. (3). Operando con & nella 3* ¢ 27 delle {2), poiché 4,3
sono commutabili, si ha

dr-3P 4 dbn- P=0, Bn-dP 4 m-dBP =10

queste valgono seambisndo tra loro d, & e guindi gono

vere le (3).
Dist. (4). Basta operare con d neile forme particotari (3}('}.

&) Se, essendo k un numero BoH wallo funszione di »

¢ v, 8& pone

(5) n = k- PPuls,

(8} Per I'ordinarie forma differenzinle quadratica Fy si ha, qualun-
gue sia = multiple di PP.Ps,

Fy—ndtP = dn Pr=— dr.drP

e in conseguenza, dalle (3)
dF, =n- &P+ dn- &P = $in-dP + dén. P= AP dn -+ 4P-dr,
Byt = n. P (d% P —| (P-din)n {2 P == (d@'x ) (P- @ Py — — P-&° P d'r.

L’ ordinaria forma differenzinle cubics F, vale !fg del 1° mewbro
della 1 delle {4}, ma per = multiple particolare [efr. n. 6] di PPuP.,
La F, & intrineeca & proiettiva; la Fy sempré proiettiva ma & intein-
seca soltanto per il particolare = ora indiesto [efr, ¢ 2, Beempio 3°)
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aliora i ha [ofr. (1))

(6) miygity ==k8: P=K{ R Pyy %Py — (P} P=Kk(P.P, - m,%,): P.

Dim. La 1* forma della (6) & immediata conseguenza
della formula ottenuta wuella dimostrazione Bb), polché
se ¥’ — PP,P, si ba in modo ovvio ohe

Tty = (KT ) (kN )n(kT')e == K¥='m,/m,.

La 2* forma si ottiene sunbito dalla 1* e dalla (5),
Dalle (3) ai ottiene subito

an=“"“7:“P." RPW_—__""'T‘BPc, ﬂPnu=_uuPp=_RgP“;

da queste dalla 2* forma (6) e con i noti prodotfti alter-
nati si ha;

=k (PuPo-Tuino| - P = k{ Py Py tumy) - Py e. d. d.
e} Se #i vuole che
(7} da n—=k. PP,P, segua P=1k.nn,m,, con & segno+ 0 —,

¢ necessario e basta che sia
8 ki =z/A con e segno di A (sempre A = 0);

« s¢ valgono le (7}, (8) aliora, vomungue si fissi 4l numero
reale m non aullo, anche funsione di P, se si oambia P
in mP ne segue che = si cambia in mm, ovrero in — mm,
secondochéd k & la radice positiva o negativa della (8).

Dim. Dalla 1* forma (6} e daila 2* delle (7) si ha

T, Ty =KA -tk -mrym, = ekiA ., 7,

che, per A==0, 13 1 = kA ehe dimostra la (8).
' Oambiando P in mP il A diviene [cfr. (1)] m*A o quindi
il segno e della (B) non cambia., Allora col ecambiameuto

_R“PO-E,P“‘- P=kgP”R“'Po_Pon-'PU|RU' P:'

m'w- di(m P) — d&*(m'ny- (e P) =mw'in. d°P—d*n- P{4-3
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indieato, il © dato dalla prima delle (7) diviene

4 o 13 .
A —ml/ 5T
Vm PP, P,=m A%

ciod, per la (8),diviene 4= mn; c. d. d.
S} Per una superficie rigata basta porre

P=A +¢B, o, dualmente, n=a - v}

con 4, B delie F, e «, § delle F, funzioni soltanto di n.

OssBRvAZI1ONL 1°. Nelle formule ¢} il «# & un wmaltiplo
qualungte it PP, P, non necessariemente soddisfacente alle
condizioni (7), (8); cambiando P in mP il = diviene m'n
con ', in generale diverso da £ m.

2*. Le forme differenziali ¢), di gnalunque ordine,

souo sempre proiettive, perchd, se X & omografia costante-
si ha [efr. Cap. 1, n. &, (6)]

Kin.d"(AP) = DA-n-d"P.

3*. Ls forma differengiale guadratica dm.dP [cfr. (3)]
& intrinseca [cfr. Oss. 1°) perchd

d(m'r)- dim Py ==(dm'n 4+ m'dz)(dm P + mdF) = m'm-dn-d.P.

4*. Per la forma differenziale cubica [cfr. (4)] si ha
facilmente |efr. {2} & (3}:

mowm
dm dm’

tale forma risulta intrinseca quando il determinante & nullo,
ciod m' == c¢m con ¢ costante; e poichd cid si verifica per =
soddisfacente alle (7) si pud conoludere [efr. n. 2, Esempio 3°]
che la forma differensiale cubica & intrinseca, con T non
multipio arbitrario di PP,P, ma soddisfacente slle (7}, (8).

8i possono esaminare forme differenziali di 4°, 5% ...
ordine, .

~

dr-dP
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che equagliaté a sevo dinno le equasioni differenzials me-
tviche delle linee assintotiehe [cfr. Oap. 3, n. 2] e delle linee
di Darboux () fefr. Cap. 3, n, 3).

Dix. Osservando che

§. Aleune proprieth metriche.

Valgano le notazioni del n. 5. Supposto che P sia
gmnlo proprio, 6ioé Pw=1, ed osservando che P, P, sono,
in tal caso, dei veitori, si ponga
h =mod (P,AP.), 1 =(PuAPofh. da cui 0 = hk|n, d2PX n=—dP>dn (perchd dPXn=0)

)
(- h= P AP, X0, ==k Pln.

e sviluppando due prodotti alternati [cfr. Cap. 1, n. 2, (3],
Inoltre si introdneano le¢ notazioni segnenti: per 7 =3, +=1, ¢=3], ol ha:
K & la curvatura totale (di Gavss) di £ in P;
o, §, G indicano, rispettivamente, la ocurvatura nor-
male, la curvatura geodetics, 1a torsione geodetica in P nella
direzione 4P,

6(dn-dP — dn-d’Pjo = 6(d*nw-dP — daw-° P} =
= 6{1hk|d"n + 24(hEk)|dn +d(hk)nidP— {Rk|dn + dhk)yntd*P) =
= [hE{dP > d*n — &P X dn} + 3d(RE)P > dnjw =
= [hk}{dP>XdodP +dP X ed? P — &P > 0d P! + 3d(hI)d P > 54 P,

6=dn/dP (omografia che & dilatasions, ciod a=Ka).

ay Le relazioni tra A, R, k, H(per HE0) sono le
seguents ;
(2) 36A=n'K, E'=36/(h*-eH), (hk) = 36/(eK),
essendo K elemento intrinseco ma non prejettivo. Risulte

che e & 4l segno di .
Diy. Per il numero A si ha [efr. n. 5, (1))

364 =

PuPoPuc PuP.Poy  (PuPoPu'
) o _( Q )=
=0 X Pt X Poo — (X Pyo) | =

= R Py 0y Po 3ty — Py XXt Py X 000 | =
=R (PuAL) X (nuAng)t =

== h%en >t Aty = h'H,

il che dimostra la 1* delle (2) e che e & il segno i . Da
qnesta e dalla (8) del n. 5 risultano subito le aitre due.

b) Per la forma differensiale guadratica e cubica [cfr.
n. 5, (3), (4)} #i ha:

3) 6n-d'P = — hk-dP > odP
(4) 6(d>n. AP—dr-d* P)=hk-d P> dsd P+3d(hk)- dP><sd P,

che dimostra la (4) poichd, essendo Ko=0, 8i ha dP >} od’P=
— g P>sdP. In modo analogo si dimostra la {3).
¢} Indicando, come d'uso, con ds U elemenio lineare

in P nella diresione dP, oice penendo

| ds8=dP", da oui risuita, operando con d,
B} gs.ds=dP X &P,
allora introducends i numeri 9, g, T sl ha:

{ dP>X odP= ds*- 9,
6) | ap dodP = ds*-dO + 2de'§%.
D Per formule note [ofr. Parte I} si ha:
{a) ds*. 97 = AP X o P, ds*-8=n X &EPAALP,
a8 T =n> dPAsdl;
ma dPAcdP & parallelo ad n o gquindi, dalla 3* delle (a),
ds*-Gn = dPAcdP;

{1} Che per J{ vostaute si riduce a @P > dadP ==0.
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in consegneuza, dalle (a),

Ao - ST=={{dP A 0d P)<(* P\ dP)}/ts*==d PXd* P- N —d* P<od P, o -
JAPYTOLG .

@)} 4t Poc sd P— dP>< o P== AP>< d* P- O — da*-&T.
La 1% delle (8) risulta subito dalla 1* delle (@) La 2" si Proprieta generali delle superficle.

ottiene da (a), (d), (B) osservando che:

AP > dod P = d(dP > adP) — 24P > od' P =

= d(dst- ) — 24P X A'P-OU + 2d6*-8F = 1. Direzioni eoningate.

—= ds- 49 + 2AP XA P- O — 24 P> d* P O 4 2ls*- 8T = In tutto questo Cap. 3 valgono per P, =, I, ... le ipo-

— st . . tesi e posizioni fatte nel Cap. 2, n. 5; in particolare, salvo

= ds*- dT + 2ds*-8F (") . . .

avvertenza in contrarvio, per = vale la posizione c).
a) Le due rette P-dP, n-x giagcions in x [efr. Cap. 2,

n. B, (2)); per ¢l loro prodotto alternate (regressive) sul
piano w, ¢ prendendo n come F, unilaria [efr. Cap. 1, n. 3],
2i ha:

d) 8i noti che il rapporto tra le forme differen-
ziali (4), (3) & una funsione lineare di ds; ma, in generale,
non vale ds.

.¢) Se P & una F, qualanque, ed escludiamo da % i
punti all’infinito, ciod supponiamo Pw =0, allora per in- 1} PAP-mdn=(8x-dP)P={dn . sP}P=—(n-A3P)P= — (dd=-P)P.
trodarre ¥ ece. basta in a)-d) porre P/Pe al posto di P. (1) PaP-non=(x-dF) dr-et) (= ’ dom

11 lettore pnd ottenere h, k ece. Dy, Sviluppando in = il prodotto regressivo considerato

{efe. Cap. 1, n. 3}, poi il prodotto (n-37)P nello spazic
[efr. Oap. 1, n. 2] e ricordando [efr. Cap. 2, n. 5, {2)] ehe
i prodotti P(x-3m), =-dP sono nulli si ba:

() Abbiamo sviloppati tutti i caleoli perché il lettore poasa fare il _
confronto con i metodi ordinari, (P.-dP){r-37)=— m P=— m{) P=
n i~
= (Err_ipir P=(n-dP)P

ehe per formule note {cfr. Gap. 2, u. 5, (3)] dimostra le (1}.

b) Variando comunque i differenziale d, si hanno inw
due fasei di rette di centro P, i fasci P-dP, m-dn. L ope-
ratore o che tragforma P.dP in n-dn ¢ une involuzione ¢
si pud guindi porre, del tutts in generale, per d, 5 gualuigre,

9 _{ mdm, 'n'o'?t)
) s=\papr, PP}’

Burgatti -
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Diw. I operatore o d linears perchd AP=Pyud+ Pyilv, 8ce..
B una involugzions perchs, da (1), goambiando tra joro d
e 5 si ha

(P-aP)(x-57) = (P-3P)(n-dm) '
¢) B evidente che: I’involusions o, fungione di P, @

intrinseea ¢ proleitiva per I.
(e rette P-dP, n-dx, o anche le loro direzioni, diconsi

contugate.

‘Quando la posizione di P, posit P, & un punto proprio,
]a involuzione o si pad assumerse come involugione dei dia-
metré consugati di una coniea di = avente P per centro.
Fissato, ad arbitrio, su =, un pnnio della conica quests &
determinata ed & una delle coniche indioatrics (di DUPIN)
di £ in P.

Queste coniche indicatrici sono elementi intrinseci e
grodettivi per I.

OsSERVAZIONI. Vedremo tra poco che se o ammette
elementi uniti, questi danno.le ratte assintotiche in P che
sono pure elementi inirinsect € proiettivi.

La o ammette sempre due rette coniugate ortogonali che
sono quelle principali in P, tangenti alle lines di curvatura;
elemunti sntrinseci ma non proiestivi. Segue subito dalla (2)
che ia equazione differenziale delle linee di curvatura &

{efr. Cap. 1, 0. 5, )]

)] (PAP-w) X (ndnw) =10

eqnazione intrinseca ma non proietiiva (‘).

(") Riprendendo le notaxioni del Cap. 2, n. 8, per k gualungue, o,
piti particolarmente, pet &= P|n, si ks subito:

PiPw=dP, nino=(P|n)}jdn;
st = = & il bivettore jdn hanvo a comune il punto all'ia-

ma il piane P|
oioé posizione di n A dn; in conseguenzi

finito posizione di |(An:m),
1s (3} diviene

AP n A dn=0

che & appunto I’ erdinaris equagione metrica (vettorinle) delle linee
di curvatara.
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2. Linee sssintotiche.-

Uua linea di £ chiamasi assintotica quando: il piane
oseulators nel suo punto generico P coingide col piano fan-
gente 2 £ in P,

L squazione differensiale delle assintotiche di T &

{ Pn=0, 0anche, il che equivale[cfr. Cap. 2, 0.5, (3)]

1
0 { P-din=0, 0 ancora dP-dn=0;

¢ quindi: le retia assintotiche in P (2 esistono, riod sono
reali) sono le rette unite della involugione o con siderata nel n. 1.

Din. Se P-dP & la tangente in P alla linea, allora
P.dP.4@*P & il piano osculatore, che eoincide con = sola-
mente uando

(P-dP-d*Pyx = (d* P-m}{P-dP) = 0;

condizione che, per essere P-dP==0, di la 1° deile (1) e
anche le altre. Da (1) del n. 1 e dalle (1) ora dimosfrate
risulta che (prodotto regressivo in =}

(PrdPYnedn) = {dn-dP)P=10

il che dimostra l'ultima parte del teorema,
Ossgrvazionl, 1°. B evidente che le assinfotiche, se
esistono, sono elementl intrinseci e proiettivi di 2.
9+ Introducendo le coordinate , vsa %, 1a 1 delle {1}

asgume la forma
2} TP s st 4 2P o dudy + aly-dot =10
che da, per du/dv, soluzioni reali quando
(7t Pyol — ®Pus*%Pe > 0
ciod [cfr. Cap. 2, n. 5] A < 0, escludendo i punti {parabolici)
di = per i quali si ha 4=0.

3. Linee di Darsoux e di SEGRE.
Le solite forme P, m corrispondano ai valori %, v @ si
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indichino con P,, =, 16 forme corrispondenti ai valori u—-du,
v +dv di & e v eorrispondeuti al differenziale d.

I numeri nP,, n P souo infinstesimi dello_stesso ordine,
rispetto (semypre sottinteso) all’ infinitesime Vdu® 4 do’.

Dim. Siha P, =P+ 4, n, =n+a,00n 4,2 infinitesimi.
Quindi, poiché¢ Pr=0, P, =40, si avrd (prodotto alter-
nato) Pe —nAd=oad. Ma ad & infinitesimo di ordine su-
periore & Pa o =4 e quindi nP,==nd, Pn, = Px sono
infinitesimi dello stesso ovdine; ¢. d. d.

Le equazioni differenzials seqrienti:

1
(N 5 med?P-1- ;-!‘ metd® P 4 st 1 w-drP=10
1 31 n! !
con nP, ibfinitesimo di ordine n -+t
1 1
[2J mP-d’n-i-, 1 Podin 4+ 1 Pdtn=10
21 3 nt ?

con Pr_iufinitesimo di ordine n—+ L

sone I una conseguenza dell’ aliva (34 corrispandono per dua-
litd). Esse esprimono geametricamente che: a meno di i
infinitesimo di ordine superiore ad 1, T passa per P,
(ciot =P, =0 a meno evc.) ¢ T, PAIIE pev P (ciot Prn, =10
a meno €cc.),

Dim. Sviluppiamo P, ¢ =, con la formula i TaYLOkR
e ricordiamo che

P =adP = Pdn = (.

La (1) esprime ehe nP, =me'yy, © intinitesimo di o1-
dine n -+ 1. La (2), ove i ponga m al posto di u, esprime
che Pr, = P&’,,y, & intinitesimo di ordine m -+ 1. Ma per
il teorema precedente =P, Pa_ souo infinitesimi dello
stesso ordine e yuindi si ha che m=mn; ¢. d. 4.

Si ha puie, sotto le ipotesi del teorema ora dimoatrato, che

| .
R e i
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Dix. Basta sommare le (1), (2) e ricordare che
redtP==d*n. P

OssERVAZIONT. 1% Per le (1), (2), con le condizioni refa-
tive ail’ordine di =P, e di Pr,, la = pud essere un multiplo
gqualungue di PP.Po. Se invece = soddisfa sile (7} (8) del

Jap. 2, u. 5, alfora dalla (1) segue la (2), € vieeverss,
indipendentemente dalle condiziout ora indieate.

9 La (1) & soddisfatta da » (tra reali e immaginari)
gpostamenti dF che danno # punti P, iufinitamente pros-
simi a P e giacenti in m. Vale & dive la (1) & I"eqnazione
differenziale di a linee uscenti da P che hanno con = 1th
contatto di ordine superiore ad #. Questa proprietd &
proiettiva perche & conservata applicando a I una collinéa-
zione costante idualmeunte per und correlasione), ma, in
generale, non @ intrinseca perchd la equazione (1) cambia
sostitiendo a P un multiplo di £. Analogamente per(2) e {3).

Esaminiamo ora altre proprietd delle linee di equa-
zioni (1), (2}, 3) _

«) Per un—=2 le (1), (3) danno ie lines assintotiche.

b) Supponiamo 2= 3. Le (1), (2) dduno in P, tre dire-
gioni che, in generale, non eoincidono eon le direzioni
date dalla (3). La (3) d& le direzioni ¢i DarBoUX, le cui
dirvezioni coningate sono le direrioni di SEGRE.

Le lince 4i DARBOUX ¢ di SEGRE, oltre esseve elementi
proiettivi (come si & gid visto per n qualunque) sono anche in-
trinseche, come risuita subito dalia Osserv. 4* del Cap. 2, n.b.

) Affinche la superficie % sia rigate & necessario e
sufficiente che fe forme differenziali

) =P, (&) med'P—dm P

abbiane @ comune un fattore lineare.

Infatti, Se i1 fattore lineare A & comune alle due forme,
allora 4 =0 &, per la (4), I equazione di una assinlotice ©
per la {4) una linea di DarBoux; quindi il piano © &
esculatore © iperosculatore in I vale a dire lalinea 4 =0



326 (Cap. 1]

& uns reita di I, ciod £ & rigeta. Viceversa: 56 3 d rigata
Ja (4) deve decomporsi in due fattori lineari; uno di questi, 4,
dd come equazione della generatrice 4 =0; ma la gene-

ratrice & pure lines di DARBOUX e qguindi 4 & anche
fattore della (4.

4. Quadriche osenlafriei.

Valgano ancora per P, =, ... le ipotesi precedenti.
Inoltre siano 4, B, € delle F,, «, B, v delle F, funzioni
(finite o differenziali) di P e si abbia PABCU==0.

La correlazione, non sistema nullo [cfr. Cap. I, n. 5, (11)}
tra F, ¢ F,

(1) c=(“* @ B, 'r,)
P’ A! B! 0’

ammette P come F, unita (perché P:oP = Pr==0) ¢ quindi
esisic una quadriea luogo delle posisioni delle F, unile ri-
speito @ o e che passa per P.Questa quadrica, @, & tangente
a n in P solsmente guando:

intesa la forma di sorittura (2) nel modo solite, ciod: ge un
numeratore {denominatore) di uno det rapporti (2) é nullo
allora: o il corrispondente denominatore (numeratore) & pure
nullo e quel rapporte resta esoluso daile (2)], ovvero non é
nullo ¢ sono nulli gli altri due numeratori (denominators).

8i noti che, valendo 1s (2), la (1) si comporin, Tispetto
a P e n, come una polarith.

Dim. Per una F,, p, tangente a @ in P si pud porre

p==(Pa+ Am)BOP-(Pp+ Br)CAP+ (Py + Or)ABP(');

() Perché nel panto B = tP+ z4 + yB <+ £0di @ il pisno tangente
{R.oR}4BC— (R.0R)a BOF + (B+oR),OPA — (R-cR),P4B.
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ora essendo BOP.r = Brn.CP + Cx.PB, ecc., si ‘ha, dopo
semplici riduzioni, che la copdizione pn =10 equivale alla

condizione

(@) (Pﬁ-(}'z——Py..Br:)PA—;—(PT.Af:—Pa-Uﬂ)PB—i—
-4 (Pa.Br— PR-Am)PC =0;

moltiplicando (prodotto alternato) per BC, C4, AI?’, e vi-
cordando che PABC 0, i evefficienti della (a) risultano

pulli e quindi valgono le (2). o '
a) Essendo d, & simboli di differenziali quainngue in 2
si pud porre

(T % dadr, 5’1-:,) con Pa— An
®) °'"(P, 4, &P, &P

o allora le condizioni (2} sono soddistatte lefr. Cap. 2, n. Bl

Si pud limitare I arbitrarietd di d, o po-nendo eome con-
dizione che le rette P.dP, P-2P (e gnindi anche .le rettfa
n-dw, wedm) siano coniugate per il che basta che sia soddi-
sfatta uns qualungue delle condizioni

€5 dptx =0, §Pudn=20, P-dbn =0, nd8P=0

e in tal caso: Pinvolusione delle retle coniugate di .i'n P
caincide con la fnvolugzione delle relte cousygate 4 P in P:
b} Avendo P, =, il significato stabilito nel n. 3 81

dia a o la forma

z, Ty, By Y izioni (2 per P, B, C.
5 cz( ) con le condizioni (2} p y Dy
) p, P, B G/

Poiché [efr. u. 3] Pr,, P=sono jnfinitesimi dello stesso
ordine, la guadrica @, individunata dala (5), passa per P5
(poichd P,m, =0} e taglia ¥ lungo- linee che, nel dl_ntorn{
di P, bauno contatti di ordine dipendente dall"ordme di
infinitesimo @i Pr,; vale a dire ® & una guadrice osoula-

trice di & in P.
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Di queste quadriche osculatrici ne abbiamo un gruppo
dato da i
¢ 3
) a_(ﬂ' %, d&n.&u),

P, P, &P, 3P

al es., con d, 5 che danno direzioni coniugate di I in P
fefr. @)

¢} Se il differenziale d soddisfa alla (1) del n. 3,
allora = e ® hanno a comune una linea che ha in P un
punto #n-upto. Per n =2 Ia quadrica @ d3, in P, le rette
assintotiche.

d) Se per n =23 & soddisfatta la (3} del n. 3, allora
posto

(N G:(ﬂ‘ dans 5! T)
P, &P, B, C

la quadrica @ da in F le direzioni i Dansoux. Alle
forme B, C, f, y {naturalmente soddisfacenti alle (2)] si
possono sostituire d P, 8°P, .... anche con d, & che danno
direzioni coningate di £ in P [efr. a)], e in tal caso la
quadrica © da le direzioni di DARBOUX e di SEGRE.

¢) Le quadriche @, comungue ottenute [cfr. a)-d}], sono
elementi prodettivi ma, in generale, non intrinseci.

) Quanto si & fatto per le quadriche @ relative a Z
pud esser ripetuto, sempre solio le stesse forme geomelyiche
assolute, per i coui e le coniche osoulairics in un punto P
di una linea; ece. Al lettore [a cura di svilnppare queste
qiestioni, insieme a molte altre che noi non possiamo trat.
tare per mancanza di spazio.
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