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SULLA TEORIA
DELLE FUNZIONI IMPLICITE

s L

11 Chiarissimo Prof. Dini, nelle sue « Lezivn: d’Ana-
lisi Infinitesimale », ha ricondotto la teoria delle funzioni
implicite al vero concetto col quale dovrebbe essere svolta
negli ordinarii trattati. Ed infatti, quando, per fissare le
idee , sia dala una relazione fra due variabili, reali o
complesse,

) f@, y)=0

¢, innanzi tutto, da riconoscere se la f(x , y) come fun-
zione di due variabili indipendenti, soddisfa a condizioni
tali da poter asserire che, per i valori di una di esse,
per esempio della x, compresi in un determinato campo,
I’ altra, y, vien definita come una funzione della prima,
capace di verificare 1" equazione data. E solo dopoche
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si trova che questa funzione & ad un valore, finita e con-
tinna, & conveniente d’occuparsi dell’ esistenza delle
varie sue derivate e del processo da seguire per la loro
determinazione.

Con tali criterii appunto, il chiariss mo Prof. Dini, li-
mitandosi alle funzioni di variabli reali, ha dimostrato
i teoremi relativi ai casi in cui I’ equazione (1) pud de-
finire una sola funzione y della x, finita e continua in-
sieme colle sue derivate dentro un certo intervallo, op-
pure in cui I’ equazione

(&) f(xi:wz:-_-'-'rn’y)=()

o, in generale, il sistema di equazion

/}(w,.,m,,...w,.,y,,y,,...y,,.)=0

fa®y, gy o cZnsYisY2s.--Ym) =0
3 7

. . . . . . . . . . . . . .

(@, %, .« - TnsYysYas - oym =0

possono respettivamente definire una sola funzione y, o
un unico sistema di funzioni ¥y , Y3, « . . ¥m , delle n va-
riabili indipendenti 2, , ...y, finite e continue insieme
alle loro derivate parziali dei varii ordini dentro un campo
ad » dimensioni relativo alle variabili indipendenti x, ed
ha altresi accennato all’ applicazione che potrebbe farsi
dell’ ultimo teorema al caso delle funzioni di variabili
complesse. Ma il metodo da lui proposto si presta a

S -
qualche semplificazione ed estensione, come resulta dalle
considerazioni seguenti .

Cominciamo dal ricordare che se una funzione di una
variabile reale z e finita e continua insieme colle sue
derivate del primo, secondo, . . ., n.? ordine (*), per tutti
i valori della variabile che cadono in un intorno del pun-
to 2, , ha lnogo la formula:

(4) Fre HyFlmg) it P+ n(,)F"( 70 + -

+n(/:' B "(wo>+ F<">(mo+en B

e cosi pure nel caso di una funzione di m variabili rea-
li, finita e continna insieme colle derivate parziali dei
primi 2 ordini in un campo ad m dimensioni che rac-
chiude il punto (20, 2,0, . .. 2n") si ha:

(B3) F(a,04hy , 20 hy , ...+ hon)=F (9,9, ..20%) +

(;%b,-}-...—f-w_.h >+“l(4)@: hyt.. +——-h,,.\)!+...

+I%_,)(M_ bt hn )+

1 F
+ll(rz)l S et +_h )a‘,°+9nh,,...,xm°+9,,hm

(*) A rigore, la continuita delle derivate n**""* non & necessaria;
ma, per semplicita, stabiliremo sin da ora che tutte le derivate,
le quali verranno via via introdotte, saranno sempre supposte continue,
anche quando, come in questo caso, tale condizione possa essere su-
perflua .
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ove i termini simbolici

) W »
h +...mhm>

)x‘ 1

per »<n hanno i coefficienti delle/ calcolati nel puntoiniziale
(2,%...@n"), e per r=n nel punto (z,°+6pt; ,.. - Zm’+0plts)
interno al campo che si considera, indicando 6, un nu-
mero compreso fra O e 1 (0 e 1 esclusi). Dalla (5)
apparisce subito che sviluppando le potenze simboliche,
la F(w,2+4A,, ... 2m°+hy) si esprime meliante un poli-
nomio i cui termini sono della forma

A h,p '/c,p s S /cmp i
Pis oo Pm

colla condizione

PiApat. . pm<n;

ed i coefficienti A sono funzioni delle £, soltanto
Pi g eiam Pm

quando si abbia

prdpt.. . + pa=n.

In quello che segue, per le funzioni che costituiscono
i primi membri delle equazioni (1), (2), (3), se sono fun-
zioni di variabili reali, verra sempre supposta, almeno
dentro certi campi, Ja loro sviluppabilitaA mediante la

=y [

formula (5), omettendo di enunciare ogni volta esplicita~
mente tutte le condizioni necessarie e sufficienti affinché
tale sviluppo sia possibile. Con cid verrd introdotta mag-
gior semplicitd nei ragionamenti, e d’ altronde non sara
difficile il vedere quali dei resultati a cui si giungera
cesseranno d’ esser veri, o come dovranno modificarsi,
gquando per le funzioni stesse non sussistano tutte le
ipotesi fatte .

§. 2.
Siano : ' .
F @y oo Tm)y Fo(@, 5 oo D)y co0 Fia(@y 5 oo )
m funzioni di m variabili indipendenti e reali. In un in-

torno del punto (#,°, ... z,°) in cui vale per tutte lo
sviluppo secondo la formula (D) per n==1l, avremo:

Pyl - 24 h)=F (@, ... on) 2P O+ AP O+ 4 hyPp™)
B4Ry s - Ond ) =F @0 , .. 008+ 7 PO PO 4 P ®

.

Fm(x¢°+h| ) .wm"-{-hm)n—Fm(m'“, . 'xmo)+hlpltm)+ h'zPi(m)-*- R ’:J: hum(m)

ove & stato posto P in luogo di

)
kbx‘ (E.o + G(r) h‘ g see wmo + O(r) hm .

Se i due punti (w04hys oo 200Fhy), @O0, ... 25?)
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sono tali che in essi si annullino tutte le funzioni Ty, o
pit generalmente, sia per r=1 ,2, ... m

Fr(m(0+h1 ) -...’L':m0+ll1") = F,.(x,o g een x,,.“) )
dalle relazioni precedenti si trarranno le altre

0= h, P 4 hg PO 4 oo A Jigy Pl
0 =2y P 4 by P® 4 ... 4 hyy Pp®

0 = hy P™ 4 g Pym) .. - fiyy Pl

le quali dovendo coesistere senza che tutte le A siano
uguali a zero, danno necessariamente luogo all’equazione:

P P . .. P®

P® Py ...P,®
D = - . . . = 0

P Pim P, m

E da notare che nel determinante D, mentre tutti i
termini della linea # s’ intendono calcolati nello stesso
punto (2 + 60 Ay, ... wm® + 6 Ay, ) e cost quelli
della linea % nellostessopunto (x,°46®h, ,...2,,°+ 6 hy),
non sard in generale, 6¢) == 6(") e percid non si potrd
dire che esso sia il valore del determinante funzionale

— O =

D_FJ B_F‘ ‘)Fl
Y, dwg T T e,
F, F, Wy

e, 3;9 o W OE E Vi,

3, h)
w, W, " dwn,

in un punto intermedio (,° 4 64, , ... @,° 4 6h,).

Tenendo pur presente questa particolaritd, lo chiame-
remo semplicemente un valore intermedio del determi-
nante funzionale, enunciando cosi il teorema:

« Nel campo in cui m funzioni F, di m variabili in-
« dipendenti sono finite e continue insieme colle loro de-
« rivate prime parziali, non possono esistere due punii
« (20 ... 2%, (@,° 4+ Ay, ... 2" 4 hm) in cui tutte le

« funzioni si annullino, oppure per »=1, 2, ... m si abbia
F,.(x,‘) + hl y wee Tm° + hm) = Fr(mio yiiee xm.),

« senza che sia nullo un valore intermedio del determi-
« nante funzionale del sistema » .

Facciamo subito, di questo teorema, un’ applicazione
che sard utile nel seguito. I primi membri delle (3), vale
a dire m funzioni di n-4-m variabili indipendenti, che ora
supporremo reali , siano finite e continue insieme colle
loro derivate prime parziali in un intorno del punto
(@, oo @y, Yy e Ym®), € consideriamo il determinante
funzionale rapporto alle variabili y
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G2, G2
s (i§:> (f>

(),
(G,

My 3y iy
Wy Wa OYm
3s s e
Wy Yy Ym
¥m  m dfm
Oy _D?/e Wm

Ponendo
\f r (3/ r
)Js
d f,.

”
dove (—/—'-'> indica il valore della derivata -~ nel punto
0Ys/o Y s

(20 ... 2° , 12° ... Yp?), un valore qualunque del deter-
minante precedente, anche se non tutti v termini che vi
compariscono sono calcolati nello stesso punto del cam-
po, sard della forma:

g—;—l) + ¢|U) ..... <§—/—"—> + “m(')
Y, ym o
bf’) + oy @ oo e (ng + “m(”
Qym /o =(D)y+S,
fm m 2fm -
Dy,> +am L. <aym + en™
essendo

L> (2';": (”"'

ed S una somma di prodotti di una o pin delle quantita
finite (?) per una o piu delle «,). Ora, indicando
Ys/ o

con (& 4hy, ... on®+ln, yi'+kiy oo Y+ k) un
altro punto qualunque differente da (2,%,.. 22 ¥ ,.. Ym®)
resulta dalle condizioni ammesse che si potranno deter-
minare per le A&,k da cui vengono a dipendere le (",
limiti tali (—A0, 44,9, ... (—h +1°) , (=& 4%0),...
(—kn, k), che non solo ognuna delle z(”, ma an-
che la S non superi in valore assoluto una data quantita,
E cosi se, in particolare , il valore (D), & differente da
zero, si potrd formare un intorno del punto (2°, ... y,?)
tale che sia diverso da zero anche (D),+4S. Ma allora,
quando per ciascun sistema di valori assegnati alle 4
dentro i loro limiti, le /. si riducono funzioni finite e
continue, insieme colle loro derivate prime parziali, delle
m quantitd k, , kg , ... ky, sard impossibile che per due
sistemi distinti (ke , kg’ .o k'), (k" 5 ke coi k")
di valori compresi respettivamente tra —k,’ e -£,°, .

—kn® e +kp?, ogouna delle fy possa avere lo stesso va-
lore (in particolare il valore zero), giacché, per le ipo-
tesi fatte, non pud, tra i medesimi limiti, esser nullo
nessun valore del determinante funzionale considerato.
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Nel casn di m=1, avendosi una sola funzione
f(;’l’, ’wi’““’rn)y)

; ; 2 ; & d
e il determinunte funzionale riducendosi a Sf’ se ne de-
Y

duce che se nel punto (7%, ... 2,° , %% la i—jé differente
a1

da zero, esiste, per la supposta confinuitd, un intorno di
(2%, ...4" in cui essa si mantiene diversa da zero, e tale
intorno & costiinito dai punti (2,°4A, ..., 4hy , y*4-k)
corrispondenti ai valori di A, . ... hu , k compresi fra li-
miti convenientemente determinati: ( —A,° , 4 2,°), ...
(7, + b0, (—h° 4 k*'. Assegnando alle % un siste-
ma qualunque di valori compresi in questi limiti, la f,
che diviene wna funzione finita e continua della % per
tutti i valori da — k® a 4 k® non potrd prendere lo
stesso valore, od, in particolare, annallarsi in due punti
k', k" compresi nell’intervallo (—A9, 4-k0) giacché come si
dedluce dalla formula

F(ay4h) = F(a)) + = F' (x,-+6 A)

-— che & un caso particolare della (4) per n=1, o del
precedente sistema delle IF, per m = 1 — dovrebbe, con-

7 L. / "
tro il supposto, annullarsi a_f in un punto fra &' e k".
Y

Ma poiché il teorema contenuto in quest’ ultima formula
e applicato alla derivata prima di F(a) porta a conclu-
dere che, fra due punti in cui si annulla la derivata pri-

— 13 —

ma deve esisterne almeno uno in cui si aunulla la deri-
vata seconda, e cosi successivamente, ne resulta anche,
mf
oy
¢ diversa da zero, potendovisi invece annullare le
) ¥f iy
Sy ? SR g
tranno corrispondere n-1 valori &', & | k"', ... k(1)

che se nell” intorno del punto (x°, ... 4%) la

a ciascun sistema delle 4 non po-

compresi fra — k% e 4 k° per i quali la funzione abbia
lo stesso valore, o, in particolare, si annulli; perché
altrimenti in » punti k", k" , ... k&, compresi respet-
tivamente fra %' e k" , k' e k"', ... k" e k™) si an-

yf

nullerebbe la 3’ in n—1 punti ko', k)", ..o k=1

"

compresi fra questi » si annullerebbe la derivata seconda
by : : ; _— '

3y e cosi di seguito, finché in due punti A'p—y , &\
sarebbe nulla la derivata (n—1)® ed in un punto k,' fra
K, e E'y—, e quindi nell’intervallo considerato, si an-

n
nullerebbe la 2_1{; il che & contrario all’ ipotesi.
Y

Nel caso che si abbiano da considerare funzioni di
variabili complesse, ammetteremo che, almeno nell’ in-
terno di campi speciali, abbiano il carattere di funzioni
intere; ed allora varranno per esse i teoremi seguenti,
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che, per essere abbastanza noti, (*) ci limitiamo soltanto i — o= _
B sopraenunciato e notando ¢he ora si ha:
I. « Una funzione di piut variabili complesse, mono-
droma, finita e continua rapporto a ciascuna di esse den- =2, BT Y s By =Y
tro un certo campo, ammette un’ infinitd di derivate par- _
ziali che sono pure monodrome, finite e continue dentro poniamo anche
gli stessi campi ».
II. «Quando una funzione di pitt variabili complesse w—at=h Y=y O=k , Yr—ys"=—ks;
é monodroma, finita e continua dentro cerchi descritti
dai punti «,°, @, @,° , ... come centri, con raggi si avrd:
R,, Ry, Ry, ..., essa & sviluppabile in serie ordinata per
le potenze intere, positive e crescenti di ay —,0 , 23—, wo=a04h , ye=y "tk , yy=yL+ky
wg—axy" , ... @ convergente dentro gli stessi limiti ».
Non potendosi perd dire che sussistano anche per que- e percid
ste funzioni gli sviluppi abbreviati (4) e (5), & necessario
aggiungere altre osservazioni per rendere uniforme il me- i@ +h, yoth, yg°+k,) =l ,(x Y0 ’ ys) + .
todo da seguire nelle ricerche susseguenti. af’—i— f ! +k i ’+ S /“+ y? f’+ kg 22/ ',
e ; N a II(2) S8 n(2) e 1R) T oy
Ritorniamo a considerare il solito sistema delle b f 2, 53 o,
funzioni f; contenenti #n-m variabili, ma coll’ ipotesi che Rk, Bx;y +hky ;y +hiks g ” ’by
ora siano funzioni di variabili complesse, e, per sempli- (A) s
citd, supponiamo n==1, m==2, occupandoci, in conseguen- ~ fi@+h y y ke ys'the) = fo(a®, qu ) ys°) i .
e d d R
za, delle due funzioni f’+ k, f,+k’af’+ﬂ(2) ax/:,'{_n(z) ,Dyf: 11(2)] f’ i+
F@ Y1y ya) 5 (25905 a). hk,ga’——+d» ok -+ ,§y’:;y’+ -

Fiitarisdlo walidojper olasvoma; delleryyify Hl teorama. 1L Per analogia colle funzioni di variabili reali, diremo

che questi sviluppi, in cui le derivate parziali sono, com’
noto, calcolate per x=a’, y,—y*, yo=y," , danno
i valori delle funzioni £, , fs in un intorno del punto
(o y°, ya" )

(‘) Cfr. Brior el Bouuer — Théorie des Fonctions Elliptiques —
pag. 163 e seg.
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Lasciando invariato 1l valore di /i e supponcudo che
(ki ky') 5 (k"5 kg"") siano due speciali sistemi di valori
delle %, le condizioni atfinché si abbia:

i@l y 0k gy =@ R, y 04k g ke')

(R, y Ok g+ R =300, y R gt ky)

sono evidentemente date da:

0=(k«"—ku'>§7"' k) X1 '+H}2)( U ;J—f-+
g g D
(ki "he" = 'y )a D.;s+

O=(k|”—'k")§—fe-+—(k9” a/;+ "e__ b f°+

"(Z)
(k o !2)a /2 +h(k,

" a f)
n(.z) A Al

ARl aa/‘
(h"k" =k Tg) T2 s
2 ay,+

e tenendo conto dell’ identita:

k’\‘akg-yp__k’|“A‘9|ﬁ=(k‘||¢— k"“)kﬁ"p+(Ii'g‘lp——-k"p)k"a

anche da :

)/, By —k20f, |, 27,
O=k _I. % 1 1 1 ol L) 1 1 ..
( Yy, Il 2) k)" —k 3y} hbxb_/,+ . by,by;‘- %
T L L ALY
ey L S e R S ! & 1 1
+(s ? “K t—kg dygt g a"b.’/i+ b./lb./2+ 2

0= (ke ”‘1‘1)3\5;-!" l —A‘ —k”_\’/', +hbg/‘9 + "Dfe X, 2

n2)lu I byi al;by‘ ‘Dy (.‘/i

’"’—‘,”"wr o h

+h "‘)33J +u\z

Per soldisfare contemporaneamente a queste due
condizioni , quando, come si suppone, k" & differente
da ke k" da k', si richiede che si annulli il deter-
minante :

bf|+ 1 k/"—k"2/ ) (qu+ O e N
( N k,"—k dys T IRk — Ky 3y,?

(’Lfe LGN (af,+_1_lﬂa'f,
) dyg ' RV k" — &y dy,?

formato coi coefficienti di %,”—Fk," , k)" —k,’. Ora osser-
viamo, che avendosi in generale

W—ker ,
i s SR Sy kir—2 4 gr=t

mod (Br=t4-kr=24r 4-...) <mod A™—'4-mol k2%’ 4-...<» mod AT

S. N.

ks —hy drdYq D‘/lb./st-i_mg .

+)
)
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— se, come pud ammettersi, si ha mo! % > mol ¥, —
sar :

kr—k'
mod Kk—k’

') < rmod K1,

Col mezzo di questa diseguaglianza si giunge a rico-
noscere la convergenza delle serie che compariscono in
ciascun elemento del determinante D, dentro lo stesso

intorno del punto (2° , ¥,° , »,°) (*) e quando il de-
terminante

of
3 Yy
3e i
oY, %Yy

sia differente da-zero, apparisce altresi che potra ancora
restringersi il campo di variabilita delle 2 , %, , &, al«
torno al punto (x°, %,°, ,"), in modo che sia sempre
differente da zero anche il determinante D; e sia quindi

(") Cid resulta dal fatto che, nel campo in cui sono convergenti
gli sviluppi (A), convergono anche quelli che si ottengono derivandoli
rapporto 8 k, e k,. Ed il confronto che si pud fare termine a termine
di queste serie derivate con quelle degli elementi del determinante,
avato riguardo all’ ultima diseguaglianza stabilita, porta che i moduli
dei termini che si trovano negli elementi di D, sono uguagliati o supe-
rati da quelli dei termini delle serie ottenute colla derivazione.

ky

o lIl ’ ' ' ! P) 1l
LS T Y S Y T

,&

K'm—l h'm - Km—l hm = K‘m—l - Km—l)Klm + (k’m o km ) K

—_19 —
impossibile che ad ogni valore di A in questo campo,
corrispondano due sistemi distinti (k' , k), (k" , k"3)
delle %, , kg per i quali ciascuna delle f, , f; riacquisti
lo stesso valore, o, 1 particolare, si anunutli.

Avendo riguardo all’ idenutd :

DR L

G =i P i ik e G =, F)

"1 'I.A "P "7 I7 'a 115 ’Ia \l )‘ " l‘
Y B ™ Gy = Dk, e )

m
W +(km_,"A — km—,'A)k,'a k.'ﬁ k,'.’... km_’,x Ryt 4

W ke (& F X )
(k" = kD) ek T o B )

facilmente si estende la dimostrazione ora fatta al caso
del sistema di m funzioni con n-4-m variabili, cui allu-
devamo da principio.

Sia finalmente f(a, , g ... @y, ¥ ) una funzione di
n—41 variabili complesse, data in un intorno del punto
(20, 2 ... 2, , y°) dalla formula:

(") Sopprimendo, come pud evidentemente farsi, tutti gli espo-
nenti e in parte gli apici, si dimostra subito la legge di formazione
dell’identita, nel caso di m variabili, quando sia conosciuta in quello
di m—1. Basta infatti osservare, che ponendo:

K'm__,‘chx'k:'----h' , K (=k,k,....km_

m—1 me—

1

si ha:

m—1

4
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e @ 4 Ty Y0 B = [ s o, y") +

bf""‘zbf'*‘ + A nb/‘+l‘b/+

Come caso particolare del teerema precedente, abbia-

; o % % 3
mo intanto che se nel punto iniziale (2, ... %) la 3 é
differente da zero, si potrd formare un campo tale per
le &y ,... hy, , k da rendere impossibile che a ciascun si-
stema di valori per le A dentro questo campo, corrispon-
dano due valori differenti %', £, in cui la f riacquisti
lo stesso valore o si annulli. Ma & alwesi facile a vedere

. )2
che se & diversa da zero la by_/; — la quale pure, come & gia
stato notato, intendesi calcolata nel punto (0, ... 4%,
]
dove pud ora anche esser nulla la STJf — esiste un

campo in cui non possono trovarsi tre valori differenti
B,k , k", per i quali la f abbia ancora la stessa
proprietd di avere valori uguali o nulli. Cid, infatti, re-
sulta dall’ osservare che le due condizioni distinte

o=2L 4 %

Lk _[
Y awaJ T3

0= 3L e 0 f+

Mg Dy

le quali a tal wopo dovrebbero essere verificate, dauno
luogo coufrontate tra loro all’ unica :

—_ 2] —

o—twr 2}

oppure:

T .
Oméb_y—‘-‘_e’

e, come nei casi precedeuti, questa condizione non sard
sod lisfatta , se, per la natura del'a quantita indicata
con ¢, deterniniamo un campo counvenientemente ristretlo
attrno al punto (o ... 4"), in tulti i punti del
quale si abha

L%
mod ¢ < mod-g—byg.

< . s . My
Estesa quest’ nltima proprieta al caso in cui la ﬁ{

Y

¢ ditferente da zero, si rende di per sé manifesta la per-
fetta analogia di tutti questi risultati con quelli ottenuti

nel paragrafo precedente .

g 4.

Riferendoci alla nota rappresentazione geometrica delle
(uantitd complesse, ricordiamo che se Z ed A sono gl’in-
dici dei numeri complessi z ed @, 1’ indice M della ditfe-
renza z —a si ottiene conducendo dall’origine O una retta
O M che ha la stessa lunyhezza e direzione di quella
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che congiunge A con Z, per cui si ha:
OM =mod (z—a),

e, all’infuori di multipli del 2=:
z2OM = arg. (z2—a);

essendo in ogni caso da aver riguardo anche alla con-
venzione solita a farsi sul senso positivo secondo il quale
si contano gli angoli, che & quello in cui deve ruotare
di un angolo retto la parte positiva dell’ asse delle w,
per coincidere colla positiva dell’ asse delle y.
Suppongasi che il panto Z si trovi sopra una circon-
ferenza di raggio p col centro nell’origine, e il punio A
nell’ interno di un’ altra circonferenza di raggio py< p
concentrica alla precedente. Ad una data posizione (p , 6,)
del punto Z corrispondendo due tangenti T Z , T" Z al
cerchio interno, coi punti di contatto in T e T', e conse-
guentemente due parallele ad esse OP , O P’ condotte

dal centro nelle direzioni respetiive da T a Z e da T" -

a Z, & chiaro che per gqualsivoglia poszione del punto A,
la retta O M parallela ad AZ e sulla quale trovasi 'in-
dice della differenza z —a, sard interna all’ angolo
POP < n. Se a partire da questa posizione iniziale si
fa percorrere a Z una sola volta la circonferenza di rag-
g'o p, nel senso positivo, facendo variare con continuita
da 6, a 6, 4+ 2 = 'argomento di z e ruotare corrisponden-
temente 1’angolo P O P/, la retta OM— che deve rima-
nere entro quest’angolo se, per ipotesi, A, pur variando
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di posizione, non esce dal cerchio di raggio g, — quane
do Z avra compiuto il suo giro, dipendentemente dalla
posizione finale di A, avra deviato dalla posizione ini-
ziale di un angolo compreso tra 27 — POP > n e
274+ POP" < 3n. Laonde se A & l'indice dei valori
di una funzione a(z) monodroma , finita e continua per
tutti 1 valori di z interni e sulla circonferenza del cerchio
di raggio p, la quale per questi valori al contorno sod-
d'sfa appunto alia disegnaglianza

mod a(z) < p,

con p, < p, e poniamo

¢(z) = z — a(2)

la posizione finale del punto A, per la monodromia di
a(z) coinciderd ora colla iniziale, e percid la variazione
subita dall’ argomento © della funzione 9(z), o la devia-
zione di OM dalla posizione iniziale, sard in questo caso,
precisamente uguale a 2=, Ne segue che «esisterd almeno

« un valore z, di z, interno al cerchio considerato, per il
« quale sara:

p(z) = 0».

Infatti se cid non fosse, il resultato precedente sarebbe
in contradizione col teorema:

« Quando una funzione di variabile complessa & mo-
nodroma , finita e continua in una parte del piano che
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non comprende nessuna radice, (¥) la variazione del-
I’ argomento sopra il contorno dell’arca & unulla » (#¥).

(") B sottinteso che non vi sono radici neppure sul contorno.
(**) V. Briot et Bouquer, L ¢. pag. -0 — Indipendentemente an-
che da questo teorema, se si pone

10 0
z=re ,9(zG)=Re ,
da cui, sulla circonferenza ¢ del cerchio di raggio p

L
ds=1ipe dy

if
ds ipe ig 6 ©)
W™ e g e 9
Re

si trova:

ds /’l i(0—®)
¢c ¥ PJeRC G G =

. 1 /‘l .
-_= Io — -_— —_ — R
t Rcos(e ®)db P‘ cRsen (6—©)dg

e’ C
e perche, com'é facile a vedere, per i valori di s sulla circonferenza ¢,

R & diverso da zero e la differenza (- ® & sempre in valore assoluto

- . kg - .
inferiore a — ,il coefficiente

2
f = CO8 (e—e)da
c R

dell' immaginario 7, e con esso l'integrale, f g(—% , & essenzialmente diffe-
c$

. . 3 1
rente da zero, Cid prova che la funzione monodroma e continua —— non

%(3) .
pud essere finita per tuttii valori interni alla circonferenza, perche, per

= o8 _a

Non & qui fuor di luogo il notare che alla proprieta
ora dimostrata dell’ esistenza di punti di zero per una
funzione di z monodromx, finita e continna in un cerchio
dato, quando si verfichi la variazione di 2= nell’ argo-
mento della funzione per i valori di z situati sul contorno,
va soslitnita — nel caso che vengano in considerazione
soltanto funzioni di variabili reali — 1’altra correlativa,
contenuta nel teorema:

« Se una ‘unzione di variabile reale f(x) & finita e
continua fra « e B e per il valore « & positiva, mentre
per il valore B & negativa, almeno per un valore della @
fra « e {8 prenderd il valore zero ».

8. 5.

Riprendiamo le eqnazioni (3), in cuni i primi membri
possono ora essere tanto fanzioni di variabili reali, quanto
funzioni di variabili complesse. Una prima condizione della
possibilitd ch’ esse definiscano le y come funzioni delle w,
capaci di renderle identicamente soddisfatte , si trova,
com’é& naturale, nell’ammettere |’ esistenza di almeno un
sistema di n4-m valori finiti (2,%,2°...a0%, 1°... Yn°)

un ben noto teorema, dovrebbe essere allora
i az _ .
. ?2)

Quindi, almeno per un valore z, di s dentro il cerchio, si ha:

L ¢ (34) =0,
come dovevasi dimostrare .
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per i quali esse siano conlemporaneamente verificate . — Bl
Partendo dunque da questa ipotesi, stabiliamo che per fove 15 %_[1” ’  [r é6i6, ssssndo i1 solite:, calvlate el
r=1,2,..m, si abbia: Y@y VYs
punto (@0, oo 22’ , ¥4" 5 oon Ym?), € dove le ¢, (0,
[l @ Yo ym?) = O rappresentano funzioni ad un valor, finite e contnue in
Wi gioees Wy 9 L g eve Hm —

un intorno dello stesso punto, quauntunque siavi dell’ ar-

Y < : bitrarietd nella loro firmazone, bastando supporre che i

S B incom'inciare. dik a8 i Asmplite; SupoRTif secondi membri delle (6) si possano identificare a sviluppi
altuest iohe; st in serie analoghi a quelli dati dalle (A) del §. 3.

Trattandosi di dimostrare 1" esisienza di ssiemi di

valori delle A4, k per i quali i primi o i secondi membri

delle (6) si annullano, sard lecito di sostituire in lnogo

i@y "l y SRy e Y 04-Ry) =k, P (1)
e T P, + &y Qq W4 ok QY

i Fhy o h g Ok . Yy -hm) = by P® di una qualunque linea:
hy Ppt® Q) ()
©6) ¢ + o+ P+ R Q) + L 4 A Qp (1) B PO oo hgPul® 4 5,Qu8 ... ATy Qi
fm(.z;‘°+h. yous T Flog s y Od-ky gy +Rp) =Ry P(™ una funzione equivalente .
4 oo Ay PO £k, Q™ 4 ...+ Ry Q. A tale effetto risolviamo le equazioni formate dai se-

condi membri delle (6) rispetto alle & poste in evidenza,

Il significato d’ attribuirsi alle P e Q quando le f/,
sono fanzioni di variabili reali, resulta chiaramente da
guinio & stato stabilito alla fine del §. 1. Ma la forma
dei secondi membri delle (6) conviene an‘he alle fun-

rignardando le 2, P, Q come coslanti, o, cid ch’ & lo

stesso, introduciamo delle quantita ausiliarie %" definite dalle

equazioni

zioni di variabili complesse, se s’ intende che in gnesto

caso si abbia B By o cueshe i Py 4 E‘ﬁ' (o U f‘DL" Qu" =0

dugg

PO = SE e 0O by oo B By ) WP 4 PO SLQO . Q0 =0

QM = %§!+ BOCh s ey Kt yoee Kim)
s

B PE 4 . by Py - 2 Q™ - . TR Qu™ = 0.
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Essendo dungue

QM QM ... Q"
Q® , QM ... Qu®

D=
Q,m , QM ... Qu™
ed
Qe e Qe 0, A P e o Ry 0 Q) 4, Q€Y
Q... Qo ®, PO ... +11“Pn(*),Qrﬂ(i) verr Qu®
Qm) . .Qp_ ™, P M) | 4-hyPp(™),Qpe (), ..Q ™)
la (T) sard identicamenre uguale a
o a3 ') . 3
Ql(s)<ki = D-) = Qz(S)(kz _U') o R kas)( m— Um)
ed al sistema (6) si potrd sostituire 1" altro :
[ied4-hyy o o hy , y 04k, .y, o) =
0(t,—5) +00 (b= )+ 4000 (5= )

fo@o—hy y oo @n®Fhp, YO, e Y ) =

® QO (k—3)FAO (=) + -+ 0 (k- )

/‘m(Q;|0+h| y san a?n°+h,, ) y|n+ki g s ym°+k,n) ==
Qi(m )(ki—%) +Q2(m) (ke —T‘§>+‘ g +Qm(m)<l"m"‘%1’n

o -

Ritornando a cousiderare le P, Q, e conseguentemente
il determinante D, come dipendenti effettivamente da
tutte le variabili %, &, supponiamo, senz’altro, che sieno
verificate le condizioni stabilite nei §§. 2 e 3, per le
quali il determinante D & differente da zero dentro un
certo campo attorno al punto (@, ,... 000, »,° ,... yp®) e
ad un dato sistrma delle 2 non pud corrispondere altro
che un solo sistema delle & che annullano i primi mem-
bri delle (8). Cosi non rimane altro che da dimostrace
I’ esistenza di questo sistema (*).

[ntanto la condizione supposta per D, non potendo
essere sodlisfatta se una almeno delle Q in ciascuna li-
nea e colonna non & differente da zero, fa st che i se-
condi membri delle (8) vengano effettivamente a dipendere

da tutti i binomi k, — 01-‘)5 Consideriamo il primo di essi
4
k| ez Bi‘

ed osserviamo che, anche le P mantenendosi finite e con-
tinue in tutto il campo, il binomio stesso sard una fun-
zione ad un valore, finita e continua delle n4m variabili
h , k. Ora, scbbene la funzione «, dipenda da tutte le
n+4-m variabili, & chiaro, dalla sua definizione e dalle con-

(*) Questa dimostrazione e le seguenti sono fatte pilt particolar-
mente per le funzioni di variabili complesse, ma si vedono con facilitd
le leggiere modificazioni che le rendono valide anche per le funzioni di
variabili reali.
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dizioni sinora imposte, che la grandezza dei suoi moduli,

e conseguentemente dei moduli del rapporto %‘ dipende

principalmente dai moduli del sistema di valori attribuiti
alle %, tantoché per

mod hy = mod /iy = .... = mod &y, =0
si ha:
mol ay = 0

e colla scelta di convenienti sistemi di valori prr le £,

si possono mantenere i moduli di «,, o di %, entro un
Jimite determinato ed arbitrariamente piccolo. Indicando
quindi con », un numero positivo piccolo a piacere e non
superiore al pit grande dei moduli dei valori assegnabili
a k,, determiniamo il campo di variabilita delle 4,
colla condizione che per qualunque sistema delle n-m
variabili si abbia

) mod (%’) < my

e nel piano della variabile k,, col centro nell’origine, de-
scriviamo un cerchio di raggio », . Allora per ciascun
sisterua dell: n4m —1 variabili, &y , kg . by, Ky .. Fom

la quantitd i‘Didivenendo funzione della sola k¢, pud es-
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sere indicata con a, (k) e posto
o (k) =k, — a,(k,)

resulta dalla condizione (9) che la p,(k,) gode delle pro-
prietd della funzoue 9(z) =2z — a(z) del paragrafo pre-
cedente, e perc:d si annulla almeno in un punto interno
al cerchio di raggio r,. Questi valori di k, se — pure ve
ne pud essere pit di uno — hauno dunque i moduli infe-
riori ad », e cid mostra intanto che coll’impiccolire di »,
dovranno bensi essere impiccoliti i moduli delle %, affin-
ché la diseguaglianza (9) rimanga sempre soddisfatta ,
ma al tempo stesso diverranno sempre piit piccoli i moduli
di &, che annullano ¢,(k,) e pud quindi affermarsi che
tali moduli dwengono infinitesimi insieme coi moduli
delle h. Indicheremo con

(10) k’”k‘(h‘ “ee kﬂ’ki “ee km)

uno qualunque di questi valori di %, , i quali dipendono
dalle rimanenti n4in—1 variabili riguardate come indi-

pendenti ed annullano il binomio k, — =%, ora che di

D
tali valori & stata dimostrata I’ esistenza .
Passando poi a considerare il binomio

il quale & funzione anch’esso di tutte le n4-m variabili
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primitive, & chiaro che quando vi si limiti la variabilita
di k, ai soli valori contenuti nella (10), verrd a dipen-
dere soltanto dalle rimanenti n+4m—1 variabili. Ed in
tale ipotesi, come nel caso precedente, si giunge a dimo-
strare |’ esistenza di un valore almeno di %,

(11) B W Oy B g 55 wsalid)

dipendente da n-4-m —2 variabili arbitrarie e di modulo
inferiore ad un numero g piccolo a piacere, per il
quale si ha:

a@,

ky — _D = ky — @y (ky) = 33'kg) =0.

Cosi seguitando, si trova infine che esiste alineno un
valore di k,,

(12) km=km(h17hs~-'hn)

dipendente dalle » variabili %, aveate inoltre il modulo
inferiore ad un numero arbitrariamente piccolo 7, e per
il quale & nullo il binomio k,, — a{)—”‘ridotto ad essere

unicamente funzione delle n41 variabili &, , %y ... by , kppe
Pongasi :

R Oy o i Ohinc s D)
I(m_‘(]li goos h”)=‘km_.’ t h’ .o .hn ,km(h1 oee h”) }
(13) (K—g(hyyerhny==km—s iy ooy s ks [r o hskea(Rge o ) ] Ko Py oo

I{l(hi gos .}2”)=k‘ ! /2{ . .hn,kg[h‘ M

Y ¢ YRR 'S TR 7 Xy YUY PO O

s B8
ne visultera, a causa delle (10), (11), (12):

by == Ko by ) hg o )

ai ky == Ky (B, , hy o.. hy)

Ko o= Ko (B, by oo hy).

Ed ora se nelle (14) s’intende di prendere per le A uno
stesso sistema di valori scelto tra quelli (in numero infi-
nito) per i qnali tutte le condiz'oni analoghe alla (9)
sono contemporaneamente soddisfatte, i valori che ne
risulteranno per le k annulleranno le equazioni (8), giac-
ché per le considerazioni precedenti, ognuna di esse, k,,

. . . ‘ o .
annullerd il binomio corrispondente %, — I—)' , € con cid,

ricordando di aver gia notato che se esiste un sisiema
di siffatti valori delle %, questo non pud esser altro che
unico, rimane dimostrata 1’ esistenza di un solo sistema
di valori delle & che insieme ai valori scelti per le 4
annullano i primi membhri delle equazioni (6) od (8)
uguagliati a zero. I secondi membri delle (14) resultano
quindi funzioni ad wun valore delle » variabili indipen-
denti A, fintantoché i moduli di queste si mantengono
dentro i limiti loro asse'nati. Riassumendo, si ha dun-
que, che guando siano soddisfatte tutte le condizioni im-
poste, e per un determinato sistema di valori x,°, 2,°...205°
delle variabili 22, esiste un sistema di valori ¥,°, yo®... ym®
delle y, che insieme annullano le equazioni (3), variando
i valori iniziali delle 2 coll’ aggiunta di guantitd conve-

nientemente scelte Ay, &, , ... by, anche i valori iniziali

S. N. 3



—_ 3 —

delle y, in virta Jdelle stesse equazioni, aumenferanno di
quantitd determinate k,, ky ... km © 1 moduli delle k
divenendo infinitesimi insieme a quelli delle %, le y po-
tranno riguardarsi come funzioni continue delle & nel
punto (@0, @ ... a0 ).

Valendosi ora dell” arbitrarietd delle 2 e ponendole
successivamente tutte, all’ infuori di una, uguali a zero,
si avranno in conformitd delle (6), #» sistemni d’equazioni
analoghi al seguente:

fi@® yoe @r_* s B Flp y 0y @’y Yy, )=

hr Pr(l) '{‘ k| Ql(i) + DY + km Qm“)
[0y cor Bp® , Py, By oo 2,0, Y O Ky genl)=

©) e PR by QO o . oy Q)
fm(x," y oo :x‘,-_,°,;r,-°+h,., .’Ia',-.ﬂo yoee .’Uno ) y|°+kl N ...)———=

hr p'_(m) + k’ Qi(m) + ger + ]""; Qm<m)
in cui, nelle P e Q che qui compariscono, & supposto :

Ilr == /'
hy == hy= ...

:-‘:k’.__’ _ k'q.' == L0 = h“ _ 0

e quando per la %, e le &k che vi son contenuti i primi
membri si annullino, avranno luogo le equazioni :

0'mm B P e By QR oo o QO
0 = h’- P’-(g) + k1 Q.(Q) + e + km Qm(’)

. .

0 == hy Py™ o &, Q) 4 ... 4 k,, Qi
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e queste — supponendo di far decrescere la ki, e le k sem-
pre perd in modo che i primi membri delle (6) si an-

nullino — possono servire a determinare i limiti degli m
Lk
rapporti 7‘ (s=1,2,...m) per k=0, h=0, vale a
iy

dire le derivate parziali %%’delle y rapporto ad @, prese
r

nel punto iniziale. Variando poi opportunamente questo
punto, finché tutte le condizioni stabilite rimangono sod-
disfatte, si avranno per le funzioni y e per le loro deri-
vate prime parziali altri valori univoci che si attacche-
ranno con continnitd ai precedenti. Si ha quindi il
teorema :

« Se un sistema di m equazioni (3) fra n+4m varia-
« bili & soddisfatto dai valori speciali Xy=2,0yu. . Xy==0,"
« =Y, ... Yym=Yym's ese dentro un campo ad n-4m
« dimensioni, a cui appartiene come interno il puato
« (20 yeeo @, 0. yp®), 1 primi membri delle (3) sono
« funzioni ad un valore, finite e continue insieme colla
« loro derivate parziali del prim’ordine e il determinante
« funzionale relativo alle m variabili y & differente da
« zero, allora le equazioni (3) definiscono le v, ,%5... ym
« come funzioni ad un valore, finite e continue delle ri-
« manenti # variabili ( dentro un campo ad » dimensio-
« ni ) unitamente alle loro derivate parziali del prim’ or-
« dine ».

Queste derivate sono date da = sistemi di equazioni
tutti della forma:
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D/, Yy, a/1\./9 v A1 dm
z Tiype, tiyom, T Ty e =0
A/ 3/3dy, /33, d /3 dYm
br,+bJ,br+be.p+" +Dymb.1,,.20
[om a/mb% D/‘;n&/) bfmb_/m
.+ —
\ by,bx,+ay,ax,+ 3 Y 30y

e questi sistemi possono altresi essere stabiliti, notando
che come conseguenza dei precedenti resultati, alle /& ap-
plicabile rigorosamente il teorema di derivazione delle
funzioni composte .

Dal teorema enunciato si deducono facilmente come
casi particolari quelli relativi alle equazioni (1) e (2).

Avendo cosi stabilite le condizioni sufficienti affinché
un sistema di m equazioni fra n-m variabili definisca
m di esse come funzioni ad un valore, finite e continue
delle altre n, insieme colle loro derivate parziali del primo
ordine, non resta altro da aggiungere, a cowplemento di
quanto é stato detto, che se i primi membri delle (3), quando
sono funzioni di variabili reali, hanno determinate, finite
e continue anche le derivate degli ordini superiori fino a
quello dell’ordine %, allora essendo applicabili ai sistemi del-
le equazioni (15) le regole ordinarie della derivazione delle
funzioni composte, si potrd coucludere che anche le fun-
zioni implicite, di cui é stata dimostrata ’esistenza, avranno
determinate finite e continue tutte le derivate parziali
fino a quelle dell’ ordine » inclusivamente .

Quest’ ultima proprietd, ed anzi una pit generale in
quanto non vi sard limite al crescere di », si avverera

s s
senza dubbio, a causa del teorema I. del § 3., se i
primi membri delle equazioni proposte sono fanzioni di
variabili complesse. Per I’ importanza delle conseguenze
che se ne deducono ci limiteremo a considerare il caso
in cui un’ equazione :

f(x’y)=0,

il primo membro della quale sia funzione di due variabili
complesse, & atta a definire una funzione y(x) monodro-
ma, finita e coutinua che per .==2, ha il valore y,.
Allora valendo per la /(2 , y) il teorema I. e per la
y(x) il teorema II. ridotto al caso delle funzioni di una
sola variabile, sard sempre la y{x), per i valori della «
dentro un determinato cerchio, sviluppabile in serie del
Taylor della forma:

d?/ (w—xg)? [y
(16) Y= Jo+ ”(l)( ) x0+ (2 (Cﬂe)x_—xo‘*‘-.

saranno successivamente ed
0

univocamente determinati dalle equazioni :

n
ed i coefficienti ((_i_y\
x| o==1

df dfdy
T e

(7) f+ bfdJ_*_ f(l) U dry

a.vDJllw Yy dat T

. .
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in cui s’ intende che i valori delle varie derivate par-
ziali di f siano calcolati nel punto (x4 , y,).

Per maggior semplicita supponiamo che si abbia
wg==0 , 7,b=0, allora posto anche

o — 1 dny
" ) \dar Jae=0

la (16) prenderd la forma

(16") Y=, @ + ay 2* 4 a; v* + ... 4 apa" 4+ ...

oppure
a6) Py, m=y—Sapen —o0.

Partendo da questa formula si pud dimostrare con
grande facilitd la proprietd dell’ nversione delle serie
di cui si fa frequente uso nella teoria delle funzioni po-
lidrome. Suppongasi, infatti, che nella (16”) sia

(18)  mod (E mod a; > 0; (*)

aa;>x-=-0 ,y=0

(°) Qui e nel seguito, la notazione mod Q > 0, sta ad indi-
care, che di tutti i moduli, naturalmente positivi, della quantiti Q si
deve eccettuare il valore zero, il quale, all' occorrenza, sara sempre
considerato separatamente .

s §0 23

per tutto quello che precede, Iequazione stessa definira
una funzione x della y, ad un valore, finita e continua
insieme colle sue derivate, che si annulla per y=0 e che
per tutti i punti di un cerchio determinato, descritto nel

piano della y col centro nell’ origine, & espressa analiti=
camente dalla serie

(19) x=‘1l—ly+b,y"+ by + oo - bay™ + ..

Cosi la proprietd suddetta & dimostrata .
E se si osserva che per essere:

(%75.&&0 ,y=0
o

(1‘._-——

(S;} w=0, y=0

1o (18) porfa che debba avcrsi:

D
mod (D_aé)xro, y=0> 0

e questa, unita alle altre, & condizione sufficiente affin-
che la flz , y) == 0, definisca @ come funzione della y
godente di proprietd analoghe a quelle trovate per la
y(2), & lecito concluderne che questa funzione x(y) non
pud differire da quella espressa dalla (19). Infatti, come
gia apparisce dai coefficienti dei termini di primo grado
nelle (16") e (19), e come si pud verificare per gli altri,
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i valori dl(d—r) (ff) ‘% sono>g]i stessi
dy Jy=0" \dy*)/y=0""""
sia che si calcolino dalla f{ , y)==0, o dalla (16""), con
equazioni analoghe alle (17).
Le funzioni y(x) e @(y) si chiamano funzioni inverse
o reciproche 1’ una dell’ al'ra.

§. 6.

Giova ora notare che i resultati a cui siamo giunti
nel precedente paragrafo sono fonidati principalmente
sull’ ipotesi che nell’intorno di un dato punto iniziale
(2 5o 20 , )0 ... yp) tutte le funzioni £y siano svi-
luppabili sotto la forma data dalle (6), la quale, astrazion
fatta dalla variabilitd dei coefficienti P, Q, & quella di
un sistema di equazioni lineari rispetto alle k& che vi
compariscono esplicitamente ; e che dalla possibilita di
risolvere questo sistema, vale a dire dalla condizione
mod D > O, dipende, in particolare, I’ esistenza e I’uni-
citi del sistema delle funzioni y definite da quelle equa-
zioni. D’ altronde la condizione mod D > 0, per essere
soddisfatta non esige altro, a causa della continuitd am-
messa per le funzioni Q, che I’ essere differente da zero il
determinante funzionale nel punto iniziale, per cui quando
nel punto (2%, ... 2a%, ¥, ... y»") questo determi-
nante sia nullo, i risnltati precedent1 cesseranuo d’ aver
lnogo. Ed invero, non essendo, per tal ragione, da
stabilire il sistema delle equazioni (6), sard invece da
vedere, supposto valido per alcune o per tutte le /;
il loro sviluppo limitato alle derivate seconde, sotto quali

S -

condizioni il nuovo sistema di equazioni — ora di grado
superiore al primo, rispetto alle k poste in evidenza —
é risolvibile come se i coefficient: di queste % tossero tutti
costanti, e da tener conto del numero delle differenti so-
luz.oni che si trovano. Questo numero sard ancora queilo
delle varie funzioni k delle &, o y delle x, definite dalle
equazioni (3) in quel campo in cui le stesse condizioni
riescano soddisfatte quando sia ristabilita la variabilitd dei
coefficienti; e le verificazioni, nei casi ordinarii, bastera
farle relativamente al solo punto iniziale. Si vele adun-
que che «in queste ricerche non si presentano difficolta
« maggiori di quelle incontrate nell’Algebra, per la riso-
« luzione dei sistemi d’ equazioni di grado superiore
« al primo » .

Un esempio dell’ applicazione di questo metodo si ha
studianlo la funzione y definita dall’ equaz:one

flez,y) =0

e supponendo ehe nel punto iniziale ( ,, 7, ) oltre ad
annullarsi la funzione, si annulli altresi la sua derivata

: iale )i : ,
prima parziale Sy Se §’indicano con P, il valore di

)f
- nel punto (,, y,) e con R , 8, T, respettiva-

mente le derivate seconde

B il

quando f(@,y) & funzione di variabili veali, o le deri-

Y/ 2L vf
).ui)xo—}-eh,yo-{-ﬁk ’(bxby> 2o +-0h,10 46k ,(Ayi) xoF-6h,10+ 6
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vate stesse, calcolate nel punto iniziale ed awmentate di

convenienti funzioni di 2 e k, allorché la /& funzione di.

variabili complesse, il caso pilt semplice, dopo quello gia
discusso, € che per tutti i valori di 2, & di moduli non
superiori a certi limiti, sia

(20) f(cy+h,yod-k) = I Pyt ;f RpAES 45

~

ovvero,

(20" f@g+h , yo+h)=A k¥ +Bk 4 C

pouendo per brevitd

I
S

hi
hPy+ 5 R=C,AS=B,

[

ed anche

R0)  flag 4 hy yo + &) = Ali—a) (-—P),

se

_ —B+VB 4AC , —B_VB—4AT
2 A ’ 2A

Ora le «, B, sono evidentemente funzioni ad un
valore e distinte delle variabili % , k quando si supponga
che per #utfe i sistemi di valori che si possono a queste

N g

attribuire -- eccettuato, qualunque sia k, il valore =0 —
si abbia

mod(B2—4A C)=mod[/ { 1(S*—RT)—2P,T}] >0,
0, pit semplicemente:
(21) mod { A(S*—RT)— 2P, T3 > 0.

Ammesso che, dentro i limiti stabiliti, le R, S, T, sia-
no finite e continue, e la T sia inoltre differente da
zero , distingueremo i due casi :

mod P, > 0 , mod Py = 0

nel primo dei quali alla (21) si potrd sempre soddisfare

col restringere convenientemente il campo della A, men-
tre nel secondo la condizione stessa si riduce a

mod(8* — RT) > 0,

che sard verificata in tutto un campo determinato se si
trova soddisfatta nel punto iniziale (#, , y,). Perd non
escluderemo che in questo punto, vale a dire per il solo
sistema k=0 , h=:0, possa essere

mod($? —RT)=0.

Oltre a cid, quando gia non accada che per tutti i valori
i quali, dopo tali restrizioni, si possono assegnare ad /i
e k, i moduli delle funzioni « , B si mantengano inferiori
ad », se » & il raggio del cerchio col centro nell’origi-
ne, che limita i valori di k, ben s’intende che il campo
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della 4 potrd ancora essere ristretto in modo che le
diseguaglianze

(22) mod ¢ < , modf3 < 7»

siano ambedue soddisfatte, ed allora per ogni valore de-
terminato k, di %, posto

ama(¥) , p=ay (k)
le funzioni
(k) =k — a(k) , o(k) =k — a,(k)

a causa delle (22) sono ancora del genere della funzio-
¢(z) =z — a(z) del §. 4. e quindi s annullano per
valori di % interni al cerchio di raggio ». Supponiamo
infine — cid che per le ipotesi fatte ¢ ammissibile, —
che il campo di variabilita di % , % sia deierminato in
modo da render valido quanto & rimasto stabilito nella
fine dei §§. 2. e 3, e sard impossibile che, se k, e k,
sono respettivamente i due valori distinti, corrispondenti
ad A, e per i quali

¢k) =0 , ‘P:(ke) =0

’una o I’altra delle p(k) , ¢,(k) si annulli anche per un
terzo valore .

Cosi dentro i limiti assegnati, a ciascun valore di 4,
corrisponderanno due e due soli valori di & capaci di an-
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nullare 1’ equazione:

@+, yot+k) =0
e questi valori di k costituiranno due fuunzioni finite e con-
tinue della A, che potremo indicare con k(%) , ky(%), tali
che per 4=0 si ha contemporaneamente:
k(@) =0 , k(0) = 0.
Ora nell’ ipotesi che si prendano per A e k i valori che

annullano il primo membro della (20), dovra aversi I'eqna-
zione :

h2 12
0———hPo+§ R+hkS+—2T
e dividendo per 4! e ordinando per le potenze di l"i,

1

ko ok, 1. P,
gTm+S;+aR+7=0

donde

; o 2P
o Ve ()
h s T ’

e questa ci mostra che al limite per k=0, A=0 il mo-



!
k
h
nel punto inizale in cui si riuniscono le due funzioni
ky(h) , ko(h), la derivata ha il valore infinito, quando
oltre all’ essere soddisfatte tutte le condizioni imposte si
abbia anche P, differente da zero, mentre se Py=0 il

dulo del rapporto

va crescendo indefinitamente e quindi

limite di -I/:- avrd in generale due valori finiti e differenti

fra loro, a meno che non sia per A=0, k=0
$2—TR=0

nel qual caso i due valori divengono uguali.
Rimane dunque dimostrato il teorema:
« Se un’ equazione

[(x,y)=0

« & soddisfatta dai valori speciali w==x, , y=y, e nel

« medesimo punto (2,,y,) si anoulla la 3_3_; ma & differente

2o :
« da zero la i o I’ equazioune stessa, dentro un campo
Y

« a due dimensioni in cui siano soddisfatte tutte le altre
« condizioni precedentemente stabilite, & atta a definire
« due funzioni distinte y () , y4(x) finite e continue
« per tutti i valori della @ che cadono entro un certo
« campo , e queste fuuzioni pel valore x, della variabi-
« le x, divengono ambedue uguali ad y, ed hanno al-
« tresi determinate nel punto x,, le derivate prime, le

—_— T —
« quali a seconda dei varii casi possono essere uguali o
« differenti, infinite o finite ».

Merita di essere notato che, scegliendo tra i valori
assegnabili alla  un valore x, differente da , e dando
alla y I'uno o I'altro dei valori y,(2)) , y,(,), nei punti

$0y , y4(2e4)3 , {2y, yeloe))d sard ancora nulla la f(z,y),
ma se le soluzioni comuni alle equazioni:

f@, =0 , §—y’”==o

: - d . :
non si succedono con continuitd, la b_f sard negli stessi
Y

panti differenti da zero, e lo studio delle funzioni
y,(x) , y4(r) in campi couvenientemente determinati che
non contengono il punto a, si ridurrd al caso svolto nel
paragrafo precedente .

Per la determinazione della funzione reciproca
della y, osserviamo che se si pone:

=@+ k8 + VP, F kSF—FRT
R

_ — P+ k8 =V, F kS —KRT
R

B
la (20) assumera la furma:

f@e + B, yot 1) = (h—a)) (h—B)
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e si vede facilmente che con tutte le ipotesi faite, alle
quali basterda aggiungere 1’ altra che la R sia finita e
differente da zero per tutti i valori di 2 e & che vengono
in considerazione, nel caso che sia

mod P, > 0

non sard possibile , anche restringendo il campo della k&
di rendere ad un tempo

mod «, < 7,

, modp, < r,

se », & il raggio del cerchio, col centro nell’origine che,
limita i valori della %; giacché mentre coll” impiccolire
del modulo di % 11 modulo di «, tende a zero, il modulo

di £, tende invece alla quantiid finita e differente da
zero

mod (QTE-‘-‘> 5
e posto quindi per un valore &, di k:
a,=0bh) , B, = bh)
delle due funzioni
oth) =h — bh) , o k) = h— bi(h),

soltanto la prima godra delle proprietd pit volte rammen-
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tate : da cui s inferisce che nelle vicinanze del punto
Y, la @ & una funzione ad un valore della y , cid che,
in sostanza, era facile a dedurre dall’ osservare che per
I’ ipotesi di mod Py > 0, alla f(@,y) =0, in cui si
rignardi la » come variabile indipendente, & applicabile
il teorema generale del precedente paragrafo.
Se invece si ha

mod Py =0

allora la (20) che resulta simmetrica rispetto alle % , &
poste in evidenza, colle condizioni gid stabilite sard
atta a definire due funzioni ,(y) , @,(y) della y che
godranno proprietd analoghe a quelle trovate per le fun-
zioni y,(x) , y.(x).

A questo punto & appena necessario I’ osservare che
tutte le conclusioni a cui siamo giunti, applicate al caso
particolare che f{@ , y) sia una funzione delle variabili
reali @, y e f(w, y) =0 sia rappresentabile mediante
una curva, possono servire alla dimostrazione dell” esi-
stenza e alla determinazione delle proprietd caratteristiche
dei suoi punte singolari, come punti doppt, cuspidi ecc.
in un dsterminato intorno dei quali la curva stessa si
presenta con due rami.

I equazione (20) non potrd pit essere stabilita ,
quando, pure rimanendo soddisfatte le altre condizioni,
non si avveri quella speciale che nel punto («, , 7,) sia

22 .
la B_J; differente da zero; ma ognun vede come — se
Y

nel punto stesso in cui si annullano la funzione e le de-
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e f ; . a3
rivate parziali 3 ‘—{, ¢ invece diversa da zero Xt
dy Pyt 3

e percid si stabilisce un’equazione analoga alla (20), ma
del terzo grado rispetto a k& — sarebbe facile il dimo-
strare che in un campo convenientemente determinato il
quale racchiuda il punto wx, esisteranno, in generale, tre
fungioni y della @, che per a-=x, hanno il valore co-
mune y==y,, capaci di rendere identica I’ equazione
f(a , y) = 0; come pure che in un certo campo conte-
nente 1, esisteranno corrispondentemente nna, due o tre

funzioni @ de!la y — secondoché nel punto iniziale sara
< g 2 f ! ;
differente da zero la 2_.2 o la 5:},19 o la 57/4‘ — le quali

avendo per y==y, il valore w=uw,, verificheranno ancora
la stessa equazione a due variabili.

E cosi generalizzando, se M ed N sono due numeri
interi e positivi, essendo M <N, e se, per esempio, M de-
nota I'ordine della prima delle derivate parziali rapporto
alla sola x, ed N 'ordine della prima di quelle rapporto
alla sola y, le quali non si annullano insieme alla f(w , y)
nel punto (2, , y,), basterd che la f(x , y), come fun-
zione di due variabili sia sviluppabile secondo la formu-
la (5), postovi n=N, per esser sicuri dell’esistenza di N
funzioni y della @, che per i valori della « contenuti
dentro un determinato campo verificano 1’ equaztone
[z, y) =0 e si riducono tutte eguali ad y, per il va-
lore x, della variabile @, come pure dell’esistenza di M
funzioni @ della y le quali per i valori della y interni ad un
campo parimente determinato, rendono identica la stessa
equazione ed hanno il valore comune w, per y=y, ;
guando pero si possa verificare chela f(»,y), le sue deri-

—_ 5] —

vate parziali fino a quelle dell’ ordine N ed alcune fun-
zioni di queste derivate, la cui formazione & da ricercare
nella teoria delle equazioni algebriche dei gradi N ed M,
soddisfano alle solite condizioni di esser finite e continue, di
annullarsi o no, nel punto (@, , y,) ed in un campo a due
dimensioni al quale appartiene il punto stesso.

Per queste ultime deduzioni, di cui la generalitd o
semplicitd verrebbero notevolmente menomate allorché si
volesse restringersi alla considerazione delle sole varia-
bili reali, la teoria della funzione y, definita da una
equazione qualunque

f(e,y)=0,

tra variabili complesse, si trova ravvicinata a quella della
funzione y, che chiamasi algebrica perché & definita da
un’ equazione della forma

%%sAr,s yr @ =0,
r

nella quale, per essere le A,,s costanti e @, v numeri
interi, positivi e finiti, il primo membro & un polinomio
razionale. Colla scorta di quest’ ultima teoria, non ¢é dif-
ficile, da questo punto in poi, il riconoscere e stabilire
le pin importanti proprietd comuni ai due casi. Ma qui
ne tralasceremo la esposizione, limitandoci su tal proposito
a ricordare soltanto, che 1’analogia del caso da noi con-
siderato, con quello delle funzioni algebriche, cessa gene-
ralmente, d’ esistere quando i valori iniziali a, , y,, che
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sinora erano stati supposti sempre fiuiti, divengono in-
vece infinitamente grandi (*) .

(°) Cfr. Brior et Bouquer, 1. c. pag. 207 e seg.




