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CAPITOLO I.

Generalità. Alcune osservazgoni sugli ideali.

1. La teoria delle forme a coefficienti interi razionali

deve la sua origine al problema della rappresentazione di
un numero intero mediante una forma data. Primo il no-

stro Lagrangia dette i fondamenti per una teoria generale
delle forme quadratiche in una sua memoria letta all’Acca-
demia di i Berlino nel 1768; 1 questa particolare teoria fu

poi condotta a compimento da Legendre e; principalmente,
da Gauss.2

A ben maggiore importanza assurse la teoria delle for-

me dopo le numerose ricerche sui corpi di numeri alge-
brici, quando, poste le basi, per merito di Kummer, della
teoria degli ideali e, per merito di Dirichlet, di quella delle
unità si riconobbe che tanto l’una che 1’ altra di queste
due fondamentali teorie potevano esser considerate come

teorie d’ aritmetica razionale introducendo in considerazione

convenienti forme a coefficienti interi razionali,.3

i LAGRANGE. « Sur la solution des problèmes indeteruzinés du

second degré ». Mem. de 1’Acad. royale de Berlin. T. XXIII, 1769.
2 GAU8S. « Disquisitiones Arithmeticae », art. 154.
3 Cfr. BIANCHR. « Lezioni sulla teoria dei numeri algebrici e prin-

cipi d’ aritmetica analitica ». Pisa, Spoei°ri, 1921, 37 e 38.
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Ed è di queste particolari forme, coordinate agli ideali
di un corpo algebrico, e sempre decomponibili nel prodotto
di forme lineari con coefficienti appartenenti al corpo e

ai suoi coniugati, che io intendo occuparmi nel presente
lavoro.

Dopo alcune osservazioni preliminari, e dopo aver di-
mostrato alcune semplici proprietà degli ideali di un corpo,
passo, nel 2.° capitolo, a studiare alcune proprietà fonda-

mentali del gruppo automorfo G~ , contenente le sostitu-

zioni che trasformano una forma X in se o nell’ eguale ed

opposta, e del corrispondente gruppo associato r, delle so-
stituzioni sugli iperpiani o forme lineari componenti la X
medesima. 

’

Nel ~.° capitolo considero poi le proprietà dei gruppi
T’v (K) associati alle varie classi .K di ideali, le loro mutue

relazioni e l’ influenza che la struttura dell’ equazione irri-

ducibile, le cui radici generano il corpo considerato e i suoi

coniugati, ha su di essi.

Infine nel 4.0 capitolo esamino la natura delle varie

sostituzioni componenti il gruppo G,,, sia di quelle appar-
tenenti al sottogruppo GE originato dalle unità del corpo
sia di quelle di Gx ma non di Ge : e considero poi quel che
accade quando ci si voglia limitare a considerare soltanto

quelle sostituzioni di Gx che trasformino la X in sè, esclu-
dendo quelle che la trasformano nell’ eguale e contraria.

2. Prima di passare allo studio delle forme decomponi-
bili coordinate agli ideali di un corpo algebrico H(0), pre-
mettiamo dunque alcune osservazioni generali sugli ideali

stessi. E prima di tutto dimostriamo che :

Condizione necessaria e sufficiente perchè un nume1-O p sia,

un’unità di un corpo algebrico H(ft) di grado n è che esistano
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due basi (a~, (2,.... an) e ((31, ~2’.... ~u) di uno stesso ideale A
di per cui sia, qualunque 1~ da 1 a n

Che la condizione sia necessaria è evidente ; se infatti

Q è una unità del corpo e (ai ; X2’... a.) una base dell’ ideale

A, anche {(31, ... j3J ... Q an) sarà un’ altra base

dello stesso ideale, poichè, essendo Q un intero sarà 
’

colle Cík interi razionali, e, essendo anche 1 intero,
Q

colle Cik pure interi razionali ; da cui si vede che i deter-

minanti delle ci, e delle Ci, sono egaali a -~- 1 e che 1’ u-

nità Q soddisferà all’ equazione

Passiamo ora a dimostrare che la condizione è suffi-

ciente.
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Se (a~,... Un) e (~i , ... (3") sono due basi di uno stesso

ideale A, soddisfacenti alla condizione 1 ), si avrà

dove con D abbiamo indicato il numero fondamentale del

corpo; e il discriminante degli n numeri

indipendenti a2,... an. Segue di qui intanto

D’altra parte, costituendo le 13i uu’ altra base dell’ ideale

A, sarà

con -i- 1; quindi 9 dovrà soddisfare all’ equa,zione a
coeflicienti interi e primo coefficiente -i- 1

e sarà perciò un intero algebrico. Dunque Q è un numero
del corpo, essendo uguale a -’2013, intero e di norma + 1,

-

perciò è una unità.

Da ciò che abbiamo visto segue quindi che la ricerca

delle unità di un corpo è perfettamente equivalente alla

ricerca di due basi proporzionali di un qualunque ideale

dei corpo ,,-,esso.
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3. Dimostriamo immediatamente che

Se dati due corpi e H(,9) di grado n si possono
t110vare due sistemi di n numeri indipendenti, (ai, U2, ... un) in

H e (~l1 ~2’...’ ~3n) in H’, tali che sia

necessariamente i due corpi coincidono, e quindi anche il fat-

tore di proporzionalità a = 2013 è un numero del corpo,
Pí 

’

H H’.

Per far ciò dimostreremo che ogni numero y di H è in
e viceversa. Osserviamo perciò che un qualunque nu-

mero del corpo H, essendo a~, a2, ... an indipendenti, potrà
sempre esprimersi sotto la forma liaixi, colle numeri

razionali, e ogni numero del corpo .~I’ sotto la forma 

pure razionali.

Se allora y è un qualunque numero di ~I si avrà

colle ai, numeri razionali da cui

Ma è, per ipotesi, ai= a Pi dunque

cioè y si può esprimere come funzione razionale a coeffi-
cienti razionali delle e quindi risulta un numero del

corpo H’. Analogamente si dimostrerebbe che un qualunque
numero di H’ è anche un numero di H, e in conclusione
.~i ha quindi che H é H‘ coincidono.
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Come caso particolare abbiamo che se si possono tro-

vare due ideali, A in un corpo H (di grado n), e B in un

corpo H’ (pure di grado n) con basi proporzionali, i due,

corpi H e H’ coincidono e i due ideali sono quindi equiva-
Zenti nel senso ordinario.

Possiamo perciò adottare per 1’ eciuivalenza degli ideali
la seguente definizione :

Due ideali A e B contenuti in corpi dello stesso grado si
dicono equivalenti quando in essi si possono trovare due basi

proporzionali, senza bisogno di aggiungere che debbano ap-
partenere al medesimo corpo, essendo ciò una conseguenza.
della definizione stessa.

4. Ricordiamo infine che se A è un ideale in un corpo-

H(3) e una sua base, i suoi numeri sono rappre-
sentati dall’ espressione

in cui le hi prendano valori interi razionali qualunque e
n

che se in questa espressione j", hi ai (0) sostituiamo a 0 il
i

. 
numero coniugato 0(* si ha un altro insieme di numeri
coniugati di quelli dell’ ideale A, i quali formano un nuovo
ideale AC’), che diremo coniugato di A, nel corpo coniugato

Inoltre i numeri u") a~~’, .... a;;’ formano ancora una

base dell’ ideale A(") che diremo coniugata di quella a2,... 

dell’ ideale A ; e sarà N (A~B~) N (A.). 

1 Cfr. ad es. HILBERT. « Jahresbericht des Deutschen Mathema-
tiker Vereinigung ». Berlino, 1897. Parte I, cap. III.
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CAPITOLO II.

Le forme decomponibili coordinate agli ideali. - Gruppo
automorfo Gg di una forma e gruppo r(K) associato
a una classe K di ideali.

5. Consideriamo un ideale A (a~, .... an) di un cor-

po H(0) e costruiamo la forma

che diremo coordinata all’ ideale A mediante la base a1,-

a2, .. an; essa ha coefficienti interi razionali ed è coordinata

anche, cambiata eventualmente di segno, a tutti gli ideali
della stessa classe mediante basi proporzionali; inoltre il suo
discriminante è sempre uguale al numero fondamentale D
del corpo.2 Una forma X coordinata a un ideale À mediante
una certa base, è coordinata evidentemente anche a tutti

gli ideali coniugati mediante le rispettive basi coniugate.
Se alle x; si danno valori interi essa rappresenta, come è noto,
cambiata, se occorre, di segno, tutti e soli i numeri che sono

norme di ideali l~ moltiplicatori di A ed è quindi primi-

~ BIANCHI. Op. 37.

 Cfr. BIANCHI. Op. cit. e DEDEKIND. « Snlla teoria dei numeri
interi algebrici ». Suppl. XI della Teoria dei numeri del Dirichlet.
Venezia, 1881, ~ 176.
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tiva in senso stretto,l poichè questi numeri non hanno alcun
fattore comune.’ Considerando poi le Xl) X2,...Xn come coor-
dinate di un punto di un Sn, diremo associato all’ideale A
mediante la base (ai, a2, ... an) 1’ iperpiano.

passante per l’origine, ed equivalenti due iperpiani associati
a due ideali equivalenti, e quindi trasformabili l’ uno nel-

I’ altro mediante una sostituzione lineare intera a coefficienti

interi razionali sulle coordinate, di determinante + 1 (la
sostituzione trasposta di quella con cui si passa dalla base

di uno degli ideali a un’ altra proporzionale alla base del-

l’altro). E da notare infatti che un iperpiano associato ad
A mediante una certa base, è anche associato a tutti gli equi-
valenti di A mediante basi proporzionali all’ originaria.

Due iperpiani, associati a due ideali A e rispetti-
vamente mediante basi coniugate, li diremo essi stessi

coniugati.

6. L’ equazione 
’

ci rappresenta quindi un’ ipersuperficie cl’ ordine n che, a
causa della 1) del ~V precedente si spezza in n iperpiani

FURTWÀNGLER nella memoria  Punktgitter und Idealtheorie »

(Math Ann. - 82 Bd., 3-4 Heft. 1921) chiama « ganz primitiv »
queste forme che io dico primitive in senso stretto in contrapposto
ad altre forme decomponibili dei corpi algebrici che, pure essendo
a coefficienti interi razionali senza fattori comuni, rappresentano
però solo numeri divisibili per un certo numero, forme che egli
chiama « halbprimitiv » (semiprimitive).

’ BIANCHI. Op. cit., 9 37.



11

coniugati diversi poichè il determinante

é diverso da 0. Se facciamo una sostituzione

con determinante ~cz~ j -~- 1, la forma X si trasforma in

un’ altra Y

ove

che diremo equivalente alla primitiva, poichè rappresenta i

medesimi interi di X solo che per le Yk si sostituiscano i va-

lori che si ottengono dalle x; mediante le 2). La forma Y
è evidentemente courdinata all’idea,le A mediante la base

(pi, (3,, ... (3") ed è quindi anch’essa prinxitiva in senso stretto

L’ equazione

rappresenterà un ipersuperficie cl’ ordine ~2, composta pure
di rt iperpiani coniugati, diversa, in generale, da quella data

dall’equazione 1). Può però accadere che, per particolari
sostituzioni 2), queste due ipersuperfcie coincidano, cioè

Dimostriamo che allora necessariamente k = + 1: Dovendo

pel principio d’identità essere uguali i coefficienti dei ter-
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mini simili nei due membri, ed essendo le due forme a coef-
ficienti interi razionali, dovrà intanto k essere razionale,
k= i con p e q interi senza fattori comuni, quindi

q

Ma allora q dovrà dividere tutti i coefficienti della forma

del secondo membro, e, essendo primo con p, dovrà divi-
dere tutti i coefficienti della X, ma questa è primitiva,
quindi q - +.1; analogamente, essendo anche Y primitiva,
p=1, da cui k==+1. In questo caso le due forme equi-
valenti X e Y sono uguali, oppure uguali e di segno con-

trario ; noi però almeno fino ad avvertimento contrario, le
considereremo sempre come una stessa, e diremo che la

sostituzione 2) trasforma in sè la forma X.
Dimostriamo ora più generalmente che due forme X e Y

coordinate agli ideali A e B mediante le basi a~, a2 , ... a.,

(31, ... (3" rispettivamente, tali che le X -- 0 e Y 0 ab-

biano a comune uno 8tesso necessariamente coinci-

dono. Potremo sempre supporre, cambiando, se occorre, le

denominazioni, che 1’ iperpiano comune sia dato da

per la prima forma X 0, e da

per la Y 0 ; cioè

Di qui segue allora (n. 3) che i due ideali A e B ap-

parterranno allo stesso corpo, non solo, ma saranno anche

equivalenti; ed essendo la base ( (31... di B proporzio-
nale alla base (ai .... a") di A, le due forme X e Y coordi-
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nate a questi due ideali equivalenti mediante basi propor-
zionali dovranno essere uguali (cfr. n. 5) a meno, natural-

mente, del segno. ,

7. Passiamo ora a considerare le sostituzioni

che trasformano in sè una forma

Che esistano sempre di tali sostituzioni è evidente ; se

infatti indica un’unità del corpo H(0’~ò) si ha

colle eik interi razionali e = -i- 1. Facendo ora la sosti-
tuzione trasposta della 2) .

la si trasforma nell’ altra

e per le 2)
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poichè -E- 1. Siccome in ogni corpo esistono sempre
delle unità (almeno + 1 e - 1), anzi, tranne il caso del

corpo razionale e dei corpi quadratici immaginaria ne esi-

stono infinite, e siccome ogni sostituzione 3) individua per-
fettamente la E 3) corrispondente

si ha quindi in generale, che esistono infinite sostituzioni 3)
che trasformano in se la X.

Consideriamo tutte le sostituzioni 1) che trasformano in
se la X ; è chiaro che formano un gruppo, che chiameremo

il gruppo automorfo Gx della forma ; esso contiene evidente-
mente la sostitttzione identica che indicheremo con 1 e insieme

a ogni sostituzione T la sua inversa se infatti ~’ lascia

la X in se, siccome lascia l a X in sè an-

che T-’ dovrà lasciare la X in sè e apparterrà quindi al

gruppo automorfo.

A questo gruppo apparterranno tutte le sostituzioni del

tipo 3), provenienti dalle unità del corpo, le quali forme-
ranno evidentemente un sottogruppo Ge (in generale eff’et-

tivamente diverso da di sostituzioni commutabili (abeliano);
se infatti ~S’ è una costituzione 3) corrispondente all’ unità

E(3) e T un’ altra sostituzione corrispondente all’ unità 

il prodotto ~’ T corrisponderà ancora all’ unità E(8) ~1’s~ e TS
a 11 (s E’8B quindi, essendo E(8) e risultando ogni
sostituzione perfettamente individuata mediante le 2) dal-

1’ unità corrispondente, si avrà sempre ~S’ T T ~S’. 
’

8. Osserviamo poi che non solo la forma X individua

il sottogruppo G, delle unità, ma anche viceversa, nei corpi
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in cui esistano unità primitive 1 (cioè d’ ordine n e bastanti

quindi a generare da sole il corpo), il sotto gruppo G, delle

unità individua perfettamente la forma X cioè

non possono esistere due forme X e Y diverse, coordinate a
due ideali dello stesso corpo o anche di corpi diversi, che
ammettano il medesimo sotto G,.

Prendiamo infattti una E di queste sostituzioni 3) di G~

corrispondente a una unità primitiva £(8); si avrà

e questa equazione di grado n, essendo F,") di grado n, avrà
le n radici tutte diverse ed eguali precisamente a E:2B... e "B

Nel determinante D (8 S)) non potranno perciò annullarsi
tutti i minori d’ ordine 71-1, poichè altrimenti sarebbe an-
che D’ (s~s ) 0 e quindi radice almeno doppia. Siano
ora X e Y due forme decomponibili, coordinate a certi ideali
A = 1 a2 ~ - - - aj e B == (~~, B2,... j3J rispettivamente, che
abbiano lo stesso sottogrnppo Ge delle unità e quindi am-
mettano anche la medesima sostituzione di Ge . Confor-
memente alle 2) del numero precedente dovrà aversi, per

1 Tale è il caso. del resto molto generale, che corpi co-

nitigati ne esistca almeno iíno (con1e per es. se n è dispari).
Per la dimostrazione vedi la memoria del prof. BIANCHI. « Sugli
ideali primari assoluti in uni corpo algebrico », pago 15. Journal de
Mathem. pures et appl., 1922.
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due convenienti ideali coniugati A,’1 e B,’) 
,

e anche

cioè

da cui si vede che ra) e (31s, fe.) sono duea CUI 81 ve e c e a , a2 ,... » 7 e 1 2 ,.... Jn SO o

sistemi di soluzioni di un medesimo sistema lineare omo-

geneo con determinante D (E(B)) 0 ma di caratteristica

n 1. Ma allora questi due sistemi di soluzioni dovranno

essere proporzionali, cioè quindi i due ideali A("

e apparterranno allo stesso corpo (cfr. n. 3) e saranno

equivalenti mediante basi proporzionali, e perciò le due

forme X e Y coincideranno (v. n. 5).
Dalla dimostrazione fatta si vede di più che basta sol-

tanto che due forme X e Y abbiano a comune una sola sosti-

tuzione E, corrispondente a una unità di grado n, _perchè esse
coincidano. -
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9. Osserviamo che se T è una sostituzione unimodulare

non appartenente al gruppo automorfo Gg della forma X,
essa trasformerà la X in un’ altra forma Y certamente di-

versa dalla primitiva ma ad essa equivalente. Se allora ~’

è una qualunque sostituzione di Gg, la sostituzione trasfor-
mata ~S’ T ,S’’ lascerà evidentemente la Y in sè e ap-

parterrà quindi al gruppo automorfo GY della forma Y, e

viceversa, se ~’ è una sostituzione di sarà

una sostituzione di Gx. Si ha dunque che se Y è una forma
ed è ottenuta da questa mediante una certa

,sostituzione T sulle variabili, il automorfo Gy è il tra-

mediante T, del gruppo automorfo Gx appartenente
alla _primitiva-- G, - T-’ Gx T .

10. Indichiamo per brevità con ~c~’~ la forma lineare

che diremo associata alla base a2’~~ , , . , dell’ ideale A~’3

Se eseguiamo la sostituzione

la forma uC.) x diventerà
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formeranno un’ altra base dell’ ideale A~B~. Se vogliamo che
la 3) trasformi la ~Y in se bisognerà evidentemente che sia

cioè le nuove forme lineari U(8B che eguagliate a 0 debbono
dare gli stessi iperpiani della X - 0, dovranno coincidere,
a meno dell’ ordine e di un fattore di proporzionalità, colle
antiche u"), e dovrà quindi essere

e inoltre, a causa della 6)

Si vede dunque che a ogni sost2tuzione 3) del poi ar-

Gx corrisponde una sostituzione sulle n forme 
/()B

u(" data dalla 7) , ct a  . ,p 

dove abbiamo indicato con X il valore che assume la .X quando
in essa si sostituiscano alle xi, x2 , ... xn i numeri 

Vediamo cos quale è il significato dei coen cienti ci7, delle sostitu-

zioni di Gx; essi sono infatti (per i= 1, 2, ... i&#x26; e k costante) quei

- 

1 

numeri che sostituiti in X rappresentano cioè la norma di

quell’ ideale ~k moltiplicatore di A per cui (~3x~~)~ cambiata
eventualmente di segno.
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Se poi a una sostituzione T del gruppo automorfo cor-

risponde una certa sostituzione ~S’ sugli n iperpiani della

X= 0, e a un’ altra sostituzione T’, pure del gruppo auto-

m or fo , un’ altra sostituzione ~S", è chiaro che al prodotto
T T’ corrisponderà la sostituzione 58’. Si ha dunque che
le sostituzioni ,S’ sugli n iperpiani della X 0, 
alle sostituzioni del gi--uppo formano zcn gruppo

di sostituzioni hv in ( generalmente 
essendo hy d’ ordin2 finito e invece, per lo più, (?x d’ordine

infinito, cfr. n. 7) col gruppo 8tesso.

Se dalla forma X passiamo a un altra forma equivalente
Y mediante una sostituzione unimodulare U il nuovo gruppo

I"y sarà evidentemente in isomorfismo oloedJvico con r)l poi-
chè mediante la U ogni forma (x) si trasforma in un

altra V(. (y) e se T porta U(8) in U-1 T U porterà v’s) in

))e viceversa. Nella sostituzione ,S’ -- S corrisponderite
a T in ]P,, basterà dunque caznbiare semplicemente il no-

me delle lettere per avere la nuova sostituzione S’ ,

corrispondente in 11", alla U-1T U del nuovo gruppo auto-

morfo 

Possiamo dunque dire che a ogni classe K di ideali equi-
valenti, essendo associata una classe di forme pure equiva-
lenti, è coordinato ZLn unico gruppo r, di sostituzioni, che di-
remo associato alla classe K e indicheremo spesso con 1[’, (K).

11.. Supponiamo di avere ora una sostituzione 3) (n. pre-
cedente) del gruppo automorfo che lasci fisso uno degli iper-
piani X 0, sia cioè, p. es.



20

Si avrà identicamente, qualunque siano le .~,~

cioè

Ma ricordiamo che a8, ... (S) e (31s, sono duea ricordiamo che a , a :&#x3E;, I... ()t. n e J , ,... P(n soi -io ue

basi di uno stesso ideale d’ altra parte sono propor-

zionali per il faattore i,, dunque (n. 2) as è un 2.enità del

H’~8~. Dalie 1 ) e dalle 5) del numero precedente si

ha poi

da cui risulta che la considerata sostituzione 3) di Gx ap-
partiene al sottogruppo Ge e corrisponde precisamente al-

l’ unità (Y, del corpo H(8). Se dunque. una sostituzione di G,,
lascia fisso un iperpiano della X- .0, appartiene al sotto-

Ge . Viceversa è chiaro che una qualunque sostitu-

zione

di Ge, a un’ £(8) del corpo lascia

fissi tutti gli iperpiani della X-O: si ha infatti, per qua-
lunque s==1,2,...n

da cui

e per le 2)

e ponendo
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si ha

Di qui segue che le sostituzioni S sugli della

X 0, alle sostituzioni del gruppo 

sono tali che, se lasciano fisso un iperpiano, debbono lascia

fissi anche tutti gli altri iperpiani e ridursi quindi all’identità.
Inoltre l) insieme delle sostituzioni di G. aZZ’ i-

dentità di r’J è costituito precisamente dal Ge delle

unità, il quale sarà perciò invarzante in Gx , infatti la

T.-lE T (T di Gx e E di Ge) scambia gli iperpiani secondo
la sostituzione 8-18== 1 (se S corrisponde a T in h") ed è

perciò ancora una sostituzione di Ge ,

12. Consideriamo una sostituzione S di h., (K) decom-

posta nei vari cicli che la costituiscono, e sia -t il minimo

periodo di questi, posseduto p. es., dal ciclo (u~~~, ~f’~~ ... u~T~); la

potenza 8i: lascerà allora fissi tutti gli iperpiani ~~I~ 0, ...
u~~~ --- 0 e dovrà perciò, per quel che abbiamo visto, ridursi
all’ identità. D’ altra parte ò noto che il periodo di una so=
stituzione è uguale al minimo comune multiplo dei periodi
dei vari cicli che la compongono,! dunque tutti i cicli della

S dovranno avere dei periodi non inferiori a t (essendo
questo il minimo per ipotesi) e divisori di r quindi neces-
sariamente proprio uguali a -t. Si ha cioè che le sostituzioni

S del I’v godono della proprietà di deconiporsi in tanti
cicli tutti di un egúal numero -t di ed essendo queste
in numero di n , dovrà necessariamente un divisore

di n.

i Cfr. L. BIANCHI....Lezioni sulla teoria dei gruppi di sostituzioni ».
Pisa, Spoerri, 1900, ~ 3, pag. ~o.
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Siano poi ~S’ e ~S’ due sostituzioni di ry, che portino
ambedue uno stesso iperpiano 0 in un altro 

la sostituzioie 88/-1 lascierà allora fisso l’iperpiano u(’)--0
e dovrà perciò ridursi all’ identità, ~S ~’-1 1, da cui ,S’ ,S’.
Si ha dunque che, se due sostituzioni di ry ambedue

uno stesso iperpiano in un altro, coincidono, o, ciò che è lo

stesso, sostituzione di ry è perfettamente individuata

q nando si conosca in che _posto essa poi-ti una certa lettera.

Potremo allora individuare le sostituzioni di T’y indi-

càndo 111 quale lettera U(8) esse portino un’ altra lettera

fissa, p. es. la U(l). Siccome le u(s) diverse sono n si ha che

1-’ordine v del gruppo hy è sempre minore o uguale a n, poichè
due sostituzioni che portino la nella stessa u~s~, dovranno,
per quel che si è visto, coincidere.

13. Torniamo ora alle sostituzioni del gruppo automorfo

G,lJ8 Se Ge non esaurisce G,,, prendiamo una sostituzione T2
di Gx fuori di G, a cui corrisponda una sostituzione 8’2 in

e consideriamo 1’ insieme di tutte le sostituzioni E T2
con E qualunque in Ge , insieme che indicheremo con Ge T2;
se Ge e G, T, non esauriscono Gx , prendiamo un’altra, so-

stituzione T3 fuori di G, e Ge a cui corrisponda in F.,
la e costruiamo un altro insieme G, Ts, e cos via. Verre-

mo cos a distribuire le sostituzioni di G, in tanti insiemi
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tali che ognuno (p. es. Ge T~) contiene sostituzioni diverse
da quelle di tutti gli altri che però scambiano tutte gli
iperpiani della X secondo una stessa sostituzione S, di 1[-,.
E viceversa, se una sostituzione U di G. scambia gli iperpiani
della X 0 secondo la sostituzione ~S’~ essa appartiene ne-
cesaariamente all’ insieme G, T,. Infatti la U T scambierà
gli iperpiani della X 0 secondo la sostituzione Sp. ~S’~,1 1
e sarà perciò una sostituzione E di G. (n. 11 ), 
da cui U= E T,. L’insieme G~ T~ viene dunque a esser ca-
ratterizzato dal fatto di esser formato da tutte e sole le so-

stituzioni di Gx che scambiano gli iperpiani della X=0

secondo la sostituzione /S~ di r~. Viene cos a porsi una
corrispondenza biunivoca tra questi insiemi e le sosiitu-

zioni di ]P,, da cui segue che il numero di questi insiemi
è pure uguale a v o, in altre parole.

L’ indice del sottogi-uppo G,, e in G x è finito ed uguale 
cisamente v del r 11 delle sostituzioni sugli
iperpiani della X 4.

14. Consideriamo ora una sostituzione di Gx che
scambi gli iperpiani della X 0 secondo una certa sosti-

tuzione S’ __ di ry, per cui cioè diventi (7) del n.10
/ 

v 7 per cui close &#x3E;

La nuova base ( j3~... ~~8)) dell’ ideale A (.) (con ~~8) ~~ c;~ 
c r, n. 10) } risulta dunque proporzionale alla base antica

( ai t s ~ , .... an‘ s ~ ) dell’ ideale coniugato quindi (n. 3) i
due ideali coniugati A= e A t a dovranno appartene1.e al ne-

desimo corpo ed equivalenti. Ma anche viceversa, se

supponiamo che i due ideali e A~‘~~ siano equivalenti,
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dovrà bene esistere una base ((3~P~...f3~) di propor-

zionale per un fattore (1" alla base (c~i~ s’" .. , ocnt a’~ di A (t" B la

qual base delle Pk si esprimerà per l’antica mediante una

certa sostituzione a coefficienti interi razionali

con - +l. Se allora noi facciamo sulle x, la sostitu-

zone unimodulare trasposta della 2)

questa trasformerà, la forma X in una certa altra Y equi-
valente tale però che la Y 0 avrà un iperpiano comune
colla X -- 0, essendo nelle nostre ipotesi

Ma allora (n. 6) la Y dovrà coincidere colla X e la 3)
sarà quindi una sostituzione del gruppo automorfo G~x . Se
dunque due ideali coniugati A (8) e A~ t j ~ sono equivalenti esiste

sostituzione 3) di G., che la forma nella

uCt8) e quindi anche una sostituzione di hy sugli iperpiani
della X 0 che porta un iperpiano u~~~ 0 in un’ altro

qualsiasi equivalente ~~~==:0. °

Di questo teorema, del resto, se ne può dare anche
un’ altra dimostrazione senza ricorrere alla proprietà della
fine del n. 6. Se infatti è

anche le e a, apparterranno allo stesso corpo (cfr.
n. 3) e &#x3E; = H~B~ ; quindi anche

se ò8&#x3E; e ~~t $~ sono i numeri coniugati generatori di e l

rispettivamente, e indicando q una funzione razionale.
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Dunque

Questa equazione sarà sempre soddisfatta se si sostituisce
{tc,) con uno qualunque dei suoi coniugati {}(8’), con che

q ( ~~~~) == {tu 8) si cambierà ancora in un altro coniugato 
poichè se è F (x) 0 l’equazione irriducibile a cui soddisfa-
no (tc,) e i suoi coniugati, sarà anche == F (q (~~S&#x3E;) ) 0
e questa equazione, soddisfatta da {}(8) , sarà anche soddi-

sfatta da tutti i coniugati di {}-(8B quindi anche da {}(8’B cioè

F’(q (~~8’~) ) 0, da cui risulta che anche q(0~~’» è una radice
della F’ 0 e quindi uguale a un altro coniugato ~~ t = ~’ di

~~5~. Sarà dunque anche

cioè la sostituzione 3) non porta soltanto la forxna U(B) nella

ma anche un’ altra qualunque in un’ altra u(ts)’, cioè
scambia loro tutti gli ipel1?iani della X-0, la quale per-
ciò viene trasformata in sò stessa. Da questa dimostrazione

si ha di più che :
Gli n fattori di proporzionalità 6s - u (0) della 7) del

n. 10 sono tutti coniugati fra loro, e quindi tutti di norma + 1,
e anche :

La sostituzione S- :c.) sugli iperpiani è pienamente de-u
terminata quando si conosca la funzione q pe1" cuí

poichè infatti le forme U(8) si scambiano tra loro, per ciò che
abbiamo visto, precisamente come gli n numeri coniugati {t
nella 4), quando vi si faccia s 1, 2,... n.
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15. Distribuiamoci ora gli n ideali coniugati di A
a cui è coordinata la forma X, in tanti gruppi

in modo che in ogni orizzontale siano contenuti tutti e

soli gli ideali coniugati fra loro equivalenti. Per quel che
abbiamo visto, esisteranno certo delle sostituzioni di hy che

porteranno, p. es. l’iperpiano ~n=0, corrispondente ad A~~,
in uno qualunque degli altri vi iperpiani coniugati 
(i 1, 2, .... v~)’ ad esso equivalenti ; e tutte queste sosti-
tuzioni saranno precisamente in numero di vi , poichè esse
sono pienamente individuate quando si conosca in quale
lettera uiz portino una cert’ altra lettera fissa uii. D’altra

parte una qualunque sostituzione di dovrà scambiare

tra loro iperpiani equivalenti e dovrà perciò portare 
in un altro degli U~,i 0 (i 1, 2, .... v,), e sarà quindi fra
quelle vi sostituzioni considerate prima le quali esauriranno

perciò tutto il gruppo hv. Segue di qui che il numero v

delle sostituzioni di hv dovrà essere proprio uguale a vi ;

analogamente si vedrebbe che deve essere anche uguale a
-V,7 ~3,.... v , ed essendo

sarà quindi

Si ha intanto che gli n ideali coniugati di un ideale

A=A,, si di-st --ibuigcono in h gruppi ( h divisore di n)
-ognuno contenente uno stesso numero v di ideali tutti equiva-
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lenti fra lo)-»o e non equivalenti invece a quelli di un 

gruppo. Inoltre v del delle sostituzioni

sugli ipe11Jiani della X 0 è uguale al numero degli ideali

coniugati equivalenti a cui è coordinata la X ed è un

divisore del n del corrpo. - 

16. Supponiamo ora che 1’ ideale considerato sia un

ideale principale, e, per semplicità, potremo sempre sup-

porre che sia proprio l’ideale unità 0(8) (equivalente a qua-
lunque altro ideale principale). Esso non è altro che il

campo di tutti gli interi del corpo H((JB e cos pure i suoi

coniugati O(ts) % saranno evidentemente, i campi di tutti gli
interi dei corpi coniugvti se poi 0(8) è equivalente ad
Q(t s) sarà e vice-versa, essendo tanto O(8) che 
il campo degli interi dello stesso corpo HC81 == H(ts). Appli-
cando allora i teoremi precedenti si ha che gli n c01)?i co-

niugati H(’) si distribuiscono in gi-ulipi, ognuno contenente uno
stesso numero vo di n, di tutti eguali fra loro
e diversi invece da quelli di un altro gruppo.

Inoltre il nuniéro p di questi gruppi sarà pure un di-

visore di ~z, essendo Vo cioè

Il numero ~-~ dei corpi coniugati effettivamente diversi è

sempre divisore del grado n dei corpi stessi.

In particolare, osserviatno che, se il grado n di un 
è un numero primo, possono darsi due sole eventualità, e
ci oè o il corpo è o è diverso da tutti i suoi coniu-

gati ; questo secondo caso si ha per esempio, per n -~,-&#x3E; 2,
quando esso o qualcuno dei suoi coniugati contiene qualche
numero complesso, non potendo infatti un corpo normale

di grado dispari contenere altro che numeri reali.1

1 si:; infatti t5 = un numcro generatore di questo corpo nor-

male, e 8’1 , 81’) , ... i suoi coniugati. Siccome il grado ié del
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Segue di qui che se data un’ equazione irriducibiZe di

grado p a coefficienti 1.azionali, è possibile esprimere
una sua sola radice 11, razionalineiite p e 1’8 zcn 1 Z’ eqzca-
zione stessa è 1.isolubile per 1.adicali, anzi si est1.aendo

solo un-unica radice d-indice p.
Infatti l’equazione stessa per ciò che abbiamo visto ri-

sulta in questo caso normale, quindi aggiunta una sua ra-
dice il, al vecchio campo di razionalità il suo gruppo di

Galois G si abbasserà alI’ identità che è dunque l’uniea

sostituzione di G che lasci ferma 11. (8 == ~, 2, ...p). Ogni
sostituzione del gruppo risulta allora pienamente deterini-
nata quando si sappia in quale lettera essa porti una certa
lettera fissa ; d’ altra parte il gruppo C~ è transitivo, essendo

. l’equazione irriducibile; dunque il numero delle sue sosti-

tuzioni è proprio p. Essendo allora il gruppo di Galois

d’ ordine primo 1J, esso non potrà essere che un gruppo ci-

elico, e l’eqtiazione si r isolverà estraendo soltanto una ra-

dice d’ indice p.

17. Osserviamo ora che se A(s) è equivalente ad il

corpo è uguale al coniugato H(’.), e siccome gli n ideali

coniugati di ci si presentano divisi in h == n gruppi
contenenti ognuno v ideali equivalenti si vede che, corri-

spondentemente, anche gli n corpi coniugati si possono di-

stribuire in 2013 gruppi contenenti ognuno v corpi uguali.
v

Segue di qui che il numero v, dei corpi uguali dovrà essere
un multiplo di v, cioè:

corpo è dispari, F equazione, di grado n, a cui soddisfa 15 avrà

certo almeno una radice reale &#x26;(3) e quindi anche tutti i numeri

del corpo, potendosi esprimere come funzioni razionali a coefficienti
razionali di qnesto numero &#x26;(8), saranno reali.
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Il nu mer°o v degli ideali coniugati equivalenti di 2c?2 qual-
siasi ideale A non solo è un divísore del grado n del carspo,

è anche un del vo dei coniugati
o anche

L’oi-dine v del r v delle sostituzioni sugli iperpiani
della X= 0 (forma coordinata a un qualsiasi ideale A(~’» è

un vo del gruppo r,),, o associato alla
classe degli ideali principali.

Si ha qui n di che in uno stesso .~I ~I~I~, _ __ H(2’ == .ww H(vo),
contenente solo i vo ideali coniugati di A,

v 
sono contenuti precisamente 2 ideali coniugati non equiva-

lenti, e quindi anche il numero degli ideali conillfgati non equi-
valenti contenuti in uno stesso coi-I)o è un divisore di n. 

18. Queste v° classi di ideali coniugati contenute in

uno stesso corpo le diremo esse stesse coniugate. Se una
classe di forme equivalenti è coordinata all’ideale A==A(1),
essa è coordinata anche a tutti gli altri ideali coniugati

se quindi non è == 1, se cioè non tutti gli
v

ideali coniugati di A e contenuti nel corpo sono equiva-
lenti, essa sarà coordinata a ideali di uno stesso corpo ap-
partenenti a classi diverse. Si ha clunque che mentre una
classe H’ di ideali individua perfettamente una classe di

forme decomponibili equivalenti, coordinate ai suoi ideali
mediante le varie basi (classe che diremo coordinata a K)
una classe di forme decomponibili equivalenti può invece
essere coordinata a più classi K di ideali, se è vo ~ v, e

cioè alle 2 classi coniugate. Dimostriamo però che in ogni
v
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caso queste sono tutte le possibili che cioè se a due ideali
A e B di uno stesso corpo son coordinate due decont-

ponibili X e Y equivalenti, necessariamente i due ideali appai--

tengono alla stessa classe o a classi coniugate.
Sia infatti X coordinata all’ideale A mediante la base

i C42 i .... aj, Y coordinata a ~ mediante la base (~, ~~ ’ " Bn)
e s~a inoltre ,

e 1 la sostituzione unimodulare che porta la for-

ma Y liell’equívaleiite X; sarà allora anche + X coordinata
mediante la nuova base ([3/, (3z~, ... j3~) ove sia

Ponendo allora

dovrà dunque aversi

e anche

cioè

Segue di qui che le forme lineari v(t) dovranno coincidere,
a meno dell’orcl’lne e di un fattore di proporzionalità, colle

cioè

ove
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e quindi

Dunque l’ ideale B == (~~ dovrà essere equiva-
lente a qualche coniugato dell’ ideale ~1 e dovrà quindi

appartenere a una delle v° classi coniugate in cui si di-
v

stribuiscono A e i suoi coniugati che appartengono allo

stesso corpo, con che il teorema enunciato è dimostrato.

Questo risultato si può anche esprimere dicendo che

se una classe di forme equivalenti è coordinata a un certo

ideale A, tutte e sole le classi di ideali dello stesso corpo a

cui è coordinata questa -medesima classe di sono le 
vo

v

classi coniugate in cui si distribuiscono A e i suoi coniugati.
Possiamo ora enunciare in modo molto più preciso un

teorema riportato da Hilbert,1 e cioè
Se X è una forma di grado n primitiva decomponibile nel,
H (pure di grado n), ma non deconaponibile in un 

di minore, con discriminante D eguale al numero fon-

danzentale del corpo, esistono in classi co-
’V

niugate di ideali a cui la è coordinata, cioè cn numero
di classi che è sempre un divisore del numero vo dei co-

niugati eguali ad H, e quindi anche del grado n del

(Hilbert dice invece semplicemente che esisteranno
in H almeno una e non più di n di tali classi).

i HILBERT. Op. cit., X parte, cap. 8,o teorema 59, pag. 236. 
’
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1 g. Si ha in particolare che alla classe di forme equi-
valenti coordinata alla classe degli ideali _principali non può
esser coordinata classe di ideali dello stesso coi-po,

essendo in questo caso v vo e quindi 
2 

== 1 il numero
v

delle classi coniugate del corpo.

2 0. Cos pure se il corpo H è diverso da tutti i suoi co-

niugati (come p. es. è ii caso dei corpi di grado primo non
normali, cfr. n. 16) non solo a ogni classe di ideali è coordi-
nata una e una sola classe di equivalenti, ma anche
viceversa a ogni classe di forme non può coiris ondere che
una e una sola classe di ideali, essendo in questo caso ’B’0== l,

e quindi anche v, divisore di vo, e 
vo 

= 1.
v
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~ 

CAPITOLO III.

Itelazloni fra i varie gruppi r (.K). - Influenza su questi
della struttura dell’equazione a cui soddisfa un nu-

mero + generatore del corpo.

21. Data una forma X coordinata a una certa classe K

di ideali equivalenti, è perfettamente individuato il gruppo
di sostituzioni hv sui suoi iperpiani, che abbiamo chiamato
associato alla classe K(n. 20). Abbiamo poi visto (n. 14) che

))per una sostituzione ,S di questo gruppo, S’ , le for-
me lineari u(s) componenti la IY si scambiavano tra loro

come gli n coniugati nella sostituzione

ove abbiamo indicato con q(a(» = 0~~s~ la funzione razionale

per cui si per mezzo di {}e/:) (essendo H.~8&#x3E; =Hó~».
Invece delle sostituzioni ,S considereremo allora d’ora innanzi

le , potendosi sempre passare dalle une alle altre cam-

biando semplicemente il nome delle lettere r’ in o vi-

ceversa ; e considereremo il gruppo hy delle 1: come addi-
rittura identico al gruppo hv delle S.

Se allora per la forma X, coordinata alla classe K, esiste 
’

una sostituzione 1 del gruppo che porti, p. es., la

la lettera {}(8) nella ~~t8~ (una sostituzione ,S’ che porti la for-
ma u nella ut $ ), dovranno, per ciò che s’ è visto, coinci-

3
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dere i due corpi H ~~ cioè essere eguali (e quindi
anche equivalenti) i due ideali principali e 0" Esisterà

allora certamente (n. 14) una sostituzione ,S" del gruppo
associato alla classe ~a degli ideali principali, che,

porterà la forma lineare uó di una forma Xo decomponi-
bile, coordinata alla classe nella forma e quindi
anche una sostituzione I’ del gruppo rBlo (Ko) che porti la

lettera ~~5~ nella Ma essendo sempre questa
sostituzione L’ sarà ancora data da

e coinciderà dunque colla E del gruppo IB(2T), precedente-
mente considerata. Si ha cos che ogni sostituzione 2 di

un gruppo associato alla classe K, è anche una so-
stituzione del gruppo cioè:

I hv (K), associati alle classi K di ideali, sono
tutti sottogruppi del grauppo associato alla classe K,

degli ideali 
Si ha di qui una nuova dimostrazione della proprietà

del n. 17, che l’ordine v di r..,(K) è sempre un divisore

dell’ ordine vo di ]P per un noto teorema sui sottogruppi
di un gruppo.’ .

Si ha inoltre che,,per 1’espressione stessa delle ~, in-

dipendente dalla classe K e dipendente soltanto dalle fun-
zioni razionali q, due sostituzioni E e 2:’, anche di gi-itppi
associati a classi divei-se r (K) e h (K’) rispettivamente, che

portino ambedue una lettera {t,8) in un’ altra ~~t s ~, necessa-
riamente coincidono.

1 $IANCHI.  Gruppi di sostituzioni », 7, pag. 16.
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22. Siano ora

A

gli h gruppi, contenenti ognuno v ideali equivalenti, in
cui si distribuiscono gli n h v ideali coniugati di A 
Sarà allora, indicando con un numero generatore del

corpo Hr, contenente Air, e cambiando, se occorre, le de-

nominazioni delle 0

Dato ~1r esisterà inWatti una sostituzione

quale porterà ~ 1

e allora anche qr (&#x26;21),.... saranno delle nuove 0, ap-

partenenti alla verticale, che indicheremo con

tt2r,’... rispettivamente. In generale dunque

Consideriamo ora una risolvente di Galois dell’ equa-
zione irriducibile a cui soddisfano le ia, e sia v una sua

radice. Tutte le ~ saranno esprimibili razionalmente per

essa e si avrà quindi
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e sostituendo nella 2)

ma v è una funzione razionale delle n quantità ft, e se in

questa equazione 4) facciamo sulle una sostituzione 9 del

gruppo di Galois, l’equazione stessa, per un noto teorema,’
resterà ancora soddisfatta. Siano allora e le lettere

in cui g porta 1 e rispettivamente ; eseguendo allora

la g neir equazione 3) si avrà, per il medesimo teorema

e nella 4)

e quindi anche 0’,1 e apparterranno a una medesima ver-
ticale del quadro 1), poichè applicando la funzione razio-

nale q,. si passa da una lettera 0 alla lettera in cui essa è

portata dalla e quindi a una lettera della

medesiina verticale.

Si ha dunque che una qualunque sostituzione q del

gruppo di Galois porta due lettere e di una mede-

sima verticale del quadro 1) in altre due lettere pure di

una medesima verticale. Ma allora queste verticali, ognuna
di v lettere, formano dei sistemi d’ inzprimitività per il gruppo
GN di Galois. Dunque : 

°

Se in u n corpo di grado n esiste una classe E di

ideali A equivalenti a cui è associato un gruppo con

1 ~v~~ ~ di Galois GN irriducibile

F(x) = 0 a cui soddisfano ft e i suoi coniugati è 

1 BIANCHI. ( Gruppi di sostituzioni », § 62, pag. 144.



37

stem2 d’imprímitività in cui si diqtribuiscono le n lettere 

Segue di qui 1 che l’equazione F(x) 0 si ottiene eli-

minando y da due altre equazioni

dove le ci (i 1, 2,... h,) sono convenienti costanti razionali,
e le ôr (y) (1~ 1, 2, ... v) convenienti funzioni razionali di y
a coeff cienti pure razionali; cioè il corpo H(i9) può pensarsi
come un di grado relativo v rispetto al corpo
di h da cei-ta della 5).

Inoltre le varie che si hanno sostituendo a

y le h yi della 5), sono tutte normali, poichè le v ra-
dici di un medesimo sistema d’imprimitività
sono tutte esprimibili razionalmente l’ una per I’ altra.

23.. Osserviamo infine che se la forma X è coordinata

a certe classi di ideali

ove è

~ BIANCHI. « Gruppi di sostitnzioni, ecc. », 9 71, pag. 161.
t HILBERT. Op. cit., parte la, cap. 5o,’pag. 203.
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sarà

. Ma il secondo prodotto è un polinomio nelle xi i cui

coefficienti sono evidentemente funzioni simmetriche delle

‘~t,2 , .... 1%~,, , e quindi esprimibili razionalmente pei coef-
fi.cienti dell’equazione 6) del n. 22, cioè per ~t, se questa
è la radice della 5) corrispondente al sistema d’ imprimiti-
vità t?1, ’t.2 , .... ti., . Si ha dunque che

La fornza X, a cui è associato il gruppo «r.,, moltiplicata
_per un conveniente numero intero N(A), si decompone nel 
dotto di altre h forme, ognuna di grado v, con coefficienti
interi appartenenti ai di grado h generate dalle radici
della 5), e tali che ciascuna è separatamente in
sè da tutte le sostituzioni di Gx, a meno di un fattore di 

porzionalità (Yt,2 ... at,,, , appartenente al medesimo corpo
di grado h, che vedremo in seguito (n. 32) essere proprio
un’ unità t del corpo.

24. Consideriamo ora quel sottogruppo Gm del gruppo
di Galois G, le cui sostituzioni y lasciano fissa 

Ricordiamo che

1)

cioè

2)

Eseguendo nella 1 ) una qualsiasi sostituzione del gruppo
d i e ~sa, per il# solito teorema, resterà sempre veri-
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ficata; se in particolare questa sostituzione è una y del

sottogruppo si avrà ancora

Eseguendo la y nella 2), e indicando con la lettera

in cui y porta si avrà

’ 

Si ha cioè che tutte le sostituzioni ~y del gruppo di Galois

~che lasciano fissa lasciano fisse anche tutte le altre lettere

(i- 1, 2, ... v) del medesimo sistema Dunque
Gm, essendo assolutamente qualunque fra le {t~~, {}12,o.. 61v,
è il sottogruppo numerico non della sola ma anche di

{t12 , o o.. {t~y .
Distribuiamo ora nel solito modo le sostituzioni del

gruppo di Galois GN nel quadro

essendo Osserviamo che due sostituzioni g e g’
di GN che portino ambedue nella medesima lettera si

trovano in una medesima orizzontale che indicheremo con

se è infatti g - yg,, essendo una sostituzione y’
di G~, g’ g-’ y’, sarà g’ y’ g, da cui segue che anche

g’ == y’ Y gt appartiene all’ orizzontale Gm gt . Essendo d’ altra -

parte GN transitivo, ne segue che le orizzontali saranno

precisamente in numero di n, e le potremo quindi indicare
con ( i 1, 2,... h, r = 1, 22 ... v), essendo gir una qual-
siasi sostituzione che porti in 
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Il sottogruppo G,. di che lascia fisso il primo si-

stema d’ imprimitività sarà allora dato dalle sostituzioni di

e 6~ sarà invariante in Gvm poichè, se y è di anche

g-1,r lasciando fisso è ancora una sostituzione di Gm.

Riprendiamo ora la 2)

Dalla 1) si avrà ancora .

e anche

j

cioè fli assume lo stesso valore per le v corrispondenti
a sostituzioni Y Uir di una medesima orizzontale del quadro
3) e sostituendo nella 2)

Esèguiamo ora in questa equazione una qualunque so-

stituzione del gruppo di Galois; sarà

da cui si vede che se I una sostituzione del

gruppo hv (I~), le lettere si scambiano pe1. la ~r come le oriz-

zontali del quadro 3) quando si moltiplichino a sinistra tutte

le toro sostituzioni per g lr o altra sostituzione y della rne-

desima orizzontale. È da osservare che qualunque sia la so-
stituziol1e y di Gm la appartiene sempre alla me-
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desima orizzontale, essendo g,, permutabile col gruppo 6~
e quindi 

-

Abbiamo cos visto come, dato il gruppo di Galois del-

I’ equazione a cui soddisfano le ~~r, sia possibile costruire

il gruppo r 11 (K). -

25. Consideriamo il gruppo di che lascia fisso

il primo sistema d’ imprimitività, e delle sostituzioni di

questo sottogruppo consideriamo solo le parti che operano
sulle 812’... {t1V’ che formeranno altre sostituzioni (g) su

queste sole v lettere.

Ogni insieme di 4) del numero precedente darà allora
evidentemente origine a una sola sostituzione (~1~.), poichè
tutto il sottogruppo G. dà origine alla sola identità.

Questo nuovo ( G) delle (g), che, un noto 

è appunto il gruppo di Gatois per- l’equazione 6) del n. 22

quando al campo di razionalità si sia aggiunta la radice y1,
della 5) corrispondente al primo sistema dJ imprimitività, sarà
dunque costituito dalle v sostituzioni (~lr), ( r 1, 2,... v ).

Che il gruppo di Galois della 6) fosse d’ ordine v si po-
teva del resto prevedere dal fatto che la 6) stessa è u.n’ equa-
zione normale, essendo {}~r qr (ft,,) (1~ 1 , 2,... v).

In quest’ equazione

potremo, per il solito teorema, eseguire una qualsiasi sosti-
tuzione (g,,) senza che 1’ equazione stessa cessi di essere

1 BIANCHI. Op. Cit., § 71, pag. 161.
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verificata, con che andrà i~~ e sarà

Ma è la lettera in cui ~11 è portata dalla sostituzione
Si ha dunque che se nella 1) si sostituisce a 011

un’ altra lettera a cui corrisponda una sostituzione 
che porti in ~~~ , ottengo nel primo membro la lettera
0’;~ corrispondente alla sostituzione ~g,r) (g18). Si può dun-

que dire che per la ) le lettere for-
(fti )

manti il primo sistema d’ imprimitività 
si cambiano fra loro come le sostituzioni corrispondenti

nella sostituzione

.. Si può cos a ogni sostituzione ~r sulle ~11, · ... {t~y, far

corrispondere una sostituzione Sr e quindi una e vice- ,

versa ; e si può quindi stabilire fra il gruppo ry (K) delle

2, e il gruppo di Galois ( Gy) per l’ equazione normale (6) una

corrispondenza biunivoca che è evidentemente dl isomorfismo
oloedrico. Si può perciò anche dire che i due gruppi 
e ((7J~ astrattamente considerati, 8ono identici. ’ .

26. Siano e due gruppi di sostituzioni

associati alle due classi K e K’ rispettivamente, e suppo-

niamo inoltre che ry(K) contenga come sottogruppo ry, (K’);
quindi intanto v =kv’. Ordiniamo allora le v radici dell’e-

quazione 6) del n. 22, corrispondente al gruppo in

modo simile a quello del n. 22, cioè mettendo in una me-

desima verticale le v’ radici {)~...{)~,...(~=1,2,...~)
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scambiate fra loro dalle v’ sostitiizioni

qnesta equazione sarà ancora verificata eseguendovi una

qualsiasi sostituzione (g) del gruppo ( Gv) di Galois che por-
terà ~21 in e i n cioè

da cui si vede che anche e apparterranno a una
medesima verticale. Quindi se il gruppo di Galois ( Gv)

_per l’equazione 6) sarà ancora imprimitivo e 

( i - 1, 2,... K ) i k sistemi d’imprimitività in cui si 

le radici. L’ equazione stessa

Ri poi eliminando z da due altre equazioni

Osserviamo inoltre che se ~ è una sostituzione di ry
che lascia fisso un sistema d’ imprimitività, per es. il primo,
essa porterà ad es. {}~~ in (~==:1~2,...v’)~ sarà quindi
(n. 21) una sostituzione ~’ di I‘~ e lascerà perciò fissi anche

tutti gli altri sistemi d’ imprimitivit~à. Segue di qui che tra-
sforrnando una sostituzione E’ di h’ con Ull’ altra sostitu-

zione di r, si avrà sempre una sostituzione " di I"’ poichè
~" lascia fisso il sistema d’ imprimitività in cui t trasporta.
il primo e quindi anche tutti gli altri.
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Se dunque un gruppo (K), associato a una classe K,
contiene altro gi-itppo hv, (W) associato alla classe K’, questo
è invariante in r -; (K).

Corrispondentemente si ha che il gruppo (Gy) per l’equa-
zione 1), in isomorfismo oloedrico con ry (K), conterrà co-
me invariante il sottogruppo (G’,,), corrispondente a (K),
che lascià fissi tutti i sistemi d’imprimità i {}~i2’... {}iV~

( i 1, 2 , ... 7~ ) e perciò non solo sarà normale r equazione 3)

(essendo qr anche l’ equazione 2) avrà un gruppo
di Galois d’oi-d ne k, perchè uguale al gruppo com-

I / y) ,. 

cl. h’ 1plementare e sarà quindi anch’ essa normale.
( Gv,)

In particolare si ha che non solo i gruppi r, (.K) sono
tutti sottogruppi di (n. 21) ma, se è v gvo, essi sono

invarianti di ([(o).

27. Osserviamo che se un ideale .M ((31 (~), ~~({t),... (3~(~) )
è un moltiplicatore dell’ ideale A - (a~({t), a~({}))~ an-
che un qualsiasi suo coniugato ), .... P" ({t($ )) sarà
un moltiplicatore del corrispondente AC’) == (a~ ({t(8 ),... 
Infatti 1’ ideale AM è per ipotesi, un ideale principale (y);

quindi un suo qualunque numero (~) si po-

trà sempre porre sotto la forma y (~) ~ (~) (essendo Àik e i
interi algebrici del corpo) cioè ’

e cambiando, com’ è permesso 0 in 0(~)

che dimostra l’ asserto.
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Siano ora

i v ideali coniugati equivalenti, appartenenti a una certa

classe Ki, e

i corrispondenti moltiplicatori coniugati. Sarà, per ciò che
abbiamo visto

Ma tutti gli A~r (~ 1, 2, ... v) sono fra loro equivalenti,
se quindi Mi, è un ideale principale, saranno anche

(1~ 1, 2 , ... v) tanti altri ideali principali ; da cui

segue che non solo ltlir ma anche Mil è un ideale moltiplicatore
di Air e i risulta quindi equivalente a 7~,~(~==1~2,...’v).
Si ha dunque che se i v ideali coniugati 1) sono fra loro

equivalenti, anche i v ideali coniugati 2) saranno fra loro

equivalenti, e siccome la considerazione è perfettamente in-
vertibile si ha in conclusione che se i coniugati di A=A,,
si distribuiscono nelle h classi K di ideali equivalenti

i 9-rispettivi moltiplicator r si distribuiranno nelle 

classz ~ 
-- -- --

e sarà Ki la classe degli ideali principali, e K,’= Ki1.
A una qualunque di queste classi K sarà allora asso-

ciato un certo gruppo di sostituzioni 2:r sulle 

perfettamente individuate quando si sappia in quale lettera
esse portino una certa lettera fissa e ricordiamo a

questo proposito che le sostituzioni E,. del gruppo ~v 
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scambiano tra loro le (r=l,2,....’v) corrispondenti ai

v ideali coniugati di una medesima classe K,. Alla classe

K,’, che contiene gli ideali coniugati 2) sarà allora associato
le cui sostituzioni E, dovranno pure portare in

un’ altra lettera del medesimo gruppo ~;~, ... ~w ;
d’ altra parte (n. 21) due sostituzioni E~ e che portino
ambedue una medesima lettera {}á1 in un’altra ~~,. necessa-

riamente coincidono, quindi i due gruppi r,, (~~~) e 

associati a classi inveise sono eguali, poichè ogni sostituzione
~r dell’uno è anche una sostituzione 2:’r dell’ altro, e vi-

ceversa.

28. Siano e ~Bl,(K’) due gruppi associati a

classi K e ll’ rispettivamente di un medesimo corpo, e

siano

v ideali coniugati equivalenti contenuti in Il e

v’ ideali coniugati equivalenti contenuti in K’. Supponiamo
che i due gruppi IB(~) e r~. (I~’) abbiano in comune oltre
l’ identità anche altre sostituzioni Vs che formeranno un

sottogruppo r~ contenuto tanto in F (~) che in ~’ (’).
Consideriamo allora una di queste sostituzioni V8 di ~p.;
essa porterà ad es. in un altra lettera che, appar-
tenendo Va a r,, (K), dovrà corrispondere a un certo ideale
A,, del gruppo 1), e appartenendo Vs anche a ~¡¡, (1(’) dovrà
anche corrispondere a un ideale B1s del gruppo 2). D’altra

parte è chiaro che l’ ideale Bh, equivalente ad A~~ B11,
è anche un coniugato di questo i cui numeri si ottengono
semplicemente sostituendo a nelle espressioni che
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danno i numeri di A~~ B~~ in funzione di Contenendo dun-

que la classe prodotto . i due ideali coniugati equiva-
lenti corrispondenti a 011, e corrispondente

esisterà certo una sostituzione del che

porterà in {}h, la quale sostituzione dovrà quindi, per
il solito teorema del n. 21, coincidere precisamente colla V~.

Si ha cos che il gruppo r (K K’), associato alla 

prodotto di due altre clas8i) contiene necessariamente il sotto-

g1.UppO r delle sostituzioni V, comitn* z ai due r (K)
e r (K’).

Esso non può invece contenere le sostituzioni Zr di r (K)
che non appartengono a r (K’) ; se infatti Zr porta {}~~ in aí,,
a cui corrispondono gli ideali Air e si ha che Aii è

equivalente ad. ma B11 non è equivalente a quindi
A~~ B1, non è equivalente al coniugato A,~ BLr e non può
perciò esistere in P una sostituzione (Zr) che porti

in {t~r. Analogamente si vede che r (..~I~’) non può con-
tenere sostituzioni di r (KI) che non siano anche di r (K),
e in conclusione si ha che :

Il r (KK’) conte1’r’à certamente le sostituzioni comuni
a V (K) e r (K’), e eventualmente ne altre che non po-

tr’anno appartenere nè a r (K) nè a P (K). 

29. Consideriamo ora le potenze di una classe K. Appli-
cando i risultati precedenti col fare si ha allora

che il gruppo contiene r (~~) e eventualmente altre 
B

sostituzioni ; cos r (K3) .... ~ conterranno tutti il

gpuppo r (K) e eventualmente altre sostituzioni. Dimostriamo
però che il gruppo r (Kt) della successione
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che contenga alt1ae sostituzioni olt1ae quelle di r (K), è necessa-

, ’j.iamente associato a una _potenza KI di K con esponente t

eguale a un del pe1aiodo a di K stessa (cioè del mi-
nimo numero a &#x3E;0 per cui sia K~’ Ko).

Dividendo infatti a per ~t si abbia

Facciamo ora la potenza di gt; ad essa sarà
associato un gruppo r che conterrà certamente, per
ciò che s’ è visto, r (Kt) e quindi altre sostituzioni oltre

quelle di F(~). Ma è

da cui, essendo il periodo di K,

Se dunque i- non fosse 0, sarebbe un esponente
minore di t per il quale si avrebbe che P r 

conterrebbe altre sostituzioni oltre quelle di P (I~) il che è

assurdo per l’ ipotesi fatta che t sia il minimo.
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CAPITOLO IV. 

Ulteriori qualità del gruppo autcmorfo G~ .

30. Consideriamo un nnità 8 del corpo IIe i v ideali co-

niugati di una medesima classe K

Questi v ideali coniugati ap-

partengono tutti al medesimo corpo di s; avremo perciò

essendo le interi razionali e il determinante J~J==+1;
anzi se è Vo il numero dei corpi .H’ coniugati eguali, cioè

avremo precisamente Va sistemi di equazioni del tipo 1) e

cioè

a cui corrisponderanno le vo sostituzioni lineari
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che apparterranno tutte al sottogruppo Ce del gruppo au-

tomorfo Gx della forma

poichè lasciano fisso 1’ iperpiauu zctr 0 della forma stessa

(n, ll ).
Di queste va sostituzioni i noi consideriamo però solo le

v che si hanno facendo nelle 3) t --- 1, che indicheremo per
brevità con .Ei, E2,... E., , e che si ottengono mediante le 2)
dalle basi degli ideali equivalenti

rispettivamente. Si vede dunque che per ogni unita e del

corpo e per ogni classe .~ di ideali a cui sia coordinata una
certa forma X, risultano pienamente determinate v sostitu-
zioni Er del sottogruppo Ge , corrispondente ognuna a uno

dei v ideali coniugati equivalenti di K; e queste sosti-
tuzioni sono certamente tutte differenti fra loro se s è di

grado n

31. Distribuiamo ora le sostituzioni del gruppo auto-

morfo G~ nel quadro

essendo Ge, come al solito il sottogruppo delle sostituzioni

provenienti dalle unità e che lasciano quindi in sè tutti gli
iperpiani della forma X, ed essendo invece Tr (1~ 2, 3... v)
una qualsiasi sostituzione di che porti 1’ iperpiano

nell’iperpiano equivalente

Se la sostituzione 2’r è data da
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si avrà allora, per 1’ipotesi fatta che Tr porti U~~ == O in

e moltiplicando ambo i membri per E

Ma per le 2) del numero precedente si ha

e sostituendo nelle 3)

Per le 2) è però

con che le 4) diventano

e scambiando nel secondo membro i con 1

da cui si ha, essendo le (1 = 1, 2,... n ) indipendenti 
*

Ma il primo membro non è altro che il coefficiente 

della sostituzione E~ T,

il secondo membro è il coefficiente c’ak della sostituzione
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dunque le equazioni 5) ci dicono che è sempre ,

o anche

Si ha cioè che una sostituzione Tr del gruppo 
. Gx che poi-ti l’ipei-piano utl in u, trasforma una sostituzione

Ei di G,, corrispondente all’ideale Ali nella sostituzione Er,
pure di G,, corrispondente all’ideale A1r.

Vediamo in quale sostituzione la Tr trasforma un’ altra

qualsiasi Es . Essendo intanto

sarà

e se Es’ corrisponde all’ideale Ts Tr dovrà dunque por-
tare l’iperpi lano ull i nell’ iperpiano ul,,,. Ma Ts , porta iú

-T,, Tr porterà quindi u11 in quell’ iperpiano in cui T~

porta U1S1 che dovrà dunque essere proprio a~,s, . Si ha cosi

in generale che se la sostituzione Tr porta n~s in

essa trasforma la Es nella Es,, o in altre parole.
Trasformando le v sostituzioni El , E6 , ....~v mediante la

Tr, queste sostituzioni si scambiano fra loro nello stesso modo
con cui Tr scambia fra loro i v iperpiani u,l l’412 ... e con cui

la sostituzione ‘ del ~’j (K) scambia fra
B .. v ,

loro le v lettere v1, vI2 , ... {} 1’,/ .
Se s è di grado n e Tr non appartiene a Ge, ma porta

li in i si ha dunque

ed essendo Er (numero precedente) si ha cos che la
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E~ non è commutabile colla T~ , poichè altrimenti dovrebbe
essere Tr 1 El · Vediamo dunque che

Le sostituzioni di Ge coi--rispondenti a un unità di grado
n non sono commutabili altro che colle sostituzioni di Ge stesso.

Abbiamo cos visto in quali sostituzioni le altre sosti-

tuzioni di G,, trasformino quelle di Ge ; è inoltre chiaro

che non solo Gx contiene come invariante il sottogruppo
Ge (N. 12) ma se il corpo contiene un’ unità E di n, Gx è

il ampio gruppo che goda di tale cioè ogni
sostituzione T che trasformi una qualsiasi sostituzione di Ge
in un altra sostituzione, di Ge deve necessariamente ap-

a Gx. Sia infatti Y la forma equivalente in cui T

porta la X; e E una sostituzione di Ge corrispondente a

un’ unità E di grado n. sarà allora evidentemente

una sostituzione del sottogruppo G’, del nuovo gruppo au-
tomorfo G~ ; d’ altra parte essa è, per ipotesi una sostitu-
zione di Ge, dunque (N. 8) Y, cioè T appartiene a ~.

32. Avevamo visto al n. 10 che per una sostituzione

T di G. che non fosse di Ge, doveva aversi, indicando con

ci, i coefficienti della T, con u’ la nuova forma ~k Yk =

lík cik Yk e con vecchia forma in cui u’8’ è por-
tata da T

e abbiamo anche visto che, essendo a,, O’:l’... (1" n numeri co-

niugati doveva aversi necessariamente -~- 1. Sup-
poniamo ora che sia r il periodo della sostituzione S secondo
cui si scambiano gli iperpiani della X 0 in seguito alla T;
Dovrà allora aversi, indicando con
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un ciclo della S,

La potenza di T lascerà fissi tutti questi iperpiani,
e sarà perciò una sostituzione E di G, corrispondente a

una certa unità "1 del corpo, e, indicando con gli apici le
forme che si ottengono dalle antiche dopo eseguita la T",
dovrà evidentemente aversi

da cui segue che sarà q == 0’1 (Y2... e

Se è allora

si avrà quindi, indicando con csx’ i coefficienti della T~

da cui si vede che 11 è di grado inferiore o uguale a ~, y
essendo per la 2) 1’)1 == ’12 == ..... == ’1T’ Dunque l’ equazione
di grado n a cui soddisfa q (n. 2)
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è certo riducibile, anzi il determinante D(q) dovrà avere
una caratteristica ~ n t , poichè tutti i z sistemi afr)

(%:=:!, 2,... n, r == 1, 2,... t’) sono soluzioni del medesimo

sistema lineare omogeneo 1). Siccome quel che si è detto

per il ciclo (ul, u2 , · · .uT) vale poi evidentemente anche per
tutti gli altri cicli, pure d’ordine r (n. 12), in cui si decom-

pone la si ha in conclusione che gli n coniugati di 11
sono certo T a T eguali e quindi che il delle T Or

corrispondenti a un medesimo ciclo della S è in ogni caso un

unità di grado uguale a un divisore di n . o
t

i v cicli della 8 che scambiano fra i loro i v iperpianir

coniugati equivalenti ui, della forma X, essendo 0).)....

T i un? unità sarà anche

un’ altra unità.

33. Finora abbiamo considerato sostituzioni lineari in-

tere con coefficienti eik tali che il determinante I fosse

uguale a -E-1, e abbiamo studiato quelle di tali sostituzioni
che lasciano X in sè o la cambiano nell’eguale e contraria.
Se ci limitiamo invece a considerare soltanto quelle di tali
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sostituzioni che lasciano X in sè, dovrà aversi, invece della

8) del n. 10

cioè -E- 1..Se nel corpo esiste allora un’ unità E di

norma 1 è evidente che per ogni sostituzione sugli
iperpiani della X del gruppo rv esisterà ancora una sostitu-
zione T di G~ che trasformi X in + X e scambi gli iperpiani
secondo la A5- se infatti a una sostituzione T’, certamente
esistente, del gruppo automorfo Gx, corrisponde in I, la
ma T’ porta la X in X, basterà prendere ove

E indica la sostituzione di Ge corrispondente a E, e si avrà

ancora una sostituzione che scambia gli iperpiani secondo
la ~S e porta X in + X. Se invece tutte le unità del corpo
sonò di norma positiva, ed esistono sostituzioni T, di 6~-

che portano X in X non esisterà, nel sottogruppo G,
delle sostituzioni che portano X im +X, nessuna sostitu-

zione 1’; che scambi ancora gli iperpiani della X come la

Tr; altrimenti si avrebbe infatti che la Tr T~~ 1 sarebbe una

sostituzione di Ge, corrispondente a un’ unità F,, che porta
X in -X, ed essendo in questo caso ai ei, si avrebbe £1’ 8~...
8==:20131, cioè N(F,)--1 contro 1’ ipotesi. Potremo allora

.

ordinare le sostituzioni di Gx che portano X in -- X nel
modo solito

A queste sostituzioni di ú~, corrisponderà allora in ~"

un certo sottogruppo r, di sostituzioni ~S’; e moltiplicando

queste sostituzioni di Gx per una sostituzione T di G~ che
non sia di Gg che cioà porti X in -X, avremo poi eviden-
tetnentè tuitte le sostituzioni di Gx che portano X in -X,



57

alle quali corrisponderanno in y le sostituzioni che si ot-

tengono moltiplicando quelle di r, per la sostituzione T’

corrispondente a T. Si ha cos che tanto Gx che 

sue 8sottogruppi d’ indice 2, evidentemente invai-ianti, dei 

G, e ~y da cui v 2 p. 
,

Essendo allora ry il gruppo di Galois per Inequazione
6) del n. 22 si ha quindi che mediante r estrazione di un

radicale quadratico 1 potpemo questo gruppo al sot-

..t’ e siccome questo scambia tra loro

i ~-~ iperpiani della X appartenenti a un medesimo gruppo
di iperpiani Utr (~-==1~2~...u) equivalenti in senso stretto

(cioè tali che sia == (J e N(cr) -f -1) si ha ancora, come

al n. 22, che la forma X si decompone nel prodotto di n

forme, ognuna di grado i cui coefficienti, essendo fun-
zioni delle ~tr ( ~9 1, 2, ... ~,) invarianti per le sostituzioni

di r., appartengono ai corpi di grado n generati dai radi-

cali quadratici estratti, portanti, pel n. 22, su quantità ap-

partenenti a corpi di grado
., 

Inoltre queste n forme sono, per le sostituzioni di G-x,
’ 

trasformate ciascuna separatamente in sè medesima, a meno
di un fattore di proporzionalità dtl, che è eviden-

temente un’ unità del corpo.

34. Se il gruppo Gx delle sostituzioni che portano X
in + X contenesse poi anche sostituzioni con coefficienti
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ci,,, tali che lc,,1 = - 1, e se fosse gruppo corrispon-
dente delle sostituzioni sugli iperpiani si vedrebbe, in modo

perfettamente analogo che il sottogruppo a’ x delle sostitu-

zioni con determinante + 1, e il sottogruppo 
sarebbero ambedue due sottogruppi invarianti d’indice 
e rispettivamente, e sarebbe quindi possibile, mediante
l’estrazione di un ulteriore radicale quadratico, abbassare
ancora il gruppo di Galois al suo sottogruppo 


