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INTRODUZIONE

I. — Oggetto del presente studio:sono i sistemi di equa-
zioni alle derivate parziali del primo ordine, ad n variabili indi-
pendenti ed m funzioni incognite, che rientrano nel tipo
(D) ,’%: o (Bry Xryeo ey @y 21y Z0y0eeyZm)
ove gli indici 7 ed & possono assumere — 1'uno indipendente-
mente dall’altro — valori diversi, (i=1,2 ..m; h =1,2...n),
e le [, designano funzioni delle variabili indipendenti, e
delle funzioni incognite (eventualmente, anche di uno o
pilt parametri).

Tali sistemi del 1.° ordine, »isoluti rispetto a tutte le deri-
vate che vi figurano, godono, per la loro forma particolare,
di proprietd molto semplici e notevoli, che li avvicinano
ai sistemi differenziali ordinari: notevolissimo soprattutto
¢ il fatto che essi ammettono un 7Zeorema generale di esi-
stenza e unicita degli integrali, soddisfacenti a certe condi-
zioni iniziali, nelle ordinarie ipotesi di continuita e derivabi-
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lita relativamente alle funzioni che figurano nei loro se-
condi membri e nelle condizioni iniziali: senza bisogno di
presupporne 1’analiticita. Essi trovano poi svariate appli-
caziomr nel campo della Geometria differenziale, segnata-
mente nella Teoria dei sistemi tripli (od n"™) ortogonali.

I appunto nel suo libro sui « Sistemi ortogonali » che
il Darboux' ha — per il primo — introdotta la consi-
derazione di tali sistemi: (anzi egli & 1’unico finora — ri-
tengo — che ne abbia fatto oggetto di particolare studio).”
Per questo designerd, d’ora in poi, i sistemi (D) come si-
stemi di Darboux.

Richiamo qui brevemente i risultati che il Darboux
stesso stabilisce per essi. Egh considera anzitutto i due casi
particolari, in cui per ogni funzione incognita figurano, nei
primi membri, una sola, o tutte le derivate prime, (prese ri-
spetto a variabili indipendenti). (Il 1.0 caso e quello dei
sistemi che nel seguito chiamero sistemi semplici del Dar-
boux: il 2.° quello ben noto dei sistemi ai differenziali
totali). Per ciascuno di questi due casi estremi il Darboux
enuncia e dimostra, sotto condizioni assai poco restrittive,
un relativo teorema di esistenza e unicita degli integrali
che soddisfano a certe condizioni iniziali. Indi egli enuncia
un analogo teorema per il caso generale: lo dimostra pero
soltanto pei sistemi a 2 o a 3 variabili.

Per le applicazioni geometriche che il Darboux ha in

' DarBoux. Legons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées
curvilignes, 2.¢ éd. Paris 1910, Livre III, Chap. 1.er, pag. 325-343.

* 11 Braxcur nelle sue lezioni di Analisi Superiore, anno 1919-
1920, ha esposto (§§ 18-20) i risultati stabiliti dal Darboux per questi
sistemi (D), con 1’aggiunta di alcune notevoli osservazioni, di cui
mi sono valso nel presente lavoro.
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vista — nello studio dei sistemi a linee coniungate, ed in
particolare dei sistemi tripli ortogonal nello spazio ordi-
nario — @ sufficiente, in effetto, fermarsi al caso n=3, ma
negl studi analoghi negli iperspazi si presentano pure si-
stemi di Darboux, del tipo generale, ad un numero gua-
lunque di variabili’. Quindi era opportuno cercare una
dimostrazione generale, valida per n qualunque: e insieme,
completare 1’enunciato del Darboux, il quale non precisa
le condizioni di continuitad e derivabilita da richiedere ai
secondi membri e alle funzioni arbitrarie che figurano nelle
condizioni iniziali: né il campo in cui viene assicurata
1’esistenza ed unicita degli integrali.

Lo scopo principale che mi sono proposto, nelle presenti
ricerche, & stato appunto di enunciare sotto forma completa
e precisa, e di dimostrare nelle ipotesi pitt generali, il teorema
di esistenza e unicita degli integrali pei sistemi (D) di Dair-
boux. Di questo teorema (enunciato al § 7, n. 22-24, e com-
pletato poi dal teoremsa -dato al § 12, n. 49) ho stabilito
due differenti dimostrazioni (vedi §§ 8- e 14). La prima..
di esse, richiedendo la preventiva dimostrazione di una
proprieta reiativa ai sistemi semplici,* mi ha condotto ad

occuparmi in particolare di questi interessanti sistemi.

'

! Vedi ad es. i sistemi (IIT), (VII) nella memoria di Braxcui
« Le trasformazioni di Ribaucour dei sistemi a"?" ortogonali e il
teorema generale di permutabilita », (Annali di Mat. Tomo XXVII
della Serie III, 1918).

® La derivabilita degli integrali rispetto alle vaiiabili para-
metriche (vedi Introd. II) per le corrispondenti funzioni incognite
(vedi § 5, n. 18; § 7, n. 27; § 8, n. 35). Di questa proprieta si vale
implicitamente il DArBoUx per le sue dimostrazioni, relative ai casi
n—=2 ed n—3. Ad es. a pag. 338 il DaArBoUX determina le 1% risol-
vendo il sistema W', =0, e i valori trovati di come valori ini-
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La prima parte del presente lavoro & appunto dedicata
ai sistemi semplici del Darboux. Dopo aver riportato 1'e-
nunciato e un brevissimo cenno (§ 1) della dimostrazione
(ottenuta mediante estensione del noto metodo di Picard,
delle approssimazioni successive) del teorema di esistenza
ed unicith degli integrali dato dal Darboux per tali si-
temi, io estendo (§§ 1-6) ad essi alcune note proprieta dei
sistemi differenziali ordinari. Dimostro (§§ 1-2) la continuita
degli integrali, in certi campi, rispetto ai valori mizali e
ai parametri contenuti nei secondi membri: e poi la deri-
vabilita (§ 5) rispetto agli stessi argomenti, e rispetto a futte
le variabili indipendenti. Alla dimostrazione della derivabi-
lita premetto alcuni cenni (§ 3) sui sistemi alle variazioni
relativi ai sistemi semplici di Darboux, (che sono nuovi si-
stemi dello stesso tipo, lineari nelle funzioni incognite), e
la dimostrazione (§ 4) di due interessanti proprieta ' relative

“alle serie delle approssimazioni <uccessive.

Questa prima parte €, in sostanza, una introduzione e pre-
parazione alle seguenti, in cui mi occupo dei pit generali
sistami del Darboux. Nella seconda parte anzitutto enuncio
(§ 7) il teorema fondamentale di esistenza ed unicitd degli
integrali per tali sistemi (sotto certe condizioni iniziali), e
stabilito un sistema di notazioni abbastanza semplice ed uni-
forme, dimostro tale teorema per conclnsione da n—1 ad »

ziali alle w, nclle (31). Ma poi, per dimostrare che le funzioni
w. ottenute con 1’ integrazione delle (31) soddisfano in effetto alle
W,.= 0, egli deve presupporre tali . derivabili rispetto ad vy,
e questo non & evidente: soltanto per x = x,, riducendosi alle w?°,
lo sono senz’altro, ma per z § x, occorre dimostrarlo (vedi Brancui
1. e. § 20).

! Di cui la prima & 1’ estensione di un noto teorema del Lich-
TFNSTEIN (vedi § 4, n. 12).

[ d
i

Introduzione

(8§ 8-9). Dalla dimostrazione stessa segue (§ 10) un metodo
per Veffettiva integrazione di un sistema di Darboux: precisa-
mente, tale integrazione viene ricondotta a successive inte-
grazioni di soli sistemi semplici.? Questo risultato mi
permette di completare il teorema del § 7, determinando
un campo di esistenza per gli integrali (§ 12); e poi di esten-
dere ai pin generali sistemi di Darboux la maggior parte
dei risultati stabiliti nella prima parte pei sistemi sem-
plici (§§ 12-13).

Nella terza parte do una seconda dimostrazione (§ 14)
del teorema fondamentale del § 7, a cu1 & pure collegato
un metodo per 1'effettiva integrazione. (Questa viene ora
ricondotta a successive integrazioni di sistemi di un tipo
noto: precisamente, di quelli che jo chiamo iperbolici (i si-
stemi (3) del n 58) perché sono evidente estensione degli
ordinari sistemi del 2.° ordine del tipo iperbolico).

Il procedimento usato nella seconda dimostrazione, e il
metodo che ne segue pel calcolo degli integrali, sono suscet-
tibili di estensione a sistemi di una classe molto piu vasta,
di ordine superiore al primo, che comprendono i sistemi di
Darboux come caso particolare: anche per tali sistemi
((ITI) del n. 65) riesco cosi a stabilire un teorema di esi-
stenza e unicita degli integrali e un corrispondente metodo
di integrazione (§ 15), che applico ad alcuni esempi (§ 16).
Infine mostro (§ 17) come tali sistemi si possano ricondurre,
mediante 1’ introdnzione di nuove funzioni incognite, a si-
stemi di Darboux equivalenti: il che permette di verifi-
care in modo semplice e chiaro i risultati per essi gia
ottenuti.

' 11 metodo & dato sotto una forma generale e poi sotto una
forma modificata, pitt utile nell’ applicazione ai singoli casi partico-
lari (§ 10, n. 37-42 e 43-46).
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Allo svolgimento degli argomenti indicati premetterd
alcune avvertenze sulla nomenclatura che userd costante-
mente nel seguito, e alcune considerazioni di carattere gene-
rale, relative ai sistemi di Darboux e a classi assai piu
vaste di sistemi, che li comprendono come caso particolare.

II. — Per un qualunque sistema Z di equazioni alle
derivate parziali, risolte rispetto ad un certo numero di
derivate delle funzioni incognite che vi figurano, (in par-
ticolare pei sistemi di Darboux), diremo, con Méray e
Riquier, ! principali le derivate delle funzioni incognite,
che coincidono con qualcuno dei primi membri o con qual-
cuna delle loro derivate: parametriche tutte le altre. Poi
col Riquier,? detta risultante di due derivate di una qua-
lunque funzione di pit variabili, ogni loro derivata comune,
per ogni sistema del tipo Z accennato diremo derivate car-
dinali delle sue diverse funzioni incognite tutte le risultanti
di ordine minimo dei due primi membri di due qualunque
equazioni del sistema, che diano derivate di quella stessa
funzione incognita.

Inoltre, pei sistemi Z, del 1.° ordine appartenenti al tipo
in considerazione (i sistemi di Darboux sono sempre com-

! MERrAy, « Démonstration génerale de 1’ existence des inté-
grales des équations aux derivées partielles » (Journal de Mathém.
pures et appl. 3.¢ série, t. VI, 1880, pag. 337): Miray et RIQUIER,
« Sur la convergence des développements des intégrales d’un sy-
stéme d’ équations différentielles partielles », (Ann. de U Ee. Norm.
Sup. 3.¢ série, t. VII, 1890, pag. 23): RIQUIER, « Les systémes d’é-
quations aux dérivées partielles », Paris 1910, Chap. VI, n. 90,
pag. 169.

? RIQUIER, libro ora citato pag. 174.
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presi) diremo col Bourlet' principale o parametrica una

variabile x; rispetto ad una funzione incognita z,, secon-

o OB v soove 1 . T
doche PN & principale o parsmetrica, (ossia, figura o no
18

nei primi membri).

Il Bourlet distingue anche, per tali sistemi, le derivate
principali di una stessa funzione incognita in derivate
semplicemente, doppiamente, ...,r — uplamente principali,
secondoché tra le variabili rispetto a cui sono prese figu-
rano 1, 2, ..., » variabili, principali per quella stessa funzione
incognita, (distinte o coincidenti).

Le derivate cardinali per un tale sistema Z, sono tutte e
sole le derivate seconde miste doppiamente principall.

Uua classe particolare di sistemi del 1.° ordine che
rientra nel tipo indicato Z,, (e che comprende ancora, in
particolare, ogni sistema di Darbou ), & data dai sistemi
canonici (B) del Bourlet,® sistemi che si possono scrivere
sotto la forma

e 'h " azl WA az'
(B) a_w.——aw_{_g a;, ‘a_x;_*—;atk a_,l,k
dove le a) sono funzioni di x,x,...x,,2,2,...2,.

Il teorema stesso di esistenza e unicita degli integrali,
che il Bourlet dimostra per questi sistemi (B) nel caso ana-
litico® vale pei sistemi di Darboux in ipotesi pilt generali,
come vedremo distesamente in seguito.

I sistemi di Darboux appartengono anche alla classe

' BOURLET, « Sur les équations aux dérivées partielles simul-
tanées qui contiennent plusieurs fonctions inconnues'». (Ann. de U Fe.
Norm. Sup., 3. Série, t. VIII, 1891, Supplément pag. S. 28.

* BourLer 1. c. pag. S. 27.

® Borrerer, 1. ¢. pag. S. 35.
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molto estesa di sistemi alle derivate parziali che Riquier
chiama ortonomi.!

Pei sistemi ortonomi S°1i cui secondi membri siano fun-
zioni analitiche di tutti i loro argomenti, entro certi campi,
il Riquier da un teorema generale?® di esistenza e unicita
degli integrali che suddisfano a certe condizioni iniziali?®:

la condizione (necessaria e <ufficiente) sotto la quale egli

' RIQUIER, L. ¢. pag. 201. Ricordiamo brevemente che cosa intenda
il Riquier per sistema ortonomo. Essendo »,%,...%,v,... notazioni
che indicano un certo numero di variabili indipendenti, e di fun-
zioni di tali variabili, egli immagina di far corrispondere a ciascuna
delle quantith x,y,...%u, ¢,... un numero intero (Z 0) che chiama
la quota di tale quantitd: mentre chiama quota di una qualunque
derivata di nna delle u, v.. . vispetto alle variabili », y,... la somma
delle quote della funzione ¢ delle sue variabili di derivazione, (di-
stinte o coincidenti). Cio posto, egh chiama oitonomo un sistema
alle denvate paiziali se: o) ¢ misolto rispetto ad un certo numero
di derivate (ossia & un sistema della classe che abbiamo indicato
con Z): ) non contiene nei secondi membri derivate principali:
) € prssibile, per esso, attribuite a ciascuna delle variabili indipen-
dent1 e delle funzioni incognite uno stesso nuuero, convenientemente
scelto, p, di gnote, (sotto la condizione che le prime quote delle varia-
bili indipendenti abbiano tutte come valore comune 1'unitd), in modo
che dette ¢,, ¢,...c, le quote del 1.0 membro generico, ¢/,,¢/y...¢", le
quote di una qualunque tra le funziom incognite o loio derivate
contenute nel corrispondente secondo membro, le differenze

— e . — ¢’ ot
Ci— ¢y Cg—ClayiaiyCp—ic!,

non siano tutte nulle, e la prima di esse che non & nulla sia posi-
tiva. Pei sistemi di Darboux, le condizioni &), §), sono soddisfatte
per la loro stessa definizione; la terza si verifica assegnando alle
variabili indipendenti ed alle funzioni incognite un solo sistema di
quote, tutte eguali ad 1 per le variabili indipendenti, a 0 per le
funzioni: con questo la quota {unica) di ogni derivata risulta eguale
al suo ordine.

* RIQUIER, l. ¢. pag. 254.

* RIQUIER, 1. ¢. pag. 126-168, 170.
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stabilisce 1’esistenza e unicitd delle soluzioni, & che il si-
stema sia passivo, (ossia che da esso, prolungato illimitata-
mente per derivazione, sia possibile ricavare, per via d’eli-
minazione, espressioni uniche per tutte le derivate principali
di tutti gli ordini in funzione delle variabili indipendenti,
delle funzioni incognite, e delle loro derivate parametriche).
Il Riquier non esce mai dal caso analitico, e la maggior
parte dei suoi risultati perde significato, in ipotesi pit
generali sulla natura delle funziom che vi figurano. Ma la
definizione di sistema ortonomo & del tutto imdipendente
da tali ipotesi: dunque & lecito considerare sistemi orto-
nomi pin generali di quelli del R'qu.er, pei quali non s’ in-
troduca la restrizione dell’analiticitd per le funziomi dei
secondi membri.

Precisamente prendiamo in considerazione un sistema
ortonomo S° pel quale sia assicurata la derivabilitd dei
secondi membri, rispetto ai loro vari argomenti, fino a
certi ordini determinati, cosi da render possibile di pro-
lungare il sistema per derivazione fino a formare tutte le pos-
sibili equazioni, nei cui primi membri figurino dervivate princi-
pali di 1.* quota C: essendo C un numero determinato, maggiore
od eguale ad Q, quota 1* massima delle derivate cardinali del
sistema.

Per & non sara piu valido il teorema del Riquier, e
neppure avra senso parlare di passivita di un tale sistema.
Pero, anche nelle attuali ipotesi,! si puo osservare che ogni
eventuale sistema di integrali (finiti e continui, e che am-
mettano tutte le derivate dei vari ordini di 1.* quota < ()
del sistema deve necessariamente verificare tutte le condi-

' Cfr. RiQuier 1. . pag. 223-224.
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zioni che si ottengono, eguagliando due qualunque tra le espres-
sioni ultime ricavabili dal sistema per qualsivoglia derivata
parziale di 1.* quota << C' di una funzione incognita. (Espres-
stoni ultime' delle derivate prineipali chiama il Riquier le
espressioni che per esse si ottengono dal sistema stesso
prolungato per derivazione, eliminando dai secondi membri
tustte le derivate principali che vi figurano).

Se si vuole che le (eventuali) soluzioni del sistema non
siano legate da altre relazioni, all’ infuori delle equazioni
del sistema, ossia che la generalita delle soluzioni sia la
massima che puo competere alle soluzioni di un sistema
S" che abbia -- dal punto di vista formale — la stessa com-
posizione del dato, (in altri termini: che ne differisca sol-
tanto per la natura delle funzioni dei secondi membri) si
dovra supporre che tali condizioni siano tutte identicamente
verificate dalle variabili indipendenti, dalle funzioni incognite,
e dalle loro derivate parametriche, considerate come altrettante
variabili indipendenti. In tali ipotesi diremo che S’ & com-
patibile: (come caso limite, se (' tende all’ o, i sistemi S
comprendono i sistemi 8" del Riquier: le condizioni per la
compatibilita divengono allora le condizioni di passivita).

Per assicurarsi della passivita di un sistema ortonomo
S non occorre fare un numero infinito di veiifiche: il
Riquier dimostra, che condizione sufficiente perché un tale
sistema sia passivo, & che dal sistema, prolungato per deri-
vazione fino ad ottenerne tutte le equazioni che hanno nei
primi membri derivate principali di 1.*» quota << Q (1.* quota

massima delle derivate cardinali), sia possibile ricavare in

' RiQuikr 1. c. pag. 215.
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modo unico le espressioni ultime di tutte le derivate car-
dinali.!

Ora la dimostrazione che da il Riquier di questa pro-
prietd, come é facile constatare, non presuppone necessaria-
mente 1’ esistenza di futte le derivate successive dei secondi
membri: si pud, senza mutamenti sostanziali, ripetere la
stessa dimostrazione per un sistema &, fino a concludere
che: condizione sufficiente perché un tale sistema sia com-
patibile, & che

d) « tutte le espressioni ultime che dal sistema S° stesso pro-
lungato per derivazione si possono ricavare per ciascuna delle
sue derivate cardinali, siano identicamente eguali>. Diremo
percio le d) condizioni di compatibilita pel sistema S"

Pei sistemi di Darboux® le condizioni di compatibilita
si riducono alla identita delle due espressioni ultire otte-
nibili per ciascuna derivata cardinale: esse coincidono con
le condizioni sotto le guali il Bourlet® chiama completa-
mente integrabile un sistema canonico: ma si vede subito,
andando a serivere tali condizioni, che le derivate para-
metriche che eventualmente potrebbero apparire nei due
membri di ciascuna di esse sono essenzialmente distinte
(prese rispetto a variabili differenti), onde per la identita
é necessario che le condizioni di compatibilita risultino in
termini finiti, che nessuna derivata parametrica vi appaia
effettivamente.

' RIQUIER L. ¢. pag. 213-223. Il risultato che il Riquier ivi stabi-
lisce, ¢ da lui enunciato sotto forma un po’ diversa, ma risulta dal
corso stesso della sua dimostrazione che esso puod esprimersi anche
sotto la forma qui indicata.

? Pei quali siano soddisfatte certe condizioni di continuitd e deri-
vabilita relative ai secondi membri (vedi a) n. 21).

* Bourcrrr, 1. c. pag. S. 28.
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Questo porta ad una limitazione riguardo alle funzioni
incognite che possono effettivamente figurare nel secondo
membro delle singole equazioni del sistema. Precisamente,
si verifica subito che: « perché un sistema di Darboux sia
compatibile, & necessario che, se per una funzione incognita
z si hanno piu variabili principali, @»,, @4,,...,2x,, nel se-
condo membro della equazione

az

a—;}:‘: fh.(-’D,Z) (2= 1,2, ey 8),

che ne da la derivata rispetto ad una qualunque di esse,
xa,, possano figurare (al pit) quelle z, (e quelle soltanto),
per le guali (almeno) le variabili

LhyyLhgyeeeyLhyyy Lhy ryeee ) Lhyy

(ossia le variabili principali relative alla z del primo mem-
bro, eccettuata al pit la a»,), sono ancora variab.i prin-
cipali».

Le condizioni di compatibilita pei sistemi di Darboux,
— che sono dunque, sotto questa ipotesi, equazioni in ter-
mini finiti tra le x, 2 — si possono dire anche, col Dar-
boux,' condizioni di infegrabilita: questa denominazione & giu-
stificata dal fatto che, come vedremo, se esse sono soddisfatte
1l sistema di Darboux & realmente integrabile, e possiede
uno e un solo sistema integrale che soddisfi a certe condi-

zioni iniziali.

! DarBoux, 1. e. pag. 386.

PARTE PRIMA.

I sistemi semplici del Darboux

§ 1.

Sistemi semplici. Teorema generale di esistenza ed unicita.
Gli integrali come funzioni dei valori iniziali.

l. — Tra i sistemi alle derivate parziali del Darboux!
sono soprattutto notevoli, per la grande semplicitda delle
loro proprieta, che li riavvicinano ai sistemi differenziali
ordinari, quelli in cui per ogni funzione incognita vi & una
e una sola derivata principale. Se rappresentiamo con 2z,

genericamente le funzioni incognite che hanno , come
"

variabile principale, (ove A=1,2...1, e Z.r,: m, numero
1

delle funzioni incognite), potremo indicare un tale sistema
nel seguente modo:

0z,
e = [ (@) iy eesy LayZsn).

I

v

' 1 sistemi (D) dell’ Introduzione.
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Questi sistemi (I). che diremo anche sistemi semplici del
Darboux, comprendono come caso particolare, per n =1,
i sistemi differenziali del primo ordine del tipo normale,
ossia risoluti rispetto alle derivate. Una prima proprieta
fondamentale dei sistemi (I) & espressa dal Teorema di esi-
stenza ed unicita degli integrali, stabilito dal Tarboux' e
da lni dimostrato mediante estensione del noto metodo del
Picard,* delle approssimazioni successive: che da anche
I’indicazione di un procedimento per la effettiva determi-
nazione degli integrali, sotto forma di serie convergenti
in egual grado entro certi campi. Per quel che riguarda il
campo di convergenza, riesce opportuno perd modificare
la dimostrazione del Darboux, (che applica il processo pri-
mitivo di Picard), nel modo stesso indicato dal Lindelof?
pei sistemi differenziali ordinari: infarti si pud cosi assi-
curare la convergenza in egual gradv in campi in gene-
rale assai pill estesi.

Esporremo 1’enunciato del Teorema cosi modificato,* e
un rapido accenno alla sna dimostrazione.

2. — Detto teorema si enuncia:

«Dato un sistema del tipo (I) di Darboux, se nel campo
(ad 7+ m dimensioni) definito dalle limitazioni

(1) |z, — 2] < a,

' 1 il primo dei tre teoremi dati dal DarBOUX nel gid citato
capitolo (Chap. I, Livre III, pag. 326) dei Systémes orthogonaur,
2.2 ediz.

? Picarp, Journ. de Math., t. 6, 1890, pag. 145.

3 LiNDpELOF, Journ. de Math., t. 10, 1894, pag. 117.

! Lapplicazione della modificazione del Lindelof non presenta
difficolta. Vedi Braxchi, 1. c. §§ 18-19.

I sistemi di Darboux alle derwate parziali 17
e, (per ciascun sistema di valori delle & nel campo (1)),
() . 20— 22| <,
(0)

\y rappresentano funzioni scelte ad arbitrio, purché
finite e continue in (1),

(ove le z

0), — p
P =00 By vas y By Bypayovay D))

delle variabili parametriche relative alle corrispondenti z,),
la funzioni £, sono finite e continue rispetto a tutti i loro
argomenti e soddisfano alle condizioni di Lipschitz rispetto
alle 2z, cosicché entro tale campo si ha insieme

(3) [fo (@, 2,8) | < M
e
(4) | f!) (‘Dv z’/a) _‘f-). (.’l?, Z"/a) l < L Z lzn_zlr-]»

essendo M, L numeri finiti, ¢ sistema (I) ammette uno e un
solo sistema integrale che soddisfi alle condizioni iniziali

(5) (z-).)(z' = x(f)) o= 2(0)‘1 - B-) (wl) XLyyeeny Tyyy Ly jnyenny wu) ».

Gli integrali sono dati dalle serie delle approssimazioni
successive

®) =%+ 3 Eh— 25,

i cui termini sono formati coi successivi sistemi di solu-
zioni approssimate, o sistemi ausiliari,

20 = 0,3 (1, Taye ooy Eimgy Ligry oo oy L)y
X

20 =2%+ [ falx, 250 de,  (r=1,2,...)

0
"

O]

Ann. 8. N. A
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e il campo di convergenza in equal grado di tali serie, ossia
il campo in cui & assicurata 1’esistenza ed unicita degli

integrali, detto § il minore dei numeri a & definito

) 'ji?
dalle limitazioni
®) |, — & < 8.
1l sistema (I), insieme alle condizioni iniziali (5), equi-
vale al sistema di equazioni integrali
,
) \ =2t [ fu@ ) da;

(

& su questa osservazione che si basa la costruzione dei suc-
\

0
(0
:c(.)

cessivi sistemi ausiliari (7). Ove occorra, indicheremo con
¢,;. 1 valori delle 0,; nel punto iniziale (z{”), e con ¢ il mag-
giore degli m numeri ¢,;. Le 0,,, (finite e continue in (1)),
apparterranno, nel loro campo (1) di definizione, ad un certo
intorno (d) dei corrispondenti numeri c,,, cosicché sara in (1)

(10) Im.))u_—culéd

Per dimostrare il precedente teorema anzitutto si prova
la convergenza in egual grado delle serie (6) nel campo (8).
Questo & 11 punto essenziale, e s1 raggiunge osservando
in primo luogo che le funzioni ausiliarie z¢); definite dalle
(7), per » comunque grande restano sempre nel campo (2),
(quando le @, restino nel campo (8)): stabilito cio, dalle (7)
stesse, con successive applicazioni delle diseguaglianze (1)
di Lipschitz ed integrazioni si ricava pel termine generale
della serie (6) generica la limitazione (valida in (8))

< r
1 5 i M (|Lm zl‘l'”!—wf")l)
oy & —2 "'I<Zl_n !
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il che prova appunto che nel campo (8) le serie (6) delle
approssimazioni successive convergcno tutte pitt rapida-

mente dell’nnica serie (espomenziale) a termini fissi

M & (Lmnd)
(12) C+d+m2,T-

C'id posto si verifica immediatamente che le somme di
tali serie sono effeftive soluzioni del sistema (I), soddisfa-
centi alle (5): cosi risulta dimostrata la parte relativa al-
I’esistenza: 1’ uvicita si prova poi subito seguendo lo stesso
metodo seguito dal Goursat' per le equazioni differenziali
ordinarie.

3. — D’ora innanzi, parlando di sistemi semplici del
Darboux, supporremo sempre soddisfatte le condizioni del
precedente teorema, nelle quali & assicarata 1’ esistenza ed
unicitd degli integrali. Nel caso paiticolare dei sistemi /-
neari rispetto alle funzioni incognite, (e pitt in generale
per titti i sistemi pei quali le condizioni di continuita e
di Lipschitz per le [;; sono soddisfatte illimitatamente ri-
spetto‘alle z,), I’ esistenza e unicita degli integrali & assi-
curata in tutto il campo primitivo (I).

4. — Nello stesso campo (8) gh integrali sono funzioni
finite e continue delle variabili indipendenti, e soddisfano
essi stessi alle limitazioni (2).

Ma si presenta subito il problema della loro dipendenza
dai valori iniziali, (dalle coordinate x{” del punto iniziale,
e dalle corrispondenti funzioni 2*);), da cui sono univo-

mente determinati. Come nel caso particolare dei sistemi

! GoursAT, Cours d’ Analyse, t. 11, 1905, pag. 372.
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differenziali ordinari, tale questione si risolve dimostraudo
che sotto certe condizioni, ed entro certi campi, anche ri-
spetto a tali argomenti gli integrali sono funzioni finite,
continue e derivabili.

Sulla derivabilita torneremo pilt innanzi (vedi § 35): per
quanto riguarda la continuitd, non presenta alcuna difficolta
I’ estendere ai sistemi (I) la dimostrazione che di tale pro-
prietd da il Goursat! pei sistemi differenziali ordinari: si

giunge cosi a stabilire che «se nel campo
(H* |2 —al|=<a

& definito un sistema di funzioni ¢, (x,2, ..2,), finite e

continue nel campo stesso, e nel campo (1)¥ per le x, nel
campo

(2y* 2o —@u| b

per le z,, sono soddisfatte le condizioni (3), (4) per le f;;,
nel campo

/
/

<2
\ll', —a, £41

(18) 2 —a <

H

W > |

\ |20)|)."' (‘pt)lS

(col solito significato per d), le serie (6) sono convergenti
in egual grado rispetto a tutti gli argomenti x;, a,”, 29,
da cui vengono a dipendere i loro termini, quando i valori
iniziali «{,2z°); non si suppongano prefissati». E cido equi-
vale a dire che nello stesso campo (13) gli integrali sono
appunto funzioni finite e continue degli stessi argomenti.

! GoursaT, 1. c. 2¢ éd. t. III, pag. 7-8.
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Se soltanto le «,” o le 2, si suppongono variabili, la
continuita & assicurat: rispettivamente nei campi

b
‘\ |z, _a/ls'é
(14) <
( © d
[.’l“, _“JI§§
0
s |, -’f(;°>|$g‘
(15)

Sistemi dipendenti da parametri. Integrale generale.

5. — Per rendere variabili le 2, o le «” si puo, in
particolare assegnarle come funzioni determinate di un certo
numero di parametri variabili. Ma possiamo supporre che
anche esplicitamente nei secondi membri [; figurino uno o
pive parametri a,(p=1,2,...,v).

Indicheremo, ove occorra, con (I)*¥ tali sistemi pil
generali

A dz,
(I)* 5 = -_(:E,Z,, y Uy)
dx, NIRRT
che comprendono, (per v=10), i sistemi (I).
Supporremo in ogni caso che le f,,, le i, le 2, siano
funzioni finite e continue dei parametri a, che in esse eventual-
mente figurino, in un campo finito

(16) laF—— aﬂ’ls; .
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Siano le condizioni (3), (4), per le f,, soddisfatte nei campi
(1%, (2)%, (16) rispetto agli argomenti da cui tali funzioni
dipendono: la dimostrazione del teorema generale del n. 2
anche nelle attuali ipotesi pitt generali si pud ripetere senza
mutamenti notevoli, e si ottiene che « gli integrali z, del

sistema (I)¥ corrispondenti alle condizioni iniziali
- < - —_— 2 . » .
(l‘) (Zu))Wl: (.)))_20)‘/—0,; (J!,,.-~,-’1/._n-'l3,-.|,---,a/,.,U-,,)

sono funzioni finite e continue, nnivocamente determinate,
di tutti gli argomenti (,, x}”,2");, «,) da cui dipenaono,
nel campo

(18)

I“y — o << o>

Qui intendiamo che & abbie il solito significato: minore
: : b 5wy
dei due numeri a, I Per la supposta continuita delle
4

[, rispetto ai parametri a,, se indichiamo con A, §, 1 va-
lori corrispondenti al caso particolare in cui si faccia

a,= af’, s1 potrd prendere ¢’ <6 in modo che per
(19) g, —aP << ¢

il corrispondente valore §’ differisca da §, tanto poco quanto
si vuole.

Se i valori iniziali x{”, 2¢), si suppongono prefissati, e
non dipendenti dai parametri «,, e le condizioni (3), (4),
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soddisfatte nel campo (1), (2), (16), 'esistenza, unicita e con-

tinuitd degli integrali & assicurata nel campo

x,— x| <9
- y Lo, — @<,
{ fo,— | < 0.

Pei sistemi lineari, il campo di convergenza degli inte-
grali & tutto il campo primitivo (1), (16), in cui & assicurata
la continuita dei coefficienti.!

6. — Consideriamo ora il caso, in cui .si supponga gia
noto un sistema integrale particolare,

(48] 2o (@, Ty ooy ),

che soddisfi alle (I)* per =

Possiamo proporei di trovare gli integrali di (1)* che per
a, = o si riducono agli integrali noti z,.

Sia (x{”) un punto, interno al campo di continuita di
questi integrali (21), tale che entro certi intorni delle «{*,
delle 2% = (z,)w-w" e di particolari valori «’ dei para-
metri siano soddisfatte le solite condizioni (n. 2, 5) di con-
tinuita e di Lipschitz per le f;. Pei risultati indicati al
numero precedente, avremo che basta — per risolvere il
problema ora posto — prendere come valori iniziali per le
2, 1 rispettivi valori 2 a cui si riducono le z,; per x,=—x":
gli integrali corrispondenti si ridurranno in effetto per
= af&” alle z,, e saranno funzioni finite e continue delle
@, a, in un campo (20).2

! Se perd anche le 0,; si suppongono finite e continue in (1).
? Ove 3 s’intenda tale che il campo |z, — z9, | <3 sia interno

al campo di continuitd degli integrali z,.
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Ma risultati pitt precisi si ottengono procedendo diret-
tamente.’

Supponiamo che gli integrali particolari z, supposti noti
siano finiti e continui in un campo
(22) |, — @] < p;

supponiamo inoltre che nel campo

I-’B,— 55°)| =D
[3.1_20. < b)

(23) A
( [a,— ] < o,

le funzioni f,; siano finite e continue e soddisfino, rispetto
alle z,;, alle condizioni di Lipschitz: cosicché si avra, in
tale campo,

|f0~ (w) 243y (1',‘)] = M

(24) 5 ’
[fo (, 2oy ay.) —fo(x, 2 78 a,.;)‘ <L rz .2 lz,,—2'..],

con N, L, determinati e finiti, e <i potra sempre determi-
nare m << o tale che per

(23) |ap_ a,(:)l =M
sia
(26) |fo (, é;a; a’,) — fa (2, an, aﬁf’)| < h,

con h arbitrariamente prefissato.

Cid premesso, costruiamo direttamente, col metodo delle
approssimazioni successive, gli integrali cercati, — che per

u, == o) si riducono alle corrispondenti z, — con questa
modificazione, che per primi valori approssimati prenderemo

le z, stesse invece che le z%,. Questo sard lecito, purcheé le

3 Vedi Goursar, 1. ¢. pag. 14.
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serie (6) risultino ancora convergenti: sotto questa condi-
zione ¢ immediata la verifica, che le somme di tali serie
sono ancora effettive soluzioni del sistema, soddisfacenti
alle condizioni iniziali imposte, e che non ve ne & altre.!
I successivi sistemi ausiliari saranno dati da
i -
2% =z,
Ly
— 0 ! r- —
2% =2% 1 / fin (@, 23", a,) da,, F=1,2:.)

zo)

D’ altra parte gl’integrali z, soddisfano alle equazioni

Ly

2y = Z("ﬁ ’*_ f:l. (m) zx.?r asfc)) dwu'

I.o)

Costruiamo le differenze successive

1 P . ( -
M —z5, Eh—zy..,28 —2;

YR

restringendo successivamente U intervallo v possicmo fare in
modo che tali differenze restino tutte, per » comunque

grande, entro il campo (22), (25), inferiori al numero 4. In-
fatti si ha

Ty
@) 2% za = [l 5 ) — o (0 2y )
.11;:0)

x,

4+ [ Vo (@258, 0) — [ (@ 2,5, o) { A T,

S 0
r,

' Vedi pin innanzi, § 4, n. 13.
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e da questa si ottiene, successivamente,

lz ‘2l—zlll<h|wl_ x(.(u' < hz;'m,— .’D',"’l < hﬂp<b,

Br—a)
2%, — 5-).\< Lmh *‘-—3,— + & 2:]-2:— x”)

* h Lmnp)
< e ((_Z'_p— = Lm'np) < b,

e in generale (per ogni =1

5 (Bt — ) 5
|&9% — zal << Lm0 'h———————— 4R Y |, —

> ! -

h ((L mnp)”

Lm r!

—}—...—i—Lmnp) b,

purché n venga successivamente ristretto, si da rendere

valida la (26) per valor

b Lm

Lmnp—{-—(];):—;z—p)-

. . . . . . . . . .

bLm
Lmnp-... .+

h< (Lmnp)

7!
Dunque basterd prendere 1) tale che la (26) valga per

un valore

_ bLm
B
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perché per ogni » si abbia appunto
|z'; —2, | < b.

C10 stabilito, non presenta alcuna difficolta il ripetere,
per le serie delle approssimazioni successive costruite coi
nuovi sistemi ausiliari, la solita dimostrazione della conver-
genza in egual grado: e si ottiene cosi il seguente risul-
tato: «gli integrali del sistema (I)* che per «,=u}) si
riducono agli integrali purticolar supposti noti sono fun-

zioni finite e continue delle & e delle « in tutto il campo
(29) |, — x| < p, |, — o] < n>»,

ossia, rispetto alle @, in tutto 1] campo in cui lo sono gli
integrali z,; mentre applicando i precedenti risultati si
assicurava (rispetto alle #) un campo di conveirgenza in

generale assai piu ristretto.'

7. — Gli integrali considerati nel preccdeute teorema

)
v

non sono gli integrali pilt generali di (I* che per «,—=u
si riducono alle z;. Infatti possiamo considerare gli inte-
grali che per
— (0) [
=’ =ux" ¢
si riducono alle
0) __ o®
#% = 2"+ qa,

essendo le ¢, parametri arbitrari. e le ¢, funzioni arbitrarie
(finite e continue) delle @, con la restrizione che i valori
assoluti [g,], |g, |, siano opportunamente limitati. Tali inte-
grali per

a,=a) §=0 ¢,=0

~

' 11 contrario aceade rispetto ai parametri 2.
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si ridurranno appunto alle z,, e se nel campo
|, — @”| < p,
(30) Izl;._— 2 ' = b’

|a, — uy | << o,

sono soddisfatte le solite condizioni (vedi numero prece-

dent-) per le z, e le f;;, nel campo

|“’;—E)ml§§n

0 =5 p

ey | = 69 — x| << =,

- Vlal=1 P

b
(gl ==[2% — 2%]| =3

la, — o] <<

saranno funzioni finite e continue di tutti i loro argomenti.
8. — Dato un sistema (I)* supponiamo di avere effetti-
vamente determinato le espressioni

1)

(32) 2, =z, (x,, x,", 233, a,)

degli integrali corrispondenti alle condizioni iniziali gene-
riche, e ai valori generici dei parametri: le (32) c¢i danno
1" integrale generale del sistema (I)¥, nel senso del Darboux!
infatti colla oppertuna specializzazione delle arbitrarie;dalle
(32) si pud ottenere ognuna delle soluzioni di cui il teo-
rema generale del n. 2 e i successivi corollari ci assicurano
1’ esistenza.

! DArBOUX, Théorie des surfuces II, Chap. IV, pag. 98.
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Pero nelle (32) si possono anche dare alle = valori
fissi, senza diminuire la generalita: dalle espressioni che
cosi si ottengono

(32)* zl), == Z,;_ (xll wg‘%’ u',u)

si pud ancora ricavare, disponendo opportunamente delle
funzioni arbitrarie 2§}, ogni integrale particolare del si-
stema (I)* ottenibile dalle (32).

Di pilt: se in qualunque modo si & trovato un sistema
di soluzioni del sistema (I)* proposto

ok —

(32) 20— 2 (wj Qy,?.) “‘u)'

dipendenti dai parametri «, e da m funzioni arbitrarie
Q5 (®yy @ayeny@pry Typyyeoy Lay Oy)

delle n — 1 variabili indicate e dei parametri stessi, po-
tremo dire che le (32)** rappresentano ancora 1’ integrale
generale del sistema, sotto la condizione che sia possibile
disporre delle Q,; in modo, da fare assumere agli integrali,
quando alle rispettive variabili principali si dia il valore
iniziale, valori arbitrariamente assegnati in funzione delle
rimanenti variabili (parametriche).

! Questa condizione sard soddisfatta in particolare se:
1) nella (32)** generica, corrispondente a 2,5, figurano soltanto
le Q,(t=1,2,...,1,).
2(£%)
) (an)
? (#%)

dotto, non si annullino in un certo campo finito.

2) gli n Jacobiani, di ordine t,,

(i=1,2,...,n), ovvero,

che & lo stesso, 1’ Jacobiano di ordine m

, che & il loro pro-
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§ 3.

Sistemi alle variazioni relativi ai sistemi (I)* di Darboux.

9. -—— Abbiamo visto ai n. 6, 7, come supposto noto un

particolare sistema integrale z, di un sistema (I)*, sotto
certe condizioni di continuita sia assicurata 1’ esistenza di
molteplicitd pitt volte infinite e confinue di integrali del
sistema stesso, che comprendono quello dato: in particolare
1’ esistenz di integrali vicini quanto si vuole ad esso. Ora 1’ ar-
gomento degli integrali di un dato sistema differenziale
infinitamente vicinmi ad un dato si collega, come & noto, a
quello dei suoi sistemi alle variazioni.' Siamo cosi condotti

ad occuparci brevemente di quest’nltimo argomento.

10. — Introduciamo una nuova ipotesi, che d’ ora innanzi
supporremo sempre soddisfatta: che le funzioni [; posseggano
derivate parziali prime vispetto alle z,, finite e continue nel
campo (1), (2) relativo alle a,, z;. (Questa coudizione com-
prende manifestamente le condizioni (4) di Lipschitz pel
sistema (I)*). Supporremo inoltre che se nelle f, e nelle
x”, 2%, sono contenuti uno o pit parametri o, anche rispetto
ad essi le f,, @, 2%, (queste ultime anche vrispetto alle x

J

se ne dipendono), ammettano le derivate prime finite e continue.

0)
?

11. — Cid posto, sia

(33) zl/. ('Tl: (l:,, 7070y ;ru)

' Vedi PoiNCARE, Méthodes nouvelles de Mecanique céleste, 1, Paris
1892, pag. 162. Darsoux, Sur les équations aux déivées partielles,
(Comptes rendus de 1’Acad. de Sciences, Paris, t. XCVI, pag. 7T16), e
Thé)rie des surfaces, IV, note XI, pag. 506-16. Goursart, Cours d’' A-
nalyse, 2¢ éd., t. III, pag. 14-19.
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un sistema integrale, supposto noto, del dato sistema (I)¥,
corrispondente ai valor: iniziali

5 g (0 0 :
(34) T

Facciamo variare, infinitaniente poco, le arbitrarie (34):
se gli integrali (33), insieme «lle fanzioni f,,, soddisfano a
certe condizioni di continuita, (indicate a1 n. 6, 7), sara
assicurata 1’esistenza di nuovi integrali infinitamente vi-
cini ad essi, corrispondenti a1 valori variati. Detta ¢ una
costante iunfinitesima del 1.° ordine, potremo sempre indi-
care, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo, con
e

(39) Ca=2z, +*u,

i nuovi integrali, e con

\ " t-ro,
(36) o B ey, =29% 4 ey,
< uy’ + ¢ By

i nuovi valori delle arbitrarie che hanno variato.

Le u,; saranno soluziom del sistema alle variazioni rela-
tivo al dato sistema (I)¥, costruito rispetto al sistema integrale
noto (33): e se le o, y,;, i, sono del tutto arbitrarie, ne rap-
presenteranno anzi la soluzione pitt generale.

E noto come si costrmiscano i sistemi alle variazioni
relativi a un dato sistema differenziale!: nel nostro caso

! Vedi DarBoux Theorie des surfaces, 1V, note XI, pag. 506.
(La costruzione — nel nostro caso — & questa: si sostituisce, nel
sistema (I)*, ad ogni funzione incognita 2,2, -+ cu;: ad ogni
parametro e, contenuto esplicitamente nei secondi membri, o, + eBu:
indi si deriva ciascuna equazione del sistema rispetto ad & e si
pone € =0 dopo la derivazione).
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otteniamo il sistema

du,,

- it < 9o
CORE 3 X O 1) T

(Nelle derivate che figurano nei secondi membri, dopo
la derivazione si debbono intendere sostituiti alle z, i cor-
rispondenti integrali (33), funzioni note delle x; ed alle «,,
le ).

Come si vede, questo sistema dipende dall’ integrale noto
(33) rispetto a cui & costruito e inoltre contiene, in gene-
-rale, i nuovi parametri f,, ossia dipende anche dal modo di
variare dei parametri u,: ma le sue singole soluzioni do-
vranno essere in relazione anche col modo di variare delle
x” e delle 2, ossia dovranno dipendere dalle f,, 0, V..
Su questa dipsndenza torneremo in segnito (v. § 6, n. 20).

11 sistema (37) alle variazioni & un nuovo sistema sem-
plice del Darbouzx, lineare nelle funzioni incognite: onde segue
(n. 2, 6) che in tutto il campo, relativo alle «, in cui & assi-
curata l'esistenza e la continuita degli integrali (33), (e delle
[, con le loro derivate prime: vedi n. 10), esso ammette

uno e un solo sistema d’integrali, corrispondenti a condizioni
iniziali prefissate ad arbitrio

(38) (W)= ") == U == Wiy (Lryerey Lasyy By g1 g00ey Ly (1,.).

e rappresentati dagli sviluppi in serie, sempre convergenti
in tale campo

(39) Uy =1 o-l + 2’_ (ufril)' — ).

Finora abbiamo supposto che il sistema integrale (33)
sia un sistema integrale particolare, corrispondente a con-
dizioni (34) prefissate, ma evidentemente possiamo anche
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supporre che alcune (in numero qualunque) delle ), 2,;, &,
o anche tutte, non siano prefissate, e prendere in conside-
razione il sistema alle variazioni relativo, dato ancora dalle
(37) (in cui si intendano poste per le z,; le espressioni at-
tuali degli integrali e i corrispondenti valori dei parametri).
In base ai risultati dei precedenti §§ avremo, anche in tali
ipotesi piu generali, che gli integrali del sistema (37) sa-
ranno funzioni finite e continue delle = e delle arbitrarie
da cui dipendono i corrispondenti integrali del dato sistema
(I)* in tutto il campo in cui questi stessi integrali lo sono.

§ 4.

Due proprieta delle serie delle approssimazioni snecessive,
pei sistemi (I) di Darboux.

12. — Questi brevi cenni sui sistemi alle variazioni
relativi ai sistemi (I)* troveranno tra breve applicazione
nella risoluzione di una notevole questione: quella della
derivabilita degli integrali, considerati come funzioni dei
valori iniziali ¥, z°;, e dei parametri «,, rispetto a tali
argomenti. Ma prima di venire a questo premetteremo an-
cora la dimostrazione di due proprieta delle serie (6) delle
approssimazioni successive pei sistemi (I): di cui la prima
¢ 1’ estensione, a questi sistemi, di un noto risultato stabi-
lito dal Lichtenstein! pei sistemi differenzali ordinari.

Considereremo per semplicita, il caso dei sistemi (I) in

! LICHTENSTEIN, Zur Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen
und der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, (Rendic. del
Circ. Mat. di Palermo, t. XXVIII, 1909, pag. 267.

Ann, 8. N.
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cui non figurano parametri: ma tutto cid che diremo vale
anche pei pilt generali sistemi (I)*.

Nel formare i successivi sistemi ausiliari (7), alle fun-
zioni f, (x, 253), sostituiamo ordinatamente le altre [ (x, 243),
variabili con Uindice t, come le f,, finite e continue nel campo
(1), (), e tali che al crescere indefinito dell’ indice t, conver-
gano in egual grado verso le [, cosicché preso & ad arbitrio,
per 7 sufficientemente grande si abbia, per k=0

(40) lfr+k:l (e, z:ca) — ﬁ). (2, Zaa)l <&

in tutto il campo (1), (2), ora ricordato.

Dimostriamo che le serie (6) delle approssimazioni succes-
sive, costruite col processo modificato, ossia coi nuovi sistemi
ausiliari

0 —
S &0 00 gy s e 5 Wiy Wicciryiosisng BB

1) - '
( gt / £ @2 da, (E=1,2,...)

0
.E,)

(che per semplicitd indichiamo con le solite notazioni),
convergono ancora in egual grado verso gli integrali z, del
sistema proposto, che soddisfano alle (5), nel campo

(42) le, — 2" < ¢

; ; < b PR
essendo ¢ il minore dei numeri «, W,ed N il limite supe-

riore_dei valori |f*, (x,z,z)| nel campo (1), (2).!
Infatti: valendoci delle (9), (41), costruiamo le differenze

* Sard in generale N+ M, ma finito, per le ipotesi fatte sulle

J k’-l'
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2o, — 2", 0 25— 2778, applicando le diseguaglianze (4)

(di Lipschitz) e (40), troviamo, pei loro valori assoluti, la
limitazione ricorrente

xl
43) [ea—2 " ul< L] f 222[%—&:“"’]:dw.]-}—slw_-—w“"].
a

Ora, detto 4 il massimo valore assoluto delle differenze
7 Z,:
nel campo (42), dalla (43), scritta per k=1,2,..., con suc-

cessive sostituzioni nei secondi membri ed integrazioni, ab-
biamo facilmente 1’altra limitazione

(m LYz, — a0 1)k+

Izll_z(’-rkzll<A - %!

e (mL ZJ lw) b wJO)l)l mLZJ |x,—m;°>|
+Lm, k! s & 1!

onde a fortiori (per ogni k)

mn La)* e
(44) IZ-). e z(r-r’-Z)‘l <A ..{_k!_) + e (emnl.a . 1).

Dunque posto B:WB—L(e"“"'"— 1), preso k, tale che per

k
k=k, sia A (m_r;“éﬂ < & B, avremo, nel campo (42), (in

cui 1 successivi sistemi ausiliari (41) hanno un significato),
per k=Fk,
lza— 21 <2eB c.d.d.

Nel caso lineare le convergenza delle serie modificate &
assicurata in tutto il campo primitivo (1).
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13. — Ma si puo fare di pit: anche alle funzioni ini-
ziali 0, (2, Xgyeeey &1y T, 1 1yeeey &,), n0lla costruzione delle suc-
cessive funzioni ausiliarie (7) si possono sostituire funzioni

ewﬂ. (wl) Lgye oy xn)

variabili con 1’indice ¢, finite e continue nel campo (1),
(o anche soltanto in (8)), e convergenti in egual grado in
esso, al crescere indefinito di #, verso le 0,,, con la sola re-
strizione che le 0, restino sempre nel campo

(45) la(‘)l). e 9.),] = _bé'

Le nuove funzioni ausiliarie saranno

0 —— A"
295 = 0% (@1, iy 000y 2,)

(46)

Ty
2% =0% f fo@,2g)da;  (t=1,2,..).
\ )
Dimostriamo che anche i nuovi sistemi ausiliari (46) con-
vergono in equal grado, al crescere di t, verso gli integrali z,;
nel campo

®)* o, — el <3

La dimostrazione di questa seconda proprietd & analoga
a quella della prima; si verifica subito che in questo campo
(8)* i secondi membri delle (46) hanno un effettivo signifi-
cato: cid posto si prenda e piccolo ad arbitrio, ed » tale
che nel campo (8)* sia, per k=0

(47) 185, — B8] < e
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Dalle (9), (46) abbiamo facilmente (per ogni k)

X

r r ‘ k- a
(48) |za— 275 <104 — 00 L] f (%) Sl
z“’)
e da questa, detto ancora A il massimo valore assoluto in
(8)* delle differenze z,— z, 1’ altra

s k-1
2] lwl s wf‘))l (m L Z] lm}__w}O) l)

) Jea—2 R <e\l4-mL gt &=

o k
(mz. 51— at)
+ 1

k!

4,

onde segue subito quanto volevamo stabilire.
Un caso assai particolare di questa modificazione & quella
di cui ci siamo serviti al n. 6.

§ 5.

Derivabilita degli integrali di un sistema (I)* rispetto ai
valori iniziali x[” e 2. Derivabilita rispetto ai para-
metri «, e alle variabili indipendenti parametriche.

14. — Possiamo ora facilmente risolvere la questione
gia accennata, della derivabilita degli integrali di un sistema
()*, considerati come funzioni dei valori iniziali x® e 2¢);
e dei parametri a,, rispetto a tutti questi argomenti.

Mostreremo che in effetto, I’ esistenza delle derivate finite



38 Enea Bortolotti

e continue degli integrali rispetto ad wuno qualunque di essi é
assicurata entro gli stessi campi in cui & assicurata, rispetto
ad esso, la continuita degli integrali medesimi, e nello stesso
tempo 1’ esistenza delle derivate prime finite e continue
delle f; e 0,.

Per la dimostrazione, non ¢’é che da constatare che di
tale proprieta godono i successivi termini delle serie (6)
delle approssimazioni successive — il che & immediato —
e poi che nei detti campi é assicurata la convergenza in equal
grado delle serie delle derivate.

Cominciamo dal considerare gli integrali come dipen-
denti dalla x® generica. Derivando rispetto ad essa le fun-
zioni dei successivi sistemi ausiliari (7) abbiamo (suppo-
nendo, per maggior generalita, che anche le 0,; possano
dipendere dalla ),

[ 92% _ 30,
PerizE)i| T — 52

G0 8z _ a0,

x"  ox®

x,
b O fa (8,25, @) 8267
T ) 22 g 4
Z

)

(r=12,...);

32 _ 30,

ori—j, | =
P 2N 2 oz’
a8z a0, "
3 a':(“? — '5;(%7 - [f:k (, z(aza‘) a},‘)] (z;=2" +
(50)* J ¢

]

&,
( d [ (, 255", «,) 02"
+ |33t S,
z(®

i

(P=1,240s)-
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Le successive derivate sono finite e continue nel campo
(18) (vedi n. 10).

Ora lasciando invariate tutte le altre arbitrarie,! mu-
tiamo la «}” in a{” - ¢, (ove & indica, al solito, una costante
infinitesima del 1.° ordine), il che equivale (vedi le (36),
n. 11) a porre

a 2(9)
e J— DX -
Q= &, Py, = FraR B.=0,
7

( g,=1 per i—=j
con .
g, =0 per i=j

Dette ¢ u,, le corrispondenti variazioni prime degli inte-
grali, le #, soddisferanno al sistema alle variazioni

a Uy af:l .
(51) —a—m-‘- = - 62“3 Ugyp *

ma ammesso per un momento che si sia provata U esistenza
dz,
o

d’ ordine superiore al primo abbiamo, per ogni i,

delle derivate

finite e continue,® a meno di infinitesimi

d Zo.
EPEoN

(52) 2o (2" - 8) =z (") +-¢

Dunque se poniamo

__ 9z,

(83) Uy, == Epes)

' ¢’ intende, 2 meno delle variazioni che conseguono dai legami
che esse possono avere con la z%,
* insieme alle loro derivate rispetto ad z .
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le u, formeranno un sistema integrale del sistema (51) alle
variazioni: precisamente, quello che corrisponde alle con-
dizioni iniziali

; 5 a0,
(54) per i==j, u%h= awjoln
. 80,
(54)* per i=j, 4= m [ (0, 243, 0)] (@5 = 2.

Ora se, indipendentemente da ogni ipotesi sulla derivabilita
degli integrali z,, andiamo a costruire il sistema integrale
del sistema (51) che corrisponde a queste condizioni iniziali,
modificando (secondo i risultati del § precedente) nella costru-
zione delle I™ funzioni ausiliarie, u“;, le funzioni

9 fa(x, 2.3)
dz,

nelle altre

o fa (@, 253)
oz

e, per le sole funzioni incognite per le quali ¢ i—=j, anche
le funzioni iniziali

a0,
Uh= x® ® [f). (x, 248y p)](-‘t, = 29)

nelle

0 6,1

w(o, [ﬁl (z, zaB ) a,)](x, =a3”) per =1,
nelle

a0,

Ffz; per 1=0,

verifichiamo subito che le u"’l cosi costruite coincidono,

per tutti i valori di », con le date dalle (50) o (50)*.
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Ma le serie (39) delle approssimazioni successive pel sistema
(lineare) (51) convergono in egual grado, (anche col processo
modificato), nel campo (18)! di continuitd dei coefficienti.
Risulta cosi dimostrato 1’ asserto, per quanto riguarda la
x,” generica,

15. — In modo perfettamente analogo si possono otte-
nere le dimostrazioni relative a.lle.z‘%, e ai parametri (P
bastera darne un rapido cenno.

Sia z{) la generica funzione iniziale: conveniamo di
indicare con gy,a, 1’ unita se i —=p, A=gq, lo zero in ogni
altro caso. Dalle (7) derivando abbiamo

a zlo‘
az(o) = €m0

(55)

az(rd Z(o.). af.)‘(m rl) )az( -1)
32 azo)+ ?22 az,(rl) 1 oa) da;

(0)

(r=12,...).

Tutte le successive derivate sono finite e continue in
un campo (18) (in generale: in un campo (15) se le z o
le a, sono prefissate).

Ora se si costruiscono le successive funzioni ausiliarie
pel calcolo degli integrali di quello stesso sistema alle varia-
zioni (50), che corrispondono alle condizioni iniziali

(56)

0), —
U= Eap)0a)

1 0 nel caso dei sistemi (1), nel campo (13): se poi le 2, non
dipendono dalle #”, nel campo (14).
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modificando, nella costruzione delle /™ funzioni ausiliarie,
u", le
afd (2, Zupy aE)
azh
nelle
a f:). (.'L', ZgBl)) au)
azi! 2
si ha per ogni »
uh = 92"
=28,

onde risulta appunto che nel campo (18) [0 (15): vedi poco
sopra] gli integrali 2z, ammettono derivate prime finite e
continue rispetto alla generica z{).

16. — Sia ora «, il parametro generico (tra i v parametri
che figurano nelle f,, 0,)). Abbiamo subito

82% _ a0,
da, — da,’

P

a Z('a). o d 2(0)-).

(57) da, d a,

(0)
o [f-l (w,z‘,{é”,a,,)](x. =x(.°\) ?ﬁ_ +
da,

azrv da,

(5 50fa @250 0) 025" | ofs]
+f§22 o g S0 1 T g,

(0,
x, )

Il sistema alle variazioni (37) corrispondente al sistema
integrale generico 2z, e ad una variazione, di ¢, del solo
parametro «, (onde f,—¢,,) ha la forma particolare

du, dfa dfo
(58) am,—ggazﬁ““ﬂ'*‘ da,’
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Se costruiamo gli integrali di questo sistema corrispon-
denti alle condizioni iniziali

O
a2 21

0) o ox®
(59) w W — W —_— [fl). (w1 zzﬁy a,l.)](-’ﬂ: = ))
td

da,

modificando, nella costruzione delle ™ funzioni ausiliarie

T
uy,

af, (x.2,3,a,) 0 fulx, 252, a,)
per 121 le '—dz;",—&' nelle ng.a”_y_p

02" dx®
e le F] a, - lf-l (w) 228y “,u)](x- e x(-o)) "(m

92, ) L
nelle 7 — [/ (2,25, 0 Jiw . =) Ja,
82%, my 922
per 1=0 le da, (£ () 22, W)@, =) da,
027,
nelle F (1) bl

»
verifichiamo subito che risulta

92

oa,

u('zl pr— ,
onde resta provata, anche rispetto ai parametri «,, 1’ esi-

stenza delle derivate degli integrali z,, finite e continue
nel campo (18).

17. — Risultati del tutto analoghi si ottengono — se-
guendo la stessa via — per gli integrali dedotti da un
integrale particolare z, supposto noto: anche per essi, sotto
le ipotesi indicate al n. 10, negli stessi campi (29) o (31)
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(vedi n. 6, 7) in cui & assicurata la continuita, & assicurata
anche 1’esistenza delle derivate prime finite e continue
rispetto ai vari argomenti da cui essi dipendono.

18. — Lo stesso procedimento, accennato al n. 16, che
serve a provare la derivabilitd degli integrali z; rispetto
al parametri a,, ripetuto senza mutamenti sostanziali, porta
a stabilire, sotto certe condizioni, anche la loro derivabilita
rispetto a tutte le variabili indipendenti. E precisamente si ot-
tiene che « se, nel campo (8) per le x, le f, e le 0,, ammettono

derivate prime finite e continue rispetto a tutte o ad alcune
delle variabili indipendenti, della stessa proprieta godono anche
gli integrali z,, nello stesso campo ».!

Infatti in questo campo & assicurata la continuita degli
integrali, e 1’ esistenza e continuita delle derivate delle suc-
cessive funzioni ausiliarie rispetto ad esse: ora nulla vieta
di considerare il sistema alle variazioni corrispondente ad
un integrale particolare, e a date variazioni delle stesse
variabili indipendenti: dette v, (j=1,2,...,n) le parti
principali delle variazioni delle a,, esso ha la forma

du, a1 & 9fa
(60) —a—m—;-—;;a—z;;uya-I—ZmUH

(s)
(ove il simbolo sommatorio ¥ ? indica che 1’indice varia-
2

bile j deve percorrere tutta la serie 1,2,...,7n, con esclu-’

! Questo nelle ipotesi, che le arbitrarie da cui dipendono gli inte-
grali siano prefissate : altrimenti, nel campo (18).

* notazione introdotta da BiancH1 (vedi: « Le trasformasrioni di
Ribaucour...», Annali di Matem. Tomo XXVII della serie III, 1918,
p. 186 187).
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sione dell’ indice fisso #). Cid posto, non presenta difficolta
il ripetere le stesse considerazioni svolte pei parametri «,,
per le variabili indipendenti

Qui & opportuno osservare che nelle primitive ipotesi
sul sistema (I), o (I)*, dalla dimostrazione stessa dell’ esi-
stenza degli integrali seguiva la derivabilita di ciascuna
2, rispetto alla sua variabile principale x,, ma non rispetto
alle variabili rimanenti (parametriche). Della proprieta ora
stabilita ci varremo nello studio dei sistemi pilt generali
di cui ¢i occuperemo tra breve.

§ 6.

Altri cenni sui sistemi alle variazioni.

19. — Prima perd di lasciare 1’argomento dei sistemi
(I)*, aggiungiamo a quanto gia si disse al § 4 alcune altre
osservazioni sui loro sistemi alle variazioni.

Applicando al nostro caso particolare una osservazione
generale dovuta al Darboux,! notiamo che se per un si-
stema (I* & conosciuta 1’espressione (32) o (32)* dell’inte-
grale generale, risultano noti senz’altro gli integrali generali
di tutti i suoi sistemi alle variazioni.

Infatti eguagliando le variazioni prime dei due membri
di ciascuna delle (32), o (32)%, (ottenute facendo variare tutte
le arbitrarie, costanti e funzioni, che vi figurano, si ha
appunto
(61) “ﬂ.:Z Z%W«B+Eéﬁﬂﬁ+2 :%‘(10)9"

x B | - J f]

aa,‘

! DarBoux, Théorie des surfaces, t. IV, note XI, pag. 506.
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o
. d Z*,;‘ 62*,
(61)* “.x—:;;W\st'f"; _éa—:ﬁy'
Ponendo nella (61)* generica x,— x(”, essa diviene
: 92
(62)* O =Y, 2 —a—l- Bu-
w OUy

Dalle (62)* ricaviamo subito i valori da porre per le
Y, nelle (61)* onde ottenerne la soluzione che corrisponde
a condizioni ai limiti

(63) u(O)l). — wll (wll A ’$l-11 Lyryens ] wn) a‘u)

arbitrariamente assegnate: cosi verifichiamo (vedi § 4, n.
8) che le (61)* danno effettivamente 1’integrale generale
del sistema alle variazioni (37) generico relativo od (I)*.

20. — Notiamo infine che le (62)% (in cui non figurano
piu gli integrali generali (32)*%), o0 — se anche le «” si sup-
pongono variabili, — le formole pilt generali che si otten-
gono analogamente dalle (61),

¥ o2t
62) uh=1vs+ 2 Dle 6/1_ [fu. (z, 2737(‘;1)](1'4 =2") 0y
w0 U

danno le condizioni iniziali da imporre al sistema (37) alle
variazioni per ottenerne gli integrali corrispondenti a supposte
variazioni — definite dalle funzioni, e dai parametri B,, o,
— delle arbitrarie: risolvendo cosi in modo preciso la que-
stione — che gia ci s’ era presentata (vedi § 3, n. 11), —
della dipendenza degli integrali del sistema alle variazioni
dal modo di variare delle arbitrarie 2, a,, «".

PARTE SECONDA

I sistemi intermediari (II) di Darboux.

Prima dimostrazione del Teorema generale
di esistenza ed unicita.

§ 7.

Enunciato del Teorema d’esistenza e unicitd degli integrali
pei sistemi (I1) di Darboux. Convenzioni e definizioni.

21. — Premessi questi studi sui sistemi di Darboux del
tipo (I), o semplici, andiamo ad occuparci dei pitt generali si-
stemi del Darboux,! che rientrano nel tipo

dz,

I T,

= fu(®:,2,)
sistemi che danno di ogni funzione incognita, almeno una,
ed in generale pit derivate, espresse per le funzioni inco-
gnite e per le variabili indipendenti.

Valendoci dei risultati ottenuti pei sistemi del tipo (I),
possiamo anche per questi sistemi (II) pit gemerali dimo-

! DARBOUX, Systémes orthogonaux, 2¢ éd. §§ 180-182, pag. 335.
Vedi Introd. I.
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strare un teorema di esistenza e unicita degli integrali sotto
certe condizioni: vedremo poi come molti altri dei risul-
tati fin qui stabiliti si possano estendere ad essi.

22. — Porremo le seguenti ipotesi:

a). I secondi membri delle equazioni del sistema siano
funzioni finite e continue, con le derivate prime, rispetto a
tutti i loro argomenti wx, z, in tutto il campo di variabilita
loro assegnato (che preciseremo in seguito, n. 24).

B). Le condizioni di compatibilita,® o di integrabilita,?
che si serivono eguagliando le due espressioni ultime® ot-
tenibili per ogni derivata seconda doppiamente princi-
pale,* (ossia, per ogni derivata cardinale),® di una funzione
incognita, non introducano alcuna derivata nuova, e siano
identicamente verificate dalle x, z, considerate come altret-
tante variabili indipendenti.

La prima parte di questa ipotesi, (come gia s’é notato
nella Introd. II), equivale all’altra che: « se per una fun-
zione z si hanno pil variabili principali, @a,, Zas, ..., @n,, nel
secondo membro della equazione

aa_;“:fh-(w)z) t=12,...,9)
che ne da la derivata rispetto ad una qualunque di esse, xx,
possano figurare (al pitt) quelle z, (e quelle soltanto), per le
- quali (almeno) tutte le variabili @a,, @iy @rigy Loiiayeeey Loy

! Vedi Introd. II.

? DARBOUX, l. c. pag. 336. Vedi Introd. II.
* RIQUIER, l. c. pag. 215. Vedi Introd. IIL.

4 BourLET, l. c. pag. S. 27. Vedi Introd. II.
5 RIQUIER, 1. ¢. pag. 174. Vedi Introd. IL.
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(ossia le variabili principali relative alla z del primo membro,

eccettuata al pilt la x.,), siano ancora variabili principali».

23. — D’ora innanzi, ove si faccia cenno di sistemi del
tipo (II), s’intenderd senz’altro, (salvo contrario avviso),
che per essi valgano le ), f3).

Tali sistemi, come osserva il Darboux,! si possono consi-
derare, in certo modo, di una forma intermedia tra quelle
dei sistemi del tipo semplice (I), e dei sistemi ai differen-
ziali totali, (che pure sono sistemi di Darboux): nei quali
di ogni funzione incognita sono date, rispettivamente, le
espressioni di una o di tutfe le derivate. Percio li indiche-
remo talora con la denominazione di sistemi infermediari del
Darboux.

Nelle ipotesi indicate «), ), dimostreremo che:

« Fissato un sistema iniziale di valori per le variabili indi-
pendenti, ogni sistema alle derivate parziali del tipo (II) di
Darboux ammette uno e un solo sistema integrale, tale che cia-
scuna funzione incognita z, quando vi st ponga per ciascuna
variabile principale il suo valore iniziale, si riduca ad una fun-
zione assegnata ad arbitrio, (finita e continua con le derivate
prime) delle sue variabili parametriche: e tali integrali sono
alla loro volta funzioni finite e continue, con le derivate prime,
di tutte le variabili indipendenti x,...x, ».

24. — Precisiamo il campo in cui si dovranno supporre
verificate le condizioni «):

Poniamo per semplicitd 1’ origine delle coordinate (nel-
1’ S, delle variabili @,,,,...,2,), nel punto iniziale (x”):
ossia poniamo =) =...= xV=0.

! DARBOUX, l. ¢. § 180, pag. 335.
Ann. 8. N. 4
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Chiamiamo 0 le funzioni arbitrarie a cui si debbono
ridurre le z, quando vi si pongano eguali a zero le relative
variabili principali, e ¢ i valori delle 0 (e quindi delle z
stesse) nel punto iniziale, (convenendo fin d’ora di attribuire
a ciascuna 0, ¢ gli stessi indici che si apporranno alla cor-
rispondente z). Cid posto: intenderemo che il campo in cui
le condizioni «) sono verificate sia definito dalle limitazioni

M o] < a,
e, (per ogni sistema di valori delle # in tale campo),

() |z — 0] <b.

25. — Per semplicitd di notazioni, indicheremo d’ora
in poi con

(3) Zh, kg,
una funzione incognita che abbia le s variabili indipendenti
whl, xhz, ey :r;,‘ ’

ed esse soltanto, come variabili principali: essendo (k,h,...h,),
con
by by <. hy,

una qualunque combinazione semplice della classe s
(1 <s<<n) degli indici 1,2,...,n, nella quale gli elementi
st suppongano disposti in ordine di grandezza crescente.
Questa notazione non si presta per indicare generica-
mente le z che possono figurare (in forza delle B)) nei se-
condi membri di una data equazione del sistema: ma sic-
come per la z del 2.° membro dell’equazione che da

2y by .k,

oy, (=1,2,...,8),
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sono variabili principali almeno le

Zhyys 18 1Ch, 0o Ch s

-1

viene naturale, estendendo la precedente notazione, di indi-
care con

7 YOO Ry T T
0O con

L TRy NI RO Ty LRI T

tali funzioni, essendo (s — 1) 4-s'<<n, ed intendendosi an-
cora che gli indici &'y, %',,...,R,, siano posti in ordine di
grandezza crescente.

La funzione incognita generica za,, », ha le s varia-
bili principali xn,,Tu,y...,&n,, ed n-s variabili parametriche,
che indicheremo analogamente (sempre relativamente ad
essa) con

mk"_l,xk”_’,.. .,a:k..

26. — Quando occorra distinguere le varie funzioni
incognite che hanno le stesse variabili principali, si aggiun-

gera un nuovo indice, separato col segno; dagli altri: indi-
cheremo con

(1) Zhyhye s hys Thy ...k,

la funzione z generica che ha le variabili principali indi-
cate: dove

Py hyeohy = lr21--'79h‘h2...h,1

essendo Qa,r,;. », il numero delle funzioni z che hanno le
@y Lngyerr,&n,, od esse soltanto, come variabili principali.
Il numero Qu, us.. », sard compreso tra 0 éd m, (estremi in-
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clusi), essendo m il numero delle funzioni incognite: e la
somma di tutti i numeri ¢ relativi a tutte le possibili com-
binazioni delle classi 1,2,...,n degli indici (1,2,...,n)
dovra naturalmente essere

d) 3o =m;

questa sara 1’unica limitazione imposta alle ¢ in un si-
stema (II) generico.

Disponendo opportunamente delle ¢ si ottengono, come
casi particolari:

1) I sistemi differenziali ordinari del tipo normale,
quando per una certa x, si ha o,—m, e tutte le altre o
sono nulle:

2) I sistemi semplici (I) di Darboux, quando tutte o in
parte le g, sono == 0, e le altre o con pitt di un indice sono
nulle, sicchée 2o, =m:

3) I sistemi ai differenziali totali, quando ¢,, ,—=m, e
tutte le altre o sono nulle.

27.— Sono note le dimostrazioni del teorema enunciato,
(sotto ipotesi meno restrittive, ma che rientrano in quelle
da mnoi poste), pei tre casi particolari sopra ricordati!: su
di esse non occorre ritornare. Ma osservando che per n—=1
si ha appunto il primo dei tre casi ora indicati, ricorre-
remo per la dimostrazione generale al procedimento per
induzione: supporremo di aver dimostrato il teorema pei
sistemi del tipo (II) ad n—1 variabili indipendenti, e pro-
veremo che in tale ipotesi esso risulta vero anche per
quelli ad n variabili.

Per n==2 ed n =3 la dimostrazione & stata data dal

! V. Picarp, DarBOUX, 1. c.
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Darboux,' che riconduce, per n =2, la integrazione del si-
stema a quelle, successive, di un sistema differenziale ordi-
nario, e di un sistema semplice: e per =23 a quelle di
un sistema del tipo (II) con n =2, e di due sistemi sem-
plici, uno a due variabili, uno a tre.?

Pord per completare tali dimostrazioni e renderle del
tutto rigorose occorreva ® 1’estensione del metodo di Lich-
tenstein al caso dei sistemi semplici del Darboux, (da noi
data al § 4), che da il modo di provare la derivabilita degli
integrali di tali sistemi rispetto a futfe le variabili indi-
pendenti (vedi § 5, n. 1R).

§ 8.

Dimostrazione dell’ unicita degli integrali.

28. — Consideriamo un sistema (generico) del tipo (IT)
di Darboux, ad n variabili; che indicheremo abbreviata-
mente, con le notazioni introdotte, (tralasciando per brevita
gli indici #) nel seguente modo

02k Iy...h
A = W ks @y Bay Zh Ry By k)

r
.

ove distinguiamo le funzioni dei secondi membri cogli

stessi indici delle funzioni incognite che sono ai primi, e

! DarBoux, 1. c. §§ 181, 182.

? Id. i sistemi (34) e (31); (41) bis, (39) e (38) rispettivamente,
pag. 337-342.

¥ Vedi Introd. I, nota * a pag.3, e Brancur 1. c. § 20.
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apponendo, per ciascuna, il segno ' all’indice della variabile
rispetto a cui & presa la derivata che é al primo membro.

Le condizioni iniziali che imponiamo alle eventuali solu-
zioni del sistema sono le seguenti:

a)  [Zphy., ) @h =T, .. —Th, —0) = Op ny i, (T, e ®h, )y
o usando la notazione

(®B) B1's (@, @y @) = [P (@1 T4 ) [, s Or, kD, L, =a®
1 1 2 2 t ¢

(che generalizza 1’analoga notazione usata dal Darboux),!

a)* Bou~ o Oh, iy b, (@B, gy or @y, )
% W

Nelle @) (od @)*), in conseguenza delle convenzioni fatte,
(hyhyo. .k, k,py.. k) & una qualunque permutazione degli
n indici (12...m), in cui i primi s indici si suppongono
ordinati per grandezze crescenti.

29. — Cominciamo dall’isolare le equazioni che di ciascuna
funzione incognita z danno la derivata rispetto alla variabile
principale di indice minore, xs,.

Gli integrali del sistema A se esistono dovranno in parti-
colare soddisfare a tale sistema parziale B. Ora questo &
evidentemente un sistema semplice di Darboux, perché di
ogni funzione incognita da una ed una sola derivata.
D’ altra parte le funzioni dei suoi secondi membri soddi-
sfano tutte alle condizioni «) (n. 22), e a maggior ragione
alle condizioni del teorema del § 1, n. 2, relativo ai sistemi

! DarBoUX 1. c. § 182, pag. 341.
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semplici: ne segue che tale sistema 5 ammette un sistema
integrale, Z, unico e determinato, tale che indicando con {
certe funzioni arbitrarie, (che supporremo pero finite e continue
con le derivate prime rispetto a tutti i loro argomenti), sod-
disfi alle condizioni iniziali

I
b) Z( ty)

Ak — gt @ngy ooy Ty sy Cpppyve ey &g, )

Anzi, per le ipotesi u«) sulle f, e quelle fatte ora sulle
¢, anche gli integrali Z stessi (vedi § 5, n. 18), risulteranno
funzioni finite e continue, con le derivate prime, rispetto
a tutte le variabili indipendenti.

- 30. — Possiamo imporre agli integrali Z di soddisfare
anche alle primitive condizioni iniziali a@): bastera per
questo imporre alla variabilita delle ¢ le limitazioni

(hyenn,)

) 7 o
(6) - On byt (Try 0+ o2 R, ):

in particolare, per s =1 porre
@) t=0,0L=0,...,0=0.

Supporremo senz’altro di prendere le {a, in modo da
soddisfare alle (7): quanto alle rimanenti {, (per le quali
8> 1), mostreremo ora come esse possano venire determi-
nate, (appunto quali funzioni finite e continue con le deri-
vate prime rispetto a tutti i loro argomenti), in modo da
soddisfare alle relative condizioni (6), col tener conto di tutte
le equazioni di 4, anche di quelle finora trascurate (non
poste nel sistema parziale B).

31. — Riprendiamo 1’intero sistema 4, e formiamo con
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le sue equazioni n—1 gruppi
(8) CO 0D ey O o iy O,

con la seguente regola: poniamo in C©, (r=1,2,..,n—1),
le equazioni di A che danno derivate di funzioni zx, -.., aventi
almeno due variabili principali e tra queste la x,, rispetto alle
rimanenti variabili principali, esclusa la x,.

Ciascuna delle equazioni di A allora viene a trovarsi
almeno in uno dei gruppi C, fatta eccezione per quelle
che danno la derivata rispetto ad @, (t—=1,2,...,n—1),
delle z,,, o la derivata rispetto ad s, delle zx,: le quali sono
evidentemente comprese in 5.

Indi facciamo, in ciascuna equazione di ciascun gruppo
C", z—= Z, ossia scriviamo che gli integrali Z del sistema
B debbono soddisfare ad essa. Infine diamo ad =, il suo
valore iniziale, ossia poniamo x,— 0. Gli integrali Z, (e cosi
i valori Z” a cui si riducono per x, —0), vanno considerati
come funzioni incognite, finché non & fissata la forma dei
valori iniziali {. Ora se indichiamo con z, le funzioni in-
cognite per le quali h,—7, ossia, per le quali =, & la
variabile principale di minimo indice, (ed s> 1), e osser-
viamo che &

Z0=t,

per le b), e infine se ricordiamo che in forza delle condizioni
B) del § preced. (supposte soddisfatte per A) nei secondi
membri delle equazioni C™ non possono figurare che fun-
zioni incognite aventi la x, tra le loro variabili princi-
pali, abbiamo senz’altro che ogni gruppo di equazioni C©,
(r=1,2,...,n—1), da luogo ad un sistema D" del 1. ordine,
del tipo (IT) di Darboux, ad n— 1 variabili, nelle funzioni
incognite Z,‘.'l) L <

ao
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Infatti, nei secondi membri di D™, per quanto ora s'é
osservato riguardo a C™, non possono figurare che le fun-
zioni stesse Z‘,’:‘ .., G.. che figurano, ciascuna con una o piu
derivate, nei suoi primi membri, e inoltre, eventualmente, in
alcune equazioni del sistema le Z"—={,=0, (x,2,...2,., &, . \...&.),
che sono funzioni note, per le a).

Le condizioni a),f) del § prec. essendo supposte verifi-
cate per 4,lo sono anche per ciascuno dei nuovi sistemi
di Darboux D,

Dunque, avendo noi supposto vero il Teorema di esi-
stenza ed unicitd degli integrali, (enunciato nel § preced.)
pei sistemi di Darboux ad n—1 variabili, potremo sen-
z’ altro concludere che softo le condizioni iniziali

(hohs)
o o A 0, 3. (:ck'“, Ty s T )
IO e

Wyelor Wega by, Oh’l...h’,»rll",~ ek, (wk.,.’ xk”,,’ o Tp, )

(ove intendiamo, al solito, gli indici (7, Ay,..., k) ed
(Wyoo Rur R y... k") disposti in ordine di grandezza cre-
scente, e naturalmente con ¢, s’ indichiamo numeri qua-
lunque purché soddisfacenti alla condizione l<Zs<"n, e
per le funzioni della seconda riga anche alle ] <<s'<<n—2,
s=s"41), il sistema D ammette uno e un solo sistema inte-
grale, e gli integrali sono funzioni finite e continue, con le deri-
vate prime, rispet?o a tutte le variabili indipendenti da cui dipen-
dono (ossia alle @, %y ..., &0y @piry.--, &)

32. — Ciascuna delle Tn,ay », per s> 1, figura in uno
e in uno solo dei sistemi D", e precisamente nel sistema
D™, Dunque se si integrano i sistemi D sotto le condizioni
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d"), si ottengono per ciascuna delle Tnyny, », espressioni uniche
e determinate, finite e continue con le derivate prime, in
funzione delle variabili z,, 2, ..., .., %, ,,...,&,, che soddisfano
alle condizioni (6).

Poniamo le funzioni C», 5, cosi determinate nelle b),
ossia assegniamo le funzioni stesse, (insieme alle Tu,—=10.,
relative alle z»,) come funzioni iniziali alle corrispondenti
z per 1'integrazione del sistema B: questa integrazione dara
luogo a integrali Z, pure univocamente determinati, finiti e
continui con le derivate prime rispetto a tutte le variabili indi-
pendenti, e soddisfacenti alle condizioni iniziali a).

Ma da questo segue subito che se gli integrali cercati
del sistema proposto A esistono, essi sono unici e determinati.

Infatti: se gli integrali cercati esistono, essi debbono sod-
disfare in particolare a tutte le equazioni dei singoli gruppi
C", (e quindi anche a quelle dei singoli sistemi D", e alle
corrispondenti condizioni iniziali d™): e insieme, alle equa-
zioni B e alle condizioni iniziali relative 0), (nelle quali si
intendano poste per le { funzioni soddisfacenti alle condi-
zioni (6)): e siccome le integrazioni di tali sistemi D7, B,
sotto le condizioni rispettivamente indicate, sono tutte ope-
razioni a carattere univoco e determinato, gli integrali di
A coincidono necessariamente con gli integrali Z di B, deter-
minati nel modo detto, ossia:

1) integrando i sistemi D" sotto le condizioni ini-
ziali d“ :

2) integrando il sistema B sotto le condizioni b), nelle
quali si intendano posti per le Ca,,. », i corrispondenti va-
lori dati dalle a) per s=1, calcolati invece mediante 1’ in-
tegrazione dei sistemi D™ per s > 1.
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33. — I ottenuta cosi la dimostrazione della parte del
Teorems relativa all’unicitd, (e insieme, alla continuita e
derivabilita) degli integrali,’ e abbiamo anche visto come
1" integrazione di un sistema del tipo (II) ad = variabili,
(sempre sotto 1’ipotesi dell’ esistenza degli integrali), si
possa ricondurre a quella di »—1 sistemi1 di Darboux
dello stesso tipo (II) ad n — 1 variabili, e di un sistema
semplice ad n variabili.

Questo risultato verra applicato nel seguito (vedi § 10):
ora andiamo a dimostrare la parte del Teorema generale
relativa all’ esistenza degli integrali.

§ 9.

Dimostrazione dell’esistenza degli integrali.

.

34. — Le funzioni Z determinate nel modo indicato nel
precedente § soddisfano, per la loro costruzione stessa, ad
alcune delle equazioni del sistema A, (a quelle poste nel si-
stema parziale B), per ogni sistema di valori delle n varia-
bili indipendenti, (corrispondente a un punto interno a un
certo campo ad n dimensioni, che preciseremo in seguito,

vedi § 12): evidentemente per la dimostrazione dell esistenza

! in particolme abbiamo che tutti gli integrali Za,.r . relativi
a funzioni incognite che hanno la x, tra le loro varabili principali,
8i riducono effettivamente per x, —= 0 alle funzioni Z{',’, che si
ottengono integrando il sistema D".
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sara sufficienle provare che le Z stesse sqddisfano, (in tale
campo), anche a tutte le rimanenti equazioni di A.}

35. — Poniamo, intendendo per un momento che le z
rappresentino funzioni qualunque delle #, soltanto finite e
continue con le derivate prime,

©) Qs h, =

S £ OO N C 2% S WY WY O B

Se in particolare nelle Q mettiamo per le z i corrispon-
denti integrali Z di B, posto

(10) (De-n=19,

per ogni possibile combinazione (h, ks, ..., A,) risultera
identicamente

(11) W ..ty = 0

mentre per »* > 1 sappiamo finora soltanto che le Qux,.x, .,
si annullano sugli iperpiani che contengono U asse delle w»,, e
quello delle wx,, in particolare sull’iperpiano x.,—0.

Tutto si riduce a dimostrare che anche per » qualunque
é identicamente

Qo e, =0

Qui & opportuno notare che la sostituzione degli inte-
grali Z al luogo delle z nelle (9) & lecita, in quanto si &

! Per ora sappiamo soltanto che soddisfano ad esse su certi iper-
piani coordinati, le cui equarzioni si ottengono annullando una qua-
Junque delle variabili principali relative alla cotrrispondente 2, esclusa
la z,, se ne fa parte, e la variabile di derivazione del 1°c membro.
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dimostrato che essi sono funzioni finite e continue, con le
derivate prime, di tutte le variabili indipendenti.!

36. — Siano 7,/ due indici qualunque tra 1 ed s, ad es.

sia » < l. Insieme alle (9) possiamo scrivere anche

9z ..h

9)* Qv ph, = 32,

S VI U O (/% Y W L ()

e dedurne, derivando

oQy . w, by Oy b

8a:h‘ 6:1:,.'
_ Ofu.wih,  Ofh.w, .., @
axh' amhl

(10)

3 2 27 T SR T T U
: TCE S N VO Y dxy

2 Of by ole 920y s Brgrenihis o
ke _hcin s s 0 xy,

Queste equazioni sono soddisfatte identicamente dalle
x, z, in forza delle (9), (9)*. Eliminiamo dai secondi mem-
bri delle (10), per mezzo delle (9), (9)* stesse, le derivate

OBy i bisbis B Makasakas
daxy, d dxy,

" che vi figurano: in cia-

! Vediamo dunque come, almeno per questa dimostiazione del-
1’ esistenza, siano necessarie le ipotesi fatte sulla derivabilitd dei
secondi membri e delle funzioni iniziali, e la preventiva dimostra-
zione della derivabilita, rispetto a tutte le variabili indipendenti,
degli integrali di un sistema (I), sotto analoghe ipotesi (vedi Intr.
I, nota gia citata, e § 7, n. 27). Tutta la dimostrazione del Teorema &
essenzialmente basata sulla premessa, che il teorema sia vero per
n=1, e inoltre pei sistemi semplici del Darboux.
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scuna delle nuove identita che cosi si ottengono si puo
sopprimere la parte che non dipende dalle Q, infatti egua-
gliata a 0 da la condizione generica di integrabilita rela-
tiva alla generica funzione incognita z., »,, e quindi, nelle
nostre ipotesi circa il sistema 4, & identicamente nulla.
Restano cosi le identita

Oy w9, .,
8;1‘,“ aa:h’

(1 — afhl"-h’! o
azh‘_

Q
e TS, O TY, o ORI
..hl_Jl»(‘]...h.... : i 1o

S\ O fhyc Wy iy o
— O TR R N D

AR S W Y

(nelle x,2), che possiamo considerare come un sistema di
equazioni lineari alle derivate parziali del 1.° ordine nelle
funzioni Q, a cui queste debbono soddisfare in forza della
loro definizione (9) o (9)% (e delle condizioni di integrabi-
litd pel sistema A).

Ma supponiamo, in particolare, che nelle (11) sia »=1.
Allora se in esse poniamo z = Z, essendo, come gia s’é no-
tato, Qau.a,= 0, identicamente, (ed anche Qu, .5_y ayy- n,. =0
se h, © ancora il minimo tra gli indici delle variabili
principali per la relativa z: mentre se cid non &, la Q
corrispondente rientra tra quelle indicate dalla notazione

Qny.ny »,), ne otteniamo il sistema di equazioni

o w fw
(12) hlé‘h‘ "'h' — af‘h‘h"'_# th-
xh! zhi..-hx---ha"'

.. h’l ...h, en

L e
— 2‘ g ST VN S T

a zhl...hx_d h"rl‘"hl e

I sistem: di Darboux alle derivate parziali 63

(in cui dopo le derivazioni, nei secondi membr: si dovra
intendere posto z—= Z). Le (12) debbono essere soddisfatte
dalle Qu, . »,, funzioni note delle @, che soddisfano, per
quanto abbiamo gia notato, alle condizioni

— (h
(13) Ql(t,.’.).h’, s 0.

Ma possiamo anche considerare, entro le (12), le Qa, .ny. .5,
come funzioni incognite, da determinare, sotto le condizioni
iniziali (13), mediante 1’integrazione del sistema (12) stesso:
ora questo ¢ un -istema lineare omogeneo del tipo (I) di Dar-
boux, onde segue subito (vedi § 1) che & sempre

QI:,..h’,...h. =0,

e con cio, il teorema d’esistenza resta dimostrato.

§ 10.

Integrazione effettiva di un sistema (II) di Darboux.
Metodo generale. Metodo delle aggiunte successive.

37. — Introduciamo una convenzione, utile per la con-
cisione del linguaggio.

Riferendoci sempre alla interpretazione delle a,x,...x,
come coordinate cartesiane ortogonali in un S, euclideo,
per ciascuna funzione incognita za,n,.x conveniamo di
chiamare principali gli assi delle @u,,®n,,...,®1,, © ogni
spazio coordinato che contenga almeno uno di essi: para-
metrici tutti gli altri spazi coordinati di qualunque dimen-
sione, in particolare I’ S,_, (xs,—=@n,—=...=x»,= 0), che &
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quello di dimensione massima, e contiene tutti gli altri.
Secondo tale convenzione, il teorema del § 7 si enunciera
dicendo che «un sistema (II) ammette uno e un solo sistema
integrale tale che ogni z assuma valori prefissati (in funzione
delle sue variabili parametriche) nello spazio coordinato para-
metrico di dimensione massima ad essa relativo ».

38. — Cio premesso, andiamo a stabilire, come conse-
guenza e completamento del Teorema generale di esistenza
e unicita, un effettivo metodo di integrazione per un si-
stema del tipo (II) di Darboux, o piu precisamente, un
metodo per ricondurre la sua integrazione a quella di soli
sistemi semplici del Darboux, che sappiamo integrare.!

Abbiamo visto, al § 8, come 1’integrazione di un si-
stema A del tipo (IT) di Darboux ad n variabili, sotto date
coudizioni iniziali @), si possa ricondurre a quelle di n—1
sistemi D", D*, ..., D™ dello stesso tipo,ad n—1 varia-
bili, seguite da quella di un sistema semplice B ad n varia-
bili. I’ integrazione dei sistemi D serve soltanto a procu-
rare i valori iniziali che occorre aggiungere a quelli dati
dalle condizioni iniziali a), assegnate per 4, per ottenere le
condizioni iniziali relative al sistema B. Ora per ciascuno
dei sistemi D), si potra ripetere la stessa cosa: col procedi-
mento indicato al § 8 si potra ricondurre la sua integra-
zione a quella di n—2 sistemi del tipo (II) ad »— 2 varia-
bili, seguita da quella di un sistema del tipo semplice ad
n — 1 variabili: cosi proseguendo, si giungera appunto a
ricondurre 1’ integrazione di 4 a quelle di soli sistemi sem-
plici ad 1,2, 3,...,n variabih.

! g’intende bene, sotto date condizioni iniziali: col metodo delle
approssimazioni successive, vedi § 1.
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39 — Non presenta alcuna difficolta il determinare la
legge di formazione di questi sistemi semplici: basta appli-
care ripetutamente lo stesso procedimento indicato al § 8:
si giunge cosi a stabilire la seguente 7egola generale per la
integrazione di un sistema A del tipo (II) di Darboux:

1) Si formino i sequenti sistemi semplici del Darboux:

—1
(n l) — 1 sistema B, ad 1 variabile,
n—

s
(" ) sistemi B, a 2 variabili,
n—2

. . . . . . . . . . . . .

—1
(n ) sistemi B, ad r variabili,

n—1

(" ) sistemi B, ad n— 1 variabili,
n—1 . P

( 0 ): 1 sistema B, ad n variabili,

ove il sistema B, generico é costituito dalle equazioni del sistema
proposto A, che contengono ai primi membri le derivate di tutte
le funzioni incognite che in A hanno un determinato gruppo
di n— » variabili, scelte tra le x,, &.,...,x,,, come variabili
principali, ed oltre ad esse almeno un’altra variabile principale,
rispetto ad una delle rimanenti, e precisamente, rispetto a quella
di indice minimo: nelle quali equazioni s intenda posto, per
ciascuna di quelle n — » variabili, il suo wvalore iniziale (lo
zero).

Siccome in ( ) modi si puo scegliere un tale gruppo

Ann. 8. N. 5
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di variabili, i sistemi B, (1':1,‘2,...,71.— 1) sono appunto
in numero di (:_:) Il sistema qui indicato con B, non
& che il sistema B del § 8 (n. 29).

2) Si integrino successivamente le B, coi valori iniziali
dati, per le loro funzioni incognite, (le z, ,), dalle condi-
zioni iniz.ali a) imposte al sistema 4 (v. § 8), poi le B,
con valori iniziali dati dalle a) od ottenuti mediante 1'inte-
grazione delle B,,'..le B,, con valori iniziali dati dalle a),
od ottenuti mediante la integrazione delle B, ,,... le B, con
valori iniziali dati dalle a), od ottenuti mediante la integra-
zione delle B,,. L’integrazione delle B, da gli integrali cer-
cati, soddisfacenti a tutte le equazioni del sistema proposto
4, ed alle condizioni iniziali a).

10. — Iacilmente possiamo verificare come la integra-
zione delle B,, fornisca in effetto tutti i valori iniziali che
occorre aggiungere a quelli dati dalle a), per avere le
condizioni imiziali relative alle B,. Infatti 1'integrazione
dei sistemi B,, da i valori di ogni funzione incognita per
la quale 1l numero delle variabili principali e s=n—1r-}2
sugli (n—r {1
hanno ponendo — 0 n—# -1 delle variabili principali

relative a quella funzione incognita (comunque scelte, sol-

> spazi S,, coordinati le cui equazioni si

tanto esclusa la x,, se ne fa parte), ove
§=s5—1 od ¥=35,

secondoché a, &, o non &, variabile principale per la fun-
zione stessa.

! dati dalle a) per le 2, ny.. 1,.,; mentre i valovi 2{}* *' vengono
determinati integrando le B,.
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Ora le condizioni iniziali da imporre alle B, sono le

seguenti: bisogna assegnare i valori di tutte le z per le

’

quali s =n—» 41 sugli ( ¥ ) spazi S,, coordinati le
n—r

cui equazioni si ottengono ponendo — 0 n—» delle rela-
tive variabili principali, (comunque scelte, esclusa eventual-
mente la x,: con lo stesso significato, indicato poco sopra,
per la '), e inoltre, tra le rimanenti, quella di indice
minimo,

Tali valori per le zayny n,,44_ri1, per le quali & proprio
s=n—1r-1, sono dati dalle a), che assegnano per tali fun-
zioni incognite il valore

Rilseo By M=
(Teyhy a—rit) 6h1h_)---,'n—rhn—r‘—' (T, oreees®h,)

hyhye hp gy i1
nello spazio coordinato (param.) (@, =xn,=..=%s, =Tn, ,_=0):
per le altre funzioni incognite, essendo s > n—»-1 e
quindi s=n-—7»-2, per quanto poco sopra abbiamo detto,
i valori occorrenti, (ed anche altri, in generale, che ora non
servono), sono ottenuti appunto con 1’integrazione delle
B, . Il caso in cui quella variabile principale rimanente
di indice minimo, a cui ora si & accennato, sia proprio la
x,, non fa eccezione: perché allora oltre alla x, stessa ed
alle variabili poste — 0 non possono esservi altre varia-
bili principali per la funzione di cui trattasi, e qnindi si
ricade nel caso s—n—1r-1.

.

41. — Il metodo stesso col quale abbiamo determinato
la legge di formazione dei sistemi B, B,,..., B,, basato sulla
dimostrazione data nei §§ precedenti pel teorema generale
di esistenza e unicitd, ci mostra chiaramente che le fun-
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zioni che si ottengono con 1’ultima integrazione, (quella
del sistema B,), sono appunto gli integrali cercati.

Del resto, si pud osservare in generale, (e questa osser-
vazione risultera utile anche nel seguito), che se in qua-
lunque modo si & costruito (con equazioni tratte da 4, in
cui a certe variabili opportunamente scelte, volta a volta,
si sia dato il valore iniziale), un gruppo di sistemi semplici
del Darboux B,,B,,...,B,, ad 1,2,...,2 variabili rispetti-
vamente, tali che:

Y) 1. - Nel sistema B,(r=1,2,...,n — 1) generico, fi-
gurino quali funzioni incognite i valori di un gruppo di
funzioni incognite del sistema A4, in un certo S, coordinato,
e in B, tutte (e sole) le funzioni incognite di A:

2. - ciascuno dei sistemi B sia necessariamente soddi-
sfatto dagli integrali cercati del sistema 4, (la cui esistenza
e unicita ¢ assicurata dal Teorema generale):

3. - la integrazione dei sistemi B,, sotto condizioni ini-
ziali b)) tratte dalle @) relative ad 4, (e quindi soddisfatte
dagli integrali cercati), dia tutti i valori iniziali che occorre
aggiungere alle @) per avere le condizioni iniziali b,) da im-
porre alle B,: la integrazione dei sistemi B,(r=2,3,...,n—1),
[sotto condizioni iniziali b,) ottenute in parte dalla a), in
parte dall’integrazione dei sistemi B,,], fornisca (in modo
unico) tutti i valori iniziali che occorre aggiungere alle a)
per avere le condizioni iniziali b,,,) da imporre alle B,,,,!

Uintegrazione successiva delle B,, By, .., B,, sotto le rispettive

! Qui naturalmente intendiamo che le condizioni iniziali b,)
(r=1, 2,...,n) dal punto di vista formale siano quelle che occorre
e basta assegnare alle B, per la loro integrazione, secondo il Teo-
‘rema generale del § 1.
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condizioni iniziali b,), b.),...,b,), da come risultato finale appunto
gli integrali cercati di A.

La dimostrazione ¢ immediata: basta ricordare (v. § 1)
che la integrazione di un sistema semplice del Darboux
sotto date condizioni iniziali & sempre una operazione a
carattere univoco e determinato: da questo segue successi-
vamente che gli integrali cercati di 4 soddisfano non sol-
tanto alle condizioni iniziali b,) ma anche a tutte le b),...,b,),...
e infine alle 4,): siccome d’altra parte soddisfano alle equa-
zioni B,, essi coincidono appunto con gli integrali di tali
equazioni, sotto le condizioni b,).

Nel caso attuale, & evidente che le condizioni Y) sono
soddisfatte.

12. — Abbiamo cosi stabilito, per un qualunque sistema
(IT), un effettivo metodo di integrazione, che consiste, in
sostanza, nella determinazione successiva dei valori di cia-
scuna funzione incognita znn, », su tutti gli spazi coordi-
nati, principali per la furzione stessa, che contengono lo
spazio parametrico di dimensione massima S,_, (di equa-
zioni @, =&, =... =, — 0) ad essa relativo, (nel quale
essa ¢ assegnata alle condizioni iniziali) e inoltre 1,2,...s
degli assi coordinati prineipali @u,@n ..., s ,, cOMpreso sempre
tra questi 1’asse delle @, se esso & principale: in altri ter-
mivi, su tutti gli S, ...y Sa_sisyeeeySu_,, . =S, per essa prin-
cipali, che contengono insieme lo spazio coordinato parametrico
di dimensione massima S,_, ad essa relativo, e lasse delle x,.

43. — Iusieme al metodo ora indicato per 1'integrazione

di un sistema 4 del tipo (II) di Darboux, o pilt esattamente:
P y O P

per la determinazione dei sistemi semplici di Darboux a

cui essa si riconduce, ne esporremo un altro, che pur pre-
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sentando maggiore complessita formale, pud riuscire pilt
utile nella sua applicazione ai singoli casi particolari.
Disponiamo le equazioni del sistema 4 in un quadro
Q,! ponendo nella stessa orizzontale le equazioni che danno
le derivate di una stessa funzione incognita, e per la fun-
zione incognita generica za, as.n, (1 << $<n), ponendo al
Io, 20 ..., s™ posto a partire dalla destra, ossia nella 2™
(m— 1), ...(n—s -+ 1) verticale, (numerando le verticali
della sinistra), 1’equazione che ne da la derivata rispetto
ad Tu,, Layye., &n,. Cosl nella verticale »™* figureranno nei
primi membri tutte le funzioni per le quali s=n—»-1,
ed esse soltanto. Nella verticale »*, (r—=1,2,...,n—1),
poniamo, in ciascuna equnazione, per ciascuna delle n—7»
variabili principali @u,,@»,,...,2®x,, relative alla funzione
incognita che & al ;')rimo membro, (le prime n — 7 nel-
I’ ordine di grandezza crescente degli indici), il suo valore

iniziale (lo zero). Cosi veniamo a separare le equazioni poste
A g [l A i s
nella verticale #™ in ( ) gruppi che indicheremo gene-
n—r

ricamente con @,, (in quanto la (&, h,,...,h,,) & una qua-
lunque combinazione (ordinata) degli indiei 1, 2,...,n —1,
della classe n—1). Non & escluso che qualecuno dei gruppi,
o anche qualche intera verticale possa anche non conte-
nere alcuna equazione).

Il gruppo . generico é un sistema del primo ordine
ad » variabili, che nei primi membri contiene le derivate

Z9% YO Y S S

a Ly (hetemn)

nei secondi membri esso potra contenere soltanto funzioni

! un quadro a §cncchinra, o a reticolato rettangolare.
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che hanno quello stesso gruppo (£a,,Znas,...,&s,,) di varia-
bili, tra le loro variabili principali: ma in generale non ac-
cadra che tutte le funzioni incognite contenute nei secondi
membri figurino anche nei primi, entro lo stesso gruppo. Se
questo particolare caso si presenta per tutti i gruppi G,
(r=1,2,...,n), [cid accade sempre pei gruppi G,,G,], tali
gruppi di equazioni sono altrettanti sistemi (I) di Darboux,
ed ¢ facile constatare che per essi sono soddisfatte le con-
dizioni Y): onde la loro integrazione successiva (vedi n.
41) conduce senz’altro alla determinazione degli integrali
cercati.

44, — Ma in generale, nei secondi raembri delle equa-
zioni appartenenti al gruppo G, generico, (r—=2,3,.. ,n — 1),
potranno figurare funzioni incognite

Zhy RyerFiper B R g B (=)

che oltre alle @, @»,y...,2x,, (ed alle altre variabili prin-
cipali per la z del 1. membro, esclusa al pit la a.,_,_,),
ammettono variabili principali di indice minore di almeno
uno degli indici Ay, As,...,h,.,: ossia, ¢io che & lo stesso, minore
di h,,. Supponiamo al solito (vedi n. 23) A/R/,... R, disposti
in ordine di grandezza crescente: sia /, (1 <<¢=<C¢’) il pilt
grande dei numeri %’ che non superi &,,. Aggiungiamo al
gruppo G, le equazioni (tratte da A), che danno le derivate di
quelle funzioni incognite rispetto alle relative variabili princi-
pali xw,, di indice minimo, all’infuori delle xu,Tny...%n,.,,
che anche in tali equazioni porremo — 0: con queste ag-
giunte, (di 1* specie), — ripetute poi, se occorre, una o pill
volte sul sistema complessivo —, giungeremo infine ad ot-
tenere che tutte le funzioni incognite che figurano nei se-
condi membri (delle eqnazioni primitive di G,, o delle equa-
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zioni aggiunte), figurino anche nei primi. I’ operazione ha
termine dopo un numero finito di aggiunte: al piut potra
accadere di dovere far figurare nei primi membri tutte le
funzioni incognite che hanno s, &u,...xs,, come variabili
principali': ossia, al pik, dopo le aggiunte di 1* specie, il
gruppo generico (i, potra venire a coincidere col corrispondente
sistema B, costruito con U altro metodo prima indicato.

Le condizioni iniziali per le equazioni del gruppo G, pri-
mitivo, in altri termini i valori

L T )
5 TG TS R

sono dati dalla integrazione delle equazioni della colonna
precedente *: ma altrettanto non si pud dire, in generale,
delle condizioni iniziali relative alle equazioni aggiunte:
infatti i valori

(Rfiger Tin_r B}
50 SO0 Y 0 YU Y

si hanno integrando le @,,, soltanto se (k,%,...h, I',) sono
i pitt piccoli indici relativi alla funzione incegnita indi-
cata: ossia, se per essa & f—l. Per0d, qualunque sia f, pos-
siamo osservare che i valori

OB
59 SO0 YD Y00 Y

risultano dati dall’integrazione di equazioni della colonna

(r—t)™: dunque basterd aggiungere, rispettivamente nelle

. . (R Mg h
! escluse naturalmente le za,n, », ., perche i valoriz 1 ® ner

1 1 h,. L

sono noti, per le a) n. 28.
* s’ intende bene quando sia reso possibile effettuarla.
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colonne (rr—t--1)" ... (r—1)™), (ciascuna nel gruppo cor-
rispondente alla combinazione di indici relativa alle varia-
bili che in essa sono poste —0), le equazioni (fratte da 4),
che danno le derivate

P R O I R R PRORE S
hl...h,._,h’l...h’.- hyeiionr b oo W o h‘...k,._.,h"...h'.'
) yeeey
d xh', d ach;‘_l d .’L‘hf'

per rendere possibile la successiva determinazione dei va-
lori di quelle funzioni incognite su spazi di dimensione

sempre maggiore, contenenti lo spazio (xi,—xr,—..—=an, ,—

—=zw,— ..—xwn—0), e infine, precisamente i valori che oc-
corre dare come condizioni iniziali per le equazioni di ..

Diremo di seconda specie queste nuove aggiunte: ve-
diamo che un’aggiunta di 1 specie. effettuata in una co-
lonna, ne porta in generale una o pitt di seconda specie,

da effettuare nelle colonne precedenti.

45. — P.r la colonna 2™, come abbiamo gia notato, non
occorrono aggiunte: il gruppo G, coincide col sistema par-
ziale B del § 7. Si effettuino le aggiunte di 1* specie oc-
correnti per completare i sistemi G, , della colonna (n —1)"%
e le conseguenti aggiunte di 2* specie nelle colonne pre-
cedenti: poi si ripeta la stessa operazione sui sistemi, cos?
modificati, della colonna (n—2)™,... cosi proseguendo si
giungera infine al sistema (unico) &, della 1* colonna, che
non richiede aggiunte di 1* specie, né pud essere modifi-
cato da aggiunte di 2+ specie relative alle colonne seguenti:
rare nei primi membri delle sue equazioni.

Chiamiamo Q* il quadro che risulta da Q, quando siano
eseguite, nel modo ora detto, tutte le aggiunte di 1= e 2¢

come & evidente se si pensa che le sole 2{; " possono figu-
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specie: indichiamo con B,B,...,B,, i sistemi complessivi
ottenunti dai corrispondenti gruppi G, G.,...,G,. E evidente
che tali sistemi - contenuti rispettivamente nella 12,22, ... nm
colonna di Q* - soddisfano alle condizioni Y) del n. 41: cid
segue dalla loro stessa costruzione.

Dunque: l'integrazione successiva dei sistemi contenuti nella
1°,2° ..., 2™ colonna del quadro Q* conduce precisamente alla
determinazione degli integrali cercati.

46. — Distingueremo, ove occorra, il metodo ora esposto
con la denominazione di «metodo delle aggiunte successive»,
per distinguerlo dal primo metodo indicato, che diremo
metodo generale, non perché comprenda l’altro come caso
particolare, il che non &, ma per il carattere di maggiore
generalita ed uniformita della sua definizione, del tutto indi-
pendente dalle particolarita che puo presentare ogni sin-
golo sistema a cui esso si applichi.

Come abbiamo gia osservato, le equazioni di ciascuno
dei sistemi B, costruiti col procedimento delle aggiunte
successive sono sempre tutte contenute anche nel sistema
corrispondente, costrnito col metodo generale. Soltanto nelle
ipotesi pilt generali, in cui i secondi membri si pensino
effettivamente dipendenti da tutte le funzioni incognite che
in conformita delle condizioni f) (n. 22) possono figurarvi,
e inoltre, vi sia almeno una funzione incognita corrispondente
a ciascuna combinazione (A, R,...R,), i due metodi conducono
a formare gli stessi sistemi B.

In tali ipotesi pitt generali, in altre parole, se si applica
il 2° metodo il numero delle aggiunte da eseguire per com-
pletare i singoli sistemi B, (per ogni =, e per ogni composi-
zione formale del sistema dato), & massimo. L’altro caso

estremo & quello, gia notato, in cui non occorrono aggiunte:
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questo caso si presenta sempre per n—2, infatti né alla
1* né alla 2™ colonna occorrono mai aggiunte: e anche si
presenta per tutti i sistemi, in cui le funzioni f dei secondi
membri non dipendono che dalle variabili indipendenti, ed
eventualmente anche dalla z del 1° membro, o pili in gene-
rale, dalle z che hanno le stesse sue variabili principali
(eccettnata al pilt quella rispetto a cui & presa la derivata
nel 1° membro), ed esse soltanto.

§ 11.

Esempi dell’ applicazione del metodo

delle aggiunte suceessive.

47. — Applichiamo il procedimento ora indicato — delle
aggiunte successive — a due esempi.

In primo luogo consideriamo il pilt generale sistema (II)
pel quale sia » —3. Tralasciando di distinguere ! le diverse
funzioni aventi le stesse variabili principali, (come fa anche
il Darboux,® nelle sue notazioni), costruiamo per tale si-
stema il quadro Q*:

! con gli indici »: vedi § 7, n. 26.
* DARBOUX, Systémes orthogonaux, § 182.
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Verifichiamo come in questo caso ciascuno dei sistemi
B, sia appunto quale si otterrebbe applicando il metodo
generale.

Non sono occorse aggiunte di seconda specie, come era
prevedibile, essendo » —=3: in quanto tali aggiunte non
modificano mai la n™, né la (n—1)", né& la 18 colonna.

48. — Consideriamo ora un sistema particolare, pel quale
é n=2>5. (Come per 1'esempio precedente, non scriviamo
esplicitamente il sistema proposto, perché esso risulta chia-

ramente dal seguente quadro):
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Per questo sistema, nel quadro primitivo Q alcuni dei
gruppi G, non figuravano affatto: e anche in Q* non figu-
rano alcuni dei sistemi B,.

§ 12.

Campo in cui & assicurata 1’esistenza ed unieita degli
integrali. Derivabilitd rispetto alle funzioni iniziali e
rispetto ad uno o pitt parametri contenuti nei secondi
membri.

49 — Abbiamo visto (§ 10) come sia sempre possibile
ricondurre |’ integrazione di un sistema (II) di Darboux
a quella di soli sistemi del tipo (I), B, B,...,B,, ad 1,2,...,n
variabili. Valendoci di questo risultato possiamo facilmente
estendere ai sistemi intermediari (IT) varie proprieta stabi-
lite (§§ 1-6) pel caso particolare dei sistemi semplici.

Per prima cosa completiamo il teorema generale del § 7
con la determinazione di un campo ad n dimensioni, conte-
nente il punto iniziale (00...0), entro cui sia assicurata
U esistenza e U unicita degli integrali di un sistema (II), che
corrispondono a date condizioni iniziali (del tipo a) n. 28).
Insieme risolveremo anche la questione della dipendenza
degli integrali dai valori iniziali.

Abbiamo supposto finora (vedi n. 24) che le condizioni
a) (n. 22) pei sistemi (II) considerati fossero soddisfatte
entro il campo

a |z,| < a,
(2) lz—0]<b,

le 0 essendo funzioni arbitrarie, ma prefissate.
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Possiamo considerare’ anche 1l caso in cui non si as-
segni alle 0 una forma determinata. ma soltanto si imponga
ad esse di variare entro certi intorni di funzioni prefis-
sate ¢: in tale caso intenderemo che il campo in cui sono
valide le «) sia per le «, il campo stesso (1, per le z il campo

(14) lz—e@]<b.

Le funzioni ¢, come le 0, si intenderanno sempre finite
e continue con le derivate prime nel comune campo (1) di
definizione.

C10 posto, andiamo a dimostrare che:

«nel caso in cui le O abbiano forme prefissate, gli inte-
grali di un sistema (II), soddisfacent: a certe condizioni ini-
ziali a) sono funzioni (univocamente determinate) finite e

continue cou le derivate primé nel campo
(13) |2 < 5,
G . ; b
essendo d il minore dei due numeri a. TR ed M a sua

volta il massimo valore assoluto delle funzioni f dei se-

condi membri nel campo (1), (2): e se invece le O non sono

- prefissate, basta imporre alla loro variabilita le limitazioni

n—s—+1 b

a6) 0—ol< 2",

(col solito significato di s, relativo alla corrispondente z:
numero delle sue variabili principali), perché 1’ esistenza

e unicita degl integrali del sistema sia assicurata nel campo

h)
a7) || < 5,

e gli integrali stessi risultino funzioni finite e continue,
con le derivate prime, rispetto a tutti i loro argomenti a, 0,
nel campo (17) rispetto alle a, nel campo (16) rispetto alle 0 ».
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50. — Indichiamo con z, genericamente le funzioni inco-
gnite ad s variabili principali, con 0, le relative funzioni
iniziali: con z{™" 2it*=* .. 2"V i valori delle z,, (su spazi
S, i1y Su srayeeySey coordinati principali ad esse relativi), che si
ottengono con la integrazione dei sistemi B,,,,,B, , s, Ba1':
e ricordiamo che nel sistema B possono figurare (vedi n.
39 o0 43) quali funzioni incognite soltanto le z', nei sistemi
B, le 27 2 . nei sistemi B,,,, le z{r w1 zlnest [ glresn)
nei sistemi B, le 2" 2" (.. zl*': nel sistema B, tutte le
funzioni z,.2,...,z, ossia le funzioni incognite stesse.

Cio posto, occupiamoci dapprima del caso in cui le 0 sono
prefissate.

Notiamo che i valori iniziali che imponiamo alle 2.’ per
la integrazione del sistema B,, sono le corrispondenti 0,:
cosi i valori iniziali che imponiamo alle 2!} per la inte-
grazione dei sistemi B, sono dati dalle 0,, corrispondenti:
ma quelli che imponiamo alle 2! sono le funzioni 2 otte-
nute con la integrazione delle B,: analoga osservazione
puod farsi pei sistemi Bj,... in generale per la integrazione
dei sistemi B,, imponiamo alle 2\ , quali valori iniziali
le corrispondenti 0,, ,,e alle 2z, ,, 2 ; ...,z invece le
funzioni 207, 200, ... 27" otlenute con la integrazione
dei sistemi B,,.

Ora queste funzioni si riducono alle relative 6 quando
per alcune delle variabili? vi si ponga il valore iniziale
(=0): ma non coincidono con esse, mentre il campo (2)

per le z, in cui sono soddisfatte le ipotesi «), & relativo alle

! costruiti con 1’uno o 1’altro dei metodi indicati al § 10: questo
& ora indifferente.

* le variabili, principali per la corrispondente z, che in esse non
sono gii poste = 0.
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8. Dunque non si potrd senz’ altro applicare successiva-
mente il teorema generale del n. 2 ai sistemi B, B,,..., B..
Tuttavia bastera stabilire che gli integrali dei sistemi
B,(r=12,...,n—1):

1) sono funzioni finite e continue, con le derivate prime,
delle variabili indipendenti :

2) restano sempre — stando le x nel campo (15) — entro
certi intorni delle 0, perche ai sistemi B, , si possano appli-
care i risultati stabiliti ai 8§ 1, 5, pel caso delle funzioni
iniziali non prefissate. E in effetto, abbiamo successivamente !
che nel campo (15) gli integrali 2 del sistemia B, soddi-
sfano alla condizione 1) e alle limitazioni

b
o — 0l <5

nel campo

b
‘wll = 81 Iz,[“]_ Bnl = ;2—

gli integrali 27, 2[7 dei sistemi B, soddisfano pure alla 1)
e alle limitazioni

[ 0! b b
28— 2 < ) 7= Bl =< el

e con maggior ragione alle

d—0=2 =0,
e supposto dimostrato che gli integrali 27 (=0, 1,...,r — 2)
dei sistemi B,, soddisfano alla 1) e restano nel campo

- (r—1)b
IZE-I‘]_' encl < "n— ]

! per le o) n. 22, le note proprieti dei sistemi differenziali ordi-
nari, e quelle indicate ai §§ 1, 5 pei sistemi semplici di Darboux.

Ann. 8. N. 6
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vediamo che alla loro volta gli integrali z[! (t=0,1,...,y — 1)

dei sistemi B,, nel campo

—1)bd
la'lvl = 61 Iz!-rt‘]_ eu ll = %*, (t:(),l,...,r—2)

soddisfano essi pure alla 1) e alle limitazioni

b
lz‘ﬂ—zf;.:‘ls;: (t=0,1,...;0r—2)

b
le:]'-,«l - ﬂn rel I g E,

e a maggior ragione alle

” b
=0 < — (t=0,1,...,7

1).

Per » =n abbiamo dunque che gli integrali z, di B,,
ossia gli integrali del sistema proposto A, soddisfano, nel
campo (15) rispetto alle x, alle condizioni 1): onde risulta ap-
punto quanto volevamo dimostrare: e inoltre resta stabi-
lito che nel campo (15) stesso gli intevrali soddisfano essi
stessi alle limitazioni (2).

51. — In modo analogo si procede per la dimostrazione
della 2¢ parte del teorema enunciato al n. 49, relativa al
caso in cui le funzioni 0 non siano prefissate, ma soddi-
sfino alle limitazioni (16). Indichiamo partitamente con (16)”
(r=1,2,...,n), i campi concessi alla variabilita delle 0,,,.
Supponiamo ancora ricondotto il sistema 4 ad un gruppo
di sistemi semplici B, B,,...,B,, in uno dei modi indicati

nel § 10: abbiamo subito che gli integrali 27 del sistema
differenziale ordinario B,, nel campo (17), (16)’, sono funzioni
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finite e continue, con le derivate prime, rispetto alle varia-
bili indipendenti ed alle 0,, e soddisfano alle limitazioni
b

|zil‘] = anl = ;—l’

e a maggior ragione alle

b
PALL - =)
[z} (N =3

poi, che gli integrali 2, z{} dei sistemi B, nel campo

B : b b
é‘? |Z£I_¢n|£ ;i)iﬂnl—(PuJéﬁ,

] <
sono funzioni finite e continue con le derivate prime ri-
spetto alle x ed alle relative 0,, e 2!, (e quindi anche ri-
spetto a tutti i valori iniziali 0,, 0,., delle funzioni inco-
gnite che vi figurano, nei rispettivi campi (16, (16)"), e
restano nel campo

; b b
|z§.l_zg‘ul£§_n, 1281—0,,|< S

onde in ogni caso soddisfano alle limitazioni

b
e — 0. < (t=0,1)
e a fortiori alle altre

20
| — <= (t=0,1)

E supposto dimostrato che nel campo (17), (16)’, (16)",...,(16)""
gli integrali 20" (f=0), 1,...,»—2) dei sistemi B,., sono fun-
zioni finite e continue con le derivate prime rispetto alle
ax e a tutte le funzioni iniziali relative alle loro funzioni
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incognite, e soddisfano alle limitazioni

r—10b
( =2, (=01, —2)

Jern—0, | <

e quindi a maggior ragione, per le (16), (16)",..., (16", alle

[zf,t;'l—m.,,lgw, t=0,1,.. —2)
abbiamo che nel campo
S ] gg 1S — gl < (L:; L (t=0,1,....r—2)
( By~ e 202

rispetto alle , 2", 0,, , (e quindi anche nel campo (17),
(16), (16)",...,(16)® rispetto alle « ed ai valori iniziali di
tutte le funzioni incognite), gli integrali 2l (t=0,1,...,»—1)

dei sistemi B, sono pure funzioni finite e continne con le
derivate prime, e soddisfano alle limitazioni

; b
|2 — 28 < T (t=0,1,..,» —2)

b
|zs.t'r+|_0n = Sa?

onde in ogni caso alle altre

|12 —0,,|< ;—Z (t=0,1,...r—2,7—1)

e a maggior ragione, per le (16),(16)",...,(16)", alle

s »b
|2“"—‘ cP...:l = e

(t=0,1,....r —1).
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Per »—n abbiamo appunto quanto volevamo dimostrare:
e vediamo inoltre che gli integrali, restando le «, 0 nei
rispettivi campi (17), (16), restano nel campo (14).

Per n =1 il teorema ora dimostrato comprende note
proprieta dei sistemi differenziali ordinari.

52. — Andiamo ora ad estendere ai sistemi (II) le altre
principali proprietd stabilite nella I parte (§§ 2-6) pei
sistemi semplici.

Possiamo supporre che nei secondi membri delle equa-
zioni del sistema (II)di Larboux che si considera, ed even-
tualmente anche nelle funzioni 0, figurino uno o piu para-
metri a,(n=1,2,...,v), di cui le f, 0, siano funzioni finite
e continue in un campo
(18) o, — ay | < o

Se chiamiamo ancora M il massimo valore assoluto delle

; S : S,
f(z, z, ) in (1), (2), (18), e d il minore dei due numeri a, =

nM’
avremo subito che nel campo

‘ lw.lsg

(19) { n—s-41
( |6—W|£Tb

| [o,—eRl< o

nelle ipotesi pilt generali, e se le funzioni 0 sono prefis-

sate e non dipendono dai parametri «,, nel campo

o, — )| <o,
anche gli integrali sono, rispetto ai parametri stessi, fun-
zioni finite e continue: e se nello stesso campo (18) le f, 0
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posseggono anche derivate prime finite e continue rispetto
alle «,, della stessa proprietad godono, nel campo (19) o (20),
gli integrali del sistema.

Distingueremo, ove occorra, con (II)* (vedi n. 3) i sistemi
intermediari di Darboux pilt generali, in cui i secondi
membri si pensino dipendenti anche da parametri.

53. — Finora abbiamo sempre supposto, per semplicita,
che il punto iniziale x” sia 1'origine: ma evidentemente é
lo stesso supporre che sia un punto qualunque: o anche
(vedi n. 4), che esso non sia prefissato (ossia che le ., siano
parametri variabili), purché resti entro un certo intorno di
un punto fisso (a,).

Ricordando i risultati ottenuti pei sistemi semplici (vedi
S8 1, 5) abbiamo subito che se le condizioni «) rispetto alle
a si suppongono verificate nel campo

(1),5 l.z‘,—a,lga,

anche rispetto alle «(” supposte variabili gli integrali sono
funzioni finite e continue con le derivate prime, almeno
nel campo
. d n—s-1
le.—al=<7, 10—ql< 0
(21)

jer—al= s lo— Pl <o

nel caso pilt generale: se le 0 sono prefissate e indipen-
denti dalle «.”, e non figurano parametri u, in esse o nelle

f, nel campo

[, —a,|< $
wl ' 2
(22)
d
l-‘l!.")—a‘l S "_)-
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54. — Di un sistema (I)* si supponga noto un sistema
integrale particolare z, che soddisfi alle (IT)* pei valori a,”
dei parametri «,: estendendo i risultati del § 2, (n. 6,7)
abbiamo subito che sotto certe condizioni! posto

O herhs = [20hy b)) @r, =20,z =22 )
le z sono i valori, corrispondenti ad
o= aﬁ“”, )= .'1:."), 0—0

di integrali pit generali z (x, x(”, 0, «,), finiti e continui
con le derivate prime rispetto a tuttr i loro argomenti,
entro certi campi.

Osserviamo infine che nel caso particolare dei sistemi
lineari del tipo (II)* nel campo stesso in cui i coefficienti
delle funzioni lineari f e le funzioni arbitrarie 0, oppure

gli integrali supposti noti z, sono finiti e continui con le
derivate, lo sono anche gli integrali del sistema, rispetto a
tutti i loro argomenti.

! precisamente: che in un campo |¢,—z 2| <p le z siano finite
e continus con le derivate prime rispetto alle z: e che nello stesso
campo rispetto alle z, in campi |z —z| <b per le z, |a, —¢,f>| <0G
per le a,, le f siano pure finite e continue con le derivate prime
rispetto alle z, 2, o, .
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§ 13.

Sistemi alle variazioni relativi ad un sistema (I1)*.

55. — Anche 1 risultati stabiliti ai §§ 3, 6 pei sistemi
alle variazioni relativi ad un sistema (I)* si possono facil-
mente estendere al caso dei sistemi (II)*.

Dato un tale sistema, che potremo sempre indicare

azh

hownh
172 L p—

—om, e LT Y YA CL° YOO W SOV W19 I

A)*
il suo sistema alle variazioni generico, relativo all’integrale
(2) che corrisponde alle condizioni iniziali generiche

(e e,

)
£ s
a) e Oy hgen s @, oo Py 2 2y )

.

e ai valori generici «, dei parametri, & il sistema

0 Up h,...1, L Y T
(23) “om, — Zaw,, : L S W

NP FEEY FEERON PR

o TRyl o

+ 3, hegllede

ove la prima somma del secondo membro & estesa a tutte
le z che figurano nella funzione f,.», .n,, e nelle derivate
dei secondi membri s’intendono, dopo le derivazioni, sosti-
tuiti alle z i corrispondenti integrali (2),e alle «, i valori
prefissati supposti: le f, rappresentano nuovi parametri
arbitrari.

11 sistema (23) & un nuovo sistema del tipo (II)* di Dar-
boux, lineare, e per esso sono soddisfatte identicamente le
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condizioni di integrabilita, in forza dell’ipotesi che lo siano
quelle del sistema primitivo (n. 22). Infatti, basta, per ot-
tenerle, applicare a queste ultime lo stesso procedimento!
che si applica alle equazioni (II)* per ottenerne le relative
equazioni alle variazioni. La condizione d'integrabilita gene-
rica pel sistema (II)* si pud secrivere, essendo 7 ed I (r<Z 1)
due qualunque dei numeri 1,2,..,s:

) O fn,..10, ..
(24) 32, —i—z 3% ”fh,...h,_.h,“...h’,...h,...

’...hr_.| hr‘.| ...’l‘,.

:afh,...h’,...h. + afh,...h,...h, f ,
awh'- azh hl...h ,...hl_)h(.rl...h....

R VY R TR

Se a ciascuna z sostituiamo z--ewu, a ciascuna a,,
o, +€f,, e deriviamo entrambi i membri rispetto ad e, indi
poniamo e =0, la nuova identitd che cosi si ottiene & ap-
punto la condizione d’integrabilita generica velativa al sistema
(23) alle variazioni, infatti 11 suo primo membro non & che
la derivata rispetto ad a», del secondo membro della equa-
zione generica (23), scritta tenendo conto del fatto che le

z soddisfano alle 4)* e le u alle (23) stesse.

56. — Dato un sistema 4/* supponiamo di aver potuto
determinare le espressioni dell’integrale corrispondente a
valori iniziali 2, 0 non prefissati, e a valori non prefissati
dei parametri o, Tali espressioni

(0)

(25) z=z(x,,x"0,qa,)

! Vedi § 3, n. 11, e DarBoux, Théorie des surfaces, 1V, note XIe
pag. 505.
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daranuno (vedi n. 8) integrale generale del sistema A* sup-
posto. Ora se a ciascuna delle (35) sostituiamo la sua varia-
zione prima, ottenuta facendo variare le arbitrarie conte-
nute nel secondo membro, otteniamo (vedi n. 19) I'integrale
generale del pit generale sistema alle variazioni corrispon-
dente al dato sistema. Precisamente, indicando (come al
§ 3, n. 11) con

04w, @ 4o, ofeh,

1 valori variati delle arbitrarie, abbiamo

(26) u—zaﬁllv_*_zaw(")@'—*_z aa ﬁ[‘

Se in ciascuna di queste diamo il valore iniziale alle
variabili principali relative alla « che & al primo membro,
(ossia alla corrispondente z), ne otteniamo (come al § 6,
n. 19, 20) le relazioni che legano i valori iniziali da assegnare
al sistema alle variazioni, con le funzionip e i parametri o,,f,,
che determinano il modo di variare delle arbitrarie:

. u(h‘h""h')
heoohy — Rk

L

s J(hyeiihy)
=Ygk ™ 2y e ety (BrZhi by By o)) en, +
1 r

_*__E Oh‘ I, aﬁh, h.

C ox”

PARTE TERZA.

Nuova dimostrazione del teorema d’esistenza
e d’unicita pei sistemi intermediari di Darboux.

Estensione a sistemi piu generali.

. § 14.

Nuova dimostrazione del teorema di esistenza e unicita
' per un sistema (II).

H7. — Daremo ora una nuova dimostrazione del teorema
generale enunciato al § 7 (n. 23) per un sistema del tipo
(II): notevole soprattutto per la possibilita, che presenta,
di una facile estensione a sistemi pit generali (§§ 15-17).

Consideriamo dunque il sistema generico

dz,
am sy (xl)zh)

€8

Come al § 7, supponiamo per uu tale sistema soddisfatte
le condizioni ) (n. 22), e al posto delle «), invece, le altre
(pin restrittive):

a’) Le funzioni f dei secondi membri siano funzioni
finite e continue, e ammettano tutte le derivate parziali di
ordine (complessivo) << n, prese rispetto ad un certo nu-
mero (=0) di variabili indipendenti, tutte diverse tra loro
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e da quella rispetto a cui & presa la derivata che & al primo
membro, e inoltre, rispetto ad un certo numero (= 0) delle
funzioni incognite che figurano in esse.

Se consideriamo le & come contenute nelle f anche impli-
citamente per mezzo delle z, ¢id equivale a supporre che
si possa prolungare il sistema per derivazione successiva
fino ad ottenere, da ogni equazione che da una derivata

dz ; w_ s 3
% di una funzione incognita z,, le equazioni che ne danno
h

tutte le possibili derivate principali miste, prese rispetto

a variabili tutte distinte, una delle quali sia la a,: fino
9"z,

: : 3
all’equazione che da la 35 9%,...08.

58. — (16 premesso formiamo, con la derivazione suc-
cessiva, per ciascuna z le equazioni che ne danno tutte le
derivate principali seconde, terze, .... n"* miste: (d’ora in poi,
per brevita, diciamo derivate miste le derivate delle funzioni
incognite prese rispetto ad un certo numero di variabili
indipendenti, ¢ra loro distinte). Nei secondi membr1 delle
equazioni cosi ottenute sostituiamo successivamente alle
derivate principali che vi appaiono le loro espressioni, date
dalle equazioni gia scritte, fino a che non restino nei se-
condi membri che derivate parametriche. In altri termini,
calcoliamo le espressioni ultime! di tutte le derivate prin-
cipali miste: le quali, essendo 1l sistema (II) ortonomo e
compatibile,® in forza delle ipotesi «), B), sono wuniche e
determinate, qualunque sia 1’ordine in cui si eseguono le
successive derivazioni e sostituzioni.

Riunendo tutte le equazioni cosi formate e quelle del

! Vedi RIQUIER, 1. c. pag. 215. Introd. TI, pag. 12.
? Intiod. I1, pag. 12.
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sistema primitivo (II), abbiamo un sistema R, dell’ ordine
n, equivalente al sistema (II) stesso, e insieme ad esso or-
tonomo e compatibile. Le sue equazioni, a seconda del loro
ordine, si potranno distribuire in n gruppi

(L) R, R,,...,R,:

in R, essendo contenute le equazioni che danno le espres-
sioni ultime di tuffe le derivate »™ principali miste. Il
gruppo R, coinciderd col sistema (II) primitivo.

I evidente che basterd dimostrare I esistenza e unicita
degli integrali del sistema R, che soddisfano alle condizioni
iniziali

(yhgeeis)
) “gens = O, @y o9 Ty s
ossia, che prendono valori assegnati ad arbitrio sui rispet-
tivi spazi parametrici di massima dimensione, perché cio
risulti provato pel sistema (II) proposto. (Anche per le fun-
zioni 0 supporremo ora 1'esistenza di tutte le loro derivate
miste).

Entro ciascun gruppo R, di equazioni R, dell’ordine
7, (r=1,2...,n), separiamo gli (7> sistemi parziali formati
dalle equazioni che danno le derivate

"z
0@, 0X1,y...0@., "

essendo (¢,4,...5,) una qualunque combinazione semplice della
classe » dei numeri 1, 2,...,n. Lie funzioni incognite che figu-
reranno nei primi membri di tali equazioni saranno tutte
o sole quelle che hanno almeno una delle x.,,2.,,...,x., tra
le loro variabili principali.

Nei secondi membri potranno figurare, direttamente o
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per mezzo di loro derivate parametriche (di ordine com-
plessivamente inferiore e singolarmente — cioé rispetto
alle singole variabili — non superiore a quello della deri-
vata che & nel 1. membro). oltre alle funzioni che figu-
rano ner primi membri, anche altre funzioni incognite, che
non hanno alcuna delle a,,,2.,,...,2., tra le loro varia-

bili principali: se nelle equazioni in considerazione poniamo

@) BT T = i i =0

(supponendo qui di nuovo, come al § 7, il punto iniziale
nell’ origine), queste ultime funzioni incognite si riducono,
in forza delle a), a funzioni note delle & rimanenti.
D il zial i i (") ot
unque 1l sistema parziale generico, tra gli mE te-

nuti nel modo detto da R,, diviene, con la posizione (2),
un sistema 7, ad » variabili, @.,,2.,,...,2.,, che ha per fun-
zion1 incognite 1 valori, sull’S, coordinato (2), di tutte e
sole le funzioni incognite di (IT) per le quali tale spazio
é principale: e per ciascuna di esse contiene una e una sola
a'
0%, ;0% y... 0%,
zione delle x, e dei valori su quell’ S, delle z e di loro deri-
vate parametriche di ordine complessivamente inferiore e
singolarmente non superiore. In altri termini tutti i sistemi
I, appartengono al tipo

o : o u,
3) s = (mx...w,,, 7“),

0% 0®hgee . 00, 0Xjy...0%,,

equazione, che ne da la

espressa in fun-

ove
O<r=r—1,
ed (j,j....j,) & una qualunque combinazione della classe »
di (¢,2,...2,).
Diremo sistemi iperbolici questi sistemi (3), evidente gene-
ralizzazione dei noti sistemi di equazioni iperboliche del
2.0 ordine. Tali sistemi (3) sono stati oggetto di svariati
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stucdi!: & noto che «entro un certo campo, interno a quello
in cui & assicurata la continuita e la derivabilita dei secondi
membri almeno vispetto alle w, e alle loro derivate che vi figu-
rano,” ess1 ammetiono un solo sistema integrale, tale clie
(nello spazio S, delle @.,x.,...x.,) ciascuna z si riduca, su
ciascuno degli iperpiani ., =0, x.,=0,...,2.,=0, a valori
assegnati in funzione delle rimanent:1 variabili».

(A1 sistem1 (3) stessi é stato anzi esteso® 1l metodo di
Picard,® (delle approssimazioni successive), che da il modo
di ottenere le effettive espressiomi degh integrali sotto
forma di serie convergent1 in egual grado, e nel caso lineare
il metodo del Riemann,' basato sulla cousiderazione del
sistema aggiunto).

Nel caso paiticolare der sistemi 7, le condiziom del teo-

rema ora citato sono soddisfatte, in torza delle «).

! Vedi ad es. tre memorie di Biaxcur (Atti della R. Acead. dei
Lincei, vol. IV (1895), pag. 8, 89, 133) e tre di NiccoLeTTI (id. pag.
197, 330, e negli Atti della R. Acead. delle Scienze di Napoli, vol.
VIII, serie 22, n. 2, 1895), la memoria « Sull’ estensione dei metodi
di Picard e di Riemann ad una classe di equazioni a derivate par-
ziali ». In quest’ ultima memoria I’A. studia una classe di sistemi
assai pitt generali, che comprendono i sistemi (3): mentre le me-
morie prima citate riguardano equazioni e sistemi di equazioni, che
rientrano nel tipo (3).

? Vedi N1ccoLkrTi, memoria ora citata, n. 6. Precisamente, & nel
caso non lineare, per la dimostrazione dell’ unicita che 1'A. richiede
1" applicabilith del teorema degli acerescimenti finiti alle funzioni
dei secondi membri, considerate come funzioni di tali argomenti, e
quindi la derivabilitd rispetto ad essi.

? Vedi per queste estensioni le memorie ora citate di Braxcui
e di NICCOLETTI.

* Nota I del t. IV della Théorie des surfaces, di Dawpoux - Journal
de Mathém., 1890.

5 t. VIII, Gottingen Abhandlugen, 18360. Vedi DarBoux, Théorie
des surfaces, t. 11, Chap. IV, pag. 71-98.
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59. — Vediamo ora come, supposta per un momento
dimostrata 0’esistenza degli integrali cercati del sistema R,
soddisfacenti alle a), ne segua la loro wunicitad, e insieme
Vindicazione di un procedimento pel loro calcolo effettivo.

Osserviamo nel punto iniziale, ossia nell’ origine, per le
a) tutte le z sono note: in particolare sono note le condi-
zioni iniziali Z,) pei sistemi (differenziali ordinari) 7,. Sotto
tali coundizioni, I’integrazione di questi sistemi da i valori
di ciascuna z lungo tutti i rispettivi assi coordinati prin-
cipali: lungo i rimanenti (parametrici) esse sono gia note,
per le a). Ottenuti cosii valori delle z lungo tutti gli assi,
restano fissate le condizioni iniziali ¢) per tutte le equa-
zioni deil sistemi /,: che integrati danno i valori delle 2
sui loro piani principali, ossia sui piani, sui quali esse non
erano gia assegnate dalle a).

® allora, note le z su tutti i piani coordinatli, restano
fissate le condizioni iniziali ;) pei sistemi Z,.... Si comprende
bene come si possa proseguire, e giungere alfine a deter-
minare un sistema di funzioni

€] (), (22)y -+ 4 (2m)y

che sotto condizioni iniziali ¢,) date in parte dalle a), in
parte dalla integrazidne delle I,,, risolvono il sistema 7,
(o, che & lo stesso, il sistema R,).

Le (4) soddisfano alle a) stesse, e siccome le successive
operazioni ora indicate per ottenerle sono tutte a risultato
unico e determinato, abbiamo senz’altro che se esiste un
sistema integrale delle R (e quindi delle (I1)) soddisfacente alle
a), esso coincide necessariamente col sistema integrale (4).

! Infatti ogni eventunale sistema di soluzioni delle R, soddisfa-
centi alle a), deve soddisfare anche a ciascuno dei sistemi I, , sotto
le stesse condizioni iniziali ¢,). Vedi analoga dimostrazione al n. 41.
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Cosi & provata la prima parte del Teorema enunciato
al § 7, quella relativa all’ unicita degli integrali: e non resta
che a provare, che le (4) soddisfano in effetto a tutte le equa-
zioni di R, perché anche 1’ altra parte, relativa all’ esistenza,
risulti di1 nuovo dimostrata.

60. — Introduciamo, per semplicita di parola, ancora
una convenzione (in aggiunta a quelle note di Méray, Riquier,
Bourlet' e a quelle qui poste al § 10, n. 37). .

Diremo che per una equazione di R, e in generale, di
un qualunque sistema risolto rispetto ad un certo numero
di derivate, & principale ogni spazio coordinato che contiene
tutti gli assi relativi alle variabili rispetto a cui & presa la
derivata che & nel 1.° membro, parametrici tutti gli altri:
per una funzione incognita in ogni tale sistema diremo che
& principale ogni spazio tale per una (almeno) delle equa-
zioni del sistema che ne danno le derivate principali,® para-
metrici 1 rimanenti.?

Cio posto: per ora sappiamo soltanto che gli integrali
(4) soddisfano alle R,, relative ad un certo gruppo di »
variabili, quando sono poste —0 le rimanenti, ossia sul rela-
tivo S, coordinato principale.

Per dimostrare che in una regione dell’S, tali integrali
soddisfano a tutte le equazioni di R, ci varremo del pro-
cedimento per induzione: mostreremo che non soltanto essi
soddisfano alle R, sui relativi S, principali, ma alle R,, R, sui

! Introd. II pag. 8.

* in altri termini, ogni spazio che contenga tutti gli assi relativi
ad una (qualunque) delle sue derivate principali.

3 Nel caso particolare dei sistemi di DarBoUX questa definizione
coincide con quella data al § 10, n. 37.

Ann. 8. N. 7
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relativi S;: po1 che se si suppone che soddisfino alle R, R,... R,
sui velativi S, principali, ne segue che soddisfano alle
R, R,,...,R,, R, sul relativi S,,,: onde risulterda appunto
che soddisfano a tutte le R in S,.

L’ equazione generica di R, (r—1,2,...,n) si puo indi-
care brevemente:

ar ar-l
2y :Fr) (m,z:_a_z.’__.’_—-..—%x—)_
9

0x,, 0&¢y... 0@, Lyiig.. iy dx, e
In questa almeno uno dei numeri ¢,4,...7, dovra essere
eguale ad uno dei numeri k& relativi alle variabilh prineci-
pal x, della z che & al primo membro.
Ora — inteso per un momento che le z rappresentino
funzioni qualunque delle x, purché finite e continue con

le derivate miste fino all’ordine » — poniamo (v. n. 3d)

Ligd, 0, 0&rg... 0@,  bLyin.i z

Se in queste al posto delle z poniamo gli integrali (4) ab-
biamo 1denticamente, posto (n. 35)

(6) (Q)(:s(v\): Q,
e gD Grarireaenta) o
Liig..dd, o
61. — C10 posto, deriviamo la generica
Q= o2 — fi,, (@, ) = ot — F, (2, )
T (8 2) = a———F, (z,2)

rispetto ad un’altra variabile qualunque 2.,: avremo, (distin-

guendo momentaneamente con 2, z¥ le funzioni incognite
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che non hanno od hanno la «., tra le loro variabili prin-
cipali),

0Ny, 9z or), 281",'3, dz EéF,"’,, oz*
0%,y  Ox:1, 0.y OX.y 0z 0X., 0z* 0.,
ossia, con notazione evidente,
Q) 9z i dz odzF
(8) ax.,—(733.,3.’3.,-F"""(x’z’ am'a,ax‘:)'

Ma d’altra parte &

Z 'z N 0z
9 N = —FD (xz s f*)
) "t T Ga, 6., K L R T i

ove le f* indicano i secondi membri delle equazioni di (II),
#

- " d
(ossia di R,) che danno le oy

struzione di R, in forza delle equazioni di R, R,...R, si
deve avere

(infatti per la stessa co-

?)

aqQ.’. . .
(10) bl = QUED i =120 1)
"r—'»l

se &, ., indica una qualunque delle rimanenti variabili,
escluse le &.,@.,...2.,).
Sottraendo, membro a membro, dalle (8) le (9), abbiamo

EToN \ == dz 0z* - dz
aw."—Q«.’-.-,z1"3-,-,(9072’&._,’W., — i “éx_f)

ossia

oy dz%

(]1}* Tx——:.:_gf‘)’l'!:EA"."‘I’(‘a—a:_fl'*),

dove le A sono funzioni delle x, z, e delle loro derivate
prime parametriche, e la somma & estesa a tutte le z,*
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aventi ., tra le loro variabili principali, che figurano
nelle F): infatti nelle nostre ipotesi sono applicabili le
formule degli accrescimenti finiti ai secondi membri delle
(8). Ma le differenze
0 z,*
0x .,

S I‘l'*

sono, per le (5), le Q,",J relative alle funzion1 stesse 2z.*.

Dunque si deve avere

80y,

(12) o — 02, =2 A, Q-

Se in queste formule poniamo per le z gli integrali (4),
e faceciamo poi

w.,:x;.:...:w..:o,
essendo per le (7)

'('52) [N T T 0

1iyis — -
otteniamo infine le equazioni

P %)('.;‘4
W 1
(13) —— .._EA,,,‘.W QL
2

(ove le 4 indicano funziom note delle x:,,x.,), alle quali
possiamo associare le altre, ottenibili in modo del tutto
analogo, scambiato ¢, con %,

3 Ql)('s
13)* _"’___ 1)“ in)
W aa, sznm hy e

A queste equaziomn (13), (13)* le QV relative alle equa-
zioni che danno la derivata rispetto ad x., (o ad x.,) di
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una qualunque delle funzioni incognite che hanno z.,
(o «.,) tra le loro variabili principali, debbono soddisfare
in conseguenza della stessa definizione (5), e del fatto che
in esse si sono posti gli integrali (4) di R,, calcolati nel
modo indicato. Per ogni possibile coppia (i, 4,) le (13), (13)*
formano un sistema lineare omogeneo del 1.° ordine, del tipo (I)
di Darboux, onde applicando il teorema di esistenza e uni-
cita indicato al § 1, e ricordando che per le (7) & identi-
camente

‘Q},’fl‘*---‘"’(‘f’:o ed »Q},)i(:s...i,.)(i,) —0

abbiamo che & anche identicamente

SDGsevin) —  GLaeein)
Ql}‘.ig —"0’_ erizs _O’

cioé che le R, sono in effetto soddisfatte dagli integrali (4)
non soltanto sui rispettivi assi principali ma anche sui piani
(coordinati) che passano per tali assi, ossia appunto su tutti
i loro piani principali, come lo sono (per le (7)) le R,

62. — E ora supponiamo provato che gli integrali (4)
stessi soddisfino alle R, R,,..., R, su tutti i rispettivi S,
coordinati prinecipali. Se deriviamo le Q,, o rispetto alla
variabile generica @., , scelta tra le rxmanenti (escluse
le ., &¢...2x.,), © confrontiamo con la corrispondente
Q.. i) abbiamo subito una formula analoga alla (11)¥

")
(14) an,iﬁz K __or+1
0 x: Uigigenipin

‘ri—l

1 r+1 U
— S 4 o "z i
=3 Aw i ~oa;, 0, Vifidik 1P

[ tri1
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ove j js...j. sono 7 indici (0 <2/ <»r— 1) comunque
presi tra (i,i,...¢), e la prima somma é estesa a tutte le z,
rispetto alle quali (dopo la derivazione eseguita rispetto
ad «.,,,), nei secondi membri delle equazioni ottenute sono
apparse derivate principali.

Per le (b) le (14) possono scriversi:

15 'aQ;,).',....' r4+1) o etE)
(16) ——=-==r.__Q bidppa Z Z"’ All’,j‘.,,j,.i, lQ :

: Léiie U Jatii®
et

In queste poniamo al posto della z gli integrali (4), e
poi facciamo

Brips =By vy =103
in forza delle 7) esse diverrahno

—m;)!i' +.""i" ) r1 ; : 5
(16) —3‘;-1.— =2 2 Aw g gt b Dl

Notiamo che in queste equazioni (16), (¢,7,...%,) & una
qualunque combinazione della classe » degli indici 1,2,...,n:
mentre Z,., & uno qualunque degli indici rimanenti. In altri
termini, (¢,4,...%,7,.,) & una qualunque disposizione della
classe »-}1 degli indici 1,2,...n, considerandosi pero come
distinte due di tali disposizioni solo se differiscono per U ultima
lettera.

Nei socondi membri delle (16) in generale figureranno
alcune Q", con t< 7: percid aggiungiamo alle (16) stesse
tutte le equazioni, analoghe alle (15), che si ottengono de-
rivando una qualunque Q7, ; rispetto ad .., (0Ve (f, js-.j0)
¢ una qualunque combinazione della classe ¢ (t=1,2...r—1)

degli indici (4,,4,...,%,,17,.,), 8 joy & un indice scelto ad ar-
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bitrio tra gli »--1—+# rimanent1): ponendovi poi per le z
gli integrali (4), e infine facendovi x.,.,—...=x.,=0:

a'Q‘)(irH L)

Wedh  _ xax - 1) (s a0eein)
amn ax;, =) Z,-' A dree o 0 d,dages
A QU DGra i),

Ljgeed eJesn

Le (16), (17), scritte per ciascun gruppo determinato di
r-+1 variabili (z.,@.,...2.,2¢,,,), (vedi osserv. preced.)
formano un sistema lineare ed omogeneo del tipo (1) di Dar-
boux: ora per le (7) & identicamente

O 1l £ y00ain)
Q;,)'(:lt Pl =0,
e per l'ipotesi fatta, che gl integrali (4) soddisfino anche

alle R\ R,...R,_, (come alle R) su tutti i loro S, coordi-
nati principali, abbiamo anche

Qe =0,

perché 'S, (x,,,,—=x,, ,—=...=ax.,=0), contenendo I'S,
(@) =Fjpy=... =2, , = &, =...=x,,=0), principale
per la corrispondente equazione di R,, & pure principale
per essa. Dunque su tutto 'S, (¢, \y—=...—=2.,=0) le
Q stesse sono identicamente nulle, e cid dimostra che le
R, R,... R, sono, come le R, ,, soddisfatte dagli integrali
(4) su tutti i loro S, , coordinati principali.

Per quanto abbiamo gia osservato, ne segue che anche

Py

il teorema di esistenza & cosi pienamente dimostrato.

63. — Questa seconda dimostrazione, come la prima, da
subito (come gia risulta da quanto si & detto al n. 59) un
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metodo per U effettiva risoluzione di un sistema (IT): precisa-
mente indica come si possa ricondurre l’integrazione del
sistema (II) a quelle di sistemi I, 1,,...,I, del tipo iperbo-
lico (3), degli ordini 1,2,..,n"', ad 1,2,..,n variabili.

Pero 1’applicazione di questo metodo non risultera in
generale opportuna nella pratica, in quanto l'integrazione
di un sistema iperbolico, (ad es. col metodo delle approssi-
simazioni successive), per n > 2 & in generale assai piu dif-
ficile e laboriosa di quella di un sistema semplice di Dar-
boux con lo stesso numero di variabili.

Poi questo metodo richiede il successivo calecolo di' o-
gnuna delle z su futti i snoi S, (1<<r<n) coordinati prin-
cipali, mentre gli altri metodi indicati al § 10 richiedono
(vedi n. 42) soltanto il calcolo successivo di ciascuna z su
spazi, di dimensione sempre maggiore, contenenti lo spazio
coordinato parametrico di massima dimensione, su cui la z &
assegnata dalle condizioni iniziali, e I"asse delle x,.

Pure & degno di nota il legame cosi messo in luce tra
i sistemi di Darboux e i sistemi iperbolici, che dividono
con essi la notevolissima proprieta di ammettere classi molto
vaste di soluzioni in ipotesi e sotto condizioni iniziali anche non
analitiche.

Nei §§ successivi studieremo sistemi pit generali, che

comprendono appunto queste due classi di sistemi come
casi particolari.

' e quindi ad applicazioni successive del metodo di Picard, o
anche, se il sistema (II) & lineare, del metodo di Riemann. Vedi le
memorie gid citate (n. 58) di Brancar e di NrccoLrTTI, in cui tali
metodi sono estesi ai pilt generali sistemi iperbolici.
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§ 15.

Estensione del teorema di esistenza e d’unicita
a sistemi pit generali (III).

64. — Dato un sistema (II), (pel quale valgano le «’), )
dei §§ 14, 7), supponiamo di avere costruito per esso (nel
modo indicato al § precedente) il relativo sistema R, co-
stituito da equazioni R,, R,,...,R,, degli ordini 1,2,...,n.
Possiamo disporre tali equazioni in un quadro 7, ponendo
nella stessa verticale »™* (ad es. dalla simistra) le equazioni
appartenentl ad R,, ed in uno stesso gruppo (I™°) di oriz-
zontali consecutive tutte le equaziomi 7; che danno deri-
vate (tutte le derivate principali miste, ossia prese rispetto
a variabilh tutte distinte, fino all’ordine n) di una stessa
funzione incognita z,. Il quadro avra cosi n colonne, ed m
gruppt di orizzontali.

Le equazioni, di una stessa colonna o di colonne diverse,
appartenenti ad uno stesso gruppo 7}, sono tra loro legate
da determinate relazioni, le condizioni di compatibilita: pre-
cisamente, tutte le espressioni wultime di ciascuna derivata
cardinale,’ ossia, per la particolare forma del sistema R,
di ciascuna derivata principale mista 7™ (2 << » << n), otte-
nibili dal sistema stesso (o direttamente, o per derivazioni
e conseguenti sostituzioni) debbono identicamente coinci-
dere. Oltre a cid, 1 secondi membri di R godono anche di

altre proprieta, di continuita e derivabilita rispetto ai loro

! Vedi Intvod. II, pag. 8: Riquier 1. c. pag. 174.
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vari argomenti, conseguenze 1mmediate delle ipotesi o), )
fatte sul sistema (II).

Ora & evidente che possiamo anche supporre dafo a
priori un sistema R dello stesso tipo, pel quale valgano le
le stesse proprieta ora accennate: tutto cio che si & detto
pel sistema dedotto da (II), si potra ripetere senza alcun
mutamento. Poste le equazioni di tale sistema R in un
quadro T nel modo indicato, assegnate ad arbitrio le con-
dizioni iniziali a) (vedi n. 28), "integrazione delle equazioni
contenute nelle successive colonne (eseguita sui rispettivi
spazi principali di mimma dimensione, sotto condizioni date
o dalle @) o dalla integrazione delle equazioni della rela-
tiva colonna precedonte), da, come risultato finale, uno e un

solo sistema integrale di Z.

65. — Ma di piti: possiamo considerare i sistemi R’ di
tipo assai pii generale, che si ottengono da un tale sistema
R sopprimendo, nel relativo quadro, T, in modo arbitrario un
numero qualunque (= 0) di equazioni, con la sola condizione
che per ognuna delle funzioni incognite resti nei primi membri
almeno una derivata: e notate, (il che & immediato), le pro-
prieta caratteristiche del sistema residuo R', proporci anche
a priori un sistema dello stesso tipo

0"z, . 'z,
(1) axnam«,...am.,_ﬁ" 2 "(“”ax,....am,,,)’

dove

1) r=12uny =200 HE=12wm,

(2,%,...%,) & una qualunque combinazione (semplice) della
classe » dei numeri 1,2,...,n, indipendente dall’indice 7 (a
differenza di cio che accadeva pei sistemi (iperbolici) (3
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del § prec., in cui per ogni funzione incognita s1 aveva una
ed una sola equazione): (/,/,.../,) ¢ una qualunque com-

binazione (semplice) della classe »-—¢ dei numeri ,i,...1,
. , ; 9z,
colla condizione perd che la derivata —————— sia pa-
61;1,...6.1‘;,.,

rametrica per la funzione z, nel sistema:

1

2) le funzioni fi ..., dei secondi membri sono *finite e
continue e ammettono tutte le derivate parziali di ordine
(complessivo) = n — » - 1, prese rispetto ad un certo nu-
mero (=0) di variabihh indipendent1 distinte tra loro e
dalle . ,,®@.4,...,2¢,, e ad un certo numero (pure =0) di
funzioni z e di loro derivate parametriche, contenute in
esse,

Ogni sistema (III) & ortonomo.' (Iufatty esso & risolto
rispetto ad un certo numero di derivate, non contiene deri-
vate principali nei secondi membri: e basta assegnare alle
variabili indipendenti e alle funzioni incognite un solo si-
stema di quote, tutte eguali ad 1 per le prime, allo zero
per le seconde, (1l che porta di conseguenza, che la quota
di ogni derivata risulta eguale al suo ordine), per verificare
che le quote dei primi membri risultano tutte superiori
alle quote dei secondi). Ma supporremo, di pi, che i sistemi
(III) presi in considerazione siano compatibili,® ciod, che per
essi:

3) siano identiche, nelle x, nelle z e nelle loro derivate para-
metriche, tutte le espressioni ultime ottenibili per le derivate
cardinali.?

! RIQUIER, 1. e. pag. 202. Introd. II, pag. 10.

* Introd. II, pag. 13.

3 Cid portera a limitazioni circa le # e le lmo derivate che pos-
sono effettivamente figurare nei singoli secondi membri,
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66. — Pel sistema particolare R’, dedotto da R nel modo
detto, valgono (per le ipotesi fatte su (II) o su R) le 1),2),
ma in generale non sono verificate tutte le condizioni di
compatibilita 3), pur essendo compatibile R.

Infatti se entro il complesso delle condizioni di compa-
tibilita relative ad R prendiamo quelle che s1 riferiscono
alle equazioni di R, vediamo che esse sono costruite te-
nendo conto (in generale) anche di alcune delle equazioni
soppresse. L’1potesi che R’ sia compatibile & pia restrit-
tiva dell’ipotesi di compatibilita delle sue equazioni entro
R, (tra loro e con le rimanenti): ma possiamo sempre sup-
porre che il sistema R godesse anche di questa particolare
proprieta, che entro esso le equazioni di R’ fossero com-
patibili anche se considerate a parte, indipendentemente
dalle rimanenti.

In questa ipotesi & possibile, in uno e in un sol modo,
pel sistema R’ completare verso destra il relativo quadro T,
ossia ricostruire quelle, tra le equazioni soppresse di R, i
cui primi membri sono rimasti anche per R derivate prin-
cipali. Ma anche per un qualunque sistema (I11) dato a priori,
e dotato delle proprieta indicate, 1), 2), 3), (in particolare,
compatibile), & possibile in uno e in sol modo, disposte le sue
equazion: in un quadro 7" costruito nel modo indicato poco
sopra per R, completare il quadro verso destra, fino a for-
mare tutte le equazionmi che danno le espressioni ultime
(uniche) delle derivate principali miste di tutte le funzioni
incognite. )

E inutile proseguire in questo raffronto: si comprende
come sia lecito limitarsi allo studio di un sistema R, con
I’avvertenza di non usufruire delle sue eventuali proprieta
che abbiano relazione con le equazioni di R soppresse;
i risultati che cosi si otterranno saranno integralmente
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validi per un sistema (III) qualunque (sempre nelle ipotesi
sopra indicate).

Nel quadro relativo ad R, completato nel modo detto,
resteranuno in generale, rispetto al quadro primitivo, alcune
lacune, corrispondenti a derivate principali che sono dive-
nute parametriche. A ciascuna di queste derivate corrispon-
dera uno spazio coordinato, che era principale per la rela-
tiva funzione incognita, ed & divenuto parametrico. Nella
integrazione del sistema R, (effettuata nel modo indicato
al § prec.), ciascuna equazione serve appunto a dare 1l va-
lore, sul proprio spazio coordinato principale di minima
dimensione,! della funzione che figura nel suo primo mem-
bro: 1 valori su tutti gl spazi coordinati parametrici sono
invece assegnati dalle condizioni iniziali a). Si presenta
quindi come naturale il sostituire a ciascuna equazione sop-
pressa, in aggiunta alle @), una nuova condizione iniziale per
la z corrispondente: precisamente, assegnare i valori delle
z* anche sui nuovi spazi parametrici.

Cosicché, riunendo le nuove condizioni alle @), verremo
ad assegnare ¢ valori di ciascuna z su tutti i relativi spazi

. parametrici di dimensione massima, ossia non contenuti in
altri spazi parametrici: naturalmente sotto la condizione
che se due o piu di questi spazi hanno qualche spazio a
comune, 1 valori siano dat1 in modo compatibile, cioé negli
spazi subordinati comuni risultino dati in modo unico.

Sotto le nuove condizioni iniziali, se supponiamo per

un momento che pel sistema R’ (supposto compatibile) sia

! lo spazio individuato dagli assi relativi alle sue variabili di
derivazione.

? al solito, come funzioni finite e continue, e che ammettono
tutte le derivate miste (vedi n. 58).
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ancora valido il teorema di esistenza degh integrali, ne dedu-
ciamo subito 'wnicita, e insieme vediamo come ess1 possano,
in effetto, venir calcolati: non ¢’é che da applicare lo stesso
metodo indicato al § prec. (n. 5Y) pei sistemi R.

Infatti le nuove condizioni iniziali danno appunto cio
che occorre aggiungere al risultato della integrazione delle
equazion1 /2., della colonna (r —1)™ (r=—2,8,...,n) del
relativo quadro 7| per determinare le condizioni inizali
per quelle (R,) della »=.! Gli mtegrali (unici) (z) che cosi
si ottengono per R, comecidono con gl integrali — sup-
posti esistenti — di R’

Ma anche il teorema di esistenza ¢ ancora valido: la
dimostrazione (per induzione) data al § precedente pei si-
stemi R si pud infatti ripetere senza modificazion: sostan-
ziali, perche, come & facile constatare, in fale dimostrazione,
data per un sistema R, non sono effettivamente introdotte le
particolari proprieta di R che lo distinguono da R', ossia —
sostanzialmente & la stessa cosa — da un qualunque sistema
(ITI) (compatibile, e supposto prolungato (vedi n. 58) fino
all’ ordine n).

67. — Possiamo dunque enunciare il Teorema: « Ogni
sistema alle derivate parziali [di ordine < n, ad n variabili,
&Ly, Lyy.. .2, I m funzioni incognite z,,2,,...,2,], del tipo

"z f & 'z )
= [ty . —_—
0%, 0% 1y... 0%, reet\™ 6, L. 0x,,,)

(111

! E nelle nostre ipotesi, i valoii che di ciascuna z si ottengono
sopra un qualunque S, principale sono compatibili con quelli asse-
gnati ad aibitiie su un qualungue spazio parametrico che abbia con
ess0 uno spazio a comune: infatti questo spazio comune non potra
essere che parametrico.
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sotto le ipotesi 1), 2), 3) del n. 65 (ed essendo indicato dalle
1) stesse il significato delle notazioni) ammette uno ed un
solo sistema integrale tale che ciascuna funzione tncognita as-
suma valori assegnati ad arbitrio’ (in modo compatibile) su
tutti i rispettivi spazi coordinati parametrici di massima di-
mensione ».

E gli integrali si ottengono mediante la successiva inte-

grazione al pit di (711) sistem1 differenziali ordinari, del 1°

ordine (71
?
2

(7:) sistemi iperbolici ad » variabili, dell’ordine ... (:) —1

sistema iperbolico ad n variabili, dell’ordine n: integrazioni

) sistemi iperbolici a 2 variabili, del 2° ordine...

tutte eseguibili col metodo di Picard, e nel caso lineare,

col metodo di Riemann.?

68. — 1 sistemi (IIT) comprendono in particolare i sistems
di Darboux (11), e i sistemi iperbolict (3) di qualunque ordine
(vedi osserv. alla fine del § prec.): anzi comprendono anche
una classe piu vasta di sistemi, di cuil i sistemi (3) non
sono che un caso particolare, e che rientrano alla loro volta

in sistemi assal piit general, stuciati dal Niccolett.?

! Le funzioni iniziali pe1d dovranno essere finite e continue e
ammettere tutte le derivate miste (n. 58).

* Vedi nota al n. 63.

3 Vedi la memoria gid citata (nota al n. 58) negli Atti della R.
Accad. delle Scienze di Napoli, vol. VIII, 1895. I sistemi in parola
sono i sistemi (IIT) pei quali di ogni ¢ figura, nei primi membri,
una e una sola derivata, e inoltre gli ordini di derivazione di tutte
le derivate di una funzione incognita che figurano nei secondi mem-
bri siano non superiori singolarmente, ed inferiori complessivamente,
o quello dell’ unica derivata di essa che figura in un primo membro.
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§ 16.

Esempi sull’applicazione della precedente teoria.

69. — Diamo qualche esempio per chiarire la portata e
il significato delle considerazioni svolte nel precedente §.

Anzitutto, dato un sistema R (n. 58) e soppresse alcune
sue equazioni, vediamo come in effetto si possono assegnare
nuove condizion: iniziali che ne tengano il luogo.!

Sia n—=3: figuri in R,, rispetto ad una data funzione

: 02 oy i 5

mcognita z, una sola equazione che dia la 5. cio signi-
wl

fica che per la z & principale 1'asse delle @,,1 piani che

la contengono, e naturalmente 1'S,. In R, figureranno le

'z 'z

equazioni che danno ——m— 6 ———
1 dx, o0x,’ dx, dacy

. d*z . cose o 5
da —————. Relativamente a 2, la condizione iniziale sara,
dx, dx, 0

, in Ry quella che

che sia assegnato il valore 2 (= (2,)y.,), valore di z sul
piano @, = 0. In particolare risulteranno mnoti i valori
20 200 209 integrando le R, sui rispettivi assi principali
si otterrd (in particolare) il valore z"”: integrando le R,
sui rispettivi piani prinecipali, 1 valori 2®, 2™ e infine in-
tegrando le Ry, 1’ espressione cercata della z. Ora soppri-
z 9z
‘8, " oar, Oax,’
poniamo che le rimanenti siano ancora tra loro compati-

miamo, in R, le equazioni che danno e sup-

bili: risulteranno allora, per z, parametrici tutti gl assi

* Agli effetti della determinazione di integrali che abbiano lo
stesso grado di generalita.
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coordinati, e 1 piani «,,,x,x,: basterd dunque assegnare i
valori 2, 2, (in modo compatibile, ossia in modo che cal-
colando da ciascuno di essi il valore z' si ottenga lo stesso
risultato) su tali piani, che complessivamente contengono
tutti gli assi.

Essendo allora noti in particolare i valori 2% ¢ sa-
ranno determinate le condizioni iniziali occorrenti, relati-
vamente alla z, per integrare le R, sui rispettivi piani prin-
cipali: questa integrazione dara il valore 2, e noti cosi 2,
Z®, 2 avremo quanto occorre e basta assegnare — relati-
vamente alla z — per integrare le R,.

70. — In secondo luogo, mostriamo come si applichi il
teorema del n. 67 per determinare 1’arbitrarietd delle solu-
zioni di un sistema (III). Per questo basta stabilire, per
ciascuna 2z, quali sono i relativi spazi coordinati parametrici
di massima dimensione. Procedendo per via d’esclusione, si
cercheranno dapprima gli spazi parametrici, ossia gli spazi
coordinati che non contengono alcuno degli spaz1 coordi-
nati principali di minima dimensione ad essa relativi: poi

tra di essi si prenderanno quelli che non sono contenuti in

alcun altro di essi. .
Ad es., di una z sia data soltanto (dal sistema (ITI)) la
d‘z

32, 0, 0, 00, spazi parametrici sono tutti gli spazi che

non contengono 'S, (@, &, x, ,): in particolare i quattro
iperpiani 2, =0, x,—0, 2,—=0, 2,=—=0, di cui ciascuno non
& contenuto in altri spazi parametrici, e che invece con-
tengono (complessivamente) tutti gli altri: onde i valori
iniziali da assegilare per z saranno:

M) @ O H®
2", 2™, 20, 29,
Ann. S. N. 8
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Siano invece date, di una z, le

dz 'z d'z Fx
dx,’ dx, ox,’ dx, dx,’ 0@, dXs 0,

vediamo che per determinare gli spazi parametrici bisogna
escludere — tra gli spazi che contengono gli assi &, x,...,x,
— quelli che contengono 1’asse delle &,, 0 1 piani @,,, x, x,
o lo spazio S, (@,x,a,). S1 trovano cosi 4 spazi parametrici
di massima dimensione: precisamente, gli S,,

() @y 5 By oo e )y (By L5387 ), (042500, 2,),

e I'S,,
(z, 2, ;. ..2,),

e corrispondentemente si ha che di quella z bisogna e basta
assegnare 1 valori )

(248) 156) (146) (23568)
2 bl z ) z ) 2 ?

(sempre, s’intende, in modo compatibile, cosicche ad es. 1
valori sull’asse delle @, calcolati servendosi det valori asse-

gnati sui tre S,, che lo contengono, risultino gli stessi).

71. — Diamo infine due semplici esempi della forma-
zione del quadro 7' per la integrazione di un dato sistema
del tipo (III).

Sia da integrare il seguente sistema (che supporremo
compatibile):
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/ 0z ,
¥ m:ﬁ.ils (w”whms;zuzn 8-’1;)
' 1
&z

_é_x—a’w_ = f’"’ (2, &y, 2,)

1 3
(18)

dz

a.’l; = ﬁ'" (x"ths)zl)
2

0z,

8.'1: = f!? (wlyxnwsy zl)'

I valori iniziali da assegnare sono:
G £ 2
2 (@), 27 (@, 2,), 27 (,20,), 257 (,), 25 (05), 257 (90, @)
E il quadro 7' — (in cui abbiamo gia posto =0, in

ciascuna equazione, le variabili relative al suoi assi para-
metrici) — & il seguente:



+

02,

A, = f:m (xnx:aw:)znzl) ax.)

+

dz,
02, 0y

s

+6m

*fia 02, 02,

af:,la
t 4z, fis
dz a—cc, duxy

da,

0 frs

dz, da, 0y

e,

dx,0x,0x, 0x,0,

oz
, 0f 92

22

dx, 0,0 X,
0 fue
dxy 02, 0,

&z,
dx, dx,
0z,

-+

)
()
[

)

()
¢

(8)
udiod b
dx,
QPP
dx,
O)

1
(1)

1

dux,
Waz

® 9z
CFF

)
)
)
)

of.
dz,
0z,
0 fen
dz,
afs,
dz,

'+
'+

(3

'+

)

0fys
d @,
afe,
dx,
dfss
d @y

dx,

fars(@1,0, 25, 207
(32

[

(

(

a0'z»
dx, day

9’z
da, 0,

o'z
da,0xs

0"z
dx, o,

ai le)
0,0 X,

fo2 (0,2, 0,2(")
fs,x (0; Ty, 0) z(xu))

azy®
dx,
o™
dx,

2,
N

'
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d*z,
dx, 0x,0a,
esse debbono coincidere, per le condizioni di compatibilita.

Per le espressioni ottenibili sono due, ma

.

Nella 2.* colonna abbiamo tre sistemi parziali ((g)=3>

72. — Come secondo esempio diamo il sistema (in due
funzioni incognite, a 4 variabili indipendenti):

L =Xy 2, X, 2
am’ — Lyl Wy ey
’z, s < dz, 4 0z, d*z,
19) ——-—(,m‘aac’ams_(1-*—231,:10,)2,4—a:,z,—}—.'cs,(l—}—m,a:,)—a:va + @, o) T +2 g
'z, daz, dz,
ax,ax‘—‘”’“' o, T8 ox,

Vi 6 una sola condizione di compatibilita da verificare:
I’eguaglianza identica delle due espressioni ultime dell’unica
0z,
ox, O, 6, 0,
rispettivamente, dalla seconda e dalla terza equazione del

derivata cardinale che si possono ricavare,

sistema. Si verifica subito che tali espressioni sono in ef-
fetto identiche, nelle @, nelle z e nelle loro derivate para-

metriche. Dunque si potra procedere alla integrazione col
metodo indicato.

Come condizioni iniziali, si dovranno assegnare i valori
20 (@ @y @,), 257 (0 s ), 2509 (@0, ), 257 (2, )

(in modo compatibile).

Si formera il quadro 7"
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poi in ciascuna delle equazioni 2, si porranno =— 0 le varia-
bili che non figurano nella derivata che & al primo membro,
ottenendo cosi un sistema /,, 4 sistemi [,, 4 sistemi [;, un
sistema 7.

§ 17.

Riduzione di un sistema (ITI) ad un sistema
di Darboux equivalente.

73. — Dato un sistema (M) del tipo (III), possiamo facil-
mente #rasformarlo in un sistema (N), del tipo (I1) di Dar-
boux, ad esso equivalente, introducendo come nuove [unzioni
incognite tutte le derivate parametriche. (Intendiamo, qui e nel
seguito, di parlare sempre esclusivamente di derivate miste,
prese rispetto a variabili tutte distinte tra loro).

Poniamo dunque

"z

(20) 0LV, 0&0y...0@,,

= Z2hLave vy
(ove col 1.0 membro indichiamo la derivata parametrica
generica del sistema (M)).

Consideriamo le funzioni incognite stesse come derivate
parametriche di ordine zero. A ciascuna derivata parame-
trica di ordine » corrisponde uno spazio coordinato para-
metrico, ad » dimensioni, contenente gli » assi relativi alle
sue variabili di derivazione: per le funzioni incognite tale
spazio si riduce al punto iniziale, ossia all’origine.

Formiamo, di ciascuna derivata parametrica, ossia di cia-
scuna delle nuove funzioni incognite, la derivata rispetto
a ciascuna delle variabili corrispondenti agli assi coordi-
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nat1 non contenuti nel relativo spazio parametrico, (ossia,
distinte dalle sue variabili d1 derivazione). La derivata ge-
nerica cosl ottenuta, sard, a meno delle notazioni, una deri-
vata (principale o parametrica) di una delle funzioni inco-
gnite primitive, (le ¢u1 variabili di deiivazione saranno tutte
diverse tra loro): se & principale, la eguaglieremo ali’espres-
sione ultima che per essa da 1l sistema dato, prolungato
per derivazione: (nella quale espressione intenderemo indi-
cata con la nuova notazione, ossia come nuova funzione
mcognita, ogni derivata parametrica che vi figura): se &
parametrica, alla corrispondente nuova funzione iucognita.
Otteniamo cosi un sistema differenziale (N) del 1. ordine,
che ¢ un sistema del tipo (1) di Darbouwx: infatti 1 suoil
primi membri sono derivate prime delle nuove funzioni
incognite, (ossia delle antiche derivate parametiiche, com-
prese tra queste le antiche funzioni incogmite): 1 secondi
membri sono costituitt 1 parte semplicemente da funzioni
incognite, 1n parte dagli antichi secondi membr: del sistema,
che ora sono funzion delle variabili indipendenti e delle
funzioni incognite soltanto: in parte da derivate degh an-
tichi secondi membri, (prese ‘rispetto a variabili diverse
dalle varabili di derivazione dei corrispondenti primi mem-
bri), in cui, dopo le derivazioni, a tutte le derivate princi-
pali che vi sono apparse abbiamo sostituito le loro espres-
sioni ultime, e poi ad ogni derivata parametrica la nuova
funzione incognita: dunque in ogni caso i secondi membri
non contengono derivate delle nuove funzioni incognite.
Ogni sistema di soluzioni del primitivo sistema (M), ossia
ogni sistema di funzioni z, che soddisfano a tale sistema,
se mediante derivazione se ne traggono 1 corrispondenti
valori di tutte le zu.;1s 4+, dd lnogo ad un sistema di solu-
zioni del nuovo sistema (N): infatti ponendo tali valori nelle
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equazioni di questo sistema, dette equazioni si riducono o

a semplici identita formali, o ad equazioni del sistema dato,
soddisfatte per ipotesi, o a conseguenze differenziali del si-
stema stesso. Viceversa, ogni sistema di soluzioni del si-
stema (N) da in particolare un sistema di soluzioni del
sistema (M) primitivo, come & evidente.

74. — Dunque abbiamo costruito un sistema (N) del
tipo (II) di Darboux, equivalente al dato sistema (M). Ve-
diamo facilmente che il sistema (N) & completamente integra-
bile, ossia per esso sono soddisfatte le condizioni di compatibi-
lita, se cio avviene pel sistema (M) primitivo; infatti per due
equazioni di (), (che diano derivate di una stessa funzione
incognita), tali che almeno uno dei rispettivi secondi mem-
bri sia una delle nuove funzioni incognite, la relativa con-
dizione di compatibilitd & soddisfatta identicamente per la
stessa costruzione del sistema (N): lo stesso accade quando
entrambi 1 secondi membri sono ottenuti per derivazione,
da uno stesso secondo membro del sistema (/) primitivo:
se invece i due secondi membri sono ottenuti, o diretta-
mente o per derivazione, da due antichi secondi membri
distinti, la relativa condizione & senz’altro una delle condi-
zioni di compatibilita del sistema primitivo.

Per la nuova funzione incognita generica zu, 1, ., (11=0),
nel sistema (V), le variabili principali sono @, ,, @, 4....:% ¢,
(in particolare per le 2, sono tutte le variabili indipendenti):
dunque le nuove condizioni iniziali (che si dovranno asse-
gnare ad esse per avere uno qualunque degli integrali di
cui il teorema generale del § 7 dimostra I’ esistenza e 'uni-
cita), saranno le seguenti: di ogni nuova funzione incognita,
ossia di ogni antica derivata parametrica, si deve assegnare

il valore nell’ S, coordinato parametrico che contiene gli
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assi relativi alle sue antiche » variabili di derivazione. Cosi
delle z si deve assegnare il valore nell’origine: delle
antiche derivate prime parametriche, sul rispettivo asse
parametrico; delle derivate seconde parametriche nel ri-
spettivo piano parametrico,.... delle derivate parametriche
corrispondenti ai gruppi di variabili relativi agli spazi coor-
dinati parametrici di massima dimeunsione, (relativi a cia-
scuna z,), [ossia: delle derivate parametriche tali che ogni
loro derivata, (presa rispetto a variabili diverse dalle sue
variabili di derivazione), & principale], nel corrispondente
spazio parametrico di massima dimensione,

Ma questo equivale perfettamente a dare le z sui rispettivi
spazi coordinati parametrici di massima dimensione; infatti
coi dati iniziali ora indicati: mediante integrazione succes-
siva di sistemi del tipo iperbolico (3) (n. 58), di ordini
1,2,...,7,..., (ottenuti semplicemente eguagliando ciascuna deri-
vata parametrica alla corrispondente funzione iniziale, arbi-
trariamente assegnata), possiamo determinare, in uno e in
un solo modo, tutte le z snccessivamente sui rispettivi assi,
piani,... S,... parametrici,... e infine su tutti i rispettivi spazi
parametrici di massima dimensione. ¥ ovvio poi come dai
dati iniziali primitivi, relativi al sistema (M), si possano
ottenere quelli occorrenti per 1'integrazione di ().

Queste considerazioni danuno dunque una molto semplice
verifica, (che sostanzialmente, anzi, & una nuova dimostra-
zione), dei risultati generali ottenuti (nel § 15) pei sistemi
(IIT), e danno ragione della notevole particolarita presen-
tata da tali sistemi, di ammettere un teorema di esistenza
e unicita degli integrali anche fuori del caso analitico: par-
ticolarita dovuta appunto al fatto, che tali sistemi sono
equivalenti a sistemi di Darboux.

Notiamo, infine, che nell’indicato processo di riduzione
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d1 un sistema (J/) del tipo (III) al corrispondente sistema
(N), si vede bene come entrino in ginoco, (e anzi figurino
come presupposti essenzial), le 1potesi fatte, pei sistemi
(III): che non vi figurino, nei primi: membr:, che derivate
prese rispetto a variabili distinte, e che nei secondir membri
d1 ciascuna equazione figurino soltanto derivate, d’ordine
minore d1 quello della derivata che é al primo membro, prese
esclusivamente rispetto a variabili (tra loro distinte) scelte

tra le sue variabili di derivazione,.

75. — Diamo un esempio assai semplice della riduzione
di un sistema (III) al corrlépoudente sistema (IN) di Dar-
boux, nel modo sopra indicato: esempio sul quale riuscira
assal agevole e chiara la verifica di c10 che abbiamo detto
in generale.

Sia dato il sistema, del tipo (III),

ou
e =fi(a,y,z,rtu)

du

W:fl(mv.’/vzv']'yt)uav)

S u ‘ du ou 32 ﬂ
orot f'(x hEahth O o T o ot
v

e — P (@Y, 27,1, 0)

v p du Ov dv
aJaz“”’(my’“ 1% 3 6z by oz

v

al

aya;-atzq"(“’y’z”"""’”’?9? "ot Gy oz ?’J? aya; dyot’ ar o

i)
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Le derivate cardinali delle due funzioni incognite sono
le seguenti:

d*u Fcu  _ Pu v d'v d'v
dxdy’' oxdrdt’ gyordt’ ox oy oz’ dydzordt’ dxoydrat’

(22)

Le condizioni di compatibilita, che supporremo identi-
camente soddisfatte, (il che potra naturalmente portare che
le funzioni dei secondi membri del sistema non possano in
effetto dipendere da tufti gli argoment1 indicati), sono

of, _ df, of, _ 8fy ofi _ ofs
dy — dx ' drdt  dx ' odrot  dy’

23 -
o, dg, P 0p, g, O,
dyoz~ odx’ odyordet  dx ' ordt oz '

(ove imtendiamo naturalmente che dopo le derivazioni a
tutte le derivate principali siano state sostituite le loro
espression1 ultime).

Introduciamo come nuove funzioni incognite tutte le

derivate parametriche (prese rispetto a variabili distinte),

ayao W=t T Gzor’ U Gzt " orot

e

ponendo
| e ou an ou
We= Be =" 2 4= g .
, du ,  u

~%zor' dzat’ f

, év , dv , dv ,  dv

(34) v,_a—y,v,_—gz—,v,_w,v,_——a—t,

P v o*v o dv v, v

6z 87' ot’

Il sistema (N) di Darboux corrispondente al sistema
(21) dato sara:
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(Nelle derivate delle funzioni f, ¢, che figurano nei se-
condi membri di alcune di queste equazioni, intendiamo al
solito sostituita, (dopo la derivazione), a ciascuna derivata
principale che vi figuri, la sua espressione ultima, e poi
intendiamo poste, in tutti i secondi membri, in luogo delle
derivate parametriche che vi figurano, le nuove funzioni
incognite, introdotte con le (24)).

Si verifica subito che le condizioni di integrabilita di
questo sistema si riducono o ad identita formali, o (salvo le
notazioni), alle (23), condizioni di compatibilita pel sistema
(21) dato.

Le condizioni iniziali da imporre per questo sistema
(21), in conformita del Teorema generale (§ 15), sono le se-
guenti: si deve assegnare « (in modo compatibile), nei piani
zr,zt, e vmell' S; zrt e nei piani yr, yt. Le condizioni ini-
ziali pel sistema (25), del tipo (II) di Darboux, sono (§ 7)
le seguenti: assegnare, in modo compatibile:

w in O;

’

u', sull'asse 2z, v/, sull’asse », u’, sull’asse #;

.« nel piano z7, ., nel piano zt;
v in 0;
v, sull’asse y, v, sull'asse z, v, sull’asse », 2/, sull’asse t;
v”,, nel piano y», v¥”, nel piano yt, v”,, nel piano z7,
v’ nel piano zt, v”, nel piano »t¢;

1

", nell' S; zrt.

Vediamo bene come queste condizioni equivalgano perfet-
tamente alle primitive.
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