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Mi sono proposto lo studio di potenzieli indipendenti
da una delle coordinate (*), introducendo delle funzioni
che facciano I’ ufficio della funzione di Green. Percid nel
§. 2. ho considerato in generale delle funzioni analo-
ghe alle funzioni di Green, le quali possono servire nei
diversi casi di elettro-statica, di calore, di idrodinamica
e di magnetismo, e mediante le quali & possibile nei
vari problemi che considero adoperare soltante due coor-
dinate in luogo di {re. Per queste funzioni ho sempre
trovato verificato un principio di reciprocitd, di cui & facile
pervenire al signifi ato fisico .

Ai potenziali indipeudenti da una coordinata corri-
spondono le funzioni associate cosi chiamate dal chia-
rissimo Professore E. Beltrami ner suoi dottissimi lavori

(*) Il considerare in generale il eaco di potenziali indipendenti da
una d:lle coordinate in luogo di quello particolare dei potenziali sim-
metrici non arreca comnlicazione né mazziori ditficolta. Mi sono
quiudi attenato il pilt possibile al caso generale benché per quanto & a
mia cognizione non sia stata chiarita completamente la questione in=-
torno al numero dei casi possibili dei potenziali che ho preso a
considerare .
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sui potenziali simmetrici. Le ho considerate nel §. 1. ed
ho trovato che auche uello studio di esse & possibile m-
trodurre delle funzioni che facciano I'ufficio delle funzioni
di Green .

Nel §. 3. mi occupo della determinazione di tali
funzioni .

I vari problemi studiati corrispondono ad altri sulla
distribuzione della elettricita o del calore in mezzi non
omogenei a due dimensioni. Lo stulio di tali problemi
viene fatto nel §. 4.

Finalmente nel §. 5. ho fatto vedere I’ impiego che
pud essere fatto di potenziali negli spazi a pin di tre
dimensioni alla risoluzione di alcuni problemi sulla distri-
buzione dell’ elettriciia in corpi a tre o a due dimensioni
non omogenei, qnando i potenziali di cui si fa uso sono
indipendenti da una o pil coordinate .

§. 1. Funzioni associate.

L'equazione differenziale A*U==0 trasformata in coor-
divate ortogonali py , gy , ps prende la forma

i 0—_*‘1’19['133_‘,\ QO (HH VY ) H,Hga_\_/)
M _DP'( Hy p, “Pz( H, ng) dpg \ Hg dpg

quando I’ elemento lineare assume la forma
dsy = H? dp* 4+ H.2 dp,* 4 Hg? dp,*.

Se la V & indipendente da una coordinata, per esem-
pio dalla p,, la equazione (1) diviene

_D_ H, H, D_Y) R (H, HydV
@) Df’e( Hy, 29, bﬁ( H, )’.";) =9
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Tutte le volte che la H, saia uguale al prodotto di
una funzione della sola g, per uua funzione H," di p, e

: H : ;
g5, e il rapporto =% sard dipendente da p,, la equazio-

H,
ne precedente diverra
) (HHd, 3V ) (HH, )V
p (B 2 mEY)
@) 3?2( Hy dp, aps \ Ha dps

e in essa non comparird piu traccia della g,, quindi se
la (2) ammettera degli integrali, questi sarauno indipen-
denti dalla coordinata p,. Questo sara uno dei casi in cui
potrad dirsi che al sistema di coordinate p, p, ps corri-
sponde un sistema di funzioni potenziali indipendenti da
una delle coordinate .

La (2) prova |’ esistenza della funzione associata W
definita dalle equazioni

I_I_:,&bV= W

Hy . m ?(3)
HHAV W\
H % gy !

Siano » e w due funzioni che soddisfano le equazioni
precedenti, avremo per 1l determinante funzionale rispetto
alle py e p3

R A [
4) % " ¥ | _H,H, bv)‘-' H, H,(a_v\2
( Yw dw i, oy H, 393/ -
; Y 7

_H‘}Iila[(%-:>‘ +<l}11”‘:>! z—:-:y]
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Se dunque — , — saranno diversi da zero il deter-
o2 py

minante funzionale sard pure diverso da zero e potremo
considerare p, e g5 come funzioni di v e w. Avremo percid

V. WVWdp Vo
SPe G 3, e ‘SZ
DV__bV K dVaw
My dvdpy | dwdpg
W Was Wow
3?1__ O dpy dWny
W YWaw dyWaw
dpg 0 dpg " dwdp

— v~

Quindi le (3) diventano

VH[AV W2, [V e )
H 3[3 _ [ U'+b_\VJ_iJ__

\ H, L0 3wl Tl Tl o
/\ H, PW 2V YWV b\V’le
\H,H,[W“‘f a,p]a;ﬁ[rv—m e

onde, poiché il determinante (4) & differente du zeio

W OW
do dw
2,V "W
H, W}=—Tv‘§

Sopra una superficie p, == cost consideriamo un siste-
ma di linee ortogonali e isoterme
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1'-7-(,‘72’(’3) .U'=P'(P2)|°3)'
Avremo
1522 b
H,pe 2pg
Moy s
Hydp, Oy

Consideriamo p, e p, come funzioni A e p, sard

WV W

g Ry, 3P, 5?‘ dpy
WAV, W
g A 5.Zs du ;‘-{;3
W Wk | YWoa
—37’2 0 % du 32y
W _ W . aW e

3y 32y | dpdp

le (3) diventano quindi
H, AV AW V. aWH
B S )w (B R H5) 50
H, W W W AW 2
(% 55 (5 5= 0
e poiché abbiamo supposto di poter esprimere o, e p,
come funzioni di 2 e p dovrd essere diverso da zero il
determinante



= N
H, » 3
Hyop, 7 - 3?:
Ii?a_l 2
Hydp, “E
e per couseguenza
WV W
Hew= & 2
).
- W W 5
T S Y

Affinché un sistema di linee V=-cost, W =cost possa
essere un sistema di linee isoterme della superficie p,==cost,

duvremo avere, scegliendo convenientemente 4 e ¢,
V=V () , W=W (u),

quindi a causa della relazione

YV . YW
1 Sl_ T '—3; ]
resultera
(6) H, = 50) $,

cioé la H, dovra essere il prodotto di uuna funzione di A

per una di u, o anche

Hy = 9,(V) 4(W).
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Reciprocamente se la H, si potra mettere sotto la for-
ma (6), si potrd prendere una funzione di 2 e una di «
in modo che soddisfino alle (5), quando le funzioni ¢ e ¢
siano continue e ¢ sia diversa da zero.

Bastera infalti prendere C
dh
a0
W, —a [4E) dp.
Sulla superficie o, = cost consideriamo la linea

(2, p)==cost, di cui I"arco sia s. Iudichiamo con =
una normale alla s; avremo

DV_DVD). DVD‘u
( dn 0. ' dudn
Z VW AV

ds 220s Dy._D;‘

W W, YWy

da_ 20X | du

BW_DWDX YW
% = 3% 3s T T4 2

quindi scegliendo convenientemente le direzioni positive
di s ed n

( H‘bV W

ds dn

®)
z H b_V__aW
n T s
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Le dne funzioni V e W secondoché si considerano
come funzioni di gy € 53, v e w , A e g, soddisfano
alle equazioni

3}1, WV HH, av)
3?! D°2 3?3 “Hy g
() .
( a\V) Hy 3W 0
3pe \ILIL 3p,/ T g, \HH, 24/ =
2V
W+W(H' d u) )
@) hEAYA d 1 YW
it Ti (H* a»)‘“o
d
( (53.([{'3)>+ ( i\u>=0
Pl aawy o elawy
a;.(H, a>.>+ay(1—1,37> -

Dalle (7) si deduce per le V. e W un altro signifi-
cato. Esse rappresentano, eguagliate a delle costanti, le
linee di livello e le linee di flusso della elettricita o del
calore sulla superficie p,=cost se in essa la conducibilitd
viene espressa per la funzione H,(),p) (Vedi al §. IV).

Quando la H; ha la forma (6), allora oltre i valori
(7) per V.e W, si possono trovare alcune di queste
funzioni che si possouo esprimere per il prodotto di una
funzione di 2 per una funzione di g, o anche per il pro-
dotto di una funzione di V, per una funzione di Wi.

Infatti la prima delle (7) diviene, ponendo

V=K, ()K, @,

K005 (+0)
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e supponendo sempre 9(3) e $(u) divcréi da zero

2K, (/) VK, ()
5 (0= w(«)

T +E e Ee =0

e questa sara verificala prendendo

K, (.

n(? ')a ( ))=a?(/)h.(')
K

S(#0 E) —— a gt K

in cui @ & una costante.

Analogamente si ha per la W.

Sia K, (%, ap) il valore di K, quando @ assume il
valore ap; avremo

(ap—ag) 9(0) K, (0, ap) K (1, ag) =
K,( K, ,
00) 0,09 (o002
K () aq)

d % TR }’

quindi integrando a tutta la linea 2, supponendo che
questa linea sia chiusa

LK O ap) _ I(‘O\ p)

—55[#0 1K 0,00 4

Analogamente supponendo la linea u chiusa, abbiamo
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(ap—aq) [ Y (=) Ky(x , ap) Ky(p, ag) du =0.
YR

Riprendiamo le equazioni (¢) nel caso in cui sia
H," = ¢(3) ¢(p). Avremo

d AV AV
\P(P)ﬁ<?0~) 37) + 2% (‘P(#) 7 )-—— 0
e questa equazione pud scriversi, prendendo
A dp
y PRy s s T
S o w S

L AV 1 2V
?ii()‘i) 0 )'Ii 4’:2 U"') d P’\Q=

0.

in cui con ¢,(24) e Yi(x,) si intende il resultito della so-
stituzione di 2()y) e w(w,) in g(2) e Y(u).
Ponendoiuvece

—=Jemdr , py=f U dy
si oltiene

ai;‘g (?22()‘7)%};) + bi% <4’:"(Fe) g':g) =0

\

La funzione associata W verifica le equazioni
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2 ( 1 DV) ) ( 1 vy
A\ oy on) i\ 5 G o)
By 2V
#'(a)y5 + % (M) m=0

Secondoché si considera come funzione di %, e p, op-
pure di 2, e gy .

§. Il. Funzioni analoghe a quella di Green.

In uno spazio a tre dimensioni S si abbia uno spazio
s che possa essere a una, dne o tre dimensioui.

Per il teorema di Green avremo, se V rappresenta
una funzione che in S non ha alcuna singolarita e che
verifica I’ equazione A? V=0,

1 2 W1 v 8 g
% | U5 = | PV v e,

in cui » rappresenta la distanza del punto &’ , y' , 2’
appartenente ad s dal punto @ y z della superficie o
contorno di S; % & la normale a 5 dritta verso l'interno
di S. Sia p una funzione continua dei punti di s. Molti-
plicande ambo i membri della equazione precedente per
p(s) d s e integrando a tutto lo spazio s, avremo )

1 | els) Ve, )
E{éf\sﬁf7‘d?*ﬂf7d8gd§=
-4 s S

= J: V(@'(s) y'(8) ‘z'(s)) o(s) d s.
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() ds -
:
N

.
& la funzione potenziale di una massa di densita p distri-
buita nello spazio s. Chiamando questa funz.one p(x,y,z)
avremo

1 «):P YV > *
a N
Posto

'/S.p(s)ds=m,

ciod chiamando m la massa distribuita nello spazio s, si
avra, supponendo la massn m diversa da zero,

@ ! vV N\ ,ﬁV ps)ds
) 4nin ( W~ dn (P) 7= . ’
.JO'

Se p==cost si ha

ds
W =PE & PPl

() Se lo spazio s & a tre o a due dimensioni la (1) si deduce
subito dalla formula di Green.

3

in cui V' rappresenta la media dei valori che ha la fun-
zione V nello spazio s. Se V @& costante (*) ed eguale a
V, lungo lo spazio s, si trova comunque sia p

1 dp AV ) -
4) 47m (Vb—;;—b—;;? dg== ¥
o

Sia la funzione ¢, una funzione finita e continua in-
sieme alle derivate prima nello spazio S, e verifichi nello
spazio stesso all’ equazione differenziale A*¢—0.

Le (2), (3) e (4) danno luogo subito alle altre

1 [@i@_av ] fsV p(s)ds

® g | [ o] 4o =0
1 ) 'V ,
® i | [V -Retn]|do=v

w1 Ao+ WV _
) 47tm [V m 37&(?+¢):| dig Yy

(") Questo caso non si presentera altro che quando lo spazio s é
a una o due dimensioni, altrimenti la V sarebbe sempre costante.

S. N. Lib. VI 5
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Nella (3') la p va considerata come cosfante .

Sia 2(7) una funzione dei punti del contorno Avremo
evidentemente che la (2') la quale comprende le (3') o
(4') potra scriversi

(2")4%—"; [(V-}-)() ...... )3(4’3-:@

o+¢, +¢) [vewds
((?-H) 42 (g BT ? )]d7= f;(sj_ifs

Si abbia

W,
) o+ ¢+ TN o,

n

le (2”) diverra

N a(<p+q,) /;VP(S)ds
2,) v
4"’”f (7405 % T eods

Se in S, oltre lo spazio s abbiamo un altro spazio s,
in cui sia distribuila una massa m, colla densitd p, e le
@, © ¢, sono le funzioni corrispondenti alle ¢ e ¢ per
questo spazio e si ha

3) (etd) + 2:0) BEB g

sara
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(V—}-)( W D(?’1+4’1 fm

()
e 8 pa(sy)ds,

4rm

]

Prendiamo nella (2;) V= ¢, e nella (2,) V=1,
avremo

1 o4y s‘bM
411nl/(¢ +)( )b n) gf’(s) ds

<\b+)( )M’ a(?1+~/1) _[._S"P_m/.st) d s,
h7) b?l fs’P'(s‘) d o

471"”1

s sottraendo si ottiene, avendo riguardo al teorema di
Green

(0D~ w0l 2o =

=, b ds—[ 4ol ds;

quindi per le () e (9)

—‘ilfrf(%. ‘Pg?,:)d°=—/\4’|P(S)ds‘/¢p,(s,)ds,,
o s 5,

Se o' e ;" sono due superficie che comprendono rispet-
tivamente lo spazio s e lo spazio s,, abbiamo



g g

g d9 07y '
4n ,<?’0n—?bn ey

Ty

e applicando alle due superficie " e 9," la formula (1)
avremo

1 29 Ay
= (9”371_‘?}71, d°=—f?.9ds+/?91ds.
[ S AT

onde
©) f(¢-+9u) p(s) ds=f<p+4'm(s.) d s
s 8

Questa relazione comprende il teorema di Gauss. Se
supponiamo infatti che lo spazio S si estenda indefinita-
mente si avrd che ¢, e ¢ andranno a zero e la (6) diverra

f‘P. p(s) d s =f(pp.(s,)ds,.

Avremo per conseguenza anche la relazione

ﬁ% «©) ‘“=‘f? sl

1 ¥ YN, 1 29 b?n] ,
4n (‘P’Sﬁ_?a_n/d"—"‘ﬂ ,{’*’*Sﬁ-?ﬁd’—
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La formula (6) si & dimostrata quando gli spazii s e
s, erano interni ad S, & evidenie che essa vale anche
quando sono ambedue esterni.

E facile trovare i diversi significati fisici che pud avere
la formula (12).

Supponiamo diviso tutto lo spazio mediante le super-
ficie ¢, , 55 ...9, in g parti §,,S,... S;. Almeno
una di queste parti si dovrd estendere indefinitamen-
te. Il contorno ¢ di S, sia formato dalle superficie
Orst 5 Trsg o+« Oryiep. .

Se sy, in cui & distribuita una massa m, colla densi-
ta o,, & interno ad S, potremo applicare a questo spazio la
formola (2') e avremo

i) \%
)23 | v el — f Verlsr) d s
1 " Jsy

Ty

la quale varra anche se la massa m, sard uguale a zero.

Se le funzioni ¢ e V e le loro derivate non hanno al-
cuna singolaritd in nessun punto interno agli altri spazii
S, avremo anche le ¢ equazioni .

1 & Wot¢) AV
@ 53 | VY _Ceteras  —o.
1

“An
Gly,

Moltiplicando queste equazioni per i coeflicienti costanti
7, e sommandole colla precedente moltiplicata per 7,, si
deduce, supponendo V, ¢ , ¢ continue iu tutto lo spazio
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§ 2 :

-/ST Vsy ol n,
e+¢) 'V %
- A ¢ PR .
.y ] (92, 5 +%, 5% :l E
’2 = Y5 Y59

in cui sono indicati con Sy, , Sy, i due campi divisi
dalla superficie gy, con :

2o+¢) Yo+9)
on, ? any
le derivate della funzioue ¢4 prese rispetto alle normali
a o, dirette rispettivamente verso I interno dei campi
Sys1 € Suye, cON 29,y € 2,y 1 coefficienti 2 corrispondenti
ai due campi Sy, , S,

Supponiamo sopra ogni superficie o,

Yo+1¢)

vy 7

do+-¢)
+ A Y,q dn =0
Via Yy

(9)a 2

In tale ipotesi la (8), assume la forma

, ' 1 2 , v
®a | Ve dse—— % | (qo-ﬂp)(;lm LI
v Uy » 1/”
WV
+ ).yna—ny ) d o,
5 2

Se in S,’, abbiamo un altro spazio s,’, in cui ¢ di-
stribuita una massa ', di densitd p,’, di cui la fuuzione
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potenziale & ¢/, mentre ¢’ & una funzione finita e continua
in tutto lo spazio insieme alle derivate prime, escluse
le superficie ¢ ove si ha

v

Q)

e che verifica in tutto lo spazio (escluse le superficie 7))

all’ equazione A%y’ =0, avremo evidentemente

) W | Vo, (s7)d s =— 1 § w+na
b ’ R " 4y i V1 dm
Sr 1 ay v

g Y >d
+ Vyr d MYy o

Poniamo nella (8'),

"

Ve

e nella (8), V=1{¢, avremo sottraendo

JSr

¢ ’

¢ 1 & i Y 29\
———\do,+1 Y 140, —— 42 °©
+%, 3 nw)(za, 4ﬂ}l,v£y(? _. 0y, 3 n, v”anv,)dvv

1

—1( P R A’ ) , AR
T 4n Zuﬁ [‘P(/‘y,, N ., +)'V;9 Dnv “y O'v,1 D?’ly“

2

4 ' ’ ’ ~ l - Y ’
I {"P Pr(8y)dSy=2y ‘]s;f!’f’r(sr Yd sy =_E;V£(?+¢)()'”’43"fzi

+

+

.+.



) ]) ’
Sy ' d
) )]dq— . I N L A
+ vd m, v >i‘y 5 i Y190 m, F Y520 n,
v 1 ’2

-7 0, tJles, |-

.. <t Jag, o
f ( \72 4‘ d"
'b?
U')‘Au\/f;" ((Pb =iy % d7F

1
s ’r AP D"’__ 'D‘P) Foass
41rf(?b_12 52)dq,+ [ bn ?57 iy
—_ — ['p'pds-{-),' [<pp'a's',
. "‘ . !

/7

onde

(10) 2 [(? +47) Pe(sy) d sp=2' [(‘P'{“{’)Pr(c )d%‘,-.

Sy

Questa equazione & del tutto analoga alla (6). Anche
questa comprende il tecorema di Gauss ed & facile rica-
varne il significato .

Prendiamo 2, = J,', essa ci dice che se abbiamo due
corpi A , B elettrizzati in presenza di un namero qua-
- lunque di dielettrici, il potenziale di uno di essi A e della
elettricita indotta da esso nei dielettrici su B e eguale al
potenziale di B e delle elettricita da esso indotte nei
dielettrici sull’” altro .

A questo teorema ne corrisponde uno analogo per il
magnetismo.
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Supposto A, =12,", la (10) da luogo anche all’ altra
analoga alla (6)

(10 f¢ prisr) d sy = [\P pri(s) d s
JSr
Prendlamo 7,=l 21=0 per tutti i valori di /, 1,2...¢

(escluso ») e r=1', avremo che le equazion scritte
divengono

ayL f V2 ) — 2% w1 de = [ Verds

Yo+d) _ (o' 49) _
O T e T
(Ba), ~T [( —{—!,’/)—(l'r :—.pr,. o sy
v”f‘ Sr
b g g $Y i
(Sb)| _1‘_’»/’,',(?"}‘4‘)57‘(171- "‘S'Vpr (lSr

10 [E+eds = [Yord e as,
Sr Sy

Se lo spazio S, non si estende indefinitamente per le
9a), © (%), avremo

1 9
m 4wﬁbnd =0
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Se la funzione V invece di verificare |’ equazione

A2V =0
soddisfa all” altra
Aev=f(m s Yo Z)

allora le (2,) , (84) e (8a),, divengono

o [ e YYD g, %fs@w) [ds =
LVp(s)ds
/;MS) ds ’ LVP(Sr)dSr=
i f W >V
(11) —E_?, 7y(?+¢)(l,,‘m:+7-y’ga o 'ﬂ'ay

5,
— N Dfds, ;
N, su(?-’rv)f ws

1

[eeds=—gs; [@+03— Jowroras.

r

Queste formule possono servire a darci i valori di una
funzione incognita V che verifica 'equazione differenziale

AV = flz,y, 2)

in So in tutto lo spazio, gquando si conosca al contorno s i
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5 W - ,
valori di V 4 )'f’b_n o i valori di 35002 determinare

la V sapendo i valori di

YV 3V

T anr” + Tﬂbﬂ,,g

sopra delle superficie in cni le derivate della fanzione in-
cognita non sono continue.

Il problema viene ridotto sempre a trovare delle fun-
zioni ¢ e ¢ che verificano alle relazioni (), (94) € (94),
sopra le superficie in cui sono noti i dati caratteristici
della V. Le funzioni ¢ vengono cost ad essere determi-
nate in modo analogo alle funzioni di Green. Esse godono
anche di proprietd reciproche pure analoghe alle note
proprieta reciproche della funzione di Green espresse me-
diante le relazioni (6) , (6"), (10), (10", (10),, di cui &
stalo accennato il significato fisico. .

Se nel campo s la densitd & costante, le (11) ci da-
ranno subito la media dei valori della fanzione incognita
nello stesso campo.

E pit importante il caso in cui nello spazio s si sap-
pia che la V ha un valore costante. Allora le (11) ci
danno subito 1l valore costante della funzione incognita
nei punti dello spazio s, il quale, come & gia stato os-
servato, deve essere in questo caso a due o una di-
mensione .

Si presentano spesso dei casi in cui si sa a priori
che lungo date linee il valore della funzione incognita
deve resultare costante ed allora per la ¢ potremo con-
siderare la funzione potenziale di masse a una sola di-
mensione distribuite su queste linee nel modo il pilt
conveniente per la determinazione della funzione .
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In questo caso rientra il problema della determina-
zione di funzioni potenziali che si sa essere indipendenti
da una coordinata e di cni sono date delle condizioni
caratteristiche del genere di quelle indicate. Se la fun-
zione potenziale & indipendente dalla coordinata p,, do-
vremo considerare per la ¢ la funzione potenziale di
masse distribuite con una densitd qualungque sopra una
delle linee

py == cost. s ps = cost.

e determinare convenientemente la ¢. La legge con cui
deve distribuirsi sulla linea p, == cost, p; == cost la den-
sitd, si potrd cercare, quando’sara possibile, in modo che
Ja funzione ¢ 4 ¢ venga a resnltare anche essa indipen-
dente dalla coordinata p,. Il problema in tal caso pud
trattarsi coll’impiegare soltanto due coordinate p, e p,.

Per potere apphcare la terza delle (9) & stato neces-
sario ammettere che la massa totale distribuita in s sia
uguale allo zero, quando lo spazio S & finio.

In tal caso po remo prendere per s due linee

p» = cost. 3 ps == cost.

e distribuire su esse due masse eguali e di segno oppo-
sto; cosi la terza delle (11) ci fornisce la d fferenza dei
valori della V lango le due linee che si considerano e ci
da quindi i valori della V all’infuori di una costante.
Se si osserva che nel caso delle coordinate cartesiane

pr== , po=Y , p3=2

si ha H,==1, avremo considerando le funzioni potenziali
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indipendenti da p, che le funzioni associate corrispondono
sempre alle coordinate isoterme sulle superficie p,==cost,
quindi le considerazioni precedenti portano ai potenzial
logaritmici per lo studio dei problemi di coordinate iso-
terme nel piano.

Quando si considerano le coordinate cilindriche
p=0 , po=17r , pg=232
si ha
Her , Hh=1 , H =1.

Si vede quindi come potranno sussistere delle funzioni
potenziali indipendenti dalla coordinata 6; saranno queste
le funziont potenziali simmetriche rispetto ad un asse.
In tal caso per la funzione ¢ sard da prendersi la funzione
potenziale di una massa omogenea ad una dimensione
distribuita sopra una circonferenza normale all’ asse di
simmetria e col centro su questo asse.

La funzione { convenientemente determinata nei vari i
casi sard da sostituirsi alla ordinaria funzione di Green.

La funzione ¢ pud porsi sotto la forma trovata dal
ch. Prof. Beltrami '

2™ )
oo . A' (CLQ-*-).Q)V:?'

in cui s & dato da

W (z—=)*
ad 4+ ¥

w
~7
w
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2, 8 la radice positiva dell’equazione s==0; a ¢ il raggio
del cerchio su cui & distribuita la massa M, e z; la
distanza del cerchio dall’ origine.

I8 da osservare che delle tre formule (11) la prima
serve alla soluzione di problemi sul calore e sulla elet-
trostatica, la seconda ai problemi del magnetismo, e la
terza ai problemi di idrodinamica ed elettrodinamica.

§. III. Formule e funzioni analoghe a quelle

di Green per le funzioni associate a quelle potenziali.

Riprendiamo le formule (7) del §. 1. Supposte due
funzioni associate W, e W, che in un dato campo> a
due dimensioni di 2 e p non hanno alcuna singolarita,
avremo

»W, W,
M) le(w.M —W. 5! ds =0

in cui s rappresenta I’arco del contorno, » la normale.
Per tutti i punti di s si conducano le linee

pg == cost . p; = cost

e si ottenga cosi una superficie chiusa ¢, oppure una
superficie aperta indefinita .

La (1) varrd per qualunque sezione prodotta in que-
sta superficie con una superficie p,==cost. Moltiplicando
quindi la (1) per dp, e integrando a tutti i valeri di p,

1/ W W
d = AL | —ta ._-—1 ==
/. ‘me,<W, Y Wi ) ds==0
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e osservando che I’elemento superficiale della superficie 7
¢ 1, dp, ds avrenio

1 W, YW, _
f,xT,e(va—“n 5 [Pt

La (1) pud anche porsi sotto un’altra f<.)rma ponendo
mente alle equazioni (8) del §. I. Questa forma &

1 =
f(W’b_s—W s)ds ¢

in cui l'integrale ¢ esteso ad un contorno chiuso qualun-
que che non ha nell’interno nessun punto di singolarita.
Di qui potrebbe dedursi che

f W WLV‘)ds
bs 2ds
0:1*0 .

(in cui la integrazione & estesa ad una linea aperta I che
va ad un punto di coordinate 2, , ¢, ad un punto di coor-
dinate 2, ) & indipendente dalla linea / che si per-
corre ma dipende soltanto dai punti estremi (2, , ;)

(2, p)-
In modo analogo a quello con cui si giunge alla (1),

si ha
: 2 Vs Vi \ Jgees0
j:II, (v, AL 1 )cls
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che pud anche scriversi

f(V,)W DW')ds--—f)
s ds s

quando la V, non ha alcuna singolaritd entro il campo
che si considera .

Le formule scritte precedentemente possono dedursi
come conseguenze da questa. Se infatti supponiamo
Vi, Wy, Vo, W, monodrome I’ equazione precedente ci
da per mezzo di una integrazione per parti

AV, 3V, _
/S.(ng — W, 2] ds=0

che non & altro che la (1').
Supponiamo ora che girando intorno ad un punto a
del campo che si considera la funzione finita V, sia po-

lidroma ed il suo valore cresca di m ad ogni giro mentre
7

AV T, _ —
la Tnl’ se coll’avvicinarsi di s ed @ diviene infinita, lo

sia di un ordine inferiore all’unitd rispetto alla lunghezza
della linea s;; W, sia monolroma.
Se s; ¢ una curva qualunque che include @ avremo

W, W, WV
j;} (W, 55 —W, =) d o+ S’H vt ._vr;;:)ds,=

.=f (w.___e+v )—(w;V'+V ]ds

fd(V W, —V, W, )ds fd(VW)d
ds, sy @5
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Se la curva s; si avvicina indefinitamente ad a si
otterrd

limf o (\V W?&)d3,=mW(a)

in cui W,(@ & il valore in a della funzione W,.

Per le formule scritte precedentemente avremo dun-
que, quando sono verificate le indicate proprietd nel
punto a,

f_l_ (W W, W, D\V') ds=mW/®,

s H, dn dn

formula che ci da il valore di W, nel punto @ in fun-
zione dei valori che essa e la sua derivata rispetto alla
normale n prendono al contorno s, quando questo con-
torno limita un campo nel cui interno si trova a.

Se W, & nna funzione associata senza alcuna singo-
laritd la formula precedente da luogo subito all’ altra

@) [ T [w ﬂﬂ;‘ﬂ) —(W4-W,) %W_nf] ds— W @

la quale, secondoché lungo s si ha

W Wy+ W,)
®) B B
oppure
S.N. Lib. VI
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o Sottraendo la (4') dalla (4) si ottiene
) W, + W, =0
/ ' WV ' R\
conduce alle due seguenti (9) f [\VQ—V, +V,)H, Tn—'—(Wg—W, +W, )TS’J ds
s
. 1 = W, — W.(),
( [ W W d s — Wy mi Wi @)
' g = .
) * Sia V, la funzione potenziale di masse distribuite so-
f 1 W (W, 4+ W) is W@ pra la superficie chiusa o che si ottiene conducendo per
A H, dn ‘ WA tutti punti di s le linee

La formula (2) pud anche scriversi ps = cost ’ py == cost.

Avremo allora, indicando con ' il prolungamento di
n dalla parte opposta di s se esternamente ad s V,, V'
W, , W, non hanno singolarita

f[W, D.( V._“\+ Ve — (W, + Ws)‘\ib\—/s_’]d'g:m W@
s A

e per mezzo di una integrazione per parti W,

ds

' v \
[}V = VO BT (W W) Hd s =0
$

4) f [Vo+4 VyH, abli-—(VVg +VV3)33L] ds=m(W (@O—W")
¢ n s e quindi indicando con p(s) la densitd superficiale

in cui W," & il valore di W, nel punto di s in cui si 4 .
cominciano a coutare gli archi nell’eseguire I'integrazione (6) =2 Vo=V, )H, p (5) d s =W, (@) — W,
indicata nel primo membro . s

Suppongasi che la funzione V,’, la cui funzione asso-
ciata ¢ W', goda rispetto al punto & interno al campo La (6) valga per qualuaque sezione prodotta sulla su-
che si considera le stesse proprietda di V, rispetto ad a. perficie o da una superficie p; =cost. Avremo allora

Avremo allora evidentemente

v )V . [ Vy—Vy ¢ (9) d o = W,@ — W,®
s f [v; H, 2‘7’ —-\V',a—si:l"s“"n(“’#”—W.’)- Jo
s

 n
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in cui ¢ & una costanie che si determina facilmente e
W, (@ e W, sono i valori costanti di W, lungo le linee

p, == cost. » pg == cost.

che passano fra i punti a e b.

La formula (5) ci di, quando si conosce la funzione
V,, la sna associata W, all’infuori di una costante ar-
bitraria per mezzo delle funzioni V,,V,", V,, W, , W, ,\V,
e di una sola quadratura. Vedremo alcuni casi in cui si
possono determinare tali funzioni. Osserviamo intanto che
esse debbono esser tali che la V, deve resunltare poli-
¢roma e questo ci porta subito a ricercare se perla V,
pud prendersi la funzione potenziale delle azioni magne-
tiche di una corrente elettrica, o cid che & lo stesso, il
potenziale di velocita di un liguido che contiene un filetto
vorticoso .

Se & possibile che lungo una linea py==ost , p;=cost,
esista una corrente elettrica la cui funzione potenziale
elettro-magnetica sia indipendente da p,, questa potra
prendersi per la V, e la sua associata per la W, ogni
qualvolta che per le derivate della V, in vicinanza dei punti
percorsi dalla corrente siano verificate le condizioni imposte
precedentemente. [ facile trovare il significato fisico che
dcbbono avere V, e Vy quando sono verificate le (3),
(3") e la V, si considera come il potenziale di velocita
di un fluido con un filetto vorticoso.

Se le coordinate py , pg, ps, Sono le coordinate carte-
siane @ , ¥ , 2z, si vede che il filetto vorticoso da con-
siderare sara il filetto rettilineo indefinito parallelo all’asse
x( p==1, , ps==3%, ). Per la funzione Wy(y , 2) si ottiene
quindi la. fanzione log+* in cui » & la distanza del punto
(y,2) dal punto (y, , 2 ).
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Si ha infatti che in guesto caso le due funzioni V, e
W, verificano ad una stessa equazioue ditferenziale.

Passiamo al caso delle funzioni potenziali simmetriche,
¢ioé poniamo

F|=e y Pa2=7T , py==z.

La V, sard la funzione potenziale di una corrente
elettrica circolare col centro sull’ asse di simmetria e
normale ad esso; la

Wi o COSt.

ci dard le linee di flusso di un liquido che ba un filetto
vorticoso circolare di sezione infinitesima .

Indichiamo con @ il raggio del filetto con 2z, la di=
stanza del centro dall’ origine.

Helmholtz ha trovato che

W M 2 cosede
VR E | V(ie—z)2+r+a®—2racese

Questo integrale pnd trasformarsi in modo analogo a
quello con cui il Prof. Beltrami trasforma il potenziale
di un anello circolare omogeneo .

Posto

a9+r2+(z_zo)e=,,1! y A7 =07
si ha

= = cosede
W, =-—M 7

- Vf,'-‘-t-o‘g"—Qa,s_, COS ¢
A 2
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Questo integrale mediante la trasformazione di Landen
si riduce subito ad un integrale ellittico di seconda specie.
Infatti si pouga

oy sen (g~—e ) = 3, sen Q.

si otterra

o, sene
sen ¢

Vo 40,2 —20,0, cos e =

quindi

cosede
Va2 4132 —20g9,c08e

o, de 1
-2 . —cospde=
% Vo lito,2—200,c08¢ o,

ge cospdy: o soatpde

g
, ——
o, Voiits?® —20 gyc08¢ %y 9 Vo 2—a* seny

e integrando fra O e «,

™
(e cosede 2% [ sen® wd o
jO Vo402 —23,3, cos e a1 Jo Voi—a,%senp

Quindi abbiamo W sotto forma canonica,

™

W, = 2rMa fz‘v _sen'pdy
0V 1_ %\ sane
(1 (01) sen®p)
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o sotto le altre forme

. * £
W, =2;1\IG|O’2[ i

o TVE—ap) (o)’

W, —2rM f°° d)_ 2Mar 7 ds
2 > oy Ty y (ae+;.e)eys_— ™ -/;; (@®42)Vs

in cui 7, 0 7, sono le radici positive (g, > g,) della
equazione

2 2
r 2z
_._*____._____ ] .
Q'! a2 a? ’

2 22

1 r
$=1 T

e J & la radice positiva di s=0).
I facile ora passare a determinare la V,. Partendo
infatti dalla funzione potenziale simmetrica

ooF(.s')(i).
J— 2 i o Al
V—2ﬁa‘£: (aelzg)’

avremo, supponendo F(0) =0

€0
W, L [TFedr
T LR i l‘i (a*4-2)*’

guindi se
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F(s) = VS—)

0
W onge,e )y
r—a—r——~ﬂa 1 ; (a9+)_9)9;/s—g \\vz

€ per conseguenza

o]

W o __4ar
Vg BJ— 2ra ZA (a’+p))-2v; ’

la quale & la funzione potenziale di una corrente eletirica
circolare. Passando dalla variabile 2 alla variabile o, si
ha

0

d
= — o :
vV, 2matz ‘/)“ l/ 2(at4232) (02—212) (12 —2%)

(el
2ratz f d;.__.-g
D — Tr p— = ——
o, (o*=0%) l/oi_.o-‘-;) (3*—ay’)
e finalmente alla variabile ¢

g
—2nadz 2 sen® ¢ d 9
gy

W=

] T i
o (o7 —asen? ‘P)[/] —2 sen®p

oy

Per determinare in un altro modo le due funzioni V, e
W, basta partire dalla funzione potenziale di un disco
omogeneo. Questa & data, se il raggio del disco é a, la

- distanza dell’origine dal centro é z,, la densitd & uguale
ad 1, da

d )
V=2 g° AL
Ta s /()a-’+1‘3
ove
r =L 2Vs
Conm 0 V;_—v x
r? (z2—-2,)*
gl a? 4 w2
quindi
g 1)
Vv=da| Vi Zl,
Ch e

Derivando rispetto a z,, ovvero rispetto a z e cam-
biando di segno si otterrd la funzione potenziale di un
doppio strato omogeno di momento 1, cioé di una cor-
r nte elettrica circolare di raggio @ il cui centro & in 2.

Quindi

WV
Vy—=—+
\Vg _— rg"‘\:‘

e per conseguenza

”(a*—i—)@)l/ 5

Wg-=-——4a‘3r9f ___d_l__/__
2, (a24a2)s’

1

Vy,=14q? (z--zo)f Ji_——
2,
»
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le quali si riducono subito alla forma eanonica con opes
razioni inverse a quelle eseguite precedentemente.

Dalle formule irovate & facile dedurre che nel nostro
caso le particolarita richieste per le derivate della fun-
zione U, in prossimita dei punti dalla corrente sono
verificate. .

Vediamo ora di applicare la formuala (5). Percid bi-
sogna considerare un campo rinchiuso da s nel cui interno
capitino soltanto i due punti di polidromia @ e b. Pren-
diamo percid per s una linea qualunque chiusa posta tutta
da una parte dell’ asse di simmetria, oppure prendiamo
per s una linea s, che terwini in due punti dell'asse di
simmetria pin la porzione di questo asse compresa fra
questi due punti.

Poniamo

W i X, O

si otterra

R4 bd &.V r bV
(@_W ) ="a f f [Z adyj 9V
Wi % » *+>9)V 2 dn rggatos

z2—23V, r 2V
pEe e, ST ) /
[ fv ‘w42 )Vsa [ 22 dn +rb"’+).* Ds:I *

in cui le quantitd con indice @ si riferiscono alla corrente
circolare di raggio r, e distante dall’ origine di z,,
quelle con indice b alla corrente di raggio » e distante
di zp dall’ origine.

Poiché » & zero sull’ asse di simmetria si vede che
gli integrali estesi ad s sono estesi alla curva chiusa o
soltanto alla curva s,.
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Applicando la formola (4) si trova invece

" .
2 . z—2,0V r IV

W, @ C.=-.-’La_fd7,f_ ? _[‘ al SR ~']ds
Ll o 2 )1 s(r¢g+)‘9)‘/sa 22 dn + ,.a:+)‘9 ds

e 1" integrale rispetto ad s va esteso come & indicato
precedentemente.

Queste formule abbastanza semplici ci danno il modo
di passare subito dalla funzious potenziale alla sua as-
sociata per mezzo di una quadratura e di integrali
ellittici .

Quando la Vy @& la funzione potenziale di una massa
distribuita simmetricamente sopra una superflcie di rivo-
luzione intorno ad un asse la cui curva meridiana & s, la
formula (6) ci da subito le linee di forza in funzione
della densitd superficiale o.

Abbiamo infatti in tal caso

| r(z—
W,M4C=4a? [ d)\f)o PR )V p(s)yds

formula che poteva ottenersi anche diversamente.

Osservando che é possibile disporre due linee vorti-
cose circolari in un fluido in modo che siano coassiali ed
esista una sfera nel fluido i punti della quale non ab-
biano velocitd normale alla sfera, si vede come appli-
cando le formule (27) si possono risolvere con facilita i
problemi di determinare le funzioni associale nei punti
interni ad una sfera quando sono note alcune fra le
proprietd caratteristiche al contorno.
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Le formule trovate ora possono farsi anche dipendere
da alcuni teoremi generali assai semplici.

Se le quantitd » , » , w funzioni di @, y , z finite
e conlinue insieme alie loro derivate soddisfano alla con-
dizione solenoidale

duy  dv  dw
Ty T—0

& noto che

f(ua+vﬁ+w7)dc=0,

essendo ¢ una superficie chiusa, «, 8, 7 i coseni degli
angoli che la normale a s fa cogli assi.
Segue di qui che se la superficie & aperta

f(u«+vﬁ+wy)dv

dipende soltanto dal contorno di . Vediamo quindi di
esprimere questo integrale in fanzione soltanto di elementi
che dipendono da questo contorno.

Per un teorema di Jacobi & sempre possibile trovare
due funzioni ¢ e v che soddisfano le equazioni ditferen-
ziali

A by.] dp I dp dp
T ooy By
u=3v du 4 T 3y dv| ? W= b dal?
Dy ’dz| )2 Ny Y’y

o DAY

quindi
f(z/,u—}-vﬁ—i—wy)da:
- .
dp dp du dp dp dp
dy’dz 3z Y & ' dy
Yy o 9,
I dv Dva+3v 3vﬁ+bv |7 d:a.
dYy’'dz AR Y s de’dy

Covsiderando z come funzione di x e y definita dal-
I’ equazione della superficie ¢ abbiamo per conseguenza

v bvby)
B+ wy)ds=— [ L i i | BB
I(ur{-tﬁ‘*‘ ) .,0‘,( S T Y

se la direzione positiva della normale a o & quella che
fa un angolo acuto coll’asse z e 7, & la proiezione di s
sul piano @ y; ammetieremo che questa proiezione copra
una sola volta il piano = y.

Se ne deduce se la fanzione » ¢ monodroma e s é il
contorno della snperficie o

f(ua+vﬁ+{o~nda-_—fﬂids
~ Js ds

Ora se u, v, w ammeltono un potenziale V, avremo

YW § dv
j;bkdaa‘/sy.s—;ds
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formula analoga al una nota della teoria delle variabili
complesse perche collega D'integrale esteso ad una super-

v OV . .
ficie di T valori che prendono al contorno di essa le

funzioni che ci danno le linee di forza.

Supposto nella linea chiusa s una corrente elettrica
di cui U sia il potenziale elettromagnetico e s, una su-
perficie chiusa che include s, avremo

)V U hAYA
I(Um—vb—ﬁ)da,=4nm£—)—éda

essendo m il momento della superficie magnetica che ha
lo stesso potenziale della corrente.
Ne segue che

T
/-(U‘\i-—va—g)dqi=4nml~ua—fd8.
' In s 8

Applichiamo questa formola al caso delle funzioni
potenziali simmetriche . Prendiamo per s un cerchio col
centro sull’ asse e ad esso perpendicolare; sia v 1’angolo
che un piano che passa per I'asse fa con un piano fisso.
Avremo posto 4w = 1

1 W U
,‘=2_1t.£((um—vm)da

e le equazioni v==cost e p=cost ci daranno le linee di
forza corrispondenti alla fuuzione potenziale V.

La equazione precedente pud scriversi anche osser-
vando che
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d?:Tdee

se s & la curva meridiana di s,

Come siamo passati dalla (2) alia (2') si potrebbe
passare senza alcuna difficoltd ad altre formule analoghe
a quelle trovate nel §. precedente.

Per le fuazioni W, che soddisfano alle (3) e (3") &
facile dimostrare delle proprictd reciproche analoghe a
quelle dimostrate nel §. prededente.*Sarchbe pure facile
in qualche caso trovare il significato fisico di tali pro-
prieta. Si vedrebbe che in aleuni casi esse rientrereb-
bero nel teorema che si dednce subito da uno noto di
Helmhotz sulla distribuzione delle correnti elettriche.

Se in un liquido definito o indefinito in cui sono o no
immersi dei solidi si ha un filetto vorticoso A, la quan-
tita di liquido che in un dato istante passa per una snper-
ficie B sta alla quantitd. di liquido che passerebbe entro A,
se invece del filetto A si avesse al contorno di B un filetto
vorticoso, nello stesso rapporto della circolazione dei due
filetti .

§. IV. Distribuzione della elettricita in superficie
conduttrici non omogenee.

Abbiamo trovato per le formule (7) del §. 1. che le
V e W zcquistavano questo siguificato. Esse rappresens
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tavano le linee di livello e di flusso dell’elettricita sopra
una superficie p,—=cost quando la conducibility era rap-
presentata dalla funzione H,. Cosi ogni problema che da
Inogo ad una funzione potenziale simmetrica intorno ad
un asse corrisponde ad vn altro di distribuzione di correnti
in un piano in cui la conducibilita varia proporzionalmente
alla distanza da una retta.

Ora poiché le J==cost , p=cost sono linee isoterme
della superficie p,==cost, la forma delle (7) non cambia
se si sostituisce alle coordinate %, u le alire 7, e gy de-
finite dalla relazione:

Nt i =g i w).

Questa osservazione aggiunta all’ altra gid fatta ci
permette di determinare in varii casi la distribuzione di
correnti elettriche stazionarie sopra delle superficie con-
duttrici non omogenee partendo da fanzioni potenziali indi-
pendenti da una coordinata.

Come applicazione studiamo il caso che risulta dalle
funzioni potenziali simmetricho.

Se I"asse di simmetria ¢ I’ asse z e prendiamo le
coordinate cilindriche (», 6 , 2) si hanno per equazioni
della funzione potenziale simmetrica V e della sua as-
sociata W

¢ se 2, p € un sistema di coordinate isoterme nel
piano

= (r(l,p>§-}')+ (0, m%) =0

s (s mm ) =9

Vediamo quali sono le linee isoterme del piano le
quali colla rotazione intorno all’asse di simmetria zdanno
luogo ad un sistema di superficie di livello.

Queste linee potranno essere linee di livello nella di-
stribuzione delle correnti nel piano supposto questo omo-
geneo o colla conducibilita in ogni punto proporzionale
alla distanza dall’ asse z.

Per Ja formula (6) del §. 1. dovremo avere affinché
questo si verifichi

(2, @) = () $(u)
e poiché

dovra essere

Yo Y

ossia, essendo ¢? una costante,

N 2
m 37,=09?:‘\74;=-—-c’4».
S. N. L. VL
13
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Integrando si trova

cp=Ae0)‘+A,e_C)‘
¢y=DBcos(cp+ ¢)

e quindi

rmCeC)‘cos((:y-}—cg)+C,e—C)'cos(cp+c,)

z==Cecxsen(Cy.+c,)——C,e_c)‘sen(c;z+c,).

Si deduce quindi

@  rpizme OO o —oOFin) =
=Mcosh[c(24ip)+ N]

in cui M ed N sono costanti.

Questo ci dimostra che soltanto il sistema di ellissi
ed iperbole omofocali godono della proprieta richiesta ,
oltre al sistema di rette parallele agli assi z e » che si
otterrebbero prendendo nelle (1) la costante ¢=0.

Si abbiano ora due piani, il piano 47y e il piano
A+ p. La funzione

@®) e tiy =00 4ip)

rappresenti conformemente una porzione del piano (x,y)

sul piano (A, ). Sia V una funzione che soddisfa
I’ eqnazione

avremo per la osservazione gia fatta

> ().(w,}/)%}—;) 2 ()‘(x’b)gg) = 0.

d Dy

V rappresenta quindi la funzione potenziale di nna
distribuzione di corventi elettriche stazionarie nel piano
(2, y) in cui la conducibilith & coslante lungo un si-
stoma di linee che fa parte di un doppio sistema di linee
isoterme, mentre la conducibilita varia da linea a linea
con una legge data dalla funzione 2.

Si ha cosi il modo di ricondurre il problema generale
della determinazione delle correnti elettriche n un piano
in cui la conducibilith varia da punto a punto con una
legge data dalla funzione (2, y) che verifica I'equazione
A ) =0, quando sono note le caratteristiche al contor-
no, alla determinazione di una funzione potenziale sim-
metrica , col rappresentare conformemente la porzione
data di piano in un’ alira in cui alle linee 2= cost
corrispondono delle linee rette.

Quando la conducibilita varia con questa legge esistono
sempre dei sistemi di linee di livello che possono essere linee
di livello anche supponendo il piano di conducibilitd uni-
forme. Tali sistemi sono quelli che colla rappresentazione
conforme ora studiata danno luogo alle linee espresse
dalle (2) cioé ad un sistema di ellissi ed iperbole omo-
focali .

Oltre a queste esistuno le lhnee
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A = cost,

le quali godono puve della stessa proprieta .

Partendo dalle funzioni analoghe a quelle dl Green
per i potenziali indipendenti da’ una coordinata di cui
abbiamo parlato al §. II. & facile introdurre delle fun-
zioni analoghe nel caso della distribuzione di correnti in
superficie non omogenee, dalle quali possono dedursi i
valori della funzione potenziale che ci danno la legg
della distribuzione delle correnti.

Le linee di flusso sono date da

W == cost

in cui- W soddisfa I’ eqnazione

e Er

3( 1 D\V)+

d 1 \V)
Y \Nzwy) dw Dy(
quindi esse corrispondono a linee di livello nel caso in

cui la conducibilith & data da . Anche nel caso

1
Mz y)
in cui la conducibilita sia data da questa funzione il
problema pud quindi ridursi ad uno di potenziali sima
metrici ed anche in questo caso introducendo le funzioni
analoghe a quelle di Green studiate nel §. III. per le

funzioni associate alle funzioni potenziali si pud giungere |

in alcuni casi facilmente a determinare le funzioni W
che ci danno la legge di distribuzione delle correnti quando
siano noti i punti del piano per i quali entra ed esce la
corrente e le linee elettromatrici.

Sewpre applicando 1o stesso processo i rappresenta-
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zione conforme possono essere anche studiati dei casi di
superficie non piane condnttrici in cui la conducibilita
varia da punto a punto, mantenendosi perd costante lungo
un sistema di linee isoterme .

§. IV. Distribuzione delle correnti elettriche in corpi
conduttori non omogenei.

Abbiamo trovato nel §. precedente come da funzioni
potenziali indipendenti da una coordinata si pud dedurre
la soluzione di varii problemi di distribuzione di correnti
in superficie conduttrici non omogenee. Vediamo genera-
lizzando se & possibile risolvere qualche problema ana-
logo nel caso di corpi a tre dimensioni partendo da
funzioni potenziali corrispondenti a spazii a pia di tre
dimensioni .

Sia V una funzione di @,, @, ..., € siano p,, py...pn
funzioni di @, , 2, . . .2, finite ¢ continue insieme alle
loro derivate e tali che

WEAN 2 Y (D‘??'\ ff> —
Zl'. DF.) Hs ’ 2‘,‘ 3(’3’( 3{/, —-—O.

Avremo

N AV ‘«_‘w 1 (bV\!
2 =S,

e applicando il noto metodo di Jacobi si ha

5 BV 1 ki H,Hg...H,,ﬂ/>
’(W)-:I{t Hg...Hn 2‘ )‘05 I'I,'2 3?, ¢ |
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Se la V& indipendente da pp,y , 0y -+ . ppy sard

r
D HH,. H, vV
;,{ 11*‘“[)3;)"’0

in cui P sta ad indicare il prodotto
Hpet Hpg . . - Hy .
Sia p==3 e
H.s dp,* 4+ HSE dp.? 4 HY, dp,®
rappresenti 1’ elemento lineare dello spazio euclideo rife-

rito ad un sistema di coordinate p,, p;, p,. Avremo allora
che la V, la quale soddisfa I’equazione

> (H . H, EY 3 (HH, d
b_f:‘i( H, PDP1>+ dpg ( H aPe\l +°_P_3( H, Pb.a) 0.

sard una funzione potenziale corrispondente ad una distri-
buzione di elettricita in un corpo e tre dimensioni la
cui conducibilith & rappresentata da

P(piypasps)

Come esempi consideriamo il caso in cui V dipenda
da quattro coordinte x, , xy , x5, z;.

Colleghiamo le p, , pa, p3 , 5 @ queste variabili per
le relazioni

Ty = 0y 5 g == (3 , X3 = Py COS8 0, , &, == 05 Sen Py
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Avremo

E,d-:o" = d()i’ + dPi’ + dPs’ + P!’ df'b;)

qu'ndi se V & indipendente da p, soddisfard l'equazione

P) Y d ( aV) d ( aV)
+ — — |=0.
DP\ < Pi\/ py pe deq + AP Ps Q3

In questo caso dunque se poniamo

Te==Dy , Y==P2 » 2=p3,

avremo che V corrisponderd al caso in cui la conducibi-
litd in ciascun punto & proporzionale alla distanza dal
piano « y.

~ Consideriamo il caso in cui V dipenda da 5 coordinate
Xy, Xy , Xy 5 X, 5, Xy 6 Si abbia

Ly==py , Xq==03CO8 P, , Xg==pySeNp , X, ==p3COSPy , Ly==pgSEN 5,

sara

E.-dx.-’ =dp? + dpd 4+ d pg* 4 p,’dp,,’—{—‘oa’dps’

e se V & indipendente da p, e p, resultera

D: (92932Z)+ (Pa f"ap)“'ao (.mbp >-—o

quindi corrisponderd al caso in cui la conducibilitd varia

proporzionalmente al prodotto delle distanze dai piani
xy , 3.
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M H

1] 1 7]

.llnalmente se le coordinate sono sei , @, w, @, @, 2,
e si ha

@y ==p, COS Py , Xy ==p SeNp, , & = Py CO8p;,

Xy = pgsen p, , &5 = p3COSpP; , Xg==pgsen pg

la V & indipendente da p, , p, , ps Sara

0—_=)—F—);<P1 Pe PQE)'*‘& (Pl Pa Psb}; + %, 21 P2 Psi’—z)

e V corrisponderd ad una conducibilitd proporzionale al
prodotto delle distanze dai piani coordinati .

Vediamo di introdurre anche in questi casi degli ele-
menti che possano secvire a risolvere dei problemi ana-
loghi a quelli che si presentano nei casi ordinari in cui
si tratta di corpi omogenei, degli elementi ciod che fac-
ciano I’ uficio delle ordinarie funzioni di Green .

E noto che la funzione

b [ @) + @)+ - - @] 2T

soddisfa 1’ equazione

A L\’?
Z‘-DJ‘.’: O’

che se Sy & uno spazio ad » dimensioni e A(x,.ry.,.2,)
é continua, si ha

V=f Mpdaydry...dew= [ Npy...py) ¢(py--.pn)H,. . . Hydp,...do,,
Sn S
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2oeE =—n(n—2)NMNw,, Xg...20);

se Sy, & uno spazio a n—1 dimensioni e p & I’ele-
mento normale, % & una funzione continua dei punti di
Sp—y ©

V=f7.cpds,,_,,
S”_“

V & continua e si ha:

1 (g)a'i‘(z—}i)hm — n(n—2) N,

in cui le due derivate sono prese rispetto alla normale
allontanandosi dai punti dello spazio S,—; finalmente se

07
mels—p &Suy i
S

f—y

si ha
(2) Vo -Vp=n(n—2)N2

e le derivate prime di V hanno valori eguali dalle due
parti di S,_, .

Si ha inoltre il teorema analogo a quello di Green,
se la normale p ad S,_, & diretta verso I’ interno di S,

22 2
[ v W_—Ui%>ds,,_,= f Y v z,E_U) d Sa
¢ Sn

3
oSy Ip d§ drd

il guale conduce, allorclié U=p, all’ equazione
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+f ( )dsn_ =

=n(n—-2)NV, (@, 2% .. w?).

o

In tutte le formole scritte si ha se n & pari

N—(2n)?
T P
e se n & dispari
n—1
N=2.(27¢) 2
3.5...n

Se © & uno spazio con un numero di dimensioni inferiore
ad n interno ad S,, di cui I'elemento é¢ d z e » & una
funzione continua dei punti di r, avremo evidentemente

posto
fwdf=4»,
T

-————l 1
n(n—e)Nf [VD(LH‘P — (44 —] -

1 2V
-n_(n—_é)—ﬁufs‘ (‘!"i“[‘s)zimd Sn =£V pdr

in cui ¢, & una funzione che soddisfa I’ equazione

2§
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Se in 7, V & coslante ed egnale a V, si avid

ny.d“—‘

VR W _
n(n—2) N f [ —+40) DP] dSy_y

: f Y5 Y as
m Sn(ql+% ) i n

Senza nessuna difficolta si potrebbe per mezzo di
queste formule generalizzare agli spazii a pit di tre di-
wmensioni le formule trovate nel §. II.

Suppongasi ora di esprimere tutte le diverse quantitd
considerate in funzione delle coordinate p; ps . . . pa. Sia
V indipendente dalle coordinate p, ps . .. pn. lo spazio t
sia lo spazio ad n—3 dimensioni definito dalle relazioni

py == COSL , p, == cost , py == cost
e p sia tale che anche ¢ resulti indipendente da py,ps...pns
la ¢, goda pure della stessa proprietd. Supponiamo inol-
tre che il contorno S,_, sia uno spazio ad n—! dimen-
sioni la cui equazione sia dala da

Pr==py (%, 0), pg=pa (%, V), py=p3 (u,v),

cioé indipendente dalle coordinate p, pg . . . p,.
Avremo, se |’ elemento lineare dello spazio S, &

dt —Hpdpd + Hedpt+ ... +Hadpe
dS“'—_‘—HiHQ...H"dP'dPQ.--dpn
A8y =VEGHH,.. Wydu,dvdp,...dpy
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quando si abbia

s Q) )

293 2p d 2,0
Phssss 190y 2 92 Py opy dp.
Hg bubv+ Duav+113 Dl;b; 0

(o H,*G%)’ +H ap,) LH g<bp_,>

Si avrd quindi

Vil pdr—=
T
1 d+¢,) VY e
MJQW 3 p =+, D?J V KGdudvPdpdp;...dp,—

T /s- e el )+ (e )

H, H )V
bps( Hy 3, JJummdpapaprag,. .. dn

lu cui si & posto
H‘II5. . .Iln_P.

Sia p=1, allora

/ydrtfH‘Hs...H,,d,o,...dp,,.
T T
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e se supponiamo 1" e 11, H,,Hy indipendenti da py .-« pn, € che
Hz2dp? + H,? olp2 + Hg2 d¢?

rappresenti 1’ elemento lineare nello spazio euclideo rife-
rito alle coordinate py pg p3, avremo

-1 A+ W .
Vs n(n—Q)NJC[V +dp ap(\’"}"h)]d

@ lIHaV y o H,HV
Al 2)\1_[(‘”"’”[ (P )

Ot “)
DPa( H, bpi +

)y H, T,V
e Al

in cui 5 figura come il contorno dello spazio a tre di-
mensioni S in cui si ha

H H aq;, H, H ap H H, d,
0 = >+°P H, )+393 Ha st)

E da osservare che lo spazio S, che abbiamo consi-
derato deve supporsi finito.

La formula trovata , quando V & la funzione poten-
ziale corrispondente alla distribuzicne di correnti elettri-
che in S ove la conducibilith viene data da P, diviene

W Ap+y¢,) 2V .
V’—_n(n—Z) N./;[V dp ! 5‘;}(‘{"*“!’1)] ds.
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Questa formula € analoga alla formula ovdinaria, che
si ha nel caso della conducibilita costante, soltauto all’ele-

1 . _ 2 ;
mento 5. viene sostitnita la funzione ¢ che si calcola fa-

cilmente. Nei diversi problemi che si possouo presentare
deve sostituirsi alla funzione di Green e alle funzioni
analoghe la funzicne ¢, .

Valgono per questa evidentemente i noti teoremi di
reciprocitd analoghi a quelli trovati nel §. II.

Le formule (1) ci servono insieme alla (2) nei casi
in cui sono note le supeficie eleitromotrici e i punti o
le superficie di entrata ed uscita delle correnti che si
studiano,

Allorché lo spazio S,_, che figura nelle formule scritte
precedentemente é uno spazio sferico la determinazione
della funzione ¢, si eseguisce con grande facilitd, quando
per questa funzione si impone una delle condizioni che si
mettono ordinariamente .

Abbiamo detto che la ¢ si ottiene senza difficoltd. Un
caso in cui questa funzione assume una forma molto
semplice si ha quando si tratta di un corpo in cui la
conducibilitd varia proporzionalmente alla distanza da un
piano fisso .

Abbiamo gia veduto che questo caso si ottiene par-
tendo da uno spazio piano a quattro dimensioni (2,7, 2, 2,)
prendendo delle coordinate analoghe alle coordinate ci-
lindriche 2y pg ps P4 -

In tal caso la ¢ resullera data da

an 96T
fzn 1 - ‘—_' ;d .
0 Z(P — (0 — P’ - (es—pa®) + Rpsps’ cos py "
B 2n
V(er=°)® + (ps-£%)*+(ps=p"s)? V(Pi'P"q)g_‘* (pa=pa)* 4 (pa—£%)?

ovvero indicando con », e 2, le distanze dei punti

(5 p s %) » (P1°, 0%, — py) dal punto ¢, pa ps,
avremo

2n

Ty Yy 7

=

¢ =
La funzione ¢, tale che

¢+ ¢, =0

nei punti deila snperficie di una sfera col centro nell’ori-
gine degli assi, di raggio R, ci viene fornita immediata-
mente per mezzo della teoria delle immagini, essa resulta
data da

2 Ii*
ryry pt

4‘1=‘—

in cui p & la distanza di uno dei punti (p,° ps® p5") dal-
I’ origine e 7’ , ' le distanze del punto (py Pe Ps) dalle
immagini dei puati (p,°, g » p3") (1 5 Pa > —Ps") prese
rispetto alla sfera.
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Nel §. IV. sono slate trovate le linee che possono
essere linee di livello tanto se il conduttore piano &
omogeueo quanto se la conducibilith & diversa nei vari
punti.

Vediamo di generalizzare questo ai casi che abbiamo
considerato di corpi solidi non omogenei.

I facile dimostrare il teorema.

Un sistema di ellissoidi o di iperboloidi omofocali pud
essere un sistema di superficie di livello tanto se la condu-
cibilita del mezzo & uniforme, quanto se é variabile proporzio-
nalmente alla distanza da uno, due o tre piani ortogonali.

Infatti abbiasi un sistema di coordinate ortogonali
P, » Pas Py © py==cost siano le superficie di livello. La
funzione che ci da la conducibilitd sia ¢(p, g p5)-

V sia la funzione potenziale indipendente da p, e pj.
Dovremo avere evidentemente

V=1V (p)

e quindi

) / Hy Hy 20V
aPl( H, ? E)EO’

ossia
H, H
o ® = Y(Ey) 6(pa py)-
1

Reciprocamente se & verificata questa condizione , si

potra, prendendo
d P'
v [in
¢
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trovare una funzione V della sola p, che sia una funzione
potenziale corrispondente ad una distribuzione di elettri-
citd nel conduttore la cui conducibilita & data da ¢.

Prendiamo per py=u , p»==v , pys=w, le coordinate
ellittiche definite dall’ equazione

w-} y! z2 -
a*~+h + ) + 4 L,
avremo
T (a*+4u) (D¥+u) (c*4u)
. (u—v) (u—w)
e @) B 40) (')
' 0 —w) o—u)
e 4(a’+w) (b¥4-10) (e*+w)
L (w0 —u) (w—0) ’
quindi

Hy Hp\% (a2-») (b2 4-v)(*+v) (a®+0) (B2 w) ()
\"H, ) T YT 0w G @ Fw) o—wp
HyH\' | (@n)(Bw) (@) (@)
) == @ bTE T o otuE
<H, H,)'_ _4(a9+u)(b9+u) (*+u)(a’+v) (b2 +v) (42>
Hy (a*+w)(b*+w) (¢ +w)(u+-0)*

Ora poiché

o (@40 (@+0) (@+w)

(a*—b%) (n*—c?) o

S. N. L. VI..

49
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oo (B P +0) (B2 +w)
== (be_c-.') (b‘-‘—-aﬂ)

s _ (@+w) (F40) ()
ST T (=) (=)

Si ha subito il teorema enunciato.

Facciamo per ultimo osservare che si possono studiare
partendo da funzioni poteuziali a piu di tre dimensioni
aliei problemi oltre queili considerati di distribuzioni di
correnti stazionarie sopra delle superficie non omogeuee.

Cost si potrebbe studiare il caso di un piano in cni
la conducibilith variasse proporzionalmente alla distanza
di due rette ortogenali, e da questa applicando il metodo
della rappresentazione conforme si potrebbero dedurre
altri casi di superficie eterogenee.

Reciprocamente poi partendo da alcuni di questi casi
si potrebbe tornare alla considsrazione di altri corpi oltre
guelli considerati in cui la conducibilitd variasse da punto
a punto .

Per esempio se V & la funzione potenziale delle cor-
renti in un piano in cui la conducibilita & data dalla fun-
zione May) dei vari punti, se facciamo ruotare la por-
zione di piano in cui @& definita la V intorno ad una
vetta del piano esterno a quella porzione e consideriamo V
come funzione dei punti del solido di rivoluzione che si
ottiene, essa corrisponderd alla distribuzione di correnti
in questo corpo, quando la conducibilitd in un punto sia

A . . . . .
data da ;- o cui 7 & la distanza dall’asse di rotazione.




