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INTRODUZIONE

11 signor P. Appell nella sua celebre memoria ¢ Sur les inté-
grales des fonctions a moltiplicateurs et leur application au déve-
loppement des fonctions abéliennes en séries trigonometriques ,
pubblicata nel 13° volume degli Acta Mathematica accenna alla
possibilita dello studio delle equazioni differenziali lineari omoge-
nee a coefficienti algebrici i cui punti singolari sono punti di Fuchs
con equazione fondamentale determinante corrispondente avente ra-
dici intere (ridotta eventualmente la variabile alla variabile prin-
cipale se si tratta di punti all’infinito o di diramazione della su-
perficie riemanniana sulla quale sono monodromi i coefficienti del-
I’equazione differenziale) ripeto alla possibilita dello studio analogo
a quello fatto per le funzioni a moltiplicatori, le quali funzioni si
possono pensare come soluzioni di equazioni differenziali lineari
omogenee del 1.° ordine. Il signor Appell si limita a classificare
le suddette equazioni in equazioni di 1.2, 2.* e 3.* specie a seconda
che il loro integrale generale & privo di singolarita o ha solo sin-
golaritd polari o possiede anche singolarita logaritmiche e a dare
le relazioni fra le sostituzioni che subiscono le soluzioni di dette
equazioni quando si attraversano i tagli che rendono s2mplicemente
connessa la superficie riemanniana sulla quale sono monodromi i
coefficienti dell’equazione.

Io ho intrapreso lo studio accennato dal signor Appell in una
mia memoria che ha lo stesso titolo di questa e che & pubblicata
nel tomo XVI (anno 1902) dei Rendiconti del circolo matematico
di Palermo. In essa mi limito a fare alcuni studi sulle equazioni
del 2.° ordine e di 1. specie. Nel presente lavoro io continuo
questi studi limitandomi perd sempre alle equazioni del 2.° ordine.
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Fard precedere in un primo breve capitolo il riassunto dei risul-
tati ottenuti nella mia precedente memoria. Avverto che per bre-
vitd continuerd, come ho fatto nel precedente lavoro, a chiamare
equazioni di Appell, le equazioni differenziali lineari omogenee a
coefficienti algebrici i cui punti singolari (mutata eventualmente, se
si tratta di punti di diramazione o di punti all’infinito, la varia-
bile nella variabile principale) sono punti della classe di Fuchs,
la cui corrispondente equazione fondamentale determinante ha radici
intere.

Se un’equazione di Appell & di 1.2 0 2. specie noi diremo che
¢ di 1.» categoria.

CarrToro 1.

Sulle equazioni di Appell del 2. ordine e di 1.* specie.

§ 1. — Supponiamo che sia 0 il gruppo di un’equazione di Appell
del 2.° ordine e di 1.* specie.

Vi possono essere altre equazioni di prima specie aventi il
medesimo gruppo 6?

Per rispondere a questa domanda supponiamo che
A=0 B=0

siano due equazioni di Appell del 2.c ordine o di 1.* specie aventi
il medesimo gruppo 6.

Sia
Yis Y
un sistema fondamentale di integrali della prima e
tl ’ tl

il sistema degli integrali corrispondenti della seconda di dette
equazioni.

Noi porremo sempre per brevita
Aap= 2o

ias by
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Per le ipotesi fatte
A, v
¢ una funzione sempre finita su tutta la superficie riemanniana
che attraversando i tagli del sistema normale viene moltiplicata
per i determinanti dei coefficienti delle corrispondenti sostituzioni
di 0. Allora pud avvenire che i determinanti dei coefficienti di
dette sostituzioni si possano assumere come i moltiplicatori di un
esponenziale nel senso di Appell ¥ e allora

A, 9

puo essere un tale esponenziale o essere nullo.
Se i detti determinanti non si possono assumere come i mol-

tiplicatori di un esponenziale allora & senz’altro

A, y)=0.
Diremo che siamo nel 1.” o nel 2.” caso a seconda che
A¢, y

& diverso da zero o & identicamente nullo.
Se si & nel 1.° caso ed

E (2)
¢ I’esponenziale a cui & uguale
A, 9,
potremo porre o
y=Y VE()
=TVE(@) ,

e le nuove equazioni in Y e T a cui si riducono le date, avranno
ancora uno stesso gruppo e saranno ancora di 1.* specie.
Inoltre &

Questo si chiamera il 1. caso ridotto.

1) AppELL, I. c., pag. 14. Caso speciale.
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§ 2. — Nella mia citata memoria ho dimostrato che tufte e solo
le equazioni del 1.” caso ridotto hanno la forma dell’ equazione

V(B2 Yt anY =0

k21
nella quale 7 , 71, % sono tre qualunque derivate di integrali abe-
liani di prima specie.
§ 3. — Siano
A, =0 G=1,2,...m)
m equazioni di Appell dell'»° ordine aventi il medesimo gruppo 6
e siano
Yoo Yo oo Yy f=1,2, ...m)
i loro sistemi di integrali corrispondenti.

Noi diremo che queste equazioni sono linearmente indipendenti
se non si possono trovare delle costanti

C Cp vvv Cpy

non tutte nulle per cui esistano tutte le relazioni

FNe:Yin=0 k=1,2,...n)

i=1

Nel caso contrario diremo che quelle equazioni sono linearmente
dipendenti.

§ 4. — Nella ricordata mia memoria io ho dimostrato che nel
1. caso esistono soltanto due equazioni di 1. specie linearmente
indipendenti.

§ 5. — Sia

Al =0
una equazione di 1.* specie del 2.° caso.

La funzione

Awy)

avra 2p — 2 zeri V.

Y AppELL, loco citato, pag. 22.
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Supponiamo che
A, y)
abbia degli zeri doppi situati nei punti

amay...a,V;
m<p .

Sia t 1’ eccesso di questi punti.
Io ho dimostrato che esisteranno

m—p+t+1
equazioni di 1.* specie linearmente indipendenti aventi il gruppo di
A =0
Ho dato inoltre degli esempi del 2.° caso, perd ho dovuto no-
tare che nei casi p = 1, p = 2 non esistono equazioni del 2.° caso.

sara certo

Carrroro II.
Sulle equazioni integrali delle equazioni di Appell del 2.c ordine
e di 1.~ categoria.

Art. 1. — Definizi delle

quazioni integrali.

“ Diremo equazione integrale di un’equazione differenziale li-

~ “ neare omogenea d’ordine »

Ay =0
“ I’equazione d’ordine » + 1
A@)=0.
“ 8i dird poi alla sua volta che
Ay =0
“ & I'equazione derivata di

Ay)=o0,

9 Se un punto sard uno zero 277l o 27 - 1rlo verrd contato r
volte come punto doppio.



8 Q. Vilali

L’equazione integrale di una data equazione differenziale li-

neare omogenea & dunque quella equazione che ha per soluzione
generale 1'integrale della soluzione generale della equazione data.

Art. 2.° — FEquazioni integrali di 1.° specie.

§ 1. — Dato il gruppo di un’equazione di Appell del 2.° ordine
e di 1.* categoria esistono delle equazioni di Appell del 2.° ordine
e di 1.* categoria aventi il medesimo gruppo di quella e la cui
equazione integrale sia di 1.* specie?

Per rispondere a questa domanda consideriamo un’equazione
di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria

A =0.

La soluzione generale di questa equazione avra dei poli situati
in un numero finito di punti della superficie R.

Noi possiamo facilmente costruire una funzione algebrica W (2)
che abbia almeno i medesimi poli e degli stessi ordini e che si
annulli semplicemente in punti diversi dagli zeri di

Ay, 9)

e dai punti di diramazione e all’infinito della snperficie riemanniana.

L’ equazione

AW@.y) =0

che ha il medesimo gruppo della precedente & un’equazione di
Appell del 2.” ordine e di 1.* categoria la cui soluzione generale
ha poli del 1.° ordine che non sono punti di diramazione e al-
I'infinito della superficie riemanniana e @’ equazione fondamentale
determinante corrispondente a ognuno di questi ha le radici uguali
a—1leo.

Suppongo che tali proprieta siano godute senz’altro dall’equazione

Aly)=0.
Sia
Y, Y2
un sistema fondamentale di integrali di
Ay)=0
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ed N il numero dei poli della soluzione generale di detta equazione.
11 determinante
A, )
ha in quegli N punti dei poli del 2.° ordine.
Invero siano, nell’ ipotesi che il polo che si considera corri-
sponda al valore z = 0 della variabile,

a.
24+

+o4...

NI

gli sviluppi di % ey, in serie di potenze nell’intorno di un tal

punto.
Sara , b—pfa
Ay, y) = “—7--(-‘-— S
2b—Ba F0.
Se fosse difatti
ob—pBa=0,
posto *_x
a - bl
I'integrale
9 — Ky

sarebbe regolare nel punto considerato ed avrebbe anzi ivi uno
zero almeno del 1.° ordine. Ma allora le radici dell’equazione de-
terminante non sarebbero pit — 1 e 0, ma una di esse sarebbe
almeno uguale ad 1.
11 quoziente
L@y
v )

dove » & la derivata di un’integrale abeliano di 1.* specie, & una
funzione a moltiplicatore che ha gli N poli suddetti del 2.°> ordine,
inoltre ha 2p —2 poli negli zeri di ¢ ed altrove & sempre finita.
Esso ha quindi altrettanti zeri, ossia 2 (N + p — 1) che indicheremo
con

, dg e [E=2N +p—1)]

o
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Questi punti sono pienamente determinati dalla nostra equa-
zione e dalla scelta della funzione .
Sia
Bm=o0
un’equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria avente lo
stesso gruppo di
A =0
e tale che la sua equazione integrale sia di 1.* specie.
L’equazione
C()=B(p.8) =0
ha il suo integrale generale regolare dappertutto tranne che nei
2p—2 zeri di ¢ dove ha 2p -2 poli semplici.
Ricordiamo che se

oy b
sono gli integrali di
C@®=0
corrispondenti agli integrali
Y, Yo
di
Al =0,
e
Aty )ys— Aty .
t; = 5 P =1,2
A, 9) ( )
11 quoziente
A (t’ yl)
A(y,y)

¢ una funzione algebrica che diventa infinita mei 2 (N + p—1)
zeri di
AW y)
¢
e nei 2p—2 zeri di ¢ che sono i poli di .
Indicando con
Ohr 5 Ohgr 5 oo+ Onjop

i2p—-2 zeri di ¢, sard dunque

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 11

AtyY) o
Ayy) — 2 et E
dove le »; ed L sono costanti, s =k + 2p — 2 e Z,, & il noto in-
tegrale abeliano normale di 2.* specie che ha un polo del 1.° or-
dine nel punto 2; con residuo 1.
L’ espressione
Aty
Awy)
¢ invece una funzione algebrica che ha solo poli negli zeri di
A@.y)
e
quindi sara
At,y) 1
Ny ¢

X ]
1-2‘;‘” Za; + M |

dove le p.; e M sono costanti.
Sara dunque

2 [ 1
(1) tn =§ 2 )i Za,- —‘,— L\yh '—;, Zlui Zai + M :‘/h

=1 /

(k=12

§2.— Le 4 (N 4+ p—1) + 2p costanti che compariscono nella (1)
non sono perd da prendersi a caso.

Cosl per esempio, poiche i coefficienti di y, e %, in (1) devono
essere funzioni algebriche si deve avere

o
2 A5 (o) = 0
M -

13
Qi @) =0 (s=1,2 ...7)

essendo
Pr P2 een Pp

le derivate dei p integrali abeliani normali di 1.* specie.
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Siano
Bile ... B
i poli dell’integrale generale di
A =o0.
La funzione
Aty 7
A (y, y)

si deve manifestamente annullare in quei punti e quindi deve
essere

(I1) ip.i Zo; B) + M = r=1,2, ... N).
T==l
Sia poi
C; 31 + 14 (5—“6)‘ + (e —2)* Py (2 — ay),

dove P; (2—2;) & una funzione regolare nell’intorno del punto «;
e dove C; e 7; sono costanti, lo sviluppo in serie di potenze di
2 — a; di un integrale di
A —o
che non si annulli nel punto a;.
Dovra essere

(IID) N—TPr o G=1,2... 8.

Infine nei punti 8, le ¢; devono essere regolari e percio deve
essere

@) e )+ LA s D T () = 0

r=1,2,... N)
Le relazioni (I) (II) (III) (IV) sono manifestamente necessarie
e sufficienti perche le #, definite da (1) siano gli integrali di una
equazione avente le proprietd richieste per la C (f) = O.
Queste relazioni sono in numero di 4 (N+p-—1)+2 fra le
4 (N+p-1)+2p costanti che compariscono in (1).

Sopra le equazions differenxiali lineari omogenee ecc. 13

Se dette relazioni, che sono lineari in quelle costanti, sono li-
nearmente indipendenti, le £, si possono determinare in OO*~* modi
e quindi esisteranno 2p — 2 equazioni della natura di C (#) =0 fra
loro linearmente indipendenti; e tutte le altre saranno da esse li-
nearmente dipendenti.

Il caso in cui dette relazioni non sono linearmente indipendenti
noi lo chiameremo il caso speciale.

§ 3. — Supponiamo che il gruppo dell’equazione

Al =0
sia tale che i suoi due integrali

Yis Y
vengano moltiplicati per una costante quando si attraversano i
tagli che rendono semplicemente connessa la superficie riemanniana.

Allora ogni equazione con quel gruppo ha per integrali fonda-
mentali due funzioni a moltiplicatori.

Quelle fra queste equazioni che hanno per equazione integrale
un’ equazione di 1.* specie hanno per soluzioni due derivate di
integrali di 1.» specie di funzioni a moltiplicatori dati.

Supponiamo che né i moltiplicatori di % né quelli di y, siano
moltiplicatori di funzioni del caso speciale cosi detto da Appell.

Allora si pud facilmente verificare che di equazioni col gruppo di

A@) =0

e la cui equazione integrale & di 1.* specie, ve ne sono proprio
2p -2 di linearmente indipendenti.

Ve ne sono 2p—1 o 2p se una o tutte e due le funzioni y, e
%, hanno i moltiplicatori del caso speciale suaccennato.

Riassumendo i nostri risultati convalidati dai precedenti esempi
noi abbiamo il

Teorema. “ All’infuori di casi particolari, dato il gruppo di una
“ equazione di Appell del 2.0 ordine e di 1.* categoria, esistono
“2p- 2 equazioni di Appell del 2.° ordine appartenenti a quel
“ gruppo e linearmente indipendenti, la cui equazione integrale
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“ sia di 1.» specie. In casi particolari queste equazioni sono in
“ numero maggiore di 2p -2 ,.

§ 4. — Io dimostrerd che il numero delle equazioni di Appell
del 2.° ordine appartenenti ad un medesimo gruppo e linearmente
indipendenti, la cui equazione integrale sia di 1.° specie non & mai
maggiore di 2p .

A tal fine & perd necessario premettere alcune considerazioni.

§ 5. — Definizione. Se I integrale generale di un’equazione di
Appell ha in un punto o un polo 1 o uno zero sP® noi diremo che
quel punto o. & un polo r"'° 0 uno zero s dell’ equazione.

Ora noi dimostreremo il seguente

Lemma. “ In un’equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.*
“ categoria il numero complessivo degli zeri & minore o tutto al
“ pin eguale al numero dei poli aumentato di p—1 .

Dimostrazione. Sia o. uno zero ' dell’ equazione

A@=0
Certamente il determinante

Ay, y)
ha in quel punto uno zero almeno 2s#%.
Sia B un polo s? della medesima equazione.
Allora
A (y’ y’)
ha in quel punto un polo tutt’al pitt del 2s5™ ordine.
Percio la funzione

1 .
o Awy)
ha al piu
2¥s 4 2p —2
poli.
Deve quindi avere al piu

2%s 42— 2
zeri, ossia deve essere

23r < 2%s+4 2p— 2

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 15
cioe
2r<¥%s+p—1 c. d. d.
Corollario. “ Una equazione di Appell del 2.° ordine a equa-
“ zione integrale di 1.* specie ha al piu 3p -3 zeri ,,.
Dimostrazione. Infatti se
A@y) =0
¢ una tale equazione, I’equazione
A.y)=0
ha 2p -2 poli (che sono i 2p -2 zeri di %), quindi ha al piu
20 —2 +p—1=3p—3
zeri.
Ma gli zeri di questa equazione sono quelli di

Aly)=0,
quindi gli zeri di

Ay =0
sono al piut 3p—-3 c. d. d.

§ 6. — Sia
£ = 2 Gix Mw (t=0, 1, 2, — n)
K=o

Inoltre supponiamo che sia

n n
fzogi Vpi = z:o'fli Un—i

identicamente in virtd delle precedenti relazioni.

Sara
. Zi,h Gy Ny Un—i = X, Ni Un—i o
ossla
Tk Oni N Up—px = % MNi Un—i o
e quindi
. Un—i = i Qin Vnor »
c1oe
Uy = Xy Gpp, n—iVx -
Quindi, se
Aptyn—i = Qi k>
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sara
e = Ty @i vy .
Percido abbiamo il
Lemma “ Se in virtu delle relazioni

“(1) &=

«

s

@i M (6=0,1,2...n).

nelle quali & @;x=a, x, »—;, si ha identicamente 1’ uguaglianza

2,860 =1X N Wn—s

“ & certamente

n

3
Uy = z Qi U
o)

ossia le u; e v, sostituite in luogo delle &; e 7, rispettivamente
soddisfano alle stesse relazioni (1) ,.

§ 7. — Definizione. “ Chiamiamo determinante scalato un deter-
minante che ha la forma seguente

«

«

a 0 0 ..... 0
a a 0 ..... 0
| a a a ..... 0
e |
i !
| O s s a

Si pud vedere che, se delle quantita
&, (k=0,1,2, ... n)
sono legate dalle relazioni

s

ai,k&nz’%bi,n'ﬁu t=0,1,2 ... m)

&

0

e i determinanti delle @;x , b, sono dei determinanti scalati ed
inoltre ay € diverso da zero, risolvendo rispetto alle &; avremo

g =X, Cix Mk -

il determinante delle C;, essendo un determinante scalato. Inoltre
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& evidente che, pel fatto che il determinante delle C,, & un de-
terminante scalato, sara
) Cin = Cn—h, n—i ,
quindi possiamo concludere che”
“Se le & , 1. sono legate dalle relazioni

ih&nzzbiknx (Z=0, 1,2, ... mn)
[

a
k=0

“ ¢ i determinanti delle @, e b,, sono dei determinanti scalati,

“ ed inoltre, se in virtd di queste relazioni & identicamente
& v =X Ni Un—s ,
“ & certamente

Gt = X buv (=01,2 ...m),
o=

e

§ 8. — Ora supponiamo che
r(2) ed s (2)

siano due funzioni che nel punto z=x siano regolari.
Supponiamo piut precisamente che » (2) abbia nel punto &=«
uno zero d’ordine p e che s(2) abbia nel medesimo punto uno
zero d’ordine non minore di p.
. Supponiamo inoltre che

R(2) , 8(2)

siano altre due funzioni che possano avere nel punto ¢=a anche
una singolarita polare. Sia ¢ il pid grande degli ordini dei loro

poli in #z=a. Non & escluso che s sia negativo.
Infine supponiamo che la funzione

R(@r@) — 8()s)
abbia in 2=2 un polo d’ordine

s —p—mn—1.
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E chiaro che se

R(2) = ( b + elq_l + .. & + ece.

& —n)° (e—2) " (g—a)s

S@= ®_ 4 MW T e,

(e—a)° = (z—a)>~1 (g—n)° "

certamente le &, 7, soddisfano ad un sistema di »+1 equazioni

1) Damé, = Rbah (=0,1,2...2)
k=0 k=0

dove i determinanti delle a;, e delle b;, sono dei determinanti
scalati.

Ora supponiamo che ¢.(2) e »,(¢) siano due funzioni regolari
in 2=o e che i loro sviluppi nell’intorno di un tal punto siano

0. (8) = Uy + u (2—a) + uy (¢ —0)® + ...+ u, (2=0)" + ecc.
0@ =0, + 0 (¢—2) + v (2—a) + ... + v, (2—0)" + ecc.
Supponiamo inoltre che in virtu delle relazioni (1) sia identicamente
;& vnes = Xy Ny Upq -

Certamente & pure

Zy @i, = B by, v -

Segue subito che la funzione

¢ (@) 7 () — 9. (2) 5 (2)

ha nel punto 2=a un polo d’ordine —p—n—1 , ossia uno zero
d’ordine p+n+1. In particolare notiamo che, se
& =\ | n—i
) T =i | N—i,
la relazione
6 v =% Ny Un—i
si pud scrivere

. (n—1) 8 (n—1)
Lhig (=X pip (0 ,

Sopra le equaxioni differenxiali lineari ece. 19

gli indici in alto sulle funzioni ¢, e », dovendosi intendere come
indici di derivazione.

Possiamo allora dire riassumendo:

“ Se r(¢) ed s (¢) sono due funzioni regolari in z=2o aventi
“in 2=0 uno zero minimo d’ ordine p, se R (¢) e S (2) sono altre
¢ due funzioni aventi nel punto o gli sviluppi

o)
R (5) = D0 |n—i (e—a)=3
=) —

Q0
S () = e | n—i (=—n)~s
h—o I
“ e sono tali che la funzione
R @72 —S () s(e)
“ abbia in 2= un polo d’ordine s—p—-n—1, e se le n+1 rela-

“ zioni a cui per cid devono soddisfare le &, , ) (A=0,1,2,...n)
“sono tali da rendere identicamente soddisfatta la relazione

2 (n—1) K (n—1i)

Dl (@) =X pitr (0,

i—0 ie=0

“ nella quale o, (¢) e ¢, (r) indicano due funzioni regolari in z=x,
“ allora la funzione

¥r (z) r (Z) il (Z) $ (2)
“ ha nel punto « uno zero d’ordine p+n+1 ,.
§9. — B evidente che, se h
R@)r@ —S(@s(e
ha in 2= un polo d’ordine
s —p—n—1
(o essendo I'ordine massimo dei poli di R(¢) ed S(2) in & e p
essendo 1’ordine minimo degli zeri di » (2) e s (¢) in =) e se inoltre
@ (2) 7 (8) — %5 (2) 5 (2)
ha in 2=« uno zero d’ordine p+n+1, (7, (2) e ¢, (2) essendo fi-
nite in z=a) , certamente

S (2) 9, (&) — R (2) %. ()
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ha in o un polo d’ordine

s—n—1
ossia uno zero d’ordine
nt+l —os
quando &
s<<m+1.
Cosi noi possiamo dire:
“Se 7 (2) ed s (¢) sono due funzioni regolari in z=a aventi
“in z=a uno zero minimo d’ordine ¢ , se R (2) ed S (2) sono
“ altre due funzioni aventi nel punto « gli sviluppi

o]

R@ =) \|n—i(e— o)
ool

S () = hz:opi |n—i(@—a)yo

“ e sono tali che la funzione
R@r@) —S()s(@
“ abbia in 2=0 un polo d’ordine
6—p—n—1,
“e se le n+1 relazioni a cui per questo devono soddisfare le

Mep, (B—0,1,2,...m)
“ sono tali da rendere identicamente soddisfatta la relazione
i (n—1)

K3 n—1i
D M (@) = D o (@)
=0 =0

%

“ nella quale 9, (2) e o, (¢) sono due funzioni regolari in 2=a,
“ allora la funzione

S (@ 9. (&) — R(2) ¢, ()
“ha in ¢ = « uno zero d’ordine
n—4+1—os5 ,.

§ 10. — Ritornando alla nostra questione principale supponiamo
che sia m il numero delle equazioni di Appell del 2.° ordine li-
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nearmente indipendenti e ad equazione integrale di 1.* specie,
appartenenti ad un medesimo gruppo.

Noi vogliamo dimostrare che

m < 2p .

Consideriamo pertanto due di tali equazioni

A=0,B@O)=0.

Si pud supporre dapprima che in qualunque modo si prendano

queste due equazioni sia sempre
A¢,H=0.

Cid vorra dire che le nostre m equazioni si potranno ottenere
tutte da una medesima moltiplicando per delle convenienti funzioni
algebriche.

Ma siccome una qualunque delle nostre equazioni non ha mai
pitt di 3p—3 zeri (vedi § 5.° Cap. II, Corollario), queste funzioni
algebriche non potranno avere pid di 3p—3 poli situati in punti
fissi. Ma di funzioni algebriche che abbiano al massimo 3p -3 poli
collocati in punti determinati ve ne sono al massimo 2p —2 com-

presa la costante additiva. Ne segue che se, in qualunque modo si
scelgano le due equazioni

AQ=o0,BO) =0,
A(Cie):oy

e sempre
allora & m=2p - 2.
§ 11. — Supponiamo ora di potere scegliere e di avere scelto le
AQ=0,BO =0

AE,0+o0.
Supponiamo inoltre che

in guisa che sia

Cy=0
sia una qualunque delle nostre equazioni.
Sara
YyAG O +tAGy) +8AWG D=0
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e quindi

BN OY) S R

A @) AG 6

Le funzioni

AGy Aw@Y
AE 6 ’ACESH

saranno due funzioni algebriche con al pit 4p —4 poli posti nei
4p - 4 zeri che al massimo puod avere A (¢, 6) .
Siano
O Oy eeana o,

gli zeri di A (¢, g) ed
mA1,n+1,..... n, + 1

i loro ordini corrispondenti.
Sara certamente

Aoy _ 3N -t
————————— L = ¥ Z L
AL g nz.—.l 12,0 ax 1
ALY A i

= Z - M
A (ia ) = 1=0P- 2% +

dove le X, u.*, L, M sono tante costanti il cui numero non supera
certo 8p—6.

Queste costanti sono legate dalle 2p relazioni

9 T (nr — 14)
¥ D M g () = 0
k=1 7=
()
9 33 ny — %)
Do g(n) =0 j=12...p,
k—1 =0
dove ¢, %, ... %, sono le derivate di p integrali abeliani di prima

specie linearmente indipendenti. Ora la y in ogni punto o, deve
essere regolare. Inoltre se io prendo per funzione ¢ una di quelle
che in tutti i punti 2, ha lo zero di minore ordine possibile allora
y dovra avere in o, uno zero dell’ ordine dello zero di ¢ almeno.
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Da ¢id scaturiscono

motnet .. ng g
relazioni indipendenti fra le A e le p e percio, se in seguito a que-
ste relazioni restassero indipendenti le (w), sarebbe necessariamente
m=2p —2 .

Supponiamo invece che le (w) risultino fra loro linearmente di-
pendenti.

In questa ipotesi noi dobbiamo distinguere due casi

10 Caso: 2 + 1+ —+n, +g < 20— 2

2 Caso: m +m + +n,+g>2—2.

Nel 1.° caso risulta chiaramente che m < 2p semplicemente
in virtd delle relazioni che esprimono che la y dovrd avere in a;
uno zero d’ordine non minore di quello che ha ¢ nel medesimo
punto.

Nel 2.° caso le prime p equazioni (w) sono linearmente indi-
pendenti fra loro e cosi pure le ultime p equazioni ().

Quindi, se le (w) non sono tutte indipendenti, esisteranno due
derivate di integrali abeliani di 1.* specie, le quali indicherd con
©. (2) e o, (2) tali che la relazione

q T (nx — 3)
2 2 AW ?s (o) =

= =0
g k& (nx — %)
3D w® e, (o)
n=l i=0

sard identicamente soddisfatta solo in virtd delle relazioni che
esprimono che la y dovra avere in o, uno zero d’ordine non mi-
nore di quello che ha ¢ nel medesimo punto.

Da tutto cid e da quanto & concluso nel § 9 di questo capitolo
risulta che

AGy AGy
NGB @) — A6 ¥ ()

sard regolare nei punti « .
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Ne segue subito che

AGy AGy
AE6) " @ — 3 AR (2)

non pud essere che la derivata di un integrale abeliano di prima
specie. Indicando tale derivata con 7, (¢) avremo subito

AEe (o) =0 (), y) _
A (C, 0) i 4 (’)

Ma le y sono OO™, le %, sono OO”, quindi vi sono OO™? fun-
zioni y per cui
Ay () —o9: (0),y) =0
Se u e v sono due di tali funzioni sard certamente
A(u,v) =0 . -

Ora sia » una di tali funzioni e w un’altra soluzione generale
di una delle nostre equazioni (ossia di quelle equazioni di Appell
di cui ne vogliamo determinare il numero).

Supponiamo di aver scelto inoltre w in guisa che

A (w,u)+0
e che w abbia in tutti i punti nulli di A (w, ) degli zeri del mi-
nor ordine possibile.

Se non si vuol fare a priori I'ipotesi che sia m < 2p, biso-
gnera pure supporre che esistano due derivate di integrali abe-
liani di 1.2 specie, le quali indicheremo con », (2), %x (2), per cui vi
sono OO™* funzioni y che soddisfano la relazione

Awen (@) —ugn(2) , ) =0.
Ma queste OO™ 7 funzioni y sono linearmente indipendenti da
quelle per cui
Ay, &) —089:.() , 9 =0.
Infatti se cid0 non fosse vi sarebbe una y per cui
. Aw,y =0
e per cui
Awen (@) —upw (o) , 9) = 0,
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dalle quali due relazioni risulta
A (w,y) =0
e quindi
A (w, w) =0
e ci0 contro 1'ipotesi.

Per quanto si & detto risulta che delle equazioni di Appell del
secondo ordine linearmente indipendenti aventi il gruppo dato e
a equazione integrale di 1.* specie ne esistono almeno 2 (m - p)
linearmente indipendenti. Dunque

2 (m—p)<m
ossia

-

m ‘_\; 2]2 .

Resta cosi dimostrato il

Teorema. “ Il numero delle equazioni di Appell del 2.° ordine
“ linearmente indipendenti, aventi un medesimo gruppo dato e che
“hanno I’ equazione integrale di 1.* specie pud essere 2p—2,
“ 2p—1 o 2p. Vi sono esempi di tutti e tre questi casi .

§ 12. — Caso ellittico. Nel caso p=1 ¢ 2p—2=0 e quindi in
generale non esistono equazioni di Appell del 2.° ordine a equa-
zione integrale di 1.* specie essendo dato il gruppo dell’equazione.

Del resto se ci fosse un’equazione

AW =0
a equazione integrale di 1.* specie, 1'equazione
Alpy=0

dovrebbe essere di 1.* specie poiche la » non si annulla; quindi
il gruppo della nostra equazione deve essere di quelli a cui appar-
tengono equazioni di 1.* specie.
Viceversa, se ad un gruppo appartiene un’equazione di 1.* spe-
cie, ad esso corrisponde 1’equazione
A (1) =0
k4

che ¢ ad equazione integrale di 1.* specie.
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Dunque per p=1 i casi speciali sono quelli in cui si hanno
equazioni di 1.* specie.

In tali casi se I’equazione di 1.* specie & effettivamente del
2.0 ordine ve ne & un’altra ed un’altra soltanto » e quindi nei
casi speciali del genere p=1 vi sono in generale due equazioni
ad equazione integrale di 1.* specie.

§ 13. Caso del genere p=2. — Anche in questo caso,se esiste
un’equazione

A =0
di 1.* specie con dato gruppo,si ¢ nel caso speciale almeno se
A =0
& effettivamente del 2.° ordine.
Infatti se
A@=0

¢ effettivamente del 2.° ordine le equazioni

M=o 1=

e 1’equazione

| ¢ t ¢t |
v oy oy ‘ =0
vy Y l

(nelle quali ¢, e ¢, indicano le due derivate degli integrali abe-
liani di 1.» specie normali che esistono sulla superficie che si con-
sidera di genere p=2, ed % ¥y, i due integrali fondamentali di
Ay =0
sono tre equazioni a equazione integrale di 1.* specie).
Inoltre esse sono linearmente indipendenti. Invero se ¢i0 non
fosse si dovrebbero trovare tre costanti A, u, v per cui fosse
Ao F gt vy =0
Agp ot Yt +vy =0

1) Vedere la mia memoria citata § 6, pag. 63.
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Da queste relazioni risulterebbe

oo _ Y
Y Y2
e quindi
Y = Y. . cost.
e I’equazione
Ay =0

non sarebbe pin eftettivamente del 2.° ordine come noi abbiamo
supposto fino dal principio di questo paragrafo.

§ 14. Genere qualunque. Caso in cui esistono due equazioni di
prima specie col medesimo gruppo. Nella mia citata memoria ho,
come ho gia detto, ¥ passato in rassegna i casi in cui esistono
almeno due equazioni di 1.* specie col medesimo gruppo ed ho
visto che si presentano due casi differenti che io ho chiamato
1.° e 2.° caso. Ho visto pure che le equazioni del 1.° caso si ri-
ducono ad una forma particolare moltiplicando la funzione inco-
gnita per un conveniente esponenziale 2.

Ora un’equazione a equazione integrale di 1.* specie resta an-
cora tale se ne moltiplico la funzione incognita per un conveniente
esponenziale, percid per contare le equazioni a equazione integrale
di 1.» specie appartenenti ad un medesimo gruppo del 1.° caso
basta contarle per il gruppo di quelle equazioni di 1.* specie che
sono ridotte alla forma particolare accennata.

Se Al =0
& un’equazione di 1.* specie di questa forma particolare e

Y5 Y
¢ un suo sistema d’integrali fondamentali, esiste una » {derivata

di integrali abeliani di prima specie) per cui & pure un’equazione
di prima specie quella i cui integrali sono

Wow o

¢ ¢

1) V. Capitolo 1.%, § 1.c del presente lavoro.

2) V. la mia memoria citata § 4, pag. 59.
3) V. la mia memoria citata, § 4, pag. 59.
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Sono allora equazioni a equazione integrale di 1.* specie quelle
i cui integrali sono

Pith Py (=1,2,...p)
e quelle i cui integrali sono
W ¥ '
P, = (1=1,2,..,p)
e ¥ ?
Queste 2p equazioni sono linearmente indipendenti se non esi-
stono due o per es. z, e %, per cui

wx=¢h% 0=12

il che non avviene se
Ay=0
¢ un’effettiva equazione del 2.° ordine. Infatti altrimenti ¥ e y,
differirebbero solo per un fattore costante.
Inoltre si vede che i due integrali

% Yo

dovrebbero essere uguali ad un medesimo esponenziale, cosicche le
due equazioni di 1.» specie non sarebbero neanche linearmente
distinte.

Tuttavia se noi vogliamo tener conto anche di questo caso par-
ticolare possiamo vedere che esistono anche per esso 2p equazioni
linearmente indipendenti ad equazione integrale di 1.* specie. In-
fatti se E (2) & il detto esponenziale sono equazioni a equazione
integrale di 1. specie quelle le cui soluzioni sono

2 E @), E @
G, j=1,2, ... p).
Noi possiamo quindi concludere col
Teorema. “ Se un gruppo cui appartengono due equazioni di
“ 1.2 specie & del L.° caso esso & un gruppo del caso speciale, e
“ precisamente ad esso corrispondono 2p equazioni linearmente in-
“ dipendenti e ad equazione integrale di 1. specie ,.
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§ 15. — Nei §§ precedenti noi abbiamo passati in rassegna dei
casi nei quali I’esistenza di equazioni di prima specie indica che
il gruppo che si considera & un gruppo speciale. Non & perd a
credersi che 1’ esistenza di una equazione di 1.* specie appartenente
ad un dato gruppo indichi che quel gruppo & speciale.

Dimostreremo invece pil avanti che & speciale un gruppo quando

al gruppo aggiunto appartiene wn’equazione di 1. specie.

Art. 3. - Relazione fra i poli e i residui degli integrali delle equa-

zioni di Appell del 2.° ordine e di 1.° categoria.

Sia

Ay) =0
un’equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria e indi-
chiamo con
Y Y

un sistema di integrali fondamentali di essa.

Questi due integrali possederanno dei poli sulla superficie rie-
manniana, che noi supporremo semplici e distinti dai punti di di-
ramazione e all'infinito della superficie stessa.

Indicheremo con
oy Oy vu Oy

RY RY ... RY

questi poli e con

i residui di

X X y: (=1,2)
in essi.
Se &
»>1,
noi possiamo sempre costruire una equazione
B@#) =0

a equazione integrale di 1.* specie, le cui soluzioni
t, &

abbiano il medesimo gruppo della soluzione dell’ equazione ag-

giunta di
Ay)=0.
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E ben noto che la funzione

nth + s ts 1
resta inalterata quando si attraversano i tagli che rendono sem-
plicemente connessa la superficie riemanniana.
Essa & dunque una funzione algebrica e quindi avra nulla la
somma di tutti i suoi residui.
Ma essa non ne ha né all’infinito né ai punti di diramazione
e perd viene senz’altro
SRt @) + RV G () [ =0
Se=l
Ma in generale delle equazioni a equazione integrale di 1.*
specie aventi il gruppo dell’equazione aggiunta di
Ay=0
ve ne sono 2p— 2 linearmente indipendenti e percio si avranno
2p — 2 relazioni simili a quella trovata.
Se il gruppo dell’equazione aggiunta di
A =0
& speciale il numero di tali relazioni sara 2p —1 o 2p. Si capisce

come queste relazioni si modificano se si tolgono le ipotesi parti-
colari fatte sulla natura dei punti o,.

Art. 4. — Moduli di periodicita delle equazioniintegrali di 1. categoria.

§ 1. — Sia

Ay =0
un’equazione a equazione integrale di 1.* categoria e sia
YN Y

un sistema fondamentale di integrali di essa.

Indicando, come ha fatto 1’ Appell nella sua memoria citata, con
X la variabile sul lembo positivo di un taglio e con p la variabile

1Y) V. SCHLESINGER. Theorie des linearen differential gleichungen, t. II,
parte 2%, pag. 409.

ecc. 31

Sopra le equaxioni differenxiali lineart 9
sul lembo opposto, allora lungo un medesimo taglio le
w0 m®
saranno combinazioni lineari omogenee a coefficienti costanti di
n@ %0 .
Se il taglio che si considera @ il taglio @; noi porremo
Yo 0) =3y (o) .
Al taglio b; porremo
Yo ) =%y ()
e al taglio ¢; porremo
H =y *r=12)
Se Y. Y.
sono le soluzioni corrispondenti ad

Y Yo
Ay=o0

dell’ equazione integrale di

avremo lungo il taglio a;
Vo)=Y () + AV,
Y ) =%Y (@) + B,

lungo il taglio b,
lungo il taglio ¢;
V) =d (Y) () + C¥ (=1,2),
dove le quantitd
AL B, O
sono costanti.
Esse si dicono i moduli di periodicita o pill brevemente i pe-
riodi di Y, .
§ 2. — Conveniamo di porre
Y (@) =7y )
le relazioni che vengono risolvendo le
yn () = sy (p)
rispetto alle y (v) e analogamente dicasi per le relazioni dei valori
delle y lungo i lembi dei tagli b; e ¢; .
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Ne verra allora per es. lungo il taglio a;
SOY (1) =Y, (o) + KT AD
ossia o
Y (@) = s Y (1) — s A,

§ 3. — Ora ci occorre di precisar meglio il sistema di tagli che
noi assumeremo per rendere semplicemente connessa la superficie
riemanniana. Noi terremo sempre presente la disposizione sugge-
rita dalla seguente figura.

A N

= ;
Y J| b L |

b
K £, N ' “LK o ® *
——;l S g I’l\«« f‘/vi\ Lf

In essa le freccie indicano il senso positivo del contorno, i
lembi pid marcati sono i lembi positivi, le lettere all’esterno dei
tagli danno il nome della variabile sul lembo su cui & posta la
lettera, le lettere ai vertici danno il nome della variabile nel punto
quando questo si pensi appartenente all’angolo su cui giace la
lettera.

§ 4. — Noi avremo
Y @) = Y () + AP

= Y (1) + ) BO + A

= ) 0§D Y (3,) — & 2 s AG) fo gD B - A,

Inoltre, se ¢ & diverso di 1 e da p
Y, (05) = 9 € s=9 o0~ Y () — ) ol g9 gt=D) Cli=Y —
— 5,0 2l gD AW L gD B 1 A .
pa— S(;f) PRl S(—i) o= gl=1) Y (si) — s(hi) (9 S(‘i) g1=1) 1:(—i) B(i) _
S ol g gl QN gl 100 g AL g B - AL
== §,(¥) ¢l¥) g=ig0—) =) 50 Y (2;) + 8,9 2D gD =9 =1 G —
) ) ) g 6 BE) i) 1) ) d) (D
— i W S0 AD I BO AP,

-la|”
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g
e poiche per 4 diverso da 1 e da p &
S i) i) gl=1 =i 50 § =9, |

ne viene

i) ol g g0 =) (O — Bl g i) i) 50— (i1 —

— s gD A gD BO A =0 |
o volendo scriver meno
) oD (O — B — 49 o) Q=D — i) i) =) A
+ S BY 4 A =0 .
Avremo poi analogamente
S <) g1 g (CW — BW) — g o gD AW 4 g BY - AD — o

Sip) 3lo) =P G1=p) ) Bi) | gln) o) g=r) gli=) =) |
+ s(np‘ 7l0) gl=p) AlD) ___ S(,?) B®» — A(’?) =0
o anche .
@D o (O — BY) — A DAY 4 BO § AY =0
B 4- @ GP—D L o) gle—h AP s‘f’ B® — Al’?l =0 .

Le (I) e (IT) sono 2p relazioni che esistono necessariamente
fra i 6p—2 moduli di periodicita delle Y, .

Abbiamo quindi il

Teorema. “1 6p—2 periodi delle soluzioni delle equazioni in-
“ tegrali di 1. categoria sono legati dalle 2p relazioni (I) e (II)
“ alle sostituzioni del gruppo ,.

Art. 5.° — Relazioni fra i moduli di periodicita delle soluzioni di
due equazioni integrali di 1. specie di equazioni a soluzioni con-
tragredienti.

§ 1. — Siano
Aly=0 e B@E) =0

due equazioni di Appell del 2.° ordine a equazioni integrali di

1.2 specie a soluzioni contragredienti.

Indichiamo le sostituzioni generatrici del gruppo di

A =0
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allo stesso modo come si & fatto all’articolo precedente.
Indichiamo le corrispondenti sostituzioni dell’ equazione aggiunta
cambiando le lettere s, z, 5, in S, T, H rispettivamente.
Siano

N Ys
gli integrali di
Ap=o0
e
Lot
i corrispondenti di
B@®) =0

e
Y Y. , 61 02

le soluzioni corrispondenti delle loro equazioni integrali.
L’ espressione
Y.t + Yoty

& una funzione che sulla superficie riemanniana resa semplicemente
connessa non ha residui ed & monodroma.
Percio

/ Y. ¢4+ Yo b)) d2e =0
abe

essendo I'integrale pensato esteso nel senso positivo al contorno
formato da tutti i tagli a, b, c.

Indicando con
AP, B, O

i periodi di Y, abbiamo subito

f Yoty + Yot de = — 3 / (AP S ¢+ AP S E) de -
a,b,c a,

-~ .
i a;

— ﬁl j‘(B‘;') T() 6+BO TP f) de
5!

—1
R R SIRAeal A

=
Cq
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fa Ji e

pensandosi estesi in senso positivo sui lembi negativi dei tagli.
Viene allora facilmente

2 2 ) X X 2 X X
0=3 3 3 ap (sw 6(1) - S0 (ﬁ,)) + 3B (T‘,}’ 8 (1) ~T;>a(~“))+

gli integrali

p=1
+ 200 (O ¢y~ HI0 (1) ) + B (100 2) - 1o )|
=l

§ 2. — Indichiamo con

AD BY o
i periodi di 6, . ’
Sara
9. @) =T 08 (1)) + By
eper i1

6, (1) = H™ 89 6 (1) + Hi™AO 4 €
e per ogni ¢

6, (3:) =8 6 (1,) + AP

Ba () = S T 8 (7.) + S BY + AQ

e quindi

2
212 a0(800 00— 800 () — 80 B9 ) 4
=l 1

=]

»,
1,_ N B(hi) (T(hi) H(l—i) S(ii 6 (.“) + T‘;L“Hu"” A(i) _+_ T(;f‘ Cu‘_n - T‘;f) e(.“) )

i=1

+3 C‘,:’(H‘,:) S 6 (1,,,) + HE A HO SO T0 6 () —
=1
— H{ SO BO — HY Am)
o+ B9 (T80 (1) + T AD—TY 0 1)) { =0
Ma questa relazione deve essere indipendente dalle 7,, perche
spostando leggermente i tagli si pud fare in modo che si muova
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uno qualunque dei punti 7;, mentre non muteranno affatto né so-
stituzioni né periodi; e perd le espressioni

@ 3 ) Ap(spo—spTo e) +BY ( T80 T ) -
he=l
— ohHPS T8,
2
® 2

+ GV HG=D §9 6 — O HIP SO TO 6 % (=23, ... p—-1)

% AY ( S8 — S T § ) + B',:"(T‘,f‘ HO=0 §6§ — T4 e) +

@ % Ap(spo- spTn )+ B (1o Ho 8900}
h=1

4 Cp—Y HE- S@ §
dovranno essere costanti.

Ma
tl t2

sono linearmente indipendenti e percid le espressioni precedenti
saranno identicamente nulle in 6, e 6, .
Noi possiamo stare fin da ora sicuri di questa affermazione, ma
io fard vedere che cid & una conseguenza delle formule (I) e (I),
cosi potremo avere maggior fiducia sull’ esattezza dei calcoli fatti.
L’espressione () si pud. scrivere

2

DS s AW L8P O — s oD g AD SH TV 4

=]

b SO gD =) BO TR S0 ) D BO TP G —
— o) g g = D S0 W R SO T

e, ricordando la proprietd delle sostituzioni contragredienti di la-
sciare inalterata 1’ espressione

T vy - Uy vy
quando si applica una di esse sulle

Uy U

Sopra le equaxiond differenxinli lineari omogenee ecc. 37

e Daltra sulle
o v,

vediamo che la («) ¢ uguale a

2

2 9;.% S AW — o) gD AD g =D PO IR _ g =1 6= o ‘
he=l

o anche a

22 B, . &V sV g oD AW AW | oD BW g BO __ - oW l
h=1 !
Ora la quantita che comparisce fra le parentesi & il primo
membro cambiato di segno della prima delle relazioni (II); percid
appunto la (2) & identicamente nulla.
Analogamente le () si possono scrivere:

2
Y 6, % S A ) g0 AW | g1 60— =) B o= B 4
h=]

4 s gl G gl gl gl ) ‘
e la (1)

419

0, § s AP T(h—p) P AW s(h-p) oll=) f=P) B2) _ t(h—m B® +
1

=

+ s~ =) Cuwl)‘
a sotto questa forma si vede facilmente come esse siano identi-
camente nulle in conseguenza delle relazioni (I) e della seconda
delle (II) rispettivamente.
Viste con chiarezza queste cose noi possiamo allora dire che
si dovra avere 1’uguaglianza

2 p
amn ¥ g — A s BO 43 BY. (T‘;”H“'*“A"” LT C“‘-")+
h=1 i=l1 =2

+ I‘i‘ o . (Hg:')A\wn —~ HY) SO B~ H‘,PA‘“) +1.3%) CTPA® g =o0.

=1

§ 3. -— Per maggior comprensivitd noi possiamo scrivere tutte
le formule (I) e (II) sotto la forma (I), e possiamo anche scrivere
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la (III) sotto la forma

2

3 3 i A‘,:".S‘,:"B""+B‘;".(T‘,f' HODAD 4 T C""”) +

h=1 il \
+C . (H(}‘tl A H SO B ZHI) A® 2= 0
purché si supponga
N=CP=C=CP=0
o0 =00=HP0=H0 =10, (h=1,2)
Art. 6. — Equazioni integrali di terza specie.

§ 1. — Fra le equazioni integrali di terza specie di equazioni
di Appell di prima categoria le piu semplici a pensarsi sono quelle
il cui integrale generale & regolare su tutta la superficie rieman-
niana salvo che in un punto 2, in cui si comporta come

Klog (¢ — #,) -+ funz. reg.
dove K & una costante.

Noi chiameremo per brevitd una tale equazione integrale una
equazione lz , ed in generale indicheremo con lz , z, ... z
un’ equazione integrale che si comporti in 2 , 2, , ... 2, come
una Iz in #, e tale che altrove il suo integrale generale sia re-
golare.

Noi ci faremo dapprima la domanda:
“ Data un’equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria

“ esistono equazioni aventi il gruppo di quella e la cui equazione
“ integrale sia una 7z ? ,

§ 2. — Supponiamo che

Ay =0
sia la solita equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria
assunta all’articolo 2.° di questo capitolo per definire un gruppo,
e che

B®m=o0
sia, se esiste, un’ equazione pure del 2.° ordine e di 1.* categoria
la cui equazione integrale sia una Iz .

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. -39
L’ equazione
C{)=B(z.t)=0
ha il suo integrale generale regolare dappertutto tranne che nei
2p—2 zeri di » e nel punto 2, , nei quali punti ha 2p—1 poli
semplici.
Ora conservando qui tutte le notazioni del § 1.2 dell’art. 2 di

questo secondo capitolo e ragionando al medesimo modo che la,
si trova

I
@ to= B r o+ Lte 2 [ -

|2 b o+ M |ys =12

6 | =

essendo qui anche = ed 7 due costanti e dovendo tutte le
4 (N +p—1)+ 2p + 2 costanti che compariscono soddisfare a
4 (N +p—1) + 2 relazioni che si scrivono subito mutando leg-
germente le relazioni (I) (IT) (III) (IV) dell’articolo citato.

Si conclude che in generale vi sono almeno 2p equazioni li-
nearmente indipendenti che possiedono il gruppo di

Ay =0

e le cui equazioni integrali sono Iz .

Il numero di queste equazioni & proprio 2p se le 4 (N+p—1)+2
relazioni di cui si & parlato (che sono lineari nelle costanti che
compariscono in (1)) sono linearmente indipendenti.

Cid sard nei casi pit generali, poiché si possono trovare degli
esempi in cui cio succede.

" Per es. cid accade se i due integrali di
Ay=0
sono due funzioni a moltiplicatori tali che di nessuna delle due i
moltiplicatori siano moltiplicatori del caso speciale di Appell.
§ 3. — Indichiamo con 3 il numero delle equazioni col gruppo di
Ay =0
aventi per equazioni integrali delle Iz, .
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E certo
A>2p
Sia &, il numero delle equazioni col gruppo di
Ap=0
e ad equazione integrale di prima specie.
Sara
5 >0—2
Potrebbe darsi che fosse
& >3—2
e quindi o
O =0—1
0
) 8 =23
Per la disuguaglianza
5> 2p

si vede che in tutti e due questi casi siamo in casi speciali.

Nel caso generale

5, =08—2

esistono due equazioni del 2.° ordine linearmente indipendenti a
equazioni integrali Iz le cui soluzioni possiedono effettivamente la
singolarita logaritmica in 2, , e queste due equazioni sono linear-
mente indipendenti con qualsiasi equazione a equazione integrale
di 1.* specie.

Indicando con

Bi(1) =0 By(s) =0
quelle due equazioni e con
A =0AM=0...4@O=0

le 3, equazioni a equazione integrale di 1.* specie, ogni equazione
avente per equazione integrale una Iz ¢ linearmente dipendente
dal sistema di equazioni

Bi() =0B:() =0 A () =0 A()=0...A4; () =0.

Nel caso
0, =08—1

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 41
esiste un’equazione
B(=0
la cui equazione integrale & una Iz, la cui soluzione generale pos-.
siede effettivamente la singolarita logaritmica nel punto 2z, .

Ogni altra equazione la cui equazione integrale sia una Iz, &

linearmente dipendente dal sistema di equazioni
B =040 =0A40=0... 4 (N=0

di cui le ultime &, sono le 3, equazioni a equazione integrale di
1.* specie.

Finalmente nel caso

oy =2

qualunque equazione integrale lz, ¢ un’equazione di 1.* specie.

Esempi di questi due ultimi tipi 1i abbiamo nei gruppi tali
che le equazioni corrispondenti hanno per soluzioni due funzioni
a moltiplicatori di cui una o tutte e due sono funzioni del caso
speciale di Appell.

§ 4. — Supponiamo di avere un gruppo che non sia del caso
speciale.

Allora & certamente

>
&

—2.

| =
Possiamo allora scegliere un’equazione
B()=0
tale che la sua equazione integrale sia una Iz , delle cui due
soluzioni la prima possegga effettivamente la singolarita logaritmica
e la seconda sia regolare.
Indico con
M e
gli integrali fondamentali di
B =0.
Supponiamo, se & possibile, che esista un’equazione del 2.° or-
dine di 1.* specie che abbia il gruppo dell’aggiunta di
B()=0.
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Sia essa
C@t)=o0
tl t?

siano i suoi integrali corrispondenti ad

X T T2 .
La funzione

Gt e te
¢ una funzione algebrica e quindi & nulla la somma dei suoi
residui.
Indicando con R il residuo di 7 nel punto 2, & dunque

Rt (2) =0 .

Ma
R+0,
dunque

4 (zu) =0.
Ma 2, ¢ qualunque, quindi senz’altro

ti(2) =0 .
Analogamente si trova

t(e)=0.

Possiamo quindi concludere che un’equazione del 2.° ordine e
di 1.* specie avente il gruppo dell’aggiunta di
B()=0
non pud esistere.
Abbiamo percio il
Teorema. “ Se il.gruppo dell’ equazione aggiunta di
A =0
“ possiede un’equazione di 1.*> specie il gruppo di
Alyp=o0
“ & un gruppo speciale ,.

§ 5. — Fra i risultati del signor Appell sulle funzioni a mol-
tiplicatori abbiamo il seguente:

“ Dati i moltiplicatori di una funzione, si sara nel caso speciale

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 43

“ (ossia esisteranno p invece di p — 1 funzioni aventi quei mol-
“ tiplicatori e ad integrale di 1.* specie linearmente indipendenti)
“ se esiste una funzione di 1.* specie avente quei moltiplicatori ,.

Questo fatto si pud anche enunciare cosi:

“ Dati i moltiplicatori si sard in un caso speciale se esiste
“ una funzione di 1.* specie ai moltiplicatori inversi ,.

Si potrebbe vedere con esempi che al 1.° enunciato non ne
corrisponde uno analogo per le equazioni di Appell del 2.° ordine.

Qualche cosa di corrispondente noi I’abbiamo solo nel teorema
alla fine del § 14 dell’art. 2 di questo capitolo.

Invece al secondo enunciato noi abbiamo una corrispondenza
perfetta col teorema del § precedente.

Il teorema del § 14 dell’art. 2 di questo capitolo & una con-
seguenza del teorema del § precedente. Invero si pud vedere fa-
cilmente che il gruppo dell’equazione aggiunta di un’equazione
del 1.0 caso & un gruppo che possiede esso pure delle equazioni
di 1.* specie. .

Basta percio tener conto del fatto che i determinanti dei coef-
ficienti delle sostituzioni sono moltiplicatori di un esponenziale.

Art. 7.° — Moduli di periodicita delle soluzioni delle equazions in-
tegrali di terza specie lzy , 2o, ... z4.

§ 1. — Per avere una superficie semplicemente connessa su cui
sia monodroma la soluzione generale di un’equazione Iz, z, , ... z,
sara bene aggiungere ai tagli che rendono semplicemente connessa
la superficie riemanniana altri ¢ tagli

LWyly, ool
che escono dal contorno di quelli e che vadano ai punti
21, 8, .. 2

Noi converremo di fare uscire tutti questi tagli dall’angolo
3, della figura al § 3 dell’art. 4 del presente capitolo.
11 loro succedersi, il senso positivo del percorso dei loro lembi,
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quale si assuma dei due lembi di un taglio come positivo o ne-
gativo, tutto & indicato dalla seguente figura.

A >
[ %
P 7
1 f g g\ i ,nz >
Z [ :;.,,
) 2 IS
i
§ 2. — Sia
Ay) =0
un’equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria la cui
equazione integrale sia una Iz z , ... z,
Siano
N Y

due suoi integrali fondamentali.

Per indicare le sostituzioni che questi integrali subiscono ai
tagli a;, b;, ¢; noi useremo le notazioni introdotte al § 1 dell’ar-
ticolo 4 di questo capitolo.

Indicheremo pure come in quel paragrafo con

Y. Y.
le soluzioni di
AY)=0
corrispondenti ad
D Y

Come 13 noi avremo lungo i lembi del taglio a;
Y. ) =sVY (p) + AP

lungo il taglio b,
Y. ) =%Y @ + BY

Sopra le equaxiont differenxiali lineari omogenee ecc. 45

lungo il taglio ¢; )
Y., ) =d"Y () + C

AP BP0

dove le*

sono delle costanti.
Inoltre lungo il taglio 7, si avra
Y, () —Y, () =—27iRY
se R} ¢ il residuo logaritmico nel punto z, di Y, .
Le quantita costanti
A BY, CY, — 2w R

si chiameranno i moduli di periodicita delle Y, .

Art. 8.° — Relazione fra i moduli di periodicita delle soluzioni delle
equazioni integrali di 3. specie o , 2o, ... 24 .

Fra i periodi delle equazioni integrali lz, , 2 , ... 2, valgono
manifestamente le relazioni (I) del § 4 dell’art. 4 di questo capi-
tolo e la seconda delle (II) del medesimo paragrafo.

La prima delle (IT) vuol essere invece convenientemente mutata.

Avremo
Y, (o) = s w0 § Y, (1) — s a® 5D AG 4 g BO AP
Ma
Y. (Xl =Y, ()(2) — 2w R(,P
» (s) — 2 @ (RY + RY)
q
=Y, (4, +1) -2 = X R
=1

Yo (o) =" Y () — 7 B
=" Y (a) — o) BW + < Cw
quindi
Y. (01) S(l) o gD =) s Y (,7 ) +s(1) M =1 £ (G(')——Bm) .
— 2 mi s s“"E R —— g 0 g0 A® 4 B BO 4 AD |

=1
e poiche
9» p— sh(l) 0 sED =D g g
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ne viene
5= (Cﬂl —_ Btl)) —_ s('t) M gD A + S(;:) BY + A‘;{' —_
q q
=21 i sM g S RO = 2z 4 oY ) B RO
Questa e le altre formule ricordate si possono tutte scrivere
per comprensivitad sotto la forma delle () al § 4 dell’art. 4, fa-
cendo variare in esse la i da 7 a p purche si supponga
q
O =2zi ) Ry, CP=0
=1
o (6) = o’ (6) = 6,

Art. 9.0 — Relazione fra i moduli di periodicita di un’equazione in-
tegrale lz, , 2z , - . . zq € di un’ equazione integrale di prima specie
le cui equazions derivate abbiano solusioni contragredienti.

Sia B =0
un’ equazione del 2.° ordine a soluzioni contragredienti a quelle di
Al =0

e ad equazione integrale di prima specie.
Siano
T, T,

le soluzioni di questa sua equazione integrale corrispondenti alle
soluzioni considerate di
A =0.

Noi andremo a considerare 1'espressione

Tigy -+ Tege .
Sopra la superficie riemanniana resa semplicemente counessa
dai tagli @, , b:, ¢; I'espressione suddetta ¢ monodroma.
La somma dei suoi residui sara dunque uguale a

1

om J abe Ty + Toe) de

Pintegrale essendo calcolato lungo i lembi dei tagli a; , b: , ¢
percorsi in senso positivo.

Sopra le equaxioni differenxiali lineart g ecc. 47

D’altra parte la funzione
Ty +Towe
ha tutti i suoi residui nei punti
22 ... 2,
e precisamente nel punto 2, ha il residuo
T, (2) R + T (2,) RY
quindi

2
w3 AT EIRY = [, Ty + Tow) ds
he=1 r=1 abc
Noi indicheremo colle lettere
A BYCP
i moduli di periodicita di T, .
Si capisce subito che sara
2
fabc Ty g1 A Toyo) de = hj

=1 i

- B(hi) (T&” Sli=h A9 +.C(hi) le—l)) _Cgf) (Gi A c(hf) st B — 0;; A

D,

5 | ot B
=]

dove si deve pensare
q
P =C=0=0 CP=2m ¥ RY
r=1
WO =00 =H00=HPO=09, .
Dunque avremo .
2
25 Y 3 T, (2) BY) =
h=1 »r=I1
: p
2 3 g A P BY — B () AD 4 o) 0Oy —
h=1 1

_C(hf) (c(hl') Al+D 0(;’) s B(*i_,)(hf) A(i)) g

insieme alle convenzioni suddette.

Art. 10.° — Equazioni integrali di seconda specie.

§ 1. — Fra le equazioni integrali di seconda specie di equa-
zioni di Appell del secondo ordine e di prima categoria le piu
semplici a pensarsi sono quelle il cui integrale generale & rego-
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lare su tutta la superficie riemanniana salvo che in un punto ¢,
in cui si comporta come

i -+ funzione regolare,
dove % & una costante.

Noi chiameremo per brevita una tale cquazione integrale una
equazione Lz, , ed in generale indicheremo con Lz, , 2z, , ... 2z, una
equazione integrale che si comporti in

8,8, ... 8,

come una Lz in 2, , e tale che altrove il suo integrale generale sia
regolare.

Noi ci faremo la domanda:

“ Data un’equazione di Appell di prima categoria esistono
“ equazioni aventi il gruppo di quella e la cui equazione integrale
“ gia una Lz ?

§ 2. — Supponiamo che

Ay =0

sia la solita equazione di Appell del secondo ordine e di prima
categoria assunta all’articolo 2 di questo capitolo per definire un
gruppo e che
B@ =0

sia, se esiste, un’equazione pure del secondo ordine e di prima
categoria, appartenente allo stesso gruppo, la cui equazione inte-
grale sia una Lz, .

L’equazione

C@t)=B(p.t)=0

ha il suo integrale generale regolare dappertutto tranne che nei
2p—2 zeri di » nei quali ha 2p -2 poli semplici e nel punto 2,
nel quale ha un polo doppio privo di residuo.

Ora conservando qui tutte le notazioni del § 1 dell’art. 2 di
questo secondo capitolo e ragionando nel medesimo modo che 14,

Sopra le eq iont differenxiali lineart ece. 49

¢

si trova

3
(2) t;.=3ZMZa;-{—L—l—EZzo—}-elZ/zﬂzyh +
A==l

1 (& ; g
+;{29‘i Z«i‘fM+'QZZo+'Q1Zzo zyh
=1
essendo qui anche ¢, = , 1, 1 quattro costanti, e dovendo tutte le
A(N+p—1)+2p+4
costanti che compariscono soddisfare a
4N +p—1)+2
relazioni che si scrivono subito mutando leggermente le relazioni
@), 1), (III), IV) dell’articolo citato, ed inoltre dovendo essere
e (20) + 2y R + 1Y (20) + 0 yh (20) =
per i valori 1 e 2 di A.
§ 3. — Indicando con 3, il numero delle equazioni col gruppo di
; Ay =0

aventi per equazioni integrali delle Lz, & certo

S > 2p .
Sia 9, il numero delle equazioni col gruppo di
Aw) =
e ad equazione integrale di prima specie.
Sara
8 >0 —2.
Potrebbe darsi che fosse
8>3, —2
e quindi o
=2 —1
oppure
%)=& .
Per la disuguaglianza
3, > 2p

si vede che in tutti e due questi casi siamo in casi speciali.
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Nel caso generale
B =8 — 2

esistono due equazioni del 2.° ordine linearmente indipendenti ad
equazioni integrali Lz , le cui soluzioni possiedono effettivamente
la singolaritd polare in # = 2, e queste due equazioni sono linear-
mente indipendenti con qualsiasi equazione ad equazione integrale
di 1.* specie.

Indicando con

Ci(p) =0 C()=0
quelle due equazioni e con
AM=0A0N=0...A4A50# =

le 3, equazioni ad equazione integrale di 1.* specie, ogni equa-
zione avente per equazione integrale una Lz, € linearmente dipen-
dente dal sistema

CM=0C, (=0A()=04: ()=0... A3 (9)=0 .

Nel caso
S=28 —1
esiste un’equazione
CHp=0
la cui equazione integrale & una Lg la cui soluzione generale pos-
siede effettivamente la singolarita polare nel punto z, .
Ogni altra equazione la cui equazione integrale sia una Lz, &
linearmente dipendente dal sistema di equazioni

CH=0,A N=0AN=0... Ay () =0
di cui le ultime 3, sono le 3, equazioni ad equazione integrale di
1.* specie.
Finalmente nel caso
1= ’32
qualunque equazione integrale Lz, & un’equazione di 1.* specie.
Esempi dei tre casi

S =8 —2
& =08 —1
3 =5

Sopra le equaxioni differenxials lineari omogenee ecc. 51

li abbiamo nei gruppi tali che le equazioni corrispondenti hanno
per soluzioni due funzioni a moltiplicatori di cui nessuna, una o
tutte e due sono funzioni del caso speciale di Appell.

§4. — Al §2 di questo articolo noi abbiamo dato la formula
per determinare le soluzioni delle equazioni ad equazione inte-
grale Lz, .

Noi abbiamo notato che le

4N+p—1)+2p+4
costanti che vi compariscono devono soddisfare a
AN+p—1)+4
relazioni lineari di cui

AN+p—1)+2
si ottengono con leggiera variazione dalle (I), (II), (III), (IV) del
§ 1, art. 2 di questo capitolo e le altre due sono

s (20) F (@ + )Y @) +mynle) =0 (h=1,2).

Se noi sopprimiamo queste due relazioni, le ¢, definite dalle (2)
non avranno piu nel punto z, un polo del 2.° ordine necessaria-
mente privo di residuo.

Essendo questo residuo diverso da zero I'equazione

B(m =0
del § 2 del presente articolo non ha piu per equazione integrale
una Lz, , ma bensi avrebbe per equazione integrale un’equazione
di 3.» specie la cui soluzione generale & regolare sempre in tutti
i punti diversi dal punto 2, ma nel punto 2, si comporterebbe come

o
imn + 8 log (¢ — ) + funz. reg. ,

% e 3 essendo delle costanti.

Come si vede una tale equazione gode contemporaneamente
della proprieta delle 7z, e delle Lz e si chiamera una (I L) z .
Ora si pudé domandare:
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“ Data un’equazione la cui equazione integrale sia un’equa-
“ zione (I L)z , si potra la sua soluzione generale pensare come
“la combinazione lineare delle soluzioni di due equazioni, una ad
“ equazione integrale Iz, e 1’altra ad equazione integrale Lz, ? .

La risposta a questa domanda & negativa.

Basta percio pensare ad un gruppo le cui equazioni corrispon-
denti hanno per soluzioni due funzioni a moltiplicatori del caso
speciale e non funzioni algebriche e supporre che il punto z, sia
generico.

Tuttavia si ha che

“ Se il gruppo non & speciale, ogni equazione a equazione in-
“ tegrale (! L)z & conseguenza lineare di due equazioni I’ una delle

“ quali sia ad equazione integrale Iz, e 1’altra ad equazione inte-
“ grale Lz, ,.
Cio & evidente.

Art. 11.°0 — Relazione fra i moduli di periodicita di un’ equazione
integrale Lz, e di un’ equazione ad equazione integrale di prima
specie le cui equazioni derivate abbi luzioni contragredienti

Siano
A@)=0 B@E =0

due equazioni di Appell del 2.° ordine di 1.* categoria a soluzioni
contragredienti, inoltre supponiamo che

A@y)=0
sia un’equazione integrale di 1.* specie e che
B@#) =0
sia un’equazione integrale Lz, .
Per rappresentare le sostituzioni delle soluzioni delle equazioni
Ay=0,B@ =0
e per rappresentare i periodi delle soluzioni di

AW =0,B() =0

Sopra. le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 53

noi useremo tutte le notazioni usate all’art. 5 ed useremo pure le
notazioni di detto articolo per rappresentare le soluzioni corri-
spondenti di tutte queste quattro equazioni.

L’ espressione

Yiti+ Yoty

¢ una funzione algebrica che sulla superficie riemanniana € mo-
nodroma e non ha residui altro che nel punto z2=2, .

Precisamente se nel punto 2 la T, si comporta come

R,
z2—2

—+ funzione regolare

e T, come

R. .
——2— + funzione regolare
2 — 2,
il residuo di

Yl 6+ Ya 173
nel punto 2, sara

Quindi — (1 (@) By + 92 (3 Ry) .
uimnai

— 25 @ R e () R)= [ Vit 4 Vo) de
I’ integrale pensandosi esteso ai lembi dei tagli a;, b;, ¢; percorsi
in senso positivo.
Avremo infine

2
25 (Reys (o) + R ) )= 3, 3 |- A0 80 B0 +

h=1 i=1
+BY. ( () F=D A 4 TG C“‘”)+ C‘;).(H‘;’A“"") —HPOSOBO - HmAm) ‘
dove si deve pensare
W=0P=CP=CP=0
o) 0= 0=HP6=HP6=6, .
Art. 12.° — Decomposizione in elementi semplici delle soluzioni delle

equazioni di Appell del secondo ordine e di prima categoria non
appartenenti ad un gruppo speciale.

§ 1. — Se un dato gruppo non & speciale esiste un’equazione

(o, k)

Bz () =0
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che gli appartiene e la cui equazione integrale ha la sua soluzione
generale regolare su tutta la superficie riemanniana resa sempli-
cemente connessa salvo che nel punto 2, nel quale il %" inte-
grale si comporta come

1 .
o funzione regolare
0,

(e —a)

e I’altro & ancora regolare.

L’ equazione

(n, k)
Bz (y) =0

non & pienamente determinata potendo le soluzioni della sua equa-
zione integrale mutare per una combinazione lineare delle solu-
zioni delle 2p — 2 equazioni integrali di 1.* specie corrispondenti
al medesimo gruppo.

Noi assumeremo per equazione

.\ K
X Bz (y) =0
quella che piu ci piace.
Indicheremo con
Y0 M(e a) (h=1,2)
i due integrali fondamentali dell’equazione integrale di
(. %)
Bz () =0 .
Inoltre noi considereremo 2p — 2 equazioni
A, (=0 (r=1.2,... 2 —2)
linearmente indipendenti ad equazione integrale di 1.* specie ed
aventi il gruppo dato ed indicheremo con
Y () (h=1,2)
i due integrali fondamentali dell’equazione integrale di

A (y)y=0.
B ben chiaro che se
Ay =0

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 55

& una equazione di Appell del 2.° ordine e di 1.* categoria la
cui soluzione generale ha dei poli generici in punti generici della

superficie riemanniana
By 8,00 En

di cui i sia I’ordine massimo e se
Yn (h=1,2)

sono i suoi integrali fondamentali sara

mo w2 2p—2
=2 2 X ROV e+ ROV @ =12

j=1 n=
dove le
(n , k) (r)
Ry R"
sono tutte convenienti costanti e le
(w , k)
Ry

non sono tutte nulle.

Questa formula ci da appunto la decomposizione delle soluzioni
dell’equazione
Ay =0
in elementi semplici.
§2. —Sew =1 sara
m 2 2p—2
n=3 X RVIV e, + FROTWE) k=12
Fa =
Siano
Aqhh,j,tJB('l:.,j,n‘)cgcvj,i)
i periodi di -
Y8 Y (e 2)
e .
Ay O BEOQy
i periodi di
YW =12 .
Sara manifestamente

7.

2 o 2p—2 X X
> ElR‘}’”A‘,{‘""’%— JSROA D=0 (=12 ...p)

=1 k= 7=l
ed analogamente
72‘ 2 . 2p—2
S S REvBE 0L S ROBr V=0
=1 k=1 =1
m

2 N N 2 &
2R G 4 FRIC V=0,

=1 k=] =1
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Sia
C®=o0
un’equazione ad equazione integrale di 1.* specie ed avente il
gruppo dell’aggiunta di
Ay -0
T, , T,

gli integrali fondamentali della sua equazione integrale ed infine
siano

Siano

A B O
i suoi periodi.

Conveniamo di usare le notazioni del § 1 dell’art. 4 di questo
capitolo per indicare le sostituzioni del gruppo di
' Ag)=0
e le notazioni del § 1 dell’art. 5 per indicare le sostituzioni del

gruppo dell’aggiunta di
Ay =o0.

Naturalmente

+ O, (HSP AC i) D 86 B — (Y A(m‘i) E: 0

e

1 1

%A‘,:" LSO BO4 B . (C(;) HO=) A 4Ty c"-"’) +

colle ipotesi

Cro=C?=C0 =CP =0
e

P8 =04p0=HY6 =Hp0 =6,
(v. art. 5, § 3).
Cosi pure indicando con

4t
le soluzioni di
C@® =0
sara
2 P
2wty (2:)= % X i — AR SHB*I O LB (T&:" HO-DA®GD
h=1 i=1

+T40 c(*-fv‘>)+c<,:" . (H” A+ H S0 BR — HYP A("J'“’) 2

colle solite ipotesi (v. art. 11).

Sopra le equaxioni differenxiali lineari omogenee ecc. 57

Quindi moltiplicando queste ultime equazioni per R e le
precedenti per R™e sommando tutto avremo, tenendo conto delle
relazioni determinate in principio di questo §,

,,

2
27 Y W BRIV, () =0

j=1 k=1

Jt

o anche

7

B Y RO, () =0.

=1 k=

w0

Cosi per altra via vengono fuori le relazioni dell’art. 3 fra i
poli ed i residui degli integrali delle equazioni di Appell del 2.°
ordine e di 1.* categoria.



