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Il problema del moto di un ellissoide fluido le di cui
particelle st attraggono secondo la legge di Newton, deve la
sua origine alle ricerche di Maclaurin sulle figure di equi-
librio di una massa fluida omogenea. La sua ragione di
essere bisogna ricercarla poi negli sforzi fatti dai geometri
per dare una spiegazione della forma attuale dei pianeti,
partendo dall’ ipotesi che inizialmente si sieno trovati allo
stato fluido.

Maclawrin trovo che U ellissoide schiacciato di rivoluzione
& una figura di equilibrio di¢ una massa fluida omogenea,
e Jacobi dimostro che tale poteva essere anche un ellissoide
ad assi disequali, purché fra questi assi si verifichi una
certa relazione. Queste due figure di equilibrio furono soggetto
di studio per molti matematici.

A Dirichlet (*) pero spetta il merito di avere esteso gran-
demente il problema trasportandolo dal campo della idrosta-
“tica in quello molto pit fecondo della idrodinamica, per
cui Riemann che, dopo Dirichlet, ¢ quegli che ha spinto il
problema piv innanzi, in fondo alla sua memoria (%), par-
lando del lavoro di Dirichlet, ha potuto dire trattarsi del

(!) Journal von Crelle. Bd. 58.
() Nachrichten von der kinig. Gesoll. der Wiss. von Gdttingen. Bd. 9.
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“ schinen Gedankens ....... mit welchem Dirichlet seine
wissenschaftliche Thitigkeit gekrint hat .

Dirichlet dimostro infatti che un ellissoide di fluido omo-
geneo pud muoversi in guisa che le coordinate di wun swo
elemento ad un tempo qualunque restino funzioni lineart delle
coordinate iniziali e con grande eleganza discusse tutti quei
cast in cut la forma e la condizione di movimento si con-
servano simmetrice rispetto ad un asse. A Riemann invece
si deve la vicerca di tutti i casi in cui U ellissoide conserva
costantemente la stessa forma.

Oltre ai due lavori fondamentali di Dirichlet e di Rie-
mann a cui abbiamo accennato, lavori di interesse si devono
a Dedekind (1), Brioschi (%), Padova (), Betti (*), Basset ().

1l Padova fra gli altri si propone di “ coordinare in un
sol corpo © resultati ottenuti , precedentemente, di dar loro
semplicita e “ di svolgere il caso in cui periodicamente 1 el-
lissoide riprende la stessa forma. .

Mi sembra perd che al modo tenuto dal Padova la lim-
pida idea di Divichlet venga offuscata.

Io mi sono proposto a mia volta il problema del Padova,
servendomi di tutts © lavors precedenti, non escluso quello del
professore testé menzionato, alla cui cortesia devo diversi
schiarimenti sul problema. Non stard ad enumerare tutto
quello che di diverso o di nuovo 0 avrd potuto fare, poiché
questo risulta facilmente dal paragone con i lavori prece-
denti. Mi permetto soltanto di sperare che sard perdonato
al buon wolere, se anche lo scopo non sia stato raggiunto.

(*) Journal von Crelle. Bd. 58.

() Journal von Crelle. Bd. 59.

(3) Annali delle R. Scuola Normale di Pisa, v. 1.
(%) Annali di Matem. pura ed appl. S.1I, T. X.
(°) Lond. Mat. Soc. Proc. V.

CAPITOLO I.

Introduzione cinematica

1. Consideriamo un sistema continuo il quale si deformi in modo
che le coordinate di un suo elemento ad un tempo qualunque siano
funzioni lineari e omogenee delle sue coordinate iniziali. Indicando
allora con z, %, 2, le coordinate di questo elemento al temppo ¢
qualunque, con z,, ¥, 2, le coordinate dello stesso elemento al tempo
iniziale ¢, si avra:

T ==y Xy + e Yo + 3 2o
@) Y = T+ G2 Yo + ax 2,
z=aalzo+a32yo+a33zd )
dove le @y, @y, ... @y sono funzioni di ¢ che per t=t,, dovendo
essere w==x,, y=1fo, =2, hanno i valori
Uy =dp=0n=1 , Gp=ag=.....=dap=20.

Poniamo

Qs Qs Qg3

1 chiaro che D non pud annullarsi durante il continuo de-

formarsi del sistema e poichd il suo valore iniziale ¢ 1 sard sempre

Ann, Se, Norm. 1
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D>>0.

Se ora con oy indichiamo il minore complementare dell’ele-
mento a; nel determinante D, avremo con la risoluzione delle (1):

Dr,=onx—+ouy + oz
() Dy, =+t y + 02
Dey=oux+ony +oxz .

Queste formole (1), (2) stabiliscono fra la configurazione iniziale
del sistema e la configurazione di esso al tempo ¢, quindi anche
fra le configurazioni corrispondenti a due tempi qualunque ¢ e ¢,
una corrispondenza biunivoca e continua che in geometria si suole
indicare col nome di omografia affine.

Dalle note proprietd di una simile corrispondenza ricaviamo
subito che:

— Le particelle situate in un piano restano a qualunque tempo
in un piano; le particelle situate in una quadrica restano in una
quadrica della stessa specie.

— Le particelle situate in piani paralleli restano in piani pa-
ralleli; le particelle situate su due quadriche concentriche ed omo-
tetiche restano sempre su due quadriche concentriche ed omote-
tiche.

Per es. le particelle che all'istante iniziale erano situate sul-
I’ ellissoide

@ oY A
atptag=1

al tempo ¢ sono situate sull’ellissoide

(anx+am?/+aaxz)2+(“12x+azﬁ/+asez)2+ (omgz-o,
) ®

@

2y +002)° — D
<
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¢ le particelle che all’istante iniziale erano situate sui due ellissiodi
omotetici e concentrici:

Y, % TN T S
ateta= atyta="

al tempo ¢ sono situate sugli ellissoidi omotetici e concentrici:

(0!115’5‘|‘’-"&n?/‘l“)‘:uz_)’z (auoc—l-any—é-aazZ)“ N T N
T L g D

(ﬁn?ﬂgl?/“““mz)’ | (st +-0052)° | (st +0a2)* 2D?
T 2 _ .

a n” ' c

— Il rapporto fra i volumi corrispondenti a due tempi qualun-
que tet, & costante. L’elemento di volume dS che al tempo ¢
corrisponde all’ elemento dS,= dir, dy, dz,, considerato nell’istante
iniziale, se con (dz, dy, d?), (dz, dy, d?'), (dz', dy', dZ") si dino-
tano le coordinate al tempo ¢ dei punti che nell'istante iniziale
avevano le coordinate (dz,, 0,0) , (0, dy,, 0) , (0,0,dz), &
dato da

dz  dy dz an dxy e dyy g d2y
AS=|dd dy dZ | = | ay dw, awdy, awdz | = D dS,.
do' dy' d2' ay dw, ag dy, as dz,

Quindi il rapporto fra i volumi corrispondenti nel tempo iniziale
¢ nel tempo ¢ & dato dal determinante D, onde

@) _ D=1

8 la condizione affinche il nostro sistema possa essere considerat o
come un fluido incompressibile. Nel seguito supporremo sempre
verificata questa condizione.

2. Dalle (1) si ottiene per le componenti della velocitd di un
punto:
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dx da da da
=t G G

4 dy dazx da”

@ =G °+dty°+dt

_ gi dasl dag, da:;;

\ 2=z = ant G et g e

e per le (2), tenendo conto di (8), anche:

e =Bu® 4+ By + P2
() oy =FnZ+ By + Pnz
=02 +Bry +Lxu2,

dove:
v, da da d vy da, day  da
pu=a——‘1n du+0‘12 d;’“’»w gtla ) Bm:a =0 d21+ 1275, at +0113 dg
v, da da da Sv, da, da, da,
Bre= 31 = Ogy dtu‘f‘an_d’tm+ 23 dtm ) Bn" = oy d?"'dzzi’*‘”n dt”
_ v, _ day, day, day, _af’y_ % ‘_11_”22 day
o= g, =gy Fowgy T 0 Pa= g, = oargy dowyy ey

©) a p
v, a da. a.
Ba= o Oy ;:l‘l'lm dt32+°lx3 d?

_ 90 day dag, éa_sa
pae— 0(21%‘(“%27[4'“23 at

dag dag, day

pas—a—”'- =24 +
TR IR TR

La (3) stessa, tenendo presente la nota regola per derivare un

determinante, ci da

(7) **—Bu'{‘ﬁn'i'ﬁm—%’l:"‘g;”‘l‘g:a“
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Questa relazione, che & un’altra forma della condizione di in-

comprensibilith, per t=t,, ricordando i valori delle @; in questo
istante e 1 conseguenti valori delle a; e delle B; :

oy =op=odg=1 , ap=otp=...=a5p=0,

b= (dau> B (dm;)o  Bo— ddiza)o ,

dove I'indice o al piede delle derivate indica che le quantita che
ne sono affette devono prendersi per t=ft,, diventa

0 )G

3. Mostriamo ora che ogni movimento il quale possa essere
rappresentato dalle formole (5) puod essere decomposto in altri due
movimenti pitt semplici. Per I'uno di essi il sistema rota come un
corpo rigido intorno ad un asse istantaneo passante per 1’ origine;
per 1'altro invece le componenti della velocita secondo gli assi
coordinati sono le derivate di una stessa funzione delle coordinate
del punto, a cui ci riferiamo, rispetto a queste coordinate; esso con-
siste in tre dilatazioni del sistema secondo tre assi ortogonali.

Le formole (5) possono scriversi infatti:

vz=?llx+%(ﬁlﬁ + pzl)?/ + %(ﬁm'{‘pal)z +%(513—531)3—%(521_‘Bm)y
1 1 1 1
0= (B F-Pro) By +§(Bn+ﬁez)z+‘2‘(521—@12)4”—5(@32'—3%)2

o= o +B)ot BBy G by — 5 B

e se poniamo:
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. 1 v, y '
312=pn ='2'(Blg+pzx)= 1 ( v _l_QD ) %(@32_:3%) =l<al_§vj>

® o =Br= 3 GortBi = 2 (22 2oS) K g ) = )

= boino= 145 - w222

Ye=Buo+fpy +Buz , de=%z—py
Yy =Faz+Bny+fuz , Vy=pzr—nz
Yo=Fu2+ fuy+PBue , vi=ny—Lw,
avremo evidentemente:
Vo=V, +V , vy=v,+ , v.,=0.}+

Il movimento pel quale o', ¢y, v, sono le componenti della
velocith di un punto & precisamente una rotazione del sistema,
come se fosse rigido, intorno ad un asse passante per l'origine e
le cui componenti sono =, L, p.

In quanto, poi, al movimento pel quale le componenti della
velocita di un punto sono v, ¥, v, si vede facilmente che se
si pone

O o =g (Buz*+buy’ + B2 +2B y 526 22+ 2By
si ha:

;% % ., 3

”2_3_1/ ? ”“—ay » Ve =g,

Di pix & noto che possono trovarsi tre nuovi assi &, ¥/, 2 tali
che la forma ¢, riferita ad essi, diventi

® 2p=azt £ By 1,

Il moto di un ellissoide fluido ecc. 7

per cui se i coseni di direzione dei nuovi assi rispetto agli anti-
chi si indicano come risulta dalla tabella seguente:

lwyz

8
2
8

o3
B Bs
T2 T8

<
= ™

avremo: .

d% _dpdor | dpdy | L , , ,
N

3 %o atp %y , 9 oz
3y % 3‘7/ 3!/ 3]/+32 a?/ =By =00+ B+ ="y,

3'.0 9p 0x | Op 2 dp d2 , , , ,
Y =aa T a;az+%@zﬁ:q”“ﬁ””w‘””ﬂ:“'

Quindi:

Vp=ax , v=0 , V=17

sono le componenti della velocitd di ciascuna particella secondo

gli assi #, ¥/, ¢ ¢ la loro forma dimostra, appunto come s era

enunciato, che il movimento consiste in tre dilatazioni secondo

tre assi ortogonali. Un movimento di questa fatta si chiama un

movimento a potenziale e ¢ si chiama il potenziale di velocit.
Se mella espressione (9') di ¢ si sostituiscono per &, ¥, ¢

i loro valori in funzione di @, %, 2 e si identifica il risultato con

" espressione di ¢ data dalla (9) si trovano le seguenti relazioni:

u~aa1+ﬁaz+‘rfx§ 5 @,23=°‘Bx’h+ﬁp172+753“(3
(10) Bu=aﬁ¥+3@§+‘(ﬁg , Ba=omnom+Bret 1%
Be=oar+BB411% » Be=o0uf +Baft+1ab
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da cui risulta
But B+ Pu=0(i+pi+7) +BOE+ B +1D) + 1B+ B+ =
=oa+pB+y
e quindi a causa della (7) &
(™ atBr=0.

4. Supporremo da ora in poi che la massa considerata sia li-
mitata inizialmente da un ellissoide avente il centro nell’origine
delle coordinate, la cui equazione sia

T
1) 2trtz=1

per modo che al tempo ¢, la massa sia ancora esternamente li-
mitata dall’ ellissoide

(on 2+ o y+-0a 2)2_(__(“1237"“‘122?/‘*‘“322)2 (oo y fogm2
a b v o

avente per centro 1'origine.

Introduciamo ora tre nuovi assi § 1, { che coincidano ad ogni
istante con gli assi principali dell’ellissoide precedente in modo
che riferito ad essi abbia per equazione

&2 2 CE
(12) StEta=1

e, per non introdurre molti simboli, supponiamo che i coseni degli
angoli che gli assi €, 1, ¢ formano con gli assi z, y, 2 siano dati
sempre dalla tabella della pag. 7 in modo che al posto di
9, 2 siano sostituiti §, v, ¢.

Il movimento rappresentato dalle (5) si pud decomporre.an-
che nella rotazione degli assi &, 7, £ e nel moto relativo del si-
stema rispetto a questi assi.

Y4

1l moto di un ellissoide fluido ecc. 9

Intanto si ha:
s€=anx+ﬁ1y+_nx y = éf ool
(13) 'q=“2x+p2:’/+722 ) :’/=ﬁx€+pz’f} + B¢
(C=a»w+ﬁsy+nz v e=né+nn+1nt

e se con p, ¢, r si indicano le componenti della rotazione degli
assi & 7, € secondo questi assi, le componenti, secondo gli stessi
assi, della velocita di un punto, in quanto si muove rigidamente
collegato ad essi, sono date da:

(14) Ve=ql—ry , dYu=ré—pC , Je=py—qft.

Il movimento relativo del sistema rispetto agli assi §, 7, &
della stessa specie del movimento generale (5) essendo §, v, ¢ fun-
zioni lineari ed omogenee di @,, %,, 2, come risulta sostituendo
nel 1° gruppo delle (18) z, y, # in funzione di @, %,, 2, dati dalle (1).

Per porre in una forma opportuna queste relazioni consideriamo
le particelle che nell’istante iniziale si trovano sull’ellissoide

AR R TR -
a_§+17§+c?, = <1

omotetico e concentrico all’ellissoide che nello stesso istante rap-
presenta la figura esterna della massa; per quello che s'¢ visto
innanzi queste particelle si troveranno al tempo ¢ sull’ellissoide
I3 T“z &
dtpte=r

omotetico e concentrico all’ellissoide (12) che & la figura esterna
della massa al tempo ¢. Sara percid

& o ¢ _a %, &
as) dtrte=atuta

¢

e se le relazioni che legano &, 1, ¢ ad ,, %, 2 si pongono sotto
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la forma:
E__ oy % : 2
a= e m
, % ) 2
16 3= B
¢
E + ‘3’ 3 + 't 3 )
le o/, f)... +; saranno, per la (15), i coefficienti di una sostitu-

zione ortogonale e possono interpretarsi come i coseni di direzione

che un nuovo sistema di assi €, 1/, {' forma con gli assi & 7, ¢
Seguendo ora la via indicata nel §. 8 otterremo per le com-

ponenti della velocith di un punto in questo movimento

1. 1dd_ &da , dou, dg dy\ 2
) 1 % _132 YT 2
e *Tha T waﬁ%+

dt ¢, '
Ly _ldi_ 1l _ld_
A n b di c g 4 it o« e e e g
e sostituendo per o s Yo , 2§ Yoro valori in funzione di ¢ , 1 , 4
@ ' b’ e a'b’c

ricavati dalle (16), ponendo:

g’ d( do! d3 .
P—“s dt +ﬁs“g+7s s, =0 d;-f@; Pa ‘{1;;-,
d| dy'
7’~0-2dt+pz ﬁl 72-03771’
si ottiene:
" 1 da
vg_.adte+_rn_ gt
" 1db b,
)] V= é—l—b AR L

. , 1 de
1;_— 5_31”1"‘(.0”

o
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In ogni istante questo movimento si scompone in una rotazione
ed in un moto a potenziale. Le componenti della rotazione sono:

4 be

b ) __la—!—b’,
2( b ab |’

mentre le componenti della velocita nel moto a potenziale sono:
vatta(ima) (i)
1) %(z— )ré prd gl ( %)p’C
TSI PEL
1

Se nelle (16) si suppone che % v % rappresentino le coordi=

_é_<é+%>p,____%b . 1( n ) __1_c’+a .

ca

nate del punto % s ?% s %9 rispetto agli assi &, 7, ¢ ; », ¢, 7
0 0 0

sono le componenti della rotazione di questi assi relativamente

agli assi &, 7, ¢ prese secondo questi assi stessi.

Affinche in ogni istante la rotazione degli assi &, 1, ¢, rispetto
agli assi &, 7/, ¢ coincida con la rotazione istantanea del sistema
relativamente agli assi stessi &, 7, {, se nessuna delle componenti
7y ¢, v & zero, dev’essere @ =b==c. In questo caso le compo-

nenti (18) della velocita nel moto a potenziale si riducono a

1 da 1 da 1 da

adit aadV aat o

(') Questo medo di decomporre il movimento generale in due rotazioni e
in un moto a potenziale non & altro che quello di cui parla il prof. Beltrami
nella sua memoria sulla cinematrea dei fluidi al §. 8.

'
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ed essendo per 1’equazione dell’incompressibilita @ = cost., sono
identicamente nulle; il fluido si muove come un corpo rigido con-
servando costantemente la forma di una sfera. Se poi fosse p'=¢'=0

dev’essere a=>0, e quindi il fluido conserva sempre la forma di
un ellissoide di rivoluzione.

5. Il problema del movimento di una massa simile quando su
di essa agiscono forze determinate consiste nel trovare i coeffi-
cienti @; in funzione del tempo. Invece perd della determinazione
diretta di questi coefficienti ci si pud proporre di determinare le
18 variabili:

Oy y Ogefz 3 Oy y Oy y oo s G0, €5
quando infatti fossero conosciute queste quantita i coefficienti a,
sarebbero determinati dalle formole:
Qo =an0o, +bosost-cagoly , @t =aB o, bPBns4 chsols
byag=an B +bos By +cogBs , byt =afi )+ bB:F+ B
as=aont\+boaTs teugts ‘ Cottyg = a7+ bBev's -+ cfals

Uyt == a0+ b ety + cys o
byage= a1+ b7f +cvsfls
Gt =an i+ b1 +crnuts

che si ottengono immediatamente sostituendo nel secondo gruppo
delle (13) i valori di &, 7, ¢ dati dalle (16) e paragonando il ri-
sultato alle (1).

Le quantity o, , i, ... Y3 , come pure oy , B1, . .. 75,
non sono tutte indipendenti. Come nel problema della determina-
zione del moto di un sistema rigido, possiamo cercare di deter-
minare prima le componenti p, ¢, 7; ¥, ¢, » delle rotazioni degli
assi & 7, C; &1, C, e poi da queste quantita risalire alle o, ,
By -evss @y, ... s per mezzo delle formole di Poisson. Le
nostre incognite diventano:

o s Pdyr s oabe

Il moto di un ellissoide fluido ecc. 13

e la condizione D=1 a cui devono soddisfare si trasforma in

(20) abec=a,b,¢, ,
per essere
ady aBy aty o Bon
1 , ; , abe
D=l | 2 W b m B | = g0
cds ¢ [3'3 c ’{'g o B T

Essa esprime che il volume dell’ ellissoide & costante.
Aggiungiamo qui i seguenti sistemi di formole di cui avremo
bisogno nel seguito.
Le componenti della velocita totale di ciascuna particella se-

condo gli assi € %, { si ottengono sommando in corrispondenza
le (14) con le (17) per cui:

y _d , ,
=g+ =2 = T g —ag)C
o & by , ¢

(21) vn=1/n+1)1‘=(m—b¢)E—{—Eg—l—(bp—cp)z
I , y , € , de €
\v;=v¢+v;=(cq~aq);+(bp—cp)% 7?;-

Le componenti della rotazione totale di ciascuna particella se-
condo gli assi & u, { sono date invece dalle formole:

1pde 1

T=PT5 e P g

O+ (1) —6— o+
_ , 1 t N ) 2 !
A=0—5 o 1 =1+t @—)—C—a) (q+q)2

5w ' =4%l g(a—i—b)”(r—r')—(a—b)’(r—}—r’)

e se poniamo:
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IL'ZLB':,‘,Q%Q':@,U;_':W ' CAPITOLO IL
PRt tgt= v g =
avremo anche pit brevemente: Equazioni di Dirichlet
2bc¥(b+c*u’—(b—c)’uz
22) x’=2—1—1m§(c+a)2b' —(c—ayv

1. Consideriamo ora una massa fluida, avente la forma di un

P = 2ab @+ bFw — (@ — b w 2

ellissoide, incompressibile, priva di attrito ed omogenea e cerchiamo
se, ammettendo che le sue particelle si attraggano secondo la legge
di Newton, essa pud muoversi, conformemente all’ipotesi di Diri-
chlet, in modo che le coordinate di un suo elemento al tempo ¢,
qualunque, siano funzioni lineari ed omogenee delle coordinate
iniziali.

Le equazioni dell’idrodinamica di Lagrange, a cui bisogna sod-
disfare perche la ipotesi fatta sia accettabile, sono:

Pods | dydy | dP2de _3(V—P)
a 3::: + df =, + af dx, oz,
dode | dydy | d B _3(V—-P)
. df dy, ' dff dy, ' df dy, O
@ &Qx &y 3y + dz % _ 9(V—=P) P)
dft 9z, dt’ % T dAf % %%
%z dy o=
E + i 3o Ao 2 ’

dove V & la funzione potenziale dell’ ellissoide riferita ad un punto
interno e P, se si suppone eguale ad uno la densita costante del
fluido, indica il valore della pressione nel punto considerato.
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Supponiamo che nell’istante iniziale 1’equazione dell’ellissoide
che limita la massa fluida sia

@ %+%+§=

Co

e che le relazioni che legano z, y, 2 ad @y, Yo, 2 sieno:
(3) r=a,2,} alz?/o+alazo yY=0an ot z=agmt...,

come nel Cap. prec.

Dobbiamo cominciare col trovare 'espressione di V per mezzo
delle coordinate iniziali @y, %o, 2. 1 noto che la funzione poten-
ziale di un ellissoide omogeneo riferito ai suoi assi principali e re-
lativa ad un punto interno & la somma di un termine costante
e di una funzione omogenea di secondo grado nelle coordinate del
punto a cui ci riferiamo (*). La stessa forma competera a 'V quando
I'ellissoide si riferisca a tre assi qualunque con l'origine nel suo
centro, perché le formole di trasformazioue delle coordinate sono
lineari ed omogenee, e per la stessa ragione V conservera la stessa
forma anche quando si esprimano le coordinate di un punto (z, 7, 2)

in funzione delle sue coordinate iniziali. Sicché potremo porre
*

(4) V=H—A, 25— Anyi—An2t—2A5020—2A5200—2A00701f0

riserbandoci di determinare in seguito i coefficienti H, A; in fun-
zione delle a; .

. Diamo a P la forma
—_ 2
5) —cost—{-c(l———g—l‘;_fz)
dove 5 & una funzione ignota del tempo. Con questa scelta P ha

un valore costante sulla superficie dell’ellissoide e viene a dipen-
dere dalla sola quantita o.

(1) Berr Teorica delle forze Newtoniane pag. 74.

1l moto di un ellissoide fluido ece. 17

Sostituendo le (3), (4) e (5) nelle prime tre equazioni (1), si

ottengono a destra ed a sinistra delle espressioni lineari ed omo-

genee in x,, ¥y, 2, ed osservando che esse devono essere verificate

identicamente rispetto a queste variabili, si deduce che le funzioni
incognite del tempo @, devono soddisfare alle condizioni:

audau—l— nd;::2+asl d;:?:—ZA“
"dd?3+ e +“3‘(%*§=_2Am
SN P S,

®) 'au%ﬂn%Jf%d%:‘“”“b%
ap B 1o Tl g0 Tl — 20,
ade;l d“ﬂ_{_ d;?’_——_-——ZAm
u, Fan d’a,g n ndd?g + amd;;??=_2Am
N

Sostituendo invece le (3) nell’ultima delle (1) si ha:
(6) D=1,

dove D indica sempre il determinante dei coefficienti a;,

Se potremo dimostrare che le 10 equazioni (6) o (6') sono atte
a determinarci le 10 incognite @; e s quali funzioni finite e con-
tinue del tempo il nostro asserto sara completamente dimostrato.

Ann, Sc, Norm. 2
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Percid & necessario determinare dapprima le A; .

2. Supponiamo a questo fine di avere un ellissoide pieno di ma-
teria con la densita costante eguale ad uno e riferito ai suoi assi
principali, sicché abbia per equazione

€2 2 CZ
et te=t

Se le particelle di questa massa si attirano conformemente alla
legge di Newton il valore della funzione potenziale di questo el-
lissoide, relativamente ad un punto interno, sara

o0 52 n) c?
L~ e R s

™ V== s s s 4=
o}/ (r)(+) ()
® e 7}2 [ e .,]2 & N )
o et (Gt d )@ @)
=T —1 = 5
JoA A

dove per brevita & posto
(8) At = (1 + fé) (1 + 314 5 =G Gyt 4 Gy 1.
T F)UTe)

Con un cambiamento di assi coordinati, per modo che sia:
9) é=wmz+Biy+nz, 1=0r+Gy+1z, (=wnrt...
I’ equazione dell’ ellissoide diverra
(10)  F=B,2*+Byy’+ By’ +2Byyz-+2Bsza+2Bay=1 ,
mentre le forme:

2 2 ‘2
f=%2+:gf+gz‘ &+t

)
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si cangeranno in:
F e 4yt 420 .
La forma .
é? .nE C?
F=petoatap
che & reciproca di £, si cambierd invece nella forma F', reciproca

di F, poiche la sostituzione érasposta della (9), per la quale la F' si
cambia nella f', cioé:

r=onétan+tol,y=pné+...,2=né+...,
coincide con la (9) stessa.
Se ora ricordiamo che, per la geometria analitica, si ha:

By—s By By
/ 1 1 1
By,  Bp—s By - '-—"'“(S*-;g —p)\8T )
By By By—s
si trova anche, cambiando s in ——i— e moltiplicando per s°,
Bus+1 Bps Bys
1n Bas Baps—+1 Bys
‘ Bus  Bus  Bystl
= (145) (145) (14 5) ==t ta tasst

Da tutto cid possiamo concludere che il valore della funzione
potenziale in un punto interno z, y, 2 dell’ellissoide (10), riferito
ad assi qualunque, & dato dall’espressione

(oo}
(12) V=Efi§
0A

dove F' & la forma reciproca di F e A & determinato dalla (11).
3. Ritornando ora al nostro caso per equazione dell’ ellissoide
dobbiamo prendere

| PSP (@ g ) (G5 +65) )
A?
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Fe (“uw"*‘“i‘;?g‘*"amz )2+( 2t ‘{"dzl;zg/+“3ﬁ)z+(d1ﬂ+aj§y+dwz)g=

=B,2" 4 Buy’ + By’ + 2Byyz -+ 2Byex + 2By =1,

per cui i coefficienti B; sono dati dalle formole:

a" o3 o3 Ol U3y Olgp Olge Olgg Olgg
B, = + b’ + z y Byg=—5 + I3 + a
@y (] 0
[ 28 o a Olgo O Olgg 0L,
(13) B22 21 + 22 _|_ B:n—- 31%n + u n + 323 13
B °‘3¥ o5 0!33 ‘111‘121 am”zz a:sam
s = r + o+ 5 s Be=—3 -+ .
0

Se inoltre si pone
F=B,2"+Buy’+ Byxz+2Byyz+2By2z+2Bpay,
avremo pure:
By=By,By— B = ayai + bl 4 cials

azbic

Bn—BsaBu-' Bl “o_—azl + boba? + coa”
0 Co

: ajast + Ba + das
By=B;Bx— Bz = il_aﬁobg’,—c%_o—
(14)

g bE sy g -+ Cas a,
BI”=B31.B)2—B3gBu= 0 1 1 + ‘:%_chg! 0 (33 Uz

By =By By — BBy = A boaz%a:s+ €3z e

Bs—= By By — By By = ‘loauan + boauzan + G asan .

abic

(*) Per intendere facilmente queste formole bisogna temer presente che
D=1 e che quindi il minore algebrico di un certo elemento del determinante
reciproco ¢ eguale all’ elemento corrispondente di D.
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Per mezzo di queste formole si pud calcolare il valore di V
in funzione di z, y, # ; perd il nostro scopo sard raggiunto solo
quando avremo determinato V in funzione di wy, %, 2 -

Sostituendo effettivamente z, ¥, 2, in funzione di @y, %, 2

e ponendo:

P=aitaitat , P=anon+anan+ason
(18) Q=ai+as+ai , Q=asan+ anaa +amay
R=aj+ai+ai , R=oanan+ tnan—+aa,,

dove si pud osservare che &:

an o as |*
(16) DP=|ay ap an|=

A Q3 Ag
e che

F=B,2*+Byxy*+..

si trova :

PR ¢
R Q P|=1
Q PR

2
+ +02‘

00 o]
RP—Q* , PQ—R™\=z [sds, Pr f sds
Au fA3+< T e 0A“+ Zhecs /O AY

0 [ee] ]
T ds | (PQ-—R* QR—P*\7 f sds | Qnm f s*ds
Ap=pm [o‘ ‘A‘3+< e t—a >b§ o8 ez Joas

o0
= QR —P? , RP—Q*\= sds fsgds
Aa= s ﬁmﬁ(_*’_o )r b+ i Jo A

@
b2
an’ .
__(@QR'—PP) sds , Prm
A”——.—bgcﬁ“ i 07A3+2000

Ay = -—(R'P"— QIQ) Sds Q d

+

coay (s
!

| o]

Au=—" o &+

(P"Q—RR) | sds, R

ibics

T

bocs

oo}
fsds
0 A*
o0
/sids
0 AY
o0
fs’ds
0A



22 0. Tedone

Si pud osservare pure che

Bys + 1 Bys Bis
(18) A= | Bys Byus+1 Bys —
Bys Biss Bys 41

bies * chai ahs

-t ()" ’+(@*ﬁ Bp-Q", PO R”)m

s . o |

Pt R Q ’
- |® Q—I—% P ‘
’ ' s |

Q P B %

Di qui si deduce che i coefficienti A; dipendono soltanto dalle
quantita P,Q,R,P,Q ,R .
Il valore di H & dato semplicemente da

' 0
a9 -y

4. Siamo ora in grado di mostrare che le equazioni (6) deter-
minano effettivamente per le @, delle funzioni finite e continue
del tempo. Prendendo a considerare insieme quelle delle equazioni

(6) che contengono le stesse seconde derivate, per esempio:
day,  da, & . . -
-dtTu , dt:l , #‘:ﬂ , e risolvendole rispetto a queste, si ottiene:

&*a, 23
dt;l = aT oy — 2 (Apon + Ao + Ajgon)

% 2
(20) d(;l a_s o — 2 (Apoter 4+ Avgtay + Ajyrtas)

dPay, 26
\ dtzl = a_§ om — 2 (Anos 4 Ayrae + Ayzg) -
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Come questo si hanuo altri due sistemi di equazioni analoghi.

Se ora la funzione s & tale che sostituita per essa, nei secondi

membri delle equazioni precedenti, la sua espressione in funzione
delle a; e delle derivate rispetto al tempo di queste quantita, que-
sti secondi membri diventano funzioni finite e continue delle a;

delle derivate % e del tempo, per un teorema noto di calcolo

integrale, risulterebbe immediatamente il nostro teorema.
Per calcolare il valore di 6 in funzione delle a; e delle de-
rivate di queste quantithd rispetto al tempo,” osserviamo che

@*D  d*a a* 4 &*a, X
W ;au‘*“ d(:?am‘f’ (Z:aaxa'f‘ dt:l oy - -+%z%°‘ss+

",i,““, day  dayg) oﬂ % olai ay 273 (2%
dt dt dt dt dt dt

|

i day,  day dagy
{+ I R A el
|

I.dam oy dog | \day  doy  doy
(@t @t at  at dt
Sostituendo in questa equazione i valori delle derivate seconde delle
, date dalle (20) ed osservando che la somma degli ultimi de-
terminanti si pud porre sotto la forma

S da,; doy;

dt dt

dove la sommatoria & estesa a tutte le combinazioni possibili
@y oy , AVremo:

9 oh +oh + o ok + ok + ok o'-13 + ‘123 + o3
e Tt

a

3
=22; (Ana"H‘ An“-%‘{'Asa“«g +2Anmmﬁc‘3+2Azﬂia’1ﬂ+ 2A 15000 ) -
T
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2‘ dai; dog;

dt dt

Ora per un teorema di Poisson &

*V *V
% e + 322 —*4‘”:
3:‘ FV &V VvV *V oV >V
<9 5 u+3‘/ d.2+3220!13+2 ya Uv2173+29 37, Olig, ”+23 ay du’112>=

= — 23 (Ao +Apr - Agrd -2 A ptiatis 2 A gt 24 o os)

per cui la formola precedente si pud scrivere

(21) (‘ﬁl 1 Of; + o + ot 4 ok 4 ok, + ofs + o -+ 0‘33)

b I

_ day doj
=2r—5 20 @

Il determinante reciproco di D, ¥ + ay, oy 0 , & eguale ad
uno. Le o; non possono, quindi, annullarsi mai tutte contempora-

neamente, per cui il coefficente di o & sempre diverso da zero.
La (21) mostra che s e, quindi, i secondi membri delle (20)
da,;

sono funzioni finite e continue delle a;; e delle W .

5. Qui conviene notare ancora un’ altra forma sotto cui si pud
porre D'espressione di 5. Osserviamo percid che per le (16) del Cap. I.

da da da, da da
|¢21 it +°‘22 22+723 d;a y Ogr d:1+‘732 22‘}'0‘3:4 2

90,3, v, v, av,,

3‘/ % 3 3/ das dag, datz dag,

d d
g1~ ar +°‘zzd—t+‘ B dmﬁ‘i‘%z s ey

at T
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dag dayg day day, day dag,

A dt dt dt At
=an + + a =

dag, das dag; day day dag

T @l @ oa |\ @ @

E ay e Oag

| dan day das
— @ @ @

‘M%%
¢ At dt

per cui la (21), ricordando I’ espressione della sommatoria per
mezzo di determinanti, si pud scrivere:

(‘ﬁx‘*‘agl‘i‘a?xl + alet-o5 05, + “fs‘*‘“gs‘*'a%a) 56—
5 =

a; b c

v, Jvy + v vy By v, + vy v, v, v, v, v,

=gy Ty dyse Tedy e

9z Y 9z +3x % °

Ora &
v, dv,  Ov, v, . vy,

T Wy T Wy k|

R RS

quindi, a causa della condizione d’incompressibilita e delle (13), si
pud dare alla (21) la forma definitiva :

(22) (By + By + Byg)o =

(5

v, 31),_, vy 90, 4% v, v,
92 dy " ox 3z

= 21r—|—;-
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Possiamo qui aggiungere 'osservazione seguente relativa alla
pressione.

Perché il movimento del fluido sia fisicamente possibile il
valore della pressione nell'interno della massa fluida e alla sua
superficie dev’ essere positivo. Siccome poi il fattore di s nel-
1’ espressione (5) & compreso fra 0 ed 1, se o & negativo & neces-
sario che la costante sia sufficientemente grande ossia che alla
superficie esterna del fluido si eserciti una pressione abbastanza
forte. Se invece ¢ & positivo il movimento sara possibile senza sup-
porre alcuna pressione esterna. Ora, come risulta dalle (21) e (22),
il valore di ¢ & noto soltanto quando siano integrate le equazioni
(6), quindi, in generale, allora soltanto potremo discutere della pos-
sibilita fisica del movimento.

Solo il valore iniziale di & si ricava immediatamente, tenendo
presenti le formole del Cap. prec., per =1, . Esso & dato da

(o) Cie ) Car
+ (%)o(dg:x>o+<%>o \%>o+<%>o<%>o ’

Alcune osservazioni generali.

6. Per trattare ilnostro problema abbiamo fatto le due ipotesi che
il fluido sia omogeneo e privo di attrito. Possiamo perd osservare
che Dattrito non ha nessuna influenza sui movimenti di cui ci oc-
cupiamo. Basta percid notare che, se per risolvere il nostro pro-
blema, ci fossimo serviti delle equazioni di Eulero, quando si vo-
lesse considerare anche 1 attrito, al secondo membro di ciascuna
andrebbe aggiunto un termine che & il prodotto di una costante
per il A® di una delle quantita v, , v, , v: (*), e nel nostro caso &
A, = A%, = A%, = 0.

(") Vedi: Kircanorr, Mechanik. pag. 369.

11 moto di un ellissoide flwido ecc. 27

Non & pit lo stesso quando si supponga il fluido eterogeneo.

Difatti, almeno in generale, la funzione potenziale V dell’ellis-
soide, riferito ad un punto interno, non & pit del secondo grado
rispetto alle coordinate del punto. Intanto perché le equazioni di
Lagrange, nell'ipotesi di Dirichlet, possano essere soddisfatte V—P
deve essere una funzione omogenea del secondo grado, a meno
di una costante, e deve dipendere da un solo parametro. P non pud
dunque assumere la forma che le abbiamo assegnato fin qui. Cosi
la generalizzazione tentata dal Betti (') del problema di Dirichlet
non pud ritenersi pienamente giustificata. Ritorneremo in seguito
ad illustrare meglio questo punto.

Aggiungiamo ancora che se le particelle del fluido fossero sog-
gette, oltre alleloro reciproche attrazioni, ad una stessa forza costante,
come avverrebbe se si osservasse il fenomeno sulla Terra tenendo,
quindi, conto della gravita, ciascuna di esse subirebbe una stessa
traslazione nella direzione della forza. La forma della massa fluida
ed il suo movimento relativamente al baricentro sarebbero, percid
gli stessi che nel moto assoluto di un ellissoide le cui particelle
fossero soggette soltanto alle Joro azioni reciproche.

 Le equazioni di Dirichlet sotto la forma loro data
dal prof. Brioschi. Legge di reciprocita di Dedekind.

A 00
7. Cominciamo col calcolare la derivata i / is
day Yo A
Abbiamo intante:
~ 00 ‘ - o0
D fd_ 1| ds ot
day JOA T T 2704 day

(1) Sopra i moti che conservano la forma ellissoidale a una massa fluida
eterogenea. Ann. di matem. pura e applic. Ser. II, T. X.
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e
P+ R Q
tz
0A? 9 , s
§a_u = m R Q + I;E P =
' P R s
Q + @

, S
2| g+ @B —an Q)+ (@ Q—wR) 5+
bs ¢ B2 &

+ au QR —P*) + 4 (P'Q' — RR) + au (PR’ — QQ) {.
Per essere poi:
Potyy+ R'otio+ Qo= 1 (01101, Gagia+ ig0tus) + Aar (@a10 + Aatiae+ aging) +
+ an (@n oy +...) =an,
o (RP — Q%) — 03y (PQ — RR) =R (o, P+ 00 R 02 Q) —
— QO Q +ueP 4+ a3R) = anR —a Q'
0y (PQ—R?) —ay RP —QQ)=Q (0uP 4R +0,3Q) —
—R (R +0:Q+ 0 P)=0a,Q -- a R,
@y (QR—P*) 40, (P'Q —RR) + (PR —QQ)=
= an (s + 0y - 0) - o (o1 0ty - e a1+ 0132 0431) -
13 (0ty3 0y g Oty Oty 0y ) =0ty (@1 Otz ip iz Og) o oo o =1y,

si pud scrivere anche
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2A? RP—Q® PQ R®
dan A — =20 1+S< [ + )+s e §+
RR’ RIPI_ g J
3 0 Co
per cui

(o]
? ds
21!:3711-l 07;———2a§(Ana“+Auu,,+A13a,2) .

La prima delle (20) si pud allora porre sotto la forma

o0 (e o]

Fa ds__ 9 [ds

2— - —_— -
ay ar _26a,,+21:aa“ 0D = a; (20D+ 2“./0A> .

Analogamente si avrebbe per le altre:

Q0 o0
a.,d:z;l 33 <26D+2an) ) agdfT‘;ﬂz-a% (20D+2n/(;%s)v

©
d*ay, ] fds
2 —
B — = 2 26D 42z o y

Col porre:
oo
26D+ 2% OK =K
(24) Ly=0qoln , Ly=0yly , X3= 0 a3

n=bte , Yp=0ban , Ys=byas

Q=003 53 H=C0yn , 2= gy,

le equazioni di Dirichlet si riducono alla forma seguente, loro

data dal Brioschi:
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dz, K dx K dx, K

AT S dF T dw, ' AP w,

o5 &y K &y, K dy, K

25) AF g AR T dy dE g
! & __ K dz K dz K |

A~ 0z ' df T 0z ' df 3z

In funzione delle nuove variabili @i, yi, 2 &:

Ay Gy Uy Ty o2&
D= 1
T an G dg = a_ubo—ﬁ—u X3 Ys 23 |
Az Ay Qg3 X3 Y 23

A=

2
azbic; buco cal b* c

s
=g F @At a byl F ) s+
0 Yo Co

+ ()@ -+
poiché:
=

‘0

QR—P*  RP—Q* A PQ—R?

@ R
I R ’+ 1| s an as * 1| an au an |?
= = =
A | Qg Qg (g3 by | an an as ¢ | e A as
_ 1 Yoy Y [P 2 2 2 lg @, wp wy |2
= iz 2 - '
asbies || 21 2 2 &Ly Ty Ty | oY Ys

3 /2 /2 2
_s_+(P Q2+2 2+<QR P* RP—Q" PQ— R)sH:

(@i ad+ad) + 05 (e + ot ad) + ¢ (ah+ ad+ady)!,

Il moto di un ellissoide fluido ecc. 31

8. Sotto questa forma notevole le equazioni di Dirichlet ci

forniscono immediatamente la dimostrazione di un importante teo-

rema dovuto a Dedekind. Se scambiamo z,, @3, ¥s, con ¥, 21, 2

lasciando inalterati x, ¥s, 23, le equazioni (25) restano inalterate

poiche tali restano D, A e quindi K. Dunque ad ogni soluzione
delle equazioni (25) corrispondono i due movimenti:

=4 N 2 fz
—‘aoxo‘*'bo?/o‘f‘cbzo y = x0+b ?/a+

Ly Y2 2
y=*xo+z‘yo+j—zo , *%’l‘ “Zo
23 o Co %
PA 2 2
z—"—wo'l‘b %+ —zo y 2= —m+ 7Y+ = 2
(4 by Co

In ogni istante la figura esterna della massa fluida & la stessa
nei due casi, poiché A, che eguagliato a zero da nelle radici s,
i semiassi dell’ ellissoide, & simmetrico nelle z, , ¥, ...., 23 . Cosl pure
la pressione ha evidentemente lo stesso valore ip ciascuno dei due
casi. Da un movimento si passa all’altro cambiando soltanto la
condizione iniziale. Due tali movimenti li chiameremo reciproci e
diremo che si corrispondono secondo la legge di reciprociti.

Integrali delle equazioni di Dirichlet.

9. Nel problema di cui ci occupiamo sussistono gli integrali
del baricentro, quelli delle aree, I'integrale delle forze vive e quelli
derivanti dal principio della conservazione delle rotazioni di
Helmholtz, perché le forze che agiscono sulle particelle del no-
stro sistema sono reciproche ed ammettono una funzione poten-
ziale.

Gli integrali del baricentro sono verificati identicamente; essi
porterebbero alla conseguenza che il baricentro del sistema, che
nel nostro caso & 1’ origine delle coordinate stia sempre in quiete.
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Pel principio delle aree le componenti della coppia di quantita
di moto sono costanti, per cui:

dz dy _ dx dz _
j; Y dt) ds = cost. , lzﬁ—xﬁf> ds =cost. ,
2
/; —y dt)nls—-cost

dove s & lo spazio occupato dalla massa. Sostituendo per z, y, z
le loro espressioni in funzione di z,, y,, 2, ed osservando che

fw:dso=%‘az,fyzdso=%bz,fzzdso=%c:,
So So S
fyozods=[zoxodso=fxoyods=0 ,
3 J 8y 8o

si trovano gli integrali corrispondenti sotto la forma:

2] <a21da31 A3 —— da, ) +ba< dasy — %>+c§< L‘igﬁ - amdal

ST T g it
_ dagy s datgs
=M= ”(a) S\t Jo

a3 aaldal - ﬁudaal >+ b2< da a3 das, )+ el agy dam das,

) dat at var  ar Y T a
_ da,a das,
= A= dt > @ ( dt Jo

da da day; da d da
‘ a§<auTZl = 7;—1>+ bg(%rgzi 2% dtm ) + Gg(als%? - anﬁ

- A.s—'ao(dagl> _ ba dal2>

11 principio della conservazione della forza viva ci da subito

)
@)
)
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T dr\? dy™\? de\?

I+ (@) +(@)

e quindi ricordando che il potenziale di un ellissoide omogeneo,
su se stesso, & dato da

Vds
s

Pt R Q
0
e}
1 _M ds 2 | S o 1
2/;Vds_52noK,A—R Q+p P *
Qr PI

si trova per 1'integrale corrispondente, delle forze vive, con un
calcolo analogo al precedente,

(A )5

(e () () e [

@0 a

1l principio di Helmholtz, relativo alla conservazione delle rota-
zioni, finalmente, viene espresso dall’equazioni :

0.0 x| v,y w3y - W, 0% .k

T VAT S T VAR P PALIE Y i VY Pt
.80 v, dx [ - T o .
37“370—E%-F...—Bz—cost.,%a—%—a—%%-}—...-_Ba_cost.(),

per cui sostituendo per w, ¥, 2; vz, vy, v, le loro espressioni in

() Berrr. Teorica delle forze mewt. pag. 128.
(%) Kircunorr. Mechanik, pag. 165.

Ann. Se, Norm. 3
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funzione di %y, Yo, 2, si ottiene: Considerando queste, nella forma (20), si pud scrivere:

| dayg day, dags da22 day, das, © ®
e——— O3 ——+ Qg —— — Qg + @ —a = day 2 d d*a El ds
g R LR 7 2 8~ @ dt; =20a, + 2;.;3%1'/0‘%' ag dt’ﬂ = 260y +2ﬂ:aa21 OK
B — ( dan dag,
=E\ @ S @t Jo
) R P [& R P ds
day  day day dax dag das, dt e g A ‘ = Jo &
3—— U Ay gy — A O, — Ay~ =
dt dt dt dt dt dt 0
(@8) s T = 260, + 27 C ds c da”_ch + 2= o jds
a, 2 d“lz mdau + azl a%d“u Ty da;,g %2% — Moltiplicando le equazioni della prima terna per ay, @y, agy ri-
di ds dt dt e dt spettivamente, quelle della seconda terna per ay, i, a3 e som-
—B, — (daw dag, mando ciascuna volta, indi sottraendo i due risultati, si trova:
=B={% )—a )
dPay, d*ay 8 dam_ d*ay, +a ./ dal;,_a (ﬁaﬁ
Moltiplicando le (28) successivamente per ay, @, @3 € som- @\ an g, aw ae O\aﬂ de  “Tap RN e
mando, tenendo conto delle (6), (8) del Cap. I, si trova
C[dsg o eA' aAT QA aAT QA QAY)
Bss — @32 =B, ay -} B a, + Bx az=2m. =F OE% aﬂéo?; “aa 1 “”aa al?@b;—{— a”aﬁﬁa”a?w -

Similmente si troverebbe:

ds 3A’3 oP A%3 E)Q oQ
331_Blsszazl+Bzazz+B3%3=2X ) @xe'—ﬁzx=Bza32+Bs%s=2{)- fA3 aP =1 2laal a“ﬁi) +3Q ( A a"aa >-+-+

Facendo t=¢%, in queste formole risulta:
0A? 3 ( oR SR'\

5 =0,
Bi=2m , B,=2y,, By =2p, +3R t

agia_an aaes
e . poiché
e quindi si pud scrivere:
3 opP opP

T =0y T + Gy Yo + ay Po Ll az[m-“u’&) =0y Gy — Oy Ay =0 )

(28) L=y 7 + s Yo + @z po .
Con una integrazione, di cui 1'equazione precedente & suscettibile,
p=dumt anyst auo - si trova immediatamente il primo degli integrali (26). Con analogo
10. Mostriamo ora brevemente come questi integrali possono processo si troverebbero gli altri due.

dedursi direttamente dalle equazioni di Dirichlet.
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L’integrale delle forze vive si deduce ancora pit semplicemente.
Consideriamo percid le tre equazioni:

© ®
&*a 9 ds . d*a 9 ds
Py 1 2 W B as
RO7S =200y~ I_znaau‘/‘oA y g 2005+ 27 aam;/()\A l

{o0]

d*a, El ds
=g 2 - -

ap aE soy 7‘3(1314 A,

Moltiplichiamole rispettivamente per ddlt“ , %‘ , dis‘_ e som-

miamo; troveremo a questo modo

o d
dt

dt an oA

Sommiamo ora questa equazione con le due analoghe che si ot-
tengono scambiando af con b e con ¢ e il secondo indice 1 con

- dD
2, e con 3; ricaviamo cosi, osservando che — =0,

() ) ) )+ )+

)bl ) (0 erb

e con una integrazione ritroviamo subito l'integrale della forze
vive.

el
“

Se ora finalmente sottragghiamo a due a due quelle delle equa-
zioni (6) che hanno uno stesso secondo membro troviamo delle
combinazioni integrabili che ci conducono agli integrali (28).

v o)
(T () (e oS it 2mi e L [
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11. Prendiamo ora a considerare gli integrali di Helmholtz
sotto la forma:

=au7‘fo+amXo+amPo H X=a2171'0+ anXo‘i’“rsPﬁ P=(‘317‘0+

e cerchiamo di trarre da essi alcune conseguenze.

Intanto si deduce immediatamente che, se nell’istante iniziale
e, poiché questo & arbitrario, in un istante qualunque, =, ¥, p si
annullano, essi sono sempre nulli. In questo caso sussistono le egua-
glianze (vedi form. 18 Cap. I):

oy _ % _on 2
e Oy 'dx = 'dy ox '’

per cui I’espressione

vy 81;,3 o, v, |, v vy

S_zay o %z + dy O

¢ certamente positiva e la (22) mostra che tale & anche 6. Pos-
siamo concludere percid che se il fluido non rota, il movimento
di esso & sempre fisicamente possibile anche nell’assenza di qualun-
que pressione esterna.
Le linee vorticose
dv __ dy  dz

=%

’

nel nostro caso, sono rette. Di queste consideriamo quella che
passa per il centro dell’ellissoide che possiamo chiamare linea
vorticosa centrale. Questa linea, nell’istante iniziale, avra per equa-
zioni:

Bo=kmy , Y=k , 20=1kp, ,

dove % & un fattore di proporzionalith. Al tempo ¢ una sua par-
ticella (2o % 2,) sard andata nel punto
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T = 0y X -+ W2 Yo+ @13 2 , Y=Au &+ cev. , 2=0ag 7, + ...
ossia nel punto ‘

e=k(anm + aoyo + aup) =kn , y=ky, 2=kp .

Percid tutte le particelle che all’istante iniziale formavano la li-

nea vorticosa centrale, al tempo ¢ saranno situate ancora sulla_

linea vorticosa centrale corrispondente a questo tempo. Cid vale
di qualunque altra linea vorticosa.

A causa ora della linearith delle relazioni che legano le coor-
dinate z, y, 2 alle z,, %, 2, ne viene che le particelle del fluido
che nell’istante iniziale giacevano su di un diametro dell’ellissoide
e sul piano diametrale coniugato, saranno rimaste in questa rela-
zione anche al tempo ¢, rispetto all’ellissoide corrispondente. Ne
segue che anche il piano diametrale coniugato alla linea vorticora
centrale contiene sempre le stesse particelle fluide e cid vale anche
di ogni piano parallelo.

Consideriamo ancora sulla linea vorticosa centrale, al tempo

iniziale, la particella @, ¥, 2,. Il quadrato della sua distanza dal-
I’ origine sara

A=+ A=FE R+ =Fa
se si pone o, ==/ 7 + % -+ 3 . Al tempo ¢, qualunque, come si

& visto, essa sard situata ancora sulla linea vorticosa centrale e
le sue coordinate saranno:

v=kn ,y=ky,z2=kp,
quindi il quadrato della sua distanza dall’origine sara data da
P=K@ 42 ) =K,
dove o =/ w4 y*+4 ' . Dalle precedenti relazioni si deduce

r ®
7o @y

e quindi che la distanza di una particella appartenente alla linea
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vorticosa centrale dal centro dell’ellissoide & proporzionale alla
grandezza della rotazione comune a tutte le particelle. In partico-
lare, la lunghezza del diametro dell’ellissoide che coincide con la
linea vorticosa centrale varia proporzionalmente alla grandezza
della rotazione di ciascuna particella (1).

() Questo teorema, per quanto contenuto nei teoremi generali della dinamica,
non & stato rilevato nei lavori precedenti sul soggetto che in casi particolari.



CAPITOLO III.

Equazioni differenziali di Riemann

1. Abbiamo visto nel Cap. I che il movimento pit generale di
un ellissoide fluido, nell'ipotesi che le coordinate di un elemento
si conservino funzioni lineari ed omogenee delle coordinate ini-
ziali, si pud far dipendere dalla determinazione: della rotazione di
un sistema di assi &, 1, { che in ogni istante coincide col sistema
degli assi principali dell’ ellissoide, della rotazione di un altro si-
stema di assi &, 7], {, relativamente al primo e dei semi assi a, b, c.

Indichiamo ora con p, ¢, 7 ; p', ¢, 7' le componenti delle rota-
zioni dei due sistemi di assi, secondo &, 1, {, come in quel capitolo
& stato fatto, e proponiamoci il problema di trovare le equazioni dif-
ferenziali a cui soddisfano le quantita p, ¢, r, ; ¢, ¢, * ; @, b, ¢,
quando al fluido si impongono le altre condizioni complementari
della ipotesi di Dirichlet.

Ci serviremo per cido del principio di Hamilton. Se con T si
indica la forza viva del sistema, con P, il potenziale, notando che
fra a, b, ¢ esiste la relazione @ b ¢ = cost., all’ equazione che de-
riva da questo principio, si pud dare la forma

4
0] aJt‘ (T+P +42)log (abe)) dt =0 ,

dove si suppone che il sistema ai tempi £, # abbia delle confi-
gurazioni assegnate.
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Eseguendo la variazione indicata in (1), si trova:
h

or, 3T da 3P | o oT T,
2 a0y TLada O s or el apr 3 Lap|=0.
(2)[“” .,,,cia R A A Tl Wt i T

dt

Supporremo ora che ogni movimento variato che, secondo il
principio accennato di Hamilton, bisogna considerare, soddisfi
sempre alla ipotesi fatta pel moto reale e individueremo ognuno
di essi per mezzo delle variazioni di @, b, ¢ e delle rotazioni infi-
nitesime py, g1, 715 Py ¢1y 1 dei due sistemi di assi§, 7, ¢; &,
17, §, secondo gli assi & 7, L.

Se i coseni degli angoli che questi sistemi di assi famno fra
loro e con gli assi fissi #, %, 2 sono indicati come nel Cap. I, p,,
1y 713 P'1y ¢y 7'y saranno determinati dalle espressioni:

=300+ Ba 8Pt 1507 » r=oulos+....., M=ol F.....
D=t 3ol BBy, gi=01Fols ... , rhi=dyda ...
Sostituendo in (2) per &p, 3¢, . ... le espressioni note:
d .
6p=§-+qu—glr 8p——--—+¢r — g\

dql

d )
59:% +rp—np 3 +1'p—rp

dr. ] dT/ () ro
67‘:67; +ro—ny a,—=7t—‘—|—pq1—1019 ¢

con delle integrazioni per parti, si ha

B 3T d T | 2
0= V,/t; ‘”Lz,,c % dtada+aa+2 Bat
dt

A -5

d oT 9T oT
+ N ’
%,,p‘ dtap Tag” Tart

q d T T oT
LIRS

i

() Vedi: Kircuaorr. Mechanik, pag. 58.

-
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Poiché le quantits 8a, 3b, 8c; py, @i, 17 Pr, 71, 71 debbono
riguardarsi, nell’ equazione precedente, come completamente arbi-
trarie troviamo le equazioni cercate sotto la forma:

a T aT 9(T+P’

+22
%
. d 9T 3(T4+P) ,
@ N B
dt
dﬂ H’*‘P)_'_z_
3@ dc
at
dor_ar or dar_ar, o,
dt dp aq ot dt 3pf Sq or
K - . )aor _er, or
(4)?3,5@9 g W amyTal ey
A S S [ aar_or, or,
Vaor— ap? 5t Vaar = I

2. Passiamo ora a calcolare la forza viva del sistema. Ricor-
dando le formole (21) del Cap. I, si trova:

T;é/[

g +@p —cp —-—(b; —.ar)

& da— + (ar' - bf')ge(aq’—cq) %z2+

+

{n %C de
b

e poichg:

Vg M L, M, o M,
jew=ge, [ro=gr, [ro=ge

[enas= [(neds= fteas=0,

2
ot (cq' - aq)i— —(ep - bp)g} } ds
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DA () 8+

risulta

+(ar’ = br)*+(aq — cq)*+(bp' — cp)*+(br' — ar)’+<cq' —ag)*+(cp' — bp)*l.

Se poniamo:

bt otd o, rdr
() / )
i__P—D 99— =7
o 5 , v 5 W=,

I'espressione di T si pud scrivere anche cosi:

o e ) @

(b= P ut+(c — af vr+(a — b wt+(b+0) 1+ (c+a) o™+ (a+b)”w”‘J.

Qui conviene pure ricordare che il potenziale dell’elissoide so-
pra a se stesso & dato da

o0
M P=2s" [ ds %H

VD0

e che, se indichiamo la funzione potenziale dello stesso elissoide

riferito ad un punto interno con
(8) V =cost. — (A&+ B4 C&),

notando che

(04 2) (143) (145) =g @9 G40 @49,
abbiamo :

oP M P M 3P M
9) 37=_—2aAg,—8-b— 2bB5, % 2603«.

Sostituendo 1’espressione di T e di P’ nelle (4), (4), (4) e
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trascurando il fattore % che comparirebbe a fattore comune in
tutte, quando si fosse cambiato opportunamente il valore di ), si
avranno senz’ altro le equazioni differenziali a cui soddisfano «,
b,c; p, q 7; p,q,r. Con una leggera trasformazione possiamo
far in modo da far comparire in tutte le u, v, w; w, ¥, ', definite
dalle (5), al posto delle p, g, r; 1/, ¢, +'. Prendiamo percid a con-
siderare le equazioni che risultano dal sostituire 1'espressione (6)
di T nelle ultime equazioni (4) e (4") ciod:

d(a B) dw d (a+b)

2(a—b)w (a—b) +2( a-+b)w

iy,
+p =<c— aPo+(et+ayd |- gl (0 - u+ (b+c)’u’% =0

d(a b) dw d (a+b)

2(a—b)w— +(a—b)2a——2(a+b)w

—(@ +b)2
+p {(c— v —(c+a)v}—qt(b—cfu— (b+c)’u’} =0

Sommando queste due equazioni ed osservando che

(c—a)P-(b-cl=(a—b)(a+b—-2¢), (c+a)*— (b+c)=(a—1D)(a+b+2¢)

si trova, dividendo il risultato per 2 (a—1b),

d(a — dw

2w d (—b)7+(a+b 2¢) uv+ (a+b+2¢)u v =0.

Se le stesse equazioni invece di sommarle, le avessimo sottratte
e avessimo diviso il risultato per 2 (¢+b), avremmo trovato

d(a+b)+( +b)%—u+(a b—2¢)u v+ (a—b+2c)uv' =0.

20
Si possono ottenere con calcolo analogo altre due coppie di equa-
zioni; esse risultano dalle due gia scritte scambiando ciclicamente
a, b, ¢; u, v, w.

Le equazioni di Riemann, si presentano percid mnella forma
seguente:
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(@ =B wt+(a— v+ [@+D W+ (a+ o) =5 ;; Aa—%;

(b- )+ (b — )+ (+e) P+ 0+ a)w® —l‘gg Bb_%

-@) i+ -Dutt Pt hu-1 Tooge 2

2u’w;; 9 +(-0 % + (b+0—2a)nw+(b+c+2a)v'w’=0
d (b+4)

10y { 29 —7— Tt +(b+)ﬁ+(b—c—2a)ww+(b c+2a)ow' =0

2 d(cdt +(0—a)@+(c+a—Zb)wu+(c+a+2b)w,u,=0
2 rd(0+a)+(+a)%—+(c—a 2B) -+ (c ~ a+2b)wid = 0
210d(ad;b) +(a b)~+(a+b 2¢}uv+(a+b+20)u,u_
2 :d(a+b)+(+b)—+(a b= 20 v+ (a—b+20)ud =0

(10) @ b c=cost.

3. Il calcolo che abbiamo fatto per trovare le equazioni (10)
& soltanto una generalizzazione di quello fatto da Kirchhoff
quando ha voluto dedurre le equazioni del moto di un corpo ri-
gido dal principio di Hamilton. Si pud anzi aggiungere che se
nei calcoli precedenti si fossero supposti a, b, ¢ costanti e in
quiete gli assi &, 7/, {' avremmo trovato le equazioni del moto di
un ellissoide rigido, mentre se si fossero supposti @, b, ¢ costanti
ed in quiete gli assi §, 7, { si sarebbero trovate le equazioni di
un moto di fluido in un involucro ellissoidico solido.

Perd le equazioni (9) possono dedursi senza grande difficolta
dalle equazioni di Lagrange. Questo calcolo anzi diventa neces-
sario quando si voglia trovare la relazione che lega 1'indeter-
minata A alla pressione che noi dobbiamo supporre sempre data
dall’ espressione
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. &2 2 c2
(11) P=cost.+s<1—?——%—?>.
Vogliamo indicare brevemente questo calcolo. Le equazioni di
Lagrange si possono porre facilmente sotto la forma :

d*x &y
(12) Eﬁa’-l—;ltzpl-*_ﬁfé“—T’ Bt gphte= o

Basta percid moltiplicarle successivamente per%i?, %yé—“ N e;:’,

P aai:‘ s %y;(; s 2;%‘; e per %%’ , aa%’ , 33%, e sommare ciascuna volta.
I primi membri delle equazioni precedenti non sono altro che le
componenti dell’accelerazione del punto (z, y, 2) secondo gli assi
&, 1, L e possono percid scriversi:

dvg “dv,, dvy

G T " + qug v —prg+ que 9% + v, (V)

dove g, v, , vz sono, come nel Cap. I, le componenti della ve-
locita del punto che consideriamo rispetto agli assi corrispon-
denti. La prima equazione di Lagrange si pud porre percid anche
nella forma che segue:
dvg 3(V-P)

(13) %—mn—l—qv;:—s—e—— .

Sostituendo in questa equazione e nelle analoghe per V l'e-
spressione (8),per vg, v,, vzle (21) del Cap I. e notando che &:

a&_m_,¢ o8
¢ ¢ a’ dt

€ N

¢
2oy
¢

(14) a 2

4E_,m amn_
Ga v i @Y

(*) Queste formole valgono tutte le volte che si ha da considerare la de-
rivata geometrica di una grandezza geometrica rispetto ad assi mobili. Osser-

vando che la velocita del punto 7 % 5 % rispetto agli assi ¢, », ¢’ & nulla
ne discendono le (14).

#z, A(V-P) d&x &y, _g(v—ﬁ)‘
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si ottengono facilmente le equazioni richieste. La prima di esse &

2
[iT; +2brv+2cqq—a (Pt ¢*)=2 ag —2aA

che pud anche scriversi
1 o 1
(@ =B+ (= o'+ (a+ B w+ (a+0) "~ 5 ‘flg = aA—z-

da cui si deduce A=o.

Qui cade opportuno di notare che abbiamo potuto applicare
il principio di Hamilton per dedurre le equazioni differenziali del
nostro problema, soltanto perche la esistenza di movimenti soddi-
sfacenti alla ipotesi di Dirichlet & stata gia provata nel Cap. IL. Le
ipotesi da noi fatte sulla natura del movimento impongono al fluido
dei legami, tali che le coordinate di un elemento ad un tempo
qualunque restino sempre funzioni lineari ed omogenee delle
coordinate iniziali, e non & affatto evidente che lasciando al fluido
tutta la sua liberta esso si muoverebbe nel modo determinato dalle
nostre equazioni per una conveniente determinazione dello stato
iniziale soltanto. B questa la circostanza a cui il prof. Betti non
ha posto mente nel tentare di generalizzare il problema di cui ci
occupiamo.

Altra dimostrazione della legge di reciprocita di Dedekind.

4. Dalla forma che hanno le equazioni di Riemann risulta im-
mediatamente che esse restano inalterate cangiando i segni ad
o, o, w. Con questo cambiamento si permutano le p, ¢, » con
le p, ¢, ' e quindi anche, i coseni a; , 0 .... 73 con oy , o3... 5.
Dalle (19) del Cap. 1 segue poi che i coefficienti ay ay, , by @ , ¢y 35
restano inalterati, mentre b, @), , ¢y @13 , ¢, ds3 si scambiano con
@y 4 @y 05 , Dy @tz Le due soluzioni delle equazioni di Riemann
che si ottengono con questo scambio determinano due movimenti
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tali che ad uno stesso tempo i due ellissoidi hanno gli stessi assi e
in punti corrispondenti la pressione ha uno stesso valore, come
risulta dal fatto che tanto 1’equazione (18) del Cap. II, che de-
termina i semi assi dell’ ellissoide, quanto il valore di o dato dalla
(21) dello stesso Cap., restano inalterati con lo scambio indicato.
Questi due movimenti si corrispondono secondo la legge di reci-
procita di Dedekind.

Risulta pure da questa dimostrazione che quello che ¢’¢ di
differente nei due movimenti & il diverso ufficio che compiono i
due sistemi di assi &, 7, ¢ ; &, 1, ¢". Nell'uno gli assi principali
dell’ellissoide coincidono continuamente con gli assi &, 1, ¢ ; nel-
I'altro con gli assi &, 7, €.

Nelle equazioni di Riemann si pud cambiare il segno anche a
due delle coppie di quantith u, ' ; v, ¢ ; w,w' senza che esse si
alterino. Perd questo cambiamento di segno equivale al cambia-
mento del segno di uno degli assi &, 1, {; cangiando il segno
p. es. ad u, % ; v,¢ si vengono a cambiare i segni di p,p ;¢,¢
e cid equivale a cambiare il segno ad s, Bs 73 ; o5, B3, 75, come
risulta dalle formole di Poisson, ossia a cambiare il segno al-
I'asse L.

Le due soluzioni dell’equazioni di Riemann che cosi si ottengono
corrispondono a due movimenti simmetricamente eguali di uno
stesso ellissoide.

Integrali delle equazioni di Riemann.

5. Per trovare gli integrali delle aree cominciamo a calcolare
le componenti della coppia di quantita di moto. Abbiamo

' dy _
]s g/ﬂ—-zE)ds—

=al/‘@vc—%vn)ds-i—ag[(mi—év;)ds—i—a3/3<évn—nv5)ds .
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Ora sostituendo per DE A ”C iloro valori dati dalle (21) del

Cap. I, si trova

fs(nv;—tvﬂ)d =30 —a) b+ (@ —w)e] =
=T
9

- %’I{u)_ o+ (b—o)td }

¢ similmente:

" \ aT ) aT
L(cvi_&ﬂt) ds = 3 [(Etn —nvE> ds_‘é'[ ,
donde:
oT oT oT
u‘S] + aga’g + Gy = cost.
In modo analogo si troverebbe:
oT oT oT
31_3? + ?2@ + 6 P cost.
CoT oT oT
N » + 12 3 +1s 3 = cost.

Quadrando e sommando queste relazioni risulta 1’ integrale delle aree
sotto la forma

W (G) () () e
Se poniamo:

(bte)u'+(o—efu=yg , (c+a)+(c—a)v=h , (a+b)"'+(a—b)w=Ek

la (15) si potra scrivere anche

(15 ¢* + #* + K = cost.

Ann. Se, Norm. 4
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Per trovare gli integrali di Helmholtz si pud procedere come
segue. Dalle (28') del Cap. II si ha:

. N o Yo Po
TE= an T + Qe Yo +asp = a ay _o+ by ays 7=+ € s
a by q,

To %o Po

X=a21“0+ Q22 Yo + asp = a an a_+ boanb*'f—co“zsc—
o o o

P——0317‘70+a3270+‘13390 = aoazl ‘|"bua32b +Co“33"~

Moltiplicando queste equazioni per o, , f; , 71 ¢ sommando si
trova

J kL ) I}
7r=a11=+31x+'{10=a;fa’1+a%fﬁ +ap~°'n )
0

dove =, %', ¢/ dinotano, come al Cap. I, le componenti della ro-
tazione secondo gli assi &, v, { ; per cui tenendo presenti le (22)
dello stesso Capitolo, si pud scrivere anche

sial @ ord — b —oruf=a B b e aly,,

ossia
(b4 o*u — (b —c)*u=2bycomas + 2o Yo fr + 2 bopo Y -

Se poniamo:

.(b+c W—-b-)u=g, (cta)¥ —(c—a)v=H, (a+b)%% —(a-blw=

2bh ey mo=go 2¢ ayo="ny 2abp=FK,
abbiamo finalmente

4= glo oy Hy g+ Kot

e cosl pure:
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K =gyoy +Hofls + Ko
K =goos +Hfs+Fors -

Quadrando e sommando queste equazioni si avra 1'integrale cercato
sotto la forma:

(16) g%+ R* + K* = cost.

Dalla forma di questi integrali risulta che in due movimenti
di uno stesso ellissoide, che si corrispondono secondo la legge di
reciprocita di Dedekind, gli integrale delle aree e quelli di Helmholtz
si scambiano il loro significato.

Ricordando 1'espressione della forza viva e del potenziale (6),
(7) si ha finalmente 1’ ultimo ingrale proveniente dal principio della
conservazione della forza viva:

o HE @

+(b - u® +(c — a)0°+(a — bYw*+(b + ¢ + (c+ a)*v*+ (@ + bYu” =

+

et

6. Questi integrali possono dedursi molto facilmente dalle equa-
zioni differenziali stesse del problema.
oT T T
p 9 o
e sommiamo, troviamo un’espressione suscettibile di una integra-
zione immediata e che ci conduce all’integrale delle aree.
oT 3T oT
W
e procediamo allo stesso modo si arriva all'integrale di Helmholtz.

Cosi se moltiplichiamo le (4') rispettivamente per

Se invece moltiplichiamo le (4") successivamente per
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Per ricavare 1'integrale delle forze vive poi moltiplichiamo le
do db de .
(4) successivamente per —— T @ d le (4) per p, g, r ele (4"

per ', ¢, v e sommiamo ciascuna volta, avremo:

d aTda T da | P da__
2% ?i‘a% ESadt +2‘3a dat

dt
T da oT d*a T da
= dt(z dadt)+2 dadE T 2aade dt
dt dt
o dT  d/ adp _
Zp?tap dt(zp 3p> —2% pat
.d 3T aT dp'
by Py ™ dt(z > war
Sommando le 3 relazioni cosi ottenute, si trova
oT da T, %
dtiE S0 di +35 P+Zs +
dt
T d*a OT da oT dp oT dp (iri' _
+2 dadt’+28a # T2y at2yata=""
dt
Siccome ora T & una funzione omogeriea del secondo grado in

db
da , Z—:; Py Q75 P, ¢, 7 le prime tre sommatorie formano

dt ' dt
— 2 %’f , mentre le altre tre formano 9% , per cui 1'equazione

precedente ci da senz’altro

d N
G @—P)=0.
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Paragone fra le equazioni di Dirichlet e quelle di Riemann.

7. Cerchiamo ora, dei due sistemi di equazioni differenziali,
(6) del Cap.IL e (10) del presente, quale offre maggiori vantaggi per
la trattazione di casi speciali.

Poniamo mente, percio, al fatto che le equazioni di Dirichlet for-
mano un sistema del sedicesimo ordine, poiche in esse si possono far
comparire le derivate seconde di 8 variabili soltanto, eliminandone
una per mezzo dell’equazione dell’ incompressibilita. Di questo si-
stema si conoscono 7 integrali, sicché prima di ridurre il problema
alle quadrature bisogna integrare ancora un sistema del 9° ordine.

Le equazioni di Riemann, invece, formano un sistema del 10°
ordine e di esso conosciamo tre integrali, per cui resta solo da
integrare un sistema del 7° ordine. Ma, per la soluzione completa
del problema, bisogna determinare ancora i coseni:

(18) Oy y Ogeee Y33 01y Opeeus -

Siccome poi questa determinazione dipende da due quadrature,
come ora mostreremo, possiamo dire che la trasformazione ope-
rata da Riemann delle equazioni di Dirichlet equivale alla ricerca
di due integrali primi.

Per la trattazione di casi speciali, dunque, le equazioni di Rie-
mann sono da preferirsi a quelle di Dirichlet, quantunque per ri-
cerche generali, a causa della loro simmetria, possono essere utili
anche quest’ ultime. )

8. Per trattare ora della determinazione dei coseni (18) osser-
viamo che le tre terne di coseni:

e A e R TR (R

sono tre sistemi d’integrali particolari del sistema di equazioni:

d db, dfy
(19) d—;=9°3" 70, , w——ren——p% ) m"?gz—qgl 5
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mentre le tre terne:
' / ) . "o .
oy, oy 055 By Bey Bas Yy 7es ¥ss
sono tre sistemi d’integrali particolari del sistema di equazioni:

9, dh, , dh. , ,
(20) a.t_‘_.—_d% 7’92,——-—1'9 p93,dt—3=p92,_q91.

Di ciascuno di questi sistemi di equazioni si conosce un si-
stema di integrali particolari. Infatti ogni sistema di soluzioni di
(19) rappresenta delle quantitd proporzionali ai coseni di direzione
che una retta fissa nello spazio forma con gli assi &, 7, ¢ e vi-
ceversa e quindi g, &, k& che sono le componenti della coppia di
quantita di moto rispetto agli assi €, 7, { soddisfano alle (19).

Similmente ¢, /', k¥ sono un sistema d’integrali particolari di
(20) perche, come-lo mostrano gli integrali di Helmholtz, la retta
che fa con gli assi &', 7, {' angoli i cui coseni sono proporzionali a
¢, I, ¥ si muove rigidamente unita agli assi &, 1, ¢ (%) e ogni solu-
zione di (20) rappresenta quantita proporzionali ai coseni che una
retta rigidamente unita al sistema £, 7, ¢ forma con gli assi £, 1, ¢.

Introduciamo, ora un nuovo sistema di assi X, Y,Z con-
gruente col sistema x, y, 2 ed in modo che l'asse Z coincida con
I'asse della coppia di quantita di moto. La posizione del primo
sistema rispetto al secondo dipende dalla condizione iniziale del
movimento e deve considerarsi come nota. Bastera allora, per co-
noscere i coseni degli angoli che formano i sistemi x, y, 2 5 &, 7, ¢,
determinare i coseni degli angoli che gli assi §, 7, € formano con
gli assi X, Y, Z.

Indicandoli con gli stessi simboli, per brevita, poniamo:

41 = cosf senf , vy, =senf senf , 13 = cosH

0, =cospsend , By =senpsend , 13 = cosh .

(*) I coseni che questa retta fa con gli assi ¢, », ¢ sono proporzionali a
gy F Ry | Ky = gy, Mo, Fo.
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B noto che tutti i coseni o, , ..., 7; saranno conosciuti quando
avremo determinato ¢, f, 0
Ora, evidentemente, si ha:

Nififs=g:h:k
per cui:

h

T2
cos0 = 3 = tang f=— 1 =2
* ’ gf T 9

k
VE+ R+ R

Da tang p = % si ottiene poi, servendoci delle (19)
3

dp o5 dy — By dos _ ‘{1p+’1’2th pcosf—l—qsgn_fdt
1—‘{3 1—1 sen 0

onde
‘P—f pcosf—{-qsenfdt
sen 0
Per determinare gli altri coseni o/;...7; si procederd analoga-
mente introducendo un altro sistema di assi E, H, Z rigidamente
legati al sistema &, 7, C ed in modo che I'asse Z coincida con

la retta i cui coseni degli angoli che forma con gli assi &, 1,
sono proporzionali a ¢, I, ¥.



CAPITOLO IV.

Casi in cui la forma dell"ellissoide ¢ la condizione di movimento
presentano completa simmetria inforno ad un asse

1. Supponiamo ora che 1'ellissoide limitante la massa fluida
sia di rotazione ed intorno al suo asse di simmetria il movimento
si mantenga pure continuamente simmetrico.

Se 1'asse di rotazione dell’ellissoide & 1'asse 2 dovremo sup-
porre allora che sia 2== {=={¢. L’ipotesi che gli assi { e { coin-
cidano continuamente con 1'asse 2, a cui siamo condotti dall’altra
che il movimento debba mantenersi simmetrico intorno a quest’asse,
richiede:

1) p=p=q=¢=0 ossia u=vw=v=1v=0.

Potendo poi anche osservare che gli altri due assi principali
dell’ ellissoide, avendo una posizione arbitraria nel piano z ¥, si
possono supporre in quiete, si pud aggiungere anche la condi-
zione:

@) r—0  w—— i =

oo

Le equazioni di Riemann, quando in esse si portano le ipotesi (1),
(2) e laltra:
3) . a=1b
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diventano:
d*a ]
2 __ 7 — —_9
ap 7P 2Aa—2 P
(4) L@ s
aE = 2Cc—2 p

a% = cost. , a’c=cost. (V).

Per effettuare 1'integrazione di questo sistema riferiamoci al-
I'equazione delle forze vive che, nel nostro caso, si riduce a

o0
da\? | 1/dc\? :
(5)<§> +§<7(;> +a'p*=2zn ”**—Js—_—;"f“ cost.
1 s\ 1 s
0 +E§/ +Zz
Poniamo:
©6) ac=6° | ei=a
W) © P Po c——ﬁc=‘ﬂa,

TVER yaRs e &

dove 1'indice o al piede di ciascuna quantita indica che essa viene
considerata nell’istante iniziale. Con queste posizioni si ha, cam-
biando s in 9%:

0 ©
_ 4 e 4
s s s
o121+ Jo(i+e)/1+s
() Le ultime due equazioni ci danno i di t %: cost. caso par-

ticolare del teorema generale dimostrato in fine al Cap. IL
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e quindi la (5) si pud scrivere:
1
8) <2+ a;) ( ) + 8z

Trovato o da questa equazione, le (6), (7) danno ¢, @ e p.

Dividendo poi la prima delle (4) per @, la seconda per 2¢ e
sommando, facendo uso dell’equazione a® ¢ = cost. derivata loga-
ritmicamente due volte, si ottiene per o, che solo resta da deter-
minare:

2 1 2 d*a 1 d*
(ﬁh)“—“—? t3la ;#—
1 da de 3/1de\2
— o ? Y PR BB (eics
=2r—¢+5 dt> ta <dt> 2 ar—y +4<g dt)

la quale equazione, ponendo mente a (6) e (7), si pud anche seri-
vere:

e T

2. Prima di passare allo studio delle particolarita che offrono
i nostri movimenti, premettiamo le considerazioni che seguono.
Ponendo:

()

© ds
f@O=[————
fo (14 s)\/l +5

. . N
e cambiando nell'integrale s in R trova:

® 7o) =§f°°——di: =\/7if°%ls/_—3_~;
o Ata\/1+s  HUFIVEEs

" “—f — l—cost.
<1+as 142
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mentre cambiando s in «® s, si ha:

@ fl@)=a f e _L 2 )
(U409 VI F “/ 1.\t
R A G DR

Dalla forma () di f («), poiché il secondo fattore resta finito
anche per o =0, si deduce che f (0) = 0; mentre dalla forma
(1), poiche il secondo fattore resta finito anche per o= oo si
deduce che f () =0.

Da una qualunque delle forme date ad f(«) risulta poi im-

mediatamente :
® g
= [—"5 =e.
0(1 + 8z

La derivata di f (o) & data da

o 0]

1 sds
ro=(p—1) [ —2—
. LAY
| (e \/(l +3)
e si ha: . -
o ds
f(O)—hm /—sj - =00
a=0 Va Jo 149+
£ (1)=0.

Quando o varia con continuith da 0 ad 1, f' (¢) & positiva e
decresce costantemente da - oo a 0, poiche la derivata di

1—o® ™ sds
fla)="1 f S
CVa o (Ve
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ciod:

541 ("®  sds 9 o 2 [P sds
—— — — g (l—der | ——————
2o J A4Vt o L+ (@ Fs)

& negativa per o compresa fra 0 ed 1. f' (o) & invece negativa
per o> 1.

Dunque quando o cresce da 0 ad 1, f(2) cresce continuamente
da 0 a 2, per questo valore diventa massima, indi decresce con-
tinuamente un’altra volta fino a 0.

Se k& & una costante qualunque positiva I'equazione f (a) =
ha percid due radici o, o' tali che 0 <o/ <1 < o' < @ quando
0 < k<2, le quali coincidono nel limite k=2 e spariscono per

k> 2. L’equazione f' (#)=Fk ha invece sempre una sola radice.
Riguardo alla funzione

b (@) =1 @) a—1 (),

dove & & la radice dell’equazione
o} e
f (o) =2 quindi 0 <3 <1,
0
osserviamo che la derivata

V@ =r@—7r,

& negativa per o compreso fra 0 e 3, per a=23 si annulla ed &
positiva per o< 3. Percid quando o« cresce da 0 a &, ¢ (o) di-
minuisce costantemente da 0 a ¢ (3), quivi acquista il suo minimo
valore, per crescere poi continuamente insieme ad o sino all'in-
finito. L'equazione § (o) = —Fk, con 0 > —k > ¢ (3), ammette
due radici of, o tali che 0 > o/>> 8> o le quali coincidono per
— k=14 (3). Invece I'equazione ¢ (%) =%, con k>0, ha una
sola radice maggiore di &
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Ci sara pure utile aggiungere qualche considerazione sulla
funzione

0 ®
B (o) = 1—a? sds i =a%(1_a3 s ds

— (R B —

¢ s\® 1+48)%/ (a*+3)°

0 (1+“s)2\/<1+5’> . o( A
Per o compreso fra 0 e 1, o*f' («) & positiva, si annulla per
o.==1 e, come risulta dalla seconda forma in cui si & messa, anche
per o =20. La funzione o’ f' (x) deve dunque avere un massimo
almeno nell’intervallo 0, 1. Dimostriamo che ne ha uno solo.

La sua derivata &

g o (1—3ad) - s”dsi:. —Baz [oo—fds:j
o I+ Ve +oF 0 (149 6+

J

che si pud scrivere

3 1(/1 © gds ® sds
&) | Toves 2 | aravees
o (1+9) V(e +s) Jo 1+9) V(e +s)

2

Quando o cresce da 0 ad 1, ( ) sds

(1 + 3)’ \/(ﬂ + s)°
0 9 0

diminuisce da 4 0 a — 2 $ d39 , mentre 2 [ s d.i

o1 +e)% o L9V (@ +s?

®ds ®sds
diminuisce da 2 — a2 &3 vi sard quindi un
0(1+s)’\/s5 o 97

solo valore di o fra 0 ed 1 per cui le due espressioni diventano
eguali e la derivata si annulla.

L’ equazione o® f' (2) =k, con 0 < k<2, ha percid due ra-
dici che coincidono per k = 2 e spariscono per k> 2.
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Calcolando questo valore si trova a=0,135..... e pel cor-
rispondente valore della funzione «*f" (o) =0, 2246....

3. Dopo cid passiamo a studiare dapprima il caso in cui le
particelle del fluido non rotano e quindi sia ® =w,=0. La (8) di-

venta allora:
1 da\*
=(2+2) (%)

1 do\?
a0 (245) (5) '+ 8 -re
Se il fluido comincia il suo movimento dal riposo sard anche

(%)0=0 per cui la (10) si semplifichera ancora come segue:

o () @ eerrea—rol-o

Questa equazione da con una quadratura ¢ in funzione di o,

o o1
2+ o
¢ ———————da,
an oV 8 17 (@) —7 (@)}
ed invertendo o« in funzione di ¢.
L’integrale (11) & finito, poiché la funzione sotto il segno in-

tegrale al limite inferiore diventa infinita soltanto d’ordine % .

Affinché il movimento sia reale, risulta da (10') o da (11) che
dev’essere:

(12) f) =1 () -

Tenendo presenti le proprieta della funzione f (2), possiamo fare
sul valore di a, tre ipotesi:

1~ . a=1.
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A questo valore di ¢, corrisponde il massimo di f (%) e quindi
affinché (12) sia verificata, dev’essere sempre:

f@=f6) , a=un , .

11 fluido & in equilibrio e la sua forma esterna & quella di
una sfera.

2.0 0<la <1.

L’ equazione f (2) = f (%) ha in questo caso due radici oy, a,
tali che

0o <1<0,.

A causa della (12) a pud variare soltanto fra o, e oy, quindi «
crescerd a partire da o, fino ad o,, pel quale valore acquista il

. da. Ao . .
suo massimo, essendo T nulla e iE negativa, come risulta da

(10" e dalla equazione:
C 1N\ d*e 8 /da\? ,
(13) 2(21_;3)@—? %> —8xf (2)

derivata della (10') stessa. Acquistato questo valore, o comincia
a decrescere fino ad o, in cui acquista il minimo valore per poi
ritornare ad aumentare. L’ ellissoide oscilla continuamente fra due
configurazioni determinate e cominciando coll'essere schiacciato
per o= o, passa alternativamente per la forma sferica e per la
forma di un ellissoide allungato (*). Il tempo che impiega a de-
scrivere una oscillazione &

() Nel caso limite di #,==0 I’ellissoide comincia coll’essere un disco cir-
colare e termina per essere un cilindro circolare infinitamente lungo.In questo
caso T & infinito.
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oy 1

24 =

T= ——\/ . do.
o |

ARG
3.2 a >1.

Questo caso non differisce dal precedente che per lo scambio
di o, in o, . Il movimento consisterd in vibrazioni isocrone e 1'el-
lissoide, cominciando il suo movimento dall’essere allungato, passa
alternativamente per la forma sferica e per quella di un ellissoide
schiacciato.

Nel caso generale in cui (%\) & diverso da zero la (10) ci
0

da per la realith del movimento:
1 da\?
+(23) (@), =0
ossia

(19) 8nf(a)28nf(ao)—(2+52)<%>: .
Se

8% /() —F (2

8z=f(ao)—(2+:—g) (%) =0

1’ equazione

ag  sere=ssrt)—(2+5) (%)

oy dt Jo
& soddisfatta da due valori o , o di a tali che 0 <To'<<1<Zd'.
I1 moto consiste, come prima, in oscillazioni isocrone ed o , o'
hanno I'ufficio di o , &, . La sola differenza & che nel primo caso
per tempo iniziale si sceglie una di quelle configurazioni in cui

do .
pr annulla.
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Se poi

wtea=(3+1) (8 <

. .. do . .
I'equazione (14) non ha radici, - non si annulla mai, conserva

dt
un segno - costante, per cui I’ellissoide si allunga o si schiaccia
indefinitamente secondo che il segno di Z: & positivo o negativo.

Questi movimenti sono tutti fisicamente possibili, senza sup-
porre 'esistenza di una pressione esterna alla superficie dell’el-
lissoide.

4. Osserviamo ancora che nel caso in cui le particelle di fluido
non rotano, ma I'ellissoide pud essere anche ad assi disuguali,
I'equazioni del problema si riducono a:

1 &% ] 1d% G 1 d% G
“aar e Taa =" TaE =0
abc= cost.

e coincidono con le equazioni differenziali del moto del punto
(a, b, ¢) di massa 1, soggetto a restare sulla superficie «bc=cost.
quando le forze esterne ammettono un potenziale 2 H. Il problema
non si riduce alle quadrature.

5. Consideriamo ora il caso in cui le particelle di fluido rotano
e quindi, tenendo presenti le notazioni introdotte nel §. 2, si abbia:

1Y /da)\? 1Y /da\2?
1) (24 3) (5) +sme 00 =2+ ) (%), + 854
In questo caso per la realita del movimento si richiede che sia
1 1 /da\?
0 s@<ve+g(2+5)(%) -

¢ (»), e quindi o, non pud crescere percid indefinitamente.

Ann. Sc. Norm. 5
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Risulta quindi che Desistenza del pit piccolo movimento di ro-
tazione delle particelle fluide impedisce un illimitato allungamento
dell’ ellissoide.

Ponendo mente alle proprieta di ¢ (o) anche qui possiamo fare
tre ipotesi:

v et () (@) e

Essendo ¢ (3) il minimo valore che pud acquistare ¢ (o) deve
essere:

<%>o=° L bE)=00) , a=3,

e la (16) ci mostra che dev’essere continuamente,

do.
1@=40 ,a=2, (7)=0
Siccome 8 < 1 si deduce che, in questo caso, il movimento
consiste nella rotazione uniforme, come un corpo rigido, di un el-

lissoide schiacciato intorno all’ asse di riveluzione. Questo & il caso
2
. . . ® . .
studiato da Maclaurin. La relazione ;: =f"() ci da, togliendo
0
Pindice zero:

" m2=%= ) .

Ad ogni valore di o corrisponde, quindi, a meno del segno,
un solo valore di pj; invece come risulta dalle proprietd della fun-
zione o®f' (2), ad ogni valore di w®<Z0, 2246 ..... corrispondono
due valori di & e quindi due ellissoidi distinti di Maclaurin che
possono rotare con la stessa velocita angolare. Questi due ellis-
s0idi coincidono in un solo quando w® raggiunge il limite 0, 2246...
e non esistono pit quando lo supera.
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Essendo ® <C 1 la (9) mostra che s & positivo e che quindi il
moto & possibile fisicamente senza che alla superficie dell’ellissoide
si eserciti alcuna pressione esterna.

1 1 do\* _
2. 10 <veo+ gz (24 5) (7)) <0
In questo caso 'equazione
1 1 do\2
(18) ¢ (@) =¢ (@) + 5= <2+zg><%>o

& soddisfatta da due valori distinti o , o di o tali che 0 of <8 <o
Poiche ¢ (o)) < (o) = ¢ (&), o & compreso fra o e o' ; se

da\ .. N .. . .
) @ positivo o cresce da o, ad o, quivi acquista il suo mas-
0
simo valore indi decresce fino ad o per tornare poi a crescere

. d . A
un’altra volta. Se invece (d—i\) & negativo, o diminuisce fino
0

ad o per poi tornare a crescere. L’ ellissoide oscilla continuamente
fra due sue configurazioni determinate (%).

Se all’epoca del massimo allungamento dell’ ellissoide, la ro-
tazione supera un certo valore, per la possibilita fisica del movi-
mento si richiede che alla superficie dell’ellissoide si eserciti una
pressione abbastanza forte.

8 v +gs(243) (%), >0

0

Se si verifica infine questa condizione 1'equazione (18) ammette
da.

una sola radice o > ay. Se <37> & negativo o diminuisce co-
[

(1) Nel caso in cui o = 0 l'ellissoide perd finisce con lo schiacciarsi in-
definitamente.
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.. . i do. N o
stantemente a cominciare da o,; se invece (B—t € positivo «
)

cresce da o, ad of in cul acquista il suo valore massimo, indi
diminuisce indefinitivamente. L’ellissoide, quindi, o dal principio del
movimento o dopo il decorso di un tempo finito si schiaccia in-
definitamente.

Anche qui vale, rispetto alla pressione, 1’ osservazione fatta nel
caso 2.°

=cost.+2H —%

CAPITOLO V.

(asi in cui la forma dell'ellissoide resta costantemente la stessa

1. Cominciamo prima di tutto a mostrare che il valore di o
si pud esprimere per mezzo di a, b, ¢ soltanto. Percid moltipli-
chiamo la prima delle equazioni (10) del Cap. III per @, la seconda
per b e la terza per ¢ e sommiamo. Avremo cosi:

Ad*+Bb*+-Cc*—3o=(a—b)*w*+(a+b)*w*+(a —c)*-(at-0)*+
1/ d% &* d*c
22 N wa it et
0= Ot — 5 (0 + 055 o
che, facendo uso dell’equazione delle forze vive, si pud ridurre
anche ad
Aa*+Bb +Cc* — 36 =
da\?  /db\% (dc\? 1| da b d’c)
(fi—t) +{5) G5l Tz ez

l

—cost. 28 ~ L & (@454 e)
=cost. +- -—Zd—tg(a &) .

Se poi si osserva che &

Ad® +B¥ + Céf=H ,



70 0. Tedone

1'equazione precedente si pud scrivere nel modo pit semplice:
1d ., 5
(1) 30=cost.~H+ZEt—2(a + 8+ .

Risulta quindi che se «, b, ¢ sono costanti, ossia se la forma
dell’ellissoide si mantiene sempre la medesima, & costante anche .

2. In cid che segue si supporrd sempre escluso il caso in cui
tutte le w, o ;... ' si annullino contemporaneamente, caso che,
del resto, @ stato considerato nel Cap. precedente.

Osserviamo poi che se & continuamente ¢==>b=c non si pup
avere che una sfera in riposo. L’equazione dell'incompressibilita
ci mostra che ¢ & costante. Siccome poi gli assi principali hanno
una posizione indeterminata essi si possono supporre in quiete, per
cui p=qg=r=0ossia u=—u',0=—1,w=—1w. Le ultime
sei equazioni (10) del Cap. III ci danno allora:

dbavw =0 , dawu =0 , 4daud=0 |,
da cul segue p.es. ' =17'= 0. La terza mostra quindi che s=a’A
e le due prime, che diventano identiche, danno 2aw*=0 . Dun-
que & a=b=c= cost., u=u=v=v=w=w'=0 . Intende-
remo escluso anche questo caso.

Cid posto dimostriamo che, nel caso in cui nessuna delle
%% ... si annulla, 1 ipotesi che @, b, ¢ siano costanti, richiede
che tali siano anche u, , ...... w.

Se a, b, ¢ sono costanti, la prima delle (10) del Cap. IIT di-
venta

(@ —b)w*+ (a— ) v* -+ (a+b) w* + (@ + €)v* = cost.

la quale derivata rispetto a ¢ e facendo uso dei valori:
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ricavati dalle ultime 6, diventa
(aFd—2c)uviw4-(a—-b42c)wv'w — (¢ +-a—2b)uvwe — (c+a--2b)w'vw +
+(a—b—=2c)u'vw'+ (@ —b+20)0w'w + (¢ — @ — 2b)w'ur/ + (¢ — a+2b)wu's = 0
ossia, riducendo,
b —c)uww—vuw)+ b+ o) w (vw—ow) = 0.

Si ottengono due equazioni analoghe scambiando ciclicamente
aybyesu,v,w;u v, w, sicche:

(b—c) u (vw—vw) + (b+c) ¥ (Ww—ow') =0
(&) (c—a) v (wu—w'u) + (c+a) ¢ Wu—wu) =0
(@—b) w (wv—u?) + (a-+b) w (Wo—w) =0 .

Se ora nessuna delle u, « ; .... w' & nulla le (2) possono mettersi
sotto un’altra forma. Le ultime due, ordinate rispetto ad u ed #,
si possono scrivere:

{ (e—a)owr 4 (c+-apww Y u— § (c—a)ow'+(cta)w o =0

{ (a—b)ow—(a+-b)dw' | u— § (a—b)vw—(a+-b)vww } ' =0
e poiché % e «' si suppongono differenti da zero il determinante
delle due equazioni in % e ' dev’esser nullo, il che ci porta al-
I’ equazione
—2a(c—a)v'wu’ —2a(a—b)ow*s'—2a(a +b)v'w v-42a(c+a)d*ww = 0
che divisa per 2@ v ww' si pud scrivere

=0 %+ ) L= =0 G+ @t B

Se si tien conto delle altre due equazioni analoghe che si dedu-
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cono col solito scambio circolare, possiamo porre :
v v w w ,
(@—=¢) ;4 (ate) = (“—1‘7) w T atd) ~=2d
) { p—a)® Y o) ¥ Yoy
@) ¢ (p—a) o T Ota == ;+ ¢+o . =20

LD S D) =0 G+ et b =24

e di queste equazioni una & conseguenza delle altre.
Per dimostrare che le u, #' ; .... 2 sono costanti, basterebbe

dimostrare che tali sono o, ¥, ¢ poiche allora dall'equazioni pre-

cedenti ne risulterebbe subito l_a costanza delle quantita % s %— , ecc.

Dalle (3) si deduce facilmente:

=== , V- =0 -
Possiamo percid porre:

4) == ="—=29

e sard dimostrato che &, ¥, ¢ sono costanti, quando avremo di-

mostrato che tale & &.
Se ora poniamo:

A=od 4w , p=ww+uwd , v=wud 4+

le prime tre equazioni (10) del Cap. III si scrivono semplice-
mente:

(%) 20d =cost. , 2pb =cost. , 2vc = cost.

e queste costanti sono nulle soltanto nel caso di una sfera in
equilibrio.

{(bFe—2a)w (b-c-+2a)0'
7

1l moto di un ellissoide fluido ecc. 73

Dagli integrali delle aree e da quelli di Helmholtz, se po-
njamo :

FHE+E=0 , S =0,
si deduce, sottraendole,
O ) = o) il (a0 (@) 0 =
= (=) (¢~ &) (00 +ww) + (0 — &) (BF = &) (ww +uad) +
+ (= ad) (b)) (ww' +ov)
e quindi:
(6) (a*~ 0)(a*—)h+ (b’—ag)(bt_c?)p+(cﬂ_a2)(02_bz)v=i(92 )

equazione che & un’indennitd soltanto nel caso in cui a=b=c. In
ogni altro caso rappresenta una relazione effettiva fra ), p e v.

Ora le (4) e (5) permettono di esprimere A, ., v per mezzo
di % e di costanti e queste espressioni sostituite nelle (6) mostrano
che & & realmente costante.

3. Portiamo ora nelle solite equazioni (10) del Cap. III le ipo-
tesi che @, b, ¢ 5 u, v, w ; o, ¢, w siano costanti. La 4* e 5* ci
danno:

(b+c—2a)vw-+(b+c+2a)vw'=0,(b -c—2a)vw-(b—c+2a)vw'=0
e affinché queste due equazioni possano coesistere, dev’essere
={(b— 2a)*—c*w’— {(b-+}2a)* —c*fw*=0.
(b—c+2a)w' (b—c —2a)w

Affinche invece possano coesistere le due equazioni:

(e+a—2b)wu+(c+a+2b)w'u'=0 , (c—a—2b)w'u-t(c —a-+2b)wu'=0 ,

che risultano dalla 6* e 7* delle stesse equazioni si richiede che
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sia analogamente
®) {8 — (@ — 20w — | — (a4 20} w?=0

Le (7) , (8) poi considerate come equazioni lineari in * e " per
coesistere devono essere tali che il loro determinante

(b—2a— ¢, (b+ 2a)?—¢*
=24ab P —a)
¢ — (a— 20, ¢ — (a - 2b)°

si annulli, per cui a=>5. Similmente si troverebbe b=r¢c.

Dunque finche le u, « ;0,7 ; w, «/, sono tutte differenti da
zero, @, b, ¢ non possono essere costanti.

4. Supponiamo ora che a, b, ¢ siano costanti e che una delle
quantita u, o' ; ... si annulli.

Vogliamo dimostrare che allora deve annullarsi almeno una
delle tre coppie di quantitih u, % ;0,9 ;w, .

Si annulli dapprima una delle «, v, o, p. es. . Allora le (2)
diventano:

(b—c¢) wvw —uvw) =0
(c—a)uvw+ (ct+a)udw =0 , (@ —b)uvw — (a+b)urv'ew =0.
Sommando le ultime due, risulta:
' (b—¢) (wow +udw)=0,
quindi dev’essere:
b—cuvw=0 , b-)uvw=0.

Queste due equazioni possono essere soddisfatte in uno dei modi
seguenti:
12 u=0;2°v=2v=0 o pure w=1w'=0; 3 v=w'=0 o
pure w=v=0 , 4° b=ec,
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Nei primi due casi si annulla una delle coppie di quantity

u, o ; v, 95 w, w; nel quarto caso w resta inderminata e quindi

si pud supporre nulla, per cui anche in questo caso si annulla

una delle tre solite coppie di quantitd. Se poi, finalmente, fosse
v=w =0 p. es. le equazioni di Riemann darebbero:

(b-c—2a)Yw=0, (c+a-2bwu=0, (@a—-b+2c)ud=0.

Se u, v' sono diversi da zero, moltiplicando la 1* per u, la 2* per
v e sommando si ottiene:

— b+ a)urvw=0
la quale equazione richiede che sia nulla w; dunque in ognuno
di questi casi si conclude secondo 1'enunciato.
Supponiamo ora che sia nulla una delle quantita u, v, w,
p. es. %; le equazioni (2) ci danno:
O4c¢) v w—uvw)=0
—(c—a)ydvw = (c+a)udw=0, (a+b)uvw —(a—b)u v w=0
e sottraendo le ultime due si ottiene
b4 v +u v w)y=0
che paragonata colla prima ci porta all’equazioni:
wWow =0, wWow=0.
Queste due equazioni possono essere soddisfatte in una delle se-
guenti ipotesi:
1°w'=0; 2°v=20'=0 o pure w=w'=0; 3° v=w'=0; 4° v=w=0.
Nei primi due casi si conclude secondo il teorema, il terzo non &
essenzialmente diverso dall’altro (¥ =wv==w'=0) che abbiamo

esaminato e conduce alle stesse conclusioni; nel quarto poi le equa-
zioni Riemann ci danno:

Y w=0, wu=0, «J=0



76 0. Tedone

e debbono esser nulle ancora due delle quantity « ' «' per cui
il teorema resta completamente dimostrato.

Supponiamo ora inversamente che si annulli una delle coppie
di quantita », ' ; v, v ; w, w ed esaminiamo i risultati ai quali si
perviene.

Caso in cui si annulla una sola coppia di quantitd
u, U ;0,0 w, w

5. Supponiamo dapprima che si annulli soltanto la coppia u,/.
In questo caso si annullano g e ¢’ e quindi la componente della
coppia di quantith di moto e quella della rotazione secondo
I'asse & L'asse principale a dell’ellissoide giace sempre nel piano
invariabile della massa in movimento e la linea vorticosa cen-
trale & normale a quest’asse. )

Le ultime sei equazioni (10) del Cap. III, diventano:

b+ec—-2a)vw+(d+c+2a)d =0

b-c+2a)vw+(b—c—2a)v w=0

) d(c q _ ,d(c+a) '
29 + (e a) , 29 7 +(c+a @ =0
d(a— b) B , d(a+b) dw'
2w i +(a b) dt , 2w T +(a+b)vd—t—0

e le ultime quattro equazioni possono anche scriversi:

(9) (¢c— @)= cost., (c+a)* = cost., (¢ — b)*w = cost., (a+b)*w' = cost.

Da queste equazioni discende che se @, b, ¢ sono costanti,
sono costanti pure v, ¥'; w, w/, anche nel caso in cui due assi,
p- es., @, b siano eguali, poiché allora si pud supporre »' = w.
Dunque alla costanza di forma dellellissoide corrisponde sempre una

L disione di -

Dalle prime due (9), nel caso in cui ¢ e ' sono diversi da

zero, si ottiene poi:
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7)2 (@a+b+c)Ra—bte) w*_ (20+b+¢) (2a+b-c)

10) 3z B (Qa—b—c) (2a+b—0) ©® (2a—b+c) (Ra—b—0)

e queste equazioni combinate con le (9') danno:

(2a+b+6)(2a—b+c)_ a+c
11) 2a—b—o0) (2a+b_c)_<a \ cost.,

Qa-+b+c) (2at+b—c) a+b
2a—b+c)Ra—b—oc) ( b 'COSt'

le quali insieme all’equazione dell’ incompressibilita dimostrano
che: Se soltanto una delle coppie di quantits u, w'; v, ; w, w &
nulla, la forma dell ellissoide resta sempre la stessa ().

6. Nell’ipotesi che sia soltanto w==#'=0, poniamo:

2 /2

v
@atb+e) Ca-b+to) (2a—b—c)(2a+b—c)=s

w?

@aTiie. (2a+b )= @a—b50) @a—b=q O

/
I
\

Le prime tre equazioni di Riemann, possono scriversi allora come

segue:

) . 1 <]

2 2 2_ 972 _ 2\ e—e A __ 2
(4a*—b8—3¢%) S (4a*— 3V }T_2A 5

. 1 -]

a3) —AT=5B—g5p
1 c

(2 — 8 S—§C —~ 5z

le quali risolute rispetto ad S, T e 6 ci danno:

(*) Qui osserviamo che se oltre ad u=u'=0, fosse v=0, senza esserlo
anche ¢, la 12 della (9) richiederebbe che fosse anche w'=0 e se fosse v'=0
senza esserlo v, le prime due (9) ci darebbero facilmente 2 b v w w'=0 e quindi
richiederebbero w =0 o pure w'=0. In ciascuno di questi casi diventano
identiche tre delle equazioni (9), ed il teorema enunciato non ha pii luogo.
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o0
6b2—c“s_7if sds da* -+ b
F-a®” 2JyA@+5) Ft+s  d+s

- 2JyA (" +9) P+s a+s

~00
(14) 50’— b’T_E sds (4a—b”+c ¢ )
7

_ fds 23+4a—b”—c+ 1
2a2b2 2 (B*+s) (E+3) a+s
dove
S =4da'—a* (B*+ ) + .

Se a,b,¢; S, T; v,¢; w, o, s soddisfano alle equazioni (12)
e (14) tutte le condizioni del problema saranno soddisfatte.

Ricerchiamo se e come si possono scegliere @, b, ¢ in modo
che v, ¢'; w, w' siano reali e o sia positivo.

Dalle (12) abbiamo:

g v =1{Qa+c)*—b}S , *={Qa—c—04{8S

(12)
{ w={QatbF—e|T , wP={a—by—cT.

Nelle nostre equazioni b e ¢ entrano in modo simmetrico per
cui possiamo supporre che sia b > c. Allora non potendo essere
(2a-+b)*— ¢*<C 0, possiamo fare soltanto una delle ipotesi seguenti:

. (Ca—cf—8">0 e qundi (2a+ ¢)*—5>0
' % (2a—0b)*—¢*>0 e quindi k2a +by}—c >0
2a+¢)*—b8 <0 e quindi (2a— c)—b*<0

# % (2a —b*—¢*>0 e quindi (2e4b’—c>0.

Affinché v, o/; w, ' siano reali, come risulta dalle (12), de-
v'essere nel primo caso

s>0 , T>0
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e nel secondo
Se &
Qa—cf—b350 , (2a—0b)P—>0
risulta, sommando le due equazioni;
a>b—;—c e quindi 8 >0.

L’integrale che comparisce nella prima delle (14) si pud porre
sotto la forma

s
s E fo SAij [ (40— ) s a® (da*-} B— &) — 12}
e poiché dall’essere o > bizc segue:
4a’—(b+-c)’ >0, 4a*— >0, 4>+ —c> (b2 —c=2b (b}-c)
@ (4’4 0*—c*) > 2a*b (b4-c) > % b (b4 >b*c?

risulta che esso & positivo, per cui affinch® sia S>> 0 si richiede
che sia @ < b, come risulta dalla 1* delle (14).
L’integrale che comparisce nella 2° delle (14) si pud scrivere

, d
(15) 2afb26fsAfg<4a_52 ) 540 (a2 — B ¢¥) — B ¢}

e con analogo ragionamento si pud mostrare che esso pure & po-
sitivo per cui affinché sia T >> 0, come risulta dalla 2* delle (14)
dev'essere @ > ¢, la quale condizione & mclusa nelle precedenti.

Se poi &

a4+ eyp—0*<C0 , (Za;b)2-~ 20,

cambiando il segno alla seconda e sommandola con la prima, si ha:

e PP
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Poiche allora:
4P —(b—0)*<<0, 4a*—0°<<0 ,
4= P4 <4a*—b— 4 2bc=4a’— (b — ) <0

risulta che l'integrale (15" & negativo ed affinché sia T >>0 de-
v’ essere

8 (¢ —a®) >0 ossia {4a*—a*(V*+ &)+ b*cY (*—a) > 0.

Questa disuguaglianza pud essere soddisfatta sia supponendo

2
¢*>a?, poiché allora & anche ¢*>>a® T ; ossia 4a'—a*(b*+c%)
-+ 8¢ >0, sia supponendo 4 a'— a* (b* + ) 4-b* *<C0 ovvero
2 A2
<< a’b—b~2 4:; , poiché allora & anche ¢*<a®.

Nel primo caso affinché risulti S<C0 si richiede che 1'integrale
(15) sia negativo; nel secondo caso quest’integrale & positivo ed
b JH—4a? 3

—a? , ”
[ Ry el A

& effettivamente S <0, poiche .

I tre casi possibili in cui il movimento & reale sono:

b;c<a<b
o
b—e / sds 40— B
5 > v Jo AR Fs) F+s  a+Fs <0
b—ec o U —4d
PR M

(*) Quest’integrale & negativo finché a < ;—, ma la determinazione pre-

cisa dei limiti entro i quali esso si mantiene negativo dipende dalla risolu-
zione di un’equazione trascendente.
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Riguardo a o osserviamo che la terza delle (14) si pud scri-
vere:

(e o]
n 3s*+6a’s 40
o= 5./0- — ds

e poiché nei primi due casi 8>>0 & pure 62> 0; nel terzo caso o
pud essere negativo ed allora per la possibilita fisica del movi-
mento si richiede una pressione esterna sufficientemente forte.
7. Cerchiamo ora di formarci un’idea del movimento del fluido.
Dall’ essere u=u'=0 discende p=p'=0, percidp tanto gli assi
&, 1, €, quanto gli assi £, 7, rotano con velocita costante intorno ad
assi i quali si conservano sempre normali a & e quindi sono situati
nel piano 7 €. Le particelle fluide che si trovano sull'asse di rota-
zione di £, 7/, ¢' sono in quiete relativamente agli assi principali del-
Pellissoide &, 7, &, e percid anche le particelle che giacciono in un piano
coniugato a quest’asse restano in un tale piano rispetto all’ellissoide.
Questi piani, in cui giacciono le traiettorie delle singole parti-
celle, sono perpendicolari al piano 7 { poiché 'asse di rotazione
di € 7 ¢, a cui sono coniugati, appartiene ad esso. Ciascuna par-
ticella, relativamente agli assi &, 7, ¢, descrive la sua traiettoria nel

tempo T , mentre 1'ellissoide riprende la sua posizione
Ve
. . 2w
nello spazio dopo il tempo —— .
v+

Caso in cui si annullano due delle coppie di quantitd

u, ;0,0 3w, w.
8. Supponiamo ora che durante il movimento sia sempre
u=1u=v=0v=0. In questo caso & pure g=h=g'=~=0 e
quindi tanto 1'asse della coppia di quantithy di moto, quanto la

Ann, Se, Norm, 6
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linea vorticosa centrale coincidono con l'asse {. Le ultime 6 equa-
zioni di Riemann si riducono ad:

(@ —b*w=cost.=1 , (a4 b)*w =cost. =7 ;

» . . .
mentre le prime tre si possono scrivere:

! 2 2 za

T 1 [}
=ty @ =2,

,\ L , * 1 &*b 3
an ,(_b_——-cz)3+r + 0P 2 dP bB—73

| 1 d?c ]

\ —gaa =0

a cui bisogna aggiungere 1’equazione dell’incompressibilita
am @ b ¢ =cost.

Le equazioni (17) e (17°) sono anche le equazioni differenziali del
moto del punto (a, b, ¢) di massa 1 sulla superficie abc¢ = cost. ,
quando su di esso agiscono forze aventi il potenziale

,:2 ‘5'2
e R

Se supponiamo che sia anche continuamente ¢ =15 ritroviamo i
movimenti studiati nel Cap. IV.

9. Occupiamoci ora di quei movimenti durante i quali a, b, ¢
si mantengono costanti (*). Allora le (17), eliminando ¢, diventano:

(*) Questi movimenti si possono studiare direttamente, come & stato fatto
da Kirchhoff, come un un caso di moti relativi. Mechanik, pag. 352.

K ds
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'

ﬁ+L_z/% G LI
O+aP ' 0—a® b o A @+ (@+s)
(18)

T2 L % (@®—c)s =L

| O T 0= @ Jy A @t (e
ossia anche:
2

[oo]
v =T [
Gra =" T2 Ja

@ \_x [ds{ s—ab L
T2 A @t Bt ab(cz-{-s)}'

s+ abd . c*
(@-3) 0*+5) ab(c+9) %

(18)

b—ay—

Siccome in queste formole b ed @ compariscono in modo simme-
trico possiamo supporre b > @ ed allora perche w e ' siano reali
K ed L devono esser tali che K> 0 ed in valore assoluto L <<'K.
La prima condizione richiede che sia 4 >c. La seconda & sod-
disfatta se c=a e quindi anche quando ¢, rimanendo costanti @ e b,
varia nell'interno di un campo finito contenente il valore @, poi-
ché K ed L variano continuamente con c. Perd ¢ non pud rag-
giungere il limite superiore & poiché allora sarebbe K =10, né
pud divenire infinitamente piccolo, poiché in questo caso sarebbe:
e} N o0
ds

Josturotit gt

—=x

[

’ =T

S

oot ok Lot

come risulta subito cambiando in K s in #*s, in L s in a®s ed ab-
bandonando infinitesimi di ordine superiore; quindi KX > L.
Se b cresce indefinitamente, mentre a e ¢ restano finiti, essendo
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lim K=0, affinché sia sempre K >L si richiede che o® — ¢* di-
minuisca indefinitamente. L’intervallo di variabilita di ¢.diminuisce
indefinitamente comprendendo semipre il valore a di c. Se invece
b si avvicina ad @ anche il limite superiore di ¢ si avvicina ad a,
mentre il limite inferiore si avvicina a quel valore per cui si an-
nulla il secondo integrale che comparisce nelle (18) poiché que-
st’ integrale diminuisce con ¢ ¢ ¢ ¢ soggetto alla sola condizione
di renderlo positivo.

Un caso particolare importante ¢ quello in cui sia

2

w 2

=w".

In questo caso, come risulta dalle (18'), si verifica la rela-
zione

?i?s a b? O(;st c*
e — _— = - =cC=o.
(19) ”];A @) ¢Fa " JyReps 00

Se ¢ w=w' & pure 7’ =0; D'ellissoide si muove come un corpo
rigido e si ha il movimento trovato da Iacobi. Se invece & 1w == —uw'
si ottiene il movimento reciproco del primo, scoperto da Dedekind;
in questo caso gli assi dell’ellissoide hanno una posizione fissa
nello spazio ed il fluido si muove come se fosse contenuto in un
involucro solido.

La relazione (19) pud scriversi

o0 o0
S W
0A3a"b’_ OAa E & B,

e mostra che dev’essere 1? > %2 + %5 e quindi >‘17, e > %2, onde
¢ dev’ essere il minimo degli assi dell’ellissoide. Dalla stessa re-
lazione risulta %—2>§—2 e quindi b >¢ V2, per cui la forma del-

I’ ellissoide non pud mai avvicinarsi troppo a quella di una sfera.
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Risulta pure che ad ogni sistema di assi a, b, ¢, soddisfacenti
alla relazione (19), corrisponde a meno del segno un solo valore della
velocith angolare e si potrebbe anche facilmente dimostrare che

2
data la velocita angolare p se 5{“1; < 0,18711..... esiste pure un

solo ellissoide ad assi disuguali che vi corrisponde, che al limite si
confonde con uno degli ellissoidi di rotazione di Maclaurin trovati
nel Cap.IV. Al valore 0 di p corrisponde un cilindro di rotazione
infinitamente sottile.

10. Nel caso che abbiamo esaminato, in cui «, b, ¢ sono co-
stanti e u=1o'=0v =19 =0, gli assi { e coincidono fra loro
e con ’asse principale ¢ dell’ ellissoide. L’ellissoide, quindi, man-
tenendo costante la sua forma, rota intorno all’asse ¢ con la ve-
locita angolare 7 ; mentre relativamente ai suoi assi principali ogni
particella descrive un’ellisse in un piano normale allo stesso asse
come se fosse attratta dal suo centro in ragione diretta della di-
stanza (1). Gli assi dell’ellissoide descrivono un giro completo nel

2w . . . .

tempo —; mentre ciascuna particella fluida riattraversa uno stesso
r

piano fisso nello spazio e passante per I'asse 2 dopo il tempo

2n T . . .
——— = —. K evidente che se » & commensurabile con w il mo-
r7r w
vimento sard periodico, ossia tanto la posizione assoluta dell’el-
lissoide quanto la posizione relativa del fluido in quest’ellissoide

ritornerd ad intervalli eguali ad essere sempre la stessa.
Continuazione. Movimenti nei quali gli assi principali dell’ el-
lissoide conservano una direzione fissa nello spazio e movi-

menti nei quali gli assi principali sono formati sempre dalle
stesse particelle.

11. Nel §. 5 abbiamo visto che ad una forma costante del-

(") Cid si deduce facilmente dalle formole (16) del Capitolo I che nel no-
stro caso possono scriversi: :

§=ﬂ’:rocosr't—|—1y0 sen 7't , »1=—Il x, sen 7' £ +b— Yocosr t, (=2,
a by a, by
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P ellissoide corrisponde sempre una condizione costante di movi-
mento. Possiamo ora dimostrare anche il teorema inverso:

Se sono costanti le u, w' ; v,v ; w, W, ossia se la condizione del
movimento & sempre la stessa, a, b, ¢, e quindi o sono costanti.

Infatti i due integrali delle aree e di Helmholtz diventano al-
lora due equazioni nelle @, b, ¢ e se sono distinte insieme all’equa-
zione dell’ incompressibilita dimostrano ’enunciato. Pud darsi perd
che i due nominati integrali diventino identici. Cio si verifica
quando sia

}T(SF — Q)= (B —c)ur + (*—a)vd + (@ —-D) ww' =0;

ma allora l'equazione precedente da un’altra relazione fra a, b, ¢
a meno che non si verifichi uno dei seguenti casi:

ovvero sono nulle due delle u, v, w e una delle «/, ¥/, %' e viceversa.
In ciascuno di questi casi perd le ultime 6 equazioni di Riemann
danno facilmente un’altra relazione fra a, b e c.

Nel 1.° caso queste equazioni diventano:

d(b—c)

2u i + (0+-c—2a)ow=0 , 20 'L(i‘ﬁ’—ﬂ+(c+a—2b)wu=0 ,

d(a—Db)

2w P + (@+b—2c0) uv=20

e moltiplicando la 1.* per v w, la 2.* per w u, la 3.* per uv e som-
mando, si ha

(b4 c—2a)v*w*+ (a+c—2b)wu*+ (a+b—2¢) u*=0.

Questa & effettivamente una nuova relazione fra «, b, ¢ perche
non pud essere contemporaneamente w=v=w=0 senza rica-
dere in uno dei casi che abbiamo, fin dal principio del Cap., escluso.

2u
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Nel secondo caso poi le stesse equazioni ci danno:
(b+ct+2a)vw =0, (c+a+20)wd =0, (a+b+2c)uv=0

e poiché non pud essere contemporaneamente w =i =uw'=0 il
teorema resta tuttora provato.
Se poi fosse, p. es. u=v=1w' =0 si avrebbe:

'@%—1— (b—c—2a)vw=0, 20 d(C;;a) +(c—a+2b) wu' =0
2w d(“;;b) + (@+b+20)ud =0.

Moltiplicando la 1.* per ¢ w, la 2. w#' la 3.* per v v e sot-
traendo dalla 1.* la differenza delle due ultime risulta

(b—ec—2a)*w* — (¢ — a4 2b) w*u® + (@ + b+ 20) w*v* =0 .

e non pud essere contemporaneamente v = v =w=0.
Se finalmente fosse, p. es., w'=v=w =0 si avrebbe:
2l Y

(b—c+2a)w =0 , (c—a—20)w'u=0 , (a-+b—2c)ur="0

e poiché non pud essere contemporaneamente  =v=%'=10 cosi il
teorema resta dimostrato completamente.

12. Per completare queste ricerche proponiamoci ora di tro-
vare in quali casi Iellissoide si muove come un corpo rigido. Si
richiede percid evidentemente che «, b, ¢ siano costanti e quindi
che sia p. es. u==u'=0, poi che gli assi &, v, {’ restino in quiete
e quindi p=¢=+=0 ossia u=u'=0 , v=0 , w=w'. Le
ultime 6 equazioni di Riemann, quando in esse si portano queste
ipotesi, danno

&+ c)rw=0,

e questa equazione richiede che sia v=0 ovvero w =0. Dunque:
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Affinché un ellissoide si muova come un corpo rigido deve ro-
tare con velocita, angolare costante intorno ad wuno dei suoi assi
principali.

I soli movimenti di questa natura sono quelli trovati da Ma-
claurin e da Iacobi. Abbiamo anche I’altro teorema che si deduce
per mezzo della legge di reciprocita dal precedente.

Affinche un ellissoide si muova in modo che i suoi assi abbiano
una grandezza costante e conservino una direzione costante nello
spazio, le particelle devono rotare con wvelocite costante intorno ad
uno dei suoi assi principali.

13. Facciamo ora, senza supporre né la costanza della forma
né quella della condizione di movimento, I'ipotesi che sia sem-
plicemente :

u=u , v=v , w=u

Quest'ipotesi equivale all’altra p'=¢ =1+ =0 ed allora gli
assi principali dell’ellissoide sono costituiti sempre dalle stesse
particelle fluide.

Le solite ultime equazioni (10) del Cap. III, c¢i danno:

d(b—c
o (dt ) 4 (b—0) 3—;‘ +20+) vw=0.

2u (l’+c)+ (b-c )dt +20—0)vw=0

d(c— d
(@0) 20 _(%l_a) + (c—a) ?ii; +- 2 (e+d) wu =0

% d(c+a)+(+a)dt + 2 —a)wu=0

o d(a —b)

+ (a “‘1')-+2(a+11) uv=10

d(a+b)

+ (a +b)dt +2(@—buv=0,
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Sommando le due prime ¢ dividendo per b, si trova:
1db | du
1) 2u5%+ﬁ+2vw=0;

mentre sottraendole e dividendo per ¢ si trova:

) 1 de
21) 2u;dt —}—— 2vw=0.

Sottraendo ora la (21') dalla (21) si trova pure:

1db 1de
(22) 2u E%_E'Jt>+4“",=°

ed analogamente si avrebbe:

1de 1da
20 (;%—Ed—t)—{“iwu:O

(Lds__ 1 db ,—
2”\(1 &b @ +4uv 0.

Moltiplicando ora la (22) per vw, la prima delle (22') per w u

(22)

e la seconda per v e sommando si deduce:
w4 Wt Wt =0 .
Affinché questa equazione possa essere soddisfatta si richiede che
sia
vw=wu=uv=0 e quindi per es. u=0v=0 .

Supponiamo soddisfatta questa condizione. Le (20) si riducono
allora a:

2w d(a+b)

LD L wnB=o, 2 + et B =
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ossia ad:

(@ — b)* w = cost. (@ + b)*w = cost.

Queste due equazioni, insieme all’altra @ b ¢ = cost., permettono di
esprimere b,c e w per mezzo di a. Esse possono essere sostituite
dalle altre:

(23) gz-: cost. , 3— =cost. , abc==cost.

Per mezzo della seconda la terza pud anche scriversi a*c = cost.
e derivata logaritmicamente ci da:

1 . de X
4 2o = L —
(24) p 0 ossia T 0.

L’ ultima derivata un’altra volta ci da pure:

d% | cost. /da\?  cost. d%a
5 — —— —_ R w1
(@5) & T (dt) =0

Ora dalle tre prime equazioni (10) del Cap. III si ha:

d*a

1 s ., 1a o
2aw’—§ﬁ_aA~ T 2b w? — ggtvz-—-bB—-—b—
1 > -]
T =00
. . . e d*
e, tenendo presenti le (23), permettono di esprimere o aE e’
in funzione di @ e di costanti. Sostituendo i valori che si possono

d* . .
cosi ottenere per :Tl:g e dt_'f nell’equazione (25) se ne ottiene un’al-

2
tra che pud servire a determinare <g;~l> in funzione di @ soltanto

e di certe costanti,
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L’integrale delle forze vive che, nel nostro caso, si serive

)+ @)
_ 27:[00 ds o
IV

per mezzo delle (23), della seconda delle (24) e dell’ultima espres-

o+ w=

sione accennata di <§—?/\I 2, pud ridursi ad un’equazione in termini
finiti, contenente « soltanto, e affinché possa essere soddisfatta
si richiede che @ e quindi tutte le altre incognite sieno costanti.
I soli movimenti di questa natura, se si fa eccezione del caso in
cui Dellissoide & di rotazione, sono quelli trovati da Jacobi.

Similmente resta dimostrato il teorema reciproco che i soli
movimenti per cui & u=—1u, v=—1 , w=—u' ossia p=g=r=0
e quindi gli assi principali dell’ellissoide conservano una direzione
costante nello spazio, sono i movimenti scoperti da Dedekind.

Il teorema precedente mostra pure che i movimenti che il
prof. Padova, nella sua memoria, credeva di aver trovati non sono
possibili.

Sui casi in cui 1’ ellissoide conserva stabilmente la sua forma.
Piccole oscillazioni.

14. Introducendo al posto delle u, . ...« le nuove variabili
0d 5 kW 5 kK (Y la forza viva T acquista la forma:

(%) Le relazioni che legano ¢', ... k' ad w, .... «', lo ricordiamo, sono:
g=—cPut-(b4-0)*u' , h=(c—a)v4-(cta)*' , k=(a—D)w-+(a+D)2w'
J=(b—c)?u—(b4-c)*' , K=(c—ayv—(cta)®' , K=(a—Db)w—(a+D)x',

dalle quali segue:
1 gt , 9—9 1 Wt

1
=0 T2 (40! "2 (oo o

G0 "TE g

u
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o e () ()

=568+ (20 +(G0) + (7

e se si pone:

R e

)eGe) ()

le equazioni (4), (4) e (4") del Cap. III si potranno scrivere:

d*a | G G b | G 5 5
@) it 2 =0 G by — =0 Gy, —2 =
ldg 3G 3G dg 3G 3G
Pl Akl A A TRl
@8) dh_ %G 2 ar’ _ G oG
' by im0 a TPy T w
|k _ 36,36 I G
vat Y Ty 0 ar T 3
per essere:
/ aG =, %
(=9) \P 1= "%
; e,
[ o= =3 "= -

Segue quindi che 1'annullarsi della variazione prima di &, con-~

() + ()= [ Lt
JoV (i @)+i) (45
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siderata come funzione di a,b,¢ ; ¢,k k ; ¢,k K fra cul passino

le relazioni:
(30) abc=cost. , g*+h*+Ek*=Q=cost. , ¢*+h*+k?=Q = cost.

¢ condizione necessaria e sufficiente, se si annullano nell’istante
iniziale g s % , (C%, perché la forma e quindi la condizione di
movimento dell’ellissoide restino continuamente le stesse.

Si pud ora, ripetere nel nostro caso la dimostrazione di Diri-
chlet sulla stabilitd dell’equilibrio di un sistema di punti e per-
venire cosi al risultato che, ogni volta che la funzione G, dispo-
nendo di tutte le variabili @,b,¢ ; g,....#, acquista un valore
minimo, @, b, ¢ non possono eseguire che delle piccole oscillazioni
intorno ai valori che essi hanno nella posizione di equilibrio;
mentre se G ha un valore massimo @, b, ¢ possono acquistare anche
valori molto diversi e I’equilibrio & generalmente instabile.

15. T casi in cui V'ellissoide mantiene costantemente la stessa
forma li abbiamo discussi in modo completo nei §§. precedenti. Consi-
deriamo dapprima i tre casi distinti in cui si annulla soltanto una
coppia delle quantita w,u' ; v,¢ ; w,uw, ples. u e u'. Se, oltre ad
essere u =1/ =0 e quindi g = ¢ =0 , fosse Q ovvero ¥ =0 sa-
rebbe anche y=h=Fk=0 ovvero ¢ =K =Kk =0 per |tutta
la durata del movimento. Se & per es. J =H =Kk =0 , tenendo
presenti le (10), si pud scrivere:

0*  (a—e) _ (2a—b—0c) Qa+b—c)

# T @t T @atbto @a—bto)
W _(@—b)' _ (2a—b—0c) @Qa—b+0)

W (@b T (2atb+o) Qatb—o)

Da queste equazioni segue allora che a, b, ¢ devono esser le-
gati dall’ equazione

31)

(32) E=8d"—a(V*+ ) —be*=0
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. . . b+ ¢
che ammette per @ una sola radice positiva giacente fra —5—

e b, nell’ipotesi che sia b>c¢ , e questa condizione pud essere
soddisfatta soltanto nel primo caso.

Mostriamo ora che, eccettuando, pel momento, il caso in cui
E =0, si possono variare sempre le quantita g,7%...... ¥, rite~
nendo a, b, ¢ costanti, in modo che G in ciascuno dei tre casi ci-
tati diminuisca ancora. Le variazioni delle mnostre quantita sono
soggette alle condizioni:

3¢+ 203k - 2k3k—0 , 8y 4 WK 4 2WIK =0 ;

mentre la variazione di G pud scriversi

4 b—c¢ b+4c /) o

Ora essendo g=¢ =0 e quindi, come risulta dalle (28):

o G _, G 6
o T *k .U T T T T
si avra
_1 §g+6g’)2 a;;——ayy% 193G
5(""‘41<b4—c (G e) (g Geh R+
1aG U ' J ]
—|—-;Z,W(h8h+k8k),
ossia
so 1 §g+5.q’)2 <5g—6¢\2 Q@ se 4 s
33) °G—4;<b—c + b+c}}_2ha-‘72 VAL

Osserviamo ancora che, se poniamo

Ri=[4a— b+ of| [4—@—0)],

1(/3g+3g\? | [og—3g\Y | G . 3G .  OG., , 3G,
—}(ﬁ—i>+ g g)l—}-—%ah—}-»a];ak—}—@ah—i—»—%.

—=c+a*-2ac
q
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abbiamo
o® _ (2a—b—c) Qatb—c) R
? (Qa+b+c)@a—b+tec) Qa-t+dbtcf@a—b+tcf
e sicccome 3, =1 +q , abbiamo pure
v 7—9q

'

v
M ator—par,

1_1}_’ T (2a+c¢)*—¥FR,
v

4
q

q

Sostituendo questo valore di ?nell'equazione
LI
— =cta*—2ac* ,
q + q

che discende immediatamente dall’espressione di A, abbiamo

Qa+eP—VFR, _ ., , 1[Qatef-bP+Ri_1

Catef xR -"T 1T Qaror-m TaT
)

= % [+0*—2a*F Ry].
Potremo dunque scrivere, tenendo presente 1'espressione analoga
di }i, :
q

h 2 2 2T h, 2 2 2
(34) 2 —q—:c +0*—24FR, , 2;::0 +b0*—2¢+R, ,
donde

- hh’ 2 2 2|2 2
(35) 4;1-‘1,=|a +b—20*f—Ri=—4 E.

Per il determinante di @&, considerata come una forma quadratica

in 8 e 8y, si ha, usando dei valori trovati per}gi e % ,
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P+t g be
2b*—c*)? 2k (B*— )
(36) =

1 (B*+ &) b*c* 1 1 <g+l'> e
W

TIFE=— T F—&F 4B 1 (G

3(a*—c) (a*—b%)
4E B*— )y

1

~IE (bz 7 [2a*(0* 4 ¢ — 40 —E|=
Nel primo caso, essendo b>>a>>c¢, esso & positivo se E<T0

e negativo se E>> 0. Nel secondo e nel terzo caso E <0, poichs

essendo o < Z’;, si ha

- 2
a*(b*+-¢%) —3a‘+b2c2=4a“’[<b—2—c—> — a’} +d'+2afbe + 02 >0;
in ambedue questi casi & anche «<(b, ma nel secondo & a<e¢,
nel terzo ¢ > ¢; dunque nel secondo caso il determinante & ne-
gativo e mnel terzo & positivo.
Nel 1° caso, poiché Ei si annulla per un valore di @ compreso

b+c

fra—2— e b, E e quindi anch® il determinante (36) ha valori

positivi e negativi. Ogni volta che il determinante & positivo e cid
avviene anche nel terzo caso 3 G non ha un segno costante
quindi G non & né massimo né minimo. Invece ogni volta che il
determinante & negativo, e cid avviene anche nel secondo caso
3G ha un segno costante che ora vogliamo passare ad esami-
nare. Se facciamo 3¢ = — 8y, abbiamo:

o= Faa (F+h) =t )=

2E+(b+c)2(b2+c - Za’) Ri+(0*+c*—2a%) (b*+c*+4be+2a®) 3
2R (b+ o) %= AB G+ of
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a causa della (35). Dall’essere poi E <C 0 risulta, se bec < @*,
b et
Y+ E—2a>a* <1 — >0;
mentre se be>a?, sara:
b+ —2a*>2bc— 2a* > 0.

In ogni caso dunque il segno costante di 8G & il negativo e quindi
cambiando i valori di g....% opportunamente si pud far dimi-
nuire il valore di G.

Nel caso poi in cui =0 & semplicemente

(B4

_1 _e
de=g = " a ¥

percid bastando porre 89'=0 nell'espressione di 8G trovata pre-

cedentemente. Poiche %: 0 da (34) risulta

% = b *—24°

Introducendo questo valore nell’espressione di 8@, si ha

G 1 (B*+c%)(B*+c* — 2a%) — (b”-—c’)"8 . @ (b2+c2) 28 * 3
2 - (- 2d) V= " F-Fre-2a0 7"
. b+c . .
In questo caso & a > 5 e quindi a®*>bec, per cui dall'equa-

zione E=0, discende
a4 — 20 =3 (a*'— ) > 0.

Dunque 3G ha anche adesso il segno negativo.
16. Occupiamoci ora dei casi in cui si annullano due coppie
di quantité u, w; v, ¥ w, w, per es., sia u=w'=v=2=0 e quindi

g=¢=h=h'=0. Allora
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G="-

Abbiamo, ritenendo sempre costanti a, b, ¢,

1‘<Eg+5g> (5h+6h> (J%+fg>2 <5h 8h> {+r6k+r’3k’,

mentre le variazioni di g, ,..... ¥, soddisfano alle condizioni:
S+ Oh*+ 2k8 k=0 , &¢*+-Oh*+ 2K K =0 ,

per cui si ha anche

Kb‘g+ag (5h+6h‘) (69 Bg <8h—6h"”i_
b+c ) cta )

_r 2 12 12
- B+ 30 = g .
Possiamo ora mostrare facilmente che se k£ e X' hanno segni
)
eguali e quindi ©°>>® poiché t= —-;k r’_lﬁ-z—k G non ha un

valore minimo. Difatti se supponiamo Sh==8&k'=0, 8= — 8¢, ab~
biamo

1 1/r 7
=g (i )

Ora &:

3 K

k k
NEURI'S I S I ) I I 4
st s @Sy a2 @b @ or

donde

ae={ 1 1 }(k-{-k‘)’

1 1
oty ~ @it aryoma) ar )Y

[oo] o0
iy by (B e e [
(a 3) T\avo ! "Jo B T@-vr @ripr T Ty B
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e siccome 3

G < o o e g < G
> 1% e quindi -(17:_%5 > @ _'_27)3 , poiche, come risulta dalla
seconda delle (18), & allora ¢ > @, 8G avrebbe il segno negativo.
Resterebbe da esaminare il caso in cui fosse t* < 7°.

Ci contenteremo qui di osservare che effettivamente G deve
avere un valore minimo come risulta dal fatto che la funzione G
nei casi limiti in cui qualcuno degli assi cresce indefinitamente
converge verso valori che non sono negativi, mentre per oppor-
tuni valori delle variabili pud diventare negativa senza poter mai
raggiungere 1'infinito negativo. Queste proprieta della funzione G
risultano immediatamente dalle proprieta della funzione H di ten-
dere a zero quando qualcuno degli assi cresce indefinitamente,
mentre acquista il valore massimo nel caso in cui I'ellissoide diventi
una sfera. Lo studio dei casi in cui questo effettivamente si ve-
rifica conduce a calcoli molto complicati.

17. Sottoponendo la massa fluida alla condizione di non poter
muoversi che secondo I'ipotesi di Dirichlet si possono facilmente
studiare le piccole oscillazioni che eseguiscono gli assi @, b, ¢ in-
torno ai valori che rendono minima la funzione G. Eliminando
infatti la quantity o fra le (28) si ottiene:

Fo_cde 3 oG _ 3
dE T wdfT % Tad
d*b_c(f_c +08G ?&
A& bdft % b 3 b

. .. . - abce
G, essendo cid che diviene G quando si costituisca a ¢, e
@
Pongasi, chiamando a,, b, ¢, i valori iniziali di a, b, c:
a=ay+da , b=by+ 38 , c=c,+8;

3a,3b, 3¢ saranno piccolissimi e potranno trascurarsi le loro potenze
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e quelle delle loro derivate. Indicando allora con degli indici le
derivate rispetto al tempo dovremo soddisfare alle relazioni:

(aa)" (5b)" (ac)ﬂ
i ~ L S = 0
[N by Co

s (RGN . (FGY
@y | G =2 o+ (G 2o+ (g ) =0

i Gy (TG PG o
| @y — +<3a3b>o b0 + (g >o 8= 0.

A queste equazioni si pud soddisfare ponendo:

(38) da=Cisennt , b=C,sennt , db=Cssennt

e determinando C,, C;, C; in modo che soddisfino alla prima di
esse e rendino identiche le altre due; allora per determinare %
si avra un’equazione di secondo grado che deve avere radici reali.
Sommando le due soluzioni (38) che corrispondono ai due valori
di % moltiplicati per costanti arbitrarie si trova la soluzione ge-
nerale delle (37), sicché si pud dire che qualsiasi oscillazione del-
I’ ellissoide si compone sempre di due oscillazioni pendolari della
forma (38).



