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SUI

GRUPPI DI ROTAZIONI

SIRO MEDICI



In questa memoria mi propongo di trovare tutti i possibili tipi
di gruppi di rotazioni. La ricerca mi sembra che presenti dell’ in-

teresse, sia perchè i gruppi stessi son fra i più importanti sottogruppi
del gruppo lineare, sia perchè si trovano frequentemente anche in

altre questioni, come ad esempio in quella della ricerca degli spazii,

che ammettono un gruppo di movimenti od un gruppo conforme.

Debbo qui ringraziare pubblicamente il Prof. Fubini della

R. Università di Genova, il quale con consigli davvero preziosi e

con osservazioni giustissime mi fu di grande aiuto in questo lavoro.



S 1.

Definizioni e proprietà generali

1. Consideriamo in un Sn (euclideo) delle coordinate xl , ..., xn

ortogonali ; chiameremo rotazione infiYiitesinaa una trasformazione
infinitesima del tipo

1

dove conforme alle notazioni di Monge abbiamo posto

Ci proponiamo ora di trovare i varii gruppi, le cui trasforma-

zioni hanno tutte la forma detta, ossia di trovare tutti i sottogruppi
del gruppo 

2

Tali gruppi li diremo brevemente di 

Notiamo poi che il gruppo è il gruppo delle trasforma-
2

zioni lineari, che lascian ferma la quadrica tutta di punti immaginari

perciò l’essere trasformazioni lineari e il lasciar ferma questa qua-
drica sono le proprietà caratteristiche delle rotazioni 1).

’) Il gruppo G si può considerare anche come il gruppo dei mo-
2

vimenti ammessi da uno spazio Sn-l a curvatura costante positiva.
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Nelle cose che seguono noi abbiamo sempre in vista gruppi reali,
onde le costanti, che compariranno nei calcoli, salvo avvertenza in

contrario, le supporremo sempre reali.

2. Introduciamo ora alcuni simboli, che ci abbrevieranno i cal-

coli seguenti. Intanto per semplicità poniamo

per modo che sarà Ski i

Dopo ciò introduciamo anche le altre notazioni seguenti:

_Ne vengon di conseguenza le formole

1) Con qui, come faremo sempre anche in seguito, abbiamo indi-
cata I’ unità o lo zero secondochè i e k sono uguali o diversi: è una

notazione, che sebuirelno costantemente senza più avvertirlo.
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In particolare si ha

Introdotti questi simboli una rotazione qualunque R f potrà
porsi o sotto la forma

o sotto Feltra

3. Abbiamo già avvertito come le rotazioni sieno caratterizzate
dall’essere trasformazioni lineari che lasciano invariata la quadrica

Ora se facciamo sulle variabili una sostituzione ortogonale qua-
lunque, questa lascia invariata 1’ equazione di questa quadrica, e

perciò lascia invariata anche la forma tipica delle rotazioni; dunque
la definizione di rotazione è affatto indipendente dal particolare
sistema di coordinate ortogonali adoperato. Può darsi però, che par-
ticolari rotazioni conservino la loro forma tipica anche facendo delle
sostituzioni ortogonali, come avviene per es. nel caso, che le rota-
zioni considerate non contengano alcune delle variabili 1). Ma noi
faremo solo sostituxioni ortogonali, perchè c’ interessa conservare

sempre coordinate ortogonali, e poi perchè il nostro scopo essendo

la ricerca dei sottogruppi di rotazioni, quelli appartenenti ad uno
stesso tipo devono essere tali che si possa trasformare l’uno nel-

l’altro con trasformazioni del gruppo. Queste come facilmente si vede

1) Si potrebbe facilmente dimostrare, che solo quando si possono con
sostituzioni ortogonali ridurre le rotazioni a questo caso, ci sono rota-
zioni non ortogonali, che ne lasciano invariata la forma. ,
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si riducono a sostituzioni ortogonali a determinante + 1, però noi
consideriamo anche sostituzioni ortogonali a detel’I11111a,11te - 1, per
non dover stare sempre a distinguere i vari casi. Vuol dire, che per
ottenere poi tutti i tipi di sottogruppi si dovrà a quelli trovati ag-
giungere quelli che si ottengono da essi con una particolare sosti-

tuzione ortogonale a determinante -1, per es. con quella che è data
dalle formule x’, = - ~l x’i (i = 2 , ..., n) : ogni sostituzione or-

togonale a determinante - 1, essendo composta di quella e di uma
sostituzione ortogonale a determinante -f-1.

A questo proposito aggiungiamo, che come è evidente geome-
tricamente, si può seini)re con sostiliixio7ie ortogonale portare

qualunque in quello ehe ha per equazioni

4. Cominciamo dal dare alcune altre definizioni e dal dimostrare

alcune proprietà generali delle rotazioi i.

Un punto

sarà lasciato fermo dalla rotazione R f allora ed allora soltanto, che
in forza delle precedenti equazioni sia

cioè per la (6) 
’

I valori a2, ..., an devon dunque soddisfare queste equazioni;
onde i punti lasciati fermi dalla rotazione, devono colle loro coor-
dinate soddisfare le (8), e poichè viceversa se questo avviene, il

punto rimane fermo per la rotazione, le (8) sono le equazioni del

t) Cfr. ad es. BEMPORAD, gruppi di movimeiiti e s197tilitadi?ii nello
spazio a 3, 4, 5 (Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa,
vol. VIII, 1899), dove trovasi una dimostrazione analitica della proprietà
enunciata (lemma 2.°).
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luogo di quei punti. Tal luogo è dunque uno spazio lineare per

l’origine, che noi chiameremo spazio assiale ; e che ha la dimensione
91 - v, è la caratteristica del determinante i ai,,, ~ I (~~ , ; . = 1 , ..., n).

5. Con una sostituzione ortogonale portiamo lo spazio assiale

nello spazio

con che non si altera la forma della R f (n. 3), che potremo quindi
supporre data ancora dalla (6). Le (8) devono allora essere soddi-
sfatte quando vi si ponga

qualunque valore abbiano del resto le altre variabili. Deve dunque
essere identicamente

e nella (6) non figurano allora che le variabili X2, ..., x~ .

Notiamo subito, che deve essere 0 (i, ~= 1,...,~), perchè
altrimenti le (8) divenute ora

ammetterebbero ancora delle soluzioni con valori non tutti nulli,
delle variabili, e perciò vi sarebbero dei punti invarianti per R f,
anche fuori dello spazio assiale, ciò che è assurdo; in particolare
essendo i emisimmetrico deve essere v pari. Orbene, se v = 2 s,
noi diremo che la rotazione infinitesima è di grado s.

Il IlLlnlel’0 2 s dà il minimo numero di variabili su cui si può
i@i(ltirre ad operare una rotazione di grado s, che se si potesse ridurre
ad operare su un minor numero di variabili non potrebbe essere

Abbiamo dunque
Lo spaxio assiale di di grado s su n 

è di dinzensione n - 2 s, e la stessa si lJ71Ò 
ad operare 2 s vai-iabili soltanto) non s2c un 

Dalle cose dette deriva anche, poichè v è pari, che
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Una 7.otazio71e infinitesii za su 7z variabili è al di

. 

2 .LJ 
Il del grado è la caratteristica del determinante

(1, , jJ, = 1 , ... , 72) .
6. Supponiamo, che la rotazione R f lasci fermo un certo S,,

e con una sostituzione ortogonale prendiamo tale S, per quello
= = ... = Xn = O (n. 3) dopo di che potremo supporre ancora la

R/* data dalla (6). Dovrà allora essere in forza di queste equazioni

: ne viene,

che son nulle tutte le con an indice  k e l’altru invece &#x3E;1..
Ma allora la R f lascia invariato anche lo spazioxl = X2 =... = XI, = 0,
che è ortogonale al precedente : dunque se una rotaxione lascia fermo

qualunque lascia anche l’ Sn-k per l’origi)ie
ortogonale a quello.

7. Se ora consideriamo un iperpiano qualunque

la condizione necessaria e sufficiente, perchè esso sia lasciato fermo
n

da una rotazione R f f:i,B è che sia identicamente
i ,, 

" 

,F F

essendo p una costante qualunque. Deve dunque essere

Se supponiamo di aver già fatta la trasformazione di cui nel

numero 5, queste equazioni son certo soddisfatte, quando si ponga

1) Con [7] indichiamo, come si suole, la parte intera del quo-i

ziente m : i .
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e b2s+1,..., bn sien qualunque : sicchè rimane invariato ogni iper-
piano passante per lo spazio

spazio che è ortogonale allo spazio assiale. Ma questi sono anche
i soli iperpiani reali invarianti per la Rf : giacchè affinchè le (10)
sien risolubili con valori non tutti nulli delle incognite b, occorre

e basta, che sia

Ora questa equazione non ha altre radici reali fuorchè eventual-

men te lo zero 1) ; sicchè gl’ iperpiani invarianti reali si ottengono
dalle (10) quando vi si faccia ;~ = Os L’equazioni, che cos  si otten-

gono ricavandosi dalle (8) colla sola sostituzione delle b alle x,
saran soddisfatte solo quando si ponga

Sicchè : Una rotazione infinitesima lascia fermi tutti g1’ iper-
passanti per (s essendo il grado della rotazio)ie) orto-

gonule allo assiale; e di reali lascia fermi solo 
8. visto ciò supponiamo di aver ridotto la R f, supposta di

grado s, ad operare soltanto su 2 s variabili xl , ... , x2s, e ragioniamo
senz’altro nell’ S2S « ..., x2s). La R f dovrà avere la forma

e di più dovrà essere 1(0)l.p.B :f O (a,, ~, = 1, ... , 2 s). Per questa se-

conda condizione non ci potrà essere nessun reale ed inva-

ri-,iiite per la R f. Ma siccome le a son reali, la (11) scritta per la

i) Cfr. ad es. CESÀRO, Analisi algebrica, pag. 35.
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rotazione che considerianmo, insieme ad ogni radice (puramente)
immaginaria ammette anche la coniugata: corrispondentemente a

due radici coniugate si potran poi prendere due invarianti per
la R f ed immaginar  coniugati. Due tali s’incontreranno in

un reale, che sarà lasciato fermo dalla R f : se con una sosti-

tuzione ortogonale lo prendiamo per ~ di equazioni

la R f conserverà la sua forma (n. 3) onde potrà supporsi data an-
cora dall’equazione scritta; ma di più dovrà essere

(cfr. n. 6). Sarà dunque

Se s&#x3E; 1 ragionando analogamente sulla prima parte. con una
nuova sostituzione ortogonale, che non tocca xzs-1 ed potrà
ridursi

Cos  seguitando si trova, che
Una 17ùfi9iitesinea di grado s si può ridurre

alla for1na 

Naturalmente le m devono essere tutte # 0, chè altrimenti la R f
non sarebbe di grado s: si posson poi supporre tutte positive, chè,
se fosse per es. 1n~ C 0, cambiando di segno ad x, si cambierebbe

segno anche ad 1J~~, che cos  diverrebbe positiva. Infine le u~ si

posson supporre non mai decrescenti, per modo cioè, che sia
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Coi simboli introdotti al n. 2 la forma canonica è

9. La riduzione operata nei numero precedente si può 
temente fare partendo da un qualunque invariante per la rota-

zione : anzi si può dire più in generale, che di quegli 82s-2 se ne

posson prendere, per fare la riduzione, quanti se ne vuole, ad ar-
bitrio, pnrchè sieno a due a due ortogonali tra loro. Siccome poi
come appare dalla (I), fatta la riduzione, ci sono gli s Szs_2 di
equazioni

che sono a due ortogonali ed invarianti per la R f, cos  ne viene che :

a?"bitrariaiize&#x3E;ile k (: s) gli 82s-2 invarianti una

rotaxione di g1Ytdo s d2 82s, a a due ortogoiiali loro,
se ne posson trovare altri s-k pure in’varianti la R f, ortogonali
a tittti i precedenti e a due a due tra loro.

10. Evidentemente le in sono i soli inv arianti della Rf, ma

possiamo facilmente far vedere, che esse sono effettivamente inva-

rianti per sostituzioni ortogonali delle variabili, che poi sono le

uniche sostituzioni, che noi consideriamo. Infatti una rotazione qua-

lunque 
o..

finchè si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante + 1,
in quanto sulle p viene allora a farsi la stessa sostituzione che

sulle x, si può considerare come una forma a variabili cogredienti
nei due sistemi di variabili xl, ... , ~zS ; ~1, ... ; ~~S . ..

Gl’ invarianti della R f per queste sostituzioni son dunque i di-

visori elementari del determinante caratteristico della forma, cioè

del determinante D (p), e sono questi soltanto 1). Ora quando la R f

i) Cfr. ad es. MUTH, Theorie und der Elemenfarfheiler.
(Leipzig, Teubner, 1899).
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è ridotta a forma canonica, si vede subito, che tali divisori sono

Le l1~ son dunque invarianti per sostituzioni ortogonali a deter-
minante ~ 1, però a meno del segno potendosi qualcuno di quei
di;isori scambiare col coniugato; le altre sostituzioni ortogonali otte-
nendosi col comporne una a determinante + 1, con una per es. del tipo

si vede, che le J7~ sempre a meno del segno sono invarianti per tutte

le sostituzioni ortogonali.
Dunque: Rf a forrna i assoluti

delle 1n risuttcxno gli cniei invarianti sostititxioni ortogonali
della R f.

Però siccome la R f si può, senza alterarne affatto la natura,
dividere per una costante arbitraria, cos  ne viene che per la R f
gl’ invarianti essenziali sono solo i valori assoluti dei rapporti di s-1
di quelle rn all’altra.

Dalle cose dette si trae anche un modo per avere subito i valori

delle m appena data la, rotazione: poichè (J - i rni deve esser un

divisore elementare di D (p), ne viene la seguente regola per quella
ricerca.

S’i considerino tutte le radici della

equazione D () = 0, e si dividano per L: i valori positivi trcc quelli
ottenuti le m relative rotarioiie eonsiderata.

11. Possiamo veder subito anche il significato geometrico delle
’In i : l’equazioni finite del Gl generato dalla rotazione il-lfii itesima

data, quando questa sia ridotta a forma canonica sono nell’ Szs solito

dove t è il parametro da cui dipendono le ool rotazioni del G~. Se
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consideriamo l’effetto prodotto nel piano dunque,

che è una rotazione dell’angolo Mi t. Sicchè il rapporto ’1ni è il
t

rapporto degli angoli di cui ruotano per una rotazione qualunque
del Gl i piani (X2i-l, x2i) ed 

12. Abbiamo già visto quali sono gli iperpiani invarianti reali

per una rotazione inf i itesima R f di un Sn : facciamo ora la mede-
sima ricerca per gli S~~-2 pure reali. Consideratone uno si potrà
prendere per quello di equazioni (n. 3)

dopo di che la "R f avrà l a forma,

Ora potran darsi due casi, o = 0 o m t 0. Se on = O sono

invarianti anche i due iperpiani ~ ,-i == O e X2n = O : dunque il nostro

Sn -2, essendo intersezione di due tali iperpiani, passa 
ortogonale allo spazio assiale (n. 7). L’ inversa è evidente, perchè
ogni iperpiano per un tale Sn -2 è certo invariante. Se sa-

ranno invarianti per la R f i due iperpiani immaginari coniugati

sicchè la ricerca degli Sn-2 invarianti, di questa seconda specie, si
riduce alla ricerca degli iperpiani immaginar! invarianti. Questa
ultima si compie subito, quando alla rotazione si sia data la forma

canonica : supponiamo infatti, che allora tra le ce ne sieno solo t

di diverse, e che sia in conseguenza

essendo le ~i i dei numeri interi. La R f essendo allora data dalla
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equazione

le (10) divengono

Poich-é le b non sieno tutte nulle occorre dare a ~, uno dei valori

4- i a, (1 = t): dopo di che viene

meíltre tutte le altre b devono esser nulle: perciò "distinguendo nei
coefficienti la parte reale dell’ immaginaria, ogni iperpiano inva-

riante immaginario ha per equazione

Viceversa ogni iperpiano, che abbia una tale equazione è inva-
riante per la R f.

Un Sn_z invariante della 2.a specie essendo intersezione di un

iperpiano quale il precedente col suo coniugato avrà dunque per

equazioni :

Dunque : T-Tn Sn-2 linvariante per la Rf o passa per L’ 

ortogonale allo spaxio assiale, oppure, data alla R f la (I"),
ha due equazioni del tipo delle lJrecedenti : ’vieez,.ersa 

ad di queste condizioni, è i&#x3E;ivai’ia&#x3E;ele per la R f.
Tutti gli Sn-2 invarianti della seconda specie si dividono corri-

sponclentemente ai var  valori di 1 in t sistemi: quelli delI’ lmo, per
es., passano per lo. spazio
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Supponiamo ora che sia n= 2 s per fare il caso più semplice:
allora si possono detern1inare dei gruppi di s Sn-2 invarianti ed a
due a due ortogonali, che ora vogliamo vedere come si distribuiscono
in quei sistemi. Se noi consideriamo k qualunque degli Sn-2 di uno
di quei gruppi essi devono avere a comune un ma non uno

spazio maggiore, chè altrimenti non potrebbero essere a due a due
ortogonali. Ne viene, che per lo spazio

che è un S~2-2qL.~;~qi-1 , non ne posson passare più di q i - ossia

tra gli s non ce ne possono essere pi i di q L--q L-I sistema.

)Ia allora se indichiamo con ~ z il numero degli Sn-2 di uno dei
’nostri gruppi, che appartengono al sistema lmo, abbiamo

e perchè quest’ ultima equazione sia verincata occorre che sia

Sicchè tutti i gruppi di s Sn--2 invarianti per la R f son formati
di qi del primo sistema, di q2 - ql del secondo,..., di 
del itno sistema.

Nel caso, che sia r~&#x3E; 2 s, valgono ancora le stesse cose, solo che
allora bisogna ragionare sempre dell’ Sn-2s per l’origine ortogonale
allo spazio assiale.

13. Premesso questo possiamo risolvere facilmente una questione
fondamentale, quella di trovare tutte le sostituzioni ortogonali, che
lasciano ilalterata la forma canonica di una rotazione, cioè le sosti-
tuzioni ortogonali tali che, indicando con .1;’ le nuove coordinate, sia

t Q7, 7.
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Intanto per il n. 10 le ~ a meno dell’ordine coincidono colle a i ,
e cos  le differenze coincidono pure a meno dell’ordine

colle altre q l - sicchè q-,, = q t . La sostituzione poi lascia fermo
lo spazio assiale, e quindi, essendo essa ortogonale, anche lo spazio
per Forigine ortogonale a quello. La sostituzione si può dunque
considerare come il prodotto di due, una che non tocca affatto le va-
riabili xl, ..., X2s , l’altra che non tocca invece le variabili X2s+1, ..., x,,.

La prima può essere evidentemente qualunque : occupiamoci invece
della seconda, ossia del caso, che sia n = 2 s. Allora gli Sn-2 di

equazioni

sono invarianti per la R f e a due a due ortogonali: dunque q, - 
di essi devono avere equazioni del tipo (n. 12)

e ciò per ogni valore di I. RTe deriva dunque, che alterando se mai
l’ordine delle x’ l, ..., x’ n deve essere

e le b e c possono esser qualunque compatibilmente coll’ortogonalità
della sostituzione. Viceversa se son soddisfatte queste condizioni

gli S,~-2 di equazioni X’l == X’2 2 = 0 ; = ~,’4 = 0 ;... ; x’zs-1= X’2S = 0 es-

sendo invarianti per la R f, questa ha ancora la forma canonica.

Nel caso generale che sia ~~&#x3E;2,~ bisogna aggiungere una sostitu-
zione qualunque sulle variabili Dunque:

La generale soslilaixio?ie ortogonale sulle variabili, che lascia
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la (I") di rotaxione R f è del tipo

le b e le e dovendo soddisfare soltaiito alle condixioni imlJoste dal
dover essere la sosliluzio9ie ortogonale.

Notiamo che da una sostituzione di questo tipo non viene alterato
neanche l’ordine delle ct.

14. Un’ ultima osservazione vogliamo ora fare : se supponiamo
di avere un Sn-2 invariante di equazioni

si potrà sempre prenderlo per lo spazio

senza alterare la forma (I’’) della R f. Infatti (n. 9) se n = 2 s si posson
trovare altri s - 1 invarianti ortogonali a quello, e a due a due
tra loro: ognuno di questi avrà dunque due equazioni dello stesso

tipo delle precedenti, e dividendole se mai per fattori convenienti

si potrà far s  che il determinante dei coefficienti sia quello di una
sostituzione ortogonale. Allora basterà prendere per nuove variabili
i primi membri di tutte queste equazioni, in ordine conveniente,
chè le condizioni del numero precedente saran certo soddisfatte.

Se n&#x3E;2s basta lasciare inalterate le ~, S+1, ... , ~~n per ridurci al

caso di ora.

Più in generale se abbiamo un di equazioni 
°
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diciamo che si può prendere per lo spazio ~2qz-1.+1= ... = X2q t _1+2k == O
senza alterare la forma (I") : avendolo dimostrato per k = 1, potremo
supporlo dimostrato per k - ~ , e dimostrarlo per k. Per questa
ipotesi 1’ ~rz-2~,~., , che si ottiene tralasciando le due ultime delle

precedenti equazioni, si può prendere per lo spazio

senza alterare la forma (I") della R f : le altre due equazioni con-
servano la loro forma, poichè esse sono le eq uazioni di un Sn--2
invariante per la R f ; ma in esse potremo ora tralasciare le varia-

bili X2q l-l +1 , ... , X2q l-l +2k-2 in forza delle precedenti equazioni;
sicchè si potran ridurre alla forma

con che pur di lasciare inalterate le variabili,

la cosa è ricondotta al caso precedente. Dunque :
Data Totaxione R f della forma (I") si può stenza alterare

questa prendere pei- lo spaxio
lo 

15. Diamo un’altra definizione. Diremo grado d2 zcn gruppo di
rotaxioni il minimo grado delle rotazioni infinitesime del gruppo.

Il grado di un G1 sarà dunque quello della sua rotazione ge-
neratrice.

16. Date due rotazioni

si dice, alle la R’ f é una »arte di R f se tutte le a’, b’, c’, d’ che non
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sono nulle sono uguali rispettivamente alle a, b, c, d cogli stessi

indici.

Se considerando in un gruppo G1. una rotazione R f esiste una
sua parte R’ f, clie sia auch’essa una rotazione (non l’identità) del

gruppo, anche R f- R’f’ è una parte di R f ed insieme una rotazione
del gruppo: in questo caso la R f si dice mentre nel caso

contrario la R f si dirà irriducibile 1).
Evidentemente poi ogni rotazione riducibile sarà composta di

parti irriducibili: perciò se con Rz f , ..., RTf indichiamo le rota-
zioni generatrici di Gr , avremo

dove le ni son numeri interi &#x3E; 1, e le R, sono rotazioni irriducibili
del gruppo. Ora tra le non ce ne possono essere più di r indi-

pendenti essendo esse rotazioni di G,. , e quindi combinazioni lineari
delle Ri f : ma ce ne saranno proprio r d’ indipendenti, se no le Ri f,
che son combinazioni lineari di esse, non sarebbero tutte indipendenti.
Allora potremo prendere come rotazioni generatrici del gruppo r

rotazioni indipendenti scelte tra le quindi
Si puo sernpre sztpporre, che le rotazioni di un

gruppo di rotazioni si eno 

Se poi si prendono k rotazioni indipendenti del gruppo, tra le
se ne potranno sempre trovare ~r - 7~, d’indipendenti tra loro

e dalle precedenti; che qualora ce ne fosse solo ~2013A’2013~ (t&#x3E; 0) in

tale condizione vorrebbe dire, che tutte le sarebbero c0111bi-

nazioni lineari di quelle r - k - t, e delle k considerate, e perciò
tra esse non ce ne potrebbe essere r indipendenti. Dunque:

indipendenti di G l’ di rotazioni si

possoiz prendere C01ne generatrici del Gr le rotazioni ed altre

r - k 

Notisi che il concetto di riducibilità ed irriducibilità di una rota-
zione dipende essenzialmente dalla forma data al gruppo, chè facendo
un cambiamento di variabili una rotazione riducibile può divenire irri-
ducibile, o viceversa.
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I gruppi Abeliani di rotazioni

17. Supponiamo di avere due rotazioni qualunque di un gruppo,
R1 f ed Rzf, e ad una di esse diamo la forma canonica : poniamo
dunque

ora supponiamo però che le rny sien qualunque, anche nulle per non
dover stare a distinguere i varii casi. L’altra rotazione sarà allora

.. , t i

Dopo ciò se poniamo

avremo per le (5)

Di qui deduciamo subito, che
I Gz di rotaxioni son tutti abeliani 1).

1) Cfr. LEVI, gruppi di movimenti (Rend. della R. Acc. dei Lincei,
VOI. XIV, serie 5a, 1905, n. 3). Come abbiamo già detto noi intendianlo
sempre di parlare di gruppi reali, onde tutto quello che diremo si riferirà
sempre a gruppi reali.
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Infatti se ci fosse un G2 R2) non abeliano, si potrebbe
ridurre ad avere la composizione sicchè potendosi
fare la riduzione precedente dovrebbe essere identicamente

cioè

E queste equazioni non sono certo risolubili con un valore reale
e diverso da zero di r-1, a meno di supporre nulle tutte le a, b, c, d,
cosa evidentemente da escludersi. Rimane cos  dimostrato il nostro

teorema: ne viene poi
O,gni gruppo è di gcnere xero.

18. Supponiamo ora che la R1 f sia di grado s, e che gli si sia
data la forma (I") : allora la R3 f sarà data ancora dalla (13), solo
che vi si supponga

dove le a son tutte positive.
Perchè la R3 f sia nulla occorre sia

Se poniamo in queste equazioni A ambedue &#x3E; ,9, esse son

verificate certamente qualunqne sieno c~~~ , ~~ ~, c~ e d ,,, poichè
n = au = 0 : se invece C s , 1 -1, &#x3E; s, essendo ;72 , &#x3E; 0 ,

1 
-
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= 0 deve essere
1

Infine se , e ii. son ambedue  s, siccome ed son po-
sitivi non può essere = 0, onde deve essere 

1

delle c~?~u , d?~~ possono poi essere diverse da zero, solo quelle i cui

indici son tali, che 1nÀ. e in, sieno uguali. Ne viene che, perchè sia

(R1 R,) = 0, insieme a

si deve avere

dove la parte tralasciata opera solo sulle variabili X2s+1,..., xn. A

questa parte si può dare la forma canonica

e quindi di essa è inutile occuparsi ulteriormente.
19. Supponiamo per semplicità t= 1, chè il caso generale si

deduce ben facilmente da questo preemettendo una semplice somma-
toria : di più supponiamo n = 2 s. In tal caso potendosi supporre

1, si ha

Ora la come sappiamo (n. 12) lascia fermi tutti gli 
di equazioni
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e perchè R2f lasci fermo uno di questi occorre e basta che

sia identicamente

Scrivendo le equazioni, che ne risultano, si trovan 1 e seguenti

son queste 2 s equazioni lineari omogenee nelle 2 s quantità a_~‘ , ~~~ :
perchè sien risolubili occorre e basta, che sia

Se noi rammentiamo che ~= ~~u/ ~ ~7,~ = si fa

0, questa equazione è l’equazione secolare, che come si sa ha
tutte le radici reali.

L’equazione precedente si può dunque risolvere dando a r~ il

valore 0, e a 2 un valore reale: corrispondentemente a questi le (14)
ci danno almeno un sistema di valori delle a e p, e quindi almeno
un S,,-, che è lasciato fermo tanto da che da Questo

S~s-2 lo possiamo prendere per 1’ 

senza alterare la forma della R~ f (n. 14) : allora la R2f acquista la
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forma

Ragionando ora in modo analogo sulla seconda parte, con una
sostituzione ortogonale sulle x3, ..., xzS solamente si può ridurre

senza alterare 

Cos  seguitando si arriva evidentemente a dare ad R2 f la forma

Nel caso generale basta premettere una sommatoria, ed aggion-
gere in R2f una parte simile a quella scritta. Sicchè anche la 

come la assume la forma canonica : se ne trae cos  il teorema :

Ogni G2 di rotaxioizi si può alla for1na (canonica)

20. Veniamo ora alla ricerca dei G3 abeliani : a due delle ro-

tazioni R1 f ed Rz f del G3 potremo dare la forma ora vista, ed allora
se supponiamo che la terza rotazione R3 f geiieratrice del gruppo
sia data dall’equazione

poichè (R1 R3) = 0, potranno esser # 0 solo quelle a l.p. e tali

che sia = (/1 P. (n. 18) e delle b?,,, e cf,~,~ solo quelle per cui sia

= = 0. Se indichiamo con s il grado di R1 f e disponiamo le
variabili in modo che sieno rli2 , --- , ryls S tutti =t= 0 , 1, +1=... _
= or T 0, ed anzi piú precisaniente (come al solito) ,1, 2 

= 
e
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con le cc tutte diverse tra loro dovremo avere

Per la seconda parte osserviamo, che pur di lasciare inalterate
le variabili Xl’ ... , x2s , si rientra nel caso precedente poichè R~{
non agisce affatto sulle variabili ~2S+1, ... , xn : a questa parte po-
tremo dunque dare la forma

Perciò basterà considerare il caso di t = 1, n = 2 s che l’altro se
ne deduce subito : allora potremo prendere in tale ordine le x che
risulti

con le b tutte diverse tra loro. Fatto ciò poichè per essere (R2 R~) = 0
non possono in R0 f essere diverse da zero, che quelle a ..p. e d?,,,, &#x3E;

per cui è = 

72u., ne viene, che R3 f avrà ancor più particolar-
mente la forma .

Potremo dunque supporre t’ ‘ 1, chè l’altro caso se ne deduce col
premettere una sommatoria: ma allora R,1 f ed Rz f differiscono solo
per una costante, e quindi si rientra nel caso precedente e ad R3 f
si può dare la forma

senza alterare quella di ed R2f.
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Le due sommatorie, che bisognerebbe premettere per passare

prima al caso che f sia qualunque, e poi a quello, che sia qua-

lunque t non alterano questa forma, e cos  non la altera neanche la

parte da aggiungere quando /z~&#x3E;2~. Potendosi poi il ragionamento
estendere nel medesimo modo ad un Gr abeliano qualunque di ro-

tazioni, abbiamo il teorema:

Un G,==(R,,R,,...,R,) abeliano di rotaxioni si 
ridurre alla forma (canonica)

21. Ne seguono alcune conseguenze, che vogliamo notare.
Prendendo nna conveniente combinazione lineare delle R1 f, ... , R,,f

si possono eliminare certo r -1 delle Y,, : la rotazione, che si

ottiene è allora al più di grado Ì - r+ 1. Perciò rammentando la
2 2 

definizione di grado di un gruppo (n. 15) abbiamo
Un G,. abeliano di sit n variabili pu,ò avere al 

simo il grado l J - r + 1.2 
Di qui si trae che

Non ci possono essere dei G,. di rotaxioni, con r &#x3E; 1, abeliani

e d: grado 2 che operino solo su n rariabili. 
’ 

’17,11
Per conseguenza, avendo un sottogruppo di un gruppo di rota-

zioni almeno di grado uguale a questo per la definizione stessa:

In un gruppo di rotaxioni sll n variabili di grado n non ci2

possono essere due i-otazioizi 

§ 3.

Alcuni teoremi sulla composizione dei gruppi

di rotazioni

22. Abbiamo già visto al n. 17 che posto 
°

si ha

Nello stesso modo si ha pure

Son queste delle formule molto importanti da cui trarremo con-

seguenze notevoli.

Prima di tutto osserviamo, che ogni termine di R2f dà origine
ad un solo termine di ~R1 (R~ R2) e che su questo non influiscono
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affatto gli altri termini di Rit. Perciò se data ad R1 f la for1na canonica
è Zlna parte di R2 f, (R~ (R1 R’ 2)) è una parte di (R~ (R~ R2)) .

Osserviamo ancora che dalla (17) vien subito che
é (R1 (R1 Rg)) = k deve essere k qiegatia&#x3E;o o 

Infatti potremo dare ad Rl f la forma canonica, dopo di che var-
ranno le formule precedenti: se consideriamo uno qualunque dei

coefficienti, che figurano in R2 f e son diversi da zero, per es.  ,
i

dovrà essere per l’ipotesi

ed essendo a?,,, +, 0 ne verrà cioè k negativo o nullo.
,

23. Visto questo introduciamo per semplicità di linguaggio una
altra denominazione: se è R2fJ essendo 7~ negativo o
nullo potremo porre k = - ;~’. Diremo allora che R2 f rispetto ad R~ f

al ci sarebbe veramente per p un’ambiguità
di segno, che noi elimineremo prendendo per p sempre il valore

positivo.
quali sono le condizioni perchè questo avvenga? La (17) ci

dice subito che deve essere

Quindi devono essere nulle tutte le aÀp. e tali, che 110n sia

9n&#x3E;_ - ~n,~ _ +p e tutte le e tali che invece non sia ntî + 
Viceversa se queste condizioni son soddisfatte, la R,f rispetto ad R1(
appartiene al fattore Ne viene subito, che

Se rotazione R2 f rislJetto ad R1 f ad un certo

ogni parte di R2 f, rispetto ad R~{, appartiene allo
stesso fattore.

24. Supponiamo ora r = 0 : allora devono essere nulle tutte le

aÀu. 1 e tali, che agli indici , e p. non corrispondano due valori

uguali delle e son nulle pure tutte le e tali che agli in-

dici , non corrispondano due valori uguali e di segno contrario
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delle 1n. Ma queste, per la (16), son le condizioni, perché sia

(R,1 R2) = o : dunque
Se rotaxione rispetto ad ZG72’C,GZtî’CL valore 0,

le due i-otazioiii son 

25. Consideriamo ora pltl a fondo il caso di p y 0 : poniamo allora

Dalla ipotesi fatta, che sia viene allora

e quindi anche

cioè anche la R3 f appartiene al fattore t. Dalla (16) vien subito,
come si ottiene la R3 f da R2f: rammentando quali condizioni deri-
vano dall’ ipotesi fatta (n. 23) si vede subito, che i coefficienti 

o che figurano allora effettivamente nella (16), son tutti

_ -~- iJ e che perciò basta in Rz f sostituire ad X~,~ , Y. , W~,~, e Z ,~,
ordinatamente Yi,~ , Xi,~, , Zi,,, e W~~ , , e poi cambiare di segno ad

alcuni termini. Se con R’2 f indichiamo il complesso dei termini di
che in questo passaggio conservano il loro segno, con R"2 f il

complesso di quelli che invece lo cambiarne avremo evidentemente

e posto

sarà

e tanto R’3 f da come R"3 f da si deducono col semplice
scambio di cui sopra: è un’osservazione questa, che dovremo richia-
mare in seguito.

Un’altra osservazione su quest’argomento è la seguente : se R(l)f
è una parte di per il modo con cui si ottiene da sarà

(R1 R») una parte di R3f. Ne viene, che se R2f è irriducibile lo è
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anche e viceversa poichè scambiando R2f ed R3 f non si fa altro
che cambiare p in - ~~. Perciò riassumendo :

Se lJrese die rotaxioni Rlf ed. R, f, la R2 f al fat-

tore p, a questo stesso fattore appartiene anche! R1 R2); ed aiixi
,

se data ad R1f la forma canonica R2f è irriducibile) è irri-

ducibile ! (Ri R2).
Inoltre Rz f si può nelle ipotesi fatte seomporre in due parti R’f

ed R"d tali R’2 ) e - ! (R R"2) si ottengano 
p P

mente da R’2 f e R",f scainbiando X?, con Y,,, e con Z l.p..
26. Prendiamo ora in esame la (17) nel caso più generale possi-

bile : da essa risulta, che la si ottiene dalla R2f molti-

plicando ciascuno dei coefficienti che figurano in questa per un
fattore negativo che può variare da termine a termine. Tra questi
fattori ce ne sarà un certo numero p di diversi, che essendo negativi
potremo indicare con - ~i , - ..., - Consideriamo ora tutti i ter-

mini di i cui coefficienti vengono moltiplicati per - C-,í, quando
si passa alla (R~ (R~ R2) ): il complesso di essi formerà una parte RZ1 t
di R2f. La rotazione (R~ (R1 R2,» si ottiene da R21 f moltiplicandone
semplicemente tutti i coefficienti per - sarà dunque

ed apparterrà rispetto ad Ri f, al fattore p~. Analogamente se
consideriamo tutti i termini, i cui coemcienti nel passaggio da R~ f
ad (R~ (R~ R~)) vengon moltipllcati per - p2 , essi formano una parte
R22f di Rzf, che rispetto ad appartiene al fattore pz. Cos

proseguendo si trovano p parti Rz2f, ..., R1pf di R2f, che esau-
riscono completamente la in quanto ogni termine di questa
deve appartenere all’ una o all’altra di quelle parti, e che rispetto
ad Rif appartengono ordinatamente ai fattori pl , p, , ... , p~, . Sicché

si avrà
n , T ! . I i
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Se ora ed R2f son due rotazioni di un gruppo, a questo deve

appartenere anche la che per le formule

ultime è data da

E nello stesso modo, che questa si deduce dalla Rtf) da essa
si dedurran successivamente

Le p essendo diverse tra loro, la R2 f e le altre p -- 1 rotazioni

del gruppo, che ne abbiamo ricavato, son combinazioni lineari indi-

pendenti di R21f, ..., R2pf; e perciò queste son tutte combinazioni
lineari di quelle e per conseguenza rotazioni del gruppo. Ma allora
se p&#x3E; 1, la R2 f è riducibile, invece, per definizione, la

R2f rispetto ad appartiene ad un certo fattore. Dunque
Data ad rotazione qual1,tnque R, f di Zcn Gr di rotaxioni

la forma cánonica) ogni Totaxione irriducibile del Gr rispetto ad
Rl f appartiene ad un certo fattore.

27. Ne possiamo trarre subito un teorema, che completato ci

porterà al teorema, che ora vogliamo stabilire.

Consideriamo un gruppo Gr di rotazioni, qualunque, e suppo-

niamo, che in esso esista un G t (R1, R2, ... , R t ) abeliano: la condi-
zione sarà certo soddisfatta almeno per t = 1. Poi data a G t la forma
canonica prendiamo, come rotazioni generatrici del Gr , le precedenti
ed altre ~° - t irriducibili (11. 16). Per il teorema pre-
cedente avremo allora

Dunque: Fissato in un gruppo G}, di rotaxioni qualunque un
G t - (Ri, R2 , ... , R i ) abeliano, e data a qztesto G la canonica,
si posson irriducibili altre rotaxioni R t+1 f , ... , 
generatrici del ed allora si avrà
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Da questo teorema si capisce subito quale importanza abbia per
la nostra ricerca lo studio delle rotazioni, che rispetto ad una data

appartengono ad un certo fattore.

28. Dimostriamo ora una proprietà, che ci permetterà di com-

pletare il teorema precedente. Supponiamo di considerare due rota-
zioni di un Gr di rotazioni, Ri f ed R2{, permutabili e di aver data

ad esse la forma canonica : poi coi sideriamo una terza rotazione R3 f
del gruppo, irriducibile: sarà allora pel teorema precedente

Vogliamo dimostrare, che si avrà di più

Se P~ e pz son nulli ambedue la relazione è certo soddisfatta:

se e p, t 0 osserviamo, che per il n. 25 R3 f è permutabile
con e questo dimostra la relazione scritta: cos  se fosse p,=: 0,
r ~ t O. Resta dunque da esaminare il caso, che pei e P2 sieno 

bedue 0. La R3f si comporrà allora di due parti R’f ed R",f,
tali che posto

R"4 f si ottengono da R’~ f ed rispettivamente soltanto

scambiando X~.p. con e W),p. con (n. 25). Ora R’3 f rispetto
ad R2f apparterrà al fattore P2 (n. 23), e cos  anche R"3 f : anal o-

gamente a quello, che abbiamo ora detto R’3 f si comporrà di due

parti ed R3z f tali, che posto

R41f ed si ottengono rispettivamente da R31 f ed collo

scambio suddetto. ora se poniamo

ed che son parti di R’ 4 f, si ottengono pure esse collo

stesso scambio da ed rispettivamente, sicchè sarà
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Analogamente potremo decomporre in due parti R33f ed

R~ f tali che posto

sia anche

Ma date tutte queste Ìorinule, poichè è

ne viene

Ed ora nel gruppo ci saranno le due rotazioni

Dunque se una di queste due non è identicamente nulla la

(RI R3) è riducibile, ciò che non è possibile avendo noi supposto R3 f
irriducibile (n. 25).

Sicché deve esser nulla una di quelle rotazioni, cioè deve essere
verificata una dell’equazioni da noi scritte in principio. Si ha cos

il teorema:

Se date a due rotaxioni R1 f ed Rf di un di rotazioni

la canonica, si considera una terza rotazione irriducibile R3 f
oltre ad aversi (R~ (R1 R3)) r  R3 f ; (R2 (R2 R3)) = - si avrà

anche o P2 (R~ R3) = p~ (R2 R3) o P2 (R1 R3) == - p~ (R2 R3)’
29. Possiamo ora dimostrare il teorema che ci proponevaino.

Supponiamo, di considerare un gruppo qualunque di rotazioni Gr ,
e che in esso ci sia un Rz, ... , Rt) abeliano il quale però
ora non sia contenuto in nessun abeliano di G,, . Supponiamo
poi di aver trovato le rotazioni ..., RI+2, f (t ~ 2 s ~ r ; s j 0~
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indipendenti tra loro e da quelle del G t in modo, che sia

Io dico, che, se r&#x3E;t+2s, si possono trovare nel gruppo altre

due rotazioni, che soddisfino ad equazioni analoghe alle precedenti,
e che sieno indipendenti tra loro e dalle altre già considerate. In-

fatti prendiamo le altre r - t - 2 s rotazioni ..., Rr f ge-
neratrici del gruppo irriducibili (n. 16): avremo allora (n. 27)

Potremo poi applicare il teorema precedente prendendo per le
rotazioni ed R2f che vi figurano, due qualunque rotazioni del

. 

G t e per R3 f una qualunque (k = 2 s + 1, ..., r - t) : ne viene
che deve essere

Premesso tutto ciò prendiamo a considerare la essa

non può essere permutabile contemporaneamente con 

perchè se no con queste formerebbe un abeliano e contenente

il G~ , contro l’ipotesi. Possiamo dunque supporre sia

senza alterare la generalità della questione. Ma (R1 Rt+2S+1), che è
irriducibile (n. 25), è anche indipendente da R~f, ..., Rt+2s+1(; perchè
se fosse

dalle (20), siccome deve essere (
e d’altra parte per ipotesi è anche ( I, verrebbe
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cosicchè, essendo il coefficiente -(;,i,2S+1 +1’l.~+2;+1) di certo

differente da zero, stessa non sarebbe indipendente da

R1 f, contro le ipotesi fatte. Dunque è certo in-

dipendente da e si può quindi prendere
per nuova dopo di che si avrà

e per conseguenza per le (21) anche

Ma allora dalle (22) ricaviamo

Basta includere in il segno per avere

conforme al nostro asserto.

Applicando quanto sopra col supporre s = 0, ne viene, che se il

gruppo non è abeliano, se cioè r &#x3E; t deve essere i-&#x3E;t+2, e che

possiamo prendere le t -f-- 2 prime rotazioni generatrici in modo da
soddisfare le (20) : allora facendo s = 1, ne viene, che se r &#x3E;t+ 2
deve essere r ¿ t + 4, e che possiamo prendere in simil guisa le

prime t + 4 rotazioni generatrici del gruppo, dimodochè si potrebbe
applicare ]a dimostrazione precedente per s = 2. Cos  proseguendo
si dovrà alla fine arrivare ad ottenere tutte le r rotazioni generatrici
del gruppo in modo da soddisfare le (20), e siccome ad ogni passo,
che si fa se ne aggiunge due vuoi dire che deve essere r - t un nu-
mero pari. Abbiamo cos  il teorema :

In G, non abeliano di rotaiioni eonsiderato Gt -- (R,,
Rz, ..., R,) abeliano e non contenuto in nessun abeliano di Gr,

i- - t = 2 s (s e le altre 2 s rotaxioni del

gruppo R,,+1 f, ... , Rt+2S f si possono prendere in modo, che sieno
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irriducibili) e di più si abbia:

La prima parte del teorema ci dà come caso particolare:
Il massi1no gruppo abelia910 conle?zulo in un Gr di 

è Gr-2s (s intero).
30. L’importanza del teorema ora dimostrato risulterà imme-

diatamente dalle conseguenze, che ora ne trarremo.

Cerchiamo dapprima la composizione dei G3 non abeliani : per
il teorema precedente in questi G3 non ci posson essere dei Gz
(abeliani) e le tre rotazioni generatrici del G3 se questo non è abe-
liano, Rif, Rtf ed R3 f si posson prendere in modo che sia

Dall’ identità Jacobiana tra Rzf ed R3 f si ottiene

quindi

con a. ~ 0, altrimenti ci sarebbe nel G3 un G2 (abeliano). Anzi poichè
si ha

p ed oc devon avere lo stessò segno (Il. 22). Allora dividendo R2 f

ed R3f per ,/ si rénde ’J.=p. Poichè inoltre dividendo Rf, Rzf, R fp

per una costante, anche p vien diviso per questa costante, si ha cos  :

G3 (R1, R2, R3) si può alla composizione,

dove r, se ~ 0, ha un valore arbitrario.
31. Un’ altra applicazione se ne ha nella ricerca dei Gr, che

contengono un GT-2 abeliano : escludendo il caso di quelli abeliani,
il Gr non può’ contenere dei abeliani, e perciò si possono pren-
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dere le rotazioni generatrici in modo, che sia

e tutte le p i non posson esser nulle, altrimenti, per esempio, il

Gr-1 =- (R1, ... , Ry.-1) sarebbe abeliano. Ma allora non può essere

R,,) = 0, altrimenti, supposto r, i 4: 0, R f, Rr f formereb-
bero un G3 di composizione diversa da quelle che abbiamo or ora
visto, solo essere possibili. D’altra parte, siccome per le identità

Jacobiane deve essere

ne viene, che (Rr_1 Rr) è una combinazione lineare non identica-

mente nulla di ... , R t f ; onde tale combinazione poten-.
dosi prendere per p senza alterare nelle formule precedenti altro
che le p i, potremo supporre

Ora deve essere 0, altrimenti R1 f , Rr f formerebbero
un G3 di composizione diversa da quelle possibili, ed anzi come

sopra si può rendere [-’~ == p. Sostituendo poi a R Z f , ri R i f - Pi i R1 f
(i = 2 , ..., T - 2) le nuove Ri f saran permutabili con R,,_1 f ed Rr f.
Dunque

Se un Gr di rotazioni non contiene un G r-2 abeliano,
si possono prendere per trasformazioni generatrici del Gr quelle
di un G3 non abeliano e quelle di 2cn Gr-3 abeliano di rotaxioni
tutte permlttabili con quelle del G3 .

Si ha perciò :
Se ~un Gr di rotazioni non abeliano eontiene un G)’-2 abeliano,

si posson prendere le rotazioni R~ f, ... , Rr f generatrici del 
in modo che sia
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32. Un caso particolare ci dà la composizione dei G4 non abe-
liani : infatti ogni G4 contiene un G2 abeliano (n. 29), onde si ricade
nel caso del teorema precedente, da cui si ricava cos :

Ogni G4 (R1, Rz, R3, R4) si può ridurre alla composizione

33. Se ora riprendiamo le ipotesi e le notazioni del teorema del
n. 29, scrivendo le identità Jacobiane tra ed Rt+2kf
(i = 1, ... , t ; k = 1, ... , s) ne viene

onde (Rt+2~,_1 Rt+2k) essendo permutabile con è una

combinazione lineare di R1f, ..., R, f stesse : cosicchè il Gt , 
ed Rt+21t f formano non abeliano per l’ ipotesi fatta, che il Gt t
non sia contenuto in nessun Gt+1 abeliano di Gr . Dunque:

In un Gr qualunqiie abeliano di rotazioni, se c’è 2.cn Gt t
abeliano non contenuto in nessun G t+1 abeliano, c’è anche un G t+2
non abeliano, che contiene il G t .

Combinando questo col teorema del n. 31 e con quello del n. 29,
abbia,mo

ha un Gt+2S qualunque non abeliano di rotazioni, se c’ é un

G t (R1, ... , R t ) abeliano non contenuto z~z nessun abeliano,
si posson prendere le altre rotazioni Rt+2f, ..., R t+2S f gene-
ratrici del gru1!po) in modo che sia

In particolare da questo si trae 
’

Ogni G1. non abeliano di contiene un G3 pure non
abeliano.
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34. Stabiliamo alcune formule, che ci occorreranno subito dopo.
Supponiamo di considerare cinque rotazioni R1 f’, ... , R5 f, che

soddisfino alle condizioni :

con pei e P2 diverse da zero.

Le identità Jacobiane ha Ri f, Rz f o R3 f ed R4 f o R5f ci dànno

Da queste derivano le altre

Se dunque poniamo

ne viene

e alle (27) si posson sostituire le altre

mentre dalle (28) si deduce che ed S2f rispetto ad R1 f appar-
tengono al fattore I, ;~l -- ; 2 ~ , ed al fattore . Siccome

Rz f ed R4 f sono due rotazioni qualunque, che rispetto ad ap-
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partengono rispettivamente ai fattori ~ e ~ 1 p, li, , parte delle formole
precedenti si possono enunciare nel teorema: 

’

Prese tre R1 f , Rz f ed R4f, se Rzf ed R4 f rispetto
ad RI f alJ1J{tTtengono al fattore al fallore ) I 21’ ,
ed Pz soiz t 0, (Rz R4) è di due che

rzspetto ccd R1 f appartengono al fattore r altra al

fattore 1 p, - 2 , . .
35. Consideriamo ora il caso, che prese quattro rotazioni

R,f, ..., R,f sia

Come sopra si ha

sicchè ’posto

si ha

In parte queste formole vengon tradotte dal teorema:
Se rispetto ad R1 f la rotazione R2f appartiene al fattore Ipl 

( $ 0) e R4 f è permutabile con R1 f, (R2 R4) alJpartiene
rispetto alla R1 f ancora al fattore Ipl.

Notiamo, che questo vale anche nel caso di P i 0.
36. Preso ora un gruppo Gr qualunque di rotazioni, se in esso

c’è un G~ t abeliano, che non è contenuto in nessun abeliano

del Gr , si può trovare nei G, un Gl+2, e le rotazioni del gruppo
si posson prendere in modo da soddisfare le relazioni del teorema

del n. 33, che per chiarezza riscriviamo, supponendo r = t + 2 s e p = 2
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Potremo di più fare evidentemente in modo, che le pn, (k=2, ... , s)
sieno tutte positive: di più supporremo s &#x3E; 1, essendo ormai nota
Ja composizione del gruppo nel caso di s = l. Infine supponiamo,
che tra i numeri P12, ..., , 

ce ne sieno uno o più = p ( &#x3E; 0), ma
nessuno =p+2, con ;~, che non è un numero intero. Date queste

ipotesi indichiamo con ed S2f due rotazioni irriducibili del gruppo
tali che sia

B - 1 1 rv n

Poichè non ci sono nel gruppo per ipotesi rotazioni, che rispetto
ad Ri f appartengono al fattore p+2, la parte di S~) che ap-
partiene a quel fattore deve essere nulla: sicchè per le (29) e (28)
potremo porre

Dall’identità Jacobiana tra ed Si/’od S2 f si ricava

e non può essere nulla nè nè perchè se fosse nulla 1’ una
di esse per l’ultime delle (30), essendo p - 2 certamente t 0, lo

sarebbe anche l’altra, ciò che è impossibile per le ultime equazioni
scritte. In forza di queste poi si può, per le fortnole del n. 34, porre

Poichè jj-4 non può essere = 0 per l’ipotesi fatta, che p non
sia intero, ne viene, che se una delle rotazioni ed S6f è nulla,
lo è anche l’altra: ma tutte due non lo possono essere, perchè dalla
identità Jacobiana ha ed Sf si ricava

perciò le rotazioni S5f, saranno ambedue diverse da zero.
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Cos  continuando si stabilirà una catena di relazioni del tipo

e tale catena seguiterà senza mai poter finire, poichè non potendo
essere le quantità mai nulle, si potrà sempre ripetere
il ragionamento di sopra, e quindi si avranno ad ogni passo sempre
due rotazioni, nessuna delle quali può essere nulla, e per cui si può
proseguire il ragionamento. Le rotazioni S, f , S3 f , .... ... son

certo tutte indipendenti, perchè esse rispetto ad R1 f appartengono
ordinatamente ai ..., ~ p - 2 i 1 ... certo tutti
diversi tra loro. N e viene, che se fossero possibili le ipotesi fatte

nel gruppo ci sarebbero infinite rotazioni indipendenti, ciò che evi-
denten9ente è assurdo.

Notiamo di più, che in quanto precede non entra altro, che il

fatto della composizione del G~ _ _ (R1, R t+1, Rt +2), e che se non c’ é

nessun valore ,, non intero, tale che tra le P12, ... , ,~l S , ce ne sia qual-
cuna =p, ma nessuna ==p+2, vuol dire, che S son tutte

intere. Abbiamo dunque il teorerna:

Preso in un G1. di rotaxioni un G3 =-=: (RI , Rt+~, Rt+2) non abe-
liano di coinposixione

le del gruppo rispetto alla R1 f possono appartenere
che a fattori interi o nulli.

37. Supponiamo ora, che ferme restando tutte le altre ipotesi,
sia invece p un numero intero dispari, sia quindi p = 2 h + 1, con h
intero o nullo. Allora si può ottenere, nel modo stesso del numero

precedente, una catena di relazioni, che potrà terminare solo quando
si arriva ad ~==2/~+1, poichè pei valori precedenti di i tanto ;~ - i,
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che p- 2 i son diversi da zero, e perciò si può ripetere il ragiona-
mento di dianzi. Si ha dunque in tal caso oltre le (30) :

Supponiamo dapprima h = 0 : abbiamo allora

vogliamo dimostrare, che le quattro rotazioni, Sif, S2 f , S4 f
sono indipendenti tra loro.

Se le rotazioni dette non sono indipendenti deve esistere una
relazione

Facendo l’alternate con ed se ne ottengono
le altre relazioni

Ora queste quattro relazioni se non sono identiche, perchè il

determinante dei coefficienti è allora certo $ 0, portano di necessità
che sieno S4 f tutte nulle; questo essendo assurdo
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deve essere ~=~=c=~=0, quindi le quattro rotazioni sono indi-

pendenti.
Nel caso di h &#x3E; 0 sono indipendenti le rotazioni S2(, 

ed 84h+4f, che se tra esse esistesse una relazione, facendo l’alternate
. con se ne dedurrebbe una ancora tra S3 , Sf, S4h+2 f 7
e cos  seguitando ne verrebbe per le formule superiori una anche
tra 7 ma questo caso si esclude subito
nel modo stesso di sopra. Ne viene cos  che S4h+3f ed

sono indipendenti : da questo e dal fatto che ..., 

che rispetto ad appartengono al fattore 1, non sono nulle, ed
anzi sono indipendenti, si ricava il teorema:

Sepreso Gr di rotazioni ed in esso 
di conzl)osizione

nel c’ è qualche rotazione, che rispetto ad R1 f appartiene
ad valore dispari, ce ~Ze sono alineizo 4 indipendenti) che ap-
partengono al massimo valore dislJari) e almeno 4, che alJparten-

al fattore 1.

38. Infine consideriamo il caso, che sempre conservate le altre

ipotesi sia p = 2h con h intero positivo. Allora la catena del n. 36

si potrà proseguire fino ad i = h, perché per questo valore si arriva
a due rotazioni ed 82h+2 f permutabili con cui perciò
non si possono applicare le formule del n. 34: prima però la catena
non si potrà arrestare, per il ragionamento stesso fatto nei due casi
precedenti. Si avrà dunque
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Dalle identità Jacobiane tra Rt+2f ed od S2hf viene

perciò non possono essere contemporaneamente 
D’altra parte poichè S~{ ed S2f sono irriducibili, si avrà (n. 28)

poichè Rt+i f ed Rt~2 f sono permutabili con le (2 = 2, ... , tj del
n. 35 ne risulta anche

Ne viene, che le ri non possono essere tutte nulle: che altri-

menti SZh+l ed sarebbero permutabili con Ri f, ... , R t , e quindi
combinazioni lineari delle medesime. Ma allora per le (’l.) 
S2hf dovrebbero essere se mai combinazioni lineari di Rt+2f,
e questo non può darsi se h = 1, perchè ed S3 f son prese indi-

pendenti dal G t+2, e non può darsi neanche se h &#x3E; 1, perchè in
tal caso dalle formule (33) si avrebbe S2h-4f= 0, contro

quanto dicemmo sopra. Possiamo dunque supporre (12 t 0 : in questa
ipotesi le ultime equazioni scritte ci dicono, che se c nulla una delle
due rotazioni lo è anche 1’ altra, ciò che sopra abbiamo
visto non potersi dare. Di più ne viene, che S2h+l f ed SZ!t+2f son
certo indipendenti, che se no R2f ed formerebbero un Gz non
abeliano. In forza delle (a) e delle formule del n. 35 abbiamo ora,
che le (33) valgono anche per i = h. Dopo ciò si può seguitare il

ragionainento fatto nei numeri precedenti, poichè non si trovano più
rotazioni permutabili con e la catena si dovrà prolungare fino
ad z = 2h. Avremo allora oltre le formule scritte in principio, e in
cui bisogna far variare i da 1 a 2h - 1, le altre
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Aggiungiamo un’osservazione, che ci occorrerà in seguito. Se
noi supponiamo, che Si f, Szf, S4h+l f ed non sieno indipen-
denti, esisterà almeno una relazione del tipo

Ma in tal caso, facendo l’alternata con del primo membro,
si ha

e da questa nello stesso modo se ne ricaverebbe una tra 

S4h-3fi · Cos  continuando si perverrebbe ad una relazione

e da questa facendo le alternate con ed se ne ricavano

le due

Una di queste non è certo identica, onde se S2 , S4h+1 f ’,
S4h+2 non fossero indipendenti tra loro, non sarebbero indipendenti
neppure ed contro quanto dicemmo. Dunque:

Se preso un G r di rotaxioni ed in esso un G t+2 __ (R~ f, ... , R t +2)
della eomposixione vista al n. 33, fuori del Gt+2 e’ é qualche rota-
zione, che rispetto ad R1 f appartiene ad un fattore pari, ci sono
almeno 4 rotaxioni ehe rispetto ad R1 f’ appartengono al 9i7assiino

valore pari, e di ce ne sono due con Rr f.
39. Infine consideriamo il caso di t = 1, il caso cioè in cui presa

una rotazione R1 f del Gr in questo non ce ne sono altre permutabili
con R1 f : dico che allora non può essere, che r = 1 o r = 3. Infatti

r= 2 non può essere perchè i G2 son tutti abeliani (n. 17), e neanche
può essere ~~ ~ 3. In questa ultima ipotesi si potrebbero prendere
le rotazioni del gruppo in modo, che fosse (n. 29)

ed anzi cambiando se mai l’ordine di quest’altre rotazioni potremo

supporre (k = 2,..., s) : dividendo ora Ri f per -’- si rende
2
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Ora dall’identità Jacobiana tra Ri f, R2f ed R3 f risulta

quindi per le ipotesi fatte I2la per le precedenti
questa divenendo R1 f, a deve essere positivo (n. 22).

Si può dunque dividere R2f ed R3 f ambedue per 1 dopo di

che si ottiene rJ. = 2. 
’

Ora le altre rotazioni apparterranno tutte a fattori
interi ’ 2, mentre per i teoremi dei due numeri precedenti ciò è

impossibile, perchè ce ne dovrebbe essere qualcuna che rispetto
ad Ri f appartenesse o al fattore 1 o al fattore 0 : dunque non può
darsi, se r &#x3E; 3, il caso di t = 1 , si ha cioè

Ogni di Gr (r :-&#x3E; 3) è co zteiiitta aliiieizo in G2
(abeliano) del Gr .

o anche

Gr di se r&#x3E; 3, contiene sernpre al1neno 2.cn G2
(abeliano).

Alcuni corollarï semplicissimi sono i seguenti :

I gruppi di rotaxioni di grado ~2 Slt n variabili possono

essere solaiente G1 o 2 essere G1 o G~ .
Infatti essi non possono contenere dei G2 (abeliani) (n. 21).
Ogni G5=- (R1, ..., R5) non si ridurre alla

composizione

Infatti dovendo il G5 contenere almeno un G2 abeliano, dovrà
contenere anche un G3 (n. 29), dopo di che questa proprietà é un
caso particolare del teorema del n. 31.



§ 4.

Alcuni casi particolari ed un teorema fondamentale

40. In questo e nei numeri seguenti vogliamo considerare due
casi particolari, la cui importanza risulterà dal seguito, in quanto
che vedremo essere questi i soli casi possibili.

Supponiamo di avere un gruppo, e di averne prese le rotazioni

infinitesime nel modo indicato nel n. 33: il caso particolare. che ora
considereremo è quello in cui, colle notazioni già adottate altra volta,
R t+3 f , ... , R t+zs f rispetto ad Rl f appartengono tutte al fattore 0

o al fattore 2. Noi supporremo anzi dapprima, che non sieno tutte
permutabili con nella quale ipotesi potremo dunque supporre,
che rispetto ad Rif appartenga al fattore 2. Nelle formule del
n. 38 potremo allora porre S1 f = dopo di che le formule stesse
divengono
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Se si pone

si avrà dunque

ne viene per le formule del n. 35 (essendo ed Rt+2f permu-
tabili con le R i f )

Ora non può, per le formule scritte sopra, essere una combi-
nazione lineare di R,f,...,R,f: non può dunque essere permutabile
con queste t rotazioni per l’ipotesi solita che il G t non sia conte-
nuto in nessun G t+l abeliano; essendo d’altra parte permutabile
con R, f , ne viene, che non possono tutte le ai (2 = 2 , ... , t) essere

nulle. Potremo dunque suppoire az # 0 : ma allora prendendo al

posto di Ri f (i= 3,...,t), riduce Cl3=...=at = 0.

Poi prendendo al posto di Rf si riduce anche a2 = 2.Cl2

Sicchè colle altre notazioni introdotte si avrà
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Scrivendo ora le identità Jacobiane tra~ Ri f ( =1 ... , t) , 
si trova che (R34 R35) deve essere permutabile con R1 f , R2f, ..., R f;
quindi per la solita ragione

1

Ma poichè R3,f ed rispetto ad appartengono ambedue
al fattore 2, F alternata non può contenere, che rotazioni permuta-
bili con e rotazioni, che rispetto a quest’ultima appartengono
al fattore 4 (n. 34), mentre Ri f appartiene al fattore 2. Deve dunque
essere a.i=0. Invece non può essere CJ.2 = O, perchè in questo caso
sarebbe

e quindi (n. 24)

cioè (R34 (R34 R2)) === 0 ed (R34 R~) 0 contro quanto abbiamo detto
sopra. Si può dunque prendere, a meno di un fattore, per nuova R2t
la (R34 R35), e ciò non altera affatto le formule superiori: possiamo
dunque porre

Questa per le formule precedenti potendosi scrivere =

7

2 ne viene (n. 22) cbe cx&#x3E;0, onde prendendo al posto

di Ri1tf ( = 1, 2, 3 ; k = 4, 5) la rotazione i senza alterare

le altre formule si ottiene

Osserviamo ora, che le rotazioni permutabili con R3 f,
R4f, ... , R, f formano un gruppo, di cui fa parte il G t~2 (R,1, ..., R t ,
R34, R3:J; in questo gruppo non c’è fuori del nessuna rotazione

permutabile con per la solita ragione, quindi non ci saranno
neanche rotazioni, che appartengano rispetto ad R2f a fattori pari
all’ii fliori di R34 f , R35f (n. 38). Ne viene che deve essere
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Infatti ed son permutabili con R3f, ... , R, f, quindi
tale deve essere anche R24): di più deve essere permutabile
anche con Rif, come risulta dall’identità Jacobiana tra Ri f, 
R24 f. Infine Rz4 f rispetto ad appartengono al fattore 2

ambedue, quindi non essendoci rotazioni permutabili con 

R,3 f, .,. ~ R~ f, e che rispetto ad R2 f appartengano al fattore 4, ne

viene, che deve essere permutabile anche con Rzf, dopo
di che è evidente, che si può scrivere l’ultima equazione.

Ma rispetto ad Rt+2 appartiene al fattore 2, R24f al fat-

tore 0: dunque rispetto ad deve appartenere al

fattore 2, onde
A

ed

Analogamente si trova

solo che per quest’ultima bisogna osservare, che è permutabile con
Rj f non essendoci nel gruppo, per ipotesi, rotazioni che rispetto
ad appartengano al fattore 4, ed appartenendo d’altra

parte, sempre rispetto ad ambedue al fattore 2.

Ed ora basta scrivere altre identità Jacobiane per trovare,
p=Y=-2,§=0, onde ponendo

si ha

Se si osserva che non può esistere una relazione tra rotazioni,
che rispetto ad una stessa appartengano a fattori diversi, senza che
sieno nulle separatamente le parti costituite da quelle rotazioni, che

rispetto alla considerata appartengono allo stesso fattore, dalla con]-
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posizione risiilta in1merliatan1ente, che le t+ 8 rotazioni, che figurano
nelle (34) sono certo indipendenti.

Ne viene il teorema :

Se in un Gr, che contiene Gt t abeliano non contenuto
in pi(re abeliano del si le rotaxioni

i&#x3E;zfinilcsi»ze al teoreina del n. 33, ed f, ..., f
ad Rl f alJ1Jartengono tutte al (attore 0 o al fattore 2, e

non tutte al di questi dzcc fattori) è s ’- 4 ed il gruppo
contiene un G t+8 della cr.nnposixione (34).

41. Consideriamo ora il caso, che R t+3 f , ... , Rt+2S ( (colle solite
notazioni) sien tutte permutabili con Rl f. Allora le uniche rotazioni,
che non sono permutabili con R1 f sono Rt+2f, quindi le

alternate tra od ed una qualunque delle rotazioni

Rt+3(, ... , Rt+2s f dovendo rispetto ad Ri f appartenere al fattore 2
(n. 35), ne viene per es.

Ma ora osserviamo, che, per la solita ragione, Rt+3/" non può
essere permutabile con R2 f , ... , se noi quindi supponiamo, che

rispetto ad Rz f appartenga al fattore p # 0, come possiamo sempre,
anche l’alternata (Rt+3 se non è nulla, deve rispetto ad R2 f
appartenere al fattore p, essendo permutabile con R2 f. 
questo caso non è possibile, perchè, come abbiamo ora detto, 
e cos  son permutabili con R2f Deve dunque essere

In generale si avrà dunque === (Rt+2 Rt+h) = O
(k=3 7 ... 7 ) 2 s). Ma allora le rotazioni Rf , ... , 7 R f , R t 3 f ... , f
forn1ano un gruppo, poichè, essendo esse tutte permutabili tanto

con che con e con anche le loro alternate devon

essere permutabili con quelle tre rotazioni, e perciò in esse tali tre
rotazioni non possono figurare. Dunque:

Se nelle il)otesi stesse del teore1na lJrecedente) Rt+3f,..., Rt+2s f
tutte con R~f, lo sono ancoi-a con Rt+1 f’ ed Rt+2f

ed il grujJ1Jo ha pei- Totaxion1: quelle di G3 non
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abeliano, e quelle di ?,cn G t+2s-3 (contenente un Gt_1 abeliano) d
Totaxioni tutte con quelle del G3.

Se in particolare s&#x3E; l, il G t+2s-3 conterrà un G(t-I)+2, che in-
sieme al G3, darà un G t+4 contenuto nel gruppo dato: dunque

Se nelle ipotesi tutte del teorema preeedente) è s &#x3E; 1 il 

eo&#x3E;zliene G t+4 (contenente a s2ccc volta il Gt ).
42. Veniamo ora all’altro caso, che cioè le Rt+3f, ... , R t+2 f

rispetto ad Rif appartengano tutte al fattore 1. Allora conforme a

quanto vedemmo nel n. 37 si può supporre

Siccome poi più in generale è

da altre identità Jacobiane si ricava subito, che prendendo delle
convenienti combinazioni lineari delle Rz f, ... , Rt f per nuove R2f, R3f,
si può porre :

Tali formule valgono ancora nel caso di t = 2, purchè vi si sup-
ponga ’’(1 = o.

Ed ora dalle identità del tipo di quelle tra R2{, ed Rt+3f
si ottiene
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dopo di che altre identità come quella tra R,+5f ci
dànno

Ma non può essere =0, perché venendone anche (J. == 0, se

fosse 0 , R,2f, R,+3f, R,+,f, formerebbero un G, di composizione
diversa da quelle che abbiamo visto essere le sole possibili (n. 30),
e se fosse Ji=0 sarebbero nelle stesse condizioni le rotazioni

R, f , Dunque si potrà supporre a2 t 0, quindi
~=~~=~r===,~= 0. Dall’equazione

viene in forza delle precedenti

perciò a &#x3E; 0 (n. 22). Ponendo al posto di R2 f, rispettivamente

2013 R+3 pur di modificare convenientemente le altre ro-
2 ya
tazioni si riduce 7 =:: 1, a,=: 1; quindi anche ai=3. Infine sosti-

tuendo ad Ri f (i = 3,..., t), Ri f - ai R2f si ottiene che le Ri f
(z = 3 , ... , t) diventino permutabili anche con Rt+3f, essen-

dolo già con ed Rt+2f ne viene, che allora saran permutabili
anche con ed Sicchè le t + 6 rotazioni Rl f , ..., 
formano un gruppo che diciamo essere un G t+6, ossia le t+6 rota-

zioni considerate son tutte tra loro indipendenti. Infatti se esistesse

una relazione tra esse, tale relazione non potrebbe essere, che tra

quelle rotazioni, che rispetto ad Rif appartengono allo stesso fattore.
]B~Ia ora quelle permutabili con son quelle del Gt , che abbiamo

supposte indipendenti; quelle che appartengono al fattore 2 sono

solo ed e quesie pure son indipendenti tra loro.

Dunque se c’è una relazione tra le ~-h6 rotazioni questa deve essere
del tipo 

wa P 1 7 wa P wa s° 1 7 wa P"T""&#x3E;. /&#x3E; I 1 /’ 

e nessuno dei due membri può essere nullo separatamente, perchè
se R t +4 f’ non differisse, che di una costante da questa ed
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formando un G,, dovrebbero esser permutabili contro l’ipotesi.
Ma d’altra parte rispetto ad il secondo membro dà una rota-

zione che appartiene al fattore 1, lo stesso deve dunque avvenire
del primo membro, ciò che porta cc b 0, come subito si vede

scrivendo quella condizione : si ricade perciò nel caso ora escluso.
Perciò le t+6 rotazioni sono indipendenti e formano uno 

per dare alla composizione di questo una forma più comoda e più
simmetrica, poniamo

Tra le t+ 7 rotazioni passa la relazione

ed il 1 G t+6 acquista la composizione

Dunque
1)erif cate le condizioni del teorema del n. 35, se

Rt+3f, ... , Rt+2S f ad RI f tutte al fattore 1
è certo s ¿ 3, ed il Gt+2S (t ~ 2) contiene alrneno un Gt+6 della

COMPosizione (35).
43. Da quanto abbiamo visto si trae facilmente anche la com-

posizione dei e dei G t+6, che contengono un Gt t abeliano, ma
nessun abeliano. Comiiiciaiiio dai Gt : colle solite notazioni
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Rt+3f ed Rt-Hf non possono rispetto ad R~ f appartenere a un fat-
tore diverso da zero, poichè in tal caso a quel fattore ne dovrebbero
appartenere 4, fuori del solito Gl+2 (n. 37 e 38). Ma allora essendo
verificate le ipotesi del n. 41 il gruppo ha pel° rotazioni infiiltesime

quelle di un GJ e quelle di un di rotazioni tutte pern1utabHi
con quelle del G3. Siccome questo G t+l contiene un Gt_i abeliano,
cosi abbiamo (11. 31 ) :

Per ogni Cr,+4, che contiene itn Gt abeliano) ma un Gt+~
abeliano, è t,&#x3E; 2 e si posson prendere per infinitesime 

del di zcn G t-2 abeliano e quelle di due G3 
abeliani tali, che ogni rotazione di uno qualunque di qGe2 tre sot-

sia con tutte quelle degli altri due.
Per i G t+6 si arriva pure facilmente al risultato. Intanto si potrà

supporre t ~ 2, non potendo, come sappiamo, darsi il caso di t== 1

(n. 39). Tra le rotazioni Rt+3f, ..., Rt+6f, ce ne deve essere qualcuna
che rispetto ad R1 f appartiene al fattore 0 o al fattore 1 (n. 37
e 38). Se ce n’è una che appartiene al fattore 1, ce ne devono

essere 4 (n. 37), cioè tutte devono appartenere a quel fattore, ed
il gruppo ha la composizione (35) (n. 42). Nel caso, che nessuna

appartenga al fattore 1 devono appartenere tutte a fattori pari o

nulli : ma a fattori diversi da zero non potrebbero allora appartenere,
se no nel gruppo fuori del G t+2, ci dovrebbero essere 4 rota-

zioni, che appartenessero a quel fattore e due perniutabili. Dunque
..., Rt+ü f in questo caso son tutte permutabili con R~f; n~a

allora il gruppo ha per rotazioni infinitesme quelle di un G3 e

quelle di un G t~3 ~ che contiene un abeliano. Per il teorema

precedente si ha dunque :
I (t::-~, 2) di rotaxioni contengono dei Gt t abeliani, ma
dei abeliani) possono essere di d2ce specie; cioè

1.° Avere per rotazioni infinitesinie quelle di un G t-3 abeliano)
e quelle di tre G3 non abeliani) tali che le rotazioni ciascuno di

quei sottogruppi sien per1nutabili con quelle degli altri tre ; o

2.° Avere la composi’xione (35).
Il caso solo se t &#x3E; 3.
44. Come casi particolari di questi teoremi e di quello del n. 32
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si avrebbero le composizioni dei G6 , G7 , Gg , Gg , rammentando solo
che per essi non può essere t 1. Diamo solo il risultato per i

G,, poichè dovremo richiamarlo in seguito: si ha per essi :

I G6 di rotaxioni hanno pei- ’OtCG2’20222 infinitesime quelle di due

G3, tali che le rotaxioni dell’iino son quelle delf altro.
Se nessuno dei due G3 è abeliano, il G6 contiene solo dei G2

abeliani, se lo è uno, contiene anche dei G 4, se infine lo son tutte

e due è abeliano.

Consideriamo il caso, che nessuno dei due sia abeliano: gli si

potrà dare la composizione

(R,R.&#x3E; =2R,f, (R,R,)=2R~, (R4 R~) _ ~ Rs ~~
(R,Re)=2R~, (R6R4)=2R~,(R,R~)=0(~1,2,3;~=4,5,6) ;

ma gli si può dare un’ altra composizione che c’importa notare:

ponendo

il G6 acquista la composizione

45. Ed ora premessi questi casi particolari ci possiamo avviare
alla dimostrazione di un teorema fondamentale per il seguito. Per

questo occorre premettere innanzi tutto un’osservazione importante :
dai teoremi dei n. 34 e 35, segue, che ritenendo lo zero come mul-

tiplo di qualunque numero, se noi consideriamo due rotazioni, che

rispetto ad una data appartengono a fattori multipli di un numero
fisso, F alternata delle prime due è somma di due rotazioni, che

rispetto a quella stessa appartengono a fattori multipli di quel mede-
sino numero fisso. Perciò se noi consideriamo le rotazioni permu-
tabili con una fissa, e quelle che rispetto a quest’ ultima appartengono
a fattori multipli di un numero dato esse formaan gruppo.

,

In particolare :
Gy. una rotaxioni del gruppo
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eorr, R1 t, e q2celle che rispetto ad R~ f, al

fattore gTande generano sottogruppo del gruppo dato.

46. Dimostriamo ora il seguente lemma.

Ogni G,. di rotazioni, che contenga Gt t abeliano gzessiin

G t+l piti-e abeliano, se r &#x3E; t -~- 2, contiene o r,cn o 2.crz 

contenente alla sua i-olta il G t .
Sappiamo, che deve essere r ==t+ 2 s (n. 29). Il teorema è certo

vero per s 2 , 3: potremo dunque supporlo dimostrato per i

G t+4 , G t..~ , 1 e dimostrarlo per i Allora preso
nel gruppo L~n G t+2 nel modo solito indicato nel n. 33, potrà darsi
che rispetto ad Ri f le rotazioni appartengano
tutte a fattori ~ 2, o no. In questo secondo caso consideriamo le
rotazioni permutabili con e quelle che rispetto ad appar-

tengono al massimo fattore, e che sono almeno 4: siccome tra quelle
permutabili si hanno anche quelle del G t abeliano si ha cos  un

sottogruppo Gr, del G~~ ed è ?"’/ t+ 4 : Di più perchè se

non altro ed vengono escluse dal G~~ : per quanto ab-
biamo ammesso il G,,, contiene almeno un o un ed il

lemma in qoesto caso è completamente dimostrato.
Resta dunque da esaminare il caso, che R 1+3 fl ... , Rt+2s f ap-

partengano rispetto ad Rl f tutte a fattori  2: se supponiamo, che

Rt+2i -I f , appartengano al fattore [li (i = 2, ..., s), potremo poi
supporre anche P2 == ... = = O , = PS2 = 2 , pS2+1 = ... = ps = 1

Consi d eriamo dapprima il caso di Le rotazioni

RI f , ... , per il numero precedente formano allora un gruppo,
che soddisfa alle condizioni del n. 40 e che quindi contiene un

della composizione (34); ma se di questo G t+8 trascuriamo
altre generano un nelle condizioni

volute. Se poi pure un gruppo,
che per il n. 41 contiene certo un Gt~4. Infine se 1, siamo
nelle ipotesi del n. 42 ed il gruppo contiene un G ~.~ della com-

posizione (35). Il lemma è cos  completamente dimostrato.
47. Veniamo ora al teorema, cui volevamo arrivare e che è il

seguente :
Ogni Gr di rotaxioni, che contenga zcn Gt abeliano, 
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nessun G t+.1 pure abeliano, onde i-= 1+ 2 s, contiene anche un G t+6
della (35) o 2cn G t+8 della coinposizioiie (34) 
c2oehè sia abbia pei- infiiiitesiine quelle
di un S abeliano e quelle d~: s Gs nor2 abeliani) e tali, che le

rotaxioni di uno qualunque di quei sottogruplJi sierz 

con tutte quelle degli altTi.

Prendiamo nel gruppo nel solito modo un G t+2 === (R~, R2, ... , R t+2),
poi consideriamo nel gruppo stesso quelle rotazioni, che supporremo
essere R t +, f, - - - , Rt + 2,, f oltre Rz f, ... , R t f, che son permutabili con

Tali rotazioni formano un gruppo, poichè l’alter-
nata di due di esse è ancora permutabile con R t.+1 f , R t+:, f,
e quindi per la composizione di questo G3 non possono in tale

alternata figurare quelle tre rotazioni. Se questo 
contenendo un ~beliano, ma non un G t abeliano, conterrà un
&#x26;~i==(R~ ...,R~, R~3, R,+4) analogo al G t+2 di dianzi. Prendiamo
ora nel le rotazioni R3 f, ... , R t +5 f , ... , che soti

permutabili con R2 f, R t+3 f , R t+4 f : esse formeranno un Gt+2S2-6)
clie se S2&#x3E; 2 conterrà un G t -- ... , R t , Rt+G) analogo al

G t+2. Proseguiamo ora in maniera analoga fino ad arrivare ad un
gruppo abeliano: se il processo si sarà ripetuto q volte (q ~ t )
troveremo cos  un ... , Rt+2q) (q C s) di composizione

Naturalmente potrà darsi, che nel gruppo si trovino diversi gruppi
di composizione uguale alla precedente e contenenti il G , ma noi

supporremo, che quello, che consideriamo, corrisponda per il dato

Gr al massimo valore di ~, ciò che non limita la natura del Gr,
ma solo la scelta di quel sottogruppo.

Se q = 1 il teorema si dimostra subito: poichè il Gr non può
contenere un (che corrisponderebbe a q = 2), esso o è un Gt+z
o contiene un G,+,3 della composizione (35) (n. precedente): ram-
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mentando dunque la composizione dei con un G t abeliano si

vede cos , che il teorema in questo caso vale.
Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per

q = 1 , 2 , ... , ~ - 1 e dimostrarlo per q = ~. Per il teorema è

evidente; il G,+2p, che coincide allora col G t avendo la composi-
zione voluta dalla terza ipotesi del teorema. Possiamo dimostrare

subito che non può essere ~:=~-~-1: infatti allora essendoci

due sole rotazioni, oltre il G t+2p, esse devono essere permutabili
con (n. 37, 38), onde il gruppo ha per rotazioni quelle del

e quelle di un G t+z~,_1 di rotazioni tutte per-
mutabili con quelle del G3. Ora questo non può avere la com-

posizione sopra indicata, se no esso insieme al G~ darebbe un gruppo
per cui risulterebbe 9==P-pl? contro l’ipotesi. Il corri-

sponderebbe dunque al valore p - 1 di ~, e perciò dovrebbe verificare
il teorema, ciò che evidentemente è assurdo.

Visto ciò potremo supporre di aver dimostrato che per s =p,
p+1 , ~ro + 2 , ... , 1, il teorema vale, tutte le volte, che esistono
dei gruppi corrispondenti, e dimostrare la stessa cosa per s =p+ 2t.

Non c’è da far altro, che ripetere il ragionamento stesso del n.

precedente. Se f , ..° , Rt+2s 1 rispetto ad R1 f non appartengono
tutte a fattori C 2, prendiamo quelle (almeno 4), che appartengono
al massimo di quei fattori e quelle permutabili con Esse for-

meranno un gruppo, e tra esse ci saran di certo 

altre 4 onde il gruppo avrà almeno t + 2p + 2
rotazioni. Per tale gruppo, che esiste certamente, se si dànno le

ipotesi fatte, q ha al massimo il valore p, onde avendo esso al mas-
simo t + 2 s - 2 parametri, poichè non vi 1 figurano e 

per le ipotesi fatte deve valere il teorema ed il gruppo, e quindi
anche il dato, deve contenere un o un Gt+s delle compo-
sizioni volute, non potendo darsi la terza ipotesi, poiché per questo
occorrerebbe esso fosse un soltanto.

Veniamo all’ altro caso: indicando con pi il fattore cui rispetto
ad appartengono Rt+2if (i =a--1 , ... , s) suppcjniamo
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Se le rotazioni R1!;..., Rt+2p+2u2f forl iano un gruppo
di quelli considerati al n. 40, cioè un gruppo che contiene 
della composizione (34).

Se ~z = 2c1 ~ 1 , R, f, formano ancora un gruppo
che avrà per rotazioni infinitesime quelle di un G3 e quelle di un

di rotazioni permutabili tutte con quelle del G3. Per

questo gruppo q avrà un ma possiamo escludere
subito il segno di &#x3E;, ché se avesse il valore p, il Gt-l+2p, che si

potrebbe trovare in esso, insieme al G3 genererebbe un della

composizione indicata, contro quanto abbiamo supposto: ma allora
tal &#x26;~2p-{-2~i20133, che esiste certamente se son verificate le ipotesi da
noi fatte, deve verificare il teorema e contenere o un o un

G t+6 delle composizioni indicate, ed il teorema anche in questo caso
vale certamente.

Infine se ~t~ = u, = 0 il gruppo dato è nelle condizioni del n. 42

e perciò contiene un della composizione (35).
Il teorema è cos  completamente dimostrato.
48. Un corollario imniediato di questo teorema è il seguente:
Ogni gruppo di rotazioni G8 della eo?izposixione (35)

o Glo della (34), oppure ha per rotaxioni infinitesi1ne
quelle di 2G?2 gruppo abeliano e quelle di varï G3, tali che le 

xioni di eiasellno di questi sottogruppi sono con 

quelle degli altri.
49. Ma possiamo precisare ancora di più il teorema precedente

dimostrando che

Ogni di rotazioni contiene Gn G8 della coinposizione (35),
o ha infinitesi1ne quelle di gruppo e

quelle di varii G3 e G10 della cornposixione (34), tali che le rolationi
di ciascuno di questi sottogruppi sono lJerm,utabili con tutte quelle
degli altri.

Per il numero precedente basterà che noi dimostriamo, che i

gruppi, che contengono almeno un Gio, ma nessun Gs soiio nelle
condizioni della seconda ipotesi. Ora il teorema è vero certamente

per i Gio e per i G~~ : per questi ultimi basta osservare, che preso nel
Gll il Glo, che supponiamo esistere, e datagli la solita composizione,
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se la rimanente rotazione S f non fosse permutabile con tutte quelle
del Gio , e fosse per es. 0 si potrebbe supporre, che S f rispetto
ad RI,f appartenesse ad un certo fattore a, dopo di che sarebbe

ed per la seconda di queste relazioni sarebbe certamente indi-

pendente e da S f e dal Gio per cui il gruppo non potrebbe essere

un G11. Ed ora se la S f è permutabile con tutte quelle del Gio,
siamo appunto nel caso detto.

Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per i

gruppi con meno di r parametri, e dimostrarlo per quelli coii r

parametri.
Sia Gr uno di questi gruppi e supponiamo, come potremo sempre

fare, di poter prendere nel gruppo 1]1 Glo della solita composizione
(per F ipotesi sarà sempre 1), 1]2 G 3 ed un Gp3 abeliano tali,
che le rotazioni di ciascuno di questi sottogruppi sien

permutabili con tutte quelle degli altri : potremo poi supporre, che
nel G,. non ci sia nessun gruppo con più di pa-
rametri nelle condizioni del precedente. Tutto questo non limita

evidentemente la generalità del problema: orbene noi ora dovremo
dimostrare, che è ~° 10 ~1-f-- 3~~ -f-~3 .

Supponiamo, che posto ;~ 10~1--~- 3~z-~--~3, ed in-

dichiamo con S1 f, ... , rotazioni fuori del Gp.. Prendiamo poi
uno dei Gio e diamogli la composizione (34), chiamandone al so-

lito (x’,~==l,...,5;~~) le rotazioni. Noi dimostreremo ora

che le devono essere permutabili con quelle del Gio, altrimenti
nel Gr esisterebbe un con che non contenendo Gg
sarebbe nelle condizioni del Gp. contro le ipotesi fatte. Ma allora il
G,. ha per rotazioni quelle del Glo e quelle di un G--io, le cui ro-

tazioni son permutabili con quelle del ma questo nelle

condizioni del G,, onde in tali condizioni sarà anche tutto il G,i
e quindi ~~ E~, .

Resta dunque da dimostrare solo, che se le S i f (i = 1, ..., r -- ~.)
non son tutte permutabili con le esiste nel Gr un G1,l con

Consideriamo per questo i dne G3 , che indicheremo
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con G(1) e G3’~ , e le cui rotazioni sono per 1’ uno

Le Si f; che possiamo supporre irriducibili apparterranno tutte a

certi fattori rispetto (e cos  rispetto p 2 ( f f) ( p 2 ( f f) )

supponiamo dapprima, che tra le Si f, ce ne sieno di quelle, che

appartengono a fattori pari o nulli, e consideriamo il G~’~ formato

dalle rotazioni del Gr che rispetto ad - appartengono a

fattori pari o nulli. Sarà perchè almeno le Ril 1 f (i = 1, ... , 4) ven-

gon tralasciate appartenendo esse al fattore 1 rispetto a 1/2 2

il Gr1 conterrà poi il G3(1), il G3’(2), gli altri Gjo e G3 del Gp. non cosi- .

derati ed il Gp3: contiene dunque un Gu.-4 del G~,. Inoltre se le 8i f,

che entrano nel Gr non son tutte permutabili 1 2

ce ne saranno tra esse almeno 4 che appartengono al fattore mas-

simo (n. 38) : ci sarà poi nel Gr almeno una rotazione permutabile

ma non con le altre due del (sempre per il
2 

- 3

n. 38), e indipendente dal e quindi anche dal Gp e questa appar-
terrà ancora al Ne viene, che nel’ oltre il Gp--4 ci sono anche
almeno 5 delle 8 i f ; onde l’~&#x3E; ~, c. d. d.

Se invece le che entrano nel sol tutte permutabili con
i

lo devono essere .anche con le altre due rotazioni
2 

’

del G(1), altrimenti le loro alternate con queste apparterrebbero al

fattore 2 rispetto ad (Rd + R34 f). . Ma ora se tra esse ce n’è unap 2 ( mf 3 f)

non permutabile con 1 se essa appartiene ad un fat-2 12 f f ) pp

tore pari si può ripetere quanto sopra scauibiando solo con G3a, 
’

Ann. S. 3
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se appartiene ad un fattore dispari ~ 1, ce ne saranno 4 appar-
. tenenti al valore massimo di quel fattore, e 4 appartenenti al fattore

1; le Si f, che entrano nel G1B, essendo almeno 8, sarebbe ancora
~r~ &#x3E; ~~. Se poi ce ne fosse una appartenente al fattore 1, ce ne sa-
rebbero almeno quattro, e quindi perchè non fosse ~r~&#x3E;p, dovrebbero
le S i f che entrano nel essere solo 4, ed appartenere tutte al

fattore 1 rispetto ad - R34f). Ma allora si potrebbe con pochep 2 f af) p

modificazioni ripetere il ragionamento del n. 42, che porterebbe
all’esistenza di un Gg nel contro l’ipotesi. Resta dunque solo

il caso, che le Si f del G,, sien permutabili anche cnn 1 R - R34f p 2 ( 12 f f ),

e quindi, per una ragione già detta sopra, sien permutabili con tutte
le rotazioni del G~2): caso che si tratterà per ultimo.

Supponiamo ora, che tra le Si f non ce ne sia nessuna che ri-

spetto ad appartenga a fattori pari o nulli. Se ce n’è2

una S f, che appartiene ad un fattore &#x3E; 3, non può essere (R i5 S) = 0
(i = 1,..., 4), altrimenti la S f dovrebbe esser permutabile anche
colle alternate delle Ri5f, e quindi con ed R34 ; contro l’ipotesi
ora fatta. Ma allora, se supponiamo (R15 S) # 0, la S) si compone

di due parti ciascuna delle quali rispetto ad -, appar-

tiene ad un fattore pari &#x3E;2, contro l’ ipotesi. Se S f appartenesse al fat-
tore 3 si potrebbe ripetere ancora il ragionamento : solo bisognerebbe
aggiungere, che non potrebbero le (Ri5 S) essere tutte nulle o com-

binazioni lineari delle rotazioni del G~), altrimenti la ~ S) )

sarebbe una combinazione lineare delle rotazioni del G-io, e non po-

trebbe perciò la S f appartenere al fattore 3 rispetto ad } :
2

ci sarebbe quindi analogamente al caso precedente almeno una

rotazione delle Si f appartenente ad un fattore pari rispetto ad
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Se ora la S f appartenesse al fattore 1 rispetto ad .

e ad un fattore # 1 rispetto ad §- basterebbe scam-

biare il G~) col per rientrare in uno dei casi trattati.

Dunque le rotazioni Si! (i = 1, ... , r -- ~.) o son permutabili con

le rotazioni del G#1 e del o rispetto ad

i Ruf) appartengono al fattore 1. Se S f è una rotazione irri-

ducibile che si trova in questo secondo caso, si avrà

dunque nei due casi

Perciò rispetto alla rotazione le altre del gruppo devono

appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, e quest’ ultime devono
essere permutabili con Se ce n’è una Si f non permutabile
con avremo (cfr. n. 40)

Di più 81 f (e cos  dovrà essere permutabile con R34 f, e

cosi pure con se no scambiando RS4f con RJ5f si ricadrebbe
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Se si pone ora

si ha

Perciò la (R26 R16) deve essere permutabile con R12 f , R34 f , R35 f,
ma non con e quindi neanche con R24f, R14 f , 
se dunque la (R2G R16) non fosse del Gio, essa appartenendo al fat-

tore 2 rispetto ad R13f, si ricadrebbe in uno dei casi precedenti:
perciò deve essere

Visto questo cc potendosi ridurre 2 , se si pone anche

(R~Ri6)= -2R~, (R~Ri6)= -2R~~leR,J(~~=l,...,6;~~)
formano un G15 della composizione

Ma allora le rotazioni

formano un Gg della solita composizione. Dunque neanche questo
caso si può dare e le rotazioni Si f devono essere tutte permutabili
con Rizf, e quindi anche con le altre del c. v. d.

§ 5.

I G3 di rotazioni

50. Veniamo ora a cercare la forma canonica, che si può dare
ai G3, cominciando dal caso che il G3 sia di grado s ed operi solo
su 2s variabili: osserviamo intanto, che cos  avremo trovato tutti

i gruppi di rotazioni di grado s su 2s variabili, perchè questi, come
sappiamo (n. 39), si riducono ai Gl ed ai G3.

Facciamo però prima un’ osservazione generale. Indicando con
R1 f , R3 f le rotazioni generatrici del G3 , cui supporremo data la
composizione (n. 30) (RiR~)=2R3/’, 
potremo anche supporre, che ad R~ f si sia data la forma canonica,
di avere quindi

1 .

dove le m son tutte positive (n. 8). Prendiamo allora la più pic-
cola delle 1n ed indicatala con consideriamo tutte le altre 1n

che hanno la forma o 2è-bi con i intero qualunque. Se bl
è un numero intero non vi ha luogo a distinguere le due forme,
poichè in quel modo si hanno tutte le ~a le quali son (mod 2),
e queste ~~2 si posson mettere tutte sotto la forma con i in-

tero e positivo o nullo poichè son maggiori o uguali tutte di bl.
Se supponianio, che queste na sieno n~~,..., potremo disporle
in modo che al crescere dell’ indice non decrescano mai. Allora

si avrà
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dove si capisce bene il significato dei numeri q i : di più nessuna
delle 111 v che figurano nella seconda parte si potrà mettere sotto

la forma bl 2 i, o ~ i + bl , perchè la forma bl 2 2 è esclusa

dal fatto, che la bl è la più piccola delle 1n, e le m delle altre due
forme son solo quelle considerate nella prima parte. Notisi che

&#x26;i~&#x3E;0, essendo b~ un calore delle 1 l, per ipotesi appunto tutte &#x3E; 0.
Un po’ diverso è il caso, che bl non sia intero: supponiamo

allora, che tutte le m, che hanno la forma b~ + 2 i sieno ... , 

quelle che hanno la forma 2 2 bl sieno ~z22~~~1, ... , ~~z2a . Allora cam-
biando di segno alle variabili X2,,’+1 , ~2M’+3 ?... ? ~2~120131 si cambia

di segno anche alle m 2G~+~ , ..., che assumono cos  la forma

b, - 2 i: fatto ciò prendiamo la più piccola in valore algebrico delle
nuove quantità m1, ..., zn21 e indicl iamola con a1. Quei coeffi»ienti
assumeranno tutti la forma ccl -+- 2 2 nullo o intero e positivo.
Ed ora si arriva ad una forma simile a quella del caso precedente,
solo che ora è bens  ~ 0, essendo a meno del segno uno dei

valori delle iie, n3a può essere anche negativo..
Sulla seconda parte si può ora operare in modo analogo, onde

similmente proseguendo si arriva a dare alla la forma

dove le c~z son tali, che la differenza o la somma tra due qualunque
di esse non può mai essere un numero intero pari, e quelle az ,
che sono intere, son positive.

51. Supponiamo ora t -1: avremo allora

e se a è intero sarà da supporsi positivo. Dobbiamo distinguere
ora due casi cz 1 od 1. In questo secondo caso, che sarà quello
che tratteremo ora, la somma di due coefficienti non può mai essere

===±2, poichè ne verrebbe 2 a + 2 (i+k) ± 2, cioè c~ + 12013(?’+~),
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e questo non si può dare, perchè venendone a intero, dovrebbe es-
sere positivo; quindi varrebbe se mai il segno +, e sarebbe è+ k = O,
e a = 1 contro 1’ ipotesi. Ora poichè R2f rispetto ad R1 f appartiene
al fattore 2, in esso posson comparire solo quelle Z~.~~ e tali

che ?~-}-7~=±2, e quelle X~,~ ed Y~~ tali, che ma - m, == -+- 2

(n. 23). Dall’osservaz oiie fatta or ora viene che nella R2 f non pos-
sono figurare le Z e le W, e che la R, f stessa ha la forma

Corrispondentemente si avrà

ed

Siccome deve essere cos  ne viene
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Ma consideriamo ora più da vicino la R2 f, cercando di semplifi-
carne la forma: vediamo che la parte in cui figurano xi o x2 è la

seguente, che scriviamo per disteso

Ora lasciando inalterate le variabili,

facciamo una sostituzione ortogonale sulle variabili

prendendo per nuovo spazio

lo spazio

questo potremo farlo poichè le non possono essere tutte

nulle, che altrimenti nella R2f, e quindi neanche nella R3f, non

figurerebbero xl ed x2, che perciò non comparirebbero neanche

nella (R2 R3), mentre questa deve essere = 2 R1 f : anzi lo potremo
fare senza alterare affatto la forma di Rlf (n. 13).

Con ciò ci riduciamo al caso, che sia

Ed ora similmente se non son nulli tutti i coefficienti 

(p. = qz-+-1, ..., q3) con una sostituzione ortogonale sulle sole

variabili ~2~1 ~...,~2~, che non altera la forma di possiamo
ottenere, che sia anche

Cos  seguitando otterremo in generale, senza variare affatto nè
le variabili ... , ~2~1, nè la forma di R1 f

73

In questo caso è evidentemente compreso anche quello in cui

vengano a mancare per qualche valore di i tutte le 

( , qi + 1 , ..., qi+1) : noi supporremo che questo caso

av venga la prima volta per i 2~ -~-1 ( 2~ C ~ j, ed 2c per un’ osser-
vazione fatta poco sopra dovrà anzi essere ~ 0. Le (39) in cui si

faccia p,= 1 , poichè =F 0, ci dànno

Dopo di ciò se ~

e cos  seguitando nella stessa maniera dalle formule scritte sopra
ricaviamo

Sicchè rammentando, che se è

la viene ad assumere la forma

dove la parte tralasciata contiene solo variabili tutte diverse da

quelle, che figurano nella parte scritta. Avendosi ora

dove al solito nella parte tralasciata non compaiono 1

( z =1, ... , it + 1), e dovendo il primo membro essere =

viene
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Sommando membro a membi-o si ottiene

e poichè ~-~-~==0, cioè a intero e negativo, contro quanto
abbiamo visto in principio. Questo assurdo deriva dall’ aver supposto
~z ~ ~ : quindi nel caso di ( == 1, se mai deve essere cc 1.

questo ci dice che non si può presentare neanche il caso

di t&#x3E; 1 : infatti in tal caso la somma e la differenza di due coef-

ficienti c~z~--2i, 1) non può mai essere ± 2 : quindi le
sole X, Y, Z, AV, che posson figurare nella R2f, soii quelle ai cui

indici corrispondono nella R1 f’ due coefucienti della forma 
ai + 2k (n. 23): ne viene, che la si otterrà come una sommatoria

di parti corrispondenti ciascuna al caso di t = 1 : ma questo non

potendosi dare altro che quando a = 1, vuol dire, che di queste parti
non ce ne possono essere più di una, che cioè deve essere t = l.

52. Ci resta ora da trattare il caso di t = 1, ai = 1, il caso cioè

in cui si ha

ma noi prima considereremo il caso di p=0 per maggior sempli-
cità. In tal caso particolare, si avrà

...

Siccome la R2f appartiene rispetto ad R1 f al fattore 2, in essa
non potran comparire, che le w e le Z (n. 23), e dovrà quindi aver
la forma

Procederemo ora alla semplificazione della forma della Rzf in
modo analogo a quello tenuto nel n. 19: se noi consideriamo un

82s-z di equazioni

perchè esso sia lasciato fermo da R2 f, occorre e basta, che sieno
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verificate le equazioni

Son queste 2s equazioni omogenee in 2~ ncogiiite g, p ~ onde

perché esse sien risolubili con valori non tutti nulli delle 0’., ~, bi-
sogna sia nullo il determinante dei coefficienti. Questo è una fun-
zione di grado 2s nelle incognite pei e P2; ma ora si potran dare
due casi: che ci sia qualche coppia di valori reali di e (-2, che

lo annulla, o che non ci sia nessuna di tali coppie. Nel primo caso
c’è almeno un reale ed avente due equazioni, come quelle
ultimamente scritte, che è lasciato fermo contemporaneamente da

ed R2 f: tale si può con una sostituzione ortogonale, che
non cambia la forma di (n. 13), prendere per quello X~ = xz = 0 ;
la sostituzione ortogonale che occorre, come qualunque altra, che
lasci immutata la forma di Ri f, lascia immutata anche quella di

Rz f, la forma data di questa dipendendo solo dal fatto, che la Rz f
rispetto ad Ri f appartiene al fattore 2. Ma allora la R2 f dovendo
avere la forma detta e d’altra parte dovendo lasciar fermo 1’82s-2
Xl == X2 ~ 0, non può operare sulle variabili Xl , x2: queste no n fi-

gurano allora neanche in R3t, e perciò non può essere = 2 R1 f.
Escluso cos  il primo caso consideriamo l’altro. Diamo allora 

un valore reale qualunque, per es. 0 : ne risulta in p, utl’ equa-
zione a coefficienti reali, che non può avere radici reali. Ad ogni
radice complessa ne corrisponderà un’ altra complessa coniugata,
e corrispondentemente a due radici complesse coniugate, ci saran

due S2s-21 immaginarii coniugati, le cui equazioni son del tipo
detto, e che son lasciati fermi dalla R2t. Perciò la Rz f lascierà
fermo anche 1’’~2s-4 loro intersezione, il quale ha per equazioni due
coppie del tipo di quella scritta sopra, e che perciò (n. 13) si può
prendere con una sostituzione ortogonale, che non altera la forma di
Rif, per qaello
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La R2 f, che per l’osservazione fatta sopra ha COnS8ryata la sua

forma, dovrà allora più in particolare, aver la forma

Ed ora se poniamo

la resta ancora invariata, mentre nella R2 f si ottiene ~i=0.
Proseguendo ora ad operare nello stesso modo sulla sommatoria, che
ancora figura in R2 f, si trova che s deve essere pari e che a si

può dare la forma
.1

Avendosi

e dovendo d’altra parte essere (Rz R3)=2 Rl f si trova í

Ma ora si posson supporre le c tutte 1, che se fosse per es.

Ci==20131, basterebbe per ridurlo positivo cambiar di segno contem-

poraneamente ad xl e x2. Sicchè si può supporre nel caso fatto:

53. È facile ora trattare anche il caso di p&#x3E; 0: allora, sempre per
il n. 23, si ha, poiché la R2 f rispetto ad R1 f appartiene al fattore 2,

Per la prima parte si può fare una semplificazione analoga a
quella fatta nel n. precedente, solo che ora non si può escludere su-
bito il caso, che l’equazione, in cui ci siamo in quel numero im-
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battuti abbia soluzioni reali, perciò con quella riduzione può darsi

che qualche variabile scompaia dalla prima parte della R2 f : però tal
cosa non può avvenire per tutte le variabili xl, ... , chè altrimenti

si ricadrebbe nel caso del n. 50. Dunque la prima parte prende la
forma

a,

Per la seconda parte si può ora fare una riduzione del tutto

analoga a quella fatta nel n. 50 e poichè, essa, come allora notammo
espressamente, non toccava le variabili xi, ..., x.~q~, si otterrà cos .

dove la parte tralasciata non contiene le variabili che figurano in
quella scritta: e ciò sempre senza alterare la forma di Ri f. Perchè
poi sia (R, R,) == 2 R, f , si trova

Da queste equazioni si ricava facilmente

Come nel caso precedente cambiando se mai il segno di qualche
variabile si può nell’estrarre i radicali prendere il valore positivo,
e si avrà cos

dove le radici van prese nel senso aritmetico.
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Ora sulla parte tralasciata si potrà, operare in modo analogo, e
cos  poi seguitando si otterranno per la R,f q parti tutte simili alla

precedente. Queste devono esaurire tutta la R2/*; e non potrà dopo
tale riduzione mancare nella Rz f nessuna variabile; sarà dunque

Cambiando ora il nome delle variabili che vi figurano, la parte
scritta sopra si potrà scrivere invece

mentre la parte di R1 f, che si riferisce alle stesse variabili è

Sicchè se distinguiamo le variabili dei varii gruppi, in cui ven-

gono divise cos  le 2s variabili, con un indice in alto, e con X(»~),
indichiamo le X, Y, Z, W che operano sulle po-

trem o scrivere

Si vede subito che queste formano un gruppo, onde abbiamo che

Ogni G3 di su 2s va)-iabili si puo senzpre ridurre alla

for1na (III).
54. Evidentemente gl’invarianti del gruppo si riducono se mai

semplicemente ai numeri ’l/;2, ... , ma possiamo vedere subito
che essi sono effettivamente invarianti del gruppo. Infatti essi lo sono

per la perchè il doppio del numero di queste ii non è altro,
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che il numero dei coefficienti di Ri f, che sono 1 ; il doppio del
numero delle it, maggiori di zero è il numero dei coefficienti di

R1 f , = 3 ; il doppio del numero di quelle &#x3E; 1 è il numero dei coef--
ficienti di e cos  via.

55. Ed ora passiamo a trattare il caso generale, in cui la R2f
contiene ancora variabili diverse da quelle, che figurano in R1 f.

Siccome queste variabili si può immaginare, che compaiano an-
che in Rif, pur di attribuire alla Y relativa un coefficiente zero,

cos , al solito per il n. 23, dovendo la R2 f rispetto ad R~ f apparte- 
’

nere al fattore 2, esse non possono comparire altro, che in X, Y,
W, Z, tali, che contengano anche variabili, che figurano effettivamente
in Rlf ed alle quali in questa corrisponde un coefficiente 2. Sicchè
nella R1 f’ ci devono essere delle =- 2 : perciò nel modo indicato
al n. 49 otterremo

dove le q son numeri interi, e tra le my non ce n’è nessuna, che sia
un numero intero, pari e positivo.

Consideriamo ora per primo il caso s q~ : il caso cioè

in cui si abbia

Sarà allora

avendosi in conseguenza

perche sia (R, R,) == 2 RI f occorre che intanto sia
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Può darsi, che la R2f lasci fermo un iperpiano avente un’equa-
zione della forma

s,

Per questo occorre e basta, che sia

dunque ciò avviene tutte le volte che la matrice delle a e delle b ha

una caratteristica Csl , in particolare quando Se si dà il

caso detto prendiamo uno di quegli iperpiani per 1 iperpiano

ciò che si può fare con una sostituzione ortogonale sulle sole

~2~1+1 ? ... , che quindi non altera certo la Ri f. Fatto questo
la scompare dalla R2f, cioè si passa dal naso di sl a quello
di si - 1. Proseguendo analogamente si arriverà ad un momento in

cui l’operazione non è pi i possibile : potremo dunque supporre di
essere già in questo caso, e che perciò la matrice delle b),, abbia
per caratteristica sl. Allora non si possono fare scomparire altre varia-
bili dalla Rz f, perchè se per es. si potesse far scomparire la con

un cambiamento di variabili, l’iperpiano assunto per nuovo iperpiano
~_~==0 sarebbe lasciato fermo dalla R2f contro quanto abbiamo detto.

Consideriamo ora uno spazio, che abbia per equazioni

perchè sia lasciato fermo dalla R2 f occorre sien verificate le equazioni

Queste son equazioni lineari omogenee in altrettante in-
cognite, le a., p, ~~ : esse saran risolubili tutte le volte, che il deter-
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minante dei coefficienti sia nullo. Ora questo uguagliato a zero pur
di farvi dà in pei l’equazione secolare: ne viene, che quel de-
terminante si può annullare con valori reali di pi e p,, e perciò le

equazioni superiori sostituitivi questi valori reali di pei e (J2 dànno per
le x, valori reali non tutti nulli ; per conseguenza esistono degli
spazii, come quello (41), reali, che son lasciati fermi dalla R2f. Sup-
poniamo, che lo spazio (41) sia uno di questi: noi potremo ora pren-
dere con una sostituzione ortogonale, che non cambia la Ri f (n. 14),
gli spazii

rispettivamente per gli spazii

Quanto alla Rzf, non cambia neanch’essa di forma: solo ora do-
vendo essa lasciare invariato lo spazio x, = 0, 0, dovrà essere

Siccome non può essere chè altrimenti dalla Rz f scom-
parirebbe la contro le ipotesi fatte, dalle (40) viene

dimodochè la R2 f diviene

Proseguendo in modo analogo sulla seconda parte si otterrà evi-
dentemente, che deve essere e

Per conseguenza

ed
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onde perchè sia (R2 R3) 2 Ri f deve essere

V t l /’ 

Estraendo la radice, si può prendere a).J. == 2, chè se foase per
es. 2 basterebbe cambiare di segno alla variabile xzs+1 per
ottenere invece 2.

Si ha cos  il G3

’ 

Onde dare forma più simmetrica al G3 in questo caso cambie-
remo il nome delle variabili chiamando ... , Xs le prime s varia-
bili con indici dispari, xs+1, o.. , X2s le prime s variabili con indice
pari: con ciò il gruppo prende la forma

56. Il caso generale si può ora trattare con molta facilità. Se

dunque è

(n. 54), per il solito n. 23 dovrà essere

dove la parte tralasciata contiene solo le variabili

Avendosi poi
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perchè sia (R2 R3) = 2 R~ f, occorre sien verificate l’equazioni

Le (45) essendo perfettamente analoghe alle (40), si può sulla

prima parte di R, f operare la riduzione stessa fatta nel numero pre-
cedente, si può ridurla cioè al tipo

Le (42), (43), (44) si riducono allora ad equazioni del tutto ana-

loghe alle (37), (38) e (39) del n. 51, onde si potrà eseguire sulla
seconda parte una riduzione del tutto analoga a quella fatta allora,
e questa, riduzione non altera la forma della prima parte, poichè non
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vengon toccate le variabili ~1, ... , Si ottiene cos

dove la parte tralasciata non opera sulle variabili

(i = 0 , 1, ... , u) ed X2s+J. (), = ~ , ..., s~). Facendo la R3f e la
si trova subito

Poichè al solito estraendo la radice si può sempre prendere il

valore positivo, se ne ricava

È evidente ora, che la parte scritta sopra della Rz f si comporrà
di qi parti come quella ora scritta : ma a questa, cambiando di nome
ad alcune variabili, si può dare la forma

mentre la parte di corrispondente diviene

Nella e quindi nelle Rif, R3h ora compaiono, come abbiam
detto, ql parti come la precedente, e che noi distingueremo come
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al n. 53 con un indice in alto: prese queste, le parti rimanenti
di Ri f, R2 f, R3 f contenendo variabili tutte diverse da quelle che

figurano in quelle ql parti, e tutte e tre le stesse, formano un G3
come quelli considerati nel n. 52.

Ne viene evidentemente che al G, si può dare la forma

Questa è la forma più generale dei G3, e comprende eviden-,
temente tanto il caso (III), che il caso (IV). Evidentemente poi
(cfr. n. 53) gl’ invarianti del G3 son dati soltanto dalle u). (),=1, ... , q2),
e questi sono effettivamente invarianti.

Dunque: Ogni G3 di non abeliano si può se1npre ri-
durre alla (V).

57. Diamo un altro aspetto alle rotazioni del Gr3 cambiando

alcune notazioni; troveremo cos  una forma più comoda per le ri-

cerche ulteriori. Raccogliamo in uno stesso gruppo quelli dei primi qi,
cui corrisponde uno stesso valore delle sieno

tutte le u diverse tra loro, e
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il numero di volte, che si presenta ciascuna di quelle II ordinata-

mente. Notazioni analoghe valgano anche per le ultime q2 ql u. Sarà
allora 

_

Disponendo in altro ordine le variabili di ciascun gruppo si

vede, che alle rotazioni del G3 si può dare la forma

§ 6.

I gruppi di rotazioni, che non contengono G, e Gio

58. Vogliamo ora ricercare la forma normale che si può dare 
’

ai G6 che non contengono G4 abeliani : a questi G6 si può dare la com-

posizione

R,,z f , R34 f essendo le rotazioni del gruppo

(n. 44). -

Oomincieremo da alcuni casi particolari, dopo di che ne trar-
remo con facilità il caso generale : per primo faremo il caso in cui il

G3== (R1Z, R23, R13) ha la forma del n. 55, per cui si può porre

Siccome la R24f rispetto alla appartiene al fattore 2, deve
avere la forma (n. 23)

Dovendo poi essere permutabile con R13f, devono essere nulle tutte
le a e tutte le d; di più deve essere = c~~~~ : si ha dunque
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Osserviamo ora che se si fa sulle variabili xl , ... , x, una sosti-

tuzione qualunque, pur di fare la stessa sostituzione sulle variabili

XS+1 , ... , X2s e sulle ..., X3s non si altera la forma del G3. Ora
con una sostituzione ortogonale sulle variabili X3s+1, ..., x3s+t pos-
siamo supporre di esserci ridotti al caso, che esse sieno nel minor

numero possibile, per cui, deve la matrice b~~F~ ~ avere la caratteristica
t (cfr. n. 55). Analogamente poichè sulle xs+1, ... , X2s si può fare una
sostituzione qualunque ortogonale senza alterare il G3, cos  con una

conveniente di tali sostituzioni potremo ridurci al caso che delle s

variabili x,s+1, ... , X2s le figuri il minor numero possibile, e questo
numero sarà ancora la caratteristica della matrice delle b~,~~, cioè t.

Abbiamo cos

Per conseguenza

onde perchè sia 2 nlz f occorre sia anche

Da queste ultime equazioni essendo 1 b~.,~ ~ ~ 0, per quanto abbiamo
detto sopra viene senz’ altro che tutte le C;.l’ col primo indice son

nulle ; essendo poi = c,;1 potranno essere # 0 solo quelle e con an~-
bedue glandi ci ~ t, e per conseguenza tanto nella R24/B che nella
R14f) la seconda sommatoria potremo farla variare solo da t + 1 ad s.
Le prime equazioni, divenute ora
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ci dicono che la sostituzione

è ortogonale: ora facendo tale sostituzione la prima parte di R2 f di-
viene 

’

Quanto alla seconda parte di R24 f, perchè essa lasci fermo lo

spazio

occorre sia

-Ora il determinante di queste equazioni uguagliato a zero dando
in p l’equazione secolare, si può sempre annullarlo (solo) con valori
reali di p. Ci sono perciò di quegli spazii che son lasciati fermi dalla

R24f. Prendendo ora con una sostituzione ortogonale sulle x, +1, - - - , x, ,
che non cambia perciò la prima parte di R24f, lo spazio

per lo spazio = 0 , e la stessa sostituzione facendo sulle

, onde non alterare la forma di

ed R23 fl la Rf deve lasciare fermo lo spazio =

= X2s+t+l 0 e deve perciò avere la forma

Operando analogamente su quest’ ultima parte, e seguitando poi
allo stesso modo si arriva ad avere, sempre senza mutare R12f, R13 f,
R23 f,
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Essendo poi

perchè sia

basta sia

Estraendo le radici si può prendere il valore positivo,
che altrimenti basterebbe cambiar segno ad alcune delle variabili

x~ S ~1, . ~ ~ , x3 S+ t ; quanto alle c)., cambiando se mai l’ordine delle varia-

bili si può supporre che le sien positive, le altre negative.
Si ha allora il G,

Notiamo poi che se t = 0, affinchè le rotazioni sieno indipendenti,
deve essere 0  s.

59. Supponiamo ora, che data al (R12) R23, R13) la forma (V*)
risulti p, = 1 ma ul &#x3E; 1, che si possa porre cioè
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Quanto alla R;Z4f, essa deve appartenere rispetto alla R,,f al fat-
tore 2, e perciò deve essere del tipo (n. 23)

Perchè poi R24f sia permutabile con occorre che tutte le 1

ed cc sieno nulle; di più che sia

per cui

Ed allora se consideriamo la prima parte, si può ripetere in fondo
ciò, che abbiamo detto alla fine del numero precedente, solo che, per
non cambiare la forma del G3, insieme alla sostituzione, che era fatta
sulle xl , x~ , ... , ne va fatta una uguale sulle ;zz , x4 , ... , X2k, ed
altre uguali a queste sulle ... , X2(i+l)k (i = 1 ,..., u - 1). Si può
cos  ottenere, che sien nulle tutte le g con indici differenti ; dopo di

che si ha facilmente che deve essere 
’
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Ponendo ora

troviamo due G3 , che agiscono su variabili diverse l’uno dall’altro, e
che son del tipo stesso, che il G3 sopra considerato, solo che a ~ si
deve sostituire per il primo per il 

60. Supponiamo ora che invece data al G3 -- (R12) R23, la

forma (V*) risulti 0, P2 = 1, e dapprima anche u = 0 , nel qual
caso si ha

Nel medesimo modo, che nel numero precedente si trova che

deve essere

Ora, se si scrivono le condizioni, perchè la R,,f lasci fermo

lo spazio
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d trovano le equazioni

Perchè queste 4k equazioni nelle 4 k incognite a, b, c, d possan
sussistere occorre, che il determinante dei coefiicienti sia nullo : &#x3E;

quando si faccia pei = P2 = p3 = 0, esso eguagliato a zero dà 
zione secolare, onde si può soddisfare solo con valori reali di r 4.

Corrispondentemente ad uno di questi valori di r c’è almeno uno

spazio reale del tipo detto, che è lasciato fermo dalla R24f. Ora qnesto
spazio si può prendere per lo O senza alte-

rare la forma di R12 f (n. 14). Osserviamo poi, che anche R23f ha
la forma canonica, e cos  R13 f , e se noi applichiamo ad esse il ,
risultato del n. 14 troviamo, che non cambia neanche la forma della 

’

e della Non cambia perciò neppur la forma della R2,f:
anzi questa dovendo lasciar fermo lo spazio x, = xz = X3 = x4 = 0 di-

viene più particolarmente

Operando analogamente sulla prima parte, si arriva in fine ad
avere
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Perciò

ed

D’altra parte deve essere (R,uR14) = 2 R,2f , quindi = ± 1 : di-

sponendo opportunamente le variabili si trova cos

Senza stare a ripetere il ragionamento di questo e del numero

precedente nel caso più generale di zt qualunque si arriva a trovare
facilmente, che ad R34 si può dare la forma seguente

i 
- 

-1-.. --

Si può dunque trarre ancora la conclusione della fine del numero
precedente, e questo è quello che c’ importa specialmente notare.

61. E veniamo al caso in cui data al G3 (R~2, R:~3, la

forma (V*) P~ e P2 son qualunque; in tale ipotesi, scritta la Ranella
forma più generale, compatibile col fatto, che essa rispetto ad 
deve appartenere al fattore 2, e che deve essere permutabile con 
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si trova che la R24f, e per conseguenza anche R14f ed R34f, devono
essere composte ciascuna di pz parti, ognuna delle quali contiene
solamente le variabili di uno dei Pz gruppi, che figurano nella forma

generale (V*) del G3. Non stiamo a fare il calcolo puramente mate-
riale, che non presenta nessuna difficoltà Il G6 si otterrà dunque
associando p2 gruppi come quelli trovati nei numeri precedenti, na-
turalmente contraddistinguendoli con un indice in alto, che indichi
come ciascuno di essi operi su variabili tntte diverse da quelle degli
altri; e l’associazione deve essere fatta sommando le R f dei varii

gruppi con gli stessi indici. Se nessuna delle prime pi è 1,
il G6 avrà per rotazioni quelle di due G3 agenti su variabili tutte

diverse, l’uno dall’altro.

Esaurita cos  completamente la ricerca dei G, di rotazioni aggiun-
giamo solo, che quando sia p,&#x3E; 1, non occorrono più le limitazioni
che abbiamo imposto volta per volta alle quantità t~ e onde le

rotazioni del G6 fossero effettivamente distinte.
62. È ora facile trovare la forma normale dei gruppi, che non

contengono nè dei Gg, nè dei Glo : essi per il teorema del n. 48 hanno

per rotazioni, quelle di x G3 , tali che le rotazioni di ciascuno di

questi G3 son permutabili con quelle di tutti gli altri, e poi quelle di
un G, di rotazioni permutabili tra loro e con le precedenti.

Supponiamo dapprima, che sia a = 1, cioè che nel gruppo ci sia
un solo G3 non abeliano. Data a questo G3 la forma normale (V*)
si trova subito, che le rotazioni permutabili col G3 devono operare se-
paratamente su ciascuno dei gruppi di variabili allora distinti con un
indice in alto. Potremo supporre dunque, colle notazioni di allora,

chè il caso generale se ne dedurrà con tutta facilità: e suppo-
niamo dapprima anche pei = 1 ; il G3 avrà allora la forma
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Perche le rotazioni sien permutabili con queste occorre,

che sia

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse.
Ora sulle si può fare qualunque sosti-

tuzione ortogonale ; purchè la stessa sostituzione si faccia anche

sulle ... , X2i /t-l e sulle ... , x2 i k e ciò per ogni
valore di i da 1 ad u, non cambia affatto la forma del G3 e quindi
neanche la forma Ma ora con una tale sostituzione sulle

... , X(2u+l)k alle rotazioni

permutabili tra loro, si può dare la forma (§ 2)

Ne viene che con la sostituzione detta sopra si ridurrà anche

dove alle parti tralasciate si può dare la forma canonica.
Supponiamo ora invece PI = 0, p2 = 1 : si avrà
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le dovran esser del tipo

Con una sostituzione sulle ~C1,..., X21t le rotazioni

si posson, senza alterare la forma di R1 f, portare alla forma

La stessa sostituzione facendo anche sulle x ’2ik+l) ... ~ X2(i+l)k
(~=1,.../M) si rende cos  sempre senza cambiare R1 f

Cambierà invece la prima parte della R2f, non la seconda per
il modo con cui si fa la sostituzione ; sarà dunque:

Ma ora osserviamo, che son nulle tutte le fJ.;"u e ~;’.u per cui non è

contemporaneamente

Se noi supponiamo sia

ma che non ci sieno altri valori di 1, per cui sia I
sarà dunque 

’
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nella parte scritta. Ma ora perchè la prima parte sia di

grado 2 t, come occorre perchè il grado non cambia per nessuna tra-
sformazione ortogonale, deve essere ~=2~i, dopo di che si vede, che
con una sostituzione sulle variabili ed una sulle ~2~1,...,

si posson render nulle tutte le ~r~,~ e ~~~ fuorchè le 7~~, t+)., che saran
tutte ===V~~+~, senza alterare la forma della Ri f, e quindi per le

ipotesi fatte sulle ccl,1, ... , al,2t, senza alterare neanche quella delle S t f.
Ma se noi le stesse sostituzioni facciamo anche sulle x2i~+1, ... ,

e sulle ~2~-t-2~-i? ’" ? per i da 1 ad u, non cambian
neanche le altre parti della R2f. Se scambiamo alcuni indici ve-

diamo cos , che si può ridurre:

mentre si ha

Operando analogamente sulle altre parti si trova cos  che senza

alterare la forma del G3 si può dare alle S z f la forma

63. Resta ora da trattare il caso, che nel gruppo ci sien più di
un G3 non abeliano, cioè che sia 

Per questo supporremo di conoscere già la forma normale nel

caso ci sieno solo a - 1 o meno di quei G3, e deduciamone la forma
nel caso ce ne sieno a. Consideriamo due di quei G3, che indicheremo
con e G3~~ (x è -~ 2) : data al G6 che essi formano la forma nor-

male vista precedentemente le variabili su cui opera il gruppo, si

divideranno in 4 serie, la l.a formata dalle variabili che non figurano
nè in nè in G§~&#x3E;, la 2. a formata dalle variabili che figurano in 
ma non in G2), la 3.a formata da quelle che ngarano in G) ma non

99

in G31~, la 4.a infine da quelle che figurano tanto in che in 

Tutte le altre rotazioni del gruppo essendo permutabili con quelle
di e per il n. 23 dovranno agire separatamente sulle variabili
di ciascuna serie, e si comporranno quindi di 4 parti agenti rispetti-
vamente sulle variabili di ciascuna serie. Le parti che agiscono su

quelle della prima formano un gruppo con al massimo x 2013 2 G3, e
di esse è quindi nota la forma canonica. Le parti, che agiscono
sulle variabili della seconda serie formano anch’ esse un gruppo,
che contiene al più y. - 1 G3, e perciò pure di esse è nota per ipotesi
la forma canonica. Analogamente per le parti che agiscono sulle
variabili della 3.a serie: onde di tutte queste parti è inutile occu-

parci. Veniamo alle parti, che operano sulle variabili della 4.a

serie, e che formano pure esse un gruppo: intanto chiamando Ri,f
(2 ,1~ =1 , 2, 3, 4) le rotazioni del Gc cui si sia data la composi-
zione (46), poichè tali parti delle rotazioni di e G~) devono operare
solo su variabili tutte comuni, si potrà supporre per quanto abbiamo
visto .

1

dove le parti tralasciate agiscono sole sulle variabili delle altre serie.
Per le altre trasformazioni del gruppo permutabili con tutte le pre-
cedenti, si ha che devono avere la forma

dove come avanti le parti tralasciate operan solo sulle variabili delle
altre serie. iVla ora parti come la

formano un gruppo, che contiene al massimo a - 2 G3 ed al quale
perciò si può dare una forma canonica nota con una conveniente
sostituzione sulle xi , ..., xs . Se la stessa sostituzione facciamo anche

sulle xs+1, ..., X2s, 1 sulle sulle X3s+1,..., x4s s non cambia

la forma del G6, e perciò neanche quella delle altre rotazioni del

gruppo. Noti ora i coefficienti è nota cosi anche la forma canonica

di queste altre rotazioni.



S 7.

I gruppi, che non contengono G$

64. Veniamo ora alla ricerca dei Gjo, che hanno la composizione

Poniamo al solito

per il paragrafo precedente, ridotte ed a forma canonica, esse

potranno aver comuni sole quelle Yyy, che in ambedue figurano col
coefficiente ±1. Sicchè avremo

-., I 
- - 

-- " .....

D’altra parte deve appartenere rispetto ad R1f e a S1 f al
fattore 1 : quindi in essa per il solito Il. 23 non possono comparire

cos  neanche le

Ma allora queste variabili
non compaiono neanche nella 2R~y== - (R12 R1’5) e perciò nemmeno
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nella D’altronde questa dovendo essere uguale 
ne viene che deve essere ~=2,~=3, t3 =3, t, = 4. Sicchè si avrà
intanto

e perciò anche

65. Consideriamo prima il caso di in cui
si ha

Dovendo R25f essere permutabile con e rispetto ad 
appartenere al fattore 2, deve essere

anzi dovendo per la R23f essere ora soddisfatte le condizioni che,

erano imposte nel n. 60 alla come in quel numero ne viene
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che essa deve avere la forma più particolare

Procederemo ora in modo analogo a quello tenuto nel n. 55.

Può la RZ5f lasciar fermo uno spazio (reale)

Le condizioni per questo son date dall’equazioni

’ 

Ma se in queste equazioni noi mettiamo al posto di a~ , 
ordinatamente ~,~ , - ~~~ , ~~~ , - ~~,~ oppure ~~~ , - ~~ , - a~ , ~,~ , op-

pure ~~~ , ~~~L , -- ~~ , - l~~ , l’equazioni stesse non cambiano. Ne viene,
che se la R25 lascia fermo lo spazio detto, lascia fermi anche gli
altri tre

Ora i quattro spazii di cui abbiamo scritto le equazioni si potreb-
bero senza alterare la forma di Rlz f (anzi neanche quella del G6)
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prendere per gli spazii (n. 14)

dopo di che queste variabili non figurando nella e quind
neanche nella = 2 l’alternata (R25 non le conterrebbe

pure essa contro l’ipotesi, che sia (R25 R15) 2 Sicchè non può’
darsi che la R25f lasci fermo uno spazio, come quello di cui sopra:
d’altra parte se l’equazioni (47) son risolubili con valori
non tutti nulli delle a, ~, ~(, ~, e quindi esiste almeno uno di quegli
spazii invariante per la RZ5f. Ne deriva che deve essere ki ~ k - k~.

Analogamente si trova, che la non può lasciar fermo nessuno

spazio

e che perciò deve essere l~ - Da questa e dalla precedente
segue allora

Invece la R25f lascierà fermo almeno uno spazio reale di equazioni

Le condizioni per questo son date dall’equazioni (47), in cui nei
secondi membri si ponga ordinatamente P~ 
e da altre 4ki analoghe scambiati solo tra loro i due indici e ~, e
posto invece di pei un secondo fattore di proporzionalità p,. Il deter-

minante dei coefficienti di queste 8 ki equazioni nelle 8 kl incognite
y, ~, quando vi si ponga P~ = P2 dà in questa incognita l’equa-

zione secolare: ne viene come al solito, che c’è almeno uno spazio
reale, come il precedente, che è invariante per la R2f Prendiamo per
nuovo iperpiano
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l’iperpiano

essendo questa una delle equazioni di uno di quegli spazii, di cui

abbiamo ora parlato. Questo per il n. 13, si può fare senza alterare
la forma di R24f (anche queste avendo la forma canonica)
pur di prendere per nuovi spazii

ordinatamente gl’ iperpiani

Tale sostituzione non cambia allora evidentemente neanche il

G6 == (R12f5 .. , R34 f ) . ,

Analogamente potremo prendere per nuovo spazio = O 10

spazio, che ha per equazione la seconda di quelle dello spazio consi-
derato per la precedente sostituzione, e ciò senza alterare la forma
del G6. Potremo dunque supporre, che la lasci fermo lo spazio

dopo di che la R25 avrà la forma

Operando analogamente sulla seconda parte, e poi proseguendo
similmente si otterrà evidentemente
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Perche ora sia (R25 R~5) = 2 R1.; f occorre sia = 1 ( , = 1 , ..., k~):
ma nell’estrarre il radicale potremo supporre di prendere il valore

positivo, che se per es. fosse czl = - 1, basterebbe cambiare di segno
X2, X3 ed X4, per ridurci al caso di al = 0. Si ha cos  un G~ o

per cui

6 ~. Trattiamo ora il caso di qz = q’3 , in cui per il G6 si
ha evidentemente la forma del n. 58. Si può dunque supporre con
altre notazioni (quelle del citato n. 58)

Perchè R25f rispetto ad appartenga al fattore 2 e sia permu-
tabile con R13f occorre che sia (cfr. n. 58)
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Perchè poi sia permutabile anche con si vede subito, che
deve essere più particolarmente

Poichè facendo una sostituzione ortogonale qualunque sulle va-
riabili Xs+l, ..., pur di fare la stessa sostituzione sulle a~,... ,~ ,
sulle X2s+1, ... , xz~+t e sulle X3s+1 , ... , x3s+t , non si altera la forma del

G6 -- (R12 , ... , R3 s.+ t ), ripetendo il ragionamento stesso del n. 58, si

vede, che ci si può sempre ridurre al caso che le 1

che entrano nella R25f, sieno nel minor numero possibile, e
che pure sieno nel numero minore possibile le variabili ~S+.1, ..., 
che entrano nella prima sommatoria della R25f. Allora se indichiamo
con v questo piú piccolo numero, potremo fare in modo, che nella

prima parte della gli indici , e P4 variino solo da 1 a v « t),
dopo di che il determinante delle é + 0, e perciò dalla condizione

(R25 R15) = 2 R12f venendo

devono essere nulle le ari e col primo indice  v, e quindi
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Perchè poi sia (R25 = 2 R12f devono essere soddisfatte le altre

equazioni

Le (48) ci dicono, che le sono i coemcienti di una sostituzione

ortogonale, onde con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili

X3S+t+l, 5 ... x3s+t+v, quella che ha per modulo il determinante delle

b~,~, si posson rendere nulle tutte le coi due indici diversi.

Analogamente per le c~a~ : facendo tanto sulle che

sulle x,+t+1, ..., e sulle X2s+t+l,..., quella sostituzione,
che ha per modulo il determinante delle a, sostituzione che per le (49)
è ortogonale, si posson ridurre nulle tutte le a?~~ con indici diversi.

Cos  pure per le Ed ora se teniamo conto anche delle (50)
vediamo subito, che deve essere anche

quindi posto

si avrà

Notiamo, c~he le riduzioni ora fatte non cambiano la forma del G6,
come si vede subito esaminando questo.

Fatta la riduzione ora detta le equazioni superiori di;entano
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Ora ne Festrarre la radice si possono prendere senz’altro i valori
positivi, perchè se fosse per es. basterebbe cambiar di segno
ad X3s+t+l, mentre se fosse Cll=- V2, basterebbe cambiar segno ad
Xt+2, X2s+t+l. Avremo dunque

dove ~2 indica sempre la radice aritmetica di 2. Per conseguenza
avremo anche:

dopo di che si vede, che son soddisfatte tutte le condizioni imposte
alle rotazioni del gruppo.

67. Il caso generale si ottiene ora subito da questi: siccome la

R25f deve appartenere rispetto ad R12f al fattore 2, cos  essa deve

esser sonima di due parti, una delle quali opera solamente sulle va-
riabili X2’,2+1, ..., X2qa, ..., ;,;, e l altra sulle altre i-ariabili.

Sicché il GI, si ha in generale, prendendo per ogni R,,f la somma
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delle due rotazioni indicate nella stessa guisa nei due numeri prece-
denti, pur di aver cura che le variabili, che figurano in una di esse

sieno tutte diverse da quelle, che figurano nell’altra.
68. Possiamo ora trovare facilmente i gruppi, che non conten-

gono nessun Gg : tali gruppi, come sappiamo (n. 49), hanno per rota-
zioni infinitesime quelle di un certo numero di quelle di un certo
numero di G3, ed infine quelle di un gruppo abeliano, e tutti questi
sottogruppi son tali, che le rotazioni di ciascuno di essi son permu-
tabili con tutte quelle degli altri. Il caso, che non ci sia nel gruppo
nessun Glo lo abbiamo già trattato nel paragrafo precedente, dovremo
dunque supporre ora che ce ne sieno a. (&#x3E; 0). Orbene preso uno di
tali Gio si può dargli la forma canonica vista sopra: le rotazioni degli
altri sottogruppi dovendo essere permutabili con quelle del Gio , do-
vranno agire separatamente sulle variabili, che non figurano nel Gio,
e su quelle, che invece vi figurano. Sulla forma delle parti che agi-
scono sulle prime non influisce affatto la presenza del Glo, consi-

derato ; se dunque supponiamo, che si conosca la forma canonica del

gruppo nel caso, che ci sieno solo a. - 1, o meno, di quei Gio , è nota
la forma di quelle parti e di esse è inutile occuparci. Consideriamo

pertanto le parti che operano sulle variabili stesse sii cui agisce il Glo.
Avendosi d’altra parte (n. 67) .

. 

- 

1. 1

le rotazioni fuori del Glo operan separatamente sulle x(1) e sulle X(2B
onde potremo evidentemente ridurci a considerare a parte i due casi
di k = 0 o s = 0. Il primo si tratta subito : infatti allora ogni rotazione
permutabile con quelle del Glo, come si vede subito dalle (X) opera
sulle variabili ... , X(i-I)S+V (i 1, 2, 3 , 4) separatarnente
dalle altre variabili che figurano nel basterà dunque trattare i

due casi che colle notazioni del n. 67 sia o zc = 0 ~ 0. Nel primo
di questi due casi le rotazioni = 1, ... , i.- 10) del nostro Gr
indipendenti dal Gio han tutte la forma
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse, da quelle
che figurano nella parte scritta. Ora se noi consideriamo le rotazioni

esse formano un gruppo, chè sarà al massimo un G r-IÛ’ e che con-
terrà al più a - 1 Gio : a questo gruppo si può dunque con una con-
ven iente sostituzione sulle xl, ... , xS dare una forma nota. Ma se

noi facciamo la stessa sostituzione anche sulle x~~l , ..., X2s, sulle

non cambia affatto il Glo, e quindi
neanche la forma delle ma ora essendo noti i coefficienti son

note anche le parti scritte delle 
Nel caso di v = 0, le T t f hanno invece la forma

e si può ripetere il ragionamento ora fatto.
E passiamo ora al caso di s = 0 : si ha allora per le (IX)

Se ora facciamo la sostituzione

delle prime 4 delle rotazioni ora scritte non cambia la forma, solo la
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terza cambia segno: invece diventa

Allora le T i f devono avere tutte la forma

Se ora consideriamo le rotazioni

e le tre rotazioni Rl4f , esse formano un

gruppo, che contiene al massimo x-l Gio, e cui perciò con una
conveniente sostituzione sulle xl , ... , X4k, si può dare una forIna nota.
Se ora facciamo la stessa sostituzione sulle x,~~i+.1, ... , xg~~ la 

evidentemente non cambia, le 
deranno una forma, che si deduce da quella delle tre considerate

avanti aggiungendo 41c, agli indici delle S, ed infine le

si deducon nello stesso modo dalle Si può dunque supporre nota
la forma delle parti scritte delle Tif, e quindi anche per quanto pre-
cede di tutte le T,f, e quelle di R23f , R24f, R35f, e

perciò di tutto il Gio, le altre rotazioni del Gio deducendosi da

quelle con semplici alternate.
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I Gg della composizione (35)

69. vogliamo ora ricercare i Gg, che hanno la composizione (35):
per un momento supporremo di aver moltiplicate tutte le rotazioni

per 2, con che vengon moltiplicate per 2 anche tutte le costanti di

composizione. Colle notazioni, che introducemmo al n. 42, si deve
avere

Per le prime R12f appartiene ad un G3 della composizione solita;
perciò se supponiamo di averlo ridotto a forma normale i coefficienti

devono essere numeri interi. Ma per le seconde 1 R 9 appartienep 2 mf pp

pure ad un G3 di quella stessa composizione, sicchè i coefficienti di

R12f saran numeri interi pari. Per il n. 57 potremo allora porre

essendo le a, e certe costanti diverse da zero.
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Quanto poi alla R’12f, siccome essa rispetto ad R12f deve apparte-
nere al fattore 4 sarà del tipo

Basta ora scrivere, che è

per trovare, che tutte le ~, y, )., p son nulle : è un calcolo puramente
materiale, che noi tralasciamo. 3Ia allora in mancano tutte

le variabili ..., X2Qt’ e queste tnaucano perciò anche in

= dunque se t&#x3E; 1, non può essere = 4 Rl,f,
cosicchò 1’ unico caso da considerare è quello di t = 1.

Se ora ritorniamo proprio alla composizione (35), dovendo darsi
il caso di t =1, potremo porre (n. 55)

La rotazione dovendo rispetto ad appartenere al fat-
tore 2 sarà del tipo

anzi siccome rispetto ad deve appartenere al fattore 1, devono
esser nulle le b, e perciò

Perchè la R’12f lasci fermo lo spazio di equazioni
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occorre sia

Ma il determinante di questo essendo pseudosimmetrico, ugua-
gliandolo a zero può ammettere come radice reale solo lo 0. Ma

s 

’

allora la R’12f lascierebbe fermo l’ iperpiano , c x = 0 , e questo
i 

con una sostituzione ortogonale sulle sole si potrebbe pren-
dere per l’iperpiano xs 0 : facendo la stessa sostituzione sulle

%~ +i , ... , non cambia la forma di R12 f. Ma dopo ciò in ver-

rebbe a scomparire xs , e quindi per la forma speciale della 
anche queste due variabili mancherebbero allora anche in 
e non potrebbe al solito essere (R"12 R’12) = 2 R12 f. Dunque p non può
avere valori reali e per conseguenza deve essere intanto s pari ; pren-
dendo poi due suoi valori immaginarii i coniugati, ci saran due di

quegli spazii pure immaginarii coniugati, che gli corrispondono, e

la lascierà fermo lo spazio

Prendiamo lo spazio definito dalle due prime equazioni per quello

con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili aai , ... , 1 e poi
facciamo la stessa sostituzione anche sulle variabili xs+1, ... , x2s e
sulle altre XZs+1, ... , x3s . Con ciò non cambia la forma di Rlz f , R23f,

e quindi neanche quella di R’12 f : solo che questa dovendo ora
lasciar fermo lo spazio -

dovrà essere più in particolare

Proseguendo analogamente sulla seconda parte, si trova, che
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ponendo s = 21~ si può scrivere

Venendone ora per la composizione del gruppo

perchè poi sia (R"iz = 2 R12f occorre sia

Ma nell’estrarre la radice si può prendere per essa il valore posi-
tivo, perchè se fosse per es. ~= -1, basterebbe cambiar di segno
ad XI X2k+l, X31t+l per avere ai =1 senz’ altri cambiamenti. ]1atto

ciò le rotazioni del Gg sono .



§ 9.

Un altro teorema

’70. Dobbiamo ora studiare i gruppi che contengono almeno un G8
della composizione (35). Considerato uno di questi G, potremo dargli
la forma (XI) ; chiamate quindi ed R"i,f (i , Z = 1, 2 , 3)
le sue rotazioni, sarà

Ciò si potrebbe fare evidentemente per un G$ qualunque del

gruppo, ma noi supporremo di aver considerato quel Gg per cui k ha
il minimo valore possibile in quel gruppo.

71. Le rotazioni del gruppo possono appartenere rispetto ad 
solo ai fattori 0, 1 e 2, tutti i coefficienti della stessa essendo =1.

Consideriamo ora i varii casi : cominciamo dal considerare il caso,
che nel gruppo ci sia una rotazione S f appartenente al fattore 2 ri-
spetto ad R12f, operante quindi solamente sulle variabili aJi, ..., X4k .
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Se noi ora consideriamo tutte le rotazioni del gruppo che contengono
solo quelle variabili, esse formeranno un gruppo di cui farà parte
il G3== (R12, R’12, R"12) e tale, che le altre rotazioni apparterranno
rispetto ad R12 f ad uno dei fattori 0 e 2, e ce ne sarà almeno una,
la S f, non permutabile con R12f: tale sottogruppo conterrà allora
un Gio (n. 40) di cui fa parte alla sua volta il G3, ed in questo ci

sarà una rotazione permutabile con R’/12f ed appartenente al fattore 2
rispetto ad R12 f. Potremo dunque supporre = 0. Di più per la
prima condizione imposta alla S f dovrà essere

Ora abbiamo

La prima parte rispetto ad appartiene al fattore 2, la seconda
al fattore 1, onde le due parti si potran separare, e perciò esisteranno
nel gruppo anche le due parti separate di S f.

Quindi basterà considerare i due casi, che sien nulle tutte

le cc o tutte le b : cominciamo da questo secondo. Dovendo essere

(R"12 S) 0 sarà allora

Se consideriamo la parte ..~I con una sosti-

ttizioi e sulle variabili x1, ..., X2k, che non altera la forma della R"12f
potremo dargli la forma (n. 19)

Ora se la stessa sostituzione facciamo anche sulle variabili

non cambia neanche la forma di Rizf,
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R23f, e perciò neppure quella di tutto il Gg : quindi la S f assu-
merà la forma

Le ?7~ non possono essere tutte uguali, perchè se no S f coincide-
rebbe con ma allora se sono uguali in valore assoluto tra loro
le prime h e non piú, come si può sempre supporre, si vede subito,
facendo successive alternate tra la S f e le rotazioni del Gg, che il

gruppo contiene un Gg, che si ottiene da quello scritto sopra sosti-

tuendo h a k : ciò che è contro l’ ipotesi. Resta il caso, che tutte le 1nÂ
sieno eguali in valore assoluto, ma non tutte in segno, ma ci si ri-
duce all’ altro caso considerando invece della S f - m~ R"12 f.
Questo caso perciò va escluso.

Rimane il caso, che sien nulle tutte le a nella S f : e quindi al

solito, dovendo essere (R1/12 S) = 0,

Posto 2 T f = (R’12 S) sarà poi

Con un ragionamento del tutto identico a quello fatto or ora, si
trova che senza alterare la forma del Gg si può dare a T f la forma

Se le prime h nei sono uguali tra loro in valore assoluto, e le altre
son tutte diverse da quelle, nel gruppo c’ è anche il Gg, che si ottiene
da quello scritto sostituendo 2 h a k, come si vede facendo le alter-
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nate tra la T f e le rotazioni del Gg. Deve dunque essere 2 h = l~, e

perciò k pari : e noi dovremo dunque considerare il caso solamente di

essendo m una costante 4: 0. Ma potremo allora supporre 
che se fosse per es. m~ = - ?7Z basterebbe cambiar di segno ad x,, x2,

X2k+l ~+2 ? ~4/~+1 ? ~+2 per ridursi al caso di ?7z. Siccome poi
si può supporre iiz = 1 ; avremo da considerare il caso di

Se si cerca ora il minimo gruppo, cui appartengono il Grg e ’r f
si trova il G21 seguente
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che ha per composizione

Notiamo che se si pone

le (i, 5) formano un G~o della solita composizione (34).
Se dunque il gruppo considerato contiene una rotazione che ri-

spetto ad R12f appartiene al fattore 2, esso contiene anche un G21
come il precedente.

72. Se il gruppo contiene anche un’ altra rotazione S f (fuori
del G21) che rispetto ad appartiene al fattore 2, essa per il nu-
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111e1’o precedente dovrà essere del tipo

e la T f apparterrà al fattore 2 rispetto alla T23f. Inoltre è

e per conseguenza c’ è nel gruppo oltre la R(,,)f, e la un’altra

rotazione che opera sulle sole variabili Xl’ ... , X4h: se noi consi-

deriaino tutte le rotazioni del gruppo, che operano su quelle sole

variabili, esse formano un sottogruppo. In questo c’è certo un Glo,
che comprende il G3 di cui sopra poichè tutte le rotazioni di esso

rispetto ad Ri2 f appartengono ad uno dei fattori 0, 2 (n. 40). Se noi
prendiamo in questo Gio un G6 che comprenda il G3, alla rotazione U f
di esso permutabile con potremo, senza alterare la forma del G3
in questione, dare la forma (n. 60)

e ciò naturalmente con una sostituzione ortogonale sulle sole vaiia-
bili xl , ..., La stessa sostituzione facendo anche sulle variabili

..., X8h ed ~gr,-~--~ , ... , X12h si vede subito che non cambian neanche

Rl(12)f R(13)f ed R(23)f nè tutte le R(’)f (i = 1, 9 3), e quindi, i I 12 13 3 , ó-J, ,

nen1111enO il G21’ allora osserviamo, che non può essere h’ = h

altrimonti.la U f coinciderebbe con la nel gruppo c’ è dunque
la rotazi one

11’

se noi facciamo le alternate tra la U, f, e le rotazioni del Gg
da cui siam partiti, vediamo che nel gruppo anche il. G8, che si
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ottiene da quello sostituendo h’ a ~.°, ciò che è contro 1’ ipotesi fatte,
poichè Vuoi dire che nel gruppo non ci possono essere che

rotazioni che rispetto ad appartengono al fattore 1 o al

fattore 0.

72. Supponiamo ora che nel gruppo ci sia una rotazione S f, che

rispetto ad RB12)f appartenga al fattore 1: dovrà essere

Allora posto T f = S), se la T f non è Dul1a essa ha la forma

Perchè sia nulla la T f, occorre sien nulle tutte le a, ma allora
basta scambiare con R(112’f: e lo stesso basta fare nel caso che

la T f appartenga al G2L; infatti si ha

e questa se la T f appartenesse al Gj , vi apparterrebbe pure. Analo-
gamente se (RB2d S) appartenesse al G21 vi apparterrebbe anche la
rotazione

I due casi non possono dunque presentarsi insieme altrimenti
la S f apparterrebbe al G21. Basterà dunque considerare il caso in cui
la T f dia una rotazione non del G21. Se si scrive

la prima sommatoria può contenere due parti: una permutabile con
l’altra che rispetto a quest’ ultima appartiene al fattore 2.

- Questa seconda parte deve essere nulla per il numero precedente,
essendo ed nelle stesse condizioni. La prima sommatoria
deve dunque esser permutabile con ma deve esser nulla anche

123

essa, perchè altrimenti essa si potrebbe isolare essendo

Nel gruppo ci sarebbe dunque la rotazione

permutabile con e questa non potrebbe essere permutabile con

RWf - RB3Jf, e con contemporaneamente non essendolo

con Ma allora, se per es. la (RW - U) non è nulla, essa ap-
parterrebbe al fattore 2 rispetto ad e si ricadrebbe in un caso

escluso. Dunque deve essere 
’

Posto (R~12) T) = T’ f si ha

Per la stessa ragione detta sopra, la (TT’) (che non può essere
nulla, altrimenti T f, T’f formerebbero un G3 di composizione
diversa da quelle, che abbiamo visto essere le sole possibili) deve ap-
partenere al G21, e d’altra parte dovendo esser permutabile con 
deve essere

c~ deve essere positivo, perchè si ha (T (TR~12))) = - (n. 22), e si

può quindi rendere = 1, dividendo T f e T’ f per Va. Perchè sia

occorre sia

e questo dimostra che con una sostituzione ortogonale sulle X12h+l, ... ,
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si può rendere

Se noi indichiamo questa rotazione con e poi cerchiamo il

gruppo minimo cui appartengono essa e il G21 si trova un G36, che si
ottiene dalle (XII) dando ad i ed 1 i valori da 1 a 4 invece che da 1

a 3, e che ha la composizione data dalle (51) colla stessa avvertenza

per gl’indici i, 1, e coll’aggiunta dell’equazione

che vale tutte le volte che, i, 1, Son tutti diversi.

? 3. Se nel gruppo ci fosse ancora una rotazione che rispetto ad

R113~ f appartenesse al fattore 1, si potrebbe come sopra ridurci al caso,
che essa fosse permutabile con ed allora chiamatala si po-
trebbe pure ridurla alla forma

Il gruppo minimo poi in cui questa rotazione ed il G36 son com-

presi è un G~~, che si ottiene ancora dalle (XII) facendo variare gli
indici superiori da 1 a 5.

Cos  proseguendo si arriverà in generale ad un le cui

rotazioni si ottengono pure dalle (XII) facendo variare gl’ indici supe-
riori da 1 ad r, e che ha la composizione data dalle (51) e dalle (52),
in cui però gl’ indici superiori al solito posson variare da 1 a r.

74. Da quanto abbiamo detto deriva, che un gruppo, che contiene
un G,1 contiene anche un G r(2r+l) (1" &#x3E; 3) ; se noi supponiamo, che il

gruppo non contenga un G(1’+1)(2r+3) dello stesso tipo contenente quello,
come evidentemente e sempre possibile, vuol dire, che nel gruppo
non ci saranno, che rotazioni permutabili con analogamente
dovranno essere permutabili anche con R3’~’ f , R~12)f, perchÉ
queste son evidentemente nelle stesse condizioni della e cos

pure dovranno essere più in generale permutabili con tutte le 
(q == ], 2, 3, 4 ; 2, 1 = 1,..., ?’; i t 1) per una ragione analoga. Per con-
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seguenza saran permutabili anche colle loro alternate, e quindi con
tutte le rotazioni del Gr(2r+l): ma allora le altre rotazioni formeranno
un sottogruppo, ed il gruppo considerato avrà come rotazioni infini-
tesime quelle del e quelle di tale sottogruppo. Basterà dunque
considerare questo sottogruppo : se questo contiene ancora un G,1 di

quelli visti si può ripetere ancora il ragionamento stesso, e ridurci
alla considerazione di un sottogruppo minore. Cos  continuando o si

esaurirà il gruppo o si arriverà ad un gruppo che non conterrà

nessun G21 della composizione vista: si avrà perciò in generale che

Ogni Gr di rotaxioni arrà per rotaxioni infinitesime
queLLe di certo di sottogruppi del dei G r(2r+l) visti

sopra) e di un sottOgTUppO noj2 contenente nessun G,1 della

coinposiio7ae (51), e questi sottoguppi saran tali, che le 

di uno qualunque con tutte quelle degli altri.
75. Nel caso, che il sottogruppo non contenente Gzl di cui or ora

non contenga neanche G8 possiamo trovare subito qual’ é la forma

normale del gruppo. Preso infatti un G,,(2,+I) si potrà ad esso dare la
forma normale vista : se ne indichiamo le rotazioni nel solito modo,
perchè una rotazione T f sia permutabile con le Rli i ) f (2, Z - 1, ... , ~~)
occorrerà che la 2’ f sia del tipo

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nel onde su essa non innuisce affatto la presenza
di questo.

Se noi supponiamo, che il gruppo considerato contenga le rota-
zioni innnitesime di a sottogruppi del tipo del e supponiamo
pure di conoscere la forma del gruppo nel caso, che esso contenga
solo un numero minore di tali sottogruppi, alle parti tralasciate si
potrà dare una forma già nota. Quanto poi alla parte scritta delle T f
basterà conoscere le a2,,,. Ora se noi consideriamo le rotazioni
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queste insieme ad Riz f, R~3 f, formeranno un gruppo di cui si

potrà ancora assegnare la forma normale, che si ottiene naturalmente
con una sostituzione sulle sole variabili xl , ... , x¢h .

Se la stessa sostituzione facciamo sulle variabili X4h+l, ... , X8h; ... ;
sulle X4(r-l)h+l, ..., X4rh non cambia la forma delle e perciò la

forma del gruppo è perfettamente determinata, le altre rotazioni del
ottenendosi dalle Rci i’ e da con successiveG,(2,+’) 1 f 12 23 7 13

alternate.

§10.

I gruppi generali di rotazioni

76. Dobbiamo studiare ora i gruppi, che non contengono dei G21
della composizione vista: se non contengono nessun Gg sappiamo
come essi sono composti, sicchè dovremo considerare il caso, che essi
contengano dei Gg. Presone uno nelle condizioni del n. 70, nel

gruppo non ci dovranno essere rotazioni, che rispetto ad appar-

tengano al fattore 2, che altrimenti per il n. 71 ci sarebbe un G,1 di

quelli esclusi : lo stesso dovrà accadere per R23f ed R’ 12f, R’13f,
R’23 f , che si trovano nelle stesse condizioni : si vede subito facil-

mente, che tal cosa deve avvenire anche per R"12f, R"23 f · Se

infatti ci fosse una rotazione, che rispetto, per es., a apparte-
nesse al fattore 2, essa conterrebbe solamente le variabili xi,..., X4h,
e quindi tanto rispetto ad R12f, che ad si comporrebbe di due

parti una appartenente al fattore 0, l’altra al fattore 2: quest’ultima
d’altra parte dovrebbe esser nulla, sicchè ne verrebbe l’assurdo, che
la rotazione sarebbe permutabile con R1Zf ed e non con la loro

alternata 

Analogamente nel gruppo non ci può essere una rotazione per-
mutabile con una delle rotazioni R12f, R’ 12f, R" 12f senza che lo sia

anche colle altre due. Infatti una rotazione S f permutabile con 
dovrebbe aver la forma

e se in essa ci fosse una parte non permutabile con questa do-
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vrebbe far parte della prima sommatoria, e quindi appartenere al

fattore 2 rispetto ad R’12f. La stessa cosa vale evidentemente per
e per R’23f, R"’- 3 f-

78. Fatte queste osservazioni veniamo alla ricerca dei gruppi,
che contengono un G8, e supponiamo dapprima, che nel gruppo ci

sia una rotazione che rispetto ad Ri2f appartenga al fattore 1. Deve
essere allora

Osserviamo, che alla stessa forma saremmo giunti qualora aves-
simo suppost o, che la R,,f appartenesse al fattore 1 o rispetto ad R’12(
o rispetto ad sicchè queste ipotesi non danno I1110v  casi, diversi
da quello che stiamo trattando. Possiamo supporre, che le a e le d
non sieno tutte nulle, che altrimenti al posto della S f considereremo
la (R12 S) : allora posto si ha

poichè 82~~,4~~ se non fosse permutabile con Rzf, rispetto
a questa apparterrebbe al fattore 2.

La deve ora essere permutabile con R13 f, se no ci sarebbe

una parte di essa, che rispetto ad Rizf apparterrebbe al fattore 2

contro quanto vedemmo ; ma allora deve essere permutabile con R’13f
ed conforme al numero precedente, e perciò più in particolare
sarà
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Ora nel solito modo si vede, che la R24f lascia fermo uno spazio
di equazioni del tipo

Senza alterare la forma di con una sostituzione ortogonale
sulle variabili Xl’ ... , X2k si può prendere 1’ iperpiano, che ha per
equazione la prima di questa per l’iperpiano ~1 0. Se la stessa so-
stituzione facciamo ancora sulleXI7,+1 , - - - X4k e sulle x ... non

cambierà la forma delle R12 f, e quindi neanche quella di

tutto il Gg, questo essendo determinato da quelle tre rotazioni e da

R/112f; di più la R14f dovrà lasciar fermo lo spazio ~=0, X4k+l == 0,
e perciò avrà la forma

Operando nella stessa maniera sulla seconda parte, e cos  prose-

guendo si arriva a dare alla R24f la forma

Se si pone

si ha

J.
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dove

Inoltre sarà

Questa rotazione rispetto ad R"IZf appartiene al fattore 2, sicchè
per la sua forma, essa deve, a meno di un fattore, coincidere con

Ora queste equazioni, se rammentiamo i valori delle P, 7 ci dicono,
che con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili ..., X6k+t
si posson rendere nulle le di, per cui 2).:~ ~~, e le ez, per cui

2~-1:~~. Facendo tale sostituzione si ottiene

In conseguenza

Se ora le quantità ed non fossero tutte uguali tra
loro, la prima sommatoria rispetto ad apparterrebbe al fattore 2

(la seconda è permutabile), e non apparterrebbe al Gs, contro quanto
abbiamo visto altra volta. Deve dunque essere

Nel gruppo c’è allora la rotazione
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e prendendo questa per la R24f si avrebbe il caso delle i). tutte nulle
che rientra in quello che ora tratteremo, che sia nulla la seconda

parte, cioè sia

e quindi per ogni valore di X o ’1). = 0 o 6~ = ez = 0. Se supponiamo
che sien nulle le prime t n~, , come sempre possiamo supporre, avremo

Ora potendosi supporre, che sia a=1, per l’equazioni scritte sopra
le dA ed ei son tutte = -~ 1. Ma se fosse per es. di = - 1, basterebbe
cambiar segno alla ~6~,~1, per ridurci al caso di di =1. Analogamente
abbiamo che le ai son pure tutte =4:1; se poi fosse per esempio cc,
negativà basterebbe porre , ed una sostitu-

zione analoga fare su x_i, e sn per ridursi al caso

di ak positiva.
Ne viene, che possiamo supporre

Cercando il minimo ghuppo, che contiene il G$ e la R 4f si trova
il che insieme alle rotazioni del Gg contiene le altre
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Il gruppo, che co si si ottiene è un Gl5 perchè tra le ce n’è

una sola indipendente da e dalle altre; mentre sono indi-

pendenti tutte le altre rotazioni. La composizione poi è quella stessa
data dalle formule (35) solo facendovi variare gl’indici da 1 a 4, in-
vece che da 1 a 3.

78. Abbiamo dunque cos , che a meno che tutte le altre rotazioni
del gruppo sien permutabili con quelle del G8 il gruppo contiene

un G15 come quello ora trovato. Se si dà l’altro caso allora le altre

rotazioni formano un gruppo che potrà contenere o no un G8: se

contiene un G8 si può ripetere il ragionamento, e se il gruppo pri-
mitivo non conteneva un G15 come quello, anche questo sottogruppo
avrà per rotazioni infinitesime quelle del G8 e quelle di un altro

gruppo, le cui rotazioni son permutabili con tutte quelle del Gg . Cos

seguitando si trova, che ogni gruppo di rotazioni o contiene un G13
come quello trovato sopra oppure ha per rotazioni infinitesime, quelle
di varii Gs, e di un gruppo come quelli studiati al n. 75.

79. Siamo cos  condotti a studiare i gruppi, che contengono un

G15, come quello trovato: però avanti facciamo la seguente osserva-
zione. Se poniamo 

’

il gruppo acquista la composizione

80. Anche nel cercare i gruppi, che contengono dei G15 dobbiamo
tener conto delle osservazioni fatte al n. 76, per non ricadere in uno
dei casi trattati, o in uno dei casi che abbiamo visto non potersi dare.
In particolare nel gruppo non ci potranno essere altro che rotazioni,

133

che rispetto ad R12 f appartengono al fattore 1 o al fattore (7 : analo-

gamente rispetto ad e alle altre rotazioni del G15, questo compor-
tandosi ugualmente rispetto ad esse.

Supponiamo dapprima che colle notazioni sopra adottate sia 
e che nel gruppo ci sia almeno una rotazione S f, che non sia permu-
tabile con essa allora rispetto ad R12 f apparterrà al fattore 1,
e sarà

Potremo supporre contemporaneamente (n. 28)

Per quanto abbiamo detto poco sopra dovrà essere o a = ± 1, o

rx = 0 : supponiamo ora dapprima, che si possa trovare nel gruppo
una rotazione che corrisponda al caso di a = 0, ossia tale, che
non essendo permutabile con R1Zf lo sia con Come al n. 78 po-

tremo sempre ridurci al caso che la R25f sia permutabile con R13f:
sarà allora

?.h. n

Posto = sarà anche

e perciò

Siccome la (R15 R25) opera solo sulle variabili xl, ... , X4k ed è per-
mutabile con Rlz f, per il n. 83 dovrà essere

essendo la T f’ una rotazione del tipo della n1a permutabile
con si ha perciò
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Osservando che la T f lascia fermo uno spazio

come al n. 78 se ne deduce, che alla T f si può dare la forma

senza alterare la forma del G15. Ma se ora cerchiamo il gruppo, cui

appa,rtengono la T f ed il G8 da cui siam partiti, si vede, che nel

gruppo ci son dei Gg, cui corrisponde un valore di 7v minore di quello,
che corrisponde al primo considerato : per es. se le prime p (~ C t) ~ n~, ~ 1
sono uguali, ma diverse da tutte le altre c’è il Gg, che si ottiene da

quello considerato facendo variare l’indice solo da 1 a 2p, invece
che da 1 a 2 t : se tutte le sono uguali in valore assoluto, basta
considerare la R12f per vedere una cosa analoga. La T f deve
essere dunque nulla e per conseguenza

cz potendosi rendere = - 1, ne viene

il che esprime che alla R2;.f con una sostituzione ortogonale sulle
... , X8k+q si può dare la forma

dove le aA posson prendere solo i valori ± 1. Ma se fosse per es.

a~ = - 1, basterebbe cambiar segno ad per ridursi al caso di

al = 1. Dunque potrà porsi

Il gruppo minimo che contiene questa rotazione ed il G15 è un G~4
le cui rotazioni si possono avere dalle (XI) facendovi variare gl’in-
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dici da 1 a 5 e la cui composizione è data, colla stessa avvertenza,
dalle (35).

81. Se dunque nel gruppo c’è una rotazione, permutabile con
una sola delle due rotazioni nel gruppo c’è anche un G24
della specie ora detta: orbene consideriamo i gruppi, che contengono
un tale Gz4.

Se nel gruppo c’è una rotazione non permutabile con R1tt,
potremo supporre al solito lo sia invece con R13f, e quindi abbia
la forma .

Ma ora si ha

La T"f rispetto ad R13f è nelle stesse condizioni della T f consi-
derata al numero precedente: deve dunque esser nulla, cioè intanto

~==0; ma allora per una ragione analoga deve esser nulla la T’ f,
onde bA, 0.

Cos  pure poichè ora

devon essere nulle le 

Si ha dunque

e come al numero precedente si vede che si può rendere

senza alterar la forma del Gz, . Il gruppo minimo, che contiene la



136

R26f ed il ~, un G 35, le cui rotazioni si ottengono dalle (XI) facendo
variare gl’indici da 1 a 6.

Cos  seguitando finché ci son rotazioni non permutabili con 
si trova in generale un le cui rotazioni si ottengono ancora
dalle (XI) facendo variare gl’ii cíici da 1 a r, e che ha ancora la com-
posizione (35), fatta naturalmente la stessa avvertenza.

Il gruppo dunque nel caso fatto conterrà uno di questi Gr&#x3E;2-1; ma
se supponiamo, che non contenga nessun G(r+l)2-1 nelle stesse con-
dizioni, non ci potran poi essere nel gruppo altro che rotazioni per-
mutabili con Essendo poi le altre Ri,f e le nelle stesse

condizioni di le altre rotazioni del gruppo dovran essere per-
mutabili con quelle e quindi anche con tutte quelle del ma

allora esse formano un sottogruppo, ed il gruppo ha per rotazioni

infinitesime quelle del e quelle di questo sottogruppo. Se in

questo si ripresenta il caso fatto si può ripetere il ragionamento,
sicchè esso avrebbe per rotazioni quelle di un gruppo Gr’2-1 dello
stesso tipo del G,.2_, e quelle di un altro sottogruppo di rotazioni

tutte permutabili con quelle del G~~..~_1. Cos  seguitando si trova, che
il gruppo avrà per rotazioni ini nitesime quelle di varii gruppi del

tipo del Gr?_1 e quelle, permutabili con tutte le precedenti, di un sot-
togruppo, per cui non si presenta più il caso fatto.

82. Esaurito cos , il caso fatto veniamo all’altro, che pur essendo
ancora = t, non ci sia nessuna rotazione permutabile con una sola
delle R1Zf ed R84 f. Se 8 f è una rotazione non permutabile con R12f
si potrà allora supporre (cf. n. 87)

quindi i

Sicchè se diamo al G15 la composizione del n. 79 la Sy sarà per-
mutabile o con 1B3/’ o con e non potrà esserci nel gruppo nessuna
rotazione irriducibile, che non sia permutabile con una delle due, se
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no si ricadrebbe nel caso già trattato, e di più rispetto ad R’13f le ro-
tazioni stesse apparterranno tutte al fattore 2 o al fattore 0.

allora se supponiamo, che la rotazione S f sia irriducibile e
non permutabile con essa dovrà essere permutabile con T34f, .

tutte le T f essendo nelle stesse condizioni:

di più essa per quanto precede rispetto a appartiene al fattore 2.
Infine la S f, si comporrà di due parti, una permutabile con T23f ed
una che appartiene al fattore 2, sempre rispetto a T23f: se al posto

di S f prendi amo la T2 - - 1 , (T13S», la T21 oltre esser permu-
tabile con T34 f, T35f, T36f, T56f apparterrà al fattore 2 rispetto
a e a Ma allora per la solita ragione sarà permutabile anche
con T14f, T15f, e quindi essendolo già con anche con T13 f.
,sicchè avremo

ed invece sarà certo (T,i Tx) # 0 (i = 1, 3, 4, 5, 6) perchè se fosse per
es. (T24 T27) = 0, Tz7f essendo permutabile con ’r24 f e 1 o sarebbe

anche con Tizf’ contro l’ipotesi. Se poniamo poi

sarà

Inoltre siccome e rispetto a appartengono ambedue
al fattore 2, e non ci sono nel gruppo rotazioni, che rispetto a T23
appartengano al fattore 4, cos  avremo anche

e quindi anche, per le precedenti

Invece rispetto alle Tlit (i=2,..., 6) la T17f appartiene al fattore 2.
Ora la (T27 T17) non può essere nulla, che se no il G3 T27f, T17f)
avrebbe una con1posizione diversa da quelle, che sappiamo essere le
sole possibili. D’altra parte la (TZ7 T17) non può essere permutabile nè
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con T23f nè con per quanto precede: quindi per le ipotesi fatte
dovrà appartenere al G15. Ma allora si vede subito che deve essere

e che si può rendere c~ = 2. Perciò posto:

si vTerifica subito le (i, k = 1,..., 7 ; i =~= ~,~) formano un Gi~ di

composizione

Dunque nel caso fatto il gruppo contiene un come questo.
Se ora c’è un’altra rotazione T28f fuori del GZ1 non permutabile

con si vede come sopra, che essendo tutte le T f nelle stesse con-
dizioni, la deve essere permutabile con le T j ~ f’ (i , Àc = 3 , ... , 7) e

che si può supporre permutabile anche con T13 f. Dopo di che basta
ripetere il ragionamento ora fatto per trovare, che con posizioni ana-

loghe alle superiori nel gruppo c’è un G28, le cui rotazioni si possono
indicare con Ti,f (~,~=1,...,8; i ~ 7~), e che ha la composizione
data dalla formula ultima, dove però gli indici possono prendere
anche il valore 8.

Seguitando analogamente si arriva ad un le cui rotazioni
2 

_

si possono indicare con (i, k = 1, ... , ~° ; k), e che allora ha la

composizione data dall’ ultima formula dove però gl’indici possono
prendere tutti i valori da 1 ad T.

Se nel gruppo non c’è nessun analogo, non ci devono
2

essere altre rotazioni non permutabili con e analogamente con
le altre.

Sicchè tutte le altre rotazioni devono essere permutabili con

quelle del G"(1’-1) ed il gruppo ha per rotazioni infinitesime quelle
2

del e quelle. di un sottogruppo di rotazioni tutte permutabili
-

con quelle.
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Per. questo, se si presenta ancora il caso detto si potrà ripetere il

ragionamento fatto, onde seguitando e rammentando ciò che abbiamo
detto nel numero precedente, se ne conclude, che un gruppo generale
di rotazioni avrà per rotazioni quelle di varii gruppi del tipo dei 
del n. 81, quelle di varii come i precedenti ed infine quelle

2

di un sottogruppo, per il quale non si presenta più il caso di k = t :
inoltre tutte le rotazioni di uno qualunque di questi sottogruppi
saran permutabili con tutte quelle degli altri.

83. Determiniamo la forma normale dei gruppi ora trovati.
Dalle formole (XIII) rammentando anche quelle del n. 79 abbiamo

Ora poichè la T57f deve esser permiitabile colle prime tre e ri-

spetto alla quarta e quinta appartenere al fattore 2, si deve avere

Ora se noi consideriamo la parte

come abbiamo visto per es. al n. 80, con la stessa sostituzione sulle
e sull e xz~,+1, ... , X4k, e senza alterare la forma di e
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quindi neanche di T34f e Tf, possiamo dargli la forma

Se ora la stessa sostituzione facciamo anche sulle 

sulle xe,,,+,, . - - , non cambia neppure la forma di T3~ f : sicchè dopo
di ciò si avrà

Ala ora dovendo essere

deve pure essere aA = I 1. Ma se ora fosse per es. al = - 1 basterebbe

fare la sostituzione ,

lasciando inalterate le altre variabili per rendere c~~ = 1, senza cam-
biare altro. Possiamo dunque supporre tutte le 1, e quindi

’ 

Cos  intanto è trovata la forma normale del G21 formato dalle

Ti ~, f {2 , k, ~ 1, ... , 7 ), poichè le altre rotazioni si ottengono da quelle
scritte con semplici alternate.

84. Supponiamo ora r&#x3E; 7 e cerchiamo la forma normale della

T78f. Dovendo essa essere permutabile con tutte le rotazioni sopra
scritte meno’ che con T5, f, rispetto a cui deve appartenere al fat-

tore 2, si avrà -

Se ora consideriamo la parte
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essa lascia fermo uno spazio di equazioni del tipo

Se ne deduce che facendo una stessa sostituzione sulle xl, xz, ...,

X2k-l e sulle x2, x4, ... , xz~, si può rendere quella parte del tipo

Se la stessa sostituzione, che vien fatta cos  sulle ~i, ...,~~, si fa

auche stille ~2~+1 ? ... , X4k , sulle X4,,+1 1 - - - , X6k sulle r" si rende

senza alterare la forma del G21. Inoltre come sopra si trova che deve
essere c~?6 = + 1 ; si può dunque porre

Con ciò è trovata la forma normale del che ha per rotazioni

le T ikf = 1,..., 8) ed esaurita la questione nel caso di r  8.
85. Supponiamo ancora i-&#x3E; 9: dovrà essere intanto

Ora consideriamo la parte

ed osserviamo che sulle xl, x3 , ... , X2k -1 si può fare qualunque so-

stituzione, chè facendo la stessa sostituzione sulle xz , x¢, ... , x~~, , e



142

poi facendo sulle x~; ~~1, ... , x,,(i+~), (i= 1, 2, 3) la stessa sostituzione
che sulle xl , ... , X2k, non cambla neppure la forma del G28. Perciò alla

parte suddetta si può dare la forma

e quindi deve essere intanto k = 2 k,, dopo di che si vede facilmente,
che aA == + 1, ma che si può supporre = 1. Con ciò si viene ad avere

Se è ancora r&#x3E; 9 si ha subito che deve essere

dove si deve prendere il segno -, se dei due indici uno è = 9, il

segno + nel caso contrario. Come sopra si osservi che sulle xl, ... , 
si può fare qualunque sostituzione senza alterare la forma del G36 già
trovato: inoltre si osservi che le rotazioni

formano un della solita composizione. Ora se noi suppo-

niamo di conoscere la forma dei ( da questa dedu-

ciamo quella che si ha nel caso di r ~ 8 {s+ 1) : infatti in questo caso
diamo alle T3~f , T45f , T5üf, T67f; T89f la forma veduta.
Allora le k&#x3E;9) formeranno un gruppo ed avranno la forma
vista: dedottene le a queste potremo dare una forma nota per
la ipotesi ora fatta, che si conosca la forma normale del gruppo nel
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caso di r ~ 8 s. Ma allora sarà nota anche la forma delle 
e quindi anche quella di tutto il gruppo. Ora siccome per r ; 8 co-
nosciamo già la forma normale se ne deduce quella per il caso di

7.  16, da questa si deduce quella per r  24, e cos  via. Con ciò è

esaurita la nostra questione.
Se si fa la sostituzione

tale forma si ottiene facilmente: la tralasciamo ora per brevità, riser-
bandoci di scriverla per disteso in fine.

86. veniamo ora al caso di k&#x3E;t, e supponiamo dapprima, che
ci sia nel gruppo una rotazione non permutabile con Rs4~: allora al

solito potran darsi due casi o essa è permutabile con Rl,f o no. Di-

mostriamo, che se avviene il primo caso si rientra in uno di quelli
già trattati. Nel caso detto, la rotazione S f si può per la solita ragione
supporre permutabile con di più per il n. 76 dovrà essere allora

permutabile anche con ed In conseguenza colle notazioni

del n. 84 dovrà essere
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Ora alla parte con una sostituzione orto-

gonale sulle variabili x,,..., x,, ed una sulle variabili X,,+I, *** i X2k
q

si può dare la forma ). (1.). X_;, dove q è il più piccolo dei nu-
i 

’

meri t e k -t. Pur di variare convenientemente le altre variabili,
non cambia la forma del G,5: sicchè in conclusione si può supporre

Ed ora posto

si ha

La T f deve essere permutabile con R12f, R"12 f ed e si

deve comporre di due parti una permutabile con R34 f, l’altra rispetto
ad stesso appartenente al fattore 2, poichè tanto Sf che (R"34 S) ri-
spetto ad R34f appartengono al fattore 1. La seconda parte dei essere
del G15 (n. 7 6), e per le condizioni dette or ora non può differire da

R"34f; ne viene che in T f devono essere tutte le (J.2J. uguali e di più
deve essere q = t = k-t, e le sono pure nulle salvo le b2J.-l,2).,
che devono essere = - a.2;.. Per quest’ ultima ragione occorre sia

e queste relazioni ci dicono, che con una sostituzione ortogonale sulle
sole ~+2+i?...~+~+p si può rendere
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e per quanto sopra dovrà essere

Ma di piú devono essere tutte le cc uguali in valore assoluto,
perchè altrimenti nel gruppo miniyo che contiene la S f ed il G15 si
troverebbe un G8 corrispondente ad un valore di 1~ minore di quello
considerato. Potendosi d’ altra parte cambiare a volontà il segno
di ai e potendosi dividere per a. la f ne viene che si può supporre
in particolare

Per conseguenza rammentando ehe k = 2 t per quanto sopra, si ha.

Se si cerca il gruppo minimo cui appartiene quest’ ultima rota-
zione, ed il G8 -- R’ik f, R" i7tf; i, k = 1, 2, 3) si trova un G15,
che ha ancora la forma canonica (purchè si cambi segno alle varia-
bili X6k+2A -1 ()" = 1, ... , k) ), e che corrisponde al caso di t = cioè ad

un caso già trattato completamente.
87. Possiamo dunque supporre, che nel gruppo non ci sia nes-

suna rotazione permutabile con una sola delle rotazioni R12f, nel 
’

qual caso il ragionamento del n. 82 ci dimostra, che il gruppo dato ha

per rotazioni infinitesime quelle di un Gr ..., 
2 

_

di composizione

e quelle di un sottogruppo di rotazioni permutabili con quelle di

quel Gy~ ,,-ij . Se mettiamo questo in relazione con quanto abbiamo
2 

,

visto nei numeri precedenti e osserviamo che per il n. 79 i Gl5 rien-
trano nei ora menzionati, si ha che ogni gruppo di rotazioni

2

Ann. S. ~V. 10
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che non contiene un G 21 come quelli considerati al paragrafo prece-
dente, n~a che contiene un di quelli del n. 7 7 o contiene un Gr2-1
o un G" (1’-1) e di più per rotazioni infinitesime del gruppo si posson

2

prendere quelle di quel o di quel Gr (1’-1) e quelle di un sotto-
, 2

gruppo del gruppo, tutte permutabili con le precedenti. A questo
sottogruppo, se esso contiene ancora un Gl5 dei detti, si può applicare
ancora la stessa conclusione e cos  seguitare finchè non si arriva ad
un sottogruppo che non contenga nessun Gl5 e quindi abbia per ro-
tazioni infinitesiiiie quelle di varii Gg , G3 e quelli di un sotto-

gruppo abeliano, tali che le rotazioni di ciascuno di questi sottogruppi
sien permutabili con tutte quelle degli altri. Siccome i G, per la com-

posizione e per la forma rientrano nei gruppi del tipo dei Gr2-1, ed i
Glo ed i G3 hanno la stessa composizione dei gruppi del tipo del

Gr ( r- 1) , cos  ne viene che
2

Ogn2 grulJpo di rotaxioni, che contiene G21 della eomlJosi-
xione (51), ha rotaxioni infinitesi7ne quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G1.2-1 (r 4: 4) trovati al n. 81, quelle di varii sottogruP1Ji
del tipo dei della e01nposixione (53) ed infine quelle di 2cn

2

sottogruppo abeliano : e questi sottogruppi son tali, che le rotaxioni
di ciascuiio di essi son per77eailabili con quelle degli altri.

Alettendo in relazione questo con quanto abbiamo visto al n. 82
otteniamo
. 

gruppo di rotaxioni ha per rotaxioni quelle di varii sotto-
del tipo dei Gr (2r+l) visti al n. 75, quelle di varii sottogruP1Ji

del tipo dei G~~~1 trovati al n. 81 (r t 4), quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G" (1’-1) della coi&#x3E;eposizio7ie (53) ed quelle di un

2

sottogruppo abeliano: e questi sottogruplJi son tali che le rotaxioni
di ciascuno di essi son permutabili con tutte quelle degli altri.

88. Con il teorema precedente è completamente esaurita la ricerca
. 

delle composizioni dei gruppi di rotazioni : resta ora a vedere qual’ é
la forma normale di questi gruppi. Comiliciamo dal vedeh quella di
un Gr come quello del numero precedente : ora con un leggiero
z
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cambiamento di notazioni dalle (XIII) e dalle formule del n. 86 si ha

Le altre rotazioni infinitesime del gruppo, dovendo rispetto a 

appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, saran somma di due parti
una che opera solo sulle x(1) ed una che opera solo su altre variabili.

Le parti, che agiscono sulle sole x(1) formano un gruppo come quelli
determinati nei nn. 83-86, e di esse è inutile occuparsi. Si può dunque
limitarsi al caso in cui t = 0, in cui tralasciando l’ indice (2) in alto,
perchè inutile, e ponendo

si ha per le (XIII) e per il n. 86

Se ora r~&#x3E;6, Tnf deve essere permutabile con le T; i f (i, 1=2,...,6)
e quindi essere del tipo

ma d’altra parte deve appartenere al fattore 2 rispetto a T1tt, quindi
, Ma ora siccome

e quindi
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vuol dire che con una sostituzione ortogonale sulle sole xb~,+1, ...,
X7k+p si posson rendere tutte le ~~~,~ con indici diversi, nulle.

D’altra parte disponendo del segno delle stesse variabili si varia
anche quello delle a~,~~ , che si posson perciò supporre tutte positive.
Si ha allora

k,

e quindi la forma scritta, sopra per le T Z z f (i, Z=1, ... , 6) si può esten-
dere anche al caso in cui uno dei due indici sia = 7.

Analogamente si ha che in generale si può porre

89. Veniamo ora ad indicare come si può trovare la forma nor-
male dei gruppi di rotazioni: cominciamo dal supporre, che nel

gruppo non ci sia nessun dei soliti (r&#x3E;5), ma che ci sia
2

qualche gruppo come il del n. 81, chè il caso non ci sien neanche
di questi l’abbiamo già trattato nel paragrafo precedente. Suppo-
niamo inoltre di conoscere la forma normale nel caso in cui ci sien

nel gruppo solo a - 1 di quei e cerchiamo quella nel caso ce

ne sien or. Siccome per a - 1 = 0 ciò è vero, viene ad esser cos  esau-

rito il caso da noi fatto. Se c’è un tal gruppo potremo dargli la forma
normale (XII) : ogni rotazione permutabile con quelle del si

compone di due parti, una che opera solo sulle variabili su cui opera
il Gr2-1, l’altra che opera solo su altre variabili. Queste seconde

parti formano un gruppo, che contiene al massimo a. - 1 gruppi del
tipo dei e quindi se ne conosce la forma normale. Basterà

dunque occuparsi solo delle prime parti: se Tf è una di queste, do-
vendo essa esser permutabile con il G1.2-1 deve essere

Ora se sulle x,,...,x,, facciamo una sostituzione ortogonale qua-
lunque non cambia la forma delle R, ~==1,..., r), purchè la stessa
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sostituzione si faccia anche sulle Xlk+I,.’.,X4,, sulle x~~,+1, ... , 1

sulle ... , X2,-k . Se noi dunque consideriamo le rotazioni, che
si ottengono dalle precedenti dando ad i solo il valore 1, e la ro-

k

tazione À esse formano un gruppo, che contiene al mas-
i 

’

simo a. -1 dei gruppi del tipo del e che perciò ha forma nota.
La stessa sostituzione, che occorre fare sulle variabili xl , ... , X2lt per ri-
durre qnel gruppo a forma normale facciamo ancora sugli altri gruppi

di variabili sopra citati : con questo la rotazione,
si riduce ad una forma nota analoga perfettamente a quella a cui si
è ridotta la ’ e le Ri,f restano inalterate, onde è nota per-

...

fettamente la forma del gruppo.
90. Infine dobbiamo considerare anche il caso ci sien dei gruppi

del tipo dei della composizione (53). Come al principio del
2

numero precedente vediamo, che supponendo sia nota la forma del

gruppo nel caso ci sien solo a - 1 di tali gruppi, per dedurne quella
nel caso ce ne sieno a basterà limitarsi alle parti che operan sulle
variabili su cui opera il Gr (1’-1) considerato. Anzi come al n. 88 si

2

vede, che basterà considerare i due casi particolari, quello esaminato
ai nn. 83-86 e quello per cui si è trovata la forma normale al n. 88.

Questo secondo caso si tratta subito. Infatti allora data al la
2

forma canonica quelle parti avran tutte la forma

k 
.

Alle parti diamo la forma normale nota : per questo 
’

l 
À&#x3E; ,

occorre una certa sostituzione ortogonale sulle x1 , ... , xk . Se questa
supponiamo fatta anche sulle x~,+1, ... , xz~ ; ... ; sulle X(~"-l)"k+J i * - * , Xr7t non
cambia la forma del Gr (r-l) e quella delle parti considerate si ottiene

- 
_

allora premettendo a quella trovata una sommatoria rispetto ad i,
come quella che figura sopra.
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Passiamo all’altro caso : se T == 6 si rientra per il n. 86 nel caso

dei G,,2_1 trattato sopra; se i,6 il caso è stato già trattato, onde
basta limitarsi al caso di ~~&#x3E;7, e cominciamo dal caso di 1" == 7 : allora
la parte delle altre rotazioni che agiscono sulle variabili che figurano
sulle rotazioni del G21, cui si suppone data la forma normale, devono
essere del tipo :

k

onde conosciuta quella delle parti N -1 a2,, 82~20131,2~20131 se ne deduce

subito quella di quelle parti. D’altra parte siccome variando in modo

qualunque le x3, ..., pur di variare convenientemente anche

le altre variabili non cambia la forma del G21, cos  ne viene, che a

queste parti si può dare la forma normale come se quel G21 non
ci fosse.

Se poi è ~~&#x3E; 8 le parti sopra dette e le Ti, (i, I&#x3E; 9) saran del tipo

~ 

z

per conseguenza conosciute le parti " saran cono-

sciute tutte quelle rotazioni : d’altra parte siccome pur di variar con-
venientemente le altre variabili si può sulle x3, ... , X2k,-1 fare

qualunque sostituzione senza variare la forma delle 1=1,..., 8)
e della T89f cos  si potrà dare a queste parti una forma, che non di

pende altro che da esse. Se dunque supponiamo di conoscere la forma
- dei gruppi con meno parametri di quelli del gruppo considerato la

forma di queste parti è nota, e perciò lo è anche quella del gruppo
considerato.

§ 11

Riassunto

91. Riassumiamo qui i risultati ottenuti precedentemente.
Relativamente alla composizione dei gruppi di rotazioni la que-

stione è risolta completamente dal teorema seguente:
Ogni (reale) di rotaxioni ha peT rotaxioni infinitesime

quelle di varii sottogruppi (reali), tali che le rotaxioni di 2Gn0 qua-
lunque di questi gruppi son per1nutabili eon tutte quelle degli altri.
Tali sottogruppi possono essere dei 4 tipi seguenti :

1. o Gruppi abeliani. ,

2.° G r (r-l) (r t 4), tali che prese conrenientemente le rotaxioni
2

generatrici ed indicatele con 1
il gruppo ha la coinposixione

3. o G,,2_1, tali che prege conveniente1nente le rotaxioni gene-
ratrici del ed i&#x3E;adèatele con Rik f, (i, k = 1, ..., r)
(Rikf = - Ripf; e ponendo R" ihf = il grulJpo
ha la coiizl)osizione
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4. o Gr (2r+I), tali si posson 
i1~ che I

il gruppo ha la co&#x3E;71posixione

92. Quanto alla forma normale di questi gruppi di rotazioni nel

caso, che il gruppo contenga uno solo dei sottogruppi indicati sopra
abbiamo trovato che:

a) nel caso essa sia un G ~ s abeliano, indicatene le rotazioni
’ 

generatrici con si può dargli la forma

essendo ?i il numero delle variabili,.
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b) nel caso sia invece un come quelli indicati sopra al

n. 3, si può dargli la forma

c) nel caso il gruppo sia un Gr (2r+l) come quelli indicati sopra
al n. 4, si può dargli la forma

~ nel caso, che il gruppo sia un 1 , come quelli

indicati sopra nel n. 2, bisogna distinguere varii casi:
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1.° Se ~~ = 3 al G3 si può dare la forma
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3.° Infine se r&#x3E; 5, si può porre
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e poi dare alle S i L f la forma

Quanto alle

intanto porre
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dove

Da queste si ricavano, con le alternate, tutte le (~’~8~):
bisogna ora distinguere varii casi a seconda del valore di u.

a) = 1 il gruppo è già determinato.

~) = 2 si ha inoltre

~d Se ~,c = 3 si ha invece

~) Se ~~ = 4 si hanno le due precedenti ed inoltre
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E) Il caso di 11 = 5, si ha dal seguente di ’il = 6, tralasciando

la 

ç) Nel caso di u = 6 si hanno oltre le solite anche le seguenti

C) Se u = 7 si ha oltre queste, anche 1’altra

-ti) Infine se u = 8 oltre queste si ha anche l’altra
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Esaurito cos  il caso, che il gruppo contenga un solo sottogruppo
di quelli di cui al numero precedente, tralasciamo il caso lJll1 gene-
rale, questo dando luogo a numerosissimi sottocasi, che non sarebbe
facile numerare tutti, filichè ii è indeterminato: rimandiamo per essi
a quel che abbiamo visto ai nn. 58-63, 68, 75, 88-90.

93. Come esempio diamo qui i gruppi di rotazioni su 

variabili.

Per ?1 = 4 si hanno i seguenti

Per n = 5 oltre i precedenti si hanno gli altri

Per n = 6 oltre i gruppi ultimamente numerati dal 3 al 7 e 9

van messi gli altri

17) il G9 - (il G8 precedente e la rotazione 
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Se si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante + 1

(cfr. n. 3) ai gruppi, che abbiamo trovato bisogna aggiungere nel
caso di ?1 = 4 il 834,824+813,814 - S,,) ed il G4 che ha per
rotazioni quelle del precedente G3 e la 812+834.


