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DOTT. SIRO MEDICI

SUI

GRUPPI DI ROTAZIONI



In questa memoria mi propongo di trovare tutti i possibili tipi
di gruppi di rotazioni. La ricerca mi sembra che presenti dell’in-
teresse, sia perché i gruppi stessi son fra i pitt importanti sottogruppi
del gruppo lineare, sia perche si trovano frequentemente anche in
altre questioni, come ad esempio in quella della ricerca degli spazii,
che ammettono un gruppo di movimenti od un gruppo conforme.

Debbo qui ringraziare pubblicamente il Prof. Fubini della
R. Universita di Genova, il quale con consigli davvero preziosi e

con osservazioni giustissime mi fu di grande aiuto in questo lavoro.




§ 1.

Definizioni e proprieta generali

1. Consideriamo in un S, (euclideo) delle coordinate =, ...,z,
ortogonali; chiameremo rotaxione infinitesima una trasformazione
infinitesima del tipo

n
zu Cin (T; P — Th Ps) (C.n=—¢Cix),
1

dove conforme alle notazioni di Monge abbiamo posto

9 .
p1=$f_ @=1,..,m).

Ci proponiamo ora di trovare i varii gruppi, le cui trasforma-
zioni hanno tutte la forma detta, ossia di trovare tutti i sottogruppi
del gruppo Gy

2

T, Pr— Ty P, (e, k=1,..,m;e%k).

Tali gruppi li diremo brevemente gruppi di rotaxioni.
Notiamo poi che il gruppo Guw—y & il gruppo delle trasforma-
2

zioni lineari, che lascian ferma la quadrica tutta di punti immaginari
2 2 .
dtat .. =0;

percid P'essere trasformazioni lineari e il lasciar ferma questa qua-
drica sono le proprieta caratteristiche delle rotazioni 1).

) 11 gruppo G, (,_, si pud considerare anche come il gruppo dei mo-
2
vimenti ammessi da uno spazio S,_; a curvatura costante positiva.
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Nelle cose che seguono noi abbiamo sempre in vista gruppi reali,
onde le costanti, che compariranno nei calcoli, salvo avvertenza in
contrario, le supporremo sempre reali.

2. Introduciamo ora alcuni simboli, che ci abbrevieranno i cal-
coli seguenti. Intanto per semplicitd poniamo

(1) Siv=2a, p,—x, p; (@, k=1,..,n),
per modo che sard S,, = —§,;
2) (Sin Sma) = —€im Sig 120 Semteam S =20 Sim
(@, kym,g=1,...,n;9+k;m+q) Y).
Dopo cid introduciamo anche le altre notazioni seguenti:

o Xy =San, 20+ 8o 1,201+ Yo =212, +S2u—1,2
Wi =52, 2,—Sa_1,90—1, Zy=S_1,2,— S 1,9.
Ne vengon di conseguenza le formole
Xou=—X» You=Ypu, Wyu=-Wy, Z%,=-%Z,
(X).P. th):_s)\v Xp:""glt Xp'a+5pv X)»‘t—-sp.t .CW
(X’Lp Y, )=2a, Y}Lt‘ak pr+e}w Y}a"'epﬂ Yy,
/

s

Wo)==2, vat +eoz Wp.v +e (0 “Yh Fut w

( . Ay
(th. Z)=—2, Z!.LI+€/J Zv‘w+£\1v 2y~

4) (Yw ' W (pyvy =1, y0).
(YI}L\ /t);+slv Y/ “hT 7u/+3}u AI' B o

P,V
‘\(“‘LF Ly )=+3, Y{JT_?LT pr_apv Y).t"*'ﬂr: Yy,

\ o
\ (AML L)=—21, Xp: +e. va +Epv X?J:_Epw Xy

) Con z,x qui, come faremo sempre anche in seguito, abbiamo indi-
cata 1'unitd o lo zero secondoché i e k sono uguali o diversi: & una
notazione, che seguiremo costantemente senza piu avvertirlo.
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In particolare si ha
(Y,, X?J.x) =2 (si\v”‘apv) YL}L , (Y, Ylp) =2 (apv_slv) XMJ.

(YWW'LP.) = 2(5,+ey,) Z'Ly. , (Y, le) =2 (e‘w'{"e)\v) W).p. .

)
P.V

Introdotti questi simboli una rotazione qualunque R/ potra
porsi o sotto la forma

(6) Rf= 2‘“‘ . Siy (= —oy)
o sotto laltra
[
2
(7) Rf = 2‘74‘ (a’/\p X)‘H"I“b}.p. Wlp.+ clp le+d)\p Y)q,\)

(alp. =T, b).{; == by.)\ s O™ ~ Gk dlp = dpk) .

3. Abbiamo gia avvertito come le rotazioni sieno caratterizzate
dall’essere trasformazioni lineari che lasciano invariata la quadrica

4 a3l = 0.

Ora se facciamo sulle variabili una sostituzione ortogonale qua-
lunque, questa lascia invariata 1’equazione di questa quadrica, e
percio lascia invariata anche la forma tipica delle rotazioni; dunque
la definizione di rotazione & affatto indipendente dal particolare
sistema di coordinate ortogonali adoperato. Pud darsi perd, che par-
ticolari rotazioni conservino la loro forma tipica anche facendo delle
sostituzioni ortogonali, come avviene per es. nel caso, che le rota-
zioni considerate non contengano alcune delle variabili !). Ma noi
faremo solo sostituxioni ortogonali, perché c’interessa conservare
sempre coordinate ortogonali, e poi perché il nostro scopo essendo
la ricerca dei sottogruppi di rotazioni, quelli appartenenti ad uno
stesso tipo devono essere tali che si possa trasformare 1’uno nel-
Paltro con trasformazioni del gruppo. Queste come facilmente si vede

f) Si potrebbe facilmente dimostrare, che solo quando si possono con
sostituzioni ortogonali ridurre le rotazioni a questo caso, ci sono rota-
zioni non ortogonali, che ne lasciano invariata la forma.
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si riducono a sostituzioni ortogonali a determinante +1, perd noi
consideriamo anche sostituzioni ortogonali a determinante — 1, per
non dover stare sempre a distinguere i vari casi. Vuol dire, che per
ottenere poi tutti i tipi di sottogruppi si dovra a quelli trovati ag-
giungere quelli che si ottengono da essi con una particolare sosti-
tuzione ortogonale a determinante — 1, per es. con quella che & data
dalle formule #',= —@, 2’, =z, ({=2,...,7n): ogni sostituzione or-
togonale a determinante — 1, essendo composta di quella e di una
sostituzione ortogonale a determinante +1.

A questo proposito aggiungiamo, che come & evidente geome-
tricamente, si puo sempre con una sostituzione ortogonale portare
un S, qualunque in quello che ha per equaxioni

Tp==To=..=x,=01).

4. Cominciamo dal dare alcune altre definizioni e dal dimostrare
alcune proprieta generali delle rotazioni.
Un punto

By=0, , L=, .. T, =Q,

sara lasciato fermo dalla rotazione R/ allora ed allora soltanto, che
in forza delle precedenti equazioni sia

Ray =0 A=1,..,m),
ciod per la (6)
(8) ;:p o z, =0 A=1,...7).

I valori a,,a,, ..., a, devon dunque soddisfare queste equazioni;
onde i punti lasciati fermi dalla rotazione, devono colle loro coor-
dinate soddisfare le (8), e poiche viceversa se questo avviene, il
punto rimane fermo per la rotazione, le (8) sono le equazioni del

1) Cfr. ad es. BEMPORAD, Sui gruppi di movimenti e similitudini nello
spazio a 3, 4, 5 dimensioni. (Ann. della R. Scuola Norm. Sup. di Pisa,
vol. VIII, 1899), dove trovasi una dimostrazione analitica della proprieta
enunciata (lemma 2.°).
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luogo di quei punti. Tal luogo & dunque uno spazio lineare per
l'origine, che noi chiameremo spaxio assiale; e che ha la dimensione
n—v, se v & la caratteristica del determinante |a)‘pi (h,u=1,..,n).

5. Con una sostituzione ortogonale portiamo lo spazio assiale

nello spazio
T =T, =

con che non si altera la forma della Rf (n. 3), che potremo quindi
supporre data ancora dalla (6). Le (8) devono allora essere soddi-
sfatte quando vi si ponga

X,

qualunque valore abbiano del resto le altre variabili. Deve dunque
essere identicamente

9 =10 (h=1,..,n; p=v+1,..,m),

e nella (6) non figurano allora che le variabili z,,,,...,®, .

Notiamo subito, che deve essere |a,,|+0 (¢,k=1,...,v), perché
altrimenti le (8) divenute ora

¥y, @, =0 A=1,..,v
2141 . e ( ) ")

ammetterebbero ancora delle soluzioni con valori non tutti nulli
delle variabili, e percid vi sarebbero dei punti invarianti per Rf,
anche fuori dello spazio assiale, cido che & assurdo; in particolare
essendo |o,,| emisimmetrico deve essere v pari. Orbene, sev=2s,
noi diremo che la rotazione infinitesima & di grado s.

Il numero 2s da il minimo numero di variabili su cui si pud
ridurre ad operare una rotazione di grado s, che se si potesse ridurre
ad operare su un minor numero di variabili non potrebbe essere
'7,,]$0. Abbiamo dunque

Lo spaxio assiale di una rotaxione di grado s su n variabili
¢ di dimensione n—2s, e la rotaxione slessa st puo allora ridurre
ad operare su 2s variabili soltanto, ma non su un minor mumnero.

Dalle cose dette deriva anche, poich® v & pari, che
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Una rotaxione infinitesima su n variabili é al massimo di

I

grado {g] ).

Il doppio del grado é la caratteristica del determinante
|a,\{l| hyp=1,..,n).

6. Supponiamo, che la rotazione Rf lasci fermo un certo S,,

e con una sostituzione ortogonale prendiamo tale S, per quello

Tpp1 = Tpyp=...=x, =0 (n. 3) dopo di che potremo supporre ancora la

Rf data dalla (6). Dovra allora essere in forza di queste equazioni

Rr,=0 ((=k+1,...,n), ciod Z*‘ 01 Ty =0 (:=k+1,...,7): ne viene,

che son nulle tutte le I}y CON UB indice < £ e l'altro invece >#.

Ma allora la Rf lascia invariato anche lo spazio @, =@, = ... =2, =0,
che ¢ ortogonale al precedente: dunque se una rotaxione lascia fermo
uno spaxio qualunque Sy, lascia fermo anche IS, _, per Uorigine
ortogonale a quello.

7. Se ora consideriamo un iperpiano qualunque

9) bwy+ bz, + .+ b, 2, =0

la condizione necessaria e sufficiente, perché esso sia lasciato fermo
n

da una rotazione Rf= z7~9 91 Sy s € che sia identicamente
1

n
<

n
< e Py (bp w7\~bl\ ‘Tp.) =-25 ) by @y,

v 1
T

essendo ; una costante qualunque. Deve dunque essere
(10) Ea»,_}t = -pb, (r=1,..,n).

Se supponiamo di aver gia fatta la trasformazione di cui nel
numero 5, queste equazioni son certo soddisfatte, quando si ponga

by=by=..=b,, =0 p=0
1) Con [%] indichiamo, come si suole, la parte intera del quo-

ziente m:i.
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e byeqry ey by sien qualunque: sicche rimane invariato ogni iper-
plano passante per lo spazio

Lypop1 = Tpeqp= .. =@, = 0,

spazio che & ortogonale allo spazio assiale. Ma questi sono anche
i soli iperpiani reali invarianti per la Rf: giacch® affinche le (10)
sien risolubili con valori non tutti nulli delle incognite b, occorre
e basta, che sia

(11 D= "% P =%y,

Ora questa equazione non ha altre radici reali fuorch® eventual-
mente lo zero '); sicche gl’'iperpiani invarianti reali si ottengono
dalle (10) quando vi si faccia p= 0. I’equazioni, che cosi si otten-
gono ricavandosi dalle (8) colla sola sostituzione delle & alle z,
saran soddisfatte solo quando si ponga

b=by=..=b,=0.

Sicche: Una rotaxione infinitesima lascia fermi tutts gl <per-
piani passanti per IS, (s essendo il grado della rotaxione) orto-
gonule allo spaxio assiale; e di reali lascia fermi solo quelli.

8. Visto cid supponiamo di aver ridotto la R/, supposta di
grado s, ad operare soltanto su 2s variabili 2, , ..., ,,, e ragioniamo
senz’altro nell’S,, = (z,,...,2,,). La Rf dovra avere la forma

2s
sz Z),}L g SlpL

e di pit dovra essere ‘aw +0 (A p=1,..,25). Per questa se-

conda condizione non ci potra essere nessun S,,_, reale ed inva-
riante per la Rf. Ma siccome le o son reali, la (11) scritta per la

1) Cfr. ad es. CesAro, Analisi algebrica, pag. 35.
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rotazione che consideriamo, insieme ad ogni radice (puramente)
immaginaria ammette anche la coniugata: corrispondentemente a
due radici coniugate si potran poi prendere due S,;_, invarianti per
la Rf ed immaginari coniugati. Due tali S,,_, s’incontreranno in
un S;,_, reale, che sara lasciato fermo dalla Rf: se con una sosti-
tuzione ortogonale lo prendiamo per 1’S,, , di equazioni

Ty =T, =0,

la Rf conservera la sua forma (n. 3) onde potra supporsi data an-
cora dall’equazione scritta; ma di pit dovra essere

o051 =02 =0 (=1,..,25-2)

(cfr. n. 6). Sara dunque
25;2
Rf= le Php. Slp + my Spey as e
1

Se s> 1 ragionando analogamente sulla prima parte. con una
nuova sostituzione ortogonale, che non tocca x,,_, ed z,,, potra
ridursi

s—4
o

2
Rf= ZLP. ”-,’l.p S}\p gy Speg ase + Mg Spy s
1

Cosi seguitando si trova, che
Una rotaxione infinitesima di grado s si puo sempre ridurre
alla forma (canonica)

@ Rf= 2:,1 my Sgy_1 9 -

Naturalmente le 22 devono essere tutte F 0, che altrimenti la Rf
non sarebbe di grado s: si posson poi supporre tutte positive, che,
se fosse per es. m, <0, cambiando di segno ad ., si cambierebbe
segno anche ad e, che cosi diverrebbe positiva. Infine le m si
posson supporre non mai decrescenti, per modo ciog, che sia

0<my < my < ... < my .
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Coi simboli introdotti al n. 2 la forma canonica &
, Rl S T
(I) f= 9 ;1 my Xy -

9. La riduzione operata nel numero precedente si pud eviden-
temente fare partendo da un qualunque S,,_, invariante per la rota-
zione: anzi si puo dire pitt in generale, che di quegli S,,_; se ne
posson prendere, per fare la riduzione, quanti se ne vuole, ad ar-
bitrio, purche sieno a due a due ortogonali tra loro. Siccome poi
come appare dalla (I), fatta la riduzione, ci sono gli s S,,_, di
equazioni

p=0=0; G=2,=0; .2, ,=0,=0,

che sono a due ortogonali ed invarianti per la Rf, cosi ne viene che:

Seelti arbitrariamente k (< s) tra gle S,,_, invarianti per una
rotaxione di grado s di un S,,, a due a due ortogonali tra loro,
se ne posson trovare altry s—k pure invariants per la Rf, ortogonals
a tutty i precedenti e a due a due tra loro.

10. Evidentemente le m sono i soli invarianti della Rf, ma
possiamo facilmente far vedere, che esse sono effettivamente inva-
rianti per sostituzioni ortogonali delle variabili, che poi sono le
uniche sostituzioni, che noi consideriamo. Infatti una rotazione qua-

lunque .

s
Rf= 27\?’ o Slp )
finch? si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante 41,
in quanto sulle p viene allora a farsi la stessa sostituzione che
sulle , si pud considerare come una forma a variabili cogredienti
nei due sistemi di variabili @,,...,2: 5 Piy ey Pos -

Gl’invarianti della Rf per queste sostituzioni son dunque i di-
visori elementari del determinante caratteristico della forma, cioe
del determinante D (p), e sono questi soltanto !). Ora quando la Rf

1) Cfr. ad es. MutH, Theorie und Anwendung der Elementartheiler.
(Leipzig, Teubner, 1899).
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& ridotta a forma canonica, si vede subito, che tali divisori sono
p=Tmy y p—T Mg,y ey =10
p+im, , pHimy, ..,ptem,.

Le m son dunque invarianti per sostituzioni ortogonali a deter-
minante +1, perd a meno del segno potendosi qualcuno di quei
divisori scambiare col coniugato; le altre sostituzioni ortogonali otte-
nendosi col comporne una a determinante +1, con una per es. del tipo

= -z,

si vede, che le 7 sempre a meno del segno sono invarianti per tutte
le sostituzioni ortogonali.

Dunque: Ridotta la Rf a forma canonica @ valori assoluti
delle m risultano gli unici invarianti per sostituxioni ortogonali
della Rf.

Pero siccome la Rf si puo, senza alterarne affatto la natura,
dividere per una costante arbitraria, cosi ne viene che per la Rf
gl’invarianti essenziali sono solo i valori assoluti dei rapporti di s—1
di quelle m all’altra.

Dalle cose dette si trae anche un modo per avere subito i valori
delle m appena data la rotazione: poiché p—7m, deve esser un
divisore elementare di D (p), ne viene la seguente regola per quella
ricerca.

Si considerino tutte le radiri (puramente) immaginarie della
equazione D (1) =0, e st dividano per i: 7 valori positivi tra quelli
ottenuts sono le m relative alla rotaxione considerata.

11. Possiamo veder subito anche il significato geometrico delle
m,: Pequazioni finite del G, generato dalla rotazione infinitesima
data, quando questa sia ridotta a forma canonica sono nell’S,, solito

yy= Xy, COS M, { —@,, Senm, t
g N (Z=1""7s)’
Ty = Xy,_, sSenMm;t - x,; cos m; ¢

dove ¢ & il parametro da cui dipendono le o' rotazioni del G,. Se
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consideriamo effetto prodotto nel piano (z,, _;, x,,), troviamo dunque,

. . . m; .

che & una rotazione dell’angolo m,¢. Sicche il rapporto ;f e il

2

rapporto degli angoli di cui ruotano per una rotazione qualunque
del Gy i piani (T, 2,) €d (@1, Tar)-

12. Abbiamo gia visto quali sono gli iperpiani invarianti reali

per una rotazione infinitesima R/ di un S,: facciamo ora la mede-

sima ricerca per gli S, , pure reali. Consideratone uno si potra
prendere per quello di equazioni (n. 3)

z, , =x,=0,

dopo di che la*Rf avra la forma

n—2
Rf= 2‘;\ P hp. S)\p + m Sy
T

Ora potran darsi due casi, 0 m=0 o m+0. Se m=0 sono
invarianti anche i due iperpiani x,,_, =0 e x,,=0: dunque il nostro
S, 2, essendo intersezione di due tali iperpiani, passa per I’S,
ortogonale allo spazio assiale (n. 7). L’inversa & evidente, perche
ogni iperpiano per un tale S, , & certo invariante. Se m $0 sa-
ranno invarianti per la Rf i due iperpiani immaginari coniugati

Loy — 0% =0 ed ap_,+22,,=0,

sicche la ricerca degli S,_, invarianti, di questa seconda specie, si
riduce alla ricerca degli iperpiani immaginari invarianti. Questa
ultima si compie subito, quando alla rotazione si sia data la forma
canonica: supponiamo infatti, che allora tra le m ce ne sieno solo ¢
di diverse, e che sia in conseguenza
M=M= o =My, =@y 5 Mg 1= Mgy 2= o = Mg, =g} wur

Mg, =My, fo=..=Mg, =

A< n<q<<q5..<<q:3q.=5)

essendo le ¢, dei numeri interi. La R/ essendo allora data dalla
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equazione
t 9
1) Rf= 2“ @ 2% Sg—g,a (@=0),
i

le (10) divengono
a, by, = —nboy_1 5 @, by _1=1rpby (=q1+1,..,q,;1=1,..,1)

Poiche le & non sieno tutte nulle occorre dare a ; uno dei valori
+ia, (I=1,..,1): dopo di che viene

bop—1=—3by  (A=q.+1,..,q1),

mentre tutte le altre & devono esser nulle: percio -distinguendo nei
coefficienti la parte reale dell’immaginaria, ogni iperpiano inva-
riante immaginario ha per equazione

(4
p) %(bx T —1F e @) + 10y Ty 29 1) z =0(=0).
931+

Viceversa ogni iperpiano, che abbia una tale equazione & inva-
riante per la Rf.

Un S, _, invariante della 2. specie essendo intersezione di un
iperpiano quale il precedente col suo coniugato avra dunque per
equazioni:

2 4

2 by wy gt an)=0 Xn b, sp—o, an_)=0 (<)
g, +1 911

Dunque: Un S,_, invariante per la Rf o passa per I'S,_,
ortogonale allo spaxio assiale, oppure, data alla Rf la forma (1),
ha due equaxioni del tipo delle precedenti: viceversa un S,_,, che
seddisfi ad una di queste condixzioni, é invariante per la Rf.

Tutti gli S,_, invarianti della seconda specie si dividono corri-
spondentemente ai vari valori di / in ¢ sistemi: quelli dell’Z”, per
es., passano per lo spazio

m2q171+1 = .. = 'qut =0.
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Supponiamo ora che sia 7 =2s per fare il caso pilt semplice:
allora si possono determinare dei gruppi di s S, , invarianti ed a
due a due ortogonali, che ora vogliamo vedere come si distribuiscono
in quei sistemi. Se noi consideriamo % qualunque degli S, , di uno
di quei gruppi essi devono avere a comune un S, , ma non uno
spazio maggiore, ché altrimenti non potrebbero essere a due a due
ortogonali. Ne viene, che per lo spazio

L2q, 1 == o = L2q, = 0,

che & un Sn—g4, 49, ,, NON ne posson passare pitt di ¢, —q,_,; ossia
tra gli s S,_, non ce ne possono essere pitt di ¢,—¢q,_, dell’l” sistema.
Ma allora se indichiamo con 7, il numero degli S,_, di uno dei
"nostri gruppi, che appartengono al sistema ", abbiamo

t
o < q@i—qa (I=1,..,9) }:l I=S5,
T

e perche quest’ultima equazione sia verificata occorre che sia

0 =q1—q11-

Sicche tutti i gruppi di s S, invarianti per la R/ son formati
di ¢, 8, del primo sistema, di g,— ¢, del secondo,..., di ¢, —q, 4
del #m sistema.

Nel caso, che sia n>2s, valgono ancora le stesse cose, solo che
allora bisogna ragionare sempre dell’S, ,; per Porigine ortogonale
allo spazio assiale.

13. Premesso questo possiamo risolvere facilmente una questione
fondamentale, quella di trovare tutte le sostituzioni ortogonali, che
lasciano inalterata la forma canonica di una rotazione, cio¢ le sosti-
tuzioni ortogonali tali che, indicando con £’ le nuove coordinate, sia

t (43
N\ N
;; a D 1@27\—1 Par—2), Por—1) =
Uy
z'1 9'11
=X D @1 Pa—Tnra_1) ([@=0o=0).
1 g+l
Ann. 8. N.
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Intanto per il n. 10 le &, a meno dell’ordine coincidono colle a,,
e cosi le differenze ¢', —¢’,_, coincidono pure a meno dell’ordine
colle altre ¢, —q,_,, sicche ¢', = ¢,. La sostituzione poi lascia fermo
lo spazio assiale, e quindi, essendo essa ortogonale, anche lo spazio
per lorigine ortogonale a quello. La sostituzione si puo dunque
considerare come il prodotto di due, una che non tocca affatto le va-
riabili z,, ..., %, , l'altra che non tocca invece le variabili ,,4,, ..., @,.
La prima puo essere evidentemente qualunque: occupiamoci invece
della seconda, ossia del caso, che sia n=2s. Allora gli S, , di
equazioni

, S N S S
== 10; 2s=2,=0; .25 ,=a%=0

sono invarianti per la Rf e a due a due ortogonali: dunque g, — ¢,
di essi devono avere equazioni del tipo (u. 12)

(43 9
M Bz 1o 2n) =0 D (B z—ey 2—1) =0,
0t [

e cid per ogni valore di /. Ne deriva dunque, che alterando se mai
Pordine delle @',...,2, deve essere

7
1
P (Brp2, — 1)

4
To_1= D OrpZou_1+0,79) T = 3
9—x

71

0= qratlsgr s I=1,00),

e le b e ¢ possono esser qualunque compatibilmente coll’ortogonalita
della sostituzione. Viceversa se son soddisfatte queste condizioni
gli S,
sendo invarianti per la Rf, questa ha ancora la forma canonica.
Nel caso generale che sia n>>2s bisogna aggiungere una sostitu-
zione qualunque sulle variabili @,,,,...,z,. Dunque:

La piie generale sostituxione ortogonale sulle variabili, che lascia

o di equazioni ¥, =a,=0; 25=2",=0;...;2,_, =2, =0 es-
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inalterata la forma (I") di una rotaxione Rf ¢ del tipo

q 2
s \] N
dyp1= 2 OpyTay g+, %9) T = Yy (b09,—ryToy 1)
g1 gy

=g+l g5 0=1,.0)

n
= Doy T, (h=qipen)
q,+1

leb e lec dovendo soddisfare soltanto alle condixzioni imposte dal
dover essere la sostituxione ortogonale.

Notiamo che da una sostituzione di questo tipo non viene alterato
neanche 'ordine delle a.

14. Un’ultima osservazione vogliamo ora fare: se supponiamo
di avere un S,_, invariante di equazioni

L1 (42
L1
D (b w3y _q+e, 22,)=0 2 G, B9y =0y gy _1)=0,
7rH [N

si potrda sempre prenderlo per lo spazio
L2g, -+ = P2q;_ 2 = 0

senza alterare la forma (I”) della Rf. Infatti (n. 9) se »=2ssi posson
trovare altri s—1 S,_, invarianti ortogonali a quello, e a due a due
tra loro: ognuno di questi avra dunque duoe equazioni dello stesso
tipo delle precedenti, e dividendole se mai per fattori convenienti
si potra far si che il determinante dei coefficienti sia quello di una
sostituzione ortogonale. Allora bastera prendere per nuove variabili
i primi membri di tutte queste equazioni, in ordine conveniente,
che le condizioni del numero precedente saran certo soddisfatte.
Se n>>2s basta lasciare inalterate le x,,y,,...,2,, per ridurci al
caso di ora.
Piu in generale se abbiamo un §,_,, di equazioni

1 14
N N
Z‘.l (billx x?p—l"'cig 1529) =0 2,}1 (big x2p. - ci}L x2;1—1) )
g, t1 ¢+
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diciamo che si pud prendere per lo spazio zag, . +1=... =2, 122 =0
senza alterare la forma (I”): avendolo dimostrato per & =1, potremo
supporlo dimostrato per £—1, e dimostrarlo per k. Per questa
ipotesi I'S, x4, che si ottiene tralasciando le due ultime delle
precedenti equazioni, si pud prendere per lo spazio

Tag, 1= e = Tog,_p22=0

senza alterare la forma (I”) della Rf: le altre due equazioni con-
servano la loro forma, poiché esse sono le equazioni di un S,
invariante per la Rf; ma in esse potremo ora tralasciare le varia-
bili #2g, \41,..., %2, or—e in forza delle precedenti equazioni;

sicché si potran ridurre alla forma

2 (23

N

Do (b, w9, _g+e, 29)=0 D, (b, @3, ~¢, g, 1)=0,
- e v T2p T v T2p.

con che pur di lasciare inalterate le variabili 2ag, 41,...,%2, +o1—2
la cosa ¢ ricondotta al caso precedente. Dunque:

Data una rotaxione Rf della forma (I") st puo senxa alterare
questa forma prendere per lo spaxio 'sg, 1= ...='2, 12=0
lo spazio

q q;
N N
Do by @9, g+, x9) =0 Dy (b, gy~ Cg Ty 1) =0
gy Ve 2 b T2 gty e e e 2y

(Z=1,..,k).
15. Diamo un’altra definizione. Diremo grado di un gruppo di
rotaxions il minimo grado delle rotazioni infinitesime del gruppo.
Il grado di un G, sara dunque quello della sua rotazione ge-

neratrice.
16. Date due rotazioni

R f_—‘z (al\‘L le"" b)\p “Y)\;L + Cp ZLP + dlp Y)\p)
Ap.

R'f =2 (a,/ulx XL}L + b,/\y. “ﬁp + c’lp Z'/Lp + dl)\p Ylp)
hp

si dice, che la R'f & una parte di Rf se tutte le @', &, ¢, d’ che non
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sono nulle sono uguali rispettivamente alle a, b, ¢, d cogli stessi
indiei.

Se considerando in un gruppo G, una rotazione Rf esiste una
sua parte R'f, che sia anch’essa una rotazione (non I’identita) del
gruppo, anche Rf—R’f & una parte di Rf ed insieme una rotazione
del gruppo: in questo caso la Rf si dice riducibile, mentre nel caso
contrario la Rf si dird erriducibile V).

Evidentemente poi ogni rotazione riducibile sara composta di
parti irriducibili: percid se con R,f, R,f, ..., R, f indichiamo le rota-
zioni generatrici di G, avremo

n,

Rf=Y Ba  (=1,,7),

dove le n, son numeri interi > 1, e le R;; sono rotazioni irriducibili
del gruppo. Ora tra le R,,f non ce ne possono essere piu di # indi-
pendenti essendo esse rotazioni di G, e quindi combinazioni lineari
delle R, f: ma ce ne saranno proprio » d’indipendenti, se no le R, £,
che son combinazioni lineari di esse, non sarebbero tutte indipendenti.
Allora potremo prendere come rotazioni generatrici del gruppo »
rotazioni indipendenti scelte tra le R, f: quindi

Si puo sempre supporre, che le rotaxioni gemeratrici di un
gruppo di rotaxioni sieno irriducibils.

Se poi si prendono % rotazioni indipendenti del gruppo, tra le
R.if se ne potranno sempre trovare r —% d’indipendenti tra loro
¢ dalle precedenti; che qualora ce ne fosse solo r —k—t (12>0) in
tale condizione vorrebbe dire, che tutte le R,,f sarebbero combi-
nazioni lineari di quelle »—% —t, e delle % considerate, e percio
tra esse non ce ne potrebbe essere » indipendenti. Dunque:

Date k rotaxioni indipendenti di un gruppo G, di rotaxionz si
posson prendere come generatrict del G, quelle k rotaxioni ed altre
r—k trriducibili.

1) Notisi che il concetto di riducibilitd ed irriducibilita di una rota-
zione dipende essenzialmente dalla forma data al gruppo, ché facendo
un cambiamento di variabili una rotazione riducibile pud divenire irri-
ducibile, o viceversa.



§ 2.

I gruppi Abeliani di rotazioni

17. Supponiamo di avere due rotazioni qualunque di un gruppo,
R:f ed R.f, e ad una di esse diamo la forma canonica: poniamo

dunque
-

l)

1
2
Bif=5 Bm Y,

ora supponiamo pero che le m, sien qualunque, anche nulle per non
dover stare a distinguere i varii casi. L’altra rotazione sara allora
7_»_+l
2
X
(12) R.f = }rh} (a;’Jrl X)\y.—l_ blp ‘le_l' Crp Z‘Lv._*‘ dlp Y’L}L) .

Dopo cio se poniamo
(R, R) = Ruf
avremo per le (5)
ng1

2
13)  Ref= Su |0m -y @, Vi, Xoy) +

o Om4m) By Ty ey, W] -

Di qui deduciamo subito, che
I G, di rotaxioni son tutti abeliani ).

1) Cfr. Levi, Sui gruppi di movimenti (Rend. della R. Acc. dei Lincei,
vol. XIV, serie 52, 1905, n. 3). Come abbiamo gid detto noi intendiamo
sempre di parlare di gruppi reali, onde tutto quello che diremo si riferira
sempre a gruppi reali.
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Infatti se ci fosse un Gy== (R,, R,) non abeliano, si potrebbe

ridurre ad avere la composizione (R;R;)=p R,f: sicché potendosi
fare la riduzione precedente dovrebbe essere identicamente

RBif = pRef,
ciod
Py == (my, - mp) d)\ll. ) n”dlp = (my, - mp) Wy,

4 b)\.p. == (m+ m\,\) Oy clp = (m)+ mp) b)q.t

ot [221).

E queste equazioni non sono certo risolubili con un valore reale
e diverso da zero di r, a meno di supporre nulle tutte le a, b, ¢, d,
cosa evidentemente da escludersi. Rimane cosi dimostrato il nostro
teorema: ne viene poi

Ogni gruppo di rotaxioni & di genere xero.

18. Supponiamo ora che la R,/ sia di grado s, e che gli si sia

data la forma (I”): allora la R;f sard data ancora dalla (13), solo
che vi si supponga
My=My=... = Mg, =y 5 Mg 1= Mgt 2= oo = Mg, =y 5 .o

Mg, =My, 2= =Ty, =0, 5 Mg 1= ... =M =0

<q1<Q2<--~<Q¢ y qe=8< [n;—l]) )

dove le a son tutte positive.

Perchd la Ryf sia nulla occorre sia

() g = (my=my) dy, = (mybm) by, = (mytmy) @y, =0

(>\,g=1,...,[’%}]).

Se poniamo in queste equazioni : e p. ambedue >>s, esse son
verificate certamente qualunque sieno @y s bry s Oy © dy, poiche

m, =m,=0: se invece poniamo ) < s,y >>s, essendo m; >0,
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m, =0 deve essere
v

1
@, =b,_,l,=(',v,‘,=d,_,}:0 (L:l,‘..,s;;L=s+1,...,[ni]).

N 2

Infine se X e p. son ambedue <Cs, siccome m;, ed m, son po-
sitivi non puo essere m,\+mP=0, onde deve essere

bl.pzcl‘}L:O yp=1,.0,9;

delle @), , d, possono poi essere diverse da zero, solo quelle i cui
indici son tali, che m; e m, sieno uguali. Ne viene che, perche sia
(R, R,) =0, insieme a

13, N
R,f=§ Yioa, X Yy

1 -y
si deve avere
t i
R, fzzn zf{lﬂl (a'hpn le + bhg Ylp) + -
g,y

dove la parte tralasciata opera solo sulle variabili x,4,,...,7,. A
questa parte si pud dare la forma canonica

1 3
§ 2\: n, Yw,

S|

e quindi di essa & inutile occuparsi ulteriormente.

19. Supponiamo per semplicita £=1, ch& il caso gencrale si
deduce ben facilmente da questo premettendo una semplice somma-
toria: di pitt supponiamo 7 =2s. In tal caso potendosi supporre
a,=1, si ha

1 S, <
Rif= B zv Y, R.f= );[Lp (aly X7~|l+dl»ll Y'Lp)'

Ora la R,f, come sappiamo (n. 12) lascia fermi tutti gli S, _,

di equazioni

AZ;L (7. T+ By 79y 1) =0, B=

1. (o, Lo 1+ By ) =0
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e perche R,f lasci fermo uno di questi S,,_, occorre e basta che
sia identicamente

R, A =pA4,B R,B =3 A+, B.

Scrivendo le equazioni, che ne risultano, si trovan le seguenti
tl b

Zp (ﬁp dl‘p"—“p a.l‘l,l.) = phtuon ;
(14) N A=1,..,8)
2“ (F’\l Wy, dlp.) =-pb F o s

\
1 v

son queste 2s equazioni lineari omogenee nelle 25 quantitd oy, B :
perche sien risolubili occorre e basta, che sia

du—Pz dy ... dy — M =l e = Qg

dy dzf{‘zn- dy, —dy =1 e — Qg

dy oo lofs Q=0 .. =

=0.

M Ay oo Oy du“.”z dy ... dy

[ N G (N dyy Aoy o Oy

A1 Gsp oo [ d, dy o dy—p2
“ . . o
Se noi rammentiamo che @y, = —a,; , 45, = +d,, , se visi fa

m=0, questa equazione & l'equazione secolare, che come si sa ha
tutte le radici reali.

L’equazione precedente si pud dunque risolvere dando a , il
valore 0, e ar,un valore reale: corrispondentemente a questi le (14)
ci danno almeno un sistema di valori delle » e 2, e quindi almeno
un S,,_, che & lasciato fermo tanto da R,f, che da R,f. Questo
Sy lo possiamo prendere per I'S,,_,

T =x,=0

senza alterare la forma della R,/ (n. 14): allora la R,/ acquista la
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forma

1 \ . .
R,f= 3 Yy + g‘l‘p. (@ . X).p.+ d Ay Y).p.) .

Ragionando ora in modo analogo sulla seconda parte, con una
sostituzione ortogonale sulle @,...,a,, solamente si pud ridurre

1 X " "
R.f= 9 ( Y+, Yy) 4 Zﬂ\p (d hp X’L}L+ d’?».u Y).p.)

senza alterare R,f.
Cosi seguitando si arriva evidentemente a dare ad R,f la forma

1
R,f:§ Zv n, Y,,.

Nel caso generale basta premettere una sommatoria, ed agginn-
gere in R,/ una parte simile a quella scritta. Sicché anche la R,f,
come la R,f, assume la forma canonica: se ne trae cosi il teorema:

Ogni G, di rotaxioni si puo ridurre alla forma (canonica)

[

ol
A

1 2 1
Rif=5 2,, oy Yy, , Ref=35 y %2 Y,,.
2 4 2

-

20. Veniamo ora alla ricerca dei G; abeliani: a due delle ro-
tazioni R,f ed R,f del G; potremo dare la forma ora vista, ed allora
se supponiamo che la terza rotazione R;f generatrice del gruppo
sia data dall’equazione

1
2
RSf = 27“" (a7‘tlx X'I.p_‘_ bl\p W’lp._"" c)\p Z)\y.‘l" d)vp. Y)\p.) )

poiché (R, Ry) =0, potranno esser + 0 solo quelle o, e b)ql, tali
che sia 7y =y, (n. 18) e delle b"!* e Gy solo quelle per cui sia
oqy, = a1, =0. Se indichiamo con s il grado di R,/ e disponiamo le
va.ria,bili in modo che sieno s, o5, ..., 7, tutti £0, 05 4=...=
-0, [;]-:0, ed anzi pilt precisamente (come al solito)

O = =0y, =] Oy g 1= e =00, g, = (g, 1= =0y =0
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con le a tutte diverse tra loro dovremo avere

t qi
Rf = 21 2"4‘ (a?\p X‘lp‘l" d?.p. YN,L) +
1ogg
1
2
+ 2:‘17\11 (a)\p XML + b)‘tl,t Wlp. + clp ZL\L + d)\p YlpL) .

Per la seconda parte osserviamo, che pur di lasciare inalterate
le variabili @,,...,2,,, si rientra nel caso precedente poich® R,f
non agisce affatto sulle variabili @psy,,...,%,: a questa parte po-
tremo dunque dare la forma

N
w3
“

v 73y Yw .

s’

£

Percido bastera considerare il caso di ¢=1, n=2s che laltro se
ne deduce subito: allora potremo prendere in tale ordine le 2 che
risulti

I = .ee =q?,u‘=b1§ LPRTEE =’7-2,u,:b2§~-~ 3oy A1 = e =y = by

con le b tutte diverse tra loro. Fatto cid poiché per essere (R, Ry) =0
non possono in R,/ essere diverse da zero, che quelle @y © dyy
per cui & vg) =79, , ne viene, che Ryf avra ancor piu particolar-
mente la forma l

g
Rﬁf = 21‘ 2)4—‘ (alp Xl}:. + d)\p. Ylp.) .
T, )+l

Potremo dunque supporre # = 1, chd altro caso se ne deduce col
premettere una sommatoria: ma allora R,f ed R,/ differiscono solo
per una costante, e quindi si rientra nel caso precedente e ad Rsf
si pud dare la forma

s

3

Rqf = >_,,, 73, Y,
1

senza alterare quella di R,f ed R,f.
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Le due sommatorie, che bisognerebbe premettere per passare
prima al caso che # sia qualunque, e poi a quello, che sia qua-
lunque # non alterano questa forma, e cosi non la altera neanche la
parte da aggiungere quando »>>2s. Potendosi poi il ragionamento
estendere nel medesimo modo ad un G, abeliano qualunque di ro-
tazioni, abbiamo il teorema:

Un G,=(R,,R,,...,R,) abeliano di rotaxioni si puo sempre
ridurre alla forma (canonica)

B B |
2" ay Yo, = 2, %y Soy_1,9, (@E=1,.,7).

T

s

7,

In R:f=

l\')\»—l

21. Ne seguono alcune conseguenze, che vogliamo notare.

Prendendo una conveniente combinazione lineare delle R,f,...,R,f
si possono eliminare certo » —1 delle Y, : la rotazione, che si
ottiene & allora al piu di grado [%] — 7+ 1. Percio rammentando la
definizione di grado di un gruppo (n. 15) abbiamo

Un G, abeliano di rotaxioni su n variabili puo avere al mas-

stmo il grado [g]—ﬂ»l.

Di qui si trae che
Non ci possono essere dei G, di rotaxioni, con r>>1, abeliani

. n . . .
e di grado [—9—], che operino solo su n rariabili.
2
Per conseguenza, avendo un sottogruppo di un gruppo di rota-
zioni almeno di grado uguale a questo per la definizione stessa:
. - o, n .
In un gruppo di rotaxioni su n variabili di grado [;} non ci

possono essere mai due rotaxioni permutabils.

§ 3.

Alcuni teoremi sulla composizione dei gruppi

di rotazioni

22. Abbiamo gia visto al n. 17 che posto

41
1 5]
} Rl/‘lzi ;‘y m, YN
(15) , [+
\ R,f= >'~PL Dy X)|L+blpwlu+c)p IIL+d1p.YIU)
si ha

(16) (Rl Rz) ==

"
S S

Ay s (mh - my.) (a7.||1 Y) m d) X XA}L) +
+ (mk“}'”lp.) (b)ql ka.—(”lyn WML) % .
Nello stesso modo si ha pure
n+l
) (R (R, Ry)= zm fmy = my)® (@, Xy, Yo +
+ (7n)\+mp.)2 (b)\p W)~}J.+ O Z.LP.)

Son queste delle formule molto importanti da cui trarremo con-

seguenze notevoli.

Prima di tutto osserviamo, che ogni termine di R,/ da origine
ad un solo term'ne di (R, (R, Ry) e che su questo non influiscono
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affatto gli altri termini di R,f. Percio se data ad R.f la forma canonica
¢ R’y f una parte di Rof, (R, (Ri R))) ¢ una parte di (R, (R, R,)) .
Osserviamo ancora che dalla (17) vien subito che
Se ¢ (Ry(RiRy)) =k Rof, deve essere k negativo o nullo.
Infatti potremo dare ad R,f la forma cunonica, dopo di che var-
ranno le formule precedenti: se consideriamo uno qualunque dei
coefficienti, che figurano in R,f e son diversi da zero, per es. W
dovra essere per 1’ipotesi

kay, =— (my— m‘L)2 D

ed essendo @, % 0 ne verrd k=—(m,—m,)’, cioé k negativo o nullo.

o
23. Visto questo introduciamo per semplicita di linguaggio una
altra denominazione: se ¢ (R, (R, Rg)) =% R,f, essendo k negativo o
nullo potremo porre k= — g% Diremo allora che R,f rispetto ad R,f
appartiene al fattore r.: ci sarebbe veramente per p un’ambiguita
di segno, che noi elimineremo prendendo per p sempre il valore
positivo.
Ma quali sono le condizioni perché questo avvenga? La (17) ci
dice subito che deve essere
¢ dlp
(my + mP)2 by =1¢ by (my +my, ) ¢, = ¢ Oy -

(m), - Wlp.)z Ay = ¢ Wy (my, = mpf dh\.x =

Quindi devono essere nulle tutte le @, e d,, tali, che non sia

m) —my, = *p e tutte le by, e ¢, tali che invece non sia my +m, = +p.

p.
Viceversa se queste condizioni son soddisfatte, 1a R, f rispetto ad R,/
appartiene al fattore ;. Ne viene subito, che

Se una rotaxione Rof rispetto ad R,f appartiene ad un certo
fattore, ogni parte di R.f, sempre rispetto ad R,f, appartiene allo
stesso fattore.

24. Supponiamo ora p=0: allora devono essere nulle tutte le
ay e d,‘}1 tali, che agli indici X e p. non corrispondano due valori
uguali delle m, e son nulle pure tutte le b, e ¢,, tali che agli in-

dici A ey non corrispondano due valori uguali e di segno contrario
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delle m. Ma queste, per la (16), son le condizioni, perche sia
(R, R;) =0: dunque

Se una rotaxione rispetto ad wun’altra appartiene al valore 0,
le due rotaxioni son permutabili.
25. Consideriamo ora piti a fondo il caso di p+ 0: poniamo allora

R, Ry) = p Rsf.
Dalla ipotesi fatta, che sia (Rl (Rle))= —* Ref viene allora
(B By)=— ¢ Rof
e quindi anche

(Rl B, Rs)) =—0"Ref

come si ottiene la Ryf da R,f: rammentando quali condizioni deri-
vano dall’ipotesi fatta (n. 23) si vede subito, che i coefficienti m;—m,

ciod anche la R,/ appartiene al fattore ;. Dalla (16) vien subito,

*
o my+m,, che figurano allora effettivamente nella (16), son tutti

=+ e che percid basta in R,f sostituire ad X)% y Yoy Wy e 2y,
ordinatamente Y, , Xy, , Z7-PL e Wy, e poi cambiare di segno ad
alcuni termini. Se con R'yf indichiamo il complesso dei termini di
R,f che in questo passaggio conservano il loro segno, con R';f il
complesso di quelli che invece lo cambiamo avremo evidentemente

R,f= R,zf+ R”zfa

e posto
RiRy) =pRsf (RRY=-pRYf

sara

Rof = Rif —RAf

e tanto R,f da Rf, come R’f da R'yf si deducono col semplice
scambio di cui sopra: & un’osservazione questa, che dovremo richia-
mare in seguito.

Un’altra osservazione su quest’argomento & la seguente: se RYf
& una parte di R,f, per il modo con cui R;f si ottiene da R,f, sara

(R, RY) una parte di R,f. Ne viene, che se R,f & irriducibile lo &
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anche Rs'f, e viceversa poiche scambiando R,/ ed R,/ non si fa altro
che cambiare p in —p. Percid riassumendo:
Se prese due rotaxioni R,f ed. R,f, la Ryf appartiene al fat-

. 1 .
tore p, a questo stesso fattore appartiene anche — (R, Ry); ed anx

b

se data ad Rif la forma canonica R,f é irriducibile, ¢ pure irri-
Lo 1
ducibile = (R, Ry).
.l
Inoltre R, f si puo nelle ipotest fatte scomporre in due parti R,f
. 1 1 o . .
ed R'sf tali che . R, R, e — . (R, R",) si ottengano rispettiva-
mente da R,f e R'sf scambiando Xy con Yy, e Wy, con Z,, .
26. Prendiamo ora in esame la (17) nel caso pit generale possi-
bile: da essa risulta, che la (R;(R,Ry)) si ottiene dalla R,/ molti-
plicando ciascuno dei coefficienti che figurano in questa per un
fattore negativo che puo variare da termine a termine. Tra questi
fattori ce ne sara un certo numero p di diversi, che essendo negativi
potremo indicare con —pf, —p3,..., — p}. Consideriamo ora tutti i ter-
mini di R,f, i cui coefficienti vengono moltiplicati per —(}, quando
si passa alla (R, (R, Ro)): il complesso di essi formera una parte R f

di R,f. La rotazione (Rl (R, Rm)) si ottiene da R,/ moltiplicandone
semplicemente tutti i coefficienti per —pi: sara dunque

(Rl (N Rzl)) =~ Ruf,

ed R,/ apparterra rispetto ad R,f, al fattore p,. Analogamente se
consideriamo tutti i termini, i cui coefficienti nel passaggio da R,f
ad (Rl (R, R,)) vengon moltiplicati per — pf, essi formano una parte
Ryf di R,f, che rispetto ad R,f appartiene al fattore p,. Cosi
proseguendo si trovano p parti Ry f, Ryf, ..., Ry f di Ref, che esau-
riscono completamente la R,f, in quanto ogni termine di questa
deve appartenere all’una o all’altra di quelle parti, e che rispetto
ad R,/ appartengono ordinatamente ai fattori p;,p,, ..., p,. Sicchd
si avra
Rof = Raf + Baf + ... + B/
(R,(Rth)):‘p% Riif (E=1,.,p).
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Se ora R,f ed R,f son due rotazioni di un gruppo, a questo deve
appartenere anche la rotazione —(Rl (RR,)), che per le formule
ultime & data da

B Raf + piRoof + o -+ 6} Rop f

E nello stesso modo, che questa si deduce dalla R,f, da essa
si dedurran successivamente

P§R21f+P3Rzef+~~~+(’;:R2pf

B R Rasf o7 Ry .

Le p essendo diverse tra loro, la R,f e le altre p--1 rotazioni
del gruppo, che ne abbiamo ricavato, son combinazioni lineari indi-
pendenti di Rnf, ..., Ry, f; e percid queste son tutte combinazioni
lineari di quelle e per conseguenza rotazioni del gruppo. Ma allora
se p>1, la R,f & riducibile, se p =1 invece, per definizione, la
R.f rispetto ad R,f appartiene ad un certo fattore. Dunque

Data ad una rotaxione qualunque R,f di un G, di rotaxioni
la forma canonica, ogni rotaxione drriducibile del G, rispetto ad
Rif appartiene ad un certo fattore.

27. Ne possiamo trarre subito un teorema, che completato ci
portera al teorema, che ora vogliamo stabilire.

Consideriamo un gruppo G, di rotazioni, qualunque, e suppo-
niamo, che in esso esista un G, = (R,, R, ...,R,) abeliano: la condi-
zione sara certo soddisfatta almeno per ¢=1. Poi data a G, la forma
canonica prendiamo, come rotazioni generatrici del G, , le precedenti
ed altre » — ¢ irriducibili R, f, ..., R, f (n. 16). Per il teorema pre-
cedente avremo allora

(Ri<R1Rl+h))= i Benf (F=1,.,85k=1,..,7r-17).

Dunque: Fissato in un gruppo &, di rotaxioni qualunque un
G, = (R,,R,,...,R,) abeliano, e data a questo G, la forma canonica,
st posson prendere irriducibili le altre rotaxioni R, f,..,R.f
generatrici del gruppo ed allora si avrd

(18) Ri(R.Rep))=—guRegnf (=1,uyt;k=1,..,r—10).
Ann, 8. N. 3
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Da questo teorema si capisce subito quale importanza abbia per
la nostra ricerca lo studio delle rotazioni, che rispetto ad una data
appartengono ad un certo fattore.

28. Dimostriamo ora una proprieta, che ci permettera di com-
pletare il teorema precedente. Supponiamo di considerare due rota-
zioni di un G, di rotazioni, R,f ed R,f, permutabili e di aver data
ad esse la forma canonica: poi consideriamo una terza rotazione Ryf
del gruppo, irriducibile: sara allora pel teorema precedente

(Rl R, R3)) =~ Rsf (Rz R, Rs)) = —p; Ref.
Vogliamo dimostrare, che si avra di pi
p2 (R Ry) =+, (R, Ry).

Se py e p, son nulli ambedue la relazione & certo soddisfatta:
se ;=0 e p,+ 0 osserviamo, che per il n. 25 R,f & permutabile
con R,f, e questo dimostra la relazione scritta: cosi se fosse p,=0,
11+ 0. Resta dunque da esaminare il caso, che p, e g, sieno am-
bedue +0. La R;f si comporra allora di due parti R';f ed R’yf,
tali che posto

R Ry =p RLf , Ry R =—p RS,

R';fed R',f si ottengono da R,f ed R’ f rispettivamente soltanto
scambiando X, con Y;, e W, con Z,, (n. 25). Ora R'yf rispetto
ad R,/ apparterra al fattore p, (n. 23), e cosi anche R”;f: analo-
gamente a quello, che abbiamo ora detto R';f si comporra di due
parti Ry f ed Rgf tali, che posto
R, Ry)) = p Ruuf , (R:Ra) =—p Reof,

Ruf ed R,f si ottengono rispettivamente da Ry f ed Ry f collo
scambio suddetto. Ma ora se poniamo

(E’l Rsx) =M Rmf 5 (Rl Rsz) =h Ru

Raf ed Ryf, che son parti di R/,f, si ottengono pure esse collo
stesso scambio da Ry f ed Ryf rispettivamente, sicche sara

Euf=R41f ) R42f= Ref.
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Analogamente potremo decomporre R’;f in due parti Rgf ed
R f tali che posto

(RiRy)= =piRsf , (RiRsd= —p Ruf,

sia anche

(Rz R’be) = [2 Rmf 3 (Re R34)= - P2 R44f~
Ma date tutte queste formule, poichd &

R3f= R31f+ R32f+ Raaf+ Rufv

ne viene
(BiRy) = oy (Raf + Ref —~Raf - Ruf)

(B, Bs) = ps (Raf — Reof + Rasf = Ruf) -

Ed ora nel gruppo ci saranno le due rotazioni
1 1
E (R Ry) — ? R:Ry) =2 Ref - R43f)
2

‘{171 (Rl Ra) + %3 (Rz Ry) =2 (Ruf‘ Ruf) .

Dunque se una di queste due non & identicamente nulla la
(R, Ry) & riducibile, cid che non & possibile avendo noi supposto R, f
irriducibile (n. 25).

Sicchd deve esser nulla una di quelle rotazioni, cio¢ deve essere
verificata una dell’equazioni da noi scritte in principio. Si ha cosi
il teorema :

Se date a due rotaxioni R,f ed Ref di un gruppo di rotaxioni
la forma canonica, st considera una terxa rotaxione irriducibile Ry f
oltre ad aversi (R, (R Ry)) = — i Ruf3 (R, (ReRy)) = — g3 Rof si avrad
anche 0 py (R, Ry) =, (R, Ry) 0 po (Ry By) = —p, (R, Ry).

29. Possiamo ora dimostrare il teorema che ci proponevamo.

Supponiamo, di considerare un gruppo qualunque di rotazioni G, ,
e che in esso ci sia un G,=(R,, R;, ..., R;) abeliano il quale pero
ora non sia contenuto in nessun G,y abeliano di G,. Supponiamo
poi di aver trovato le rotazioni R, fs oy Regosf (425 1552>0)
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indipendenti tra loro e da quelle del G, in modo, che sia

(20) (R{ Rt+2k-—l) = Pir Rt+2hf 3 (Ri Rr+n) = —Pir Rt+2k—1f
(k=1,..,8;0=1,..,1).

Io dico, che, se »r>>t+2s, si possono trovare nel gruppo altre
due rotazioni, che soddisfino ad equazioni analoghe alle precedenti,
e che sieno indipendenti tra loro e dalle altre gia considerate. In-
fatti prendiamo le altre  —¢—2s rotazioni R,isipf, .., R.f ge
neratrici del gruppo irriducibili (n. 16): avremo allora (n. 27)

@1) (RiRiRugn)) = —p Rupnf (h=2s+1,.,7—130=1,..,0).

Potremo poi applicare il teorema precedente prendendo per le
rotazioni R,/ ed R,f che vi figurano, due qualunque rotazioni del
G, e per Ryf una qualunque R, ./ (k=2s+1,..,7-17): ne viene
che deve essere

(22) pur (R; Rt+k)=i‘{3ik(RlRe+k) (@ 1=1,t5k=1,..,r=1).

Premesso tutto cid prendiamo a considerare la Ry io.af: essa
non pud essere permutabile contemporaneamente con R,f,...,R.f,
perche se no con queste formerebbe un G, abeliano e contenente
il G&,, contro I'ipotesi. Possiamo dunque supporre sia

By Rijoeqn) £ 0

senza alterare la generalita della questione. Ma (R, R, ys11), che d
irriducibile (n. 25), & anche indipendente da R, ..., R jecaf; perchd

se fosse
142541
(Rl Rt+2s+l) = 2; o sz;
1

dalle (20), siccome deve essere (Rl (RlR,Jrgs_H)) = = plestt Regasif,
e d’altra parte per ipotesi & anche (R; R;)=0 (¢, I=1, ..., ), verrebbe

s
_P%,?x—{-l Rz+25+1f= 2; Ui (7'l+21—l R:+2tf" it21 Rl-{-ﬂl*lf) _I'
1

4251

+ Ot g2st1 Ez 2y Rtf
T
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cosicche, essendo il coefficiente —(¢].ospn+73 40041) di Ropooy [ certo
differente da zero, R, ,,;,/, stessa non sarebbe indipendente da
Rify -y Regacf, contro le ipotesi fatte. Dunque (R, Rys,41) & certo in-
dipendente da R, f,...,R, s,4:f, e si pud quindi prendere RiRiyars)

X 3 F12s41
per nuova R, ,.4.f; dopo di che si avra

(R1 Rt+2s+l) = [res+41 Rt+2s+2f7

e per conseguenza per le (21) anche

(0 Rt+2:+2) = ~Pras1 Rt+2s+lf'
Ma allora dalle (22) ricaviamo
R Rijosp) =% ps 01 Rigospef  @6=2,..41).
Basta includere in p; .4, il segno per avere

(Ri Rt+2s+l) = Di2s4) Rr+2s+2f (Ri Rl+25+2) = —Piest Rc+2;+1f

conforme al nostro asserto.

Applicando quanto sopra col supporre s =0, ne viene, che se il
gruppo non ¢ abeliano, se cioé >t deve essere r>¢-+2, e che
possiamo prendere le ¢+2 prime rotazioni generatrici in modo da
soddisfare le (20): allora facendo s=1, ne viene, che se »>#+2
deve essere r >t+4, e che possialﬁo prendere in simil guisa le
prime ¢+4 rotazioni generatrici del gruppo, dimodoch® si potrebbe
applicare la dimostrazione precedente per s=2. Cosi proseguendo
si dovra alla fine arrivare ad ottenere tutte le » rotazioni generatrici
del gruppo in modo da soddisfare le (20), e siccome ad ogni passo,
che si fa se ne aggiunge due vuol dire che deve essere » —¢ un nu-
mero pari. Abbiamo cosi il teorema:

In un G, non abeliono di rotaxioni considerato un G,=(R,,
R, ...,R,) abeliano e non contenuto in nessun G,,, abeliano di G, ,
st ha r—t=2s (sintero), e le altre 2s rotaxioni generatrici del
gruppo Ry fy ..y Roye f st possono prendere in modo, che sieno
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wrriducibili, e di pin st abbia:

23)  (Ri Regon) =pon RS/ s (Ri Ry = = pin Rojonaf
(f=1,.,t5k=1,..,5).

La prima parte del teorema ci da come caso particolare:

Il massimo gruppo abeliano contenuto in un G, di rotaxioni
e un G,_y (s intero).

30. L’importanza del teorema ora dimostrato risultera imme-
diatamente dalle conseguenze, che ora ne trarremo.

Cerchiamo dapprima la composizione dei G; non abeliani: per
il teorema precedente in questi Gy non ci posson essere dei G,
(abeliani) e le tre rotazioni generatrici del G se questo non & abe-
liano, R,f, R,f ed R,f si posson prendere in modo che sia

(RiR) =pRef , (RBiRy)=-pRef con p%0.
Dall’identitd Jacobiana tra R,f, R,f ed R,f si ottiene
((Re Ra) Rl) = 07
quindi
R Ry) = o Ryf

con o % 0, altrimenti ci sarebbe nel G; un G, (abeliano). Anzi poichd
si ha
(R2 (Rin)) = -paRf

p ed o devon avere lo stesso segno (n. 22). Allora dividendo R,f

ed Ryf per‘\/;i si rende 2=p. Poichd inoltre dividendo R,f, R.f, Rsf

per una costante, anche p vien diviso per questa costante, si ha cosi:
Ogni Gy=(R,, R;, Ry) si puo ridurre alla composizione

(28" (RiR)=¢Rif; ReRy)=pRif; ReR)=pRef;

dove g, se £0, ha un valore arbitrario.

31. Un’altra applicazione se ne ha nella ricerca dei G,, che
contengono un G, _, abeliano: escludendo il caso di quelli abeliani,
il G, non pud contenere dei G,_; abeliani, e percié si possono pren-
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dere le rotazioni gemeratrici in modo, che sia
®R:R)=0 R;R,_)=p;R,.f R:R)=—p:R,of (¢,l=1,...,7—2),

e tutte le p; non posson esser nulle, altrimenti, per esempio, il
G,_,==(R,,...,R,_)) sarebbe abeliano. Ma allora non pud essere
(R, R,) =0, altrimenti, supposto ¢, + 0, R; f, R,_,f, R, f formereb-
bero un G, di composizione diversa da quelle che abbiamo or ora
visto, solo essere possibili. D’altra parte, siccome per le identita
Jacobiane deve essere

(Ri R,y Rr)) == 0,

ne viene, che (R,_; R,) & una combinazione lineare non identica-

mente nulla di R,f, Ryf,...,R,f; onde tale combinazione poten- .
dosi prendere per p R, f senza alterare nelle formule precedenti altro

che le p,;, potremo supporre

®R.LR)=pRf (+0).

Ora deve essere p, + 0, altrimenti R, f, R,_,f, R, f formerebbero
un Gy di composizione diversa da quelle possibili, ed anzi come
sopra si pud rendere g, =p. Sostituendo poi a R,f,pR;f-p; Rif
(t=2,...,r—2) le nuove R, f saran permutabili con R,_,fed R, f.
Dunque

Se un G, di rotaxioni non abeliano contiene un &,_, abeliano,
si possono prendere per trasformaxioni generatrici del G, quelle
di un Gy non abeliano e quelle di un G,_; abeliono di rotaxions
tutte permutabili con quelle del G.

Si ha percio:

Se un G, di rotaxioni non abeliano contiene un G,_, abeliano,
si posson prendere le rotaxioni Rif, ..., R, [ generatrici del gruppo,
in modo che sia

B R, ) =R, [, RiR)=pR,f s R R)=pRif
(B R;) = (R; R)=®R,,R)= R.R)=0
(E,1=2,..,7-2).
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32. Un caso particolare ci da la composizione dei G, non abe-
liani: infatti ogni G, contiene un G, abeliano (n. 29), onde si ricade
nel caso del teorema precedente, da cui si ricava cosi:

Ogni G,=(R,, R,, Ry, Ry st puo ridurre alla composizione

(B R) =pRsf , ReRy) =pRiSf, Rs Ry)) =p Rof
(R1 R4) == (Rz Ry) = (R2 R4) =0.

33. Se ora riprendiamo le ipotesi e le notazioni del teorema del
n. 29, scrivendo le identitd Jacobiane tra R;f, R,y f ed Rojaf
(z=1,..,t;k=1,..,5) ne viene

(Ri (Rt+2k~~1Rr+2n)) =0 (¢=1,..,t;k=1,..,5),

onde (R,jon 1 R.15:) essendo permutabile con R,f,...,R,f & una
combinazione lineare di R,f,...,R, [ stesse: cosicch® il G, , Ry jon1f
ed R, f formano un G, non abeliano per 1’ipotesi fatta, che il G,
non sia contenuto in nessun G&,,, abeliano di G,. Dunque:

In un G, qualunque non abeliano di rotaxionz, se ¢’é un G,
abeliano non contenuto in nessun Gy, abeliano, c’é anche un G,
non abeliano, che contiene il G,.

Combinando questo col teorema del n. 31 e con quello del n. 29,
abbiamo

In un G, qualunque nmon abeliano di rotaxioni, se ¢’é un
G, =Ry, ..., R,) abeliano non contenuto in nessun G, abeliano,
si posson prendere le altre rotaxioni R, f, Riyof y ooy Rogos [ gene-
ratrici del gruppo, in modo che sia

(R;R)) =0, R;R jon—=+pirReyarf y BiRijor)=—pirRiqonf
RiR)=0, RiRp) =pRejef s RiRiye)= —pRopif,
R Reg) =pRif, RiRijon) =pu Regarf
BiBRegar) = =Ry, BiRip)=0, B:R, ) =0
(G 1=2, i ls k=2, s).

(23"

In particolare da questo si trae
Ogni G, non abeliano di rotaxioni contiene un Gy pure non
abeliano.
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34. Stabiliamo alcune formule, che ci occorreranno subito dopo.
Supponiamo di considerare cinque rotazioni R,f,..., Rsf, che
soddisfino alle condizioni:
e Ry Ry)=pRof , (RiRe)= —p1 Rof',
} RaR) =pRef , RiR) = —po Ruf

con p, © pe diverse da zero.
Le identita Jacobiane ha R,f, R;f o Ryf ed R,f o Ryf ci danno

((RZRA) Rl) +n (Rs Ry) + P2 (R:R;) =0
((Rs Rs) Rl) — P2 (Ra R4) — M (R-z Rs) =0

]
St

(BsR)R.) + p2 (RyRy) — 1 (R:R) =0
(R:Ry)Ry) + p1 (RsRe) — 2 (R, Ry = 0.
Da queste derivano le altre
O (R £ RaRe) R)= = (1 F ) {(RaR) F (B Ry)f
& [ (R.R)F ®.R) R) = (nFpo) {(ReR) £ (RyRy) .

Se dunque poniamo

( (R.R)) + RsRs) = 28,f 5 (RByR)) — R Re) = - 28,f
21

B RR) — RR) =25,/ 5 (RR) - (RR) = 28,7
ne viene

(28) RyS) = (p. =) Sof 5 RS = —(p—p) 811

RiSy) = (pu+pa) Suf 5 (RiS) =~ (pa+p2) Sof
e alle (27) si posson sostituire le altre
ReRy) = Sif+Sif 5 (ReRy) = Sf 48415
RsRy)= =S f+8,f 5 By Rs) =8,/ —Syf

mentre dalle (28) si deduce che S,/ ed S,f rispetto ad R,f appar-
tengono al fattore |p, — pp|, ed S;f, S,f al fattore |p,+p,|. Siccome
R.f ed R,f sono due rotazioni qualunque, che rispetto ad R,f ap-

2



42 S. Medici
partengono rispettivamente ai fattori |p,| e |p,|, parte delle formole
precedenti si possono enunciare nel teorema:

Prese tre rotaxioni R.f, Rof ed Rif, se Rof ed R,f rispetto
ad R,f appartengono I una al fattore |p,|, Vallra al fattore ||,
ed (b, (2 son + 0, Valternata (R,Ry) é somma di due rotaxioni, che
rispetto ad R,f appartengono I’una al fattore |p,+p, , Ualtra al
fattore |p, —1,].

35. Consideriamo ora il caso, che prese quattro rotazioni
Rif, ..., R,f sia
(24 RiR)=pRsf , RiRg)=-pRof, (RiR)=0.

Come sopra si ha
(25" ((R.R)R)) +pRiR) =0 ((RsR)R;)—p(R.Ry)=0,

sicch® “posto

(29*) (Rz R4) =38, f (Rs R,) = Szf
si ha
(28%) RS)—pSf  (RiSd)=-pSif.

In parte queste formole vengon tradotte dal teorema:

Se rispetto ad R,f la rotaxione R.f appartiene al fattore |p|
(£0) e R,f & permutabile con R,f, Ualternata (R,R,) appartiene
rispetto alla R,f ancora al fattore |p|.

Notiamo, che questo vale anche nel caso di p=0.

36. Preso ora un gruppo G, qualunque di rotazioni, se in esso
¢’@ un G, abeliano, che non & contenuto in nessun G,;, abeliano
del G,, si pud trovare nel G, un G,.,, e le rotazioni del gruppo
si posson prendere in modo da soddisfare le relazioni del teorema
del n. 33, che per chiarezza riscriviamo, supponendo r =t+2se =2

RiRip) =2Rnf , RaRig)= —2Rpf , RepRipe) =2Rif
(Ri RL) =0 b (Ri R!-}-?k—l) = [fin Rz+2kf B (R’i RH-u) = —pPir Rz+zn—1f
@, 0=1,...,t; k=2,..,5)

R.R)=0, RRy)=0 (i=2,..,1.
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Potremo di piu fare evidentemente in modo, che le py; (k=2,...,5)
sieno tutte positive: di pilt supporremo s>>1, essendo ormai nota
Ja composizione del gruppo nel caso di s=1. Infine supponiamo,
che tra i numeri py,..., £, ce ne sieno uno o pitt =p (>>0), ma
nessuno =p+2, con p, che non & un numero intero. Date queste
ipotesi indichiamo con 8,/ ed S,f due rotazioni irriducibili del gruppo
tali che sia

Ri8) =p8:f , RiS)=—pS,f.

Poiche non ci sono nel gruppo per ipotesi rotazioni, che rispetto
ad R, appartengono al fattore p+2, la parte di (R,1.8,) che ap-
partiene a quel fattore deve essere nulla: sicche per le (29) e (28)
potremo porre

(Rt+1 Sx) = Safv (R'r+2 Sz)=s4f-.
(30) Rig2S)= =54, RiyeS) =8sf
R 8) =(@-2)8f, RiS)=—(p-2)Sf.
Dall’identita Jacobiana tra R,y f, Riyof ed S,f od S,f si ricava
(RetS) — RegeS) = = 2p8if 5 RipnS) 4 (RepeSy) = - 2p8,f,

e non pud essere nulla ne S;f, né S,f, perche se fosse nulla I’una
di esse per D'ultime delle (30), essendo p—2 certamente + 0, lo
sarebbe anche 1’altra, cio che & impossibile per le ultime equazioni
seritte. In forza di queste poi si puo, per le formole del n. 34, porre

(R't-H S;;)= -p Slf+2 sz ) (Rt—H SA) =—-p S1f+2 ssf,
Rieg2Sy) = =pSf—28¢f , (Riy28)) = pSif4-28;f
RiS)=(p-4)Sf, BiB)=-(~-4)8f.
Poich¢ ;—4 non pud essere =0 per Pipotesi fatta, che p non
sia intero, ne viene, che se una delle rotazioni S;f ed Sgf & nulla,

lo & anche ’altra: ma tutte due non lo possono essere, perchs dalla
identita Jacobiana ha R,y f, R, ed S;f si ricava

R 8;) - (Rt+2 Se)=—2(p - 1) 87,

percid le rotazioni S;f, S¢f saranno ambedue diverse da zero.
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Cosi continuando si stabilira una catena di relazioni del tipo:

| =(e=24+1) Sy f+ (@+1) Sppaf 3

(B'l-H SEH—Z) —(p-i+ l) f 4+ (@+1) bzi+4f 5

(Rige Seipn) = —( ) Sei f — (@41) Szi-Hf 5
R Sarqe) = (p—24+1) Sou s f4- (E4+1) Spigaf 5
RiSei) =0 - 20 Spigaf, BiSsija)= ~(p =29 Sppif

\ (i=1725'“)a

e tale catena seguitera senza mai poter finire, poichd non potendo
essere le quantita p— 27 e p — ¢ mai nulle, si potra sempre ripetere
il ragionamento di sopra, e quindi si avranno ad ogni passo sempre
due rotazioni, nessuna delle quali pud essere nulla, e per cui si pud
proseguire il ragionamento. Le rotazioni S,f, S;f, ..., Sy, ... son
certo tutte indipendenti, perch® esse rispetto ad R,f appartengono
ordinatamente ai fattori p, |p— 2|, |p~ 4], ..., | s~ 27|, ... certo tutti
diversi tra loro. Ne viene, che se fossero possibili le ipotesi fatte
nel gruppo ci sarebbero infinite rotazioni indipendenti, cio che evi-
dentengente & assurdo.

Notiamo di piu, che in quanto precede non entra altro, che il
fatto della composizione del Gy;==(R,, R,4.1, R/;¢), € che se non ¢’
nessun valore ¢ non intero, tale che tra le py, ..., p, ce ne sia qual-
cuna =g,
intere. Abbiamo dunque il teorema:

Preso in un G, di rotaxiont un Gz=(R,, R, ,,R,;;) non abe-
liano di composixione

(RiRiy)=2R,f , RiRip)=-2R.1nf, RepuRip)=2R

‘,‘" (Rz+1 Sii+l)

n=-2+1

v

31

ma nessuna =p+2, vuol dire, che py,...,p, son tutte

le rotaxiont del gruppo rispetto alla R,f non possono appartenere
che a fattori interi o nulli.

37. Supponiamo ora, che ferme restando tutte le altre ipotesi,
sia invece p un numero intero dispari, sia quindi p=2h+1, con %
intero o nullo. Allora si pud ottenere, nel modo stesso del numero
precedente, una catena di relazioni, che potra terminare solo quando
si arriva ad #=2h+1, poiché pei valori precedenti di ¢ tanto ;- ¢,
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che ;- 27 son diversi da zero, e percido si pud ripetere il ragiona-
mento di dianzi. Si ha dunque in tal caso oltre le (30):

(Rl+l 21,-)—1) (2h+ 2 - 2) 20— 1f+ 'i+1) Sm-{-&f )

(R,_H Spize) = — (2R+2-14) Sy f 4 ((4+1) Spipuf
RioSoin)= = (2h+2-20) Sy, f — (i+1)Souuf

( e Seiye) = (2 +2 =14) Se; , f 4 (€ 41)

(39) (Rx Szi+1) = (Zh_%‘*"]-) Sw+2 ) (Rl Sz;‘+2):*(2h_2i+1) Szi+1f,
(¢=1,2,..,2h)
(Rz+1 Sm+s)= —S4h+1f ) (Ra+1 San+4)= - S4h+2f )
(R:+2 Slh—H}): “Su.+2f ) (Rz+2 S4h+2) = Sah-uf 9

(R Sunge) = = Ch+1) Supuf , (BiSings) = (2h+1) Sy pf.

z«,+3f )

Supponiamo dapprima % =0: abbiamo allora

(R,+1S)=S f (R,_HS =8 f Rz+zS *‘Sdc ( t+~zsz):sz;
(Rr+1 =S f Rt+1 S;)=~S.3f R,_HS —S, f r+2sq):Sxfy
(Rx s‘l = Szf7 (Rl SE) =7Slf7 (R S =5 fv (Rl Sﬂ _ Siif;
vogliamo dimostrare, che le quattro rotazioni, S,f, S,f, S;f, S,f
sono indipendenti tra loro.
Se le rotazioni dette non sono indipendenti deve esistere una
relazione

aSf+ DS f+eSf+dS,f=0.

Facendo Dalternate con R,f, R,/ ed R, j.f se ne ottengono
le altre relazioni
aS,f —bS,f—cS,f+dS;f=0
aS;f +bSf—eS,f—dS,f=0
—aS,f+bS;f —eS,f+dS,f=0.
Ora queste quattro relazioni se non sono identiche, perchs il

determinante dei coefficienti & allora certo # 0, portano di necessita
che sieno S,f, S,f, Ssf, S,f tutte nulle; questo essendo assurdo
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deve essere a=0b=c=d=0, quindi le quattro rotazioni sono indi-
pendenti.

Nel caso di >0 sono indipendenti le rotazioni S,/, S,f, Syysf
ed S, 4f, che se tra esse esistesse una relazione, facendo 1’alternate
con R, f se ne dedurrebbe una ancora tra Sy, S,f, Sgpif, Sungef,
e cosi seguitando ne verrebbe per le formule superiori una anche
tra Sy fy Sangefy Sengsf s Sangaf; ma questo caso si esclude subito
nel modo stesso di sopra. Ne viene cosi che S,f, S:f, Sysf ed
Sgpsf sono indipendenti: da questo e dal fatto che Sy, i f,y ..., Sonpufs
che rispetto ad R,f appartengono al fattore 1, non sono nulle, ed
anzi sono indipendenti, si ricava il teorema:

Se preso un G.. di rotaxiont ed in esso un Gy==(R,f, R.11 [, R, 1of)
di composizione

RiRep) =2R.sf , BiRipe)=-2R.pnf, R Rip) =2Rif

nel gruppo ¢ é qualche rotaxione, che rispetto ad R,f appartiene
ad un valore dispari, ce ne sono almeno 4 indipendenti, che ap-
partengono al massimo valore dispari, e almeno 4, che apparten-
gono al fattore 1.

38. Infine consideriamo il caso, che sempre conservate le altre
ipotesi sia p =2k con k intero positivo. Allora la catena del n. 36
si potra proseguire fino ad ¢=~h, perché per questo valore si arriva
a due rotazioni Sy, f ed S,..f permutabili con R,f, cui percid
non si possono applicare le formule del n. 34: prima pero la catena
non si potra arrestare, per il ragionamento stesso fatto nei due casi
precedenti. Si avra dunque

(Rt+lsl) = sz7 (Rz+1sz) = Sdf, (Rz+2sl)=~S4f’ (Rz+2se) = S:;f,

/

{ RepiSern) = =2k -+ 1) Spe 1 f+ (1+1) Sy puf
\ R S?i-}—i) =—@2h-1+1)Sy; f + (i+1) NI
(33) < RegeSeip) = = @Ch—2+1) S, f — (i+1) SN
Rege Saiqe) = (2B —i+1) S, f 4 (1+1) Spigsf
=1,y b=1)

\\ (RS 11)=(2h—20) Sy, yof 5 (BiSzi10)=—(2k-27) Syipf (1=0,...,h).
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Dalle identita Jacobiane tra R, f, Royof ed Sy, f 0d Sy, f viene

(Rz+2 Szl.+1) -+ (Rt+l Szh-)—z) = -2 (h+1) Sen f7

(@) 9 (B
(Rz+x Szh+x) - (Rt+2 Sen+2) =2 (h'Tl) Szn»xf,

percid non possono essere contemporaneamente S,1/e S,/ nulle.
Draltra parte poiche S,/ ed S,f sono irriducibili, si avra (n. 28)

RiS)=p:Sof R S)=-p:8f (@=2,..,8;

poichd Rij1f ed R,4,f sono permutabili con le R; f (¢=2,...,7) del
n. 35 ne risulta anche

Ri Sy ) =p; Soipef (R Supe) = —pi Sepf
(l=1,..,h;e=2,..,0.

Ne viene, che le p; non possono essere tutte nulle: che altri-
menti Sy, ed Sy, sarebbero permutabili con R,f, ..., R,, e quindi
combinazioni lineari delle medesime. Ma allora per le (2) S,,_,f ed
S,.f dovrebbero essere se mai combinazioni lineari di R, fe R, .f,
e questo non pud darsi se =1, perchd S,f ed S;f son prese indi-
pendenti dal G4, @ non pud darsi neanche se 2>>1, perchd in
tal caso dalle formule (33) si avrebbe 8,,_3/=S;_,f=0, contro
quanto dicemmo sopra. Possiamo dunque supporre o+ 0: in questa
ipotesi le ultime equazioni scritte ci dicono, che se ¢ nulla una delle
due rotazioni S, 41 f, Sanyef, 10 & anche ’altra, cio che sopra abbiamo
visto non potersi dare. Di pilt ne viene, che Sy, f ed S,,,.f son
certo indipendenti, che se no R,f ed S,,,,f formerebbero un G, non
abeliano. In forza delle () e delle formule del n. 35 abbiamo ora,
che le (33) valgono anche per ¢=h. Dopo cio si pud seguitare il
ragionamento fatto nei numeri precedenti, poiche non si trovano piut
rotazioni permutabili con R,f, e la catena si dovra prolungare fino
ad 7=2h. Avremo allora oltre le formule scritte in principio, e in
cui bisogna far variare ¢ da 1 a 2k -1, le altre

(R!+l S4h+l) == Sih—lf ) (Rt+l S4h+2) == Sanf )
Rige Sgep) = =S f Reye SM_H) = Syf.
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Aggiungiamo un’osservazione, che ci occorrera in seguito. Se
noi supponiamo, che S,f, S,f, S/ ed Syqef non sieno indipen-
denti, esistera almeno una relazione del tipo

a8 f+bSof + ¢Supnf+ dSarf =0.

Ma in tal caso, facendo l'alternata con R4, f del primo membro,
si ha

ﬂsaf—l-bS,f— cs4h—-lf_d84hf=0,

e da questa nello stesso modo se ne ricaverebbe una tra S;f, S;f,
Sin—sfy Sin_sf- Cosi continuando si perverrebbe ad una relazione

@ Sy f+ U Suf+¢ Szn+af+ a S%Hfz 0,

e da questa facendo le alternate con R,,f ed R, .f se ne ricavano
le due

(@ —¢) Szn+1 [+ = d)Syqef =0 (& +d) Szh+l — (@' +¢) Soppef = 0.

Una di queste non & certo identica, onde se S,f, S;, Synf,
Sinqe non fossero indipendenti tra loro, non sarebbero indipendenti
neppure S,/ ed S,.4,, contro quanto dicemmo. Dunque:

Se preso un G, di rotaxioni ed in essoun G, == (Rf, ..., R,p)
della composizione vista al n. 33, fuori del Gy, € & qualche rota-
xione, che rispetto ad R,f appartiene ad un fattore pari, ci sono
almeno 4 rotaxioni che rispetto ad R,f appartengono al massimo
valore pari, e di pii ce ne sono almeno due permutabili con R, f.

39. Infine consideriamo il caso di #=1, il caso ciod in cui presa
una rotazione R, f del G, in questo non ce ne sono altre permutabili
con R,f: dico che allora non puo essere, che »=1 o r=3. Infatti
7=2 non pud essere perche i G, son tutti abeliani (n. 17), e neanche
pud essere »>>3. In questa ultima ipotesi si potrebbero prendere
le rotazioni del gruppo in modo, che fosse (n. 29)

(Rx Rn) = ln R2k+1f 5 (Rl th+1) == szf (k = 1, ey 3),
ed anzi cambiando se mai I’ordine di quest’altre rotazioni potremo

supporre p, < pp (k=2,..,s): dividendo ora R,f per % si rende
m=2,ep>2 (k=2,..,s).
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Ora dall’identita Jacobiana tra R,f, R,f ed Rsf risulta
(BeR;)Ry) =0

quindi per le ipotesi fatte (R,R;)=2R,f: ma per le precedenti
questa divenendo (Rz R, Rl)):—27. R, f, o deve essere positivo (n. 22).

8i puo dunque dividere R,f ed R;f ambedue per \/ gi , dopo di
che si ottiene o.=2.

Ora le altre rotazioni R,f, ..., Ry f apparterranno tutte a fattori
interi > 2, mentre per i teoremi dei due numeri precedenti cio &
impossibile, perché ce ne dovrebbe essere qualcuna che rispetto
ad R,f appartenesse o al fattore 1 o al fattore 0: dunque non pud
darsi, se »>>3, il caso di #=1, si ha cio&

Ogni rotaxione di un G, (r >>3) é contenuta almeno in un G,
(abeliano) del G..

o anche

Ogni G, di rotaxioni, se r=>3, contiene sempre almeno un G,
(abeliano).

Alcuni corollari semplicissimi sono i seguenti:

I gruppe di rotaxioni di grado [g} su n variabili possono
essere solamente G, o Gs.

Infatti essi non possono contenere dei G, (abeliani) (n. 21).

Ogni Gy= (R,, ..., R;) non abeliano si puo sempre ridurre alla
composizione

(Rle) = ZRxf ) (RzRa) =2R1f ) (R3Rl) =2 Rsf ) (Ri Ry)=0
(@=1,2,3,4,5;k=1+4,5).
Infatti dovendo il G; contenere almeno un G, abeliano, dovra

contenere anche un G; (n. 29), dopo di che questa proprieta ¢ un
caso particolare del teorema del n. 31.

Ann. S. N,



§ 4.

Alcuni casi particolari ed un teorema fondamentale

40. In questo e nei numeri seguenti vogliamo considerare due
casi particolari, la cui importanza risultera dal seguito, in quanto
che vedremo essere questi i soli casi possibili.

Supponiamo di avere un gruppo, e di averne prese le rotazioni
infinitesime nel modo indicato nel n. 33: il caso particolare. che ora
considereremo & quello in cui, colle notazioni gia adottate altra volta,
Riysfy ooy Royo f rispetto ad R,f appartengono tutte al fattore 0
o al fattore 2. Noi supporremo anzi dapprima, che non sieno tutte
permutabili con R,f, nella quale ipotesi potremo dunque supporre,
che R, ,f rispetto ad R, f appartenga al fattore 2. Nelle formule del
n. 38 potremo allora porre S, =R, s/, dopo di che le formule stesse
divengono

(Rl+l Rt+3) == St+5f ) (Rz+x Rt+4) == st+6f )

(Rt+2 Rt+3) = - Sc-Mf ) (Rt+2 RL+4) = S:+5f )

(Rr+1 Siys) = — 2R,+3f—l—2 S,+-,f, (R St+6) = - 2R,+,f+2s,+8f,
RepeSips) = = 2R =28 4o, (RegeSeq) =2Ropaf 428,11 f,
(Rt+l Sl+'l) = - Sz+5f ) (R:+1 Sv+s) == St+6f )

(Rt+2 S,+—,) = - S:+cf 5 (Rz+2 Sz+3) = S:+sf,

(RiR, o) =2R.puf, RiRip)= -2 Ropsf,

(R1 St+5) = (RISt—H) =0, (RIS,_H) =-2 S:+sf; (RKSH-S): 2S:+1f-
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Se si pone

Ruszt+3f_St+7f1 Ruf: Rz+4f+ Sz+sf ) R.uf= —S¢+5fa

stf=Rt-|4f_St+sf1 R15f= —Rt+3f‘ S,+-,f, R35f= "St+sf)
si avra dunque
(R1R24) :2R14f ) (Rl st): 2R15f ) (RL—HR'?A) == 2R34f7
(Rt+lRi5) =-2 Rssf ) (Rt+2R24) =0 ) (Rz+2st) = 07
(R Ryy) = "2R24f, R, Rys) = "2R25fa (Rl+lRl4)=03
(Rz+1R15)=0 ) (Rz+2R14) = - 2R34f1 (R1+2R15) = "2R35f7
(R Rg) =0 (R Rg5) =0, (R¢+1 Ry) = 2R24f;
(Rl+lR35) = 2Rasf ] (R:+2R;w) =2 R14f7 (Rt+2R35) = 9R15f-
D’altra parte si ha
(R; R:-(_s) =a; R¢+4f> R; Rt+4) =—-a; Rt+3f (E=2,...,1);

ne viene per le formule del n. 35 (essendo R,;,fed R,;,f permu-
tabili con le R;f)

RiSips) =a: Sepel, (RiSipe) = - a: S,ps7,
R;Sep)=a:Siysf , (RiSipe)=—a, S zf (1=2,...,9).

Ora S, 5 non pud, per le formule seritte sopra, essere una combi-
nazione lineare di R,f,...,R,f: non puo dunque essere permutabile
con queste ¢ rotazioni per l'ipotesi solita che il G, non sia conte-
nuto in nessun G, abeliano; essendo d’altra parte permutabile
con R,f, ne viene, che non possono tutte le a; (:=2,...,7) essere
nulle. Potremo dunque supporre a,+ 0: ma allora prendendo al
posto di R;f (#=3,...,8), &R, f—a; Ryf si riduce ay=...=a,=0.

Poi prendendo al posto di R,f, ag R,f si riduce anche a,= 2.
2
Sicche colle altre notazioni introdotte si avra
(Ri R'u):(R, R14)=(Ri R’M):(Ri R25)=(Ri RJS):(Ri R&:) =0 (i:3 3erey t)v

(Rz R24) =2 R?Ef b (Rz Ru) =2 Rlsf B (Re RSA) =2 R&Sf1
(R:Rz) = —2Ruf , (ReRy)= —2Ryf, (R.Ry)= —2Raf.
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Scrivendo ora le identita Jacobiane tra R, f (¢=1, ..., ?), Rusf, Rusf,
si trova che (R Ry) deve essere permutabile con R, f, Rof, ..., R.f3
quindi per la solita ragione

(Raq Rag) = 2,‘ o; Rif.

Ma poiche Ry, f ed Ry f rispetto ad R, f appartengono ambedue
al fattore 2, alternata non pud contenere, che rotazioni permuta-
bili con R4,/ e rotazioni, che rispetto a quest’ultima appartengono
al fattore 4 (n. 34), mentre R,/ appartiene al fattore 2. Deve dunque
essere o;=0. Invece non puo essere «,=0, perché in questo caso
sarebbe

(RM G Ras)) =0,
e quindi (n. 24)
(Ras Ry) = 0,
ciod (Ry Ry Ry))=10 ed (RyR)=0 contro quanto abbiamo detto
sopra. Si pud dunque prendere, a meno di un fattore, per nuova R, f
la (Ry Rys), e cid non altera affatto le formule superiori: possiamo
dunque porre

(Ros Ryg) = o Ry f.

Questa per le formule precedenti potendosi scrivere (Ry, (RyRo)) =

:—% R,f, ne viene (n. 22) che «>>0, onde prendendo al posto

di R;xf (1=1,2,3; k=4,5) la rotazione 2 R;.f, senza alterare
a.
le altre formule si ottiene
Ry Re) = 2 Rof.

Osserviamo ora, che le rotazioni permutabili con R,f, Rsf,
R,f,...,R, [ formano un gruppo, di cui fa parte il G, o= (R,,..., R,
Ry, Ry); in questo gruppo non ¢’¢ fuori del G, nessuna rotazione
permutabile con R,f, per la solita ragione, quindi non ci saranno
neanche rotazioni, che appartengano rispetto ad R,f a fattori pari
all’infuori di Rs,f, Risf (n. 38). Ne viene che deve essere

(Ru Ru) = 2" ﬁf R'if'
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Infatti Ryf ed R f son permutabili con Rsf, .., R,f, quindi
tale deve essere anche (R, R,): di pitt deve essere permutabile
anche con R,f, come risulta dall’identita Jacobiana tra R,f, Ruif,
Ryf. Infine Ry f, Ry f rispetto ad R.f appartengono al fattore 2
ambedue, quindi non essendoci rotazioni permutabili con R,f,
Ryf, ..., Ref, e che rispetto ad R,f appartengano al fattore 4, ne
viene, che (R R,) deve essere permutabile anche con R,f, dopo
di che & evidente, che si pud scrivere I'ultima equazione.

Ma Ryf rispetto ad R,,. appartiene al fattore 2, R,f al fat-
tore 0: dunque (R R,,) rispetto ad R,,,f deve appartenere al
fattore 2, onde

ed
: (RuRe) =B RS
Analogamente si trova

(RisRes) =1 Rif , (RuRy) =3RS,

solo che per quest’ultima biségna osservare, che & permutabile con
R,f non essendoci nel gruppo, per ipotesi, rotazioni che rispetto
ad R,f appartengano al fattore 4, ed Ry f, Ry, appartenendo d’altra
parte, sempre rispetto ad R,f, ambedue al fattore 2.

Ed ora basta scrivere altre identitd Jacobiane per trovare,
f=1=-2,3=0, onde ponendo

Rmf:le 5 R4sf= -Rf Rxaszr+1f ) R13f=Rz+2fv
si ha
( R;Ru)) =0 (€=3,...,1;k,1=1,..,5;k+1),
(34) (R Ri) =2 z —ean Rouftea Ronf+em R f— e Rihfg
( G@ymk,0=1,...,55iFfm; k).
Se si osserva che non pud esistere una relazione tra rotazioni,
che rispetto ad una stessa appartengano a fattori diversi, senza che

sieno nualle separatamente le parti costituite da quelle rotazioni, che
rispetto alla considerata appartengono allo stesso fattore, dalla com-
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posizione risulta immediatamente, che le ¢4 8 rotazioni, che figurano
nelle (34) sono certo indipendenti.

Ne viene il teorema:

Se in un gruppo G.., che contiene un G, abeliano non contenuto
in nessun G, pure abeliano del gruppo, st prendon le rotazioni
infinitesime conforme al teorema del n. 33, ed Riysfy ..y Reposf
rispetto ad R,f appartengono tutte al fattore 0 o al fattore 2, e
non tutte al primo di questi due fattors, ¢ s> 4 ed il gruppo
contiene un G,yg della composizione (34).

41. Consideriamo ora il caso, che R, 5f, ..., R,1a5f (colle solite
notazioni) sien tutte permutabili con R,f. Allora le uniche rotazioni,
che non sono permutabili con R,f sono R,/ ed R, 2f, quindi le
alternate tra R,/ od R,/ ed una qualunque delle rotazioni
Riysfy .y Riyosf dovendo rispetto ad R,f appartenere al fattore 2
(n. 35), ne viene per es.

(Rt+3 Rip) =2 R:+1f"‘ BRuf

Ma ora osserviamo, che, per la solita ragione, R, i3/ non pud
essere permutabile con Ryf, ..., R,f: se noi quindi supponiamo, che
rispetto ad R,f appartenga al fattore p 4 0, come possiamo sempre,
anche l'alternata (R, ;3 R,1.), se non & nulla, deve rispetto ad R.f
appartenere al fattore p, essendo R,y permutabile con R,f. Ma
questo caso non & possibile, perche, come abbiamo ora detto, R, .,
e cosi R, ,f, son permutabili con R,f. Deve dunque essere

(R¢+3 Rz+1) =0.

In generale si avra dunque (R.p Reyy) = (R R,,)=0
(k=3 ..., 25s). Ma allora le rotazioni Reof, ..., R, f, Riysf, ooy Rigasf
formano un gruppo, poiche, essendo esse tutte permutabili tanto
con R, f, che con R,;,f e con R,,f, anche le loro alternate devono
essere permutabili con quelle tre rotazioni, e percid in esse tali tre
rotazioni non possono figurare. Dunque:

Se nelle ipotesi stesse del teorema precedente, R, sf, ..., Rijosf
son tutte permutabili con R,f, lo sono ancora con R,y f ed Rejof
ed il gruppo ha per rotaxioni infinitesime quelle di un G, non
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abeliano, e quelle di un G, »,_5 (contenente un G,_, abeliano) di
rotaxiont tutte permutabili con quelle del G.

Se in particolare s> 1, il G, 5 conterra un G;_s, che in-
sieme al Gy, dard un G,,, contenuto nel gruppo dato: dunque

Se nelle ipotesi tutte del teorema precedente, é s™>1 il gruppo
contiene un Gy, (contenente a sua volta il G.).

42. Veniamo ora all’altro caso, che ciod le R ysf, .y Rijesf
rispetto ad R,f appartengano tutte al fattore 1. Allora conforme a
quanto vedemmo nel n. 37 si pud supporre

(R!+1Rt+3) = Rz-{—af ) (R:—H RL-I—l) = _Rl+ﬁfa

(RL+2Rt+3) = RH-ef B (R¢+2Rt.;4) = Rz+5f7

(Rb—i—l Rt+5) = _Rz+3f 9 (R¢+1 Rc+s) = Rt+4fa

(Rt+2 Rt+5) == Rz+4f 3 (R:+2 Rt+6) == Rz—|—3f7

R, RHS) = R:+4f y By R,_H) = ‘Rz+3f7

(RiRigs) =Rigef s Ry Reye) = — Ryt
Siccome poi pitt in generale &

R, Ry =a:;Rpif, RiRop)=—a; Rt+3f (F=2,..,1),
da altre identitd Jacobiane si ricava subito, che prendendo delle
convenienti combinazioni lineari delle Ryf; ..., R,/ per nuove Ruf, Rqf\
si puo porre:

(RepaRep) =aRif+a Rof (Rt+sR¢+6)=°'le+“lR2f7
Ri13Riss) = o Ry f+B Rof+5 Rof,
(Rz+3Rc+s) = “Rc+yf+’[sz+’hR3f, (R,_HR,_F,) =aR, o~y sz_‘(xﬂ“df’
RipiRige) = =0 R f+BRef+£i R

Tali formule valgono ancora nel caso di ¢ =2, purchd vi si sup-
ponga =1, =0.

Ed ora dalle identita del tipo di quelle tra Ref, Rey.f ed Rogsf
si ottiene

(R, Rz+5) =, Rt+6f ) (ReRz—Hs) =-0 R!+5f )
(BsRigs) = @3 Royef , (RyRige) = — @ Reysf
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dopo di che altre identita come quella tra R, sf, R, puf, Roysf ci
danno

3o=9,a, 6 0 ay=0a;=0 o B=pf=1="7=0.

Ma non pud essere @,= 0, perch¢ venendone anche =0, se
fosse o, 0, Rof, Riysf, Ropuf, formerebbero un Gy di composizione
diversa da quelle che abbiamo visto essere le sole possibili (n. 30),
e se fosse o,=0 sarebbero nelle stesse condizioni le rotazioni
Rify Riysfy Repaf. Dunque si potrd supporre a, 0, quindi
=P =17=r=0. Dall’equazione

(Rz+3 Rt+6) =a Rz+2f
viene in forza delle precedenti
(R:+a Rigs RI-HZ)) = —a R pf;
percio o >>0 (n. 22). Ponendo al posto di R.f, R,/ rispettivamente

1 . . .
- R.f, v—_ R.4sf pur di modificare convenientemente le altre ro-
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tazioni si riduce o=1, @,=1; quindi anche o,=3. Infine sosti-
tuendo ad R,f (¢=3,..,%), R,f-a,R,f si ottiene che le R,f
(¢=3,...,t) diventino permutabili anche con R, 3/, R,14f; essen-
dolo gia con R,y f ed R,,f ne viene, che allora saran permutabili
anche con R, ;f ed R, f. Sicche le 7+6 rotazioni Rif, ..., R, ief
formano un gruppo che diciamo essere un G, ossia le 46 rota-
zioni considerate son tutte tra loro indipendenti. Infatti se esistesse
una relazione tra esse, tale relazione non potrebbe essere, che tra
quelle rotazioni, che rispetto ad R, f appartengono allo stesso fattore.
Ma ora quelle permutabili con R,/ son quelle del &,, che abbiamo
supposte indipendenti; quelle che appartengono al fattore 2 sono
solo R,/ ed R,;,f e quesie pure son indipendenti tra loro.
Dunque se ¢’& una relazione tra le £+ 6 rotazioni questa deve essere
del tipo
aRisf+ 0 R f=cRepsf + dRiyef

e nessuno dei due membri pud essere nullo separatamente, perche
se R,/ non differisse, che di una costante da R.ysf, questa ed

(3)’
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R,f, formando un G,, dovrebbero esser permutabili contro ’ipotesi.
Ma d’altra parte rispetto ad R, y;f il secondo membro da una rota-
zione che appartiene al fattore 1, lo stesso deve dunque avvenire
del primo membro, cid che porta a=b=0, come subito si vede
serivendo quella condizione: si ricade percid nel caso ora escluso.
Percid le ¢+6 rotazioni sono indipendenti e formano un G,g:

per dare alla composizione di questo una forma pitt comoda e pii
simmetrica, poniamo

Sif=Rigef (=1,...,0-2) , Ruf =Ropsf , Ruf=Risef, Rif—Ropifs
R’lZf:Rt-{-afa R/lﬂf: Rt+2fa lef:Rt%f,
Riaf =5 Ref +3Ref) , Rafm b (Rif—3Ruf) , Rf=Ref

Tra le 47 rotazioni passa la relazione

Ry f=R"sf—R"f,

ed il G5 acquista la composizione
(s Rin)=(S:R'10)=(8,; R"1x)=(S: 8;)=0 (4, j=1, ..., -2; 1, k=1,2,3; L+ }})
Rix R 0)=2R i f, B R i) =2Rinf, R i Rin)=2R"ii [, R":x R"1)=0
RixRin) = =i, Ry f 4+ om Bri [+ e Rimf —aem Rin
RinRim) = e, Ry f+eim R f—euRinf + 2Rt 1,
RixR) = =i R f —2omBua f— s Rin f—emBir 1
| Rir R ) =(2s 1=2s s tonn) R [y (R R ) =202t eni—enm) Rinf

(@, k,0,m=1,2,8;i%k;l¥m).

Dunque

Supposte wverificate le condixioni del teorema del n. 35, se
Rejafy o, Roqor f rispetto ad R, f appartengono tutte al faltore 1
¢ certo s >3, ed il Gy, (t2>2) contiene almeno un Gy della
composizione (35).

43. Da quanto abbiamo visto si trae facilmente anche la com-
posizione dei G, e dei G,yq, che contengono un G, abeliano, ma
nessun G, abeliano. Cominciamo dai G,y colle solite notazioni
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R.isf ed R,4f non possono rispetto ad R,/ appartenere a un fat-
tore diverso da zero, poiche in tal caso a quel fattore ne dovrebbero
appartenere 4, fuori del solito G,;» (n. 37 e 38). Ma allora essendo
verificate le ipotesi del n. 41 il gruppo ha per rotazioni infinitesime
quelle di un G; e quelle di un G, di rotazioni tutte permutabili
con quelle del Gy. Siccome questo G, contiene un G,_; abeliano,
cosi abbiamo (n. 31):

Per ogni Gy, che contiene un G, abeliano, ma non un G,
pure abeliano, é t > 2 e si posson prendere per rotaxioni infinitesime
del gruppo quelle di un G,_, abeliano e quelle di due G non
abeliani tali, che ogni rotaxione di uno qualunque di quei tre sot-
logruppi sia permutabile con tutte quelle degli altri due.

Per i G, si arriva pure facilmente al risultato. Intanto si potra
supporre ¢>>2, non potendo, come sappiamo, darsi il caso di =1
(n. 39). Tra le rotazioni R, 57, ..., R, 1/, ce ne deve essere qualcuna
che rispetto ad R,/ appartiene al fattore 0 o al fattore 1 (n. 37
e 38). Se ce n’® una che appartiene al fattore 1, ce ne devono
essere 4 (n. 37), ciod tutte devono appartenere a quel fattore, ed
il gruppo ha la composizione (35) (n. 42). Nel caso, che nessuna
appartenga al fattore 1 devono appartenere tutte a fattori pari o
nulli: ma a fattori diversi da zero non potrebbero allora appartenere,
se no nel gruppo fuori del G,,,, ci dovrebbero essere 4 rota-
zioni, che appartenessero a quel fattore e due permutabili. Dunque
Reysf, ., Riyof in questo caso son tutte permutabili con R,f; ma
allora il gruppo ha per rotazioni infinitesime quelle di un Gy e
quelle di un G,,;, che contiene un G,_, abeliano. Per il teorema
precedente si ha dunque:

I G, (t.222) di rotaxioni che contengono dev G, abeliani, ma
non dei Gy, abeliani, possono essere di due specie; cioé

1.2 Avere per rotaxioni infinitesime quelle di un G,_; abeliano,
e quelle dv tre Gy non abelianz, tali che le rotaxioni di ciascuno di
quer sottogruppi sien permutabili con tutte quelle degli altri tre ; o
2.0 Awvere la composizione (35).
11 primo caso pero puo darsi solo se t > 3.
44. Come casi particolari di questi teoremi e di quello del n. 32
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si avrebbero le composizioni dei Gy, G, , Gy, Gy, rammentando solo
che per essi non pud essere t=1. Diamo solo il risultato per i
G, poiche dovremo richiamarlo in seguito: si ha per essi:

I G, di rotaxioni hanno per rotazioni infinitesime quelle di due
Gy, tali che le rotaxions dell’uno son permutabili con quelle dell’ altro.

Se nessuno dei due Gy & abeliano, il G, contiene solo dei G,
abeliani, se lo & uno, contiene anche dei G,, se infine lo son tutte
e due & abeliano.

Consideriamo il caso, che nessuno dei due sia abeliano: gli si
potra dare la composizione

(R:B)=2R,f, (ReRy)=2R,f, (RyR)=2Rof, (R,R)=2R,f,
(R5R5)=2R4f7 (R6R4)=2R5f) (Ri Rk)=0 (7::1,233?7‘;:475:6) 5

ma gli si pud dare un’altra composizione che c’importa notare:
ponendo

g Rief=Rif+Rif, Ruf=Rof+Rsf, Rusf=Rsf+Ref,
{ Ruf=Rof=Ref, Ruf=RuftRef , Rouf —Rif+Ruf
il G, acquista la composizione
RixRin)=2{ e Rinf+ e R fren Rin f -2 R )
% @k, lym=1,2,33i%fk;l¥m).

(36)

(36%)

45. Ed ora premessi questi casi particolari ci possiamo avviare
alla dimostrazione di un teorema fondamentale per il seguito. Per
questo occorre premettere innanzi tutto un’osservazione importante:
dai teoremi dei n. 34 e 35, segue, che ritenendo lo zero come mul-
tiplo di qualunque numero, se noi consideriamo due rotazioni, che
rispetto ad una data appartengono a fattori multipli di un numero
fisso, ’alternata delle prime due & somma di due rolazioni, che
rispetto a quella stessa appartengono a fattori multipli di quel mede-
simo numero fisso. Percid se noi consideriamo le rotazioni permu-
tabili con una fissa, e quelle che rispetto a quest’ ultima appartengono
a fattori multipli di un numero dato esse forman gruppo.

In particolare: /

Preso in un gruppo G, una rotaxione R.f, le rotaxioni del gruppo
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permautabili con. Rif, e quelle che rispetto ad R, [, appartengono al
fattore piv grande generano un sottogruppo del gruppo dato.

46. Dimostriamo ora il seguente lemma.

Ogni G, di rotaxioni, che contenga un G, abeliano ma nessun
G4, pure abeliano, se r >t -2, contiene 0o un G, 5 0 un G,y
contenente alla sua volia il G,.

Sappiamo, che deve essere r=1¢- 2s (n. 29). Il teorema & certo
vero per s=2,3: potremo dunque supporlo dimostrato per i
Gogsy Grysy ooy Grgorsyy © dimostrarlo per i G,p,,. Allora preso
nel gruppo un G,,, nel modo solito indicato nel n. 33, potra darsi
che rispetto ad R,f le rotazioni R, ;f,..., Rijef appartengano
tutte a fattori <{2, o no. In questo secondo caso consideriamo le
rotazioni permutabili con R,f, e quelle che rispetto ad R,f appar-
tengono al massimo fattore, e che sono almeno 4: siccome tra quelle
permutabili si hanno anche quelle del G, abeliano si ha cosi un
sottogruppo G, del G, ed & 2 >t-44: Di pin »<», perché se
non altro R,/ ed R,/ vengono escluse dal G,: per quanto ab-
biamo ammesso il G,. contiene almeno un G,,, o un G, ed il
lemma in questo caso & completamente dimostrato.

Resta dunque da esaminare il caso, che Riysf, ..., Repos f ap-
partengano rispetto ad R,/ tutte a fattori < 2: se supponiamo, che
R, oi1f, Riyeif appartengano al fattore p,(¢=2, ..., s), potremo poi
supporre anche py=...=p5, =0, pyp1=1.. =05, =2, Pop1 = ... =ps =1
(1< s, < s). Consideriamo dapprima il caso di s,<s,. Le rotazioni
R.f, ..., Ry [ per il numero precedente formano allora un gruppo,
che soddisfa alle condizioni del n. 40 e che quindi contiene un
G4s della composizione (34); ma se di questo G,4s trascuriamo
Ruf, Ruf, Ruf, Ry f le altre generano un G, nelle condizioni
volute. Se poi 1< s,=s5;, R, f,..., Ry 2 [ generano pure un gruppo,
che per il n. 41 contiene certo un G,,. Infine se s,—=s,= 1, siamo
nelle ipotesi del n. 42 ed il gruppo contiene un G.¢ della com-
posizione (35). Il lemma & cosl completamente dimostrato.

47. Veniamo ora al teorema, cui volevamo arrivare e che @ il
seguente :

Ogni gruppo G, di rotaxioni, che contenga un G, abeliano, ma
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nessun G4, pure abeliano, onde r=={-2s, contiene anche un G,y
della composixione (35) 0o un G,y della composizione (34) amme-
noché sia t2>>s ed il gruppo abbia per rotaxioni infinitesime quelle
di un G,_, abeliano e quelle di s Gy mon abeliani, e tali, che le
rotaxioni di uno qualunque di quei sottogruppe sien permutabil
con tutte quelle degli altri.

Prendiamo nel grupyo nel solito modo un G, ;= (R,, Ry, ..., R 12),
poi consideriamo nel gruppo stesso quelle rotazioni, che supporremo
essere Ry ysfy ..., Riqoq f oltre Rof,...,R, [, che son permutabili con
Rif, Ripf, Rejef. Tali rotazioni formano un gruppo, poiché lalter-
nata di due di esse & ancora permutabile con R,f, Rouf, Repfs
e quindi per la composizione di questo G; non possono in tale
alternata figurare quelle tre rotazioni. Se $,>>1, questo Giyo5—3
contenendo un G,_, abeliano, ma non un G, abeliano, conterra un
G ==(R,,.-,R;,R4s, R, ) analogo al G, di dianzi. Prendiamo
ora nel Gyy2s—3 le rotazioni Ryf, ... ,R, f, Ryysf, ..., Rigas,, che son
permutabili con R.f, R, 5f, Roysf: esse formeranno un Giios,—6,
che se s,>>2 conterra un G,==(Rs,...,R, ,R,45,R,,) analogo al
G,y4e. Proseguiamo ora in maniera analoga fino ad arrivare ad un
gruppo abeliano: se il processo si sara ripetuto ¢ volte (9 7)
troveremo cost un G oye, == Ry, ... ;Riysy) (¢<s) di composizione

(RER,+2;_1)=2R¢+2,- f, (RiRl+2i)=")Rt+2€~If1 (Rt+2i——lRt+2i)=9Rif7
RiR) =0, RiRipein)) = RuR40:)=0,
RigeiiRogomon)=(RegoioiRogan)=0 (6, m=L .00, g5 by =1, ... 1534503 m).

Naturalmente potra darsi, che nel gruppo si trovino diversi gruppi
di composizione uguale alla precedente e contenenti il G, ma noi
supporremo, che quello, che consideriamo, corrisponda per il dato
G, al massimo valore di ¢, c¢id che non limita la natura del G,,
ma solo la scefta di quel sottogruppo.

Se g=1 il teorema si dimostra subito: poiche il G, non pud
contenere un G, 4 (che corrisponderebbe a g =2), esso 0 & un G4z
0 contiene un G4 della composizione (35) (n. precedente): ram-
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mentando dunque la composizione dei Gy, con un G, abeliano si
vede cosi, che il teorema in questo caso vale.

Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per
g=1,2,...,p—1 e dimostrarlo per g=p. Per s=p il teorema ¢
evidente; il G,,,,, che coincide allora col G, avendo la composi-
zione voluta dalla terza ipotesi del teorema. Possiamo dimostrare
subito che non pud essere s=p--1: infatti allora essendoci
due sole rotazioni, oltre il G,;,, esse devono essere permutabili
con R,f (n. 37,38), onde il gruppo ha per rotazioni quelle del
Gy=(R,R.;,R,;,) e quelle di un G,p,, di rotazioni tutte per-
mutabili con quelle del G;. Ora questo non pud avere la com-
posizione sopra indicata, se no esso insieme al G darebbe un gruppo
per cui risulterebbe g=p-1, contro l'ipotesi. Il G,,,_, corri-
sponderebbe dunque al valore p — 1 di ¢, e percio dovrebbe verificare
il teorema, cido che evidentemente & assurdo.

Visto cio potremo supporre di aver dimostrato che per s=p,
p+1,p+2,..,p+u—1,il teorema vale, tutte le volte, che esistono
dei gruppi corrispondenti, e dimostrare la stessa cosa per s=p-+u.

Non ¢’¢ da far altro, che ripetere il ragionamento stesso del n.
precedente. Se R yopq1fy e 7Rl+?s f rispetto ad R, fnon appartengono
tutte a fattori < 2, prendiamo quelle (almeno 4), che appartengono
al massimo di quei fattori e quelle permutabili con R,f. Hsse for-
meranno un gruppo, e tra esse ci saran di certo R,f,..,R.f,
R.isf, - yRige, ed altre 4 onde il gruppo avra almeno ¢(4-2p-2
rotazioni. Per tale gruppo, che esiste certamente, se si danno le
ipotesi fatte, ¢ ha al massimo il valore p, onde avendo esso al mas-
simo ¢4 2 s—2 parametri, poiché non vi figurano Ry, f e R pof,
per le ipotesi fatte deve valere il teorema ed il gruppo, e quindi
anche il G, dato, deve contenere un G,y 0 un G,y delle compo-
sizioni volute, non potendo darsi la terza ipotesi, poiché per questo
occorrerebbe esso fosse un G4, soltanto.

Veniamo all’altro caso: indicando con p, il ffttore cui rispetto
ad R,f appartengono R, 4, ,f ed R, o,/ (?=p+1, ..., s) supponiamo

Pp1 = o = Pt = 0y Pptunctt = oo = 0ptie = 2, Pppun1 = o = prup=1
(< < ).
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Se uy=>u, le rotazioni R,f; ..., Reyopio,f formano un gruppo
di quelli considerati al n. 40, ciod un gruppo che contiene un G4
della composizione (34).

Se uy=u, >1 , Rif,...,Reqopionf formano ancora un gruppo
che avra per rotazioni infinitesime quelle di un G; e quelle di un
Gropt2u,—3 di rotazioni permutabili tutte con quelle del G,. Per
questo gruppo ¢ avrad un valore > p—1; ma possiamo escludere
subito il segno di >, ché se avesse il valore p, il G149y, che si
potrebbe trovare in esso, insieme al Gy genererebbe un G, 3,4, della
composizione indicata, contro quanto abbiamo supposto: ma allora
tal Giyopyou,—3, che esiste certamente se son verificate le ipotesi da
noi fatte, deve verificare il teorema e contenere o un G, 0 un
G4 delle composizioni indicate, ed il teorema anche in questo caso
vale certamente.

Infine se u,=u,=0 il gruppo dato & nelle condizioni del n. 42
e percio contiene un G,y della composizione (35).

Il teorema & cosi completamente dimostrato.

48. Un corollario immediato di questo teorema & il seguente:

Ogni gruppo di rotaxioni contiene un Ggdella composizione (35)
0 un G, della composizione (34), oppure ha per rotaxioni infinitesime
quelle di un gruppo abeliano e quelle di vari Gy, tali che le rota-
xioni di ciascuno di questi sottogruppi sono permutabili con tutte
quelle degli altri.

49. Ma possiamo precisare ancora di piu il teorema precedente
dimostrando che

Ogni gruppo de rotaxions contiene un Gy della composizione (35),
o ha per rotaxioni infinitesime quelle di un gruppo abeliano, e
quelle di varii Gy e G, della composizione (34), tali che le rotaxiony
di crascuno di questy sottogruppi sono permutabili con tutte quelle
degli altre.

Per il numero precedente bastera che noi dimostriamo, che i
gruppi, che contengono almeno un Gy, ma nessun Gy sono nelle
condizioni della seconda ipotesi. Ora il teorema & vero certamente
per i Gy, @ per i Gy, : per questi ultimi basta osservare, che preso nel
Gy il Gy, che supponiamo esistere, e datagli la solita composizione,
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se la rimanente rotazione S/ non fosse permutabile con tutte quelle
del Gy, e fosse per es. (Ry;S) + 0 si potrebbe supporre, che Sf rispetto
ad Ryf appartenesse ad un certo fattore a, dopo di che sarebbe

(RisS)=aS,f, RpS)=—aSf,

ed S,f per la seconda di queste relazioni sarebbe certamente indi-
pendente e da Sf e dal Gy, per cui il gruppo non potrebbe essere
un Gy,. Ed ora se la Sf & permutabile con tutte quelle del Gy,
siamo appunto nel caso detto.

Potremo dunque supporre di aver dimostrato il teorema per i
gruppi con meno di 7 parametri, e dimostrarlo per quelli con »
parametri.

Sia G, uno di questi gruppi e supponiamo, come potremo sempre
fare, di poter prendere nel gruppo p, Gy, della solita composizione
(per Pipotesi sard sempre p, ~>1), p, G; ed un Gy, abeliano tali,
che le rotazioni di ciascuno di questi p, - p, -+ 1 sottogruppi sien
permutabili con tutte quelle degli altri: potremo poi supporre, che
nel G, non ci sia nessun gruppo con pitt di 10p,+ 3 p, 4 p; pa-
rametri nelle condizioni del precedente. Tutto questo non limita
evidentemente la generalita del problema: orbene noi ora dovremo
dimostrare, che & r=10p, + 3p,+ p;.

Supponiamo, che posto p.=10p, 4 3p, - p;, sia r>>p., ed in-
dichiamo con 8,7, ..., S,—yf le rotazioni fuori del G. Prendiamo poi
uno dei Gy, e diamogli la composizione (34), chiamandone al so-
lito R;f (¢,k=1,..,5;4%%) le rotazioni. Noi dimostreremo ora
che le S;f devono essere permutabili con quelle del Gy, altrimenti
nel G, esisterebbe un G, con p<Z7,<Z7», che non contenendo G,
sarebbe nelle condizioni del Gy contro le ipotesi fatte. Ma allora il
G, ha per rotazioni quelle del G, e quelle di un G,_y, le cui ro-
tazioni son permutabili con quelle del G,: ma questo G,_;, & nelle
condizioni del Gy, onde in tali condizioni sard anche tutto il G,,
e quindi r=yp..

Resta dunque da dimostrare solo, che se le S, f (i=1,...,7-up)
non son tutte permutabili con le R;yf esiste nel G, un G, con
p.<r < r. Consideriamo per questo i due Gy, che indicheremo
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' 1
con G e GP, e le cui rotazioni sono per 1’uno 5(Rlzf+ Ry f),
1 . 1 ’
L Rof=Ruf) s 5 Rof+Ruf) , per Valtro 5 (Ruf —Raf)

1 1
5 (Risf+ Rasf) 3 (Resf = Ruaf) .

Le 8, f, che possiamo supporre irriducibili apparterranno tutte a
certi fattori rispetto ad% (Riof+Ras /) (e cosi rispetto ad %(Rlzf—RMf) ):

supponiamo dapprima, che tra le S;f, ce ne sieno di quelle, che
appartengono a fattori pari o nulli, e consideriamo il G, formato

dalle rotazioni del G, , che rispetto ad %(R12 f+Ry,f) appartengono a

fattori pari o nulli. Sara »,<r, perché almeno le R;,f (¢ = 1,...,4) ven-
. . 1

gon tralasciate appartenendo esse al fattore 1 rispetto a 5 (Riz f+Rasf);

il Gy, conterra poi il G, il Gf, gli altri G,, e G; del Gy. non consi- -
derati ed il Gy,: contiene dunque un Gy del Gy.. Inoltre se le S,f,

- 1
che entrano nel G, non son tutte permutabili con ;(R12f+ Ruf),
ce ne saranno tra esse almeno 4 che appartengono al fattore mas-
simo (n. 38): ci sard poi nel G, almeno una rotazione permutabile

con é(R12 +Rsf), ma non con le altre due del G§ (sempre per il

n. 38), e indipendente dal G{’, e quindi anche dal Gy e questa appar-
terra ancora al G,,. Ne viene, che nel G,, oltre il Gp—s ci sono anche
almeno 5 delle S; f, onde r,>up., c.d. d.

Se invece le S, f, che entrano nel G, son tutte permutabili con

%(Rﬁ [+ Rs.f) lo devono essere anche con le altre due rotazioni

del GY, altrimenti le loro alternate con queste apparterrebbero al
. 1

fattore 2 rispetto ad 5 Ry /+ Rayf)- Ma ora se tra esse ce n’® una
. 1

non permutabile con 5 (Ri2f— Rauf), se essa appartiene ad un fat-

tore pari si pud ripetere quanto sopra scambiando solo G{’ con G¥,
Ann. 8. N, 5
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se appartiene ad un fattore dispari >>1, ce ne saranno 4 appar-
-tenenti al valore massimo di quel fattore, e 4 appartenenti al fattore
1; le S;f, che entrano nel G, , essendo almeno 8, sarebbe ancora
7, >>p.. Se poi ce ne fosse una appartenente al fattore 1, ce ne sa-
rebbero almeno quattro, e quindi perch® non fosse 7, >y, dovrebbero
le S, f che entrano nel G,, , essere solo 4, ed appartenere tutte al

fattore 1 rispetto ad é(R,;f— Ry, /). Ma allora si potrebbe con poche

modificazioni ripetere il ragionamento del n. 42, che porterebbe
all’esistenza di un Gy nel G, contro I'ipotesi. Resta dunque solo

. . 1
il caso, che le S, f del G, sien permutabili anche con 5 Ry /= Rasf),

e quindi, per una ragione gia detta sopra, sien permutabili con tutte
le rotazioni del G{): caso che si trattera per ultimo.
Supponiamo ora, che tra le S,/ non ce ne sia nessuna che ri-

spetto ad % (Ry2f+Raif) appartenga a fattori pari o nulli. Se ce n’#

una Sf, che appartiene ad un fattore > 3, non pud essere (R;5S) =0
(¢=1,..,4), altrimenti la Sf dovrebbe esser permutabile anche
colle alternate delle R;5f, e quindi con Ry,f ed Ry, f, contro I’ipotesi
ora fatta. Ma allora, se supponiamo (R,;S) + 0, la (R);S) si compone

di due parti ciascuna delle quali rispetto ad ;— (Rizf+Rqf) appar-

tiene ad un fattore pari =>2, contro I’ipotesi. Se S f appartenesse al fat-
tore 3 si potrebbe ripetere ancora il ragionamento: solo bisognerebbe
aggiungere, che non potrebbero le (R;;S) essere tutte nulle o com-
binazioni lineari delle rotazioni del GJ', altrimenti la % (Riz+ Ry, S)
sarebbe una combinazione lineare delle rotazioni del G, € non po-

trebbe percio la S f appartenere al fattore 3 rispetto ad ;— (Rief+Rs.f):

ci sarebbe quindi analogamente al caso precedente almeno una
rotazione delle S,/ appartenente ad un fattore pari rispetto ad
1

5 Buf+Ruf).
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Se ora la Sf appartenesse al fattore 1 rispetto ad % (Rief+ Ray f)

e ad un fattore +1 rispetto ad ; (R f— R, f) basterebbe scam-

biare il G§ col GP per rientrare in uno dei casi trattati.
Dunque le rotazioni S;f (=1, ...,7 -p) o son permutabili con

le rotazioni del G e del G§, o rispetto ad %(ngf—}—Ruf) ea

%— (Rief — Rasf) appartengono al fattore 1. Se Sf ¢ una rotazione irri-

ducibile che si trova in questo secondo caso, si avra

1 1 ,
9 Riz+Ry 8) = Sf, g(R12+R34 §)=-—8f,
1

1
9 (Rie— Ry 8) =87, §(R12'—R34 8)==F8f,

dunque nei due casi

(ngs)=28'f, (RpeS)=—28f, (R34S)=(RMS')=0,

(BuS) = BS) = 0 , (RS =25/, RyS)=—2SF.

Percio rispetto alla rotazione Ry, f, le altre del gruppo devono
appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, e quest’ultime devono
essere permutabili con Ry /. Se ce n’¢ una S,/ non permutabile
con Ry f, avremo (cfr. n. 40)

ReS)=28,f, ReS)=—28,,

ResS) =837, Rs8y) =8,/ , RisS)=—8,f , (RisS,) =S, f
(RysSg) = —28,1+28;f, (R S,) =—28,/+ 28,f,

(RigS3) =— 28, f—28,f, R S)=28,f}28,f,

(RsS5) =—84f, (Riasc)Z_SAfa (RigS;) =—8,f , (Ri3S;) = Syf
RiSs) =0, RieS)=0, (R;;S;)=—28,f, (RSe) =28;f.

Di pin S,/ (e cosi S,f) dovra essere permutabile con Ry f, e
cosi pure con Ryf se no scambiando Rgf con Ryf si ricadrebbe
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in uno dei casi gia esclusi. Si avra allora
(RaS1)=(RaiS:)=(Ro,Ss)=(Ra,Se)=0 , (RS 1)=(RasS2)=(RasSs)=(ResSe)=0 -
Se si pone ora
Ruf=S=8sf Rif=Sf+8f ) Ruf= —5sf

(RizRy) =2Rysf, (ReRy) =—2Ry [, (RieRs)=0,
(RisReg) =0, (R13R16) =—2 R:«sf ) (Riz Reg) =2 R16f7
(B Ry) =——2R3<;f y (BgRy) =0, (Res Ryg) = 9R26f7
(Raq Reg) = (Ryq Rig) = (Ry Rog) = (Rgs Rig) = 0.

si ha

Percio la (Ry Ry) deve essere permutabile con Ry, f, Rasf, Risf,
ma non con Ry f, Ryf, e quindi neanche con Ry, ) Res /'y Rusfs Risfs
se dunque la (RyR,5) non fosse del G, essa appartenendo al fat-
tore 2 rispetto ad R,sf, Ryf, si ricadrebbe in uno dei casi precedenti:
percid deve essere

(Ryg Ry)=a Rlzf-

Visto questo @ potendosi ridurre =2, se si pone anche
(RyuRi) = = 2R/, RisRig) = —2Ryf, le Rinf (4, k=1, ...,6; i %1F)
formano un Gy della composizione

(RiRy)=2 g—* et Rinf4eim B F 420 Rinf—2im Ria f; .
Ma allora le rotazioni

1 1 1

Spf= El Rusf+Rof) , Suf= 5 RufRuyf) , S'uf= 5 (Rasf—Raef),
] .

Suf = g (Raf+Raf) , Sl =3 (RufRaf) , = 5 Beaf-Ref),

S-z:xf == % (Rasf+R46f) ) S'ssfz % (Rssf*_quf) ) S"23f= ]E(Rssf—Ruf)y

formano un Gg della solita composizione. Dunque neanche questo
caso si puo dare e le rotazioni S,/ devono essere tutte permutabili
con R;f, e quindi anche con le altre del Gy, c.v.d.

§ 5.
I G; di rotazioni

50. Veniamo ora a cercare la forma canonica, che si pud dare
ai Gy, cominciando dal caso che il Gy sia di grado s ed operi solo
su 2s variabili: osserviamo intanto, che cosi avremo trovato tutti
i gruppi di rotazioni di grado s su 2s variabili, perché questi, come
sappiamo (n. 39), si riducono ai G, ed ai Gy.

Facciamo perd prima un’osservazione generale. Indicando con
R, f, Rof, Rsf le rotazioni generatrici del Gy, cui supporremo data la
composizione (n. 30) (R,R;)=2Rsf, (R,Rg)=2R,f, (R R,)=2R,f
potremo anche supporre, che ad R, si sia data la forma canonica,
di avere quindi

R, f=% 3, m, Y,
1

dove le m son tutte positive (n. 8). Prendiamo allora la pin pic-
cola delle m ed indicatala con b,, consideriamo tuite le altre m
che hanno la forma b,4+2¢ o 2¢—b, con 7 intero qualunque. Se b,
& un numero intero non vi ha luogo a distinguere le due forme,
poiché in quel modo si hanno tutte le m le quali son = b, (mod 2),
e queste 72 si posson mettere tutte sotto la forma b,+2¢, con ¢ in-
tero e positivo o nullo poich® son maggiori o uguali tutte di b,.
Se supponiamo, che queste 72 sieno me,, ..., 7y, potremo disporle
in modo che al crescere dell’indice non decrescano mai. Allora
si avra

Rif=

bz

9ipa b
s (0i+29) Vva+2v My Yy, 0=y <L e < oo < Gppa=ttn)
q?H w41
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dove si capisce bene il significato dei numeri ¢,: di pilt nessuna
delle m, che figurano nella seconda parte si potrd mettere sotto
la forma b,—2%, o 2¢4+b,, perche la forma b,—27¢ & esclusa
dal fatto, che la b, & la piu piccola delle 7z, e le m delle altre due
forme son solo quelle considerate nella prima parte. Notisi che
b,>>0, essendo b, un valore delle 7, per ipotesi appunto tutte 0.

Un po’ diverso ¢ il caso, che b, non sia intero: supponiamo
allora, che tutte le m, che hanno la forma b, 424 sieno m,, ... , My,
quelle che hanno la forma 27—, sieno #ey 41, ... , 7, . Allora cam-
biando di segno alle variabili @g, 41, ®2u43, ..., X241 si cambia
di segno anche alle 7,41, ..., My, che assumono cosl la forma
b,— 2% fatto cid prendiamo la pilt piccola in valore algebrico delle
nuove quantita »,, ..., m,, e indichiamola con a,. Quei coefficienti
assumeranno tutti la forma @, 4 27 con 2 nullo o intero e positivo.
Ed ora si arriva ad una forma simile a quella del caso precedente,
solo che ora @,, ¢ bensi +0, essendo a meno del segno uno dei
valori delle 7, ma pud essere anche negativo.

Sulla seconda parte si pud ora operare in modo analogo, onde
similmente proseguendo si arriva a dare alla R,/ la forma

SIS Ny
R, f= Y (@420 2, Y,
Fa %‘ PhiE|

0=g0<<qu<g<...<q, p,+1—4205 ga < <qtp +1_s)

dove le @, son tali, che la differenza o la somma tra due qualunque
di esse non pud mai essere un numero intero pari, e quelle a;,
che sono intere, son positive.

51. Supponiamo ora ¢t=1: avremo allora

?, . 9{4;1
le:zf (a+27) \VY 0=¢<<q: << ... <@pn=5),
0 q-‘-‘—l

e se o & intero sard da supporsi positivo. Dobbiamo distinguere
ora due casi =1 od @+ 1. In questo sccondo caso, che sara quello
che tratteremo ora, la somma di due coefficienti non pud mai essere
=12, poich® ne verrebbe 2a - 2 (¢+%) ==+ 2, ciod a=+ 1— (i-+k),
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e questo non si pud dare, perché venendone @ intero, dovrebbe es-
sere positivo; quindi varrebbe se mai il segno +, e sarebbe i+% =0,
e a=1 contro I'ipotesi. Ora poich® R,f rispetto ad R,/ appartiene
al fattore 2, in esso posson comparire solo quelle Z;, e W, tali
che m; 4 m, = +2, e quelle X;, ed Y,, tali, che m; — m,=+2
(n. 23). Dall’osservazione fatta or ora viene che nella R, f non pos-
sono figurare le Z e le W, e che la R,/ stessa ha la forma

p % Tig
Z > 2, (@2 X~y Yy.) -
TS

Corrispondentemente si avra

9 9ip1

yu
Rif= Ei 24 Zm (@ Xop— e Yip.)
Log g

ed

(R, Rg)= z Z; H,ﬂ, (azull/ﬁdmd;v) Yo 4 (@ dyp—atay dpy) X‘uv)"l'
1 gt g1 |

+2, Z;u Z; l(“wl i, A1) Xy — (@1 it a ) Yy

l.
2, ¢ )

Siccome deve essere (R,R;)=2R,f, cosi ne viene

Ip 2,
B D (O Oty dn) =0, N, (g dy—ay, dyy) =0,
2p—1tl 7,1+

(v =0+ 1, ey @3 %) 3

i

[ 2 L (@2 O~y dyy) — 2,,1 (@1 @pp - A dyy) =0,
\ 9, 2.+

/ Liqe

|

2; (au yi— Wy dyy) 4 2‘; (@2 dyp—aud,;) =0,
0 et

VoE=1enp=1p,v=qat ], i 0 F )
'1% ‘1%
(89 Y (@uautduda) =0, Yo (@ dyy—ad,) =0,
o+l @+l
@yv=1,, @50 %y)
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Ma consideriamo ora piu da vicino la R,f, cercando di semplifi-
carne la forma: vediamo che la parte in cui figurano z, 0 z; & la
seguente, che scriviamo per disteso

atl

0 (B) Pou—1 = T2 1 Pr+ T3 P — T2 Po) +
+ diu (@ P2 — T Pr— To Pou—1+T2u—1P9) | -

Ora lasciando inalterate le variabili @y, ..., %2g, s @2g,41 5 s T2g, 5
facciamo una sostituzione ortogonale sulle variabili @ag, i1, ..., 2,
prendendo per nuovo spazio

Tage1 = Tog2 =0
lo spazio

i (O 1oy ) = S, (a1, ) = 0
o+l o+l
questo potremo farlo poichd le @y, di, non possono essere tutte
nulle, che altrimenti nella R,f, e quindi neanche nella R;f, non
figurerebbero z, ed ,, che percid non comparirebbero neanche
nella (R,R;), mentre questa deve essere =2R,f: anzi lo potremo
fare senza alterare affatto la forma di R,f (n. 13).

Con cio ci riduciamo al caso, che sia

W,k = oo = 01,9, = 1 gy1 = .. = d1,9,=0.

Ed ora similmente se non son nulli tutti i coefficienti @g1,,,
dgii1,u (- =q2+1,...,q5) con una sostituzione ortogonale sulle sole
variabili 22g,41,...,%2,, che non altera la forma di R,f, possiamo
ottenere, che sia anche
g1, gt 2=, gt 8= =g, 0= 11, 1=y 1, gt ==y 11,00

Cosi seguitando otterremo in generale, senza variare affatto ne
le variabili @, ... ,22,, né la forma di R,f
Qg g 42= =g, g, =g, 41,041 = o =dg;_ 41,9, =0

(2=1,..,p).
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In questo caso & evidentemente compreso anche quello in cui
vengano a mancare per qualche valore di ¢ tutte le ag, 41,1,
dy, 41,0 (h=4q; +1,...,gip1): noi supporremo che questo caso
avvenga la prima volta per ¢=wu-}1 (v <p), ed « per un’osser-
vazione fatta poco sopra dovra anzi essere —>0. Le (39) in cui si
faccia p.=1, poichd ay,441% 0, ci danno
A9, qp1 = oo = gy, g1 =2, g1 = . =y g1 =10.
Dopo di cido se =1, e quindi ag11,441F0, le (38) per e =1,
u=¢,+ 1 ci danno pure
g2, gl = oo == gy, b1 = g4 2,011 = oo =iy, g1 =0,
e cosi seguitando nella stessa maniera dalle formule scritte sopra
ricaviamo
Ug; 42,1 = o = Qg 1 =g, _42,q,41= . =dy, 4, 41=0
(i=1,..,u).
Sicche rammentando, che se u<p &
g1, gy b = o = g 0,4, = B g = o =g 4y, =0

la R,f viene ad assumere la forma

1141
Ref = i, oo KXo ttgn + oy
dove la parte tralasciata contiene solo variabili tutte diverse da
(uelle, che figurano nella parte scritta. Avendosi ora
®:R) = X, @ 1000 Vopttgin—Yo, g, 1) + s

dove al solito nella parte tralasciata non compaiono sy, 11,22, 42

(¢=1,...,u-+1), e dovendo il primo membro essere =2R,f, ne
viene

2 2 . .
'y, g1 = 20, “oqf,,+1,qi+1 Wy = 2 (a+27) (¢=1,...,u—1),

@, g, 41 =2 (@~ 2u).
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Sommando membro a membro si ottiene

(w+41) (@4u)=0,

e poiché >0, a-+u=0, ciod a intero e negativo, contro quanto
abbiamo visto in principio. Questo assurdo deriva dall’aver supposto
a+1: quindi nel caso di ¢==1, se mai deve essere a=1.

Ma questo ci dice che non si pud presentare neanche il caso
di £>>1: infatti in tal caso la somma e la differenza di due coef-
ficienti @,+2¢, @, +2k (I £ 1) non pud mai essere =+ 2: quindi le
sole X, Y, Z, W, che posson figurare nella R,f, son quelle ai cui
indici corrispondono nella R,/ due coefficienti della forma a,+27,
a;+2k (n. 23): ne viene, che la R,f si otterra come una sommatoria
di parti corrispondenti ciascuna al caso di #=1: ma questo non
potendosi dare altro che quando @ =1, vuol dire, che di queste parti
non ce ne possono essere pitt di una, che cio¢ deve essere ¢ = 1.

52. Ci resta ora da trattare il caso di {=1, =1, il caso cio¢
in cui si ha

1 2 L _ /
lezTZ‘ 2;‘ (1+27) 27 Yoo @0=0,0<q1<q " .. < qp=9);
0 ¢;+1

ma noi prima considereremo il caso di p=0 per maggior sempli-
cita. In tal caso particolare, si avra
1 G
R, f= 5 >, Y.,
1

Siccome la R,f appartiene rispetto ad R, f al fattore 2, in essa
non potran comparire, che le W e le Z (n. 23), e dovrad quindi aver
la forma

R f= 2;1“ (b2 Wi+ Z3ys).-

Procederemo ora alla semplificazione della forma della R,f in
modo analogo a quello tenuto nel n. 19: se noi consideriamo un
S,,_» di equazioni

s .
Y Gyt Bewa) =0, W, (21— PR 2) =0,
1 1

perché esso sia lasciato fermo da R.f, occorre e basta, che sieno
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verificate le equazioni

s

S Gt ) = 71— (abs
o Odu % 2 Pp) = 0170~ (202
1

s

N ) — n

;,, (0 — b1 B) =p272 + P

Son queste 2s equazioni omogenee in 2s incognite ~, £, onde
perche esse sien risolubili con valori non tutti nulli delle o, 3, bi-
sogna sia nullo il determinante dei coefficienti. Questo & una fun-
zione di grado 2s nelle incognite p, e pp; ma ora si potran dare
due casi: che ci sia qualche coppia di valori reali di ¢, e (., che
lo annulla, o che non ci sia nessuna di tali coppie. Nel primo caso
¢’ & almeno un S, , reale ed avente due equazioni, come quelle
ultimamente scritte, che ¢ lasciato fermo contemporaneamente da
R,f ed R,f: tale S,,_, si pud con una sostituzione ortogonale, che
non cambia la forma di R,/ (n. 13), prendere per quello x, =, =0;
la sostituzione ortogonale che occorre, come qualunque altra, che
lasci immutata la forma di R,f, lascia immutata anche quella di
R,f, la forma data di questa dipendendo solo dal fatto, che la R,f
rispetto ad R, f appartiene al fattore 2. Ma allora la R,f dovendo
avere la forma detta e d’altra parte dovendo lasciar fermo 1'S,,_,
z,=x,=0, non pud operare sulle variabili z,,a,: queste non fi-
gurano allora neanche in Ryf, e percio non pud essere (R;R;) = 2R,f.
Escluso cosi il primo caso consideriamo ’altro. Diamo allora a g,
un valore reale qualunque, per es. 0: ne risulta in p, un’equa-
zione a coefficienti reali, che non pud avere radici reali. Ad ogni
radice complessa ne corrispondera un’altra complessa coniugata,
e corrispondentemente a due radici complesse coniugate, ci saran
due S,,_,, immaginarii coniugati, le cui equazioni son del tipo
detto, e che son lasciati fermi dalla R,f. Perciv la R,f lasciera
fermo anche I’S,,_, loro intersezione, il quale ha per equazioni due
coppie del tipo di quella scritta sopra, e che percio (n. 13) si pud
prendere con una sostituzione ortogonale, che non altera la forma di
Rif, per qaello
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La R,f, che per l'osservazione fatta sopra ha conservata la sua
forma, dovra allora pitt in particolare, aver la forma

Ref=e, Wi+ 6,7, + 2‘./& (63 W20 Zyl) -
Ed ora se poniamo

/ ’ bx
o/y=coS o Xz—seno x, , r'y=seno r,-Ccoso X3 tga:—c—
1,

la R,f resta ancora invariata, mentre nella R,f si ottiene b, =0.
Proseguendo ora ad operare nello stesso modo sulla sommatoria, che
ancora figura in R, f, si trova che s deve essere pari e che a R,f si
pud dare la forma

. L
2
Rof= s &2 W,z
1
Avendosi

Rif =1 1 Zos1,

P
1

e dovendo d’altra parte essere (R, Ry)=2 R,f'si trova ¢;* = 1().:1 Yo ,;)
Ma ora si posson supporre le ¢ tutte =1, che se fosse per es.
¢,= — 1, basterebbe per ridurlo positivo cambiar di segno contem-

poraneamente ad x, e x,. Sicché si pud supporre nel caso fatto:
s s

s 2 2
Rf= Z,. Y, sz:,?‘l Wo 1,2 R3f=zl Zigp—1,2-

53. K facile ora trattare anche il caso di p=>0: allora, sempre per
il n. 23, si ha, poiche la R, f rispetto ad R, f appartiene al fattore 2,

an 2 2 dip1
\J ' 4 !
RZf :2‘ (bl,u“rl/t‘{’el/t Zl.u) +2,1 z;. Z,L (aﬂ.ﬂxlﬂ"]— b;.,,Y;,,).
1 1 g, 1+ ¢;+1
Per la prima parte si pud fare una semplificazione analoga a
quella fatta nel n. precedente, solo che ora non si pud escludere su-
bito il caso, che l’equazione, in cui ci siamo in quel numero im-
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battuti abbia soluzioni reali, percid con quella riduzione pud darsi
che qualche variabile scompaia dalla prima parte della R,f: perd tal
cosa non pud avvenire per tutte le variabili @i,...,%s,,, ché altrimenti
si ricadrebbe nel caso del n. 50. Dunque la prima parte prende la
forma

o
Wi D i Wi + €2 Z) -
3

Per la seconda parte si pud ora fare una riduzione del tutto
analoga a quella fatta nel n. 50 e poiche, essa, come allora notammo
espressamente, non toccava le variabili a1, ..., @, si otterra cosi

0
R’Sf: 01W12+ 21:,' g, 1,941 XQi L+ +

Uy .
+ z, Qq; 420,42 Xﬂi—1+2=qt'+2 o (0w, u < ?),

dove la parte tralasciata non contiene le variabili che figurano in
quella scritta: e cido sempre senza alterare la forma di R,f. Perche
poi sia (R, Rg)=2R,f, si trova

c'f—tfl, = 1 N a?qi g ll?qi_*_l, ¢ = 20+1 (7,'=1, ey ul—l),
@, g, 1= 20+ 1;
cﬁ‘”’?ly%‘*‘?: 1 ) af?%_.ﬁ"‘-’v q;+2— a21¢+21 92— 2i+1 (i:17 7“2‘1)7
a29u2-1+2v 2= 2u,+-1.
Da queste equazioni si ricava facilmente

N - _ o
W=y, ¢t =(0+1)", @, 419,41 =0, 12q,42= @ F+1)—7
(e=1,..,u).

Come nel caso precedente cambiando se mai il segno di qualche
variabile si pud nell’estrarre i radicali prendere il valore positivo,
e si avra cosi

u, — —
Ref = (uy+1) Wlﬁgi Vet =2 (Xg, 10,41+ Ko, _42,0,42) oo

dove le radici van prese nel senso aritmetico.
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Ora sulla parte tralasciata si potrd operare in modo analogo, e
cosi poi seguitando si otterranno per la R,f ¢ parti tutte simili alla
precedente. Queste devono esaurire tutta la R,f; e non potra dopo
tale riduzione mancare nella R,/ nessuna variabile; sara dunque
=29

Cambiando ora il nome delle variabili che vi figurano, la parte
scritta sopra si potra scrivere invece

+1)§ (X2i+l‘2i-}-3+X2i+‘2,2f+4)1

e S
(0 +1) Wi+ %141\/('5‘1'*'1)?—
mentre la parte di R,f, che si riferisce alle stesse variabili &
uy
5 % (1422) (Yoiqroipt Yaitesiqe) -
Sicehd se distinguiamo le variabili dei varii gruppi, in cui ven-
gono divise cosl le 2s variabili, con un indice in alto, e con X",

Yo, Z00 W indichiamo le X, Y, Z, W che operano sulle ), po-
tremo scrivere

/ 1 qj ’ll;.
( Rif= 5 < ) % (1+27) (Y—L+l 21+1+Y21+2 2i42) 5

u—1

P \
R?f=21 : w;+1) Wi + 2 \/(1‘/+1) (2+1)* ( 2L)+x 2;+3+sz+z 2144);’
T

w—1
, R’:‘lf:ﬁ/l. g(uﬁ'l) 78— 2 \/U‘l“’l —(+1)* (Y2z+l 21+3+Y21+2 ?L-H)%)

' (2 (mtuat .t +g) =s; 4, 2> 0,i=1,..,q).

\

Si vede subito che queste formano un gruppo, onde abbiamo che

Ogni G, di grado s su 2s variabili st pud sempre ridurre alla
forma (III).

54. Evidentemente gl’invarianti del gruppo si riducono se mai
semplicemente ai numeri ,, %,,...,%,: ma possiamo vedere subito
che essi sono effettivamente invarianti del gruppo. Infatti essi lo sono
per la R,f, perchs il doppio del numero di queste » non & altro,
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che il numero dei coefficienti di R,f, che sono =1} il doppio del
numero delle 2, maggiori di zero & il numero dei coefficienti di
R,f,=3; il doppio del numero di quelle 1 & il numero dei coef-
ficienti di R,f,=25: e cosl via.

55. BEd ora passiamo a trattare il caso generale, in cuila R,f
contiene ancora variabili diverse da quelle, che figurano in R,/.

Siccome queste variabili si puo immaginare, che compaiano an-
che in R,f, pur di attribuire alla Y relativa un coefficiente zero,
cosi, al solito per il n. 23, dovendo la R,f rispetto ad R,/ apparte-
nere al fattore 2, esse non possono comparire altro, che in X, Y,
W, Z,tali, che contengano anche variabili, che figurano effettivamente
in R,/ ed alle quali in questa corrisponde un coefficiente = 2. Sicche
nella R,/ ci devono essere delle 2, = 2: percid nel modo indicato
al n. 49 otterremo

le_ 221 Z Y7,+2ij

2; 2t
0=¢<<01<¢q< . <9< 9)

dove le ¢ son numeri interi, e tra le m, non ce n’é nessuna, che sia
un numero intero, pari e positivo.

Consideriamo ora per primo il caso di p=1, s=¢,: il caso ciod
in cui si abbia

R, f = Ev Y,,.
1
Sara allora

s s
R.f= Zl 2’“ (@2 Son,264-0 + ba S2—1,2644) 5

avendosi in conseguenza

s 5
S IR .
Rif= ?_‘1 ;,4 (@2 S22—1,26-4— bae S22,25411) 5

perche sia (R, Ry)=2R,f occorre che intanto sia

(40) Z;_ (aly by, — bl,‘ az,) =0 (yv=1,..,8).
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Pud darsi, che la R,/ lasci fermo un iperpiano avente un’equa-

zione della forma
8

Z,L T P25y =07

Per questo occorre e basta, che sia

81 5
2:«;4“1}47/4:0! 2ﬂb;.ﬂ7“=0 h=1,..,9:

dunque cid avviene tutte le volte che la matrice delle @ e delle b ha
una caratteristica <7s,, in particolare quando s,>>2s. Se si da il
caso detto prendiamo uno di quegli iperpiani per 1”iperpiano

g5, = 0,

cid che si pud fare con una sostituzione ortogonale sulle sole
X241 5 -r 5 L2545, , che quindi non altera certo la R, f. Fatto questo
la o545, scompare dalla R,f, ciod si passa dal caso di s, a quello
di s,—1. Proseguendo analogamente si arrivera ad un momento in
cui operazione non & pilt possibile: potremo dunque supporre di
essere gia in questo caso, e che percio la matrice delle a,, b;, abbia
per caratteristica s,. Allora non si possono fare scomparire altre varia-
bili dalla R, f, perche se per es. si potesse far scomparire la sy con
un cambiamento di variabili, I’iperpiano assunto per nuovo iperpiano
%2s45,=0 sarebbe lasciato fermo dalla R,f contro quanto abbiamo detto.
Consideriamo ora uno spazio, che abbia per equazioni

8 81
(41) 2;;. (o +Biza) =0, X, 1u@usru=0;
T
perche sia lasciato fermo dalla R, f occorre sien verificate le equazioni

s
2;. (@uPr + b)) =t (=1,..,8)

8 81
N v Y & N o n=
;’L Wy e =2 fa ; by tu=peon (h=1,.. 3.

Queste son 2s--s, equazioni lineari omogenee in altrettante in-
cognite, le o, B, v: esse saran risolubili tutte le volte, che il deter-
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minante dei coefficienti sia nullo. Ora questo uguagliato a zero pur
di farvi p,=p, da in g, equazione secolare: ne viene, che quel de-
terminante si pud annullare con valori reali dip, e p;, e percio le
equazioni superiori sostituitivi questi valori reali di p, e p, danno per
le o, 8, ¥ valori reali non tutti nulli; per conseguenza esistono degli
spazii, come quello (41), reali, che son lasciati fermi dalla Ryf. Sup-
poniamo, che lo spazio (41) sia uno di questi: noi potremo ora pren-
dere con una sostituzione ortogonale, che non cambia la R,f (n. 14),
gli spazii

Sw sw 811
Vi (2 wu1+Pr o) =0, > (o — Brxara) =0, 2,_“ a2y =0
1 1 1
rispettivamente per gli spazii

=0, x,=0, Tes+x=0-

Quanto alla R,f, non cambia neanch’essa di forma: solo ora do-
vendo essa lasciare invariato lo spazio 2, =0, 3,4, =0, dovra essere
Q= ... =05 =0y=..=0a,,=b;=..=b;=0.

Siccome non pud essere a;, =0, che altrimenti dalla R, f scom-
parirebbe la x,,4, contro le ipotesi fatte, dalle (40) viene
by =1by=..= bls, =0,

dimodoche la Rf diviene
s 8
Rf=anSeeepn+ 2;1 2;,,4 (@20 Son, 25+ b2 Soa—1, 264-) -

Proseguendo in modo analogo sulla seconda parte si otterra evi-
dentemente, che deve essere s,<Ts, e

8
3
Rf = ;‘1 @ Soa, 2644«
Per conseguenza
8t
‘ N
Rif = 2141 @11 Sg1—1,2544

ed s
(R:Rs) = ;.;. a@* Sy,

Ann. 8. N.
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onde . perché sia (R, R;)=2R,f deve essere s;—=s ed a%;=41
r=1,..,9).

Estraendo la radice, si pud prendere a;;=2, ché se fosse per
es. a;; = — 2 basterebbe cambiare di segno alla variabile z,,,, per
ottenere invece @, = 2.

Si ha cosi il Gy

s 8 8
N < N N\
(IV) Rif =2, So1,2, Raf =22, 80,911, Rof=2,80 1,9041.
T T T
Onde dare forma pit simmetrica al G; in questo caso cambie-
remo il nome delle variabili chiamando z,, ..., z, le prime s varia-
bili con indici dispari, @4, ..., %y, le prime s variabili con indice
pari: con cid il gruppo prende la forma

s s s
AV* Rf=2, Sy ets, Bf=2, Suoez y Ref =2, Sets, 202
T T T

56. Il caso generale si puo ora trattare con molta facilita. Se
dunque &

18 ..
Rif=5 :" 24 ZZH w—i— E;ﬁmwa (q.=0),
P
(n: 54), per il solito n. 23 dovra essere

L)} Sy
Rf = ?.z 21:,4 (@2 S22,25410+ bipe Sea—1.2644) +

i 9iq1
Z; N i Xt Pae You) + oy
q, gL

dove la parte tralasciata contiene solo le variabili L1y weey T2s 0
Avendosi poi

& 1,
Raf =20 D (@S2, 2000 = b Soa,2ep,) +
1 1

+ 2_ 2,; 2 (B K= 720 You) + oy

gt g+
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perche sia (R;Rs)=2R,f, occorre sien verificate 1’equazioni
qp;l 9p—1
3
(42) Xy (aeontBuPu) =0, X, (91 Br — 22 P0) =0,
2yl 9pptl

(v =qpat1, ey gps 0 FV) 5

qii—?
2‘;, (71,4 D+ B Ban) — D (P Vun+ B frr) =0,

Pes Yip
(43) ;4 ige
D (i Ba — 02 B) +- z;. (02 Bur — s o) =
;L ¢t

\ (=1,. 7P_2:P7““I+1 Qi s EV)S

| @
/ Zi (02 %on + Bua foz) — Z; (@ bys = by a,y) =0,

@t
44
“ f 24’ (292 Bz — Bra 9a) + ;( (@2 @+ buabys) =
\ (eyv=1 0, q5 04
4
(45) %“ (@2 biv—bsp @) =0 (n,v=1,..,5).

Le (45) essendo perfettamente analoghe alle (40), si pud sulla
prima parte di R,f operare la riduzione stessa fatta nel numero pre-
cedente, si pud ridurla ciod al tipo

1
L
21‘1 (27 Sm, 2544

Le (42), (43), (44) si riducono allora ad equazioni del tutto ana-
loghe alle (37), (38) e (39) del n. 51, onde si potra eseguire sulla
seconda parte una riduzione del tutto analoga a quella fatta allora,
e questa riduzione non altera la forma della prima parte, poiché non
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vengon toccate le variabili @, ..., @ . Si ottiene cosi
q% "‘?1

Rif= Z:. an Sz,2041+ Zi g, 4,41 Xg; 41,41+ (D),
T T

dove la parte tralasciata non opera sulle variabili @oq,+1, ®2q,+2

(@=0,1,..,u) ed za; (h=1,...,s). Facendo la Ryf e la (R;Ry)
si trova subito

2 2 2 2
SO~ CL g1 =2, 0 g1~ L gt = 4, oy
2 2 DY 2
Ot o H = 0, g, 1= 22 @Y i, 1 =2u

Poichs al solito estraendo la radice si pud sempre prendere il
valore positivo, se ne ricava

a1 =V2u ) , og, 1,q,1=Vtu(ertD)=i (+1) (@=1,...,2-1).

Si ha cosi

S w—t
Rof = V2u,(u,+1) Sp.0041+ 21} V(e 1)—i(+1) Xg, _41,9,41F

Ay

_ . 1 _
Rof = V2u(eurt1) Syaep1— PuVeret 1) =6 (+1) Yy, 41,q,41F -
1

B evidente ora, che la parte scritta sopra della R,f si comporra
di ¢, parti come quella ora scritta: ma a questa, cambiando di nome
ad alcune variabili, si puo dare la forma

S w1
Ruf =V 2u\(et1) S0t + 2 Vorr (art 1) =i (1) Xsiat-oo,
T
mentre la parte di R,/ corrispondente diviene
13 .
RJ:E ;i 2¢ Y, 4 ...

Nella Ryf, ¢ quindi nelle Rf, Ryf, ora compaiono, come abbiam
detto, ¢, parti come la precedente, e che noi distingueremo come

v
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al n. 53 con un indice in alto: prese queste, le parti rimanenti
di R,f, R.f, Rsf contenendo variabili tutte diverse da quelle che
figurano in quelle ¢, parti, e tutte e tre le stesse, formano un Gy
come quelli considerati nel n. 52.

Ne viene evidentemente che al Gy si pud dare la forma

f L(& %, . @ Y .
| Bif= 2 121 2;‘ 20Y¢ 4 2“1 ¥ (1429) (Yy't)+l.2i+1+Yw+s.2i+z)‘a
| 11 o+l 0

|

@ o w—1 o
Rf= 3, {\/ 20 1) b+ N Voulrr =i 0 D) X0 +l% n
wy—1

a2 S
+ \‘::i j(um) Wi+ pX V0w 1y=(+1 <X.£‘3+l.m+xg*,-’+,,w)g,
v N

—

uy—1

R 3 | VB 0T) S8y — X Vit 7D Y] +

i 92 - w1 -

1 + 21 i(ui-"'l) Z{) — %:i \/(u;,+1)2f(i+1)2 (Yg)li)+1.2c+3+Y¥%)+z.zf-H)%7
\ @l
|

(w; >1,i=1,..,q1;u; > 0,2=q:+1,..,q,).
Questa & la forma pilt generale dei Gy, e comprende eviden-.
temente tanto il caso (III), che il caso (IV). Evidentemente poi
(cfr.n. 53) gl’invarianti del G; son dati soltanto dalle u; (\=1,...,qs),
e questi sono effettivamente invarianti.

Dunque: Ogni G, di rotazioni non abeliano si puo sempre ri-
durre alla forma (V).

57. Diamo un altro aspetto alle rotazioni del G; cambiando
alcune notazioni; troveremo cosi una forma piu comoda per le ri-
cerche ulteriori. Raccogliamo in uno stesso gruppo quelli dei primi ¢,,
cui corrisponde uno stesso valore delle u;: sieno

Uy y Uy y een s Up,
tutte le % diverse tra loro, e

Fuy kyy oy Ky

1
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il numero di volte, che si presenta ciascuna di quelle w« ordinata-
mente. Notazioni analoghe valgano anche per le ultime gy—q, . Sara
allora

kit kot oy =an s
Ep1+Epepot o +hip= qa—1.

Disponendo in altro ordine le variabili di ciascun gruppo si
vede, che alle rotazioni del G; si puo dare la forma

2y P M 2k,

1 (2
R’f:§ %2:‘; ‘,2@2” o hogtse, h—le;+,4+ 2‘; Z (1+22 Z” Yglkﬁ%mﬁ

R, =iﬁ. < u

1

V2 (ur +1) SZ,u 2ty T

T
w—1 1) s

+ 2 YV (up41)—i (7+1) X(z_m,-m ucl_;.ﬂ, + 2‘; zu i (A1) WYy o,
w;—1

(V*){ + Z V(1= 1) (X2, 2(l+1)ll+2,u‘l+X2Lk;_+2;L, 2(1+1)1.,+2,) i

x
PR (o
2
Rif: =2;,1 2;,; ?\/2“1 (w2 +1) S!z,z—l,Zu;.kﬁ—y -
wy—1

P — 2, Vo (1) =2 (6+1) l+1)Y1—1)k;.+/4,1Ll+y.‘ + Z; Z,L l(uﬁl 78 19

w—1

VTR (Y : |
\ - %i \/(U;.Jrl)t(l‘*'l)2 (Y'zt'}cﬁ_zﬂq, 2AiH1)ky+-2u—17 Y(ZJi)k;_—FZLL, 2(i+1)k,_+z,J , .

§ 6.

I gruppi di rotazioni, che non contengono G; e G,

58. Vogliamo ora ricercare la forma normale che si puo dare
ai Gy che non contengono G, abeliani: a questi G si pud dare la com-
posizione !

(46) (RixRy)=2(—2:i Runftem Ruiften Rinf—eum Rirf)
@k, l,m=1,2,3,4;9%k;l$£m),

Rif, Risfy Buf,s RBosf,y Rasf, Ry f essendo le rotazioni del gruppo

(n. 44).

Comincieremo da alcuni casi particolari, dopo di che ne trar-
remo con facilita il caso generale: per primo faremo il caso in cui il
G3==(R)z, Ry, Riz) ha la forma del n. 55, per cui si pud porre

Ruf= 921 Si, 52y Resf=2 21 Ss+z, 2541 s Rif=2 2,. Sz, 2842 -
1 1 1

Siecome la R, f rispetto alla R,/ appartiene al fattore 2, deve
avere la forma (n. 23)

s t
Ruf= 20 D @ Si,35u + iy S, soa) +
1 1

.
+ 2‘1” (e St 284w + Dipe Seqa,2544) «

Dovendo poi essere permutabile con R,sf, devono essere nulle tutte
le @ e tutte le d; di pitt deve essere ¢, =c,,: si ha dunque

Ruf= z; Zu i Ssya.354u + ;,, € Sn, 2540 (G2 =6u)
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Osserviamo ora che se si fa sulle variabili x,, ..., z, una sosti-
tuzione qualunque, pur di fare la stessa sostituzione sulle variabili
Zopy ey Tos € sulle 2,4, ..., X3, noN si altera la forma del Gy. Ora
con una sostituzione ortogonale sulle variabili sy, ..., %34, pos-
siamo supporre di esserci ridotti al caso, che esse sieno nel minor
numero possibile, per cui, deve la matrice |b,,| avere la caratteristica
t (cfr. n. 55). Analogamente poiche sulle ..., 23, si puo fare una
sostituzione qualunque ortogonale senza alterare il G;, cosi con una
conveniente di tali sostituzioni potremo ridurci al caso che delle s
variabili 4, ... , &, ne figuri il minor numero possibile, e questo
numero sara ancora la caratteristica della matrice delle by, ciod f.
Abbiamo cosi

1
Ryf= ]2,1# bay Ssti,3640 + i S, 2540 (Cr0=Cpr 5 T 8).

Per conseguenza
'1 s
Ruf= D Do S1,8000 — D Ot S1,2840 »
1 1
onde perchd sia (Ry R,) = 2R,/ occorre sia anche
5 3
;,, b1 by +- ;ﬂ Cpulrn=0 (L,y=1,..,¢%%v)
D G =0 (h=1,..,8; v=t+1,..5; %) ;
1
tW
D b =0 (=1, tv=1,..9) .

Da queste ultime equazioni essendo |4,,| $ 0, per quanto abbiamo
detto scpra viene senz’altro che tutte le ¢;, col primo indice < ¢ son
nulle; essendo poi ¢;, = ¢,y potranno essere 3 0 solo quelle ¢ con am-
bedue gl’indici > ¢, e per conseguenza tanto nella R, f, che nella
R..f, la seconda sommatoria potremo farla variare solo da ¢+ 1 ad s.

Le prime equazioni, divenute ora

1
S bb =0 (,v=1,.,15054y),
1
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ci dicono che la sostituzione
@ ! 2 b @
€Ty = N u Vhe T3stu
\/2% bzlﬂ 1
& ortogonale: ora facendo tale sostituzione la prima parte di R,f di-
viene

t
21 a, Ss-H., 3542+
1

Quanto alla seconda parte di Ry f, perche essa lasci fermo lo
spazio

s s
O N
Z" by, =0 5 2‘;. b Z28+A.=0 9
tF1 t41
occorre sia

N b cu=pb. (p={+1,..,5).
20

-Ora il determinante di queste equazioni uguagliato a zero dando
in p I'equazione secolare, si pud sempre annullarlo (solo) con valori
reali di p. Ci sono percid di quegli spazii che son lasciati fermi dalla
R,.f. Prendendo ora con una sostituzione ortogonale sulle ;. ..., s,
che non cambia percid la prima parte di Ry f, lo spazio

X b;. ‘.Z.u= 0
(==

per lo spazio .4, =0, e la stessa sostituzione facendo sulle
TgoqryeeesTas € sulle @y o405, @5, , onde non alterare la forma di
Rif, Risf, ed Ryf, la Ry f deve lasciare fermo lo spazio .4, =
= Ty,4.41 = 0 e deve percid avere la forma

t s
Rof =1 @ Seqn,s60s + € Sert, 20041+ Dy €10 St,26000-
T T

Operando analogamente su quest’ultima parte, e seguitando poi
allo stesso modo si arriva ad avere, sempre senza mutare Ry,f, Risf,
R2(lf7

t s
Rof =Dy a1 Setnsets + 2‘_:1 1 St 25144
1 t41



90 S. Medici
Essendo poi
t S
Ruf =Dy 01818041 — Dy 0 Ssreds,26heth
T fny

perche sia (Ros Rug) — 2 Rusf
basta sia
oy =4 (h=1,.,1), =4 (A(=t+1,..,s).

Estraendo le radici per a; si pud prendere il valore positivo,
che altrimenti basterebbe cambiar segno ad alcune delle variabili
Tygp1yeeey Taepe s quanto alle ¢; cambiando se mai ordine delle varia-
bili si pud supporre che le prime ¢, — ¢ sien positive, le altre negative.
Si ha allora il G,

s s s ’
Ri=2, Sy, 52 5 Raf=22; Seq,2042 , Rusf=2 :; Sy, 2544
T T

¢ t—t s—t
Roif =2, Sstase42 + 2 D Sepnaeriir — 2 D St 2644+
T T T
(VD)
Lo 4=t st
Ril=2; Si,364s — 2 2t Setea, 2epiat 2 D Settyn, 2ottt
T T T

t t—t s—t
Rof =2 Sota, 3002 —2 2 Sepnstes + 2 Mo St sptebas
1 1 1

Notiamo poi che se ¢ = 0, affinche le rotazioni sieno indipendenti,
deve essere 0<T?,<s.

59. Supponiamo ora, che data al G;= (R,3, Ry, Ry5) 1a forma (V*)
risulti p,=p,=1 ma w, > 1, che si possa porre cios

1 ©u . k
Ref=3 Zi 2 2:‘” Y1) b, i) e

3
Ruyf= 21“# g\/Zu (w+1) Sou, 2urtu +
u—1

-+ 2;”- \/m;m X (1) e bt | 5

V20 (w+ 1) Sot, 20t —

w—1
= S Vil =G Yo v ]

13
Rlsf = 2,;
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Quanto alla R,,f, essa deve appartenere rispetto alla R, f al fat-
tore 2, e percio deve essere del tipo (n. 23)

u—1 3
Ruf= 2( 2,47 (@iger X (i) ks, ihetr F Oiger Y (1) Rppsyioctr +
1 1

k t
+ 2" lzy (br Sou,2ubtr = Guov Sou—1, 20k-4+) -

Perchd poi R, sia permutabile con Rysf, occorre che tutte le I
ed a sieno nulle; di piu che sia

Go=0 (">>k); guv=o; V2u(ut1) by=—Vu@+i)-2g,,,

Vot 1) =4 (0=1) by = Vel 1) = 6 (+1) bigo
(Wyv=1,u.,k; ¢=2,..,u-1),
per cui

k U—1
Ruf= 2"" (v Sou—1,2uk4» + 2” biww Y (i) ket i) -

Ed allora se consideriamo la prima parte, si pud ripetere in fondo
cio, che abbiamo detto alla fine del numero precedente, solo che, per
non cambiare la forma del Gy, insieme alla sostituzione, che era fatta
sulle @, Ty, ..., T, De va fatta una uguale sulle x,, y,..., 2, , ed
altre uguali a queste sulle @541y oy Tagap @=1,..., - 1). Si pud
cosi ottenere, che sien nulle tutte le g con indici differenti; dopo di
che si ha facilmente che deve essere '

1 ky 3 S
Rur= (Y= ) [VEGD) Sas s -
1 e F1

)

u—1
— >i:1‘ Vi @A 1) =7 (1) Yyt it

ey % ( - _
(VI) R,f= (—;‘m +k2,+‘,1,) ;\/2u(u+1) Sop, 2k b -

k]

u—1
—|- Ei \/u (u+ 1) -1 (i-l—l) X(i—l)k-}—,u,ik«}-,u
1

1 Iy k u .
Ruf= 5 (—gy +L§,1L> ;i 20 Y (e, (=0 (0T <)
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Ponendo ora
2R1f=R12f— R!qu 2R2f=R23f‘R14f, 2R3f:R13f+R24f1
2Slf=R12f+R34fy 2S?f=R23f+R'Hf7 283f=R13f— R24f1

troviamo due G;, che agiscono su variabili diverse 'uno dall’altro, e
che son del tipo stesso, che il Gy sopra considerato, solo che a £ si
deve sostituire per il primo %,, per il secondo % - £;.

60. Supponiamo ora che invece data al Gy;= (R,;, Ry, Rys) la
forma (V*) risulti p,=0, p,=1, e dapprima anche =0, nel qual
caso si ha

1 2k k k
Ruf=3 2;# Yuuy Rusf= 2# Wout,2 5 Risf= 2,4 Zioy—1,9-

Nel medesimo modo, che nel numero precedente si trova che
deve essere

k
Raf =2 :% (Wor—,2u—1—Wan, 9) + b2 (Wor—1,20 — Wap—1,2) +
1

+ e (Zona,201 - Zion,20) + iy (Zos,9, + Zzu, m)% )
(= =Qu, bi= —bu s = —Cu y Gu=dy 5 h,p=1,..,k).

Ora, se si scrivono le condizioni, perché la R,/ lasci fermo
lo spazio

2
N (@ s+ by 2p2+ 1wy +dyay) =0,
T

2 (@ Xy 2—by 2y s+, 20 —dy 1) =0,

[ i

>

Do (@ Ty — by Ty — €, Ty g+ Ty _9) =0,
T

N (@ w4 by Ty — € g —d), y5) =0,
T
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si trovano le equazioni

/=

(B Wby bt Ch 01— @) = il € g Bt 4 @

1 (02 Gt bat s o4 i) == py Cu o 03 @ty by
(=1,...,k).

1 (010 102, biA iy 1= by di)=—py by Oy~ 5 Ayt €y

AT /A N/

1 (@ =€y it by ity i) —=—py @ty buta Gt Ay

o

Perché queste 4% equazioni nelle 4% incognite a, b, ¢, d possan
sussistere occorre, che il determinante dei coefficienti sia nullo: -
quando si faccia p, = p, = py = 0, esso eguagliato a zero da in ¢, ’equa-
zione secolare, onde si pud soddisfare solo con valori reali di ry.
Corrispondentemente ad uno di questi valori di [, ¢’® almeno uno
spazio reale del tipo detto, che & lasciato fermo dalla R,,f. Ora gquesto
spazio si puod prendere per lo spazio , =z, =23 =x,=0 senza alte-
rare la forma di Ry,f (n. 14). Osserviamo poi, che anche Ryf ha
la forma canonica, e cosi R;f, e se noi applichiamo ad esse il,
risultato del n. 14 troviamo, che non cambia neanche la forma della
Ryuf e della Ryf. Non cambia percid neppur la forma della Ryf:
anzi questa dovendo lasciar fermo lo spazio z, =2, =a;=2,=0 di-
viene pitt particolarmente

k
Rﬂf =%‘N‘»

+ e (Lo, 91+ Ziga, 9) + iy (Zn—a, 2.+ Z2,h1,21)2 + my Zns.

@3 (Weona,20—1 — Wan, 24) 4 b2 (War—1,20 — W, 2) +

Operando analogamente sulla prima parte, si arriva in fine ad
avere

%
3
Ry = %z my, Zigz—1,2. -
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Percio

k
Ruf= -y mi Waa,,
T

ed

s

(R Ryy) = D m% (Yora, 20+ You 1) .

1

Daltra parte deve essere (R, Ryy) =2Rypf, quindi m;=4+1: di-
sponendo opportunamente le variabili si trova cosi

ey k Ky k
Ruf == (2“ —_ Eﬂ) Zzﬂ—l, 2y Ruf = (—}l,u + 2;;) ‘V‘Z/l—l,?.u )
1 Ey 1 1

R 5 (St ) Ve

Senza stare a ripetere il ragionamento di questo e del numero
precedente nel caso piu generale di « qualunque si arriva a trovare
) :
facilmente, che ad R,f, Ryf. Ry si pud dare la forma seguente

N
Rof — (ZM 2,,) (1) Zou1 g0 —

u—1

‘\ VAL~ 1) (Y 2iret 201, 2-H1)7-4 201+ Y 2074 20, 204102,

(VII)! Ruf = ( S+ 2,‘) (1) Wy, -+

u—1

+ Z V0wl —@+1) ( (X2iret-2—1, 2(i-41) 42— 1+ X200, 2364 1)42

| 20y ©°
\ ( 2,4+ Z#) 20:1- (1422) Yoirtu, 2ik4n , (0<hky<k).

Si pud dunque trarre ancora la conclusione della fine del numero
precedente, e questo & quello che ¢’importa specialmente notare.

61. E veniamo al caso in cui data al G;= (R, Ris, Ryy) la
forma (V*) p, e p, son qualunque; in tale ipotesi, scritta la R,,f nella
forma pit generale, compatibile col fatto, che essa rispetto ad Ryf
deve appartenere al fattore 2, e che deve essere permutabile con Ry,
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si trova che la R,,f, e per conseguenza anche R,/ ed Ry f, devono
essere composte ciascuna di p, parti, ognuna delle quali contiene
solamente le variabili di uno dei p, gruppi, che figurano nella forma
generale (V*) del G;. Non stiamo a fare il calcolo puramente mate-
riale, che non presenta nessuna difficoltd. Il G, si otterra dunque
associando p, gruppi come quelli trovati nei numeri precedenti, na-
turalmente contraddistinguendoli con un indice in alto, che indichi
come ciascuno di essi operi su variabili tntte diverse da quelle degli
altri; e P'associazione deve essere fatta sommando le Rf dei varii
gruppi con gli stessi indici. Se nessuna delle prime p, u; & =1,
il Gy avra per rotazioni quelle di due G; agenti su variabili tutte
diverse, I’uno dall’altro.

Esaurita cosi completamente la ricerca dei G, di rotazioni aggiun-
giamo solo, che quando sia p,™>1, non occorrono piu le limitazioni
che abbiamo imposto volta per volta alle quantita ¢, e %,, onde le
rotazioni del Gy fossero effettivamente distinte.

62. B ora facile wovare la forma normale dei gruppi, che non
contengono né dei Gy, né dei G,: essi per il teorema del n. 48 hanno
per rotazioni, quelle di o Gj, tali che le rotazioni di ciascuno di
questi G, son permutabili con quelle di tutti gli altri, e poi quelle di
un G, di rotazioni permutabili tra loro e con le precedenti.

Supponiamo dapprima, che sia o= 1, ciog che nel gruppo ci sia
un solo Gy non abeliano. Data a questo Gy la forma normale (V*)
si trova subito, che le rotazioni permutabili col G devono operare se-
paratamente su ciascuno dei gruppi di variabili allora distinti con un
indice in alto. Potremo supporre dunque, colle notazioni di allora,
p.=1 che il caso generale se ne dedurra con tutta facilita: e suppo-
niamo dapprima anche p, =1; il Gy avra allora la forma

1 X . k
Rf=5 %’i 20 214 Y i -1yt (1) 5

k
zf*,_,,,e\/ZN (@+1) Soy, uk 4 4 _dl\/u A1) =2 (1+1) K1), ikl

Rf— V2GS SV ]
of = 2 2 (ut+1) 2#—1-2"“'#‘;A/“UHU“Z(“’I)Y(i—1)1-+,u,ik+,,‘n
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Perché le rotazioni S,f sien permutabili con queste occorre,
che sia

uw
Sif= _‘lu Qi %2} (Sai—1)h22—1, 21— 1)+ 20—+ S2i—1)422, 218420 T
1

+ S?uk+).,2uk+,u2 +

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse.

Ora sulle variabili Taxq15 -y Zaupay Si puod fare qualunque sosti-
tuzione ortogonale: purche la stessa sostituzione si faccia anche
SUlle @y g1y ooy Toino © SUe Dyy_ypyay ey Tasx € Ci0 per ogni
valore di ¢ da 1 ad u, non cambia affatto la forma del G, e quindi
neanche la forma delle S,f. Ma ora con una tale sostituzione sulle
Lyurtiy - s Taurnn alle rotazioni

k

o 4

Sof = D e Sowtts, 2uktu
iy

permutabili tra loro, si puo dare la forma (§ 2)

)

Ne viene che con la sostituzione detta sopra si ridurra anche

J— k'
Sif = D an Yuris,urgs (k'—
1

8if= 241 an 5924 X =121, (k21 Yk, uk+z; , (I=1,...,0),

dove alle parti tralasciate si pud dare la forma canonica.
Supponiamo ora invece p,=0, p,=1: si avra

1 u
Rf= 7 (14-20) z,‘ Y oirtu, 2004 -

;,, t w+1) Wau1,90 +

%\. (@t DP—~(+1)* (Kairt 201, 264104201+ Koin 21, 2(""1""‘“2“){
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e le S,f dovran esser del tipo

w—l 2k

N\ N
Sif= %‘i ;&u Ay Soikt1, 2k + . (=1,..,9).
Con una sostituzione sulle x,, ..., le rotazioni
%
Sif= 2,1” e Sty
T
si posson, senza alterare la forma di R,f, portare alla forma
— L3
Sif = X, anSu1,2.
1

La stessa sostituzione facendo anche sulle a4, .
(¢=1,...,%) si rende cosi sempre senza cambiare R,f

oy Lofiga

2k u
Sif =, au D Sainyoi1,2042+ o -
1 0

Cambiera invece la prima parte della R,f, non la seconda per
il modo con cui si fa la sostituzione; sara dunque:

e
sz~%lﬂgwwm+mémﬂ+$ N =Gy} Zﬂlek+ﬂ,2(t+l,,v+ﬂ

Ma ora osserviamo, che son nulle tutte le «;, e 3, per cui non &
contemporaneamente

ap=—~0ay (l=1,..,2).
Se noi supponiamo sia
W 1= 2= . =0 ;= — Q1= = — Yt (l =1,...,7) s

ma che non ci sieno altri valori di A per cui sia |ap | =1 (I-1,...,v),
sara dunque

6t
RA=Y Y, !% Wi i Zaa] +
“ &

+ 2. V+1) - (@+1)° 2,,, Xk, Ai-p hbpe - +ov s

Ann. S. N, 7
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nella parte scritta. Ma ora perche la prima parte sia di
grado 2, come occorre perche il grado non cambia per nessuna tra-
sformazione ortogonale, deve essere ¢ =21, dopo di che si vede, che
con una sostituzione sulle variabili z,,...,22, ed una sulle zg; 41, ...,
2y, si posson render nulle tutte le 2, e By, fuorchd le 2, 112, che saran
tutte =V/2+1, senza alterare la forma della R,7, e quindi per le
ipotesi fatte sulle a1, ..., @12, senza alterare neanche quella delle S,f.
Ma se noi le stesse sostituzioni facciamo anche sulle @gify1, ...,
Toiryar, © sulle @oiion41, -y Toirtay, Per ¢ da 1 ad », non cambian
neanche le altre parti della R,f. Se scambiamo alcuni indici ve-
diamo cosl, che si puo ridurre:

I3 u—1 2t
Rof =2 Vaur I Wag,o + D Ver ) =(@+1)* Y, Kotk 2 tiebu e
1 0 1

mentre si ha
O G )

Sif=an 2‘1 Zi (Yairt21—1, 2in42—1—Y 2irp02,2i0420) +oe - (0=1,.0,0).
T 9

Operando analogamente sulle altre parti si trova cosi che senza
alterare la forma del Gy si pud dare alle S,/ la forma

k U
Sif=,an %’; (Yoirto1—1, 2in420—1 — Y421, 20%421) =+ v
T
(=1, ...,2).

63. Resta ora da trattare il caso, che nel gruppo ci sien piu di
un G5 non abeliano, ciod che sia o >1.

Per questo supporremo di conoscere gia la forma normale nel
caso ci sieno solo o —1 o meno di quei Gy, e deduciamone la forma
nel caso ce ne sieno a. Consideriamo due di quei Gy, che indicheremo
con GY) e GY (2 & >>2): data al G che essi formano la forma nor-
male vista precedentemente le variabili su cui opera il gruppo, si
divideranno in 4 serie, la 1.* formata dalle variabili che non figurano
ne in GY’ ne in GP, la 2.2 formata dalle variabili che figurano in G
ma non in G, la 3.2 formata da quelle che figurano in G§ ma non
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in GO, la 4.* infine da quelle che figurano tanto in G che in G.
Tutte le altre rotazioni del gruppo essendo permutabili con quelle
di G e GP, per il n. 23 dovranno agire separatamente sulle variabili
di ciascuna serie, e si comporranno quindi di 4 parti agenti rispetti-
vamente sulle variabili di ciascuna serie. Le parti che agiscono su
quelle della prima formano un gruppo con al massimo & —2 Gy, e
di esse & quindi nota la forma canonica. Le parti, che agiscono
sulle variabili della seconda serie formano anch’esse un gruppo,
che contiene al pit 2 — 1 Gy, e percid pure di esse & nota per ipotesi
la forma canonica. Analogamente per le parti che agiscono sulle
variabili della 3. serie: onde di tutte queste parti & inutile occu-
parci. Veniamo alle parti, che operano sulle variabili della 4.2
serie, e che formano pure esse un gruppo: intanto chiamando R;,f
(i,k=1,2, 3, 4) le rotazioni del G; cui si sia data la composi-
zione (46), poichd tali parti delle rotazioni di G’ e G devono operare
solo su variabili tutte comuni, si potra supporre per quanto abbiamo
visto ’

Rof= 2"1 Sgtjst, e—tjsqr + e (2, k=1,2,3,4),

dove le parti tralasciate agiscono sola sulle variabili delle altre serie.
Per le altre trasformazioni del gruppo permutabili con tutte le pre-
cedenti, si ha che devono avere la forma

4 s

Zi D U S, (—Dsrtt F ees

1

dove come avanti le parti tralasciate operan solo sulle variabili delle
altre serie. Ma ora parti come la

N J
ZAM Wi S,

formano un gruppo, che contiene al massimo o -2 Gy ed al quale
percid si pud dare una forma canonica nota con una conveniente
sostituzione sulle z,,...,z,. Se la stessa sostituzione facciamo anche
sulle z,y,..., 25, sulle @y qyy .oy 25, sulle @54, ..., 24 nON cambia
la forma del Gg, e percid neanche quella delle altre rotazioni del
grappo. Noti ora i coefficienti @, & nota cosi anche la forma canonica
di queste altre rotazioni.

,\g, b

\oTH Er
Y guewcrrt
UNiyvEm it

S
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I gruppi, che non contengono G

64. Veniamo ora alla ricerca dei G, che hanno la composizione

(Rix Rip) = 2(=24, Rhn1f+ei1n Ruf‘l'fu Rimf_ekailf) )
@ kylym=1,..,0;i%k; l+m).

Poniamo al solito
2R, f =Ruf—Raf ; 2Rof = Raf -~ Ruf , 2Rsf = Ruf+ Raf,
2 S|f= R12f+ Raqf , 2 Szf: stf"’ Ruf ) 2 sz: Rl3f_ R-uf?

per il paragrafo precedente, ridotte R,f ed S,/ a forma canonica, esse
potranno aver comuni sole quelle Y,,, che in ambedue figurano col
coefficiente +1. Sicché avremo

1 (& t,:l _’L-j+: tch ql,-\}—i )
le=-2—31 Voot 32 By Yok % @i=1) 3, Yo,
i th+i—1

y a i
sr=3 (&3 ) v+ S e v Sy S Y.
1 ¢ 1 9u+z~1+1 1 9t pi—1+H1
Draltra parte R,;f deve appartenere rispetto ad R,f e a S,/ al
fattore 1: quindi in essa per il solito n. 23 non possono comparire
né le @41, ..., #2g, 1B le L2q4, 43+ -+ T2q, , € cosl neanche le

L2q4 41415 5 T2g,, © 1€ T2y 1415 ey Ty, . Ma allora queste variabili

non compaiono neanche nella 2Ryf= - (R,,Ry) e percid nemmeno
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nella (Ri;Ry;). D’altronde questa dovendo essere uguale a —2Ryf,
ne viene che deve essere {,=2,4,=3,4,=3,¢=4. Sicchd si avra

intanto
1(& o s
Bf= g |3 Yot 23, Vo4 3 V.|
lf 2 E % + q#l +q%—’1‘ )
1 {4 u [ U3
8=y | 2 Yo Vot 230+ 3, 1|
219 q%l q%l q%—l '

e percio anche

1 4
Rl?f:§ g 2 %,,va—l_‘) 2. YW+2Z Y., +924‘- va+ 2+1 Yw}a
/2 Qs

R= 1| 22 Yw~2z Yw+9z Yw~2. Yo+ z ..

65. Consideriamo prima il caso di ¢,=0,¢,=0,¢9;=¢, in cui

si ha
IR 5%
Bam g (%4 ) Vs Bur = (34 3 )1,
2 \T 21 1 kL
k
R/ — (; —|—2)‘V2»—12y Ruf=( Y, +k§1) Worsor

k1
s

Tl

Zigy—1,2 -

=

1/ 2 2k 3
R:M:E(_ v+2k2‘-{—”1) Y, ) R,f 214;«

I Ik

Dovendo R f essere permutabile con Ryf, e rispetto ad Ryf
appartenere al fattore 2, deve essere

o, 2%
Ruf= 2;. > @ Wi tb Z0)
T ofifa

anzi dovendo per la R, f essere ora soddisfatte le condizioni che
erano imposte nel n. 60 alla Ry f, come in quel numero ne viene
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che essa deve avere la forma pil particolare

k
3

Ty
Ruf =§;, k2+1 @ (War—1,20—1— Wz, 20) + b2 (War—1,2~ Wou—1,21) +

+ i (Zan—1,20—1 + Ziza,20) + B (Zoz1,20 + Z2,‘—1,2A)z .

Procederemo ora in modo analogo a quello tenuto nel n. 55.
Pud la Ry lasciar fermo uno spazio (reale)

k
¥ O Tap s B T2+ T Tap1 + 8 Tg) = 0?
it

Le condizioni per questo son date dall’equazioni

I3
2” (@7 A+ b2+ € B+ 2 3) =0,
fousl

E.u (W Bt Ui B = Cop 9 = i) =0,
47
@0 2# (<@ bagu P+ €1 P = Ay B) = 0,
2# (@2 P = o Bt ot — oo = 0

=1, ., k).

Ma se in queste equazioni noi mettiamo al posto di o, B, 7u,y %
ordinatamente 8., —9,, Suy —fu OPPUTE 7., —8uy — Oy Bu, OP-
pure 8., Yu, —Bu, — 2., 'equazioni stesse non cambiano. Ne viene,
che se la R,; lascia fermo lo spazio detto, lascia fermi anche gli

altri tre
Eﬂ (B Ty—3— 0 Typ2+ By Ty1 = 4) =0,
S
Z,L (Tu Tap—3— By Tap—2— Oy Tyl + B T) =0,

\ ~
2,4 (3 Tap—3 + T Tap—2— Pu Tap1— 0, Tg,) = 0.

Ora i quattro spazii di cui abbiamo scritto le equazioni si potreb-
bero senza alterare la forma di R,/ (anzi neanche quella del Gg)
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prendere per gli spazii (n. 14)
Tp3=0, Ty =0, @y, =0, 2,=0,

dopo di che queste variabili non figurando nella Ryf, e quind
neanche nella (R Ry;) = 2Rysf, Dalternata (Ry; Ry;) non le conterrebbe
pure essa contro 1'ipotesi, che sia (R Ris)=2R,,f. Sicche non pud’
darsi che la Rysf lasci fermo uno spazio, come quello di cui sopra:
d’altra parte se k)< k— %, 1’equazioni (47) son risolubili con valori
non tutti nulli delle o, 8, 7, 2, e quindi esiste almeno uno di quegli
spazii invariante per la Ryf. Ne deriva che deve essere k, >k —F,.

Analogamente si trova, che la Ry non pud lasciar fermo nessuno
spazio

k
2‘“ (d',"v x4/4‘3+plt Cgp—2+p z4.u—l+5y, x'l,u) = 0;
1

e che percid deve essere k—%,>k,. Da questa e dalla precedente
segue allora
b=2k,.

Invece la Ryf lasciera fermo almeno uno spazio reale di equazioni

Iy .
D O Ty 3By Tapo 1 Tapa 43, Ty) =0
1

2k,
7?‘-‘;?1 (o Tap—3+B, Tap—2+7, Cap1+0, Tg) = 0.

Le condizioni per questo son date dall’equazioni (47), in cui nei
secondi membri si ponga ordinatamente p; oz , —p1 P2, 172, —P1 013
e da altre 4%, analoghe scambiati solo tra loro i due indici p. e i, e
posto invece di p, un secondo fattore di proporzionalita p,. I1 deter-
minante dei coefficienti di queste 8%, equazioni nelle 8%, incognite
d, By 7, 8, quando vi si ponga p, =p, da in questa incognita 1’equa-
zione secolare: ne viene come al solito, che ¢’® almeno uno spazio
reale, come il precedente, che & invariante per la R,f. Prendiamo per
nuovo iperpiano

T, = 0
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I’iperpiano
ky
N N
Z;a (o4 Cap—3+Bu Tap—2t 1 Tap1+2u L) =0,
1

essendo questa una delle equazioni di uno di quegli spazii, di cui
abbiamo ora parlato. Questo per il n. 13, si pud fare senza alterare
la forma di Ry,f, R/, Rayf (anche queste avendo la forma canonica)
pur di prendere per nuovi spazii

ordinatamente gl’iperpiani
k%
%,4 (B @10—3 = O Tap24 3 Tap1 = Tu Tap) = 0,
70%
,},L (fr Tap—3 = B By = O Ta1 + B Ta) = 0,

Ky
D Cu Tas+ T Tap2— B L1 — 0 23,) = 0.
T

Tale sostituzione non cambia allora evidentemente neanche il
Go=(Rupf, ..., Rasf).

Analogamente potremo prendere per nuovo spazio y,41=0 lo
spazio, che ha per equazione la seconda di quelle dello spazio consi-
derato per la precedente sostituzione, e cid senza alterare la forma
del Gg. Potremo dunque supporre, che la Ryf lasci fermo lo spazio

T, = Ty 1 =0

dopo di che la Ry; avra la forma
B 2k
Rasf = (Wi, 2041 = Wo2np2) + 0 X (@1 Wit by Zay)
Epilowt)

Operando analogamente sulla seconda parte, e poi proseguendo
similmente si otterra evidentemente

Iy
Rasf= Dy @ (Wara, 20421 — Wag o4 22) -
T
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Perchd ora sia (RyRy;) =2R,f occorre sia a=1 (r=1,...,k):
ma nell’estrarre il radicale potremo supporre di prendere il valore
positivo, che se per es. fosse @; = — 1, basterebbe cambiare di segno
ad @, %, @3 ed z,, per ridurci al caso di @, =0. Si ha cosi un G,
per cui

[ ky
| Raf = Dy (Warg,om 21— Wa,o421)
! T
&
Rif = ;‘1 (Zion—1, 2m,420—1 — Zio, o422
Ry
Rysf= - s Xap, 2421+ Xong,20,121)
T

Joy
Ref= =D (Yor,om421+ Yor1,20,421) -
T

65. Trattiamo ora il caso di ¢,=¢s, qs=¢s, in cui per il Gy si
ha evidentemente la forma del n. 58. Si pud dunque supporre con
altre notazioni (quelle del citato n. 58)

s s s
Ruf=2, Si512 , Raf= 22;‘;. Ssi2,2542 5 Rasf=2; Si, 0644,
T T

¢ t—t s—t,
Rof =2, Se12,3542 + 2 X Setnzeperr — 2 2 St 2544415
T T T
‘L t—t sch
Ruf= 221,/1 Sige4a — 2 ZA Ss+t+l,23+l+1+ 2 21 Ssttets,2sttrtns
T

' t—t s—ty
Ryf= 221:;, S2s+),,3s+1.4221 Stinsrers + 2 gl Stita, sttt -

Perche Rysf rispetto ad R,f appartenga al fattore 2 e sia permu-
tabile con Ryf occorre che sia (cfr. n. 58)

- s
N N
Rof = ;,' %‘,’L b Seqa, 340+ Z’"‘ e Su2stn (Co=Cpa)-



106 S. Medici

Perché poi sia permutabile anche con Ry f si vede subito, che
deve essere pill particolarmente

u—t

t
Raf =§a }:,,4 b1 Seyn 34140 +

t—t

¢
+§l 2:‘,‘ Wogu (St 3542 = S, 26t — Sty 2642) +

t s—t
.
+21u 2:,,4 Chu (Ss b, 3542+ 52,251t + Sty 2642) -

Poiché facendo una sostituzione ortogonale qualunque sulle va-
riabili @44, ...y Z.4¢, pur di fare la stessa sostituzione sulle ,,...,,,
sulle @y 41y oy Tosqe € SUlle 25,44, ..oy X5, , NON si altera la forma del
Gg== Rz, ..., Ry, 4.), Tipetendo il ragionamento stesso del n. 58, si
vede, che ci si pud sempre ridurre al caso che le variabili .y, 41,5
%3514, che entrano nella R/, sieno nel minor numero possibile, e
che pure sieno nel numero minore possibile le variabili @y ..., %,
che entrano nella prima sommatoria della Ryf. Allora se indichiamo
con v questo pitt piccolo numero, potremo fare in modo, che nella
prima parte della Ryf gli indici X e p. variino solo da 1 a » (<),
dopo di che il determinante delle b,, & F 0, e percid dalla condizione
(ResRis) =2R,,f venendo

vbwaﬂ.:o )

e

v Open =0 (n=1,..,v;h=1,..1),
devono essere nulle le a,1 e ¢,; col primo indice < v, e quindi

v
Rf Z;},‘ bip Ssya, 35140 +

t—t
D W sttt 35t — S 2040 = Sty 2542) +
1

t
+
o |

s—t
+ D o sttt 3542+ Sn, 26464t Sty 204)| -
1
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Perchd poi sia (Ry; Rys) =2 Rypf devono essere soddisfatte le altre
equazioni

K
48) S b b= 45y 0 v=1,00,0),
T
2
Y i =28, (,p=1,.,4-1),
v+l
(49)

/i~

p O Cp=2e1 (,p=1,..,5-1),
v

i
R

s—t s—t

t—t t—t
(50) 21‘0 Wy @+ g, Con Cuv =810 D, Wy Uy — 2,, Ciy Cuy =0,
1
Oy p=v+1,..,0).

Le (48) ci dicono, che le &,, sono i coefficienti di una sostituzione
ortogonale, onde con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili
Tyeqely oy Taspeps, quella che ha per modulo il determinante delle
by, si posson rendere nulle tutte le b;, coi due indici diversi.

Analogamente per le a;,: facendo tanto sulle w41,...,2, che
sulle Zgyiq1y .y Topy, © sulle Togyspy,...,Toeps, quella sostituzione,
che ha per modulo il determinante delle a, sostituzione che per le (49)
¢ ortogonale, si posson ridurre nulle tutte le @;, con indici diversi.

Cosi pure per le ¢z,. Ed ora se teniamo conto anche delle (50)
vediamo subito, che deve essere anche

h-t=t-v, s—t=t-v,

quindi posto
t—v=u
si avra
t=wutv , t,=2u+v , s=3u+v.

Notiamo, che le riduzioni ora fatte non cambiano la forma del G,
come si vede subito esaminando questo.
Fatta la riduzione ora detta le equazioni superiori diventano

Pu=4 =1,.,0) , @p=cu=2 (h=1,..,u).
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Ora nell’estrarre la radice si possono prendere senz’altro i valori
positivi, perche se fosse per es. b,=—2 basterebbe cambiar di segno
ad @3,4,.,, mentre se fosse c“:—\/g, basterebbe cambiar segno ad
Ziqoy Toqrqry Tasqeqn- Avremo dunque

Resf=27, Soysuts, totiousrt Ve > (S2eptut, dot uts — Svs, So-pTuts =
1 1
= Sotut, So4-6utrtS20 1 5ut 4, dv4-9ut-1 S0, So4+8ut2 F S o 2uth, Bv46ut2) »

dove V/2 indica sempre la radice aritmetica di 2. Per conseguenza
avremo anche:

»

R“'fsz 21.

1

Sy, do+10ut2 +

+ \/§ 2 2 (St-}-u-{-l, do4-ut-2 + S2z;+3u+l, Bv4-Tu+2 + S2n+4u+)., 3v4-6uti +
1
+ Soop 204, o 9uti— 204 But1, Bo-p8utA— S20-45u-Hi, 0-+6ut) 5

.
Rif=2 D, Seopouts ootz +
1

X o .
(X) +v2 N SsoTut s, tooutat- S, 2043utr+ o, 2epta 2 +
1

—+ S804 8u-t-4, o4 Ot r—S o4 2042, 24 Suti— So41, 20-H5u42) 5

Riof=2 3, Ssopouss sot10utz +
1

o
FV2Y, (Sott, v-pret s+ S2ot 802, 20 tut 1+ S8o-46u-t1, 3o+ 7uts+
1
- S, v 2042+ S204 3044, 20-4-5ut-1F S50 6047, 30-48ut-2) 5

dopo di che si vede, che son soddisfatte tutte le condizioni imposte
alle rotazioni del gruppo.

67. Il caso generale si ottiene ora subito da questi: siccome la
Rysf deve appartenere rispetto ad Ry,f al fattore 2, cosi essa deve
esser somma di due parti, una delle quali opera solamente sulle va-
riabili @441, ..., T2g,5 ¥3q, 41, -, T2, € Paltra sulle altre variabili.
Sicche il Gy, si ha in generale, prendendo per ogni R,,/ la somma
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delle due rotazioni indicate nella stessa guisa nei due numeri prece-
denti, pur di aver cura che le variabili, che figurano in una di esse
sieno tutte diverse da quelle, che figurano nell’altra.

68. Possiamo ora trovare facilmente i gruppi, che non conten-
gono nessun Gy: tali gruppi, come sappiamo (n. 49), hanno per rota-
zioni infinitesime quelle di un certo numero di G,,, quelle di un certo
numero di Gy, ed infine quelle di un gruppo abeliano, e tutti questi
sottogruppi son tali, che le rotazioni di ciascuno di essi son permu-
tabili con tutte quelle degli altri. Il caso, che non ci sia nel gruppo
nessun G, lo abbiamo gia trattato nel paragrafo precedente, dovremo
dunque supporre ora che ce ne sieno o (>>0). Orbene preso uno di
tali Gy, si pud dargli la forma canonica vista sopra: le rotazioni degli
altri sottogruppi dovendo essere permutabili con quelle del Gy, do-
vranno agire separatamente sulle variabili, che non figurano nel G,
e su quelle, che invece vi figurano. Sulla forma delle parti che agi-
scono sulle prime non influisce affatto la presenza del Gy, consi-
derato; se dunque supponiamo, che si conosca la forma canonica del
gruppo nel caso, che ci sieno solo  — 1, 0 meno, di quei Gy, & nota
la forma di quelle parti e di esse & inutile occuparci. Consideriamo
pertanto le parti che operano sulle variabili stesse su cui agisce il Gy,.
Avendosi d’altra parte (n. 67)

1 2k s i
Buf =5 3, Y8 +2 3, 80,

le rotazioni fuori del G, operan separatamente sulle 2V e sulle 2®,
onde potremo evidentemente ridurci a considerare a parte i due casi
di k=0 o s=0. Il primo si tratta subito: infatti allora ogni rotazione
permutabile con quelle del Gy, come si vede subito dalle (X) opera
sulle variabili z;_ysq1y -y Zioysgs (=1, 2, 3, 4) separatamente
dalle altre variabili che figurano nel G,: bastera dunque trattare i
due casi che colle notazioni del n. 67 sia 0 =0 0 »=0. Nel primo
di questi due casi le rotazioni T,/ (I=1,...,7—10) del nostro G,
indipendenti dal Gy, han tutte la forma

s 4
N
Tf= ;7.,‘ Qi 21' Sg’—l)s-p.,(i—l)sﬂl + .. (=1, ey 7=10),
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dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse, da quelle
che figurano nella parte scritta. Ora se noi consideriamo le rotazioni

TTf= 2)." (27 S‘l‘ (l =1 3 ...,7'—10) 3
T

esse formano un gruppo, ché sara al massimo un G,_,, e che con-
terra al pit 2 — 1 G,: a questo gruppo si puo dunque con una con-
veniente sostituzione sulle z,,...,z, dare una forma nota. Ma se
noi facciamo la stessa sostituzione anche sulle i, ..., @, sulle
Ly i1yeey Lys € sulle 254y, ..., Ty, NON cambia affatto il Gy, e quindi
neanche la forma delle T,f: ma ora essendo noti i coefficienti a;, son
note anche le parti scritte delle T',f.
Nel caso di »=0, le T;f hanno invece la forma

% 9
2
Tf= 21,, @i zi S{i’—l)u-{-}.,(i—lm{»p +

e si pud ripetere il ragionamento ora fatto.
E passiamo ora al caso di s=0: si ha allora per le (IX)

©
i3

Jy
Rmf— R:Mf= v Y., ) stf_ Ruf: 2 21, Vv‘h—l,?m 3
1

1

2k I
Riof+Rof = ;} Yorpr2tr 5 Reof +Ruf= 2, Worrpon1, 2040
1

3
Ryf= 2;,41 (Xoz, 20,221+ X011, 98,422 -

Se ora facciamo la sostituzione

, ,
X dpy4-4i—8 = Tdky4-4i—1 5 Ldky4-4i—2 = TakyH40 5
’
@ Al 4i—1 = Taf 4 42—3 y L dky44s = TypH41—2
1H

(h=1,.. k),

delle prime 4 delle rotazioni ora scritte non cambia la forma, solo la
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terza cambia segno: invece Rsf diventa
a7y
\l
Raf = D S, 41,42
T

Allora le T,f devono avere tutte la forma

2k,
T.f= ;ﬁ..u

Ao (Xt Xt ,2004) + bige Vit Yor s, 21.-1+/‘); + .
(l=1,..,7-10).

Se ora consideriamo le rotazioni

_wm
T.f= Zz,‘ stll;.,‘ Xotbae Yo

e le tre rotazioni Ryf — Ra,f, Rasf — Rusf, Risf+Raif, esse formano un
gruppo, che contiene al massimo a—1 Gy, e cui percid con una
conveniente sostituzione sulle ,, ..., Z4z, si pud dare una forma nota.
Se ora facciamo la stessa sostituzione sulle @y 41, ..., %s, la Ryf
evidentemente non cambia, le R,yf+Raif, Ryf+Ryf, Risf — Rayf pren-
deranno una forma, che si deduce da quella delle tre considerate
avanti aggiungendo 4%, agli indici delle S, ed infine le

2%y
Tzf' = 2‘4;4

si deducon nello stesso modo dalle T, Si pud dunque supporre nota
la forma delle parti scritte delle T,f, e quindi anche per quanto pre-
cede di tutte le T,f, e quelle di Ryf, Rif, Ruf, Ruf, Rufs Raf, ©
percid di tutto il Gy, le altre rotazioni del G,, deducendosi da
quelle con semplici alternate.

g Kot 1,20kt D Y27~'4+7-»2kx+14%
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I G; della composizione (35)

69. Vogliamo ora ricercare i Gy, che hanno la composizione (35):
per un momento supporremo di aver moltiplicate tutte le rotazioni
per 2, con che vengon moltiplicate per 2 anche tutte le costanti di
composizione. Colle notazioni, che introducemmo al n. 42, si deve
avere

(RieRys) = 2Ry;f , (By Riy) =2Rpf, (RsRy) =2Ryf,

(ReR')=4Ruf , R':R)=4 Rnf , (R:Ry) =2R'f.

Per le prime R,,f appartiene ad un G della composizione solita;
percio se supponiamo di averlo ridotto a forma normale i coefficienti
devono essere numeri interi. Ma per le seconde % Ryof appartiene

pure ad un G, di quella stessa composizione, sicche i coefficienti di
R,of saran numeri interi pari. Per il n. 57 potremo allora porre

1 4 X 2;
Ruf= 5 }1:1‘ 22 2_«;_1 Y.,
i—1

q§ tﬁil Qi
Rof = %m @ Sgu,2, 40 + 21,- ?ﬂ i Xy, mastn s

(20=0, > ¢:— > G—@> . >q—q,) ,

essendo le a, e a;, certe costanti diverse da zero.
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Quanto poi alla R',of, siccome essa rispetto ad R,,f deve apparte-
nere al fattore 4 sara del tipo

—2 9

@ 4ig
R'pf- :2‘114' (90 Wi+ & v L) + Ei Eu EV Oper Xt pr Y ) +
1 1 gyt g+l

a—n Lip

N N]
+ %,4 2{1 (Br S2ql+2.u,v+'|'w- Sog,12u—1,7) -
'

Basta ora scrivere, che &
(Rza (Res R’n)) =-4 R'nf )

per trovare, che tutte le @, 1, ), p son nulle: & un calcolo puramente
materiale, che noi tralasciamo. Ma allora in R’,,f mancano tutte
le variabili @441, ..., %2,, € queste mancano percido anche in
(R')2Rp) =4 R”,of : dunque se ¢>>1, non pud essere (R”,R'y,) = 4Ry f,
cosicche ’unico caso da considerare & quello di ¢=1.

Se ora ritorniamo proprio alla composizione (35), dovendo darsi
il caso di ¢ =1, potremo porre (n. 55)

Rpf= 121 Si,544 y Bayf= 21 Ssqa,2044 y Risf= 2“1 S1,2642 -

La rotazione R';,f dovendo rispetto ad R,,f appartenere al fat-
tore 2 sara del tipo

Riaf = B e St = St) S Sepei)]

anzi siccome rispetto ad R,/ deve appartenere al fattore 1, devono
esser nulle le b, e percio

s
] ! <
Ryf = }_‘M Yy Spystr (Tpr = = Oy -
1
Perche la R'),f lasci fermo lo spazio di equazioni

s

s
pa— ! " —
2" Cu =0 ?-m Cu Tspu =0,

Ann. 8. N, 8
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occorre sia

5
Dt Gu=pC  (=1,..,8).
1
Ma il determinante di questo essendo pseudosimmetrico, ugua-
gliandolo a zero pud ammettere come radice reale solo lo 0. Ma

allora la R'),f lascierebbe fermo I’iperpiano Eﬂ ¢, =0, e questo
1

con una sostituzione ortogonale sulle sole x,,...,z, si potrebbe pren-
dere per I’iperpiano x,=0: facendo la stessa sostituzione sulle
Zgq1yeey @y NON cambia la forma di Ri.f. Ma dopo cio in R/, f ver-
rebbe a scomparire 2, e quindi per la forma speciale della R',,f
anche z,,: queste due variabili mancherebbero allora anche in R”,f,
e non potrebbe al solito essere (R”), R',) =2 R,3f. Dunque p non pud
avere valori reali e per conseguenza deve essere intanto s pari; pren-
dendo poi due suoi valori immaginarii coniugati, ci saran due di
quegli spazii pure immaginarii coniugati, che gli corrispondono, e
la R f lasciera fermo lo spazio

s s s s
N N N

M O T =10, 12# by 2, =0, 12“ Cu Topu=0, ? 2 Du @ =0.
< ’ P

Prendiamo lo spazio definito dalle due prime equazioni per quello
=, =0

con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili z,,...,%,; e poi
facciamo la stessa sostituzione anche sulle variabili @4y, ..y %o €
sulle altre Zy, 4, ..., 25, . Con cid non cambia la forma di Rif, Ruf,
Ry;;f e quindi neanche quella di R’/ solo che questa dovendo ora
lasciar fermo lo spazio

Xy =Ty = XLsp1 = Ty,
dovra essere pill in particolare

R'of =, (Sy, 542 — S2,541) + 21# Wr i, 5 -
3

Proseguendo analogamente sulla seconda parte, si trova, che
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ponendo s=2% si pud scrivere
"V
Riuf = D G (Soumt, 2042 = S 2t 21) -
Venendone ora per la composizione del gruppo

k
R'uf =N, @ (Sorgau—1,26420 — Sou1,24)

T ad
erche poi sia (R”R';;) =2R,f occorre sia
p
@=1  (n=1,.,k).

Ma nell’estrarre la radice si pud prendere per essa il valore posi-
tivo, perché se fosse per es. @, = — 1, basterebbe cambiar di segno
ad Ty, Toxyy, T3epr per avere a, =1 senz’altri cambiamenti. Fatto
cio le rotazioni del Gy sono

| 2k
[ Riof =, Sepimt)hta, 20—t
1
k‘ -
xI) Riuf= Y, (Setictyetor—1,20-1)k-+22 — Soi—1)21, 20—1)4-421—1)
) T
k
R f="Y, Souajrr2i-1,201k21 — So1)k421,2—1)k422)
1

\ (i,1=1,2,8;i<l).
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Un altro teorema

70. Dobbiamo ora studiare i gruppi che contengono almeno un Gg
della composizione (35). Corsiderato uno di questi Gy potremo dargli
la forma (XI); chiamate quindi R,,f, R';;f ed R”;,f (¢,1=1,2,3)
le sue rotazioni, sara

2k
Rif = N, Soyets, 20—1)k42
1
k
Rif= "X, (Se(im1)i21—1, 201)k-+21 — S2i—1)k-21, 21—1)k+21—1)
1

k
R'af="X, (So—1r121-1, 20— 1)k-+21 — Sim1)h42—1,2i—1)k422)
1
(,1=1,2,3).

Cido si potrebbe fare evidentemente per un Gy qualunque del
gruppo, ma noi supporremo di aver considerato quel Gg per cui % ha
il minimo valore possibile in quel gruppo.

71. Le rotazioni del gruppo possono appartenere rispetto ad R,.f
solo ai fattori 0, 1 e 2, tutti i coefficienti della R,,f stessa essendo =1.
Consideriamo ora i varii casi: cominciamo dal considerare il caso,
che nel gruppo ci sia una rotazione Sf appartenente al fattore 2 ri-
spetto ad Rf, operante quindi solamente sulle variabili z,,..., 2.
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Se noi ora consideriamo tutte le rotazioni del gruppo che contengono
solo quelle variabili, esse formeranno un gruppo di cui fara parte
il Gy== (R, R"2, R"}5) e tale, che le altre rotazioni apparterranno
rispetto ad R, ad uno dei fattori 0 e 2, e ce ne sara almeno una,
la Sf, non permutabile con Ry,f: tale sottogruppo conterra allora
un Gy, (n. 40) di cui fa parte alla sua volta il G, ed in questo G, ci
sara una rotazione permutabile con R”),f ed appartenente al fattore 2
rispetto ad Ry.f. Potremo dunque supporre (R”,,S) = 0. Di piu per la
prima condizione imposta alla S/ dovra essere

3
Sf= ;1”

@iya (Shye = Soreta, 2%4+a) + O (1,204 — S, 2042 | -

Ora abbiamo
S )
(Rw (S R!s)) __.21‘1”12 Wi (Sl,u - Sék+;.,4k+.u) + blu (S),y2k+,u - S.u, 2k+l)( ..

La prima parte rispetto ad R,;f appartiene al fattore 2, la seconda
al fattore 1, onde le due parti si potran separare, e percid esisteranno
nel gruppo anche le due parti separate di Sf.

Quindi bastera considerare i due casi, che sien nulle tutte
le @ o tutte le b: cominciamo da questo secondo. Dovendo essere
(R",3S)=0 sara allora

k
Sf= 2}.,‘ %”-’-ﬂ (X = Kot ) B (Yo = Y, k«l—'u))s .

.
Se consideriamo la parte Elﬂ%a;_ﬂX;,#Jr-,’i;_yY;v,‘z con una sosti-
T !

tuzione sulle variabili @, ..., zy, che non altera la forma della R",sf
potremo dargli la forma (n. 19)

2leu.

Ora se la stessa sostituzione facciamo anche sulle variabili

Tong1y ooy Lap ©d Zaigrs ooy T NON cambia neanche la forma di Rpf,
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Rysf, Resf, e percid neppure quella di tutto il Gy: quindi la S assu-
mera la forma

k
Sf =2, ms (Su—1,2— Soryer1,2042) -
1

Le m; non possono essere tutte uguali, perche se no S/ coincide-
rebbe con R”),f: ma allora se sono uguali in valore assoluto tra loro
le prime & e non pitl, come si pud sempre supporre, si vede subito,
facendo successive alternate tra la Sf e le rotazioni del Gy, che il
gruppo contiene un Gg, che si ottiene da quello scritto sopra sosti-
tuendo % a k: cio che & contro 1’ipotesi. Resta il caso, che tutte le m;
sieno eguali in valore assoluto, ma non tutte in segno, ma ci si ri-
duce all’altro caso considerando invece della Sf la Sf—m, R'yf.
Questo caso percid va escluso.

Rimane il caso, che sien nulle tutte le @ nella Sf: e quindi al
solito, dovendo essere (R";; S) =0,

k
81= Do Wt et = Woterd) B itk = L -

Posto 2T/ = (R, S) sard poi

k.
Tf= 2‘" " g—.?lﬂ (Wit Wi, k) 0 Lage+ Loy, Hﬂ)} .

Con un ragionamento del tutto identico a quello fatto or ora, si
trova che senza alterare la forma del Gy si pud dave a Tf la forma

L

2
Tf = ) ma (Waz,2+ Weyo1,242).
1

Se le prime % m,; sono uguali tra loro in valore assoluto, e le altre
son tutte diverse da quelle, nel gruppo ¢’é anche il Gy, che si ottiene
da quello scritto sostituendo 2% a %, come si vede facendo le alter-

(XIn) /
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nate tra la T/ e le rotazioni del G. Deve dunque essere 2h=F, e
percid & pari: e noi dovremo dunque considerare il caso solamente di

k
my| = r=1,.., =
[ 4] ( LR ] 2) )
essendo 7 una costante + 0. Ma potremo allora supporre m;, = me,
che se fosse per es. m, = —m basterebbe cambiar di segno ad «,, x,,

Typq1y Toney Tangr, Tanye per ridursi al caso di my=m. Siccome poi
si puod supporre m2 = 1; avremo da considerare il caso di

k

Tf= Sz (War—1,9204 Wiy 221, 422) -
1

Se si cerca ora il minimo gruppo, cui appartengono il Gge Tf
si trova il Gy seguente

2h
REf="Y, Ssi—nnt2r—1,46-1at2 ,
1
. h
REf=, (Safi1)ai41-8, 4612442 + Sa— 1412, 4 1hta2-1) 5
1

»
RES=Y, (Sti—1)h+42-8,4i—1)h-+41—1 = Syt 412, 4i—1)h-H42) 5
1
&
RIVf=, Sui—tyrs, 401042
1

2h
REVA="D, (Sti)ht2r1, 40-1)h422 — Ssi—1)ht22,40-1)0421-1) 5
i 1

h
REVF="N, (Sai1)rt41—3, 40— 1) t41—1 = Sa(i— 1) 42, 40—1)h42—
1

— St 421, 40043 =3+ Si(i—1) A2, 40—1)A-42—2) 5

h
i REV= X, (Stim1)aqa1-8, 401242 + S 1)fs1—2, 4014411 —
1 1

| — Sy(i1)h 413, 41 h-H4—2 — Si—1)h42, 4(1—1)h-41—3) 5
1

\ (i,0=1,2,3;i%0),
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che ha per composizione

(RYRE)=2:,, RS, (RYREF)=2¢,, RES, RERE)=2:,, RYf (7, -1,2,3

RERE) = Con—sun) B, RERET) = (020 REVS,
(REBLY) = (om—zn) REYS

| (RERY )= eun) RS 5 (RERE (e ki) REVY,
(R REY) = (rut1) REF

(RERET) = Epctei) BEVF y (BEBY o1 RIS,
e O

(RERE ) —(one1) B VF ) REVRET) = (einber,) B,

(51) RE R V)=—(sm—21n) RE VS,

(2, 1,m=1,2,3);

(RS RE") =REf, (REPVRE) =R/, REVRE) =RPf (p=1,2,3,4);

(Rut)Rlzm))__R(zm)f (R“ t)Rszm) R(M)f R(tl)R(im) _"qumf (Rhl)R\tm) (lm)f
(w=1,2,3,4;7.l,m=1,2,3;1+m);

(REVRSY) = RYREF , (REVRYY) = RE/RY
(REVRY ) = RGF-RYY,

(qun)RgiZ)) (1\,(' R”)f (Rlzl\R(tl)) - R(t)/‘+R[l)
(R%”)R&‘”)‘ (1)f R(l) s

@G,1=1,2,3).

Notiamo che se si pone

Tof=R"f, Tuf=REf, Tuf=REF - RY, Tuf=RUF+REF, Tuf = - REY,
Tuf=RU-REY, Tuf =R/, Tuf—RE-RYF, Tuf—RUFRES, Taf = RUFREY,

le T,.f (¢,k=1,...,5) formano un G, della solita composizione (34).
Se dunque il gruppo considerato contiene una rotazione che ri-
spetto ad R,/ appartiene al fattore 2, esso contiene anche un Gy,
come il precedente.
72. Se il gruppo contiene anche un’altra rotazione Sf (fuori
del G,) che rispetto ad R{®f appartiene al fattore 2, essa per il nu-
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mero precedente dovra essere del tipo

2N

Sf= Ez,t P (Wi, ke = W, 142) 4 B (Za, Kb = L, 1t 2)

Posto poi 2Tf=(T);S) sard

O ,
Tf= }pwrﬁm (Wt Wi, i) + (0 (Ziget- Ziega, k+p); )

e la Tf apparterra al fattore 2 rispetto alla Tyf. Inoltre &
?7; ‘
(RYBYUT)) =4 z;u?31.1¢ Wi = Zig | s
T !

e per conseguenza c¢’® nel gruppo oltre la RYf, R{f e la RYf un’altra
rotazione che opera sulle sole variabili z,,...,,,: se noi consi-
deriamo tutte le rotazioni del gruppo, che operano su quelle sole
variabili, esse formano un sottogruppo. In questo ¢’& certo un G,
che comprende il G di cui sopra poiché tutte le rotazioni di esso
rispetto ad R{}f appartengono ad uno dei fattori 0, 2 (n. 40). Se noi
prendiamo in questo G,, un G, che comprenda il Gy, alla rotazione Uf
di esso permutabile con RY}f potremo, senza alterare la forma cel Gy
in questione, dare la forma (n. 60)

1 2h
© Uf= (21 — 21) Soi1,2
T Pt

e ¢id naturalmente con una sostituzione ortogonale sulle sole varia-
bili z,, ..., 2. La stessa sostituzione facendo anche sulle variabili
Tgpi1yeery Ty €0 Tgupyy ooy Tz, 81 vede subito che non cambian neanche
R, RIVF ed REYf né tutte le R, RYS, REf (1=1, 2, 3), e quindi
nemmeno il G,. Ma allora osserviamo, che non pud essere #'=h
altrimenti-la Uf coinciderebbe con la R{}f; nel gruppo c¢'® dunque
la rotazione

h,
Uf=Uf+RUf =7, Sua, -
1

Ma se noi facciamo le alternate tra la U, f, e le rotazioni del Gy
da cui siam partiti, vediamo che nel gruppo ¢’¢ anche il-Gg, che si
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ottiene da quello sostituendo %’ a k, cid che & contro I'ipotesi fatte,
poiché %< k. Vuol dire che nel gruppo non ci possono essere che
rotazioni che rispetto ad R{?f appartengono al fattore 1 o al
fattore 0.

72. Supponiamo ora che nel gruppo ci sia una rotazione Sf, che
rispetto ad R{?f appartenga al fattore 1: dovra essere

4h q
Sf=7Y, EI‘ (@S2, 80490~ Oape Sana, i) -
1 1

Allora posto Tf=(R{S), se la Tf non & nulla essa ha la forma
X
=7, 2# g 2, 8hetpe -
1 1

Perche sia nulla la T/, occorre sien nulle tutte le @, ma allora
basta scambiare RZf con R{f: e lo stesso basta fare nel caso che
la Tf appartenga al Gy, ; infatti si ha

RYD) =3, X, e Sty

e questa se la T/ appartenesse al Gy, vi apparterrebbe pure. Analo-
gamente se (R{ S) appartenesse al G, vi apparterrebbe anche la
rotazione

2 2 b Snyn, snp-

I due casi non possono dunque presentarsi insieme altrimenti
la Sf apparterrebbe al Gy, . Bastera dunque considerare il caso in cui
la T/ dia una rotazione non del Gy,. Se si scrive

4n 4h m g
—_ N\ N
Tf= 2;. Ly O 82,84 + 12;, 12” Brue Si12h4u

la prima sommatoria pud contenere due parti: una permutabile con
R{¥f, Valtra che rispetto a quest’ultima appartiene al fattore 2.
Questa seconda parte deve essere nulla per il numero precedente,
essendo R{™f ed R{®f nelle stesse condizioni. La prima sommatoria
deve dunque esser permutabile con R{¥f, ma deve esser nulla anche
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essa, perch® altrimenti essa si potrebbe isolare essendo
&G
(R(lm (G T)): - ZA Zy Pape S4,12h4p -
1 1
Nel gruppo ci sarebbe dunque la rotazione

4h
Uf= 21,;, D Sa8htn

permutabile con R{?f e questa non potrebbe essere permutabile con
RYf-RYS, e con R{f+REf contemporaneamente non essendolo
con R{Jf. Ma allora, se per es. la (R{) - R{) U) non & nulla, essa ap-
parterrebbe al fattore 2 rispetto ad R{®f e si ricadrebbe in un caso
escluso. Dunque deve essere ’

i q
Tf= zn. Z,u Bau S, 1204 -
Posto (R{®T) =T'f si ha
3
(TT’) S 21,4 a;'” S).,4h+,,.
1

Per la stessa ragione detta sopra, la (TT") (che non pud essere
nulla, altrimenti R{®f, Tf, T'’f formerebbero un G; di composizione
diversa da quelle, che abbiamo visto essere le sole possibili) deve ap-
partenere al Gy, e d’altra parte dovendo esser permutabile con R{*f,
deve essere

(T'T) = a Rf.

a deve essere positivo, perche si ha (T (TR‘f”)) = - aRPf (n.22), e si

pud quindi rendere =1, dividendo Tf e T’f per \/E. Perché sia
@T) =Ry,

occorre sia

.
D B bu=c 0yy=1,,40),

e questo dimostra che con una sostituzione ortogonale sulle @415+
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Zygntq S puod rendere

4h
Tf= 2;,_ Si, 12844 -

Se noi indichiamo questa rotazione con R{¥f, e poi cerchiamo il
gruppo minimo cui appartengono essa e il Gy, si trova un Gy, che si
ottiene dalle (XII) dando ad ¢ ed ¢ i valori da 1 a 4 invece che da 1
a 3, e che ha la composizione data dalle (51) colla stessa avvertenza
per gl’indici 7, 7, m, e coll’aggiunta dell’equazione

(52) REVRE™) =0 (p,q=1,2,3,4),

che vale tutte le volte che, ¢, 7, m, n son tutti diversi.

73. Se nel gruppo ci fosse ancora una rotazione che rispetto ad
R{®f appartenesse al fattore 1, si potrebbe come sopra ridurci al caso,
che essa fosse permutabile con Rf ed allora chiamatala R{f si po-
trebbe pure ridurla alla forma

4h

5 J
REf =, Si16842-

1

Il gruppo minimo poi in cui questa rotazione ed il Gy son com-
presi & un Gs;, che si ottiene ancora dalle (XII) facendo variare gli
indici superiori da 1 a 5.

Cosi proseguendo si arrivera in generale ad un G,q, 4, le cui
rotazioni si ottengono pure dalle (XII) facendo variare gl’indici supe-
riori da 1 ad 7, e che ha la composizione data dalle (51) e dalle (52),
in cui perd gl’indici superiori al solito posson variare da 1 a 7.

74. Da quanto abbiamo detto deriva, che un gruppo, che contiene
un G, contiene anche un G, 4, (#=>3); se noi supponiamo, che il
gruppo non contenga un Gy, 3.4 dello stesso tipo contenente quello,
come evidentemente & sempre possibile, vuol dire, che nel gruppo
non ci saranno, che rotazioni permutabili con R{®f: analogamente
dovranno essere permutabili anche con R{¥f, R{®f, RY?f, perche
queste son evidentemente nelle stesse condizioni della R{?f, e cosi
pure dovranno essere piu in generale permutabili con tutte le R{'f
(g=1,2,3,4;7,1=1,...,7; ¥ 1) per una ragione analoga. Per con-
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seguenza saran permutabili anche colie loro alternate, e quindi con
tutte le rotazioni del G, ¢,4,): ma allora le altre rotazioni formeranno
un sottogruppo, ed il gruppo considerato avra come rotazioni infini-
tesime quelle del G, ., e quelle di tale sottogruppo. Bastera dunque
considerare questo sottogruppo: se questo contiene ancora un G, di
quelli visti si pud ripetere ancora il ragionamento stesso, e ridurci
alla considerazione di un sottogruppo minore. Cosi continuando o si
esaurira il gruppo o si arrivera ad un gruppo che non conterra
nessun Gy, della composizione vista: si avrad percid in generale che

Ogni gruppo G, di rotaxiont avre per rotaxzioni infinitesime
quelle di un certo mumero di sottogruppi del tipo dei G, visti
sopra, e quelle di un sottogruppo non contenente messun Gy, della
composizione (51), e questi sottogruppi saran tali, che le rotaxiont
di uno qualunque saran permutabils con tulle quelle degli altri.

75. Nel caso, che il sottogruppo non contenente Gy, di cui or ora
non contenga neanche Gg possiamo trovare subito qual’e la forma
normale del gruppo. Preso infatti un G, si potra ad esso dare la
forma normale vista: se ne indichiamo le rotazioni nel solito modo,
perche una rotazione Tf sia permutabile con le RY¥Vf (4,1=1,...,7)
occorrera che la Tf sia del tipo

” 4h
Tf= Zi Z’-" W Sui—Dhet, =1k~ oo s

dove la parte tralasciata opera su variabili tutte diverse da quelle,
che figurano nel G, ¢4, onde su essa non influisce affatto la presenza
di questo.

Se noi supponiamo, che il gruppo considerato contenga le rota-
zioni infinitesime di o sottogruppi del tipo del G, 1), € Supponiamo
pure di conoscere la forma del gruppo nel caso, che esso contenga
solo un numero minore di tali sottogruppi, alle parti tralasciate si
potra dare una forma gia nota. Quanto poi alla parte scritta delle Tf
bastera conoscere le ¢y, . Ora se noi consideriamo le rotazioni

. an
Tf= 2;.,4 iy Sige
1
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queste insieme ad R{)f, RYf, R{f, formeranno un gruppo di cui si
potra ancora assegnare la forma normale, che si ottiene naturalmente
con una sostituzione sulle sole variabili z,,...,z,,.

Se la stessa sostituzione facciamo sulle variabili g, 1y s Zgns e
sulle Ty, _yq15 ey T4, NOD cambia la forma delle RYVf e percio la
forma del gruppo & perfettamente determinata, le altre rotazioni del

gruppo € p 5
G4y Oftenendosi dalle RF¥/ e da RYjf, R/, R{if con successive
alternate.

§ 10.

I gruppi generali di rotazioni

76. Dobbiamo studiare ora i gruppi, che non contengono dei Gy,
della composizione vista: se non contengono nessun Gy sappiamo
come essi sono composti, sicchd dovremo considerare il caso, che essi
contengano dei Gg. Presone uno nelle condizioni del n. 70, nel
gruppo non ci dovranno essere rotazioni, che rispetto ad R,/ appar-
tengano al fattore 2, che altrimenti per il n. 71 ci sarebbe un Gy, di
quelli esclusi: lo stesso dovra accadere per Risf, Ruf ed R'yf, Ryf,
R'f, che si trovano nelle stesse condizioni: si vede subito facil-
mente, che tal cosa deve avvenire anche per R”,,f, R";f, R'sf. Se
infatti ci fosse una rotazione, che rispetto, per es., a R”,f apparte-
nesse al fattore 2, essa conterrebbe solamente le variabili @, ..., 4,
e quindi tanto rispetto ad Ryf, che ad R'f; si comporrebbe di due
parti una appartenente al fattore 0, I’altra al fattore 2: quest’ultima
Q’altra parte dovrebbe esser nulla, sicché ne verrebbe ’assurdo, che
la rotazione sarebbe permutabile con R,,f ed R',,f e non con la loro
alternata R’yf.

Analogamente nel gruppo non ci pud essere una rotazione per-
mutabile con una delle rotazioni Ryf, R'.f, R"f senza che lo sia
anche colle altre due. Infatti una rotazione Sf permutabile con Ryf,
dovrebbe aver la forma

4k t
N
Sf= ;m @y S +4’§{.,4 b So s

© se in essa ci fosse una parte non permutabile con Rf questa do-
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vrebbe far parte della prima sommatoria, e quindi appartenere al
fattore 2 rispetto ad R’,,f. La stessa cosa vale evidentemente per
R, R'sf, R'uf © per Rauf, Riyf, R'sf.

78. Fatte queste osservazioni veniamo alla ricerca dei gruppi,
che contengono un Gy, e supponiamo dapprima, che nel gruppo ci
sia una rotazione che rispetto ad R,,f appartenga al fattore 1. Deve
essere allora

2k
Sf= 21” (@1 S2, 4410 +b2 Sorgs, 4140) +
1

2k t
+Z;' 2” (e S, 64t Dap Sorga, 61tu) -

Osserviamo, che alla stessa forma saremmo giunti qualora aves-
simo supposto, che la R,/ appartenesse al fattore 1 o rispetto ad R'yf
o rispetto ad R',,f, sicché queste ipotesi non danno nuovi casi, diversi
da quello che stiamo trattando. Possiamo supporre, che le @ ¢ le d
non sieno tutte nulle, che altrimenti al posto della S/ considereremo
la (R.S): allora posto Ryf= —(Ry(RxS)) si ha

2 2%t

Ruf= 2“" W St 4ktu + 2‘; 11“ Dy Sokepr, k4 5
poiché 2,_# biy Sorts,40+, S non fosse permutabile con Ryf, rispetto
a questa apparterrebbe al fattore 2.

La Ryf deve ora essere permutabile con Ryf, se no ci sarebbe
una parte di essa, che rispetto ad R,/ apparterrebbe al fattore 2
contro quanto vedemmo; ma allora deve essere permutabile con R'yf
ed R’/ conforme al numero precedente, e percid piu in particolare
sara

k
SR
Ruf= 2,;, " (a;.,l (Sor—1,4%—20—1 — Sou, art22+ S22, 44211 — Soz, 4142.) +

T+ bi (S22, 41420+ S, ar-r22+ S22, a4 20— 1+ So, ar211) =+

k t

N

2 D e Sort s, 6kt e Sory 211,60 140)
1 1

(V=01 5 bju="0u).
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Ora nel solito modo si vede, che la R,f lascia fermo uno spazio
di equazioni del tipo

&k k
N, w1t wu) =0, D, (1 Tueyo g+ Tyge) =0.
1 1

Senza alterare la forma di R”),f, con una sostituzione ortogonale
sulle variabili z,,...,x, si pud prendere l’iperpiano, che ha per
equazione la prima di questa per I’iperpiano z,=0. Se la stessa so-
stituzione facciamo ancora sulle @y 4y, ..., T € sulle Ty, ..., Tg, DO
cambiera la forma delle R,,f, Ryf; Risf; € quindi neanche quella di
tutto il Gy, questo essendo determinato da quelle tre rotazioni e da
R",f; di pit la Ryf dovra lasciar fermo lo spazio z,=0, 2.,,=0,
e percid Ryf avra la forma

Rosf = oy (S1, 4041 — S2,an42) +

k
+ ;1,, {% (o1, 4201 +--2) =+ i (Sr—1, 4r42 +...)% +

k t
N\ N
+;A 2 (D Soret2n,6k40 + €1 Sok491—1, 6410) +

Operando nella stessa maniera sulla seconda parte, e cosi prose-
guendo si arriva a dare alla R,f la forma

k
Rof =, %2 (Seec1,srq21 — So aeor)
1
t

k
+?:‘ X @ Soon,6r €3 Sotyor1,65h) -
1
Se si pone
(R"m Ry) =Ruf , (Ras RI?A) =2 R”mf )

si ha

1.3
Ruf =2, :’12/1 (Vart Yorpa, 2542) + o Yt b+ ‘{1,LXI.~+A,1-+,4,"+
1

:
+Z‘"‘ Sae S6k-p, 6kt

Ann. S. N 9
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dove
=- 2. (o D t-€10 €0 » 100 = \ (€1 Qs — Cun i) (=100, B),
= - ;v (o, €y — e €2) (.= 1,0, 8).
Inoltre sara
(Rie R'o) =27, 02 (Saa—1,20.422 — Son, 204221) —
— 12’“‘ Biye (S2a—1, 242, S21, 28-1-20—1) 72 (So, 2k+21+82;4—1,2k,{-2).~1):‘ .
Questa rotazione rispetto ad R'.f appartiene al fattore 2, sicchd

per la sua forma, essa deve, a meno di un fattore, coincidere con
R',of, onde

Bru=0 (#Fp) , =0 0yp=1,.,k.
Ora queste equazioni, se rammentiamo i valori delle §, y ci dicono,
che con una sostituzione ortogonale sulle sole variabili gx.q1, .., Ty pe
si posson rendere nulle le dj, per cui 2). % p, e le ey, per cui ,
2k —1#Fu. Facendo tale sostituzione si ottiene

Ruf= 21

93, (S2—1, ar421—1 — Soa, ar422) +

-+ i Soryon, 642 + €1 o1, 60421 ; .

In conseguenza
k
((RsiRye Rz4))= > g o2+€) Soa1, 204211+ (%) Saa, 2k+2i.(+
1
+2 5 y 02 (A Surt22,61422 — €5 Sarp21-1,604221) -

Se ora le quantita 0% +¢€% ed o +d% non fossero tutte uguali tra
loro, la prima sommatoria rispetto ad R',,f apparterrebbe al fattore 2
(la seconda & permutabile), e non apparterrebbe al Gy, contro quanto
abbiamo visto altra volta. Deve dunque essere

a4yt = ah+dYy = a.

Nel gruppo c¢’¢ allora la rotazione

k
(Res(RieRe)) = aRuf = 2, 91 (A Syrgon, 6ht2—€2 Surpor—t, bht2i1) 5
1

X101) ¢
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e prendendo questa per la Ry f si avrebbe il caso delle o, tutte nulle
che rientra in quello che ora tratteremo, che sia nulla la seconda

arte, cioé sia . _
parte, o dy =0, =0,

e quindi per ogni valore di A 0 ;=0 0 dy=¢;,=0. Se supponiamo
che sien nulle le prime ¢ #;, come sempre possiamo supporre, avremo
Rof = D (1 Sory21,60+2+ €2 Sopyor—1,6042—1) +
+ 21 0 (Sor—1, a0421—1 — Soa,ant21) «
[E=]

Ora potendosi supporre, che sia a=1, per 'equazioni scritte sopra
le dy ed ¢; son tutte = + 1. Ma se fosse per es. d,= — 1, basterebbe
cambiar segno alla @y, per ridurci al caso di d, = 1. Analogamente
abbiamo che le 2; son pure tutte =+ 1; se poi fosse per esempio ay
negativa basterebbe porre @'y, =Ty, €5 = — Tar_,, ed una sostitu-
zione analoga fare SU @y_i, Ty © SU Ty, T per ridursi al caso
di @, positiva.

Ne viene, che possiamo supporre

2t k
Ruf= Z"l Sokt4,6k42 1 2;1 (Soa—1, srt21—1 — Soz 4422 -

Cercando il minimo gruppo, che contiene il Gy e la R,f si trova
il G5, che insieme alle rotazioni del G contiene le altre

2t
Risf =N, Saayets, 66+ +
1 h1
4 X (Sep—1)hy2i—1, 24m—1)k+21—1 = So—1)e422, 2m—1)k422) 5
it

R, f—=

-[\4 -

o (Soi—1)rtoa—1, 61422 — Sai—1)k421, 66-4221) +

k
+ D Ser1jron, 2m—1)h2-1 + S22, 2m—1)4+22) 5
1

t
Rif= Ez (Se21—1, 6422 — S(i1)422—1, 2—1)k422) |

+ 2‘,1 (114211, 2(1—1)k-4-21 + So(m—1)k421—1, 2(m—1)%+22) 5

(=1,2,3; %, m, !l & una sostituzione circolare di 1, 2, 3).
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‘n gruppo, che cosi si ottiene & un G5 perchd tra le R";,f, ce n’&
una sola indipendente da R",sf; R',f, e dalle altre; mentre sono indi-
pendenti tutte le altre rotazioni. La composizione poi & quella stessa
data dalle formule (35) solo facendovi variare gl’indici da 1 a 4, in-
vece che da 1 a 3.

78. Abbiamo dunque cosi, che a meno che tutte le altre rotazioni
del gruppo sien permutabili con quelle del Gy il gruppo contiene
un G; come quello ora trovato. Se si da laltro caso allora le altre
rotazioni formano un gruppo che potra contenere o no un Gg: se
contiene un Gy si pud ripetere il ragionamento, e se il gruppo pri-
mitivo non conteneva un G,; come quello, anche questo sottogruppo
avra per rotazioni infinitesime quelle del Gg e quelle di un altro
gruppo, le cui rotazioni son permutabili con tutte quelle del Gg. Cosi
seguitando si trova, che ogni grﬁppo di rotazioni o contiene un G
come quello trovato sopra oppure ha per rotazioni infinitesime, quelle
di varii Gg, e di un gruppo come quelli studiati al n. 75.

79. Siamo cosi condotti a studiare i gruppi, che contengono un
G5, come quello trovato: pero avanti facciamo la seguente osserva-
zione. Se poniamo '

szf= R"34f_ R"mfv Tmf: R/~ Rstf , Tuf= R'rz/ﬂ" R’mf )
Tuf=Ruf+Rauf, Tif=Riuf+Rouf ; Tuf~—Runf-Rauf,
Tof=Ref+Raf, Tuf=—Ruf+Ruf, Tuf=Ruf-Ruf,
T:uf: R'uf+ R":«f ) T&sf: Ro [~ Ruf ) Tssf= Rrexf“ R,ufa
Tof=—Ruf —Ruf , Tuf=Rauf+Ruf, Tsf=R'uf+Rf,

il gruppo acquista la composizione
(Tn sz) =2]-c; Tkmf+€{m Tuf‘l‘ €kl Timf— Erm Ti lf§
@k, lym=1,..,6;i%k; l+m).

80. Anche nel cercare i gruppi, che contengono dei G,; dobbiamo
tener conto delle osservazioni fatte al n. 76, per non ricadere in uno
dei casi trattati, o in uno dei casi che abbiamo visto non potersi dare.
In particolare nel gruppo non ci potranno essere altro che rotazioni,
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che rispetto ad Ryef appartengono al fattore 1 o al fattore 0: analo-
gamente rispetto ad Ry,f e alle altre rotazioni del Gy, questo compor-
tandosi ugualmente rispetto ad esse.

Supponiamo dapprima che colle notazioni sopra adottate sia t=F,
e che nel gruppo ci sia almeno una rotazione Sf, che non sia permu-
tabile con Ry;f: essa allora rispetto ad R,/ apparterra al fattore 1,
e sara

(R S) =87, (R.8)=-8f.
Potremo supporre contemporaneamente (n. 28)
(R S) =aS7, (RuS)=—aSf.

Per quanto abbiamo detto poco sopra dovra essere o a=+1, o
a=0: supponiamo ora dapprima, che si possa trovare nel gruppo
una rotazione Ry f che corrisponda al caso di @ =0, ossia tale, che
non essendo permutabile con R,/ lo sia con Ryf. Come al n. 78 po-
tremo sempre ridurci al caso che la Ryf sia permutabile con Ryf:
sara allora

°n g
Rsf =3, 2;, S Sts, 8 -
1 1
Posto (R, Ras) = Rysf sara anche

2% q
N\ N
R15f= ;;_ ‘Zu Do Sl,8k+u1
e percio
& 3
(Riz Ry) = lz“ B Sioeqs  cON [, = ;n D O -

Siccome la (Ris Ry;) opera solo sulle variabili @, ..., 2, ed & per-
mutabile con Ryof; per il n. 83 dovra essere

(Rys Rzﬁ) =a wa*i‘ Tf,

essendo la Tf una rotazione del tipo della (Ri;R,;) ma permutabile
con Ryfy Rofy R'ieft si ha percio

e (Wi et Wi ) B et 1)

Tf:;‘a,t N
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Osservando che la T/ lascia fermo uno spazio

k k
>, o mya rnywn) =0 X, (s Tnq 21+ Topy) =0,
1 1

come al n. 78 se ne deduce, che alla Tf si puo dare la forma
k
Tf=", % (So—1,2%42-1 — Soz.90422)
1

senza alterare la forma del G,;. Ma se ora cerchiamo il gruppo, cui
appartengono la Tf ed il Gy da cui siam partiti, si vede, che nel
gruppo ci son dei Gy, cui corrisponde un valore di % minore di quello,
che corrisponde al primo considerato: per es. se le prime p (p<Zt) |2
sono uguali, ma diverse da tutte le altre ¢’¢ il Gy, che si ottiene da
quello considerato facendo variare 1’indice solo da 1 a 2p, invece
che da 1 a 2¢: se tutte le o; sono uguali in valore assoluto, basta
considerare la Tf — o, Ry,f per vedere una cosa analoga. La Tf deve
essere dunque nulla e per conseguenza

(RIS st) =a Rlzf .

a potendosi rendere = — 1, ne viene

q
3

3 Oyy = —E,
;M . O Ay

il che esprime che alla R,/ con una sostituzione ortogonale sulle
Zgpy1y ey Tsngq SI puod dare la forma

2k
Ruf =", @1 Sonya,8%42,
1

dove le @, posson prendere solo i valori 1. Ma se fosse per es.
a, = — 1, basterebbe cambiar segno ad 4, per ridursi al caso di
o, =1. Dunque potra porsi

2k
Rosf= 21 Sopga, 88+ -
1

I1 gruppo minimo che contiene questa rotazione ed il G; & un Gy,
le cui rotazioni si possono avere dalle (XI) facendovi variare gl’in-
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dici da 1 a5 elacui composizione & data, colla stessa avvertenza,
dalle (35).

81. Se dunque nel gruppo ¢’é una rotazione, permutabile con
una sola delle due rotazioni R..f, Rsf, nel gruppo ¢’é anche un Gy,
della specie ora detta: orbene consideriamo i gruppi, che contengono
un tale Gy,.

Se nel gruppo c’é una rotazione Ryf non permutabile con Ry, f,
potremo supporre al solito lo sia invece con Ryf, e quindi abbia
la forma :

2k
Ryf= 21,‘ (@ St a0 +03 Sorga, 61tptCrp Soka, 85-41)
1

o g
Jrzl 2‘" O Sokt2,10k4p -

Ma ora si ha
2k
Tf= —(Ru (R ch)) =2;,,L (@20 St 414002 Sorpa, 644) 5
, 2k ’
T”f= - (R13 (Rw T)) =2;_M Qip SA,4k+,,, .
1

La T'f rispetto ad Ryf & nelle stesse condizioni della T/ consi-
derata al numero precedente: deve dunque esser nulla, cioé intanto
a;,==0; ma allora per una ragione analoga deve esser nulla la T'f,
onde by, =0. N

Cosi pure poichs ora — (Rls (Rys R?s)) :21/4 o S2b42,804 >
devon essere nulle le cy,. '

Si ha dunque

% q
Roof = 2;, ¥, Ui So0+2,10%4

1

e come al numero precedente si vede che si pud rendere
S
ng_‘,f = Z;, S2k+1.,101.-+1
1

senza alterar la forma del G,,. Il gruppo minimo, che contiene la
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R.f ed il Gy & un Gy, le cui rotazioni si ottengono dalle (XI) facendo
variare gl’indici da 1 a 6.

Cosi seguitando finche ci son rotazioni non permutabili con R,f,
si trova in generale un G-, le cui rotazioni si ottengono ancora
dalle (XI) facendo variare gl’indici da 1 a 7, e che ha ancora la com-
posizione (35), fatta naturalmente la stessa avvertenza.

II gruppo dunque nel caso fatto conterra uno di questi G,._;; ma
se supponiamo, che non contenga nessun G y1—1 nelle stesse con-
dizioni, non ci potran poi essere nel gruppo altro che rotazioni per-
matabili con Ryf. Essendo poi le altre R;,f e le R, f nelle stesse
condizioni di R,/ le altre rotazioni del gruppo dovran essere per-
mutabili con quelle e quindi anche con tutte quelle del G,a_: ma
allora esse formano un sottogruppo, ed il gruppo ha per rotazioni
infinitesime quelle del G,»—; e quelle di questo sottogruppo. Se in
questo si ripresenta il caso fatto si pud ripetere il ragionamento,
sicch® esso avrebbe per rotazioni quelle di un gruppo G, dello
stesso tipe del G-y e quelle di un altro sottogruppo di rotazioni
tutte permutabili con quelle del G,_;. Cosl seguitando si trova, che
il gruppo avra per rotazioni infinitesime quelle di varii gruppi del
tipo del G,._; e quelle, permutabili con tutte le precedenti, di un sot-
togruppo, per cui non si presenta pit il caso fatto.

82. Esaurito cosi il caso fatto veniamo all’altro, che pur essendo
ancora k=1¢, non ci sia nessuna rotazione permutabile con una sola
delle Ry,f ed Ry, /. Se Sf & una rotazione non permutabile con Rj,f
si potra allora supporre (cf. n. 87)

R:8)=8f, Re8¥)=-8f, RuS)==£8f, (RuS)=F8f,

quindi
(R12 + R34 S) =2 S’/1 (Ru + Raa S') =-2 Sf
(RizF Ry 8) =0 ; BeFRuS)=0.

Sicche se diamo al G; la composizione del n. 79 la Sf sard per-

mutabile o con Tyf 0 con Tef € non potra esserci nel gruppo nessuna
rotazione irriducibile, che non sia permutabile con una delle due, se
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no si ricadrebbe nel caso gia trattato, e di pil rispetto ad R',sf le ro-
tazioni stesse apparterranno tutte al fattore 2 o al fattore 0.

Ma allora se supponiamo, che la rotazione Sf sia irriducibile e
non permutabile con T,f, essa dovra essere permutabile con T,f,
Tty Tefy Tasfy Tasfy Tsof tutte le Tf essendo nelle stesse condizioni:
di pit essa per quanto precede rispetto a T,f appartiene al fattore 2.
Infine la Sf, si comporra di due parti, una permutabile con Tyf ed
una che appartiene al fattore 2, sempre rispetto a Tyf: se al posto

di Sf prendiamo la Tyf = —% (’1‘23 (Ty S)), la Ty, oltre esser permu-

tabile con Ts,f, Tosf, Tasf, Tuf, Tusfy, Tsof apparterra al fattore 2 rispetto
aTyf e aTyf. Ma allora per la solita ragione sara permutabile anche
con Ty,f, Tysf, Tigf e quindi essendolo gia con Tyf anche con Tf.
Sicche avremo

(Mo Te) =0 (1,k=1,8,4,5,6;i%k)

ed invece sara certo (Ty; Ty) £ 0 (=1, 3, 4, 5, 6) perche se fosse per
es. (Ty,Ty;) =0, Tyrf essendo permutabile con Tyf e Tyf lo sarebbe
anche con Tf contro ’ipotesi. Se poniamo poi

(T T27) =2 Tnf
sara

(T,,Ty) =10 (i,k=3,4,5,6;2%Fk).

Inoltre siccome Ty,f e Tyf rispetto a Tef appartengono ambedue
al fattore 2, e non ci sono nel gruppo rotazioni, che rispetto a Ty
appartengano al fattore 4, cosi avremo anche

(Tza Tl"i) = 01
e quindi anche, per le precedenti
(T Ty) =0 (k=3,4,5,6).

Invece rispetto alle T\, f (¢=2, ..., 6) la T\,f appartiene al fattore 2.
Ora la (T, Ty;) non pud essere nulla, che se no il Gy== (T\sf, Tf, Tirf)
avrebbe una composizione diversa da quelle, che sappiamo essere le
sole possibili. D’altra parte la (Ty T);) non puo essere permutabile né
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con Tyf né con T,f per quanto precede: quindi per le ipotesi fatte
dovra appartenere al G,;. Ma allora si vede subito che deve essere

(Ty; Tir) = a Ty,
e che si puo rendere a=2. Percid posto:
(TixTzn):_g T:}".f B (T24 Tt):‘z T47f bl (T%Tr.)z_2 Ts‘f: (T%Tﬁ—,)=~2 T&'f il

si verifica subito che le T,,f (¢,k=1,...,7; ¢4 %) formano un G, di
composizione

(53) (T3 Ty) =2 g =&y Tamfteim Tuif+e Tinf — am Tiif
@y kylym=1,2,..,T59%k; 14m).

Dunque nel caso fatto il gruppo contiene un G,, come questo.

Se ora ¢’ un’altra rotazione Ty fuori del Gy, non permutabile
con T,f, si vede come sopra, che essendo tutte le Tf nelle stesse con-
dizioni, la Tyf deve essere permutabile con le Tf (7,k=3,...,7) e
che si pud supporre permutabile anche con Tyf. Dopo di che basta
ripetere il ragionamento ora fatto per trovare, che con posizioni ana-
loghe alle superiori nel gruppo ¢’& un Gy, le cui rotazioni si possono
indicare con T f (¢,k=1,...,8; ¢+%), e che ha la composizione
data dalla formula ultima, dove perd gli indici possono prendere
anche il valore 8.

Seguitando analogamente si arriva ad un G-y, le cui rotazioni

2

si possono indicare con T,,f (¢2,k=1,...,7;2+ k), e che allora ha la
composizione data dall’ultima formula dove perd gl’indici possono
prendere tutti i valori da 1 ad 7.

Se nel gruppo non ¢’& nessun G4y analogo, non ci devono
e

essere altre rotazioni non permutabili con Tp,f; e analogamente con
le altre.
Sicche tutte le altre rotazioni devono essere permutabili con
quelle del G-y ed il gruppo ha per rotazioni infinitesime quelle
2

del G,y e quelle di un sottogruppo di rotazioni tutte permutabili
=

con quelle.
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Per-questo, se si presenta ancora il caso detto si potra ripetere il
ragionamento fatto, onde seguitando e rammentando cio che abbiamo
detto nel numero precedente, se ne conclude, che un gruppo generale
di rotazioni avra per rotazioni quelle di varii gruppi del tipo dei Gjoy
del n. 81, quelle di varii G ,—y, come i precedenti ed infine quelle

2

di un sottogruppo, per il quale non si presenta piu il caso di k= 1:
inoltre tutte le rotazioni di uno qualunque di questi sottogruppi
saran permutabili con tutte quelle degli altri.
83. Determiniamo la forma normale dei gruppi ora trovati.
Dalle formole (XIII) rammentando anche quelle del n. 79 abbiamo

k

Toof = X, (Sertor—1, 6542 — Strt21—1, 421 — Sont211, 26421 + S211,22)
1
X

Tiof =N, (So1—1, 204211 + So1, 26422 — Sth42a—1, 54211 — Stpor, 66422) 5
1
k‘

Taif =Y, (S6t421—1, 6121 — Stet 211, 422 + o211, 20422 — Se1-1,22)
1
k‘\

Tof =", (Sortor—1, 4h+2—1 + Sorpor, sk422 — So11. 614211 — Sar, 61422)
J]
3

Toof =, (S6kt21-1, 60422 + k11, 46422 — Son2i—1, 20422 — S22-1,9) -
1

Ora poiche la T.f deve esser permutabile colle prime tre e ri-
spetto alla quarta e quinta appartenere al fattore 2, si deve avere

k
Tf=Y, " %am (Wi, e+ W o, 1z = W, 854 — W2kps, 8542) +
1
\
A+ Ui (Zia, ks + Lo . — Doy, 3040 — Dot 3042) | -
Ora se noi consideriamo la parte
k.
2
il

come abbiamo visto per es. al n. 80, con la stessa sostituzione sulle

e (Wi, ket Wi, 42) O (L, e+ 2, 142 ; )

Ty ooy Ty € SULlR Xgppy, ..., Ty, € senza alterare la forma di Tf e
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quindi neanche di Ty,f e Tsf, possiamo dargli la forma
k‘
> W iqa -
1

Se ora la stessa sostituzione facciamo anche sulle @1, ..., Za €
sulle @gxy1, ..., Ty, non cambia neppure la forma di Tyf: sicchs dopo
di cio si avra

L3
Toof =, a1 (Wi, 24— Wkt 3642) -
1
Ma ora dovendo essere
(T57 (T Ts”:)) = 4Tsrf ’

deve pure essere a; = # 1. Ma se ora fosse per es. ¢, = — 1 basterebbe
fare la sostituzione

o = Dyt 5 L2i—ni4e= —Li—iptr  ((=1,..,4),

lasciando inalterate le altre variabili per rendere a, =1, senza cam-
biare altro. Possiamo dunque supporre tutte le @; =1, e quindi

k
Tof = ?.a (S21—1, 254211 — Sz, 28422 — Saret-21—1, 65+-21—1 + S22, 65422 -

Cosi intanto & trovata la forma normale del G, formato dalle
Taf (¢,k=1,...,7), poiché le altre rotazioni si ottengono da quelle
scritte con semplici alternate.

84. Supponiamo ora »>>7 e cerchiamo la forma normale della
Tof. Dovendo essa essere permutabile con tutte le rotazioni sopra
scritte meno” che con Tyf, rispetto a cui deve appartenere al fat-
tore 2, si avra

k
Tuf =3, o Gae (Yt Y, ot Yorg, 2t Youts,3644) -
1

Se ora consideriamo la parte
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essa lascia fermo uno spazio di equazioni del tipo
k 13
N\ !
;;. My ry_1=0 , \T‘l my xe = 0.

Se ne deduce che facendo una stessa sostituzione sulle z,, z,, ...,
Ty € sulle @,, 4, ...,y si pud rendere quella parte del tipo

/=

1
5 2 @ Yu.

Se la stessa sostituzione, che vien fatta cosi sulle z,, ..., 2, si fa
anchejsulle Ty, y1y... ;@ y SULle Ty gy, Tr y SULLE Xy 4.0, gy, ST TEDdE

k
Tof =N, @ So1,20+ o1, 95422+ Suiey 21, Uy 21+ Sy 21, 65-422)
1

senza alterare la forma del (. Inoltre come sopra si trova che deve
essere @, = 4+ 1; si pud dunque porre

ok
Tyf= (21*21) (S2a—1,20+S24-22—1, 204214 221, o226+ 211, 610-4-22)-
yall s}

Con cio & trovata la forma normale del Gy, che ha per rotazioni
le Touf (¢,k=1,...,8) ed esaurita la questione nel caso di »<_8.
85. Supponiamo ancora 7 >>9: dovra essere intanto

Ry k
Tyf :Z"' PIIPI.CPED . CRURETED CRPTITED CHHTE I
o}

Ora consideriamo la parte

k&

I

k

D G Sor1,201,
ot

1

ed osserviamo che sulle ), z5,...,2,, , si pud fare qualunque so-
stituzione, che facendo la stessa sostituzione sulle z,, @y, ..., T, ©
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poi facendo sulle 241y ey Zyipw (6 =1, 2, 3) la stessa sostituzione
che sulle z,,..., 2, non cambia neppure ia forma del Gy,. Percid alla
parte suddetta si pud dare la forma

D @ Soa, o021

e quindi deve essere intanto %= 2%, dopo di che si vede facilmente,
che a; = +1, ma che si pud supporre a; = 1. Con cid si viene ad avere

oy
VESD RO CRNTED CNPETNPED CTNTITNTED. TR W)
T

Se & ancora 7>9 si ha subito che deve essere

)

%,
Tif= ( ,;z,t i;"i‘) W (Koo + X, e+ Ko, 2t + X842, 304)
=X

(#, k>8)

dove si deve prendere il segno —, se dei due indici uno & =9, il
segno + nel caso contrario. Come sopra si osservi che sulle z,, ..., %y,
si pud fare qualunque sostituzione senza alterare la forma del G, gia
trovato: inoltre si osservi che le rotazioni

Ty
m 7 N .
Tuf=,\f1,4 @ S, (6, k=9,...,7)

formano un Gi—o (»—s della solita composizione. Ora se noi suppo-
2
niamo di conoscere la forma dei G .1 per »<8s, da questa dedu-
2

ciamo quella che si ha nel caso di » <8(s+1): infatti in questo caso
diamo alle Tyf; Tuf, Taf, Tuf, Teofy Taf; Tuf, Tef la forma veduta.
Allora le T;,f (¢, k=>9) formeranno un gruppo ed avranno la forma
vista: dedottene le T;,f, a queste potremo dare una forma nota per
la ipotesi ora fatta, che si conosca la forma normale del gruppo nel
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caso di 7 -Z 8s. Ma allora sara nota anche la forma delle T, f (Z,k>>8)
e quindi anche quella di tutto il gruppo. Ora siccome per » < 8 co-
nosciamo gia la forma normale se ne deduce quella per il caso di
7 <16, da questa si deduce quella per »<_24, e cosi via. Con cio &
esaurita la nostra questione.

Se si fa la sostituzione

,
Tya1=1 , Tou==Tr4,

Ty 21 = — Toktr 5 Toptor = Tppa

Ty 2i—1= — Littr y Tapyor = Tkt
Teh2—1 = Tlys y X642 == LTkt
o421 == X'ghypr V222 == T9kypa
Top 2k 22—1 = — 7;’107.:1+J. ) D2k2key 22 = 96'11/.v,+1 )
Top 4 24 2—1= — x’121;,+z ) T2k == T13%44
X6ke4-2ky4-20—1 = w'uk,-l-l ) XTekA-2k 422 = w'15/c,+1 )

A=1,..,k)

tale forma si ottiene facilmente: la tralasciamo ora per brevita, riser-
bandoci di seriverla per disteso in fine.

86. Veniamo ora al caso di k>, e supponiamo dapprima, che
ci sia nel gruppo una rotazione non permutabile con Ryf: allora al
solito potran darsi due casi o essa & permutabile con Ryf 0 no. Di-
mostriamo, che se avviene il primo caso si rientra in uno di quelli
gia trattati. Nel caso detto, la rotazione S/ si pud per la solita ragione
supporre permutabile con R,/ di pilt per il n. 76 dovra essere allora
permutabile anche con R',f ed R',f. In conseguenza colle notazioni
del n. 84 dovra essere

13

t
Sf= 1‘,. '§‘u g %0 (K Kot e + Ko, 204n) +

20 p
+ Bre (Yot Y s, e +Y21-+A,21.»+,¢))‘ + 2_1 Z’L @y S0, 654214y -
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Ora alla parte ¥, ¥, (720 Xy+21. Y1) con una sostituzione orto-

gonale sulle variabili i,...,z;, ed una sulle variabili Zy,q1, v\ Tox
g

si puo dare la forma M, o; X;,442, dove ¢ & il pilt piccolo dei nu-
T

meri ¢ e k—%. Pur di variare convenientemente le altre variabili,
non cambia la forma del Gys: sicchd in conclusione si pud supporre

q 2t D
Sf= }l_‘ FEZ10.CRIPED CRTRUNITE D CINTEVEWIT) & o) ) Z,L Oy 6k, 642tk -
1

Ed ora posto
L "
Tf:Z (S (R's S))7

si ha

q
Tf="Y, 0% (Yot Y ppa, bt Yorr, 0h4a—Y et 140—Y ket kb i Y 242, 25-447)
1

2t P
+ D Daa Sora, 6t D Cane Sort2ba, 6020k
1 1

La Tf deve essere permutabile con Ry.f, R'f, R'uf ed Ry, e si
deve comporre di due parti una permutabile con Ry,f, altra rispetto
ad Ry,f stesso appartenente al fattore 2, poich® tanto Sf che (R';S) ri-
spetto ad R,/ appartengono al fattore 1. La seconda parte deve essere
del Gy (n. 76), e per le condizioni dette or ora non puod differire da
R',f; ne viene che in Tf devono essere tutte le % uguali e di piu
deve essere q=t=Fk—t, e le b;, sono pure nulle salvo le by 1,2,

che devono essere = —a% . Per quest’ultima ragione occorre sia
& &

o (02,0 O, 0201, 0201,) = 0, D) (022, 0201, U2, 1 O22-1,0) = 0
1 1

Oyv=1,.0,850%Y)

e queste relazioni ci dicono, che con una sostituzione ortogonale sulle
SOle Zgiporqry ey Lontertp S Pud rendere

t 2t
Sf=", 72 (Ko, it Kb, ke t-pa+ Kot 2,90 142) + Dy @ Setcpr. 61141
1 1
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e per quanto sopra dovrd essere
2 2 __
g1 + ay =22.

Ma di pilt devono essere tutte le @ uguali in valore assoluto,
perché altrimenti nel gruppo minigo che contiene la Sf ed il Gy; si
troverebbe un Gy corrispondente ad un valore di & minore di quello
considerato. Potendosi d’altra parte cambiare a volontd il segno
di @, e potendosi dividere per o la Sf ne viene che si pud supporre
in particolare

" ¢ '
Sf= (Zz —21> (D ENITED CHPRNWINED CINERTNIIT) I D CIRPR IPH
Pt T

Per conseguenza rammentando che & = 2¢ per quanto sopra, si ha

1/ = 14 34| = 1;. —1)* k-2, k4 +
T/ ((S(R S))R) S (1S

Se si cerca il gruppo minimo cui appartiene quest’ultima rota-
zione, ed il Gg==(R,nf, R'uif, R'inf; ¢, k=1,2,3) si trova un Gy,
che ha ancora la forma canonica (purche si cambi segno alle varia-
bili @gq92-1 (A =1,...,k)), e che corrisponde al caso di ¢ =k, ciod ad
un caso gia trattato completamente.

87. Possiamo dunque supporre, che nel gruppo non ci sia nes-
suna rotazione permutabile con una sola delle rotazioni Ryof, Ry,f, nel
qual caso il ragionamento del n. 82 ¢i dimostra, che il gruppo dato ha
per rotazioni infinitesime quelle di un G r—y= (T (¢, k=1,...,7;i%1k))

2

di composizione
(Tik Tlm) =2 g — 2 Tkmf+eim Tmf"'im Ti'mf_ Ekaufg
@k, lym=1,...,r;itk; l+m),

e quelle di un sottogruppo di rotazioni permutabili con quelle di
quel G,(-y. Se mettiamo questo in relazione con quanto abbiamo
2 B
visto nei numeri precedenti e osserviamo che per il n. 79 i G5 rien-
trano nei G, -y ora menzionati, si ha che ogni gruppo di rotazioni

2

Ann. 8. N. 10
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che non contiene un G,, come quelli considerati al paragrafo prece-

dente, ma che contiene un G; di quelli del n. 77 o contiene un G,._;

o un G-y e di pitt per rotazioni infinitesime del gruppo si posson
2

prendere quelle di quel Gjoy o di quel G»(--1 e quelle di un sotto-
2

.
gruppo del gruppo, tutte permutabili con le precedenti. A questo
sottogruppo, se esso contiene ancora un Gy dei detti, si puo applicare
ancora la stessa conclusione e cosi seguitare finché non si arriva ad
un sottogruppo che non contenga nessun G,; e quindi abbia per ro-
tazioni infinitesime quelle di varii Gy, Gy, G3 e quelli di un sotto-
gruppo abeliano, tali che le rotazioni di ciascuno di questi sottogruppi
sien permutabili con tutte quelle degli altri. Siccome i Gy per la com-
posizione e per la forma rientrano nei gruppi del tipo dei Gjo_1, ed i
Gy ed i G; hanno la stessa composizione dei gruppi del tipo del
G (r-1 , cosl ne viene che
2

Ognz gruppo di rotaxions, che non contiene Gy della composi-
xione (51), ha per rotaxioni infinitesime quelle di varii sottogruppe
del tipo dei Gye_y (r $£4) trovati al n. 81, quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G,—y della composizione (53) ed infine quelle di un

2

sottogruppo abeliano: e questi sottogruppi son tali, che le rotaxiont
di ciascuno di essi son permutabili con tutte quelle degly altri.

Mettendo in relazione questo con quanto abbiamo visto al n. 82
otteniamo

Ognz gruppo di rotaxioni ha per rotaxiont quelle di varii sotto-
gruppi del tipo dei G, 1, visti al n. 75, quelle di varit sottogruppi
del tipo dei Gy trovati al n. 81 (r ¥ 4), quelle di varii sottogruppi
del tipo dei G- della composizione (53) ed infine quelle di un

2

sottogruppo abeliano: e questy sottogruppi son tali che le rotaxioni
di ciascuno di esst son permulabily con tutte quelle degli altri.

88. Con il teorema precedente & completamente esaurita la ricerca
. delle composizioni dei gruppi di rotazioni: resta ora a vedere qual’¢
la forma normale di questi gruppi. Cominciamo dal veder quella di
un G-y, come quello del numero precedente: ora con an leggiero

2
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cambiamento di notazioni dalle (XIII) e dalle formule del n. 86 si ha
¢
Tof= Z; (S8 s21—1, 60122 = Siho—1, a2 — Shor—n, 2000+ S 1 2 +-
t
+ 23 S

Le altre rotazioni infinitesime del gruppo, dovendo rispetto a T\,f
appartenere o al fattore 0 o al fattore 2, saran somma di due parti
una che opera solo sulle 2" ed una che opera solo su altre variabili.
Le parti, che agiscono sulle sole 2 formano un gruppo come quelli
determinati nei nn. 83-86, e di esse & inutile occuparsi. Si pud dunque
limitarsi al caso in cui =0, in cui tralasciando I’indice (2) in alto,
perché inutile, e ponendo

Vi)t 21 = @i A)ets 5 LAim1)ep20 = X 2y 2
((=1,2,3,4%=1,.., k)

si ha per le (XIII) e per il n. 86
k N .
Tof =2, Seaptso—nppr (G 1=1,2,3,4,5,6).
1

Se ora 76, T,,f deve essere permutabile conle T,,f (¢, 1=2,...,6)
e quindi essere del tipo

X
Tof =7, 2# @ S, 614+
1 1
k
+EM i (Shepa, e S22, 2% oo + Skt 51-e)
1

ma d’altra parte deve appartenere al fattore 2 rispetto a T\,f, quindi
bi=0, Ay.=1,...,k). Ma ora siccome

(Tn (le Tn)) =4Ty, )

e quindi

2
2‘” (™ a,.#=4a,h, (X,V:l,.”,k),
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vuol dire che con una sostituzione ortogonale sulle sole gy, ...,
Za4p Si posson rendeve tutte le @, con indici diversi, nulle.

D’altra parte disponendo del segno delle stesse variabili si varia
anche quello delle az,, che si posson percid supporre tutte positive.
Si ha allora

.3
Tnf=2 2; Sy, 6542
1

e quindi la forma scrittu sopra per le T,,f(¢,{=1, ..., 6) si puo esten-
dere anche al caso in cui uno dei due indici sia = 7.
Analogamente si ha che in generale si pud porre

k
T, f=2 21 Spptr, g—tpptr (G I=1,7r50F10).
1

89. Veniamo ora ad indicare come si pud trovare la forma nor-
male dei gruppi di rotazioni: cominciamo dal supporre, che nel
gruppo non ci sia nessun G-y dei soliti (»>>5), ma che ci sia

2

qualche gruppo come il G._; del n. 81, ché il caso non ci sien neanche
di questi ’abbiamo gia trattato nel paragrafo precedente. Suppo-
niamo inoltre di conoscere la forma normale nel caso in cui ci sien
nel gruppo solo o — 1 di quei G2y e cerchiamo quella nel caso ce
ne sien «. Siccome per o.— 1 =0 cid & vero, viene ad esser cosi esau-
rito il caso da noi fatto. Se ¢’& un tal gruppo potremo dargli la forma
normale (XII): ogni rotazione permutabile con quelle del Gjo_j si
compone di due parti, una che opera solo sulle variabili su cui opera
il Gye_y, Paltra che opera solo su altre variabili. Queste seconde
parti formano un gruppo, che contiene al massimo o —1 gruppi del
tipo dei G,=_;, e quindi se ne conosce la forma normale. Bastera
dunque occuparsi solo delle prime parti: se Tf & una di queste, do-
vendo essa esser permutabile con il G,.—1 deve essere

r k
Tf= 2,,— 2""‘ (730 gy, (=t B Y (et (i—1ytgd) -

Ora se sulle z,,...,,, facciamo una sostituzione ortogonale qua-
lunque non cambia la forma delle R;,/ (¢, =1, ...,7), purche la stessa
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sostituzione si faccia anche sulle @ypyy.e, @y, SULE Typpry oy Ton,

sulle Ly, yrpry - L2k - S€ Noi dunque consideriamo le rotazioni, che
si ottengono dalle precedenti dando ad ¢ solo il valore 1, e la ro-

L3
tazione Y, Sz_1,9: esse formano un gruppo, che contiene al mas-
T

simo o — 1 dei gruppi del tipo del G,._; e che percid ha forma nota.
La stessa sostituzione, che occorre fare sulle variabili z,, ..., 2,, per ri-
durre quel gruppo a forma normale facciamo ancora sugli altri gruppi

L3
di variabili sopra citati: con questo la rotazione 21 Sok41—1, 26421
1
si riduce ad una forma nota analoga perfettamente a quella a cui si
13
& ridotta la 21 Sai—1,21 € le R;,f restano inalterate, onde & nota per-
1

fettamente la forma del gruppo.
90. Infine dobbiamo considerare anche il caso ci sien dei gruppi
del tipo dei G,(-—y della composizione (53). Come al principio del
2

numero precedente vediamo, che supponendo sia nota la forma del

gruppo nel caso ci sien solo o — 1 di tali gruppi, per dedurne quella

nel caso ce ne sieno o bastera limitarsi alle parti che operan sulle

variabili su cui opera il G,y considerato. Anzi come al n. 88 si
2

vede, che bastera considerare i due casi particolari, quello esaminato

ai nn. 83-86 ¢ quello per cui si & trovata la forma normale al n. 88.

Questo secondo caso si tratta subito. Infatti allora data al G-y la
2

forma canonica quelle parti avran tutte la forma

/=

>
i e Qi S (i), (1) -

k
Alle parti EM @y, Sy, diamo la forma normale nota: per questo
i

occorre una certa sostituzione ortogonale sulle z,,...,2; . Se questa

supponiamo fatta anche sulle z .y, ..., @ ;... ;sulle Z, _yqy ..., @5 DOD

cambia la forma del G-y e quella delle parti considerate si ottiene
2

allora premettendo a quella trovata una sommatoria rispétto ad 7,
come quella che figura sopra.
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Passiamo all’altro caso: se » =6 si rientra per il n. 86 nel caso
dei G,.; trattato sopra; se »<76 il caso & stato gia trattato, onde
basta limitarsi al caso di 7> 7, e cominciamo dal caso di = 7: allora
la parte delle altre rotazioni che agiscono sulle variabili che figurano
sulle rotazioni del Gy, cui si suppone data la forma normale, devono

essere del tipo:
k
2;_,‘ e (Kot Ko, kgt Korota, 20 + X8t 1, 8-41)

2
onde conosciuta quella delle parti ¥

-;-‘ilu @3 211,21 se ne deduce
subito quella di quelle parti. D’altra parte siccome variando in modo
qualunque le @, , @3, ..., @y, pur di variare convenientemente anche
le altre variabili non cambia la forma del G, cosi ne viene, che a
queste parti si pud dare la forma normale come se quel Gy non
ci fosse.

Se poi &7 > 8 le parti sopra dette e le T;, (¢, />>9) saran del tipo

Iy 2%
(2},,4 + EM) [CPN0.CPED. CRPIF NI CYNTIE SIS, CINPR YT
T ot

L)
. N
per conseguenza conosciute le parti %,"u W Sp-1,2,—1 SATAN CONO-

sciute tutte quelle rotazioni: d’altra parte siccome pur di variar con-
venientemente le altre variabili si puo sulle z,, x;, ..., Top, 1 fare
qualunque sostituzione senza variare la forma delle T,,f (¢, I=1,...,8)
e della Tyf cosi si potra dare a queste parti una forma, che non di
pende altro che da esse. Se dunque supponiamo di conoscere la forma
dei gruppi con meno parametri di quelli del gruppo considerato la
forma di queste parti & nota, e percid lo & anche quella del gruppo
considerato.

§ 11

Riassunto

91. Riassumiamo qui i risultati ottenuti precedentemente.

Relativamente alla composizione dei gruppi di rotazioni la que-
stione & risolta completamente dal teorema seguente:

Ogni gruppo (reale) di rotaxioni ha per rotaxion? infinitesime
quelle di varii sottogruppi (reali), tali che le rotaxioni di uno qua-
lunque di questi gruppi son permutabili con tutte quelle degle altri.
Talz sottogruppi possono essere der 4 tipi sequenti:

1.° Gruppi abeliani. .
2.0 Gy (r 4 4), tale che prese convenientemente le rotaxiont
2
generatrici ed indicatele con Ry f (,k=1,...,75i% k) Rinf=Ru:f)
il gruppo ha la composixzione
(Ru R’Lm) =2]-¢; Rk»mf+€im Rklf+€kl Rimf_ 5kaizf
(@, kylym=1,...,r59%k; l+m).
3.° Gyay, tali che prese convenientemente le rotaxioni gene-
ratrici del gruppo ed indicatele con Rif, R ;o f, R'unf (¢, k=1,...,7)
(Rinf= = Rufs Risf=Rxif), e ponendo R';,f = Ry, f — Rysf il gruppo
ha la composixione
(Rik R"n) = 2R’ikf7 (R"ihR’ik) = 2Rikfa (R’ikRik) = 9R"ik,f’ (R’"ik R"Lm) = 07
Rix Bi)=2:1 Runf +2im Riaf +2n1 Rinf — e Ri.f,
(RikR’lm):——ail Ruuf+cim R’uf_ €x1 RIt‘mf’*" sm R o
(R'ikR’lm)z—sib kaf“‘ €im Rhlf—ekl Rsz_ Skm Rilfy
R R'0) = Gor—zim—=niterm) R s R R = (—2; 2 imteii—2im) Rinf s
ke, lym=1,..,75i%k; l+m).
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4.2 G, o,41), tali che si posson prendere le rotaxioni generatric:
in modo che indicatele con RY)f, R%'f, RS, RYVf (p=1,2,3,4;
i, l=1,..,r; 1) RYYf = —Ryf) il gruppo ha la composizione
(R RY) =22, RIS, (RE RE)=—2¢: RES, (RE RE) =2¢, REY,
(R'llfz)R(l”)) = (2ix — &) R‘-z”)f 3 (R%'Rﬁ”\’) = (2x — 1x) R(smf 3
(RERE ) = (eon = 200) B,
(R(l,é) REY) = = (zon —eun) RUVf, REREY) = ~ (sintewn) R{Vf,
(R RYY) = (s +240) REVS,
RERY) = (zon +200) BEYF , (BRYRYY) = = (200 — £00) REVS
(RERYY) = — eonten) REVF,
REREY) = - Goten) REY . REREY) = (aoten) REYS,
(RE BRI = — (can — ) BYS
(RV R — 0, (R RY™) = ~REf, RO RE™) = - B,
(R(_Z{I)R(;m)) p— R&l m)f s (R(; 1) (im)) — R(‘;l m)f'7 (R{; l)R(‘v'm)) J— R!llmj/
(R{VRYY) = RgF-RYS , (REVREY) = RS- RY7
(R RYY) = Ry - RYY
(REVRY") = - RG-RES , (REVREY) = RYFHRYY
(RY ™ REY) = — RigF— RiY

(ky2d,lymys=1,..,r;7flFmEs; p,qg=1,...,4).

92. Quanto alla forma normale di questi gruppi di rotazioni nel
caso, che il gruppo contenga uno solo dei sottogruppi indicati sopra
abbiamo trovato che:

a) nel caso essa sia un G abeliano, indicatene le rotazioni
generatrici con R,f (¢=1,...,s) si puo dargli la forma

n

2
R,-f: 2;. i SQ)_,L-Z)_ (7/=] ,...,S)
1

essendo 7 il numero delle variabili.
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b) nel caso sia invece un G,._1, come quelli indicati sopra al
n. 3, si pud dargli la forma

2k
Rif= 21 Safi—1)let-2, 20—k 5
1

k
Riof = D (Sep—tyrror—1,20-1+2 — Sai—1)p42s, 20—k+2i-1) 5
1

13

Ruf=", (Soutyron—1, 201122 = Soi—1)+22—1,26—1)%+22) 5
1

(@ 1=1,.,7;5%0).

¢) nel caso il gruppo sia un G, @, come quelli indicati sopra
al n. 4, si pud dargli la forma

2h
REF = D, Sunnto—1,4i—1at21
1
; &
RYf =, Suimayhi a3, 46— 1apa2 + Sti—1)ptr—2, 46— t2-1)
1
. h
RYf = 2& (S(i—1)h441—3, 4(—1)h-41—1 — Sa(i 1) 4442, 4(i—1)h442) 5
1
. 4h
RV =, Sui—typtr,a0-1n42
1
. 2h
REVF="F, (Sti1)ht2-1,40-1h+2 — Sii—1)a4 2, 40—1)h42-1) »
1

h
RGO =D, (Sa(im1)ht41—8, 40111 — Ss(i1)ht2—2, 41—z —
1
— Syl )t aa—1,40-1)att1—3 + Sai1)htdn, 41—1)h10—2) 5
; G
REOF="D, (Ssi—1)n 418,401 42+ Sai1)h441-2, 401431 =
1
— Sy 1) A1, 41— hd1—2 — Ssi—1)hdn, 4I—1)h4—8) 5
Gy l=1,u,r; i%0).
d) nel caso, che il gruppo sia un G,e—y (r#4), come quelli
2

indicati sopra nel n. 2, bisogna distinguere varii casi:
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1.0 Se =3 al Gy si pud dare la forma

wy 2%;,

1 .
Rpf = ) 201{ (1+27) 2;,,4 Y%‘k}:{—y,?ik}'—}—;t

2 ?

»Mx

1

2
2 Z' 2 Z# L—W~;+#> i—1)kytr + £

R = Z; Z,;
u;_»—l
2 \/u; wit1)—i (+1) X[y k;+,u,tk;+,u1 + Z;L 2,‘ (1) WYy 0+
w;—1 o
+ 2;‘5 \/(uﬁ‘l)g‘(ﬂl)i (X(g;lE}v‘;_‘{'?/tAl, i)k 2u—1 T X‘zi%)kﬁu, 2(i+1)k1+2ﬂ) )

\/2111 (uy+1) SZp,Ju;k;+y+

u)—1

I3
ol 3 . S,
N (A N X 2
Ryf —_2;. ,u %\/ZML(“/WI) S‘(z,l—L?uAkﬁu" ;i \/N).(”frl)*l (#+1) Y '(i)—l)k;.-l»,u, ikt

5, ) 20—
u;*l

\/(u,1+1 l+1) (Yzwﬁz,‘—l 2(@+1JL,1+2,4+Y21L,+2,4, 2(;+1)L]+2,¢)

2.0 Se r=5 al Gy, si pud dare la forma
- 2k
Rpf= 22‘;. +) +2.z S2/1—1 2 szf =2 < 7 S(s-(‘—i.,ZH»A +2A ‘V!Z%.LI,W. )

s
V' Q1)
Rif=2 b Sl 1 +Zx Z8) 10 s

&
Raf=2 3; SN sei2 2241 0 s, g5 tutotr = St g 24 2utois) +

%%
(%= ) s
A1
utv U
Ruf=2 ?7. St — 22;. (S tott, 2510t 02 = S oo 2, 25120 pogs) T

k 2k
(2 ) VL
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Ruf=2 2‘; SO, 3542 — 22‘; ko, s-paucke = S, s-put o42)
n ,
+ (-3 +2) s,
b7k}

S gl 5N () 1

0,
Rsf=2 %;. SW, e raetors +V2 ;‘a (S ot Bo-po-tr = S, 2ot s =

1 1 1
- Si‘ll—u-}—l, 2stotat S.(s'-g—v+2u+)>, 3spotat SS;-)H,, 2s-fot-2ua T va-}»ﬁu{»ﬁ., 2sota) T

k
+ (WE_1,oryo1— WS ory01)
T

v w
1 5N (b 1
Ryf= 227. S';.,)ss+u+v+;. +Vve ;i. (S!U-Q—uﬁ»l, [ SL-)HH, 2stofuta T
T
|1 1 1
+ S';-%-v{-u«}—l, 23+v+}.+ 5%21:4-1, Bstvi T Sg-}-—v—H, 2s+v++2ut2 T S's-zﬂ:—y‘.’wl—l, 2s+'u+).) +

5 e 2)
+ z‘x (Z(zz)—l, o211 — L)) oryon) 5

? o
9 N 1 1
Ref=2 s Sogis, ssatots T Ve 21‘1 (S5 a1, 30042+ S, ocpo
T
1 1 1
+ Sgﬂ_l,s+v+u+l+ Sgs)+v+2u+l,3¢;+t+l - SL-}—ZH—{-Z, stoga Sﬁ;—)u, spo-t2urs) —
x 2 )
— 2‘1 (X(2J.)—1,2k+21+x21, 2hp2i—1) >

?
S N

Ref= i S‘%_H—) 3stutoti + \/2 2.1 v+) r+u+l+ss+v+l stotuti

)

1 1 1
+ S0 o4 2stotata T S{:«z—l, o 2utat S(s-:—v-*—l, stot2uat S§;+v+;., 5ot 2uh) —

9
2 (YMA oot Y8 opyon 1)

HM»

3.0 Infine se »>>5, si pud porre
Rof=Suf+Tuf (G,0=1,..,7i%])
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i Fip 15 3 1
e poi dare alle S;,f la forma ] W3 LG
' Tseqs,seqal = %1 %i,,...,it %l 20.1,

$
Saf= ;,, St yers inspr (G 0=1 0,753 %1). (= D) St kU WE oy ikt B AR o

kg 1Y
1) Tsr4-mc+9f= 21 z
T

r=1) =8s+u con 1< u<8, sipud by ey

Quanto alle T;,f, se &
Sikit i oyt by it oy H 48k o
(t=0,..,5-1)

intanto porre

Ly 7
Tyf= ?‘;. %1‘1 Sotky-4, @141 42 »

dove

kea=16k, (t=1,..,5—1).

T8t+1.s¢+2f=k§: §i1 i D: il - o e .
ik Ltz eenrte a (ueste si ricavano, con le alternate, tutte le T, f (¢,k < 8s):
bisogna ora distinguere varii casi a seconda del valore di u.
o) Se u=1 il gruppo & gid determinato.
%) Se w=2 si ha inoltre

L &
s (%is_%is)

Stk by ikt bbbyt (Be=kop) -

71 12 7
(33
si,k,+...+i,k,+2lk,+l+;., it ti kg RIHE
(t=1,..,5-1)

kg1 3 ki 1

Tst+s.s¢+4f= 2;.
1

J+
JUI

1
Q9

b

7

TS;-H.SS-)—?f

._.
<:

15
>
0 Ly eeesly

(=" Sint.

0

ot B HALF2) e Ay iyt B (W20 o
4) Se u=3 si ha invece

R
Tyeys.s0qef = 21.;. }E,i,,..., . %,z 2%y 15 7 15
I N\ N \} N
s . Toeprsstel = 2 Do, (}.is— @\) .
(= 1" St B 20k oy il o @ 2 o0 0 8
Stk Je gy iy oy 128 o+
Fopr 15 1 %

s+1

N ) %“
8t47,8t48) 21‘1 oy Tgs+2,s,<+3f‘_; 2;1

(=1)Hbtes

vyl gl,l,,l2

iyt B B2 Ay ik By BT RL Ay 5

] 1
D yig %z

T
(= 1)? Sttt kel gy b Jry 2R g
(ks = 4ks+1)

k:+1 15
>

3
T8t+l.8l+3f: Z). ;i,,...,it 2‘1
0

(= IR Syt o AR o2, ot B A2

1
>
’ %) Se w=4 si hanno le due precedenti ed inoltre

s o 2ks‘+l 15
5 TSs+3,8$+4f: Z}.'—zﬂ. ) gi,,...,is

N g potl

kt-{—l 1 1\|
T81+3.8z+5f: ;L Zi,,...,i, %‘1,1,,12
0

1
(= D)5 Siikonctt e O LA 2 il BB =2 k6 o+ 5

Sttt oy bbb oy 2k oA -

(N )|
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¢) Il caso di u#=>5, si ha dal seguente di 2 =6, tralasciando

la Ts;+s.35+4;f-
¢) Nel caso di % =06 si hanno oltre le solite anche le seguenti

N R
T3s+1.ss+2f= 2,1 Zi,,...,is_! (Zii—‘z«ls) %l
sy T 5
Skttt e 20 by ik oy H2L A1) 2
kg iy L
N\
Tas+a.ss+4f= %1 %i,,..,,is %‘1,1,
(= 1) P S it e 2R gy b B 2B DR
o &
Tss+5,ss+af= Zﬂ. Zi,,.u,is Zl
™5 T
(= 1" Sttt e bl bty b Je D b
LY 12 11
8s+1 s:+&f %] ity ey B %‘l,l,
(= D)UY S B B o bbb LD 2R 2
+| 15 1‘
Tseys seqsf = 21 Qi %.l,z,
(= 1) Sk b 200y il I (G2 B0 3
con ky=8k4,.
¢) Se w=7 si ha oltre queste, anche l’altra
k;#l 12 11
T8s+s.8s+7f: Zz Zi,,..l,is 2.1,1,
1 0 0
(= D) St Jo A B oy b B A2, 42
1) Infine se =8 oltre queste si ha anche l'altra

Y542 :+1 ) 15

1
Tyoprgspsl = ( 2,1— Z;. %‘z,,...,is 2‘;1,1,

kgt
(= 1B Skt ke AU 2K by b B A2 g -

(oo ko)
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Esaurito cosi il caso, che il gruppo contenga un solo sottogruppo
di quelli di cui al numero precedente, tralasciamo il caso piu gene-
rale, questo dando luogo a numerosissimi sottocasi, che non sarebbe
facile numerare tutti, finche » & indeterminato: rimandiamo per essi
a quel che abbiamo visto ai nn. 58-63, 68, 75, 88-90.
93. Come esempio diamo qui i gruppi di rotazioni su n < 6
variabili.
Per =2 si ha il solo G,=8,;; per =3 si ha quel G,, ed
il Gs== (S12, Sz, Si)-
Per n=4 si hanno i seguenti
1) 1L Gi="aS;p+08,,, 2) il Go==(Si2, Sa) , 3) il Gy==(Sy,, Si3, Sz),
4) il Gs= (Si+85, Sy =8y, St 8y) , 5) il Gy== (S;p+ 8,
Sis— Say SutSs, 81— 850, 6) il Ge=(Sx, 4, k=1,...,4).

Per n=5 oltre i precedenti si hanno gli altri

7) il Gy= (S8, +28y, \/g Syt 81 +54, Vg S5 = S1+Sy)
8) il Gy,= (Sm 8137 S?sa Sﬁ)
9) il Go=(Sin, ({,k=1,.,5; i %K)

Per n=6 oltre i gruppi ultimamente numerati dal 3 al 7 e 9
van messi gli altri

1) il Gy= (S +bSs+¢S5) , 2) il Gy==(a,S12+ b, Syq, @ S15+,55)
10) il Gy== (Siz, Say, Ss5) , 11) il Gp== (S1a+Sus, Sos+ S5, Si54Ss0)
8 il Gy= (S1e+Sar, Sia—Sas SiutSus, @(S12 — S +5Sy)
12) il Gy == (S,,+Sas, Sis+ S5, Si5+ S5, Si5+S0e+Ss6)
13) il Gy==(S;34+Sa, Si3 — Suq, S, +843, Si2 —Say, Se)
14) il Gg= (Sm Sisy Sy, Sm baO7 Sie)
15) il G == (S12, Sus, Sas, Sua, Saqy Saq, Sse)
16) il Gy== (S1a+Sa, Sis+5, S +Sm, Sy =Sy 5 Sis— Sy Sy — Sdsv

Slz - S:u ) 12 - sx,)
17) il Gy==(il G; precedente e la rotazione S+ Sy +S5)
18)il Gpy==(Sir (G, k=1,...,6; 7% k).
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Se si considerano solo sostituzioni ortogonali a determinante +1
(cfr. n. 3) ai gruppi, che abbiamo trovato bisogna aggiungere nel
caso di 7=4 il G3==(S,; — Sg, S+ 13, Sy — Sp) ed il G, che ha per
rotazioni quelle del precedente G e la S,,+S,,.



