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I professore Somicriana nella sua memoria Sulle equa-
ziont dell’ Elasticita (Annali di Matematica pura ed appli-
cata, T. XVII, Serie 2.2), trova tre formole, le quali danno
le componenti degli spostamenti dei punti di un corpo
elastico isotropo in equilibrio in una deformazione qual-
siasi in funzione delle forze esterne, delle tensioni al
contorno e degli spostamenti pure al contorno. Ora per
la determinazione di dette componenti, non & necessaria
la conoscenza di tutti gli elementi che compariscono nelle
formule del Somieriana; per cui & naturale di ricercare se
e possibile la eliminazione da queste formole di quegli
elementi, che sono superflui.

Bisogna osservare che le menzionate formule del So-
MIGLIANA Sono la naturale estensione della formola di Greex
relativa all’ equazione

Aty =f
al caso delle equazioni dell’elasticith. Ora, come & noto,
la formola di Greex ci di il valore della funzione # in

un punto qualsiasi del corpo che si considera, in funzione
dei valori di # nei punti della superficie limitante il corpo
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e dei valori della derivata di « rispetto alla normale in
questi stessi punti, mentre la » ¢ determinata dai soli
valori di questa funzione nei punti della superficie; pero
I'inconveniente si toglie subito, introducendo la nota fun-
zione di Green. Una cosa analoga si pud fare, come ha
osservato il prof. Vorterra in un corso di lezioni di fisica-
matematica, nel caso dell elasticith, quando si faccia uso
delle formole del SomicrLiana; basterd infatti trovare dei
convenienti integrali particolari delle equazioni dell’equi-
librio e fare uso del teorema del Bgrri.

In questo lavoro io esporro il metodo del prof. Vor-
1ERRA, discutendolo nei quattro diversi problemi che si
presentano nella teoria dell’equilibrio dei corpi elastici
ed illustrandolo con 1'esempio del corpo elastico indefi-
nito limitato da un piano. Questo esempio & stato stu-
diato di gid dal prof. Cerrurt (*) e dal Somreriaxa () con il
metodo del Berm (3) pit o meno modificato ; pero il
suddetto metodo del Vorrerra ha il vantaggio di darci
volta per volta tutto cid che ¢ determinato con integrali
semplici di spazio o di superficie, mentre i vecchi metodi
danno luogo in generale ad integrali doppi di superficie
o di spazio.

L’analogia delle formule del Someriana colla formula
di Green risulta ancora piu evidente, dal fatto che si

(1) Ricerche inforno all equilibrio ecc. — Atti della R. Accademia dei
Lincei, Memorie della Classe di sc. fis. mat. e nat., serie 3.2 t. XIII.
Sulla deformazione di un corpo elastico ecc. — Rendiconti della R. Ac-
cademia dei Lincei, Classe di sc. fis. mat. e nat. t. IV, 1.0 sem.
(?) Sopra Uequilibrio di un corpo elastico isotropo. — Nuovo Cimento,
Vol. XVII, XVIII, XIX.
3) Teoria della elasticitd. — Nuovo Cimento, Vol. VII, VIII, IX, X.
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possono dimostrare per le prime alcune proprieta ana-
loghe a quelle che si sogliono dimostrare per la seconda
nella teoria delle funzioni armoniche. Cosi dimostrai (%)
per gli integrali di spazio, che compariscono nelle formole
del SomieriaNa, un teorema analogo a quello del Poissow, e
qui dimostrero per gli integrali di superficie dei teoremi
analoghi a quelli relativi alla funzione potenziale di una
distribuzione in superficie ed ai doppi strati.

I metodo del Vourerra ed i metodi del Berri, del
Cerrumt e del Somigriana non pud dirsi effettivamente che
risolvano sempre i quattro problemi dell’ equilibrio; per-
che essi si basano tutti quanti sulla esistenza di alcuni
integrali particolari delle equazioni dell’ equilibrio, aventi
proprieta analoghe a quelle di cui gode la nota funzione di
Green. Ora in alcuni casi speciali si riesce a trovare
questi integrali particolari, ma in generale questa ricerca
e pressoche impossibile.

Nel caso in cui sono date le componenti degli sposta-
menti dei punti della superficie, che limita il corpo elastico,
il problema dell’ elasticith equivale evidentemente al noto
problema di Dmicarer della teoria delle funzioni armo-
niche. Guidato da questa analogia, ho potuto, con un me-
todo simile a quello del Neuvmany, risolvere per mezzo di
serie 1’accennato problema dell’ elasticith, relativo ad un
corpo elastico limitato da una superficie convessa qual-
siasi, quando le velocitd di vibrazioni longitudinali e tra-
sversali differiscono in valore assoluto sufficientemente
poco tra di loro. Ora nei corpi elastici isotropi la dif-
ferenza tra le velocitd di vibrazioni trasversali e lon-

(*) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei; Vol. II, anno 1893,
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gitudinali si mantiene in valore assoluto superiore ad una
certa quantita; sicche; quando per la validith del metodo
accennato, questa quantith non pud essere superata, il
problema analitico risoluto non corrisponde ad alcun caso
di corpo elastico isotropo.

Prima di arrivare ai risultati teste accennati, ho ri-
soluto il problema dell’ equilibrio di un corpo elastico
sferico, con un metodo diverso da quello tenuto dal Cer-
rutt (1) e dal Somieriana (%); ed ho dimostrato un teorema,
sulle serie di integrali delle equazioni dell’ equilibrio dei
corpi elastici isotropi, che & 1’ estensione di quello dinio-
strato dal Vorrerra sulle serie di funzioni armoniche.

() Ass. franc. pour Uavanc. des Sciences. Compte-Rendu de la 14.¢ Ses-
sion. Grenoble, 1885; 2.e partie, p. 68-79.
Nuovo Cimento, Serie 3. Vol XXXII.
(*) Annpali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa, 1887.



CAPITOLO 1.

Metodo per integrare le equazioni dell equilibrio
dei corpi elastici

— et

1. Indichiamo con S un corpo elastico isotropo limitato dalla .
superficie 6; con p la sua densita; con X, Y, Z le componenti
delle forze che agiscono sui punti della massa del corpo, che di-
remo componenti delle forze esterne; con u, v, w le componenti
degli spostamenti corrispondenti ad una certa deformazione; con
Xsy Y4, Zs le componenti delle tensioni corrispondenti; con a, b
le velocita di vibrazioni trasversali e longitudinali; con » la di-
stanza di un dato punto (z, y1, 2,) del corpo elastico ad un altro

punto qualsiasi; con #n la direzione positiva della normale a o.
Posto:

2 __ 72
L=-pa*, K=pLa-0) , 0= b

» o
_w | w w L, P
g—a_x"i‘a_y_i“—a; ’ A '”a—‘xz"l”ay‘z“"azz'

ol @ dw %% dw dw du @
('(hl"@v4'22‘“8_ya.33“az”23—az aya'fm—ax 327{12~9y 3’

le equazioni indefinite dell’equilibrio saranno:
. ex=Laut @R 2,

o

| :

@) ?pY=LAﬁo+(L+K)a—y,

8
‘. pZ::LA?w—}—(LVl-K)i,
\ oz

Ann. Se, Nornm. 1



2 G. Lowricella
quelle di superficie:

2

)
(X (KG+2L(11 +L{1zay+L(x3

Yy . oY ., 02
(3) ! Y, L o + (K942 L1yy) M + Ly n

oz

ox oy .
— S J 4 9 o
\ Zis= L n Liys n 4+ (K042 L) 3

T tre sistemi di funzioni:

+<’32 oot O e

2 T 2oy T 2 e’
o 1 o o

W fw=5 g5 "= T g5 T3 55
PP L. S P SR i
T o R BT 2%y T T2

sono tre sistemi di integrali delle equazioni (2) corrispondenti a
p X=pY=pZ =0, mediante i quali il prof. Somreriana & arri-

vato alle sue formole:

/
'——4'rLuo— LonldS—}—/}. uldo——fZX uds,

)> 47:L1;0=/S-2pXu2cZS+ [EXaugdc-—mj S X2 uds,
vG 3

nelle quali #,, v,, w, sono rispettivamente i valori di w, v, w nel

——47rLu~ = [5 o‘{ugdS—{—/hX mds—f).X uds,

. Q @ 1 2
punto (2, 41, 21) del corpo elastico ed Xc), YG), Zf,); Xi,) yeeens
@) .. . .. .
Xs 4.... sono le tensioni al contorno o, corrispondenti rispetti-

vamente al tre sistemi di spostamenti rappresentati dalle (4).
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Osserviamo qui che le formule (5) il Somreriava le aveva de-
dotte dapprima per il solo caso che lo spazio S fosse finito; perd
egli in seguito in una Nota inserita nel vol. XXIII, serie II, fasc.
XX dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo (Formole generali per
la rappresentazione di un campo di forza....) le estese al caso di
un corpo elastico indefinito, facendo notare che allora bisogna
ammettere che le forze esterne agiscano soltanto sopra una por-
zione finita del corpo e che le u, v, w divengano all’infinito infi-
nitesime del primo ordine.

2. Prima di esporre il metodo del Vourerra, sard bene stabilire
alcuni risultati che ci saranno molto utili in seguito.

Le equazioni generali dell’equilibrio dei corpi elastici si pos-
sono scrivere (v. Berm 1. c., form. (12), (13)) sotto la forma:

__ 08 3 9 % 9 I
dy e oz 13

0 9 d o

% 9 9 9
T % My Y Na

s

9 o 9 O 9 o
7= A4 2 ,
\ e °ox N + oY s r 02 s

M (Ye= % cos (nx) -+ % cos (ny) -+ o cos (n2) ,
e e

T2
*\ 2, = %‘ZI cos (nx) -- ;T(; cos (ny) + 83%3 cos (n2),

in cui ¢ rappresenta il potenziale delle forze elastiche.

Moltiplichiamo le (6) rispettivamente per u dS, v dS, w dS,
sommiamo ed integriamo a tutto lo spazio S occupato dal corpo
elastico. Avremo, facendo delle integrazioni per parti:
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/‘;o (Xu+Y/v+Zw)dS=—/(XGu+YGv+ZGl(;)d3—
S

__f <9p §u+a;o du | 3
S i I o Mie a!/ s 0
dp v d w , I 2

+ (ale dx T ez Oy + 9723
(3¢ 2w, % w 3

+ \3731 ox + a’{sz 3y a‘(ss

e per le (1):

au +

+

aZ/

dw
oz

as

fp X ut-Y o+7Z w) dS + /(qu+Yav+Zgw) ds +
S Js

¥ % 3 N
+./S‘(\871_1 n+ ‘,;{—22 {2t Mo 133+ 723+ *{31-*— 9 ) dS=0;

ossia, poiché % & una forma omogenea di 2.° grado nelle ¥,

(Ber1i; Loc., § 2):

(®) / o Xu+Yv+Zw)dS +f(Xau+ch+Zgw) ds+2

o]

Se supponiamo di avere
X=Y=Z=0,

ed al contorno una volta:

(9) u=v=w=0,
una seconda volta:
(10) Xe=v=w=0,

una terza volta:
(11)
ed una quarta:

(12)

/@dS=O.
J8
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la (8) ci dara sempre:

/'pdS-——O;
S

o/

e poiché ¢ & unu forma definita negativa nelle v, (Berr; L c.),

cosl dovremo sempre avere:
T =T ="Tss = (s = (1 = e =10,

ossia:

o ou d_ o dw_ 9 w_ . dw du_ . du dv_
(13)3—96—0’@—0’82_ ’aé+3y_ ’afaé“o’a,/ =0

Indicando con K, K,, K3, C,, C,, C; sei costanti arbitrarie,
si avra dalle (13):
(149 u=K+C2-Ciy, v=K;4+C;2-C,2, w=K;+C,y-C, ».

Ora nell’ipotesi (9) abbiamo in tutti i punti di o:
u=K+C2—Ciy=0,0=K;+Cox - Ciz=0, w=K;+C,yy - Cox=0;
sary allora:

K=K,=K;=C,=0C=0;=0,
e per le (14) si avra in tutt.i i punti di S:
u=0 , v=0, w=0.

Di qui ne deduciamo che note le forze esterne e le componenti
degli spostamenti nei punti del contorno s, le componenti degli spo-
stamenti nei punti di S sono completamente determinate.

L’ipotesi (10) ci d& per i punti di o:

1=K+ G —Cz2=0, w=K;+Cry—Coz=0;

quindi:

e per le (14):
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in tutti i punti di S. Questo risultato si pud interpretrare nel se-
guente modo: Note le forze esterne, la componente delle tensioni
al contorno nella direzione x e le componenti degli spostamenti al
contorno nelle direzioni y, 2, gli spostamenti dei punti del corpo S
sono determinati @ meno di una traslazione infinitesima nella dire-
zione x, che non altera lo forma del corpo.

Nell'ipotesi (11) si ha invece al contorno:

u=K,-}+ Gz —Cyy=20;
per cui sard sempre:
Ki=(C=0(C=0,
e per le (14):
u=0 , 1=K,—Ce , w=K;+Cy.

Quest’altro risultato ci dice che note le forze esterne, le com-
ponenti delle tensioni al contorno nelle direzioni y, 2 e la componente
degli spostamenti al contorno nella direzione x, gli spostamenti sono
determinati in tutti © punti del corpo elastico a meno di due tra-
slazioni infinitesime nelle direzioni y, z e di una rotazione infini-
tesima attorno all’ asse x, che non alterano la forma del corpo.

Finalmente nell’ipotesi (12) abbiamo su o:

u=Ki4-C2—Cyy , v=Ki+-Co—Ci2 , w=K;4Ciy—Csa

con K, K,, K, C,, C;, C; in generale differenti da zero, e quindi
anche nei punti di S. Avremo percid che note le forze esterne e
le tensioni al contorno, le componenti degli spostamenti nei punti
del corpo S sono determinati a meno di un movimento infinitesimo,
che avviene come se il corpo fosse rigido (1). -

3. Cid premesso, supponiamo dapprima di volere risolvere il pro-
blema dell’ elasticita, nel caso in cui sieno date le forze esterne e
le componenti degli spostamenti dei punti della superficie o.

(1) 11 metodo che abbiamo tenuto per stabilire i quattro risultati prece-
denti, & lo stesso di quello tenuto dal BrrrI (1. ¢, § 3) per stabilire il primo
di essi.
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In questo caso, come risulta da quanto sié visto nel § pre-
cedente, le componenti u, v, 10 sono completamente determinate
in tutti 1 punti del corpo elastico S. Per trovarle ammettiamo di
conoscere tre sistemi di integrali delle equazioni (2):

oy by e Ay by o 3, byy

corrispondenti a forze esterne nulle, regolari in tutto lo spazio S
e tali che su o soddisfino alle relazioni:

S1¢1+a1:0 , nt+b=0, w,F+e,=0,
U, Fay=0 , v+ b,=0, wy-t+c=0,
(1{3—}—((3:0 , gt by=0 |, w3t e=0.
Se indichiamo con A(l) B: , C‘l’ A?’, & C(,,?) ; Af), B C'S)

le componenti delle tensioni corrispondenti ai tre sistemi di mtev

(15)

grali che abbiamo supposto di conoscere, avremo per il teorema

del Bermr (I. c., §. 6):

0—] Xaldf~/2A(”udﬂ /}.anldS
S

0 :fﬁXcagd‘o- [2A?’udc+f}leagdS,
o S

JG

~

0 =/2‘.X5a3dc ~/ LAY wds + / Yo X apdS ;

Jo Ja vS
e se sommiamo ordinatamente queste relazioni membro a membro

con le (5), si avra dalle (15):

_4uL U= —/ Y AY XY uds +/o (uﬁ»aﬁde
S

¥4e]

(16) _ 4zl o= — [2 (AS)+X§>)udo+/ 0% (Uptay) X dS,
f .S

—47'Luo— —] X(A?)+X§))uds ~{~fp2(u3+r(3)XdS.
s G
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Queste formole, come si vede, ci risolvono il problema pro-
posto nel modo previsto.

4. Supponiamo ora di volere risolvere il problema dell elasticiti
nel caso in cui siano date le componenti degli spostamenti nelle due
direzioni vy, 2 e la componente delle tensioni nella direzione x.

Per questo osserveremo dapprima, che posto:

TR V2
U =5k 0 T o dx,
oxy Xy ox
ry 900 o) 777 7
Xo = ox, X Qs + oz, '

(r,s=1,2,38) , =z, =y, &=2)

e supposto:
av) pk:pY::pZ:O,

si ha dalle formole (5) del Somieriana con convenienti derivazioni:

(18) —4aLy® = [ 2X ur,ds —] 21X wds
¢

o]

in cui 7 indica il valore di ¥,s nel punto (., ¥, 2).

L’ipotesi (17) non porta nessuna restrizione, perché, come sara
dimostrato nel cap. III. (§. 2), il problema generale dell’elasticita
pud sempre ridursi ad un problema analogo nel quale le forze
esterne sono nulle.

Siano ora ag, by, €5 as, by, ¢35 an, bu,y €15 Qiey biey €125 g, iz, €13
cingue sistemi di integrali delle equaz. (2) relativi apX =pY =pZ =0,
regolari in tutto S, ed Af), B(f), Cf’; AS), e A(cn), v} A(Gw),. .

G

(13) . . . . . . PR .
A;",.... le tensioni corrispondenti; e questi integrali siano poi

tali che si abbia nei punti di o:
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e @ . _
[ Xo +A; =0, va+by=0, wy-fc,=0;
3 @
X(,J)—FAG):O, gt bg=0, wy+c;=0;
11
! X(n) -+ A(,, ‘=0 y tutbn==0, wyfen=0;

i LAY 0 gt ba= 0, it w0
\ ng) + A(;S) =0, vstbsy=0, wstcy=0.

Avremo per il teorema del Berri:

0 =1/ ¥2Xsa, ds —»fZAG uds,
o s

0 ::»[XXC,OL3 dc—-/EA\?udc,
G (%

G

~
0 :j 2 X, oy dc——sz‘;"uds,
G 6
_ pv Nt
0 —j 2X,a,ds —‘/‘LA(7 uds,
6 o
O——f“Xa ds /ZA(m)udc
- < HLog 13 - a .
G s

Sommiamo le prime due di queste relazioni membro a membro
con le ultime due delle (5) e le rimanenti membro a membro con
quelle che si ottengono dalla (18) facendo successivamente: =1,
s=1; r=1,58=2; r=1, s=3. Si avra tenendo conto delle (19):

— 4z L 7’0—fX (us+ay) ds —/
—4x Lw(,——/ (us+as) ds ——/

(Yo+BY) v+(Zg +C5) w ds,

(20)

(Yo +Bs) o (25 +05) w % s,
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—4n L A0— Xa(un+au) dﬁ«/ ((Y(:)—i—Bm) vt ( Zm) C(;”) wlds,

(12)

(12)) +( 12\+G(12)) ldﬁ

oy

—4n L KISZfX (u13+an) dc___j (Y(13 B(ls) +(Z(13) ;dc

(21)/--4z L “((102)-——/ X (et ) d / %(Y

\
Ora si ha dalle (1):

ou ou ov ou uw
o — 770 0 — 770 0 L) e U0 hodd
T ax y T2 = a?/l -+ axl , (== azl -+ 3,
onde si avra:
Sy _ 9 duy =Y — vy Ay Ots
T M 3y T . 5T

e quindi:
©2) o= [ 0 dur, - (1 — a”°) dy - (YO _ a_“_) i |4 K.
\ o, 5

Cosi viene risoluto il problema proposto in conformita dei ri-
sultati del §. 2.

Osservazione. — 11 processo che abbiamo tenuto per il cal-
colo di v, e w,, non si & tenuto per calcolare la w,, percheé le
A(1 ; , C(;) che si sarebbero trovate non soddisfano alle sei equa-
zioni dell’ equilibrio di un sistema rigido. Cid del resto & giustifi-
cato dal fatto che in questo modo la u, verrebbe ad essere de-
terminata completamente, mentre che, come abbiamo veduto, essa

¢ determinata soltanto a meno di una costante.

5. Siano ora date le componenti delle tensioni al contorno nelle
direzioni Jy, 2 e la componente degli spostamenti dei punti del con-
torno nella direzione .
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Per trovare in questo caso le formole che c¢i danno le com-
ponenti gy, vy, w, degli spostamenti dei punti di S, supponiamo di
conoscere sei sistemi di integrali delle equazioni dell’equilibrio
corrispondenti a forze esterne nulle:

Uy byy €1y Aoz y Dany oz Qszy By €335 Gz Diay Crp3 Gigy Disy Cig Glos, bys s Coa,

. . . . . (1) (1) 1 22, 22 22
ed indichiamo rispettivamente con A, B, oy, A(,,), B(, ' C(a); :

(33) (33) (33) 12) (12) 12) | 5 (13 (13) (18) (23) (23) (23)
Ao‘aBo‘ica';A01B0‘300'7A51BG)CG‘;A-0‘7B Cy le

g -3
componenti delle tensioni corrispondenti. Per il teorema del Brrmr
si avra:

~
,/O =12X5a1 dc——/EA(;)udfs,
G

|
f
| Jo
i
H

0 =/ EXcaggdc-—j Z‘.A(Z?)uds,
Js 6

0 =/2Xaaa3do—/2A(gajudc,
H G o]

0 ZJ[E X, a,ds ——fZ AP wds,
o s

(23)

/ 2 A 0 ds,

V'O

‘. 0 =] }]Xca%ds——fEA(?)u ds
| G c

e se supponiamo che 1 sei sistemi di integrali sopra menzionati
siano tali che si abbia in tutti i punti di o:

! 0 =/ X, ay ds —
i G
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L b =0 XY B 0, 7 4 0 0,
U+ =0 , Yo'+ B =0, 7294+ =0;
sz + 33 = 0 L] Y(;S) + B(g-m - 0 9 Z(;g) + 0(03.3) = O ;
(24) | 7(12) (12) (12) (12)
e+ a=0 , Yo + By =0, Zs +C; =0;
ws+ @y =0 , Yo' + By =0, Zg' + €5 =0;

Un =0 , Y& By =0, Zg' + 0 =0,

avremo, sommando la prima delle (23) con la prima delle (5) e
le altre ordinatamente con quelle che si ottengono dalla (18) fa-
cendo successivamente r=2, s=2; r=38, s=3; r=1, s=2;
r=1, s=3; r=2, s=3,

|4zl %:ﬂ?Y,, (0 + b))+ Zg 0y + ¢) — (X5 +AY Yu

ds,

— 4 LA f g o (oatbee) + Zig (rrpt ) — (X +A‘;2))u2do,

——4:7"L '”"33——/:Ya- (7)33+b33) “" 7 (7033“"(333) —_ ( 9 +A(33 ) ds,

25) ¢

— 47 Lyl =‘£g Yo (012+b10) + Zg (w1p4€10) — (ng) +A(;2) ) uids,

— 4 Lyii= U%Ya (Vis+bis) + Zg(Wrgtew) — (X(am) Aol's) ”2 ds,

'\ ,
\—4n L= [ 1Yo (ot ba) + Zg (10 0) — X AT Y u

\

ds.

Come si vede, la prima di queste formole ¢i da la componente
degli spostamenti nella direzione z dei punti di ‘S. Per avere le
altre componenti v,, ), poniamo:

97)0 awO

Az%— a!/l,
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si avra allora:

0 % a_v_"—l ©) albo ) a7/‘0 dwy___ 0 —
achl”*”"ayl’azl—z( ) s — By 2( A),
i %o l ( o |23> 9%{0
ox, 0z, 2 axl or, azl BN
Fo, 1 < a((m )
oz 2 \ o aw1
Py __ 1 (,a:& — __) 3(33
92, 2 \ 9 02, E

e quindi:

BA_ oM, Fuy @ 0A B % OA @ oW

o 23 dpde, om ' 0m oy da da o

Si avra dunque:
( o Aﬂ“oﬁ G ) < 3_“@ a((0)>
/ \2 e —2 oy, 02, 596—1/ da, | 2 02, oy dy +

+<ai‘—2i~ 9733)d 20 =A—2C

A

con C, costante arbitraria; e finalmente:

1}0:—:‘..

-G, 21+K21

0 1 ;
(18 = 52) dnt @y (A de,

o
wy = f (H “) L (7(;3-Aody1+Ygazdzl§+01yl+K3,

con K;, K; pure costanti arbitrarie. (Cfr. §. 2).

6. Si voglia finalmente risolvere il problema dell’ elasticita nel
caso che siano note le componenti delle tensioni al contorno.

In questo caso bisogna supporre noti sei sistemi di integrali
delle equazioni dell’ equilibrio:

a7'57 brs’ crs 7‘:1’2;3317273%
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corrispondenti a forze esterne nulle e tali che se

A B, Oy grzlﬁ?S:LQﬁg

\

sono le componenti delle sei tensioni corrispondenti, si abbia su o:

@) XP+AY =0, Y5 485 =025+ =0

=1,2;s=1,2,3$.

Cib posto, avremo per il teorema del Berir:

0 = [XXoa,,-sds _sz‘,;‘)udc : gr=1,2; s:],Z,S%

Le]

e se sommianio questa membro a membro con la (18) si otterra:

f

\

(28) —47:L*(E°2=[}2 Xg (st @ty ) do . 5)'=1,2;s=1, 2, 3;.
Jo

Per avere u,, v,, ,, poniamo :

v, Ay dw,  Su, Quy v,
2 == — — - _ e — - = — .
(29) A 2, oy’ B - 9z’ dy,  ox’

sard evidentemente:

OA_ ¥m  Fwy, A Fu, _ Fwy 2A__Fw - Fuy
axl —axl azl axl ayl ’ 3}/1 - ayl 921 ay? ’ azl - az% 3?/1 azl’

OB _ 3w,  Fu, 3B_ Py  Fuy B _ Fw, T
Qe  9r8 dr, 32’ 3y, oy 9y, 92732 Ox dm 2

,E‘l(} . a% Py, 3C % v, 2C 2t %,

A, T Amdy Ay 3 dyow '3z 0 0m  om om

ed inoltre:
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o Fw S _ S | P, O | Sy
(v, Om 2 ' O dy, d dpde | AE T 2 | ot

oSy Fwy _Ony | o
aél azl ayl azl—az% ayl
Ns 31{0+ Fug _Fwy O AR Fwy | Puy

0, o | Ow, 0z, ot | 2y 4’ o Ao | Ay azl ’

31)/
( )\ g@_ 8‘%01 * Puy e
dz, 0z 0x, | 9% axl + 2

M _ Puy | Fu, Y +3_ v Py Py Fuy N
or, ox, ayl At oy y, | 02’ dn i 'y dm At T o
‘\ 3’((102) o 8‘2140 a Vo

\ —E - azl ayl a—ZTaEl )
Abbiamo cosi 18 equazioni lineari nelle 18 incognite:
A 2A SA oB Y Puy i Py
oz, Ay, Y QT P QT ayl 92,7 92,02, " Oy’
oy T 08 T 0 ax T
che risolute rispetto alle prime nove, ¢i danno:

A3 Y GA_ M oW AW

=z I T oz dp % e ol
OB i3 29’(301) B HE B ol HE

e dm 0 T Oy dwm 0m ' dzm dwm  0m
30 a( 11 a((loz) oC a”zx a'(g)z) oC . Ny a'(

o ayl r, ' 0wy ' = Oy om

Avremo dunque :

Y Y 2
. ofie _ 9Ns Y\ g, Ol22 O _o%ls ) 4 {_
f 02 93/1 / 1+< ayl /d 1+< 2 a?/l) %

—2C,=M—2C¢,

3’{13 ( / a[n a((O) 3731
o, 3 K > ‘+< dx, azl>dz§—

—ACQZN’“zCz’

-

-
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(o2 %l sl _ 3fzz> Gt ér‘i’) I
/‘k\ N oz, l_’_( 23 X1 1+K o ox, dzls
_ZCSZP—‘ZC:;,
con C,, C;, C; costanti arbitrarie.
Dalle (29) e dalle altre:

40— sy | O, ) = 9w, | duy v
23 azl ayl v 3l axl azl T 412

si ha ovviamente:

w1, duy 1 CL S
9] =3 t124C) , 32 5 (t%—B) , 32, 5 (& +A) ,
2 0, G = S (8B, =7 WA
e poiche
aﬁO:.{m) 9z =9 a~w—°-—- 9
Bo, T gy, TR g T

sard finalmente:

1 ( N) dzle+0221—03y1+K1,

10 doy4- (((O]“FP) df/ﬂ' ’

"uoz

S/l/
. 1
o= [N ot - 68— dy @ 4 g ot K,

( !

con K, K,, K, costanti arbitrarie. Il problema proposto viene cosi
risoluto nel modo previsto alla fine del §. 2.

1
o=f (8 —P) daey+ 8 d?/1+ (M) dzy +Cy 2, — €, 2+ Ky,

Anche qui potremmo fare una osservazione analoga a quella
che si fece alla fine del §. 4.

et ————



CAPITOLO II.

Equilibrio di un corpo elastico indefinito limitato da un piano

1. Passiamo ad applicare i risultati precedenti al caso di un
corpo elastico indefinito limitato da un solo piano, che, senza por-
tare alcuna restrizione, potremo supporre essere il piano z=0.

Prima perd sara giusto osservare che nel caso di un corpo
elastico indefinito, ammesse le condizioni poste alla fine del §. 1
circa alla natura delle forze esterne e degli spostamenti, il teo-
rema di reciprocitd del Berrr sussiste ancora. Per dimostrarlo ba-
sterd usare il medesimo procedimento che il Somieriana usa, nella
citata Nota dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo, per estendere
le sue formole al caso di un corpo elastico indefinito.

Cio posto, supporiamo date le componenti degli spostamenti dei
punti del piano x=0 ¢ le componenti delle forze esterne.

Se P= (1, 1, &) & al solito il punto del corpo elastico in-
definito che si considera, la sua immagine rispetto al piano =0
sara P)=(-u\, 4, 21), e sl avrd evidentemente, indicando con #,
la distanza del punto P, ad un altro punto qualsiasi (z,, 2),

n=V@+u) + (y—p) + —a) .
Chiamiamo (2') il sistema delle equazioni (2) del capitolo pre-
cedente per s X=p Y =pZ=0. Le sette terne di funzioni:

1 4 o ry o a o
o2 W' 2 wdy’ 2 owoe
2 P 1w ¥ s
2 dyox' n 2 972 2 Yz
" &, o O 1 o
2 %0 2 3y n T8 A

Ann, Se. Norm. 2
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1,1 1

N _n 4

¢ ' 9y ' %
2L @l ol »l
'y . 7 7 1
ox + Mo o’ Mz dxdy’ oz dz
S S e
N " _n L4
oy +M oz dy ’ M d* M dy 9z
N S |

7 (Y T
oz +Mx8xaz ’ anyaz ! Mw“%)“é?
incui M= %2— , Sono sette sistemi di integrali delle equazioni (2)

regolari in tutti 1 punti dello spazio S, dati rispettivamente i
primi tre dal Somreriana, il quarto dal Berrr, i rimanenti dal
Cerrurr (l. ¢.); per cui anche le funzioni:

1 1
2_ 1 o 1
. 1 ga%- Ma b a8271+ ‘37_ Ma
N xa“ ! 2oz oy "oy T oy
sl o
o O L NP axMx
O T %mas e T MY
o al a?% 1 o d% &
1 1 % LY
(1)/ 2 5 3z 3y+ 1y +a:r1an 3 , b2 g ayg—k oMz
) 82_1_
d a%-}axMx 1
%= "oy Y e
BT o
o= O + f/'l M "oy o 2%
ST T des M TINS5 BT Ta g Tt gy
1
2__
‘ —i—zaj}-i— mea
‘» = T T g eI g



Equilibrio dei corpi elastici isotropi 19
formeranno tre sistemi di integrali delle equazioni (2) regolari in
tutto S.

Ora si ha, come si verifica facilmente, per x=0:
ht+a =0, 6,+b=0, w,+c=0
Uy =0 , v+ by=0, w,+¢c,=0
ustas=0, 54+b=0, wy4c;=0.

Gli integrali (1) sono dunque quelli che secondo i risultati
del §. 8 (cap. I) ¢i portano alla soluzione completa del problema
proposto.

Poiché nel caso nostro si ha:

oxr dy 9z

m=—105=9 3=0

avremo servendosi delle (3) del capitolo precedente:

81 al
X = L{(1—-24) -l"+aa3—’ YW =1 1a &
T TR T T T 9y Tty
1
39—
o gy, @l
Zg =1L Qaz—i‘aax*ad ’
1 1
°— 3=
X(2)=——L;(1+20) Ty Ol oy oy, @
o Ty oty T° (dz " 7 Pwdy)
® &Fr
Zs “L“axayaz ’
@ 371' >r 3 Pr
XO‘ = ——-L E(l-{—Za)E—am f YU :Laa‘i—a—y—a% y
1
9=
33
79 —nir" r

(%+a3xazz i
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. 31— 92—1 ( al a?l
O] % Ty 2 1 " '7'1)
= — 1-+M) = — 1
Ay L ax+ ( -+ a 7 BY L?(H_d)ay +o leaxSy
3_1 32_1
o = L ; (140 2 oM L
2 Y ox 92
51 1 51 31
® _ L4 e Ml B® _n
AY = L) —em Mol BY = -1 %ax ox, M aygg,
o1
® ]
Ce —Lalea—yaz
ke ok »l
@ A "
Ay =L (1+oc)a aleaa\,B Laleayaz,
o1 2l
C(:»)Z—L a‘il—O(%lM'a—z%l;-

Per avere poi le wu,, vy, w, basterd sostituire questi valori di
Xe, Yo, Zg: Xg oo Xg oo s Ag L By, O AY L5 AY
nelle (16) del capitolo precedente.

Perché risultino soddisfatte le condizioni richieste per la va-
lidita dei calcoli del §. 3 (cap. I) al caso nostro di un corpo ela-
stico indefinito, bastera evidentemente ammettere che le forze
esterne ¢ X, p Y, p Z agiscano per una porzione finita del corpo
elastico e che le funzioni u, », % dei punti del piano z=0 diven-
gano a distanza infinita infinitesime del primo ordine.

2. Supponiamo ora note sul piano x=0 la componenie delle
tensioni nella direzione x e le componenti degli spostamenti nelle
direzioni y e 2.
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Per risolvere il problema dell’ elasticita in questo caso conside-
riamo gli integrali seguenti delle equazioni (2) regolari in tutto S:

= O L __e ¥
T2 dy T T T2 T T2 50
e & TN poo % O __ 1 e,
3 2 dr oz BT 29y b = r 2 92’
1
] _a_%r&ai"l b & _ 2 ¥n
T T2 M T 2ty M T 2 3t
1 1
21 =
pom Ny O, __?_ﬁ_aﬁ - In
T Ty T %y 0 T T de  Yaway T T oyoe’
1 1
a’j 3 3. 0 3,
Ll13=-$ 787@4’ by= — P "o *r,

Iz * BT T e me

- o 2
oz ox*z

Le tensioni corrispondenti calcolate mediante le (3) (cap. I)
sono, poichd su o si ha z=0,

)1 .2
AY — Ligat1).D Fri) pe _ -1 SL o &
d % ) Pyl T T dz 7 dxdy
@ _ 1. On
Co = Ll@xayaz’
@ { ° 7_11 Fr @ Fr
A :‘Lz(za'i_l)a—— axza%’de—Laaxayazv
Sa;l o
®_ 1 {n oy,
Co = ~Lign T % aa
1 : 1
r= 2__
A = Lia—2e 4200 B = L sil+ on
T T PR e {92 Ay aax%)y ’
1
2
F 'y )

0 = Lz

ar 0z T X aee)’
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( 82% ') \32) 2;1 |
az) 1 AT 1, N gt
Ao =2L 20 oy — % 3y Vi top 2%
- 1
2_
(12) _ 7y 347‘1 .
Co = -L an 2 T 2% 50y
1 1
»-
a3 { ” a“/‘L ) a3 (n »_941‘1 )
Aq —2]‘(2”‘@“ * %P Bg = -L 13y 2 T2% 5320 2’
‘1 1
2 2+
(13) 0 8 0 2 '
Co = L{—xz—_*— 3 T2
Ora abbiamo:
51
_ # a Er _ &r . ot
T T e T T2ady 0 T T2 e’
1 1
T I O
1 dy - Aty Y= T o dedyr ' T T dxdyde’
1 ‘ 1
I S S S o
U= T ey T%as ' T T %oy 0 T T Mt
1 1
2 2
5(20_1)3_4‘_02‘&'? YO - 1, i_»,: T Naw é
¢ (T e A e T dxdy ' )’
aél 34
_p o e
Zg' = -L (axaz U’ax38z !
a a-zl o' ) \927' 327' My
2) g b Ty or
Xg  =2L2 aan “aagy Yo = T himetyy ‘Q“axﬁayig’
1
-
A § ‘fi_kga_jlj .
¢ = |9y 32 o*dydz)
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31 21
X®_ 91, (2 R A o | ¥ -1, r 0. )
e |77 w3z T 3af32) T 9y32+ (Ox*ydz)
1 1
2 * 2 1
7% _ 1, 5377 1 a_r 9 or .
¢ = o2 T 32 T 2% 579200

si avrd quindi per x=0:

o+ =21 , v+b=0, w+e=0,

NP A= 0, YL B —2YE | 7 O =27
U+ as=2u; , v3+b=0, w34 =0,
XO+AY =0, Yo+By=2Yy , Zg+ Cg=2L7;
U+ an =2 uy , m+ by =0, w,+e¢, =0,
XA =0, Y B = e Y 7 o =2 7
Mo + g =29 , ot be=0, W+ ¢,==0, ‘
X0 AP =0, Yo'+ B =2Yy | Zg + O =275

s+ g =2 ths , Vg Fb=0, Wyt c3=0,
Xy 4 A7 =0, Yo' 4 B =2Y¢" | 75"+ 0 =275
e quindi per le (20), (21) del §. 4 (cap. I);

iy

~~47cL1)0=/82u2X0_2Y? W—ZZ(? W0

ol

da,

{
—4nLw =/2M3Xa—2Y‘§’ v—2 2 w

~ G

(

{
J
—4n Lyl = / \2qu,-—— 2Yy » — ZZgl)w%ds,
Yo
o— | 12) a2)
——475L~(12—f'2u12X0~2§a v— 27¢ w;
o}

\
— 47 L4 =f('2%13Xa— 2YPy — 2728w ds.
G
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Queste mediante la (22) (cap. I) ¢i danno anche 1'altra compo-
nente wu,.

Osservazione. — Abbiamo detto che nel caso di un corpo ela-
stico indefinito le componenti u, v, 20 devono a distanza infinita
diventare quantita infinitesime del primo ordine; allora per le (3)
(cap. I) le X4, Yg, Zy devono a distanza infinita divenire infini-
tesime del secondo ordine. Segue quindi che nel caso del problema
testé considerato, bastera ammettere per la validita delle formole
trovate, che la funzione arbitraria X, dei punti del piano z=0
divenga a distanza infinita infinitesima del secondo ordine e che
le funzioni v, w0 degli stessi punti divengano a distanza infinita
infinitesime del primo ordine.

8. Siano ora date le componenti delle tensioni nelle direzioni
Y, 2 ¢ la componente degli spostamenti nella direzione x.

Incominciamo a considerare gli integrali delle (2) regolari in
tutto lo spazio S:

__1_ o b= - O o= N
TN TN 2 2y T2 e
2l v
g 2 O I S is S B4 U
= 2 xdy’ TET Ty 2 % T 2 3%
1
__o & oo 2 O o a ¥
2 dxde? TR T2 gyt TmT TR T
1 1
°— o
N Pr, _n & &y
v Tty T m T = drayde’
1 1
°—- =
— ", Fr b — o Fr _ a‘;l Fry
%2 At T Twager 0 T T et
1 1
. & B b = _a_rl_ *r, _ S;l &r
xdyd 1 B oz e ' BT T T Yot
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Per i punti del piano =0 questi integrali si possono seri-
vere nel seguente modo:

1 e ho— % 0T &
METL T2 0 N T 2 Ay AT 9 e’
51
_ 3 b___il‘_ga'“"r 0 &
®T 2w T Ty 28 0 BT T2
o1
o ,,3_3’1, oo O _'S)fr‘ B 7 o &r
=9 w2 BT 2 o CmT T % T 2%
1 1
_ ?_’j to & b= _a_;_d &r - &r
(g = ay 3 ax23y ) 12 or J W y Cre= — 0 m ’
1 . 1
_,a_Z'+ S, - o Fr
s = 35 "% fae 0 8T "wdyor ' BT T *mar’
1 1
&r a; &r a? Fr

a23=°‘ai—ay-a“z ) b%="§;"a§/g§é s Czsz—w—dgy—gg;

le tensioni corrispondenti saranno rispettivamente:

al al
o ’ - l 8_32"2 o _ _ r 337‘
Ao = LiU=2a) g +azal Be ==Ly togenis
) a% 3
oLl ", s .
d L oz +o ot oz}’
1 1
= o
) (( . _ r _ 347" 22 r &r
el N o o R e e T
0(22) . L 947'
¢ =

* drayfor



26

"
(33) | r
— (14 — e —
Ag L((I,ZU-)azz
>l
12 { »
Ag —2L(2/qxcj
a21
A(13\ —_ 7
¢ 2 L axaz
2
AP —oL(1420) " o
{ 9/ az
Poiché si ha:
a & .
U = T 59;31/‘2 s U= —
. Fr o
BT T 9 ok 0 T T
Uy = — _ka,?l“ —
@ dxdyde ' BT T

G. Lauricella

o 133) r
” 2?32 ’ Be = Lo drdyd?’
1
2__
o — 1, ‘& + o R
¢ = Yoo or 22’
1 1
2_ p—
7734,‘ ? a2 377' ?777‘4_2’ i
B R il T T e
1
gt
(12) { A??ﬁ 7? .
Co = Lzt 2% e 0s 0
1
) & Ay
— L + T
P o aya * oty
58271 82 r o
(13)___ ‘ T e .
Co L (2 + 92° +2a9x2322} '
_945 (23 '-L‘ a 784}” —
3ty e (axsz &v%)f@z '
»1
¢y =L +2 __91_2
4 ga wdy | < amdyd
1
8_7-' o &r o r |
T 28p 7 T T2 WfeR
1
o & w P e
2 y oF TR % 2 %’
1 1
Py
% T Py dy 02*’



3}
X

(33)
X, =

23)
x&

a1 1
r o ¥ Y \ Fr
=L (1—2a) g Fo g Liay o 25y
1
79 L aj_{_ Pr
fT T M0 T R ee
1 1
= o=
X = L (1420 5 h—as ], Y = L b
¢ = Y R 1Y S aan axay
@) _ _ __3“;" .
Ze ==Ly s
a?
r o 6 or
L 020 g gl s T = ~Lo g S
1
2t
7% _ L sif__*_c, _a4_r_§ .
T - 19232 ' " 3x 3°Y’
1 1
2 - 2
orl(1+2 i ) i FEP L
= ?( + J)aya axiayazS’ r - 8:1682 *dxaytas!’
1
2
7% _ 1 ?_i__l_ga___aj’__
a - dxdy dxdyd®) ’
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avremo sul piano x=0:

" +al=0 ) n+b =20, w 4+ =2w ,
X0 AY=2X] | Yo Bi=0, Zo+Cp=0;
Ugg + Qoo = 0, v+t be=2vs , Wo — Cop == 2 Wy,
X4 AP=2XY |, Y94+ BY=0, 27+ C7=0;
ag , g 1)

U+ =10 , T+ by=—20v5 , Wyg | =210y,

X(g3) + A(§3)______ 9 X(z?’) , Y(zii) + B(ZS)____ 0 , Z(ZS) + C(:s)z 0 .
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e+ 0 =0 , w4 be=20r, , W, cp==21w,,

+ A_(m)__.‘ 2 XIZ) , Y(I?)‘L B

(17) (12) (12

=0, 7% =

Uy + =10 , v+ by=22v5 , W3+ c;=2w,,
Xg'+ Ar=2Xg , Yo+ B,'=0, Z + 0 =0 ;

1423‘+‘ =0, tutby=205 , Wu-+t cyp=2wy4,
XPp A= 2 X, Y4 BY=0, 24 0=

Le formule (25) (cap. I) c¢i danno dunque:

——4'rLu0—_/ 20 Yo+ 2w Z —QXS.) uzdc,

ds ,

—47:L(‘°)—/A(2102 Y, 4+ 2wy Ze— 2XP g
G
__MLygg:];2@33YG+~2703326—2X§3’u2dc,

1

—47:L7§‘2=/ ; 2 01 Yoo 201 Zig — 2 X7 4,

X I

—4x LW /22}13Y —}—2w13Z—2X]3) %dc,
_4wL7g;>=/ 2023Y¢+21023ZG~ZX§3)MEdo.
/s

Dalle precedenti poi per mezzo delle (26) (cap.I) si hanno,
operando nel modo indicato nel §. 5 del precedente capitolo, le

altre due componenti ¢, 20,.

Anche qui bastera che le fuzioni «, Y, Z dei punti del piano

x =0, divengano a distanza infinita la prima infinitesima del primo

ordine, le altre due infinitesime del secondo ordine.
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4. Supponiamo finalmente di conoscere le tre componenti delle

tensioni nei punti del piano x=0.

Per trovarg le ¥, consideriamo dapprima il seguente sistema
di integrali delle (2):
8771 32—1 1 a}

— "N 2 h
Pu =3, + Mz ox® 2 (14-M) ox

827'1 1 a?l

92;1 1 871
. L N
= Mz 573s 5 1+M) 3

Per =0 si ha evidentemente per questi integrali:

azl ae_l
r 1 r
0= (1+M) —ax—; r =g (1+M) @21 v Te=0, n3=0;
e quindi avremo per le corrispondenti tensioni:
32_1 32_1
Py = (14+M) (K4L) 7= —2LM o', Q5"=0 , R{" =0,

Similmente se si considerano gli integrali:

azl 331' azl
= Me 2 — Ly LD
Pu=gpe TMe 5 =5 (40 5
sl ol

[ »_L___ 7y
9n = Mz ot ay 9 (1+M) ail“a_l/
33—1— azl-

I 1
“owres g UM

'y

= = dxdz’
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avremo per le tensioni corrispondenti sul piano = 0:
St
(1 ” (11) ay
PIG = "'2LM§;§‘, QIQ— :O 3y R’d‘ :O .

Dunque le tre funzioni regolari in tutto S:

)1
. n_ 2 l+a o gz,
an = % 9 s M Pu M ?0111
L R W b 5 LI
n= -5 9 dy M qu — M qu
o P 1+a ax |,
W=y e M T M

rappresentano un sistema di integrali delle equazioni (2') le cui

tensioni corrispondenti sono per x=0:

al " y% y%
1 r 7,
AY = —L)(1—24) aate =2 (14o) 5o =202 550,
(agil_' or
ay _ 1 o
Bo' = =Ligay 7% aray)
(1) 32; o
—_ - 1 1 .
Co = ~Lisas T 30’
é poiché:
1 1 1
2 - pr Ll R
o r ) r r

X0 — Lia—1

o) - — e
{ Lid+e) e =2 Aty

T T T
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821
YW = T, +a 947',-2
7 axay ox® dy)’
32
4y
. _ ‘
Zg' = -1 |9 az+ du® del ’

avremo evidentemente:
ll 11 (11) (11) (11 11)
DAY =0,Y+B=0, 7+ 0=

Il sistema di integrali delle equazioni (2):

az asl { az asl azl

: N n gy
Vo= gy M gy~ o (W =M =5 M 27

p L 1

Fe=Me 1t L n

dxdydz 2 dy oz

el da:
33
Py = —2LM 5on , Q' =0, RS =0.

Se consideriamo quindi gli integrali seguenti delle equazioni (2')

2l o
. ;-; & 202, . h Pry 201, ,
= aj% am?ay—}_ M 2012, b”_a + axay2+ M e
&, Zaml ,
Cie U'amay az + Y12y
avremo per « = 0:
32;1— o asrl
0y no o Yt o1
As' = -2l 200y ey T2ty
.3271 1 M) ibqu NG )
az __1 RN C(lz): ) SO LS U O
B,,- —L%\xz J+27‘\ 93_7/25’ G L(x\ybz j"\xzcyaz)
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e poiché
b2l 03 1
(12) \ r Xr ) r
»L e a1
g ‘ P o az (o *7?41‘-
Yo = -Ligstyy 7 2% s3g» Lo =~ Liya T 2% sy
sara:

Xo +AY =0, Y4B =0, Z207 + P =0.

Analogamente se si prende:

1
. " r, 202 . Fr, 20, ,
M= e T Do bo=sgset w 0w
1
a_
Pry 2ox
C13 = SL‘+ 3E922+ "713,
con
921 as_l_ 92
o L LT
P =55, T Me du? dz (1+ M) ax '
> 2 1 82 831 921
' — St
Ta=Mr s e 2("r V3y02 5 o= Ma g (1+M”a?’
avremo:
yJ »l
ay _ ) ot L ]
As=-2L " wde “odbas 127 % oxt 3z ,ﬁ’
azl 5 32 921 \
B(13> L‘ r " Z (m oy )
3y02 T 2% 03,3 0 Lzt g 2 9:202 °
e quindi:

X(n) _+ A;s; -0, Y‘;g) 4 Bga) =0, Z(;s» + C(;:%) =,
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Poiché le tre funzioni:

92% a% 32% a%%
1 1 1 »__L
MY sway > 3 TV 57 Mg

sono integrali delle equazioni (2'), saranno integrali di queste stesse

equazioni le altre funzioni:

y% CEN

—_ A S !
n=M\v s, @yt w/

o1 »l ol 1

N _h_ gy hy
91‘—' ay +M y ayg ]/1 ayg + ay £

BLoEL

o Ly, 1 _t

n=M\vs5% Yyut

Le tensioni ad esse corrispondenti calcolate mediante le (3)

(cap. I) sono, poicheé su s si ha «=0 (),

1 »l
n __ _n N
I e
a2l 83}_ agl

O 1 e 4o 7 R 9 LM, L
QT_L((l M)axay'}‘ZM"layz’ch QLM"[laye 2

Se consideriamo il sistema di integrali delle equazioni (2):
1
9=

__* on o ¥ o I
=9 e BT T T2 W T T2 e

(1) Ometto i calcoli necessari per arrivare alle formole (2), perché quan-
tunque laboriosi, pure non possono offrire nessuna difficolta.

Ann, Sc. Norm. 3
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avremo per le corrispondenti tensioni sul piano s (x=0):

>l >l »l
P(2)=L 5(1+20)i_aﬁ L S(]_-l—a) "1 —or _—7L
G ( g ayz axzayz ( a 2 1z ayz ’
321_ " 321 as
@_ "N ) b }
o = ~Lisray T aysg (axa , T 3
pl
® O e Loz T
RG———Ldaxay2az = La‘rlaygaz'

Prendendo allora gli integrali:

1 1
p%="m(°‘1)l+2MZ92) ’ 922=—§“M(“91+2Mq9)’

1 ,
Vop = —‘m (d 7'1_'_2 M 7'2) ’

le corrispondenti tensioni saranno, poiché o (1—M) — 2 M =0,

2M(1+4a) + o (14+M)=4M (1-}0):

a%l
Py = —2L (1+) 5 2 Q¥ =0,RY=0.

Similmente considerando gli integrali delle (2):

o o 3]) r, RIa 3g:
]9221—1—_}?1@( —{—ZM 2 y Gal = 1+M g A +2Max '

arl 372
o1 = 1+M< _'}~2Ma>7

avremo, poiché 2M (14a) + o (14M) =2 o (14+M):

a3

Pol=2Ton gy, Q=0 BV=0.
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Prendiamo dunque per integrali as,, be, ¢y le tre seguenti
funzioni regolari in tutto S:

Ay == PotPotPon by = 7+ 922“4‘9221 v Cop == Vgt roo—7om 3

allora si avrad per x=0:

921 ;.)3_1_ azl >
‘22) 7y (5}
AP=_1, (1+a)a 5 axlaxa = Lg(l-l—ga)a‘y?————aé;giay? 3
o1
o 5 o'y
By = - ?8x8y+ v 3y
oY
@) = e
C, = . L“axayﬁaz’
e poiche:
2t o L
oy l r (22) r 347'
X; =L](1+20a) 3 ooy Y’ Yo =—L Wﬂc or dy’)
o _ o
o =—Lag ~ias

sara:

Xg'+ AT =0, Yo' +B =0, Zy 4 €' =0.
Analogamente posto:

R a_l—) < CER R
- L NP TR
=Mz alaz 3r82+8x : M\#5, 2 z‘ayaz’L A

2L 2l »l L
M= A M e e gt gl s
71

Fr, , o Pr ” o Pr,

2 ] —_— T
Pr="79 32 7 2 yor = T2 2 38’

H
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1 (A ! 1 1 ! !
B M(d]?rt'ZMpz) y gzzz—z—M(ag,—}—ZMgg) )
, 1 , ,
7'22=—2—1\7I (nr, +2M~#) ;
;o Ty 9]? 1 ap 2 ' Z ( aq 1 2 992
Po = _~1+M< Y +2M ) 9221—1+M 9L‘+ Mam
Vg = 114M ( o’ oy 2Ma7'2> .

33 =]0'2+P'22+Z9,224 , by = Q’2+ - 9’22+ 9'221 y O3 = 7',2+7'122+7'1221 y:

avremo per x=0:

ael
&(33) —_L ‘(1 +9 U) C 4 B(33) ——Loa »_941? -
BT Y T o T T ey o
1
-
0@ — g { "y, @l
4 9232 " dr a2y’
e poiché:
) 82% o (33) o'
@ __ r_ . or —— Ty
Xo' = L4205 —ogpege Yo =L g g
.1
7% 1, a_;_,_d O
¢ drde T Ar !

avremo anche qui:
S+ AY=0, YP4+BY=0, 24

Finalmente consideriamo gli integrali delle (2):

»L »L pl a?l)
S n Ty, T
=M Yovse YV owas Fxay “amay)
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oL oL 2l @l 1
q"q = . -+ M — ! ’

y __Tl_ - _Tl. __l_z $ 2z
oz e U dy 9z o° " oy?
8} ( 92} 32% 32} 921
o A YR N NPV A U AL B
M=, TN\ Vg ey s A

si avrd per le tensioni sul piano x=0:

el »l

PY—T, §2(1+M)973;+4Mx, aTagé% ,
321 » 1

QY =Ly (1=M) 2  aMay T
»L »L

RY — L) (1—M) ax—g‘y 4+ 4 Mz, 917%2& .

Le tre funzioni integrali delle (2):
" r, y 8 % Pr, " 2 }4 &Pr,

Ve tmn o 1T T % e T Ty Yy

c¢i danno poi:

»L o 5 #L »L
n(2) _ 5 . i ___ Ty — __/rl‘ _ __‘ﬁ¥€
P —2L((1+2 J()ay 3 “artdy oz 2L ((H"‘)ay oz ”‘m’axayazt’
>l N L »l
o _ " LA — 1" N
Vo = Llaxaz+ “axayzaz, L%axaﬁz”‘ay?az; ’
azl * 1_ a3l
Rn(?) =1 ‘ JjL + 24 7941‘,’ _ ), N J'_ -+» Qa0 ,,_i}
ST Yz dy 3z 9y 322 dxdy "oy ot
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Dunque se si prendono gli integrali seguenti delle equa-
zioni (2):
" 1 1 1/ " 1 " "
Pnz—m (“}7 2 Mpy) G so—— aM (“94+2M92) )

Pogm=—ro —2—11\—{[ (o 7" -2M+") ,
avremo per le corrispondenti tensioni:
ok
Py =—4L( (140) 5, L QY =0,R% =0

Nello stesso modo se si prendono per integrali delle equazioni

(2) le tre funzioni:

" . Z, ap 1 ap " a_g__l 2‘29
]0224—1+M< +2M3L o 1+M( + Ma_
” x, (o o
Yo =1 Ve T2 My )
si avra per le corrispondenti tensioni:
33 -
n(®2) n(221) n22)
PO’ '—"4La'qlamaya ’QO‘ """O R 0‘

Posto allora:

Uog = Z’"z‘}‘p"zz“{‘}?"w y by = 9”2‘1‘9"22+ 9"224 y Cy3 == 7'"2+””22+""22n
avremo tre funzioni regolari in tutti i punti dello spazio S, le
quali soddisfano alle equazioni (2') dell’equilibrio e per le guali

le corrispondenti tensioni sono:

821— 33 ( 921 o
o ” o1 ! e 9
AP=2L |1y Tt am gt (-2 L1420 5 5 TN
#1 .
@3 —_ ‘»L AL
B = =—L |3z 9z 20 ox dy* 92}
a2l

7 o,
L axay+2°‘axayazﬂ§ :

23)
oY = —_——
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Ora si ha:
S
X® — oL (1422) ' —u _ar
¢ - Ty % ox*dydz)’
1

Y‘%)___L@:’T_ ga._ai’;

e A R T

2l )
@ \f? B o )
2o =—Ligg, T 2% oo’

quindi, poiché su s &

el pl Rl Hl Rl el
e o _ T
dyd ydz' dxrde  Qwde’ dxdy  dxdy’
o, o o' i ' '

Qa*dydz 01%dydz ' dwdyds  Owdyde  dwdydst  owdydet’

avremo:
7 (23) (23) (23) (23) (23) (23)
Xe +Ag =0, Yo +Bs =0, Zsg +C¢ =0.

Sostituendo nella (28) (cap. I) alle tre funzioni a5, brs, ¢s
successivamente le sei terme di funzioni ay, by, €,y (i, D1y Cig;
gy Digy €135 Oaay ooy Coos Gazy Dsay Ca35 (o Dusy Ca trovate in questo
paragrafo otterremo le 4}, v, 1%, 18, 1%, 1%, e quindi, col pro-
cesso indicato al §. 6 del capitolo precedente, avremo dalle (32)
le u,, vy, W0,.

Qui bisogna naturalmente ammettere che le funzioni arbitrarie
Xg, Yo, Zg dei punti del piano x=0 diventino a distanza infi-

nita infinitesime del secondo ordine.



CAPITOLO III

Studio degli integrali che compariscono nelle formule -
del Somigliana

B L e

1. E noto che il secondo membro della formula di Greex pud
essere interpretato come la somma di tre funzioni potenziali: una
di spazio, una di doppio strato ed una di superficie. Ora nelle
formole del Somieriana gli integrali analoghi alla funzione poten-

ziale di spazio sono:

1) [SoXuds , (=123
v S
gli integrali analoghi alla funzione potenziale di un doppio strato
sono:
(@) fzx‘;’udc , (i=1,2,9)
s .

e quelli analoghi alla funzione potenziale di una distribuzione su-
perficiale sono:

3 - ] YXXou;ds , (¢=1,2,8).
6
Per gli integrali (1) dimostrai giad in una Nota () dei Ren-

(*) Nel vol. XXXIV, anno 1893, del (Nuovo Cimento) ho riprodotta questa
Nota, aggivngendovi alcuni sviluppi che nei (Rendiconti della R. Accademia
dei Lincei) avevo dovuto trascurare per ristrettezza di spazio.
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diconti della R. Accademia dei Lincei (vol. IL, anno 1893) un teo-

rema analogo a quello del Porssox. Posto cioé:

1 [ 1 [
M_—mepXuldS , N——~4WL]ZpXu2dS :
S S
P 1 ‘2 X u, dS
- 4:TUL S e 3

ed ammesso che le funzioni X, pY, pZ oltre a soddisfare aila
condizione di essere integrabili lungo qualunque segmento rettilineo
dello spazio S, siano tali che gli integrali:

7 r
r 7 r
0 /0 0

st mantengano determinati e finiti lungo ogni raggio rettore uscente
da (x,, %, 1), dimostrai che le tre funzioni M, N, P soddisfano
alle sequenti equazioni :

/
fLA2M+(L+K)gg=pX
1

\ e 0 (o M N 9P
@ LN (LK) | =pY =155, T

LA2P+(L+K)§~S—=(JZ.
1

Da questo teorema segue, poiché le espressioni:

fZXguldc—/ZXg)uds,
G o]
fXXguzdo—-/ ZX(?uols,
(o] G

~

/EXqusds— fEX(:)ud')
G J

3
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soddisfano alle equazioni (4) per p X=1 Y=1Z=0 (v. SomMIcLIANA,
L ¢, §. 1), che le formole del Soxmeriana valgono anche quando le
funzioni p X, Y, » Z soddisfano alle sole condizioni precedente-
mente poste.

2. Nel cap. I si era ammesso che il problema pit generale del-
I'elasticita pud sempre ridursi al caso pit semplice di un problema
analogo in cui mancano le forze esterne. Ora questo teorema,
dimostrato per la prima volta dal Bgrr (L c., §. 5), risulta, come
ha fatto osservare il prof. Vourerra, molto facilmente dalle for-
mole (4).‘

Per vederlo indichiamo con u, », w le componenti degli spo-
stamenti corrispondenti ad una data deformazione con I';s le espres-
sioni analoghe alle v, formate con le funzioni M, N, P; e poniamo:

u=M-+u , =N+, w=P+w
(5)
9:®+9’ ’ Yrs:rrs—*—Y,f's'

Ponendo nelle (4) e nelle funzioni M, N, P le variabili z, ¥, 2
in luogo delle altre ), ¥, 21, avremo:

Lt ) 4 (L) L0 x
L A* (N++) 4 (L+K) ”(”)D_if'_)s
L A% (P4w) + (LA K>°(@j9 =47,
L A*M 1—(L+K)bg— o X
LA2N+(L+K)§S .Y
(,()

LAP + (LAK) o =p%;



Equilibrio dei corpt elastici isotropi 43
e quindi:
, W _
KL A? o - (L—{—K)
, o R
O LAY @AR =0 e

Lot {4 5 "9'

Le condizioni al contorno che per le funzioni , v, w erano:
dx d dz

(K 042 L) ” + Lie 3% + Lt ” = Xs
N dy 2

Lm D7@+ (Kbo+2 L {2-2)5;1—*—14‘("235;1——170
dx dy

L'(sx@"l‘L(sza (K9+2L(33)*-—Zas

saranno ora per le w, v, w':
’ ' f Az
(KQ'FZLYH)L "l"L“(lz +L713 = X5 —

— (K«)+2Lru> +er‘~”+L1‘

138

Lt o 4 (K V-2 Tt Y L = Yo

()
{ e . dy 0z
— ?L Iy n + (K042 Ll“zz)a—;Z + LP%%,

/ d / J ] ’ dz
Lty T Lifs 52 4 (K042 L) o =Zir —

|

«\ _%er +LI‘32 /1 (K04-2LTy) §

Dunque per avere le u, v, w bastera calcolare prima gli inte-
grali M, N, P, integrare poi le equazioni indefinite (6) colle condi-
zioni al contorno (7) e servirsi in fine delle formole (5).
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3. Studiamo ora le discontinuita degli integrali (2) che si hanno
quando il punto che si considera attraversa la superficie, nello stesso
modo che nella teoria delle funzioni armoniche si studia la discon-
tinuitd della funzione potenziale di un doppio strato.

Stabiliamo dapprima alcune formole che ci saranno molto utili
in seguito.

Nella mia Nota, citata al §. 1, stabilii la formola:

.D' D ‘\ 0
) 2 gy = | g
s % s @

e le analoghe, supposto che 1l punto P= (2, #,, 2,) non si tro-
vasse sulla superficig s. Ora le medesime formole valgono anche
quando il punto (z,, ¥, 2)) si trova su 6 e in questo punto la su-
perficie ammette un piano tangente ordinario.

Infatti indicata con «', la funzione w, considerata nel punfo -
P'=(«, /1, ) dis, si pud osservare che gli integrali:

dul, dx 0 My dy s
Y s kA
L B AR

sono uniformemente propri, ossia che preso un numero & piccolo
ad arbitrio, si pud isolare il punto P’ con una porzione o' di su-
perficie 6 talmente piccola che sia:

Wy dx e ‘Du' dy g
9 — - o ds < — i S -~
®) Ly w P e w P
e che inoltre si abbia:

duy, € duy dy 3

— — /M —— o3 —_—
(10) Ly w3 ’[ax m P

/0 /0

anche coll’indefinito avvicinarsi del punto P al punto P' di s.
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L espressione

du, bx [ \ul By
5 — o Dy Dn

45

,Dx bn

¢ una funzione del punto P==(x,, 4, 2) che coll'avvicinarsi di

questo punto al punto P'==(x,, ¥/,, 7)) di o tende verso 1'altra
espressione determinata

[ Ll

! My M ', N

{ —t %—ds— i A IE
l __oluy an 5

-4 dr dn

ora essa per le (8), (10) si mantiene sempre inferiore ad ¢, quindi
anche il suo limite sard inferiore a questa grandezza, ossia si avra

[3“— a"l?/z

o - &% - RERTD

<z

Da questa e dalle (9) avremo finalmente passando al limite

per o =10:
RO TR T
s % Vcaw n

Nello stesso modo si dimostrano le formole analoghe.
Dimostrate cosi la (8) e le analoghe in tutti i casi, avremo
dovunque sia il punto (z,, ¥, 2) dal quale partono i raggi s

»7 »L »7.
2 2 Yy 2
Jo 2 + Py + d* 0z dn do =
r r r 1
»L P e g
2 & 2 2 T
_‘L/G‘ X +D 2 + w3 wm) P s m s
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r 7 7
» ¥ »r
2 2 Dz
ﬁ d* dy %_*—\xby bn +bxby ) =
1
»!r 63 r »l )=
_ 2 )y dy 2 My r dy
_ﬁ 2 + ‘xb_?f ) + dx 32* In do = s do

wl »r 31
2 = + 2 0z do —
s \022z m | Dxbz m -
a” L3i 33L 1;, }_
2 2 2 2 2 2 r
=)\ w Twpw T w) P wm ™

Osservando quindi che si ha:

2l L L
0ol 2 _Trd) T
X“——glLb dz? Yz bns+L m '
»f L L L
o _ o2 Yy rwo, Yy
YG—ZaL(M Mdy e M + L Yy )’
w1 y 1 l
W __ Y "2 Tro» R IR
Z""‘Z“Lg% Wz D_n—/_i_L dz i’

risulta:

(11)fX“ ds =1L [~ds, Yy ds=0, fz‘;’ds.:o (.
o] ¢}

4. Indichiamo rispettivamente con w,, v, %, 1 valori, supposti

[ [l

(*) Queste formole, per il caso di P interno al corpo elastico, furono di-
mostrate con un altro metodo dal prof. VorTERRA nel suo Corso di lezioni di
fisica-matematica.
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finiti, di wu, v, w nel punto P' della superficie 5. Avremo identi-
camente:

W=y -+ (U—1y) , v=120,+ (0—uy) , w==1u,+ (W—w,) ,
e quindi per le (11):
f.\l XY u do== uo/ X9 ds v, [Y(;) dc—{—woj 7. do -

G 0 .

5 ]
1

- gl .
0] r < (1)
4+ X, u—uy) ds =wuy L | —ds+4-3 [ Xy (u—uy) ds.
%] ./ O N o} .

Supponiamo che la superficie o abbia in P' la curvatura finita
e che le funzioni u, v, w siano tali che le espressioni:

l—u)  |o—vy]  |w—uwy

b
"o *o ’ %o '

in cul #, indica la distanza del punto P’ da un altro punto qual-
siasi, siano integrabili a partire da P' lungo qualunque linea uscente
da P’ stesso.

Osserviamo dapprima che per le ipotesi fatte 1'integrale:

f 2 XY (u—uo) ds
s

nel caso in cui il punto che si considera sia P', & proprio.

Per dimostrarlo stacchiamo da s una regione o' contenente P’
nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta da ogni
normale innalzata dai punti del piano tangente a s in P'; allora
poiche I'integrale che esaminiamo non presenta nessuna singola-
ritd quando viene esteso a 6— ¢, basterd per il nostro scopo pro-

vare che 1'integrale
f % X(;) (u—up) do'

& proprio. Per questo osserviamo che facendo uso delle coordinate
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polari 74, 9 col polo nel punto P, si ha:
_de' ==, dr, d9 ;

e quindi, indicando con ¢+, i valori di 7, corrispondenti ai punti
del contorno di ¢, avremo:

/X(? (u—uo)clc:] 2aL§ _L cos (rn) 4-3 cos® (rx) cos (7‘%)2 —
o | 2 2 }

r'ou—u
— L cos (rn) | d9 / ® dry
Jo o P

1 é
75 €08 (ry) cos(nx) +%cos(rx) cos(ry) cos(rn) %—

»/Y?(v—v@do:f{ZaL
5I

. - ‘
— L ; cos (1ry) cos (nx)—cos (1) cos (ny))} df j E’—’_;jfp dry
0

1
) ¥y

/; 75 (w—wy) do— f {ZaL - %cos(re) cos (an% cos(rx) cos(rz)cos(rn)
e} N

' o
d9 f L
o

Cid posto & facile dimostrare che 1'integrale:

—L g cos (12) cos (nr) — cos (rx) cos (nz)

/ XY (u—uy) ds

& una funzione continua del punto P, anche quando questo punto
attraversa la superficie 6 passando per P'. Infatti, poiché quando
- P coincide con P’ esso & proprio, sara possibile staccare da s una
sua particella o, racchiudente P' nel suo interno e talmente pic-
cola che si abbia:

|
/xx‘? () ds | < =,
A 3

10

(12)

dove ¢ & una quantitda arbitrariamente piccola. K evidente poi che
V'ineguaglianza precedente vale anche quando P non si trova su o,



Equilibrio dei corpi elastici isotropt 49
Prendiamo ora due punti vicinissimi P,, P, dello spazio ed in-

ooy . . (Y 1y 1y (ty (1 (AR
dichiamo rispettivamente con Xy, Yy, Zy e Xg', Yy, Zg cid

. . . 1 1] 1) 3 M ]
che divengono le espressioni X(,), Yy, Zg inquesti due punti. Posto

6,=06—0,, avremo evidentemente:

j P X(;)’ (u—1up) do = / x X(;)' (u—up) doy+ | X ng (4 —mny) doy ,
o

e} Ol

./G2

/ XY (0 —up) do= f S XY (u—uq) do, + f 2 XY (u—up) doy ,
o] G,

e percid:

/ XY (u—ug) do — f XY (w-u) do| =
G o}

= / 2 XY (u—up) do, — / XY (u—up) doy| +
o} Gz

2

—+ f > X(;)' (w—uy,) do; — j 3 X(ol.w (—u) dsy | .
Sy

071

Facciamo avvicinare indefinitamente il punto P, al punto P,
e vediamo che cosa accade al limite della espressione:

\ f s XY (w—up) do — f 3 XY (u—up) do
Yo G

|

4

anche quando in tale avvicinamento il punto P, dovesse attraver-
sare la superficie o passando per P'. Poiché l'integrale

~

j 3 X‘;’ (u—up) dn,
o

2
¢ una funzione continua dei punti di tutto lo spazio esclusi quelli

di o,, avremo nel nostro caso per P, sufficientemente vicino a P;:

J

2 o

2 Xy (u—up) do, — f 3 XY (u—uy) ch1 < % )

Ann. Sc. Norm.
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D’altra parte si ha per la (12) sempre nel caso nostro:
|
I

<6,

3 X' (u—uq) doy — f S XY (u—ue) do, E <2e
G

Avremo dunque la diseguaglianza:
|

, — i
fZ X(,” (u—1t) do —j b X(;) (u-—up) ds | <,
] e |

con ¢ quantith piccola ad arbitrio.
Dimostrata cosi la continuita dell’integrale

f 5 XY (w—up) ds
o]

intesa nel modo da noi detto, & chiaro che se P, e P, sono due
punti uno interno allo spazio S e 1'altro esterno, avremo:

lim f}: X(;) (u—up) do = lim SXY w—up) dos =N
P, P'=0Ys5 P, P'=0/6s

per cul sard:

lim fzx‘;’uozc — 2nLuy+ N,

Pl P,:O G
lim fEX%)udo=-——2nLuo+N,
Pg P’=O G
e quindi:
lim /ZX(;)udc— lim sz(;)udc::a};nLuo.
P, P=0's P, P=0¢

Nello stesso modo si avra:

~

lim 3X0uds — lim fEX(;’udczanLvo,
P, P=0Y6s P, P'—=0 s

lim fzx‘?;’udo_ lim fzxﬁ’ztd:s:meo.
P, P=0'q P,P=0's
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Queste formole determinano appunto le discontinuita che si
hanno degli integrali:

-

/ udcs , / udcs , /ZX?udc,
5

Vo J3
quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa la superficie o
in una direzione qualsiasi.

5. Si & visto nel § precedente che i tre integrali delle equa-
zioni dell’equilibrio:

.
(13) U=fZX‘é’udc, szzxi?udo,vv= X5 uds
a 6 5

sono discontinui quando il punto, al quale si riferiscono, attraversa
la superficie 6. Vediamo ora in che relazione stanno i valori delle
tensioni corrispondenti a questi tre integrali dalle due parti di o.

Per questo consideriamo un punto P di 6 e scomponiamo questa
superficie in due regioni o, e g, di cui la prima contenga P nel

suo interno; avremo allora:

U f>X udc+/ quds, —f\X( udc—f/ ,udc,
o] *' Gy

1
—/ZXs)udc—{—fZX uds.
Posto:

Ul—f XDuds , V,= [X(g)udc,Wl~f>X,14dc,
Y0y

—fZXl)udo,Vg—j XPuds , W, = [EXf)udc,
VG,
sara.

U=U+0U,, V=V 4V,, W=W4W,;
e quindi, indicando con X, Yo, Zo; X5, Yo, Zs 5 X, Yo, Zs,
le tensioni corrispondenti ad U, V, W; U,, V,, W,; U,, V., W,,
"si avrd in ogni punto di o:

Xg= X01+X0'2 y Yo= Y01+Y52 v Lg= Z0-1+Z¢,-€ .
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Mettendo un apice alle funzioni U ,...... € Xgyoeunn consi-
derate nei punti della faccia esterna di 6, avremo:
Xo‘ "‘Xlo' =X¢ri"‘X’o'i“‘Xag“X’tr2 s Y, '_Y,a- :Yo-i_Y'ai'*‘Yaz’—Y'cg s
Lo —Ze="15~1L;+20e—1s,

Ora le espressioni X%, Ys, Zs, hanno nel punto P dalle due
parti di o gli stessi valori, per cul sara:
(1) (%2,)e— (X o= (Y2 )e= (Vo= (oo (Zoo=0.-
Consideriamo lo spazio indefinito S limitato da due superficie
1, 7| infinitamente vicino alla superficie 6, che comprendono e ri-

congiungentesi lungo il suo contorno. Applicando le formole del
SomicrLiaNa avremo per tutti i punti dello spazio S:

—47L U, == | ¥ (X, u—X; U) dn+ f 2 (Xq,1—X5 Uy) dif
Ui

1
—4zLV, = f Y (Xq,ue—Xg U)) dy+ [x (Xo,u—X3T) df
I
" “1
—4r LW, = | 3 (X, u0—X5 U) dn+ [ £ (Xpu—X5 U) dif,
Jn J1
Supponiamo che 7 ed v/ si avvicinino indefinitamente alla su-

perficie o,. Al limite 1 valori di Xg,s-++-3 Ur,.... su7 saranno

quelli della faccia interna di 6, su 1 saranno invece: —Xg ,....;
. PR ..

Uy,....; 1 valori di Xg,..... su 7 saranno quelli di o,, su 7

quelli di 6, mutati di segno; e poiché:
U,—U,=4aLlu, V,—V,=4zLov, W—-W,=4aLw,

avremo:

31

—42LU=—4rx L] XY u ds + | 2 &g, —X's) w ds,
G

—4nLVy=—widu sz X ds —}—fﬁ (X‘H—X"’i) Uy do ,
Oy

G

\ —47LW,=—4zL f ¥ XD w ds + f Xy, —X'o) 45 do.
s} Gy
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Da queste, poiche

U1=/2X‘;>uds, V, = zx udc,Wl——fZX uds,

‘/Ol

si avra per tutti 1 punti dello spazio S:

R— f T (X, —X,)udo=0,
O

S = j S (X, —X,) teds =0,
G1

T -——-f}: (Xg—Xg)usds =0,
5

e quindi:
a WA s e o
dx  dy %= ox y % dxr dy 9=z

Ora R, S, T sono evidentemente integrali delle equazioni del-
I'equilibrio corrispondente a forze esterne nulle: indicando con
R, s 86, Tq, @ R, S',,.i, T';, rispettivamente le tensioni corri-
spondenti nei punti della faccia interna di 5, e della faccia esterna
di g,, avremo per le (15):

Ry, — Ry — 8, —85= Ty —T, = 0;
e poichd si ha, come dimostreremo in seguito (v. §. 9, form. (28), (28))):
R, —Rg=—4rL (Xo,—X's,) s 8g,—85=—47L (Yo —Y5),
Tq, —To=—4nL(Ze—~Z5s),
risultera:
Xg,—X'g,=Yq,—Y¢="12Zg~Z¢ =0

per qualsiasi punto di o,. Queste formole con le (14) ci danuo
finalmente:

Ze)e— (Xe)p=0» (YoJo— (Yep=0» (Zo)p— (Zo)p==0.
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Poiche il ragionamento che si & fatto per il punto P si pud
ripetere per qualsiasi altro punto di s, ne concluderemo che le
tensioni corrispondenti agli spostamenti (13) sono continue in tutto
lo spazio.

Questo teorema & evidentemente analogo al teorema della con-
tinuita delle derivate normali della funzione potenziale di un doppio
strato.

6. Per gli integrali (3) dimostreremo un teorema che corri-
sponde in certo qual modo al teorema della discontinuithy della
derivata normale della funzione potenziale di superficie, quando il
punto dal quale si contano le distanze » (punto potenziato) si
avvicina indefinitamente alla superficie dalle due parti di essa.

E necessario, per lo studio che dobbiamo fare, di stabilire due
formole analoghe alle altre:

3,1_
dc——élﬂ:,
5 o

5_1_

—‘%dc'—Zﬂ’

.

delle quali la prima vale quando il punto P, dal quale partono
i raggi » & interno allo spazio finito racchiuso dalla superficie o,
la seconda invece quando detto punto si trova su o.

Supposto dapprima il punto P, interno al corpo elastico S, si

avra, come risulta da calcoli fatti in fine della mia citata Nota,

(16) LEpOXOf%?dc—i»«

duy dr Dug dy | duzdz .
+ (LK) Zpo X, [<3F bn dx )n+‘%' n do_47:.Lp0X
e se facciamo successivamente:
pXo=1, pYo=0, pOZO:O;
Poonoy poY0=1, POZOZO;
poXo=0, p Y, =0, poly =1
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risultera:

f s+ (LK) / (””1 R L bz)d ~ 4L,

T3

d ' dx m ' o m/

\
fblﬁldo L—}—K)] \_ BT R LA Py

dx Dn dx n 0L M,

Queste formole non valgono pitt quando il punto P, si trova

su o, ma si possono dare anche in questo caso delle formole
analoghe.

Per questo ricorderemo che, come si dimostrd nel §. 3, la

formola
n\u dx \TARY)
]Tl idGZfiﬁl 4
G‘y R 5 a4 dn

e le analoghe valgono anche quando il punto Pi==(z\, y:, 2) si
trova su o. Allora potremo ripetere anche in questo caso i cal-
coli che, come dicevo, si sono fatti nella sopra rammentata mia

Nota per giungeve alla formola (16); sicché potremo scrivere
nell’ipotesi che P, sia su o:

L3 X, j oo (LK) 30X, [ (ﬂ AR IR LA

dr ' ow I M \n/

» L
=Lp0X0f~D—£dc=2anoXo,
G

donde, ragionando come precedentemente:

J hF J d
L[ “ 35+ (L+K) /(““ﬁ Qe y | iy z)dc:ZrcL,

s VIR,

(18) _/ﬂdc+(L+K)f<bvl Dm+‘\vz?l dvy ¥z do— 0,

m T m e )

/ blL[d +(L—{-Kf<bc ;x +\wgb_?i Dwzﬁ)dG:O.

n ' dx m ' dx
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7. Sia P, il punto di s che si vuole considerare, 7, la dire-

zione positiva della normale in questo punto ed #', la direzione

negativa. Indichiamo con P=(a, y,, 2)) e P=(."), 91, #1) due

punti variabili rispettivamente su #, ed #/,, con M un punto varia-

bile su 6, con #, 7, 7, rispettivamente le distanze P M, P' M, P, M.

Cid posto stacchiamo dalla superficie 5 una regione o conte-
p P g

nente P, nel suo interno e tale che sia incontrata una sola volta

da ogni raggio vettore che si parte da un punto qualsiasi di #, o

di 7, e chiamiamo u,, ¢), %', rispettivamente cid che diven-

gono le u,, v, w, per r=r,; poiché gli integrali:

dUy 4y f o0,

—— ds , =
CS" Dno jcnbno
~
{ du, A, 2o’

'\—_ T G E] .
Gru.’I}l Ny

au2 Dyl dO”

% v y .
GMD.’L'I bno

Dus bzl d "

— — do , .
Oubxl a%o

~

nei quali " &

N

punti della normale in P,, avremo:

. d
lim o

lim —31@
P Po = O 5”" 21

~

o),

duy

duty
ndx,

O" DLI}I

-

AT
" cy "
do’ = / " da
ol 0
N\
dx, 25" Uy
- o =
3710 Cnb.’vl
!
Dyl U au?
I gy = |
R qubwl
2, ., 'y
gy = | 0
dHg Omwl

g e e

X,
— ds",
g
RO

Mg !

dz
1 dOH ,
I,

dw,

G” Bno

.

ds"

uguale a 6—d', sono funzioni finite e

M

continue dei
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Per calcolare il limite per P P,=0 degli integrali

du Du u , du
Sy = — I>d fldo',...
o My bno

i gy [ e gy e gy
%1 Mg - g Ty dx 0z dn

b“ﬂlldo'_ /n Qs Uy | duy By ds — a”25.'/ ds
Jo %1 g MJ o 3L, Iy T I Z)x o

bu3 bzl do' — \_ug th \_u?, D_g 75 bu3 Dz o
LN dn, o \0% o Dar: n N Dn
osserviamo dapprima che si ha:

hA < \l E(x 931
g ‘\no; )7'

(1)t 0

57

g e ey

—xy) 3_.’,01

" M,

8a (x—ax)? ' _ o . cos (7‘ cos(xny)
+— SRR S <1—{—2> % cos s°(r )% +<xco (rz) 2
duy /ooaeN 1 (@—m) W | Ba (@—z)* o
n=—(115) 7 T
) Kl +%> + - cos®(rx) COS( rn) — o ¢cos (re) —— cos (xn)
| e @) @—x) 3o (e—n))
3953;0"?\1+§> r® te 7 2 P fwm
3(1 >cos (rac)—% cos® (rx) 99%(—90&
du, dx o (ac—xl) (x — a’l) a (x—x)’|
wa={-0+5)" T2 jw
g < + -~\ cos (rz) + 2% cos? (rx) Cosr(fi@

. ’ . . . . . . .

1

1

bl

]
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duy Oy, i( o (—axy) (l‘ﬁl)) 3}/1:53 (y— ./_) 3a (.1‘—1‘1 y_yl)? b:’/l:

0z, g 2 93 537:0 12 4 R f«‘mo
| 3o ) | 9ostym)
— §§ cos (ry) — 5 ) cos (ry) ; ot

M dy | e (y—y) | 3o @—x)(y—y)|dy _

e 2 5 2 7% m

os (y)
7,2

— 5_*;’ cos (ry) + ?"325 cos* (r) cos (ry)| °

iz 32 | o (wm) (z—zl); ‘zl ‘E gi &) Sa (z—x,)* (z~z1)2 2 __
oy, w2 22 7 I Yo,
o 3o o, cos (21)
= |5 cos (rz) — 5 cos (rx) cos (r2) 0
dug 2 [ @ (e—=) 4 30 3a (;x:x‘l)l (e—a)] %2 _
r m 2 7 2 r® w
—_ %—% cos (r2) + 3—25 cos® (rx) cos (r2) o8 (f") )

in cui (rny), (xny), (yno), (2ny) ed (rn), (@n), (yn), (en) indicano gli
angoli che le direzioni #, ed # fanno rispettivamente con le dire-
zioni positive di 7, z, ¥, 2.

Abbiamo dunque:

uy oy (71 o Ba o ]eos(rn) = cos(r)
— —_ — o » AU CA R N +
Jin do /Gm do+ L Mg, g oo ('x)) 7 °

cos (xn,) — cos (xn) .,
+ f o cos (rz) SN €S gy

. . - . . - -

bul Dxl ds = — \u} dr
bxl bno 5 0 n

+,

s’ +

cos (zny) — cos (xn)
(o . dd

<1 |- %f-) cos (re) — 5—))23 cos® (rx)

7
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nbu2 M 4. [Duz Yy,
— =dd=- | —= ds
L, My g ° Jo dr +
( o 3 1) — cos (yn
4 [ 12 cos (ry) — 2 cost (r) cos(ry)) cos (yno) . s (%) do’ |
o2 2 | 7
dug ¥z L, W 2 ds +
5 % g JUREIN
. Sa cos (zny) — cos (2n) , ,
+ [ﬁ_‘;_ eos (r2) — 2% cog? (r) cos (r2) ( 0)7'2 ( )olc ,
‘/Gl( ad 2 ]

Ammesso che la prima curvatura di ogni linea di s uscente
(n o)

"o

da P, sia finita, si avra che il rapporto tendera verso un

limite determinato e finito coll’avvicinarsi di M a P, in una di-

rezione qualsiasi. Allora 1'espressione

cos (rng) — cos (rn)
%o

non pud crescere indefinitamente col muoversi di M su s'edi P
su #ny (v. Morera, Derivate normali delle funzione potenziale di su-
perficie. Rendiconti dell'Istituto Lombardo, t. XX, serie IT); inoltre
se prendiamo gli assi @, ¥, 2 coll’origine nel punto P, e con 'asse x
diretto secondo 7,, avremo:

lim SOl coslm) g, 1-cosfm)
M PQ = O "o M Po = O "o
1
2
2 sen 5 (n 1) (nno) (nny)

== hm _— == hm 111’]1 sen —— =10 ,

MP,=0 o MP,=0 " MP,=0 2
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lim % (ynp) — cos (yn) _

MP,=0 "o
i S ‘(yn) < lim " (xn) —  lm (nng) ’
MP,=0 "o MP,=0| ™ MP,=01 "o
lim S8 (emny)— cos (2n) < lim (n:no) ;
MP,=0 "o MP,=01| %
e siccome
o 3a P |
1—{—§ — 5 cos (rzy) < 142 |a| , occos(m:)|g’u.] ,

(1—}— cos ( rx)——%cos (rx)r<1+3[a|,

3
2 cos (ry) — o2 cos? (rx) cos (ry)

: 4 JESIE
3a
—;—cos(rz)—gaccﬁ( Z) cos (rz );g laf
le espressioni:
{<1+ %> _%a. cost (r2) cos(mo)rcos(m) Lo cos (r )cosﬁ(wno);cos(xn)y

cos (Zn,) —cos (xn)
r

k]

Kl -+ 3—;) cos (rx) — %—a cos® (rx)

133

cos (yn,)—cos (yn)

= cos (1y) — 3o cos® (rx) cos (ry) . ,

2

[\

R

cos (2n,) —cos (2n)
,

5 cos (rz) — %a' cos® (rx) cos (r2)

si manterranno in valore assoluto, col muoversi di M su ¢ e di
P su n,, sempre inferiori ad una determinata quantity finita A.
Di qui risulta che gli integrali:
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{ a 3o o .| cos (1m)—cos (1n)
/(;L(l—i-z) 5 o8 ()ac)s = -+

¢os (rny)—-cos (r
-+ 0. cos (rz) 00s ( L)?? cos (z7) as, ...

/

f%(l—i—%) cos (rz) — 3—; cos® (rx) | cos (mn"):cos (2m) dd', ...

y ¥

-/6‘, 5(% cos (ry) — %‘?‘ cos? (rz) cos (1'?/)} o (WO);COS ) dd', ...

CO8S (2ny)—COS (2n
1(0),,*}:( ~> dé', ..., .

7.2

f %% cos (r2) — %{ cos® (1x) cos (12)
6

]

sono propri anche quando P coincide con P,.
Ora se indichiamo con u le proiezioni uguali di MP e di MP,
sul piano tangente a s nel punto P,, risultera:

To 1

7 w Isen (#70)]

Cid posto dividiamo ¢’ in due parti ¢, o, di cui ¢, contenga
P, nel suo interno e sia tale che per tutti 1 punti M di essa si
abbia:

[sen (rono) > t,

dove T indica una quantith maggiore di zero e minore dell’unitd
che pud sempre determinarsi; e che inoltre venga:

Afdc’ . €
hindll B G
i G:l'ro 3

con ¢ quantita positiva piccola ad arbitrio. Segue allora:

g s .
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cos(rno)—cos(rn)

€os (xn(,)

—cos(an)

.
| 5/ Sl 2/
£’1[(K1+2> oS (nc)l e cos(rz) do]
Ty e\ Ba o, Jeos(rng)—cos(rn) . cos(any)—cos(zn) |r§ do'| &
lj;iu<1+2 08 (m)f—ro +or.cos(;:v)——r0 Jr o |<3,
3o 3o 4 cos (xne)—cos (zn) '
ﬁj(l—}— 5 ) cos (rx) cos® (r )g e do 1 =
Ry 3 s cos (xng)—cos (xn) »5 ds| . e
_{L13<1+ 5 / cos (rx) cos® (rx) " s 3
— cos (ry) — §—a cos® (rz) cos (ry)% EM—O)——;(—}OL(?!@ s |=
o'y 2 7
o | cos (yno)—cos (yn) 77 ds| ¢
. 2 cos (ry) — 22 cos ? (rx) cos (1 J), — 2 1‘0! <3 )
' 2 cos (r2) — — cos® (rz) cos (r2) 008 (eng) —cos (an) dd’ _
(19)\ Ligg 0 5 cos 2 5 I——
. a _Ba ] €os (zng) —cos (en) 73 d_ L€
= 0'1% 5 €08 (r2) 5 cos (rx) cos (rz) - i 1 ,
/ [ < >——cos (ro) cos(%n");COS(TOn)ﬂcos(rox)M@%@—”—)J do’§<~6—,
7, "o 70 I 3
3a cos (xn,)—cos (z ,
fa( }cos () — S aost (r)] L0 (”)dc)<§,
f §~ cos (o) — = % cos? (ryz) cos (r, y)-% 008 (yny)—cos (yn) do| < 2
¢, Y2 ’ 7 I

ga.

2

3
cos (12) — 5 cos? (1ryx) cos (142) , 2

N

| cos (2mp)—cos (2n) do’
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Gl integrali:
] {‘<1+‘1‘> _ 3% st (ra)
A p) 2
G2
Tng)— x
cos (70)— cos ( n)} d,

cos (rny)—cos (rn)

+

-+ a.cos (rx) —— pe

,’,.2

ol

/ 39— cos (ry) — 32”' cos? (rx) cos (ry)E 008 (yno) —0os (ym) dd
Jo

2 ) /,,2 3 s e ey ooy
2

/1+ 5 > cos (rz) — 3; cos® (1x) %cos (rmg)—cos (.m)} s’y ..., ...,

| cos (z11) —cos (2n)

‘U_ a0 _3_0( 2 (1) . '
sz cos (12) 5 cos (u)cos(;z)’ 2 ds', ..., ...,

sono funzioni sempre finite e continue dei punti di #,, quindi avremo
per P sufficientemente vicino a Py:

| /‘ lr < a\ 3 Jeos(rng)—cos(rn) cos(@n,)—cos(xn) | do
| N R
/0yl

1+4 27 cos¥(re )‘ — & tocos (rx)‘__ﬂ\
_ L l K 14 >_32 cosi(mx)%%@;(M)_mcos(rox)ws( n) Jdc

0 ry

u‘ (1-}- —> cos (rx) — 2% cos? (r )

. /1+-->cow> ?’—cos<o)§c°s(x”°)2“°”" i|<i

<—

3 1

cos (zng)—cos (xn)
2

7o

@0), -

=

cos (yno) cos(yn) do —

f ;1 cos (ry) —- 32 cos? (rx) cos (ry)
ol2 2

_ %—; cos (rey) — %ﬁ‘ cos® (rox') cos (roy)g o8 (yno);cos (yn) do’] < % ,
ol <. 0

cos (2n,) —cos (2n) d
1.2

cos (2n,) —cos (zn)
5

| f gﬁ cos (12) — S cos® (rx) cos (r2)
a2 -2

2

\ —-fﬂj% cos (ry2) — %Z cos? (1yx) cos (re2) ‘ < ;7 ,

. - . . . . . . . . . . . . . . . .
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Dalle (19), (20) segue immediatamente:
. (/
lim / [

L 1-%) — %q'cosz(ra?)
PP,=0-¢

—-—j [ &1+ >—3—dcos )§COQ(7'07’£O) COS(,On)ﬁ-a cos(rox)w(ﬁ"_)] do' =0, ,

2 7'() 7'%
lIim /
PP,=0/d

cos(r no)/;cioﬁs(ﬁ) +orcos (rt)

cos(an,)—cos a’n)}
—— 5:
,

cos (zny)—cos (xn)

7.2

ds =

34 So.
<1+ ?) cos (rz) — 5 08 (rz)

/ﬂ <1+ 32 ) cos (ryx) -— i%a cos® (ryz)

<0

cos (z#,)—cos (zn) P

s

5’ == 8“11 y

cos (yny)—cos (yn) do —

2

lim J[ % cos (ry) — 3— cos® (rz) cos (ry)

PP,= r
= f, 3%— cos (roy) — 3?0‘ cos? (ryx) cos (roy) @M;_cg(yn) ds' = Qu,, ,
G i 0
——cos |
lim 2 cos (rz) — 3 cos® (rx) cos (r2) cos (any) ——cos (zn) dd =
2 2 2
P Po = O GI / r
= f zg— cos (1y2) — %o_z cos? (o) cos (re2) 00s (1) —c0s (zn) do' = Bu,, ,
¢ 73

Passiamo ora a calcolare i limiti delle espressioni:

8u1 u Sx dup dy | Jug 32 ,
Lf do’ + ( L+K)f T % T 3 é;) do',
o, v, 2 v, Sy dus 92 ,
f do’ -+ (L+K)] < n + 3z 3 + 51) do’s

dw, dw, dx = Qw, o Qw; 0z .
/*d + L+K)/ a R é?z)”“



Equilibrio dei corpi elastici isotropi 65

per P Py=0. Per questo consideriamo una superficie c” che limiti
assieme a s uno spazio S, il quale contenga nel suo interno il
punto P avvicinantesi indefinitamente a P,; allora avremo per

le (17):
8 Ju, u, oz duy Ay | duy 32
L>/G,+5 3 dJ +(L+K)/ III —éE %+ ax 371_,—&6 a ) 47;L’

o, o, dx awzay 9%33) .
L[ n d°+(L+K)fG ,,,<av T Taron) P=0

Jg " N

duw, " fdw dx | dw,dy | Bwyde ,, -
Lf " d + L+K) 0/+cu/<ax an+3x a +ax a%) =0 !

e per le (18):

oy " ou'\ d 'c)ugaJ ous 92N
Lf’ wan +(L+K)] (896 9n+ oz an oz an)d o=2zL,

va'+s
o' ’ avlax o, 0y . W0z .
L/ an B L+K)/c:+oz dx 8n+ dx 8n+ o 8%) do'=0,

‘ ' a /awlaxlanQJ dw'sd= ,,
L/‘MWW do'+ (LK) c'+5/:/\ o o 3n+ ox n )do =0.

Tutte queste formole ci danno:

. 37//1 % 3_56 aug aij au3 az —
P%}:n:(){ ,,and o+ (L K)f ax m o 9n+3x n do

B aul w ou,0r  Qu,dy , dus 2 wl
_4EL—{L Gwa do"+ (Lot K)f (3:0 on+ ox 3n+ o 87@) -

ou', u, 0x | duydy , sy 2
_21cL+Lf—d +(L+K / (390 3n+ o 9n> a3,

Ann. Se. Norm. 5
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. _31;3 , [ v, 9z v, ay vy az S
1111—1‘ L f on do'+(L+K) (ax 9n+ 3 dn ax an do' | =
PP,=0
o, o' 2z, ay o az ,
- — K 2 3 U
[L./cm a ds +(L+ )f ax an+ o 872 ax On ds j‘
. 801 o, N, dy . W o2 ,
- L_/ F +(L+K)/ (890 8n+_32v~ o o d

lim [L'/ N 1 L+K)/ (a_w_l dw \ Oy By | duy az dﬁ,}

Il

Il

PP,=0 dx on ' o an o In

_ o ', ax o, ay Qs 92> "
- { j(f/ a +(L+K)'/ﬂ/( 3.77 872 ha}?_ a_h ax 3% do

o, ', 3w | dw,dy Qw2 ,
~..L/‘———al +L+K)f 3 8n+ax +ax8n>d6’

e posto:

l

L Ou, + (L+K) (Ou,4-Ouyy +0u)) = 0,
L @vi + (L+K) (G)”M +®7Ju +®’U31) = ®g) k)
L 0, + LA+K) @y, t+-Buogy+Buy,) == O

avremo finalmente:
/ lim /:—d + (Lt K)/ (iu_l g?_l Juy Oy 3J1+3“s 391>d6 —
PP,=0 ox ano dw, Oy Oxy Iy
aul o, dr duy Oy au33z>
= (1) _
60— 2nl- Lf - (K f(@ an+ ox 3n+ ox n dd
tim [ 3 4 (LK) ] B0,y , O, Oy B azl> ol —
PP,=0 3961 9%0 o, I, | Oy Oy
v i ax Wy y Wy 2
— A g 1Y 2 3 '
=8~ f do L+K)f 3 an £ 3n+ ox 9n>d
lim |L f o'+ (L K)f Gy O e By Oty az‘)dc =
PPO._O a”o a.’l/'l ano a.%'l 3710 a%l 9140

o' '\ oz awg dy ows 0z
— QN _ LI — p !
=& f 43— (L+K) ] % o % o 0w )%

21)
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8. Indicando rispettivamente con X'y, Y', Z/; i valori di X,
Y,, Z; nel punto Py, avremo:
Xe=Xo+Xe—X5) , Yo=Y;4 Y:—Y5),
Le=17,+ (Ze —1,) ,

e quindi:

e du, 3x, auz Sy, Quy azl>
B / 2 X " da+ (L) f 3 X, 3 e sty o )

[ o 23+ (LA I X j (a“ o, | Quy Oy g azl> 1

ox, Sno ox, ano ow, ny,

) e du, L/ Ou, Oy 81429% du; 02y |
+L _[ (XX Jds+ (LK) f 5 (X,-X'y) (’&xlano a’a%ﬁa@a_m)d”

(22)

u, , , . aul ox,  Qu, ayl 8u3 8z1> v
+L LE %o a?%od" + (LK) _ 4:2 Xe oz, 8710+3x1 ano A, In, ds

Poniamo ora che oltre alle funzioni Xg, Yq, Zg omche le
espressiont :
Xe—Xlo|  |[Yo—Y4 |Zg—Z,]

7o ? 7o ! 7o

siano integrabili lungo ogni linea uscente da P, ¢ che i valori
Xg,Ys,Z g siano determinati e finiti (*). Allora gli integrali che
compariscono nell’ espressione:

Uy
sz(Xa_Xa) '97_2:010 +

o}

) 'y A, % % s ’c)zl> 29
dx, Mgy | dw, Iy ' B, Iy

+ (L+K)f2 Xy —X
s

(1) T caleoli di questo § e del precedente sono analoghi a quelli che il
Morera fa nello studio delle Derivate normali della funzione potenziale di
superficie. (Rendiconti dell’Istituto Lombardo, t. XX, serie II).
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sono propri; infatti introdotte le coordinate polari #,, 8 col polo
nel punto P,, sara: "

do =, dry, d9,

e quindi:
, aul -~ , /o' Oy augaﬁ 5 321> 3
L f S(Xg-X) 3 dsHLK) f X, K,,)(ax o an0+ o s
3a
= f ( = —~2~ cos? (ryx)

+ L+K) (g <1+ %) cos (re®) — %—a cos® (ryx) g cos (zng) -+

cos (ryng) +o. cos () cos (xno)> +

-+ % cos (r(;y) — %ﬁ cos® (ryx) cos (roy)§ cos (yn,) 4

7o X g—X'
cos (zn&)] a9 f g 9 dry,
o "

Cid posto, potremo togliere da ¢ una porzione ¢ di superficie
racchiudente P, nel suo interno e talmente piccola che, indicando
al solito con ¢ una grandezza positiva piccola ad arbitrio, si abbia:

l fmx —X¢) 22 a5

L+K)fE(X —X,) (au, axl+au2 3y1+8u3 azl> dc" <i

—}—%—;— cos (ry2) — 3—; cos® (ryx) cos (r2)

\ Oz, dny ' Oy Omg  Oxy Iy

I fz(x — X,) 3 +

+(L+K)j % (Xg — X'p) <§_u19_x1 duy S Wﬁl)‘l’
o)

e
dw, dmy ' dx, Iny | dxy Ong ° <§ :
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Inoltre poiché i punti P e P, sono sempre esterni alla super-
ficie o' —d', =0, potremo supporre P talmente vicino a P, da

avere:
, aul
| 20— X0) g i+
aul dw, | duy 3y, | Bu 2\
L+K)/Z(X Qxl 8120+a_a:1 3;0—{—3761 3710) do =

f?@ig—xz)?—“—ld'
o

2

-

— L+EK) [ E(Xe— X, )<8u19x1 'y Ay | ity 8z1>d,
o'y

€
22, Iy 3w Iy T 3w, Omy) | 5 -

Segue quindi, per P sufficientemente vicino a P,:

! f’*(Xc~X’ uld +

! ai'{} % Cug ayl aug azl '
+ (L+K)/;,Z Xe—X5) (axl an0+ax1 anﬁaml 9%) ds’ —

’ a’ ’
~Lf,2(x,,-x<,) g%ido —
[+

oy (%1 3w, duy By, | Al Egl> .
- (L“l’K)-/OTE (XG XG) 306 ano 3331 aﬂ0+ 3901 ano @

e per conseguenza:

lim LfZ(XGMX' ) a”‘d +
PP():O 0'

v (O dwy | Quy Ay, | Juy az,> ol
+(L+K)‘LZ (Xa—‘Xa)‘ dx; Ony |z, An, | Ay Oy do'| =

<e,

=L [ 5 &,—X,) %d 4
Vie)

) %3_@ 'y dyy | ' A2, ,
+(L+K)./O\’Z(X¢~—Xo) o 9n0+§;1 M—}—ax 3n> ds .
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Ora si ha dalle (21): .
lim

LIX, fa—“ld +
PP,=0

+(L+K)2X’,f<% Om | Ouz 3y, Ous 331) do'} _

dm, Ong ' Oxy Ong ' Oxy g

= —27LXp4 S X 00 —

N oy, , /aﬁla_ac au'gagi %az ,
_—LLXU./G'%dJ - (LA > X, <9x T §n+ax %)dc’

e quindi dalla (22):

lim | L / X M (LK) f =X, @"1 gr‘+g“2 gy‘+g““‘gzl> ds| =
PP,=0 ] ony Jo ryony 0x ong 0y ong

= _27ELX’0+2X,0®£‘1)_“

dx on

v [ du, dw | duly By | Bl B2

szﬂj,an do~(L+K)EX,f< +3 5t o 8n> 54
(23)
+ f o= Xg) S a5

o, Oz, , Oy 0 s Az
L+K — X / 1 1 w2 yl 3 1> f
+ L+ )/GIZ(Xg Xa)\ax ano—f—al +9x n ds' +

M,

L fE LN g Ou', xy | Quly yy | s 32
+ X d +(L+K) LL X°<a 9n0+ or, 3n0+ oz, Oy dd".

Similmente si troverebbe :
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| lim szx,%“,‘doﬂm}{)fzx g_“‘laaﬁ‘qa_”?aang“sgzl) do|=
PP,=0 5 Mo 5 iz, 00, Ox,0n'y ox, Onm,

= 2L X, —EX, 004

, 'y , u'y dx  Ou, 0 aus )
tLEX, f do+(L+K) XX j&@x 3n+$ ?971 % 8n>d o

|
(24§
v
fz(x.,-X' ) “ld'
G
& . o, a_rl ', 3@/1 'y 02 ,
- (L+K)/GZ Xg —Xo) Az, éno-'{_ o, ano oz, 8_%) ds —
i
|
‘\ o, o o'y Ay 8u2 dyy | 'y 32 ”
s\_ LfZX @ (L+K)f2X o, E)no o, 3n0+ o, ano> da".
Sommando le (23), (24) membro a membro tra di loro, si ottiene
finalmente :
lim [ X, 50 a“‘
P P() = O
du, Ox; , up Syl Ju, azl‘)
+ (L+K)_/£EX”<3:0 8n0+ or, o, +ax1 I, do | +
(25);
. Juy
llYII L EXca 7 dc
P’Po—

. 31/1 ox, . Ouy Sg/l us Szl> _ ,
\ + (L+K)£2X , 3n0+az1 3720+a$1 3 do |= —4nLX,.

Analogamente:
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lim L/ £X, 2“2 do 4
PP,=0 g

du, axl Su, dyy , u 8z>
» i A N Rt B
L+K)./ Xo a?/ ano & ano_l— dyy Oy, |+

4 Iim L] SX, oot ds
P’P():O

+ (L+K)/ZXG<aul oy 2 ) Oy -ai,l>dc:l= ~4nLY,,
G

/ dyy On'y ' Qyy 'y 1 Qyy 'y
(25')\ .
. . . duy
4+ lim [ Ljz3X,=—"ds+
P Po = O [e] 7

/Quy Oxy  Ouy Jyy . Juy a%)
b o oh , Uy O 3 OF1
+ (L+K)_/[ X 02 9no+azl 8n0+ 92, n, @+
P lim

f o do
P'P,=0

. au] oy | Ou, le dus 2 o ,
+(L+K)]GZX Do 90y 32, By T 92, O, > d“}‘ 4L,

Queste formole, come si vede, sono nel caso nostro la naturale
estensione delle formole che nella teoria delle forze newtoniane
danno le discontinuita delle derivate prime della funzione poten-
ziale di una superficie, quando il punto potenziato attraversa
la superficie nella direzione della normale nel punto di passaggio (2).

T naturale poi che esse valgono per tutti quei punti nei quali
la superficie ammette un piano tangente determinato, la curvatura
¢ finita (Cfr. §. 7) e le funzioni Xg4, Yq, Zg soddisfano alle con-
dizioni poste in principio di questo §. Queste ultime condizioni
sono certamente soddisfatte in particolare in tutti quei punti nei
quali le funzioni X;, Y., Zg sono finite e continue.

(%) v. Berry, Teorica delle Forze Newtoniame, §. VIIIL, form. (7).
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9. Costruiamo le tensioni Ug, V4, Wq; Uy, Vg, W'y, corri-
spondenti agli spostamenti

(26) fEXa-uldG N fZXougdG ) fEXcugdG,
o] G o]

considerate rispettivamente da una parte e dall’altra della super-

ficle 6. Avremo nel punto P, di o, facendo uso delle formole (3)
del cap. I:

U,:%K( [zxa g"z dc—{—fEXGg—Zfdc—l—J/ SX, %ﬁ‘éd >+
e /G (o]

1oL [ 3%, 2% a0 a””l +L fzxg LY. zX, Otz ol
A oz, oz, )ano

du, "o Qu )azl .

t LfG‘ZXUa 1d0+ / ZXGS ldosa"o o

_1[xx. % duy | up | g 321
ijchca ! s +LfZX"<ax1 5 St 5 ot
du, Quy duy\ ox,

+Kf (ax_*_ayl—i_azl)’a_nodci,
Vo' ==
Wo=

_ ou, / Ou, 9z, | Juy Ay, | Ous az1>
IL,._[Lf.z}g,a "ot | £X, (a? 5 ot s g o

du, | du, 9u3> o,
—}—KfGZXa Fr + 33/1‘]_5271 ah—od}
V’o' = .
W'a':

*
b

dove le espressioni senza apice si riferiscono alla faccia interna
di o e quelle con apice alla sua faccia esterna.,



74 G. Lauricella

Prendiamo per assi coordinati la normale %, nel punto P, e due
rette p, ¢ ortogonali sul piano tangente nello stesso punto e tali
che le due terne di assi (n, p, ¢), (%, ¥, 2) siano direttamente
congruenti. Se

I x oy =z

Ny| o4 G O

p|h Be Bs
q | N Te T3

¢ la tabella dei coseni degli angoli che formano tra di loro queste

due terne di assi, avremo evidentemente:

| ou 9u3> _
% (9x1+ )=

aul aul duy  duy du, auz duy 3143 3u3 >
a1< appl e N S 2T 3 ﬁz '2+9% apﬁs 3"

u, dus .
(axl 1+ax 2+ ax >_

0 ) ) 2 ) 2 ) Qug, 0
=0y (azldl —ul@ﬁ Zl >+a2<au2a1+ uzﬁl"‘ u2 )+ ( u3 1+ ungl 1/;3 s

e poiché ognuna delle espressioni:

. a”s

. am aug
X, St = 2
l 1 1 aq 1 2 a

ou, Ju, Qus ) <3u1 Quy Ous
SX, hiic’} v N it TR e
~/s Xs 9B <3p 1+ ap oo+ ) o | +n 39 o ag o+ aq og Jods

ha lo stesso valore, quando si considera da una parte e dall’altra

di 6, avremo:

ﬁ3+ ag 73 dG
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8u1 8u2 us da, / du, au2 8u3> ox, '__
_/ZXU o, Syl az1> dot Js =Xs ox, ay1+azl anod"_

,.
L du, oz, au2 Syl dus 92,
(27)’ - GZXU oz, m, axl M, + oz, ds +
du, ox, duy Oy du; 92, '
+ ‘L‘EXQ <8§1 9n’0+axl 8n0+9x1 o, ) -

Possiamo quindi scrivere:

U0, =L f 2 X, M dot (LK) f sX, (20 50, S B B 8211 g
o] G

M, aaﬂ on, ox, on, Ox O,

du, duy 3y duy dyy Dty azl> '
T [LI A [ 2% (a any o, andy Vo, 3y ) P |1

Il secondo membro di questa formola coincide evidentemente
col primo membro della (25), dunque avremo:

(28) Uy+ U, =-4zLX,.

Similmente :

Vot+Vse=—-4azLY,.

(28) ,
W, + W, =—-4zLZ,.

,

Queste ci dicono che le (25), (25') sono quelle formole che danno
le discontinuiti delle tensioni, considerate da una parte e dall’ altra
della superficie o, corrispondenti agli spostamenti (26).

10. Il teorema contenuto nelle formole (25), (25") pud consi-
derarsi, come mi ha fatto notare il sig. prof. Vourerra, un caso
limite di quello dimostrato nel §. 1.
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Per questo principiamo dall’osservare che per la (27) si ha:
lim f 3X, 2“‘ ds -
PP():O G "o
du, or duy Oy, Quy azl>
L bt Yh Y ‘M3 v
! (L+K)/ZX”< I, + dx, On, + dx, o, ds| +

+ lim Lj zxaguf 5 &
P'P():O

) , duy dxy | Quy Sty an1> -
+ (L+h)chX ( o, + 3 ox, o, + dx; I,y o=

= lim [ a%/zXculdsqL
PP,=0 0)5

> [y : o o,
+ (L+K) <8_931£ X, %1d0+a7 3Xs updo+7- EXGugdc) 9%J+

1 o} l G
. )
+ lim L—TfZXauldc+
PP,=0] o

3 0 K2 [ s onl_
+(L+K)<§;1JG[2X¢'M1 dﬁ-l—zryl./;ZXu- Uy d°+az 2X, “3d°)an’0 -

tJa
=—-4nLX,;;

e questa, posto:

—fSX wds , N = /
P

+ay+az’

~

 Xp o do P’—f3X s do ,

sl pud ancora scrivere:
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lim AT o il
_ ano i,y .
PP,=

T %m [ 2M'+(L+K)9’ 3‘”1}_—_

(29)
M . oM’
lim

=L lim
PP,=0 ¥ PP,=0 M
L @R tim 0SB G @ am: —4zLX,.

\ PP,=0 o pP,=0 o

Nello stesso modo si avra:

[

( L{ lim N i aN—

PP,=0 ¥ PP=0

lim o g”l_ lim 9’gy1)=—4rLY'a,
P,=0 o PP,=0 Ol

Lg lim gP lim %_Plé +
PP,=0 P'P,=0 o)

+ (L+K)

(29)

+(L+K)§ lim 9'91 lim 2Zi%:—ALﬂLZ't,.

(Pp,=0 %% Ppp,=0

Siano ora ¢’ e ¢" due superficie, la prima inviluppata da o e
la seconda inviluppante o, luogo geometrico delle estremitd delle
normali a ¢ prolungate dalle due parti di essa di una quantitd
piccola e. Consideriamo lo spazio S, racchiuso da ¢, ¢’ e suppo-
niamo che le funzioni pX, pY, pZ, continue in tutti i punti
dello spazio, siano nulle oltre che nello spazio indefinito esterno
“a ¢ anche nello spazio racchiuso da o'. Posto:

M=/ZpXu10lS, N=/|YpXudS, P= [ XpXudS,
Sl Sl Sl
oM

=
du, Syl + 921
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si avrd per il teorema del §. 1:

LA*M 4 (L+K) a—-— —4zLpX,
(30) LA2N+(L+K)%=—4an0YO,
o0

LA*P 4 (L+K) =—4nlgZ, ,

2

ove po Xy, po Yo, poZosono 1 valori di pX, pY, pZ nel punto
che si considera di S,.
Presi gli assi #y, p, ¢ come nel § precedente, poicheé:

a2 a2 a2
= st et ar = gt ar e
avremo dalle (30):

M, *M | M 20 29 28
L (Gt ag )+ OHE) (S kS ) = —4nlaX,

N N N o6 20
<an2+ap _I_ >+(L+K)< O(2+ B2+ 972 = "4:7CLP0Y0’

P *P , PN 30 o9
L(Sit ot ar )+ @) (5 atShtin) = ~4sLa.

Indicati con P e P’ i punti in cui n, taglia le due superficie
¢’ e ¢, consideriamo gli integrali:

L@
P

S B a8
(31) ¢ +(L+K><,j atg g, )%dnﬁ—anpoXodno,
7 PI
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Se rappresentiamo con (g, Xo)', (po Yo)'s (p0Ze) convenienti valori
di pX, pY, pZ nell’intervallo PP, avremo dalle (31):

L{ @_@) _<@> |+ (L+K) (GP%—QP'%>+

97’&0 p ano P’)
G M, W\,
+ L (G a?) + LR (@"1*92“)5 g ==

= —4wL(P—P) (o Xo) = —47L.2¢(p Xy,

P

(32)

Facciamo impiccolire & indefinitamente ed ammettiamo che le
funzioni p X, pY, pZ siano tali che
lim 2e.pX)=X;, lim2e.pY)=Y,, lim 2c.pZ)=7Z;
e=0 e=0 e=

Si avra:

lim (2¢. (o Xo)) = X5, lim (2 e. (1Y) =Y, hm (2e.(pZo))=Z ¢

e=0

lim M =lim prXuldS—-llmfdcprXuldn—fyX,,uldo=M',
$=O E=O Sl

Iim N=N , lim P=P,
e=0 e=0
dove X'y, Y's, Z'5 sono ivalori di X4, Y,, Z; nel punto P, di o,
P, e P, sono i punti in cui # taglia ¢’ e 6"; e poiché le funzioni
oM » »
ap2 ] agz 9 seesene 9 ap [ '—a‘a

sono continue lungo n,, risultera dalle (32):

LY lim (%1\5) — lim (91\1) +
(PP,=0\%/p PP =0\ P

m 9 % im0 2% o 4rLX,.

+ (L+K)
PP,=0 on, PP,=0 8720>
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Analogamente avremo:

L; lim <gN> — lim <§ +
PP,=0\/p PP =0\/p

+ (L+K)

Em 0 % Lm0 a%; s LY’.
PP =0 37’10 P’P =O ano

L Py _
lim (2} ) 9
(PP =0\ /v PP 0 ”o g

T . efp,aﬁ)=—4ﬁLZ'a
+ ) 3 3
(PP,=0 o PP,=0  on

I calcoli ora fatti, quantunque non siano completamente rigorosi,
servono benissimo a provare, come si voleva, che le formole (29),
(29) e quindi le (25), (25'), dedotte rigorosamente con i calcoli dei
§§. 6,7, 8, sono un caso limite delle formole (4) del §. 1.



CAPITOLO 1IV.

Formole generali relative all’integrazione delle equazioni
dell’equilibrio dei corpi elastici.

Applicazione al caso di un corpo elastico sferico.

1. In questo capitolo e nel seguente c¢i occuperemo del pro-
blema dell’elasticita, nella sola ipotesi che siano date le componenti
degli spostamenti nei punti della superficie, che limita il corpo
elastico isotropo. Questo problema, come fu osservato nell’intro-
duzione, corrisponde nella teoria delle funzioni armoniche al pro-
blema di Dirichlet.

Supponendo, come si pud sempre fare, che le forze esterne siano
nulle (v. cap. III, §. 2), ed indicando al solito con (z;, 4, ) le
coordinate dei punti del corfpo elastico che si considera, le com-
ponenti « (xy, 1, &), v (@1, 41, 2), © (@1, ¥, 21) degli spostamenti
di questi punti, relativi ad una data deformazione, devono soddi-
sfare alle seguenti equazioni:

L A* 4+ (L+K) gg 0
(1) ‘_LA21;+(L+K)37=0

A*w 4 (L+K) g—g =0,
1
dove
on v ow
mtaitam e ta T

Ann. Se. Norm. 6
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Poicheé:
r=V@-z)+ly-y)+kE-2)",
&r & M Fr P
o* T Al Oxdy Omdy, | dwdz  dw 2
S S B e
7 7 r ¥ r r

oz —‘551 ’ 5‘7;:—9—% ’ $=—§;1’

avremo che le quattro terne di funzioni:

._l+i o ) &Fr o
ML T omey T 2 wae
S
u2=§v“ s 7)2’:—‘@ ) w2=a—z‘

cH 51
Uy = 7 ) V= — e y wy=20
oy o
h s
Uy = R 2)4:0 y Wy= —
oz ox

rappresentano quattro sistemi di integrali delle equazioni (1);
allora anche le seguenti tre terne di funzioni:

1 a1 1

, du, ro oo r T —2, 0% r—u 28;
h=a=a e e (5 .
1,1 1
_<1+Z\ l_*_a___‘ ?_a_y_.?La _a_r>2_7:
o 2)3% dx m 2 \8x/ o’
1
P
gm0 —mdy y—ypdw gr—m y—y r|_
YU 2 ”» on ¥ o r r dm)

1 1 1
_alry e i say ety
2 0% m "2 Y m 2 %x 9y o’
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1
,_awl_g_ _g;—ﬁn?ﬁ_z—zla‘x_?)x——xl z-—zl_;__
=3 T2 ® m ¥ m r  r om\
1 1
_ﬁﬁi?jL#????f B & or °r
T2 & o m 2 x % om’
1 ! o1
! a_x—laj; @’—@a_._x——-?_af .’_~ax——r§%.
Vs T T " o T T e
1 1 1 1
r dy r Oz 8; 37—. oz

“3*“3an+ 4“ 9y 3n+ % m m T = m’

i
! ay 9 _a_z. —_— — ._Z ?;1_/
Y=t g, t oy, = o T
: 1
, o2 . r o
o=z, Ty, = = T @ m

saranno tre sistemi di integrali delle equazioni (1), e quindi
I'altra terna:

) '

2ty _a_'__?;g r 3&"?{)2&
o= e T (MY — 2 &) W
, oL
LI PR A WL
T at2 27T 27 a2 2 9z dy on
ol

) > 3) oa+2 T2 & m)”

Ora quando il punto (x;, 91, 2,) & nell'interno dello spazio S
racchiuso da o, si ha, come & noto,
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al ' al
L do=4n 3 (Y " s —tn
s n T Je T \ex) m T ’

1 1
0— PRl
o o r f or o r
J533 3 P00 JoP o =0

e quando il suddetto punto & sulla superficie 5, ammesso che ivi
questa superficie abbia un piano tangente determinato, si ha invece:

317 [ or 28717
L ds=2n , J 3< \ = do=27 ,

6 on <o )

1 1
9= 0—
o o r - f o r ,
,/c%zagézd"'—o’ S m PO

Avremo dunque per i punti (z,, 4, 2;) interni ad S:

(2) fado=4’m ,fbdcs=0 ,fcdc::—-O,
s 6 s

e per i punti (2, 9, 2) di o:

8 /a'dc:—-—Zﬁ ,fb’dc::O ,fc’dc:O,
Yo G s

dove «, ¥, ¢ sono i valori che le funzioni @, b, ¢ prendono nei punti

della superficie o.

2. Sia u (m) una qualsiasi funzione finita e continua dei punti
m di o, ed- % un punto qualunque interno al corpo elastico S.
Le espressioni:

(4) U(n)=2—1&fu(m).adc , V(n)——=~2%fu(m).bdc .
[o} g

W(ﬂ):%fu(m).cdc
s}
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sono evidentemente tre funzioni monodrome finite e continue dei
punti n==(x,, 4, 1) di S, che soddisfano alle equazioni (1) del-
I’ equilibrio.

Ammesso che la superficie 6 abbia in ogni suo punto un piano
tangente determinato, vediamo che cosa accade di queste fun-
zioni, quando il punfo # si avvicina indefinitamente ad un punto p.
di o. Per questo principieremo dall’ osservare che dalle (2) si ha

ovviamente:

UW:ﬁ%/

.V(”)=2i7t/lu('m)—u(p) gbdc

4]

W(n)=%rj;

Ora gli integrali:

wm) —u ) | ads +2u ),

w(m) —u () ; cds

, 1
a ds _2-;:[

%f u(m)——u(gx)tc’dc

essendo della natura di quelli considerati nel §. 3 del cap. IlI,
saranno propri; quindi potremo dividere la superficie s in due
parti ¢, o' tali, che la seconda " contenga p. nel suo interno e
che si abbia per ¢ piccolo ad arbitrio:

o= | | wlm) —u(y)

w (m) — w () 2 bds
2w g

ae - eed| <5 o [ fum —w@|pas| <5
G 0
| ~
( t%jd’ o (m) —u () cdgj <_:§ ,
5)
1 ' € Il ( , ¢
ﬂ/cj' u(m)~u(tx)%ads <3> [ﬂJgiu(m)—u(pu) ¥ ds <§,

e
<3

—é%/(;;ﬁu(m) —u(p,)gc'do
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E chiaro poi che se si prende un intorno a tre dimensioni di p.,
il quale non abbia alcun punto a comune con o, gli integrali:

—2L-/ adc,if

TL'OI 271','01
1
27561

saranno funzioni continue di tutti 1 punti (x,, %, 2, di detto in-

torno; quindi potremo scrivere per # sufficientemente vicino a p.:

1
ﬂJG’ ado_———f M(WL) u P‘)g ad <£1
1
bds_ﬂf

3
®) él;rf
—«f um) u(p) cdc———f

Dalle (5) e (6) risulta per » abbastanza vicino al punto p.:

u(m) —u ()

wn)—u )| ds |

u(m) —u();cds

w (m) —u ()

w(m) —u(p.)

bds| < &,
wln) - Vs < 2

(m) —u(w);cds <—§.

——~j w (1) — u (1) ads-———/ m) —u(p)ta ds| < e,
1
ﬁf% (m) ——u(@)%bdc——zi/ gu(m)——u(p,)%b'dc e,
——f u(m)———u(rm) cdc——— u(m)——u(p)gc'dc <X
e quindi:
lim U (n) = 21 u(m)—u(p.)‘a’dc—{—2u(pu),
n=yu T Js |
1 /
Jim 2w ). u(m)—u(p,)ébdc,

) ? lim V (n) = ——

\ nhmp‘W(n)——iﬂl% u(m)—u(p)‘s dds.
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Quando invece di un punto » di S si considera un punto p
di o, le espressioni (4) divengono:

leu(m) a'dc:zi]
TJs TJs

U=

w(m) —u(p) (@ dot-u(y),

V) =§%ﬂfu (m) b’ds=2—17—rf u(m) —u()t b ds,
6 e

VV({L):Q-I7r u (m) ¢ d6=21—ﬁ/ u{m) —u@p)i dds;
6 Ja

onde avremo dalle (7):

@) lim U@)=U@)+u@p), lim V@)=V (@), lim W#n) =W ().

n=y n=p =
Similmente, considerando le altre terne di integrali delle equa-
zioni (1):
3 1
2 _gmaa’n)
al—a+2; 2 yox m\’
1 1
LI P @@)23_7‘
YT at2 on 2 \dy/) om)’
a1
— 2 _Baorder r),
a2 j 2 oz on
s L
— 2 g _ Baoror ”%
“= ot 2 2 oz on|
. al
b 2| _Badrdr r
* = ata | 2 9z % ang’
1 1

¥ Sa /M2 r

2
=iz | 5 )

k)
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introducendo le espressioni:

U'(n)=2—1ﬁ/ v (m) a,ds | V’(n)z—z—%/ v (m) b, ds ,
[o

v G

W' () = 217: f v (m) ¢, ds ;
G

w(m)ayds , V' (n) =-2~1; [w (m) by ds
‘Jo

~

U’(n):z—lﬂ:]

s

W' (n) = —21—7: f w (m) e, ds
6

in cui v (m), w (m) sono funzioni arbitrarie dei punti di ¢ finite
e continue, ed indicando con o'y, ', ¢; o5, bs, ¢, 1 valori delle

funzioni a,, by, ¢, 5 @s, by ¢, nei punti p. di g, avremo:

1 1 ! 1 1 A U
U(p«)=—2—}rfw(m)alds, V(pu):—é?]@(m)blds,
G s

, 1 .
W (;x)=——2ﬂ: /v (m) ¢y ds
1

" T ' " _ﬁ_L /

U ()= zﬁfow(m)agdc , V()= 2“/;10(7”) byds,
'W% __;L () 'd.

n) = o Gw m).cyds ;

e quindi:

im U ()= , lim V)=V )+o@) , lim W) =W ()

n=p n=y Con=p

lim U"(#) =U" () , lim V'(n) =V"() , lim W"(r) = W" () +w (),

n=u n:p n=1u

3. Applichiamo le formole generali trovate precedentemente
alla risoluzione del seguente problema: Date arbitrariamente tre fun-
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ziont finite e continue wu (m), v (m), w (m) dei punti m della super-
ficie 6 di una sfera S, trovare tre funzioni Q, S, T, le quali nei
punti interni alla sfera soddisfino alle equazioni (1) dell’ equilibrio
e coll’ avvicinarsi indefinitamente di n ad un punto qualsiasi . di s,
tendano rispettivamente i valori w (p), v (), w ().

Indicando con R il raggio della sfera S e con 7, le distanze
contate a partire dal punto arbitrario p. di o, si avra:

2 Sa(z—a)?) 1 % 1 3a x—xl )2
=2 “1”)230 5 oA Rre) | Y 5 |
b’—i ' _% (x—y) (y“?/l)E__ { 30‘ x_xl) v—21) \Y— 7/1)#

= a2 9 2RA | Rl ~ 2

Lo memba_ 1 | sslm i
C= 2| T2 2R —R(Hz); 2 ” ’
e quindi:

— 1 (x*'v’”l)
U(H)*m[g“(m) 1+)~—‘ —2‘ o do ,
—_ 1 ‘ _ 3_“ (@) (?/”%)
V= 27:R(a+2)/;u (m)% 2 s ds s
. 1 3o (z—x1) (2-2))
W)= ZnR(aJrz)_[“ m) e

Le espressioni:

-3 .
M(ﬂ):mﬂrz—)jcu(m).u,dc,

-3
N(W)zmmlu(7n).l’l dS,

-3
P @) = ﬂ_ﬂ_(d_—l-—Z_),/gu (m) .w, do
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sono evidentemente tre funzioni finite ¢ continue in tutto lo spazio,
che nei punti della sfera data soddisfano alle equazioni (1) del-

I’equilibrio. Ksse poi nel punto p. di ¢ divengono rispettivamente:

-1 (3 3o (x—x)*
MW*mm@/WMMFz—f S e,

N () =5 “;%/@ww —Sr e Yl g,
3o (r—2) (—2)
P =50 oc+2 ‘js { B R

4. Poniamo 1’ origine degli assi nel centro della sfera S, indi-

chiamo con ¢ la funzione di Green relativa ad S e scriviamo:

=t i+ et
Poiche

se le tre funzioni:

9) c=¢p+¢, n=1, (=T
sono un sistema di integrali delle equazioni (1), si deve necessa-
riamente avere:

29
LAE 4 (LK) o = 0
1
29 _ % 3 )
2./ e hid
L A*v + (L+K) En 0 +ar1+8y1+ 3
29
LA+ (LK) 5= = 0.

Determiniamo le &, v, ' in modo che sulla superficie 6 della
sfera si annullino. Per questo poniamo:

" L+K r_.n L+K I en L+K
&_E o1, o, Tl*'l_ﬁf/l&aC—C~—2L

v
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e calcoliamo £, v, {" in modo che nei punti della sfera soddisfino
all’equazione A*=0 e che sulla sua superficie prendano rispetti-
vamente 1 valori:

L+K L+K L+K

2L xlﬁ' ) ﬁ—yl'\(} s —2*E~Zl'3'.

Distinguendo con un apice 1 valori che prende & nei punti
della superficie o, si ha, come & noto,

ds ,

L+K Rz—pﬁ’/"xa' . L+K Ri—pg 4o

“=%L =R )P TT2L 1= )

,_L+K R—g? (2
SRS TR F Y ) A

e poiché anche la funzione ¥ & una funzione armonica, si avra

pure:
R—g [

Avremo dunque:

LK R =g [(@-x)¥ , ,  L+K R -¢* [(y-p)¥

=T 47:Rf e R Y e e s,
, L+K R*—p? [(z—2) ¥
C=%T Lar), #©

e, posto

11) H:fﬁdc,
07.

avremo ancoxra:

L+K R*-¢* ¢H ,__L+K R*-¢* BH

2T, 4zR T 2L 4zR oy

L+K R'-p 0H
2L 4zR o

(12) £ =
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Dalle (9), (12) si deduce, osservando che la funzione H & ar-
monica,

B % L+K dH
4rRO=4rR T — =156 0,

e dalle (10), (11):
4nR8_H+2p%{—-

quindi, posto = K si avra:

§L+

dH 3
(18) tHetp - =4 Rta‘o
l

donde integrando:

H=C+4zRtp fHS? dp
1

con C costante rispetto a p.

Per determinare le derivate di H che entrano nelle (12), de-
riviamo la (13) rispetto ad x,. Si ottiene:

2 dH o dH P
+z g TP g =Ry
e poiche:
QoM _ 2 H_ 1M o dl
dp ox,  om dp p ox ' p dp’
risultera:
oH —d dH %
e quindi:
A e B B
(t+1) ¢* +p do axl_tinlitr, %
ossia:

d 41 3H> . ¢ " oY
(14) e < —tnRg Tk
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Moltiplichiamo ambo i membri della (13) per g? e facciamo
p=0: poiché si ha ovviamente:

<p’H> =0, <p’gi> =0,
p.—_o 331 p:O
avremo:

0=<pt+1‘1§> —
dp p:O

oH oH oH
= (PH"I du, 8 (Px)+9t+l§y‘l cos (py)+pi*! %, °° (P2)>

indipendentemente dalla direzione di p, e quindi:

o) ) o)
ale 0 a!/l azl p=0

Cid posto, dalla (14) se ne deduce integrando:

Pae
Pt =)t+1?_:@:
47th—£ax¥p dp =1 3%,

Similmente :

p
o t410H
471Rtfaxaypdp_p R

p 32, aH
AnRt P otdp =i+ O,
4 /(; dw, 0 O T

e quindi mediante le (9) e le (12):

tmpy LHE .(R-p)/‘py(p
2ELIE) ) A

¢t dp,

— LK (R-g
n= 9 (3 L-i-K) pt+1 axlayl P 9 9
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LK (®-g) (7 %

— . -/ T tdn (V).
SRTCY WS SRl N P S

I tre precedenti integrali delle equazioni (1) sono funzioni finite
e continue dei punti dello spazio S, che nei punti di s divengono
rispettivamente :

5. Cid posto, consideriamo le tre funzioni finite e continue dei
punti di S e di o:

-4 . 44
& (n) = EQJ(LFZ) / wim) .t ds 1 (“)=?E?1§“§{+—2) fo w(m).qda

Jo
. a4
T 4nR (e+2) ),

~

¢ (n) u(m).Cds.

Come & chiaro, esse rappresentano un sistema di integrali delle
equazioni (1), per i quali si ha:

. 4 nu(m) . .
hm&n=~~gv~—'/——ds,l mm)=0, lim{ #x)=0.
n=y‘l() 47TR(0.+2) A o nlinp‘ql() ‘n=p‘ l()

Allora se consideriamo le tre funzioni:

Q) =T n) 4 M (@) + & @),
Si(m) =7V (n) + N (n) 4 n (n) ,
Ty(n) =W (n) + P+ L),
avremo che esse soddisfano in tutti i punti dello spazio S alle

equazioni (1) e sono tali che

lim Q) =wu() , lim S,;(#) =0, lim T,(n)=0.
n=1u n=yp n=p

(*) Il metodo che abbiamo tenuto per la determinazione degli integrali £, v, &
in parte del CerruT1 (v. Nuovo Cimento, serie 38, vol. XXXII «Sulla deformazione
di una sfera..... ») ed in parte del Somrecriana (v. Annali della R. Scuola Nor-
male Superiore di Pisa, 1887 « Sopra Uequilibrio diun corpo elastico isotropo.. »).
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Nello stesso modo potremo costruire tre integrali:
Q@ , S;(n) , T.(n)

delle equazioni (1) tali che

Im Qn)=0, lim S;(n)=v(@), lim T, (#) =0,
n=y. n=y n=p.

e tre altri

Qs (m) , S3(m) Ty (n)

tali che
lim Qs () =0, lim S3(n)=0, lim Ts(n) =w().
n=yp n=p n=u,

Finalmente se prendiamo:
Q=QO+Q+Q , S=8+8+48;, T=T+T+T;s,

avremo tre funzioni Q, S, T che, come & evidente, risolvono com-
pletamente il problema proposto.

In modo perfettamente analogo si pud risolvere il problema
relativo ad un corpo elastico indefinito limitato da una superficie

sferica.

6. Per fare un’applicazione delle formole precedenti, calcoliamo
i valori delle componenti Q, S, T nel centro della sfera, che per
ipotesi coincide coll’origine degli assi.

Si ha ovviamente:

2 Sa
U= 2 tRz(d—f—Z/ 31—!—&——2— Ezi do

o x*

M) = 2nR?(a+2)j[ +5-% ®

Per avere il valore di & nel centro della sfera, bisogna cal-
colare il valore di & per ==0. Poiché¢ la funzione ' & sempre

ds .
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positiva, si ha:

p N [P A2
A IR N S S
fOMpdp~éE?,£pdp_@?'t+l’
a2,

% 9%

ove 3% indica il valore di =% in un conveniente punto interno
iot 1

o

alla sfera di raggio p col centro mnell’origine degli assi; per cui

avremo:

LEK R &,

C=vtoBLIR 1 ad

Dovendo la funzione £ essere integrata sulla superficie o della
sfera, possiamo prendere, come & noto,

1
vV R*-*—2Rpcos 7y ’

'{;:

con
Rpcosy=unz+tyy+22;

s1 avrd allora:

@i_ _ X, —
dx, (R*p—2Rpcosy)’ls’
% 1 (2r—2)°

i (Rp—2Rpcosy)s +3 (R*+p*—2Rpcosy)’e ’

e quindi:

1 04K R 1, g2
Oo=%+ 5614 | &

Cid posto, poiché:

_ I4K L 3L+K
=354k T snaxc P T K
iy TLASK _4L+K

=304k ' 1Tk
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1 LT 7L+3K (L+K) (7L+3K)
& “’"‘nﬂ?l“ (m) K3L+K—3+ SL4K _2(4L+K)(3L+K)>

6 (L+K) 8 (L+K) , 3(L+K)(7L+3K)\ 2

+< SL+K 304K | 2dL+K) (3L+K))E2§ d
1
=1 f w (m)

3(L - K)+15 (L+K) 2*)
2(4L+K) "2 4 L+K) RY

Similmente si troverebbe:
1 15 (L+K) xy

15(L+K) re .

do

onde si avra:

15) Q(0>~2(fL+§g) : ‘Rz Jumas+
15 (L+K) 1/‘x

+2(4L+K) IR I?“(m)"l—%”(m)-l—%iw(m) ds .

Analogamente:
_3L-K 1
SO =5u1K) 4nR2f” (m) ds -
1B5L+K) 1 f
T3@ LK) 1aRe
_3@L-K 1
TO=5u177% 471:R2/;w(m)dc+

15 (L+K) 1 s 2y .
| T2ELAK) szEz“(’"HEw(m)—i—Ezw(m)

o+ o b o) do

do (1).

Se si fa a =0, le equazioni (1) dell’ elasticita si riducono cia-
scuna all’equazione armonica e le formole (15), (15") alla nota
formola della media aritmetica.

(1) Circa all’ esattezza dei calcoli precedenti, credo opportuno far notare che
le formole (15), (15') coincidono perfettamente con quelle trovate dal VoLrerrA
in un corso di lezioni di fisica-matematica, seguendo un altro metodo.

Ann. Se. Norm. 1



CAPITOLO V.

Integrazione delle equazioni dell’equilibrio dei corpi elastici
isotropi per mezzo di serie.

——

1. Ci serviremo ora dei risultati del capitolo precedente per
dimostrare anzitutto un teorema sulle serie di integrali delle equa-
zioni dell’ equilibrio dei corpi elastici isotropi, che & 1'estensione
al caso nostro del teorema del prof. Vourerra riguardante le serie

di funzioni armoniche. Detto teorema & il seguente:
Se le funzioni

U, Vi, W5 Ty, Vo W iiviivvnnnnn,
formano in uno spazio connesso S limitato da un insieme di super-

ficie 6 una serie di sistemi di integroli delle equazioni:

20
2 =
LA w+ (L+K) o2 =0
. 3
) LAy + (L+K) & = 0
ay 1

28
LAw+ (L+K) &— =0,
321
che coll’ indefinito avvicinarsi del punto (2,, Y1, 21), ol quale si rife-
riscono, a o prendono rispettivamente i valori:
Upy Dry Wiy Upy Vgy Wai oveeenrens )
se le tre serie

0.9} [0 0] 0
) U=Y0, V=0V, W=XW,
1 1

1
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sono convergenti in egual grado in tutto S e le altre tre:
L% g 2
3) u=ziu¢,v=ziv¢,w=2iwa‘
1 1 1.

sono, su ciascuna delle superficie che formano o, pure convergenti in
egual grado, le tre serie (2) rappresenteranno tre integrali delle equa-
zioni (1), i quali coll avvicinarsi di (%1, Y1, 21) @ ¢ prenderanno rispet-
tivamente i valori:

(e8]
Q
> = iU, V= i Vi w=z,-w,-.
3

Infatti consideriamo le tre somme:

Sy =U4+U,+..... + Ua,
S =V, Vo evven -V,
Sm”= W1+W2+ ..... + Wﬂ

ed indichiamo rispettivamente con R'w, R'x, R”, 1 resti delle tre
serie (2); avremo allora:

U — SI”+RIn , 'V= S”n—*“R".n , W —_— S”’n""R”’n .

Sia (@1, %1, 1) un punto qualsiasi interno ad S. Costruiamo una
sfera che stia tutta in S e che racchiuda il punto (x;, 41, 2;) nel
suo interno, ed indichiamo con s lo spazio racchiuso da questa
sfera, con o' la sua superficie. Posto

o b

g 2 b= ==
1"‘-21:’ 0—27:’ ‘—-27:!

T} P RV, S - 3 .
W= — R YT TR0 YT T arREetg) O
g — o+t .o ot . et

T LR@+2) ' " T LaR@+2) V' Y T 4zR(@+2)

potremo scrivere (v. §. 5 del capitolo precedente):

Sl‘n(mli Y1y 2)= [:

“a

(@it ui+&) St (it vitn) S (cit-wi+8) 8" al do'
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ossia:

U (1’1, Y1, 21) ““R’u(xu Y1, 21):—‘

:[{(di"“?ﬁ‘f’&n) U + (bl-‘;-q;'.{_»qi) Vv + (C{+wi+Ci) W% do'
o]

- f ‘z(“z“*‘”i'i”&f) R4 (bitvi+0) R+ (e +wi+ LR 0} do'
o .

ovvero ancora:

/ Uy, o1, 21)—1/4’
\ o

(5),
/ =R'u(21, 11, 2)— _/ g (atuAE) R u+ (oo ) R+ (crtotl) R,
G,

1
i

(aﬁuﬁé,) U + (o) V + (eotwtl) W; dd =

do' .

Ora le serie (2) sono per ipotesi convergenti in egual grado, per
cui avremo certamente per # sufficientemente grande:

R << ) R, << U R, < 1,

con 7 quantith arbitrariamente piccola. Inoltre 1'integrale:

/

4]

~
!

la+ui+&] + [bitoctn] + |eitwi+L|| do

& una funzione il cui valore si mantiene certamente sempre infe-
riore ad un certo numero finito A ; per cui avremo dalla (5) pas-
sando al limite per #=o0:

U(xu?/u%):f (a+u+8) U+ Git+o.+0) V + (citwi+6) Wids',

o] .

e per analogia:

V(wl,yl,zl)=j, (@ AU +E) U@+ i+ ) V(¢ i+w i+ L)W dd' |
o

W(x,, ?/1,21)=],3(a"zt—i-u”ri-&"i)U-l"(b":;-i-vna‘-l-’l]"e)v—{"(C"i+ll)"t+C"-,)W dG’ ,
6

-
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incui le a4, b, ¢ &%, covven.... s Wi, Vi, Wiy Wiy e, ;
Eoytiy Cis €y ovvnnnn, sono le espressioni analoghe alle (4).

Poiche le relazioni precedenti valgono per qualsiasi altro punto
interno ad s, ne segue che le funzioni U, V, W soddisfano in tutti
i punti di s alle equazioni (1) dell’equilibrio ed in particolare
anche nel punto (2;, %1, 2;). Ora il processo tenuto nella conside-
razione del punto (x,, ¥, 21), si pud evidentemente ripetere per
qualsiasi altro punto di S; ne concludiamo quindi che le funzioni
U, V, W date dalle serie (2) soddisfano in tutti i punti dello spazio
S alle equazioni (1) dell’equilibrio dei corpi elastici.

Per dimostrare finalmente che le funzioni U, V, W tendono
rispettivamente verso le funzioni , v, w date dalle serie (3), quando
il punto che si considera dello spazio S si avvicina indefinita-
mente ai punti della superficie 6, prendiamo a considerare un punto
generico p. di 5 ed indichiamo con e una quantith positiva piccola
ad arbitrio, con ¥y, 'y, 7" 1 resti delle serie (3) e con sy, $'n, §'u
le somme dei primi # termini di ciascuna di dette serie. Si avra
ovviamente:

U— @) =S —dn () + R —r'a (),
V— o) =8 — 5, (1) + Ra—"a ),
W —10(p) = 8w 8"alt) -+ B\ —r"a(0)

Ora le serie U, V, W; u, v, w sono convergenti in egual grado,
le prime tre in S e le altre tre suc; per cui esisterd un numero #,
intero e positivo tale che per ogni altro numero » anch’esso in-
tero e positivo non minore di #, si avrd certamente:

€ m

Al <g ol @ <5 @ <g

! € " € i €

Inoltre per le ipotesi fatte circa alla natura delle funzioni
U, U,, ...... 3 Vi, Vo, einnn s Wi, W, ... , si avra che le



102 G'. Lauricella

somme S'n, 8", 8"» tendono rispettivamente verso le altre s'n, 8"y, 8"
coll’indefinito avvicinarsi del punto # che si considera al punto p.;
per cul potremo scegliere un intorno a tre dimensioni di p. tal-

mente piccolo che per tutti}i punti (x1, 1, 21) di esso interni ad
S si abbia:

e " " s
2 s <2

Dalle relazioni precedenti ne seguono per (z,, %, 2;) sufficien-

S,n - Sln (P~) < % * S"n - s”’ﬂ (p‘) <

temente vicino a p le altre:
[U-u@]<e, [V-om|<e,

Dunque quando col punto di S che si considera ci avviciniamo

VV—w(p,)|<e.

indefinitamente alla superficie o, le funzioni U, V, W tendono ri-
spettivamente verso le altre u, v, w.

Osservazione. — Il teorema relativo alle funzioni armoniche ed
analogo a quello da noi testé dimostrato, differisce dal menzio-
nato teorema del prof. Vourerra per il fatto che bisogna di pil
ammettere la convergenza in egual grado delle tre serie U, V, W.
Ora nel caso delle serie di funzioni armoniche si pud fare a meno
di introdurre quest’altra condizione, per via che dette funzioni
godono della proprieta di non prendere mai il valore massimo, né
il valore minimo nell’interno dello spazio che si considera, proprieta
di cui non godono generalmente le funzioni integrali delle equazioni
(1), come ci addimostrano ad esempio le funzioni Q, (), S, (r), T, (»)
trovate nel §. 5 del capitolo precedente per il problema della sfera.

2. Supponiamo di avere un corpo S semplicemente connesso e
limitato da una superficie convessa 6 avente in ogni suo punto un
piano tangente variabile con continwitd al variare con continuits
del punto di contatto, e proponiamoci di trovare tre funzioni U, V, W
che soddisfino alle equazioni (1) dell’ equilibrio dei corpi elastici
in tutti i punti n del corpo S e che coll’ avvicinarsi indefinitamente
dei punti di S ai punti m di o tendano rispeitivamente verso tre
funzioni finite e continue u (m), v(m), w(m) date arbitrariamente su o.
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Incominciamo per questo a considerare le tre funzioni:

U,(n)=§1— gu(m).a—{—'v(m).b—{—w(m).c?sdc,

T

© |V, (n)=él—nf§u(m). a,+v(m).b,+w(m).c,§ do

W, (n)=§1;f{u (m) . as+ v (m) . byt w (m) .cg% ds ,

Da quello che abbiamo stabilito nel §. 2 del capitolo prece-
dente risulta che esse rappresentano tre integrali dell’equilibrio,
per i quali si ha, indicando al solito con p. un punto generico dia:

Lim Ul(n)=2if
n= TJs

lim V, (n) = Ql— f
n:{x (¢}

~

lim W, () = 1

n=p ch

e posto poi:

“1(}")=2_1Ef

1 >
v () = on
G

w (p) = 517‘[

potremo scrivere ancora:

Lm U, () =u () +2 @) , lim V,(n)=mn @)+ v @),
n=y. n=gw .
lim W, (n) = w0, (u) + () -
n=p

um).d 4o(m). b4+ wlm).cdo+u),

w () - iyt o (m) . By (m) - cug dot v (),

a

u(m) . dyt+ v (m) . byt w(m). c,

do+w (1) ;

u(m).a’—{—v(m).b’+w(m).c'§d0,

w(m).d+ v m). b+ w@m). 0'1% ds ,

u (m) . dst v (m) . byt w(m) . cs

ds,
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Si & visto nel §. 2 del capitolo precedente che le tre espressioni:

L f wn)—u @)} @ + |0 on)—o ()] + Jo o)) ¢ | ds,
G -

o~ f ( )= @) i om0 ] s+ oo oo |

1 [ | ]

L f wm)—te (] k- |0 ()0 (] Bt |0tm) )] &4 ds
(o] L A

sono finite e continue su 6; e poiché sono finite e continue anche.

le funzioni w (m), v (m), w (m), avremo che lo stesso sard delle

funzioni:
w)=gs | [u(m)—u @+ -0 ]+ fo - it
n)=ge f [u (- | o G0 6], )] “J ds+ofp),
wi(p) = glg fc [ w (m)—u (W) &e+jv (m)—v (p«)ib’ﬁ w(m)—w (u)} 0’2— dotw(y) .

Mettendo nelle tre precedenti funzioni wu, (1), #: (1), w, (1) la
variabile m in luogo della variabile p, si avranno tre funzioni:
w (m) , o (m) , w (m)

dei punti di 5, della stessa specie delle funzioni date w(i), v(m), w(m).
Possiamo allora mediante queste tre nuove funzioni formare
tre espressioni come le (6): )

Ug(n)=2171/%ul(m).a—{—vl(m).b—{—wl(m).c}dc,
|
v, (n)=—2-1—7—r f %ul (M) . arb v, (m) . Byt 101 (m) . ] s,

W,(#n) = %f{ul (m) . ax+ v, (m) . b+ wy (m) . 02} ds;
5
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ed allora, posto:

uz(%’«)=%v/cgux(m).a’+vl(m).b’+wl(m).c'}olc,

uy (m) . &1+ o, (m) . B4+ w, () . c'I% ds,

~

ne) =g |

wy () = 217: /
' s

wy (m) . do-t- v, (m). by w0, (m).

ds ,

avremo similmente:

Hm Uy () = ua(p) (1) , lim V() = vp(p)+o1() , im W) = walpn) +1201(p.).
n= n=p n=p

Cosi seguitando verremo a formare una serie di sistemi di in-
tegrali delle equazioni (1):

(7) UuVuW1§ Uz, Vo, Wy U37V3a Ws;

.........

e tre serie di funzioni finite e continue dei punti della superficie s:

Uy Uy W5 Upy D1y Wi Upy Vyy Wai Us, U3y Wi
per le quali si ha:

---------

lim U, (n) = us () +u (1), L Vi(n) = 0,(0) +0 (1), im W, (n) = () +% (1);
n= n= n=

lim Uy(n) = ua(p) o (1) , 1im V() = v,(p) +or(1s) , im Wo(n) = wy(ts) +20,(0);
= n= n=yp

lim Us() = () +us(p) , im V() = w5(p) +0a(n) , lim W) = 5(p2) +205();
n=p n= n=p

........................

.............

Mediante le funzioni (7) precedentemente costruite formiamo
le tre serie:

U={T0)—Te ()| + VsVt +
V={Vi—V: 0§ + | Vs )—Vi00 | +
C W = {W. 00— Wa()] + We()— W, () +

.........

)

.........

.........
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le quali coll’avvicinarsi indefinitamente del punto » di S ad un
punto qualsiasi p di o tendono rispettivamente verso le altre:

{u(p,)——u2 (pn)} + %ug(pn)—-m (p4)t + e

®  ow—a®]+ ja@—n e+

%w () —w ()] + ng(u) — (u)z RaRRRERRRRY
Indichiamo rispettivamente con G, Gy, G, ....... 1 massimi
dei massimi e con K, K, K,, ....... i minimi dei minimi delle

terne di funzioni:
w (m), v (m), w (m;
w (m) , v (m) , w(m) ;
up (m) 5 vx (m) , wy(m) 5

---------------

e chiamiamo A una quantitdy positiva minore dell’unita. Supposte
vere le disuguaglianze:
Gs _<_ Gs_l ) KS __>_. Ks—-l bl
(10) (s=1,2,8,...... )
G — Ko < MGy —K ),
si avrd evidentemente:
G1 - Kl _<_ )\ (G_“K) 2
G2 - Kg g )\2 (G—K) ]

............

............

e quindi:
lim G,= lim K,=C,

§ =00 §= 00

dove C & una determinata costante.
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Inoltre, poiché per qualunque punto p di o si ha:
G (), K <Koy <trga (), K Ko Sty (1) 5

G > o), K, < Koy < o (1) K, < Kipe < Vrge (OF
G, Zwr (}L) y K, _,<_ Kr+1 éwm (E") ) K, é Kr+2 éwr+2 (P) ’

avremo evidentemente:

Lty () — s ()] < 6,—K, <V (G—K) ,
| o7 ()— vepa ()] <N (G—K)
P () —wr gy ()] <<V (G—K)
Loy (1) — g ()] < G — K, <N (G—K)
| or () — Vrq ()] <N (G—K) ,
Loy () —®rge ()] <NV (G—K) .

Si ha quindi:

(11)

|ty () —2trga (M) . | @ |

| Urga (0)— Uiys () < él—q"t .£

o)) b0, 0o | d

XG0 Ml 1o+ 1e s,

| Ve ) — Vi ()] < )J‘((Z—;K) ; gl a |+ 1o+ ‘01‘2 do

(G—
(Weia 0 Wos 0] < 5 [ N 1] ] .
o}

Ora dalle espressioni stesse delle a, b, ¢; a,, by, 15 @2y bz C2
risultano ovviamente le seguenti disuguaglianze:

BB}T Ba% BG}T
lo1<F 30> 01<% 5+ 1o1<F 2 >
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1 1 1

0~ = el

B "r B "« B ~r

ol <F a » IM<% 5 1al<% 3>
8 % Ba% B

@l <g an o 1BI<F gy lal<F 5

con B quantitd positiva e finita. Possiamo dunque scrivere:
| Urga (0)— Uy (m)] <\ (G—K) B,

(12) | Vi () — Vige (), <V (G—K) B,
(W (0)—W,py (n)] <N (G—K) B;

e poiche la serie:
B (G—K) (1414024234 .. ... )

& convergente, le tre serie (8) saranno certamente convergenti in
egual grado in tutto S.

La convergenza in egual grado delle (9) su 6 risulta poi dal-
I osservare che per le (11) le serie dei valori assoluti dei loro
termini convergono come le serie:

(G—K) (1220 ... ).

Osserviamo finalmente che le serie (9) hanno rispettivamente

per somma:
u(@) —C, v@—C, w() —C.
Dai risultati precedenti segue dunque in forza del teorema
del §. 1, che le funzioni
U+C, V4+C, WHC
formate mediante le serie (8) rappresentano tre integrali delle equa-

zioni (1), che risolvono completamente il problema proposto in prin-

cipio di questo paragrafo.

3. Il risultato del § precedente dipende essenzialmente dall’a-
vere ammesso le disuguaglianze (10). Ora queste disuguaglianze,
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potendo pure sussistere senza limitazione alcuna riguardo alla na-
tura dei coefficienti delle equazioni (1), noi le dimostreremo
soltanto per o quantithd negativa e convenientemente vicino allo
Zero. :

Avvertiamo qui che, come risulta dall’esperienza, ¢ & una quan-

tita sempre negativa, che pud variare da —1 a ———;— (Y); per
cui quando il limite inferiore dei valori che pud prendere a, per
la validita del metodo precedente, supera ——%, il problema ri-

soluto non corrisponde effettivamente ad alcun caso di corpo ela-
stico isotropo, come feci notare nell’ introduzione.

F noto che la superficie convessa 6 si pud sempre scomporre
in due regioni (ciascuna formata anche di pill pezzi) diverse
dallo zero e tali che una funzione finita e continua dei suoi punti,
la quale non fa infinite oscillazioni (%), sia sempre inferiore ad H
sulla prima, superiore od uguale ad H sulla seconda, essendo H
la media aritmetica del valore massimo e del valore minimo di
questa funzione.

Cid posto, siano o, e o', le due regioni in cui viene scomposta o

G A-Kos
2

in modo che, posto = H, la funzione us_, sia su o,

inferiore ad H, su ¢’y superiore od uguale ad H; similmente siano
6, e ¢y due regioni della superficie s tali che 6,4y =0 e che

2__p2
(%) Infatti si ha a= a_g‘z‘b‘ —_— A(i—l_—)) , in cui 4 & il coefficiente di Pors-

sox, che & sempre compreso fra O e —;— (Vedi: SomieLiawa, Annali della R.

Scuola Normale Superiore di Pisa; 1887; §. II. — Tratiato di Elasticita del
CresscH; §. 16; Nota del SainT-VENANT.

(® I metodo che siamo per esporre, come quello del NEumanwy relativo
alla risoluzione del problema di Diricmrer, fa difetto nel caso che le fun-
gioni arbitrariamente date su ¢ facciano infinite oscillazioni. Per il problema
di Diricurer il prof. VoLrerra ha dato in un corso di lezioni di fisica-mate-
matica il mezzo per togliere tale eccezione.
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su o, la funzione »,_; si mantenga minore di H, su ¢, sl mantenga
invece maggiore di H od uguale ad H; e finalmente siano s, e 6.
le due regioni in cul viene scomposta ¢ in modo che la funzione
w,_, sia su g, sempre inferiore ad H, su &', sempre superiore od
uguale ad H.

Indichiamo poi con p,, p, due punti generici di o, e con
Aoy Uory Cors @y Oy €y @y oy €@ gy Vogy Coas gy bigy Cros
&gy b33, €3 1 valori che le funzioni o, ¥/, ¢'; d'y, U1, €15 @'y, b5, €
prendono rispettivamente nei punti ., pe.

Poiché, come abbiamo osservato, si ha sempre 0 >a > —1,
la funzione & sard sempre positiva, onde potremo scrivere:

1 H Gy, '
—— | Us_y (m) . d dcg—»—fa' do+—— | dpds= )
$—1 01 2 T 5y 01 2 T JGIM 01

2w,
Gy , , K,_ ,
— 47; -/G'amolc—|—2bljmdc + 4'w1£a01d0,

(12 %

1 ] Ks—l ! H ! —
ﬂlus—x (m) . “02d52ﬂ£u002d5+ﬂ c,zozdﬁ—-

Gsh Ks—— ] !
= 47; Ia'ozdo—}- 47:1 faogdc+2£a02dc ;

Ou Gy u

e poiche /a’ ds = 2=, avremo:

hgle]
1 ) 1/,
g‘;t U1 (m) . Qg do £ Gn._1 - (G's—l"‘Ks-—l) 4_71: ap ds '
o] Ou
(13)
1 , , 1 [,
2—1%'/0‘%;,_1 (m) . azogy dc _>__ Ks—l + (G’g_.l"—Ks_l) Z—E‘/cql:j 02 dc .

La funzione &' & su 6 in generale ora positiva ed ora negativa.
Dividiamo allora la superficie 6 in quattro regioni w,, w;, o), ',
tali che

U
w4 wy=0,, o F0y=4d,
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e che inoltre su », ed o', si abbia ¥y >0, su w, ed ), si abbia
invece 'y < 0. Cid posto, avremo certamente:

21 fvsﬁ (m). ¥ 1d0< /b'oxd + s*l‘/ Vo ds +Gs_l/ budot
o'

‘+‘ o~ /.b'(n ds ;

e poiché

f byds =0,
[o
sara ancora:

1 ! G’—l - Ks-*lg ! ] _
(14) é’;l/c\%—l (m) bf)l dGST( w’?m de — bmdc =

02

Gy — Ko )
. == 14 ILI/" I b()l l ds.

W)+,

Similmente dividiamo la superficie 6 in quattro regioni ¢, &,
¢y, ¢, tali che

€ "‘[“ € =0y , 8’1 + 5’2 = G’,)

e che inoltre su ¢ ed €, sia ¥y, > 0, su ¢, ed ¢, sia invece &y, < 0.
Si avra allora:

217: f Vey(m) . b02d0> Ko f b’o2d0+ H f blozdc'l' o f by dos -+
¢}

Gs——l !
+ zn‘/e;bm dG,

e quindi, poiché:

fb’og dc= 0,
o]
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sl avra ancora:

1 ; G's—-l“‘K.9~1g ' /1 ’ >_
(15) ﬂlvs—l (m)-bozdczT( ezbogdc ) bogdGS-—

€1

G, — K,
= ———5—1—4———‘ | bog | do .
T
g4y
Analogamente, se si osserva che ¢ non ha su ¢ in generale
sempre lo stesso segno, e se si indicano con v;, v, V1, Vs le quattro
regioni in cui viene divisa 6, in modo che v;+v, = 06w, vVi+Vo =6
e che su vy, V) si abbia 5 >> 0, su v,, v, si abbia invece ¢y <0,
e se indichiamo poi con py, pg, ¢, p's le quattro regioni di o tali che
prtpe=0w , p1+p> =0 e che su py, ¢ sia dop > 0, su py, ¢ sia
invece ¢y < 0, avremo:
1 Goy— Koy [
] 8—1 §—1 !
5= Wy ) (m) . €y ds < _4——_/ | ol ds,
° T Vit
1 2
(16)
1 G; - K
—1 8—1
Wy, (m). Cpds >——""— = | || ds,
21 5 4 ,
ptpe

Dalle (13), (14), (15), (16) si ha finalmente:

G K,_
s (1) <Gy — 'iu—w-lf“'m ds — /'Ib'ozlds‘—fl | do
o1+ 0, V1+V2
G,y —K,_
(!*2)>Ks-1+—l4nhs—] faoz ds “/lbozl do “f}cozl d“;
Ou g+es prtps

(17)
Us (112) — (o) < (G —K, ) [1 — Zl—gf“m do+ | dpds—

0y

_ flb’oll s / Bl dos— f l¢| do — / |¢oa] dc%}

o'+ o, e +¢y Vitv, P1+{‘
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Nello stesso modo si troverebbe:

(P‘l)\Ga— G — _1§fb111 ds —flaul do _flcul do

7]1+7]2 g1+&
Gy — K, ,
0, (pe) > Ko+ L in lg/-bm do -/‘|a121 do ——f[cm] do
C1+C2 )\1+)\'

() — s (1g) < (Groy—Kisy) ll—mé f{auldc— [[au[dcﬁ

7]1+f12 C1+C2

—|—fbudc—{— bwdc——- I dc—] ¢ do }

) g+, MM,
(18)
01— Ko
o) L Gs_y— G 14 1] o do —-j @' ds -—f[bnl dcg
T4, BB,
s ,
W) > Kor 1 1%/ Ca do —"fl“zzl do — | |ty d"%
T+ 0140,

i) —104(3) < (Ger—E ) [1 -1a f daldo— f o do—

T ]+T2 71+7
. ‘-—flbgl| dc _flb'22|d3+ 021 dc+ ngdC;}
\ BB, 8,+0;
dove Ny Mo nllv 7{2; t-la C? L] C.'l ] Clz; &1, éz, 6'1, 6’2; )\1, )\29 )\’1, )\,2;
Ty, Tay Thy To} covrvennes hanno un significato analogo ai simboli
0, Wy, O, gt cvvvn. ...

A4nn. S¢. Norm, 8



114 @G. Lauricella

Poiche i punti ., e possono essere due punti qualunque di o,
avremo certamente, come risulta dalle (17), (18):

ngGsﬁl_ Gs_14'nhs 1%\/\“01 do —-/ ‘boll ds — Jcoll dG%
Ou o' 1+, Vv,
Gy < Goy — G 4 Ks—lg v, ds Hf!aul do ———flcu! dcg
7]1‘*‘722
— -
Gy < Gy — Gslll?Kj——l(‘/ ¢ do — ]aﬂi ds ——flb'ﬂ[ do%
Ow 1+'C2 1+p2
K, > K., + G- TKHgf““ do — [|b02| do ——ffc(,z] dag
" 61+82 [ +p
K: 2 Ks—l + Gs—li&é\/‘b,m ds - la 12] dG —/‘612! d’s‘
A ANy
K, > K, = MK“ Efczg do _/ o) do —f{b’22| dog
Ow Tk 81+,

Gs h— K‘g g (GS—-I—KS—l) [1 ha— Z]‘T‘[%fa,(n dc + a()z dO-——
Cu

. Gu

~

Vo do — | |V do —/ |l do — []C’og| ds

|

o'+, e+es Ve pl+p'2
G - K < (G's—l-‘“Ks—l) 1- —% /Iaul ds —f|a12] ds +
i 1+’)2 Lt

“f‘fb’n ds + /’:b’lg do — [lc'“l ds — /]c'w! ds g:l
G )

¥ O v +E, e
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1 '
G, — K, < (G —Ks) [1 - ﬁ%—— [fa'le ds ——f{azg] do —
: YTt T 1+le\

‘/" .
__j Ba) ds — | |V d5 4 | ¢y do +/C’22 ds q .
Cw 5

Br+Be 81+ Ouw

.
Se facciamo a =0, le espressioni precedenti si riducono alle

altre pit semplici:

51
Gs S Gs—-x - Gs_l .‘-—Es—zl f *ﬁ dG

4= 5, 0n
1
2=
Ko Ko 0 fa_ Z

1 1
1 % o / o €
1 _ 2
Gs'—"‘K,gg(Gs__l"‘—Ks_.l) 1 - H 1_/(51512_ dc + 02 an dc I

(61-+ 0, =0)

dove 7, 7, sono rispettivamente le distanze contate a partire dai
due punti p, pe; € quindi si avra:

Ga g Ga—l ] KS 2 KS—-J L]
G’s—-‘K.s g A (G‘S—I_K&—l) 9

dove, come & noto, si ha A <" 1.

Le serie (8) ci danno in questo caso tre funzioni armoniche,
che prendono sulla superficie o 1 valori arbitrariamente dati
u(m)—C, v(m)—-C, w(m)—C.

Se & u%0, affincheé siano verificate le (10), deve verificarsi una
disuguaglianza almeno per ognuna delle seguenti tre terne di di-
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sograghanze:

! - o -~

! f oy — 1! Wor s — e 3 0
i LY . (}J’l+£“2 . ",l+v2
(19) ‘ / Vuds — | |dy ds — dnlds 2 0 .
) ) ,
? 7[1+7}2 &1"'&2
fcﬂ 5“‘/[“2;[ dc_flbﬂl ds >0
T, 1+f32
a02 '3 '——fiblogl dc —flco2l dc > 0
El+82 P1+Pg
(20) fb'l2 do —] I(l 12} ds —‘f[clz! ds > 0
1+C' 1+)\
fc%dc‘flam!dd-—f{b” ds >0
Yl+72 §1+5'
fa’01d6+ a(ﬂdc"_ Ibol’d@“"f{bogldc—"‘ [[cm!dc“’/‘l(’(ﬁl d6>0
o 0'rHo, Vitve prp's

av [ vadst Vi [ ttutao— [didan— [ eits— [ eudan> 0
G, o '
Y v PN

M x+712 RN &t

/021 d0+f022 dc——/]am]do—— /la%‘dc—— ]b'glldc—f\b'm] ds™> 0,

! T+, T+ B3 Op+8y

le quali divise per il fattore positivo —— 5 poiché o. & negativo,

_+

si possono scrivere :
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3, VU et
: oL, Lo, 9 o en v
oo T A ! 2., 2xr 2 7
1 1 )
2 ; Q —
. 3 ! Qo m 3 dr e N
- § ! ~ ; t -l
E Ty ,w'l+-a\ dr 3yl 2n 7+ 2 ’/ﬁ_/zi@x 2| dn {S o
1 1 1
\’9; \/af 3f9r %
' 1 1 1 1
,/cvand°+”fsva do Eo,,(ay) m T
1 1
3— 9~— (
or o n 3 37‘187'1 "
— = _— 0
ay d2| on dc+ 1 dy x| on 052 !

1 1

29— P

’ rl 1 3f or\? 7

f dstall, o ds—5 w(a?) n "’“+

g or Sr, f

",‘ + - f az 890 do +- @ a?,

el

|

ij s gf f arz

"Jo do+ o on o +
ory arg

+ f Sn " do + f Sx %

1 1

£U8r2d5+a§[2§dc—§/,<g§> aand +

1 3
R
37’2 or,
an do +- f dy o W 0520,

\

or, o

—1 GSZO;

or, 31’2
ax dy

’”d3>0

(20)

or, 8r2

3
+ E Sy de

Gl
‘A1 1
[Edcﬂ-ag‘/aﬁd‘ —f <§7—2 a—galo—i~
o O ( dwon 0T 2 dw\02/) on
1 1

rad a .
3 f 1ors 372 / 87‘2 37'2 7y % . .
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; ol . a— \fa~ 37— '
[;372 -]— dc—{— / ——d-]— 2dd—

f
| . “‘f an 7 f 372 1‘2
s <9x Bn au< dc +

i / or, o _;1 / D1y Oy 7'2
+2 '+ dx dy > + ’336 dy
3 ] o 87'1! f 31, O 7'2
= dc 0,
+2 Yty ox 92 Sn ds + p+r xr 3z S>
[T > f
ry ds —
Sy an &+ ds+

[. or,

2 f (e ?ldc_if
2 Gv<ay a% o]

o, 3
2 &)
v <@ on do +

(21')\
or Ony 71 / o 372 7y
+ [+€ By 3o P 1% 3] 9 d°'+
_/ ;)7'1 g"l a_l 5 - / 37_2 Iry arzd €\>0,
{1+qyxn C+C3yaxn
sl o1
/ ds 4, 5% do 4o and +f "2d<s~
1

2= 3
! Sf 87'1 2 7 / 972 ¥y
T %('c)z n d5~§ ow<$ —%do-{—
3 9)1371 f |9y 3)"2
37 9z d6+ az oz 9% " da -

T3/,
1 )
M#wﬁqwmu
2 p p az ayl ail 2 61_'_6!2 az aJ! M -

i
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Per cui se, scomposta comunque la superficie s in tante re-
gioni finite e diverse da zero o, 0, o, 5,; o', o', tali che
0,40y =7 +0,=3"+0", =, accade che, scelti convenientemente gli

assl, le espressioni:

1 1 1 1

0— o= °o— 3~

N §f 311> "1 f 871 or| 3/ oo n
-/cs' do—3 cl<3x P ax ENE R dx 32 J an

187/& Y 1+,

1 . 1 1 1
a_zdg_g/ <%Y% [ Oryon O 3/ arza;21a72d
0y O 2J6,\0x /) an ’396 ayf an Sx lon

1 n 1

/‘3— ds - 3 3 97‘1 3] or, 28'Ed
5, on R En an 2Js, <<’9; n o+

or, E')rl] r 3 f ory Or, 72

+ f axay|3nd+ axay d+
o 37’1 f Ory Iy 7'2

-+ ,/ dx = ds + ' 'dx 9z do

Ve prips

! ! ’ !
§w1+")2=51 y O1t0,=0, ; &+ & =0 ’ ~1+52—G°ag
o ] o, ] [ v
WtVve=06, , Vi+Vy=0,s ; MitpPe=0,, p1Hp=0,

sono sempre nulle o negative, avremo che una almeno delle (19'),
una almeno delle (20) ed una almeno delle (21') saranno certa-
mente verificate per tutti i valori negativi di o, qualunque sia il
valore intero e positivo dell'indice s; e quindi le (10) varranno
per tutti i valori interi e positivi di s e senza alcuna limitazione
riguardo ai valori che pud prendere ¢. Nel caso contrario le (10)
varranno certamente per tutti quei valori di o, 1 quali mantenen-
dost tra 0 e — 1 sono superiori a tutte le espressioni della forma:
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_A
B’

120

dove:
1

°o— 2=
s S -
f Sn do + m B B= o da +

37 1 7'1 37 2> 7'2
Gz an fcn( 620 3 ds +

3 [ or, o r, f ory Oy 1"2
+ 3y ax dy do+ 875 | do +
37'1 arl i f 37‘3 37’2 7'2
+ [ vy ox 2| on do+ égs— 2| on ds

che sono finite e negative; e maggmn od uguali a quelle delle

espressioni delle due forme:

/ 3_
. 5 é;b‘ ds
1 1 1
farl 37’1 f ai”l arl arld +3f 37‘1 ah 37’1
o, on o, Sx Sn aa" ay on Sm oz | on
[
2
5, On do
- 1 1 1 1
/EdGH§/<%>21;;dG+3/‘ argarzargi 3 %%8_;5
0, 2/c,\0x /) on ax dy | on 8./ ax 9z | on

che sono pure finite e negative.
Quantunque il limite inferiore di « non venga cosi fissato, pure

possiamo dire che, essendo 6, e o, sempre diverse dallo zero, il
problema del §. 2 per o quantitd negativa diversa da zero ed ab-
bastanza piccola in valore assoluto, ossia per o? abbastanza vicino
a &% si risolve sempre con le serie (8).

——————re———



