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INTRODUZIONE

Ho diviso questo lavoro in O capitoli.

Nel 1° ho dedotto dalle proprietd dei sistemi di rette
polart di quelle d’un piano rispetto ad un complesso, alcune
proprietd dei sistemi diametrali dei complessi (¥), determi-
nando I’ ordine e la classe delle loro superfici focali, e nel
caso dei complessi di 2° grado anche le loro singolarita.

Nel cap. 2" considero insieme ad un complesso quelli
omociclici-omofocale (™); essi son generati dalle rette che
hanno momento statico costante colla loro polare rispetto al
complesso: il lnogo delle loro congruenze singolari & luogo
delle rette ortogonali alla loro polare rispetto ad ogni com-
plesso del sistema ecc.

(*) Pruecker « Neue Geometrie des Raumes ».
(**) Barracuint « Sullv Teorica dei momenti d'inerzia» (Acc. Nap.
1871, pag. 9).
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Nel cap. 3° cousidero gli assi di simmetria dei com-
pless) distinguendone due specie, secondoché appartengono
o nd al complesso le congruenze delle rette che li incontrano
ortogonalmente, e determinandone alcune proprieta.

Nel cap. 4° risolvo la questione di determinare tutti i
casi di sirametria rispetto ad un numero finito di assi che
un complesso di dato grado pud presentare, ed indico alcune
proprietd per i complessi di grado minimo appartenenti a
ciascun tipo.

Nel cap. 5° determino i casi di simmetria di un com-
plesso rispetto ad infiniti assi, e trovo come la superficie
singolare del complesso deve spezzarsi: in particolare ne se-
gue un teorema noto per i complessi delle rette che hanno

momento costante rispetto ad un asse (7).

(*) SeerE « Sur les droites qui ont des moments donnés par rapport
b des droites fixes » ( Crelle Bd. 97, 1884, pag. 95).
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I sistemi diametrali dei complessi.

1. Assumo come coordinate di una retta i coseni di
direzione @ b ¢ che essa fa con una terna di assi cartesiani
ortogonali « y z, e le quantita

y 2 3 o
b ¢

[=—

x’ yI’

c a a b

dove le o' y' 2’ sono le coordinate di un punto della retta;
questo sistema & un caso particolare di quello di Pluecker e
Cayley, gquando si considera una retta individuata da un suo
punto (' 3" 2’ ) e dal suo punto all’ infinito: le 6 coordi-
nate d’una retta @ b ¢ I m n sono legate dalle relazioni

a* + 0¥+ c?=1,Q=al+4bm 4+ cn = 0.

L’equazione d’un complesso di grado p & una relazione
omogenea del grado p

[(abeclmn) =9¢ 4 JQ =0: ™

(*) Voss « Ueber Complexe und Congruenzen» (Math. Ann. Bd. IX
pag. 51 ).
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rispetto a questo complesso una retta » ha un sistema li-

(p—h) (p—k~+1) (p—k+2) (p—h++) (p—F-+4)
o!

di complessi polari di grado p—*%, (£™°), con una congruenza

base intersezione di un complesso del sistema col complesso

speciale », e questa congruenza & la congruenza polare del

grado p—Fk della retla ».

Conduciamo un piano gualunque per la », e prendia-
molo come piano wy, (!=m ==¢ = 0);inesso lea bn
danno un sistema lineare di coordinate di rette ( poiché
un’ equazions lineare in @ b » da nel piano a y il fascio
del complesso di 19 grado rappresentato nello spazio dalla
detta equazione ) quindi si vede che la linea complesso di
un complesso polare k™ della retta » nel piano » y, & la
linea polare di classe p —& della retta » rispetto alla linea

del complesso dato f==0 nel piano medesimo. Se ne de-
duce :

neare OO

Rispetto ad un complesso del grado p, la congruen-
2a polare k™® di una retta & il luogo delle retie invilup-
panti le linee polari k™ della retta nei piant per essa:
dualmente & vl luogo delle generatrici dei coni polar: \™
della retta rispetto ai coni complesso der suot punti.

Cid posto consideriamo una retta r=(abclmn)
e le rette +' le cui polari " incontrano la . In un piano
per » le rette »' costituiscono la linea inviluppo del dato
complesso e la 1* polare di » rispetto ad essa.

Danque: Le retle le cut polari incontrano una retia
data r generano un complesso di grado 2 p—1 di cui la
congruenza intersezione col complesso speciale di asse v
si spezza nella congruenza delle rette del dato complesso
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che si appoggiano alla r e nella congruenza polare di
arado p—\ della retta r rispetto al detto complesso.

Inoltre poiché ogni retta singolare possiede fra le 0O
sue rette polari una ed una sola retta che si appoggia alla
r, si ha:

Al complesso di grado 2 p—1 luogo delle rette le
cui polart rispetto ad un complesso di grado p incontra-
no una retta data, appartiene semplicemente la con-
gruenza singolare del complesso di grado p.

Viceversa una retta la cui polare incontra un’altra retta
qualunque & singolare, quindi i complessi individuati da
tutte le rette » dello spazio non hanno altri elementi fissi
all’infuori delle rette singolari. Ne deduciamo:

La congruenza delle rette (non singolari) le cu? po-
lars wncontrano due rette date & di grado

2p (-1 + L

Se si hanno Jdue rette #' " che s’ incontrano, le rette
r le cui polari incontrano »' »” danno una congruenza di
grado 2 p (p—1) 4 1 che si spezza in due sistemi di rette
tali che le polari dei raggi di uno dei sistemi A apparten-
gono al piano « = ' ", e le polari dei raggi dell’ altro
sistema B appartengono alla stella #' #” di centro O.

Per ciascuno dei due sistemi A, B, I’ ordine piu la
classe dd 2 p (p—1) -} 1: ora per il sistema B la classe &
il numero delle sue rette appartenenti ad un piano 3 per 0;
tali rette sono le p tangenti per O alla linea complesso del
piano B e le (p—1)? rette il cui polo rispetto alla detta
linea complesso & 1l punto 0, ciod le rette base della schiera
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di linee di classe p—1 polari delle rette del fascio col cen-
tro 0; si vede percid che la classe del sistema B ¢

p+ (p—1) =p (p—1) + 1

e quindi I’ordine & p (p—1): inversamente dovrd accadere
per il sistema A. Concludiamo:

Le rette le cut polari rispetto ad un complesso di
grado p stanno in un piano formano un sistema OO
dovdine p ( p—1) + 1 ¢ di classe p (p—1): le rette
le cui polari passano per un punto formano un sistema
d’ordine p (p—1) e di classe p (p—1) + 1.

Siccome poi in un piano vi sono p (p—1) 4 1 rette
le cui polari passano per un punto, e p ( p—1) le cui po-
lari sono in un piano, non potendo in generale una relta
essere polare di un'altra retta che appartenga ad un piano
qualunque contenente una delle rette di cui essa & polare,
deduciamo:

Le rette polari di quelle di un piano costituiscono
un sistema razionale OO &’ ordine p(p—1) + 1 e di
classe p (p—1). Dualmente le rette polari di quelle di
una, stella generano un sistema razionale d’ordine p(p—1)

e di classe p(p—1) 4 1.

2. Vogliamo ora, anche in vista di successive applica-
zioni, studiare pitt da vicino il sistema A delle rette polari
di quelle di un piano «.

E noto che vi souo due raggi del sistema infinitamente
vicini ad un raggio di A che I’ incontrano nei due fuochi
e danno luogo ai suoi due piant focali: il luogo dei fuochi



— 9 _
coincide collinviluppo dei piani focali e costituisce la super-
ficie focale del sistema. [ordine della superficie focale del
sistema A non pud determinarsi come caso particolare dei
resultati di Voss (%), poiché A non & intersezione completa
di due complessi: otterremo questa determinazione dipenden-
temente dalla rappresentazione che si ha del sistema A sul
piano a .

Supponiamo che il piano « coincida col piano x y dato
da l=m=c=0, e si abbia in « una retta » che dia una
retta », di A fuori di «. Le rette di A che si appoggiano
ad r, costituiscono una superficie rigata, le cui generatrici
sono le polari delle tangenti di una curva f=0 nel piano
a: le coordinate della polare d’ una retta (@ b ¢ [ m n)
essendo ‘

39 % 39
aa—az—a——l—i—prpﬁ ..... N

I equazione della detta curva inviluppo unel piano « &

39

29 29 9 39 ;
f=a, po 5+ blwﬁ,+c’1(—n25&g+p?;€)+
e dp P
Th (““ szmﬂ”’a“z) +

p dp 0p 29
(——bEM” ‘Pa_m—>+"1p‘?5—-ﬁ='0’

(*) Voss (op. c.) da per la superficie focale della congruenza inter-
sezione di due complessi dei gradi m , n,
ordine == classe =2 mn (m + n — 2).
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dove nell’ espressione ¢ (a b ¢l m n) che posta =0 da
I’ equazione del dato complesso di grado p, si & posto
l=—=m=c¢c=0.

La » nel piano « & tangeute doppia della f==0; le due
tangenti alla /=0 infinitamente vicine alla » danno i due
raggt di A infinitamente vicini ad », che I’ incontrano nei
due fuochi.

Ora un punto O di » da 2 p—3 tangenti alla f=0
fuori di » stessa, quindi 2 p—3 rette del sistema A che si
appoggiano alla », in 2 p—3 punti per ciascuno dei quali
passano altri p(p—1) — 1 raggi di A dati da altrettante
rette del piano « tangenti ad /==0; si ottengono cosi in «
(2p—3) | p(p—1)— 1} rette tangenti ad f==0 che
incontrano in altrettanti punti la »; ciascuno di questi si pud
ottenere in modo analogo da (2p—3) { p(p—1)— 1}
punti di »; si ha dunque sulla » una corrispondenza di
Chasles

[(2p—38)[p (p—1) —1} . (Rp—3){p(p—1)—1}]

che ha
2{p(p—1) —1}(2p-3)

coincidenze. Fra questi punti di coincidenza figurano i punti
che danno su »; quelli pei quali due dei raggi di A fuori di
r, coincidono, ossia danno le intersezioni della », colla
superficie focale del sistema A fuori dei due fuochi in cui il
raggio », tocca la detta superficie; gli altri punti di coinci-
denza sulla » danno gruppi di 2 p—3 punti sulla », di cui
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2 coincidono . Ma il sistema dei gruppi di 2 p—3 punti
su », & di ordine p (p—1) poiché ogni punto di », & dato
in generale da p ( p—1) punti distinti di », quindi il
numero di questi gruppi dotati di un punto doppio &

2{p(p—1)}(2p—4);

dunque i punti d’ incontro della #,, fuori dei due fuochi,
colla superficie focale, sono

2p(p—3)+ 6.

Analogamente si pud costruire sulla » una corrispon-
denza di Chasles considerando i piani per », anziché i punti
e si viene cosi a stabilire che i piani tangenti alla super-

ficie focale di A che passano per #,, fuori dei piani focali,
$000

2p(p—3)+ 4.
Ne segue:

La superficie focale del sistema CO?* delle rette po-
lare di quelle di un piano rispetto ad un complesso del
grado p & in generale d’ordine

2Yp(p—38)+5)

e di classe
2{p(p—-3)+4}.

Se un fuoco del raggio », coincide con uno degli v’



teriori punti d’ incontro di », colla superficie focale di A,
per esso tre raggi del sistema A coincidono ( sono infiuita-
mente vicini ) e quindi nasce un punto doppio della detta
superficie focale: percid ponendo la condizivne che una delle
coincidenze della corrispondenza di Chasles costruita sulla
r cada in uno dei punti di contatto della » colla f=0,
st dovra ottenere una curva doppia sulla superficie focale
di A: e dualmente si potranno costruire i piani tangenti
doppi della detta superficie focale.

Ci limiteremo a considerare il caso dei complessi di 2°
grado ( p==2), in cui I’ ordine di A & 3, e la classe & 2.

Il piano « & tangente doppio per la superficie focale di
A, perché per una sua retta p si possono condurre due
piani tangenti alla superficie, dati dai raggi doppi della
involuzione fra le rette in « pel polo P di p, in cui si cor-
rispondono le rette le cui polari s’ incontrano.

Se vi & un piano doppio fuori di &, ad esso apparten-
gono infinite rette del sistema A (contenendone tre infini-
tamente vicine ), e viceversa: quindi i quattro piani singo-
lari delle guattro rette singolari del piano « sono doppi per
la superficie. Non vi possono essere altri piani doppi della
superficie stessa, poiché gli infiniti raggi del sistema A ap-
partenenti ad uno di essi sarebbero le polari dei raggi del
fascio in « avente per centro il polo P della intersezione
p del piano doppio con «, e quindi in un piano qualunque
per p non vi sarebbero raggi di A, il che & assurdo.

I punti della conica complesso ¢=0 del piano « sono
tali che per essi vi sono tre raggi coincidenti del sistema
A e percid son doppi per la superficie focale di A, e poichd
in ciascuno di essi il cono osculatore & il piano «, essi sono
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cuispidi. T quattro punti singolari delle quattro rette singo-
Jart di @ sono evidentemente tripli, e non vi sono altri punti
tripli nel piano «.

Ora il cono circoscritto da un punto alla superficie & di
4.* classe e di 12° ordine, sicché la classe delle sezioui
piane & 12: a ciascuna di queste sezioni piane di 6° or-
dine appartengono dungue fuori della conica cuspidale del
piano « , k cuspidi e t punti doppi, essendo

3k 4+ 2 =12,

quindi la superficie ha fuori della conica o una curva dop-
pia del 6° ordine, o una doppia del 3° e una conica cuspidale,
o una quartica cuspidale: la curva totale sega la conica cu-
spidale del piano « in punti tripli per la superficie ( giac-
ché in ogni punto d’una curva doppia i raggi di A coinci-
dono nella tangente alla curva) ad ognuno dei guali punti
tripli appartengono infiniti raggi di A; la detta curva sega
dunque il piano « nei guattro punti singolari delle quattro
rette singolari di «, e percid & una quartica cuspidale per
la superficie.

Un punto doppio di questa quartica darebbe un puuto
triplo della superficie (fuori del piano «) pel quale passe-
rebbero infiniti raggi di A che non potrebbero giacere in un
piano (v. rag. prec.). Tali raggi sarebbero dunque le rette
polari di quelle inviluppanti una conica nel piano « (poiché
le rette le cu polari si appoggiano ad una retta invilup-
pano una curva di 3® classe ), e la detta conica dovrebbe
toccare la conica complesso secondo le quattro rette singo-
lari ed avrebbe guindi un’ equazione della forma



Ora & chiaro che non pud determinarsi X in modo che
le polari delle tangenti di una di queste coniche a 2 a 2
s’ incontrino ( passino per un punto ).

Concludiamo:

1l sistema delle rette polari di quelle d’ un piano
rispetto ad un complesso di 2° grado, (di 3° ordine e
de 2* classe ), ha wuna superficie focale di 6" ordine e
4" classe. Questa superficie ha S piani tangenti doppi,
cioe il piano dato ed i 4 piani singolari delle 4 rette
singolart di esso, ed ha una curva cuspidale composta
della conica complesso del dato piano e di una quartica
gobba ("senza punt. doppi ) che U incontra nei 4 punti
singolar: delle sue 4 tangenti singolari, 1 quali sono tri-
pli per la superficie .

Limitandoci ancora alla considerazione dei complessi di
20 grado, determiniamo in breve la condizione perché tutte
le rette polari di quelle di un piano « si appoggino ad una
retta, o passino per un punto.

Se questo avviene, la retta (o il punto) deve appar-
tenere al piano « dovendo essere incontrata (o appartenere)
da tutte le tangenti della conica complesso del piano «,

Ne segue:

La condizione necessaria e sufficiente perche le po-
lare delle rette d’un piano rispetto ad un complesso di
2 grado si appoggino ad una retta & che il piano sia
singolare, e perche le dette polari compongano una stella
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¢ che il piano sia doppio per la superficie di Kummer
singolare pel complesso.

3. I resultati ottenuti si applicano immediatamente al
sistema dei diametri di un complesso di grado p, cioé delle
polari delle rette all’ infinito.

Siamo cosi condotti ad enunciare i teoremi seguenti:

Ad ogni sistema di piani parallele & coniugato un
diametro luogo dei centri delle linee complesso di classe
p di questi piani (*).

Vi sono infinite giaciture div prani di sezione para-
bolica (la cui linea complesso ha il centro all’infinito ) ;
quelli per un punto protettano da esso le rette all’ infi-
nito del complesso e tnviluppano un cono di classe p (cono
asintotico del complesso ).

La corrispondenza fra le giaciture di piani e ¢ dia-
metri conwugats é data da quella fra i piani e le rette
polars rispetto al cono asintotico di un punto dello spazio.

Il sistema diametrale & d’ ordine p(p—1) 4+ 1 e di
classe p (p—1), quindi:

Un punto qualunque & centro per p(p—1) 41
linee complesso.

La superficie focale del sistema diametrale pud deno-
minarsi superficie centrale del complesso. Allora si ha:

La superficie centrale del complesso & il luogo ded
punti per quali due delle p (p—1) 4+ 1 linee complesso

(*) Cfr. per i complessi di 2° grado PLuEcKER « Neue Geometrie
des Raumes ».
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di cut esso e centro, cowncidono: questa superficie ¢ di
ordine

2ip(p=3)+5]

e di classe
2lp(p=3) + 4}

In particolare:

Per un complesso di 2° grado un punto dello spazio
é centro di tre coniche complesso. Il cono asintotico d'un
punto & di 20 grado e le coniche complesso dei suoi piani
«sono parabole. La superficie centrale, di 6° ordine e 4*
classe, ha il piano all’infinito ed i piani singolar: delle
quattro retie singolari all’ infinito come piant tangenti
doppt, ed ha come curva cuspidale la conica complesso
all’ infinito ed una quartica che le si appoggia in quat-
tro punte tripli.

Tutti © diametri son paralleli ad un piano se 1l
piano all’ infinito & singolare, e sono parallely ad una
retta se esso & doppio per la superficie di Kummer sin-
golare per il complesso fi 2° grado.

Insieme al sistema dei diametri di un complesso si pos-
sono considerare anche le rette le cui polari sono all’ infi-
nito, che possono dirsi assi-cilindri del complesso, e si ha:

Gli asst cilindri del complesso sono assi det crlindri
complesso detr loro puntr all’ infinito e dianetri delle
linee complesso dei loro piani.

Le direziont coniugate a questi diametry delle linee



complesso sono parallele ad un piano, che di una gia-
citura coniugata all’ asse cilindro,

Il sistema degli assi cilindri & d’ordine p (p—1) e
di classe p (p—1) -4 1.

Pluecker (op. c¢.) ha considerato le terne di diametri
e di assi cilindri di un complesso di 2° grado corrispondenti
al triangoli coniugati della conica complesso all’ infinito ed
ha mostrato come essi costituiscono tre coppie di spigoli
opposti di un parallelepipedo (centrale), e come tutti questi
parallelepipedi hanno lo stesso centro (centro del com-
plesso ).

Si presenta ora la ricerca dei diametri ortogonali alla
giacitura coniugata, che potranno dirsi assi centrali del
complesso. Essi debbono corrispondere alle rette polari dei
piani ortogonali rispetto al cono asintotico p. e. dell’origine:
se questo cono ha per equazione

f(aPy)=

in coordinate di piani
ax + By 4+ yz=0,
il diametre polare del piano (' 'y ) &

¥ f
o agﬁ+ 7 =0,

e risulta quindi ortogonale al piano (& g8 7' ) se

f L L,

=0 F=g V=5
8. N. Enriques
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queste equazioni hanno in generale un numero finito ( al
massimo p? ) di soluzioni.
Dunque:

Un complesso di grado p ha wn generale un numero
finito ((al massumo p* ) di assi centrali.

Il complesso di 2° grado ha tre assi centrali duea
due ortogonali (*) .

(* Prugcker ( op. c. ).
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Le proprieta focali dei complessi.

1. I’ equazione
a* 4 6* 4 ¢c* =0

rappresenta il complesso (ciclico) delle rette che si appog-
giano al cerchio immaginario all’ infimto (*).
Dato un complesso di grado p

p =0,

i complessi
P
2

p—h(at4 b+ o)

= k' (a’ 4 bt 4 c*)F

( secondochd p & pari o dispari), compongono un fascio a
cui appartiene il dato complesso e quello ciclico; estendendo
la definizione nota (**) per il caso p=2 li diremo omoci-

(*) SEGrE « Sulle geometrie metriche dei complessi lineari e delle
sfere, e sulle loro mutue analogie » ( Auti della R. Acc. di Tormno Vol
XIX, pag. 159).

(**) Barragrivt « Sulla Teorica dei momenti d'ierzia » (Rendiconti
Acc, Napoli 1871, fasc. 30, pag. 9).
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chicieomofocaly di p=0, o pid brevemente omofocali.

Si ha evidentemente:

Per i complessi d’ un sistema omofocale le linee com-
plesso in un piano sono omofocali ed @ coni complesso
@ un punto sono omociclict, ossia hanno le stesse sezioni

cicliche ( contenenti i punti ciclici del loro piano ).
L’ espressione

§ 4
o(a bclmmn) =" de(ayl4bym~+con~+latmbtnge) ,
1

rappresenta il momento di grado p della retta (a & ¢ lmn)
rispetto al gruppo delle 2 ratte (a,b.cplymen,) ciascuna col
coefficiente d, (%), e quindi il complesso

¢ =20

& il luogo delle rette di momento di¢ grado p nullo rispetto
al gruppo delle ¢ rette: & poi chiaro che prendendo 7 abba-
stanza grande, ogni complesso pud essere cosi rappresentato.
Allora i complessi generati dalle rette di momento costan-
te k rispetto al detto gruppo, hanno per equazione

¢ == k,
ossia

2
cpz:k(a’—l—b’—!—c’z

(*) SEerm (op. c.).
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go’==k’(a2 + bt + c,)f”

(poiché a® 4 b* 4-c* =1 per le rette che non si appog-
giano al cerchio immaginario all’infinito ), e quindi sono
quelli omofocali a ¢ = 0.

Dunque (%)

I complessi omofocali ad wun dato complesso sono
quelli delle rette di momento costante rispetto ai gruppt
di rette rispetto a cui & nullo @l momento dei raggi del
dato complesso.

Le coordinate delle polari della retta (@ bclmn)
rispetto al complesso

¢ =10
sono
p 29 Io
0, =—0a X35 TP?35]

quindi il momento statico delle due rette (abclmn),
(alblclllmlnl)) é
al 4 bm+4en 4 La+ mb4 nc=g¢p

Dunque:

(*) Cfr, ReYe « Triigheits und hohere Momente eines Massen syste-
mes 1n Bezug auf Ebenen » ( Crelle Bd. 72, 1870).
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I complessi omofocali ad wuno dato sono il luogo
delle rette che hanno con la loro polare un momento
statico costante.

2. Eliminando il parametro costante % dalle equazioni
delle congruenze singolari dei complessi d’un sistema omo-
focale, si ha I’ equazione di un complesso del grado 2p

d N 2 3 dp
I“P(“%"l‘ b§%+c£>=(a'+b’+c’)28—as—l

che diremo complesso focale del complesso dato p=0.

Se (a,b,¢linn) & la polare della retta (abclinn), a
distanza finita, rispetto al complesso p==0, la condizione di
ortogonalitd delle due rette é

aa, +bb 4 cc, =0,

ossia & I’ equazione del complesso focale: una retta » del
complesso focale & dunque ortogonale alla sua polare .

Per la 72 ¢’ & un piano = parallelo alla #/, nel quale
la » & un diametro della linea complesso di un qualunque
complesso del sistema ortogonale alla direzione coniugata,
ossia un asse della linea. Sulla » ¢’é poi il punto P d’in-
contro del piano perpendicolare ad essa per la ', il cui
cono-complesso ha la retta » come asse (ortogonale al piano
polare ) .

Concludiamo:

Il complesso focale di un complesso di grado p é di
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grado 2 p, ed & comune a tutti i suoi complessi omo-
focals.

Esso & il luogo delle rette singolari di questi com-
plessi. Le sue rette a distanza finita sono ortogonali alla
loro polare. A ciascuna delle sue rette appartiene un
punto (singolare per un complesso del sistema) pel quale
essa & respettivamente un asse della linea complesso o
del cono complesso di un qualungue complesso del sistema.

3. Se si ha un complesso ¢ = 0, del 'grado p, -
poizhé le rette all’infinito appartengono al complesso ciclico,
la sua linea-complesso A all’infinito & comune a tutti i suoi
complessi omofocali: se B ¢ la linea del complesso focale
nello stesso piano all’ infinito, una retta di B & singolare
per un complesso del sistema omofocale e quindi appartiene
ad A, ossia A e B coincidono .

Dunque :

Tutte i complessi omofocali hanno lo stesso cono
asintotico per un punto dello spazio, e questo & il cono
asmtotico del comune complesso focale.

Ne segue che & comune ai complessi omofocali la cor-
rispondenza fra le giaciture di piani e le direzioni dei dia-
metri coniugati, e poiché le linee omofocali di un piano
hanno lo stesso centro, si deduce :

Tutte © complessi omofocalt hanno lo stesso sistema
diametrale, la stessa superficie centrale, e gli stessi assi
centrali .






Gli assi di simmetria dei eomplessi.
1. Una retta si dirA un asse di simmetria per un
complesso di grado p

=0

quardo il complesso & trasformato in se stesso da una sime
metria ortogonale rispetto alla retta.

Data una retta (a'b'¢'U'm'n’), se & (a" V" ¢"U"m" n”
la sua simmetrica rispetto all’ asse z, si ha

a’=——a",b'=—b”,c’=+c",

14 n

e poiche 7' m' »n' , I"” m" ", sono i minori tratti dalle

matrici
a b —a - ¥ +
1 ’ ’ ! ’
!
xr Yy z —z —y -z
si ha
V== — ', m = — ", 0 == 4 2

od anche ( poiché il segno delle coordinate d’ una retta &
indeterminato se non & fissata la sua direzione positiva)
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possiamo porre
a=q" , V'==b", '=—(" |, I=l" | m/=m" , 1'==—0n",
Il complesso
c =0
& quello speciale delle rette ortogonali all’ asse z, mentre
n == 0
8 il complesso speciale delle rette che si appoggiano al-
I’ asse z.
Allora se I'asse z deve essere asse di simmetria per
il complesso di 1° grado
[=Al+Bm+Cm+La+Mb+4 Nc=0,
la f==0 dovendo essere inalterata per la sostituzione

(—-c—-n)’ si ha
c n

A=B=L=M=0,

C=N=0:

il 2% caso ci dice che 1’asse z e la sua retta ortogonale
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all’ co appartengono al complesso, il 19 caso si presenta
quando gli assi @, y, sono assi di simmetria corrispondenti
al 2 caso. E quindi facile delerminare gli assi di simme=
tria d' un complesso lineare. Invero si hanno ©CO? rette che
insieme alle loro ortogonali all’ 0O appartengono al com-
plesso e sono quelle che incontrano ortogonalmente I’ asse
centrale (*) ( coniugato della sua retta ortogonale all’co);
I’asse centrale stesso & pure un asse di simmetria del com-
plesso .

Dunque :

Un complesso lineare & simmetrico rispetto all’ asse
centrale e alle sue CO? rette ortogonali che gli appar-
tengone .

Consideriamo ora un complesso di grado p>>1 che sup-
poniamo simmetrico rispetto all’ asse z, e sia

f=p +¢Q =10, Pp, + a,, P 'n+ ... 4 a, P 4
+a,, Pt 4a, P it oap, w4

+Alablm)+¢.(alfbmdcn)=0

la sua equazione.

—_—C —Nn

/
La sostituzione ( 'n) deve cambiare f==0 in

(*) BarTaGLINt « Sulla teorica dei Momenti » ( Acc. Napoli fase, 5,
pag. 6).
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f+6Q=0, dove § & ( come ¢ ) una forma arbitraria di
grado p—2 in a,b,c,l,m,n; si vede quindi che
Pinsieme di tutti i termini di grado dispari o di tutti quelli
di grado pari deve equivalere ad una funzione § Q, e poi-
ché in tal caso questi termini possono includersi in ¢ Q,
si ha che dalla ¢ spariscono tutti i termini di grado dispari
o tutti quelli di grado pari in ¢, »: a questi due casi corri-
spondono due specie di simmetria del complesso /=0, ri-
spetto all’ asse z, e si ha evidentemente:

Se un complesso gode suimmetria di 1° specie rispetio
ad un asse, lo congruenza delle rette che incontrano or-
togonalmente Uasse di simwmetria non appartiene al com-
plesso (o gli appartiene contata un numero pari di
volte ) .

Se un complesso ha simmetria di 2° specie rispetto
ad un asse contiene ((una volta o un nwmero dispari di
volte) la congruenza delle rette che incontrano ortogo-
nalmente I’ asse di simmetria.

Quindi:

Un asse di 2.* specie e la sua retta ortogonale al-
oo appartengono alla superficie singolare del complesso
e sono almeno doppie per essa se il grado del complesso
6> 2.

Se il complesso f==0 & simmetrico rispetto agli assi
z, vy, in ogni termine le @, {, compariscono complessiva-
mente al grado pari o al grado dispari, e quindi [’asse z,
é pure un asse di simmetria del complesso. Considerando i
casi che si possono presentare per p pari o dispari, si con-
clude :

Se un complesso & simmetrico rispetto a due assi
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ortogonali per un punto & simmetrico anche rispetto al-
I asse ortogonale ai due per il punio stesso.

La simmetria rispetto al 3° asse & di 2* specie | di 1* |
per © complessi di grado dispari | part| se rispetto agl
altri due assi & della stessa specie: & di 1® specie | di 2* |
per ¢ complessi di grado dispari | pari| se rispetto agli
altrr due asst & dv specie diversa.

2. Una retta si dird multipla secondo k per un com-
plesso se la sua congruenza polare di grado k—1 & inde-
terminata.

Una retta si dird hessiana per un complesso se la sua
congruenza polare quadratica si spezza, ossia se appartiene
al coni hessiani dei coni complesso dei suoi punti e alle linee
inviluppo hessiane delle linee complesso dei suoi pianii: si
pud vedere che I’ esistenza d'una retta hessiana porta 5
condizioni per il complesso, esigendosi 9 condizioni perché
si spezzi una congruenza quadratica.

Una retta di un complesso, non tripla, ed hessiana per
esso, si dird cuspidale per il complesso: essa & tangente
cuspidale delle linee complesso dei suoi piani e generatrice
di flesso pei coni complesso dei suoi punti: la congruenza
polare quadratica di una retta cuspidale si spezza in due
congruenze lineari di cui una & specializzata una volta ( 2
se la retta & singolare ), l'altra ha una ulteriore direttrice
che si dird polare armonica della retta cuspidale ed &
lnogo dei poli armonici di essa rispetto alle linee complesso
dei suoi piani, e inviluppo dei piani polari armonici rispetto
ai coni complesso dei suoi punti.
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Ci6 posto andiamo a considerare alcune proprieta degli
assi di simmetria dei complessi.

Consideriamo un asse di simmetria di 1* specie per un
complesso di grado dispari, o di 2* specie per un com-
plesso di grado pari.

La linea complesso di classe p in un piano qualunque
ortogonale all’ asse di simmetria ( quando se ne stacchi il
fascio di raggi col centro sull’asse, se esiste), & di grado
dispari con un centro di simmetria: per un punto all’ cO
del piano vi & un gruppo di rette tangenti ad essa non
passanti per il centro, quindi la retta all’ OO & tangente
alla linea; ma la sua conica polare & una parabola che deve
esser simmetrica rispetto al detto centro di simmetria, dun-
que si spezza in due fasci di raggi uno col centro all’OO e
P altro col centro nel centro di simmetria; la detta retta
all’ 00 é dunque tangente cuspidale per la linea complesso
a meno che non sia tripla, ed il suo polo armonico & il
centro di simmetria (*). Una considerazione analoga pud
ripetersi per i piani per 1'asse di simmetria.

Deduciamo:

Un asse di simmetria di 1°* specie |di 2° | per un
complesso di grado dispari | pari| e la sua retta orto-
gonale all’ CO, sono rette cuspidali per il complesso e
polari armoniche I' una dell’ altra, se non sono triple.

Consideriamo invece un asse di simmetria di 1°* specie

(*) Cfr. il toorema duale per le linee simmetriche rispetto ad un
agse: E. C1aNI « Le linee diametrali delle curve algebriche piane e m par-
ticolare i loro assi di simmetria » ( Annali della R. Scuola Normale
Pisa 1889, pag. 8 ).



per un complesso di grado pari, o di 2* specie per uno di
grado dispari. Nei p.ani ortogonali all’ asse si vede che il
punto d’ intersezione coll’ asse & centro ( polo della retta
all 00) della linea complesso se la retta all’CO non & dop-
pia: analogamente P'asse di simmetria & un asse (diametro
ortogonale alla direzione del polo) per le linee del complesso,
se non & retta doppia (*).

Dunque :

Un asse di simmetria di 1* specie | di 2" | per un
complesso di grado pari | dispari| & un asse centrale se
la sua retta ortogonale all 0O non & doppia , ed & un
asse cilindro ortogonale alla giacitura coniugata se esso
stesso non & retta doppia per il complesso.

Un asse di 1* specie |di 2*| per un complesso di grado
pari | dispari | che incontra ortogonalmente un asse di 2
specie, appartiene al complesso, e percid:

Se un complesso di grado par:i (dispari) ha un asse
di simmetria di 2* specie, un aliro asse di 1* specie
| di 2| per il complesso, che Uincontri ortogonalmente,
¢ una retta doppia per il complesso stesso.

E naturale che i resultati ottenuti possono enunciarsi
dal punto di vista proiettivo per gli assi di una involuzione
biassiale trasformante in se stesso un complesso di rette.

Si ha poi evidentemente:

Gli elementi covarianti e quinde la congruenza e la
superficie singolare di un complesso godono la medesima

Scmunelria.

(*) SaLMoN « A treatise on the higer plane curves ( Cap. Metrical
properties of curves ) ».
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I complessi omofocali ad uno che ha un asse di sim-
metria di 1* specie, sono simmetrici rispetto a questo asse,
mentre si aggruppano in coppie simmetriche se 1’asse & di
3% specie.

Quindi:

Il complesso focale di un dato complesso, gode la
medesima simmetria di esso.

Infine poiché una simmetria rispetto ad un asse trasfor-
ma in se stesso il piano all’ cO, si ha:

1l sistema diametrale e la superficie centrale di un
complesso hanno la stessa simmetria di esso.



— 33 —

V.

I complessi con un numero finito di assi
di simmetria.

1. Se si ha un complesso simmetrico rispetto a piu assi,
(in numero finito ), questi passano tutti per un punto, al-
trimenti si dedurrebbe I’ esistenza di 0O assi di simmetria.
Inoltre questi assi danno rotazioni in se stessa di una sfera,
e tali rotazioni dovendo evidentemente appartenere ad un
gruppo finito di rotazioni della sfera, i detti assi sono ne-
cessariamente gli assi di simmetria di uno dei poliedri re-
golari (¥).

Il caso della piramide corrisponde ad un solo asse di
simmetria ( se vi & un numero pari di lati).

Il caso del tetraedro regolare si distingue da quello
della doppia piramide quadrata solamente per riguardo alla
simmetria rispetto a piani ( che noi non consideriamo ), e
non per quella rispetto ad assi.

Si ha dunque:

Un complesso con un numero finito di assi di sim=-
metria deve avere,

a) 0 un numero finito di assi di un fascio simme-
tricamente disposti attorno al centro, e lasse ortogonale
ol fascio se ¢l detto numero & pari;

b) o v 9 assi di ssmmetria di un cubo, cioé le 3
congiungenti 1 centri delle facce opposte (assi principali)

(*) KLEIN « Vorlesungen iiber das Jkosaeder ».

S. N. Enriques 3
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e le 6 congiungenti 1 punti medi degli spigoli opposts (ussi
secondart );

c) ot 1D assi di simmetria di un icosaedro rego-

lare, cioé le 15 congiungenti i punit medi dei suoi spigoli
oppostr .

2. Vogliamo ora procedere alla determinazione dei tipi

di simmetria che possono presentare i complessi di dato
grado p.

Notiamo in generale che:

Se vt sono complessi di dato grado p con una data
simmetria rispetto ad un numero finito di assi, ve ne
sono anche di qualsiasi grado maggiore che abbia la
stessa parita .

Infatti basta unire ad un complesso di grado p il com-
plesso delle tangenti ad una sfera collo stesso centro del
complesso per ottenere un complesso di grado p-}-2 colla
medesima simmetria: anche i complessi del fascio dato da
due di questi complessi spezzati del grado p-+2, hanno la
stessa simmetria.

L’osservazione fatta ci sard utile per la proposta deters
minazione dei complessi simmetrici di dato grado, bastando
determinare quelli di grado minimo pari e dispari, di cia-
scun tipo.

a) Le formule di trasformazione delle coordinate per

una rotazione degli assi coordinati attorno all’ asse z sono
le seguenti

a,=aa+fb b=Ba—ab c=cC

lie=a l4+Bm m=fl—am n=n.
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Allora se per un complesso simmetrico di grado p
I'asse 5 & la retta ortogonale al fascio degli assi di sim-
metria nel suo centro, eseguendo una rotazione attorno
all’ asse z fino a far coincidere 1’ asse x con uno di questi
assi di simmetria, debbono annullarsi nell’equazione del com-
plesso tutti i coefficienti dei termini di grado dispari in a, I,
o di tutti quelli di grado pari: cosi si ottengono tante equa-
zioni di grado << p omogenee in « , f.

Ora o queste equazioni sono incompatibili e non si
hanno quindi assi di simmetria del complesso nel fascio « y;
0 esse sono compatibili e danno un numero finito < p di

valori di e quindi un numero < p di assi di simme-

tria del complesso nel detto fascio, o finalmente esse sono
identiche, ed allora tutti gli assi del fascio sono assi di
simmetria per il dato complesso. In conclusione un com=
plesso di grado p, con un numero finito di assi di simme-
tria, non pud averne pia di p della stessa specie in un
fascio .

Cid posto si abbiano p assi di un fascio simmetricamente
disposti attorno ad un centro, e si seghino in p punti con
un cerchio col centro nel centro del fascio; in uno di guesti
punti si conduca la perpendicolare al piano del fascio e pre-
sala come asse centrale si costruisca un complesso lineare;

4
ruotando dell’” angolo —J_OE attorno alla retta perpendicolare

al fascio nel suo centro si ottiene un gruppo di p complessi
lineari, ossia un complesso di grado p, simmetrico rispetto
ai p assi di 1* specie: anche tutti i complessi del fascio
dato da due di questi complessi composti di p lineari, hanno
la stessa simmetria.
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Se invece nella costruzione precedente si fosse preso
uno degli assi come asse centrale di un complesso lineare,
si avrebbe ottenuto un complesso di grado p con p assi di
simmetria di 2° specie e p di 1°.

Che il numero degli assi d’una specie debba essere
eguale a quello degli assi dell’altra specie, & cosa che deve
avvenire in generale, poiché gli uni debbono bisecare gli
angoli di due consecutivi degli altri.

Finalmente si pud costruire anche un complesso di

grado p con soli p assi di 2* specie in un fascio: invero
tale & il complesso

p(abeclmn)+ Y a;(am—>bl) ¢ nt=%) = 0,

dove % & dispari e

p(abclmn) =0

rappresenta un complesso con p assi di 1* specie e p di 2°
nel fascio @ vy, ed

am — bl =20

rappresenta evidentemente il complesso di 2° grado delle

rette che incontrano ortogonalmente i raggi del detto fascio

(ossia il complesso che ha quei raggi come assi di 2° specie).
Possiamo dunque concludere: (*)

Un complesso del grado p, pud avere un numero

(*) Cfr. C1an1 < Sulle linee diametrali ec. » ( op. ¢.).
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qualunque < p di assi di 1° specie o di 2* appartenenti
ad un fascio, e la retta orfogonale al fascio nel suo cen-
tro risulta o nd un asse di simmetria del complesso se-
condoche il Jdetto numero & pari o dispari.

Un complesso del grado p pud anche avere un nu-
mero pari qualunque < 2p di assi di specie wista (meti
di una specie e meta dell’altra) appartenenti ad un fa-
scio, e la retta ortogonale al fascio nel suo centro é sem-
pre un asse di simmetria del complesso.

Per i complessi di 2° grado simmetrici rispetto a pilt
assi si hanno i seguenti casi (che poi vedremo essere i soli
casi di simmetria rispetto ad un numero finito di assi, poi-
ché risulterd che non vi sono complessi di 2° grado simme-
trici appartenenti ai tipi del cabo e dell” icosoedro ):

19 tre assi ortogonali di 1* specie;

2") tre assi ortogonali, uno di 1* specie e due di 2%

3°) tre assi ortogonali di L* specie, e due assi di 2* specie
bisettori degli angoli di due degli assi di 1* specie.

L’ equazione del complesso assume rispettivamente la
forma

1) e a’taya I+ oy 1P 4-0,bFabmtagm o, c 2o entayn? =0
) mab+oaam+ abl+a, Il m=0

F)@ab+ta(am++bl)+ aim=0

0 (@' —b%) + 2 ayla I—b m) 4 @, ({*—m?) = 0.
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E notevole che il 1° caso corrisponde ad un complesso
di 2° grado generale dal punto di vista proiettivo.

Infatti & facile verificare analiticamente che una reita
8 asse di simmetria per un complesso di 2° grado se & per
esso un asse centrale e asse cilindro ortogonale alla giaci-
tura coniugata, ossia generalizzando dal punto di vista pro-
iettivo, che due rette di cui una & la polare dell’altra sono
assi di un’involuzione biassiale trasformante il complesso in
sé stesso: tali rette sono spigoli opposti di un tetraedro
coniugato al gruppo dei 6 complessi lineari 2 a 2 in invo-
luzione che il complesso di 2° grado individua (*); ed uno
di tali tetraedri pud sempre trasformarsi proiettivameunte in
un altro con 3 spigoli 2 a 2 ortogonali per un punto e gli
altri nel piano all’ O.

Dunque:

Un complesso di 2° grado pud trasformarsi proiet-
tivamente in 0032 modi, in un aliro con 3 assi di sim-
metria di 1* specie.

b) Si hanno 3 assi principali e 6 secondari, ed & chiaro
che per trasformazioni del gruppo del cubo i 3 assi princi-
pali possono essere trasformati I’ uno nell’ altro, e cosi i 6
secondari 1’ uno nell’ altro, dunque i 3 assi principali sono
tutti della stessa specie, e cosi i secondari. Distingueremo
i due casi in cui la specie degli assi principali e de: secon-
dari & la stessa (simmetria omogenea) o & diversa (‘sim-
metria eterogenea ).

Nel caso della simmetria omogenea di un complesso di
grado p, siccome i 3 assi principali sono di 1* o di 2* spe-

(™ KiewN (Math. Ann, Bd. IT pag. 213 — Bd. V. pag. 295).
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die secondoché p & pari o dispari (cap. prec. paragr. 1),
tutti gli assi sono di 1* o di 2* specie secondoché p & pari
o dispari.

Non vi sono complessi di 2° e 3° grado che hanno la
simmetria omogenea del cubo, poichd avrebbero 4 assi della
stessa specie appartenenti ad un fascio (paragr. 2).

Se si costruisce un complesso lineare avente per asse
centrale una diagonale del cubo, colle trasformazioni del
gruppo del cubo si ottiene un gruppo di 4 complessi lineari,
ossia un complesso del 4° grado che ha evidentemente la
simmetria omogenea del cubo: anche tatti i complessi di un
fascio determinato da due di questi complessi spezzati del 4°
grado, hanno la stessa simmetria.

Se si prendono per assi @ y z gli assi principali del
cubo, I’ equazione

(am—bl) Y ayctad™ - (bn~cm) Y aliad*t
+(cl—an) T el mt =0

rappresenta un complesso del 5° grado colla simmetria omo-=
genea del cubo, come si pud verificare osservando che esso
ha in ciascuno dei piani coordinati anche i due assi secon-
dari del cubo come assi di 2" specie ( ciod mutando ablm
in a+b, a—~b, l4+m , [—nec.). Si potrebbe vedere inol-
tre che la delta equazione rappresenta il pilt generale com.
plesso di 5° grado colla simmetria omogenea del cubo.
Consideriamo ora il caso della simmetria eterogenea.
Per p dispari & subito possibile il caso p=3, poiché
si pud p. e. costruire un complesso composto di 3 lineari
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cogli assi principali per assi centrali e che abbia la data
simmetria: il fascio dato da due di questi complessi spezzati
é tutto composto di complessi del 3° grado colla msiesima
simmetria.

Che non vi sieno complessi di 2° grado colla simme-
tria eterogenea del cubo risulta subito, perchd un tale com-
plesso (avendo tre assi di 1* specie e due di 2* in uno
dei piani principali ) avrebbs un’ equazione della forma
( v. paragr. prec. ).

9 =a (@*—b%) 4-2 a (@ l—b m) + o (I"—m7) =0

dove non entrano ¢, n; ed analogamente altre due forme
di equazione in cui non entrano a !, b m.

Esistono invece complessi del 4° grado colla detta sim-
metria, poiché sa indichiamo con 9, ¢, le forme ottenute
colle sostituzioni cicliche (a b¢), ({ m n) da ¢, I'equa-
zione

¢ P+ P P +9:9, =0

( che non & identica ) rappresenta un complesso che gode
appunto la simmetria eterogenea del cubo.

Possiamo dunque concludere:

Un complesso di grado qualungque p >2 pud avere
gli asst di simmetria d’ un cubo.

Per i complessi di grado pari questi assi possono
essere o tuthr di 1* specie, o 1 tre principali die 1®, e ¢
6 secondar: di 2*.

Per i complesst di grado dispari qesti assi possonc
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essere, o tutti di 2* specie (se p >>D), o i tre princi-
pali di 2* ed ¢ 6 secondari di 1°.

¢) 1 15 ass’ di simmetria d’un icosaedro sono trasfor-
mabili ’uno nell’ altro con trasformazioni del gruppo del-
I icosaedro e percid tuiti della stessa specie: ma i 1D assi
si distribuiscono in 5 terne ortogonali percui essi sono di
I* specie o di 2* secondoché il grado del complesso & pari
o dispari.

Ora non vi possono esser complessi di 3° o 4° grado
colla simmetria dell” icosiedro poichd avendo 5 assi in un
piano ortogonale ad un diametro dell’ icosaedro ne avreb-
bero infiniti.

Invece prendendo un complesso lineare che abbia per
asse centrale un diametro, si costruisce subito un gruppo di
6 complessi lineari, ossia un complesso del 6° grado colla
detta simmetria: anche i complessi di un fascio ottenuto
da due di questi complessi hanno la medesima simmetria.

Se esiste un complesso del 5% grado colla simmetria
dell’ icosaedro, (15 assi di 2% specie), per un punto di un
asse il cono complesso deve spezzarsi nel fascio ortogmile
all’ asse ed in un cono del 4% ordine per il quale I asse
slesso & retta doppia; guesto cono di 4° ordine si spezza nel
fascio del piano per 1’ asse ortogonale ad un diametro del-
I’ icosaedro (che coutiene D assi), nel fascio nel piano per
questo diametro, e nel cono di rotazione i cui raggi incon-
n.
"31
la stella delle rette pel centro appartiene al complesso, essa
deve esser doppia per la congruenza delle rette del complesso
che si appoggiano ad un asse di simmetria : questa con-

Y

gruenza & cosi perfettamente determinata.

trano I’ asse che si considera secondo l'angolo e poichd
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Inoltre se il complesso esiste, deve contenere come dop-
pia la stella delle rette per il centro.

Cid posto fissiamo di considerare un asse r dell’ ico-
saedro. Per un punto qualunque O dello spazio preso come
vertice, possiamo costruire un cono del 5° ordine che abbia
come retta doppia la congiungente il centro dell’icosaedro,
e che contenga come generatrici le 15 perpendicolari ai 15
™
3

Ora le generatrici dei coni di 9° ordine determinati per
tutti i punti dello spazio presi come vertici; o soddisfano ad
una condizione e generano un complesso del B° grado, o
sono tutte le rette dello spazio: ma il 2° caso & impossibile
poiché non si possono ottenere colla costruzione prec. tutte

le rette che si appoggiano ad uno degli assi di simmetria

dell’ icosaedro incontrante » sotto l’angolo —2—:_; 53 dunque le

generatrici dei coni di D° ordine ottenuti colla costruzions
. precedente pei punti dello spazio presi come vertici, appar-
tengono ad un complesso del 5° grado.

Possiamo costruire analogameate nn complesso del &°
grado partendo anziché dall’asse », da uo altro asse #' del-
I’ icosaedro; ma questi due complessi coincidono avendo co-
muni le congruenze intersezione coi 15 assi (complessi spe-
ciali) dell’icosaedro: ne segue che il complesso del 5° grado

assi e le due rette inclinate di - su » nel piano O r.

costruito & simmetrico rispetto ai 15 assi dell’ icosaedro, e
che & 1 unico complesso del 5° grado colla detta sim-
noetria .

Concludiamo :

Vi sono complessi di grado p>4 coi 15 asst di sim-
metria d' un wcosaedro.
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Essi sono di 1% o 2° specie secondo la parita o di-
sparita del grado p.

3. Ci limiteremo ora ad enunciare brevemente alcune
proprietd dei complessi simmetrici di grado minimo pari e
dispari, appartenenti ai tipi di simmetria considerati.

a) Il complesso di 2° grado con tre assi ortogonali
di 1* specie, generale dal punto di vista proiettivo, ha
i tre assi come asst centralt (v. par. 2. a ).

1l complesso di 2° grado con un asse di 1* specie e
due di 2*, ha U’ asse di 1* specie e la retta ortogonale
all 00 come rette doppie (v. cap. lIl. par. 2).

Il complesso di 3° grado con tre assi di 1* specie
appartenentt ad un fascio ha i tre assi come rette cu-
spidale ( v. cap. 1Il. par. 2).

Il complesso di 3° grado con 3 assi di 2* specie in un
fascio ha come punto e piano triplo il centro ed il piano
del fascio.

Il complesso di 3° grado con tre assi di 1* specie e
tre di 2* in un fascio, ha lasse di 2* specie ortogonale
al fascio come retta doppia.

Il coinplesso di 3° grado con tre assi ortogonali uno
di 1* e due di 2* specie, ha U asse di 1° specie come
retta cuspidale e 1 due assi di 2° come rette doppie.

Il complesso di 3 grado con tre assi di 2° specie
ortogonali, ha i tre assi come rette doppie.

b) Per I’ ultimo teorema del caso @, abbiamo:

1l complesso di 3° grado colla simmetria del cubo ha
t tre assi principali come rette doppie ed ¢ set secondari
come rette cuspidaly ( v. par. 2. 0).
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Consideriamo il complesso di 4° grado colla simmaetria
omogenea del cubo.

I facile vedere che:

Per il complesso di 4° grado che ha la simmetria
omogenea del cubo, il cono asinlotico del centro o & il
cono ciclico contato due volte, o st compone delle quatiro
diagonali del cubo; corrispondentemente il cono com-
plesso del detto centro & il cono ciclico contato dus
volte, o si spezsa mei quatiro fasci ortogonali alle dia-
gonali.

Si ha poi evidentemente:

Il complesso del 4% grado che ha la simmetria ete-
rogenea dJdel cubo contiene come rette doppie i tre assi
principali (di 1* specie), e come rette cuspidale ¢ sei se-
condari: ad esso appartiene la stella delle rette pel centro
ed il piano rigato all infinto.

Il complesso del 3° grado che ha la simmetria omo-
genea del cubo possiede i nove assi ("di 2* specie ) come
rette doppie; ad esso appartiene la stella delle rette pel
centro ed il piano rigato all’ infinito.

¢) Analogamente al 2° teorema b, si vede che:

Per il complesso di 6° grado colla simmetria del-
Uicosaedro il cono asintotico del centro o & il cono ciclico
contato tre volte, o si compone dei sei diametri dell’ico-
saedro; corrispondentemente il cono complesso del detto
centro & il cono ciclico contato tre volte, o si spezza nei
fasci ortogonalr av ser diametr:.

Si ha poi (v. par. 2. ¢).

1l complesso del 5° grado unico che ha la simmetrin
di un dato icosaedro, contiene (" oltre le 15 congiucenze
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delle rette incontranti ortogonalmente i 1D assi ), i se
plani rigati ortogonali ai sei diametri, le sei quintine di
piani rigati passanti per sev diametri e per gli assi or-
togonali, lo stella delle rette pel centro come doppia, il
piano rigato all CO, e le sei stelle delle rette parallele
ai ses diametri.

L’ ultima proprietd risulta dal fatto che per il punto
all’ 00 di un diametro vi sono 5 fasci di raggi del com-
plesso fuori di quello all’ CO .
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V.
I complessi con infiniti assi di simmetria.

1. Se un complesso ha o0’ assi di simmetria, i loro
punti all’ 0O generano una linea o un grappo di punti.

Nel 1° caso per un punto qualunque della detta linea
vi 8 un asse » che incontra tutti quelli che fanno con esso
un angolo commensurabile con = ( altrimenti si dedurreb-
bero infiniti assi paralleli ad #), e quindi, per la continuita,
incontra tutti gli assi del complesso i cui punti all’co sono -
sulla detta linea : evidentemente questi assi incontrandosi
due a due generano un fascio, e la retta ortogonale al fa-
scio nel suo centro risulta pure un asse di simmetria pel
complesso; & poi chiaro che non vi sono in tal caso altri
assi se non ve n’é& OOZ.

Nel 2° caso si hanno tanti fasci paralleli di assi, poi-
ché due assi paralleli ne danno infiniti di un fascio e tre pa-
ralleli non appartenenti ad un fascio danno una stella di
assi paralleli; ma se per un punto vi & un numero finito di
assi > 1, questi debbono costituire una delle figure a) &) c)
enumerate nel cap. prec.; quindi se tutti i fasci di assi pa-
ralleli non appartengono ad un piano, essi debbono ottenersi
dalla traslazione degli assi di uno di questi tipi @) b) ¢)
muovendosi il centro sopra una retta (comune ai piani dei
fasci ); in questo 2° caso i piani dei fasci si dispongono
simmetricamente rispetto alla loro retta comune, e questa

a

retta & pure un asse di simmetria del complesso.
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Se gli assi di simmelria sono CO?, essi compongono un
sistema di rette A di un dato ordine k.

Nel piano all’cO vi & un numero finito di rette di A,
o ve n’¢é infinite inviluppanti una linea.

Nel 1¢ caso, non pud essere &> 1, poiché per ogni
punto all’ 0O vi sarebbero almeno due raggi di A e quindi
nn fascio di rette parallele di A, ossia il sistema A non
sarebbe pitt 0O* ma se k==1, A & una congruenza lineare
o una stella; e se & una congruenza lineare & evidente-
mente quella delle rette che si appoggiano ortogonalmente
ad un’ altra retta, tipo possibile, ma che dA un numero infi-
nito di raggi di A nel piano all’ CO.

Nel 2° caso, la linea inviluppata dai raggi di A nel
piano all’ 0o, dev’essere (per le considerazioni precedenti),
o di classe k~—1, o di classe %. Se & di classe k—1, per
un qualungue punto all’0O si conduca il raggio » di A al
finito che gli appartiene (asse di simmetria del complesso
parallelo a quella direzione): sia »' la retta ortogonale al-
I’ 0o di #; per un punto di » il raggio »” di A (al finito)
incontra », altrimenti vi sarebbero per esso due e quindi un
fascio di raggi di A; per il punto » »" vi & quindi un &
asse 7" ortogonale ai due, e percid il piano ortogonale ad
in quel punto @& piano di simmetria ed analogamente i piani
" , " " ora o ogni piano ortogonale ad »” & piano di
simmetlria, o il piano » »’ contiene pel puato » »” un fascio
di assi di simmetria, ed analogamente si dica per »”; il I
caso & assurdo, poiché porta ad aversi un fascio di assi pa-
ralleli ad », il 2° dA una stella di assi di simmetria pel
punto » #". Se invece la linea inviluppo dei raggi di A nel
piano all’ 0o & di classe %, i punti all’OO dei raggi di A
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(assi del c¢onplesso ) generano una linea ¢, 8o A non si
sperza in stelle di rette parallele: per ogni punfo della li-
nea ¢ vi & un fascio di raggi di A; i piani di due di questi
fasei, inclinati d’un angolo arbitrario, s'incontrano secondo
una retta pei cui panti vi & un fascio di rette di A, ed evi-
dentemente perpendicolare alla retta stessa.

Se vi sono pil stelle di assi paralleli, gli assi per un
punto debbono formare una delle figare corrispondenti ai
tipi @) b) ¢) del capitolo precedente. Se vi & una con-
gruenza di assi che incontrano ortogonalmente un altro asse,
non si possono avere evidentemente altri assi di simmetria;
lo stesso avviene se si hanno gli assi di una stella col
contro a distanza finita.

Se un complesso ha 0O assi di simmetria costituenti
un complesso, per ogni punto ve n’é un fascio e la retta »
ortogonale ad esso & evidentemente luogo di centri di fascl
del complesso ortogonali ad essa: gli assi » cosi ottenuti
sono evidentemente i1 raggi paralleli d’una stella, e percid
gli assi di simmetria del complesso sono tutti quelli paral-
leli ad una giacitura, e le rette » ortogonali alla giaci-
tura stessa.

Finalmente se un complesso ha tutte le rette dello spa-
zio come assi di simmetria & il complesso ciclico contato
una o pit volte, caso che escludiamo.

Concludiamo:

Se un complesso ha infiniti assi dv simmetria questt
debbono presentare uno dei cast sequenti : ‘

@) gli assi di un fascio col centro a distanza finila
e la retta ortogonale al fascio nel suo centro;

B) gli assi di un numero finito di fasci di raggi

8. N. Euri
nriques .
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paralleli, ¢ quali, o appartengono ad un piano e sono in
numero dispari simmetricamente disposti rispetto ad un
-punto del piano, o appartengono ad wn numero pari di
plant di un fascio disposti ssmmetricamente rispetto alls
. retta comune che é pure un asse di simmetria del com-
plesso 5

7) 9li assi di una stella col centro a distanza finita;

¢) gli assi di una o pin stelle coi centri all’ 00, le
cut direzioni sono quelle degli assi di simmetria d’ un
poliedro regolare;

e) gli assi di una congruenza di rette ortogonali ad
una direttrice e questa direttrice:

X)) gli assi parallely ad una giacitura e quelli orto-
gonali alla giacitura stessa.

Si ha poi evidentemente:

1l caso y) da un complesso che si spezza in com-
plessi di tangenti a sfere concentriche.

Il caso &) div un complesso che si spezza in tanti
complessi le cui rette fanno un angolo costante dato con
ciascuna direzione degly assi: la superficie singolare é il
piano all’ Co.

Il caso }) do il complesso lineare delle rette paral-
lele ad una giacitura.

Percid escluderemo i casi y) &) %) dalle successive con-
siderazioni, limitandoci ai tre casi «) f8) ¢).

2. Consideriamo dapprima il caso di un fascio di assi
di simmetria di 1* specie, e 1’asse ortogonale al fascio nel
suo centro .

Ponendo la condizione che un complesso di 20 grado
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abbia quattro assi di 1* specie in un fascio, si trova che
I’ equazione di un complesso di 2° grado con un fascio di
assi di 1* specie pud assumere la forma

o= c*taycn 4 a n? 4
+ B (a® 4 0*) L Ly (U2 + m?) = 0.

Quindi il prodotto di k funzioni della forma ¢, o di &
di queste funzioni per la k, ¢ 4 kg » (che posta =0 da un
complesso lineare coll’asse centrale ), rappresenta un com-
plesso di grado 2% o 2k 1 col fascio di assi di 12 specie
che si considera, e 'asse ortogonale (principale) di 1°* o 2°
specie secondo la paritd o disparitd del grado: il fascio di
due di tali complessi simmetrici & composto di complessi
colla medesima simmetria.

Riguardo alle proprietd dei complessi colla detta sim-
metria, osserviamo che essi rimangono invariati per una
rotazione di un angolo arbitrario attorno all’ asse principale,
e percid la superficie singolare & di rotazione.

Concludiamo:

Vi sono complesse di grado qualunque > 1 con un
fascio di assi di 1* specie e U asse ortogonale al fascio
nel suo centro (principale) di 1* o 2° specie secondo la
parite o disparita del detto grado .

La superficie singolare & di rotazione atiorno all’asse
principale e simmetrica rispetto al piano del fascio dv
asst. Se il grado & dispari si staccano dalla superficie
singolare « piani ciclici per U asse principale ( contati
un certo numero di volte ).
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Si ha poi evidentemente:

Se gli assi di simmetria del fascio sono di 2* specie,
il complesso si spezza mnel complesso delle rette ortogo-
nalt ai raggi del fascio che & di 20 grado el ha per
equazione ( V. cap. prec. ).

am=bl,

ed wn un complesso col fascio di assi di 1° specie.

Il cono complesso dv un punto, rispetto a questo
complesso di 2° grado, é quello che proietta la sezione
del piano del fascio di assi colla sfera che ha per dia-
metro il segmento congiungente il detto punto col centro
del complesso.

Da questa costruzione geometrica si deduce inoltre:

La superficie singolare del detto complesso di 2
grado si spezza nel piano del fascio di assi di 2% specie,
nel piano all 00, e nella coppia di piani ciclici per Uasse
principale.

3. Se un complesso ha un fascio di assi paralleli, evi-
dentemente la congruenza intersezione di esso con uno degli
assi genera tutto il complesso medianie una traslazione
parallelamente al piano degli assi nella direzione ad essi
ortogonale.

Dunque:

Esistono complessi di grado qualunque >>1 con un fa-
scio di assi paralleli: questi complessi sono generati da una
traslazione della congruenza delle retle di un complesso sim-
metrico rispetto ad uno degli assi che si appogjiano ad esso,
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nella direzione parallela al piano degli assi e normalmente
ad essi.

La superficie singolare ¢ un cilindro parallelo alla di-
rezione suddetta .

I complessi con pitv fasci paralleli di assi di simme-
tria si spezzano in tanti complessi simmelrici rispelto agli
asst di ciascun fascio rispettivamente .

Da un complesso che ha un fascio di assi paralleli, di
2" specie, si stacca quello di 1° grado delle rette ortogonali
agli assi stesst.

4. I'inalmente consideriamo i complessi che hanno gli
assi di simmetria di una congruenza di rette che incontrano
ortogonalmente un’ altra retta (asse principale ).

Le formule di traslazione degli assi coordinati secondo
|'asse 2, sono evidentemente

a, == q by=1> ¢

===

e l— kb my=m—ka n=mn,
quindi 'equazione di un complesso di 2° grado che ha come

assi di simmetria le rette che incontrano ortogonalmente
Iasse 2 & (v. par. 2):

M ect+aycntogn®d-f(a*+0)=0.

Ne segue analogamente al par. 2 che vi sono cowm-
plessi di tutti i gradi con questi assi di simmetria.
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Cid posto se per un punto qualunque all’00 si considera
un raggio del complesso a distanza finita, questo dia un
fascio di raggi del complesso nel piano per esso parallelo
all’ asse principale, e quindi il cilindro complesso di un
qualunque punto all’ 0O si spezza in un numero pari di
fasci a coppie simmetrici rispetto all’ asse principale , piu
il fascio nel piano all’co se il grado del complesso & dispa-
ri . Tenendo presenti i resultati dei par 2 e 3 si vede poi
che la residua parte della superficie singolare deve com-
porsi di cilindri di rotazione, e percié il piano all’ O ap-
partiene un numero pari di volte alla detta superficie sin-
golare di ordine 2 p (p—1 )2

Possiamo dunque concludere: .

Vi sono complessi di qualunque grado p simmetrici
rispetto ad un asse (" principale ) ed alle rette che gli si
appoggiano ortogonalmente. )

Per essi la superficie singolare si spezza in cilindri di
rotazione attorno all’asse principale (e i piani ciclici per
esso se p & dispari), e nel piano all’ 0O contato un numero
pari (> 2) di volte, luogo di punti il cui cono complesso
st spezza tn tanti fasci.

Il prano rigato all’ co appartiene sempre un ny-
mero dispari di volte ai detti complessi di grado di-
spari, ed wn numero pari > 2 di volte ai detti com-
plessi il cui grado pari & un numero intero della for-
ma 4 4 2.

In particolare:

Per ¢ complessi di 2° grado che godono questa simme-
tria la superficie singolare si spezza nel piano all’ 0 dop-
pio e in un cilindro di rotazione.
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Infine notiamo che ( v. cap. III. ):

I complessi omofocali ad wun complesso di 1° grado
contato 2 p volte, sono simmetrici rispetto alle rette or-
togonali all' asse centrale di esso ed allasse stesso.

Nel caso in cui il complesso lineare suddetto sia spe-
ciale si ottengono, per p==1, i complessi delle rette che
hanno momento costante rispetto ad wun asse, pei quali il
teorema dato relativamente alla logo superficie singolare
esprime una proprietd nota (*).

(*) SEarE « Sur les droites qui ont des moments donnéds par rapport
& des droites fixes » ( Crelle Bd. 97, 1884, pag. 95 ).



