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LE LINEE DIAMETRALI

DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE

E IN PARTICOLARE

I LORO ASSI DI SIMMETRIA

EDGARDO CIANI





CONSIDERAZIONI GENERALI

1 . Porremo a fondamento dei nostri studi i seguenti
risultati relativi alle curve polari ottenuti dal prof. (~re-

mona nella sua importante memoria ec 

una geometrica delle curve piane».
Siano due curve, una Cv di ordine Y e una Cn di cui

indicheremo secondo 1’ uso

con n l’ ordine

» m la classe

» 4 il numero dei punti doppi
» ~r » delle tangenti doppie

» ~; » delle cuspidi
» i » dei flessi

Se un punto P si muove sulla linea Cn la polare
di P rispetto alla curva fondamentale Cy inviluppa

-..
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una curca T che si chiama polare di rispetto a
C v ; l’ ordine di 1’’ è

Per il caso speciale r -v 1 si determinano con fa-

cilità le altre caratteristiche di Y e sono le seguenti :

L’introduzione del concetto della polare di una curva

rispetto a un’ altra , fornisce la definizione doppia delle

curve polar  di i punti:
« La polare rma di un punto P rispetto a una cur-

va C v può considerarsi:
1.° Corne il luogo dei rpzcnti le cui polari

passano per P: ,

2 o Corne l’inviluppo delle rette le polari (v-r)me
delle contengono il punto P.

2. Vedian10 se è possibile dare analogamente una
doppia definizione per le curve polari di curve.
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Le coordinate di P entrano al grado r nella polare
r-a di P rispetto a 01); dunque per un punto qualunque 

°

M del piano delle due curve Cn , C y passano n i- polari
rme di n r punti P situati sulla curva Cn. - Questi n r

punti costituiscono evidentemente il gruppo completo delle
intersezioni della curva Cn con la polare ( n r d

M rispetto a Cv.
Sia P  uno qualunque di questi n r punti; siano a;;b;

rispettivamente la polare ed (r~ 1 )ma di Pi rispet-
to a Cv: la ai sarà anche la prima polare di Pi rispetto
a bi ; ma al passa per 1tI, dunque la retta polare di M

rispetto a bi passerà per P2.
Supponiamo ora che due qualunque fra i punti P;

per esempio Pk si avvicinino 1’ uno all’altro e ten-.

dano a coincidere ; la stessa cosa succederà per ah ed ak
onde la posizione limite cue assumerà il punto M sarà
un punto dell’ inviluppo di ak ; ai ; ... cioè un

punto della polare di Cn rispetto a C» : d’altra parte
b~ e b~ tenderanno pure verso una posizione limite co -

mune e cos  anche per conseguenza le rette polari di M

rispetto a b~b e bk; rna abbiamo già osservato che que-
ste rette passano rispettivamente per Ph ; Pk onde la

posizione-limite che assunieranno sarà la tangente alla
curva, Cn nel punto posizione-limite di Ph e Pk.

Ecco quindi la definizione richiesta:

« La rna di una curva Cn rispetto a un’ al-
tra Cv può considerarsi :

l.° Come il luogo poli delle di Cn

rispetto a quelle elze sono polar  (r-1)We dei

di contatto (rispetto alla curva fondamentale C1J,
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2.° Come delle iIn,1, dei punti di
C. rispetto a C 11 »

3. Quando il punto P è uno dei punti ai!’ infinito di

Cn, la polare rma di P rispetto a C ~ prende il nome di

linea diametrale SP Cn ha tutti i punti all’ infinito

e si riduce quindi alla retta all’infinito ; mentre il punto
P si sposta su di essa, la linea diametrale rma di P

inviluppa la linea diametrale della retta all’infinito e

il cui ordine sarà dato secondo le formole del §. 1. da

Abbiamo dunque due sorta di linee diametrali.

1. ° Le linee diame trali che chiameremo 
e che non sono altro che le polari rispetto a Cv dei punti
all’ infinito. Queste linee sono in numero infinito e ogni
punto ne ndividua 11-1.

2.° Le linee diametrali che chiameremo principali
e che costituiscono le v-1 polari della retta all’ infinito

rispetto a Cv. - Queste ultime a differenza’ delle pri-
me sono dunque in numero finito. -- Fra di esse se

ne ha una di ordine zero ed è la prima linea diame-

trale principale .
Essa é infatti rappresentata dai ( v-1 )"~ poli della

retta all’ infinito che sono i ~ v-1 1’ punti base del fa-
. scio delle prime linee diametrali ordinarie. 

’

Dunque il gruppo dei (, v - 1 )1 centri della curva

C» può considerarsi come la prima linea diametrale che

è di ordine zero.
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Notereino poi che dalle formule del §. 1. resultano

le seguenti caratteristiche per la )ma linea diame-
trale principale ovvero per 1’ inviluppo dei diametri:

Finalmente osserveremo come dal teorema del §. 2.

consegua che

« La rma linea diarrtetrate principale può anche ri-
guardasi coine il luogo dei centri delle (1--l linee

dianietral  ordinarie ».

ASSI DI SIMMETRIA

Gli assi di simmetria considerati

come linee diametrali.

4. Diremo che una curva c è simmetrica rispetto a
una retta r, quando preso un punto qualunque C di c
e da esso tirata la perpendicolare p a r e chiamato P
il punto r; sulla perpendicolare p esiste un punto Ci
di c tale che

I punti C e CI costituiscono una coppia 
Noi intendiamo di riferirci in tutto quel che segue
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a curve generali del proprio ordine, m.’ ncanti quindi di

punti multipli.
Supponiamo dapprima che l’ordine della curva sia un

numero dispari. Allora il fascio delle perpendicolari a un
medesiino asse di simmetria deve passare per uno dei

punti all’ infinito della curva giacchè ognuna di queste
perpendicolari la incontra in un numero dispari di punti
che debbono costituirsi in coppie simmetriche. Se quindi
un asse esiste esso deve essere perpendicolare a un

asintoto .

Di più, se per esempio l’asse delle y è asse di siin-

metria e il sistema di coord. è ortooonale l’equazione della
curva non cambia per la sosti t uzione litie;tre che porta
x in x dunque :

« Tutte le curve covariaiiii e della

prirnitiva sono sinflineti’iclze rispetto al niedesiino asse ».
Cos  iii particolare 1’ Hessiatia che è pure di grado

dispari :
Segue che essa ha a comune con la curva quel-

1’ asintoto che è perpendicolare al comune asse di simine-

tria, o in altre parole:
« La condizione necessaria e sufficiente perchè

untx curva di grado un asse di 

è clze abbia un flesso clze sia il

coniugato armonico del punto della polare
armonica del flesso rispetto alla coppia (lei ci-

clici del piano ».
« Questa polare armonica è r asse richiesto ».

« retta che passa per il flesso taglia 
mente la curva in un nuiiiero pari di punti che si
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costituiscono i coppie in ínvoliizione di cui i punti
doppi sono il flesso e il punto d’ con l’ asse

di sim1netria ».

Se poi 1’ ordine della curva è iin asse di sim -

metria è certamente un diarnetro perpendicolare al si-
sterna di corde cui si riferisce (Cf. il capitolo « Metrical

properties of Curves » dell’ opera del Salmon «A treatise
on the higher plane curves » ).

5. Riassumendo: « Un asse di simmetria fa sempre

parte delle linee diametrali ordinarie per una curva di

gra(lo pari è un diametro; per una curva di grado dispari
costituisce una conica diametrale ordinaria insieme a quel-
1’ assintoto che gli è perpendicolare ».

Condizioni analitiche che debbono veriiicMsi af-

finchè una data retta sia asse di simmetria

per una data curva.

6. Per mezzo delle osservazioni seguenti ,i dotermí-

minano queste condizioni indipendentemente dalla distin-
zione fatta nel §. precedente relativamente all’essere pari
o dispari 1’ ordine della curva.

La retta data sia

riferita come la curva a un sistema cartesiano ortogonale.
Cambiamo sistema di coord. prendendo la retta precedente
per asse delle r e una perpendioolare a essa passante
per il punto (o, n ) per asse delle z~; se dopo fatto que-
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sto cambiamento anniilliamo tutti i coefficienti dei termini

che contengono la nuova y a grado dispari è certo che

il nuovo asse delle tc cioè la retta data sarà una retta

di simmetria. 
-

Le formole di trasfoemaz. delle sarebbero:

ma per i calcoli da farsi val meglio immaginare Inequa-
zione della curva scritta in coordinate omogenee Xt;X2;xa
essendo il triangolo ibndamentale costituito dall’ antico

sistema cartesiano e dalla retta all’infinito : allora in luogo
della trasformazione precedente.

Si può assumere Patirà ,

La legge secondo la quale si possono trovare i coef-

ficienti della equazione trasformata per mezzo dei coeffi-

cienti della equazione primitiva e di quelli della sostitu-

zione lineare è semplicissima e consiste in questo:
« Se si sostituzione lineare’
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su di una ennaria qttalztnque di grado r
la forma trasroi-iitata si ottiene dalla primitiva 
biando ogni coelrtciente siinbolico,

ai

nel coefficiente simbolico corrispondente:

Basterà dunque nel nostro caso speciale di una ter-
naria valersi c~i questa lebge, osservando che si ha

Una volta ottenuta l’equazione trasformata, bisognerà
annullare i cofficienti dei termini che contengono la y.
a potenze dispari . - Se n è il grado della curva si

hanno cos

ovvero

relazioni a seconda che n è dispari, o pari. Queste rela-

zioni contengono linearmente i coefficienti della curva ;

d’ altra parte questi coefficienti sono:
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~k retta qualunque del piano, tutte le

di 1 siminetr2’cl-te rispetto a questa retta
costituiscono un siste1na lineare :

a seconda che n è o ».

Curve che posseggono più di un asse
di simmetria.

7. Dopo aver determinate le condizioni analitiche che

si richiedono perchè una data retta sia asse di simmetria

per una curva, si affaccia naturalmente la questione re-
lativa al numero degli assi che una curva può possedere.
E questa questione si presenta e si risolve in modi ab-
bastanza diversi a seconda che si riferisce a una curva

di grado pari, o a una curva, di grado dispari. Prima

però di fare questa distinzione è necessario dare un limite
massimo per questo numero, senza però iritet dere di di-

mostrare, almeno per ora, che questo limite massimo può
essere effettivamente raggiunto.

Questo limite è uguale al grado della curva sia esso

pari, o dispari e solamente per una certa classe di curve

di ordine pari le considerazioni seguenti non dànno re-
sultato decisivo.
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Che una curva di grado dispari non possa possedere
più di n assi di sirnmetria risulta subito da ciò che si

disse al §. 4; ogni asse porta 1’ esistenza di un flesso

reale all’ infinito; se la curva possedesse più di n assi,.
avrebbe più di n punti all’ i nfini to e si spezzerebbe .

Se poi n è un numero pari osservamrno già al §. 4.
che ogni asse di simmetria _~ un diametro perpendicolare
al relativo sistema di curve. Vediarno come si può àna-
liticamente esprimere questa condizione.

L’equazione della curva può scriversi sotto la forma

dove n è par . 
’

Il coefúciente angolare del diametro coniugato a una
direzione 0 è dato da
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Affi«chè questo diametro sia perpemiicolare al siste-

ma di corde cui è relativo basta che l precedente rap-
I -

porto sia uguale a . 

-

Si ottiene allora per tg H la seguente equazione di

grado n.

Resulta intanto che « Esistono n perpendi-
ai loi-o sisteini di corde ».

Se poi la curva è simmetrica rispetto all’asse delle y
ed è di grado pari allora si ha -

Se inoltre si esige che debbano esistere più di n dia-
metri perpendicolari ai corrispondenti sistemi di corde ,
annullando identicamente la equazione precedente si trova:

In questo caso la binaria di grado n in x e y che
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comparisce nell’ equaziene della curva è la potenza
esima

(2) ’’

« La curva tocca n volte la retta all’ infinito nei

punti ciclici del piano ».
All’ infuori dunqne di queste curve speciali e che noi

per brevità chiameremo ipercicliche, siamo sicuri che

anche le curve di grado pari non possono possedere un

numero di assi superiore al loro grado.
Dimostreremo poi in segiiito come effettivamente que-

sto limite inass ino possa essere sempre raggiunto senza
che la curva si spezzi.

8. Una conseguenza del teorema ora d mostrato è

anche la seguente: « ammesso che una curva possa pos-
sedere più di due assi, essi debbono passare tutti per lo

stesso punto disponendosi regolarmente intorno ad esso

come si dispongono i raggi di un cerchio ché dal centro

vanno ai vertici di un poligono regolare inscritto nel

cerchio . E infatti supponiamo pure che una curva pos-
segga un certo numero di assi , per esempio tre, non

passanti per uno stesso punto e costituenti quindi un trian-

golo. Facciamo compiere a questo triangolo una rotazione
attorno a un lato , i lati del nuovo triangolo saranno

nuovi assi della curva; ora di queste rotazioni se ne

possono compiere un numero infinito e non solamente

rispetto a un solo lato del triangolo primitivo ; la curva

verrebbe quindi a possedere un numero infinito di assi
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che sarebbero tutte le rette di una rete parallelogram-
mica clistesa sul e questo il teorema del . pre-
cedente esclude .

Se dunque arriveremo a dimostrare che una curva

possiede più di due assi; ne conseguirà che essi dovranno
avere un punto comune. Di più dovranno disporsi sim-

metricamente rispetto a questo punto altrimenti una ro-

tazione intorno a uno qua unque di essi ne originerebbe
sempre dei nuovi.

Cos , ad esempio, se una curva possiede due assi soli

di siu metria, ess ’saranno perpendicolari, se ne possiede
tre saranno incliiati di 60°; se ne possiede n saranno
inclinati 1’ uno sul consecutivo di un angolo uguale

1t’

a -. ..

n

Curve di grado dispari.

9. Noi abbiamo già trattato il problema in questo
caso speciale al §. 4. da un lato puramente proiettivo, ci
occorre ora di riguardarlo sotto un aspetto essenzialmente
diverso. È dal confronto dei resultati già ottenuti al §. 4.
con quelli che ora otterremo che si può giungere a risol-

vere completamente la questione.
Abbiasi una curva di giado dispari simmetrica rispetto

all’ asse delle y. La sua equazione potrà essere scritta,
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dove n è un numero dispari.
Dalla forma di questa equazione risulta intanto che

una curva di ordine dispari non può possedere un numero

pari di assi reali giacchè in tal caso si richiederebbe

che essa fosse simmetrica rispetto a due rette ortogo-
nali ; ma allora nella equazione precedente sarebbero

certamente nulli i coef6.c enti dei termini che contengono
potenze dispari di y e in particolare

La curva si spezza allora nella retta all’ infinito e

in una curva di grado pari simmetrica rispetto a due

rette perpendicolari .
Dunque per le curve di grado dispari la questione è

ridotta ad esaminare se possono possedere: 3; 5; 7; 9 .... n
assi di simmetria essendo n il grado della curva .

10. Facciamo perciò compiere al sistema cartesiano

ortogonale cui è riferita la curva una rotazione di am-

piezza 0 mantenendo fissa 1’ origine ed esprimiamo anali-
ticamento le condizioni che debbono essere veriRcate

affinchè il nuovo asse delle y sia ancora retta di sim-
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metria. Queste condizioni evidentemente si ottengono
annullando i coefficienti dei termini che contengono la x
a grado dispari, dopo che si è, sulla equazione, y effet-

tuata la trasformazione

Ora, F annullarsi dei coefficienti di grado n comples-
sivo in x e y e di grado dispari in x ci fornisce

+1 L 
.. 

h I.n --1 relazioni che contengono omogeneamente e litiear-

. -

mente le 20132013 : . -

w

Cos  1’ annullarsi dei coefficienti dei termini di gra-
do n-2 complessivo in x e y e di grado dispari in x

_ L 
L .. h] I.ci forniscen 2 1relazioni che legano linearmente e omo-

geneamen te i e geneamente le 

E in generale l’annullarsi dei coefficienti dei termini

di grado complessivo in x e y e di grado di-

SPari ci fornisce lineari e omo-

genee nelle n-2 2 111+ 1 : :
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Questi diversi gruppi di relazioni presentano una certa

analog a fra di loro perchè in ognuno il numero delle

equazioni è uguale al numero delle variabili.

In ciascuno di questi altri gruppi di relazioni che ora

esamineremo il numero delle variabili supera di una unità

il numero delle equazioni .
E infatti annullando i coefficienti dei termini di grado

complessivo n-1 in aJ e y e di grado dispari in x si

L . Lo . Il +1.ottengono 2 relazioni lineari i e omogenee nelle 20132013 : *

. 
Similrnento annullando i coefficienti dei termini di

grado complessivo n 3 in oo e y e di grado dispari in

. _g 
L 
.. 

18 
. 

Ilal si ottengono n-3 relazioni lineari e omogenee nelle

e-- in generale annullando i coef6c enti dei termini di

grado complessivo in x e y e di grado di-

... n -- , rn 1 .... .

spari ottemamo 2013201320132013 relazioni lineari e omo-

gene nelle 
1
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Dunque tutte le relazioni che provengono dall’ an -

l1ullamento dei coefficienti dei termini di grado dispari in
x possono distinguersi in queste due specie di gruppi .
Per la coesistenza dello equazioni di ogni gruppo della

l.a specie occorre una condizione per 1’ angolo 0 che si

ottiene annullando la resultante corrispondente; per "la

coesistenza delle equazioni di ogni gruppo di seconda

specie non si richiede nessuna condizione analitica poten-
dosi da ogni gruppo ricavare il valore di una var abile

espresso per mezzo d  0 e di una qualunque di esse.

Ci occorrerebbe dunque adesso costruire tutte le re-

sultanti dei gruppi di 1. a specie ed esaminare se possono
avere soluzioni comuni.

11. Per abbreviare questo calcolo basterà tener conto
dei resultati ottenuti al §. 4. Vedremo allora che sarà

sufficiente studiare solamente il primo dei gruppi di

L 
.. 

L -4- 
1 

L 
.. 

La. Il1. specie e cioè le l’elazioni lineari omogene nelle

Se s’indicano con :

i primi membri di queste relazioni; esse possono compen-
diarsi nEll’ unica seguente:
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dove i è dispari epe pari. 
’

- Si trova una facile interpretazeone geometrica di due
di queste relazioni ; di quella cile si ottiene per t=1 e

(Iell’ altra per t

La l. a è

Questa coincide con quella ottenuta al §. 7. quando
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sia particolarizzata a una curva simmetrica rispetto al-
1’asse delle y. Essa ci dice dunque che esistono altri

(n- l) diametri ( oltre 1’ asse delle y ) perpendicolari ai
corrispondenti sistemi di corde e questa è certo una delle
condizioni analitiche a cui devono soddisfare gli assi.

La 2. a è

essa ci esprime che gli n -1. assi ( se esistono); diversi

dall’ asse delle y; debbono passare per gli n- 1 punti
coniugati armonici degli n-1 punti all’ infinito della

curva rispetto ai punti ciclici del piano; in altre parole,
se gli assi esistono, debbono essere perpendicolari agli
asintoti della curva.

12. Prima di studiare la risultante delle precedenti
equazioni ci occorre di esprimere analiticamente i resul-

tati delle considerazioni fatte al §. 4.

Secondo quei risultati se una curva deve possedere n
assi di simmetria le coniche polari degli n punti al-

1’ infinito della curva debbono spezzarsi in n coppie di
rette ortogonali. -

Sia

r equazione della curva scritta in coord. omogenee ; la

conica polare di un punto ( 2/i ; Y2 ; 
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Se il punto (Y1 ; Y3 ) deve appartenere contem-

poraneamente alla curva e alla sua hessiana, le due rette

in cui si spezza la conica precedente sono:

Se il punto ( ; y~ ; deve essere all’ infinito

e le ciue rette pree-d-etiti debbono essere ortogonali dovrà
aversi : .

Applicando questa condizione aII’eqnazione della curva
sotto la forma data al §. 9. si trova:
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Essa è verificata per ,y,=0 coi-n’è naturale perchè la
curva possiede già 1’asse delle J per asse di simmetria;
all’ infuori di questa soluzione si hanno altri n-3 va-

lori del rapporto "-* che ci individuano n-3 punti al-
Y2 

1’ infinito le cui coniche polari si spezzano in coppie di

rette ortogonali. .
Tutto questo però nell’ipotesi che il punto (~1; y~ ; 0)

verifichi contemporaneamente 1’ equazione della curva e

dell’ hessiana.

13. L’ eqaazione (1) del §. precedente è verificata

identicamente quando sia:

Ma la (1) presuppone già non dei valori

qualunque, o meglio non delle variabili ordinirie , ma
valori tali da annullare contemporaneamente per X3=Ü
l’equazione della curva e dell’ hessiana, dunque allorchè

.

saranno soddisfatte le relazioni ora trovate e la curva

data avrà i suoi punti all’inf t ito comuni con l’hess ana;
le coniche polari di questi n punti si spezzeranno in n

coppie di rette ortogonali cioè la curva possiederà n assi
di simmetria.

Però queste condizioni che si richiedono per í coef-
ficienti
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a prima vista s8morano troppe giacchè oltre le (A) che
ne lasciano uno solo indipendente occ~orrono anche le altre
che si ottengono esprimendo che i punti all’itidiiito della

curva appartengono anche all’ hessiana, onde il problema
della determinazione degli n assi di simmetria sembre-

rebbe impossibile. Ma non è cos  perchè ora noi dimo-

streremo che le sole relazioni (A) fra i coefficienti :

sono sufdcier ti in altre parole dimostrererno che dalle
relazioni (A) consegue anche che i punti all’infinito della

curva appartengono pure all" hessiana ; che finalmente

queste relazioni (A) sono quelle sole che è necessario di

porre fra i coefficienti suddelt  affineliò la curva posseg-

ga n assi di simmetria . 
’

14 P... Il 
n+1

14. Per convincerseiie, sostituíamo nelle 20132013 equa-

zioni :

del §. 11. i valori dati dalle (A).
Il coefllciente di

dopo eseguita la suddetta sostituzione nella:
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è : o o

ma per una proprietà fondamentale dei coefficienti bino-

miali per cui si ha in generale :

resulta :

onde il coefficiente cercato si riduce a:

per cui a meno del fattore comune a tutti i termini ne
si lia :

la quale è indipendente da t contiene n e 9.

Se ne conclude dunque che le relazioni (A) fra i

coefficienti :
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ed .. 1 n+1 ..

rrducono a una me esltna oquazl0ne le 20132013 equazioni :

e questa equazione non contiene più traccia dei coeS -

cietlti della equazione della curva , ma contiene seinpli-
cemento 0 ed n. Essa quindi deve essere un fattore della
restante delle equazioni :

e agli valori di o che la soddisfano debbono corrispon-
dere n assi di sirntnetria per la curva. Se questi assi

saranno tutti reali; per le osservazioni fatte al §. ó; essi

debbono essere disposti simmetri;aniente rispetto al loro

punto comune .
15. Che ciò avvenga effettivameente, si r;leva deter-

minando le radici della equazione già trovata nel §. pre-
cedente e il cui primo membro indicheremo con Kn_1

Infatti dalla formula di 

cos n x + i seri n x = (cos x + i sen x )n
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nell’ipotesi che n sia dispari , uguagliando i coS ciend

dell’ immaginario di arnbo i membri si trova :

facendo x ===2013 e dividendo quindi per sen ~ resulta :
n 

. 

’ " 

92

dunque la (B) arriinette le radici

cioè le relazioni (A) Fra i coefficienti

sono veramente tutte e le sole occorre stabilire fra i

detti coefficient * perchè la curva posse,,,a iz assi dai srm-

16. Non ci restano ora a trovare che le relazioni fra

gli altri coefficienti che compariscono nell’ equazione della
curva data al §. 9. per completare la dimostrazione re-

lati va alla possibilità dell’ esistenza di curve di grado
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dispari con un numero di assi reali uguale al loro

grado .
Queste relazioni che mancano si ottenogno con gran-

de facilità dietro le considerazioni seguenti. ,
La curva che si ottiene soppriinen lo nella equazione

del ~. 9. le

è di grado pari e deve possedere assi di sim-

metria ; uno più del suo grado e quindi §. 7. è una

curva iperciclica; per conseguenza si ha:

La curva che si ottiene sopprimendo oltre le

anche le

è di grado dispari n -2 e deve arnmettere n assi di

simmetria; dunque §. 7. essa si spezza nella retta all’in-

finito e in una curva di grado n-3 ; segue perciò

Procedendo a sopprimere nuove e analoghe serie succes-
sive di coefficienti, si conclude che tutti i coefficienti il
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cui primo Înclice è pari ( parche non sia zero ) si an-

nullano ; tutti i coef6 nienti il cui 1.° indice è dispari
(a gruppi, a gruppi quelli che h1nno uguali il 1.~ in-

dice ) sono legati da relazioni analoghe alle (1) per cui

riassumendo si ha

. o altrimenti : 
,

« di una cuiva di grado n dispari
siminetrica rispetto a ~a assi reali è, -della forma:

dove p é pari ». _
« Le cui-ve di grado n dispari simmetriche rispetto

agli stessi n assi reali sono
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Dunque la questione propostaci al principio di qne-
sto s. è cos  definitivamente risolta , n~ può nascere il

sospetto che la curva rappresentata dalla equazione pre-
cedente possa spezzarsi: Se ciò avvenisse la retta al 1’ i n-

finito dovrebbe farne parte , ciò che l’ equazione stessa

esclude.

L 7. Si tratta ora di esaminare se la nostra curva

può possedere un numero inferiore ad n di assi reali .

Io dico che essa n-2 assi reali di-

spo.sti simmetricamente e passanti per un ’Jnedesimo
non solo, ma oltre questi può posse(lerne altri

due coniugati che dal punto comune agli
assi reali vanno ai punti ciclici del piano.

E infatti l’ equazione di grado n-l:

ammette le n-l radici :

essa può anche scriversi sotto la forma:
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Bastérà dunque dimostrare che se si prende in

generale

dove p è pari ; tutte le re azioni

vengono a coincidere in una sola; nella

Per convincersene calcoliamo il coefficiente di

nella
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dopo che vi si sono eseguite le sostituzioni (C) . -- Questo
coefficiente é :

Ora il coefficiente di ( tg F nella 

( a meno del segno )

tutto dunque si riduce a dimostrare che T è uguale a ~Y’’,
o almeno che ne differisce per un fattore indipendente
da p.

Dimostreremo infatti che è

dove

Sviluppando il prodotto y’ T" è:
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Per 1’ iàentità:

dimostrata al s. 14; attribuendo convenienti valori a

n ; p ; t si ottiene :
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Abbiamo in tal modo ordinato tanto T quanto ~~’ V

secondo gl’ indicí ascendenti dei numeri Rgurat

Nlanifestamente i coefficienti di
.

sono uguali e di segno coutrario tanto in T quanto ir~
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1n’ T"; basterà dunque dimostrare che sono pure uguali e
di segno contrario i coefficienti del termine generale

ossia provare 1’ identità :

o, sopprimendo i fattori comuni ;

basterà dimostrare 1’ altra :

lu -- l -B/.-~-t i

e per verificare con facilità quest’ultirna basta osservare
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che ambo i membri sono del ~.° grado in n; hanno uguali
i c08tfic en ti cl i n’l. e per i due valori di i n:

divengono identici.

DU’1que i valori assoluti di Y e di sono uguali,
inoKro i termini della

«

dopo effrttiiata 1 sostituzione delle (C) divengono alter-
uaLivamente positivi e negativi.

Da tutto questo si conclude che tutte le relazioni

fra le

per opera delle (C) divengono tutte identiche alla

la quale non contiene altro elio, F c,1 n; quindi sarà

un 2. o fattore è già stato trovato in K.-, §. 14 )
della risultante delle

18. Per trovare la forma dell’ equazione della curva
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occorre determinare le relazioni che passano fra gli altri

coefficienti e perciò seguiremo lo stesso metodo impiegato
al§. 16.

Supponiamo dapprima che la curva debba possedere
assi reali, ma non i due assi immaginar! coniugati

che dal punto comune agli assi reali vanno ai punti ci-

clici e che noi per brevità chiameremo assi ciclici.

. 
Cominciamo allora dalle relazioni che legano i coef-

ficienti :

Essi, per quanto già osservammo al §. 10., sono in

,.+1 l L. 

d 
n _ 1 

L 
... .

numero di  e sono legati da relazioni lírcar  e

omogenee. È dunque possibile esprimerli tutti in funzione

di uno di essi e di 0 risolvendo un sistema di equazioni
lineari. Se il determinante dei coefficienti fosse nullo,
vorrebbe dire che due, invece di uno, dei coefficienti sud-
detti possono essere scelti arbitrariamente e niente sa-

rebbe infirmato .

Una sola osservazione è da farsi, cioè la seguente.
Una volta ottenute le espressioni letterali di questi coef-
ficienti, occorre sostituire per tg 0 uno qualunque dei
valori

i valori dei coefflcienti non debbono naturalmente cam-

biare prendendo per ig 0 piuttosto che un altro
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di questi valori giacchè la curva rimane la stessa; segue
che a calcoli fatti, o saranno indipendenti da 0, corne in

qualche esernpio abbiamo potuto constatare (curve di 5.°
ordine simmetricbe rispetto a tre assi §. 37), o saranno

tali funzioni di 0 da godere le proprietà suenunciate.
La curva che si ottiene sopprimei do le

è di grado n--2 e deve possedere n-2 assi reali dun-

que la sua equazione si otterrà da quella scritta al §. 16.
cambiando n in n -2. D’altra parte è appunto il 1.°

membro di qnesta equaz*one che costituisce la parte della 
°

equazione della curva primi tiva che rirnaneva a deter-

minare.

19. Se poi si esigesse che la curv;i prirnitiva oltre

a possedere n--2 assi reali possedesce anche i due assi

ciclici ; ne verrebbe che tutte le curve di ordine pari che
si otterrebbero sopprimendo successivamente linee verti-

cali di coefficienti nella equazione del §. 9. sarebbero

tutte ipercicliche e quindi 1’ equazione della curva assu-

merebbe una forma determiuata che è:
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dove p è pari .
Richiamando anche i risultati del S. 1 ~. possiarno

enunciare il seguente teorema :
« di una di gra(.lo n dis rxr i .

con n assi reali; o con n-2 assi reali e due assi ciclici

ha respettivamentg le forme:

dove p i soli parti e

~ 
" . 7... 7 t

2- cerchi coizcentrici al punto

agli assi e i cui ragg-i sono le 
delle della equazione, :
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20. Si tratta ora di generalizzare i resn!t’tti ottenuti

nei §§. precedenti rieet.cando se una curva di grado n
dispari può possedere un numero dispari qualunque, pur-
chè inferiore ad n di assi reali.

Io dico che essa in ~a-~ r

assi reali; o it-2 r assi reali e i ciclici :

E infatti 1’ equazione di grado n- 1 :

ammette le radici :

di cui le ultirne due sono contale ognuna r volte.

Ora, in generale, il coefficiente di

nella precedente equazione è :
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Si tratta dunque di dimostrare analogamente a quanto
già facemmo ai 33. 14. e 17 che se si stabiliscono fra le

le relazioni i generali

di cui le (A) e le (C) non sono che casi pnrticolari
(r-==0 ; J ~~ 1 ) ; tutte le equazioni i

vengono a coincidere in una sola che è la

Per persuadasene basta genera izzare i processi già
inJpiegat ai . 
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Cominciamo dal calcolare il coefficiente di :

nella

dopo che in essa si sono eifettuate le sostituzioni (D).
Questo coefficiente è dato da :

Il coefficiente di
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nella

è ( a meno del- segno ) : .

tutto quindi i si riduce a dimostrare che å è uguale in

valore assoluto a å’, o almeno che ne differisce per un

fattore indipendente dai p.
Dimostreremo infanti che in valore assoluto è 

_

dove : O O

Trasformiamo perciò il prodotto 0’. 0" facendo uso

della identità :
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dimostrata al s. 14, e già impiegata per un simile uso

al ~. 17.

Si ottiene cos  il vantaggio che tanto à qnanto A’ A"

vengono ordinati secondo gl’indici ascendenti dei numeri

figurati :

basta dunque dimostrare che il coefficiente dai

ín á è uguale al coefficiente di

in 

Indicandoli rispettivamente con C e con C’ si hv :
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Il termine generale di questo polinomio è

dove so s è pari i com i nci a da o e va fino a s ; k va

da s fino a --se 1 va da s a o ; i e k passando per

tutte le unità intermedie ; 1 invece assumendo i soli

valori :

. d... . 1 
s®1 

7 d se s è dlsparl 2 va 
1

e 1 da s fii o passando per tutti i numeri

intermedi, 1 invece assumendo i soli valori

I’ ultimo termine è positivo e uguale a

La questione è dunque ridotta a provare C=C’; ov-
vero, dopo soppressi i fattori comuni, a verificare l’iden-

tità :
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Per verificarla si può osservare che ambo i membri

sono di grado 2 r e che hanno uguali i coefficienti

della massima potenza di n. Se dunque essi divengono
uguali per 2 r valori di n, saranno certamente uguali
per qualunque valore di n e 1’ identità sarà dimostrata.
È opportuno scegliere per questi valori di n successi-

vamente : -.
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per i primi di questi valori 1’ideotità si manifesta imme-

diatamente, in generale supponemlola vera per

si vede subito che è pur vera per

Riassumendo : abbiamo dimostrato che in valore as-

soluto è

d’ altra i coeS cienti d

nella

dopo eseguite le sostituzioni (D) sono alternativamente

positivi e negativi ; questo basta per concludere che le

relazioni 
’
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riducono a. una sola equazione che contiene n e 0 sola-

ti enie, le n 4-1 relazioni : t

Questa equazione è

dunque è un attore della resultante delle

21. Ora, se la nostra curva deve possedere n-2 i-
assi reali è certo che fra i ceeBScienti :

debbono passare le relazioni

Vediamo come si possa esigere che oltre questi n-2 r
assi reali esistano i due assi ciclici contati un certo nu-

mero di volte e come si possa trovare l’equazione della
curva corrispondente .
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22. - 1.° Caso -- « La curva possiede oltre gli
n-2 r assi reali, i due assi ciclici contati ognuno r
volte ».

Allora tutte le curve di grado pari che si ottengono
sopprimendo colonne verticali di coefficienti nella equa-
zione del §. 9. sono tutte ipercicliche perchè possiedono
un numero di assi superiore al loro grado, quelle di grado
dispari per la stessa ragione si spezzano nella retta al-

1’ infinito e in curve ipercicliche..
L’ equazione richiesta è dunque :

Possiamo anche enunciare questo resultato cosi :

« di una curva, di n dispari con
n-2 r assi reali e i due assi cielici contato ognuno 1/~

volte può mettersi sotto la forma :



51 

dove p é e

rappresentano le equazioni 
1 

di 
" 2 Icerchi concentrici i

al punto coinune agli assi e i cui raggi sono le radici

quadrate delle radici della equazione:

’ 

I teoremi .del ~. 19 sono dunque casi particolari di
questo ( r 0 ; r --~ 1 ~ .

23. - 2. o Caso .~- « La curva possiede oltre gli
n-2 r assi reali i due assi ciclici contati ognuno s

.volte essendo s  r ».

Le relazioni che servono a determinare

in funzione di ao,n sono le solite

La seconda serie di coefficienti :



52 

d’ L ’ " 

L 
. o 

Lo 
. ,dà luogo com’ è noto a n 1 relazioni 1 i neari . omogenee

w--1 
. b.o t do L t 

o

con 20132013 variabili l e potremo dunque esprimere tutte in

funzione di una di esse, di n e di 0. Solamente occorre

ripetere qu  1’ osservazione già fatta al ~. 18. relativa-

mente al calcolo di questi coefficienti.

Sopprimendo la prima e la seconda serie di coeffi-

cienti si ottiene I’ equazione di una curva di grado di-

spari n-2 che possiede n-2 1" assi reali e 2s assi

ciclici. Le relazioni che legheranno i coefficíenti della

terza serie e cioè:

si otterranno dunque da quelle che legano le

cambiando n in n-2.

Cos  il calcolo per ottenere i coefficient  della 4.a

serie : s

sarà perfettamente simile a quello che serve p er calco-

lare quelli della 2.".
Seguitando in questo modo a sopprimere a volta, a

volta linee verticali di coefficienti nella equazione del

§. 9. giangeremo a una curva di grado dispari
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minore di n perchè s  r che possiede n-2 r assi reali

e 2 s assi ciclici cioè in tutto un numer’o di assi uguale
al suo grado; siamo allora ridotti al 1.1 Caso §. 23. e

basterà perciò ripetere il ragionamento e i risultati ivi

ottenuti per trovare l’equazione di questa curva di grado

e aggiungerla a quella parte già calcolata per ottenere

l’ intera equazione della curva primitiva..
24. Osservererno qu  che il l.° caso poteva inclu-

dersi nel secondo supponendo r-s; 1’ abbiamo voluto di-

stinto perchè è solamente per s=r che la forma del-

F equazione si manifesta immediatamente mentre per s
diverso da r non si può dare che il processo per otte-

nerla. Se finalmente nel §. precedente si suppone 
si ottiene il modo di calcolare 1’ equazione di una curva

di grado dispari n che possiede n-2 r assi reali e nes-

suna coppia di assi ciclici.

In tutti questi casi cos  generalrrlente studiati potrebbe
nascere il sospetto di avere qualche volta costruito delle

curve simmetriche degeneri. Ciò non è possibile: se una

curva di grado dispari simmetrica si spezza, essa, come

abbiamo già notato, per le osservazioni fatte al §. 4. non

può farlo senza che la retta ali’ ini nito ne costituisca

parte e questo escludono tutte le equazioni che abbiamo

calcolato .
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25. Tntti i resultati ottenuti per óli assi reali di una

curva di grado dispari possono riassninersi cos  :

« Una curva di grado non cle..qenere
può essere a :

assi reali. In ogni caso questi assi reali hanno un 
~

punto comune attorno al quale si dispongono 

La curva possiede un numero di flessi all’ inlinito
uguale al numero degli assi reali e situati in dire-

zioni loro norrnali.

Non ha altri punti reali all’ infuori c~i

Gli assi sono le polari dei flessi all’in-
finito.

la Steineriana e la Cayleyana godono
la stessa della curva primitiva.

Gli asintoti e ,qli assi costituiscono coppie di tan-

,genti ortogonali della Cayleyana ».

Curve di grado pari.

26. Noi supponiamo che la curva sia già simmetrica
rispetto all’ asse delle y onde la sua equazione potrà
scrii.ersi :
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dove n è pari.
Analogamente a quanto facemmo per le curve di

grado dispari trasformererno l’equazíone della curva per
mezzo della sostituzione

ciò che corrisponde a una rotazione di ampiezza 0 attorno

all’ origine del sistema cartesiano ortogonale a cui s’im-

magina riferita la curva: porremo quindi le condizioni

analitiche necessarie perchè il nuovo asse delle y sia an-

cora asse di simmetria . Queste condizioni si ottengono
evidentemente annullando tutte le potenze dispari della x
nella equazione trasformata. ,

Si ottengono cos  un certo numero di relazioni che
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contengono linearmente e omogeneamente i coeffic*,er tí

della curva.

Per queste relazioni valgono le osservazioni analoghe
a quelle già fatte al §. 9. per le curve di grado dispari.
Noi non staremo qu  a ripeterle; piuttosto altre ne fare-

mo che solamente sono valide per I’ equazione che ora
studiamo, per le curve di grado pari.

27. Prima di tutto se la curva deve possedere un
numero pari di assi, essi si distribuiscono in coppie orto-

gonali (§.8.) ossia se la curva ha un numero pari di

assi ed è simmetrica, y come nel caso nostro , y rispetto
all’asse delle y, lo sarà anche rispetto all’ asse delle ~~;

segue che in questo caso tutti i coefficienti il cui primo
indice è un numero pari sono nulli.

Poi noteremo che 1’ annullarsi dei coefficienti dei ter-

mini di grado complessivo in x e y e di grado
dispari in x dà luogo all’ equazione

e questa si ottiene dalla

n n
permutando fra loro sen 8 e cosO. Inoltre queste -
relazioni contengono linearmente e omogeneamente le
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,

che sono -- 1 e il coefficiente di

si ottiene dal coefficiente di

cambiando i 1 segno e permutando sen F in cos 9 .

Segue che se si sommano le relaziorli

si ottiene una equazione che contiene linearmente e omo-

geneamente le differenze

indicheremo questa equazione con

Finalmente osserveremo che se la nostra curva può
ammettere un numero di assi multiplo di 4, debbono se-

guirne le relazioni



58

perché la sostituzione

e il successivo annullamento dei termini di grado dispari
in x portano che F equazione della curva non deve cam-
biare permutando fra loro x e y . 

" 

’

In questo caso quindi le equazioni :

sono soddisfatte identicamente.

28. Premesse queste considerazioni generali comin-
ciamo a trattare il problema per le curve il cui grado è

pari, ma non è multiplo di 4. S’intende naturalmente

di escludere da queste ricerche le curve ipercicliche che

studieremo a parte.
Esaminiamo se la curva può possedere un numero

pari di assi. Per esempio assi.

In questo caso le relazioni

non sono soddisfatte identicamente. Segue che per i va-

lori di :
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la resaltante delle

deve annullarsi. - Ora le due equazioni:

la cui differenza è appunto la

n
coincidono per i === - onde sarà :Per ’ = 2 °nde Sara ò

e poichè la resultante delle T è nulla per i valori di 0:

cosi ne viene che per i medesimi valori di 0 1’ equa-
zione :
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sarà una conseguenza delle altre :

Ma q uest’ ultirne sono ;; dunque, di indi endenti , non

se ne hanno certamente più di

D’ altra parte le

che sono i coefficienti che entrano appunto tntti ( e soli

essi ) in ognutla delle equazioni

sono in numero di

Questo basta per concludere che risolvendo le
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rispetto ai coefficienti

per i valori suddetti di 0 ; due di questi coefficienti al-

meno possono scegliersi arbitrariamente.
Ecco dunque il modo di costruire i termini di gra-

do n complessivo in x e y.
Relativamente agli altri coef6cienti osserveremo:

1.0 che quelli che hanno dispari il primo indice si

annullano tutti ;
2.° che i rimanenti si determineranno in modo

che i termini di grado n-2 ; ~~4 ; n---.~ ; .....

complessivo in x e y sieno rispettivamente là potenza

. t./

giacchè le curve di ordine pari che si ottengono soppri-
mendo l nee verticali di coefficienti nella equazione del

§. 26. debbono possedere un numero di assi superiore al
proprio grado e sono perciò tutte iperciclicbe. In conclu,-
sione la parte dell’equazione della curva che è di grado
inferiore ad n è della forma:
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Bisogna però dimostrare che una tal curva non si

spezza. E infatti se si spezzasse, non potrebbe farlo che
n

in -2cerchi concentrici all’origine; ma perché avvenisse

questo occorrerebbe che i termini di grado complessivo in

x e y fossero raggrup p ati nella potenza n esima dix e y fossero raggruppati nella potenza (2) di

e quindi la parte che manca alla (1) precedente per for-
mare 1’ equazione della curva fosse

con sol parametro arbitrario, mentre nella determinazione
dei coefficienti dei termini di grado n abtiamo dimostrato
che si possono scegliere arbitrariamente almeno due pa-
rametri arbitrari.

29. ’Rimanendo sempre nell’ipotesi che n sia multiplo
di due, ma non di quattro consideriamo il caso generale
in cui il numero degli assi è pure multiplo di due , ma
non di quattro. Vediamo cioè come si costruisce l’ equa-
zione della curva quando il numero degli assi è 

dove iii è dispari.
Intanto osserveremo che i coefficienti il cui primo in-

dice è dispari si annullano tutti; in secondo luogo, se si

sopprimono nell’ equazione del §. 26. tutti i coeff eíenti
il cui l.° indice è uno qualunque dei numeri
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otterremo l’equazione di una curva di grado con

n 4m assi di simmetria e quindi la sua equazione sarà
determinata col metodo dato nel ~. precedente ; questa
equazione fa parte di quella che noi cerchiatno e preci-
samente quella parte che contiene tutti i termini il cui

grado è minore, o uguale 
Rimangono dunque da determinarsi solamente i coef-

ficienti il cui primo indice è uno qualunque dei numeri

Fra questi, quelli il cui l. o indice è

si ottengono nel modo già indicato nel §. precedente
quando si è fatta 1’ analoga determinazione per i coef-

ficienti il cui primo indice è lo zero.

Per quelli che rimangono e il cui primo indice è

il modo di calcolarli è pure semplicissimo . Per esempio
prendiamo quelli che hanno per primo indice il 2 e

che sono: .
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Essi compariscono linearmente e omogeneamente nelle
n 

relazioni2 re azioni

..

e sono in numero di 2 + l. E dunque possibile assu-

merne uno di essi arbitrario ed esprimere gli altri in 

zione di questo, di n e di 6. Lo stesso ragionamento vale
per gli altri che hanno per primo indice 6 ; 10 ; ....

Una volta costruita 1’ equazione della curva, si vede

subito che essa non può spezzarsi in -~ cerchi concen-

trici contando al solito il numero delle costanti arbitrarie

di cui si può disporre.
30. Per completare le ricerche relative a un numero

pari di assi per una curva il cui grado è un multiplo di
due, ma non di quattro non manca di studiare che il caso
in cui il numero degli assi sia un multiplo di 4.

Cominciamo quindi dall’ esaminare se la curva può
possedere n-2 assi cercando i coefficienti :

Siccomee . n ~ è multiplo di 4 secondo ciò che osser-
vammo al §. 27. sarà in generale
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Onde non è qui il caso di parlare delle equazioni

esse sono soddisfatte identicamente, cos  è soddisfatta

identicamente la

che al §. 28 abbiamo dimostrato coincidere con

In questo caso dunque le

s ~ n_~-2 n-2 
1 ’ ’ 1’ ’

s  riducono a 4 legate da 4- relazioni lineari e

omogenee; ne rimane quindi una di esse arbitraria.
Passiamo alle

Esse pure son 
:r. 

numero di n -;-2  .Esse pure sono 1n numero l -4 giacche la relazione :
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d’ , .d’ , 7 
20132013 

L . 
20132013S

diviene una identità per 7 - 20132013e sono legate da i2 ú
relazioni lineari e omogenee, dunque anche di queste ne

resta una arbitraria.

Le curve che si ottengono successivamente soppri-
mendo oltre le due serie di coeffic enti

altre serie analoghe di coefficienti possiedono un numero
di assi superiore al loro grado e quindi sono tutte iper-
cicliche.

Dunque la parte dell’ equazione richiesta che è di

grado m inore, o uguale ad n--4 è della fornia:

Si potrebbe però obiettare che la determinazione dei

termini di grado n----? e n dà luogo ad assumere altri

due soli parametri arbitrari, non potrebbe dunque darsi
che i termini di grado n-2 e n si raggruppassero nelle

due potenze: ,

essendo « i parametri arbitrari 2 In questo caso la
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curva degenererebbe in n cerchi concentrici. Si risponde a
questa obbiezione osservando che appunto perchè si hanno
due parametri in arbitrio, si può fare in modo che que-
sto non avvenga; per esempio scegliendo

e in questo caso particolarissimo si vede che la possibi-
lità che la curva degeneri manca assolutamente.

31. In modo analogo si risolve il problema nel caso
che la curva debba possedere un numero di assi multiplo
di 4 e inferiore a n-2 e il grado n della curva sia mul-
tiplo di 2 e non di 4.

32. Veniamo ora a trattare delle curve il cui grado
è niultiplo di 4.

Il caso in cui il numero degli assi sia pure multiplo
di 4 e in particolare uguale al grado della curva è con-
siderato implicitamente al §. 30. Se infatti nelle osser-

vazioni svolte in quel §. si suppone di aver soppresso i

coefficienti

si ottiene 1’ equazione di una curva di grado ( n 2 )
simmetrica rispetto a (n-2) assi e siccorne è supposto
in quel §. che n sia pari ma non inultiplo di 4 cos

segue che (n 2) è multiplo di 4.

33. Non rimane da studiare che il caso in cui 1’ or-

dine della curva sia ancora un multiplo di 4 e il nu-
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mero degli assi un multiplo di due e non di 4. Prendia-

1110 1’ equazione sotto la forma scritta al §. 26. con la

ipotesi che n sia multiplo di 4. Siano n-2 gli assi che

debba ammettere la curva e di cui si voglia ora deter-

minare 1’ equazione.
Cerchiamo le relazioni da cui sono legate le

In questo caso’ le

non sono soddisfatte identicamente; dunque per i va-

lori di 0: 
’

la risultante delle ‘Y’ - 0 deve annullarsi. Però non
i ~ n-i

accade come al §. 28. che la

coincida con la C !:.- ::=2 0: quest’ ultima ora non esi-

ste perché n é s e pere e "2 e pari.
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Dunque le

solion + 1 legate da n relazioni. Una di esse è sem-
2 o 2 ,

pre arbitraria .

La curva che si ottiene sopprimendo le :

è di grado pari non multiplo di 4 e possiede un numero
di assi ugnale al suo grado : la sua equazione si formerà

dunque secondo i criteri stabiliti al §. 28. D’altra parte
è il 1.° membro dell’ equ,izione di questa curva che co-
st tuisce l’ insieme di tutti i termini il cui grado è uguale,
o minore di (~20132) nella equaziune richiesta.

Finalinente il caso generale in cui la curva sia di

grado n multiplo di 4 con un numero di assi multiplo
di 2 ma non di 4 e rninore di è perfettamente
analogo a questo, è ci insisteremo.

34. Piuttosto notereino come una curva di grado pari
possa anche aminettere un numero dispari di assi. E in-

fatti, tolta ora la condizione che siano nulli i coefficienti

(nella equazione del §. 26) il cui primo indice è dispari
supponiamo debbasi trovare 1’ equazione di una tal curva

possedente p assi reali di sirnmetria essendo p un nume-
ro dispari. ,

Per determinare le n + 1 :
2 

,
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abbiamo allora le n relazioni :

che ne lasciano una almeno arbitraria, la quale sceglie-
remo in modo che la curva non sia di conseguenza iper-
ciclica. Soppresse le

rimane una curva di ordine dispari che possiede un nu-
mero dispari di assi reali e la cui equazione sappiamo
già trovare con i metodi esposti al §. 23. È il primo,
membro dell’ equazione di questa curva che ci rappre-
senta tutti i termini di grado uguale o inferiore ad n 1

che entrano a far parte dell’ equazione richiesta.

Curve ipercicliche.

35. La loro equazione è della forma
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dove si suppone che l’ asse delle y sia già retta di sim-
metria. Nomammo al §. 7. come queste curve abbiano

ogni diametro perpendicolare al corrispondente sistema

di corde: esse quindi non potevano fornirci per mezzo di
quelle sole considerazioni un limite massimo per il nu-

mero degli assi, onde le escludemmo da tutte le ricerche

successive. 
"- 

.

Riesce però evidente che esse all’ infuori di n assi

possono come le altre curve di ordine pari possederne

Infatti se ne possedessero n la curva che si otterrebbe

sopprimendo i termini di grado n e quelli di grado n-- 1
sarebbe di grado n--2 e possederebbe un numero di assi
superiore al suo grado ; essa e tutte le sue analoghe
sarebbero pure ipercicliche onde la parte della equazione
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di {Ti che è di grado inferiore sarebbe costi-

tuita da

e a questo aggiunto

si otterrebbe l’ e q uazione di una curva degenere in ~
cerchi concentrici.

36. Riassumendo dunque i resultati ottenuti per le

curve di grado pari possian&#x3E;o enunciare il seguente
teorem a :

« curva dz grado pari non degenere può pos-
sedere separatarnente un nuínero di assi reali 
a uno qualunque dei che precedono quello che
espri1ne il suo grado e se non è iperciclica può aii-

che posseder’ne tanti sono le un-itèt 

nel suo grado » .
37. Citeremo qui alcuni esempi :

Curve di terzo ordine

I. - Simmetria rispetto a un asse reale :
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II. - Simmetria rispetto a un asse reale e ai

due ciclici contati ognuno una volta :

III. - Simmetria rispetto a tre assi reali:

Curve di quarto ordine

I. - Simmetria rispetto a un asse reale:

. II. - Simmetria rispetto a due assi re;ili :
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111. - Simmetria rispetto a tre assi reali :

IV. - Simmetria rispetto a quattro assi reali :

Curve di quinto ordine

I. - Sinirnetría rispetto a un asse reale:

II. -- Sitiituetria rispetto a un asse reale e ai

due ciclici contati ognuno una volta :

III. - Simmetria rispetto a un asse reale e ai due
ciclici contati ognuno di questi ultimi due volte :
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IV. - Simmetria rispetto a tre assi reali:

V. - Sirnmetria rispetto a tre assi reali e a due

ciclici contati ognuno una volta :
, , w

VI. - Simmetria rispetto a cinque assi reali:

Curve di sesto ordine

I. -..-- Sh imetria rispetto a un asse reale:
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II. - Simmetria rispetto a due assi reali.

111. - Simmetria rispetto a tre assi reali :

IV. - Simmetria rispetto a quattro assi reali :
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V. - Simmetrîa rispetto a cinque assi reali:

VI. Simmetria rispetto a sei assi reali :
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Applicazione dei resultati precedenti al caso particolare
delle cubiche.

Linee diametrali

coniche ordinarie. -- Pren-

diamo 1’ equazione della cubica sotto la forma :

dove le a sono binarie in di grado uguale al

loro indice

assumiamo per lato x3 - 0 del triangolo fondamentale

la retta all’ infinito del piano della cubica.
L’ equazioni del diametro e della conica diametrale di

un punto di coordinate (Y1 ; y, ; 0 ) sono rispettiva-
mente : 

,
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Ossia eseguendo i calcoli:

Segue:
« Per un punto P qualunque del piano passano due
diametri e una conica diametrale 
Se ( m ; n ; p ) sono le coordinate omogenee di P e

s’ indica con i,. il rapporto Y1 che serve ad individuare
Y2
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un punto sulla retta all’ infinito ; 1’ equazioni che deter-

minano per mezzo di (rn ; n ; p) sono :

Finalmente le due equazioni lineari:

servono ad individuare il centro della conica diametrale

ordinaria punto di parametro À.

39. Linee lianietrali principali. - Secondo i resul-

tati generali ottenuti al ~: 3. abbiamo in questo caso

due linee diametrali principali :
« La linea principale cioè l’in-

viluppo delle prirne linee diametrali ordinarie. È 
d’ordine zero costituita dai 4 centri della c-

bica che sono i quattro punti base del fascio delle

coniche diametr1ali ordinarie ».

« La seconda linea diametrale principale che può
riguardarsi ( s. 3. ) :

1.° Come luogo dei centri delle coniche 
tratti ordinarie.;
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C.iiGG 4 *

Questa curva è una conica e la sua equazione si può
ottenere in due modi :

l. o Eliminando 1 fra le due linea.ri (2) del
~. precedente ;

2.° Annullando il discriminante della binaria

quadratica (1) considerata corne tale nelle due 
bili y,2 il cui rapporto è À.

GZuesta equazione è la seguente: .

Linee diametrali coniugate.

40. Chiameremo coniugati un diametro di una punto o
e una conica diametrale di un punto o’; quando o è uno
dei punti all’ infinito del diametro di o’ e quindi o’ è il

punto all’ infinito del diametro di o. Mentre un diame-

tro ha una sola conica diametrale coniugata; una conica
diametrale ha due diametri coniugati paralleli fra loro.

Riprendiamo 1’ equazione di un diametro:
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2, essendo il parametro del punto all’-ít finito del sistema

di corde parallele a cui è relativo il diametro. Il pa-

rametro 1, del punto all’ infinito del precedente dia-
metro è : 

, 

,

L’ equazione di 2.° grado in 1’:

dà i parametri dei punti all’ infinito della conica diame-

trale coniugata al diametro che si considera e si ritrova

che a un valore di 1’ corrisponde un sol valore di Ài
mentre a un valore di À, corrispondono due valori di 

L’equazione precedente è naturalmente soddisfatta per
1,’=1 giacchè se la retta polare di 1 passa per l , la

conica polare di . t passa per 7~.

L’ al tra radice è

Segue :
« I due si.stem2 di corde parallele aventi per pa-

rametri dei due punti all’ in finito rispettivamente
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at7l nettano paralleli. Queste coi (li

.sono le di tangenti pa-
della conica diaínetrale principale ». Frw que-

sto infinite coppie di sistemi, ve ne sono due costitui te

ognuna da sistemi coincidenti e corrispondono ai due

casi in cui

cioè alle due radici dell’ equazione di 2.° grado :

e questo concorda col fatto che in un fascio di conich(-, ,
e in particolare nel fascio delle coniche diametrali esi-

stono sempre due e non più di due parabole.
41. Centri. - Come abbiarno già notato i quattro

punti base del fascio delle coniche diametrali ordinarie

sono i quattro centri della cubica e insieme costituiscono
la prima linea diametrale principale che è di ordine

zero. Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo dei

centri costituiscono le tre coniche diametrali ordinarie che

si spezzano; i tre punti diagonali appartengono contem-
poraneamente alla conica diametrale principale e al-

l’hessiana : nella corrispondenza univoca che si stabilisce

fra i punti dell’ hessiana di una cubica i corrispondenti
di questi tre punti diagonali sono i tre punti alF infinito

dell’ hessiana .

Se la cubica è nodale uno dei centri cade nel nodo;
se è cuspidale due centri sono riuniti nella, cuspide per-



85

chè nel l. o caso tutte le coniche polari passano per il

nodo; nel 2. o caso passano per la cuspide avendo ivi per
tangente comune la tangente cuspidale.

4~. Premesse queste generalità ci proponiamo la se-

guente ricerca: se cioè i quattro centri di una cubica

possono essere i vertici di un quadrílatero semplice delle
specie che ordinariamente si considerano nella geome-
tria elementare :. trapezio, parallelogrammo, romlro, ret-

tangolo, quadrato .
Intenderemo di riferirci a cubiche di genere l, o a

cubiche nodali giacchè solamente allora i quattro centri

sono distinti.

Trapezio. . - Sia M N P Q il supposto tra-

pezio dei centri; A il punto all’infinito comune alla coppia
di lati paralleli del trapezio; r~ la retta all’~~~fÌn~to. Le

rette A M ; A Q costituiscono una delle tre coniche che

si spezzano; il punto la cui conica polare è (A M ; A Q)
sarà un punto di r~ giacchè ogni conica passante per

1t1 ; N ; P ; Q è una conica diametrale ; non può esse-
re A perchè A sarebbe un punto doppio e dovrebbe

quindi coincidere con uno dei vertici del quadrangolo il

quale non sarebbe più un trapezio; non può essere un

altro punto K di r 00 giacché ne verrebbe che la conica

polare di A si spezzerebbe in due rette parallele passanti
per K; il trapezio sarebbe un paralletogrammo.

Per il trapezio dunque il problema non ha soluzione

possibile .
43. - Sia A 13 C D ( Fig. V.’) il

quadrangolo dei centri; F il punto comune all’infinito dei

lati A B, C D ; G quello comune alla coppia A D , la C ; E
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il punto d’ incontro delle diagonali del parallelogrammo.
I punti F e G appartengono all’ hessiana ; dunque essa
incontra la retta all’ infinito in tre punt  reali; sia E’ il

3.° punto. I punti E’ ed E sono punti, corrispondenti
dell’ hessiana e infatti la conica polare di E’ deve es-

sere una delle tre,

Se fosse una delle due prime, per esempio la prima,
ne seguirebbe che la conica polare di F si spezzerebbe in
due rette parallele passanti per E’ e oltre alle tre coni-
che polari sopra scritte dei punti di r~ che si spezzano
ce ne sarebbe una quarta; dunque i punti E ed E’ sono

corrispondenti . Anche G ed F sono corrispondenti e

infatti il corrispondente di G deve essere sulla r~ per-
chè la conica polare che passa per G contenendo i

quattro punti A ; B ; C ; D è una conica diametrale ;
non può essere G stesso perchè sarebbe un punto
doppio e dovrebbe quindi coincidere con uno dei quattro
punti A ; B ; C ; ; D ; non può essere E’ perché E’

corrisponde ad E; non può essere un punto K di r~ di-

verso da G ; E’ ; F altrimenti la conica polare di G

spezzandosi in due rette passanti per K ci sarebbero nel
fascio delle coniche diametrali quattro coniche che si

spezzerebbero. I punti G ed F corri~pondendosi, ne viene

che la retta all’ infinito deve essere una tangente della

Cayleyana. Viceversa se questo accade il quadrangolo dei
centri è un parallelogrammo.
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L’equazione dalla Cayleyana in coordinate (ex1; "2 «3)
di rette è della forma :

ove i coefficienti sono funzioni note dei coefficienti della

cubica.

Se la retta all’ infinito deve far parte di questo in-

viluppo, 1’ equazione precedente deve essere soddisfatta

da :

ossia deve essere

sostituendo il valore cognito di A333 espresso con i coef-

ùcienti della cubica possiamo dire che :  la condizzone

sufficiente i quattro centri di ~nc~
cubica vertici di un parallelogram1no è:
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In particolare questa condizione è sodrlisfatta se nel-

I’ equazione della cubica mancano i termini di 1. ° grado
in x, .

« Esiste un sisteina 0)8 di cubiche i cui 

centri sono i vertici di un parallelo,qrammo ».
44. Rettangolo. -~ Perchè i quattro centri siano

vertici di un rettangolo, bisognerà prima di tutto porre
la condizione

che esprime che il quadrangolo dei centri sia un paral-
lelogrammo e poi l’altra che i due punti all’infinito della
hessiana che si corrispondono per la condizione A333 = O
siano separati armonicamente dalla coppia dei punti ci-

clici del piano. Se con ~’ s’ indic;ano i coefficienti del-

F hessiana i quali sono funzioni note dei coefficienti della

cubica, le intersezioni della hessiana con la retta ail’in-

Bnito sono date da

)’3 le tre radici . Il porre 4 non

porta altra conseguenza che la retta all’ infinito sia tan-

gente della Cayleyana; non porta cioè la conseguenza che

due speciali fra i tre punti all’infinito dell’hessiana siano

corrispondenti, ma due qualunque fra questi tre punti;
quindi dopo aver messo la condizione:
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noi siamo sempre in arbitrio di scegliere due qtialutiqiie
dei tre parametri À1 ; "À2 ; ) 3 come parametri di punti
corrispondenti.

Prendiamo i primi due, dovrà essere:

ossia

e perciò

,

cioè - ex ,222 deve essere una radice della (1). In questo
a 1it ~i

caso dunque il problema è possibile quando sono soddi-
sfatte le due relazioni fra i coefficienti della cubica :

essendo le a’ i coefficienti dell’ hessiana .

« Esiste urt 007 di cubiche i cui 

sono i vertici di un » .

45. - Perchè i quattro centri siano vertici
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di un rombo, occorrerà prima di tutto porre A339 =! O ;
poi che le diagonali del parallelogrammo che cos  ven-

gono a formare i centri siano ortogonali cioè che la conica

polare di uno qualunque dei tre punti all’ infinito della

hessiana, sia costituita da tre rette ortogonali. Dunque
secondo i resultati del §. 12. la nuova condizione dal

porsi è che

sia una radice della (1) del §. precedente.
In questo caso le condizioni cercate sono quindi:

« Esiste un co7 di cubiche i cui sono

i vertici di 2.cn rombo » .. 
’

46. Quadr’ato. - Pereliè il problema sia possibile
iti questo caso , basta evidentemente associare le condi-

zioni trovate per il ron bo e per il rettangolo .
« Esiste un sisterna co6 di cubiche i cui centri

sono i vertici di un ».

47. Consideriamo il caso in cui i quattro centri sono
i vertici di un parallelogrammo. La conica diametrale

principale é allora un’ iperbole’; le due parabole del fa-

scio delle coniche diametrali sono costituite dalle due
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coppie di lati opposti del parallelogrammo; 1’iperbole che
rappresenta la conica diametrale principale passa per il

centro del parallelogrammo ed ha gli assintoti paralleli
ai lati del parallelogrammo stesso e quindi è equilatera
nel caso del rettangolo e del quadrato. Se una delle dia-
gonali del parallelogrammo ha il suo punto all’ infinito

contemporaneamente sulla cubica e sulla hessiana essa è
certamente la tangente di flesso della cubica in quel
punto giacchè contiene il corrispondente del suo punto
ali’ infinito cons derato come appartenente alla hessiana ;
questa diagonale tangente di flesso della cubica è tan-

gente cuspidale per la Cayleyana; la cuspide è il centro

del paralie ogrammo; 1’ altra diagonale è la polare armo-
nica del flesso; quest’ ultima è dunque un asse di simme-
tria quando il parallelogrammo dei centri è un rombo, o
un quadrato ( ~. 4. 1, si può dunque dire che:

« La condizione necessaria e sufficiente 
Una cubica i cui quattro centri sono i vertici di un

rombo, o di un quadrato un asse di 

rnetria è che la Cayleyana abbia una cuspide nel

centro del rombo, o del quadrato e per tangente cu-
spidale una delle diagonali ».

48. Rimanendo sempre nella ipotesi in cui i quattro
centri sono i vertici di un parallelogrammo, abbiamo già
esaminato il caso in cui uno dei tre punti all’ infinito

della cubica è un flesso e abbiamo anche implicitamente
dimostrato che quando questo avviene, il flesso deve essere

il punto che sull’ hessiana corrispunde al punto d’incontro
delle diagonali del parallelogrammo e non può essere uno
degli altri due punti dell’ hessiana che si corrispondono
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sulla retta all’ infinito. Del resto, si può dimostrare di-
rettamente che questo non può accadere.

Sia infatti A B (~ D il parallelogrammmo dei centri e

supponiamo che uno dei flessi della cubica sia sit,uato in

F corrispondente di G; la tangente di flesso deve pas-
sare per F e facendo parte della conica polare di questo
putlto deve passare anche per G cioè la retta all’infinito

deve essere la tangente dí ~ flesso; facendo essa parte di

una conica diametrale due centri sono situati su di essa

e quindi non possono essere vertici di un parallelogrammo.
Dunque i problemi dei §§. 4~’, 43, 44~ 45, 46 non sono
risolubili per le parabole divergenti di Però in

questo caso i centri si trovano con facilità. E infatti se i-,,,

( Fig. è la tangente alla cubica nel flesso F; sopra
ci deve essere il corrispondente di 1~~; sia C; la conica

polare di C sarà formata da due rette parallele passanti
per F; la conica polare di F è costituita da r~ e dalla

polare armonica p passante per C. Dunque dei quattro
centri due sono riuniti in F e due si trovano sulla po-
lare arn10nica di F ai punti d’incontra con una qualun-
que delle coniche diametrale Si può anche notare in que-
sto caso che la retta all’ infinito è una tangente cuspi-
dale della Cayleyana; la cuspide è il punto C corrispon-
dente al flesso F; 1’ hessiana ha un flesso in F e tocca

la retta all’ infinito in C.

49. Seguitiamo ad esaminare altri casi particolari.
Supponiamo che 1’ hessÉana sia tangente alla retta all’in-

finito in A. 11 problema di situare i centri della cubica

primitiva come vertici di un parallelogrammo non è nep-
pure in questo caso risolubile e infatti applicando un teo-
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re~na che serve a determinare le posizioni dei quattro

poli di nna tangente all’hessiana, si vede che dei quattro
centri, due sono situati nel corrispondente di A e gli altri
due nei due punti di contatto con la Cayleyana delle due
rette costituenti la conica polare di A.

Se quindi 1’ hessiana è una parabola di vef’gente; (
essendo il flesso all’ infinito ) dei quattro centri , tre si

trovano nel punto cl’ incontro della tangente di flesso alla

cubica in A con la polare armonica corrispondente e il

quarto nel punto di contatto di quest’ ultima con la

Cayleyana.
Sulla Cayleyana s  trovano dunque in questo caso i

quattro centri della cubica e tre di essi riuniti nella cu-

spide che corrisponde al flesso A della cubica primitiva e
dell’ hessiana .

50. Cerchiamo le posizioni dei centri quando la cubica
possiede un nodo all’ infinito.

Allora una delle coniche diametrali è costituita dalla

coppia di rette parallele che sono le tangenti nodali ; i

quattro centri dovendo appartenere a queste due rette, ne
avremo uno su di ognuna a distanza finita; gli altri due
cadranno nel nodo.

Se la cubica invece di un nodo possiede una cuspide
all’ infinito e la tangente cuspidale non è la retta all’in-

finito ; la curva possiede un’ altro punto reale all’ infinito

distinto dalla cuspile. Questo punto non può essere un
flesso altrimenti la sua conica polare dovrebbe essere co-
stituita da due rette passanti per la cuspide e una di esse
dovendo essere la tangente di flesso, la retta all’infinito

sarebbe questa tangente e i ncontrerebbe in più di tre

punti la cubica.



94

« Una cubica non può contemporaneaniente avere

all’inlinito i,n flesso e una citspide senza spezzarsi ».
51. Facciamo finalmente il caso in cui la cubica

possegga una cuspide a distanza finita. Tutte le coniche

polari e quindi tutte le coniche diametrali si toccano nella
cuspide avendo ivi per tangente comune la tangente cu-

spidale. Dei quattro centri, due sono nella cuspide; l’hes-

siana si spezza i n tre rette passanti per la cuspide ; due
di queste rette coincidono con la tangente cuspidale.

Se si prende il vertice ( 0 ; ~J ; 1 ) del triangoto fon-
damentale nella cuspide e il lato X~ ~ 0 per tangente
cuspidale, 1’ equazione della cubica può mettersi sotto la

forma:

L’ equazione della conica diametrale di un punto di

parametro i è

Il discriminante si riduce a :

che si annulla due volte nel vertice ( 0 ; 1 ; 0 ) del

triangolo fondamentale cioè nel punto all’ infinito della

tangente cuspidale, come del resto è naturale, perchè
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tutti i punti di questa tangente sono doppi per l’hessiana.
Dunque; delle tre coniche diametrali che si spezzano due

coincidono e sono costituite dalle due rette :

passanti per la cuspide; l’ altra è costituita dalle due :

In questo caso i centri sono i 
1 

puuti comuni alle tre
rette :

Assi di simmetr a,.

52. Particolarizzando per una cubica i resultati otte-

nuti ai §§. 4, 5, 6, per le curve di grado dispari in

generale abbiamo i teoremi seguenti :
« La condizione "necessaria sufficiente perchè una
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cubica un asse di è che abbia Z~n

flesso all’ che sia il coniugato ar»ionico del

pUJnlo all’ della polare del flesso ri-

spetto alla coppia dei punti ciclici del piano ».
« Questa armonica è l’ asse richiesto » .

« Data una retta 
’

e una cubica

le con(iizioni che debbono soddisfalte 
retta (1) sia un asse di della cubica sono:

dove :

« Tutte le cubiche si&#x3E;71nlet&#x3E;aicfie rispetto a una me-
retta costituiscono un sistema lineare (û5 ».

53. Quando si sappia che la cubica possiede un flesso
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all’infinito e si conosca il parametro 1 che indivi-
. n

dua il flesso sulla retta all’ infinito, il problema prece-
dente si risolve con grande semplicità.

E infatti 1’equazione della tangente di flesso sarà

della forma :

dove p sarà da determinarsi in niodo che fra tutte le

rette parallele che rappresenta la equazione precedente;
quando in essa ed n sono costanti e p varia da retta,
a retta; l’equazione precedente rappresenti la tangente di
flesso. Supponiamo che ciò avvenga per il valore p’
di p. Allora 1’ equazione della cubica può rnettersi sotto

la forma :

La conica polare del punto ( m ; n ; o ) è :

che si spezza naturalmente nella tangente di flesso :
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è 

e nella polare armonica corrispondente:

Se il triangolo fondamentale è stato preso rettangolo nel
vertice ( 0 ; O ; 1 ) si passa alle coordinate cartesiane

ortogonali supponendo c~-1 e affinchè le due rette pre-
cedenti siano ortogonali deve essere

La condizione cercata è dunque che fra il parametro À
del flesso all’ infinito e i coefficienti a ; b ; h passi la
relazione

quando però l’equazione della cubica in coordinate carte-
siane x e y sia ridotta della forma:

I valori di ~ tratti dalla equazione:
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son sempre reali perchè il discriminante è sempre posi-
tivo ; questi valori sono indeterminati quando

cioè quando la ternaria quadratica; che entra nella equa-
zione della cubica; uguagliata a zero rappresenta un cer-

chio. In questo caso la cubica è ciclica, cioè passa per
i punti ciclici del piano: qualunque sia 1 l’equazione:

è soddisfatta; dunque:
~ La condizione necessaria e su f ficiente affinché

una cubica ciclica abbia una retta di siinmetria è che

abbia un flesso in finito » .
54. Se la tangente di flesso è la retta all’ infinito,

la cubica è una parabola divergente. Prendendo il flesso

nel vertice ( 0 ; 1 ; 0) del triangolo fondamentale, l’equa-
zione della cubica può scriversi :

la conica polare del punto ( 0 ; 1 ; 0 ) è

che si spezza nella tangente di Nesso X3== 0 e nella po-
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lare armonica corrispondente:

Questa deve essere perpendicolare alle rette che hanno la
direzione del flesso e per esempio alla

Se quindi il triangolo fondamentale è stato preso ret-

tangolo in ( 0 ; 0 ; 11 e si passa alle coordinate car-

tesiane r ; y ponendo x, = 1, la condizione affinchè le

due rette

siano ortogonali è h=0 . Si giunge alla stessa condu-

sione ponendo il flesso nel vertice ( 1 ; 0 ; O ) .
« La condizione necessaria e sufficiente affinchè

una cubica parabola divergente ammetta una retta di
simmetria è che preso per punto all’ infinito di 
asse di un sistenia cartesiano ortogonale il flesso,

della cubica wlanchi del prodotto delle
due variabili x, y ».

55. Abbiamo già dàto al s. 37. la forma delle equa-
zioni di cubiche simmetriche. Vogliamo ora mostrare co-
me si possano riconoscere le diverse foime che può avere
qualcuna di quelle curve . Fra di esso le più notevoli
sono quelle simmetriche rispetto a tre assi reali. Vedia-
mo come si possano classificare relativamente alla forma

e al numero dei rarn  che le coinpongono .
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Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogo-
nale di cui l’asse delle x sia un asse di simmetria e

1’ origine il punto comune agli assi reali l’ equazione di

queste curve è della forma §. 37:

essendo 7 i parametri che servono a individuare
la curva.

L’ equazioni dei tre assi sono:

La curva ha tre flessi all’ infinito nelle direzioni per-
pendicolari ai tre assi. Se s.i assume per triangolo fon-

damentale quello formato dagli assi cartesiani e dalla

retta all’ infinito, le coordinate dei flessi sono:

le equazioni degli asintoti:

Essi formano un triangolo equilatero i cui vertici

stanno sugli assi di simmetria; le coordinate dei vertici

sono :
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« Tutte le cubiche simmetriche rispetto ai tre me-
desiyni assi costituíscono una rete. In questa rete sono
iininersi gli in finiti fasci ognuno dei quali è forynato
da tutte quelle cubiche che’ oltre avere comuni gli
assi di simmetria, hanno anche comuni gZa asintoti. 1
nove punti base di ogni fascio si ralqgruppano a tre,
a tre nei flessi all’ in finito » .

56. Per esaminare a quali forme diverse di curve può
dar luogo la equazione del §. precedente, osserveremo che
le intersezioni della cubica con la retta all’ infinito sono

reali e quindi la curva avrà sempre rami estendentesi

indefinitamente, nè potrà essere costituita da un solo ramo
tutto situato a distanza finita. Inoltre è noto che una

curva di genere p possiede p+ 1 rami al massimo ; dun-
que la nostra cubica potrà essere costituita da uno, o da
due rami. In ognuno di questi casi dovrà sempre esistere
un ramo esteso indefinitamente in tre direzioni . Quindi
nel 1.° caso la curva possiederà questo sol ramo ( Fig.
1.a e 2. a ); nel 2.° questo ramo insieme ad un altro

chiuso, simmetrico rispetto ai tre assi e perciò non avente
flessi altrimenti una tangente di flesso incontra in più di

tre punti la cubica; questo 2. o ramo sarà dunque un’ ovale
simmetrica rispetto ai tre assi e situata internamente al

triangolo degli asintoti. Il ramo infinito può essere di due
specie a seconda che incontra in tre punti reali, o in

uno ogni perpendicolare agli assi.
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Nel 1. o caso lo chiameremo ramo infinito di 1.~ spe-

cie ; nel 2.° ramo infinito di 2/ specie.
57. Esaminiamo ora se esistono condizioni analitiche

a cui debbono soddisfare i parametri 1 ; p. corrispondenti
a questi diversi casi .

1.° Caso. - « La curva è costituita da un sol ra-

mo infinito » ( Fig. L a e 2." ).
La condizione analitica corrispondente si trova espri-

mendo che l’ asse delle x incontri la curva in un sol

punto reale, ossia che 1’ equazione :

abbia una sola radice reale. Ora’ il suo discriminante è

Se dunque si pone

la condizione richiesta è che A g sia positivo. Per distin-
guere ulteriormente il ramo infinito di 1 a specie da
quello di ~.~ specie occorre osservare che nel 1.° caso

1’ equazione

che dà le intersezioni (le due che sono a distanza finita)
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dell’ asse delle y con la curva debbono essere reali

( F’ig. 2.a); nel 2.° immaginarie (Fig. l.a) nel 1.° caso

si richiederà quindi che ), p. sia negativo, positivo nel 2. o
2. Caso. ~--- « La curva oltre il in finito pos-

siede anche (Fig. 6/).
L’ equazione (1 ) del caso precedente possiede allora

tre radici reali e quindi

Il ramo infinito non può essere in questo caso di 1.~’

specie altrimenti l’ asse delle r~ avrebbe con la curva più
di tre punti a comune.

58. Se A=0 la curva si spezza in tre rette; se 

il discriminante della (1) é positivo e quindi si ha un

ramo infinito di 2. a specie; se finalmente si annulla li la
curva possiede un punto isolato all’origine e il rimanente
è un ramo infinito di seconda specie .

Possiamo riuniré questa discussione nel seguente
quadro :
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Applicazione dei risultati generali al caso

particolare delle quartiche.

Linee diametrali.

59. L’ equazione di una q iartica può porsi sotto la

forma :.

dove le a sono binarie in x, ; xi di grado uguale al

loro indice:

L’ equazione della cubica diametrale di un punto
~ ~~~ ~ ~~ ; ~ ) è:
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ossia

« Tutte le cubiche diametrali forrnayao un fascio i

cui 9 punti base sono i 9 centri della quartica e co-

stituiscono insieme la l.a linea diainetrale pi-incipale
che è di ordine zero » . n

Per un punto (m ; n ; p) del piano passa una sola
cubica diametrale ; il parametro À corrispondente è dato
dalla equazione :



109 

60. L9eqtiazione della. conica diametra le di un pùnto
(Y1 ; Y2 ; («’ ) è:

Ovvero :
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Per un punto ( &#x3E;7i ; n ; p ) del piano passano due
coniche diametrali.

I parametri dei punti all’ infinito di cui esse sono

coniche diametrali sono le due radici della quadratica :

Se s’ indica con U il coefficiente con V quello
di 2 , e con W quello indipendente, l’ equazione della
conica diametrale di un punto di parametro ~ assume
la forma

dove

Allora da questa equazione e dai resultati generali
ottenuti ai §§. 2. e 3. resulta:
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« La seconda linea dia1’netrale principale è una
q uartica ».

]Essa può riguardarsi : .

l. o Coine il luogo dei centri delle cubiche dia-

rnetrali ordinarie ; .

2.0 Come il luogo dei _punti le cui coniche polari
sono _parabole ;

3. o l’inviluppo delle coniche diametrali

ordinarie » .

1./ equazione di questa curva è

« Sei coniche diametrali si spezzano ognuna in due

rette. Queste 12 rette sono 12 bitangenti della seconda
linea diametrale principale ».

Per uno qualunque dei sei punti doppi Pi delle coni.

che diametrali passano le quattro seguenti curve :
1.° La terza linea diametrale principale;
2. o La steineriana della quartica primitiva ;
3. o ’La jacobiana della rete di coniche indivi-

duata dalte tre U ; V ; W;
4.0 L’hessiana della cubica diametrale dél punto

all’infinito la cui conica diametrate ha per punto dop-
pio il punto ..

La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W
contiene pure i tre punti diagonali di ogni quadrangolo
determinato dai quattro centri di ogni cubica diametrale.

Le sei coppie di rette in cui si spezzano le coniche

diametrali essendo bitangenti della quartica :
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sono anche tangenti semplici della Cayleyana della rete

individuata da U ; V ; W.
I sei valori di î~ che annullano il discriminante di

sono i sei parametri dei sei punti all’ infinito dell’ hes-

siana della quartica primitiva. Se quindi dai sei punti Pi
si tirano delle rette che abbiano per parametri dei punti
all’infinito i corrispondenti sei valori di 1 suddetti, si ot-
terranno sei tangenti della Cayleyana della quartica data.

La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W
incontra la seconda linea diametrale principale in 12
punti; esistono dunque 12 coniche diametrali ognuna delle

quali ha a comune con questa linea un quadri-punto e
due bi-punti: ma ogni quaderna di punti di contatto di

una conica diametrale con la seconda linea diametrale

principale; costituisce quattro centri di una cubica diame-
trale e se due di questi centri coincidono la cubica è cu-
spidale ; d’ altra parte nel fascio delle cubiche diametrali
ve ne sono 12 e non più con un punto doppio, y dunque se
ne conclude che :

« Tutte le cubiche dianetrali di genere zero sono

..

61. La terza linea diametrale principale e

1’ ipocicloide di Steiner.
Fra tutte le linee diametrali di una quartica, la più
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notevole è la terza linea diametrale principale. Seeondo i

resultati generali questa linea può riguardarsi:
1. ° Come il luogo dei centri delle coniche dia-

metrali ordinarie;
2. o Coyne il luogo dei punti le cui cubiche polari

toccano la retta all’ infinito ;
3. ° Come l’ inviluppo dei diametri.

Questa curva è del 4. o ordine e di 3.a classe ; pos-
siede quindi tr~e cuspidi e una bitangente. Si presenta
perciò naturalmente la questione di ricercare se essa può
essere un ípocieloiele di Steiner.

Vediamo intanto come si possa trovarne l’equazione.
Ponendo

il diametro di un punto ( y~ ; Y2 ; O) è

Resulta intanto che per un punto P del piano passano
tre diametri della quartica. Si ritrova cos  che la curva

di cui si cerca l’equazione è di 3. a classe.

D’ altra parte essa fa certamente parte del luogo di

un punto P tale che coincidano due dei tre diametri della



114

curva che passano per esso. Siano 1 ; ni ; n questi dia-

metri.

Due di queste tre rette; per esempio 1 ; n1 possono
coincidere per due ragioni diverse ; o perchè un polo di
1 e uno di ’in coincidono in uno stesso punto all’ infinito

e allora il luogo del punto P è l’inviluppo dei diametri;
o perchè due poli di 1 sono situati ali’ infinito ( coinci-
denti, o no ) ; n quest’ultimo caso il luogo del punto P
costituisce 1’ insieme delle bitangenti dell’ inviluppo pre-
cedente.

È per questo che quando si annulla il discriminante

della binaria (1) in y1 , y., si ottiene una equazione cui
soddisfa il solo inviluppo , ma non l’ insieme delle sue

bitangenti, y quantunque tanto per un punto di una bitan-
gente quanto per un punto dell’ inviluppo passino due

diametri coincidenti della quartica.
~ L’ equazione dell’ inviluppo è dunque :

cioè una curva del 4.° ordine.

L’equazione precedente può anche porsi sotto la for-

ma di determinante :
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62. Se si annulla identicamente ~ hessiano della bi-

naria (1) si ottengono le condizioni che devono essere

soddisfatte affinchè le tre radici della (1) nel rapporto 
-*

-Y9
siano coincidenti. Queste condizioni sono le seguenti:

Dunque i tre punti comuni alle tre coniche :

saranno tali che i tre diametri 1 ; n passanti per
ognuno di essi coincideranno perché un polo di l; uno di
ín; e uno di n sono riuniti ~n un sol punto all’ infinito.

È per questo che le tre coniche precedenti non passano
per i punti di contatto della bitangente quantunque ognuno
di questi punti sia tale che coincidano in una sola retta

i tre diametri della quartica passanti per esso : questa
coincidenza avviene ivi perchè due poli di 1 sono all’ in-

finito non coincidenti e un polo del diametro rimanente

m coincide con uno dei poli di 1 all’ infinito.

Le tre coniche u,, ; wx passano per le tre cu-

spidi della quai-tica P~ . Gli altri due punti in cu i

v~ incontra ux e w, sono quelli in cui Px è toccato
dalle rette bo , b, e anche appartengono il prirno alla
retta b, ; il secondo alla retta b2.
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Il punto comune a ux e w,~ non tgiacente su Vx sta
sulle rette b1 e b 2 conteJ7gporanea&#x3E;71ente rna non ap-

pai-tiene a Px.
Queste proprietà si verificano direttamente sulle equa-

zioni di u~ ; w~ e su quella di P x la quale può an-
che sei-iversi sotto la forma :

63. Se si sostituiscono per bo ; b~ ; b~ ; ; b3 i loro

valori si trova : s
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Segue per i resultati del §. 49. che le due coniche:

coincidono con le coniche diametrali principali delle due

cubiche :

onde ogni cuspiàe della quartica P, è centro comune

a due delle coniche diametrali ordinarie delle cubiche

precedenti .
64. È noto che la caratteristica della ipocicloide stei-

neriana è di toccare la retta alFin6nito nei punti ciclici

del piano . Se dunque riesciamo a trovare le condizioni

analitiche che debbono essere soddisfatte affinchè la bitan-

gente della quartica tricuspidale P~ sia la retta all’infi-

nito e i punti di contatto sieno i punti ciclici, i diametri

della quartica primitiva invilupperanno 1’ ipocicloide sud-
detta.

Ora le condizioni perchè una curva di grado n pari

tocchi - volte la retta all’ infinito nei punti ciclici sono

state trovate in generale al §. 7. e chiamammo allora

ipercicliche le curve che godevano questa proprietà .
Nel caso nostro queste condizioni si riducono a che

la binaria biquadratica in xj ; X2 che entra nell’ equa-
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zione della curva sia la potenza seconda, a meno di un
coefficiente esterno, di

Se quindi s’indicano con AI1; Ali,2 ; - - - , i coefficienti

di questa binaria nella equazione di Px dovremo avere :

Ma la binaria biquadratica in Xi ; X2 nell’ equazione
di è evidentemente il determinante:

Le condizioni richieste sono dunque le quattro se-

guenti :
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« Esiste un sistema di quartiche tali che il

luogo dei centri delle loro coniche dianietrali é 

cicloide di Steiner; ovvero tali che ogni loro diarnetro
è la retta che i piedi delle perpendicolari
abbassate da un punto qualunque di un deterininato

cerchio del piano sopra i lati di un triangolo iscritto
nel cerchio » .

65. C’ è un caso assai semplice in cui le condizioni

precedenti sono soddisfatte. s
Se nelle equazioni trovate poniamo: ,

si ottiene :

~ 

cioè anche nella equazione della quartica primitiva U, la



121

binaria biquadratica in ~~ ; xZ è il quadrato di ~~~-.~-~~2;
o altrimenti anche U~ tocca la retta all’infinito nei punti
ciclici .

Possiamo dunque dare quest’ altra generazione del-
1’ ipocicloide di Steiner :

« il dei centri delle coniche diame-

trali ordinarie, f o dei diametri di una

quartica ~~i te ,,zo genere bitangente alla retta all’ in-

finito nei punti ciclici del piano della quartica ».
66. I diametri di questa curva potranno quindi accop-

piarsi in modo che quelli di ciascuna coppia siano orto-

gonali fra loro ; i punti d’ incontro dei diametri di cia-

scuna coppia sono situati sopra un cerchio che vogliamo
ora deterrninare. Basta perciò rammentare che secondo

i resultati di Steiner relativamente a questa ipocicloide il
centro di questo cerchio e il suo raggio possono trovar -

si cos  :

Sia M il punto comune a due tangenti ortogonali
a e b ; N e P i punti di contatto di a e b, se Q è il

punto di mezzo di N P (la quale è un’altra tangente)
il cerchio che ha per diametro M Q e per centro il punto
di mezzo di M Q è il cerchio richiesto.

Nel caso del §. precedente posto l; ciò che
è sempre possibile, perché basta dividere tutti gli altri

coefficienti della quartica per a~ ~ 11; abbiamo :
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Se quindi il triangolo fondamentale è preso rettangolo in

( 0 ; 0 ; 1 ) le rette bo ; b3 sono ortogonali ; ma ab-

biamo veduto §. 62. che esse sono tangenti alla quarti-
ca P~. nei loro punti d’incontro con b1 ; b, rispettiva-
rnente ; dunque per punti N e P possono prendersi i

punti :

e per punto M l’altro (bo ; b3) ; per punto Q il punto di

mezzo del segmento che unisce i punti (bo ; b~) ; (b2 ; b 3)’
Ora è

e quindi :

perciò le coordinate del centro del cerchio da determi-

narsi sono:

il suo raggio:
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e la sua equazione :

Conosciuto questo cerchio, esiste una costruzione sempli-
cissiina data dal prof. Cremona per mezzo della quale
si ottengono quante tangenti si vogliono di P,, ma il

cerchio precedente si costruisce subito date le rette

bo ; b, ; b2 ; ; ecco dunque come mediante la co-

struzione suddetta si possano costruire quanti diametri

si vogliono di una quartica bitangente alla retta ali’ in-

finito nei punti ciclici.

67. Cerchiamo le tangenti cuspidali. È noto che esse
passano per il centro del cerchio precedente e sono ugual-

mente inclinate l’una sull’ altra di . Queste tre tan-
3

genti sono i tre diametri di U, che passano per il punto
( x,, ; Yo) e quindi i parametri dei punti all’infinito di

cui esse sono diametri si otterranno sostituendo nell’equa-
zione del diametro 1 per rj ; X2 ; X3 e ri-

solvendo rispetto a J. la cubica che ne resulta la quale è:
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Se )B1 è una radice della precedente equazione, l’angolo cù
che una retta passante per ),, all’ infinito fa con 1’ asse

delle sarà dato da

Siccome ogni diametro di Ux è perpendicolare al suo cor-

rispondente sistema di corde; cos  ne viene che le tre

~, della equazione precedente devono es-
sere parametri di punti all’infinito di rette facenti a due,

a due un angolo di 3 ; J o 3’ 3 dunque sarà : 1

Dunque le tangenti cuspidati saranno le tre rette passanti
per ( xo ; Yo) e aventi per coeBBcienti angolai’! :

d0ve X, è una radice della ( 1 ) .
Le tre tangenti di P~ perpendicolari rispettivamente

a queste tre tangenti cuspiaali si otterranno sostituendo

successivamente nell’ equazione del diametro di a 1 :



125

Esse saranno dunque :

Se s’ indicano con qae’ ; rx’ le tangenti cuspidali di

Px e dal punto ( Xo ; nelle direzioni rispettive:

So

( essendo ~x’ ~ il punto comune a ec. ) si w

porta un segmento uguale a
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s  trovano le tre cuspidi della curva P,.
68. Riassumendo: « Possiamo costruire il luogo dei

centi-i delle coniche diametrali di una di ter-

zo genere bitangente alla nei punti
ciclici, facendo rotolare nell’interno del cerchio:

un altro cerchio di raggio

il quale nella posizione iniziate tocca il cerchio pre-
cedente in uno dei tre _punti (PxPx’); (qxqx’) ; (r, r~,’)
antecedentemente determznati ; il luogo è allora de-

scritto da questo punto di contatto.
delle ia&#x3E;igenti a questo luogo cioè tutti

i diametri della quartica data è costituito dall’insie-
me di tutte le rette che uniscono i piedi delle perpen-
dicolari tirate sui lati del triangolo delle tre rette

px ; rx da un punto del cerchio circoscritto a

questo ti-iangolo ». Il 1"aggio di questo cerchio è:
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69. Linee diametrali coniugate. - La cubica dia-
metrale di un punto A ha tre punti all’infinito B ; C ; D;
i diametri di questi tre punti passando per A sono pa-
ralleli : auesti tre diametri li chiameremo coniugati alla

cubica di A e v ceversa. Resulta quindi che tre tangenti
parallele della terza linea diametrale principale costitui-

scono tre diametri coniugati a una stessa cubica dia-

metrale.

Dalla equazione del diametro di un punto di para-
metro a. segue che il parametro À1 del punto all’ infinito

di questo diametro è dato da

e si ritrova che per un valore di ?, c’è un sol valore di

À~ mentre per un valore di À~ ci sono tre valori per i.

L’ equazione di 3. o grado in ~’ : -.

dà i tre valori dei parametri dei punti all’ infinito della

cubica diametrale di Àt. Uno di questi è 1 naturalmen-
te ; gli altri due vengono quindi a dipendere da una

equazione di secondo grado.
Se si pone per brevità:
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Il coefficiente di À’:~ nella (1) è:

Il coefficiente di ~.’~ : :

Il termine indipendente:

.

Dunque la somma e il prodotto delle radici saranno ri-

spettivamente :

Perciò gli altri due valori di I’ che si cercano saranno

le radici della equazione di 2.° grado:
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Se À~ ; ~z’ sono le radici di questa equazione se ne

conclude :

« 1 tre sisteiní di parallele aventi per pa-
ra1netri dei punti all’infinito :

a1nrnettono diametri paralleli ».
Il discriminante della ( 1 ) è di 12.° grado in ~; dun-

que fra queste infinite terne ve ne sono 12 ognuna delle

quali possiede due sistemi coincidenti .

70. La conica diametrale k di un punto A ha due

punti all’ infinito B ; C ; le coniche diametrali h ; 1 di

questi due punti passano per A; chiameremo h ; 1 le due

coniche diametrali coriiugate della conica diametrale k.

Dall’ equazione della conica diametrale di un punto di

parametro si deduce che i parametri dei punti all’in-
finito di essa sono le radici della equazione di 2.° gra-
do :

se À/ ; ~l" sono queste radici le coniche diametrali di

À~ ; a,1" hanno comune la direzione di un asintoto.

71. Dai resultati precedenti apparisce chiaro che i
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punti all’ infinito dei diametri e quelli delle cubiche dia-
metrali individuano sulla retta all’ infinito una corrispon-
denza di Chasles ( 1 ; 3 ); al punto all’ infinito di un

diametro corrispondendo i tre punti all’infinito della cu-

bica diametrale coniugata. Cos  dalla (2) del §. prece-
dente resulta che le coniche diametrali coniugate indivi-
duano sulla retta all’ infinito una corrispondenza di

Chasles (2 ; 2), però quest’ ultima è più notevole giac-
ché la (2) essendo simmetrica in 1 e )’~ succede che preso
un punto sulla retta all’ infinito, questo individua sempre
gli stessi due corrispondenti tanto se si considera appar.
tenente all’ una o all’altra delle due punteggiate, proiet-
tive sovrapposte.

Queste due corrispondenze di Chasles hanno eviden.

temente a comune i quattro punti% uniti e sono i quattro
punti all’ infinito della quartica.

Quartiche di primo genere.

72. I teoremi precedenti si applicano senza notevoli
modificazioni alle quartiche di secondo genere. Fra quelle
di 1 .° genere sono interessanti quelle i cui due punti .
doppi sono all’ infinito.

Se si prendono questi due punti per i due vertici

( 0 ; 1 ; 0 ) ; ( 1 ; 0 ; 0 ) del triangolo fondamentale,
l’equazione di queste quartiche può porsi sotto la forma.
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Confrontandola con F equazione generale di una quar-
tica sotto la forma data nel §. 59. si ha:

L’ equazione del diametro di un punto ( YI o ) si

riduce a: 
’ 

.

1 tre diametri passanti per un punto P qualunque del
piano sono dunque costituiti da due rette aventi le dire-

zioni dei punti doppi all’infinito e dalla congiungente di
P col punto di coordinate ( ---- m ; - 1 ; 1 ); dunque la
terza linea diametrale principale si spezza nei due punti
doppi e nel punto ni - 1 ; 1 ). Segue che tutte le
coniche diametrali sono concentriche eccettuate le due

coppie di tangenti nei punti doppi le quali costituiscono
le coniche diametrali di quei punti stessi.
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« Tutte le quartiche la cui equazione dedursi

dalla :

niantenendo fissí 1 ed m e facendo variare à 

cienti della U=-0 in modo da portarla a coincidere
con qualunque conica del piano ; hanno a cornune il

centro delle coniche diarnetra li » .

73. L’ equazione della conica diametrale di un punto
all’ infinito di parametro 1 è :

Le coordinate del centro sono :

Si ha cos  una conferma di un resultato ottenuto nel §.
precedente.

Se si pone



133

1’ eiu,,Iziotia della secon la linea diam3trale principale è:

cioè :

Questa equazione è della forma di quella della quartica
data, dunque: . 

_

« La seconda linea diaii etrate una

quay-tica che ha gli stessi punti doppi della quartica
primitiva ».

La seconda Iinea, diametrale principale ha per centro
delle sue coniche diametrali il punto (- t ; --- m ; 3); se
ora di questa curva si cercasse ancora la seconda linea dia-
metrale principale troveremmo analogamente (-l;-m;9)
per centro delle sue coniche diametrali e cos  continuando

ne conc;ludiamo ehe:

« I centri delle coniche dianietrali di quartiche
dedotte l’una dall’altra in nodo che ognuna sia la
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seconda linea diametrale principale della precedente;
e la prima (e quindi tutte) abbiano due punti doppi

si muovono sopra una retta avvicinandosi

continuainente fra loro e tendendo verso un punto
fisso il quale è il vertice f 0 ; 0 ; 1 ) del triangolo
fondamentale se gli altri due sono situati nei due punti
doppi ».

"~4. L’equazione della cubica diametrale di un punto
(Y1 ; Y2 ; 0 ) diviene :

Tutte le cubiche diametrali passano per i punti doppi
della curva e quindi la corrispondenza (1 ; 3) di Chasles

sulla retta all’ infinito viene ad essere un po’ modificata,
giacchè un punto di parametro ~ ha per corrispondenti i

due punti doppi che naturalmente non variano al variare
di ~ e uno solo che dipende da ~; questa dipendenza si

ricava dalle formole del §. 69, da esse resulta che il

punto corrispondente di 1 diverso dai punti doppi della
quartica è il punto di parametro 2013)..

In questo caso dunque i due punti doppi nei quali
vengono a cadere i quattro punti uniti della corrispon-
denza corrispondono a qualunque punto P della retta
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all’ infinito insien1e al coniugato armonico di P rispetto
ad essi; o in altre parole, la corrispondenza ( 1 ; 3 ) di

Chasles si riduce in questo caso a una involuzione or-

dinaria i cui punti doppi sono i putiti doppi della

quartica .
« Il coniugato arnionico di P rispetto a questi

punti doi)pi è il all’ infin to P’ del diarnetro

d1: P; se questo dia1netro è un ..asse, la coppia P, P’
separa anche la coppia dei punti
ciclici del piano cioè P , P’ sono gli elementi doppi
dell’ involuzione sulla all’ infinito
dai punti doppi (lella quartica e da  punti ciclici del
S1,tO » 
..

75. ]6a lemniscata di Bernoulli, la conchiglia 
’

di Pascal e la cardioide.

Se il trianyolo fondamentale è rettangolo nel vertice

( 1 ; 0 ; 0), se in questo punto è situato quello fra i punti
doppi di queste tre curve che è a distanza finita e il

lato x3~~ è la retta all’infinito del loro piano, ~ equa-
zioni di queste tre curve possono dedursi dall’ unica

Tutte e tre queste curve sono quartiche di genere zero.

Se nel 2." membro si prende il segno superiore si ha la

conchiglia di Pascal; r essendo il raggio del cerchio ge-
neratore ; c~ la lunghezza costante che si riporta sul rag-

gio vettore: questa curva ha un nodo all’ origine e come
caso particolare ne viene la cardioide quando 2 r = a,
essa ha una cuspide all’ origine ; tanto la conchiglia
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quanto la cardioide sono quartiche cartesiane cioè hanno
due cuspidi nei punti ciclici, le loro tangenti cuspidali
essendo le due rette che partono dal centro del cerchio

generatore e vanno ai punti ciclici stessi; il lato 

del triangolo fondamentale è per entrambe una retta di

simmetria e per la cardioide è la 3.a tangente cuspidale
mentre per la conchiglia è una delle bissettrici dell’ an-

golo delle tangenti nodali.

Se poi nell’ equazione precedente si fa r=0 e si

prende il segno inferiore nel 2.° membro, si ottiene l’equa-
zione della lemniscata di Bernoulli la quale ha tre nodi,
uno all’ origine e gli altri due nei punti ciclici : è dun-

que una quartica bicircolare. La distanza dei due punti
fissi ( tali che è costante il prodotto delle loro distanze

da qualunque punto della curva ) dal nodo, origine delle

coordinate, è ± -/-=-, Questa curva è una quartica simme-.V2
trica rispetto a due rette ortogonali. Le tangenti nodali

nei punti ciclici sono :

cioè le due coppie di rette che partono dai due punti
fissi suddetti e vanno ai punti ciclici del piano. Questi
due punti sono quindi due fuochi della lemniscata come

è un fuoco della conchiglia e della cardioide il centro

del cerchio generatore.
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76. Noi porremo 1’ equazione del s. precedente sotto
la solita forma

L’equazione del diametro di un punto di coordinate .
0)è è

La terza linea diametrale si spezza quindi in tre punti
che sono i tre punti doppi. Cosi tutte le coniche dianie-

trali della conchiglia e della cardioide sono concentriche

al cerchio generatore, quelle della lemniscata al nodo

che è a distanza finita.

Le coniche diametrali che si spezzano sono sei ed

hanno per punto doppio il centro del cerchio generatore
nel caso della conchiglia e della cardioide; questo punto
sarà dunque almeno sestuplo per le Steineriane delle due
curve. Nel caso della lemniscata solamente quattro delle
coniche diametrali che si spezzano hanno per punto dop-
pio il nodo reale perchè le altre due sono le due coppie
di tangenti nei punti ciclici ; ma per l’ origine passano
pure le due tangenti nodali le quali costituiscono la co-

nica polare dell’ origine stessa ; dunque la steineriana
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della lemniscata ha almeno un punto quintuplo nel nodo
reale della lemniscata stessa.

77. L’ equazione della conica diametrale di un punto
J O) è

Le coordinate del centro sono:

ciò che conferma i resultati del §. precedente . Se si

pone : e
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Inequazione della seconda linea diametrale principale è:

Ossia:

Se si adottano i segni superiori dove se ne hanno due

si ottiene la seconda linea diametrale principale della

conchiglia. È una quartica bicircolare, 3 non passa per
1’ origine, ammette la retta me=0 per asse di simmetria:

per 2r=a si ottiene la seconda linea diametrale princi-
pale della cardioide : ,

1 , ,

Questa curva è cartesíana , passa per la cuspide reale
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della cardioide avendo ivi per tangente Fasse Xi ==0; è

simmetrica rispetto alla retta ~-==0 . La seconda linea

diametrale principale della lemniscata è

è una curva bicircolare non passante per il nodo reale

della letnnis,,-ata; è simmetrica rispetto a X=O ; 
78. L’ equazione della cubica diametrale di un punto

( yi ; y, ; 0 ) è :

In particolare le cubiche diametrali dei punti (1 ; O ; 0);
( 0 ; 1 ; 0) sonQ:

Dunque nel caso della conchiglia e della cardioide la cu-

bica diametrale del coniugato armonico ( rispetto alla cop-
pia dei punti ciclici ) del punto all’ infinito dell’ asse si
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spezza nell’asse e in un cerchio concentrico al cerchi

generatore il cui raggio è per la conchiglia

e &#x3E;" Y3 per la cardioide. I nove centri di queste due cur-
ve si trovano con facilità. La conchiglia ne ~ ha quattro
nei punti ciclici , uno nel nodo reale ; gli altri quattro
sono i due punti d’ incontro del cerchio

col lato xl=-0 e i due punti d’ incontro del cerchio

col lato del triangolo fondanientale .
Quindi i quattro centri della conchiglia che non ca-

dono nei punti doppi hanno per coordinate :
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La cardioide ha quattro centri nei punti ciclici, uno nella
cuspide reale ( considerata come punto doppio ); in essa

per le formole precedenti ne vengono a coincidere altri

tre, onde questa cuspide contiene quattro centri della

curva; il centro rimanente; 1’unico che non sia situato nei

punti doppi; s  trova sulla retta di simmetr,,a distante

dall’ origine il triplo del raggio del cerchio generatore
nel senso del segmento che va dal nodo reale al centro
del suddetto cerchio. 

’

Le cubiche diametrali dei punti (1 ; 0 ; 0) ; (O ; 1 ; 0)
rispetto alla lemniscata sono:

esse dunque si spezzano nei due assi di simmetria della
curva e in due cerchi concentrici al nodo reale e di rag-
gio uguale ma reale nell’ uno, immaginario nell’altro.

Questi due cerchi si toccano dunque nei punti ciclici.
Nasce quindi una contraddizione apparente giacché la

curva ha quattro centri nei punti ciclici non avendo ivi

due cuspidi . Questa contraddizione si toglie osservando
che se una curva ha un nodo o la prima polare di un
punto o’ passa semplicemente per o essendo ivi tangente
alla coniugata armonica della retta o o’ rispetto alle

tangenti nodali, segue che le prime polari di due punti
o’, o" in linea retta . con o si toccano in o e questo è
appunto il caso nostro.
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I nove centri della lernniscata sono dunque costituiti
dai due punti ciclici contati ognuno due volte; dal nodo

reale; dai due punti fissi tali che è costante il prodotto
delle loro distanze da un punto della curva e da due

altri punti jmmaginarî coniugati situati sulla congiun-
gente i due punti fissi precedenti e alla distanza stessa

dall’ origine .
Noteremo finalmente come per tutte queste tre curve .

la corrispondenza ( 1 ; 3 ) di Chasles individuata sulla

retta all’ infinito dai diametri e dalle loro cubiche dia-

metrali coniugate, si riduca alla involuzione segnata sulla
stessa retta dai lati di un angolo retto che ruota at-

torno al vertice e i cui punti doppi sono i punti ciclici

del piano.

Assi di simmetria.

79. Particolarizzando a una quartica i resultati otte-

nuti al §. 6. possiamo dire che:
« Data uJza rette

e una quartica,

le condizioni che devono essere soddisfatte perchè la
retta sia un asse di simineti-ia della quartica sono :
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dove :

« Tutte le siinnietí-iche a una

rnedesima retta costituiscono un 008».

80. Noi abbiamo già dato al §. 37 1’ equazione di

quartiche simcnetriche rispetto a uno, due, tre, quattro
assi. Vogliamo ora , analogamente a quanto si fece per
le cubiche, dare un saggio del modo con cui si può stu-
diare ed esaininare la forma di "queste quartiche sim-
metriche. s

Prendiamo per esempio a classificare quelle simme-
triche rispetto a tre assi .

Riferendo la curva a un sistema cartesiano orto-

gonale di cui 1’ asse delle x sia una retta di simmetria

e 1’ origine il punto comune ai tre assi, l’equazione può
porsi sotto la forma :

dove p ; q ; r sono i tre parametri che servono ad in-
dividuare la curva.
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Essa tocca la retta all’ infinito nei punti ciclici; dun-

65) segue :
« La terza linea diametrale principale di 

quai-lica (li 3.° genere a tre assi

è ZGi2’ di ».

81. Una curva del 4.° ordine non singolare possiede
sempre quattro e non piÙ bitangenti di prima specie an-
noverando fra queste anche le tangenti isolate.

Le quartiche che noi studiamo hanno dunque sola-
mente tre bitangenti di prima specie situate a distanza

finita ; la simmetria richiede quindi che ognuna di esse

sia perpendicolare a un asse. Le loro equazioni saranno
dunque della forma :

Gli otto punti di contatto delle quattro bitangenti di 1. a

specie stanno sopra una conica ; siccome fra queste figura
anche la retta all’ infinito la quale tocca la quartica nei

punti ciclici, cos  questa conica sarà un cerchio; se 1~ p
è il suo raggio, per un noto teorema di Plúcker l’equa-
zione della quartica può scriversi :
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Confrontando questa equazione con la (1) , se ne dedu-
cono le altre : 

’

ovvero :

« Nove bitangenti della quartica si dispongono dun-
que in tre trianguli equilateri godenti la stessa 

della quartica; di queste nove bitangenti t-re

sole sono di specie » .
82. L’equazione che dà i punti d’incontro della

quartica con un asse di simmetria ( per esempio con
l’ asse delle 

Valendosi di questa equazione si può interpretare
geornetricamente il fatto che la (a) possegga due, o tre

radici uguali.
I discriminanti della (a) e della (y) sono rispettiva-

mente dati da :
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essi hanno dunque a comune il fattore

esclusi quindi i r-0, segue che quando la

(y) ha una radice doppia 1’ ha anche la (~) .
Ma quando la (V) ha una radice doppia la curva ha

tre punti doppi; dunque se la («) ha una radice doppia
la quartica è di genere zero.

La ha una radice tripla se il suo hessiano si

annulla identicamente, se cioè sono verificate le due re-

lazioni : 
’

la (y) ha una radice tripla se è nullo il suo armonizzante
e ~ armonizzante di essa e del suo hessiano . Eseguiti i

debiti calcoli si trova che queste due condizioni coincidono
con le precedenti; dunque quando la (7) ha una radice

tripla 1’ ha anche la («), ma se la («) ha una radice tri-
pla la curva possiede tre cuspidi anzi è una ipocicloide
di Steiner perchè tocca la retta all’infinito nei punti ci-

clici ; dunque se la (y) ha una radice tripla la curva sarà
una ipocicloide Steineriana.

Se q=0 si annulla il discriminante della («) senza
che si annulli quello della (7); ~la curva si spezza allora

in due cerchi concentrici; se invece è r=0 si annulla il
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discriminante della (7) senza che si annulli quello della
,(0:) e la quartica possiede un punto isolato all’origine.

83. Premesse queste generalità vediarno quali ipotesi
relativamente alla natura dei rami della curva non sono

in contraddizione con i principi già esposti e coi i resul-

tati ottenuti da Zeuthen nella già citata memoria. Que-
ste ipotesi si possono raggruppare nel quadro segueute,
osservando che ogni rimo deve chiudersi a distanza

finita perchè la curva non ha punti reali all’ infinito.
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84. Cerchiamo le corrispondenti condizioni analitiche.
Quartiche non singolari. 

’

’ 

Per esse soltanto è il prodotto à r diverso da zero.
Ora d ha segno uguale al discriminante della («) e potrà
essere positivo, o negativo. Nel l.° caso la («) ha una
sola radice reale ; nel secondo le ha tutte e tre reali ;
nel si ha quindi un solo triangolo di bitangenti
(quelle di I.a specie) che goda la stessa simmetria della

quartica; nel secondo se ne hanno tre: dunque quando
à &#x3E; 0 siamo nel 1.° o nel li. o dei casi considerati nel

quadro precedente; quando invece A  0 sianio nel 111.0

o nel IV.°. 
’

Per distinguere il I.° dal II.° osserveremo che nel I.°

1’ asse delle a~ incontra la curva in due soli punti reali

e quindi i deve essere r  0; nel II. lo stesso asse l’in-

contra in quattro punti reali onde dovrà aversi contem-

poraneamente r ~&#x3E; 0 ; p  0 ; p~ &#x3E; 4 r.



150

Se, essendo r &#x3E; 0, non fossero contemporaneamente
adempiute le altre due condizioni p  O ; ~~ ~ 4 r; la

curva sarebbe immaginaria giacché non incontrandola in

punti reali le tre perpendicolari agli assi passanti per
1’ origine e dovendo la parte reale della curva chiudersi

a distanza finita essa dovrebbe essere costituita da sei

rami chiusi situati nelle sei regioni in cui le 3 suddette

rette dividono il piano. Ora una quartica di 3.° genere
non può possedere più di quattro rami.

. Lo stesso criterio che vale per distinguere il I.° dal

II.° caso, vale per distinguere il 111. o dal IV."

85. Rimanendo sempre nel campo c elle quartiche non
singolari abbiamo cos  esposto come si possono distinguere
i III.° ; IV.° fra di loro. Vediamo ora
come in ognuno di essi si possono distinguere ulterior-
mente i sotto-casi stabiliti nel quadro precedente . Co-
minciamo dal 1. ° e dal II.° insieme.

In entrambi il criterio che ci servirà per distinguere
i sotto-casi sarà di considerare le bitangenti di prima
specie .

Se la curva è costituita da una sola ovale, o da due

ovali; le bitangeiiti di 1. a specie sono isolate; se invece

la curva è costituita da un trifolio; o da un’ ovale e un

trifolio le bitangenti di l.a specie all’ infuori della retta

’all’ infinito avranno reali i loro punti di contatto . Ora

1’ equazione :

ci fornisce il raggio rp del cerchio che contiene i punti
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eli contatto delle bitangenti di 1.~ specie; se dunque p è

negativo, o se anche essendo positivo; è minore della

distanza che passa fra 1’ origine e una delle tre bitan-

genti di 1.~ specie; queste non avranno punti reali co-

muni con la curva, saranno cioè tangenti isolate; se in-

vece p è positivo e è maggiore della distanza sud-

detta le b tangenti di l.a specie toccheranno in punti
reali la curva. ..

Nei casi I.° e 11.0 la ha una sola radice reale;
se la indichiamo con kr e chiamiamo p, il valore che

si deduce dalla (2) quando in essa per k si sostituisce

kr; posto

il criterio richiesto ci sarà fornito dal segno di n, nega-
tivo nel 1.° e positivo nel 2.° dei due sotto-casi di

86. Questo medesimo criterio può valere a farci di-

stinguere anche nei casi 111. o e IV° i respettivi sotto-

casi fra di loro: però è necessario fare le seguenti con-
siderazioni.

Prima di tutto la ~«) possiede allora tre radici reali;
se s’indicano con k. ; ~2 ; k3 e con p ; P2 ; valori

corrispondenti di p che se ne deducono per mezzo della

equazione del §. precedente, si hanno tre quantità Q del
cui segno bisogna accertarsi e cioè:
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e di 
. 

queste tre non più di una può essere iieyativ,,i
giacchè dal segno negativo di una sola di esse consegue
1’ esistenza di tre tangentu isolate che sono bitangenti di

specie; se avessimo due!} negative avremmo sei tan-

genti isolate cioè più di quattro bitangenti di 1.5 specie
il che secondo un teorema di impossibile.
Potremo dunque nei casi 1II.° e IV.0 far consistere il

criterio atto a distinguere i sotto-casi rispettivi nell’esa-

me del prodotto

Questo criterio non può sembrar decisivo nel caso IV.°

giacchè tanto nel 1. ° che nel 2. o dei due sotto-casi re-

lativi, le tre bitangenti di l.a specie che sono situate a

distanza finita non sono isolate e quindi in entrambe il

prodotto precedente è positivo. Però é facile assicurarsi

che l’ípotesi relativa al 2. o sotto-caso del IV.° por ta con-
dizioni analitiche contraddittorie e quindi deve essere

esclusa . Infatti : essa richiede à - 0 ;  C 0 : da esse

consegue j3&#x3E;0. Ora dalla (2) del §. precedente resulta:

; P2 ; I’, p 3debbono essere positivi altrimenti fra le bi-

tangenti ve ne sono delle isolate ciò che questa ipotes
esclude ( eccezion fatta per la retta all’infinito); essendo

p/ 0 segue che
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devono essere positivi ossia k, ; i k2 ; h fii segno uguale
a quello di q e quindi di segno ugguale fra loro, mentre
1’ esame della figura mostr~a che ciò non può
avvenire. Nessuna delle altre ipotesi già fatte al §. 83.

porta condizioni analitiche contraddittorie e di ciò fanno

prova gli esempi che in ogni sotto-caso si sono adotti

al §. 87. Finalmente noteremo che nessuna delle espres-
sioni Q può annullarsi senza che la quartica si spezzi
giacchè 1’ annullarsi anche di una sola i~ porta 1’ esi-

stenza di tre flessi uno su di ogni asse e quindi di tre

tac-nodi.

Quartiche singolari.
87. Allora è i- á 0 . Si hanno quindi le tre ipo-

tesi ugualmen te possi bil i :

Nella 1,a la curva possiede un punto isolato all’ origine.
Se à è positivo la (a) ha una sola radice reale e quindi
il rimanente della curva non può essere che un’ovale, o
un trifolio a seconda che il, è negativa, o positiva .
Questi due sotto-casi sono limiti del II.° ( l’ ovale inter-

na ridotta infinites1nla ). Se á è negativo la (a) ha tre
radici reali e il rimanente della curva sarà costituito da

tre ovali, nè potrà essere costituito da tre unifolii per le

ragioni addotte nel §. precedente relativamente alla esi-
stenza di un ovale con tre unifulii.

Se poi è A===0 la curva ha tre uoti doppia
uno su di ogni asse. Questi punti doppi possono essere
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nodi di l. a, o di 2. a specie, punti isolati, o cuspidi. Nel
1." caso solamente avviene che l’ asse delle y incontri

la curva in quattro punti reali: le condizioni analitiche

corrispondenti sono :

se è r &#x3E; 0 ma non p £0; oppure non p~ &#x3E; 4 r la curva è
_ immaginaria ; se analmente r 0 i punti doppi possono

essere nodi di secondo tipo, punti isolati, y o cuspidi. Per
suddistinguere fra loro questi ultimi casi occorre intanto

osservare che nel caso delle cuspidi la (~) e la (y)
hanno una radice tripla cioè debbono essere soddisfatte

le relazioni :

Rimane dunque a conoscere il criterio atto a far distin-

guere i punti isolati dai nodi di 2.a specie . È perciò
necessario conoscere le radici della (a) e osservare che

la radice doppia dà luogo al triangolo dei punti doppi ;
la radice semplice a tre bitangenti vere e proprie. Se
s’ ndicano con le radici doppia e semplice della
(~~; con p, il raggio relativo a ks e si pone

il segno negativo di 1i~ ci dirà che i tre punti doppi
sono tre punti isolati e di più che il rimanente della
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curva è costituito da un’ ovale. Se invece Ds è positivo
ne viene un’ ambiguità perchè può darsi che la curva

possegga tanto tre punti isolati accompagnati da un tri-
folio, quanto tre nodi di 2.a specie.

E per togliere quest’ ultima ambiguità occorre con-

frontare i valori assoluti k, ; 4"d di k, ; kd e osservare

che se i punti doppi sono punti isolati accompagnati da
un trifolio è &#x3E; k’ s e che avviene il contrario se i

punti doppi sono nodi di 2. a specie. 
Le condizioni analitiche trovate caso per caso anche

per le quartiche non singolari non sono riscontrate in-

compatibili fra loro e per prova se ne sono addotti nel

quadro seguente i relativi esempi.
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NOTE ALLE FIGURE

Fig. VI. - Quando l’ ovale interna al triangolo degli asin-
toti impiccolisce indefinitamente si ottiene 1’ unica

cubica di genere zero che possegga tre assi di

simmetria. Essa è costituita quindi da un ramo in-
finito di 2.a specie e da un punto isolato all’origine.

Fig. VIII -- È di questa forma la quartica già citata di

Klein.

Fig. IX. - Se l’ovale interna si riduce a un punto la curva

possiede un’ ovale e un punto isolato al l’ origine .
Fig. X. - Anche in questa quando l’ovale interna è ridotta

a un punto la quartica consta di un trifolio e di un
punto isolato all’origine.

Fig. XII. - Questa quartica ha reali distinte tutte le sue

28 bitangenti, e di queste una sola è isolata; la
retta all’ infinito . Essa dà luogo a due casi limiti .

Il trifolio interno ridotto a un punto isolato nel qual
caso la curva consta di questo punto isolato e di
tre ovali, oppure le tre ovali ridotte a tre punti e
allora la curva è costituita di tre punti isolati e

un trifolio .

Fig. Abbiamo già dimostrato al ~. 86 che la curva
corrispondente a questa figura non può esistere ;
l’abbiamo qu  d segnata perché è anche dalla di-

sposizione delle (sue bitangenti di 1. a specie che si
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riconosce non esservi alcuna quartica capace di

assumere tale forma. È per questo che abbiamo

tralasciato di disegnare tutte le bitangenti: se la

curva esistesse le avrebbe tutte reali. Neppure esi-
ste la quartica corrispondente al caso limite in cui
1’ ovale interna è ridotta a un punto isolato .

Fig. XV. - Essa come la XII. ha reali e distinte tutte le

sue 28 bitangenti di cui 27 a distanza finita e una

all’infinito. Però a differenza della XII. possiede
4 tangenti isolate invece di una sola.

Ammette due casi limiti: l’ovale interna ridotta

a un punto: allora come nel l.o dei casi limiti

della figu.ra XII. a curva consta di un punto iso-

lato all’ origine e di tre ovali; oppure le tre ovali
ridotte a tre punti e la curva consta di tre punti
isolati e un’ ova’ e .

Fig. XVIII -- Ha per caso limite la XVI. che è 1’ ipoci
cloide di Steiner.


