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CONSIDERAZIONI GENERALI

1. Porremo a fondamento dei nostri studi 1 seguenti
risultati relativi alle curve polari ottenuti dal prof. Cre-
mona nella sua importante memoria « Introduzione ad
una teoria geometrica delle curve piane ».

Siano due curve, una Cv di ordine v e una C, di cui
indicheremo secondo I’ uso

con n !’ ordine

» m la classe

»

»

»

»

d il numero dei punti doppi

T
k

l

» delle tangenti doppie
» delle cuspidi

» dei flessi

Se un punto P si muove sulla linea C, la polare
rmé di P rispetto alla curva fondamentale C, inviluppa
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una curca Y che si chiama polare »m@ di C, rispetto a
Cv; Tordine di Y &

n = @—r) {n(n+2r —3) — (29043 k)}

Per il caso speciale »=y—1 si determinano con fa-
cilita le altre caratteristiche di Y e sono le seguenti:

0 =n(n-t2v—5)—(23430)
m_emen(3—1)
ays.lz- n(nt-2v—5)—(20-+ k) 2—n(5n+6u—21)+1oa+2§7k
b =3n(nt-v—4)—(63+-8F)

1
‘L’rmén(y——z) (’)’W —_— 3) ~+ )

L’introduzione del concetto della polare di una curva
rispetto a un’ altra , fornisce la definizione doppia delle
curve polari di punti:

« La polare »™2 di un punto P rispetto a una cur-
va C» pud considerarsi:
1.c Come il luogo dei punti le cui (v—r)™¢ polari

passano per P: A
2 ° Come Uinviluppo delle rette le polari (v—r)™¢

delle quali contengono il punto P.
2. Vediamo se & possibile dare analogamente una

doppia definizone per le curve polari di curve.
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Le coordinate di P entrano al grado » nella polare
yma di P rispetto a C»; dunque per un punto qualunque
M del piano delle due curve C, , C» passano » » polari
rm¢ di nr punti P situati sulla curva C,. — Questi n »
punti costituiscono evidentemente il gruppo completo delle
intersezioni della curva C, con la polare (n—r)™e di
M rispetto a C».

Sia P; uno qualunque di questi » » punti; siano a;;b;
rispettivamente la polare »™2, ed (r—1)m® di P; rispet-
to a Cv: la a; sard anche la prima polare di P; rispetto
a b;; ma a; passa per M, dunque la retta polare di M
rispetto a b; passerd per P;.

Supponiamo ora che due qualunque fra i punti P;
per esempio Pj, ; Py si avvicinino 1’ uno all’altro e ten-.
dano a coincidere; la stessa cosa succederd per ay ed ag
onde la posizione limite che assumerd il punto M sara
un punto dell” inviluppo di @, ; a5 ; @i 5 . . . cioé un
punto della polare »™® di C, rispetto a Cv: d’altra parte
b, e by tenderanno pure verso una posizione limite co-
mune e cosi anche per conseguenza le rette polari di M
rispetto a b, e bg; ma abbiamo gid osservato che que-
ste rette passano rispettivamente per P, ; P; onde la
posizione-limite che assumeranno sard la tangente alla
curva C, nel punto posizione-limite di P, e Pj.

Ecco quindi la definizione richiesta:

« La polare »™® di una curva C, rispetlo a un’ al-
tra Cv pud considerarsi:

1.° Come il luogo det poli delle tangenti di Cy
rispetto a quelle curve che sono polari (r—1)m¢ des
punti di contatto rispetto alla curva fondamentale Cy,
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2.° Come Uinviluppo delle polari »™¢ dei punti di
Cu 7ispetto a Cy ».

3. Quando il punto P & uno dei punti all’ infinito di
Cy, la polare »m@ di P rispetto a Cv prende il nome di
linea diametrale »™®. Se C, ha tutti i punti all’infinito
e si riduce quindi alla retta all’infinito; mentre il punto
P si sposta su di essa, la linea diametrale »™¢ di P
inviluppa la linea diametrale »™® della retta all’infinito e
il cui ordine sard dato secondo le formole del §. 1. da

ny = 2(v—r) (r—1)

Abbiamo dunque due sorta di linee diametrali.

1.° Le linee diametrali che chiameremo ordinarie
e che non sono altro che le polari rispetto a Cv dei punti
all’ infinito. Queste linee sono in numero infinito e ogni
punto ne individua »—1.

2.0 Le linee diametrali che chiameremo principali
e che costituiscono le v—1 polari della retta all’ infinito
rispetto a Cy. — Queste ultime a differenza  delle pri-
me sono dunque in numero finito. — Fra di esse se
ne ha una di ordine zero ed & la prima linea diame-
trale principale .

Essa @ infatti rappresentata dai (v—1 )? poli della
retta all’ infinito che sono i { v—1 )? punti base del fa-
- scio delle prime linee diametrali ordinarie. ‘

Dunque il gruppo dei (.v—1 )? centri della curva
C» pud considerarsi come la prima linea diametrale che
é di ordine zero.
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Noteremo poi che dalle formule del §. 1. resultano
le seguenti caratberistiche per la (v—1)™@ linea diame-
trale principale ovvero per 1’ inviluppo dei diametri:

. . (v_g) (”“3)
n =20—2) ; 8 =2(»—3) (/—4) ; T =Ty ——

m = =1 ; k—=3(—3) ; i =0

Finalmente osserveremo come dal teorema del §. 2.
consegua che

« La r™a linea diametrale principale puo anche ri-
guardarsi come il luogo dei centre delle (r—1)"¢ linee
diametrali ordinarie ».

ASSI DI SIMMETRIA

Gli assi di simmefria considerati
come linee diametrali.

4. Diremo che una curva ¢ & simmetrica rispetto a
una retta  », quando preso un punto qualunque C di ¢
e da esso tirata la perpendicolare p a » e chiamato P

il punto p »; sulla perpendicolare p esiste un pnnto C,
di ¢ tale che

PC"-:——'PCI

I punti C e C, costituiscono una coppia simmetrica.
Noi intendiamo di riferirci in tutto quel che segue
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9 curve generali del proprio ordine, mancanti quindi di
punti multipli.

Supponiamo dapprima che I'ordine della curva sia un
numero dispari. Allora il fascio delle perpendicolari a un
medesimo asse di simmetria deve passare per uno dei
punti all’ infinito della curva giacché ognuna di queste
perpendicolari la incontra in un numero dispari di punti
che debbono costituirsi in coppie simmetriche. Se quindi
un asse esiste esso deve essere perpendicolare a un
asintoto .

Di piu, se per esempio 1'asse delle y & asse di sim-
metria e il sistema di coord. é ortogonale 'equazione della
carva non cambia per la sostituzione lineare che porta
x in —x dunque :

« Tutte le curve covarianti e contravariantt delln
primitiva sono siminetriche rispetto al medesimo asse ».

Cosl in particolare I’ Hessiana che & pure di grado
dispari :

Segue che essa ha a comune con la curva quel-
I’ asintoto che & perpendicolare al comune asse di simme-
tria, o in altre parole:

« La condizione mecessaria e sufficiente perché
una curva di grado dispari possegga un asse di sim-
metria & che abbia wun flesso all’ infinito che sia <l
contugato armonico del punto allinfinito della polare
armonica del flesso rispetto alla coppia dei punti ci-
clici del piano ».

« Questa polare armonica & Uasse richiesto ».

« Ogni retta che passa per il flesso taglio ulterior-
mente la curva tn wn numero pari di punti che si
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costituiscono in coppie in involuzione di cui i punte
doppi sono il flesso ¢ il punto d’ incontro con U asse
di simmelria ».

Se poi I’ ordine della curva & pari un asse di sim-
metria & certamente un diametro perpendicolare al si-
“stema di corde cui si riferisce (Cf. il capitolo « Metrical
properties of Curves » dell’opera del Salmon «A treatise
on the higher plane curves » ).

5. Riassumendo: « Un asse di simmetria fa sempre
parte delle linee diametrali ordinarie; per una curva di
grado pari & un diametro; per una curva di grado dispari
costituisce una conica diametrale ordinaria insieme a quel-
I’ assintoto che gli & perpendicolare ».

Condizioni analitiche che debbono verificarsi af-
finché una data retta sia asse di simmetria
per una data curva.

6. Per mezzo delle osservazioni seguenti si defermi-
minano queste condizioni indipendentemente dalla distin-
zione fatta nel §. precedente relativamente all’essere pari
o dispari I’ordine della curva.

La retta data sia

y=muwx + n

riferita come la curva a un sistema cartesiano ortogonale.
Cambiamo sistema di coord. prendendo la retta precedente
per asse delle @ e una perpendioolare a essa passante
per il punto (o, n) per asse delle y; se dopo fatto que-
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sto cambiamento annulliamo tutti i coefficienti dei lermini
che contengono la nuova y a grado dispari & certo che
il nuovo asse delle @ cioé la retta data sard una retta
di simmetria.

L.e formole di trasformaz. delle coord. sarebbero:

X = ﬂ_—léﬁé X—(Y+4n)m 2

y--——-l-/—l}:—;l%mX—[-Y-}—n%
+m

ma per i calcoli da farsi val meglio immmaginare 'equa-
zione della curva scritta in coordinate omogenee w,;:y;a,
essendo il triangolo fondawentale costituito dall’ antico
sistema cartesiano e dalla retta all’infinito: allora in luogo
della trasformazione precedente .

Si pud assumere |’ altra

B, ==y, — MYy — MR Yy
Wy =m Yy + Yq -} 0 Y3
Xg == Y3 ‘

La legge secondo la quale si possono trovare i coef-
ficienti della equazione trasformata per mezzo dei coeffi-
cienti della equazione primitiva e di quelli della sostitu-

zione lineare & semplicissima e consiste in questo:
« Se si effettua la sostituzione lineare

n
@i =Y o (k) Y
1
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su di una ennaria qualunque ai =0 di grado »r
la forma trasformata si ottiene dalla primitiva cam-
biando ogne coefficiente stnbolico,

]
nel coefficiente simbolico corrispondente:
@ (@

Basterd dunque nel nostro caso speciale di una ter-
naria valersi di questa legge, osservando che si ha
al(’) 3 ae(%) = as(S) = 1 ; aa(i) e a3<g) = O
aq(s) —_——mnu ; a2(3) =n 051(2) — —— a’U) = —

Una volta ottenuta I’equazione trasformata, bisognera
annullare i cofficienti dei termini che contengono la 1,

a potenze dispari. — Se n & il grado della curva si
hanno cosi

(nA-1)?
4

ovvero

n(n-+42)
4

relazioni a seconda che » & dispari, o pari. Queste rela-
zioni contengono linearmente i coefficienti della curva ;
d’ altra parte questi coefficienti sono:
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n(n+3)
2

dunqua:

& Presa una retta qualunque del piano, tutte le
curve di ordine n simmelriche rispetio a questa retta
costituiscono un sistema lineare:

nt44n—2 nt4+4n—1

O 4 , ovvero QO 4

a seconda che n & pari o dispari ».

Curve che posseggono piu di un asse
di simmetria .

7. Dopo aver determinate le condizioni analitiche che
si richiedono perché una data retta sia asse di simmetria
per una curva, si atfaccia naturalmente la questione re-
lativa al numero degli assi che una curva pud possedere.
B questa questione si presenta e si risolve in modi ab-
bastanza diversi a seconda che si riferisce a una curva
di grado pari, o a una curva di grado dispari. Prima
perd di fare questa distinzione & necessario dare un limite
massimo per questo numero, senza perd intendere di di-
mostrare, almeno per ora, che questo limite massimo pud
essere effettivamente raggiunto.

Questo limite & uguale al grado della curva sia esso
pari, o dispari e solamente per una certa classe di curve
di ordine pari le considerazioni seguenti non danno re-
sultato decisivo.
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Che una curva di grado dispari non possa possedere
pit di » assi di simmetria risulta subito da cid che si
disse al §. 4; ogni asse porta I esistenza di un flesso
reale all’infinito; se la curva possedesse pi di # assi,
avrebbe pitt di » punti all’infinito e si spezzerebbe .

Se poi # & un numero pari osservammo gid al §. 4.
che ogni asse di simmetria & un diametro perpendicolare
al relativo sistema di curve. Vediamo come si pud ana-
liticamente esprimere questa condizione .

L’equazione della curva pud scriversi sotto la forma

Qosm Y™ + Qyyn—yg y"“' + Qgym_y ?/n—g + .. | “+ Gnyo +

+(D ‘a()’n“{ yn—l + Q1yn— y"_e + Ayyn—3 y""‘3 + ..... % +
+x2{a'0m—ﬁ Y 4 Ay Y™ - Og,n—y Yyt 4= ; +

4 a2 t V297 yg + Qyyy Y + Qg9 z +
+ "= { ag g+ ape { +
+ @ g,y =0

dove n & pari.

Il coefficiente angolare del diametro coniugato a una
direzione 9 & dato da

Ayyn—y (68 )" + 2ag,n— (18 )2 4 3 agyn—y (g O)" 2+ ...
+ (n—2) a5,31g? 6 + (n—1) ag,, tg 8 + 7 a0

N Qo (g 0"+ (n—1) agyp—s (bg 2 4+ . . . ...
+ 3 ag,5 18° 6 + 2 agetg 6 + ayyy



Affinché questo diametro sia perpendicolare al siste-
ma di corde cui & relativo basta che il precedente rap-

~

porto sia uguale a —t—g—e:
Si ottiene allora per tg 6 la seguente equazione di
grado .

@gyn— (18 O)" 4 (ig gy { 2 Ggyp—y — 7 Apyn ! -

+ (tg O)"* | B agyp—y — (2—1) tgpn - | +

o (1g 67 | 4 Ggny — (1—2) o} - oo
+tg38 | (n—4)ag,;—6ay,6) 1 18* 6} (n—3)ag,5—5 04,5} +
+tg? 6 { (n—2) 14,9 — 4 agyy | +

+tg28{ (n-—1)a,1 — B agya} +188{ 7 g0 — 24,5} — 1, ;=0

Resulta intanto che « Esistono n diametri perpendi-
colari ai loro corrispondenti sistemi di corde ».

Se poi la curva & simmetrica rispetto all’asse delle ¥
ed ¢ di grado pari allora si ha

Aoyn—g = Oyip—3 = Qoyp—s ==+« « . == gy == O, 5 == By, = 0

Se inoltre si esige che debbano esistere pit di = dia-
metri perpendicolari ai corrispondenti sistemi di corde,
annullando identicamente la equazione precedente si trova:

n ) n n
Qoyn-g==\3 |, orm 5 Qgyn—y== 2 anm » Qon—s =\ o 3a0m;"

In questo caso la binaria di grado » in @ e y che
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comparisce nell’ equaziene della curva & la potenza

(ﬁ esima di
2
a? 4 y*

«La curva tocca —?21 volte la retta all infinito nei
punte ciclice del prano ».

All infuori dunqune di queste curve speciali e che noi
per brevitd chiameremo ipercicliche, siamo sicuri che
anche le curve di grado pari non possono possedere un
numero di assi superiore al loro grado.

Dimostreremo poi in segnito come effettivamente que-
sto limite massimo ‘possa essere sempre raggiunto senza
che la carva si spezzi,

8. Una conseguenza del teorema ora dimostrato &
anche la seguente: « ammesso che una curva possa pos-
sedere pit di due assi, essi debbono passare tutti per lo
stesso punto disponendosi regolarmente intorno ad esso
come si dispongono i raggi di un cerchio che dal centro
vanno ai vertici di un poligono regolare inscritto nel
cerchio ». E infatti supponiamo pure che una curva pos-
segga un certo numero di assi, per esempio ire, non
passanti per uno stesso punto e costituenti quindi un trian-
golo. Facciamo compiere a questo triangolo una rotazione
attorno a un lato, i lati del nnovo triangolo saranno
nuovi assi della curva; ora di queste rotazioni se ne
possono compiere un numero infinito e non solamente
rispetto a un solo lato del triangolo primitivo; la curva
verrebbe quindi a possedere un numero infinito di assi
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che sarebbero tutte le rette di una rete parallelogram-
mica distesa sul piano; e questo il teorema del §. pre-
cedente esclude .

Se dunque arriveremo a dimostrare che una curva
possiede piu di due assi; ne conseguira che essi dovranno
avere un punto comune. Di pit dovranno disporsi sim-
wetricamente rispetto a questo punto altrimenti una ro-
tazione intorno a uno qualunque di essi ne originerebbe
sempre dei nuovi.

Cost, ad esempio, se una curva possiede due assi soli
di simmetria, essi'saranno perpendicolari, se ne possiede
tre saranno inclicati di 60°; se ne possiede n saranno

inclinati I’ uno sul consecutivo di un angolo uguale

T
a —.
n

Curve di grado dispari.

9. Noi abbiamo gia trattato il problema in questo
caso speciale al §. 4. da un lato puramente proiettivo, ci
occorre ora di riguardarlo sotto un aspetto essenzialmente
diverso. I dal confronte dei resultati gia ottenuti al §. 4.
con quelli che ora otterremo che si pud giungere a risol-
vere completamento la questione.

Abbiasi una curva di grado dispari simmetrica rispetto
all’ asse delle y. La sua equazione potrd essere scritta,
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Qorn Y™ + @n—y y”"’ +...... 4+
+ x? [aom—z y"‘e + Ayyn—3 Z/n_ﬁ ----- . } —|—-
4+ @t [ gy Y+ G "L ] F

—{—a)n"s[ao’s]/a“'ai;&y“*"""‘]+
+ "B lapsy P+ any*+. .00 0]+

+ @t [ @ y +a4] =0

dove n & un numero dispari.

Dalla forma di questa equazione risulta intanto che
una curva di ordine dispari non pud possedere un numero
pari di assi reali giacché in tal caso si richiederebbe
che essa fosse simmetrica rispetto a due rette ortogo-
nali; ma allora nella equazione precedente sarebbero
certamente nulli i coefficienti dei termini che contengono
potenze dispari di y e in particolare

Aoy = 0

La curva si spezza allora nella retta all’ infinito e
in una curva di grado pari simmetrica rispetto a due
rette perpendicolari .

Dunque per le curve di grado dispari la questione &
ridotta ad esaminare se possono possedere: 3; 5; 7; 9 .... n
assi di simmetria essendo » il grado della curva.

10. Facciamo percid compiere al sistema cartesiano
ortogonale cui & riferita la curva una rotazione di am-
piezza § mantenendo fissa I’ origine ed esprimiamo anali-
ticamente le condizioni che debbono essere verificate
affinché il nuovo asse delle y sia ancora retta di sim-

S. N, 2
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metria. Queste condizioni evidentemente si ottengono
annullando i coefficieati dei termini che contengono la x
a grado dispari, dopo che si &, sulla equazione , effet-
tuata la trasformazione

==X cos § — Y sen§
y ==X sen § 4 Y cos §

Ora, I’ annullarsi dei coefficienti di grado »n comples-
sivo in @ ey e di grado dispari in a ci fornisce

n-41 .. .
5 relazioni che contengono omogeneamente e linear=

mente le

n4-1
o
~

Qosn 5 Qoip—a 3 Qoypyg 3 » =+« = » Ggys 5 Goyg 5 Aoyt

Cosi I’ annullarsi dei coefficienti dei termini di gra-

do n—2 complessivo in « e y e di grado dispari in z
n—1 . .

5 relazioni che legano linearmente e omo-

n—I1
geneamente le 5

c¢i fornisce

Qoyn—g 5 Ggyn—yg 5 Aay_g 5 « + » + « Ogy3 5 Ogy

E in generale annullarsi dei coefficienti dei termini
di grado n—2m complessivo in o e y e di grado di-
.. . . n—2m-1 T .
spari in o ci fornisce — relazioni lineari e omo-
n—2 m-1

genee nelle 3 : |
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Gam 5 n—am 5 Qo n—gm—2 yoeoe e a!mw > aim’l

Questi diversi gruppi di relazioni presentano una certa
analogia fra di loro perché in ognuno il numero delle
equazioni & uguale al numero delle variabili.

In ciascuno di questi altri gruppi di relaziouni che ora
esamineremo il numero delle variabili supera di una unita
il numero delle equazioni .

E infatti annullando i coefficienti dei termini di grado
complessivo n—1 in w e y e di grado dispari in @ si

—1 e 1
ottengono n_z_ relazioni lineari e omogenee nelle %:

Aisn—1 5 Cpap—g 5 Con—g 3 « « + - Qpyy 5 Qpyp 5 Qyyg

Similmente annullando i coefficienti dei termini di
grado complessivo n—3 in w e y e di grado dispari in
. n—3 Cn
o si ottengono 5 relazioni lineari e omogenee nelle

n—-—l-

5

Ggin—3 * Qgym_g 5 - « - « Ugyg 5 Ayyy

e-in generale annullando i coefficienti dei termini di

grado complessivo # —2m—1 in « e y e di grado di-
- . n - 2m—1 D .

spari in o otteniamo ————— relazioni lineari e omo-

n—2m-+1

—

gene nelle P

Qam+y 5 n—am—1 > Qgm+ty y n—2m—3 3 - + » + Ogam+ira 5 Gamegso
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Dunque tutte le relazioni che provengono dall’ an-
nullamento dei coefficienti dei termini di grado dispari in
o possono distinguersi in queste due specie di gruppi.
Per la coesistenza delle equazioni di ogni gruppo della
1.* specie occorre una condizione per I angolo 8 che si
ottiene annullando la resultante corrispondente; per ‘la
coesistenza delle equazioni di ogni gruppo di seconda
specie non si richiede nessuna condizivae analitica poten-
dosi da ogni gruppo ricavare il valore di una variabile
espresso per mezzo di 6 e di una gualunque di esse.

Ci occorrerebbe dunque adesso costruire tutte le re-
sultanti dei gruppi di 1.* specie ed esaminare se possono
avere soluzioni comuni.

11. Per abbreviare questo calcolo basterd tener conto
dei resultati ottenuti al §. 4. Vedremo allora che sard
sufficiente studiare solamente il primo dei gruppi di

1.* specie e cioé le—%-— relazioni lineari omogene nelle

n4-1
5

Qosn 5 Qorp—2 3 Tosn—yg 5 « + « « Qoo 5 oyg 5 Doy
Se s’ indicano con :

xy’n—-i ’ Cm3yn-3 LA C‘%n

i primi membri di queste relazioni; esse possono compen-
diarsi nell’ unica seguente:
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p=n—

C v
oty et 2,, ®osn—p

p=0

— pi(n—p )y (cos 6 )" P72 (sen g ) PH=3 4

(n—p)¢+ (cos 6)n~P~t (sen O)P+i—t —

o Py n—p Vs (OSO PUE ((seng YPH=5 —
— py(nP)iy (cos OYWP=1H0 (sen 9,0+ 4 L +
+ e — py (cos 8)VPHE (sen 6)P~1=1{ == 0
dove ¢ & dispari e p & pari.
Si trova una facile interpretazione geometrica di due
di queste relazioni; di quella che si ottiene per t=1 e

dell’ altra per f=n.
La 1. é

i = 7 o (0080 )10
+ @yyn—s [(n-—Q) sen? 8 (cos 6)n3 — 2( cos G)n-’] +

+ yin-s L(”—i) sen® 9 (cos 403 — L (cos §)"3 sen? 9] +
+ @yyps [(n~6) sen® § (cos )7 —0 (cos §)" sent 9} +

+ o [3 (sen 6 )" cos? § — ( n—3) cos* 6 (sen 6)"° ] +
+ L(Sen gynt — (n—1)cos® 6 (sen e)n—ﬁ]_—_o

Questa coincide con quella ottenuta al §. 7. quando
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sia particolarizzata a una curva simmetrica rispetto al-
Passe deile y. Essa ci dice dunque che esistono altri
(n—1) diametri (oltre I’ asse delle 7 ) perpendicolari ai
corrispondenti sistemi di corde e questa & certo una delle

condizioni analitiche a cui devono soddisfare gli assi.
La 2.° &

an == y,n(Sen 0)"' 4 ag,n_o (sen "3 cos? § -

+ agn—y (sen 605 cost 6 4. . . .. L.
+ ... + g (cOs )1 = O

essa ci esprime che gli #—1 assi ( se esistono); diversi
dall’ asse delle y; debbono passare per gli #—1 punti
coniugati armonici degli #—1 punti all’ infinito della
curva rispetto ai punti ciclici del piano; in altre parole,
se gli assi esistono, debbono essere perpendicolari agli
asintoti della curva.

12. Prima di studiare la risultante delle precedenti
equazioni c¢i occorre di esprimere analiticamente i resul-
tati delle considerazioni fatte al §. 4.

Secondo quei risultati se una curva deve possedere n
assi di simmetria le coniche polari degli » punti al-
I’ infinito della curva debbono spezzarsi. in n coppie di
rette ortogonali.

Sia

Um::O

I’ equazione della curva scritta in coord. omogenee ; la
conica polare di un punto (¥4 ; ¥ ; ¥g ) &:
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12Uy @, ¥y
Wy T pit e Y
22Uy »*U, + 32U
2 Y —
TRE /13y 2ty Ways ¥y,

Se il punto (¥, ; ye 5 ¥3) deve appartenere contem-
poraneamente alla curva e alla sua hessiana, le due rette
in cui si spezza la conica precedente sono:

2 U, l/(ag U, > 20, 20, »Uy
gbﬂbye * 0y, 3y, E Yo yat 34t

=+ 2 U, /(aﬂuy TV ¥,
3?/3J3 1 e Y3 Dyt dy,t

Se il punto (¥, ; yq ; ¥3) deve essere all’ infinito
e le due rette prec-denti debbono essere ortogonali dovra

aversi :
39U

Y5=0

r

E

Applicando questa condizione all’equazione della curva
sotto la forma data al §. 9. si trova:

n-2 [n(n—l) Aoy -+ 2 %,n—e} +
+ gyt ygﬂ[ (n—2) (n—3 )agsn_q + 3 . 4 Ayyn—s ] +

6 W[(ﬂ”@ (n—5)ayn +5.6 aom—e:\ ~+
+ . . . . . . . ’ +
+ v f/an_s[ 5. 4 ays + (n—3) (n—4) a0,3:I +

-y 32 a0+ (1=1) (1-2) ayy | =0

1) "
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Essa & verificata per y,==0 com’é naturale perché la
curva possiede gia l'asse delle y per asse di simmetria;
all’ infuori di questa soluzione si hanno altri n—3 va-

lori del rapporto 7/*4 che ci individuano »—3 punti al-
2

I’ infinito le cui coniche polari si spezzano in coppie di
rette ortogonali .

Tutto questo perd nell’ipotesi che il punto (y,; y.; 0)
verifichi contemporaneamente 1’ equazione della curva e
dell’ hessiana.

13. L’ equazione (1) del §. precedente & verificata
identicamente quando sia:

Aorn—g=—=— NgQysn ; Agsp_s=="4%en 5 Cpin_e= — Mg Lon 3 e

n—3 n—1

R )
Agrg == (—1) ° mgag,m 5 g = (—1) " n3p;n

Ma la (1) presuppone gia per y, ; y, non dei valori
qualunque, o meglio non delle variabili ordinarie, ma
valori tali da annullare contemporancamente- per wy==0
I’ equazione della curva e dell’ hessiana, dunque allorché
saranno sodlisfatte le relazioni ora trovate e la curva
data avrd i suoi punti all’infiuito comuni con I'hessiana;
le coniche polari di questi » punti si spezzeranno in =
coppie di relte ortogonali cioé la curva possiederd » assi
di simmetria.

Perd queste condizioni che si richiedono per i coef-
ficienti

Qoon 5 Coyp—g 3 » = - « . Qo3 5 aOM
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a prima vista sembrano troppe giacché oltre le (A) che
ne lasciano uno solo indipendente occorrono anche le altre
che si ottengono esprimendo che i punti all’infinito della
curva appartengono anche all’hessiana, onde il problema
della determinazione degli % assi di simmetria sembre-
rebbe impossibile. Ma non & cosi perché ora noi dimo-
streremo che le sole relazioni (A) fra i coefficienti:

Qosm 5 Agep—g 5 + + = « + « Qgug 5 Qg

sono sufdcienti ; in altre paroie dimostreremo che dalle
relazioni (A) consegue anche che i puati all’infinito della
curva appartengono pure all’ hessiana ; che finalmente
queste relazioni (A) sono quelle sole che & uecessario di
porre fra 1 coefficienti suddetti affinché la curva posseg-
ga n assi di simmetria . '

14. Per convincersene, sostituiamo nelle

5 equa-

zioni ¢

thy"‘t=0. (t=1;3;5;....n)

del §. 11. i valori dati dalle (A).
Il coefficiente di

‘ (sen g )P+t (cos 6 yr Pt
dopo eseguita la suddetta sostituzione nella:

C

— :0
.’I;ty"t
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(—1y° ((e=p)emp + (p+2) (i—p—Rhecy mpy +
+ (p+4)e (r—p—At—s 1prs + -+ -+ (P12 01 Mprat ) -
—(—1)s <<n_¢)p+ t(n—0)pey + (= gt~ - + . . -
+ Ut (Dt )

ma per una proprietd fondamentale dei coefficienti bino-
miali per cui si ha in generale:

(a4-P)n = an + an B+ anayfBe++--.. .. + Ba
resulta :
(n——0p + t—Npu + fo(n-~psg + « + - A (R—L)per == Tput

onde 1l coefficiente cercato si riduce a:

p
(—1) 12y npes

per cui a meno del fattore comune a tutti i termini n
si ha:

net = (g O — n, (1g 6)" 32 4~
n—38 n—1

+ (g 0" 4 .. (—1) % g 1820 4 (—1)2 5, =0

xty

la quale & indipendente da ¢ contiene » e 8.
Se ne conclude dunque che le relazioni (A) fra i
coefficienti:
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Qoip > Gormez 5 + = = » - (gyz 5 Cory

. . . n-+41 ..
riducono a una medesima ogquazione le — equazioni :

=0
at ynt
e questa equazione non contiene pilt traccia dei coeffi-
cieuli della equazione della curva, ma contiene sempli-

cementd 6 ed n. Essa quindi deve essere un fattore della
resultante delle equazioni :

C_,Lt yn—t =0

e agli = valori di 8 che la soddisfano debbono corrispon-
dere n assi di simmetria per la curva. Se questi assi
saranno tutti reali; per le osservazioni faite al §. 3: essi
debbono essere disposti simmetricamente rispetto al loro
punto comune .

15. Che cid avvenga effettivamente, si rileva deter-
minando le radici della equazione gid trovata nel §. pre-
cedente e il cui primo membro indicheremo con K, _,

K, ==(lg 0)" 1 —ny(tg )" 4 ny(tg g)n=> —.... 4
(B) n=3 1
4+ (=D nytg?d + (—1)? n,=0

Infatti dalla formula di Mowwre:

cosn o -4 isennx = (cos x - ¢senx )t
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nell’ ipotesi che » sia dispari, uguagliando i cofficienti
dell’ immaginario di ambo i membri si trova:

sen nx = ny(cos x,m ! sen & — ny(cos x)"? sen® x

n—1

+ ny (sen @) sen® w + . .. ... (—1)? (sen x)m
LA - n

facendo & = - © dividendo quindi per sen— resulta:
no . n

T O\t 7 \n=3
(Ig;) ———n2<tg;2~ e I

n—=~8 n—1

Y i 7z4<fg%>g+ (—1) ¥ 2=0

dunque la (B) ammette le radici

n  Rn 3= (n—1)=

n,n,n,..-.... n

cioé le relazioni (A) fra i cosfficienti

Qoom 5 Gosm—r 5 « « » + + « lorg 5 Qgyy

sono veramente tutte e le sole che occorre stabilire fra i
detti coefficienti perché la curva possegga n assi di- sim-
meiria

16. Non cirestano ora a trovare che le relazioni fra
gli altri coefficienti che compariscono nell’ equazione della
curva data al §. 9. per completare la dimostrazione re-
lativa alla possibilitd dell’ esistenza di curve di grado
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dispari con un numero di assi reali uguale al loro
grado .
Queste relazioni che wancano si ottenogno con gran-
de facilitd dietro le considerazioni seguenti. .

Lia carva che si ottiene sopprimenlo nella equazione

del §. 9. le

Qosp 5 Agom—a > » « = « « « Qyyg 5 Qyyy

& di grado pari n—1 e deve possedere = assi di sim-
metria; uno pit del suo grado e quindi §. 7. & una
curva iperciclica; per conseguenza si ha:

-

n—1 n—1
O 0‘1m—3=“‘("“2-“)1 Am—1 5 Qiyp—s s(—g“)gann—» y .-

La curva che si ottiene sopprimendo oltre le
Qosn 5 Qoyn_z 3 + « « « « = Ogg 3 Ogyy
anche le

Qpyn—y 5 Qyypeg 5 + « « « « « Qysq 5 Qyyg

é di grado dispari n=2 e deve ammettere » assi di
simmetria; dunque §. 7. essa si spezza nella retta all’in-
finito e in una curva di grado n—3; segue percid

Ggyn-g = Ogyn—y = Qgyn—g ==+ + + . . . ==0

Procedendo a sopprimere nuove e analoghe serie succes-
sive di coefficienti, si conclude che tutti i coefficienti il
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cui primo indice & pari ( purché non sia zero ) si an-
nullano; tutti i coeffizienti il cui 1.° indice & dispari
{ a gruppi, a gruppi quelli che hanno uguali il 1.° in-
dice ) sono legati da relazioni analoghe alle (1) per cui
riassumendo si ha

p
Qosp—p = (n_])2 Ny Gosn (p':@ y 49 - 'n——q)

n—=2r—1 )
Qar4-1 5 n—(arti-tas) == ) s Aorer 5 n—(ere1)

avzr;n-w—zs:O (T§O>

L]

o altrimenti:
« L’ equazione di una curva di grado n dispart
simmetrica rispetto a n assi reali & della forma:

—n—1
N 1) P yn—p
Qo5n Z =D Np &V Y +
=0
n—1 n—2 r—1

rh”_ 2
<90°’+y ) ae'ﬁ-l;n—gr—lzo

r=0

dove p é pari ».

« Le curve di grado n dzspam szmmetwcke rispetto
agli stessi n assi reali sono

n+l»
0 2
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Dunque la questione propostaci al principio di que-
sto §. & cosi definitivamente risolta, né pud nascere il
sospetto che la curva rappresentata dalla equazione pre-
cedente possa spezzarsi: Se cid avvenisse la retta all’in-
finito dovrebbe farne parte, cid che I’ equazione stessa
esclude .

7. Si tratta ora di esaminare se la nostra curva
pud possedere un numero inferiore ad » di assi reali.

Io dico che essa pud possedere n—2 assi reali di-
sposti simmetricamente e passanti per un medesimo
punto, non solo, ma oltre questi pud possederne altri
due tmmaginari coniugati che dal punto comune agli
asst reali vanno ai punti ciclici del piano.

E infatti I'equazione di grado n—1:

Kis = l(tg " — (n—2), (tg " +
- (n=2), (1g O —(n—2), (58 O + .- ... +
1&_—_3
4. (—1)® (n—‘Z),%%tg?B—}-l%:—-—O

ammette le n—1 radici:

n 2r n—3)r . .
tgq—{_—2 s tgnj__—é;....tg—%:_—é——;z;-—z

essa pud anche scriversi sotto la forma:
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Ggop=+sor [ 1 — @2y |+
(g 6= [(72_—2)4 — (72—2)9} (g a)n—7[(7z—2)4 —(n _2)5} +

.+

>
n—>o

(DT o[ (12— (=2 | +
—3 n—3

tg? 6 [(/z——zn — (1—2), ] (=17 (1—2),=0

+ (—D*

Bastéerd dunque dimostrare che se si prende in
generale

(C) 5 aom—p == (_IY (n—)p - (’7’—2)0—2

Qon

dove p & pari; tatte le relazioni

th gt = 0 ( ¢ dispari)

vengono a coincidere in una sola; nella
Kn, — 0
Per convincersene calcoliamo il coefficiente di
(‘sen g )P+l=t (cos § Y-t

nella

OGt yn-t
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dopo che vi si sono eseguite le sostituzioni (C). — Questo
coefficiente &:

l”-=(n—Q\p_e(n—pw—(n-?)p3(p+2>(n —p-—2)t_4—('n—p)tz +

=2} (9 +4 (1—p—Dea— (P +2) (1—p—2er |+
S
- (1= § (P25 Deey (r—p— 28— Dpey —
e (P42 8)y (n—p—28 gl e
o — (n—2)pra e (P2 ).

Ora il coefficiente di (tg 6 )P+~! nella K, ; — 0 &
(a meuo del segno)

( n—=2 )p+t—! - ( n—2 )p+t = T

tutto dunque si riduce a dimostrare che Y & uguale a Y’,
o almeno che ne differiscc per un fattore indipendente
da p.

Dimostreremo infatti che &

Y J— Yl —ru
dove

Y == ( 7’&"“'2 )t-—i - ( N2 )t

Sviluppando il prodotto Y' Y é:
5. N. 1
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Y'Y = (n—2)pi—g (1—2)t-g — (0 —2)porc (0 —2)¢ —
— (1—2)pst (1—2)—g + (B —=2)ps (n —2)y

Per 1’ identita:

(n—pleny + (p+2) (n—p =2)_y np+y +
+ (p+4 )?. ( n'*]]""lf )t—-e,npu + e e e e s +
+ (P42 &)t nprag = 1t Nput

dimostrata al §. 14; attribuendo convenienti valori a
7% ; p; ¢ siottiene:

(n—2)pri—g (n—2)py = (N—p—2)-g (n—2)p +
+ (p4-2) (n—p—D¢ s (B—R)p+, +
+ (p+4); (n—p—6), (n—2)p+, +

(n—2)pyy—g (n—2)y = (n—p"s (n—2)p-a +
+ p(r—p—2)~ (n—2)p +
+ (p+2)y (t—p—4)1g (1—2)ps; +
+ (p+4); (b—p—6);_; (n—2)psy +
+ L

(0= 2)p,y (1—2),_ = (n—p—4);_s (n—2)pa +

+ (p+4) (n—p—6);_3 (n—2)p+, +
e e e

(n=-R)pss (1—2); = (n~p—2); (n—2), +
+ (p-+2) (n—p—4)s_, (n—2)pss +

+ (p+4)a (n—p—6)s, (n—2)p+s
+

+ (p+28 (”"’2)p+st
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Y = (iR (| +
+(n—2>p[<n——p—2>¢_a-p<n——p—2>t-1+(n—p«-?)t}+
(0] DA+ 2P a—(r—p =gt
+ (p+2) (—p—eas | +
-Hn—z),,ﬂ[< pt+4)s (r—p—6)ry — (p+4)y (1—p—6)s, —
— ) PO+ P+ Dy—p—0)s [+
- (=g | (p+28), (r—p—2 5~ Dposcy —
— (p+2 )51 (n—p—25—2)p 5y —
— (P2 5)sy (1—p—2 5—D)psr, +
+ (P25 (1—p—2s—2) | +
F o A (=2 (020

Abbiamo in tal modo ordinato tanto Y quanto Y’ Y
secondo gl’ indici ascendenti dei numeri figurati

m—R)pa ; m—2)p; #—hpua 3 - - - .+ .
Manifestamente i coefficienti di

(n—=2)p-g ; e di (1—2)p, ¢

sono uguali e di segno countrario tanto in Y quanto in
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Y’ Y"; basterd dunque dimostrare che sono pure uguali e
di segno contrario i coefficienti del termine generale

(n—Q)p’fa s
ossia provare I’ identitd :
(p+25)s (0—p—28)1—s —(pF+2 5+2)s1, (A—p—25—2); o1 =
=(p4-258)s(n—p—25—2)_s_s—(P+28)s+y (0— p—25—2), ., —
— (p+28)s—y (n—p—2 5—2)1_s—y + (p+28)s (n—p—25s—2);,

o, sopprimendo i fattori comuni ;

(p25) 5 (n—p—2 s—2)t_s_,

bastera dimostrare 1’ altra:

__(n—p—it—s) (p+25+2) (p+2s+1) L
(t—s—1)s(s+1) -
4 (ptstl) (n—p=25s) (n—p—2s5—1)
s(t—s)(t—s—1) =

_ptstl  (ptstl) (pts)(n-p—s-8)__
s s(s-f1)(t—s—1)

_P—p—s—t

T f—s—1 +

(ptsl) (n—p—s—t) (n—p—s—i—1)
+ s (I=s) (i—s—1)

e per verificare con facilitd quest’ultima basta osservare
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che ambo i membri sono del 2.° grado in »; hanno uguali
1 coetfic enti di #* e per i due valori di =:

n=p+s+t ; n=pss+it+l

divengono identici.
Dunque i valori assoluti di Y e di Y'Y sono uguali,
inoltre i termini della

C ; =0

@€ y'n—t
dopo effettuata la sostituzione delle /C) divengono alter-
nativamente positivi e negativi.

Da tutto questo si conclude che tatte le relazioni

<

Cmtyn-—l =

fra le

Qo 5 Qosn—g 5 Qosm—g 5 » + = = =« (py3 5 oy
per opera delle (C) divengono tutte identiche alla
Ky =0

la quale non contiene altro che 6§ el n; quindi K,_, sara
un 2.° fattore (uno & gid stato trovato in Kp—, §. 14 )
della risultante delle

C

xtyn-—t ’“

18. Per trovare la forma dell’ equazione della curva
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occorre determinare le relazioni che passano fra gli altri
coefficienti e percid seguiremo lo stesso metodo impiegato
al §. 16.

Supponiamo dapprima che la curva debba possedere
n—2 assi reali, ma non i due assi immaginari coniugati
che dal punto comune agli assi reali vanno ai punti ci-
clici e che noi per brevitd chiameremo assi ciclice.

. Cominciamo allora dalle relazioni che legano i coef-
ficienti :

al)ﬂ—l ; al’n_a ; al’”—S ; o e v s e a‘”)

Essi, per quanto gih osservammo al §. 10., sono in
n

1 . 4 M- L .
~|2_ e sono legati daTrelazmm lineari e

omogenee. I dunque possibile esprimerli tutti in funzione
di uno di essi e di 6 risolvendo un sistema di equazioni
lineari. Se il determinante dei coefficienti fosse nullo,
vorrebbe dire che due, invece di uno, dei coefficienti sud-
detti possono essere scelti arbitrariamente e niente sa-
rebbe infirmato .

Una sola osservazione & da farsi, cioé la seguente.
Una volta ottenute le espressioni letterali di questi coef-

ficienti, occorre sostituire per tg 6 uno qualunque dei
valori

numero di

T 2n n—3n . .
tgFQ 5 tg%_—:—é PR tg—m,z,—z

i valori dei coefficienti non debbono naturalmente cam-
biare prendendo per (g 6 uno, pinttosto che un altro
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di questi valori giacché la curva rimane la stessa; segue
che a calcoli fatti, o saranno indipendenti da 6, come in
qualche esempio abbiamo potuto constatare (curve di 5.°
ordine simmetriche rispetto a tre assi §. 37), o saranno
tali funzioni di 6 da godere le proprietd suenunciate.
La curva che si ottiene sopprimendo le

ao»n > aonr—e ) aO,‘N—(. S s e e e

ann—l ; a!;n_a ; aun—s ; e e .

¢ di grado n-—2 e deve possedere n—2 assi reali dun-
que la sua equazione si otterrd da quella scritta al §. 16.
cambiando » in n—2. D’ altra parte & appunto il 1.°
membro di questa equaz’one che costituisce la parte della
equazione della curva primitiva che rimaneva a deter-
minare .

19. Se poi si esigesse che la carva primitiva oltre
a possedere n-—2 assi reali possedesse anche i due assi
ciclici; ne verrebbe che tutte le curve di ordine pari che
si otterrebbero sopprimendo successivamente linee verti-
cali di coefficienti nella equazione del §. 9. sarebbero
tutte ipercicliche e quindi I’ equazione della curva assu-
merebbe una forma determinata che ¢é:
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P8 3
2

Zosm p}:O (—h (n—2)p — (n—2)p_o ¢ P y " P -

_n—1
=3 n—2 r—1
N 2
+ 2 a:r—l-l’n—qr_\(wi“}‘?jg} =0
r=0

dove p & pari .

Richiamando anche i risa'tati del §. 16. possiamo
enunciare il seguente teorema :

« L equazione di una curva di grado n dfspar‘i
con n assi reali; o con n—2 asst reali e due assi ciclict
ha respettivamente, le forme :

p==n—1 P
aogn 2 (—1)2 72pxpyn"p+U' Ug. . 'Un_.]==-0
p=0 3
p=1|;-1 }é
Qorn Z g (—l) (n—-—?)p — (72—72)1)_,2 aP y’n-p +
p:O

+UU ot U, =0

2

dove p assume ¢ soli valori pari e

U=0;U=0;......0U

o on—1 . -
sono Uequazions di 5 cerchi concentrici al punto

comune agli assi e v cui raggi sono le radict quadrate
delle radici della equazione :
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n—1 n—3 . n—>5

2 o 2
Aun—t 2~ + Qypg 2 4 tsm— 2 ° A o Fdny=0>.

20. Si tratta ora di generalizzare i result:li ottenuti
nei §§. precedenti ricercando se una curva di grado =
dispari pud possedere un numero dispari gqualunque, pur-
ché inferiore ad = di assi reali.

Io dico che essa pud wn generale possedere n—2r
assi reali; o n—2r asst real ¢ © due ciclici:

E infatti I’ equazione di grado n—1:

Kngr, = g(tg gyn-2 =t — (n—2 1), (tg 0) "3 4
(n—2 ), (tg O 7=5 — (n—2 1)y (tg 6 2777 +
e i S

n—2r—1

r
(-1 2 (n—2 »), ?tg2 6 + l% =0
ammette le radici:

. 2n n—2r—I1
tg—5— 5 8=y > B

n—2r

no ol —t
n—2r 7

di cui le ultime due sono contate ognuna » volte.
Ora, in generale, il coefficiente di

(tg o)m !

nella precedente equazione @& :
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» :
(=1 (n=27r)p —r (n—27) pa +
+ra(n=2r)py —rs(n—2r)ps + . .. ..

2
Y e )
2

Si tratta dunque di dimostrare analogamente a quanto
gid facemmo ai §§. 14. e 17 che se si stabiliscono fra le

Qoom 5 Qpim—z 5 -« « + « « Ugug 5 Apyy
le relazioni generali
?
3 Qoyn—p = (—1)% § (n—2r)p — r, (n—21)p_y +

D) : »
( + e (=20 .. + (=12 7§ agm

di cui le (A) e le (C) non sono che casi particolari
(r==0 ; r=1); tutte le eqnazioni

n—t =0

th y

vengono a coinciders in una sola che & la
Kn—@ r— T 0.

DAap . . . . 3
Per persurdersone basta generalizzare i processi gia
impiegati ai §§. 14. e 17,
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Cominciamo dal calcolare il coefficiente di:
( sen § )P+t—l.( cos § yn=p—t
nella
C .t et =

dopo che in essa si sono effettuate le sostituzioni (D).
Questo coefficiente & dato da:

& — (n—p) { (n—2r )p — 1y (1—2 7 oy +
4+ (n=2r), —ry(n—2r)pe + ... 2 -+
+(p+2) (n—p—2

(=2 1 Yy — 14 (0—2 7y +
Ty (2 Py — 75 (=2 Yy o g +
+(prAn—p—Dis 2 Py — 7, (2 Py +
oy (=2 1)y — 7y (12 P Vpg - - - 2 +
o+ 8)(n—p—Bhns) (12 Phgrs — 1y (1= Py +

e (nm2 g =y (12 )y o]
+

Il coefficiente di

(tg o)t
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nella
Kn——g r—{ =0

-

¢ (a meno dsl segno ):

A = (n—=R Fipttegr — 71 (P2 ")pit—rte +
' n—p—t

+ A (n-2 1")1,4_;_9,._}_‘ T e e e + (—-1) 2

742r—-n—t—p
2
tutto quindi si riduce a dimostrare che A & uguale in

valore assoluto a A’, o almeno che ne differ'sce per un
fattore indipendente da p.

Dimostreremo mfatti chie in valore assoluto &
A —_ AY AV,
dove :

A = (n—2r )t-ﬁr — " ( n—2r )t_2 rte

n—t

+ 7 (n_2 r)t——‘zr+¢ T + (’_1) : L T

2

Trasformiamo perc¢id il prodotto A’ A" facendo uso
della identita:
(n=pnp + (p+2) (n—p—2 )izt 1pea +
+ (P+2 ) mpty ¢ == 0y Nyt
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dimostrata al §. 14, e gid impiegata per un simile uso
al § 17.

Si ottiene cosi il vantaggio che tanto A quanto A" A”
vengono ordinati secondo gl'indici ascendenti dei numeri
figurati :

v (=2)p—y 5 (0—=2)p_g 5 (n—2)p 5 (n—L)pra ; (N—L)psy 5 ---+
basta dunque dimostrare che il coefficiente di
(n~2)
in A & uguale al coefficiente di
(n—2)p
in A"A”,
Indicandoli rispettivamente con C e con C' si ha:
C= (n—p) — 7 (p+3) v—p—2)e—s +
+ rg (pADy(n —p—=4);y — 75 (p +6)3(n—p—06)¢5 + -

SR (1Y (p+2 )y (8 —p—2 )y
C = ("—2 r“p)t—er - (n—"2 7'__]9>t—-2 rey V4 Pt -+

+ (=27 —p)t-srns % M s % -
— (n—2 r—p)i-ars3 z 73 Ps + 71 T2 Py % +

+ (0—27r—p) t~ars g NN Y T S 2 e e e



Il termiine generale di questo polinomio &

(=1 (n—2 7'—]9>t—2 r+s 2 Yi Tk Py

S

2;l:cvza.

dove se s & pari ¢ comincia da o e va fino a

dasﬁnoa—;e I va da s a 0 ; ¢ e k passando per

tutte le unitd intermedie; [ invece assumendo i soli
valori :

.

s;s—R2;3;s—4;......4;2;0

s+1

. oo s—1
se s & dispari ¢ va daoaT;kvadasa-—Q——
e {das finoal;¢ek passando per tutti i numeri

intermedi, { invece assumendo i soli valori

s; 82 ;s—4+;......38;1

< .

I’ ultimo termine & positivo e uguale a

(n—2r—p)

La questione & dunque ridotta a provare C=C'; ov-
vero, dopo soppressi i fattori comuni, a verificare l'iden-
tita



— 47 —

m—-p) « « -« .. (n—p—2r41)
(t—2r+1) . .. .. ¢

_n(p+2) (n—p-—2). ... (n—p—2r4l) (n—p—t)

D @=2r+l) oL, (#—b +
+ ro(p+4e(n-p-4) .... (n-p-2 r+-1)(n-p-t) (n-p-¢-1) .

t—2r+1 . ..... (t—2)
__73(p+6)(n-p=6)....(n~p=-2r+-1)(n-p-)(n-p-¢-1)(n-p-t=2)
—2 50 ... .. (—3) +
+ . . . . . . . . +
+ (=D)r(p4+2 r)y (e—p—1t) . .. ... (n—-p—r—t+41)
(t—2r4+0....... (t—nr) o

—1 n—p—t

puirepwn AP Ty
(n—p—1) ( n—p—t—1) ,
(=2 D) (=2 752 (P27 T ryt g —
(n—p—t) (n—p—it—1) (n—p—t—2){ -
=D -2 =2 R %p e

(n—p—1t)..... (n—2 r—p—t+1)
Tt S h— 0

+ e

Per verificarla si pud osservare che ambo i membri
sono di grado 2~ in » e che hanno uguali i coefficienti
della massima potenza di n. Se dunque essi divengono
uguali per 2 valori di », saranno certamente uguali
per qualunque valore di # e I’ identitd sard dimostrata.

E opportuno scegliere per questi valori di # successi-
vamente :

Pt predl s pe2 ;. L.
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per i primi di questi valori ’ideatitd si manifesta imme-
diatamente, in generale supponendola vera per

n=p4+t+Ek

si vede subito che & pur vera per

Riassumendo : abbiamo dimostrato che in valore as-
soluto &

A==A A"
d’ altra parte i coefficienti di
('sen 6 ) (cos 6 )"“.
nella

Cxt yn-t =0
dopo eseguite le sostituzioni (D) sono alternativamente

positivi e negativi; questo basta per concludere che le
relazioni '

P

Boyn-p=(—1) {(n—2 P)p— 7 (B—R 1)p_g + 7y (B—2 7 )py —

—_ . (~1)° r Lay, ; (p pari)
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riducono a una sola equazione che contiene » e 6 sola-

n 1 ..
mente, le —5— relazioni:

2
Cxt yn—t = 0.
Questa equazione &
Ky r—=0

dunque K, 5 ,—, & un fattore della resultante delle

Cxt n—t = 0

Y .

21. Ora, se la nostra curva deve possedere n—2 »
assi reall & certo che fra i ceefficienti:

aom ) aoan—? : a()ﬂl—&. ;

debbono passare le relazioni

3
Qyynp = (——1)2 (n—2r)p —r; (n—2r)p_, -+ 7, (n—R 1r)p_y—

P
— o L ag (ppar)

[

Vediamo come si possa esigere che oltre "questi n—2 »
assi reali esistano i due assi ciclici contati un certo nu-
mero di volte e come si possa trovare I’equazione della
curva corrispondente .

S. N. s
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22. — 1.° Caso — « La curva possiede oltre gli
n—=2 r asst reali, v due assi ciclici contati ognuno r
volte ».

Allora tutte le curve di grado pari che si ottengono
sopprimendo colonne verticali di coefficienti nella equa-
zione del §. 9. sono tutte ipercicliche perché possiedono
un numero di assi superiore al loro grado, quelle di grado
dispari per la stessa ragione si spezzano nella retta al-
I’ infinito e in curve ipercicliche.

L’ equazione richiesta & dunque:

p=n—1 r 2
Qorn Z (—1?*) (n—27) p— 71— )pe .o H(—1 gfr,, X
=0 ¢ —2
e n—1 ) n—9 r—1
e 2
X af ?/"'"p -+ 2 Qg 141 5 n—(2 r41) < xt + Z/2 ) =0

=0

Possiamo anche enunciare questo resultato cosi:

« L’equazione di una curva di grado n dispari con
n—2 r assi realt e © due asst ciclici contato ognuno r
volte pud mettersi sotto la forma:

p=%l 2
G ¥, (=1 ) (n=27)p) — 7y (n—2 r)pg +
p=0

P
F 1y (r—27) gy —ry (n—2r)p g b o (=1, (P P
7

+U, .U, ...... U , =0
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dove ,p é pari e

U=0;U=0;.....0_, =0

C ] . ..
rappresentano le equazioni db B cerchy concentricy

al punto comune agli assi e © cui raggi sono le radici
quadrate delle radici della equazione:

n—1 n—3 n—5

N 2 o
Gpnt 2 - F O5m—3 2" Fnsg 27 il gy =0>

I teoremi del §. 19 sono dunque casi particolari di
questo (=0 ; r=1).

23. — 2.9 Caso — « La curva possiede oltre gl
n—2 r assi reali @ due assi ciclici contati ognuno s

"volte essendo s< v ».
Le relazioni che servono a determinare

Qysn— 3 Dosn—g » Aoom—o 3 + « -+

in funzione di @y,n sono le solite

1A ) P
tn=p = (—1)"(r—2r)p—r (1—27)p—st ...+ (—=1)'7 L 0y,
g

La seconda serie di coefficienti:

Qyn_y 5 Cng 5 Gioneg 5
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=

\ X n—1 Coe
da luogo com’é noto a 3 relazioni lineari omogenee

n41l_ . . .
con nt] variabili e potremo dunque esprimerle tutte in

2
funzione di una di esse, di #n e di §. Solamente occorre
ripetere qui 1’ osservazione giad fatta al §. 18. relativa-
mente al calcolo di questi coefficienti .

Sopprimendo la prima e la seconda serie di coeffi-
cienti si ottiene 1’ equazione di una curva di grado di-
spari n—2 che possiede #—2r assi reali e 2s assi
ciclici. Le relazioni che legheranno i coefficienti della
terza serie e cioé:

Aosn—a 5 Aayn—y 5 Dasp—g 5 + + = + «

si otterranno dunque da quelle che legano le
a())n ; ao,‘n-ﬂ ; ao,n—4 ; e s s s e »

cambiando » in n—2.
Cosi il calcolo per ottenere i coefficienti della 4.

serie :
Ogsn—z 5 Ozsn—y 5 Dgsn—y 5 « « « + =

sard perfet{amente simile a quello che serve per calco-
lare quelli della 2.*. ﬂ

Seguitando in questo modo a sopprimere a volta, a
volta linee verticali di coefficienti nella equazione del
§. 9. giungeremo a una curva di grado dispari



n—2r 4 2s

minore di »n perché s < che possiedle n—2 » assi reali
e 2 s assi ciclici cioé in tutto un numero di assi uguale
al suo grado; siamo allora ridotti al 1.9 Caso §. 23. e
bastera percid ripetere il ragionamento e i risultati ivi
‘ottenuti per trovare I’equazione di questa curva di grado

n—2r -+ 2s

e aggiungerla a quella parte gia calcolata per ottenere
I’ intera equazione della curva primitiva.

24. Osserveremo qui che il 1.° caso poteva inclu-
dersi nel secondo supponendo r=s; 1’abbiamo voluto di=
stinto perché & solamente per s=r che la forma del-
I’ equazione si manifesta immediatamente mentre per s
diverso da » non si pud dare che il processo per otte-
nerla. Se finalmente nel §. precedente si suppone s==0
si ottiene il modo di calcolare I’ equazione di una curva
di grado dispari n che possiede n—2 » assi reali e nes-
suna coppia di assi ciclici.

In tutti questi casi cosi generalmente studiati potrebbe
nascere il sospetto di avere qualche volta costruito delle
carve simmetriche degeneri. Cid non & possibile: se una
curva di grado dispari simmetrica si spezza, essa, come
abbiamo gid notato, per le osservazioni fatte al §. 4. non
pud farlo senza che la retta all’ infinito ‘ne costituisca
parte e questo escludono tutte le equazioni che abbiamo
calcolato .
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25. Tnatti i resultati ottenuti per gli assi reali di una
curva di grado dispari possono riassumersi cosi:

« Una curva di grado dispari 2r-1 non degenere
pud essere simmetrica separatamente rispetto a:

1;8;5;......2r41

assi reali . In ogni caso questi asst reali hanno un
punto comune attorno al quale si dispongono stmme-
tricamente .

La curva possiede un numero di flessi all infinito
uguale al numero degly assi reali e situati in dire-’
ziome @ loro nmormalt.

Non ha altri punti reali all'infinito all’ infuor: di
questi .

Gli assi sono le polari armeniche dei flessi all’ in-
finito .

I’ Hessiana, la Steineriana e la Cayleyana godono
la stessa simmetria della curva primitiva.

Gli asintote e gl assi costituiscono coppie di tan-
genti ortogonali della Cayleyana ».

Curve di grado pari.

26. Noi supponiamo che la curva sia gid simmetrica

rispetto all’ asse delle y onde la sua equazione potra
scriversi : '



Qysm y" + Aiyn—y y”“’ + Ayp—2 yn-c_r + e e e +

+ @* ) Gyn—g Y+ Cing Y0 A Ggpn—y YA 2 =+
+ 243 apu—y Y+ Gines + Gou YA % -+
+ ™ gy Yt A Gy YA Bay Y2 T Ggn Y Gy )

+ 2" g0 Y2 A~ gyy Y T Gy { '

+ @" agp = 0

dove n & pari.

Analogamente a quanto facemmo per le curve di
grado dispari trasformeremo ' equazione della curva per
mezzo della sostituzione

z = Xcos§— Ysend

y==Xsen 6+ Y cos 0

¢id che corrispoude a una rotizione di ampiezza 6 attorno
all’ origine del sistema cartesiano ortogonale a cui s’im-
magina riferita la curva: porremo quindi le condizioni
analitiche necessarie perché il nuovo asse delle  sia an-
cora asse di simmetria . Queste condizioni si ottengono
evidentemente annullando tutte le potenze dispari della
nella equazione trasformata .

Si ottengono cosi un certo numero di relazioni che
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contengono linearmente e omogeneameate 1 coeffic'enti
della curva.

Per queste relazioni valgono le osservazioni analoghe
a quelle gia fatte al §. 9. per le curve di grado dispari.
Noi non staremo qui a ripeterle; piuttosto altre ne fare-
mo che solamente sono valide per I’ equazione che ora
studiamo, per le curve di grado pari.

27. Prima di tutto se la curva deve possedere un
numero pari di assi, essi si distribuiscono in coppie orto-
gonali (§. 8.) ossia se la curva ha un numero pari di
assi ed & simmetrica, come nel caso nostro, rispetto
all’asse delle v, lo sard anche rispetto all’ asse delle a;
segue che in questo caso tutti i coefficienti il cui primo
indice ¢ un numero pari sono nulli.

Poi noteremo che I’ annullarsi dei coefficienti dei ter-
mini di grado complessivo n—2 m inx e y e di grado
dispari in » d& luogo all’ equazione

Cwiyn—qm_i==o ; (e=1;38;....n—2m-1)
e questa si ottiene dalla

—0

yz‘ wn—em-—i

n—2m
2
relazioni contengono linearmente e omogeneamente le

permutando fra loro senf e cos@. Inoltre queste

Qamspn—am 5 Gomsn—am—2 5 Pomrn—gm—yg > » + + « Qamsg
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n—2m

che sono % + 1 e il coefficiente di

Aam 5 n—g m—2 k H (R < n=2m)

si ottiene dal coefficiente di

. Qi s gk

cambiando il segno e permutando sen 6 in cos 6.
Segue che se si sommano le relazioni

C == 0

i ,,m-2m—i
'y

C

yi an—2 m—i

—0

si oftiene una equazione che contiene linearmente e omo-
geneamente le ditferenze

Qam s n—am—e2k — Oom;ak

indicheremo questa equazione con

Y = 0

iy n—g ll—i

Finalmente osserveremo che se la nostra curva pud
ammettere un numero di assi multiplo di 4, debbono se-
guirne le relazioni
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Aam s m—2 m—2 k == Qam 5 o k

perché la sostituzione

v=X—Y

y=X+4+Y
e il successivo annullamento dei termini di grado dispari
in « portano che I’equazione della carva non deve cam-
biare permutando fra loro o e y. ’
In questo caso quindi le equazioni:

Y, n-2m—4 0

sono soddisfatte identicamente.

28. Premesse queste counsiderazioni generali comin-
ciamo a trattare il problema per le curve il cui grado &
pari, ma non & multiplo di 4. S’ intende naturalmente
di escludere da queste ricerche le curve ipercicliche che
studieremo a parte.

Esamminiamo se la curva pud possedere un numero
pari di assi. Per esempio n assi.

In questo caso le relazioni

Yz’;n—'i:o

non sono soddisfatte identicamente. Segue che per i va-
lori di 6:
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o 2w (n—D) =

n n
la resaltante delle
Yi y n-i =0
deve annullarsi. — Ora le due equazioni:
Cpi Yt 0 ; Cyi e

.\

la cui differenza é appunto la
YT' y n—j = 0

coincidono per 7 = —Qonde sara

e poiché la resultante delle Y & nulla per i valori di 6:

(n—1) =

n

2

n 2
o

cost ne viene che per i medesimi valori di 6 1’ equa-
zione :



Ma quest’ ultime S0R0 5 ; dunque, di indipendenti, non

se ne hanno certamente piu di

n
5 1.
D’ altra parte le
Qorn 5 Bgom—g 3 Tormeg 5 + + = + =

che sono i coefficienti che entrano appunto tatti (e soli
essi ) in ognuna delle equazioni

Cme‘ yn—i =0

sono in numero di

41,

el =

Questo basta per concludere che risolvendo le

.
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C 0

mi y‘n-‘i =

rispetto ai coefficienti

Qosn 5 Qgyn—g 5 Gpin—g 5 -

per 1 valori suddetti di 6; due di questi coefficienti al-
meno possono scegliersi arbitrariamente.
Ecco dunque il modo di costruire i termini di gra-
do » complessivo in x e y.
Relativamente agli altri coefficienti osserveremo:
1.° che quelli che hanno dispari il primo indice si
annullano tutti ;
2.° che i rimanenti si determineranno in modo
che i termini di grado n—2 ; n—4; n—6; . .
complessivo in & e y sieno rispettivamente la potenza
n-=2 n—4& n—0
5= TgT ) TG e

w?_!_yg

giacché le curve di ordine pari che si ottengono soppri-
mendo linee verticali di coefficienti nella equazione del
§. 26. debbono possedere un numero di assi superiore al
proprio grado e sono percid tutte ipercicliche. In conclu-
sione la parte dell’equazione della curva che & di grado
inferiore ad » & della forma:

=" n
2

M 3 Gneag (92 4 )
=1

-4q
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Bisogna perd dimostrare che una tal curva non si

spezza. E infatti se si spezzasse, non potrebbe farlo che

. n . . . - .
in écerchl concentrici all’ origine; ma perché avvenisse

questo occorrerebbe che i termini di grado complessivo in

o e y fossero raggruppati nella potenza <—g> di

m2+y2

e quindi la parte che manca alla (1) precedente per for-
mare 1’ equazione della curva fosse

(a* + 1)

con sol parametro arbitrario, mentre nella determinazione
dei coefficienti dei termini di grado » abtiamo dimostrato
che si possono scegliere arbitrariamente almeno due pa-
rametri arbitrari.

29. Rimanendo sempre nell’ipotesi che # sia multiplo
di due, ma non di quattro consideriamo il caso generale
in cui il numero degli assi & pure maultiplo di due, ma
non di quattro. Vediamo ciod come si costruisce !’ equa-
zione della curva quando il numero degli assi & n—4m
dove m & dispari.

Intanto osserveremo che i coefficienti il cui primo in-
dice & dispari si annullano tutti; in secondo luogo, se si
sopprimono nell’ equazione del §. 26. tutti i coefficienti
il cui 1.° indice ¢ uno qualunque dei numeri

~



0;2;4......4m—-2

otterremo I’equazione di una curva di grado n—4m con
n—4m assi di simmetria e quindi la sua equazione sara
determinata col metodo dato nel §. precedente; questa
equazione fa parte di quella che noi cerchiamo e preci-
sameunte quella parte che contiene tutti i termini il cui
grado & minore, o uguale di n—4m.

Rimangono dunque da determinarsi solamente i coef-

ficienti il cui primo indice & uno qualunque dei numeri
0;2;4;......4m—2.

Fra questi, quelli il cui 1.° indice é
0;4;8;......4m—4

si ottengono nel modo gid indicato nel §. precedente

quando si & fatta 1’ analoga determinazione per i coef-

ficienti il cui primo indice & lo zero.
Per quelli che rimangono e il cui primo indice &

2;6;10;......4m—2

il modo di calcolarli & pure semplicissimo . Per esempio
prendiamo quelli che hanno per primo indice il 2 e
che sono:

Ogsn—g 5 Qasn—g 3 Daym—g « + « + = « «
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Essi compariscono linearmeunte e omogeneamente nelle

n—32 lazioni
——— relazioni
2

Cwi yn-e-i =0
: 2 : -
e sono in numero di 5 <+ 1. E dunque possibile assu-

merne uno di essi arbitrario ed esprimere gli altri in fun-
zione di questo, di » e di §. Lo stesso ragionamento vale
per gli altri che hanno per primo indice 6 ; 10;....

Una volta costruita 1’equazione della curva, si vede

. N L. .
subito che essa non pud spezzarsi in 3 cerchi concen-

trici contando al solito il numero delle costanti arbitrarie
di cui si pud disporre.

30. Per completare le ricerche relative a un numero
pari di assi per una curva il cui grado & un multiplo di
due, ma noen di quattro non manca di studiare che il caso
in cui il numero degli assi sia un multiplo di 4.

Cominciamo quindi dall' esaminare se la curva pud
possedere n—2 assi cercando i coefficienti:

Goyn 5 Agyn—y 5 Fosm—y 5 = - = « -«

Siccome n—2 & multiplo di 4 secondo ¢id che osser-
vammo al §. 27. sard in generale

Oom s n—2 m—3% == Oam , ok
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Ounde non & qui il caso di parlare delle equazioni
Yia g m—i = 0

esse sono soddisfatte identicamente, cosi & soddisfatta
identicamente la

[ ]
s

vy
che al §. 28 abbiamo dimostrato coincidere con

Y = 0.

oz
2 52
In questo caso dunque le

Qosn 5 Posp—2 5 Qoop—g> = - « o

G

o n-+2 n—~2 C e
si riducono a i legate da S relazioni lineari e

omogenee; ne rimane quindi una di esse arbitraria.
Passiamo alle

Oasn-3 5 Gasn—g 5 T2om—g 5 + - - « -
. 2 .
Esse pure sono in numero di e giacché la relazione:
Q2sn-g-2k = Qgyok
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n—2 0 —
i e sono legate da 1

relazioni lineari e omogenee, dunque anche di queste ne
resta una arbitraria.

diviene una identitd per k ==

Le curve che si ottengono successivamente soppri-
mendo oltre le due serie di coefficienti

Qosn 5 Cgop—z 5 Bgom—y 5 - - - -

Qasn-g 5 Qayn—y Agrn—g >
altre serie analoghe di coefficienti possiedono un numero
di assi superiore al loro grado e quindi sono tutte iper-
cicliche.
Dunque la parte dell’ equazione richiesta che & di
grado minore, o uguale ad n—4 & della forma:

=5 n—2p
2
+ Z Qzp 5 n-2p (2 4 y*)
=2

Si potrebbe perd obiettare che la determinazione dei
termini di grado n—=2 e » da luogo ad assumere altri
due soli parametri arbitrari, non potrebbe dunque darsi

che i termini di grado n—=2 e n si raggruppassero nelle
due potenze:

n—2

(7 4y T p(at 4yt

essendo « e B i parametri arbitrari? In questo caso la
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. n N Qs
curva degenererebbe in 3 cerchi concentrici. Si risponde a

questa obbiezione osservando che appunto perché si hanno

due parametri in arbitrio, si pud fare in modo che gue-
P ’

sto non avvenga; per esempio scegliendo

ao,n_g =5 1 ; ag,n_4 = 1

e in questo caso particolarissimo si vede che la possibi-
litd che la curva degeneri manca assolutamente.

3l. In modo analogo si risolve il problema nel caso
che la curva debba possedere un numero di assi multiplo
di 4 e inferiore a #—2 e il grado » della curva sia mul-
tiplo di 2 e non di 4.

32. Veniamo ora a trattare delle curve il cui grado
¢ multiplo di 4.

Il caso in cui il numero degli assi sia pure multiplo
di 4 e in particolare uguale al grado della curva & con-
siderato implicitamente al §. 30. Se infatti nelle osser-
vazioni svolte in quel §. si suppone di aver soppresso i
coefficienti

Cosn 5 Cgsn—a 5 Pgym—s 5> = = = + =+ o

si ottiene 1’ equazione di una curva di grado (n—2)
simmetrica rispetto a (n—2) assi e siccome & supposto
in quel §. che » sia pari ma non multiplo di 4 cosi
segue che (n—2) & multiplo di 4.

33. Non rimane da studiare che il caso in cuil’ or-
dine della curva sia ancora un multiplo di 4 e il nu-
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mero degli assi un multiplo di due e non di 4. Prendia-
mo 1’ equazione sotto la forma scritta al §. 26. con la
ipotesi che » sia multiplo di 4. Siano »—2 gli assi che
debba ammettere la curva e di cul si voglia ora deter-
minare 1’ equazione.

Cerchiamo le relazioni da cui sono legate le

Qosn 5 Qpypg—a 5 Gosn—yg 5+«
In questo caso le

Y =0

i1 n—t

non sono soddisfatte identicamente; dunque per i va-
lori di 6: '

n . 2  3n )
n—2" n—2’ n—2’

la risultante delle Y = 0 deve annullarsi. Per6 non
1ty n—i

accade come al §. 28. che la

T =0

n H
2

I.O] k)

b

coincida con lg C =
o Yy

» = (: quest’ ultima ora non esi-
2

n

ste perché 5 © pari.



Dunque le

Ayon 5 Cgsn—a 5 Tosn—s e e e e e .

n n .. . N
son0 7 + 1 legate da 3 relazioni. Una di esse & sem-

pre arbitraria .
La curva che si ottiene sopprimendo le:

Dosm 3 Cosn—a 5> Qoym—g > » + + « = =

¢ di grado pari non multiplo di 4 e possiede un numero
di assi ugnale al suo grado: la sua equazione si formerad
dunque secondo i criteri stabiliti al §. 28. D’altra parte
¢ il 1.9 membro dell’ equazione di questa curva che co-
stituisce I”insieme di tutti i termini il cui grado & uguale,
o minore di (n—2) nella equazione richiesta.

Finalmente il caso generale in cui la curva sia di
grado » multiplo di 4 con un numero di assi multiplo
di 2 ma non di 4 e minore di n—2 & perfetbamente
analogo a questo, né ci insisteremo.

34. Piultosto noteremo come una curva di grado pari
possa anche ammettere un numero dispari di assi. K in-
fatti, tolta ora la condizione che siano nulli 1 coefficienti
(nella equazione del §. 26) il cui primo indice & dispari
supponiamo debbasi trovare 1’ equazione di una tal curva
possedente p assi reali di simmetria essendo p un nume-
ro dispari. :

Per determinare le g +1:
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Qpsn 5 Aom—2 > Qon—s 3

abbiamo allora le - relazioni :

2

che ne lasciano una almeno arbitraria, la quale sceglie-
remo in modo che la curva non sia di conseguenza iper-
ciclica. Soppresse le

Qom 3 Opn—z 5 Cosm—g s + » - -

rimane una curva di ordine dispari che possiede un nu-
mero dispari di assi reali e la cui equazione sappiamo
gia trovare con i metodi esposti al §. 23. E il primo
membro dell’ equazione di questa curva che ci rappre-
senta tutti i termini di grado uguale o inferiore ad n—1
che entrano a far parte dell’ equazione richiesta.

Curve ipercicliche.

35. La loro equazione & della forma
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Uy=a(a® 4 y*)° +

+ A1yn—t yn_‘ + Ag;n—2 yn—a + v . +
F 2§ Wy Y+ By ¥V . L %
+ wlb% Qysn—s Y + agm—-e: yrt L % 4+

+ a2 %a’{n Y + Qg5 { = 0

dove si suppone che I’ asse delle y sia gia retta di sim-
metria. Noiammo al §. 7. come queste curve abbiano
ogni diametro perpendicolare al corrispondente sistema
di corde: esse quindi non potevano fornirci per mezzo di
quelle sole considerazioni un limite massimo per il nu-
mero degli assi, onde le escludemmo da tutte le ricerche
successive . .

Riesce pero evidente che esse all’infuori di # assi
possono come le altre curve di ordine pari possederne

Infatti se ne possedessero # la curva che si otterrebbe
sopprimendo i termini di grado » e quelli di grado n--1
sarebbe di grado n-—2 e possederebbe un numero di assi
superiore al suo grado; essa e tutte le sue analoghe
sarebbero pure ipercicliche onde la parte della equazione
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di U; che & di grado inferiore ad n sarebbe costi-
tuita da

p::.:__ n

2 2——-p
Z %p,n-gp(x?-i—y’*)
=1

e a questo aggiunto

« (@ +y*)

si otterrebbe 1’ equazione di una curva degenere in g
cerchi concentrici .

36. Riassumendo dunque i resultati ottenuti per le
curve di grado pari possiamo enunciare il seguente
teorema :

« Una curva di grado pari non degenere pud pos-
sedere separatumente un numero di asst reali uguale
a uno qualunque dei numers che precedono quello che
esprime L suo grado e se mon & iperciclica pud an-
che possederne tanti quante sono le uniti confenuie
nel suo grado ».

37. Citeremo qui alcuni esempi:

Curve di terzo ordine

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:
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. Qs Y' + @12 y® + @y Y + a5y F
+ o

Aot Y + @iy % == (

Il. — Simmetria rispetto a un asse reale e ai
due ciclici contati ognuno una volta :

Qg3 g Yty a % + e

932+2/2%+aa:o:—"0

III. — Simmetria rispetio a tre assi reali:

“0;5%3/3—39902%"*‘&1’@

%2+!/QE ‘}‘as;o:O

Curve di quarto ordine

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

+

Goos Y+ Gy P A Qg0 Y A g Y+ Qg

ot gy A a, Yt ey
+ @t @y = 0
II. — Simmetria rispetto a due assi reali:

5
gy Y* + Gaa Y* + 40 + szao:e Y+ ag, b+ @y, 2t =0
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III. — Simmetria rispetto a tre assi reali:
2 . z B |
psy %x«, _{_yzg +“|:s .1/3—3 Y x? + a!yg%xg '+‘ :’/Q +a¢,0c=(
IV. — Simmetria rispetto a quattro assi reali:

au):ﬂ ('%'4 + .?/4) + ao;ﬂ 902 !/2 + Q2yq ((’Gg + y2> —{" auo = 0

Curve di quinto ordine

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:

Qoys Y° + Qg Y+ oz Y - Gy Y A @ Y A a5y

"l" a* Qgy3 3/3 + Ayy9 .7/Q + A2y Y + gy0 +
4 —
+ %ao,iy-{-a,,o == ()
Il. -— Simmetria rispetto a un asse reale e al

due ciclici contati ognuno una volta:
2
Qyss % ys---2w9y3—390‘y % + a4, % at 4- :‘/2 g +
SRR LA R S e

. — Simmetria rispetto a un asse reale e ai due
ciclici contati ognuno di questi ultimi due volte:
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2
ao,5§y5+2y3w2+yw42+aw OO“ryQ% +

\

g f ot o2 { 4 0y =0

IV. — Simmetria rispetto a tre assi reali:

ams%f‘/ﬁ““zmgw—gm‘y%+“1>4%9€2+yg Q'}*
0

+ aayy % Yy —3yxt i+ g % x® 4 y* % + Qg0 ==

V. — Simmetria rispetto a tre assi reali e ai due
ciclici contati ognuno una voita:

o+ o gg+

3/5—'2%“3/“——300"@/%-%““

+ a3,

Qg5

m2+y2%+a5;020

VI. — Simmetria rispetto a cingque assi reali:

ao,5gy5—10w9y3+5m4y % + ay;, x? 4 y? %Q"l‘

+05:93w2+y2§+a5?0=0

Curve di sesto ordine

I. — Simmetria rispetto a un asse reale:
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Aooe YO F @pys Y° 4 Qs ¥ A Gas YT+ age ¥+
"]‘ As:q y + a6’0 +

+ a® Qo534 .7/4 + Qiy3 .2/3 + 952 y2 +a3u Y + @150 % _I"

+ 2% 3 gse yz + Qyyy Y -+ QAgyq +

+ Qo4 =0

II. — Simmetria rispetto a due assi reali.

6 i .2 L
Qyse Y° — Aoy YP A gy yP -t g0 +

4+ 2§ gyt aea Y+ ap ¢
+ % Agra Y* -+ Gayy { + Gy a® == 0
HI. — Simmetria rispetto a tre assi reali:

]

a()’ﬁ

2
y(3_3yx92 + a4,

a1a5§y5_2m993_3xiy2+a%4 002'4}“,7/2;‘—’—

a3,5%y3——33/909%—{—a4,2%m9—{—y‘3%—{—a6,0=0

IV. — Simmetria rispetto a qualtro assi reali:
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> 2
Oy % x® + y° % + ay,y ©° ya% x? 4 yg% + ayy %‘”3‘}‘5’9% +
+ Qgse a? ?/2 + A yrg ( O + 7/!) + Wsy0 = 0

V. — Simmetria rispetto a cinque assi reali:

ao)t‘x

“2“{”9%%3-{—@,5 y5—»10w2y3+5w‘y 4

x%—{—y‘zg—{—aﬁ,or_.—()

2
ag,y i x? 4 y% E + aye

VI. Simmetria rispetto a sei assi reali:

© — 3wyt %2—{—

2
Qys6 % y*—3y 909% + 450

o
+ s w+y§ g {2+ 0t | e = 0
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lApplicazione dei resultati precedenti al caso particolare
delie cubiche.

Linee diametrali

38. Diawmetri e coniche diametrali ordinarie. — Pren-
diamo I’ equazione della cubica sotto la forma:

Up=a,a® + 3a, x4+ 3a,;, + a;,=0

dove le @ sono binarie in @, ; w, di grado uguale al
loro indice

ay = ayy &+ Bayg 0,2 wy + 3 eyga Oy Xt 4 atggy e°
ay = Py x? 4 2 Bia @y 24 + Bqo 0

ay =71 By + s %

assumiamo per lato @y = 0 del triangolo fondamentale
la retta all’ infinito del piano della cubica.
L’ equazioni del diametro e della conica diametrale di

un punto di coordinate (v, ; ys ; 0) sono rispettiva-
mente :



y Uy ) Uy, ) U,
LVt Yt }:o
[{D% 2Ys Py, 45==0
d 2 y |2
[(\xlay,+ a,zayz—{—wsays) Uy|=0

Ossia eseguendo i calcoli:

X4 [“m Uit 2 @0 Yy Yy Fages Yol j -+

+ [“na y: 2 agg Y Yo -+ a0 Z/zi:l +
+w3[ﬁnya’ +Qﬁmy4%+ﬁm%a}= 0

0 j
®y" [“m Yv + oy qu + y? [9‘122 Y1+ dggy Z‘/%] -+

+ @ (v + rpe) + 200w [““*y‘ T+ yi%—

+ 2 @, », [ﬁu Y1+ Bre yg} + 2wy 2, [ﬁ«e Y1 -+ B yaJ =0.

Segue:

« Per un punto P qualunque del piano passano due
diametrs e una conica diametrale ordinari ».

Se (m ; n ; p) sono le coordinate omogenee di P e

s’ indica con 2 il rapporto %’ che serve ad individuare
2
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un punto sulla retta all’infinito; 1’ equazioni che deter-
minano A per mezzo di {m ; n ; p) sono:

)‘qt“m mt-aiiy n-fy, P] + 22 [“lm MA=ati39 N—+Pig P‘! +
+ agge M+ agyy o+ Py p =0

l[ﬁnmg“{‘“m nity, p?-Ra mnd-Lmp £ 420 p ﬁm-]‘*‘
+atyq 1102 ctga 2474 PP -Raygemn+2 m p B1g4-2 nPBa=0

(1

N

Finalmente le due equazioni lineari:

> Sma(“!n Mfayyg) + @2 (%12 Aaye) + @y (Byy 24 fyy) =0
M:(“nz Af-ag00) I @q (499 At-0ta99) + 23 (B1z A1+Leg) = 0

servono ad individuare il centro della conica diametrale
ordinaria del punto di parametro A.

39. Linee diametrali principale. — Secondo i resul-
tati generali ottenuti al §. 3. abbiamo in questo caso
due linee diametrali principali:

« La prima linea diametrale principale cioé in-
viluppo delle prime linee diametrali ordinarie. E una
curva d’ ordine zero costituita dai 4 centri della cu-
bica che sono i@ quatiro punti base del fascio delle
coniche diametrale ordinarie ».

« La seconda linea diametrale principale che pud
riguardars: ( §. 3.):

1.° Come luogo dei centri delle coniche diame-
traly ordinarie;
8. N. , 6



— 82 —

2.0 Come tnviluppo der diametri,

Questa curva & una conica e la sua equazione si pud
ottenere in due modi:

1.9 Eliminando * fra le due Ulneari (2) del
§. precedente ;

2.9 Annullando il discriminante della binaria
quadratica (1) considerata come tale nelle due varia-
bili y, 5 yq tl cui rapporto & 1.

Questa equazione & la seguente:

) wig(“m “422"‘“2“9) + weg(“m “@ae““gm)"i‘ xaﬂ(ﬁu Bas — ﬁng'
4 20y @o(2yyy Olgog 145 ag) + 1 @3(2414 LoatPr1 age—Ratry; Bro) +

+ @23 (Pyy @909+ Pag F1127 Pig #y99) == 0

Linee diamefrali coniugate.

40. Chiameremo coniugati un diametro di un punto o
e una conica diametrale di un punto o’; quando o & uno
dei punti all’infinito del diametro di o' e quindi o' & il
punto all’ infinito del diametro di o. Mentre un diame-
tro ha una sola conica diametrale coniugata; una conica
diametrale ha due diametri coniugati paralleli fra loro.

Riprendiamo 1’ equazione di un diametro:

X4

Xy4q 7"+2 19 7\’1"“422% + @ z“ue 7~2+2 @429 1"“‘“222% +

+w3§@.,xe+2ﬁm+ﬁn§+o
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% essendo il parametro del punto all”infinito del sistema
di corde parallele a cui & relativo il diametro. Il pa-
rametro A, del punto all’infinito del precedente dia-
metro &:

y S o419 22 - 2 oty A+ agg
a2 - 2 aygg A A oy

L’ equazione di 2. grado in A":

%149 A2 + 2 %190 » -+ 2909
l + " 7 ] 0
! ay M+ 2 ayg X - agen

da i parametri dei punti all’infinito della conica diame-
trale coniugata al diametro che si considera e si ritrova
che a un valore di 2" corrisponde un sol valore di 2,
mentre a un valore di }; corrispondono due valori di X.

L’equazione precedente & naturalmente soddisfatta per
X'==) giacché se la retta polare di A passa per ), la
conica polare di 2, passa per A

L’ altra radice &

o M1y Gggg — %419 #09) + 2 (@449 %ag2 — *%40q)
t2) (@Pyg = @ryg @139 ) | @g1g ctiaa — 1y Xaeo

Segue:
« I due sistemi d¢ corde parallele aventt per pa~
rametrt dei due punti all infinito rispettivamente

Ae ),
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amn nettono diametri parallele . Queste CO' coppie di
diametry parallely sono le 00! coppie di tangenti pa-
rallele della conica diametrale principale ». Fra que-
ste infinite coppie di sistemi, ve ne sono due costituite

ognuna da sistemi coincidenti e corrispondono ai due
casi in cul

=,
cioé alle due radici dell’ equazione di 2.9 grado:
2(,,2
2 (0‘ g ™ %y “m) + 7-(“1:2 Oigg —= %1 0‘222) - a1y 292 — agm =

e questo concorda col fatto che in un fascio di coniche,
e in particolare nel fascio delle coniche diametrali esi-
stono sempre due e non pit di due parabole.

41. Centri. — Come abbiamo gid notato i quattro
punti base del fascio delle coniche diametrali ordinarie
sono i quattro centri della cubica e insieme costituiscono
la prima linea diametrale principale che & di ordine
zero. Le tre coppie di lati opposti del quadrangolo dei
centri costituiscono le tre coniche diametrali ordinarie che
si spezzano; 1 tre punti diagonali appariengono contem-
poraneamente alla conica diametrale principale e al-
Ihessiana: nella corrispondenza univoca che si stabilisce
fra i punti dell’ hessiana di una cubica i corrispondenti

di questi tre punti diagonali sono i tre punti all’infinito
dell’ bessiana .

Y

Se la cubica é nodale uno dei centri cade nel nodo;
se & cuspidale due centri sono riuniti nella cuspide per-
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ché nel 1.° caso tutte le coniche polari passano per il
nodo; nel 2.9 caso passano per la cuspide avendo ivi per
tangente comune la tangente cuspidale.

42. Premesse queste generalitd ci proponiamo la se-
guente ricerca: se cioé i quattro centri di una cubica
possono essere i vertici di un quadrilatero semplice delle
specie che ordinariamente si considerano nella geome-
tria elementare:- trapezio, parallelogrammo, romto, ret-
tangolo, quadrato.

Intenderemo di riferirci a cubiche di genere 1, o a
cubiche nodali giacché solamente allora i quattro centri
sono distinti.

Trapezio. — Sia MNPQ (Fig. II1.*) il supposto tra-
pezio dei centri; A il punto all’infinito comune alla coppia
di lati paralleli del trapezio; », la retta all’infinito. Le
rette AM ; AQ costituiscono una delle tre coniche che
si spezzano; il punto la cui conica polare ¢ (AM ; AQ)
sard un punto di », giacché ogni conica passante per
M; N; P; Q & una conica diametrale; non pud esse-
re A perché A sarebbe un puato doppio e dovrebbe
quindi coincidere con uno dei vertici del quadrangolo il
quale non sarebbe pilt un trapezio; non pud essere un
altro punto K di », giacché ne verrebbe che la conica
polare di A si spezzerebbe in due rette parallele paésanti
per K; il trapezio sarebbe un parallelogrammo .

Per il trapezio dunque il problema non ha soluzione
possibile .

43. Parallelogrammo. — Sia ABCD (Iig. V.%) il
quadrangolo dei centri; F il punto comune all’infinito dei
lati AB, CD; G quello comune alla coppia AD,BC; E
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il punto @’ incontro delle diagonali del parallelogrammo.
I punti F e G appartengono all’ hessiana; dungue essa
incontra la retta all’infinito in tre punti reali; sia E' il
3.° punto. I punti E' ed E sono punti. corrispondenti
dell’ hessiana e infatti la conica polare di E' deve es-
sere una delle tre,

(AB; CD); (AD; BC); (AC; BD)

Se fosse una delle due prime, per esempio la prima,
ne seguirebbe che la conica polare di I si spezzerebbe in
due rette parallele passanti per E' e oltre alle tre coni-
che polari sopra scritte dei punti di r, che si spezzano
ce ne sarebbe una gquarta; dunque i punti E ed E’ sono
corrispondenti . Anche G ed F sono corrispondenti e
infatti il corrispondente di G deve essere sulla », per-
ché la conica polare che passa per G contenendo i
quattro punti-A ; B ; C ; D & una conica diametrale;
non pud essere G stesso perché sarebbe un punto
doppio e dovrebbe quindi coincidere con uno dei quattro
punti A ; B ; C; D ; non pud essere E' perchd E’
corrisponde ad E; non pud essere un punto K di » di-
verso da G ; E" ; F altrimenti la conica polare di G
spezzandosi in due rette passanti per K ci sarebbero nel
fascio delle coniche diametrali quattro coniche che si
spezzerebbero. I punti G ed I corrispondendosi, ne viene
che la retta all’infinito deve essere una tangente della
Cayleyana. Viceversa se questo accade il quadrangolo dei
centri & un parallelogrammo.
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L’equazione dalla Cayleyana in coordinate (a,; ;)
di rette & della forma:

A a® + Asgy a0® + Aggy 5° + 3 Aus @? a5 4
+ 3 A a +3A a0 a3 Ay oy ag® 4
T3 Ags ooy + 3 Ay +6 A0 ape =0

ove i coefficienti sono funzioni note dei coefficienti della
cubica .

Se la retta all’infinito deve far parte di questo in-
viluppo, I’ equazione precedente deve essere soddisfatta
da:

a, =0 ; a=0 ; a5==1
ossia deve essere /
Agpy =10
sostituendo il valore cognito di A,,, espresso con i coef-
ficienti della cubica possiamo dire che: « la condizione

necessaria e sufficiente affinché i quattro centri di una
cubica siano i vertict di un parallelogrammo é:

Gy Aqig %2

dyg %ge %aag | ==0

Bu P Por |
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In particolare questa condizione & soddisfatta se nel-
I’ equazione della cubica mancano i termini di 1.° grado
in .

« Lsiste un sistema OO% div cubiche © cut quattro
centri sono © vertict di un parallelogrammo ».

44. Rettangolo . — Perché 1 quatiro centri siano
vertici di un rettangolo, bisognerd prima di tutto porre
la condizione

Assa =0

che esprime che il quadrangolo dei centri sia un paral-
lelogrammo e poi I'altra che i due punti all’infinito della
hessiana che si corrispondono per la condizione Ay, =10
siano separati armonicamente dalla coppia dei punti ci-
clici del piano. Se con « ¢ indicano i coefficienti del-
I’ hessiana i quali sono funzioni note dei coefficienti della
cubica, le intersezioni della hessiana con la retta all’in-
finito sono date da

3 2 ,
(1) d“l(ff/.—;) +3 “'112<%) + 30‘11%(%) + “,222 =0
Siano 2, ; Ay ; 23 le tre radici. Il porre Aj =0 non
porta altra conseguenza che la retta all’ infinito sia tan-
gente della Cayleyana; non porta cioé la conseguenza che
due speciali fra i tre punti all’infinito dell’hessiana siano
corrispondenti, ma due qualungue fra questi tre punti;
quindi dopo aver messo la condizione:

A333 =0
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noi siamo sempre in arbitrio di scegliere due qualunque
dei tre parametri A, ; A ; 7, come parametri di punti
corrispondenti .

Prendiamo 1 primi due, dovrd essere:

2 2

(M2 i—i) = — 1

ossia
7»1 )xg = — 1
e percio
a/
299
by = — 2
& 141

’

.. @ 909 :
ciod — —= deve essere una radice della (1). In questo

% 114
caso dunque il problema & possibile quando sono soddi-

sfatte le due relazioni fra i coefficienti della cubica:

Xyqg %192 %422

o
N
&\
©
Q\
I’Qw
(5]
12
i
R\
=
©
9\
R
w
5
Q/

Zg %199 %992 | == () o

Pre Bio Fae

essendo le ' i coefficienti dell’ hessiana.
« Esiste un sisteina OO7 di cubiche © cui centri

sono 1 vertici di un rettangolo » .
45. Rombo. — Perché i quattro centri siano vertici
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di un rombo, occorrerd prima di tutto porre Agy =0;
poi che le diagonali del parallelogrammo che cosi ven-
gouo a formare i centri siano ortogonali cioé che la conica
polare di uno qualunque dei tre punti all’ infinito della
hessiana, sia costituita da tre rette ortogonali. Dunque

secondo i resultati del §. 12. la nuova condizione da
porsi & che

%2 + %149
ayy + e

sia una radice della (1) del §. precedente.
In questo caso le condizioni cercate sono quindi:

%41y %119 Oge - “'i,u (@902 +“112)3+8°‘,ui(“%9+“m)g (“ui‘\’“m) -

Ry Apyg Agy (=0 — 3 olygy (etgey T oy ) (@yyy - %90 )* +
Bu Bie Ba 4 90 ( yyq 4 ay95 )3 =0

« HEsiste un sistema 0O" di cubiche 1 cut centri sono
i vertier di un rombo » . \

46. Quadrato. — Perché il problema sia possibile
in questo caso, basta evidentemente associare le condi-
zioni trovate per il rombo e per il rettangolo.

« L'siste un sistema CO% di cubiche © cui centri
sono t vertict di un quadrato ».

47. Consideriamo il caso in cui i quattro centri sono
i vertici di un parallelogrammo . La conica diametrale
principale & allora un’iperbole’; le due parabole del fa-
scio delle coniche diametrali sono costituite dalle due
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coppie di lati opposti del parallelogrammo; V'iperbole che
rappresenta la conica diametrale principale passa per il
centro del parallelogrammo ed ha gli assintoti paralleli
ai lati del parallelogrammo stesso e quindi & equilatera
nel caso del rettangolo e del quadrato. Se una delle dia-
gonali del parallelogrammo ha il suo punto all’ infinito
contemporaneamente sulla cubica e sulla hessiana essa &
certamente la tangente di flesso della cubica in quel
punto giacché contiene il corrispondente del suo punto
all’ infinito considerato come appartenente alla hessiana;
questa diagonale tangente di flesso della cnbica & tan-
gente cuspidale per la Cayleyana; la cuspide é il centro
del parallelogrammo; I’ altra diagonale & la polare armo-=
nica del flesso; quest’ultima & dunque un asse di simme-
tria quando il parallelogrammo dei centri é un rombo, o
un quadrato ( §. 4. ), si pud dunque dire che:

« La condizione necessaria e sufficiente affinche
una cubica 1 cui quattro centri sono i vertici di un
rombo, o di un gquadrato ammetia un asse di sim-
metria & che la Cayleyana abbia wuna cuspide nel
centro del rombo, o del quadrato e per tangente cu-
spidale una delle diagonali ».

48. Rimanendo sempre nella ipotesi in cui i quattro
centri sono i vertici di un parallelogrammo, abbiamo gia
esaminato il caso in cui uno dei tre punti all’infinito
della cubica & un flesso e abbiamo anche implicitamente
dimostrato che quando questo avviene, il flesso deve essere
il punto che sull’hessiana corrisponde al punto d’incontro
delle diagonali del parallelogrammo e non pud essere uno
degli altri due punti dell’ hessiana che si corrispondono
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sulla retta all’ infinito. Del resto, si pud dimostrare di-
rettamente che questo non pud accadere.

Sia infatti AB CD il parallelogrammo dei centri e
supponiamo che uno dei flessi della cubica sia situato in
I corrispondente di G; la tangente di flesso deve pas-
sare per I' e facendo parte della conica polare di questo
punto deve passare anche per G cioé la retta all’infinito
deve essere la tangente di flesso; facendo essa parte di
una conica diametrale due centri sono situati su di essa
e quindi non possono essere vertici di un parallelogrammo.
Dunque i problemi dei §§. 42, 43, 44, 45, 46 non sono
risolubili per le parabole divergenti di Nenton. Perd in
questo caso i centri si trovano con facilith. E infatti se »
(Fig. IV.*) & la tangente alla cubica nel flesso F; sopra
7y Ci deve essere il corrispondente di I7; sia C; la conica
polare di C sara formata da due rette parallele passanti
per F; la conica polare di I & costitnita da »_ e dalla
polare armonica p passante per C. Dunque dei quattro
centri due sono riuniti in I' e due si trovano sulla po-
lare armonica di ' ai punti d'incontro con una qualun-
que delle coniche diametrali. Si pud anche notare in que-
sto caso che la retta all’ infinito & una tangente cuspi-
dale della Cayleyana; la cuspide & il punto C corrispon-
dente al flesso F; 1’ hessiana ha un flesso in I e tocca
la retta all’ infinito in C.

49. Seguitiamo ad esaminare altri casi particolari.
Supponiamo che 1’hessiana sia tangente alla retta all’in-
finito in A. 1l problema di situare i centri della cubica
primitiva come vertici di un parallelogrammo non & nep-
pure in questo caso risolubile e infatti applicando un teo-
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rema che serve a determinare le posizioni dei quattro
poli di una tangente all’hessiana, si vede che dei quattro
centri, due sono situati nel corrispondente di A e gli altri
due nei due punti di contatto con la Cayleyana delle due
rette costituenti la conica polare di A.

Se quindi I’ hessiana & una parabola divergente; (A
essendo il flesso all’ infinito ) dei quattro centri, tre si
trovano nel punto d’incontro della tangente di flesso alla
cubica in A con la polare armonica corrispondente e il
quarto nel puato di contatto di quest’ ultima con la
Cayleyana .

Sulla Cayleyana si trovano dunque in questo caso i
quattro centri della cubica e tre di essi riuniti nella cu-
spide che corrisponde al flesso A della cubica primitiva e
dell’ hessiana .

90. Cerchiamo le posizioni dei centri quando la cubica
possiede un nodo all’ infinito.

Allora una delle coniche diametrali & costituita dalla
coppia di rette parallele che sono le tangenti nodali; i
quattro centri dovendo appartenere a queste due rette, ne
avremo uno su di ognuna a distanza finita; gli altri due
cadranno nel nodo.

Se la cubica invece di un nodo possiede una cuspide
all'infinito e la tangente cuspidale non & la retta all’in-
finito; la curva possiede un’altro punto reale all’infinito
distinto dalla cuspide. Questo punto non pud essere un
flesso altrimenti la sua conica polare dovrebbe essere co-
stituita da due rette passanti per la cuspide e una di esse
dovendo essere la tangente di flesso, la retta all’infinito
sarebbe questa tangente e incontrerebbe in pit di tre
punti la cubica.
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« Una cubica non pud conlemporaneamente avere
all infinito un flesso e una cuspide senza spezzarsi ».

51. Facciamo finalmente il caso in cui la cubica
possegga una cuspide a distanza finita. Tutte le coniche
polari e quindi tutte le coniche diametrali si toccano nella
cuspide avendo ivi per tangente comune la tangente cu-
spidale. Dei quattro centri, due sono nella cuspide; I’hes-
siana si spezza in tre rette passanti per la cuspide; due
di queste rette coincidono con la tangente cuspidale.

Se si prende il vertice (0; 0; 1) del triangolo fon-
damentale nella cuspide e il lato x; == 0 per tangente

cuspidale, 1' equazione della cubica pud mettersi sotto la
forma :

o @ 4 ay = 0

L’ equazione della " conica diametrale di un punto di
parametro 2 &

X (ayy } 4 2y ) - 09 (2igg A - 2009 ) +
22w, (aypgr + ay) 4222 =0

11 discriminante si riduce a:

— 403 (@199 ) - gy )

che si annulla due volte nel vertice (O ; 1 ; 0) del
triangolo fondamentale ciod nel punto all’infinito della
tangente cuspidale, come del resto & naturale, perché
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tulti i punti di questa tangente sono doppi per lhessiana.

Dunque; delle tre coniche diametrali che si spezzano due
coincidono e sono costituite dalle due rette :

2 —
ayte @y 4 2 ayge ) X + 2ty wy? =0

Py

passanti per la cuspide; 1’ altra & costituita dalle due :

x =0 ; 2,

Zq41 Gggg ~ X9 Aiga % +
+ 2z, % %yya %agp — opgg %y90 2 + 2 g w3 = 0.

In questo caso i centri sono i puuti comuni alle tre
rette :

9
aye %4 4 2 gy, @ Xy 4= g 02 = 0
o % &y1q %gge — Ayya %gon ‘ +
+ 2w, % %yyg Ooge — 13 Gygn Q + 2 2y, w3 = 0.

Assi di simmetria.

52. Particolarizzando per una cubica i resultati otte-
nuti ai §§. 4, 5, 6, per le curve di grado dispari in
generale abbiamo i teoremi seguenti :

« La condizione necessaria sufficiente perché una
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cubica possegga un asse di simmetria & che abbia un
flesso all’ infinite che sia il coniugato armonico del
punto all’ iafinito della polare armonica del flesso ri-
spetto alla coppia dei punti ciclici del piano ».

« Questa polare armonica & I’ asse richiesto ».

« Data una retta /

(hH) Ly == m X, + n X3
e una cubica
ama == O

le condizioni che debbono essere soddisfalte perche la
retta (1) sia un asse dv simmetria della cubica sono:

oy Py =0 5 a0 g =03
E——1 M 3 p—1
@) P %3 0 5 @, 0
dove :

a(‘(i) = aQGZ) == a3(3) == ]_ ; as(” =3 053(@) :O
@ =—mn ; & =n ; @@ =-—a)=—my.
« Tutte le cubiche simmetriche rispetto a una me-

desima retto costituiscono un sistema lineare OO° ».
53. Quando si sappia che la cubica possiede un flesso
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. m © yis
all’ infinito e si conosca il parametro A =~ che indivi-

dua il flesso sulla retta all’ infinito, il problema prece-
dente si risolve con grande semplicitd.

E infatti 1’ equazione della tangente di flesso sard
della forma:

nwx —mxyg+ pay=0

dove p sard da determinarsi in modo che fra tutte le
rette parallele che rappresenta la equazione precedente;
quando in essa 7 ed m sono costanti e p varia da retta,
a retta; 1’equazione precedente rappresenti la tangente di
flesso. Supponiamo che cid avvenga per il valore p’

di p. Allora I’ equazione della cubica pud mettersi sotto
la forma :

n X — M &y +p'ac32 X
Xijawld+bal+c w42 h o, 0, +2 g w2 f o, w3% =k a3}
La conica polare del punto (m ;%n;0) &:
N @y — T Ly +p'w3€ X
X, @t 4 @y (b mekb n) + g (g k) | =0

che si spezza naturalmente nella tangente di flesso :
S. N.
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’
nXy— Mo, 4 p 03 =20
e nella polare armonica corrispondente:

@y (@ m4-hn) + 2y (h m+bn) + 23 (9 m+-fn) =0

Se il triangolo fondamentale & stato preso rettangolo nel
vertice (0;0; 1) si passa alle coordinate cartesiane
‘ortogonali supponendo wy,==1 e affinché le due rette pre-

cedenti siano ortogonali deve essere

mn(a—b) —~h(mi—n?) =0
La condizione cercata & dunque che fra il parametro X
del flesso all’ infinito e i coefficienti @ ; & ; % passi la

relazione

2 __ a_b__ —
A A 7 1=0

quando perd I'equazione della cubica in coordinate carte-
siane z e y sia ridotta della forma:

(@—2 y+p) (@ 2*+b y*+2 h o y-+-2 g w42 fy+c) =1

I valori di & tratti dalla equazione:

B—) e — 1 =0



@
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son sempre reali perché il discriminante & sempre posi-
tivo; questi valori sono indeterminati quando

ciod quando la ternaria quadratica; che entra nella equa-
zione della cubica; uguagliata a zero rappresenta un cer-
chio. In questo caso la cubica & ciclica, ciod passa per
i punti ciclici del piano: qualunque sia A ’equazione:

B2 — (a—b)h—h—0

é soddisfatta; dunque:

¢« La condizione necessaria e sufficiente affinché
una cubica ciclica abbia una retta di simmetria é che
abbia un flesso all’ infinito » .

54. Se la tangente di flesso é la retta all’ infinito,
la cubica & una parabola divergente. Prendendo il flesso
nel vertice (0; 1;0) del triangolo fondamentale, 1’equa-

zione della cubica pud scriversi:

aw®4-bwe fcx? 2 hayw,4-2 g @ wy+-2 f g o@sg =k,

la conica polare del punto (0;1;0) &
wsghwl—kbm@-{—fwsg:O

che si spezza nella tangente di flesso w;==0 e nella po-

AN [RE:R e Pl 20
5 e
(",3/"‘ K

by
\‘:-f)(‘ Py oy
CANLEY VT
:
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lare armonica corrispondente:
hoy 4 bxy - [fr,=0

Questa deve essere perpendicolare alle rette che hanno la
direzione del flesso e per esempio alla

oy = 0

Se quindi il triangolo fondamentale & stato preso ret-
tangolo in (0; 0; 1) e si passa alle coordinate car-

tesiane @ ; y ponendo x, = 1, la condizione affinché le
due rette

hoe +by + f=0; x =20

siano ortogonali & A=0 . Si giunge alla stessa conclu-
sione ponendo il flesso nel vertice (1 ;0;0).

« La condizione necessaria e sufficiente affinche
una cubica parabola divergente ammetta una retta di
simmetria & che preso per punto all’ infinito di un
asse di un sistema cartesiono ortogonale <l flesso,
U equazione della cubica manchi del prodotto delle
due variabily x, y ».

95. Abbiamo giad dato al §. 37. la forma delle equa-
zioni di cubiche simmetriche. Vogliamo ora mostrare co-
me si possano riconoscere le diverse forme che pud avere
qualcuna di quelle curve. Fra di esse le pilt notevoli
sono quelle simwmetriche rispetto a tre assi reali. Vedia-
mo come si possano classificare relativamente alla forma
e al numero dei rami che le compongono.
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Riferendo la curva a un sistema cartesiano ortogo-
nale di cui I’asse delle @ sia un asse di simmetria e
I’ origine il punto comune agli assi reali I’ equazione di
queste curve & della forma §. 37:

@ — By 4 A (@t yt) fp=0

essendo A e w 1 parametri che servono a individuare
la curva.
L’ equazioni dei tre assi sono:

y==0 ; y=wV¥V3 ; y=—=xV3

La curva ha tre flessi all’infinito nelle direzioni per-
pendicolari ai tre assi. Se si assume per triangolo fon-
damentale quello formato dagli assi cartesiani e dalla
retta all’ infinito, le coordinate dei flessi sono:

©0;1;0 5 ¥3,1;0) ; (—¥3;1;0)

-

le equazioni degli asintoti:

= - 2
=g ; $~V3y+—§—k=0 ; w+V3y—{—§1:O

Essi formano un triangolo equilatero i cui vertici
stanno sugli assi di simmetria; le coordinate dei vertici
SONo :
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G+ Giod) s (-5)

« Tutte le cubiche simmetriche rispetto ai tre me-
desimi assi costituiscono una rete. In questa rete sono
tmmerst gli infinite fasce ognuno dei quali & formato
da tutte quelle cubiche che oltre avere comuni gli
assy di summetria, hanno anche comunt gl asintoti. 1
nove punii base di ognt fascio st raggruppano a tre,
a tre nei flessi all infinito » .

56. Per esaminare a quali forme diverse di curve pud
dar luogo la equazione del §. precedente, osserveremo che
le intersezioni della cubica con la retta all’infinito sono
reali e quindi la curva avrd sempre rami estendentesi
indefinitamente, né potrd essere costituita da un solo ramo
tutlo sitnato a distanza finita. Inoltre & noto che una
curva di genere p possiede p41 rami al massimo; dun-
que la nostra cubica potrd essere costituita da uno, o da
due rami. In ognuno di questi casi dovrd sempre esistere
un ramo esteso indefinitamente in tre direzioni. Quindi
nel 1.° caso la curva possiederd questo sol ramo ( Fig.
1.* e 2.); nel 2.° questo ramo insieme ad un altro
chiuso, simmetrico rispetto ai tre assi e percid non avente
flessi altrimenti una tangente di flesso incontra in pit di
tre punti la cubica; questo 2.° ramo sara dunque un’ovale
simmetrica rispetto ai tre assi e situata internamente al
triangolo degli asintoti. Il ramo infinito pud essere di due
specie a seconda che incontra in tre punti reali, o in
uno ogni perpendicolare agli assi.
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Nel 1.° caso lo chiameremo ramo infinito di 1.* spe-
cie; nel 2.° ramo infinito di 2.* specie.

57. Esaminiamo ora se esistono condizioni analitiche
a cui debbono soddisfare i parametri 2 ; w corrispondenti
a questi diversi casi.

1.9 Caso. — « La curva é costituita da wun sol ra-
mo nfinito » (Fig. 1.% e 2.*).

La condizione analitica corrispondente si trova espri-
mendo che I’ asse delle « incontri la curva in un sol
punto reale, ossia che 1’ equazione :

1) o 2 =0

abbia una sola radice reale. Ora il suo discriminante &

e

Se dunque si pone

428 4+ 2Tpu=A
la condizione richiesta & che A u sia positivo. Per distin-
guere ulteriormente il ramo infinito di 1.* specie da

quello di 2.* specie occorre osservare che nel 1.° caso
I’ equazione

2y 4 =0

che da le intersezioni (le due che sono a distanza finita)
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dell’ asse delle y con la curva debbono essere reali
(Fig. 2.*); nel 2.° immaginarie (Fig. 1.*) nel 1.° caso
si richiederd quindi che 2 u sia negativo, positivo nel 2.°
2. Caso. — « La curva oltre il ramo wnfinito pos-
siede anche U ovale » (Fig. 6.%).
L’ equazione (1) del caso precedente possiede allora
tre radici reali e quindi

Ap <O

Il ramo infinito non pud essere in questo caso di 1.
specie altrimenti 1’ asse delle y avrebbe con la curva pia
di tre punti a comune.

98. Se A==0 la curva si spezza in tre rette; se i=0
il discriminante della (1) & positivo e quindi si ha un
ramo infinito di 2.® specie; se finalmente si annulla g la
curva possiede un punto isolato all’origine e il rimanente
& un ramo infinito di seconda specie .

Possiamo riunire questa discussione nel seguente
quadro :
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/
{

Un ramo infinito df 1.* specie
<0y p. (d=—1; p==1) Fig. 2*
Ap>0
Un ramo infinito di 2.* specie
220 Es.: (=1 ; p=1) Fig. 1.2
o Un ramo infinito di 2.* specie e un'ovale
1 0/An <0 .
SOH < Es.: (2=3 ; p=—1) Fig. 6.
/ 0 La curva si spezza in tre rette
A==
Es.: (d=—3; p=1%)
Ap—
* Un punto isolato all’origine e un ramo

p=0 infinifo di 2.2 specie
Bs.: (a=1; u=0)

Un ramo infinito di 2.* specie
Es.: (=0 ; p=1) Fig. 1.2

2=0
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Applicazione dei risultati generali al caso
particolare delle quartiche.

Linee diametrali.

59. L’ equazione di una guartica pud porsi sotto la

forma :
Ug=a, 2t +4a, 208 +6 do 02 + 405205 4 a,=0

dove le @ sono binarie in «, ; wp di grado uguale al

loro indice :

@y == ayn 0F 4 ayy 85 0y + 6 ayyg 02 2,2 4

X + 4 00 @y @° + Fagye o

@ 3= Buy 2,° + 3 Pug @:® 0y + 3 Pras @4 Xa* + Page w4’
@y = yu 0% 4 2 719 @1 @2 -k 739 #°

ay == 3‘ Xy + 32&‘2

I’ equazione della cubica diametrale di un punto

(y15 925 0) &
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YU W,
y;gﬁ%‘@/eb‘;zo

ossia

@y’ % 2y Yo+ %ae Yo ; + %’ % dioee Y1+ gge0 Y z +
+;€33 % Sy, + % ye i—l— 3 x,® mﬂ%““myl + “442%y9%+
L R L LT A
+ 3 2 2! i Iy + 70 Y 2 + 3 @y’ “33612294 + Box .%E%—
+ 3, xsgg)’m Y1 -+ e yz§+ 6 @, wq wszﬁm Y1+ Bas yai=0

« Tutte le cubiche diametrali formano un fascio 1
cut 9 punti base sono ¢ 9 centri della quartica e co-
stituiscono insteme la 1.* linea diametrale principale

che ¢ di ordine zero » . ’

Per un punto (m ; = ; p) del piano passa una sola

cubica diametrale; il parametro % corrispondente & dato
dalla equazione:
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%] oy P A @yge W 4 9, pP 4 3 P oy
+3mn‘o¢,m+3m9p51“+3mp27“+
4+ 302 p Pt 3np* e+ 6mapfi +
+ ange M = agge 02 + 9 PP A 3 m? oy, +
+ 3 m n? gy + 3 p Biye + 3mp?ye +
4302 pPogs +3nPtree+ 6mnpPa=0

60. L’equazione della conica diametrale di un punto
(915 525 0) 8

[(sg+ gt o) 1,50

Qvvero:

w2 2 auy Y T Ry Yy Y+ %im yﬂgg +

+ @2 ’ dyyee Y1t 2 2ime Yy Yo Tt g Yo’ 2 +
A % oyt +27a Y Va1 ys % +

4 2 oy a0y % e Y2+ 2 %iyee Yy Yot ¢ham ys' i +

2,y | Byt + 2B e+ B st | +

+ 2w, @, % @1;"2%@‘*‘2@122?/1 Y. + ﬁmyzgi = 0
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Per un punto (m ; » ; p) del piano passano due
coniche diametrali .

I parametri dei punti all’infinito di cui esse sono
coniche diametrali sono le due radici della quadratica:

2 % T e TN
+2mnay, + 2mphy + 20 Pus z +
+ 22 2 dryga M2+ 2ppge B+ 719 P*
+2mn a4+ 2mp Byt 20 p Py % +

+ apigy MP A aggee 1P - ¥ g PP+
+R2mmn g, +2mp P+ 20 p ey =0

Se s’ indica con U il coefficiente di 2?; con V quello
di 2 2 e con W quello indipendente, 1’ equazione della
conica diametrale di un punto di parametro A assume
la forma

U+ 22V 4+ W=0
dove
U=0 ; V=0 ; W=0

Allora da questa equazione e dai resultati generali
ottenuti ai §§. 2. e 3. resulta:
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« La seconda linea diamnetrale principale & una
quartica ».
Essa pud riguardarsi: ‘
1.% Come 1l luogo dei centri delle cubiche dia-
meétralt ordinarie ;
2.0 Come il luogo der punti le cui coniche polari
sono parabole;
3.° Come U inviluppo delle coniche diametrals
ordinarie » .
L equazione di questa curva &

UW—-ViE=(

« Sev coniche diametrali si spezzano ognuna in due
rette. Queste 12 rette sono 12 bitangents della secondan
linea diametrale principale ».

Per uno qualunque dei sei panti doppi P; delle coni-
che diametrali passano le quattro seguenti curve :

1.0 La terza linea diametrale principale;

2.9 La steineriana della quartica primitiva;

3.9 La jacobiana della rete di coniche indivi-
duata dalle tre U ; V ; W;

4.9 I hessiana della cubica diametrale del punto
all'infinito la cus conica diametrale ha per punto dop-
pio ¢l punto Pj. ‘

La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W
contiene pure i tre punti diagonali di ogni quadrangolo
determinato dai quattro centri di ogni cubica diametrale.

Le sei coppie di rette in cui si spezzano le coniche
diametrali essendo bitangenti della quartica :
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UW — Ve 0

sono anche tangenti semplici della Cayleyana della rete
individuata da U ; V ; W,

I sei valort di A che annuallano il discriminante di
BMUS20V W =0

sono i sei parametri dei sei punti all’infinito dell’ hes-
siana della quartica primitiva. Se quindi dai sei punti P;
si tirano delle rette che abbiano per parametri dei punti
all’infinito i corrispondenti sei valori di A suddetti, si ot~
terranno sei tangenti della Cayleyana della quartica data.

La jacobiana della rete individuata da U ; V ; W
incontra la seconda linea diametrale principale in 12
punti; esistono dunque 12 coniche diametrali ognuna delle
quali ha a comune con questa linea un quadri-punto e
due bi-punti: ma ogni quaderna di punti di contatto di
una conica diametrale con la seconda linea diametrale
principale; costituisce quattro centri di una cubica diame-
trale e se due di questi centri coincidono la cubica & cu-
spidale ; d’ altra parte el fascio delle cubiche diametrali
ve ne sono 12 e non pilt con un punto doppio, dunque se
ne conclude che:

« Tutte le cubiche diametrali di genere zero sono
cuspidali » . :

61. La terza linea diametrale principale e
Pipocicloide di Steiner.

Fra tutte le linee diametrali di una quartica, la pit
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notevole ¢ la terza linea diametrale principale. Secondo i
resultati generali questa linea pud riguardarsi:
1.0 Come ¢l luogo dei centri delle coniche dia-

metrali ordinarie;

2.9 Come ! luogo dei punti le cui cubiche polari
toccano la retta all infinito ;

3.0 Come U inviluppo dei diametrs.

Questa curva & del 4.° ordine e di 3.2 classe ; pos-
siede quindi tre cuspidi e una bitangente. Si presenta
percid naturalmente la questione di ricercare se essa pud
essere un ipocicloide di Steiner.

Vediamo intanto come si possa trovarne 1’equazione.

Ponendo

by = gy D1 + %2 B2+ By X
by == a3 T1 + %00 Ty + B2 7y
by == % 190 @) ~+ %1909 Pa -+ Prag ¥
by == 299 @4 + tgea3 Ty + Paag s

il diametro di un punto (y, ; y, ; 0) &
(D) boyd+3byltys+3bayiys + b;9° =0

Resulta intanto che per un punto P del piano passano
tre diametri della quartica. Si ritrova cosi che la curva
di cui si cerca 1’ equazione & di 3. classe.

D’ altra parte essa fa certamente parte del luogo di
un punto P tale che coincidano due dei tre diametri della
8. N. 8
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curva che passano per esso. Siano [ ; m ; n questi dia-
metri .

Due di queste tre rette; per esempio [ ; w2 possono
coincidere per due ragioni diverse; o perché un polo di
I e uno di m coincidono in uno stesso punto all’infinito
e allora il luogo del punto P & Yinviluppo dei diametri;
o perché due poli di / sono situati all’ infinito ( coinci-
denti, 0 no); in quest’ultimo caso il luogo del punto P
costituisce 1’ insieme delle bitangenti dell’ inviluppe pre-
cedente .

E per questo che quando si annufla il discriminante
della binaria (1) in y,, y, si ottiene una equazione cui
soddisfa il solo inviluppo, ma non 1 insieme delle sue
bitangenti, quantunque tanto per un punto di una bitan-
gente quanto per un punto dell’ inviluppo passino due
diametri coincidenti della quartica.

L’ equazione dell’ inviluppo & dunque:
Py=0¢?by* —6by b, beby+4b, by-+4b, by —3b,*, = 0

ciod una curva del 4.% ordine.

L’ equazione precedente pud anche porsi sotto la for-
ma di determinante :

Pmc '__'0

0 b 2b b
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62. Se si annulla identicamente 1’ hessiano della bi-
naria (1) si ottengono le condizioni che devono essere

soddisfatte affinche le tre radici della (1) nel rapporto%’
‘72

siano coincidenti. Queste condizioni sono le seguenti:

Dunque i tre punti comuni alle tre coniche:

Up = by by — b2 =0
Vg = by by— b, b, =0

W, == b, by — by? =0

saranno tali che i tre diametri [ ; m ; n passanti per
ognuno di essi coincideranno perché un polo di [; uno di
m; e uno di # sono riuniti in un sol puato all’ infinito.
E per questo che le tre coniche precedenti non passano
per i punti di contatto della bitangente quantunque ognuno
di questi punti sia tale che coincidano in una sola retta
i tre diametri della quartica passanti per esso: questa
coincidenza avviene ivi perché due poli di [ sono all’ in-
finito non coincidenti e un polo del diametro rimanente
m coincide con uno dei poli di ! all’ infinito.

Le tre coniche uy 5 vg 5 wy passano per le tre cu-
spidi della quartica Py. Gli aliri due punti in cui
Dy MCONEra Uy e w, sono quelli wn cui P, & toccato
dalle rette b, , by e anche appartengono il primo alla
retta b, ; il secondo alla retta b,.
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Il punto comune a uy e wy non giacente su v, sia
sulle rette b, e by, contemporaneamente ma non ap-
partiene a Py.

Queste proprietd si verificano direttamente sulle equa-
zioni di uy ; vy ; wy @ su quella di Py la quale pud an-
che scriversi sotto la forma :

vx(bob3—4bl b%) + 4 (6127Dx——bggum)=0,

63. Se si sostituiscono per b, ; b, ; by ; b, 1 loro
valori si trova:

—m 2 — 2 )
Ugy==00 %“HH ITT mgg + ag?

%yq12 %129 — “24122;'{'
+ ag? %ﬁm ﬁm"‘ﬁgmg'l‘fvngzauu &ygag™ %y142 %1102 %‘f
+ , 2, i %1 Prag T+ usae Prag — 2y100 Buye g +
+ g @, g %110 Braa + Braz %pog — Retqien Prag % =0

W,==r,* i %y11g %9990y 199 g + o, t 199 Fgage *"1232 % -+
+ 90323 ﬁm@em""ﬁemi‘{‘ @, xﬁza“h} dgg99— %499 "‘mez -
+ », , % %1119 Page 1 %ya09 Prig — Ra;49 ﬁmf +

+ g a4 g 4139 Bass - ctagey Biyg — Ret1geg ﬁm; =0
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Segue per i resultati del §. 49. che le due coniche:

coincidono con le coniche diametrali principali delle due

cubiche:
d
ﬂ4 a, + a2, 8 =0
a 1
— e, taay; =0
d Lo

onde ogni cuspide della quartica P, & centro comune
a due delle coniche diametrali ordinarie delle cubiche
precedenti.

64. I noto che la caratteristica della ipocicloide stei-
neriana & di toccare la retta all’infinito nei punti ciclici
del piano. Se dunque riesciamo a trovare le condizioni
analitiche che debbono essere soddisfatte affinché la bitan-
gente della quartica tricuspidale P, sia la retta all’infi-
nito e i punti di contatto sieno i punti ciclici, i diametri
della quartica primitiva invilupperanno 1’ ipocicloide sud-

detta. .
Ora le condizioni perché una curva di grado = pari

tocchi 5 volte la retta all’ infinito nei punti ciclici sono

state trovate in generale al §. 7. e chiamammo allora

ipercicliche le curve che godevano juesta proprieta .
Nel caso nostro queste condizioni si riducono a che

la binaria biquadratica in @, ; @, che entra nell’ equa-
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zione della curva sia la potenza seconda, a meno di un
coefficiente esterno, di

2,2 4 g’

Se quindi s’indicano con A,y ; Ay ; - - -, 1 coefficienti
di questa binaria nella equazione di P, dovremo avere:

1
Anu = Aema = P) Anee

Anm - Amaa = 0

Ma la binaria biquadratica in wx, ; @, nell’ equazione
di P, é evidentemente il determinante :

“e

2y By e ®Pe; RAePrtoygere) 5 @yaayatesn®y 0 ‘
0 ;o anu®ibayng®y ;5 2@, tauee®y) 5 aye® “mea”ai
o419y Fouaa § 2(@1120%1 F Q1900 ) 5 Froge Brtotasae s 0 !

0 3 an®ytaa®s 5 2(pige21dagee Ta) 5 %yage B4 4 dggn M

Le condizioni richieste sono dunque le quattro se-

guent! :
\
%y 2“4112 %109 0 &g 2“1122 %990 G
G
9 0 % 2 %110 %it0g %iatg 2 %1100 Fio0n
=2
., [y
Linng zaim 1900 0 %190 ’e“mz o999
‘ LT 2 Xi190 @090 v 4109 2 Zio20 Fanes
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%41 2o, i 0 | %o 2 Fyige Fypge 0

0 %ipgg 2 gy Fige + %yaxe 2 %y Rppey

%4119 2 Py O %1100 2t g 0
e 2 %1990 Foses 0 %1429 2 %150 e

Xy 2 %y Pz 0 1u1e 2 iare Pagon 0

0 LT R, %1000 + 0 @, 2 1192 Fpa0s

%iiag 2 %ip0p iz U %1190 2 2y Zoon

0 %190 2%, Fo000 0 g 2 %129 Fagee

% 2 i Gygp O Ly 2 %y Fyop 0

0 Xia1e 2 %1109 Fia2e + 0 %iu 2 %1110 %1920

%ii1e 2 %1909 amzho Liio 2, %1920 0

0 %4109 2 %1900 %100 0 %12 2 %1192 %202

Ry 2 %1 Faee 0 Zun 2, 0

0 %1 22, %1909 + %11 20ty LTS

LTt R %jio Fione 0 Zyite 2 %100 %anee

0 %yiao 2, o009 0 %y1ag 21 %1900 %00

%111 25 ipse 0 112 oy, 0

0 LI 2 2y, Fiyge + 0 %uun 2“1“2 %iize

Lipae 2l Figgs 0 %4190 2 g %aone 0
%400 2 %100 Foo2e %i1re R %100 Pigns

»
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« Esiste un sistema o' di quartiche tali che
luogo dei centri delle loro coniche diametrali é Uipo-
ciclovde di Steiner; ovvero tali che ogni loro diametro
e la retta che unisce ¢ piedi delle perpendicolar:
abbassate da un punto qualunque di un determinato
cerchio del piano sopra © lati dv un triangolo iscritto

nel cerchio ».

65. C’ & un caso assai semplice in cui le condizioni

222

1222

aiiii 2 aii?? di??? O
aliiz 2 ail?z ai

alii? 2 “1222 a???? 0

0 ali?? 2 ai??? a????

aiil? 2 ail?z aii?? 0

0 alii? 2 aiil? «

dli?? 2 ai??’ ai???

0 o, 2a, a

2222

— 120 —

%yinn 22, %1900
+ Lo 2 %1909
%190 ,2 “iags %g00e
0 Lo 2o
%112 2 %iiap %909
+ 0 SIVPD) 2“11@2 «
%4100 2 o0 %agee
0 * 122 2 %999

precedenti sono soddisfatte .
Se nelle equazioni trovate poniamo:

%i1g2

si ottiene:

%11

ciod anche

%1999

Za999 == 3 a9

nella equazione della quartica primitiva U, la

1222 &«

o
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binaria biquadratica in @, ; , & il quadrato di x,2+4-ax,2;
o altrimenti anche Uy tocca la retta all’infinito nei punti
ciclici .

Possiamo dunque dare quest’ altra geoerazione del-
I’ ipocicloide di Steiner:

« Hssa & 1l luogo der centri delle coniche diame-
trali ordinarie, o I inviluppo dei diametri di una
quartica di terzo genere bitangente alla retta all’in-
finito nmei punte ciclici del piano della quartica ».

66. I diametri di questa curva potranno quindi accop-
piarsi in modo che quelli di ciascuna coppia siano orto-
gonali fra loro; i punti d’ incontro dei diametri di cia-
scuna coppia sono situati sopra un cerchio che vogliamo
ora determinare. Basta percid rammentare che secondo
i resultati di Steiner relativamente a questa ipocicloide il
centro di questo cerchio e il suo raggio possono trovar-
si cosi :

Sia M il punto comune a due tangenti ortogonali
aeb ; NePipunti di contatto di @ e b, se Q & il
punto di wezzo di N P (la guale ¢ un’altra tangente)
il cerchio che ha per diametro M Q e per centro il punto
di mezzo di M Q & il cerchio richiesto.

Nel caso del §. precedente posto «;,,, == 1; ¢id che
¢ sempre possibile, perché basta dividere tutti gli altri
coefficienti della quartica per «,,,; abbiamo:

x
c by =2 4 By g ; bi=§2+ﬁ“9m3;

@y
by gt Py 5 by=s g 0y
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Se quindi il triangolo fondamentale & preso rettangolo in
(0; 0; 1) le rette b, ; by sono ortogonali; ma ab-
biamo veduto §. 62. che esse sono tangenti alla quarti-
ca P, nei loro punti d’incontro con b, ; b, rispettiva-
mente; dunque per punti N e P possono prendersi i
punti:

(by 5 Dy) 5 (b5 by)

e per punto M Daltro (b, ; by); per punto Q il punto di
mezzo del segmento che unisce i punti (b, 5 b,) ; (bg ; by).
Ora é

M=(—8u;5— Bos2)
N=(—8mu;—=3Buw); P=(—3pu;— fue)

e quindi :

_ B + 3 Biaa | 3 Bua *+ Pose
q= (PR, 2hue b

percid le coordinate del centro del cerchio da determi-
narsi sono:

Ly == — ‘:)-; gﬁm + 54«;2% s Yo= _% %ﬁna + ﬁm%

il suo raggio:
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%‘/( ﬁ“, —3 Bz )Q + (ﬁeea —3 Bisa )2

e la sua equazione:

1160+ 8 (Buy + )l + {16 5+3 By + ] =
= (Lus — 3 Biea )* + (Poga — 3 Bs= )?

Conosciuto questo cerchio, esiste una costruzione sempli-
cissima data dal prof. Cremona per mezzo della quale
si ottengono quante tangenti si vogliono di P,; ma il
cerchio precedente si costruisce subito date le rette
by 5 by ; by ; by; ecco dunque come mediante la co-
strazione suddetta si possano costruire quanti diametri
si vogliono di una quartica bitangente alla retta all’ in-
finito nei punti ciclici.

67. Cerchiamo le tangenti cuspidali. I noto che esse
passano per il centro del cerchio precedente e sono ugual-

mente inclinate I’ una sull’ altra di g Queste tre tan-

genti sono i tre diametri di U, che passano per il punto
(2, ; y,) e quindi i parametri dei punti all’infinito di
cui esse sono diametri si otterranno sostituendo nell’equa-
“zione del diametro x, ; v, ; 1 per @, ; @, ; @5 e ri-
solvendo rispetto a % la cubica che ne resulta la quale é:

() > 1333 Brag — ﬁuig +4- 3 ki%ﬁm — 3 Biye % -+

+ 80 s — 3 s | + 3 Bua — i =0



Se 2, & una radice della precedente equazione, I’angolo w
che una retta passante per 2, all’infinito fa con I’ asse
delle » sard dato da

cotg w =

Siccome ogni diametro di U, & perpendicolare al suo cor-
rispondente sistema di corde; cosi ne viene che le tre
racizi & 5 X, ;5 )5 della equazione precedente devono es-
sere parametri di punti all’infinito di rette facenti a due,

. 2n .
a due un angolo di 350 g dunque sard:

).Zr—cotg<m+2?7c)=ll/£i%
¢ M
h—1V3
7«3=cotg<w+§)=l‘+)___17§
1

Dunque le tangenti cuspidali saranno le tre rette passanti
per (@, ; y,) e aventi per coefficienti angolari :

4+ V3 L —V3
YT, v3 T 1+0V3
dove 2, & una radice della ‘(1)-
Le tre tangenti di P, perpeadicolari rispettivamente
a queste tre tangenti cuspidali si otterranno sostituendo
successivamente nell’ equazione del diametro di Uy, a A:
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1 1—, V3 14+2,V3

W N+V3 S 9, —V3
Esse saranno dunque :

Pe=20by +3b 2+ 302>+ b2 =0

+

1—2v3 s 1—Ll 3 )2
9z = 03 % zg

)'1 + Vg )\1 + V.i—%

1-4V3
+3b2$m2+b3=0

142, ¥3

o e

11“V§

14+4, V3,
+3b.,;7{f-_—7/~§§ + b, —0.

Se § indicano con pg 5 ¢5 ; 7. le tangenti cuspidali di
P, e dal punto ( @y ; y, ) nelle direzioni rispettive:

(pepz ) (%5 Yo)
(92 92 ) (@5 Yo)
(rz7a") (2 5 Yo)

(essendo ( py pg ) il punto comune a py ; ps'; ec.) si
porta un segmento uguale a
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3 -
Zl/ (Bipn—3 Biae 24 (Baze— 3 Biye )?
si trovano le tre cuspidi della curva P,.
68. Riassumendo: « Possiamo costruire il luogo dei
centrt delle coniche diametrali di una quartica di ter-

z0 genere bitangente alla retta all infinito nei punts
ciclici, facendo rotolare nell’ interno del cerchio:

16+ 38w + B |+ § 105+ 3 (B + o) |

— 9} (B — 3 P o (e — 3 s )" |

un altro cerchio di raggio

l 2
21/ (B —3 B + (fos — 3 i)

il quale nella posizione iniziale tocca il cerchio pre-
cedente in uno dei tre punti (PzpPz); Qz9z); Tzrs)
antecedentemente determinati; il luogo é allora de-
seritto da questo punto di contatto.

L’ insieme delle tangenti a questo luogo cioé tutit
t diametri della quartica data & costituito dall’ insie-
me di tutle le rette che uniscono i piedi delle perpen-
dicolari tirate sui lati del triangolo delle tre vette
Pz 5 9z 5 Tz da un punto del cerchio circoscritto a
questo triangolo ». Il raggio di questo cerchio é:
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1 )
2 I/( Bit — 3 Biza ) 4 (Baga — 3 Puyg )?

69. Linee diametrali coniugate. — La cubica dia-
metrale di un punto A ha tre punti all’infinito B;C;D;
i diametri di questi tre punti passando per A sono pa-
ralleli: auesti tre diametri li chiameremo coniugati alla
cubica di A e viceversa. Resulta quindi che tre tangenti
parallele della terza linea diametrale principale costitui-
scono tre diametri coniugati a una stessa cubica dia-
metrale.

Dalla equazione del diametro di un punto di para-
metro % segue che il parametro 2, del punto all’ infinito
di questo diametro & dato da

— % ¥ 432 aye + 32 aym, + %2902
LTI ¥ 4 322 apge + 3 X oypee “+ %999

L4
)“l =

e si ritrova che per un valore di 2 ¢’é& un sol valore di
A, mentre per un valore di }, ci sono tre valori per 2.
L’ equazione di 3.° grado in 2':

1) At ayppg A2 3N 2y, + 3 k: gz + %2020
Y e A% 30 gy + BN 2i1gg - cigne

da i tre valori dei parametri dei punti all’ infinito della
cubica diametrale di 2,. Uno di questi & 2 naturalmen-
te; gli altri due vengono quindi a dipendere da una
equazione di secondo grado.

Se si pone per brevitd:
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Gasg ¥ 4 302 a0 + B % diggy + oggyy = @
@y 2+ 327y + 3 X augeg + @igg = b
Il coefficiente di 2'# rilella (1) &
@y b — ayy a
Il coefficiente di 22 :
B(ayeb —apea)
Il termine indipendente:
Gago2 b — a0 @

Dunque la somma e il prodotto delle radici saranno ri-
spettivamente:

3 (19 @ ~— @499 b) Upgep @ ~= Olagea b
)
Ay O — ayp a Gyg b — ayy @

Percid gli altri due valori di X' che si cercano saranno
le radici della equazione di 2.° grado:

3 ( Guge O — s @ )

Gz O — oy @

224 42t 4

Cyars O — Clygse b

1
T == (.

Ge O — aun a
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Se 2, ; A, sono le radici di questa equazione se ne
conclude :
« I tre sistemi di corde parallele aventi per pa-

rametrs der punti allinfinito:
IS

ammettono diametr: paralleli ».

11 discriminante della (1) & di 12.° grado in 2; dun-
que fra queste infinite terne ve ne sono 12 ognuna delle
quali possiede due sistemi coincidenti .

70. La conica diametrale k& di un punto A ha due
punti all’ infinito B ; C; le coniche diametrali A ; I di
questi due punti passano per A; chiameremo 4 ;7 le due
coniche diametrali coniugate della conica diametrale %.

Dall’ equazione della conica diametrale di un punto di
parametro ), si deduce che i parametri dei punti all’in-
finito di essa sono le radici della equazione di 2.° gra-
do in 24:

)"ie %“uu 22 + 2 Cig A g 2 +

@ 427,

+ iz A -+ 2 2490 ) - otggee = 0

Xiyia 22 + 2 Hyq29 A + %ya92 % —I"

se &, ; A/ sono queste radici le coniche diametrali di
A ; 2,/" hanno comune la direzione di un asintoto.

71. Dai resultati precedenti apparisce chiaro che i
S. N. ) 0
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punti all’ infinito dei diametri e quelli delle cubiche dia-
metrali individuano sulla retta all’ infinito una corrispon-
denza di Chasles (1 ; 3); al punto all’infinito di un
diametro corrispondendo i tre punti all’infinito della cu-
bica diametrale coniugata. Cosi dalla (2) del §. prece-
dente resulta che le coniche diametrali coniugate indivi-
duano sulla retta all’ infinito wuna corrispondenza di
Chasles (2 ; 2), perd quest’ ultima & piit notevole giac-
ché la (2) essendo simmetrica in X e 2, succede che preso
un punto sulla retta all’infinito, questo individua sempre
gli stessi due corrispondenti tanto se si considera appar-
tenente all’ una o all’altra delle due punteggiate, proiet-
tive sovrapposte.

Queste due corrispondenze di Chasles hanno eviden.

temente a comune i quattro punti uniti e sono i quattro
punti all’ infinito della quartica.

Quartiche di primo genere.

72. 1 teoremi precedenti si applicano senza notevoli
modificazioni alle quartiche di secondo genere. Fra quelle
di 1.° genere sono interessanti quelle i cui due punti -
doppi sono all’ infinito.

Se si prendono questi due punti per i due vertici
(0;1;0); (1:;0;0) del triangolo fondamentale,
I’ equazione di queste quartiche pud porsi sotto la forma.

o w4+ 2w xgw; (Laey + mowy) +

+x2da 2 2Fb altt e 0,242 [ xgwy 42 g wgw 2 howyw, = (



— 131 —

Confrontandola con I’ equazione generale di una quar-
tica sotto la forma data nel §. 59. si ha:

1

Ryyy == Kyp1g == Gyggg = dggea =0 ; otye = 5

{ m
By = Baa =0 ; ﬁug=*6 5 ﬁmz'§§

Lo . _b
/41—6 s 12 6 722“—6

L’ equazione del diametro di un punto (1 ; y, ; 0) si
riduce a: l

yiyegéoc,—{-moosz +?/4%%39"2+l“’32 =0

I tre diametri passanti per un punto P qualunque del
piano sono dunque costituiti da due rette aventi le dire-
zioni dei punti doppi all’infinito e dalla congiangente di
P col punto di coordinate (— m ; — ¢ ; 1); dunque la
terza linea diametrale principale si spezza nei due punti
doppi e nel punto (—m ; — ; 1). Segue che tutte le
coniche diametrali sono concentriche eccettuate le due
coppie di tangenti nei punti doppi le quali costituiscono
le coniche diametrali di quei punti stessi.
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« Tutte le quartiche la cui equazione pud dedursi
dalla :

o g + 22y 0, 0y (Lo +mxy) 4 w4 U=0

mantenendo fissi | ed m e facendo variare i coeffi-
cienti della U=0 in modo da portarla a coincidere
con qualunque conica del piano; hanno a comune 1l
centro delle coniche Jdiametrali ».

73. L’ equazione della conica diametrale di un punto
all’ infinito di parametro X &:

x @+ 222 4 xl

aﬂ-&2h1+b§-+
+4x4x21+2m,9@332!).+m%+

+29€2903§l7\9—|—2ml =0

Le coordinate del centro sono :

—8m ; —3103 ; 332,

Si ha cosi una conferma di un resultato ottenuto nel §.
precedente.
Se si pone

U=+ ax? 4 212, x,

Vm,?]lx32—f—2x, @y + 2 Loy g + 2 m ay oy
W=x,9—l—bx52+2’i’nwiw3
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I’ equazione della seconla linea diamotrale principale é:
UW — V2 =90

cioé :

w? @ + 2w, wy 24

l
§mi+3mm22+

r—a

4 4 b
+Q’)3! %0(’1% (gﬁ—%) —i—-a’}; (g?’/&g ——3‘>+

. [ 4 ab 2h
+ x5 (3”/1'2“_3“> +2_3-901 @y +

2hm b1
+2“( 3 '—3) T2mm ( 3 T3

Questa equazione & della forma di quella della quartica
data, dunque: .

« La seconda linea diametrale principale & una
quartica che ha gli stessi punti doppr della quartica
primitioa ».

La seconda linea diametrale principale ha per centro
delle sue coniche diametrali il punto (— ¢ ; — m ; 3); se
ora di questa curva si cercasse ancora la seconda linea dia-
metrale principale troveremmo analogamente (—I;—m;9)
per centro delle sue coniche diametrali e cosi continuando
ne concludiamo che :

« I centri delle coniche diametrali di quartiche
dedotte U una dall’ altra wn modo che ognuna sia la
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seconda linea diametrale principale della precedente;
e la prima (e quinde tutte) abbiano due punte doppi
all’ infinito; si muovono sopra una retta avvicinandosi
continuamente fra loro e tendendo verso un punto
fisso il quale & il vertice {0 ; 0 ; 1) del triangolo
fondamentale se gli altri due sono situati net due punti
dopp? ».

74. L’ equazione della cubica diametrale di un punto
(Y15 Yy 0) diviene:
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Tutte le cubiche diametrali passano per i punti doppi
della curva e quindi la corrispondenza (1 ; 3) di Chasles
sulla retta all’infinito viene ad essere un po’ modificata,
giacché un punto di parametro X ha per corrispondenti i
due punti doppi che naturalmente non variano al variare
di 2 e uno solo che dipende da 2; questa dipendenza si
ricava dalle formole del §. 69, da esse resulta che il
punto corrispondente di % diverso dai punti doppi della
quartica & il punto di parametro — 2.

In questo caso dunque i due punti doppi nei quali
vengono a cadere 1 quattro punti uniti della corrispon-
denza corrispondono a qualunque punto P della retta
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all’ infinito insieme al coniugato armonico di P rispetto
ad essi; o in altre parole, la corrispondenza (1 ; 3) di
Chasles si riduce in questo caso a una involazione or-
dinaria i cui punti doppi sono i punti doppi della
quartica .

« Il coniugato armonico di P rispelto a quest
punts doppt & il punto all infinito P' del diametro
di P; se questo diametro & un asse, la coppia P, P’
separa  armonicamente anche la coppia dei punti
ciclict del piano cioe P, P’ sono gli elementi doppt
dell’ involuzione indiwiduata sulla retta all’ infinito
dai punti doppi della quariica e dat punti ciclici del
SUO PLAn0 > .

75. La lemniscata di Bernoulli, la conchiglia
di Pascal e la cardioide.

Se il triangolo fondamentale & rettangolo nel vertice
(1;0;0), se in questo puato & situato quello fra i punti
doppi di queste tre curve che & a distanza finita e il
lato w,=0 & la retta all’infinito del loro piano, I’ equa-
zioni di queste tre curve possono dedursi dall’ unica

(22 + 22 — 2 r o, 203 )2 = a® @, (02 £ 0,2)

Tutte e tre queste curve sono quartiche di genere zero.
Se nel 2.° membro si prende il segno superiore si ha la
conchiglia di Pascal; » essendo il raggio del cerchio ge-
neratore; @ la lunghezza costante che si riporta sul rag-
gio vettore: questa curva ha un nodo all’origine e come
caso particolare ne viene la cardioide quando 2 » = a,
essa ha una cuspide all’ origine; tanto la conchiglia
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quanto la cardioide sono quartiche cartesiane ciod hanno
due cuspidi nei punti ciclici, le loro tangenti cuspidali
essendo le due rette che partono dal centro del cerchio
generatore e vanno ai punti ciclici stessi; il lato 2y==0
del triangolo fondamentale & per entrambe una retta di
simmetria e per la cardioide é la 3.* tangente cuspidale
mentre per la conchiglia & una delle bissettrici dell” an-
golo delle tangenti nodali.

Se poi nell’ equazione precedente si fa r=0 e si
prende il segno inferiore nel 2.° membro, si ottiene I'equa-
zione della lemniscata di Bernoulli la quale ha tre nodi,
uno all’ origine e gli altri due nei punti ciclici: & dun-
que una quartica bicircolare. La distanza dei due punti
fissi (tali che & costante il prodotto delle loro distanze
da qualunque punto della curva ) dal nodo, origine delle

. . a . P
coordinate, & =+ V—:Q. Questa curva ¢ una quartica simme-
trica rispetto a due rette ortogonali. Le tangenti nodali
nei punti ciclici sono:

w,—{—i(xg—}-l—/(%xg):() xf"—i%_l',%x‘a‘):()

a

) + z'(wg _%ms)mo 0 — 1(002 ﬁ@%):o

ciod le due coppie di rette che partono dai due punti
fissi suddetti e vanno ai punti ciclici del piano. Questi
due punti sono quindi due fuochi della lemniscata come
é un fuoco della conchiglia e della cardioide il centro
del cerchio generatore.
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76. Noi porremo 1’ equazione del §. precedente sotto
la solita forma

of f ot (@ —4r)xatar | +
+903§41"0013—{—47'w,m29%—(90194—9022)2:0

L’ equazione del diametro di un punto di coordinate
(15925 0)8

La terza linea diametrale si spezza quindi in tre punti
che sono i tre punti doppi. Cosi tutte le coniche diane-
trali della conchiglia e della cardioide sono concentriche
al cerchio generatore, quelle della lemniscata al nodo
che & a distanza finita.

Le coniche diametrali che si spezzano sono sei ed
hanno per punto doppio il centro del cerchio generatore
nel caso della conchiglia e della cardioide; questo punto
sard dunque almeno sestuplo per le Steineriane delle due
curve. Nel caso della lemniscata solamente quattro delle
coniche diametrali che si spezzano hanno per punto dop-
pio il nodo reale perché le altre due sono le due coppie
di tangenti nei punti ciclici; ma per I’ origine passano
pure le due tangenti nodali le quali costituiscono la co-
nica polare dell’ origine stessa ; dunque la steineriana
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della lemniscata ha almeno un punto quintuplo nel nodo
reale della lemniscata stessa.
77. L equazione della conica diametrale di un punto

(yr59.50) ¢

2 2
—w12§y49+%%——w53%‘~+9¥€+

0t —4 78 o 4
+ @5 6_*“'912 ig Yo’ 2 3T Y Y +
2 ay eyt byt | 2m ey Sy =0

Le coordinate del centro sono:
1" 1
""§(3/42"}‘y2a ) R VR "'-‘3‘(3/‘12 + y*)?

cid che conferma i resultati del §. precedente. Se si
pone :

2z, a® — 4 r?

U==_mf——3 —{————6—11;39—}—2-;'30,903

2 2
V = g% By +§7'x2 T3
0.2 : 2
W e — »3"‘——9022:*‘_003?% +T§x: Xy
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L’equazione della seconda linea diametrale principale &:
UW— V2 =20

Ossia:

2 __ 402 g2
(o +afP +ader | 4r =TTl +
2 ..___4,3
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at — 4 r2

Se si adottano i segni superiori dove se ne hanno due
si ottiene la seconda linea diametrale principale della
conchiglia . B una quartica bicircolare, non passa per
I’ origine, ammette la retta a;=0 per asse di simmetria:
per 2r=a si ottiene la seconda linea diametrale princi-
pale della cardioide :

2
2 2
%xi—}—xe Rrx x,

=—~w3922r*(:&,9+m2‘3——2rw,x3)

by

Questa curva & cartesiana . passa per la cuspide reale
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della cardioide avendo ivi per tangente I’asse x,=0; &

simmetrica rispetto alla retta ap=0. La seconda linea
diametrale principale della lemniscata &

2 ali a?
e 2 , 2 2oL 2 2 __ .9
@y +,a@g> —1—19003 =g % (/)02 2,

¢ una curva bicircolare non passante per il nodo reale
della lemniscata; & simmetrica rispetto a xy;==0 ; 2,=0.
78. L equazione della cubica diametrale di un punto

(5925 0) &
3, —p 2 2 9 .
— 2 Yo — 2° Yo Mo Yy — @y 07 Yy + 3 2 2y 7 Yy
W LY 9
at— 4 » a?
2 2 e , 2
+ 24 %5 3/1*——2 T+ Wt Xy Y 5 By X3 Yy +
A~

+ 220y 2y 1y, =0.

In particolare le cubiche diametrali dei punti (1 ; 0 ; 0);
(0;1;0) sono:

3 2 a4 r2
901%(004 — 57 @) @yt = @y

2 .2
(B — 7 o)* + mﬂg“‘x39<’il?t2} > % =0.

— axa? 2y r=0

@y

Dungue nel caso della conchiglia e della cardioile la cu-
bica diametrale del coniugato armonico (rispetto alla cop-
pia dei punti ciclici ) del punto all’ infinito dell’ asse si
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spezza nell’asse e in un cerchio coucentrico al cerchio
2 D 1.2
. . . n? 29 sy
generatore il cui raggio &,/ =" per la conchiglia
oe) l 2 <)

e »¥3 per la cardioide. I nove centri di queste due cur-
ve si trovano con facilita . La conchiglia ne ‘ha quattro
nei punti ciclici, uno nel nodo reale; gli altri quattro
sono i due punti d’incontro del cerchio

o?-1-4 72,

N 2 '
(w,—r ac3) + x? — x? (———2 ) =0
col lato =0 e i due punti d’incontro del cerchio

2 g2 2
(w, —gr ’)('3>2-+- e — mﬁ(—aéli =0

col lato we=0 del triangolo fondamentale .
Quindi i quattro centri della conchiglia che non ca-
dono nei punti doppi hanno per coordinate:

0 ; g r ~l/2__a9-j-_r_2 |
~ 4 situati sulla retta
3 S di simmetria
S eI
l/ al—4 12 ; 0 ; 1 | situati sulla per-
2 pendicolare alla
PR retta di simme-
_.l/ T 0 ;1Y tia
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La cardioide ha quattro centri nei punti ciclici, uno nella
cuspide reale ( considerata come punto doppio ); in essa
per le formole precedenti ne vengono a coincidere altri
tre, onde questa cuspide contiene quattro centri della
curva; il centro rimanente; I'unico che non sia situato nei
punti doppi; si trova sulla retta di simmetra distante
dall’ origine il triplo del raggio del cerchio generatore
nel senso del segmento che va dal nodo reale al centro
del suddetto cerchio.

Le cubiche diametrali dei punti (1;0;0); (0;1;0)
rispetto alla lemniscata sono:

2
X4 3 96’12‘{'3792-—‘;—50392 ==

2

a
Pq % I +§ 5

esse dunque si spezzano nei due assi di simmetria della
curva e in due cerchi concentrici al nodo reale e di rag-
gio uguale ma reale nell’ uno, immaginario nell’altro.

Questi due cerchi si toccano dunque nei punti ciclici.
Nasce quindi una contraddizione apparente giacché la
curva ha quattro centri nei punti ciclici non avendo ivi
due cuspidi . Questa contraddizione si toglie osservando
che se una curva ha un nodo o la prima polare di un
punto o’ passa semplicemente per o essendo ivi tangente
alla coniugata armonica della retta o o' rispetto alle
tangenti nodali, segue che le prime polari di due punti
o', 0" in linea retta.con o si toccano in o e questo &
appunto il caso nostro.
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1 nove centri della lemniscata sono dunque costituiti
dai due punti ciclici contati ognuno due volte; dal nodo
reale; dai due punti fissi tali che & costante il prodotto
delle loro distanze da un punto della curva e da due
altri punti immaginari couniugati situati sulla congiun-
gente i due punti fissi precedenti e alla distanza stessa
dall’ origine .

Noteremo finalmente come per tutte queste tre curve
la corrispondenza (1 ;3) di Chasles individuata sulla
retta all’ infinito dai diametri e dalle loro cubiche dia-
metrali coningate, si riduca alla involuzione segnata sulla
stessa retta dai lati di un angolo retto che ruota at-

torno al vertice e i cui punti doppi sono i punti ciclici
del piano.

Assi di simmetria .

79. Particolarizzando a una quartica i resultati otte-
nuti al §. 6. possiamo dire che:
« Data unq retta

x, = m x, 4+ n T3
e una quartica
azst = 0

le condizioni che devono essere soddisfatie perche la
retto sia un asse di stmmetria della quartica sono:
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3 —_ . 42 0 - 3 — 0N - 43
aa(‘)a a(‘l)_o > @ a(h aa(z)«o ’ aoc“)a a(3)~0 » @ a(’)aa@)x

2 J— . 2 R
EFOUPORNO R 05 ad“_) RORINO B 0

dove :

ai(i) — 0(2(2) === a3(3) —_ 1 ; a3(1) = d3(2) = 0

D =—mn; a®=n; ¢ =—g,H=—m.»

« Tutte le quartiche simmetriche rispetto a una
medesima retta costituiscono un sistema 8 ».

80. Noi abbiamo gia dato al § 37 I’ equazione di
quartiche simmetriche rispetto a uno, due, tre, quattro
assi. Vogliamo ora, analogameate a quanto si fece per
le cubiche, dare un saggio del modo con cui si pud stu-
diare ed esaminare la forma di’queste quartiche sim-
metriche .

Prendiamo per esempio a classificare queile simme-
triche rispetto a tre assi. ¢

Riferendo la curva a un sistema cartesiano orto-
gonale di cui I’ asse delle x sia una retta di simmetria
e I’ origine il punto comune ai tre assi, I’equazione pud
porsi sotto la forma:

@) @+ +p (@ +y*) +q (@32 y*) + =0

dove p ; q ; r sono i tre parametri che servono ad in-
dividuare la curva.
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Essa tocca la retta all’ infinito nei punti ciclici; dun-
que (§. G5) segue:

« La terza linea diametrale principale di una
quartica di 3.° genere simmetrica rispetto a tre asst
¢ un’ ipocicloide di Steiner ».

81. Una curva del 4.° ordine non singolare possiede
sempre quattro e non piu bitangenti di prima specie an-
noverando fra queste anche le tangenti isolate.

Le quartiche che noi studiamo hanno dunque sola-
mente tre bitangenti di prima specie situate a distanza
finita; la simmetria richiede quindi che ognuna di esse
sia perpendicolare a un asse. Le loro equazioni saranno
dunque della forma:

x— k=20
x4+ V3.y+2k=0

Gli otto punti di contatto delle quattro bitangenti di 1.*
specie stanno sopra una conica; siccome fra queste figura
anche la retta all’ infinito la quale tocca la quartica nei
punti ciclici, cosi questa conica sard un cerchio; se V?
¢ il suo raggio, per un noto teorema di Plicker I'equa-

zione della quartica pud scriversi:
@ @ TP = —le— )@= V3 .y + 2

X(z+V3.y+28)=0

8. N. ‘0
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Confrontando questa equazione con la (1), se ne dedu-
cono le altre:

q+ =0 ; p+2p + 3k =0 ; r—p*— 4 i® =0

ovvero:
@5 166 q—9 K ¢*+6pgk + 4r—p =0

@) ; 32 P3+P2§4810 —27 q9%+ 24 R ptd p 2T ¢ r =

« Nove bitangenti della quartica st dispongono dun-
que in tre triangoli equilateri godenti la stessa sim-
metria della quartica; di queste nove bitangenti tre
sole sonmo di prima specie » .

82. L’equazione che dd i punti d’incontro della

quartica con un asse di simmetria ( per esempio con
I asse delle x) &

@ - o+ qd +patr=0

Valendosi di questa equazione si pud interpretare
geometricamente il fatto che la («) possegga due, o tre
radici uguali.

I discriminanti della (x) e della () sono rispettiva-
mente dati da:

. 27 9® p?
256 q9§16 r—=8pir4pt +9p P r— g et r— —fz

o7 2 93
2567"%16"2_8P”"+P‘+9pq§r—ré9"’"—q‘4ﬁz
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essi hanno dunque a comune il fattore

2 n3
A=16r9_—8pQT+p‘+9pq2r—%q&r-—q4p

esclusi quindi i casi ¢g=0 ; »==0, segue che quando la
(7) ha una radice doppia I’ ha anche la (z).

Ma quando la (7) ha una radice doppia la curva ha
tre punti doppi; dunque se la («) ha una radice doppia
la quartica & di genere zero.

La (¢) ha una radice tripla se il suo hessiano si
annulla identicamente, se cioé sono verificate le due re-
lazioni :

V2p

pQ

12 > 171

yr =

el

la (7) ha una radice tripla se & nullo il suo armonizzante
e I’ armonizzante di essa e del suo hessiano . Eseguiti i
debiti calcoli si trova che queste due condizioni coincidono
con le precedenti; dunque quando la (y) ha una radice
tripla I’ ha anche la («), ma se la («) ha una radice tri-
pla la curva possiede tre cuspidi anzi & una ipocicloide
di Steinev perché tocca la retta all’infinito nei punti ci-
clici; dunque se la () ha una radice tripla la curva sara
una ipocicloide Steineriana.

Se ¢=0 si annulla il discriminante della («) senza
che si annulli quello della (7); la curva si spezza allora
in due cerchi concentrici; se invece & »=0 si annulla il
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discriminante della (7) senza che si annulli quello della
(«) e la quartica possiede un punto isolato all’origine.
83. Premesse queste generalitd vediamo quali ipotesi
relativamente alla natura dei rami della curva non sono
in contraddizione con i principi gia esposti e con i resul-
tati ottenuti da Zeuthen nella gid citata memoria. Que-
ste ipotesi si possono raggruppare nel quadro seguente,
osservando che ogni ramo deve chiudersi a distanza
finita perché la curva non ha punti reali all’infinito.

L% Un ramo
(racchiude U’ ori-
gine)

1* Un'ovale fig. VII
2.2 Un trifolio fig. VIII

I1.° Due rami (1.° Due ovali fig. IX
(entrambi rac-Y2.* Un’ovale e un trifolio fig. X

Quartiche \chiudono Porigi- (lovale interna al trifolio)

n
non ¢ )

II1.° Tre rami
( nessuno rac-

12 Tre ovali fig. XI
2.* Tre unifolii fig. XIII

singolari

chiude Uorigine)

1V.° Quattro rami
(uno solo rac-

1.* Tre ovali e un trifolio fig. XI
2.2 Un’ovale e tre unifolii fig. X1V
3.* Quattro ovali fig. XV

chiude Uorigine)
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di 1. speeie fig. XVII
10 Tre nodi .
, 10 Tre pun_g 2% »  fig. XVIII
ti doppi 2.9 Tre cuspidi fig. XVI
(uno sopra
Quartiche logni asse) [ 8. Tre punti(UW ovale (nota fig. XV)
isolati e (n trifolio (» » XII)
singolari
& ( Un’ ovale (nota fig. IX)
11" Un pun- 1.° Un punto\Un trifolio (» » X)
to doo isolato al-°
oppio I’ origine e Tle ovali (» » XII)
Tre unifolii (» » XIV)

84. Cerchiamo le corrispondenti condizioni analltlche
Quartiche non singolari.

Per esse soltanto & il prodotto A r diverso da zero.
Ora A ha segno uguale al discriminante della («) e potra
essere positivo, o negativo. Nel 1.% caso la («) ha una
sola radice reale; nel secondo le ha tutte e tre reali;
nel 1.° si ha qtﬁndi un solo triangolo di bitangenti
(quelle di 1.2 specie) che goda la stessa simmetria della
guartica; nel secondo se ne hanno tre: dunque quando
A > 0 siamo nel 1.2 o nel TI.9 dei casi considerati nel
quadro precedente; quando invece A <0 siamo nel IIL.°
o nel 1V.9. ‘

Per distinguere il I.% dal II.? osserveremo che nel 1.9
I’ asse delle y incontra la curva in due soli punti reali
e quindi deve essere 7 < 0; nel I1.% lo stesso asse I'in-
contra in quattro punti reali onde dovrd aversi contem-
poraneamente » > 0 ;p < 0; p* > 4
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Se, essendo » > 0, non fossero contemporaneamente
adempiute le altre due condizioni p < 0; p? > 4 r; la
curva sarebbe immaginaria giacché non incontrandola in
punti reali le tre perpendicolari agli assi passanti per
I’ origine e dovendo la parte reale della curva chiudersi
a distanza finita essa dovrebbe essere costituita da sei
rami chiusi situati nelle sei regioni in cui le 3 suddette
rette dividono il piano. Ora una quartica di 3.° genere
non pud possedere piu di quattro rami.

Lo stesso criterio che vale per distinguere il 1.° dal
I1.% caso, vale per distinguere il 111.° dal IV.?

85. Rimanendo sempre nel campo celle guartiche non
singolari abbiamo cosi esposto come si possono distinguere
icasi 1.0 ; I1.0 ; II1.0 ; IV.9 fra di loro. Vediamo ora
come in ognuno di essi si possono distinguere ulterior-
mente i sotto-casi stabiliti nel quadro precedente. Co-
minciamo dal 1.° e dal IL.° insieme.

In entrambi il criterio che ¢i servird per distinguere
i sotto-casi sard di considerare le bitangenti di prima
specie .

Se la curva & costituita da una sola ovale, o da due
ovali; le bitangenti di 1.* specie sono isolate; se invece
la curva & costituita da un trifolio; o da un’ ovale e un
trifolio le bitangenti di 1.* specie all’ infuori della retta

‘all’ infinito avranno reali i loro punti di contatto. Ora
I’ equazione :

®?) p+2p—3kqg=0

ci fornisce il raggio ¥p del cerchio che contiene i punti
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di contatto delle bitangenti di 1.* specie; se dunque p &
negativo, o se anche essendo positivo; ¥'p & minore della
distanza che passa fra 1'origine e una delle tre bitan-
genti di 1.* specie; queste non avranno punti reali co-
muni con la curva, saranno ciod tangenti isolate; se in-
vece p & positivo e ¥/p & maggiore della distanza sud-
detta le bitangenti di 1.® specie toccheranno in punti
reali la curva . _ :

Nei casi 1.2 e I11.% la () ha una sola radice reale;
se la indichiamo con 4, e chiamiamo p, il valore che
si deduce dalla (2) quando in essa per k si sostituisce
ky; posto

Q, = pp — ky?

il criterio richiesto ci sard fornito dal segno di Q, nega-
tivo nel 1.° e positivo nel 2.9 dei due sotto-casi di
1.0 e 110

86. Questo medesimo criterio pud valere a farci di-
stinguere anche nei casi II1.0 e IV.% i respettivi sotto-
casi fra di loro: perd & necessario fare le seguenti con-
siderazioni .

Prima di tutto la («) possiede allora tre radici reali;
se s indicano con &, ; k,; ky e con p,; py; py 1 valori
corrispondenti di p che se ne deducono per mezzo della
equazione del §. precedente, si hanno tre quantitd Q del
cui segno bisogna accertarsi e ciod:

Q =p — k® 5 Qy=pg— ki ; Q = ps — k3?
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e di queste tre non pitt di una pud essere negativa,
giacché dal segno negativo di una sola di esse consegue
I’ esistenza di tre tangenti isolate che sono bitangenti di
1.* specie; se avessimo due Q negative avremmo sei tan-
genti isolate ciod pit di quattro bitangenti di 1.* specie
il che secondo un teorema di Zeuthen & impossibile.
Potremo dunque nei casi IIl.° e IV.? far consistere il
criterio atto a distinguere 1 sotto-casi rispettivi nell’esa-
me del prodotto

0, Q Q.

Questo criterio non pud sembrar decisivo nel caso IV.?
giacché tanto nel 1.° che nel 2.0 dei due sotto-casi re-
lativi, le tre bitangenti di 1.* specie che sono situate a
distanza finita non sono isolate e quindi in entrambe il
prodotto precedente & positivo. Perd & facile assicurarsi
che I'ipotesi relativa al 2.9 sotto-caso del IV.? poita con-
dizioni analitiche contraddittorie e quindi deve essere
esclusa . Infatti: essa richiede A<O ; »<<0: da esse

consegue p>0. Ora dalla (2) del §. precedente resulta:

p=—2p +3kqg=—2p+ 3kyq=—2p; + 3kyq

Py 5 P2 3 p; debbono essere positivi altrimenti fra le bi-
tangenti ve ne sono delle isolate ¢id che questa ipotesi
esclude (eccezion fatta per la retta all’infinito); essendo
P .0 segue che

kiq 5 keq 5 kg



— 1563 —

devono essere positivi ossia k, : ks, ; kg di segno uguale
a quello di ¢ e quindi di segno uguale fra loro, mentre
I’ esame della figura XIV.* mostra che cid non pud
avvenire. Nessuna delle altre ipotesi giad fatte al §. 83.
porta condizioni analitiche contraddittorie e di cid fanno
prova. gli esempi che in ogni sotto-caso si sono adotti
al §. 87. Finalmente noteremo che nessuna delle espres-
sioni Q pud annullarsi sepza che la quartica si spezzi
giacché I’ annullarsi anche di una sola Q porta 1’ esi-
stenza di tre flessi uno su di ogni asse e quindi di tre
tac-nodi .

Quartiche singolari.

87. Allora & » A= 0. Si hanno quindi le tre ipo-
tesi ugualmente possihili :

(r=0 ; AZO) ; (réo s A==0); (r=0; A=0)

Nella 1.* la curva possiede un punto isolato all’ origine.
Se A & positivo la («) ha una sola radice reale e quindi
il rimanente della curva non pud essere che un’ovale, o
an trifolio a seconda che Q, & negativa, o positiva.
Questi due sotto-casi sono limiti del I1.0 ( I’ovale inter-
na ridotta infinitesima ). Se A & negativo la («) ha tre
radici reali e il rimanente della curva sard costituito da
tre ovali, né potrd essere costituito da tre unifolii per le
ragioni addotte nel §. precedente relativamente alla esi-
stenza di un ovale con tre unifolii.

Se poi & r§0 ; A=0 la curva ha tre punti doppi,

uno su di ogni asse. Questi punti doppi possono essere
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nodi di 1.*, o di 2.* specie, punti isolati, o cuspidi. Nel
1.® caso solamente avviene che 1’ asse delle y incontri

la curva in quattro punti reali: le condizioni analitiche
corrispondenti sono :

>0 5 p<O0 ;5 pP>4dr

se & »>0 ma non p <0, oppure non p*>4» la curva é
immaginaria; se finalmente » <0 i punti doppi possono
essere nodi di secondo tipo, punti isolati, o cuspidi. Per
suddistinguere fra loro questi ultimi casi occorre intanto
osservare che nel caso delle cuspidi la (2) e la (y)
hanno una ralice tripla ciod debbono essere soddisfatte
le relazioni :

P* . 45—
*]‘2 ’ q=§‘/£p

po— —
Rimane dunque a conoscere il criterio atto a far distin-
guere i punti isolati dai nodi di 2.* specie. Ii percio
necessario conoscere le radici della («) e osservare che
la radice doppia da luogo al triangolo dei punti doppi;
la radice semplice a tre bitangenti vere e proprie. Se
8’ indicano con k4 ; ks le radici doppia e semplice della
(); con ps il raggio relativo a ks e si pone

Qg = ps — hg?

il segno negativo di Q ci dird che i tre punti doppi
sono tre punti isolati e di piu che il rimauente della



— 165 —
curva & costituito da un’ ovale. Se invece Qg & positivo
ne viene un’ ambiguitd perché pud darsi che la curva
possegga tanto tre punti isolati accompagnati da un tri-
folio, quanto tre nodi di 2.* specie.

E per togliere quest’ ultima ambiguitd occorre con-
frontare i valori assoluti k' ; #'q di ks ; kg e osservare
che se i punti doppi sono punti isolati accompagnati da
un trifolio & &'y > k's e che avviene il contrario se i
punti doppi sono nodi di 2.* specie.

Le condizioni analitiche trovate caso per caso anche
per le quartiche non singolari non sono riscontrate in-
compatibili fra loro e per prova se ne sono addotti nel
quadro seguente i relativi esempi.
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/ 0,<0

Un punto isolato e un’ovale
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L pre=0 A>0 Un punto isolato e un trifolio
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NOTE ALLE FIGURE

Fig. VI. — Quando I’ ovale interna al triangolo degli asin—
toti impiccolisce indefinitamente si ottiene |’ unica
cubica di genere zero che possegga tre assi di
simmetria. Essa & costituita quindi da un ramo in-
finito di 2.2 specie e da un punto isolato all’origine.

Fig. VIII — B di questa forma la quartica gia citata di
Klein.

Fig. IX. — Se l'ovale interna si riduce a un punto la curva
possiede un’ ovale e un punto isolato all’ origine.

Fig. X. — Anche in questa quando l’ovale interna & ridotta
a un punto la quartica consta di un trifolio e di un
punto isolato all’ origine.

Fig. XII. — Questa quartica ha reali distinte tutte le sue
28 bitangenti, e di queste una sola & isolata; la
retta all’ infinito . Essa d& luogo a due casi limiti.
11 trifolio interno ridotto a un punto isolato nel qual
caso la curva consta di questo punto isolato e di
tre ovali, oppure le tre ovali ridotte a tre punti e
allora la curva & costituita di tre punti isolati e
un trifolio .

Fig. XIV. — Abbiamo gia dimostrato al §. 86 che la curva
corrispondente a questa figura non pud esisters;
I’ abbiamo qui disegnata perché & anche dalla di-
sposizione delle |sue bitangenti di 1.* specie che si
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riconosce non esservi alcuna quartica capace di
assumere tale forma. E per questo che abbiamo
tralasciato di disegnare tutte le bitangenti: se la
curva esistesse le avrebbe tutte reali. Neppure esi-
ste la quartica corrispondente al caso limite in cui
I’ ovale interna & ridotta a un punto isolato .

Fig. XV. — Essa come la XII. ha reali e distinte tutte le
sue 28 bitangenti di cui 27 a distanza finita e una
all’ infinito. Perd a differenza della XII. possiede
4 tangenti isolate invece di una sola.

Ammette due casi limiti: Povale interna ridotta
a un punto: allora come nel 1.0 dei casi limiti
della figura XII. ia curva consta di un punto iso-
lato all’origine e di tre ovali; oppure le tre ovali
ridotte a tre punti e la curva consta di tre punti
isolati e un’ova'e.

Fig. XVIII —- Ha per caso limite la XVI. che & I'ipoct
cloide di Steiner. -




