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In due memorie comparse nei Leipxiger Berichte (1897, pag. 342-
357 e pag. 369-410) 8. Lie si occupa del concetto di invariante
integrale di un grappo di trasformazioni e dimostra come la teoria
di tali invarianti possa considerarsi come un particolare capitolo
della teoria degli invarianti differenziali di un gruppo qualunque
di trasformazioni, da lui sviluppata, per i gruppi finiti nella sua
Theorie der Transformationsgruppen (Hrster Abschnitt) e per i
gruppi infiniti nei Leipxiger Berichte (1891, pag. 361).

Nella prima delle due memorie stabilisce le equazioni che defi-
niscono il pitt generale invariante integrale di un gruppo relativo
ad una varietd qualunque e osserva come per i gruppi finiti ne
esistano di relativi a una varietd di qualsiasi dimensione. Nella se-
conda memoria mostra come altrettanto non si possa dive affatto per
i gruppi infiniti, per i quali, relativamente all’esistenza sia degli
invarianti integrali che degli invarianti differenziali, possono pre-
sentarsi i casi pit svariati, e da alcuni teoremi che, in casi partico-
lari, offrono la forma pit generale di essi invarianti.

In un’altra parte di quest’ultima memoria si occupa dei van-
taggi che si possono trarre dalla conoscenza di noti invarianti
integrali di un gruppo ad un parametro generato da una trasforma-
zione infinitesimale X f nell’integrazione dell’equazione X f=0.

Trattando dapprima il caso particolare in cui, dovendosi integrare
V’equazione
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si conosca un invariante integrale di superficie

A
Jewvspoway (1=3, =3)
del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infinite-
simale Xf, trova il notevole risultato che, sotto certe condizioni
poco restrittive, pud, in taluni casi, risolversi 1’equazione Xf=0
senza alcuna operazione di integrazione, in altri con una quadratura,
nei casi pilt sfavorevoli che si pud ottenere un moltiplicatore di
Jacobi dell’equazione X f=0. I risultati in tal modo ottenuti non
sono da considerarsi come definitivi, nel senso che non & dimostrato
che con essi si sieno ottenuti tutti i vantaggi possibili.

In seguito considera il problema pit generale trattandolo sotto
un altro punto di vista, ciod dal punto di vista della teoria dei gruppi
e riducendo il problema all’integrazione di un sistema di equazioni
alle derivate parziali, che ammette un gruppo, finito o infinito, di
trasformazioni. | con questo metodo che si possono ottenere le ope-
razioni che sono veramente necessarie per la risoluzione dell’equa-
zione X f=0. Sempre sotto questo aspetto il Lie considera il pro-
blemain unamemoria sui Videnskabs selskabets Skrifter-Christiania.
( Ueber Integralinvarianten und Differentialglezchungen, 1902), dove
mostra, con la considerazione di un caso molto particolare, come
queste sue teorie sieno suscettibili di una pratica applicazione.

Il presente lavoro non & svolto secondo queste ultime teorie, le
_quali, & bene osservarlo, sono ben lungi dall’essere complete, ma
si basa sulle considerazioni stesse con cui il Lie tratta, nella seconda
delle due prime memorie, il caso dell’integrazione dell’equazione:
Xf=¢ A —+ o ¢ o = 0 quando la trasformazione infinitesi-

ox oy ox
male X f ammette un noto invariante integrale f e (x,y,%,p,q) dedy.
In esso mi cecupo di questioni analoghe a questa, o pit generali,
ottenendo sempre dei risultati interessanti e non privi talvolta di
una certa eleganza. Cosi, dopo avere stabilito nel § 1 alcune propo-
sizioni, alle quali ripetutamente devo in segnito ricorrere, considero
nel § 2 i vantaggi che si possono trarre dalla conoscenza di n-1
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integrali di ipersuperficie

{'.51' (X1, Ty ene s By Xy Doy Pryeres Po) A0 Ay odr,  (1=1,2,..., 12—1)

v
con
0% ox ox

pl:a—xl ) Pz”—“é@, s Pu=g)

n

che rimangono invarianti per la trasformazione infinitesimale

TR A

X, )’

Xf=td +as

e, sotto I'ipotesi che il determinante funzionale

0 ("Fla P2y -1 Pn1y énpn_g)
a (plapza'-'apn)

non si annulli in conseguenza del sistema

a=0,...,¢.=0, &p+ ... +&Lp,—L=0,

riesco 0 a determinare, con sole operazioni di eliminazione e di deri-
vazione, » trasformazioni infinitesimali permutabili colla X7, o, con
ana operazione d’ordine uno, riduco il problema a quello dell’in-
tegrazione di una equazione Y f=0 in » variabili, che ammette » — 1
note trasformazioni infinitesimali.

Nel § 3 estendo le considerazioni del § 2 al caso in cui sia noto
un invariante differenziale

Lz oz
¢ (@ y,%. 0,9 p-—;x,q=@)

che ammette la trasformazione infinitesimale X f=§ g’; +7 E-)I +£ %}; ;
dimostro come in questa ipotesi si possano ottenere, in generale,
senz’altre operazioni che di eliminazione e di derivazione, diversi
moltiplicatori di Jacobi dell’equazione X f= 0 e nei casi piu sfavore-
voli pud ottenersi un tale moltiplicatore con sole quadrature; e che
d’altra parte, appena noto un moltiplicatore, si possono determinare
due trasformazioni infinitesimali permutabili colla X[, indipendenti



6 T. Chella

da questa e tra loro, mediante le quali I’equazione X f=0 puo risol-
versi con altre due quadrature.

Nei §§ 4, 5, 6 considero un caso piti generale, nel quale si cono-
scono k —1 invarianti differenziali

©; (Try ooy Ty Xy Py oy P) (E=1,2,...k=1)

ed h invarianti integrali
/q;j (Ery ooy @ny Zy Pry vy Pa) de,...dx, (j=1,2,...,k)

del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infini-
tesimale

Xf=e L e

dx, ox, ", o’

e di pilt sono note n—h—% trasformazioni infinitesimali

Xr=s+ad i tal 1o
ammesse dall’'equazione Xf=0; sotto la condizione che un certo
determinante non si annulli in conseguenza di un certo sistema di
equazioni ottengo sempre, nei casi pit sfavorevoli con qualche qua-
dratura, o con una sola operazione d’ordine 1, di ridurre il pro-
blema dell’integrazione dell’equazione X f=0 ai noti problemi di
Lie dell’integrazione di una equazione Y f=0 in m variabili con
m —1 note trasformazioni infinitesimali, o a quella di un sistema
completo

Y f=0, Y, f=0,...,Y, /=0

in m variabili con m — ¢ note trasformazioni infinitesimali.

Questi risultati si possono estendere anche al caso in cui si co-
nosca un determinato numero di invarianti integrali e differenziali
di un gruppo a piu parametri. Per darne un esempio suppongo, nel
§ 7, che sia noto un invariante differenziale

cu __ou 7___8_u>

".5('1;7?/3%72%2379’7") (pzaTv7 q—g‘,; ) =%
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del gruppo a due parametri generato dalle due trasformazioni infi-
nitesimali indipendenti

Ll el vod xr—el+ol+olted

i u’

f= ¢

Qui la conoscenza dell’integrante differenziale ci permette, col-
Iipotesi che in conseguenza del sistema

=0, m=8p+0q+lr—o'=0, n=88p+1f g+l r—o*=0

. - . 3 (v,m,m . .
non si annulli il determinante B((’v“;) , di determinare, con sole
bl q bl r

operazioni di eliminazione e di differenziazione in generale, alcuni
moltiplicatori del sistema completo X,f= 0, X,f=0, oppure di fare
questa determinazione con sole quadrature: anche qui la conoscenza
di un moltiplicatore del sistema completo X,f=0, X,f=0 permette
di determinare 2 trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro
e dalle X,f, X,f, ammesse dal sistema

Xif=0, X,f=0,

il quale pud quindi risolversi con altre due quadrature.

T risultati ottenuti si possono estendere, come facilmente pud
vedersi, al caso in cui, invece di esser mnoti invarianti integrali o
differenziali del 1.° ordine relativi alla varietad

% ==2% (Ty, Tgyer.yTn)

dello spazio su cui opera la trasformazione infinitesimale

xr=t e el

% b]

sono noti invarianti integrali o differenziali del primo ordine relativi
alla varieta

O=3C (2,2, ...,%4, %)
dove @ & una variabile sulla quale la X f non opera.
Diciamo per ultimo che non rimane affatto dimostrato che i
vantaggi ottenuti in tuiti questi casi dalla conoscenza degli inva-
rianti integrali e differenziali siano tuntti i possibili.






§ L.

Proposizioni preliminari.

Nello svolgimento di questo lavoro dovremo ripetutamente ser-
virci di alcune proposizioni; per non interrompere in seguito il
corso del ragionamento colla loro dimostrazione, e per potere pi
facilmente e con maggiore brevitd richiamarle tutte le volte che ne
avremo bisogno, senza incorrere in ripetizioni, riteniamo opportuno
di raccoglierle nel primo paragrafo sotto forma di altrettanti lemmi.

Lesma I — Se tra le due trasformaziont infinttesimaly

Af af—}-y_af—l—...—i—an%

=% 3?1 ? S_xg ox,
. of of of
sussiste la relaxione _
(A X)f=vAf,

ove v indica una funxione delle variebile x,, x,, ..., %, , € st conosce
una soluxione o dell’equaxione

Xp+qvp=10

(con 4 costante), la trasformaxione infinitesimale

1

3

¢ permutabile colla Xf.
1
Dallequazione X ¢-+vv o= 0, moltiplicando per L @7—1 , si ot-
1
tiene: 1 L
X +vgn =0,
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E siccome si ha:

B,X) f= 1 (4, X) f— X( )Af,
'F"

l
o/
poiche &:
— 1 1 E—
(A,X)f=VAf, X(i)=— X =",
ol () o
risulta:
(B7 X) f:
Lemma II. — Se

)
s ol rn b= L Lt

;0 2 /; y
Xifz—i(f)—%—l—c“ f+ +£n af t=1,2,...,m)
1

sono n+2 trasformaxioni infinitesimali tro le quali sussiste lo
relaxione

(1) (A, B) [ = z Xt
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Derivando la prima di queste identita rispetto ad x,, la seconda
rispetto ad ,..., l’ultima rispetto ad x,, e sommando membro
a membro, nel primo membro ofteniamo:

Zn“ ii )‘gm“zk“ N, S
) du; A

Ne risulta la formola (2).
Lianws 1L — Se nella trasformaxione infinitesimale

of

Af=o gL ongh g
st esequisce la trasformaxione

By= 0 (B1yeeey@p) 5 1= (T1y. ey @) 5 oo T==p (X1, ..., %)
¢ wdichiamo con

, of of f
a“lar_i“ 2ax+ +

la trasformata di Af, si ha:

ove é:
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Se nel determinante
| °r
C3x, dx, o,
9% % s
D = axl 3353 ) axn

1

On Ou O
dr, dx, " x,

z

. dri .
indichiamo con D, , il complemento algebrico dell’elemento 37;, si ha
k

subito, quando si pensino x,,#;, ..., &y, COMe funzioni di ¢1,%z, ceyFast

ed essendo

otteniamo :

’ 2,
i Jx, At &k D) 4T 3wy, dx; T 44 4k D 44 Y w; om,,

Ora, sommando rispetto ad 2, si ha

NS A Y 0% 3¢ Ly 9

|
1

it D 44 oy, ox; T/ dx;
e di pit
nj ”1 iR %‘ g,_i";fh: J g,lgAi'kiazi’L,: S %‘EZAGQ%D
o Lk D 4 V0, dm, AW VA D dw; 0w, 4V 7 Omy
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Segue, come volevamo:
& 9o, & 0o
y -t —_ ¥ . -
21 i3, 2] 3z, -+ A (log D).

1

Lesvia IV. — Se le n trasformaxioni infinitesimali

) ;9
Afy Aofyeo s Anfy Asf =y 5 f+°2ﬁy];+ Ao ;Uin

sono legate dalle relaxioni A
A, (Ak (f)) — A, (Ai (f)) =W A, A

e di plu & il determminante

1 1 1

\al g e e Oy o
‘r/f 0'3....02‘
=| EX
i oy oy . ... o |

st ha:

n

’\
A; (log A) ZJ; W02 e T L e,

(Per la dimostrazione di questa proposizione si veda S. Lig, Mathe-
matische Annalen, Bd. X1, pag. 510).

In cid che segue suppongo nota la conoscenza della teoria dei
moltiplicatori di un sistema completo, svolta da S. Lir nel tomo XI
dei Mathemmatische Annalen, e che & la generalizzazione della teoria
dei moltiplicatori di Jacobi relativi ad una sola equazione Af=0.
Aggiungerd qui un teorema che ci permette di porre le equazioni che
definiscono il pit generale moltiplicatore di un sistema completo
sotto una forma per noi piti vantaggiosa di quella che si trova nella
detta memoria (a pag. 505).

Linis V. — Il moltiplicatore di un sistema completo di equaziont

(1) AJ;@‘%JF Oy g =12,

" oz, ar,z
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se sono soddisfatte le relaxiont

(2) (Asy A = Af M Aef +. o F N AT,
¢ definito dal sistema di equaxioni

2
B

A,.(M)—l—[zj ax_+ki.1+)3,2+...+)qi;tﬁ lefq‘qur...-M';,,}M
J

G=1,2,...,7).

0

DivostrazioNE. — Secondo quanto risulta dalla memoria citata

(a pag. 505) il moltiplicatore M pilt generale del sistema

(D Aff_izo.fa—f {—af;—zz—{—.‘.—kai of (t=1,2,...,7)

axl_ na—x;

& definito dal seguente sistema di equazioni

o} op...al O} oe Ok Oy, Thyreee O
3 3 o) ed... o " nord 0. oh g 03 Ohg... 0
S v | I Mo X
o] oy ...o00 Of voe Oy Gpgi Ohgle-- %
k=1,2,...,7.
Poniamo
o ol...od Of ce. Oh_y Oy Ohgre.. O
. o} si...od A 03 ... 03y 02h; Ohgae.. OF
3 k.t
o] 0F...05 OF eev O 3 O Ojproes %

e notiamo che, sviluppando il determinante

Ortes

=0 (s=1,2,...,7

of ap...9) ol ( 1207)
o oy ... o) iy
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per gli elementi dell’ultima linea, si ottiene immediatamente

(4) ;k Ak‘i on =4 °'-:+i .

Colle posizioni fatte il sistema (3) prenderd la forma

'S 04 M ‘

+) a - )’—0 (k=1,2,...,7)
'r+1,

0, se si vuole,

o 9.

r-+1

aM M
axh —‘—Zi' Ak ' a I (

+2 ):o (k=1,2,...,7).

Moltiplicando per ¢; e sommando rispetto a & da 1 ad », quando
si tenga conto della (4), risulta:
+MZk”*+MZ 27 —Ri— 0,
1'+1.

Ma dalla (4), derivando rispetto ad x,,;, risulta:

’1"1 aAh i __

k h

Ek/lmaaqk +0.S AA_l_ASa,_H.
1

-2
ox r+ " ax,«_[_i a%,._H

Sostituendo nella equazione precedente troviamo:

(3) AA, (M)+MA,()+MA 2 341”__ Y, ELA“;“" =0.
r-i

Se ora indichiamo con [of] il complemento algebrico dell’ele-
mento o nel determinante A, si ha da una parte

— r1 n—r a
® 2 = ,-o,+km] %
1 1
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D’altra parte si ottiene:

I
L4

P 1
T L
As(a{) As(aE)
af ™t aftoL
v

oy Oy e

E poiche dalla (2) segue

A (o) —A; (o) =MN,,; o

ponendo

avremo:

"
”
71

2 2
R R T o SAP R
o o e ol
ai™t e el
Ay(a) Ay(2) .. Ay(0)
of 1 it aitt
oy G o vuvns o
0F veunns al,
2! Lot
*{s(f/‘;) As('y‘?) :Ds‘j"}“)\‘g_j A
ot it
[2 S %
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e percid:

(1) AS(A)=2. RS V'

.
(ove la sommatoriaz:'j si intende estesa da 1 fino ad » con esclusione
1
del valore j=s).
Inoltre abbiamo:

a . i do. .
Doy =2 A () [ol] = X 2y od 3 ol
quindi
7 r r r aas NnN—r r 7 aas
N\ S NI N k N \ g
D,,= § [2 -+ Ipi[od) = 5
Z] 5.4 1 ! - k wdj %7 [dh axl *— 21” ZL ;‘l Qrt-g [dk] awr_H ’
e poiché &
Q 3
2y dl=0, Y0l =] =4,
~ ! !
otteniamo:

TW D a’L %‘% §1 r j j 877@
2 5.0 = ul o, 214@ il bk aly; 7] oy
7 1

Sostituendo nella (7) ed in seguito il valore cosi ottenuto per
A (4) nella (5), tenendo conto della (6) si ha:

adl

095, ,
A, (M) —}—AM31 —}—AMV 5 ke i —}—AMv M, =0;

.76,0_‘_

pilt brevemente potremo scrivere

adl

[ M)—}—MZZ +Mﬁ'jw;‘,.=0;
1

dividendo per ) # 0 otteniamo le equazioni volute.

Ann, 8.0V,
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§ 2.
Utilizzazione di » — 1 invarianti integrali del primo ordine di
ipersuperficie che ammettono la trasformazione infinitesimale

i Ut S
Xf=tg+ag 4o tbg +ig

" ox,

1. — Si conoscano 7z -1 integrali relativi ad una qualunque
ipersuperficie x=® (2, %,,...,2,,2) dello spazio z,x,...,z, ad
n—1 dimensioni, invarianti del primo ordine del gruppo ad un
pa:rametro generato dalla trasformazione infinitesimale

Xf=6& (@1,...; %0, %) aa_a]jl“}‘gz(xn'--axna%)g—f +.t+

Ly

0
4 &z, s, %) %+C(x17---7xn’%) a_i

Supponiamo che essi siano

f D1 (Tiyeees @y Xy PryeeeyDu) A2 A%, .. diy,
(1) Coe e e
fcpn_l(ocl,...,xn,x,pl,...,p,.)dxldmg...dxn

dove abbiamo posto

2P 29 20

p1=3x2 ~a—%""’p“=%'

y Po==

Se formiamo la prolungata X'/ del primo ordine della Xf, con-
siderando questa come agente sulle p,, ps, ..., Pu, troviamo:

rg, O of f of
@ Xf=t ot togh ot bogr +L L+
‘ o & & & £ & ? af+
+2Cxl s (Cl’x‘+p1 E‘I*Z) _—pi(‘»2-¢1+pl 52,2)_ cee " Pn (&71,x1+p1¢1t,z)$ 8—131
' . . . )
+... ic:cn‘l‘pn S—D1 C1ye, + 00 &1,2) — oo —Pa(Enya, T Pn o, )i a)f



Vantaggi che si possono trarre da noli invarianti . .. 19

o anche, se si vuole
' . ) . 2
(2,) Xf: [&1111“‘82132‘1'-- -’+&n27n“C7 f] - (§1P1+52}72+...+§npn) a—i .

Poichs gli integrali (1) sono invarianti per la trasformazione infi-
nitesimale X[ dovremo avere: (V. Leipziger Berichte 1897, pag. 347)

(3 )+ c1 ¢1+291E1 21 Cd,x2+p252,z+---+En,wn+pnsn,z) ',51=0
(=1,2,...,n—1).

Ricordiamo ora che, dalla teoria delle trasformazioni di contatto
si sa che, se si pone

oW, af oW, of oW, of
Bif= oy 89'5'1 + op; 9$2+ -+ oPn 5907, +
oW, af
(o G o g bty — W L -
oW, oW, a_f . oW\ of .
—(55; _*—pl a%)apl e (axn_*— 2 a%)% (2*172)1

e, s si vuole, con P'uso delle parentesi quadre di Poissons,

Bif=[W,~,f]—-W,.%£ (i=1,2).

ed inoltre

Bf=[W,/]— 2

con

] oW oW
=Wy, W =W, 55 4 W, 5

tra le trasformazioni infinitesimali (di contatto) B,f, B,f, Bf sussiste
la relazione

Bf:(Bla Bi) f
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(Per la dimostrazione si veda S. Lig: Theorie der Transformations
gruppen. Bd. II 1)),
Se noi facciamo

Wl'__.'loi [} "V2=51P1+52P2+.+5n20n~—~§
si ottiene
W——“‘[%‘,£1P1+---+£npn—C]—§D¢ (él,zpl+£2‘2p2+"'+£n,zpn—Cz)_{—

o0 Gpthpat. i pa=0),

ed agginngendo al secondo membro di questa eguaglianza il primo
membro della (3), che & identicamente nullo, si trova (tenendo conto
della (29)

W= ¢ (61,w1+£2,1‘2+- . -+&n,ww+tz) .

Se poniamo dunque

Af=[pi, fl—s: L =

—, O N/ T, S/

— tiLp a‘xl-l-fli}% a_xz+"'+ ({:'Lypn éx—n + (pl Iclyp1+"'+pn }L%pn ‘P‘L) a_z
’ ) N 9

— (%i,2,+P1 i, 2) §£ — (i, 05t P2.%4, 2 a?i o (2 2, FPn s, 2) é}Tn

per la proposizione anzidetta, relativa alle trasformazioni infinite-
simali di contatto, troviamo che tra le trasformazioni infinitesimali

1) La proprietd richiamata (delle trasformazioni infinitesime di con-
tatto) & una conseguenza delle proprieta delle parentesi quadre di Poissons
e risulta subito dall'applicazione della nota formula. (E. Goursar. Equa-
tions aux dérivées pariielles du premier ordre, chap. VI)

AR EN (L AR ARRIA AR A B A AR
oW,
oz

of
FR WL 7 L v, W
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A f(i=1,2,...,m-1) ed Xf sussistono le relazioni

8 (X)) =X (8000 ) = [0 Gmttant oo bz, 0, D) —
— i Eat - e, +L0) g—i

0, che & lo stesso,

@ A (X)X (80)) = Crmt o+ e, +0) Adf
+ 00 [t eHEna 480, f.
Di pilt dalla (2') otteniamo:
X' (& prtie pat- - o+ P =—(E1 prt A Put) (1o D1t A Pi=C.)

Questa relazione, unita alle (3), prova che il sistema delle n
equazioni
[0 @y ey @py %, D1y ey Po) =0
Qo (Biyeeey@nyZyPryeeey Pu)=0
®)
Cn1(Try ooy Ty Xy Pryeey Py =0
VEpt &Pt e pa—=0.

ammette la trasformazione infinitesimale X'f.

2.— Facciamo ora I'ipotesi, che manterremo sempre nel presente
paragrafo, che gli 2 —1 integrali (1) sieno tali che il determinante

CPl,p, (Pl,]’Z A cplypn

(.;2’171 3027132 tr cpzvpn

Pr—1, p q:n—lap‘z cet ’pn"lypn
& & ... &,

non si annulli in conseguenza del sistema (5) e che quindi il si-
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stema (5) sia risolubile rispetto a p;, ps,...,pnt). 1 valori di p,,
P2y - -, Pn, che si ottengono per risoluzione da questo sistema, sieno

pr=P (X, ..., Tu,2) , Po=DPu(X1,...,%n,%),...,

Pa=Pp(@,y..., Tun,%),

ed indichiamo con
Gsly Ggoy -vvy Oim,y Bo (E=1,2,...,0-1)

cid che diventano rispettivamente
Fip s Fipp -y Cip, s PiimtetPuip, —Fs

quando in queste quantita in luogo di p,,pe, ..., pn si ponga Py,
Pyyooy Py

1) Vediamo subito che, gqualunque sia la trasformazione infinitesi-
male X7, esistono invarianti integrali soddisfacenti a questa condizione.
Ed infatti la loro funzione integranda ¢ deve soddisfare alla (3); se allora
seriviamo questa equazione sotto la forma

dp ., 9 o op op
____._Az a—xz—‘{— A3 553+...+An§:;;7,+ B a?,—i'—o

99 v 9P
3, *+...+bn%—|—D,

1 apl

e ammettiamo che le A;, B, C;,D sieno funzioni olomorfe regolari nel-
I'intorno di un punto

Y=y ...y ="ty , 2=0b , Pr==Cr... Ppn==10Cn,
8¢ sono

Or (Togeey By Xy Pryee oy Pr) s eovy P @ayer oy Ty Xy Pry ey Pi)

n—1 funzioni regolari nell’intorno del punto xe=as,...... y L= Qn,
Z=0b,Pr=Ci,.rern. y Pn= ¢, tali che il determinante funzionale
(b, e, oy bum, B B et B pa—8)
OPLy P2y ey Pr)
guenza del sistema =0, ...,d,1=0, 5 p1+... 5 p.—L=0, esiste-
ranne n--1 soluzioni della (3) che per x1=a; si riducono rispettivamente
a $1,..., $a_1. Corrispondentemente a queste soluzioni si avranno n—1
invarianti integrali soddisfacenti alla condizione voluta.

non si annulli in conse-
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Dal fatto che il determinante funzionale

0 (¢ly¢2a""']cn—laélpl"*‘---'{'&npn_m
0 (p11p2""1pn)

non si annulla in conseguenza del sistema (5) segue immediatamente
che il determinante

2391 a,‘g ceee al.n
O Og,2sese Oy
Op—1,1 G120 Op1,m
& Eorrnnn. £,

¢ differente da zero, e che quindi le n—1 trasformagzioni infinite-
simali

R/ of of of
A.zf'—— d"i,l aml'—{— 0.0 a—‘%—*—...—i—di’n%—i—@iﬁ%

(i=1,2,..,n—1)

sono indipendenti tra loro e dalla trasformazione infinitesimale Xf.
Come segue dalla relazione {4), si hanno le identita

Ai(sk)—X, (?i,pk) = (51,w1+&2,w2+- --+£n,mn+C) Ciypy
(k=1,...,n)

, (i-1,2...n-1).
A O —X (Dri,pyt e -+ Pn0tp,— i) = ’

=0t mt e o, +0) (D1Fipte - +PnSisp, — o)

Sostituiamo in queste, sia in un membro che nell’altro, in luogo
di py, psy ..., p, rispettivamente P,, Py, ..., P, e rammentiamo
(S. L, Theorie der Transformationsgruppen. Bd. I, pag. 110) che,
indicando con ® una qualunque funzione delle @, &y, ..., %n, ¥,
Py .- 1Pn © con [®] cid che essa diviene quando in luogo delle
PiyP2s .-, Py s mettano le P, P,,..., P,, dal fatto che il sistema (5)
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& invariante per la trasformazione infinitesimale X'f segue 1):
[X’((I))] = [X [cb]] =X [®].
Dalle precedenti identita si deducono allora le altre

Ki(&k)_X(ai,k)=(£l, m1+...+én,mn+CZ) Ok
k=1,...,m) (=1,2,2,...,n-1),
A, € —X(B) = (&, ‘}"-"*‘an,rn"":z) B

le quali provano che tra le trasformazioni infinitesimali A,f, Xf sus-

1) Si richiede pero che il determinante funzionale
Aty ey fnnslipit e+ Pl
O (PrsPas-e-s Pn)

non si annulli in conseguenza del sistema (5), perché la proprietd di cui
ci si vale & la seguente:
Se il sistema di equazioni

(@) Q(xyy.eoe,,)=05...59, . (@,...,2,)=0

ammette la trasformazione infinitesimale

n . a
Xf:Z’ ¢, (xl,a;g,...,xn)a?f.

ed il determinante funzionale

(R, .., %)
O (1) Xgyerey Cpu)

non si annulla in conseguenza del sistema (a), cid che porta con sé che il
sistema (a) sia risolubile rispetto ad xy, a2, ..., Xn, Supposto che esso dia
per risoluzione

T =’Tcl(wn—m+11"'3x”) RS xm:tp“—WL(x”*m'H"" ) m“)

ed indicando col simbolo [ | la sostituzione x1—01, Le=02, ..., Cn—n==Pn—m

st ha:
[x ] =[x #1]

dove ® indica wna qualunque funzione delle @i, X2, ..., &n.
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sistono le relazioni
(6) (E-t?X) f= (511x1+52,532+~--+&n7xn+Cz) Kif-

Da queste relazioni, pel lemma II, otteniamo immediatamente

X(a;;;leaal P + a aga ) +

. 9o, 1 90.; . n oB;
+ (&1,w1+€2’m2+---+Eﬂ,mn+Cz) (ax +...+ %z, + )

ciod che le quantita

ayz 1

2‘)0 i.2 au1 .
3 @

0

=1,2,...,n~1)

sono altrettanti moltiplicatori dell’equazione Xf=0. Per proprieta
note dei moltiplicatori di Jacobi vediamo allora che le » -1 quan-
tita (7), che #n generale saranno funzioni polidrome delle varia-
bili @), y,...,%,,%, ci forniranno coi loro rapporti soluzioni del-
lequazione X f= 0. Potra darsi in alcuni casi che in tal modo si
possano ottenere % soluzioni indipendenti di questa equazione; essa
sarebbe cosi integrata con sole operazioni di eliminazione e di diffe-
renziazione. Ma ¢id non sempre si verifichera, anzi potra darsi che,
in casi speciali, riescano tutte le quantita (7) uguali allo zero.
Supponendo dapprima che cid non avvenga, indichiamo con M

una delle quantitd (7) che non sia nulla: poiché sono soddisfatte
le relazioni

(Kl 3 X) ,f: (81,9@4’82,1«{“- . -+&n,mn+ Cz) Kz f

ed &
X (M) + M (&1, 0+ 2,00+ o Emya, L) = 0,

sene deduce (basta fare nel lemma I Af=A,f,p.=1,v="_41 5+...+
+£n,xn+Cz)

(ﬁA@()f:

Raccogliamo i visultati ottenuti nel
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Troreya 1. — Nott n—1 integrali del primo ordine, dell’ iper-
superficie dello spaxio 2, ..., T,, della formo

f O @1y ooy By Xy Pryensy Pu) Ayy ovvy Ay s ey

fgsn_l(xl,...,xn,x,p seeey Pn) duy dity. . da,

che ammettono la trasformaxione infinitesimale

xr=a Lol +ral+oL,

? o,
se il sistema delle n equaxiony
=0, ¢=0,...,0,,=0, & p+&Ept... +&pa—1=0
non ha per consequenxa Uannullarsi del determinante funxionale

a ('*Pl’(?E’ '-'7?%»17&1p1+---+5npn—c)
0 (Plapla 7pn)

ed é quandi risolubile rispetto alle quantita Py, Py ..., Pa, € S€ SO0

Pr=P(@1,.. ,@n,2) ; Po=Py(®1,...,&n,2);

Pu=P, (..., 20, %)

ooy

@ valori che se me ottengono per risoluxione;
indicando con

iy Pi2yeeey Ogmy [e

cié che divengono rispettivamente le funxioni
Cip s Pipyd c-e5 Fip, s Py Fip et P Piyp, — P
quando @ Py, Ps, ..., Py St sostituiscono Py, P,,..., P, e ponendo
d 2 9 af
Lifm oo Sotoia Lt bme gL 48
st ha che le quantita

ao'“ 30t n 83
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sono olireltanty moltiplicators div Jacobt dell equaxione X f=0; e,
rappresentando con M una di esse, se v’¢, diversa da xero, tra
le n—1 trasformaxioni infinitesimali indipendenti

1 — 1 - 1 -
ITIAIf’ ﬁAzfa MRS | ﬁAerlf

e la trasformaxione infinitestmale Xf sussistono le relaxiont

(ﬁ A, X) —0.

Vediamo cosi che se una almeno delle quantita (7) & differente
da zero, si possono determinare (con sole operazioni di eliminazione
e di differenziazione) » -1 trasformazioni infinitesimali ammesse
dall’equazione Xf=0; D'integrazione di questa equazione & quindi
ricondotta ad un noto problema.

3. — Anche nel caso in cui tutte la quantita (7) sono nulle pos-
sono sempre determinarsi, con operazioni di eliminazione e di dif-
ferenziazione o al piu eseguendo una operazione d’ordine 1,7 -—1
trasformazioni infinitesimali ammesse dall’equazione Xf=0.

Per far questo cominciamo coll’osservare che le 7 equazioni

(8) Af=0, Af=0,..., A, f=—0, Xf=0

possono formare un sistema completo, o no.

Se il sistema (8) & completo potremo determinarne, con una
operazione d’ordine 1, la soluzione n. Eseguiamo allora la trasfor-
mazione di variabili

' ' o) / A '
Ti=@ , Ty=Tp, ..., by =%, , =z, 4=2

e indichiamo con

-, , ) ' 0 ! 9
A—if:ai.l i+...+ai,vn—l ax/f _*_‘87' f
-1

o', .S;

) g 0 ’ ) ,
Xf: g é;f;ll—}—...—{"&n—l ax/f —FZ af

n—1 o’
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le trasformate di A;f e di Xf. Si avra:
@ f, Xf)=v Af

n

ove v & la funzione trasformata di v= 2 ivo; + .. Valendoci del

lemma III, ed osservando che & ora:

or
D = a—w”; 3
sl avra:
S o ( or
E; 5, =v-} X |log an) .

D’altra parte si ottiene:

f ’ - 1 N
(an » X1 an AT
0%, %,
or
X(@) SI K, f
(=Y o)) Kl
an>

Ponendo percio:

+

Af = <v +X (]og

1 of of of
TAf Cf_‘llzla + 1n—lanl+ té%
o,

n—1 a&' ac
2

potremo scrivere:
(C.f, Xf) =p.Cif.

Se indichiamo infine con A’ il determinante:

Y11 iz « oo Tl &y
Tea T2z« + ¢« Ton—1 Bs
)
Tn-11  Tne12++- Tn-tm—1 On_1
81 5’2 g,n—l C,
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dal lemma IV risulta
X! (log Aj—p= (= Dy,
ciog :
X' (logA)Y+m-2)pA'=0;
sicch®, se nel lemma I facciamo:
Af=Af, =N, v=p,p=n-2,
vediamo che le 7 -1 trasformazioni infinitesimali:
S LTINS LR Sy A
V& V& iy

gono permutabili colla X'f: eseguendo in queste trasformazioni infi-
nitesimali la trasformazione inversa della

4 . J —— . '.—
Xi=y, oy By =%y Ty=x; =2

otteniamo, se vogliamo, n—1 trasformazioni infinitesimali permu-
tabili colla Xf.

Se il sistema delle equazioni (8) non & un sistema completo tra
le alternate delle trasformazioni infinitesimali:

—Alf ) K?fa "'aKn—lf

ve ne sard una almeno che non sia una combinazione lineare delle

Af, A, ..., A, _f, Xf: supponiamo che essa sia lalternata:

Bf=(A;, A .
Ponendo allora come sopra:

v :“Zj Ej.a?] + Cz

~e

e rammentando che sono soddisfatte le relazioni (6):

(6) (A, X) f=vAf
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dall’identita Jacobiana:
(@A, X) + (@, %), K + (X, 5, &) =0
segue immediatamente :
(9) (B, X)= (A4, v &)+ (vAy, ) = 2y Bf — As () Auf+ A () Aof.
Poiche le »+1 trasformazioni infinitesimali:
A, A, ... A f, Bf, Xf

sono indipendenti, le loro alternate dovranno essere combinazioni
lineari omogenee di esse medesime: supponiamo che sia:

Ry B) =S, e, &7+ 20 B+ s0n X
(A4, B) fznzj 5 By 410 Bf 4 s Xf

ove le ¢;, v; sono funzioni delle variabili z;, %, ..., %, 2. Dalle
identita Jacobiane:

((K«;,B),X) —+ ((B,X),Ki) + ((X,KJ,B) —0
((KmB),X> + ((B,X)’Kk) + ((X,Kk),B) —0

tenendo conto delle precedenti relazioni insieme alle relazioni (6)
e (9), risulta:

() Bt eaBrt e X1, X7) +
+ (@B - L+ A A S, A ) + (B, Aif) =0
(Ej 05 A 140 Bf 0,10 XF, Xf) +
+(2va—Kk(v) AfHA () A, Ekf) + (B,vﬁkf) =0
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dalle quali, eseguendo, ed eguagliando a zero i coefficienti dI Bf
si ha:

X () +ven+3A, (»)=0
X (1) + v+ 8 Ko () =

(10)

Se fosse dunque ad un tempo ¢,~1,,=0 risulterebbe A, (\)=A, (v)=0
e la (9) diverrebbe semplicemente:

(B,X)f=2vBf.

Ma anche nel caso in cui ¢, ed v, non siano ambedue nulle pos-

siamo facilmente determinare una trasformazione infinitesimale B f
tale che sia verificata la relazione:

(B,X) f=2v Bf.
Prendiamo infatti:
§f=3Bf+71nKif—5nth-
§i trova subito:
B,X)=3 B, X)+1 (A, X)—en (B4, X) = X () Ai f+X (5) Auf=
=3 (2vBf - K, 0) K f+ A 0V Kuf ) +
v Ao fmeny A f =X (1) B, X () B
¢ dalla (10) segue immediatamente:
(B,X) =2v(3Bf+nAcf—en Auf) =2 Bf.

Se ora &:

Bf = s 2L b o gl o s B

bl

avendo riguardo alla precedente relazione ed alle relazioni (6), il
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lemma IV ci da che il determinante:

911 Og2 ... Oy 51

Olgy  Ogz -« 02, Do

AH

I

............

soddisfa all’equazione:

X (logAY)—v= - (n+1)v,
ciod si ha: X(A”) _’_nv A”:O.

(Si noti che il determinante A" & certamente diverso da zero, poichs,
essendo indipendenti le trasformazioni infinitesimali A,f, ..., A,_f,
Bf, X[, altrettanto accade delle trasformazioni infinitesimali

Ay Ay BE, Xf).
Possiamo ora nuovamente applicare il lemma I; e facendo in esso:

Af=Klf7 ;:"a '{‘:Auv n=rmn

e successivamente:

A i5) - " n
Af=Bf, ":2"7'19:A y =35

vediamo che le n trasformazioni infinitesimali:

1 — 1 - 1
A, ..., ——A._f, — Bf

Ve Ve Va©

sono permutabili colla X7 Si ha cosi il:

TrorEMA II. — Nelle stesse epotesi del teorema 1, anche se sono
nulle tutte le quaniita:

P 2
954 ) 970 | Ghim g %

ex,  dx, 7 oz, =
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se le equazions:
Klf:() ) I—ng=0,...,ln_lf=0, Xf=0

formano un sistema completo, determinata (con una operaxione
dordine 1) la sua soluxione, si pud avere subito un conveniente
fattore pel quale moltiplicando le trasformaxioni infinitesimals:

Af, Aof, . . A f

se ne ottengano altretiante trasformaxions permutabili colla X f;
se invece le equaxioni delte non formano un sistema completo po-
tranno ottenersi con sole operaxioni di eliminazione e di differen-
xiazione n trasformazxioni infinitesimaly permutabile colla Xf.

Vediamo cosi che il problema della integrazione dell’equazione
Xf=0, quando la trasformazione infinitesimale Xf ammetta » — 1
noti invarianti integrali soddisfacenti alle condizioni imposte nei
teoremi precedenti, pud sempre ridursi a quello della integrazione
di una equazione:

Yf:"iogz‘{""fhi[“}*---_{‘nmﬁf; 0

oz, A, oz,

che ammetta m note trasformazioni infinitesimali.

4. — Applichiamo i risultati ottenuti al caso speciale che sia
proposto il problema di risolvere ’equazione:

0 .0
Xf=§& (2, 22, 23, %) %1 + & (@1, @y, 25, 2) aﬂ]; +
2 0
+ & (2, %, 75, %) %3 + ¢ (2, 0y, X5, %) 8_,;_—: 0
quando essa lasci invarianti due integrali della forma:

f’?l @1y Tay T3y %y P1y Puy Ps) dir, diry dg

] Pe X1y Xay Ty, %y Py Poy Pa) dixy dz, dr,

Ann, 8, X, 3
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e tali che il sistema delle tre equazioni

%1 (21, Tay T3y Xy Pry P2y Ps) =0
1 (1 Tay Tsy %y Pry P2y Ps) = 0
£1p1+ Ezp2+ &3]’3_ t=20

non abbia per conseguenza l'annullarsi del determinante funzionale

(e, %y b it & potés ps—Q)
0 (pla P2, Pa)
Secondo quanto abbiamo veduto potremo determinare due tra-

sformazioni infinitesimali:

1f—011 af‘|— 01,2 3f+ 13§£+Bla];
of

2f——”21 af+ 22qx+ zsaf+p2 of

soddisfacentl alle relazioni:

(Ki ) X) f= (51,9&{’!"52, oy +£3, w3+Cz) Kzf (l = 17 2) .

Se le quantita:

dot do. Q. P o O0z9 , 07 3@
11 1,1 1.2 1,8 L . 2.1 2,3 2
(1) 8w1+8x2+ ? dm, +3x>+8x +

che sono due moltiplicatori dell’equazione Xf=0, non sono al tempo
stesso tutte e due nulle, ¢ ¢i indica con M una di esse differente da
zero, I'equazione Xf=0 ammette le due trasformazioni infinitesi-

- 1
mali ﬁAlf ; ﬁAgf ; se allora le tre equazioni:
1
Af=10, —MAQ/‘”=0 , Xf=0
formano un sistema completo, determinata la sua soluzione con una

operazione d’ordine 1, si avranno le altre due soluzioni dell’equa-
zione Xf=0, nei casi pit sfavorevoli, con due quadrature; se il
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sistema detto non & completo, nella alternata:
1 A
(55 &7 s 55 &)

avremo un’altra trasformazione infinitesimale ammessa dall’equa-
zione Xf=0: ed allora, essendo note tre trasformazioni infinitesimali
ammesse da questa equazione, essa potra integrarsi con quadrature
(al massimo tre) o, nei casi pit sfavorevoli, risolvendo una equazione
di Riccati (Lix, Scheffers Vorlesungen iber Differential gleichungen
mit bekanuten infinitesimalen Transformationen. Kap. 25, § 2,
Theorem 49).

Se le quantita (11) sono tutte e due nulle, potremo sempre distin-
guere i due casi che le equazioni:

Af=0, Af=0, Xf=0

formino un sistema completo, oppur no. Nel primo caso trovata la

soiuzione u, del sistema completo bastera che consideriamo i due
sistemi:

Af=0,Xf=0; Af=0, Xf=0;

di ciascuno di essi conoscendosi una soluziohe, u;, ed un molti-
plicatore, 1’unita 1), possiamo determinare 1'ulteriore soluzione con
una quadratura, e cosl avremo altre due soluzioni u, ed u, della
equazione Xf=0 indipendenti tra loro e dalla soluzione %,. Nel
secondo caso noi potremo ottenere tre trasformazioni infinitesimali
(ciod Af, Aof, (Af, Ayf)) ammesse dall’equazione Xf=0, le quali
¢l permetteranno di risolvere questa colla risoluzione di una equa-
zione di Riceati. Abbiamo dunque che:
Se la trasformazxione infinitesimale:
3 ) 3
Xf=t L talrel 4o

oxy

()
~

oo

A3

!) Per veder questo basta formare, col lemma V, le cquazioni che
definiscono rispettivamente i moltiplicatori dei due sistemi, tenendo conto
che le gquantith )., sono uulie.
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lascia invarianti due integrali:
fcp, (X1, Tay T3y %, D1y Py Ps) A, dy dez,

f’?? (.’131, Loy T3y %5 P1y Pay Ps) dxl dwi dxs

del primo ordine, relativi all spersuperficie dello spaxio x,,%,,x, 3
Vequazxione Xf=0, ove non sia risolubile con sole operaxioni di
elimanaxione e di differenziaxione, st pud risolvere per quadrature
(al massimo tre) o, ner casi pite sfavorevoli, com una operazione
d'ordine 1 sequita da due quadrature.

§ 3.
Utilizzazione di un invariante differenziale, del primo ordine,

di superficie che ammette la trasformazione infinitesimale

szg(x1y7%)af+’l(xvy7%) gj'*_t(”’ya%) alp

o i oz

1. — Si conosca un invariante differenziale di superficie del primo
ordine:

(1) IR RN ) (=a% a%)

' 1™ o
del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione infini-
tesimale:
. of of of
Xf=¢:L A a,
f=tntngtixn
Ponendo:

, 2 o 2 2
Xf=tgtad b ety Gt —aturnn| T
j 9
(@) + ng:z q-p 48 Q) —q (ot q)g ETZ =
=[eptna -0, /1 — Eptag-0 o

v
A
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si avrd, come risulta dalla teoria degli invarianti differenziali,
X' (5) =0
0, se si vuole, indicando con @ una costante arbitraria,
3) X' (p—-a)y=0.
Questa equazione ci mostra che il sistema delle due equazioni:
) @Y, %P, =0a, {ptng-L{=0

& un sistema in involuzione; percid se risolvendolo rispetto a p e ¢,
supposto che sia risolubile, otteniamo:

p:P(x,x,,:b,a) , §=Q(x,y,%,a)
l'equazione ai differenziali totali:
dx=Px,y,2,0)de +Q (x,y,%,0)dy
sara illimitatamente integrabile e il suo integrale generale
u(r,y,x,a) = cost.

c¢i dard Iintegrale completo del sistema (4) e quindi una soluzione
dell’equazione Xf=0 dipendente da una costante arbitraria.
Si noti ancora che dalla (3) e dall’essere

X (Eptng-0=—(Ep+n9-0) Ep+n.9-C.)

segue che il sistema (4) ammette la trarformazione infinitesimale X'f.

2. — Se, con

$=¢—a,
poniamo:
, o _ 9,0
M=l =7 L= L+e.3
’ ’ 4 af I4 " af ol ’ ai
T (P¥eta¥s—¢) 3y — (Fatpe) 5 — @ +avs) 5

e teniamo conto che, come risulta dalle (2) e (3), &

Ep+qg-C, ¢l —Eptng -0 ¢.=0
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ne risulta, col medesimo procedimento del § 2, n. 1, che tra le due
trasformazioni infinitesimali (di contatto) X'f ed Af sussiste la
relazione:

. e
(0 X) = [§ (€ ~pta =1 [1— ¥ €07 o

che si pud porre sotto la forma:
(A, X) f=(C-p& - qn) Af+¢'[C-pé - g7, [

Da tale relazione, uguagliando i coefficienti che hanno nel primo

o 2
e nel secondo membro 2—f ) A , i, troviamo:
dr 'y’ oz

A —X (¢ =C—pt—qn) ¢ T ¥
Af) — X' (¢) = -pé —qn) ¢ + 0
AQ) - X (Pt =) = Cp aqns) (0¥, ¥ o)+ L
Indichiamo ora con
”'(x:?h%)“) ; Bl,y,%,0) ; 7(93’?/17”1(1)
cid che divengono rispettivamente:
oy Yoy PYHAP -

quando in luogo di p e di ¢ si pongano P (x,¥,%,a), Q (z,y,%,4),
e poniamo:

Kf=dg—];+3%+7g£-

Supponiamo di pit che il sistema (4) non abbia per conseguenza

Pannullarsi del determinante | 2 *° , ¢iod che sia:
1
» P ’ +0.
€ o

Poiché il sistema (4) ammette la trasformazione infinitesimale
X'f, rammentando la nota a pag. 24, vediamo che, facendo nelle
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tre precedenti identita p=P, ¢=Q, si ha:

A@E)—X()=(-P&-Qn.)a
Am) —X @) = -P&-Qu.) B
A —X ()= -P& -Qmn)y.

Da queste identitd segue la relazione:
(Ka X)f= (Cz—P&Z"QTAz) Kf)

la quale ci mostra che le due equazioni Af=0; Xf =0 formano un
sistema completo; la sua soluzione u (x,y, 2, a), che pud ottenersi
con una operazione d’ordine 1, c¢i dara una soluzione dell’equa-
zione Xf=0 (questa soluzione & quella stessa che, uguagliata ad
una costante arbitraria, di 1’integrale generale dell’equazione a
differenziali totali dx =P dx+Qdy).

Notiamo subito che, se nella trasformazione infinitesimale Af
diamo ad a due differenti valori a,, @, ed indichiamo rispettivamente

con gli indici 1, 2, le sostituzioni e=ea,, a=a,, le tre trasforma-
zioni infinitesimali

Af, Af, Xf
sono indipendenti. Ed infatti se cosi non fosse dovrebbe aversi:

Asf =) Af +p X
e quindi:

gp=hon+p& , B=Al+pn, =>rntunt
Ma essendo:
7= (P tq¥, - ¢ )pmrigme = P+ QE,
le quantiti P e Q soddisfano, oltre che all’equazione lineare

Ep+7vq-C=0,anche all’altra a.p+Bg— 7 =0, cid che pud esprimers
dicendo che i due sistemi:

¢g=a, pt1g-C=0; ap+ig—71=0, Ep+yg-L=0
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sono equivalenti. Ora, avendosi:

0P +3q — e =* (up+Lig — 1) + v Ep+ng—-0),

dovrebbero essere equivalenti i due sistemi:
uP+hg—=n=0,Ep+19-L=0 5 0op+Pg—ie=0, tp+ng-L=0
e quindi anche i due sistemi:

g=a,, pt1g-L=0; ¢=a,, Eptng-{=0,
e questo evidentemente non pud darsi.
Abbiamo dunque che:

Troreva 1. — Noto un invariante differenxiale dv superficie del

primo ordine:
¢ @ y,%,0,9)

del gruppo ad un parametro generato della trasformazione infi-
nitesymale:

of of of
Xfetd 19 i
f=tg o +0s
se ¢l sistema delle due equaxioni:

¢ @y, 2,0, Q) =a, éptng-L=0

. ) C ¢
non ha per consequenxa Iannullarsi del determinante | ') 7" | ed

g U
¢ quindi risolubile rispetto alle quantita p e q, e se sono:
p=P@,y,2,0), ¢=Q,y,%,0
¢ valori che se me ottengono per risoluzione;
indicando con:
o(@,y,%) , Bl,y,%) , 1@ ¥,%)

cio che divengono rispettivamente le funxioni:

4

s s P4y PEpta,—~¢ (cong' =p-a)

T

quando a p, q st sostituiscano P, Q e ponendo:

3 . of
Afzaa'i_i_ﬁégj_i_(a*%ﬁ
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si ha che tra le trasformaxioni infinitesimali Af ed Xf sussiste
la relaxione:

(A, X)f=(C. -P& -Qu,) Af

e che, se indichiamo con Af, A,f le trasformaxionsi infinitesimali
che si ottengono dalla Af dando ad a due valori distinti a,,a, le
tre trasformaxions infinitesimals

Klfa K?f, Xf

sono indipendenti tra loro.

Da quest’ultimo fatto segue anche che, se nella anzidetta solu-
zione u (x, ¥, %, @) diamo ad a due valori distinti o, ed a,, essa deve
fornirei due soluzioni indipendenti dell’equazione Xf=0; cosi ve-
diamo gia che I’equazione Xf=0 pud, nelle ipotesi fatte, integrarsi
con una operazione d’ordine 1.

3. — Poichs la funzione ¢ (z,y, 2, p, g) soddisfa all’equazione

X% =0, se ne deduce, per derivazione rispetto a p e q:
X’ (pp) = (P& +q1. —C.) % + Getp&) ¢ + (1) Ly
X' (z0) = (P& +q71: =€) %0 - (0D 00) 8y + (G +972) 0

Applicando la trasformazione infinitesimale X'f al determinante

'pf, P4 | & trova subito:
: o
vl P P , ,
X =X =X ) e X () —e X

e, tenendo conto delle due precedenti identitd,:

X 2” i; = (pi:+gn.—L.) Z"’i + %n(ixwtp&z)—é('?zx+P‘f1:)+X('n) g+
SRUCAVISECURTERES O P
P "1 ’.1’ r2 &
=(p5;+qu:—Cz) i ";} +(E:L+Tfy) 2 i;l;+C(“’iz%—&zSﬁq)‘*'\:z'fr‘&"}:) (p'{/'p‘l'qlpq)-
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Poniamo ora in questa in luogo di p e ¢ le funzioni P (z,y,%,4),
Q(z,y,%,a) ed indichiamo con ® (x,¥, %, @) il determinante:

£ q|

©
Cp P

€

p=P, q=Q—
Rammentando la nota a pag. 24, si ha:
X (@) = (P&+Qu.—L.) @ + (Eatmy) © + L (n:0-80) +
+ (& n—En.) (Pa+Qp).
Se osserviamo poi che & {=P&+Qr, vediamo che & anche:
¢ (0250 + Gon—tn.) Po+Qp) = EP+1.Q) (no—Ef) =
e quindi:

(5) X (0) = § ety +2) + 2 (PEAQ7~C) | .

Consideriamo allora, invece della trasformazione infinitesimale
Af, Daltra:

Af o 3 B ¥, 1 ¥

\/q—) Vo or \/(1) oy \/(b 2%

e formiamo Dalternata:

Af x &N T x @) A
(\/?6’ f> Vo T
- Siccome & (A, X)f=(, - P& - Q1) Af si ottiene:

(22, 37) = fore—ans 20

e in forza della (5):

Af X) Gtny+l Af
L xr e
(v R
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Af
v <1>

dando ad ¢ due valori distinti «,, a,, si possono ottenere due tra-
sformazioni infinitesimali indipendenti tra di loro e dalla Xf. Pos-
siamo dunque dire che:

Aggi

Trorema II. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse posizioni del

g

teorema 1, se st indica con ® (x,y, x, ) la quantita \, tra

le due trasformazions Xf ed Aé sussiste la relaxione:

Vo

Ai 7 Xf> E_—l—@i Aj_ .
Ve Ve
Inoltre se indichiamo con ®; e ®, cio che diventa ® rispetti-

vamente per a=a,, a=a, le tre trasformaxiont infinitesimaly

A A
Vo ' Vo

sono tndipendents.

4. — Per brevita facciamo ancora le posizioni seguenti:
A
Bf= %‘, Bf = 2_f§ Cf =B, B f
Vo Vo
V== &x + ny + Cz .

Sara Cf una combinazione lineare delle trasformazioni infinite-
simali B,f, B,f, Xf:

COf == Bif+pBif + s Xf

dove m, p, 0, sono funzioni note delle variabili =, y, 2.
Essendo soddisfatte le relazioni:

() (B, X) =5 Bf , (B, X)f = B
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dall’identita Jacobiana:
((Bla By) 3 X) “|‘ ((Bza X): Bl) + ((Xv B1)7 B:?) =0,
che puo anche scriversi:

(<B.froBf+o XX + (5 B, B + (=3B ms) =0,

si ricava:

© X () + 5 o+ B (3) =0

Di pitt se &:
Br=u L 4L 0

Bf_,(Z)af_l__p f+ 2)f
dalle relazioni (6), per il lemma II, si ricava:

g By (3) = X ) — 5 (2B =0
® |
B (5)— X g — § e =0,

Sottraendo dalla 2.2 delle (7) la 1.» delle (8) e aggiungendo alla 1.2
delle (7) la 2.» delle (8) si ottiene:

X (oo +B)+10) 4 (e +ol+B 1) =0

X (rmolf 1) + 5 (el 1) =0,
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dalle quali risulta immediatamente:
X ([p+o§‘+@‘;’+ 7&"]2) + v [pol+ )= 0
X ([m—of~B—21%) v [s—o2 By ) =,
ciod che le quantita:
(oo +E0 017 5 [m - ol - 6 =102

sono, come la quantitd 5, dei moltiplicatore dell’equazione Xf=0.

Se & 5 =0 possiamo ottenere un altro moltiplicatore dell’equa-
zione Xf =0 nel modo seguente. Applicando 1’operazione B,f al
primo membro della prima delle (7) e Poperazione Byf al primo
membro della 2.* delle (7) si trova:

B, (X (1) + 5 B + nBl(%> _ B, (Bz(\

vl <
s S
S

I
D

B, (X (p)) + % B.(®+¢B, (%) R (B‘ (l

|2
~——
~——
I
]

e, tenendo presente che, per essere (B,, X)/f =% Bf, B, X)f= %Bzf,

si ha:
B, (X (7:)) =X (Bl (TC)) + % B, (m)
B, (X)) =X (B. () + 5 B ),

sostituendo nelle precedenti identitd otteniamo:

X (B, () -+ vBy(m) -+ =B, (%) _ B, (B2 (%)) —0

X (B () v Belp) + o B () — Be (B (5)) = 0.

Sommando, e osservando che per essere 6=0 si ha

) ) == 2]+ en )
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otteniamo

X (B, @)+ B.(0) + v (Bi()+B.() = 0,

ciod che la quantitda B;(z)+B.(r) & un moltiplicatore dell’equa
zione Xf=0.

Possiamo allora enunciare il

Trorema 111, -— Se, nelle tpotesi dei due teorems precedenti, indi-
chiamo con :

A ¥ ¥y
B = T gy T

Ll R NRLY!
Vo

le due trasformaxione infinitesimali indipendenti tra lovo e dalla Xf

dedotte dalla fAi per a=a,, a=a, Ualternata (B,,B,)f si com-
)
porra linearmente colle B.f, B,f, Xf e, posio che sia:
(B.,By) f=Cf = = Bf + ¢ Bf + 0 Xf

le tre quantita:

o, (ol - B = [pkolr g0
sono tre moltiplicatori dell equaxione Xf= 0.

Inolire, se é 5=0 st ha un moltiplicatore di questa equaxione
anche nella quantita:

By (x) 4 B () -

5. -— Siamo ora in grade di dimostrare, coi teoremi premessi,
che la conoscenza dell’invariante differenziale « (z,y, x, p, ¢), sod-
disfacente alle condizioni imposte, ci permette di integrare l'equa-
zione Xf=0 nei casi pit sfavorevoli con quadrature.

T evidente intanto che, se una delle tre quantita:

~ ~ 2) (2 (2 1 (1 1
Vo, moald—f—® , sbol
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& differente da zero, essa ci fornisce una soluzione p. dell’equazione:

X+ 5p=0

e quindi noi abbiamo nelle

1 1

—Bf, — By

v }L
due trasformazioni infinitesimali indipendenti tra loro e dalla tra-
sformazione infinitesimale Xf, permutabili con quest’ultima (per
ottener questo basta fare nel lemma I Af=B,f (¢=1,2); v= % ,
¢=u,n=1); equazione Xf=0 & allora, per un noto teorema.
(Vedi per es. L. Biaxcm, Teoria dei gruppi continui finiti di tra-
sformaxions, § 154), integrabile per quadrature.

Inoltre, essendo zero s, la quantitd B,(z)+B,(p) & pur essa un

moltiplicatore dell’equazione Xf=0; vediamo dunque che, ove fos-
sero nulle le tre sopraddette quantitd, sarebbe B, (s« +524+®) —

— B, (i) - f))— %) un moltiplicatore dell’equazione Xf=0 e quindi
la quantita:

VB, (o248 +48) — By (o) - B —1¥)

una soluzione dell’equazione X +‘é p.=10: cosi si potrebbero

ancora ottenere due trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf
e quindi avere le soluzioni dell’equazione Xf=0 con quadrature.

Come si vede rimane escluso dalle considerazioni fatte il caso
in cui sia ad un tempo:

O o=0, m=—altE, 1= -G
@) B (4945 +42) — B (0 +H+12) = 0.

Dobbiamo quindi considerare a parte questo caso: avremo allora
insieme alle relazioni:

(B, X) =5 Bf , B, X)f =By
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Paltra:
(B, By) = (20 +EP+17) Bof — (45 +4%) Bof
Da queste segue immediatamente, per il lemma IV, che, posto:
o

A= o®

(1)

-

1)
«‘(
?) 7(2)

w

£
s

¢

=

si ha:
B, (logA)=10, B,(logd)=10, X (logd) =0;

ne risulta subito che deve essere:
A = Cost.

B noto d’altra parte che, ammettendo il sistema completo delle
equazioni B,f=0, B,f =0 la trasformazione infinitesimale X/, I'in-
versa del determinante A & un moltiplicatore del sistema stesso e

percid anche un fattore integrante dell’equazione a differenziali totali
corrispondente :

(B04® = BA40) dip - (V6P — 4@ o) dy - (aVE — P EY) dx = 0.

Ma poich® A & costante il primo membro di questa equazione
sard un differenziale esatto e se indichiamo con ¢ 1’integrale:

= [ ) 0 =9 dy - GO o
sara:
B ($)=0, By(4)=0
e di pili, come subito si vede:
X ($) =A = Cost =#.
Si consideri ora l’equazione:
(G880 Bif — (o845 +1) Bof = 0
di cui la ¢ & una soluzione; essendo:

(10) By (08 +65+4) — (D45 +4) =0
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¢ evidente che questa equazione ammette il moltiplicatore di Ja-
cobi 1 e che quindi la sua seconda soluzione y potra ottenersi con
una quadratura.

I facile vedere, dopo questa osservazione, che pud determinarsi,
sempre con quadrature, un moltiplicatore comune p. delle due equa-
zioni B,f =0, Byf =0, ciod una soluzione del sistema:

(11) By (@) + O+ =10, By(p) 4 2+ +15) p = 0.

(Queste due equazioni possiedono soluzioni comuni, poichs le due
equazioni:

0 , 3
Bf— G+ ugl =0 5 B — (0 + 8 1) p g =0

nell’ ipotesi (9) formano un sistema completo). Dal sistema (10),
moltiplicando la prima equazione per o + [ + 7% e la seconda
per off + 9 + 40, si ottiene :

(12) (@ 4B+ 1) B () — O + B +10) By (o) =0,
Il sistema (10) & dunque equivalente all’ altro :

By (p) 4 (08 4B + 1) p =0
(08 4 B 4+ 1&) By () — (08 + B0 4 1) B2 (1) = 0.

Dovendo y soddisfare alla seconda equazione si vede intanto

che deve essere p. funzione di ¢ e di y:

p=F@,n-

Sostituendo nella prima equazione si trova, poichs & B, (¢)=0,:
B 3+ e+ 4

Per avere la soluzione p. bisognerd dunque determinare F in
Ann. 8. N, 4
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guisa che sia soddisfatta 1’equazione :

oF
o A
F B

Il secondo membro di questa dovra evidentemente essere una

funzione delle sole ¢ e 4 (del resto si verifica subito che nelle ipo-
(L TG
tesi (9) e (9) la guantita o—dg*'y(—”—”— & una soluzione dell’equa-
1
zione (12)). Poniamo :
o B +
B M L A < FE A
B, (x) bou)i

sarda H (,y) una funzione nota di ¢,y ed avremo:
1 9F
T E H,0,

quindi :

P ) Bl

B dunque chiaro che pud ottenersi, con sole quadrature, la so-
luzione piu generale del sistema (11).

D’ altra parte, essendo p. un moltiplicatore comune delle due
equazioni B,f=10, Byf == 0, e poichd sono soddisfatte le rela-
zioni

v v
(BIX)_—_EB1 H (BzX)=§B2,
per un noto teorema ) si ottiene che la quantita:

. . _ ¢ of of of
1) Il teorema & questo: Se la Xf= & %1-1—52 @+...+Enm =

ha il moltiplicatore M ed ammette la trasformazione infinitesima Xf,
per modo che :

(X, A)=hrAf
1’ espressione :
3¢,
X (log M) + 2‘8:6,; + A

sard una soluzione di Af= 0, ovvero una costante.
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X (log p) 4

& una soluzione del sistema B,f=0, B,f= 0 e quindi una fun-
zione della sola ¢ :

(13) X (log ) 45 =K (9);3

ed essendo p una funzione nota sari K una funzione nota di d.
Ora, per essere A una costante ed X () =A, si ha:

X(; [K@ay)=kp 22 =x

e quindi dalla (13):

X[log p——eAfKW JW}—I—?——:O.

1 f Ky d
La funzione, nota per quadrature, p.— e 4 ci permette

(lemma I) di ricavare dalle due trasformazioni infinitesimali B,f,
B,f due altre trasformazioni infinitesimali :

1
_ IJ Kdy Blf B %fKﬂBﬂc
w—e no— e
permutabili colla Xf e quindi di integrare 1’equazione Xf==0
con sole quadrature. Otteniamo cosi il:

Trorema IV. — Se si conosce un invariante differenxiole
¢(@,Y,%,p,q) del gruppo ad un parametro generato dalla tra-
sformazxione infinitesimale :

of

)
Xf=t(o,y,0) L+, 05 4

+ ¢ (xa Y, %) a—x
tale che in forxa del sistema :

e@,y,x,p,Q) =a Ep+1mqg— =0
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non st annulli il determinante | " 7" !, U equaxione Xf=10 ¢
Ul

risolubile, mei casi pite sfavorevoli, con quadrature.
Che il caso in cui sono soddisfatte ad un tempo le (9) e le
(9) possa presentarsi si pud vedere con un esempio. Si consideri

il gruppo ad un parametro definito -dalla trasformazione infinite-
simale :

xpmadl 1y 1Y

f=rat g, + 75
La funzione ¢ =p & un invariante del gruppo; e si ha
Po Py
€1
In questo caso risolvendo il sistema :

=y,

p=a wp+yq—2z=0

rispetto a p e q si trova:

e quindi :

Facendo a,=0, a, =1 si ha dunque:

_ L Lef o
Bf=isg  Bi=i &%),

da cui risulta (B,,B,) ==0: si vede subito che le condizioni so-

praddette sono verificate. Si verifica anche che & A = cost: si ha
infatti :

e |

=4
I
© S-S
I
I
[
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1
Si trova ¢ ==log e u.=cost ed essendo =3 la soluzione

dell’ equazione :

v
Xf+5f=0
3
ci & data da f=y 2.
6. — Tutto cid che abbiamo detto sta nell’ ipotesi che il de-
terminante gp P4\ non si annulli in conseguenza del sistema di
1

equazioni s =a,&p + 19 —L=0.

Ora puo vedersi che, se supponiamo che (uesto sistema sia
risolvibile rispetto a p e ¢ e dia per risoluzione due funzioni P
e Q derivabili rispetto ad @ e che, essendo @, ,¥y, %, Po, g UR
sistema iniziale di valori soddisfacenti al sistema delle due stesse
equazioni, nell’ intorno del punto x,, ¥y ,%0,P0, ¢ la funzione ¢
Pp Po

1
nullarsi in conseguenza del sistema (4). Se infatti questo sistema
d& per risoluzione

sia una funzione regolare, il determinante non pud an-

sz(xay)%;a) 3 qu(xay')%aa)

e poniamo, come precedentemente, :

(Pp) p=P,g=Q =12 ; (?g) p—P,q=@=208,

dalle identita :

’?(x,y,%aP,Q):a 5 ‘EP'*_T[Q—C'_—“O

derivando rispetto ad o si ottiene:

P Q of | o

e
Di qui vediamo che il sistema 2 R +38S=1;¢R 4+ 18=0

aa—l; , S = gg;nonpu(‘)

& compatibile, essendo soddisfatto per R = %

o 3

dunque essere : =0,
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Il teorEMA IV pud allora enunciarsi come segue :

Se st conosce un tnvariante differenxiale ¢ (x,y ,%,p,q) del
gruppo ad un parametro generato dalle trasformaxione infinite-
simale :

Xf=t@,y, ) L+ 1,30 L ey, L

tale che il sistema di equaxions : )
P@,y,%,p 9 =a ; Ep+ng—L=0

st risolubile rispetto a p e q e dia per risoluxione due funxioni
derivabili rispetto ad a, ed esiste un sistema iniziale di valors
soddisfocenty al sistema nell’ intorno del quale la funxione o é
regolare colle sue derivate prime ¢, e ¢,, la equaxione Xf=10
st puo integrare, mei cast pii sfavorevoli, con quadrature.

7. — La conoscenza dell” invariante differenziale » (x,y, 2 p,q)
pud utilizzarsi, nell’ integrazione dell’ equazione Xf=0, anche
quando il sistema z=a,&p + n¢ -— { =0 non sia risolvibile ri-
spetto a p e g. Supponiamo appunto di essere in questo caso, ma
manteniamo ’ipotesi che la funzione ¢ (x,y,x,p,q), nel campo
in cui la consideriamo, sia regolare.

Se risolviamo 1’ equazione {p 4 g — L= 0 rispetto a p e
sostituiamo il valore ricavato in ¢, indicando con ¢ c¢id che di-
venta 7 per la sostituzione fatta, la funzione ¢ non conterra solo
p, ma neanche g, che altrimenti il sistema (4) sarebbe risolubile
rispetto a p e ¢. K chiaro allora che ¢ dovra essere della formas:

go—:'l&—(x,y,%) +(Sp+nq—z)”¢($ay’%,P’Q)

con n intero ). Poiche I’ equazione &p 4 1q — { = 0 ammette la
trasformazione infinitesimale X'f, pel teorema di Lie piu volte ri-

1) dove la ¢ (@,y,%,p,q) non diventa infinita e non perde signi-
L-ng
3

ficato per p =
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chiamato (vedi nota a pag. 24) dall’essere X'z =0 si ricava:

X(# (pum ) =0

ciot: X o= 0. Ma allora dovra essere ancora:

X[{¢p+n9—0"¢]=0,

ossia :
Xg—nEp+1.9—L0)¢=0.

Potendosi evidentemente anche scrivere:

X’<nlﬁ)+(ézp+7)zq—'Cz)n—1— = O,

Ve Ve

se poniamo per semplicita :

¢ inoltre :
=Lt +on fom—nL -

ox
2 )
— (“x "l—pﬁ:)éj_ (ﬁy +‘qﬁz)3i; )

con considerazioni perfettamente analoghe a quelle svolte in prin-
cipio del paragrafo troviamo :
A,X)f=

Se di pit supponiamo che il sistema di equazioni:

ﬁ(x1y7%,pa9)=0 ) &p“{_'qQ”“C:O

non abbia per conseguenza l'annullarsi di n,—m,§ e dia per
risoluzione :

p=P(x7y7%) ) ‘1=Q(w,y,%),
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colle posizioni :
() p=P,q=Qq =20 ; (T) p=p, ¢=qQq=1§;

(Prp+ 97— ) p=P,g=q="1-

- ) )
A =agh+65 +1g,
avremao :
A, X)=0

ottenendosi cosi una trasformazione infinitesimale ammessa dalla
Xf=20. Vediamo dunque che anche nel caso presentemente con-
siderato il problema dell’integrazione dell’equazione Xf =0 & reso
pit semplice dalla conoscenza dell’ invariante differenziale.

§ 4.

Integrazione di una equazione X/ == 0 con certi noti invarianti

integrali e differenziali e con certe note trasformazioni in-
finitesime.

1. — Si conoscano % invarianti integrali del primo ordine re-
lativi ad una qualunque varietd ad » dimensioni dello spazio z,

...........................

VEh—1(@yy et 3Ty Xy Prye ey Pa)
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che ammettono la trasformazione infinitesimale :
of d
Xf=4%§ (xl,...,wn,%)a—xl—f—...—l—&n(xl,. “’””’”)aZf,,"‘”
of
“l"c(xls-- "m"’%)a}'
Di pit lequazione Xf =0 ammetta » — & —k note trasfor-

mazioni infinitesimali :

xf=td +ad. ey

_*_cra_f(7-=1,2,...,n~—k~——k)

soddisfacenti alle relazioni :
(3) (Xr,X)f=)‘rXf

Se indichiamo, come al § 2, con X'f la trasformazione infini-
tesimale ottenuta prolungando la Xf una prima volta, conside-

rando questa come agente su P, ,Ps,y...,P,, potremo scrivere
brevemente :

4 Xf=[Ep+&p+...+&p—C, f1—
. 2
—Gntapt e — O ;
ed esprimendo che gli integrali (1) e le funzioni (2) sono invarianti
per la trasformazione infinitesimale Xf si ha:

(5) X’ (‘la) + (il,ml + gl,z‘i" 52,9@ + e &2,2 + ...+ ‘Sn, a:n'l’
“l‘pngn,z)'pi =O(i=172)"‘)h)
X’(:pj)=0 ) (7.:172""17‘7—“1)

le ultime delle quali possono anche scriversi:

53] X(pj—o)=0,@(y=1,2,...,k—-1)
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dove con o, %, ..., 4, intendiamo indicare £ — 1 costanti ar-

bitrarie.
Procedendo ora come a § 2, n. 1, per gli invarianti integrali,
e come a § 3, n. 2, per gli invarianti differenziali troviamo che

le trasformazioni infinitesime :

’ a ’ 2 ’ af
A‘if=cpiy_pla—£l+ ',Ji,pza—iz"l“--'—l“‘?i,p”'a—@
of

+ (» ?’i,pl + P 'Fli,pe +... .+ p. v Pr ¢'s) .

of (¢li=s—a)

’ ’ af ! ’ —
—_ 'Fi,w{*' Frz)a— == 4 i, + P 4 i,z .
( P )apl (¥ a,+Pn )apn (¢=1,2,..,k-1)

? d 9
ijz%,pla_g];“‘— ‘l‘j,pz’%é‘l‘"‘—i—%’p“éz
)
+(pl %,pl‘*“' . —{—pn%,m——%)gg—@j,wl 'l‘]?l‘{’j,z) S—P‘{‘l_
of . __
= Wy, F ) g =102, 0R)

soddisfano alle relazioni :

(AiaX,)f=(5z—p1£1~P252—---—‘pn&n)Aif“i‘
+ it —pb e — o —Pu e ]
(¢=1,2,...,k—1)

By X)f=Cro+ &0+ Flnyua+8) B+
+¢j [81,901—}"' e +é“,m+ t-z’f]
(j=1,2,...,h).

2. — Sviluppando la parentesi di Poissons:

T=[E i+t o -Gt P~
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ofteniamo :

r=bfE et a PG AP E et - ) —
-—_ &lr f&L;plpl +... + é.n,xl Pn"cwl +pl (81,2 pl + et &n,zpn— Cz)z +
+ &, {&f,zﬂpl-k...+€2,mnpn-—t.xn+20n (&f,zpl-}'--x*F&Z,zZ%‘CZ)}"
—5; {51,%]01 +...+ én,xnpn"{;mn + P (&l,zpl +... +5n,zpn“Cz)$ =
- gX (qr) - Xr (C-” + (E{,zpl _I_ &;, 5272 + LR + E—:;.z pn"" Cg)
(élpl + EZPZ _{'_ v —{_ énpn—“ ‘:) - (‘il,z (4} + &2,2172 + ‘e +
+ e —)ELFEPAt P —0).
Ma poiche, come risulta dalla (3), 8 X (§7) — X, (&) = —X\, &,
si avra :
T - (51171 + &2272"*_ <. + Snpn_'c)
E.p+&, 0t +Eﬁ,z]0n—C§)= -hEp+ . 8 P 0)—
— Gyt F o —L)EL . F 8P —T),

che, tenendo conto della (4), pud anche scriversi:
MXEn+.. . +ap.—0)=—hGpn+ ...+ &p. -0~
—Crep G P — ) G- -+ &p.—).

Basta osservare questa identitd insieme colle (5) e (5) e col-
D altra :

XEp+.. Féap—0=—En+ .. +&p—0
(&1’ZP1+ R + &n,zpn_cz)
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per vedere che il sistema delle 7 equazioni:

Pr1=0a 5 P2=0g5 .. 5 Ph—1 = Ap—1

h=0;¢=0; ... 50, =0

=+t p.-U=0n, =" p+ 8 p, =0

r=&4tp+...+E&p.— =0

ammette la trasformazione infinitesimale X'f.

Prossguendo allora il ragionamento del § 2 e del § 3 rispet-
tivamente per gli invarianti integrali e differenziali, quando si
faccia 1’ ulteriore ipotesi che, in forza del sistema (8), non si an-
nulli il determinante funzionale :

ﬂ'}ol,?2y""cfk—1)q)la-'--q)haﬁlv-'-7ﬂ'n—-h——k7ﬂ:)
O (PrsP2e -y Pn)

b

otterremo che, indicando con A.f, B,f le trasformazioni accorciate

ottenute dalle A,f, B;f sopprimendo i termini in a%i ,%,...,%;
e sostituendo nei coefficienti degli altri termini a p, , Pz ,. .., Ps Ii-
spettivamente i loro valori P,,P,,...,P,, ottenuti dal sistema
(8) in funzionediz,,...,%,,%,a,,...,a, 1 ,saranno soddisfatte

le relazioni seguenti:

AL X =Eat Bt o g, + L) A ((=1,2,...k-1)

(BJ7X)f= (Cz _Pl EI,Z_PZEZ,Z_ . ‘Pn &71,,;’)ij7 (j: 1 y 2 yoeeey h)
quindi il:

Trorema 1. — Se del gruppo ad un parametro generato dolla
trasformaxione infinitesimale :

Xp—e Ly e

1 ox, d, ", 2%

st conoscono k — 1 invarianti differenziali del primo ordine re-
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lativi all’ ipersuperficie x=x (v,, . .., x,) dello spaxio x,,. .. s ,%.

2-’1(1517---79%,%,2’17---»Pn)'a 'Pz(xn---7%:3»101,‘--717“);---;

1 @iy e s Bay X3 Prye e ey D)

ed h invarianti integralt del primo ordine, relalivi all’ ipersuper-
ficie stessa :

Jh@, o @k 1y pa) day diy. L di,

Sl @y @y Py P Ay iy d s

SO @y X Pry e, pa) diy . L da,

e di pits sono note n—h—*k trasformaxioni infinitessmals :

2 2 of  ..2
X,f:&{%-y £;§£+...+EQ£+QT§£ (r=1,2,...,n—h-k)

ammesse dall’ equaxione Xf = 0 ;
se tnoltre il determinante funxionale :

Qe Poee - uaty Brye s Gy Trye ooy Tunns )
OP1sPrs-e-sPu)

con
T,=8p+E8p+.. .+ 8p.—0;
r=bp+ &+ F4p.—C (r=1,2,...,n—h—})

non st annulle in forza del sistema :
CL=0 4 La=Qgy. ., 1= 0p1 , q)l:Ow'--aq)h:O )

m=0,...,%, ,s=0,r=0

e questo sistema, che in tale ipotesi sard risolubile rispetio a p,,
Pyye-nsPu, dd per risoluzione:

=P (@,.. ., T, 2,0 ,...,01);

Pp=Fe (@, .. Ty x 0, @)

Po=P, (@, .. &, 0 ,...,00-1),
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ponendo :
('P’l,pm)plmPl,...,pn:P”=ariz (m= 1 3 2 y e 7"’)
(P, "F,i ) 'P’i,pg’*‘ coot Pu 'P'ipﬂ - 3‘9'2)}11=P1,=..,‘pn=1’" =ani+1
‘P'z‘ =@Q; —Q;
(¢=12,...,k-1)
(4’] ,pn,)p1=P1,...,pn=Pn= B, (m=1,2,...,n)
Prds o+ P2yt P by o, — i) pi=Piip, =P, =it
J=1,2,...,h)

e infine )

f af
Ad= 3_ % 8:1;2 + -t *n3

. of
+ %nt1 3,0

B,f = 1§£+@29’”+.-.+BJ af+mlaf

" o,
st ha:

(Ai!X)f'—' (Cz_ 51,zP1—52,z102—- .. ’—&n,zpn)A;]‘ ('l: 1,2, cee ,k—l)

©) ,
(Bj )X‘)f= (ély% + 62,3’«'2 + AR + &n,am + Cz) BJf (.7 = 1)2 yec 7h’)
3. — Trorema. — Nelle siesse ipotesi e colle stesse posiziont
del teorema 1 il determinante :
ol O e, ol
af~t el okt
H Bioovnn. Y
D = h h h
1 ﬁ2 £
1 S 34
&n— —k &n—h-—-k &n—h—k
& Egovnvnn €.

1) Indicheremo qui e nel seguito coi simboli A; f e B; / le trasfor-
magzioni infinitesimali accorciate ottenute dalle (6), invece che, come pre-
cedentemente, con A; /', B; f.
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soddisfa all’ equaxione :
L3

(10) X(D)=§k(P1 &1,z+P2£2}z+.. . +Pn&n,z"'cz) -
- (h - 1) (51:-’701 +£2,x2 +.. ~+£n, an Cz) z D.

DnostrazioNe. — Per semplicitd muteremo alcune delle prece-
denti notazioni ponendo:

. » . J=1,2,...,h
QJ =’-h1 1+ ]_))J :A —14j
B, = ok f Iy (m=1,2,...,n—-[— 1

r=1,2,...,n—h~-Fk
"o 'Z’:l-k—l-{—r 7 b1t Xrf=A . ( 150 ) )
&m a. C Uty f htk 1+fm=1,2,...)n

En=uy C(=on, Xf=Af m=1,2,...,n).

Potremo allora scrivere :

o ol...al
2 2 2
oaf o5 2
........ J
oy 9y ... Oy

o} ..., o),
ot o ! oit
Ds - A«n(7ls) An(als) An(a;t) . B
als+1 o 2s+l o :L+1
oG a; ..... a:

otteniamo subito :

(@) X(D)=D1+D2+...+DW=EDS’.
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Poniamo ancora :

[ 4
o o3 . ol
of ! o5t oi ™t
As = As(dib) As('72) A-s(a'Z)
o s+-1 OL§+1 a:b+1
oy O(;" Oy

Se osserviamo che le trasformazioni infinitesimali A,f, A.f, ...,
A.f soddisfano alle relazioni :

oat _ ...—PMEZ—”)A,.f G=12,...,k-1)

a7Z+1
(e, X7 = (G0 - p, O

3
a’}.'f 372 o +1
. — .. k1 £ — h—].
(A, X)f (‘axfrhaxﬁ' Tt )Afy Eyk+1, .., k+h-1)

(Ar,X)f=PVrXf (7"=k+h,...,n-—1)
e che quindi si ha:

daf o

. [dan o
A (o) - An(a:n)=( ”a;‘— Pr-...- Py 5%—)0 (1=12,..,k-1)

A,.(a::.)—An(a.gn):(%?l aéer g;ﬁ”,;“) GGk k1, etk 1)

A o) —A () =up, 2 (r=k+h,...,n—1)

risulta ;

Di=A +< all-l—P 372 .+ P it aﬁﬁFFl)D (7:=1727"'9k’_1)

‘% 3 " | ox

ol Qul da"  Jan '
D=4, ~(3-+=- n nt1 - -
s=4; (Bxl“" ax2+ +8x + x )D (=k,k+1,...,k+th-1)

D=4, (=k+rh,...,n—1)
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e quindi per la (a):
S ooy 87 o Qa
3 A 1 ( — 4+ P, A
¢ XD)=3X +;k Wige thgt-thy ax)
Qo  Qol da o\ |
(8w1+9x2+"'+87n+ Sx)fD'

Rappresentiamo ora con A,f la trasformazione infinitesimale ac-
corciata che si ottiene sopprimendo nella A f il termine che con-

tiene S_f :

ox
— af Sf
A o5 of
Sf la + 2 ax + +
Si avrd allora:
1 1
o Of v vnns o
ol I al ! 2 "
..... o™t af 7t L et
LT - L 2 “

A A A s a "n a V’Vlv a 2
A= A5 Ay0)... A, | + %on o o3 "

o ox T T ;&
sl s-1 s41
3% Oo es w0 Oy Us-l—l a2s-|-1. U.Z+I
n n
Oy Og oo o v v O, ai@ O!?; .... U.Z,:

Indicando con {a«,] il complemento algebrico dell’elemento aj,

nel determinante D, come & noto, si ha:

s s o - el,m=0 l#m},
Z“L[“m]—”vm]) Gom=1 l=n |’

ne segue :
P us . ol
af~l ey, of T
S%{'l _
(0) Foss| (Ol?’) A-s(aﬂ) As(aﬁ) =
aftt et o1
oy 0% «ovuns o

Semn Ni==TY $=n M=nl==n

/}‘L ”1=na n
=§m=ls'ym[am]—yz; ,,,]D)’

s=-l =] m=1 a-ll %

i~

Ann, S, N.
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Osservando poi che, dovendo soddisfare P,,P,,..:,P, al si
stema (8), deve aversi :

g =0f Py 4o Pot ...+ 0. Ps,

si ottiene :
o} - J o,
als—l 0'.23_1 a;—vl
s=n [ n n
@) Yoain dor da3 G |
= o% ox ox
as+1 O(25+1 o(s+1
oy O v Oy
s=n m=n aan s=n r=n m=n ad” m=n 30”
I N\ N m . O\ QY m . ) m
= Doan X Fr[n]= 3 Do P, ¥ T[] =D ¥ P
Sm=} m=1 % s=1 r=1 m=1 m==1

Dalle (¢) e (d) risulta finalmente :

sor (o du Qo _ dor . o} da
W AP J R
szl Qa 3z, 3z, + +3%+Pl a +P2 A P Frite
o Qo o 30 Qo Qo dupi\]
=D5(—l Oy ntl 1 2 G%n Tt L,
(PRt 3%)+(P y g ot hegy %

Sostituendo nella (b) per E“As Pespressione cosi ottenuta, ne

s=1

risulta la formula :

aal

A, (D)=Di ( 3“2 p, %% 9“:“)—

—w1ﬁ“+ +%+Mﬂ

la quale, quando si introducano le primitive notazioni, & appunto
la formula che si doveva dimostrare.
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4. — Facciamo, per brevita, le seguenti posizioni :

_3m1+§m—2+'”+a+§;
S p | o, &
/—Pla% 1 Pgax—‘—...—*—l}n&‘—gg.

La formula del teorema precedente pud scriversi, in modo pil

semplice, :
(10) XDO)y=D}kv — (h—1)v}

dalla quale si ha:

" X<_1_>=EVL_¢L
vo/ * vy D

Se allora, in luogo delle trasformazioni infinitesimali :

Alf;AEf"")Ak—-lf
soddisfacenti alle relazioni :
A, X)f=—VAf (=1,2,...,k—1),
introduciamo le :

1 : .
— A @=1,2,...,Fk—1),

VD
queste soddisferanno alle relazioni :

r1 h—1 1
(k A,-,X)f——‘— % v At

VD VD

dunque :

Trorexa 1I. — Nelle stesse ipotest e colle stesse notaxioni del
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teorema I, se st pone di piw:

V=El,a;1+52,a:, + e "l"&n,z“"*“)::

1 1

Vol O evenns Oh
...............

— h— —1

A7 o

1 1 1

1 Sz llllll n
D b e e i e e s e e e e e e e

| ph 3 h

I Pr £ (0

1 1 1

1 e e e saesl n
H—ha=k fi—h—h &n—h-—k

1 =2 "

al 62 ....... &n

nsieme colle relaxiont :
(Bjax)fszjf U=1,2,...,h

st hanno le alire .

1 h—1 1 .
k—_‘A.l7Xf=*“ % Vk-_Aif (Z=1,2,..-,k—"1)
VD VD
5. — Le trasformazioni infinitesimali :

Af,o o, Mf, By Bif

contengono k—1 costanti arbitrarie e, finché almeno queste co-
stanti non prendono dei particolari valori, esse sono indipendenti
tra di loro e dalle trasformazioni infinitesimali:

Xf . Xuninf, XF-

Diamo ad una di queste costanti, per esempio ad a,, due va-
lori distinti &, ed &', tali, che le » dette trasformazioni infinitesi-
mali conservino la loro indipendenza, ed indichiamo con uno o con
due apici la corrispondente sostituzione, in una qualunque quan-
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tita 1). Possiamo provare che le trasformaxions infinitesimals :
Ao AN, B, B
non possono essere tulte combinaxione lineari omogenee delle :
Arf oo Maf 5 Bofy o B Xf oo X! XF

Ove infatti accadesse questo, dovrebbero essere equivalenti i
due sistemi

of pros Pt o pe—ailn=0 (E=12,..., k1)
ﬁ{lp1+@glp2+...—*—B;”;'pn—-rf;l_}_lz() (j:],Z,,_’h)

Y EmtEnt. .. Gpa—C =0 (r=12,...,n—h—%)
dpté&pt.. +LP.—C(=0
Ao p ol p— ol =0 (G=1,2,..., (k1)
g B p+B pe . B pa—Bl=0 (j=12,...,R)

Ept+ap+...+8p.—C( =0 (%:]725""7/&"—}?‘—7‘;)
p+é&pe+ ... FEp.—=0.

E poiché i due sistemi S' ed S” sono rispettivamente equiva-
lenti ai due sistemi seguenti ¥’ e X":

=0 ==0;. .. ;% ; h=0;...50=0
2’ T+ 8, — =0
b+ . (=0
=0" =G P = Gy 5 G =05...50,=0
2” Em+...+&p.—L =0
Gp+. o Fhp.—C=0

4) Si suppoune naturalmente che sia almeno k—I1=1, vale a dire che
sia noto almeno un invariante differenziale. Il caso 4—1=0 si & trattato
a parte al § 2 con h=n-—1; con A< n—1 si pud svolgere ancora la
stessa trattazione fatta al § 2, salvo ovvie modificazioni, ottenendo sem-
pre che il problema dell’integrazione dell’equazione Xf= 0 pud ridursi,
nei casi piit sfavorevoli con una operazione d’ordine 1, all’ integrazione
di una equazione :

of

of )
Yf£‘ﬁoj£;+'ﬂ1a—%+'~~+"2 f'—O

N axnz
con m note trasformazioni infinitesimali, (con m =n, oppure m=n—1).
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dovrebbero essere equivalenti anche i due sistemi ¥' e ¥”, mentre
invece sono incompatibili. Resta cosi provato quanto volevamo.
Ne risulta che anche le trasformaxioni infinitesimals :
1 A7 ! A" B’ B
(11) 3 1f""1k h—lfa 1f>-"7 wf

g VD"
non possono essere tutle combinaxioni lineari omogenee delle ;

1 ' 1 7 ] ’
12) 7 ATy 5 Nasdf , Bif s o B X f e Ky X

) * —
-V VD
Ora potrad darsi che una tra quelle trasformazioni infinitesimali

11) che sono indipendenti dalle (12) sia una B”;, per un certo
valore di j tra i numeri 1,2,..., %, oppure che ciascuna di esse

. 1 C .
sia una -— A”;f, per un certo valore di ¢ trai numeri 1,2,...,k—1.
VD

Supponiamo di essere nel primo caso ed indichiamo con A il de-

terminante dei coefficienti in o yeeey gf—, o delle trasformazioni
ox, duw,’

infinitesimali :

1 ’ 1 4 ’ ' 4
T—Alf" tUY TR Ak—lfaBlfa"-thva jf7X1f7"':Xn—-h—hf’Xf'

VD VD

Se teniamo conto delle relazioni :

”hl_A,iaX :1;}& Y hl ALf =1,2,..., k1)
VD VD

(B’j3X)=VB’j U=1,2,...,h

B'7, X) = vB'5f X, X)==2Xf (r=1,2,...,0-h-k)
il lemma IV ci da:
X(log &) — v = ~ (75—1)1_h v—{(h+1)v

k
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ossia :

X(A)—{—(1—|—h;1)vA=O.

Allora, facendo nel lemma I successivaments :

Af=5—A%f; v = v S ik
VD

Af=DB5f; v=v; p=2;

si ha che le trasformazioni infinitesimali :

AI,‘E‘% Ak_.i_% _keph—) ___k &
k/__ A,lf’ YUY R A’k~1f3 A * B'lfv R | A k+h_lB'hf7A el B"Tf
v VD

sono permutabili colla Xf; vediamo cosi che nel caso considerato
si conoscono # trasformazioni infinitesimali, dipendenti da %k -2
costanti arbitrarie, che lasciano invariante ’equazione Xf=10.

. . 1 . e
Nel secondo caso, in cui una delle -— A"sf & indipendente

VD
dalle (12), la considerazione del determinante A dei coefficienti
delle trasformazioni infinitesimali :

1 ’ 1 ' 1 " t '
(13)—);— A'lf""?TAk*If) T?A?f')Blf,"' 7Bhf,X1f)"',Xn—~h—kf7Xf

VD VD VD

ci porta, come subito si vede, ad una soluzione dell’ equazione
Xf=0; questo caso richiede ulteriori considerazioni per la ridu-
zione del problema dell’ integrazione Xf=0. Adoperando di nuovo,
per semplicita, 1 simboli A.f, Asf, ..., Af, Byf, ..., B.f, per
indicare le prime ~+% delle (13) possiamo dire che, nel caso con-
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siderato, si possono determinare k+% trasformazioni infinitesimali,
- contenenti k-2 costanti arbitrarie e che soddisfano alle relazioni:

1-4
k

B,,X)=vB,f  (j=1,2,...,h.

(A, X) = vAf @=1,2,...,k);

Concludiamo dunque:
TroreMa III. — Indicando con:

1 ’ 1 ! ’ ’
— AN — AL B BLS

VD VD

1 ” 1 ] ” 1
(@) w— AN ALl B BUS

‘\/ ﬁr \/ ﬁl

rispettivamente cio che divengono le trasformaxions infinitesimali:

1 1
A s Alfs By Buf

i i)
facendovi a, = &\ , a, = &', una almeno delle (@) deve essere tndi-
pendente dalle :

T, 1 ., 1, ’ )
& Alf? 3 A2f77 h_‘A- h-—lf}B lf;"'7Bhf)leﬁ"")Xn—h—kf;Xf'

VO VD VD

Se essa & una B'sf st possono ottenere (semxa alcuna quadra-
tura) h+k trasformaxioni infinitesimali, indipendenti tra loro e
dalle Xof ... Xy wnfy X[, che contengono k - 2 costants arbi-
trarie, permutabili colle Xf e quindi ammesse dall’ equaxione
Xf=0.

Se é una kl A" f st hanno (sempre senza quadrature) h +k
v

trasformazions infinitesimali A\f,..., A Bif, ..., Byf, indi-

pendenti tra loro e dalle X,f ,... , X, ».uf, X[, che coniengono
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k—2 costanti arbitrarie e soddisfano alle relaxioni :

. 1—h . .
(&,X)= N Aif (i=1,2,.,k) (BJ y X)f = ‘Jij (J=1,2,.., k).
Notiamo che il secondo caso si presentera certamente quando

sia h==0, ciod non sieno noti invarianti integrali che ammettono

la Xf.
§ 5.
Integrazione dell’equazione X/ =0 colla conoscenza delle »n

trasformazioni infinitesime A,f,...,A.f; Bif,...,B.f;

Xy oy Xuononf soddisfacenti alle relazioni (A, , X)f=
1—7
= =vAS s (B, X)f=vB,f; (X.,X)f =) Xf. Caso

incui ® k+k=n.

Nel presente paragrafo ci serviremo ripetutamente di questa
osservazione : che in seguito al lemma I, tutte le volte che noi
conosceremo una soluzione ¢ dell’equazione Xp + nvp =0 con
7 costante, potremo determinare due convenienti fattori, per i quali
moltiplicando rispettivamente le A.f, B;f, se ne ottengano altret-
tante trasformazioni permutabili colle Xf: i due fattori sono, come

subito si vede, —ll_—hper le Aife 11 per le B;f. In tal modo si
oF =

otterranno, oltre le n—-k—F% trasformazioni infinitesimali X,f,...,

X, _»nf ammesse dall’equazione Xf= 0, altre & + % trasformazioni

infinitesimali ammesse dalla stessa equazione, di modo che que-

sta ammetterd 7 trasformazioni infinitesimali note.

1. — Nel secondo caso considerato nel teorema III del para-
grafo precedente se poniamo

1—h

k

possiamo scrivere che le trasformazioni infinitesimali A,f, ..., Ayf;

e
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B/f,...,B,f soddisfano alle relazioni :

(1) (A, X)f=2vA.f (i=1,2,.,k B;,X)f=vB;f (j=1,2,..,h);
di pil si avra:

(2) X, , X)f=nrXf (r=1,2,...,n—h—"h).

Le operazioni alternate fatte colle n#+1 trasformazioni infini-
tesime :

N

(3) Alf’"'aAhfaBva'"thfvxlfv"'7Xn——h—kf7Xf

si comporranno linearmente ed omogeneamente colle trasformazioni
stesse. Avremo percio :

x h

(Ai ’As)f= 2:41 aﬁ‘s Alf+ Em byin.s BMf+
T

. n—h—k

+ S X f+ e, Xf (j=12k)

1
dove le a},; b7, ; ¢5,; ¢, , sono convenienti funzioni delle

Dy y Layeroy Loy X
Dall’identita Jacobiana :

(420, %)+ (00,30, 40 + (1%, 40, 4.)
servendoci della relazione precedente e delle (1) si ottiene:

~ S X @ Af 43, 0y al A — B, X 07 Buf +

n—-h—%k

+ 2:.,“ v b7 B,f —«n—ikx €)X f+ D Xf—
— X (ei, ) Xf—eA, ) Af+cA, (v) Asf —

. B h n—h—h
—2sy (z:t az‘s A‘T?f +2?‘mb?t.s Bmf'+ Z:'f‘ Cz.s X?‘f+cf,5 Xf) =0
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da cui, per essere le (3) indipendenti, si ricava:

Xfai ) tevai =0 (I3 XEOF)+@e-1) vy, =0

(4)\ n—h—k
(X(C:'S) +2ev Cis= 0 X(ci.s) - 2;« €7 s A+ 2ey Css = 0
T
di pin:

4" X@i)teval,+ecA, (=0
X(ai)tevai,—eA ()=0.

D’altra parte dalle relazioni: (A;,X)=cevA,f; A,,X)=
=c¢v A,f, pel lemma II, si deduce:

dn} aan L A
A — (Zg Sx ajl) & V( ?j axj_ + 32-1)"'5 A )
J

AW—X (" o am"*‘)

025 0o
>, 890 o (3‘ ’+ +l)+eAs (v)

i dx ox

0, se si vuole,

1 o i b\ e O 045, i) _
gAi (’)"]_—EX(ZI‘J' ij+ 2 )_1-—8 v(23?+ ox >_ 0

(4") L

325  Omp g o oo doni\
1—: X(Z‘J dx; N 8%) 1—e “(21390,.*‘3% >_O

Eliminando tra la prima delle (4") e la prima delle (4”) A, (v),
tra la seconda delle (4") e la seconda (4”) A, (v) si ha:

As() -

X(a§,5+1€_sci)+ev<a338+ G ) 0com 5. “2 0%, 9

1-¢ Jax o

L

@) _

. B g A & ads a%:_l_
2 - e _ — N\ J ____1
\X<a“_1_ess)+ /<aH 1———_565)_0(301135— 1j9x,-+ o

Se allora teniamo presente l'osservazione fatta al principio di
questo paragrafo, dalle (4) e (4') noi vediamo che, ove almeno una
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delle quantita :

ais (1=1,2,,0-1,441 .8 —1,s+1,., k)50 ,+

bp, m=1,2,...,h);c;, r=1,2,...,n—h—k)

sia diversa da zero, se & 30, si possono ottenere, moltiplicando
per dei convenienti fattori le A,f,..., A.f,B,f,...,B.f, altret-
tante trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf. Se invece

le quantita dette sono tutte nulle dovranno essere soddisfatte le
relazioni :

(A, , Af = 1{—8 3¢ Asf -5 Asf% (Z=1,2,...,k).

S

Poiché queste relazioni sono della forma :

(AL 7As) f:a’i.s Azf+ a’:’.s Atf

e le A,;f, A,f soddisfano alle relazioni (A;,X)f=cvA,f;
(A, X)f=evA,f noi troveremo come al § 3 n. 4 (pag. 45) che la
quantita:

1

%Ai @)+ A, @)

& una soluzione dell’ equazione X 4+ evy = 0. Potremo dun-
que supporre, sempre nell’ ipotesi ¢ + 0, che sia nulla anche que-
st’ ultima quantita ¥), che si abbia cios:

1
!) Diciamo che si puo supporre |A; (a! )+A, (@} ){2=0 nelsenso

che, in caso contrario, si possono ottenere, moltiplicando per dei conve-

nienti fattori le A/, ..., Axf,Bif,..., Baf, altrettante trasformazioni
infinitesimali permutabili colla X7,
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Concludendo :

Se ¢ e+ 0 st puo supporre che sieno soddisfatie le relaxions :

0 Ay A =y

ssAif—oiAsfg (§=1,2,...,k)

& daf Qo
% . 3 ) j n-41 ’ .
() Ai(s)) = A (s:))  oi= 21 i 32, += (=19,

2. — Consideriamo ora le alternate (A, , B;)f e poniamo che sia:

n—h—k

I h —
Ay, By)f= Ez ei.; Alf+2m 7 Buf+ 2,95 Xof+g.; Xf
1 1 1

(@:1,2,...,70)
j=1,2,....4)°
Dall’ identita Jacobiana :
(4,3, X)+ ((Bj,X>,Ai) +(<X,A,~>,Bj)=o,

padando alla relazione precedente ed alle (1), si ottiene:

h

k R h
——EZX(ef,J) A‘lf+21 Chd 65.] Alf_ 1'm}{( 11”."’) Bmf+
1 1

n—h—k n—h—Fk

h
+ X1 Bafl = 2 X (i) Xof + 2 95500 X=X (g5 ) Xf -
1 1

AL By 4 e By ) Adf - (1) v (B ey Auf +

h
S Buf B g5 Xof 905 Xf) = 05
1
e quindi:

(X (et )tvel, =0  (I1=1,2,...,6=1,i+1,..,k);

X(fr)tevfr;=0 (m=1,2,...,5-1,j+1,...,h)
X )+A+e)vgi ;=0 (r=1,2,...,n-h-k);

n—h~—k

X (gl.J) - 2,, g?z:,j 'r"'r + (1+s)vgi,j =O

1

(5)
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ed inoltre
(6") X (ef,;)+vei; —eB; (=0, X(fi)+evfi; + A (v)=0

Dall’ ultima equazione e dalla prima delle (4”) eliminando
A; (v) si ricava:

: . 1 : 1
(5) X(fi.5+”1—_—56i>+ev(ﬂ.j+ 1_3_01-):0-
Si osservi di piti che dalla relazione (B; ,X) f=v B,/ segue:
11 nW a Bm a B£+l ( n1 a pm a ﬁ'zu+1> — 0
(5 ) (Zm A a % ) a % .

m

Possiamo percid senzaltro dire che si pud ritenere che sieno
nulle tutte le quantita:

e, (=1,2,...0-1,i+1,..,k);

. . . 1
mo o m=1,2,...,0-1,7+1,...,0); fi;+ T30

< m a " y 3
2 "I'_ p +1 J = 1;21--')}2) 3 gg.j °(7‘:1 123"' ,’I’I/—h——k) 19i.
1

purch® perd sia oltrechd = % 0, anche 14 ¢%+ 0. Dunque:
Se 6 e+ 0 ed st —1si puo supporre che sia:

i ' i=1,2,..,k
48y (Ai,By)f=e; Aif + L Bif (j—l"’, ’h)
= ,—',.u.’
con :
1o ; 1 S 3E3m 9B
* L == — ————— PR V' _'-—0.
) “ Togi maxm %

Se queste condizioni sono soddisfatte, dalla (6), per il lemma
II, si ricava:
(6) =€ 0, -+ A, (e};) + B; (fi.s)

e, per essere fi = — 5;:

1—s

(6) A, (e::.j)+e::,,.ci_s_}13j () =0"
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3. — Dalle due identita Jacobiane :

((Bi,Bj),X)+((Bj ,X),B,-)-{-((X,B,-),Bj):(),

se si pone:

n—h—k

BB = S sl Adf o+ Jtt Bl + 8 10, Ko 10, X,
si ottiene :
(X P+ @=-e)vpl; =0 (I=1,2,..,k);
X(q¥;)+ve7; =0 (m+1,7)
M i{x@r,)+2ver, =0 (r=1,2,...,0—h—~F):
X(t,..j)—“_}hjkt;r,j M2t =0
1) X(gh)+vai, — B 0)=0; X(gh)+val, +B, ()=0.

Dalle (7) vediamo intanto che si possono ritenere nulle le
quantita :

Pl (I=1,2,..,k); .

@, m=1,2, 0 i=1,i41 e, j—1 41y ) ;=1,2,...,k

th; r=1,2,...,n—h—Fk); & ;

nel qual caso saranno soddisfatte, tra le B,f, relazioni della forma:
(B, ,B))f=qi; Bif +al.; Bif .

Si ha cosi che:
S pud supporre che sieno soddisfatte, tra le B;f, le relaxioni :

) (BB, f=q', Bif +qi,Bf (;=12h)

4, — Dalle due identita Jacobiane :

((Ai LX), X)+((X,4 X)), Ai)+((X A, X) —0

((Bj X,), X)+((X,. . X) ,B,.)+((X B, x) —0,
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se poniamo :
k h n—h—k
(Al ] X"‘) = jL az,r A-lf+2m p';.r Bmf+ Fl,‘s A{;.r Xsf+’ri.f Xf
1

1

n—h—k

B;,X uz _.7 ” lf+2m - Baf+ 150 Xof 40 Xf
1
si ricava rispettivamente, dalla prima

0 (=1,2,....,i=1,5+1,...,k);

/ (f,,)
: My—eX, (v)=0

(@) + e
8) (XEL)+E—1vpr. =0 (m=1,2,...,h);
X (i) +ewri,=0 (s=1,2,...,n—h—Fk)

n—h~k

Dt ) — X)) — A () —evys, =0
1
o dalla seconda

[X(d,)+ (1 —e)vat,=0; (I=1,2,...,k);

X(Er)=0 (m=1,2,....5-1,j+1,...,h)
(9) X. (’E—;,r) + )\r—‘) _— X,« (V) s 0 ;

X(75,) 47, =0 (s=1,2,...,n-h—k)

n—h—

24737* X(”{jr)'—“ )\,.)—-V”,.-——O

Dalle (8) risulta subito, in seguito all’osservazione fatta al prin-
cipio del paragrafo, che si possono ritener nulle, sempre se & e30,

le quantits :

. o m=1,2,...0h) 5 5. (s=1,2,...,n~h-k)

e dalle (9) analogamente vediamo che si pud supporre che sieno
uguali a zero le quantita:

;';.r (I=1,2,...,k) 5 .. (s=1,2,...,n~h-F).
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Saranno allora soddisfatte relazioni della forma :
k

A, X,)= 21 a,t:m Af =i Xf
1
B _

(Bj 7X-r) = z:‘m ;‘n,r Bmf+7i,r Xf

Se poniamo infine:
n—h—k

k h
X, X)) = Zﬁz.tAzf"}“ Em e Baf -+ 27‘ e Xof +0, Xf,
1

1

dall’ identitd Jacobiana :
(%0, X+ (X0, 30, X+, X0, X, ) =0

risulta :
X@E,)—evel, =0 (=1 ,2,...,k;
X(r,)—vt2, =0 (m=1,2,...,h);
X (7)) =0 r=1,2,....,n-h-F).

Potremo dunque supporre senz’altro (con = § 0):
e, =0 (I=1,2,...,k;
e, —0 (m=1,2,....k) (St=1,2,...,n--h_k)

o quindi:
w k

—h—
(XS,X,)z 2 'fl:,erf']" Qs.tXf-
T

Si ha cosi:
Sempre supponendo che sia ¢+ 0, si pud ritenere che sieno
soddisfatte le relaxion? :

B
(A, X)) =Zﬂ-5.r Af -+ Xf
v :
h _— —
(Bj 7Xr) == 1n«»kg?@-r B.f + 7i,rXf

1

Ann. 8. N, 6
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ove per le ol .5 i3 BPrs i SE ha:
X (al,) =0 (1 %5) ; X(ai,) b v—eX,()=0;
(IV*)<X(‘(i.r)+€"'(i.r+Ai 0)=0 X.,)=0(m=)
X(ED+ 2y —X, () =05 X150 + v, +B,0.)=0,

e di pitt che sia:

n—h—~k
4] X, X)= D, 0. X 46, Xf
1
con :
(V*) X (‘Q;,t) =0.
5. — OsservazioNE. Tutte le wvolte che mnot conosciamo ung

soluxione ¢ dell’ equazione Xf= 0, che non sia ad ur tempo solu-
xtone dv tutte le equazioni A,f=0 (t=1,2,...,k) B;f=0
(7=1,2,...,h), not possiamo determinare (con sole operaxioni
di derivaxione ) convenienty fattori, per ¢ qualt moltiplicando le
trasformazxiont tnfinitesimaly A;f 1=1,2,..,k) ;B,f (5=1,2,.,h)
se ne oltengano aliretiante trasformaxioni infinitesimali permu-
tabile colla Xf.

Ed infatti dalle relazioni (A, ,X)=cvA,f; B, ,X)=vBf,
ponendo f=1p, si ricava:

X (4@ +ev 4 =05 X(B, 9] + 7B, (» =0

ed in seguito all’ osservazione fatta al principio del paragrafo da
una delle quantita A, (p), B; (¢), differente da zero, si possono
ricavare immediatamente i detti fattori.

Noi vediamo cosi che, tutte le volte che riusciamo ad ottenere
delle soluzioni dell’equazione Xf= 0, o esse ci permettono di ot-
tenere, moltiplicando le A;f, B,f per convenienti fattori, Ak tra-
sformazioni infinitesimali permutabili colla Xf, o potremo supporre
che esse soluzioni sieno anche soluzioni delle equazioni:

Af=0 (i=1,2,..,k); Bf=0 (j=1,2,...,h).



Vantaggi che si possono trarre da noti invarianti . . . 83

Senza ripetere questo ogni volta, noi supporremo sempre di es-
sere nel secondo caso.

Se supponiamo che sia ¢ £ 0 saranno soddisfatte le relazioni
@, ), @AV), (V) colle (I*),dIl*), dIV*),(V*): se di pin si
abbia 142+ 0 potremo supporre soddisfatte le (II) colle (II*), ma
invece con 14:=0 potremo soltanto supporre che sieno soddisfatte
in luogo delle (II), le relazioni: )

(Aiij)=3::.inf+ﬁ.ijf+ N 9 Xf—f—ngXf

con :

X(g7,)=0 (r=1,2,...,n—h—Fk).

Per ora, fino a che non diciamo espressamente il contrario,
intendiamo di considerare assieme i due casi 1 4-¢ £ 0 (con ¢ £ 0)
el4e=0.

of af
Indicando con A il determinante dei coefficienti di FrR
2
K/
o, '
Alfa"'7AkfaBlf7'"1Bhf)X1f7'"7Xn—h—kf7Xf

si ha, come risulta dal lemma IV,:

X (A)=0.

nelle trasformazioni infinitesimali :

In seguito all’osservazione fatta pocanzi si pud ritenere -dun-
que che A sia soluzione anche delle equazioni :

Af=0 ((=1,2,...k); B,f=0 (@=1,2,...,h).

Ma, per lo stesso lemma IV, si ha, tenendo conto delle rela-
zioni tra la B;f e le altre trasformazioni infinitesimali, :

no9 m 3 fb k ; h ;

1
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n ] J
e, poicht & B, (A)=0 e Emg—% +a—g—'—:l =0 (vedi le (II*)), si
1 m

trova :

3 n
j'i el + 2?” gi;=0.

1

Ora dalla prima delle (5”) sommando rispetto ad ¢ (da 1 a k),
e dalla prima delle (7') sommando rispetto ad ¢ (da 1 ad k) segue:

X (Bety + Dot )+ (Dot + Dot ) — (et 1B, ) =0

e quindi, per la precedente eguaglianza, e poichd & ke-+ h=
1-h
=k % +h=1,:
B,;v=0.
La prima delle (5”) e la prima delle (7') ci danno allora ri-
spettivamente :
X(ei;)+vei;=0; (
X (gi,5) + vl =0 (f , ,...,h).

Possiamo percid supporre che sieno nulle tutte le quantita:

i i=1,2,...,k\u : 7;— )

Abbiamo cosi il:

Trorema I. — Ebssendo proposta U integraxione dell’ equaxione
Xf=0 colln conoscenxza delle n trasformazioni infinitesimalt :
Ay Mf By B Ko K
soddisfacenti alle relazioni
(Ai,X)=evAif(e=—l—;c—lL) (=1,2,..1);
(BJ"X):Vij U=1,2,..,h)
X, X) =2 Xf r=1,2,...,n—h—F)



Vantaggt che si possono trarve da noti invarianti . .. 85

se ¢ e+ 0edeF —1, 0 st potranno determinare (senxa alcuna
operaxione d’integraxione) convenienti fattori, pei quali moltipli-
cando le Af, B;f se ne ottengano altreltante trasformaxioni in,
finttesimaly permutabili colla Xf, oppure si potra supporre che
sieno soddisfatte le relaxions :

0 o) =t Ar—sdr) (P=1,2,0)

1—e
dove é:
» dal  dal
M A (o) =4, (5:) c,-——}l‘,,.é-ﬂ.-ym;;* t=1,2,...k),
J
e le altre:

, . 1 (i=1,2,. ok
(H‘) ) (Az 7BJ')"'"_ 1—c Gq BJf i=1)21“ ,h)
(T (B:,B,)=0 (;:1,2,...,k)

2 i=1.2,...k v
— 1 . 3 Haeeey
(A XD = Qb Ml 1 X (209000
(IV)

o _ =1
(Bj aXr)f=l?4m ;‘n,r BMf+ Ti,r Xf (.,Z.=]

)
M & X)= " Xl Xf (=1,200-0-k)
coon .
X(@,)=0 (I+i); X(i,)+erv—eX, ()=0;
X@ir)Fevie-+4:0,)=0
X@E)=0 m+5); XE@.)+ry—X, 0)=0;
X (15.0) F 9750 + B 00) =0
X(:0=0.

Se & tnvece ¢ = — 1 sono soddisfatte le stesse relaxiont, salvo
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che in luogo delle (II') si possono porre le:

" 1 n—h~—*k .
SA) (A, By) = — g——a: By + 2:47 9i5 X + 9.5 Xf
X (g7;)=0.
6. — Trattiamo innanzi tutto il caso h+k=n e supponiamo

dapprima che sia : & 0 ed = £ —1 . Potremo supporre di essere nelle
condizioni a cui ci siamo ridotti col teorema precedente.

In queste ipotesi & facile mostrare che puo, con sole quadrature
nei casi pitt sfavorevoli, determinarsi un moltiplicatore di Jacobi
comune alle singole equazioni:

Af=0, Af=0,.., A,f=0 B/ ,.., B.f=0,
ciod una soluzione p. del sistema:

Alp)Fpor=0 5 A0) +5u=0 ;.5 Ay(p) Forp=0

(10)
B,(p)=0 ; Be(p)=0 jers Bulp)=0.

Il sistema (10) & equivalente all’altro:

! A()+o0p=0

; Cof = 1A (p)—0,A,(p)=0
Gof = o1 As(p) —0sAi(p)=0

A1) e 5 _ ¢ s,
) Culp) =01 Aw(p) —oh A, (1) =0 ( C )
Bi(p)=0
\ B, () =0

Lasciamo da parte per un momento la prima equazione di questo
sistema e consideriamo il sistema formato dalle equazioni rimanenti,
Si vede subito che esso & un sistema completo formato da n-1
equazioni indipendenti ¢ che ammette quindi due soluzioni @ e ¥,
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Per avere la prima delle due soluzioni basta determinare la soluzione
del sistema completo:

A1f=0 ,!..., Akf=0 ) B1f=0 Yt Bhf=0’

il che si pud fare con una quadratura, perché questo sistema am-
mette la trasformazione infinitesimale X f.
Formiamo 1’ alternata delle due trasformazioni infinitesimali:

Cif=0o1A,f—d, Af 5 Of=0\Af—06 Af;
otteniamo:
(€, C)f = 1oL A (5) = 3 A" ) A = {61A4(0) = s Ay(') | A~
—}or A (o) =0 AT} A [ {914, (07 —0 L Au(s ) Auf+oT(A s, AL)f—
-6 (A, AN =0 6 (AL AT
e se si osserva che &, per le (I),:

(Ai)As)f=°,sAi f_g,iASf 3 (AiSA1)=5llAif—°,i A f;
(Ay,A)) f= o A - GllAsf,

lasciando da parte i termini che si elidono risulta:
(CsC f=150A4(h) = o M) | A A, (5) — o Ag ()} AL £+
+{a s A (7)) — o s AL(G) AL
E siccome, per le (I*), &:
A (@) =A:(d4) A ()=A(),
potremo anche scrivere:
€:,C)f=A, ()} A f—6 A fl—A (&) A f—d Ay f}—
— A (@) A f—d A S}
Ma, poichs, com’® chiaro, si ha:

'z‘Cs - /s Ci
G,i-A-sf_G,sAif__:g——_f—lc”__l,

G,



88 T. Chella

risulta finalmente:

(Coy 0 f= Ay (300, f— A, () O, f— T 50T g )=

1

=5’1 A, (dy) ‘:‘ 5'; Ay () C,f — s1 4, (s)) _,_ 9 A (0) C.f=

6, S

= C; (logs)C,f — C.(Lgs)C,f.

D’altra parte, osservando che, poich® si suppone ef ; =0, dalla
(6) si ha:

si trova:
(Ci s By f=0"(A:,B)f—0: (A1, By) f
e quindi, per le (II),:
(C;, Bf =0.
Se ora alle relazioni trovate uniamo le altre:
(B:,B)) =0,

valendoci del lemma V vediamo che le equazioni, che definiscono
il pit generale moltiplicatore M del sistema completo:

(12) Cof =10 ; Cyf=0 ;...; C,f=0 ; B,f=0 ;..; B,f=0.
gono 1):
C; M) + (k--2)C; (loga'y) M=0
B;(M)=0.

7

- - o, | B .
1) Si noti che, insieme ad avere 2 S —}-@'—1———0, se si pone:
1

maxm a%
i O (of . of
oif_nlawl+"'+7Zné;';+q"+lé'—z’
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Queste equazioni, quando si osservi che & B; (+,) =0, mostrano
che si ha un moltiplicatore del sistema (12) nella quantita:

= 1
=
Allora, conoscendo del sistema (12) la soluzione @, ed il molti-

plicatore M, potremo determinare l'altra soluzione W' con un’altra
quadratura. Si ha cosi che:

Essendo ¢+ 0 ed e +1 e supponendo di essere nel caso a cuz ct
siamo ridotti secondo tl teorema precedente, se é di pits h+k=n e
st pone:

C.f=0cmA;f—0c;Af t=1,2,..,k
con:

B €
Oy =70,

1—¢
il sistema completo formato dalle equazioni:
(@ Cf=0,Cif=0,.., Cf=0, B,f=0 ,.., B,f=0

ammette <l moltiplicatore :
1

[ChEn

) M=
Determinata lo soluzione del sistema:
Af=0,.., A f=0, Bf=0,..., B,f=0,

il che si puo fare con una quadratura per la conoscenza della
trasformaxione infinitesimale X f ammessa do questo sistema, la

si ha anche,
ﬁaﬁ +%=’5’1‘5' —0"01+A'(°Il)"A1(5’i)
= 3., ox ¢ ¢ ¢

e per le (I#):
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remanente soluxione W del sistema (a) puo ottenersi con un’alira
quadratura colla conoscenxa del moltiplicatore (b) del sistema.
Vediamo di qui che il sistema (a) & risolubile per quadrature,
naturalmente se & o',+0, poichd & chiaro che il caso o' ,=0 va
escluso dalle considerazioni testé fatte. Perd queste stesse conside-
razioni ci mostrano che il sistema (a) & risolubile per quadrature se
una almeno delle quantita ', (¢=1,2,..., %) & differente da zero.

Rimane percid escluso soltanto il caso in cui sia ad un tempo:
6,=0 35 0%=0 ;..; ¢, =0.

Ora in questo caso il pit generale moltiplicatore delle singole
equazioni:

(18)  Af=0 ,.., A,f=0, B,f=0 ,..., B,f=0

8 dato manifestameute da ¥ (P), con F simbolo di funzione arbi-
traria, ed & quindi evidente che esso pud ottenersi con sole qua-
drature.

Nel caso invece in cui una almeno delle quantitd &', , per esempio
6’1, sia diversa da zero, ottenute con due quadrature le soluzioni
® ed U del sistema (a), per trovare la soluzione pilt generale del
sistema (11) e quindi anche del sistema (10), basta determinare una
funzione F dei due argomenti ® e W che soddisfi alla prima equa-
zione del sistema (11), ciod in modo che si abbia:

T ,
5 A (@) + Foi=0.

Ora poichs il sistema (10), o (11), ammette delle soluzioni
F, vediamo che la quantita
o,

AW
dovra essere una funzione delle sole ® e W':

— aq = D@, 1)
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ed allora si avra F con un’altra quadratura dall’equazione :
dlog ¥

o9
Trorema II. — Se é h+k=n, e al tempo stesso ¢ £ 0 ,e £ — 1,
nel caso al quale permette di ridurei ¢l teorema I potrd determi-

narst, con sole quadrature, ¢l piiy generale moltiplicatore comune
delle singole equaxions :

Af=0;...;A,f=0;Bf=0;...;B,f=0.

Se chiamiamo yp. un moltiplicatore comune di ciascuna di queste
equazioni, poiché ciascuna di esse ammette la trasformazione infi-
nitesimale Xf, vediamo (v. nota a pagina 50) che la quantita:

X (logp.)4v—ev=X (log p )+h_+-k—11

& una soluzione di ciascuna delle equazioni :
Af=0,Af=0,...,A,/=0,
mentre la quantita ;
X (log p.) + v —v =X (logp)

& una soluzione delle singole equazioni :
Byf=0,..... y B f=0.

Ma poiche, nel caso che stiamo considerando, &, come si & ve-
duto j: B, () =0 (j=1,2,...,k), possiamo dire in conclusione
che la quantita :

X (log )+ HE=1

¢ una soluzione del sistema (13), cosicch® dovra essere :

(14 X (logp) + " T2, g @),

1) Vedi a pag. 84,
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D’altro canto, essendo, nel caso da noi considerato, il determi-
nante A tale da aversi ad un tempo (lemma IV):

A (A)=0,...,A,(8)=0,B, () =0,...,B,(4)=0,X(13)=0,
dovra essere A uguale ad una costante w:
A = o = cost.
Ma % 8, come gia si & detto, un moltiplicatore del sistema

completo (13), il quale dunque ammette per moltiplicatore una co
stante. B chiaro allora che ’equazione a differenziali totali:

ol OF vuennn Or O
- S ok o
N T v B =0,
BB B

de, day ...... der, dx

che ha per integrale la soluzione & di detto sistema, e per fattore
di integrabilitd il moltiplicatore del sistema stesso, ha per primo
membro un differenziale esatto: potrd dunque prendersi:

1 1 1 1
51 Oo v eeann 2% a'”'l'l

k k &k k
oy O e Oy Oyt

® = f S S L B
R A L
de, dx, ...... dx, dz

e sara allora X (®)=A=~Cost—=w. Ne segue che dovra essere:

X(% fK(@)d@):K(@) —X—FQ =K(@),
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dimodoché 1’equazione (14) potrd scriversi:

X[log(@——e%“‘[m@m)} + %v=0

o, che fa lo stesso,:

1 1
T R e e R EY 3

Servendoci ora del lemma I potremo ottenere dalla quantita:

1

E_e T fK(@)dsP

convenienti fattori, pei quali moltiplicando le trasformazioni infini-
tesimali :

Aif oy Auf , Bif sy Bof

se ne ottengano altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili
colla X 7.

7. — Essendo sempre k-4 %=mn, supponiamo perd e=—1.
Secondo il teorema I, potremo supporre che sieno soddisfatte le me-
desime relazioni del caso ora trattato all’infuori delle relazioni (IT'),
al posto delle quali dovranno esser messe le seguenti:

1
(Ainj)=—i—;—“€°iij+9i.ij-

E sele g; ; sono tutte nulle potremo applicare qui le stesse con-
siderazioni del caso precedente. In caso contrario osserviamo che
dalla relazione che precede, per il lemma II, si ha:

B;(s:) +29:,;v=0,
e che di pitt dalle (56), insieme con B;(v)=0, risulta:

(15) Ai(\,)=%X(qi)—”§ci G=1,2,..,k).
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Se allora, in luogo delle trasformazioni infinitesimali
A;f ¢=1,2,..,k), consideriamo le:

A f= vAz-f~%’i Xf,

tenendo conto delle relazioni che sono soddisfatte nel nostro caso

(e=—1) e dalle uguaglianze stabilite !), troviamo le relazioni:
16 (A, A)f=12,(logv)A,f — A, (logv) A, f
(Kz ) Bj) =0.
Di pit:

(A,,X)= —‘V%Aif-k X(G—ZE)X}‘——X(\,) A f=

= (X (logy) +) (v A f— 5 XF) + ixf\/%)—%(X(logv) " v)%Xf-

Per la (15) possiamo anche scrivere:
(0, X)f= - (Xog) +9)[vA. - 5 X /) + A, 0) -5 X (10g)
ciod:

17 (&, X)f=—(X(og¥)+) A,f+ A, (logy) X[

Le equazioni:

X,

lez() ,...,’Ef::()  Bif=0,.., B,f=0

ammettono ora tutte il moltiplicatore di Jacobi 1: osservando questo,
si vede subito (lemma V) che le equazioni, che definiscono il pilt

generale moltiplicatore del sistema completo da esse formato, sono
le seguenti:

A, M)+ (E— 1)MA, (logy) =0 (i=1,2,...,h)
B, (M) =0 (j=1,2,..,k)

1) Bisogna anche notare che & B;(v)=0.
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Da esse vediamo che & noto un moltiplicatore del detto sistema
nella quantita 1):
1

=10
ST

potremo dunque determinare con una quadratura la soluzione @ del
sistema. .
Ora dalle relazioni (B; , X)=vB;f si deduce:

B;(X(®))=0,
e dalla (17):
A (X(®)) = A, (logy) X ()

0, se vogliamo,:

X(®P)

Queste eguaglianze ci mostrano!) che la quantita ~——-- deve
Y

essere una soluzione del sistema:
Af=0,.., A,f=0, Bf=0 ,.., B,f=0,

¢ quindi una funzione della sola @:

é(_(_b_)_ e

. F(@).
Se poniamo allora:
L
e’ F# — B (d)
si ha subito:
. ologhk X (@
X (logB) = "5 5= X (#) = F((q))) —v,
e quindi:
X (E)—vE=0.

1) Vedi la nota alla pagina precedente.
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Applicando il lemma I vediamo ora che dalla funzione E, otte-
nuta con due quadrature, potranno ricavarsi convenienti fattori per
le A;f, B;f, che ci permettano di ottenere altrettante trasforma-
zioni infinitesimali permutabili colle Xf. -

Si ha cost il:

Trorema III. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformaxione infinitesimale :

st conoscono k—1 invarianty differenziali:

1By yeeey Ty %y Pryerey D) 5oee 3 a1 (L1 yeeey Ty %y Pryeery Do)

ed n—k invarianti integrals:

]“l"l(:z:1 yoory Ty By Pryorey Pu) A2y oo A2, 5005

f‘lf'n_k(xl yory Loy %y D1y oeey D) Ay ... d,

enon é n—Fk=1, possono determinarsi (nei casi piv sfavorevoli
con quadrature) n trasformaxiont infinttesimals ammesse dall equa-
xione Xf=0, indipendenti tra loro e dalla Xf.

8. — Supponiamo infine che sia, insieme con z-}k=mn, k=1

e quindi k,=n—1. In questo caso sono evidentemente soddisfatte
le relazioni seguenti:

(A17X)=O ) (A2’X)=07"'7(An—1aX)=07(B)X)=O)

. . . < aﬁ,m asln-l—l

to s -+ = 0. 5
dove pud al solito supporsi che sia Z ., -+ N 0. Dalle (5),
(5”) del numero 2 del presente paragrafo, facendovi e=10, si vede
subito che possono supporsi nulle tutte le quantita e} ;, anche con

{=1, e quindi si possono supporre soddisfatte relazioni della forma:

(A;,B)f= f/i.le—{_gi.ij

(del resto le (5) ci mostrano che con e=0 pud supporsi nullo anche
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g:.;)- Soddisfatte queste condizioni & chiaro che il sistema delle due
equazioni :
Blf =0 y Xf =0

ammette le 2—1 trasformazioni infinitesimali:

Afyee, Apif.

Secondo la teoria di I.de la conoscenza di queste potrd essere
utilizzata nella integrazione del sistema completo

Bf=0, Xf=0.

E siccome dal lemma V segue che questo sistema ammette per
moltiplicatore una costante, determinate n— 2 delle sue soluzieni,
la rimanente soluzione potrd determidarsi con una quadratura. La
determinazione dell’ultima soluzione dell’equazione X f=0 richie-
derd, nei casi piu sfavorevoli, una operazione d’ordine 1. Dunque:

Se é h=1,k=n—1 o0 st puo determinare una funzione tale,
che, moltiplicando per essa la trasformazione infinitesimale B,f,
ne risultt una permuiabile colla Xf ed allora st conosceranno n
trasformaxioni infinitesimals :

Afs Aof sy Auaf, BiSf

ammesse dall’equaxione Xf=0; o potra supporsi che il sistema
completo:

Bf=0 , Xf=0

ammetta le n-—~1 trasformazioni infinitesimali:

Ay Af, o AL S

ed il moltiplicatore 1.
Per conseguenza:

TrorEMa 1V, -— Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformaxione infinitesimale:

xr=6 pa 4 e Xl

3z, ' “ox

dnn, 8. IV. 7
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st conoscono n—2 tnvarianti differenzials:

&1 5eeey T y Xy D1y veey Pu) 5ooes Pz (Tr g ooy Ty Xy Pryeeey Do)

ed un invariante integrale:

f‘]!'l(x, yeory Lny XDy y oy Pr) A2y div, . d,,

0 st possono determinare (con sole operaxioni di derivaxione e di
eliminaxione) n trasformaxioni infinitesimals ammesse dall’equa-
xtone X[f=0, indipendenti tra loro e dalla X f; oppure (sempre
con sole operaxiont di derivaxione e di eliminaxione) pud unirs

all’equaxione X f=0 un’altra equaxione Bf=0, tale che il sistema
complelo:

Bf=0 , Xf=0

ammetta il moltiplicatore 1 ed n—1 note trasformaxiony infini-
testmaly indipendenti tra loro e dalle X[, Bf.

§ 6.

Integrazione dell’cquazione Xf==0 colla conoscenza delle »
trasformazioni infinitesime A,f .., A,f; B.f,..., B.f; Xif,
ooy Xonon [ soddisfacenti alle relazioni:

(A, X)f= 1"

T A;fs (Bj,X)f= Vij3 X, ,X) = Xf.

Caso in cui & 24 k<n.

Indicando, come nel paragrafo precedente, con e il numero fra-

. . 1P . . .
zionario ——, potremo ancora distinguere i tre casi:
et —1,33+0 ;3 e=—1;¢e=1
9. — Caso in cws ¢ ¢ differente da —1 e da zero — . Secondo il

teorema del numero 5 del paragrafo precedente noi possiamo dire
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subito che, o si potranno moltiplicare le trasformazioni infinitesimali :

A, Auf,Bif,..., Bif

per dei convenienti fattori (ottenuti senza alcuna operazione di inte-
grazione), in modo che ne risultino 2% trasformazioni infinitesi-
mali permutabili colla X/, ed allora I’equazione X /=0 ammettera
n note trasformazioni infinitesimali, oppure si potra supporre che
sieno soddisfatte le relazioni:

@ (As, A)f=

e | i_
I fodef— o, AJ% (j —1 2k)

dove &:
W

o,
Ai(0,) = A.(s)) ct=2j ey iy ”+‘ (t=1,2,.. %)

¢ le altre:

() (A, B)=— Bl (2; 92 ;If)

(I B;,B;) =0 (;:1,2,...,h)

- (A, X)f = 2 ol Aif + 10, XS (ilg ,’f_k_h)
B, X 7= BB B 70X (3,

M) & X)= 8 0 X 0., Xf (=12 —hk)

Queste relazioni ci mostrano che il sistema completo:
Af=0,..., A,/=0 , Bf=0,..,B,f=0 , Xf=0
ammette le trasformazioni infinitesimali:

Xif ) Xgyony Xonon I

Colla conoscenza di queste il sistema completo potxa integrarsi
servendoci della nota teoria di Lie. :
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Determinate le #—h—£k soluzioni IT,, l,,..., II,_._, di questo
sistema, noi introdurremo le nuove variabili:

TV=0yy Ty ="1Tg yoeey T hpr =Fpgn 1 Cngipr = gy Ta=1lp_p s, 2’ =2.

Con cid il sistema prendera la forma:

Kif=at o B g+ b gy =0

B =g+ +p,.+kaaf + R =0

x

)
f_glaf + +Eh+karf +C af/_

(si pud notare che le i, B &, non sono altro che le stesse fun-

zioni af,pi, £, ,E espresse per le nuove variabili). Indicando con

f la fuanzione f(x,...,x, ,z) espressa per le & ,..,o,,% & chiaro
che si avra:

A, X)f=wAf 5 (B;,X)f=vB,f.
Se poniamo allora:

9&1 8y +aeh+k

+ a%_; _ 3@,y @y d) N,y Thny 2)

Ly 5oy Xy ) O (Xngngr yoeey Tny 2)
per il lemma III si ha:
(D4, X)=—X(D*)A,f+:vD—<A, f=[eX (logD)+sv] D—* A, f=e¢v D4,
nello stesso modo:
(DB, ,X)f==vD"B,f.
Se consideriamo allora le trasformazioni infinitesimali:

i

g ot o o

B =D B =B g Bl g f -+ B g
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esse saranno tali da soddisfare alle relazioni:
(A,i 7X)f= oA f (B/j aX)fzle,jf'

Servendoci ora dei risultati ottenuti al numero 6 del paragrafo
precedente vediamo che, nei casi pitt sfavorevoli con due quadrature,
si potranno determinare dei convenienti fattori, pei quali moltipli-
cando A’;, B’; se ne ottengano altrettante trasformazioni infinitesi-
mali permutabili colla X £, dimodochs la ricerca delle ulteriori so-
luzioni della X f=0 & ridotta ancora al problema dell’integrazione di
una equazione X f=0 in h-k-1 variabili con 2% note trasfor-
mazioni infinitesimali.

Trorema. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla tra-
sformaxione infinitesimale:

e of of of 3f
Xf= g+ byt 4ot bg g
st conoscono k — 1 invarianti differenxials

'Pl (ml,...,xn,x 7101a=--;Pn) ; ‘Pz (xlr"aznax apla"'apn);"';
Pr—a (ml yeery Ly Xy Pryee 7pn)

ed h invarianli integrals :
fd,)l (@) gy Ty y Xy D1 yeeey D) Ay Ay o Ay 5
| fq;h (X1 g ooy T 3 %y D1 yeeny Pu) ATy o0 At
e di pitv sono note m~—h —k trasformazions infinitesimals :
X f=g oL +ezaf e £ af +czaf(7 1,2, n-h—F)

ammesse dall’ equazione Xf=0;
se inoltre il determinante funxionale:

DLy oy Trot sy Pryeeey Puy By eeny Tfn_h_m@

O (Pr1yPayery Pa)

bl
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con :
= p Pt F P, —C r=1,2,,m—h-k);
r=&p+..+&p.—C,
non st annwlla in forza del sistema :

(Fl=a’1)(,£2=a2)“ 7"1”‘h—1=ak41\ (l)l:O,...,(Ph—_'——O,

H=0,u,% a=0,7=0,

. . .1
quando il numero fraxionario

h sia differente tanto da xero che

da —1, o si potranno determinare, oltre le Xof 5 ...y Xuonaf , alire
h+k trasformaxioni infinitesimali ammesse dall’equaxione Xf =0,
oppure st potranno determinare k+h equaxiont :

Af=0,.,Af=0,Bf=0,.,Bf=0

che insteme con la Xf= 0 formino un sistema completo che am-
metta le trasformaxioni infinitesimals Xif oo, X, sf . In que-
stultimo caso, trovate le n - h —k soluxiont di detto sistema, si
potranno moltiplicare le Af,B,f per delle convenienti funxioni,
determinate nei casi pitt sfavorevoli con due quadrature, tali do
ottenerne altrettante trasformaxiont infinttesimali permutabili colla
Xf e quindi ammesse dall’equaxione Xf=0.

10. — Caso in cut é ¢ = - 1.-— In questo caso dovranno po-
tersi determinare dei convenienti fattori, pei quali moltiplicando le
trasformazioni infinitesimali A,f,..., A/, B\f,..., B.f se ne otten-
gano altrettante permutabili colla Xf, oppure potremo supporre che
sieno soddisfatte le relazioni stesse del caso precedente, salvo che,
invece delle (I'), avremo le:

1 n—h—k

(1) (A, By) f= - 1_:°f B;f+ };,«9:4 X, f+9:5XFf.

Le funzioni, che compariscono come coefficienti delle A,f, B,f
X,f, Xf in tutte queste relazioni, soddisfano alle equazioni stabi-
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lite nei numeri 2,3,4,5 del paragrafo precedente nelle guali si
faccia e= - 1.

Supponendo di essere nell’ ultimo caso valiamoci del fatto che
deve essere soddisfatta 1’ identitd Jacobiana :

(4,20, %)+ {0, X0, 4+ (., 40,4,)=0.

Se poniamo per brevitd n:i—s, richiamando le relazioni (I)

e (IV) vediamo che questa identitd pud scriversi:
k
(1000 &7 — 0 Auf1, %) o (B ot Adf + 10 X7, AF) +
’ k
1 (Asf, Yot Auf 10 Xf) = 0.
1

Eseguendo le alternate che compariscono nel primo membro,
col tener conto sempre delle (I) e (IV) ed eguagliando a zero il
coefficiente di A.f, si ha: ‘

7) Gs dg.r - 71 G; ai,r - an (os) - Az (ai,r) -
k
_7121 ai.r G — Vs, r BV —l_ -‘AS (qg.r) — 1 Os O(:;',, =0.
1

Rammentiamo 1'osservazione gia fatta, che si pud ritenere che
le soluzioni dell’equazione Xf=0 lo sieno anche delle equazioni
A,;f=0,B,;f=0; poichd le quantitd «! , (s+7) sono appunto solu-
zioni dell’equazione Xf=0 (vedi le (8) del §5) e tali sono anche
le quantitd o] ,—of,, (sempre per le (8) del § 5), potremo supporre
che nell’equazione precedente sia:

(18) A (0l,) =03 A (ai,)=A, (2},).

Avremo dunque :
k

(19) %AS (25,,) — o; &,ﬁ', — X, (o,) = 21 al, o, —=vy,,=0.

1

D’altra parte dalle relazioni

k
(A-s 7Xr) - 2 a’;,r Alf+ 75.7‘ Xf
1



104 T. Chella

8i ricava, per il lemma II,:

&L o9&, | ot $ :

\ lm a:I"m

+21:l Al (U'zn‘) + Yqs.r + X (t{s,‘r)'/

3

e, per le (18),:

&g, Ay o e
As(%maxm+ax) X, (6,) — A, (21.,)

— Yot o=ty — X)) =0.
1

Togliendo da questa la (19) si ricava :
) G ot BC’") : e
83 32 ) ot S

1 .
-—(1 + ﬁ) A, (@) — 7 — X (1s) =0,

e, per essere l+% = %, dall’ultima deﬂe (8) (in cui si faccia 7§,,=0

(s=1,2,...,m--h-F%)) si ha infine :

MW 8&17?1, at.’ 1 s i o
20) As(zlm et 5T — ;a.s,,) ol =0.

Ma & facile vedere che la quantita :

ot | ot 1,
Zma? +a—%+)~r_;°-s.r

1
& una soluziorié dell’eqtlaz{one 'Xf =0. Dalla seconda delle (8) si
ha infatti :
X (az,r) + € )\r v — EXT (V) =0

e dalla relazione (X, , X) =1, Xf, pel lemma II, si deduce:

X, () —X (2," LA acr): v - X () -
1

ox,, 2%
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Togliendo quest’uguaglianza membro a membro dalla prece-
dente si ha subito :

& & | o 1,0\
X(Zl‘m_"l_"g;_i_)‘r_gasw)—o

oz,

come volevamo. Da quest’ultima noi vediamo che pud senz’altro sup-
porsi che le quantita :

&L 2&, | oC 1 .
Elm éx—7n+ 37 + >\T_Eas.r
sieno soluzioni dell’equazioni :
Af=0,. ,Af=0,Bf=0,...,B,f=0

e dalle (20) vediamo di conseguenza che possiamo supporre che sia:

i aft=1,2,.,k r=1,2, . ,n-h—k
°"°‘"*'"O(s=1,2,...,k s$e )

Distinguiamo allora due casi :

1.° Una almeno delle quantita s; , 6;,..., 3, , per es. 5, , & diversa
da zero.
2. Tutte le quantitd ¢,,5;,..., 0, sono nulle.

Nel primo caso dovrad essere:

ai, =0 (;:1,2,...,k ; r=1,2,‘..,n—h—k) .

Dalle (IV) segue allora che le alternate (A, X,)f {s%7) si com-
pongono linearmente colle Ayf .y Asify Aiaf yeery Ay Xf € quindi,
tenendo conto di tutte le altre relazioni, che sappiamo esser soddi-
sfatte, risulta che il sistema:

Af gy Ai gy Ay o, Auf s Bif oy B XSy, Kmnnf, X

& un sistema completo. Di esso con una operazione di ordine uno,
potremo determinare l'unica soluzione =z. La quantita A, (z) ci per-
mettera allora, come gia pitt volte si & detto, di dedurre dalle A;f,
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B,f altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili colla Xf
(moltiplicandole per dei convenienti fattori) !).

Supponiamo ora che sieno nulle tutte le o, ,..., 5, . Le equazioni
A f=0,A,f=0,., A, f=0,Xf=0 formano un sistema completo,
che, come risulta dalle (IV), ammette le trasformazioni infinitesimali
Xyf yoery Xon_nf- Altrettanto avviene, sempre per le (IV), del sistema
completo formato dalle B,f=0,B,f=0,..., B,f=0,Xf=0. Le al-

ternate (A, ,B;) (7':1’2""’]0) non si compongono in generale

j=1,2,.,h
linearmente colle A,f ..., Ayf, B\f ..., Baf, X fper cui non si pud
dire che il sistema delle equazioni:

@1) A f=0 ., Af=0,Bf,..,B,f=0, Xf=0

sia un sistema completo. Tra le alternate C, ;f=(A;, B;)f ve ne
saranno alcune linearmente indipendenti dalle:

(22) Alf3"'7 Akf7 Blf}"" Bhfvxf;

formando le alternate delle C,; ;f tra loro se ne petranno ottenere
delle nuove linearmente indipendenti dalle (22) e dalle C, ;f stesse;
in tal modo o arriveremo ad ottenere n—h —% trasformazioni in-
finitesimali indipendenti tra loro e dalle (22), oppure otterremo un
certo numero di trasformazioni infinitesimali, che, uguagliate allo
zero, formeranno colle (22) un sistema completo, come ora prove-
remo. Se indichiamo con Hf una qualunque delle trasformazioni
infinitesimali ottenute, noi vediamo facilmente che essa soddisfa
alla relazione:

(H,X)f=0.
Per veder cid si rammenti che pud sempre supporsi B;(v)=0

(vedi a pag. 84), e che, nel caso considerato, dobbiamo supporre
anche:

A,M=0  (@=1,2,.k.

1) Vedi l'osservazione a principio del n.® 5 del § 5.
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(Questo segue immediatamente dalla seconda delle (5”) a pag. 78

facendovi fI ; =— Ti: 6; =0). Dall’identita Jacobiana:

((Ai ’Bj) y X) + ((B; y X), Ad) + ((X’Al) 7Bj) =0,
che pud anche scriversi (essendo e=—1)
©Ci;» X) 4+ (“B; , A) + (B; , —vA,) =0,
segue subito:

©C;;,X)=0.

Sempre valendoci dell’identitd Jacobiana troviamo che le alter-
nate delle C; ;1 tra loro danno luogo a trasformazioni infinitesimali
permutabili colla X f.

Supponiamo che dalle trasformazioni infinitesimali C; ;f e dalle
loro alternate possa ottenersi un certo numero di trasformazioni in-
finitesimali indipendenti tra loro e dalla Xf:

YlfaYzf yeeey qu'

Queste devono essere evidentemente combinazioni lineari delle:

Xifs Xof 5oy Koononf s Xf

poichd tali sono le C, ;f ed inoltre le X, f (r=1,2,..,n—h—k),Xf,
come risulta dalle (V), formano un sistema completo. Se si pone
allora:

Ypfz Ep,lef+ et Epm-h—k X + Sp Xf7
dall’essere (Y, , X) =0, segue che le quantita:

€p1 5 €p,2yerry Epn—n—k

dovranno essere soluzioni dell’ equazione X f==0 e quindi si po-

tranno supporre anche soluzioni di tutte le (21). Ne viene di conse-
guenza che sard:

(4, ’Yp)f= 510.1(AiaXI)f+-"+€p,n—k—h(Ai1Xn—h—k)f+X(€p)Xf"“EpVAif7
By, Y, )f=2,1(B; S XAt amnr(B; 7Xw-h—k)f+X(5p)Xf+Ep vB;f
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dalle quali vediamo, per le IV, che le alternate (A;,Y,)f; (B;,Y,)f
si compongono linearmente colle A.f,..., A.f,Xf; B/f,...,B.f, Xf ri-
spettivamente. Questo ci prova che si puoé supporre che, nel caso
in cui sia p<<n—h—Fk, le equazioni:

(23) A=0,..,A,f=0;B,f=0,..,B,f=0; Y,f=0,.... Y, =0, Xf=0

formino un sistema completo.

Si osservi di pitt che, ove le (21) ammettano una soluzione co-
mune 7, questa sard anche soluzione del sistema (23) (cio che segue
immediatamente dal modo con cui sono state ottenute le Y,f,
Y.f,..., Y, f). Notiamo anche che, per essere:

6 =0 (i—1, i a“"+l —0 (j=1,2,..}),
1

7)1
se si pone.

d
Y=t 3+

risulta dal lemma II:

n

& arzm 3n£+x —0
m o K

cid che potremo esprimere brevemente dicendo che le singole equa-
zioni (23); tolta l'ultima, ammettono il moltiplicatore di Jacobi 1.
Distingueremo ora i due casi g=n—~h—Fk , g<n—h—k.
Sia q=n—h—Fk. Dalle (I), (II'), (IIT'), (IV), (V) vediamo che
saranno soddisfatte le relazioni seguenti?):

@ (A, A)f=0 (Z —1,2,., k)

n—h—k ’L:]_ 2 aee 70
® (A, B)f = X, gi Yo+ 90, Xf (jzl’z’ ’h)

12y

© (B:,B,)f=0 (;:1,2,...,};)

) Adoperiamo in queste relazioni gli stessi simboli (gﬁ‘j 39¢.53% r ecc.)
che nelle relazioni analoghe a pag. 85; essi perd qui non rappresentano
evidentemente le stesse funzioni di prima.
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D WoYaf="3 al A+ X7 (120
( (A, X,)f= ! o Al i r:1,2,...,n—h—k)

@ B;,Y)f= lzpjvr ml 8. _7':1,2,,..,n~—h—~k)

7 k

h
1 T Yof= % w0l 0. X7 (j=1,2,n—h—1
dove le quantitd g7 ;;ai . (IF9); '_}”‘, (m Fj) ;7% sono altrettante
soluzioni dell’equazione Xf=0 e quindi potranno supporsi soluzioni
di tutte le equazioni (21), in conseguenza anche delle (23), ciod
costanti.

E poichd v & una soluzione delle equazioni A;(f)=0, B;(f)=0,
dovra essere ancora:

Yp(v)zo (p=1,2,.,9;

ponendo allora nelle (8) e (9) del paragrafo precedente le Y,f in
luogo delle X,f e facendovi x,.=0 otteniamo:

X(i,)=0 X(Bi,)=0;

potremo dunque supporre anche le quantita:

i Y
% Jar

soluzioni di ciascuna delle (23) e percid costanti.

Col tener conto di queste ultime condizioni e del fatto che, tolta
la Xf, tutte le altre trasformazioni infinitesimali, che stiamo con-
siderando, eguagliate allo zero danno equazioni che ammettono
il moltiplicatore 1, applicando alle (b), (d), (¢), (f) il lemma II tfro-
viamo:

X (i) +vgi; =0

X(‘(i,r) +V~|,i.r=0
X (15 + v, =0
X (gs.t) + v 95.: = 0 .

Possono percid ritenersi nulle anche tutte le quantita :

Gi5 5 Tiwr y Tgor 3 Qs -
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Ma in quest’ ultimo caso il sistema delle equazioni :
Af=0,.,A=0, Bf=0,.,B,f, Y ,f=0,.,Y,f=0

& un sistema completo, che per di pili ammette la trasformazione
infinitesimale Xf. La soluzione @ del sistema potra dunque deter-
minarsi con una quadratura : e poiché insieme con & anche X (d)
e v saranno soluzioni del sistema stesso, sara :

X (d)

=T (F).

<

Con :
S )
E(@®)=¢" ¥@
avremo quindi:
XE—vE=0
e la funzione E, nota mediante due quadrature, ci permetterd di

dedurre dalle A.f, B,f altrettante trasformazioni infinitesimali per-
mutabili colla Xf.

Sia gq<<n—h—-k. — In questo caso, come abbiamo gia detto,
le equazioni : '
(28)  Af=0,.,47=0;Bf=0,.,B,/=0;
Yf=0,.,Y/f=0,Xf=0

formano un sistema completo. Si vede subito che questo sistema
ammelte le trasformaxiont infinitesimaly

le, X2f, nesy Xﬂ—h—hf'

Infatti se ¢ & una soluzione del sistema (23'), siccome i due si-
stemi completi :

@4) Af=0,..,Af=0,Xf=0;Bf=0,...,B,f=0,Xf=0

ammettono ambedue le trasformazioni infinitesimali X, f(r=1,2,
ey n—h — k), X, (¢) sard una soluzione di ciascuna delle equazioni
(24) e quindi del sistema completo (23'). Valendoci della nota teo-
ria di Lie noi potremo utilizzare la conoscenza delle trasformazioni
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infinitesimali X,f,..., X,_»_+f per determinare le soluzioni ¢, ,
g yeuey Puonn—q del sistema (23). Introducendo in seguito le nuove
variabili :

! 7 et .o —_ . e — At
B =@ ;X =T 3 T =T} L1 = Pl 3o 3 B =g ;8 =2

(m: h+k+q)

ed indicando con Ayfy..y Axfy Bif yeory Bafy Yaf yoes Y of y X[ le tra-
sformate delle A)f ... Auf; Bif,..., Buf , Yof ., Y f s Xf rispettiva-
2 (:,Ell N %)

mente, con D il determinante funzionale —-
a ( x, PR L, [} )

, se si

pone inolire :
Al.‘f:D_azif (E=1,2,.,k) ; B f:‘D_lEJ‘f (j=1727"')h)

3¢,

"
. Ay |
V== —_—

44t 3, 8"

si avranno le relazioni:
(A, X)f=cv Af 6=1,2,.,0);B,,X)=vB,f(j=1,2,.,k)
(Yp , X)f =0 p=1,2,...,q.

Bd ora per determinare le ulteriori soluzioni dell’equazione
Xf=0 dovremo integrare l'equazione in m+1 variabili Xf=0. Il
problema & cosi ricondotto ad un altro della stessa natura, ma nel
quale le variabili sono m+1<n+1 e di pid, indicando con o'; le
quantitd relative alle trasformazioni infinitesimali A’;f, analoghe
delle quantitd o, relative alle A,f, potremo ora dire che tanto se
una almeno delle o'; & diversa da zero, tanto se sono le o', tutte
nulle, dobbiamo rientrare nei casi precedentemente trattati (questo
perchd le equazioni A, f=0,..., A,f=0;B,f=0,..., B,f=0 possono
avere al massimo una soluzione a comune oltre le ¢;, ¢2...¢,_,)-
Concludendo si ha il

Trorema VI. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformazxione infinitesimale :

St il o bt
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st conoscono k—1 tnvariant differenxiali:
(Pl(xlr"axn?%spn'"’pn) 3 5?2(1;17"'75”"’%1p17"')pn) yeord (Pk—l(xl )"'axm%vplr-')pﬂ)

e k+1 tnvariants integrali:
fq;l(a;l,..., Lo Xy P yrory D) A2, A25 ... Ay, 5004 /cph_ﬂ(x,,...,x,,%,pl,...,p,,) dz,...dz,)

e d¢ piws sono note n—2k—1 trasformazioni infinitesimals:

o ) 2
=ttt ral e go1,2,000

X, o,

ammesse dall’ equazione Xf=0;
se wnoltre 3l determinante funxionale:

(1, E yeeey Crmt s P1 yoery Yrt T yeeey Tp2m—1 75)

a(pl y P2 b ARt ] pn)

con:

ﬂ':r:glrpl +&; +‘-' + &;pn'—cr ; R:&lpl +... + G'npn_c
(r=1,2,...,n—2k—1)

non st annulla in forza del sistema:

OL=0) , Pa==Cp yorey P 1=Cs 1 s P1=0 oot G, =0, m=0 ..., 7, _g_, =0, 2=0

0 st potranno determinare, senxa aleuna operaxione di integraxione
0 con quadrature o, mei cast put sfavorevoli, con una operaxione
d’ordine 1, oltre le X,f ..., X, _onif, altre 2k— 1 trasformazions
infinitestmali permaudabili colla X f, e cost 2l problema dell integra-
xione dell’ equaxione Xf=0 sard ricondotto a quello di una equaxione
in n+1 vardabili, che ammelie n note trasformazioni infinitesi-
mali; oppure dopo aver integrato un sistema di m--1=2k+q-2
equaxiont (tra le quali & la Xf=20), che ammette le n—2k—1 tra-
sformaxiont infinitesimale X,f,..., X, o f, la determinazione
delle wlteriors soluxioni dell’ equaxzione Xf=0 si potra ridurre,
net cast piw sfavorevoli con una operaxione d’ ordine 1, allintegra-
xione di una equazione in m-+1 variabili che ammette m note
trasformaxioni tnfinitesimals.
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11. — Caso in cui é :=0 — Tenendo conto delle (5),(5"), (9)
del paragrafo precedente (pag. 77, 78, 80) noi vediamo subito che, o
riusciremo a dedurre dalla B,f, moltiplicandola per un conveniente
fattore, una trasformazione infinitesimale che sia permutabile colla
Xf, come lo sono le Af,...,A,f, ed in tal caso I'equazione X f=10
ammetterd 2 note trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro
e dalla Xf; oppure potremo supporre, come nel caso corrispondente
(z=0), ma con 2+k=mn (vedi a pag. 96, 97), che il sistema completo
delle due equazioni:

Bf=0, Xf=0
ammetta le 7—1 trasformazioni infinitesimali :

Af sy Aif, Xif poeey Xmiaf
e si abbia di piu:

$ %m | W
Yo T o =

Risulta allora (come nel caso e=0, h+%k=n) che, determi-
nate n—2 soluzioni del sistema completo B,f=0, Xf=0, colla
conoscenza delle trasformazioni infinitesimali che esso ammette,
P'ulteriore soluzione del sistema potra ottenersi con una quadratura;
l'ultima soluzione dell’equazione Xf=0 si avra infine, nei casi pilt
sfavorevoli, con una operazione d’ordine 1.

In questo caso possiamo dunque dire:

Teorenas VII. — Se del gruppo ad un parametro generato dalla
trasformaxione infinitesimale .

Xf=t Ly g e o

A o - 2L
ox, oz, "dx, ox
si conoscono k— 1 invarianti differenxiali:

ﬂol(xlvﬂ,vww)%a pl )"-apn) 7’ ':ck—l(q;l y---,xnax,pl,-")pn)

ed un invariante inlegrale :

fq;l (Z1 goeey Ty y Xy P1 youny P) AXy dy ... d,

Amn. 8. N, 8
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e di pizi sono note n—k—1 trasformaxioni infinitesimali:
2
Xf=& i tal et s pode=12,m-0-1

ammecesse dall’equaxione Xf=20,

se tnoltre il determinante funxionale:

a(‘l L] 2 1" ’{:k—l » (I"l 9 T yeery Ty—p—1y Tt)

a(pl yPayery pn)

con.:

= P+ Epet AL (r=1,2 k1) =5 py A pa—L

non st annulla in forza del sistema:
CL=0y Go=0 yoery Tr1 =01 } )1 =0, m; =0,y m, 5 ;=0 ; 7=0

0 st potranno determinare, senxza alcuna operaxzione di integra-
zione, oltre le X, f , Xof ooy X waf s altre k41 trasformaxioni in-
finstesimali ammesse dall’equaxione X f=0, oppure, sempre con
sole operazioni di eliminaxione e di derivazione, puo unirsi al-
UVequaxione Xf=0 un'altra equaxione Bf=0 tlale che il sistema
completo :

Bf=0 , Xf=0

ammetia il moltiplicatore 1 ed n— 1 note trasformaxiont infini-
testmali indipendents tra loro e dalle Xf, Bf.

12. — Come applicazione dei risultati precedenti noi vediamo

che, se del gruppo ad un parametro generato dalla trasformazione
infinitesimale :

XF=£, (2, @2, 23, %) f+eg( ..... )%ﬁg‘s( ..... )a—g’;;Jrc( ..... A

si conoscono due invarianti differenziali di ipersuperficie e del primo
ordine:

(@, Loy Ty y Xy Py Poy Pa) s Gl B Ty Xy Pry Pas P3)
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e, con 1="§&p, & p.+ &ps —C, il determinante funzionale:

a(()oly(FZ,Tr)

0(P1y P2y P2)
non si annulla in consegtenza del sistema:
=0, =0 , 7=0;

oppure se dello stesso gruppo si conosce un solo invariante diffe-
renziale
?l(wl y X2y Xz Xy Pr sy Po 1p3)

ma di pitt I’equazione Xf=0 ammette una nota trasformazione
infinitesimale :

Xf=t 4oL Y

@, | P w, | P0m, | T’
e, con my="E&,p, &P+ &5p; — T, il determinante funzionale:

a(ﬂol bl TEI 7L)_
3Py, P2y Ps)

non si annulla in conseguenza del sistema:

(Pl=al 5 ﬂ:l-_—_o y 7:=0;

si potranno sempre, nei casi pit sfavorevoli con due quadrature,
ottenere tre trasformazioni infinitesimali, indipendenti tra loro e
dalla X/, ammesse dall’equazione Xf=0, e quindi (Lie-Scheffers-
Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekaunten infinitesi-
malen Transformationen, Kap. 25, § 2, Theorem 49) lequaxzione
Xf="0 potra integrarsi nei casi pin sfavorevoli o con 5 quadra-
ture, 0 con 2 quadrature e risolvendo in sequito una equaxione di
Riceate.

Considerazioni analoghe alle precedenti possono farsi quando
si conosca un determinato numero di invarianti differenziali o inte-
grali di ipersuperficie e del primo ordine, che ammettono un gruppo
finito di trasformazioni con piti di un parametro. Tratteremo rapi-
damente, come esempio, un solo caso.



116 T, Chella

§ 7.

Utilizzazione di un invariante differenziale di ipersuperficie o
del primo ordine, che ammette il gruppo a due parametyj
generato dalle trasformazioni infinitesimali:

Y LY.
xr=e X pnd ol 4ul

_pdf ,_gﬁ 23f f

~ Si conosca un invariante differenziale d’ipersuperficie o del
primo ordine:
1) ‘P(xayvxauvpaQJ') p=3— aw 7‘=a—x

che ammetta due trasformazioni infinitesimali:

2f_&23f+ zaf_}_cz f+ f’
per le quali si abbia:
(2 X, X)f=n Xif + 20X f

dove, per il momento, vogliamo ancora ammettere che le X,k
possano essere funzioni delle =,y ,x,u.

Se indichiamo con X', f, X',f le trasformazioni infinitesimali ot-
tenute prolungando le X,f, X,f, considerando queste come agenti
sulle p,q,r, potremo scrivere brevemente:

’ 1 1 1 1 2 1 8‘
gxﬂ__[ép_.}_»qq_}_t. r—w f] (;lp .qlq Clr 0))_,4

! 2 2 2 2 s 2 a .
Xof =[Ep+7qg+Cr—o f]—(¢2p+-q2q_|_c2r—m)§£,
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ed esprimendo che la funzione (1) & invariante per le trasformazioni
infinitesimali X,f', Xof avremo:
Xilp) =0 ; Xiy(p)=0,

o anche, indicando con @ una costante arbitraria e ponendo v'=r—a,
4vremo:

(4) X@)=0 ; X,@#)=0.

1

Inoltre — seguendo il medesimo procedimento che si & tenuto
a pag. b8, b9 per stabilire la formola (7) (a pag. 59), — troviamo :

(XiEp+ e+ Cr—o)=nEp+1g9+lr—o)+
+hEp+Pe+Cr— o) —Ept gt lr—o)X
XEp+7g+r—o)
Xo@pt+ng+tr—o)=-LEp+rg+r—o)—
—2E@p+Te+Cr—o)—Ep+ g+ Lr—ol) X

\ XEP+1g+Cr—o).

Di pit si ha evidentemente dalle (3):

()

X\ @p+ig+tr—o)= —Ep+rgr—o)X
K (Eupt+mu q+Lur — o)

X, @p+ g4+ Cr—o)=-Ep+7q¢+0r—0) X

XEpr+fg+or—o)
Dalla (4),(5) , (6) risulta evidentemente che il sistema delle tre
equazioni :

(Ept+rattr—ai=0
(7) Ep+gt+tir—o'=0
pl@,y,x,u,p,q,7)=a

ammette le due trasformazioni infinitesimali X',f, X'of.
Senza stare ora a ripetere punto per punto il medesimo ragio-
namento fatto nei paragrafi precedenti possiamo dire subito che, se
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si suppone che il determinante:

Pr Pa Pr
&l ,nl Cl
e e

non si annulli in conseguenza del sistema (7), cid che porta con
s8 che quest’ultimo sia risolvibile rispetto a p,q, 7, supposto an-
cora che esso dia per risoluzione :

p=P@,y,x,u,0); ¢q=Q®,..,0); r=R(@®,..,q),
quando si ponga:

Fo)p=P,0=Q,r—=r=20; @Jp—Pr,¢=Q,r=R=0;

(¢) p=P,q=Q,r=R =7 ; (P¥,+q% +7¢ . —¢)p=P,¢=q,r=R =1

s—a oL Ll

n u
saranno soddisfatte le relazioni:
A, X)) = (o, — P& —Qq, —RL)AS
(A, X)f=(o, — P& —Qu—QL)Af.

(8)

Possiamo poi dimostrare, in modo analogo a quello con cui ab-
biamo dimostrato il teorema del n.° 3 del § 4 (pag. 62) che il de-
terminante :

x By
D= &1 .{Il Cl
&2 .’]2 &2
& tale che si ha:

< XI(D)=D§v1+2(Pe;+Q-q3,,+Rc:,—wL) +>\g§
9)

Z X,(D>=D§v2+2(PéHQnHRc?.—wi)—h{
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ove si & posto per brevita:
n=b+n+Gt o, vw=06+7++ol.

Dalle (8) o (9) si deduce allora subito:

Inoltre possiamo ancora aggiungere che, dando alla costante a,
che comparisce nei coefficienti della trasformazione infinitesimale
Af, due valori distinti a,, a,, si devono ottenere due trasformazioni
infinitesimali indipendenti tra loro e dalle X,f, X,f: altrettanto

1
deve avvenire della Vr—ﬁAf ; se indichiamo con B,f e B,f rispet-
tivamente le due trasformazioni infinitesimali, che si ottengono dalla

V—F— Afdando ad ¢ i due valori a,, a,, dovremo avere:

+ ) v Iy
B, X)f=2T2Bf (B, X)f = ‘*2* > Byf
10) — X
v —
By, Xp)f = = ‘2 . Bf (B, Xy)f= : ¢ : B.f.
Si ha quindi:
Trorema L. — Se si conosce un invariante differenxiale di vper-

superficie e del 1.° ordine

DL Y %, U Py q,7)

che ammelte due trasformaxions infinitesimali :

lf—‘; f+ 1 f LC1%+ngg

X2f=e2§g’;-+nz—§§+c2 Tyl
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per le quali st ha:
X, X)f=n X+ 0 Xf,
se inoltre il determinante ; )
F» Pg Pr
g ¢
&2 .{l2 C2
non st annulla in consequenza del sistema :
¢=a; ptnqgttlr—o=0;Epifqgt+Cr—o'=0

e questo sistema, che, in tale ipotesi, ¢ risolubile rispetio a p,q,7,
da per risoluxione:

p=P,y,x,u,a) §q=Q(xa?/7%)u1a)37':R(x>?/7%auaa);

ponendo :

('P’p)p=P,q=Q,r=R=°‘ ) (‘qu)p=P,q=Q,r=R=p§ ’
v=¢-a

(7 )o=P,¢=Q,r=R =71 (P 9% s +7 ¢ ,—¢)p=P, ¢=Q,r=R =0

e infine :
_, o , . of of
Af =g Bs+ 15+ 0 50
st ha:
1 vi+1, 1
—— Al X \f| = = A
(\/D ! f) 2 VD !
1 v )} 1
— Af, X f) = 2 1 —_A
(V ! 2f) 2 \/Df
dove ¢ :
a B v
D=|¢& ,nl ¢t ,
éz'qi’ Cz

=&+ + 0+ o.; vg=5i+7{§+c~i+mf‘.
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Di pite la trasfor maxione infinitesimale

1
T Af, sostituendo in
essa per a due valori distinti a,, a,, deve dar luogo a due trasforma-
xiond infindtesimali Bf , B, f, indipendenti tra loro e dalle X,f , X, f.
2. — Formiamo l’alternata (B, , B,)f che dovra comporsi linear-
mente colle B,f, Bof, X;, X,f, e supponiamo che sia :
(11) (Biy B)f = aBif +p Bif + 5 Xof + Xof .
Dalle identitd Jacobiane :
(B, B, Xi) + (B, X0, B) + ((X,, B, B
((By, B, Xs) + ((Bey X0, Br) + ((Xs, By), By) = 0

si ricava, quando si suppongano costanti le A, X,

0

I

ve — Ay

)
X, () 4+ 25 7:_32(;): 0

Vo — h ;
X+ 2T+ B() =0

\

ed inoltre:
Xi0)+ht+ vm+r) o=
9 + ket + (nHh) 7=
Xo(s) — ok 4 (vg—2y) 6==0
( Xo(t) — 20 4 (vp—2p) =0

(13)

D’altra parte dalle (10}, per il lemma II, quando si ponga:
of of _ ! g 3!

f of )
Bif = _Hal + % Bk du T + +3x +3u
3 ga* OB 862
Byf = of +@2 f f+ 2af oz=a°; P+ 5
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si ottiene.:
; v, -
./ B, (g)—xx(’h) - /l;_ 6,=0
Py
(14) B (f) —Xile) —V1_.2F Fo=0

Vg — Ky

B, (3)—-}(2(51) — 255 =0

Vo— M

V.
\B2(§2>—X2(02)— =0,

Per somma o differenza dalle (12) e dalle (14) (eliminando le

“ls v v Ys . .
quantita B, (g) , B, (51) , B, (;) , By (5)) si deduce:

Xotr—o) + 05 o) =0 Xyl o) o+ 5 (ko) =0

vg— A —
X, (r—0) — 252 m—0) =0 Xy(to) + 25 (o) =0

Se noi, richiamando il lemma V, osserviamo che le equazioni
che definiscono il piu generale moltiplicatore del sistema completo:

(15) X f=0 , Xjf=0
sono le seguenti:

(M) + (o F ) M=0 5 Xy(M) - (—n) M=0,
vediamo che le quantita:

(r—s3f , (p40)

sono moltiplicatori del sistema (15) Y.

1) Se si suppongono le &, , X, non costanti, ma funzioni delle x,¥,2,u,
dalle identitd Jacobiane:

((Bl r X1> ’ Xz) + ((X1 ] Xz) ] Bl) + ((Xz ] B1) . X]) =0
((Bz ) Xl) y X5 + ((Xl ’ X:z) > Ba) + ((Xz ’ B;z) H Xl) =0
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Dalle (13) poi, moltiplicando la 2.* per %, e sottraendola dalla
1.2 moltiplicata per )., e altrettanto facendo per le due ultime, si ha:
X (hg8— M) -+ (iFhg) (Rgo—Ny1) =0
Xo (2o —nMT) + (vp— ) (A5 —NT) =0 ;
possiamo dunque dire che la quantita J,5—3%;t & un moltiplicatore

del sistema (15).
Poiche ora le tre quantita:

-6 ; P01 3 \/)\20~)\Ir
soddisfano alle equazioni:

v
X, () + ""; 20=0

vo—M

X p) + —5—p=0,

vediamo che indicando con u. una qualunque di esse, che non sia
zero, le trasformazioni infinitesimali:

1 1
ZBf , =Bf
p .

sono permutabili colle X,f, X,f ed allora il sistema completo (15)
ammettera due note trasformazioni infinitesimali.
Supponiamo al contrario:

n—0,=0 , p+o5=0 , lo—lt=0.

Se fosse al tempo stesso ,,=X,=0, le (13) ci provano che o
e © sono moltiplicatori del sistema (15) e, supposto che una di queste

risulta subito:
Bl 0\1) = B2 ()\1) = B1<)\2> = Bs()*z) =0.

Ne segue, come facilmente pud vedersi, che valgono ancora le (12)
e (14), dimodoch¢ anche in questo caso potremo dire che le quantitd:

(=3 3 (p4o)?

sono moltiplicatori del sistema completo X,/—0 , X, /=0,
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due quantita, per es. s, non sia nulla, le trasformazioni infinitesi-

1
Vs

vece le A, ke Don sono ambedue nulle potremo porre:

mali Bf, VL_BJ saranno permutabili colle X,f, X,f: se in-
s

c==¢ch; T==¢th,,

ed avremo dalla (11):

(Bi,Ba)f = 6;B,f — o Bof + el Xif + 1 Xof),
cioé con:
Y/=hnX [+ 2Xf
(11) (By,B)f=0,B,f —o,Bf +:Yf.

Di pin dalle (10) si ha:
. 8 (B, , V)= MJQ&E B,f
(16)

)\ Y )\ Y
B, V=" g

Da queste due relazioni riunite colla precedente si vede che le
equazioni :

17 Bf=0, Byf =0, Yf=0

formano un sistema completo; e poichd il pitt generale moltiplica-
tore M di questo sistema & definito (lemma V) dalle equazioni:

B(M)=10,B,M=0, Y(M=10

esso sistema ammettera per moltiplicatore una costante : ne segue
che Pespressione :

al gt e &

o 3 o &
MEFLE NPT+l LT+ o'+ )lho?

dx dy dx du |
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¢ un differenziale esatto e si avra la soluzione del sistema (17)
nella funzione :

’ ol B! o St
a? et -2 52
o=, o
ME+ 08 g+ T H,8 Noelb), el
dz dy dx du

Ora, se si pone:

al Bl Tl 81
az o2 2 82
A= ;;1 :1 ;;1 ! ’
62 r‘2 C:Z 0.)2
si trova:
al ﬁl ..(1 81
0.2 Fj?, ,{2 82
(18) X, (®)= =—1A;
)\1 £1+)\2 &2 )\1 'f}l’l')\g 7]2 )\1 Cl+)\2 C2 )\1 0)1—’-)\2 (!.)2
él .']1 Cl 0.)1
analogamente :
(18) X, (@) =1 A.

D’altra parte, per il lemma IV, valendoci delle relazioni (10)
si ottiene :

B,(A) =0, By(3) =0, X, (A) =0, X, (8) =0

e quindi che la quantitdh A (differente da zero a causa dell’ indi-
pendenza delle trasformazioni infinitesimali B,f , Byf , X,f , X,f) deve
essere una costante.

Distinguiamo ora i due casi seguenti:

1. Le costanti », e ), sono ambedue nulle: ), =3, =0.

2, Una almeno di esse & differente da zero.
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Nel primo caso o si potranno ottenere due trasformazioni in-
finitesimali permutabili colle X,f, Xof, 0 si potra supporre soddi-
sfatta la relazione :

By, B)f = 0 Bif — 5, Byf 3

Nel secondo caso, se 8 == 0, sard ancora soddisfatta questa re-
lazione ; in caso contrario (§0) dalle (13), col farvi:

G==th , T=¢tl

si ottiene -
Xi(e) + et (v 2)e=0
X2 (’3) _—)\1 € + (Vg—‘ )\1)8 == 0 .

Queste eguaglianze, dividendo per ¢ e avendo riguarde alle (18),
(18'), possono anche scriversi:

X, |log qu +uv+r=0
e 4

X, |log [~ |+ m-M=0.
e 4

Con ¢ 0 si ha dunque un moltiplicatore del sistema (13) nella
quantits :

®

NS

e

e percio due trasformazioni infinitesimali permutabili colle X,f,
X,f nelle:
2 2
oA

Z_Bf, EgiBzf.
\/e \/e

Vediamo cosi che, o potranno determinarsi due trasformazioni
infinitesimali, indipendenti tra loro e dalle X,f, X,f, e permuta-
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bili con queste ultime, oppurre potra supporsi soddisfatta la rela-
zione,

(BuBz)fzcszf—Glef-

In quest’ultimo caso troviamo (nello stesso modo come al n. 4
del § 3 (pag. 45, 46)) dalle (12) che la quantita:

B, (7) -+ B.(p) = Bi(55) — Bs(a))

8 anch’essa un molliplicatore del sistema (15); e, dato che non sia
nulla, essa c¢i permetterd di ricavare dalle B,f, Byf due trasfor-
mazioni infinitesimali ammesse dal sistema (15), moltiplicando le
B/f,B,f per un conveniente fattore.

Trorema IL. — Nelle stesse ipotesi e colle stesse posizioni del teo-
rema 1, supponendo di piis che le ) , 1, sieno costanti ed indicando
con:

CYRNE SIPE G AP

22

Bzf—g f+paf_{_2f+°2f

le due trasformazxioni infinitesimals, indipendents dalle X,f , Xof

Af

e tra loro, ottenute dalla VD col dare ad a © due valor: a, , a,,

ponendo tnoltre:

{ By, B)f =aBif 4 ¢ Bif + o Xif + 1 Xof
e
g aal . B a;z
O R
le quantita:
I (r—52® 5 (+o)° ;3 28—MNt

sono altrettantc moltiplicatori del sistema completo

(1) X f=0 , X, f=0.
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Se & ad un tempo A=), =0 si hanno altri-due moltiplicatori
del sistema (1I1) nelle quantita:

IV) ]

, T

Se invece una almeno delle ), , k, & differente da zero e sono al
tempo stesso nulle tutte e tre le (I1), 0 pud, con una sola quadratura
determinarsi un moltiplicatore del sistema (I11), oppure potra sup-
porst soddisfatia la relaxione:

(V) (B, aBz)f= GzBlf— Glef-

Questa sara soddisfatta anche con h=)2,=0, se al tempo stesso
sono nulle le (I1) e le (IV).
Soddisfatta la (V) st ha un moltiplicatore del sistema (11I) in:

B, (5;) — Bs(sy) .

Ove uno almeno dei moltiplicators trovati sia una quantity M
diversa da zero, le trasformaxiont infinitestmali

1 1
\/—ﬁBlf ) VﬁB:f

saranno permutabili colle X,f, X,f; in caso contrario sard soddi-
sfatta la relaxione:

(Bl ) Bi)f= GQBIf_" o) Bzf

con: ‘
B1(62) =B, (01)-

3. — Se una almeno delle quantitd che, secondo il teorema (II),
sono moltiplicatori del sistema (15) & diversa da zero, si avranno
subito due trasformazioni infinitesimali B,f, B,f ammesse dal si-
stema stesso e questo potra quindi integrarsi con due altre quadra-
ture 1), nei casi piti sfavorevoli.

1) Oltre quella che puo essere occorsa eventualmente per determinare
il moltiplicatore M.
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Ma anche nel caso opposto, in cui, come abbiamo veduto, &
soddisfatta la relazione:

(19) By, Be)f =0, Bif —aB:f (Bi(s2) — By(s)) = 0).

pud vedersi che pud, con sole quadrature, ottenersi un moltiplica-
tore del sistema (15).

Cominciamo col provare che, con una quadratura, oltre quella
occorsa per la determinazione della funzione &, pud determinarsi
la pit generale soluzione p. del sistema :

B, (logp) +5,=0
(20) B,(ogp) + 6,=0

Ay Py
Y (logp) + "t e

=0

ciog la pil generale funzione che sia insieme un moltiplicatore di
Jacobi delle equazioni B,;f=0 , B,f=0 e tale che p* lo sia del-
I'squazione Y f=0 '

La risoluzione del sistema precedente si riduce, come @
a quella del sistema:

J
Bf=B/f— 01(’{=0

noto,

2
(1) ; Bof = Bof — 551 an 0
\ _ - v hev , % .
\\ = f ’——2 o a@ =0 .

Ora per questo sistema osserviamo innanzi tutto che, dalle (12},
quando si faccia =5, , p=—06,, moltiplicando la 1.* per %, e la 3.2
per X, e sommando, e moltiplicando la 2.» per ), e la 4.* per », e
sommando ancora, si ottiene:

)\ v —-{—)\ Vs )\ v +)\ v
Y(z) B2(11 22) 211 272

\ +}\ Vs )\‘ + 2
Y(Gl) _Bl()1VI2 z 2>—‘ o7 1)12)\2\’2

Ann, 8. N, 9
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e che quindi, come facilmente si vede, sono soddisfatte le relazioni:
(El , Ez)f= 02]§1f—- clﬁzf
(Bl , Y)f )\,vl—i—lz Ve B1f
(B, ¥)f = U* Buf -
Da queste vediamo subito (lemma V) che il sistema completo (21)

ammette per moltiplicatore w e poich® di esso si conosce gia una

soluzione, la funzione &, V’altra potra ottenersi con una quadratura.
) ) p

B dunque provato che il sistema (20) pud risolversi con qua-
drature.

Servendoci ora del teorema richiamato nella nota a pag. 50 ot-
teniamo che, siccome le equazioni:

Bf=0 , Byf=0 , Yf=0

ammettono singolarmente le X,f, X,f, indicando con p una qua-
lunque soluzione del sistema (20), la quantita:

. vy — A
X, (logp) + =5~

deve essere una soluzione delle equazioni B,f=0 , B,f=0, e l’altra
X, (logp?) 4vi -+, 0 se si vuole anche:

A
X, (ogp) + 2712

& una soluzione della Yf=0: in sostanza vediamo che &

(22) X, (logy) + A2

una soluzione del sistema completo:

Bf=0 , Bf=0 , Yf=0
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Analogamente si ha che altrettanto avviene per l’espressione:
v — A
(23) X, (logp) + “5—.

Possiamo dunque dire che le quantita (22) e (23) devono essere
ambedue funzioni della sola ®: e se si pone:
vi+A
( X, (logy) + 25~ =E(®)
(24)

Yo — )\1

( X, (logy) + 25— =F(®)

moltiplicando per ), la prima uguaglianza, per ), la 2.2 ¢ sommando
si ha.
Myvi+hav,

ME 4+ 0F =Y (logp) + 52 =

dimodochs, se ambedue le quantita ., , k, sono diverse da xero, po-
tremo scrivere:

E F

Yo N

Vediamo subito allora, rammentando le {18), (18), che, se si

pone:
1

H(¢)=fmed¢=kll—Ade¢

X,(H)=E8 , X(H=F,

si ha:

o quindi, dalle (24),

X, (logfp.e=5]) + 2 — 0

(25)
Y2

X, (log[we—1]) 4+ 27 M =0.

11 moltiplicatore voluto &
pfe—2H

ed esso appunto si & ottenuto con quadrature.
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Se una delle )., , 2y é nulla, per es. se ¢ A,=0, si trova L, E=0

ciod E=0; ed osservando che ora &:

X, (@) =Y (9)=0,

ponendo:
H(P) ——-LAde(l),
1

stanno ancora le (25).

Se & infine ,,=»h, =0 occorre modificare alquanto il ragiona-
mento fatto.

In questo caso saranno soddisfatte le relazioni:

B, X) =3B/ (B, X)) =3By

B, X)=FBf (B, Xi)=3Bf
(Xy, Xy)=0.

Da queste segue immediatamente che si ha la soluzione del
sistema completo :

Bf=0 |, B?f:() , X f=0
nella funzione:
o g 1 ot

(7,2 =2 ] 62
& = f 8 (

g ,ql ¢ !

dx dy dx du

e la soluzione del sistema:

Bf=0 , Bf=0

nella funzione:

C‘.2 p? _{2 5
B, = f :
dx dy dx du
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¢ per le funzioni ®,, ®, si ha:
26) X (P)=0, X, (P)=A4 ; X;(®)=14 , X,(Py)=0.

D’altra parte vediamo subito che, con un’altra quadratura, oltre
quelle due fatte per ottenere ®, , ®,, si ha il moltiplicatore di Jacobi
pitt generale comune alle equazioni:

B,f=0 , Bf=0.

Infatti del sistema completo:

of of

Blf—olpazo Bgf———-cgpaI:O

I . L1
conoscendo due soluzioni, ¢, e ®,, ed un moltiplicatore, ciod - ,
2]

potra determinarsi con un’altra quadratura 1’ulteriore soluzione.

Se indichiamo con p. un moltiplicatore di Jacobi comune alle
due equazioni B,f==0, B,f=0, ottenuto con quadrature, saranno
le due quantita:

VO
X, (logp) +5 , Xallogw)+3
ambedue soluzioni del sistema:

Blf:() ) Bgfz(),

cioé funzioni di ®, e ®,. Poniamo che sia:

g X, (logp) + 5 = B(®:, )
27)

( X, (ogy) + g = F(®,, D)
Essendo nel nostro caso:
Xy, Xy f=0

€ quindi anche:
X, (Vz) — X (‘/1) =0 3
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dalle due precedenti uguaglianze stteniamo subito :

Xz (E) = Xx (F) )

da cui:
9E oF oF
TR @) g e (09 = J5 X () + 5 X ()
e per le (26):
°E _ oF
b, 3D,
Sara dunque:
Fdo,+EdP,

un differenzidfle esatto, e se si pone:

1
K (@, &) — Kf(Fd(DI +Edo,)
risulta anche :

X,(®)= 1 [FX, @)+ EX, (cm] —E

¥

1
X, (0) =1 [F X o) + X 0)
Dalle (27) si ha infine:

X, (og pe) +5 =

X, (log p.e™) + 3 =0,
ossia che la quantita :

%‘!‘2 e—‘.’.K

& un moltiplicatore del sistema .

Xf=0, X)f=0.
Dunque :

Trorema III. — Anche nel caso in cui é soddisfatta la relaxione:

(B, ) Bz)f= Ca Blf_ 01 Bzf
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oon

By (%) —B:(0) =0
si puo determinare con quadrature un moltiplicatore p. del sistema
Xf=0, X;f=0

ed ottenere con cio due trasfornmziom’ infinitesimali

lf’Va

ammesse dal sistema stesso.

4. — Poich® in tutti i casi possiamo, nei pit sfavorevoli con
quadrature, ottenere due trasformazioni infinitesimali B,f, B,f am-
messe dal sistema:

Xf=0,X,f=0,

questo potrd risolversi con altre due quadrature. Concludendo :

Trorema IV. — Se si conosce un invariante differenxiale
c@,y,%,u,p,q,r) che ammette il gruppo a due parametri:
of | 28f  nof of
__a%/ 1
le_&ax—}_ +C PR
d
Xf =& 3L 4 f+c2 T rwdd

tale che in forea del sistema :
p=a,8p+ng+lr-o=0 p+yqg+lr-ov’=0

non st annulle @l determinante ;

il sistema completo :
Xf=0, Xof=0

¢ risolubile, nei casi piw sfavorevoli, con quadrature.



136 T. Chella

Nors. — Al n. 6 del § 5 abbiamo provato come, nei casi pilt
sfavorevoli con quadrature, si possano determinare convenienti fat-
tori pei quali moltiplicando le A,f,..., A.f,Bif,..., B.f se ne ot-
tengano altrettante trasformazioni infinitesimali permutabili colla
Xf. La stessa cosa pud provarsi con un procedimento pitt semplice,
simile a quello tenuto al n. 7 dello stesso paragrafo per il caso
e= —1, col quale si pud diminuire il numero delle quadrature da
Jarsi per avere i detti fattori, dimostrando, come segue, che bastano
per la loro determinazione due quadrature.

Se in luogo delle trasformazioni infinitesimali

Ay AS ey Muf
consideriamo le altre .
1

Af=vA[f— e

0. Xf (1=1,2,..,k)

noi troviamo che sono soddisfatte le relazioni:

(1) (A, A)f=A, (logv) Af~ A, (logv)A,f; (A;,B;)=0

@ A Xf= - (X (logy) —=v) Aif + A, (logv) X7
Dalle (1), se si rammenta che &:
B,w=10 (j=1,2,.,h),
risulta (lemma V) che si ha un moltiplicatore del sistema
Af=0 (=1,2,.,k B,f=0(j=1,2,.,h)

nella quantitd v; per cui la soluzione ¢ di questo sistema puo
determinarsi con una quadratura.
Dalla (2) si ha allora :

A (X (@) =4, (logy) X (¥),
ossia :
A; (log X (9)) = A, (log v)

K,-(log X((l))) = 0;

v
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X (D)

ciod deve essere —— una funzione della sola ¢ :
v

X@ _ E (0)
v
Se dunque si pone:
ad
sard :
X{E)=vK

ed applicando il lemma I si ottiene guanto volevamo.

Se noi teniamo conto di questa nota al § 3 n. 5, vediamo che
bastano due quadrature nei casi pit sfavorevoli, per ottenere due
trasformazioni, infinitesimali permutabili colla

d d 0
xf=¢ L4
e che equazione Xf=0, della quale & noto un invariante diffe-
renziale soddisfacente alle imposte condizioni, & risolubile, sempre
nei casi pill sfavorevoli, con 4 quadrature. Dell’osservazione fatta
ora si & poi tenuto conto nel teorema del n. 9 del § 6 (pag. 101, 102)
e nel n. 12 dello stesso paragrafo (pag. 114, 115).



