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AL LETTORE.

Le opere destinate ad iniziare i giovani nello studio
di una scienza, debbono contencre le basi di quelle teo-
riche che per la loro generalith e fecondith vogliono es-
ser considerate come fondamentali. E cid rende ragione
perche di fratto in tratlo sia necessario mutare i libri
rlementari; sendoche talune dottrine che per lo innanzi
apparivano di grande rilievo, perdino col progresso del
tempo buona parte della loro importanza; mentre per
I opposto altre dottrine prima ignote o poco apprezzate ,
si manifestino ricche di copiose conseguenze. Oggi siamo
appunto in uno di quei periodi in cui sembra opportuna
st fatta rinnovazione dei trattati elementari: poiche di
quelli che corrono per le scuole , si pud dire che alcuni
sieno gia antichi per essere stati seritti prima della erande
operosita scientifica degli ultimi trent’ anni; ed altri non
nuovi, quantunque di recente pubblicati, per non essere
andati al di I delle idee di quei tempi.* In niuna parte
delle matematiche apparisce di piti cotesto inconvenient
quanto nella Geometria pura; e basta por mente ai mi-
rabili progressi in questa scienza operati nell’ ultimo scor

' L'Htalia possiede il migliore Trattato elementare di Meccanica razio-
nale che vi sia oggidi nell’ opera che Iillustre pref. MoSSOTTI va lenta-
mente pubblicando ; e fra breve speriamo sara dotata dal nostro valentissimo
prof. BETTL di wu Trattate di Algebra superiore a livello dello stato presente
di questo ramo importante delle matematiche.
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cio di tempo, per consentire con noi che i trattati piu
riputati manchino affatto di quelle dottrine che si sono
trovate pil fruttuosc nella Geometria moderna; talché
con ragione puo dirsi che essi preparino i giovani pil
allo studio delle Colleziont Matematiche ¢t PAppo che a
quello delle opere di Cuastes, Mopius, PoONCELET , STEI-
NER, ec. N& con cid intendiamo enunciare un’ opinione
meno che riverente verso LEGENDRE i cui Elementi sono
seguiti a preferenza nelle scuole italiane ; ma soltanto
ricordare come l'illustre Geometra, altamente benemerito
dell’insegnamento, pubblicasse la prima edizione della
sua opera nel 4794, e mancasse ai vivi nel 1834, ciot in
quel tempo appunto in cui le novelle teoriche si veniva-
no elaborando. Anzi noi teniamo per fermo che se egli
fosse vissuto piu a lungo, avrebbe coteste teoriche usu-
fruttuate, come gid fece, con nobile esempio, in altre pil
elevate dottrine.

Le cagioni del grave divario che corre tra le opere di
Geometria elementare e lo stato attuale di questa scienza,
sono diverse e di varia natura; talune generali ad ogni
manicra di scienza, altre peculiart alla Geometria. Le pri-
me ripetono la loro origine dal potere che ha sulla maggior
partedegli animi umani I'abitudine, e dall’'opinione volgare
seguita da molti che la scienza debba servire esclusia-
menle alla pratica; opinivne enninamente falsa ¢ che ove
prevalesse annullerebbe ogni progresso. Le seconde ripo-
sano sopra il concetto che si ha della parte che la Geo-
metria dovrebbe averc nell’ insegnamento matematico.
Taluni, ¢ sono i pochi, vorrebb~ro principale lo studio
della Geometria, secondario quello dell’ Analisi, e della
Geometria quella d' LucLibE, la sola buona, la sola adot-
tabile. Altri, e sono i pill, non solo danno all’ insegna-
mento dell’ Analisi una decisiva preponderanza, ma rile-
cano la Geometria in un posto suballerno affatto, e lo
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circoscrivono ai suoi primielementi. Nulla abbiamo a dire
rispetto ai primi che gia non sia stato ampiamente detto
da uomini piu di noi autorevoli. Ma rispetto ai secondi ci
sia permesso avvertire che se forse il loro modo di pen-
sare appariva vero molti anni addietro, oggi perd che,
volerec o non volere, la Geometria ha acquistato una
crande estensione ed & divenuta un ramo importante
delle matematiche, non ci sembra pit possibile perseve-
rare nelle stesse opinioni. Sono ancora innumerevoli i
problemi che resistono agli sforzi incessanti dei geome-
tri ; non priviamo i giovani di un mezzo d’ investigazione
certo non ispregevole, e che in molti casi pud tornare
utilissimo. Lasciamo sempre principale I’ insegnamento
dell’ Apalisi: ma ampliamo quello della Geometria fra
oinsti limiti. 1 geometri moderni, sviluppando ed am-
pliando idee contenute in germe nelle opere dei Greei, e
in quelle di qualche eminente intelletto del secolo sedi-
cesimo, hanno formato del rapporto anarmonico e della
teoria dell’ involuzione le basi di una nuova Geomelria
che sta a quella degli antichi presso a peco come 1’ Astro-
nomia moderna sta a quella d’ Ipparco e di Tolomeo. Or
dovranno I nostri giovani ignorare le nozioni fondamen-
tali di queste due teorie? Di piu si & veduto che intro-
ducendo nella Geometria pura i seent =+~ ¢ — per rap-
presentare la direzione dei segmenti fatti sopra una stessa
relta, essa Geometria veniva ad acquistare una generalita
per lo innanzi non che raggiunts, neppure sperata. Or
dovremo noi passarci dall’ adoltare questi principii per
tema d’ incontrare il biasimo di taluni che proscrivono
qualunque idea non eaplicitamente contenuta negli scritti
dei geometri greci? Da ultimo la trasformazione delle
figurc ¢ uno dei piu fecondi mezzi d’ investigazione geo-
metrica. Or dovranno i nostri scolari ignorarne le basi?
Va e novelle teoriche sono per avventura difficili e com-
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plicate per modo che oltrepassino i limiti di un Insegna-
mento elementare? Sono inutili per la pratica? Sono
inutili per le parti superiori delle matematiche? — Le
nozioni fondamentali sul rapporto anarmonico, sulla
involuzione, sulle divisioni omografiche e sui fasci omo-
arafici, urrh assi radicali e sui centri di similitudine,
d:remo senza tema di essere smentiti da chi le ha stu-
diate , che sono piul facili di molte parti della Geometria
solida. — I nuovi metodi prestandosi con grande facilita
e generalita alla soluzione dei problemi geometrici, gio-
vano per questo lato alle applicazioni della scienza.
BRIANCHON capitano di artiglieria (Application de la Théorie
des Transversales’, e STEINER (Die geometrischen Kon-
structionen ec.), hanno gid mostrato come di essi possa-
no trarre non lieve profitto i militari, gli ingegneri, gli
agrimensori; altre importanti apphcazmm Si trovano
nelle opere di DUPIN, PoNCELET, ec. — La Geometria
analitica, trattata come si deve ai nostri, si giova
trandemento dei nuovi principii, come pud vedersene
un prezioso saggzio nel Treatise on Conic Section del dotto
SALMON. Molti stimano al di d’ ogei utile far precedere Jo
studio della Meccanica razionale da quello dei movi-
menti geometrici; e questa teoria si colleza intimamente
con talune parti delle dottrine geometriche moder-
ne. Talch¢ a noi pare che nelle nuove teorie si riscon-
trino tutte le condizioni che le rendono atte ad essere
proficuamente introdotte nell’ insegnamento elementare.
Le ragioni con qualche larghezza discorse sinora, ci
dispensano dal dilungarci nell’ esporre le idee che c¢i
hanno guidato , quando, invitati dall’ Editore a proporre
un Trattato di Geometria da servire per le scuole, abbia-
mo fra i molti prescelto quello del professore Amiot. Que-
sto Trattato & essenzialmente un’ opera di transizione
utilissima per cominciare & divulgare fra noj le nuovo
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teoriche. In buona parte esso ¢ quello di LEGENDRE me-
glio ordinato e purgato di talune mende che nel primo si
riscontravano; per dippiu si veggono per la prima volta
esposti nel testo con chiarezza e precisione 1 principil
della teoria delle trasversali, dei rapporti armonici ed
anarmonici, della involuzione, degli assi radicali e dei
centri di similitudine. La teoria dei triangoli simili &
data come caso particolare di quella det poligoni; il che
¢ bene; e vi & parlato dell’ omotetia diretia ed inversa
di Cuastes. 11 metodo adottato dall’ Autore & quello dei
limiti ; e qui ci sieno permesse altre poche parole. Taluni
hanno una particolare predilezione pel cosi detto metodo
della riduztone allassurdo. Questo metodo & antico quanto
ia Geometria; esso € infatti il primo che si presenti
nell’ infanzia di una scienza e in mancanza di metodi
piu elevati e piu razionali. Gli scrittori di logica hanno
gia avvertito che esso convince ma non luming lo spi-
rilo: osservazione di gran rilievo. Altri ha luminosamente
mostrato come in qualche caso cotesto metodo si allon-
tami da quel rigore che & condizione indispensabile di
qualunque dimostrazione matematica. — L’ applicazione
del metodo della riduzione all’assurdo & legittima ed utile
nelle reciproche ; & necessaria o semplicemente preferi-
bile quando la dimostrazione diretta o non esiste o riesce
lunga e complicata. Fuori di questi casi i ben pensant;
la rigettano.

Alcune piccole aggiunte abbiamo fatte qui e 1 nel
testo ; e per di piu abbiamo stimato utile finire il volu-
me con dieci Note, che si possono considerare come unu
specie di Complemento di Geometria. Le prime due Note
sono destinate, I' una a schiarire talune idee troppo con-
cisamente esposte dall” Autore, I altra a far conoscere i
poliedri di specic superiore di PoiNsoT; la terza contiene
un cenno delle proiezioni prospettiche , stereografiche ¢
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ortografiche; le quattro seguenti completano le nozioni di
(zeometria moderna esposte nel testo, e sono in gran
parte estratte dalla Geometria superiore di CHASLES; |ot-
tava e dircetta a rendere i giovani pit familiari colla im-
portante teoria dei poli e delle polari, che abbiamo con-
siderati tanto sul piano che sulla sfera; Ja nona da
un cenno del metodo delle polari reciproche; I’ ultima
finalmente ha in mira di far conoscere le sezioni coniche
e a fare intravedere come i metodi moderni si applichino
mirabilmente a queste celebri curve. — Talune parti
delle nostre Note presuppongono cognizioni di Trigono-
metria in chi legge, e possono essere tralasciate, senza
che cid noccia all’ intelligenza del resto, da chi non sia
al fatto di questi studi. .

Vari fra i problemi coi quali abbiamo cercato illu-
strare le nuove teorie si ritrovano fra ¢li esercizi propo-
sti da AmioT pel testo. A tale scelta siamo stati spinti
dalP’importanza che taluni di questi problemi hanno per
lo sviluppo ulteriore della scienza ed altresi perchd ci
tornavano utili nell’ ultima Nota. Lasciandoli pol stare
nel testo abbiamo avuto in animo d'invitare i giovani a
tentarne ia soluzione per altre vie, non essendovi eser-
cizio piu utile in s& stesso e piu efficace a promuovere
gli studi moderni quanto 1l confronto fra i vari metodi.

Traducendo quest’ opera e corredandola di Note .
altro non & stato il nostro intendimento se non quello
d’ ispirare nei giovani I'amorc a queste nuove, feconde
¢ belle teorie di Geometria moderna, e di rialzare gli
studi geometrici nelle nostre scuole. Seavremo raggiunto
questo scopo modesto, saremc ampiamente ricompensati
della noia che suole accompagnare I effeituazione di
simili lavori.

[r. TrabuTTORE
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NB. Le speranze che ci guidarono, quando offrim-
mo alla gioventll studiosa questa nostra traduzione, non
sono state deluse. La Geometria di Amiot ¢ stata adottata
in molte scuole italiane, ed accolta con favore da giudici
autorevoli.' E il desiderio da noi manifestato or son due
anni, che venisse ampliato I'insegnamento della Geome-
tria, ha gid ricevato un principio di attuazione nella crea-
zione di cattedre di Geometria superiore in due fra le prin-
cipali Universita italiane, la Bolognese e la Napoletana.
alle quali sono stati chiamati i professori Gremona e Bat-
tazlini, che pregevoli lavori indicavano alla scelta del
Governo. Noi siamo lieti di aver contribuito, comunque
assai modestamente, a questo rinascimento degli studii
geometrici nel nostrn paese,

1861

! Fra questi ci piace citare il chiariss. prof. Luigi Cremons, il quale in
un Opuscole {Considerezicni di Storia della Geomelria tn occasione ds
un libro di Geometria elementare pubblicato recentemente in Firenze) seritto
in proposito della presente Opera. ha con molta erudizione trattati vari punt
dell+ Storia della Gevmetria.



PRELIMINARI.

1. — Qualunque corpo ha forma e grandezza deter-
minata. La sua grandezza, cio¢ [’ estemsione del luogo
che esso occupa nello spazio, ha ricevuto il nome di
volume. La sua forma dipende dalla superficie che lo
separa dallo spazio.

Quando la superficie di un corpo ¢ formata di pilt
parti distinte, due parti contigue hanno limiti comuni,
che chiamansi linee. Quindi la linea é il luogo dell’ in-
tersezione di due superficie.

Se due linee, tirate sulla medesima superficie, s’ in-
contrano, si da il nome di punfo al luogo della loro in-
tersezione.

Noi considereremo i volumi, le superficie e le linee,
indipendentemente dai corpi di cui determinano le for-
me, e daremo loro il nome comune di figure.

Due figure sono eguali quando sovrapponendole si
possono far coincidere; se hanno la medesima esten-
sione ma non la stessa forma, si dicono equivalenti,

2.—Tra le diverse linee che si possono condurre da
un punto a un altro, si ammeltc che ve ne sia una sola,
minore di {ulle le allre.

Si distinguono due specie di linee: Ia linea retfa ¢
la linea curva.

Una linea si dice reffa quando una sua parte qua-
lunque rappresenta Ia pil corta distanza fra i suoi due
punti estremi.
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Da questa definizione e dall’ assioma precedente
risulta che: 1° da un punto ad un altro si puc condurre
una sola linea retla; 2° se si applicano due punti di
una retta sopra un’ altra retia, queste due linee deb-
bono coincidere in tulte le loro parti, perché i punti
che si prendono sulla prima retta possono essere inde-
finitamente lontani uno dall’ altro.

Per indicare un punto si fa uso di una lsttera qua-
lunque. Una linea retta si nomina enunciando due punti
qualunque di questa linea. Talché (fig. 1) la retta AB ¢
quella che passa pe’ punti A e B,

Una linea si dice spezsafa, quando ¢ formata da
porzioni di rette.

Qualunque linea non retta né spezzata, ha ricevuto
il nome di curea.

3. — Si dislinguono due specie di superficie. la su-
perficie piana, o il piano, e la superficie curva.

Una superficie si dice piana quando la retta che
passa per due punti qualunque di questa superficje,
coincide con essa in tutta la sua estensione.

Dimostreremo in seguito che due piani coincidono:
1° Quando hanno a comune tre puntinon in linea retta.
2¢ Quando hanno a comune una retta e un punto esterno
a questa retta; 3° Quando hanno di comune due rette
che 8’ incontrano.

Una superficie si dice poliedrica quando ¢ formata
dalla riunione di porzioni di superficie piane.

Qualunque superficie che non € né piana né polie-
drica, ha ricevuto il nome di superficie curva.

h.—La Geomeiria ha per oggetto di studiare le pro-
prieta delle figure e di misurare la loro estensione: é
per questo che si definisce la scienza dell’ estensione.

Noi la divideremo in due parti: la Geometria piana
e la Geomelria solida. Nella prima diremo delle pro-
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prieta delle figure piane, cio¢ di quelle di cui gli ele-
menti sono in uno stesso piano; nella seconda studie-
remo le proprictd delle figure i cui elementi sono dis-
posti in modo qualunque nello spazio.

9. — Quando si tirano due linee rette sopra un
piano, queste linee prolungate indefinitamente s’ incon-
trano o non s’incontrano. Nel primo caso, si dice che
esse formano un angolo; nel secondo, che esse sono
parallele.

L”angolo € la porzione indefinita del piano, com-
presa tra le due rette che si tagliano e che terminano
al Joro punto di concorso. Queste linee sono i lati del-
i’ angolo, e il punto nel quale esse s’incontrano n’eé jl
vertice. La grandezza di un angolo dipende solamente
dalla lontananza dei suoi lati,

Un angolo s indica col suo vertice, se altri an-
zoli non concorrono in questo punto. Altrimenti sj so-
gna un punto sopra ciascun lato e si enuncia il vertice
tra quesli due punti. Cosi (fig. 2) P angolo BAC ha il suo
vertice nel punto A e i suoi lati passano per i punti B, C.

Due angoli (fig. 8) ABC, CBD sono adiacenti ;
quando hanno lo stesso vertice B, un lato BC comune,
e gii altri due lati BA, BD situati I’ uno da una parte e
I’altro dall’ altra del lato comune BC,

Due angoli (fig. 4) AEC, DEB si dicono opposti al
vertice, quando i lati dell uno sono prolungamenti dei
tati dell altro.

6. — TeoREMA dicesi una proposizione di cui & ne-
cessario provare la veritd. Qualunque teorema contiepe
due parti, ciod: una ipofesi falta sopra un soggetto, e
una conchiusione, ch’é la conseguenza di questa ipo-
tesi. I ragionamento che si fa per dedurre la conchiu-
sione dall’ ipotesi, quando Ia loro dipendenza non ¢ evi-
dente, ¢ chiamato la dimostrazione del teorema.




4 PRELIMINARI.

Se nell’ enunciato di una proposizione si aggiunge
una negazione all’ ipotesi e alla conchiusione, si forma
ia proposizione contraria.

Si chiama reciproca di una proposizione un’altra
proposizione, di cui I’ipotesi e la conchiusione sono
conchiusione e ipotesi della prima.

La proposizione: « Se due angoli sono retti, sono
ecuali » ha per contraria: e Se due angoli non sono relti,
non sono eguali » e per reciproca: « Se due angoli sono
eguali, sono retti. »

Una proposizione essendo data, la proposizione con-
Iraria e la reciproca non sono sempre vere, perché la
conchiusione di una proposizione conviene talvolta a un
maggior numero di casi dell’ ipotesi. Noi ne abbiamo un
esempio nella proposizione precedente, giacche due an-
enli possono essere uguall senza essere retti.

Una proposizione, la contraria e le loro reciproche,
hanno tra loro una tal dipendenza che, quando le due
prime sono dimostrate vere, le altre due sono evidenti.
(Quindi facendo capo a questo fatto generale, che si pud
chiamare la legge dei reciproci, io enunciero le reci-
proche pill importanti, e dimostrerd solo quelle di cut
avro tralasciate come inutili le proposizioni contrarie.

COROLLARIO € una conseguenza che si deduce da
una, o da pill proposizioni.

Scovrio € una osservazione che si fa sopra una o
pilt proposizioni precedenti. diretta a far conoscere il
loro legame, la loro generalitl, le restrizioni a cui vanno
soggette, la loro utilitd ec.
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LIBRO PRIMO. :

LA LINEA RETTA E LA LINEA SPEZEATA,

CAPITOLO 1.

Della comune misura di due lince
e del loro rapporto.

1.—Quando una grandezza é contenuta un numero
esalto di volte in piu grandezze della stessa specie, si
dice che essa ¢ la loro comune misura.

Cerchiamo (fig. 5) la massima comune misura di
due linee rette A e B. A tal fine, portiamo la minore B
sulla maggiore A; se la linea B é contenuta, per esem-
pio, quattro volle esattamente in A, essa sard la mas-
sima comune misura cercata,

Se invece A contiene quattro volte B con un resto R,
si dimostrerd, con un ragionamento identico a quello
che si fa in aritmelica per trovare il massimo comun
divisore di due numeri, che le comuni misure di A e B
sono le stesse di quelle di B e R, e reciprocamente;
talche la massima comune misura di A e B ¢ la stessa
di quella di B e R.

Per trovare quest’ ultima, si portera R sopra B; e
se R, ¢ il resto, le comuni misure di B e R saranne
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eguali a quelle di R e R,. Si continuera in tal guisa sino
a che si pervenga ad un resto contenuto un numero
esatto di volte nel precedente; 1’ ultimo resto sara la
massima comune misura di A e B.

Per determinare quante volte questa comune mi-
sura € contenuta in A e B, supponiamo che si sia tro-
vato

A=LiB4+R
B—=3R -+ R,
R=2R,+R,
Ri—= 3R

Avremo successivamente

R:6R2+R2—_'—7R2
B=21R,+ 3R, = 2R,

Conviene osservare che i moltiplicatori 2% e 103
debbono essere primi {ra loro; giacché se avessero un di-
visore comune, per esempio 3, le due linee A e B avreb-
bero 3 R, per comune misura; lo che ¢é impossibile ,
poiche R, ¢ la loro massima comune misura.

Da questi valori di A e B si deduce che il loro rap-
porto

A__ 103

B 24

2. — Pud accadere che cercando la massima co-
mune misura di due linee, non si trovi alcun resto con-
tenuto esattamente nel resto precedente. In questo caso
le linee non hanno comune misura, e si dice che sono
incommensurabili tra loro.

Il metodo precedente .condurrebbe a due limiti del
rapporto di queste linee; ma val meglio dividere una
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delle linee, B per esempio, in un certo numero di parti
eguali e di cercare il massimo multiplo di questa fra-
zione di B contenuto in A, Supponiamo diviso B in
10 parti eguali e A maggiore di 15 ma minore di 16 di
queste parli, avremo

15B 168
A>T A<

dunque il rapporto di %— ¢ compreso tra %?) T . (Vedi

Nota I, in fondo al Volume).

3. — Si chiama wunaita la grandezza assunta come
termine di paragone fra tutte le grandczze della stessa
specie.

Misurare una grandezza, significa paragonarla alla
sua unitd, cio¢ cercare quante unitd e parti di unita
essa contiene. Il numero intero o frazionario che si trova,
esprime il rapporto di questa grandezza all’ unita.

L’ unitd lineare € la diecimilionesima parte del
quarto della circonferenza della terra, ed ha ricevuto
il nome di mefro. 11 metro & stato suddiviso in parti
di dieci in dieci volte piu piccole, che sono: il deci-
metro, decima parte del metro; il centimetro, decimo
del decimetro o centesimo del metro; il millimetro,
decimo del centimetro o millesimo del metro. Si sono
anche formate mediante il metro unita di dieci in dieci
volte piu grandi, che sono: il decametro o dieci metri;
I’ ettometro o cento metri; il chilometro o mille metri;
il miriametro o dieci mila metri.

Per misurare una linea retta maggiore del metro,
si porta il metro su questa linea, e se vi & contenuta,
per esempio, 7 volle esatlamente, si dice che la lun-
ghezza di questa retta & di 7 metri. Se questa retta non
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contiene esattamente il metro, essa conterrd un certo
numero di metri, come 7, e un resto minore del metro.
Si cerca poi quante volte questo resto contiene il deci-
metro; se ¢ uguale a 5 decimetri aumentati di un resto
minore del decimetro, si misurerd questo nuovo resto
mediante 1l centimetro. Supponiamolo eguale a 6 cen-
timetri; la lunghezza della retta sara di 7 metri 56 cen-
timetri.

Se la retta che si vuol misurare é minore del me-
tro, si trovera la sua misura per via del decimetro, del
centimetro, ec., come nell' esempio precedente.

Per misurare una linea spezzata, si valutano sepa-
ratamente le lunghezze delle rette che la compongono
e si fa la somma dei numeri che si sono trovati.

CAPITOLO II.
Angoli.

TEOREMA 1.

Se due rette AB, CD s incontrano, gli angoli AEC,
BED opposti al vertice sono eguali. (fig. 4).

Infatti rivoltiamo il piano dei due angoli adia-
centi BEC, BED e poniamolo sul piano dei due angoli
adiacenti CEA, CEB, facencdo coincidere 1 punti E e le
rette DC, AB. I due angoli BEC, CEB essendo eguali, il
lato EB del primo angolo prende la direzione di EC, lato
del secondo. Dunque gli angoli BED, AEC sono eguali.
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CoROLLARIO 1. —Supponiamo che la linea CD, pri-
ma situata sulla retta AB, si muova girando intorno al
punto E; é chiaro che la retta CD passerd una volta, ed
una volta sola, per una posizione nella quale gli an-
goli adiacenti AEC, CEB sono uguali. Allora i quattro
angoli formati da queste due linee sono uguali; giacche
gli angoli AEC ¢ CEB sono rispeltivamente eguali agli
angoli BED e AED come opposti al vertice.

CoroLLARIO 1I.—Quando due linee relte che s’ in-
contrano, formano qualtro angoli eguali (fig. 6.), si dice
che I’una ¢ perpendicolare all’altra, e si da il nome
di angolo retto a ciascuno dei quattro angoli.

Al conlrario due rette sono obligue 1’ una all’ altra
quando incontrandosi formano angoli disuguali.

In virti del Corollario precedente possiamo dun-
que dire che da un punto preso sopra una retta si puo
inalzare una perpendicolare a questa relta e non se ne
puo inalzare che una sola.

Cororrario 1. —Tutti gli angoli retti sono uguali.

Un angolo si dice acuto o oftuso secondoché ¢ mi-
nore 0 maggiore di un angolo retlo.

L’ angolo retto é stalo preso per unitd d’angolo,
perche solo della sua specie; in guisa che per misurare
un angolo bisogna cercare il suo rapporto all’ angolo
retto. Vedremo in seguito come al confronto diretto dj
due angoli, si sia sostituito il paragone di due linee che
hanno cogli angoli una notevole relazione.

Due angoli sono complementari quando la loro
somma € uguale a un angolo retto, e si dicono sup-
nlementari quando presi insieme equivalgono a due
relti.
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TEOREMA 11.

Quando wna lineca retta AB me incontra un’ al-
tra CD, la somma di due angoli adiacenti AEC, BEC,
formati da queste linee, ¢ uguale a due angoli retti.
(fig. 1.)

Conduciamo la retta EF perpendicolare ad AB,
avremo:

'angolo AEC—+CEB — AEF—+FEC + CEB = AEF + FED.

Ma gli angoli AEF, FEB sono retti, dunque la
somma degli angoli adiacenti AEC, CEB ¢& uguale a due
angoli retti.

CoroLLARIO I. — Se (fig. §) per un punto C di
una retta AB conduciamo differenti rette da una stessa

parte di AB, la somma degli angoli adiacenti consecu-
tivi € uguale a due retti; infatti si ha:

ACD —+ DCE + ECF -+ FCB = ACF -~ FCB == 2 retli.

CoroLLARrIO H.—Se (fig. 9) per un punlo A di
un piapo si conducono sopra questa superficie pid
rette in differenti sensi, la somma degli angoli adia-
centi consecutivi che esse formano ¢ uguale a 4 angoli
retti.

Prolunghiamo DA al di 1a del vertice A e sosti-
tuiamo all’ angolo FAB i due angoli FAG, GAB dei
quali esso € la somma. Gli angoli adiacenti consecutivi,
situati da ciascuna parte di DG, valgono insieme due
angoli retti; dunque la somma di tutti gli angoli for-
mati attorno al punto A ¢ uguaic a & angoli retti.

vy AT
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TEOREMA III

Se due angoli adiacenti ABC, CBD sono supple-
mentart, i loro lati non comuni AB, BD sono sulla me-
desima retta. (fig. 10,)

Conduciamo pel punto B la retta BE perpendico-
lare ad AB; la somma degli angoli ABE, EBD ¢ uguale
a quella degli angoli ABC, CBD, cio¢ a due retti. Ma
I’ angolo ABE ¢ retto, dunque EBD ¢ anche retto e
le due linee AB, BD che sono perpendicolari a BE,
nello stesso punto B, formano una sola retta.

CoroLLARIO. — Se (fig. 8) pid angoli ACD, DCE,
ECF, FCB, adiacenti due a due, valgono insieme due
angoli retti, i lati estremi AC, CB sono sulla medesima
retta: giacche i due angoli adiacenti ACF, FCB sono
supplementari.

CAPITOLO 1IIL.

Della Perpendicolare e delle Obligue.

St chiama piede di una perpendicolare e di una
obliqua il punto in cui la perpendicolare o I’ obliqua in-
contra la retta alla quale & condotta.

Se da un punto preso fuori di una retta conduciamo
& questa retla una perpendicolare e diverse oblique , di-
remo che due oblique sono egualmente o disugualmente
distanti dalla perpendicolare, quando i loro piedi sono a
distanze eguali o disuguali da quello della perpendicolare.

Si chiama luogo geometrico una linea, retta o curva,
i cui tutti i punti hanno una proprieta comune.
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TEOREMA I.

Da un punto O, posto fuori di una retia AB, si
puo condurre una perpendicolare a questu retta e non
se ne puo condurre che una sola. (fig. 11).

Facciamo girare la parte superiore del piano della
figura attorno alla retla AB, sino a che coincida colla
parte inferiore. Sia O" il posto che occupa il punto O.
Riportiamo il piano nella sua prima posizione e uniamo
i punti O ed O’ colla retta 00’; dico che 00’ & perpen-
dicolare ad AB. Infalli, pieghiamo nuovamente il piano
sezuendo AB, la retta CO prende la direzione di CO’,
poicheé il punto O cade per ipotesi sul punto O'. Dunque
gliangoli adiacenti OCB, BCO' sono uguali e la retta 00’
¢ perpendicolare ad AB.

Qualunque altra retta OD, condotta dal punto O
sino all’inconiro di AB, ¢ obliqua a questa linea; giac-
ché, condotta DO, e piegata la figura seguendo AB,
il punto O cade sul punlo O' ¢ la retta DO coincide
con DO’. Quindi I’angolo €CDO ¢ uguale all’ angolo CDO'
e per conseguenza minore di CDE; laonde la retta OD
forma eon AB angoli disuguali.

TEORILMA kI

Se daun punto O, preso fuori di una retla AB, con-
ductamo la perpendicolare e differenti obligue ad AB,

1°. La perpendicolare ¢ minore di qualungue obli-
qua,;

2o, Due oblique, cqgualriente distanti dalla perpen-
dicolare, sono eguali;

3". Di due obligue, disugualmenie distanli dalla
perpendicolare, la piv lontana é la maggiore.
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1o, Siano (fig. 11.) OC Ia perpendicolare ed OD una
obliqua qualunque, condotte dal punto O ad AR. Pren-
diamo sul prolungamento di OC la linea CO’ eguale ad
0C, e tiriamo la retta DO’. Le due rette OD, 0’'D sono
eguali, giacche, se facciamo girare la figura OCD at-
torno ed AB per applicarla sopra O'CD, la retta OC
prende la direzione di CO', perche gli angoli OCD, O'CD
sono retti; e poiche OC ¢ ugunale a O'C il punto O coin-
cide col punto 0’; dunque OD ¢ nguale a 0'D.

Ma la retta OCO’ ¢ minore della linea spezzata ODO/,
dunque OC, metd di OCO’, ¢ anche minore di OD, meta
di ODO".

2, Prendiamo (fig. 12) sopra AB, da ciascun lato
della perpendicolare OC, lunghezze uguvali CD, CG e
conduciamo le oblique OD, OG che si allontanano egual-
mente da OC. Per dimostrare che queste oblique sono
eguali, facciamo girare OCD attorno ad OC sino a che
I’ angolo retto OCD coincida con OCG: poiche la retta
CD ¢ uguale a CG, il punto D si applica sul punto G,
dunfue le oblique OD, OG sono uguali.

3°. Consideriamo (fig. 13) le due oblique OD, OE che
distano disugualmente dalla perpendicolare OC e condu-
ciamo dal punto D la retta DF perpendicolare ad AB.
Poiche ' angolo ODA ¢ mageiore di ODC, Ia retta DF ¢
situata nell’ angolo ODA; dunque essa incontra OE in
un punto F intermedio fra O ed E. La linea retta OD ¢
minore di OF -+~ FD; ma la perpendicolare FD ¢ minore
dell’ obliqua EF; dunque la relta OD ¢ a pin forte ra-
eione minore di OF + FE, ovvero di OE.

CororLaRr1o 1. — La dislanza fra un punto e una
retta si misura per via della perpendicolare condotta da
questo punto alla retta, perche es:za ¢ la pin corta linea
che si possa condurre dal punto alla retta.

CororvuaRrIo 1. — Da un punto preso fuori di una
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retta si possono condurre a questa linea due sole obli-
que eguali.

CororrLarto lII. — Le reciproche del teorema pre-
cedente sono evidenti, giacché questo teorema dimostra
che due oblique hanno fra loro la stessa relazione delle
distanze dei loro piedi a quello della perpendicolare.

TEORIMA III.

Se, per il mezso C della retia AB, si conduce la
berpendicolare GE a questa linea,

1°. Qualungue punto di GE ¢ ugualmente loniano
dall’ estremita di AB;

2°. Qualungue punto esterno a GE é disugualmente
distante dalle medesime estremitc A e B, (fig. 14.)

1°. Poiché CA ¢ uguale a CB, le oblique DA, DB,
che uniscono un punto qualunque D della perpendico-
lare GE ai punti A ¢ B, sono uguali. Dunque qualunque
punto D della retta GE € ugualmente lontano da A e B.

2°. Sia I' un punto esterno a GE e conduciamo le
rette FA, IB; la retta GE trovandosi fra i punti A, F,
la retta AF incontra GE nel punto E, le cui distanze ai
punti A ¢ B sono uguali. Ma I'B ¢ minore di FE + EB,
ovvero di FE -+ EA; dunque il punto F ¢ disugualmente
distante dall’ estremita di AB.

SCOLIO. — La perpendicolare DE ¢ il luogo geome-
tréico dei punti egualmente lontani da’ due punti A e B

TEOREMA IV,

1°. La Uiseltrice di un angolo ha ciascuno dei suoi
punti egualmente lontano dai due lati di guest’ angolo.

2°. Qualungue punlo esterno alla bisctirice, é dis-
ugualmente distanle dai medesimi lati. (fig. 15.)
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1e. Da un punto qualunque D della retta BO, che
divide 1’angolo ABC in due parti eguali, conduciamo DE
perpendicolare al lato BA, e DF perpendicolare al
lato BC. Le rette DE, DF sono uguali, giacché se fac-
ciamo girare I’angolo ABO attorno a BO e I’ appli-
chiamo sul suo eguale CBO, il lato BA coincide con
BC e la retta DE perpendicolare ad AB prende la di-
rezione di DF perpendicolare a BC; dunque i punti E,
I coincidono, e il punto D & ugualmente distante dai
lati AB, BC dell’ angolo ABC,

2°. Da un punto G esterno a BO, conduco le rette
GH e GN rispettivamente perpendicolari a BA e BC. La
retta GH incontra la bisettrice BO nel punto L, dal quale
tiro LM perpendicolare a BC, ed unisco il punto M con G.
La perpendicolare GN ¢ pit corta dell’ obliqua GM, la
quale &€ minore di GL -+ LM; dunque a piu forte ragione
GN € minore di GL —+ LM ovvero di GL ~+ LH; dunque
il punto G ¢ disugualmente distante dai lati dell’ an-
golo ABC,

Scovr1o. — Il luogo geometrico dei punti egualmente
lontani da due rette che si tagliano ¢ il sistema delle
bisettrici degli angoli formati da queste rette,

CAPITOLO V.

Delle Rette parallele.

Quando (fig. 16) due linee rette AB, CD sono in-
contrate da una terza EF, formano con questa linea
otlo angoli che, considerati due a due, hanno ricevuto
nomi particolari. Per rendere pitt semplici gli enunciati,
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indicheremo ciascuno di questi angoli con una lettera
posta tra i suoi lati.

te, Si chiamano corrispondenti due angoli non
adiacenti H e N, che sono uno interno, I’ altro esterno
alle rette AB, CD e dallo stesso lato della secante EF.

20, Due angoli non adiacenti H e R diconsi alterni-
interni quando sono compresi tra le due rette AB, CD,
e situati dalle due parti della secante.

3°. Due angoli non adiacenti N, L diconsi alferni-
esterni quando non sono compresi tra AB e CD e si
trovano a differenti lati defla secante,

ke, Due angoli U, M diconsi inferni quando sono si-
tuati tra le linee ADB, CD e dalla stessa parte della se-
cante.

50, Due angoli G, N diconsi esferni quando, essendo
situati dallo stesso lato della secante, non sono com-
presi tra AB e CD.

Ammeltteremo come evidente che se due retle/fig.17)
DC, AF sono una perpendicolare ¢ U altra obliqua so-
pra AD, queste due linee prolungate s’ incontreranno ().

TEOREMYA I.

Da un punto A si puo condurre una parallela a
una relta BC, ma non se ne puo condurre che una sola.
(fig. 17)

Conduciamo pel punto A, la retta AD perpendico-
lare a BC e la retta GE perpendicolare ad AD. Le due
lince BC. GE non possono incontrarsi, allrimenti pel

(") 11 Sig. Amiot dimostra questa proposizione: poi, seguendo il parere di
distinti Geometri, abbiamo stimalo conveniente assumerla come evidente, tants
pitr che la dimostrazione dell’ Autore non & interamente rigorosa. (T )
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punto di concorso si sarebbero condotte due perpendi-
colari sopra AD; lo che ¢ impossibile. Dunque GE ¢
paraliela a BC.

Pel pl.ato A non si pué condurre un’altra paral-
lela a BC; infatti una linea AT diversa da AE, sarebbe
obliqua ad AD e per conseguenza incontrerebbe BC.

CoroLLARI0. ~— Due relte, parallele ad una terza,
sono parallele tra loro.

Infalti se le due retfte s’incontrassero, si sarebbero
condotte due parallele da uno stesso punto ad una stessa
retta,

TEORENYA 1X.

Se due rette AB, CD fanno con una secante GH duce
angoli corrispondenti equali AEIL, CFII,

te. Gli angoli allerni-interni sono equali ;

2% Gli angoli alterni-esterni sono eguali;

3% Gli angoli inferni sono supplementari;

he. Gl angoli esterni sono pure supplementari;

0. Le retle AB, CD sono parallcle, (fig. 18.)

1. L angolo AEIl & uguale a CFH per ipotesi,
I"angolo EFD ¢ anche uguale a CFH come opposto al
vertice. Dunque gli angoli allerni-interni AEH, EFD
sono ecuali.

20, Similmente ciascuno degli angoli alterni-esterni
Crli, GEB € vguale ad AEH; dunque essi sono uguali
tra loro.

J°. L’ angolo AEHl ¢ uguale per ipotesi a CFH che
¢ il supplemento di CFE; dunque i due angoli interni
AEH, CFE sono supplementari.

e, Gli angoli esterni AEG, CFH valgono insieme
due angoli retli, perché I'angolo CFH ¢ uguale ad AEF,

che ¢ il supplemento di ALG. 3
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5°. Dal punto medio O della retta EF , conduciamo
MN paraliela ad AB e facciamo girare la figura NOFD
aitorno al punto O, nel suo piano, sino a che OF coin-
cida con OE, che I’¢ vguale. I due angoli MOE, NOT
essendo uguali, la retta ON prende la direzione di OM.
Similmente la retta FD prende la direzione di EA, per
[' uguaglianza degli angoli OFD, OEA. Ma la retta EA
¢ parallela ad MN; dunque CD e anche parallela ad MN
e per conseguenza ad AB (').

TEOREMA JII.

Se due relte AB, CD sono parallcle, formano con
una secanic qualungue GI,

1°. Gli angoli corrispondenti equali;

2°, Gli angoli allerni-interni cquali;

3°. Gli angoli alterni-esterni eguali;

ke, Gli angoli interni supplementari;

5, Gli angoli esterni anche supplemeniari. (fig. 19 )

1°, 1 due angoli corrispondenti AEM, CFII suno
eguali. Infatti se dal punte E si conduca una retla che
formi con EF un angolo cguale a CFH, questa linea ¢
parallela a CD; dunque essa coincide con AB; e I’ an-
colo AEH ¢ uguale a CFIL

90, Dall’ cguaglianza degli anzoli corrispondenti ri-
splta che 40 gli angoli alterni-interni sono eguali; 20 gli
angoli alterni-esterni sono eguali; 3° gli angoli interni

(') Questo quinto caso puo dimostrarsi ancora nel seguento modo:

Dall’ uguaglianza degli angoli ALY, CFH si deduce quella degli angols
GEB, GFD, che sono rispettivamente uguali ai primi. Quind l’lpolcsi fatta da
una parte della sccante, ciot che gh angoli corrispondenti AEIL, CI'H siano
uguali, si riproduce identicamente dal¥’ altra parte della secante medesimaj; tal-
che apparisce evidente, che se le rette AB, CD potessero incontrarsi da nma
parte, dovrelliero incontrassi anche dulla parte opposta, lo che & impossibile,
Dunque AD e paraliela a €D (T )
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sono supplementari; &° gli angoli esterni cono supple -
mentari,

SCOLIO. — Le proposizioni contrarie delle dye pre-
cedenti sono vere.

TEOREMA 1V.

Due angoli ¢ cui lati sono paralleli due a due sono
eguali o supplementari. (fig. 20).

Consideriamo in prima gli angoli ABC, DEF i cui
fati sono paralleli e diretti nello stesso senso : questi au-
goli sono eguali. Infatti prolunchiamo DE sino a che
tncontri BC; gli angoli ABC, DGC sono eguali come
corrispondenti; gli angoli DEF, DGC sono anche eguali
per la medesima ragione, dunque I'angolo ABC ¢ eguale
a DEF.

Gli angoli ABC, ILG i cui lati sono paralleli e
diretti in senso conlrario sono eguali; poiche entramisi
questi angoli sono eguali all’ anzolo DEF.

Finalmente gli angoli ABC, DEH che hanno i lati
AD, ED paralleli e diretli nello stesso senso e j lati BC,

LH paralleli e diretli in senso contrario, sono supple-
* mentari, Infatti P angolo ABC ¢ uguale a DEF, supple-
mento di DEH. Dunque ABC, DLII sono supplementari.

TEOREMA V.

Due angoli che hanno i lati perpendicolari due q
duc sono eguali o supplementari. (fig. 21).

Siano ABC, DEF due angoli della medesima specie
i cui lati sono rispeltivamente perpendicolari ; dico
che essi sono eguali. Infatti conduciamo le linee BH
e BK rispettivamente parallele ad EF e ad ED, e nello
slesso scnso; I angolo KBH ¢ uguale a DEF. Poicho oli
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angoli ABK, CBII sono retti, gli ancoli KB, ADBC sa-
ranno eguali perché complementi dello stesso ango-
lo ABH; quindi ABC é uguale a DEF.

L*angolo DEG, supplemento di DEF, e 1" angols
ABC hanno anche 1 loro lati perpendicolari ma sone
supplementari,

CAPITOLO V.

Triangoli

Si chiama friangolo (fig. 23) la porzione di pianc
compresa fra tre retle che 8" incontrano due a due. Le
narti AB, BG, AC di queste rette comprese tra i punti
> intersezione sono i [af! del trianzolo. Gli angoli che
‘ormano queste linee e i vertiel di questi angoli sono
chiamati gli engoli e i vertici del triangolo.

In un triangolo si distinguono sei elementi: tre laty
e tre angoli. — Il triangolo ¢ equilalero o equianyolo
quando i tre lati o i tre angoli sono ecguali. E isoscele
s¢ ha due lati eguali; refiangolo se ha un angolo retto,
I lato opposto all’angolo retto ha ricevulo il nome d’ ipo-
lenusa.

TEQIREMA X,

Ciascun lato di un triangolo ¢ minore della somma
degli altri duc. (fig. 23.)

Infatli ciascun lato AD ¢ minore della linea spez-
zata AC -+~ BC formata dagli altri due lati.
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SCOL10. — Se si osserva clie la relazione

AB <TAC-~-BC

puo scriversi nel seguente modo

sl ha quest’ altro enunciato del teorema precedente:
Ciascun lato ¢ maggiore della differenza degls
altri due.

TECRENA IE.

La somma dei tre angoli (h un triangolo qualun-
que ¢ uguale a due cm;o[a reili. (fig. 22,

Prolunghiamo il lalo AB del triangolo ABC al qi
la del vertice B e per questo punto conduciamo BE pa-
vallela ad AC. La somuma dei tre angoli adiacenti ABC,
CBE. EBD, ¢ uzuale a due angoli retti; ma I dnf‘-'olo

CBE ¢ uguale ad ACB, come allerng- mterno ELD ¢
uguale a CAD, come corrispondc: te , dungue

ADC - ACB -+~ CAB-—9 retii.

Cororranio I.—L’angolo CBD formalo dal lato
BC ¢ dal prolungamento BD del lato AB , € detlo ester-
no; ed € uguale alla somma dei due a.lf‘*oh luterni CAB,
ACB che non gli souo adiacenti.

Cororvrarnio lI. — Un triangolo puo avere un solo
angolo retto o un solo angolo oituso; gli altri due an-
goli sono acuti. — I due avgoli aculi di un triangolo
reltangolo sono complementari,

CororLarIO III. — Ciascuno degli angoli di un

triangolo equiangolo ¢ uguale ai dee terzi di un angolo
retfo,
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Corovrranio IV. — Se due angoli di un triangole
sono rispettivamenie eguali a due angoli di un altro
triangolo, il terzo anmgolo del primo triangolo € uguale
al terzo angolo del secondo.

TEOREMA IIEK.

Due triangoli sono equali quando hanno un angolo
equale compreso tra duc lati rispellivamente eguali.
(fig. 23).

Siano ABC, DET i triangoli dati, e sia il late
AD—=DE il lato AC=DI e Pangolo A=—D. Dico
che questi triangoli sono eguali. Infalti sovrapponiamo
il triangolo DEF sopra ABC e poniamo il punto D sul
punto A, il punto E sul punto B; poiché I’angolo D &
ucuale ad A, il lato DF prende la direzione di AC; e i
punti F ¢ C coincidono a causa dell’ cguaglianza dei
lati DF, AC. Dunque i lati EF, BC coincidono anche essi,
¢ i due triangoli ABC . DEF sono eguali.

CoroLLARIO I.—Dall’egnaglianza dei triangoli ABC,
DES si deduce che il lato EF ¢ uguale a BC, 'angolo E
¢ uguale a B e I’angolo I a C.

ConoLLanio Il.—Un triangolo & determinato quando
sono dati due lati e I’ angolo compreso,

TEGIIEIEA RV.

Due triangoli sono uyuali quando hanno un lalo
equale adiacenle respeltivamenie a due angoli eguali.
(fiy. 23).

Siaillato EF =BC, I’ angolo E =B, I'angolo ¥ =C;
dico che questi lriangoli sono eguali,

Sovrapponiamo il triangolo DET sopra ABC e po-
niamo il punto E sopra B, il punto F scpra C. Poiche i
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due angoli E, B sono eguali, il lIato ED prende la dire-
zione di BA; parimente il lato FD prende la direzione
di CA per P eguaglianza degli angoli F e C; dunque il
punto D, comune alle due rette ED, FD, coincide con
I’ intersezione A delle due linee BA, CA, e i due trian-
2oli ABC, DEF sono eguali.

CoroLLARIO I. — Da questa dimostrazione si de-
duce che 'angolo D=A, il lato DE==AB, il lalo FD=—=AC

ConorLrarIo II.—Un triangolo é determinato quando
sono dati un lato e i due angoli adiacenti.

CoroLLARIO 1IN, — Due triangoli rettangoli sonc
equali se hanno Uipotenusa ed un angolo acuto rispet-
tivamente equali,

Infatti gli altri due angoli aculi di questi triangoli
sono anche eguali, come complementi di angoli eguali.
Dunque i triangoli sono eguali perché aventi due an-
coli e il lato compreso rispettivamente egnali.

Quindi un triangolo rettangolo ¢ determinato quando
sono dati I’ ipotenusa ed un angolo acuto.

TECRENYMA V.

Duc triangoli sono eguali se hanno i tre lati rispet-
Livamente eguali. (fig. 21.)

Sieno ABC, ABD due triangoli aventi il lato AD
comune, 1l lato AC eguale ad AD ed il lato BC eguale
a RD; dico che essi sono eguali.

Infatli ciascuno dei punti A, B & egualmente di-
stante da C e da D; dunque la retta AB & perpendico-
lare sul mezzo di CD. Se sovrapponiamo il triangolo DAB
sopra CAB, facendolo girare intorno ad AB, la retta ED
prende la direzione di EC e Ie loro estremita D, C coin-
cidono, perché queste retle sono perpendicolari ad AD eu
eguaii tra loro. Dunque il Jato DB coincide con CB ed il



924 GLOMETRIA PIANA.

lato DA con CA, e per conseguenza i triangoli sono eguali.

Cororrario L. — Dall’ eguaglianza dei due trian-
goli emerge quella degli angoli opposti ai lali eguali.

CoroLLARIO II.—Un triangolo e determinato quando
sono dati I suoi tre lati.

COROLLARIO 1. — Due triangolt rettangoli sono
eguali, s¢ hanno U ipotenusa ed un aliro lato rispcl-
tivamente equali, (fig. 25.)

Sieno ABC, ADC due triangoli rettancoli aventi il
lato comune AC ¢ le ipotenuse AD, AD eguali, Poiche
eli angoli ACB, ACD sono rettiy lIa linea BCD e retta «
le due oblique eguali AB. AD si allontanano egualments
dalla perpendicolare AC, Dunque il lato BC ¢ uguale a D,
e i due triangoli hanno tre lati eguali rispettivamenie,

Quindi un triangolo rettancolo e determinato quando
sono dati I’ ipotenusa e un allro lato.

ScoLrio. — Due triangoli che hanno gli angoli ri-
spettivamente eguali non sono necessariamente cguali;
giacche tirando una parallela @ uno det lati di un Wian-
golo (fig. 26), se ne forma un altro i cul angoli sono
cguali a quelli del primo, senza ¢ie questi triangoh
sicno eguali.

TLODRITIA ¥l

Se due triangoli hanno due lali rispellivamenie
equali e gli anyoli compresi fra questi lali disuyuuli,
il lato oppusto al magyicrc dei due angoli ¢ mayyiore
di quello che é opposto all’ altro angulo. (fiy 27)

Sieno i due triangoli ABC, ABD che hanno il lato
AB comune, il lato AC egnale ad AD ¢ Pangolo BAC
maggiore di BAD; dico che il lato BC ¢ maggiore di B
Dividiamo I’ angolo CAD in due parli eguali per via
della retta AE, Questa linca, sitvata nell” angolo CAB
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maggiore di BAD, incontra il lato BC nel punto E, che
uniamo a D colla retta DE. 1 due triangoli CAE, DAL
avendo un angolo cguale compreso tra due lati eguali,
sono eguali, ¢ CE—=DE. Ma BD ¢ minore di BE = LD
ovvero di BE + LC; dunque BD ¢ minore di BC.

ConoLLaRrio L. — So due triangoli hanno un lato di-
suguale e ghi allri dae rispettivamente eguali, I’angolo
opposto al lato maggiore ¢ maggiore dell angolo op-
posto all” altro lato,

Questa reciproca € una conseguenza evidente delle
due proposizioni precedenti.

Cororranio IL —1I teorema UI e il precedente
provano, che se due trianyoli hanno due lali rispettiva-
menle uguali, @ terzi lati di questi triangoli hanno tra
loro la stessa relazione degli angoli opposti, cioe che
uesti fati sono eguali o disuzuali a seronda che gli an-
goll opposti sono eguali o disnguali, e che, nel eazo della
disuguaglianza, il lato maggiore ¢ opposto atl angolo
uaggiore.

TIORIIIA VL.

Se un triangolo ha due anysli equali, i lali 0ppo-
s a questi angoli sono cguali. (fig. 25.)

Sia ABD 1l triangolo date, I aveuio B uguale al-
Panzolo D:dico che AB ¢ vguale ad AD, Dividiamo Pan-
golo BAD in due parli eguali colla retta AC, Poiche I an-
golo BAC ¢ uguale a CAD e Panzelo ABC ad ADC per
potesi, il terzo angolo ACB del triangolo ABC € uguale
al terzo angolo ACD del triangoln ACD; dunque questi
triangoli, che hanno un lalo comune AC adiacente a
due angoli eguali, sone egnali e si ha il lato AB uguale
ad AD.

COROLLARIO. — La Dbisctirice AC dell’ angolo BAD
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divide in due parti eguali il lato opposto BD e gli é per-
pendicolare.
Scor1o. — Un triangolo equiangolo & equilatero.

TEOREMA VIII

Se un triangolo ABC ha due angoli disuguali BAC,
BUA, il lato BC, opposto all’ anyolo meggiore BAG, ¢
maggiore del lato AB, opposto all’ altro angolo. (fiy. 28.)

Conduciamo dal punto A, nell” angolo BAC, la retla
DA in guisa tale che I’angolo DAC sia eguale a BCA.
Poiché il triangolo ADC ha due angoli eguali, i lati DA,
DC, opposti a questi angoli, sono eguali. Ma nel trian-
zolo ABD il lato AB ¢ minore di BD+ AD, ovvero di
BD —+ DC: dunque AD & minore di BC.

Scor10.— Le reciproche delle due proposizioni pre-
cedenti sono evidenti. Quindi: In un {rianyolo che ha
due lati uguali, gli angoli opposti sono uguali. — Uk
triangolo equilatero é cquiangolo. — In qualunque
triangolo, che abbia duc {ati disuguali, il lato mag-
giore € opposto all’ angolo mayyiore.

CAFPITOLO VI

Poligoni.

Si chiama Poligono una porzione di piano termi-
nata da linee rette. L’ inzieme di queste linee, che di-
consi lati, forma il contorno o il perimetro del poligeno.

Gli angoli ¢ i vertici di un policono sono gli angol:
formati dai suoi lati ¢ i vertici aei suoi angoli.
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Un poligono dicesi regolare quando ha i lati eguali
e gli angoli eguali.

11 poligono di tre lati & il riangolo; quello di quat-
tro si chiama quadrilatero; quello di cinque, penfa-
gono; quello di sei, esagono; ec.

Un poligono dicesi convesso, quando si trova inte-
ramente da una stessa parte delle rette, indefinitamente
prolungate, che lo terminano. Nel caso contrario si dice
che & concavo.

I perimetro di un poligono convesso ABCDE
pon puod essere incontrato in pitt di due punti da una
linca retta MN. (fig. 29.) Sieno G, F i punti nei quali
MN interseca 1 due lati AB, CD; dico che MN non puo
incontrare il perimetro in altri punti, Infatti i due punti
G, I sono da una medesima parte di ciascuna delle
rette DE, AE, ec. Dunque la linea GF non incontra al-
cuna di queste retle.

Dicesi diagoncle la retta che unisce due vertici non
consecutivi di un poligono.

Tra i quadrilateri si distinguono:

Il {rapezio, di cui due lati sono paralleli. (fig. 30.)

Il parallelogrammo, i cui lati opposti sono paral-
leli (fig. 81.)

La losanga, che ha i lati oguali e gli angoli disu-
anali. (fig. 32)

Il rettangolo, che ha gli angoli eguali e i lati di-
suguali. (fig. 33.)

Il quadrato, che ha i lati eguali e gli angoli eguali

(hg. 34.)

TEOREMA K.

La somma degli angoli interni di un poligono
convesso € uguale a tante volte duc angoli relti quanii
soro ¢ lati meno due. (fig. 35.)
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Tiriamo nel polizono ABCDEYF e pel vertice A, le
diagonali AC, AD, AE; verremo a decomporre il poli~
gono Ia tanti triangoli quanti sono i lati meno due,
Giacche questi triangoli hanno il ponto A per verlice
comune e per base i differenti lati del poligono, eccet-
tuati I due lati AB, AT. Poiché la somma degli angoli
di ciascun triangolo € uguale a due retli, queHa degli
angoli di tulli i triangoli ¢ uguale a due reti ripetuti
tante volte quanti sono i triangoli. Ma la somma degli
angoli del poh’“onu ¢ uguale a quella degli angoli di
tutti I triancoli; dunque questa somma ¢ vuguale a tante
voite due retti qranti sono i lali meno due.

Conorrario 1. — Se indichiawo con # il numero
aei lati del poligono, la somma dei suoi angoli ¢ uguale
a2 (n—2)relli, oa (2n—=5) retti.

Conorrario IL —1I vaiore di uno degli angoli di
un poligono equiangolo si olticne evidentemente Qjvi-
aendo il valore della loro somma pel loro numero. Cost
P angolo di un poligono equianvolo di # lati avra poer

&)

f
o { Bl T
valore ——— di un angolo relto.
)

SCOLIO. — La somma Jegli angoli di un quadrila-
tero ¢ uguale a quattro rettl, Dunque ciascuno degli an-
goli del rettangolo o del quadrato ¢ retto.

TEGIREM A EI.

Se si prolungano nella slessa direzione tulli i lati
di un poligono convesso, la somma degli anyoli esterni
formati in lal guisa é uguale a quatiro reiti. (fig. 36.)

Poich¢ ciascun anzolo esterno ABG & il supple-
mento del suo adiacenle interno ABC, la somma degli
angoli tanto esterni quanto interni, (2 u"uale a due an-
goli retti ripeluli tante volle quanti sono i vértici del
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poligono; dunque questa somma ¢ uguale a 2 7 retti,
se n ¢ il numero dei lati. Ma ¢li angoli interni valgono
insieme 2 n-— L& retti; dunque Peccesso di 2 # relti so-
pra (2n—U&) retti, cio¢ qualtro retti, rappresenta la
somma degli angoli esterni ().

TEOREMA EIN,

Due poligoni della medesima speeie somo equali
quando tutli i lati e gli angoli sono equali e disposti
nel medesimo ordine, cceetto due lati consecutivi e I’ an-
yolo compreso fra essi. (fig. 40 )

Consideriamo i due pentagoni ABCDE., A'B'CD'E.
Sieno il lato AB=A'B, BC=PC, CD=C'D’, e I'an-
colo A=A, B=0D, C=C, D =D Per dimosirare
Peguaglianza di quesii poligoni,sovrapponiamo eli angoli
eguali E'A'D’; EAB; poiché i lati A’'B, AB sono eguali, il
punto B" coincide con B e, per I’ ezuazlianza dezli an-
goli B', B, il lato B'C" prende la direzione di BC. Ma B'C’
¢ ugaale a BC, dunque il punto €’ si applica sopra C e
il lato CD’ si dirige verso CD. Poiché questi lati e ol
angoli D', D sono eguali, il punto D’ coincide con D e
il lato D'E’ prende la direzione di DE. Dunque i ver-
tici E'y E coincidono e i due polizoni sono eguall.

Scovrlo. — L’egnaglianza di due polizoni di » latj &
conseguenza dell’eguaglianza di »— 2 lati ed 7 — 4 an-

(1) Questo teorema pud dimostrarsi con grande facilith nel seguente modo :

Conduciamio per un punto O, preso nel piano del poligono, rette parallele
ai lati del poligono e dirette secondo rprolungamenti dei medesimi ; e chiaro che
gli avgoli fatti intorno al punto O saranno rispettivamente eguali agli angoli esterni
del poligono: ma la somma dei primi equivale a quattro retti, quindi anche la
somma dei secondi pareggia quatiro retti, *

Da questa proposizione o dalla precedente si deduce che ux poligono con-
vesso non pud avere piit di tre angoli acuti. (T.)
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coli; dunque essa dipende da 2 » — 3 condizioni diffe-
renti ().

TEOREMA 1V.

Duce poligoni della medesima specie sono eguali
quando all’ eccesione di un lato e dei duc angoli adia-
centi le altre parti sono eguali e disposte nello stes-
s ordine,

Questo teorema si dimostra per via della sovrappo-
sizione diretta dei due poligoni.

TEOREMA V.

Due poligoni della medesima specie sono cguali
quando, all’ eccezione di Ire angoli comscculivi, le
altre parti sono eguali e disposte ncl medesimo ordine.

La dimostrazione ¢ analoga alla precedente (°).

() Un poligono di v lati & determinato generalmente da 2n-—3 condizioni.
Questa proposizione puo dimostrarsi direttamente nel seguente modo :

Supponiamo che il teorema sia provato per un poligono di n — 1 lati; ds-
mastrero ch’e vero anche per un poligono di a lati. Costruisco sopra un lato del
poligono di n — 1 Jati un triangolo, i cui Jati non si trovino sul prolungamento
di quelli adiacenti del poligono; cosi avro aumentato i} poligono di un late ed
argiunto contemporancamente due condizioni, quclle cioe necessarie per la de-
terminazione del triangolo, Quindi possiam dire in generale che: se il nu-
mero dei Jati di un poligono & aumentato di uno, il numero degli elementi ne-
cessarii per la determinazione del poligono cresce di due. Ora per un poligono
din— 14 lati il numero delle condizioni e dato da 2/r — 1) — 3 ; quindi per
un poligonoe di r lati questo numero sara dato dz Zn — 3. Ma il teorema ha luogo
pel triangolo , quindi, ec.

Laonde un quadrilatero e determinato in generale da 9 condizioni, il pen-
tagono da 7, I’esagono da 9, ec.

E chiaro poi che un poligono regolare & determinato quando & conosciuto
un solo dei suoi lati.

Osserviamo ancora che un trapezio ¢ determinato da quattro condizioni,
un paralleclogrammo da tre, una losanga o un rettangolo da due, ¢ finalmente un
quadrato da una sola, (T')

(%) Enuncio senza dimostrarlo quest’altro caso di eguaglianza dei poligoni sw

Due poligoni ABCDEL , A’B’CD’E’F’ sono wguali quando hanno il lato
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TEOREMA VI,

I lati opposti ¢ gli angoli opposti di un paralle-
fogrammo sono cguali. (fig. 41.)

Tiriamo la diagonale AC del parallelogrammo ABCD;
i due triangoli ABC, ADC banno il lato AC comune,
P angolo BAC uguale ad ACD come alterni-interni ri-
spetto alle paraliele AB, CD, e gli angoli BCA, DAC
ecguali per la slessa ragione: dungque 1 triangoli ABC,
ADC sono uguali ¢ per conseguenza il lato AB € uguale
a DC, il lato BC ad AD e I’ angolo B a D. Gli angoli BAD),
BCD sono anche uzuali come aventi i lati paralleli e di-
retll in senso contrario,

CororLLARIO 1. — Le parallele AB, CD comprese
tra due rette parallele DA, BC sono uguali,

CoroLLARIO 11. — Due paralleie AB, CD sono da
pertutto egualmente distanti. (fig. 42.)

Infatti se da due punti qualunque E, I di AB si
conducono le perpendicolari EG, FII a CD, queste relle
sono parallele ed eguali, perché comprese tra due pa-
rallele.

TEODREXMA VII.

Un quadrilatero ABCD ¢ un parallelogrammo, se
i lati o gli angoli opposti sero uguali. (fig. 41)
1o, Sieno il lato AD = CD e il lalo AD — BC, La
diagonale AC divide la ficura in due triangoli eguali
= o o o ) |
perché hanno tre lati rispettivamente eguali; dunque
eli angoli BAC, DCA, opposti ai lati BC, AD, sono
AF==A'F’ ¢ le distanze dcll’ estremita A ed F , A’ ed F’ di questi lati a tutli
#eli altri vertici B,C, D, E, e B’, C, D’, E’, sieno gispellivamentc uguali e simil-
enle df'sposte. (T.)
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uguali. Ma questi angoli sono alterni-interni rispetto ad
AB e CD: dunque questt lali ¢ono paralleli. Parimente
AD é parallela a BC.

ge Siano 'angolo A=C e I"angolo B=D; avremo
A+=B=C-+D, ciog¢ che la somma dei due angoli A
¢ D ¢ uzuale alla metd della somma dei quattro angoli
del quadrilatero; dunque gli angoli A e B sono supple-
mentari. Ma questi angoll sono infermi rispetto alle
rette AD, BC; dunque queste linee sono paraliele. Pari-
menti AB é parallela a GD.

CoroLLARrIO I.—La losanza ¢ un parallelogrammo.
poiche i lati opposti sono nguali.

Cororrario 1. — Il rettangzolo ¢ un parallelo-
arammo, poiche gli angoli opposti sono uguali, — R
quadrato ¢ ad una volta losanga e rettangolo.

TEORYIMA VIIN.

Un quadrilatero é un parallelogrammo, se duc
lati opposti sono wyvali e paralleli. (fig. 41.)

Sia il lalo AD uvguale ¢ parallelo a DC. La diago-
nale AC divide il quadrilatero in due triangoli ABC,
ADC uguaii, perché hanno un angolo ugunale compreso
tra due lati rispettivamente uguali; quindi BC = AD,

TDOREMA ¥X.
+ Le diagonali di un pcrellelogrammo sono disu-
guali e si dividono mutuamente in due parti uguali,
(fig. 43)

e, I due triangoli ADC, BCD hanno il late DC co-
mune, i lali AD, BC eguali e I’ angolo ADC maggiore
di DCB. Dunque il lato AC ¢ magcciore di BD.

90, I due triangoli ABE- 2DE sono eguali, perché



- -

LIBRO PRIMO, 5 15)

il Jato AB=CD, V" angolo ABE = CDE ¢ I’angolo BAE —
DCE. Dunque il late AE, opposto all’angolo ABE, é
ucuale a CE, opposto all’ angolo CDE. Parimenti il lato
BE — DE.

COROLLARIO L. — Gli angoli ADC, BCD essendo retti
nel rettanzolo, i due triangoli ADC, BCD sono uguali
e le diagonali AC, BD sono uguali (}).

Cororrar1O 1I. — Se il parallelogrammo ¢ una lo-
sanga, la diagonale BD, avendo due punti B, D egual-
mente lontani dall’estremita di AC, ¢ perpendicolare
sul mezzo di questa retta. Dangue le diagonali di una
losanga sono perpendicolari I' una all’ altra,

CoroLLAr1O 1. — Le diagonali del quadrato sono
cguali ¢ perpendicolari I una all’ altra,

SCOL1I0 GENERALE. — Due parallelogrammi sono
uguali quand’ hanno un angolo eguale compreso tra due
lati rispeltivamente uguali. — Dae rettangoli sono uguali
sc hanno due lati rispeltivamente uguali, — Due losanghe
sono uguali se hanno un lato e un angolo rispettiva-
mente eguali, — Due quadrati sono eguali se hanno un
lato eguale,

TEOREMWA X'.

In un trapezio ABCD,

1°. La rella EF che unisce i mezzi B, F dei lati con-
correnti AD, BC, é parallela ai duc aliri lati AB, CD,
ed eguale ella loro semisomma.

2°, La retta cle unisce i mezzi delle diagonali, é
paraliclae ai medesimi lati ed eguale alla loro scmidif-
[erenza,

() Da questo Corollario si deduce che i/ punto medio dell’ ipotenusa di un
triangolo retlangolo dista cgualmente dai tre vertici del triangolo. (T.)

3
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{°, Pel punto F (fig. 37) conduciamo GH parallela
ad AD. I triangoli CFH e FGB sono eguali come aventi il
lato FC—FB per ipotesi e gli angoli eguali; dun
que FII=FG, CI=GB. Ma DA =1IG come parallele
comprese fra parallele; quindi le loro meta DE, I sono
ecuali, laonde EF ¢ parallela a DC e per conseguenza
ad AB.

Inoltre

EF — AB — (B
EFf = DC <+ ClII;

sommando e dividendo per 2, «i ha

AD =+ DC
5 .

‘ EF —

92°, Sieno (fig. 38) M, N i punii medii delle diago-
nali AC, BD. Conduciamo pel punto N la retta PQ pa-
rallela ad AC; i due triangoli PNB, DNQ sono uguali
perché hanno gli angoli eguali e il lato BN=—=ND per
ipotesi; quindi PB = DQ, PN =NQ.

Ma AC=—PQ, laonde AM=—PN; quindi MN e pa-
rallela ad AB e per conseguenza a DC,

Si ha

MN—AB—BP
MN=DQ —CD;

sommando e dividendo per 2,

__AB—DC

MN 3

COROLLARIO. — La retta che unisce i messi di due
lati diun triangolo, é parallela al terzo lalo ed eguale
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alla sua metd; giacche un triangolo pud essere consi-
derato come un trapezio, di cui uno dei lati paralleli &
divenuto nullo (),

(') Giovandosi di questo Corollario s dimostra agevolmente il seguente
teorema:¢

In qralunque quadrilatero ABCD, Iz retts che unisce § mezzz m, n delle
diagorali, e guelle che uniscono i mezzi E ed ¥, G ed M dei lati opposii , si
tagliano mutuamente in dye parti eguali nello stesso punto (fig. 39.). (T)

e B Pt
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LIBRO SECONDO.

DELLA CIRCONFERENZA DIL CERCHI1O,

CAPITOLO 1.

Diametro e Corde.

Si chiama cerchio la porzione del piano terminata
da una linea curva di cui tutti i punti sono egualmente
distanti da un punto situato all’ interno del cerchio e
chiamato cenfro. Questa linea curva ¢ la circonferense
del cerchio.

Si da il nome di raggio (fig. 44) a qualunque retta
AC che unisce il centro C a un punto qualunque A della
circonferenza. Tutti i raggi di un cerchio sono uguali.

Un arco ¢ una porzione qualunque AMB della cir-
conferenza, ed ha per corde la retta AB che unisce le
sue estremitd A e B. La corda AB ha i soli punti Ae B
comuni colla circonferenza, poiché dal centro a questa
retta si possono tirare due sole oblique eguali al raggio.

Una corda corrisponde a due archi, la cui riunione
forma la circonferenza. Noi, in generale, considereremo
solamente il minore di questi archi.

Si chiama diametro qualunque corda che passa pel
centro. Tutti i diametri sono uguali, poiché ciascuno di
cssi € doppio del raggio.
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Si chiama segmento di cerchio la porzione del piano
compresa tra un arco e la sua corda; setfore, la parle
del cerchio compresa tra due raggi.

TEOREMA I,

1e. Il diametro é la massima corda del cerchio.

2°. Esso divide in due parti equali il eerchio ¢ la
sua circonferensa. (fig. 45.)

f°. Sia AB una corda qualurque; conduciamo il
diametro AD ed il raggio CB; nel triangolo ACB si ha
che AB € minore di AC -+ CB ovvero di AD,

2¢, Facciamo girarc la parte ABD del cerchio at-
torno ad AD, sino a che si applichi sopra AED: i due
archi ABD, AED debbono coincidere, altrimenti avreb-
bero dei punti disugualmente distantj dal centro; dun-
que il diametro AD divide la circonferenza e il cerchio
in due parti eguali,

TEOREMA II.

Il diametro DE, perpendicolare ad una corda AD,
divide in due parti equali questa corda e gli archi che
essa sottende. (fig. 46.)

Pieghiamo la figura seguendo il diametro DE, e so-
vrapponiamo il semicerchio DAE sopra DBE: I'arco DAE
coincide con DBE. Poiché gli angoli ATE, BFE song
relti, la linca FA prende la direzione di FB ed il punto
A coincide con B; dunque la retta AT ¢ uguale a BT,
i’ arco AD eguale a BD, e I’ arco AE a BE,

Scor1o. — Il centro di un cerchio, il punto medis
Gi una corda e i punti medii dei due archi che essa
cottende, sono sopra una medesima retta perpendicolare
alla corda,
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CoroLLAR10. — 1l luogo dei punti medii delle corde
parallele ad una retta data ¢ il diametro perpendicolare

a questa rella.

TEOREMA JIX.

Nello stesso cerchio o in cerchi eguali, 1° gli archi
equali hanno corde eguali; 2° queste corde sono egual-
mente distanti dal centro; 9° gli angoli che hanno il
loro vertice al ceniro e che infercellano questi archi
sono eguali. (fig. 47 )

10, Sieno AB, EF due archi eguali, presi sulle cir-
conflerenze eguali CA, GE. Poniamo il centro G sopra C
¢ il punto E sopra A; peiché le due circonferenze coin-
cidono e gli archi EF, AB sono eguali, il punto F cade
sopra B, Dunque le corde EF, AB sono eguali.

ge. Le due corde EF, AB essendo sovrapposte, 1 loro
mezzi I, D coincidono ¢ la perpendicolare GH condotta
il centro G sopra EF, € uguale alla perpendicolare CD,
condotia dal centro C sopra AB. Dunque le corce L,
AL sono egualmente distanti dal centro.

3°. 1l rageio GE coincidendo con CA edilraggio GF
con CB, i duc angoli EGF, ACD sorno eguali

TEORIEA XV.

Nello stesso cerchio o in cerchi equali, se due ar-
chi minori di una semicirconferenza sono disuyuali,
1e il magyiore é soltcso dalla corda magyiore ; 2° questa
corda é la pit vicina al centro; 3° U angolo al centro
che intercetla quest’ arco € il magyiore. (fig. 48.)

Sieno la circonferenza CA eguale alla circonierenza
OL e I’ arco AD magziore di LM, Prendiamo sopra AD
e nreo AD eguale ad LM ;e corde AD, LM sono eguali.
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1°. Dico che la corda AB ¢ maggiore di AD; giac-
ché nei triangoli ACB, ACD I’angolo ACB é mazgiore
di ACD e i lati AC, CB sono eguali ai lati AC, CD. Dun-
que il lato AB, opposto all’ angolo ACB, ¢ maggiore di
AD, opposto all’angolo ACD.

20, Conduciamo CG perpendicolare ad AR e CK
perpendicolare ad AD. Poiché il mezzo di AD ed il
centro sono da differenti parti di AB, la retta CK in-
contra AD in un punto II, e si ha la perpendicolare CG
mwinore dell’ obliqua CH. Dunque, a piu forte ragione,
G € minore di CIK.

3°. L’angolo ACB ¢ evidentemente maggiore di ACD.

SCOLIO. — Le reciproche delle due proposizioni pre-
cedenli sono vere, considerando tutlavia i soli arch:
minori di una semicirconferenza; giacclie, per gli archi
mageiori, le corde decrescono a misura che gli archi
Crescono.

TEORIXIA V.

Per tre punti A, B, C, non sitvati in linca retta,
s puo far passare una circonferensa, ¢ non se ne puc
fur passare che una sola. (fig. 49.)

Tiriamo le rette AB. BC, e per i mezzi D, E di que-
ste linee conduciamo DF perpendicolare ad AB. EG per-
pendicolare a BC. Le rette DF, EG debbono incontrarsi
clacche se fossero parallele, le perpendicolari AB, BC
condotte dal punte B a queste paralicle dosrebbero coin-
cidere, ¢ 1 punti A, B, Csarcbbero in linea retta, contro
Pipolesi.

Sia H il punto di concorso delle rette DF, EG.
Questo punto apparterendo a ciascuna delle perpendi-
colari DI, EG, condotie dai mezzi di AB e BC, ¢ ugual-
mente distante dai punti A, B, C; ed ¢ il solv punto che
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coda di questa proprietd; poiché qualunque altro e
esterno almeno a una delle rette DF, EG; per consc~
guenza si trova a distanze disuguali da A, B, C.

Dunque la circonferenza descritta dal punto IT come
centro col raggio AN, passa per i punti A, B, C, ed ¢
la sola, perché vi ha un sol punto egualmente distante
Gai punti A, B, C.

COROLLARIO., — Due circonferenze che hanno tre
punti comuni coincidono.

CAPITOLO II.

Tangente.

Quando una linea retta AD {fig. 50.) incontra una
circonferenza in due punti, B, C, si dice che essa & se-
cante. Se si fa girare attorno ad une dei punti d’ inter-
sezione, B per esempio, sino a che I’ altro coincida con B,
la secante diviene fangenie alla circonferenza. Da questa
definizione risulta che la tangente ha un sol punto co-
mune colla circonferenza.

TEOREMA I.

La tangente BD alla circonferenza CA é perpendi-
colare al raggio CA del punio di contalio A. (fiy. 51

Infatti conduciamo dal punto A [a secante AE, ti-
riamo dal centro la perpendicolare CF sopra AE, e fac-
ciamo girare la secante altorno al punto A, sino a che
il punto E confondendosi con A, la retta AE coincida
colla tangente BD. In tutte le posizioni di AE, la per-
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pendicolare CF passa per il mezzo della corda AE; dun-
que essa prende la direzione del raggio CA, quando il
punto E coincide con A, e la tangente BD & perpendi-
colare al raggio CA.

COROLLARIO. — Da un punto di una circonferenza
si puo condurre una sola tangente.

Scorio. — La tangente & parallela alle corde che
sono divise per meta dal diametro che passa pel punto
di contatto.

TEONRENA K.

Due lince relle parallele intercettano sulla circon-
frrenza archi equali. (fig. 52.)

0. Se le due parallele sono le due secanti BC, DL,
il diametro AH, perpendicolare a queste rette, divide in
due parti eguali ciascuno degli archi BAC, DAE che
sottendono, cicé st ha

AB = AC,
dunque arco BD—arco CE.

20, Se una delle parallele & la tangente FG e Paltra
la secante BC, il raggio OA del punto di contatto delin
tangente & perpendicolare a questa retta e alla sua
parallela BC. Dunque divide I’arco BAC in due parli
eguali AB, AC,

3, Quando le due parallele sono tangenti, sono per-
pendicolari allo stesso diametro All, e I’arco ABH ¢
uguale ad ACIL
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CAPITOLO IIL

Distanza di un punto da una circonferenza.
Intersezione e contatto di due ccrcehi.

Chiamasi normale ad una curva la perpendicolare
AC, condotta alla tangente AD dul punto di contatio A.
(fig. 53.)

Se la curva ¢ una circonferenza, la normale coin-
cide con la direzione del raguio perpendicolare alla tan-
gente; dunque cssa passa pel centro, Per condurre una
normale al cerchio per un punto A interno o esterno
(fig. 54.), si unisce questo punto coi centro € per via di
una rellas la quale prolungala incontra la circonfe-
renza in duc punti B, D, ed & perpendicolare alle tan-
genli condotle per questi punti: auuque AB, AD sonw
due normali le cui dirczioni coincidenv. Poiclié le rette
che uniscono il punte A aglt altri punti E, I', ec. della
circonferenza, non song perpendicolari alle tangenti in
questi puntiy, daro loro il nome oblique ¢ dird che
esse i allontanauo egualinente o disugualmente da una
normale, quaudo gli arclii compresi tra questa normale
¢ le estremita delle oblique saranno esuali o disuguall,

Due circonferenze sono secendi quuando hanno due
wunti comuni; al contrario, sono tangents in un punto
uando in questo punte Liinne uua langenle comune,
I centri delle circonfercnze ¢ i putito di contallo sono
in linca retta.

?
i
{

TLRSIRTXEIA X.

Se da un punto A si conducono le due normali cd
wioblioua qualungue AL alla circonfrrensa BC, Uolbli-
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qua ¢ maggiore di una delle normali e minore dell’ alira.
(fig- 99.)

1°, Supponiamo in prima il punto A esterno al cer-
chio, ed uniamo ii centro al punto E; nel triangolo AEC
si ha, AE -+ EC maggiore di AB —+ BC, e quindi I’ obli-
qua AE maggiore della normale AB, poiché CE e uguale
a CB.

Si ha pure che AE ¢ minore di AC—+- CE ovvero di
AC -= CD; dunque I’ obliqua AE ¢ minore della nor-
male AD.

9°, Se il punto A & interno al centro, si ha EC,
ovvero AR -~ AC minore di AE+ AC: dungue AB e
minore di AL,

Similmente AC -~ CE ovvero AD é maggiore di AL,

ScoLio. — La normale AB ¢ la pit corta distanza, e
la normale AD la maggior distanza del punto A alla cir-
conierenzi.

TEORERMA 1H.

Se da un punto A si conducono le normali e diffe-
renli obligue ad wna circonferensa:

1o, Due oblique cgualmente lontane da unanormale
sono cguali;

Qv Di due obligue disugualmente lontane dalle
normale minima, la magyiore ¢ la pite distante. (fig. 56.)

1e, Sia AD la normale minima ceadotta dal punto A
alla circonferenza BC; prendiamio, a cominciare da B,
due archi eguali BE, DIy ¢ congiungianio le loro cstre-
mita E, T col punto A: le due oblique AE, AF sono
ecuali. Iufatti, i due triaugoli AEC, AFC sono cguali per-
ch¢é hanno I’ angolo ACE = ACK, come angoil al centro
che intercettano sulla circonferenza archi eguali BE, BE,
i lati CE, CF uguali come razgi, AC di comune. Dun-
que AE ¢ uguale ad AF.



44 GEOMETRIA PIANA.

20 Se I’ arco BG ¢ maggiore di BF, I obliqua AG &
maggiore di AF ; giacche i due triangoli CAG, CAF hanno
I"angolo ACG > ACF, CG=CF, CA di comune; dunque
il lato AG, opposto all’ angolo ACG, & maggiore di AF,
opposto all’ angolo ACF,

Scor10. — Per un punto si possono condurre ad
una circonferenza due sole oblique eguali.

TEOREMA III,

Due circonferenze somo esterne I’ una all’ altra,
quando la distanza dei loro centri é maggiore della
somma dei loro raggi. (fig. 57.)

Steno A il centro ed AB il raggio di uno dei cer-
chi; prendiamo sul prolungamento di AB la retta BC
eguale alla differenza fra la distanza dei centri e la
somma dei raggi, e la linea CD eguale al rageio del se-
condo cerchio; il punto D sara il centro di questo cer-
chio. Ma DC € minore della normale minima DB, condotta
da D alla circonferenza AB; dunque la circonferenza CD
ha tutti i suoi punti eslerni alla circonferenza AL,

TEOREMA IV.

Due circonferenze sono langenti esteriormente, se
la distanza dei loro centri é uguale alla somma dei
loro raggi. (fig. 58.)

Sieno A il centro ed AL il raggio di uno dei cer-
chi; prendiamo, sul prolungamento di AB, la relta BC
eguale al raggio dell’ aliro cerchio, che avra per cenlro
il punto C. Ma CB ¢ uguale alla normale minima, con-
dotta da C alla circonferenza AB; dunque la circonfe-
renza CB ha il punto B comune con la circonferenza AB,
¢ tulli gli altri suoi punti esterni al cerchio AR,



14

LIBRO SECONDO. 4

La perpendicolare BD, condotta dal punto B sulla
retta AC & tangente ai due cerchi; dunque le circonfe-
renze sono tangenti esteriormente,

TEOREMA V.

Due circonferenze sono secanti, quando la distanza
dei ceniri ¢ minore della somma dei raggi e maggiore
della loro differenza. (fig. 59)

Sieno A il centro ed AB il raggio della circonfe-
renza minore. Prendiamo a cominciare da A sopra AB,
ana retta AC uguale alla distanza dei centri, e sup-
poniamo il punto € esterno al cerchio AB. Il raggio del
secondo cerchio @ maggiore della normale minima CB
¢ minore della normale massima CD, condotte da G alla
circonferenza AD: poiche la distanza AC dei centri ¢ mi-
nore della somma dei ragei e maggiore della loro diffe-
renza. Dunque la circonferenza C ha due punti E, F co-
muni con la circonferenza AB, e uno dei due archi di
cui questi punti sono le estremita ¢ inlerno alla circon-
ferenza AB, mentre I’ altro e esterno.

Similmente si proverebbe che le due circonferenze
si tagliano, supponendo il punto G interno alla circon-
ferenza AB o sopra questa linea.

CoROLLARIO. — La retta AG, che passa pei centri,
& perpendicolare sul mezzo della relta EF che unisce |
due punti @ intersezione; giacche ciascuno dei due cen-
tri & egualmente distante dai due punti E, F.

TEOREMA VI,

Due circonferenze sono tangenti inlernamente.,
quando la distansa dei loro centri ¢ uguale alla dif-

ferenza dei loro ragyi. (fig. 60.)
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Sieno A il centro ed AD il raggio del maggiore dei
due cerchi; prendiamo BC eguale al raggio dell’ altro
cerchio, che avra il suo centro nel punto C. Ma il ragzio
CB ¢ uguale alla normale minima condotta da C alla
circonferenza AB; dunque il punto B ¢ comune alle due
circonferenze e gli altri punti della circonferenza CI
sono interni al cerchio AR.

La perpendicolare BD, inalzata da B sopra AB, ¢
tangente ai due cerchi; dunque le due circonferenze
sono tangenti internamente.

TEOREIIA VIR,

Due circonferenze sono tnterne I’ una all’ altra
quando la distanza dei loro centri é minore della dif-
Jerensa dei loro raggi. (fig. 61.) :

Sieno A il centro ed AB il raggio del magaiore dei
due cerchi; poiché la somma della distanza dci centri
e del raggio del cerchio piti piccolo & minore, per ipo-
tesi, del raggio AB, se prendiamo sopra AB Ja retta AC
uguale alla distanza dei centri e CD eguale al raggio del
secondo cerchio, il punto D si trova dentro il cerchio AD.
Ma il raggio CD € minore della normale minima CB, con-
dotta da C alla circonferenza AB, dunque la circonf:-
renza CD € interna alla circonferenza AB.

Scor1o. — Le reciproche dei cinque teoremi che
precedono sono evidenti.
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CAPITOLO 1V,

Misura degli Angoll

e

TEOREMA I,

Nello stesso cerchio o in cerchi equali, il rapporio
di due archi AB, A'B' ¢ uguale a quello dei due angoli
al ceniro ACB, A'C'B’ che interceltano questi archi.
(fig. 62.)

Supponiamo primieramente gli archi AB A'B’ com-
mensurabili, Troveremo la loro massima comune mi-
sura AD col metodo che abbiamo dato per due linee
rette; se I’ arco AD e contenuto tre volte in AB e cinque
volte in A'B', il rapporto ‘-i-%, sard eguale a g Dividiamo
I’arco AB in tre parti eguali ad AD e I’arco A'B’ in
cinque parti eguali pure ad AD, e uniamo 1 punii di
divisione di AB al centro C e quelli di A'B" al centro C.
Poiche gli archi AD, DE, ec., A'D, D'’E| ec., sono eguali,
saranno eguali anche ¢li angoli al centro ACD, DCE, ec.,
AC'Y, D'C'E, ec.; dunque I’ angolo ACD & contenuto
tre volte in ACB e cinque volte in A'C'D’, e ¢i ha

ACB __ 3 __ ABD
ACE T 57 AR

Se gli archi AB, A'BD' non hanno comune misura,
(fig. 63.) dividiamo I’ arco A’'B’ in un numero qualunque
di parti eguali, dieci per esempio, e sia A'D' una di
queste parti; " arco AD sard compreso tra due mullipli
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conscculivi di A'D’ come, per esempio, 6A'D' e TA'D'.

dunque il rapporto ab ¢ maggiore di 6. e minorc
A!B' Lo 10

di -;(-) Uniamo i punti di divisione dell’arco A'B’ al
centro C" e quclli di AB al centro C. L’ angolo A'C'D’ ¢
contenuto dieci volte esattamente nell’ angolo A'C'B’ e
I”angolo ACD ¢ maggiore di 6A'C'D', ma minore di

7A'C'D’; dunque il rapporto ACD ¢ compreso tra i nu-

A'C'B’
meri U ¢ —— - )
10~ 10 A'B7 ACE
lo stesso numero di decimi. Similmente si proverebbe
che essi contengono lo stesso numero di unitd di un
ordine qualunque; dunque questi rapporti sono eguali.
Scovrio I. — Parimente si dimostra che i rapporto
dei due archi AB, A'B’ ¢ uguale a quello dei sctiori
ACB, A'C'D.
Scorio II. — H rapporto di due archi non € eguale
a quello delle loro corde. Infatti (fig. 64.) consideriamo
due archi AB, AC, di cui il primo sia il doppio del se-
condo; la corda AB ¢ minore della linea spezzata AC—+CB,
che € il doppio dclla corda AC.

, € i due rapporti contengono

TEORLYMA II.

L angolo al centro ha la stessa misura dell’ arco
che intercella sulla circonferenza. (fig. 65, 66.)

Osserviamo primieramente che se pel centro di una
circonferenza si tirano due diametri perpendicolari I"uno
all’ altro, gli angoli al centro sono eguali come pure i
quattro archi che essi intercettano; talché un angolo
retto il cui vertice é al centro di una circonferenza in-
tercelta un arco eguale ai quarto della circonferenza.
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Misurare un angolo ACB, significa cercare (uante
unitd d’angolo e parti di questa unila contiene; per
unita d’angolo prenderemo 1’ angolo retto ACD. Per age-
volare il paragone fra questi duc angoli, descriviamo
una circonferenza dal vertice C come centro con un rag-
gio qualunque. Poiché il rapporto degli angoli al centro
cguaglia quello degli archi intercetli, si ha

ACB __ AB
ACO ™ AD°

ACB
ACD
la misura dell’ ancolo ACB, laonde se si conviene di
prendere per unitd d’ arco il quarto della circonferenza,

cioé AD, il rapporto g% sard anche il numero astralto

I rapporto ¢ il numero astratto che esprime

che esprime la misura dell’ arco AB; e I’ angolo al cen-
tro ACB avrid la stessa misura dell’arco AB che intercetta.

ScoL1o.—Per esprimere pili semplicemente gli ar-
chi in numeri, I’ unitd 4’ arco € slata divisa in 90 parli
cguali chiamate gradi, talché tutia la circonferenza ne
contiene quattro volte 90, cioé¢ 360.

Ciascun grado ¢ stato diviso in 60 minuli; ciascun
minuto in 60 secondi, dunque I’ unita @’arco contiene
5300 minuti, o 324000 secondi.

ff
Un arco di 7e 15’ ¢ uguale ai 9 dell’ unita d’arco,

15
aumentati dei —— di questa unitd, cioé ¢ uguale
a0 9 ’ ®
b35

=200 del quarto della circonferenza; quindi I’ angolo

£33
al centro che intercetta quest’ arco € uguale ai =100

ai

di

un angolo retto.
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Quando un angolo & descritto sul piano di una cir-
conferenza e che i suoi lati sono rette secanli o tan-
genti, per misurarli non € necessario descrivere una
circonferenza dal suo vertice come centro, e si puo fare
uso della prima circonferenza, come ci proponiamo mo-
strare nelle seguenti proposizioni.

1l vertice dell angolo pud trovarsi sulla circonfe-
renza, nell’ interno o nell’ esterno,

TEOREXMA JLN.

Qualunque angolo ABD formato da una tangente BD
ed una corda BA, ha per misura la mela dell’ arco BFA
compreso tra i suoi lali. (fig. 61.)

Uniamo il centro C al punto di contatto B e tiriamo
il diametro FG perpendicolare alla corda AB. L’ angolo
ABD é uguale a BCF, perche hanno lo stesso comple-
mento CBH. Ma I’angolo al centro BCKF ha per misura
I' arco BF, metd dell’ arco AB; dunque I’ angolo ABD ¢
misurato dalla metd dell’ arco AB compreso tra i suci
lati.

L’ angolo ABE che € uguale a BCG, perche hanno
supplementi eguali, ha anche per mizura la meta del-
I'arco BGA compreso tra 1 suoi lali

TEORIMA IV,

Qualunque angolo ADC. iscritio in un cerchio, ha
per misura la meta dell’ arco AG compreso tra i suoi
lati. (fig. 68.)

Conduciamo dal vertice dell” angolo ABC la tan-
gente BD; quest’angolo é uguale alla differenza degh an-
coli ABD, CBD formali ciascuno da una tangente ¢ da
una corda. Ma 1 angolo ABD € misurato dalla metd di
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ACB, e I’angolo CLD dalla meta i CB; dunque I’ ancclo
ABC ha per misura la meta di ACB — CB, cioé¢ la meta
dell’ arco AC, compreso tra i suoi lati.

COROLLARIO. — Similmente si dimostrerebbe che
I’ angolo CBE, formato da una corda BC e dal prolunga-
mento BE di un’altra corda AB, ha per misura la meia
della somma degli archi BC, AB, compresi tra i suoi
lati e tra i loro prolungamenti,

SCoL10. — Se uniamo per mezzo di rette i different]
punti di un arco alle sue estremita (fig. 69), gli angoli
ACB, ADB, ec., dscritti (') in quest’ arco, sono tutti eguali,
perche essi hanno per misura la meta dello stesso arco
AB compreso tra i loro lati. Si dice che I’ arco & capace
dell” angolo iscritto,

Se I’ arco dato ¢ una semicirconferenza, gli angoli
iscritti sono retti. Al contrario sono acuti o otlusi se-
condoche I’ arco nel quale sono iscritti & maggiore o
minore di una semicirconferenza.

TEOREMA V.

Qualunque angolo ABC formato da due secanti che
s’ inconlrano dentro il cerchio, ha per misura la meta
della somma degli archi AC, DE comprest {ra s suot
lati e i loro prolungamenti. (fig. 70.)

Tiriamo la corda CD; I’angolo ABC, esterno al
triangolo CBD, ¢ uguale alla somma dei due angoli in-
ternt ADC, BCD che hanno rispetlivamente per misura
la meta degli archi AC e DE. Dunque I’ angolo ABC ¢
misurato dalla meta di AC + DE.

(') Un angolo si dice iscritto in un cerchio, quando ha il suo vertice sulla
circonferenza ; e circoscritto ad un cerchio quando ha i suoi lati tangenti alla
crrconferenza. :

Se s1 fa muovere un angolo invariabile in modo che i suoi lati passino co-
stantemente per due punti fissy, il verlice di quest’angolo descrive una circonfe-
tenza che passa per questi due punti. (T.)
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TEOREMA VI,

Qualunque angolo ABC, formato da due secanti che
s” incontrano fuori del cerchio, ha per misura la mela
della differenza deyli archi AC, DE, compresi tra © suoi
lali. (fig. 71.)

Conduciamo la corda DC; nel triangolo DBC, I’ an-
golo interno ABC & wguale alla differenza dei due angoli
iscritti ADC, DCB che sono rispettivamente misurati
dalle meta degli archi AC, DE. Dunque I’angolo ABC
ha per misura la metd di AC — DL,

ScoL10. — Similmente si dimostrerebbe che I’ an-
zolo formato da una tangente e da una secante o da
due tangenti ha per misura la semisomma degii archi
compresi tra i lati.

CAPITOLO V.

Probhlemi sulle Perpendicolari, le IParallele,
gt Angoli e gli Archi.

ProBLEMA L. — Condurre, pel punto A, una per-
pendicolare alla linea BC. (fig. 72 ¢ 13.)

Dal punto A come centro, descrivete un arco di
cerchio che incontra la retta BC. Dai due punti 4’ inter-
sezione B e C, come centri, collo stesso raggio, mag-
giore della meta di BC, descrivete due archi che si ta-
olino in D e tirate la retta AD; AD ¢ la perpendicolare
richiesta.

Infatti, ciascuno d#i punti A e D € ugualmente di-
stante dall’ estremita B e C della retta BC.
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ProBLEMA W. — Condurre pel punto A, una paral-
{ela alla relta BC. (fig. 74.)

Da un punto qualunque C della retta BC come cen
tro, descrivete, col raggio CA, I’arco AD tra il punto A
e la linea BC. Descrivete, collo stesso raggio e dal punto
A come cenlro, I’arco indefinito CE; prendete su que-
st” arco una lunghezza CD uguale ad AB e tirate la relta
AD, chv’ ¢ la parallela richiesta.

Infatti il quadrilatero ABCD € un parallelogrammo.
poiche 1 lati opposti sono eguali.

PrOBLEMA Il — Nel punto E della retta ED, far:
un angolo eguale all’ angolo BAC. (fig. 75.)

Dai punti A ed E, come centri, descrivele coll
stesso raggio due archi BC, DG; prendete sopra DG un:
parte DI vguale all’ arco BC compreso tra i lati dell’an-
golo BAC e tirale la retta EF; I'angolo DEF & ugualc
a BAC.

Infatti i duoe triangoli ABC, DEF hanno i tre lati
rispettivamente uguali.

ProrLEMA IV, — Dividere in due parti equali una
linea rella, un arco o un angolo. (fig. 76.)

fe Per dividere la relta AB in duc parli uguali, de-
scrivete, dai punti A e B come centri, collo stesso rag-
vio, maggiore della meld di AB, due archi che s’ incon-
trano ai due punti €, D, ¢ conducete la retta CD clo
divide AD in due parti eguali nel punto E.

Infatti, ciascuno dei punti C, D essendo egualmente
distante dall’ estremita di AB, la retta CD ¢ perpendico-
lare sul mezzo di AB.

2° Debbasi dividere I'arco BC in due parti eguali,
(fig. 77.)

Conducete la corda BC ¢ dividetela in due parti
eguali per mezzo della perpendicolare DE, che dividera
anche I'arco BC in due archi uguali BG, €G,
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3" Per dividere I’angolo BAC in due parti eguali
(fig. 78), descrivete, dal vertice A come centro, con un
raggio qualunque, I"arco BC tra i lati dell’ angolo, e
~onducete, pel punto A, la perperdicolare AD alla corda
C. Questa linea divide I’arco BC e I’angolo BAC in due
narti eguall.

ScoL1o. Appiicando questo metodo alla meta, al
quarto, all’ ottavo, ec., di una refta, di un arco o di
1 angolo, si divide la retta, I'arco o I’ angolo in &,
3, 16, ec., parti eguali.

CAFITOLO VI

Costruzione del Triangoli e éci Parallelogrammi.

ProcLryA L— Dali duc angoli A e B di un trian-
golo, trovare il tcrzo. (fig. 79.)

Fate nel punto € di una retta qualunque, I angolo
DCE eguale ad A, ed al punto D della stessa linea 1’an-
colo CDE ecuale a B; il terzo angolo E del triangolo
CDE é I’ angulo richiesto,

fpooLrva Mo — Dali due lati a e b &’ un trian-
golo, e " angaolo C che essi formano, descrivere il trian-
golo. (fiy. §0 )

Al punto D della retta indefinita DE, fate I’ angolo
EDF eguale a C; prendete 1] lato DE eguale ad a, DI
cguale a b, ¢ conducete la retta EF. La figura EDF ¢ il
triangolo richiesto.

Prorreva HL — Dati un lato e due angoli di un
(riengolo, descrivere il triangolo. (fig. 81.)

Se 1 due angoli dati A e B sono adiacenti al Jato
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dato ¢, prendete, sopra una retta indefinita, una lun-
ghezza DE eguale a ¢; fale al punto D I’ angolo EDF
eguale ad A ed al punto E I'ancolo DEF eguale a B.
La figura EDF € il triangolo richiesto,

Se i due angoli dali non =ono adiacenti al lato C,
si determinerd il terzo ancolo del triangolo e il pro-
blema sara ridotto al precedente.

Scorio. — 1l problema puo eszere risoluto allora
soltanto quando la somma dei due angoli A e B & mi-
nore di due retti.

PRorLEMA IV, — Dati trelati A, B, C di un trian-
golo, deserivere il {riangolo. (fig. 82),

Sopra una retta indefinita, prendete DE uguale ad A-
¢al punto D come centro, con un raggio eguale a B, de-
scrivete un arco; dal punto E come centro, con un rag-
cio ezuale a €, descrivele un alte’ arco sino all’ incontro
del primo ed unite il punto d’interzezione F ai punti D, E.
La ficura EDF € il triangolo richiesto.

Scorto, — Aflieche il triangolo possa costruirsi €
necessario che gli archi ¢’incontrino ; dunque la distanza
det loro centri, cio¢ il lTuto A, dev’ esser minore delle
somma dei dae ragei B, Ce mageiore della loro differenza.

PrODLEMA V. — Dali due (ali a, b di un triangolo
¢ Uangolo A opposto al lalo a, descrivere il triangolo.

H lato @ puo essere maggiore, uguale o minore di b.

fe. (fiy. 83)Se st hia @ > b, fale Pangolo GDT uguale
ad A; sopra DG prendete DE uczuale a & e descrivete dal
punto E come centro, col raggio a, un arco che incon-
tri DI in due punti F, I, i qualiy per essere ED minore
del raggio a, sono situati da differenti parti del punto D.
11 primo dei due triangoli DEF, DEII sodisfa solo a tutte
le condizioni del problema.

2o, (fig. §4) Se il lato @ € uguale a &, il triangol)
puo cosiruirsi solamente quando I"angolo A e acato. In
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questa ipotesi, I’arco di cerchio descritto dal punto E
come centro col raggio a, passa per D, ¢ si ha DEF
pel triangolo richiesto,

30. (fig. 85.) Se a < b, & necessario ancora che I’an-
oolo A sia acuto, e allora I’ arco descritto dal punio E
come centro, colrasgio a, incontra D in due punti F, 1,
i quali, per essere LD maggiore del raggio «, sono situiti
da una stessa parte del punto D, Ciascuno dei due trian-
goli DEF, DEII sodisfa alla quislione.

Se il lalo @ ¢ uguale alla perpendicolare EK, abbas-
cata dal punto E sopra DI, I’ arco Il diventa tangente a
DF, e il triangolo rettangolo DEK soddisfa alla quistione.

Il problema non ammette soluzione se il lato a ¢
minore di EK.

PrROBLEMA VI.— Dali due lali adiacenli A e B d:
un parallelogrammo e U’ angolo C da essi formalo, de-
scrivere il parallelogrammo. (fiy. 86.)

Fate I’angolo EDI ezuale a C, prendete DE eguile
ad A e DF eguale a B. Dal punto E come centro, col ray-
oio B, descrivele un arco; dal punto I come centro, col
raggio A, descrivete un altr’ arco che incontra il prin
in G; conducete le rette EG, FG, Il quadrilatero DEGE
¢ il paralielogrammo richiesto.

CAPITOLO VII.

Prohlemi sul eerchio.

PropLEMA 1. — Trovare il ceniro di un cerchio
(fg- 87.)

Prendete tre punti A, B, C sulla circonferenza; con
ducete le corde AB, BC e dividele queste relle in due
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parti eguali per mezzo delle perpendicolari DE, DF che
s’ incontrano nel centro del cerchio.

SCOL10. — Quesla costruzione fa conoscere il cenlro
della circonferenza che passa peri vertici di un triangolo.

PropLEMA Il — Far passare per due punti A e I
una circonferense lale che uno dei due archi, aventi la
retta AB per corda, sia capace di un angolo datv.
(fig. 88.)

Fate al punto B I'"angolo ABE uguale all’ angolo
dalo ; dividete in due parli eguali Ia retta AB per via
della perpendicolare DC e conducete pel punto B la per-
pendicolare BD a BE. Le due rette CD, BD s’ incontrano
nel punto D. La circonferenza descritta da questo punty
come centro col raggio DB, ¢ quella che cercavasi.

Infatti 1v essa passa pei due punti A e B, percheé
DA e vguale a DB,

20, Gli angoli iscritti nell’arco AMB hanno per mi-
sura la metd dell’ arco AD e sono uguali all’angolo
dato ABE. di cui il Jato BE € tangente al cerchio BD.

ProsLEMA TN — Condurre pel punto A una tan-
gente al cerchio CB.

1. (fiy.89.) Se il punto A & sulla circonferenza, ti-
rate il raggio CA. La perpendicolare AD condotta dal
punto A sopra CA ¢ tangente al cerchio.

2°. (fig. 90.) Se il punto A ¢ fuori del cerchio, tirale
la relta CA e dal mezzo di questa retta come centro,
con un raggio uguale alla meta di CA, deserivete una
circonferenza che incontra la circonferenza BC in due
punti B e D. Le rette AB, AD, che uniscono quesli punti
con A, sono tangenli al cerchio BC,

Infatti, ciascuno degli angoli ABC, ADC ¢ retlo.
perche iscritlo in una semicirconlerenza; quindi AB ¢
perpendicolare alPestremitd del raggio BGe AD all’ estre
mitd del raggio CD.
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ConoLLARIO. — I due triangoli rettangoli ACB, ACD
sono eguali perché hanno I’ ipotenusa comune AC e i
due lati CB, CD egzuali; dunque AB € uguale ad AD e
I"anzolo BAC all” angolo DAC. Lo che da il seguente
teoremd :

Le tangenti condotte da uno sfesso punto ad un cer-
chio sono cguali. e la retta che unisce questo punto al
centro divide in due parti ecuali 'angolo delle tangenti.

ProsrLeEMA IV, — Descrivere un cerchio langenle ai
ire lati del triangolo ABC (fig. 91).

1°, Conducele le biseltrici degli angoli BAG, ABC;
queste rette s”incontrano in un punto D che dista cgual-
mente dai tre lati del triangolo. Abbassate DI perpen-
dicolare sopra AB, ¢ descrivete, dal punto DD come cen-
tro col raggio DI, una circonferenza che sard tangente
ai tre lati del triangolo.

9e, Tirate le biscttrici degli anzoli esterni BCM, CBL ;
queste rette 8’ incontrano, perche la somma degli angoli
interni BCE. CBE & minore di due relti. ed il loro punto
di concorso E dista exualmente dalle tre rette AB, BC.AC,
Dunque. il cerehio descritio dal punta E come centro col
rageio EK, perpendicolare ad AB, ¢ tanzente al lato BC
e ai proluncamenti BL, CM degli altri due Tati.

In modo alfatto simile si proverelbe ehe si pos-
sono descrivere due altri cerchi tanzenti esternamente
ai lati AB, AC, Danque il problema ha quatiro goluzioni.

Conrovrranio. — Il punte di concorso d-le bisettrici
degli angoli interni di un trianzolo ¢ il centro del eer-
chio #seriifo. Il punto di concorso delle bisettrici di due
angoli esterni di un tridnceolo e di quella dell” ancolo
interno che ad essi non & adiacente, € il centro di uno
dei tre cerchi ex-iserilti.

= el Y Gl e
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CAPITOLO VIII.

Poligoni iscritti e circoseritti

Un poligono & iscritto in un cerchio quando i suoi
vertici sono situali sulla circonferenza. Reciprocamente,
il cerchio é eircoseritto al polizono.

Al conlrario, un poligono & circoscritto ad un cer-
chio quando i suoi lati sono tangenti alla circonferenza.
ieciprocamente il cerchio & iseritto nel poligono,

TEOREMA X,

In qualunque quadrilalero iseritto gli angoli op-
posti sono supplementari. Reciprocamente, se gli angoli
epposti di un quadrilatero sono supplementari, questo
poligono ¢ iscrittibile. (fig. 92.)

Sia ABCD un quadrilatero iseritto; I’ anzolo ABC &
niisuralo dalla meta dell” arco ADC, e I’angolo oppo-
sto ADG dalla metd dell’ arco ABC; dunque la loro
somma ha per misura { (arco ADC -= arco ABC), cioé
la semicirconferenza, e gli angoli sono supplementari.

Reciprocamente, supponiamo gli angoli ABC, ADC
del quadrilatero ABCD supplementari, e facciamo pas-
sare una circonferenza pei tre vertici A, B, C. L’ angolo
iseritto ABC ha per misura la mela dell” arco AEC, ed
il suo supplemento ADC ha per misura la meta del-
"arco ABC; dunque il vertice D si trova sull’ arco AEC
ed il quadrilatero ¢ iscrivibile.
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TEOREMA II1,

In qualungue quadrilatero convesso e circoscritio
ad un cerchio, la somma di due lati opposti ¢ uguale
a quella degli altri due.

Reciprocamente, wn quadrilatero convesso ¢ circo-
serivibile guando le somme dei lati opposti sono equali.

Poiche (fig. 93; il quadrilatero ABCD & circoscrilto
al cerchio EFGH, si ha

AL — Al
DE — BF
Ct —= CF

LG = DH
dunque
AE +—DE 4+ CG 4+ DG = AIl + BF =+ CF < bII
0
AB -+ CD = AD +IBC.
Lieciprocamente il quadrilatero ABCD € circoserivi-
bile se abbiamo
AG +~CD= AD--DIC
Infatti (fig. 94), se il cerchio che ¢ tangente alle
rette AD, AB, BC non lo fosze al lato DC, condurremmo
per il punto D la relta DE tangente a questo cerchio;

il quadrilatero ABED essendo circoscritto, ne risulte-
rcbbe ‘

AB -+-DE — AD -+ BC =+ CE

DC + CE > DE.
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Si avrebbe dunque

AB -+ DC —+ CE ~ DE > AD - BC = CE -+ DE
AB-+DC > AD -+ BC,

1o che ¢ contrario all’ipotesi. Dunque il quadrilatero ABCD
¢ circoscrittibile,

TEOREMA IIX,

Qualunque poligono reqolare ¢ iserittibile e circo-
scrittibile ifig. 95.)

Siano AP Ia biscttrice dell” angzolo BAT e BQ quella
dell’angolo ABC; poiché a somma degli anzoli BAP, ABO
¢ minore di due relti, le linec AP, BQ concorrono in un
punto O, che dico egualmente distante da tulti i vertici
del poligono,

Infatti il triangolo OAB e isoscele, perché gli angoli
ABO, BAO sono eguali; quindi il Iato AO € uguale a BO.
Unisco ii vertice G al punto O ed osservo che i trian-
goli ABO, CBO hanno un angolo eguale compreso tra
due lali eguali; dunque essi sono eguali e il lato CO ¢
uguale ad AO.

In modo analogo dimostrerei che le rette DO, ec.,
sono eguali ad AO. Laonde la circonferenza, descritta
dal punto O come centro e col raggio AO, passa per tuiti
i vertici del poligono.

I lati AB, BC, CD, ec., sono corde eguali del cer-
chio circoscritto, quindi le perpendicolari OG, OH, ec.,
condolte dal centro di questo cerchio alle corde sono
ezuali; e la circonferenza descritta dal punte O come
centro col rageio OG, ¢ tangente ai lati del poligono.

Scor1o. — Al punto O =i ¢ dato il nome di cenro
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del poligono regolare; alle rette OA, OB, ec., quello di
raggi del poligono; alle linee OG, OH, ec., quello
d’ apotemi.

Si chiama angolo al centro di un polizono regolare
Iangolo di due razgi consecutivi 0A, OB. Gli angoli
al centro sono eguali e ciascuno di essi pareggia il quo-
ziente della divisione di quattro retti pel numero dei lati
del poligono,

COROLLARIO. — Le bisettrici degli angoli di un po-
ligono regolare e le perpendicolari inalzate sul punto
medio dei lati, concorrono tulte in uno stesso punto.

TEOREMA 1IV.

Se¢ una circonferenza é divisa in parli eguali AB,
BC, CD, ec.,

1°. Il poligono iscritto formalo dalle corde AD,
RC CD, ec. € regolare;

20, Il poligono circoscritto EFGIL.... formato dalle
lungenti condolle da €fascun punlo di divisione, é rego-
lare (fig. 96.)

1°. Poiche gli archi AB, BC, CD sono eguali, le loro
corde sono pure eguali. L’ angolo ABC ha per misura la
semisomma degli archi AD e DC, e I’angolo BCD la se-
misomma degli archi AD ed AB; dunque questi angoli
sono eguali. Lo stesso vale per gli allri angoli del poli-
gono ABCD.....; laonde queste poligono & regolare.

2. 1 triangoli isosceli ABE, BCF, CDG, ec., hanno
una base eguale, adiacente a due angoli rispetlivamente
eguali; dunque sono eguali. Dal che segue: 1o, che gli
angoli E, F, G ec. sono eguali; 29 che

AL —= BE = BF = CF = CG, ec.
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Laonde i lali EF, FG, ec. sono eguali, e il poligono
circoscrilio e regolare.

SCoLlo. — Se dividiamo ciascuno degli archi
AB, BC, CD, ec. in due parti eguali, e che s’iscriva
il poligono regolare di 2» lati, il perimetro ¢ la super-
ficie di questo poligono sono rispettivamente maggiori
del perimeltro e della superficie di quello di n lati. Vale
il contrario pel poligono regolare circoscritto di 2n latj.

TEORIMA Y.

Una circonferenza essendo divisa in n parti equali
nei punii A, B, C, D ec., se uniamo questi punti, a co-
minciare da uno di essi, A per esempio, di 2 in 2,
di 3.in 3, e in generale di h in b, si forma un poli-
gono regolare di n lati, quando i numeri n ed h sono
primi tra loro. (fig. 97.)

Sia I"arco AD = AB > % ; si ha per ipolesi circon-
ferenza AO — AD > n. Poiché i numeri n ed % sono
supposti primi tra loro, il minimo multiplo comune del-
I"arco AD e della circonferenza AO @ AB X n X h; ma
H prodotto AB > n > /4 ¢ uguale all’arco AD X n o alla
circonferenza AO X 4. Dunque il poligono, formato dal-
P unire i punli di divisione della circonferenza di 4 in /4,
ha n lali, e il suo perimetro sottende 4 volle la eircon-
ferenza.

COROLLARIO. — Se¢ i numeri n ed A avessero un
divisore comune ¢, si mostrercbbe con un ragionamento
analogo, che il poligono formato dall’ unire i punti di 4

in A ha solamente 3 lati, e che il suo perimetro sot-

h .
tende 7 volte Ja circonferenza,
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ScoLio. — Si dice che questi poligoni regolari con-
cavi sono stcllati ().

TEORIETYES UR.

Vi ha tanti poligoni regolari di n lali quante
unilé vi sono neclla mctla del nwwero che esprime
guanti numeri inlerd vi sono inferiori a e primi con
esso (fig. 9S.)

Siano 1, a, b, e, n—c¢, n—b, n—a,n—11
numeri interi, minori di 2 ¢ primi con es=o. Dividiamo
una circonferenza in 2 parti ezuali, ed uniamo i punti
di divisione di 1 in 1, di @ in «, di 6 in b, cc. Clascune
dei numeri 1, «, 0, ec., eszendo primo con n, passe-
remo per tutti i punti di divisione prima di ritornare
al punto di partenza, in guiza che formeremo tanli po-
liconi regolari di # lati quanti numeri interi vi sono
inferiori a » e primi con esso. |

Questi poligoni sono eguali due a due; giacche ghi

(1) Intendendo col sig. Poinsot per poligono convesso quello clie non ba a2o0-
goli maggiori di due retti, anche 1 poligon stellati di cul parla Vautore sono
Convessi.

Per formarsi un giusto concetto della teoria dei poligoni stellati, giova sa-
sere che il sig. Poinsot distingue nei poligont I ordine e la specie. Due poligoni

]

«i dicono deilo stesso ordine quando hanno un egual numero di lati e della stessa
specie quando la somma degli angoh e eguale iu entrambi. Siccome al variare «:
quest” uitima somma,in ciascun ordine, vana pure il numero di volte che 1l peri-
metro fa 1l giro della circonferenza, potremo mdicare la specie con questo nu
niero. Cosi un poligono dix lali Jo diremo della prima specie quando il suo pe-
rimetro fa una volta solail ziro dello spazio angolare; della seconda specie quand.
fa due volte questo giro, ec.

La reciproca del teorema Ve vera; cioe se unendo di hioin b n punti A, 1.
C, D, ec.,si passa per tulli questi prnti prima di ritornare al punto di pe: -
tenza, il nemero h sara nccessariamentc primo con n. Laonde, se, uncndo 15
tal guisa pu punli a intervalli qualunque eguali, non si puo mai ritornare .
prito senza passare pef tutti gli altri, potremo affermare che il numero di tutts
Tuesti punti e primo assolutamente, lo che, secondo una giudiziosa osser: -
zione del signor Poinsot, costitwisce una specie di delinizione geowetrica sie!

numero prino. {T)
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archi ABX a, AB > (n—a) come ABD, AED, la cui
somma ¢ vguale alla circonferenza, hanno corde ugaali,
¢ se si uniscono i punti di divisione di @ in a, si forma lo
stesso poligono che unendoli di 2 — a in 2 — a, ma
percorrendo la circonforenza in senso conlrario.

ConroLLARIo. — Vi sono 2 pentagoni regolari, 3 et-
tagoni, 2 decagont, cc,

TECREMY VI,

La somma degli angoli interai, formati dai lat:
suecessivi di un poligono regolare di n lali, ¢ wyuale
a tanle voite 2 angoli relli gquante unita vi sono
in(n—2h), hessendo U intervallo costante pel quale
st passa per andare da un vertice al sequente. (fig. 99.)

Siano AD un lato e ADE un angolo del poligono re-
golare di 2 Jati che st forma unendo di & in A1 punti di
divisione della circonferenza AO divsa in n parti ezuali.
carco AE compreso tra i lati dell’ angolo ADE e uguale
ad ABX (n—210), e la sonmwa dezli 2 angoli eguali
del polizono ha per misura - X AR \"\{c}( B B o

F

1 .
vero o circonferenza AO S (n — 2h). Dunque questa

F

somma ¢ uguale a tante volte 2 relti quante unita sono
inn—=24h.

COROLLARIO. — La somma degli angoli esterni for-
mati da ciascun lato e dal prolungamento del lato pre-
cedente é uguale a v retll.

Infatti, la sonmima degli angoli adiacenti, tanto esternl
quanto interni, ¢ uguale a 2R X n. Diminuendo questa
somma di quella degli angoli interni, espressa da (n—24)
2Rk, si ha & AR per la somma degli angoli esterni.

ScOL10. — Se supponiamo A=1, si ritrovano 1
5
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teoremi relativi a un poligono convesso. — (Vedi le ap-
plicazioni della teoria dei poligoni stellali nelle memorie
del sig. Poinsot.) ().

(") Risolvizmorin fattori primi e sia n== ap /¢ ¢r own } il RUMErD degli in-
teri primi con n e minori din &

ap=t bo-d et L. (a—1) (b—1) (c—1) . ...
Se quindi indichiamo con IV il numero che esprime le specie di poligoni convess:

di n lati, avremo

2N=ar-t ba-t en-t _ | | . (a—1) (b—1) (e—=1) . ...

Se » & un numero primo si ba

n—1

N =

v)

Da quest due formole si deducono varie conseguenze: 1% Vi e una sola
specie di triangolo, di quadrilatero, di esagono. 2% Vi sono due speeie di penta-
goni, tre di ettagoni, due diottagoni, ec. Le due specie di peatagont si formane
unendoipunti di {indedi2in2;1 prima specie e il pentagono erinano,
la seconda ( fig. 100) & ugnale a quella del triangolo, poiche ha per somma del
suoi angoli interni due retti. Le tre specie di ettegom si formano unendo punti
ditin,di2in2,edidins;la primaspecie ¢ Uettagono ordinario 5 1a secon-
da’fig 101) & uguale a quella del pentagono ordinario . porche la somma der suon
angoli e sei retti; la terza ‘ Sre 102) e uguale a queila del trisngolo. Le due specie
di oftagoni appartengono 1’ una alla prima. che costituesce I’ ottagono ordmario,
Paltra alla terza ¢ fig. 103), formata unendo i punti di $in 3, e ch’e uguale 2
quella del quadreilatero, ec. 39 Vi ha sempre un polisono dr un numero qualun-
que dispari di lati della stessa specie del trangolo. Infatti & chisro che per
» == 2k - 112 somma degli angoli de! poligono & uguale a 2 rettr. 4°. Se 5
ban==1% 'k — 1), la somma degliangoli del poligono e 4 rettt eome nel quadri.
latero. Avverto che A dev’essere un numero dispari, afinche sia primo con =
b Se siban=2 h 4 2). la somma degli angoli del poligono & & retti come
per esagono Anche qui 2 dev’ essere un numero dispari.

Quindi, in ciascun ordine di poligoni di un pumero dispari qualunque di

lati, come

3,517,911, ....

ve ne ha sempre uno della stessa specie del triangolo.
Io ciascun ordine di poligoni d’un numero qualunque di lati della for-

ma 2{(% 4~ 1), ove % & un numero dispari, come

£, 8,12, 16, 2, .. ..

ve ne ha uno della stessa specie del quadriiatero.
Io ciascun ordine di poligoni d'un sumero qualunque di lati della for-

ma 2(h 4 2), ove k & un numero dispari, come
6, 10, 14, 18, 22, ., ., .,

ve ue ha sempre uno della stessa specie dell’ esagono, (T.)
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EPProblcmi da riselvere.

1. — La somma delle retfe condolie da un puanto sitvafo
nell’interno di un triancolo alle estremita di un lato é minere
della somma di due altri lati.

2. — La somma delle rette condolle da un punto siluato
nell’ interoo di un triangolo ai (re verlici ¢ minore di quella
dei tre lati, e maggiore della meld di quest’ uitima somma

3. — Trovare sopra una retla un punto tale che la
somma o la differenza delle linee che I’uniscono a due punt:
dalt sia un minimo o un massimo. — Osservare che queste
refle sono ezualmenle inclinate sulla refta data.

4. — La somma delle perpendicolari condofle da un
punto qualunque della base di un triangzolo isoscele agli altri
due lati & costante.— La differenza delle perpendicolari con
dotte da un punto qualunque dei prolungamenti della base
ai due alirl lali é coslante.

8. — La somma delle perpendicolari abbassate da un
punto preso nell”interno di un (riangolo eqguilalero sui tre
lali & costante. — In che modo bisogna modificare I enun-
cialo del tleorema per un punto esferno al triangolo?

6. — Costruire un triangolo di cui si conoscono il peri-
metro e gli angoli.

7. — Coslruire un {riangolo di cui sia nolo un lato, I'an-
golo opposto e la somma o la differenza dei due allri lati.

8 -— Cosltruire un triangolo essendo dati la biseltrice,
Ia mediana e la perpendicolare condolle da un vertice fino
all’incontro del lato opposlo.

9. — Dividere un arco di cerchio in due parti tali che
la somma e la differenza delle loro corde sia eguale a una
relta data.

10.— Coslruire un trapezio di cui si conoscano i qualtro
lati.

11. — Iscrivere in un cerchio dato un frapezio del guale
si conosca la somma e la dislanza di due lati paralleli.
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12. — Se per i vertici di un triangolo si conducono delle
parallele ai suoi lati, quesle reite determinano un secondo
triangolo eguale al quadruplo del primo. — Qual & il rap-
porto dei lati paralleli?

13. — Il parailelogrammo formalo conducendo, per
I’ estremita di ciascuna diagonale ¢’ un quadrilatero, delic
parallele all’ altra diagonale, € equivalente al doppio di quesio
(uadrilatero. Dedurre da questo teorema che due quadrila-
teri sono equivalenti se le loro diagonali sono rispeltivamenle
eguali ed equalmente inclinate I una sull” altra,

1%.— Le bisettrici degli angoli di un quadrilatero defer-
minano incontrandosi un quadrdatero iscrittibile. Qual’ ¢ ia
natara del! secondo quadrilatero, se il primo € un paralicio-
grammo o un reitangolo?

15. — In un polizouno iscritio di un numero pari di lad,
Ia somma dezli angoli di posto dispari € uguale a queila
degli angoli di posto pari.

16. — In un polizono circoscritto di un numero pari 4.
lati, la somma dei lati di poslo dispari € uguale a quella de:
lati di poslo pari.

17. — Le bisettrici degli angoli che formano 1 lati op-
posti &’ un quadrilatero iscrillo in un cerchio sono perpen-
dicolari I’ una sull’ allra.

48. — La distanza di un punto della circonferenza,
circoscritta a un triangolo equilatero, al vertice oppo-
sto, ¢ uguale alla somma delle sue distanze dai due altr:
verlici.

19.— Le perpendicolari condoltte dai verlici di un trian-
aolo sopra i lati opposti concorrono nello stesso punio.

20. — Le perpendico:arn tirate dai vertici di un trian-
colo sopra i lati opposti sono le bisetlrici degli angoli del
triangolo che ha per vertici 1 piedi di quesle {re perpendi-
colari.

21.-—Se si conducono da un punto qualunque della cir-
conferenza a un (riangolo delle perpendicolari sopra i lati,
i piedi di quesle perpendicolari sono in linea relta.

22, — Due circonferenze concentriche essendo date,
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coslruire un (rianzolo di cui gli ancoli sien dati, e che ab-
via due verlici sopra I’una delia circouferenze e il terzo
sopra I’ altra.

23. — Costruire un triangolo equilatero i di cui verlici
sieno sopra tre circonferenze concentriche.

24. — Tirare da uno dei punti d’intersezione di due
circonferenze una retta tale che la somma o la differenza
delle corde intercelle sia ezuale a una retta data.

23. — Costruire un triangolo eguale a un triangolo dato
e di cui I lali passino per tre punti dati.

26 — Per un punto dato sopra 1} piano d’un angolo
tirare una retta tale che il perimelro del (riangolo formate
da questa linca ¢ dai due lati deil’ angolo sia eguale a una
vetfa data.

27. — Condurre una tangenie comune a due circonfe-
renze date.

28, — Tirare una secante comune a due circonferenze,
e lali che le corde inlercelte sieno ecuali a linee date.

29. — Dali sopra una carla quattro punti di cui tre non
sono in linea retta, segnare sopra questa carta una linea
circolare che passi a egual distanza da ciascuno di questi
punti,

30. — Sia A il cenfro di un cerchio; se il raggio AB si
prolunga d’una quantitd BC eguale ad AB, dal punto C si
conduce poscia la perpendicelare ad una tangente qualun-
que al cerchio e si tira la retta che unisce il piede D di
ques{a perpendicolare all’ estremitas B del raccio AB, I an-
colo ABD esterno al trianzolo BCD ¢ coslantemente ecuale
al triplo dell’ angolo interno BDC.

31. — ~e si descrivono quatlro circonferenze tali che
ciascuna passi per due verlici censecutivi d' un quadrilatero
iscritto, queste curve si {acliano in gualiro punti, diversi dai
vertict del quadrilalero. Dimostrare che questi punti appar-
tengono ad una stessa circonferenza.

32. — Tirare tra due circonferenze una retla eguale e
parallela a una rella data.

33. — Descrivere da un punto dafe come centro un cer-
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chio che tagli ortogonalmente o diameftralmente due cerchi
dall. .

34. — Descrivere con razgio dato una circonferenza

1°. Che passi per due punti dali

2°. Che passi per un punto dato e che sia langente a
una relia o a una circonferenza;

3" Tangente a una retla e a una circonferenza date ;

4°. Tangenle a due rette o a due circonferenze date.

33." — Costruire un quadrilatero, conoscendo i quat-
tro lati e una delle rette che uniscono i mezzi dei lati
opposti.

36.* — Coslruire un pentagono, conoscendo i mezzi dei
suoi lati.

37." — Costruire un quadrilalero, conoscendo due an-
goli opposti, le due diazonali e il loro ancolo.

38.* — Iscrivere in un quadralo dalo un altro quadralo
dato.

39." — Cosfruire un Irianzolo, conoscendo il perimelro,
un anzolo, e il razuio del cerehio iseritto.

40." — Coslraire un trianzolo, conoscendo il cerchio
iscrilto e uno dei tre cerchi ex—iscritli.

41." — Coslruire un triangolo, conoscendo due dei tre
cerchi ex-iscritli,

42." — Coslruire un (rianzolo, conoscendo i centri dei
tre cerchi ex—iscritii a queslo (rianzolo.

43." — Dato un trianzolo ABC ¢ un punto O, condurre
per questo punio una secante OMN (ale, che la parte MN
compresa nel triangolo ADC sia ecuale alla somma delle
due parti BM e €N,

44." — Ad un trianzelo dato circoscrivere un triangolo
eguale ad un allro trianzolo dalo.

43.* — Dai vertici di un trianzolo, come centri, descri-
vere tre circonferenze che si tocchino mutuamente.

46. — Sia ABC un triangole, ¢ AE, BI'; CG le hiset-
trici degli anzoli esterni; dimostrare che se 1’ ancolo
A>DB>C, I'angolo F & uguale alla somma deght anzo-
li E, G,
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47." — Sia ABC un (riangolo qualunque; AD, BE, CI
le perpendicolari condotte da A, B, C ai lali opposti, e P il
loro punlo J’intersezione: il cerchio che passa pei piedi D,
E, F, delle perpendicolari é tangente ai sedici cerchi iseritti
el ex-iscritti dei triangoii ABC, APB, BPC e CPA.
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LENEE PROFORZIONALIL

CARFITOLO 1.

%
Trasversali nel Triangolo.

Quaudo un punto qualunque € ¢ situalo sulla retta
che passa per due punti A e B, si di il nome di segmento
della retta AR a ciascuna delle distanze di € all’ estre-
mita di AB. (fig. 104)

Se il punto € si trova fra A e B, In relta AL ¢
uguile alla somma dei due sermenti AC, BC; nel caso
contrariv. ¢ uvzuale alla foro dillerenza.

Allorche si tira una lineca retta sul piano di un
triatzolo, essa puo incontrare 1 tre lall o essere paral-
lela a uno di essizin tulti ¢ due i casife sl da il nome
di trasversale. 1 seomenti che ezsa determing sui lati
del triunzolo godono proprield importanti che ci propo-
niamo di sludiare,

fe. Conzideriamo primicramente una trasversale pa-
ratlela a4 un lato del triangolo,

TEOREUA I, :

Qualunque relta parallcla a uno dei lati di un
triangolo divide gli altri due in scymenti proporaio-
nali. (fig. 103.)
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Sia DE parallela a1 Iato BC del trianaolo ARC: dico
che il rapporto di AD a DI ¢ ugnale a quello di AE ol B,
Supponiamo in prima che le rette AD, DB sieno
commensurabili, e che la loro massima eomune nij-
sura AT sia contenuta tre volle in AD e due volte in DD,

o ; AD 3 : R T
i gaiza che il rapporto W= 3" Per 1 pupnti di divi-
i -~

sione F. G, 11, eanduciamo delle parallele a BC; queste
lince e DE dividono 4C in (mqlw parti eguali. Infaiti,
s 81 conduee FN pmtl[uhi ad AC. i due triangoli AFh“,
FGN hanno un Jato uzuale . wliseente a due angoli
ucanlic dungue i st AK, FN sono ueoali, Ma FN ¢
aguale a KL. come ]’fi:ll‘il”*’ls‘ comprese tra refte paral-
tele s dunqgue KL ¢ goaale wd AK,

Parimente si prove I‘l*lJl}t? I"eaquaclianza di AK e (i
elaseuna delle Tinee EL, EMLMC Dungue AK ¢ conte-
nuta tre volie in AE ¢ due volie in EC; per conseguerza

AF 3 AD
¢ 2 poe

2o (fig. 100.) 8o Yo rette ADL DB nen hanno comune
mizara. dividiamo DB o divei parti couali, o portic:
b decimo di BD sepra DAL Suppouizmo che goesta !.‘1 2
lo contenga diciasselte u_nte con un resto DH mitaore di
\D 17

questo decimo; il rapporio ';)_lﬂ" sara maggiore di il b
3 %

. . 18 . g ow e ;
minore di 10" Se per 1 punti di divisione di AB cendu-

ciamo delle parallele a AC, la retta EC vien divisa in
dieci parti eguali: poiche una di queste divisioni & con-
lenuta diciassette volle in AE con un resto GE, il raj-

orto -~ ¢ compreso tra — ¢ —. Dunque i due ran-
RO e e T T :
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porti _‘}_[..), -A—E- contengono lo stesso numero di decimi.
bB " EC
Dividendo DB in 100, 1020, ec., parti, proveremnmo
egualmente che questi rapporti contengono lo stesso
numero di unita decimali di un ordine qualunque, dun-
que sono ugualt.
CoroLrario I. — Dalla proporzione

AD :DB::AE ' EC
si deduce

AD-+DB 7 AD ! DB AE+EC AE ; LC,

ovvyero
AB I AD : DB ::AC: AE * EC.

CorovrLario II. — Delle rette parallele AD, BE, CF,
intercettano sopra due linee rette qualunque AC, DF,
segmenti proporzionali. (fig. 107.)

Sia All paratlela a DF; poiché la retta BG ¢ paral-
lela al lato CII del triangolo ACII, si ha

ADB ; AG; @ BC :GII.
Ma AG ¢ vguale a DE, e GH ad EF, come parallele
comprese tra paraliele; dunque

AB DE::DBC:EF.
TEODREMA 1L

Qualunque relte DE cle divide due lati AC, AB di
un triangolo ABC in parti proporsionali é parallela al
{erso lato BC. (fig. 108.)

Per ipotesi si ha

AD ;DB :AE ; CE
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e dico che DE ¢ parallela a BC. Giacché, se DE non
e parallela a BC, potremo condurre pel punto D la Ii-
nea DF parallela a BC; allora avremo

AD :BD: : AF : CF,

e per conseguenza
AE ! CE: : AF : CF.

Ma questa proporzione ¢ falsa, perche gli estremi AE,
CF sono rispettivamente minori dei medi AF, CE. Dun-
que la retta DE ¢ parallela a BC,

TEOREMA IiX,

I lati omologhi di due triangoli equiangoli ABC,
DEF sono proporzionali. (fig. 109.)

Sicno I”angolo A eguale a D, I’ angolo B eguale .
ad E, e I’angolo C eguale ad F, Prendiamo sul lato AB,
la linea AG vguale a DE e sopra AC la linea AH eguale
4 DF, e conduciamo la retta GI. I die triangoli AGH,
DEF, sono uguali come aventi un angolo eguale com-
preso [ra due lati eguali; laonde I angolo AGH é uguale
a DEF e per conseguenza ad ABC, Dunque la retta GH é

paraliela a BC, e si ha

AB ; AG::AC AN
ovvero

AB:DE:;AC:DF.

Similmente si proverebbe che
AB :DE: :BC:EF,

Dunque
AB.DE::AC:DF::BC:FF.
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COROLLARIO. — Se due triangoli hanno i loro lati
rispettivamente paralleli o perpendicolari, questi lati
sono proporzionali,

TEOREIMA XV.

Due triangoli ABC, DEF sono equiangoli se ¢ loro
lali sono proporzionali. (fig. 109.)
Si ha per ipotesi

AB:DE:AC:DF; :DC:EF.

Prendiamo sopra AB la retta AG ugzuale a DE, e
conduciamo GII parallela a BC. 1 due triangoli ADBC,
AGH sono equiangoli ¢ danno

AB {AG: . AC; ATl DBC: GIL

Gli antecedenti di queste due serie di rapporti sono
" eguali due a due, quindi i conseguenti sono propor-
zionali, e poich¢ le rette AG, DE sono uguali, il lato
AH = DF, G — EF. Dunque i triangoli AGI, DEI" souo
eguali, e i triangoli DEF, ABC sono equiangoli.

TEOREMA Y,

Due triangoli ABC, DEF che hanno un angolo
equale compreso tra lati proporzionali sono equiangoli.
(fig. 109.)

Supponiamo I’angolo D uguale all’ angolo A e i
loro lali proporzionali, cio¢ che

AB . DE' ;AC DI.

Prendiamo sopra AB la retta AG uguale a DE e con-
duciamo GH parallela a BC; i due triangoli ABC, AGH
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sono equiangoli e danno
AB TAG I AC: AT,

quindi AIT=DF e i triangoli AGIi, DEF sono eguali
come aventi un angolo eguale compreso tra due lati
eguali. Dunque i triangoli ABC, DEF sono equiangoli.

TEOREMA VI.

Le retie OA, OB, OC, ec., condotte dal punto O.
inferceltano segmenti proporzionali sulle parallele AD,
EIl. (fig. 110-111 )

I triangoli ABO, EFO sono equiangoli e si ha:

ABIEF;:0B:OF.
I triangoli BCO, FGO sono anche equiangoli: quindi
OB:OF::DBC:FG::0C:0G.

Similmente i triangoli CDO, GO danno la propor-
zione

OC ; 0G; ; CD * GII.

Ma queste proporzioni hanno due a due un rap-
porto comune; dunque gli altri rapporti sono eguali,
e si ha

ABIEF::BC:FG::CD:GII

CorOLLARIO. — Se le rette AE, BF, CG, ec., divi-
dono le parallele AD, EH in sezmenti proporzionali,
concorrono in uno stesso punto.

Sia O il punto d’ incontro delle due rette AE, BT;
uniamolo al punto G per via della retta OG, dico che
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questa linea passa pel punto C. Infatti, sia C’ il punlo
nel quale OG incontra la retta AD, si ha

EF ; AB: 'FG; BC'.
ma per ipotesi
EF :AB:.FG; BC,

dunque BC’ & uguale a BC e il punto C’' coincide con C.

2° Supponiamo ora che la trasversale incontri i tre
tati del triangolo.

TEOREMA VII.

Qualunque trasversale DV determina sui lali del
triangyolo ABC sei segmenti tali, che il prodolto di tre
segmenti non conligui é uguale al prodolto degli altri

tre. (fig. 112.)
Conduciamo pel vertice C la retta CG parallela al

lato AB, sino all’incontro di DF. I triangoli BDF, ChG
sono equiangoli; dunque

BD ;CD: ;BF ; CG.
I triangoli equiangoli AEF, CEG danno anche
AF : CG: : AE ; EC;
iaonde, moltiplicando queste proporzioni termine a ter-
mine
BD X AF : CD X CG: : BF X AE : CG X EC,
€ per conseguenza

BD > AF 3 EC = CD >/ BF 3 AE.
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Scorio I. — La trasversale incontra due lati e ]
prolunzamento del terzo, o i prolungamenti dej tre lati,

Scorio II. — Quando si conduce |a trasversale per
un vertice, due segmenti consecutivi sono nulli e I'egua-
glianza precedente diven!a un’ identita. Se questa tras-
versale coincide con una delle bisettrici degli angoli
supplementari dal cui vertice essg o condotta, si ha il
seguenle teorema:

~ TEOREMA Vi,
RV PR
La bisettrice di un angolo di un triangolo, o del
suo supplemento, divide il lato opposto in due segment;
proporzionali ai due luli di quest’ angolo (fig. 113).
1°. Sia AD la bisetirice dell’ anzolo BAC del trian-
gnlo ABC. Conduciamo pel vertice € la reita CE paral-
fela al lato opposto AB, sino all’ incontro di AD. i due
triangoli ABD, CDE sono cquiangeli, dunque

ED:CD::AB - CE.
Ma ciascuno degli angoli CAD. CEL o uguale al-
I"angolo BAD), dunque il triangolo ACE o 130scele, e
BD:CD::AB:® AC.
2°. Se la retta AD' é la bisettrice dj CAG, supple-

mento di BAC, e che si conduca dy] punto C I1a retta CF
parallela ad AB, i triangol] eqniangoli ABD', FCD' dannos

BDY ; CD'; :AB : CF.
Ma I’angolo GAD & uguale a ciascuno degli angoli CAF
AFC, dunque il triangolo A7C ¢ izoscele, e

BD"; CD::AB : AC.
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COROLLARIO. — La retta BC ¢ divisa dai punti D, B
in segmenti propoizionaii, ciacche dalle due proporziont
precedenti si deduce

£O:Ch :BD' :CD.
TEOREMA IX.

Tre punti D, B, I sono in linca rella se determi-
nano sui lati del triangolo ABC sei seymenti tali, che
il prodotlo di tre sogimcnli non consceulivi sia uguale
al prodotto degli aliri tre. (fiy. 112).

Si bra per ipotesi,

AF X DB 3 CE = AE 3 CD X BF.

Se la retta che passa per i due punti D, E pon in-
contrasse i lato AD al punto I'y ¢ che F' fosse I inter-
sezione di DE con AB, si avrebbe,

AL’ > DD 3 CE = AL >{ CD X BF".
Dividends membro a membro le dae eguaglianze
precedenti, si trova la proporzione
AT _ BF
Al B

ch’ ¢ evidentemente falza. Dunque i lre punti D, E, I
sono in linca retta,

TECRILYIA X.

Se tre rette AD, BE, CF. condotle dai vertici di
un triangolo, concorrono in uno slesso punto G, cia-
scuna delermina sul lulo opposlo due segmenti tali,
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che il prodolto di tre secqmenii non consecutivi eé uguale
al prodolto degli altri ire. (fig. 114).

La trasversale AD divide il triangolo ABC in due
altri ABD, ACD; il triangolo ABD e la trasversale CF
danno:

AF S BC X DG = AG XX DC 3 BF.
1l triangolo ACD e la trasversale BE danno anche

AG 3 BD X CE = AE % BC < GD.

Moltiplicando queste due eguaglianze membro a mem-
bro e riducendo si ha

AF % BD X CE = AE X CD X BF.

Dunque il prodotto dei tre segmenti non consecu-
tivi AF, BD, CE é uguale al prodotto degli altri tre AE,
CD, BF.

Scorio. — Le tre trasversali incontrano tutti e tre
i lati, o un sol lato e i prolungamenti degli altri due. (")

TEOREMA XI.

Se tre punti D, E, F determinano sui lati del {rian-
golo ABC sei scqgmenti, tali che il prodollo di tre
segmenti non consecutivi sia uquale a quello degli altri
tre; le retle che uniscono questi punti ai vertici opposti
concorrono in uno stesso punito. (fig. 114.)

(') Se AD e una mediana, i punti F' ed F si trovano sopra una retta pa-
rallela a BC. Infatti ponendo B D = DC nell’ ultima eguaglianza, si ottiene

AFX CE= AEX BF,
ovvero

A4F . BF:: AE: EC. (T)
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Si ha per ipolesi,
AF X BD )X CE= AE XX CD X BF.

Sia G il punlo d’ inconiro delle due trasversali
BE, CF, dico che la relta AG passa pel punto D. In-
falti, se questa linea incontrasse BC in un punto I di-
verso da D, si avrebbe

AF X BD' X CE = AE X CD’ X BF.

Ma, dividendo membro a membro le due eguaglianze
precedenti, si trova

BD _ CD
BD'  CD”?

o - o - BD CD
rzione erronea, giacché si ha —— <71 e Z— :
proporzi giacché si ha BD’< e CD,>1

dunque la retta AG passa pel punto I e Ie tre rette AD,
BE, CF concorrono nello stesso panto G.

COROLLARIO. —Le mediane di un triangolo passano
per lo stesso punto.

CAPITO1.O 1L

Trasversali considerate nel cerchio.

Si chiama proiesione (fig. 115) di un punto A so-
pra una retta qualunque xy, il piede della perpendico-
lare Aa abbassata dal punto sulla retta.

La proiezione di una retta finita AB sopra um asse
indefinito 2y & la porzione ab di quesl’ asse compresa
tra le proiezioni delle estremita di AR.
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TEOREMA K.

Se per un punto A del piano di un cerchio si tira
una secante qualungue BC, il prodotio dei due segmenti
AB, AC, determinati dalla circonferensa sopra quesia
refla, é costante. (fig. 116.)

Conduciamo pel punto A il diametro DE ed ynja-
mo i punti De B, E e G: i triangoli ABD, ACE sono
equiangoli, giacche banno I’ angolo A comune e gli an-
goli ABD, AEC eguali, perché misurati dalla meta del-
I”arco CD; dunque

AB:AE:_’AD:AC,
da cui
AB X AC= AE > AD,

cioe che il prodotio AB X AC ¢ uguale a quello delle
normali condotte dal punto A alla circonferenza,

Scorio. —1I segmenti AB, AC della secante BC sono
inversamente proporzionali aj segmenti AD, AE della
secante DE.

CoRrROLLARIO. — La perpendicolare CD, condotta da
un punio qualunque C della circonferenza ad un diame-
tro AB, & media proporzionale tra i due segmenti del
diametro. (fig. 117.)

Infatti, se prolunghiamo €D sino all’ incontro della
circonferenza, si ha

DA > DB = DC X DE = DC’,
TEOREYMA 11,

Se pel punto A si conducono al cerchio BCD la
{angenie AB e una sccanie qualunque AD, la tangente ¢
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media proporsionale tra la secante e la sua parte ester-
na. (fig. 118.)

Conduciamo le rette BC, BD; i triangoli ABC, ABD
sono equiangoli, perché hanno I’ angolo A comune e gli
angoli ABC, ADB uguali; dunque

AD : AB ; AB ; AC.

ScoL10. — I quadrato della tangente AB é uguale
al prodotto della secante AD per la sua parte esterna AC.

TITORTMA ILI

Se due rette AD, BC s’ inconfrano in un punio E
lale che

AE > DE = BE X CE,

le loro estremitd, A, D, B, C si trovano sulla stessa
circonferenza. (fig. 119).
Infatti, si ha per ipotesi

AE ¢ BE® : CE : DE;

dunque i triangoli ACE, BDE sono equiangoli, perche
hanno un angolo eguale E compreso tra lati proporzio-
nali. Per conseguenza, se sulla retta CD si descrive un
arco di cerchio capace dell’ angolo CAD, quest’ arco
passa pel punto B, ed i quattiro punti A, B, C, D sono
situati sulla stessa circonferenza.

TEOREMA 1V,

Qualunque corda AB € media proporzionale tra il
diametro AC che passa per una delle sue estremild e la
sua proiezione AD sopra guesto diametro, (fig. 120.)
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I due triangoli rettangoli ABC, ABD sono equian-
goli ; dunque si ha

| AC:AB: 'AB ! AD,
da cui
AB*= AC X AD.

COROLLARIO I, —Se per un punto A di una circon-
ferenza si conducono il diametro AC e le corde AB,A B,
i quadrati del diametro e delle corde sono proporzionali
al diametro e alle proiezioni delle corde sopra AC,

Si ha

AR = AC X AD
B'A*= AC X AD/,
dunque

CA?: BA* ' B'A®: :CA* : ACXAD ; ACXAD',
ovvero
CA':BA*:D'A*: :AC.AD : AD"
CororLARrIO II.—Applicando quest’ ultimo teorema

a due corde AB, BC, condotte da uno stesso punto B
della circonferenza all’ estremita del diametro AC, si ha

CA*: AB*; CB*: " AC:AD :CD.
Ma
AC— AD +DC;
dunque
4
/Lo che da il teorema: Il quadrato dell’ ipotenusa
AC del triangolo rettangolo ABC é uguale alla somma
dei quadrati dei lati dell’ angolo retto ABC.
CoroLLARIO III. — 1l lato AB dell’ angolo retto del
triangolo rettangolo ABC & medio proporzionale tra
V’ipotenusa AC e la sua proiezione AD sull’ ipotenusa.

CA*— BA!-- CB*.

e
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CAFPITOCLO IIE.

Divisione armonica delle Linee rette.

1.—Si dice che tre numeri formano una proporsione
armonica, quando il primo sta al {erzo come Ueccesso del
primo sul secondo sta all’eccesso del secondo sul terzo. 11
secondo numero ha ricevuto il nome di medio armonico.

La denominazione di proporzione armonica ritrae
fa sua origine dal percheé, per fare rendere ad una corda
sonora i tre suoni do, mi, sol, che formano P accordo
perfetto maggiore, Lisogna farne vibrare tre parti pro-

- - & - h 2
porzionali ai numeri 1, Er g che darno luogo alla

proporzione armenica :

u—‘ool !l‘.[" C.-)-
.‘3‘.. '5‘.5 g.

2. — Quando una retta ac (fig. 121) & divisa da
due punti b, d in sezmenti proporzionali, in guisa che

ad :ab’led: eb
Ir tre linee ad, ac, ob formane una proporzione armo-
nica, perehd la proporzione precedenle si pud scrivere

come segue:
ad lab::ad —ac:ac—ab ().

(*) Da questa proporzione si ricava:

ab.ad — ab . ac—= ad . ac — ad . ab .

vvero
2ab . ad == ac . lad * ab),

e dividendo per 2ab . ac . ad

1 1 o1 1
ac g(ﬂ()+a(f)

Chiamando con Maclinrin recicroca & una linca il suo rapporto inverso cor
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Per questa ragione si dice che la relta ac é divisa
armonicamente dai punti d, ¢, ai quali si da il nome di
conjugali armonici rispetlo alla retta ac.

Reciprocamente, i punti a, ¢ dividono la retla bd
armonicamente. Infatti la proporzione precedente pud
scriversi

ad . ed . :ab’ cb
OVVerd
ad cd:ad —bd ' bd —cd

dunque @, ¢ sono conjugati rispetto a bd, e i quattro
punti a, b, ¢, d formano ¢id che dicesi un sistema ar-
monico ().

3. — Quattro rette, che partono da uno stesso
punto, formano un fascio armonico, quando dividono
armonicamente una (trasversale gqualunque. — Quelle
che determinano, sulla trasversale, punti conjugati ar-
monici, hanno ricevuto il nome di conjugate armoniche.

TEORERA X.

La meta am di una refta ac é media proporzio-
nale tra le distanse del mezzo m di questa linea i
due punti b, d che la diviiono armonicamente. (fig. 122.)

Dalla proporzione

ad lcd’*ab’ch

I"unia, I’ ultima relazione esprime che /g reciproca della distanza di un punto
al suo coniugato & la media aritmetica delle reciproche delle distanze dello
stesso punto agli altri due. Lo stesso Maclaurin ha dato alla distanza ae il nome
di media armonica delle distanze ad , ab ; e Poncelet ha chiamats il punto ¢ cen-
tro delle medie armoniche dei punti b e d rispetto al punto a. — Per Ia teoria
dei centri delle medie armoniche vedi nna Nota in fondo al Volume. {T.)

(1) Sc da uno stesso punto e in uno stesso senso si porta un numero qua-
lunque di distanze, tali che tre qualunque fra esse, che sono consecutive, formi-
no una proporzione armonica, la serie di tutte queste distanze formery cioche
dicesi una progressione armonica. (T.)
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si deduce la seguente:
ad +—cd . ad —cd . ab-+~cb @ ab—cd

ovvero
Omd : 2am . 2am ° 2mb
dunque
am® = md X mb.
ScoLio. — La reciproca ¢ vera,
COROLLARIO. — La proporzione

ad *cd’ ab’ch

da 1a serie dei rapporti uzuali:

ad _cd __ad—cd __ ma

———

ab~ cb ab—cb mb

Inpalzando a quadrato questi rapporti e sostituendo
ad ma® il suo valore md X mb, si ha:

ad® __ cd® __ md
ab® b mib’

rEOREMA I1.

Se quatiro rette OA, OB, OC, OD, condotle dalio
stesso punio O, sono lali che tre di esse dividano in
due parti uguali una retia EF parallela alla quarta OD,
queste linee formano un fascio armonico. (fig. 123.)

Conduciamo per un punto b della retta OB una tras-
versale qualunque ad; i due triangoli aOd, aEb sono
equiangoli; dunque

ad ab::d0 :bE,

I triangoli bcF, Ocd sono anche cquiangoli e danno
ed 2 be:1dO: bF.
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Ma, per ipotesi, le reite BE, BF sono uguali; dunque
ad . ab’ ‘ecd * be

e la trasversale ad ¢ divisa armonicamente dalle qua.-
tro rette OA, OB, OC, OD.

Scovrio.—Si pud sostituire nel fascio alla retta OD
ii suo prolungamento OD', poiché esso ¢ anche paral-
lelo ad EF; dunque le qualtro rette del fascio possong
essere prolungale indefinitamente pe!l” uno e nell’ altrg
Verso.

CorOLLARIO. — Due rette OA, OC e le bisettrici
dei loro angoli formano un fascio armonico.

Siano OB la bisctirice dell’ angolo AOC e OD quella
dell’ angolo supplementario COA’. Conduciamo EF paral-
lela ad OD; I’ angolo BOD essendo retto, la linea EF ¢
perpendicolare ad OB cd i triangoli O8E, ObF sonc
uguali, come aventi un lato comune, adiacente a duc
angoli vguali; dunque VE=—=IF e le rette OA, OC
OB, OD, formano un fascie armonico,

TEOREMY RiX,

Se quatlro rette OA, OB, OC, OD, formano un fa-
scio armonico, qualungue trasversale EF, parallela a
una delle retle OD del fuscio, é divisa dalle altre tre
in due partli uguali. (fig. 123.) |

Infatti, conduciamo pel punto b una trasversale
qualunque ad; avremo

ad :ab: ed : cbh.
I due triangoli equiangoli abE, ad0O danno

ad . ab’ . dO ;| bE,
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Parimente, i due triangoli 6cF, ¢d O essendo equian-
goli, abbiamo

cd P ch::dO: bF,

Ma, per ipotesi, i rapporti -‘_1-‘-{,. & delle due pro-
ab * cb
porzioni precedenti sono uguali; dunque bE = bF.

CoroLLaARr1O I. — Se le due rette conjugate OB, OD
del fascio sono perpendicolari I’una all’ altra, esse di-
vidono in due parti vguali ciascuno degli angoli formali
dalle allre due rette conjugate OA, OC.

Infatti, siu EF parallela ad CD; i due triangoli ret-
tangoli LOE, DOF sono eguali come aventi un angolo
retto compreso tra due lati eguali; dunque gli angoli
BOE, BOF sono uguali, ed 6B ¢ la biseltrice dell’ an-
golo AOC,

Cororrarto II.—Dati un anzolo BOD e un punto a,
se per questo punto si conduce una trasversale ad e si
fa girare attorno ad a, il luogo del conjuzato armonico
di a rizpelioat due punti d'intersezione della secante ad
coi lati dell” anzolo ¢ la retta OC conjugzata armonica
di OA.

Per questa rogione, si ¢ dalo al punto a il nome
di polo della retta 0C ¢ a questa linea quello di polare
del punto a rispetto ail’ angolo BOD.

TEOREIIA IV,

Se per un punto A si conduce in un angolo YOX
una coppia di sccanti qualangue ABD, ABD e che si
unisceno due a due i punti d’ inlersesione B, D ¢ D, B,
il luogo del punto M ¢ la polare del punto A rispello
all’ angolo YOX. (fig. 124)

Sia C il corjugato armonico di A rispetlo ai due
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punti B e D; le quattro rette MA,MB, MC,MD formando un
fascio armonico, il punto E, intersezione delle rette MC,
AD’, ¢ il coniuzato del punto A rispetto a B' ¢ D’; dun-
que la retta EMC ¢ la polare del punto A rispetto al-
I angolo YOX.

Cororrar1o. — Si chiama quadrilatero completo
un sistema di quattro rette indefinite AB, BA’, A'B’,
AB', (fig. 125.) Queste rette si tagliano in sei punti A, A’
B, B, C, C, che sono i vertici de] quadrilatero, Unendo
L vertici opposti due a due, si hanno le tre diagonali
AA, BB, CC.

Ciascuna di queste diagonali é divisa armonica-
mente dalle due altre, giacche il punto M ¢ il polo
di AA" rispetto all’ angolo BAB e i] punto A quello
di MA" rispetto all’ angolo BMC.

TEOREMA V.

Se due punti D, E dividono armonicamente il diq-
melro AB di un cerchio, il rapporto delle distanze di
un punto M della circonferenza ai due punti conju-
gati D, E ¢ costante. (fig. 126)

Infatti le quattro rette MA, MD, MB, ME formano
un fascio armonico poichié dividono AB armonicamente.
Ma le due conjugale MA, MB sono rettangolari; dunque
MB é la bisettrice dell’ angolo DME e si ha

MD IME: :BD : BE;

; MD .,
dunque il rapporto T costante.

1 2l
CoROLLARIO. — 1l luogo dei punti M tali che il rap-
porto delle distanze di ciascuno a due punti fissi D, E
sia costante, & la circonferenza descritta sulla distanza,
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come diametro, dei due punti conjugati A, B, che divi-
dono DE armonicamente secondo il rapporto dato.

TEOREMA VI.

Se per un punto E si conduce una secante qualun-
que al cerchio AB, ¢l luogo del punto M, conjugato
armonico di E rispetlo ai due punii ¥, G, inlersezione
della sccante e della circonferensa, é una retla per-
pendicolare al diametro CE (fig. 127).

Sia D il conjugato armonico di E rispetto all’ estre-
mitd A ¢ B del diametro AB, dico che la retta DM é
perpendicolare ad AB. Infatti, i punti D, E essendo con-
jugati relativamente ad A e B, e i punti F, G appar-
tenendo alla circonferenza AB, si ha:

FD_ GD
FE~ GE’

dunque la retta DE ¢ la bisettrice dell’angolo FDH esterno
al triangolo DGF, e, poiché le qualtro rette DE, D¥,
DM, DG formano un fascio armonico, le retle DM, DE
sono conjugate e rettangolari.

Dunque il luogo del punlo M é la perpendicolare DM,
condotta sul diametro CE dal conjugato del punto E, re-
lativamente ad A e a D,

Scor10. — Il punto E ¢& chiamato il polo della
retta DM. Reciprocamente, questa retta € la polare del
punto E rispetto al cerchio AB. Tra il raggio e le di-
stanze del centro del cerchio al polo e alla polare si ha
la relazione CD X CE — Ca®,

CoroLLARIO. — Se il punto E ¢ esterno al cerchio,
la sua polare ¢ la linea di contatto delle tangenti con-
dotte da questo punto. (fig. 128.)
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Infatti, nel triangolo rettangolo CEI si ba,
CII’—= CD X CE.

Se il punto E & sulla circonferenza, la polare coin-
cide colla tangente in questo punto. Infine se il punto E
e nell’interno del cerchio, la sua polare & esterna al
cerchio e si allontana di pitin pit dal centro a misura
che E se ne avvicina,

TEORENMA VII.

Le polari dei punti &’ una retla, rispetio ad un
cerchio, passano pel polo di quesla rella,

Reciprocamente: I poli delle rette che passano per
uno stesso punto sono situali sulla polare di questn
punto.

Sia P il polo della retta DB (fig. 129) rispetto al
cerchio CA, dico che la polare di nn punto qualunque
D di BD passa per P. Infatti, se conduco PE perpendi-
colare a CD, i due triangoli CBD, CEP sono equiangoli
e danno:

CE.CB;.CP:CD;
dunque
CE XX CD = CB X CP = CA’,

e la retta EP & la polare del punto D,

Reciprocamente : La retta PE che passa pel punto P
ha il suo polo sulla polare BD del punto P.

Giacche conducendo CE perpendicolare a PE sino
all’ incontre di BD, i due triangoli CEP, CBD, che sono
equiangoli, danno

CE.:CB;:CP.CD,

dunque
CE X CD = CB X CP = CA’,
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e la retta PE ha per polo il punto D, situato sulla polare
del punto P,

CoroLLARIO L. — Se dai differenti punti di una retta
si conducono coppie di tangenti a un cerchio, le linee
di contallo passano pel polo di questa retta. (fig. 130)

Reciprocamente : Se per un punto si conducono delle
secanti ad un cerchio, i punti 4’ incontro delle tangenti
condotte dall’estremita di ciascuna secante sono situati
sulla polare del punlo dato. (fig. 151)

Cororvrario IL. — 1l punto D intersezione di due
rette BD, B'D ha per polare la retta che passa pei poli
P, P" di queste rette. (fig. 132.)

TEOREMA VIIN,

Se pel punto O conduciamo una coppia di secanti
qualunque OBA, OB'A" al cerchio AB, ed uniamo due a
due @ punti d’inlersesione B, A" e A, IV, 0 B, B’ ¢ Ay A
il luogo dei punti M, M ¢ la polare del punio 0.
(fig. 133.)

Sia D il conjugato armonico di O rispetto ai due
punli A e B; le quattro rette MA, MD, MB, MO formano
un fascio armonico. Dunque il punto D', inlersezione del
prolungamento di MD con A'B, ¢ il conjugalo di O ri-
spelto ai punti A’, B' e la retta DMD' & la polare del
punto O.

Similmente si dimostrerelbe che il punto M’ ¢ sulla
polare del punto O.

SCOLI0. — Queslo teorema dando un metodo gra-
fico semplice per la costruzione della polare di un
puntoe, ne risulta un nuovo mezzo di condurre una tan-
gente al cerchio per un punto esterno.
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CAPITOLO 1V,

Asse radicale di due Cerehii. — Rapporto anarmonico
Invoiazione.

STEINER chiama pofenze di un punto A, rispetlo a
un cerchio DE, il prodotto coslante AD 3 AE dei segment|
d’una secarte qualunque DE condotta per queslo punto,
(fig. 134.)

Per distinguere i punti esterni al cerchio daj punti
interni, faceiamo la convenzione di dare jl segno -+ o
il segno — ai segmenti AD, AL, secondo che sono con-
tati in un senso o nell’altro a cominciare dal punto A ;
allora—+ AD > AE sara la potenza di un punto A esterno
al cerchio e — AD X AE quella di un punto interno.

TEORENMA ¥,

La polenza di un punto rispetto a un cerchio, ¢
uguale all’cccesso del quadrato della distanza di questo
punto al centro sul quadrato del ragyio. (fig. 135.)

1°. Se il punto A ¢ esterno al cerchio C, conducete
la tangente AB. La potenza di A € uguale a -~ AR, Ma
il triangolo retlangolo ABC da

AB® — AC*— BC®;
dunque la potenza di A ¢ espressa da AC* — B,

2°. Se il punto A ¢ interno al cerchio (fig. 136,
conducete la corda BB’ perpendicolare al rageio CAD.
La potenza del punto A ¢ uguale a — AB?; ma il trian-
golo rettangolo ABC da

AB* = BC'— AC?;

dunque Ia potenza del punto A ¢ espressa da AC* — BC?.



96 GEOMETRIA PIANA.

TEOREMA [EI.

Il luogo dci punii che hanno la stessa potenza ri-
spetto a due cerchi, é una retla perpendicolare a quella
che passa pe’ centri.

1° Se i cerchi A e B si tagliano (fig. 137.), qualun-
que punto E della retta che unisce I punti d’ interse-
zione C e D ha la stessa potenza == EC. ED rispetto ai
due cerchi. Vale il contrario per qualunque punto F
esterno a questa retta: giacché se per questo punto si
conduce la secante [CII, si ha

FC.FH >FC. FG;

dunque la retta CD & il luogo richiesto,

20 Se i cerchi sono tangenti (fig. 138.), qualunque
punto D della tangentc comune ha la stessa polenza
~ CD?* rispetto ai due cerchi; e per un punto qualun-
que E esterno alla tangente, si ha:

EC.EG > EC.EF;

dungue la retta CD é il luogo richiesto.

3° Se i due cerchi A e B (fig. 139.) sono esterni o
inlerni e che M sia un punto del luogo, la potenza di
questo punto rispetio al cerchio A ¢ MA®* — AD. Con-
ducendo MC perpendicolare alla retta AB, si ha nel
triangolo rettangolo AMC:

MA’ = MC* 4 ACY;
dunque la potenza di M rispetto al cerchio A, & uguale a

MC? 4 AC* — AD?,
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Similmente si troverebbe:

¥CE =BG T

per la potenza di M relativamente al cerchio B. Foiche
questo punto ha, per ipotesi, la stessa polenza rispetto
ai due cerchi, avremo:

AC? — AD*= BC® — BE®;

laonde C ¢ altresi un punto d’egual potenza ed é il solo
che sia situalo sulla reita AB. Dunque il luogo richiesto
¢ la perpendicolare condotta dal punto € ad AD ().

() E chiaro che se dal punto M come centro e con Taggio eguale ad una
delle quattro tangenti rhe da 3 si possono condurre ar due cerchi A e B, si de-
ccrive una circonferenza di cerchio, questa taglia i cerchi dati ortogonalmente
ciot in modo che le tangenti condotte i due cerchi nel punto dintersczione
sono perpendicolari fra loro. Giovandosi di questa osservazione, il teorema pre-
cedente puo cnunciarsi anche a questo modo:

1l luogo dei centri M dei cerchi che taghano ortogonalmente due cerchi
dati A, B, ¢ una retta MC perpendicolare alla linea AD che unisce i centri det
cerchi dati.

Se quindi immaginiamo upa serie di cerdhi {fig. P2y , Py, Py
che tagliano oftogonalmente due cerchi dati M; , M, ; la retta My M, sara
P asse radicale di tutti questi cerebi. Ciob: il lungo geemetrico dei centri dei
cerchi (M, M, , Mz ... .} che tagliano ortogonalmente tutti i cerchi Py,
P, .... elaretta My M, che unisce i centii det due cerclia dati My , Mo,

Le due serie di cerchiPy , P, , Py ....e M, My, My ....haono
quindi una tale relazione rispettiva, che ciascun cerchio di una serie taglia
ortogonalmente ciascun cerchio dell” altra, e che 1 cercht di una serie banno
per asse radicale la linea dei centri dellaltra seric,

Poiche i cerchi Py, Py, P . ... hauno per asse radicale la linea dei
centri My M, M. ... .ne segue che se due qualunque fra essi si tagliano,
tutti gli altri si taglieranno negli stessi punti A e © e Ia corda comune AB e
la linea dei centri My Mgy My . ... Mase i cerchi di una serie Py, Py .
si tagliano fra loro, i cerchi della serie M; , M, .... non possono incon-
trarsi, Ciok: Tulti i cerchi Py, Py, Pg.. .., ciascuno dei quali taglia orto-
gonalmente due cerchiesterni 3y, My, o due ccrehi interni My, M4, s’in-
contrano in Jue punti determinati A e B. — I cerchi My, Mg .. .. che tagliano
crtogonalmente due cerchi Py, Py che s’ intersecano, non possono incontrarsi.

Tutte le corde DC, EF . ... che il cerchio M; ha di comune coi cer-
chi Py, P., Pg. ..., si tagliane in un punto determinato M della lirea
M;M,. (T.)

H
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Scorio. — Questo luogo ha ricevuto il nome d’asse
radicale dei due cerchi, — Due cerchi concentrici non

hanno asse radicale.

TEOREMA 1il.

Gli assi radicali di tre cerchi considerati due
due, e € cui centri A, B, C non sono in linea retta, con-
corrono nello stesso punto. (fig. 140.)

Siano OD I’ asse radicale dei due cerchi A, B e OE,
quello dei due cerchi B, C; queste due rette, che sono
rispettivamente perpendicolari alle linee AB, BC, s’in-
contrano in un punto O di egual potenza pe’ tre cerchi;
dunque questo punto ¢ situato sull’ asse radicale dei
due cerchi A ¢ C. |

Scor10. — 1t punto &’ intersezione degli assi radicali
di tre cerchi ha ricevulo il nome di eentro radicale (').

CororLLARIO. — Il centro radicale serve a costruire
I’ asse radicale di due cerchi A ¢ B, esterni o interni
I’ uno all’ altro.

Infatti, descrivete (fig. 141) una circonferenza che
incontri le due circonfirenze A e B: conducele le corde
d’ intersezione DE, FG che si tagliano nel centro radi-
cale M dei tre cerchi, e conducete MC perpendicolare
ad AB. La retta MC e P asse radicale dei due cerchi
A e B.

Fa d’uopo osservare che il punto C & eslerno aj
due cerchi, e che € situato tra i due centri A e B
quando i cerchi sono esterni I’ uno all’ altro; mentreche
esso e sul prolungamento di AL, e dal lato del centro
B del cerchio minore, quando le due circonferenze sono
interne I’ una all’ altra.

(! Steiner chiama I’asse ¢ il centro radicale asse e centro d'egral po-
tenza. (T.)
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Se tre punti a, b, & sono situali sulla medesima
linea retta (fig. 143.), chiamerd poiensa del punto a ri-
spetto agli altri due, il prodotto =#=ab . ab’ delle distanze
di a ai due punti conjugati b e b'. Queste distanze sono
affette dal segno -+ o dal segno — secondoché sono cou-
tate in un senso o nell’altro a cominciare dal punto c.

TEOREMA IV.

Se quattro punti a, a’, b, b’ conjugati due a duc
somo siluali sulla medesima refla, vi ha su questa
linea un punto o di eguul polemza per i due sistemi
di punli conjugati. (fig. 144.)

Descrivete una circonferenza qualunque per i punti
coniugati a, «&'; ed un’altra per i punti coniugati 0, &'
{l punto o, intersezione della retta ab con 1’ asse radi-
cale dei due cerchi, e d’ egual potenza rispetto a questi
cerchi; dunque si ha

=+ oa .00 === 0l . ol

II punto o ¢ situato dalla stessa parte dei quaitro
punti a, o', b, &' quando una delle rette aa’, 60’ é in-
terna all’ altra. Per qualunque altra posizione di queste
linee, il punto o & situato tra o’ e 0.

Scovr10. — L’ asse radicale dei due cerchi non in-
contra la retta ab (fig. 145.) quando i mezzi delle due
rette ad’, bb’ coincidono; giacche allora la linea ab &
perpendicolare alla retta che passa per i centri dei cer-
chi e parallela all’ asse radicale.

TEOREMA V.

Se il punio o € di egual polenza rispetlo ai due
sistemi di punti conjugali a, a' e b, b, il rapporio
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delle sue distanze a due punti conjugali a, 2’ é uguale
al rapporto delle potenze di a e a' relativamente ai
punti b, b (fig. 144.)

Si ha per ipotesi:

0a. o0 = ob.ob,

da cui
oa __ob __ca=t=ol _ ab

—_———

ob~ od  ob=+=od  bd

Similmente si dimostrerebbe che

oo’ a'b

ob ab

!
.

Dividendo queste due eguaglianze membro a mem-
bro si trova:

oa __ ab.al
ou' ab.adty

Ma 1 prodotti== ab.al, #=ca'b.a'd" sono le po-
tenze di a ed &’ rispetto ai punti &, &, dunque le di-
stanze del punto o ai punti conjugati @, a' sono tra
loro come queste potenze.

ScoL1o. — La proporzione precedente da il modo
di calcolare le distanze del punto o ai punti a, a’, b, &'
quando sono conosciule le distanze rispettive dei punti
a, a, b, 0.

Si chiama rapporto anarmonico di quatiro punti
a, b, ¢, d, (fig. 146) situati sulla medesima retta, il
quoziente dei rapporti delle distanze di due di questi
punti agli altri due. Con questi quattro punti si pos-
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sono formare i tre rapporti anarmonici:

ac . bc ad ,cd ab. db

ad " bd’ ab " ed’ ac’ de
e i tre inversi.
Nel primo rapporto i punti a ¢ b sono detti conju-
gati, ¢ e d sono anche conjugali, Nel secondo al con-
trario a ¢ il conjugato di ¢, e b quello di d.

TEOREMA VI.

Se ¢ dato uno dei rapporti anarmonici di quatiro
puntt a, b, ¢, d, gli aliri due sono determinati.

(fig. 146 )
Dall’ identita

ac.bd = (ab -+ bc) (bc + cd)
si deduce

ac.bd = (ab-%-bc;}—cd) be -+ ab . cd,
ovvero
ac.bd = ad .bc -+ ab ,cd

Dividiamo quest’ eguaglianza successivamente per
ad.be, ab.cd, ac . bd, avremo

ac.bd _ ab.cd
ad . bc 1_*—a.d.bc
ac.bd_ad.bc+1
ab.cd ab.cd

g — ad . be " ab. cd

ac.bd  ac.bd’

Dando il segno + alle lunghezze contate nel sensoad,
¢ il segno — alle lunghezze contate in senso contrario, e
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indicando con z, y e 5 i tre rapporti anarmonici dei
quattro punti a, b, ¢, d, avremo

ac ,be__ ac.bd

PN

==l Al e

g — 3 ced__  ad.be
ST @b eb - ab.ed

_ab.db__ab.cd
" ac " de  ac.bd

Lo
Fe)

Quindi le tre relazioni trovate innanzi diventeranno

1".::1—.’13
4
T=1—y
1:—_“1———.-:
X

che dimostrano il teorema.
Si ha anche

y—1 1

P e

_;._._u-—-——-—--.},_:ﬁ.._._,__

Y i—y

che danno due rapporti in funzione del terzo.
CororLvraRIO I. — Se uno dei rapporti anarmonici,
¥ per esempio, si suppone egaale a — 1, gli altri due
.1 ; ;
sono eguali a 7 e a 2 ¢ i qualtro punti a, &, ¢, d for-

miano un sistema armonico, giacché si ha:
ad . ab::cd  ch.

CoroLrARIO 11, — Se due sistemi di quatiro punti
a,b,e,ded, ¥V, ¢, d hanno un rapporto anarmonico
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eguale e che si considerino come corrispondenti i punti
che entrano nel modo stesso in questi rapporti, gli altri
rapporti anarmonici sono anche due a due egaali (*).

TEOREMA WVII,

Se due rette ad, a'd’" sono incontrate da quattro
retfe oa, ob, oc, od cke parfono dallo stesso punto o,

il rapporto anarmonico ab . cb
P TTad T oed

c, d della retita ad é uguale al rapporto anarmonico

- r r r r

1—,3 : 9,-3, dei quattro punti a’, b, ¢’, @' della retta o'd’.

A ¢

(fig. 147.)

(') Se due sistemi di quattro puntia,b,c,d e a,b,c,d presi sopra
due rette in modo che si corrispendano uno a uno, hanno i Joro rapporti
anarmonici uguali, e s¢ s1 pongono le due rette in modo che due punti omo-
Inghi a ad 4 coincidano insieme, le tre rette f:b’, cc’, dd’ che uniscono Tispet-
tivamente gli altri tre punti 4, ¢, d del primo sistema ai loro omologhi &', ¢, &'
concorrono in uno stesso puato. ( fig. 164.)

Sia O il punto di concorso di b0 e ¢c’, e d” il punto nel quale la
retta Od incontra la reltta b’ I quattro punti a, b, ¢, d”’ hanno il loro rap-
porto anarmontico eguale a quello dei quattro punti a, b, ¢, d, e quindi, per
I"ipotesi fatta, a quello dei quattro punti a v,c,d. Dunque i punti ded’
coinctdono.

Tenendo fermi i dati del Corollario 11, e facile vedere che la corrispon-
denza dei punti dei due sistemi si puo stabilire in quattro modi diversi, conser-
vando I’eguaglianza dei rapporti anarmonici.

I} primo ¢ dite dall’ ipotesi che 1 due sistemi abbiano un rapporto anar-
monico eguale, ed &

dei quatiro punti a, b,

gh altri song vna semplice trasformazione di questo primos
ac_bc _ bd ad
ad  bd b’ dc
ac be __ca da
ad bd b db
£=E=d_b_zii.('r.)
ad bd d'a’ c'a’
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Conduciamo pel punto a la retla ad” parallela ad
a'd’; la trasversale of' del triangolo acc” dd I egua-
clianza:

ch . oc.bc" = be.oc . ab’.

Sostituendo a ¥'¢” e al"le quantitd proporzionali 4'¢’
e @b, questa eguaglianza diventa:

el oc Ve = be.ocd . dd.

Lo stesso triangolo aec” e la trasversale od’ danno
anche:
ad.oc.d¢ = dec.oc".dd .
dividendo le due eguazlianze precedenti membro a mem-
bro, trovo:
ab. bc __ be.al
ad.d'c de . ad’

da cui dedue

alb ,cb __ dY Y
ad " ¢d ad'd Cdd’

ScoLio. — Le quattro rette oa, 0b, oc, od formano
un fascio anarmonico; esse sono due a duc conjugate.
Chiameremo rapportio anarmonico di quatlro retle i
rapporti anai:monici costanti che danno i punli d’in-
tersezione delle quatltro rette del fascio e d’ una tras-
versale qualunque. Se uno di questi rapporti € uguaic
a —1, le quattro rette oa, 0b, oc, od formano un fa-
scio armounico. ()

() Giovandosi dell” osservazione che il Teorema VI coi suoi corollari ha

luogo anche pei fasci di quattro rette, si dimostra facilmente la seguente pro-

posizione:
Se due fasci di quattro rette Oa, Ob, Oc, Od ¢ Q'a, 0'b, O¢c, O'd
che si corrispondono uwa a una rispettivamente, banno i loro rapporti anar-
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Quando un punto o ¢ di egual potenza rispelto a
tre sistemi di punti conjugati, situati sulla stessa retla,
si dice che 1 sei punli di questi tre sistemi sono in in-
roluzione ¢ 1l punto o € chiamalo cenfro d involu-
sione.

L’ involuzione € dovata al geomectra {rancese De-
sargues. 11 signor Chasles, per via della considerazione
del centro d involuzione, ha reso scmplice e facile
questa teoria, allravolta si confusa ed oscura.

Quando sei punti a, &, b, V', ¢, ¢’ sono in involu-
zione, il centro puo avere tre posizioni,

1°. Si trova da una siessa parte dei sei punti se il
seemento c¢’ € interno a 0" e quest’ ultimo interno
ad ad'. (fig. 148.)

20, Separa uno dei sistemi di punti conjugali dai
due altri sistemi, se i segmenti ea’, ¢¢” sono uno in
terno I’ altro csterno a 00 (fig. 7149.)

3e. Separa tre punti a, b, ¢ dai loro conjugati o,
Y, ¢, sc il primo ¢ il conju-ato del quarto, il secondo
del quinto e il terzo del sesto. (fig. 150.)

Nel primo case, se o¢'= oc, i due punti ¢, ¢’ si
confondono in un solo ¢, e i cinque punti a, a, 6, b,
¢, sono in involuzione; ma s dice che ¢ € un punto
doppio, ¢ ¢i ha: oa. 0d = 0b. ol = oc’. {fig. 151.)

Supponendo ncl secondo caso, oc == oc’ Ovvero

monici eguall, ¢ se si pongono in modo che due rette corrispondenti Oa, 0«
coincidano in direzione, le tre altre rette O, Oc, Od del primo fascio in-
contrano rispettivamente le tre rette corrispondenti 0'b, O'c, O'd del secondo
fascio, in tre punti 4, ¢, ¢ situali in linea retta. (fig. 163.)

Infatti, supponiamo che la retta bc incontn 00 in a e Od, O«
in d, 4. Foicht i due fasci hanno i lore rapporti anarmonici eguali, i quat-
tro punti a, b, ¢, d hanno il loro rapporto anarmonico egnale a quello de:
quattro punti a, &, ¢, d”. Dunque i punti d' e d” coincidono e per conse-
guenza le reite Od, O'd si tagliano sulla retta be.

Si proverelbe , come nella nota precedente, chela corrispondenza fra le
relle di due fasci di quattro rette si pud stabilire in quatiro mod: diversi, con.
servando I eguaglianza dei rapporti anannonict. (T')
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ot' = oa, si ottengono (fig. 152.) due sistemi di cinque
punti in involuzione, tra i quali ¢, e @, sono i punti
doppi.

Se si prende simultaneamente o¢’' = oe, 0a' = oa,
il sistema dei sei punti si riduce a quattro, a,, b,
b, ey, che si riguarda come se fosse in involuzione, e
questo gruppo (fig. 153.) ha due punti doppi a,, e, egual-
mente lontani dal centro d’ involuzione.

Un punto doppio ay, il suo simmetrico ¢, rispettoe
al centro d’ involuzione, e due punti conjugati b, &' for-
mano un sistema armonico ; giacché ¢i ha:

0, = o0b.ob'.

TEGREMA VIITI.

Il rapporto anarmonico di quatiro punti qualun-
que di un sistema di sei punti in involuzione é uguale
al rapporto anarmonico dei loro conjugati. (fig. 148.)

Sia o il centro d’involuzione dei sei punti a, o,
b, ¥, ¢, ¢. Consideriamo in prima i quattro punti a, o/,
6, &' che formano due sistemi conjuzati. E evidente che

ab .ab __ab ab __al, al

ab' e el db T dbC ab’

ab . a'b
ab’ * a'd
rxr [ 4

b, b' & uguale al rapporto anarmonico a_’b" ; g% dei loro
a _

dunque il rapporto anarmonico dei punti a, o/,

conjugati o', a, &', b.

Se i quattro punti dati sono q, o', b, ¢, che apparten-
gono ai tre gruppi di punti conjugati, si ha, poiché il
punto o & di egual potenza rispetto ai due sistemi di punti
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conjugati a, @’ e b, b':

oa __ ab.alb
oa’ ab.adb '

I punti a, a’ e ¢, ¢’ formando due sistemi di punti
conjugali, si ha anche:

oa _ ac.ac
oa' d'c.dc’
dunque
ab.al’  ac.ac
a'b .ot ac.dc’
e

ab . a'b a't’ _ ab

t

ac’ T a'c ac ° ac

r

. qe . _ab ,db , . )
Quindi il rapporto anarmonico — : yoy dei punti
a

ac
ry’ !

. ab , ab

a, a’, b, ¢’ & uguale al rapporto anarmonico T —
ac

dei loro conjugali o', a, ¥, c.
TROREMA IX.

Sei punti a, a', b, b, ¢, ¢/, situati sulla stessa retia
¢ conjugati due a due sono in tnvoluzione, quando
quatiro qualungque di questi punti e i loro conjugati
hanno un rapporto anarmonico eguale. (fig. 154.)

Consideriamo i quattro punti a, a’, b, ¢ e i loro
conjugati a’, a, b, ¢’ e supponiamo che si abbia:

ab . ab_ ¥l ab

ac " ac  ad ° ac

Sieno o il punto di egual potenza dei due sistemi
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di punti conjugati a, &', b, V' e ¢, il conjugato di ¢;
dico che ¢, coincide con ¢'.

Infalti, i sei punti a, o', b, V', ¢, ¢, essendo in in-
voluzione, si ha:

ab ,a'b __ a'l' | al
ac " dec  de, " oacy

Paragenando quest’ eguaglianza alla precedente, si
frova:

ae,  a'c
ac’~ a'c’’
da cui
ac'—ac; _ a'e’— a'e,
Cac T dd
cioe:
c'e, _ Cley
ac’ T de’

Ma quest’ eguaglianza ¢ possibile allora soltanto
quando la linea c'c; € nulla; dunque i punti a, o, b, ¥,
¢, ¢ sono in involuzione (').

(1) Come conseguenza dei Teorenm VHI e IX si ha che fra sei punti in
involuzione hanno luego sctle equazioni, e reciprocamente che ciascuna di
queste equaziont esprime I’involuzione e da le altre sei. Queste equazioui sono

[ r # ¥ , ] LI L4 r
ab . ab ab.ab bec.le be.be ca.ca ca.ca

e,

P
——

F] L4 + 5 2 ”r: r I B | § m—— »
ac . ac ac.ac¢  ba.la ba.ba b, ch b’
» # ’ r ’
ab .bc .ca=-—ab.lc.ca,
r [ [ ]
ab .be.ca = —db .l .ca,
L L ’
ab .bc .ca =-—alb .bc.ca,
] r e L ey} ]
ab.bc.ca = —ab .bc .ca.

Le prime tre si deducono come nel teorema VIII; le altre nel tegucnie
modo :

8i bauno le relazioni:

¥ f L4
o1 ab ob e oc ca

— — i ir— e i —— — Miiirn  aapy—t
s L

— L]
oc ch  oa ac
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TEOREMA X.

Se si unisce un punto qualunque a sei punti in
involuzione, si forma un juscio di sei reile in involu-
sione, cioe un fuscio lale che una sccante condotta in
una dirczione qualunque a traverso di esso | etagliatla
i sei punli in involuszione. (fig. 155.)

Sieno a, a), b, V', ¢, ¢ sei punti in involuzione ; I
unisco ad un punto o, esterno alla retta aa’, e conduco
la secante aa’. I punti «, £, v, ¥ ¢ i loro corrispon-
denti a, b, ¢, ¢’ hanno i rapporti anarmonici eguali
due a due; vale lo stesso pe’ punti «, B, v, veiloro
corrispondenti a', ¥, ¢, ¢. Ma i sei punti a, a', b, ¥,
¢, ¢ essendo in involuzione, i rapporti anarmonici dei
punti a, b, ¢, ¢’ e deci loro conjngati a', b, ¢, ¢ sono
eguali: dunque quelli dei punti «, B, v, v ¢ dei loro

moltiplicandole membro a memlbro ed avendo tiguardo alla direzione dei seg-
ment1, si oftience la prima delle ultime qualtro e cost delle altre.

Se duc punti ¢ e ¢ coincidono in un solo ¢ , le sette equazioni prece-
denti si riducono a quattro:

r ’
ali . ab a r:l9 ba . ba ()cl

’ L f a2 4 L r
ab.ab aect ba . la beg?
L] ] r [
ab .f:c[ . €)1 :—-—-a[’;.bc[ . 614,
r r [ r
ab.bc;.(‘za =—al .bhcy.cja.

Crascuna di quest’equazioni essendo di secondo grado, determina due punti ¢}
che godono della proprieth di formare coi duce sistemi unainvoluzione nella quale
L conjugato di questo punto coincide con questo punto stesso, Indicando con c,

acy? ac,® acy acy
questo sccondo punto, avremo = = ~——, & s = ~— —— , ove nel se-
ac,s acqs acyr acy
condo membro abbiamo posto il segno — perche col segno <~ i due punti cy ec,
vowmciderebbero necessariamente. Similmente si troverebbe -E-,-—- = — E'—- :
Ct Co

Dunque § due punti di cui ciascuno coincide col suo conjugato , dividono
. . . ’ ’
armonicamente i due segmenti aa , bb .
La reciproca di questa proposizione ¢ ugualmente vera ¢ si dimostra
agevolmente giovandosi della Nota a pag. &6. (T))
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conjugati &', @', ¥', v sono anche eguali, in guisa che
1 sei punti e, &', B, B, ¥, ¥ sono in involuzione.

Scovr1o. — 1l fascio puo avere cinque sole rette ed
anche quattro, poiché cinque punti ed anche quattro
possono essere in involuzione. In tulti i casi le retie
che passano per due punti conjugati sono dette conju-
gate.

CAPITGLO V.

Similitudine.

Due poligoni sono simili quando hanno gli angoli
rispettivamente eguali, 1 lati, adiacenli agli angoli
eguali, proporzionali, ¢ quesle parti, lali e angoli, dis-
posti nello stesso ordine.

I vertici di due angoli uguali si dicono omologhi.

Due lati, due diagonali sono omologhe quando Ie
loro estremita sono vertlici omologhi.

Due poligoni regolari clie hanno lo slesso numero
di lati sono simili,

Si chiama centro di un poligono un punto che divide
in due parti uguali qualungue retta condotta da questo
puanto sino all’ incontro del perimetro del poligono. — 1l
punto d’ intersezione delle diagonali di un parallelo-
grammo € un centro.

TEORENIA 1.

Due poligoni sono simili se, eccettuali tre angoli
consecutivi, hanno gli angoli rispellivamenie uguali e
i lati proporzionali. (fig. 150.)
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Siano i due pentagoni ABCDE, A'B'C'D'E nej qoali
suppongo

AB__BC_ CD__DE_ AF

AT ECT o T pE T A

¢ I'angolo B = B, I"angolo C = C'; dico che I’ ap-
golo A== A", 'angolo D= D, I’ angolo E — E', cioé che
i poligoni sono simili, ‘

Le diagonali condotte dai vertici A, A’ decompon-
gono i poligoni in triancoli, due a due equiangoli, In-
fatti, 1o I triangoli ABC, ADC hanno, per ipotesi, gli
angoli B e B" uguali ¢ compresi tra lut proporzionali ;
dunque sono equiangoli e

AC_ RC

HCTT BT (o

2°. Poiché gli angoli BCD ¢ B'C'D’ sono uguali come
pure gli angoli BCA, BC'A', saranno uguali anche gli
angoli. ACD, A'C'D’; per consezuenza i triangoli ACD,
ACD" chie hanno un angolo eguale compreso tra lati
g.;ruporzidmli, SO0 egutangoli e danno:

AD __ CD _ DE __AE

A D T UE AR

Dunque, finalmente, i triangoli ADE, A'IYE' hanno
i lati proporzionali e glt angoii rispettivamente uguali;
talché I angolo AED — AED I’ anzolo EDC — EDC,
arigolo BAE = B'A'E’; e per conseguenza i due poligoni
$OLO simili,

COROLLARIO I. — Due triangoli che hanno i loro
eati proporzionali sono simili,
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COROLLARIO 11, — Due poligoni simili sono decom-
ponibili in uno stesso numero di triangoli simili e dis-
posti nel medesimo ordine.

Infatti, le diagonali condotte da due vertici omo-
loghi A, A’, divideno i poligoni in triangoli simili,

Reciprocamente, due poligoni sono similli se sono
composti d’ un egial numero di triangoli simili e simil-
mente disposti.

Giacch? i loro anzoli sono rispeltivamente eguall ¢

i loro lati omologhi proporzionali.
TEOREXMA II.

Due poligoni sono simili, se, cccelluato un lato ¢
due angoli adiacenti, © loro lati sono proporsionali ¢
i loro angoli rispeltivamente eguali.

Dimostrazione analoga alla precedente.

COROLLARIO. — Due triangoli che hanno un angole
uguale compreso tra luti prupurzionali, sono simill.

TCCRIEMEA XK.

Due poligoni sono sim.li se, <ccclluati due lati ¢
I" angolo compreso, ¢ loro lali somo proporsionali ¢ i
loro angoli rispettivamente uguali,

Dimostrazione analoga alla precedente.

COROLLARIO. — Due triangoli equiangoli sono si-
mili.

ScoLio. — La similitudine di duc poligoni che
hanno # lali risulta da 22 — & condizioni distinle,
mentre 1a loro eguagliauza nue richicde 2n — &,
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TEOREWA IV.

Se si unisce un punio qualungue o ai vertici di
un poligono abede, e se si prendono sulle retie oa
ob, oc,...., 0 sui loro prolungamenti, punti a', b
¢y..ou., tali che

oa" __ ob'  oc

L —P-——-TO
T e, ——— —— e B g e e— »

va ob ogc

il poligono a'b'c'd'e’ ¢ simile ad abede. (fig. 157))

Infatti, i due triangoli oab, oa'¥’, che hanno un an-
golo eguale compreso tra lati proporzionali, sono equian-
goli; dunque il lato a'd’ ¢ parallelo ad ab e

a't  od
—— T ——=r,
ab oa

Similmente =i dimostrerebbe che Ve ¢ paralicla
a be, c'd acd, ec., e che

b'e" cd

—_— 7 —a= i, 0.
be " ed ’ ‘

dunque i poligoni abede, a't'c’d’e’ hanno i lati propor-
vionali; di piailoro angoli sono rispettivamente egua-
li, perché formati da lati paralleli e diretti nello stesso
$enso 0 in senso contrario; dunque questi policoni sono
stnili,

SCoL10. — 1 poligoni sono simili e similmente
disposti se i punti a', b, ¢'.... si trovano sulle rette
va, ob, oc....; sono simili e fnversamente disposti se i
ponti @', U, ¢/, .. .. si trovano sui prolungzamenti di oa,

), 0C
ob, oc, "
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CHasLEs ha dalo a questa simiglianza di forma e
di posizione il nome &’ omolelia direlia nel primo caso,
e tnversa nel secondo. 11 punto o ¢ il centro di similitu-
dine, e le rette oa, od',..... sono i raggi vettori dei
punti a, a',.....

CoroLLARIO I. — Due poligoni omotetici hanno i
lati paralleli e proporzionali. Il rapporto di similitudine
¢ uguale a quello di due lati omoeloghi.

Cororvrario II.—Ipuntia, b,c,...;d, ¥V, c,...
formano due sistemi omofetici nei quali a e a' sono
punti omologhs.

La retta che unisce due punti a e b é parallela a
quella che unisce i loro omologhi a' e ¥, e il rapporto
di ab ad a'd’ & uguale al rapporto di similitudine.

TEORERMA Y.

Due poligoni abed, a'b'c'd’ somo omotelici, se (e
retle che uniscono i vertici del primo a un punto p
sono parallele e proporzionali a quelle che uniscono i
vertici del sccondo a un allro punio p'. (fig. 158-159 )

Prendiamo sulla retla pp’ o sul suo prolunzamento,
secondo che i lati ap, a’p’ sono diretti in senso con-
trario o nello stesso scnso, un punto o tale che -0-??-':: op
op ap
¢ uniamolo ai punti a, a’. T triangoli apo, a'p'o avendo
un angolo ezuale compreso tra lali proporzionali, sono
2quiangoli; dunque I’angolo cop & uguale a a'op’ ¢ le
rette ao, a'o coincidono.

Parimente si proverebbe la coincidenza delle lince
ob, ob', ec. Dunque i due poligoni sono omotetici ed il

punto o ¢ il centro di similitudine. L' omotetia & direlta
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se le rette ap, a'p’ sono diretle ncllo stesso seuso: ¢
inversa nel caso conlrario.

Scorio. — 1 due punti p, p'si chiamano poli con-
Jugati dei poligoni omotetici. Due poli conjugati sono
in linea retta col centro d’ omotetia.

TEOREIA VI

Se due poligoni a ceniro sono omolelici diretti,
seranno allresi omoletict inversi, e reciprocamente.
‘fig. 160.)

Infatti, supponiamo i due parallelogrammi abde,
a'b'd'e’ omotetici diretti; ¢ ¢ ¢ essendo i loro centri,
b e b due vertici omologhi, prendiamo sul prolunga-
mento di ¢b un punto ¢, tale che ce =¢b; il punlo ¢
cb

O

sara un vertice del parallelogrammo abde. Ma

vero $8 = r; dunque i raggi omologhi ce, ¢'b' sono

c't’ N
diretti in senso contrario, e i poligoni sono omotetici in-
versi.

Laonde essi hanno due centri di similitudine:
fe un centro esferno o siluato sul prolungamento della
retta ec’, quando i due poligoni sono omotetici diretti;
2° un centro infcrno o' posto sulla retta ec’y quando i
due poligoni sono omolelicl inversi.

COROLLARIO.—1 punti ¢ ed ¢ dividono armonica-
mente la distanza ce’ dei centri dei due parallelogrammi;
aiacche si ha

oc o'e
oc’ o'C
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TEOREMA VII.

Due poligoni omofctici ad un terzo sono omotetics
Ira loro. (fig. 161-162.)

Sia o il centro di similitudine dei due poligoni
omotetici abed, abt'c'd’, e o' quello dei due poligoni
ormotetici abed, a'b'¢'d’. Le rette a't', "t parallele ad
una stessa linea ab, sono parallele tra loro; lo stesso

0

vale per a’d’, a'c’, per a'd’, a'd", ec. Si ha anche:

a'lt’ a'c
e T Pk e
ab ac
a'p a’e" , *
e peeins SN = r
ab ac
duncque
b L a‘c’ . __- '
{l; br —— a’ C! S — - L » bty ?‘

Le rette che uniscono il punto a’ ai vertici b, ¢, 4
cssendo parallele e proporzionali a quelle che uni-
scono a’ ai vertici b, ¢", d’, 1 poligoni a'b'c'd’, a"b'e"d’
sono omotetici diretti o inversi, secondo che I’ omotetia
¢ dello stesso nome o di nome contrario nei due sistemsi
omotetici dati.

COROLLARIO. — Se si suppone r =17, si ha a"b" —
alV, a'c" = a'¢, ec., e i poligoni a"b'¢'d’, ab'c'd sono
eguali. Dunque si possono formare tutti j poligoni omo-
tetict al poligono abed mediante il solo cenlro o di si-
militudine facendo variare r da o a .

ScoL1o. — Dati tre poligoni omotetici, tra i tre
~istemi omotetici che essi formano, ve ne ha solo up
uumero dispari la cui omotetia sia direlta.
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TECRERMA YIEN.

I centri di similitudine di tre poligoni due a duc
omolelici sono in linea retta. (fig. 163.)

Sieno P, P, P' i poligoni dati, O il centro di simi-
litudine di P e P/, O' quello di P e P, e 0" quells di P
¢ P". Prendiamo sulla retta 22" il punto 0™, polo con -
jugato di O, per i due poligoni P, P". I punti O', Q"
sono anche due poli conjugali dei poligoni omote-
tici P, P'; dunque il loro centro di similitudine 0" ¢
situato sulla retta 0" 0" e i tre centri 0, 0%, 0" sono
sulla slessa retta.

CoroLvrAR1O. — Se tre poligoni a centro sono omo-
tetici, essi hanno tre centri di similitudine esterni e ire
centri di similitudine interni,

Considerando i tre sistemi come omotetici dello
stesso nome, i loro centri d’omotetia sono esterni; dun-
que 1 tre cenfri di similitudine esterni sono in linea
retta, Se i tre sistemi omoletici si suppongono di nome
contrario, essi hanno due centri di similitudine inierni
¢ un centro esterno. Dunque due centri interni e un
centro eslerno, corrispondente al terzo centro interno,
sono in linea retia.

SCOL10. — La retta sulla quale sono i tre centri di
similitudine esterni ha ricevuto il nome @’ asse @’ omo-
tetia diretta. Ciascuna delle tre rette che passano per
due cenlri interni e un centro eslerno & chiamato asse
di similitudine inversa.

TEOREMA IX.

i°. La linca omutetica d' una circonferenza é un’o!-
fra circonferensa,
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Qo Due circonferenze sono omoteliche dirette e in-
verse. (fig. 166.)

Siano o il centro di similitudine, ¢ il centro de!
cerchio dato ca, ¢’ il suo omologo, r il rapporto di si-
militudine. Uniamo ¢’ all’omologo &’ di un punto qualun-
que a della circonferenza ca, avremo

c'a’

—_——

ca ’

dunque la retta c¢’a’ ha una lunghezza costante, e il
tuogo del punto a’ € una circonferenza di cerchio che
ha per centro il punto ¢’ e per raggio la retta c'a'.
Poiche 1 ragei omologhi ca, c¢'a’ sono diretti nello
<tesso senso, I’ omotetia ¢ diretta. 11 raggio ¢’d’, prolun-
csamento di ¢'a’, & parallelo a ca e si ha:
cd __ ca'

= =

ca ca

dunque le due circonferenze sono anche omotetiche in-
verse,

CoroLLARIO I.—Due archi omotetici ab, a'b’, cioé
quelli le cui estremita sono punti omologhi, corrispon-
dono ad angoli al centro ugzuali ach, a'c'b’; giacché
qquesti angoli hanno i loro lati paralleli, diretti nello
stesso senso 0 in senso contrario.

Cororrario II. — Le tongenti ai punti omologhi
di due circonfercnze omotetiche sono parallele. — Le
tapgenti comuni a due circonferenze passano per I’ uno
o I'altro dei centri di similitudine.

CorovLrarto I —T1 centri di similitudine o, o di-
vidono armonicamente la distanza cc¢’ dei centri dei due
cerchi,

Scorio. — 1 centri di similitudine di tre cerchi,




LIBRO TERZO. 119

considerati due a due, sono tre a tre in linea retta. La
retta che passa per i centri esterni & 1’ asse di similitu-
dine esterno; le tre altre rette, sopra a ciascuna delle
quali si trovano due centri interni e il centro esterno
corrispondente al terzo centro interno, sono gli assi di
similitudine interni. (')

TEGREMA X.

Se si conducono,due secanti qualunque oa, od per
uno dei cenlri di similitudine di due cerchi ¢, ¢', tra
gli otto punti d’ intersezione qualiro qualunque a, d,
b, e non conjugati sono situati sulla medesima circon-
ferenza (fig. 167.)

Infatti si ha per ipotesi:

oaoa' od:’ od.

I quattro punti a', ¥, ¢, d’ appartenendo alla stessa
circonferenza, si ha anche:

F e o

o¢' ;oa' ;. ob od;

(1) I centri di similitudine di due cerchi formane una involuzione con
le due coppie di punti delle due circonferenze sutuati sulla linea dei centri.
Iofatti, s1 ha:

oM oN
Ty o
om *on 2

quindi
oM . oN

om . on

=

Similmente
oM. o' N
= 2,

o'm N O'R
L Pt! COH!CSUEDI& 3
oM .oN oM.o'N

¥ L
om . on om .on

a

(T.)
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dunque
oa *od: :oe ol

e i punti a, d, V', ¢ sono sulla stessa circonferenza.

Vale lo stesso pei quattro punti b, e, a/, d'; pei
punti a, ¢, d, V', e infine per d, b, o/, €.

ConroLLARIO. — Se si {a girare la secante od al-
forno al centro o sino a che essa coincida con oa, cia-
scuna delle circonferenze adb'e’, a’d'be diviene tangente
alle due circonferenze date, e la retta che uvnisce i due
punti di contatto passa pel centro di similitudine esterno
o interno, secondo che i due contatti sono dello stesso
genere 0 di genere differente,

ety G g .

CAPITOLO VL.

Problein} sulle Linee propourzicnall.

PrROBLEMA ). — Costruire una quarta proporziv.
nale alle tre relte A, B, C (fig. 168.)

Sopra il lato DE d’un angolo qualunque EDG pren
dete DE = A, DF — B, e sopra I’ altro lalo la linexn
DG — C. Unite il puato E al punto G, e conducete T}
parallela ad EG. La retta DI ¢ la quarta proporzionale
richiesta: giacché si ha

DE ; DF ; . DG ; DI

CoroLLARIO. — Se le due linee B, C sono egucli,
Ja linea DII prende il nome di terza proporzionale alle
due rette A, B.
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ProsLEMA 1l — Costruire una media proporsio-
nale tra due retle A, B. (fig. 169.)

Sopra una retta indefinita prendete CD = A ¢
DE = B. Descrivele una semicirconferenza sopra CE come
diametro ¢ conducete pel punto D la retla DF perpen-
dicolare a CE. La media proporzionale richiesta & uguale
a DF.

ScoL1o. — La media proporzionale tra due linec
disuguali CD, DE ¢ minore della loro media aritmetica.

ProsLEMA . — Dividere una retla A in part:
proporsionali a linee date B, C, D o in un cerio numero
di parti eguali. (fig. 170.)

1°. Prendete sul lato EO di un angolo qualunque
OER la retta EF = A e sull’altro lato la retlta EK = B,
KH = C, HG = D. Unite il punto I al punto G e con-
ducete le retie IIL, KM parallele a GF. 1 punti M, L di-
vidono ET in segmenti proporzionali a B, C, D.

2¢, Per dividere la retta A in un certo numero di
parti eguali, tre per esempio, fate una costruzione ana-
loga alla precedente, prendendo perd per B, C, D tre
linee cguali ad una stessa retta di grandezza qualungue.

ProsLEMA IV, — Dividere la reita AB in media
ed estrema ragione, cioé in due parti tali che la mag-
giore sia media proporzionale tra !’ altra parte e la
linca intera. (fig. 171.)

Per I’ estremitd B della retta data AB, conducelc
a questa linca la perpendicolare BO eguale alla meta
di AB; descrivete una circonferenza dal punto O come
centro col raggio OB ; conducete la secante AQ, e pren-
dete sopra AB una lunghezza AC eguale ad AD; il punto C
divide AB in media ed estrema ragione.

Infalti, AB essendo tangente al cerchio, si ha:

AL AB: Al ! AD;
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da cuj si deduce
ABJAE—AB: ; AD ! AB —AD;

ma il diamelro DE & uguale ad AB, dunque

AB TAC: ! AC: BC.

COROLLARIO. — Se¢ indichiamo con a la retta AB.
il triangolo rettangolo ABO da:
3

P ]

2 {1 1t}
AP = a4~ = — .
4 b’

md AC== A0 — BO, dunque

a5 a__a(y5—1)
e T T

Per I’ altro segmento della retta AB si ha:

pe= 23 —V3)

F)

ScoL1o. — La secante AE ¢ divisa dal punto D in
media ed estrema ragione.

ProsLEMA V. — Dividere una rella armonica-
mente , nel rapporto di due retle dale. (fig. 172.)

Per dividere la retfa AB armonicamente e nel rap-
porto delle relte m, n, conducete nel punto A una retta
qualunque AC eguale ad m, e pel punto B una parallela
ad AC, sulla quale prenderete ciascuna delle rette BD,
BE eguale ad #. Unite il punto C ai punti D, E; le relte
CD, CE incontrano AD nei punti F, G che la dividono
armonicamente.

Infatti, le quatiro rette CA, CG, CB, CF, formano
un fascio armonico, poiché CA ¢ parallela a DE che le
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altre tre retle dividono in due parti eguali; e si ha
GA:GB: m @ n

Provresa VI — Conoscendo tre rette di un fascio
armonico, coslruire la quarta. (fig. 173.)

Sieno le tre rette date 0A, OB, OC; conducete pel
punto € aella retta OC una parallela CE ad AO; pren-
dete sul prolungamento di CE la linea CF eguale a CE
¢ conducete la retta OF che sard la quarta del fascio,
poich¢ OA € parallela ad EF che le tre altre rette OB,
0C, OD dividono in due parti eguali.

CororrLAR10., — Questa costruzione fa conoscere jl
punto D conjugalo armonico di B rispetto a una retta
data AC. (%)

ProsLeMA VI — Costruire il polo di una reila ¢
la polare di un punio rispetto a un cerchio. (fig. 176)

fo. Per determinare il polo ¥ della retta €D rispetto
al cerchio AG, conduccte il diametro AD perpendicolare
a Cb, ¢ cercate il conjugato armonico di E rispetto alla
retta AD.

2°. Per costruire la polare del punto F, delermi-
tate il punto conjugato armonico di T rispetto al dia-

(") I due problemi:

10 Conoscendo tre punti di una proporzione armonica, costruire il
yuarto.

20 Conoscendo tre rette di un fascio armonico, costruire Ja quarta,
si posson risolvere elegantemente giovandosi di una proprieta del quadrilatero
completo dimostrata a pag. 21.

1¢ Siano A, B, Ci tre punti dati; si cerea il quarto D conjugato con B.
{fiz. 174.)Da un punto qualunque M conduciamo le rette MA, MB, MC;
prendiamo sopra MB un punto arbitrario N e conduciamo le rette ANL,
CN1L; la retta HL prolungata determina il punto D conjugato armonico di B
rispetto alla retta AC.

20 Siano OA, OC, OD tre rette di un fascio; si tratta di costruire la
quarta OB conjugata ad OD. (fig. 173.) Per un punto qualunque P di OD con-
duciamo le rette PNII, PLM ed uniamo i punti d’intersezione H, L ed M,N,
il punto Q, in cui queste due rette si tagliano, determina la linea OQB conju-
gala armonica con OD.

Queste soluzioni si raccomandano ancora percht richiedono 1’ uso sola-
minte della riga. (T.)
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metro AB ¢ conducete la retta EC perpendicolare ad AT,

PrROBLEMA VI — Costruire sopra una reita date
un triangolo o un poligono simile a un iriangolo o un
poligono dalo.

fo, Per costruire sulla retta ab un triangolo simile
al triangolo ADBC (fig. 177.), supponete che ab sia omo-
logo ad AL, ¢ fate I'angolo bac eguale a BAC, I’ an-
aolo abe cguale ad ABC, U trianzolo abe € simile ad ABC.

9o, Debbasi costruire un polizono simile ad ABCDE
sulla retta A'B'yomologa al lato AB. (fig. 156.) Conducete
fe diagonali AC, AD: fate successivamente il trian-
golo A'DB C" simile ad ABC, il trianzolo A'C'D simile ud ACD
e A'D'E’ simile ad ADE, 1 due poligoni A'DCD'E, ABCDE,
sono anche simili.

PROBLEMA 1IN, — Condurre una tangente comunc
a due cerchi. (fig. 178.)

Determinate 1 centri di similitudine O, O’ dei due
cerchi dividendo la distanza dei loro centri C, C' armo-
nicamente ¢ nel rappurlo dei raggl CA, C'B. Condicele
pozcia, per ciascuno dei punti 0, O/, tangenti al eerchio €;
queste linee toccireranno anche I’ &ltro cerchio €, giac-
che 1 punti E, E', nei quali ciascuna di queste rette in-
contra le due circonferenze, essendo omologhi, i raggi
CE, C'E’ sono paralleli, e la retta OE, perpendicolarc
a CE, ¢ anche perpendicolare a C'E’. Dunque i due cer-
chi C, C' hanno la stessa tangente OE,

Scovr1o.— 1l problema ha quattro soluzioni quando
i due cerchi sono eslerni I’uno all’ altro, tre quando si
toccano esteriormente, due se sono secanti, ¢ una sola
sc¢ si toccano internamente.

ProsLEMA X', — Trovare, in due seric di qualtro
punti che hanno € loro rapporti anarmonize equali,
uno di questi punti, quando {utli gli @liri sono dali.

(fig. 189.)
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Sieno a, 0, ¢, ¢ 1 quallro primi punti, e sopra
una seconda retta, o', ¥, ¢ i tre punti che corrispon-
dono uno ad uno ai tre a, b, c¢. Si vuol determinare i}
quarto punto d’ corrispondente al quarto d, cioé¢ il punto
che soddisfa alla relazione

da' , dldl __da , ca

dv Y T db T eb

Conduciamo pel punto a una retta indefinita in una
direzione qualundque, e prendiamo sopra questa retta i
segmenti ab,, ac, cguali rispettivamente ad a'd’, a'c’. Ti-
riamo le due rette 00, cc,, e pel loro punto di con-
corso O la retta (@d che incontrerd la retta ausilia-
ria ab, in un punto «,. Finalmente prendiamo sulla
retta a'd’ il segimento o’d’= ad;, ¢ il punto cercato @’
sard determinalo.

Questa costruzione st applica al caso in cui i punti
a', ¥, ¢ si trovano sulla stessa retta con a, 0, ¢, d.

PROBLEMA XI'. — Determinare in duc fasci di
quattro relle corrispondenti una ad una rispettiva-
mente, che hanno i loro rapporti anarmonici eguali,
il quarlo ragyio del secondo fascio, quando tutti gli
altri sono conosciuti. (fig. 190.)

Sieno OA, OB, OC, OD i quattro raggi del primo
iascio, e 0'A’, O'B’; O'C’ i tre raggi del secondo fascio,
corrispondenti ai tre 0A, OB, OC del primo; bisogna
determinare il quarto raggio 0'D".

Conduciamo per un punto 0O, del raggio OA due
rette 0,8, 0,C, che facciano con 00, angoli eguali ri-
spettivamente ai due angoli B’'O’A’, C'O’A’; uniamo con
unad relta i punti nei quali quesle due rette incontre-
ranno rispettivamente 1 due raggi OB, OC. Pel punto
d’ intersezione Dy di questa retta e del raggio OD con-
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duciamo la retta 0,Dy, la quale fara con 0O, un angolo
eguale a quello che il raggio cercato O'D del scecondo
fascio fa con O'A’. Questo raggio ¢ dunque determinato.

Questa costruzione si applica al caso in cui i due
fasci avrebbero lo stesso ceniro O,

ProBLEMA Xil'. — Costruire il punio centrale e il
sesto punto d’ una tnvolusione.

1°, Dati due sezmenti aa’, 60" delerminare il punto
centrale.

Se i due segmenli aa’, 66" sono come nella figura 159,
i descriveranno sopra questi due segmeunii come dia-
metri due cerchi la cui corda comune determinerd il
punto centrale.

Se i due segmenti sono come nelle figure 145 ¢ 159
si faranno passare per un punto ¢, preso fuori della
retta ab, due cerchi avenli per corde rispettive i due
segmenti aa’y bO'. Questi due cerchi si laglieranno in un
secondo punto ¢', e la retta ¢g¢' delerminera sopra ab
un punto o che sard il punto centrale. poiche og . 0f' =
ga .oa' = ob . oD,

Una costruzione indipendente dalla posizione dei

!
due segmenti ¢ fondata sulla reluzione e fl_b.,. Pei
0l ba
punti a e b si condurranno due parallele an,. bb, eguali
rispettivamente ad al/, ba'; la retla a; by che unisce le
foro estremitd deiermina il pupnlo o.— 1 due segment:
aa,, bb, si prenderanno nello stesso senso o in senso
contrario, secondoché i due ab’, ba', ai quali sono cguali,
saranno essi stessi nello slesso senso o in senso con-
trario.

20, Date due coppie di punti conjugaii a, o’ ¢ b, V'
e un quinto punto ¢ &’ una involuzione, determinare il
seslo ¢,

Per un punto ¢ qualunque si faranuo passare due
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circonierenze di cerchi aventi per corde rispettive i due
segmenti aa, bb" che s’ incontrerannno in un secondo
punto ¢'; la circonferenza che passa peitre punti ¢, ¢
e ¢ tagliera la retta abe in un secondo punto ¢ che
sara il sesto punto dell involuzione,

E2rodiemi <da risolvere.

1. — Iscrivere in un cerchio un triangolo di cui due lali
passino per due punti dali ¢ il terzo sia parallclo a una
retta dafa.

2. — Iscrivere in un cerchio un triangolo i cui fre lati,
prolungali s’ ¢ necessario, passino per tre punti dati.

3. — Se, per i verliel di un (riangolo is:ritlo in un cer-
chio, si conducono delle tanzenti, esse inconlreranno i lali
opposti in {re punti che sono in Enea reita.

4.— Condurre da un punto prese sulla biselirice di un
angolo dalo una retta di una lunghezza dala.

5.— Dati un cerchio e una retla EF eslerna ad esso
[fig. 179}, conducete il diametro CA perpendicolare ad EF
e pel punto A una secanle qualunque ABD ; conducefe per
t punti B, D e tangenti BF, DE, e dimostrate che queste
relte incontrano EF a egual distanza dal punto A.

6. — Se per il mezzo di una corda data in un cerchio
st conducono due altre corde gualunque, la reita che unisce
due delle loro eslremitd ¢ quella che passa per le alire due,
inconlrano la corda dala in punti eguaimente dislanti dal
mezzo di questa corda,

7.— Descrivere una circonf{erenza tangente ad una retfa
e che passi per due punti dati.

8. — Descrivere una circonferenza che passi per un
punto e sia langente a due retle dale.

9. —Descrivere un cerchio tangente a due retie e a un
cerchio dati.
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10. — Descrivere un cerchio tangente a un cerchio dato
e che passi per due punti dati.

11. — Descrivere un cerchio tangente ad una relta, a
un cerchio dali, e che passi per un punto dato.

12, — Descrivere un cerchio tangenle a una rella ¢ a
due cerchi dati.

13. — Descrivere un cerchio tangente a due cerchi dali
e che passi per un punlo dato.

14. — Descrivere un cerchio tanzente a tre cerchi dati.

15. — Condurre per due punti dali sopra una circonfe-
renza, due secanti che si faglino sopra la circonferenza e
incontrino un diamelro dalo in punti egualmentle distanti
dal centro,

16. — Descrivere un cerchio che passi per due punti
dati e che intercelti sopra un cerchio dalo un arco la cui
corda sia d’una lunghezza dala.

17. — Iscrivere in un cerchio un (riancolo isoscele nel
quale la somma della base e dell’ altezza sia eguale a una
relta data.

18. — Iscrivere un quadralo in una semicirconferenza.

19. — Coslruire un friangolo di cui si conosce la gran-
dezza e la posizione della base, la somma dei due lati, e
una relta sulla quale il vertice dev’ essere siluato.

20. — Se un diametro AB (fi3. 180) di un cerchio & di-
viso armonicamenle nei punti C, D, e che per quesli punti
s’ inalzino due perpendicolari sopra AB, dimostrare che
qualunque fangente al cerchio incontra le due perpendico-
lari in due punti P e Q, tali che il rapporto delle loro di-
slanze PO, QO al centro O del cerchio & costante.

21.—Tre retle AA', BB, CC' parallele e disuzuali es-
sendo dafe, dimostrare che i punli d’ incontro di AB con
A'B, di AC con AC' e di AD con A'D' sono in linca relta.

22, — Se per un punlo preso sul piano di un cerchio si
conducono duc secanti perpeadicolari I’ una all’ altra, la
somma dei quadrati dei quatiro segmenti & costante.

23. — I mezzi delle diagonali di un quadrilatero com-
plelo sono in linea relta.
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24. — 11 punto di confattfo di una {angente e i tre punti
nei guali essa & incontrata da due allre tangenti e dalla
refla che unisce i loro punti di contatto formano un sislema
armonico.

23. — I sei punti d’ intersezione di una frasversale qua-
lunque coi lati di un quadrilatero e le diagonali interne sono
in involuzione.

26. — I sei punti d’incontro di una trasversale qualun-
que con una circonferenza e i lati di un quadrilatero iscrillo
sono in involuzione.

27. — Quallro punti a, b, ¢, d ¢ un punto mobile m
essendo dati sopra una circonferenza, dimostrare che i rap-
porli anarmonici delie quattro retlte ma, mb, mc, md sono
costanti.

28. — I rapporli anarmonici di quattro rette che pas-
sano per lo slesso punto sono eguali a quelli dei loro poli
rispetio a un cerchio.

29. — Se un quadrilatero é circoscritto ad un cerchio,
1 rapporti anarmonici dei punti 4’ incontro dei suoi lati con
vna {angente mobile sono costanti,

30". — Se si considerano sui lati di un triangolo avente
per verlici 1 centri di tre circonferenze, i {re centri di simi-
litudine esterni: 4° i tre centri interni sono in involuzione;
2° due centri interni e un cenfro esterno sono in involuzione,

31*.— Se i lati di un poligono qualunque sowo tagliali
da una frasversale, il prodolto dei segmenti che non hanno
estrem:ti comuni sard uguale al prodotio degli altri segmenti.

32*. —In qualunque guadrilatero iscrillo, il punio &’in-
contro delle diagonali, e i punti di concorso dei lati oppo-
sti, formano un triangolo di cui ciascun vertiee & il polo
del lato opposto.

33*. — In qualunque quadrilatero completo circoscrillo,
ciascuna delle diagonali & la polare del punto d’ intersezione
delle altre due.

34*. — Se due quadrilateri sono I’uno iscritto e 1’ allro
circoscrillo a uno slesso cerchio, in modo che i vertici del

primo sieno i panti di conlatto dei lati del secondo: 1° i
‘ 9
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punti di concorso dei lali opposti di questi quadrilaleri sono
situali sopra nna medesima rella; 2° le diagonali del quadri-
latero iscritto e quelle del quadrilatero circoscritlo si tagliano
in uno stesso punto, polo di questa retta; 3° i punti di con-
corso dei lali opposti del quadrilatero iscritto sono situali
sulle diagonali del quadrilatero circoscritto.

35*. — In qualunque esazono iscritto al cerchio, i punti
di concorso dei lati opposti presi due a due sono tulli e tre
in linea relia.

36*. — In qualunque esagono circoscrillo al cerchio, le
diagonali condolte dai verlici opposti, presi due a due, si
tazliano in uno slesso punto.

37*. — Prolungate la base BC di un triangolo isoscele
ABC, d'una lunghezza CD eguale a BC; unile D col
mezzo E di AB; la retta DE incontra AC in F e si ha

CF = % AC —._.-% AB; prendete sopra AB una parte AG

eguale a CF; conducete DG che incontra AC in H mezzo
di AC; sia S il punto d’intersezione delle diagonali GF, EIY
del quadrilatero GHEF; conducele DT che inconira AB
in K, si avra

AB=13GK = 10 K.

38*. — Dali due cerchi in uno stesso piano, nel trian-
golo formalo dalle due tangenli inlerne e una tangente
esterna, il rettangolo dei due lati che sono langenti inlerne
¢ equivalente alla somma del rettangolo delle due tangenti
interne terminale al punlo di contatlto, e del reltangolo dei
raggi,

39*. — Tulle le circonferenze che hanno i loro centri
sopra una slessa refla e che (azliano ad angolo retfo una
circonferenza data hanno lo stesso asse radicale, e lulie
quesle circonferenze prese due a due e la circonferenza data
hanno lo stesso centro radicale.

40*. — Dali un quadrilatero ABCD e un punto O nel
s10 piano, si unisca quesfo punto ai mezzi dei Jati e delie
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diagonali del quadrilatero. Per ciascun punto medio si con-
duce una parallela alla retta che unisce O al mezzo deilo
lalo opposlo. Provare che le sei parallele concorrono nello
slesso punfo.

41". — Sia ABCD un quadrilatero tagliato da una tra-
sversale in « sul lalo AB e in £ sul lalo opposto CD; sieno
' il conjugato armonico di « rispelto ai punti A, B, e 2 il
conjugalo armonico di B rispello ai punti C, D; condu-
ciamo la reita o'f'; faccciamo una costruzione analoga sui
tati opposti AC, BD e sulle diagonali AC, BD: le tre retio
passano per lo slesso pun!o.

LUOGHI GEOMETRICI.

1. — Data ona corda AB in un cerchio, se si conduce
per una delle sue estremila, B, una secanle, e che si prenda
CM = CA, qual ¢ il luogo del punio M? (fig. 181.)

2. — Qual ¢ il luogo di quei punti che godono dells
proprietd che la somma o la differenza delle distanze i
ciascuno d’essi a due retle dale sia eguale a una linea
datam?

3. — Sopra due retfe rettangolari si fanno strisciare
' estremita dell’ ipetenusa di un triangolo retfangolo; qual ¢
1 luogo descritto dal verlice dell’ angolo relio ?

4. —Qual & il luogo di quei punti la cui distanza alla
base di un triangolo isoscele € media proporzionale tra le
sue dislanze ai duoe altri lati ?

5.— Trovare il luogo dei punti tali che due segmenti
dati di una slessa rella sieno veduti da ciascuno di quest;
punti sotto angoli eguali.

6. — Trovare il luogo dei punti tali che due cerchi dati
siano veduli da ciascuno di quesli punlti solto angoli eguali.

7. — Per un punto A di un cerchio conducele una se-
canie e prendele una lunghezza AM tale che AMX AB=K:.
Qual & il luogo del punto M? (fiy. 182.)

8. — Per un punto A di un cerchio conducele uba se-
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cante e prendele una lunchezza AM tale che si abbia
AB: BM ::p:q. Qual & il luogo del punto M?

9. — Trovare il luogo dei punti M tali che unendo cia-
seuno di essi colle due eslremitd di due relte dale AB, CD
i triangoli MADB, MCD siano tra loro come due linee date.

10. — Qual ¢ il luogo dei vertici dei triangoli che hanno
a comune la base e la mediana di uno degli altri due lati?

11. — Sia AB un diainetro del cerchio BO: conducete
una secante BCD e prendete CD = BC; unile il punto D al
centro O, 11 punto G al punto A e delerminate il luogo del
punto M, intersezione delle rette AC, OD. (fig. 183.)

12, — Da un punto qualunque A del prolunzamento
Jdel diametro B, conducele la tangente AC, la biseltrice
dell” angolo CAO e cercate il luogo del punto M preso sulla
nerpendicolare OM, condotta dal centro O alla biset-
trice AM. (fiy. 184.)

13.—Per un punfo O dell’ ipotenusa BC di un triangolo
vetlanzolo ABC, conducele una secante qualunque DE, de-
serivete i cerchi OBE, OCD e cercate il luogo del punto M
nel quale i due cerchi si tagliano. (fiy. 185)

14.— Dal punto A conducete due relle qualunque AB,
AM che formino fra loro un angolo dato; prolungate la
prima relta sino all'incontro di una retfa CD data e prendete
suli’ altra AM un punto M tale che si abbia AM:AB::pq,
¢ determinate il luogo del punto M. (fig. 186.)

15. — Sostituite nell’enunciato precedente alla retta CD
una circonferenza, e cercate il luogo del punto M.

16.— Due rette parallele OA, BE e la perpendicolare OB
esscudo dale, prendete OA = OB, conducete pel punto O
una secante qualunque OD, prendete OC = DB e cercate il
luozo del punto M & incontro delle rette DO, AC.(fig. 187.)

17. — Trovare il lnogo dei mezzi delle corde intercette
da un cerchio dato sulle secanti condolte per un punto dalo.

18. — Trovare il luogo di punti tali che i piedi delle
perpendicolari condolle da ciascuno di essi sui lati di un
iriangolo dalo siano in linea rella.

19. — Dali un cerchio BO e un diametro AC, condu-
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cele un rasgio qualunque OC, tirate CD perpendicolare ad A }3
e prendele OM — CD. Quale sara il luogo del punio Al
(fig. 188.)

20. — La stessa fijura. Prendete OM = OD. Quale sara
il lnogo del punto M?

21. — Se, per costruire il quadrato ABCD si danno so-
lamente i (re lal1 AB, BC, CD, e la diagonale AC, il qua-
drilatero é mdetermmalo 1° qual’ & allora il luogo del
quarto vertice D? 2° qual’ é il luogo del mezzo della diago-
nale BD ? qual’ ¢ il luogo del mezzo della reita che unisce i
mezzi delle diagonali ?
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LIBRO QUARTO.

PROPRIETA METRICHE DELLE FIGURIE.

CAPITOLO L.

Misura dclle superficie piane.

Si chiama area di una figura la misura della sua
estensione.

L’ altezza d’ un trianzolo ABC e la perpendicolare
AD condotta da un vertice A alla direzione del lato
opposto BC preso per base. (fig. 191.)

It trapezio AC ha per basi i suol due lati parallel
D, €D, e per allessa la perpendicolare EF che misura
la distanza delle sue basi. (fig. 192.)

L' altessa di un parallelogrammo AC & la perpen-
dicolare EF, che misura la distanza dei due lati opposti
AB. €D che si prepdono per basi del parallelogrammo.
(fig. 193.)

TEOREMA K.

1l rapporto di due rettangoli AC, AE che hanno
In st-ssd altessa AB é uguale a quello delle loro basi
LC, BE.

te. Suppongo in prima le basi commensurabili ¢ la
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loro massima comune misura B (fig. 194) contenula 5
volte in BC, 3 volte in BE, di maniera che

DC.BE..5:3.

Per i punti di divisione delle basi conduco delle
perpendicolari a BC; queste linee dividono il rettan-
golo AC in O rettangoli eguali ad ABGK perché hanno
basi ed altezze cguali. II retlangolo AE contenendo
3 volle ABGK, si ha

rett, AC [ rett. AE::5 3,

¢ per conseguenza

rett, AC | rett, AE: ! BC ¢ BE.

20, Se le basi sono incommensurabili, divido una di
esse, BE per esempio (fig. 195),in 10 parti eguali, e suppongo

BC maggiore di 16 volle ma minore di 17 volte 1 di BE,

10

il rapporto EC € compreso tra il e 1'_7
BE 10~ 10
per i punti di divisione di BC delle perpendicolari a
questa base, divido il rettangolo AE in 10 parti egua-
Ii; poiche il rettangolo AC contiene 16 volte il decimo
del rettangolo AE con un resto minore di questo de-
cimo, il rapporto %{——%{i € compreso {ira 1}-{—? e -}{;
relt. AC BC

rett, AE’ DE

Conducendo

¥

conlengono lo stes:o

dunque i rapporti

numero di decimi.

Similmente si proverebbe che essi contengono lo
stesso numero d’unitd decimali di un ordine quulun-
que ; dunque questi rapporti sono eguali,
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TEOREMA X1

Il rapporto di due rettangoli qualunque é uguale
al prodotlo dei rapporti delle basi e delle altezze.
(fig. 196)

Siano R, R’ due rettangoli, a, a' le loro altezze,
b, V' le loro basi. Formo un rettangolo R" avente I’ al-
lezza a del primo e la base b’ del secondo. 1 due ret-
tangoli R, R" hanno la stessa altezza, dunque

LI
R 5

I due rettangoli R”, R’ le cui basi sono eguali
danno anche :

Moltiplico queste due eguaglianze membro a membro e
trovo:

R a0
et

COROLLARIO. — Supponendo
— 4m — m g F___4m ¢ ' ym !
a=1"0,b=3" 2, d' =1" 2, )'=2™ %,

< ha:

[
) |
(%]
o
-
N
B
——
(2

Dunque il rettangolo R’ ¢ uguale ai —? di R.
J
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TEORIKEXA 1IN

L arca d’ un rellangolo ¢ uguale al prodotto della
sua base per la sua altezza, se si prende per unila di
superficie il quadrato fatto sull’ unita lineare. (fig. 197 )

Poiche il meiro € I’ unitla lineare, se si conviene di
prendere per unita di superficie il quadralo falto sgl
metro, la misura di un rettangolo ¢ vguale al rapporio
di questo rettangolo al metro quadrato.

Sia R un rettangolo avente b per base e a per al-
lezza; se ¢’ indica con Q il quadrato fatto sull’ unita
lineare m, il teorema precedente da I’ eguaglianza :

R__a b
Q- m > m

Q

Ma i rapporti %, %, _7% rappresentano le misure
del rettangolo, della sua allezza e della sua base; dunque
il nomero astratto che esprime I' area d’ un rettangolo
¢ uguale al prodotto dei numeri astratti che esprimono
la sua altezza e la sua base. Lo che si enuncia in modo
abbreviato, dicendo che un rettangolo & uguale al pro-
dotto della sua altezza per la sua base.

COROLLARIO. — L’ area di un quadrato ¢ uguale al
prodotio della sua altezza per la sua base, cioé alla se-
conda potenza del suo lato.

ScorLio I.— La base e I’ altezza di un rettangolo
hanno ricevuto il nome di dimensioni della sua super-
ficie.

Scorio II.—Si chiama reftangolo di due linee A e B
il prodotto dei due numeri che esprimono le lunghezze
di queste linee riferite all' unita lineare; — guadrato di
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una linea A il quadrato del numero che esprime la lun-
ghezza di A.

TEOREMA IV.

L area di un parailelogrammo é uguale al pro-
dotlo della sua base per la sua altesza. (fig. 198.)

Per le estremitd A e B della base AB del parallelo-
grammo AC, conduco delle perpendicolari a questa linea
sino all’ incontro di DC, 1 triangoli reltangoli BCE, ADF
sono eguali perche hanno I ipolenusa ed un lato ri-
spettivamente eguali. Se li lolgo successivamente dal
quadrilatero ABCEF, il parallelogrammo AC e il rettan-
golo AE che trovo per resti sono equivalenti.

Ma il rettangolo ha per misura AB X BE; dunque
I”area del parallelogrammo € anche uguale ad AB X BE,
cioé al prodotto della sua base per la sua altezza.

ConroLLaARrIO. — Due paralielogrammi che hanno le
basi eguali slauno tra loro come le respeltive altezze ; —
se le allezze sono eguali, questi parallelogrammi stannc
tra loro come le respettive basi.

L area di un triangolo € uguale alla meta del
prodolto della sua base per la sua altezza. (fiz. 199.)

Sia ABC il triangolo dalo; conduco AD parallela a
BC e CD parallela ad AB. I triangoli ABC, ACD sono egua-
li, perche hanno i tre lati rispettivamente eguali; quindi
il trianzolo ADC € equivalenie alle meta del parallelo-
grammo DD, la cui base ed altezza sono le medesime
di quelle del triangnlo; ma il parallelogrammo ha per
misura BC > AL; dunque P area del triangolo ABC &
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vguale alla metd di BC X AE, cio¢ alla meta del pro-

dotto della sua base per la sua altezza.
Scor1o. — Due triangoli che hanno basi eguali

stanno tra loro come le respettive allezze; — se le al-
tezze sono eguali, questi triangoli stanno tra loro come
le respettive basi.

TEOREMA VI.

L area di un trapezio ABCD & uguale al prodotto
della sua allczza AE per la semisomma delle sue basi, AB,
CD. (fig. 200.)

Prolungo la base DC per una lunghezza CF eguale
ad AB, ed unisco il punto A col punto F. I triangoli
ABG, CGF sono eguali percheé hanno un lato eguale adia-
cente a due angoli rispettivamente eguali; se dunque li
tolgo successivamente dalla figura intera ABGFD, il trape-
zio ABCD ed il triangolo ADF che ottengo per resti sono

equivalenti. Ma il triangolo ha per misura AE X%DF;

dunque 1I’area del trapezio € anche eguale ad AE,}(% DF,

cioé al prodolto della sua altezza per la semi somma
delle sue basi DU, AB.

COROLLARIO. — H trapezio ha anche per misura il
prodotto della sua altezza AE per la retta GH che unisce

1 mezzi dei suoi lati non paralleli.

TEOREMA VII.

Misurare la supcrficie di un poligono qualunque.
(fg. 201.)

Per valutare I"area di un poligono si decompone
in triangoli, unendo un punto qualunque O dell interno
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a tutti i vertici. Si calcolano le aree di questi triangoli
e se ne fa la somma.

Si pud anche procedere in un altro modo. Conduco
la diagonale piu lunga KC (fig. 202) del poligouo ciie
si vuol valutare ABCDIIKL e dai vertici esterni a questa
retta tiro delle perpendicolari sulla sua direzione. Queste
nerpendicolari decompongono la figura in triangoli ret-
tangoli e in trapezi. Si calcolano le aree di queste {igure
parziali e se ne fa la somma.

CoroLLARIO. — Se il poligono & regolare e se,
usando il primo metodo, si prende il centro per vertice
dei triangoli, ciascuno di essi ha per altezza il raggio
del cerchio iscritto e per base un lato del poligono.
Dunque I’ arca del poligono regolare é uguale al pro-
dotto del suo perimetro per la metd del raggio del
cerchio iscritlo.

TEOREMA VIII,

Il rapporio di due triangoli ABC, DEF che hannro
gli angoli A e D wguali, pareggia quello dei prodotti
dei lati di ciascuno di questi angoli. (fig. 203.)

Si conduca la retta BG perpendicolare ad AC e Ia
retta EH perpendicolare a DF; ciascuno dei triangoli
ABC, DEF avendo per misura la meta del prodotto della
sua base per la sua altezza, si ha:

ABC _ ACXBG _ AC  BG
DEF — DF X EH — D¥ ™MEN°

I triangoli rettangoli ABG, DEII sono equiangoli e
danno:

BG__ AB
EIL T DL
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dunque

ABC__ ACXCAB
DEF — DF X DE

CoroLLARIO 1. — Il rapporto di due triangoli si-
mili (fig. 204) ABC, DEF ¢ wuguale a quello dei qua-
drati dei lati omologhi AB, DE.

Infatti, dall’ ezuagiianza degli angoli A e D e dalla
proporzionalita dei loro lati, risulta:

ABC  AB X AC
DEF ~ DE X DF
AC__ AB
DF~ DE’

dunque

ABC AR?

—

DEF  DE*’

CororLarIO L' — 17 quadrato fatlo sull’ipotenusa
d’un triangolo retiangolo ¢ uguale alla somma dei qua-
drati fallti sopra i caleti. (fig. 205.)

Dal vertice A dell’ angolo retto del triangolo rettan-
volo ABC conduciamo la perpendicolare AD sull’ ipote-
nusa; i tre triangoli rettangoli ABC, ABD, ADGC sono
equiangoli e quindi simili; laonde avremo

ABC ® ABD : ADC® : BC* : BA® : AC?;

ma il triangolo ABC & uguale alla somma dei due trian-
goli ABD, ADC, quindi

BC? — BA* + AC.
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TEORENMA IX.

Il rapporto dci perimelri di due poligoni simili
¢ uguale a quello di due lali omologhi, ¢ il rapporio
delle loro superficie é uguale a quello dei quadrati di
questi lati. (fig. 206.)

1°. Dalla simigliauza dei poligoni ABCDE, FGHKI.
st deduce:

AB__ BC__CD _AB+BC—+CD-+. .
FG GH lIK """ T FG+ GH +—HK +~ . .-

dunque il rapporto dei perimetri ¢ uguale a quello di
due lati omologhi.

2¢. Conduciamo per due vertici omologhi A e F le
diagonali in ciascuno dei poligoni. I triangoli ABC, ACD,
ADE essendo rispettivamente simili ai triangoli FGII,
FHK, FKL, abbiamo le scguenti eguaglianze:

ABC  AcC
FGIT — FH*

ACD__ AC*__ AW’
TUK — FH* ™ FRY

ADE _ AD?
L IFK'

Poiché I rapporti precedenti sono eguali due a du~,
ne risulta

ABC__ ACD_ ADE__ ABC-- ACD 4~ ADE

———

FGH™ FHK ™ FKL ™ ¥GH — Filh -~ FRL

dunque il rapporto dei poligoui ABCDE, FGUKL ¢ uguale
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a quello dei due triangoli simili ABC, FGII, cio¢ a quello
dei quadrati di due lati omologhi AB, FG.

CoroLLARIO L. — I perimetri di due polizoni regolari
simili stanno fra loro come i ragzi dei cerchi iscritto
e circoscritto; e le loro superficic come i quadrati di
questi raggi. (fig. 207.)

Siano AB, ab i lali di due poligoni simili, e C, ¢ i
loro centri; i due triungoli ABC, abe sono equiangoli e
per conseguenza simili. Lo stesso vale pe’ triangoli ret-
tangoli ADC, adc; dunque, indicando con P e p i peri-
metri e con S e s le superficie dei poligoni AB, ab,
si ha:

P_AB__ AC__CD

p: ab ™ ac ¢d’
S__AB'_ AC_ cpf
s ab®  ac' ed?’

CoroLvAriO II.' — La figura descritia sull’ ipole-
nusa di un Iriangolo rellangolo é uguale alla somma
delle figure simili ¢ similmente descritle sopra gli altri
due lati,

Questa proposizione & consczuenza cvidente del teo-
rema 1X e del corollario IT del teoreina precedente.

CAPITOGLG HI.
Relazioni tra § 12¢G di un triangole.

LEmma L. — Il quadrato della somma di due
linee relle € uguale alla sommna dei quadrali di que-
ste linee aumentala di due volle il loro rettangolo.

(fg. 208.)
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Salla retta AC, eguale alla somma delle rette AB,
BC, costruizco un quadrato AD; prendo sul lato AE la
retta AF cguale ad AL e conduco FG parallela ad AC,
Bk parallela ad AE. Queste due linze decompongono il
quadrato AD in quattro parti: la prima ABHF ¢ il qua-
drato di AB. la seconda GOKII ¢ il quadrato di BC, e le
altre due BCGH, TFHK sono rettangoli aventi per di-
mensioni lince eguali ad AB ¢ a BC; dunque

(AB -+ BC)’— AB®+ BC? -+ 2 AB X BC.

CoroLLARIO. — Se le rette AB, BC sono eguali,
¢i ha: ‘
ACT =14 AD.

Lemwa . — Il quadralo della differensa di due
lince rclle ¢ wnuale alla somma dei guadrati di que-
ste lince, diminuite di due volle il lore reltangolo.
(fig. 209

Sia AC la differcnza delle dae rette AB, BC., So-
pra AB ¢ copra BC costruisco i quadrati ABDE, BCGY;
prendo sopra AE la retta AL cguale ad AC e prolungo
GC sino all’ incountro di LH, parallcla ad AB. La somma
dei quadrati di AB e ¢i BC ¢ decomposta in tre parii:
La prima ACKL ¢ il quadrato di AC.¢ 1! altre due GKHF,
DELY sono rettancoli aventi per dimensioni linee eguali
ad AB e a BC; dunque

(AB—DBC)*= AD® -+ BC* — 2AB X BC.

Lemma 1. — La d [renza di due quadrali ¢
wguale al rettanyolo della somma e della differenza det
lali dei due quadrati. (fiy. 210.)

Sieno ABCD, CEFG due quadrali; prolunzo LI sino
all’incontro di AD ¢ AB per una quantity BK cguale
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a GF. I due rettangoli BELK, DGFH sono eguali, perché
hanno basi eguali ed altezze eguali; dunque il rettan-
golo AKLH € equivalente al poligono ABEFGD, diffe-
renza dei due quadrati dati, e si ha:

AB® — BK®= (AB = BK) XX (AB — BK).
TTFONRLEA Y.

1{ quadrato del lato opposto all’ angolo retto di
un Iriangolo retiangolo ¢ uguale alla somma dei qua-
drati degli allri due lati. (fiy. 211)

Costruisco un quadrato sopra ciascuno dei lati del
triangolo rettangolo ABC e conduco dal vertice dell’ an-
colo retto BAC Ja retla AM perpendicolare all’ ipote-
nuza BC. La linea AM divide il quadrato BK fatto sul-
I"ipolenusa in due rettangoli BM, CM rispettivamente
equivalenti ai quadrati AE, AT, fatti sui la'i dell’angolo
retto.

Infatti prolungo le rette AM. B sino all’ incontro
¢i ED; i due triangeli retlangoli ARC, EBO sono ezuall,
perche il Tato AB ¢ uguale ad EB e I'angolo ABC eguale
ad EBO; dunque le ipotenuse BC, BO sono ezuali. 1
rettangolo BM e il parallelogrammo ABCN, sono equi-
valenti, perche hanno basi eguali B, BO e la stessa al-
tezza BL; ma il paralielogrammo AO € cquivalente al
quadrate AE, perché hanno la stessa base AB e la stessa
altezza AD; dunque il rettangolo BM e il quadrato AE
c0no equivalenti,

Similmente si dimostrerebbe I' equivalenza del ret-
tangolo CM e del quadrato AT ; dunque si ba:

BC* = AB* - AC’.
it Fuer
' Altra dimostrasione. Conduciamo (fig.212) dal ver-
tice A deli” angolo retlo la perpeandicolare AM all” ipote-
10
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nusa; il prolungamento MN di questa retta divide il
quadrato BCDE in due rettangoli BENM, CDNM, equiva-
lenli rispettivamente ai quadrati ABFG, ACHK. Infatli
I’ area del rettangzolo BENM € il doppio di quella del
triangolo ABE, perché hanno la stessa base BE ed al-
tezze uguali. Parimente 1'area del quadrato ABFG é
doppia di quella del triangolo CBF, perché hanno la
stessa base BF e Ia stessa altezza. Ma i triangoli ABE,
CBF sono ezuali come aventi il lato AB= IB, il lato
BE — BC e I’angolo FBC = ABE percheé entrambi pa-
rezgiano un angolo retto pit P angolo ABC; dunque il
rettangolo BENM € equivalente al quadrato ABFG. Un
ragionamento analogo provercbbe che il rettangolo
CDNM ¢ equivalente al quadrato ACHK; per conseguenza
il quadrato BCDE fatto sull’ ipotenusa BC & equivalente
alla somma dei quadrati ABFG, ACHK fatti sugli allri
due lati AB, AC.

CoroLLARIO I.—]I quadrato ABCD (fig. 213) & equi-
valente alla metd del quadrato della sua diagonale AC.

Infatti il triangolo rettangolo ABC da :

AC'= AB* - BC*= 24B°.
Da quest’ eguaglianza risulta la proporzione:
AC* P AD*: 2 1,

da cui
ACIAB:. /2.4,

dunque i rapporto della diagonale al lato del quadrato
¢ incommensurabile.
CorovLLARrIO 1, — I quadrati fatti sui duc lati del-
I" angolo retlo del triangolo rellangolo ABC sono pro-
porsionalt alle projesioni d¢ questi lati sull’ ipolenusa.
Infatti 1l rapporto dei quadrati ABFG, ACIK ¢ lo
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stesso di quello dei rettangoli BENM, CDNM, ai quali
essi s0no equivalenti; per conseguenza , ¢ uguale al rap-
porto delle basi BM, CM di quesli rettangoli che hanuo
la stessa altezza MN.

COROLLARIO UI. — I quadrali fatti sull’ ipotenusa e
sopra uno dei lali dell’ angolo retto del triangolo ret-
tangolo BGC, sono proporsionali all’ iputenusa e alla
projezione del lato dell” angolo retto sull’ ipotenusa.

Il rapporto dei quadrati BCDE, ABFG ¢ lo stesso di
guello del quadrato BCDE e del rettangolo BENM; per
consezuenza € uguale al rapporto delle basi BC e BM di
questi rettangoli che hanno la stessa altezza BE.

TEOREMA K.

1l quadrato del luto AB opposto all’ angolo aculo €
del lriangolo ABC, ¢ wguale alla somme dei quadrali
degli allri due lati AC, BC del triangolo, diminuila di
due volte il rettangolo di uno di questi lali per la
projesione del secondo sul primo. (fig. 214.)

Sia BD perpendicolare ad AC; nel triangolo ABD
si ha:

AB* = BD® < AD".
Ma

AD* = (AC — CD)* = AC? + CD* — 2AC X CD;
dunque
AB* — AC' + CD® -+ BD® — 2AC X(CD.
Dal triangolo rettangolo BCD si ha altresi:

CD® - BD? = B(*.
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tlunque
AB* = AC’ + BC* — 2AC X CD.

Altra dimostrasione. — Sia (fig. 2/5) BAC un trian-
zolo nel quale il lato BA ¢ opposto all’angolo acuto BCA.
Costruisco un quadrato sopra ciascuno dei lati di questo
triangolo, e dai vertici A, B, C conduco le perpendico-
fari AS, BP, CN sui lati opposti; queste rette dividono
i tre quadrati in sei rettangoli che sono equivalenli due
a due, cioe quelli posti sui lati di uno stesso angolo.
Consideriamo i due rettangoli AENM, AFPD. Il primo ¢
doppio del triangolo CAE, perché hanno la stessa base
AE ed eguale altezza; il rettangolo AFPD ¢ doppio del
triangolo FAB per la stessa ragione; ma questi due
triangoli sono equivalenti, dunque il rettangolo AENM
¢ equivalente al rettangolo AFPD. Similmente si prove-
rebbe che il rettangolo MBON & equivalente al rettan-
solo RSHB, ¢ il rettangolo CRSK al rettangolo CDPG.
Per conseguenza, il quadralo ABOE é equivalente alla
somma dei rettangoli AFPD, BRSII, ovvero a quella dei
ijuadrati CAFG, CBIIK diminuita dei due rettangoli eguali
CDPG, CRSK. Ma il rettangolo CDPG ha per misura il
prodotto CG X CD = AC XX CD; dunque

AB* = DC* + AC*—2AC < CD.

E evidente che CD ¢ la projezione del lato BC del-
I angolo acuto ACB sull’ altro lato AC di quest’ angolo.

TEORBEMA IIN.

Il quadrato del lato AB, opposio all’ angolo ot-
tuso G del triangolo ABC, é uguale alla somma dei
quedrati dei due altri lati AC, BC del friangolo, au-
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menlata di due volle il rettangolo di uno di questi luti
per la projesione del secondo sul primo. (fig. 216.)

Sia BD perpendicolare ad AC. Il triangolo rettan-
colo ABD da:

AB*= BD* + AD®.
Ma
AD*= (AC -+ DC)*= AC*+ DC* =+ 2AC X DC;
dunque
AB* = AC’ 4 DC* 4- BD® -~ 2AC ¢ DC,
OVYCro
AB = AC* — BC* + 2AC X DC,
poicheé si ha
BC* = DC* 4 BD?.

Altra dimostrasione. — Sia (fig. 247) ABC un trian-
@olo nel quale il lato BA ¢ opposto all’ angolo ottuso ACH.
Sopra ciascuno dei lati di questo triangolo costruisco un
quadrato, e dico che il quadrato BAEO fatto sul lato BA
¢ equivalente alla somma dei quadrati CAFG, CBHK, fatii
sugli altri due lati AC, BC, aumentata di due volte il
rettangolo avente per dimensioni il lato AC e la proje-
zione del lato BC sopra AC.

Dai vertici del triangolo ABC conduco le perpendi-
colari AS, BP, CN ai lati opposti; queste rette dividono
1 tre quadrati in sei rettangoli. Come nel teorema prece-
dente dimostrerd che due reltangoli consecutivi costruiti
sui lati d’ uno stesso angolo o sui loro prolungamenti
sono equivalenti; per conseguenza il quadrato ABOE ¢
cquivalente alla somma dei reltangoli AFPD, BIISR, o
quella dei quadrati CAYG, CBHIK aumentata dei due
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rettangoli eguali CGPD, CKSR. Ma il rettangolo CGPD
ha per misura il prodotto CG > CD ovvero AC X CD; si

ha dungue
AB* = CB* -+ AC* +2AC X CD

La retta CD ¢ la projezione del lato BC dell’ angolo
ottuso sull” altro lato AC di quest’ angolo.

Scovrto. — Dai tre teoremi precedenti risulta che
vn angolo d’ un triangolo mon puod essere acuto, retio,
o oftuso senza che il quadrato del lafo opposto non sia
minore della somma dei quadrati degli altri due lali,
couale a questa somma, 0 magygiore.

Se le misure dei tre lati d’un triangolo sono dati,
i teoremi precedenti servono per calcolare la projezione
d’ un lato sopra uno degli altri due, e per conseguenza,
la perpendicolare condotta da un vertice sul lato oppo-
sto. Per esempio, sia proposto di calcolare I’ altezza BD
del triangolo ABC, nel quale si ha AB = & metri, BC —
< metri ¢ AC = 2 metri. Osservo innanzi tutto che I’ an-
zolo ACE opposto ad AB ¢ ottuso, perché il quadrato
di AB, o 16, € maggiore della somma dei quadrati di
BC, AC, 0 9+ k. Si ha dunque I’ eguaglianza

AB*=DBC* -+ AC* -+ 2AC. CD,
cioe
16 =9+4-+4,CD;

da cui
CD = 0™ T5.

H triangolo rettangolo BCD da
BH* = BC* — CD?

ovyero
ot =8 h375,
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da cui
" BD =27, 904

1 meno di un semimillimetro.
TEOREMA 1V.

Calcolare I area d’ un triangolo © cut tre lati sono
duti (fig. 218
Siano a, b, ¢ i lati del triangolo dato e a<lb<e.
L’ angolo opposto al lato a & acuto; dunque, indicando
con z la projezione del lato b sopra ¢, si ha I’egua-
elianza:
2

a :bﬂ_‘]_c,"__czc.x,

da cui
2 2 |
2¢.x — b*4-¢" —a’,

a:—-—b2+ ¢! — a’
— 20 4

Sia & la perpendicolare condotta dall’estremitd di &
sopra ¢; si ha:

W=0—az'= (b+zx)(b—1rx);

dunque
o (e (e e )
2¢ 2 ¢ 4
ovvero
Bl — (b'*“c)z_a?] !Pa’-—-(b——c)’
2¢ L 2¢ ’

¢ finalmente,
_ (b+e+a)(b+ce—a)(a+b—c)(atec—b)

2
ho

h!
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Ma I’area del triangolo & uguale a & >2< ﬁ: dunque
S:f’i)_z(—h:%\/(_b—;—c-—{:a){b—f—c—-»aj{a+b—-c){a+c-—bj.

A quesl’ espressione dell’area d’ un triangolo pos-
siamo dare una forma pitt semplice, introducendovi il
perimetro del triangolo. Infatti sia:

a+b+4c—=2p;
se ne deduce :
a+b—e=2(p—r)
a+c—b=2(p—10)
b4+-c—a=2(p-—a)
dunque

B —

=V p(p—a) (p—b)(p—r).

Laonde si ha la regola: Fale la semisomma dei tre
lati del triangolo, diminuitela successivamente di cig-
seuno dei lati; caleolale il prodotto di queste tre dif-
ferense e del semiperimelro e prendete la radice qua-
drata di tale prodollo. Questa radice ¢ uguale all’ arca
del triangolo.

ESEMPIO. * Si abbia a = 27™13. b =199}, ¢ —
407,1%; avremo 2p = 86™51, p = 43" 255, P O 2
167125, p — b= 24015, p — ¢ = 3™ 115,

Facendo uso dei logaulnu si ha

log. p — 1,6360363
log. (p—a) = 12074997
log. (p—b) = 1,3804826
log, (p—c) = 0,4934581

b,T175767
; = 2 ‘}‘87‘3"3
S== 22354179

as
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Quindi I’area del triangolo sara, a meno di un die-

cimillesimo di metro quadrato, o a meno di un centi-
metro quadrate, 22871 4170.

COROLLARIO. — Se il triangolo & equilatero, si ha:

3a v/ 3
— .

a a*
c.—__b:a,p:—__,)—ep——a:s;dunques—— A

TEOREMA VWV,

La somma dei quadrati di due lati d’ un (rian-
yolo ¢ uguale a due volle la somma dei quadrati della
mela del terzo lato e della sua mediana. (fig. 219.)

Sia M il mezzo del lato AB del triangolo ABC; Ia
mediana CM divide questo triangolo in due altri che
hanno al punto M due angoli supplementari AMC, BMC.
Conduciamo la perpendicolare CD ad AB; il triangolo
ACM, di cui I’ angolo CMA & ottuso, da:

AC == CM° 4 AM®—+ 2AM W MD.

I triangolo BCM di cui I’ angolo CMB ¢ acuto da
anche:

BC*=CM* -+ BM* —2BM >/ MD.

Aggiungendo quest’ eguaglianze membro a mem-
bro, lroveremo:
AC-+BC*=2CM* + 24AM2. ()

CORCLLARIO. — Nei trianzoli ABC che hanno una
base comune AB e di cui la somma dei quadrati degli

(') Indichiamo con a, b, ¢ i lati del triangolo @ com m, m, m' le
tre mediane ; avremo

; . 3
mop e 1 (@0 +c%). (T)
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altri due lati & costante, la retta CM ha anche un va-
lore costante. Dunque il luogo dei punti, lali che la
somma dei quadrati delle distanze di ciascuno di essi
a duc punti fissi sia costanlc, é una circonferensa di
cerchio il cui centro coincide col messo della distanza
dei due punti dali.

ScoL10. — L’ eguaclianza precedente serve a calco-
lare la mediana CM quando i tre lati del triangolo sono

dati.

TEOREMA VI.

Lua differensa dei quadrali di due lati d” un trian-
golo ¢ uguale a due volle il retlangolo del terzo lato
per la projezione della sua mediana sulla sua diresione.
(fig. 219.)

Infatti, se nel triangolo ABC si conduce la me-
diana CM e la perpendicolare CD sul lato AD, si ha:

AC2 = CM? == AM? - 2AM X MD,
BC? = CM® —+ BM® — 2BM > MD.

Sottraendo quesl’ eguagclianze membro a membro
e riducendo, si trova, poichie AM ¢ uguale a BM:

AC? — BC® = &AM > MD,

OVVEro
AC'— BC?= 2AR X MD.

COROLLARI0O. — Nei trianroli ABC che hanno una
base comune AD e di cui la differenza dei quadrati degli
altri due lali & costante, D ha anche un valore co-
stante. Dunque, i luogo dei punti, tali che la diffe-
renza dei quadrati delle distanze di ciascuno di essi
a due punli fissi sia costante, é una refla perpendico-
lare o quella che passa pei punti dati,
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TEOREMA WVII.

Il rettangolo di due lati &’ un triangolo ¢ uguale
al quadrato della bisetirice del loro angolo, aumentaic
del rettangolo dei due seqgmenti determinati dalla bi-
selirice sul terzo lato. (fig. 220.)

Sia CD la bisettrice dell’ angolo ACB del trian-
golo ABC. Facciamo I’ angolo DBE eguale a DCB e pro-
lunghiamo CD sino all’ incontro di BE. I due triangoli
ACD, ECB sono equiangoli; giacché i due angoli ACD,
ECB sono eguali, come pure i due angoli CDA, CBE:
dunque si ha

AC:CD-+DE: :CD:CB,

da cui

AC X CB—= CD*+CD X DE.

Ma i due triangoli ACD, EDB sono equiangoli, e
s1 ha:
AD :DE :CD ;:BD;
dunque
DE X CD = AD X BD,

e per conseguenza

AC > CB= CD*+ AD X BD.

ScoL1o, — Quest’ eguaglianza serve a calcolare la
lunghezza della bisettrice CD, quando si conoscono i tre
lati del triangolo.

TEOREMA VIII.

Il rettangolo di duc lali d" un triangolo é uguale
a quello del diametro del cerchio circoseritio e della
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perpendicolare condolla sul lerzo lalo del vertice op-

posto. (fig. 221.)
Sia ABC un triangolo iscritto nel cerchio di cui CD

¢ un diametro ; conduciamo CE perpendicolare ad AB ed
uniamo A con D. I triangoli rettangoli ACD, BCE sono
equiangoli, poich¢ gli angoli CDA, CBE sono iscritti
nello stesso arco; dunque

CA:CE::CD:CB;

da cui
CA XX CB = CE X (D,

COROLLARIO. — I! raggio del cerchio circoscritio
al triangolo ABC ¢é uguale al prodotto det tre lati di-
viso pel quadruplo dell’ area del lriangolo.

Infatti, moltiplichiamo per AB i due membri del-
I’ eguaglianza precedente ; avremo:

CA 3 CB X AB = CD X CE X AB.

Ma il prodotto CE >{ AB ¢ uguale al doppio del
I’ area del triangolo ABC, dunque

CA M CB X AB

CO — e . iy
hADBC '

ovvero, facendo uso delle notazioni del teorema IV:

a.b.c

R— . —
v p(p—a)(p—b)(p—e)

TEORENMA IX.

1°, Il raggio del cerchio iscritlo in un i{riangolo
€ uguale all’ arca di questo triangolo, divisa pel semi-
perimelro.
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2° Il ragyio d’ un cerchio ex-iscritto é uguale al-
I area del triangolo divisa per I’ eccesso del semiperi-
melro sul lato che questo cerchio tocca esteriormente
(fig. 222.)

Sia O il centro del cerchio iscritto al triangolo ABC;
se si unisce ai tre vertici, ABC & decomposto in tre
triangoli, aventi per altezza comune il raggio r del cer-
chio, e si ha:

AOB = %;Bi}(?”,

AOC = %EXr,
BUC:-I%EX :
dunque
ARC — (AB+AC)C+BC)’_

Indicando con S la superficie ¢ con 2p il perime-
tro del triangolo ABC, dall’ eguaghanza precedente si
deduce:

= n

90, Sia O' il centro del cerchio ex~iscritto che tocca
esteriormente il lato BC. Supponendo BC=a, OE—=—r,
si ha:

,__AB
ABO'= 22X ¥,
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da cui
ABC = ABO’ + ACO' — BCO' = (AB+;C—-BC) v
dunque

COROLLARIO. — L’ area di un lriangolo é uguale alla
radice quadrata del prodotio dei raggi del cerchio
sscrilto e dei {re cerchi ex-iscrilli,

Infatti se s’ indicano con 7" e # i raggi dei cerchi
ex-iscritti, che toccano esteriormente i lati b e ¢, si ha:

S ¢ S t7 S S S
r— -, r =—= 3 —_— T — ’
P p—a p—>b p—c
da cui
ry = S , == B
pp—a){(p—b)p—c)
2
S=Virrro"
et

CAPITOLO )11

Relazionl tra i 1ati di un Quadrilatero.

TEOREMA 1,

La somma dei quadrati dei lati d’un quadrilatero
convesso ¢ uguale alla somma dei quadrali delle dia-
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gonali, aumeniala di qualtro volte il quadrato della
refla che unisce il meszo delle diagonali. (fig. 223.)

Siano M e N i mezzi delle diagonali BD, AC, e unia-
mo il punto M ai punti A, C, N. La retta AM essendo
una mediana del triangolo ABD, si ha:

AB? -+ AD® == 2 AM® +- 2D,

Il triangolo BCD, di cui la retta CM & una me-
diana. da anche:

BC* —+ CD* == 2CM*® + 2DM>.

Aggiungendo queste eguaglianze membro a mem-
bro, si ha:

AB* 4+ AD? 4 BC* + CD* = 2(AM*+ CM*) + 4DM*,
Ma la retta MN ¢ una mediana del triangolo AMC;

dunque
AM? - CM* = 2MN? -+ 2CN?

AB*~- AD* - BC*-+ CD*= AMN* -+ ACN*-+ 4DM®,
OVVero
AB* +~ AD?* -BC' + CD*= 4MN* -+~ AC* -+ BD®,

CoroLvLARIO. — Se il quadrilatero ¢ un parallelo-
grammo, la retta MN € nulla, perché le diagonali si
tagliano nel loro mezzo, Dunque la somma dei quadrati
dei lati d’un parallelogrammo é uguale alla somma
dei quadrati delle diagonali,

La reciproca ¢ cvidente.
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TEOREMA II.

Il prodotlo delle due diagonali d’ un quadrila-
tero iscritio ¢ uguale alla somma dei prodolli dei lati
opposti. (fig. 224.)

Facciamo ncl punto B I’angolo CBE eguale ad ABD.
La retta BE divide il friangnlo ABC in due triangoli,
che sono simili a quelli nei quali la diagonale BD de-
compone il quadrilatero. Infatti, i due triangoli BEC,
BAD sono simili perche equiangoli, avendo I' angolo
EBC = ABD per costruzione, I’ angolo BCE = DDA per-
che iscritti ncllo stesso arco. Al modo slesso si prova
la simiglianza degli altri due triangoli ABE, BDC. La
similitudine di questi triangoli da luogo alle seguent
jrroporzioni

BD :BC::AD:CE
BD :BA::DCAE;
ovyero

BD.CE = BC.AD
BD.AE = B\ .DC.

Aggiungendo quest’ eguaglianze membro a membro,
ed osservando che AE -+ CE == AC, si lrova:

PD.AC=DBC.AD -+ DA .DC.

YEOREWA III.

Lz diagonali AC, BD di un quadrilatere iscritin
ABCD stanno tra loro come la somma dei prodotli dei
due lati che passano per ciascuna delle csiremitd della
prima diagonale, sta alla somma dei prodotti dei duc
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lati che concorrono a ciascuna dell’ estremitc della
seconda diagonale. (fig. 225.)

Conduciamo BF perpendicolare alla diagonale AC
del quadrilatero ABCD, sino all’ incontro di DF, paral-
lela a questa diagonale, e indichiamo con D il diametro
del cerchio circoscritto. Il triangolo ABC essendo iscritto
in questo cerchio, si ha:

AB X BC=BE XD,

Il triangolo ACD, iscritto nello stesso cerchio, da
anche:
AD X DC= EF X D;
dunque
AB M BC-~AD X DC= BF X D.

Considerando i due triangoli ABD, BCD nei quali
la diagonale BD decompone il quadrilatero, e conducendo
AH perpendicolare a BD, sino all’ incontro di CH paral-
lela a questa diagonale, si trova anche:

AB > AD -+ BC X DC= A X D

dunque
ABXBC—+ ADXDC__ BF

ABX AD—+~BC X DC  AH’

I triangoli rettangoli DBF, ACIH sono equiangoli;
siacché i due angoli DBF, CAH sono eguali perché hanno
1 loro Iati perpendicolari; dunque

B¥ _ BD
AL ACQY
¢ si ha:

BD _ AB X BC-+ ADXDC %
AC AB X AD+BCXDC’

(!) Se facciamo AB=a,BC==4%,(D=c¢,DA=d, BD=4J, AC=¢,
11
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CoROLLARIO.— Le due proporzioni precedenti fanno
conoscere le diagonali d’un quadrilatero iscritto i cui
lati sono dali. Si pud calcolare poi il diametro del cer-
chio circoscritto e I’ area del quadrilatero.

CAPITOLO RIV.

Poligoni regolari.

ProRLEMA 1. — Iscrivere un quadralo in un cer-
chio. (fig. 226.)
Conducete due diametri AC, BD perpendicolari I’ uno

i teoremi II e III verranno rappresentat: dalle seguenti relazioni:
re g

-

r
c.c?:b.d.;.a.c

¢ @zl oo ud

¥ a.d b

Osserviamo anzi tutto che la prima eguaglianza, che rappresenta il teo-
rema di Tolomeo, contienc come caso particclare il teorema di Pitagora ; poiche
. . L] + ™ LY
se il quadrilatero e un rettangolo st ba c =0, a=¢, b =d, ¢ per conse-
guenza 82== a% 4. b
Dalle due relazioni precedenti si ricava:

Oa

\

(b.d} a.ci(a.bd c.d)
a.d4i b.c :

(h.d+ a.cY(a.d¥+ b.¢)

w
o?
a.b+c¢c.d

|

Chiamando % la retta che unisce i mezzi delle diagonali, avremo pel
teorema I,

a’t b4 24 dP=< P 3 400,

Combinando insieme le tre ultime eguaglianze si ottiene il seguente va-

Jore &2 £

2 ). d (B d%)20.
Mﬁ:td i e i c.('r.)
(a.dy. b.c)(a. bt c.d)




LIBRO QUARTO. 1063

all’altro, ed unite I’ estremita consecutive di questi dia-
melri. I quadrilatero ABCD ¢ un quadrato, peiche li
circonferenza € divisa in quattro archi eguali dui dia-
metri perpendicolari.

1l triangolo ABO essendo rettangolo, si ha:

AB*= A0* 4 BO*= 2A0%

dunque 4l quadraio iscritto é il doppio del quadrat
del raggio.

CoroLLARIO. — Dall’ eguaglianza precedente si de-
duce la proporzione:

AB A0 :4/2 1

che serve per calcolare uno dei termini AB, AO quando
Paltro € dalo.

Scorio. — Dividendo in 2, &, 8, 16, ec., parti
eguall ciascuno degli archi sottesi dai lali del quadrato,
s’iscrivono i poligoni regolari di 8, 16, 32, cc.. lati.

Prosrema 1L — Iscrivere un esagono regolare in
un cerchio. (fig. 227.)

Dico che il lalo dell’ esagono regolare iscritto o
uguale al raggio. Infatti, sia AB un arco la cui cordy ¢
uguale al raggio AO; il triangolo ARO & equilatero e
I’angolo AOB ¢ uguale al terzo di 2 relli o al sesto di
4 retli. Dunque 1"arco AB ¢ la sesta parte della circon-
ferenza.

COROLLARIO. — 11 quadralo del lato del triangolo
equilatero iscritlo € uguale al triplo del quadrato del
ragqio.

Se uniamo i vertici dell’ esagono iscrilto di due in
due, avremo il triangolo equilatero BDF. Ma il triangolo
rettangolo ABD da:

BD* = AD®— AD'= 4AO' — AO",
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dunque
BD® = 3A0?%,

BD:AO::4/3:1.

ScoL1o. — Dividendo 1’ arco sotteso dal lato dei-
P’ esagono, in 2, &, 8, 16 ec., parti eguali, s iscrivonc
i polizoni regolari di 12, 2%, 48, ec., lati.

PropLEMA HI. — Iscrivere un decagono regolare
in un cerchio. (fig. 228.)

11 lato del decageno regolare € uguale al segmento
maggiore OC del razgio OB diviso dal punto C in media
ed estrema ragione. Infatli, sia AD una corda eguale
ad OC; unisco il punto A ai punti O e C; si ba per
ipotesi:

BO : CO: :CO:BC,
OVVero
AO :AB: :€CO ;BC;

dunque la retta AC divide Pangolo BAO del triangolo OAB
in due parti eguali.
La stessa proporzione

BO:AB: AB RC

prova che i triangoli OAB, CAB hanno un angolo -co-
mune compreso tra lati proporzionali ; dunque essi sono
equiangoli e I"angolo BAC, metd di BAO, e uguale
ad AOB. Ciascuno degli angoli BAQ, ABO del triangole
isoscele OAD essendo il doppio di AOB, I’ angolo al cen-
tro AOB ¢ contenuto 5 volte in 2 retii o 10 volte in
% retti. Dunque I’ arco AB € uguale al decimo della cir-
conferenza e la sua corda ¢ il lato del decagono rego-
1are,

CoroLLARIO. — S¢ R indica il raggio del cerchio,
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R(1/5--1)
5 .
SCOLI0. — 8¢ uniamo due a due i vertici del deca-
gono regolare, si forma il pentagono regolare.
Dividendo in 2, &, 8, ec., parti eguali gli archi
sottesi dai lati del decagono, s’ iscrivono i poligoni re-
eolari di 20, 40, 89, ec., lati. (')

il lato del decagono regolare ¢ uguale a

(f) La ricerca simultanea del lato del pentagono e del decagono rego-
tare , si puo ottenere nel seguente modo,

Supponiamo i} prolilema risoluto e sia AOT 1" angolo del pentagono ch’e
uguale a 729 ¢ fie. 220, ) Facciamo nel punto A P angolo OAD — AOB; !’an-
holo ADO ¢ la meth di AOD. Uniamo il punto C nel quale AD incontra la
<irconferenza col centre O; 1 triangoli AOC, OCD sono anche isoscel -
aundi CD == AQ. I triangoli AOC, AOD sono equiangoli, quindi si ba:

AD : AO :: AO : AC;

IVVETO

0!=AD . AC= AD (AD —DC j;

AO AvEyT

Questo valore i di la seguente costruzione per ottencre il lato del pen-
{agono regolare::

Jda cut

AO
Dal centro O alzate la perpendicalare OF = — 5 Sopra AO; unite AE ¢

piulungatela della quantith EF == EO; dai punti A e O come centri ¢ con rag-
.10 AF descrivete due archi che si taghiano in D; AQD ¢V angolo al centro
¥ Ll pentagono regolare; AOC quello del decagono: quindi AB ¢ il lato del pen-
tagono , AC quello del decagono.
Pmlunulnanw CO sino a che incontri la circonferenza in P ed uniamo il
punto A con P. 1 triangolo rettangolo APC dh 1’ eguaglianza

CP. AN= AC. AP,

“ioe, indicando con r i raggio del circolo

1 —
2r . g AB=AC.,/4rf—AC,

da cul

AC O
AD = y ,\/-ir--—A(ﬁ;

ovvero, sostituendo per AC, lato del decagono, il suo valore, e facendo le ri

duzioni,
1
AB= 5 r /\/10-9,\/5 (T.)
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PRORLEMA IV, — Iscrivere un penledecagono rego-
lare in un cerchio dato. (fig. 230.)

La frazione %_) ¢ uguale alla differenza delle fra-

zioni % e ]16; quindi prendete un arco AB eguale al

sesto della circonferenza AO e diminuitelo dell” arco BC
eguale al decimo di questa circonferenza, il resto ne
sard il quindicesimo; dunque la corda AC ¢ il lato del
pentedecagono regolare.

ScoLlo. — S’iscrivono i poligoni regelari di 30,
0. 120, ec. lali, dividendo in 2, &, 8, cc. parli eguali
oli archi sottesi dai lati del pentedecagono.

DPRODLEMA V. — Dati il raggio &’ un cerehio e il
lafo & un poligeno regolare iscrillo, calcolare il lalo
e I area del poligono circoseritlo simile. (fiy. 251.)

Sia ABC..... il polizono iszcritlo, Pei vertici A,
B. C. cc.. contuco le tangenti che formano 1l poligono
circoseritto ADEC.... regolare e simile al polizono iseritto.
Indico il racgio OB con 7, il lalo BA con 7 ¢ 1l lato DEL
con L. I due (riangoli rettangoli DBO, BrO essende
equiangoli, si ha:

DB :BF::BO:FO,
OVYErG

dunque

Siano # il numero dei lati del poligono, S la sua
superficie. Poiché I area del triungolo DEO & uguale
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a BO X< BD, si ha:

. 1 nir®

————
rr— —

SCOL10.— Se supponiamo n =3, I ==r 4/3, si ha:
L=2ry/3,8S=3r"1/3 pel lalo e per I’area del trian-
solo equilatero circoseritto. (')

ProsLeMa VI — Dati i perimetri p, P d’ un po-
ligono regolare iscritlo e del poligono simile circo-
seritlo, caleolare @ perimelri p'y P’ dei poligoni iscritto
e circoscrillo d’ un numcero doppio di lati. (fig. 232).

Sia ADB il lato del policono iscritto nel cerchio AC.
Conduco il raggio CI perpendicolare ad AB e la tan-
gente DE al punto I, sino all’incontro dei raggi CA, CB.
La retta DE ¢ il lato del poligono circoscritto simile al
poligono iscritto, Unisco il punto A con F e conduco le
tangenti AG, BIL Le rette AF, GI sono i lati dei poli-
goni iscritto e circoscrilto d” un numero doppio di lati.

1. Sia 2 il numero dei lati del poligono AB; si ha:

p=ADB X n, P—ED X n
PP=AF X 2na, P =GIIX2n.

Poiche la retta ED ¢ il doppio di DF, quest’ egua-
glianze danno:

P":P:.GH:DI;

(') Indicando con p e s il perimetro e I’ area del poligono iscritto e con P

il perimetro del poligono circoscritto, si trovano facilmente le seguenti rela-
ziomi :

nr!
p=nl, P=npL=—= — -
V-3
oo -—
4
P {  nrd
_n
:..._61 ‘/rﬁ-—z-—_-‘; . — (T)
F L L
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ma, la linea CG dividendo I’ angolo FCD in due parti
eguali, si ha: '

GF:DG::CF:CD:'p:P,
da cui:
2GF o GII ;DI :2p 1P+ p;

e per conseguenza:
PPIPIi2pP+p,
dalla quale proporzione si deduce :
P — Q,P_Jl
P-+p
2°, Dalle due eguaglianze p = AB )<{n, p’ = AF >{ 21,
risulta che

p.p . AKAF.

Ma i triangoli rettangoli AFK, CFG sono equiangoli,
poiche gli angoli FAK, FCG hanno i loro lati perpendi-
colari, e si ha:

AKAF::CF .CG::p' . P,

dunque
p.piip iy,

'=ApXV.

Scorto. — Si ha: P' —--p'<£—(P —). ()

' (') La proposizione contenuta in questo Scolin, ciok che la differenza
P —p' dei perimetri di due poligoni di 2n lati, iscritto e circoscritto a un
cerchio dato, & minore del quarto della differenza P—p tra i perimelri dei
poligoni regolari di u lati, iscritto e circoscritto allo stesso cerchio, & data
dall’ Autore come conseguenza dei valori di P’ e di p s ma & facile ottenere lo
stesso Tisultato mediante una costruzione geometrica dovuta al sig. Bertot.

Sieno (fig. 233) AB, CD i lati dei poligoni regolari di n lali, iscritio e
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ProsLEMA VII.— Dafe le aree s, S dei poligoni re-
golari simili, iscritio ¢ circoscritlo al wmedesimo cer-

circoscritto; e AE il lato del poligono regolare iscritto di 2n lati. Se condu-
ciamo la tangente FG parallela ad AE, e la terminiamo ai prolungamenti dei
raggi OA, OL, gquesta tangenie sara il lato del poligono regolare circoscritlo
di 2 n lati. Avremo dunque

p= n.AB=12n.AH, P=2n.CE
p=2n.AE, P'=2n.FG;

in guisa che basta dimostrare la seguente relazione: .
1
FG — AE <~ (CE —AlL.
%

Conduciamo AML parallela a OE; avrem» FM=FG — AE, CL = CE — AH;

1
e la disuguaglianza diverra FM < Z CL.
: 1
Poiche la corda KE ¢ laseltrice dell’angolo CEA, si ha IK «Z 7 IN; e

1
per conseguenza, conducendo APQ parallela ad OKN : AP p AQ. Laonde

una parallela a CL, condotta dal punto P, e terminata ai lati dell’ angolo CAL.
sareblbe minore del quarto di CL. Ma FM essendo egualmente inclinata sui lats
di quest’ angolo & minore di questa parallela; dunque cc.

Dal problema VI si deduce una relazione utile a conoscere

Indichiamo infatti con Pu. Pou, Pan i perimetri dei poligoni regolari iscritti

di n, Zn, 4n lati,econ P, Py, P, i perimetn dei poligoni regolari cir-

coscritti corrispondcnli. Si ha:

a7
..1".2._J P2a

Py, 41 ’ pe2n =Pa e P2" ’ Pgﬁn =2 X P -
2n 2n

P&n —

4
Dalla seconda formola st deduce Po,; =— I)_ﬁ’.; quindi la prima diventa

Pn
2}}'3:)

Piy——_ =" .

Pou P
f1 quale valore sostituito nella terza, du

9,3

= s,
Pghl = f

3’2,-: + pu

Rappresentando con m, il rapporto del perimetro pg, al perimetro p,,. la
relazione precedente pud seriversi sotto la forma

STl v Q rﬂk-—' 2 (T)
my_ 1
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chio, calcolare le arce s, $' dei poligoni regolari,
wserillo e circoscrilto d’ un numero doppio di lali.

(fg- 252)
Facendo Je medesime costruzioni che nel problema

precedente si ha:

s=mn.ADC, S=n.DEC
$=2n.AFC, S'=2a.GiC.

dunque
5.8 ACK AFC: *CK ' CF.

§PSIIARC I DFC: * CA : CD.
Ma i triangoli equiangoli ACK, DCF danno :
Ch JCF::CA;CD;

dunque

Si ha anche:

S’:S::GCII:DCF:::’-}.GF:DF;

ma
GF,‘DG::CF:CD::CK,‘CF:‘:s:s',
da cui
2GF ! DF;:2s ;5=
dunque
S’:S::Qsis—r'—s’,
e

2S.s
S+ &

8'==




LIBRO QUARTO. i
ScoL10.— Si ha:

h-\.,-l
-

s'ms*<;;.(s—s).(')

ProsrLEmA VI — Dati il raggio v e I’ apotema a
di un poligono regolare, calcolare il raggio v’ e I’ apo-
tema o del poligono regolare cquivalente al poligono
dato e &’ un numero doppio di lati. (fig. 234.)

Siano C il centro ed AB il lato del poligono dato;

(1) La proposizicne coutenuta in questo scolio, cioe che la differenza
S s tra le arce dei polivorni iscriflo e circoscritto, di On lati, € minore
del quarto della d firenza S —s tra le arce dei poligeni iscritlo e circoscritto
di o lati, puo dimostrarsi geomcetricamente nel seguente modo:

Osservando che 8 — s ¢ 5 — s sono proporziciali ad AFG e ADFK ;

Lasta far vedere chie il triangolo AFG e minore dil quarto del trapezic ADFK,
ovvero che si ba

1
FG < ~ (DF -+ AK).
{7

Sia L il punto d”incontra della bisetirice CG con AK; avremo FG ==
AG — AL =— LI, attesoche AF ¢ la Dbisettrice dell’angolo GAB. La disugua-
glianza precedente si riduce dunyue a

1
FG < 7 (DG -~ LK).

Dalla somighanza dei duc triangoli reltangoli DAG, FLK si ha

nG AG DG GF
— == — OV¥EIO T~ =T .
FL LK GF LKk

Ma la media per quoziente & sempre minore della media per differensa,
dunque la disuguaglianza e dimostrata.

Con metodo analogo a quello seguito nella nota precedente, si trova

-
5 5 S92,
S"’."_}; —

_a
T
S9, 7 Sa

Indicando con px il rapporto dell’ area Sin all’ area S2x, la relasicue
precedente si puo scrivere sotto la forma:

7Y Mx—1
o 2 s sz ()
= v Py 1
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si ha: AC=r, CD = a. Per costruire il poligono equi-
valente al poligono dato e d’ un numero doppio di lati,
trasformo il triangolo ACD, metd di ACB, in un trian-
golo isoscele GCE che gli sia equivalente. Allora GE ¢
il lato e C il centro del poligono richiesto; dunque
CE—=17¢', CF=d'.

Poiché i triangoli ACD, GCE sono equivalenti e
1anno un angolo comune, si ha:

CE*=— CA > CD;
dunque

P ———r

FeE=a,r.

I triangoli rettangoli AHD, CFE sono cquiangoli, e
danno :
CrF ;DH: ;CE: Al,

OVVero
ala+r.iriy2r(a-+r);
dunque
o= et ,‘/ﬂ (a—r)
V2r(a—+r) 2 '

Scor1o. — Si ha:
r—a’ <;;(r—-—a).

PrOBLEMA 1X. — Dati il raggio v ¢ I’ apolema a
d’un poligono regolare, calcclare il raggio v’ e I apo-
tema 2’ del poligono regolare isoperimetro d’ un nu-
mero doppio di lali. (fig. 235)

Siano C il centro e AB il lato del poligono dato;
st ha: CA=r, CG — a. Conducete il raggio CD per-
pendicolare ad AB ed unite il punio D ai punti A ¢ B.
La retta EF che passa pei mezzi E, F delle corde AD, BD
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& parallela ad AB ed cguale alla mela di questa retta:
dunque ¢ il lato del poligono isoperimetro d’ un numero
di lati doppio. L’ angolo ECF essendo la meta dell’an-
zolo ACB, il punto C ¢ anche il centro del poligono re-
aolare, e si ha: CE=7', CK=2a.

La retta EF divide DG in due parti eguali; dunque

. CDh - CG
G =5 = ’,
)
ovvero
j r ——
a —
A

1l triangolo rettangolo ECD di anche

CE? = CD Y CK,

oVVvero

dunque

SCOLIO. — S1 ha:

P —d g (r— ). ()

(') Poiche r > a, dal valore di a si deduce @ ~ a4, a < r, e dal
valore di #, » <7 »; quindi il raggio del secondo poligono & minore di quello
del primo, e Papotema del seconde poligono ¢ maggiore di quello del primo; ¢
peT comscguenza la diflerenza tra il raggio e l'apotema diminuisce indefinita-
mente.

Dal puoto C come centro descriviamo 'arco EOF ; avremo OK=—=1r —a -
f.a corda EO ¢ bisettrice dell’ angolo DEF, dunque OK < ;z DK, OK <-;— DG .

BVVETD

r —a < E(r-a}. (T)

g, (B - -
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CAPITOLO V.

Misura della ecirconferenza. — Area del cerchio.

Dicesi zariabile qualunque quantitd che in una data
quislione pud prendere successivamente differenti valori.

Una variabile ¢ indipendente, quando i suoi valori
sono affatto arbitrarii; € dipendente o funzione @ altre
quantita, quando i valori che essa prende sono determi-
nati da quelli di queste quantita. Cosi I'arca di un trian-
golo € una variabile dipendente o una funzione della
base e dell’ altezza che sono variabili indipendenti.

St chiama [limite & una quantitd variabile una
quantita fissa alla quale essa si avvicina indefinitamente
senza poterla eguagliare.

Da questa definizione resulta che se una quantita
variabile ha un Jimite, essa ne ha un solo, poiché non
puo tendere simultaneamente verso due quantili finite e
disuguali.

LEmmMA L. — Se due quantiti variabili v, V', conser-
vandosi sempre eguali fra loro, tendono verso i limiti
L, Y, questi limiti sono anche cquali,

E invero poiche le variabili », ' sono costante-
mente eguali, si ha:

l-—v'::l—--v;

Dunque ¢’ si avvicina indzfinitamente alla quan-
tita fissa 7, nel tempo stesso di v, ¢ il suo limite 2’
uguale a [,

LEvMMA 11 — Se due quantita variabili v, Vv hanno
per Limiti VeV, la somma v--v' )q per limite 141,
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Infatti si ha

(I +1)—(e+0V)=({—v)+(I'—7).

Ma le differenze I — v, I' — 2" diminuiscono inde-
finitamente a misura che » e 2’ tendono verso i loro li-
miti 7, I'; dunque la somma » —+ 2" si avvicina indefi-
nitamente alla quantitd fissa 7 + 1.

CoroLLARIO. — Similmente si dimostra che la dif-
ferenza » — o’ ha per limite I —1'.

Levma 1. — Se una quantila variabile v ha per
limite 1 ¢ se m ¢é una gquantita costanie, il prodotio
vXm ha per limite 1 X m.

Si ha

Im—ovm=(l—v)m.

Ma la differenza ! — v diminuisce indefinitamente
a misura che » si avvicina al suo limite /; dunque il
prodotto zm tende indefinitamente verso (m.

COROLLARIO. — Similmente si dimostra che il quo-
riente — ha per limite _l..

m m

Due archi sono simili quando sono intercetti sopra
due circonlerenze disuguili da angoli al centro eguali.

Due settori, due segmenti sono simili se gli angoli
al centro corrispondenti sono eguali.

Una linea curva € cenwvesse quando ¢ tutta da uno
stesso lato della sua tangeute in ciascuno dei suoi
punti. — La circonferenza del cerchio € una linea con-
Vessa.

Una linea curva convessa nmon puo esscre incon-
trala in piu di duc punti da una linea rella.

Dimostrazione analoga a quella del perimetro del
poligono convesso,
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TEOKREMA 1.

CQualunque linca poligonale convessa ABCD é mi-
nore di una linea qualunque AEFGD che U inviluppa e
ha le stesse estremita A e D. (fig. 236.)

Prolungo le rette AB, BC sino all’ incontro della
linca inviluppante, nei punti H e K, La pitt corta di-
stanza di due punti essendo misurata dalla retta che li
unisce, si hanno le disuguaglianze :

AD -+~ BH <AE +EF +TH,
BC 4+ CKk < BH -+ HG + Gk,
CD < CK -+ KD.

Agziungendole membro a membro e sopprimende
le linee B, CK comuni ai due membri della nuova dis-
uvguaglianza, si trova :

AB—+BC -+ CD <AE +ETF +FG -+ GD.

Scor1o. — Similmente si dimostrerebbe che una
linea poligonale convessa ¢ minore di una linea qualun-
que che I’ inviluppa da tutte le parti.

TEORENMA II.

1°. La circonferenza € il limite dei perimelri dei
poligoni regolari iscrilti e circoscritli,

2. Il cerchio ¢ il limite delle loro superficie.
(fig. 231

1°. Sieno p e P i perimetri dei poligoni regolari
di n lati, iscritto e circoseritto al cerchio AQ. S+ si fa
crescere indefinitamente il numero » dei lati di que-
sti poligoni, la variabile p cresce continuamente, re-
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<tando tuttavia minore di circonferenza AQ, menire la
variabile P decrese., restando sempre maggiore di cir-
conferenza AO. Per dimostrare che questa circonferenza
¢ un limite comune alle due variabili p, P, basta pro-
vare che la differenza P-p diminuisce indefinitamente a
misura che il numero n aumenta.

Sicno AC il lato del poligono p e EG quello del po-
licono P, si ha:

PopliGEF 0D

da cul
P-p o Pl DE [ OI,
(l
P> DF
Pep) — —— .
¢

Ma la linca DF € minore della corda deli” arco AV,
cin¢ minore del lato del polizono regolare di 2x lati, e
questo lato diminuisce indefinitamente a misura che n
aumenta; di pit il perimetro P va anche deerescendo
e il ragaio OF ¢ costante; dunque P-p decresce indefi-
nitamente. Per conzeguenza la circonferenza & il limite
dei perimetri P e p.

3. S e s czsendo le aree di questi slessi polizoni re-
colari, si ha:

S:tsll0F oD%,

da cui
S — 58 OF — OD*: OF%,
€
S\ AD?
[ —_— S i —"—'—:'2_
Ol

Ma AD & minore del lato del poligono regolare

di 2n lati, il quale diminuisce indefinitamente quando
19
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si fa crescere il numero n; dunque la differenza S — «
tende verso zero; e poiche le variabili S e s sono Puna
sempre maggiore I’ altra sempre minore del cerchio A0,
ne segue che il cerchio & il limite delle aree S e s.

TEORERIA EEI.

10, Le circonferense stanno tra loro come i raggi;
30, I cerchi stanno tra loro come i quadrati dei

ragyi,

1°. Sieno P e p i perimetri dei poligoni regolari
di » lati, circoscritti I’ uno al cerchio r e P’altro al cer-
chio R; se si suppone che il numero n cresca indefini-

TN . .
tamente le variabili T ?-; hanno rispettivamente per

... G ¢ . :
limiti R e =) ove C ¢ la circonferenza R, ¢ la circonfe-

renza r. Ma i perimetri di due poligoni regolari di un
egual numero di lati, sono proporzionali ai loro raggi,

i e e PP ;
quindi le due variabili i 77 sono costaniemente eguali;

dunque i loro limiti sono i medesimi e si ha:

C

R

I

c
7. »

2¢. Indicando A ed a i cerchi di ragzio R e 7, si di-
mostrerebbe egualmente che,

A
R’

|
"'!“|9

CoroLLARIO I.— I rapporto di una circonferensa
al suo diametro é costante.
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Infatti dall’ eguaglianza

C__c

R 7’
si deduce:

C ¢

2R 27

Indicando questo rapporto con =, si ha:

G

R da cui C=2= R.

CoroLLARIO II.— Calcolare la lunghezza di un arco
di cui sono dati il raggio R e il numero » di gradi.
La circonferenza o I’ arco di 360° essendo eguale
a 27R, la lunghezza dell’ arco di un grado & espressa
271k 7Rn

da 360 e I’arco di n gradi ¢ uguale a 180"

TEOREMA 1V.

1. Gli archi simili sono proporzionali ai ragys.

2°, I settori simili sono proporsionali ai quadrati
dei raggi. (fig. 238.)

1°. Se nei due cerchi AC, ac, gli angoli al centro
ACB, acb sono eguali tra loro, gli archi AB, ab che essi
intercettano sono simili.

Ma

ab:c: > ach: b retti
AB : C::ACB ; & retti,
dungue
ab:AB::¢:C: ac: AC.
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20, Sieno S, s le superficie dei settori ACB, aeb;
AL a le superficie dei cerchi rispettivi, avremo

sta’tach horettt
S:AITACB ¢ & retti;
aunque
s:Stat A act AC.
COROLLARIO. — Due angoli ACB, ach (fig. 239) che
hanno i loro vertici G, ¢ nei centri di due cerchi diffe-
AB ab

, — degli
ac

archi che essi intercettano, ai raggi di questi cerchi.
Se dal punto C come centro si descrive, col rag-
ci ae, I’arco DE tra i lati dell” angolo ACD, si ha:

renti CA, ca sono tra loro come i rapporti

, . DE ab
ACD teco DR Cabt t — ° —,

ac ac
Ma gli archi DE, AD sono simili, e

Loact IABACG
dunque

AR a()
ACD ach: :T ‘-

-

ac
TEOREMA V.

L’ arca del cerchio € uguale al prodotio della cir-
conferenza per la meta del ~aggio.

Siano A e C I’area e ia circonferenza del cerchic
di raggio R; S e P I’area ¢ il perimetro d’ un poligono
recolare circoscritto al cerchio medesimo. Se il numero
deilati di questo polizono cresce indefinitamente, la va-
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riabile S ha per limite A, ¢ la variabile P ><§ ha per

R
limite C ><5. Ma I’arca di ciascun poligono essend

eguale al prodolto del suo perimetro per 1a meta del racgio
S ;5 R
del cerchio iscritio, le variabiliS e P X 5 s0no costanic-

mente eguali; dunque i loro limili sono eguali, e si Lia :
A= C X L
i —— 2N\ C} .

CoroLraRIO 1. — Se, in questa espressione del-
I’arca del cerchio, si sostituisce 2zR a C, si trova:

A == g

formola piu comoda della precedente per la risoluzioue
dei problemi relativi al cerchio.

COROLLARIO. — L’ arca di un sellore ¢ uguale «!
prodotto della lunghesza del suo arco per la melc del
raggio. (fig. 240.)

Indichiamo con € 1" area del settore ACB; Si L

S:TA:TAMB:C,
OVVEro

dunque
S — AMD ¢

Siano r il raggio del cerchio AC, # il numero dei

, .. T ,
gradi dell’ arco AB; si ha ™ per la lunghezza di cue-
3
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’ . ) . . mn_ T
st’arco; dunque il settore ACB ¢ uguale a 18 5
. wmrn
cloe a oo -

Scor10.— Il segmento AMB ¢ uguale alla differenza
del settore ACB e del trianzolo ACB.

PRORLEMA. — Calcolare il rapporto della circonfe-
renza al diametro con una data approssimazione.

Le due formole

2

circ. R —= 27, ccre. R = =R}%,

dalle quali si deduce:

cire. R cerc. R
- 9R 7 R®

conuucous a quattro soluzioni del problema proposto ;
ciacehe si possono considerarc come dati del problema,
il rageio, la circonferenza ¢ 1 area del cerchio. Noi
c=perremo quella nella guale si conosce la circonferenza.
e ¢’ @ dovuta al geometra Schwab.

Prosoniomoct di caleslare it valore del numero 7 2

1

meno di 1—(}; ¢ prendiamo una circonferenza eguale @
2 motri- indicando eon x il sun raccio, avremo:

2 1

o —— e —

%2 2
Jimostriamo in prima che x ¢ il limite dei raggi ¢
degli apotemj dei poligoni regolari il cui perimetro &
ugunle a 2 metri.
Siano ', 7, .. ... iraggied, a" a" .... gli
aputemi dei polizoni regolari di n, 22, bkn.....lat, il
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cui perimetro ¢ vguale alla circonferenza data. Poiche il
prrimetro di ciascuno di questi poligoni ¢ minore della
circonferenza che gli € circoscritta e maggiore della cir-
conferenza iscritta, si ha per uno qualunque fra essi:

9-7»"7‘;‘ > 27?3: > Qﬂ'ak y

Cvvero

T >X >0

dunque 1° il ragzio x della circonferenza data € com-
preso tra I’ apotema e il raggio di ciascun poligono re-

olare isoperimetro,
— r' o
La figura o le formole "= 4/7".d", "= ———, mo
r

s{rano che ciascun raggio 7 € minore del precedente 7/,
mentre I’ apotema " ¢ maggiore di «¢'. Laonde i
raggi 7/, 7', 7. .. .. formano una serie decrescente i
cul termini sono maggiori di x, e gli apotemi o', a',
¢, . ...una serie crescente i cui termini sono, al con-
trarin, minori di . Ma Ia differenza di due termini delio
='ps30 posto nelle due serie decresce indefinitamente se
‘i aumenta indefinitamente 1! numero dei lati, giacche
<i ha:
1

Tf.' . (;r; < _ (?.f_ a’),

i

i
r!n . a';.-' < —_ ('f” . arr) < E (rf — ar)1

&

i 1
f'"”—- qrn:< ;; (rm__am) < E:B: ()J_ (l');

qunque 2° queste due serie hanno 1o stesso limite ch’é
il raggio a.
Si tratta ora di caleclare un valore approssimato
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_ ; 1
di questo limite, tale che il numero = ¢ — possa essere
Z

1
Jeterminalo a meno di
10w

L

. Supponiamo n==14 e cal-

coliamo i ragei e gli apotemi del quadralo, dell’ otta-
oono regolare, del poligono di 16 latiy . ... avenli cia-
scuno un perimetro di 2 metri. Pel quadrato si ha:

S .
az=, e
$) b
per I’ oltagono :
T'_F—(l" T
2= r =

pel poligono di 16 lati:

r o+ : O —
it v I Ty
' e ey T V}‘ oll® &

e cosi di seguito. Fermandosi al poligono di 4% lati,

; mow s ; 1 1 :
poiche il numerc = ¢ compreso tra — ¢ —, bisogna
ay T

che si abbia:

1 1 1
(y Y e ]Om !
OVYEro
r K
ETIT

- - L) L] - L] L L] 1
ma a, e 7, sono minori di a’, cio¢ minori di - ; dunque
3
si deve avere:

re — x <

16 . 10w
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Si soddizfa a questa condizione determinando 7, ¢
¢y in guisa che si abbia:

1
-/
To — e S gy

Se si osserva che la media aritmetica dei numeri ()

1 LY 1 " - L4 - L] 1 1. L 2
¢ =~ ¢ = e la media geometrica dei numeri ~, ¢ V2
20 27 % 7Tk

si ha per calcolare il numero = con una data approssi-
mazione, la seguente regola:

Formate wna seric di numeri @ cui due primi
sicno O ¢ 5 ¢ tali che ciascuno dei sequenti sia aller-

-

nativamenie medio aritmetico ¢ medio geometrico tru
i due precedenti. Continuale il calcolo sino a che duc
lermini conscculivi abbiano le m -+ 2 prime cifre deci-
mali comuni, pol divid:te il numero 1 per uno qua-
[unque di questi termini, calcolando in guesta divi-
sione m cifre decimali. Il quoszienie sara il wvalore

: .1
di ®a meno di — .
RV
Ecco la tavola dei valori dei raggi e degli apolemi
dei poligoni di &, 8, 16,..... §192 lati, per calco-

tare 7= a meno di un cenfomillesitio

Numero doi luti Apotemi Ragi
h....a, = 02300000 . ..y = 03535534
§....a, = OINTI6T ... .y = 03266307

16 . ... a; = 0.31%2087 7y =40, 230806% %
32 ....a, = 03962507 . , = 0,3188217
64 ....a; = 0,318055! s = 03184377

La prima metd delle cifre di a; e r; essendo la
medesima, si pud sostituire alla loro media geomelrica
la loro media aritmetica che ne differisce al di 1a della
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settima cifra decimale. Operando al modo stesso per i
termini seguenti, si ridece il calcolo a prendere medie

aritmetiche, € si trova :

128 . ... a, = 03182459 .. .. r, — 03183418
956 . ...a. — 03182332 .. .. r, = 0.3183178

512 w2 Dy 6 = 0.}311':3@'8\; cee s Ty = 0 31 3118
1024 .. . . a, = 63183088 .. . .y = 0,3183103
2048 ... . a, = 03183306 ... .= 0;3183899

K096 . . .. a, = 03193007 . . .7, — 0,3183098
8192 . ... a,= 0,318300% . ., = 0,3183098,

Dunque il valore di = ¢

— 314159 .
0uTo3igs — 1Y

a2 meno di un centomillesimo.
SCOL10. — ARCHIMEDE ¢ il primo geometra che
abbia trovato due limiti del numers incommensura-
10 10

bile =; questi Iimiti sona 2 0 0 2 77 Gonerclmente <
A ’7(} 7t

.22 .
fa uso del primo T G SUDArY T meno di un cen

tesimo.
Mezio ha dato per valore approssimato di questo

[

rapporto la frazione ﬂ_d che ne differisce solo per un

centomillesimo. Infine altri ceomelrt hanno trovato i
numero 7 cguale a 3.14159265358979 . . .,
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CAPITOLOG VI

Costruzione acllie figure equivalent

PROBLEMA L. — Fare sulla retla AB un rettangolo
ceuivelente al retiangolo FDE. (fig. 241.)

Sia AC 1" altezza ignota del rettangolo richiesto.
I due rettangoli CB, FE dovendo essere equivalenti, bi-
soena che

CA 3 AB = FD X DE,

si0¢ che
ABDE::FD:CA.

Punque Paltezza CA ¢ une quarta proporzionale alle tre
sette AD, DE, I'D,

ProoLEMA 1. — Farc un retiangolo equivalentea
croquadrato date A di cui la somma della base e del-
["allezza sia cquale « wna relta dafa BC. (fig. 242.)

Beserivete unn semieirconferenza sulla retta BC
ceme clamelro; conducete BD perpendicolare a BC ed
cguale al lato A del quadrato dato; conducete la retta
BE parallela a BC sino all’incontro della circonferenza
uel punio E e la retta EF perpendicolare al diametro BC.
I due segmenti BF, CF della retta BC sono i lati del
reitangolo, giaeché si bha:

BF X CF = EF* == A®,

CoroLLARIO. — I problema & possibile allora sol-
tanto quando BD é al pitt eguale al raggio della circon-
ferenza, cioé che il lato del quadrato non deve superare
la metd della retta AB.

ProrreMa I — Fare un relfangolo equivalentc
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a un quadralo dato A, ¢ di cui la differenza delli
base ¢ dclla altessa sia cqguale a una retia data BC.
(fig. 243.)

Descrivele una circonferenza sopra BC come dia-
metro; conducete per il punto B la tangente BE; pren-
dete sopra questa retta una lunghezza DBE eguale al
lato A del quadrato dato, ¢ tirate la secante EG che
passi pel centro D del cerchio. Le retle LG, EF sono i
due lati del rettaugolo.

Infatti la loro differenza FG ¢ uguale a BC e il Turo
prodotto EF >Z EG & uguale a BE®.

ProsLEMA V. — Fare un quadralo cquivalenie
un triangolo, ¢ un parallcloyrammo, a un trapezio v «
un poliguno regolare, (fiy. 244.)

Sia X il lato del quadrato equivalente al triangolo
ABC, si ha per ipolesi:

X*= 2 DBC:{AD;

.,
e

1o -

dunque

Ipeoxix:a:

cioe a dire che il lato del quadrato richiesto ¢ una me-
dia proporzionale tra I'altezza del triangolo e la meld
della base.

Similmente si dimostrerebbe 1° che il lato del qua-
drato equivalente a un parallelogrammo ¢ una media pro-
porzionale tra la sua base ¢ la sua altezza; 2° che il lato
del quadrato equivalente al trapezio ¢ una media propor-
zionale tra I’ altezza del tranczio e la retta che unisce i
mezzi dei suoi lati non paralleli; 3¢ che il lato del qua-
drato equivalente a un poligono regolare ¢ una media
proporzionale tra il perimetro di questo poligono e lu
meta del suo apotema.
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Troonema V. — Fare un Iriangolo equivalente «
un poligono dato. (fig. 245.)

Sia ABCOET questo poligono: tirate la diagonale BF
o la retta AG parallela o questa diagonale; unite quindi
il vertice T al punio G intersezione della relta AG col
prolungamento del lato BC. 1 triangoli GBE, ABY sono
pquivalenti percho hanno la stessa base BF e le altezze
ezuali ; dunqgue il peutagono GCDEF e equivalente al-
' esazono dato.

Con una simile cosiruzione si trasforma il penta-
oono in un quadriiatero e questo in un triangolo equi-
valente a 1’ esagono.

COROLLARIO. — Fare un quadrafo equivalente a un
noligono dalo.

Costruite un triangolo equivalenle a questo poli-
cono; prendete una media proporzionale tra 1' altezza
del triangolo e la meta della sua base. 11 quadrato co-
struito su questa media € equivalente al triangolo e per
consegienza al poligono.

Scorto. — 1 problema della quadratura &’ una
ficura piana, vale a dire la costruzione del quadrato
equivalen'e a questa ficura, ¢ sempre possibile quando
il suo perimetro é rettilineo. 1 quadrato equivalente a
un cerchio date non si pud costruire che approssimati-
vamente.

ProrLEMA VI Deserivere un quadrato equivalente
alla somma o alla differenza di due quadrali dali.
(fig. 246.)

to, Per costruire un quadrato equivalente alla som-
ma dei quadrati delle rette A e B fale un angolo retto G;
prendete CD eguale 2 A, CE egualea Be tirate 1a retta DE.
Questa linea ¢ il lato del quadrato richieslo; poiche si
ha, nel triangolo rettangolo CDE:

DE® — CD*—+ CE’.
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20, Per fare un quadrato equivalente alla differenza
dei quadrati delle rette A e B, tirate duc rette perpen-
dicolari CG, CH; prendete sopra CII la retta CE eguale
alla minore B delle due linee date e descrivete dal punto T
come centro con un raggio eguale ad A, un arco di
cerchio sino all’ incontro di CG. La retta CD é il lato del
quadrato richiesto; giacche si ha nel triangolo rettan-

golo DCE :
DC®> = DE* — CE’.

ProBLEMA VII. — Fare un quadrato il cui rap-
porto a un quadrato dato sia equale a quello di duc
relle date. (fig. 247.)

Siano A il lato del quadrato dato e B, C le due rette
date. Prendete sopra una retta qualunque la linea DE
eguale a B e pol la linea EF eguale a C. Descrivete so-
pra DF come diametro una semicirconlerenza ; condu-
cete EG perpendicolare al diametro DF e le corde GF, GD.
Prendete poi sopra GF una lunghezza GH eguale al lato A
del quadrato dato e conducete HK parallela a DF, sino
all’incontro della retta GD. La linea GK & il lato del
quadrato richiesto.

Infatti, il triangolo KGH essendo rettangolo nel
punto G, si ha:

GK* ; GH®° : KL : LH.

Ma le parallele KH, DF sono divise in segmenti pro-
porzionali dalla retta GL; laonde

KL :LH::DE:EF;

dunque
GK®:GH®; :DE : EF,

ovvero
GK* :A*t:B!C.
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CororLaRrIO. — Se il rapporto dei due quadrati
fosse espresso da quello di due numeri, si prendereb-
bero per le rette B e C linee proporzionali ai due nu-
meri dati, e si farebbe la costruzione precedente.

ProBLEMA VIII. — Dati due poligoni simili, co-
struire un poligono simile ed equivalente alla loro
somma o alla loro differenza (fig. 2438.)

Siano a, & e z tre lati omologhi dei poligoni dati
A, B e del poligono ignoto X. Si ha per ipotesi:

Xe= A== ]

xgzagibg;

dunque, per risolvere il problema, bisogna cercare il
lato # d’un quadrato equivalente alla somma o alla
differenza dei quadrati di @ e b, poi costruire sopra
questa retta  un poligono simile ad A.

PROBLEMA IX. — Fare un poligono simile ad un
poligono dalo ¢ lale che il suo rapyorto a questo poli-
gono sia cguale a qucllo di due linee date. (fig. 249)

Sieno a ed x due lati omologhi del poligono dato £
e del poligono richicsto X. Sieno anche b e ¢ Ie due rette
date. Si ha per ipotesi:

dunque
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Da cid risulta questa costruzione: Cercate un qua-
dralo che sia al quadrato di a cowe Ia iinca b ¢ alla
linea ¢, ¢ fate =ul lato di questo qualrato un poligono
simile al polizono dalo A.

PROBLEMA X.— Fare un poligono simile a un po-
ligono A ¢ cquivalente a un allro poligono B, (fin. 250.)

Qieno a ed a dac lati omolo:li del poligono A ¢
del policono ignoto X. Si ha per ipotesi:

-

A'K"ﬂg..’]_‘",

- . = L

N — D

Indicando con a' il laln del quadrato equivalente
al policono A, con U cuello del quadrato equivalente
al poligono B e sostituendo nella proporzione prece-
dente a'* ad A, ¥'* a X o D, =i trova:

P2.bf!-aa!tx!

LI [} b

¢ per conseguenza

a tblalx.
Laonde si ha questa eoslruzione: Cercate una quarta
proporzionale alle rette a’, ¥, a ¢ fate sopra questa linea

un poligono simile ad A.

Prollfce e resolrvere.

1. — Dividere un trianzolo in un numero qualunque di
parti equivalenti con parallele a uno dei lali.
9. — Dividere un trapezio in un numero gualungue di

parti equivalenti con paralicle alle Dasi.
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3. — Iscrivere in un cerchio dato un trapezio la cui al-
tezza e la cui superficie sono date.

4.— Iscrivere un gquadrato in un (riangolo. “u qual lato
del triancolo si trova il massimo quadralo iscrifto ?

5. — Dividere con una parallela alla base la superficie
di un triangolo in media ed estrema ragione, cioé in tal
cnisa che il (rapezio sia una media proporzionale tra il trian-
colo dato e il piccolo triangolo.

6. — Dati due triangoli equilateri, trovare sulla retla
che unisce 1 loro cenlri, un punto tale che Ia somma dei
quadrati delle distanze di questo punlo ai lati del primo
triangolo e la somma dei quadrati delle distanze dello stesso
punto ai lati del secondo triangolo siano tra loro in un rap-
porto datlo.

7. — Dividere un quadrilatero in un numero qualunque
di parti proporzionali a linee dale,

8. — Trovare il luogo geomelrico dei punti tali che la
somma dei quadrati delle distanze di ciascuno di essi ai ver-
tici di un (riangolo sia costante.

9. — La somma d-i quadrati delle distanze di an punto
qualunque ai verlici di un policono regolare di n lati € uguale
a n volte la somma dei quadrali del raggio e della distanza
del punto dato al centro del policono.

10. — In un triangolo qualunque lJa somma delle tre per-
pendicolari, condotte dal centro del cerchio cireoscritio sui
lati, ¢ uguale alla somma det raggi dei cerchi scritlo e cir-
coscritto. |

t. — Il racgio del cerchio circoscrifto a un triangolo e
uguale al quarto dell’ eccesso della somma dei raggi dei tre
cerchi ex—iscritli sul raggio del cerchio iserilto.

12. — La distanza dei cenlri dei cerchi iscritlo e circo-
scritto a un triangolo ¢ una media proporzionale tra il rag-
gio del cerchio circoscritto e 1’ eccesso di questo raggio sul
diametro del cerchio iscritto.

13. — La distanza dei cenlri del cerchio circoscritio a
un triangolo e di uno dei cerchi ex-iscritti ¢ una media pro-
porzionale tra il ragzio del cerchio circoscritlo e la somma

di questo ragzio e del diametro del cerchio ex—iscrilto.
13
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14. — La somma dei quadrali delle dislanze del cenltro
del cerchio circoscrilio a un {riangolo, ai cenlri dei cerchi
iscritlo e ex—iscritto, & uguale a 12 volle il quadrato del rag-
gio del cerchio circoscritlo.

15. — 1.’ area del dodecagono regolare é uguale al tripl
del quadrato del suo raggio.

16. — Le diagonali di un pentagono regolare si divi-
dono mutuamente in media ed eslrema ragione.

17. — 1l lato del decagono stellato ¢ ugzuale al lato del
decagono regolare convesso, aumentalo del raggio.

18. — Il quadrato del lato del pentagono regolare ¢
uguale alla somma dei quadrati del lato del decagono rego-
lare e del raggio.

19. — Condurre, per un punfo preso in un angolo, una
secante tale che I’ area del triangolo infercello sia uguale a

un guadralo dato.
20.— Cosiruire un triangolo le cui (re altezze sono date.

21, — Costruire un {riangolo nel quale si conosca un
lato, I’ altezza corrispondente e il rellangolo dei due allri lati.

22.— Circoscrivere a un triangolo dato il triangolo mas-
simo simile a un triangolo dato.

23. — Dividere un friangolo in due parti equivalenli
con una rel{la perpendicolare sopra un lato.

24.—Trovare nell’ interno d’ un triangolo un punto tale
che Je retle che I'uniscono ai verlici dividano il triangolo
in tre parti equivalenti.

25.— La somma o la differenza della diagonale e del
lato di un quadrato essendo dale, costruire il quadrato.

26. — lIscrivere in un cerchio un rettangolo equivalente
a un quadrato dafo.

27. — Dati un cerchio e un punto, condurre pel punto
una secante che divida la circonferenza nel rapporto di 3
a 8, e calcolare la lunghezza della corda intercelta sulla
retta.

28. — Dati una relta, un cerchio e un punto A, trovare
sulla rella un punto B tale che il quadrato di AB sia eguale
alla somma delle potenze di A e B rispetto al cerchio dato.

20. — Dale due circonferenze concentriche, dimostrare
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che la somma dei quadrati delle distanze d’ un punto qua-
lunque di una delle circonferenze all’ estremita d’ un dia-
metro dell’ alira é costante.

30. — Due quadrilateri sono equivalenti quando le loro
diagonali sono eguali e fanno tra loro angeli eguali.

31. — Condurre, per un punto dato sul piano d’ un an-
golo, una retta che formi coi lati dell’ angolo un triangolo’
d’ area data.

32. — Date due relte parallele e due punti, condurre
per questi punti due rette che s’ incontrino sopra una delle
parallele, e formino con I’ altra un triangolo equivalente a
un quadralo dato.

33. — Costruire un trapezio isoscele di cui si conosca
la superficie, la lunghezza dei lati eguali e la somma delle
basi.

34. — Costruire un (triangolo, conoscendo la sua super-
ficie, la base e il raggio del cerchio circoscritto.

35.* — Per un punlo siluato nel piano di un angolo,
condurre una trasversale in modo da formare un triangolo
equivalenle a un quadrato dato.

36.* —.Iscrivere in un angolo dalo una retta di lun-
ghezza dala, in modo che il triangelo che ne risulta sia
equivalenle a un quadrato dato.

J7."— A un cerchio dato iscrivere un trapezio di cui
sia conosciula I’ altezza, ed equivalente a un quadrato dato.

3S. " — Iscrivere in un cerchio dato on triangolo i cui
lali sieno paralleli a tre rette dale.

39. * — Iscrivere in un cerchio dato un triangolo, i cui
lati passino per tre punli dati,

40.* — Iscrivere in un cerchio dato un poligono di cut
un lalo passi per un punto dato, e di cui tutti gli altri lati
sieno rispeltivamente paralleli a rette date.

41.*— lIscrivere in un cerchio dato un poligono di cui
1 lati passino rispetlivamente per i punti dati.

42.* — Circoscrivere a un cerchio dato un triangolo i
cui vertici sieno situati sopra tre relte date.
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LUOGHI GEOMETRICI.

1, — Luogo geometrico dei centri dei cerchi che incon-
trano, In punti diamelralmente opposti, due circonferenze
dale.

2. — Lungo geomeltrico dei centri dei cerchi che ta-
gliano ortozonalmente due cerchi dati.

3. — Luogzo geometrico dei centri dei cerchi che ta-
ghano un cerchio dato in due punti diametralmente opposti
e un altro cerchio ortogonalmente.

4. — Dali tre cerchi, trovare il luogo geomeirico dei
punti tali che le polari di ciascuno d’essi, rispetlo ai tre
cerchi, concorrano in uno siesso punto. — Luogo del punto
di concorso delle polari.

5. — Luogo geometrico dei punti tali che la differenza
dei quadrati delle tanzenti, condolte da ciascuno d’ essi a
due cerchi dati, sia ezuale a un quadrato dalo.

6. — Dale due retle in posizione ed in grandezza, tro-
vare il luogo dei punti tali che unendo ciascuno di essi al-
I’estremita delle relle date, formino due (triangoli propor-
zionali a due relle m e n.

7. — Luogo geometrico dei punti tali che la somma dei
quadrati delle distanze di ciascano di essi ai tre vertici d'un
triangolo sia ezuale a un quadrato dalo.

8.*—1I data una circonferenza D ¢ un punto A di ques(a
linea. Per queslo punto si conduce una secante qualunque
sulla quale si prende un punto C Lale, che il rettangolo della
secante inltera e della sua parfe esferna sia eguale a un qua-
drato date m. Qual é il luogo geomelrico del punto C?

9.7 — Qual ¢ il luozo geometrico di un punto M tale,
che la sua distanza alla base AB d’un triangolo isoscele
dato, sia media proporzionale tra le sue due distanze ai due
altri lati ?

10.* — Qual ¢ il luogo dei punti M da cui due cerchi
0, O siano veduli sollo angoli eguali?




GEOMETRIA SOLIDA.

LIRRO QUINTO.

DEL FPIANO E DELLA LINEA RETTA.

CAPITOLO 1.

Della perpendicolare ¢ delle obligue al plano.

Dalla definizione del piano risulta che una retta
condotta per due punti qualunque di questa superficie
coincide con essa in lulta la sua estensione. Quindi
una retta che traversa un piano ba un sol punto co-
mune con esso, giacche se ne avesse due, coinciderebbe
in tutta la sua lunghezza col piano,

TEORLEMA 1.

Il luogo dell’ interscsione di due piani M e N ¢
una linea rella. (fig. 251).

Conduco per due punti qualunque A e B di questa
intersezione la relta indefinita AB ¢h’ € situata in cia-
scuno dei piani M e N, ¢ dico che tulli i punti comuni
a queste due superficie debbono trovarsi sulla retta AB,
altrimenti i piani coincidono in tutta la loro estensione.

Supponiamo infatli, che questi piani abbiano un
14
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punto comune C al di fuori della relta AD. Sia D un
punto qualunque del piano M, situato rispetto al punte €
dall’ altro lato di AB: poiché la retta DC che unisce questi
due punti incontra AB nel punto E, essa ha due punti co-
muni col piano N il quale conliene quindi anche il puntoD.

Se prendiamo sul piano M e dalla stessa parte della
retta AB del punto €, un punto qualunque G, che
uniamo a D, dimostreremmo che G appartiene anche al
piano N. Dunque i piani M ¢ N coincidono, sc banno un
punto comune esterno alla retta AB; talehe I"inlerse-
zione di due piani € una linea retla.

CoroLLARIO. — Dalla proposizione precedente potre-
mo conchiudere che due piani coincidono in tufta la loro
estensione 1° se hanno una rctia e un punto, cstcrno a
questa linca, comuni; 2° se hanno tre punti comuni ¢
non in linea retta; 3° se hanno duc relle comunt, pa
rallele o concorrenti.

Scor10.— La posizione di un piano nello spazio non
® determinata quando ¢ soggelto solo a passare per una
retta, poiché esso pud girare attorno a questa linea ¢
passare successivamente per tutti i punti dello spazio.
Al contrario un piano é delerminato, se contivne 1° una
retta e un punto; 2° tre punti non in linea retla; 3° due
rette parallele o concorrenti.

Per rappresentare un piano, il quale come illimitato
non ha forma, si limita la sua estensione tracciandovi
un contorno poligonale qualunque ; ma bisogna conce-
pirlo indefinitamente prolungato al di la di questa linea.

TEOREWMA X1,

Se conduciamo per una rcila EV differenti piani
EAB, EAC, EAD..... ¢ per un punio A di questa relta,
in ciasuno di quesli piani, le perpendicolari AB, AC,



LIBRO QUINTO. 199

AD,.... sopra EF, il luogo di queste perpendicolari ¢
un piano. (fig. 252.)

Consideriamo il piano delle dae rette AB, AC; dico
che esso contiene le altre perpendicolari, cio¢ che in-
contra un piano qualunque EAD, che passa per EF, se-
guendo una retta AD perpendieolare ad EF. Infatti, sul
piano BAC conduco una retta BC che incontri le ire lince
AB, AD, AC, ed unisco j punti @ intersezione B, D, C a
due punti L, F della retta EF, ezualmente distanti dal
punto A. T triangoli BCE, BCF hanno il lato BC comune:
i lati BE, BF eguali, poiché BA ¢ perpendicolare sul
mezzo di EF nel piano EAD: similmente i lati CE, CF
*ono cguali. Dunque i triangoli BCE, BCT sono egnali,
e gli angoli EBC, FBC lo sono altresi.

I due triangoli EBD, FGD hanno allora un angolo
rguale compreso tra due lati rispettivamente eguali, laon-
de il Jato DE ¢ ugnale a DF. Dunquela relta AD che ha
due punti A e D czualmente distanti dalp estremita delia
retta EX ¢ perpendicolare a questa linea e il piano BAG
¢ il luogo delle perpendicolari condotte dal punto A
ad EF.

Scorio.— Questo piano ¢ detlo perpendicolare alla
retta ET, ¢ reciprocamente quest’ ultima ¢ perpendico-
{are al piano. 1 punto A nel quale la retta EF incontra
il piano BAC, ¢ il piede della perpendicolare.

COROLLARIO. — Dalla dimostrazione precedenle ri-
sulta 1¢ che wna retla ¢ perpendicolare ad un piano
quando ¢ perpendicolare a due rette qualunque con-
dotte pel suo piede nel piano; 2 che per un punto
d'una relta si puo condurre un sol piano perpendico-
lare a qucsta linea, e reciprocamente.

Quando una retta non ¢ perpendicolare a un piano,
le si di il nome di obliqua, ¢ il punto nel quale essa
incontra il piano ¢ il suo piede.
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Scor1o. — La retta EX perpendicolare al piano BAC
e la retta BC che, condotta su questo piano, non passa
el punto A, non possono appartenere allo stesso piano.
Dunque due rette possomo non essere parallele e non

incontrarss.

TEOREYIA KIX.

Se dal punto A si conducono la retta AB perpen-
dicolare al piano MN, ¢ diflerenti obligue AC, AD,
AL, ec.

1°. La perpendicolare AB é piw corta di qualunque
obliqua;

20, Due oblique AC, AD che si allontanano equal-
mente dal piede della perpendicolare sono equali;

3°. Di due obligue disugualmente distanti dal
piede della perpendicolare, quella che pin se ne allon-
lana € la maggiore. (fig. 253.)

1°. Nel piano ABC la retta AB ¢ perpendicolare e
AC obliqua alla linea BC; dunque la retta AL, perpeun-
dicolare al piano MN, ¢ minore dell’ obliqua AC.

20, Se le distanze BC, BD sono eguali, I’ obliqua AC
2 uguale ad AD; perché i triangoli ABC, ABD avendo
un angolo retto compreso tra due lali rispettivamente
egaali, sono eguali.

3°. Sia la distanza BE maggiore di BD, 1’ obliqua
AE ¢ altresl maggiore di AD.

Infatti prendete sopra BE una lunghezza BF eguale
a BD ed unite il punto A al punto F. Le oblique AF, AD,
che si allontanano egualmente dal piede della perpen-
dicolare, sono eguali; ma, nel piano ABE, la maggiore
celie due oblique AE, AF sulla reita BE ¢ AE ; dunque
o € maggiore di AD,

CoroLLanrto I. — La distanza di un punto da ur
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piano si misura per mezzo della perpendicolare condoti:
dal punto sul piano.

CororrArIO I —1II luogo dei piedi delle oblique
eguali ad AC e che passano per lo stesso punto A ¢ ia
circonferenza del cerchio descritto dal piede della per-
pendicolare AB come centro con un raggio eguale a BC.
Laonde si ha-]a seguente costruzione per condurre uua
perpendicolare sopra un piano per un punto esterno
ad esso: Segnale sul piano dalo tre punti C, D, ¥
egualmente distanti da A, e determinate il centro della
cicconferenza che passa per C, D, F; questo punto ¢ il
piede della perpendicolare.

TCOREWA IV,

Se un piano MN ¢ perpendicolare sul mezso A (i
una relta BC,

1°. Qualungque punio D del piano é cqualmente lon-
tano dall’ estremila di questa retia ;

20, Qualunque punio E csterno al piano é disugial-
mente distanle dalle medesime cstremita B e C. (fig. 254 ]

1°. Unite il punto D ai punti A, B e C; la retta AD ¢
perpendicolare sul mezzo di BC, nel piano DBC ; dunque
il punto D di questa retta ¢ ugualmente distante dalle
estremitd di BC.

2°, Conducete le rette EB, EC; il piano EBC incon-
tra il piano MN seguendo AD perpendicolare al mezzo
di BC; dunque il punto E, ch’ & esterno ad AD, si trova a
distanze disuguali da B e da C.

Scor10. — Il piano MN condotto pel mezzo della
retta BC perpendicolarmente a questa linea, € il luoco
dei punti che sono ciascuno cgualmente lontani dal-
I’ estremita di BC.
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TEOREMA V.

Se v la retta AD perpendicolare al piano MN si
conduce un piano ABC, qualunque retla EF, condolta
nel piano MN perpendicolarimente all” intersesione BC
dei due piani, ¢ anche perpendicolare «l piano ABC.
(fig. 255.)

Infatli, prendete le distanze CE, CF eguali; condu-
cete le rette BE e BF ed unite i punti C, F, E ad un
punto qualunque A della retta AB. Nel piano MN, le
itue oblique BE, BF sono eguali perché egualmente di-
stanti dal piede della retta BC perpendicolare ad EF.
Le rette AE, A" che sono oblique al piano MN e
si allontanano egualmente dal piede della perpendico-
lare AB, sono eziandio eguali. Mu la retta AC, di cui due
punti A e € sono evuahuente distanti dui punti E, F, ¢
qerpeudicolare a EF; dunque fa Linea EF ¢ perpendico-
ware alle rette BC, AC ¢ quindi al piano ABC, .

ScoLio. — Qualwigue retta AC clie eaisee il punto
Goaun punto qualungue A dedla linca AB, ¢ perpendi-
colare ad EF,
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CAPITOLO 1L.

Rette parallele. — Rette e piani parallell.
| | | 4

TEGREMA 1.

Sc due retie AB, CD sono parallele, qualunque
piano MN perpendicolare ad una di esse AB, é anche
perpendicolare ol altra CD. (fig. 256.)

Il piano BACD delle due parallele AB, CD, incontra
il piano MN scguendo fa retta AC. Ma AB e per ipotesi
perpendicolare ad AC; dunque CD, parallela ad AB, ¢
altresi perpendicolare ad AC. Conducete per il punto C
la retta EIY perpendicoiare all” inlersezione AC dei piani
MN ¢ BAC, Questa linea EV ¢ perpendicolare al piano
3AC; dunque DC ¢ anclic perpendicolare ad EF, e per
conseguenza al piano MA,

CoroLranrio. — Pel punto € si pud condzrre una
sola parallele a una reita AD. lufutti conducete per il
punto € an piano MN perpenvicolare ad AB; la paral-
lela Grata da questo punto alia retla AD deve essere
perpendicslarve al pieno MN; denqgue Ja retta AD ha una
sola parallela che passa pel punto C,

KTEQGRLIEYA JI.

Due rette AB, CD perpendicolari allo stesso pia-
no MN, sono parallele, (fig. 256.)

Giacche la parallela alla rella AB, condotta dal
punto C nel quale CD incontra il piano MN, ¢ perpen-
dicolare a questo piano ¢ coineide con CD.
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CoroLrLARrIO.—Due rette A, B di cui ciascuna é pa-
rallela ad una terza C sono parallele tra di loro. Infatti
se si conduce un piano perpendicolare a C, esso lo ¢
anche alle rette A e B parallele a C; dunque queste linee

sono parallele.
TEOREMA RID.

Una retla AB e un piano MN non possono incon-
{rarsi se la linea AB ¢é parallela ad una retta CD con-
dotla su questo piano. (fig. 257 )

Il piano delle due parallele AT, CD incontra il piano
MXN seguendo la retta CD; dunque la retta AD che. nel
piano ABCD, ¢ parallela a €D, non pud incontrare il
piano MNXN,

Scorto. — La retta AB e il piano MN si dicono pa-
ralleli.

CororLARIO. — Una relta AD ed un piano MN
perpendicolari alla medesima retta AC, sono paral-
leli (fig. 258 ) Giacché il piano BAC incontra il piano MN
seguendo la retta CD perpendicolare ad AC; dunque AD
e CD sono paralleli, e la retta AB ¢ parallela al pia-
no MN.

TFOREMA 1IV.

Se per una retla AB parallela a un piano MN si fu
passare un piano che incontri il piano MN, la loro in-
lersezione CD € parallela ad AD. (fig. 257.)

Le due rette AB, CD che sono nello stesso piano
ABCD non possono inconfrarsi, poiché la linea AB ¢
parallela al piano MN; dunque AB, CD sono parallele.

CororLrLARIO I. — Se da un punto qualunque A
(fig. 258) @’ una retta AB parallela ad un piano MN, si
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conduce una perpendicolare AC a questo piano, quesia
retta e altresi perpendicolare ad AD.

Il piano delle due refte AB, AC incontra il piano
MN seguendo CD parallela ad AD; ma la linea AC ¢
perpendicolare a CD; danque essa lo € pure ad AD.

CororLARID I — L’intersezione EF di due piani
condotti per due parallele AB, CD (fig. 259) é parallela
a queste rette. Giacché la retta AD & parallela a CD e
per conseguenza al piano CF; dunque il piano AF in-
contra il piano CF seguendo EF parallela ad AB e a CD.

TEORERIA V.

Le parallele AC, BD comprese {ra una relia AD e
un piano MN paralleli, sono equali (fig. 260.)

I piano delle due parallele AC. BD incontra il
piano MN seguendo la retta CD paraliela ad AD: dunque
il quadrilatero ABCD ¢ un parallelogrammo e le rette
AC, BD sono eguali.

COROLLARIO. — Una retta AD ed un piano MN pa-
ralleli, sono da per tutto egualmente distanti. Condu-
cete, da due punti qualunque A e D della retta AR, le
perpendicolari AC, DB sul piano MXN ; queste linee sony
parallele ed eguali; dunque la retta AD ed il piano MN
sono dappertutto eguaimente distanti.

TEOREMA VI,

Se la retta AB é parallela al piano MN, la retia CD
condolla parallelamente ad AB da un punto C del piano
MN ¢ situata in questo piano. (fig. 257.)

Infatti, il piano che passa per la retta AB ed il
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punto C incontra il piano MN sezuendo una retta CD
parallela ad AB; dunque la parallela ad AB condotta
dal punto C ¢ situata nel piano MN.

COROLLARIO. — L intersezione DE di due piani CDE,
FDE (fig. 261) paralleli alla medesima retta AB, é ezian-
dio parallela a questa retta. Giacchié se per un punto
qualunque di DE si conduce una parallela ad AB, questa
retta, dovendo trovarsi in ciascuno dei piani, coincidera
colla loro intersezione.

CAPITOLOD XERH.

B iazii parailell

] L)

.a- : Pl o8 o 1 d !a";-’}: el Avmrt "'x-‘ 1 x S V IR SR
Due piani soue pared?el?, slierelé prolungati quanto

st voglia non 8 inconlrano.
T3 A 8,

Due pieni BV, Gl perpendicoluri alle medesime
retta AU sono perallcdic iy, 262.)

Infatti conduciamo per questa retta un piano qua-
lunque che incontrl 1 plani EF, GIT sezuendo le retle
AC, BD; queste Hhnee sono perpendicolari ad AD e per
conseguctize parddlele; dungue i piani EF, Gl non pos-
3010 incontrarsi.

COROLLARID. — Se per it punto A &i conducono le
rette AB, AC, cc. paralleie ol piano EF, il luogo di
gueste rette ¢ un piano paralielo al piano EF. (fiy. 267 )

Conducele AD perpendicolare al piano EF: le retle
AB, AC, cc. parallele a questo piano, sono perpendico-
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fari ad AD; dunque esse sono comprese in un piano
perpendicolare ad AD e per conseguenza parallelo ad EF.

TEOREMA 1II.

Le intersezioni AB, CD di due piani paralleli EF,
GH con uno stesso piano ABCD sono parallele (fig. 264.)

Infatti, le retle AB, €D, non possono incontrarsi
perché¢ situate in due piani paralleli, e sono parallele
perché si trovano sullo stesso piano ABCD.

TEOREMA }III,

Se duc piani EY, Gl sono parallcli, qualungue
retie AB. perpendicolare ad uno di essi EF, ¢ anche
perpendicolare al sccondo Gl (fiy. 262

Conduciemo per AB un piano qualunque BACD; le
intersezioul AC, BD di questo piavo col piani paralle-
li EF, GII sono parallele. Ma AB & perpendicolare ad AC,
dunque essa ¢ altresi perpendicolare a BD e per counse-
cuenza al piano Gl

CoroLLanio. — Pue piani A e B, paralleli a un
terzo €, sono paralleli tra loro, Giacehé, se couduciamo
und perpendicolare al piano €, questa rella € anche
perpendicolare ai piani A e B che sono per conseguenza
paralleli.

Scorio. — Per un punto si pud condurre un solo
piano parallelo a un piano date.

LORIRIA IV,

Le parallele AC, BD, comprese ira due piani pa-
ralleli EF, Gl, sono cquali. (fig. 265.)
Siano AB, CD le intersezioni parallele dei duc piani
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LF, GII col piano delle due rette AC, BD: il quadriia -
tero ABCD ¢ un parallelogrammo e le rette AC, BD sono
eguali,

COROLLARIO. — Due piani paralleli EF, GII sono
dapertutto egualmente distanti. Da due punti qualunque
A e B del piano ET conducete le perpendicolari AC, B
sul piano GII: queste rette sono parallele ed eguali;
danque i piani EF, GiI sono dapertutto egualmente di-
stanti.

TEORTMA v.

Due rette AC, DF sono divise in segmenti propor-
sionali da tre piani paralleli M, N, P. (fig. 2006.)

Conducete pel punto A la retta AH paraliela a DF-
il piano ACH incontra i piani paralieli N, P seguendo
ie rette parallele BG. ClI, e si ha nel triangzolo ACH:

AB DAG::BC Gy

ma le parallele AG, DE, comprese tra i piani paralleli
M e N, sono eguali: similmente la retta GII ¢ ugnale ad
Lk dunque

AD IDE; :DC: EF.

TEORETIA v1.

Due angoli, i cui lati cono paralleli, hanno i loro
piant paralleli e sono cquali o supplementari. (fig. 207.)

Sieno le rette DE e DF rispettivamente paraliele ad
AB ed AC; le due rette DZ, DF sono parallele al piano
BAC; dunque il loro piane EDF ¢ anche parallelo al
piano BAC. |

Consideriamo i due angoli EDF, BAC i cui lati sono
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paralleli e diretli nello stesso senso, e conduciamo il
riano BCFE parallelo alla retta AD che unisce i vertici
di questi angoli. 1 quadrilateri ABED, ACFD, CBEF sono
parallelogrammi perche le rette EB, FC sono parallele
2 DA e quindi parallele tra loro. Laonde si ha AB— DE,
AC=DF, BC—=FE; ¢ per conseguenza i triangoli ABC,
DEF sono eguali e Pangolo BAC & uguale a EDF.

Gli angoli BAC, GDII i cui lati sono paralleli e di-
retti in senso contrario, sono eguali, poiché ciascuno
d’ essi ¢ uguale all’ angolo EDF,

Gli angoli BAC, GDE che hanno i lati AB, GD pa-
ralleli e diretti in scnso contrario, i lati AC, DF paral-
leli ¢ diretti nello stesso senso, sono supplementari,
giacche I angolo BAC ¢ uguale a EDF, supplemento
i GDF,

CARITOLO LV,

Angoli diedri.

Si chiama angolo diedro lo spazio indefinito com-
preso tra due piani ABC, BDC che s’ incontrano (fig. 268.;
La linea d’ intersezione BC ¢ la costula dell’ angolo, e i
piaui ABC, DBC, terminali alla costola, ne sono le facce.

Un angolo dicdro s’ indica per mezzo della sua co-
stola, s¢ essa non appartiene ad altri angoli. Nel caso
contrario, si prende un sistema di quattro punti A, B,
C, D, i cui estremi sono situati sulle due facce e i med:
B e C sulla costola.

Due angoli diedri sono adiacenti quando hanno la
gostola ed una faccia comune; sono opposti, se le fucce
dell’ uno sono i prolungamenti di quelte dell” altro.
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LeMma. — Se, per duc punti qualunque F e K
della costola dell’ angolo diedro ABCD, si conducono
due piani E¥G, HKL, perpendicolari a questa costola,
gli angoli EFG, IIKL, formati dalle intersezioni di
questi piani e delle facce dell’ angolo diedro, sono
eguali. (fig. 269 )

Infatti, i piani EFG, IIKL, perpendicolari alla relta
BC, sono paralleli; dunque essi incontrano ciascuna
delle facce dell’angolo diedro ABCD, seguendo due rette
parallele, e gli angoli EFG, HKL, che hanno i lati pa-
ralleli e diretti nello stesso senso, sono eguali.

Scorio. — L’ angolo coslante EFG che ha i lati
perpendicolari alla costola BC dicesi angolo rettilinco
corrispondente ali’ angolo diedro ABCD.

TEOREXMA 1.

Due angoli diedri ABCD, EYFGil sono cquali, quando
hanno gli angoli retliline?t ABD, EV1i equali. (fig. 270.)

Poniamo P angolo EFH sul suo eguale ADD; la
retta FG, perpendicolare al piano EFIL) prende allora
la direzione di BC. perpendirolare al piano ABD. ¢ i
piani EFG, ABC coincidono, come pure i piani 1FG,
DBC; dunque gli angoli diedri BC, ¥G sono cguali.

CoroLLArIO. — Se due piani ADBC, ABE s’ incon-
trano seguendo la retta ADB, ghi angoli diedri CABF, EABD,
opposti alla costola, sono eguali. (fiy. 271.)

Infatti se si conduce il picno CBEDF perpendicolare
alla costola AB, gli angeli rettilinei CBF, EBD, opposti
al vertice, sono eguali; dunque gli angoli diedri CABF,
EABD sono altresi eguali.

SCOLIO. — Se i due piani ABC, ABE fanno due an-
goli diedri adiacenti eguali, i quattro angoli diedri che
essi formano sono cguali; si dice allora che i piani sono
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perpendicolary 1" uno all’ altro, e si da il nome d’ an-
volo diedro refto a ciascuno dei quattro angoli diedri
ezuali. — 1. angolo reltilinco @’ un angolo diedro retlo
¢ altrest retlo.

TEOREXMA JI.

Il rapporto di due angoli diedri qualungque ABCD,
EEGH ¢ wquale a quello dei loro angoli rettilinei ABD,
LEFH. (fig. 272.)

Supponiamo in prima gli angoli rellilinei ABD,
EFU commensurabili ¢ la loro comune misura ABK con-
tenuta 3 volte in ABD e 2 volte in EFIL; avremo:

LD =
prn T 2
I piani che pas:zano per la costoia CB e ciascuna

delle linee BR., BL dividono Vaneolo diedro ABCD in tre
angoli diedri eguali ad ABCK, poiche i loro angoli ret-
tilinei sono ecuali, Similmente il piano GEM divide 'an-
anlo diecdro EFGH in due ancoli diedri che sono altres
~auali all’ ancolo ABCK: dunque

e

ABCD 3 A

Lroll ™ 27 BrlD

Col consucto ragionamento si dimostrerd che questi
rapporti sono c<uali auche quando gli angoli rettilinei
ABD, EFI non hanno comune misara.

COROLLARIO. — Se si convicne di-prendere I’ an-
solo diedro retto per I unitd degli angoli diedri, 2" an-
golo dicdro ARCD ha la stesse misura del suo angolo
rettilineo ABD. Infatti, supponiamo I’ angolo diedro
CPGH retto, il suo angnlo rettilinco EFH ¢ anche retto;



219 GEOMETRIA SOLIDA.

ABCD ABD
EFGH " LI’
Pangolo diedro ABCD e quella dell’ angolo retlilinec
ABD essendo cguali, ne risulia che I angolo diedro ha
la stessa misura del suo angolo rettilineo.

che esprimono la misura del-

1 rapporti

TREOEREMM S PFER.

Se due piani ABC, ABE 5" incontrano, due angoli
diedri adiacenti EBAD, EABC ealyono insieme due an-
goli diedri retli. (fig. 271.)

Infatti, se conduciamo il piano CDET perpendicolare
alla costola AB, gli angoli rettilinei adiacenti EBC, EBD
sono supplementari; dunque gli angoli diedri EBAC,
EBAD lo sono altresi.

COROLLARIO. — La somma degli angoli diedri for-
matl da piani qualunque, condotti sezuendo la stessa
retta AB, e vguale o quattro angoli diedri retli, giacche
la somma dei loro angoli rettilinei ¢ uguale a quattro

ngoli retti,

TEOREMA IV.

Se due piani paralleli AB, CD sono incontrati da
uno stesso piano ¥, 10 gli angoli diedri corrispondenti,
olterni-inlerni o alterni-esterni, sono equali; 2° gli
angoli diedri interni o eslerni dalla stessa parte del
piano secante suno supplementari (fig. 273.)

Poiche le linee d intersezione GII, KL di ciascuno
dei due piani paralleli AB; CD ¢ del piano secante EF,
sono parallele, conduciamo il piano BGF perpendicolare
a queste rette; le linee BN, DO seguendo le quali csso
incontra i due piani AB, CD, souo parallele e formano
colla secante MF gli angoli rettilinei degli olto angoli
diedri le cui costole sono GH ¢ KL.
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La%

Glioangoli retiitined corrispondenti, alterni-interni
0 alterni-esternt essendo eguali, gli angoli diedri corri-
spondenti, alterni-interni o alterni-esterni lo sono al-
tresi. Poiche gl angoli rettilinei interni o esterni dalla
slessa parte della secanie sono supplementari, gli an-
eoli dicdri inlerni o externiy sono pure supplementari.

Scornto. — Le cinque reciproche sono vere allora
soltannio quando le costole dei due anucli diedri che si
paragonano sono paralicle.

FECREMA V.

Due angoli dicdri sono equali o supplementari, se
le loro costole sono parallele ¢ le loro [acce parallele
o perpendicolari rispellivamente. (fig. 274.)

Conducete un piano perpendicolare alle due costole:
esso incontra i piani paralleli scguendo rette parallele
e i piani perpendicolari seguendo retle perpendicolari
laonde gli angoit rettilinei hanne i loro lati paralleli o
perpendicotari, secondochic Te Tacee degli angoli diedri
suno paraliele o perpendicolari; dunque gli angoli diedri
so10 eguali ouppiementari come i loro angoli rettilinei.

B —

CAPITGLO V.
Fiani perpendicolari.

—

TEORLEMA 1.

Se una relta CD ¢ perpendicolare al piano AB,
qualungue piano ECD che pussa per questa rella é al-
trest perpondicolary ad AB. (fig. 219,

=

1)
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~ Conducete infatti nel piano AB e pel punto C la
retta CG perpendicolare all’ intersezione EF dei due
piani; poiché la retla CD e per ipotesi perpendicolare
al piano AB, I’ angolo retto DCG @ il rettilineo dell’ an-
golo diedro DEFG, dunque il piano DEF & perpendico-
lare al piano AB.

TEOREMA II.

Se ¢ piani AB, DE sono perpendicolari, qualunque
retta CD, condotla in uno di essi DE perpendicolar-
mente alla loro inlersczione EI, é perpendicolare al-
!’ altro piano AB (fig. 275.)

Conducete nel piano AB e pel punto C la retta CG
perpendicolare all’ intersezione EF dei due piani; questi
piani essendo perpendicolari, il loro angolo rettilineo
DCG ¢ rello; dunque la relta DC, perpendicolare alle
linee EF, CG, & altresi perpendicolare al piano AB che
passa per queste due rette.

CoroLLaRr1O. — 1l piano EFD, perpendicolare al
piano AB, ¢é il luogo delle perpendicolari condolte dai
differenti punti della retta EF al piano AB,.

ScoL10.—Si chiama proiezione di un punto sopra
un piano il piede della perpendicolare condotla dal
punto a questo piano; — proicsione di una retta sopra
un piano il luogo delle proiezioni dei snoi punti; questo
iuogo € la reita, seguendo la quale il piano coudollo per
la linea data, perpendicolarmente al piano dato, incon-
tra guest’ ultimo piano.

TEOREMA III.

Per una rella AB, non perpendicolare al piano MN,
si puo condurre un piano perpendicolare al piano MN,
ma non se ne puo condurre che un solo. (fig. 276-277.)
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fe. Da un punto qualunque B della retta AB, con-
ducete BC perpendicolare ad MN; il piano delle due rette
AB, BC e perpendicolare al piano MN.

2°. Qualunque altro piano ABD che passa per AB é
obliquo al piano MN, poich¢ la perpendicolare BD, con-
dotta pel punto B nel piano ABD alla sua intersezione
col piano MN ¢ obliqua ad MN.

TECREMA 1V.

Se due piani AC, AD che s’ incontrano, sono per
pendicolari ad un terzo MN, la loro intersesione AD ¢
anche perpendicolare ad MN. (fig. 278)

Infatti la perpendicolare condotta al piano MN du!
punto B comune ai tre piani, dovendo trovarsi in cia-
scuno dei piani AC, AD, questa linea ¢ la loro interse-
zione ; dunque AB ¢ perpendicolare al piano MN,

TECREMA V.

L’ angolo formato da una obliqua a un piano ¢
dalla sua proiezione su questo piano e il minore di
tutli gli angoli che U obligua fa con le retie condotte
dal suo piede nel piano dulo. (fig. 279.)

Da un punto qualunque B dell’ obliqua AB al piano
MN, conducete BC perpendicolare ad MN, ed unite i
punto A al punto C. L’ anzolo BAC ¢ minore dj qualun-
que altro angolo BAD formato da AB e da una relta qua-
lunque AD, condotta pel punto A nel piano MN. Infatt:
prendete AD eguale ad AC ed unite DaB; I’ obliqua BD
€ maggiore della perpendicolare BC, quindi i trian-
goli BAC, BAD hanno due lati rispeltivamente eguali
¢ il lato BC minore di BD; dunque I"angolo BAC ¢ al-
tresi minore di BAD,
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Conorranrio. — L’ inclinazione di una retta sopro
un piano =i misura per mezzo dell’ angolo che essa fa
colla sua proiezione su questo piano.

TROREMA VH.

Sc duc rette AB, €D non sono situate ncllo stesse
piano,

{o. §i puo condurre loro una perpendicolare co-
mune; ma non se ne puc condurre che una sola;

2°. Questa perpeadicolare ¢ la loro minima di-
stenza. (fig 280.)

1°. Per un punto qualunque I della retta CD con-
ducete EF parvallela ad AD: il piano RS che passa per
te due rette CD, EF ¢ parallelo ad AB. Conduccte per
ciascuna delie rette ADL CD. un piano perpendicolare
at plano RS, Uintersezione KI det due piant BAG, GOk
¢ perpendicelare al piano RS ¢ per conseguenza alle
rette AD, €D,

Quatunque altra retta ID, condotta tra le due lince
AD, CD, ¢ oblicua almeno a una di queste rette. In-
fatti, conducete DL parallela ad AB; la retta 1D, esterna
al piano BAG, ¢ obliqua al piano RS; dunque essa non
¢ perpendicoiare ad entrambe le fince CD e LD, ne per
conscguenza alle rette CD e AD.

2° La retta KI é la minima distanza tra la retla
AB c il piano RS, dunque ¢ anche la minima distanza
tra ADB ¢ CD.

TEOREMA VI

Se da un punto A preso nell’ interno d’ un angolo
dicdro BEFC, si conducono le perpendicoluri AL, AC
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alle suc facce, I angolo di queste due retie ¢ il sup -
nlemento dell” angolo reftilineo del dicdro. (fig. 281.)

Poichi¢ le retle AB ¢ AC sono perpendicolari rispet-
tivamente alle facce BEF e CEF, il piano BAC & perpendi-
colare a ciascuna delle facce e per conseguenza alla co -
stola ET' dell’ angolo diedro. Dunque I’ angolo BDC ¢ il
rettilinco dell” angolo diedro EF ed ha per supplemento
I angolo BAC, poiche gli angoli B e C del quadrilatero
ABDC sono retli,

ScoLro. — Quando I"angolo diedro GEFC € oliu-
50 (fig. 282.).se la perpendicolare AB incontra il poolun-
gamento dela faccia GEF. non vi ha pit quadrilatero
convesso ; ma 1 triangoli retlangeh BDO, ACO avendo
un angolo opposto al vertice, i due angoli CAQ, B¢
sono eguali, ¢ I"angolo BAGC e ancora il supplemento del-
Pangolo rettilineo CDG.

TEORLENA VLI

1o, Qualungue punio A del xiano bisettore d’ un
angolo diedro ¢ vgualmente loniano dalle due facce di
quest’ afgolo.

20, Qualungue punto ¥, preso all’ intcrno dell’ er-
golo diedro e fuori del piann bisctliore, ¢ disugual-
menie distante dalle due facce del diedro. (fig. 282

Conducete pel punto dato A o I') le perpendicolari
alle facce dell’ angolo diedro, il piano di queste retie ¢
perpendicolare alla costola, ed incontra le facce ¢d i!
piano bisettore seguendo le rette CB, CD, CA.

Compiuta questa costruzione, fate una dimostra-
zione analoga a quella del Teorema 1V, cap. I, lib. L.
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TEOREMA IX.

Se quatiro piani, che passano per la stessa linea
relta MN, vengono tagliati da un piano qualunque ABE.
i« rapporti anarmonici delle quattro rette d’ intersezione
AB. AC, AD, AE sono costanti. (fig. 284.)

Infatti, conducete un piano FBE perpendicolare alla
retta MN ¢ sieno BE, I'B, FC, D, FE l¢ linee seguendo
le quali esso incontra il piano ABE e i quattro piani
che passano per la retta MN. II fascio delle quattro rette
AB. AC, AD, AL ¢ quello delle quattro rette FB, FC,FD, FE
hanno una trasversale comuac BE; dunque i loro rap-
porti anarmonici che sono due a due eguali ai rapporti
anarmonici det quattro punti B, C, D, E sono eguali tra
lore. Ma 1 rapportt anavmonici del fascio FBCDE sono
costanti, qualungue sia la posizione del piano FBE per-
pendicolare ad MN; dunque ve.

Scorio.— 1 quattro piani che passano per la stessa
retta MN formano un Juseio 1 cul diedri sono misurati
degli angolt corvispondenti del fascio delle quattro rette
FB, FC, FD, FL. ’

Si chinmano rapporti enarmonici di un faseio di
gualliro picid quetlt del fuscio delle quatiro rette, il
cui pano € perpendicolare all intersezione dei quattiro
piaui.

COROLLARIO. — S¢ una retta qualunque DE incon-
caoun fuseo dioquattro plant, 1 orapporti anarmonici
aci punti d”infersezione B, G, D, E sono eguali a quelli
del fazcio dei guattro piani.
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CAPITOLO VIi.

Angoli poliedri.

1. Si chiama angolo poliedro la porzione dello spa-
zio compresa tra molti piani SAB, SBC, SCD, SDE, SEA
che passano per uno stesso punto S (fig. 285.) 11 punto S
n’ e il vertice, e gli angoli ASB, BSC,..... ne sono le
facce. Si da il nome di cosfola dell’ angolo poliedro al-
I’ inlersezione di duc facce consecutive.

Se Iangolo poliedro ha solamente tre facce, si dice
angolo {riedro.

2. I prolungamenti delle costole dell’ angolo polie-
dro SABCDE, al di la del vertice S, formano un altro
angolo poliedro SA'B'C'D'E', Questi due angoli poliedri
hanno le facce ezuali due a due, e ¢gli angoli diedri
ccuali due a due; ma la disposizione delle parti eguali
non ¢ la stessa, rispetto a due facce ecuali qualunque.
In virtQidi questa differenza nell’ordine delle parti eguali
i due augoli poliedri non sono sovrapponibili. Si da loro
il nome d’ angoli policdri simmetrici.

3. Cu angolo policdro ¢ conrvesso quando e tutto da
una stessa parte dei piani, indefizilamente prolungati,
che lo formano. Nel caso contrario si dice che esso €
concaro.

S¢ pel vertice S di un angolo poliedro convesso
SABCD (fig. 286.) «i conduce un piano lale che le costole
SA, 8B, SC,....di quest”angolo si trovino dalla stessa
parte di questo piano, qualunque piano che gli sara pa-
rallelo incontrerda tulte le costole dell’ angolo poliedro
SABCDE da una stessa parte del vertice S.

Qualunque piano ABCDE clhe incontra tutte le co-
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stole d' un angolo poliedro convesso § taglia la sua su-
perficie seguendo un poligono convessn ABCDE ; giacche
I’ angolo poliedro essendo tutto da una stessa parte di
ciascuna delle sue facce, il poligono ABCDE ¢ pure tutto
da una stessa parte delle rette che lo formauno; dunque ¢

convesso.

TEOREXMA 1.

Una faccia qualunque di un angolo poliedro ¢ mi-
nore delle somma di tulte le allre.

1e. Consideriamo P angolo triedro SABC (fig. 287). 1l
tecorema essendo evidente per la minore e la media delle
tre facce, basta mostrare che la maggior faccia ASB ¢ mi-
nore della somma delle due altre, Facelamo P anzolo BSD
eguale a BSC, e tiriamo una retta BA che incontri le tre
linee 8B, SD, SA. Prendendo la retta SC eguale a SD e
conducendo il piano ABC. abbiamo i triangoli eguali BSD,
BSC; dunque 1l lato BD ¢ vguale a BC ¢ la differenza
AD dei due lati AD, BC del trianzolo ABC e minore del
lato AC.

Nei triangoli ASD, ASC il lato AD ¢ minore di AC
e gli altri due lali sono rispettivamente eguali ; dunque
abbiamo I’angolo ASD < ASC, ¢ per consczuenza

ASD + DSB 0 ASB < ASC <+ CSE,

2°, Se T'angolo poliedro ha pit di tre facce, con-
duciamo per una delle sue coslole, per esempio SB
(fi9.288), i piani diagonali SBE, SBD; i triedri SABE,
SBDE, SBCD danno successivamente :

ASB <~ ASE -+ BSE,

BSE <~ ESD -+ BSD,
BSD < BSC ~+ CSD.



LI3RO OUINTO. 221

L

Sommando quesle disuguaglianze membro a mem-
bro, e riducendo avremo:

ASB < ASE + ESD + DSC - €SI,

TEOIRERIA HI.

La somma delle facce di un angolo poliedro con-
resso ¢ minore Jdi guallro angoli relli.

fo. Si abbia I'angole tricdro SABC (fig. 289.); pro-
junghiamo la costola SA olire il vertice S; I" angolo trie-
dro SA'BC dic:

DAC <7 BSA' + CSA.
yeojuncendo ai due bl dl wsta disugna-
Agoitncendo ai due membrl di questa disugna
clianza ASP -+ ASC ¢d ozservando che ghi angoli ASB,

PSA’ sono supplementari, come pure gh angoli AsC,
CSA’, troveremo

_’;.—‘3’ "“‘!’*“‘ .\SC '—i—‘ (:S}lr

7

ASB 4+ ASC—+ BSC < ASL 4D

ayvvere

Ny

ASD -+ ASC -+ BsC < relil

L]

20, Consideriamo ora 1”anzolo poliedro convesso
SABCDE (fig. 290.). Sia SF Iintersezione delle due fucce
48B, DaC che sono adiacenti alla stessa faccia BSC:
nell” angoio iriedro SBCY si hac:

R3C < BSF + I'SC,

dunque la somma delle facce dell” angolo poliedro
SABCDE ¢ minore di quella delle facce dell” angolo po-
tiedro SATDE che ha una faccia di meno. Similmente,
se la retta SG & I intersezione dei due piani SAB, SDE,
la somma delle facce dell’angolo poliedro SAFDE ¢
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minore di quella delle facce dell’ angolo triedro SDGF.
Ma quest’ultima ¢ minore di quattro retti, dunque a
piu forte ragione la somma delle facce dell’ angolo po-
liedro SABCDE ¢ minore di & retti.

TEOREMA IlK.

Se da un punto O preso nell’ interno di un angolo
iriedro SABC si conducono le rette OD, OE, OF. rispet-
tivamente perpendicolari ai piani SBC, SAC, SAB, !an-
golo tricdro ODEF ha per facce i supplementi degli an-
goli diedri dell’ angolo triedro S. Reciprocamente le
facce di S sono @ supplementi degli angoli diedri di O.
(fig. 291.)

1°. I’angolo DOE ¢ il supplemento dell’ angolo die-
dro SC, poiché il suo vertice O ¢ compreso tra le facce
di quest’ anzolo diedro e i suoi lati OD. OE sono per-
pendicolari ai piani SBC, SAC che formano il die-
dro SC.

Similmente Pangolo EOF ¢ il supplemento dell’ an-
golo diedro SA e I'angole DOF quello dell angolo die-
dro SB.

20 11 piann EOF & perpendicolare ai due piani SAD,
SAC e per conzecuenza alla loro intersezione SA. Pari-
menti la costela SB ¢ perpendicolare al piano FOD e la
costola SC al piano DOE; dunque, pel caso precedente,
se il punto S ¢ nell”interno dell’ anzolo tricdro 0, le
facce dell’ angolo triedro S souno i supplementi dei die-
dri di O.

Nel caso contrario, si condurranno per un punto S/,
preso nell” interno dell”angolo triedro O delle perpen-
dicolari §'A’, S'B’, SC', a queste facce, e I’ angolo trie-
dro S" avria per facce i supplementi degli angoli diedri
di 0. Ma i due angoli triedri S ed ' hanno le facce
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eguali come aventi i loro lati paralleli diretti nello
stesso senso ; dunque etc.

ScoL1o. — 1 due angoli triedri SABC, ODEF diconsi
supplementari. — 1l teorema precedente € applicabile a
un angolo poliedro convesso qualunque.

TEOREMA IV.

f°. Ciascun angolo diedro di un angolo triedro,

aumentato di due angoli diedri retti, ¢ maggiore della
somma degli altri due;

20, La somma dei tre angoli diedri é compresa
tra due e sei diedri relli.

Siano A, B, C i tre angoli diedri di un angolo trie-
dro; le facce dell’ angolo triedro supplementario sono

9R—A, 2R—B, 2R—C.

Ma ciascuna di queste facce essendo minore della
seanma delle altre due, si ha:

2R—A<2R—B+2R—C;
da cui si deduce:
B+-C<A-+2R.

3°, La somma delle facce dell’ angolo triedro sup-
plementario € minore di quattro retti, dunque si ha:
CR — (A+B+ C) <R,
e per conseguenza
A+DB-+C>20R.

Inoltre ciascun angolo diedro essendo minore di
due retti, la loro somma A + B -+ C € minore di 6 retti.
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ScoLto. — Un angolo tricdro si dice reffangolo se
ha un angolo diedro retto: biretfangolo se ha due an-
goli diedri relli e frirettangolo se ha tre anzoli diedri
retii.

FEOREMA Y.

seoun angolo S ha due angoli diedri SB, SC
eguali, le facce ASC, ASB opposte « questi angoli sono
couali. (fig. 292.)

Conducele per un punto qualunque A della coslola
S& 1 piani ABD, ACD rizpetlivamente perpendicolari alle
costole SB., SC; la loro intersezione AD ¢ perpendicolare
al piano BSC. I triangoli retlangzoli ABD, ACD hanno
il lato AD comune e gli anzoli ARD. ACD ecuali
perche sono i rettilinei dei due anwoli diedri eguali
SB, SC: dunque le loro ipotenuse AB, AC sono cguali.
I triangoli reftangoli ABS, ACS che hanno I ipolenusa
comune e un lulo cguale rispettivamente, sono pure
cguali; dunque I'angolo ASB ¢ uguale a ASC.

COROLLARIO. — Se | tre angoli diedri di un angolo
criedro sono cguali, le sue tre facce sono eguali,

TEOREYIS wI.

Se due angoly diedri SC, SB di un angolo trie-
dro S sono disuguali, la faceia ASB, oppusta @l an-
golo magyiore SC ¢ mayyiore di ASC, opposta al-
" alfro angolo SB. (fig. 293.)

Infalti conduciamo per la retta SC il piano SCD che
forma con BSC un angolo diedro eguale all’ angolo die-
dro SB. L’ angolo triedro SBDC avendo due diedri eguali,
le facce BSD, CSD opposte a questi angoli sono eguali,
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ora abbiamo nell’ angolo triedro SACD,

ASC < ASD -+ DSC;

dunque sos!ituentdo I’ angolo BSD a DSC avremo :
ASC < ASD.

CCROLLATIO. — Le proposizioni contrarie dei duc
precedenti sono evidenti.

Scorio, — Due angoli triedri simmetrici sono so-
vrapponibili, se uno di questi angoli ha due facce
eguali o due angoli diedri eguali.

TIHIREERA TED,

Due angoli lriedri S, S sono equali se hunno un an-
golo dicdro equale compresn tra due facce rispettiva-
mente cquali o disposie nello stesso ordine. (fig, 294 )

Sieno I” angolo diedro SB = S'IY, I’ angolo ASB =
A'SB" e I"angolo BSC = R'S'C. Dico che i due angoli
triedri S, 8’ sono eguali, dato che la disposizione delie
parti eguali sia la stessa,

Infatti. poncte I"ancolo A'S'B" sopra I’ angolo cgua-
le ASB: gli ancoli diedri S'B') SB essendo eguali, il
piano B'S'C coincide col piano DSC, e siccome gli an-
goli B'SC', BSC sono eguali, il lato S'C" prende la dire-
zione di SC; dunqae le due facee A'S'C, ASC coincidone
e i due angoli triedri sono eguali.

CoroLLaRrio, — Dalla dimostrazione precedente si
deduce che 1° le facce A'S’'C’, ASC sono eguali; 2° gli
angoli diedri §’A’; SA sono eguali come pure gli angoli
diedri S'C’, SC.

ScoLio.— Se la disposizione delle parti eguali fosse
differente, I'angolo triedro S darcbbe eguale al simme-
trico dell” angolo triedro S,
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TEOREMA VIIE.

Due angoli triedri S, S’ sono equali, se hanno una
faccia eguale adiacente a duc angoli diedri eguali ri-
spetlivamente, e disposti nello stesso ordine.

La dimostrazione é analoga alla precedente.

SCOLI10. — Se la disposizione delle parti eguali fosse
differente, I’ angolo triedro S sarebbe eguale al simme-
trico dell’ angolo triedro S'.

TEOREMA IX.

Due angoli triedri S, S' sono eguali se hanno le
tre facce rispettivamente cquali e disposte nello stesso
ordine. (fig. 295.)

Abbiasi I’ angolo ASB eguale a A'S'B’, I’ angolo BSC
eguale a B'S'C’ e I’ angolo ASC eguale ad A'S'C’. I’ egua-
glianza dei due angoli triedri S, S’ sarebbe evidenle, se
due angoli diedri SA, S'A', che sono compresi tra due
facce rispettivamente eguali e disposte nello stesso or-
dine, fossero eguali.

Per dimostrare 1'eguaglianza degli angoli diedri
53, S'A’, condacete per un punto qualunque A della co-
stola SA il piano BAC perpendicolare sopra questa relta;
prendete la linea S'A” eguale a SA e tirate il piano B'A’C’
perpendicolare sopra S'A’; dico che gli angoli rettilinei
BAC, B'A'C’ degli angoli diedri SA, S'A’ sono eguali. In-
fatti, i triangoli rettangoli SAB, S'A’B’ sono eguali, per-
ché hanno un lato eguale adiacente a due angoli rispet-
tivamente eguali; dunque il lato SB = S'B’ ¢ il lato
AB = A'D. A causa dell’ eguaglianza dei triangoli ret-
tangoli SAC, S'A'C’ si ha pure il lato SC = §'C' ¢ il
lato AC=A'C". 1 triangoli SBC, S'B'C, hanno allora un
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angolo eguale compreso tra due lati eguali e per con-
seguenza il lato BC ¢ eguale a B'C’; dunque i triangoli
ABC, A'B'C’ banno i tre lali rispetlivamente eguali e
I’ angolo BAC ¢ uguale a B'A'C'.

Scovrio. — llo supposto nella dimostrazione prece-
dente che il piano BAC incontri le costole SB, SC lo che ha
tuogo tutte le volte che gli angoli ASB, ASC sono acuti.

Nel caso contrario, prendete sulle costole dei due
angoli triedri S, §' delle lunghezze eguali SD, SE, SF,
§D’, S'E'y S'F’' e conducete i piani DEF, D'EF’. I trian-
goli isosceli SDE, S'D'E’ sono eguali perché hanno un
angolo eguale compreso tra due lali rispettivamente
eguali, dunque il lato DE ¢ uguale a D'E. Similmente
DF = D'F’' e EF = EF’; laonde i triangoli DEF, D'E'F’
sono eguali e I’angolo EDF é uguale a E'DF.

I due angoli triedri DSEF, D'S’E'F’ hanno allora le
facce rispettivamente eguali e disposle nello stesso or-
dine; di pit gli angoli SDE, SDF sono aculi; dunque si
pué applicare la dimostrazione precedente per provare
I’ eguaglianza degli angoli diedri SD, S'D’.

CoroLLARIO L — Se la disposizione delle facce
eguali non fosse la stessa negli angoli tiedri S, S’ questi
angoli non sarebbero che simmetrici.

CoroLLARIO . — Duce angoli triedri sono equali
o simmelrici se hanno le tre costole rispetiivamente pa-
rallele e diretie nello slesso senso o in senso contrario.

Infalti le loro facce sono eguali due a due e dispo-
ste nello stesso ordine o in modo differente.

TEOREMA X.

Due angoli triedri S, S' sono equali se hanno i
diedri rispeltivamente eguali e disposti mello stesso
ordine.
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Sicno T ¢ 17 gli angoli triedri rispettivamente supple-
mentari a S e 8§01 dae angoli triedri S, §" avendo i Joro
diedri rispettivamente cguali ¢ dizposti nello stess’ or-
dine, gli angoli T, T" hanno le loro facce rispettiva-
menle eguali ¢ disposte nello stess’ ordine; dunque i
loro angoli diedri sono eguali. Laonde le facee dell’ an-
golo triedro S che sono i supplementi degli angoli
diedri di T, sono eguali alle facce di 8’ che sono pure
1 supplementi deglt anzoli diedri di T, dunque S e &
sono ecuali.

Scorio. — Se la disposiziene dei diedei eguali non
fosse la stessa, Iangolo triedro S sarebbe eguale al
simmelrico di &,

el L]
Erpblorsa: da prionivesre.

i. — Condurre per un ponto dato una retta per;endico-
lare a un piane duto.

2. — Coudurre per un pundo dato ve pono perpendice
Lire ad una retia data,

3. — Condurre per un punfo dalo una refta perpendico-
lare a una retta dafa.

4. — Comsiarre per un punto dato wna rella che in-
contrl due retie non situate nello stesso piano,

. — Qualunque retia egualinente inclinata sopra tre
relie che passano pel suo piede in un piano & perpendico-
lare a questo piano.

6. — Condurre per una retta data un piano parallelo @
un’ alfra relta.

7. — Condurre per un punto un piano parallelo a due
relle date.

§. — Condurre una retta parallela a una retia data ¢
che mcontri due rette non situate nelle stesso piano.
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9. — Due piani condolti perpendicolarmente a un terzo
per due retle parallele, sono paralleli. — Le proiezioni i
due rette parallele sullo slesso piano sono parallele.

10. — Se una retta é perpendicolare a un piano, la
proiezione di questa rella sopra un piano qualunque € per
pendicolare alla linea d’ intersezione dei due piani.

11. — La somma degli angoli diedri d" un angolo polie-
dro di n facce & compreso (ra 2({n — 2) retli e 2n relli.

12. — Due angoli poliedri sono eguali se, eccelluali un
angolo diedro e le due facce adiacenti, hanno gli angoli
diedri eguali, le facce eguali ed una simile disposizione
delle parli eguali.

13. — Due angoli poliedri sono eguali se, eccetluali una
faccia e 1 due angoli diedri adiacenli, le facce sono egnali,
gli angoli diedri eguali e disposti nello stess’ ordine,

14. — Due angoli poliedri sono eguali se, eccefto (re
facce o tre angoli diedri cousecutivi, le facce e gli angoli
diedri sono eguali e disposti nello stess’ ordine.

18. — Tagliare un angolo poliedro a quattro facce con
un piano tale che la sezione prodotta risulti un parallelo-
grammo,

16*. — In qualunque angolo (riedro, i piani bisettori
degli angoli diedri si (agliano seguendo una stessa rella.

17*. — In qualunque angolo (riedro, 1 piani condotli
per le costole e per le bisellrici delle facce opposte si la-
gliano seguendo una slessa relta.

18*.— In qualunque angolo triedro, i piani condotti per
le bisetlrici delle facce, perpendicolarmente a quesle facce,
si tagliano seguendo una slessa retla.

19*. — I piani condollti per le costole di un angolo
{riedro, perpendicolarmente alle facce opposle, si tagliano
seguendo una stessa rella.

20*, — In qualunque angolo triedro, la somma degli
angoli formati dalle costole colle bisettrici delle facce op
poste, € minore della somma delle facce,

21*. — Qualunque angolo {riedro & equivalente all’ ec-
cesso della semisomma dei suoi tre angoli diedri sopra un

angolo retlo.
16
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22*. — Qualunque piano parallelo a due lati opposti di
un quadrilatero slorto, divide proporzionalmente gli altri
due lali.

23*. — Se una prima retla divide proporzionalmenle
due lati opposti di un quadrilatero sforto, e se una seconda
refta divide proporzionalmenle gli altri due lati del quadri-
latero: 1° queste due relle sono in uno stesso piano; 2° cia-
scuna di esse € divisa dall’ altra in due segmenli proporzio-
nali ai segmenti dei lati che essa non incontra.

24*. — Qualunque piano trasversale determina sui quat-
{ro lati di un quadrilalero slorto otio segmenti tali che il
prodotlo di quattro segmenti che non hanno estremita co-
muni, ¢ uguale al prodolto degli altri guattro. '

253%. — In qualunque esagono storto ABC ahc che ha i
lati opposti AB e ab, BC e bec, Ca ¢ cA eguali e paralleli, i
mezzi D, E, F, d, ¢, f, dei Jali sono in uno stesso piano.

26°.—1In un poligono storto ABCD,...abed...., 4" un
numero pari di lati, che ha i lati opposti AB e ab, BC e be,
CD e cd, ec., eguali e paralleli, ie retle Aa, B, Ce, ec.,
che uniscono i verlici opposti, e quelle che uniscono i mezzi
L,M,N, ec, !, m, n, ec., dei lati opposti, passano per un
solo punlo.

27°. — Le relle che passano per i mezzi dei lati opposti
d"un quadrilatero storto s’ inconfrano, e il loro punto d’ in-
{ersezione € situato nel mezzo deila retta che unisce | mezzi
delle diagonali,

28*. — Una relta & ugualmenlte inclinata sopra due piani
che s’ inconfrano se incontra enframbi in punti exualmente
1islanti dalla loro intersezione. La reciproca & vera?

29*. — Il punto d’ incontro delle altezze del triangolo
che si ottieue taghando un angolo triedro triretlangolo con
un piano qualunque, ¢ la proiczione del vertice dell’ angolo
triedro su quesf{o piano.

30*. — Se un angolo triedro trireftangolo & tagliato da
un piano che incontra le sue tre costole, 1° il triangolo in-
tercetlo sopra ciascuna delle facce é medio proporzionale
tra la sua proiezione sul piano secante e la sezione che
questo piane determina ncil’ angolo triedro; 2 il guadralo
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di questa sezione ¢ uguale alla somma dei quadrati delle
sue proiezioni sulle facce dell’ angolo triedro.

LUOGHI GEOMETRICI.

1. Se pel piede di un’obliqua a un piano si conducona
delle rette qualunque in questo piano e che per un punto
dato sull’ obliqua si conduca Ja perpendicolare a ciascuna di
quesle rette, quale sara il luogo dei piedi di queste perpen-
dicolari ?

2. — Qual é il luogo dei punti tali che ciascuno di essj
sia egualmente distante da tre punti dati non situali in linea
relta?

3.—Trovare il luogo dei punti tali che la somma o [4
differenza dei quadrati delie distanze di ciascuno di essi a
due punti dati sia costante.

4. — Dati due piani e un punto esterno ad entrambi, s¢
per queslo punto si conduce una retls qualunque sino al-
P incontro dei due piani, qual é il luogo del punto armonico
coniugato del punto dato rispetio ai due punti d’ intersc-
zione della retfa e dej due piani?

9. — Qual ¢ il luogo geometrico del mezzo di una rella
di lunghezza costante, le cui esiremita sono obbligate a re-
stare sopra due allre rette retlangolari e non situate nello
stesso piano?

6°. — Trovare il luogo dei punti le cui distanze a duc
piani paralleli sono proporzionali a due lunghezze date.

7°. Qual ¢ il luogo dei punti egualmenie distanti da ro
piani le cui intersezioni sono parallele?

8" Qual ¢ il luogo dei punti egualmente distanti dulio
tre facce di un angolo triedro ¢

9%. Qual ¢ il luogo dei punti eguatments distanti dalle
{re coslole di un angolo triedra?
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LIBRO SESTO.

POLIEDRI,.

1. — Poliedro ¢ un corpo terminato da tutte le
parti da piani; i poligoni che questi piani formano me-
diante le loro intersezioni sono le facce del poliedro e

il loro insieme costituisce la sua superficie.
Si sono dati in parlicolare i nomi diftefraedro, esae-

dro, ottaedro, dodecaedro, icosaedro ai poliedri di cui
il numero delle facce € eguale a quatiro, sci, ollo, do-
dici, venti.

Si chiamano angoli di un poliedro gli angoli po-
liedri formati dalle sue facce; — vertici di un poliedro,
i vertici dei suoi angoli; — costole di un poliedro, i lat
delle sue facce; —diagonali, le rette che uniscono due
vertici non situati sulla stessa faccia.

9. — Un poliedro & regolare, quando i suoi angolf
sono eguali, e le sue facce sono poligoni regolar:
eguali.

3. — Un poliedro & convesso, se ¢ tullo da vna
stessa parte di ciascano dei piani, indefinitamente pro-
lungati, che lo limitano. Ne: caso contrario, si dice
concavo.

Una linea retta non puo incontrare la superficie di
un poliedro convesso in pilt di due punti, e un piano
la taglia sempre seguendo un poligono convesso, per-
zh¢ questo poligono ¢ tutto da uno slesso lato delle
icite che lo formano.
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4. — Fra i poliedri si distinguono: 1° il prisma
20 la piramide.

1°. LEMMA. — Se per i lati di un poligono qualun-
que ABCDE, si conducono da una stessa parte del piano
ABC, le rette AF, BG, CH, DK, EL parallele ed equali,
le loro estremila sono i@ vertici di un poligono egualc
¢ parallelo al poligono dato. (fig. 296).

Poiche, le rette AT, BG essendo eguali e paral-
lele, il quadrilatero ABGF & un parallelogrammo; dun-
que FG € uguale e parallela ad AB; del pari le rette GH.
HK, ec., sono rispettivamente eguali e parallele alle
rette BC, CD, ec. Dunque i due poligoni AD, FK sonc
eguali ¢ paralleli.

ScoL10.—Si chiama prismail poliedroABCDEFGIE .
che ha due facce AD, FK eguali e parallele, e di cui
le altre facce sono parallelogrammi.

Le facce eguali e parallele sono le basi del prisma,
¢ insieme delle altre facce forma la sua superficie
laleralc. La retta che misura la distanza delle due basi ¢
I"altezza del prisma.

Un prisma € reflo o obliguo secondoche i piani delle
sue facce laterali sono perpendicolari o obliqui sopru
le basi. — Le facce laterali di un prisma retto sono
rettangoli.

Un prisma & {riangolare, quadrangolare, pent:-
gonale, ec., secondoché la sua base € un friangolo, uy
quadrilatero, un pentagono, ec.

Se si taglia un prisma con un piano non paralle}o
alla sva base, si chiama tronco di prisma la porzione
del prisma compresa tra una delle basi e il piano secantec.

Un prisma toglic nome di parallelepipedo quand
le sue basi sono parallelogrammi; di modo che il paral
lelepipedo € compreso tra sei facce che sono paralleli-
grammi. (fig 297
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Se il parallelepipedo € retto e se le sue basi sonc
rettangoli, gli si da il nome di parallelepipedo rettan-
golo (fig. 298). Si chiamano dimensioni di un paralle-
lepipedo rettangolo le tre costole che passano per lo
stesso vertice. — Il parallelepipedo retlangolo di cui le
sei facce sono quadrati, & un cubo o esacdro regolare.

2°. Se si taglia un angolo poliedro S con un piano
ABCDE che incontra tutte le costole, il poliedro SABCDE,
formato dalle facce dell’angolo S e dal piano secante,
ha ricevuto il nome di piramide. (fig. 299.)

Ii poligono ABCDE ¢ la base della piramide che ha
per superficie laterale I insieme delle facce triangolari
SAD, SBC, ec. Dicesi vertice della piramide il punto S,
¢ altezza la retta SF che misura la distanza del vertice
alla base.

La piramide ¢ {riangolare, quadrangolare, pento-
gonale, ec., secondoché la base ¢ un ¢riangolo, un qua-
{rilatero, un pentagono, ec.—Si dice che essa ¢ rego-
{arc quando ha per base un polizono regolare, ¢ che
i retta che unisce il centro di questo policono al ver-
tice: della piramide ¢ porpendicelare alla base.

Se si taglia una piramide con un piano qualundque,
fa porzione di questo poliedro compresa tra la base ¢
if piano secante, ¢ chiamalta piramide troneale o tronce
di piramide,

et A Ay o =
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CAFPITOLO 1.

Prisma ¢ Parallelepipedo.

TEOREIIA 1.

Le sezioni MNOPGQ, RSTUV fulte in un prisma
ABCH da due piani paralleli, sono poligoni eguali.
(fig. 300.)

Infalli, le intersezioni MN, RS dei due piani pa-
ralleli con la faceia AG del prisma sono parallele: in
oltre sono eguali perché comprese tra le due rette pa-
rallele AU, BG. Del pari si proverebbe che i lali ST,
TU, cc. della sezione RSTUV, sono rispettivamente pa-
ralleli e egeali ai lali NO, 0P, cc. della sezione MNOP().
Questi poligoni hanno eziandio gli angoli eguali ciascuno
a ciascuno: poiché cuesti angoli, considerati due a due,
hanno i foro lati paralleli ¢ diretti nello stesso senso-
cost I"ancolo RET ¢ uguale all"angolo MNO, P anecio
STU ¢ uguale all’anzolo NCP, ece. Laonde le sezioni
MNOPQ, 121UV che hanno @ lati eguali e ¢li angoli
rispettivamente ezuali sono eguali.

CererLnanio I — Qualunque sezione fatta in un
prisma da un piauo parallelo alla base & uguale a que-
sta base.

Conorranrio L — Qualunque sezione fatta da un
piano in un parallelepipedo ¢ un parallelogrammo,

Scorto. — 81 da il neme di sezione relta a qua-
lunque sczione falta in un prisma da un piano perpen-
dicolare alle costole laterali.



250 GEOMETRIA S LIDA.

TEOREMA II.

1e. Le facce opposte di un parallelepipedo sono
parallele ed eguali;

20, Gli angoli triedri opposti sono simmelrici.
(fig. 301

1°. Le basi AC, EG del parallelepipedo AG sono, in
virtd della definizione di questo poliedro, eguali e pa-
rallele. Dico che vale lo stesso per due facce opposle
qualunque BG e AH.

Infatti, le facce del parallelepipedo essendo paral-
lclogrammi, le rette BF, AE sono eguali e parallele:
vale lo stesso per BC e AD. Ora gli angoli EAD, FBC
che hapno 1 lati paralleli e diretti nello stesso senso,
sono eguali e i loro piani sono paralleli; dunque i pa-
rallelogrammi BG, AH hanno un angolo eguale com-
preso tra due lati rispeltivamente eguali ¢ sono eguali.

20, Dico che gli angoli triedri opposli B e H sono
simmetrici. Poiché se formo il simmelrico HD'E'G’ del-
I’ angolo HDEG, prolungando le sue costole al di la d-1
vertice H, i due angoli triedri BACF, HD'E'G' hanno l¢
costole parallele due a due e diretle nclio stesso senso:
dunque le loro facce parallele sono eguali e disposte nello
stesso ordine. Laonde questi angoli triedri sono eguali.

ScoLio. — Si possono prendere per basi di un pa-
rallelepipedo due facce opposte qualunque, poiché esse
sono eguali e parallele.

TEOREMA III.

Le diagonali di un paralielepipedo sono disu-
guali e si dividono muluamenle in due parti eguali.

(fig. 302.)
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Consideriamno due diagonali qualunque AG. CE del
parallelepipedo AG. Le costole AE, CG di questo policdro
sono eguali e parallele ; dunque il quadrilatero ACGE
¢ un parallelogrammo e le sue diagonali AG, CE che
sono disuguali, si dividono scambievolmente in due parti
eguali nel punto O.

CoroLrARrIO. — Se il parallelepipedo & rettangolo i
due quadrilateri ACGE, BDHF sono rettangoli eguali
dunque le diagonali del parallelepipedo rettangolo sono
eguali e si dividono mutuamente in due parti eguali.

SCOL10. — Si chiama centro di un parallelepipedo
il punto d’incontro delle sue diagonali, perche divide
in due parti eguali qualunque retta tirata da questo
punto f{ino all’incontro della superficie del parallele-
pipedo.

TEPRENWA IV,

La somma dei quadrati delle diagonali di un pa
rallelepipedo ¢ uguale alla somma dei quadrati delle
dodici costole. (fig. 302.)

Conduciamo per le costole opposte AE e CG, DBF
e DII del parallelepipedo AG, i piani ACGE, BDIIF, 1
quadrilatero ACGE essendo un parallelogrammo, ab-
biamo

AG'—+ CE* — 2AE® - 2A(®,
I parallelogrammo BDHF da pure:
BII* + DF* = 2BF* +4- 2BD°.

Aggiungendo queste eguaglianze membro a mem-
bro e osservando che BF ¢ uguale ad AE, avremo:

AG* 4 BI'+ CE'+ DF*= 4 AL’ -+~ 2AC? -+ 92BD",
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Ma AC e BD sono le diagonali del parallelogrammo
ABCD; dunque

AC*+ BD*=2AB*+ 2AD%;

per conseguenza
AG? 4 BIP® 4+ CE® 4 DF* = SAE*+ 4AB® - K AD?.

Cororrarro. — Se il parallelepipedo ¢ rettangolo,
le sue diagonali sono eguali, e I’eguaglianza precedente
si riduce a

AG* = AE? + AB* =+ AD?,

vale a dire che il quadrato di una diagonale € uguale
alla somma dei quadrati delle tre costole che partono
da uno stesso verlice.

Scorio. — Il quadrato della diagonale di un cubo
e uguale al triplo del quadrato del suo lato.

CLPITOLO EN.

Misura del Parallciepipedo e del Prisma

TEOREMA X.

Due prismi sono cquali quando hanno un anyoi.
(ricdro cyualc compreso tra fucce rispellivamente equal’.
(fig. 303 )

Supponiamo, nei due prismi AK, A'K', I'angolo tri:-
dro A eguale all’ angolo triedro A', il poligono ABCIE
eguale al polizono A'B'C'D'E e i parallelogrammi ABGY,
AELT rispettivamente eguali ai parallelogrammi A'B'G',
A'E'LE,
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Per dimostrare I’ eguaglianza di questi due prismi,
poniamo il poligono A'B'C’'D'E’ sopra ABCDE; poiché gli
angoli triedri A e A" sono eguali, il piano B'A’F’ s’applica
sopra BAF, il piano E'A'F’ sopra EAF e la retta A'F’
prende la direzione di AF. Ora il piano G'B'C'H’ ¢ pa-
rallelo alla retta A’l’; dunque coincide col piano GBCIH
parallelo ad AF; egualmente il piano H'CDK’ s’ ap-
plica sopra 1ICDK, ec. In oltre le rette AF, BG, ec., A'F,
B'G, ec., sono eguali; dunque i due poligoni F'G'I'K'L,
FGIIKL coincidono, ¢ i prismi AK, A'K’ sono eguali.

COROLLARIO. — Due prismi retli sono eguali se
hanno le basi uguali e le altesse equali.

Poiche hanno gli angoli triedri due a due eguali e
compresi {ra tre facce rispettivamente ezuali.

La loro ccuaglianza si pud anche dimostrare colla
sovrapposizione direlta.

5C0L10. — Se n ¢ il numero dei lati della base
ABCDE del prisma AK, vi bisognano 27— 3 condizioni
per Peguaglianza dei due poligoni ABCDE, A'B'CDE’,
per conseguenza 2n condizioni per I P”Ud”lldDZd (JL
due prismi AK, A'K’.

TEOIREEA NK.

Qualungue prisma obliquo é equivalente a un pri-
sma rello, che ha per altessa una delle costole laterali
del prisma obliquo ¢ per buse la sua sesione reile.
(fig. 381

Sia AK un prisma obliquo che ha per base i poli-
gouni ABCDE e FGHKL. Per I’ estremitd A ed IF della co-
stola laterale AV conduco i piani AB'C, FG'HY perpendi-
colari a «uesta retta. Le sezioni AB'C'DE, FG'UK'L' sono
due poligoni cguali, poiché i loro piani sono paralleii;
per conseguenza, il poliedro AK' ¢ un prisma retto che
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ha per altezza la costola laterale AF del prisma obliguo
AK e per base la sua sezione retta AB'C'D'E’. Dico che
questi due prismi sono equivalenti.

Infatti, i due prismi AK, AK’ hanno il poliedro
ABCDEFG'HK'L’ di comune; quindi basta provare che
ii poliedro AD € uguale al poliedro FK. Sovrappongo le
due sezioni eguali AB'C'D'E’) FG'I'K'L' in modo che esse
coincidano; le costole BB', GG’ che sono rispettivamente
perpendicolari a queste sezioni e che hanno la stessa
lunghezza AF —BG' prendono allora la stessa direzione,
e le loro estremita B, G si applicano I’ una sull*altra.
Accade lo stesso pei vertici Ce I, D e K, E ed L. Laonde
i due poliedri AD, EK avendo i medesimi vertici sono
eguali; e per conseguenza i due prismi AK, AK’ sono
equivalenti.

TEOREMA I1II.

Due parallelepipedi rettangoli che hanno basi
eguali stanno tra loro come le altexse. (fig. 304.)

Consideriamo i due parallelepipedi rettangoli ABCDE.
ABCDK che hanno la stessa base ABCD e di cui le al-
tezze sono AE, AK. Supponiamo in prima queste altezze
commensurabili e la loro massima comune misara AQ
contenuta 9 volte in AE, 3 volte in AK; avremo

AE b5

AK T 37

Conduciamo per i punti di divisione della retta AE
dei piani paralleli alla base AC; le sezioni sono egiiali
alla base, e il parallelepipedo ABCDE & diviso in 5 pa-
rallelepipedi rettangoli eguali ad ABCDO perché hanno
le basi eguali e le altezze eguali, Ma il parallelepipedo



LIBRO SESTO. 241

ABCDK ne contiene 3; dunque

ABCDE __ 5 AE
ABCDK — 37 AK°

Si dimostra col ragionamento ordinario che questi
rapporti sono ancora eguali quando le altezze non hanno
comune misura.

TEOCREMA 1IV.

Due parallelepipedi rettangoli P, P’ che hannc
una dimensione comune stanno tra loro come s prodolls
delle altre due dimensioni.

Sieno a, &, ¢ le tre dimensioni del parallelepipedo
Pea,d,c quelle di . Costruiamo un paralielepipedo
rettangolo P' avenle per dimensioni a, b, ¢’; i paral-
lelepipedi P e P hanno una faccia eguale di cui le di-
mensioni sono a € b; dunque:

P__ ¢

a——

P” - c! *

I parallelepipedi P" e P’ hanno pure una faccia
eguale che ha per dimensioni a e ¢’; dunque
'pl'!

|4

b
b

Moltiplicando le eguaglianze precedenti membro a
membro ¢ sopprimendo il fattore P’ comune ai due
termini del primo rapporto, si ha:

P b ¢

A Rar s
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(X3
=
(Y

TEOREMA V.

Due parallelepipedi rettangoli P, P' stanno tra loro
come © prodotti delle loro tre dimensioni.

Sieno a, b, ¢ le dimensioni del parallelepipedo P,
a’, b, ¢ quellediP' e a, b, ¢ quelle di un terzo pa-
rallelepipedo P" che si paragona successiv