LIBRO SECONDO

CAPITOLO I

Poligoni.

.

93. Definizioni. — 1°. Chiamasi poligono la figura formata da pin di due punti.
datt in un certo ordine, in modo che tre consecutivi non sienv in una stessa
retta, dalle rette individuate dalle coppie di punti eonsecutivi e dalla retta in-

dividuata dal primo e dall’uitimo.
2%, I punti dati si chiamano rertiei, le rette individuate da due punti con-

secutivi, si chiamano »rette del poligono. Si chiamanoe lafi i segmenti limitati da
due vertici consecutivi del poligono, diagonali 1 segmenti limitati da due ver-
tiel non consecutivi.

Un poligono ha tanti lati quanti sono 1 suoi vertic.

Vik POilg g ! : Jyel :

E facile vedere che il numero delle diagonali di un poligono.

n(n—3) . _ : _
{ 5, -+ Infatti. si ottiene una diagonale ogni

volta che sl unisce, per mezzo di una retta, un dato vertice con un
altro qualunque, esclusi 1 due consecutivi. Per ogni vertice passano
dunque n —:3 diagonali: percio il numero # (n —3) ¢i da il doppio
del numero delle ?hagﬂ]'lﬂll. perche ognuna di esse passa per due
" . : . nin -~
verticl: ossia 1l numero delle diagonali ¢ appunto ————-

avente n vertiel, e

3% La linea formata dai lati del poligono si chiama conterno, ed il segmento
somma dei lati si chiama perimetro.

Per es.(Fig. 55) i cinque ll}uuti A B.C. D, E, dati nell'ordine seritto.
determinano un poligono, di cui i segmenti AB. B(". ¢'D. DE, EA
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sono 1 lati. Un punto 1;31'1:‘} percorrere il contorno andando da A in B,

C da B in C.... da E in A, oppure andando da B

TN in ¢, da CinD.... da A in B ece.... Percio il

£ ) poligono & indica indifferentemente coi simboli
*5 ABCDE, BCDEA, ecec...

| 43, Se un poligono ha tre vertici si chiama triangolo,

"

£ / se ne ha quattro si chiama guadrilatero, o guadrangolo,
\_\ S se ne ha cinque pentagono, se ne ha sei esagono, ecc.
C 5%, Se un poligono ha tutti i suoi lati eguali si dice equi-
Fie. 55. latero.

Quando sono dati piu di tre punti, senza che sia fissato 1l loro
ordine, essi individuano pin di un poligono. Cosi per es, 1 quatiro
punti A. B, C, D individuano tre quadrangoli distinti (Fig. 56).

_____ 4 R
N
{r'

Fie., H6.

6+, Se i vertici di un poligono sono tutti in un piano, giacciono in questo
piano anche tutte le sue rette, ed il poligono si dice piano; in caso contrario
1l poligono si dice golbo ¢ storto.

In cio che segue, se non e avvertito esplicitamente il contrario.
intenderemo parlare di poligoni piani.

7s. 8i chiama linea poligonale o spezzata la linea formata da alcuni lati con-
secutivi di un poligono.

8¢, Un poligono piano, ouna linea poligonale piana, si dicono conressi,
quando tutti 1 suoi vertici sono da una medesima parte di una qualunque delle
sue rette: coneari nel caso contrario.

s 6. Teorema. — Il contorno di un poligono convesso ? unalined

, completa.
/ - Infatti, dal P. 1V, 2v deriva che, se una linea
o \ y incompleta, data sopra una superficie, ha 1 S
N estremi sopra una linea completa, appartenente
{ \\_ alla stessa superficie, essa suddivide in due
/‘ . quella delle parti (separate dall'altra linea), nella
8 ~C quale e contenuta.

Dunque, dati tre punti A, M, N, non in linea
_ o retta. le due semirette AM, AN dividono il piano
dei tre punti in due parti (angoli) e il segmento MN, che ha i suol

Fi1s. 57.
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estremi sulle semirette suddette, ed & percio (§ 50, Teor. 1°) interno

all'angolo convesso MAN, divide quest'angolo in due parti. Una di
queste parti e finita e limitata dal contorno AMN,

In generale (Fig. 53) dati pit punti A, B, C, D, E vertici di un
Eoligono convesso, s1 sa che le due semirette BA,

C dividono il piano in due parti (angoli). _ ?
Ora poiche il poligono e convesso, eppercio N
tutti i vertici D, K, devono trovarsi in quello dei SN

semipiani separati dalla retta AB. che contiene il

punto C e in quello der semipiani separati dalla o
retta BC che contiene il punto A, & chiaro che la  / )N
spezzata AEDC deve essere compresa nell'angolo 4 I\

CONVvesso AEC. Ne segue che quest’angolo & diviso / JoN

in due parti dalla spezzata suddetta, delle quali i ¥

una ¢ limitata dal contorno ABCDE. K1 8.
Definizioni. — 1* La parte di piano, limitata dal contorne di un poligone

convesso, dicesi superficie del poligono, o semplicemente poligono.

2%, Ogni angolo convesso, che ha per vertice un vertice del poligono con-
vesso, 1 cul lati contengono 1 due lati del poligono, che passano per esso. dicesi
angolo interno del poligono. o semplicemente angolo del poligono.

3. Un angolo interno dicesi compreso fra i due lati consecutivi del poli-
gono, che passano per il suo vertice, oppure si dice adiacenfe ad essi. In un
triangolo un angolo interno si dice opposto a quel lato, al quale non & adiacente.

4%, Se un poligono ha tutti gli angoli interni eguali, dicesi equiangolo, e se
due poligoni hanno gli angoli interni rispettivamente eguali si dicono equiangoli
fra loro; 1 vertici degli angoli eguali si dicono corrizspondenti.

5*. Ogni angolo, conseguente ad un angolo interno di un poligono con-
vesso, dicesi esferno ad esso,

Corollario. — Un segmento, che abbia i suoi estremi sul contorno
di un poligono convesso, o interni ad esso, ¢ interno al poligono, o ¢
parte del contorno. :

Infatti, la superficie di un poligono convesso ¢ parte di ciascuno
de1 suol angoli: quindi dal Teorema dimostrato nel § 50 risulta im-
mediatamente che ogni segmento. avente 1 suoi estremi sul contorno
di un poligono convesso, se non fa parte del contorno stesso. ¢ in-
terno a tutti gli angoli del medesimo, e percio interno al poligono.

?%. Teorema. Un angolo esterno di un triangolo ¢ equale alla
somma det due angoli interni non consequenti.

A ,“'L Infatti (Fig. 59) essendo BCD un angolo
/N ; esterno del triangolo ABU, se dal vertice € ¢
/ \ dalla stessa parte di AB, rispetto alla retta

AD, si tira la semiretta CE parallela ad AB.
questa, per non incontrare la AB, deve cadere

Fic. 59. internamente all'angolo BCD ; ed allora, poi-
chd BCE = ABC. come angoli alterni mterni fDE{]’lﬂﬁ dalle parallele
AB, CE colla trasversale BC. ed inoltre ECD = BAC, come angoli cor-

D e

- s s ammn wa AP, i
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rispondenti rispetto alle stesse parallele ed alla trasversale AD,
81 na:
BCD = BCE + ECD = ABC + BAC.

Corollario. — U'n angolo esterno di un triangolo ¢ maggiore di
ciascun ungolo interno opposto.

o 8. Definizioni. — 1%, Se un triangolo ha tre lati disuguali si dice scaleno, e
se ha soltanto due lati eguali tra loro, si dice isoscele. In un triangolo isoscele

dicesi base il lato non uguale agli altri due.

9s Se da un vertice di un triangolo si conduce la perpendicolare sulla
retta del lato opposto, il segmento di questa perpendicolare, compreso fra il
vertice stesso e 1l punto d’incontro. si chiama alfezza del triangolo, e si suole
chiamare base del triangolo il lato rispetto al quale s’& condotta I'altezza.

3. Se si conduce la bisettrice di un angolo interno di un triangolo, il seg-
mento di essa, compreso tra il vertice e il lato opposto, dicesi bisettrice del triangolo.

4*. In un triangolo il segmento, che unisce un vertice col punto di mezzo

del lato opposto, dicesi mediana.

Corollario. — Un triangolo ha tre altezze, tre biseltrici e tre
mediane.

29. Teorema. — In un triangolo isoscele:
1o, Gli angoli opposti ai lati equali sono equali;
2. L'altezza, la mediana e la bisettrice, concorrenti coi lati equall,
coineidono.
30 Le altezze, le mediane e le bisettrici, relative ai lati equali, s0n0
rispetticamente equall.

Sia ABC un triangolo isoscele. nel quale ¢ AC = BC. Condotta
Paltezza CH relativa alla base, si ribalti il piano della figura su se
stesso in modo. che 'angolo ACB venga a coin-
cidere con se stesso (P. IX). Per I'eguaglianza
dei lati AC, BC. il punto B verrain A e vice-
‘ ‘ versa, e quindi tutto il triangolo coincidera con
P '-\ so stesso, cost che Tangolo ABC si sovrapporra

i all'angolo BAC e viceversa, il punto di mezzo del

) . 5 o ~ . -

/ . . lato BC verra sul punto di mezzo del lato AC e

/ \ viceversa e l'altezza CHrestera fissa ($58, T.17).

/ o AW Segue da cid che i due angoli BAC, ABC

Fie. 60 sono eguali, che 'angolo ACH=BCH e AH™ BH.

. L. Permh la CH ¢ altezza, mediana e bisettrice

del triangolo. Similmente I'altezza, la mediana e la hisettrice, con-

dotte da A, vengono rispettivamente a coincidere coll'altezza, colla
mediana e colla bisettrice condotte da B.

P

Corollario. — In un triangolo equilatero:

10. I tre angoli sono eguali;

20, Laltezza, la mediana, la bisettrice uscentt da uno stesso ver-
tice coincidono;

30, Le altezze, le mediane, le bisettrici sono tutte equali fra loro.
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80. Teorema. — Se un triangolo ha due lati disuguali, Uangolo op-
posto al lato maggiore ¢ maggiore di quello opposto al lato minore.

Nel triangolo ABC (Fig. 61) sia il lato AB maggiore del lato
AC. Voglio dimostrare che I'angolo ACB, opposto al lato AB, & mag-
giore dell’angolo ABC ﬂ{]ﬁnstn al lato AC. | )

Dal lato maggiore AB stacchiamo una parte AD i
eguale al lato minore AC. ed uniamo C con D per mezzo /

di un segmento. L'intero triangolo viene cost scomposto /
in due, uno dei quali ACD, avendo i due lati AC, AD /N
uguali, ha pure uguali gli angoli ACD. ADC,oppostia ¢
questi lati. L'angolo ADL‘._ essendo esterno al triangolo
BDC, ¢ maggiore di DBC, e quindi ACB, evidente- . .~

bt

mente maggiore di ACD, & pure maggiore di ADC ¢ Fie. 61
a pit forte ragione maggiore di ABC.

Corollari. — 1°. In un triangolo un lato ¢ minore, equale, o niag-
qiore di un altro, secondo che Uangolo vpposto al primo ¢ minore, equale,
o maggiore dell angolo opposte all’altro.

Infatti, abbiamo visto in questo § e nel precedente che tutte
le ipotesi, che si possono fare sull’eguaglianza, o disuguaglianza di
due lati di un triangolo. ¢i conducono a tesi, le quali si escludono
a vicenda, per conseguenza (V. Preliminart § 4) anche 1 teoremi in-
versl sono veri.

2o, Se un triangolo ¢ equiangolo, esso & anche equilatero.

3. 1l segmento, che unisce un vertice di un triangolo con wu punto
situato sul lato opposto, o interno ol triangolo, & wmivore di wno alineno
degli_altri due lati, _ o + _

Supponiamo che nel triangolo ABC (Fig. 61) il lato AC sia mag-
giore, o almeno uguale a BC. Ne segne che 'angolo ABC ¢ mageiore.
o almeno eguale. di CAB. Unendo allora 1l vertice ' con un punto
D della base per mezzo del segmento CI. s1 ha che T'angolo CDA.
esterno al triangolo CDB, ¢ maggiore di CBD e quindi anche di CAD.
Per conseguenza nel triangolo CAD il lato CA e maggiore di CD
(Cor. 1°), come volevasi dimostrare.

aoeen 84 Teorema. -— Il contorno di un poligono concarvo, non inlrecciato,

¢ una linea completa.

Sia ABCDEFHKLMXN un polizono concavo, non intrecciato. e fra
le distanze di un vertice qua]lunqm- L del poligono dagl altr1 ver-
ticl, sia LA non minore delle rimanenti. E facile dimostrare che. se
sl conduce per A una retta a perpendicolare ad LA, tutti 1 vertict del
poligono si trovano dalla stessa parte di L rispetto ad «. Infatti ogni
punto P della retta «. diverso da A, ha dal punto L una distanza



yon pungre di PF, ossia si trovano nell'interno del cir-
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maggiore di AL, perche nel triangolo ALP I'angolo esterno in A es-
sendo maggiore dell'interno opposto APL, sara pure I'angolo LAP, che

& eguale al primo, maggiore dell'angolo APL, e quindi (§ 79, Cor. 1°)
0 P > LA. A piu forte ragione ogni punto del

ﬁ'. - - L -

W piano, che si trovi, rispetto ad «, dalla parte
VAR opposta del punto L, ha da L una distanza
/N maggiore di AL, e quindl nessun vertice del

; \ poligono, all'infuori di A, puo trovarsi sulla
J/ r‘-\\,‘ retta a, od essere situato da parte opposta di L

X XLV/1 wp  rispetto ad a. Analogamente, se sl considera
/ T il vertice A e la sua maggiore distanza dagli
of e /' altri vertici, che supponiamo essere AF. ripe-

Ao I Y tendo lo stesso ragionamento si dimostra che
a"\ el N Vv 1vertia del poligono dato giacciono tutti dalla
" ya ' stessa parte di A, rispetto alla retta & perpen-

N dicolare ad AF nel punto F.

Fio. G2 Ora pud darsi che le due rette a, & si ta-

glino in un punto O, o sieno parallele; m ogni caso tutti 1 vertic
del poligono, e quindi anche tutti i punti del suo contorno. sono

interni all'angolo AOF, o alla striscia, che ha per lati le due rette a, 4,
eccettuati i due vertici del poligono. che si trovano sui due lati. Ne
segue (§ 50 e P. IV, 2) che le due spezzate ABCDEF., FHKLMNA,
che formano il contorno del poligono, dividono I'angolo (o la striscia)

AOF in tre parti; quella intermedia all’altre due e limitata dal con-
torno ABCDEFHRKLMNA. .

Definizioni. — 1% La parte di piano, limitata dal contorno di un poligono
concavo, non intrecciato, dicesi superficie del poligono, o semplicemente poligono.

23, Dicesi angolo interno di un poligono eoncavo, non intrecciato, ogni au-
zolo, che ha il vertice in un vertice del poligono, 1 cui lati contengono i due
1ati del poligono, che passano per esso, ¢ rispetto al quale tutti i punti della
diagonale, che termina ai due vertici precedente e susseguente, sono interni, od
esterni, secondo che la diagonale stessa & interna, od esterna, al poligono.

.. 8% Teorema 1°. — Uhna retta, situata nel piano di un poligono, non

intrecciato, e che passa per un punto interno ad
esso, incontra il contorno almeno in due punt. ~ *'—‘“‘::'J_‘E\
Sia P il punto della retta data « interno al
oligono ABCDEF, e fra le distanze PA.PB. ...
el punto P dai vertici del poligono sia PF
quella che non & minore delle altre. ki chiaro
che (879, Cor. 3°) tutti 1 punti del contorno, o
interni al poligono dato, hanno da P una distanza

colo, descritto nel piano del poligono col centro Fig. 63.
in P e con raggio arbitrario maggiore di PF. ‘ '
Siccome poi la retta g passa per il centro del circolo, ciascuna

delle due semirette, in cui essa resta divisa dal punto P, incontra
il circolo in un punto esterno al poligono. Abbiamo cosi due punti
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M, N esterni al poligono; d’onde deriva che, siccome per andare dal
punto P, interno al poligono, al punto M o al punto N, esterni al
poligono stesso, bisogna traversare il contorno almeno in un punto.
cosi la retta a deve incontrare il contorno del poligono almeno in
due punti.

Teorema 2¢. — Una retta non pud incontrare il contorno di un
poligono convesso in piit di due punti.

Se infatti una retta a avesse tre punti K. L, M in comune col
contorno di un poligono ABCDEFGH, uno di essi, per es. L, sarebbe
interno al segmento KM; allora 1 punti M. -

K, e quindi anche ilati CB. DE, che pas- ™. r

sano per essi, e 1 vertici B, E si trove- FAN Y
rebbero in parti opposte rispetto alla retta _ 5/ >J. ¥
CD del poligono, che passa per L. Il dato _

poligono dunque sarebbe concavo, e cib & = Jt
contrario all’1potesi. .
Corollario. — Una semiretta, uscente % T
eve— dal vertice di un poligono conresso, incontra, Fis. 64.
a7 oppure no, il contorno in un punto distinto dal vertice stesso, secondv

P . ] . 8
o che ¢ interna, oppure esterna, all’ angolo del poligono, clhe ha per vertice
: quel punto.
nfatti, se una semiretta, uscente da un vertice di un poligono.
¢ esterna all’'angolo del poligono, che ha per vertice quel punto. essa
e tutta esterna al poligono e non pud incontrare il contorno. Se
invece essa e interna a quell’angolo del poligono, necessariamente
contiené punti interni al poligono stesso. eppercid incontra il con-
torno in due punti distinti, vale a dire ha in comune col contorno
un altro punto, all'infuori del vertice che si considera.

83. Teorema. — In ogni poligono un lato ¢ minore della somma di
tutty gli altri.

1¢. Dimostriamo prima il teorema pel caso di un triangolo.
Pertanto sia il triangolo ACB (Fig. 65), nel quale si vuol dimostrare
che & AB << AC + (CB. Si prolunghi AC di un segmento CD egnale a
n CB, e st unisca D con B. Ne risulta un

triangolo CDB isoscele, eppercio gli angoli

-~/ CDB. CBD sono eguali. Nel triangolo ABI

g ' T'angolo ABD, evidentemente maggiore di

%\ (BD, & pure maggiore di BDA. e quindi il

/ lato AD opposto ad ABD ¢ maggiore del
e g lato AB ci[;p_astq all'angolo minore BDA.
Ma AD = AC + CD - AC = CB, percio

e 6 AB<AC + (B |
20, Nel poligono ABCDEF (Fig. 66) un lato AF ¢ minore della
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somma di tutti gli altri. Si conducano infatti tutte le diagonali che
passano per uno degli estremi A del lato AF. Poiche in un triangolo
| . un lato & minore della somma degli altri
— due, abbiamo le disuguaglianze

AC < AB + BC
AD << AC +CD

I
£

A

Ty AE < AD + DE
. AF < AE + EF.
¥ T dalle quali si ricava
e AF < AB + B(C + CD + DE + EF.

Corollario. — In ogni triangolo wn lato ¢ maggiore della diffe-

renza degli altri due. o
Infatti (Fig. 65), se AB<Z AC 4 CB, supponendo AB = AC. sl
ricava AB — AC << (B. e. supponendo AB > CB, si ha pure

AB — CB << AC.

S 4. Definizione. — =i dice che un poligono & inviluppato da un altro poligono.
non intrecciato, quando nessun punto del contorno del primo ¢ esterno all’altro.

Teorema. — Il perimetro di un poligono convesso ¢ minore del
perimetro di un altro poligono non intrecciato che lo inviluppa.

Sia ABCDE un poligono convesso inviluppato da un altro
LRMNPQ ¢ sieno A, B, (".D",E" i punti d incontro delle semirette

EA, AB,BC. CD, DE col contorno del M
secondo poligono (§ 51, Teor. 1°1 Dai . " Hﬂ’f |
poligoni EE'LA", AA'RMB’, BBNC', ' |
CC'PD’, DD'QE’ s1 ricavano le dise- YRS
guaglianze (§ 82). ' : _ !
EA + AN<EE + EL + LA’ R S
AB + BB < AA"+ A'R + RM+ MB” | s ; ;
BC + CC"<- BB+ B'N + N CT— S et
CD +DD'< CC" +CP + PD’ 5

DE + EE'<< DD+ D'Q+ QF/, Fio. 61.

dalle quali per addizione si ricava
EA +AB-+ BC+CD+ DE<LR -+ RM + MN + NP -+ PQ + QL,
come volevas: dimostrare.

85. Teorema. — La somma degli angoli interni di un poligono ¢
equale a tanti angoli piatti quanti sono i lati meno due.

(Consideriamo prima il caso di un triangolo (Fig. 59). E chiaro
che, essendo (§ 76) BCD = ABC + BAC. si ha
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BCD + BCA = ABC + BAC -+ BUA.

i ,ﬁ.. .

ossia ABC + BAC + BCA ¢ eguale ad un angolo piatto.
Consideriamo ora un poligono convesso qualunque ABCDEY. Le

diagonali condotte da uno stesso vertice I del poligono scompon-
gono (§ 75, Cor.) il poligono stesso in tanti trian- , R
goli quanti sono i lati meno due: ed e evidente che Dot
Ta somma degli angolidi tutti questi triangoli ¢ eguale "
alla somma degli angoli interni del poligono. Ora la
somma degli angoli di un triangolo si ¢ dimostrata
eguale ad un angolo piatto. quindi la somma degh .
angoli di tutti questi triangoli. e conseguentemente L
anche la somma degli angoli interni del poligono. d
¢ eguale a tanti angoli piatti quanti sono 1 lati del ¥re. 63,
poligono meno due.

30, Nel caso che il poligono sia concavo. per es. ABCDEFK.
si osservi che unendo i vertici B. D, che sono situati sui lati di uno

B __p stesso angolo concavo BCD, si ottiene un
- " nuovo poligono. che ha un lato e un an-
el golo concavo di meno del poligono dato.
e e Ripetendo la stessa costruzione, e chiaro
A - che si pub ottenere un poligono convesso,
‘ che abbia tanti lati di meno del polizono
, e dato guanti sono gli angoli concavidel me-
v 7~ & desimo. Ma la somma degli angoli intern
K di un poligono convesso e eguale a tants
Fie v ancoli piatti quanti sono isuol lati meno
o s e
due. inoltre I'angolo concavo BCD = BCM + DCM supera la somma
dei due angoli C'BD, CDB di un angolo piatto, e lo stesso s1 pui
ripetere per ciascuno degli angoli concavi rimanenti: ne segue che,
aggiungendo alla somma degli angoli interni del poligono convesso
trasformato tanti angoli piatti quanti sono gli angoli cencavi del
poligono dato. si ottiene una somma, che ¢ la somma degli angoli
interni del poligono dato. ed ¢ eguale a tanti angoli piatti quanti
sono 1 lati Eel poligono stesso meno due.

Corollari. — 7°. Se due rette, tagliate da una terza. non formano
gli ungoli coniugati interni supplementari, esse § incontrano dalla parte
della trasversale. dove la somma degli angoli coniugate wnterni ¢ minore

di un angolo piatto. . 1 _
20, Se due triangoii hanno due angoli rispettivamente equali, essi

hanno equale anche il terzo. ' _
Infatti questo terzo angolo e c¢ido che manca alla somma der
primi due, per formarc un angolo piatto.

30 Se un triangolo ha un aigolo retto (ud ottuso), gli altri due
suoi angoli sono acufi.

Infatti la somma di questi due angoli ¢ eguale (o minore) di nn
angolo retto. e percio sono ambedue acuti.
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Definizioni. — 1*. Un triangolo si dice acutangolo, se ha i tre angoli acuti,
rettangolo, se ha un angolo retto, ed oftusangolo, se ha un angolo ottuso.

2. In un triangolo rettangolo si chiama ipotenusa il lato opposto all'angolo
retto, cateti gli altri due lati.

Corollario 4°. — Se una retta ha un punto interno ad un cerchio (o
ad una sfera) incontra il circolo (o la superficie sferica) in due punti.

Supponiamo che la retta a, passi per il punto B interno al cer-
chio (o alla sfera) di centro O. Si unisea il punto O con B e si tiri
e da O la perpendicolare OA alla retta «.
g ™~ Dal triangolo rettangolo OBA si ricava che
.L{ ‘/ __L!‘-__ . f.’ ‘ L= - & a P
i 7T a7 7 0B=>0A, e quindi 1l punto A é interno al
e T circolo (o alla sfera). Se ora si porta sulla
( b | retta a. a partire da A, due segmenti adia-
\ J cent1 AC, AC" eguahi al raggio, dai triangoli
\ / rettangoll OAC, OAC’ si ricava che tanto
- __/ OC quanto OC’ sono maggiori del raggio, e
Fic. 70. ercid 1 punti C e C" sono esterni al circolo
o alla sfera). Ne segue che su ciascuna
delle semirctte BC, BC™ deve esistere un punto d incontro col cir-
colo (o colla superficie sferica) di centro F} (8 27).
E chiaro poi che la retta @ non pud incontrare il circolo (o la
superficie sferica) in pin di due punti. poiche se esistesse un terzo
unto d'incontro. uno di essi dovrebbe essere interno al segmento
Emitato dagli altri due, ed allora, costruito il triangolo che ha per
vertici il centro e quei due punti estremi. la congiungente il centro
con quel terzo punto dovrebbe essere eguale agli altri due lati del
triangolo. cio che ¢ assurdo (§ '$9. Cor. 3°).

8@. Teorema. — Se per il punto medio di un lato di un triangolo si
conduce la parallela ad uno degli altri due lati, il terzo lato viene pure
diviso per metd, e il segmento. che termina ai punti medi dei due lati,
¢ equale alla metd del terzo lato.

Sia M il punto medio del lato AB di un triangolo dato ABC.
e sia MN la parallela al lato BC con-
dotta da M. Se per il vertice A si con- \
duce una paralﬁla al lato opposto, si ~ ~——
ottiefie un sistema di tre rette parallele
tagliate da due trasversali, ed allora
(§ 92, Tear.). essendo AM - MB. si ha M—X
pure AN = NC. Analogamente, condu- ,- |
cendo da N la parallela ad AB. si di- f
mostra che P & il punto medio di BC: ‘
ma MN & eguale BP, come segmenti B P ¢

aralleli compresi fra rette parallele, Fie. 7.

dunque MN & la meta di BC.

_ CDI'(}]‘]M‘]'D. — La congiungente i punti medi di due lati di un
triangolo & parallela al terzo lato ed equale alla metd di esso.
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¢7. Teorema. — La sonuna degli angoli esterni di un poligono
convesso, formati da ciascun lato colla retta del v,
lato precedente, ¢ eguale a due angoli piatti.

Infatti (Fig. 72) ogni angolo esterno del S~
]{{:]jgmm sommato coll’interno conseguente —r
da per risultato un angolo ]?iattn; percio la A
somma degli angoli esterni ed interni del po-
ligono & uguale a tanti angoli piatti quanti
sono i lati ey dunque per il teorema '
del § 8fla somma degli angoli esterni e L
uguale a due angoli piatti. ,ff"'ff- 4

EGUAGLIANZA DI TRIANGOLI E DI POLIGOXNI.

88. Teorema. — Due triangoli sono eguali, se hanno un lato ¢
due anygoli rispettivamente eguali e disposti nello stesso modo.

Supponiamo che i due triangoli ABC, A'B'C’ (Fig. 73) abbiano il
lato BC eguale al lato B'C’, I'angolo B eguale aI_l’angulﬂﬁ“" e l'an-
zolo C eguale all'angolo C'. .

;\ Portiamo a coincidere I'angolo B” coll’an-
f

A
™ o
| golo B in modo che il lato BC coincida col lato

AN

-
~

>3 /'3 uguale B'C’; allora anche l'angolo €° coinci-
__/"f . dera col suo eguale C, ed 1l punto A’ cadra
g i in A. 1 due triangoli pos=ono « un([_ue portarsi
C L a coincidere, e percio sono eguall.

Fie. 73. Si dimostrerebbe nello stesso modo I'egua-

glianza dei triangoli ABC, A’B'C’ quando fosse
nota I'eguaglianza dei lati BC, B'C’, degli angoli ad essi opposti A A
e degli angoli adiacenti B, B, poiche dall’eguaglianza degli angoli
B. B’ e degli angoli A, A" deriva l'eguaglianza degli angoli C, O e
quindi si ricade nel caso precedente.

89. Teorema. — Due triangoli sono eguali, se hanno due lati «
Uangolo opposto ad uno di essi rispettivamente equali, purche gli angoli
opposti agli altii due lati uguali sieno della stessa specie.

Nei due triangoli ABC, A'B'(Y, (Fig. 74) sia AB=ZA'B". BC=B'(,
A. Dico che i due triangoli devono essere eguali, purche si sappia

s
A—
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che gli angoli C. (' opposti ai lati uguali AB, A’B’ sono della stessa
" - = A . - . ¥ ""ﬂ“"g- ] o s

specie. Portiamo infatti a coincidere I'angolo A" coll'angolo A in

modo_che il lato B'A" venga a

A coincidere col lato BA. Allora

" se il lato B'C” non coincidesse

. con BC, ma prendesse una po-

SR N sizione diversa BD, si otterreh-

be un triangolo isoscele BCD.

- P . Calny -

e . nel qualeidue angoli BCD, BDC(

. ¥ sarebbero uguali, e percio acuti,

_ - .mentre angolo ACB sarebbe

ottuso: ¢ cid e contrario all ipotesi. Dunque B'C" deve coincidere

con BC, ossia I due triangoli sono uguali.

90. Teorema. — Due triangoli, che hanno due lati rispettivamente
equali e Pangolo compreso equale, sono equali,

Abbiansi i due triangoli ABC,A'B'(", (Fig. 73) nei qualii lati AB,
BC sieno rispettivamente eguali ai lati A'B", B'(", e I'angolo ABU sia
uguale all'angolo A'B'(". Se portiamo il triangolo A'BC’ sopra 1l
triangolo ABC in modo che il lato A'B’ coincida col lato AB. & chiaro
che, per I'eguaglianza degli angoli A'B'(", ABC, il Jato B pren-
dera la direzione del lato BC, e, per leguaglhianza di questi lati, (°

cadra in . Ne segue che il lato A (" o uguale al lato AC. I'angolo
T . P .-"'";. .-"_“t.
A" ¢ uguale all'angolo A ¢ (7 a C.

91. Teorema. — Se un triangolo ha due lati rispettivamente ugnali
a due lati di un altvo triangolo. ma "angolo compreso fra @ primi ¢
maggiore dell' angolo compreso fra i secondi. il terzo lato del primo
triangolo ¢ maggiore del terzo lato dell altro.

Portiamo 1 due triangoli uno aceanto all'aitro in modo che ah-
biano un lato uguale AB in comune. i 4
che sieno situati uno da una parte e / //I_f’
uno dall’altra rispetto alla retta del c e / /
lato comune, ¢ che gli altri due lati Nom— A /
ceguali AC, A'(” sieno cnnsec-utiri;}]s— N ? Lo
sendo per ipotesi 'angolo BAC<BA(”, A . ;
s1 deve dimostrave che & BC<<BC”. Per- AR -/
tanto dividiamo per metal'angolo CA(™ AN '
fconcavo o convesso) somma dei due L
CAB, BAC”, ¢ sia AD la hisettrice di ;
quest'angolo, la quale cadra nell in- Lo
terno dell'angolo maggiore BAC” ¢ ta- fies 70,
gliera percio il lato BC” in un punto D. Uniamo il punto D con €
per mezzo di una retta. I due triangoli CAD, (" AD, avendo il lato

By o s w
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AD comune, i lati AC, AC” uguali per ipotesi e gli angoli CAD, DAT”
eguali per costruzione, sono uguah, e percio e CD = (7D, Dal trian-
golo BDC abbiamo poi (§ =2 Teor.)

BC <2 BD -+ DC
e pereid BC < BD + DC”
ossia BC < BC”,

Corollari. — Iv. Se due lati di un triangolo sono rispetticamente
uguali o due lati di un altro triangolo, Uangolo compreso fra i primi
due & magqiore, uguale, o minore dell'angolo compreso fra i secondi,
secondo che il terzo lato del primo triangolo ¢ magyiore, uguale, o mi-
nore del terzo lato del secondo.

Infatti abbiamo dimostrato che. dati due triangoli ABC, A'B(",

aventi due lati rispettivamente eguali (AB = A'B. AC = A'C'):

1" se angolo compreso A > A’, anche BC > B'(”

2 - N . BCOZ BC
3o . . A< A

BC < B(Y
Ne segue (Preliminari § 4) che sono veri anche 1 teoremi inversl.

=

~/

2. Due triangoli, che hanno @ tre lati rispettiramente equali. sono
equall.

92. Riepilogando, abbiamo dimostrato che:

Due triungoli sono uguali,

1°. se hanno un lato o due angoli eguali ¢ disposti nello stesso
modo (5 )3

2. ge hanno due lati e Uanyolo opposto ad uno i essi rispetti-
vamente uguali, purche gli angoli opposti ai rimanenti lati equali sieno

della stessa specie (3 3§):
3v. se hanno due lati e Vanguvlo compreso rispettivamente eguali

5 99);
5 '”ii se hanno i tre lati rispettivamente uguali (§ % Cor. 2v).

Questi casi =i possono riassumere dicendo che. per potere asse-
rire Iuguaglianza di due triangoli, basta conoscere I'uguaglianza di
tre elementi rispettivamente Eispnsti nello stesso modo, purche fra
questi elementi sia compreso almeno un lato. e non dimenticando
Ja condizione stabilita per il caso, in cui gli elementi nguali sono
due lati e I'angolo opposto ad uno di essi.

Corollari. — Due triangoli rettangoli soro eguall,

1. se hanno un lato (cateto o ipotenusa) e un angolo acuto rispet-
tivamente uguali e disposti nello stesso modo;

9 se hanno Uipotenusa e un cateto rispettiramente eyuali;

3. se hanno i c%re cateti rispeftivamente equali.
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Infatti tutti i triangoli rettangoli hanno un angolo uguale, I'an-
golo retto; percid, per asserire 'eguaglianza di due triangoli rettan-
goli, basta che si conosca l'eguaglianza di altri due elementi, fra i
quali si trovi almeno un lato. Pertanto, applicando i quattro casi
di eguaglianza, dimostrati per i triangoli n §enerale, al triangoli
rettangoli, si ottengono ordinatamente i corollari enunciati.

®3. In un triangolo esistono sei elementi, tre lati e tre angoli, ed
abbiam veduto che in certi casi si pud asserire I'eguaglianza di
due triangoli, quando si conosca che tre elementi dell'uno sono ri-
spettivamente eguali a tre elementi dell’altro (§ 99). In generale in
un poligono di n vertici esistono 2n elementi, n lati ed » angoli:
in certi casi per asserire che due poligoni non intrecciati di » lati
sono eguali basta conoscere che 2n — 3 elementi dell'uno sono eguali
rispettivamente ad altrettanti elementi dell’altro, come apparisce
dai seguenti teoremi.

Teorema. — Due poligoni non intrecciati di n lati sono equali.
quando hanno n — 1 lati ordinatamente uguali, ed hanno equali gli
angoli compresi fra i lati uguali.

Siano ABCDEF, A'B (;;D’E'F' (Fig. 76) due poligoni che
abbiano AB=A'B.BC =B DEZDE.EF=EF.B=B.C-C,
D=1, EZE: si vuol dimostrare che essi sono uguali. Trasportiamo

¥ N

Fic, 74,

il piano del secondo poligono su quello del primo, in modo che il seg-
mento A'B’ coincida col segmento uguale AB, e che i due poligoni si
trovino similmente disposti rispetto alla retta AB. A causa del-

Feguaglianza degli angoli B’, B il segmento B'C” viene sulla se-
miretta BC, ed essendo B'C” = BC, il punto ' cade in C. Nello stesso
modo_si dimostra successivamente che il punto 1) deve venire a
coincidere col punto D, il punto E’ col punto E, il punto F’ col
punto F. Cosi tutti i vertici del secondo poligono Vengono a coin-
cidere coi vertici del primo, e percio i due poligoni coincidono
completamente; dunque essi sono uguali.

94. Teorema. — Due poligoni non intrecciati di n lati sono wguali.
" quando hanno n — 1 angoli uguali. ed hanno uguali i lati che con-
quungono i vertici degli angoli eguall.

7o ¢ 00
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SienquABCDEE', A'BCDEF (Fig. 76) due poligoni, che abbiano
A=A B=B,C-C, D=D. EZE e AB= AB, BC=B(
CD=CD, DE=D'E’: si vuol dimostrare che essi sono eguali

Portiamo infatti il poligono A’ B €D’ E'F sull'altro in meodo
che il segmento A’ B’ venga a coincidere col suo eguale AB. e che
i due poligoni sieno similmente disgﬂsti rispetto alla retta AB. A
causa dell eguaglianza degli angoli B, B, il segmento B” (" viene sulla
semiretta BC, ed essendo B'C"— BC, il punto " cade nel punto C;

inoltre per I'eguaglianza degli angoli A'. A anche il lato AT’ si
dispone sulla semiretta AT

Analogamente si dimostra che il punto D’ viene a coincidere
col punto D, il punto E’ col punto E e il lato E'F" cade sulla se-
miretta EF. Poiche i due segmenti A'F’, E'F" cadono sulle semi-
rette AF, EF rispettivamente, e chiaro che il loro punto d'incontro
F’ deve coincidere col punto F. 1 due poligoni dunque s1 possono
portare a coincidere, ¢ percid sono ugunali.

935. Teorema. — Due poligoni convessi di n lati sono equali, quando
hanno tutti i lati rispettivamente uguali ed n—3 angoli consecutivi
equali e disposti nello stesso modo.

Sieno ABCDEF, A'BCD'EF" due poligoni, aventi AB -'_'i.{'B'.
BC=B(C, CD=CD’, DE=DE, EF=EF, FA-FA" e B=B.
C=(C. D=D". Tracciamo le due diagonali AE, A’E’, le quali scom-
pongono ciascuno dei due poli- T X F
eont dati in un nuovo poligonoed . DT
i un triangolo. I due poligoni { .
ABCDE, A'B'CD’E’ sono uguali - BN
per il teorema del § 48. percio e g "Ei‘.a
AE-A'E’, e1 due triangoli AFE, /
ATE', avendo ]i tre lati rispet- / /
tivamente uguali.- sono pure e- I
onali. Ne duﬁﬁue 'mrtiarr}o il po- °© b€
ligono A’B'CD'E" a coincidere Fia. T
col poligono ABCDE. e chiaro che anche il triangolo A'E'F” viene a
coincidere col triangolo eguale AEF e 1 due dati poligoni coinci-
dono interamente, e percio sono eguali.

COSTRUZIONT DI TRIANGOLI E POLIGONI.

~ Nel 88 5999, abbiamo veduto 1 vari casi, nei quali 'eguaglianza
di tre element1 di un triangolo (fra i quali s1 trovi almeno un lato)
a tre elementi di un altro triangolo basta per affermare I'egnaglianza
dei due triangoli.
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(uando, per esempio, diciamo che due triangoli sono eguali, se
hanno un angolo uguale compreso fra lati rispettivamente uguali,
veniamo a dire che due lati e 'angolo compreso sono sufficienti per
individuare un triangolo; di guisa che, costruito un triangolo che
abbia quegli element, tutti gli altri, che s1 potessero costruire con gli
<tessi elementi, sarebbero uguali al primo. Lo stesso ripetasi per gl
altri casi di eguaglianza considerati. .

Vediamo ora come si costruisca un triangolo, dati tre elementi.
che servano a individuarlo. Premettiamo a tal uopo il seguente

96. Problema. — er un punto, dato sopra una retta condurre un ‘al-
tra retta tale che formi con essa un angolo uguale ad un angolo dato.

Si descriva con raggio qualunque e col centro nel vertice A’
dell'angolo dato un circolo, il quale tagliera 1 lati in due punti B, €.
Si descriva poi con raggio uguale ad A'B’, e col
7 centro nel punto dato A, un circolo, il quale in
"y contrera una delle semirette di @, uscentida A. in
. unpunto B. Con raggio eguale alla distanza B'C".
N /f’ e col centro in B. si deseriva un altro circolo
-~ il quale tagliera 1l circolo di eentro A in due
/ RN yanti C, C,. Le rette AC, AC, sono le soluzioni
TN 5&1 problema. Infatti 1 triangoli A'B'C’, ABC,

“.  ABC,, avendo 1 lati rispettivamente uguali, sono

uguali. e percio gli angoli B7A(", BAC, BAC,

e
Fig. 78

sono uguali.

943 Problema. — Costruire un triungolo, dati due lati e U'angolo
COIMpreso.

Sia X Tangolo. &, ¢ i lati dati. Sui lati dellangolo A si stac-

chino. a partire da A, due segmenti AB, AU .
eguali a 4, ¢ rispettivamente, € si conduca la - A~
vetta BU. Evidentemente il triangolo ABC e N
quello richiesto. Al
—— Y
88 Problema. — Costruire un triangolo dato 7 -
un lato e i due angoli adiacenti. Fie. 79.

Sia MX il lato, %, f oli angoli dati: sopra una retta indefinita s
prenda un segmento AB eguale ad MN e
sf peripunti A, Bsiconducano due rette tali

che gli angoli coniugati interni, che esse

, /\ formano con la retta AB, sieno uguali agli
L/ . angoli z. 5 rispettivamente. Se la somma

' ! . b . o T T, - -
S L N . degli angoli z, 5 ¢ minore di un angolo
 E——— 'p piatto. le due rette suddette s° incontre-
A ranno (8 &4, Cor. 1°). e si otterra un trian-

Fia. S0, golo ABC. che é quello richiesto.
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Se la somma degli angoli =, 3 fosse uguale, 0 maggiore di un
angolo piatto, il triangolo evidentemente non si potrel_t-%e costruire,
poiche sappiamo che in ogni triangolo la somma di due angoli deve
essere minore di un angu?o patto.

99. Problema. — Costruire un triangolo, dati due lati ¢ Uangolo
opposto ad uno di essi.

Sieno a e & 1 due segmenti dati (@ > 4) ed = I'angolo dato.

Il problema presenta due casi:

1°, 'angolo 2 & opposto al lato maggiore,

20, I'angolo = e opposto al lato minore.

Nel 1¢ caso (Fig. 81) I'angolo = puo essere acuto. retto. od ottuso.

Sopra un lato di un angolo eguale ad =z si porti, a partire dal
vertice, il segmento AC (fig. 81) eguale a 5, A

poi col centro m C e con raggio a s1 de- N
scriva un circolo. Siceome, per ipotesi, a e 4 :

W # Al - - & * '(1'; K s
maggiore di AC, il vertice A dell'angolo ;
sara interno al cerchio deseritto, e quindi la S

=

retta AB dovra incontrare la circonferenza p——F—-—-—
in due punti B e B, situati da parti ﬂpcposte
rispetto ad A (§ 85, Cor. 4°). Unendo C con
B o con B’, secondo che I'angolo dato e
acuto od ottuso. s1 ha che il triangolo richiesto ¢ ABC. oppure ABC.
Se 'angolo 2 ¢ retto (Fig. 82). ciascuno
dei due triangoli uguali ABC, ABC e il ri-
chiesto, e guindi il problema e sempre deter-
minato ed ammette una sola soluzione.
) Nel 20 caso {Fig. 83) l'angolo dato = non
. pud essere che acuto. perche m un triangolo
al lato minore ¢ opposto 'angolo minore: e
quindi, se I'angolo opposto al lato minore fosse
retto, od ottuso, il triangolo dovrebbe avere un
angolo retto ed uno ottuso, oppure due ottusi, cid che & impossibile.

Fio, &2

Pertanto sia BAC un angolo acuto eguale ad 2. Fatto AC ~ 4.
con centro C e con raggio a si descriva un
circolo. Se a & maggiore del segmento perpen- A
dicolare CD condotto alla retta AB, 1l punto 0N
D sara interno al circolo descritto. e quindi YA
la retta AB tagliera il circolo in due punti -~/

B e B’ (§ 85, Cor. 4°), 1 quali dovranno essere _- Y
situati sulla semiretta AB’, perche, cssendo * b !

I'angolo CAB acuto, tutti i punti della retta
AB situati da parte opposta di D rispetto al punto A hanno dal
centro C del cireolo una distanza maggiore di AC, e quindi sono
esterni al cerchio medesimo. Ne segue che entrambi i triangoli ABC,
AB’C sono soluzioni del problema.

Se poi a & uguale al segmento CD, il solo triangolo. che sod-
disfa al problema, ¢ ACD. Infine, se @ & minore di CD, tutti 1 punti

Lazzer! 1 Bassaxi, Elementi di Grometria — 6

Fie. 83,
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della retta AB hanno da C una distanza maggiore di «, e quindi

sono esterni al cerchio descritto, e il problema e impossibile.
Dunque nel 2° caso il problema ammette due, una o0 nessuna

soluzione.

100, Problema. — Costruire un triangolo, i cui lati sieno equali a tre
segmenti dati, tali che ciascuno sia minore della somma degli altri due.

Sappiamo gia che, se tre segmenti sono lati di uno stesso trian-
zolo, & necessario che ciascuno sia minore della somma degli altri
due (S 83, Teor.zl; ora mostreremo che queste condizioni sono anche
sufficienti, cioe che se M,N,, M,N,. M,N, sono tre segmenti.taii che sia
M, N,< M,N, + M;N,, M,)N, <M\, , + M.N,, M.N,<<M,N, + M,N,,
¢ possibile costruire un triangolo, che abbia per lati (uesti segmenti.
Osserviamo intanto che, supposto M,N, non inferiore agli altri due
segmenti, le ultime due condizion sono evidentemente verificate, e
resta effettivamente una sola condizione, che & la prima.

Sopra una retta prendiamo un segmento AB eguale al segmento
M,X,, che supponiamo non minore di ciascuno degli altri due; quindi
P deseriviamo due circoli, uno col cen-
g S tro in A e con raggio M.N, e I'altro

X ™ col centro in B e con raggfio M.N,. 1l

7N \  primo di questi incontra la retta AB

. _ M. 1 un punto D, interno al segnento

E s kDB H AB.se M,N, > M.N,, oppure coinci-

S " dente con B.se M,\N, =MN,, ed in

P un altro punto E, situato rispetto ad

S A dalla parte opposta di B. L’altro

N— N circolo incontra la retta AB in un

M . unto K, interno al segmento AB, se

Heo. Bd. M, N,>M,N,, oppure coincidente con

. A. se M\N,=DM,N,. ed in un altro

punto H. situato rispetto a B dalla parte ﬂli osta di A. Siccome, per

notesi, @ M,N, < M,N, + M,N,, sara pure ABi<<AD + BK, e quindi

B— BK < AD, ovvero AK<AD. In ogni caso dunque il punto K

& interno, ed il punto H esterno al cerchio, che ha per centro A; percio

i due circoli descritti devono avere almeno due punty, comuni (§ 27,

Cor. 1°). Se C ¢ uno di questi punti, e chiaro che ABC e il triangolo
domandato.

Corollario. — E sempre possibile costruire un triangolo equila-
tero, che abbia i suoi lati eyuali ad un segmento dato.

Se infatti sono dati tre segmenti eguali. ¢ soddisfatta la con-
dizione che ciascuno di essi sia minore della somma degli altri due.

101. Problema. — Costruire un poligono, che abbia gli elementi dispo-
sti in un certo ordine, e di cui si conoscono 1 lati e glt angoli, eccettuati:
7o, Due lati consecutivi ¢ U'angolo compreso;
20, Un lato e i due angoli adiacenti ad esso;
3o, Tre angoli consecutivi.
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I primi due casi non presentano alcuna difficolta, perche essi si
riducono alla costruzione successiva di angoli e segmenti rispettiva-
mente uguali ad angoli e segmenti dati; il terzo caso poi si riduce al
secondo ed alla costruzione di un triangolo. dati i tre lati (§ 100, Prob.)

QUADRANGOLI,

102. Dalle proprieta generali, dei poligoni studiate nei §§ pre-
cedenti, si ricavano, relativamente ai quadrangoli, 1 seguenti

Corollari. — 1°. In un quadrangolo esistono due diagonali.

20, Un lato di un quadrangolo, piano o gobbo, ¢ minore della
somma di tutti gli altri.

2o, In un quadrangolo, non intrecciato, la somma degli angoli in-
terni ¢ uguale a due angoli pialti. In un quadrangolo convesso la somma
degli angoli esterni ¢ pure uguale a due angoli piatti.

40, Se un quadrangolo & equiangolo, esso ha tutti gli angoli retti.

59, Due quadrangoli convessi sono uguali:

a) se hanno tre coppie di lati ordinatamente uguali, ed cquali
le due coppie di angoli, compresi fra i lati uguali;

b) se hanno tre coppie di angoli rispettivamente uquali, ed eguali
le due coppie di lati, che uniscono i vertici degli angoli equali;

¢) se hanno ilati rispettivamente uguali, ed equale un angolo com=-
preso fra i lati equali.

103. Definizioni. — 1* In un gquadrangolo si1 dicono opposti due vertici non
situati in un late, eppesti due angoli che hanno per vertici due vertici opposti
del quadrangolo, opposti due lati non consecutivi

2+ 8i chiama {rapezio ogni quadrangolo, che ]
ha due lati opposti paralleli. In un trapezio si chia- “
mano basi 1 lati paralleli, altezza il segmento per- = N
pendicolare alle basi compreso tra esse, mediana o
il segmento che unisce i punti medi degli altri due ~ —- -y
lati, Fic. 85.

Teorema. — La mediana di un trapezio ¢ uguale alla semisomma
delle due basi ed ¢ parallela ad esse.

Sia MN la mediana del trapezio dato ABCD, e sia E il punto
¥ " d’incontro della retta BN col prolunga-
\ mento dell'altra base AD del trapezio. 1
L due triangoli BNC, DNE sono eguali,

N ~%- = avendoil lato CN =¥D per ipotesi, I'an-

/ .. goloBNC T DNE ,perché opposti al ver-

A b L tice e I'angolo NBC = NED, perche alterni

interni, rispetto alle parallele B(, AE e

alla trasversale BE; dunque BC - DE, BN = NE. Allora, nel trian-
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golo BAE, il segmento MN unisce i punti medi di due lat1, e quindi
(3 86, Cor.) & parallelo ed eguale alla meta del terzo lato AE.
Ma AE =AD + DE=AD + BC; quindiil teorema resta dimostrato

20 4. Definizione. — Si chiama parallelogrammo ogni quadrangolo, che ha
ciascun lato parallelo al suo opposto.

Un parallelogrammo puo riguardarsi in doppio modo come un
trapezio, secondo che si prendono per basi due lati opposti, oppure
gli altri due. Per conseguenza un parallelogrammo ha due altezze

e due mediane.

Teorema. — [n ogni parallelogrammo:

1° i lati opposti sono eguali;

20 gli angoli opposti sono eguali;

30 le due diagonali si tagliano nel loro punto medio.

Sia ABCD un parallelogrammo. 1°. T lati AD, BC sono uguali,
come segmenti paralleli compresi fra rette parallele (351, Teur.{; &
er la stessa ragione sono pure eguali i lati

i . AB, (D.

20, Gli angoli B, D hanno i lati diretti
in senso contrario, e percio sono uguali (§ 48,
Teor.). Per la stessa ragione sono uguall
coli angoli A, C.
30, Sia O il punto d'incontro delle diago-
nali del pﬂl'ﬂl]e]ﬂ%l‘ammﬂ ABCD. I due triangoli ABO, CDO hanno i
lati AB, CD uguali, come lati opposti del paralle- ~
logrammo dato. gli angoli BAO, OCD uguali, come
alterni interni rispetto alle parallele ABAUD edalla S
trasversale AC, e gli angoli AOB. COD uguali, =~ _  _ °
perche opposti al vertice: essi percid sono uguali, o, 85
ed @ BO 0D, A0-0C; ossia O e il punto medio tanto della dia-
gonale AC, quanto della diagonale BD.

Fra. 87.

)

Corollari. — 1°. Due parallelogrammi sono eguali, se hanno due
lati consecutivi ¢ Uangolo compreso rispettivamente uguali.

2. Due parallelogrammi egquali st possono portare a coincidere in
due modi diversi.

105. Teorema. — Un quadrangolo convesso ¢ un parallelogrammo;
1° se ha oqni lato ugquale al suo opposto; :
2 se ha ogni angolo uguale al suo opposto;
30 se le sue diagonali st tagliano nel loro punio medio.

1°, Abbiasi (Fig. 89) il quadrangolo ABCD. nel quale sia
AB=CD, AD = CB. Condotta la diagonale AC, si ottengono due
triangoli ABC. ADC eguali, perché hanno un lato AC comune e gl
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altri due lati rispettivamente eguali. Ne segue che gli angoli AEB,
CAD sono eguali, e poiché questi sono alterni )
interni rispetto alle rette AD. BC e alla tra- Fovl o3
sversale AC, le due rette AD, BC sono paral- :
lele. Parimente, essendo uguali 1 due angoli

BAC, Af[} le due rette AB, CD sono parallele, ~ —
e percio il quadrangolo ABCD & un paralle- _—_—
logrammo. : T

20. Nel quadrangolo ABCD (Fig. 87) si abbia A= (. B=D .Da
queste eguaglianze deriva A + B=C + D; e siccome la somma dei
quattro angoli A, B, C, D & uguale a due angoli piatti, se ne ri-
cava che la somma degli angoli A. B, coniugati interni rispetto
alle rette AD, BC e alla trasversale AB, e ugunale ad un angolo
piatto. Percio le rette AD, BC sono parallele. Nello stesso modo si
dimostra che le rette AB, DC son parallele; e resta cosi dimostrato
che 11 quadrangolo ABCD ¢ un parallelogrammo.

3¢, 11 punto O, comune alle diagonali del quadrangolo convesso
ABCD, sia il punto medio di ambedue le diagonali stesse (I'ig. 88).
I due triangoli OAB, OCD sono uguali, perche hamno due lati ri-
spettivamente uguali per ipotesi, e gli angoli AOB, COD, compresi
fra essi, uguali come opposti al vertice. Ne segue che gli angoli
BAO, OCD. alterni interni rispetto alle rette AB. CD e alla tra-
sversale AC, sono eguali, e percio le rette AB. CD sono parallele.
Nello stesso modo. osservando che 1 triangoli AOD, BOC sono nguali,
si'ﬁmh dimostrare che le rette AD, BC sono parallele. Il quadrangolo
ABCD e dunque un parallelogrammo.

Corollario. — Ogni diagonale di un parallelogrammo forma coi
lati del medesimo due triangoli equali.

106. Teorema. — Un quadrangolo convesso ¢ un parallelogrammo, se
ha due lati opposti uguali e paralleli.

Nel quadrangolo convesso ABUD (Fig. 89) i lati opposti AB. CD
sieno uguali e paralleli. Condotta una (?iﬂgmla]_e AC, si ottengono
i due triangoli ABC, CDA uguali, perche hanno il lato AC comune. 1
lati AB, CD ugnali per ipotesi, e gli angoli BAC, ACD uguali come
alterni interni rispetto alle rette parallele AB, C'D e alla trasversale
AC. Ne segue che anche gli angoli BCA, CAD, alterni interni ri-
spettp alle rette BC, AD e alla trasversale AC, sono uguali. e
quindi le rette BU. AD sono parallele. Percio il quadrangolo ABUD
€ un parallelogrammo.

1013. Teorema. — Lsiste un parallelogrammo, che ha due lati con-
secutivi e Uangolo compreso uquali a due segmenti e wd un angolo
dato.
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Sui lati del dato angolo A si prendano due segmenti AB, AD
uguali ai segmenti dati, e per gli estremi B, D di questi si conducano
H . le parallele ai lati AD, AB rispettivamente.
e ~— =~ 7" Si ottiene cosi un parallelogrammo, che & il
richiesto. Tutti 1 parallelogrammi poi che si
, ossono costruire, in modo che abbiano due
ati consecutivi e 'angolo compreso eguali
b " a due segmenti e ad un angolo dato, sono
Fic. 90, eguali fra loro (§ 104, Cor. 19).

!
i

Osservazione. — I segmenti AB, AD e I'angolo A si possono
prendere in un modo qualunque, e quindi potranno darsi 1 seguenti
casi particolari:

1“.}’:@@10 A & retto. Allora I'angolo C, eguale ad A, e gli
angoli B, D, supplementari di A. sono pure retti,

20, ] lati AB, AD sono eguali. Allora tutti i quattro lati AB,
BC, CD, AD sono eguali.

J°. L'angolo A & retto. e contemporaneamente i lati AB, CD
sono eguali: in tal caso tutfi 1 lati sono uguali, e tutti gli angoli
sono retti.

Definizioni, — 1* Chiamasi rettangolo ogni quadrangolo equiangolo.
23, Chiamasi rembo o losanga ogni quadrangolo equilatero.
3*. Chiamasi quadrato ogni quadrangolo equiangolo ed equilatero.

I rettangoli, le losanghe. 1 quadrati sono parallelogrammi; un
quadrato poi si pud considerare come rettangolo e come losanga.

108, Teorema. — Le diagonali di un rettangolo sono uquali. In-
versamente: un parallelogrammo, avente le diagonali uguali, & un ret-
tangolo.

10, Sieno AC, BD le diagonali del rettangolo ABCD. I triangoli
rettangoli ABD, DCA sono uguali. perche hanno il cateto AD comune
e 1 cateti AB, DC uguali, come lati opposti di un

rettailguiﬂ, percid hanno le ipotenuse AC, BD oo 5
uguali. .

" 90, Tnversamente: sia. ABCD un parallelogram- = _
mo. avente le diagonali AC, BD uguali. I due trian- -~ — ~
goli ABD. DCA sono uguali, perche hannoil lato AD Fic. 91,

comune, 1 lati AC, BD uguali per ipotesi, e1 lati )
AB, CD pure eguali, come lati opposti di un parallelogrammo; percio
gli angoli BAD, CDA sono eguali, e. siccome sono anche supplemen-
tari, sono rett.

109, Teorema. — In ogni losanga le diagonali sono perpendicolari.
Inversamente: un parallelogrammo, avente le diagonali perpendicolari, &
una losanqga.
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1°. Se il parallelogrammo ABCD e una losanga, il triangolo ADB
e isoscele, e percid la mediana A e perpendicolare alla base DB.

20, Inversamente, se ABC'D & un parallelogrammo N
avente le diagonali perpendicolari, 1 due lat1 conse- =
cutivi AB, AD sono uguali. come ipotenuse di trian- '
goli rettangoli AOB, AOD che sono eguali, perche
Ranno i cateti rispettivamente eguali.

Corollario. — In ogni quadrato le diagonali sono
uquali e perpendicolari. Inversamente: ogni parallelo-
qrammo, avente le diagonali uguali e perpendicolari, ¢
un quadrato. _ _ ‘ _ tr. 69,

Infatti abbiamo visto che il quadrato puo consi-
derarsi come rettangolo e come losanga; quindi, considerando 1l qua-
- drato come rettangolo, si ha che le sue diagonali
= sono eguali, ¢ considerandonlo come losanga, si ha
che le sue diagonali sono perpendicolari.

Inversamente: se un parallelogrammo ha le dia-
gonali eguali e perpendicolari fra loro, esso e un ret-
tangolo ed una losanga, vale dire ¢ un quadrato.

110, Nel § 107 abbiamo dimostrato, che si puo
costruire un parallelogrammo. avente due lati con-
secutivi e I'angolo compreso rispettivamente eguali
a due segmenti e ad un angolo dato. SI possono percio costruire
infiniti parallelogrammi, aventi un angolo dato e un lato adiacentc
eguale ad un segmento dato: tutti questi parallelogrammi si dice che
costituiscono una serie di parallelogrammi. Variando poi il lato e 'an-
golo comune a tutti i parallelogrammi di una seric. si possono otte-
nere infinite altre serie di parallelogrammi, tutte diverse tra loro.

E chiaro che un parallelogrammo di una serie ¢ individuato,
quando e dato il segmento. al quale deve essere eguale l'altro lato
adiacente all’angolo comune al parallelogrammi della serie. e vice-
versa: di guisa che fra i parallelogrammi e 1 segmenti suddett] esiste
una corrispondenza univoca.

Dati due parallelogrammi i una A B C D'
serie AA'BB’, BB'CC’, se portiamo — 7
I'uno adiacente all’aitro. in modo che | 4
il lato BB’ dell'uno coincida col lato ! : !
eguale BB dell’altro. gli angoli B'BC, |

BB'( essendo i supplementi rispetti-

Fio., 93,

vamente degli angoli B'BA, HB:.{« P T B (. D
segmenti BC, B'C” cadono rispettiva- Fio. @1,

mente sui prolungamenti di AB. A'B’, . )
e i lati BB, CC" risultano paralleli: quindi i due parallelogrammi
dati formano insieme un nuovo parallelogrammo della serie.

Definizioni. — 1*. Due parallelogrammi di una serie si dicono adiacent/, quando
hanno un lato eguale in comune, sono situati nello stesso piano da parti opposte
della retta comune, ed hanno gli altri due lati consecutivi.
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2+, Dati pih parallelogrammi di una serie, se si porta il secondo adiacente
al primo, il terzo adiacente al secondo, ma non dalla stessa parte del primo, e
cos1 di seguito, il parallelogrammo, che risulta dall’insieme di tuttii parallelo-
grammi dati, si dice Ia loro somma.

In seguito alle date definizioni ed alla proprieta enunciata nel
Cor. 1° del § 104, risulta che le serie di parallelogrammi eostituiscono
infinite altre classi di grandezze, per le quali sussistono tutte le
proprieta, che si sono dimostrate per le altre serie di grandezze fi-
nora studiate. Ammetteremo dunque senz’altro come dimostrate anche
per le serie di parallelogrammi la proprieta commutativa e asso-
ciativa della somma, e le conseguenze che ne derivano. Inoltre inten-
deremo estese anche a queste nuove serie di grandezze le definizioni
di differenza, multiplo, summultiplo, ece. e 1 teoremi del § 20.

Teorema. 1°. Un parallelogrammo di una serie & magqiore,
equale, o minore di un altro della stessa serie, secondo che il segmento
ad esso corrispondente ¢ maggiore, equale, o minore del seqgmento cor-
rispondente al secondo.

20, Se un parallelogrammo di una serie & somma di piic altri
parallelogrammi della serie, anche il segmento corrispondente ad esso
¢ somma dei seymenti corrispondenti alle sue parti; e viceversa.

Si imiti la dimostrazione del § 33.

Corollari. — I°. Se un parallelogrammo di una serie ¢ multiplo
(o summultiplo) di un altro, il seqgmento corrispondente al primo ¢
equimultiplo (o equisummultiplo) del segmnento corrispondente al secondo;
e vicerersa.

20, Se un parallelogrammo di una serie é differenza di due altri,
anche il segmento corrispondente ad esso ¢ differenza dei segmenti
corrispondenti agli altri due; e viceversa.
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Angoloidi.

414 1. Definizioni. — 1». Chiamasi angoloide, o anyolo solido. v ungolo poliedro
la figura individuata da tre o piit semirette, uscenti da un punto, date in un
certo ordine, e tali che tre di esse consecutive non stieno in un piano: dai piani
individuati dalle coppie di semirette consecutive, e da quello individuato dalla
prima e dall'ultima.

91, Le semirette date si chiamano gli spiyeli o costole, il punto, dal guale
esse escono, rertice dell’angoloide: gli angoli convessi, formati da_due spigoli
successivi e quello formato dal primoe e dall'ultimo, si chiamano le facce del-
I'angoloide; i piani delle facce si chiamano i piani dell’angoloide.

3%, Si chiama superficie di un angoloide, la superficie formata dalle facce.

4», Un angoloide avente tutti i diedri eguali si dice equiedro.

Per es. le cinque semirette VA, VB, V(. VD, VE, (Fig.95) uscenti
dallo stesso punto V e date nell’ordine scritto. individuano un ango-

loide, di cui le semirette stesse sono gli spigoli e gli angoli AVB.

BVC, CVD. DVE, EVA sono le facce. \

1 evidente che un angoloide ha tante facce N
quanti sono i suoi spigoli.

Una semiretta puo percorrere la superficie
dell'angoloide, andando dalla posizione dell]c- spi- SR
%ﬂ]ﬂ VA a quella di VB, da questa a quella di R

"¢, ...., infine dalla posizione di VI a uella -
di VA; oppure andando dalla posizione di VA a
quella di VI, da questa a quella di VD,.....
infine dalla posizione di VB a quella di VA. Per-
cid I'angoloide s indica indifferentemente col

Suﬂb(}]i ET.ABUD}: ..... . -‘?‘EDCB‘%T s eens Fig., UGS,
Spesse volte un angoloide s'indica anche
colla sola lettera che indica il vertice, purche cid non possa dar

luogo ad equivocl.

5, Un angoloide si chiama triedro o trispigolo, tetraedro o quadrispigolo,
ece. . ... . secondo che ha 3, 4 .... facce. Un angoloide triedro si chiama

brevemente un friedro. L

6s. Un angoloide & convesso, quando tutti i suoi spigoli si trovano da una
stessa parte di un suo piano qualunque; concard nel caso contrario; infrecciato,
quando almeno due facee hanno in comune una semiretta interna ad entrambe.

B chiaro che, se per il vertice di un angoloide qualunque si puo
far passare un piano, in modo che I'angoloide glaccia tutto in una
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delle parti, in cui il piano divide lo spazio, ogni piano, parallelo al
primo, e che incontra uno degli spigoli, incontra anche tutti gli altri,
e tagha la superficie dell’angoloide secondo il contorno di un poli-.
gono, 1l quale e convesso, concavo, o intrecciato, secondo che I'an-
goloide stesso e convesso, concavo, o intrecciato.

Inversamente: dato un poligono piano ed un punto fuori del
suo piano. le semirette, uscenti da quel punto e passanti per 1 ver-
tici del poligono, prese nel medesimo ordine dei vertici del poligono,
individuano un angoloide, il quale e convesso, concavo o intrecciato,
secondo che il poligono stesso e convesso, concavo o intrecciato.

2 s~ 112, Teorema. — La superficie di un angoloide convesso ¢ una
Wa[u'ﬁ .
superficie completa.

Infatti, dal P. IV, 1° deriva che, se una superficie incompleta
ha 1 suoi limiti sopra una superficie completa, essa suddivide in due
quella delle parti dello spazio, (separate dall'altra superficie), nella
quale & contenuta. Dunque, date tre semirette VA. VB, V(. non si-
tuate nello stesso piano, (Fig. 96) 1 due semi piani AVB, AVC dividono
lo spazio in due parti (diedri), e 'angolo BVC, che ha i lati sui due
semipiani suddetti, e che percio e interno al diedro convesso BAVC
(§ 50, Teor. 2°), divide questo diedro in due parti. Una di queste
parti & hmitata dalla superficie VABC del triedro. o

~In generale, date piu semirette VA, VB, VC, VD. VE spigoli
di un angoloide convesso, si sa che 1 due semipiani z e 3, contenent
le facce AVB, AVE, dividono lo spazio in due parti (diedri). Ora,

)
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poiché I'angoloide ¢ convesso, e percid tutti gli spigoli devono tro-
varsi in quella delle parti dello spazio separate dal piano =z, la quale
contiene lo spigolo VE, e in quella delle parti di spazio separate
dal piano 8, la quale contiene lo spigolo VB, & chiaro che la parte
di superficie VBCDE dev essere compresa nel diedro convesso

BVAE. Ne segue che questo diedro & diviso dalla superficie suddetta
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in due parti, delle quaii una e limitata dalla superficie dell’ango-
loide che si considera.

. Corollario 1°. — La superficie di un angoloide convesso divide
lo spazio in due parti, una delle quali contiene tutti i prolungament:
delle costole, e U'altra non ne contiene nessuna.

Definizioni. — 1%, La parte di spazio, limitata dalla superficie di un ango-
loide convesso, che non contiene i prolungamenti delle costole, dicesi solido del-
I'angoloide o semplicemente angoloide.

9, Ogni diedro convesso, che ha per costola uno spigolo dell’angoloide, e
le cui facce contengono le facce dell'angoloide, che passano per esso, dicesi
diedro interno dell’angoloide.

3¢, Un diedro interno dicesi compreso fra le due facce consecutive dell’an-
goloide, che passano per la sua costola, oppure si dice adiacente ad esse. In
un triedro un diedro interno si dice opposto a quella faccia, alla quale non ¢
adiacente.

Corollario 2°. — Ogni angolo, o poligono, il quale abbia i lati
sulla superficie di un angoloide convesso, o interni ad esso, ¢ interno
all angoloide, o & parte della superficie del medesimo.

La dimostrazione ¢ identica a quella del Corollario del § 76.

148. Teorema. —— Una retta non pud incontrare in pite di due
punti la superficie di un angoloide conresso.

Si imiti la dimostrazione del Teorema del § 82, Teor. 2o,

144. I prolungamenti degli spigoli di un angoloide, presi nel me-
desimo ordine degli spigoli stessi, individuano un secondo angoloide.

Definizione 13. — Due angoloidi si dicono opposti al vertice, quando gl spi-
goli di ciascuno di essi sono i prolungamenti degli spigoli dell'altro, presi nel
medesimo ordine.

Le facce di due angoloidi opposti sono ri-
spettivamente eguali, comc angoli opposti al
vertice. e i diedri sono pure rispettivamente
uguali, come diedri opposti alla costola.

E facile convincersi che due angoloidi, op-
posti al vertice, hanno bensi tutti i loro elementi
rispettivamente eguali, ma la disposizione dei
medesimi non ¢ la stessa in entrambi. Infatti
sieno, per fissare le idee, due angoloidi opposti
V.ABCDE, V.A'B'C"D'E’, e immaginiamo che
un osservatore disteso lungo lo spigolo VA del

rimo con la testa rivolta verso illj vertice, ab-
racci I'angoloide medesimo: egli vedra suc-
cedersi gli spigoli da destra verso sinistra nel-
I'ordine seguente: VB. VC, VD, VE. Se invece
lo stesso osservatore prendesse una posizione
analoga sul corrispondente spigolo VA’ dell'altro angoloide, egli

Fie., 98,
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vedrebbe succedersi gli spigoli da destra a sinistra nell’'ordine se-
guente: VE', VD', VO, VB’; vale a dire nell'ordine inverso del primo.
A causa di questa differenza di disposizione degh element1 possiamo
asserire che:

Due angoloidi opposti al vertice non si possono generalmente por-
tare a coincidere.

e
Infatti consideriamo, per esempio. i due triedri opposti V. ABC,
\'..“" ' LFald [ - : > | e s
V. AB'(". E manifesto che per ottenere la eoincidenza (se e possi-
bile) dobbiamo sovrapporre
le due facce eguali AVB.
A'VE’, ¢iv che si pud fare
in due maniere differenti: o
facendo scorrere il piano
delle due facce su se stesso.
rotando uno dei triedri di un
mezzo giro intorno al punto
V: oppureribaltando una di
queste facce sull’altra at-
torno alla bisettrice deghi
_ 1 _ angoll A'VB,B'VA.
Bvidentemente nel primo caso i due angoloidi vengono a cadere
da parti opposte rispetto alla faccia comune, e perd non coincidono.
Nel secondo caso lo spigolo VA’ cadra su VB e VB su VA,
mentre V" prendera la posizione VC”, non coincidente generalmente
con VU, perche, 1 diedri* VA, VB essendo generalmente disuguali,
. - . . el "N . . .
saranno pure disuguali 1 diedri VA, VB" e per conseguenza i piani
delle facce AVC, A VC” non possono coincidere, o
Da quanto s1 e detto s1 capisce facilmente che la coincidenza pero
: - L % 1 .
avrebbe luogo in questo secondo caso, se il triedro V. ABC avesse due
diedri VA, VB eguali; perche allora, a causa dell'eguaglianza dei

diedri VA, VB, e quindi anche dei loro opposti VA', VB, ]E fac-

c1a A'V(C verrebbe sulla faceia BYC e la faceia B'VC su AVC, di

modo che lo spigolo VU verrebbe a coincidere con V(. Pertanto
la faccia AVC sarebbe eguale alla faccia B'V(’, e quindi anche alla

faccia BVC(; vale a dire l'eguaglianza di due diedri del triedro por-

Eerehbe come conseguenza l'eguaglianza delle due facce opposte,
unque:

Fag . 99,

Corollario 1°. — In un triedro a diedri equali sono opposte facce
equali.

Definizione 2°. — Un triedro si dice isoedro quando ha due diedri, e quindi
due facce eguali,

Corollario 2o, — U% triedro isvedro ¢ equale al suo opposto al
wertice,
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115. Teorema. — In ogni angoloide una faccia ¢ minore della
somma delle altre.

1o. Cominciamo a dimostrare questo teorema per il caso di un
triedro. E evidente che una faccia di un triedro, minore od uguale
ad una delle rimanenti, & minore della somma di queste. Basta dunque

dimostrare, che, se in un triedro V.ABC
(Fig.100) una faccia AVC & maggiore di cia-
scuna delle altre due, & pero minore della
loro somma. R

__ Dall’angolo AV stacchiamo una parte
AVD eguale alla faccia AVB: poi sulle se-
mirette VD, VB prendiamo due segmenti
VD, VB eguali, e tracciamo un piano. che
passi_per 1 gunti B.D. ed incontri 1 due
spigohl VA, VC in due punti A.C. 1 tran-
goll AVD, AVB, a*fendﬂ il lato VA comune, -
oli angoli AVD, AVB eguali per costruzione,
1 lata ‘El_l, VB pure uguali per costruzione, sono uguali, ed ¢ percii
AD = AB.

Nel triangolo ABC si ha BC > AC — AB, ossia BU' > AC—AD,

e percio e BC > DC. I triangoli VCD, VBC banno il lato VC comune,
e i lati VD, VB eguali, ma il terzo lato CD dell'uno & minore del

terzo lato BC dell’altro; percio e anche CVD «:{;H‘ffﬁ (§ 91, Cor. 1°), e
quindi AVD + DV(< BVA + BV, ossia AVC < BVA + BV,
9o, (onsideriamo ora un angoloide qualunque V.ABCDE (Fig. 101).

~ Si vuol dimostrare che una faccia qualunque, per esempio AVE,
& minore della somma delle altre. Conduciamo i piani che passanc

W per uno degli spigoli situati sulla faccia
| AVE, p. es: VA, e per gli altri spigoli ordi-
/o natamente. Considerando 1 triedri V. ABC.
Y ‘ V.ACD, V.ADE, si hanno le disuguaglianze
/o AVC < AVB + BVC
/ L AVD << AVC + CVD
S AN AVE << AVD + DVE:
N " j/ " e da queste si ricava
e ) . =
Fi. 101. AVE < AVB + BVC + CVD + DVE.

Corollari. — 1°. In ogni triedro una faccia & magqgiore della
differenza dell’altre due.

2. Se due diedri di un triedro sono disequali, anche le facce opposte
sono disequali, ed & magygiore quella che & opposta al diedro maggiore.
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Nel triedro V.ABC (Fig. 100) sia il diedro VB maggiore del
diedro VA. Per lo spigolo VB conduciamo un semipiano, interno
al diedro CVBA, tale che il diedro DVBA sia eguale al diedro
VA. 1l triedro V. ABD, avendo due diedri eguali, ha le facce AVD
BVD, ad essi opposte, pure eguali. Dal triedro V.BDC(. si ha poi

BVC < BVD + DVC, e quindi BVC < AVD + DV, ossia
BYC < ;’ﬁTC; e d,

3°. In un triedro un diedro ¢ minore, equale o maggiore di un
altro, secondo che la faccia opposta al primo ¢ minore, equale o mag-
giore della faccia opposta all'altro.

Abbiamo visto nel § precedente ed in questo, che tutte le ipo-
tesi, che si possono fare sull'eguaglianza o disuguaglianza, di due
diedri di un triedro, ci conducono a tesi, che si escludono a vicenda,
per conseguenza (V. Prelim., § 4) anche 1 teoremi inversi sono veri.

40 Se in un triedro le tre facce sono equali, anche i tre diedri sono
equall; e viceversa.

116. Teorema. — In oyni angoloide convesso la somma delle facce é
minore di due angolt piatti.

Sia V. ABCDE T'angoloide convesso dato. ABCDE una sezione
di esso con un piano, che ne incontra tutti gli spigoli. E chiaro che
il numero dei lati della sezione ¢ eguale al numero delle facce del-
I'angoloide. e percid (§ 85, Teor.) la somma degli angoli interni del
poligono ABCDE. aumentata di due an%ﬂj ]fiatti, e eguale alla somma
degl angoli interni dei triangoli AVB, BV(C, CVD, DVE, EVA.

Se ora consideriamo i triedri A. BVE, B.AVC., C.BVD, D.CVE,
N E. AVD. per il teorema del § precedente, si ha

BAE < BAV + EAV
ABC < ABV + CBV
BCD < BCV + DCV
(DE < CDV + EDV
AED <2 AEV + DEYV,

dalle quali, si recava. indicando con S la somma
Fie. 102. degli angoli del poligono,
8 <BAV + ABV + BCV + CBV + CDV + DCV + EDV + DEV
+ AEV + EAV.
., Ora, siccome abbiamo visto che S, aumentata di due angoli
piatti, ¢ uguale al secondo membro della precedente disuguaglianza,

e i

PP g

R R ———
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aumentato della somma delle facce dell’angoloide, cos1 la somma
delle facce dell'angoloide dev’essere necessariamente minore di due
angoli piatti.

14 7. Definizione. — Se dal vertice di un angoloide convesso si conducono delle
semirette perpendicolari alle successive facee, e situate dalla medesima parte degli
spigoli dell’angnoloide rispetto al piano della faccia stessa, le semirette cos otte-

nute, prese nello stesso ordine delle facce, a cui sono perpendiculari, individuano
un nuovo angoloide, che si dice supplementare del primo,

Teorema 1°. — Se un angoloide é supplementare di un altro, questo
¢ anche supplementare del primo.

Sia per es. il triedro V.ABC supplementare del triedro V.ABC.
(Fig. 103) Dico che V.ABC ¢ il supplementare di V. A'B'C". Infatti,
essendo la semiretta VB’ perpendicolare al piano AVC, VB’ & per-
pendicolare alla retta VA contenuta in quel piano, e per la stessa
ragione VC' & perpendicolare a VA. Per conseguenza VA, essendo
perpendicolare tanto a VB’ quanto a V(', e perpendicolare al piano
d1 queste due rette, ossia alla faccia B'V(" (§ 60, Cor. 1°).

Nello stesso modo si dimostra che tutti gli sprgoli VA, VB, VC
del primo angoloide V. ABC sono perpendicolari alle facce dell’altro.

Inoltre gli spigoli VB, VB, essendo
rispettivamente perpendicolari alle facce
A'VC, AVC e dalla stessa parte della fac- /
cia AVC, saranno pure dalla stessa parte
rispetto alla faccia A'VC’ (§ 71, Cor. 2). Lo
stesso potendosi ripetere per tutti gli spi- /[ \
zoli, il teorema resta dimostrato. ¢ e /H

Teorema 20, — Se due angoloidi sono \ MH /

supplementari, le facce dell'une sono supple-
mentari dei rettilinei dei diedri dell altro. O A

Siano per es. V.ABC, V. A'B'C" due \
triedri sueplementari (Fig. 10:3). Gli spi-
goli VB, V', essendo perpendicolari alle N
facce AVC, AVB del diedro VA, 'angolo B'VC’ & supplementare del
rettilineo del diedro VA (3 71. Cor. 1). Analogamente si dimostra che
le altre facce del triedro V. A’B'(" o ‘tt& BC sono supplementari dei ret-
tilinei degli altri diedri del triedro V. ABC o V. A'B'(" rispettivamente.

Fia. 103

A18. Teorema. — In ogni angoloide convesso:
1° un diedro, aumentato di tanti diedri piatti quante sono le facce
meno due, ¢ maggiore della somma degli altri diedri.
2 la somma di tutti i diedri ¢ minore di tanti diedri piatti guante
cono le facce, ed ¢ maggiore di tanti diedri piatti qguante sono le facee
meno due,
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1o, Indichiamo per brevita con A,B,C,D,... gli n diedri del-

- T

I'angoloide V dato, con 2,5,7,%, . - - i loro rettilinei, con a’, 3, TV, 5, ...
', sup-

i supplementi di questi rettiline, ossia le facce dell’angoloide

lementare dell’angoloide dato, con p un angolo piatto e con = un
diedro piatto. Nell'angoloide supplementare YV’ una faccia & minore
della somma di tutte le altre, e quindi

Z<E Y+ .
an aedde Loz olan olerddn«
da cui, aggiungendo ad ambo i membri la somma m-fdel*

Iangoloide V, si ottiene .
ra+i+y+et. <2+ (G DN+ +N+E+T)+ ..
ossia, essendo

a+w:§+ﬂ:v+fra+a;.”:g

si ha
p+3+yis4...<z+m—1)p

e quindi
§+‘r+3—|—...{1+{ﬂ-—2}p-

Passando dai rettilinei ai diedri corrispondenti, si ha infine

B+ C4+D+...<A+(n—2)m

20 Nello stesso angoloide V', supplementare di V. la somma
delle facce & minore di due angoli piatti, cioe

2Ty <2,
e perciod
(:z-f—:-:’]—I—{3+3'}+(“{+T”j+{3+3'}+...*iﬂp%-ﬂc+;3+ﬂ(-+3+-..
ossla
o np<2pt+a-t+tptyrtit...,
e quindi
(n—2)p<a+Bf+y+2s+...
Passando dai rettilinei ai diedri corrispondenti
n—-2x<A+B+C+D+ ...

I poi evidente che, essendo ogni diedro del dato angoloide minore:
di un diedro piatto, si ha

A+B+C+D+...<nw

Corollario. — In ogni triedro: .
1o ciascun diedro, aumentato di un diedro piatto, ¢ maggiore delle

somma degli altri due.
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2 la somma dei diedri ¢ maggiore di uno, e minore di tre diedri
pratti.

3° la differenza di due diedri é minore del diedro esterno conse-
quente al terzo.

119. Teorema. — In ogni angoloide convesso la somma dei diedri
esterni, formati da ciascuna faccia col prolungamento della seguente,
¢ minore di due diedri piatti.

Infatfi, la.somma di ogni diedro esterno dell’angoloide col suo
conseguente ihterno & eguale a un diedro piatto; percio la somma
di tutti 1 diedri interni ed esterni dell’angoloide e eguale a tanti
diedri piatti quante sono le facce: ma la somma dei diedri interni
si & dimostrata maggiore di tanti diedri piatti quante sono le facce
meno due, dunque la somma dei diedri esterni gev'e.ssere minore di
due diedr1 piatti.

Corollario. — Un angoloide convesso mon pud avere piit di tre
diedri acuti.

EGUAGLIANEZA DI TRIEDRI E ANGOLOIDI,

120. Teorema 1°. — Se due triedri hanno una faccia equale ¢ i
due diedri adiacenti rispettivamente equali, sono equali, o U'uno ¢ equale
all’ opposto al vertice dell’altro. '

) Sienp?\, Vv due triedri aventi ATHLA’I’EB', fﬁl"«ﬁﬂi] VB —'_VT%’.
Se questi elementi sono disposti nello stesso modo. portando il se-
condo triedro sul primo. in maniera che la faccia A'V'B’ coincida

colla faccia uguale AVB, le facce AV'(", BV(" si disporranno sui

ok
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Fi1s. 104.

piani AVC, BVC rispettivamente, e percid lo spigolo V'(* verra a
comcidere collo spigolo VC, di guisa che i due triedri coincideranno
dunque sono eguali.

-

Lazzerr £ Bassaxi, Elementi di Geomelria — 7
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Se invece i suddetti elementi sono disgpsti in ordine inverso, si
dimostra nello stesso modo, che il triedro V' puo portarsi a coinci-

dere con quello opposto al vertice El V. . . N
In ambedue i casi si ha VO'=VC, AVC = AVC, BVC = BVC.

Teorema 2°. — Se due triedri hanno un diedro equale, compreso
tra facce rispettivamente equali, sono equali, oppure U'uno & equale al-
Vopposto al vertice dell altro.

Infatti, sieno V e V' i triedn dati, e T, T i triedri supplemen-
tari ad essi. Per li prug:;iet‘a dei triedri.supplementari sappiamo ¢ che
a facce eguali di 'V e V' corrispondono diedri eguali di T e T, ¢
viceversa; per conseguenza i due triedri supplementari, avendo eguali
rispettivamente due diedri e la faccia ad essi adiacente, pel teorema
precedente avranno anche tutti gli altri elementi rispettivamente
eguali; ed allora anche i triedri dati avranno tutti i loro elementi
ordinatamente eguali e saranno eguali, o 1uno eguale all'opposto al
vertice dell’altro.

- g21. Teorema 1°. — Due triedri sono eguali, o l'uno ¢ equale al-
Popposto al vertice dell’altro, se hanno due facce e il diedro opposto
ad una di esse rispettivamente equali, purche i diedri opposti alle altre
due facce equali sieno ambedue acuti, o ambedue reiti, o ambedue ot-
tusi, e gli ?pigali comuni alle facce equali non sieno perpendicolari alle

rimanentt facce.
Nei due triedri V. ABC,e V. A'B'C’sia AVB= ﬂ;?’Bj,._B’V;{;ﬁj;{;'- §
VA =V'A”. To dico che i due triedri sono eguall o we i, purcheé /-

P

: diedri VO, V', opposti alle facce eguali AVB, A'V'B’ sieno della '

N -
,(,.f F “. .
AR A
- L P
- i S0 '
’,("" o 7 T IL" ET . / : !. ._ | - e
: ‘.r') ¥ il ! ok -
L / ' SRR
£y llll‘.l;v’ ! |_ Ii : )
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Fig. 105.

medesima specie, e _gli spigoli VB, V'B’ non sieno perpendicolari
alle facce AVC, A’V'C’ rispettivamente. _ _
Se gli elementi dei due triedri sono egualmente disposti, por-

P

tiamo la faccia A'V'B a coincidere colla sua eguale AVB, in modo
che lo spigolo V'A’ venga a coincidere collo spigolo VA e lo spigolo
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V’B’ con VB. A causa dell’eguaglianza dei diedri ﬁ, V’A’, ed essendo

gli elementi disposti nello stesso modo, la faccia A'VC’ si disporra
sul semipiano AVC., Devo dimostrare che lo spigolo V'C' viene a
coincidere con VC. Se infatti esso prendesse una posizione diversa
VD, si otterrebbe un triedro V.BCD isoedro, nel quale sarebbe il
diedro BVCD" eguale al diedro CVDB, e percido supplementare di

AVDB; ma i due diedri BVCD, AVDB sono per ipotesi della stessa
specie, quindi per essere supplementari dovrebbero essere retti.

Allora i piani delle due facce DVB, CVB, entrambi perpendicolari

al piano della faccia Aff\C,_ si taglierebbero secondo una retta VB
perpendicolare a questo piano (§ 65, Cor.) cid che & contrario alla
1potesl. Co o 1 . :

Se gli elementi eguali dei due triedri non fossero disposti nello
stesso’ modo, s1 dimostrerebbe, con ragionamento analogo, che il

triedro V' & uguale all'opposto al vertice del triedro V.
In ambedue i casi 8 AVC= AV, VB= VB, Vi= V.

> Teorema 2°. — Due triedri sono eguali, o U'uno ¢ equale all’op-
posto al vertice dell'altro, se hanno due diedri e la faccia opposta ad
uno di essi rispettivamente equali, purche le facce opposte agli altri due
diedrt uguali sieno della stessa specie, e le facce comuni ai diedri equali
non sieno perpendicolari ai rimanenti spigoli.

Dimostrazione simile a quella fatta per il teorema 2° del § pre-
cedente.

122. Teorema 1°. — Se due facce di un triedro sono rispeftiva-
mente equali a due facce di un altro triedro, e il diedro compreso
fra le due facce del primo & maggiore di quello compreso fra le facce
equali del secondo, la terza faccia del primo triedro é maggiore della
terza faccia del secondo.

Le due facce BVC, AVB del triedro V (Fig. 106) sieno rispet-
tivamente eguali alle facce B'?’C’, AV'B’ del triedro i‘h, ma sia 1l
diedro VB maggiore del diedro V'B’; dico che la faccia AVC & mag-
giore della faccia A'V'C".

Supposto che gli elementi dei due triedri sieno disposti in ordine
inverso, portiamo la faccia A’V’B’ a coincidere colla faccia eguale

AVB, in modo che i due triedri giacciano da parti opposte della
faccia comune. Nel caso in cui gli elementi fossero disposti nello
stesso ordine, possiamo considerare uno dei triedri dati e I'opposto
al vertice dell’altro e ripetere la stessa costruzione.

*  Conduciamo il piano BVD bisettore del diedro C‘r%g_“ il quale
sl trovera nell'interno del diedro ABVC maggiore di ABVC,, e ta-
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gliera percio la faccia AVC secondo una semiretta VD. I due triedri
V.BDC, V.BDC,, avendo un diedro eguale compreso tra facce' ri-

Fic. 106.

spettivamente eguali, hanno anche le iac(:e Cﬁ), Glﬁl} eguali. Dal
triedro V.ADC, poi si ha (§ 115) AVC, <AVD + pVC,, e quindi

AVC, <AVD + DVC,
ossia = .
AVC, < AVC.

Corollario 1°. — Se un triedro ha due facce rispettivamente eguali
a due facce di un altro, il diedro compreso fra le due facce del primo
triedro ¢ maggiore, equale, o minore di quello compreso [ra le due facce
dell’ altro, secondo che lo terza faccia del primo triedro & maggiore.
uguale, o minore della terza faccia dell'altro tiedro.

Infatti abbiamo dimostrato che, se un triedro ha due facce ri-
spettivamente eguali a quelle di un altro, la terza faccia del primo
& maggiore, eguale, o minore della terza faccia dell’altro, secondo
che il diedro compreso fra le due facce suddette del primo ¢ mag-
giore, uguale, o minore del diedro compreso fra le due facce del
secondo; ne segue (Preliminari, 3 4) che 1 teoremi inversi sono veri.

Teorema 2°. — Se due diedri di un triedro sono rispettivamente
equali a due diedri di un altro triedro, e la faccia adiacente ai due
diedri del primo ¢ mfilggiare di quella adiacente ai due diedri del se-
conda&il terzo diedro del primo triedro & maggiore del terzo diedro del
secondo.

Dimostrazione simile a quella del Teor. 2° del § 120.

Corollario 2°. — Seun triedro ha due diedri rispettivamente equali
a due diedri di un altro, la faccia adiacente ai due diedri del primo
triedro ¢ maggiore, equale o minore di quella adiacente ai due diedri
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dellaltro, secondo che il terzo diedro del primo & maggiore, equale, o
minore del terzo diedro dell’altro triedro.

Dimostrazione simile a quella del corollario precedente.

128. Teorema 1°. — Due triedri, aventi le tre facce rispettivamente
equali, sono eguali, o Uuno & equale all’opposto al vertice dell’altro.

Infatti, (§ 122, Cor. 1°) se due triedri hanno le facce rispettiva-
mente eguali, esse hanno pure eguali 1 diedri opposti alle facce
eguali, e percid sono eguali, o I'uno e eguale all'opposto al vertice
dell’altro.

Teorema 2°. — Due triedri aventi i tre diedri rispettivamentc
equali sono eguali, o U'uno é eguale all’'opposto al vertice dell altro.

Dimostrazione simile a quella del Teor. 20 del § 120.

124. Abbiamo veduto che in wvari casi basta conoscere l'egua-

lianza di tre elementi di due triedri, per asserire che sono pure
eguali gli altr1 elementi. Tutti questi casi s1 possono riassumere nel
seguente enunciato:

Lol Due triedri sono equali, o U'uno é equale all’'opposto al vertice del-
‘altro:

1° se hanno una faccia e ¢ due diedri adiacenti rispettivamente
equali;

20 ge hanno un diedro eguale compreso tra facce equali;

3> se hanno due facce e il diedro opposto ad una di esse, rispet-
tivamente egquali, purche v diedri opposti alle altre due facce egquali
sieno della stessa specie, e qli spigoli comuni alle facce equali non
steno perpendicolari alle rimanenti facce;

4° se hanno due diedri e la faccia opposta ad uno di essi ri-
spettivamente equali, purche le facce opposte agli altri due diedri
equali. sieno della stessa specie, e le facce comuni ai diedri equali non
sieno perpendicolary ai rimanenti spigoli;

5° gse hanno le tre facce rispettivamente equali;

6o se hanno i tre diedri rispettivamente equali.

In generale si pud dire che due triedri sono eguali, o I'uno e
eguale all'opposto al vertice dell’altro, quando hanno tre elementi
nsgettivam&nte eguali, non dimenticando perot le condizioni che si
debbono aggiungere per il 3¢ e 4° caso.

125. Teorema. — Due angoloidi convessi di n facce sono eguali,
o Uuno & equale all’'opposto vertice dell’altro:
1° se hanno n —1 facce rispettivamente equali, ed hanno equali 1
diedri compresi tra le facce equali;
20 se hanno n — 1 diedri rispettivamente equali, ed hanno equali
le facce aventi per lati gli spigoli dei diedri equali;
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30 se hanno tutte le facce ed n — 3 diedri consecutivi, compresi tra
facce eguali, rispettivamente equali,

4o se hanno tutti i diedri ed n—3 facce consecutive, adiacenti &
diedri egquali, rispettivamente equall.

Le dimostrazioni dei primi tre casi sono simili a quelle dei teo-
remi analoghi relativi ai poligoni (8 93, 94, 95). L'ultimo caso poi
si ricava dal precedente mediante la considerazione degli angoloidi
supplementari. d

COSTRUZIONI DI TRIEDRI E ANGOLOIDI.

126. Nei §§ precedenti abbiamo veduto che in vari casi due
triedri sono eguali, quando hanno tre elementi rispettivamente uguali
e disposti nello stesso modo.

er esempio, abbiamo visto che due triedri sono eguali, se hanno
due facce e il diedro compreso rispettivamente eguali, e simil-
mente disposti. Cid vuol dire che, se riusciamo a costruire un triedro,
che abbia due facce e il diedro compreso rispettivamente eguali a
due angoli e ad un diedro convessi dati, e disposti in un dato modo,
tutti gl altri triedri, costruiti con gli stessi elementi disposti nello
stesso modo, sono eguali al primo. Lo stesso pud ripetersi per gh
altri casi di eguaglianza dei triedri.
Vediamo ora come si puo costruire un triedro con tre elementi

dati, disposti in un certo ordine.

Problema 1°. — Costruire un triedro, che abbia gli elementi di-
sposti in un certo ordine, ed abbia due facce e il diedro compreso
rispettivamente eguali a due angoli e ad un diedro convesso dato.

Problema 2. — Costruire un triedro, che abbia i swoi_elements
disposti in un dato modo, ed abbic una faccia e i due diedri adia-
centi rispettivamente equali a un angolo e a due diedri convesst dati.

Lasciamo al lettore la facile risoluzione di questi due problemi.

a27. Problema 3°. — Costruire un triedro, che abbia le sue facce
disgoste in un dato modo ed eguali a tre angoli convessi dati, tali che
la loro somma sia minore di due angoli piatti, € che ciascuno di essi
sia minore della somma degli altri due.

Sappiamo che, affinche tre angoli sieno facce di un triedro, e
pecessario che la Joro somma sia minore di due angoli piatti, e che
ciascuno di essi sia minore della somma deeli altri due; ora taremo
vedere che queste condizioni sono anche sufficienti.



CAP. II. - ANGOLOIDI. 103

In un piano « (Fig. 107) prendiamo tre angoli consecutivi A'VB,
BVC, CVA” rispettivamente uguali ai tre angoli dati, in modo che
quello intermedio BVC non sia minore di nessuno degli altri due.
Ammettendo che sia BVC < A'VB + C?A”, ¢ evidente che ciascuno

- - Irfﬁ‘l" e [T I . - -
dei due angoli A'VB, CVA” & minore della somma degh altri. Am-
mettendo inoltre che la somma dei tre angoli sia minore di due an-
goli piatti, & chiaro che questa somma sara un angolo concavo o

convesso A'VA”, ma non ricoprira I'intiero piano, cio¢ non conterra
alcun giro.

Nello stesso piano conduciamo una semiretta VI, dalla parte
opposta di VA’ rispetto alla retta VB, in modo che gli angoli

A'ﬁB, BVE sieno eguali, ed una semiretta VI, dalla parte opposta
di VA" rispetto alla retta

VC, in modo che gli angoli

A"VC, CVF, sieno eguali. _ -
Per le ipotesi fatte, essendo { -—-——— —

—— T

I'angolo BVC non minore \ - — .
di clascuno degli altri due 1\~ :

angoli BVE, CVF, la semi- \— Y Sac=Ea

e il

retta VE ¢ interna all'an- B
agolo BYC, o coincide con = __. _ B
/C, e la semiretta VF & e v - )
pure interna dell’ angolo
BVT, o coincide con VB.
Inoltre, essendo BV( << BVE + CVF, @ chiaro che le semi-
rette VF, VC debbono trovarsi da parti opposte della retta VE, e le
semirette VE, VB devono trovarsi da parti opposte della retta VF.
Nel piano a con raggio arbitrario descriviamo ora un circolo,
il quale incontri le semirette VA, VB, VF, VE, VC, VA" nei punti
A, B,F,E, C, A”, disposti nell’ordine scritto. Ne segue che i punti
A’, E sono situati da parte opposta della retta A” F, e ipunti A", F
sono da parti opposte della retta A’ E. e percid 1 due segmenti A" E,
FA” hanno un punto comune D. Si osservi ancora che 1 due trian-

goli Aﬁ?E, FVA” sono isosceli, quindi le semirette VB, VC, biset-

trici degli angoli A’'VE, FVA”, risultano perpendicolari ai segmenti
A'E, FA”, e 1i dividono per meta nei punti H, K (§ 79, Teor.)
Per il punto D si elevi la retta DA, perpendicolare al piano «,
e nel piano 3, individuato dalle rette DA, DA”, il quale e perpendi-
colare al piano « (§ 64), descriviamo un circolo col centro in K e
con raggio KA” = KF. La retta DA, avendo un punto D interno
a questo circolo, lo tagliera in due punti A, A, situati da part1 op-
poste del piano z. Condotte le semirette VA, VA, si ottengono due
triedri V. ABC, V. A,BC, ciascuno dei quali & eguale all'opposto al

vertice dell'altro, che hanno per facce 1 tre angoli dati, di guisa che
uno di essi sara il triedro domandato.

Fia. 107.
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Consideriamo infatti uno di essi V. ABC. I due triangoli VAK,
VA”K hanno gli angoli VKA, VKA” retti, perchs la retta VK, per-
pendicolare alla retta A”D, intersezione del piano = col piano ADA”

ad esso perpendicolare, & pure perpendicolare al piano DA” (§ 65,
Teor.); hanno il cateto VK comune e i cateti El_)A, KA” egua]?; ne

segue che ® AVK=KVA” e VA" = VA,
Analogamente L triangoli AVH, A"VH sono eguali, perché hanno
gli angoli VHA, VHA’ retti, il cateto VH comune, e le ipotenuse

VA, VA’ eguali ambedue a VA", percid e AVH=HVA".

Corollari. — 1. E sempre possibile costruire un triedro avente le
facce equali fra loro, purché la loro somma sia minore di due an-
goli piatti.

20, 1, sempre possibile costruire un triedro avente per facce tre
angoli retti.

Definizione. — Un triedro, avente per facce tre angoli retti, dicesi friref-
tangolo.

I diedri di un triedro trirettangolo sono retti. Un triedro triret-
tangolo coincide col suo supplementare.

128, Problema 4°. — Costruire un triedro che abbia i suoi diedr.
disposti in un dato modo ed eguali a tre diedri convesst dati, tali che
la loro somma sia maggiore di un diedro pialto, e che ognuno di essi,
aumentato di un diedro piatto, sia maggiore della somma degli altri due.

Vedemmo gia (§ 118) che, se tre diedri appartengono ad un
triedro, ® necessario che sieno verificate le condizioni suddette. Di-
mostreremo ora che tali condizioni sono anche sufficenti.

Pertanto sieno =, 8, v i rettilinei dei diedri dati, 2, &, ¥" 1 loro

-

supplementi, e sia p un angolo piatto. Si ha per ipotesi
2+3+Y>p
a+p>5+Y
B+p>y+ 2
Y+p>a+d
Dalla prima diseguaglianza si ricava

a+2 +3+3+y+ySp+d VG

e siccome
i vt Ty BEFER Y Y =D
sl ha

) 3p>p+ 2+ +Y"
ossia

2p>a + 5+ .. (1)
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Dalla seconda diseguaglianza si ricava pure
vt+a +3+Y +p>A+F Y+,

ossia ) )
2p+ P Y >2p+ o

08814 ) )
By >a ... 2)

Analogamente dalle altre due si ricava

¢ 4o T [3{
T > (4

Ma le disuguaglianze (1), (2), (3), (4) sono le condizioni neces-
sarie e sufficienti, affinche «', 3°, v" sieno le facce di un triedro; dunque
potremo, applicando la costruzione del § precedente, costruire due
triedri, ciascuno eguale all'opposto al vertice dell'altro, che abbiano
le facce uguali ad 2. 3. " I? supplementare di uno di essi sara il
triedro domandato.

V'V

- LD

129. Abbiamo veduto come 'si possa costruire un triedro, del
31131& si conoscano tre elementi. In pratica perd occorre piu spesso

1 ricavare, per mezzo di costruzioni da eseguirsi in un Pisma, eh
element1 incogniti di un triedro dagh elementi cogniti. kccone un
esempio.

Problema 5°. — Date le tre fucce di un triedro, determinare per
mezz0 di costruzioni piane, i rettilinei dei suor tre diedri.

Su di un piano riportiamo tre angoli A'VB, _BTG, CVA” con-
secutivi uguall alle tre facce del triedro, le quah squmnamﬁ che
soddisfino alle note condizioni, disponendole in modo che I'angolo in-

termedio BVC sia non minore di ciascuno degli altri due. Sulle semi-
rette VA', VA” prendiamo
due segmenti VA" VA" e-
guali fra loro, e conduciamo
per A"una retta A'H perpen-
dicolare alla VB e per A”
una retta A”K perpendico-
lare alla VC; per 1l punto
d'incontro D di queste per- :
pendicolari conduciamo una !
retta DA, perpendicolare
ad A'D, ossia parallela a
VB, ed una retta DA, per-
pendicolare alla A”D, ossia
parallela alla VC. Preso co-
me centro il punto H si de-
scriva eon raggio HA' un _
circolo, e sia A, uno dei punti d’incontro di esso colla DA,. Preso

Fia. 10&.
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poi come centro il punto K si descriva con raggio KA” un altro
circolo e sia A, uno dei punti d’incontro di esso colla DA,. Gli an-

' %uli DHA,, DKA, sono i rettilinei dei diedri che hanno per costola

B e VC rispettivamente. Cio apparisce evidente, se si riflette che

la costruzione indicata non & alfro che quella del § 127, quando in

esso (Fig. 10’% s1 suﬁpnnga di far ruotare i piani HDA, KDA attorno
alle rette A'D, A”D, finche vengano a comcidere col piano a.

Per determinare il rettilineo del terzo diedro, per 1 punti A’, A”

si conducano le rette A'B, A”C rispettivamente perpendicolari alle

rette VA’, VA”, e si costruisca un triangolo BCA, che abbia per lati

i segmenti BC, BA’, CA”. B facile dimostrare che I'angolo BA,C &
il rettilineo del diedro che ha per costola VA.
Questa costruzione cade in difetto, se uno o ambedue gli angoli

A'VB, A7V sono retti. Lasciamo al lettore lo studio di questo caso.

130. Problema. — Costruire un angoloide, che abbia 1 suoi ele-
menti disposti in un certo ordine, e di eui si conoscano le facce e t
diedri eccetto :

1° due diedri e la faccia compresa;
20 due facce e il diedro compreso;
30 tre diedri consecutivi;

4° tre facce comsecutive.

La risoluzione dei primi tre problemi si riduce alla costruzione
successiva di angoli e diedri eguali rispettivamente ad angoli e diedri
dati. La risoluzione dell'ultimo si fa dipendere da quella del prece-
dente per mezzo della considerazione ei triedri supplementari.

Corollario. — E sempre possibile costruire un angoloide, avente le
facce eguali fra loro, purché la loro somma sia minore di due angoli
piatti.



CAPITOLO III

Poliedri.

181. Definizioni. — 1*. La figura individuata da quattro punti, non situati in
un piano, e dai quattro triangoli, che hanno per vertici i detti punti, presi tre
a tre, dicesi tetraedro.

Per es. la fig. 109 rappresenta un tetraedro.

2s, I quattro punti dati A, B, C, D e i quattro triangoli, che hanno per vertiel
quei punti, si dicono rispettivamente vertici e facce del tetraedro. I piani, le rette
i lati delle facce si dicono 1 piani, le
rette, gli spigoli (o costole) del tetraedro. A

32, La superficie formata dalle facee :
chiamasi superficie del tetraedro.

4*, Un vertice e la faccia individuata
dagli altri tre vertici si dicono apposti.
Due spigoli, che non hanno un vertice
comune, si dicono opposti.

5* 1l segmento di perpendicolare,
condotta da un vertice sul piano della
faccia opposta, compreso fra questo
punto e 1l piano, dicesi altezza.

Da quanto abbiamo detto ri-
sulta che il tetraedro ha quattro
vertici, quattro facce, sei spigoli Fro. 100,

(0 costole), e quattro altezze. In
ogni vertice del tetraedro concorrono tre spigoli. Un tetraedro si
nomina con le quattro lettere dei vertici. '

.+ Teorema. — La superficie di un tetraedro ¢ una superficie completa.

Infatti, dal P. IV, 3¢ deriva che, se una superficie incompleta ha 1
~ suoi limiti sopra una superficie completa. essa suddivide in due quella
delle parti dello spazio (separate dall’altra superficie), nella quale e
contenuta. Dato dunque il tetraedro ABCD (Fig. 109}, la superficie

formata dai tre angoli BAC, CAD. DBA divide lo spazio in due parti,
una delle quali & il triedro A.BCD; e il triangolo DBC, che ha 1

lati sulla superficie del triedro convesso A.BCD, e che percid (§ 113,
Cor. 2¢) & interno ad esso, divide questo triedro in due parti. Una di
queste parti ¢ finita e limitata dalla superficie del tetraedro.

_ Definizione 6°, — La parte di spazio, limitata dalla superficie di un te-
traedro, dicesi solido del tetraedro, o semplicemente tetraedro.
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132. Il piano individuato da tre punti B, (', I’, resi sugli spigoli
AB, AC, AD, concorrenti in un vertice di un tetraedro ABC%), 1vide
il tetraedro dato in due parti, delle quali

4 una, ossia A.B'C'D’, & un nuovo tetraedro.
o e l'altra & una figura limitata da cimque
VAR poligoni piani. Ripetendo questa costruzione
giu volte si vede chiaramente la possibilita
S N ell’esistenza di figure formate da piu di tre

. \_  poligoni situati in piani diversi, e in modo
\ ‘. che ciascun lato sia comune a due di essi.

B : \ / Definizioni. — 1* Dicesi poliedro la figura deter-
T _minata da pii di tre poligoni situati in piani di-
~ versi, e in modo che ciascun lato sia comune a due
Fia. 110. di essi.
2, 1 poligoni. che formano un poliedro, si dicono
facee, e la superficie formata dalle facce dicesi superficie del poliedro.

3%, Le rette, i piani, i vertici, i lati delle facce si dicono le rete, i piani, i
vertici, gli spigoli (o costole) del poliedro.

45, Chiamansi diagonaliisegmenti
che hanno per estremi due vertici non
situati sopra una medesima faceia.

5*. Un poliedro prende il nome di
pentaedro, esaedro, eptaedro, ottaedro,
ennaedro, decaedro,. ... dodecaedro, .
icosaedro, ... secondo che ha 5,6, 7,8,9,
10,.... 12,....20.... facce,

Per esempio la Fig. 111 rap-
presenta un ottaedro. Un poliedro
si nomina per mezzo delle lettere
che ne indicano 1 vertici.

6*, Un poliedro si dice convesso, se
hs tutti i suoi vertici situati da una Fro. 111
medesima parte di uno qualunque dei
suoi piani; concarvo nel caso contrario. Un poliedro si dice intrecciato, se & intrec-

ciata qualcuna delle sue facce.

I chiaro che un poliedro intrecciato ¢ sempre anche concavo.

283. Teorema. — La superficie di un poliedro convesso ¢ una super-
ficie completa.

i dimostra come I'analogo teorema sugli angoloidi.

Risulta dal teorema precedente, che ogni superficie poliedrica
convessa limita una parte dello spazio, di guisa che ogni linea che
congiunga un punto interno ad essa con uno esterno, deve 1ncon-

trare la superficie almeno in un punto. Pertanto si suol dire che
una superficie poliedrica convessa & una superficie chiusa.

1*. La parte di spazio limitata da una superficie poliedrica convessa si
dice solido del poliedro, o semplicemente poliedro.
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. 2+, Ogni diedro, il cui spigolo coincide con una delle rette del poliedro
convesso, le cui facce contengono due facce consecutive del poliedro, e rispetto
al quale siano interni tutti i punti interni al poliedro, si chiama un diedro in-
terno, o semplicemente diedro del poliedro.

3*, Ogni angoloide, avente per vertice un vertice del poliedro convesso, e
le cui facce contengono le facce del poliedro, che hanno #Vertice in quel punto,
si chiama wun angoloide del poliedro.

4*, Upna parte della superficie di un poliedro convesso dicesi superficie
poliedrica convessa aperta, e valgono per essa tutte le definizioni date per le
superficie poliedriche chiuse.

134. Teoremi. — 1° Se una retta ha un punto interno ad un

poliedro non intrecciato, deve tagliarne la superficie almeno in due punti.

2, Una retta non puo incontrare la superficie di un poliedro con-
resso in piu di due punti.

Si dimostrano questi teoremi come 1 teoremi analoghi relativi
ai poligoni (§ 82).

18 5. Definizione. — In un poliedro qualunque possiamo scomporre ogni faccia,
che non sia un triangolo, in vari triangoli per mezzo delle diagonali della faccia
stessa, passanti per un vertice. Pensando a cio, si vede che un poliedro si puo
considerare come una figura formata da tanti triangoli, disposti in modo che
ogni lato sia comune a due di essi, di guisa che col loro insieme formino una
superficie completa, potendo aleuni triangoli consecutivi essere in un piano.
Chiameremo rete di triangoli un poliedro considerato sotto questo nuovo aspetto,
e chiameremo anche in questo caso facce, spigoli, vertici, 1 triangoli che lo for-
mano e i lati e vertici di essi triangoli.

Teorema — In una rete di triangoli il doppio del numero dei
vertici supera di 4 il numero delle facce.

Indichiamo con F, V i numeri delle facce e dei vertici di una
“rete di triangoli, Si vuol dimostrare che e

2V-—F=4.... (1)

Infatti, se dalla rete di triangoli togliamo un vertice con le f
facce triangolari che vi si riuniscono, e nel poligono (piano o gobho)
formato dalle basi di questi triangoli conduciamo da uno qus_tfunque
de1 suoi vertici le f— 3 diagonali, otterremo una nuova rete di trian-
zoli avente V — 1 vertici e F — 2 facce. La differenza fra 1 numeri
2(V—1)e F — 2 essendo uguale a quella fra i numeri 2V ed F.
possiamo dire che la differenza fra il doppio del numero dei vertici
e il numero delle facce del dato poliedro si mantiene costante per
tutti i poliedri, che da esso si possono ricavare, applicandovi suc-
cessivamente la costruzione precedente. Ora & chiaro che, applicando
un numero sufficiente di volte questa costruzione, potremo giungere
ad un tetraedro. nel quale, essendo V=F =4, si ha 2V —F — 4, Percio
questa proprieta sussiste per una rete di triangoli qualunque.
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1386. Teorema 1°. — Se tutte le facce di un poliedro sono poligoni di
m lati, il doppio del numero delle costole del poliedro é equale a m volte
il numero delle facce.

Infatti, ogni faccia contenendo m spigoli, ed ognuno di questi
appartenendo a due facce, ¢ evidente che, essendo F il numero delle
facce e C quello degli spigoli del poliedro, si deve avere

mF=2C.

Teorema 2°. — Se tutti gli angoloidi di un poliedro hanno n spi-
goli, il doppio del numero delle costole del poliedro ¢ equale a n volte
il numero det vertici. .

Indicando con V il numero dei vertici e con C il numero delle
costole del poliedro, si dimostra, come per il Teorema precedente che

W= 2C.

Corollario. — In una rete di triangoli il doppio del numero delle
costole ¢ equale al triplo del numero delle facce, ossia 2C Z3F.

137. Teorema (di Eulero). — In un poliedro qualunque il numero
dei vertici, aumentato del numero delle )‘ﬁme, supera di due il numero

degli spigoli.
Infatti, addizionando membro a membro le eguaglianze
2V—-F=4 , 3F=2C,

date dai due teoremi precedenti, si ricava che per una rete di trian-
goli sussiste la relazione

V4+F=C+2

D’altra parte & chiaro che, se due triangoli della rete si riuni-
scono insieme per formare una sola faccia, si diminuisce di uno tanto
il numero delle facce quanto il numero degli spigoli, e quindi I'egua-
glianza precedente continua a sussistere. Allora, potendosi conside-
rare un poliedro qualunque come risultante da una rete di triangoli,
alla quale sia stata applicata un sufficiente numero di volte la trasfor-
mazione suindicata, ne segue che anche per il dato poliedro resta ve-
rificata la eguaglianza sopraseritta, e quindi il teorema e dimostrato.

138. Teorema. — La somma degli angoli delle facce di un poliedro
convesso ¢ uguale a tante volte due angoli piatti quanti sono 1 vertict
del poliedro meno due.

'Scompﬁniamu il poliedro in una rete di triangoli. Allora, indi-
cando con F e V i numeri delle facce e dei vertici della rete, dal
teorema del § 135 si ricava
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F=2(V—2).

Ma la somma degli angoli interni dei poligeni del poliedro e
uguale a tanti angoll piatti quanti sono i triangoli, in cui ‘questi
oligoni si decompongono, ossia F; dunque la somma degli angoli
Hei poligoni del poliedro & eguale a 2(V — 2) angoli piatti, ossia a
tante volte due angoli piatti quanti sono i vertici meno due.

PIRAMIDE.

439. Definizioni. — 1°. Il poliedro, che ha per facce un dato poligono pianc
e i triangoli, aventi per vertice uno stesso punto preso fuori del piano del pe-
ligono, e per basi i lati del medesimo, sl chiama piramide.

9, La faccia poligonale si chiama base della piramide, le altre facce trian-
golari si chiamano facce laterali. La superficie, formata dalle facce laterali, si
chiama superficie laterale, e quella, formata dalla base e dalle facce laterali, si
chiama superficie totale della piramide.

3s. Gli spigoli, che concorrono nel vertice, si chia-

)

mano spigoli laterali. A
(Colle parole vertice della piramide, quando o L"‘{,t:.
non si avverta esplicitamente il contrario, s LI

suole indicare il vertice non situato sulla base.

42, Si chiama altezza della piramide il segmento di e '
perpendicolare condotta dal vertice al piano della base, T i
compreso fra il vertice ed il piano stesso.

E chiaro, che una piramide si pud anche ot-
tenere, tagliando un angoloide con un piano che
ne incontri tutti gli spigoli. Fig. 112.

5. L’angoloide, che ha per vertice il vertice della piramide, e 1 cui spigoh
contengono gli spigoli laterali della piramide, presi nello stesso ordine, si dice
angoloide della piramide.

E evidente, che se una piramide é convessa, concava o intrecciata
anche la sua base ed il suo angoloide sono ordinatamente eonvess,
concavi o intrecciati; e viceversa.

6*. Una piramide si chiama triangolare, quadrangolare, peniagonale ..
?e{:ﬂndo che 1a sua baseha 3,4, 5....lati, ovvero il suo angoloide &édi 3,4,5....
acce.

Un tetraedro ¢ una piramide triangolare, qualunque sia la faccia
che si considera come base.

7+, Un piano, che incontri tutti gli s igoli laterali di una piramide, la scom-
pone in una piramide ed in un altro solido, che si chiama tronco di piramide.
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Il poligono base della piramide, e il poligono, ottenuto come intersezione
del piano di sezione colla superficie laterale della piramide, si chiamano le basi
del tronco di piramide. Le altre facce, che sono quadrangoli, si chiamano facce
laterali, e la superficie formata da esse si chiama superficie laterale del tronco.

Se il piano di sezione & parallelo alle basi, il tronco di piramide ottenuto
si dice a basi parallele,

&, Se per il punto medio di una spigolo laterale di una piramide (o di un
tronco di piramide a basi parallele) si conduce un piano parallelo alla hase (o
alle due basi), gli altri spigoli laterali restano pure divisi per meta e la sezione
prodotta si dice sezione media.

140. Teorema. — Due piramidi sono eguali, se hanno i loro an-
goloidi e tre spigoli laterali corrispondenti rispettivamente eguali,

N Le due piramidi V. V' abbiano 1 loro angoloidi V. ABCDE,
V’.A'B'C;D'E' eguali: inoltre sia per es. VA= VA, VC=VC",
V&Z V'®. Portando I'angoloide V.A'B'C"D’E’ sul suo eguale

\ v
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Fiz. 113,

o~ D, : : - :
V.ABCDE. i punti A", (", B cadranno, per le ipotesi stabilite, ri-
spettivamente nei punti A, (' h‘ e percio il piano A'C'D" coincidera
col piano ACD, e quindi le due piramidi coincideranno completa-
mente.

141, Teorema. — Due piramidi sono equali, se hanno tre_ facce,
concorrenti in uno stesso vertice della base, rispettivamente eguali e si-
milmente disposte.

Supponiamo che nelle piramidi V e V' (fig. 113) sieno le facce
AVB, AVE, ABCDE rispettivamente eguali alle facce A"V'B", A’V'E,
A'BCD'E" e disposte nello stesso modo. In conseguenza della iden-
tica disposizione delle facce eguali, i tre angoli VAB, VAE. BAE
sono pure rispettivamente eguali ag}ﬂiﬁangoli VA’ VAE,BA'E e
similmente disposti: percid i triedri A. VBE, A" V'B'E" (§123 Teor. 1°)
sono eguali. Portando allora la faccia A'B'C'’D’E’ a concidere colla
sua eguale ABCDE. ¢ chiaro che le facce V'A'B’, V'A'E" vengono a
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coincidere colle facce eguali VAB, VAE, ed il vertice V' viene sul
vertice V; dunque le due piramidi coinecidono.

142, Teorema. — Un piano, parallelo a due spigoli opposti di un
tetraedro, taglia i piani di questo secondo le rette di un parallelis-
grammo.

Sia a un piano EHI‘HHE]O al due spigoli oppostt AB, V" V"7 diun fc-
traedro AB V' V" (tig. 114). Una qualunque delle rimanenti rette p. ex.
V’A, deve incontrare il piano =z, poiche, se fosse ' o
ad esso parallelo i due piani individuati dalle ' ' 7
coppie di rette VA, V'V7e VA, AB, dovrebbero L
esser paralleli ad «, il che e assurdo. Sieno |
dunque A’, B, A", B” 1 punti d’incontro del , \ 17
piano « colle rette VA,V B,V7A, V"B del te- "~ - ! b

traedro. Le rette A’'B’, A” B” son parallele alla | 7t
retta AB (§ 40, Teor.), e percio parallele fra loro; | \ /

~ e similmente le rette A’A”, B'B” sono parallele -

alla V'V”, e percio parallele fra loro. Dunque \ ~ /’
la figura A'B" B"A” ¢ un parallelogrammo. -\"xu,
b

143. Teorema. — Se due piani, che sono paral- Fic 114,
lelt ai piani delle basi di due piramidi, aventi basi
ed altezze equali, e che sono equalmente distanti dalle basi stesse, tu-
gliano le superficie laterali delle medesime, le sezioni prodotte da essi
sono poligoni equalli.

Se due piramidi P’, P” hanno basi ed altezze eguali, possiamo
disporle in modo _che le loro hasi giacciano in un medesimo piano %,
che 1loro vertici V',V sieno situat: dalla stessa parte del piano delle
basi, e che un lato AB della base dell'una coincida col lato eguale
dell’altra (fig. 114). E chiaro allora. che i due vertici V', V", essendo
equidistanti dal piano 3 delle basi. giacciono sopra una retta paral-
lela al piano 5, e che i piani secanti. paralleli al piano delle basi.
e condotti 4 eguale distanza dai medesimi. coincidono in un piano =,
parallelo a 3 ed anche alla retta V V",

Se allora consideriamo il tetraedro. che ha per vertici i vertici
V', V7 delle due -piramidi e gli estremi A.B dello spigolo consi-
derato, si vede che esso & tagliato dal piano 2 secondo un paral-
lelogrammo A'B'B”A”. che ha i lati opposti A'B’, A”B” eguali.

Ripetendo lo stesso ragionamento per tutte le coppie di lati
e (1 diagonali (se ve ne sono) delle basi delle due piramidi. si vede
che 1 poligoni sezioni hanno tutti i lati e tutte le diagonali corri-
spondenti rispettivamente eguali, e percio o sono triangoli eguali,
o sono poligoni risultanti dalla riunione di pin triangoli eguali
disposti nello stesso modo, e quindi eguali.

A4 4. Teorema. — Se due rette parallele sono tagliate da una serie
di trasversali che passano per un punto, fra i punti e i seqmenti di
esse viene stabilita una corrispondenza univoca. nella quale

Lazzemt g Bassani, Elementi di Geometria — §
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1° a segmenti uguali della prima retta corrispondono segmenti uguali
della seconda;

90 alla somma di due o pil segmenti della prima corrisponde la
somma dei seqmenti corrispondenti della seconda.

10, Le due rette r, 7 (Fig. 115) sieno tagliate dalle rette OA,
0B, OC. .., condotte per O, nei punti A, B, C...; A, B, ... rispet-
o tivamente. Dico che, se AB -CD, deve

oo e === essere anche A'B'= C'D.
7N g Partismo infatti il triangolo OAB nella
, . S posizione O'CD, in medo che la base AB
/" K N venga su CD, e i due vertici 0, Q" sieno
s ow o 8 dqlla stessa parte della hase. I evidente
/ PN che A’B’= A”B”. Si costruiscano ora due
~ 17" tetraedri. che abbiano per vertici 0,¢,D,V;

i v
Fig. 115. (). €, D.V (essendo V un punto qualunque
fuori del piano della figura), e s conduca
per la7” un piano parallelo al piano 00V, Esso taglierail piano VCD,
comune ai due tetraedri suddetti, secondo una retta tale, che il seg-
mento di essa. compreso fra le rette VC, VD, e eguale tanto a C'D’
QII%llfOCHﬂ A“B” (§ 142). Ne segue che A”B"=CD’, e percio anche

A'B (D"

20, 15 poi evidente che, se AD e la somma dei segmenti AB,
BC, CD. il segmento A'D", corrispondente ad AD, ¢ la somma del seg-
menti A'B’, BC". C'D’, rispettivamente corrispondenti ad AB, BC, CD.

PRISMA.

44 5. Definizioni. — 1°. Chiamasi prisma illimitato 13 figura formata da tre
o pii rette parallele, prese in un dato ordine, tali che tre consecutive non siano
in un piano, dalle striscie limitate dalle coppie di rette parallele successive, e
dalla striscia limitata dalla prima e dall'ultima retta.

9s T,e reite diconsi spigoli e le strisce, che hanno per lati due spigoli con-
secutivi, si dicono facce del prisma. Un prisma illimitato si dice triangolare,
quadrangolare, pentagonale .. ., secondo che ha 8, 4, 5... spigol.

3, Un prisma dicesi convesso o concard, secondo che tutti i suoi spigoli si
trovano, oppur no, da una stessa parte del piano di ciascuna sua faccia; e dicesi
intrecciato, quando almeno due facce mon consecutive si tagliano.

4», Un piano, non parallelo agli spigolj, taglia il prisma secondo un poli-
gono, che si dice una sezione normale od cbliqua del prisma, secondo che il
piano stesso ¢ perpendicolare od obliquo agli spigoli.

Corollario. — Una sezione qualunque normale od obliqua di un
prisma illimitato ¢ un poligono concaro, conresso o intrecciato, secondo
che il prisma ¢ concaro, convesso o inirecciato; e ricerersa.

146. Teorema. — Due sezioni parallele di un prisma sono poligoni
equall.
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Sieno (Fig. 116) ABCDE, A'B'C'D'E’ due sezioni parallele di un
prisma. . _

I lati corrispondenti di que- : 2
sti poligoni sono paralleli, come / . / BN
intersezioni di piani paralleli con [ AT '
un terzo, ed uguali come seg- Y. ST A
menti paralleli compresi fra rette I S v S
parallele. Inoltre gli angoli cor- \ ... . ... .}
rispondenti dei poligoni stessi .. P A
sono eguali, perche hanno i lati E (
diretti nello stesso senso; dun- Fio. 116,
que 1 due poligoni sono eguali.

Corollario. — Le sezioni normali di un prisma sono equali fra loro.

A4 %, Definizione 1*. — La parte di prisma illimitato, compresa fra due se-
zioni parallele, & un poliedro che dicesi prisma finite, o semplicemente prisma.
Le due sezioni si dicono basi del prisma e le altre sue
facee, che sono parallelogrammi, diconsi facee laterali.

Corollario. — Le basi di un prisma sono
equali.
Definizioni. — 2*. Un prisma si dice retto od obli-

qito, secondo che gli spigoli laterali somo perpendico-
{ari od obliqui alle basi.

3*. Dicesi altezza di un prisma il segmento per-
pendicolare ai piani delle due basi e compreso fra i
piani medesimi.

4*. La superficie, formata dalle facce laterali di
un prisma, si dice superficie laterale del prisma, mentre
per superficie tofale s'intende quella formata da tutte
le facee, comprese le basi.

148, Teorema. — Due prismi sono equali, se
hanno tre facce, concorrenti nello stesso vertice,
rispettivamente equali e similmente disposte.

Dimostrazione analoga a quella del Teorema del § 141.

_Corollario. — Due prismi retti sono eguali, se hanno eguali le
bast e le altezze.

149. Teorema., — I semipiani, uscenti dalle rette della base di un
prisma triangolare e interni at diedri, che hanno per spigoli le stesse
rette, 8 incontrano in un punto.

Ogni piano uscente da un lato della base di un prisma trian-
golare, che non contenga la faccia laterale passante per quel lato,
meontra evidentemente la retta dello spigolo opposto, poiche non &
ad esso parallelo; ed il punto comune e gituato nel semipiano in-
terno al diedro del prisma che ha per spigolo quel lato, poiche il
suo prolungamento e la retta dello spigolo opposto sono da parti
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opposte rispetto al piano della faccia laterale, che contiene quel lato.
In simil guisa si vede che un semipiano uscente da un altro lato della
base, e interno al diedro del prisma, che ha per spigolo quel lato,
incontra la retta comune al primo semipiano considerato e alla
terza faccia; e che finalmente la retta comune ai due semipiani con-
siderati incontra un semipiano, uscente dal terzo lato della base, e
interno al diedgo che ha per spigolo quel lato.

Corollario. — I semipiani, uscenti dalle tre rette di un triangolo,
situati da una medesima parte rispetto al piano del triangolo, e for-
manti diedri acuti col semipiano che contiene il triangolo, s'incontrano

i un punto.

1 30. Definizioni. — 1°, La parte di prisma illimitato, compresa fra due piani non
paralleli agli spigoli e non paralleli fra loro, la cui intersezione non incontri la

superficie del prisma, & un poliedro, che dicesi tronco
U di prisma.

22, I due poligoni sezioni si dicono le basi del
tronco, e le rimanenti facce, che sono trapezi, si dicono
facee laterali.

3. La superficie, formata dalle facce laterali di un
troneo di prisma, si dice superficie laterale; quella for-
mata da tutte le loro facce si dice superficie totale del
tronco.

154. Abbiamo dimostrato (§ 148) che due
prismi sono eguali, se hanno tre facce, concor-
renti in un vertice, rispettivamente eguali e
disposte nello stesso modo; d’altra parte sap-
piamo che due parallelogrammi sono eguali,
se hanno rispettivamente eguali due lati con-
secutivi e 'angolo compreso; quindi si ricava
che due prismi sono anche eguali, se hanno
. un triedro, la base e gli spigoli laterali rispet-
tivamente eguali. E percid evidente che si possono costruire infiniti
prismi, aventi soltanto un triedro e la base rispettivamente eguali
ad un triedro e ad un poligono dati, prendendo gli spigoli laterali
eguali a un segmento arbitrario.

Tutti questi infiniti prismi si dice che costituiscono una serie
di prismi. Variando poi il poligono base, o il triedro, comune a tutti
i prismi di una serie, & facile vedere come si possano ottenere in-
finite altre serie di prismi.

T chiaro inoltre che un prisma di una serie ¢ individuato, quando
e dato il segmento, a cui devono essere eguali gli spigoli laterali,
e viceversa; di guisa che possiamo dire che fra i prismi e 1 segmenti
suddetti esiste una corrispondenza univoca.

Fia. 11%

Definizione 1°. — Due prismi di una serie si dicono adiacenti. quando hanno
una base eguale in comune, gli spigoli laterali sulle medesime rette, e sono situati
da parti opposte del piano della base comune,
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E chiaro che, se portiamo due prismi della stessa serie I'uno
adiacente all'altro, e sopprimiamo la base comune. si ottiene un nusvo
prisma, il tiuale appartiene alla serie dei primi due. Possiamo dunque

a

enunciare la seguente

Definizione 2. — Dati due o pil prismi di una serie, se si porta il secondo
adiacente al primo, il terzo adiacente al secondo, ma non dalla stessa parte del
primo, e cosi di seguito, il prisma, che risulta dall’insieme di tutti i prismi dati,
appartiene ancora alla stessa serie, e si dice la loro somma,

Da quanto si & detto risulta, che le serie di prismi costituiscono
infinite altre classi di grandezze, per le quali sussistono tutte le pro-
prieta, che si sono dimostrate per le altre serie di grandezze finora
studiate. Accetteremo dunque, senz'altro, come dimostrate anche per
le serie di prismi le proprieta commutativa e associativa della somma,
¢ le conseguenze che ne derivano. Inoltre intenderemo estese anche
a queste nuove serie di grandezze le definizioni di differenza, mag-
giore, minore, multiplo, summultiplo, ecc. ed i teoremi del § 20.

Teoremi. — 1°. Un prisma di una serie ¢ maggiore, equale, o
minore di un altro prisima della stessa serie, secondo che il seqmento
corrispondente al pirimo é maggiore, equale, o minore del seqgmento cor-
rispondente al secondo.

20. Se un prisma di una serie ¢ somma di piic altri prismi della
stessa serie, anche il segmento corrispondente ad esso ¢ somma dei
segmenti corrispondenti alle parti della somma.

L wviceversa.

S1 imiti la dimostrazione dei Teoremi del § 33.

Corollari. — 1°. Se un prisma di una serie & multiplo (0 sum-
multiplo) di un altro, il segmento corrispondente al primo é equimultiplo
(o equisummultiplo) del seqgmento corrispondente al secondo; e riceversa.

Se un prisma di una data serie ¢ differenza di due altri,
anche il segmento corrispondente ad esso ¢ differenza dei seqmenti cor-
rispondenti agli altri due; e viceversa.

PARALLELEPIPEDO.

5%, Definizioni. — 1°. Chiamasi parallelepipedo un prisma, che ha per basi,
due parallelogrammi.
2%, In un prisma quadrangolare, e quindi anche in un parallelepipedo, due
facce, non aventi vertici comuni, si dicono opposte; e gli spigoli, i diedri, i ver-
tici, i triedri, determinati da facee opposte, si chiamano opposti.

In un parallelepipedo & chiaro che esistono sei facce, otto vertici,
dodici spigoli, quattro diagonali, ciascuna delle quali termina a due
verticl opposti,




118 ELEMENTI DI GEOMETRIA - LIBRO II.

3%, Un parallelepipedo retto, che ha per base un rettangolo, si chiama paral-
lelepipedo rettangolo.

Nel parallelepipedo retto le facce laterali sono rettangoli, nel
parallelepipedo rettangolo tutte le sei facce sono rettangoll.

158, Teorema. — In un parallelepipedo,
1° le {accﬁ opposte sono equali e parallele;
20 ¢ diedri ::?ppasti sono equali;
3° ogni triedro ¢ equale all'opposto al vertice del triedro opposto;
40 tlf: quattro diagonali passano per uno stesso punto, che le divide
per meti.

1o, Nel parallelepipedo ABCDA'BC'D’ (Fig. 119) le basi ABCD,
A’B'C’D’ sono per definizione eguali e situate in piani paralleli. I seg-
T menti AA", DD’ sono eguali e paralleli; 1 se-
.afﬂ“’ ~— gmenti AB, DC sono pure eguali e paralleli;

T~ 0 1 _—U percid gli angoli A’AB, D'DC sono eguali e
Ly 7| situatiin Blani paralleli, e i parallelogrammi
- ¥ 7 | ABB'A’, DOCD' sono cguali.

| Lol Similmente le facce ADD’A’, BCC'B" sono
|

P ' eguali, e 1 loro piani sono paralleli. N
20, Due diedri opposti, per es. AB, D'C,
b ‘ hanno le facce dirette in senso opposto, e
=N percid sono eguali (§ 49, Teor.).
- . =" . . . LRl
h\\‘ R 30, Due triedri opposti, per es. A, (',
S hanno, per quello che abbiamo gia detto
avanti, le facce e 1 diedri eguali, ma disposti
in modo diverso; percido l'uno ¢ uguale al-
Popposto al vertice dell'altro.
40, Due diagonali qualunque, per es. AC", A’C, giacciono nel prano
di due spigoli opposti AA", CC',e sonole diagonali del parallelogrammo
AA’C'C; percid esse s incontrano in un punto O, eg in esso s1 divi-
dono per meta (§ 104, Teor. 3°). Similmente considerando una delle
diagonali precedenti, per es. AC, ed una delle rimanenti BD’, si
vede che esse sono le diagonali del parallelogrammo ABC'D’, e percio
&’ incontrano nel loro punto di mezzo, che e precisamente il punto 0.
Nello stesso modo si dimostra che la quarta diagonale B'D passa
per il punto O, il quale la divide per meta.

Fia. 119,

Corollari. — 1°. Un parallelepipedo si pud considerare in fre
modi come un prisma, prendendo per basi due facce opposte qualungue,
ed ha percio tre altezze.

2 Le dodici costole si dividono in tre gruppi, di quattro ciascuno,
le quali sono fra loro equal e parallele.

30, Se un piano incontra quattro spigoli paralleli di un paraile-
lepipedo, la sezione da esso prodotta ¢ un parallelogramimo.

154. Teorema. — Un prisma quadrangolare convesso ¢ un paralle-
lepipedo,
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1° se ciascuna faccia laterale ¢ equale all’o posta;

2° se ciascuna faccia laterale ¢ parallela aﬁ opposta;

3° se due facce opposte sono eguali e parallele;

4° se due triedri, aventi per vertici due vertici consecutivi di una
base, sono equali agli opposti al vertice dei loro opposti;

3° se due diagonali, che terminano a due vertici consecutivi i
una base, st dividono per metd.

1. Sia ABCD A'B'C'D’ (fig. 119) un prisma quadrangolare, nel
uale ogni faccia e eguale alla sua opposta. Dall’eguaglianza delle
acce AD D'A’, BCC'B” deriva che i segmenti AD, BC sono eguali.
e dall’eguaglianza delle facce AB B'A’, CD D'C’ deriva che 1 seg-

menti AB, CD sono pure eguali. Percid il quadrilatero ABCD, avendo
ogni lato eguale al suo opposto, & un parallelogrammo, e quindi
il dato prisma e un parallelepipedo.

20, Sia ABCD A'B'C’D’ un prisma quadrangolare, nel quale ogni
faccia e parallela all'opposta. Ee rette AB, CD e le rette AD, Bt
sono parallele, come intersezioni di due piani paralleli con un terzo.
e percid il quadrilatero ABCD & un parallelogrammo, ed il dato
prisma e un parallelepipedo.

3°. Nel prisma quadrangolare ABCD A'B'C'D’ sia la faccia
AA'B'B eguale e parallela alla faccia DD'C'C; ne segue che lo
spigolo AB & eguale e Harallelu a DC, quindi il guadrilatero ABCD
e un parallelogrammo; dunque il prisma dato & un parallelepipedo.

4°. Nel prisma quadrangolare ABCD A'B'C'D’, sieno 1 triedri

A, B eguali agli opposti al vertice dei loro opposti (', D’; allora
dmzﬁ essere A'D'C'~ ABC, e quindi anche ADC = ABC, perche
A'DC’= ADC. Analogamente si dimostra che BAD = BCD; e percio
il quadrilatero ABCD, avendo ogni angolo eguale al suo opposto.
e un parallelogrammo, e il dato prisma ¢ un parallelepipedo.

5°, Nel prisma quadrangolare ABCD A'B'C'D’ sia O il punto
medio delle due diagomali AC’, BD". Il gquadrangolo ABC'D" ¢ un
parallelogrammo, perche le diagonali si tjlividmm scambievolmente
Fer meta; quindi lo spigolo AB e parallelo ed eguale a D'C". Ma
o spigolo D'C’" & pure eguale e parallelo allo spigolo DC, dunque
AB & eguale e parallelo a DC, vale a dire il quadrangolo ABCD e
un parallelogrammo, e il prisma dato ¢ un parallelepipedo.

155. Teorema. — FEsiste un parallelepipedo, avente un triedro e
gli spigoli corrispondenti ordinatamente equali « un tfriedro e a tre
segmenti dati, e disposti in un dato modo.

Sugli spigoli del dato triedro prendiamo, a partire dal vertice,
tre segmenti eguali ai segmenti dati, e dai loro estremi conduciamo
dei piani paralleli alle facce opposte. 11 ?-arﬂllelejirjpeﬁﬁ risultante
e il richiesto, ed & chiaro che tuttii l_}amlllelepipe{] che si possono
costruire con gli stessi elementi dati, disposti nello stesso modo,
sono tutti eguali fra loro (§ 148, Teor.).

AT
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Osservazione. — Potendosi scegliere il triedro e i segmenti
dati arbitriariamente, possono darsi 1 seguenti casi particolari:

10. 11 triedro e birettangolo. Allora 1l parallelepipedo e retto.
. 2;. Il triedro & trirettangolo. Allora il parallelepipedo e ret-
angolo.

"0, 1 segmenti sono eguali. Allora sono eguali tutti i dodici spi-
goli del parallelepipedo, e le sue facce sono_rombi.

4o, I tre segmenti sono uguali ed il triedro equiedro. Allora
le facce del parallelepipedo sono rombi eguall

50, T tre segmenti sono uguali ed il triedro trirettangolo; allora
le facee del parallelepipedo sono quadrati uguali.

Definizioni. — 1° Un parallelepipedo, avente tutti gli spigoli eguali, dicesi
equispigolo.

9s. Un parallelepipedo, che ha per facce sei rombi eguali, dicesi romboedro.

3%, Un parallelepipedo, che ha per facce sei quadrati, dicesi cubo.

156. Teorema. — In un parallelepipedo retto le coppie di diago-
nali, che terminano a due vertici opposti di una base, sono equali; e
riceversa, se le coppie di diagonali di un parallelepipedo, che terminano
« vertici opposti di una base, sono eguali, il parallelepipedo ¢ retto.

1o, Sia ABCDA’B’'C'D’ un parallelepipedo retto (Fig. 120). La
figura AA'C'C ¢ evidentemente un rettangolo, e percio le sue dia-
gonali A'C, AC” sono eguali (§ 108, Teor.).
Parimenti sono eguali 1 segmenti B'D, BD’
~ come diagonali del rettangolo BB'D'D.

' 20, Supponiamo ora di sapere che nel
parallelepipedo ABCDA'B'C'D” le diagonali
AC’, A’C sieno eguali, e sieno pure eguali le
diagonali BD’, B'D. 1 due parallelogrammi
AA'C’C.BB'D'D, avendo le diagonali eguali,
($ 108, Teor.) sono rettangoli; e percio la retta
AA’ & perpendicolare ad AC, e BB’ perpen-
dicolare a BD. Siccome gli spigoli AA’, BB
sono paralleli, ne segue che AA’, BB" sono
.1 perpendicolari ambedue alle rette AC, BD, e
- quindi anche al loro piano.

Fis. 120,

Corollario. — La condizione necessaria e
sufficiente, affinché un parallelepipedo sia rettangolo, ¢ che le sue quattro
diagonali sieno egquali.
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Distanze.

15 9. Definizioni. — 1°. Si chiama proiezione di un punto sopra wuna retta o
sopira un piane, il punto d’incontro della perpendicolare (retta proiettante) con-
dotta per quel punto alla retta stessa, o al piano, colla retta o col piano medesimo.

28, 8i chiama proiezione di una figura sopra un piano il luogo delle proie-
zioni del suoi punti.

Corollari. — 1°. La proiezione sopra un piano di una retta, non
perpendicolare ad esso, ¢ I intersezione del piano dato col piano ad esso
perpendicolare (piano proiettante), condotto per la retta data.

2, La proiezione sopra un piano di una retta perpendicolare ad
¢330 ¢ un punto.

3°. La proiezione di un segmento sopra una retta, o sopra un piano,
¢ il segmento limitato dalle proiezioni de’ suoi estremi.

Teorema. -— Se due segmenti sono paralleli, la proiezione di uno
di essi sopra una retta o sopra un piano ¢ maggiore, equale, 0 minore
della proiezione dell’altro sopra la medesima retta, o sopra il medesimo
piano, secondo che il primo segmento ¢ maggiore, equale o minore del-
Ualtro; e vicerersa,

1o, Sieno AB, CE (Fig. 121) due segmenti dati eguali e paralleli

fra loro, A'B’, C'E’ le loro proiezioni sopra una medesima retta a.
Condotte le rette AM, CH parallele .
alla reffta a, si ?ﬂui%i?n% ]iﬂdue - ™
triangoli rettangoli , CEH, 1 -~ L~
quali sono eguali, perche hanno le  A~"_ ..y /
1potenuse eguali per ipotesi e gli an- 1:/ W
goli acuti BAM, ECH eguali, essendo | |
1 loro lati diretti nello stesso senso; | :
ne deriva che il lato AM & eguale al i " 7
lato CH, e quindi A'B'=('E" ! Fre. 19

. 2°%3e AB, CD sono due segmenti T
disuguali, uno di essi, per es. CD, dovra essere maggiore dell’altro,
ed allora, preso CE eguale ad AB, si dimostra come precedente-
mente che la proiezione A'B’ & eguale alla proiezione C'E’". Inoltre,
essendo E un punto interno al segmento CD, anche E’ & interno al
segmento C'D’, di guisa che e C'D'>C'E’, e quindi anche C"'D" > A'B’.
. Siccome tutte le ipotesi possibili relative ai due segmenti dati
<1 conducono a tesi, che si escludono a vicenda, cosi anche i teoremi
Inversl sono veri.
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158. Teorema. — Fra i segmenti, che partono da un punto e ter-
minano ad una retta (o ad un piano),

10 il segmento perpendicolare & il minimo;

20 due segmenti obligui sono equali, se hanno sulla retta (o sul
piano) proiezioni equali; e

30 °di due segmenti obliqui, che hanno proiezioni disuguali sulla

retta (o sul piano), ¢ maggiore quello che ha proiezione maggiore.
F viceversa.

le. Sia OA il seemento perpendicolare condotto da O alla retta
AB (0 al piano 2), e OB un segmento obliquo qualunque (fig. 122 e 123).
Nel triangolo OADB l'an-

golo retto 0AB & mag-
giore dell'angolo OBA:

bt

Fia. 122, Fic. 123

e percio il lato OB, opposto all’'angolo OAB, & maggiore del lato OA,

opposto all'angolo OBA.

20, Sieno OB, OC due segmenti, le cui proiezioni AB, AC sono
eguali. T due triangolj OAB, OAC, rettangoli in 4, hanno il cateto
OA comune, e i cateti AB, AC uguali per ipotesi; percid sono ugunali
ed hanno OB = OC. '

0. Sieno OC. OD sono due segmenti obliqui, tali che la proiezione
AC del primo sia minore della proiezione AD del secondo. Si porti
su AD un segmento AB = AC, e si tracci il segmento OB. Poiche

il punto B & interno’ al segmento AD, la retta OB & interna al-

I'angolo AOD), e nel triangolo ODB T'angolo OBD & ottuso, perche
esterno al triangolo rettangolo OAB; percid il lato OD ¢ maggiore
di OB. Ma OB, OC sono eguali, perché hanno proiezioni uguali, dun-
que sara pure OD => OC.

1 teoremi inversi sono veri per il principio esposto nel § 4 dei
Preliminari.

»

Corollari. — 1°. Da un punto non si possono condurre piv di
due seqgmenti equali, che terminino ad una relta.

2. Da un punto si possono condurre infiniti segmenti eguali che
terminino ad un piano; il luogo dei loro estremi ¢ una circonferenza,
il cui centro ¢ la proiezione del punto sul piano.

30, Fra tutti 1 segmenti, che terminano a due rette parallele, o ad
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una retta e ad un piano ad essa parallelo, o a due piani paralleli, quelli
agi essi perpendicolari sono equali fra loro e sono minori di tutti gli
altre.

40, Fra tutti i segmenti, che terminano a due rette sqhembe, quello
perpendicolare ad esse ¢ minore di tutti gli altri.

Infatti dimostrammo (§ 67, Teor.) che e possibile condurre a due
rette sghembe a, b una sola perpendicolare comune. e che le incontri
entrambe. Questa retta risulta perpendicolare anche ai piani z e §,
condotto 'uno per a parallelo a &, e l'altro per & parallelo ad «.
SFig. 49). 1l segmento di questa perpendicolare, che termina alle

ue rette sghembe, per il corollario precedente, ¢ minore di qualsiasi

altro segmento compreso fra i due piani ed obliquo ad essi; percio
esso ¢ 1l minore dei segmenti, che hanno gli estremi sopra le due
rette sghembe date.

Definizioni. — 1*. Si chiama distanza di un punto da una retta, o da un
piano, la distanza del punto dalla sua proiezione sulla retta, o sul piano.

2=, Si chiama distanza di duc rette parallele la distanza di un punto qual-
siasi di una di esse dell’altra.

32, 8i chiama distanza di una retta da un piano ad essa parallelo la distanza
di un punto gualsiasi della retta dal piano.

42, Si chiama distanza di due piani paralleli la distanza di un punto qual-
siasi di uno di essi dall’altro.

5, 8i chiama distanza di due rette sghembe 11 segmento, ad esse perpen-
dicolare, che ha i suoi estremi sulle medesime.

159. Teorema, — Di tutti gli anqgoli che una semiretta, uscente da wn
punto di un piano, fa colle semireile del piano, uscenti dal medesinio
punto, il minimo ¢ quello che essa fa con la sua proiezione.

Sia AB (Fig. 124) una retta obliqua al piano 2. e che lo incontri
nel punto A: sia BC la retta proiettante un suo punto B, e quindi sia
AC la proiezione della semiretta AB B
sul piano =. Condotta nel piano = un K
altra retta AH, si prenda AH_ AC. e
si unisca B con H. Il segmento BH.
obliquo al piano «. e maggiore del seg- —— ~———
mento perpendicolare BC: e quindi |
nei due triangoli BAC, BAH, aventiil =\ Ao €
lato AB comune, 1 lati1 AC, AH uguali Ty
per costruzione, e il lato BC << BH, N

sard (§ 91, Teor.) BAC < BAH. (osi Fio. 121,

I'angolo BAC & il minimo angolo formato da AB con tutte le rette
del piano z.

. Definizione. — Dicesi angolo, o inclinazione di una retta con un piano, non
parallelo ad essa, I'angolo formato da ciasecuna delle semirette, in cui essa &
tagliata dal piano, con la propria proiezione sul piano medesimo.

160. Teorema. — 11 luogo geometrico dei punti di un piano, equidi-
stanti da due punti del piano stesso, ¢ la retta perpendicolare al seq-
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mento che congiunge quei due punti, condotta per il punto medio di
¢sso nel piano dato.

1°. Sia a (Fig. 125) la retta del piano o perpendicolare al seg-
mento AB nel suo punto medio C. I due segmenti P,A, P,B, che
uniscono un punto qualunque P, della retta a col

a
Jf} Eunti A, B, sono uguali, perche le loro proieziom
RN (CA, CB sono eguali. _ _
PR N 20, Inversamente se le distanze P, A, P,B di

un punto P, da A e da B sono uguali, le loro
. proiezioni sulla retta AB devono essere uguali, e
—B percid il punto P, deve trovars: sulla perpen-
dicolare ad AB nel suo punto medio, vale a dire
sulla retta a.

s '

Corollari. — 1°. Le perpendicolari ai lati di
un triangolo, condotte nel piano del medesimo per
o, 125 1 loro punti medi, passano per uno stesso punto, che

o TR ¢ il solo punto del piano equidistante dai vertici.

Le perpendicolari ai due lati BC, AC nei loro punti medi D, E
devono incontrarsi (§ 70) in un punto G,

il quale, appartenendo a ciascuna di esse, A
sara, pel teorema precedente, il solo punto / “-\\
del piano equidistante dai tre vertic -
A, B, C. Lo stesso punto G appartiene poi / AN
anche alla endicolare alla AB nel suo W““‘m
punto medio F, perche ¢ equidistante dai e

punti A e B; e quindi tutte tre le dette / 4
perpendicolari si tagliano nel punto G |
egualmente distante dai vertici. b o

20, Le tre altezze di un triangolo pas- Fic. 1.
sano per uno stesso punto.
Sia ABC il triangolo dato, e sieno B'C’, C'A’, A’B’ le parallele con-
dotte dai vertici ai lati opposti. Queste rette dovranno incontrarsi due
c. - 1/ adue(§47,Cor. 20), uindi formare
f/\\ ~ un triangolo A'B'C". 1 segmenti pa-
S
UAN

A
PRl 7 ralleli BC, AB sono eguali, perche
: \ / compresi fra rette parallele, e per
F la stessa ragione sono eguali i due
S segmenti BC, C'A ; percio il punto A
¢ 11 punto medio del lato B'C’. Ana-
o) logamente si dimostra che B e C so-
no rispettivamente i punti medi del
A latiC’A",A’B’". Orale altezze di ABC,
essendo perpendicolari ai lati del
triangolo A'B’C’ nei loro punti medi, devono per il corollario prece-

dente passare necessariamente per uno stesso punto.

Fic. 127,

161. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti equidistanti da due
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punti dati & il piano perpendicolure al segmento, che congiunge quei due
punti, condotto per il suo punto di mezzo.

Infatti, dal teorema precedente risulta che la condizione neces-
saria e sufficiente, affinche un ﬁ»unto sia equidistante da due punti A, B,
& che si trovi sopra una delle infinite perpendicolari al segmento
che 1i congiunge, condotte per il suo punto medio C. Siccome il luogo
di queste perpendicolari e il piano perpendicolare al segmento A
nel punto C (§ 60, Teor.), cosi tuttl e soli 1 punti di un tal piano
godono della proprieta di essere equidistanti da A e da B.

Corollari. — I°. I piani perpendicolari ai lati di un triangolo
nei loro punti medi passano per una retta, luogo geometrico dei punti
equidistanti dai vertici del triangolo.

Si imiti la dimostrazione del corollario 1° del § precedente.

20, I piani perpendicolari agli spigoli di un tetraedro mnei loro
punti medi passano per uno stesso punto, che ¢ il solo punto dello
spazio equidistante dai vertici.

Sia ABCD il tetraedro dato. I piam
perpendicolari agli spigoli AB, AC, AD nei
Joro punti di mezzo non possono essere
paralleli, poiche, se lo fossero, le tre rette
AB, AC, AD, coinciderebbero; ne possono
essere paralleli ad una stessa retta, per-
che, se cib avvenisse, questa retta dovrebbe
essere perpendicolare ai piani ABC, ACD,
ADB (§ 65, Cor.); percio i tre piani suddetti ~
hanno un sol punto comune O, il quale,
trovandosi su di essi, & l'unico punto dello
spazio equidistante da A e da B, da A e
da C. da A e da D, ossia ¢ equidistante dai
quattro vertici del tetraedro dato. Essendo il punto O equidistantc

| anche da Be da €, da Ceda D,da D

\ 7 A ;- e da B, per esso devono passare anche
T i piani perpendicolari agli spigoli BC, CD,

DB, condotti per i loro punti di mezzo.

Fia. 195,

162. Teorema. — Il luogo dei punti di
un piano, equidistanti da due rette del piano
stesso, che s incontrano, ¢ la coppia delle
bisettrici dei quattro angoli formati dalle
due rette.

12, Sia P un punto situato sopra una
delle bisettrici degli angoli formati dalle
rette a, b, e PH, PK le perfendicqlari
condotte da esso alle rette a,4. I due trian-
goli OPH, OPK rettangoli, poiche gli an-

. TG . .
Fic. 129. goli H, K sono retti per costruzione,
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hanno I'ipotenusa OP comune e gli angoli POH, POK u%uali per
ipotesi, e percio sono uguali. Ne segue che ¢ PH — PK, ossia il punto P
¢ egualmente distante dalle rette «, b.

20, Inversamente, sia P un punto del piano, nel quale giacciono
le rette a, b, equidistante da esse, tale cioe che i segmenti perpendico-
lar1 P'H’, P'K’" a queste rette sieno uguali. Unendo P’ con O, si hanno

i due triangoli OP'H", OP’K’ rettangoli, perche gli angoli H', K’
sono retti, e che hanno l'ipotenusa OP’ comune ed 1 cateti P’H", P'K’
uguali. Issi sono dunque eguali e percid gli angoli POH’, POK’
sono uguali, cioe P’ e un punto di una delle bisettrici degli angoli
format1 dalle due rette a, b.

Corollario. — Le bisettrici degli angoli interni ed esterni di un
triangolo si incontrano tre a tre in quattro punti, che sono i soli punti
del piano equidistanti dalle rette del triangolo.

sieno AQ,, BO, le bisettrici di due angoli interni del trian-
golo ABC. Essendo la somma di due angoli di un triangolo minore

di un angolo piatto, a piu forte ragione sara O:{B + (,BA minore
L di un angolo piatto, e quindi le due

\ ya bisettrici si taglieranno in un punto O,

A il quale, appartenendo a ciascuna di

£.77 7770y esse, sara per il teorema precedente
/C:\\x" /- equidistante dalle fre rette del trian-
e \F K golo. Lo stesso punto O appartiene poi
-,

. Rl < " anche alla bisettrice del rimanente
/"‘// N\ 7" angolo BCA, perche ¢ equidistante dai

. SN lati AC, BC ed interno a questo an-
PR ., golo; da cid st conclude che le tre bi-
‘ (R settrici degli angoli interni si tagliano

.y in un punto O, egualmente distante

,. dalle tre rette del triangolo.

Y Analogamente le bisettrici di due

angoli esterni per es. BO,, CO, s1 de-

vono incontrare in un punto O, interno ai due angoli HBC, KCB,
ossia interno all’angolo BAC, ma esterno al triangolo, perché la

somma degli angoli CBO,, BCO, & minore di un angolo piatto. Questo
punto O, trovandosi sulle due bisettrici suddette, & equidistante dalle
tre rette del triangolo, e siccome & interno all’angolo BAC deve tro-
varsi sulla bisettrice di quest’angolo. ‘ ‘

In simil guisa si dimostra, che esistono altr1 due punti O,, O,
equidistanti dalle rette del triangolo, Rgar ciascuno dei quali passano
le bisettrici di due angoli esterni e di un angolo interno del frian-
o0lo. -
- Ogni altro punto del piano per essere equidistante dalle tre rette
del triangolo si deve trovare su due delle bisettrici degli angoli
interni od esterni, e percid deve coincidere con uno der quattro
plll]ti O!‘ 01 ’ 02 ’ ﬂa*

0 - —— . __-':

- /
-
-

Fia. 130.
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163. Teorema. — Il luogo geometrico dei punti equidistanti da due
piani, che si tagliano, ¢ la coppia dei piani bisettori det quattro diedri
formati dai due piani.

Sieno «, 3 due piani che si tagliano secondo una retta 00’, e 7.7

i piani bisettori dei loro diedri. ‘ _ o .
1o. Sia P un punto qualungue di uno di questi piani-bisettori,

er es. di 3, e PH, }E'Ix le perpendicolari condotte da esso ai piani 2. j.
] piano individuato dalle rette PH, PK e perpendicolare (3 64, Teor.)
ai piani z, 3, e percio anche (§ 65, Cor.) alla
loro intersezione Q0. Se dunque OH, OK, OP
sono le rette d’intersezione di un tale piano

coi piani z, 3, Z, gli angoh HOP, POK s0n0
le sezioni normali dei diedri uguali HOOP,

- II.:
™
N ,';.:{:ll

POO’'K, e percio sono uguali. Allora i due = ~ i3]
;. i OPH. OPK ettaneoli iche £ ~ 13
triangoli OPH, OPK sono rettangoh, poiche |- _ T4
. LT . . e L e & &
gli angoli H, K sono retti, hanmo 1 ipote- ~—" 1/ ="~ "1
nusa OP comune, e i due angoli HOP, PON ==+ J/ ~— 5y
uguali ; essi sono dunque uguali, ed e PH-PK, — J’M
cloe P & equidistante dai piani z. 3. /
20 Inversamente, se I’ e un punto equi- |
distante dai piani =z, 3, esso deve essere 6. Vil

sopra uno dei piani bisettori dei loro diedri.

Infatti, condotto il piano OOP e il piano delle due perpendico-
lari PH, PK, si dimostra, come abbiamo fatto sopra, che quest'ultimo
¢ perpendicolare alla retta OO™ e taglia i piani «, 3, OO'P secondo
le rette OH, OK, OP, gli angoli delle quali sono le sezioni normali
dei diedr1 dei piani me-
desimi. Ora 1due triangoli
POH, POK sono uguall,
perE}}é hanno gh angoli
H, K retti, l'ipotenusa
OP comune e i cateti PH,
PK uguali: ne segue che
“sono eguali gli angoli
POH, POK e quindi an-
che 1 diedri corrispon-
denti, cioe 1l prano OO'P
e 1l piano bisettore di uno
dei diedri formati dail
piani dati « e .

.'\
e =t

Corollario. — I pia-

Fie. 132, ni biseftori dei diedri in-

, terni ed esterni di un

triedro si tagliano tre a tre secondo quattro rette, le quali sono 1l luogo
yeometrico dei punti equidistanti dai piani del triedro.

= s

by

L R e R " e M gl g e P s v
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~Si imiti la dimostrazione del corollario del teorema precedente
(Fig. 133).

164. Teorema. — FEsistono non piit di otto ¢ non meno di cinque
punti equidistanti dai quattro piani di un tetraedro.

Sieno «,3,v,5 1 quattro piani di un tetraedro. rispettivamente
opposti ai vertici A, B, C, D. Siccome il luogo geometrico dei punti
equidistanti da due piani, che g’ incontrano, e formato dalla coppia
di piani bisettori dei loro diedri, affinche un Yunto sia equidistante
dai piani z,3,7v,2 e necessario e sufficiente che si trovi contempo-
raneamente sopra uno dei piani bisettori dei diedri formati dai
piani 2,3, sopra uno dei piani bisettori dei diedri formati dai piani 2,y
e sopra uno dei piani bisettori dei diedri formati dai piani z, 2. I
piani bisettori dei diedri formati dai piani a, 3 tagliano 1 piani bi-
settori dei diedri formati dai piani 2,v secondo quattro rette, che

assano per D, poiche questo punto € comune a tutti 1 piani sud-
getti, e le quattro rette cosi ottenute tagliano i piani bisettori dei
diedri formati dai piani %, 3 al pilt in otto punti. Se (0 & uno dei punti
d"incontro suddettl, esso ¢ equidistante da tutti 1 piani del tetraedro,
e percid passano per esso altri tre piani bisettor: dei diedri formati
dar ppami 3 e v, v e 3, % e {.
esta ora a dimostrare che esistono almeno 5 dei punti d'in-
contro suddetti. £ chiaro prima di tutto che 1 piani hisettori dei
diedri interni formati dal piano =z coi piani 3, y. % s incontrano
in un punto O interno al tetraedro (§ 149, Cor.). Per esso dunque
assano anche 1 piani bisettori degli altri tre diedri interni formati
5 con v, day con 3 e da 3 con 3
Consideriamo ora 1 tre semipiani hisettori dei diedri esterni
adiacenti alla faccia BCD. Essi formano con questa faccia diedri
minori della meta di un angolo piatto, cloe acutl, e percio (§ 149, Cor.)
s’incontrano in un punto O, esterno al tetraedro, ma interno al trie-

dro A. Per esso dunque passano anche 1 piani bisettori dei diedri
interni formati dai piani 3 e v, v e 3, & e 2. In simil guisa si trova
che esistono altri tre punti O,, O,, O,, per ciascuno dei quali passano
i tre piani bisettori dei diedri esterni adiacenti ad una facecia e 1
piani bisettori dei diedri interni non conseguenti ad essi.
Consideriamo infine i piani bisettori deir due diedri interni n}{:
posti AD, BC. E evidente che essi si tagliano secondo una retta MN
che incontra i due spigoli AD, BC in due punti N, M. Se il piano
bisettore del diedro esterno AC incontra questa retta, € chiaro che
non pud Incontrarla in un punto del segmento MN, ma in un punto
dei suoi prolungamenti, cioé in un punto esterno al tetraedro. Am-
mettendo dunque che un tal punto d’incontro () esista, per esso
dovranno passare anche gli altri piani bisettori dei diedr1 esterni
CD, DB, BC. Si otterrebbero in tal %’lliﬁﬂ tre punti per ciascuno dei
quali passerebbero 1 piani bisettori di due diedri interni, che hanno
ger spigoli due spigoli opposti del tetraedro, e i piani bisettori dei
iedri esterni, che hanno per spigoli gli altri quattro spigoli del
tetraedro.

Sl e B e e A

e e B s




CAP, IV. - DISTANZE. 129

E da notarsi perd che non ¢ escluso il caso che il piano hiset-

tore del diedro esterno AC sia parallelo alla retta MN, nel qual caso
il punto 0" non esisterebbe,

Per esempio e facile vedere che nel tetraedro regolare ¢li ultimi
tre punti, di cui abhiamo parlato, non esistono.

165. Teorema. — Le mediane di un triangolo passano per uno stesso
punto, che divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella, che termina
al vertice, ¢ doppia dell'altra.

Sieno CF. BE due delle mediane del triangolo ABC. le quali si
devnn& incontrare in un punto, perche CF, essendo interna all’an-
golo ECB, deve taglare (Teor. 82, Cor.)

1l terzo lato EB del triangolo EBC. Es- AL
sendo M 1l punto d'incontro delle due /o
mediane, s1 tracecl 1l segmento EF e il /
segmento HK, che ha per estremi i ;
unti medi dei segmenti MB, MC. Questi SN &
ne segmenti sono entrambi paralleli -~ . ¥
ed eguali alla meta di BC (§ 86, Cor.), - = -~ .
e quindi sono eguali e paralleli fra loro. / ;- - oo
Percio il quadrilatero EFKHeuwn pa- .~ .
rallelogrammo, e le sue diagonali KE. * ’
HF sitagliano per meta, cioe KM = ME.
HM = M%‘.
Ora, essendo per costruzione BK - KM. CH = HM, sara

BM -2 ME CM-=2.MF.

Analogamente si dimostra che la terza mediana taglia ciascuna
delle precedenti in un punto, che divide ciascuna di esse in duc
parfi, di cui quella, che termina al vertice, ¢ doppia dell’altra; ma
sl e dimostrato che questo punto ¢ il punto M; dunque tutte le tre
mediane passano per M,

Definizione. — Il punto d’incontro delle mediane di un triangolo si chiama
baricentro del medesimo.

166. Teorema. — In ogni triangolo il seqmento, che unisce un ver-
tice con un punto del lato opposto, passando per il punto medio della
mediana relativa ad uno degli altri due lati, ¢ diviso da questo punto
tn due parti, in modo che quella che termina al vertice * il triplo del-
Caltra parte.

Sia ABC (Fig. 134) il triangolo dato. MXN la congiungente i punti
medii dei lati AB, AC del triangolo ed AD il segmente, che ha per
estremi il vertice A ed il punto D del lato c;fpost-ﬁ, e che contiene
il punto medio H della mediana BN. Essendo P il punto d’incontro

di MN econ AD, si osservi che nel triangolo ABXN. essendo M. H i
punti medi di due lati, MN ed AH sono due mediane, e quindi AP

Lazzesr & Bassaxt, Elementi di Geometria — 9
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er meta anche il lato AC %g 86, Teor.), ecc. Sappiamo inoltre (§ 142,

emﬂ che la sezione B'C'B.C, e un parallelogrammo; quindi le diago-
nali B'C,, B,C’, che sono le congiungenti
i punti medi di due coppie di spigoli op- A
posti, §’incontrano nel punto O, e si divi- AN
dono in esso scambievolmente per meta. N

Se ora si considera la congiungente 1 s \\
punti medi della rimanente mpPia d1 spi- A \,
goli opposti BC, AD ed una delle prece- & \
denti, s1 dimostra nella stessa guisa, che *-__ / " °
esse hanno un punto comune, che le divide | 7 el \
per meta; ma si & dimostrato che questo /1 Tz
punto e O, dunque tutte tre le congiun- . —7
genti passano per O. o :
Si osservi ora che 1 piami CAB,, Fic. 136,

BAC, tagliano la faccia BCD secondo
le mediane CB,, BC, del triangolo BCD, e quindi hanno in comune la
retta AA’, la quale contiene il punto O e il baricentro A’ della faccia
BCD. E poi evidente che B,(” ¢ una mediana del triangolo B,AC,
¢ che quindi (§ 166, Teor.) il segmento AA” ¢ diviso dal punto O, in
modo che AO=3.0A". Analoga dimostrazione si pud ripetere per le
altre mediane.

Definizione. — Il punto d’incontro delle mediane di un tetraedro dicesi ba-
ricentro del medesimo,

ALCUNTI PROBLEMI.

169. Abbiamo visto (§ 58, Teor. 1v), che per un punto di un piano
si pud condurre in esso una ed una sola retta perpendicolare ad una
retta del piano medesimo, e che (§ 36, Cor. 3° e 38, Cor. 1°) per un
punto, preso fuori di una retta, passa una ed una sola retta parallela
ad essa. Inoltre nei §§ 54 e 55 abbiamo veduto, che & sempre possibile
dividere un segmento in n parti eguali, ed un angolo in 2, 4, 8, 16, . ..
parti eguali. C1 proponiamo ora {ﬁ dare alcune semplici costruzioni
relative a siffatte quistioni, le quali sono di un uso frequentissimo
nella risoluzione grafica dei problemi, e premettiamo a tale scopo
1l seguente

Teorema. — Se due circoli situati in un piano hanno raggi uguali,
¢ la distanza dei loro centri ¢ minore del doppio del ragyio, essi circolt
st tagliano in due punti.

Siano 0,0 (Fig. 137) i centri dei due circoli C, (', ed R il loro
raggio. Se sulla refta 00" a partire da O dalle due parti di esso
porto due segmenti OA, OB uguali ad R, & chiaro che i loro estremi
A, B sono i punti d’incontro della retta 00" col circolo ¢. D1 questi
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& il doppio di HP. Ma dai triangoli HPN, BHD, eguali, perche hanno
A HX = BH per costruzione, PHN = BHD, come
/ ‘hﬁ opposti al vertice, ed HNP = HBD, come al-
S\ terni interni rispetto alle parallele MN, BC
MY 'y e alla trasversale BN (§ 36, Teor.), si ricava
/~"\  HD=-HP; dunque AH=3.HD.

Eé”' i-" _‘;E 167%. Teorema. — La somma delle distanze
1 134 dei tre vertici di un triangolo da una retta del
T suo piano, esterna al triangolo. ¢ eguale al

triplo della distanza del baricentro del triangolo dalla stessa retla.

Sia M (Fig. 135) il punto medio del lato AB del triangolo ABC.
Se dividiamo la mediana CM B
in tre parti eguali in O e in .
H, il punto O e il baricentro
del triangolo. Indicando con P
AL BLCOM, O H le proie- M o .
zioni dei punti A, B, C. l"-.f. 0.H Tl BN
sopra una retta o, esterna al | 1
triangolo, si ha. osservando A T .
i trapezi MMHH, 00CC. |
AA'B'B [§ 106‘) TE‘GT._} o

MM + HH =2.00,

¢ quindi

A M 0B 0O

Fie. 135
2MM = 2HH = 4. 00"

OO+ CC"=Z2.HH,
AA 4+ BB =2 .MM,

ed anche

Sommando membro a membro queste tre ultime eguaglianze. sl
ricava B
AA" - BB + CC" = 3.00

168. Definizione. — Un segmento, che ha per estremi un vertice di un tetraedro
ed il baricentro della faccia opposta, si chiama mediana del tetraedro.

Teorema. — 1 segmenti, cle hanno per estremi i punti mediv delle
coppie di spigoli opposti di un tetraedro, si dividono scambievolmente
per metd in uno stesso punto, il quale ¢ eomune anche alle mediane
del tetracdro, e divide ciascuna di esse in due parti, di cui quella che
termina al vertice & tripla dell altra.

Sia ABCD (Fig. 136) il tetraedro dato. 11 piano B'C'C,B,, con-
dotto per il punto medio dello spigolo AB parallelamente a1 due
spigoli opposti BC, AD, divide pure per meta anche gli spigoli
AC,CD, BD. Infatti 1a retta C'B’” essendo parallela alla base LH:} del
triangolo ACB, e passando per il punto medio B’ dal lato AB, divide
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due punti quello A, che si trova rispetto ad O dalla parte opposta di
O’, ha da O" una distanza O'A = 0’0 + OA, maggiore di R, e percid
, - e esterrﬁo al %Ecﬁlu ¢’; laltro

- . unto B, se 00" e maggiore

J,//“ x,yf/d gi R, ha da 0" una distanza

f N \ O'B= 00" — R, minore di R

. " F 0 | __ (essendo OO"<C2R);se 00" e
A v e 'F uguale ad R, coincide con O';
- / se finalmente OO0’ e minore

. A - di R, ha da O" una distanza
~ S R — 00’, ossia minore di R.

In ogni caso dunque il punto
B & interno al circolo avente
il centro in 0. 1] circolo ¢ allora, avendo un punto A esterno ed uno B
mterno al circolo ¢, lo taglia almeno in due punti (3 27, Cor. 1°).

E facile inoltre convincersi che i due circoll ¢, ¢" non possono
avere piu di due punti comuni: perche, se ne avessero tre L, M, N,
ciascuno di questi, essendo equidistante da O e O’, dovrebbe trovarsi
sulla perpendicolare nel punto di mezzo di 00" (§ 160, Teor.), ed
allora da O e da O si potrebbero condurre a 8uesta perpendicolare
tre segmenti uguali, e cio & assurdo (§ 158, Cor. 1°).

Frz. 137.

170. Problema. — Per un punto, dato sopra una retta, condurre
una perpendicolare a questa retta. qp

Sia A il punto dato sulla retta a. De- P I
scriviamo col centro in A ¢ con un raggio ‘
qualunque un circolo, che incontrera la « ! '
in due punti B, C (§ 24). Presi per centri i < i _

unti B, C, con uno stesso raggio, maggiore \ .

1 AB, si deserivano due cirecoli, 1 quali \
(§ 169, Teor.) si tagliano in due punti H, K o
equidistanti dai punti B, C; percio la retta N

K & perpendicolare a BC, ¢ passa per il A
suo punto medio A (§ 160, Teor.) Fio. 138,

171, Problema. — Condurre una retta perpendicolare ad una retta
A data per un punto dato fuori di essa.

Preso un punto qualunque M dalla
‘AR parte opposta a quella dove si trova il
S punto dato A rispetto alla data retta «,

| sl descriva un circolo con raggio AM e
DR SUNR S -4 col centro in A. Questo circcﬁﬂ tagliera

b AN PP la @ in due punti B, C (§ 85, Cor. 4°).
) -

|

|

; Prendendo per centri i due punti
! B, C, si descrivano con un medesimo rag-
B gio, maggiore della meta di BC, due cir-

] Fi16. 130. _coli. Essi si taglieranno in due punti

H, K (§ 169). Ciascuno dei punti A, H, K essendo equidistante da B, C,
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essi sl trovano tutti sopra una retta ‘i:[e?erdicpla?e a BC nel suo
punto di mezzo, e questa e la perpendicolare richiesta.

132 Problema. — Per un punto condurre una retta parallela a una
retta data.

Conduciamo la retta, che passa per il punto dato A ¢ per un
punto qualunque B della data retta a; quindi, ripetendo la costru-
zione del § 96, si conduca per il .
punto A una retta, che colla AB , R

formi un angolo BAD uguale al f ] ~ :
suo alterno interno ABC. La AD 3 /
sara la retta domandata (§ 30, 3 \

Teor.). ; _ '

1%3. Problema. — Dividere un
segmento dato per meti. Fia . 140.

Vedemmo gia (§ 54, Teor.) come si possa dividere un segmento
qualunque in # parti eguali. Quando si vuol dividere un segmento
solamente in due parti eguali, alla costruzione gencrale, indicata nel
citato §, e forse preferibile la seguente:

Si descrivano due circoli con raggio maggiore della meta del
dato segmento BC (Fig. 138), e aventi per centri gli estremi del
segmento stesso. Questi due circoli si devono tagliare in due punti
H, K (§ 169, Teor.). Essendo ciascuno di questi punti equidistante
dai punti B, C, la loro congiungente ¢ perpendicolare alla retta BC
e passa per il punto medio A del segmento BC (§ 160, Teor.).

;\ 174. Problema. — Dividere un angolo
- in due parti equali.

VARV Si deseriva con raggio qualunque un

. AN circolo, avente per centro 1l vertice A

/ P 0 dell’'angobo dato, il quale incontrera i lati

“~.._ 1! 7. 1n due punti B, C. Si descrivano poi due

/ B “ circoli, aventi per centri 1 punti B, C, con

/ pa v un medesimo raggio maggiore della meta

= della distanza BC. Quest: due circoli si

i tagliano in due punti H, R. La retta che

" bassa per uno qualunque di essi, per es.

_ ta. 14l h, e per il vertice A e la bisettrice del-
angolo dato.

Infatti, condotte le rette BH, HC, si hanno 1 due triangoli ABH,
ACH eguali, perche haﬂnc i tre lati rispettivamente uguali per
costruzione. Ne segue BAH = HAC.

Siccome sappiamo che la bisettrice di un angolo € unica, i punti
H. R, A sono in linea retta.
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™ ]
Ripetendo la costruzione indicata per i due angoli BAH, HAC,
I'angolo dato restera diviso in quattro parti uguah. Dividendo poi
er meta ciascuno degli angoli ottenuti, I'angolo dato sara diviso in
parti eguali, e, proseguendo, nella stessa guisa, si potra dividerlo
in 16, 32, 64...... parti uguali, ecc.

Non si conosce perd nessuna costruzione, nella quale si faccia
uso soltanto di rette e di eircoli, per mezzo della quale si possa di-
videre un angolo qualunque in un numero di parti eguali diverso dai
numeri 2, 4, §, 16.....
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TEOREMI.

72. Ciascun lato di un triangolo & minore del semiperimetro del triangolo.

73. La somma delie distanze di un punto interno ad un triangolo dai tre ver-
tici @ minore del perimetro, e maggiore del semiperimetro del triangolo.

74. La somma delle altezze di un triangolo ¢ minore del perimetro.

75. La bisettrice dell’angolo esterno di un triangolo isoscele, conseguente al-
'angolo compreso fra 1 lati uguali, & parallela alla base; e viceversa.

76. Secondo che una mediana di un triangolo & maggiore, uguale, o minore
della meta del lato a cui & condotta, 1'angolo opposto a questo lato ¢ acuto,
retto, od ottuso ;e viceversa.

77. Be due triangoli hanno un lato e le altezze, corrispondenti agli altri due
lati, rispettivamente eguali. essi sono eguali.

18. Se due triangoli isosceli hanno 'angolo al vertice e la mediana, uscente da
questo vertice, rispettivamente vguali, essi sono eguali.

79. Le bisettrici degli angoli interni di un triangolo equilatero formano in-
torno al loro punto d’incontro angoli eguali.

80. In un triangolo isoscele. se un angolo alla base & la quarta parte del-
I'angolo al vertice, la perpendicolare alla base, condotta per un suo estremo.
forma con uno dei lati eguali e col prolungamento dell'altro un triangolo isoseele.

81. Se si congiunge un punto della bisettrice di un angolo esterno di un
triangolo dato con gli aliri due vertici del triangolo medesimo, si otiiene un
nuovo triangolo, di cui il perimetro ¢ maggiore del perimetro del triangolo dato.

B2. Se per un punto qualunque della base di un triangolo isoscele si tirano
le parallele agli altri due Jati, si forma un parallelogrammo, il cui perimetro &
costante,

83. In ogni poligono, avente un numero pari di lati, la somma delle diago-
nali, che uniscono due a due i vertici, in modo che in ciascun vertice termini
una sola diagonale, @ minore della somma delle distanze di un punto interno
qualsiasi dai vertici del poligono.

84. In un triangolo qualunque,

1° ciascuna mediana & minore della semisomma dei due lati concorrenti
con essa, ed ¢ maggiore della loro semidifferenza ;
~2° ]la somma delle tre mediane ¢ minore del perimetro, e maggiore del
semiperimetro del triangolo.

85. Se due lafi di un triangolo sono disuguali,

I* la mediana relativa al terzo lato fa col maggiore dei primi due lati
angolo minore ;
2° I'altezza relativa a! terzo lato fa col lato maggiore angolo maggiore;
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3¢ lIa Dbisettrice dell’angolo compreso fra questi lati & interna all’angolo.
formato dalla mediana e dell’altezza, uscenti dallo stesso vertice.

86. Se due triangoli hanno due lati e una mediana rispettivamente eguali,
essi sono eguall.

87. In ogni triangolo a lati eguali corrispondono mediane e bisettriei eguali,
al lato maggiore corrispondono mediana e bisettrice minore, e viceversa.

88. | tre segmenti, che hanno per estremi i punti medi di una coppia di
lati opposti o delle diagonali di un quadrangolo, passano per un punto, ed in
esso si tagliano per meta.

89. Le rette che congiungono due punti A, B con due punti K, F di una
retta che passa per il punto medio del segmento AB, s’incontrano in due punti
C, D, situati sopra una parallela ad AB.

90. Le altezze di un triangolo sono le bisettrici degli angoli interni del trian-
golo, che ha per vertici i tre fermini delle altezze medesime.

91. Essendo D, E, F rispettivamente i punti medi dei lati BC, CA, AB di
un triangolo ABC, si conduca DG parallela alla mediana BE fino ad incontrare
il prolungamento di EF. Dimostrare che 1 tre lati del triangolo DGA sono ri-
spettivamente eguali alle tre mediane del triangolo ABC.

92. Se ABC & un triangolo equilatero, ed O & il punto d’incontro delle me-
diane del triangolo, le perpendicolari a BO e CO nei loro punti medii tagliano il
lato BC in tre parti eguali.

93. Se per tre punti. presi ad arbitrio sui lati di un triangolo dato, si condu-
cono tre rette, in modo che facciano colle rette del triangolo angoli rispettiva-
mente eguali, le tre rette, incontrandosi, formano un nuovo triangolo, che ha gli
angoli rispettivamente eguali a quelli del triangolo dato.

94. Se in un triangolo rettangolo un angolo acuto ¢ doppio dell'altro, 1'ipo-
tenusa & doppia del cateto minore; e viceversa.

95. Se la bisettrice di un angolo esterno di un triangolo incontra la retta
del lato opposto, 'angolo acuto da esse formato é eguale alla semidifferenza dei
due angoli del triangolo, non conseguenti all'angolo esterno considerato,

96. La differenza di due angoli di un triangelo & eguale al doppio dell’an-
golo compreso fra I'altezza e la hisettrice, uscenti dal vertice del terzo angolo.

97. L’angolo compreso fra la mediana e 1'altezza, uscenti dal vertice del-
I'angolo retto di un triangolo rettangolo, & eguale alla differenza dei due angoli
acutr del triangolo.

98. La bisettrice dell’angolo retto di un triangolo rettangelo divide per meta
anche I'angolo formato della mediana e dall’altezza, uscenti dal vertice dell’an-
golo retto medesimo.

99. Se due triangoli rettangoli hanno le ipotenuse eguali, ed un cateto del-
I'uno & maggiore di un cateto dell’altro, il rimanente cateto del primo & minore
del rimanente cateto del secondo.

100. Se sui lati AC, CB di un triangolo ABC si costruiscono i quadrati, es-
sendo I il vertice del quadrato, costruito sopra AC, piu vicino ad A, e D il ver-
tice del quadrato, che ha per lato CB, pii vieino a B, dimostrare che le rette AD,
BE si incontrano sulla perpendicolare ad AB condotta per C.

101. Gli angoli, formati dalle bisettrici di due angoli interni di un triangolo,
suna]eguali ad un angolo retto, aumentato o diminuito della meta del terzo
angolo.

102. Se per il punto d’incontro delle bisettrici di due angoli interni, od
esterni, di un triangolo si conduce una parallela ad una retta del triangolo, il
segmento di essa, compreso fra le altre due rette del triangolo, & eguale alla
somma, o alla differenza, dei segmenti di queste compresi, fra le due parallele.

103. La distanza di un vertice di un triangolo da un punto del lato opposto
¢ maggiore della meta della differenza ottenuta, sottraendo questo lato dalla somma
degli altri due.

104. 1 punti medii dei lati di un quadrangole piano o gobbo sono vertici di un
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parallelogrammo; e se il quadrangolo dato ¢ un parallelogrammo, le diagonali
dei due parallelogrammi passano per uno stesso punto.

105. I punti medii dei Jati di un rettangolo sono vertici di una losanga. e
punti medii dei lati di una losanga seno vertici di un rettangolo.

106. La mediana di un trapezio passa per i punti medii delle diagonali.

107. 1l segmento, che congiunge i punti medii delle diagonali di un trapezio,
i eguale alla semidifferenza delle hasi.

108. La distanza del baricentro di un triangolo da un piano & eguale alla media
aritmetica delle distanze dei tre vertici dal medesimo piano.

109. La distanza del baricentro di un tetraedro da un piano ¢ eguale alla media
aritmetica delle distanze dei quattro vertici dal piano medesimo.

110. Se un parallelogrammo ha i vertici sopra i lati di un rettangolo. ed ha
due suoi lati opposti equidistanti da una diagonale del rettangolo, il suo peri-
metro ¢ eguale alla somma delle diagonali del rettangolo.

M. In un triangolo il punto equidistante dai vertici, il baricentro ed il punto
d'incontro delle altezze sono in linea retta, e la distanza del prime punto dal
secondo & meta della distanza del secondo punto dal terzo.

N2. In un triangolo isoscele la somma delle distanze di un punto della base
dai due lati egunali & costante.

N3. In un triangolo isoscele la differenza delle distanze di un punto preso
sul prolungamento della base dalle altre due rette del triangolo & costante.

14, Qualunque segmento, condotto per il punto medio della base di un trian-
golo isoscele, il quale abbia gli estremi sopra uno dei lati eguali e sul prolun-
gamento dell’altro lato, ¢ maggiore della base del triangolo dato.

115. La somma delle distanze di un punto interno ad un triangolo equilatero
dai tre lati del medesimo triangolo ¢ costante.

116. Se da un punto interno ad un triangolo equilatero si tirano le parallele
ai lati, la somma dei segmenti interni al triangolo & eguale al doppio di un lato.

7. In un triangolo equilatero la differenza fra la somma delle distanze di
un punto esterno ad esso, ma interno ad uno de’suoi angoli, dai lati di gue-
st'angolo, e la distanza dello stesso punto dalla retta del terzo lato & costante.

8. Se AB, CD sono due rette parallele, ed E, F sono 1 punti d" incontro delle
rette, che congiungono due punti A, B dell'una con due punti C, D dell'altra,
la retta EF divide per metda i segmenti AB, CD. N

N9, Se due vertici opposti di un parallelogrammo si uniscono col punti medii
di due lati opposti, la diagonale, che termina agli altri due vertici, resta divisa
in tre parti eguali.

120. Se E, F sono le proiezioni di due vertici B e C di un triangolo ABC sopra
una retta yualunque condotta per il terzo vertice A, i1l punio medio del lato BC
¢ equidistante dai punti E ed F.

121. Se si congiungono due punti, presi sopra una diagonale di un parallelo-
grammo ad eguale distanza dai suol estremi, con gli altri due vertici del paral-
elogrammo, il quadrangolo che si ottiene ¢ un parallelogrammo.

122, Ogni segmento, che ha gli estremi sopra due lati opposti di un paral-
lelogrammo, e passa per il punto d'intersezione delle diagonali. & diviso da
questo punto per meta, e divide il parallelogrammo in due quadrangoli eguali;
f.ii-:s:la]_liﬂ parallelogrammo & simmetrico rispetio al punto d’incontro delle sue dia-
gonali,

123. Le bisettrici degli angoli interni di un parallelogrammo formano un ret-
tangolo, le cui diagonali sono parallele ai lati del parallelogrammo, ed eguali
alla differenza di due lati consecutivi del parallelogrammo dato.

124. Le bisettrici degli angoli interni, od esterni, di un rettangolo formano un
quadrato,

125. Le bisettrici degli angoli interni di un guadrilatero convesso formano un
secondo quadrilatero, 1 cui angoli opposti sono supplementari.
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126. Le bisettrici di due angoli successivi di un quadrangolo convesso formane
un angolo, che & eguale alla semisomma degli altri due angoli del quadrangolo.

127. Se le bisettrici di due angoli opposti di un quadrangolo convesso si ta-
gliano, formano un angolo eguale alla semidifferenza degli altri due angoli del
quadrangolo.

128. Se 1 lati opposti di un quadrangolo convesso s'incontrano, le bisettrici
degli angoli cosi ottenuti si tagliano, e formano un angolo eguale alla semisomma
di due angoli opposti del guadrangolo.

129. Se due trapezi hanno i lati rispettivamente eguali e disposti nello stesso
modo, sono eguali.

130. Per il vertice A di un parallelogrammo ABCD si conduca una retta qua-
lungue AX. Dimostrare che la distanza del vertice C dalla retta AX & eguale
alla somma, o alla differenza, delle distanze dei vertici B e D dalla stessa retta,
secondoché essa & esterna al parallelogrammo, oppure taglia il suo contorno in
un altro punto.

131. Se per 1 vertici di un parallelogrammo si conducono quattro segmenti
paralleli, che terminino ad una retta (o ad un piano) che non tagli il suo contorno
la somma dei segmenti, che partono da due vertici opposti, ¢ eguale alla somma
degli altri due.

132. La somma, o la differenza, delle distanze di un punto da due lati con-
secutivi di una losanga ¢ eguale alla somma, o alla differenza, delle distanze
dello stesso punto dagli altri due lati.

133. Se in un trapezio una base & doppia dell’altra, la mediana & divisa in
tre parti eguali dalle diagonali.

134. La somma delle diagonali di un quadrangolo convesso ¢ minore del peri-
metro, ed & maggiore del semiperimetro.

135. Le diagonali di un tronco di piramide, avente per basi due parallelo-
grammi, si incontrano in un punto.

126. Dimostrare, indipendentemente dal teorema del § 91, che due triangoli
sono eguali, se hanno 1 lati rispettivamente eguali.

137. Se sui lati AB, BC, CD, DA di un quadrato si prendono dei segmenti
AAY, BB, CC', DD’ eguali fra loro, i punti A’, B', !, D' sono i vertici di un
altro quadrato.

138. Se una retta incontra le facce di un diedro in punti egualmente distanti
dallo spigolo, essa fa angoli eguali coi piani delle due facce. E viceversa.

139. Se per un punto della costola di un diedro si conduce in una delle facce
la semiretta perpendicolare, e nell’altra una semiretta obliqua alla costola, 1'an-
golo delle due semirette sara maggiore, eguale o minore del rettilineo del diedro,
secondo che il diedro & acuto, retto od ottuso.

140. Se una retta forma angoli eguali con tre rette non parallele di un piano,
esea & perpendicolare al piano.

141. Se una retta e perpendicolare ad un piano, e dal punto d'intersezione si
conduce una perpendicolare ad una retta gqualunque del piano stesso, e che la
taglia, la congiungente un punto qualsiasi della prima retta col punto d’inter-
sezione dell’altre due & perpendicolare alla retta del piano.

142. 1l punto d’incontro delle altezze del triangolo, ottenuto tagliando con un
piano un triedro trirettangolo, & la proiezione del vertice del triedro sul piano
della sezione.

143. In un triedro la somma degli angoli, formati da ciascuno spigolo colla bi-
settrice della faceia opposta, ¢ minore della somma delle facee.

144, In ogni triedro isoedro il piano bisettore del diedro, compreso tra le facce
eguali, passa per la bisettrice della faccia opposta. )

145. In ogni triedro isoedro gli angoli, formati dagli spigoli dei diedri eguali
colle bisettrici delle facce opposte, sono eguali. :

146. In ogni triedro isoedro gli angoli, formati dagli spigoli dei diedri eguali
colle facce opposte, sono eguali.
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147. I tre piani perpendicolari alle facce di un triedro, condotti per gli spi-
goli opposti, passano per una medesima retia.

148, I tre piani, che passano per gli spigoli di un triedro e per le bisettrici
delle facce opposte, passano per una medesima retta.

149. I tre piani perpendicolari alle facee di un triedro, condotti per le lore
hisettrici, passano per una medesima retta.

150. Se per il vertice di un triedro e nel piano di ciascuna faceia si con-
duce una perpendicolare allo spigolo opposto, le tre perpendicolari ottenute giac-
ciono in un piano.

151. Ogni piano, perpendicolare ad uno degli spigoli di un triedro rettan-
golo, taglia questo triedro secondo un triangolo rettangolo.

152. La somma degli angoli, formati da ciascuno spigolo di un triedro con
la faccia opposta, & minore della somma delle facce, ed & maggiore della loro se-
misomma,

153. Se per un punto interno ad un angoloide convesso si tirano le perpen-
dicolari a tutte le facce, il nuovo angoloide cosi ottenuto ¢ supplementare del-
I'opposto al vertice di quello dato.

154. Se per un punto della costola di un diedro si conduce una retta ad essa
perpendicolare, ma non perpendicolare alle facce, di tutti gli angoli che si of-
tengono, tagliando il diedro con piani condotti per quella retta, il minore & la
sezione normale,

185. Da ciascun punto di una retta, che passa per il vertice di un triedro,
si conducano le perpendicolari alle facce di un triedro. I tre punti d'incontro
delle perpendicolari suddette con i piani delle tre facce individuano un piano,
e tutti 1 piani cosl ottenuti somo paralleli.

156. Se per ciascun punto di una retta che passa per il vertice di un triedro,
si conducono tre piani perpendicolari agli spigoli del medesimo triedro, i tre
punti d’incontro di questi piani con gli spigoli perpendicolari ad essi individuano
un piano. Tutti i piani cosi ottenuti sono paralleli.

157. Se in un triedro la sezione normale di un diedro & eguale alla faceia
opposta, anche le altre due facce sono ugnali o supplementari alle sezioni normali
de1 diedri opposti.

158. Due prismi triangolari sono eguali, se hanno le facce laterali rispetti-
vamente eguali e disposte nello stesso modo.

159. Ogni segmento, che ha gli estremi sulla superficie di un parallelepi-
pedo, e passa per il punto d'intersezione delle diagonpali, & diviso da questo
punto per meta. Ossia un parallelepipedo & simmetrico rispetto al punto d'in-
contro delle sue diagonali.

160. Le congiungenti i centri delle facce opposte di un parallelepipedo pas-
sano per il punto comune alle diagonali, ed in esso si dividono per meta.

161. I tre segmenti, che hanno per estremi i vertici di una delle basi di un
prisma triangolare e i punti di mezzo degli spigoli opposti dell’altra base. passano
per un punto della congiungente i baricentri delle due basi, il quale le divide
in due parti, una doppia dell’altra.

162. I tre piani, individuati dai vertici di una base di un prisma triango-
lare e dal lati rispettivamente opposti dall’altra hase, passano per uno stesso
punto della retta, che congiunge i baricentri delle due basi.

163. I tre piani, individuati dagli spigoli laterali di un prisma triangolare
e dai baricentri delle facce opposte, passano per una stessa retta.

.. 164. Un piano, parallelo a due spigoli opposti di un tetraedro, e condotto per
il baricentro del medesimo, & equidistante da quei due spigoli.

165. Se si taglia un prisma, o una piramide, con un piano non parallelo
alla hase, i punti d'incontro delle rette del poligono sezione con le corrispondenti
rette del poligono base sono situati sopra una linea retta.

166. Se una piramide ha per facce laterali triangoli eguali ed isosceli, la
Somma delle distanze di un punto della base da quelle facce © costante.
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167. Se le rette, che uniscono i vertici di un tetraedro ai vertici di un altro
tetraedro, passano per un punto, le rette d’ intersezione delle coppie di piani cor-
rispondenti dei due tetraedri seno in un piano. E viceversa.

168. Se due altezze di un tetraedro s'incontrano, anche le altre due altezze
s'incontrano.

169. Se AB, CD sono due segmenti, che scorrono su due rette », s, ed H,
K, H', K" sono i punti medii dei segmenti AC, AD, BC,BDi segmenti HK', H’K
sono costanti.

Se le rette », s sono perpendicolari, allora ¢ HK" = H'K.

170. Dimostrare, indipendentemente dal teorema del § 122, che due triedri
seno eguali, se hanno le facce rispettivamente eguali e disposte nello stesso
modo.

M. Un segmento, che ha i suoi estremi su due spigoli opposti di un tetraedro,
e che incontra la congiungente i punti di mezzo di altri due spigoli opposti, &
da questa divisa per meta.

172. Se in un tetraedro le facce sono eguali,

a) le altezze somo eguali,

b) la distanza del punto, interno al tetraedro ed equidistante dai piani del
medesimo, ¢ eguale ad un quarto dell’altezza,

¢) il haricentro del tetraedro ¢ equidistante dai piani del medesimo.

d) i quattro punti equidistanti dai piani del tetraedro, esterni ad esso, ma
interni ai suoi triedri rispettivamente, formano un tetraedro, i cui spigoli sono
parallell a quelli del primitivo,

e} 1l diedro di due facce & eguale a quello delle altre due,

fi 1 quattro triedri sono uguali,

g) le congiungenti 1 punti medii degli spigoli opposti sono fra loro per-
pendicolari due a due,

h) il baricentro ¢ equidistante dalle quatiro aliezze,

173. Se per gli spigoli di un tetraedro a facce eguali si conducono piani pa-
ralleli agli spigoli opposti, si ottiene un parallelepipedo rettangolo.

174. Se in un tetraedro due facce sono eguali, la somma delle perpendico-
lari, condotte ad esse da un punto dello spigolo opposto a quello comune alle
due facce medesime. ¢ costante,

175. La somma delle distanze di un punto interno ad un tetraedro, le cui facce
sono triangoli equilateri, dalle quattro facce & costante. Come deve essere mo-
dificato il teorema per i punti esterni al tetraedro?

176. Se due coppie di spigoli opposti di un tetraedro sono perpendicolari,
anche i due rimanenti spigoli sono perpendicolari. e le quattro altezze passano
per un punto. Tale tetraedro si dice rettangolo.

177. In un tetraedro reftangolo:

a) le quatiro altezze passano per un punto, per il quale passanu anche
le rette, che sono perpendicolari a due spigoli opposti ¢ li incontrano,

) la summa dei 12 angoli, che ciascuno spigolo fa coi piani delle facce,
nelle quali non & contenuto, aumentata delle sezioni normali dei sei diedri, &
eguale a sel angoli piatti.

178. Se per gli spigoli di un tetraedro rettangolo si conducono i piani per-
pendicolari agli spigoli opposti, questi sei piani passano per lo stesso punto.

179. Le perpendicolari-alle facce di un tetraedro rettangolo, condotte per i
baricentri delle medesime, passano per un punto.

180. I punti medii dei segmenti, che uniscono due a due i vertici di due
triangoli dati, sono vertici di un nuovo triangolo, che ha per haricentro il punto
medio del segmento, che unisce 1 baricentri del due triangoli dati.

181. Dati cinque punti in un piano, o nello spazio. tali che tre di essi non
sieno in linea retta, si possono formare con essi dieei triangoli. I dieci segmenti,
che congiungono il baricentro di ciascuno di quei triangoli col punto medio del
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segmento individuato dagh altri due punti, passano tutti per uno stesso punto,
ed in esso si tagliano in due parti, delle quali una & i 3 dell’altra.

182, Dati sei punti nello spazio, tali che quattro non sieno in un piano, si
possono formare _qui_ndicit terne di segmenti, aventi per esiremi i sei punti me-
desimi. [ quindici piani, individuati dai puntt medit delle quindici terne di seg-
menti, passano tutti per un punto.

183. Dati sei punti 1n un piano, o nello spazio. tali che quattro di essi non sieno
in un piano, si possono formare dieci coppie di triangoli. I dieci segmenti, che
congiungono 1 baricentri di due triangoli di una coppia, passano tutti per un punto,
ed 1n esso s1 taglhano per meta,

LUOGHI

184. Trovare il luogo dei punti di un piano, che equidistano da due punt1 dat
fuori del piano.

185. Trovare il luogo dei punti di un piano tali, che la somma, o la differenza.
delle loro distanze da due rette fisse del medesimo piano sia eguale ad un sexz-
mento dato.

186. Dato un angolo AﬁB, trovare il luogo dei punti M dello spazio tali, che
Ja somma delle proiezioni del segmento OM su i due lati dell’angolo sia costante.

187. Trovare il luogo dei punti tali, che la somma delle loro distanze da due
piani dati sia eguale ad un segmento dato.

188. Trovare il Inogo dei punti tali, che la somma delle loro distanze da tre
piani dati sia eguale ad un segmento dato.

189. Trovare il lnogo dei punti equidistanti da tre piani paralleli ad nuna
stessa retta.

190. Trovare il luogo dei punti equidistanti da tre rette parallele non situate
in un piano.

191. [l piano di un triangolo si muove parallelamente a sé stesso, in modo che
due vertici scorrono su due rette parallele. Qual'c: il luogo del terzo vertice ?

192, Trovare il luogo geometrico dei punti equidistanti dai tre spigoli di un
triedro.

193. Luogo dei punti dello spazio equidistanti da due rette di un piano.

194. Luogo dei punti equidistanti da due rette sghembe.

195. Luogo dei punti di una sfera equidistanti da due punti non situati in esso.

196. Luogo dei punti di mezzo dei segmenti, che hanno un estremo in un
punto fisso e l'altro estremo sopra un circolo, oppure sopra una sfera.

197. Per un punto dello spazio si conducano i piani perpendicolari alle rette
di un piano, condotte per un punto. Qual’e il luogo dei punti d'incontro di questi
piani colle rette ad essi perpendicolari?

198. Luoghi dei baricentri, dei punti d'incontro delle altezze, dei punti equidi-
stanti dai vertici, oppure dalle rette, dei triangoli, che si ottengono, taghando
un triedro con una serie di piani paralleli.

199. Dato un prisma triangolare indefinito ed una sua sezione fissa, si con-
ducano quanti piani si vogliano, paralleli alla sezione fissa.

~a) [ tre piani, individuati dai lati della sezione fissa coi punti d'incontro
dei tre spigoli opposti con un altro piano, passano per un punto. Qual’e il luogo
di questi punti?

b) Due dei piani suddetti si tagliano secondo una retta. Qual'e il luogo di
tali rette ?

200. Luogo dei vertici dei parallelogrammi inscritti in un triangolo.
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201. Luogo dei centri dei parallelogrammi, che hanno i vertici sopra 1 lati di
un quadrangolo piano, o gobbo.

202. Trovare 1l luogo del punto medio di un segmento dato, i cui estremi
scorrono sopra due rette perpendicolari situate in un piano.

203. Trovare il luogo dei vertici dei triangoli rettangoli, che hanno l'ipote-
nusa in comune,

204. In un quadrangolo sono dati tre lati e una diagonale. Trovare il luogo
del punto medio dell’altra diagonale.

205. In un quadrangolo sono dati tre lati e una diagonale. Trovare il luogo
del punto medio del segmento, che congiunge i punti medii delle due diagonali.

206. Date in un piano due rette a, b, che s'incontrano, ed un punto I’ sopra
una di esse, p. es. «, trovare il luogo dei punti tali che, conducendo per essi
le parallele alla retta b, il segmento compreso fra il punto stesso e 'intersezione
colla retta a, sia eguale alla distanza di questa intersezione dal punto fisso.

207. Luogo dei baricentri dei triangoli rettangoli che hanno la medesima
ipotenusa,

208. Luogo dei centri dei parallelogrammi, che si ottengone, tagliando con
piani paralleli a due spigoli opposti, i piani di un tetraedro.

209. Si tagli un triedro con una serie di piani paralleli, e per i punti d’in-
contro di ciascuno di questi piani coi tre spigoli si conducano tre piani rispet-
tivamente perpendicolari agli spigoli stessi. (Questi tre piani s’ incontrano in un
punto, il luogo del quale ¢ una retta, che passa per il vertice del triedro.

210. Se si taglia un triedro con piani paralleli, e per le rette d’intersezione
di ciascuno di questi piani colle facce si conducono tre piani rispettivamente
perpendicolari alle facce stesse, questi si tagliano in un punto, il luogo del quale
€ una retta che passa per il vertice.

PROBLEMI.

211, Tracciare la bisettrice di un angolo, di cul non si conosce il vertice.

212, Sopra una retta data trovare un punto equidistante da due punti, non
situati con essa in un piano.

213. Per una retta data condurre un piano equidistante da due punti dati.

214. Condurre un piano equidistante da quattro punti dati non situati mello
stesso piano.

215. Per un punto, dato in un piano, condurre nel piano stesso una retta,
Ia cui distanza da un punto, dato fuori del piano. sia eguale ad un segmento
dato.

216. Dati in un piano una retta e due punti, situati da una stessa parte ri-
spetto alla retta, trovare sulla retta un punto tale, che le congiungenti questo
punto coi due punti dati formino angoli eguali colla retta medesima.

217. In un piano trovare un punto tale, che la somma delle distanze di ess0
da due punti dati fuori del piano e situati dalla medesima parte del piano stesso,
sia minima.

218. Dato un punte sopra ciascuna faccia di un diedro, determinare fra le
linee poligonali, che pae ~rcorrere un punto, obligato a scorrere sulle due facce,
per passar dall’uno all'altro dei punti dati, quella che ha perimetro minore.

219. In un dato triangolo ABC condurre un segmento MN parallelo al late
BC, e che termini agli altri due lati, in modo che sia MN = MB + NC.

220. Dividere un angolo retto in tre parti eguali,

221. Trovare sopra un lato di un triangolo un punto, tale che la somma
delle sue distanze dagli altri due lati sia minima.
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222. Trovare nel piano di un triangolo un punto, tale che la somma delle sue
distanze dai tre lati sia minima.

223. Essendo data una striscia e due punti A, B esterni ad essa e situati da
parti opposte di uno dei Iati della striscia, trovare una linea poligonale AMNB.
jale che il segmento MN, che ba gli estremi sopra i lati della striscia. sia pa-
rallelo ad una retia data. e che il perimetro della linea stessa sia minimo.

- 224, Date due rette che si tagliano, condurre per un punto P del loro piano una
reita, che incontri le prime due in punti egualmente distanti dal loro punto comune.

225. Per un vertice di un triangolo condurre una retta, che divida il lato
opposto in due parti una doppia dell'altra, senza far uso di questo lato,

226. Dati tre punti, condurre per uno di essi una retta, in modo che la
somma delle distanze degli altri due punti da questa retta sia eguale ad un
scgmento dato.

227. Trovare sopra un lato di un angolo un punto, che sia egualmente di-
stante dall’altro e da un punto del primo lato.

228. Per un punto, interno ad un angolo, condurre una retta, in modo che il
segmento compreso fra i lati dell'angolo sia diviso dal punto in due parti, delle
quali una sia doppia dell'altra.

229. Per un punto, esterno ad un angolo, condurre ad uno dei lati un segmento,
in modo che esso sia diviso dall'aitro lato in due parti, delle quali una sia doppia
dell’altra.

230. Trovare sopra una retta data un punto tale, che la differenza delle sue
distanze da due punti dati, situati da parti opposte della retta, sia massima.

231. Trovare sopra un piano dato un punto tale, che la differenza delle sue
distanze da due punti dati, situati da parti opposte del piano, sia massima.

232. Costruire un triangolo, dati due lati e una mediana.

233. Costruire un triangolo, dato un lato e due mediane.

234. Costruire un triangolo, dato un lato, un angolo adiacente ad esso e la
somma degli altri due lati.

235. Costruire un triangolo isoscele, dato il perimetro e laltezza ecorrispon-
dente alla base.

236. Costruire un triangelo, dato il perimeiro e due angoli.

237. Costruire un triangolo dati due lati e una aliezza.

238. Costruire un triangolo, dato un lato, un angolo adiacente e una mediana.

239. Costruire un triangolo, conoscendo il perimetro, un angolo e l'altezza
che termina a uno dei lati dell’angolo dato.

240. Costruire un triangelo rettangole, dato un lato e la differenza dei due
angoli acuti, :

241. Costruire un triangolo rettangolo, dato un angolo acuto e la proiezione
del cateto adiacente.

242. Costruire un triangolo rettangolo, data la differenza dei cateti e l'an-
zolo opposto ad uno di essi.

243. Costruire un triangolo rettangolo, dato un cateto e la differenza degl:
altri due lati,

244, Cosfruire un triangolo, dato un late, uno degli angoli adiacenti ad esso
e la differenza fra gli altri due lati.

245. Costruire un triangolo, dati due angoli e la somma, o la differenza, dei
lati opposti ad essi.
~ 246. Costruire un triangolo isoscele, data la base e la differenza fra uno dei
‘atl eguali e I'altezza relativa alla base.

247, Costruire un triangolo, conoscendo i punti medii dei lati.

248. Costruire un triangolo, conoscendo i tre termini delle altezze.

249, Costruire un triangolo rettangolo, dato un angolo acute e la somma
tel lati che lo comprendono.

250. Costruire un triangolo rettangolo, nel quale uno degli angoli acuti ¢
doppio dell'altro, e la bisettrice dell'angolo retto ¢ eguale ad un segmento dato.
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251. Costruire un triangolo rettangolo, dato uno dei due angoli acuti e Ja
differenza delle proiezioni dei cateti sulla ipotenusa.

252, Costruire un triangolo rettangolo isoscele, data la somma dell’ ipotenusa

di un cateto.

253. Costruire un triangolo, i eui lati passino per tre punti dati, un lato sia
parallelo ad una retta data, e che abbia due angoli eguali a due angoli dati.

254. Costruire un triangolo, data un’altezza, la differenza dei segmenti, che
essa determina sul lato corrispondente, ed il maggiore degli angoli adiacenti a
questo lato.

255. Costruire un triangolo, dato un angolo, un lato adiacente ad esso e la
differenza degli altri due lati.

256. Costruire un triangolo, dato un lato, la differenza degli altri due e Ia
differenza degli angoli opposti a questi due lati.

257. Costruire un triangolo, date le tre mediane.

258. Costruire un triangolo, dato un late, I'angolo opposto e la somma degli
altri due lati.

259. Costruire un triangolo, dato un lato, I'angolo opposto e la differenza degl
altri due.

260. Costruire un triangolo rettangolo, data I'ipotenusa e la differenza delle
distanze degli estremi dell’ipotenusa dal punto d'incontro delle bisettrici.

261. Costruire un triangolo, conoscendo un lato, la differenza degli angoli adia-
centi ad esso e la somma degli altri due lati.

262. Costruire un triangolo, conoscendo in grandezza e posizione un lato, Ia
somma degli altri due lati, e sapendo che il vertice opposto al lato dato & situato
sopra una retta data.

263. Costruire un quadrato, data la somma di un suo lato e di una sua dia-
gonale.

264. Costruire un quadrato, conoscendo i quattro punti, in cui i prolunga-
menti dei lati incontrano una retta data.

265. Costruire un parallelogrammo, conoscendo le diagonali ed un lato.

266. Costruire un trapezio, dati i lati paralleli e le diagonali.

267. Costruire un quadrangolo, conoscendo i lati e il segmento, che unisce

punti medii di due lati opposti.

268. Tagliare un angoloide tetraedro con un piano, che passi per un punto
dato, in modo che la sezione sia un parallelogrammo.

269. Tagliare con un piano un triedro trirettangolo, in modo che la sezione
sia un triangolo eguale ad un triangolo dato.

270. Trovare sopra una retta data un punto, tale che la somma delle sue
distanze da due piani, che si tagliano, sia minima.

271. Sovra un higliardo rettangolare, in quale direzione bisogna lanciare una
palla, perché ripassi per il punto di partenza, dopo aver toccate tutte le quattro
spongde ?

272. Sovra un biliardo rettangolare quale via deve seguire una palla per
incontrare un'altra palla dopo aver toccate tufte le quattro sponde? )

273. Costruire un poligono di un numero dispari di lati, essendo dati i loro
punti medii.

274, Fra tutti i triangoli di egual base ed eguale altezza qual’e quello che
ha il perimetro minore? :

275. Essendo disegnate in un piano due rette parallele, dividere un segmento
dato sopra una di esse, facendo uso della sola riga, in 2,4, 8,16, .... parti egualL

276. Dato un angolo acuto ed un punto A interno ad esso, trovare sui lati
dei]’alngoiu due punti B, C tali, che il triangolo ABC abbia il minor perimetro

ossibile.

P 277. Di un triedro isoedro si conosce il rettilineo dei due diedri eguali e I
faccia ad essi adiacenti — Trovare con costruzioni piane le facce eguali e il ret-
tilineo del terzo diedro.
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278. Trovare con costruzioni piane i rettilinei dei diedri di un triedro isoedro,
conoscendo le sue facce.

279. Di un triedro isoedro si conosce la faccia adiacente ai diedri eguali e
I'angolo, che fa con essa lo spigolo opposto. Trovare con costruzioni piane le
facce eguali e i rettilinel dei diedri eguali.

280. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un triedro, cono-
scendo,

a) due facce e il rettilineo del diedro compreso;

b) una faccia e i rettilinei dei due diedri adiacenti:

¢) due facce e il rettilineo del diedro opposto ad uno di essi;
d) 1 rettilinei di due diedri e la faccia opposta ad uno di essi.

281, Trovare con costruzioni piane gli angoli, che formano colle facce di un
triedro, le quattro rette secondo le quali si tagliano a tre a tre i piani perpendico-
lari alle facce stesse, condotti per le bisettrici delle medesime, o degli angoli
ad esse conseguenti,

282. Sono dati due punti situati rispettivamente su due facce di un triedro. Si
costruisca la distanza del vertice del friedro dalla loro congiungente, e gli an-
goli, che essa congiungente fa colle facce e con gli spigoli del triedro.

283. Sono dati tre punti situati rispettivamente sulle facce di un triedro. —
Si costruisca la distanza del vertice del triedro dal piano individuato da quei tre

unti,

P 284. Conoscendo i punti d'incontro di un piano con gli spigoli di un triedro,
trovare la sua distanza dal vertice del triedro, e gli angoli che esso fa con
le facce e con gli spigoli del medesimo.

285. Costruire i rettilinei dei diedri, che i piani, individuati dalle coppie di
spigolt opposti di un cubo, formano fra loro.

286. Trovare i piani, che tagliano la superficie di un tetraedro secondo una
losanga.

287. Dati gli spigoli di un tetraedro, trovare, con costruzioni piane, le con-
giungenti 1 vertiei coi baricentri delle facce opposte.

288. Costruire le facce di un tetraedro, conoscendo la base e i rettilinei
dei diedri che essa fa con le altre tre facce.

289. Costruire un tetraedro, conoscendo la base e gli angoli che l'altezza
corrispondente fa colle alire tre facce.

290. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi (spigoli, facce, ret-
:i]inei dei diedri) di un tetraedro, conoscendone la hase, I'altezza e due spigoli
aterali.

291. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono-
scendone la base, I'altezza, uno spigolo laterale, e I'angolo che un altro spigolo
forma col piano della base.

292. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono-
scendone la base, 'altezza e gli angoli che due spigoli laterali fanno col piano
della base.

293. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono-
scendone la base, 1'altezza, uno spigolo laterale e il diedro. che il piano della
faccia laterale opposta a questo spigolo fa col piano della base.

294. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono-
scendone l'altezza, i tre spigoli laterali, i diedri formati da due facce laterali
a?ldpiranu della base ¢ un lato della base, situato sopra lo spigolo di uno di questi
tedri.

295, Trovare con costruzioni piane gli elementi di un tetraedro. conoscen-
done la base e gli angoli, che il piano di essa fa con due spigoli laterali e col loro
piano.

296. Trovare gli elementi di un tetraedro, conoscendone la base, I'altezza
¢ gli angoli che une spigolo laterale forma con i due spigoli della base con-
correnti con esso in un vertice,

Lazzer: g Bassan1, Elementi di Geometria — 10
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297. Trovare con costruzioni piane tutti gli elementi di un tetraedro, cono-
scendone I'altezza, due spigoli laterali e i1 diedri, che il piano della base forma
coi piani delle tre facce lateral.

298. Trovare con costruzioni piane tutti gli element1 di una piramide, avente
n facce laterali, conoscendone la base e tre spigoli laterali consecutivi,

299. Di un tetraedro rettangolo si conosce la base e uno spigolo laterale, Tro-
vare con costruzioni piane gli altri suoi elementi.

300. Di un tetraedro a facce eguali si conosce una faccia. Trovare con co-
struzioni piane tutti gli altri suoi elementi.

301. Per una retta, data nel piano di una faceia di un triedro, condurre un
piano, che intersechi la superficie del triedro secondo un triangolo rettangolo.

302. Per una retta, data nel piano di una faccia di un triedro, condurre un
piano, che intersechi la superficie del triedro secondo un triangolo isoscele.

303. Tagliare un tetraedro con un piano, in modo che la sezione sia un pa-
rallelogrammo avente i lati eguali a due segmenti dati. '

304. Tagliare un tetraedro con un piano in modo che la seziome sia un pa-
rallelogrammo avente una diagonale eguale ad un segmento dato.

305. Quand’eé che la superficie di un tetraedro pud essere tagliata da un piano
secondo un quadrato?

306. Dati gli spigoli di un tetraedro. trovare, con costruzioni piane, 1 segment:i
che congiungono 1 vertici coi baricentri delle facce opposte.

307. Dati gli spigoli di un tetraedro, trovare, con costruzioni piane, i segmenti
che congiungono i punti medi delle coppie di spigoli opposti.

308. Data la base di una piramide e gli spigoli laterali concorrenti in tre ver-
tici consecutivi della base, trovare. con costruzioni piane, tutte le facce, I'altezza
e i segmenti, che hanno per estremi i punti medi di due spigoli qualunque.



