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PREFAZIONE

Nel presentare al giudizio del pubblico questi Elementi di Geo-
metria ci sia permesso di dire poche parole sulle origini di questo
libro e sui criteri che ci hanno guidato nel comporlo.

Nel 1886 il primo dei sottoscritti, essendo chiamato ad insegnare
la Geometria elementare nella R. Accademia Navale, propose e col-
I'aiuto della illuminata Direzione ottenne, che si modificassero i pro-
grammi di quella scuola, inspirando le modificazioni a due concetti
fondamentali. L'uno e quello stesso che circa venti anni prima aveva
indotto due illustri matematici italiani ad imporre come libro di
testo nelle scuole secondarie classiche gli elementi di Euclide, e
che 1 Prof. Sannia e D'Ovidio hanno chiaramente esposto nella
prefazione alla 62 edizione dei loro ottimi Elementi di Geometria
colle parole seguenti: “ La recisa prescrizione mirava a ricondurre
all'antica purezza la trattazione della Geometria razionale elemen-
tare, che 1l Legendre e 1 suoi imitatori avevano offuscata, adope-
rando sovente il calcolo aritmetico a dimostrare verita, che poche
argomentazioni, fondate sulla semplice intuizione, sarebbero hastate
ad accertare nel modo piu diretto ed appropriato ,.

L’altro concetto, che inspird le modificazioni suddette, consi-
steva nell'applicare francamente all’insegnamento la fusione intima
e sistematica della Geometria piana colla solida, fusione, della quale
era stata riconosciuta da tutti l'utilita per la Geometria proiettiva,
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ma di cui solo da poco tempo il De Paolis (*) aveva per la prima volta
in Italia tentato 'applicazione alla Geometria elementare.

Per mettere in pratica i nuovi programmi, il primo dei sotto-
seritti prepard un corso di lezioni che, litografato per cura della
R. Accademia Navale, ha servito fino ad ora come libro di testo
per la medesima. I'esperienza di quattro anni d'insegnamento, fatta
da noi e dai nostri colleghi, e gli ottimi risultati avuti in tutto
questo periodo di tempo ci hanno convinti della bonta e opportu-
nita del metodo. di maniera che, incoraggiati dalla solerte Direzione
degli studi, e desiderosi di rendere I’ insegnamento della Geometria
sempre piu conforme a quello che & il nostro ideale, ci siamo sob-
barcati alla non lieve fatica di scrivere, sulle tracce del primitivo
abbozzo, il presente Trattato, alla composizione del quale, & d’'uopo
dichiararlo, ci sono stati di grande aiuto gli ottimi Trattati del
De-Paolis e del Sannia e d’'Ovidio.

Sulla opportunita, anzi sulla necessita di rendere lo studio della
(reometria indipendente dall’Aritmetica e dall’ Algebra crediamo
inutile spendere parole, poiche questa necessita da lungo tempo e
stata riconosciuta da quanti si occupano dell’insegnamento delle ma-
tematiche; (%) cosicche son quasi scomparsi dalle Scuole Italiane i molti
libri mal pensati e peggio scritti sulle tracce del Legendre, che le
infestavano prima del 1867, e pochissimi dello stesso genere ne sono
stati pubblicati in seguito. (%)

{1} DE PaoLis, Elementi di Geometria, Torino 1584.
(*) Houer, Essai critique sur les principes fondamentauzx de la Géomélrie Eldmentaire,
Paris, 1867. — DunaMEL, Des méthodes dans les Sciences de raisonnement. Paris, 1865.

" Avevamo gia scritto queste pagine, quando ci & capitata sotto gli occhi una interessante
pubblicazione del Prof. Segre (Su aleuni indirizzi neile investigazioni geometriche — Rivista Ma-
tematica — Marzo 1891), dalla quale ci piace riportare le seguenti parole : ** Questi indirizzi puri
sono veraments della massima importanza. E infatti fuor di dubbio che il matematico non pud esser
pienamente soddisfatto della conoscenza di una veriti, se non quando & riuscito a dedurla colla.
massima semplicitd e naturalezza dal minor numero possibile di proposizioni note, di postulati in-
dipendenti, evitando ogni ipotesi, ogni mezzo di dimostrazione, che non appaia necessaria per lo
scopo. Cosl facendo, si raggiungono spesso coi vantaggi scientifici anche vantaggi didattici, in.
quanto che dallo studioso si esigera minor copia di cognisioni preliminari. Oltre a cid va notato
coms un fatto generale, che quando nelle ricerche si adopera un sclo strumento, vistandoci espres-
samente I'uso di ogni altro, si & speaso condotti ad affinare e a perfezionare quello usato, rendendalo-
cosl sempre pit adatto a nuove scoperte. E fu per tal modo che il metodo sintetico, perfezionatost.
nei grandi lavori, con cui si formd la Geometria moderna, riportd trionfi notevolissimi, che dimo-
strano appunto i vantaggi che si hanno dall’'uso prolungato di esso ,,.
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Fedeli a questo concetto, abbiamo prima di tutto cercato di sta-
bilire ed enunciare rigorosamente i principii fondamentali della Geo-
metria, raccogliendo in un certo numero di Postulati tutte le verita,
che bisogna ammettere come primitive, e che servono a individuare
gli enti ideali, che sono il soggetto della scienza dell’estensione,
facendo si che queste verita appariscano collegate con cio che
I’intuizione ci mostra avvenire nei corpi reall. (') In questa parte
ci siamo valsi del consigli del nostro egregio amico e collega
Prof. Rodolfo Bettazzi, che ha fatto un accurato studio, ancora ine-
dito, sui Postulati della Geometria; ad esso rendiamo qui pubbliche
grazie. Malgrado la cura da noi messa nella scelta dei Postulati,
non pretendiamo di aver detto I'ultima parola su questa quistione, sia
perché certi concetti sono a tutti cosi familiari, che qualche volta
pud accadere di ammettere dei Postulati senza accorgersene, sia
perche, dovendo il nostro libro servire all’insegnamento, non ci era
lecito eccedere certi limiti. Confidiamo tuttavia che la scelta da noi
fatta sia razionale e completa, quanto lo possono consentire le esi-
genze didattiche.

Partendo dai postulati ammessi, abbiamo potuto ricavare logi-
camente da essi, senza alcun sussidio dell’Algebra, tutte le verita
della Geometria elementare, riuscendo a rendere indipendenti dalle
teorie delle proporzioni e delle misure molte quistioni, che negli altri
trattati si fanno dipendere dalle teorie stesse.

Crediamo a questo punto aggiungere qualche altra parola sulla
utilita della fusione della Geometria piana colla solida; fusione, che,
come tutte le novita, ha avuto strenui propugnatori e validi op-
positori.

Veramente questa fusione non e una novita. Fin daglh ultim’anni
del secolo scorso Monge, nel suo classico Traité de Géométrie descriptive,
col quale si pud dire che fondasse una scienza nuova, dette 1 primi
esempi della utilita della fusione suddetta, dimostrando coll’aiuto di

{(') A proposito dei Postulati riportiamo le seguenti parole di uno dei pia illustri geometri vi-
venti della Germania ‘... hich die riiumliche Anschauung als eticas wcesentlich Ungenaues ansehe. ..
Das Axciem ist mir nun die Forderung, vermige deren ich in die nngenaue Anschauung genaue
Avssagen hinginlege ,,. (Klein Zur Nichl-Euklidiscen Geomelrie. — Mathematische Annalen. —
Band XXXVII — 1890,
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tigure a tre dimensioni molti teoremi relativi a figure piane con
una semplicita ed evidenza, dalla quale si resta hen lontani, quando
sl voglia fare uso di soli elementi del piano. Molti altri, fra i quali
ricorderemo Brianchon e Poncelet, sulle traceie del Monge, riusci-
rono per questa via a fare numerose e importanti scoperte; cosieche
Fuso di questo metodo si & diffuso a poco a poco, ed ormai lo ve-
diamo universalmente applicato in Geometria proiettiva e in Geo-
metria superiore, e lodato e raccomandato dai pitt illustri Geometri,
come Chasles, Bellavitis, Cremona. (")

La Geometria elementare ¢ stata I'ultima ad utilizzare questo
metodo, non perché essa sia meno suscettibile di trarne profitto, ma
forse perché le menti dei geometri, attratte dalle quistioni nuove,
che si presentavano in seguito allo straordinario sviluppo della Geo-
metria superiore negli ultimi cinquant’anni, hanno trovato maggiore
soddisfazione nella ricerca di nuove scoperte, anzicheé nello studio
di perfezionare le antiche ; e forse anche perche le vecchie tradizioni
e la consuetudine di oltre venti secoll erano di ostacolo ad una tra-
sformazione radicale dei metodi d'insegnamento. Ma non & per questo
meno certa T'utilita del metodo in quistione anche per la Geometria
elementare. Fra le figure del piano e quelle dello spazio esistono
molte ed importanti analogie, che non si possono giustamente ap-
prezzare, tenendo separato lo studio del piano da quello dello spazio.
Per esempio & evidente che la maggior parte delle proprieta degli
angoli e dei diedri, dei poligoni e degli angoloidi, del circolo e della
sfera sono somigliantissime, e, se si studiano separatamente, obbli-
gano a ripetizioni inutili. E pure facile a vedersi che. come certi
problemi relativi alla vetta sono difficili, e talvolta impossibili a
risolversi, volendo fare uso soltanto di elementi della retta stessa,
mentre Invece riescono facilissimi, quando si faccia uso di altri ele-
menti di un piano nel quale giace la retta, cosi molti problemi rela-

¢

(') BELLAYITIS - Saggio di Geomelria derivata - CHasLEs, Apercu historigue sur Vorigine et
le développement de méthodes en (Gdomdtrie. Bruxelles, 1837. CreMona, Prefazione della Geometria
Proiettiva, dove si legge: * I'esperienza mi bha insegnato, ed altri lo aveva gia osservato, che Je
"' considerazioni stereometriche suggeriscono hene spesso il modo di rendere intuitivo cid che in
** Geometria piana sarebbe complicato ¢ di malagevole dimostrazione; di pii esse acviscono I’in-
* telletto, ecc.... ,,
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tivi ad un piano, difficili, o impossibili a risolversi, quando ci limi-
tiamo alle considerazioni di soli elementi del piano stesso, possono
riuscire facili per mezzo della considerazione di altri elementi dello
spazio.

Tutto civ & stato osservato da altri; infatti fin dal 1844 il
Brestschneider (*) pubblicd un trattato, nel quale aveva soppresso la
separazione della Geometria piana dalla solida; e gia da anni questa
separazione & soppressa nelle scuole danesi, nelle quali & molto usato
il trattatello dello Steen. (*) Finalmente il De-Paolis, () & con minor
fortuna dopo di lui I'Andriani, () hanno tentato d’introdurre questo
metodo anche in Italia.

Col nostro libro dunque non abbiamo preteso di fare una novita.
La novith consiste soltanto nel fatto di aver messa in pratica per
I'insegnamento in uno dei pitt importanti istituti del Regno, un’idea
che, a causa dei Programmi troppi restrittivi del Ministero dell’l-
struzione Pubblica, mon ha ancora potuto essere attuata nei nostri
Licei ed Istituti tecnici. Una novita consiste anche in questo, che.
avendo reso la fusione della Geometria piana colla solida piu stretta
e piul intima di quel che era stata resa prima, siamo riusciti a ren-
dere indipendenti dalle teorie delle proporzioni e delle misure molte
quistioni, che prima sembravano dipendenti necessariamente da esse.

Fra i varii esempi citeremo i teoremi dei §§ 143 e 144 ei Ca-
pitoli dell’'Omotetia e dei Sistemi di circol e di sfere. Quest'ultimo
Capitolo specialmente permette di rendere indipendenti dalle teorie
delle misure e anche dell’equivalenza le dimostrazioni di molti teo-
remi e le risoluzioni di molti problemi come sarebbero quelli indicati
negli esercizi dal 410 al 420, 440 e 441, dal 476 al 483, ecc.

Quanto alla distribuzione delle materie, abbiamo adottato nelle
linee generali quella scelta dal De-Paolis, che ci sembra la piil ra-
zionale; vale a dire nei primi tre Libri abbiamo studiate le pro-

() C. A. BRETSCHNEIDER, Lehrgebaude der niederen Geomelrie fiir den Unterricht an gyni
nasien und hoheren Realschulen. Jena, 1844,

{*) A. STEEx, COversigt over Hovedformerne i Rummel som Inledning til Geomelrien. Anden
Udgave. Kjobenhavn, 1868.

(%) De Paoris (loc. cit.)

(%) AxpR1aN1, Elernenti di Geometria Euclidea, Napoli, 18%7.



X11 ' PREFAZIONE.

prieta di posizione e di figura delle grandezze, derivanti dal -concetto
fondamentale dell’eguaglianza: nel quarto Libro abbiamo esposta la
teoria delle grandezze equivalenti, e finalmente nel quinto Libro la
teoria delle grandezze proporzionali e delle misure.

A proposito del quinto Libro qualcuno forse osservera, che in
esso, facendo dipendere la teoria delle proporzioni di grandezze
dalla teoria delle proporzioni numeriche, non siamo stati fedeli ad
uno dei principii, ai quali abbiamo voluto Informare il nostro libro,
il principio cioe, che le proprieta geometriche non devono aver
bisogno del soccorso dell’Aritmetica. Appigliandoci dopo matura
riflessione a questa via, abbiamo avuto la persuasione di non esserci
messi cosl in contradizione con noi stessi. Noj crediamo che in Ma-
tematica non si possa dire di conoscere bene una verita, se non
sl & giunti a scoprire ed intendere il significato intrinseco della
medesima, e che percid nell’insegnamento si debba avere sempre in
mira di esporre le cose nel modo che riesca meglio a rivelare
la loro essenza intima.

Per questa ragione ¢ universalmente riconosciuto per dannoso
ed erroneo dal punto di vista didattico il dimostrare le proprieta
relative alla posizione e alla equivalenza delle figure per mezzo di
considerazioni aritmetiche, perche, adoperando in tal guisa il con-
cetto di numero, completamente estraneo ad esse, si fa perdere di
vista e dimenticare il loro vero significato; e a noi sembra che la
medesima ragione debba far ritenere come altrettanto dannoso ed
erroneo il voler nascondere sotto veste geometrica una serie di ve-
rita, che dipendono essenzialmente dal concetto di numero.

Una proporzione, qualunque sia l'aspetto sotto il quale viene
considerata, esprime in sostanza che il risultato del confronto fra
due grandezze omogenee, fatto secondo una certa legge, ¢ eguale
a quello del confronto fra altre due grandezze pure omogenee,
fatto secondo la stessa legge. Questi risultati, considerati in se,
possono essere espressi completamente e chiaramente soltanto per
mezzo dell'idea di rapporto, che innegabilmente non puo andare
disgiunta da quella di numero. Trattando le proporzioni col metodo
Euclideo per mezzo degli equimultipli, si & obbligati a rinunziare



PREFAZIONE. XII1

alla idea esatta di rapporto, che e il fondamento, I'essenza della cosa,
¢ a definire soltanto in modo contorto e laborioso l'eguaglianza di
due rapporti. Con cio si schiva, & vero, di ricorrere esplicitamente
all’idea di numero reale nel significato pit generale della parola,
pur dovendo in ogni modo presupporre la nozione di numero intero;
ma anche il fatto della nostra mente, per il quale giungiamo ad in-
tendere l'eguaglianza di due rapporti secondo Euclide, non ¢ esso
del medesimo ordine delle astrazioni, che deve fare la nostra mente
sulle grandezze in genere per afferrare 1'idea di numero? Se I'in-
sufficienza dei mezzi obbligava il padre della Geometria a nascon-
dere cosi il concetto di numero, in una quistione che dipende essen-
zialmente da questo concetto, perche dobbiamo continuare a fare lo
stesso oggi che tale insufficienza di mezzi non esiste piu, affaticando
senza frutto la mente dei giovani?

11 faticoso lavoro intellettuale, al quale sono obbligate le menti
dei giovani dallo studio delle proporzioni fatte col metodo degli
equimultipli, sarebbe ancora in qualche modo giustificabile, se in un
corso completo di Geometria elementare ci si potesse limitare a
considerare i rapporti soltanto dal punto di vista della loro egua-
glianza; ma non lo &, se si pensa che lo studio dei rapporti, consi-
derati in sé stessi, ed il modo di determinarli costituiscono uno degh
scopi precipui della Geometria elementare; e che un trattato di questa
scienza non potrebbe dirsi completo, se non contenesse, come coro-
namento dell’edifizio, la teoria della misura, che € un caso partico-
lare di quella dei rapporti. Poiché dunque la teoria delle proporzioni
non & che una parte della teoria dei rapporti, che essa studia sol-
tanto dal punto di vista della loro eguaglianza, ed e utile prmci-
palmente come avviamento alla teoria delle misure, poiche I'idea
numerica di rapporto deve in ogni modo esser stabilita, non troviameo
nessuna buona ragione per far precedere la definizione di egnaglianza
di rapporti a quella di rapporto, aumentando cosi inutilmente le dif-
ficolta e¢ diminuendo molto la chiarezza.

Queste ed altre simili considerazioni, ¢ I'aver noi trasportate
nella teoria dell’equivalenza tutti i teoremi, che si potevano far di-
pendere da essa, non restando cosi che un niumero molto ristretto
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di verita dipendenti dalla teoria delle proporzioni, ¢i hanno indotto
a introdurre fino dal principio del 5° libro il concetto di rapporto di
grandezze e con esso I'idea di numero, che in ogni modo avremmo
dovuto stabilire poco dopo per la teoria della misura, e poi a stu-
diare le proporzioni come eguaglianze numeriche.

11 Capitolo delle misure ed il seguente servono da ultimo a mo-
strare 1l vantaggio, che si ricava dall'uso simultaneo dell’Algebra
e della Geometria, purche l'una non invada il campo dell’altra, ma
ambedue sieno adoperate opportunamente per aiutarsi a vicenda.

Nell'esposizione abbiamo procurato sempre di essere brevi ed
insieme facili e chiari, purché la facilita e la chiarezza non fosse
a scapito del rigore scientifico. L’ insegnamento delle matematiche,
oltre allo scopo diretto e immediato di fare apprendere un certo nu-
mero di nozioni, che trovano la loro pratica applicazione in molti
usi della vita, ha anche I'altro indiretto e mediato, importante quanto
11 primo, e forse piu, di abituare i giovani a ragionare dirittamente,
di guisa che la scuola di matematiche deve anche essere una scuola
pratica di logica; percid crediamo molto dannosi quei libri, che, pro-
ponendosi unicamente di essere ad ogni costo facili e intelligibili
da tutti, abituano la gioventi a ragionare stortamente, e & non ap-
prezzare lo studio, che in ragione della utilith immediata che se
ne ricava. D’altra parte crediamo che si debba diffidare di quel libri,
che non obbligano a pensare; di quei libri che pretendono sostituirsi
in tutto e per tutto all’insegnante, rendendo il suo ufficio poco su-
periore a quello di una macchina. Destinando questo libro all’in-
segnamento, noi abbiamo contato sul valido aiuto di un insegnante
intelligente e volenteroso, che possa togliere i dubbi e le difficolta,
e splegare a viva voce quei passaggi, che non potrebbero spiegarsi
per disteso in iscritto senza soverchia prolissiti.

Ci riterremo ben compensati delle fatiche, che c¢i costd questo
lavoro, se esso varra ad invogliare gli insegnanti delle scuole se-
condarie ad adottare la fusione della Geometria piana colla solida
nei Licei e negli Istituti tecnici, nei quali, oltre che per le ragioni
generali dette sopra, sarebbe consigliata dal coordinamento, che do-
vrebbe esistere fra i varii insegnamenti. B infatti per esempio assurdo
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che i giovani del Liceo arrivino al terzo anno senza avere nessuna
nozione di Greometria solida, mentre assai prima il professore di
Fisica e quello di Scienze Naturali hanno bisogno di presupporre
tali nozioni specialmente nella Cosmografia e nella Cristallografia.

Notiamo da ultimo che alcuni capitoli, come quelli dei Sistemi
di circoli e sfere, dell’Omotetia, della Geometria sulla sfera, delle
Applicazioni dell’Algebra alla (reometria, possono essere omessi senza
difficolta.

La copiosa raccolta di esercizi, messa alla fine di ogni libro, per-
mettera all’insegnante di fare applicare ai giovani le cose appresc.

Per cid che riguarda la parte tipografica noteremo che le figure
sono state tutte appositamente incise, e che dobbiamo esser grati
all’editore R. Giusti per le cure che si & dato, affinche I'edizione
riuscisse piu corretta che fosse possibile.

Livorxo, Marzo, 1891.

Grorio Lazzer:
AnserMo BASSANI
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f. Per studiare un dato soggetto si cerca di ricavare tutte le
verita relative al medesimo, le une come conseguenze delle altre,
in modo che partendo da verita fondamentali. delle quali siamo in
¢qualche modo convinti, si gilunga a mano a mano a scoprire nuove
verita.

Tutte le verita, relative ad un dato soggetto s1 chiamano le sue
proprietd; ed un complesso hene ordinato di tutte queste proprieta
costituisce la serenza di quel soggetto.

L’enunciato delle proprieta necessarie e sufficienti a caratteriz-
zare una cosa, cioe a distinguerla da ogni altra. costituisce la de-
finizione di essa. Tutte le altre proprieta della cosa considerata de-
vono allora essere conseguenza della definizione.

Naturalmente non si puo definire una cosa. se non ne e gia
nota in qualche modo I'esistenza, o se l'esistenza di essa non e con-
seguenza delle proprieta scelte per definizione, quando queste sta-
hiliscano delle relazioni fra essa e altre cose gia note.-— Ne segue
che nello stabilire 1 fondamenti di una scienza non e possibile de-
finire tutte le cose, e non si pud fare a meno di ammettere come note
certe idee, certi concetti, che chiameremo primordiali.

Tutte le verita che concorrono a formare una Scienza. sono
enunciate per mezzo di proposizioni, e s1 distinguono n assiomi, po-
stulati e teoremi. — Diciamo assiomi quelle verita che sono evident:
d1 per se stesse; postuluti, quelle che sono ammesse per comune con-

{*) Per la pin perfetta intelligenza di queste nozioni sard ogpanuno‘ che, per la massima
parte, esse sieno esposte non al principio, ma a poco alla volta durante il corso di Geometria,
quando le veriti geometriche offrano 'occasione di corredarle di esempi opportuni.

Lazzerr ¥ Bassaxi. Elementi di Geomelria — 1
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senso, ¢ che enunciano quelle proprieta che abbiamo chiamate pri-
mordiali; teoremi, quelle che per mezzo di ragionamenti si ricavano-
come conseguenza logica di altre proprieta conosciute.

Le proposizioni, che si ricavano come conseguenza immediata di
definizioni. o di una o piu altre proposizioni. s1 dicono corollari di
queste.

Ogni scienza posa sugli assiomi e sui postulati, la scelta de” quali
¢ in gran parte arbitrana.

Se gli enti, che c¢i proponiamo di studiare, sono puramente ideali,
i postulati dovranno soddisfare soltanto alle condizioni di non esser
contradditori agli assiomi e fra loro, e di essere affatto indipendenti
gli uni dagli altri; poiche, se qualcuno di essi potesse ricavarsi come
conseguenza dei rimanenti, esso sarebbe un teorema e non un po-
stulato. Tutte le conseguenze, che noi potremo ricavare col ragio-
namento, costituiranno una scienza logicamente esatta. Se perd la
scienza in quistione ha per oggetto degli enti veri e reali. 1 postu-
lati, che si scelgono. devono essere conformi a ¢io che 'osservazione
ci mostra essere verificato in tali enti. ed allora le conseguenze, che
se ne ricaveranno. costituiranno una scienza non soltanto logica-
mente. ma anche praticamente esatta.

2. [n ogni proposizione si trova il soggetto di cui si tratta; I ipo-
tesi o supposizione che si fa sul soggetto; la tesi o conclusione, che
negli assiomi e nei postulati si ammette. e nei teoremi si ricava
come conseguenza della ipotesi.

11 ragionamento, per mezzo del quale si ricava la tesi come con-
seguenza dell ipotesi, dicesi dimostrazione del teorema.

Dall’enunciato di una proposizione =i possono ricavare altri tre
enunciati: 1¢ scambiando tra loro la ipotesi e la tesi; 2° sostituendo
alla ipotesi ed alla tesi le loro contradditorie: 3° sostituendo alla
ipotesi la contradditoria della tesi ed alla tesi la contradditoria della
ipotesi. Le tre proposizioni cosi ottenute si chiamano rispettivamente
inversa. contrarvia ed inversa della contraria (o contraria dell’ inversa)
della primitiva.

Una proposizione qualunque pud ridursi alla forma seguente:

«) Se il sogyetto S ha la proprieti 1. esso hu pure la proprieta T:
ed allora le proposizioni inversa, contraria e inversa della contraria
s0no

b) Se il soggetto S ha la proprieta T. ha pure la proprieta L.

¢ Se il soggetto S non ha la proprieta 1. non ha neppure la pro-
prieta T, _

d) Se il soggetto S non ha la proprieta T, non ha neppure la pro-
prieta 1.

Si noti che se prendiamo per proposizione

primitiva 4), I'inversa ¢ «), la contraria d). I'inversa della contraria c)
. c) - d), ; a). . . - b)
Y ; eh . b). . - ., a
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Supponendo che una delle proposizioni «) 4) ¢) d) sia vera, non
tutte le rimanenti sono necessariamente vere; pero esiste fra esse
la seguente importante relazione, detta legge delle inverse:

1. Dimostrato un teorema, anche U inverse del contrario ¢ neces-
sariamente vero.

20 Dimostrato un teovema ed il suo ineerso (o contrarie), anche il
contrario (o Uinverso) e U inverso del contrario sono necessariamente vert,

1¢, Infatti, supponendo dimostrato per es. il teorema a), anche il
teorema d) ¢ vero, perche, se cido non fosse, si dovrebbe ammettere
che 11 soggetto S, non avendo la proprieta T, avesse tuttavia la pro-
prieta 1, ¢id che e in contraddizione col teorema «). vero per ipotesi.

20, La seconda parte della proposizione non e che una conse-
guenza immediata della prima, perche, se dei quattro teoremi «)d) ¢) d)
st considerano due qualunque inversi, o contrari. fra loro, 1 due rima-
nenti sono rispettivamente gli inversi dei contrari dei precedenti.

Se due proposizioni. una inversa dall’altra. sono ambedue vere,
s1 dicono reciproche,

8. Usservando il tipo di due teoremi inversi. uno dell altro, s1
vede che. quando sono veri ambedue. il primo afferma che basta (é
sufficiente) che sia verificata la proprieta I (ipofesi), perche sia vera
anche la proprieta T (fesi). L' inverso pol afferma che ge ¢ verificata
la proprieta T (tesi), deve essere verificata necessariamente anche la
proprieta 1 fipotesi). Dunque questi due teoremi si potranno riunire
in un solo enunciato dicendo:

La condizione necessaria e sufficiente, affinche sia verificata la
proprieta T (o la 1), ¢ che sia verificata Ta propricia 1o Tu T).

Viceversa per dimostrare una proposizione enunciata sotto que-
sta forma, bisogna sempre dimostrare due teoremi. 'uno inverso del-
l'altro; oppure, per la legge delle inverse suddimostrata. I'uno con-
trario dell’altro.

4. Un altro principio generale, ¢ del quale faremo grandissimo uso
per la dimostrazione delle proposizioni inverse. ¢ dato dall'enunciato
che segue. conosciuto col nome di 22 legge delle inverse:

Se relaticamente ud un date sogqetto si sono fatte tutte le ipotesi
possibili, e se ne sono dedotte rispettivamente delle tesi che non possono
sussistere insieme, tutti i teoremi inversi del precedenti sone veri.

Infatti ammettiamo che siano I, . 1,, 1,. ...1, tutte le ipotesi
possibili relative ad un dato soggetto, e T,. T,. T,, ...T: le cor-
rispondenti tesi. Se nella serie dei teoremi inversi supponiamo per
es. che a T,, presa come ipotesi, non corrisponda la tesi I,, ne viene
che all'ipotesi T, corrispondera un’altra tesi, che dovra essere una
delle I precedentemente considerate, le quali sono le sole possibili,

er es. I, Ma I, porta con se la tesi T,, dunque T, ¢ T, sussistereh-
ero insieme, contro 1'ipotesi fatta.
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5. Si chiama problema una quistione, nella quale si suppongono
conosciute alcune cose (i dati) e si cerca di conoscere altre cose (le
soluziont o le incognite), le quali abbiano con le prime alcune relazioni
assegnate. .

Le operazioni e¢ 1 ragionamenti. per mezzo dei quali si giunge
a trovare le cose cercate, costituiscono la risoluzione del problema.
Nel risolvere i problemi possono presentarsi tre casi: 1° che vi

sia una sola od un numero finito di soluzioni; 2° che ve ne siano

infinite; 3° che non ve ne sia alcuna. Nel primo caso il problema
si dice deferminato, nel secondo indeterminato e nel terzo impossibile.

La risoluzione di un problema consta di tre parti: 1° la costru-
zione, mediante la quale si ottengono le soluzioni del problema; 2° la
dimostrazione di questa costruzione; 3° la discussione, che studia se,
ed 1n quali casi, 11 problema e determinato, o indeterminato, o im-
possibile.

Due problemi, che ammettono lo stesso numero di soluzioni, si
dicono inversi o reciproci, quando esiste tra essi una tale dipendenza,
che dalle soluzioni di uno si possano ricavare tutte le soluzioni del-
I'altro, e viceversa.

6. In generale esistono tre metodi distinti per mezzo dei quali si
puo arrivare sia alla scoperta di un teorema, o risoluzione di un
problema, sia alla dimostrazione di una proposizione enunciata; e
questi sono: (%)

1°. Analisi. — 11 metodo, che si chiama analitico, per la dimo-
strazione di un teorema consiste nel trovare una serie di proposi-
zioni successive e tali, che, a partire da quella che si vuol dimostrare,
ciascuna di esse sia una conseguenza necessaria di quella che la segue.
finche si giunga ad una proposizione conosciuta; d'onde deriva che
la proposizione proposta ¢ una conseguenza dell’ultima, e quindi dalla
verita di questa discende naturalmente la dimostrazione di quella.

Ma la scelta delle successive proposizioni, che compongono la
serie surriferita, e evidentemente arbitraria; di maniera che puo ac-
cadere che essa sia prolungata soverchiamente, o anche sia prolungata
indefinitamente, senza mai giungere a trovare una proposizione co-
nosciuta, secondo la maggiore o minore attitudine di colui, che ne
tenta la dimostrazione.

E importante notare che, siccome di due proposizioni reciproche
tanto vale considerare la prima come conseguenza della seconda,
quanto la seconda della prima, cosi, se questa reciprocita ha luogo
per tutte le proposizioni successive della serie considerata, si puo
dire che il metodo analitico consiste nello stabilire una serie di pro-
posizioni reciproche successive tali che, a partire da quella che si
vuol dimostrare. la seconda si deduca dalla prima, la terza dalla
seconda, e cosl di seguito, finche si giunga ad una proposizione ri-
conosciuta vera.

——

(*) Drnaver, Des Méthodes dans les sciences de raisonnement; Chap V, VI
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II metodo analitico, per la risoluzione di un problema. consiste
nel trovare un secondo problema, che sia conseguenza del primo,
o viceversa, pol un terzo conseguenza del secondo. o viceversa, ¢
cost di seguito fino a giungere ad un problema che si sa risolvere.
Allora, se tutti i problemi, ai quali si riconduce successivamente il
proposto, sono tali, che due successivi qualunque sieno reciproci, le
soluzioni del problema proposto, e di uno qualunque degli altri della
serie, sono_completamente 1dentiche. Invece, se la serie di problemi
forniti dalla ricerca ¢ tale, che ciascuno di essi sia semplicemente
una conseguenza di quello che segue, tutte le soluzioni di un qua-
lunque };rcrblema della serie forniscono necessariamente delle solu-
zioni del problema proposto. ma pud darsi che se ne perdano alcune.
Infine se la serie dei problemi & tale, che ciascuno di essi sia una
semplice conseguenza del precedente. le soluzioni di un problema

ualunque della serie forniscono tutte quelle del proposto, ma puo
darsi che se ne trovino delle estranee.

20, Sintesi, — Il metodo sinfetico, per la dimostrazione di un teo-
rema, consiste nel partire da una proposizione gih stahilita e de-
durne una seconda, da questa una terza. e cosi d1 seguito, finche si
giunga al teorema proposto, che allora rimane dimostrato.

Da gui si vede che, conoscendo una dimostrazione analitica di
un teorema. se ne puo avere una sintetica invertendo J'ordine delle
proposizioni,

Il metodo sintetico. per la risoluzione di un problema, consiste
nel partire da un primo problema. ¢ dedurre dalla sua risoluzione
quella di un secondo, da questa quella di un terzo. ¢ cost di se-
guito. finche si arrivi alla risoluzione del problema proposto.

In generale. quando si tratta di comunicare ad altri la dimo-
strazione gia nota di un teorema. o la risoluzione pure gia nota di
un problema. ¢ preferibile il metodo sintetico. poiche =i sa gia da
quale proposizione o problema bisogna partire. ¢ quali se ne deb-
bono ricavare successivamente per arrivare al proposto: ma se si
tratta di cercare una dimostrazione d'un teorema enunciato, o di
scoprire la risoluzione di un problema. & preferibile il metodo ana-
litico, 1l quale oftre il vantaggio di un punto di partenza sicuro. che
e 1l feorema o problema proposto. Non intendiamo dire con questo
che in ogni caso si debba adoperare sempre o il metodo analitico
o il sintetico separatamente. convenendo meglio aleune volte. ser-
virsi del due metodi insieme.

3°. Riduzione all’assurdo. — Due proposizioni. di cui ciascuna e
la semplice negazione dell’altra. si dicono contradditorie; e, per con-
seguenza, dalla verita di una di esse deriva la falsita dell altra, e
viceversa. Si ricava_da cid_un metodo indiretto per dimostrare la
verita di una proporizione, il quale consiste nel dimostrare falsa la
proposizione contradditoria. Questo metodo. tanto adoperato dagl
antichi e cosi utile, specialmente nella dimostrazione (l{*ﬁ{- proprieti
reciproche, si chiama »iduzione all’ ussurdo.






LIBRO PRIMO

CAPITOLO 1

Le figure geometriche. — Retta e piano.

1. Tutti gh oggetti che cadono sotto 1 nostrn sensi. ¢ che indi-
chiamo colla parola generica corpi, godono di moltissime proprieta.
che dipendono dalla sostanza di cwi son fatti, come il peso, il colore,
la durezza ecc.

Prescindendo da tutte queste proprieta. essi 1 fanmo acquistare
I'idea dello spazio, del quale essi occupano una parte. Questa pro-
prieta dei corpi. di occupare una parte dello spazio, =i cliama esfes-
sione. Nol non sappiamo definire lo spazio, ma. fin dove giunge la
nostra esperienza, lo riconosciamo formato egualmente in tutte le
sue parti, senza interruzioni ¢ senza limiti.

Considerando un corpo, si acquista facilmente I'idea di un ente,
che non e un corpo, ma che separa 1l corpo dal rimanente spazio: op-
pure, imaginando di spezzare un corpo, I'idea di un ente. che non e un
corpo, ina che separa le due parti del medesimo: e chiamiamo superficie
un tale ente. Dividendo un corpo in due parti. i puo pensare che
anche la sua superficie resti divisa in due partl. ed acquistiamo cosi
I'idea di un ente, detto linea, che non e ne un corpo. ne una superficie.
ma separa due parti di una superficie. Similmente, imaginando di-
visa una linea. acquistiamo I'idea di un ente, diverso dai precedenti.
detto punto, il quale separa due parti consecutive di una linea.
Inoltre, osservando che possiamo 1maginare diviso un corpo, una
superficie, una linea in infimiti modi. ¢1 persuadiamo che un corpo
contiene infinite superficie, che una superticie contiene infinite linee,
¢ una linea infinit1 punti.
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. Partendo da queste idee, stabiliremo 1 concetti astratti di spazio,
di corpo, di superficie. di linea ¢ di punto geometrico mediante il
seguente

PostrLato 1.

1v. LEsiste un ente, detto spazio. che ¢ continne, omogeneo, illimi-
tato, ¢ parti di esso. che si dicono corpi geometrici o solidi.

. Existono enti, che non sono corpi, detti superficie. i quali di-
vidono in parti lo spazio, o i corpi. Esse ammettono parti.

3o, FExistono entt distinti dai precedenti, detti linee. ehe dividono
i parti le superficie. Esse ammettono paiti.

4o, Esistono enti privi di parvti, distinti da tutti i precedenti, detti
punti, che dividono in parti le linee.

9% Lo spazio contiene infiuiti corpi, wn corpo contiene infinite su-
perficie, wnea superficic contiene infinite liee od una linea infiniti punti.

#. Definizioni. — 1% Una superficie dicesi completa, se basta da sola a se-
parare una parte dello spazio da tutto lo spazio rimanente; nel caso contrario
dicesi incompleta.

2%, Una linea dicesi completa, se basta da sola a separare una parte di una
superficie completa dal rimanente della superficie; nel caso contrario dicesi in-
completa.

Dalle date definizioni risulta che le supertficie ¢ le linee com-
plete non hanno limiti. mentre la superficie ¢ le linee incomplete sono
necessariamente limitate da linee e da punti rispettivamente,

3*. Un punto, non appartenente ai limiti di una linea, di una superficie v
di un corpo. dicesi inferno od esterno ad essi, secondo che &, o non &, contenuto
in essi.

— Una linea, 1 punti della gquale non appartengono tutti ai limiti di una
superficie o di un corpo, si dice inferna alla superficie od al corpo, se non ha
nessun punto esterno ad essi, esterna se non ha nessun punto interno ad essi.

— Una superficie, i punti della quale non appartengono tutti ai limiti di
un corpo, dicesi inferna a questo, se non ha nessun punto esterno ad esso, esterna
se non ha nessun punto interno ad esso.

— Una superficie, una linea, un punto interni ad un corpo, o ad una su-
perficie, o ad una linea si dicono anche compresi fra i loro limiti.

4*. 1 corpi, le superficie, le linee, i punti si chiamano enti geometrici; un
insieme di questi dicesi figura geometrica, o semplicemente figura.
5% La Geometria @ la Scienza, che studia le figure ¢ le loro proprieta.

8. L'esperienza ¢ insegna che 1 corpi reali possono essere portati,
in tempi successivi, ad occupare posizioni differenti nello spazio, senza
che si alterino le mutue relazioni esistenti fra gli enti, che i com-
pongono: siamo quindi indotti ad ammettere per gli enti geometrici
1 seguenti postulati:
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Postrrato 11

In tutto lo spazio ¢ possibie il movinento di wna figura, vestando
fissi due, uno, o wessuno dei swoi puntt.

Definizioni. — 1° Dicesi rotazione il movimento di una figura, quando re-
stano fissi due o uno dei suoi punti, e dicesi traslazione, o trasporto guando
nessun punto della figura rimane fisso.

94 Si dice che una figura scorre su sé stessa, quando si muove in modo che
ogni suo punto non cessi di appartenere alla figura stessa nella sua posizione
iniziale.

PostrraTto 111

10, Un punto, che si muove nello spazio, percorve wna lined.

20, Una linea, che si muore nello spazio, o scorve su se stesso, o
percorre una superficie.

3o, Una superficie, che si muove nello spazio, o scorre su st stessu,
o percoirre un solido,

4. Definizioni. — 1% Si dice che due figure coineidono, quando ogni punto di

una gualunque di esse appartiene anche all'altra. ()
22, Due figure si dicono egrali, quando ¢ possibile portarle a coincidere.

L'eguaglianza in geometria si csprime col segno =,

Corollario. Thie ﬁym'f -""{_.“Hrr."r' add wia terzo sono r’_-'jm(rff' fro Toro,

Infatti. quando si portano le due prime figure a coincidere con
la terza. esse coincidono certamente tra loro.

5. Definizioni. — 1° Un ente geometrico (o figura) si dice indiriduato da una
o pii condizioni, quando esiste uno ed un solo ente (o figura), che soddisfa a
Gueste.

92 Due classi di enti diconsi in corrizpondenza wnivoca, quando ogni ente
della prima classe individua uno ed un solo ente della seconda, e viceversa.

6. Definizioni, — 1%, Due linee complete di una superficie, aventi un punto
comune, si tagliano in esso. quando un punto, mobile su una di tali linee, puo

{*) Insistiamo nel far rotare che i corpi reometrici sone enti ideali ben distinti dai corpi
reali. Nei primi non si tien conto delle proprieta fisiche, e si puu quindi supporre che no corpo
seometrico occupi tutto, o in parte, lo spazio occupato contemporaneamente da un altro : mentre
tale sovrapposizione non ¢ ammissilile pei corpi reali, a causa della loro im enetrabilita. Per la
stessa ragione le superficie, le linee, i punti non si possano costruire materialmente isolati, quan-
tunque possiamo colla fantasia rappresentarll isolau dinanzi atla mente. Un f glio, un filo, un

gno di lapis o di penna, anche sottilissimi, son sempre corpi e non superficie o linee. Tuttavia,
allo scopo di rendere piu facile lo studio della Geometria, si sogliono rappresentare con tali ar-
\ifizi gli enti geemetrici immateriali per dare in qualche maniera un'idea del modo di com ortarsi
e della forma dei medesimi; ma con questo. lo ripetiamo, non s'intenda di dire che un filo, o un
tratto di penna, sia una linea, né¢ un foglio una superficie.
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andare dall’'una all’altra delle parti della superficie separate dalla seconda linea,
passando per quel punto.

2s, Ul:m lines, avente un punto comune con una superficie completa, ¢ ¢a-
gliata da questa nel punto comune, quando un punto, mobile sulla linea, puo
andare dall'una all’altra delle parti dello spazio separato dalla superficie, pas-
sando per quel punto.

3%, Due superficie complete, aventi una linea comune, si tagliano 1n essa,
quando un punto, mobile sopra una di tali superficie, pud andare dall’una all’aléra
delle parti dello spazio separate dalla seconda superficie, passando per un punto
qualunque della linea comune.

Se nello spazio, o in un corpo, imaginiamo due superficie, cia-
scuna delle quali lo divide in parti, I'esperienza c’insegna che, se le
due superficie non si tagliano. ciascuna di esse suddivide soltanto
la parte dello spazio, o del corpo, nella quale essa e contenuta. Se

oi le due superficie si tagliano, ciascuna di esse suddivide am-

Eedue le parti, in cui lo spazio, o il corpo, e diviso dall’altra: e le
parti provenienti dalle due divisioni, considerate insieme, sono le
stesse, qualunque sia la divisione, che s'imagini fatta per prima.

Considerazioni simili si possono ripetere per due linee, ciascuna
delle quali divida una superficie in parti, o per due gruppi di punti,
clascuno dei quali divida in parti una linea.

Ammetteremo anche questo fatto, suggeritoci dall’esperienza,
per le superficie, linee e gruppi di punti geometrici, enunciandolo
col seguente :

PosturaTto IV,

1v. Se due superficie, che si tagliano lungo una linea, dividono ri-
spetticamente in parti lo spazio, od un corpo, ognuna delle parti dello
spazio, o del corpo, determinate da una delle due superficie, ¢ suddivisa
rf:ﬂie parti dellaltra superficie in essa contenute.

2o, Se due linee, -::ﬁ: st tagliano in wno o pile punti, dividono ri-
spettivamente in pamiti una superficie, ognuna delle parti di su erficie,
rﬁterminatg da una delle due linee, ¢ suddivisa dalle parti r/gf'f’affﬂ:
linea in essa contenute.

3°. Se due gruppi di punti dividono vispettivamente in parti une
linea, ognuna delle parti di linea determinate da uno dei due gruppi
¢ suddivisa dai punti dell'altro gruppo in essc contenuti.

4. Le parti, in cui lo spazio, o un corpo, 0 una superficie, o una
linea, resta divisa per mezzo di due divisioni successive, sono sempre
le stesse, qualunque sia la divisione che si esequisce per prima,

%. La prima linea e la prima superficie che, in generale, si so-
gliono studiare in Geometria sono la linea retta e il piano, 1'idea
el quali ¢i & data rispettivamente dal filo a piombo, dalla super-
ficie delle acque stagnanti ece. ecc. _
Nel seguito indicheremo le rette con lettere minuscole, i punti

con lettere maiuscole e i piani con lettere greche minuscole,

S S
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La linea retta ed il piano non si_possono definire senza la co-
noscenza di altre linee e superficie, e si sogliono introdurre mediante
postulati. Noi scegliamo 1 seguenti:

PosturnaTo V.

10, Esiste una linea (che st chiama retta} tale che, quando fa parte
di una figura, la quale roti intorno a due dei suoi punti, essa ed essd
cole resta immobile.
20 La retta ¢ divisa da ciascuno dei swoi punti in due parti.
20 Se una retta rota intorno ad wn suo punto, una qualunque
delle parti, in cui essa ¢ divisa da quel punto, si puo far passarve per
un punto arbitrario dello spazio.

Definizione. — Le parti, in cui una retta resta divisa da uno dei suoi punti, di-
consi semirette, o direzioni opposte fra lovo. Ognuna di esse dicesi 1l prolunga-
mento dell’altra.

Corollari. — 1°. Per due punti dati passa una ed una solu retta,
nssie una retta ¢ individuata da dwe dei suor punti, :

Infatti, ammessa 'esistenza di una retta. facciamola rotare intorno
ad un suo punto finche venga a passare per uno del due punti dati
A (P.V,3°), indi sl faccia rotare attorno ad A, finche venga a pas-
sare per l'altro punto B. Avremo cosi una retta che passa per A
¢ B. Ed @ chiaro che per questi due punti non possono passare altre
rette, perche se ve ne fossero due, avremmo due linee immobili.
guando una figura, che le contiene, rotasse attornoad A e B, e cio e
contradditorio a quanto abbiamo ammesso nel P. V. 1.

b;eﬁl e B sono due punti qualunque di una retta, essa si indica
con AB.

2. Due relte distinte non possono avere piit de un_punto comune.
Infatti se due rette avessero due punti comuni coinciderebbero.

3o, Tutte le rette sono equali.

4o. Le due parti, in cur una rvetta resta divise da uno dei suoi
punti, sono equali; ossia tutte le semirette sono equali,

5°. Per un punto si possono condurre infinite rette,

6°. Una figura é fissa quando sono fissi tre dei suoi punti non 8i-
tuati in linea retta.

Tnfatti, se una figura si muove, restando fissi due dei suo: punti
A, B, resta immobile soltanto la retta AB (P.V, 1"): ma, se, deve
essere fisso anche un terzo punto C fuori della retta AB, tutta Ia
figura deve essere immobile.

S. Posturato VL

Io. Il piano ¢ una superficie indefinita, completa, che cioé divide
lo spazio in Jdue parti,
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2. Contienc interamente ogni retta, che passa per due dei suoi punti,
ed ¢ diviso da ogni sua retta in due parti.

3. Tenendo fissi due dei suoi punti A e B. si puo far rotave il
piano attorno alla retta AB, in modo che una qualungue delle parti, in
cut esso vimane diviso dalla refta, pussi per un punto arbitrario dello
spazio.

Definizione. — Le parti. in cui un piano resta diviso da una sua retta, di-
consl semipiani; ciascuno di essi dicesi il prolungamento dell’altro,

Corollari. — 1, Un piano ed una retta fuori di esso non pos-
sono_arvere pivt di un punto comune,

Infatti. se una retta avesse due punti comuni con un piano,
sarebbe contenuta completamente in esso.

200 Tre piani, che non pussino per una stessa vetta, non possonn
avere piie di wn punto comune,

Infatti. se avessero due punti comuni, dovrebbero contenere tutta
la retta individuata da quei due punti,

S0 Peiwn punto si possono condirre in un prano infinite rette.
Infatti ogni retta. che passi per 1l punto dato e per un altro
punto del piano, giace interamente nel plano.

Postrrato VIIL

100 Due rvette in i piano, che hanno un punto comune, si taglivne
PH ESEG,

20 Una retta, non situata in un picno ed arvente con esso un pitnto
cothitne, ¢ tagliata dal piano medesin.

S0 Due piani, aventi wna yetta comune. si tagliceno i exsa,

Corollari. — 1v. Se due vette situate in un Piano hanno wn punto
comune le due semivette, in cewi una di esse & divisa dol Punto comine,
yiacciono rispettivamente nei due semipiani, in eus il pictho resta diviso
dall altra yetta.

20 Ne due pieni hawno una retta comune, i due SCWIPIani in el
wno di essi ¢ diviso dalla vetta Commune, qiaceiono rispetticamente nelle

dwe partiy in cui lo spazio vesta diviso dell’altyo Pitin,

20. Teorema. — Pev tre punti won situati in linea yotto PASSH sempire
wne ed un solu piano, ossia | tre punti individuano un piano,

Sieno A, B. (' tre punti qualunque dello spazio non situati in linea
retta. Preso un piano dello spazio facciamolo rotare attorno ad una
sua retta. finche venga a passare per A (P. VI.:3), quindi i faccia
rotare attorno ad una sua retta condotta per A, finche venga a pas-




CAP. 1. - FIGURE GEOMETRICHE. 13

sare per Bi e finalmente si faccia rotare attorno alla retta AB,
finché venga a passare per C. Avremo cosl ottenuto un piano, che
passa per 1 tre punti A, B,C. Resta a dimostrare che per 1 punti
suddetti non possono passare altri piani. Supponiamo che per1 tre
unti dati possano passare due piani distinti, che indicheremo con
e lettere «.f. Le rette BC,CA, AB, avendo due punti comuni coi
piani «, 3. giacciono interamente in essi (P. VI 2v). ossia i due
piani 2. 3 hanno in comune tutte le tre rette suddette. Prendiamo
ora un punto qualunque D di uno dei due piani. per es. di 2. non
situato sulle rette BC, CALB. Poiche le rette AC.BC si taghano
A3

-

Fig. 1.

in C (P. VIL 1) potremo prendere sulla CB un punto B situato in
yarte del piano z opposta a quella del punto D rispetto alla AC. Allora
a refta DII):". individuata dai punt1 D. ll-J del piano 2 giace interamente
in esso (P. VL. 2v) e incontra la AC m un punto H (P, VI20) 1
due punti E, H, appartenendo alle rette BU, AC rispettivamente,
sono situati non solo nel piano z, ma anche sul piano 3: allora tutta
la retta EH, e quindi anche il suo punto D, (P. VI, 2v) deve gia-
cere sul piano 3. Resta cosi dimostrato che ogni punto del plano «
giace anche in §.

Nello stesso modo si pud dimostrare. che ogni punto del piano 5
viace in 2. e se ne puo concludere che i due piani z e 3 coincidono.

Corollari. — 1. Una retta ed un punto fuori di essa individuano
it pidno.

Infatti, due punti della retta data « col punto dato A indivi-
duano un piano che contiene la . (P. VI. 2v).

w2 Due rette qrenti un punto comune individuano wn piano.
Infatti. il punto comunec alle due rette date «, 4, insieme con

gluer punti presi ad arbitrio, uno sopra una retta. uno sopra I'altra,
individuano un piano, che contiene per intero le rette «, h.
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Jo. Tutti @ piani sono uguali,

4°. Per una retta si possono condurre infiniti piani.

5% Un piano ¢ diviso da ciascuna sua retta in due parti uguali.
Tutti i semipiani sono uguali.

Se facciamo rotare un piano attorno ad una sua vetta, tinche
una delle parti, in cui resta diviso da quella retta, venga a passare
per un punto dell’altra parte, le due parti coincidono.

Queste due parti di piano si possono fare coincidere anche fa-
cendo scorrere iP pilano su se stesso, tenendo fisso un punto della
retta suddetta. in modo che le due parti in cui la retta resta divisa
da quel punto si scambino fra loro.

11. Tt"l}l'Eﬂlﬂ. — Se due pfrmr'. feceninee 1 commne wn pn”a’u, R
comune una retta che passa per quel punto.

Supponiamo che due piani o, 5 abbiano in comune un punto 0.
Nel piano 3 conduciamo due rette «, b passanti per O. Poiche queste
rette sono taghate dal piano =

/ (P. VIL 2°), potremo prendere un
£A punto A di « e un punto B di 4 si-
4 a/ ! tuati in parti opposte del piano a.

La retta AB,individuata dai punti

A. B. giace nel piano 3, avendo

; TN questl due punti in comune con

« . C - esso (P. V1. 2¢), e deve incontrare

' . il piano « in un punto C (P. VI, 1¢),

o poiche per andare da una parte

: all'altra del piano z bisogna pas-

| - sare per un punto di esso. Il punto

‘\B C e dunque comune ai piani z, 3,

e per conseguenza la retta OC,

avendo i due punti O, C comuni

Fie. 2, con & e con g, giace interamente

) _ nei due piani. Fuori di questa

retta i due piani 2, 3 non possono avere altri punti comuni, poiche,
se ne avessero uno, coinciderebbero (§ 10, Cor. 19).

1%. Quando vorremo far notare che un piano « & individuato da
tre punti A, B, C presi ad arbitrio non in linea retta, oppure da
una retta @ e da un punto A, oppure da due rette @, 4 che s incon-
trano, lo indicheremo con ABC, ovvero A «, ovvero con @ b rispet-
tivamente.

In modo simile indicheremo con « « il punto d’ incontro della retta
« col piano a, con « B la retta comune a due piani z e B, con a8y il
punto comune a tre piani che non passano per una linea retta, ecc.

N AT TN Lo e R ol T, A M 85 6l - e e e
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CAPITOLO II

ER—

Segmenti, angoli e diedri.

13. Definizioni. — 1*. Due punti A, B presi sopra una retta divideno gquesta
retta in tre parti (P. 1V, 3%), delle quali una ¢ limitata dai
due punti e chiamasi segmento, le altre due sono due semi- ﬁ b
rette, e chiamansi 1 prolungamenti del segmento. i Fio. 4.
2. I due punti A, B chiamansi gli estremi o termini del o
segmento, il quale si indica con le due lettere A e B, e dicesi distanza di questi

due punti.

Un punto puo generare il segmento AB andando da un termine
del segmento all’altro. o viceversa.

3%, Due segmenti si dicono eonsecutiri quando hanno soltanto un estremo
in comune. Due segmenti consecutivi e situati sulla medesima retta si dicono

adiacenti,

14. Due rette AB. CD aventi un punto comune O individuano un
piano. Ciascuna di esse divide il piano in due ;-

parti (P.VI, 2¢), ognuna delle quali e suddi- g S~ ' /.-/T_‘)
visa in due parti dall altra retta (P. VIIL. 1° S

P. IV 2¢). Ciascuna delle quattro parti, in cui e \\

il piano e diviso dalle due rette AB. (D e 7 ~
separata dal rimanente del piano per mezzo o P i 8

di due semirette. In altre parole il piano e _
diviso in due parti da due sue semirette uscenti da un punto.

[
F

.

——1

T

.‘l.

Fic. 5.
Analogamente lo spazio & diviso in due parti da un piano
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(P. VI, 19), ciascuna delle quali & suddivisa in due parti da un altro
1ano avente una retta in comune col primo (P. VII, 3 — P, IV, 1°).
Jgnuna delle quattro parti. in cui lo spazio resta diviso da due piani,

aventi una retta comune, e separato dal rimanente dello spazio me-

diante due semipiani uscenti da una retta; in altre parole. due semi-
piani uscenti da una retta dividono lo spazio in due parti.

Definizioni. — 1*. Chiamasi angolo ciascuna delle due parti, in cui un piano
¢ diviso da due semirette (dette lati) uscenti da un punto (detto vertice).

2%, Chiamasi diedro ciascuna delle due parti, in cui lo spazio resta diviso
da due semipiani (dette facce) uscenti da una medesima retta (detta spigolo o
costola).

PostrLato VIIL

L Unua retta puo scorvere su sé stessa, in modo che un swo punto
quedunque A prenda la posizione di un altro suo punto @ bitrario B,
passando wna, ed una sola volta, per ciascun punto del seqmento AB.

20 Ui piano pud scorrere su sé stesso, in modo che wna sua retta
scorra pure su sé stessa, e che up punto A qualsiasi di questa prenda
la posizione di un altro suo punto qualsiasi B, passando una, ed una
sola volta, per riascun punto del seqmento AB.

3.0 Quando wn piano scorve su sé stesso Wngo wna sia retta, ogni
altro piano che passa per gquesta vetta, ed b collegato invarviabilmente
eol primo, scorve purve su se stesso.

4o, Un piano pui scorrere su sé stesso rotando attorno ad un suo
punto O, in modo che una swa semivettad prenda la posizione di un’altra
semiretta qualsiasi uscente dallo stesso punto, passando wna ed una sola
colta per ogni semivetta uscente da O interna ad uno degli angoli for-
mati dalle semirette a, b,

5.0 Un semipiano o uscente di una retta a pud rotare attorno a
questa retta, in wmodo che venga « prendere la posizione di wun altro
semipiano 3, uscente dalla medesima retta passando wna ed wna sola
colta_per ogni semipiano interno ad wno dei diedri formati dai semi-
piani o, 3.

Definizione. — 3*. Se i lati di un angolo (o facce di un diedro) sono I'uno
il prolungamento dell’altro, I'angolo (o diedro) dicesi piatto ; alirimenti st chiama
convesso I'angolo (o diedro), rispetto al quale i prolungamenti dei lati (o facce)
sono esterni, e I’altro dicesi concaro.

Corollario. — Tutti gli angoli (o diedri) piatti sono equdli.

In ¢i0 che segue per angolo di due semirette (o diedro di due
semipiani), che non sono I'uno il prolungamento dell’altro, intende-
remo sempre 'angolo (o diedro) convesso. a meno che non si avverta
esplicitamente il contrario.
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Un angolo (o diedro) s'indica per mezzo del vertice (o dello
spigolo), oppure, se si hanno piut angoli (o diedri) con lo stesso vertice

(0 spigolo), mediante due lettere poste sui lati (o facc?, in mezzo alle
qua?i si pone la lettera, che indica il vertice (o le due lettere che

indicano lo spigolo).

Definizioni. — 4*. Due angoli (o diedri) si dicono consecutivi, quando hanno
un lato (o faccia) in comune, e giacciono da parti opposte di questo lato (o faceia).

5. Due angoli (o diedri) consecutivi si dicono conseguenti, quando i lati (o
facce), non comuni, sono V'uno il prolungamento dell’altro.

15. I’esperienza ¢’ insegna che, se un segmento A’B’ s1 pud por-
tare a coincidere con un segmento AB, in modo
che Vestremo A’ cada in A e l'estremo B'in B, A B
<i pud anche portare il segmento A’'B"a comci- ,
dere col segmento AB. inmodo che 'estremoA” & B
cada in B e l'estremo B’ cada in A. Fis. 6.
Similmente l'esperienza ¢ insegna che, se
un angolo, o un diedro, si pud portare a coincidere con un altro, in
un dato modo, & anche possibile portarlo a coincidere con quello
<cambiando 1 lati, o le facce.
Noi ammetteremo questi fatti, suggeritici dall’esperienza, e gli
cnunceremo col seguente

PostrraTo IXN.

Un seqmento, un «ngolo, o un diedro, si puo portare a coinci-
dere econ se stesso, scambiandoie gli estremi, @ lati, o {e facce,

Definizione 1*. — Due angoli {0 diedri) si dicono supplementari, quando si
possono far diventare conseguenti.

~ Corollario. — Due angoli (o diedri) supplementari di angoli (o
diedri) equali, sono equali.

_Infatti, portando a coincidere convenientemente (P. IX) due an-
zoli (o diedri) eguali. coincidono pure i rispettivi angoli (o diedri)
conseguentl.

Definizione 24.-— Due angoli (o diedri) diconsi opposti al vertice (od alla costola).
quando i lati (o facce) dell'uno sono i prolungamenti dei lati (o facce) dell’altro.

Corollario. — Due angoli (o diedri) opposti al vertice (od allae
costola) sono equali.

_ Infatti (Fig. 4) due angoli (0 diedri) iﬁ[ﬁf, BOD opposti al ver-
tice sono rispettivamentce supplementari di uno stesso angolo (o

liedro) AOD. e quindi, per il corollario precedente, sono eguali.

Lizzew: E Bassaxy, Elementi di Geomelria — 2
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2 @. Definizioni.— 1°. Dati due o pi1 segmenti A, B, A,B,. A,B,.... A, B, (Fig. 7),
se portiamo il secondo adiacente al primo, il terzo adiacente al secondo, e non

.-l] B]
b—e e
Ax Bg
1_."- B.'-
\L Bn
.-'Lv B" .-'l.“ Hn
1 P A, B.

dalia stessa parte del primo. e cosi di seguito, si ottiene un segmento A B, .
che ¢ 1"insieme del segmenti dati, e che
dicesi somma degli stessi. 1 segmenti
dati &1 dicono addendi, o porti della
Foi f0mma.
-. 22, Dati due, o pitt angoli (o diedri)
| AOB. AO0B, AOB,. ... ,A, O, B, .
~ (¥1g. 8) se portiamo il secondo consecu-
tivo al primo, 1l terzo consecutivo al se-
condo e non dalla stessa parte del primo,
e cosi di seguito, si ottiene un angolo (o

ﬂ i ﬂ".l ﬂ'; “ rn

diedro) ﬂ:ﬁ]iﬂ, che & 1'insieme degli

angoli (o diedri) dati, e che dicesi somma
degli stessi. (ili angoli (o diedri) dati
si dicono addendi o parti della somma.

n 3«. L'operazione, mediante la quale

si cerca la somma di piu segmenti, o
angoli, o diedr, dicest addizione.

A i
2 Bl A- H,‘.

P | ¥
Fia. &.

La somma di piu segmenti. o angoli. o diedri. per esempio:
AB, AB, AB,..... Ar Ba . s indica colla serittura

AB +AB.+AB, +....+ A,B, =A B.

Corollario. - La somma di due wiegoli (o diedri) supplemcntari
¢ equale ad un angolo (o diedro) piatto,

Definizioni. — 4. La somma di due, tre,.... segmenti, o angoli, o diedri. nguali
si dice il doppio, 1l triplo,.... in generale un mudtiplo di ciascuno di questi seg-
menti, o angoli, o diedri, e uno di questi si dice la metd, un ferzo,.... in generale
un summultiplo, o parte aliquota, della somma.

5%, Piu segmenti, o angoli, o diedri, si dicono equimultipli, o equiswmmauel-
tipli, di altrettanti segmenti. o angoli, o diedri, quando i primi sono rispetti-
vamente 1 doppi i tripli..... oppure le meta, le terze parti,.... dei secondi.

1%. E importante notare fin d'ora, che nell'addizionare pin angoli
(o diedri) pud avvenire, che essi ricoprano una o piu volte tutto il
piano (o spazio), oltre ad un angolo (o diedro) concavo, o convesso.
o piatto. Ogni volta che piin angoli (o diedri) ricoprono tutto il piano
(o spazio) diremo che formano w qiro.

N T RN, P

e i Tl i o 4
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(iv ¢ induce ad estendere un poco la definizione di angolo (o
diedro) nel modo seguente:

Definizioni. — 1*. Angolo di due semirette, uscenti da un punto, ¢ una delle
parti, in cul esse dividono il piano, aumentata di un numero gualunque di giri.

9s, Diedro di due semipiani, uscenti da una retta, & una delle parti, in cul
essi dividono lo spazio, aumentata di un numero qualunque di giri.

Corollario. — Un giro ¢ equale alla sonoma di due angoli (o die-
dri) piatti.

28. Teorema. — La sonuna di piic seqmenti, 6 angoli, o diedri,
won si altera invertendo in qualungue modo Tordine degli addend,

Nella somma dei segmenti A, B, A,B,.A,B,..... Aa B. imma-
giniamo (Fig. 7) di portare il segmento A, B,. somma de1 due seg-
menti consecutivi A,B,, A ,B,. a coincidere con se stesso in modo
che il punto B, cada in A, e viceversa (P. 1X). E chiaro che Tor-
dine di due addendi consecutivi viene mutato. senza che per questo
resti alterata la somma.

Con successive trasposizioni di segmenti consecutivi si puo in-
fine ottenere una qualunque disposizione degli addendi della somma,
senza che essa venga alterata.

Questa proprieta si enuncia brevemente dicendo, che:

La somma dei seqmenti, o angoli, o diedri, gode della proprieti
commeutatira,

Corollari. — 1°. Due somme di seqmenti, o angoli, o diedri, rispet-
tiramente equali, sono equali.

92 Le somme di due seqenti, o angoli, o diedry, disuguali con
ano stesso segmento, o angolo, o diedro, sono disuguali.

19. Definizione. — Se un segmento, o angolo, o diedro & la somma di due altri,
si dice che la somma & maggiore di ciaseuno dei suoi addendi, che ciascuno di
questi & minore della somma, ed ¢ la differenza fra la somma stessa e 1'altro.

Dati due scgmenti AC. AB. riportiamoli sopra una medesima
retta, a partire da uno stesso punto. e dalla stessa parte di questo.
Allora se. mentre due estremi coincidono in A.
anche l'estremo B dell'uno coincide coll’estremo € 8 c
dellaltro. i duc segmenti AC. AB sono eguali. w ' |
e & indica c¢id brevemente serivendo AC = AB; se
B resta compreso nel segmento AC, 1l segmento
AC & maggiore di AB. ed il segmento BC ¢ la differenza fra i due
scgmenti dati; e ¢ indicano brevemente questi due fatti colle scritture

AC > AB. BC - AC— AB:

¢ finalmente, se il punto (* resta compreso nel segmento AB. allora

Fia. 9.
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il segmento AC & minore di AB, ed il segmento CB & la loro diffe-
renza, e si scrive

AC<AB, CB=AB-—AC.

Analogamente, dati due angoli (0 diedri) ABC, MNP, (Fig. 10)
sovrappomamoli in modo che, coincidendo i vertici (o0 costole), ab-
biano un lato (o faccia) in comune, e si distendano dalla stessa parte
di questo lato (o faccia). Allora se, mentre i due lati (o facce) BA, NM
coincidono, anche il lato (o faccia) BC del primo coincide col lato

(o faccia) NP dell'altro, i due angoli (o diedri) ABC, MNP sono eguali,
e s'indica c¢io scrivendo iﬁi?z MﬁP; se il lato (o faccia) BC resta
compreso nell'angolo (o diedro) MﬁP, I’angolo (o diedro) MNP & ma g-
i . giore dell'angolo (o diedro) ABC, e I'angolo
\ (o diedro) CNP & la differenza fra i due
‘ﬂ /) / A\ angoli (o diedri) dat_l, e s'indicano breve-
: \ VAR mente questi due fatti colle scritture
/ V. i MNP>ABC, CNP-MNP—ABC;

- e finalmente, se il lato (o faccia) NP resta

. compreso nell'angolo (o diedro) ABC, al-
/5 Ay lora I'angolo (0 diedro) MNP & minore del-
11_ f.r" \ Iangolo (o diedro) ABC, e I'angolo (o die-
/ \ / -1 dro) PNC & la loro differenza: e si scrive

W

o
+
3

GO T MNP <ABC, PNC:ABC— MNP.

£y AR Da c1d che precede risulta, che, dati
; i due segmenti, o angoli, o diedri, disuguali,
\ - esiste sempre un segmento, o angolo, o
/ NS diedro. differenza di essi, e che inoltre
‘A cv,. s uesta differenza e unica. perche le somme
A di due segmenti, o angol, o diedri disu-

' guali con uno stesso segmento, o angolo,

- o diedro, non possono essere eguali (§ 1%,

Fis. 10. Cor. 29).

Definizione. — L'operazione, mediante la quale si cerca la differenza di due
segmenti, o angoli, o diedri, dicesi sottrazione.

20. Definizione. — Quando esiste una serie d’infiniti enti tali, che sia sempre

ossibile definire i concetti di eguaglianza e di somma di un numero qualunque

Ei essi, in modo che questa somma sia un ente appartenente alla stessa serie, si
dice che essi formano una classe di grandezze omogenee.

. Per es. tutti i segmenti, tutti gli angoli, tutti i diedri costi- -
tuiscono tre classi di grandezze omogence,
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In seguito a cid enuncieremo le proprieta relative ai segmenti.
agl angoll, ai diedri, servendoci del concetto generale di classe di
grandezze. (*) + _ _

Pertanto colle parole elasse di grandezze per ora intendiamo di
Liferirei alle tre classi precedenti. benche sia facile capire come le
proprieta dimostrate per queste si possano estendere anche ad altre
classi di grandezze, che godono della suaccennata proprieta.

Teoremi. — 1°. La somma di piic grandezze non si altera, se ad al-
cune di esse si sostituisce la loro sonuna.

Tale proprietia si enuncia brevemente, dicendo che
La somma di piit grandezze gode della propricta assoctaliva.
v, La somma di pitt grandezze ¢ maggiore di ciascuna di esze.

30, Se « due grandezze disuguali si addizionano due grandezze
uguali, le somine saranno dizsuguali, ¢ sarda maggiore quella, di cui fa
parte la grandezza magqioie.

40, Se du due grandezze disuguali si sottraggono due grandezzre
uguali, le differenze saranno disuquali, ¢ sard naggiore quella otte-
wuta dalla grandezza maggiore,

50, Se da grandezze uguali st sottraggono grandezze disuguall.
curd minore la differenza che si ottiene sottrando la grandezza maggiore.

6o, Se pin grandezze sono ordinatamente maggiori di altre, la
comma delle prime sara maggiore della somma delle seconde.

7.0 Se una grandezza ¢ omagyiore, equale, o minore di wu'altra,
oyni multiplo della prima ¢ maggiore, equale, o minore dellequinul-
fiplo della seconda.

S0, Se una grandezza ¢ maggiore, equale, o minore di wn'altra,
ogui swmmultiplo della prima ¢ maggiore, equale, o minore dell’equi-
cwmmudtiplo della seconda.

9. Se piit grandezze sono equimultiple di altrettante grandezze, lu
somma delle prime ¢ pure equimultipla della somma delle secondr.

100, Se due grandezze sono rispettivamente equimultiple di due altre,
la differenza delle prime ¢ pure equin ultipla della differenza delle seconde
Lee, cer,

(*) B opportuno osservare che le proprieti, relative alle operazioni aritmetiche di addizione
o di sottrazione, sono tutte comseguenze della proprieti commu:ativa della somma;: eppercis,
avendo dimostrato che la somma di grandezze appartenenti & ciascuna delle classi finora studiate
gode di questa proprietd, ne viene che, per dimostrare i secuenti teoremi, re'ativi a queste classi
4i grandezze, si debhono ripetere gli stessi ragionamenti adoperati in aritmetica per le analogue
operazioni su1 numeri.
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21. Teorema 1°. — Quando una retta scorre su < stessa, tutti i
suor punti descrivono segmenti equali,

A A'B B’
Sieno A e B due punti della retta, ~———————
A’ e B’ le loro posizioni dopo lo scor- A A'B B!
rimento. Pud avvenire che, rispetto al T
segmento AB, il punto A’ sia interno, 0 A B A B'
comcida col termine B. o sia esterno. In '
tutti i casi si ha AA" = AR’ — A'B’, Fre. 1.

BB'ZAB’—AB e, siccome AB=A'B per ipotesi, ne segue AA’= BB,

Teorema 20, — Quando un piano scorre su s stesso, rotando in-
toirno ad wun suo punto, tutte le semivette el piano, useenti de e
punto, deserivono angoli equali,

Dimostrazione analoga alla precedente.

Teorema 3-. Quando wne figura ruota intoine ad wna sue
vetta, tuttt @ semipiani wseenti quetla yetta, desciivang diedyri eqiali,

Dimostrazione analoga alla precedente,



CAPITOLO III

Prime nozioni sul circolo e sulla sfera.

2 2. Definizioni. — 13. Una figura si dice Iuogo geometrico dei punti, che hanno
ana certa proprietd, se tutti i suoi punti, ed essi soli, hanno quella proprieta.
9s, Una figura si dice lwogo geometyico delle linee, che hanno una certa
proprieta, se per ciascuno de’ suoi punti, e soltanto per essi, passa almeno una
linea, che gode di quella proprieta.

Da queste definizioni pisulta che per dimostrarve che una data
tigura e il luogo geometrico dei punti, che godono di una certa pro-
prieta, bisogna dimostrare: [0 che tutti i suoi punti godono di quella
piroprieti; 20 cle ogui punto, non appartenente alla figura, aon qode
Ji quella proprieta; cioe hisogna dimostrare un teorema ed 1l suo
contrario. Per la legge delle mverse (Prel. § 3) bastera anche dimo-
strare, oltre la proposizione diretta. la sua inversa invece della con-
traria. In altre parole, per dimostrare che una figura e 1l luogo geo-
metrico dei punti, ¢he hanno una certa pro rieti. bastera dimostrare :
I che tutti @ punti della figura hawno qurf}?’ﬂ proprieta; 2° che futti +
punti, i qualt Titrino quella proprieta, appartengon? allee figora.

Anafﬂgmnuntm per dimostrare che una figura ¢ il luogo geo-
metrico delle linee, ¢he hammo una certa proprieta. bisogna dimo-
<trare: 10 che per ogui punto della figuira passe wnd (aliienay delle
linee, che hanno quella proprieti ; 2° che peir i punto, non apprtenente
el {‘iynra, non passa alewnd linea avente quella propricta. Oppure,
per la stessa legge delle inverse, bastera dimostrare: 1° che per ogni
pinto della figura passa i clmeno) delle linee, che hanno la proprieti
enineiata s 20 che ogni punto, appartenente a wna qualunqiee delle linee,

e hanno la proprieta enuneidta, apparticne anche alla figura.

23. Imaginiamo di far scorrere un piano su <o stesso, restando

3 fisso un suo punto O (Fig. 12). in modo che una se-
772 miretta qualunque. uscente da (). compia un giro.
/ /. cioe tornmi nella posizione primitiva, pra:ndendu una
: ~ ed una sola volta la posizione di ogm semiretta del
i o ~ piano. uscente da O (P VIIL 4°). Un punto qualun-

" que A di questa semiretta percorre una linea del
k ~ piano (P. LI 1v). che i chiama cireolo, o circonfe-
_ renza, 1 cui punti hanno dal punto () una distanza

Fia. 12. uguale ad OA.
Viceversa. se un punto P ha da O una distanza
cenale ad OAL il punto generatore A dovri nella rotazione pas-
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sare per esso, poiche, quando la semiretta OA sia venuta a pas-
sare }Jerj’. il punto A coincide con P. )
Possiamo dunque stabilire le seguenti

Definizioni. — 1%, Cireolo, o circonferenza, ¢ il luogo dei punti di un piano.
che hanno una stessa distanza (detta raggio) da un punto fisso del piano stesso
(detto centro).

2% Cerchio & la parte di piano percorsa da un raggio, che rota attorno al
centro, mentre il suo estremo percorre il circolo,

Corvollari. — 7°. Secondoché wn punto ¢ sulle circonferenza, o
tnterno, od esterno al cerchio, esso ha dal centro una distan equale,
o minore, o maggiore del ragyio, e vieerersa.

2. Un eiveolo (o cerchio) ¢ indiriduate dal centro, dal raggio ¢
dal suo piano.

3% Tutti i cireoli (o cerchi), avents ragge equall, sono cquali,

4°. Quando un piano scorre su sé stesso, rotando intorno ad un
punto, un circolo del piano, arvente per centro quel punto, scorre su si
stesso,

.. ®4. Ogni retta. che ¢ situata nel piano di un cireolo, ¢ passa per

1l centro O. incontra il circolo in due punti, poiche su di essa, a

partire da 0. si possono prendere dne segmentr eguali al raggio.
Definizione 1*. — Ogni segmento, che ha per estremi due punti di un circolo

e passa per il centro, dicesi diametro. I suoi estremi s dicono punti opposti del
circolo.

Corollavio. — Twtti i diconctri di un cireolo sono equali,
Infatti, ciascuno di essi & eguale al doppio di un raggio.

_TﬁDI‘{'l_uﬂ. = Ogui diwmetro divide il circolo ¢ il cercehio in dur
purti equali,

Infatti (Fig. 13). se facciamo scorrere il piano del circolo attorno
al suo centro 0. il circolo scorre su se stesso

,_E (§ 23 Cor. 49), ¢ percio. quando il diametro

7 N AB sia venuto a coincidere con s stesso, ma

I % con gli estremi scambiati, la parte di circolo

[ o g ACB coincide con T'altra parte BDA. e vice-
A T B versa.

Le due parti di circolo ACB, ADB si pos-
sono anche portare a coincidere facendo rotare

\‘“E‘”"' il semipiano ACB di un mezzo giro attorno ad
AB, in modo che prenda la posizione del semi-
e, 12 mMano ADB.

Definizione 2:. — Chiamansi semicireoli (o semicerchi) le due parti eguali,
I cul un circolo (o un cerchio) ¢ diviso da un suo diametro. Questo si chiama
il diametro di ciascuno dei semicireoli (0 semicerchi).
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5. Imaginiamo di far rotare un piano. restando fissi tuttii punti

Jdi una sua retta «, in modo che esso compia un intero giro (Fig. 14).

Un semicircolo del piano. avente il suo diametro sulla retta «a, genera

una superficie (P. 111, 2¢), ogni punto della quale

la dal centro O del semicircolo generatore una di-
«tanza eguale al raggio.

Viceversa, se un punto B dello spazio ha dal
centro O una distanza eguale al raggio, il semi-
¢ircolo generatore, nella rotazione, deve passare
per esso, poiche, quando il semigﬁann: che lo con-
tiene, sia venuto a passare per B, il punto B deve
trovarsi sul semicircolo generatore.

Possiamo dunque stabilire le seguenti Fio. 11.
Definizioni. — 12, Superficie sferica @ il luogo di un semicircolo, che ruota

ttorno ad un suo diametro; oppure superficie sferica & il luogo geometrico dei
punti, che hanno una data distanza (detta raggio) da un punto fisso (detto centro).

9s. Sfera € la parte di spazio percorsa da un semicerchio, che rota attorno
al suo diametro, mentre il semicircolo corrispondente percorre la superficie sferica.

Corollari. — 1°. Secondoché wn punto ¢ sullu superficie sferica,
o interno, od esterno alla sfera. ha dal coentro una distanza equale, mi-
nore, 0 maggiore del raggio, ¢ vicerersda.

20 Unpa superficie sferica (o una sfera ¢ individuata dal centro v
dal ragqio.

30 Tutte lo superficie sfeviche (o sfere), aventi ragyi equali, sono
cquali.

4o, Una superficie sferiea, che simuore, restando fisso il centro,
seorre su s¢ stessa.

26. Ogni retta, condotta per il centro O di una sfera. mcontra
la superficie in_due punti. poiche su di essa s1 possono portare. &
partire da O, due soli segmenti eguali al raggio.

Definizione 1*. — Ogni segmento, che ha per estremi due punti di una su-
perficie sferica, e passa per il centro. dicesi diametro; i suoi estremi si dicono
junti opposti della sfera.

Corollario. — Tutti i diwmetri di una sfera sono cquali.
Infatti. ciascuno di essi e il doppio del raggio.

Definizione 2*. — Un piano, condotto per il centro di una sfera. si chiama
un piane diametrale.

~ Teorema 1°. — Un piuno diamctrale ha in comune con wnd sUPer=
ficie sferica (o sfera) tutti © puntt v un circolo (o cevehiol, che ha o
<tesso eentro e lo stesso raygio della sfera.

Infatti, questo piano ha in comune colla superficie sferica (o stera)
tutti quei punti. che si trovano su di csso. od hanno dal centro della
«fera una distanza eguale: (oppure eguale o minore) al raggio.
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Definizione 3*. — La intersezione di un piano diametrale con una super-
ficie sferica (o sfera) dicesi e¢ireolo (0 cerchio) massimo; o diamelrale.

Corollario. — Per due punti non opposti di une sfera passa
uno ed un solo ciyeolo massimo. Per due punti opposti we passaino
ifiniti,

Teorema 2o, — (" superficie sfevica (o sferay ¢ divisa in due
pvt equali da wn suo piano diametrale,

Infatti. se facciamo rotare la superticie sferica di un MezZZo giro
attorno ad un diametro contenuto nel piano diametrale considerato,

la superficie sferica scorre sn sé stessa (§ 25, Cor. 4), e le due sue
parti =1 scambiano.

Definizione 4. — Chiamasi superficie semisferica (o semisfera) ciascuna delle
parti, in cui una superficie sferica (o sfera) & divisa da un suo plano diametrale.

27. Un circolo (0 una superficie sferica) separa una parte del
piano (o dello spazio). i cui punti hanno dal centro una distanza
minore del raggio, da un'altra i cui punti hanno dal centro una di-
stanza maggiore del raggio. Percio 1l circolo o la superficie sferica
(§ 2 Det. 18 e 24) sono i1 primo una linea. il secondo una superficie
completa. Ne segue che ogni linea del prano di un ecerchio. che con-
glunga un punto interno ad esso con uno esterno, deve incontrare il
circolo almeno in un punto: ¢ una linea qualunque. che congiunga un
punfo interno ad una sfera con uno csterno, ufilvve incontrare la su-
perficie sferica almeno in un punto.

Corollari. — 1°. Se due civeoli <one (disposti i wn piano, in mody
che uno i essi abbia un punto interno ed uno esterno al ecerelilo roni-
preso dallaltro, @ due cireoli decono taglicrsi almeno in due punti.

/'"_h“‘“*-\ D Infatti (Fig. 15) se 1] punto A del
circolo ' ¢ interno e 3l punto B
/ -. esterno al cerchio di centro O, tanto

[ 0 Av .o p lalinea ADB, quanto la linea AEB

‘ ) j devono incontrare il circolo O almeno
\ N/ 1 un punto,

S~ Dimostreremo poi in seguito, che

L E due circoli nelle condizioni suaccen-

Fio 15, nate non possono avere pin di due

punti comuni.

Se un circolo hacun suo punto interng ed uno esterno ad wna
sfera, dece incontrarne Ia superficie almeno in due punti,

28. Un punto di un piano & centro d'infiniti circoli di quel piano,
come un punto dello spazio & centro d infinite sfere,
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Definizioni. — 1*. Si chiamano concentriche due circonferenze di un piano
(o due sfere) che hanno il medesimo centro.

Due circonferenze concentriche dividono il piano in tre parti:
(P. 1V. 2°) una che contiene tutti i punti interni al cerchio di raggio
minore. una che contiene tutti i punti esterni a questo cerchio ed
interni all’altro. infine una che contiene tutti i punti esterni al cer-
¢hio di raggio maggiore.

92, La porzione di piano, che contiene i punti esterni al cerchio di raggio
minore ed interni all’altro, si chiama anello, o corona etrcolare.

29. Nel piano di un circolo(Fig. 16)sieno date due semirette OA, OB

nscenti dal suo centro. che tagliano il circolo nei punti A, B: poiche

il circolo divide il piano in due parti. e le due semirette

-7 0A, OB dividono pure il piano in duc parti (angoli).

S~ N avremo (P IV, 29) che il circolo ed il (‘PI*L‘}lii‘} sono divisi

~ | in due parti dalle semirette OA, OB. Ognuna delle due

3 /" parti di circolo & Hmitata dai punti A. B. ed ognuna delle

— parti di cerchio & limitata dai due ragei OA. OB e da
Fi-. 16.  una parte del circolo.

"

Definizioni. — 1 Chiamasi arco ciascuna delle due parti, in cui un circolo
resta diviso da due dei suoi punti, che si dicono gli estremi di ambedue ghi archi.

93 Chiamasi settore ciascuna delle due parti, in cui un cerchio resta diviso
da due dei suoi ragegi, che si dicono lati di ambedue i settori.

Un arco (o settore) puo essere generato da un punto (o raggio)
del circolo. che si muova andando dalla posizione di un estremo
(o lato) alla posizione dell'altro_estremo (o lato). e restando sempre
interno all'arco (o settore) medesimo. Un arco si indica colle due
lettere poste agli estremi. ed un settore, scrivendo le due lettere,
c¢he indicano larco che lo limita, e mettendo in mezzo a queste la
lettera, che indica il centro del circolo.

30. Sieno dati (Fig. 17) duc semipiani ACB. ADB uscenti da una
retta AB, che passa per il centro O di una sfera. i quali taghano la
<uperficie secondo due semicircoli massimi ACB.

ADB. Poiche la superficie sterica divide lo spazio A

in due parti, e 1 due semipiani dividono_pure lo / A
la sfera e la sua superficie sono rispettivamente (
divise in due parti dai due semipian1 ACB. ADB. HE
Ognuna delle due parti della superficie & termi- o
nata dal semicircoli massimi ACB, ADB, ed N
ognuna delle parti di sfera e limitata dai due \“"sé\,
<emicerchi massimi ACB, ADB e da una parte R
della superficie sferica. Fig. 17,

<pazioin due parti (diedri), avremo (P. IV, 1°) che f/
C

‘ Definizioni. — 15 Chiamasi angolo sferico, o fuso, ciascuna delle due parti,
m cui una superficie sferica ¢ divisa da due suoi semicireoli massimi (detti lat/
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del fuso), aventi lo stesso diametro, il quale si chiama diametro del fuso. Gli
estremi del diametro si chiamano vertied del fuso.

2. Chiamasi spicchio, o unghia sferica, ciascuna delle due parti, in cui una
sfera & divisa da due suoj semicerchi massimi (detti facee dello spicchio), aventi
lo stesso diametro, il quale si chiama diametro dello spicchio.

Un fuso (o spicchio) Puo essere generato da un semicircolo (o
semicerchio), che rota attorno al suo diametro, andando dalla po-
sizione di un lato (o faccia) alla posizione dell'altro lato (o faccia).
¢ restando sempre interno al fuso (0 spicchio) medesimo. Un fuso
{o spicchio) si indica mediante due lettere poste sui lati (o facce).
m mezzo alle quali si scrivono le due lettere, che indicano i verticl,

3%, Se i lati di un angolo sferico (o le facce di uno spicchio) sono le due
parti, in cui uno stesso circolo (o cerchio) massimo & diviso da up diametro,
I'angolo sferico (o spicchio) dicesi piatto ; altrimenti si chiama conresso, o con-
c-:;m, secondocheé | prolungamenti de' suoi lati (o facce) sono esterni, o interni
ad esso,

8 1. Definizioni, — 12, Ogn; angolo situato nel piano di un circolo, e che ha il
vertice nel centro di questo, si dice un angolo al centro.

23 L'arco e il settore, che hanno gli estremi, o i lati, sui Jat; dell'angolo e
gli altri loro punti interni ad esso, s; dicono compresi nell’angolc. Si dice anche
che 'angolo insiste, o si appoggia, su questo arco.

3% Analogamente, ogni diedro, il cui spigolo passa per il centro di una
sfera, si dice un diedro al centro. L'angolo sferico e lo spicchio, che hanno i
lati, o le facce, sulle facce del diedro e gli altri Joro punti interni ad esso, si
dicono compresi nel diedyro,

Corollari., — 1. angolt al centro di uno stesso circolo, gl
arehi e i settor compresi sono in corrispondenza wnivoca.

Infatti & evidente che ogni angolo al centro di un circolo jn-
dividua un arco ¢ un settore. ¢ viceversa.

20 L diedri al centro di wia stessa sfera, i fusi e gli spiceli com-
presi sono in corvispondenza univoea.

Teorema. — (7 arco, in settore, un fuso, o uno spicchiv si Pud
portare a coineidere con sé stesso scambiandone gli estremi, i lati o le facee,

Infatti, sesi porta I'angolo al centro. che comprende un arco, o
un settore dato, su sé stesso in modo che g scambino i lati (P. IX)
¢ chiaro che anche larco, o il settore, compreso viene a coincidere
con se stesso, scambiandosi gli estremi, o 1 lati. .

Analogamente, se portiamo a coincidere con se stesso il diedro
al centro, che comprende un dato fuso. o spicchio. in modo che si
scambino le sue facce, e resti fisso il centro, & chiaro che anche il
fuso. o lo spicchio. compreso viene a coincidere con s stesso, scam-

handosi 1 lati. o le facce.
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2. Definizioni. — 12 Due archi, o due settori, appartenenti ad uno stesso
circolo, e due fusi, o spicchi, appartenenti ad una stessa sfera, e aventi lo stesso
diametro, si dicono conmsecutivi, se hanno un estremo, o un lato, o una faccia, in
comune, e si estendono da Earti opposte di questa.

9s. Dati due o piu archi, o settori, o fusi, o spicchi, se portiamo il secondo
consecutivo al primo, il terzo consecutivo al secondo, ma non dalla stessa parte
del primo, e cosi di seguito, si ottiene un arco, o un setiore, o un fuso, 0 uno
spicchio, appartenente allo stesso circolo, o cerchio, o superficie sferica, o sfera,
che ¢ I'insieme di quelli dati, e che dicesi la loro somma.

\yvertiamo anche qui. come per gli angoli e i diedri. che nel
fave la somma di piun archi pud avvenire che si ricopra una o pit
colte il circolo. e che percid conviene estendere la definizione di arco
nel modo seguente:

3a, Arco compreso fra due punti di un circolo e una delle parti, in cui essi
dividono il eircolo, anmentata di una o piit volte il circolo stesso.

stensione analoga deve farsi per i settori circolari, 1 fusi e gh
spicehi sferici.

In seguito alle definizioni stabilite n questo § ed al teorema del
< precedente, possiamo dire che gli archi di uno stesso circolo. o di cir-
coli eguali. 1 settori di uno stesso cerchio. o di cerchi eguali. 1 fusi
¢ gli spicchi relativi ad una stessa sfera. o a sfere eguali, costitui-
scono quattro nuove classi di grandezze geometriche omogenee, che
godono delle identiche pro rieta. che abbiamo dimostrate per 1 seg-
menti. gli angoli e i diedri. Per la somma delle grandezze appnrtnnenti
a queste muove classi vale la proprieta commutativa. lassociativa
e laltre del § 20; inoltre si puo stabilire per esse la definizione di
differenza, di multiplo, summultiplo etc.

Intenderemo senz altro estese anche a queste miove classi di
gl-:l{n(]legze le definizioni e i teoremi dimostrati per gh angoll e
1 diedr.

33. Teorema 10 —— In un circolo, o in due circoli cyuali,

1o due archi, o due settori, compresi in due angoli al centro equali,
<o equalt;

2 di due archi, o settori, compresi in due angoli al centro disu=
guali, ¢ maggiore quello, che ¢ compreso nell’ angolo maggiore;

20 la somma di due o pite angoli al centro comprende un rco v
un settore, che sono rispetticamente la somma deqgli avchi e dei settort
compresi fra le parti della prima sonund.

E ricerversa.

1o. Nei due circoli eguali C, C* (Fig. 18)s1ano i due angoli al centro
ACUB. A’C'B’ pure eguali fra loro. Portando Pangolo A'C"B" a coinar-

dere col suo eguale ACB, anche i due circoli (', (" vens w0 a coinci-
deve, e quindi anche I'arco A’B’ coincide coll'arco AB ¢ il settore

compreso nell’angolo A’'C’B’ con quello compreso nell'angolo AUB;
percio i due archi e 1 due settori sono uguall.
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2v. Supponiamo ora che nei due circoli eguali C, (" sia I'angolo
ACB maggiore dell'angolo A'C'B*. Se portiamo I'angolo A’C'B’ sul-
Fangolo ACB in modo che coincidano ; lati CA, C’A’, il lato (‘B-
prendera una posizione

. CB” interna a I"angolo
~
/ /\ S ﬁ\'“\ ACB. Percivo T'arco A‘B

/ ' \ . sara eguale all'arco AB”,

/ C | C el settore A'("B’ al set-

\ AN - : N~ | tore ACB, e quindi I'arco
- ., ! ' '

. M L : iy -
\ "/ N il settnrerr_gunlprtal ne!
AN A g+ Tangolo A'C'B* sono ri-
— _ spettivamente minori del-
Fia. 18, l'arco e del settore com-
_ _ presi nell'angolo ACB.

3% K facile vedere. per le definizioni ammesse. che se i due
angoli al centro ACB", BB sono consecutivi, anche gli archi AB",
BB ed i settori da essi compresi sono consecutivi; e quindi I'an-
golo somma ACB comprende larco AB somma dei due archi AB”,
BB ed il settore ACB somma dei due settori ACB”, B"(B.

Analogamente s dimostrano i teoremi mversi,

Corollari. ' Un angolo al centro ¢ conresso, piatto, o con-
cttro, secondoche comprende un qreo minore, equale, o magqiore di wn
semicireolo; e vicerersa.

2% I uno stesso cireolo, o in eireol cquali, se wn angolo al centio
¢ doppio, triplo,.... di un altro, anche Varco ed il settore compiesi el
primo sono rispettivimente il doppio, il triplo,.... dell'arco e del settope
compresi nwel secondo; e vieerersa,

3% Quando un eiveolo scorve su st stesso, tutti & swol punti de-
sericono avehi equali,

Teorema 2o, — [y wyu stessu sfera, v in sfere vouali,

1° due fusi, o due spiceli, compresi in due diedri al rentro e uali,
sono equali; '

20 di due fusi, o di due spicehi, compiesi in due diedii al centro
disuguali, ¢ mangiore quelly compreso nel diedro maggiore;
3 la_somme di due o piit diedri al centro comprende wun fiuso ¢
uno spicchio, che sono vispettivamente le somma dei fl'u.w‘ e degli spicehi
compresi fra le parti della prima sommo.

F vicerersa,

Dimostrazione analoga alla precedente,

Corvollari. — 1°. U diedro al centro & conresso, piatto, o concavo,
secondoche comprende un fuso minore, equale, o maggiore di wne sy-
perficie semisferica; ¢ viceversa.

2 Di wner stessa sfera, o in sfere equali, se un diedro @l contro @
doppio, triplo.....di un altro, anche il fuso e lo spicchio, compresi nel

el

e e



CAP. III. = PRIME NOZIONI SUL CIRCOLO E SULLA SFERA. a1

primo, sono vispettivamente il doppiv, triplo,.... del fuso e dello spicchio,
compresi nel secondo; e viceversa.

3. Queando una sfera scorre su sé stessa, tutti @ semicireoli mas-
<imi, che hanno per diametro Uasse, descrivono angoli sfeviei eguali.

3 4. Definizione 1°. — Si dicono supplementari due archi (o fusi), quando la
loro somma & uguale a un semicircolo (o ad una superficie semisferica).

Corollario. — Sono eguali due archi (o fusi) supplementari di
areli (v fusi) equali.

Definizione 2*. — Due archi (o fusi) si dicono opposti, se sono compresi da
angoli (o diedri) al centro opposti.

Corollario. - Due archi (v fusi) opposti sono equali,



CAPITOLO IV

Rette parallele. Rette parallele a piani,
Piani paralleli.

FS. Definizioni. — 1° Se una retta ¢ taglia due rette , b, diremo che essa

@ una trasversale o secante di queste,

2%, Gli angoli formati dalle semirette di a, o di b, colla semiretta appar-
tenente alla trasversale ¢, che incontra la U o la a, diconsi interni alle rette a, b;
gli angoli formati dalle semirette di a, o di , con la semiretta della trasversale &
che non incontra la retta b od «, diconsi esterni alle due rette a, b.

Degli otto angoli formati dalla trasversale ¢ colle rette a, b, ¢
che nella Fig. 19 sono indicati coi numert 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, quattro
sono interni (3, 4, 5, 6) e quattro estern’

\ (1, 2,7, 8) alle rette a, 4; quattro si tro-
A vano da una parte della secante (1, 4,
4 — e S — — o 8) e quattro dall’altra (2, 3, 6, 7).
R Considerati poi due a due, questi an-
Lo 5 goli prendono i seguenti nomu:
8 3 -

3% Due angoli dalla stessa parte della
trasversale, amtedueinterni, o ambedue esterni,
: si chiamano rispettivamente coniugati interni
Fie. 19. 0 coniugati esterni. (ili angoli 3, 6 e gli angoli
4, 5 sono coniugati interni; gli angoli 1,8 e

gli angoli 2, 7 sono coniugati esterni).

4*. Si chiamano corrispondenti due angoli, non conseguenti, uno esterno e
I'altro interno, e situati dalla stessa parte della trasversale (tali sono le coppie
2,6; 3,7; 1.5; 4, 8).

o* Si chiamano alterni interni due angoli interni non conseguenti e non
situati da una stessa parte della trasversale (tali sono le coppie 4,6 e 3,5.)

6+ Si chiamano alterni esterni due angoli esterni mon conseguenti e non
situati da una stessa parte della trasversale (tali sono le coppie 1,7 e 2, 8.)

36. Teorema. — S¢ due yette di un piano sono tagliate da wn
terza, ed @ verificata una delle sequenti proprieta:
Essere uguali due angoli alterni interni,

" " " " w  esterni,
" ; M » corrispondenti,
supplementari due angoli coniugati interni,
" esterni,

", n ” » o
sono verificate tutte le altre, ¢ le due yette non s incontrano.

I due angoli 1, 3 (Fig. 19) sono uguali, come opposti al vertice,
¢ sono supplementari dei loro conseguenti 2, 4: e per le stesse ra-
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«ioni gli angoli 5,7 sono uguali fra loro. e sono supplementar dei
due 6. 8. Ne segue che, se sono uguali per es. i due angoli alterni
aterni 3. 5, devono essere uguali i quattro angoli 1.3,5,7, ed allora 1
rimanenti angoli 2, 4, 6, & sono pure uguali fra loro e supplementari
dei primi quattro. Alle stesse conclusioni si giunge,_su]ppnng.-ndﬂ che
<ieno ugual due angoli corrispondenti. o due angoli alterni esterny,
oppure che sieno supplementari due angoli coniugati interni od
csterni. Resta cosi dimostrata la prima parte del teorema.

Dimostriamo ora che, quando sono verificate le condizioni esposte,
le due rette non possono incontrarsi.

Pertanto immaginiamo di tagliare il piano della figura lungo la
retta AB (Fig.20), e di portare una Farte (per es. .
quella che si trova alla destra della retta AB)
<ull’altra, in modo che il segmento MN venga a ¢ re s N
coincidere con se stesso, scambiando 1 suol .
estremi (P. IX). A causa dell'eguaglianza degh
angoli CMN, MNF, la semiretta NF coincidera ~ 0~
colla semiretta MC, e, a causa dell’'eguaglianza
degli angoli DMN, MNE, la semiretta MD coin- -
cidera colla semiretta NE.

Se dunque le semirette NF, MD avessero un punto comune, ne
dovrebbero avere un altro comune le due semirette NE, MC; ma cio
o assurdo, perche due rette non possono avere piu di un punto co-
mune (§ 7 Cor. 29); dunque le due rette FE, DC non pessono avere
alcun punto comune.

Fu: 20,

Definizioni. — 1*. Due rette, che giacciono in uno stesso piano e non s'in-
contrano, si dicono parallele. I segmenti di due rette parallele si dicono paralleli.

2», B¢ due rette non s’incontrano, né sono parallele, si dicono sghembe.
Due segmenti si dicono sghembi, se le rette, alle quali appartengono, sono
sghembe,

Corollari. — 1°. Se due rette sono parallele, ciascuna di esse giace
interamente in una delle parti, in cui Udtra dicide il loro piano.

20, Se un piano % si fa scorrere su sé stesso lungo una sua refta
DN, wn'altra sua retta AB, che incontri la DN, si muore restando
sempre parallele @ sé stessa. ‘

Se infatti N & il punto d incontro della retta DN (Fig. 21) colla

AB, e A’'B’ & la posizione che assume AB quando

' _I.-":’ _ il punto N e giunto in M, si ha che I'angolo A'MD
/77 euguale al suo corrispondente ANM, e percio le due
/ . rette AB, A’B" sono parallele.
/ a o, Da un punto si pud sempre condurre una
retta_parallda a wuna retta data.
P Sia M il punto dato (Fig. 21), AB la retta

, . data, ¢ sia NM una retta, che passi per M, e che
incontri la AB. Facciamo scorrere il piano individuato dal punto M
e dalla retta AB su se stesso, lungo la retta NM, finche N venga

Lazzert B Bassaxi, Elementi di Geomelria — 2
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in M. E chiaro allora che la posizione A'B’, alla quale giunge AB
alla fine dello scorrimento, & parallela ad AB (Cor. precedente).

8%. Abbiamo dimostrato nel § precedente che, se due rette di
un piano sono parallele, ciascuna di esse giace interamente in uno
dei semipiani, in cui il piano dato resta diviso dall’altra, ne segue che
due rette parallele dividono il loro piano in tre parti (§ 6).

Definizione. — La parte di piano, compresa fra due rette parallele, dicesi
striscia, e le due parallele si dicono lati della medesima.

E facile definive anche per le strisce, come abbiamo fatto per
1 segmenti, gli angoli, 1 diedri ecc., 1 concetti di egnaglianza e disu-
guaglianza, di somma e differenza, e quindi possiamo ritenere che
le strisce formino una nuova classe di grandezze omogenee.

Corollario. — Quando un piano scorre su sé stesso, strisciando
lungo una retta, tutte le rette del piano, parallele fra loro, e che in-
contrano questa refta, deserivono strisce equali.

88. PostornaTto X.

1°. Una striscia si puo portare a coincidere con sé stessa, scambian-
done i lati. .

20, Quando una figura st muove nello spazio, in modo che un piano
seorra su se stesso lungo una sua retta a, ogni punto della figura si
muove sopra una retta parallela alla refta a.

Corollari. — 1°. Da un punto non si puo condurre pin di una
retta parallela ad una retta data.

Infatti, se per il punto A si potessero condurre due rette &, d’
parallele ad a, facendo scorrere il piano Aa su se stesso lungo la a, 1l
punto A dovrebbe muoversi lungo la retta 4 e lungo la retta 4" contem-
poraneamente, e cio & impossibile, se le due rette 5, 4" non coincidono.

20, Se una retta b’ incontra wna retta b, deve incontrare anche
- qualunque retta a parallela a b situata nel piano bb'.

Infatti. se " non incontrasse la retta a, sarebbe ad essa parallela,
e allora per il punto A, comune alle 4,°, passerebbero due rette 4,5’
parallele ad a.

Teorema. — Se due rette parallele sono tagliate da una terza
formano:
1° gli angoli alterni interni uguali
s alterni estermi
30, corrispondenti
4o . coniugati internt supplementari
5, ,  contuqgati esterni ”
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Sieno BC, B'C’ (Fig. 22) due rette parallele, ed HK una trasver-

sale qualunque. Se per es. i due angoli corrispondenti HA'C*, HAC
non fossero uguali, uno dei due, per es. HA'C’, sarebbe maggiore
dell’altro, e quindi potremmo

condurre una retta ED, tale che N

I'angolo HA'D fosse uguale ad

HAC. Allora, non solo la retta :

B'C’, ma anche la retta ED sa- o R
rebbe parallelaa BC,ecio e as- g L e €
surdo, poiché per un punto non e

1 pud condurre piu di una pa-
rallela ad una retta data. O —— R

39. Teorema. — Se due rette
sono parallele, qualunque piano K
condotto per una di esse non puo
tagliare Ualtra. Fro. 22,

Siano (Fig. 23) a, 4 le due rette parallele date. ed 2 un piano
condotto per 4. La retta «, essendo situata nel piano 3 individuato
dalle due parallele @, %, non potrebbe incontrare z altro che in un

Jpunto della retta b, secon-

S — do la quale esso ¢ taghato

RN} da 3. Percio. siccome « non

U [h incontra 4, per ipotesi. cos

b 5 essa Nnon  puo Incontrare
neppure 1l piano 2.

Definizione. -—— Una rettaed
un piano, che non " incontrano,
st dicono paralleli. Un segmento
ed una parte di piano si dicono
paralleli, se la retta ed 11 piano,
al quali rispettivamente appar-
FG. 23. tengono, sono paralleh.

Corollari. — 1°. Una retta ¢ parallela ad un piano, quando é
parallela ad una retta giacente in esso.

20, Una retta, parallela ad un piano, giace interamente in una delle
parti, tn cui lo spazio resta diviso dal piano.

40. TE_{irqma. — Se per una retta, parallela ad un piano, conduciamo
diversi piani, che taglino il piano dato, le intersezioni di essi con
questo sono rette parallele alla retta data ¢ parallele fra loro.

Sia a (Fig. 24) una retta parallela al piano «: e sieno 4. ¢, d.... le
rette comuni ad « e a varl piani condotti per «. La retta « non pud
incontrare per es. la b, perche se incontrasse &, incontrerebbe anche
il piano «. Inoltre le rette a,b sono situate in un piano, e quindi
esse sono parallele. Per le stesse ragioni la retta « ¢ parallela a ¢,
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a d, ecc. Due di queste rette 4, ¢ sono poi parallele fra loro, perche

giacciono nel piano «, € se avessero un punto comune, questo sa-

rebbe comune anche ai

a due piani ab, ac i quali
TN percio coinciderebbero.

IRAREERE Corollari, — 1°. Se
IR unaretta ¢ parallela ad un
SRR piano, qualunque retta pa-
SERRARERL NS rallela alla retta data, con-
ARRERRERRIS O dotta per un punto del pia-
AEEE RS PERER Juueit no dato, giace interamente
e s in questo,

d. : - ~ Sia ¢ la retta data
(Fig. 23) ed z 1l piano dato
Mo, 94, arallelo ad essa. Il piano,

individuato dalla retta a e
da un punto C di «. taglia il piano « secondo una retta parallela
ad @, e quindi, poiché per un punto non si pud condurre che una
sola parallela ad una retta data, la parallela alla retta @, condotia
per il punto €, deve coincidere colla comune intersezione del piano «
col piano «C, e percido deve giacere in 2.

2. Se due piani che si tagliano sono paralleli ad una vetta, la loro
intersezione ¢ pure parallela alla retta. _

Se i due piani 5.7 (Fig. 25) sono paralleli alla retta a. e per
uno dei loro punti comuni si conduce
la retta parallela ad «, essa deve
giacere tanto nel piano §. quanto nel

iano v, e percid deve coincidere colla
oro comune intersezione d.

3e. Se due rette sono sghemnbe, per
ciascuna di esse passa uno, ed un solo,
piano parallelo all’alfra.

Infatti sieno « e b le due rette
sghembe date. Se per un punto C del-
la 4 si conduce la parallela ad «, essa
individua colla & un piano 2 parallelo
alla retta « (§ 39 Cor. 1°). Esso poi & Fio. 25.
unico, poiche, pel corollario 1°, ogni

iano parallelo ad « e contenente la retta 2, deve anche contenere
a parallela ad a condotta per C, e quindi coincide con z.

ad. Teorema. — Due piani, che hanno un punto comune ¢ passano
rispettivamente per due rette parallele, si tagliano secondo una relta
parallela alle rette date.

Infatti (Fig. 26) il piano Pa, condotto ger la retta g, parallela
alla &, risulta parallelo alla retta & (§ 39 Cor. 1°), ed il piano P,
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condotto per la retta 4 parallela a_Pa. deve tagliare Pa secondo una
retta ¢ parallela a 4 (§40 Teor.). Nello stesso modo si dimostra che
le rette «, ¢ sono parallele,

Corollario. — Duwe rette parallele ad una terze sono parallele
fra loro. ‘

Sieno (Fig. 26) ¢, ¢ due rette ambedue parallele ad una stessa
retta 4. E chiaro che le due rette «, ¢ non possono incontrarsi, poiche,
se avessero un punte comune, per esso passereh-

bero due rette parallele ad una terza. ¢io che e -
assurdo; non resta quindi che dimostrare chesse
giacciono nello stesso piano. Pertanto sia 2z il p— = C{

iano delle rette 4, ¢, e sia 3 un piano mdividuato .-

alla retta « e da un punto P {Lﬂl]a r. Sapplamo ‘)
(§ 40 Teor.) che 5 dev'essere parallelo alla retta d, -
e quindi la ¢, che. per ipotesi. passa per il punto P 9
ed & parallela a 0, deve giacere interamente sul |
piano 3 (§ 40 Cor. 1°). Abbiamo cost dimostrato
che le due rette ¢, ¢ non possono incontrarsi e
giacciono nello stesso piano. percid esse sono pa-
rallele.

4 ®. Definizioni. — 1* Se un piano v taglia due piani =z ; . 2
secondo due rette parallele, diremo che esso & un piano trasversale o secante
di essi.

28, 1 diedr1 formati dal semipiani di = o di 3 col semipiano appartenente al
piano trasversale v. che incontra il piano 3 o =, diconsi interni al piani %,
i diedri formaii dai semipiani di x od1
col semipiano, appartenente al pano
trasversale ~. che non incontra : o z.
diconsi esferni al plani =, 2

Degli otto diedri formati dal
piano trasversale . col piani z. 3.
¢ che nella Fig. 27 sono indicati
col numeri 1. 2, 3, 4 0 607 8,
quattro sono esteind (34,5, 6) ai
piani . 6. e quattro inferni (1. 2.
7. %) ai piani 2, 3; gquattro sono
da una parte del piano trasver-
sale (1. 4. 5. 8) e quattro dall’altra
(2. 3. 6. 7).

Considerati poi due a due gh
otto diedri suddetti, prendono i
seguenti nomi:

Fio. 7. 3%, Due diedri dalla stessa parte

del piano trasversale, ambedue interni

o ambedue esterni, si dicono rispettivamente coniugat: interni e coniugati esterni.

(I diedri 1, 8 e i diedri 2, 7 sono coniugati interni; 1digdn 4, 5 e i diedri 3. 6
sono coniugati esterni).
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4%, Si chiamano corrispondenti due diedri, non conseguenti, uno esterno e
Paltro interno ai piani z, f, e situati dalla stessa parte del piano trasversale (tali
sono le coppie di diedri 2,6;3,7; 1,5; 4, &).

5+ Si chiamano alterni interni due diedri interni, non conseguenti, e non
situati dalla stessa parte del piano trasversale; (tali sono le coppie I, 7 e 2, 8).

6% Si chiamano alterni esterni due diedri esterni, non conseguenti, e non
situati dalla stessa parte del piano trasversale; (tali sono le coppie 4,6 e 3, 5).

a8. Teorema. — Se due piani 8,7 passano per due rette parallele

situate in un piano %, ed ¢ verificata una delle seguenti proprieta:

10, Fssere uguali due diedri corrispondent,

2., " " alter ni internt,

3e. " ” . alterni esterni,

4o, supplementari due diedri coniugati internt,

3% ” » " coniuqati esteriti,
sono verificate tutte le altre, e © due piani non s incontrano.

I due diedri 1.3 sono uguali, come opposti allo spigolo, e sone
supplementari dei loro conseguent: 2.4: e per la stessa ragione 1
due diedri 5. 7 sono uguali fra loro, e sono supplementari dei due 6, 8.
Deriva da cid che. se per es. il diedro 1 ¢ uguale al diedro o, sono
uguali i quattro diedri 1.3,5,7, e gl altr1 quattro 2. 4, 6,8 sono pure
uguali fra loro e supplementari dei primi quattro. Da cid risulta la
prima parte del teorema.

Resta a dimostrare che i due piani non s incontrano.

Pertanto (Fig. 27) portiamo a coincidere la striscia a 4 su s
stessa (P. X 1°), in modo che la retta « venga su b e la b su a. Allora.
a causa dell'eguaglianza dei diedri 3. 5, il semipiano 2 verra a coln-
cidere col semipiano 5, e, a causa dell'eguaglianza dei diedr 4, 6, 1l
semipiano 3 verra a coincidere col semipiano z'.

Ora. siccome 1 due piani passano per le rette parallele a. 0, se
¢’ incontrassero, la loro intersezione dovrebbe essere una retta paral-
lela alle rette a. b (& 41, Teor.). e quindi parallela anche al piano v,
e perciv dovrebbe essere tutta situata da una parte di t{uest-:} piano
&Q}‘- 9 Cor. 2°). Ma dal ragionamento fatto risulta che. se le due parti

piano 2, 3’ avessero una retta comune. anche le due parti di piano
2, 3 dovrebbero avere una retta in comune, e distinta dalla prima:
e civ e assurdo. perche due piani non possono avere piu d'una retta
comune.

Definizione. — Due piani, che non s’ incontrano, si dicono paralleli. Le parti
di due piani paralleli si dicono parallele.

Corollari. — 1°. Se due piani sono paralleli, ogni reita di uno
di essi ¢ parallela all altro. '

20, Se due piani sono paralleli, ciascuno di essi giace interamente
in una delle parti, in eui Ualtro divide lo spazio.

30, Quando un piano scorre su st stesso, strisciando lungo una
sua refta, ogni piano, Cﬂf.-’f?ﬂfﬂ invariabilmente con esso, scorre su §€
stesso, se ¢ parallelo @ quella retta, o passa per €ssa, e si muore paral-
lelamente « st stesso, se la taglia.
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44. Risulta da cid che precede che, se due piani sono paralleli,
essi dividono lo spazio in tre parti; possiamo quind: dare la seguente

Definizione. — La parte di spazio compresa fra due piani paralleli dicesi
strate, e i due piani si dicono facce di esso.

E facile definire anche per gli strati. come abbiamo fatto per
le strisce, i concetti di disuguaglianza di somma e di differenza; e
quindi possiamo ritenere che gli strati formino una nuova classe di
grandezze omogenee.

Corollario. — Quando un piano scorre su sé stesso, strisciando
lungo una sua retta, tutti i piani paralleli, che taglicno questa retta,
deserivono strati equall.

45. Teorema. — Fer un punto st puo sempre condurre wno ed un
:olo piano parallelo « un piano dato.

Per il punto dato O si conduca un piano v. che tagli il piano
'ht* meontrr « 1 un

punto B. Facciamo scorrere su
st stesso il piano y, strisciando
lungo la retta OB. fintantoche
il punto B venga in O. Allora
la retta ¢ prendera una posi-
zione § parallela alla prima, e il
piano 2 una posizione 5. che
passa per il punto O e che e
parallela al piano = (§ 43 Cor. 3}
Supposto ora che per O =1
possano condurre due piani 35,3
paralleli ad = (Fig. 28). 1 due
piani 83, 5, avendo in comune il
punto . devono avere in comune
anche una retta c. che passa per
quel punto (§ 11, Teor.). Allora
ogni piano 7. che tagli o e passi
er (), senza contenere la retta c, Fio. 99,
eve taglhiare 3.3 secondo due
rette &, & parallele al piano = (§ 43 Cor. 1°) e quindi anche alla
retta a intersezione dei due piami z ¢ 7 (¥ 40. Teor.): ma civ e as-
surdo, perché per un punto non si puo condurre pin di una retta
parallela a una retta a data.

Corollari. — 1°. Due piani paralleli ad wn terzo sono paralleli
fra loro.

Infatti. se due piani 3,7 paralleli ad un terzo = s incontrassero.
per uno dei punti comuni passerebbero duc piam paralleli ad =, e
cib e 1mpossibile.
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20, Se un piano = taglia un piano B, deve tagliare anche tutti i piani
paralleli a 3.

46. Teorema. — Due piani paralleli sono tagliati da un terzo se-

condo rette parallele, ¢:
1°. i diedri corrispondenti sono equali

20, , alterni interni .

g0, . alterni esterni -

4, . coniugati interni sono supplementari
a°, . coniugati esterni .

Infatti le due rette d infersezione sono nel medesimo piano se-
cante, e non possono incontrarsi, perche, se avessero un punto co-
mune, questo sarchbe comune anche ai due piani, i quali non sa-
rebbero pin paralleli contro I'ipotesi.

La seconda parte del teorema si dimostra per assurdo come
il Teorema del § 38

Corollario. — Se due piani o e 3, che si tagliano, sono rispettiva-
mente paralleli ad altri due 2,3, questi si tagliano pure, secondo wna
retta v parallela alla intersezione T dei primi due.

Infatti il {;izmo %. tagliando il piano, 3. deve tagliare anche 1l
piano f parallelo a 3 (§ 45. Cor. 2°) secondo una retta parallela
ad . Per le stesse ragioni il piano ¥, tagliando il piano « secondo
una retta +”', deve tagliare anche il piano 2", pﬂl'a]lﬁ'{ﬁ ad =, secondo
una retta » parallela ad »”, e quindi parallela anche ad » (§ 41, Cor.).

4%. Teorema. — Fer un punto si possono condurre infinite rette
parallele ad un piano dato, le quali giaceiono tutte nel piano paicallelo
al pianafdato

~Sia 0 il punto ed 2 il piano dato. Se per O conduciamo 1l
piano 3 parallelo ad z. e chiaro che tutte le rette di 5 (ed 1n par-
ticolare quelle che passano per O)

—— non possono incontrare il piano z.
0— ossia sono ad esso parallele,
4 Supponiamo ora che per O si

possa condurre una retta ¢ paral-
lela ad o non situata nel piano 3. Per
la retta ¢ conduciamo un piano 7y
qualunque. che tagli 2 secondo una
—mem retta . Allora il piano y. avendo il

\- . a punto O comune con 3, dovra ta-
i"_ o Y gliarlo secondo una retta 4 parallela
2~ alla retta a (§ 46). Ma anche la

retta ¢ @ parallela ad «, (§ 40, Teor.),

Fio 29, e cio e assurdo. Dunque tutte le pa-

rallele ad 2z condotte da O giacciono in 3.

Corollari.— 1°. Se due rette, che §'incontrano, sono parallele ad un
piano, esse individuano un piano parallelo ol piano dato,
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2. Se due rette v, 1°, che § incontrano, sono vispettivamente paral-
lele a due rette s.s* di un altro piano, queste § incontrano pure, e il
piano individuato dalle prime due & parallelo al piano individuato
dalle altre.

Infatti le rette = s’ non possono essere parallele fra loro. per-
che altrimenti (§ 41. Cor.) ciascuna di esse sarebbe parallela ad
entrambe le rette ». 1, le quali s'incontrano, e cio e assurdo (§ 38
Cor. 1¢). Inoltre le s, s', essendo parallele alle », i* rispettivamente.
sono pure parallele al loro piano (§ 39 Cor. 1°). e quindi. per 1l
gml']ﬂ]lario precedente, anche 1l piano delle = s e parallelo al piano

elle », »".

4 8. Definizioni. — 1°. Se da due punti escono due semirette parallele, si dice
ch'esse sono direfte nello stesso sensg, o in senso contrario, secondo che giacciono
ambedue in una delle parti, in cui il piano resta diviso dalla retta, individuata
dai due punti, oppure giacciono in parti opposte.

9. Se da due rette parallele escono due semipiani paralleli, si dice ch'essi
sono diretti nello stesso eenso, o in senzo contrario, secondo che sono situati am-
bedue in una delle parti, in cui lo spazio resta diviso dal piano individuato
dalle due parallele, oppure giacciono in parti opposte.

Teorema. — Se due angoli hanno i lati divetti vispettivamente nelly
stesso senso, o in senso contrario, sono egualiy ¢ se hanno und coppit
di lati diretti nello stesso senso e una coppia di lati diretti in senso
contrario, i due angoli sono supplementart.

Sieno (Fig. 30) le rette OA, OB. che passano per (). rispettiva-
mente parallele alle O’A*. O'B’. che passano per O, ¢ supponiame
dapprima che sieno situate in piani diversi

Sia 2 il piano delle rette parallele OA, A% 5 —
quello delle rette paraliele OB, O’B’. Facendo scor- = - —"" :
rere uno dei piani lungo lo spigolo 0O’ finche 1l O

punto O venga in . anche l'altro piano scorrera L
su se stesso (P. VIII. 3v) e la AO verra a comci- |
dere colla sua parallela A'0” (§ 36, Cor. 29 e la OB |
colla sua parallela O'B’: percid angolo AOB verra =~ - -4
a coincidere coll'angolo A'O'B’; dunque gli angoli ;"*x.ﬁ;j’;”
AOB, A’0’B’ che hanno i lati diretti nello stesso T
senso, sono eguali. Se ne deduce facilmente che. se Fic. 0.

due angoli hanno i lati diretti in senso contrario. o
sono pure eguali, e se due angoli hanno una coppia di lati diretti,
nello stesso senso ed una coppia di lati diretti in senso contrario sono
supplementari. _

Nel caso che le quattro rette date sieno in un piano, il teorema
si pud dimostrare nello stesso modo, facendo scorrere il piano. nel
quale esse giacciono, lungo la congiungente i punti comunt O, ¢
finche questi vengano a coincidere; oppure nel modo seguente:

La retta A’B’ (Fig. 31). incontrando in O la €D’, deve incon-
trare pure la CD, che & parallela a (D, in un punto H (§ 33, Cor. 2°).
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Pertanto gli angoli A0C, CO'B, E‘@D', D'ﬁﬂ;suna rispettiva-
mente uguali agli angoli A'HC, CHB, B‘HD, DHA", come corri-
spondenti rispetto alle rette pa-
rallele CD, C'D’ e alla trasversale

\ C A'B’. Questi ultimi poi sono ri-

\ . \ spﬂ.tlx'iglentg ugua;}} agli angoli

A 0 H B' AOC, COB, BOD,DOA, come cor-
\ ILESB ndenti rispetto alle parallele

.AB e alla trasversale CD;

0 dunque, siccome due angoliuguali

A \ B ad un terzo sono uguali fra loro,

- - = &1

ne segue che gli angoli AOC,

D AO°C’. che hanno i lati diretti

nello stesso senso, e gl angoh

. - - .

AOC, B'O'D’, che hanno 1 lati

- LI | L] L - L _.-“"‘1‘ -‘ '-‘-H‘ '

diretti in senso contrario, sono eguali; mentre gli angoli AOC, B-O*C’,

che hanno una coppia di lati diretti nello stesso senso ed una coppia
di lati diretti in senso contrario, sono supplementari.

Fic. 31.

Definizione. — Si chiamano angoli di due rette sghembe gli angoli formati
da due rette ad esse parallele condotte per un punto.

49. Teorema. — Se due diedri hanno le facce dirette rispettiva-
mente nello stesso senso, o tn senso contrario, sono eguali; e, s¢ hanno
una coppia di facee divette nello stesso senso e una coppia di facce dirette
in senso eontrario, | due diedri sono supplementari.

Sieno i due piani z. 3 (Fig. 52) chelsi tagliano lungo la retta AB,
ettivamente paralleli ai piani z” ', che s1 tagliano lungo la retta
. 11 piano 2, incontrando 5’
dovra incontrare anche 1l piano 3.
Elarulle]ﬂ ad esso, lungo una retta
{K che sara parallela tanto ad
A'B’ quanto ad AB (§ 45 Cor. 2¢
e § 46).

Si ha poi che i diedri DABC,
CABF, FABE, EABD sono rispet-
tivamente uguali ai diedri DHKC”,
C’'HKF, FHKE’, E'HKID), come cor-
rispondenti rispetto ai piami pa- _—
ralleli =. 2’ e al piano trasver-
sale 5:; ma questi sono rispettivamente uguali ai diedri D'A’B*C’,
C'A'B'F, F’A’B’E’, E*A'B’'D’. come corrispondenti rispetto ai piani
paralleli 5, 5* e al piano trasx%ersale 2! quindi, siccome due diedri uguali

. . C e g T D gy
ad un terzo sono uguali fra Yoro: ne viene che i diedri DABC, D" A'B’C-,

i

118
A
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che hanno le facce dirette nello stesso senso, e1diedn DABC,E'A“B'F-.
che hanno le facce dirette in senso contrario, sono eguali: mentre 1

diedri DABC, D’A'B’E’, che hanno una coppia di facce dirette nello
stesso senso ed una coppia di facce dirette In senso contrario, sono
supplementari.

50. Teorema 1°. — Un segimento che ha gli estremi sopra i due lati
di un angolo convesso (o di wna striscia) o interni ad esso, ¢ mterno
a quell' angolo (o alla striscia).

Sia BAC I'angolo convesso dato ed MN il segmento che termina

ai lati di quest'angolo. La semiretta MN giace tutta in una delle
arti, in cui la retta AB divide il piano della

igura, e cosl pure la semiretta NM giace tutta
in una delle parti del piano diviso dalla retta A(';
er conseguenza il segmento MN, comune alle

ue semirette MN, NM, giace interamente nella

e
parte di piano BAC, che & comune ai due se-
mipiani considerati.
Analoga dimostrazione pud farsi per il caso -
di una striscia. Fin. 3.
La dimostrazione si estende facilmente an-
che al caso in cui i punti M. N sono interni all'angolo o alla striseia.

Teorema 2°. — Un angolo convesso (0 una striscia), che ha i lati
sopra le facce di un diedro (0 strato) od interni ad esso, ¢ interno a quel
diedro (o strato).

Si imiti la dimostrazione del teorema precedente.

31. Teorema. — I seqgmenti paralleli, che tevininano « due vette
parallele sono equali.

Se i due segmenti A'A, B'B sono paralleli ¢ terminano alle rette
parallele », ' devono anche essere eguali. Infatti se si fa scor-
. L B € rerve il piano della figura su se stesso
7 —5 lungo la retta n. anche la »” scorre su
A se stessa (P. X, 29), e, quando 1l punto A
/ /] ne sia venuto in B. la retta AA" prendera
A B ¢ " la posizione della sua parallela BB*; per-
ci0 AA ’,'__ BB'.
Fra. 34

Corollari. — 1°. Segmenti pavalleli, che terminano ad wna vetta
¢ ad un piano (o a due piani) paralleli, sono eguali. _

Infatti, (Fig. 35) se sono AA’, BB’ CC* segmenti parallel che
terminano alla retta « e al piano z. pure paralleli. e chiaro che
le tre rette AA’. BB’. CC’ individuano une stesso piano. il quale con-
tiene la retta « e taglia il piano z secondo una retta 4 para lela ad a.
Allora i tre segmenti dati sono eguali pel teorema precedente.
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Se i segmenti paralleli terminano a due piani paralleli, consi-
derando due a due uesti segmenti, si vede che essl individuano
piani, che tagliano i due piani dati secondo rette parallele. Pertanto
siamo ancora condotti alla
D considerazione di segmenti
C ~—a paralleli, che terminano a
A rette parallele.

20, Strisce parallele, che
terminano a piani paralleli,
cono equali.

Infatti. se si fa scorrere
su sé stesso uno del piani
dati, lungo una sua retta, non
parallela ai lati delle due

Yis. 85, strisce. anche laltro piano

scorrera su s@ stesso (§ 43

Cor. 39). e, quando un lato della prima striscia sia venuto a coin-

cidere con un lato della seconda. 11 piano della prima striscia pren-

dera la posizione del piano della seconda striscia ad esso parallelo.

e quindi anche gli altri due lati delle strisce coincideranno; percio
le due strisce sono eguall.

52. Teorema. — Se piiv rette parallele, situate in un piano, taghano
due trasversali, esse determinano una corrispondenza univoca fra i punti
¢ i seqmenti delle due trasversali, tale che:

1o, a due o piite seqgmenti equali della prima trasversale corvispon-
dono altrettanti segmenti equali fra loro della seconda trasversale;

2 alla somma di due o piie segmenti della prima trascersale cor-
risponde la somma dei corrispondenti segmenti della seconda trasver-

sale.

Sieno r, i (Fig. 36) due rette di un piano tagliate rispettiva-
mente nei punti A, B, C...;

A B ... da piu rette «, 4, .z "
¢,...parallele fra loro, e sup- / \
poniamo AB -~ CD. Se le due . A/ A c "
rette », r* sono parallele s1 ha ] \ \
AB=A'B.DC=DC... (§51. 4___B OB
Teor.) ed il teorema risulta \ D"
evidente, ; \
Se le due rette non sono . C; C'

parallele, si faccia scorrere il ] N
iano della figura su se stesso s D/ D
ungo la retta 7. finche il seg-  — "\
mento CD venga a coincidere / \
col segmento eguale AB. Poi- Fic. 36.

che nello scorrimento del pia- _
no tutte le rette. non parallele ad 7. si muovono parallelamente a se
stesse, e evidente che le rette ¢, ¢ prenderanno le posiziom delle pa-
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rallele «, b rispettivamente, e il segmento C’D* prendera la posizione
di un segmento C*'D’* parallelo alla »* e compreso fra le parallele «, 6.
Ne segue che & ("D = A'B’, e quindi, essendo C"D** = (’D), & pure
C'D’ = A’B’. Cosi resta dimostrata la prima parte del teorema.

B poi facile vedere che. se un segmento AD della retta » e la
somma dei segmenti AB.BC.CD. il segmento A’D’. ad esso corri-
spondente sulla 7, & la somma dei segmenti A'B". B'C", C'D" corri-
spondenti ad AB, BC, CD rispettivamente,

53. Teorema. — Se due rette, comunque situate nello spazio, sono
tagliate da un sistema di piani paralleli:
1°. A segmenti uguali della prima trasversale corrispondono seqmenti
equali della seconda;
2. Alla somma di due o piit segmenti della prima trascersale cor-
risponde la somma dei corrispondenti segmenti della seconda,

Sieno » ed » (Fig. 37) due rette. non situate in un piano, ed =, 5,
y...piani paralleli, che incontrano la r nei punti A.B.C.... e la 4
nei punti corrispondenti A*, B*. (... Per un punto qualunque della
» 1 conduca una refta »” parallela ad », la quale mcontri 1 piani
2, 3,v nei punti A, B, €.

Le rette A*A", BB, C’C*... sono parallele, come intersezioni dei
piani paralleli 2. 5, v ... col piano delle rette ». ", e percio. in forza

R:

Fic. 7.

“del teorema precedente, esistono fra i segmenti corrispondenti delle
rette " le relazioni espresse nell'enunciato del teorema. Ma 1
segmenti corrispondenti delle rette +, 7" sono uguali. come segmenti
paralleli compresi fra piani paralleli, e percio fra 1 segmenti cor-
rispondenti delle due rette date r,+" sussiste la voluta relazione. ed
il teorema resta dimostrato.

Se le due rette fossero in un piano. la proposizione enunciata
si ridurrebbe alla precedente.

54. Teorema. — E sempre possibile dividere un segmento in n
parti equali, e cid in una sola maniera.

[
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Sia infatti AB (Fig. 38) il segmento da dividersi per es. in cin-
que parfi eguali. Per un suo estremo A si conduca una semiretta
qualunque, ¢ si portino su questa, a partire da A, cinque segmenti
adiacenti eguali. Unito I'estremo M con B, dagli altri punti C, D, E, F

si conducano le parallele ad MB, le quali

M _~ divideranno il segmento AB in cinque

£ 1 parti eguali nei punti €+, D*, E*, F* (§ 52).
~ Non & poi possibile dividere il dato

E7 ' segmento nello stesso numero di parti
v .+ eguali in un’altra maniera, perche (§ 20.
c_ v T. 8) gh equisummultipli di uno stesso
\ { . segmento, o di segmenti eguali, sono
N ' -~ eguali fra loro.
A ¢ D' E yp B
Fic. 38. Corollari. — 1°o. I sempre possibile

dividere una striscia in n parti equali, e cio

in una sola maniera.

Infatti condotta una retta a, che incontri i due lati della stri-

‘scia, s1 divida il segmento di @ compreso in essa in n parti eguali.

e per 1 punti di divisione si conducano delle parallele ai lati. |
chiaro che la striscia resta cosi divisa in n parti, che sono eguali
fra loro, perche se si fa scorrere il piano della figura lungo la refta a.
in modo che un suo punto di divisione venga a coincidere succes-
sivamente con tutti gli altri, anche una delle parti della striscia
viene a coincidere successivamente con tutte le altre.

La suddivisione poi e unica per il teorema precedente e per il
teorema del § 52.

2, F sempre possibile dividere uno strato in n parti equali, e cio
in una sola maniera.

Dimostrazione analoga alla precedente.

Definizione. — La retta, che divide una striscia per meta, dicesi bisettrice
della striscia. Il piano, che divide uno strato per meta, dicesi bisettore dello strato.

o o '
55. Teorema. — L sempre possibile dividere un angolo qualunque
per meta, ¢ civ in una sola maniera.

Sui lati dell'angolo BOC (Fig. 39} si prenda OB = OC, e si congiunga
B con C. La retta MN, che passa per il vertice O e per il punto medio

di BC, divide per meta tanto 'angolo convesso EHBO"C, quanto 'angolo

concavo BOC. Infatti, se portiamo I'angolo BOC a coincidere con

sé stesso, scambiandone i lati, il punto C viene in B e viceversa,
ed il punto M resta fisso. Pertanto 'angolo COM viene a coincidere
con BﬁM, e viceversa; e I'angolo BON con Cﬁl\l—', € viceversa, 0ssla
I’angolo. convesso BOC & diviso per meta dalla semiretta OM, e
I'angolo concavo BOC & diviso per meta dalla semiretta ON. Inoltre
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anche l'angolo OMC viene a coincidere con OMB, e viceversa; ep-
percid resta diviso per meta
anche l'angolo piatto BMC. B
La divisione suindicata L
non & poi possibile che in una -
sola maniera, perche le meta -
di uno stesso angolo. o di an- _
goli eguali, sono eguali fra loro.

0o M

Corollario 1°. — Un an-
golo qualunque i pud dividere
in un'unica maniera in 4, S,
16, 32, ... parti equali. Fis. 39,

Definizione. — La semiretta, che divide un angolo per meta, dicesi biselfrice
di quell’angolo.

Corollario 2°. — 11 prolungamento della bisettyice di wn angol.
¢ bisettrice dell angolo opposto al vertice del primo. '

Infatti, facendo rotare la figura di un mezzo givo attorno alla
bisettrice, ¢ chiaro che i due lati dell'angolo dato si scambiano fra
loro, e guindi si scambiano fra loro anche 1 prolungamenti di quests
lati. Ne segue che le due parti, in cul resta diviso dalla retta me-
desima I'angolo opposto al vertice di quello che si considera, vengono
a coincidere. vale dire sono eguali.

56. Teorema. — Si puo sempre dividere un diedro i due part:
equali, e cio in una sola maniera.

Sulla costola AB del diedro (Fig 40) si prenda un punfo O. ¢ &
traccino per esso due semirette OC, OD. che gracciano rlshwettwﬂmente
nelle due facce del diedro e formino con la costola angoli eguall alla
meta di un angolo piatto. Cib fatto. si prenda OC - OD. ¢ sl congiunga

€ con D. Essendo M il punto medio d1 CD.
B il semipiano ABM divide per meti il diedro
“~——p  convesso AB. ¢ il suo prolungamento divide
-/ p per meta il diedro concavo AB. Infatti. por-
tando il diedro AB a coincidere con sé stesso.
——-- =AM scambiandone le facce, In modo che 11 punto
-~ 0 rimanga fisso, & chiaro che il segmento
¢/ OCviene a prendere la posizione di OD e vi-
T ceversa, e quindi il punto medio M del seg-
B~ 7 mento CD resta fisso. Ne segue che 1 diedri
P T . . .
(‘ABM, CABN vengono a comcidere rispet-
tivamente coi diedri DABM. DABN: ossia
- [ " . . s s = =
il semipiano ABM divide per meta il diedro convesso AB. ed 1l suo
- L] ﬂ
prolungamento ABN divide per meta il diedro concavo AB. Inoltre

Fig. 40.

o e

1
1
%
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anche il diedro piatto CRSD resta diviso dal piano ABM in due
arti, le quali s1 sovrappongono a vicenda: dunque il piano ABM
ivide pure il diedro piatto per meta.
La divisione suindicata non & poi possibile che in una sola ma-
niera, perche le meta di uno stesso diedro, o di diedri eguali, sono
eguali fra loro. '

Corollario 1°. -— Un diedro qual unzque si puo dividere in un'unica
maniera in 4, 8, 16, 32,... parti eguali.

Definizione. — Il semipiano, che divide un diedro per meta, dicesi biseftore
di quel diedro.

Corollario 2°. — Il prolungamento del semipiano bisettore di un
diedro ¢ bisettore del diedro opposto alla costola del primo.

Si imiti la dimostrazione del Corollario 2° del § precedente.

ARY

L]



CAPITOLO V

Rette e piani perpendicolari.

&%. Nel Capitolo precedente abbiamo veduto che si pud sempre
costruire un angolo (o diedro) eguale alla meta di un angolo (o diedro)
piatto.

Definizione 1*. — Un angolo (o diedro) dicesi retfo, acuto, od ottuso secondo
che & eguale, minore, o maggiore della meta di un angolo (o diedro) piatto.

Corollario 1°. — Tutti gli angoli (o diedri) retti sono equali.

Definizione 22, — Due angoli (o diedri), la cui somma & un retto, diconsi
complementari.

Corollario 20, — Due angoli (o diedri), complementari di angoli
(0 diedri) equali, sono eguall.

Definizione 3*. — Due rette (o due piani) si dicono perpendicolari, quando
formano quattro angoli (o diedri) retti, e si dicono obligue, se non sono paral-
lele, né perpendicolari. Le parti di rette (o di piani) perpendicolari si dicono pure
perpendicolari.

Corollari. —— 3°. Una retta, perpendicolare ad un’altra. ¢ pure
perpendicolare « tutte le rette parallele a questa. Analogamente: U
piano, perpendicolare ad un altro, é pure perpendicolare a tutti i piant
paralleli a questo.

4. Due rette (o piani), rispettivamente parallele a due rette (o piani)
perpendicolari, sono pure perpendicolari fra loro.

Infatti (§§ 48 e 49) gh angoli (o diedri) formati dalle prime due
rette (o piani) sono ordinatamente egunali agli angoli (o diedr1) for-
mati {ial‘)’ah-re due rette (o piani).

5°. Se due rette in un piano sono perpendicolari ad una terza,
esse sono parallele. Analogamente: Due piani sono paralleli. se sonv
perpendicolari ad un terzo e lo tagliano secondo rette parallele.
Infatti gli angoli (o0 diedri) corrispondenti sono eguall.

6o, Le bisettrici (o i bisettori) degli angoli (o diedri) formati da due
rette (0 da due piani), che si tagliano. sono perpendicolart, o

Infatti, ogni angolo (o diedro) formato dalle due bisettrici (o
dai bisettori) di due angoli (o diedri) conseguenti, e retto.

Lazzerr & Bassaxt, Flementi di Geomelria — |
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8. Teorema 1°. — In un piano. per un swo punto, si pud con-
durre una, ed una sola, retta perpendicolare a una retta del piano stesso.

1e, Se il punto dato e sulla retta, si conduca per esso la biset-
trice degli angoh piatti formati dalle due semirette, in cui la retta
data @ divisa da quel punto; essa sara perpendicolare alla retta data
(§ 57 Def. 39), e sara unica per il Teor. del § 5.

20, Se il punto dato @ fuori della retta. si conduca per esso la
parallela alla retta data. E_chiaro che la perpendicolare a questa
seconda retta, condotta per il punto dato. e pure perlpendicolare alla
retta data (§ 57, Cor. 3°), ed e unica per 1l Corol. 5° del § precedente.

Corollario. — Per un punto si possono condurre infinite perpern-
dicolari ad una retta data.

Infatti per una retta @ si possono condurre infiniti piani, ed in
ciascuno di essi, per un punto dato su @, una perpendicolare alla
retta stessa.

Se poi consideriamo un punto P fuori di «, e per esso condu-
ciamo la retta a’ parallela ad «. tutte le perpendicolari ad a’, con-
dotte per P, sono anche perpendicolari ad « (§ 57. Cor. 3°).

Teorema 20, — Per wna retta di un piano si puo condurre ad
esso uno. ed un solo, piano perpendicolare.

Infatti. se per la retta data si conduce il piano bisettore dei
diedri piatti formati dai due semipiani, in cui il piano dato resta
diviso da quella retta, evidentemente esso sara il piano per endi-
colare domandato (§ 57 Def. 3%), e sara unico per il Teor. del § 56.

59. Teorema. — Il piano. individuato da due perpendicolari ad
una retta in un suo punto, ¢ perpendicolare ad entrambi i piani, indi-
viduati da ciascuna di esse ¢ dalla retta data. .

Fic. 41.

Sia @ una retta data (Fig. 41) e b, ¢ due rette ad essa perpendico-
lari, che la incontrano nel punto O. Tracciamo 1 piam ab, ac, be e
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facelamo rotare la figura di un mezzo giro attorno alla retta a. Per il
Teor. 3° del § 21 abbiamo che ogni semipiano, uscente dalla retta a.
dopo la rotazione suddetta. viene a coincidere col suo prolungamento,
e cosl 1l semipiano ABO viene a coincidere con AB'0, ed ACO con
AC'0, e viceversa. Ne segue che, per I'eguaglianza degli angoli retti
AOB, AOB': AOC, J}OE". la semiretta OB viene a coincidere con la
semiretta OB’ e OC con OC', e viceversa: cosicche il piano be, nella
nuova posizione, coincide con la posizione primitiva. Percio il diedro
ACC'B e uguale al suo conseguente ACC'B, e il diedro ABBC &
uguale al suo conseguente ABB’C’, ossia i piani «&. ac sono perpen-
dicolar: al piano be.

60. Teorema. — Tulte le perpendicolari, condotte per un punto ad
wna refta, gracciono m un prano.

Supponiamo da prima (Fig. 42) che il punto () sia preso sulla
retta data a, e sieno ¢,.¢,,¢,.¢,.... le perpendicolari ad « condotte
per il punto O". I pianmi ¢.c,, c,c5. ciey, ... | |
sono perpendicolari al piano ac,, e percid !
coincidono, poiche ad un pilano non si -

puo condurre per una sua retta altro che ; E

un piano perpendicolare (§ 58 Teor. 20). ' |

Dunque le rette ¢,,¢,,¢,.... glacciono in N N

un piano. NS Gl
Se poi e dato un punto O fuori della N T

retta a, si conduca per esso la parallela o’ N———
alla retta data e le perpendicolari ad a'.
Esse sono le perpendicolari. che dal punto O si possono _condurre
alla retta a, e, per il caso precedente, giacciono m un piano.

Corollario 1°0.— Se un« vetta ¢ perpendicolare a due rette non paral-

lele di un piano, é perpendicolare a tutte le altre rette dello stesso piano.
Sia ¢’ una retta qualunque (Fig. 43) perpendicolare alle due rette

b, ¢, non parallele, del p1ano 2, e sia 4 una qualsivoglia altra retta
del piano 2. Se per il punto O d inter-

sezione delle due rette 5. ¢ «1 conduce

la L una retta & parallela alla ¢ ed una

i | retta @ parallela alla retta «’, & chiaro

| : che la a & perpendicolare alle rette 4, ¢

| | e che la dp puo riguardarsi come 1'in-

__ tersezione del piano 2 col piano indi-
AR RN viduato da essa e dalla retta «. Ma in
— " questo piano, per il punto O, si pud ti-

N rare una ed una sola perpendicolare
alla retta @, la quale, per il teorema
Fig. 43. precedente, deve giacere anche nel pia-

no =z, quindi questa perpendicolare deve

coincidere con la d', vale a dire la d’, e quindi anche la sua paral-
lela d, ¢ perpendicolare alla retta a, eppercio anche alla retta .
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Definizione. — Una retta ed un piano si dicono perpendicolari, quando la
retta & perpendicolare a tutte le rette del piano: si dicono obligui, se non sono
né paralleli, né perpendicolari.

Corollario 20, — Se una retta ¢ perpendicolare a un_piano, e si
fa rotare la figura attorno alla refta, il piano scorre su sé stesso, ro-

tando attorno al punto d’incontro colla retta.

@1. Teorema. — Per un punto si pud sempre condurre wno ed un
solo piano perpendicolare ad una retta data. -

Tale piano & quello individuato da due rette perpendicolari alla
retta data, condotte per quel punto, ed & unico per il teorema del § 60.

Corollario. — Due piani perpendicolari a una retta sono paralleli.

Infatti, se due piam perpendicolari ad una medesima retta s’in-
contrassero, per uno dei loro punti comuni si potrebbero condurre
due piani perpendicolari a una stessa retta; e sappiamo che cid e
impossibile.

62. Teorema. — Le parallele ad una_retta, perpendicolare ad un
piano, sono perpendicolari a quel piano. Inversamente: Le perpendi-
colari ad uno stesso piano sono parallele fra loro.

1°, Se un piano = (Fig. 44) € perpendicolare ad una retta &. tutte
le rette di o sono perpendicolari a & e
3 quindi anche a una retta ¢ parallela a
b; percid la retta ¢ & perpendicolare al
/e piano .
“ 20, Sieno b e ¢ due rette perpendico-
SR S N . lari al piano «; dico che esse sono paral-
\ | fN lele. Infatti, se ¢id non fosse, si potrebbe
\ | i, . condurre per un punto P’ di ¢ una retta
N . d parallela a &, la quale sarebbe, per
Tro a4 —= ¢ib che si & dimostrato sopra, perpendi-
o colare ad z«. Allora il piano delle ¢,
taglierebbe il piano 2 secondo una retta ¢ perpendicolare ad en-
trambe le rette ¢ e d, cido che non b/ \
~/ |

@ possibile (§ 58 Teor. 1°). ) )
63. Teorema. — Per un punto si 1 J
Puo sempre ctjndﬁw uga, ed una sola, a’ | s |
retta perpendicolare ad un piano. N 0 e I gl
b T ‘{\ ll ) f‘j}
Bisogna distinguere il casoincui | Rt \
il punto O dato & sul piano dato =, \ N~ :
da quello in cui & fuori di esso. Nel ' # NS \
Primo caso %Fig. 45) si traccino per il \ ¥ -
punto O nel piano o due rette J, e,
indi si osservi che la condizione necessaria e sufficiente, affinche

|
|

P ----:'. -
.,
}\
-

Fic. 45.
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una retta sia perpendicolare ad « nel punto O, & che essa sia per-
pendicolare alle rette &, ¢ nel punto O. Ma tutte le perpendicolari
a b, che passano per O, giacciono nel piano 3 condotto per O perpen-
dicolare a &, e tutte le perpendicolari a ¢ nel punto O giacciono
nel piano v perpendicolare nel punto O alla retta c. T due piani 3, v,
avendo 11 punto O in comune, si taglieranno secondo una retta a,
che & la perpendicolare cercata. Da questa costruzione si vede anche
che essa e unica.

Supponiamo ora che il punto dato A (Fig. 45) sia fuori del piano .
Per un punto O di « si conduca la retta a perpendicolare ad =, e
I}ET*A la o’ parallela ad a. Essa ¢ la perpendicolare cercata (§ 62 Teor.)
€0 e unica.

4. Teorema. — Ogni piano, condotto per una retta perpendicolare
ad un piano, ¢ perpendicolare al piano.

Sia a una retta (Fig. 46) perpendicolare al piano dato «; facendo
rotare la figura di un mezzo giro at-
torno alla retta a, & chiaro che il
pilano 2« scorre su se stesso, e che
ogni altro piano 3, condotto per a, ri-
torna, dopo il movimento, a coincidere
con sé stesso, in modo che le due parti,
in cu esso resta diviso dalla retta «,
s1 scambiano fra loro. Dunque i diedri
conseguenti, formati dai due piani x
e 3 e situati da una medesima parte
rispetto al piano «, vengono a coin-
cidere; percid sono eguali, e 1 due
piani 2 e 3 sono perpendicolari.

4

T TS

Fia. 46.

65. Teorema. — Se due piani sono perpendicolari :

Una retta, perpendicolare alla loro comune intersezione, e situata
sopra uno di essi, erpendicolare all'aliro piano.

Inversamente: Una retta, perpendicolare ad uno di essi e con-
dotta per un punto dell’altro piano, ¢ situata in quest’altro piano.

1°. Sia @ una retta del piano 3 (Fig. 46) perpendicolare nel punto O
alla comune intersezione ¢ dei due piani perpendicolari = e 5. Se
per O conduciamo un’altra retta & perpendicolare ad ¢. il piano 4 ¢
risulta perpendicolare alla retta a (§) 60, Cor. 1°) ed al piano 3 (§ 59).
Ma l'unico piano perpendicolare a 3, e che passa per ¢, e il piano z,
dunque il piano b ¢ deve coincidere con «, vale a dire laretta a & per-
pendicolare al piano =.

2°. La perpendicolare, condotta da un punto del piano 3 sulla
comune intersezione ¢ dei due piani perpendicolari = e j, @ situata
evidentemente nel piano 5. ed e perpendicolare al piano = per cid
che si & precedentemente dimostrato. D’altra parte non si pud con-
durre per un punto che una sola perpendicolare ad un piano; dunque
il teorema resta dimostrato.
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Corollario. — Se due piani perpendicolari ad un terzo si taghano,
la retta d’intersezione & perpendicolare a questo terzo piano.

Sieno i due piani § e y (Fig. 47) perpendicolari ad uno stesso
Ei:nﬁ %, € s1 taglino secondo una retta AB.
perpendicolare al piano =z, condotta

per un punto di AB, deve giacere tanto

‘ nel piano 3. quanto nel piano v, e percio
deve coincidere con la retta AB stessa.

66. Teorema. — Per una retta, non
Yo perpendicolare ad un piano, si pud sen:-
.t'.'if._“_fl'_x pre condurre uno ed wn solo piano per-

Jeid i _‘;\ pendicolare al piano dato.

= Tutte le perpendicolari (Fig. 48),

—=== condotte per i vari punti della retta
data « al piano 2, sono parallele fra loro,

e percid giacciono in un piano individuato da una qualunque di

esse e dalla retta «. Questo piano

(§ 64) & perpendicolare al piano =, A

e non possono esistere altri piani a |

perpendicolari ad « e che passino / i

per a; perche, se ¢id accadesse, la , |

retta a {)intersezione di questi pia- '—;,'/ ™

ni) dovrebbe essere (§ 65, Cor.) per- e E

pendicolare al piano =, 1l che ¢ o

contrario all ipotesi. x N\

Fia. 47.

e

~

67. Teorema. — FEsiste una, ed Fig. 43.

una sola, retta perpendicolare « due rette sghembe, ¢ che le incontra.

Sieno « e & (Fig. 49) due rette sghembe. Per la retta « si faccia
passare un piano = parallelo a 4, e per la retta 4 un dpiann 3 parallelo
_ ad =z:indi per le due rette @, b ri-

/N p </ spettivamente si conducano 1 piani
A i v, & perpendicolari ai due pianm

e B. Questi due piani devono mcon-

trarsi. poiche, se fossero paralleli,

' _ la retta a. intersezione dei piani o, v,

o dovrebbe essere parallela alla retta

B b, intersezione dei piani rispettiva-

b mente paralleli §, 3 (3 46, Cor.); e cid

/ s 4 ¢ impossibile, avendo supposto che

/ L7 a, b non sieno situate in.un piano.

_/ La retta c, intersezione dei piani ¥y, 3

Fia. 4. perpendicolari ai piani 2, E,é pure

perpendicolare ai piami 2, 3 stessi

(§ 65, Cor.), e quindi anche a tutte le rette di questi piani, Siccome
inoltre ¢ incontra le rette a, b, essa e la retta cercata.

L
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Viceversa. siccome ogni retta, perpendicolare alle due rette
sghembe date, dev'essere pure pel‘penﬁi{:ﬂlare alle parallele ad esse,
e quindi anche ai due piani o e 5. cosi ogni perpendicolare alle due
rette sghembe, e che le incontra, dev’essere situata nei due piani v
e % (§ 65 Teor.). e percido coincidere colla loro comune intersezione e.
Resta dunque dimostrato che, oltre la retta ¢, non esistono altre per-
pendicolar1 comuni alle due rette sghembe, e che le incontrano.

68. Teorema. — Se due piani paralleli incontrano la costola di
un diedro, tagliano il diedro secondo angoli equali.

Infatti i due angoli hanno i lati diretti nello stesso senso, e
percid sono eguall

Corollario. — Due piani, perpendicolari alia costola di un diedro,
lo tagliano secondo angoli equali.

Definizioni. — 12. 8i chiama sezione normale, o rettilineo di un diedro 'angolo
che si ottiene, tagliando il diedro con un piano perpendicolare alla costola.
2s, Si chiamano angoli di due piani le sezioni normali dei diedri formati

da essi.

69. Dalla data definizione si ricava facilmente che ad un diedro
corrisponde un solo angolo rettilineo, e che viceversa, dato un an-

o
colo piano AOB, si trova un diedro, ed uno solo, del quale esso ¢
il rettilineo. Per costruirlo basta per il vertice O
condurre una retta OO’ perpendicolare al piano del- 1
I'angolo, e tracciare.1 piani individuati da questa :'f'_:_f—a.q_.f——f"‘l“
retta col lah deli’ango}{}. e— 1|

Dunque i diedri ed i loro rettilinei si corri- | i
spondono univocamente.

Sovrapponendo due diedri. in modo che la co- |
stola e una faccia dell'uno coincidano con la co- | g Rt
stola e una faceia dell’altro, indi conducendo un O |

iano perpendicolare alla costola comune. & facile L. .
Simoﬁtrare. come si & fatto per gh archi e gl an- ]
voli al centro, per i fusi e i corrispondenti diedri Foo to.
al centro. 1l seguente

Teorema. — 1°. Se un diedro ¢ maggiore, equale, o minore di wn
altro, anche il rettilineo del primo é rispettivamente maggiore, uguale
o minore del rettilineo del secondo, e viceversa;

20, 11 rettilineo di una somma o differenza di diedri é uguale alla
somma o differenza dei rettilinei dei diedri dati.

Corollari. — 1°. Se un diedro ¢ doppio, triplo..... di un altro,
{Eﬂ{?gé il rettilineo del primo ¢ doppio, triplo. . ... del rettilineo del se-
Cconao.

20, Il rettilineo di un diedro piatto & un angolo piatto; il rettilineo
di un diedro retto ¢ un angolo retto. Il reftilineo di un diedro ¢ con-
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cavo, o convesso, acuto, od ottuso, secondo che il diedro & concavo o
convesso, acuto od ottuso.
3. Se due diedri sono supplementari o complementari, anche i loro
fettiigei sono supplementari o complementari.
c.

0. Teorema. — Se due rette di un piano sono rispettivamente

endicolari a due rette dello stesso piano che s'incontrano, esse pure

s incontrano, e formano quattro angoli ordinatamente uguali o sup-
plementart a quelli delle altre due rette.

Sieno a’ #* (Fig. 51) due rette date in un piano rispettivamente
perpendicolari alle rette a, & situate nello stesso piano, che sincon-
trano nel punto O. Per il punto O si_conducano due rette a”, 6"

X arallele alle a’ &, e percid perpendico-

By ari alle a, b rispettivamente. Le due

N rette ¢’", &’" non possono coincidere, per-
] / \ che le a, b non possono essere perpendi-
A f colari alla stessa retta, dunque anche le

a’, b devono incontrarsi; perche, se fos-
sero parallele, le due rette a”, &, con-
| dotte per O, sarebbero parallele ad en-
i\ trambe, cid che e assurdo.
@ N\ Ora gli angoli delle rette a’, b sono
I ordinatamente uguali, o supplementari,
a quelli delle loro parallelea’, &' ; d’altra

parte, se dai due angoli BOB’. AOA’ uguali, percheé retti, si toglie lo
stesso angolo A’OB. si ottengono differenze B’OA’, BOA uguali;
dunque gli angoli delle a’, &"* sono_ordinatamente uguali, o supple-

mentari, a quelli delle a, 4, e quindi gli angoli delle rette a, b, sono
pure rispettivamente uguali. o supplementari, a quelli delle rette a' b,

1. 51.

71. Teorema. — Gli angoli, formati da due rette perpendicolari o
due piani che § incontrano, sono ri-
spettivamente uguali o supplementari r \

agli angoli di quei piani, | \><1
. . . Al d i \
Sieno le rette b, crispettivamente Bt | \
perpendicolari_ai due piani 3, ¥, che 2! e 3|
s’ incontrano. Per un punto qualun- \ N

1
el _— +
ue O, comune ai due piani, si con- :, \Lx l Lr'J“\
uca un piano o perpendicolare alla i |- |
loro comune intersezione. Le rette j,/ﬁ-&f“m\y
MN, PQ, intersezioni dei piani 3, vy « e Y,
con =z, formano quattro angoli che : :
sono i rettilinei dei diedri formati dai Fic. 52.
piani B, 7. Se ora per il punto O si
conducono le rette OM’, ON’ perpendicolari ai piani 3, v, esse ri-
sultano parallele alle b, ¢ e giacciono (§ 65 Teor.fne] piano o. Ma le
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rette OM’, ON", essendo perpendicolari alle MN, PQ formano (Teor.
prec.) angoli ordinatamente uguali, o supplementari a quelli di queste
rette, e percio anche gli angoli delle 4, ¢ sono rispettivamente uguali,
o supplementari, a quelli delle MN, PQ.

Corollari. — 1°. Se per un punto della costola di un diedro si
tirano due semirefte rispettivamente perpendicolari alle facce, in modo
che ciascuna st trovi, rispetto alla faccia alla quale ¢ perpendicolare,
dalla stessa parte della faccia rimanente, Uangolo delle due semirette
& supplementare del rettilineo del diedro.

2°. Se per un punto della costola di un diedro si tirano due semirette
rispettivamente perpendicolari alle facce e dalla stessa parte di una di
esse, le due semirette si trovano dalla stessa parte anche rispetto al-
Ualtra faccia. '

Infatti, se OM’, ON’,sisuppongono dalla stessa parte del piano j,

I'angolo M’ON’ sara acuto, perché differenza fra un angolo retto e
I'angolo NON'. Ora I'angolo PON' e pure retto per ipotesi e quindi

e maggim'e di M'ON’, vale dire OM’, si trova dalla stessa parte
di ON" rispetto alla retta O, e quindi anche rispetto al piano 7.

FIGURE SIMMETRICHE.

7 ®. Definizioni. — 1. (Gli estremi di un segmento si dicono simmetrici rispetto

al punto medio del segmento stesso. Questo punto dicesi centro di simmetria.

2%, Due punti si dicono simmetrici rispetto ad una retta, o ad un piano,

quando questa retta, o questo piano, divide per meta il segmento che termina

a quei due punti, ed & perpendicolare ad esso. La retta ed il piano si dicono
rispettivamente asse, o piano, di simmetria.

3% Due figure si dicono simmetriche rispetto ad un centro, o ad un asse, o
ad un piano, quando tutti 1 punti di ciascuna sono simmetrici dei punti dell'altra
rispetto a questo centro, o a quest’asse, o a questo piano.

4*, Una figura si dice simmetrica di sé¢ stessa rispetto ad un punto, o ad
una retta, o ad un piano, quando coincide colla sua simmetrica rispettio a quel
punto, 0 a quella retta, o & quel piano, i quali si dicono rispettivamente centro,
0 asse, 0 piano principale della figura.

Per es.: Una retta & simmetrica di se stessa risc{»etta ad ogni
suo punto, ed anche rispetto ad ogni retta, o piano, ad essa perpen-
dicolare.

Un piano & simmetrico di sé stesso rispetto ad ogni suo punto
e ad ogni sua retta, ed anche rispetto ad ogni piano ad esso per-

pendicolare.
Un circolo e simmetrico di se stesso rispetto al centro e ad

ogni retta, che passa pel centro. _
Una superficie sferica e simmetrica di se stessa rispetto al centro

e ad ogni retta, o pii}a-no, che passa per il centro.
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Corollario. — Una figura ¢ la sua simmetrica rispetto ad un punto,
o ad una retta, o0 ad un piano, formano insieme una@ NUOYa figura, che
ha per centro, o per asse, o per piano di simmetria, quel punto, 0
quella retta, o quel piano. -

23. Teorema 1°. — Due figure di un piano, simmetriche rispetto ad
un punto, sono eguali.

Infatti, se A, B, C sono unti simmetrici di A, B, ¢’ rispetto
al centro O di simmetria delle due figure date, facendo scorrere il
piano delle due figure intorno al

A punto O, finche il segmento OA’
N »P  prenda la posizione di OA, & chiaro
\ \ /:/./ che T'angolo A’OB’ prendera la po-
4 sizione del suo eguale AOB, in modo

B "“\—"i; che, OB’ coincidendo col suo eguale
\\ 0B, il punto B’ cadra in B. Simil-

o mente il punto C’ coincidera con C,

N ed ogni altro punto di una delle due

/N figure coincidera col suo simmetrico
PRSI, nell’altra, dunque le due figure coin-

Y AN cideranno, eppercid esse sono eguali.

/ AN 1‘1 Teorema 2°0 — Due figure qua-
' N lunque simmetriche rispetto ad una

retta sono egquali.

Infatti, se si fa rotare una delle
figure intorno all'asse di simmetria, in modo che un piano, che passa
per V'asse e per un punto della figura, descriva un diedro piatto, e
chiaro che ogni punto di questa figura verra a coincidere col suo
simmetrico nell’a{)tra figura, dunque le due figure coincideranno, e

percid sono eguali.

Fic. 53.

v4. Teorema 1°. — Due figure in un piano, simmetriche di una terza
rispetto a due rette perpendicolari e a
situate sul piano medesimo, s0no pure
simmetriche fra loro rispetto al punto A N
comune ai due assi di simmetria. .

Sieno F ed F’ le due figure date
simmetriche di F* rispetto a due ¢
assi a, b })erpmdicﬂlari fra loro e i
situati nel piano delle figure, e sia
A, A’ una coppia di punti delle due A
figure F, F simmetrici rispetto alla
retta @ ed A, A”” una coppia di |
punti simmetrici delle ﬁgureEE‘, F i, 51
rispetto alla retta b. oo

Se imaginiamo di condurre per A’ una retta parallela a b, e
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quindi parallela anche ad AA", dal sistema di queste tre rette paral-
lele tagliate dalle due trasversali AA’, A’A*’ si ricava (§ 52 Teor,}
che la retta 4, passando per il punto medio del segmento A'A"", deve
passare anche pel punto medio del segmento AA’. Similmente si di-
mostra che anche la retta @ deve passare pel punto medio di A’A,
e quindi il punto medio del segmento A*A coincide col punto O in-
tersezione delle due rette a e b.

Ripetendo lo stesso ragionamento per tutte le co];pie di punti
simmetrici delle figure date, si conchiude che F' ed I sono sim-
metriche fra loro rispetto al punto O, eppercio (§ 73) sono eguali.

Teorema 2°, — Due figure qualunque, simmetriche di una terza ri-
spetto a due piani perpendicolari, sono pure simmetriche fra loro ri-
;petto alla retta comune ai due piani di simmetria, e percio sono eguali

ra loro.

St 1mit1 la dimostrazione precedente.



ESERCIZI

TEOREMI.

1. Se due semirette, rispettivamente interne a due angoli conseguenti, sono
perpendicolari fra loro, e una di esse @ bisettrice di un angolo, anche P'altra &
bisettrice dell’altro angolo.

2. Se due semipiani, rispettivamente interni a due diedri conseguenti, sono
perpendicolari fra loro, e uno di essi & hisettore di un diedro, anche l'altro e
bisettore dell’altro diedro.

3. Se le bisettrici di due angoli consecutivi sono perpendicolari fra loro, gh
angoli sono conseguenti.

4. Se i piani bisettori di due diedri consecutivi sono perpendicolari fra loro,
i diedri sono conseguenti.

5. Se di quattro semirette, uscenti da uno stesso punto, la prima e la terza
sono in direzione opposta, e formano rispettivamente colla seconda e la quarta
angoli eguali, anche la seconda e la quarta sono in direzione opposta.

6. Se di quattro semipiani, uscenti da una stessa retta, il primo e il terzo sono
J'uno il prolungamento dell’altro e formano, rispettivamente col secondo e col
quarto diedri eguali, anche i rimanenti semipiani sono I'uno il prolungamento
dell’altro.

7. Se quattro semirette, uscenti da uno stesso punto somoe tali, che dei quattro
angoli consecutivi da esse formati il primo sia eguale al terzo ed il secondo al
quarto, la prima di esse & in direzione opposta della terza, la seconda della
guarta.

8. Se quattro semipiani, uscenti da una stessa retta, sono tali, che dei quattro
diedri consecutivi da essi formati il primo sia eguale al terzo ed il secondo al
quarto, il primo di essi & il prolungamento del terzo, il secondo del guarto.

9. Se ciascuna di due rette taglia i lati di un angolo in punti equidistanti
dal vertice, le due rette sono parallele.

10. Se due segmenti sono eguali e paralleli, i loro estremi sono situati su
rette parallele.

1. Se due segmenti eguali, compresi fra due rette parallele, hanno un punto
comune, le parti dell’'uno sono eguali alle parti dell’altro.

12. Se sopra i lati di un angolo, a partire dal vertice, 8i prendono due seg-
menti eguali AB, AC, e consecutivamente ad essi altri due segmenti eguali BD,
CE, la retta che passa per il vertice dell’angolo e per il punto d intersezione
dei due segmenti BE, CD divide I'angolo dato per meta, N

13. Se per un punto qualunque D della bisettrice di un angolo B si condu-
cono le parallele ai lati, e g’ indicano con A e Ci punti d’intersezione, i quattro
segmenti AB, BC, CD, DA sono eguali.
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14. Se due rette di un piano sono ordinatamente parallele ad altre due, che
s'Incontrano, le bisettrici degli angoli, formati dalle prime due rette, sono ri-
spettivamente parallele alle bisettrici degli angoli, formati dalle altre due,

15. Se due piani sono ordinatamente paralleli ad altri due, che s'incontrano,
i piani bisettori dei diedri formati dai primi due sono rispettivamente paralleli
al piani bisettori dei diedri formati dagli altri due.

16. Se una retta a ed un piano « sono perpendicolari ad una medesima retta &,
la retta a, o giace nel piano %, o & parallela ad esso.

17. Se una retta ¢ perpendicolare ad un piano, la sua proiezione su di un altro
piano qualunque, che non sia parallelo al primo, & perpendicolare alla comune
intersezione dei due piani.

18. Se due rette di un piano sono perpendicolari, e si congiungono due punti
qualunque M, N dell'una con due punti A, B dell'altra, equidistanti dalla loro
intersezione, le rette MA, MB incontrano rispettivamente le NB, NA in due
punti H e K tali, che la reita HK risulta parallela alla AB.

19. Se due angoli {0 diedri) sono eguali, o supplementari, ed un lato (o faccia)
del primo & perpendicolare ad un lato (o faccia) dell’altro. anche il rimanente
lato (o faccia) del primo-& perpendicolare al rimanente lato (o faccia) deli’altro.

20. Se due rette, che s’incontrano, sono ordinatamente perpendicolari ad altre
due rette, che pure s’incontrano, le bisettrici degli angoli formati dalle prime
due rette sono rispettivamente perpendicolari alle hisettrici degli angoli formati
dalle altre due.

21. Be due rette, che s'incontrano, sono ordinatamente perpendicolari a due
piani, le bisettrici dei loro angoli sono rispettivamente perpendicolari ai piani
bisettori dei diedri formati dai due piani.

22. Per un punto passa, in generale, una, ed una sola, retta, che incontri due
rette sghembe date.

23. Per un punto passa, uno, ed un solo, piano parallelo a due rette sghembe date.

24. Date due rette sghembe, se, a partire dai loro punti d’incontro colla per-
pendicolare comune, si prendono su esse due segmenti eguali, la congiungente
gli estremi di questi segmenli forma angoli eguali rette.

25. Date due rette sghembe, esiste una ed una a, che le incontra am-
hedue ed & parallela a una terza retta sghemba ¢

26. Esistono infinite rette, che incontrane tre

21. Esistono infinite rette, che incontrano due .
rallele a un piano non parallelo a queste. e

a4
i

28. Se da un punto qualunque di un lato dréi angolo acuto e dalla parte
g; 1

e.
¥idate sghembe due a due.
sghembe date, e sono pa-

del lato rimanente si tirano due semirette wipeftivamente perpendicolari ai
lati, la bisettrice dell'angolo da esse formato taglia 1 lati dell’angolo dato in punti
egualmente distanti del vertice.

29. Due figure, simmetriche di una terza rispetto a due centri diversi, sono
uguali. X

gﬂﬂ. Se la figura F & simmetrica di F’ rispgtto ad un punto O ed @ pure sim-
metrica di F’ rispetto ad un piano «, che p#ssa per O, le figure ', F” sono
simmetriche fra loro rispetto alla perpendicolaye al piano =, condotta per il punto
O, e quindi esse sono eguali.

-

LUOGHI GEOMETRICI.

31. Luogo dei punti medi de’ segmenti, che terminano a due rette sghembe.
32. Luogo dei punti.medi dei segmenti, che terminano a un punto e ad una
retta data (o ad un piano dato). ‘ . )
33. Date due rette parallele a, b trovare il luogo dei punti P del loro piano tali



62 ELEMENTI DI GEOMETRIA - LIBRO I.

che, conducendo per essi una retta qualunque, che incontri le due rette date nei
punti A e B, sia
PA — nPB.

34. Dati due piani paralleli = e §, trovare il luogo dei punti P fali, che con-
ducendo per ciascuno di essi una retta qualunque, che incontri i due piani nei
punti A e B, sia PA =«PB.

35. Per un punto P si tirino tutte le rette che incontrano una retta data (od
un piano), e si porti su ciascuna di esse, a partire dal suo punto A d’incontro
colla retta (o col piano), dalla stessa parte o dalla parte opposta di P, un seg-
mento AB = aPA. Qual'e il luogo dei punti P?

36. Luogo dei punti, che banno una data distanza da un punto dato, e che
dividono per meta tutti i segmenti condotti per essi, che terminano a due piami

arallell,
g 37. Dai punti di un circolo o di una sfera, si conducano dei segmenti eguali
e diretti nello stesso senso. Qual'e il luogo dei loro estremi?

38. Dai punti di una retta, o di un piano, si conducano dei segmenti eguali
e diretti nello stesso senso. Qual’é il luogo dei loro estremi?

39. Sui lati di un angolo, a partire dal vertice, si prendano delle coppie di
segmenti eguali, e per i loro estremi si conducano delle parallele ai lati opposti
dell'angolo. Qual’e il luogo dei punti d’incontro di queste parallele?

40. Luogo dei punti medi dei segmenti che hanno per estremi due punti
presi su due rette sghembe a eguale distanza dal punto d’incontro colla per-
pendicolare comune.

41, Luogo dei punti di un piano equidistanti da dae punti dati.

42. Luogo delle rette, che tagliano una retta data, e che sono parallele ad
un’altra retta data.

43. Se due piani sono paralleli, e per i punti di una figura giacente sopra
uno di essi si tirano le parallele a una retta data obliqua ai due piani, qual’c
il luogo delle intersezioni di queste refte coll’altro piano?

44. Si stabilisca una corrispondenza univoca fra i piani, che passano per un
punto, e le rette ad essi perpendicolari condotte per quel punto. Tagliando la
fizura con un piano = si ha una corrispondenza univoca fra i punti e le rette
di un piano. Se una retta rota attorno ad un punto P di =, qual’® il luogo
dei punti corrispondenti?

PROBLEMI.

45. Per un punto dato condurre una retta parallela a due piani dati. che si
tagliano.

46. Per un punto dato in un piano condurre nel piano stesso upa retta pa-
rallela ad un altro piano dato.

47. Dati due punti in un piano, situati dalla medesima parte rispetto a una
retta del piano, trovare un punto di questa retta tale, che le sue congiungenti
coi due punti dati formino angoli eguali colla retta data.

48, Per un punto dato condurre un piano perpendicolare a due altri.

49. Per un punto dato condurre un piano che tagli due piani dati secondo
rette rispettivamente perpendicolari a due reite date.

50. Da un punto, situato fuori di un piano, condurre a questo piano un seg-
mento parallelo ad un altro piano dato, ed eguale ad un segmento dato.

51, Per due punti dati in un piano far passare due rette parallele, che com-
prendano una striscia eguale ad una striscia data.
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52. Per un punto, interno ad un angolo, condurre una retta tale, che il seg-
mento interno all’angolo sia diviso per meta dal punto dato.

53. Per un punto, esterno ad un angolo, condurre una retta tale, che il seg-
mento, che termina a quel punto e ad uno dei lati dell’angolo, sia diviso per
meta dall’altro lato.

54. Per un punto P in un piano condurre una retta, che incontri due refte
date nei punti A e B in modo che sia PA = n. PB.

§5. Dati due piani = e 3, che s'incontrano, condurre per un punto P una
retta parallela a un piano dato, e che incontri i piani = e § in due punti A
e B tali, che sia PA—«PB.

56. Per un punto P condurre uma retta, che incontri tre piani =z, &, v, non
paralleli, in tre punti A, B, C tali, che sia PB—mPA, PCT nPA.

57. Tracciare un segmento eguale ad un segmento dato.in modo che abhia
i suoi estremi su due rette sghembe date, e sia parallelo a un piano dato.

58. Date due rette sghembe, trovare un segmento eguale ad un segmento
dato, che termini alle due rette date e formi con esse angoli eguali.

59. Per un punto condurre un piano, che tagli due coppie di piani non pa-
ralleli secondo coppie di rette parallele.

60. Condurre un segmento eguale a un segmento dato, che abbia 1 suoi estremi
su due rette date in un piano, e che sia parallelo ad una retta data nello stesso
Hano,

] 61. Condurre un segmento eguale ad un segmento dato, che abbia i sum
estremi = ra una retta ed un circolo dati in un piano, e sia parallelo ad una
retta data nello stesso piano.

62. T'ati due circoli in un piano, condurre un segmento eguale ad un seg-
mento date, che abbia isuoi estremi sui due circoli, e sia parallelo a una retta data.

63. Condurre una retta, che incontri una retta data, e sia parallela ad un’altra,
in modu che il segmento di essa, intercettato fra due piani non paralleli, sia
eguale ad un segmento dato.

64. Condatre un segmento eguale e parallelo ad un segmento dato, e che
abbia i suoi estremi sopra un piano ed una retta dati.

65. Condurre un segmento eguale e parallelo ad un segmento dato, e che ahbia
i suoi estremi sopra una sfera ed una retta data, oppure sopra una sfera ed
un ecircolo® dafo.

66. Trovare un punto situato sopra un piano, o sopra una sfera, che divida

er meta i segmenti condotti per esso e terminati a due rette parallele date.

67. Dal teorema 21 degli Esercizi ricavare una costruzione per dividere un
diedro per meti.

68. Per un punto preso, nel piano di due strisce, condurre una retta, in modo
che i segmenti-interni alle due strisce sieno eguali.

69. Per un punto dato condurre un piano, in modo che le strisce interne a
due strati dati~sieno eguali.

70. Nel piano di due strisce condurre una retta in modo, che passi per un
punto dato del piano, ed il segmento interno alla prima striscia sia la n*™®
parte del segmento interno all’altra.

7. Dati due strati, condurre un piano, che passi per un punto dato, e in
modo che la striscia interna al primo strato sia la n*¥@* parte di quella interna
all’altro strato.







