CAPITOLO VIHI

MASSIMO COMUN DIVISORE
MINIMO COMUNE MULTIPLO

Teoremi sui quali si puo fondare la ricerca
de! massimo comun divisore.

La ricerca del massimo comun divisore di due
numeri i pud fondare sui due teoremi seguenti.

140. Teor. Se di due numeri uno & divisibile per
Ualtro, il loro massimo comun divisore é uguale al
minore det due.

Dim. Siano 1 due numeri 120 e 12, dei quali il
primo é divisibile per il secondo. Dico esser 12 il loro
massimo divisore comune,

Intatti 12 & intanto un divisore comune, perché,
oltre che dividere 120, divide s& stesso. I por il mas-
simo comun divisore, perché un nwmero maggiore
di 12 non pud esser divisore di 12, e quindi neanche
un divisore comune del numeri dati.

141, Yeor. Se il maggiore di due numeri non &
divistbile per Ualtro, i due numeri hanno lo stesso
massimo comun divisore che il minore di essi e il re-
sto della loro divisione.
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Dim. Dividendo 95 per 20, si trova per resto 15.
Dico che il massimo comun divisore di 95 e 20 & nel
tempo stesso il massimo comun di-
95 20 20 15 visore dei due numeri 20 e 15.
Supponiamo seritti in colonna
tutti i divisori comuni di 95 e 20
(li intenderemo rappresentati dalle
lineette ); in un’altra colonna siano scritti tutti 1 di-
visori comuni di 20 e 15. Dico che queste due colonne
sono formate coi medesimi numeri.

Infatti, se prendiamo a considerare uno del nu-
meri della prima colonna, troviamo che, poiche esso
divide 95 e 20, cio¢ il dividendo e il divisore, esso di-
vide [102] anche 15, resto della divisione; eppero
come divisore comune di 20 e 1D, dev’ esser segnato
nella seconda colonna.

Per converso, preso a considerare un numero qua-
lunque gegna.to nella seconda colonna, troviamo che,
poiché divide 20 e 15, divisore e resto, deve [103] di-
videre anche il dividendo 95. Esso € dunque divisore
comune di 99 e 20, epperd si trova tra quelli della

...........

prima colonna.

Le due colonne sono adunque composte con gh
stessi numeri, epperd il pit grande di quelli della
prima coincide col piu orande di quelli della secon-
da. In altre parole, il massimo comun divisore di 99
e 20 & eziandio il massimo comun divisore di 20 e 15;
appunto come volevamo camostrare.

Calcolo del massimo comun divisore di due numeri.

142. Proponiamoci di determinare il massimo co-
mun divisore di due numeri, ad es. quello di 7524
e 918.
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Avendo presente il teorema [140]: Se il minore
di due numeri divide Paltro, esso & il massimo comun
divisore dei due numeri dati, ¢i troviamo indotti a
dividere 7524 per 918, pensando che, se mai la di-
visione riesce senza residuo, in tal caso il massimo
divisore comune, che si cerca, & lo stesso 918. Ma,
effettuando la divisione, si trova il residuo 180. L o-
perazione ha fatto capire non essere 918 il numero
richiesto; perd possiamo profittare del resto 180, giac-
che si sa [141] che il massimo comun divisore di due
numeri coincide con quello del minore dei due e del
resto della loro divisione. La questione non & can-
glata, ma invece di dover operare coi due numeri
(524 e 918, si ha da risolvere la questione stessa sui
numeri 918 e 180, In vece del maggiore dei due dati
entra nell’operazione un numero pitt piccolo del mi-
nore dei due.

Dacché la difficolta & ridotta alla ricerca del mas-
simo comun divisore dei due numeri 918 e 180, di-
videremo il primo per il secondo, pensando da capo
che, se la divisione riuscira esattamente, essa varra
a provarcl che 180 & il numero che si desidera; lad-
dove, se la divisione finird con residuo, se ne potra
trar profitto. Avviene per 1" appunto il secondo Caso;
18 € 1l resto della divisione. Cosi il problema & ri-
dotto alla ricerca- del massimo divisore comune dei
due numeri 130 e 18.

Seguitando con questo processo, si deve perve-
nire necessariamente a una divisione il cui resto sia
nullo, perché ciascuno dei resti ¢ minore del prece-
dente, e per conseguenza la serie dei resti & limitata.
Il divisore dell’ultima divisione & [140] il massimo
divisore comune dei numeri dati.
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Da queste considerazioni ricaviamo la

Regola. Per determinare il massimo comun di-
visore di due numeri, si divide il maggiore per il
minore, poi il minore per il resto della divisione, e
cosi si continua a dividere ciascun divisore per il re-
sto corrispondente, sino a che si trovi un resto che
divida esattamente quello che lo precede. Questo ulti-
mo resto ¢ i{l massimo divisore comune dei due nu-
mert dati.

I operazione si suol disporre come si vede nella
seguente tabella, scritta per determinare il massimo
divisore comune dei numeri 8496 e 3744.

> 3 |1 12 |2
849G | 3744 | 100X | 120 | 238 144
483 | 3024 | 720 | 576 | 288 |

1008 720 288 144 U

Si ¢ diviso 8496 per 3744. Il quoziente 2 fu scritto
sopra il divisore, e il resto 1003 fu pol scritto nuova-
mente a destra del divisore.

Dividendo 3744 per 1008, si trovo 3 per quo-
ziente, e il resto 720 fu poi scritto a destra del divi-
sore. Cosl seguitando, si pervenne alla divisione di 288
per 144, Poiché questa non diede resto, si conchiuse
essere 144 il massimo comun divisore del numeri 3496

e 3744.
Teoremi relativi al massimo divisore comune,

143. Teor. Ogni divisore comune di due numer?
divide ¢l loro massimo comun divisore.

Dim. Nella ricerca del massimo comun divisore
dei numeri 8496 e 3744, abbiamo trovato successiva-
mente i resti 1008, 720, 288, 144, 0, e conchiuso da
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cio essere 144 il numero desiderato. Ora si tratta di
provare che ogni numero, che divida i due 8498 e
3144, divide necessariamente anche il loro massimo
divisore comune 144.

A tal fine s1 scriva la tabella seguente, dove si
vedono in wmma stessa riga dividendo, divisore e resto
di ciascuna divisione.

Dividend: Divisori Rest1
8496 3744 1003
3744 1008 20
10038 120 238

120 238 144
288 144 0.

Poi si osservi che qualunque numero, che divida 8496
e 3744, divide anche 1008, appunto perché [102] ogni
numero, che divide dividendo e divisore, divide an-
che 1l resto della divisione.

Ma poiche questo numero divide 3744 e 1008,
esso divide [102] anche 720, resto della loro divisione.
Cosl continuando, si arriva a conchiudere che il nu-
mero, che divide 8496 e 3744, divide anche 144, loro
massimo divisore comune. Per 'appunto come dove-
vasl dimostrare,

114, @ss. L'inverso del teorema or ora dimo-
strato e questo: un numero, che divide il massimo co-
mun divisore di due altri, divide anche questi nu-
meri. Questi ultimi infatti sono multipli del loro mas-
simo comun divisore, e un munero, che divide un al-
tro, ne divide [99] ogni multiplo.

145. Teor, Joltiplicando due numer: per un
terzo, il loro massimo comun divisore viene moltipli-
cato per questo terzo numero.
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Bim. Abbiamo trovato che 144 & il massimo di-
visore comune dei due numeri 8496 e 3744, Si tratta
di provare che, se questi due numeri vengono molti-
plicati per un terzo qualunque, ad es. per 31, 1l mas-
simo divisore comune dei due prodotti (8496 - 31)
e (3744 - 31) e precisamente (144 - 31).

Mettiamoci dinanzi il quadro del § 143, dove a1
vedono segnati in varie righe dividendo, divisore e
resto di clascuna delle divisioni fatte per trovare il
numero 144,

Dovendost determinare il massimo divisore co-
mune del due numeri (8496 - 31 ) e (3744 - 31), s1 co-
mincera a dividere 1l primo per 1l secondo, e 10 al
semplice intento di trovare il resto della divisio-
ne. Ma poiché abbiamo gia diviso 8496 per 3744, e
trovato 1008 per residuo, nol possiamo dispensarci
dalla nuova divisione, sapendo gia che si troverebbe
(1008 - 31 ). Ci0 peril teorema [93]: se st moltipli-
cano dividendo e divisore per un medesimo numero,
il resto viene moltiplicato per lo stesso numero.

Per la stessa ragione la divisione di (3744 - 31)
per (1008 - 31) c1 darebbe (720 - 31) per resto.

Cosi seguitando, troveremo infine che la divi-
sione di (288 - 31) per (144 - 31) deve dare per re-
sto (0 - 31), cioe zero.

Dunque (144 - 31) e veramente il massimo comun
divisore dei numeri { 8496 - 31 ) e (3744 - 31), come
volevas1 dimostrare.

1486. Teor. Dividendo due numeri per il loro
massimo comun divisore, si ottengono due quozienti
primi tra loro.

Bim. Dividendo 1 due numeri 8496 e 3744 per
144, loro massimo divisore comune, si ottengono per
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quozienti rispettivamente i numeri 59 e 26; si tratta

di dimostrare che questi due numeri dﬂvono essere

primi tra loro. Intanto scriveremo le uguaglianze
8496 — 5H9 - 144& ‘
3744 == 206 + 144.
Pot ammettiamo che i due quozienti 59 e 26 non siano
primi tra loro. Allora essi avranno, oltre Punita, al-
meno un altro divisore comune; sia questo m, ad es
e divisi per m diano nxpet‘(lvamente 1 quozienti ¢ e b

Abbiamo percid

Y — a - m
20 = b . m,
e conseguentemente
8496 a-m . 144

344 — b - m . 144,
Queste uguaglianze fanno vedere che i due numeri
5496 e 3744 sono divisibili per il numero (m . 144 ),
maggiore del loro massimo comun divisore 144. Ma
c16 € assurdo; eppero si conchiude che i due quozienti
59 e 20 sono necessariamente primi tra loro, come vo-
levasi dimostrare.,
4%, Teor. Un numero, che divide un prodotto
di due fattori ed é primo con uno di essi, divide neces-
sariamente Ualtro fattore. |
Dim. Il numero 16, ad es., divide il prodotto
(353 -80) ed & primo con 33. Si tratta di dimostrare
che 16 deve dividere necessariamente 'altro fattore 80.
Infatti, poiché 16 e 83 sono primi tra loro, unico
e quindi anche il mas-

16 33 simo loro divisore co-
1 mune & "unita. Se mol-
16 - 80 3580  tiplichiamo questi due

I - 80 numerl per 80 (che é
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il secondo fattore del prodotto dato), i due prodotti
(16 - 80) e (33 - 80) hanno (1 - 80), cioe 80, per
massimo comun divisore; cid per il teorema [145]:
guando due numer: vengono moltiplicati per un terzo,
anche il loro massimo divisore comune Tiesce molti-
plicato per questo terzo numero.

Osserviamo di nuovo i due prodotti (16 - 30) e
(83 - 80). Il numero 16 divide il primo, che & manife-
stamente un suo multiplo ; e divide il secondo prodotto
per ipotesi. Ma quando un numero divide due altri,
esso divide [143] anche il loro massimo comun divi-
sore ; dunque 16 divide 80.

Cosl resta dimostrato che, ecc. (¥).

148, Teor. Un numero, divisibile per due altri,
primi tra loro, & anche divisibile per il loro prodotto.

Dém. I numero 630 & divisibile per i due numeri
10 e 21, che sono primi tra loro. Dico che 630 ¢ divi-
sibile per il prodotto (10 - 21).

Dividiamo 630 per 10; il quoziente & 63, e quindi
sl ha

630 — 10 - 63.

Ora, poiché 21 divide 650, cioé il prodotto (10 - 63),
ed ¢ primo con 10, esso divide [147] necessariamente
Paltro fattore. Edin realta 63 ¢ divisibile per 21, e 5

(*) Se il numero, che divide il prodotto, & primo, allora o esso
divide il primo fattore, od altrimenti & primo con questo, e in que-
sto caso [147] esso divide necessariamente 'altro fattore. 1l teorema
126 & dunque un caso particolare del teorema fondamentale 147.
Cosi, dappoiché le proposizioni del presente capitolo furono dimo-
strate indipendentemente da quelle del capitolo che precede, pos-
siamo dire che la teoria dei numeri primi, invece che sul teorema
d'EvcLing dimostrato nei §§ 124, 125, avremmo potuto fondarla
sull'algoritmo (1427, che serve a determinare il massimo comun
divisore.
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& il quoziente ; eppercio é
63 — 21 * 3.

Osservando !eguaglianza 630 = 10 - 63, e ram-
mentando il teorema [67] che dice : dovendo moltipli-
care per un prodotto, si puo mnvece moltiplicare suc-
cessivamente per i singoli fattori, abbiamo

630 — 10 - 21 - 3, ossla
630 — (10 - 21) 3;
ed ora si riconosce che in fatto 630 & divisibile per 1l
prodotto (10 + 21), come si era asserito.

149. Teor. Un numero, divisibile per pareccht
altri, primi tra loro a due a due, ¢ divisibile per il
loro prodotto.

Dim. Sia, ad es., il nwmero 10710, il quale ¢ di-
visibile per ciascuno dei numeri 17, 10, 21, 1 quali sono
primi tra loro a due a due, tali cioé che 17 e 10 sono
primi tra loro, e cosi 17 e 21 ed anche 10 e 21. Si
tratta di dimostrare che 10710 & divisibile necessaria-
mente per il prodotto (17 - 10 - 21).

Dividasi intanto 10710 per 17; si trova 630 per
quoziente, e naturalmente resto nullo. E quindi

10710 = 17 - 630. (1)

Poiche 10 divide 10710, cio¢ il prodetto (17 - 630),
ed & primo con 17, esso divide necessariamente [147]
Paltro fattore 630. Effettuando la divisione, si trova 63
per quoziente, eppero si puo serivere

630 = 10 - 63. (2)

Poiche 21 divide 10710, cioé il prodotto (17 - 630),
ed & primo con 17, esso divide [147] necessariamente
Paltro fattore 630, cioé il prodotto (10 - 63). Ma & pri-
mo con 10, divide quindi [147] necessariamente Paltro

fattore 63. Effettuando questa divisione, si trova 3
9
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per quoziente, epperd si pud scrivere
63 = 21 * 3, (3)
Osservando le ugnaglianze (1) e (2), si ricava
10710 = 17 (10 - 63), ossia [67]
10710 = 17 - 10 - 63.
E in base alla relazione (3), abbiamo anche

L d

10710 == 17 - 10(21 - 3), ossia [67]
10710 = 17 - 10 - 21 - 3.

Supponendo eseguite le due prime moltiplicazioni,
scriveremo .
10710 == (17 - 10 - 21) 3;
ed ora & manifesto che 10710 & divisibile per 1l pro-
dotto (17 + 10 - 21), come si era asserito. |
La medesima dimostrazione vale manifestamente
per quanti siano i divisori.

Calcolo del massimo comun divisore
di quanti si vogliano numeri.

150. La ricerca del massimo comun divisore di
pitt di due numeri si pud fondare sul seguente

Teor. Il massimo comun divisore di quanti si
vogliano numeri é ad un tempo il massimo comun di-
visore dei numeri del sistema, che si ottiene da quello
det numeri dati, surrogandone due col loro massimo
divisore comune.

Dim. Siano, ad es., i numerl

8496, 3744, 3696, 3720,
dei due primi dei quali é 144 il massimo divisore co-
mune. Si vuol dimostrare che il massimo comun divi-
sore dei quattro numeri dati é eziandio il massimo co-
mun divisore dei tre numeri
144, 3696, 3720.
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Supponiamo infatti di avere scritto in una prima
colonna tutti i divisorli comuni dei quattro numeri
dati, e in altra colonna tutti 1 divisori comuni dei
tre numenri

144, 36906, 3720,

e consideriamo un numero di quelli della prima co-
lonna. Questo numero divide intanto 8496 e 3744

esso divide percio anche il numero 144, giacché [14.)]
ogni numero, che divide due altri, divide anche il loro
massimo divisore comune. Ma questo numero, oltre
che 144, divide anche 3696 e 3720; esso deve quindi
trovarsi tra i numeri che formano la seconda colonna.

Consideriamo ora un numero che sia di quelli
della seconda colonna. Questo numero intanto divide
144, quindi [99] ne divide i due multipli 8496 e 3744.
Ma divide anche 1 due numeri 3696 e 3720: esso &
dunque segnato anche nella prima colonna.

Le due colonne sono dungue formate con gli stessi
numerl, eppero il piu grande di quelli della prima & il
medesimo numero, che ¢ il pitt grande tra quelli scritti
nella seconda. In altre parole, il massimo divisore co-
mune dei numeri 8496, 3744, 3696 e 8720 coincide col
massimo comun divisore dei numeri 144, 3696 e 3720,
come volevasi dimostrare.

254, Per il teorema che precede, la ricerca del
massimo comun divisore di quanti si vogliano numeri
s puo far dipendere da quella del massimo comun

8496 3744 3606 grpp (ivisore di due
P numerl soli.
S——— Nel nostro ca-
e — so c1faremo a cal-
24

colare 11 massimo
comun divisore di due dei numeri 144, 3696, 3720, e
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poiche, prendendo, ad es., i due 144, 3696, risulta il
numero 48, non ci resta poi che a determinare il
massimo comun divisore di 48 e 3720. Il numero 24,
che si trova in questo modo, & il massimo comun di-
visore di tutti 1 numeri dati.

Possiamo quindi enunciare la

Regola. Pey trovare il massimo comun Qz’vz’sore
di un sistema di numeri, si cerca dapprima il mas-
simo comun divisore di due di questi numeri, e lo si
serive in loro vece. Cosi si passa ad un sistema, che
contiene un numero di meno che 7l primitivo. Quindi,
presi ad arbitrio due numeri del nuovo sistema, si
cerca il loro massimo divisore comune, e lo si scrive
in loro vece. Cosi continuando si perviene ad un si-
stema composto di due numeri soltanto. Il massimo
comun divisore di questi ultimi & il massimo comun
divisore deil numeri dati.

Oss. Nel caso che tra i numeri, dei quali & do-
mandato il massimo divisore comune, uno sia multiplo
di un altro, esso si pud trascurare senza pitl. Perché
infatti, se si comincia 'operazione con questi due nu-
meri, si trova [140] da mettere al loro posto precisa-
mente 1l minore dei due.

Percio, ad es., dovendosi determinare il massimo
comun divisore dei numeri 75, 24, 36, 240, 360, si pud
prescindere dal due ultimi, che si ricoroscono multipli
di due antecedenti; basta quindi procedere alla ri-
cerca del massimo comun divisore di 75, 24 e 36.

Minimo comune multiplo di due numeri.

152, Il massimo comun divisore di due numeri
puo giovare a trovarne il minimo multiplo comune ; lo
prova il seguente
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Teor. [l minimo comune multiplo di due numers
e uguale al prodotto che si ottiene moltiplicando uno
dei numeri per il quoziente della divisione dell’ altro
numero per il loro massimo divisore comune.

Dim. Siano dati, ad es., 1 due numeri 240 e 170,
dei quali il massimo comun divisore & 10. Si tratta di
dimostrare che il minimo comune multiplo dei due
numeri dati si pud ottenere moltiplicandone tno, ad
es. 240, per 17, quoziente della divisione dell’altro nu-
mero 170 per 10.

Si dividano i due numeri dati per 10, loro massi-
mo divisore comune ; i due quozienti 24 e 17 sono ne-
cessariamente [146] primi tra loro. E poi

240 — 24 - 10,
170 = 17 - 10.

Consideriamo ora un multiplo qualunque dei due
numert, ad es. il numero 8160, affine di vedere intanto
quale proprieta spetti ad ogni multiplo comune dei
nameri dati. Che poi, cercando il pitt piccolo numero
che goda di tale proprieta, se esso sia anche multiplo
comune dei due numeri, ne sard il minimo comune
multiplo ricercato.

Codesto 8160 & intanto divisibile per 240, cioé per
11 prodotto (24 - 10). Sappiamo [95] che, dovendo di-
videre per un prodotto, si puod invece dividere succeg-
sivamente per i singoli fattori. Con la divisione di
8160 per 10, si ottiene 816,il quale quoziente & po1
195, nota] divisibile per 24,

Cosi essendo 8160 divisibile per 170, cioé per il
prodotto (17 - 10), esso & divisibile [99] per 10, ed 1l
quoziente 816 ¢ poi divisibile per 17.

Cosi si € dimostrato che 816 ¢ divisibile per 24
€ per 17, che sappiamo essere primi tra loro. Sappiamo
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poi [148] che un numero divisibile per due altri, pri-
mi tra loro, ¢ divisibile anche per il loro prodotto.
Dunque 816 & divisibile per il prodotto (24 - 17), ed
essendo 2 il quoziente, possiamo scrivere
816 =— 24 - 17 - 2.

Moltiplicando i due membri per 10, otteniamo

8160 = 10 - 24 + 17 + 2,
donde si rileva che 8160 & divisibile per il prodotto
(10 - 24 - 17). Cosi abbiamo provato che un multiplo
qualunque dei due numeri 240 e 170 é pure un mul-
tiplo del prodotto (10 - 24 - 17).

E perché questo numero ¢ manifestamente esso
stesso un multiplo dei due numeri dati, ed é 1l minimo
multiplo di sé stesso, esso & infine il cercato minimo
comune multiplo dei due numeri 240 e 170,

11 prodotto dei due primi fattor:r del numero

10 - 24 - 17
é uno dei due numeri dati, e il terzo fattore & il quo-
ziente della divisione dell’altro numero per il loro mas-
simo divisore comune; epperd resta dimostrata la re-
gola, che vien suggerita dal teorema in questione, per
calcolare il minimo comune multiplo di due numeri
dati.

153. Nel corso della dimostrazione precedente ab-
biamo trovato che il numero 8160, multiplo arbitra-
rio dei due numeri 240 e 170, é un multiplo del pro-
dotto (10 + 24 - 17); si & poi riconosciuto che questo
prodotto & il minimo comune multiplo dei due nu-
meri 240 e 170. Si pud quindi enunciare il

Teor. Ogni multiplo comune di due numeri ¢ mul-
tiplo del loro minimo comune multiplo.

Conseguentemente, per formare tutti 1 multiph
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comuni a due numeri basta [153, 99] trovarne da pri-
ma il comune multiplo minimo, e fare dipol 1 suc-
cessivi multipli di questo numero. Pero la loro serie é
illimitata.

1514. Oss. Dalla regola, che abbiamo trovata per
formare il minimo comune multiplo di due numert,
riesce palese che, quando due numerl sono primi tra
loro, il loro minimo comune multiplo & uguale al loro
prodotto. Ed invero, essendo in tal caso il massimo
comun divisore uguale all’unita, il quoziente, per 1l
quale si deve moltiplicare uno dei due numeri, ¢ uguale
all’ altro numero.

E poi manifesto di per sé che, se uno dei numeri é
multiplo dell’altro, esso ¢ il minimo multiplo comune.

Calcolo del minimo comune multiplo
di quanti si vogliano numeri.

La ricerca del minimo comune multiplo di piu di
due numert si pud fondare sul seguente

155. Teor. I/ minimo comune multiplo di quanti
st vogliano numert ¢ ad un tempo il minimo comune
multiplo dei numeri del sistema, che st ottiene da quello
dei numeri dati surrogando due di questi col loro mi-
nimo multiplo comune.

Dim. Siano, ad es., 1 numeri 12, 18, 1H e 35. 1l
minimo comune multiplo dei due primi e 30. Si tratta
di dimostrare che il minimo comune multiplo del quat-
tro numeri 12, 18, 15 e 35 ¢ ad un tempo il minimo
comune multiplo dei tre numeri 36, 15 e 3o.

Infatti, qualunque multiplo comune dei numer:
dati, come multiplo comune di 12 e 18, é pure [153]
multiplo di 36, loro minimo comune multiplo. Questo
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numero e dunque necessariamente un multiplo co-
mune del tre numeri 36, 15 e 35.

Per converso. qualunque multiplo comune dei nu-
meri 36, 15 e 35, perché multiplo di 86, ¢ anche [99]
multiplo di 12 e 1%, divisori di 56. Esso & pertanto an-
che un multiplo comune dei numeri 12, 18, 15 e 35.

In conchiusione, i numeri 12, 18, 15 e 35 hanno
gl stessi multipli comuni, che 1 nwmeri 36, 15 e 35 ;
eppero il minimo comune multiplo dei quattro primi
¢ ad un tempo il minimo comune multiplo dei tre se-
condi, come dovevasi dimostrare.

156, In virtu del teorema precedente la ricerca
del minimo comune multiplo di quanti si vogliano nu-
meri si puo far dipendere da quella del minimo co-
nmune multiplo di due nwumeri soltanto. Siano infatti di
nuovo 1 quattro numeri 12, 18, 15 e 35. Poiché 36 & il
minimo comune multiplo dei due primi, la difficolta &

ridotta a determinare quello

12 18 15 39 del tre numeri 36, 10 e 55.
36 FEssendo 180 il minimo co-

T mune multiplo di 36 e 15, re-
71260 sta ancora da trovare quello
: del due numeri 180 e 35. Cosi
in 1260, minimo comune multiplo di 180 e 35, ab-
biamo il winimo comune multiplo dei quattro numeri
dati.
Possiamo dopo di ¢i0 enunciare la
Regola. Per trovare il minimo comune multi-
Plo di un sistema di numeri, si cerca dapprima il
minimo comune multiplo di due di questi numeri, ¢ lo
st scrive in loro vece. Cosi si passa ad un sistema, che
contiene un numero di meno che il primitivo. Quindi,
prest ad arbitrio due dei numeri del nuovo sistema, si
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cerca il loro minimo multiplo comune, e lo si scrive in
loro vece. Cosi continuando si perviene ad un sistema
composto di due numeri soltanto. Il minimo comune
multiplo di questi ultimi é il minimo comune multiplo
dei numert dati.

Oss. Se qualcuno dei numeri, dei quali si vuole
determinare il minimo comune multiplo, & divisore di
un altro, esso s1 puo trascurare senz’ altro. Perché in-
fattl, se si comincia 1" operazione con questi due nu-
merl, s1 trova da mettere al loro posto per I appunto
1l maggiore di essi due.

Percio. ad es., dovendn determinare il minimo
comune multiplo del numeri

2, 4, 5, 15, 21, 25, 63,

s1 puo restringersi alla ricerca del minimo comune
multiplo del numeri

4, 15, 25, 63

perche 1 rimanenti sono divisori dell’ uno o dell’ altro
del numeri conservati.

Esercizi.

57. Dimostrare che un numero, che divide parecchi altri, divide il

loro massimo divisore comune. { Estensione del teor. 144, che
- sl fondera sulla regola 151 ).

98. Trovare il maggior numero tale, clie, dividendo per esso i nu-
meri 149, 100, 75 ed 80, si ottengano rispettivamente i resti
D, 4,3 e 2,

53. Nella ricerca del massimo comun divisore il quoziente dell’ul-
tima divisione ¢ almeno eguale a 2.

60. Dimostrare che nella ricerca del massimo comun divisore di
due numeri si pud prendere, in luogo del resto di una divisione,
la differenza tra il minore dei numeri dati e il resto avuto.
Quando tornmera conto fare questa sostituzione?
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61. Dimostrare che, per ottenere il massimo divisore comune di

tre numeri, si pud cercare il massimo divisore comune del due
primi, quindi il massimo divisore comune del secondo e del
terzo, quindi il massimo divisore comune dei due numeri ot-
tenutl.

62. Per trovare il massimo divisore cormune di quanti si vogliano

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

/1.

numeri si pud dividerli tutti, fuori del minore, per il minore,
poi questo numero e tutti i resti, fuort del pin piceelo, per que-
sto pin piecolo resto, e cost di seguito finche si trovi un resto,
che divida tutti li altri e il divisore che lo ha dato. Quest’ul-
timo ¢ il massimo comun divisore cercato. Se qualcuno dei
resti risultasse nullo, " operazione si dovrebbe continuare con
guecli altei, 7151, 1417
Trovare il pitt piceolo numero che, diviso per qualunque dei
numeri 12, 6, 9 e 15, di sempre per resto 9.
Dimostrare che, per avere il minimo comune multiplo di tre
numerl, si pud cercare il minimo comune multiplo dei due
primi, poi quello del secondo e del terzo, e finalmente il mi-
nimo comune multiplo del numeri cosl ottenuti.
Un numero pari & divizibile per 6, se la somma delle sue cifre
¢ divisibile per 3. [143 .
Trovare le condizioni di divizibilita per 12, 15, 18, 20, 30, 36 ¢
45. (1487
Dove =i deve arrestare la seguente sequela di cifre
12345678001234567890123......
ce si vuole chie il numero sia divisibile per 2, o per 3, o per 4,
o per 5, 0 per 6, o per R, 0 per 9, o per 12, 0 per 15!
11 prodotto di tre numeri consecutivi & sempre divisihile per 0.
(Ozni tre nwmer! s'incontra un multiplo di 3, ece. 81 badi al
teor. 99 e 148).
Se n & un numero qualunque, il prodotto n (n--1) (2n4-1)
o divisibile per 6. (Re nessuno dei due numeri ned (n 4 1)
sia divisibile per 3, tale sard (2 -+ 2), epperd anche il suo dop-
pio, cioe.., [61], ed il multiplo antecedente ¢ appunto... ecc. ).
Qe 52 indica un numero quatungue, n(2n -+ 1) (Tn 4 1)e¢
sempre divisibile per 6. ( Dimostrazione analoga a quella del-
1" esercizio antecedente ).
Il prodotto di cinque numeri consecufivi & divisibile per 1.200.
( Tra cinque nunieri consecutivi €1 trovera sempre un maultiplo
di 4, e tra i rimanenti almeno uno sard pari. Il prodotto ¢ duu-
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73.

74.

75.

76.

77.
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que divisibile per 8, Ogni 5 numeri si incontra un multiple di
5, quindi [997 il prodotto & divisibile per b, Sara pol divisibile
anche per 3, perche ecc. Ma [1497).

Il prodotto di 15 numeri consecutivi & semypre divisibile per
1203, (11 prodotto dei primi cinque é divisibile per 120, eppero
s1 pud mettere sotto forma di prodotto di due fattori uno dei
quali ¢ 120, Ecc. Si badi al teor. 68).

Il prodotto di » numeri consecutivi ¢ divisibile per il prodotto
di tutti i numeri primi minori di ». (8ia 7. ad es., uno di questi
numert primi. Ogni sette numeri si incontra un multiplo di 7,
eppero uno degli n numeri ¢ divisibile per 7, ed anche 790,
Infine si badi al teor. 149). )

Quale e la maggiore potenza di un numero primo. ad es, di 7,
che divide il prodotto dei primi 1000 numeri? (Supponiamo
di decomporre tutti questi primi 1000 numeri in fattori primi
per contare quanti 7 &1 trovano, perche questo numers ¢ 1l ri-
chiesto; ma ¢ chiare che basta por mente ai multiph di 7.
Quanti sono fquesti multipli ? Poi. dacclie unicamente ¢’importa
di mettere in vista i fattori primi vguali a 7. dividiamoli tutti
per 7. Che quozienti otterremo? quali ¢ quanti di questi quo-
zientl c1 daranno un altro fattore uguale a 71 ece.).
Dimostrare che 1'esponente della maggior potenza di un nu-
mero primo minore di 72, che divide 1l prodotto degli 2 primi
numeri. ¢ la somma dei quozienti, che si ottengono dividendo
n per il numero primo, il quoziente trovato per il numero pri-
mo, il nuovo quoziente per il numero primo, e cost di seguito
fino a che si ottenga un quoziente minore del numero primo
dato. { Vedasi prima ["esercizio precedente).

Dimostrare che 'esponente, di cui si parla nel precedente eser-
cizio, & uguale alla somma dei quozienti, che si ottengono di-
videndo il numero n per le successive potenze del numero pri-
mo. (Non e che una trasformazione del teorema dell  esereizio
precedente, e che «i giustifica con la seconda parte del § 95).
La maggior potenza di un numero primo, la guale divide il
prodotto dei primi a2 numeri consecutivi, divide anclie 11 pro-
dotto di #n numeri consecutivi qualunque. (Ad es., la maggior
potenza di 7. che divide il prodotto dei primi 100 numeri, divide
anche il prodotto di 100 numeri consecutivi, presi a partire da
uno qualunque. Infatti ogni sette numeri s'incontra un maulti-
plo di 7, quindi in 100 numeri consecutivi si incontrano almeno
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tanti multipli di 7, quanti ve ne sono tra i primi 100 numeri.
Dividendo per 7 tutti i multipli, i quozienti saranno numeri
consecutivi. Tra questi di 7 in 7 & troveranno ecc. Vedasi l'e-

_sercizio 76).

Il prodotto di » numeri consecutivi & divisibile per il prodotto
dei primi # numeri. (Supponiamo decomposti 1 primi 7 numeri
in fattori primi, e poi fatto il prodotto [71]. Cost avremo 1l
prodotto dei primi » numeri sotto forma di prodotto di potenze
dei numeri primi minori di 7. Una qualunque di queste potenze
dividera il prodotto di » numeri consecutivi qualunque. (Eser-
cizio precedente). Ma le potenze di due numeri, primi tra loro,

3 ; . =
sono esse pure ecc, [ 1297, Finalmente 7149] ecc.).




CAPITOLO X

TEORIA DELLE FRAZIONI

Preliminari.

157. Per quasi tutte le specie di grandezze, su cui
si danno questionida trattare col soccorso dell’ Aritme-
tica, avviene che si debbano considerare parti del-
1’ unita.

Quando un’unita sia divisa in parti eguali, una
di queste si esprime col numero ordinale corrispon-
dente al numero delle parti (¥). Una di queste parti
merita bene il nome di frazione dell’ umta, e la si rap-
presenta scrivendo sotto la cifra 1 il numero, che in-
dica in quante parti I’ unita fu divisa, e tirando poi una
linea di separazione tra 1 due numeri. Cosila scrit-
tura 45 % rappresenta una dodicesima parte di una U.llltd
e sl legge appunto un dodicesimo. Questo slmbolo
detto numero anch’esso, e piu spesso lo si dice fa a-
zione, seguendo un costume di attribuire al numero
una gualita che spetta all’ ente, che esso rappresenta.

(*) Si fa eccezione nel caso che le parti siano due, perche
una di queste si chiama wuna nictd.

»
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Avviene spesso che, divisa I'unita in parti egua-~
1i (¥), si consideri poila grandezza composta di alquante
di queste parti. Se, ad es., la dodicesima parte di una
unita venga presa ( volte a formare una grandezza, si
dice che questa & sefte dodicesimi dell’ unita, e la si
rappresenta col simbolo —:2— Anche questo stmbolo e
detto numero o frazione; il numero, che sta sopra della
lineetta, vien chiamato numeratore (evidentemente per-
ché esprime il numero delle parti); I’ altro numero s1
dice denominatore (perché suggerisce il nome comune
a ciascuna delle parti). Con voce collettiva numera-
tore e denominatore si chiamano i fermini della fra-
zione.

Oss. Per opposizione 1 numeri, che non sono fra-
zionari, si1 dicono inferi.

158. Def. [l denominatore di una frazione in-
dica in quante parti equali Uunita fu divisa.

Il numeratore poi é il numero delle parti, che
concorrono a formare la grandezza rappresentata
dalla frazione.

159. Oss. A ben guardare, anche una frazione
rappresenta una collezione di unita; soltanto queste
unita sono parti eguali di una primitiva grandezza.

160. Oss. La definizione di frazione non suppone
che il numeratore sia pit piccolo del denominatore.
Cosi la frazione = rappresenta quella grandezza. che
& composta con 13 parti tutte uguali a un settimo di
unita.

Oss. Una frazione si dice pura, quando il nu-
meratore & pit piccolo del denominatore, e s1 dice
spuria nel caso contrario. Manifestamente una fra-

(*) Quando una grandezza viene divisa in parti eguali, una di
queste si dice parte aliquota della grandezza data.



— 143 —
zione pura ¢ minore di 1, ed ogni frazione spuria &
maggiore di 1.

161. Teor. Di due fraziont con eguale denomi-
natore € piw grande quella che ha maggior numera-
tore; e di due frazioni con numeratore uguale é pii
grande quella che ha denominatore minore.

Intattl, se due frazioni hanno denominatore ugua-
le, esse rappresentano aggregati di parti eguali. Quella
che ha numeratore piu grande corrisponde ad una gran-
dezza maggiore, eppero s1 dice maggiore dell’altra.

Quando due frazioni hanno denominatore diffe-
rente, quella, che lo ha pit grande, rappresenta I’ag-
gregato di parti piu piccole, poiché in quante piu parti
eguali s1 divide una grandezza, tanto piu piccole rie-
scono queste parti. K cosl ¢ manifesto che, quando
stano eguall 1 numeratorl, la frazione con denomina-
tore piu grande ¢ minore dell’altra.

Cosl e, ad es.,

[,

~

R IS 5 _
4 - i

Ot

m
il ?
i

..;_.I 1

Amplificazione di una frazione.

162, Teor. Moltiplicando © due termini di una
frazione per uno stesso numero, si oftiene una frazione
equivalente alla primitiva.

BDim. Sia, ad es., la frazione f . 51 tratta di dimo-
strare che, moltiplicandone i due termini per uno stes-
s0 numero qualunque, ad es. per 4, s1 ottiene una fra-
zione equivalente a .__2_.

Intanto la frazione - rappresenta la grandezza,
che si ottiene dividendo l'unita in 5 parti eguali, e
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mettendo dipoi insieme 3 di queste parti.

i i i

! R L

5 f % 5 5

4 4 4 4 4
20 20 20) 20 20

Imaginiamo ora di dividere ciascuno del quinti
in 4 parti egnali; I'unita resta divisa cosiin4 - d =20
parti eguali, ossia in ventesimi. E poiche ognuno del
quinti da origine a 4 ventesimi, dai 3 quinti, che dob-
biamo considerare, si sono ricavati 12 ventesimi. Cosl
resta provato che e
- 4 12

-4 T 20

<

S0

o

Il nostro ragionamento vale manifestamente qua-
lunque sia il numero, per cui si vogliano moltiplicare
i due termini di una frazione data, eppero resta pro-
vata la proprietd di ogni frazione di non cambiar di
valore, quando i suoi due termini vengano moltiplicati
per uno stesso numero intero.

163. Moltiplicando i due termini di una frazione
data per i numeri naturali successivi 1, 2, 3..., s1 ot-
tengono frazioni equivalenti alla primitiva, 1 cul deno-
minatori sono i multipli successivi del denominatore
della frazione primitiva. Risulta da questa osservazione
che & sempre possibile trasformare una frazione data
in altra equivalente, il cui denominatore sia un multi-
plo qualunque di quello della primitiva. Ad es, la fra-
zione -:,?— pud certamente essere trasformata in altra, il
cui denominatore sia 33, dacché questo numero ¢ mul-
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tiplo del denominatore . Basta infatti dividere 35 per
5:1l guoziente 7 & il numero per il quale conviene

:  w : . « ¢ sm 3 . .
moltiplicare 1 due termini di -, affine di compiere la

trasformazione voluta. Da questo possiamo ricavare la

Regola. Pey trasformare una frazione date in
altra equivalente, il cui denominatore sia un dato
multiplo di quello della proposta, bisogna moltiplicare
i due termini di questa frazione per il quoziente della
divisione del nuovo denominatore per quello della fra-
zione primitica.

164. Teovr. [n intero qualungue si puo mettere
sotto forma di frazione con denominatore prestabilito.

Dim. Sia, ad es., 1l numero 7. Dico che 1 puo tro-
vare una frazione equivalente a 7,1l cuil denominatore
sia un intero dato qualunque, ad es. 5.

Infatti, dividendo ciascuna delle ¥ unita in 5 parti
eguali, ciascuna da O quint/; In tutte danuo pereid
(D + ) quinti; ¢ dungue

1D 3D

o

-~
e d
<

Il ragionamento & generale, e ricaviamo la

Regola. Per oftenere una frazione di denomi-
natore dato ed equivalente a un numero intero dato,
bisogna prendere per numeratore il prodotto dell’ in-
tero per il denominatore.

165. Oss. Il teorema precedente fa vedere che 1l
concetto difrazione e pin generale di quello di numero
intero; questo infatti non & altro che un caso partico-
lare di quello: il caso cloé in cul il numeratore & mul-
tiplo del denominatore.

10
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Semplificazione di una frazione.

166. Teor. Il valore di una frazione non viene
alterato col sopprimere un fattore comune at due ter-
mint.

Dim. Sia, ad es., lafrazione -—i—g—, 1 cui terminl sono
entrambi divisibili per 2. Dico che, sopprimendo nel
numeratore e nel denominatore questo fattore comu-
ne, si ottiene una frazione equivalente alla primitiva.

Infatti, moltiplicando per 2 1 due termini della
frazione ; si riproduce la frazione data, ed e [162] po1

10 5
18 Y

163. Oss. Se i due termini di una frazione ven-
gono divisi per il loro massimo divisore comune, la
frazione si trasforma in una equivalente [166], 1 cw
termini sono [146] primi tra loro. In tal maniera la
frazione si trova ridotta a tal forma, che non sappiamo
ulteriormente semplificare. Il teorema seguente prova
che una ulteriore semplificazione & impossibile.

168. Teor. Lna [razione, se & equivalente ad
ww’ altra i cui termini siano primi tra lore, ha termint
che sono rispettivamente equimolteplict dv quelli della
seconda frazione.

Dim. Sia, ad es., la frazione ‘f?’?i cui termini sono
primi tra loro. Supponiamo che le lettere a e b rap-
presentino due numerl interi, tali che la frazione -
sia equivalente a -;'Q— . Ora si tratta di dimostrare che il
numero a dev’ essere multiplo di 7, e b multiplo del
denominatore 12 secondo lo stesso numero.

E intanto per ipotesi
a 1
b T 12

L]
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Moltiplichiamo 1 due termini della prima frazione per
12, e 1 due termini dell’ altra per il numero 4. Le due
frazioni risultanti, perché [162] rispettivamente equi-
valenti alle primitive, sono anch’ esse equivalenti tra
loro. Abbiamo adunque

a .- 12 L T b
b . 12 12.%

E poiche in queste due frazioni equivalenti sono eguali
1 denominatori, sono eguali [161 ] necessariamente an-
che i numeratori. E dunque

, a . 12 = 7 . 5.

Ora vediamo che 7 divide il prodotto (7 . b);
quindi esso divide anche il prodotto (a . 12). Ma &
primo col fattore 12; divide dunque [147] necessaria-
mente I’ altro fattore a.

Cosiintanto abbiamo provato che il numero a deve
essere multiplo di 7; supponiamo ne sia il triplo. Ci re-
sta allora da provare che anche il numero b dev’essere
uguale al triplo di 12. A tale intento si moltiplichino
per 3 1 due termini della frazione - Pomhe la fra-
zione che risulta [162] & eqqulente a, 4 ; essa & equi-
valente anche alla frazione -; abbiamo adunque

b
a T3
b 12-3

In queste frazioni egnali, essendo per ipotesi eguali i
numeratori, sono eguali anche i denominatori; altri-
menti [100] le due frazioni non sarebbero equivalenti
tra loro. K dunque nel tempo stesso

a—="17*.3 e b::::l?':'},
come s1 voleva dimostrare.
169. Oss. Da cio che precede risulta che, quando
1 due termini di una frazione sono primi tra loro, essa
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non puo essere equivalente ad una frazione scritta con
numeri rispettivamente minori. Percio una frazione, 1
cul termini siano pruml tra loro, s1 dice ridotta ai mi-
nimi termini, ol anche (rreducibile. K due frazioni ir-
reducibili non possono per conseguenza essere equiva-
lenti, se non siano eguali tra loro 1 numeratori, e tra
loro 1 denominatori.

Riduzione d=ile frazieni a denominatore comune.

238, [idurre date frazioni a denominatore co-
mune sigeifica trovare altiettante fraziond, che siano
rispettivamente equivalent! «lle date, e che abbiano
uno stesso numero per denominatore.

172, Teor. Quante si vogliano frazione si rida-
cono a denominatore comune, moltiplicando i due ter-
mint di ciascuna per il prodotto dei denominator: d!
tutte le altre.

Bim. Anzitutto le nuove frazioni, che s1 ottengono
operando secondo la legge enunciata, sono rispettiva-
mente equivalenti alle date, per la nota proprieta [162]
di ogni frazione di non cambiar di valore quando se
ne moltiplichino 1 due termini per uno stesso numero.
C1 resta a provare che le nuove frazioni hanno vera-
mente denominatore comune. A tale intento prendiamo
di mira una a caso di codeste frazioni, ad es. la terza,
e vediamo che cosa s1 possa dire del suo denominatore.
Lio si ottiene moltiplicando il denominatore della terza
delle frazioni date per il prodotto dei denominatori i
tutte le altre; 1l nuovo denominatore ¢ adunque il pro-
dotto di tutti 1 denominatori delle frazioni primitive.
Identica conchiusione avremmo evidentemente per
ogni altra delle frazioni; eppero ' artificio espresso dal
teorema conduce veramente allo scopo.

e A e g et e i

E
E
;
5
4
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¢
Ad es., si riducano a medesimo denominatore le
frazioni

2 5] 10 1
5 7 ¢ 7 11 2 0

Operando conforme alla regola. otteniamo
303 330 &20) 281 .

do2 T 62 0 462 T 462

Riduzione di frazioni al minimo denominatore comune.

£33, Siano date quante 51 vogliano frazioni irre-
ducibili da ridarre a denominatore comune. Noi ab-
blamo gia appreso un metodo per ragglungere questo
intento, e sappiamo che il denominatore comune delle
nuove frazionl é il prodotte di tutti 1 denominaton
delle frazion: primitive. Poiche nulla 1 vieta di pen-
sare che, almeno in qualche caso. date frazioni s1 pos-
sano riduwrre ad un denonunatore comune minore del
prodotto de1 denmominatori, ora ¢1 propomamo di tro-
vare la regola per ridurre quante w1 vogliano frazioni
date al minimo denominatore comune possibile,

Pensiamo alla prima i gueste frazioni. Poiché
essa e ridotta al mimimi termini, w’altra frazione non
puo essere equivalente ad essa, se non abbia [170] un
denominatore che sia multiplo del sno denominatore.
Cosi dicasi delle altre frazioni proposte. Percio, qua-
lunque sia il processo con cul «1 riducano le trazioni
date a medesimo denominatore. il nuovo denomina-
tore comune deve essere un multiplo comune di tutti
1 denominatori delle date frazioni. Per questo raglo-
namento, trovato il minimo comune multiplo der de-
nominatori, potremo dire: in niun modo le frazioni si
possono ridurre ad un denominatore comune pin pic-
colo di codesto multiplo.
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Abbiamo poi veduto [163] che una frazione si
puo sempre trasformare in un’altra, che abbia per de-
nominatore un dato multiplo di quello della primi-
tiva; per conseguenza, quante si vogliano frazioni
date si possono trasformare in altre rispettivamente
equivalenti, e che abbiano per denominatore comune
il minimo comune multiplo dei denominatori.

Se 1n fine rammentiamo [163] che, volendo dare
ad una proposta frazione per denominatore un mul-
tiplo del denominatore, bisogna moltiplicare i due
termini per il quoziente, che si trova dividendo il
nuovo denominatore per quello della data, conchiu-
diamo con la

Regola. er ridurre delle frazioni irreducibili al
minimo denominatore comune, si cerca dapprima il
minimo comune multiplo dei denominatori. Poi si di-
vide questo minimo comune multiplo per i singoll de-
nominatori. Per i quozienti rispettivi si moltiplicano
in fine @ termini delle frazioni date.

Oss. Quando 1 denominatori delle frazioni date
sono primi tra loro a due a due, il loro minimo co-
mune multiplo e il loro prodotto; in questo caso per-
tanto la regola per ridurre le frazioni al minimo de-
nominatore comune ricade in quella, che insegna a
moltiplicare 1 due termini di ciascuna frazione per il
prodotto dei denominatori di tutte le altre,

Es. 1°. Siano da ridurre al minimo denominatore
comune le frazioni irreducibili

2 3 5 7
3 4 12 ? 24

Poicheé 24 ¢ divisibile per ciascuno dei numeri 3,
4, 12, esso ¢ 1l minimo comune multiplo dei denomi-
natorl. Dividendo 24 peri denominatori, si ottengono



— 151 —
rispettivamente i quozienti
8, 6, 2 1.
Questi sono i numeri per i quali bisogna moltiplicare
rispettivamente i due termini delle frazioni proposte.
Risultano cosi le frazioni
16 18 10 ”
24 24 7 24 7 24
Es. 2°. Si riducano al minimo denominatore co-
mune le frazioni irreducibili

113 217 229
360 540 7 645

Dobbiamo anzitutto trovare il minimo comune
multiplo dei denominatori. Decomponendo 1 denomi-
natori in fattori primi, essi assumono le forme

2% . 32 .5 22 . 3% . 5 93 . 84,

Il minimo comune multiplo di questi numeri &
93 - 3t - p,
e questo, diviso per i singoli denominatori, da 1 quo-
zienti
3% 2 - 3, D.

Moltiplicando rispettivamente per questi numerii due
termini delle frazioni date, otteniamo

1017 1902 1145

3240 3240 0 3240 7
e queste sono le frazioni richieste.

Esercizi.

79. Dimostrare che, aggiungendo un medesimo numero al due ter-
mini di una frazione, si ottiene una frazione maggiore della
primitiva, se questa ¢ pura, minore invece, quando sla spu-~
ria. [407.

80. Qual numero si deve aggiungere ai due termini della fra-
zione /-, affinché la frazione risultante differisca dall’ unita
soltanto di 13’&000?
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82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.
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In qual caso una frazione data si pud convertire in una fra-
zione avente per denominatore un dato numero? Ad es., pud la
frazione f/;5 essere convertita in frazione con denominatore 20?
(La frazione data deve generalmente essere dapprima ridotta
al minimi termini ).
Dimostrare che le frazioni

12 1212 121212
17 1717 171717

sono equivalenti. (S osservi che ¢ 121212 = 120000 4 1200 4-
12. Si vede [577 che 121212 ¢ un multiplo di 12, e precisa-
mente il moltiplicatore ¢ cce. Lo stesso s dica del denomina-
tore. Ma "1627...).
Dimostrare che le frazioni
3 3003 3003003
101 7 104101 104104104

sono equivalenti, Osservare un certo modo per dedurre da una

frazione altre frazioni equivalenti,

Come si ridurrebbero date frazioni ad avere medesimo nume-
ratore ! Numeratore conriue minimo.

Trasformare le due frazioni 3/yy, /4~ in altre due. tali che
il denominatore della prima zia eguale al numeratore della
seconda. (Questo termine comune deve [1687 essere comune
mulitiplo di 10 e 15, Il pitv opportuno da prendere ¢ il minimo
comune multiplo).

Trasformare le tre frazioni */yq. "/ag. /7 in alive tre, tali
che il denominatore di cinscheduna sia eguale al numeratore
della seguente, (N trasformino Intanto le due prime cosl da
sodisfare le condizioni del problema. Poi si opert allo stesso
fine sulla seconda e sulla terza, Resta da cercare un namero
per cul moltiplicare tutti 1 termini delle due prime frazioni
ottenute, ed un altro numero, ecec.),

[ssendo date pit frazioni, gia ridotte a denominatore comune,
come siviconosce se esse sjano ridotte al minimo comune de-
nominatore? {Basta cercare il massimo divisore comune di
tutti 1 teriuini delle frazioni date).

Essendo data una frazione irreducibile, trovare una frazione
equivalente, tale che la somma de’ suol termini sia eguale ad
un intero dato. Condizione perché il problema sia possibile.
(1 due termini della frazione cercata devono [168] intanto es-
sere equimolteplict di quelli della data. La loro somma ¢ un
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multiplo [08 della somma dei termini della data. Si dividera
adunque il numero dato per questa somma; se ecc. ).

OPERAZIONI SULLE FRAZIONI
Addizione con frazioni.

174. Le grandezze che sono o s1 pensano come
parti di un tutto possono essere rappresentate da nu-
meri interi e da numeri frazionarl. La nostra defini-
zione dell’ addizione vale adunque anche per il caso
in cui tuttl o parte degli addendi sono fraziont.

135, 1° Proponiamoci dapprima di sommare delle
frazioni con denominatore comune. quali sono. ad es.,

3 20) A
F R (A

Poiclie le frazioni hanno medesimo denomina-
tore, le parti d'unita che formano i singoli addend:
sono tutte nzuali tra lovo. Eppercid il totale e rap-
presentato da una frazicme che ha lo stesso denomi-
natore degli addendi. e per numeratore la somma del
numerator: di questi. E adunque

5 , 20 7 31204t 7 30
L T Y e | R

2° Siano ora da sommare frazioni qualungue, ad
es. le frazioni

3 fi 1
oo 10 7 3

Riducendonle a denominatore comnune, esse s1 con-
vertono nelle tre seguenti

-*——-1\ —:2—1~ 10 COSl &
50 7 50 30 7

3 : f 1 18 4+ 21 -+ 10 4&_]_

5 ' 10 3 50 — 30
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Da questi esempi si trae la

Regola. Per sommare quante si vogliano fraziond,
bisogna anzitutto ridurle a denominatore comune. Si
sommano quindi @ numerator?, e al risultato si da per
denominatore il comune denominatore.

176, Manifestamente nel sommare numeri interi
e frazionari ¢’é dell’arbitrario come nell’addizione
del numeri interi; profittando di ¢id si potra talvolta
trovar la somma con maggiore speditezza. Ad es., do-
vendo fare I'addizione con molti numeri, altri interi,
altri frazionari, sara opportuno di trovare anzitutto
la somma dei primi, poi la somma delle frazioni, e
sommare infine 1 due risultati.

197, Quando il risultato di un calcolo & una fra-
zione spuria, ordinariamente si decompone quest’ul-
tima in due parti, in modo che una sia intera e l'altra
una frazione pura. Per vedere come si raggiunga la
decomposizione in discorso, prendiamo a considerare
una frazione spuria qualunque, ad es. la frazione 3-10?0 ;

Dacché 13 tredicesimi bastano a comporre un’u-
nita, se noi sottralamo da 100 il denominatore 13, e
poi 13 dal resto, e cosi di seguito, ad ogni sottrazione,
che possiamo eseguire, corrisponde una nuova unitd
che si puo ricavare dalla frazione proposta. Il numero
delle unita, che si possono ottenere, & dunque [76]
uguale al quoziente della divisione del numeratore
per 1l denominatore; e poiché nel caso nostro si trova
il quoziente 7 e il resto 9, si conchiude che con 100
tredicesimi si possono comporre 7 unita, e che ancora
rimangono 9 tredicesimi. Possiamo scrivere pertanto

100 i 9
13T T

e dire in generale che A
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Una frazione spuria equivale al quoziente della
divisione del numeratore per il denominatore, aumen-
tato della frazione che ha il resto per numeratore e
lo stesso denominatore della frazione data.

Oss. Naturalmente quando il numeratore ¢ di-
visibile per il denominatore, in tal caso la frazione e
nguale senz’ altro al quoziente della divisiore [164].

Sottrazione con frazioni.

138. Def. La sottrazione é Uoperazione aritme-
tica con la quale, data la somma di due numeri e uno
di questi, si trova quell’altro.

179, 1°. Proponiamoci intanto la sottrazione con
due frazioni aventi medesimo denominatore, come,
ad es., le due - e —

=) 11 11 . '

Se pensiamo alla regola per l'addizioue di fra-
zioni con denominatore comune, troviamo subito la

] ‘3 b 8 ;
frazione che, sommata con —, da -. E dunque

8 3 R — 3 D

——

|

11 11 7 11 11

20, Se la sottrazione sia da eseguire con due fra-
zioni di differente denominatore, converra ridurle
prima a denominatore comune, ed effettuare dipoi la
sottrazione come nel caso dianzi considerato. Adunque

Regola. Per esequire la sottrazione con due fra-
zioni, bisogna anzitutto ridurle a denominatore co-
mune, poi st fala differenza dei numeratori, e le st
sottopone il comune denominatore.

180. @ss. Supponiamo che da un numero si deb-
ba sottrarre la somma di parecchi altri. S1 supponga
che il minuendo e le parti del sottraendo siano tutte
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ridotte a denominatore comune. I calcoli sono quindi
da eseguire sui numeratori, e si deve in fine sotto-
porre al risultato il denominatore comune. Ma. trat-
tandosi di interi, abbiamo trovato [44] che, dovendo
cottrarre una somma,-si pud sottrarre successiva-
mente le varie pa1t1 e viceversa [4D]: questo teo-
rema vale adunque anche per numeri frazionari. In
base a ¢io in pratica si puo talvolta variare il calcolo
all’intento di raggiungere pitt prontamente il risul-
tato finale.

Moltiplicazione di una frazione per un intero.

Anche la somma di frazioni eguali tra loro si puo
determinare pitt speditamente che mediante 'addizio-
ne. B naturale dire ancora moltiplicazione I operazio-
ne, che serve a questo intento; una delle frazion sara
il moltiplicando, il numero degli addendi il moltipli-
catore; e <1 dira ancora prodotto il risultato della mol-
tiplicazione. L' operazione non pus essere identica a
quella in cul tutti e due i fattori sono interi, eppero la
< distingue chiamandola moltiplicazione di una fra-
zione per un intero.

E dacché ora sotto la denominazione di numero
intendiamo raccolti 1 due casi di numero mntero e nu-
mero frazionario, una medesima definizione vale per
il caso in cui il moltiplicando & un intero, e per quello
in cud il moltiplicando & nna {razione.

181, Def. Moltiplicare un numero (intero o fra-
zionario) per un intero significa calcolare la somma
di tant! numeri equali al primo, quante sono le unita
del secondo.

1s2. Ed ora proponiamoci, ad es., di moltipli-
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4 ” v u ;
care = per D. Per la definizione abbiamo:
4 =212 L5 oA
{ { { { { { 7
e per la regola [175] dell’addizione delle fraziomi,
+ 4 -4 44 +44 :
—_— ) N —— __T_—T_ _T_T_ — QOKS1a [48]
1 4
4 . 4 D
=0 = e, donde la
¢ |

Regola. Per moltiplicare una frazione per un
intero, si moltiplica per questo intero il numeratore
della frazione, e si lascia immutato il denominatore.

183. Oss. Sia. ad esx., da moltiplicare la frazio-

ne —- per Hd.
Lasciando indicata la moltiplicazione del nwne-
ratore per il moltiplicatore, abbiamo il prodotto rap-
presentato dalla frazione
13 + 3D
28

In guesto caso si riconosce facilmente che, a molti-
plicazione compiuta, si ottiene una frazione sempli-
ficabile per 7; & quindi ovvia 1 opportunita di soppri-
mere prima questo fattore comune ai due termini. Si
ottiene cosl piu speditamente

15 . 13+ 85 1357 135
o)y co) = o = — S e S
28 28 4 -7 4

18 4. Consideriamo il caso anche piu particolare
del precedente

) ©S o, -
) 5 ) {

A —p——— ‘ Femr o T, -
14 14

Sopprimendo il fattore 7, comune ai due termini
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del prodotto, si ottiene
3 - 8 3 -
T T >
Questo esempio suggerisce la
Regola. Per moltiplicare una frazione per un
intero, che divida il denominatore, basta effettuare
questa divisione.
185. K conseguenteniente
Il prodotto di una frazione per un intero equale
al denominatore é uguale al numeratore.
Cosi & [177], ad es.,

|

~1] =1
w[ uo

~ Estensione del significato aritmetico delle parole
moltiplicare e dividere.

£86. Ritorniamo al primo [73] dei due problemi
col quali ci siamo fatto strada «lla divisione, e fin-
giamo che ai 12 poveri, in luogo di 100 monete, siano
da distribuire equamente 100 misure di grano. In que-
sto caso, attesa la natura dell’unita, che puod essere
suddivisa comunque & voglia, anche le 4 unita, che
rimangono dopo di averne date 8 a clascun povero,
si possono spartire; e se lmaginiamo che la distribu-
zione venga fatta, una misura per volta, troviamo fa-
cilmente quanto spetti a ciascuno: Si dira infatti:
dacche di ciascuna unitd tocea a ciascuno %—, ad ope-
perazione compiuta 0gni povero avra _11%9_ di misura 1
grano. Cosl, essendo {177

100 . 4
iz =T I3

-t
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possiamo dire: dividendo in 12 parti uguali una col-
lezione di 100 unita, ciascuna parte ¢ composta di 8
unitd pit - di unita.

Come abbiamo gia detto, si presenta spesso In
pratica il caso di dover dividere una grandezza in
parti eguali, e il caso pii comune €& quello in cw Ia
spartizione si puo fare compiutamente, perche I'unita
puo essere suddivisa. D’ora in poi intenderemo per
quoziente 11 numero, sia esso intero o frazionario, che
rappresenta una delle parti, e sempre nell’ipotesi che
la spartizione si possa effettuare senza ch’essa debba
arrestarsi ad un residuo.

1 esempio testé considerato ci fa vedere che la
parola quoziente, presa nel senso usato finora, corri-
sponde semplicemente a parte intera del quoziente,
quale lo vogliamo intendere d’ora innanzi; e cosi dob-
biamo aggiungere che 1'operazione di divisione (in
senso stretto), che abbiamo imparata, ha per unico
fine di calcolare la parte intera del quoziente (¥).

Dopo di c16 daremo la seguente

187%. Def. Il quoziente della divisione di un nu-
mero qualunque per wun numero intero rappiresenta
una delle parti, che st ottengono dividendo (tagliando)
la grandezza rappresentata dal dividendo in tante
parti equali quante sono le unita del divisore.

Se poi si rifletta che, sommando 1 numer: rappre-
sentanti le parti di una grandezza, si ottiene [174] 1l
numero rappresentante il totale, e che la somma di
numeri eguali si ottiene moltiplicandone [181] uno

(*) Nel paragrafo 73 abbiamo posta tale restrizione per cui
non si potesse suddividere 1'unita della collezione da spartire, per-
ché non volevamo che ci si presentasse il bisogno di considerare
frazioni prima che fosse fatta I'Avitmetica del numeri interi.
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per il numero delle volte chesso e 1‘1petuto, sl con-
chinde che dal punto di vista aritmetico si pud dare
la seguente

188, Bef. ]l quoziente della divisione di un nu-
mero qualunque per un numero intero ¢ il numero,
che, moltiplicato per il divisore, riproduce il dividendo.

189. Sia ora, ad es., da dividere 748 per 37,

Se badiamo alla 1"11‘11’11‘1 delle due definizioni di quo-
ziente, date pur ora, doU iamo dire che il numero r1-
chiesto 1“’11)1)16\91}11 "T della collezione di ‘4q unita.
Una delle parti si pud ottenere prendendo —— di cla-

37
scuna delle 743 unita; e pertanto

T48 ¢ 3T = —m.
DA

Allo stesso risultato saremmo pervenuti dietro la
guida della seconda delle definizioni, e rammentan-
doci che [185] una frazione, moltiplicata per il deno-
minatore, da per prodotto il numeratore.

Il caso considerato ci permette di enunciare il

Teor. Il quoziente della divisione di un intero
per un intero & rappresentato dallo frazione, che ha
per numeratore il dividendo e per denominatore il di-
visore.

190. La grandezza da decomporre in parti eguali
pud essere rappresentata da A frazione. Percio pro-
poniamoci, ad es., di dividere — per 5.

Il quoziente ricercato dexe [1‘%] rappresentare
una quinta parte della grandezza rappresentata da -‘;’— :
Manif’estamente si pud ottenere una tal parte col pren-
dere = di ciascuno dei 3 .seh‘zmz La difficolta s1 riduce
adunque a dire che cosa sla — (11—— Percid osserviamo

che se, dopo di aver diviea una unita in 7 parti eguali,

5
iz
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ciascuna di queste viene suddivisa In 9 parti eguali,
le nuove parti dell’unita sono tutte nguali tra loro, e

[

. 8 - T B 1
in nunero di 7 * 5 = 3H. Un qunto d1 ~- € dunque

1 1
Tbh T 3
di unita; eppero e
3 . 3 —
== 1D T = quindi la

Regola. Per dividere una frazione per un in-
tero basta moltiplicare il denominatore per I intero,

lasciando tnalterato il numeratore.
s . s 40 =
191. Sia da dividere — per .

i

Secondo la regola or ora dimostrata, abbiamo
40 40

R — :5:_:__~ .
{

Semplificando il quoziente, s1 ottiene

40 8 e
— 1D = guindi la

( 4

Regola. Quando si debba dividere una frazione
per un intero, e il numeratore sia divisibile (¥) per il
divisore, per ottenere il quoziente bastera dividere il
numeratore per il divisore, e lasciare immutato il de-
nominatore.

192, Supponiamo ora che un metro di una certa
stoffa costi {% di lira. Quanto valgono 15 metr1, quantoe
—L di metro, quanto -—f_ di metro?

Qui si tratta di risolvere pin volte la stessa que-
stione; dato cioé il prezzo di una unita, bisogna deter-
minare 1 prezzi di varie porzioni di stoffa.

Nel primo caso basta moltiplicare il prezzo uni-

(*) La parola dirisibile d ora in seguito significhera che 1l

quoziente ¢ un numero intero.
11
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tario per 15; nel secondo bisogna invece dividere [187}
per 5; nel terzo caso manifestamente bisogna combi-
nare le due operazioni, dividere [187] cioé 1l prezzo
unitavio per H (per conoscere intanto il prezzo di un
quinto di metro), e dipoi moltiplicare il quoziente per 3.

L identita delle tre questioni ha indotto a dare lo
stesso nome all’ operazione aritmetica con cul s risol-
vono, benché I'operazione vari da caso a caso, tal-
volta semplice, talvolta composta di due operazioni.
Ala, invece di inventare una nuova parola, =1 ¢ conser-
vata quella in uso per il caso pitt semplice, eppero si
stabili di dire:

Moltiplicare per —;-, invece di dire dividere per 5.

Moltiplicare per =, invece di dire dividere per
O e poi moltiplicare il quoziente per 3.

Cosi, senza che occorra distinguere un caso dal-
1" altro, s1 puo dire: per ottenere il prezzo di una por-
zione stabilita (mumericamente) di stoffa, s1 moltiplica
il prezzo dell'unita per il numero rappresentante la
porzione di stoffa di cui si tratta (%),

Ed ora che stiamo per fissare con una definizione
questa estensione del significato della parola moltipli-
care, ci avvediamo che basta contemplare I'ultimo dei1
casi, perché manifestamente [50] esso include come
caso particolare il caso antecedente.

193. Def. Aoltiplicare un numero per una fra-

{*) La causa della necessith delle generalizzazioul successive
di un concetto & questa che all'ovigine si presenta, si studia, e si
stabilisce la nomenclatura per il caso piu semplice di una data
questione. In seguito si presentano gli altri casi, e per questi di so-
lito ¢ improprio, dal lato etimologico, il linguaggio stabilito; ma
non si pud pensare a mutarlo.

Cosl la moltiplicazione non & piu I’operazione mediante la
quale si trova la somma di numeri eguali, ma quell’ operazione
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zione significa dividere il moltiplicando per il deno-
minatore, e moltiplicare il quoziente, che risulta, per
il numeratore.
94. Conoscendo il prezzo di 15 metri di stoffa,

| . . 3 .
o quello di — di metro, o quello di =~ di metro, con

. 5
quale operazione aritmetica si trova il prezzo unitario,
il costo cioé di un metro di quella stoffa?

T2 chiaro che nel primo caso s1 deve dividere [187]
il prezzo dato per 137 nel secondo caso bisogna mol-
tiplicare |181] per 5. e nell’ ultimo conviene dividere
il prezzo dato per 3 (perché in tal modo si arriva in-
tanto a conoscere il prezzo di un quinto di metro) e
moltiplicare [181] pol 1l quoziente per 5.

L'identita delle tre questioni ha indotto a dare lo
stesso nome all’ operazione aritmetica con cui si risol-
vono, benché differente da un caso all’altro. Ma in-
vece di inventare una nuova parola si & conservata
quella 1n uso per il caso pit semplice, epperd si pud
dire : per ottenere il prezzo di 1 metro di una certa
stoffa, s1 divide il prezzo dato per il numero esprimente
la lunghezza della stoffa.

Se pol ¢l rammentiamo che in ogmi caso il prezzo
di una certa porzione di stoffa si ottiene moltipli-
cando [181, 193] il prezzo unitario per il numero rap-
presentante la porzione di stoffa di cul «i tratta, tro-
viamo di poter dire brevemente:
mediante la quale si forma col moltiplicando un numero (il pro-
dotto ), nel modo stesso che con V'unita ¢ formato il moltiplicatore. 11
primo caso ¢ soltanto un caso particolare, quello in cui il moltipli-
catore ¢ Intero, e nel quale il moltiplicatore ¢ appunto la somma
di parti eguali all’'unita. Del resto, come artificio aritmetico, la
moltiplicazione di un intero per un intero rimane una delle ope-
razioni fondamentali, La moltiplicazione delle frazioni é una ope~
razione cemposta di una moltiplicazione e di una divisione.
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193. Bef. Dividere un numero (intero o frazio-
nario) per un altro (intero o frazionario) significa tro-
vare un numero che, moltiplicato per il secondo, ri-
produca il primo del numeri dati (il dividendo).

196. @ss. La moltiplicazione, quando il moltiph-
catore & frazionario, non si pud dire pittuna operazione
che surroga 1 addizione di numeri eguali. E cosl la
divisione, quando il divisore & frazionarvio, non si puo
dire piu 1" operazione con cui s1 trova il numero, che
rappresenta una delle parti in cul viene divisa (ta-
oliata) la grandezza espressa dal dividendo. Ed =l
concetto moltiplicare non & pit annesso quello d1 au-
mento, né al concetto dividere ¢ annesso quello di di-
minuzione.

E facile comprendere che, quando il moltiplica-
tore & una frazione, il prodotto supera o no il molti-
plicando, secondo che il moltiplicatore ¢ maggiore o
minore dell uniti. Cosl, quando {l divisore ¢ una [ra-
zione, il quoziente & minore o maggiore del dividendo,
secondo che il divisore é maggiore o minore dell’ unitda.

Moltiplicazione di un intero per una frazione.

19%. Proponiamoci, ad es., di moltiplicare 135 per
—;- Sappiamo [193] che moltiplicare per —t’:— vuol dire
dividere per 0, e pol moltiplicare il quoziente per o.
Poiché [189] il quoziente della divisione di un intero
per un altro & rappresentato dalla frazione, che ha 1l
dividendo per nummeratore e il divisore per denomi-
natore, —-l-j— ¢ il risultato della prima delle due opera-
zioni, che dobbiamo eseguire. Ora moltiplicheremo 1l
quoziente -%}— per D; si ottiene cosi [182]
) 13 -5

-

i) A
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Quindi la
Regola. Per moltiplicare un intero per una fra-
zione, st moltiplica Uintero per {l numeratore, e al pro-
dotto st da il denominatore della frazione.

Moltiplicazione di una frazione per una frazione.

s . = o 9 3
$8. Sia, ad es., da moltiphicare — per —.
30

"‘apl’lian'lo [193] che moltiplicare per — significa:

dividere per 3, e poil moluplicare 1l (luozmntf pe 3.
Dividendo per D, st ottiene [190] per risultato = . Ed
ora ¢1 resta da 11101‘(11)11( are questo guoziente 1)e1 3. 1l
che s fa [1:2] moltiplicando per 3 1l nuneratore, 1D

dunque
) 3 9 .08
q 5 T D

qund: la

Begola. Der ottencre 11 prodotio di due frazioni
st fa il prodotto dei numeratord ¢ gli si da per deno-
minatore il prodotto dei denominatort.

£99. Gss. Questa regola comprende, come casl
particolari. le due [182. 147} che all.iamo trovate per
il caso che il moltiplicando od il moltiplicatore siano
numeri interi; bhasta infatti riguardare il moltiplica-
tore, se intero, ed il moltiplicando, se intero, quall tra-
zionl aventi per denominatore I'unita.

286. Gss. Sappiamo [1U5] che moltiplicare per
una irazione significa dividere per il denominatore e
poi moltiplicare il quoziente per il numeratore. Ora,
se prima di eseguire la moltiplicazione. si moltiplichino
1 due termini della frazione moltiplicatore per uno
stesso numero, o sl sopprima un loro fattore comune,
la frazione non muta di valore [16G4. 167]. ma resta

[
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modificata I’ operazione che si deve fare sul moltiph-
cando. Non viene perd alterato il risultato finale; e
per convincersene basta riflettere alla regola per la
moltiplicazione delle frazioni. Infatti, semplificando,
ad es., il moltiplicatore, si viene in qualche modo a
semplificare anticipatamente il prodotto.

Prodotto di quante si vogliano frazioni.

201. Se, essendo date parecchie frazioni, si mol-
tiplichi la prima per la seconda, poi il prodotto risul-
tante per la terza, e cosl di seguito, si ottiene quel nu-
mero che si dice prodotto delle frazioni date.

Ad es., si caleoliil prodotto delle frazioni

2 4 1 7
R A
Il prodotto delle due prime e
2 4
g g
Moltiplicando questo prodotto per la terza, si ha
2 -4 -7

5311
e finalmente, moltiplicando per I'ultima, si ha 1l pro-
dotto richiesto
| 2477
S T
Da questo esempio si desume la
Regola. Il prodotto di quante si vogliano fraziont
¢ la frazione, che ha per numeratore il prodotto dei
numeratori, e per denominatore il prodotto dev deno-

minatori.
202. Teor. Un prodotto di numeri interi o fra-
zionari non muta, se si cambia Uordine dei fattort.
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Dim. Sappiamo [199] che un fattore mtero si pud
riguardare quale frazione avente 'unita per denomi-
natore, e che [201] il prodotto di quante si voglano
frazioni &1 ottiene facendo il prodotto del numeratori,
e dividendolo per il prodotto dei denominatori. Se
faremo la moltiplicazione. prendendo i fattorn in altro
ordine, troveremo il medesimo rizultato: ed invero 1l
prodotto dei numeratori, dacché sono nmnert mter,
non ci risultery differente [65] perché sisono presiin
altro ordine. E cost dicasi del prodotto del deno-
minatori.

203. Oss. Dal teorema precedente, in modo af-
fatto analogo a quello adoperato (66, 67, G2, 71} allora
che si consideravano unicamente MUNETL e, st Ppos-
sono dedurre 1 corollari seguenti:

1", Dovendo moltiplicare un numero per un pro-
dotto di quanti s{ vogliano fattori, si puo tnrece molti-
plicare successivamente per i singoll fattort.

20 Per moltiplicare un prodotto per un nimero,
basta moltiplicare uno det fattort per questo numero.

3°. In un prodotto di parecchi fattori =i puo sosti-
tuire ad alquanti fattori il loro prodotio effettudto.

40, J1 prodotto di due potenze della stessa hase,
anche se frazionaria, & la potenza di questa hase, che
ha per esponente la somma degli esponenti.

Prodotto di una somma per una somma.

2014, Si debba, ad es., effettuare la moltiplicazione
> o, 12 207 6 2 )
(:-; T3 T 3)(5 T 7,
(Abbiamo assunto frazioni con denominatore co-
mune, altrimenti avremmo dovuto ridurvele pruna d1
cominciave il ragionamento).
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Volendo eseguire I’ operazione per I'appunto come
«ta indicata, conviene anzitutto eseguire le addizioni
indicate tra parentesi: abbiamo [175] cosi

(5+12 —}-2)(’(3-{—?\).

‘

3
Ora abbiamo due frazioni da moltiplicare tra loro,
e questo si fa [198] moltiplicando i numeratori tra loro
e i denominatori tra loro. Al momento d mtrapren-
dere la prima moltiplicazione vediamo di dover molti-
plicare una somma per una somima. Sappiamo [63] che
si pud ottenere il prodotto. moluplic ando clascuna
parte del primo fattore per clascuna parte del moltipli-
catore, e sommando dipoi i prodottl parziali. Operando
in tal modo, i ottiene
5 4126 L2652 F 122427

i - 4
i i

¥

0 f)
Possiamo supporre clie codexta frazione sia 1l risultato
dell’ addizione indicata nell espressione seguente

5'(3+12-(_‘> 2-6 , 52, 12:-2  2-2
g 855 L s ' Sl | avegr b 820

Qui ognuna delle parti si pud riguardave 193]
quale prodotto di due frazioni: eppercid il prodotto
cercato & purc rappresentato dall’ espressione

= 0 12 } 2 H 5 4 12 2 2 2
-.-l—;— ' H-‘:_ + ; _:'-)_-_ 5 e J—. LY * . ‘_l_ . _) fr] + L3 * [l + 7y — '
3 3 U 500 7 ) 3 D 3 D

Confrontando questo risultato coi fattori dati, con-
chindiamo clie sussiste in generale 1l

Teor. 1] prodotto di due somme & uguale alla
somma det prodotti che st oltengono moltiplicando (e
singole parti di un fattore perle singole partt dell’ altro.

Appl. In base al teorema precedente, operando
in maniera differente dall’ indicata, si puo talvolta tro-

o
.:‘f
Z.%
?»:s
3
-;i
-

K

JORNET RN SRR - T PRI

N ot e ek e A e g Sl e e
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vare un prodotto in modo pin spedito. Ad es., dovendo
effettuare la moltlpheazmne indicata nell’ eslnmsmno

| 2\ /. ., 3
o+ )+ ),

invece di eseguire le due addizioni indicate tra paren-
tesi, poi la moltiplicazione dei risultat, ed in fine (poi-
ché in tal caso la frazione risultante sarebbe spuria)
estrarne oli interi. & pit spedito moltiplicare 1 singoli
termini del moltiplicando per le singole part1 del mol-
tiplicatore e sommare dipoi 1 risultati.

Divisione di un intero per una frazione.

2035. Sia, ad es., da dividere 11 per =

11 quoziente, che C~1 ricerca, ¢ [195] quel nuiero
che, moltiplicato pes —__ , da 11 per prodotto. E poiche
¢101t1ph( are per — non vuol dir altro che dividere per
T e pol 1’1101‘[111110’119 il quoziente per S, pow-mmo dire
che, dividendo il numero richiesto per 7, e pot molti-
1&1(3811&0 il quoziente per 3. i deve ottenere 11. Il n-
sultato della prima operazione deve essere 1: . per-
ché [185] & appunto questo il numero che, moltiplicato
per 3, da 11.

La difficolta € dungue ridotta a trox are il nnmero
che, diviso per 7, da per quoziente F:-- Ma poiche *31*
deve essere un settimo del numero domandato per
ottenere questo numero, basta moltiplicare '“:?" per
Cosi alsbiamo dimostrato che e |

11 @ = = .-1—1--—5- — 11 - -,

7

S5

Nt
e
@

quindi la
Regola. Per dividere un intero per una fra-
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zione bisogna moltiplicare il dividendo per la frazione
divisore rovesciata.

Divisione di una frazione per una frazione.

: - 11 3
206. Sia, ad es., da dividere = per —.
Qui si tratta di trovare un numero che, moltipl-
3 7 11
cato per -=-, dia per prodotto —-. Adunque, se rappre-
sentiamo con & il quoziente richiesto, dev’ essere
o)
3 11

X o e = i
{ J

Sappiamo [193] che moltiplicare per —_?- significa divi-
dere per 7, e poi moltiplicare il quoziente per 3. Ese-
guendo sul numero x la prima di queste due operazioni,
s1 deve ottenere —)}—1—3-, perche é [184] appunto questo
il numero che, moltiplicato per 3, da per prodotto —151— .

A tal punto la difficolta é ridotta a trovare il nu-

. - . . 11
mero x che, diviso per 7, dia per quoziente —; tale

adunque che riesca

1 11
A A T

5 IS |

. . 11 .
Ma, poiche =55 deve essere un settimo del numero
domandato, per ottenere questo numero, basta mol-

2 . l - \ B
tiplicare .. per 7. Cosl, essendo [198]
23 :

11-7 11 T
53 7 5 3
conchiudiamo essere
nm 3 1 T
5 7 5 57

quindi la

Regola. Per dividere una frazione per un’ altra,
bisogna moltiplicare il dividendo per la frazione divi-
sore rovesciata.
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207%. Quando due frazioni, come, ad es., ; e —}-3 0
le duc ”]4_ e i, sono scritte con gli stessl numeri, ma
presi in ordine opposto, clascuna & detta I'inversa del-
’altra. Cosi vale, per tutti e quattroi casi di divi-
sione, la

Regola. Der ottencre il quoziente della dicistone
di due numeri qualunque, si moltiplica il dizvidendo
per Uinverso del divisore.

208. Poiché un prodotto ¢ indipendente [202] dal-
I’ ordine dei fattori, definendo [195] I'operazione di di-
visione, riesce superfluo di considerare il (quoziente
come moltiplicatore. Epperd pitt generalmente <1 puo
dire

Bef. Con la divisione, dato il prodotto di due nu-
meri ed uno dei fattori, si determina Ualtro fattore.

Il prodotto dato e il dividendo. il fattore noto 1l
divisore. il fattore da determinare ¢ 1l quoziente.

Teoremi relativi alla divisione.

209. Feor. Dovendo dividere und scnmma per un
numero, si pud invece dividere per questo numero cia-
scuna delle parti del dividendo e sommare i fine ¢
quozienti parziali.

Bim. Sia, ad es., da dividere la somma

3 f
el ] _T-’ —
D o 4 4

per {'i]— . Si dovrebbe effettnare dapprima I'addizione,
e poi dividere il risultato per -, . 51 tratta di provare
che il quoziente si pud anche ottenere, operando come
indica 1 espressione

,_3__ Phs -+ 14 : e L -—‘-—— S

D 6 6 ' 4 G
Intanto poiché, per ottenere il quoziente di una
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divisione, basta [207] moltiplicare 1 dividendo per
Pinverso del divisore. possiamo supporre che ci sia
proposto di moltiplicare la somma (”:3;" -+ 14 + —})
per il numero (— che & linverso del divisore. Sap-
plamo poi [204] che, dovendo moltiplicare una somma
per un numero. si pud Invece moltiplicare le singole
parti per il moltiplicatore. e xommare infine 1 prodotti
parziali. Si otterra dunque il quoziente richiesto anche

OPerando come imdica l’espressione

L) * H L
3 "0 O { O
T _'I_ 14 . - = =,
5 D ) 4 D
che equivale [207] all’altra
i _
) et e e f Lo
g ) ;) ) { ;_)
-,,--:#-T-—’;—]—l:—ﬂ-.,—-«%-w——-—:----—-
3 0 05 4 §

Cosi il teorema e dimostrato.
210. Feor. Perr dividere un prodotto per un ni-
mero, basta dividere uno dei fattors per questo nuniero.
Rim. Sia, ad es., da dividere il prodotto

3 _ 3 1
O ¥ T
o) i §)

per il numero q— Si tratta di provare che, per otte-
nere 1l quoziente, basta surrogare uno dei fatrori,
ad es. 1l fattore ,_; col quoziente della sua divisione
per il numero ——,’,— :

Tnfatti possiamo [207] supporre che 1 13 Proposto
di moltiplicare il prodotto per la frazione g B8
Vinversa del divisore. Sappiamo [203, 2°] che, per mol-
tiplicare un prodotto per un numero, basta moltiplicare
nno dei fattori per questo numero. Nel caso nostro ba-
stera dunque surrogare il fattore 2 col prodotto

"3 9 & . '3 P

( = 5 ), ossila ol quoziente (*—.‘;— : 9-).
Appunto come dovevasi dimostrare.
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O@ss. Quando il numero, per cul st deve dividere
un prodotto, & ugnale ad uno dei fattori, il quoziente
¢ il prodotto degli altri fattorl, Fd infatti, dividendo
quel fattore, che & uguale al divisore, per 1 divisore,
¢ ottiene per risultato I'unita. K I'unita come fattore
¢ pud tralasciare senz altro.

281. Teor. Dovendo dividere per un prodotio, st
pui dividere cuccessivamente per i singoli fattort.

Dim. Sia, ad es., da dividere —f_?— per il numero

2 -7 13
17 5
che si pud [201] rignardare come il prodotto del nu-
merl ---f.’—, Te —)1-3— . Si tratta di provare che s puo otte-
nere lo stesso risultato dividendo -.:— per -;-- , poiil quo-
ziente per 7, ed infine il nuovo quoziente per .
Infatti, secondo la regola [207] della divisione, si
Jovrebhe moltiplicare il dividendo -; per la frazione
17+ D
2713
che & I'inversa del divisore. Questa frazione poi si puo
rignardare come il prodotto dei numerl

17 1 5)
—, e T
2 7 13

¢ poicheé [203, 17}, dovendo moltiplicare per un pro-
dotto, si pud invece moltiplicare sucecessivamente per
i singoli fattori, al momento di exeguire il calcolo, po-

17

; e 3 & % 1
tremo moltiplicare . per -,-, poiil prodotto per =, €
infine il nuovo prodotto per -li; < badi infine che

R 1 R Y 1 5 ,,.\',,.'f, 1 YT A iem _
;1-101t11)11c,a-re per ==y q € (..-uln:spo?}ue 120 t.J rispet
tivamente a dividere per —z, ¢ € - Cosi la pro-

posizione resta dimostrata.
212, Yeor. Moltiplicando due numert per un ter-
z0 numero qualunque, il loro quoziente non muta.
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Bim. Siano, ad es., 1 due numeri — e —. Divi-
dendo il primo per il sccondo, s1 trova per quozzente
il numero —:ii—i- . Dico che, ove s1 moltiplichino 1 due
numeri dﬂtl 1)e1 un terzo qua]unque ad es. per 185 , €
s1 divida 1l prodotto
"3 o : ‘ 5) 8
( T ﬁ) per il prodotto ( — = ),

AY ‘ t) i

si deve trovare il quoziente stesso dato dalla divisione
precedente.

Sappiamo [211] che, dovendo dividere per un
prodotto, s1 puo invece dividere successivamente per
- - ] i . 1 » » ' r 8
i singoli fattori; cosi, dovendo dividere per (- ),
si pud dividere prima per -, e poi per - . Ma, divi-

i 13 I 13 ? J; J; e G y
dendo il numero

3 8 8
)
s1 trova [)IUJ per quoziente —i— resta dunque da divi-
dere * per =-: e cosl la proposizione é dimostrata.
03». Rammentando che una trazione rappresenta
il quoziente di una divisione, si vede che 1l teorema
[162] per cui si pud amplificare una frazione data, non
¢ che un caso particolare dell’ultimo teorema, il caso
cioé in cui 1l dividendo, 11 divisore e il numero, per
cuii due altri vengono moltiplicati, sono numeriinter:.
243. Teor. [/ quoziente di due potenze della
stessa base, anche se frazionaria, ¢ quella potenza
della stessa base, che ha per esponente la differenza
tra Uesponente del dividendo e Uesponente del divisore.

2\ 7 3
Bim. Sia, ad es., da dividere ( i ) per ( i ) . Di-

. I\T—3
co che 1l quoziente € ( 3) .
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Intanto, poiché il divisore & il prodotto di tre
fattori eguali a -—j—, e dovendo dividere per un pro-
dotto, si pud invece dividere successivamente per i
singoli fattori, nel nostro caso divideremo successiva-
mente tre volte per -§~ D’ altra parte il dividendo e
il prodotto di 7 fattori tutti eguali a % , e s1sa [210,
oss.] che, per dividere un prodotto per uno de’suoi
fattori, basta sopprimere questo fattore; cosi 1l quo-
ziente della prima divisione sara il prodotto di sei
fattori egnali a —gw; il quoziente della seconda divi-
sione sara il prodotto di cingue fattorl eguall a *‘2‘ s 1l
quoziente della terza divisione sara il prodotto di
quattro fattori egual a --2—, sara cio¢ la quarta po-
tenza di —2—; appunto come si doveva dimostrare.




CAPITOLO X

FRAZIONI DECIMALI

Preliminari.

284. Si chiamano frazioni decimali quelle fra-
zioni, il cui denominatore ¢ uno del numeri 10, 100,

: . .o 138 3 402
1000, ecc. Tali sono, ad es,, le fraziom —

= o0

Naturalmente le frazionl decimaﬁwgodi)no iLeout’ce ‘
le proprieta di qualunque altra frazione, ma con esse
il calcolo & pit spedito; cid dipende dalla facilita con
cui si fanno moltiplicazioni e divisioni per 1 numerl 10,
100, 1000, ecc.

Consideriamo la serie di frazioni

1 1 1 1

10 10007 1000 T 10000
T facile riconoscere che ciascuna di esse & decupla
di quella che la segue; eppercio s1 puo dire che tra
codeste frazioni esiste analoga relazione che, ad es.,
tra le cifre del numero 11111, nel quale appunto cia-
scuna cifra ha valore decuplo di quello della prossima
successiva. E qui si presenta spontanea 'idea di pro-
lungare la successione delle cifre del nummeri interi, a
destra di quella delle unita, mantenendo la legge che
nel passaggio da un posto a quello a destra il valore
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di una cifra divenga la decima parte del primitivo. Ma
perché il valore assoluto di una cifra «i conosce dal
confronto del posto da essa occupato rispetto a quello
della cifra delle unitd, & manifesto che, se si scrivono
altre cifre a destra di quella delle unita, & necessario
qualche segno per riconoscere poi codesta cifra. 11 se-
ono, adottato per tale ufficio, ¢ una virgole, che s
scrive a destra della cifra delle unita.
Percio, ad es., 1l numero

1111111
sigmifica la stessa cosa che I'espressione
1 1 | 1
OO i. [ - | L IS — sl R
1004101+ 55 =+ 55" = Tooo T 10000
Cosl 1l numero
) 52,4703
ha lo stesso significato che I'espressione
4 T 3
30 9 _| ] PR IR
30 42T 95 T 100 7 10000

E possiamo dire in generale che

245, Una cifra, che sia a destra della virgola,
equivale ad una frazione, il cui numeratore ¢ la cifra
stessa, e il denominatore €& il nwumero scritto con
Punita sequita da tanti zeri, quante sono le cifre o
destra della virgola fino, inclusivamente, alla cifra che
st considera.

| d

K

000 St

246. Reciprocamente, ad es., la frazione
pud scrivere nel seguente modo
0,007.
217. Consideriamo ora il numero decimale (%)
32,084,
(*) Cosl chiameremo una frazione decimale il cui denominatore

non sia seritto. ma sia fatto conostere mediante la vireola.
pd o
12






— 179 —

softo forma di numero decimale, basta serivere ¢l nu-
meratore, e separare in esso con wuna virgola tante
cifre da destra verso sinistra, quanti sono gli zeri del
denominatore. Se poi il numeratore ha meno cifre
del denominatore, in tal caso si scrivono prima alla
sua sunstra tanti zeri, quantl occorrono perché st
possa separare con la virgola il numero di cifre do-
vuto.

219. Per leggere un numero decimale, si legge
prima la parte intera, e poi la parte decimale, e que-
sta come se fosse posta sotto forma di frazione de-
cimale.

Cosl, ad es.. il numero 32,014 si legge: 82 intert
e 14 millesimi, appunto perché é

_ 14

Si puo anche dire che la parte decimale si legee
come fosse un numero intero, e che si fa seguire la de-
nominazione delle unita dell’ultima cifra a destra.

220. Un numero decimale si potrebbe anche
enunciare leggendo successivamente le varie cifre, e
facendo seguire il nome di ciascheduna dalla deno-
minazione corrispondente al posto da essa occupato;
ad es., il numero 32,056 si potrebbe leggere: 32 unita,
O cenfesimi e G millesimi; ma questo modo & poco
usato, perche esige troppe parole.

Ordinariamente, quando la parte decimale sia
scritta con molte cifre, queste sl suppongono sepa-
rate in gruppi, che vengono letti come fossero iso-
lati, facendo seguire al numero corrispondente a cia-
scun gruppo la denominazione, che corrisponde al-
I'ultima sua cifra. Cosi, ad es., il numero decimale
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32648204 32067, considerando le cifre decimali ag-
gruppate a tre a tre, verrebbe enunciato: 32 wnita,
648 millesimi, 204 milionesimi, 320 bilionesimt e 6
centobilionesimi. E s trova la glustificazione di que-
sto modo di leggere osservando che G decimi equi-
valgono [162] a G0 centesimi, 1 quali, sommati col 4
rappresentati dalla seconda cifra decimale, danno 64
centesimi. Questi equivalgono [162] a (40 millesimi
che sommati con gli ® millesimi, rappresentati dalla
terza cifra decimale, danno 648 millesimi. 1 cosi via.

Legeendo la parte decimale per gruppi di due c1-
fre, risulterebbe: 32 unitd, 64 centesimi, 82 diecimille-
simi, 4 milionesimi, 32 centomilionesimi, G diecibhilio-
nesimit e 7 centobilionesimd.

224. Teor. [n numero decimale non muta di
di valore, se gli si scrivono alla destra uno o ptic zeri.

Pim. Sia il numero decimale 8,72; dico che esso
ha lo stesso valore del numero 8,72000. Infatti, gli zerl
scritti a destra non alterano la posizione delle altre ci-
fre, ed indicano soltanto non esservi unita decimali
di 8°, 4° 5° ordine, il che era del pan evidente nel nu-
mero 8,72.

Si giunge alla stessa conchiusione ponendo 1 due
numeri decimali sotto forma di frazioni decimall. Sap-
piamo [217] ch’essi hanno rispettivamente lo stesso
sigmificato, che le fraziom

R72 72000
00 © 100000

e queste sono equivalenti, poicheé [162] s1 ottiene la
seconda moltiplicando ambedue i termini della prima
per 1000.

222. Teor. In un numero decimale una unita di
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un ordine qualunque € sempre maggiore della somma
di tutte le unita rappresentate dalle cifre sussegquenti.

Dim. Sia, ad es., 1l numero 0,34..., nel quale sup-
poniamo che 1 punti rappresentino citre, che seguono
il 4. Dico che, per quante e qualungue siano queste ci-
fre, la loro somma € minore di un centesimo.

Ed mvero (considerando il caso piu sfavorevole,
quello cioe in cui tutte le citre, che seguono quella
dell’ ordine considerato, siano eguali a 9) 1l primo 9
esprime ¢ millesimi; percid a formare un centesimo
manca un millesimo, ossia 10 diecimillesimi. D1 questi
ne troviamo 9 nella cifra segnente: per compiere il
centesimo, c1 manca adunque un diecimillesimo, os-
sia 10 centomillesami. D1 questi ne troviamo soltanto 9
nella cifra seguente, epperd a formare il centesimo ci
occorre ancora un centomillesimo, Questo modo di ar-
gomentare pud essere continuato indefinitamente; ep-
perd ¢ dimostrato che ecc.

227, Cow. 1°. In hase al teorema precedente e fa-
cilissimo decidere quale di dne numert decimali dati
«1a il maggiore,

228, Cor. 2°. Traszcurando in un numero deci-
male tutte le cifre decimali che seguono una data ci-
fra, Uerrore che si commette & minore di una unita
dell’ ordine di questa cifra.

Ad es., se,invece del numero 24832843, «1 prende
il numero 248, Terrore che s« cominette e minore
di 0,01, giacché il numero 2,49, che supera 2,48 di 0,01,
supera [{222] anche il numero 24332343,

Addizicne con numeri decimali.

223. Poiché nei numeri decimali, come nei nu-
meri interi, qualunque cifra esprime unitd che valgono
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ciascuna quanto 10 di gquelle dell’ ordine prossimo in-

feriore, 1'addizione del numeri decimali si fard nel-
I’ identico modo che quella dei numer: interi.

Poniamo, ad es., sia domandata la somma del

numerl

32,047 152 0,0044 e 6,61

Si serivono questi numerl uno sotto I'altro, in modo

che le cifre rappresentanti unita di un medesimo or-

dine cadano in una stessa colonna. Perché avvenga

questo, basta scrivere oli addendiin

modo che le virgole si corrispondano.

32,047 Tatto cid, cominceremo ad osservare
132 che nella colonna dei diecimillesimi
0,0044 non ne troviamo che 4; questi si de-
6,61 vono scrivere nel posto del totale.

170,60614 Passando alla colonna dei millesimi,
ne troviamo 4, e 1 che fanno 11, c10€
an millesimo da notare, e 10 mille-

simi, ossia un centesimo, che <1 porta ecc.

Dopo questo posslamo enunciare la

Regola. vy fare U addizione di numerl dect-
mali, si scrivono questi wuinert gli uni sotto gli altre,
in modo che le virgole cadano in colonna, e $i opera
dipoi come si trattasse di sommare wmeri interi. Nella
somma si segna la virgola nel posto indicato dalle vir-
gole degli addendr.

Sottrazione con numeri decimali.

226. La sottrazione con numerl decimall s1 ese-
guisce e si ginstifica nel modo stesso che quella dei
numeri interi.

Supponiamo, ad es., di dover sottrarre 2,04017 da
3,09. Si scrivano ntanto i due nwumneri, il minore sotto
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del maggiore, in modo che le virgole si corrispondano.
Non trovando centomillesiminel

3,09 minuendo, supporremo di prendere
2,04917 uno dei 9 centesimi, e decompostolo
1,04083 in millesimi. ne lascieremo 9 nella

terza colonna: il rimanente lo sup-

porremo decomposto in 10 diecimillesimi. D1 questi
ne lascieremo 9 nella quarta colonna. in quella dei
diecimillesimi, 1" altro c1 da 10 centomillesimi. Dopo
c10 la sottrazione s1 puo cominciare e complere couie
si trattasse di numer: interi. Nel residuo =i segnera la
virgola 1n colonna con quelle dei due termini.

Cosl resta dimostrata la

Regeola. Per esequire la sotfirazione con due nu-
meri decimali, st scrive il minore sotto del maggiore,
in guisa che le virgole cadano in colonna, poi st opera
come per la sottrazione con nwmeri interi. Si segna
in fine la virgola nel resto ottenuto, in colonna con le
virgole det numeri dati.

Complemento aritmetico.

22%. Si dice complemento aritmetico di un numero
decimale 11 resto della sottrazione di questo numero
da una unita decimale di ordine gualesivogha; e pre-
cisamente s1 dice complemento al 10, quando il nu-
mero dato si sottrae da 10; complemento al 100 sara il
resto della sottrazione del numero dato da 1005 ecc.
Cosl, ad es., 11 complemento al 10 di 0,004172 ¢
9.995823.

I’ uso del complemento aritmetico adduce unifor-
mita nel calcolo, quando s1 devono eseguire successi-
vamente parecchie addizioni e sottrazioni. Vedremo
€10 in un esempio; ma prima dimostriamo il
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228. Teor. Dovendo soltrarre un numero, st puo
invece aggiungere un suo complemento aritmetico e sot-
trarre dal risultato U unitd sulla quale si € preso il
complemento.

Bim. Sia, ad es., da sottrarre 11 numero 6,4078
da 45,7, e si prenda del sottraendo il complemento ad
una unitd decimale qualunque, ad es. a 10. Questo
complemento ¢ 3,5922, dimodoche é

6,4078 4 3.0022 =—= 10.

Ora & manifesto che se, invece di sottrarre 6,4078, si
aggiunga al minuendo 1l complemento 3,0022, poi, per
dedurre dal risultato il residuo richiesto, s1 dovranno
cottrarre sticcessivamente il numero dato e il sno com-
plemento, oppure, cio che torna lo stesso [4D], bastera,
sottrarre il numero 10.

Es. Sia da calcolare il valore dell espressione

80412 — 1476 -1 63013 — 047713 — 148644,

In luogo di sottrarre 1476 si aggiunga 8.524,
suo complemento a 10, e s1 sottragga 10 dal risultato.
Altrettanto si dica per clascuno degli altr sottraendi.
Riservandosi di sottrarre in fine le unita su cui s1son
presii complementi, non fara 4 uopo eseguire che una

sola addizione.

88,0412
R.Hh24
6G,3013
9,52281
8,.5135H6

Il

i0,90293

Sottraendo le 3 decine, si ha il cercato valore 10,90293.
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Moltiplicazione con numeri decimal’.
229, Sia, ad es., da moltiplicare 42,0725 per 0.063.

Si scrivano intanto guesti numeri sotto forma di
frazione ordinaria [217]. Avremo cosi da moltiplicare

420725 63 Quindi

P ey e o v 114Gl e

10000 1 1000 ¢
420725 - 03

420725 - 0063 =— e o
phisa) 3 Eithe 10000000

I due numeri, che moltiplicati tra loro danno il
numeratore, non sono altro che 1 numeri dati: soltanto
ne son cancellate le virgole. Il denominatore poi ha
tanti zeri, quante cifre decimall hanno insdeme 1 due
tattori. Eseguita la moltiplicazione indicata nel nume-
ratore, se si vuole 1l risultato sotto forma di numero
decimale, =1 separano [215] nel prodotto con una vir-
gola tante cifre, quanti sono gli zeri del denominatore.

Da questo esempio si rileva la

Regola. Por moltiplicare due numer! decimali, si
fa prima {l prodotto non badando alle virgole, quindi
st separdano a destra nel risultato tante cifre, quante
cifre decimalt hanno insieine { due futtor:.

Oss. Questaregola comprende 1l caso che uno del
fattorl sla intero; s1 puo infattl imaginare sia scritta
una virgola a destra della citra delle unita.

230. Proponiamoci ora di moltiplicare un nu-
mero decimale qualunque per uno dei numeri 10, 100,
1000, ece. Operando intanto secondo la regola prece-
dente, dobbiamo da prima [229] fare astrazione dalla
virgola, e moltiplicare per 10, o per 100, 1000, ecc. Ma
c10 s1 fa semplicemente [56] scrivendo a destra del
moltiplicando wuno, due, tre zeri, ece., secondo 1l caso.



— 186 —

Dopo di ¢id non resta altro che da mettere nel prodotto
la virgola. E poiché nel caso in questione il moltiph-
catore & intero, il numero delle cifre decimali del pro-
dotto & lo stesso che nel moltiplicando. Manifestamente
il prodotto si pud cosi dire ricavato dal moltlphcando
col semplice avanzare ( intendasi verso destra) la vir-
gola di un posto, o di due posti; ecc. Ad es, egli e

0724 - 100 = 2,4
2,172 » 1000 = 2172
0,0008 - 10 = 0,008,

In generale adunque

Per moltiplicare un numero decimale per 10,
100, 1000, ecc., basta avanzare la virgola di uno, due,
tre posti, ecc. verso destra.

231. Poiché la divisione di un numero per un al-
tro ha per iscopo di trovare un terzo numero che, mol-
tiplicato per il divisore, dia 1l dividendo, possiamo
dire che

Per dividere un numero decimale per 10, 100,
1000, ece. basta ritirare (intendasi verso sinistra) la
virgola di uno, due, tre posti, ecce.

Ad es., é 12303 ¢ 100 == 1,2308
90612305 = 100000 == 9,0612308,

Oss. Quando il moltiplicando oppure il dividendo
non abbiano tante cifre. quante devono {230, 251] es-
sere oltrepassate dalla virgola, in questo caso s1 toghe
il difetto scrivendo degli zerl in numero conveniente.
Cosi, ad es., s1 ha

12,1 - 1000 = 12,100 - 1000 = 12100
3.4 : 1000 = 00034 : 1000 = 0,0034.
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Divisione con numeri decimali.

?32. bia, ad es., da dividere 0,81 per 4,8092.

Sapplamo che alla destra di un numero decimale
sl possono scrivere quanti zeri si vogliono, senza che
il valore del numero rimanga alterato. Nel caso no-
stro, scrivendo due zeri a destra del dividendo, otte-
niamo che i due numeri, di cui & chiesto il quoziente,
abbiano cifre decimali in numero eguale. Ora, molti-
plicando 1 due numeri

0,8100 4,8002
per 10 000, si ottengono [230] 1 due interi
8100 48092,

Sappiamo [212] poi che, moltiplicando due numenri per
un terzo gqualunque, il quoziente non muta:e che il
quoziente di due numeri interi é in ogni caso rappre-
sentato dalla frazione, che ha il dividendo per nume-
ratore e per denominatore il divisore. Resta cosi di-
mostrata I'eguaglianza

0.81 : 48092 — IR059
e In generale la

Regola. Der trovare il quoziente di due numert
decimali, si scrivono degli zeri cosi che i@ due numeri
abbiano cifre decimali in equal nwmero, pot si soppii-
mono le virgole e si effettua la divisione col numeri in-
fery cose ottenuti.

Oss. Generalmente la divisione con due numeri
1ntery, a cu siriduce la divisione di due numeri deci-
mali, non si compie esattamente ; epperd il quoziente
e rappresentato da una frazione ordinaria. E poiché
il calcolo con numeri decimali & pit spedito di quello
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delle frazioni ordinarie, e perché sotto I'aspetto di nu-
mero decimale il valore di una fraziome puo essere
compreso piu facilmente, & importante saper conver-
tive una frazione ordinaria in numero decimale.

Conversione di una frazione ordinaria in decimali.

233. Convertire una data frazione ordinaria in
decimali significa trovare una frazione, il cui deno-
minatore sia uno dei numeri 10, 100, 1000, ecc., e
che sia equivalente alla frazione proposta. Anzitutto
« tratta di stabilire in qual caso la conversione e pos-
sibile.

Prendiamo a considerare una frazione ordinaria,
gia ridotta ai minimi termini, quale &, ad es., la fra-
zione '%E . Abbiamo gia dimostrato [170] che la con-
dizione, perché una data frazione irreducibile possa
cssere trasformata in un’altra con denominatore pre-
stabilito, si & che questo numero sia multiplo del de-
nominatore della frazione proposta.

D’altra parte inumeri 10, 100, 1000, ecc., (perche
prodotti di fatton eguali a 10) decomposti n fattori
primi, non presentano altri fattori che 2 e H; ed e
noto [135] che un numero divide un altro, soltanto
allora che sia composto con soli fattori primi del divi-
dendo. Da tutto cio si conchinde che una prima con-
dizione, a cui deve sodisfare una frazione ordinaria
irreducibile, perche possa essere convertita in frazione
decimale, & questa che il denominatore non sia divi-
sibile per fattori primi diversi da 2 e da b.

Questa condizione & poi sufficiente; quando cioe
essa & sodisfatta, la frazione ordinaria puo essere con-
vertita in frazione decimale. Infatti, purché «i 058ervi
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10 = 2 3)
100 —= 22 - 52
1000 — 23 - 53
10000 == 21! - Bt ecc,

s1 riconosce ¢he, quando 1l denominatore di una fra-
zione ordinaria € compesto unicamente col fattori
primi 2 e 3, allora, moltiplicando replicatamente 1 due
termini della frazione o per 2 o per 9, secondo il caso,
s1 otterra che 1l denominatore sia composto con fat-
tori eguali a 2 ed altrettanti eguali a 5, nel qual caso
il denominatore & appunto uno dei numeri 10, 100,
1000, ecc., e s1 & trovata cosl la frazione decimale
equivalente [162] alla frazione ordinaria data.
Ad es., abbiamo

7 R

e —:"Q-’ S I T T e T O..).. (j

29 O O~ "Lz 100 |
11 + D gt o i &
40 25 % B 24w He 1¢ (J ’

In questo modo si e dimostrato il

Teor. Affinche una frazione ordinaria irreduci-
bile st possa trasformare in frozione decimale, ¢ neces-
sario e sufficiente che il denominatore non sia divisibile
per fattori primi diversi da 2 e da o.

234. Oss. Dalla seconda parte della dimostra-
zione ora data s1 vede che si pud dire a priort quante
cifre decimali deve avere il numero decimale, che e
equivalente a una data frazione ordinaria, quando
naturalmente sia sodisfatta la condizione, percheé la
trasformazione sia possibile. Infatti; ridotta la fra-
zione ai minimi termini, e decomposto il denomina-
tore in fattori primi, il maggiore dei due esponenti,
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da cui sono affetti 1 fattori 2 e D, indica appunto
quante cifre decimali ha il numero decimale equiva-
lente alla frazione.

233. Dal teorema che precede risulta che, per
riconoscere se una frazione ordinaria data si possa
convertire in decimali, basta ridurre la frazione ai
minimi termini, e decomporre il denominatore in fat-
tori primi. Se sl trovino fattori primi differenti da 2
e D, in questo caso la trasformazione ¢ impossibile.
In questo caso si pud proporsi di trovare una frazione
decimale, il cul valore sia tanto approssimato quanto
si voglia a quello della frazione proposta; ed e ap-
punto in questa valutazione approssimativa che con-
siste generalmente la riduzione di una frazione ordi-
naria in decimali. "

236. Proponiamoci di ridurre in decimali la fra-
zione -, - |

Poiché la frazione {2 ¢ ridotta ai minimi termi-
ni, e il denominatore ¢ divisibile per un numero primo
differente da 2 e 9. noa vi € [233] numero decimale
che sia eguale a -ff; non pud dunque trattarsi d’al-
tro che di trovare un numero decimale, che esprima
approssimativamente il valore della frazione = e
per fissave le idec supponiamo di voler che lerrore
non superl un millesimo.

Anzitutto, poiche [18Y] una frazione rappresenta
il quoziente della divisione del numeratore per 1l deno-
minatore, riducendo il numeratore in millesimi { 164],
pOsSs1amo scrivere

28 28000

13 T 10w 15.

Sappiamo [191] che, per dividere una frazione per
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un intero, se questo divida (in

28000 13 senso ristretto) il numeratore,
20 | 2103 Dbasta eseguire questa divisione.
70 Ma nel nostro caso, dividendo
50 23000 per 13, si trova 2153 per
11 quoziente ed il resto 11. Si pud
scrivere pertanto
28 (13 - 2153 - 11) .13
153 1000 B
od anche [175]
_2_8_____(13'2153 x 11)_13
13 L 1000 - " 1000/ T

Sappiamo [209] inoltre che, dovendo dividere una
somma per un numero, si puod invece dividere sepa-
ratamente per questo numero le varie parti della
somma, e sommare poi i quozienti parziali. E dun-
que [191]

28 __ 2168, 11 g

13— 1000 7 71000 © 7
od anche |218]

28 —e 11

, . _ . 28

Da questa eguaglianza si rileva che la frazione —- &

maggiore del numero 2,153, minore perd del numero
2,104. Difatti il quoziente
11

1000

¢ minore i 0,001 (cheé sarebbe uguale ad 0,001, se,
mvece di 11, il numeratore del dividendo fosse 13).

Il numero 2,153 & dunque il richiesto, e lo si

g 15
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dice a {)}g)}--oxszmafo a meno di <z per difetto alla fra-
zione — . 11 numero 2,154 sarebbe invece approssi-

mato a meno di 0,001 per eccesso. -

Se poi hadizmo all’operazione, che ¢i ha dato 1l
numero 2,153, riconosciamo ch’essa consiste nello
serivere 8 zeri a destra del numeratore, dividere (1n
senso ristretto) il numero ottenuto per il denomina-
tore, e separare infine con la virgola 3 cifre decimall
dal quezients. |
?j appros-
Gmato a meno di 0.000001, avremmo dovuto serivere
G zert a destra di 28, dividere pol per 13, e da ultimo

Cost, se avessimo cercato un valore i

separarc a destra del quoziente © cifre decimall

In pratica non occorre scrivere gli zeri a destra
del numeratore, ma basta seriverli successivamente
ano alla volta alla destra dei resti. Possiamo quindi
enunciare la

Regola, Per ridurre una frazione ordinaria tn
decimali, si divide il numeratore per il denominatore,
e si pone una virgolu a destra del quoziente, il quale e
rappresentato da uno zero ogni volta che tl numeratore
sia minore del denominatore. Poi si scrive uno zero .
alla destra del residuo ottenuto, e si divide il numero,
cosi formato, per il denominatore; il quoziente e la
prima cifra decimale. Si scrive uno zero alla destra del
nuovo resto, e si divide il numero cost ottenuto per il
denominatore; il quoziente & la seconda cifra decimale.
Si continua cosi indefinitamente. Se una volta st trov:
un resto nullo, il numero scritto nel posto del quoziente
esprime esattamente la frazione proposta; nel caso con-
trario si spinge I operazione finché il risultato abbia
un grado sufficiente d’ approssimazione.

237. La regola [252], che abbiamo trovata per
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la divisione con numeri decimali, ¢1 insegna a formare
il qnoziente sotto forma di frazione ordinaria; pero,
trattandosi di decimali, e volendo anche 1l quoziente
espresso in decimali, s eseguird la trasformazione se-
condo la regola [236] or ora stabijita. Si otterra il
quoziente espresso in decimali esattamente, se, dopo
semplificata (¥) la frazione, il divisore non sia divisi-
bile per altri fattori primi che 2 e O; altrimenti s1
potra soltanto calcolare un quoziente approssimato;
Iapprossimazione pero potra essere spinta tanto avants
quanto si voglha.

Nel caso che 1l divisore sia un numero intero, -
vece [232] di pareggiare con zeriil numero delle cifre
decimali, cancellare le virgole; ed cseguire la divisio-
ne, & pitt semyplice dividere secondo la regola trovata

per la trasformazio-

13403 | 1 ne i mma frazione
G4 l 1,914714... ordinaria in decima-
10

33 ver divisa la parte
50 mtera del dividendo,

1

. '.‘1 .. 1 Es P x e A
1. bu;. L z-thn_l? d(_'lio o=

[ I—

e

-

e scritta una virgola

2

0 a destra del quozien-
2 te, invece discyivere

uno zero alla destra
del resto, si cala la cifra dei decimi, poi quelln del
centesimi, e cosi via. Scese tutte lo cifre, se la divi-
sione non sia esaurita, s serive uno zero a destra del-
I ultimo resto, e si continua fino a che il quoziente
abbia il grado di approssimazicne che si desidera.

Per giustificare questa regola basta porre 1l numero

(*) L’operazione non vichiede che la zemplificazione «i faccia:

i1 quoziente & [2127 indipendente dulla semplificaziene.
13
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decimale dato [217] sotto forma di frazione decimale,
e ripetere poi il ragionamento che si ¢ fatto peril caso
precedente.

238. Nel caso che il dividendo e il divisore siano
decimali, e il dividendo abbia pit cifre decimali che
il divisore, si suole ricondurre la divisione al caso
precedente, nel quale il divisore soltanto e intero.

Sia, ad es.. da dividere il numero 103,60981 per
241, Abbiamo gia mostrato [212] che un quoziente
non muta se il dividendo e il divisore vengano mol-
tiplicati per uno stesso numero. Cosi, moltiphcando
i due numeri dati per 100 ( perche 2 sono le cifre de-
cimali del divisore), il divizore diventa intero, e si ha
quindi da fare, invece della divisione proposta, quella
di 10300.951 per 241.

Da questo exemplo si puo trarre la

Regola. Dovendo fare la divisione con due nu-
meri decimali, si puo sopprimere la virgola nel divi-
sore, ed avanzare nel dividendo la virgola di tanti po-
sti verso destra, quante sono le cifre decimali del dive-
sore, ed esequire poscia la divisione coi numert cose ot-
tenuti.

Frazioni decimali perigdiche.

in decimali una frazione ordinaria, i cul termini siano
primi tra loro, cd il cui denominatore ammetta divi-
sori primi differenti da 2 e D, 'operazione [2306] non
puo rinscire compiutamente, perché non sl giunge mal
ad un resto nullo. Piu s« spinge la divisione, si ot-
tiene una frazione decimale maggiormente approssi-
mata alla ordinaria, che si vuol trasformare. Nel corso
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dell’operazione s'incontra poi un fatto notevole, di
cu1l ora vogliamo occuparci; e per fissare 1'attenzione

proponiamoci di ridurre in decimali la frazione = .
In tutte le divisioni
50 7 parziali, 11 divisore es-
10 0,71428571... sendo costantemente T,
30 1l resto & sempre minore
20 d1 7, e non puo mai esser
60 nullo (altrimenti "7* sa-
40 rebbe riducibile in nu-
50 mero decimale esatta-
1 mente, 11 che [223] non
puo darsi). Nel corso del-

I'operazione possiamo dunque ottenere al pin sei resti
differenti, I'uno o l'altro cioé dei numeri 1, 2, 3, 4. 5,
6. Ne segue che, al pitt dopo aver calcolate sei cifre,
necessariamente s1 deve ricadere in uno dei resti gia
avuti. Da tal punto manifestamente ci <l trova nelle
stesse condizioni che in un precedente momento del-
Poperazione, e percid i resti e le cifre del quoziente si
devono riprodurre periodicamente.

Operando [236] per convertire - in numero de-
cimale, si trova

0,714285 714285 T14285.. ..

Per altro es., riduciamo in decimali | ; si trova

0,62 837 B3V 83T R3T .. ..

Si chiamano frazioni periodiche le frazioni de-
cimali indefinite, le cui cifre, a partive da wn certo
rango, si ripresentano indefinitamente nello stesso
ordine; e s1 da 1l nome di periodo al numero rappre-
sentato dal gruppo di cifre, che costantemente si ri-
producono. Quando il periodo comincia immediata-
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mente dopo la virgola, come nella frazione 0,61 6161...,
la frazione vien detta periodica semplice; nell’altro
caso, come, ad es., nella frazione 0,38 061 061..., la
frazione si dice periodica mista. Il periodo nella prima
& 61, e nella seconda & 061, In questa ultima 1l nu-
mero 38, rappresentato dalle cifre poste tra la virgola
e il primo periodo, si dice antiperiodo.

Ricerca della frazione generatrice
di una frazione periodica data.

240. Sappiamo che una frazione ordinaria irre du-
cibile, il cui denominatore ammerta divisorl primi dit-
ferenti da 2 e da 5. quando venga ridotta in decimall
da origine ad uwna frazione periodica. Noi intendiamo
ora di dimostrare che per qualsivoglia frazione perio-
dica data esiste sempre una frazione ordinaria da cul
la periodica i pud supporrs generata; e troveremo la
legge per formare tale generatrice. Ci restringeremo
a considerare trazioni decimali periodiche senza parte
intera; se una frazione periodica ne avesse, se ne
farebbe astrazione da principio, riservandosi di ag-
giungerla in fine alla frazione ottennta.

Dobbiamo premettere la dimostrazione del se-
guente

2414. Lemma. [ na frozione ordinaria, ¢ cut ter-
mini siano scritti con egqual nuvmero di cifre, o stano
resi tali con zeri scrittt a sinistra del termine che avesse
meno cifre, & equivalente a tutte quelle fraziont, )
termini si possono dedurre rispettivamente da quelli
della data, scrivendo di sequito, uno stesso numero di
volte, © termint di questa.

Dim. Sia, ad es, la frazione 5. Affinche 1 due
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termini s1ano serittl con egual numero di cifre, serivo

uno zero a sinistra del numeratore. Cosi ottengo la fra-
075

zione - . Ora dico essere, ad es.,
075 O0To0TO 0D

304 T B04804804
St ha infatti
075 075 07D == TH 000000 -+ 75000 - 7H
» — 1D - 1000000 4 75 - 1000 4 75,
E poiché dovendo moltiplicare un nwumero per una
somma, g1 puo [62] moltiplicarlo per e sigole parti e
sommare dipoi 1 prodottl parziali. e pure

075 0TH 07D = TH (1000000 1 1000 - 1)
» — 75 - 1001001,

Egualmente si dimostra essere
S04 SO RO04 — RO4 - 1001001,
S1 e provato cosl che 1 termint della frazione

O7HO0TH0TD
RO S04 K04

sono equimolteplici di quelli della frazione =, ep-
pero [162]| le due fraziom sono equivalenti, come si
voleva dimostrare.

2142, Oss. Nel caso. che le ultime cifre di uno del
termini della frazione ordinaria data siano degli zert,
s1 puo prescindere da questi. guando s1 vogha formare
una frazione equivalente, operando secondo 1l lemma
or ora dimostrato, non dimenticando perd di scrivere
n fine questi zeri a destra del numeratore o del deno-
minatore, secondo 1l caso. Ad es., dico che ¢

1 07070707
13000 — 13131313000
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Vediamo infatti che é

7 1 .
13000 — 13 1000 [06]
1 1
” 3 1000 [19]
07070707 1
_— R 9
> T IB131313 T 1000 [241]
) :
p = ICOTOROT (198]

13131313000 °

come si voleva dimostrare.
Frazioni periodiche semplici.

243. Dopo queste premesse, prendiamo a conside-
rare, ad es., la frazione pmwmhm semplice

0O, 72727272

E intanto manifesto che, quanto pit grande & il
numero delle citre di ¢ =1 voglia tener conto, e tanto
maggiore e il numero Jh <1 ottiene; ma pelclp la se-
rie delle cifre, per quante s ne pre ndano, non puo es-
Ser mai esaurita, non avvien mal che non st possa ot-
tenere un valore pia grande di nn ultimo avuto. Sem-
brerebbe pertanto che, prendendo cifre a bastanza, si
potesse anche ottenere un risultato tanto grande,
quanto sivolesse. kK s1 s {224] mvece che, anmentando
di 1 una qualunque delle cifre, ed abbandonando tutte
le susseguenti, si ottiene un nwumero che supera 1l va-
lore della frazione decimale illimitata. Cosi nel caso
nostro possiamo dire, ad es., che la periodica ¢ minore
di 0,8; che é minore di O,u); ecc.
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Ora, se tra 1 valorl che superano quello della no-
stra periodica, prendiamo, ad es., 1l numero 0.8, tro-
viamo che, col tener conto di un numero di cifre di pit
in pit grande, ci si accosta a (0,8 sempre pit; ma non
sl pud accostarsi tanto quanto si voglia, daccheé, ad es.,
essendo 1l risultato minore sempre di 0,73, per quante
cifre sl s1ano prese, la differenza tra 0,8 ed 1l risultato

é sempre maggiore di 0,8 — 0,73, maggiore cioe d10.07.

Ma tra 1 valori maggiori di quello della periodica
ve ne deve pur esser uno al quale, col prender sempre
pil cifre, ci si possa accostar tanto che la differenza
riesca tanto piccola quanto si voglia. Questo valore si
dice il limite della somma del numeri rappresentati
dalle cifre successive della frazione periodica; od an-
che il ralore di questa frazione. Ora si tratta di espri-
mere questo valore, ma con un numero limitato di
cifre; vedremo poi che. se venisse convertito in deci-
mali, esso genererebbe da capo la frazione periodica.

11 limite, che cerchiamo, é Intanto compreso tra le

2 J"f
due frazioni T‘EF e _qu e quah differiscono tra loro di

un centesimo. Volendo una frazione intermedia tra que-
ste dne, si scorge facilmente esser tale la frazione -,
che e 111fatt1 maggiore della prima, perche [160} ha
eguale numeratore e denonnnatore pit piccolo. B 1)01
minore di =, perché - & frazione pura, epperod mi-
nore di quella qumupqnﬂ che si ottiene ageinngendo

un medesimo numero ai suoi due termini (%),

(") La proposizione, che ;111 si accenna, ¢ facilissima da di-

3-i-10 3
mostrare. Dico. ad es., essere .- > Z.. Osservo da prima che

T ¥ 10 ;
la differenza tra i termini di una frazione ¢ uguale [407 alla diffe-
renza tra i termini dell altra. Nel nostro caszo ¢ 4. Per ottenere l'u-

. - : : 4 4
nitd, alla prima frazione bisogna aggiungere .-, alla seconda =
4 !

* 4 L)
Cosl, essendo 4 —, la proposizione ¢ dimostrata.
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Eszendo admque

12 V2 3
o0 S 09 < 1007
ke

T non e 1l valore che cerchiamo, ne

i

ne segue che, se -
differisce pero meno di L

1a0
Consideriamo ora le due frazioni
s Rl =gy Py
R — e 2 e - {2 L)
a2 (7 = e 00273 — —
-' 1O OO0 / 10 000

Anche tra queste due frazioni ¢ compresoilvalore della

Ia

periodica data. Ma tra esse sta pure la frazione “ﬁ,‘;‘q‘ :
F poiché le due fraziomi differiscono tra loro 1
1(,3 G0 ]_(3 (}Hﬂ"ﬂ'enm tra il limite che cerchiamo e la fra-
zione S e minore o un (?Eﬂt-inzz'fh" w'nm. Draltra parte
la frazione -~ - _Llun ale [241] a &-’ : quindi ora pos-
slamo dirve: se — non ¢ il valere della frazione perio-

l (;.r lj

dica proposta. ne differ’~ce perd meno dl wun diecimil-
lesimo,

Considerando tre periodi. e ragionando identica-
mente. tl‘overmmno che -j non puo differire dal va-
lore che cerchiamo. neanco di un milionesimo: poi
nemmeno i v centomilionesimo; ecc.

Potendost cost dimostrare che la differenza tra il
valore della frazione periodica e la frazione ;;— ¢ mi-
nore i quulrlllflﬂv quantita data per quanto piccola,

.
resta provato che —- & appunto il ealore della frazione
periodica .02 2 72, ..

) .
- sia la frazione generatrice della perio-

Che poi -]
dica .72 72 72..., ¢e ne persnadiamo nel modo se-
72

guente. Poniamo, ad es., che riducendo _.
<1 potessc ottenere 0,72 72 75... Allora non sarebbe

vy 3 . 532 : *
piw vero che la frazione -/ - & compresa tra le frazio-
ni (L2 7272 € 0,72 12 73, come ce lo hanno provato e
antecedent: conxiderazionl.
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Nello stesso modo troveremmo, ad es., essere
lim, (0,031 031 051 ....) = w5
quind: i generale 1l

Teov. La frazione ordinaria, generatrice di una
frazione periodica semplice, ha per numeratore i pe-
riodo e per denominatore il numero scritto con tanti !,
quante sono le cifre del periodo.

244. Puo accadere che s1 possa semplificare la
frazione che s1 forma con la regola precedente, e far
perdere al suo denominatore la forma particolare che
ha. Ma perché un nmnero. che ha O per cifra delle
unita, non ¢ [103] divisibale né per 20 ne per H. ¢ per-
che, semplificando nna frazione, #i sopprimono anziché
introduarre fattorr comuni ai due termini, troviamo
quale

Cer. [/ denominatore di una frozione irveducibile,
generatrice di una frazione periodica semplice, non @

divesihile ne per 2, ne per .
Frazioni pzsriodiche miste.

245. Proponiamoci ora di trovare la generatrice

di una frazione periodica mista. quale ¢, ad es.,
0532 5T 6T 6T .. ..

Separiamo intanto 1 antiperiodo dal rimanente,

consideriamo cioé la somma
(D32 -+ VOO0 GT 6T 6T, ..,

ed occupiamoct prima della seconda parte.

Il valore d1 questa & compreso tra

O.000 67 e 0000 63 ossia tra
0O 653 -
100 000 ¢ 100000 S e
H7 1 0N 1

a i p—

100~ 1000 © 100 1000
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frazioni, che differiscono la prima dalla seconda di un
centomillesimo.
Tra queste & pol compresa evidentemente la fra-
zione

I SR, |
99 1000 T 99000
Ne segue che, se la frazione “ﬁ“%ff non ¢ il limite che

cerchiamo, ne differisce perd di meno di un cenfomil-
lesimo.
Consideriamo ora le due frazioni
0,000 67 67 e 0,000 67 638
equivalenti alle due
67 67 67 68
10000000 ° 10000 000
Tra queste, differenti tra loro di un diecimilionesi-
mo, ¢ compreso il valore che cerchiamo, ed ¢ pur com-
6767 67

[ , y e Dol Soran sy 30y T ':) D £ o e
presa la frazione ;. -o—, equivalente [242] a}la, e

Fitan s a7 i 61____ .
Ora dunque possiamo dire: se la frazione g7 - non e

il valore cercato, ne differizce perd dimeno di un die-

cimilionesimo.

Considerando tre periodi, e ragionando identica-
mente, troveremmo che —}“i“fo"o" non pud differire dalla
frazione, che cerchiamo, neanco di un bilionesimo; poi
nemmeno di un centobilionesimo, e cost via. Non pud
dungne esservi differenza alcuna per quanto piccola;
eppero %—63:—5 ¢ veramente la frazione cercata.

Dopo cid possiamo dire che la frazione periodica
mista: 0,532067 67 67 ... é equivalente alla somma

H32 | 67
1000 T 99000
Riducendo a denominatore comune, abbiamo
532 - 9Y | 67
99000 ' 99000 '
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e sommando
532 - 99 4+ 67

99 000
E perché il prodotto di 532 per 99 (somma [48] di 99
numeri eguali a 532) si pud anche ottenere moltipli-
cando 532 per 100, e sottraendo dipoi 532, abbiamo

53200 + 67 — bH32
99 000 ?

e finalmente
H3267 — DH32
© 99000
E questa é la generatrice della nostra frazione perio-
dica mista 0,532 67 67 67
Infatti, se torniamo a considera.re 1] risultato sotto
la forma,

.33 67

T 99 000

troviamo che il primo termine, perché equivalente
a 0,032, ci da intanto l'antiperiodo; convertendo
poi in decimali la seconda parte, si deve trovare
0,000676767...., glacché, se si trovasse, ad es., il
numero seguente- 0,000 6768 ..., cid contlachlebbe

. 67 \
quanto abbiamo provato, che cioé la frazione Sas &

minore di 0,000 67 G&. |

Nello stesso modo troveremmo, ad es., che la ge-
neratrice della periodica mista 0,007 426426.... ¢ la
frazione

426 — 7
999 000

Possiamo percid enunciare il

Teor. La frazione ordinaria, generatrice di una
frazione periodica mista, ha un numeratore, che si ot-
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tiene sottraendo U antiperiodo dal numero scritto con le
cifre dell’ antiperiodo ¢ quelle del periodo. Il denomi-
natore ¢ il numero scritto, prima con tanti O quante
sono le cifre del periodo, e poi tanti zeri quante sono le
cifre dell’ antiperiodo.

246. In una periodica mista I'ultima cifra del-
I'antiperiodo e I'ultima cifra del periodo non possono
essere uguall. Ché infatti, se una periodica mista
avesse 1041 per antiperiodo e 71 per periodo, fosse
cioé la seguente 0,TO41 7171 71..., I'antiperiodo sa-
rebbe 704 e 17 il periodo.

Ora. poiche le cifre delle unita dei due numen.
la cui differenza ¢ il numeratore della generatrice
della frazione periodica mista non possono essere
uguali, detto numeratore non pud essere numero, che
finisca per zero. Eppero non pud essere ad un tempo
divisibile [148] per 2 e per d. Quindi, ove s1 riduca ai
minimi termini la frazione generatrice formata se-
condo la regola indicata [240], uno o 1" altro dei fat-
tori 2 e D restera necessaviamente nel denominatore
con esponente ugnale al numero degli zeri scritti 1n
seguito alle cifre 9. Cosi resta dimostrato 1l

Cor. I] denominatore della frazione irreducibile,
generatrice di una periodica musta, e divisithile per la
potenza di 2 0 di D, che hia esponente uguale al numero
delle cifre dell’ antiperiodo.

Oss. Dai teoremi 253, 242 e 245, immdirettamente,
si ricava che

Una frazione irveducibile, il cui denominctore non
sita divisibile né per 2 né per d, convertita in decimali,
da origine ad una frazione periodica semplice. S una
frazione trreducibile, il cut denominatore ammetta uno
alimeno det fattori 2 e D, e inoltre altri fattori primi, ri-
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dotta in decimali, produce una frazione periodica mi-
sta, nella quale @l numero delle cifre dell’ antiperiodo é
uguale all esponente della maggior potenza di 2 0 di 3,
che divide il denominatore della frazione data.

89.

90.

9l.

92.

93.

94,

95.

96.

Esercizl.

Si dimostri che il prodotto di due frazioui periodiche sem-
plici, minori dell'unita, & una frazione decimale periodica sem-
plice. (I denominatori delle genevatrici non ammettons 2 e 5
per divisori, quindi nemmeno il loro prodoetto. ece.).
Sitrovi il prodotto delle due frazionl
(0,58333 ... 0.0807142857142..,
(Si moltiplichino le generatricl).

Pud il prodotto di due periodiche wiste essere mnmero deci-
male finitn, oppure frazione perviedica somplice o mista? (S
imaginino decomposti in futtori primi 1 tevminl Jdelle zene-
ratrict).
Si trovi un multiplo di 7, che sia seritto con soli 9 (N1 tras-
formi in deecimali una frazione con denowinatore 7, eccl),
La differenza tra due periodiche seinplich © una periodica
semplice. (81 riducano le generatrici a denominator comune,
fondandosi sul teor. 241).
Si converta la frazione 5’y in una somma di frazioni aveati
per denominatori le potenze suceessive di 3. (Non ¢ che ja
ceneralizzazione del problema [2337 della trasfovmazione i
una frazione ordinaria in decimall).
Si convertano le frazioni 17/ 44, 17/gy ciascuna in nna sonnma
di frazioni aventi per denominatore le potenze siecessive di
12. 1 due numeri cercati son essi composti di un numero li-
mitato o di un numero Hlinitato di frazioni?
Essendo data la frazione periodica nmista 002307837837 ..,
<1 pud econsideraria comne avente O3 poer autiperiodn,
ner periodo, La sua frazione ceneratvice & esprossa allora da

6B283783 — 6253

C 90000y
Siprovi la coincidenza di quesio risultato con quellos che s
ottiene considerando 62 per antiperiodo ¢l 837 pov periodo.



