CAPITOLO XIII

AREE DEI POLIGONI

Ricerca di una comune misura di due grandezze.

483. Se una grandezza é ad un tempo misura [373]
di due o piu altre, essa si dice comune misura di co-
deste grandezze.

Ad es., una grandezza é comune misura di tutti
1 suol multipli.

484. Teor. Se una grandezza € una misura co-
mune di parccchie altre, essa € una misura anche della
loro somma.

Pim. Infatti, se una grandezza M é una comune
wisura delle grandezze 4, B, C'..., poiché queste si
possono considerare come composte di parti eguali ad
M, altrettanto st pud pensare della loro somma.

485. Cor. 1°. S¢ una grandezza é miisura d’ un’ al-
tra, essa & misura di ogni mulliplo di questa grandezza.

486. Cor. 2°. Se una grandezza ¢ misura d’ un’ al-
tra, ogni parte aliquota della prima ¢ una misura della
seconda.

48%. Cor. 3°. Se due grandezze hamno una co-
mune misurd, esse hanno innumerevoli misure comunai.

Infatti, se M & una misura comune di due gran-
dezze 4, B, ogni parte aliquota della M & una co-
mune misura [486] delle grandezze A, B.

488, Teor. Se una grandezza € wuna misura co-
mune di due altre, essa ¢ anche una misura del resto
della divisione della maggiore per la minore.
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pim. Siano due grandezze omogenee A e B, e
sia 4 la maggiore; e misurando [373] 4 con B, si
trovi un resto R. Si vuol provare che, se 4 e B
hanno una misura comune M, questa grandezza ¢ an-
che una misura del resto K.

Infatti, poiché la grandezza A si pud riguardare
quale somma di alquante grandezze uguali alla B é
di una eguale ad R, e la M é una misura della B, se,
misurando R con M, si trovasse un resto K., la gran-
dezza A sarebbe anche somma di parti eguali ad M,
odi una R, minoredi M. Ma in tal caso M non sa-
rebbe una misura della 4, e cid contro 1'ipotesi. La
divisione di R per M non puo dunque lasciare residuo.

489, Teor. Se¢ una grandezza ¢ una misura co-
mune del divisore e del resto di una divisione, essa €
anche una misura del dividendo.

Dim. Siano 4, B ed R rispettivamente dividendo,
divisore e resto di una divisione, e le grandezze B ed
R abbiano una misura comune M. Dico che M & anche
una misura del dividendo 4.

Infatti, poiché la grandezza A si puo riguardare
come somma di parti eguali a B e di una eguale ad R, e
la grandezza M & una misura comune di tutte le parti,
essa & anche una misura [484] della somma A, come d. d.

490. Teor. Il resto di una divisione & minore della
metd del dividendo.

Dim. Sia R il resto della divisione di una gran-
dezza A per una grandezza minore B. Dico che oA
minore della meta di 4.

Posto che sia m il quoziente della divisione, noi
possiamo riguardare la grandezza A come composta
di m grandezze uguali a B, e di una R minore
di B. Ora & chiaro che, volendo rendere uguali tutte
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queste (m - 1) di parti 4, bisogna aumentare il re-
sto R a scapito delle altre parti. Il resto é dunque mi-
nore di m:_ i~ parte di A. Ma poiche &é B < 4, il quo-
ziente m & almeno eguale ad umo; epperciod il resto &
In ogni caso minore della meta di 4. Come d. d.

491. Teor. Se in una successione ndefinita di
grandezze omogenee, ciascuna grandezza ¢ uguale alla
meta della precedente o minore, da un certo posto in
por 1 terminy della serie sono minori di une grandezza
data qualungque.

Dim. 1°. Consideriamo da prima la serie inde-
finita :

4 4 4
y _§' : ”_‘4_1 '_8"" R
in cui ciascuna grandezza é uguale alla meta della
precedente; e sia Z una grandezza qualunque omo-
genea a quelle della serie. Dico che da un certo posto
In poi i termini della serie sono minori di Z.

Intanto, date due grandezze omogenee qualunque,
S1 puo sempre trovare una parte aliquota d'una qualsi-
voglia delle due grandezze, la quale sia minore dell’altra

delle grandezze date. Supponiamo che sia:
4

" =

A

Ora, nella serie che consideriamo, procedendo abba-

stanza, si trova certamente un termine, sia ad es. —E— ,

per 1l quale il numero #, che indica qual parte esso sia
della grandezza 4, & maggiore di m. Ma,se é n > m, &:

A4 4

S < e

n m
eppero, a maggior ragione, & anche :

A

—_— < L

5 =
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9° Se nella successione indefinita :
A B, (C, D....

ciascuna grandezza & minore della meta della prece-
dente, i singoli termini, prescindendo dal primo, sono
rispettivamente minori di quelli della serie:

A 4 A
A, T y T s ? reey
epperd, a maggior ragione, da un certo posto in poi 1
termini della prima serie sono minori d’una gran-
dezza data, qualunque.

492. Teor. Se due date grandezze omogenee hanno
una misura comune, e si divide la prima per la se-
conda, poi la seconda per il resto, poi il resto per i
nuovo resto, ¢ cost via, sequitando abbastanza si perviene
necessariamente ad un resto che & una misura del pre-
cedente; e codesto ultimo resto ¢ la massima comune mi-
sura delle due grandezze date.

Dim. Siano A e B due grandezze omogenee date,
le quali abbiano una misura comune M. Si divida 4
per B, e sia B, il resto della divisione. Si divida B
per B, e sia R, il resto. Si divida B, per E,, e cosi
via. Dico che, seguitando abbastanza in codesto pro-
cesso di divisioni successive, si perviene necessaria-
mente ad un ultimo resto, che & una misura del pre-
cedente; e proveremo che codesto ultimo resto & la
massima comune misura delle due grandezze A e B.

Consideriamo a tal fine la serie:

A, B, R, RE,, Fk,;, RE,....
composta con le grandezze date e i resti delle divisioni
successive.

Notiamo in primo luogo che una grandezza, la
quale sia una comune misura di due terminl consecu-
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tivi qualunque, é una misura comune di tutti 1 termini
della serie.

Ed invero, una grandezza N, che sia misura co-
mune di due termini consecutivi, & una misura del
termine che li precede, perché una grandezza, che sia
una misura comune del divisore e del resto di una
divisione, & una misura del dividendo [489]; ed ¢ una
misura del termine susseguente, perché una gran-
dezza, che sia una misura comune del dividendo e del
divisore di una divisione, & una misura del resto. [488].

Avvertiamo, in secondo luogo, che, se nell’ accen-
nato processo delle divisioni successive non si perve-
nisse mai ad un resto che fosse una misura del prece-
dente, seguitando abbastanza si perverrebbe necessa-
riamente ad un resto minore d’una grandezza data
qualunque. Infatti, se nella serie:

A, B R, E, R, R,...

si sopprimono 1 termini di posto pari, o quelli di po-
sto dispari, i rimanent: formano una serie in cul cia-
cun termine é minore della meta del precedente,
perché il resto d’una divisione é sempre minore della
meta del dividendo [490]; e noi sappiamo [491] che in
una serle cosli fatta, se essa e Indefinita, da un certo
posto in poi 1 termini sono minori d'una grandezza
data, qualunque.

Ed ora & facile provare che si perviene necessa-
riamente ad un ultimo resto, che & una misura di
quello che lo precede.

Iofatti, poiche la grandezza M ¢ una misura co-
mune di 4 e B, che sono due termini consecutivi della
serie, essa ¢ una misura di tutti i termini della serie,
Se questa continuasse indefinitamente, da un certo
posto in poi 1 termini sarebbero minori di M, e allora
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sarebbe vero questo che una grandezza puo essere una
misura di grandezze minori di essa.

Provato che la serie ha necessariamente un ultimo
termine, ci resta a far vedere che questo ultimo termi-
ne, sia esso R, , & la massima comune misura dideB.

Codesto termine R, & intanto una comune mi-
sura di A e B, perché, essendo una misura di se stesso
e per ipotesi anche del termine precedente, esso e
una misura comune di tutti i termini della serie, e
quindi anche di 4 e B.

Esso & poi la massima comune misura di 4 e B,
dacché ogni misura comune di 4 e B é una misura
comune di tutti i termini della serie, epperd é anche
una misura di R,.E non pud una grandezza mag-
giore di R, essere una misura di & ,.

Cosi abbiamo dimostrato che, date ecc.

493. Cor. Se, applicando a due grandezze omogenee
date il processo delle divisioni successive, non pud darsi
che si giunga ad un resto che sia una misura del prece-
dente, le due grandezze non hanno messuna comune mi-
sura, cioé sono incommensurabili.

494. Teor. Un segmento e la sua parte aurea sono
incommensurabili.

Dim. Sia 4 B un segmento qualunque, ed 4 E, la
sua parte aurea. [302]. Si vuol provareche A Bed 4 R,
sono incommensurabili.

A tal fine sul segmento R ,B, preso per base, si
costruisca un triangolo isoscele C R B, che abbia1 lati
CR,,(C Begualiad A R . Sappiamo [303] che I'angolo
B ( R, & meta di ciascuno di quelli alla base.

Ora & facile riconoscere che in un triangolo iso-
scele cosi fatto, se si dimezza un angolo alla base, la
bisettrice divide il lato opposto in due parti disuguali,
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di cui la maggiore é uguale alla base del triangolo; e
la minore é base di un nuovo triangolo isoscele nel
quale pure !’ angolo opposto alla base & meta di cia-
scuno di quelli alla base.

Ci0 premesso, imaginiamo di applicare ai seg-
menti 4 B, 4 B, il metodo
delle divisioni successive, ) ,/,'r\
per trovare, se pur c’¢, una o
loro comune misura.

La prima divisione é
gia fatta; BE | é il resto.

Ora bisogna dividere X R, R, B
A R, o1l segmento eguale
B(C, per BR,. Perci0 basta dimezzare I’ angolo
CR,B;ese R, R, & la bisettrice, BR, ¢ il resto
della divisione.

Ora bisogna dividere B R | per B E,. Percio basta
dimezzare Pangolo BR, B ; se B, R ; ¢ la bisettrice,
B R, ¢ il nuovo resto.

Ormal e palese che il processo non termina mai,
percheé, per quanto si prolunghila spezzata B, B, R,...,
I’ estremita del nuovo lato di essa non pud mai cadere
in B, ed il segmento compreso tra B e 1 estremita
del nuovo lato della spezzata & il resto della nuova
divisione. Conchiudiamo [493] che il segmento A B e
la sua parte aurea 4 B, sono incommensurabili, c. d. d.

495. Teor. La diagonale ¢ il lato d' un quadrato
sono incommensurabile. (1).

Dim. Sia un quadrato 4 BCD qualunque. Pro-
veremo che 4 C ed A B sono incommensurabili.

R,

(1) Si legge: Celebratissimum est koc theorema apud ve-
teres philosophos, adeo ut qui hoc nesciret, eum PLATO non
hominem esse, sed pecudem diceret.
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Intanto, perché la diagonale é 1'ipotenusa d’ un
triangolo rettangolo, che ha per cateti 1 lati del qua-
drato, essa & maggiore del lato del quadrato. [144].

La diagonale & poi minore del doppio del lato, per-
ché in ogni triangolo ciascun lato & minore della som-
ma degli altri due. [145].

Percio, se si divide la diagonale d’un quadrato per
il lato, si trova resto necessariamente.

Ed ora applichiamo il processo delle successive
divisionl.

Prendendo sulla 4 C una parte AR, che sia
eguale ad 4 B, abbiamo in C R, il resto della prima
divisione. |

Ora bisogna dividere il lato del quadrato per C R .
Percid si conduca per R, la perpendicolare ad 4C, e

sia E il punto dove essa In-
contra B C. Poiche gli angoli
A D R, BE, ER,B sono com-
plementari degli angolieguali
[138] ABR,, BR 4, an-
ch’essi sono eguali, eppero

D [142] ¢ BE= ER,. Ma &
ER, = CR,, perché nel
& E R, L triangolo rettangolo ER,C,

essendo semiretto 1'angolo
ECR,, tale & |261] anche !’ angolo E, E C. Per con-
seguenza abbiamo BE = C R, ; epperd, se si Intra-
prende la divisione di BC per CR;, dopo una prima
sottrazione si ha per resto C E. E perché C E si puod
riguardare come diagonale del quadrato di lato C Ry,
¢ ormai palese che ad un resto nullo non si pud mal
pervenire. Infatti a tal punto dell’ operazione ci tro-
viamo nelle stesse condizioni che da principio, dacche
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si deve dividere la diagonale d’un quadrato per il lato

del quadrato. Possiamo quindi conchiudere [493] che
la diagonale d’un quadrato e il lato sono incommen-

surabili.

Rapporto tra due grandezze omogenee.

496. Le grandezze geometriche s1 possono rap-
presentare mediante numeri, e cosl la Geometria
puo trar profitto dalla scienza del calcolo. Si1 am-
mette per il rimanente di questo capitolo che il let-
tore abbia conoscenza dell’ Aritmetica e dell’ Algebra

elementare.

49%. Teor. Se due grandezze sono commensurabili,
la frazione, ¢ cut termini esprumonoc come le due gran-
dezze sono multiple d’ una loro comune misura, € costante.

Dim. Siano due grandezze omogenee 4, B; e
C, D siano due loro misure comuni, qualunque [487].
Le grandezze A, B siano multiple della (' rispettiva-
mente secondo 1 numeri m, n; e siano multiple della [}
rispettivamente secondo 1 numeri p, g. Dico che le fra-
zioni —~, -~ sono eguali.

Infatti, essendo per ipotes: :

A =mC B =n(C A=pD B = gql,
egli &: mC = pD ed nC = ¢qD,
epper¢ anche :

mn( = pnD ed mnC — mqlD,

€ per conssguenza :

pnD = mqD.
Da questa eguaglianza si conchiude che é:
pn = mgq,
eppero anche : 2 -2 : c. d. d.

q n
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498. Oss. So i termini di una frazione — espri~
mono come due grandezze A, B sono multiple d’una
loro comune misura €', ed una frazione -~ & uguale
ad =, anche i numeri p e ¢ indicano come le gran-
dezze 4, B sono multiple d’ una loro misura comune.

Infatti, essendo per ipotesi, :

A=mC, B=nC ed mqg = np,
indicando con D la ¢.esima parte di C, abbiamo :

A = mqD, B = ngl,

eppero A =mnpD, B = ngD,
ed anche A — p(nD) e B = q(nD), le quali
relazioni mostrano appunto che le grandezze A e Bsono
multiple rispettive secondo i numeri p ¢ g della loro
comune misura # [,

Se M ¢ la massima comune misura di due gran-
dezze A, B, e queste son multiple di M secondo 1 nu-
meri m ed n, e la frazione 2~ & uguale ad -, gl’'in-
teri p e ¢ sono equimultipli rispettivi di m, %, perche
la misura comune delle grandezze 4, B, corrispondente
ai numeri p, ¢, & una parte aliquota della massima co-
mune misura M. [492].

499. Def. Se due grandezze sono commensurabili,
qualungue frazione, i cui termini esprimano come le due
grandezze sono rispettivamente multiple d’ una loro co-
mune misura, si dice rapporto della prima grandezza
alla seconda.

Cosi, se A, B sono due grandezze commensura-
bili, se €' & una loro comune misura, ed esse sono mul-
tiple della (' secondo i numeri m, », la frazione = & il
[497, 408] rapporto della 4 alla B.

La frazione -— & il rapporto della B alla A.

500. Reciprocamente, data una grandezza B ed

un numero razionale qualungue, si pu0é comporre una
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grandezza 4, il cui rapporto alla data sia appunto il
numero dato.

Se il numero dato é un intero m, codesta gran-
dezza A ¢ il multiple della B secondo il numero m.

Se il numero dato & la frazione a termini in-
teri 2, si prende un n.esimo della B, e poi se ne forma
il multiplo secondo il numero m.

Ma si otterrebbe la stessa grandezza A, prenden-
do, in luogo della frazione -, una frazione equiva-
lente, ed operando sulla B come indica la nuova fra-
zione. [498].

501. Consideriamo infine il caso di due gran-
dezze A e B incommensurabili,

Prendendo un numero razionale qualunque 7,
costruendo quella grandezza il cui rapporto alla B &
il numero 7, ci risulterd una grandezza maggiore o
minore della A.

Imaginiamo di spartire tutti i numeri razionali
in due classi, mettendo in una tutti quelli con cui s1
ottengono grandezze maggiori della 4, e in un’ altra
classe tutti quei numeri con cui sl ottengono gran-
dezze minori della A.

I facile riconoscere che 1 numeri della prima
classe sono tutti maggiori di quelli della seconda, e
che si possono trovare due numeri, uno della prima
classe, I'altro della seconda, la cul differenza sia mi-
nore di un numero dato qualsivogha.

Ed invero, se - & un numero della prima classe,
e 2 uno della seconda, peiché la grandezza che si
ottiene dalla B operando secondo la frazione -, &
maggiore di quella si ottiene operando secondo la
frazione 3L, & certamente mq > np, e per conse-
guenza & anche - > L.
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E dividendo la B in un numero arbitrario n di
parti uguali, e formando d’ una di queste 1 multipli
successivi, si troveranno due consecutivi di questi
multipli tra i quali cadra la grandezza 4. Se il mi-
nore dei due multipli & composto con m n.estmi della
B, la frazione "'1"1 appartiene alla prima classe, e la
frazione = alla seconda. Poiché la differenza tra i
due numeri & %, prendendo n, che é arbitrario,
grande abbastanza, si pud ottenere che codesta dif-
ferenza sia minore di un numero dato, qualunque.

Ad una grandezza C, maggiore o minore della 4,
corrisponde una separazione dei numeri in due classi,
che & diversa da quella che abbiamo ottenuta.

Infatti, posto che sia €' > A4, e che il multiplo
secondo il numero p di un g.esimo della B sia com-
preso [376] tra le grandezze C ed 4, il numero <~ ap-
partiene alla maggiore delle due classi di numeri con-
siderate, laddove apparterrebbe alla classe minore, se
si spartissero 1 numeri rispetto alla grandezza C.

Le due classi di numeri, che abbiamo considerato,
determinano un numero rrazionale, che si dice rap-
porto della A alla B.

Def. Se due grandezze A, B sono incommensura-
bili, si dice rapporto della A alla B quel numero irrazio-
nale, che & minore dei numeri, che sono @ rapport: alla B
delle grandezze maggiori della A e commensurabili con
la B; ed ¢ maggiore dei numeri, che sono ¢ rapporti alla B
delle grandezze minori della A e commensurabili con la B.

502. La parola rapporto, alla quale abbiamo ora
attribuito un significato numerico, fu adottata al-
trove [381] per comporre una locuzione con cul espri-
mere che quattro grandezze sono In proporzione.

Ora vedremo che & lecito attribuire in quella lo-
21
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cuzione alla parola rapporto il suo nuovo significato
numerico ; proveremo cioé che :

503. Teor. Se qualtro grandezze sono tal che, mi-
surando la prima e la terza rispettivamente con equisum-
multipli qualisivogliano della seconda e della quarta, st
trovano sempre quozienti equali, il rapporto numerico della
prima alla seconda é uguale al rapporto numerico della
terza alla quarta; e reciprocamente.

Dim. Sia la proporzione [381]:

4B = i
e sia — una frazione a termini interi qualunque.

Imaginiamo di misurare la grandezza 4 con un
n.esimo della B. Secondo che il quoziente & minore,
o maggiore di m, possiamo dire che il rapporto di 4 e
B & minore, o maggiore del numero = . E poiche, cor-
rispondentemente, misurando C' con un n.estmo di D, si
trova un quoziente che ¢ minore, o maggiore di m, 1l
rapporto di C a D é, corrispondentemente, minore an-
ch’ esso, 0 maggiore di — . Quando poi il quoziente
fosse nguale ad m, in tal caso, secondo che ¢’é resto o
10, il rapporto numerico di 4 a B é maggiore od uguale
ad - . E poiché, misurando (' con D, si trova [381] m
per quoziente, e corrispondentemente [384] resto o no,
il rapporto di C'a D ¢, corrispondentemente, maggiore -
od uguale ad . In conchiusione il rapporto di 4 e B
e quello di C a D, paragonati con un numero razio-
nale, qualunque, si trovano tutti e due mimori, od
eguali, o tutti e due maggiori di codesto numero. Co-
desti rapporti sono dunque uguali, c. d. d.

Reciprocamente, se il rapporto numerico di 4 a B
¢ uguale al rapporto numerico di ¢ a D, le quattro
grandezze sono in proporzione.

Infatti, presa di B una parte aliquota arbitraria,
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ad es. una m.esima parte, si misuri con essa la gran-
dezza A ; sia m il quoziente.

Se la divisione non da resto, il rapporto di 4 a B
¢ la frazione —; e poiché, per ipotesi, codesta fra-
zione & anche il rapporto di C' a D, si conchiude che,
anche misurando €' con un n.esimo di D, si trova il
quoziente m.

Se la prima divisione da resto, il rapporto numerico
di 4 e B é compreso tra le frazioni 7 ed 2X1; e per-
che, per ipotesi, cade tra queste frazioni anche il rap-
porto di (' a D, si conchiude che, anche misurando €
con un n.estmo di D, si trova il quoziente m.

Cosi resta dimostrata 1’ identita delle due defini-
zioni di proporzione tra quattro grandezze.

504. Avviene spesso di dover considerare i rap-
porti di pin grandezze di una data specie rispetto ad
una stessa grandezza di quella specie medesima. Allora
questa grandezza prende il nome di unitd (di misura)
per quella data specie di grandezze.

Il rapporto d’una grandezza a quella della sua
specie, che é stata scelta per unita, sisuol dire breve-
mente 1l valore di quella grandezza.

Per unita di misura dei segmenti si pud scegliere
un segmento arbitrario; una volta scelto, esso si dice
unita di lunghezza od unita lineare.

Per unita di misura dei poligoni giova assumere
1l quadrato che ha per lato 1’ unita lineare.

Per unita di misura degli angoli si suol assumere
I’angolo retto.

Per unita degli archi di uno stesso cerchio si suol
prendere 1l quadrante o quarto di quel cerchio.

505. Dovendo determinare il valore di una gran-
dezza, cioé il rapporto della grandezza all’units della
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sua specie, in pratica si divide I’ unitd in un numero
pilt 0 meno grande di parti eguali, e si considera una
di queste come misura comune, con I’intenzione di
trascurare il resto, se un resto si presenta nella divi-
sione della grandezza data per quella parte aliquota
dell’ unita. Manifestamente in questo modo si ottiene
soltanto un valore approssimato e ci0, in generale, an-
che nel caso in cui la grandezza sia commensurabile
con I’ unita.

Ma quando la grandezza, di cui si deve determi-
nare il valore, & un poligono, in questo caso la deter-
minazione diretta, anche se approssimata, & quasi
sempre oltremodo malagevole. In questo caso il va-
lore si suol determinare indirettamente, deducendolo
col sussidio del calcolo da valori di lati o di segmenti
tirati convenientemente nel poligono dato.

506. Il valore di un poligono, cioé il rapporto del
poligono al quadrato unitd di misura, si dice wvalore
dell’ area del poligono, o pitt semplicemente area del
poligono. (*).

Aree dei poligoni.

50%. Teor, Il rapporto tra due rombi o due trian-
goli di equale altezza. & uguale al rapporto delle bast.

Dim. Si é data nel § 380. [503).

508. Teor. 1l rapporto tra due rettangol & uguale al
prodotto del rapporto delle basi per il rapporto delle altezze.

(1) La parola area & dunque usata in due sensi; o per in-
dicare l'estensione d’una superficie [4], o per indicare il rap-
porto di questa estensione all’estensione della superficie unita,
di misura. (11 linguaggio & zeppo di parole che hanno pit signi-
ficati, e sempre si coglie a volo, inconsciamente, il significato
in cui, parlando, & usata una parola che ne abbia parecchi ).
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Dim. Siano due rettangoli 4 e B. Si vuol pro-
vare che il rapporto di A a B é uguale al rapporto di
CD ad E F, moltiplicato per il rapporto di HC a K E.
Per la dimostrazione si costruisca un rettangolo
L, 1a cui base M N sia eguale alla base E F' del rettan-
golo B, e la cui altezza P M sia eguale a C H.
Insegna |’Aritmetica che il rapporto di A a B si
puo avere moltiplicando il rapporto di 4 ad L per il
rapporto di L a B. Ma il rapporto di 4 ad L, poiché
questi due rettangoli hanno altezze uguali, & [507]
uguale al rapporto di C D ad
H P M N, cioé¢ al rapporto di
% CD ad EF. E il rapporto
A L di L a B, poiché questi due
B J rettangoli, quando si pren-
€D M N 7§ dano per basi 1 lati PM e
K E, hanno altezze uguali, é
[607] uguale al rapporto di P M a K E, ciod al rapporto
di 4 ¢ a K E. Dunque infine il rapporto del rettangolo
A al rettangolo B ¢ uguale al prodotto del rapporto
di C D ad E F per il rapporto di HC a K E, c. d. d.
509. Teor. L'area di un rettangolo ¢ uguale al pro-
dotto della base per Ualtezza. (V).
Dim. Sia 4C un rettangolo qualunque, e D F
un quadrato, il cui lato E F sia
A eguale all’'unita lineare. Per il teo-
rema precedente, il rapporto del
rettangolo A C' al quadrato D F ¢
uguale al prodotto del rapporto di
B ¢ g ¥ BCadZFEF peril rapportodi 4B
a DE. Ma il rapportodi 4 Ca DF,
dacché DF' é l'unitd di superficie, & appunto [506]

(*) Spesso, per brevitd, in luogo di valore di un seg-
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P area del rettangolo, senza piu; e i rapporti della bage
BC ad EF, o dell’altezza A B a DE, dacché EF e
. D E sono eguali all’ unita lineare [503], sono i valor:
‘della base e dell altezza del rettangolo A C; e nel nostro
- caso, per brevita, si dicono la base e 1’ altesza, senz’ al-
tro. Per conseguenza I’ area ecc. -

510. Cor. I’ area di un quadrato é uguale alla se-
conda potenza del lato.

- Un quadrato infatti & un rettangolo, nel quale base
ed altezza sono eguali tra loro. (*).

511. Se @, b sono i valori dei cateti e ¢ & il va-
lore dell’ ipotenusa di un triangolo rettangolo, 1 tre
numeri a2, b2, ¢? rappresentano le aree dei quadrati
‘dei cateti e dell’ipotenusa. E poiché il quadrato del-
1’ ipotenusa & equivalente alla somma dei quadrati dei
cateti [361], e I’ Addizione aritmetica & 1’ operazione
mediante la quale dai valori delle parti si ricava 11 va-
lore del tutto, possiamo scrivere :

a® 4 b = c=

In base a questa relazione, che ha luogo tra 1
valori dei lati di un triangolo rettangolo, quando si
conoscono i valori di due lati si pud calcolare quello
del terzo. -

512. Oss. Abbiamo ricavata la precedente rela-
zione tra 1 valori dei lati di un triangolo rettangolo
(relazione che si pud dire teorema di Prragora me-
trico) dal teorema di Prracora (grafico). A codesto

mento, se codesto segmento ha un nome, si adopera questo no-
me, senz'altro. Dal contesto del discorso si capisce imme-
diatamente in qual senso & usata quella tal parola.

(") Qui si & palesata !'origine della locuzione quadrato
di un numero, che g'incontra in Aritmetica, per designare la
seconda potenza di un numero.
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modo di dimostrazione, che farebbe apparire la detta
relazione come dipendente dalla scelta dell’ unita di
superficie, & da preferire il seguente.
: Indicando con m ed n i valori delle proiezioni
* dei cateti sull’ ipotenusa, abbiamo le seguenti propor-
zioni tra numeri [437, 503]: |

c:a = a:m, ¢c: b = b:m,
 donde
: a® —= cm, b2 cn
. ed infine a? -{--62-—-c(m—1—-'n)-~*-'c‘2
' 513. Teeor. L’ area di un rombo e uguale al prodotto
della base per U altezza.

Dim. Infatti, se un rombo ed un rettangolo hanno
“basi eguali ed eguali altezze, essi sono equivalenti
[355], epperd hanno aree uguali.

514. Teor. L’ area di un triangolo é wquale alla
metd del prodotto della base per U altezza.

Dim. Infatti un triangolo ¢ meta di un rombo,
se questo ha base ed altezza rispettivamente uguali a
“quelle del triangolo. [513].

B18. Teor. L’ area di un trapezio ¢ uguale alla
meta del prodotto della somma delle basi per U altezza.

Dim. Si é visto [358] infatti che un trapegio é
equivalente a un triangolo, che ha base uguale alla
‘somma det lati paralleli del trapezio e la stessa altezza
del trapezio. [513].

518. Teor. L’ area di un poligono circoseritto ad un
cerchio é uguale alla metq del prodotto del pmmet'ro per
U apotema.

Pim. Infatti, se un triangolo ha base uguale al
perimetro di un poligono circoscritto ad un cerchio e
altezza eguale al raggio, esso & equwa.lente [359] al

poligono. [514].
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Cenno sull’ applicazione deli’ Algebra alla Geometria.

S1%. Quando le grandezze geometriche, a cui si
riferisce una questione di (Geometria, sono rappre-
sentate da numeri, e in generale da lettere, quella tale
questione si puo trattare col sussidio dell’ Algebra.

Quando alcune grandezze d’ una questione sono
date mediante i loro valori numerici, allora 1’ applica-
zione dell’ Algebra & voluta dalla questione stessa. In
tal caso bisogna cercare di esprimere, in base alle re-
lazioni geometriche che hanno luogo tra le grandezze
note e le incognite, le relazioni numeriche che hanno
luogo tra 1 valori delle grandezze stesse. Risolvendo
poi 1’ equazione o il sistema d’equazioni che ne ri-
sulta, sl ottengono il valore o 1 valori numerici do-
mandati.

Qui vogliamo considerare piuttosto 1l caso in cul
" applicazione dell’ Algebra é fatta deliberatamente
nell’ idea di conseguire piu facilmente !’intento, sep-
pure non si debbano trovar numeri, né formule per
calcolarli quando che sia.

O che si tratti di dimostrare un teorema, o di ri-
solvere un problema, si rappresentano le grandezze, di
cui & questione, mediante lettere, intendendo che que-
ste rappresentino i valori, noti o incogniti, delle gran-
dezze stesse rispetto ad una unica di misura, che si la-
scia ordinariamente indeterminata. [504]. Quindi si
cerca di esprimere le relazioni algebriche che sussi-
stono tra i detti valori; la qual cosa manifestamente
non puo riuscire, se non quando si conoscano Oppor-
tuni teoremi relativi alle grandezze che si considerano
mn quella tale questione.
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Secondo che si trattera di dimostrare un teorema
o di risolvere un problema, le relazioni sopra accen-
nate saranno eguaglianze identiche, oppure equazioni.

Nel primo caso, operando secondo le regole del
caleolo letterale, si procurera di trasformare le iden-
tita in altre esprimenti il teorema da dimostrare.

Ad es., volendo dimostrare che la differenza di due
quadrati ¢ equivalente al rettangolo della somma e
della differenza dei lati dei quadrati, si pud dire: siano
a e b1 valori dei lati dei quadrati, e 4 la differenza
dei quadrati. Cosl, essendo [510]:

4 = a® — b2

per un noto teorema d’ Algebra egli & anche:
4 = (a 4+ b)(a — b),

dove appunto si riconosce [509] espresso il teorema
da dimostrare.

Nel secondo caso, quando cioé si debba risolvere
un problema, si risolve 1’ equazione, o il sistema d’e-
quazioni ottenuto. La formula di risoluzione indica
veramente con quali calcoli, in un caso determinato,
dai valori dati si possono ottenere quelli delle gran-
dezze incognite. Ma, studiando la formula di risolu-
zione, si puod spesso ricavarne il processo per costruire
mediante la riga e il compasso le grandezze doman-
date ( quando, ben s’intende, la questione sia di tal
natura che bastino questi strumenti). E questo & il
vero scopo a cui si intende allorquando, come abbiamo
detto, si ricorre all’ Algebra per risolvere una que-
stione di pura Geometria, una questione, ciod, in cui
ne sono dati numeri, né st domandano numeri.

Qui & necessario, per via d’ esempi opportuni, ap-
prendere ad interpretare le formule di risoluzione. Ci
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. restringiamo al caso, che & 1’ ordinario, in cui le inco-
_ gnite rappresentano segmenti; e consideriamo sola-
 mente formule di risoluzione di equazioni di primo 0
~di secondo grado. |

518. 1 manifesto il significato delle formule:

x=a -+ b x —a — b
Consideriamo piuttosto la formula seguente x == “—cb-

Mettendola sotto la forma ¢ : @ = b : =z, si ricono-
sce che il segmento incognito e quarto proporzionale
rispetto ai segmenti, i cui valori sono rappresentati ri-
spettivamente dalle lettere ¢, a, e b.

519. L’ equazione x = i:— equivale alla propor-
zione b : @ — a : x, la quale mostra che il segmento
x & terzo proporzionale rispetto a b ed a.

520. 1’ equazione x — ab sembrerebbe assurda,
dacché esprimerebbe che il segmento x & equivalente
al rettangolo dei segmenti a e b. Perd. basta scriverla
gotto la forma x - 1 =—=a b, ed intendere che 1’ unita
rappresenti I’ unitd lineare, per riconoscere che essa
esprime che il segmentc domandato & quarto propor-
zionale dopo I'unité lineare ed i segmenti a e b.

s21. Il caso, che abbiamo ora considerato, puo
presentarsi quando uno dei segmenti che st devono
considerare & I’ unitd lineare. In questo caso, distri-
buendo uno o pit fattori eguali all’ unita, nel numera-
‘tori o nei divisori, si fa sparire !’ apparente assurdita
nel significato della formula di risoluzione.

I chiaro che non occorre questa operazione, ad
es., per I’ equazione z == m b, quando si sappia che la
lettera m non rappresenta un segmento, ma un coeffi-

ciente numerico.
abe

522. L’ equazione x == ~—, messa sotto la for-

d bc ) - .
ma ¥ = - - ——, mostra che bisogna cominciare

MR R R e
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a costruire il 'segmento che & quarto proporzionale
dopo ¢, b e c. Detto f cotal segmento, resta poi a eo-
_ struire il segmento quarto proporzionale dopo d, a ed f.
523. Analogo & il processo nel caso che il nume-
- ratore e il denominatore contengano un maggior nu-
mero di fattori. Possiamo poi dire, in generale, che il
numeratore deve contenere un fattore di pit che il
denominatore (s’intende di quei fattori che rappre-

sentano segmenti ).

&24. L'equazione x — “21:“ , e meglio I'equiva-
2 ¢
lente # = “- 4~ 2% mostra che il segmento z & la

. somma di una terza e di una quarta proporzionale.
.525. L’ equazione di secondo gradox = V ab o
‘1" equivalente x? — g b, messa sotto la forma:

@1 = x: b
mostra che il segmento ‘2 & medio proporzionale tra
1 segmenti a e b. |

526. L’ equazione & — V2% 1 6° indica che il

‘segmento x & 'ipotenusa di un triangolo rettangolo,
‘che ha i cateti eguali ai segmenti a e b.

327, Invece 'equazione # = V/ a® — % esprime
che 1l segmento = & un cateto. L ipotenusa ¢ il seg-
mento a; 1’ altro cateto e il segmento b.

528. Sono facili da interpretare, ad es., le equa-

zioni x = Va4 b2+ ¢ — d°
ed | x = V 3T 1+ ¢

529. Avendosi x — V a® + be, si comincia a
determinare il segmento d medio proporzionale tra &
e ¢. Cosl, essendo d® — be, la nostra equazione di-
venta x = V' a* 4 d%, che sappiamo interpretare.

Termineremo con un esempio. .

530. Probl. Dividere un segmento in due parti
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in modo che il quadrato @ una parte sia equivalente al
rettangolo dell’ intero segmento e dell’ altra parte.

Risel. Indichiamo con a il valore del segmento
dato e con x quello della prima parte; il valore del-
Valtra & (¢ — «). Tra questi valori deve sussistere
I’ equazione:

2t = a (a — x).
Risolvendola, si ottiene:

--...f..-%—‘/’i)g 2
x = g = (2 + a*

La seconda soluzione, perché negativa, non puod
esprimere un modo di divisione del segmento che so-
disfaccia alle condizioni del problema, e quindi s1 tra-
scura. L/ altra soluzione mostra che, per dividere il
segmento nel modo voluto, bisogna anzitutto costruire
un triangolo rettangolo, un cui cateto sia eguale al
segmento dato e 1’altro alla meta del segmento stesso.
Poi, sottraendo dall’ipotenusa del triangolo la meta
del segmento dato, si ottiene la parte maggiore di
quelle due in cui si deve dividere il proposto segmento.
E questa & appunto la costruzione, che gia cono-
sciamo, per dividere un segmento in sezione aurea.

( La seconda soluzione, insieme con la prima, ri-
solve il seguente problema, in cui il proposto é conte-
nuto come caso particolare: trovare sopra una retta,
che passa per due dati punti 4 e B, un punto tale che
la sua distanza dal punto A sia media proporzionale
tra la sua distanza da B ed il segmento 4 B).

- Esercizi.

739. Dati i cateti di un triangolo rettangolo, calcolare I'al-
tezza relativa all'ipotenusa.

740. Dato un cateto di un triangolo rettangolo e I’ altezza re-
lativa all’ipotenusa, calcolare I’area del triangolo.



741.

742,

743,
744,
7485.

746.

747.

748,
749.
750.

751,
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Data l'area di un triangolo rettangolo e data 1'altezza
calata sull’ ipotenusa, calcolare i segmenti dell’ipotenusa
ed i cateti.
Date le distanze di un punto dai cateti di un triangolo
rettangolo e dati i cateti, calcolare la distanza di quel
punto dall’ipotenusa.
Data 'altezza e il perimetro di un triangolo isoscele, se
ne calcolino i lati.
Dati i lati di un triangolo, se ne calcolino le media-
ne. {583].
Calcolarei lati e gli apotemi dei poligoniregolari di 8,4, 5,
6,8, 10, 12 lati, dato il raggio del cerchio circoscritto.
Nel centro di uno stagno quadrato, il cui lato é lungo 22
piedi, sorge un bambou, e la parte di questo, che emer-
ge dall’acqua, & lunga b piedi. Tirando il bambou a riva,
la sommita viene a coincidere col punto di mezzo di uno
dei lati della sponda. Si calcoli la profondita dell’acqua
nella vasca. (Da un libro chinese, scritto 2000 anni prima
dell’ era volgare ).
Dato un cateto di un triangolo rettangolo e uno dei
segmenti in cui l'ipotenusa & tagliata dalla corrispon-
dente altezza, calcolare 1’ area del triangolo.
Calcolare 1'area di un triangolo rettangolo, data la som-
ma di un lato e dell’ altezza.
Calcolare I’area di un triangolo rettangolo, data la som-
ma dei cateti e la perpendicolare calata sull'ipotenusa.
Data una delle basi @’ un trapezio e 1'altezza, si calcolino
i valori degli altri lati, supposto che siano eguali.
Dati i valori delle distanze di tre punti da due rette che
sono perpendicolari tra loro, riconoscere se 1 tre punti

gono allineatl.

Avwv. I seguenti problemi si risolvano col sussidio dell’ Al-

752,

753.

754.

gebra.
Sottrarre da due dati segmenti due segmenti egunali, in
modo che la somma dei resti sia eguale ad un terzo

segmento dato.

Dividere il lato maggiore di un dato rettangolo in modo
che la differenza dei quadrati delle parti sia equivalente
al rettangolo.

Descrivere un rettangolo di dato perimetro, e cosi che
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770.
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abbia 1 lati rispettivamente paralleli ai lati di un rettan-
golo ed equidistanti da questi lati. :
Segnare sui lati di un rettangolo quattro punti in modo
che siano equidistanti rispettivamente dai vertici del ret-"
tangolo, e che siano vertici d’una losanga.
Dati, sopra una retta, tre punti 4, B, C, segnare sulla
stessa un punto X tale che sia (4 X)? =B X.(CX.
Dividere un dato segmento in tre parti in modo che la
prima stia alla seconda come due dati segmenti, e la se-
conda alla terza come due altri segmenti dati.
Da due segmenti dati si taglino via due parti eguali, in
modo che i resti stiano tra loro come due segmenti dati.
Dimezzare un triangolo con una retta paraliela ad un .
lato. Oppure, dividerlo con questa parallela in parti che
stiano tra loro come due dati segmenti.
Dimezzare un triangolo in modo che una parte sia un
triangolo isoscele.
Costruire un triangolo rettangolo, dato il perimetro e
I’altezza calata sull’ipotenusa.
Dividere un segmento in modo cheil rettangolo delle parti
sia equivalente ad un quadrato dato; oppure, in modo che
il quadrato d'una parte sia doppio di quello dell’altra.
Dividere un segmento talmente che il quadrato d’una
parte sia equivalente al rettangolo contenuto dall’altra
parte e da un altro segmento dato.
Costruire un rettangolo, che sia equivalente ad un qua-
drato dato, ed abbia doppio perimetro.
Costruire un rettangolo, che abbia perimetro eguale a
quello di un rettangolo dato, e che sia equivalente ad un
altro rettangolo dato.
Iscrivere in un quadrato dato ur quadrato di lato dato.
Iscrivere in un triangolo equilatero un triangolo equila-
tero, che sia equivalente alla meta del dato.
Sottrarre da due segmenti dati due segmenti eguali in
modo che la somma dei quadrati dei resti sia eguiva-
lente ad un quadrato. '
Iscrivere in un triangolo dato un rettangolo che sia
equivalente ad un quadrato dato.
Costruire un triangolo rettangolo che abbia dato perime-
tro e che sia equivalente ad un quadrato dato.



CAPITOLO XIV
CICLOMETRIA

Classi di grandezze. Classi contigue.

531. Diremo classe di grandezze Y insieme delle
grandezze che sodisfanno ad una determinata condi-
zione. Codeste grandezze si diranno gli elementi di
quella classe.

Ad es., 1 perimetri dei poligoni iscritti in un cer-
chio costituiscono una classe di segmenti.

Indicheremo una classe con una lettera maiusco-
la; con la stessa lettera minuscola dinoteremo 1’ ele-
mento generale della classe. Dovendo significare de-
terminati elementi, useremo della stessa lettera minu-
scola con different: indici.

532. Date due classi di grandezze omogenee, se
tutti gl elementi d’ una classe sono maggiori degli ele-
menti dell’ altra, si dira che la prima classe & maggiore
della seconda o che questa & minore della prima.

533. Def. Diremo contigue due classi di gran-
dezze omogenee, quando ogni elemento d’una classe
sia maggiore di tutti gli elementi dell’ altra, e si pos-
sano trovare due elementi, uno della classe maggiore e
1’ altro dell’ altra classe, tali che la loro differenza sia
minore di una grandezza della stessa loro specie, data,
qualunque.

Ad es. la classe dei segmenti maggiori di un seg-
mento dato e la classe dei segmenti minori del segmento
stesso sono contigue manifestamente.

534. Rappresenteremo !’'insieme di due classi
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contigue, scrivendo tra parentesi, separate da una vir-
gola, le lettere che significano le due classi. La lettera,
che significa la classe maggiore, si serivera a sinistra.

Cosl, ad es., la notazione (M, N ) rappresenta !'in-
sieme di due classi contigue; M ¢ la classe maggiore,
ed N la minore.

535. La maggiore di due classi contigue potrebbe
contenere un elemento minimo, e la minore di due
classi contigue potrebbe contenere un elemento mas-
simo. Ma non puo darsi che ad un tempo la classe mag-
giore contenga elemento minimo e la minore elemento
mMAassimo.

Infatti, data la coppia di classi contigue (M, N ),
se la classe M avesse un elemento minimo m ., e la
classe N un elemento massimo n ,, essendom , > n ,,
la differenza tra un elemento della classe M ed uno
della classe N sarebbe necessariamente uguale o mag-
giore della differenza m , — m ,, e cio contro 1" ipotesi
che le classi M, N siano contigue, che si possano quindi
trovare due elementi, uno d’una classe e 1’ altro dell’al-
tra, la cul differenza sia minore d’'una grandezza della
loro specie, data, qualunque.

536. Postalato della continuita. Per qualunque
coppia di classi contigue esiste una grandezza che ¢ minore
degli element: della classe maggiore ed ¢ maggiore deyli ele-
mentr della classe minore. (*).

() Codesta proposizione ha la sua ragion d’essere in
questo che, qualunque sia la specie delle grandezze che com-
pongono due classi contigune, siano segmenti, od angoli, od ar-
chi d'uno stesso cerchio, o poligoni, poiché, preso un elemento
qualunque della classe maggiore ed uno qualunque della classe
minore, esiste sempre una grandezza che é minore del primo
e maggiore del secondo, nulla vieta di ammettere che esista
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53%. Teor. Data una coppia di classi contigue, esiste
una grandezza ed wuna sola, che ha la proprietd d’ essere
minore di tutte le grandezze della classe maggiore e di es-
sere maggiore di tutti gli elementi della classe minore.

Dim. Sia una coppia di classi contigne (M, N).
Dico che esiste una grandezza ed una sola, che ha la
proprietd d’essere minore di tutti gli elementi della
classe M, e di essere maggiore di tutti gli elementi
della classe N. .

Per la prima parte dell’asserzione, che esista ci0é
una grandezza minore degli elementi d’una classe e
maggiore degli elementi dell’ altra, abbiamo il postu-
lato della continuitd. Chiamiamo A una grandezza do-
tata di tale proprieta.

Dico che nessun’altra grandezza differente da A
(non equivalente a i) non puo godere 1'accennata
proprieta di 4.

Infatti, se un’ altra grandezza ', differente da 2,
fosse anch’essa minore di tutti gli elementi della
classe M e maggiore di tutti gli elementi della classe
N, la differenza tra un elemento della prima classe ed
uno della seconda sarebbe uguale o maggiore della dif-
ferenza tra 4 e 1’, e cid contro I'ipotesi che le due clas-
si siano contigue.

538. Def. La grandezzo, che ¢ minore degli elementi
della maggiore di due classi contigue ed ¢ maggiore degli
elementi della classe minore [637), si dira limite (1) delle
due classt.

una grandezza, la quale sia minore di tutti gli elementi della
classe maggiore e maggiore di tutti gli elementi della classe
minore.

(1) Lo chiamiamo cosi nel senso di confine comune delle

due classi.
22
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539. Cor. Una coppia di classi contigue st puo usaic
per definire il loro limite.

Tl limite di due classi contigue & compreso tra le
classi, separa le due classi.

540. Oss. Se la maggiore di due classi contigue
ha elemento minimo, o la minore elemento massimo,
in tal caso & meno evidente che ci sia una grandezza
che separi le due classi. Per questo caso sl puod assu-
mere come grandezza di separazione rispettivamente
I’ elemento minimo della classe maggiore o1’ elemento
massimo della classe minore. ().

541. Def. 11 segmento, che unisce il punto i
mezzo di un arco col punto di mezzo della corda sot-
tesa dall’arco, si dice freccia di quell” arco.

542. Teor. Se due archi d'un cerchio sono entrambi
minori di mezzo cerchio, ed uno & metd dell altro, la
freccia dell’ arco minore & minore della meta della freccia
Aell’ arco maggiore.

Pim. Sia un cerchio di centro 0, ed in esso una
corda A B qualunque. Caliamo dal centro la perpendi-

colare sulla corda, e siano C' e 0
D i punti in cui essa incontra /
la corda e l'arco BA. Poiche \ C /

(' e D sono i punti di mezzo A\\'%%EI/B
F"‘-\

della corda e dell’arco, 1l seg- ~)
mento €' élafreccia dell’arco. b
Cosi, tirando dal centro la perpendicolare alla

(*j Non abbLiamo voluto definire la grandezza, che separa
due classi contigue, in modo che fosse contemplato anche que-
sto caso, perché ne risulta un enunciato troppo lungo (che si
dovrebbe poi ripetere spesso ) ed anche per questo che lc classi
contigue, che dovremo considerare, non presentano mai ele-
mento misitno od elemento massimo.
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corda A I), abbiamo in E F la freccia dell’ arco I A.
Ora si tratta di dimostrare che EF & minore della
meta di CD.

A tal fine si tiri E H, perpendicolare ad 0 D). Poi-
ché questa retta passa per il punto di mezzo del lato
A D del triangolo ACD, ed & parallela al lato AC,
essa dimezza [289] il terzo lato CD. E poichée OE,
come ipotenusa del triangolo O E H, & maggiore del
cateto O H, sottraendo questi segmenti dai raggi O F,
O D, troviamo essere EF < HD. Cosi resta dimo-
strato che ecc.

543. Cor. Raddoppiando abbastanza il numero dei
lati di una spezzata regolare iscritta in wn arco, si pud
ottenere una spezzata regolare iscritta in quell’ arco, nella
quale la freccia dell’ arco che sottende un lato sia minore
di um segmento dato, qualunque.

Infatti, poiché nella serie indefinita composta dalle
freccie corrispondenti alle spezzate successive ciascun
termine € minore della meta del precedente [542], da
un certo posto In pol i termini sono minori d’ un seg-
mento dato, qualunqgue. [491].

544. Teor. La differenza tra i perimetri di due po-
ligoni regolari di 2 n lati, wno circoscritto e I altro izeritto
m un eerchio, & minore della meta della differenza tra i
perimetyi di due poligoni regolari di n lati, uno circo-
seritto e Ualtro iseritto nel cerchio stesso.

Dim. Sia un cerchio di centro 0, ed 4B sia
un lato di un poligono regolare iscritto di n lati.

Si cali da O la perpendicolare alla corda 4 B;e
siano (! e D i punti in cui essa incontra la corda e
I"arco B A.

Si tiri la corda A D. Si tiri per 4 la tangente al
cerchio [220], e sia £ il punto dove essa incontra [258]
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Ia retta OC. Si tiri per D la tangente al cerchio, e sia
F il punto dove essa incontra la retta 4 E.

Il segmento 4 C & meta [190] del lato del poligono
regolare iscritto di n lati. AD & [165; 207] un lato
del poligono regolare iscritto di 27 lati. AF = FD
[224] ¢ meta del lato del
poligono regolare circo- 0
scritto di 27 lati; ed A K
¢ meta del lato del poli-
gono regolare circoseritto
di n lati.

Sul segmento A E, che
¢ maggiore di 4 C perché
I'angolo £ C 4 é retto[144],
si faccia AH = AC; e
sul segmento F'E, che é maggiore di ' D perché |’ an-
golo E D F éretto, si faccia F K = F D. Poiché 1 trian-
goli isosceli C'A H, DF K hanno eguali [2564] gli an-
goli in A e in F) iloro angoli alle basi sono tutti eguali.
Ma poiché & A(H)C = A(K)D, lerette CH, DK
sono parallele. [245].

Ed ora si osservi che, poiché il perimetro del po-
ligono circoscritto di » lati & composto di 27 segmenti
eguali ad A E, e il perimetro del poligono iscritto di n
lati & composto di 2 n segmenti eguali ad A4 €| la diffe-
renza tra questi perimetri ( differenza che indicheremo
con d, ) é composta di 2n segmenti eguali alla diffe-
renza tra A £ ed 4 (. Abbiamo adunque:

0, = 2n(4E — AC).

Cosi, poiché il perimetro del poligono circoscritto
di 27 lati é composto di 2n segmenti eguali ad
A F - FD,cioé uguali ad 4 K, e il perimetro del po-
ligono iscritto di 27 lati é composto di 2n segmenti
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eguali ad 4 D, la differenza tra codesti perimetri ( dif-
ferenza che indicheremo con 8,,) & composta con 2n
segmenti eguali alla differenza tra 4 K ed A D. Ab-
biamo adunque:

0,, = 2n (4K — AD)

Ed ora, considerando il fascio di parallele che &
composto delle rette AC, #D e del punto E, troviamo
che, essendo AF < FE, é [286] anche CD < DE.

Cosi, considerando il fascio di parallele che & com-
posto delle rette CII, DK e del punte E, troviamo
che, essendo CD < DE, ¢ [286] anche HK < K E.
Per conseguenza HK & minore della meta di HE.

Ora, essendo AC < A D, &:

AK — AD < AK — AC

» << AK — AH

» < HK

» < -,;—HE

» < -;—(AE—AC).

Per conseguenza &:
2n(AK — AD) < 2n. 1+ (AE — AC),

1

cioé 0y < 5 0y, c. d. d.

548. Cor. Dalo un cerchio ed un segmento qualun-
que, st possono trovare due poligoni, uno circoscritto e U al-
tro iscritto, nei quali la differenza tra i perimetri sia mi-
nore del segmento dato.

Infatti, se si costruiscono due poligoni regolari,
uno circoscritto e I altro iscritto nel dato cerchio, e poi
sl vanno successivamente costruendo i poligoni di nu-
mero doppio di lati, la differenza tra i perimetri dei
poligoni & ciascuna volta minore della meta della diffe-
renza tra 1 perimetri dei due poligoni precedenti [544],
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e percid, seguitando a bastanza, si perviene necessa-
riamente [491] a due poligoni, uno circoscritto e 1'al-
tro iscritto, nei quali la differenza tra i perimetr: é
minore del segmento dato, per quanto piccolo esso sia.

546, Teor. Per qualsivoglia cerchio, esiste un seg-
mento ed uno solo, il quale ha la proprietd di essere mi-
nore del perimetro di qualunque poligono circoscritto c
maggiore del perimetro di qualunque poligono 1scritto.

Dim. Preso un cerchio qualunque, consideriamo
le classi composte, una coi perimetri del poligoni cir-
coseritti, I’ altra coi perimetri dei poligoni iscritti. Pro-
veremo che codeste due classi sono contigue.

Intanto, poiché qualunque poligono iscritto in un
cerchio & parte di qualunque poligono circoscritto ed
& convesso, il perimetro di qualunque poligono circo-
scritto ¢ maggiore [179] del perimetro di qualunque
iscritto. Ogni elemento della prima classe ¢ dunque
maggiore di tutti gli element: dell’ altra.

Si possono poi trovare un elemento della classe
maggiore ed uno dell’altra la cui differenza sia mi-
nore d’un segmento dato, qualunque, percheé, dato un
cerchio ed un segmento qualunque, s1 possono trovare
[545] due poligoni uno circoseritto ed uno iscritto, nei
quali la differenza tra i perimetri sia minore del seg-
mento dato.

Le due classi sono adunque contigue ; eppero resta
provato che, ecc. [537].

54%. Oss. Giova osservare che delle due classi
contigue considerate nel precedente paragrafo, né la
maggiore ha elemento minimo, né la minore ha ele-
mento massimo ; in altre parole, non ¢'é poligono cir-
coscritto, il quale abbia perimetro minore di quello d:
ogni altro poligono circoscritto; né poligono iscritto,



il quale abbia perimetro maggiore di quello di ogni
altro poligono iscritto.

Infatti, dato un poligono circoscritto, basta tirare
una tangente al cerchio, distinta da quelle a cui ap-
partengono i lati del poligono, per ottenere un poli-
gono circoscritto, che abbia perimetro minore [145] di
quello del poligono dato. E dato un poligono iscritto,
basta unire le estremita d’un lato con un punto del-
I’arco che lo sottende, e poi sopprimere il lato, per
ottenere un poligono iscritto che abbia perimetro mag-
giore [145] di quello del poligono dato.

Ed ora, iscritto in un cerchio un poligono regolare
di un numero qualunque di lati, imaginiamo di andar
successivamente raddoppiando e senza fine il numero
dei lati del poligono. Andra crescendo senza fine il
numero dei punti comuni al cerchio ed al contorno del
poligono; e il contorno del poligono tendera a confon-
dersi col cerchio [543], senza perd poter mai diventare
con questo coincidente. [215].

Nel tempo stesso il perimetro del poligono cre-
sce, avvicinandosi a quel [544] segmento che & mi-
nore del perimetro di qualunque poligono circoscritto
e maggiore del perimetro di qualunque poligono
iscritto, e in modo da differirne di meno d'un seg-
mento dato, qualunque, senza poter mai eguagliarlo. ().

(") Analogamente si pud dire del poligono regolare cir-
coscritto. Intanto dalla figura del § 544 risulta che, raddop-
piando il numero dei lati di un poligono regolare circoscritto,
il lato del poligono diventa minore della sna metd; donde se-
gue [491] che, se il numero dei lati di un poligono regolare
circoscritto & grande abbastanza, il lato & minore d’ un seg-
mento dato qualunque, E perché la differenza tra la distanza
di un vertice del poligono dal centro ed il raggio é [146] mi-
nore della meta di un lato del poligono, quando il numero dei
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Queste considerazioni (') ¢’ inducono a dare la se-
guente : |

548, Wef. Il segmento, che & maggiore del perimetro
di ogni poligono iscritto in un cerchio, e minore del peri-
metro di ogni poligono circoscritto, é equivalente al cer-
chio. (%).

519, Il problema di costruire il segmento equi-
valente a un cerchio dato, problema che porta il titolo
« rettificazione del cerchio », non si puéd risolvere ()
~ col solo sussidio di rette e di cerchi ( cioé mediante riga
e compasso). Percid bisogna contentarsi di costruire

- lati di un poligono circoscritto & grande abbastanza, la di-
stanza tra un punto qualungue del contorno del poligono ed il
cerchio ( presa sul segmento che unisce quel punto col centro)
¢ minore [221, 162] d'un segmento dato, qualnnque.

() Aggiungiamo che a cerchio maggiore corrisponde un
segmento A maggiore. Infatti, posti a coincidere i centri
dei due cerchi, e iscritto nel maggiore un poligono regolare,
raddoppiando a bastanza il numero dei lati del poligono, si
pud ottenere che il contorno cada tutto fuori del cerchio mi-
nore. Cid ha luogo quando la freccia dell’arco, che sottende
un lato, ¢ minore della differenza dei raggi dei cerchi, [543,
225). Facilmente se ne ricave poi un poligono circoscritto al
cerchio minore, e tutto interno al poligono iscritto nel cerchio
maggiore. Ece. [179, 546].

() La ragione della difficolta, che s’incontra nel con-
fronto di un cerchio con un segmento, & questa che non si pud
dire che il cerchio é maggiore ( piit lungo) del perimetro d’un
poligono iscritto, perché nessuna parte del perimetro & uguale
a parte del cerchio. Infatti finora, dicendo che un ente era mi-
nore d'un altro, intendevamo dire che il primo era eguale od
equivalente ad una parte dell’altro. Piu difficile ¢ il confronto
del cerchio col perimetro d’un poligono circoscritto, perché
non interviene l'antico assioma «la retta & il pit breve cam-
mino da un punto all’altro ».

(®) Questaimpossibilita fu dimostrata (1882) dal LINDEMANK.



— 346 —

" dei segmenti che siano approssimativamente equivalenti
ad un cerchio dato. Un modo sarebbe questo di divi-
dere il cerchio in parti eguali, poi una di queste per
metd, poi una delle nuove parti per meta, e cosi via,
perché cosi si trova il lato di un poligono regolare
iscritto, e quindi anche il perimetro del poligono, che
& un segmento approssimato al cerchio per difetto.
E perché, conoscendo 1'n.estma parte di un cerchio,
si pud [818] costruire il lato e quindi il perimetro del
poligono regolare di n lati circoscritto, si potra tro-
vare anche un segmento approssimato al cerchio per
eccesso; dimodoché si potra poi conoscere anche il
grado d’approssimazione. Ma in pratica gli errori di
costruzione, dovuti all’imperfezione degl’istrumenti e
all’ imperfetto loro uso, impediscono manifestamente
di trovar nel modo accennato un segmento che abbia
un grado prestabilito, qualunque, di approssimazione.
Percid si & cercato di risolvére il problema col sussidio
del calcolo; e questo metodo & suscettivo di quella ap-
prossimazione qualunque che si pud desiderare. Per
questa via, invece del segmento equivalente al cerchio,
si trova il valore, la lunghezza del segmento (1), cioé il
suo rapporto ad un segmento preso per unita di misura.
Ma se ne deducono poi anche regole semplici per la
rettificazione approssumata.

550. Teer. Duc cerchi stanno tra lovo come i
raggi. (%)-

»im. Indichiamo con ' e C'' 1 segmenti, che sonc
rispettivamente equivalenti a due cerchi di raggi K
ed R’'. Costruiamo due poligoni qualunque, uno iscritto

() S’intende il valore della lunghezza del segmento.
(®) S'intende dire che 1 segmenti, equivalenti rispettiva-
mente a cerchi dati, stanno tra loro come i raggi.
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e |’ altro circoscritto al secondo cerchio, e indichiamo
con p’ e P'iloro perimetri. Costruiamo poi [476] due
altri poligoni rispettivamente simili ai due considerati
e che siano uno iscritto e 1’ altro circoscritto al primo
cerchio; e indichiamo con p e P iloro perimetri. Sap-
piamo che hanno luogo {477] le proporzioni :
p:p —= R:R'
e P: P = R:R.
Se indichiamo con D il segmento quarto propor-
zionale rispetto ad R, B’ e C, tale, cioe, che sia:
R: R — C:D,
abbiamo [386] poi che:
p:p ¢:D
e B P C: D.
Da queste proporzioni, essendo p < C e € < P,
conchiudiamo [402] essere:
p < D < P
ossia che il segmento D ha la proprieta di esser mag-
giore del perimetro di qualunque poligono iscritto
nel cerchio di raggio R’, e di essere minore del peri-
metro di qualunque poligono -circoseritto. Pertanto
[546, H48] egli ¢ D = ('', e per conseguenza:
R:R = C:(C c. d. d.
531. Ceor. Il rapporto del cerchio al diametro é co-
stante. (*).
Dim. Se (' e (' indicano i segmenti, che sono
equivalenti rispettivamente a due cerchi di raggi R

ed B’', essendo [550]:
C:C" = R: R’

Il

(') Cioé: 1 rapporti dei segrenti, equivalenti rispettiva-
mente a cerchi dati, ai rispettivi diametri dei cerchi sono
eguali.
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¢ anche [387] :
C:(C" == 2R :2R'
eppero [402]:
O 228 = 'z 2R c. d. d.

Calcolo del numero =.

#52. Abbiamo provato [5561] che il rapporto del
cerchio al diametro & costante. Rappresentando questo
numero con la lettera m, e con ¢ ed » 1 valori del
segmento equivalente ad un cerchio qualunque e quello
del suo raggio, abbiamo:

C

2r

Questa formula mostra che, quando fosse noto il va-
lore di =, dato il raggio si potrebbe calcolare la lun-
ghezza del cerchio.

553. Se indichiamo con p e P i valori dei perimetr:
di due poligoni qualunque, urno iscritto e 1’ altro circo-
scritto ad un cerchio, con ¢ il valore del segmento equi-
valente al cerchio, e con » quello del raggio, es-
sendo [548]:

— w, donde ¢ = 2= 7.

p < ¢ < P
egli & [BH2]: % < < ?P;——

Questa limitazione fa vedere che, se i perimetri p e
P differiscono poco tra loro, i quozienti, che si otten-
gono dividendoli per il diametro, sono due valori ap-
prossimati di x, uno per difetto e 1'altro per eccesso.
La differenza tra i due quozienti esprime il grado
d’ approssimazione. Bisogna dunque trovar modo di
calcolare, sia pure per approssimazione, 1 valori del pe-
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rimetri di due poligoni, uno circoscritto, I’altro iscritto
in un cerchio di raggio noto, qualunque.

554. Prebl. Dato ! valore del raggio di un cerchio

e quello dell’ apotema di un poligono regolare iscritto, cal-

colare U apotema del poligono regolare iscritto che ha nu-
mero doppio di lati.

Risol. Sia un cerchio qualunque, O il centro, ed

A B il lato del poligono regolare iscritto di » lati. Se si

tira il diametro C'E perpendi-

A;?;-G\\B colare alla corda 4B, questa

D viene dimezzata in D, e 1'arco
@0 4 Bin C, dimodoché 4 C é il lato

del poligono regolare iscritto di
2n lati. E se da O tiriamo O F
E perpendicolaread A C, ottentamo
in O F'1’apotema del poligono di
2n lati; OD ¢ Y apotema del poligono di n lati. Indi-
chiamo con 7, a, ed a,, rispettivamente i valori dei
segmenti OC, OD ed OF.
Ora si tiri 4 E, e si osservi intanto che il segmento
O F, perché unisce i1 punti di mezzo [190] di due lati
del triangolo C' 4 E| & [293] uguale alla meta del terzo
lato. Pertanto il valore di A K & 2a,, . E perché 1’an-
golo CAE, come iscritto in mezzo cerchio, é [307]
retto, e 4 D é perpendicolare ad E'C, e in ogni trian-
golo rettangolo il quadrato d’un cateto & equivalente
al rettangolo dell’ipotenusa e della sua proiezione sul-
I ipotenusa [362], abbiamo [510, 509]:

(2a4,)° = 2r(r+a,)
Per conseguenza é:
2a,, = V 2r(r + a,)

Questa ¢é la formula domandata.
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555. Probl. Dato il valore del mggio di un cerchio,
e quello dell’ apotema di un poligono regolare iseritto, calco-
lare il perimetro del poligono regolare circoscritto d& equal
numero di lati.

Risol. Indichiamo rispettivamente conp, ed @,
i valori del perimetro e dell’apotema di un poligono
regolare di » lati, iscritto in un cerchio; e con re P,
i valori del raggio e del perimetro del poligono rego-
lare, circoscritto, di n lat

Notiamo anzitutto che, in base al teorema di Prra-
GorA (s'intende il teorema metrico [511}), dai valori
del raggio d’un cerchio e dell’ apotema di un poligono
regolare, iscritto, si pud dedurre il valore della meta del
lato del poligono e quindi anche il valore del perime-
tro del poligono. Per il nostro caso la formula per il
calcolo di p, & la seguente :

p, = 20l —a,k
Ed ora, poiché manifestamente [261, 473} 1 due po-
ligoni, che consideriamo, sono simili, e I’ apotema del-
I'isoritto e il raggio del cerchio si possono riguardare
come i raggi di due cerchi a cuii poligoni stessi sono
circoseritti, abbiamo [477]:

Pu 5P = T @,

3 -
eppero : B, = Ll
a,

Questa & la formula domandata.

556. Le formule trovate nei §§ 554, 556 mo-
strano che, per poter calcolare i valori dei perimetri di
due poligoni, uno circoseritto e 1'altro iscritto In un
cerchio di raggio dato, e tanto approssimati quanto si
voglia, basta conoscere 1'apotema di un poligono
regolare, iscritto. Facilmente si trova, ad es., essere
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a, =rV2:2eda, = r V3 : 2. Cosi, fondando il
calcolo sull’ apotema del quadrato iscritto, si possono
calcolare successivamente 1 valori degli apotemi dei po-
ligoni regolari, iscritti, di8, 16, 32 latl, ece. Conoscendo
I’ apotema di un poligono regolare, 1scritto, e il raggio
del cerchio, si pud [655] poi dedurne il perimetro, e in-
fine anche il perimetro del poligono regolare, circo-
scritto, di altrettanti lati. [665].

Con questo metodo, e per 1’appunto partendo dal
I’ esagono 1iscritto, spingendo 1l calcolo fino ad otte-
nere 1 perimetr: dei poligon:i regolari, iscritto e circo-
scritto, d1 96 lat1 A_ECHIMEDE trovo che « & compreso
fra 3 + . I1 secondo valore, ossia -f—,f— ;
molto usa,to in pra,tica, supera m di meno di mezzo
centesimo.

Mezio ha trovato per z il valore -= 113 , facile a
tenere a mente, e molto approssimato, giacché supera.
# di meno di mezzo milionesimo.

Luporr da Colonia ha calcolato 32 cifre deci-
mali di .

Recentemente SraNKs ne ha calcolate 707.

Questi due ed altri, con vari metodi, trovarono
tutti :

== 3,14159 2653589793 23846 . . . .
Ma per qualunque uso pratico ha sufficiente approssi-
mazione il valore » == 38,1416.

Area del cerchio.

55%. Teor. La differenza tra due poligoni regolari
de 21 lati, uno circoseritio e U altro iseritto in un cerchio,
¢ minore della meti della differenza tra ¢ poligoni regolari
di n late, uno circoseritto e U altro iseritto nel cerchio stesso.
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»im. Sia 4 B un lato di un poligono regolare di
n lati, iscritto in un cerchio. Tiriamo per il centro 0
la OC perpendicolare alla corda A B, e sia D il punto
in cui essa incontra1’arco B A. 8i tiri poi per A4 la tan-

gente, e sia E il punto in cui essa incontra [268] la
retta OC. Infine tiro per

0 D la tangente, e sia F 1l
punto dove essa incontra
la AE.

c / Poiché il poligono di #

A /B lati circoscritto & compo-
F D sto di 2n triangoli eguah

al triangolo AOFE, ed 1l

NE poligono di n lati scritto

& composto di 27 triangolt
eguali al triangolo 4 OC, la differenza tra i due poli-
goni (differenza che indicheremo con 4, ) ¢ composta
di 27 triangoli eguali al triangolo 4 C E.

E perché il poligono di 2 # lati circoseritto & com-
posto di 2» quadrangoli eguali al quadrangolo A O D F}
ed il poligono di 27 lati iscritto e composto di 2n
triangoli eguali al triangolo 4 0 D, la differenza tra 1
due poligoni (differenza che indicheremo con 4., ) é
composta di 27 triangoli eguali al triangolo 4 DF.

Cosi, per provare che A,, € minore della meta
di 4, basta provare che il triangolo AD F é minore
della meta del triangolo A C E.

Percid basta osservare che, essendo F'E > F.D,
ed FD=AF 6 FE > AF, eche per conseguenza
il triangolo F D E ¢ maggiore [348] del triangolo 4 FD.
Poiché questi due triangoli sono parti distinte del trian-
golo ACE, il triangolo AF D ¢ minore della meta
del triangolo A C'E.
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Conchiudiamo che ¢ 4., <<
rale che ecc.

358. Cor. Dato un cerchio ed un poligono (*) qua-
lunque, si possono trovare due poligoni, uno circoscritto
¢ I altro iscritto mel cerchio, la cui differenza sia minore
del poligono dato.

Infatti, se si costruiscono due poligoni regolari
di egual numero di lati, uno circoscritto e 1'altro
iscritto nel dato cerchio, e poi si va raddoppiando
successivamente il numero dei lati, la differenza tra
i poligoni & ogni volta minore della meta della diffe-
renza tra i due poligoni precedenti [657]; e percio, se-
guitando abbastanza, si perviene necessariamente [491]
a due poligoni, uno circoscritto e I'altro iscritto, la cui
differenza é minore del poligono dato.

539. Teor. Un triangolo, che abbia la base equiva-
lente ad un cerchio dato e altezza eguale al raggio, é mi-
nore di qualunque poligono circoseritto ed & maggiore di
qualunque poligono iscritto.

Dim. Chiamiamo 7' un triangolo, che abbia la
base C equivalente ad un cerchio dato e 1 altezza
eguale al raggio.

Poiché un poligono circoscritto é equivalente [359]
ad un triangolo, che ha per base il perimetro F del po-
ligono ed altezza eguale al raggio, ed & C' < P [5648],
il triangolo 7' & minore [348) di qualunque poligono
circoseritto.

Consideriamo ora un poligono iscritto, qualunque ;
dividiamolo in triangoli unendo il centro coi vertici; e
prendiamo per altezze dei triangoli le perpendicolari

o
2

4, , ed in gene-

(1) Se invece d’un poligono fosse data una parte di
piano qualunque, si prenderebbe da gquesta una parte che
foase un poligono e si trascurerebbe il rimanente.
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calate dal centro sui lati del poligono. Tutte queste al-
tezze sono minori del raggio del cerchio. [190, 215].
Quindi il poligono iscritto é minore d’un triangolo
avente base uguale al perimetro p ed altezza eguale al
raggio. {'). E poiché cosi fatto triangolo, perché &
? < (', & minore del triangolo 7 a piu forte ragione il
poligono iscritto & minore del triangolo 7.

Cosi si é provato che ecc.

580. Teor. La superficie di un cerchio é equivalente
ad un triangolo che ha la base equivalente al cerchio ed al-
tezza egquale al raggio.

Bim. Dato un cerchio qualunque, consideriamo la
classe composta coi poligoni circoscritti e quelia com-
posta col poligoni iscritti. Codeste due classi sono con-
tigue. Infatti qualunque poligono circoscritto & mag-
giore di qualunque poligono iscritto; e si possono tro-
vare [06D08| due poligoni, uno circoscritto e 1'altro
iscritto, la cui differenza sia minore di qualsivoglia su-
perficie data.

Tra le due classi contigue considerate & compresa
manifestamente la superficie del cerchio dato. Ma &
compreso tra codeste classi anche il triangolo, che ha
la base equivalente al cerchio ed altezza eguale al rag-
gio, perche, come si & dimostrato [659], anch’ esso &
minore di qualunque poligono circoscritto e maggiore
di qualunque poligono iscritto. Pertanto la superficie
del cerchio ed il triangolo sono equivalenti [537], c. d. d.

581. Cor, L’ area di. un cerchio & uguale al prodotto
di & per il quadrato del raggio.

(') Veramente il ragionamento esclude quei poligoni per
i quali il centro del cerchio & esterno. Ma per qualunque di que-
sti & facile costruire un poligono col centro interno e di cui

quell’altro & una parte.
23
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Infatti, dacché la superficie di un cerchio & [560]
equivalente ad un triangolo, che ha la base equiva-
lente al cerchio e altezza eguale al raggio, se indi-
chiamo con @ 1 area del cerchio (1’area della superficie
del cerchio), con r il valore del raggio e con ¢ la lun-
ghezza del cerchio, abbiamo [514] mtanto :

_cr

a —— -Q"— .

Ma [552] & c = 2=x7,
quindi & a — =l c. d. d.

562. Teox. La superficie di un cerchio sta al qua-
drato del raggio come il cerchio sta al diametro.

Dim. Imaginiamo che il segmento A B sia equi-
valente ad un cerchio dato, qualunque. Posto il rag-
gio del cerchio perpendicolarmente ad A B, ad es. in

H_F ¢

|
I
£E E D A B

A C, siunisca C con B. Sappiamo [560] che il trian-
golo A BC & equivalente alla superficie del cerchio.
Ed ora, costruito un quadrato D E A F, di lato eguale

al raggio del cerchio, si prelunghi DE di un seg-
mento EX = ED, e sitiri FK. 1] triangolo KDF

& equivalente al quadrato HD; e DK ¢é uguale al

diametro.
Ora, perché triangoli d’eguale altezza stanno [380]

tra loro come le basi, abblamo :
ABC : DKF — AB: DK,
epperd, indicando con § la superficie del cerchio, con
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R il raggio, con R?2 il quadrato del raggio, e con (' il
segmento equivalente al cerchio, anche :
S:R* = C: 2R, c. d. d.
563. Cor. Le superficie di due cerchi stanno tra
loro come 1 quadrati dei raggu.
Poiché la superficie d’un cerchio sta al quadrato
del raggio come,il cerchio sta al diametro [662], e 1l
rapporto del cerchio al diametro & costante [651}, an-
che il rapporto della superficie del cerchio al quadrato
del raggio ¢ costante. Cosi, se indichiamo rispettiva-
mente con S ed S’ le superficie di due cerchi di raggi
R ed R’, abbiamo la proporzione:
S: R* = § : R'
eppero [402] infine :
S:8 = R*:R'% c. d. d.

564. Def. La parte della superficie di un cerchio,
che & compresa tra un arco ed 1 raggi che hanno 1 ter-
mini nelle estremita dell’ arco, si dice seffore. L’ angolo
dei due raggi si dice angolo del settore.

565. Teor. Due archi, o due settori di un medesimo
cerchio, stanno tra lore come gli angoli al centro corri-
spondenti.

Dim. In un cerchio qualunque siano due archi qua-
lunque 4 B e C'D. Dico che questi archi stanno tra loro
come i corrispondenti angoli al centro AO0B, COD. E
che anche 1 due settort 40 B, COD stanno tra loro
come 1 loro angoli AO B, COD.

Presa dell’arco C'D una parte aliquota ad arbitrio,
ad es. una n.esima parte, si misuri con essa 1’ arco 4 B.
Sia m 1l quoziente della divisione, e supponiamo che ci
sia un resto. Se ora uniamo col centro tutti 1 punti di
divisione dei due archi, troviamo che 1’angolo COD
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regta diviso in n parti eguali {204], ed in (m + 1)
parti 1’angolo AOB; m di queste sono eguali [204]
tra loro e alle parti di €'(0)D, ed una, quella corri-
spondente al resto, ¢ minore [205] delle altre parti.
Pertanto, misurando 1’angolo 4 OB con una n.esima
parte dell’angolo C' 0D, si trova
m per quoziente, appunto come s’é
trovato il quoziente m misurando
I'arco A B con una n.esima parte
dell’arco C' D.
Se una divisione non da resto.
altrettanto avviene dell’altra.
Cosl resta dimostrata la proporzione :
arco AB : arco CD = A4(0)B : C(0)D.

Nello stesso modo, perche ad angoli eguali corri-
spondono settori eguali, e ad angolo minore settore mi-
nore, si prova che :
settore A0 B : settore COD = A(O)B : C(0O)D.

5686. Cor. Il rapporto di un arco all’ intero cerchio,
e quello di un settore alla superficie del cerchio, sono equali
ambidue al rapporto del corrvispondente angolo a quattro
rette.

Infatti quattro retti é 1’angolo al centro che cor-
risponde all’intero cerchio, e la superficie di un cerchio
si pud riguardare quale un settore il cui angolo é di
quattro retti. |

56%7. Poiche si sanno calcolare la lunghezza e
I’area di un cerchio di dato raggio, si possono calco-
lare la lunghezza di un arco e I'area di un settore,
purche, oltre del raggio, sia dato il valore dell’ angolo
corrispondente.

Se per unita degli angoli prendiamo I'angolo retto,
e dinotiamo con x la lunghezza dell’arco, con y I’ area
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del settore e con « il valore dato del corrispondente
angolo al centro, abbiamo le proporzioni :

ed

x: 2xr = a4
y: ®mr? = a:4

le quali valgono a determinare i valori di z e diy.

7.

772.

773.

774,

775.

776,

777.

Esercizi.

Se AB,BC,CD,... HK sono segmenti consecutivi e
per diritto,la linea, composta dai semicerchi dei quali
detti segmenti sono diametri, & equivalente al mezzo cer-
chio, che ha per diametro 4 K. [413].

Se sui lati di un triangolo rettangolo, presi come dia-
metri, si costruiscono tre cerchi, la superficie del mag-
giore & equivalente alla somma di quelle degli altri
due. [413].

Se un triangolo rettangolo & iscritto in mezzo cerchio, ©
sui cateti ed esternamente si descrivono due mezzi cer-
chi, da questi e dal primo sono compresi due menischi
(lunule d’ IPPOCRATE ), la cui somma & equivalente al
triangolo.

Se sui lati di un quadrato iscritto in un cerchio ed ester-
namente si descrivono guatire semicerchi, la somma
delle quattro lunule & equivalente alla superficie del
quadrato.

Se sopra ciascun lato di un triangolo equilatero, iscritto
in un cerchio, si descrive, esternamente al cerchio, mezzo
cerchio, la somma delle tre lunule supera il triangolo di
un ottavo della superficie del cerchio dato.

Se due poligoni regolari di n lati sono l'uno iscritto e
Y altro circoscritto ad uno stesso cerchio, questo cerchio
& medio proporzionale tra il cerchio iscritto nel primo
poligono ed il cerchio circoscritto al secondo. E cosi di-
casi delle superficie dei tre cerchi.

Se un diametro 4 B si divide in n parti eguali 4 C, C D...
M B, e poi sui segmenti 4 C, 4 D,.... A M da una bands, e
sui segmenti C B, D B,... M B dall'altra, presi per diame-
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tri, si descrivono dei semicerchi, la superficie del cerchio
dato resta divisa in n parti, che hanno perimetri equi-
valenti e superficie equivalenti.

Se sopra un raggio 04 di dato cerchio si descrive un
cerchio, e condotti per O ed O’ due raggi OB, 0'B’, da
una stessa banda di O O' e perpendicolari ad O 0’, poi su
B B', preso come diamstro, e dalla banda opposta di O,
si descrive mezzo cerchio, e si dica C il punto dove esso
taglia il cerchio dato, la figura, compresa tra i due archi
BC, & equivalente alla somma delle due figure O BB’ e
BC'A.

Se sopra due raggi 04, OB di uno stesso cerchio, che
siano perpendicolaritra loro, si descrivono due semicerchi
dalla banda del quarto di cerchio A B (quadranie AB),
e sia C il punto dove i semicerchi si tagliano, la figura
compresa dai due archi OC & equivalente a gquella com-
presa dagli archi CA, C B e dal quadrante 4 B.

La superficie, compresa tra due cerchi concentrici (anel-
[0), & equivalente a quella di un cerchio, che ha per dia-
metro una corda del maggior cerchio, che sia tangente
al minore.

La superficie di un anello ¢ equivalente a guella di un
rettangolo, che ha base equivalente a quel cerchio il cui
raggio ¢ la semisomma dei raggi dei cerchi che compren-
dono I’ anello, ed altezza eguale alla differenza dei raggi
stessi.

Se 4 B, B C, C D sono segmenti consecutivi di una stessa
retta, e il primo ed il terzo sono eguali, e si descrivono
da una stessa banda tre semicerchi sui diametri 4 B, C D,
A D, ed uno da banda opposta con diametro BC, si ot-
tiene una figura (salinon), la cui superficie & equivalente
a quella del cerchio, che ha per diametro la somma dei
raggl dei due cerchi concentrici.

Se sul diametro 4 B di un cerckio si prendono due punti
C e D ad arbitrio, e si descrivono, su 4 Ce 4 D da una
banda, e su B D e B C dall’altra, quattro semicerchi, il
contorno della figura ( pelecoide) risultante & equivalente
al cerchio dato, e la superficie sta a quella del cerchio,
come CD sta ad 4 B.

Se si divide in C ad arbitrio il diametro 4 B di mezzo
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cerchio, e sui segmenti 4 C, C B come diametri si deseri-
vono due mezzi cerchi dalla stessa banda del dato, la fi-
gura (arbelo) limitata dai tre mezzi cerchi & equivalente
ad un cerchio, che ha il diametro medio proporzionale
tra 4Ce CB.
Se quattro cerchi hanno per diametri rispettivi le parti
di due corde di un cerchio che si tagliano ad angolo retto,.
la somma delle Ioro superficie é equivalente a quella del
cerchio dato.
Dividere la superficie di un cerchio in n parti equivalenti,
e cid con cerchi concentrici col dato.
Dividere la superficie di un cerchio dato in n parti equi-
valenti, e ¢id con cerchi tangenti al cerchio dato in un
punto dato.
Due settori circolari, che siano compresi tra angoli egua-
Ji, hanno perimetri che stanno come i raggi, e superficie
che stanno come i quadrati dei raggi.
Se un cerchio ha per diametro un raggio di un altro, 1
segmenti dei due cerchi, tagliati via da una retta tirata
per il punto di contatto, sono uno quadruplo dell’ altro.
Se un cerchio rotola nell’interno di un cerchio di raggio
doppio, ogni punto del primo cerchio percorre un diame-
tro del secondo.
Calcolare I'area della superficie che & chiusa da tre cer-
chi eguali, che si tocecano esternamente a due a due.
Sul lato di un esagono regolare, iscritto in un cerchio, ed
esternamente al cerchio dato, si descriva mezzo cerchio.
Si calcoli 'area della superficie compresa da un sesto
del cerchio dato e dal semicerchio descritto.
Sopra un lato di un triangolo equilatero preso come dia-
metro, e dalla banda del triangolo, si descriva mezzo cer-
chio. Si caleolino le aree delle parti della superficie del
cerchio, che si trovano fuori del triangolo, e quella della
parte del triangolo, che & fuori del cerchio.
Due cerchi eguali passano ciascuno per il centro dell'al-
tro. Si calcoli I’area della superficie compresa dai due ar-
chi interni dei due cerchi.
Un cerchio rotola tutto intorno ad un triangolo equila-
tero. Si calcoli 'area della superficie descritta dal cer-
chio. Si risolva lo stesso problema, supponendo che il
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triangolo sia qualunque, e che sia dato il perimetro del
triangolo e il raggio del cerchio.
Caleolare |’area del segmento della superficie di un cer-
chio, che & compreso tra due corde parallele ed eguali ri-
spettivamente ai lati del quadrato e dell’esagono regolare
iscritti.
A e B sono due vertici consecutivi di un esagono rego-
lare, iscritto in un cerchio. Da 4 si cali la perpendicolare
sulla tangente nel punto B. Si calcoli ’area della super-
ficie compresa tra la perpendicolare, la tangente e 1’ ar-
co AB.
Dati i lati di un triangolo, calcolare 1’ area del cerchio
iscritto,
A BC éun triangolo rettangolo in C. Sul cateto B C, ester-
namente al triangolo, si descriva mezzo cerchio, e poi si
faccia girare la figura intorno al punto 4. Si domanda
I’area descritta in una rotazione dal semicerchio, supposti
noti i valori dei cateti.
Dato un rettangolo (dilati ae b), determinare il centro
del cerchio di diametro a, che tocca due lati opposti del
rettangolo in modo che una delle parti del rettangolo, che
cadono fuori del cerchio, sia equivalente alla superficie
del cerchio.

[E————— . W . T, R



STEREOMETRIA

CAPITOLO XV
PIANO E RETTA PERPENDICOLARI

Preliminari.

568. Teor. Una retia, che puassi per un punto di
un piano, e per un punto che non appartenga al piano,
ha con questo piano quel solo punto in comune.

Pim. Sia un piano «, un suo punto 4, e un altro
punto B non appartenente al piano. Dico che la retta
A B ha in comune col piano il solo punto 4.

Infatti se, oltre che A, la retta avesse in comune
col piano un altro punto C, essa giacerebbe nel piano
per intero [40, 1°], epper0 giacerebbe nel piano an-
che il punto B. Cio contro 1 ipotesi che il punto B
non sia situato nel piano.

569. Quando una retta ha in comune con un piano
un punto solo, si dice che la retta incontra il piano in
quel punto, od anche che il piano faglia la retta m
quel punto.

590. Teor. Se una retta incontra un piano, e un'al-
tra retta situata mel piano non passa per il punto d in-

contro, mon vi ¢ piano che passt

per ambedue le retle.
= Dim. Sia un piano ¢ e una
/ (\ A\-‘ / retta A B, che lo incontri nel
£ s 'T punto 4. Un’altra retta C'D giac-
cia nel piano «, senza passare per
A. Dico che non c¢’e nessun piano che passi per am-

bedue le rette.
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Infatti, se ci fosse un piano che passasse per am-
bedue le rette, questo piano, passando per la retta '
e per il punto A4, coinciderebbe [42] col piano «, il quale,
per ipotesi, anziché passare per la retta 4 B, la taglia.

591. Due rette, situate in guisa che nessun piano,
condotto per una, possa passare per l'altra retta [570],

si dicono sghembe.
B%2. Teor. Se una retta ha con un piano un punto

solo in comune, i raggi, in cui la retta & divisa da quel
punto, cadono da bande opposte del piano.

Dim. Sia un piano « e su questo un punto 4. Per
il punto A passi una retta che non abbia col piano
nessun altro punto in comune. [568]. Dico che i raggi,
in cui la retta & divisa dal punto 4, cadono da bande
opposte del piano «.

Perciod, preso sulla retta un punto qualunque B,
si consideri poi un punto C qualunque, tale pero che
B e C siano da bande opposte
del piano e. Il segmento BC'in- o
contra necessariamente il piano \
[40, 7°}; sia D il punto d’incon- o
tro. Si tiri la retta A D. Questa,

poiché ha col piano a due punti /,(,;//

in comune, vi giace per intero.
[40, 1°]. Sulla retta A4 D prendo un punto E, cosi che
D ed E siano da bande opposte del punto A, e tiro
CE. Codesto segmento, prescindendo dal suo punto
E, cade per intero da quella banda del piano in cui si
trova il punto C, epperd dalla banda opposta a quella
in cui si trova il raggio A B.

Ora dobbiamo considerare il piano [43] delle rette
A B, BC, ossia il piano del triangolo C'D E. Poiche la
retta A B3 nel punto 4 entra nel triangolo, essa deve
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incontrare di nuovo il contorno dello stesso; e cid av-
viene necessariamente in un punto del lato C'E, per-
ché la retta B ( incontra gia, in B, la retta C'D. Sia F
il punto d’incontro. Poiché questo punto, rispetto al
piano «, cade dalla banda opposta a quella in cul sl
trova il punto B, iraggi 4 B, AF cadono da bande
opposte del piano, c. d. d.

5%3. Teor. Due piani, se hanno un punto in comu-
ne, hanno in comune ung retta passante per il punto
comune.

Pim. Sia 4 un punto comune a due piani distinti
a e B. Dico che questi piani hanno in comune una
retta che passa per 4.

Si tirino per il punto 4 in uno dei piani, ad es.
nel piano §, una retta qualunque, e poi si prendano su
codesta retta due punti B, C, in modo che giacciano
da bande opposte del punto 4, e
quindi [572] da bande opposte del
piano a. Si segni pol nel pano f

[ ) :
H\\D\ / una linea qualunque che abbia le
C

estremita nel punti B, C. Codesta

\/ linea incontrera il piano ¢ almeno

in un punto D. La retta 4 D, poi-

ché ha con ciascuno dei piani in comuneipunti 4 e D,
& comune [40, 1°] ad ambidue i piani.

Fuori della 4 D 1 pianl ¢ e 8 non possono avere
nessun altro punto in comune, perche [42] altrimenti
coinciderebbero. Cosi si & provato che ecc.

5%4. Teor. Se due piani hanno una retta in co-
mune, le due falde, in cui ciascun piano & diviso da cotal
retta, sono situate da bande opposte dell altro prano.

pim. Infatti, se si prendono sopra uno dei piani
due punti 4 e B, che siano da bande opposte (40, 2°]
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rispetto alla retta comune, e si tira la retta 4 B, que-
sta incontra la retta comune in un punto C, e 1 due raggi
CA, CB[572] e per conseguenza anche i punti 4 e B
sono situati da bande opposte rispetto all’ altro piano.

5%5. Se due piani hanno una retta in comune, si
dice che si segano o s incontrano in questa retta, la
quale si dice infersezione dei due piani.

Piano e retta perpendicolari.

5%6. Teor. Se due rette sono perpendicolar: ad una
terza in uno stesso punto, questa retta é perpendicolare a
qualungque altra condotta per il detto punto nel piano delle
due prime.

Dim. Due rette BC, BD siano perpendicolari
ad una terza A B in un medesimo punto B. Dico
che la A B & perpendicolare a qualunque altra retta
condotta per il punto B nel
piano determinato [43] dalle 2
B(C,B D.

Condotta per B e nel
piano delle BC, BD una

retta BE qualesivoglia, s

uniscano due punti € e D, C AR

presi ad arbitrio sulle BC, St~
\Hl/

B D. Sia F il punto d’incon-
tro delle rette C' D, BE. ().
Poi, presi sulla A B due seg-
menti eguali BA, BH, si uniscano i punti , F' e D
con 4 e con H.
Ora, perche le rette B(, B sono assi del seg-

(') Si pud sempre prendere i punti C, D cosi che abbia
luogo codesto incontro.
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mento A H, abbiamo AC=H(C e AD= HD. Se
ora si considerano i triangoli ACD, HC D, si trova
che hanno i lati rispettivamente uguali e si conchiude
che & A(C)D = D(C)H. Ora, confrontando 1 trian-
goli ACF, HCF, si trova [151] che o AF=HF.
Infine, poiché i punti B ed F' sono equidistanti da 4
od H, la retta B F & [167] un asse del segmento 4 H,
epperd la retta 4 B é perpendicolare alla B E.

5%%. Def. Se una retta incontra un piano ed & per-
pendicolare a tutte le rette del piamo che passano per il
punto d incontro, la retta ed il prano si dicono perpendi-
colart tra loro.

Il punto comune ad una retta ed un piano, che
siano perpendicolari tra loro, si dice il prede della per-
pendicolare.

5%8. 0ss. In base al teorema del § 576, per poter
asserire che una retta & perpendicolare ad un piano,
basta sapere che la retta é perpendicolare a due rette
del piano che la ineontrano.

5%9. Teor. Tutte le rette, perpendicolari @ una stessa
in un medesimo punto, giacciono in un medesimo pranc.

Pim. Siano una retta 4 B e quante si vogliano al-
tre rette BC, BD, BE. .. perpendicolari alla 4B nel
punto B. Si deve provare che
le rette BC, BD,... giacciono
tutte in uno stesso piano. Per-

cid basta considerare il piano

/—1; determinato [43] da due qua-
= lunque delle rette, sia ad es. il
piano « delle BC e B D, e pro-

vare che in codesto piano si trova un’altra qualunque

delle altre rette, ad es. la B E.
Clonsideriamo il piano g delle rette A B, B E. Que-
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sto piano ed il piano &, poiche hanno in comune il
punto B, si segano [573] in una retta che passa per B.
Sia B F'I’ intersezione. Ora la retta A B, perché perpen-
dicolare alle due B, BD), é perpendicolare [579] al
piano «, epperd [B78] anche alla BF. E perché nel
piano § non si pud condurre che una retta soltanto che
sia perpendicolare ad A B, la BE e la BF non sono
che una retta stessa. La B E giace adunque nel piano a.

580. Cor. Se un angolo retto vien fatto girare in-
torno ad un suo lato, I altro lato gemera un piano.

Quando una figura ha compiuta una rotazione intorne
ad una retta, ogni punto della figura ha descrittoun cerchio.

581. Teor. Se dal piede di una retta, perpendicolare
ad un pano, si cala la perpendicolare su di una retta
qualesivoglia situata nel piano stesso, una terea retta, che
wunisca un punto qualunque della prima perpendicolare
col piede della seconda, éessa pure perpendicolare alla retta
del piano.

Pim. Siano una retta - B perpendicolare ad un
piano « nel punto B, e una retta C'D qualunque, si-
tuata nel piano stesso. Da
B, piede della perpendico- A
lare, si tiri la B E perpen-
dicolare alla CD. Ora si
tratta di provare che qual- @ [gl_\ . D
sivoglia retta, che unisca un / /

: C E
punto della prima perpen-
dicolare, ad es. 1l punto A,
col piede & della seconda, & perpendicolare alla C D.

A tal fine si prendano sulla retta C' D, partondo da
E, due segmenti eguali £ F, I H, e si uniscano 1 punti
Fed Hcon Ae B.

Intanto, poiché B E ¢ un asse del segmento F H,
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egli 8 BF = BH. I due triangoli A BF, A B H hanno
B F = BH, hanno il lato 4 B in comune, e retti [577]
gli angoli 4 B F, A B H, perché la 4 B & peripotesi per-
pendicolare al piano «; per conseguenza ¢ AF = A H.

Ma poiché i punti A ed E sono equidistanti dai
punti F ed H, laretta AE & [167] perpendicolare ad
F H, cio alla retta C' D, come d. d.

382. Cor. Se dal piede di una retta, perpendicolare
ad un piano, si conduce la perpendicolare ad una retia
qualunque del piano, quest’ ultima retta é perpendicolare
al piano delle prime due.

Infatti, poichd la retta C'D & perpendicolare alle
rette B E, E A, essa & perpendicolare [578] al piano di
queste rette, che & poi il piano delle rette A B, BE. [43].

583. Teor. Per qualsivoglia punto di una vetta st
pud far passare un piano che sia perpendicolare alla retta,
ed uno soltanto.

Dim. Sia una retta 4 B, e su questa un punto C.
Dico che per C si pud tirare un piano perpendicolare
alla retta, ed uno solo.

Intanto, se per C si conducono due rette distinte
(' M, C N perpendicolari alla A B, queste determinano
[43] un piano «, che & perpendicolare [678] alla A B.

Resta da provare che per un punto d’una retta
non si pud condurre che un piano soltanto che sia per-
pendicolare alla retta.

Due piani «,  siano perpendicolari ambidue ad
una stessa rotta A B in uno stesso punto C. Tutte le
rette dei piani e e B, passanti per C, sono perpendico-
Jari [577] alla 4 B, epperd [579] giacciono tutte in uno
stesso piano. I due piani «, 8 adunque coincidono [43];
eppero resta dimostrato che ecc.

584. Teor, Per qualsivoglia punto, situato fuor: di
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una retta, si pud condurre un piano perpendicolare alla
retta ed uno soltanto.

Dim. Sia data una retta A B, e fuori di questa
un punto C. Proveremo che per (' si puo tirare un
piano perpendicolare alla retta 4 B ed uno solo.

Intanto si cali [128] da C la C'D perpendicolare
alla 4 B, e poi per il piede D si tiri [121] un’altra
retta D E, che sia perpendicolare alla 4 B. Il piano, de-
terminato [43] dalle due rette C' D,
DE, passa per C ed & [578] per-
pendicolare alla 4 B.

Ci rimane da provare che nes-
sun altro piano pud sodisfare ad / C
un tempe queste due condizioni.

Intanto un altro piano, che
passi per C ed incontri la retta
A B in D, non pud essere perpendicolare alla 4 B, giac-
ché si & provato pur ora [D83] che per un punto di
una retta non passa che un solo piano, il quale sia
perpendicolare alla retta.

Ma neppure un altro piano che, passando per (|
incontri la retta A B altrove che in D, sia ad es. nel
punto F, potrebb’ essere anch’esso perpendicolare alla
A B. Giacchs, se fosse tale, I’angolo A F'C sarebbe [577]
retto, e in tal caso esisterebbe un triangolo C' D F con
due angoli retti, il che non puo [135] essere.

Cosi si & dimostrato che ecc.

585. Teor. Per qualsiveglia punto di un piano si
pud condurre una retta perpendicolare al piano, ed una
soltanto.

Dim. Sia dato un piano «, e su questo un punto A.
Si tratta di provare che per A si pud condurre una
retta perpendicolare al piano, ed una soltanto.

B
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Per A e nel piano o si tiri una retta 4B ad arbi-
trio. Quindi si costruisca [583] il piano § perpendico-
lare alla 4 B nel punto 4; e sia C D Vintersezione [573]
dei due piani « e B. Infine, nel
piano B, sitiri la 4 E perpen-
dicolare alla CD; la AE & per-
pendicolare al piano «.

T Infatti, poichéla A B é per-
[ A B / pendicolare al piano f3, essa ¢
G [677] perpendicolare alla 4 E,

e viceversa la A E é perpendi-
colare alla AB. La A E & inoltre perpendicolare alla
C D: essa & dunque [578] perpendicolare al piano e.

Ci rimane da provare che nessuna altra retta,
condotta per 4, quale sarebbe ad es., la 4 F, puo es-
sere perpendicolare al piano «. A tal fine si consideri
il piano y, che passa per le rette
AE, AF. Questo piano e il
piano «, avendo in comune il
punto 4, si tagliano [573] in
una retta che passa per A; sia
essa la H K. Ora, poiché la AE
& perpendicolare al piano «,
essa ¢ perpendicolare alla A K per conseguenza [121]
la A F & obliqua alla H K. Tanto basta [577] per con-
chiudere che la 4 Fnon & perpendicolare al piano a.

Cost rimane dimostrato che ecc.

586. Teor. Per qualsivoglia punto, preso fuort di un
piano, si pud condurre una retta perpendicolare al piamo,
ed una soltanto.

Pim. Sia dato un piano «, e fuori di questo un
punto 4. Si tratta di provare che dal punto A si pud

condurre una perpendicolare al piano, ed una soltanto.
24
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'Sul piano « si tiri ad arbitrio una retta BC, e
poi per A si conduca [584] il piano § perpendicolare
alla BC. Sia D il punto d’incontro del piano § con la
BC, e sia D E I intersezione [573] dei piani « e 8. Dal
punto 4 si cali [128] la 4 F

perpendicolare alla retta E D. /
Dico che la A F é perpendico-
lare al piano a. o oA
Infatti, poiche la BC ¢ 3
perpendicolare al piano § in / B
D, e da questo punto é tirata /)<
5 ¢

la DE perpendicolare alla  jx E
retta A F del piano, la AF &
perpendicolare [582] al piano delle due rette £ B, DC,
cioé al piano a. ‘

(i rimane da dimostrare che da un punto, che sia
fuori d’un piano non si pud condurre al piano che una
perpendicolare soltanto.

Infatti, se da un punto 4, che sia fuori di un piano
a, si potessero condurre al piano due perpendicolari
distinte 4 B, 4C, ci sarebbe un triangolo 4 BC' con
due angoli retti, e cid non puo essere. [135].

Costi si ¢ dimostrato ecc.

Proiezione di una reita sopra un piano.

58%. Teor. Due rette perpendicolari a uno stesso
piano giacciono in uno stesso piano e non s incontrano.

Dim. Due rette A B, C'[7 siano perpendicolari ad
uno stesso piano « nei punti B e D. Siuniscano questi
punti e poi si tiri, nel piano «, una retta che sia per-
pendicolare alla B D; tale sia la retta EF.

Ed ora, poiché la 4 B & perpendicolare al piano «
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e la B E é perpendicolare alla E F, questa retta e per-
pendicolare [582] al piano delle rette A B, B E. Per la
stessa ragione la retta EF & perpendicolare al piano
delle rette C D, D E. Ma poiche
C il piano delle rette AB, BE e
quello delle rette C D, DE sono
5 perpendicolari ad wuna stessa
X:ﬂ retta in uno stesso punto, essi
/B F / si confondono in uno stesso piano.
[588]. Cosi resta provato che le

rette 4 B, C D giacciono in uno stesso piano.

Le rette A B, C D, perché perpendicolari al piano,
sono entrambe perpendicolari alla B.D, quindi non
s’ incontrano. [137, oppure 586]. '

588. Teor. Le perpendicolari, condotte ad un prano,
dai punti di una stessa retta, giacciono tutte in un mede-
simo piano.

Dim. Siano un piano ¢ ed una retta 4 B qualun-
que. Dico che le perpendicolari, tirate al piano e dai
punti della 4 B, giacciono tutte in un medesimo piano.

Consideriamo la retta data ed una delle perpendi-

colari, ad es. la AD; sappiamo [43] che per queste
rette passa un piano ed un solo.

B C Proveremo che in questo piano
’ giacciono tutte le perpendicolar;

basta considerarne una qualun-
/ /Il)’J]ﬁL’/ que, sia ad es. la B E.

e Poiché due rette, perpendi-
colari ad uno stesso plano, giac-
ciono in uno stesso piano [b687], tanto vale per le
rette 4 D, B E. Nel piano di queste rette giace anche
la retta A B, perché [40, 1°] ha con esso in comune

i punti 4, B. Ma due rette d'un piano bastano [43]

A
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a determinarlo; quindi si pud dire che la retta BE
giace nel piano delle due 4D, 4 B. .

589. Cor. I piedi delle perpendicolari, tirate ad un pra-
no dai punti di una stessa retta, giacciono sopra una retta.

Si & visto [588] infatti che le perpendicolari, tirate
ad un piano « dai punti di una retta, giacciono tutte
in uno stesso piano, che chiameremo f. I piedi delle
perpendicolari, poiché appartengono ad entrambi i
piani & e 8, non possono essere altrove che sulla retta
intersezione dei due piani, intersezione che ¢ il lnogo
dei punti comuni ai due piani.

590. Def. La retta, sulla quale giacciono ¢ piedi di
tutte le perpendicolari che si possono tirare dai punt: di
una retta data a un piano dato, si dice proiezione della
retta data sul piano.

591. Poicheé due punti bastano a determinare una
retta, per ottenere la proiezione di una retta sopra un
piano dato, basta calare sul piano le perpendicolari da
due punti qualisivogliano della retta (proiettare sul
piano due punti qualunque della retta ), e tirare poi la
retta, che passa per i piedi delle perpendicolari ( per
le protezioni dei due punti sul piano ).

Quando una retta incontra un piano, per ottenere
la proiezione della retta sul piano, basta proiettare sul
piano un punto della retta, e poi unire il piede della
perpendicolare col punto nel quale la retta data incon-
tra il piano dato.

592. Def. Per proiezione di un segmento sopra un
piano si intende il segmento che unisce le proiezioni
(sul piano) delle estremits del segmento dato.

0ss. Se un segmento & perpendicolare ad un pia-
no, la sua proiezione sul piano si riduce ad un punto
( al piede della perpendicolare).
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Perpendicolare ed oblique tirate da un punte ad un piano.
Angolo di una retta con un piano.

593. Teeor. La perpendicolare, tirata da un punto
ad un mano, ¢ minore di ogm aliro segmento compreso
tra 1l punto stesso ed il mano.

Dim. Infatti, unendo il piede della perpendico-
lare con quello di un’obliqua qualsivoglia, si ottiene
un triangolo rettangolo, nel quale I’ ipotenusa é 1’ obli-
qua, e la perpendicolare & un cateto. Quindi [162] la
perpendicolare & minore dell’ obliqua, ¢. d. d.

5904. Def. La perpendicolare, tirata da un punto
ad un piano, st dice distanza del punto dal piano.

595. Teor. L’ angolo, che un raggio uscente da un
punto di un piano ed obliquo al piano, forma con la sua
proiezione sul pano, & manore dell’ angolo che il raggio
forma con qualunque altro tirato nel piano per il punto
d’ incontro.

Dim. Sia un piano «, e un raggio 4 B uscente da
un punto 4 del piano ed obliquo al piano. Preso su

AB un punto B qualunque, si

\B cali la B(C perpendicolare al
N piano «, e si tiri il raggio 4 C.

7 Proveremo che I’angolo CA B,

/ ﬁ 4 / fatto del raggio A B con la sua
D proiezione 4 C, & minore dell’ an-

golo che . B forma con qualun-
que altro raggio tirato nel piano « per i punto A.

Per A e nel piano « si tiri adunque ad arbitrio un
raggio A K, e preso su questo il segmento 4 D = AC,
si tirt B.D. Ora, se si confrontano 1 triangoli 4 B(,
ABD, s1 trova che hanno il lato 4 B in comune,
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AC = AD per costruzione, e BC < BD, perché la
perpendicolare & |593] minore di ogni obliqua. Per
conseguenza [152] & C(A)B << D(4)B,c. d. d.

596. Del. L’ angolo acuto, che una vretta obliqua
ad un piano. forma con la sua proiezione sul piano, st
dice inclinazione od angolo della retta col prano.

59%. Teor. Se due oblique, tirate ad un piano da
uno stesso punto, hanno proiezioni eguali, esse sono egual

e famno col prano angolt eguali. .
Dim. Da un punto 4 siano tirate ad un pmno o

la perpendicolare A4 B e due oblique 4C, AD. I seg-
menti BC, BD sono le proie-

ziopi delle oblique, e gli angoli A

ACB, AD Bsono gli angoli delle

eblique col piano. ; /l\

Se s BC' = B D, idue trian- / M/
goli ABC, 4 BD hanno due lati a © _,
e l'angolo compreso [B77] ri-

spettivamente uguali, e per conseguenza & anche
AC=4D ed A(C)B=A(D)B.

598. Teor. Se due oblique, tirate ad un piano da
uno stesso punto, hanno protezioni disuguali, Uobliqua,
che ha proiezione maggiore, & maggiore ; fa poi col piano
angolo minore.

Pim. Da un punto 4 siano tirate ad un piano « la
perpendicolare 4 B e due obli-
que AC, AD;esia BC> BD.
Si vuol provare che e A (' > A D, ]

od A(C)B < A(D)B. / ~
A tale iIntento si faccia [ 1; B /
BE = BD,e si tirt 4E. Allo- L

ra, perché le due oblique 4 E,
A D hanno proiezioni eguali, ¢ [597] AE = AD ed
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A(E)B = A(D)B. Ma [162] & AC > AE, ed

[183] A(C)B < A(E)B; quindi 8 AC > AD, ed
A(C)B < A(D)B, c.d.d. ,

801.

802.

803.

804.

805.

806.

807.

808.

Esercizi.

Se tre segmenti eguali hanno una estremitd in comune,
per le altre estremita si pud far passare un cerchio.

Una retta ed un piano, perpendicolari a una stessa retta
in due punti distinti, non s’'incontrano.

Di due oblique disuguali, condotte a uno stesso piano da
uno stesso punto, la maggiore ha. proiezione maggwre ed
inclinazione minore.

Se due rette sghembe A B, U D sono perpendicolari a uno
stesso segmento rispettivamente nelle estremith 4 e C,
ogni altro segmento, che unisce un punto di una retta.con
un punto dell’ altra, & maggioredi 4 C.(Preso sulla 4 Bun
punto %, si tiri K F perpendicolare a € D. Basta provare
che ¢ EF > AC. Percio si tiri un piano perpendicolare
ad AC in C; sicali da E la F H perpendicolare a] piano.
Si prova |89] essere AE S CH; quindi ¢ A E> CF,e
per conseguenza é AC < EF').

Se una retta e un piano sono perpendicolari a una stessa
retta rispettivamente in 4 edin B, e si prendono sulla pri-
ma retta due segmenti eguali AC, 4 D,ipunti Ce D sono
equidistanti dal piano. .
Se due rette sono perpendicolari a una stessa rispettiva-
mente in 4 ed.in B, e si prendono sulla prima due seg-
menti eguali AC, 4D, e sulla seconda due segmenti
eguali B E, BF, anche i segmenti C E, D F sono eguali.
(Si tiri un piano perpendicolare alla 4 B in 4, e si proietti
su questo I'altra retta ).

Per il centro di un cerchio si tiri una obliqua al piano
del cerchio, e si prenda su questa un punto A. Quale é il
maggiore, guale il minore dei segmenti, che si possono
condurre dal punto 4 ai punti del cerchio?

Se peril piede Bdiun segmento 4 B, obliquo ad un piano,
passano due rette che facciano angoli eguali con la proie-



8l

8i2.

813.

8i4.

815.
8i6.

817.

818.

819.

820.

82|.

822,

823.

824.

— 376 —
zione di 4 B, esse hanno dal punto 4 distanze uguali;
e se fanno con la proiezione angoli disuguali (che pero
non siano supplementari ), esse hanno distanze disuguali.
Se una retta fa angoli eguali con tre rette che giacciono
in un pianoc, essa & perpendicolare al piano.
Se da un punto si calano le perpendicolari sopra due piani
che si segano, e dai piedi delle due perpendicolari si ca-
lano due perpendicolari sull’intersezione dei piani, le
nuove perpendicolari hanno il piede in comune.
Ogni punto dell’asse di un cerchio( cosi si chiama la retta
perpendicolare al piano di un cerchio, e che passa per il
centro) & equidistante dalle rette che sono perpendico-
lari al piano del cerchio nei punti del cerchio stesso.
Se una retta incontra due piani, che si segano, in punti
egualmente distanti dall’intersezione, la retta fa coi piani
angoli eguali. E reciprocamente.
Luogo dei punti equidistanti da due punti dati.
Luogo dei punti di un piano, che hanno data distanza da
un punto situato fuori del piano.
Luogo dei punti equidistanti dai punti di un cerchio dato.
Luogo dei punti equidistanti dai vertici di un triangolo
equilatero.
Luogo delle perpendicolari tirate da uno stesso puanto ai
piani passanti per una stessa retta.
Luogo dell’estremita B di un segmento costante 4 B, che
ha estremita A in un punto di un piano, e che ha col
piano stesso inclinazione costante.
Dati due punti sopra due piani che s’incontrano, tracciare
sui due piani la piit breve spezzata che unisce i punti dati.
Date le proiezioni sopra un piano delle estremita di un
segmento, e date le proiettanti, costruire il segmento.
Date le proiezioni sopra un piano dei vertici di un trian-
golo, e date le proiettanti, costruire un triangolo eguale
al primo.
Condurre un piano, che passi per due punti dati, e che sia
equidistante da due altri punti dati.
Trovare un punto, che abbia data distanza dai punti di un
cerchio dato.
Per un punto diun piano condurrenel pianouna retta, che
abbia data distanza da un punto situato fuori del piano.
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Dati due punti da una stessa banda di un piano, trovare,
su questo, cotal punto,che lasomma de’ segmenti, che lo
uniscono co’ punti dati, sia la piu piccola possibile.

Per il piede di una obliqua ad un piano tirare nel piano
cotal retta che formi con la data angolo dato.

e

Def. Il luogo dei punti, che da un punto fisso hanno
distanze uguali @ un dato segmento, si dice sfera (su-
perficie sferica).

Quel punto, quel segmento, si dicono rispettivamente
centro e raggio della sfera. |

Se un cerchio, che abbia il centro nel centro della
sfera e raggio eguale al raggio della sfera, ruota intorno
ad un suo diametro qualsivoglia, esso descrive la sfera,

Una sfera taglia lo spazio in due parti. Quella parte,
nella quale & il centro, si dice interna alla sfera.

Un segmento, che abbia i termini sopra una sfera, si
dice cordadella sfera. Ogni corda, che passa per il centro,
si dice diametro.

e

Se la distanza di una retta dal centro di una sfera & mi-
nore del raggio, la retta incontra la sfera in due punti,
Ogni punto, compreso tra quelli d’incontro, é interno;
ogni altro & esterno.

Una retta, perpendicolare ad un raggio di una sfera nella
estremita, non ha con la sfera in comune altro che l'estre-
mita del raggio, ed ogni altro punto & fuori della sfera.
(Una retta cosi fatta si dice fangente della sfera ).

Se la distanza di una retta del centro di una sfera ¢ mag-
giore del raggio, la retta non hacon la sfera nessun punto
in ecomune, ed & tutta esterna. *

Se la distanza di un piano dal centro di una sfera & mi-
nore del raggio, e il piano non passa per il centro, il piano
taglia la sfera in un cerchio, il cui raggio & minore di
quello della sfera. Ogni punto del piano situato nell’in-
terno del cerchio &interno alla sfera, ogni altro punto &
esterno.
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Se un piano passa per il centro di una sfera, esso tagliala
sfera in un cerchio, il cui raggio & ugunale al raggio stesso
della stera. (Cosi fatto: cerchm si dme cerchio massimo
della sfera). S R -
Se la distanza di un piano dal céntro di una sfera é uguale
al raggio, il piano ha con la sfera un solo punto in co-
mune ; ogni altro punto é esterno. (Un piano cosi fatto si
dice piano tangente della sfera ).
Se la distanza di un pmno dal centro di una sfera & mag-
giore del raggio, il piano non ha con la sfera nessun punto
in comune, ed & tutto fuori della sfera.
Due cerchi massimi di una sfera si tagliano sempre o si
tagliano in due punti che sono le estremita di un diame-
tro della sfera. - o |
Per un punto di una sfera si puo sempre'condurre un pia-
no tangente, ed uno soltanto.
La tangente in un punto di una sfera ad un cerchio qual-
sivoglia segnato sopra la sfera giace nel piano che tocca
la sfara in quel punto.
Due piani equidistanti dal centro di una sfera e che ta-
glino la sfera, la tagliano in cerchi eguali.
Se due piani, che tagliano una sfera, hanno dal centro di-
stanze disuguali, delle due sezioni (cerchi minori)é mag-
giore quella che é fatta dal piano che ha distanza minore.
Se due cerchi minori sono eguali, i loro centri sono equi-
distanti dal centro della sfera; e se sono disuguali, il piano
del minore ha dal centro maggiore distanza.-
Per due punti di una sfera passano innumerevoli ¢erchi
minori ed un solo cerchio massimo.

841. Un cerchio massimo divide la sfera in parti eguah ed un

842.

843:
844,

845.

846.

cerchio minore la divide in parti disuguali.

1l piano perpendicolare a una corda nel punto di mezzo,
passa per il centro della sfera,

Trovare il centro di una sfera data.

Luogo dei punti di contatto delle tangenin tirate ad una
sfera da un punto esterno. : :

Luogo dei punti di contatto dei piani tangenti ad una
sfera e passanti per un punto che sia fuori della stessa.
Di tutti i segmenti, che si possono tirare a una sfera da
un punto che non sia il centro, il maggiore & quello che
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passa per il centro; e quello an cui prolungamento passa
per il centro & minore di ogni altro.

Se la distanza dei centri di due sfere & maggiore della
somma dei raggi, ciascun punto deli’una é fuori dell’altra.
Se la distanza dei centri di due sfere é uguale alla somma
dei raggi, le sfere hanno un punto in comune, situato sulla
retta dei centri e fra i centri; e ciascun altro punto di cia-
scuna sfera & fuori dell’altra. - "

Se la distanza dei centri di due sfere & minore della som-
ma e maggiore della differenza dei raggi, le sfere si se-
gano lungo un cerchio posto in un piano perpendicolare
alla retta dei centri. -

Se la distanza dei centri di due sfere é uguale alla diffe-
renza dei raggi, le sfere hanno in comune un solo punto,
situato sul prolungamento del segmento dei centri, che
¢ dalla banda del centro della sfera minore. Ciascun
altro punto della sfera maggiore ¢ fuori della minore;

e ciascun altro punto di gquesta ¢ interno a quella.

Se la distanza dei centri di due sfere & minore della diffe-
renza dei raggi, le sfere non hanno nessun punto in co-
mune ; ciascun punto della maggiore & esterno all’altra, e
ciascun altro punto di questa & interno a quella.

Se due sfere hanno in comune un punto, che non sia
sulla retta dei centri, hanno in comune un cerchio pas-
sante per questo punto,e lungo questo cerchio si tagliano.
Teoremi inversi di quelli dall’ esercizio 848 all’852.

[ —— N N .



CAPITOLO XVI
DIEDRO

Sezione normale di un diedro.

599, Pef. Due falde, uscenti da una stessa retta,
dividono lo spazio in due parti, che si dicono diedr.

Un diedro si puo anche definire come la parte di
spazio che vien percorsa da una falda, se questa vien
fatta rotare intorno all’ origine.

Le due posizioni, prima ed ultima, d’una falda,
che abbia descritto un diedro, si dicono facce del die-
dro ; la retta comune alle facce si dice spigolo o co-
stola del diedro.

600. Qualunque punto, per cul sia passata la fal-
da che ha descritto un diedro, si dice inierno al die-
dro ; ogni altro punto si dira esterno. (*).

Una figura si dira inferna od esterna ad un diedro,
se tutti 1 suoi punti sono interni od esterni al diedro,

Se il prolungamento di una faccia di un diedro
cade fuori del diedro, questo si dice convesso; altri-
menti esso e concavo.

Quando le facce di un diedro formano un piano,
1l diedro si dice piatto.

601. Perché sia individuata una falda, basta
siano dati I’ origine e un punto qualunque della falda.
[42]. Cosi due punti dello spigolo di un diedro, un

(1) Se la falda, che ha generato un diedro, ha compinta
una rotazione, non ¢'é nessun punto che sia esterno al diedro.
Ma non vogliamo pensare a diedri che sianc eguali o mag-
giori di tutto lo spazio.
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punto d’una faccia e un punto dell’altra bastano ad
individuare spigolo e facce d’un diedro; ma non ba-
stano ad individuare il diedro, perche due falde aventi
origine comune dividono lo spazio in due regioni, che
sono diedri ambidue. Manifestamente, perché il diedro
fosse pienamente determinato, basterebbe fosse indicato
un quinto punto interno al diedro. Ma poiché non ci

accade mai di considerare diedri

concavi, ma consideriamo sol-

tanto diedri convessi, i quattro
C p punti accennati superiormente

ci basteranno per indicare un

diedro. Le lettere, che indicano

1 due punti dello spigolo, si pro-
nunciano e si serivono frammezzo alle altre due.
Cosi la notazione: diedro A BC D, o la pil semplice
A(BC)D, esprimera il diedro convesso, che ha la
retta B (' per ispigolo, e le cui facce passano rispetti-
vamente per 1 punti 4 e D.

602. Def. L’ angolo, compreso da due raggi per-
pendicolari in uno stesso punto allo spigolo di un die-
dro e situati uno in una faccia e 'altro nell’ altra (), si
dice sezione normale del diedro.

Oss. 1l piano di una sezione normale di un diedro
¢ perpendicolare allo spigolo [578], e i lati della sezione
81 possono considerare come le intersezioni di codesto
piano con le facce del diedro.

603. Teor. Tutte le sezion: mormali dv un d'eedro
sono eguali tra loro.

B

(') Veramente, perché l'angolo fosse pienamente deter-
minato, bisognerebbe aggiungere: ¢ i cui punti sono interni
al diedro. Ma, non volendo considerare diedri concavi, si in-
tende 'angolo convesso comprese dai due raggi.
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Pim. Sia un diedro A BCD, e siano E(F)H,
K (L)M due sezioni normali qualunque. Dimostre-
remo che esse sono eguali.
A tal fine, diviso FL per meta in O, si tirino 1
raggi ON, O P, rispettivamente nelle facce a e 8, e

perpendicolarmente allo spigolo C B. ’
Ed ora si muova la figura invertendo [78] 1'an-

golo NOP (Y. Con cid ilati ON, OP si scambiano di
posto. E perché il piano

dell’angolo N O P, a moto
compiuto, ha ripreso [43] / /

la posizione primitiva, e il

punto O non ha cambiato \ \ \
di posto, e lo spigolo C'B
é perpendicolare [578] al
piano NOP, dopo il movimento lo spigolo CB si
trova nella primitiva sua posizione. [5685].

Ma poiché le rette CB, ON della faccia « sono
andate a coincidere con le rette BC, OP della posi-
zione primitiva della faccia g, e le rette BC, OP
della faccia B sono andate a coincidere con le rette C'B,
ON della posizione primitiva della faccia «, dopo il
movimento la faccia « si trova [43] nella posizione pri-
mitiva della faccia 8, e questa nella posizione primi-
tiva di quella.

Infine, perché é OF = O L, dopo il movimento
i punti F ed L si trovano scambiati di posto. E perché
in un piano ad una retta in un punto dato non si puo
tirare che una sola perpendicolare, a moto compiuto,
ciascuno degli angoli EF H, KL M si trova a coinci-
dere con la posizione primitiva dell’altro.

(1) Si potrebbe anche dire : si faceia compiere alla figura
mezza rotazione intorno alla bisettrice dell’angolo VO P.
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Cosi resta dimostrato che ecc.

€04. Ceor. 2. Un diedro & invertibile (cioé si pué
rimettere in una sua primitiva posizione anche scam-
biando tra loro di posto le facce).

€05. Cor. 2°. Un diedro pud scorrere su se stesso.

Sia un diedro ABCD. Supponiamo che (re-
stando sempre la traccia della primitiva posizione) il
diedro venga mosso, e in modo che una faccia, ad es.
la B C D scorra sopra se stessa. [51]. Dico che in questo
movimento anche la faccia BC 4
scorre su se stessa.

Infatti, ove questa faccia si
staccasse una volta dalla posi-
zione primitiva, tagliando poi 1
diedri (il primitivo dato, e 1l die-
dro nella nuova posizione) con
un piano perpendicolare allo spigolo comune, si otter-
rebbero due sezioni normali disuguali. (Una infatti sa-
rebbe parte dell’altra ). E ci6 non puo essere, perche in-
fine codeste due sezionl sarebbero sezioni normali ot-
tenute con due piani distigti in un medesimo diedro, e
si sa che due sezioni cosi fatte sono sempre uguali.

€06. Oss. Affine di riconoscere se due diedri sono
eguali, si trasporta un diedro sull’altro in guisa che
due facce divengano coincidenti, e i diedri cadano da
una stessa banda della faccia comune. Se dopo di cib
anche le altre due facce coincidono, i diedrl sono
eguali; altrimenti sono disuguali. Infatti con nessuna
altra disposizione si potrebbe [605, 604] (') ottenere
la coincidenza. delle due figure.

(}) Questo esempio fa vedere che in qualche caso, senza
certe cognizioni di Geometria, non 8i saprebbe decidere, me-
diante sovrapposizione, se due figure sono eguali, 0 no.

PP ’ gur guall,
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607%. Se una falda piana, con successive rotazioni
parziali fatte in un medesimo senso intorno alla sua
origine, sia passata da una posizione primitiva a parec-
chie altre, ciascuna volta avrd descritto un diedro.
Due di questi diedri, se descritti con due movimenti
parziali prossimi successivi, si di-
eono consecutivi; e il diedro ge-
nerato nel movimento, che ha
portato la falda generatrice dalla
primitiva posizione all’ ultima, si
dice somma dei diedri generati
nei singoli movimenti parziali
successivi.

Cosi, nella nostra figura, il diedro ABCD ¢ la
somma dei due A(BC )E, E(BC(C)D.
~ La somma di pit diedri & indipendente dall’or-
dine in cui essi si succedono, giacché, senza alterare
la somma [604], si possono scambiare di posto due ad-
dendi consecutivi.

608. Teor. S¢ duc diedri hanno sezioni mormali
equalz, essi sono equali. ’

Pim. Infatti, se i due diedri vengono trasportati
uno sull’altro in modo che due loro sezioni normali
coincidano, divengono intanto coincidenti anche gli
spigoli, perché essi sono [B78] rispettivamente per-
pendicolari alle sezioni normali, e in uno stesso punto
ad uno stesso piano non si pud inalzare |685] che una
perpendicolare soltanto. Ma quando due piani hanno
due rette in comune, essi coincidono [43]; per conse-
guenza anche le facce dei diedri dopo il trasporto
coincidono.

609. Teor. Se duc diedri hanno sezioni normali
disuguali, & maggiore quello che ha sezione maggiore.
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Dim. Infatti, se si taglia la sezione maggiore In
modo che una parte sia eguale alla sezione normale
minore, e poi si conduce un piano per lo spigolo e
per il raggio che si & tirato per dividere la prima se-
zione {43], uno dei diedri resta diviso in due parti, una
delle quali & [608] uguale all’ altro diedro.

610. Probl. Costruire un diedro una cui faccia sia
una falda data e la cui sezione normale sia eguale ad un
angolo dato.

Risol. La retta 4 B sia 'origine d'una falda data
e sia (" un altro punto qualunque della falda stessa;
sia poi dato un angolo. Si vuol costruire un diedro una
cui faccia sia la falda A BC e la cui sezione normale
sia eguale all’ angolo dato.

Si tiri pereid un piano e perpen-
dicolare alla retta 4B [583]; sia
D E il raggio in cui questo piano ta-
glia la falda data. Nel piano « si co-
struisca [130] I'angolo F' D E uguale
all’angolo dato, e infine si tiri la
falda che ha per origine 4 B e che comprende il raggio
DF 1l diedro FABE é una soluzione del problema
proposto, perché F'(D)E ne & una sezione normale.

E manifesto che il problema ammette due solu-
zionl.

611. Un diedro si dice acuto, retto, ottuso, se-
condo che tale denominazione conviene alla sua se-
zione normale.

Due diedri si dicono complementari o supplemen-
tari, secondo che tali sono le loro sezioni normali.

Due diedri consecutivi, se formano un diedro
piatto, si dicono adiacent.

612. Teeor. Due diedri adiacenti sono supplemen-
25




— 886 —
tari ; e reciprocamente, se due diedre supplementar: sonv
comsecutivi, le facce non comuni formano un pians { sono
per duritto ).

Dim. La cura della dimostrazione si puo lasciare
allo studioso.

618. Dei quattro diedri, formati da due piani
che si segano, due, che siano adiacenti ad umno stesso
dei quattro, si dicono opposti allo spigolo. Due diedri
opposti allo spigolo sono eguali. [608].

614. Teor. Due diedri stanno tra loro come le loro
sezioni normali.

Dim. Siano due diedri qualunque ABC D, EF H K;;
A(B)D,E(F)K siano due loro sezioni mormali. Si
vuol dimostrare [381] che:

A(BC)D : E(FH)K = A(B)D: E(F)K
Presa dell’an-
golo EFK una A R
parte aliquota ad
arbitrio,ad es.una
n.esima parte, si B
misurl con essa
I angolo A BD, ¢ "
Ece. |608, 609].

Piani perpendicolari.

615. Teor. S¢ un diedro ¢ retto, & retto anche
diedro adiacente.

Dim. Sia un diedro retto 4 DCF. Dico che e
retto anche il diedro adiacente £ D C 4.

Percid, per un punto qualunque B dello spigolo
comune, e nella faccia §, si tirl BA perpendicolare alla
(¢ D;epoi si tiri la EF nel plano e, perpendicolar-
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mente alla stessa CD in B.1 due angoli EB A, ABF
sono sezioni normali dei due diedri.

Poiché per ipotesi il diedro
ADCUF & retto, ’angolo ABF
& retto. K quindi retto anche I’an-
golo E B 4, epperé é retto anche .
il diedro EDC 4, come d. d.

616. Del. Due piani si di-
cono perpendicolari tra loro, se 1
diedri formati da essi sono egualt.

61%. Teor. Se due piani sono perpendicolart tra
lovo, i diedri compresi dai due piant sono rettt.

pim. I due piani « e § siano perpendicolar: tra
Joro, siano ciod uguali 1 diedri EDCA, ADCEF. Dico
che questi diedri sono retti.

Preso un punto B qualunque sull’ intersezione dei
piani, si tirino le BA, EF perpendicolarl a (D, e
poste rispettivamente nei piani g ed «a.

Gli angoli EB 4, ABF sono eguali, altrimenti
anche i diedri sarebbero disuguali. [609]. I due an-
goli sono adunque retti, e tali [611] i diedri, c. d. d.

618. Teor. Se¢ una retta & perpendicolare ad un
piano, ogni piano che passa per la retta & perpendicolare
al piano dato.

Dim. Sia un piano ¢ ed una retta A B perpendi-
colare & questo piano; e un piano § passi per la retta
A B. Si vuol provare che il piano f forma col piano
a diedri adiacenti eguali. [616].

Posto che B sia il piede della perpendicolare 4 B,
i due piani si tagliano [573] in una retta che passa
per B; sia dessa la CD. Si conduca per B, e nel pia-
no &, la retta E F perpendicolare a C'D.

Allora, poiché anche la 4B (perché [577] per-
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pendicolare al piano «) & perpendicolare alla C' D, gl
angoli EB A, ABF sono le sezioni normali dei die-
dri EDCA, ADCF Ma ¢ E(B)YAd= A ( B) F, per-
cheé la 4 B, come perpendicolare al piano «, ¢ per-
pendicolare alla EF. Quindi [608] anche i diedri
EDCA, ADCF sono eguali, c. d. d.

619. Cor. Un piano, perpendicolare alla comune
intersezione di due altri, ¢ perpendicolare ad ambidue
questt piani.

620. Teor. Se due piani sono perpendicolari tra
loro, ogni retta, tirata in un piano perpendicolarmente
all’ intersezione comune, & perpendicolare all’ altro piano.

Dim. Siano due piani ¢ e § perpendicolari tra
loro, e sia A B 1’ intersezione. In uno dei piani, ad es.
nel piano B, si tiri ad arbitrio una retta C' D perpen-
dicolare alla 4 B. Dico che la (D
é perpendicolare al piano e.

A tal fine si tiri per I, e nel
piano «, la D E perpendicolare ad
A B. L’angolo C D F é pertanto una
sezione normale del diedro dato; e
poiché questo & retto per supposi-
zione, C'(D)E & retto. Ma poicheé
la C' D é perpendicolare alle rette AB e DE situate
nel piano «, essa & perpendicolare [578] a questo
piano, c. d. d.

621. Cor. Se due piani sono perpendicolari tra
loro e una retta & perpendicolare ad uno im un punio
che mon sia sull intersezione dei due piani, essa non
ha con U altro piano nessun punto in comune.

Infatti, se la retta potesse incontrare il secondo
piano in un punto M, tirando per M la perpendico-
lare alla intersezione dei piani, si otterrebbe [620]




389 —

una nuova retta perpendicolare al primo piano. Ma
allora da uno stesso punto M sarebbero tirate ad uno
stesso piano due perpendicolari; e ci¢ non puo [686]
essere.

622. Teor. Per una retta, che non sia perpendi-
colave ad un piano, si pud condurre un piano perpen-
dicolare al dato ed uno soltanto.

Pim. Sia un piano e, ed una retta A B, che non
sia perpendicolare al piano. Dico che per la 4B si
pud far passare un piano, che sia perpendicolare al
piano «, ed uno solo.

Intanto, se da un punto C, preso ad arbitrio
sulla retta data, sitira la C D perpendicolare al piano
@, il piano, che passa perla 4B
e per la C D [48], & perpendico-
lare [618] al piano dato.

& Nessun altro piano, che passi
/ 5 / per la 4 B, non puo essere per-

pendicolare al piano a.

Infatti, se un secondo piano
cosi fatto potesse esistere, la sua intersezione col piano
e non passerebbe per D (): ma allora, calando da C'la
perpendicolare su questa intersezione, si otterrebbe
[620] un’altra perpendicolare al piano a«; € ci0 non
pud [DB6] essere.

623. Cor. Se due piani perpendicolari ad un terzo
si tagliano, la loro intersezione € perpendicolare al terzo
piano.

(') Infatti, se passasse per D, avendo in comune con l'al-
tro piano la retta 4 B e un punto esternc a questa, coincide-
rebbe col piano stesso. [42). Come si vede, la dimostrazione
suppone che la A B non giaccia nel piano «, e neppure il punto
C. Il teorema perd vale anche se la 4 B giace nel piano.
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Infatti, se 1'intersezione fosse obliqua al terzo

piano, allora per una retta, che non é perpendicolare

ad un piano, passerebbero due piani perpendicolari
entrambi ad un terzo; e cid non puo essere. [622].

Esercizi.

854. La sezione normale di un diedro & I'inclinazione di cia-
scun lato della sezione con la faccia che contiene 1'al-
tro lato.

835. Se per uno stesso punto dello spigolo di un diedro si con-
ducono una obligua allo spigolo in una faccia e la perpen-
dicolare nell’altra, si ottiene un angolo che 8 maggiore,
uguale o minore della sezione normale, secondo che il
diedro & acuto, retto od ottuso.

856. Tra i piani, che si possono tirare per una retta obliqua
ad un piano, quello, che interseca il piano dato lungo la
perpendicolare alla proiezione dell’obliqua, forma col
piano dato il minore diedro.

857. Tutti i1 piani condotti per uno stesso punto, perpendico-
larmente a rette postein un piano, passano per una stessa
retta,

838. Luogo dei punti equidistanti da due piani che si tagliano.

859. Luogo dei punti equidistanti da due rette che si tagliano.

860. Luogo dei punti equidistanti dai lati di un triangolo.

86l. Se una retta & perpendicolare ad un piano, la sua proie-
zione sopra un altro piano é perpendicolare all’interse-
zione dei due piani.

862. Due piani, perpendicolari ad un terzolungo due rette poste
in questo piano e che non hanno nessun punto in comune,
non possono avere aleun punto in comune. [620, 586].

863. Se due rette sono perpendicolari ad un piano, e due piani
condotti per queste si tagliano, I'intersezione & perpendi-
colare al primo piano.

864. I piani, che dimezzano due diedri adiacenti sono perpen-
dicolari tra loro.

865. Sui lati di una sezione normale di un diedro si segnino



866.

867.

869.

870.
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due punti ad eguale distanza dal vertice, e poi si tiri un
piano per questi punti e per un punto gualunque dello
spigolo del diedro, Codesto piano forma diedri eguali con
le facce del diedro dato,

Per un punto dato condurre un piano perpendicolare a
due altri.

Per una retta obliqua ad un piano condurre un piano,
che formi col dato un diedro dato.

Per il vertice di un angolo tirare una retta, che formi
angoli eguali coi lati dell’angolo dato, ed abbia col
piano dell’angolo data inclinazione.

Per un punto condurre un piano perpendicolare a due
altri, e cid senza usare dell’ intersezione dei piani.

Si confrontino i diedri formati col piano di un cerchio da
tre piani condotti per uno stesso punto dell’asse del cer-
chio rispettivamente per una secante, una tangente ed
una retta esterna al cerchio.

ey Ny, My, R e e



CAPITOLO XVII
"TRIEDRO

Preliminari.

624, Def. Tre o piu raggi uscenti da uno stesso
punto, considerati in un certo ordine, e tali che tre
consecutivi qualunque (*) non siano in uno stesso pia-
no, determinano una figura che si dice angoloide (an-
golo solido, spazio piramidale).

I raggi, che determinano un angoloide, si dicono
gli spigoli o le costole dell’ angoloide; il loro punto co-
mune si chiama il vertice dell’angoloide.

Gli angoli convessi, che hanno per lati due spigoli
consecutivi, si dicono le facce dell’angoloide.

La superficie di un angoloide é quella composta
dalle sue facce.

Secondo che il numero delle facce (che é pur
quello degli spigoli) é 3, 4, b..., I’ angoloide vien chia-
mato angoloide triedro, tetraedro, pentaedro...

Un angoloide triedro si suol dire ¢riedro, senz’altro.

Per indicare un angoloide si nominano con let-
tere il vertice e poi un punto per ciascuno spigolo,
prendendo questi punti nell’ ordine stesso in cuil si se-
guono gli spigoli. Scrivendo, chiuderemo tra parentesi
la lettera che accenna il vertice dell’ angoloide. Cosi,
ad es., la scrittura (V)4 BC D E accenna ]’ angoloide
pentaedro, che ha il vertice in V, di cui V4, VB,
VC, VD, V E sono gli spigoli successivi, ed 4(V ) B,

(1) Si considerano come consecutivi anche ’ultimo ed il
primo.
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B(V)C, C(V)D, D(V)E, E(V)A sono le facce,
prese consecutivamente.

~625. Un angoloide s1 dice convesso, se il piano di
ciascuna . faccia lascia 1’ angoloide tutto da una stessa
banda; altrimenti si dice concavo.

Per ottenere un angoloide convesso, basta pren-
dere un punto fuori del piano di un poligono conves-
s0, e, tirati da quel punto dei raggi a tutti i vertici del
poligono, considerare gli angoli convessi compres: da
ciascuna coppia di raggi passanti per due vertici con-
secutivi del poligono. Questo poligono e qualunque
altro che si ottenga con un piano, che tagli tutte le
facce dell’ angoloide, si dicono sezioni dell’ angoloide.

626. In un angoloide convesso si dicono diedr
dell’ angolvide 1 diedri convessi ciascuno dei quali &
compreso da due facce comsecutive; codeste facce si
dicono adiacent: al diedro.

Nel seguito, parlando di angoloidi, intenderemo
sempre che siano convessi.

La superficie d’ un angoloide convesso divide lo
spazio in due regioni illimitate. 1 prolungamenti degli
spigoli cadono tutti in una stessa di queste regioni.
[672]. Ogni punto di questa regione si dice esterne
all’ angoloide ; ogni punto dell’ altra & interno.

Proprieta di ogni angoloide.

623. Teor. Ciascuna faccia d un angoloide & mi-
nore della somma delle altre.

Pim. 1°. Consideriamo dapprima il caso in cul
I' angoloide & triedro. E evidente che basta provare
che il teorema sussiste anche per una faccia, la quale
superi ciascuna delle altre due.
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Sia adunque un triedro ( V') 4 B(C, e supponiamo
che in esso la faccia A( V) B sia maggiore di ciascuna
delle altre due.

Dall’angolo maggiore 4 V B si tagli angolo EV B
eguale al minore C'V B. Poi, uniti
due punti 4, B presi ad arbitrio
suiraggi VA, VB, e fatto VC=VE,
si tirino C 4, C B. ,

Intanto, poiché nei triangoli
BVE, BVC due lati e 1’ angolo
compreso sono rispettivamente ugua-
h, é anche BE = B (. Ma nel triangolo 4 BC ¢ [145]:

BC 4+ CA > BE + EA.

Per conseguenza é anche ('4 > E A. Ed ora, dacché
1 triangoli VAC, VA E hanno il lato VA4 in comune,
uguali 1 lati VC, T E, e il terzo lato C'4 del primo
e maggiore di K4, é [162] A(V)C > A(V)E. Ag-
giungendo rispettivamente a questi angoli disuguali
gli angoli eguali CVB, EV B, si ottiene appunto :
A(V)C - C(V)B > A(V)B.
2°. Passiamo a considerare un
angoloide qualunque, ad es. ’an-
goloide (V)ABCDE, e propo-
niamoci di provare che la faccia
A(V)B é minore della somma
delle altre.
Consideriamo i triedri :
(VYABC,(V)ACD, (V)ADE.
Intanto nel triedro (V) ABC é:
A(V)B < B(V)C 4+ A(V)C.
Ma nel triedro (V)AC D é:
A(V)C' < C(V)D + A(V)D;
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quindi, a maggior ragione, ¢:

A(V)B < B(V)C + C(V)D + A(V)D.
Nel triedro (V')A D E si ha:

A(VYD < D(V)E + E(V)A4;

quindi infine, a maggior ragione, é:
A(V)B<B(V)C+C(V)D+D(V)E+E(V)4

@28. Teor. La somma delle facce d’ un angolode

convesso & minore di quattro retti.
»im. 1°. Consideriamo dap-

prima un triedro (V)4 BC.

Prolungando lo spigolo AV
in A’, si ottiene il triedro
(V)A' BC, nel quale [627] &:
B(V)C <A (V)CHA'(V)B.
Aggiungendo ai due membri del-
la disuguaglianza gli angoli C'V 4,
BV A, siottiene:

B(V)C 4+ C(V)y4d + B(V)A < A" (V)0 +
4+ A" (V)B 4+ C(V)4 + B(V)A.
Ma ciascuna delle due somme A’ (V)C 4 C(V )4 ed
A'(V)B 4+ B(V)A, perché composta di due angoli
adiacenti, & uguale a due retti; quindi la somma:
B(V)C 4+ C(V)A + B(V)4

& minore di quattro retti, c. d. d.

2°. Sia ora un angoloide qualunque, ad es. I’an-
goloide (V)ABCDE.

Sia VH Y intersezione de’ piani [573] delle facce
A(V)E, C(V)B contigue alla faccia A(V') 5. (*).

(") Questi piani si segano perché hanno il punto ¥V in co-
mune. Dei due raggi, in cui l'intersezione & divisa dal punto v,
bisogna prendere quello che, rispetto alla faccia A( V) B, sta
dalla banda dove non si trova I'angoloide.
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Osserviamo intanto che 1’angoloide (V)HCDE
ha una faceia di meno che il dato, e che la somma delle
sue facce é maggiore della somma delle facce dell’ an-
goloide dato, perché nel triedro (V)HBA & [627]:

B(V)H + H(V)4 > B(V)A.

Nel modo stesso si pud passare dall’ angeloide
(VYEHCD ad un nuovo
angoloide, nel quale 1l nu-
mero delle facce sia di nuovo
diminuito di una unita; e nel
nuovo angoloide la somma
delle facce & maggiore che
nell'ultimo. Cosi, proseguen-
do, giungeremo infine ad un
triedro, nel quale la somma
delle facce & maggiore che
in qualunque degli angoloidi precedenti. Ma si & di-
mostrato che la somma delle facce di un triedro ¢ mi-
nore di quattro retti; altrettanto, a maggior ragione,
si pud dire della somma delle facce dell’angoloide
(V)ABCDE.

Cosi si é provato che ecc.

Angoloidi simmetrici.

629. Sia (V )A BC D E ur angoloide qualunque.
Prolunghiamo tutti gli spigoli, e consideriamo I’ ango-
loide determinato dai prolungamenti.

I due angoloidi, opposti al vertice, hanno intanto
le facce rispettivamente uguali, perche gli angoli op-
posti al vertice sono eguali. Ed anche i diedri degli
angoloidi sono eguali rispettivamente, perché due die-
dri opposti allo spigolo sono eguali.
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Gli elementi dei due angoloidi sono anche ordina-
tamente uguali, perché a facce o diedri consecutivi del-
I’ uno corrispondono facce o diedri consecutivi nell’ altro.

Eppure i due angoloidi in generale, non sono
eguali. Infatti, come ora vedremo, non si puo ottenere
che divengano coincidenti.

Ed invero, se mai la coinci-
denza & possibile, questa deve
aver luogo quando la faccia
A’ (V) B’ coincida con la fac-
cia A(V')B. Per il nostro in-
tento ci giova imaginare che
I’angolo 4'(V)B' vada a so-
vrapporsi all’angolo A(V) B,
una volta compiendo, nel piano
comune, mezza rotazione in-
torno al vertice V; un’altra
compiendo mezza rotazione in-
torno alla retta che dimezza
gli angoli AVB', A’V B.

Nel primo caso i due angoloidi, che prima del mo-
vimento giacciono da bande opposte del piano delle
facce A'VB’, AV B, si mantengono tali durante il
movimento, epperd a moto compiuto non hanno in co-
mune altro che le facce diventate coincidenti.

Nel secondo caso, & moto compiuto, i due ango-
loidi cadono dalla stessa banda della faccia comune ;
ma, poiché lo spigolo V4’ é venuto a coincidere con
VB, e i diedri degli angoloidi, che hanno codesti spi-
goli, in generale non sono eguali, la faccia 4" (V) E’
e la faccia B(V)C giacciono in piani distinti.

Cosi possiamo conchiudere che i due angoloidi
non sono eguali.
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630. lmaginiamo che due osservatori si trovino
nell’ interno dei due angoloidi opposti al vertice con-
siderati nel paragrafo precedente, co’ piedi nei verti-
ci, e che siano rivolti rispettivamente verso due facce
opposte al vertice, ad es. verso le facce A(V)B,
A'(V)B'. Imaginiamo poi che la retta 4 VA4', ro-
tando intorno a V, percorra le superficie dei due an-
goloidi, cominciando a descrivere le facce conside-
rate. B facile riconoscere che, mentre !’ osservatore
posto nel triedro superiore vede la retta mobile pas-
sare dinanzi a sé con movimento diretto dalla sua
destra alla sua sinistra, per 1’ altro osservatore il mo-
vimento del raggio che descrive la faccia A(V)B &
diretto dalla sinistra alla destra. Gli elementi dei due
angoloidi sono adunque ordinatamente uguali, ma
non sono similmente disposti.

Triedri supplementari.

631. Lemma 1°. Se un angolo ha il vertice sopra
un prano, se un suo lato ¢ perpendicolare al pano, e tutti
e due 1 lat: cadono da una stessa banda del piano, U an-
golo € acuto. Reciprocamente: se un angolo acuto ha il
vertice sopra un piano, ¢ un lato ¢ perpendicolare al
pmano, i due lati giacciono da una stessa banda del piano.

Pim. Sia un piano «, e un
angolo B A (C abbia il vertice 4
sul piano; il lato 4 B sia per-
pendicolare al piano, ed ambi- L /
due 1 lati cadano da una stessa A D
banda del piano. Dico che 1’an- <
golo B A C & acuto.

Infatti, se AD ¢ 1’ intersezione del piano dell’ an-
golo col piano «, poich¢ A4 B & perpendicolare a que-

B C




— 399 —
sto piano, ’angolo BAD é retto. Per conseguenza
B(4)C, che é parte di B(A4).D, & acuto.

Invece, se A B ed A4C giacessero da bande oppo-
ste del piano, allora B (4).D sarebbe parte di B(4)C,
eppero questo angolo sarebbe ottuso.

Percio, dall’ipotesi che A B sia perpendicolare al
piano, e che B(4)C sia acuto, si1 pud conchiudere che
1 due lati 4B, AC cadono necessariamente da una
stessa banda del piano.

632. Lemma 2'. Se per un punto dello spigolo di
un diedro st tirano due raggi rispettivamente perpendico-
lari alle facce, e in modo che ciascuno cada, rispetto alla
faccia alla quale & perpendicolare, dalla stessa banda che
U altra faccia, Uangolo dei due raggi é supplementare della
sezione normale del diedro.

Dim. Sia un diedro 4 BC D: dinotiamo le facce
con e e fi.

Per un punto C qualsivoglia dello spigolo si tiri
il raggio C'E perpendicolarmente alla faccia a, e in ma-
niera che 1l raggio e
\ B la faccia § cadano da
/ / \ una stessa banda della
Pl faccia & Poi, di nuovo
e | E per 1l punto () si con-
b e /c - C\ ducail raggio C F per-
A D A/F g\ P pendicolarmente alla
faccia 8, e da quella
banda di questa faccia dove si trova la faccia .

Poiché i due raggi CE e C'F sono perpendicolari
ambidue allo spigolo B, anche [578] il loro piano
& perpendicolare a codesto spigolo. Eppero, se C4
e CD sono le intersezioni di codesto piano con le
facce @ ¢ B, I’angolo DC' 4 ¢ la sezione normale del
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diedro. Dico che gli angoli ECF, D C 4 sono supple-
mentari.

Infatti, poicheé i raggi CE, CF, come perpendico-
lari rispettivamente alle facce e, f, sono [577] perpen-
dicolari ai lati C 4, C D, abbiamo :

E(C)A + D(C)F = 2R.
E da questa eguaglianza, per un caso e per 1’altro, si
ricava facilmente :
E(C)F + D(C)A = 2Kk

633. Teor. Se per il vertice di un triedro 1 ti-
rano tre ragygi rispettivamente perpendicolari alle facce, e
in modo che ciascuno di essi, rispetto alla faccia alla
quale & perpendicolare, cada dalla stessa banda dove & lo
spigolo opposto alla faccia stessa, le tre perpendicolart de-
terminano un secondo triedro, che & reciproco del primo,
tale cioé che il primo st puo derivare dal secondo, come que-
sto da quello. E le facce di ciascun triedro somo rispetti-
vamente supplementari delle sezioni normali dei diedry del-
Ualtro triedro.

Dim. Sia il triedro (V)ABC. Per V si tiri il
raggio VA', perpendicolarmente alla faccia B(V)C,
e in guisa che VA4 e VA’ ca-
dano da una stessa banda della
faccia stessa. Analogamente
si tirino gli altri due raggi
VB', V(' Ora proveremo
che il raggio VA é perpendi-
colare alla faccia B'(V)C’,
e che rispetto a questa faccia
esso ¢ situato dalla stessa
banda che il raggio V4'. Ed
analogamente per gli altri due raggi VB, VC

Intanto, poiché VB’ & perpendicolare alla fac-

v4A VB VC
v4a' VB V('
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cia A(V)C, esso & perpendicolare [B77] a V4, ep-
perd VA4 & perpendicolare a VB’ (!). E perché V'
¢ perpendicolare alla faccia A(V )B, esso & perpen-
dicolare [577] a V' A, epperd VA & perpendicolare a
VC'. Il raggio VA & dunque perpendicolare alle rette
VB', VC', epperd [578] al loro piano.

D’altra parte, perchd il raggio VA’ fu tirato
perpendicolarmente al piano BV C, e rispetto a que-
sto dalla stessa banda del raggio V4, 'angolo 4 V 4’
e [631] acuto. Ne segue [631] che, reciprocamente, il
raggio VA, perpendicolare alla faccia B'(V)(C', ed
1l raggio VA' giacciono da una stessa banda della
faccia B'(V)(C".

Il ragionamento stesso si pud ripetere per i due
raggl VB, VC; epperd resta provato che il triedro
(V)ABC s1 pud derivare dal triedro (V)4'B'C",
come si & derivato questo dal primo.

Ci resta da provare che una faccia qualsiasi di
uno dei triedri e la sezione normale del diedro corri-
spondente nell’ altro triedro sono supplementari. Per-
ci0 consideriamo, ad es., la faccia AV B e il diedro
A'VC'B'. S

Il raggio 7' A4 é perpendicolare in ¥V (punto dello
spigolo V C' del diedro) alla faceia B'(V)C’, e ri-
spetto a questa faccia & situato dalla stessa banda che
I’altra faccia del diedro stesso. Infatti VA4 e V4’| rag-
gio posto nella faccia 4'(V )C', stanno da una stessa
banda rispetto alla faccia B'(V )C'.

Similmente si prova che il raggio VB & perpen-
dicolare alla faccia A’(V )C’, e che rispetto a que-

(') Giova forse, in questa dimostrazione, tener d’occhio,
invece della figura, il quadro sottoposto, formato con le nota-

zioni de’suoi spigoli.
26
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sta & situato dalla stessa banda in cui s1 trova |’ altra
faccia del diedro.

Conchiudiamo [632] che 1’angolo 4 V B e la sezio-
ne normale del diedro 4'VC'B’' sono supplementari.

Resta dunque dimostrato che ecc.

634. Per la relazione che passa tra le facce e le
gezioni normali dei diedri di due triedri derivati I’uno
dall’altro nella maniera accennata dal precedente teo-
rema, cosi fatti triedri si dicono supplementari.

Relazioni tra gli elementi di due triedri.

635. Teor. Due triedri, se hanno due facce e
diedro compreso rispettivamente uguali, hanno eguali ordi-
natamente anche gli altri elementi.

pim. Nei due triedri (V)ABC, (V' )A'B'C’
sia A(V)B=A"(V")B', B(V)C=B'(V')(C'" ed

A(VB)C = A"(V'B")(".
Dico che anche gli altri elementi sono ordinatamente
uguali.

Consideriamo prima il caso, il quale ha luogo ap-
punto nella nostra figura, in cui gli elementi contem-
plati nell’ipotesi sono
anche similmente di-
spostil.

Ed ora imaginia-
mo di trasportare il
triedro (V) 1in modo
che il vertice V cada
in V', che lo spigolo
V B si disponga sullo spigolo V'B', ela falda BV A
sulla falda B'V'4".

Poiché ¢ B(V)A = B'(V')A’, lo spigolo V4
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cade sullo spigolo V'4". Per 'eguaglianza dei due die-
dri AVBC, A'V'B'C’, la falda BV C coincide con la
falda B’V 'C’. Infine, essendo B(V )C= B'(V')(",
il terzo spigolo V(' cade sullo spigolo V’'C'. Cosi &
provata la coincidenza delle due figure, epperd 'egua-~
glianza rispettiva di tutti gli elementi delle due figure
e delle figure stesse. |

Quando gli elementi, di cui parla 1’ ipotesi, si suc-
cedono in un triedro in senso opposto che nell’altro,
ciascun triedro é uguale [629, 635] all’ opposto al ver-
tice dell’ altro. Pertanto anche in questo caso i rima-
nenti elementi dei due triedri sono ordinatamente
uguali; ma i due triedri non sono eguali.

636. Teor. Due triedri, se hanno una faccia ¢ i
diedri adiacenti rispettivamente wguali, hanno equali or-
dinatamente anche gli altri elementi.

Dim. Siano due triedri (V) e (V'). Dinotiamo
con 4, B, C' i diedri del primo, e con g, b, ¢ rispetti-
vamente le facce opposte. Similmente A', B', (",
a’y b’y ¢’ dinotino gli elementi del triedro (V'). E
siaa =«', B= B' e(C = (. Dico che anche gli
altri elementi sono ordinatamente ugnali.

A tal fine consideriamo i triedri supplementari
dei dati. Poiché i triedri (V) e (V') hanno una fac-
cia e 1 diedri adiacenti rispettivamente uguali, ne’ trie-
drisupplpmentari sono eguali rispettivamente due facce
e 1 diedro compreso. Per conseguenza tutti gli ele-
menti dei triedri supplementari sono ordinatamente
uguali. [635]. Epper6 anche 1 triedri (V) e (V') hanno
tutti gli elementi ordinatamente uguali. ().

(') Questo teorema, nel caso che gli elementi di cui parla

Vipotesi siano similmente disposti, si pud dimostrare facil-
mente, imaginando di far coincidere une figura con !’ altra.
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637%. Teor. Due triedri, se hanno le facce rispette-
vamente uguali, hanmo 7 diedri ordinatamente ugualt.

pim. Nei triedri (V)4ABC, (V')A'B'C’ le
facce siano rispettivamente uguali; sia c106:

A(V)B=A"(V')B', B({V)(= B'(V')C’
e C(VyA = C'(V')A"

Caso 1°. Supponiamo, per primo caso, che almeno
due facce d'un triedro, e quindi anche le corrispon-
denti nell’altro, siano angoli acuti. Tali siano, ad es., le
facce B VA, C VA e le corrispondenti. Proveremo che
i diedri compresi da queste facce, e i cul spigoli sono
TAe VA’ sono eguali |

Sugli spigoli 1" B, ¥ C di uno dei triedri si pren-
dano ad arbitrio due punti D ed E, e si calino [128]
da questi le perpendicolari DF, EH sul terzo spi-
golo 1" 4. Poidal punto
H (poiche ¢ il piede
della perpendicolare
E H quello che & ve-
nuto a cadere tra il
vertice del triedro e il
piede dell’ altra per-
pendicolare) si tiri, nel
piano BV 4, la HK perpendicolare alla retta V A.
Questa perpendicolare, poiché entra per H nel trian-
golo F VD e non pud [137] incontrare la retta £'.D,
incontra necessariamente [54] il lato V.D; sia K il
punto d’incontro. (1).

Nella scelta della dimostrazione abbiamo imitato EUCLIDE, il
quale, quando puo o sa farlo, schiva di ricorrere all’artificio
della sovrapposizione. Notiamo che si potrebbe dimostrare il
teorema del § 635 in modo analogo & quello del § 637.

(1) Con questo artificio si schiva il postulato della pa-
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Cid fatto, sugli spigoli dell’altro triedro si pren-
dano i segmenti V'E', V'K', V'H' eguali ordina-
tamente ai segmenti V E, VK, VH, esi tirino £ K,
E'K''E'H'\K'H'.

Se confrontiamo i triangoli E VH, E'V'H’, tro-
viamo che hanno E(V)H = E'(V')H' per ipotesi,
ed eguali per costruzione i lati che comprendono 1 due
angoli; quindi & anche:

EH=E'H' e V(H)E=V'(H")E".
Ma V (H)E é retto, tale € quindi V'(H'")E".

Similmente, confrontando i triangoli H VK,
H'V'K' siviene allaconchiusione che ¢ H K= H 'K’
eV(H)K=V'(H')K'.Ma V(H )K é& retto per co-
struzione; quindi V'(H')K ' é retto.

Si osservino ora i triangoll £ VK, E'V'K’. In
questi ¢ E(V)K = E'(V')K' per ipotesi, e per co-
struzione ¢ VK= V'K' ¢ VE = V'E'. Per conse-
guenza é anche FK = F'K".

Infine, se confrontiamo itriangol EH K, E'H 'K ',
troviamo che hanno i lati rispettivamente uguali.
Pertanto gli angoli EH K, E'H'K' sono eguali. Ma
questi angoli sono sezioni normali dei diedri C'V 4 B,
C'V’'A'B'; 1 due diedri sono [608] dunque uguali,
epperod [635] ecc.

Caso 2°. La dimostrazione precedente suppone
che due facce almeno di un triedro, epperod anche le
corrispondenti nell’ altro, siano angoli acuti. Passiamo
a considerare il caso nel quale 1n ciascun triedro una
faccia sola o nessuna & un angolo acuto. (1).

rallela, al quale non 8i & mai fatto ricorso nei tre primi capi-
toli della Stereometria.

(1) Se due angoli diun triedro e quindi anche i corrispondenti
dell’altro sono retti, ci si riconduce subito al teorema del § 635.
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Partendo dai vertici, si prendano sugli spigoli de:
triedri dei segmenti VD, VE, VF, V'D', V'E’,
V'F' tutti eguali tra loro, e si compiano 1 triangoli
DEF, D'E'F'.

Poiché i due triedri (V') e (V') hanno le facce
rispettivamente uguali, 1 sel triangoli 1sosceli, tagliati
via dalle facce de’triedri, hanno eguali rispettiva-
mente [151] le basi e gli angoli alle basi. Cosi é:

DIF)WW=D"(F')V'ed E(F)V=E"(F")V".
Sono poi eguali anche gli angoli EF D, E'F'D’, come
angoli corrispondenti di triangoli i cui lati sono rispet-

tivamente uguali. I due triedri (F)DEV,(F')D'E'V’
hanno adunque facce rispettivamente uguali. Inoltre
le facce D(F)V, E(F)V,D'(F")V', E'(F')V' sono
angoli acuti, perché [139] angoli alla base di trian-
goli isosceli. Per questi due triedri vale adunque
la precedente dimostrazione, epperd quel loro diedri
che hanno per ispigoli le rette ¥'C; V'C’ sono eguali
Ma codesti diedri son diedri compresi da facce rispetti-
vamente uguali ne’ due triedri dati; quindi [635].

Resta dunque provato che, se ecc.

638. Teor. Due triedri, se hanno i diedr: rispet-
tivamente uguali, hanno anche le facce ordinatamente

uguali.
Dim. Due triedri (V), (V') abbiano 1 diedri ri-
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spettivamente uguali, Proveremo che anche le facce
sono eguali, ciascuna a ciascuna.

A tal fine si considerino i triedri supplementari
dei dati. Poiché le loro facce sono rispettivamente
supplementari delle sezioni normali dei diedri del
triedri dati, ed in questi i diedri sono eguali ciascuno
a ciascuno, nei triedri supplementar: le facce sono
eguali rispettivamente [87], e per conseguenza (637 ]
sono eguali ordinatamente anche i diedri.

Ma le facce dei triedri dati sono supplementari
rispettivamente delle sezioni normali dei diedri del
loro supplementari. E poiché s'é dimostrato che que-
sti diedri sono eguali ciascuno a ciascuno, si con-
chiude che sono eguali rispettivamente anche le facce

del triedri dati.

Probiemi.

639. Probl. Costruire un triedro, le cui facce
siano equali rispettivamente @ tre angoli dati, la cui som-
ma & minore di quattro retti e ciascuno dei quali & minore
della somma degli altri due.

Risel. Si costruiscano in un piano tre angoli
consecutivi 4 O B, BOC,

C 0 D, che siano eguali ri-
spettivamente agli angoli
dati. Poi, con centro O e
raggio arbitrario si descriva
un cerchio; e siano A4, B,
C, D i punti nei quali esso
taglia i lati degli angoli
Poiché la somma dei tre an-
goli, che si son posti consecutivamente intorno ad 0,
& minore di quattro retti, I'arco A BCD & minore
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dell’ intero cerchio, E perché ciascuno degli angoli
dati ¢ minore della somma degli altri due, ciascuno
degli archi 4 B, BC, CD e [203] minore della somma
degli altri due; egli é adunque:

(1) arco A B < arco BC D,
(2) arco BC <C arco 4 B -+ arco CD,
(3) arco D < arco 4 BC.

Dai punti 4 e D si tirino le corde A E, D F ri-
spettivamente perpendicolari ai ragg:r OB, OC. Cosi,
essendo arco BE = arco A B, ed arco F( = arco
CD, per le disuguaglanze (1) e (3) & pure: arco
BE < arco BCD, ed arco FFC < arco ABC. Que-
ste disuguaglianze provano che il punto £ cade ne-
cessariamente sull’arco BCD, e il punto F sull’arco
ABC.

Prendiamo ora la disuguaglianza (2), ed aggiun-
giamo a’suol membri 'arco 4 B e 1'arco CD. Ciri-
sulta :

arco ABCD < 2arco 4B + 2 arco C D,
ossia: arco ABCD < arco A E 4 arco FD.
Sottraendo dai due membri I’arco ¥ D, otteniamo:

arco AF < arco 4 K.
Questa disuguaglianza prova che il punto ¥ cade neces-
sariamente sull’ arco 4 E, e fra i1 termini di questo arco.

I quattro punti 4, F, E, D sull’arco 4D, minore
di un cerchio, sono dunque schierati necessaria-
mente nell’ ordine in cui li vediamo nella nostra fi-
gura; eppero le corde 4 E, DF si tagliano necessa-
riamente (senza che occorra prolungarle) nell’ interno
del cerchio. Diciamo H il punto d’ intersezione.

Ed ora sitiri O H, e poi per H la perpendicolare
al piano della figura [585]; e infine si tagli questa per-
pendicolare, sia nel punto K, con un cerchio descritto
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nel piano O H K con centro O e raggio O A. L’interse-
zione ha luogo, perché il raggio & maggiore di O I,
distanza della retta H K dal centro. [215].

Infine si tiri il raggio OK. Il triedro (O)BCK
é 1l triedro domandato.

Dim, Intanto la faccia B(0)C é uno degl an-
goli dati. Sta dunque a provare che ¢ B(0)K =
A(O)B e C(O)K = C(0)D.

A tal fine, tirati 1 segmenti X M, K N, si confron-
tino 1 triangoli KMO ed AMO; troviamo OM co-
mune, 0 4 = O K, ed eguali gli angoli O M4, OMK,
perché retti ambidue; il primo per costruzione; il se-
condo, perché K H & perpendicolare al piano, ed HM
& perpendicolare alla retta O 2 posta nel piano. [B681].
Pertanto [167] ¢ B(O)K = A(0)B.

Nello stesso modo, considerando 1 triangoli K O XN,
D ON, siprova essere C (O)RK = C(0)D.

Cosi resta dimostrato che le facce del triedro
(0) B C K sono eguali rispettivamente agli angoli dati.

Prolungando gli spigoli del triedro (O)BCK, si
ottiene una seconda soluzione del problema; la quale
si sarebbe ottenuta, considerando la seconda Interse-
zione fatta nella retta H K da quel cerchio di centro O
e raggio O A, che si & descritto nel piano O K H.

640. Oss. Le condizioni, poste mnel precedente
problema agli angoli dati, sono necessarie, perche il
triedro si possa costruire. Esse infattl sono sodisfatte
[628, 627] da ogni triedro. La costruzione precedente
prova che quelle condizioni sono anche sufficient:, per-
ché il problema ammetta soluzione,

641. Probl. Costruire un triedro, © cuir diedri
siano equali rispettivamente a tre diedr: dati.

Risol. Si prendano tre angoli, che siano rispet-
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tivamente supplementari delle sezioni normali dei
diedri dati, e si costruisca [639] un triedro, le cui
facce siano eguali rispettivamente ai tre angoli. Co-
struendo poi il triedro supplementare [633] del trie-
dro ottenuto, risulta il triedro domandato.

Dim. Infatti, poiche le sezioni normali dei die-
dri del secondo triedro sono supplementari delle facce
dell’ altro, esse sono eguali rispettivamente alle sezioni
normali dei diedri dati, epperd [608] anche i diedri del
triedro sono eguali rispettivamente ai diedri dati.

Prolungando gli spigoli del triedro trovato, si ot-
tiene nel nuovo triedro la [638] seconda soluzione del
problema.

6842. Indicando con A, B, C le sezioni normali
dei diedri di un triedro, e con a', b, ¢’ le facce del
triedro supplementare, abbiamo [633]:
4d4+a" =2RB B +b =2R 4+ ¢ = 2R

1°. Da queste relazioni, sommando, si ottiene :

(A4 B4 C)+ (a" 4+ 4+ ¢') = 6R,
dalla quale, perche (¢’ -+ b’ 4 ¢’) & minore [628]
di 4 R, si conchiude che:

La somma dei diedri & un triedro qualungue é mag-
giore di due retti e minore di ser.

2°. Essendo a’ < b’ + ¢, abbiamo:

2R — A <2R — B 4+ 2R — (|
0ssia : B4-C < 4+ 2R

Adunque:

In un triedro ciascun diedro, aumentato di un die-
dro piatto, diventa maggiore della somma degle altri due.

Cosi abbiamo trovato le condizioni che devono
esser sodisfatte de tre diedri dati, perché si possa [640]
con essi costruire un triedro.

e . T S, TR SRS



CAPITOLO XVIII
PARALLELISMO DI RETTE E DI PIANI

Retta e piano paralleli.

643. Teor. Dati comunqgue nello spazio una retta
ed un punto che non sia sulla retta, per il punto si puo
condurre una retta parallela alle data, ed una sola.

Dim. Infatti si pud [42] condurre un piano ed uno
solo che passi per il punto e per la retta; e in codesto
piano per il punto dato si pud condurre una retta
[248] ed una sola [250] che non incontri la retta data.

644. Teor. Una retta, se & parallela ad una retta
d un piano, o giace in questo piano, ovvero non ha con
es30 messun punto in comune.

DPim. Sia un piano «, e in esso una retta 4 B. K
sia. C' D un’altra retta parallela alla 4 B. Dico che la

C' D, o giace nel piano «, 0 non

/ ha con questo piano mnessun

C punto in comune,
(7 Intanto, se la C'D ha col
/ / / piano « un punto in comune,
allora il piano « e il piano delle
parallele, avendo in comune una
retta e un punto fuori di essa, coincidono. [42] Per
conseguenza in tal caso anche la C D giace nel plano «.

Ma quando la retta C' D passa per un punto che
sia fuori del piano «, essa non pud aver nessun punto
in comune con questo piano, giacche, ove un punto
comune ci fosse, si conchiudersbbe nuovamente che la

retta C'D gmce nel piano, e cio contro la supposmmne
che essa passi per un punto che sia fuori del piano.
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645. Def. Una retta ed un piano, che non abbiano
nessun punto in comune [621], st dicono paralleli.

648. Teor. Se una retta é parallela ad un piano,
qualunque piano, che passa per la retta e per un punto del
primo, tagha questo prano tn uny retta parallela alla data.

Pim. Sia un piano ¢ e una retta A B ad esso pa-
rallela. £ un secondo piano, che chiameremo g, passi
per la retta 4 B e per un punto C del piano «. Dico
che i due piani « e f si segano
in una retta parallela alla 4 B, \T\

Intanto, poiché 1 due piani 8 !E\
hanno In comune il punto C, . ' &
essi si segano [D73] in una retta o /
C D, che passa per questo pun- e /
to. E perché la 4 B, per 1’ipo-
tesl, non puo incontrare il piano e, essa non pud in-
contrare la ('D. In conchiusione le rette A B e CD
sono in uno stesso piano 8, e non s incontrano; sono
dunque parallele.

64%. Teor. Se due rette sono parallele, ¢ un piaro
ne incontra una, esso incontra anche U altra.

Dim. Siano due rette parallele A B, CD, e un
plano « ne incontri una, sia la 4 B, nel punto E. Dico
che il piano « incontra anche

la CD. j/ /C
Intanto, poiche il piano « = |

incontra la A B, esso & distinto / F /

dal ptano delle parallele ; e poi- A /

ché codesti due piani hanno in /3 / D

comune il punto E, essi si se-

gano in una retta EF, che passa per E. [573].
Ed ora, perché la retta £ F giace nel piano delle

parallels, e ne incontra una, in E, essa incontra [252]
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anche ’altra; sia F il punto d’incontro. Cosi intanto
abbiamo provato che il piano « e 1'altra parallela
hanno un punto in comune. Ci rimane da provare che
in questo punto il piano sega la retta.

Infatti, poiché il piano « e il piano delle parallele
hanno la E F in comune e sono distinti, essi non pos-
sono aver nessun altro punto in comune [42], epperd
la C D non pud giacere nel piano «. |

Cosi & dimostrato che, se ecc. |

648. Teor. Se due rette sono parallele, ed una ¢
perpendicolare ad un piano, anche Ualtra é perpendicolare
a questo pano.

Dim. Siano due rette parallele 4 B, (D, ed una,
supponiamo la 4 B, sia perpendicolare in B ad un

piano a; dico che anche la CD é
perpendicolare a codesto piano.

| € Intanto il piano 8 delle pa-
\T-}{\ rallele, poiché comprende la 4 B,
'\[ @/ che & perpendicolare al piano «,

/ 8 s / & [618] perpendicolare a questo

. piano. Sia B DY intersezione dei
due piani,

Ora, perché la A B & perpendicolare al piano «,
essa & perpendicolare alla B D ; per conseguenza [250]
questa retta ¢ perpendicolare alla C'D.

Sappiamo [620] poi che, se due piani sono per-
pendicolari tra loro, una retta, che giaccia in uno e
sia perpendicolare all’intersezione comune, ¢ perpen-

dicolare all’ altro piano. La C'D & dunque perpendico-
lare al piano «, come d. d. (*).

(') La proposizione si potrebbe anche dimostrare dicendo:
1a perpendicolare al piano «. condotta per C, & parallela [587]
alla 4 B e per conseguenza [648] essa coincide con la CD.
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849. Teor. Se duc rette sono parallele a una terza,
esse sono parallele tra loro.

Bim. Due rette 4, B siano parallele ad una terza
C. Dico che esse sono parallele tra loro.

S1 tiri un piano «, perpendicolare alla retta C.

Ora, poiché le due rette 4 e € sono parallele, e
la C ¢ perpendicolare al piano a, anche la retta 4 &
[648] perpendicolare a questo piano. Similmente, per-
ché la retta B & parallela alla C, e questa & perpendi-
colare al piano &, anche la retta B & perpendicolare a
codesto piano. Le rette 4 ¢ B sono dunque perpendi-
colari ambedue al piano «. Per conseguenza [A87] esse
giacclono in uno stesso piano e non s’ incontrano: sono
dunque parallele, c. d. d.

650. Teor. Segmenti paralleli, compresi tra un
piano e una retta paralleli, sono equals.

Dim. Siano due rette parallele A B, C D, tagliate
da una retta £/ nei punti £ ed F, e da un plano «
nei punti H e K. E la retta £ F
e 1 piano « siano paralleli. Si A ©

vuol provare che & EH = FK. 1\1\

X
F
Intanto, poiché il piano / %
delle parallele e il piano & hanno 7 H\f\\,x /
»

m comune 1 punti H e K, essi si
segano nella retta H K. E poi- B\
che il piano delle parallele passa
per laretta EF, e questa retta & parallela al piano,
la retta HK & parallela [646] alla EF. I1 quadran-
golo EF K I ¢ dunque un rombo, epperd & [271]
EH=FK, c. d. d.

631. Cor. ! punti di una retta parallele ad un
puano sono egualmente distanti dal piano.

Infatti le perpendicolari, calate sul piano da due



— 415 —

punti qualisivogliano della retta, sono [587] parallele.
Per la proposizione precedente esse sono eguali.

652, Def. Se una retta ¢ parallela ad un piano,
la [651] distanza dei punti della retta dal piano si dice
distanza della retta dal piano.

Se una retta & parallela ad un piano, qualunque
segmento, che unisca un punto della retta con un
punto dal piano senza essere perpendicolare al piano,
e maggiore [593, 6561] della distanza della retta dal
piano.

653. Teor. Date due rette sghembe, esiste un seg-
mento ed uno solo, che & compreso dalle rette ed & perpen-
dicolare ad ambedue; esso ¢ minore di qualungue altro
segmento che sia parimente compreso dalle rette.

Dim. Siano due rette sghembe A B, ¢'D. Per
una di esse, ad es. per la C'D, si faccia passare un
piano e, che sia parallelo all’altra retta. Percid basta
tirare per un punto della C'D) una retta parallela alla
A B. Codesta parallela e la (' determinano [43] ap-

puntoun piano &, che é [644]
K "”BK parallelo alla 4 B. Edorada

A hf[ un punto B qualunque della
A B si tiri la B E perpendi-

5T 7 colare al piano «; e poi si

consideri il plano determi-
nato dalle A B, B E. Questo
piano sega [B73] 1l plano «
in una retta E P, che é pa-
rallela [646] alla 4 B, e che, non potendo [649] essere
parallela alla CD, incontra necessariamente questa
retta; sia H il punto d’incontro. Infine, nel piano delle
rette A B, E P, si tiri per H una retta perpendicolare
ad EP. Questa perpendicolare incontra [252] la A B;
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dicasi K il punto d’ incontro. Proveremo anzitutto che
il segmento HK e perpendicolare ad ambedue le
rette date.

Intanto, poiché lerette A B ed E P sono parallele,
e Ia HK & perpendicolare alla E P, essa é perpendico-
lare [256] anche alla 4 B.

Poi si osservi che il piano delle rette 4 B, E.P,
come quello che passa per la retta B E, la quale e per-
pendicolare al piano «, & perpendicolare [618] a que-
sto piano. E perché la retta H K giace in uno di questi
piani ed & perpendicolare alla loro intersezione, essa &
perpendicolare [620] all’altro piano, cioé al piano «;
quindi [577] & perpendicolare alla retta C D.

Il segmento H K & dunque in fatto perpendicolare
ad ambedue le rette date.

Ora proveremo che nessun altro segmento, che
unisca un punto della A B con uno della C D, non puo
essere perpendicolare ad ambedue le rette. Tale non
potrebbe essere un segmento che abbia una estremita
in H od in K, perché da uno stesso punto non 51
pud condurre ad una stessa retta che una perpendico-
lare soltanto. Ammettiamo che il segmento M N sia
perpendicolare ad ambedue le rette; e consideriamo
il piano delle rette A B, MN. Questo piano sega il
piano « [573] in una retta N 0, che & parallela [646]
alla A B. Allora la retta M N, perché e perpendicolare
ad A B, & perpendicolare anche [256] ad N 0. Ma per
ipotesi & perpendicolare anche a CD:; essa ¢ quindi
perpendicolare [578] al piano a, e per conseguenza
essa giace in uno stesso piano [587] con la retta H K.
Ma, se MN ed HK giacciono in uno stesso piano,
giacciono in uno stesso piano anche le rette AB, CD;
e cid & contrario all'ipotesi che codeste due rette siano



— 417 —
sghembe. Non ¢’ é dunque altro segmento che HK,
che sia perpendicolare ad un tempo ad ambedue le
rette date.
C1 resta a provare che il segmento H K & minore
di qualsivoglia altro segmento che abbia le estremita
sulle rette 4B, C D. Proveremo, ad es., che H K &

minore di M N.

Per la dimostrazione tiro per M la M P perpen-
dicolare ad £ H. Sappiamo [620] che essa é perpendi-
colare al plano a; epperd [593] essa é minore di M N,
che necessariamente & un’obliqua. [586]. Ma [279] é
HK = MP; quindi infineé¢ HK << MN.

Cosi resta provato che ecc.

654. Pef. Il segmento, che ¢ compreso tra due
rette sghembe ed & perpendicolare ad ambedue, si
chiama distanza tra le due rette.

Piani paralleli.

6558. Teor. Due piani, perpendicolar: a una mede-
sima retta in punte distinti, non hanno nessun punto in

comiune.
Dim. Infatti, se i due piani avessero in comune un

punto, per questo punto, necessariamente esterno alla
retta, passerebbero due piani perpendicolari alla retta,
il che & impossibile. [584].

656. Def. Due piani, che non abbiano nessun pun-
toin comune, st dicono paralleli.

€5%. Teor. Se due rette, che si tagliano, sono pa-
rarelle ad uno stesso prano, il piano delle due rette e 1l

mano dato sono parallel:.
Dim. Due rette 458, C'D, che si segano m O,

siano parallele a uno stesso piano «. Dico che il piano
27
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delle due rette [43] e il pilano ¢ non hanno nessun
punto in comune.

Infatti, sei due piani avessero un punto in comune
e quindi [573] una retta in co-
mune, questa dovrebbe essere
parallela ad un tempo [646] ad ¢ %
ambedue le rette 4 B, ('D. Ma @
allora per uno stesso punto O / /
passerebbero due parallele ad
una stessa retta (all’intersezione
dei piani), e ci6 non pud [643] darsi.

Cosi si & dimostrato che, ecc.

658. Teor. Se due piani sono paralleli, e una retta
ne incontra uno, essa incontra anche U altro.

Dim. Siano due piani paralleli ¢, §, e una retts
A B ne incontri uno, sia il piano «, nel punto C. Dico
che essa incontra anche il piano f.

Per un punto D qualunque del piano g si conduca
la retta D E parallela alla 4 B. Poiché lerette A B, D E
sono parallele, e il piano « in- i A
contra la 4 B, esso incontra [647] \ \
anche la D E. Dacché la retta
D E incontra il piano «, che non
ha nessun punto in comune col
piano g, essa non puo giacere nel
piano §; ma lo incontra nel punto
D. Infine, poiché le rette D K,
A B sono parallele, e la D £ in-
contra il piano 8, anche la A B incontra [647] questo
piano, c. d. d.

659. Cor. S¢ due piani sono paralleli, e un terzo
piano ne sega uno, esso sega anche U altro.

Siano due piani paralleli &, 8, e un terzo piano p

A 0 D




— 419 —
ne seghi uno, seghi ad es. il piano «. Dico che esso sega
anche il piano 8.

Infatti una retta 4 B, tirata nel piano y per un
punto della sua intersezione col piano &, incontra
questo piano, e quindi [658] incontra anche il piano 8,
che & parallelo ad «. Il punto d’incontro C, appartiene
ad ambidue 1 piani y e 8, 1 quali per conseguenza
[073] si segano.

860. Teor. Se due pian: paralleli sono tagliati da
un terzo, le mntersezioni sono parallele. |

Dim. Siano due piani paralleli ¢, 8, e un terzo
piano y ne incontri uno, e quindi [659] anche I’altro.
Dico che le intersezioni sono parallele,

Queste due rette giacciono intanto in uno stesso
piano, nel piano p. Ma non possono incontrarsi, perché
1 plani e, §, in cul giacciono rispettivamente, non hanno
nessun punto in comune. Adunque, ecc.

681. Teor. Se due piani sono paralleli, e una
retta é perpendicolare ad uno, essa ¢ perpendicolare anche
all altro.

Dim. Siano due piani paralleli «, 8, e una retta
A B sia perpendicolare ad uno; sia perpendicolare al

piano «, nel punto C. Dico che
essa ¢ perpendicolare anche al

tA plano S.
/ C.L/fﬁ // Intanto, perche 1 piani « e
a I

3 sono paralleli, e la retta 4 B

Incontra il piano e, essa incontra

/ pL—F / [658) anche il piano 8. Sia D il
B punto d’intersezione.

Per il punto D e nel piano

f si tiri una retta qualunque

D F e poi si consideri il piano delle rette [43] 4 B,
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D F. Questo piano, poiché ha in comune col piano o
il punto €, ha in comune con codesto piano [573] una
retta che passa per ('; sia la retta CE. Ma poiche 1
piani «, § sono paralleli e le rette C'E, D F sono le
loro intersezioni con un terzo plano, queste rette sono
parallele [660]. E poicheé la retta 4 B & perpendicolare
al piano a, essa & perpendicolare [577] alla C'E e per
conseguenza [256] anche alla D F. La retta 4 B é dun-
que perpendicolare alle rette del piano 8 che passano
per D, ossia [B77] é perpendicolare al piano §.

Cosi s1 & dimostrato che, ece.

862. Teor. Due pian: parallele ad un terzo sono
parallelr tra loro.

Dim. Due piani « e § siano paralleli ad un terzo
v. Dico che essi sono paralleli tra loro.

Infatti, se si tira una retta, che sia perpendicolare al
piano p, essa & pol perpendicolare anche ai piani « e
[661],e per conseguenza [655] questi piani sono paralleli,

663. Teor. Dat: comunque un mano ed un punto,
per il punto st pud far passare un piano, ed uno soltanto,
che sia parallelo al piano dato.

DPim. Siano datl un piano «, e un punto 4 che sia
fuori del piano. Proveremo che
per A sipud condurre un piano

ed uno soltanto, che sia paral- / A, y

lelo al piano e.
A tal fine si cali [586] da -

4 la A Bperpendicolareal piano / B 7
«. Poi si tiri [5683] un piano g !

perpendicolare ad A B 4. Il

piano « e il piano 8, perché perpendicolari a una stessa

retta A B, sono [65b] paralleli.
Nessun altro piano, che passi per 4 e sia distinto
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dal piano 8, pud essere parallelo al piano . Infatti, se
un piano y cosi fatto esistesse, i piani § e y, perché am-
bidue paralleli al piano «, sarebbero [662] paralleli tra
loro, e cid & assurdo (perché hanno il punto 4 in co-
mune ).

Cosi si ¢ dimostrato che, se ecc.

664. Teor. Se i lati di due angoli hanno direzion:
rispettivamente uguali, gli angoli sono eguali, e i loro prant
somo parallel:.

pim. Siano due angoli A BC, DEF, i cui lati
abbiano direzioni rispettivamente uguali. Dico che gl
angoli sono eguali, e che 1 loro
/3 piani sono paralleli.

/ Si tiri la retta E I, e si conside-

B
]\ rinoiriedri (B) AHC,(E)DIHE.
] In questi le facce ABH, DEH

; C
E sono eguali [254, perché angoli cor-
m rispondenti fatti dalle parallele B 4,

ED con la EH; le facce HBC,
HEF sono eguali, come angoli corrispondenti fatti
dalle parallele BC, EF con la EH; il diedro com-
preso & comune; per conseguenza [635] gl angoli
ABC, DEF sono eguall

Ci rimane da provare che i piani dei due angoli
sono paralleli. Percid basta osservare che, essendo le
rette A B, BC parallele rispettivamente alle D £, E'F,
esse sono [644] parallele al piano dell'angolo D EF,
epperd [657] anche il piano dell” angolo A BC & paral-
lelo a quello dell’angolo D E F.

665. 0ss. So per un punto qualunque si tirano
due rette rispettivamente parallele a due rette sghem-
be, le due rette fanno angoli rispettivamente uguali
agli angoli compresi da due altre rette tirate per un
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altro punto qualunque parallelamente alle due rette
sghembe stesse. [649, 664].

- Uno degli angoli acuti formati da due rette, con-
dotte per uno stesso punto parallelamente a due rette
sghembe, si dice inclinazione od angolo di queste rette.
Se le nuove rette sono perpendicolari tra loro, si di-
cono perpendicolari tra loro anche le rette sghembe.
Cosi possiamo dire, ad es., che, se una retta & perpen-
dicolare ad un piano, essa & perpendicolare a fufte le
rette del piano.

666. Teor. Segmentt paralleli, comprest tra due
piant paralleli, sono equall.

Dim, Siano due piani paralleli @, B, e due rette
parallele 4 B, C D che 1i incontrino [647, 658] rispet-
tivamente nei punti 4, B, C, D. Dico essere A B= CD.

Si tirino le rette A€, B D. Queste sono parallele,
perché [660] sono le intersezioni
del piano yp delle rette 4 B, C'D
col piani paralleli « e 8. 1l qua-
drangolo ABCD é dunque un
rombo, epperd [271] e 4 B=C'D,
come d. d.

66%. 0ss. Sapplamo [D87]
che, se due rette sono perpen-
dicolari a uno stesso piano, esse
sono parallele; e che, se una
retta & perpendicolare ad uno di due piani pacalleli,
essa & [661] perpendicolare anche all’ altro. Per que-
sto, e per il teorema precedente, possiamo dire che,
se due piani sono paralleli, le distanze dei punti di
un piano dall’ altro piano, e le distanze dei punti di
questo dal primo piano sono tutte uguali tra loro.
In altre parole, se due piani sono paralleli, la di-
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stanza di un punto d’uno dei piani dall’altro piano
& costante.

La detta distanza & pol minore [593] di qualunque
segmento che sia compreso tra i due piani e che non
sia perpendicolare ai due piani.

Se due piani sono paralleli, la distanza di un punto
d’un piano dall’altro piano si dice distanza det due prani.

668. Teor. I segmenti di due trasversali di un fa-
scio di piani paralleli sono proporzionali.

pim. Dei piani paralleli ¢, 8,9,d ... siano incon-
trati [658] da due trasversali, rispettivamente nei punti
A4, 4", B, B', C, C'... Dico che
i segmenti delle trasversali sono
proporzionali. [405].

Per uno dei punti d'incon-
tro di una delle rette con uno dei
piani, ad vs. per B, si tiri la
parallela all’ altra trasversale.
Siano M, N, P... 1 puntiin cul
la nuova retta incontra [658] i
plani dati.

Il piano delle rette 4 D, M P sega 1 pianl a, ¢, 0...
nelle rette M A4, C N, DP..., le quali sono parallele,
appunto perché intersezioni di uno stesso piano con
piani paralleli. [660, 251]. Quindi, per il teorema di
TarLeTe, i segmenti della 4 D somo proporzionall a
quelli della M P. Ma i segmenti di questa retta sono
ordinatamente uguali [666] a quelli della A'D';
quindi i segmenti della 4 D) sono proporzionali ai seg-
menti della A’ D', come d. d.
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Esercizi.

Se due rette sono parallele, ed una & parallela ad un piano,
anche )’altra & parallela al piano, o vi giace tutta intera.
Se due piani passano per due rette parallele, ciascuno per
una, e si segano, I'intersezione & una retta parallela alle
altre due. -

I piani, condotti per uno stesso punto, parallelamente a
una stessa retta data, passano per una medesima retta.
Se una retta & perpendicolare ad un piano, ogni piano pa-
rallelo alla retta & perpendicolare al piano dato.

Se una retta & parallela ad un piano, ogni piano perpen-
dicolare alla retta & perpendicolare al piano.

Se per un punto O si conducono due rette O 4, O B paral-
lele ad un piano «, e poi per O due piani rispettivamente
perpendicolari alle rette O 4, O B, Iintersezione di questi
piani & perpendicolare al piano a.

Due segmenti eguali e paralleli si proiettano sopra uno
stesso piano in segmenti egnali e paralleli.

Rette parallele fanno con uno stesso piano angoli eguali.
Se due rette si proiettano sopra due piani non paralleli in
rette rispettivamente parallele, esse sono parallele.

Se dalle estremita e dal punto di mezzo di un segmento
situato per intero da una stessa banda di un piano, si ti-
rano tre segmenti paralleli fino al piano, il segmento, che
parte dal punto di mezzo, é uguale alla semisomma degli
altri due. _

I diedri, formati da un piano con due altri piani paralleli,
sono rispettivamente uguali.

La proiezione di un segmento & minore del segmento,
purché questo non sia parallelo al piano di proiezione.
Se un triangolo ha un solo lato parallelo a un piano, la
proiezione del triangolo su questo piano & minore del
triangolo dato.

Se un triangolo giace in un piano non parallelo al piano
di proiezione, la proiezione del triangolo & minore del
triangolo primitivo.
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In qualunque solido poliedro ciascuna faccia & minore
della somma di tutte lo altre.
Si pud sempre condurre un piano, che tagli tutti gli spi-
goli di un angoloide convesso.
Se pill rette parallele incontrano due piani paralleli, le
figure che si ottengono unendo ordinatamente i punti
d’intersezione, sono eguali.
Se due piani sono paralleli, e per i punti di un cerchio, po-
sto in uno de’ piani, si tirano delle rette parallele, queste
incontrano I altro piano lungo un cerchio eguale al dato.
Se si hanno due piani paralleli e un cerchio in uno di essi,
le rette, che passano per uno stesso punto, situato fuori
dei piani, e per punti del cerchio dato, incontrano I’altro
piano in punti che appartengono ad uno stesso cerchio.
I punti, dove le rette che passano per uno stesso punto,
sono tagliate da due piani paralleli, sono i vertici di due
poligoni simili (omotetici).
Se due triangoli simili giacciono in piani paralleli, e due
lati omologhi sono paralleli, le rette, che passano peri
vertici omologhi, passano per un medesimo punto.
I segmenti, che uniscono i punti di mezzo dei lati op-
posti di un gquadrangolo (gobbo), si dimezzano scambie-
volmente.
Se da un punto si tirano tre raggi con direzioni rispet-
tivamente uguali a quelle degli spigoli di un triedro, si ot-
tiene triedro eguale al dato.
In ogni triedro la somma degli angoli, compresi ciascuno
da uno spigolo e dalla bisettrice della faccia opposta, é
minore della somma delle facce.
Se per il vertice di un triedro e in ciascuna faccia si tira
la perpendicolare allo spigolo opposto, le tre perpendico-
lari giacciono in uno stesso piano.
I piani, che dimezzano i diedri di un triedro, si segano
lungo una stessa retta.
I piani, perpendicolari rispettivamente alle facce di un
triedro lungo le bisettrici delle facce, passano per una
stessa retta.
I piani, ciascuno dei quali passa per uno spigolo di un
triedro ed & perpendicolare alla faccia opposta, si segano
in una medesima retta.
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I piani, ciascuno dei quali passa per uno spigolo di un
triedro e per la bisettrice della faccia opposta, passano
per una stessa retta.

Il punto d’incontro delle altezze del triangolo, che si ot-
tiene tagliando con un piano un triedro trirettangolo,’
& la proiezione del vertice del triedro sul piano della
sezione.

Luogo dei punti di un piano, i quali sono equidistanti da
due punti dati.

Luogo dei punti equidistanti da tre punti dati, che non
sono allineati. | *
Luogo delle rette parallele ad un piano dato e che pas-
sano per un medesimo panto.

Luogo delle rette, che tagliano una retta data, e che sono
parallele a un'altra retta data.

Luogo delle rette, che sono parallele a due rette parallele
date e sono equidistanti da queste rette.

Luogo dei panti, che hanno data distanza da un piano dato.
Luogo dei punti equidistanti da due piani paralleli.
Luogo dei punti, le cui distanze de due piani paralleli
stanno in rapporto dato. |
Luogo dei punti, ne’quali i segmenti compresi tra due
piani paralleli sono divisi in rapporto dato.

Luogo de’ punti, le cui distanze da due piani che si ta-
glirno stanno in rapporto dato.

Luogo de’ punti nei quali i segmenti, compresi tra un
punto dato e un piano dato, sono divisi in rapporto dato.
Luogo dei piedi delle perpendicolari calate da un punto
dato sulle rette che giacciono in uno stesso piano e pas-
sano per uno stesso punto.

Luogo de’ punti, le cui distanze da due piani che si ta-
gliano fanno una somma data.

Luogo de’ punti, le cui distanze da dne punti dati stanno
in rapporto dato. {452},

Quale &la condizione perché si possano condurre tre piani
paralleli che passino rispettivamente per tre rette date?
Per un punto condurre una retta, che tagli due rette date.
Tirare una retta parallela ad una data, e che tagli due
altre rette date.

Dati un punto ed un triedro, condurre per il punto un
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piano, che tagli glispigolidel triedroin punti equidistanti
dal vertice.

919. Condurre per un punto dato un piano parallelo adue rette

920.
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930.
931

932.

date.

Tirare un piano, che passi per due punti dati e che sia
equidistante da due altri punti dati.

Tirare un piano, che abbia data distanza da tre punti dati.
Tirare un piano che sia equidistante da guattro punti
dati,

Condurre un piano parallelo a uno dato e tangente a una
sfera data.

Trovare un punto, che sia egualmente distante da quat-
tro punti dati.

Trovareun punto che abbia date distanze da tre piani dati.
Trovare sopra un piano dato un punto, che sia equidi-
stante da tre punti dati.

Trovare un punto che disti egualmente da tre rette pa-
rallele date e da due punti dati.

Trovare sopra un piano un punto, che sia equidistante da
due punti dati, e che sia equidistante da dune dati piani
paralleli.

Tirare da un punto dato a un piano dato un segmento, che
sia eguale a segmento dato e parallelo a un piano
dato.

Condurre una retta, che tagli due rette date, che sia pa-
rallela ad un piano dato, e che abbia daquesto piano data
distanza.

Condurre in un piano una retta, che sia parallela ad una
retta del piano, e che abbia data distanza da un punto
dato fuori del piano.

Condurre, da un punto dato fuori di un piano, una retta
che tagli una retta posta nel piano, e in modo che abbia
col piano inclinazione data.

933. Trovare un punto, che sia equidistante da due piani pa-

934.

ralleli dati, e che abbia date distanze da due punti dati.
Condurre per un punto dato un piano, che abbia data di-
stanza da una retta data.

935. Per un punto dato condurre una retta in modo che sia pa-

rallela ad un piano dato e che il segmento di essa, com-
preso tra due dati piani, sia dimezzato dal punto dato.
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Tirare una retta, che sia equidistante da un piano e da
due rette parallele tra loro e parallele al piano.

Per due punti tirare dne piani che siano paralleli a una
retta data, e che abbiano distanza data.

Tirare in un piano una retta, che abbia date distanze da
due punti non situati nel piano.

Per un punto dato condurre un segmento, che sia eguale
a un segmento dato, che termini su due piani dati, che
sia egnalmente inclinato con questi piani.

Tirare il piano che dimezza un diedro dato, e ci0 senza
usare dello spigolo del diedro.

Condurre per un puanto dato un piano, che passi per I’in-
tersezione di due altri, ma senza usare di questa inter-
gezione.

Condurre per un punto dato una retta, che passi per
il punto di concorso di due altre, senza usare di questo
punto.

Per trovare la distanza di due rette, si pud tirare due
piani rispettivamente perpendicolari alle rette date, e
poi una retta che le tagli e che sia parallela all’interse-
zione dei piani.

Una retta parallela ad un piano & equidistante dalle rette,
che giacciono nel piano e non le sono paraliele.

Tirare un piano, che sia equidistante da due rette date.
Dato un punto, un piano, e una retta parallela al piano,
condurre per il punto una retta, che incontri la retta data
e il piano in due punti che abbiano data distanza.
Tagliare un angoloide tetraedro in modo che la sezione
sia una losanga di lato dato.

Condurre un piano, che passi per un punto dato, e che
faccia angoli eguali con tre rette date.

Condurre per una retta data un piano, che con un altro
piano dato comprenda un diedro dato.

Condurre per un punto dato un piano parallelo a una retta
data, e che formi con un piano dato un diedro dato.
Costruire un triedro trirettangolo,i cui spigoli passino
per tre punti dati,

Tagliare un triedro trirettangolo in modo che la sezione
sia eguale a un triangolo dato.
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